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XV.

SUI FONDAMENTI DELLA TEORIA
DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI

«Memorie della Societa Italiana delle Scienze (detta dei XL) » serie 11l
vol. VI, n. 8, anno 1887 k

Parte Prima.
INTRODUZIONE

1. Nell’analisi la derivazione e l'integrazione si considerano come le due
operazioni infinitesimali fondamentali; esse si definiscono in modo indipen-
dente l'una dall’altra e si dimostra che I'una operazione & inversa all’altra.

Il mezzo che mi son proposto per studiare le equazioni differenziali lineari
parte dalla considerazione di due analoghe operazioni fondamentali infinite-
simali le quali rispettivamente danno il passaggio dagli integrali fondamen-
tali di una equazione differenziale lineare ai coefficienti della stessa ed
inversamente dai coefficienti della equazione differenziale agli integrali
fondamentali.

2. Eccomi ad esporre in succinto come si ottengono tali operazioni.
Se sopra una variabile qualunque u si eseguiscono successivamente due

sostituzioni lineari i cui coefficienti sono rispettivamente ,

equivale ad eseguire una sola sostituzione che si usa chiamare il pro-
dotto delle due. Si scrive

E noto che, se

si avra in generale

(*) Presentata dai Soci E. Betti ed E. Fergola
(1) Ora ed in seguito il segno stara a significare differente.
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Prescindiamo dalla variabile u sopra cui debbono eseguirsi le sostituzioni
e consideriamo soltanto le relazioni fra i coefficienti delle sostituzioni. Suppor-
remo le sostituzioni a determinante uguale ad |I.

3. Dalla operazione fondamentale considerata del prodotto di due sosti-
tuzioni possono farsi dipendere come casi particolari la somma, la moltipli-
cazione, la sottrazione e la divisione ordinarie.

Infatti, come & noto, avremo

4. Supponiamo ora di avere una sostituzione i cui elementi siano fun-
zioni di una variabile: chiameremo la sostituzione funzione di quella varia-
bile, e se gli elementi saranno funzioni continue si chiamera pure continua
la sostituzione. Mediante tale considerazione si passa subito ad ottenere una
operazione infinitesimale colle sostituzioni.

Infatti, se € una sostituzione continua di X, avremo che le due
sostituzioni
M
e
)

quando Ax tendera a zero, tenderanno indefinitamente verso la identita in
modo che, sotto certe condizioni, le sostituzioni (1) e (I1) potranno rispettiva-
mente scriversi, col trascurare infinitesimi d’ordine superiore al primo,

essendo

due sostituzioni funzioni di x.
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Queste operazioni fondamentali infinitesimali le chiamero rispettivamente
derivazione a sinistra e a destra della sostituzione primitiva

Analogamente partendo da una sostituzione

(a determinante eguale o no ad uno) funzione di x definita in un intervallo
(p---9), considererd questo intervallo diviso in n parti h!,h2, ..., hn. For-
mero i due prodotti:

in cui rappresenta il valore della sostituzione per un valore di x com-
preso nell’intervallo hl. Considererdo quindi i limiti, se esistono, di questi due
prodotti quando h! h2, ... ,hn vanno indefinitamente impiccolendo e chiamero

rispettivamente i due limiti integrale destro e integrale sinistro della sostitu-
zione nell’intervallo (p.-.q).

Dimostrero che le due operazioni della derivazione e della integrazione
delle sostituzioni possono ritenersi come operazioni inverse.

Esse fanno parte di quella classe di operazioni infinitesimali a cui allu-
devo fin da principio; perché, come dimostrero, danno appunto il passaggio
dagli integrali fondamentali di una equazione differenziale del second'ordine
ai coefficienti della stessa e inversamente dai coefficienti agli integrali fonda-
mentali.

Per ottenere la generalizzazione delle stesse operazioni al caso di una
equazione differenziale d’ordine n, bastera considerare una sostituzione

di ordine n ed estendere, come ¢ facile, a questa le due operazioni fondamen-
tali di derivazione e di integrazione.

In altri termini il calcolo differenziale ed integrale relativo alle sostituzione
ci fornisce la teoria generale delle equazioni differenziali lineari.

5. Se si tien presente quanto dicemmo nell’art. 3 si vede che la deriva-
zione e la integrazione ordinaria, come pure la derivazione logaritmica e la
sua operazione inversa, possono ritenersi casi particolari della derivazione
e della integrazione di sostituzioni.
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6. Nella prima parte di questo lavoro mi occupo dello studio delle due
operazioni fondamentali, a cui ho accennato precedentemente, sulle sosti-
tuzioni funzioni di variabili reali.

Nel § ! studio le derivate delle sostituzioni del secondo ordine, le condi-
zioni per la loro esistenza, le loro proprieta e le regole per la derivazione dei
prodotti di sostituzioni.

I § 2 é relativo alla integrazione delle sostituzioni e alle relazioni che
passano fra la derivazione e la integrazione.

Nel § 3 mi occupo delle sostituzioni funzioni di piu variabili e dei loro
differenziali del primo e del secondo ordine e trovo le condizioni affinché
una espressione differenziale data per sostituzioni sia un differenziale esatto
d’'una sostituzione.

Il § 4 si riferisce alla integrazione delle espressioni differenziali, e nel
§ 5 si trova un cenno circa alle variazioni delle sostituzioni.

Nel § 6, dopo definita la integrazione multipla, viene dato un teorema che
trasforma l'integrale curvilineo di una sostituzione in un integrale doppio;
da questa trasformazione risulta la condizione di monodromia di una sosti-
tuzione funzione di due variabili ottenuta integrando un differenziale esatto.

Nel § 7 viene eseguito un breve studio sopra una sostituzione di due
variabili che gode di proprieta analoghe al parametro differenziale secondo
di una funzione.

Questi primi sette paragrafi (per rendere piu semplice la esposizione della
presente teoria) sono relativi alle sostituzioni del secondo ordine, la generaliz-
zazione ad una sostituzione di ordine n viene eseguita nel § 8.

Nelle parti che faranno seguito alla presente verranno considerate le so-
stituzioni funzioni di variabili complesse. Per esse vale un teorema analogo
a quello di CAUCHY relativo ai residui.

Si considereranno poi le sostituzioni algebriche, cioé quelle sostituzioni
monodrome sopra una superficie di RIEMANN e che non posseggono che poli,
ed i loro integrali. Si ottiene in tal modo una classe di sostituzioni che chiamo
sostituzioni abeliane e che per le loro proprieta possono dividersi in varie
categorie. Queste sostituzioni hanno la proprieta di essere definite sopra una
superficie di RIEMANN sezionata mediante i tagli normali, in modo che i due
valori della sostituzione alle due rive di ciascun taglio si ottengono l'uno
dall’altro moltiplicando a destra, o a sinistra, o da ambo le parti uno dei
due valori per sostituzioni costanti lungo ciascun taglio o ciascuna porzione
di taglio compresa fra nodi consecutivi.

Faranno seguito alcune analogie fra i teoremi delle funzioni algebriche
e degli integrali abeliani e le proprieta delle sostituzioni algebriche e abeliane
le quali resultano da uno studio sul teorema di Abel.

Verranno poi considerate alcune classi speciali di sostituzioni abeliane.

Finalmente un’ultima parte riguardera I'applicazione dei resultati tro-
vati alla teoria delle equazioni differenziali lineari e mostrera appunto il nesso
di questa teoria con quella della derivazione e della integrazione delle sosti-
tuzioni.
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PRELIMINARI
1. - Formule preliminari della teoria delle sostituzioni. - Notazioni.

1. Ricordero le formole seguenti:
Si ha

e in generale, se

si ha

con

si ha

e in generale, se

essendo Ars I'elemento reciproco ad ars nel determinante D.

3. Se si hanno due sostituzioni T e o, si chiama

la trasformata di ¢ mediante T mentre

la chiameremo la trasformata inversa di ¢ mediante
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Ponendo

e supponendo I qualunque, avremo

In generale, se

avremo

con

essendo Ali I'elemento reciproco ad ali nel determinante D.
Facciamo la somma dei termini in diagonale nelle (I) (I'); avremo

Analogamente formando la somma dei termini in diagonale nelle (1) e
1) avremo

Quindi si ottiene il teorema:

La trasformata di una sostituzione qualunque ha la somma dei termini
lungo la diagonale eguale alla somma dei termini lungo la diagonale nella sosti-
tuzione primitiva.
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5. Ricorderd0 la proprieta associativa del prodotto di sostituzioni che

puo esprimersi nel modo seguente.
Se si ha il prodotto delle sostituzioni

posto Si_1Si =T, si avra

6.Accennero che nel corso del lavoro ho adoperato qualche volta il
simbolo

per denotare la sostituzione

7. Quando nel parlare di una sostituzione sara necessario di aver riguardo
al valore del determinante della sostituzione, scriveremo dopo la sostituzione
il valore del suo determinante col simbolo (det. D). Analogamente il simbolo
(som. A) dopo una sostituzione indichera che la somma dei termini in dia-
gonale ¢ A.

8. Siano

p sostituzioni di ordini ni. Rappresenteremo con
(V)
la sostituzione

V)

p
di ordine N = la quale si ottiene scrivendo nella (IV) al posto di

I
Ai, A2, ._,Ap i secondi membri delle (II) e completando le linee e le
colonne con tanti zeri. In altri termini, se avremo contemporaneamente
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prenderemo

se le r e s non soddisferanno contemporaneamente alle relazioni (VI), pren-

deremo
brs = o.

Per rappresentare la sostituzione (V), oltre al simbolo (IVV) adotteremo
ancora gli altri

9. Se in una sostituzione qualunque

a,b,c,d, sono minori di m, la sostituzione si dira minore di m.
Se due sostituzioni , sono tali che a—al ,b—b!, c—c1,

d —d1, sono minori di m si dira che le due sostituzioni differiscono meno di m.
1. Se la sostituzione S (det. A) minore di m differisce dalla sostituzione S'
per meno di €, avremo che S-1S' e S'S-1 saranno minori e reci-

procamente se S'S—! & minore di €¢e S' & minore di m, S e S' differiranno
fra loro meno di € (1 + 2 m).
2. Se si trasforma una sostituzione T inferiore ad ¢ mediante una sostitu-

zione ¢ (det. A) inferiore ad m, la trasformata sara inferiore a
3. Se S = (det. A) e S'= (det. A) sono rispet-
tivamente minori di m e m' e se S"= (det. A"), avremo

che SS' differira da S" meno di 2mm' e che SS'S"—| sara minore di

10. Se una sostituzione é funzione di x in un intervallo (p...q),

la massima oscillazione dei suoi elementi si chiamera I'oscillazione della sosti-
tuzione nell'intervallo.

§ 2. — Sulla riduzione delle sostituzioni alla forma normale.

1. Avremo spesso bisogno nel corso del lavoro di porre le sostituzioni
sotto una forma speciale che chiameremo la forma normale.

Ci varremo a tal fine di un teorema di K. WEIERSTRASS da questi dato
nella Memoria Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen (2).

(2) Monatsbericht der Konigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 18 Mai 1868.
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Il teorema a cui si allude é il seguente:
Se per mezzo delle sostituzioni

ove le hiy, kiy sono costanti e le xj,yi, uy, vy sono variabili, le due forme
bilineari

si trasformano in due altre

e se i due determinanti

non sono nulli, avremo che i pIviSORI elementari dei determinanti delle due
forme

coincideranno fra loro.
Reciprocamente se le due coppie di forme bilineari

sono tali che i determinanti delle due forme

hanno i medesimi divisori elementari, si potranno trovare 2 ri costanti
(hi1...hnn) , (k11...knn) per le quali

in modo che le sostituzioni

trasformino contemporaneamente P in P' e Q in Q'
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I WEIERSTRASS da il significato seguente ai divisori elementari del deter-
minante della forma pP + gqQ, che indica col simbolo [P, Q].

Questo determinante ¢ una funzione omogenea di grado n inp e q
esso potra quindi considerarsi (se si esclude il caso in cui tutti i coefficienti
delle forme P e Q siano nulli) come il prodotto di n fattori lineari, e omo-
genei di p e g. Sia ap + bq uno di questi fattori ed | I'esponente della piu
alta potenza di questo fattore che divide [P, Q]; I(x) I'esponente della piu
alta potenza dello stesso fattore che divide tutti i determinanti minori di
[P, Q] di ordine n—h Avremo

supposto I(r) = o. Posto

avremo

Ciascuno dei fattori (ap + bqg)e(t) che comparisce nell’'ultimo prodotto viene
chiamato da WEIERSTRASS un divisore elementare.

2. Si considerino ora le sostituzioni

essendo queste ultime due a determinante diverso da zero. Il teorema di

WEIERSTRASS pud enunciarsi nel modo seguente:
La condizione necessaria e sufficiente affinché si abbia
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¢ che le due sostituzioni

abbiano i determinanti con i medesimi divisori elementari.

3. Cio premesso prendiamo per S2 e S2 l'identita, cioe

avremo

quindi

Potremo semprte ridurre la sostituzione T! ad avere il determinante eguale
ad 1, ed avremo che fra Sl e S! passera la relazione

cioé l'una sara la trasformata dell’altra per mezzo della sostituzione T1. Dal
teorema dell’Art. 2, si deduce quindi:
La condizione necessaria e sufficiente affinché si abbia

essendo Det. Tl = 1, & che i determinanti

abbiano i medesimi divisori elementari.
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Chiameremo il determinante D relativo alla sostituzione S il determi-
nante caratteristico della sostituzione e divisori elementari della sostituzione
quelli relativi al suo determinante caratteristico.

4, Prendasi ora una sostituzione

e si considerino le radici w!, w?, - -, wn dell’equazione di grado n

Se esse saranno tutte diverse fra loro, avremo che

avra i medesimi divisori elementari di D; quindi potremo scrivere

Si supponga invece che alcune delle radici siano eguali fra loro. Si abbiano
li radici eguali ad w, e i fattori elementari corrispondenti siano

Si formino le sostituzioni di ordine
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e quindi (vedi § prec. Art. 8)

E facile riconoscere che V ha i medesimi divisori elementari di S, quindi
potremo scrivere

La formola (1) rientra nella precedente, bastera supporre in essa

La sostituzione S posta sotto la forma (2) si dira sotto laforma normale.

Una applicazione della riduzione di una sostituzione alla forma normale
verra fatta nel § 8 di questa prima parte, ma le applicazioni principali ver-
ranno fatte nella seconda parte del presente lavoro.

SOSTITUZIONI FUNZIONI DI VARIABILI REALI
§ 1. — Derivazione di una sostituzione.

1. Abbiasi una sostituzione funzione di una variabile reale x che suppor-
remo sempre a determinante eguale ad I. Ammettiamo inoltre che gli ele-
menti della sostituzione siano finiti: diremo in questo caso che la sostituzione
efinita. Se poi gli elementi per un dato valore della variabile saranno conti-
nui, diremo che la sostituzione & continua per quel valore della variabile.

Sia una sostituzione finita e continua di x nel punto x0. Si for-

mino i due prodotti di sostituzioni

con Ax positivo 0 negativo.
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I due prodotti coll’impiccolire indefinito di Ax tenderanno verso I’'iden-
tita. Si ponga

e Pi considerino le due sostituzioni

Cerchiamo le condizioni affinché coll’impiccolire indefinito di Ax, queste
due sostituzioni tendano verso due sostituzioni limiti

Vale percio il seguente teorema:

TEOREMA |. — La condizione necessaria e sufficiente affinché esistano i
fue limiti richiesti & che le funzioni A, B ,C, D, ammettano nel punto xo una
lerivata determinata e finita.

Abbiamo infatti

ove

da cui si deduce
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La condizione necessaria e sufficiente affinché esistano i limiti delle due

sostituzioni

é quindi che esistano i limiti di
il che dimostra il teorema.
Noi supporremo sempre che gli elementi della sostituzione oltre

esser finiti e continui ammettano anche le derivate prime determinate e finite.

INn questa ipotesi le due sostituzioni limiti

saranno date rispettivamente da

ove gli apici sostituiscono i segni di derivazione.

Consideriamo i prodotti

Si otterra
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2. Introdurremo le seguenti denominazioni:
Chiameremo derivata sinistra nel punto x della sostituzione

sostituzione limite e chiameremo derivata destra di la sostitu-

zione limite

La sostituzione infinitesima si chiamera il differenziale sinistro
di nel punto xo e si chiamera il differenziale destro.

Adopreremo i simboli seguenti:

(1) (differenziale sinistro)
(2) (differenziale destro)
(3) (derivata sinistra)

(4) (derivata destra)

Avremo poi subito le formole

3. Come é facile il prevedere, ad ogni teorema relativo alle derivate sinistre
ne corrisponde uno correlativo per le derivate destre che si ottiene dal primo
scambiando dappertutto nell’enunciato la parola destra colla parola sinistra,
e trasformata colla trasformata inversa.

Il piu delle volte quindi non enunceremo che uno solo dei due teoremi
correlativi, avvertendo fin d’ora che non si avra nessuna difficolta a stabilire
I’altro.

4. Cominciamo dallo stabilire subito il teoremafondamentale sulla deriva-
zione delle sostituzioni, il quale, come vedremo in seguito, ci da il legame
della presente teoria con quella delle equazioni differenziali lineari.

Teorema IL — La derivata a sinistra di una sostituzione (det. 1) non
cambia se si moltiplica A DESTRA la sostituzione per una sostituzione costante
(det. 1).

TEOREMA correlativo. — La derivata a destra di una sostituzione (det. 1)
non cambia se si moltiplica A SINISTRA la sostituzione per una sostituzione
costante (det. 1).
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Infatti se € una sostituzione costante e € una sostituzione

funzione della x, avremo

e derivando a sinistra

Analogamente

e derivando a destra

5. Teorema Ill. - Il differenziale (destro o sinistro) di una sostituzione
(det. 1) ha il determinante eguale ad 1 a meno d'infinitesimi d'ordine supe-
riore al differenziale della variabile indipendente.

Infatti avendosi

il determinante delle sostituzioni sara, trascurando infinitesimi d’ordine supe-
riore al dx,

Teorema IV. - Ogni sostituzione

non puo esser derivata (destra o sinistra) d'un'altra sostituzione (det. 1) a meno
che non sia a + 6 = o.
Posto

oppure

avremo

oppure
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quindi in ambedue i casi

Dimostreremo in seguito (8 2) che se ¢ continua, la condizione

posta a + & = 0 & anche sufficiente perché la sostituzione sia la derivata di

una sostituzione (det. 1).
TEOREMA V. - La derivata a destra e la derivata a sinistra di una sosti-

tuzione

hanno lo stesso determinante, che & eguale a

Abbiamo trovato che

quindi
Det.

Ma

quindi

TEOREMA VI. - La derivata a destra ¢ la trasformata della derivata a sini-
stra mediante la sostituzione primitiva.
Infatti dalla relazione

si deduce

TEOREMA VII. - Si hanno le relazioni

Abbiamo
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quindi

donde il teorema enunciato.

6.Passiamo ora allo studio delle derivate dei prodotti di sostituzioni.
Valgono percio i seguenti teoremi.

Teorema VIII. — Se (det. 1) é costante e (det. 1) éfunzione

di x, si ha

cioé la derivata a destra del secondo prodotto considerato é la trasformata della
derivata della sostituzione variabile mediante la sostituzione costante, e la deri-
vata a sinistra del primo prodotto considerato ¢ la trasformata inversa della deri-
vata della sostituzione variabile mediante quella costante.

Infatti

Teorema IX. - Se (det. 1) e (det. 1) sono due sostituzioni

funzioni di x, si ha

Questo teorema si dimostra immediatamente osservando che il differen-
ziale del primo membro si otterra facendo il prodotto dei differenziali che si
hanno supponendo successivamente costante l'una e variabile I'altra sostitu-
zione.

La formula precedente & una delle fondamentali della presente teoria e
per le applicazioni che ne faremo € opportuno presentarla sotto varie altre
forme.

Premetteremo alcuni lemmi:

1° Lemma. — A meno di infinitesimi d'ordine superiore a dx, si avra'.
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2° Lemma. - Se|

avremo

ovvero, per una notazione stabilita precedentemente,

3° Lemma. - Dato

si ha

Per i primi due lemmi non vi &€ bisogno di dimostrazione; il terzo & una

immediata conseguenza del secondo, supponendo

Cio premesso, risulta subito che la formola del teorema 1X potra scriversi

e poiché pel teorema VI

avremo anche

Passando dai differenziali alle derivate, si otterranno le seguenti formule

equivalenti al teorema IX:
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vale a dire se

Teorema X. - Se sono funzioni di X,
si ha

(13)

ovvero

14

vale a dire
(15)

se

(16)

Infatti per la formula (11) avremo

ma, pel teorema VII, si ha

da cui la (14). Applicando il primo lemma, si ha

quindi la formula (13) resta dimostrata.

Se si suppone costante, si ottiene come conseguenza la formula

la quale si sarebbe potuta ottenere anche direttamente con grande facilita.
TEOREMA XI. — Abbiasi un prodotto di sostituzioni

tutte a determinante eguale ad 1.
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Si ponga

Avremo

ovvero

Questo teorema si dimostra immediatamente osservando che esso e stato
dimostrato per n = 2, e tenendo conto del teorema IX, si ha che, se esso €
verificato per n = m, risulta vero per n = m + 1

70 Lemma. - Se pel prodotto di due sostituzioni

si ha

€ necessario che sia

Infatti dovendosi avere

& necessario che sia

Teorema XII. - Se per (det. 1), si ha

ovvero

avremo che sara costante.
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Infatti dovrebbe essere

quindi per il lemma precedente

Teorema XIII. - Se due sostituzioni (det. 1) (det. 1)

hanno la stessa derivata sinistra, esse non possono differire che peruna sostitu-
zione moltiplicativa costante a destra.
Sia

avremo pel teorema X

onde pel teorema XII

essendo costante. Quindi

TEOREMA XIV (teorema correlativo del prec.). - Se due sostituzioni
(det. 1) hanno la stessa derivata destra, esse non possono differire che per una
sostituzione moltiplicativa costante a sinistra.

La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema precedente.

8. Supponiamo che la sostituzione (det. 1) funzione di x, abbia la

forma

applicando le formole (3) e (4), avremo

Se la sostituzione ha invece la forma
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avremo

Quindi, come era facilmente prevedibile, la derivazione ordinaria e la
derivazione logaritmica risultano essere casi particolari della derivazione di
una sostituzione.

9. Applichiamo alcune delle formule precedenti per calcolare la derivata
di alcune sostituzioni e ottenére delle formule di cui avremo in seguito bisogno.

Se & costante, avremo

Se A & costante

quindi, se (det. 1) é costante, avremo

Per il teorema Vili, avremo poi

Poniamo

si avra
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e, supponendo ad — bc =0, avremo

onde se (det. i) & costante

purché il determinante della sostituzione costante sia diverso da zero.

Osserviamo ora che si ha, supponendo ¢ costante,

Quindi per i teoremi Il e Vili se (det. i) e (det. i) sono
costanti, avremo

Poniamo

si avra
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onde, essendo costante,

Le formole (21), (22) e (23) ci danno la forma delle sostituzioni pit gene-
rali la cui derivata sinistra ¢ una sostituzione costante senza che tuttigli elementi
sian nulli. Nel caso in cui gli elementi della derivata sono nulli, sappiamo
gia che la sostituzione che deve derivarsi ¢ costante.

io. Se la sostituzione e funzione di y, e questa variabile ¢ fun-
zione di x, posto

avremo evidentemente che

Quindi le formule precedenti ci danno immediatamente la forma delle sosti-
tuzioni piu generali la cui derivata é

(som. o).

Si avra

in cui a ¢ costante e (det. 1) & costante.
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§ 2. - Integrazione di una sostituzione.

1. Abbiasi una sostituzione funzione di un argomento reale x va-

riabile in un intervallo ¢ --q),p << g. Dividiamo questo intervallo in n
parti/zl , A2 ,- - -, hn (a cominciare dal limite inferiore p dell’intervallo) e deno-
tiamo con al-, Bl,vy,, di valori di a,f,y, 6 qualunque compresi fra il limite
superiore e l'inferiore di queste quantita nell’intervallo hi.

Formiamo i prodotti delle sostituzioni

Se, facendo impiccolire indefinitamente tutti gli intervalli h1,h2,- +- h,,,
A,, e A',, tendono verso due sostituzioni limiti S e S', queste si chiameranno

rispettivamente l'integrale sinistro e l'integrale destro di nell'intervallo

f=---q) e =i adotteranno i simboli

(Integrale sinistro) S

(Integrale destro) S

2. La determinazione della condizione d’integrabilita di una sostituzione
& molto analoga a quella della condizione di integrabilita di una funzione. Si
potrebbe quindi enunciare il resultato lasciandone la dimostrazione; ma per
non rendere da questo lato incompleto il presente studio dedicheremo questo
articolo ad accennare la dimostrazione in questione.

Premetteremo alcuni Lemmi.

1o Lemma. - Se si ha il prodotto delle, sostituzioni

e se e inferiore ad mi, il prodotto sara inferiore a

Infatti la sostituzione
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avra ciascun elemento Al , B!, Cl, D! superiore in valore assoluto all’elemento
corrispondente A ,B ,C, D. Ora

quindi

2° Lemma. - Se si hanno i due prodotti di sostituzioni

avremo

posto

Si ha infatti

e analogamente

e cosi seguitando si ha

30 Lemma. — Se le sostituzioni S| sono inferiori a m, e i loro determinanti
sono superiori a S,, mentre ciascuna SI'S) | é minore di zi, la sostituzione
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sara inferiore a

Per il lemma precedente, avremo

Ora
e inferiore a ¢,

T, €& inferiore a

e det.

quindi

sara inferiore a

e finalmente

sara inferiore a

In particolare se ms 1/2, avremo AWW> 1 — 2 ms e quindi UU | sara
inferiore a

40 Lemma. ¢ inferiore ad m, <f 1f2n e

avremo che UTo | sara inferiore a posto
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Infatti, posto

avremo

Ora

T, e inferiore a
S, & inferiore a m,,

det. T, 1 ¢ maggiore di

quindi
sara inferiore a

e per conseguenza sara inferiore a

50 Lemma. - Se si ha il prodotto

con araz2 '+a, positive e

avremo

avremo

Prendendo i logaritmi si avra
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onde

avremo

Cio premesso passiamo a studiare la condizione di integrabilita di una
sostituzione

di cui supporremo tutti gli elementi inferiori ad un dato valore m.
Dividiamo I'intervallo d’integrazione (p'* -q} negli n intervalli h1,h2 1 -hn

che potremo supporre tutti inferiori ad h = 1 4m. Poniamo q— p-I1"'y><s.
Dal primo lemma risulta subito che tutti i possibili prodotti

si conserveranno inferiori ad un certo valore M.
Infatti ciascuna sostituzione

sara inferiore ad mhi <imh <1/4 e quindi

sara inferiore a

Consideriamo ora due suddivisioni diverse Al , h2 - -hn (fii <<h = 1/4) e
Ya,/z2+++Un (ft'i << li = 1/4ni) e formiamo una terza suddivisione pl, p2- - pr,
tale che i punti di divisione ad essa corrispondenti siano quelli della prima e
della seconda suddivisione.

Se nell’intervallo hi sono racchiusi gli intervalli px+l, pf+2. + «pj+r, e se deno-
tiamo con o, B, Fi, 8i, valoridi o, B,y ,d compresi fra il limite superiore
ed inferiore di queste quantita in pi-, prendiamo a considerare le tre sostituzioni
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Per il lemma 40 avremo che U,-Tj | é inferiore a

onde per il lemma 50 (supponendo sara inferiore a

essendo p la maggiore di tutte le pl, p2- - -pr:
Si vede ora che per mh<p 1/8 I'esponente che comparisce nella espressione
precedente risulta minore di 1, quindi avremo che UIT, | sara inferiore a

Se D, e l'oscillazione della sostituzione nell’intervallo A, avremo

che T,- e S, differiranno fra loro meno di DI hi, onde TI 8" sara inferiore a

e percio

sara inferiore a

e avremo evidentemente

quando le ht, h?,-- -, hn tenderanno a zero.
Per il lemma 30 avremo

inferiore a

Ora

e se mh<<1/16
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onde

sara inferiore a

ove

essendo ¢ la maggiore delle ¢ e D la maggiore delle D, e supponendo che
2,-D, hi coll'impiccolire delle hi divenga inferiore ad 1/4. Potremo porre

cd evidentemente ! n, tendera a zero coll'impiccolire indefinitamente delle h,.
Ne segue che

differiranno fra loro meno di

Analogamente si vede che

(se mh sara inferiore a 1/16) differiranno fra loro meno di

ove D' é l'oscillazione di entro h'i e Y, nv tende a zero colle hi. Dunque

differiranno fra loro meno di

Se supponiamo

si potra concludere, con identico ragionamento di quello che si segue pel caso
della integrazione di una funzione, che esistera un limite determinato e finito
per
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Analogamente si vedrebbe che esiste pure il limite del prodotto

quando le hi tendono a zero, se si verifica la condizione

Possiamo quindi enunciare quanto segue.
Teorema |. - Se Di denota la oscillazione della sostituzione finita

nell'intervallo hi e se

per I'impiccolire indefinito di tutte le hi, esisteranno e saranno finiti I'integrale
destro e I'integrale sinistro della sostituzione nell'intervallo totale (pP...q)

ed in una porzione qualunque di questo intervallo.
Come conseguenza si deduce:
Nel caso in cui sia semprefinita e continua o abbia un numero finito

di punti di discontinuita essa sara sempre integrabile tanto a destra quanto a

sinistra.
Percid quando si trattera di una sostituzione da integrarsi la supporremo
semprefinita e continua, a meno che non si avverta esplicitamente il contrario.

3. Teorema IlI. ¢ tale che a + d = o le sostituzioni

qualunque sia l'intervallo (p...q) saranno a determinante eguale all'unita.
Avremo infatti

supponendo di prendere i valori al-, Bl , fid: nello stesso punto dell’inter-
vallo hi.
Ora, poiché supponiamo finita e continua

supponendo di fare impiccolire indefinitamente le hi.
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4. La proprieta associativa del prodotto di sostituzioni ci conduce imme-
diatamente al teorema.
TEOREMA I111. — Se r € un punto intermedio fra p e q,

Analogamente a quanto si fa per la integrazione delle funzioni, si pud
estendere il concetto di integrazione di una sostituzione ad un intervallo nega-
tivo. Se gf> p, supposto diviso l'intervallo (p...q) a cominciare da p negli

intervalli 721 , h2t 1 -hn si intendera per il

per le ht,h2---hn tendenti a zero. Se q,, B, V,-, 60l corrispondono allo stesso
valore di x e se a- + 8, = o0, e A = al &-— B, y,, avremo

Ora

differisce da per infinitesimi d'ordine superiore ad hi,

quindi per il Lemma 30 dell’Art. 20, avremo

In tal modo si ottiene la formula

e la formula del teorema precedente viene cosi a valere anche se r non ¢ inter-
medio fra p e q.
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5. Sia (o' (@ & =0) una sostituzione finita e continua nell’'inter-

vallo ¢~ - -q) e sia X un punto intermedio fra p e g. Se consideriamo le due
sostituzioni

esse potranno considerarsi come sostituzioni funzioni di x.

Per esse vale il teorema seguente:

Teorema IV. — Gli integrali destro e sinistro di una sostituzione (som. = 0)
sono sostituzioni continue (det. 1) del loro limite superiore; la derivata sinistra
dell'integrale sinistro e la derivata destra dell'integrale destro rispetto al limite
superiore sono eguali alla sostituzione che si integra.

i° Che gli integrali destro e sinistro abbiano il det. eguale ad 1 risulta
dal teorema secondo.
20 Per dimostrare che gli integrali sono continui, supponiamo che

la sostituzione da integrarsi sia (i cui elementi supporremo infe-

riori a wz).
Posto

avremo

Ora per la formula (A) dell’art. 2°, avremo che

sara inferiore a 1/2
Cido dimostra la continuita di

Analogamente si vedrebbe verificata la stessa proprieta per l'integrale
destro.
E evidente che per dimostrare la continuita degli integrali non ¢ necessa-
rio supporre la continuita nella sostituzione da integrarsi.
30 Dalla formula (1) dell’Art. 20, posto
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e chiamando D l'oscillazione di nell’intervallo A.t, si deduce che U,-S,- |
sara inferiore a

supponendo Quindi U, e S, differiranno fra loro meno di

Potremo dunque porre (essendo 6!,02,03,0( numeri compresi fra
~rl e —¥

Ora per Ax tendente a zero

quindi

come dovevasi dimostrare.
Analogamente si opererebbe per la derivata destra dell’integrale destro.
Teorema V. - La condizione necessaria e sufficiente affinché una sosti-

tuzione continua (o' * sia derivata di una sostituzione (det. 1) & che sia

a+8=o.
(Vedasi il teorema IV del § 1)
Teorema VI. - Abbiasi (det. 1) e
si avra
supponendo continua.

Infatti, posto

avremo
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quindi, per il teorema XIII del § precedente, sara

essendo S una sostituzione costante. Segue che

ma per Xx —p la (4) diviene

quindi

onde

6. Teorema VII. - Se ¢ costante e (som. — o) & funzione

di x, si avra

vale a dire l'integrale della trasformata di una sostituzione & eguale alla
trasformata dell'integrale, se la sostituzione trasformatrice & costante.
Infatti, pel teorema Vili del § 1, posto

si avra

quindi

come si doveva dimostrare.
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Teorema Vili. — Abbiansi le due sostituzioni variabili

Avremo

vale a dire, se

Poniamo

Pel teorema X, § 1, avremo

Se facciamo poi x = p, si avra

il teorema & quindi dimostrato.

7. La regola che daremo in questo articolo presenta analogia con quella
della integrazione per parti.
Abbiasi da calcolare

Bastera eseguire

poi
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€ avremo

Per dimostrare la regola precedente osserviamo che si ha (Teorema IX,
§ O

8. Fino ad ora abbiamo considerato gli integrali come funzioni dei loro
limiti superiori.
Riguardiamo invece

come funzioni del loro limite inferiore x.

Si otterra il teorema seguente:

Teorema IX. — Gli integrali destro e sinistro di una sostituzione (som. = o)
sono funzioni continue del loro limite inferiore; la derivata destra dell'inte-
grale sinistro e la derivata sinistra dellintegrale destro rispetto al limite infe-
riore sono eguali alla sostituzione che si ottiene cambiando di segno tutti gli
elementi della sostituzione integrata.

10 La continuita si dimostra del tutto similmente alla analoga pro-
prieta contenuta nel teorema IV.

2° Sia la sostituzione da integrarsi. Si ponga

Avremo

e quindi
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Ora si vede facilmente che

con

quindi

Analogamente si ha

come dovevasi dimostrare
Del resto il teorema poteva dedursi direttamente dalla formula (3).

9. Abbiasi una sostituzione continua (som. 0). Tutte le sostituzioni

che hanno per derivata sinistra potranno porsi sotto la forma

essendo una sostituzione costante arbitraria (det. 1). La sostituzione S la
chiameremo [Cintegrale indefinito sinistro o semplicemente I'integrale sinistro
di

Analogamente tutte le sostituzioni la cui derivata destra ¢é potranno
porsi so to la forma

e Sl si chiamera l'integrale indefinito destro o I'integrale destro di

io. Teorema X. — Se si ha avremo

in cui
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Infatti, se (det. =i) ha per derivata a sinistra, rispetto ady,

avremo (Art. 90, § 1)

il che dimostra il teorema.
Teorema XI. — Se tutti gli elementi della sostituzione

diventano infiniti per x = x| soltanto, e di ordine inferiore ad un numero minore
di 1, si avra che

esistera e sara finito.
Supponiamo infatti che o, p,y, 8 divengano per x — xt infiniti di
ordine non superiore ai — ¢ Posto

avremo che <l , Bl, yl, 8 saranno sempre finiti per tutti i valori di x, anche
per x — XI.
Essi saranno inoltre continui e si avra

Avremo

Poniamo

si avra

quindi pel teorema precedente
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Ma al limite

sostituzione determinata e finita. Ne segue che esistera il limite determinato
e finito di

come si voleva dimostrare
Questo limite si chiamera l'integrale fra xo e x! di e si scrivera
col simbolo

11. Diamo finalmente un teorema di cui vedremo in seguito le conse-
guenze (Parte 2a).
Teorema XIl. - Se si hanno le due sostituzioni

le quali differiscono fra loro meno di ¢; ese a,f,y,8,al,pl,yl, 8, sono
inferiori ad m, avremo che

differiranno fra loro meno di

con P =£Cw £ C & un numero indipendente dalle sostituzioni date.
Diviso {p---q}ffg—P~P}> negli intervalli Ai,A2---AX, avremo che

sara inferiore a

onde per il Lemma 30, avremo che
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sara inferiore a

supposte le hi sufficientemente piccole.
Ma per la formula (2) Art. 20

quindi p sara inferiore a

ove

essendo h la maggiore delle his. Ne segue, poiché ciascuno dei due prodotti (5)
e inferiore a H{* — 1)2, che

differiranno meno di

Al limite coll'impiccolire indefinito delle hi risulta che

differiranno fra loro meno di

§ 3. - Sulle sostituzioni a piu variabili. - Differenziali totali. -
Derivate successive di una sostituzione,

1. Abbiasi una sostituzione i cui elementi sono funzioni di piu varia-
bili x1,x2, -, xn, diremo che la sostituzione ¢ funzione di quelle variabili.
Se gli elementi sono continui separatamente rispetto a ciascuna variabile, chia-
meremo la sostituzione continua separatamente rispetto alle diverse variabili.
Finalmente, se tutti gli elementi possiederanno la continuita assoluta rispetto
alle n variabili, esprimeremo questa proprieta dicendo che la sostituzione
é continua assolutamente.
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Non enuncio le proprieta delle sostituzioni continue separatamente ri-
spetto alle variabili e continue assolutamente per la loro analogia colle pro-
prieta simili delle funzioni.

2. Sia (det. 1) una sostituzione funzione di x! ,x2t +1,xn e suppo-
niamo che gli elementi ammettano le derivate parziali determinate e finite
lispetto a tutte le variabili.

Dati alle variabili gli accrescimenti infinitesimi dx!,dx2 , . -idxn, con-
sideriamo la sostituzione

Trascurando infinitesimi d’ordine superiore a dxt, 11 ¢, dx,,, avremo che
il prodotto precedente potra scriversi sotto una delle forme seguenti:

L’ultima di queste eguaglianze é vera soltanto a meno di infinitesimi di
ordine superiore.

Le tre precedenti sostituzioni le denoteremo col simbolo

e le chiameremo il differenziale totale sinistro di
La sostituzione

la chiameremo la derivata parziale sinistra di rispetto ad xt e la denote-
remo col simbolo
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Finalmente la sostituzione

si chiamera il differenziale parziale sinistro rispetto ad %i e si indicherd col
simbolo

Avremo la formula fondamentale

Analoghe definizioni e formule pure analoghe si avrebbero per i differen-
ziali destri.

3. Supponiamo ora che gli elementi della sostituzione

oltre alle derivate prime posseggano ancora le derivate seconde. Si formi il
differenziale primo sinistro della sostituzione, avremo

Formiamo ora il differenziale sinistro di questo differenziale primo. Se si
trascureranno infinitesimi d’ordine superiore al secondo, otterremo

Allo stesso risultato si sarebbe giunti se si fosse determinato (a meno
d’infinitesimi d’ordine superiore al secondo) il differenziale destro del diffe-
renziale primo sinistro; avremo quindi un solo differenziale secondo sinistro,
come pure si potrebbe analogamente ottenere un solo differenziale secondo
destro.

Si scrivera

Ora
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Differenziando si ottiene

quindi avremo ancora

4. Supponiamo funzione della sola variabile x, avremo

Porremo

e chiameremo questa sostituzione la derivata seconda a sinistra di
rispetto ad x.

5. Supponiamo ora funzione di n variabili x1,x2 - -xn. Poniamo
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Adottiamo inoltre i simboli

per denotare le sostituzioni

Potremo scrivere

La formula (1) ci da I'espressione generale del differenziale secondo della

sostituzione
Ora

cioé il primo membro non ¢ altro che il differenziale secondo della sostituzione
quando si suppone variabile la sola Xi e le rimanenti xs si suppongano costanti.
Consideriamo invece

e facile vedere che essa non & egtiale in generale al differenziale che si ottiene
differenziando successivamente la sostituzione rispetto alle due variabili xt e xs.
Infatti si avra
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Porremo

e avremo in generale che

Nel nostro caso quindi non vale la legge di permutabilita neWa. derivazione,
né la legge di formazione del differenziale secondo analoga a quella per le
funzioni.

6. E utile per il seguito vedere le relazioni che passano tra le diverse
derivate seconde di rispetto a Xi e xs.

Poniamo

Avremo
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Ora

quindi si ottiene

7. Valendoci delle formule ora trovate, passiamo a risolvere una que-
stione fondamentale di questa teoria:
Dato un prodotto di sostituzioni infinitesime della forma

determinare a quali condizioni esse debbono soddisfare, affinché il prodotto
rappresenti il differenziale esatto totale sinistro di una sostituzione.

In altri termini: Data una espressione differenziale, trovare la condizione
affinché essa sia un differenziale esatto totale sinistro.

La soluzione di questa questione puo ottenersi direttamente come viene
mostrato in una Nota ¥, ma essa pu0 dedursi immediatamente dai risultati
trovati precedentemente.

Se la (6) & il differenziale esatto sinistro di una sostituzione

dovremo avere

quindi avremo intanto che dovranno essere soddisfatte le n relazioni

F Vedi la Nota a questo articolo inserita alla fine di questa prima parte.
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Dovremo avere inoltre (formula (5))

dalle quali si deducono le relazioni fra sostituzioni

che possono anche scriversi

Queste relazioni equivalgono alle relazioni che si ot-
tengono eguagliando a zero gli elementi della sostituzione (9).
Di queste relazioni sono conseguenza delle altre, come

risulta immediatamente osservando che in forza delle relazioni (7) la somma
dei termini in diagonale nelle (9) & nulla.

8. Analogamente si troverebbe che le condizioni affinché la espressione (6)
fosse un differenziale esatto destro sarebbero date, oltre che dalle (7), dalle altre

9. Adotteremo il simbolo
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per denotare la sostituzione

ed il simbolo

per denotare la sostituzione

La condizione affinché

sia un differenziale sinistro verra espressa da

mentre la condizione affinché sia un differenziale destro sara data da

§ 4. - Sulle sostituzioni funzioni di pit wvariabili. - Integrazione
di differenziali totali

1. Abbiasi una sostituzione S funzione di x!,x2 ,1--, xn. Avremo (vedi
paragrafo precedente)

in cui le sostituzioni X,, hanno la somma dei termini in diagonale eguale allo

zero.

Abbiamo trovato nel paragrafo precedente (Art. 7) delle condizioni
necessarie a cui debbono soddisfare le sostituzioni X,. Queste condizioni sono
espresse mediante le equazioni simboliche

Risolviamo ora la questione: Data la espressione differenziale (1) z cuifat-
tori soddisfano le relazioni (I1), costruire, se & possibile, la sostituzione integrale S.
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Questo ci servira a dimostrare che le condizioni (1) trovate come neces-
sarie, sono anche sufficienti affinché la (1) sia un differenziale esatto sinistro.

2. A cio premetteremo la dimostrazione di alcuni teoremi che ci servi-
ranno anche in altre occasioni (3.

Teorema |. - Siano X (som. 0), Y(som. 0) due sostituzioni funzioni di
X ey e sia

Si ponga

Avremo

Infatti supponiamo che sia

Avremo

Vale a dire

e quindi, con un calcolo che non presenta difficolta e che percio crediamo
di poter sopprimere, segue

come si voleva dimostrare.

F Vedi le dimostrazioni degli stessi teoremi pel caso di sostituzioni di ordine qua-
lunque nel § 8.
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TEOREMA 11. — Se si hanno le due sostituzioni

funzioni di x e diy e se

¢ tale che

avremo

Infatti

onde

Avremo poi
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quindi

Analogamente si ottengono gli altri elementi dell’'ultima sostituzione
scritta; quindi

e finalmente

come si voleva dimostrare.
Teorema Ill. — Supponendo che sia

si avra

Infatti posto

otterremo
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e per conseguenza

come si voleva dimostrare.
Da questo teorema si deduce immediatamente la formula

Finalmente si avra il
TEOREMA 1V. - Siano X (som. 0), Y (som. 0) e Z (som. 0), tre sosti-
tuzioni funzioni di x, y e z e sia

Si avra

Infatti, poniamo

Avremo (vedi teoremi precedenti)

quindi

come si voleva dimostrare.

3.Cominciamo dal considerare il caso in cui si abbiano due sole varia-
bili indipendenti e I’espressione differenziale sia
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con

Si formi

in cui nell’eseguire la integrazione deve supporsi y costante. Avremo

onde per un noto teorema (§ 1, teorema XIII, p. 231) S e S| dovranno essere
eguali a meno di un fattore a destra indipendente dalla x.
Ne segue che

essendo T funzione della sola y. Quindi

e derivando rispetto ad y, avremo

0 anche, per un noto teorema (8 1, teorema X, formula (14), p. 229), I'equa-
zione precedente potra scriversi

vale a dire

Bisognera dimostrare che essendo soddisfatta la (1) il primo membro della
precedente equazione ¢ indipendente da X. Percid osserviamo che ponendo il

primo membro eguale a , pel teorema I di questo paragrafo, si avra

onde per la (1)
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Questo ci dimostra che il primo membro della (2) & indipendente da x.
Integrando avremo

€ per conseguenza

4. Consideriamo ora il caso generale in cui si abbiano n variabili
Ni, A2, e e l'espressione differenziale sia

con

Si formi

e nell’eseguire la integrazione si suppongano x?,x3, - -, xn, costanti.
Avremo

e per conseguenza (§ 1, teorema XIII)

con T funzione di x2, X3, - -, Xn soltanto.
Quindi

e derivando rispetto ad x1 (i=2,3 ,'++1") (8 1, formula 14)

Bisognera dimostrare che
1) U1, ¢ indipendente da Xi,

quando sono soddisfatte le (3).

Ora che le Ul,l siano indipendenti da x! risulta immediatamente dal teo-
rema | di questo paragrafo.

Abbiamo poi pel teorema IV
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Resta quindi dimostrato che se le condizioni (3) sono sufficienti per

n = m, saranno pure sufficienti per n-m- - 1, il che prova quanto ci era-
vamo proposto.

Abbiamo cosi anche una regola per la integrazione dei differenziali totali

di sostituzioni perfettamente analoga a quella che si da nel calcolo per la inte-
grazione dei differenziali esatti.

§ 5. — Variazione dell'integrale di una sostituzione.

1. TEOREMA 1. - Se si hanno le due sostituzioni

avremo

ove

Infatti, dividiamo I'intervallo (/>¢+ -f) in n parti h1,h2,++ h,, a comin-
ciare dall’estremo p.
Supponendo

potremo scegliere gli intervalli hr cosi piccoli che si abbia

e in modo che le ¢ siano tutte inferiori a un numero dato o-
Ne segue per il lemma 20 del § 2, Art. 2,



268 XV. - Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc.

ove. si e posto

Passando al limite, per le hi infinitamente decrescenti, si ottiene

come si voleva dimostrare.
La formula precedente pud verificarsi facilmente derivando a sinistra
ambo i membri rispetto a p.

2. Se agli elementi di una sostituzione (det. i) diamo delle varia-

zioni infinitesime 8a, 8b, 8e, 8d, si chiamera variazione sinistra della sosti-
tuzione, la sostituzione

e variazione destra, la sostituzione

Si tratta di trovare la variazione di un integrale definito di una sosti-
tuzione.

Supponiamo di avere (som. o) e

Diamo una variazione a tutti gli elementi della sostituzione ed ai limiti,
in modo pero che

avremo
Teorema 1L



XV. - Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 269

essendo

Infatti

onde posto

si trovera

Ora a meno d’infinitesimi d’ordine superiore si ha

quindi a meno di infinitesimi d’ordine superiore

come si voleva appunto dimostrare.

§ 6. - Integrazione multipla di una sostituzione. - Relazione fra
integrali curvilinei e integrali doppi.

1. Relativamente alla integrazione multipla ci limiteremo ai soli integrali

doppi.
Abbiasi una sostituzione
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funzione di due variabili x , y e definita in un campo ¢ nel piano delle varia-
bili x ,y che supporremo tale che ogni parallela all’asse x ne incontri il con-
torno j al piu in due punti.

Ammettiamo che la sostituzione sia continua e che il contorno j

sia una linea continua.
La parallela all’asse x che dista di y da questa
retta tagli il contorno nei punti A e B. Si formi la
sostituzione

avremo che sara funzione continua della sola y e sara ol + 3 = o.

Sianoy( ey! rispettivamente le distanze minima e massima che passano fra i
punti di e I'asse x.
Si formi

avremo che sara a (det. i); essa si chiamera Vintegrale doppio sinistro

della sostituzione (o' |j eseguita prima rispetto ad x, poi rispetto ady ed estesa

a tutti i punti del campo ¢. Si scrivera

Se le parallele all’asse y incontreranno j in due soli punti al massimo,
potremo considerare la sostituzione

e avremo in generale

Limitiamo il campo al, fra il contorno di ¢
e due rette rispettivamente parallele agli assi x
ey e che si tagliano nel punto di coordinate
x1,Vi (la parte tratteggiata della figura 2).



XV. - Suifondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 271

Poniamo

Se manterremo tutto fisso, soltanto varieremo le due rette che passano
per (x! vi) collo spostare questo punto entro g, ambedue le sostituzioni

p°tranno considerarsi come funzioni di rl e di yt e avremo eviden-

temente (vedi § 3)

2. Analogamente a quanto si fa per le funzioni studieremo gli integrali
curvilinei delle sostituzioni. Se la sostituzione (som. o) & definita per

tutti i punti di un arco di curva s, potremo considerare (presi due punti A
e B sulla curva)

e analogamente avremo un integrale destro curvilineo.
Se la curva j giace nel piano delle x e
y entro il campo di variabilita di due sosti-

tuzioni (som. o), (som. o) fun-

zioni di x,y, potremo considerare la sosti-
tuzione

che scriveremo col simbolo

Si avra
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3. Il teorema che ora vogliamo dimostrare si riferisce alla relazione che
passa fra integrali curvilinei e integrali doppi.
Teorema |. - Siano X e Y (som. 0) due

sostituzioni funzioni di x e di y definite nell'interno
di un dato campo ¢ del piano xy e al contorno s
(incontrato dalle parallele ad x al piu in due punti).
Preso un plinto qualunque M (di coordinate x , y)
entro o, si formi

essendo MC parallela ad x , K il punto di s piu
vicino all'asse x. Avremo che

supponendo che la integrazione lungo la linea s sia eseguita partendo da A e
ritornando allo stesso punto lasciando sempre a sinistra il campo o.
Per dimostrare questo teorema si osservi che pel teorema I, del § 40, posto

resultera

Ora dal paragrafo precedente si deduce facilmente

quindi (vedi Art. prec.)

ove B e il punto di j piu distante dall’asse x; e I'indice D posto nella quantita

sotto il segno d’integrazione nel secondo membro denota che il valore della

quantita stessa va preso nei punti dalla parte D del contorno (vedi figura 4).
Formiamo ora

e facciamone il differenziale. Otterremo
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Ma
quindi
e percio
Si ha

per conseguenza

e finalmente

come volevasi dimostrare.

4. Supponiamo ora che in un dato campo X~ semplicemente connesso nel
piano delle due variabili x e y le due sostituzioni X e Y funzioni di X ey
siano finite e continue e le derivate dei
loro elementi siano finite e atte alle inte-
grazione; inoltre si abbia

Presa entro X una linea chiusa in-
contrata dalle parallele ad x in due punti
soli, pel teorema precedente sara

in cui la integrazione deve supporsi eseguita a cominciare dal punto A di r
piu vicino ad x. Suppongasi ora di cominciare la integrazione da un altro
punto B qualunque di x. Avremo
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Quindi la relazione (i) vale qualunque sia il punto di j da cui si principia

la integrazione.

Suppongasi ora di avere entro X una linea chiusa la quale possa esser

tagliata dalle parallele all’asse x in piu di due punti.

Sara evidentemente possibile spezzare il campo racchiuso entro 5 in altri,
ciascuno dei quali abbia il contorno
incontrato in due punti soli dalle pa-
rallele all’asse x e tale spezzamento
potra sempre eseguirsi mediante delle
linee che partano da un punto del
contorno. Nel caso particolare rap-
presentato dalla figura 6, bastera
tirare due sole linee AGB e CHB e
otterremo il campo racchiuso da j
spezzato nei tre ol, 6, 63 e ciascuno
dei loro contorni

jii=CIDBC , x2=ACBGA
i3 = AGBFA

sara incontrato dalle parallele ad x

al piu in due punti.

Avremo ora

Quindi la relazione (i) vale qualunque sia la linea j racchiusa nel campo .
Possiamo dunque enunciare il teorema:
Teorema Il. - Se X e Y (som. 0) sono due sostituzioni funzioni di X e y

definite entro un campo semplicemente connesso > nel piano delle x ,y ed esse
e le derivate dei loro elementi sono finite e continue; e se

avremo, qualunque sia la linea s chiusa che si prenda entro Z,

Da questo teorema si deduce immediatamente I'altro:
TEOREMA 111. - Seper leX eX valgono le stesse condizioni stabilite prece-
dentemente e si prendono entro X~ due punti qualunque A, B ilvalore dell'integrale
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esteso ai punti di una linea che va dal ptmto A al punto B sara indipendente
da questa linea, purché essa sia tutta racchiusa en-
tro il campo X e ne restino invariati gli estremi.
Questo teorema ¢ equivalente all’altro:
Teorema IV. - Se per le X e Y valgono
le solite condizioni, preso entro X un punto
arbitrariofisso A ed un punto di coordinate X, y
correnti, avremo che

sard una sostituzione (det. 1) funzione mono-
droma di x e diy.

5.Supponiamo ora di avere un campo X piu volte connesso; mediante i
tagli normali si riduca la superficie ~ ad essere semplicemente connessa.

Se X (som. 0) e Y (som. o) sono due sostituzioni che soddisfano alla
condizione

e oltre ad esser finite e continue hanno le derivate degli elementi pure finite
e continue, consideriamo

essendo A un punto fisso qualunque di %.

Entro X' la sostituzione S sara monodroma; ma non sara tale piu entro Z.
Per studiarne la polidromia vediamo le relazioni che passano fra i valori di
S alle due rive di ciascuno dei tagli costruiti.
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Prendiamo a considerare due coppie di punti BB', CC' opposte alle due
rive di uno dei tagli costruiti; avremo entro X'

da cui risulta

quindi,

€ per conseguenza

Possiamo quindi enunciare il teorema seguente.

Teorema V. - Se entro una superficie pitt volte connessa Z si hanno due
sostituzioni X (som. 0), Y (som. 0), finite e continue insieme alle derivate degli
elementi e tali che

la sostituzione

non sara in generale monodroma. Eseguiti i tagli che rendono Z una superficie
semplicemente connessa X' e considerando S entro X', avremo che esistera per ogni
taglio una sostituzione costante, tale che i valoridi S ad una delle rive del taglio
saranno eguali a quelli di S all'altra riva moltiplicati a destra per la sostituzione
costante.

6. Non si avrebbe difficolta a ritrovare i teoremi correlativi ai precedenti
relativamente agli integrali destri.
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§ 7. - Parametri differenziali del secondo ordine di una sostituzione.

1. Abbiasi una sostituzione (det. 1) funzione di due varia-
bili x e y. Si formino

avremo (vedi § 3, Art. 9)

Si consideri

che rappresenteremo col simbolo

o anche col simbolo

Analogamente, posto

si consideri

Chiameremo A2?S e Al S i parametri differenziali secondi di S sinistro
0 destro.
Avremo

ma

quindi si otterra un’altra espressione per A2S

Se finalmente sostituiamo per ao,f,y,6,0al,pBl,yl, d1 i loro valori
espressi mediante A, B, C , D e le loro derivate, avremo una terza espres-
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sione per cioé

ove si ¢ denotato col simbolo A2~la espressione e col simbolo

il determinante funzionale delle ¥ e ¢ rispetto ad x e y.

2. Cominciamo dalla trasformazione di
Teorema |. - Sia

avremo

che si potra anche scrivere simbolicamente

Questo teorema risulta immediatamente dalla forma (I111) sotto cui fu
posto A2S nell’articolo precedente.

Se ne deduce immediatamente:

TEOREMA Il. - Se due campi X e X' sono rappresentati in modo conforme
I'uno sull'altro, ogni sostituzione S funzione dei punti del campo X che

soddisfa in X alla condizione A2S = Q 6j conserva, trasportata in X', il mede-

simo carattere.

3. Sia S = (det. 1) una sostituzione funzione di x e di y tale che

posto

avremo
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Supponendo che X , Y siano finite insieme alle derivate dei loro ele-
menti entro un campo o il cui contorno sia s, sara

Ora se n € la normale ad j e le direzioni positive di n ed 5 sono tali che
la coppia (n, s) é congruente ad (X,y), avremo

quindi
da cui il teorema:
TEOREMA 11l. - Se si hauna sostituzione S (det. 1) definita in un campo Z

limitato da un contorno s entro cui essa e le derivate prime e seconde dei suoi
elementi sono finite e continue, e se

avremo

ove n denota la normale ad s.

4. Se si ha la sostituzione S (det. 1), tale che

posto
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risultera

quindi (vedi § 3, Art. 9)

sara un differenziale esatto. Poniamo

avremo

quindi

Donde il teorema:
TEOREMA 1V. - Se si ha la sostituzione S (det. 1) tale che

esistera sempre una sostituzione coniugata S! (det. 1) tale che

5. Non si avrebbe nessuna difficolta a trovare, per il parametro differen-
ziale secondo destro, i teoremi correlativi a quelli enunciati precedentemente.

§ 8. — Generalizzazione al caso di una sostituzione qualunque.
1. Nei precedenti paragrafi ci siamo limitati (per presentare da principio
il caso piu semplice) alle sostituzioni del secondo ordine; i risultati trovati si
possono pero estendere alle sostituzioni di ordine n senza alcuna difficolta.

Daremo qui un cenno di tale estensione.

2. Abbiasi una sostituzione

i cui elementi supporremo possedere una derivata determinata e finita. Deno-
teremo col nome di differenziale sinistro e destro di S le sostituzioni :
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Se A;j & l'elemento reciproco ad ais nel determinante di S, avremo

Chiameremo rispettivamente derivata a sinistra e derivata a destra le
sostituzioni

€ avremo
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Le (I) e (I) potranno scriversi

I teoremi dimostrati nel § i valgono evidentemente senza modificazione anche
nel caso in cui si tratti di una sostituzione d'ordine qualunque.

Per trovare, come abbiamo fatto nell’Art. 9, § i, tutte le sostituzioni la
cui derivata sinistra & una sostituzione costante, osserviamo che se

avremo

In generale, posto

si avra
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ove

e quindi

ove

e la sostituzione ¢ di ordine r ed e data da

Abbiasi ora una sostituzione costante qualunque

Poniamo A so tto la forma normale; avremo

ove B ¢ una sostituzione costante a determinante eguale ad 1. Ne seguira che

e quindi la sostituzione piu generale la cui derivata sinistra ¢ A, risultera

ove C € una sostituzione costante arbitraria (det. 1). Le A: sono radici del-
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I’equazione di grado n

In particolare se questa equazione ha tutte le radici Al , A2+ ++ X» diverse
fra loro, la V prendera forma

3. 1l concetto di integrale destro e sinistro di una sostituzione pud egual-
mente estendersi alle sostituzioni d’ordine n\ cosi se si avra la sostituzione

definita per tutti i valori di x in un intervallo (/> ' -gf diviso (a partire da p)
questo intervallo in n parti hl, A2 - -hn, denotando con (a,j)r un valore di
0, compreso nell’intervallo hr, formeremo i due prodotti

e ne cercheremo i limiti, quando le hl , h? ,- - -, hn tenderanno a zero. Se questi
limiti esisteranno, essi saranno rispettivamente I’integrale sinistro e I'integrale
destro della sostituzione (3). 1 teoremi del § 2 possono estendersi senza modi-
ficazione alle sostituzioni d'ordine n.

4. Per le sostituzioni di piu variabili e di ordine n, avremo che il dif-
ferenziale primo potra porsi sotto la forma
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essendo le sostituzioni S| sostituzioni d’ordine n con la somma dei termini
in diagonale eguale allo zero.
Se

risultera

Analogamente a quanto venne fatto nel § 3, art. 5 avremo

mentre, posto

si avra

Da queste formule si deduce immediatamente la condizione affinché una
espressione differenziale sia un differenziale esatto (1).
Dinotiamo infatti rispettivamente con o3 I'elemento della linea :

della colonna k della sostituzione e con A> l'elemento della linea i e

della colonna k della sostituzione avremo

(1) Vedi la nota inserita alla fine (p. 289).
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Ora

Dalle (4) si deduce

quindi

onde derivando rispetto ad xs

da cui

Avremo dunque

come pure

Ne segue che le condizioni affinché

sia un differenziale esatto di una sostituzione d S , risulteranno
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Denotiamo ora con T) la sostituzione che si ottiene da T derivandone
tutti gli elementi rispetto ad x, e supponendo X , Y sostituzioni funzioni di
X €y, poniamo

In tal modo otterremo

quindi le condizioni affinché la (6) sia un differenziale esatto si esprimeranno
con

ove col simbolo o si intende di rappresentare una sostituzione i cui elementi
sono tutti nulli.

5. Posto X si otterranno immediatamente le formule

e posto

essendo

quindi

onde sottraendo

Questa formula comprende come caso particolare il teorema | del § 4.
Analogamente si ottengono le formule che comprendono gli altri teoremi di
quel paragrafo.

Sara quindi facile riconoscere che queste condizioni, oltre essere neces-
sarie, sono anche sufficienti affinché la (6) sia un differenziale esatto.

In modo pure perfettamente analogo si generalizzano le condizioni di
monodromia di una sostituzione di due variabili ottenuta integrando un diffe-
renziale esatto, come pure cio che si riferisce alla integrazione multipla.
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6. Resta ancora da vedere la forma che assume il parametro differenziale
secondo sinistro di una sostituzione funzione di due variabili nel caso in cui
I'ordine sia n.

Percio pongasi (essendo S funzione di x e y)

Avremo

e quindi (vedi Art. 3)

Ora se

avremo

Si ha inoltre

e derivando
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onde

Ne segue che

Avremo dunque che il parametro differenziale secondo sinistro d’una
sostituzione potra scriversi

con

Nota Al § 3, Art. 7 e al § 8, Art. 4.

Si tratta di risolvere la questione: Dato un prodotto di sostituzioni infinitesime

trovare le condizioni affinché esso sia il differenziale di una sostituzione S.
Denotiamo con § la sostituzione che si ottiene da S derivandone tutti gli elementi

rispetto ad xr; dovremo avere

onde

e derivando rispetto ad xs

scambiando xr con xs il primo membro non deve cambiare, quindi

vale a dire
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