
488 XXX. - Sopra le equazioni di Hertz

XXX.SOPRA LE EQUAZIONI DI HERTZ«Nuovo Cimento», ser. 3, vol. XXIX, 1891, pp. 53-63.
1. In una Memoria, la cui traduzione è comparsa nel fascicolo prece­dente di questo giornale, Hertz ha ricavato da uno stesso sistema di equa­zioni differenziali le leggi note della elettrostatica, del magnetismo e della elettrodinamica pel caso dei corpi in quiete. In una Memoria stampata nel­l’ottobre scorso negli «Annali di Wiedemann » lo stesso Autore ha stabilito delle equazioni differenziali analoghe pel caso dei corpi in moto. La ipotesi da cui egli è partito per giungere a queste ultime equazioni è la seguente:Nel caso dei corpi in quiete la variazione istantanea dello stato magne­tico dipende unicamente dalla ripartizione della forza elettrica nelle vici­nanze del punto. In un corpo in movimento a questa variazione se ne aggiunge una seconda che si sovrappone in ogni istante alla prima e che pro­viene dalla deformazione che ha luogo nelle vicinanze del punto per il movi­mento. Ammetteremo che l’influenza del movimento sia tale che, se essa agisse da sola, le linee di forza magnetiche sarebbero trasportate dal corpo nel suo moto. Lo stesso ammetteremo per la variazione della polarizza­zione elettrica dovuta al movimento » (1).Partendo da tale ipotesi Hertz è giunto alle sue equazioni nelle quali egli fa comparire, come in quelle per i corpi in quiete, le componenti della forza magnetica, quelle della forza elettrica, le componenti delle polariz­zazioni elettriche e magnetiche e le componenti della corrente elettrica.La detta ipotesi fondamentale di Hertz, essendo relativa alle linee di forza elettriche e magnetiche, mi sono proposto di ottenere le equazioni fon­damentali della elettrodinamica pel caso dei corpi in quiete, in modo da porre in evidenza gli elementi propri ad individuare le dette linee di forza. In tal modo ricorrendo ad un sistema di coordinate curvilinee si giunge ad 

un sistema di equazioni differenziali, le quali, seguendo la ipotesi di Hertz, 
si estendono senza alcuna modificazione al caso dei corpi in moto. Le variabili indipendenti relative allo spazio che in esse compariscono sono quei para­metri che individuano sempre le medesime particelle dei corpi che si consi­derano, analoghi a quei parametri che si scelgono come variabili indipen­denti nelle equazioni della idrodinamica di LAGRANGE 1 (2).

(1) « Wied. Ann.», Bd XLI, s. 372.(2) Vedi KlRCHHOFF, Mechanik, 2. e Auflage, s. 163.
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XXX. - Sopra le equazioni di Hertz 489Mi sembra che le equazioni (V), (V') della presente Nota, le quali sotto la stessa forma rappresentano le equazioni fondamentali della elettrodi­namica, tanto nel caso di corpi in moto, quanto nel caso dei corpi in quiete esprimano analiticamente in maniera evidente la ipotesi fondamentale di Hertz.2. Denotiamo con
le componenti della forza elettrica, della forza magnetica, della polarizza­zione elettrica, di quella magnetica e le componenti della corrente elettrica.Queste quantità saranno legate fra loro dalle relazioni lineari

essendo . Le w°1 , wo2, w03 sono delle quantità dipen­denti solo dalle forze elettromotrici nei varii punti dello spazio.Si ponga, chiamando x1 , x2 , x3 le coordinate cartesiane (3),

Avremo

quindi le linee
saranno le linee di forza elettriche e le
le linee di forza magnetiche.

(3) Col simbolo intenderemo denotare il determinante funzionale delle φ1 , φ2rispetto alle variabili xi ,xs. Lo stesso si dica dei simboli analoghi usati appresso.
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490 XXX. - Sopra le equazioni di HertzSe denotiamo con F la risultante di X1 , X2, X3, preso un tubo di forza formato dalle superficie 
sarà 
essendo dσ la sezione del tubo di forza.3. Prendendo un sistema di coordinate curvilinee u1 , u2 , u3 e ponendo 
avremo

Quindi ponendo per semplicità 
avremo

Avremo pure con un calcolo identico, ponendo

4. Esaminiamo ora la forma quadratica
Chiamando Ars i coefficienti della forma trasformata nelle variabili Ui, si otterrà

Quindi
Ora per le (I')
Ponendo analogamente
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XXX. - Sopra le equazioni di Hertz 491risulterà
In modo del tutto simile considerando la forma quadratica 
e ponendo 
otterremo
Finalmente consideriamo la forma quadratica
Avremo
Ora dalle (2) segue
Quindi 
denotando con 
il quadrato dell elemento lineare dello spazio espresso in coordinate curvi­linee u1 , u2 , u3.Ne segue 

avendo posto
Per conseguenza 
in cui W°s dipende solo dalle forze elettromotrici nei varii punti dello spazio.
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492 XXX. - Sopra le equazioni di HertzPonendo otterremo

5. Ciò premesso teniamo presente che le equazioni fondamentali della elettrodinamica nel caso dei corpi in quiete legano fra loro le diverse quan­tità (I) mediante le relazioni

Immaginiamo tracciata una curva arbitraria s come contorno di un pezzo di superficie σ. Denotiamo con n la normale a questa superficie, con u , v un sistema di coordinate curvilinee relative alla superficie stessa. Moltipli­cando le (III) e (III') rispettivamente per 

sommando e integrando alla superficie σ, si otterrà, mediante l’applicazione del teorema di STOKES,

Ora a cagione delle (II), (II') 
quindi le formule precedenti potranno scriversi 
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XXX. - Sopra le equazioni di Hertz 493ovvero a cagione delle (4), (4'), (4")

Applicando di nuovo il teorema di STOKES, dalle equazioni precedenti si deduce

La superficie σ essendo qualunque, si avrà dunque 

ovvero

Le equazioni (IV) e (IV6 7) ovvero le (V) e (V') si potranno sostituire alle equazioni fondamentali (III) e (III') della elettrodinamica. In esse si ha rie­pilogando le (3), (3'), (3"), 

6. Nelle formule (V) e (V') che abbiamo ora ottenuto comparisconoin evidenza gli elementi proprii ad individuare le linee di forza elettriche e magnetiche (vedi § 2). Il vantaggio che si ha sostituendo le equazioni (V)
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494 XXX. - Sopra le equazioni di Hertz

e (V') alle equazioni (III) e (III' ) consiste in questo, che, secondo l’ipotesi di HERTZ, esse valgono sotto la medesima forma anche per i corpi in movimento. Basterà perciò supporre nelle equazioni stesse che le u1 ,u2, u3 denotino le coordinate di una particella del corpo in movimento in un istante deter­minato; in altri termini basterà supporre che le u1 , u2, u3 siano dei para­
metri qualunque che individuano sempre la medesima particella del corpo in 
movimento.Si riconosce immediatamente come dalle equazioni (V) e (V') possano ricavarsi le formule (1a) e (1b) della citata Memoria di HERTZ (4).

(4) « Wied. Ann. », Bd. XLI, s. 374.

Denotiamo infatti con v1 , v2 , v3 le coordinate della particella al tempo t. Avremo
Considerando i valori di φ , φ1 , φ2 ; ψ , ψ1 , ψ2, corrispondenti sempre ad uno stesso punto v1 , v2, v3 fisso nello spazio, risulterà
Sostituendo in queste formule per le vh le loro espressioni (6) si otter­ranno i valori

corrispondenti sempre alla stessa particella mobile. Denotiamo ora rispettivamente con cone le analoghe notazioni usiamo per le ψ1∙. Poniamo poi
Si avrà
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XXX. - Sopra le equazioni di Hertz 495Supponendo che nell’istante t le u1 , u2 , u3 coincidano colle v1 , v2 , v3 avremoquindi

e analogamente si otterrà l’espressione di . Quindi le equazioni (V)e (V') potranno scriversi 

le quali si riducono alle formule (Ia) e (Ib) di Hertz nel caso delle coordi­nate cartesiane. Le equazioni (V) e (V') hanno in certo modo le loro cor­rispettive nelle equazioni della idrodinamica di LAGRANGE, mentre le (VI) e (VI') in quelle di Eulero.7. Il principio della conservazione dell’elettricità e del magnetismoviene espresso (derivando le (V) e (VI') rispetto ad ui e poi sommando) dalle formule
Le (5) e (5') possono ancora scriversi

Esse sono equivalenti alle (V) e (V') e valgono tanto pei corpi mobili quanto per quelli in quiete.Supponendo le Ws nulle sopra σ, la prima di esse diviene 
che esprime la legge dell’induzione nei circuiti chiusi mobili o no.
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