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SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI
NEL CAMPO REALE

« Atti Ace. Torino», vol. XXXI (1895-96), pp. 25-51

In alcune ricerche di analisi pura e in moltissimi problemi di fisica
e di meccanica fa d’uopo invertire qualche integrale definito. Si pud
anzi affermare che non v’¢ ramo della fisica matematica, in cui non si
incountrino difficolta di questa natura. Con tutto c¢id, per quanto almeno
é a mia cognizione, non fu ancora dedicata a siffatto problema alcuna
indagine sistematica; se ne considerarono soltanto, in causa del frequente
loro apparire, alcuni casi particolari, per la cui trattazione furono da
varii autori proposti disparati artifizii, :

A tacere di alcune fomule di CAUCHY, che pur rientrano in quest’or-
dine di studii, ABEL, per il primo, da taluna ricerca sul moto brachisto-
crono venne condotto ad un teorema di inversione, che porta il suo
nome e che, come mise in chiara luce il prof. BELTRAMI (1), & suscettibile
di forme svariatissime, tanto che ad esso (finché si resta nel campo
reale (%)) quasi unicamente possono riportarsi i casi di inversione, che gli
altri autori hanno ritrovato.

Molti di questi tuttavia presentano grande interesse per la questione
che ne vien risolta e bastera ricordare tra i piu notevoli il teorema di
ScHLOMLICH (sugli sviluppi in serie procedenti per funzioni cilindriche
di argomenti mutlipli) e le molteplici applicazioni dello stesso prof. BEL-
TRAMI.

Se io non mi inganno, eccedono il teorema di ABEL soltanto una gene-
ralizzazione di esso riportata da SONINE nelle sue Recherches sur les fonctions

(1) Intorno ad un teorema di ABEL, «Rend. dell’Istituto Lombardo », ser. II, vol. XIII;
Sulla teoria della attrazione degli ellissoidi, « Mem. dell’Ace. di Bologna », ser. IV, tom. I.

(*) Nel campo complesso la questione fu gia discussa sotto aspetto pilul generale da ABEL
e da RIEMANN; venne poi recentemente ripresa dal Prof. PINCHERLE, dal sig. HJ. MELLIN e da

me stesso.
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160 VII. SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI

cylindriques (*) e una breve, ma importantissima nota del prof. Vor-
TERRA (), la quale costituisce forse il primo ed unico esempio di un cri-
terio generale di inversione; il risultato & di ricondurre la questione ad
altra piu semplice della stessa natura, si che talora anche riesce di rag-
giungere lo scopo definitivo.

Cio accade del pari nel presente scritto; esso si informa (salvo le ne-
cessarie modificazioni, dovute alla: maggior generalita delle funzioni, con
cui si opera) allo stesso concetto fondamentale, che esposi gia nella nota
I gruppi di operazioni funzionali e Uinversione degli integrali definiti (°).

Il primo § & destinato a dare il profilo generale di un metodo, che
puod conducre alla determinazione di v(y) dalla formula:

bla)

u(@) = [ fo, o) dy,

a(a)

dove wu(xz) e w(y) si intendono funzioni integrabili e f(x,y) soddista ad
una equazione lineare a variabili separate del tipo:

n

" "f(, y) ™ f(z, y)
z pr( ) dar—r 1 z. 3(?/) W e

che chiamo equazione caratteristica; i §§ seguenti sono dedicati alle ap-
plicazioni. To ho considerato esclusivamente il caso che la equazione
caratteristica in f sia del primo ordine, nella quale ipotesi si puo ridurre
senza difficolta alla forma cancnica:

b(z)

u(@) = f fle—y)v(y)dy .

a(x)

11 procedimento accennato riesce completamente per due casi parti-
colari molto interessanti, cioe:

b

u(x) =ff(w—y)v(y) dy e wu(x)= /‘f(m—y)v(y)dy (@ e b costanti).

J

a

Per la prima di queste relazioni, ammessa press’a poco soltanto 1’inte-
grabilitd della « e della f, immaginando data «(x) in un intervallo qua-

(*) «Math. Ann.», B. XVI.
(*) Sopra un problema di elettrostaiica, « Ace. dei Lincei », Transunti, ser. 3%, vol. VIII (1884).
(°) « Rend. dell’Ist. Lombardo », ser. II, vol. XXVIIIL. (1895) [in questo vol.:V, pp. 125-152].
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NEL CAMPO REALE 161

lunque (ab), assegno una espressione analitica (cioé formata cogli ordinari
simboli di calcolo) atta a rappresentare »(y) nello stesso intervallo; come
casi particolari ritrovo il teorema di ABEL e la generalizzazione indicata
da SoNINE. Per la seconda formula invece, giungo ad un risultato utile,
soltanto quando la wu(x) & nota ed integrabile in tutto l’intervallo
(— o0, o).

Quanto alle equazioni caratteristiche d’ordime superiore al primo,
debbo rimetterne lo studio ad altra comunicazione, per non oltrepas-
sare i giusti limiti della presente.

Spero che nel frattempo mi si offra anche occasione di applicare lo
stesso metode a qualche problema di fisica.

1. — Data ’equazione:
b(x)
M w@) = [ fa, yow)dy,

a(x)

dove a(z), b(z), f(z,y), w(z) si suppongono funzioni conosciute (le prime
tre finite, continue e derivabili quanto occorre e la u(x) integrabile in
un intervallo pur dato), il problema di inversione consiste nel determi-
nare una funzione o(y) atta all’integrazione, per cui la (1) riesca identi-
camente soddisfatta.

Ogni qualvolta la funzione f(z,y), che si pud chiamare caratteristica,
soddisfaccia ad una equazione caratteristica a derivate parzialie a varia-
bili separate del tipo:

(@) (A® + O} f = o,
s n onT m am—sf
A( T (m) __
(ar=3 0 27, or=S.0m ),

(cioé essendo AP, O™ forme differenziali lineari qualunque in @, ¥y
dell’ordine rispettivo », m), si pud seguire per l'inversione della (1) un
criterio direttivo, che permette in qualche caso di andare in fondo.
Giovera premettere alcune brevi osservazioni.
Formiamo l’equazione:

(3) {A — 2(v) } u(@) =0,
dove A" & la forma aggiunta a Az e x(z) & una funzione, che si pud sce-
gliere a piacere, di un parametro 7; e poniamo:

Bw)

) viy) = [ fl@, Yydo) da,

)

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 8 |
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162 VII. SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI

essendo p.(r) una soluzione determinata della (3). Sara:

B
=

{6 + (@) }rely) = [{ 05"+ 20 } flw, Phuofa) do

a(y)

-+ termini provenienti dalla derivazione dei limiti.
Ma, in causa della (2): O@\"f(x,y) = — AP f(», y), e, per la defini-
zione stessa di forma aggiunta,

Bw) Bw)

| At yudayda = + [ f@, 9)A'Ppde) do
ay) x(y)

-+ termini ai limiti.

Chiamando complessivamente Q(y, ) i termini fuori dell’integrale,
che sono perfettamente conosciuti, e avendo riguardo alla (3), si con-
clude che le funzioni »,(y) definite dalla (4) soddisfanno, qualunque sia
il valore di 7, ad una equazione differenziale del tipo:

(5) {@:’M)+ 2(7) } v =y, 1),

la quale le individua completamente, purche le costanti di integrazione
si determinino attribuendo ad y nella (4) valori particolari.

Cio posto, riprendiamo 1’equazione (1) e integriamo rispetto ad z fra
certi limiti ¢ e d, dope aver moltiplicato ambo i membri per una fun-
zione F da determinarsi, dipendente da z e, ove convenga, da altre varia-
bili ausiliarie 2, ¢, ecc.

Avremo:

b(z)

/d Pu(w)dw = fF da f fasy)oly) dy -

a(@)

Supponendo di poter in qualche modo invertire le due integrazioni
rispetto ad « e ad y, la relazione precedente assumera 1’aspetto:

d é B
(6) [Pu@)io = o)y [ fa, pFaa.
¢ y a(v)

Si tratta ora (e a cid si trova ricondotta tutta la difficelta della que-
stione) di operare in modo che il secondo membro della (6) divenga una
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NEL CAMPO REALE 163

rappresentazione integrale della funzione »(y); in tale ipotesi infatti, il
primo membro, che potrd riguardarsi conosciuto, fornird I’inversione
richiesta.

In generale ¢ noto (®) che:

) )
[t [# ity —a} owyay =o6), r<z<9),
0 Y

essendo o(y) generalmente finita e continua, ed integrabile nell’inter-
vailo (yd) e ¥ funzione fluttuante. !
Se dunque si giunge a conoscere una funzione F(z, 2, t) tale che:

Bw)
[ 1@, F@, 2 do = ¥(ty —2),

_ aw)

basta poi integrare il primo membro della (6) fia 0 e co per avere una
rappresentazione analitica della funzione v.

Cio vale qualunque sia la funzione caratteristica f(x, y); l'ipotesi re-
strittiva da noi introdotta, che essa soddisfaccia ad una equazione del
tipo (2), permette di fare un passo piu avanti e di riportare la questione,
che ci occupa, ad altra, se non risoluta, certo piu studiata e in qualche
caso gia nota.

Infatti, dato il sistema di funzioni »,(y) (v =1,2,..., co) definite
dalla (5), dico essere sufficiente per lo scopo nostro che si sappia svilup-
pare una funzione assegnata ¢(y) in serie procedente per funzioni v.(y)
del sistema, si possa cioé, per quanto con restrizioni sulla natura di ¢(y),
porre:

<P(?/) =3 ir Ozvr(y) H

0

colle C, indipendenti da y.

Per provare questo asserto, si scelga una qualunque funzione flut-
tuante, che soddisfaccia alle volute restrizioni (ve ne ha certamente,
perché anzi le forme piu note sono addirittura funzioni analitiche) e si

(®) W. HAMILTON, On fluctuating function, «Transaction of the Royal Irish Academy »,
vol. XIX, 1843: P. Du Bois-REYMOND, Uecber die allgemeinen Eigenschaften der Klasse  von,
Doppelintegralen, zu welcher das Fourier’sche Doppelintegral gehért, «Crelle’s Journal », B. LIX
1868; C. NEUMANN, Ueber die nach Kreis-Kugel- und Cylinder-Funktionen fortschreitenden Eni-
wickelungen, Leipzig, 1881; veggasi in particolare Cap. 3, § 6; L. KRONECKER, Vorlesungen iiber
Mathematik. Erster Band, Leipzig, 1894, p. 77.
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164 VII. SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI

avrd per ¥(i(y —z)), risguardata come funzione della sola ¥ coi due para-
metri ¢ e 2, una identita del tipo:

(M W {tly —2)} = 3% O:lty 2I:0) .
Se quindi si pone nella (6)
F(z,2,1) = ir C.(t, 2)u.(x) ,

tenendo presente la (4) e la (7), si ha

B
(F(.’L‘, 2, Of(@, y) do = Yf{t(y_z)} ’

«(y)

\

e per conseguenza, in base a quanto si & osservato a proposito della (6)
stessa,

(8) () = f‘” f 21"; C(t, 2)po(m)u(@) da (y<2< ).

0

Le condizioni di effettiva wvalidita per il procedimento formale qui
indicato sono manifestamente pochissimo restrittive; il discuterle parti-
tamente ci porterebbe molto in lungo con scarso profittc, essendo assai
pit semplice riconoscerlo nei casi singoli.

Mi pare degna di nota la seguente circostanza: Ogniqualvolta i coeffi-
cienti dell’equazione differenziale (5) sono analitici (il che per esempio,
accade certamente, quando lo sieno le ¢,(%), «(¥), f(¥), f(z,¥)), il pro-
blema di invertire la (1) si riduce ad una questione concreta nel campo
analitico, alla sviluppabilita di una data funzione in serie procedente
per funzioni del sistema (5) (7).

2. — Passiamo ora a considerare con qualche dettaglio il caso che
I’equazione caratteristica in f sia del primo ordine.

() Veggansi a tale proposito alcune considerazioni generali utiliin molti casi, contenute nella
Memoria del Prof. S. PINCHERLE, Sopra alcuni sviluppi in serie per funzioni analitiche, « Mem.
dell’Acc. di Bologna », ser. IV, tom. III (1882).
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NEL CAMPO REALE 165

Avremo:
b(x)
(9) w(@) = [ fa, o) ay,
a(x)
con:

(10) { A;cl)"*‘ @1(,1)} f(@, ¥) = po(x) Sb‘a{ + pu(@)f + qo(y) % + @@ f=0,

alle quali, ove si ponga:

mp,(z) ; 1(¥)
x e Y dy /%mda:+ :;(Tnd
¥ = — = | — @ = f(@m, y) 0 s
1 fpo(w), Y _[Qo(?/)’ fu(@yy 1) = f(@, ¥) ’
0 5 o i
[ py(x) a,(¥)
(11) oy § e
Uy (@) = w(@) - ™ y () = ’U(y)'%(f"/)' e y
a(z)d b(z(),t
Y Y
a(1) = | ——, b(@) :f——-—
1(@) f%(y)’ e QO(?/),
Yo Yo

si attribuisce la forma canonica (%):

by(ey)

Uy () = /fl(-’?u Y1)01(Y1) Ay
a,(xzy)

o

=0.
0%y Y1

Serivendo nuovamente z, ¥, ..., al posto di @z;, ¥,..., ed osservando
che l’integrale generale di df/dx + df/oy =0 ¢ f(x—y), le due prece-
denti equazioni si possono sostituire con:

b(x)

(12) @) = [ fa—yn)dy,

alx)

dove f e simbolo di funzione arbitraria.

(*) Con ovvie modificazioni delle (11) si perviene a questo stesso risultato, anche quando
Do(z) 0 qo(z) sieno nulli.
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166 VII. SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI

Finché i limiti di integrazione a(x) e b(x) rimangono indeterminati, il
criterio generale di inversione, indicato nel precedente §, non si lascia
applicare alla (12) in modo da raggiungere un risultato definitivo; si
possono perd trattare esaurientemente due casi notevoli (a == cost.,
b(x) = x; a, b = cost.), che molto spesso si incontrano nell’analisi ap-

plicata.
A questi due casi limiteremo il nostro studio, occupandoci successi-
vamente di determinare »(y) dalla equazione:

(13) @) = [fla—yrwdy,
ovvero dalla:

(14) u@) = [ flo—ypw)dy .

La ricerca constera di due parti: 1) ammessa ’esistenza della fun-
zione v(y), determinarne una espressione analitica; 2) assegnare per
questa espressione le condizioni di effettiva validité.

3. — Riferendosi alla (13) (°), suppongasi u(z) atta all’integrazione
nell’intervallo (@ oc), si moltiplichino ambo i membri della (13) per
cos mwt(x — 2) dz e si integri fre. a ed oo. Verra:

/cos at(x — 2)u(x)de :/cos wt(z — 2) da;ff(w— yw(y)dy ,

od anche, invertendo le integrazioni colla regola di DIRICHLET:

o« o« 0

fcos wt(x — 2)u(x) de :fv(y) dyff(a:—y) cos 7t (x —2) dx .

@
(*) Nella (13) si & scritto j , supponendo, tanto per fissare le idee, a << z; i risultati, che
a
st;zbiliremo in appresso si dovranno senz’altro ritenere estesi anche agli integrali del tipo
[ (z < b). Bastera infatti scambiare z in —z, ¥ in —y, b in —a, #(4) in f(—A), ecc., per
z

essere ricondotti al primo caso.
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NEL CAMPO REALE 167

Se nell’integrale interno del secondo membro si assume A = x—y
come variabile di integrazione e si pone:

(15) h(t) — f f(3) cos ntAdA

o

(16) k(t) = [ f(4) sen atdda,

o

0
8i ha immediatamente:

0

f cos zwt(x — 2)u(x) de = h(t) / cos mt(y —z)v(y) dy — k(t) / sen zwt(y — 2)v(y) dy.

In modo analogo:
0 ‘.(11

fsen mt(x— 2)u(z) de = k(t)/ cos zwt(y — 2)v(y) dy + h(t)/sen wt(y —z) v(y) dy,

o
a a

da cui, purcheé h(f) e k(tf) non si annullino contemporaneamente:

fcos WA ely) =./u(m) h(t) cos m(a:};t)zz) 1— :E:;zsen mt(x—2) d_m i

a

Integrando ambo i membri rispetto a ¢ fra 0 e oo, qualora »(y) sia
funzione generalmente finita e continua, atta all’integrazione fra 0 e co
e dotata soltanto di un numero finito di massimi e minimi, o pilt gene-
ralmente tale che le si possa applicare la rappresentazione integrale di
FOURIER (1°), si riconosce che dovrd aversi gemeralmente (cid che basta
per il nostro scopo):

a7 fdtfu(:v) h(t) cos mt(z — 2) + k(t) sen mt(x—2) 7 AR D

h(t)® + k(1)

(18) /dtfu(w) h(t) cos zt(x—=z) + k(t) sen mt(x —=2) Ly Crsd

h(t)* + k(t)*

(*) D’ora innanzi chiamerd brevemente junzioni di FOuRiER quelle, che si possono gene-
ralmente rappresentare mediante il noto integral doppio scoperto da questo autore. Veggasi in

proposito: P. DU Bois-REYMOND, Die Theorie der Fourier’schen Integrale und Formeln, «Math.
Annalen », B, IV.
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168 VII. SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI

Per stabilire queste due formule noi ci siamo appoggiati alle relazioni

©

/ fle — y) cos mt(x — 2) dw = h(t) cos nt(x — z) — k(t) sen zwi(y — 2) ,

[ 1z — y) sen wt(w — 2) da = K(t) cos at(y — 2) + h(t) sen wt(y — 2),

v

che si giustificano con un semplice cambiamento della variabile di inte-
grazione; non & tuttavia fuori di luogo il notare come esse si ritrovino,
seguendo il concetto direttivo esposto a § 1. Abbiamo infatti, applicando
le notazioni di allora al caso presente ed assumendo

x2(z) = —imT, %‘—;—int,u =10 e Z—;—}——intv = )
ossia

vi(y) = g(t) e

la costante g(¢f) potendosi determinare col fare y = 0 nella

vi(y) = [ fw—y)udw) da,
1
cid che, prendendo

o) = o,
da

90) = [ f(@) e da.

Ora, se si pone: g(t) = h(t) + ik(t), le funzioni h(t), k(t) coincidono con
quelle definite dalle (15), (16) e scindendo la

vily) = [ e —y)uda) do

nelle sue parti reale ed immaginaria, si ottengono le identita

/f(m — ) €08 wtx de = h(t) cos mty — k(t) sen mty ,
v
[ f@— y) sen atw da = k(t) cos aty + h(t) sen aty ,

v
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NEL CAMPO REALE 169

donde agevolmente le due riferite sopra. L’artificio, usato precedente-
mente nel dedurle, presenta il vantaggio di non esigere la derivabilitd
della funzione f(z—y), che si presuppone invece nel metodo generale.
Ritenuto cid, converra riprendere 1’espressione trovata sopra per v(y)
e verificarla mediante diretta sostituzione nella (13). Finora infatti noi
abbiamo stabilito che:
Se esiste una funzione di FOURIER v(y) atta all’integrazione fra a e

oo, che rende
x

| fl@— yyy) dy = u(x),

a

essendo u(x) pure integrabile neil’intervallo (a co); se la f, risguardata
come funzione di un argomento A, & generalmente finita e continua e
integrabile in ogni intervallo finito, e se di piu hanno significato i due
integrali:

h(t) = f f(2) cos atAdd, k() = [ f(2) sen ntAdi,
0 0
e non si annullano contemporaneamente per alcun valore di ¢ compreso

fra 0 e oo, sussiste la duplice relazione (17), (18), ossia, piu comoda-
mente, cambiando # in z e z in y

dz =0(y), (y>a),

; © 0 h(t) cos mt(z—y) + k(t) sen wi(z— y)
Y f dtaf i h(t)® + k(1)

(18") fdtfu(z) h(t) cos mt(z—y) + k(t) senzt(z—y) bt it gt

h(t)* + k(t)*

Reciprocamente importa di ricercare se, per una f, che soddisfaccia
alle condizioni sopra dichiarate, data ad arbitrio una funzione integra-
bile » (e ci converra qui aggiungere di FouURrIer) il primo membro della
(17') (di cui prescindendo dall’ipotesi preventiva dell’esistenza di », nulla
potrebbe dirsi), sostituito al posto di » nella (13), la renda identicamente
verificata.

Sard per questo necessario, in conformitd a quanto si ¢ detto sopra,
che la (17') definisca una funzione di FOURIER e che sussista la (18’).
D’altra parte perd, come cora vedremo, queste condizioni sono anche
sufficienti.

Avremo infatti daile (17') e (18’), moltiplicandone ambo i membri
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170 VII. SULL’ INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI

per f(z—y) ed integrando, rispetto ad y fra — co ed z:

x

[t@—yp@ ay

h(t) cos mt(z—y) + k(t) sen m(z—y)
h(t)* + K(t)?

“ ff(w —y)dy fmdtﬁ(z)

(w—y) cos mwt(z —y) dy -+ k(t) ff x©—y) senmi(z— y) dy
f "“f ht)? + J(t)? v

ponendo nei due integrali interni # —y = 4, e ricordando le (15) e (16)
si ha immediatamente:

ff(w..— y) cos wt(z—y) dy = h(t) cos mt(z— x) — k(t) sen mt(z — ) ,

ff(m—y) senmt(z—y) dy = k(t) cos wt(z—x) + h(t) sen mt(z—z),

donde segue:

ff(a: —y)(y)dy = '[wdt _/Zos 7t(z — x)u(2) dz ,

0 a

ossia, applicando alla % il teorema di FOURIER:

(13) u(@) = [ fla—y)oly) ay

In questa dimostrazione, ¢ bene notarle, non sarebbe necessaria per
v(y) la restrizione d’essere funzione di FOURIER, ma basterebbe la inte-
grabilita; tuttavia noi abbiamo aggiunto, come faremo anche in seguito,
tale restrizione, percheé, ricordando quanto si & visto al principio di
questo §, siamo cosi in grado di asserire che quando esiste una soluzione
della (13), essa ¢ mecessariamente esprimibile per mezzo della (17') e quindi
unica.

L’inversione della (13) offerta dalla (17') & suscettibile di una modi-
ficazione assai notevole, la quale permette di assegnare la incognita fun-
zione v(y) per valori di ¥ compresi in un intervallo prefissato (ab),
mediante la sola conoscenza dei valori di w(x) relativi allo stesso intervallo.
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NEL CAMPO REALE 171

Suppongasi infatti data u(z) fra @ e b; si pud immaginarne una esten-
gione fittizia oltre b, ponendo, per esempio, u(z) =0, x> b. La fun-
zione wu(x) riesce cosi determinata in tutto l’intervallo (¢ oo) e vi sod-
disfa alle condizioni di FoURIER: quindi, ogniqualvolta esista una fun-
zione v(y), per cui:

z

[fa—yp@)ay = u@), (@a<o<b),

[ta—ypwdy =0, (@>b),

a

sappiamo gid che dovra essere:

—dz=0(y), (y>a),

Fo T h(t) cos mt(z—y) .+ k(t) senzt(z —y)
of at [ uta wo® + k(0 .

’/.dtf’u(z) h(t) cos (2 —h—(zZ ;}—— I;((tt))gsen mh(z—y) PP i )
0 a

cioeé, nel caso nostro:

(19) fdt/u(z) h(t) cos wi(z—y) + k(t) sen wt(z—y)

M) + K(t) dz=0o(y), (y>a),

© b #
(20) fdt [u(z) h(t) cos zwt (z—y) + k(t) sen mwi(z — ) PR (< 8) 5
0 a

h(t)* + k(t)*

inversamente poi si prova come sopra che, qualoca la (20) sia soddi-
sfatta e la (19) definisca una funzione di FoURIER v(y), essa v(y), per @
compreso fra a e b, verifica la (13).

Noi abbiamo cosi stabilite le condizioni necessarie e sufficienti affinche
sia invertibile la (13) per una determinata funzione w mota fra a e¢ b e
supposta nulla oltre b. Tuttavia pud ancora accadere che, per qualche
funzione w data fra a e b, la (19), la quale presuppone I’accennata esten-
sione oltre b, non abbia aleun significato, mentre invece esista una v(y),
che rende soddisfatta la (13). Di ¢id daremo un effettivo esempio nel
§ seguente.

Sotto le solite ipotesi vi hanno altresi (e queste presentano il maggior
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142 VII. SULL' INVERSIONE DEGLI INTEGRALI DEFINITI

interesse) funzioni caratteristiche f, per cui la (13) & invertibile, comunque
st assegni la funzione w nell’intervallo (a co). Vediamo in qual modo si
possa riconoscere codesta ingigne proprieti.

Si osservi che, se u puo essere fissata a piacere, dovra sussistere la (20),
anche prendendo %(2) =0 (ea<z<e), u(@) =1 (c<z<d), uk) =0
(# > d), qualunque sieno ¢ e d. Cio da:

dz=0, y<a),

i "dh(t) cos swt(z—y) + k(t)sen mt(z—y)
i f i WOT + kO)?

0 se si vuole, eseguendo I’integrazione rispetto a z e tenendo presente
la (19):

/” h(t) {sen at(d—y) — sen mt(c—y)} —k(t) {cos wt(d—y) —cos atle—y)} o _

at {h(t)* + k(1)*}
(y<a).

Reciprocamente pero, come ora vedremo, la (20) si trova soddisfatta
per ogni funzione w di FOURIER, qualora sia verificata la (21) per una
qualunque coppia di numeri ¢ e d maggiori di a. Sard questo pertanto
il criterio cercato.

Noi ci limiteremo per brevitd a considerare nella dimostrazione il
caso che w sia generalmente finita e continua, integrabile e senza infiniti
massimi 0 minimij il risultato si intendera senz’altro esteso a qualunque
funzione di FoURIER mediante il netodo seguito dal DuBois-REYMOND (11).

In primo luogo sia u finita in tutto l’intervallo (ab); avendosi am-
messo che essa & generalmente continua e dotata di un numero finito
di massimi e minimi, si potrd scindere l’intervallo (ab) in un numero
finito di segmenti tali che entro ciascuno di essi sia u(z) continua e mai
crescente o decrescente.

Dicasi generalmente (yd) uno di questi ‘segmenti; potremo scrivere:

/‘dt /‘u(z) h(t) cos wi(z — y) + k(t) sen mi(z — y)

g W)+ H(0)? @

© s
i h(t) cos mt(z — y) + k(t) sen mt(z — y)
= 5 f dt / u(z) P L .
0y

(1) Loco citato in (1),
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In ciascun intervallo (yd), essendo u(z) finita e mai crescente o de-
crescente e l’altro fattore (trigonometrico) integrabile, ¢ lecito applicare
il secondo teorema della media, dal che si trae:

d
fu(z) h(t) cos mt(z — y) + k(t) sen mi(z — ) i

h(t)* + k(t)*

v

i
— uly) [ h(t) cos at(z — y) + k(t) sen zt(z — y)

y W0 + k(1) -
+ o) /6 41008 ”“Z“(‘“’)’zi’“%ﬂ’?@? Vae, w<i<o),
e quindi:
.[iu [bu (o) SO e y)i;b((ri)) 2++k;ct()t)szen ale—y) .
= Sy [dt/ (1) cos 7rt(z—h—( )) 7;((tt))2sen:zt(z—y) L
LS @) /dt/ h(t) cos at( z;(gl - k((tt))zsennt(z—y) .

dove il secondo membro ¢ nullo in causa della (21), come si era asserito.
Allo stesso risultato si giunge poi anche se la funzione w, pur mantenen-
dosi integrabile, diviene infinita in qualche punto « dell’intervallo (ab):
infatti, escludendo questi punti « mediante piccoli intorni (a'e”) si puod
fare in modo che la porzione di integrale (20), relativa al complesso di
tali intorni, sia in valore assoluto minore di una quantitd &> 0 prefis-
sata arbitrariamente piccola; dividendo poi ’intervallo totale (ab), esclusi
gli intorni («'«"), in segmenti (yd), si trova, ragionando come sopra, che
i relativi integrali si annullano, quindi il primo membro della (20) puod
rendersi in valore assoluto minore di &, per quanto si scelga piccolo e.
Cio basta per potere, anche nel caso presente, concludere giusta 1’enunciato.
Sara opportuno riassumere quanto si & trovato finora nel seguente:
TEOREMA. — Sia f(A) funzione dell’argomento A finita e continua in tutto
Vintervallo (0 oo), imtegrabile in ogni imtervallo finito e tale che riescano
convergenti © due integrali: -

(t) = [ f(3) cos A, K(t) = [ 1(4) sen mt 2

www.rcin.org.pl
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e non si annullino contemporaneamente per aleun valore finito di t; sia wu(x)
funzione di FOURIER nell’intervallo (ab); é mecessario e basta affinché, po-
nendo:

dz, (a<y<b),

19) o) = [ [u() (t) cos wt(z—y) + k(t) sen at(z—y)

h(t)* + k()

riesca soddisfatta la (13), che:

1) Il secondo membro della (19) rappresenti wnell’intervallo (ab) una
funzione di FOURIER.

2) Si abbia, per y << a:

fdtf Lo h(t) cos mi(z — y) + k(t) sen zt(z— y) 4y LAl

S WO+ Ky

La (20) si trova verificata identicamente, qualunque sia la funzione di
FOURIER, u(?), le quante volte, per ogni coppia ¢, d compresa fra a ¢ b
e per y<<a, sussista la relazione:

® " n(t) cos wt(z — y) + k() sen at(z—y) o
(21) f dt/ h(t)2+ k(t)* =

Tenuto conto delle ipotesi restrittive da noi introdotte, si ha ancora,
per b = oo (pag. 171), oppure, per b qualunque, quando sia soddisfatta
la (21): Se esiste una funzione v(y), che soddisfaccia alla (13), essa é uwica
e rappresentabile sotto la forma (19).

In sostanza, prescindendo aalla continuitd, integrabilita, ecc., la (20)
puo risguardarsi come la condizione necessaria e sufficiente per ’inver-
tibilita della (13), qualunque sia u.

In modo del tutto analogo (veggasi la nota al principio di questo §)
si stabilisce che, per soddisfare all’equazione:

ua) = [flo—yp@)dy, (@<o<b),
basta porre: i

h(t) = '/‘f(z) cos atAdA

k(t) — f f(2) sen wtd da

L s h(t) cos wt(z — y) + k(t) sen mi(z — y)
oly) = f dt [ S w(?)dz ,
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purcheé si abbia per y > b:

ecc.

h(t) cos mi(z —y) + k(t) senmt(z—y) .
/ ‘”f par Rty + k(t)? M

Come caso particolare si potra poi fare in queste formule o nelle pre-
cedenti ¢ =— o0, 0 b = + oo, 0 insieme @ = — oo, b = -+ oo.

Giova osservare altresi che (quando ’intervallo (ab) & finito) entrano
nella (13) valori della funzione f relativi esclusivamente all’intervallo
(0, b—a) e che quindi la f stessa potrd essere o risguardarsi data sol-
tanto in questo intervallo; per la applicazione del nostro teorema, ba-
sterd poi poterne assegnare una qualunque estensione fittizia, che ottem-
peri alle condizioni sopra enumerate.

4. — Comincio con un esempio, che, se presenta per sé scarso o punto
interesse, mi sembra nondimeno utile 111ustraz1one delle cose dette.
Sia f(4) = e* e quindi:

©

1
15,) h(t) = f et oos athdh = s
0
3 1
(16,) k(t) = ] e~ sen A dA — f+n o

0

le quali non si annullano contemporaneamente per alcun valore finito di .
Secondo il precedente §, posto:

19,) v(y) = ’/r.dt/u(z) {cos at(z — y) + at sen zt(z — y) }dz,

0 a

(a<y<bd),

si dovra constatare in primo luogo se v(y) & funzione di FoURIER; dopo
cid, se si avra:

R
20)  fdt [u@e) {cosmtlz—y) +atsenatlz—y)}dz =0, (¥<a),

la »(y) soddisfera all’equazione:

x

(13,) w(@) = / e vo(y)dy , (a<az<bd).
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Perché le volute condizioni sieno effettivamente verificate, converra
nel caso presente aggiungere l’ipotesi che la funzione w(x) si annulli per
xr = a e per x = b, sia in tutto ’intervallo (ab) finita e continua e am-
metta in ogni punto derivata prima soddisfacente alle condizioni di

FoURIER. Avremo allora:

/dt /‘u’(z) cos mt(z — y) dz = u'(y) , (a<<y<b),

© b
fdt /u’(z) cos mt(z—y)dz =0, (y<a).

Integrando per parti rispetto a z ed osservando che i termini ai
limiti svaniscono, verra:

jdt/ z)mt sen wt(z — y) dz = u'(y) , (a<y<b),

) b
(dt/u(z)nt sen nwt(z —y)dz =0, y<a).

Questi valori, portati neiua (20,), ove si abbia ancora riguardo al
teorema di FOURIER, la verificano identicamente, di piu la (19;) diviene:

(19) v(y) = w(y) + »'(¥),

e sotto questa forma ¢ manifesto che o{y) sard funzione di FOURIER.
Alla (19;) si poteva arrivare pit semplicemente in modo diretto, par-
tendo dalla (13,). Infatti, moltiplicando per ¢* e derivando, si ottiene:

d(e*u(z))

& = e*v(®).,

ossia precisamente v(xz) = u(z) + u'(»), la quale, come si verifica subito,
purché sia u(a) = 0, soddisfa alla (13,). E interessante osservare che in
questo modo non occorre affatto supporre u(b) = 0, mentre prescindendo
da tale ipotesi, la soluzione espressa dalla (19,) perde ogni significato.
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Ove infatti il secondo membro della (19;) rappresentasse una funzione
generalmente finita, essendo

b

o(y) = u(y) +[ dt [ u()nt sen at(z —y) de ,

0 a
lo stesso dovrebbe accadere per ’integrale doppio

o b
/ dt [ u(2)mt sen wi(z — y) dz ,
0 a

e, siccome si ha:

b

w'(y) = [ dt./‘ u'(z) cos mwt(z — y) dz

0 a

si dedurrebbe, integrando come sopra per parti, la convergenza di

u(b) f cos mit(b — ) dt
0

cio che & assurdo. :

Si ha con cid un esempio della possibile esistenza di una funzione
di FouriEr »(y), che soddisfa alla (13) in un intervallo finito (12) (ab)
e non e rappresentabile mediante 1’espressione (19). Questa circostanza
puod presentarsi, come risulta dal precedente §, soltanto per quelle fun-
zioni caratteristiche f, che non soddisfanno alla (21). Qui infatti il primo
membro non soltanto non si annulla, ma non ha nemmeno un senso
determinato; segue in particolare che non si puo risolvere la (13;) per
una funzione u(z), che sia 1 in un certo segmento (cd) e nulla al di fuori.

5. — Poniamo, come seconda applicazione, nella (13), f(4) = 1/22,
p essendo compreso fra 0 e 1.

La funzione 1/4? ¢ integrabile in ogni intervallo positivo finito, finita
e continua ovunque, eccettuato soltanto il punto 0; di pilt i due integrali:

b o0

/co;:ztl da, fseI;:ttl aa,
0

(1) Per un intervallo infinito (@ co), sappiamo invece che cido non puo accadere.

T. LEvI-CIviTA — Opere, I. 12
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sono convergenti e non si annullano contemporaneamente per alcun
valore finito di ¢, poiche si ha, come é ben noto:

R

cos 7t 'l — p) sen p 7/2
(15,) h(t) = f 7 A = por vyl
0
“sen tA I'l — p) cos 2
(16,) mY = | 5 d = (nl_,,p) tf’_f/ PrEsy

0

I essendo, al solito, simbolo della funzione euleriana di seconda specie.
In questo caso, a differenza dell’esempio precedente, la (21) & sod-
disfatta.
Il primo membro infatti, svolta la integrazione interna, assume qui
1’aspetto:

e

wr 7 [ sen mwi(d — g}) —sen gt (¢ — y)
ra—p) ‘{“’"’2[ p il
0
Wik pg/cos at(d — y) — cos at(c — y) dt} ,
2 Tt?
0
e, siccome

ac’senyztld—y[ it _I'l—p) cospmx/2
t» IR |d._~yl1—zz’

0

chSnt|d—y| dt_]’(l—p) sen p /2
£ e nl—ﬂ ld e y ll—p !

ece.,

0

dovendo essere y << a<< ¢<<d, cosi le relazioni precedenti valgono anche
togliendo il segno di valore assoluto e quindi effettivamente:

(21 ) ill wdt {1-» 2 sen p J_Z co8 ﬂt(z _ y)
Vo it~ p) 2
0 c

+003pgsennt(z-y)}dz=0, (y<a).
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Ne viene che, ponendo:
b
A

(19;,) oY) = f’ﬁ_——F) fdt /'u(z)tl—ﬂ { sen pg co8 7t(z — )

+ cOSpgsennt(z—y)} dz ,

purche sia »(y) funzione di FOURIER, necessariamente soddisfa alla:

o(y)
(13,) mmsz_zyw, (a<a@<b).
0
Per riconoscere in v(y) le dette proprietd e per attribuirle una forma
praticamente piu utile, giova aggiungere 1’ipotesi che u(x) ammetta nel-
PVintervallo (ab) derivata integrabile.
Partendoci dalle identita:

Feos wt|z—y| e I'(l —p) sen px/2
t? - nl—P lz ___y ll-—p’

0
“sen at|z—y| i 'l —p) cos pm/2
2 L nl—? lz_. y'l—ﬂ ’

0

avremo:

il wfd—t u'(2) 1 cos 7 cos t( sen p = sen t
Ta—p) | » ) P35 al(z—y) — Py (2 — y)
0
w'(2)
i e |
0, (>,

sen pr (<),

Il

da cui, integrando rispetto a z fra a e b ed osservando che nel primo
membro si possono invertire le integrazioni:

@ b
Lt ; €08 P 7/2 cos mt(2 — y) —sen p 7/2 sen wt(z—y)

Ii—p) f dtf i { » @z
g a

Y W)
:senpnfmdz, (a<y<bd).

a
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In quest’ultima formula & ancora lecita (a sinistra) una integrazione
per parti rispetto a 2, cid che porge:

m-? o8 p 7/2 cos zt(b — y) —sen p /2 sen zi(b —y)
F—(l—p) u(b)fdt -

7P cos p 7t/2 cos wt(a— y) —sen p 7/2 sen wt(a — y)
u( ) dt
T LT Iz

i 2
+ = = fdtf u(2)t" v{senp 5 €08 mtt(2 — ¥)
7 g ‘ u'(2)
+ CcOS p—2‘ Senﬂt(z—y)}dz = 8en pﬂjmdz

D’altra parte, per essere b > y, il coefficiente di w(b) & nullo, mentre
il coefficiente di wu(a), essendo a<<y, si riduce immediatamente a
— sen pz/(y — a)*~?, quindi:

nl-—m
p) f dt ] u(2)t+-» 1 sen p cos mt(z — y)

+COSpgsennt(z——y)}dz=senpn{ u(a) 3 f w'(2) :
2 ey ki

i z)l—P

Confrontando colla (19,) si ricava:

7 Yrap) it

7 senpw [ u(a) : u'(2)
192 = L —_—
(197 () {(y = —f—f( dz}, (a<y<b),

o finalmente, come si pud stabilire con un facile passaggio al limite:

__Sen pm d . u(?)
v(y)~T@f(mdz, (a<y<bd).
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La (19,) costituisce una generalizzazione, del resto gid nota, di un
celebre teorema di ABEL. I1 SONINE (*) le attribuisce 1’aspetto, solo appa-
rentemente diverso, di una rappresentazione integrale della funzione u;
per ricavarla, basta sostituire la precedente espressione di v(y) nella (13,),
cid che da:

g0 pn sen prx
u(2) = u(a )/ p(y a)t-r e 7T (w—y)”f(y—z)l"’

Ponendo (y —a)/(x— a) = s, ’integrale

=
J@—=yry—ay>’

1 )
s .
fm=f3“‘(1“8) D
0 0 j

cioe, per definizione B(p, 1 —p), B designando la funzione euleriana di
prima specie; ma, per una nota proprietd di queste trascendenti,

diviene

T

B(p,1—p)=I'(p)I'1 —p) = Pt

quindi:

x

(@) — u(a) = sen”“fw_y f(y e

che & la forma, cui si alludeva sopra e che immediatamente si potrebbe
ridurre a quella assegnata da SONINE.

Come caso particolare, per p — 1/2, si hanno le due relazioni equi-
valenti:

vy
Vo—y

q: v u(z)

Ly dz,
nd?/ \/y——z

v(y) =

cioé il teorema di ABEL.

(**) Loco citato in (®); art. 48.
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Per stabilirlo, si ricorre ordinariamente ad artifici, semplici, finché
si vuole ed eleganti, ma inadatti, per quanto mi pare, a metterne in luce
la vera natura; a cio risponde forse il nostro procedimento, che permette
di presentarlo quale corollario di una formula generale di inversione,
dovuta ad un criterio direttivo bene determinato.

6. — Veniamo ora al secondo problema, di cui a § 2, proponiamoci
cioé di invertire 1’equazione:

(14) u@) = [ flo—yy(y)dy

Il metodo & sostanzialmente identico a quello tenuto precedentemente,
quindi mi limiterd ad un rapido cenno, tanto piltt che la maggior copia
dei dati richiesti lo rendono meno vantaggioso.

Sieno f (**) ed % funzioni integrabili in tutto l’intervallo (— oo, c0)
e si sappia che esiste una funzione di FoUrIER v(y), la quale soddisfa
alla (14).

Avremo, in seguito a simile ipotesi:

b

[cos wt(x — 2)u(x) de = / v(y) dy /f(a;— y) cos mi(x — ?) dx ,

v/'sen at(w — 2)u(z) de = /"v(y) dy/ f(x— y) sen mi(z —2) dw,

donde, ponendo:

(22) ha(t) — / f(4) cos atZda ,

(23) Kult) — f f(2) sen atAdA

e operando come a § 3, collo scambio di # in z e di # in y, senza diffi-

(*) Pit propriamente basta rispetto ad 7 I'ipotesi che sia integrabile in ogni intervallo
finito e che renda convergenti i due integrali h,(f) e ki(?).
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colta si deduce:

(24) f PR i bt Ml A i e | SIS SR

hi(t)* + Ka(t)?

@©

25) | ar f ue) PO nt(zhj(zz . zﬁig;:’en HE=Y) damoly), (a<y<b),

@ ©

(26) f it f () ha(t) €08 mh(z —y) + ky(t) sen mt(z— 1)

= by
(t)? + k(0 S

Dunque, se esiste una funzione di FOURIER, atta a verificare la (14),
essa & necessariamente rappresentabile sotto la forma (25); oltre a cid
debbono valere le due relazioni identiche (24) e (26). Inversamente, se
queste relazioni sono soddisfatte e se la (25) definisce una funzione di
FoURIER, portandola nella (14), con riduzioni-analoghe a quelle indicate
per la (13), si riproduce effettivamente la funzione wu(z).

In questo modo non soltanto si e risoluta l’equazione funzionale (14),
ma si & anche trovato un criterio per decidere della sua possibilita.

Il procedimento presenta perd il gravissimo inconveniente di esigere
la conoscenza e l'integrabilitd della funzione u(z) in tutto ’intervallo
(— o0, ), mentre nelle applicazioni accade il piu delle volte di cono-
scere la funzione u(z) unicamente nell’intervallo di integrazione (ab).

Si potrebbe bensi ricondursi a questo caso, con una condizione addi-
zionale, come si & fatto nell’altro problema (formula (21)), ma la pra-
tica applicabilita di questo espediente sarebbe ora pressoché nulla. Giova
dunque, rispetto alle questioni di analisi applicata, riservare il metodo
per il caso che l’intervallo di integrazione sia (— oo, co), nella quale
ipotesi la funzione u(z) viene ad essere conosciuta, come ¢ per noi neces-
sario, in tutto il campce reale; di piu le due condizioni (24) e (26) relative
alla possibilitd del problema vengono a mancare e la v(y), definita dalla
(25), purcheé dotata delle volute proprietd, soddisfa certamente alla (14).

Quantunque esca dall’ordine di idee, in cui ci siamo posti, stimo
necessario di accennare ancora ad un importante risultato stabilito dal
prof. VoLTERRA (loc. cit. (%)) relativamente alla determinazione di »(y) da
relazioni del tipo:

@1 @) = [fo yp@)dy, (a<e<b),
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dove i limiti si suppongono costanti e f(z,y) ¢ funzione simmetrica ri-
spetto alle due invariabili # ed y. Il metodo del prof. VOLTERRA non
inceppa nell’inconveniente ora lamentato della necessita di conoscere
u(z) fuori dell’intervallo (ab), e consiste nel ricondurre tutti gli infiniti
problemi di inversione, che, al variare di u(z), risultano dalla (27), ad
una questione unica, alla ricerca cio¢ di una funzione A(y,2) tale che,
per a<y<z<b:

z

[ 4w, 2@, vy

a

riesca indipendente da z.

I1 vantaggio di una tale risolvzione si palesa specialmente in molte
questioni elettrostatiche, dove si pud a priori asserire (in virtu del prin-
cipio di DIrRICHLET) l’esistenza della funzione A4 e in alcuni casi anche
determinarla effettivamente.

Non sara da ultimo fuor di luogo il notare che, fin dal primo §, si
¢ qui pure indicato un mezzo per rendere i problemi di inversione indi-
pendenti dalla natura della funzione u, supposta nota soltanto nell’inter-
vallo (ab). Basta a tal uopo trovare una funzione F(z,z,t) che, per una
conveniente scelta di o, f (a<<a<<p<b),

p
/ F(z, z, t)f(z, y) do

riesca eguale a ¥Y(t(y —=2)) con ¥ funzione fluttuante.
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