NotaA II

« Rend. Acc. Lincei », s. 5%, vol. V, (1° sem. 1896), pp. 34-40 (*).

Riprendendo gli sviluppi e le formule della Nota precedente dobbiamo
ora occuparci di determinare u({) dalla relazione

@

1 ah f cos wit(z — 8) Pz, @) dz — hy(t) /cos mH(C — $)u(Z) d .

—©

Sara tuttavia necessario premettere alcune osservazioni sulla natura della
funzione h,(¢). In primo luogo essa non si annulla per ¢ differente da zero.

Per dimostrarlo, prendiamo &,({) sotto la forma: 4Tcos wth k- K dA ed

0
osserviamo dalle (2) (3) (della Nota precedente) che k e quindi K .decre-
scono costantemente (convergendo il primo verso 0, il secondo verso 7/2)
col crescere indefinito di z— {, ossia di A, mentre ’altro fattore cos ztA,
che ¢ positivo in un primo intervallo [0(1/2¢)], si riproduce poi periodi-
camente coi segni alternati nei successivi intervalli di ampiezza 1/2¢.

L’ integrale f cos A k- K dA, della cui convergenza si ha in questo modo

0
conferma diretta, si mantiene pertanto positivo per ogni valore di ¢ finito
e non nullo.

Esaminiamo altresi come si comporta la funzione h,(f) per ¢ = 0, il
che incidentalmente ci condurrd anche a stabilire lo sviluppo di k()
considerato come funzione del parametro a, quando il raggio a del ci-
lindro sia abbastanza piccolo.

Converra percid assumere k,(t) sotto la forma:

g T 1nan
oS
ki(t) — 2]cos ntldl[ 2 = Saf f = :
V32 + 4a* — 4a’seng V22 L 4a? co COSZ(p
()

1

(*) Presentata dal Socio EUGENIO BELTRAMI nella seduta del 19 gennaio 1896.
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192 VIII. SULLA DISTRIBUZIONE INDOTTA IN UN CILINDRO INDEFINITO

ed esprimere l'integrale interno per funzioni cilindriche, valendosi di una
formula di SoNINE. Segue infatti dalle ricerche di questo autore (*) che,
per —1<m<2(m + 1) + 3/2 e per I numero intero, si ha:

0 { I (bhi) — Y (bhi) },

L (b)am dae pmig-
(@® + h2)mtitt — 2mtiti]T(m + 1)

0

dove I ed Y designano rispettivamente funzioni cilindriche di prima e
di seconda specie d’ordine eguale al relativo indice, //(m - 1) ¢ la fun-
zione fattoriale, che si pud sostituire colla I'(m + I + 1) (I" indicando
la funzione euleriana di seconda specie) e i & v gy (?). Per applicare
questa formula al caso nostro, facciamovi: m = —1/2, b =at, v = 4,
h = 2a cosp, | = 0 e notiamo (}) che:

s 2
Vi 71; [[t— co8 i,

e che:
l-y-rf)-vv
Avremo:
- cos wtAdA
V / By oy 9 I \/ = {mI (2aimt cos ) —Y o(2aint cos @) },
ossia:

cos tAdA 1
—  — — { il (2aint cos @) — Y(2aimt cos ¢
YT v (STl i A
Ora ¢ proprietd nota della funzione cilindrica di seconda specie Y, che
la differenza Y,(z) — 2 log z I,(z) & finita per # = 0 e sviluppabile in
serie di potenze di z. Noi possiamo trarne la triplice conseguenza che
Y,(2aint cos p) — 2 log t I,(2aint cos ¢) e funzione di ¢ regolare per ¢ = 0,
che Y,(2aint cos ¢) — 2 log a I,(2aint cos ¢) & funzione di @ regolare per

(Y) Recherches sur le fonctions cylindriques, « Mavh. Ann.», B. XVI, 8. 51.

(?) Il secondo membro della formula precedente & complesso solo in apparenza, come si
potrebbe verificare, tenendo presenti gli sviluppi delle funzioni I ed Y. Per lo scopo nostro
serve perd benissimo la forma sopra indicata.

(®) Ib. S. 34.
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a = 0 e che Y,(2aint cosp)— 2 log cos ¢ I,(2aint cos ¢) & funzione di ¢,
regolare per ¢ = 7/2.

Dopo cio, si conclude senza difficolta (*) che, per certi intorni di =0
e di a =0, si ha:

(5) hy(t) = —4malogt + Ry(t) + t2logt Ry(t),
ha(t)
(6) RS 4w log a + Ry(a) + a*log a Ry(a),

R,, R,, R; ed R, designando serie di potenze.

Cerchiamo da ultimo ci6 che avviene della funzione h,(t), quando ¢
cresce indefinitamente. Osserviamo a tale scopo che l’espressione pre-
cedente di h,():

c<]

7[2
cos A dA
hy(l) = 8afd [ e
] . <;0b V12+4aﬁcos2¢p’

tenuto conto del valore teste trovato per l'integrale interno, diviene:

/2
hy(t) = 4a f { wil(2aint cos ¢) — Y(2aint cos ) } dg .

0

La quantita sotto il segno, come si & gia osservato, ¢ una funzione della
variabile ¢ solo apparentemente complessa, la quale diviene infinita loga-
ritmicamente appena nell’estremo superiore dell’intervallo di integra-
zione (¢ = 7/2); potremo dunque applicare il primo teorema della media
e attribuire ad h,(¢) la forma:

hy(t) = 2ma { mil,(2aint cos P) — Y (2aint cos @) },

@ essendo un certo valore di ¢, compreso fra 0 e /2.

Sotto questo aspetto si riconosce subito che &, (¢) si annulla d’ordine 1/2
per t = oo, poiche, secondo una osservazione di PoIssoN, tale proprieta,
al crescere indefinito dell’argomento, appartiene si alla funzione I, che
alla Y, (5).

(*) Basta tener presente che la I ¢ una funzione psri, eguale all’'unitd per il valore zero
dell’argomento.

(%) Per dare a questa dimostrazione un carattere di completo rigore, avremmo dovuto mo-
strare altresi che il gruppo dei valori, assunti dalla funzione @ al crescere indefinito di ¢, non
ammette 77/2 come punto limite: cid avrebbe per altro richiesto considerazioni minuziose, sover-
chiamente discoste dallo scopo della presente Nota.

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 13
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194 VIII. SULLA DISTRIBUZIONE INDOTTA IN UN CILINDRO INDEFINITO

Riassumendo, abbiamo stabilito che la funzione h,(¢) della variabile ¢
e del parametro a, supposto a > 0, diviene infinita logaritmica per
t = 0, e diversa da zero e positiva per ogni valore finito di ¢ e si annulla
all’infinito d’ordine 1/2; oltre a c¢id, in un certo intorno di ¢ = 0, sus-
siste la (6).

Cid posto, notiamo ancora che il potenziale P delle masse inducenti
¢, nei punti ad esse esterni, ed in particolare sopra la superficie cilin-
drica, una funzione analitica di z e quindi ammette derivate di tutti
gli ordini, nulle anch’esse all’infinito. Questo permette di eseguire in

f cos wwt(z — 8)P (2, @) dz una duplice integrazione per parti rispetto a z,

assumendo ciascuna volta il fattore trigonometrico come fattore diffe-
renziale; siccome i termini ai limiti svaniscono, dividendo anche per 7, (t),
si ha l'identita:

" T 3P(z, a)
fcos ﬂt(z—S)P(d, a/) dz == yzzt2—hl(t)' fCOS ﬂt(z—- S) “—b‘r dz7

—

1
T In(t)

da cui agevolmente deduciamo che la funzione:
e cDcos i(z —s)P d
hx(t)_m /4 (2, @) dz,

¢ integrabile rispetto a ¢t fra 0 e co. E per veritd, cid che si & visto,
rispetto alla natura della funzione h,(¢f) per valori finiti di ¢, stabilisce
senz’altro ’integrabilita di :

1 @
— 0] fcos 7t(z — 8)P(z, a) dz ,

in ogni intervallo finito; la relazione identica sopra accennata permette
poi di assumere per limite superiore anche l’infinito.
Prendendo infatti

_h—ll(t_) [eos ni(z — 8)P(2, a) dz

sotto la forma:

i i coeosx mt(z — 8) LiticL)
32k, () dwr ]
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abbiamo che separatamente i due fattori

1 : 2P(z, a)
J'ﬁt—zhl({)* e fGOS ﬂt(z = S) —’——b—zr— dz,

!

soddisfanno alle condizioni di integrabilitd, quando il limite superiore
converge verso l'infinito;

hobe
2t2hy(t) ’

in quanto ha all’infinito uno zero d’ordine 3/2 e

jeos mi(z — ) g P(z, a)

-

in causa del teorema di FOURIER, per cui, avendosi:

2

siamo fatti certi che

o]

5
2
lim fdtfcosm(z ~S)Mdz =
022

Dimostrata cosi la convergenza di

codt © ‘

avremo dalla (1”), dividendone entrambi i membri per &,(t) e integrando
fra 0 e oo:

_/h fcos 7i(2 — 8) P(2, a) dz :J dtfcos (& — s)u(8) dg .

0 -
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196 VIII. SULLA DISTRIBUZIONE INDOTTA IN UN CILINDRO INDEFINITO

Supponendo che all’incognita funzione w(l) sia applicabile il teorema
di FOURIER, abbiamo per essa l’espressione:

wiE)— —fh?(tt) /cos nt(z — 8)P(z, a) dz ,

0

di cui oramai ci resta solo a constatare I’effettiva validita mediante diretta
sostituzione nella (1). In primo luogo, ponendo { al posto di s, e s al
posto di z, potremo scrivere:

) Tt f o f cos (s — ) P(s, a)ds ,

e il secondo membro della (1) assumera ’aspetto:

© © © n[2 j
i f ac [ i, f cos mit(s — E)P(s, a)ds f - ki 4 .
A ha(t) ) J V(2 —)® + 4a®— 4a® sen?g

Invertendo, il che si riconosce facilmente essere lecito, 1’integrazione
rispetto a { con entrambe le intermedie rispetto a t e ad s, si ottiene:

© nf2

’ 4ad<p
7 d
i f'u(C) ; \/(z—é‘)2 + 4a*— 4a® sen’g

—

h ~ dady
E , a)d. ik e
fhl(t) P(s, a)ds /eos (s dc]\/(z——C)z St Latsenty

Ora, se nel terzo integrale si assume 4 = {—z come variabile di inte-
grazione, si ha l'identita:

© n/2

da dp
os mt(s — {)d N2 g
/C Sﬂ(s C) Ca/\/(z_é-)a+4a2—4a2 Senz(p

-~

© nt[2

= COS 7t(s — 2) J cos st f
0

dadp
V3 4+ 4a* — da*sen?q

dadyp

@ 2
-+ sen nt(s—z)fsen ath dlf s L ’
y V12+4a2—4a2 en2<p
1 :

www.rcin.org.pl



DA UN SISTEMA SIMMETRICO DI MASSE 197

la quale, in causa della (4), e per essere:

@ )2

4ad
fsennt/ldlf o ==
Iy ; \/22+4a2—~4azsen2(p

si riduce semplicemente a:

fcos Twt(s — 2) dc—/ ¥ dovy - = hy(t) cos mt(s —z).

21 4q%— 4a®sen?
@

~®

Infine, portando questo valore nella (7'), troviamo:

-] z[2
tad
fu(é)dcf afut
g SN (#— )% + 4a*—4a’sen? ¢

= —/ dt / cos mt(s — 2)P(s, a)ds = — P(z, a) ,

in virtu del teorema di FOURIER. ,
Con cid resta provato che la funzione u((), definita dalla (7) soddisfa
effettivamente all’equazione (1) e rappresenta per conseguenza la richiesta
densita della distribuzione indotta.
Abbiamo dalla (7) che la quantita di materia, la quale viene a disporsi
sulla superficie di un segmento cilindrico di spessore df, pud essere
espressa da:

2qau(f) A = — d&'f?hl—(ta) dtfcos mt(s — §)P(s, a)ds .

Supponendo a molto piccolo, cioé passando al caso limite del filo con-
duttore, il primo membro, diviso per df, rappresenta la densitd lineare,
che indicherd con y({); la (6) ci da poi:

2na Ry(a)  a*Rya)\"
WO PR 2loga,{ 54 z (47:10ga iy i )}’

e, supponendo a cosi piccolo che i termini del tipo 1/(log a)?, a*/log a
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198 VIII. SULLA DISTRIBUZIONE INDOTTA IN UN CILINDRO INDEFINITO ECC.

(e a piu forte ragione i successivi a?/(log a)?, p >1, ¢ > 2, ovvero p > 2,
g >1) si possano trascurare di fronte ad 1/log a, ne deduciamo:

2ma 9y i :
ey Bidg e
quindi:
o) = g [ dt‘/ cos awt(s — £)P(s, a) ds,
? 0 e

donde, al solito, applicando il teorema di FOURIER:

1
2log a

(8) () = P, a).

Leggiamo in quest’ultima formula la proposizione seguente:

Un filo rettilineo indefinito a sezione circolare, in presenza di masse
esteriort, si elettrizza in modo che la densita lineare della distribuzione indotta
¢, in ciascun punto, direttamente proporzionale al potenziale esterno, e varia
da filo a filo in ragione inversa del logaritmo del raggio della sezione.

Nell’enunciato di questo teorema non & detto che la distribuzione
inducente sia simmetrica, poiché il teorema stesso pud ritenersi indipen-
dente da tale condizione restrittiva. Qualora infatti lo spessore del filo
sia abbastanza piccolo, il potenziale esterno pud assumersi costante lungo
ciascuna sezione circolare ed & quindi applicabile il procedimento testeé
indicato. :
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