XII.

SUL MOTO DEI SISTEMI
CON TRE GRADI DI LIBERTA

« Rend. Ace. Lincei», 8. 5%, vol. Vo (20 sem. 1896),
pp. 164-171. (*)

Oggetto di questa Nota si ¢ lo studio dei sistemi materiali S a legami
indipendenti dal tempo e con tre gradi di libertd, per cui, quando non
agiscono forze, sussistono i tre integrali delle aree. Io mostrerd che tali
ipotesi permettono di caratterizzare la natura della forza viva T e con-
ducono a stabilire che, mediante una opportuna scelta di coordinate
lagrangiane, 7' ¢ certamente riducibile: ;

o alla forma propria di un corpo rigido con un punto fisso;
o alla forma

1 7 4 ’
g H¥@l + @) + a)) - {2+ @'+ 23’}

Se ne deduce che, anche quando agiscono forze, la dinamica dei si-
stemi S sopra indicati equivale:

- nel primo caso, identicamente, come ¢ manifesto, alla dinamica di
un corpo rigido intorno ad un suo punto, supposto fisso;

nel secondo caso (e nell’ipotesi che I’energia totale del sistema sia

costante), @ meno di quadrature, alla dinamica di un punto materiale.

Quest'ultima asserzione sara giustificata a suo tempo in modo diretto;
non lascio perd di rilevare che essa si collega alla teoria generale delle
trasformazioni delle equazioni dinamiche.

1. — Sia un sistema S, di punti materiali (z, y, 2), soggetto a legami
indipendenti dal tempo, i quali limitino a tre gradi la sua liberta, di
guisa che se ne possa individuare una posizione mediante tre coordinate

(*) Presentata dal Socio E. BELTRAMI (6 settembre 1896).
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-270 XII. SUL MOTO DEI SISTEMI

lagrangiane. Si supponga di pitt che la natura dei vincoli sia tale da
lasciare sussistere, quando non agiscono forze, i tre integrali delle aree:

1) > m(yz'—zy’) =cost., > m(zx'— az') =cost., > m(xy'—ya') = cost.‘

La forza viva del sistema S sara espressa in coordinate lagrangiane da
una forma differenziale

3

1 |
T = é Zrc Qrsrs o
1

sulla cui natura dobbiamo ora intrattenerci.

Introducendo al solito le variabili p; = dT/dq; (i = 1,2, 3), coniu-
gate delle ¢;, si avranno per gli integrali (1) certe espressioni lineari ed
omogenee nelle p:

3 3 3
(2) " Zf =3 Ayp, = 008t., . L] = F AP, = 0Ot Zof =5 AP, = COBt.,
1 1 4

dei cui coefficienti A nulla si pud ancora affermare. Tuttavia, provenendo
per ipotesi Z,f, Z.f, Z,f dagli integrali delle aree, si ha per le funzioni
alternate (1):

(3) (lez)f i = Zaf’ (Zzza)f T Zlf ’ (Zszl)f s g Vi sz r

Inoltre, risguardando le forme 7.f, Z.f, Z;f come simboli di trasforma-
zioni infinitesime, ciascuna di esse sara ammessa dalla forza viva 7' del
sistema materiale S (2), e complessivamente, in causa delle (3), costitui-
ranno un gruppo I}, a tre parametri (perché, come vedremo, le Zf non
possono essere legate da relazioni lineari a coefficienti costanti), il quale
trasforma 7' in se stessa.

Cid posto, notiamo in primo luogo che le forme Z,f, Z.f, Z,f possono
non essere tutte e tre indipendenti; per altro due almeno sono tali. Qua-
lora infatti si avesse per es.

Zf = AZ\f , Zyf = mZyf ,
si dedurrebbe dalle (3):
ZihZ\f = — wZyf, (AZymw — mZy A 2yf = — Zif Znm - Zhf = AZ,f,

(*) Si cfr., per taluna notizia in proposito, le Note: Sul moto di un corpo rigido intorno ad
un punto fisso, pubblicate testé in questi « Rendiconti» (§ 2); [in questo vol.: XI, pp. 253-267).
(%) Ibidem, § 1.
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CON TRE GRADI DI LIBERTA 271

e quindi:
Zh=—m, Ay —nZ A =—1, Znw = 4,
ossia anche:
A+t =—1,

il che & assurdo, poiché 4 e = dovrebbero in ogni caso, come Z,f, Z,f, Z,f,
essere funzioni essenzialmente reali.
Ci restano pertanto due soli casi da esaminare:
1) Le forme Zf sono tutte e tre indipendenti.
2) Due Zf sono indipendenti, la terza essendone una combinazione
lineare.

2. — Nella prima ipotesi, cui ora vogliamo riferirci, il gruppo I},
generato dalle Zjf, riesce transitivo ed ¢ quindi, come si sa (%), simile ad
ogni altro gruppo isomorfo pure transitivo e nello stesso numero di varia-
bili. In particolare possiede questa proprieta il gruppo G, spettante alla
forza viva di un corpo rigido (%), le cui trasformazioni infinitesime (assu-
mendo come coordinate lagrangiane i parametri di RODRIGUES) possono
essere scritte:

: §
Yf= 5 {@+ Y1) + (— Ys + V1¥:)P2 + (Y2 + ylf‘/s)Pa} )

1
Yf = 5 {(ya +y)p + A +y)p + (— Yy + ya?/a)?a} ’

: :
Yof =5 {(— 9% + 93P + 0 + 93022 + (1 +93)ps } -

I gruppi I's e G, sono dunque simili; esiste cioé un cambiamento di
variabili:

(4) G = F11y Y2s ¥s) s @2 = FolWrs Y2y ¥s) s s = [3(Y1y Y2y Ys) »

(la cui ricerca esige al piu 'integrazione del sistema completo Z,f + Y, =0
(i =1, 2, 3)), che fa passare dalle trasformazioni infinitesime Z,f, Z.f,. Zsf

(*) L1e-ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen, B. 1, Theor. 64, p. 340.
(*) Sul moto di un corpo rigido intorno ad un punto fisso, § 2. [In questo vol.: XI, pp. 253-267]
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272 XII. SUL MOTO DEI SISTEMI

alle Y,f, Y.f, Y,f; anzi, per essere le Yf legate da relazioni identiche
alle (3), si puo asserire che le (4) trasformano ordinatamente Z,f in Y,f,
Z,f in Y,f, Z,f in Y,f. La forza viva 7T, espressa per le nove varia-

bili y, diverra: T =%$n b.y.y., le b essendo certe funzioni delle y,
che ci verra fatto ben presto di caratterizzare, valendoci della circo-
stanza che la forma quadratica %2:,, by, deve ammettere tutte le
trasformazioni del gruppo G;. Questa proprietad fondamentale di 7' si
pud esprimere, dicendo che 7T =%§" b,yy. ¢ un invariante del

gruppo @,, esteso alle velocita dy;/dt, ossia, come ¢ ben noto, integrale
di un certo sistema completo:

(5) i/vlf:O7 Y2f=07 f:JZO,
(con tre equazioni distinte e sei variabili indipendenti), che ommetto,

per brevita, di scrivere distesamente, osservando invece addirittura che
le tre funzioni:

2 W " 7 2 7 i ’
L=S{ntvn—uw}, L=S{y+ss—vn}
Baga " A
Iazg\ymLyzyl—ylyz},

dove & 72 =1 + 9} + 95 + v;, costituiscono una terna di integrali indi-
pendenti del sistema (%), talché 7' dev’essere una funzione dei soli argo-
menti I,, I,, I,. Siccome le I sono lineari e omogenee nelle 2', si avra

identicamente:

T:

Do =
Do) =

3 3
z" b”y"ys = zrs CrsIrIs ’
1 1

(°) Si puo accertarsene tanto mediante diretta verifica, quanto, e pii comodamente, notando
che la forza viva di un corpo rigido:

2
. { AL + vsvs — VoW + Bs + U1¥s — Usuy) + CWs + Usty — Y1) } »

ammette il gruppo G; per modo che, qualunque sieno i valori delle costanti A, B, C, il trinomio
precedente & integrale delle (5). Cio implica che appunto separatamente I,, I,, I, sieno integrali.
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CON TRE GRADI DI LIBERTA 273

le C,, essendo costanti il cui determinante:

by1040b. &
3 + 0u0uln = — 2t lubede = 2k bbb
8| Ys — Y
porll g & Y|
| e L 1

¢ positivo.
B facile ora passare alla forma definitiva di 7', eseguendo sulle varia-
bili ¥ una sostituzione ortogonale a coefficienti costanti. Poniamo per cid:

3
(6) Yo = zp Orplp y (r=1,2,3),
1

?=1+y+4+y=1+a+a;+a}=0,

2 ’ ’ 4 2 (4 ¢
= a2 (21 + 23s — @s3) o Jy = pors (@g + 2,25 — @)

Y. ’ o
Jy = pr (@3 + Doy — @0,) .

Si verifica immediatamente che fra le I e le J passano le stesse relazioni
che fra le y e le xz, ossia:

3
Ly == gp (Z',J, (r= 17 27 3)7

e da queste segue senz’altro (col noto procedimento, che equivale geo-
3
metricamente a riferire lellissoide 3,, C,,I,I, = 1 ai suoi assi) che T

1
pud essere ricondotta alla forma propria del corpo rigido:
1 2 2 2

2 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’
e ;; {A(xl + X3y — Ly%s)% + B(@y + @03 — w41,)? + C(@3 + o1 — 0, 7,)2 } .

3. — Se delle forme Zf due soltanto sono indipendenti, potremo sempre,
per la simmetria delle (3), risguardare tali Z,f e Z,f, e porre:

 Zf = pZf + vZf .

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 18
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274 XII. SUL MOTO DEI SISTEMI

Avremo le identita:

(Z3Z3)f = — 2, = {Zz,u +ﬂ2}Z1f £H {sz +/“’}sz7
(Z32,)f =— 2f:_{Zl/l;ﬂv}zlf_{zlv_vz}zzfy

le quali, per l'indipendenza di Z,f, Z,f, danno:
(). Zap - pr =—1, Zyy+ =90, Zyp—uy =20, Zy—» =1,

Di qua si deduce che le quantita reali x4 e » sono funzioni indipen-
denti delle variabili ¢,, ¢., ¢; € quindi in particolare che nessuna di esse
¢ costante. Difatti, qualora passasse fra u e » una relazione w(u, ») = 0,
indipendente dalle ¢, si potrebbe risolvere l’equazione w(u,v) = 0, ri-
spetto ad uno almeno dei due argomenti x o » e porre, per es., v = w(u);
le (7) diverrebbero allora:

Zop +p=—1, o'Wy + po(u) =0, Zp—puwu) =0,
o' (WZp —o*(u) =1,
donde:

LS R A =0
il che & assurdo.
Dopo cid si conclude che le trastormazioni infinitesime Z,f, Z.f, Z.f,
sono anche in questo caso indipendenti e generano quindi un grunpo I’a'

a tre parametri (intransitivo), che dico essere simile al gruppo G;, le
cui trasformazioni infinitesime sono:

Yif = 9205 — Ysp2 Yof = Y01 — 105 5 Yof = y102— ¥ap1

legate, come le Zf, da relazioni del tipo (3).

Per la dimostrazione, bastera notare che le condizioni generali di
similitudine fra due gruppi di trasformazioni (°) sono soddisfatte nel
caso nostro, poiche G; ha la medesima struttura di I, e, delle sue trasfor-
mazioni infinitesime Yf, ¥;f e Y,f sono indipendenti, mentre Y,f risulta
tale combinazione lineare

9
—%m—fm,

3 3

(°) L1E-ENGEL, Theorie, ecc., B. I, Theor. 65, pp. 353-354.
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delle prime due, che, avuto riguardo alle cose dette, le equazioni

% Y2
_ —— Y = — =
B Ys' Ys
sono compatibili e si possono risolvere tanto rispetto a due delle varia-
bili ¢, quanto rispetto a due delle variabili y.
Esiste adunque un cambiamento di variabili (7):

(8) G =Yy Yoy Ys)y G2 = Po(Y1s Y2y Ys) s Qs = Pa(Y1y Y2y Ys)

atto a far passare dalle trasformazioni infinitesime Z,f, Z.f, Z,f alle
Y,f, Y.f, Y,f rispettivamente.
3

1 & & - .
Indicando con >.. By, Vespressione della forza viva 7, dopo
ey

eseguita la trasformazione (8), si osservera, come nel caso precedente,
3

1 ! . . ’
che 3 > .. Br¥yy, deve essere un invariante del gruppo G, (esteso alle velo-
; :

citd) e quindi, come si verifica senza difficoltd, una funzione dei soli

argomenti ¥y + 93 + ¥, ¥+ 4+ 4y %y + Y, + Ysys. Se ne con-
clude che la pil generale espressione di 7' &:

=

[

[Ky: +y:+v3) - {y'+ v+ } +
+ Ki(: + v2 + 43) { yy1 + vy + vays 2]

K e K, designando funzioni non ulteriormente determinabili dell’argo-
mento indicato ¥; + i + 9.
Col porre:

Y = psendcosp, yY,=psendsenp, y;=pcos,

(9) / VK +0'Krt (o) 4
r=—=e eK(e) : H"’(r’) . p2 = K’(g”) . Qz’

il precedente valore di 7' si semplifica notevolmente e diviene:

T = —12- H(r?) {7'? + r*0'* + r?gen?d¢'? },

(") In questo caso se ne hanno infiniti che si possono ottenere (Lie-ENGEL, loco citato, § 91)
ponendo g = — %/Us; ¥ = —WslUs © Ui + U3 + U3 eguale allintegrale generale del sistema com-
pleto Z,f = 0, Z,f = 0. Tale ricerca esige in fondo, come si vede subito, al pi1 I’integrazione di
una equazione differenziale ordinaria.
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276 XII. SUL MOTO DEI SISTEMI

dopo di che, facendo:
(10) xy=rsendcosp, @=rsendseng, @z, =7rcosP,

otteniamo la forma definitiva:

il ’ ’ ’
e §H‘*(a:f + o3 + @) {27 4 @ + 2},

la quale differisce solo per il fattore H? da quella spettante alla forza viva
di un punto materiale nello spazio ordinario.

B facile perd riconoscere che la dinamica di un sistema S di forza
viva T, quando esiste un potenziale e I’energia & una costante data (cio
che fisicamente non costituisce restrizione), equivale, a meno di quadra-
ture, alla dinamica del punto materiale. Infatti le equazioni del moto
pel gistema in questione, se si dica V la funzione delle forze (dipendente
soltanto dalle coordinate) saranno:

P adT 2T 2V

dt bwf: 3. bx»’ (7::17 2; 3)’

e sussistera l'integrale delle forze vive:
(12) T—V=E.

Sostituendo alla variabile indipendente ¢ una nuova variabile ¢,, defi-
nita da:

) G dt
4 7 HYa} + o} + 23)’

e avendo riguardo alla (12), le equazioni (11) si possono scrivere:

dx, YH? L0V d{H*V + E)}
. (Fa diz; fifhd de; di; ¢

(i — 17 27 3)7

ond’¢ manifesto che il moto del sistema S, sollecitato da forze prove-
nienti dal potenziale V e dotato di una energia totale E, ammette, nello
spazio rappresentativo (z,, ., 5), le stesse traiettorie spettanti al moto
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CON TRE GRADI DI LIBERTA 297

di un punto materiale, soggetto al potenziale H2(V -+ E) e di energia
nulla.

Note le traiettorie, la determinazione completa delle leggi del moto
si raggiunge mediante una quadratura.

Per avere un esempio (oltre quello del punto materiale) di un sistema,
con tre gradi di liberta, per cui, quando non agiscono forze, sussistono i
tre integrali delle aree, (funzionalmente) non indipendenti, si pud pensare
al sistema di due punti materiali, collegati tra loro rigidamente, e costretti
a rimanere allineati coll’origine delle coordinate.
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