XXIV.

TIPI DI POTENZIALI
CHE SI POSSONO FAR DIPENDERE
DA DUE SOLE COORDINATE

« Mem. Accad. di Torino », s. II, t. XLIX (1899)
pp. 105-152

Introduzione.

La teoria del potenziale logaritmico, edificata da C. NEUMANN e le
ricerche del prof. BELTRAMI sui potenziali simmetrici indussero il prof. VorL-
TERRA a discutere in generale le proprieta dei potenziali che si possono
far dipendere da due sole coordinate. Egli ne ha stabilito i piu salienti
caratteri, indicandone le possibili applicazioni a problemi svariati di
fisica matematica. Rimane tuttavia — osserva al principio della sua me-
moria (*) lo stesso prof. VOLTERRA — una questione preliminare da risol-
vere, assegnare cioe i vari tipi dei potenziali in discorso.

Tale ¢ il compito, che io qui mi prefiggo.

Prendo le mosse dalla osservazione semplicissima che debbono riuscire
indipendenti da una coordinata tutti quei potenziali, i quali ammettono
trasformazioni infinitesime in sé. Sono cosi condotto a considerare (§ 1)
le trasformazioni infinitesime, ammesse dalla equazione di LAPLACE:

Bu  du | D

WE e T T
(in quanto vi si risguardi # come invariante), le quali sono tutte e sol-
tanto quelle del gruppo @, delle similitudini.

Pagso quindi in rassegna i diversi tipi di trasformazioni infinitésime
del gruppo G, e scelgo per ognuna di esse (§ 2) un sistema di coordinate
curvilinee p,, 0., 0s, che abbia per linee p, = cost., g, = cost. le traiet-

(*) Sopra alcuni problemi della teoria del potenziale, « Annali della Scuola Normale di Pisa »,
vol. III, 1883.
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382 XXIV. TIPI DI POTENZIALI CHE SI POSSONO FAR DIPENDERE

torie della trasformazione infinitesima. Espresso il %u in coordinate p,,
02, 03, ricavo le forme caratteristiche dei potenziali corrispondenti, po-
nendovi du/dg; = 0.

Siccome vi hanno cinque categorie (distinte, anche per rispetto alle
traiettorie) di trasformazioni infinitesime reali di G,: traslazioni, rota-
zioni, trasformazioni elicoidali, omotetie, trasformazioni spirali, cosi si
ottengono altrettanti tipi di potenziali binari reali, che, avuto riguardo
alla congruenza, formata dalle linee, su cui essi conservano valore costante,
possono opportunamente designarsi come segue:

10 Potenziali cilindrici o logaritmici;

20 Potenziali circolari o simmetrici;

3° Potenziali elicoidali (dipendenti da un parametro);
4° Potenziali conici;

5° Potenziali spirali (dipendenti da un parametro).

Di questi tipi I'ultimo soltanto ¢ nuovo, Il 1°, 20 e 4° sono infatti
ben noti e il 3°, benché non sia stato ancora considerato da vicino, ricorre
gia nella « Commentatio Mathematica » di RIEMANN.

In codesta « Commentatio », insigne concezione del suo genio mera-
viglioso, RIEMANN enumera tra altro i diversi casi, nei quali la equa-
zione:

k s eu =0, (con k costante),

A

puo dipendere da due sole coordinate di spazio. In ognuno di questi
casi deve manifestamente dipendere da due sole coordinate la espressione
Aw e quindi a fortiori la equazione Au = 0. -

Dei risultati di RtEMANN hanno relazione colla nostra ricerca soltanto
quelli, in cui % possiede la massima generalitd, l'ipotesi cioe, che egli
designa con m = 1. Tale ipotesi conduce precisamente ai tipi 1°, 20 e 3° (2).

Si tratta ora di decidere se i potenziali binari, che scaturiscono dalla
accennata considerazione gruppale, sono i soli possibili o se vi hanno
altri tipi.

Ho istituita a tale scopo una ricerca sistematica, di cui a §§ 3-8.

Dovetti rinunciare al metodo di RIEMANN, che male si sarebbe pre-
stato in questo caso per la maggior complicazione dei calcoli; ho prefe-

() Osservo per incidenza che la possibilita di rendere indipendenti da una coordinata le
espressioni del Au, che spettano a ognuno di questi tipi, segue senz’altro da cio che essi (ed essi
2

soltanto) corrispondono a trasformazioni infinitesime del gruppo dei movimenti, per cui, nonche
I’equazione du = 0, addirittura il 4u ¢ un invariante.
2 2
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DA DUE SOLE COORDINATE 383

rite di formare direttamente le equazioni differenziali, cui debbono sod-
disfare tre funzioni &%, &%, & delle variabili @,, @,, @;, affinché la con-
gruenza:

dx, - day " dig
E& s @ G E@)

sia costituita da linee equipotenziali.

Dopo cio, ritrovo subito il risultato del § 1, constatando che i coeffi-
cienti d’ogni trasformazione infinitesima di @, sono integrali del sistema.
Uno studio diretto di tale sistema sarebbe per altro pressoche imprati-
cabile, causa il rapido complicarsi delle formule.

Ho fatto percid appello ai metodi del prof. Ricci, che con mirabile
agilita si adattano a questioni svariatissime, mettendone ognora a nudo
I'intima natura e sfrondandole da ogni difficoltd inessenziale.

Per facilitare la applicazione di questi metodi al nostro problema,
apparve opportuna una breve escursione nel campo della geometria
intrinseca di una congruenza di curve.

Ricordate nel § 4 le formule fondamentali di Ricor e indicatane una
opportuna specializzazione per lo spazio ordinario, esamino nel § seguente
un caso particolare notevole, quello delle congruenze rettilinee isotrépe;
costruisco una espressione (che credo nuova) pel quadrato dell’elemento
lineare dello spazio, riferito alle rette della congruenza come linee
&, = cost., x, = cost., e ne deduco agevolmente che ad ogni congruenza
rettilinea isotrépa corrisponde una classe di potenziali binari (potenziali
isotropt), le cui linee equipotenziali sono appunto le rette della con-
gruenza (3).

Dopo questa digressione, riprendo (§ 6) le condizioni di equipotenzia-
lita, risguardandovi (come & sempre lecito, finché non si tratta di linee
di lunghezza nulla) &V, &2, £ quale sistema coordinato contravariante
(coseni direttori, se le coordinate sono cartesiane ortogonali) della cor-
rispondente congruenza.

(*) Debbo alla cortesia del prof. KLEIN 1la comunicazione che questi potenziali isotrépi com-
paiono sotto diverso aspetto nella memoria di JAcoB1, Ueber eine particuldre Lisung der partiellen
Gl N T
Differentialgleichung — + +— =0 («Crelle’s Journal» B. XXXVI, 1848, oppure
ox? ay? 22
« Ges. Werke », B. II). JAcosBI li definisce come soluzioni simultanee delle due equazioni:

Ay | MV il 78 S £:) oy oV \? av\?
AV = + + ‘=0, (-4V)==(—— 4+l—=] =] =0.
2 ox? Y 022 3 ox Yy 0z

11 legame tra siffatti potenziali e le congruenze isotrépe fu con geniale intuizione avvertito dallo

stesso KLEIN.
Per la dimostrazione, veggasi la nota alla fine del § 5 (p. 420).
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384 XXIV. TIPI DI POTENZIALI CHE SI POSSONO FAR DIPENDERE

Una facile trasformazione conduce di qua alle equazioni intrinseche (E)
delle congruenze equipotenziali.

Stabilisco poscia (§ 7) le caratteristiche intrinseche delle congruenze,
costituite dalle traiettorie di un gruppo reale oco! di similitudini.

Cosi finalmente posseggo quanto basta per esaurire la ricerca delle
congruenze equipotenziali. Non ho che a tener conto delle condizioni di
integrabilita del sistema (E).

Lo studio se ne fa in modo semplice e non privo di eleganza e age-
volmente si stabilisce che le congruenze equipotenziali sono rettilinee
ed isotrope, oppure constano delle traiettorie di un gruppo oo! di simi-
litudini.

Se si avverte che le rette parallele o concorrenti in un medesimo punto
sono casi particolari di congruenze isotrépe, si pud enunciare il risultato:

I potenziali binari sono isotropi, simmetrici, elicoidali o spirali.

Per essere completo, stimai opportuno di confrontare tra loro questi
tipi, ricercando se e quali delle corrispondenti equazioni sieno riduci-
bili (*) 'una all’altra.

Mi sono valso a tale scopo del metodo, proposto dal sig. CorToN nella
sua bella nota « Sur les équations aux dérivées partielles du second ordre
a deux variables » (5).

B risultato (§ 9) che i potenziali isotrépi equivalgono tutti ai loga-
ritmici; il parametro dei potenziali elicoidali non & essenziale, talché essi
rientrano in una categoria unica, distinta per altro, si dai potenziali
logaritmici, che dai simmetrici e spirali. Quest’ultimi, non solo sono irridu-
cibili agli altri tipi, ma nemmeno si eqmvalwono tra loro per valori
diversi del parametro.

1. - Trasformazioni infinitesime, ammesse dalla equazione di Laplace.

Sia la trasformazione infinitesima:

f of of
X 53 |
iebig +§ v +:& R
e la equazione a derivate parziali:
b2 u  du
A — =0.
g YA k. s B YA .

(*) La riducibilita va intesa nel senso, abitualmente seguito nella teoria delle equazioni
del secondo ordine. Due tali equazioni si ritengono equivalenti, se si possono ottenere 1’'una dal-
1’altra, combinando una trasformazione puntuale nelle variabili indipendenti con una trasfor-
mazione moltiplicativa (w’' = Au) della funzione incognita.

(®) « Comptes Rendus », 30 novembre 1896.
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Cerchiamo a quali condizioni debbono soddisfare i coefficienti &, &,, &,
di Xf, affinche, convenendo di risguardare la funzione % come invariante,
la equazione %u = 0 ammetta la trasformazione infinitesima Xf (debi-
tamente estesa), si abbia cioé:

(1) i(%’u) =—2MAu,

dove Xf designa appunto la trasformazione, estesa alla % e relative deri-
vate, M una arbitraria funzione di x,, x,, @;.

Rappresentando con v, v,, v, i coefficienti della trasformazione estesa,
cioe, possiam dire, gli incrementi di » e delle sue derivate du/dx,, d*u/dx?
rispettivamente, si avra, per la supposta invarianza di », v = 0, e di
conseguenza (°):

d, dw 3 0%, du

T, AT, 0, 4 3w o,

3
Vep=—2 3,
1

Troviamo cosi:

iy 3 3
X(%u) = z, Vgs = — 2 Z,

A, Y 3
£ 7 dx, AT, %,

U
NG
;25 o,

la quale espressione, sostituita nella (1), porge tosto le condizioni cercate.

Infatti, percheé la (1) sussista identicamente, occorre e basta che si
annullino i coefficienti delle singole du/dz,, d%*u/dz,dx,, cioe che le &,
verifichino le seguenti equazioni:

% _ 4 %

d,

e 37:0: (713:1727;723)7

efrzoy (r=1,2,3).

Introducendo i soliti simboli ., esse si possono scrivere:

e, &,
(2 ot ai, — 2.0, 8 =1,2,3),
3) 0iak = o ' (r=1,2,3).

Si trova subito che la indeterminata M deve ridursi ad una costante.

(*) LiE-ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen, vol. I, Leipzig, Teubner, 1838; pag. 545.

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 25
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Abbiamo infatti, moltiplicando le (2) per &, e sommando:

< 05 G
er 8”( o S;) =2M er Ersy

1 BN .
ossia:
§ ok
=T
da cui:
LA S kT
dr, T <, 2,

D’altra parte, derivando le (2) stesse rapporto ad z,, e sommando
rispetto ad s:

3

=-3

bx, g bw, bxs

+ Er,

che, sottratta dalla precedente, porge:

oM
AR
i AL,

talche le (3) riescono verificate allora e solo allora che dM [ws =104
(re=A,253)
Posto poi M eguale ad una costante C, si ha il sistema:

o6, i o,

AT, AT,

2"

= 26,0, (r, 8:="1,"2,3)

incondizionatamente integrabile ed equivalente al primitivo (2), (3). Esso
definisce le trasformazioni infinitesime del gruppo @, delle similitudini.
La cosa & evidente, se, interpretando le &, come componenti di uno spo-
stamento infinitesimo, si ricorre al significato delle d&,/dx,+ d&/3z,.
Pogsiamo del resto constatarlo, formando I'integrale generale delle (2').
Siccome le derivate seconde delle & sono tutte nulle (lo si riconosce
immediatamente, derivando le (2')), il detto integrale si ha prendendo:

; 3
& =013, %y (r=1,2,3)
1
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¢ disponendo delle costanti in modo da soddisfare alle (2'), ossia:
Crs + Cyr = 28”0 .

Otteniamo cosi per la pit generale trasformazione infinitesima, che
conserva i potenziali, la espressione:

of

z c,— ! c,,ws —E GXf,
dove si e posto:
Xf— ;xf.l Xzf:;{;, Xaf:;_mf,a’
Xaf:m*‘bb_ai_%%’ Xsf:m‘;a{z ”3;.; "f:xzb%_wl%’
X7I=w1l+w237i+””aczs

€ =0y 6,=0Cyy € =—Cyy € =Cy, €5 =0Cy, € =°Cpq, 6 =-~C.

Essa ci si presenta pertanto come la pit generale trasformazione infi-
nitesima del gruppo G, delle similitudini.

Anche ogni trasformazione finita del gruppo lascia invariante la
equazione:

Au =0,
2

ne trasforma cioe gli integrali in nuovi integrali.

D’ora innanzi si considereranno come equivaienti due potenmah 0
due classi di potenziali, che si possano dedurre I’'una dall’altra mediante
una trasformazione di G,.

2. - Potenziali binari corrispondenti alle trasformazioni infinitesime del
gruppo delle similitudini.
Consideriamo le traiettorie:

do, dx, duw,

g AL A

del gruppo oo!, generato da una trasformazione infinitesima X7.
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Se con p,, p, si rappresentano due integrali indipendenti della equa-
zione:

le dette traiettorie sono le intersezioni delle superficie:

0, = cost.,

@2 = cost.

Associando a queste due famiglie una terza qualsiasi, da esse indi-
pendente, p; = cost., la espressione Xf, rispetto al sistema coordinato

01y 025 0s, assumera la forma P(o;, 0z, 05)0f/00s-
Dico che, se Xf soddisfa alla (1), o cid che & lo stesso, appartiene

al gruppo G,, la equazione:

Au =0

2

si pud far dipendere dalle sole coordinate g, 0. .

Suppongasi infatti la funzione  indipendente da g;; lo stesso avviene
delle sue derivate, che risultano percido altrettanti invarianti della tra-
sformazione Xf e, come tosto si riconosce, anche della trasformazione
estesa Xf. Applicare quest’ultima al Au equivale pertanto ad applicare
la Xf = P(df/d0s) ai coefficienti del Au (espresso per mezzo delle coor-
dinate g,, 0., 0s), equivale cioé a derivare questi coefficienti rispetto
a p; e moltiplicare poi per P.

Segue quindi dalla ipotesi che u mon contiene py:

= d
X(%’“) — Pb_ga (e’“) ’
dopo di che la (1) diviene:
2M
s (A )= —?%“,

003 2
od anche:

d
f(zy/mang 1 40
(Z u
003 { I :

la quale mostra che, supposto una volta » indipendente da g;, anche i
singoli coefficienti del Au, moltiplicati per un conveniente fattore, riescono
indipendenti da p;.
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B questa precisamente la proprietd annunciata. Ne viene che la equa-
zione %u = 0, o meglio, per far sparire anche formalmente la varia-
bile 3, la:

Ou = elen/pag Ay, — (s
2

postovi du/dp; = 0, definisce una classe di potenziali binari. Natural-
mente tale classe rimane invariata, comunque si mutino in @u le varia-
bili indipendenti p,, g., mediante trasformazioni del tipo ¢, = g,(0y, 0,),
02 = 0s(01, 02), (il che equivale a sostituire due integrali indipendenti
di Xf con due altri pure indipendenti).

Non tutte le trasformazioni infinitesime di G, danno luogo a distinti
potenziali binari, ma quelle soltanto, le cui traiettorie sono distinte ri-
spetto a G,, non si possono cioé far coincidere mediante trasformazioni
del gruppo. 3

Sieno infatti Xf e X'f due trasformazioni di G,, Ou =0, O'u = 0
le equazioni, che definiscono i corrispondenti potenziali binari; e sup-
poniamo che esista una trasformazione 7' del gruppo, la quale faccia
passare dalle traiettorie di X'f a quelle di Xf.

I due sistemi di superficie:

O — CORb.

05 = COSt.

corrispondenti ad X'f, si potranno scegliere in modo che:

& @1 = Q1
To, = ¢z -
La trasformazione T, applicata agli integrali u(p,, g,) di @'u = 0,

i cangia in u(Tp,, To,) = u(01, 0:), ciod nelle stesse funzioni delle va-
riabili p,, g,; d’altra parte la 7T conserva i potenziali, dunque le
(0,1, 0,) sono altrettanti potenziali indipendenti da g, e percid invegrali
della equazione @u = 0. Nello stesso modo, considerando la trasforma-
zione inversa a 7T (e prescindendo, si intende, dallo scambio materiale
di g,, g, in g|, o)) si riconoscerebbe che @' = 0 ammette tutti gli inte-
grali di @u = 0. Le due equazioni sono dunque identiche. Appare cosi
sufficiente, per lo scopo nostro, di considerare trasformazioni infinite-
sime di G,, non dotate di traiettorie equivalenti rispetto a tale gruppo.
Dei corrispondenti potenziali si pud asserire che essi non sono riducibili
I'uno all’altro mediante similitudini; poiche, se lo fossero, lo stesso do-
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vrebbe accadere per le rispettive linee equipotenziali, contro 1’ipotesi.
Essi appartengono percid da questo punto di vista a tipi diversi.

Altra cosa e per le equazioni, che li definiscono. Queste infatti, pur
appartenendo a tipi geometricamente distinti, possono benissimo risul-
tare tutte o in parte trasformabili (nel senso piu largo, in cui va qui
intesa la trasformabilitd).

Ma di cid a tempo debito (§ 9), quando avremo esaurita ’indagine
dei potenziali geometricamente distinti.

Occupiamoci- ora della effettiva costruzione delle equazioni Qu = 0,
che provengono dai diversi tini di traiettorie dei gruppi oo! di G,. Limi-
tandoci, il che & per noi naturale, al campo reale, si hanno, come & ben
noto (7), i cinque tipi seguenti di equazioni Xf = 0 (cio¢ di traiettorie):

1) a%{;: ;

2) %bb—z];—xlbbai:();

3) | mg%—xI%er;—ai:O, (m > 0) ;
4) a:lba—;l+w2:£2—l—xsb£3:0,

5) 231 1%+m(wll+ ;;2+ Z) 0, (m>0)

Facendo successivamente:

X1 = 01 Ty = 02 T3 = Q33
&y = 01 COS Q5 , Ty = 0, S€N Qs , T3 = Q23
&y = P, COS Q3 , Z, = 0, 8en Qg , Ly = 02— MOy
Z; = Q3 8€n P, CO8 Q, , &, = s Sen p; sen Q, , &3 = Q3 COS 0, ;

Ty = Qp SN ;6™ COS P53, , &2 = O; Sen P,e™% §en g, &3 = Q; COS Q€M

si constata senza alcuna difficoltd che g,, g, sono in ciascun caso due
integrali indipendenti delle cinque equazioni nell’ordine scritto. Se poi

(") Veggasi per es.: LIE-SCHEFFERS, Vorlesungen iiber Differentialgleichungen, ecc., Leipzig,
Teubner, pag. 237-243 ; oppure: P. STAECKEL, Beitrdge zur Flichentheorie, V1, « Leipziger Berichte »,
vol. 50, 1898.
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si suppongono g,, g. costanti, e si immagina di far variare g, apparisce
tosto la natura geometrica della congruenza, costituita dalle linee
0, = cost., g, = cost., che sono ordinatamente rette parallele, circoli col
medesimo asse, eliche col medesimo passo, raggi concorrenti in un punto,
spirali di egual parametro.

Per formare le equazioni @u = 0 (i = 1, 2, 3, 4,5), che competono
a questi cinque casi, bastera oramai esprimere il Au in coordinate curvi-
linee g, 0., 03, porvi du/dp; = 0 e moltiplicare, e occorre, per un con-
veniente fattore, in modo da far sparire il p,.

Ci varremo della formula:

i 3
Au=— Der{ ) \/aa‘"’ 5 } !

\/a,

dove a ed a® sono rispettivamente il determinante e gli elementi reci-
proci dei coefficienti a,, del quadrato dell’elemento lineare in coordi-
nate o, 0z 0s-

Si hanno immediatamente per G,u = 0, ©, =0, Ou — 0 le forme
consuete dei potenziali logaritmici, simmetrici, conici:

d%u U
@ = —— (0
U 0 g 2 )

A ! D QU d du A 0w AW
onet(2fo) ralell- 22
* T o 13a\ % %) T\ v b o h g T

1 d U d 1 u
@ 0= { (Se ) 2 (_“ g 1 1
o sen o, | %0, h 00: ¥ 20 \sen g, dg,/ |

% 1 x QU
~ % | sen’p, 392 T+ k7 gl

Per gli elicoidali e spirali riporteremo il calcolo per disteso. Nel primo
caso il quadrato dell’elemento lineare ha la espressione:

ds* = da} + doh + do? —

(d91 COS 05— 01 8en g5 doy)* + (do, Sen g, - o, cos g, dp,)? + (doy— m dg,)?
= d@l 1 sz +(m* + Ql)dgs— 2m dgz dog ,

quindi:

i 0 0
R 1 —m ZQfa
o —m m* 4 g
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2
a3® — l a‘?® — 7_’% a®b = ( a2 — () :
e2 2 92 ) ) ?
1 b

a =1, a(zz)___1+ﬁz_’
1
i b bul d m2\ du m U
weiRile) il DR 22
¢ @1[391 e DQlJ+392 s 01) 00; 01 003
mdu lbul}
’

0
+3eln e 5 5
003 | 01 004 01 D%J

it P QU 1 p) I( m2>
@(m) e Ui _{ y — i 4 i
ot 91[391 g d01] +392l &t

mA T du
2 1+—-)——+~—=0
H ( Q? b@? 01 001

Per I'ultimo tipo, risulta:
ds* = d(w, + 12,) d(w, — ix,) + daj

= d{p, sen g™+ i} - dfg, sen p,e™~e9} 4 {d(9g; COS g,eme:)}?

= e2mes {dg} + o} dg} + (m? + sen? g,)0? do + 2mp, do, dp,}

€*mos 0 emesmo, !
8= 0 e2mesgf 0 I = ¢8™esg} gen? o? ;
emoemo, 0 ¢*mesg(m? + sen? g,) |

E 1
alh — p—2me, (1 i m ) y | aED=— g-tma | a®® — g=2mes —,
sen* g, 01 01 sen* g,

a® =0, @8 =_— ¢2me

0, sen g, ’ e
L 2

—3mgy 2 2 D
W= 26 [ emes 0 I gi (Sen 92 + Uy ,) D_J/__ mQL _u} _{_
2 03 sen o, 20, | sen 9,/ 0o,  sen g, dg;

d AT | (—m@1 du 1 M)H
e™os —(8eén g, — e il D — + e
" 392(\ € bgn) 7 d0: | sen g, do,  sen p, d0s) ) |’
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donde, moltiplicando per ¢*"% e intendendo u indipendente da gs:

Gimy
i d m* \ du | d { QU } mio, du
— 4 sen —
~ o sen g, |20, { @1( 0t gon gz> 0. g 202 ¢ 30 sen g, 0,
me N dPw - 1 D m: \du 1 QU
= 1+*—>—— o B ( +—>—+—cot = =0,
( sen® g,/ dgj i3 0 %0 o sen® 0,/ do; 0} s 20:

Giova raccogliere il risultato di questa indagine nella seguente tabella:

1) Potenziali cilindrici o logaritmici:

U

@ — — —_— =
T G

)

dove g, e p, designano coordinate cartesiane.

2) Potenziali circolari o simmetrici:

:0,

@u_ll_b_( D_“>+°( L“)l_ﬁ‘ du 1 du
T a2\ %) T3\ %% T T T o o

dove si e posto:

&; = P, COS 93, Xy = Py S€N Qg , X3 = Qg .

3) Potenziali elicoidali:

1o | d [( m’) U }
6(7’!) e { 1 R S —_— 2
% (41 [301 i 3911 ) 5921 gl 01) 002

22U m2\ u 1 du
0 +( o1/ 20: 010 '

dove si e posto:

By ==0,C080;, @=p,8eNQ;, &3=0,— MP;, (m > 0).
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4) Potenziali conici:

Dl l{b u_'_il bzu}_
"7 sen g, | 20, e d0,) 'senpg, i)
% 1 %
~ dp;  sen?p, dp;

Sf Foote =0,
dove si € posto:
X, =Q;8enp, Co8 ;, &, = Q;8en P, 8en g,, & = P;COSQ; .
5) Potenziali spirali:
Omu
2 2
:Q:Singz [321{91< 92+§29°>§ZI}+D—Q—z{sengz%}—£ﬁ%%

m? Q% 1 2%u m? QU 1 du
(o) 2o L s e
1

sen? g,) 200 ' o? 0l sen? g,/ 30, = @} 20:
dove si & posto (con m >>0):

1 = 0, SN 0,€™% CO8 O3, @ = O; SeN P,€™% SeN P, © L3 = P, COS P,€™,

3. - Condizioni di equipotenzialita per una congruenza di linee.

Si tratta qui di caratterizzare tutti i possibili potenziali binari. La
questione si riduce manifestamente ad assegnare tutte le possibili con-
gruenze di linee equipotenziali, poiche, una volta queste conosciute,
basta, come g§’¢ visto, assumerle in un modo qualunque a linee
0s (01= cost., g, = cost.), per risalire ai corrispondenti potenziali.

Una congruenza g, = cost., g, = cost. & a dirsi equipotenziale, quando
la equazione:

Au==05

2

suppostovi du/dp; = 0, pud rendersi esente da g,. Questo significa in
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sostanza che le due equazioni:

L}u—o,
QU
Xu=—=0
20, ;

costituiscono un sistema completo, cioé che la equazione:
%Xu — XZz.\u =0

¢ una conseguenza necessaria delle due %u = 0, Xu = 0. Messa sotto
questa forma, la condizione di equipotenzialita presenta il vantaggio di
essere indipendente dal sistema di riferimento.

In coordinate curvilinee qualunque ,, @,, @;, supposto:

3
dss = 3.y, dov, d, ,
j 5
e detti, come sopra, a”® gli elementi reciproci ad a,, nel determinante

a = z —+ @y,a55045, sara colla notazione delle derivate covarianti:

3

Au = z" a(”)urs .

2

La equazione Xu = 0 assumera genericamente 1’aspetto:

Xu = &b — o% 5(") 5(3) za: Eoy, —=0.
0z, AT, Ty 1

I coefficienti &0, &, £® gono elementi di un sistema contravariante
a priori indeterminato; perché essi rispondano alla questione, & neces-
sario e basta che la equazione (di secondo ordine):

.%Xu— X%u =0

sia una conseguenza delle due Au =0, Xu =0, ossia che il primo
membro di essa riesca una combinazione lineare di %u, Xu e delle tre
derivate (ordinarie, o, c¢id che torna poi lo stesso, contravarianti) di
quest’ultima. Avremo dunque, per caratterizzare le &7 (r = 1, 2, 3),
condizioni, che scaturiscono dalla identita:

(4) AXu— XAu 2MAu + NXu-+ 2 2 go(Xu)r
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dove i moltiplicatori M, N e ¢, possono essere arbitrarie funzioni di
Lyg Ly Xg.

appena necessario osservare che, reciprocamente, ogniqualvolta le
ED (r =1, 2, 3) soddisfanno alla (4), le caratteristiche della equazione
Xu = 0, cioé le linee della congruenza:

dat: L dms ides
Eohair iy =

riescono equipotenziali.

Infatti esse non sono altro che le linee g; (9,= cost., g, = cost.),
quando si assumono come superficie coordinate g, = cost., g, = cost.,
due integrali indipendenti di Xu = 0. D’altronde la (4) stessa ci assi-
cura che, ponendo in %u = 0, du/dp; = 0, si ottiene effettivamente un
potenziale binario.

Avviamoci a stabilire le equazioni, in cui si scinde la (4), eguagliando
i coefficienti delle singole derivate (contravarianti) di .

Avremo in primo luogo, applicando le regole di derivazione dei si-

3 3 3
stemi composti (}) e scrivendo > a4, > Eu® per 3 . a" U,
1

3 i 8 1
zt £,
q

3 ! 3 3 rs
AXu = G XU s 5 a, { > S \
2 1 1 & j
3 3 3 4
B Em A E UV + 2 Emp W @PE, U zr”m A AP AEDE L UD
1 i ;

Se si tien conto che Y, a,a"” = ¢,, con opportuno scambio di
indici, risultera:

3

3 3 3
AXu =3, anbu® + 23 wrdE, + 3 u0 3, a%0f,, .
1 i ¥

1

Per essere identicamente nulle le derivate covarianti dei coefficienti
a,, della forma fondamentale:

3

3 3 t
JYL}TL i gt Et { gn a”u(”) } i zrn arsftu('“) ’

4

(%) Cfr. Ricci, Leziont sulla teoria delle superficie, cap. I1I, Padova, presso i fratelli Drucker,
1898.
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e, siccome, in uno spazio euclideo, le derivate covarianti ¢ contravarianti
sono simmetriche, al pari delle ordinarie, cosi nella differenza AXu—
—XAu, i termini di terz’ordine si elidono identicamente e rlmane

3 3
%Xu— X%u =2 ;TS u(rs)frs it Zr u® Zm a(m)Erw .

D’altra parte il secondo membro della (4), scritto per disteso, vale:

3 k 5 2 [
2M 21:" a, U -+ N g, Eum L 2 g" r <§5 Esu(s)>

3

3 3 3 3
=2M Zn U0, + N ZT u(”gr o 2 z” u(""grfs Wi 2 Zr w z, g(”Sra ]
b | 1 1 1 1

onde la (4) stessa assume in definitiva 1’aspetto:

3 3 3
2 ZTI wrs 578 SL Zr un Zm a(pq)&:nq
1 J ¥

@

—=oM z uwroq,, + N z unE, + 2 z ueng,E, - 2 zr ) 2 gE,, .

1

I1 confronto dei coefficienti dei termini di secondo ordine porge:
(5) Ers +Esr =2Mars +gr§s _i"gsgr’ (7',81——1, 273);

quello dei termini di prim’ordine:

3 3
(6) D 00 %% = NE, + 2 3, 9%, (r=1,2,3).
1

(!

In coordinate cartesiane ortogonali le a,,, a® valgono e, e le deri-
vate covarianti coincidono colle ordinarie. Le equazioni (5) e (6) si pos-
sono allora scrivere:

, 3k BB

(5) Di +S£' T rsM +gr§s +gsEr7 (7,821,2,3);
¥ Sy

®) 86 =& +23.0.5. (r=1,2,3)
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Se si suppongono N e le g eguali a zero, si ritrovano le equazioni
(2), (3) del § 1. Ogni loro soluzione appartiene percid anche al sistema
(5), (6). Questo torna a dirci che le traiettorie di un gruppo co' di simi-
litudini costituiscono una congruenza equipotenziale. La condizione di
equipotenzialitd ci si presenta per converso sotto una forma molto piu
generale, in quanto le equazioni, cui debbono soddisfare le &,, conten-
gono ben cinque funzioni arbitrarie. Con tutto cio, vedremo pilt innanzi
che siffatta maggiore arbitrarieta influisce soltanto in un caso, che po-
trebbe chiamarsi singolare. Nel caso generale essa sparisce, quando si
tien conto delle condizioni di integrabilita del sistema.

4. - Generalita sui sistemi ortogonali di congruenze (°). Formule intrin-
seche per una congruenza dello spazio ordinario.

Data in uno spazio qualunque ad n dimensioni, di elemento lineare:

n

ds* = 3 4. de do,,
: §

una congruenza di linee, definita dalle equazioni:

de, dw, dx,

TRy Sl
poniamo, come ¢ certamente lecito, se la congruenza & reale:

dw,
AN — g — s =l 2 o

dove

[y

O == e
—
zn A, ENE®

1
e ds designa I’elemento d’arco (preso in valore assoluto) di una generica

curva della congruenza. Risulta cosi fissata in ogni punto anche una
direzione positiva.

\

(*) Ricer, Dei sistemi di congruenze ortogonali in una varietd qualunque, « Memorie della R.
Accademia dei Lincei », 1896.

www.rcin.org.pl



DA DUE SOLE COORDINATE 399

Le A" verificano identicamente la relazione:

n

Ers aﬂlmlm =1

1

e costituiscono il sisiema coordinato contravariante della congruenza con-
siderata. Introducendo insieme il sisfema reciproco A,, (sistema coordi-
nato covariante), la superiore identita si serive piu semplicemente:

n

3, ANk, =1.

1

Se lo spazio ¢ euclideo e riferito a coordinate cartesiane ortogonali,
le A” e A, coincidono manifestamente coi coseni direttori delle tangenti
alle linee della congruenza (supposto che per direzione positiva della
tangente si assuma quella dell’arco).

Date due congruenze, i cui sistemi contravarianti sieno ordinatamente

A i 2= a2l L on ) v (8=1,2,..,m)

(e quindi i covarianti 4,,,, A,,), la condizione di ortogonalita si espri-
mera con:

n
r)
D rshi’ A =0,

1
0, cio che ¢ lo stesso:
n
zr ;‘(hr);*k[r =10 )
1
OVVero ancora:
n
S =0.

1

Ne viene che, se n congruenze sono ortogonali due a due nella varieta
considerata, designandone con

s e (h=1,2,.,n; r=1,2,..,mn)

i rispettivi sistemi coordinati contravariante e covariante, varranno le
identita:

(7) z, 2-;:)}.]4' = &nk y (h, b= 1, 2, very 'n),
1
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in numero di n(n -+ 1)/2, che generalizzano quelle ben note tra i coseni
di un’ennupla ortogonale negli spazi euclidei.

Per brevita, chiamerd [1], [2], ecc., la congruenza di sistema coordi-
nato A7, A7, ecc.; linea s,, s,, ecc., relativa ad un dato punto, la linea
della, corrispondente congruenza, passante per quel punto.

Derivando covariantemente le (7), si ha:

n

(7’) : zr lhllrs}.(k” -+ zr Z‘k]fsl;l” =0 , (h, k, == 1, 2, ceey n),
i

1
talché le n® derivate delle A,, si trovano legate da n?(n + 1)/2 rela-

zioni. Potremo esprimerle tutte in termini delle 4,, e di certe n*(n+-1)/2
ausiliarie, che si introducono nel modo il pit conveniente, ponendo:

(8) Varr = er }~h|rsl;c”l(;) y ot e e B AR )

: s

Queste y sono altrettanti invarianti e ve ne ha effettivamente solo
n%(n 4+ 1)/2 di indipendenti, in quanto le (7’), moltiplicate per A" e
sommate rispetto ad s, porgono:

z’-" }'hlrsl():)l(:) =+ zfa Zklrsz‘hr)l(ts) =10 H
& 1

donde: :
9) . Vot Vehy—10% (hy &y 1 =1, 2, ...; n),
e in particolare:

Yanr — 0.

La risoluzione delle (8) conduce alle cercate espressioni delle deri-
vate prime:

(8’) }-h|rs e zii ym‘ili[r}-ﬂs .
1

Derivando ancora ed eliminando le derivate prime a mezzo delle (8')
stesse, si ottiene:

(10) }-h|rst:§ﬁ Vhii| ¢li|r11[s+§,~m '}/hify:'kllklrlﬂ tli|s+z”‘k1 ’}’m;’}’iktlkls}-q tlilr .
1
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Le y, che s’¢ visto essere in numero di n»*(n 4 1)/2 algebricamente
indipendenti, sone legate da certe relazioni differenziali, che si otten-
gono facilmente, esprimendo che i secondi membri delle (10) sono le
derivate seconde (covarianti) degli elementi di uno stesso sistema semplice.

Nel caso degli spazi euclidei, queste reiazioni tra le derivate seconde
si riducono a:

}bhmt— ;ihlrts =0,

con che, sottraendo le corrispondenti (10), moltiplicando per ADAPAY e
sommando rispetto ad », s, ¢, risulta ovviamente:

> Vi) o S Vuw i AL A D VnierYiwes— VuisYiner) +
1 1 ; &
+ X v sWsirie — Vi) =0,
1

alle quali, sostituendo ! per 7 e j come indice di sommatoria, riponendo
k, i, j al posto di %', i', j', e adoperando altresi la notazione df/ds;, per
designare la derivata di una generica funzione f nella direzione posi-

tiva ds; della curva s; (ciod la somma Y, f,A” = 3. (df/ow,)(dw,/ds;), si
x 1

attribuisce la forma definitiva):

W Wn

11
a5 08; 08;

+ Zz (yhh‘ylki— }’Mﬂ/m) + zl thz ylu_' '}’lu) o 0
(s ) == 0520 8.m) .

Tali sono le relazioni intrinseche, che caratterizzano gli invarianti y,
" spettanti ad un’ennupla ortogonale di congruenze in uno spazio euclideo.

1 bene, prima di procedere, accennare ancora alle relazioni, che inter-
cedono fra Ie derivate seconde (d/2s;)(9/3s:)f, (2/98:)(d/9s,)f di una mede-
sima funzione f. Le due derivazioni non sono invertibili come le ordi-
narie o covarianti, ma si ha:

Qi e TR0 70

of
(12) —DS_, 28, b—s. ng ST gzb—& (Vm'—ym) .

La dimostrazione ¢ delle pit semplici. Infatti:

n
£ ¥ le fh}':h) )

bs, it

E D—ST; f o Zk l‘jk) (El:n fhj'i‘h)>k = Elhk fhk;‘?)l(jk) - Zlh f(h) z1k /‘Lilhkl(jk) )

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 26
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e, a tenore delle (8'):

Zk )»i|hkl(jk) = z; 7“!2”" z, )’mzz]n )
1 ) ¥ 1
talche:

Dty 3 i
—_—f = & ___ S e
Y f Elhkfhk}*. }‘: gz asl'}’m

3

Scambiando ¢ con j e sottraendo, le due prime sommatorie si eli-
dono, per la simmetria delle derivate covarianti, e risulta appunto la (12).

Riferiamoci oramai al caso n = 3.

Le corrispondenti (11) (essendo simmetriche, tanto rispetto ai due
indici h, k, quanto rispetto ad i, j, e identicamente soddisfatte per
h =k, ovvero ¢ =j) si avranno tutte, combinando i valori 2, 3; 3, 1;
1, 2 della coppia h, k coi valori 2, 3; 3, 1; 1, 2 della coppia i, j.

Posto per maggior comodo:

Pr=Yen=—Ysy G =Ysu1 =Yy T1=Y121 =— Yan1y
P2 = Yase = — VYazzy Mo = Yz12 = — Y132y T2 = V122 = — Ya12,

Ps = Psss —— Y323y Qs = Ys1s—— Y1339 T3 = Y128 = — Y213}
e quindi:

l Viss— Ve =q2 T 735 Vism— Vs =— 1, YmanTaste iy
Vaos — Vase = — P2 Vas1— Pa1za = T3 + P1y Vera— YPoor = — Tz
l Yazs — Va2 = — P3 Ve VmeiT= s Va2 — Va1 = P1 1+ Qs

le (11) si scindono nei tre gruppi seguenti:

’ 2 D_pa —= 740, - ry) — p2 — p2? =
sg:; 2% —+ 7243 sG> + Pi(q2 + 73) — P} Ps =0,
d d . :
(11,) 31:‘_:__ .£_; + 73¢s — "14s— P1¢h + Pa(rs + P1) — Pags =0,
d d
28 & P + 7142 — 1241 — P11y — Doz +Ps(P1+ )= 03
08, 08,
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dq oq
a—s': — g-: + Dars— Doty + 1(@s + 75) — o2 — GiPs =0,
0. o .
(11,) Ei— 3;: + pary— s — @@ + @+ p) — @ =0,
g g
-D?:_ -DT: + P1¥rs— Doty — i1y — (a7 +@(Pr+¢) =0;
o7 7,
_D_Si— '5:9—: + @:Ps — QsPs + 11(qe + 75) — 72p2 — ¥3Ps = A0
AT A7
(11.) ﬁ'— _b?: + @sP1 — @iPs — "1 Qs S 7'2(_7'3 + P1) — 735 =0,
P\y PRSP S . ghgenly
b—sz—b—sl%—qmz—qul—r, Sl +7r3(p1+¢) =0
e le (12) danno:
2 2 ¥ AR R df £
%, Dszf % bssf—_(% "’r""z)b_slT pzb—.9;+ pab_s3’
h ¥ D 2 .2 of df df
12 Sl Iy S B FSLag SRR R E
A el e Gy, — P+ 838, '
ol o of of of
35, 8, . 30 rl'b—‘sl’f‘ nggz_(pl +QZ)D_83'

Le quantita p, ¢, r, come pud desumersi dalla interpretazione gene-
rale degli invarianti y (1°), e come del resto risulta da note considerazioni
di cinematica ('), hanno significato di rotazioni.

Per precisare tale significato, si fissi un generico punto P e altri
tre punti infinitamente vicini P,, P,, P,;, appartenenti rispettivamente
alle direzioni positive delle linee s, , s,, 8;, passanti per P. Sieno ds,, ds,, ds,
gli archetti elementari interposti.

Si immaginino i triedri trirettangoli 7', 7,, 7., T,, costituiti dalle
direzioni positive delle tangenti alle linee delle congruenze in P, Py, P,, P;;
dicansi in particolare z, y, z le tangenti in P alle linee s,, $., 8;.

(*) Riccr, loco cit., pag. 22-23.
() Le formole (11a), (11b), (11¢) si sarebbero anche potute ricavare dalla cosi detta teoria

del triedro mobile (veggasi ad es. DARBOUX, Lecons sur la théorie des surfaces, Premiere Partie;
livr. I, chap. V), tenendo presente che le differenze di due derivate (9/ds;)(9/s;), (9/0s;)(9]s;)
di una medesima coordinata non sono identicamente nulle, ma hanno i valori (12').
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Pids;, q:ds;, r:ds; sono le componenti, rapporto agli assi x, y, 2, della
rotazione elementare, con cui si passa dal triedro T al triedro T;.

Supponiamo ora che sia data un’unica congruenza [3]. Potremo in
infiniti modi associarne altre due, che costituiscano con essa una terna
ortogonale.

Per la applicazione, che abbiamo in vista, giova assumere come con-
gruenze [1], [2] quelle definite dalle direzioni positive delle normali prin-
cipali e binormali alle curve s;. Intenderemo al solito che la direzione
positiva della normale principale (e quindi di 8,) sia rivolta verso la con-
cavita di s, e la direzione positiva di s, sia tale che il triedro, pocanzi
designato con z, y, 2, presenti l'ordinario orientamento.

Si ha in tale ipotesi, come ¢ ben noto:

(13) Ps=0, ¢G=0, T3=—T1,

o e © designando rispettivamente la curvatura e la torsione della curva s,
nel generico punto, che si considera.

Se mai la congruenza [3] fosse rettilinea, le [1] e [2] rimangono inde-
terminate. Anche senza individuarle completamente, giovera sceglierne
una, la [1] per es., normale. Cid si pud raggiungere in infiniti modi, pren-
dendo ad arbitrio una famiglia di superficie rigate, le cui generatrici sieno
raggi della congruenza [3], e assumendo poi per congruenza [1] quella
costituita dalle traiettorie ortogonali.

La [2] risulta allora deteiminata come ortogonale a [3], [1].

La condizione affinché la congruenza [1] sia normale si esprime me-
diante la equazione (12):

Vi3 Yass 0,
cioé:
s +¢=0.

Possiamo dunque per le congruenze rettilinee ritenere soddisfatte le
equazioni

(13") Ps=0, ¢G6=0, r=—4gq,.

Questo modo di particolarizzare le (13) & quello, che meglio conviene
alla nostra ricerca, ma non & forse il pilt spontaneo, parendo a primo

(**) Riccr, loco cit., pag. 27.
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aspetto pit semplice di assumere le direzioni s, ed s, parallele fra loro
lungo un medesimo raggio.

Ogni triedro 7, riesce allora parallelo a 7' e si annullano ad un
tempo p,, g5, 75.

5. - Congruenze rettilinee isotrépe e corrispondenti potenziali binari.

Le equazioni intrinseche:

(14) Ps=0, ¢G=0; a7 e Pel ==~y

hanno carattere invariantive rispetto alla congruenza [3] (%) e sono percio
valide qualunque sia la coppia di congruenze ortogonali associate. Pos-
siamo poi, prendendo la [1] come s’¢ detto or-ora, supporre verificata
anche la condizione:

Ts == =0y

Si tratta di studiare un po’ da vicino le congruenze, che apparten-
gono a questa categoria.

Il problema analitico corrispondente ¢ presto formulato. Si dovra
integrare il sistema di equazioni intrinseche, che consta delle fondamen-
tali (11,), (11,), (11,) e delle:

- (147) Ps=0, ¢=0; DPi=¢, Pr=—q; T3=—4¢q.

Portando questi valori nelle equazioni fondamentali, le (11,), (11,) si
riducono a quattro distinte, che ordineremo come segue:

A

i o G— a4,
(15) 2 i
W 291 5
0 |, 9
14 28, s e "
o My
08y 1118y v

(*®) Infatti, coi simboli di Ricci, le due prime equazioni (14) y43 =0, Y53 =0 esprimono
che la congruenza [3] & geodetica, e le altre due ys;s + Vs = 0, Y311 = ¥ie che la sua equazione
algebrica caratteristica ha radici eguali. Cfr. loco cit., pag. 24, 31.
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le (11,) divengono:

Lo Yo TE e
28, 28, . 417,
My . Qs
17/ — 4+ = =—
(17) 2, G 2, 017y,
or Ty
TR ¥
e il sistema — che chiamerd (C) per brevitd — costituito dalle (14'),

(15), (16), (17) ¢ completo, poiche, eliminando le derivate seconde a mezzo
delle (12) e tenendo conto delle equazioni di (C), le combinazioni diffe-
renziali:

d [0 9g: | d 0, 0 gy s i d
bss{ Al G W R g e (@—a) + 23_32 (@0),
) j ¢, qul 0 gy 0 g, CAITH it d
VI R (et o5, G — 257 @),

) [brl_ brg} d oy bql} d [y bql}_
85 | 2% 08y ] . 1 08: 108 | 08 % { g
:i{rz-'—W+q2+3q2}+i(q7)~—~b—(q%)
8831'2 1 2 28, 171 28, 172

si riducono ad altrettante identita.

Per agevolare la integrazione di questo sistema, ¢ bene aver prima
riconosciuta la proprieta geometrica, espressa dalle (14).

Esse caratterizzano le congruenze rettilinee isotrépe (**) (secondo la

denominazione di RIBAUCOUR).
Infatti la condizione necessaria e sufficiente affinché una determinata

congruenza rettilinea A, sia isotrépa si riassume nella proporzionalita
fra i coefficienti delle due forme:

3 3
ZT (dl:;[r)z ) ZT d}.3|,-dm, y
1 )

le coordinate x,, @,, #; essendo cartesiane ortogonali.

(1) Cfr. BiaNcHI, Lezioni di geometria differenziale, Pisa, Spoerri, 1894 ; cap. X [2® ed., ibidem,
vol. I (1902), cap. X]; ed anche la mia nota: Sulle congruenze di curve, nei « Rendiconti della
R. Accademia dei Lincei», 5 marzo 1899 [in questo vol.: XXII, pp. 369-377].
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Il carattere invariantivo delle espressioni:

S S 1S
Y= 21:” a»? { ;T };3],,,(1.’[?,1 1 ga Zslqs dw,,} )

3

p A er lslrs d.’l?,- dws 3

&

le quali in coordinate cartesiane ortogonali, si riducono rispettivamente
a 2 (Asir)?, 2 dAg,dx,, permette di esprimere la stessa condizione,

qualunque sia 11 sistema di riferimento, mediante la identita:

x =8y,

con S moltiplicatore arbitrario.
Eguagliando i coefficienti dei medesimi differenziali, otteniamo le
equazioni:

3
}-3|rs i la]sr = 28 qu a’(ﬂq)lalprlaha ’
i

che giova presentare sotto forma invariantiva, moltiplicando per A2
e sommando rispetto ad » e ad s.
Il primo membro, a tenore delle (8), diviene:

Vsii = Vaii «

3
Quanto al secondo, avremo, usando la formula a® = ¥ A% e poi

1
le (8):
3
28 Emrs a(m)lalnrlalqsl:-”l(j” o,
1
3 I‘ 3 I 3 ] 3
= 28 Zh zpr lﬂ,,,lﬁ,”’lﬁ” zqs Asl«slff)l(js) =24 En VariYsni »
1 1 1 1 : : I 1
talcheé risulta:

3
Vsii T Vaii = 28 2)» VaniYsni o Qi) =1,2; 3).
1
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Per i =3, j =1, 2, 3, queste equazioni, scritte per disteso, danno:

Ya1s = 28 { Va1s¥sn1 + VassYam}
Vas = 28 {Va1s¥se + VaasVan),
0 =5 + Vs
¢! per 1,j.= ;2!
You = S8(V3n + ¥in) s
Vae = S(Vha T Vaas) s
Yoz T Ve = 28(Vausre 1 VaorVan) -

Le prime tre si riducono a:

V33 = 0 ) V818 = 0,

che sono le:

ps =0, ¢ =0
delle (14); il secondo gruppo equivale a:
Ys11 + Yaze = S(”gu Bl SR ’}’§z1) ;

(Y311 — Vs22) £ (Ya12 + Yam) =
= 8{(V3u— Vi &= 20Vs11¥512) — (V3 — Vi T 20saeyam)} =
= 8{(ys11 & 9s12)*— (V3 T Y1)} =
= 8{(Ps11 + Ps12) & U(Vs12— Yan)} {(Pa11 — Vs22) £ ¥ (V12 + Yam)} s

dove i = V—1.
Se le (14) sono soddisfatte:

Vs11 — V822 =— (1 +p,=0,
Ys12 + Va1 = Qa— D1 =0,

e quindi risultano identicamente verificate le due ultime equazioni;
quanto alla prima, basta disporre di S in modo opportuno.
Reciprocamente sarebbe assai facile constatare che, se una congruenza

\

rettilinea reale ¢ isotrépa (y = Sy), le (14) riescono soddisfatte, oppure
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la congruenza consta delle traiettorie ortogonali ad una famiglia di
rigate parallele (ys12 = Y3 = 0, Ys11Ya22 = 0).
Posto cid, veniamo alla effettiva integrazione del sistema (C).
Incominciamo col fissare le coordinate curvilinee, a cui intendiamo
riferirci. Dacche, per ipotesi, (¢, + 73 = 13— Y132 = 0), la congruenza [1]
& stata scelta normale, appare indicato di assumere come superficie
coordinate x, = cost. le traiettorie ortogonali alle linee della congruenza.
Le A, risultano allora proporzionali alle derivate della funzione .

Indicando con H, il fattore di proporzionalita avremo:
hpn=Hyy -Ajg=0,  Ajs=0.
Per essere, a tenore delle (14'), p, = ¢, e quindi:
D1+ 73 = Y1 — Y213 = 0,

anche la [2] & normale (%), onde, assumendone le traiettorie ortogonali
a superficie x, = cost., si potra porre:

Aelz =0, lzlz :H‘za lzla =0.

Come coordinata x; di un punto qualunque prenderemo I’ascissa, con-
tata sul raggio di [3], passante per quel punto a partire dalla superficie
media (che giace sempre a distanza finita, a meno che la congruenza
non consti di rette parallele, dal qual caso prescindiamo; cfr. pag. 415).

Sard cosi z; = 0 la equazione della superficie media e dovra aversi
identicamente:

X3
08 oy
Siccome per definizione:
R} - d ] d b
g s ) s A"(l) it e ) e )0
28, ;'}““ dz, Ty il ALy +.8 A%,

ricaviamo:

=0, =0, i®=L1.

(%) Questo si sarebbe potuto asserire a priori, ricordando il risultato di Ricci, secondo cui
ogni congruenza [3], per la quale coincidono le radici della equazione algebrica caratteristica,
si puo in infiniti modi risguardare risultante dalle intersezioni di due sistemi ortogonali di super-
ficie (cfr. loc. cit., pag. 44).
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Introduciamo anche il sistema coordinato covariante A4;, della con-
gruenza [3]. Le equazioni (7) ci dicono che le 4;” sono gli elementi reci-
proci alle 4,, nel determinante

M Aje Ay
1211 1212 lz{s ’
DA s Aaps
ele a,, = 23,, ).,,IJMS ci avvertono inoltre che il medesimo determinante

1

vale Va.
Nel caso presente si ha:

H 0 0
Va=]| 0. Hy 0 ' |= i HH,,
| Z’3|1 13]2 lals

=0,V mie el
3|3
ma d’altra parte, per la scelta fatta del sistema coordinato, AP = 1;
dunque anche Zy; risulta eguale all’'unita e sono a ritenersi pei sistemi
coordinati covarianti delle nostre congruenze ortogonali le espressioni
seguenti: '
[ 11|1:H1$ ll|2:07 2'1|3:07

}'2“:0’ l2|2:H27 12[3:07
l }»3|1 ’ 13]2, }.3|3 = e

Rimangono le quattro indeterminate H,, H,, A3, A3, i cui valori
sono a ricavarsi dalle (C), sostituendovi per le p, ¢, r le loro espressioni
in termini delle A. Si hanno tali espressioni nelle formule generali (8):

3

Yok = Dy MajrelDAY

1

riesce per altro pilt comodo sostituirle con queste loro combinazioni:

3 ;
o 1 (r) (8) (r) (3)
Vartar+2 — Yhktr2kt1 — z,-, lhlra( k+1Mk+2 }'k+2 k+1) 3
1
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dove, come di solito, si risguardano equivalenti gli indici, congrui tra
loro rispetto al modulo 3.

La sommatoria del secondo membro, osservando che il fattore
A8, — 2,28, si annulla per r=s e cambia di segno quando si
scambia r con s, pud essere scritta:

21- (lhlr+l o 1h|r+2r+l)(j-( +1 ;cs-;—"_‘ ;::2-2 lf::)-l) .
1

Ma, per definizione di derivata covariante:

1 Byt blh|r+1 L ﬂ.""
RlesT whe 55 m —‘zp-’lrﬂ r+2 08y 9
r+2 1

Dlh|r+2 1
Ah|r+2 1 = I e Zp Ariz r+1,1|}';;m ’
=57 1

quindi:

b}-hlr+1___ §1h|r+g
O g sy

Ah|r+1 r+2 Ahlr+2 r+1 T

e, per la nota proprietd dei determinanti reciproci:

(r+1) (r+2) __ Jir+1D(r+
}' '1k+s A r+2 Z;c'uz,

Vi

- }'klra

onde risulta:

3

DY alr
(18) Vhk+1 k42— Vhkt2k+1 — Z, { el g

1 OLpis QLpiq

}}»kh , (hEk=1,2,3),

le quali si prestano assai bene al calcolo effettivo delle p, ¢, r e danno
intante identicamente (come si poteva prevedere):

Yizs— Y12 = Q2 + T3 = 0,
Yesr— Vs =75 + 1 =0. :

Senza scrivere tutti i valori delle p, ¢, » e poi semplificarli a norma
delle (C), procediamo alla spicciolata in modo da usufruire di ogni sem-
plificazione nei calcoli successivi.
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Facciamo nelle (18) h =3, k=1, e h = 3, k = 2. Si ricava:

4 g 2ol Dby
e ey 1 b]ha]_l i
Vardir= Ay H—l bw"a H

ma si hanno le equazioni p; = 0, ¢; = 0, dunque A;;, A3, Sono funzioni
soltanto di @y, x,.
Prendiamo ora k=2, k=1,e h=1, k= 2,; avremo:

dlog H,
= Yass 7= T Pai=mit b.’I)aA’
i .« dlogH,
9t s Wrtiml & e 0, )

e, in causa della equazione p, 4 ¢, = 0:

d d
cio¢ il rapporto H,/H, & funzione soltanto di «,, #,. Dato questo, & facile
vedere che si pud addirittura supporre H, = H,.

E per veritd, circa le superficie x, = cost., s’¢ richiesto finora sol-
tanto che sieno rigate della congruenza [3]; in base alle (14), s’@ poi
constatata la egistenza della famiglia di rigate ortogonali x, = cost.
Per individuare queste due famiglie in modo che risulti H, = H,, pro-
cediamo come segue. Immaginiamo da principio una famiglia affatto
generica x; = cost. di rigate della [3] e la famiglia ortogonale associata
@, = cost. Sieno [1’], [2'] le corrispondenti congruenze, Aoy == &,
Ay, = &,H, gli elementi dei loro sistemi coordinati covarianti, relativi,
si intende, alle variabili z,, #,, @, = a,.

Consideriamo poi 'invariante:

@

.-Z” (}-;lrlils i l;lrﬂéla) dw; d"L‘; i+ 3 H;Q ;z + Héz ;a

e operiamo una trasformazione di variabili:
[ @] = @,(@, @,)

! wd¥eh ’
l Ty == X,y(y, Tp)

F
Ly = T3
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mediante cui la forma da® + (H}/H,)*dx* (che dipende, per quanto s’¢
visto, dalle sole variabili x;, ) risulti riferita a parametri isometrici.
Potremo allora porre:

H2dw? + HPdo = HXda? + dag)

con H funzione di z,, x,, ;.

Riferendoci a queste nuove variabili »,, #,, ;, rappresentiamo con
Mipy Ay i sistemi coordinati covarianti di [1'], [2'], con A, = &.H,,
Asir = &.H, quelli delle congruenze [1], [2] (traiettorie ortogonali delle
superficie 2, = cost., @, = cost., che, come le z, = cost., #, = cost., sono
rigate di [3]).

B chiaro che, per ogni punto dello spazio, si passa dalle 4., 2,
alle 4, 4, mediante una trasformazione ortogonale del tipo:

Jir = €08 Dy, + sen & Ay,
Datr = —sen B Ay, + o8 9y,
9 essendo ’angolo, che formano tra loro, in quel punto, le direzioni posi-

tive delle linee di [1] e [1'].
Di qui risulta:

3 i 3 . o il
z" (}“;Ir)';ls + l;lrz';ls)dw; d.’]); e Zra (A;Irlils + Z-;lrlzls)dxr dxx

1 e

3
ST Zn (}'llrllla G lzlr}-zls) dax, do, = Hidwf i H: dmi‘
1

Ma, per il modo, onde vennero scelte le variabili z,, @,:

3
Zfl (A;h‘)h;u + }v;lr}';ls) dmr, dw; = H;S ,12 + H;a dx;z o Hz(dl'f + dxg) )

1
talcheé:
H}do; + Hjda; = H(da} + daf)

€ per conseguenza:

come §i voleva dimostrare.
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Ritenuto ormai H, = H, = H e A3, A indipendenti da z;, ab-

biamo, per le

3 3
Mpry V@, &Py = Z;. Injrdale s @70 = DL ADAD
1 1

la seguente tabella di valori:

L

2'1[1 T H7
Z-zll =0 ’
)-311 ')

1
=z,
i(21):0,

Zgal) =0,

J a,, = H? +l§|17

1 Aog = ].3|2 ’
[ alh) — flz_’ =
K }»alz
a?® — asdy —
H®
d
08,
)
e
8,

W

Vv

Z.”z =0
12|2 :Hy

Zalz ’

Ve =H?;

w=q,

i |

H’

@&
A=

}‘;2):0’

oy =2HE 5 13127

al(22) —_ —

D —
o AN
21|s:07
}»z|3:0’
23|3=1;
}‘(13) __E‘GHH’
l;a) __“}%‘LZ,
A =1;
A3z =‘1,

3
Zh A
1

Uy = ]va|1)~s|2 H

Q== 2-3|1 ’

ik a® =1 +
— A

——le ’ a(lZ) - 0 ;
l( d i d
B\, "'3a)’

_1_ d d

H\dw, ™)’
£e.

Ay
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Dopo cio, le (18) si riducono a:

_ SREE

ds = s
1 [y g2
e el
(18')

__1qdlogH ., DdlogH) _ dlogH
SRR il S R
L AfalegH blogH}_?lﬂgE.

» 7B e [1 d, T

e noi dobbiamo integrare il sistema (15), (16), (17) con questi valori
per ¢, q., 1., 7. e colle espressioni, teste assegnate pei simboli d/ds,,
0/385, 0/085. [

Supporro addirittura ¢, diverso da zero, cioé la congruenza [3] non
normale. I1 caso opposto avremo occasione di considerarlo a § 8; esso
comprende soltanto le stelle di raggi (eventualmente col centro a di-
stanza infinita).

Per la prima delle (15), sara anche ¢, essenzialmente diverso da zero,
poiché ¢, non pud annullarsi, senza che lo stesso avvenga per ¢,.

Sostituendo a ¢, e ¢, i lore valori (18'), la seconda delle (15) si trova
identicamente soddisfatta e la prima diviene:

dlog H (blogH)2_ 1 {D).,h bl,lg}“
B ; )

PYA Xy | 4H*| w, Ay

che si pud scrivere:

of: D’H’__ dH?2\2 ot [Dlah 534|2}2
DA Dz

e, derivata rispetto ad xz;, porge:

D 3H2
7&? = y

donde apparisce che H? ¢ un polinomio di secondo grado in .
Ricordiamo che si & convenuto di contare le x; a partire dalla super-
ficie media. Per un teorema noto ('¢), dovranno essere applicabili due

(**) B1aNcHI, Lezioni, ecc., pag. 250.
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superficie del sistema «; = cost., che corrispondono a valori opposti
aiay.

Questo esige, come si vede subito, che manchi in H? il termine di
primo grado rapporto ad ;. D’altra parte H? dipende effettivamente
da x, (senza di che si annullerebbero ¢, e ¢,) ed ha valore essenzialmente
positivo. Siamo cosi autorizzati a porre H? sotto la forma:

H? = en(a} + ),

con « e f3 funzioni reali di »,, @,.
La precedente equazione:

V2H? <DH2)2 Iblah blal2}2

2H? g
bwa l Xy 0w,

Qx5
da:
313[1 32.3|212
462232 — TEbi
p { @, e B

ossia, estraendo la radice e fissando in modo conveniente il segno di f:

b}-3|1 b}va]z
15’ o8 — L B
i i 0L, oLy
Ne viene:
dlogH 1d'og H? a5
ql e —_— — e ,
A4 2w @5 + (2
(187 ; :
] Qi i_ blall__ bls]z}: ﬂ
Rlariir o 1, @+ 2

Passando alle (16), si ha (con trasformazione certamente legittima,
poiché, nella ipotesi qui considerata, ¢, ¢- € f non sono nulli):

B, {H dlogg, | Hdlogg.]

Q> 08 /51 08y J
2 S 2
e ma(mg i ﬁz) { i D_]Og :; i ﬁ }‘311 Py 13 I olog (;;’ —i—_ﬁi)}
1 3

dlogp dlog (s +ﬂ2 4 2 log (af +ﬂ2)}
d, D, #e D

+ it + ) |
= — 2m,8 —ﬂ— (@5 + %))z + 20340, + (@5 + B3 i —252 b—i + 2582
= a:a(lah &t ﬂ) +2ﬁw3(23|2-—~—ﬂ) /32( a1 T ﬂ) 0,
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Ba [H dlogg, H dlogg,)
* gy ity @0 e |

= o, (@2 + p?) { __dlog(as + ) }»3|2 ke dlog (23 + £*))

Ly A%y
4 d1 d1 5 2 d1 2 2
_ﬂ(ws _}_ﬁz { DOglﬁ 0og (bzl+ﬁ)+2'3ll Og(bw;;"f‘ﬁ)}

D,
= — 2, b—i* (a3 + 132)13|2 E 2W§}~3|2 (5 + 132 ﬁ iy 2/92 bﬂ 2933/31311

o= 2) o ) )

X,

le quali equivalgono a:

0
}*3|1 == ——ﬁ
Ay
(16")
G sl R
3|2 bwl
A sua volta la (15’) diviene:
5 o L s
(15") Y + M:_.—Ze fofE

Delle (17) le prime due sono identicamente soddisfatte, come si veri-
fica in modo ovvio; rimane da considerare I'ultima:
oy s
08, 08,

‘“f—%‘ +Q1+3Q2;

che, sostituiti per »,, r, i loro valori, pud essere scritta:

dlogH  dlogH dleg H\Y ' (dloglN 0 L v iy
ds? st ( 28, ) (_382 >+q‘T3qz_0’

od anche, notando che:

log H dqi 2 3

R YT 2 1y

2 N log H; logH 2 log H

(a7) “NeN LT
ds7 283 083
dlog H dlog H\? i 5
_______ 2 2 =—=0"
+< DSI>+( 382>+ ¢ +2¢:=0
T. LEVI-CIVITA — Opere, I. 27
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11 primo membro si calcola nel modo pitt comodo, ricorrendo al para-
metro differenziale di secondo ordine, relativo alla nostra forma fonda-
mentale, che & (si cfr. la precedente tabella e si tengano presenti le (16')):

2 [du Bow] D[ P |

g fﬁ | dm, | 0wy 0] | dwy | dw, 0y s J
2 2B\ 2
i {Dﬂw e BRI L +(°_ﬂ )bﬁ} o
3 | 0y Xy 0Ly 0%y 0y 0x,) | s

Dalla identita:

(19) Au =

3 du
U, = P lh »
Z1 8y ]
si trae per derivazione covariante:

T zhbs lh|na o 2);( >)~h|n :

Applicando a (du/ds;), la medesima identitd, e sostituendo a Au,,
il suo valore :

3
Sii yhijlilpz':ila ’
1

risulta:
S aEo o
zh”b 77“1241: ila e th 28, DS lhlmzqu7
e di qua:
2 e
%u ; a(ﬂa)qu i Zh” 38 ‘}’husu + zhk bs bs Enk
Dzu
oo~ zh bsh 21‘ yhzz asglg + bsz | bsﬁ .
Siccome:
2 U E du
Zh— zi Yarii = (7122 o '}’133) + (7233 S ’}’211) gl e (7311 e ’)/322)
T 08 T 083
QU du
== — 2q,
G 28, r‘ 8, o 00
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prendendo w = log H e osservando le (18'), otterremo:
Alog H= 1 Alog A
A log H = 23 og

+ 243 .

dlogH bzlogH DzlogH_{~ dlog H\* [dlog H\*
bR 2s? 282 28, ) 28,

Il confronto colle (17') e 'impiego delle (18'') conduce immediata-
mente alla:

n 2970 4f3%ex
a7 H2%10g1-12+4q,H2_H2%logH2+w§+ﬂ2:0,

che sviluppata ci da:

p 2B bﬁ P . s Py R
i 35 bwl ba:z ¥ R dot AT, A2,
2y | dxy z; + p? %, | d, x5 + 2
ol *Ga) ] o
218 @ P f da, A, 42
el oe oo e e e Sy w; T |[Taxp

a4 (28 + 28”‘ﬁ}

1RV A bxz
x5 + P2

52 2
—{ o+ o+ 2er )+

day it
ossia, per la (15'):

%
2t

V%a
= — 2e*.
+bw 5

(17[”)

11 nostro calcolo & ora compiuto. Da esso risulta che, per ogni con-
congruenza isotrépa (non mormale), un’opportuna scelta del sistema di rife-
rimento permette di attribuire al quadrato dell’elemento lineare dello spazio
la forma:

| CR L

op 0B B P
2 £ RS Bl 4 da
+ 255 dmdoy—2 - doydo, — 2 S5 S0 dmday,
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dove:

(21) He = ex(z; + B2)

e o, f sono funzioni delle sole variabili x,, x,, che soddisfano rispettiva-
mente alle equazionsi:

Pobolo AR L1
929 A Sl M R
AR TRy
2 — +— =—2¢%f .
A daf r 27; oy

Reciprocamente ogni elemento lineare (20), per cui H, o e [ si compor-
tino nmel modo detto, appartiene all’ordinario spazio euclideo e le linee
x; = cost., @, = cost., costituiscono una congruenza rettilinea isotrépa.

Quale la conseguenza nei riguardi della teoria del potenziale?

Questa semplicemente che le congruenze rettilinee isotrope (*®) sono
equipotenziali, e le equazioni di definizione dei corrispondenti potenziali
binari si riducono in ogni caso (come segue dalla (19), supponendovi %
indipendente da x;) alla forma di Laplace:

u

b 1
O =S5 3 —0 ().

x3

(*7) Si puo osservare che I’equazione 22) esprime che 1’elemento lineare ea(d:cf + dzg) appar-
tiene alla sfera di raggio 1. Nulla di pitt naturale, poiche, se si assume la superficie media x; = 0
a superficie di partenza e si forma ’elemento lineare, spettante all’immagine sferica della con-
gruenza z, = cost., x; = cost., si trova precisamente e“(dzl + d:cz)

(¥) Non escludiamo le congruenze normali, poiché anche per queste sussiste la medesima

proprieta, come risulta dai §§ 8 e 9.
() Si puo facilmente riconoscere che I’'insieme di tutti i potenziali isotrépi coincide in

sostanza con quello, definito da JAcoBI, a mezzo delle equazioni:
(A) ,2AV=0, (1AV)* =0.
In primo luogo, posto:
(B) V= + iz,
si ha, scindendo.la parte reale dalla immaginaria:
(A" Az, =0, Ax, =0,
2 2
(A") ér, = lAzg, Vi, z) =0,

talche, nel campo reale, i potenziali di cui si tratta, sono tutte e soltanto le soluzioni del sistema

(A'), (A").
Si noti ora con JAcoBI che, assieme a ¥, anche una qualunque funzione F(¥) (della sola ¥)
¢ integrale delle (A). Percio la parte reale w(x, z,) di F(V) & ancora un potenziale della cate-
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6. - Equazioni intrinseche delle congruenze equipotenziali.

Le equazioni () e (6), che definiscono le congruenze equipotenziali,
conservano, come & chiaro a priori, la medesima forma, quando le inco-
gnite &, si moltiplicano per un medesimo fattore.

Designamolo con ¢’ e poniamo:

Er == —”gr 3
sara:
573 =e’ {Era Co vsfr} )

Erpe = €7 {grm) i ngrp T3 va‘,q ol U "'mvv)gr} ’

goria considerata. In altri termini, scelti una volta z,, 2, in modo da soddisfare alle (A'), (A""),
la equazione:

*u *u

= hiers = ()
2 3
oxy  Ox3

definisce una sottoclasse di potenziali (della detta categoria). Essi sono manifestamente binari.
Dobbiamo far vedere che sono isotrépi, cioé che ogni congruenza, costituita dalle intersezioni
delle due famiglie di superficie:

x; = cost. , xy = cost. ,

¢ rettilinea ed isotrépa.
Designiamo una tale congruenza con [3] e completiamo la terna colle traiettorie ortogonali
delle famiglie z, = cost., , = cost. (le quali sono tra loro ortogonali, per la seconda delle (A'’)).
Avremo, riferendoci ad un generico sistema di coordinate curvilinee ¢;, €, 03

[ 1 dz,
App = e
Azl a0,

i 1" oz
e sz do, 1

le quali, avendo riguardo alla (B) e alla prima delle (A'’), si possono compendiare in:

(r=1,2,3)

1
Ao g = e T
Az
1 1

Per dérivazione, si trae:

y i 1
Mjps + Thajps = (Axx) vV, + Az Viss
s 1
b 1

donde, moltiplicando successivamente per 45045, A7(A() + i4f), sommando rispetto ad r e
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e le () diverranno:

Era + E—sr i 2Mevars + (gr + Vr)z:s + (gs + vs)gr .
Le (6) con ovvie riduzioni si trasformano in:

3 i 3 3 5 .a 3 L
zpq Al { N qu AP0V — Vi) —2 zg gV, } & 2 Zs (g“” ey
i 1 3

1

3
ad s e notando che X, V4" = 0:
il

1 3
©) Viss + V2 = A;l ers Vs (T)Ags) ’
1
1 3
(D) (Viar — Ves2) + Uvisz + vom) = m ?,.s V@]
1

D’altra parte le (A) si scrivono:

3 3 3
2AV i z1:1'3 al"V s = 21:" ?"s Viesd 40 =0,

3
(IAV)2 i 213 Var(m =05
e la seconda, derivata, porge:
3 3
%s VotV = = %a Vee V=0,
inlichi ; (r) ¢ A(r) te1at 1 8) (
Se noi la meltiplichiamo per i (A" —12"), sostituiamo a ——— V® il suo valore ¥ +
21 21

1
+ 1289, e sommiamo rispetto ad r, otteniamo:
3 3
21:1-5 Vs ;'Y);'(ls) T ?rs Vrsl(zr)l(zs) =0
dopo di che la equazione AV = 0, diviene:
2
3
zrs Vies l:({)'l!(i“ el
1
11 secondo membro della (C) & dunque identicamente nullo ¢ per conseguenza:
(o) Yss =0, Vs =0,

ossia la congruenza [3] & rettilinea.
Il secondo membro della (D) si annulla del pari, come si constata, moltiplicando la

D Ves V¥ =0 per 47 e sommando. Ne viene:
1
(D" Y1ss = Vass 5 Yaie+ Vs =0, -

che & la condizione di isotropia. [ 10 B
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Per ripassare materialmente alla forma primitiva, basta alle cinque
indeterminate M, g,, N, sostituirne altre cinque 7, g,, N, definite da:

M — Me
(24) gr =gy + ¥

AN 2 3
N =N+ qu AP (Vo) —— Y, ) = 2 Zs g, .
1 fisgd

Questa osservazione permette in particolare di sostituire alle & d’una
congruenza [3], supposta equipotenziale, le ;,. Basta intendere nelle (24)

1

0=

9|,

I jzl?s@

Riscrivendo M, g,, N per M, g,, N, le equazioni sono:

(25) }~3|1‘s i As|.«r = 2Ma;, + grlsls 5+ !]alah ’ (rys =1,2,3),

5 A
(26) ZW a(M)lslnm ¥ ir N)«3|r A 2 Zs !I"’Aam ] (7‘ & 17 27 3)°
)

1

Si immagini ora di associare alla [3] le congruenze [1], [2], definite,
come §’¢ detto, dalle direzioni delle normali principali e binormali.

Alle equazioni (25) equivalgono quelle, che se ne ricavano, moltipli-
cando per 1”2 e sommando rispetto ai due indici » ed s. Del pari, mol-
tiplicando le (26) per A;” e sommando rispetto ad », si deduce un sistema
equivalente. i

Otteniamo cosi:

3 3 3 2
(251) ZM J'3|"3}“(ir)}“(1'” o zlrs ;‘31"1‘[)2(7'8): ZMEU 4 €35 127 gf}'("r)+ E3i gs gs}“j‘)!
\ 1

3

3
(26') Y vir 0% ajrpedi = N + 2 3, §1r A7 .
1 i

3

Sostituendo alle ¢, altre indeterminate o, = Y, ¢4 (donde

3 X

g, = i wi,) e ricordando le (8), le (25') assumono la forma sempli-
1

cissima:

(25”) : Vsii + V34 = 2Me;; + €30 + €350, (i, 7 =1, 2, 3).
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Quanto alle (26'), postovi a tenore delle (10),

3 3 3
/‘La]rm el th yahklalhh‘}*km = zhkﬂ Vshlc)’hjz]»nrlualklp iE thjl stk‘)/kn}»np}»z[qlh[r,
1 1 i

8i trova subito:

3 Iy 3 C. 4
(26") Zk ;/;kk ot zhk (VanxYnix + VasirYinn) = €3N + 2 ;k Yair®r y (1 =1,2,3).
1 : 1

Scriviamo per disteso le nove equazioni (25') e (26''), introducendo
le p, q, r al posto delle y. Si ha:
Q1 T M ’
— py=M
0=M+ w;,
(25”/)
P ==y
Qs = W15

Pr— ¢ = 0;

¥, 2
08, 08,

d
5 D_Zj + Pty + Pt Pats+ u(ra— Gs) + @a(py—ry) +
3
T06(0— P2) = 2{@101 + Gs ++ gsa},

(26”) i LT

! 08, 28, 28, + @171 + @ + qsrs— Pr(ra— @s) — Do(ps— 1) —

— P3(@s — P2) = — 2{1’1“’1 + P2y + Paws},

—@Pi+pi+ri+a+¢+ag)=N.

Cinque di queste equazioni servono in sostanza a definire M, N, w,,
w,, wy; da quelle possiamo prescindere. Il primo gruppo ci dice cosi sol-
tanto che p, =—g¢q, e p, = ¢.. L'ultima delle (26”) determina N; le
prime due, avuto riguardo alle (13) e ai valori, testé trovati per p,, p.,
Wy, Wy, s, assumono l’aspetto

oy My 20
28, g 28, i Ny 41 s
(26")
Bl 04, v
- Pl PR | BN /%
| 108y 1108, g(v g2)
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Oltre a queste si hanno naturalmente le equazioni fondamentali

(11a)’ (11b)7 (110)

Le (11;), ponendovi P, = @z; Pa—=— Qs Ps=10; @5 =0y, s = —7,
divengono:
S —g—d+en,
) 23: =—2(,0,— @1 ,

In modo analogo, tenendo anche conto delle espressioni qui risultate
per 3¢;/d83, 3¢./d85, le (11,) danno:

8
: %f—l =o(¢ + 1),
W 20q,,
e le (11,): ;
%ﬁ +§—; =—aile +7) +nr—a),
%:f +§—:;:“WI—"2(T—92) + o(r + @)
2_2—2-:::4?“‘9:‘““‘73%—2%@

In causa delle equazioni:

G, pUA 0y 0,
e e, i P
28, 2 28, o e S €4:

le (26'") si riducono a:

A 00 oleqa)— 0.
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Dopo cio il sistema di equazioni intrinseche, che caratterizza le con-
gruenze equipotenziali, potrd essere scritto:

| (27) e(v—¢q) =0;
d
{ £1 = 0(0 + 1),
d
(28) Di P A
e
b—i == O
L e T
o 9— ¢ + Q2>
(29)
Bl
g =-—201¢s— 07;;
E
( ) A bql j qu L
S ey e e i
381 D'5‘2
(30)
¢, 04 tal %
Y ke 204:;
My 0T
42T ) mr— ),
3 2
bl it
r 7
Db = —gn—n(r—g) +elr + @)
3 1
o o7
62) gt g 40+ 20;
2 i
(33) Pr=0q2y Po=—0G1;s Ps =0, G3=0, 3=—T.

In queste formule — giova richiamarlo — si intende che la [3] sia la
congruenza equipotenziale, [1], [2] quelle definite dalle direzioni delle
normali principali e binormali.

7. - Equazioni intrinseche delle congruenze costituite dalle traiettorie
di un gruppe oo! di similitudini.
Le trasformazioni infinitesime del gruppo G, delle similitudini sono

definite dalle equazioni (2), (3) del § 1. Una congruenza Ay, constera
delle traiettorie di un gruppo oo! di similitudini, quando, posto:

(34) Ep— e_vlslr ) (r=1,2,3),
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le &, riescano, per una opport{ma scelta del moltiplicatore e, integrali
delle equazioni (2), (3). Queste in coordinate generali si scrivono:

Ers i Esr fr 2Ma/rs )

3

qu a(PG)STW o 0

1

e provengono, come gia sappiamo, dalle (5), (6) col farvi N= 0, g, = 0.

Per quanto s’¢ visto nel § antecedente, la sostituzione alle &, dei
valori (34) conduce a equazioni della stessa forma nelle ;.. Le nuove
M, g. ed N saranno ordinatamente, a tenore delle (24):

M= M,

Jr="Yr,

ALy 3 3 ]

N = zw AP0 (0 — Vb)) = zpq a? (G, — Gn9,) -

1 &

Se si bada che M e » sono a priori indeterminate, si pud tosto con-
cludere che le ;. debbono verificare le equazioni (25), (26) delle congruenze
equipotenziali, con questo in piw che le g, hanno ad essere le derivate di

3

una medesima funzione ed N= 3, "(g,,— g,4,) -
1 /

Le equazioni intrinseche delle traiettorie, corrispondenti ai sotto-
gruppi oo! di G, risultano cosi delle (E) e di quelle, che esprimono le
ulteriori condizioni, testé accennate. Per ricavarle effettivamente, notiamo
in primo luogo che, dall’essere le g, derivate di una medesima funzione

3
rapporto alle variabili x,, segue che le w; = 3, ¢,4"” sono le derivate
1

della stessa funzione rapporto agli archi s, .

Cid si esprime, come si ¢ visto, mediante le formule (12'). Per appli-
carle al caso nostro, bastera sostituire, al posto delle df/ds;, w,, w,, w,
e aver riguardo alle (33).

Essendo, per le (25"), wy = ¢s = @, ws = ps =0, Wy = — M= —q¢q,,
viene:
i or—as)
8, [ 2) y
L AR
081 08
d
bi = @' + 201 -
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In causa della (27) e della seconda e terza delle (28), queste equa-

zioni si possono scrivere:

0
[ D—SI = 041,
(35)
.
08,
(36) ; 01q: + 01, =0.

Rimane da tradurre in formule intrinseche l’altra condizione

3
N = zm a(m)(gm_ gwga)'
1

Sostituiamovi per le ¢g i loro valori in termini delle w.

3

9 = zi wili[p segue:

1

3 3

2
zpq a*vg,g, = zi W;
1 1

3 3
Gva = Zi Di|q }-ilp K Zi wizilw ’
1 1

e, per le (8'):
3

3
oo Z.- wijahily + Zm Oy i phela 5
1

8

che, moltiplicate per a®? e sommate, danno:

3 3 bwl 3
217!1 a®0g,, = Zi s S Zm WY inn 3
1 i 1

1

quindi:
3 bwi 3 3 ’s
N Cre + 2 O — 2, 05 .
) ;) &

1
Posti per le w e y i loro valori, risulta subito:

Wee ?9 el et b,,q}

T Vit | NS
vy b83+9(7‘z 0)—3h— 0°,

od anche, per la prima delle (28) e la prima delle (29):

N=—(2¢; + ¢; + ¢ + ors .
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Ma, in causa delle (26”), N vale — (2¢; + 2q; + %), talché dev’essere:
(37) g +or:=0.

Riagsumendo, affinché una congruenza [3] risulti delle traiettorie di
un gruppo oco! di similitudini, & necessario e basta che, oltre alle equa-
zioni (E), sieno soddisfatte le:

M
I S'-g—l = 001,
(35)
o
(Ey) l Shnbd

(36) 019 + or, = 0;
(37) gs + por: =0,

8. - Condizioni di integrabilita del sistema (E).
Conseguente limitazione dei potenziali binari.

Per stabilire le condizioni di integrabilita del sistema (E), giovera
distinguere i due casi p = 0 e p non identicamente nullo.

Cominciamo dal primo. Si tratta di una congruenza rettilinea, quindi
(§ 4) potremo assumere 7, = —7 = — ¢,. Le (27) e (28) sono soddisfatte
identicamente, le (29), (30), (31) e (32), (33), postovi p =0, 7= ¢s,
coincidono colle (15), (16), (17), (14') del § 5 e costituiscono, come s’¢
visto, un sistema completo. ;

Per ¢, diverso da zero, questo sistema definisce le congruenze retti-
linee isotrépe non normali, di cui gia con caleolo diretto abbiamo consta-
tata la equipotenzialita.

La ipotesi ¢, = 0 corrisponde poi a congruenze rettilinee (isotrépe e
normali), traiettorie di un gruppo oo! di similitudini, cioé stelle di raggi
(eventualmente col centro a distanza infinita). i

Infatti le (30) si riducono allora a:

Lq‘_()’ ,b,q_‘:(),
.08, 08,

e un semplice sguardo alle equazioni (E,) (dove & a ritenersi p = 0,
¢. = 0) mostra che esse riescono identicamente soddisfatte.
Veniamo al caso generale, in cui sia ¢ non identicamente nullo.
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La (27) dd = ¢. e le (28) si possono scrivere:

blogg

bsl_ 0~ 7Ta,
dlogp
—«382 e b )
D logZio s
T g e

Le (12'), per essere ¢, + r; = ¢,— t = 0, divengono nel caso pre-
sente:

d D of
2 2 gt g ing U
bss 8, bsz 083 28,
DO bf df
12" A B i/ +0—,
042 08, 085 e bsa 084 f e 83
i ¢ IR d d
i i iy f i ot
8, 08, 085 08, 08, 28]

e applicate alla funzione log 9, porgono:

i g
A 0171
d Ao + 75)

“i—i —(Lb&:i = q1(0 +72) — 0q1 = Qu"2

e +m) o

2% % = 7,(0 + 72) — 13y + 27, = oy + 27q, ,

ossia, sostituendo alle derivate di ¢ i loro valori (28):

Wi 0
—DT?; i Pl 0171
o d d
s i 3 N
—3?3 "8 = (0 . r3)3
o o
(39) = +—b——2 = 2(q:7 + or) -
82
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Le (30), (31), posto 7 per ¢,, si scrivono:

2o,
E e — e+,
2—2 +§—; = 20T — i

e, unitamente alle (38), si possono risolvere rapporto alle sei derivate

g3 TG ERTIT d T DL o

D'5’1’ 28, XS':’ 3—32’.—3?37 5_33

Si ottengono cosi sei equazioni complessivamente equivalenti alle (38),
(30), (31), cioe:

YA
08
24,
08,
dT
08,
2T
08,

= 041
(40)

= 207,
(41)
== 41

oy

3_83 et
(42) S
b e Jaly ¢

Non sard male riportare anche le formule (29) e (32), che scriveremo:

d
] Xgi:—(ﬁ‘f‘(fz —f'erz)"

(43) Shpra
5’8—3— 91 /51 or1);
o A7
an . EPFE
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Formiamo le condizioni di integrabilita per le (40) e (41). Bastera
porre successivamente ¢, e 7, al posto di f, nell’ultima delle (12'’).
Eseguite, a mezzo delle (40), (41) e (43) opportune riduzioni, risulta:

(7 + or) —t(7? + o) =0,
37(q1T + or1) — qa(7* + @r2) = 0.

Di qua si ricava che debbono annullarsi separatamente ¢,v 4 ory,
72 4 ors.

La cosa ¢ ovvia se il determinante 372 — ¢} ¢ diverso da zero. Se poi
esso si annullasse, derivando la identitd 37— ¢ = 0, rapporto ad s,,
per le seconde delle (40) e (41), verrebbe — 6ptq; = 0 e quindi, per
essere p diverso da zero, insieme 7¢; = 0 e 372 — ¢j = 0, donde ¢, = 0,
7= 0. Per le (43), anche 7»,, 7, si annullerebbero, e per conseguenza:
¢t + ory, T -+ pr., giusta D'asserto.

Sussistono dunque in ogni caso le relazioni:

¢t + or, =0,
=0,

che sono poi le (36) e (37) delle (E,). Quanto alle (35), esse si hanno gia
nelle (40).

B facile riconoscere che il sistema riesce ormai completo. Infatti
le (28), (40), (41) e (43), tenuto conto delle due ultime relazioni, assu-
mono la forma definitiva:

20 4 . ¢, T

—_ —_—= — = 2 »
28, e T 28, 041, 2, ot

0 5 04, bl dT it
3—82—417, 382—07 . 091,
0045 P bql_~ 3" T S ;
e, fdi pYialn. O, it

e le condizioni di integrabilita, come si verifica immediatamente, sono
tutte soddisfatte, in virti delle stesse equazioni del sistema. Ad esso
vanno poi associate le seguenti equazioni in termini finiti:

Pr=Q=T, P=—q, P:3=0, =0, T5=—T1,
T 72

l r, = y Ty =

@ [
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Delle (39), (42) e (44) non occorre piu tener conto, poiche, con questi
valori, esse si riducono ad altrettante identita.

Da tutto cid si raccoglie che il sistema completo, determinato dalle
equazioni (E), o coincide colle (C) del § 5, o comprende il gruppo delle (E,)
e quindi che ogni congruenza equipotenziale o ¢ rettilinea isotrépa, o
consta delle traiettorie di un gruppo oco! di similitudini.

Ripassando ai corrispondenti potenziali, risulta che non vi hanno altri
tipi di potenziali binari reali, oltre quelli considerati a §§ 2, 5.

9. - Classificazione delle equazioni, che definiscono i potenziali binari.
Una osservazione immediata si & che i potenziali conici rientrano nel

tipo logaritmico, o, se vogliam dire, isotrépo. Per constatarlo, basta
moltiplicare

j & ]’ h) ( bu‘} i du
Ou = — — | sen 91—) _— =
sen o, | 204 20, sen? g, 003
doi)

er sen2p, e sostituire | — 2 3
P o sen g, &

Ancora si dimostra subito che, in
i 10 QU m2\ d*u
e o) (e
01 001\" 00 0:/0€:
il parametro m & inessenziale.
Infatti, essendo per la definizione stessa di potenziale elicoidale,

m > 0, potremo sostituire, alle variabili g, e g, 0./m, gs/m, con che la
precedente equazione diviene:

1t QU 1\ 2%u
*_<91 —> +<1 +'2)?—2‘-:O‘
01 001 00, 0;) 005

e corrisponde alle ©@y"u = 0, fattovi m — 1; la si designerd semplice-
mente con O,u = 0.
Avremo cosi da confrontare le equazioni:

Ou=0, 6Ou=0, Ou=0, O™u=0,

per il che giova ricorrere al procedimento, esposto dal sig. CorToN nella
Nota citata.

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 28
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Eccolo in due parole.
Data una equazione del secondo ordine, scriviamola, come & sempre

lecito:

(45) Au 423002 4w,
o 1 00r

il parametro riferendosi ad una certa forma

2

@ = z"s Ars er dQs .

b &

Si ponga (le notazioni essendo manifeste):

39_1 s b,
002 0:
72 OREL g L RN
Na
3l b(\/ﬁb‘”) 2
Moz wm AT R i s a’rsb(”b(s) SRET
Va zl 00, g

L’annullarsi simultaneo di H e K caratterizza le equazioni riducibili
alla forma di Laplace (@,u = v).

Per K diverso da zero, gli invarianti della proposta equazione sono
tutti e soltanto quelli del sistema, costituito dalla forma differenziale:

2
¢ =KY, a,dz,dz,

1

e dalla funzione:

H

K

Ne viene in particolare che le equazioni, per cui H si annulla (equa-
zioni ad invarianti eguali), si classificano come le forme binarie. Manife-
stamente poi, essendo H/K un invariante assoluto, si puod a priori esclu-
dere la trasformabilita di due equazioni, se H si annulla per una di esse
e non per l’altra. ;

Applichiamo questi criteri alle nostre equazioni e cominciamo percid
col ridurle alla forma (45).
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B facile verificare che si ha:

1 du

@2u—Au+ZQEb_QI—O (p = doi + dg) 3
O = b + 2t e =00 (p=ddr )
O = 4o+ 2 S+ e v )

( =W—Tgseff—zggdef+e§de§)-

Per le prime due equazioni, H ¢ nullo e K vale rispettivamente

1 V1+gl 2 { e | of 1—Yl
2(1

Tagh o e l20+e)rf TIT t ey  a+ar

Dacché K ¢ diverso da zero, siamo intanto fatti certi che le due equa-
zioni non si possono ricondurre alla forma Ou = 0.

Per evitare ambiguita, accentiamo le lettere, relative a @,u. Le forme
da confrontare sono: ‘

@ :""‘_ (d91 o sz)’

s %Ql ( /2 )
ol TP T 01 = ,2d o
1+ oo 8 T Ty g

di curvature rispettive (2°):

9'=

G_ZQl log(4le>—4,
1

91(1—%93) 201 \/1—%9%91 i+ o)

15 19 o - e
o ol ey, o

2
(1_%91 :

la prima costante e la seconda no.

(%) Cfr. per es. BIANCHI, Lezioni di Geometria difierenziale, Pisa, Spoerri, 1894; pag. 67
[2* ed., ibidem, vol. I (1902), pag. 93].
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436 XXIV. TIPI DI POTENZIALI CHE SI POSSONO FAR DIPENDERE

Se ne inferisce che le corrispondenti equazioni non sono trasformabili
I'una nell’altra.

Veniamo alle equazioni @;"u = 0, (m > 0). Si ha:

sen g, cos g,

b =_—, b — e ey
20, 20;(m? + sen? g,)
AL sen? g, __ sen g, COS 0,
' 7 20,(m® + sen?p,)’ * 7 2(m?® + sen? g,) ’
donde:
g Vm?® + sen? g, db, 91 m? cos o,

o, 8en g, 0, pi(m?* -+ sent g,)¥?’

_K:

\/mz_—i— sen?g, 9 ( sen? g, cos g, )
20, sen g, 0z \01(M?® + sen? g,)%?
- if sen? g, sen? g, cos? g, } dmies (S Hm?) sen? g,
40} | m?® +sen2p, ' (m* + sen?g,)*|  4pi(m? + sen? p,)?

H non si annulla piu identicamente, quindi questo tipo & distinto
dai precedenti.

Resta da vedere se il parametro m & essenziale, cio¢ se sono trasfor-
mabili due equazioni Ou = 9, O""u =0 (m,m' > 0).

Si dovrebbe avere in tal caso, adoperando, per cio che si riferisce a
O "u, lettere accentate:

HI
f7

=l

ossia:

4m? cos g, V'm* + sen? g,  4m'? cos o;V'm'® + sen? g,

{8 4m? — (1 + bm?) sen? o,  4m'® — (1 + 5m'?) sen? o; ’

e inoltre sarebbero equivalenti le due forme:

<l
Il

4m? — (1 + 5m?) sen? gz{ sen? g,

2 2 21
403 (m® -+ sen? p,) m? + sen? g, deit & dgz[ :

S|
I

4m'* — (1 + 5m'?) sen? Q; [ sen? Q; ‘9 ’9 3./ }
! d . .
40:%(m*® + sen? g;) | m* + sen? o] do,* + 0,*do,

Dico che da queste ipotesi segue necessariamente m = m'.
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DA DUE SOLE COORDINATE 437

Per riconoscerlo senza troppi calcoli, osserviamo anzitutto che al
valore zero di cos g, deve corrispondere, in virtu della (46), tale valore
di o;, per cui o cos g, =0, 0 m'? 4 sen? g; = 0.

Infatti, quando si annulla cos g,, deve annullarsi del pari il secondo
membro della (46). Ora il denominatore non pud diventare infinito per
valori reali di o, e, per valori complessi, diviene infinito in pari tempo
il numeratore, senza che sia zero il limite del loro rapporto, che ha il
valore

i
47 + bm'2”
Deve dunque annullarsi il numeratore, cioé cos g, ovvero m'z 4
-+ sen? g, .
Per togliere ’ambiguita, consideriamo la relazione G = G'. Si ha:
T 4(m> 4 sen?p,)¥?)
~ seng, (4m*— (1 + bm?) sen? g,)
1 Vm?® + sen? g, 2 ( sen g,
302 |V 4m?*— (1 - 5m?) sen? g, 00: \m* + sen? g,

Vam* — (1 + 5m?) sen? ggt)}

e una espressione analoga per G'.

I1 valore di G per cosp, = 0 si ottiene chiaramente, eseguendo la
derivazione interna, con che apparisce un fattore cos g,, derivando sol-
tanto questo fattore e ponendo poi sen? p, = 1. Cido da:

(O oo =8 —k*—s——20m2
cos Q2 1 + m2 i
che, per m diverso da --4, ¢ una quantitd finita. \

Quanto a G', per m'? + sen? g, = 0, esso diverrebbe finito, come si
vede subito. Non si possono dunque corrispondere cos g, = 0 e m'? +
+ sen? g, = 0.

Avremo cosi:

(G)cosggr—o ik (G’)cosg'2=0 ’

ossia:
g 2 :
1_*_,m2_ m2:k+m/2_5m27
che pud essere scritta:
i 2 1
47 $iah — L (m2—m'?) =0.
e Wi s ) )
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438 XXIV. TIPI DI POTENZIALI CHE SI POSSONO FAR DIPENDERE ECC.

Siccome m ed m’ sono positivi (*!), se ne trae m = m', giusta 1’as-

serto.
Riassumendo, possiamo concludere:
Le equazioni mon wulteriormente riducibili, che definiscono potenziali

binari reali, sono:

Ou=0; Ou=0; Ou=0; O™u=0, (m > 0),

dove i diversi valori di m caratterizzano tipi distinti.

(*) Si prova facilmente che, anche senza questa restrizione, due equazioni ©f™wu =0
6™ — 0 sono sempre irriducibili quando m? # m".
Infatti, per due equazioni, supposte trasformabili, si corrispondono (escluso al piu il caso
m = + i) i valori cos g, = 0, cos 9;= 0 e quindi, assieme alla (47), si ha:
H "
(89 K™ (4% F e’
i cos Q2=0 Fit cos 0's=0

il che porge:
—n ml i 7"":

Vitm  A/T+me

od anche:
{m*m'* + m* + m'* } (m* — m'?) = 0.

Questa equazione e la (47) non ammettono altra soluzione comune all’infuori di m®= m'.
Se poi m = + i, deve essere necessarialuente anche m’'= + %, poiché in caso diverso riu-
scirebbe finito (G')cosp’s=0, MeNtre (G) cosgs=0 € (G)m?+sen? g;=0 diventano entrambi infiniti.
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