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Soit I’équation

() Hopitiyy z

ou 'on suppose X, Y fonctions périodiques de ¢ avec la période 7, holo-
morphes par rapport & « et a y autour de l'origine O et nulles & la fois .

en O pour toute valeur de ¢. Soient encore u, v deux intégrales de (1),
réguliéres en O et telles que

QU Y QU

ne s’annule pas pour ¢ = y = t = 0. Appelons u,, v,, %, v; les valeurs
de u, v pour ¢t = 0 et pour ¢{ = 7. La relation

_%_f(—+y )ar,

nous apprend que u, —u, §’évanouit pour =0, y = 0; de méme
v, — v,. Par suite, le systéme de deux équations en 2, y :

(2) Uy = Ug V1 = Yy

admet la solution # =0, y = 0.
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Voyons ce qui se passe a 1’égard des équations (2) au voisinage du
point =10, ¥y = 0.
Trois cas sont possibles:
a) Les équations (2) sont des identités;
b) Elles se réduisent & une seule, c’est-a-dire on a identiquement

(2" Wy — Uy = AG, v, —v, = B@,

A, B, G étant réguliéres et de plus G = 0, pour =0, y = 0;
¢) Elles sont distinctes (du moins aupreés de ’origine), et, par con-
séquent, la solution z = 0, y = 0 est isolée.

On g’assure aisément ques ces caractéres ne dépendent pas du choix
des intégrales w, v.

Proposons-nous maintenant de rechercher s’il y a des intégrales w
de (1), régulieres dans le domaine du point O et périodiques en ¢ avec
la période 7. Tout d’abord il est bien clair que dans I’hypothése a) toutes
les intégrales de (1) sont périodiques; dans I’hypothese ¢), au contraire,
il n’existe aucune intégrale w. Le cas b) exige une discussion plus dé-
taillée. L’équation (1) admet au plus une intégrale périodique w (c’est-a-
dire pas deux indépendantes). Mais cette intégrale périodique existe-t-elle
effectivement? Je vais montrer qu’il en est ainsi, du moins lorsque (en
supposant G exprimée par wu,, v,)

G DG) i

3 Mod (1 + A — B—
i ? ( 4 b“o+ Myo/z=y=0

Le premier membre de (3) est invariant par rapport aux changements
du systéme des intégrales u, ». Si on passe, en effet, de u, v a u(u, v),
v(u, v), on voit de suite que les coefficients 4, B, de G dans u, — u,,
v, — 0, 8e réduisent, pour z=0, y =0, a

Moy 4 g : (D_%’A+%B ]
Qg 0o Jasy=0 RN MWy Ju=y=o0

d’ou

— G — G G VG
A — Bl =4 — + B 4
( " Uy + 31)0)2:”:0 ( Ay 3% M‘o)z:y:o

Comme, d’aprés (3), d9G¢/dz, dG/dy ne s’annulent pas & la fois en O,
je puis, par une transformation convenable de variables, supposer G = x.
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De plus, je prendrai w, = #, v, = y. On tire alors de (2'), en écrivant
Ty Yo POUT Uy, Vg,

(4) x, = 2[1 + Az, ¥)] , Y=Yy + @B, y) .

La condition (3) nous assure que |1 4+ A|,_,_, n’est pas égal & 'unité;
il est loisible de le supposer << 1. Autrement il suffirait de changer 7
en — .

Ceci posé, prenons les itérations de (4) en faisant

Borg =Tl 4 A(@ny Y
(3) iy o] e tra by
l Ynt1 = Yn S wnB(wny ?/n) .

On démontre sans peine (') que ll_rg x, = 0, tandis que y, converge
vers une fonction w,, reguliére en O, qui se réduit 3 9, pour z = 0. Elle
ne change pas d’aprés sa définition lorsqu’on remplace z, y par ,, ¥.
L’intégrale de (1), qui se réduit & w, pour ¢ = 0 est donc l’intégrale pé-
riodique w, dont il s’agissait de prouver D’existence.

Il y a des cas ou la simple inspection de 1’équation (1) permet d’af-
firmer qu’on se trouve dans I’hypothese b) [sous la restriction (3)], et par
suite qu’il existe une intégrale w. (Pest ce qui arrive, par exemple, si
X=o2X,, Y=12Y,, Y,, X;, se réduisant respectivement 3 zéro et 2
une constante « = 0, et telle que «r ne soit pas purement imaginaire

(*) Remarquons pour cela que, ayant |1 + 4|;_y_0 <1, on peut choisir des nombres po-
sitifs M <1, N, R, tels qu’on ait & la fois

(6) 11 + Az, )< M, |B, »)| <N,
pour |z|, |¥| < R. Définissons en outre un rayon ¢ moyennant 1’inégalité

(7) L i <
G

pour |z|, |y| <e, on a

|z | < oM, [s—vl <eN.
D’une fagon générale, en supposant
lov| < eM’,  |yp—wp_1] < eNM"71, v =1,2 0,0,
on trouve, & cause de (5), (6), (7) :
[ i oM™l L gl — v 1< NV s
dés lors la démonstration s’achéve d’elle-méme. On peut dire, & un certain point de vue, que c’est

le théoréme bien connu de M. KOENIGS sur les substitutions uniformes, étendu au cas de deux
variables.
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pour # = y = 0. On a alors, pour toute intégrale » de (1),

¥ du _du
u,—uozwkal—b}—;—{—llsg—/)dt,
0

et, de plus, en prenant %, = @, il vient, d’aprés (4),

T
[ [du
= [|— dt=e—1 (*
r=y=0 , (bw>x=y=0 ( ),

0

(AR

iy, —
o o sk

ce qui donne

}1 iy A[z=u=0 Z[GMI Ll

Il y aurait lieu naturellement de généraliser ces considérations en les
étendant aux équations linéaires 2

a un nombre quelconque de variables.
Qu’il me soit permis, en terminant, de signaler le profit qu’on pourrait

en tirer pour I’étude des intégrales des systémes différentiels ordinaires
et pour les questions qui se rapportent & la stabilité de leurs solutions.

(I7 avril 1899)

() On a en effet

ou

Y51114_17(3'114_ a \au 3 ou
— =X, — z— | Xy —+ ¥, —),
& oz 161/ ox ' oz 161/

Q|
<

d’oll, en faisant z= y= 0 et en appelant ¢ la valeur de au/ax pour x =y =0,

de

= &C.
ot

T
Mais, pour { = 0, ¢ = 1; par conséquent ¢ = ext et tx/cd( = ext —1,

J

0
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