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ET LEURS APPLICATIONS 481

EFACE

M. POINCARE (!) a écrit que dans les Sciences mathématiques wne
bonne notation a la méme importance philosophique qu’'une bonne classi-
fication dans les Sciences naturelles. Evidemment, et méme avec plus de
raison, on peut en dire autant des méthodes, car c’est bien de leur
choix que dépend la possibilité de forcer (pour nous servir encore des
paroles de l'illustre géometre francais) une multitude de faits sans aucun
lien apparent a se grouper swivant lewrs affinités naturelles.

On peut aussi djre qu’'un théoreme démontré par des voies détournées
et en ayant recours a des artifices et a des considérations, qui n’ont avec
lui aucun lien essentiel, n’est bien souvent qu’une vérité découverte a
moitié; car il arrive presque. toujours que le méme théoréme se présente
d’une maniére plus complete et générale, si 'on y parvient par un chemin
plus droit et avec des moyens plus appropriés.

Citons comme exemple la démonstration donnée par JACOBI et étendue
par BELTRAMI de linvariabilité de ’expression A,U. Elle est certaine-
ment élégante et fait témoignage de la pénétration d’esprit de son
auteur; mais on est bien surpris que, pour démontrer un théoreme, qui
appartient par sa nature a la théorie algébrique de I’élimination, on ait
a s’occuper de la variation d’une intégrale. C’est & cette remarque et &
la possibilité devinée a priori de reconduire la théorie des parameétres
différentiels du deuxieme ordre & celle des invariants des formes algé-
briques qu’on doit les recherches, qui ont amené & la découverte des
méthodes, que nous appelons de Calcul différentiel absolu (2); et dont le
premier résultat fut la découverte de toute une chaine d’invariants dif-
férentiels contenant une ou plusieurs fonctions arbitraires, et dont le
A,U est le premier et le plus important anneau.

L’algorithme du Calcul différentiel absolu, c’est & dire I'instrument
matériel des méthodes, sur lesquelles nous allons entretenir les lecteurs
des Mathematische Anmnalen, se trouve tout entier dans une remarque
due a M. CHRISTOFFEL (*). — Mais les méthodes mémes et les avan-
tages, qu’ils présentent, ont leur raison d’étre et leur source dans les
rapports intimes, qui les lient & la notion de variété & n dimensions, que
nous devons aux génies de GAUSS et de RIEMANN. —

() Préface aux Oeuvres de LAGUERRE, publiées sous les auspices de 1’Académie des Sciences.

(?) Cfr. G. Ricct, Sui parametri e gli invarianti delle forme quadratiche differenziali, « Annali
di matematica pura ed applicata », serie II, tomo XXIV, 1886.

(%) Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades, «Crelle’s
Journal », Band LXX, 1869.

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 31
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482 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOL®

D’apres cette notion une variété V, est définie intrinsequement dans
ses propriétés métriques par » variables indépendantes et par toute une
classe de formes quadratiques des différentielles de ces variables, dont
deux quelconques sont transformables 1'une en l'autre par une trans-
formation ponctuelle. — Par conséquence une V, reste invariée vis-a-vis
de toute transformation de ses cordonnées. Le Calcul différentiel absolu,
en agissant sur des formes covariantes ou contrevariantes au ds® de V,
pour en dériver d’autres de méme nature, est lui aussi dans ses formules
et dans ses résultats indépendant du choix des variables indépendantes. —
Etant de la sorte essentiellement attaché & V,, il est Pinstrument naturel
de toutes les recherches, qui ont pour objet une telle variété, ou dans
lesquelles on rencontre comme élément caractéristique une forme qua-
dratique positive des différentielles de » variables ou de leurs dérivées.

L’exposition sommaire, que nous allons donner ici de ces méthodes
et de leurs applications, a pour but de convaincre les lecteurs des avan-
tages, qu’ils présentent et qui nous semblent grands et évidents; et de
diminuer, autant que cela se peut, a ceux, qui auraient envie de les
appliquer & leur tour, les efforts, qu’exige la pratique de tout instrument
nouveau. — Nous pensons que, aprés avoir surmonté les difficultés de
P’initiation, on se convaincra aisément que la généralité,qu’ils consentent,
en éloignant de toute question les éléments hétérogenes, qu’'on introduit
en s’attachant & un systeme déterminé de variables, contribue non seu-
lement & I’élégance, mais aussi & 'agilité et & la perspicuité des demons-
trations et des conclusions. ;
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ET LEURS APPLICATIONS 483

CHAPITRE 1.

ALGORITHME DU CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU (%)

1. - Transformations ponctuelles et systémes de fonctions.

Désignons par 7' une transformation de variables tout & fait générale

(1) Xy = Zi(Y1y Yoy ooy Yn)

biunivoque et réguliére dans le domaine, que nous aurons & considérer;
par 2 un systéme de plusieurs fonctions (fy, fa, ...,, f,) des variables x;
fonctions, que nous appellerons éléments du systéme 2. Désignons aussi
par S une substitution, qui porte sur le systéme 2 en substituant & ses
éléments f,, fs,..., f, respectivement des fonctions g¢,, ¢.,..., g, des
variables y.

Concevons § comme fonction de 7'; c’est-a-dire supposons que, pour
chaque transformation (1), qui porte sur les variables indépendantes, on
ait une substitution bien déterminée S; et que S considérée .comme
fonction de T soit assujettie aux conditions suivantes:

1) Si 'on prend pour 7 la substitution identique, S coincide aussi
avec cette substitution.

2) Si Pon désigne par 7T, T,, T, trois transformations (1), par
S, 8;, S:; les S correspondantes, et si I'on a 7= T, -T,, on a aussi
8=8,-8;.

Il y a bien de manieres différentes de déterminer S comme fonction
de T. — On peut, par exemple (et c’est ce que l'on fait généralement),
prendre comme éléments du systéme transformé ceux, que 'on tire des
éléments du systéme primitif en y substituant aux variables x leurs
expressions par les y. — Nous dirons dans ce cas que le systéme consi-
déré se tramsforme par invariance; ou qu’il est invariant.

Mais bien souvent la nature d’un systéeme donné peut nous faire
préférer une autre loi de transformation. Par exemple, 8i fi, fay ..oy fan
sont les dérivées d’une fonction f par rapport respectivement a z,, x,,
..., &,, on trouvera naturel de prendre comme éiéments du systéme
transformé les dérivées (f,), (f.), ..., (f.) de la fonction (f), qui est la trans-

(*) G. Riccr, Delle derivazioni covarianti e contravarianti, « Studi editi dall’Universita di
Padova, ecc. », Padova, 1888. Lezioni sulla teoria delle superficie, Padova, presso i fratelli Drucker»
1898.
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484 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

formée de f par la transformation 7'; au lieu des expressions, que 1’on
obtient de f, fs, ..., f, en les transformant par 7.
La substitution S sera dans ce cas définie par les formules

(2) (fr) e ?a fsg_z"s’ (r= 1, 2,...,n),

dans lesquelles les fonctions f,, f., ..., f, doivent étre exprimées par les
variables .

Si le systéeme donné résulte d’une fonction f et de toutes ses dérivées
jusqu’a un ordre donné, on peut exiger qu’il soit composé de la méme
maniére apreés la transformation (1). — Dans ce cas les formules analy-
tiques, qui représentent la loi de transformation du systeme sont assez
compliquées. — La fonction f se transforme par invariance, ses dérivées
premiéres d’apres les formules (2), les dérivées du deuxieme ordre d’apres
les formules

d2f 5 bzf AT, ba:a AR S
= 2n 5 + 20 5 ;
A, DX, A, 0Ty Yr s 0, Y, Y

3)
ete.
On a aussi des exemples remarquables en considérant les coefficients

d’une expression linéaire et homogene dans les dérivées du premier ordre
d’une fonction, telle que

n bf
z (¢ Jitsd A5
(4) T £ 2w,

et ceux d’une expression quadratique et homogene dans les différentielles
des variables indépendantes, telle que

n

(5) S s Qs A, da, .

1

Lorsqu’on exécute une transformation (1) sur les variables indépen-
dantes, on passe en méme temps des expressions (4) et (5) a leurs trans-
formées

zﬂ B _)L y
T W,

e brsdy, dy, ;
1
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ET LEURS APPLICATIONS 485

les nouveaux coefficients B" et b,, étant donnés respectivement par les
formules

n D:’/r
4’ B® — [ el
el g'A o, ’

2 A, QT
5’ by = — —.
) N e

Il est donc bien naturel d’exécuter sur les systémes des coefficients
des expressions (4) et (5) les substitutions (4') et (5’), chaque fois que
I’on exécute une transformation (1) sur les variables indépendantes.

Nous concluons qu’il est souvent indiqué de substituer a la loi d’in-
variance d’autres lois de transformation ayant leur raison d’étre dans
la nature méme des systemes, que 1’on a & étudier.

2. - Systémes covariantes et contrevariantes. Exemples divers.

Parmi les lois de transformation, que ’on peut concevoir, il y en a
deux, qui jouent un réle prépondérant dans 1’Analyse mathématique;
ce sont les lois, que nous appelons de covariance et de contrevariance
g’appliquant aux systémes multiples, dont nous allons nous occuper. —
Nous disons qu’un systéme de fonctions de » variables z,, @, ..., z, est
m™e, ou d’ordre m, si I’on a un élément déterminé du systéme pour
chaque disposition avec répétition m & m des indices 1, 2, ..., n. Une seule
fonction sera pour nous, comme cas limite, un systéme d’ordre 0. —
Pour m =1, 2, 3,... on aura en particulier les systémes simples ou du
premier ordre, doubles ou du deuxiéme ordre, etec. — Les dérivées du pre-
mier ordre d’une fonction et les coefficients d’une expression linéaire et
homogeéne par rapport a ces dérivées nous donnent des exemples de
systémes de premier ordre. — On aura des systémes doubles en consi-
dérant les dérivées du deuxiéme ordre d’une fonction, ou les coefficients
d’une quadrique dans les différentielles des variables indépendantes; et,
en général, un systéme d’ordre m sera constitué, par exemple, par les
dérivées du méme ordre d’une fonction arbitraire.

Nous dirons qu’un systeme d’ordre m est covariant (et dans ce cas
nous désignerons ses éléments par des symboles tels que X, . -
T1y T3y <oy Ty, pouvant prendre chacun toutes les wvaleurs 1, 2,..., n), si
les éléments Y, , ., du systéme transformé sont données par les for-
mules

0L;, 0%, s,
T e, O, B

n
(6) Yr, Py gt E’n AAIEY Xx, £3 .
1 m

www.rcin.org.pl



486 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

Nous désignerons au contraire par des symboles tels que X("i7z-m)
les éléments d’un systéme contrevariant, c¢’est-a-dire d’un systéme, dont
la transformation est représentée par les formules

4 OYr, 0Yr,' ' Y,
7 Yrars..ry — X G188y L gasl doll Rl ol
(7) S e 0 S, Wu 30,

’

les éléments X et Y se rapportant respectivement aux variables z et y. —
Et c’est bien entendu que dans les formules (6) et (7) on concoit tout
exprimé en fonction des variables y. —

En désignant par X une fonction quelconque des variables z, par ¥
la méme fonetion exprimée par les y, la formule

G

peut étre regardée autant comme un cas particulier des (6) que comme
un cas particulier des (7). — C’est & cause de cela qu’un systeme d’ordre 0,
bien qu’étant invariant, peut étre considéré aussi comme cas limite des
systémes covariants ou des systemes contrevariants.

Dans la suite en introduisant un symbole tel que X, , g (OW K" - ")
nous entendrons qu’il se rapporte toujours & un élément quelconque d’un
systeme covariant (ou contrevariant) d’ordre m, que nous appellerons
systéme X, , ., (ou systéme Xi":-'m),

Les dérivées du premier ordre d’une fonction et les coefficients d’une
forme quadratique ¢ de différentielles, d’apres les formules (2) et (5'),
nous donnent des exemples de systéemes covariants respectivement du
premier et du deuxiéme ordre. — On a au contraire des exemples de
systémes contrevariants en considérant les coefficients d’une expression
linéaire dans les dérivées du premier ordre d’une fonction et les coeffi-
cients de la forme réciproque de . De méme les formules

e
i g’ o' die,

nous disent que les différentielles des variables indépendantes sont les
éléments d’un systéme simple contrevariant.

Les systémes, qui sont constitués par les dérivées d’un ordre m > 1
d’une fonction des variables indépendantes (comme il résulte par exemple
des formules (3) pour m = 2) ne sont ni covariants ni contrevariants.
— Les lois de transformation de ces systémes sont bien complexes, et c’est
la la source des difficultés, qu’on rencontre dans le Calcul Différentiel
ordinaire pour transformer les expressions aux dérivées partielles d’ordre
supérieur au premier.

www.rcin.org.pl



ET LEURS APPLICATIONS 487

Nous verrons que I'on peut éviter ces difficultés en substituant a la
dérivation ordinaire une opération, qui peut la remplacer.

11 est utile de remarquer que les systémes covariants ou contre-
variants de la théorie des formes algébriques sont des cas particuliers de
ceux, que nous venons de définir. En effet les transformations (1), que
I’on considére dans la théorie des formes algébriques, sont linéaires et
homogeénes; et lorsqu’une transformation de cette nature agit sur les
variables indépendantes, les coefficients des formes ponctuelles se trans-
forment d’aprés les formules (6) et ceux des formes réciproques d’apres
les (7).

3. - Addition, multiplication, composition des systémes.
Quadrique fondamentale. Systémes réciproques.

Addition. - Si X, ,. ., , &

s Zrir,.r, SOnt deux systémes covariants d’un
méme ordre m,

’ P
Y T IV Ao Xr, PRl Fin iy Wl

est aussi un systeme covariant d’ordre m. Nous dirons qu’il est la somme
des deux systémes considérés. — D’une manieére analogue on définit la
gomme de deux systémes contrevariants d’ordre m, qui sera aussi un
systéme contrevariant de cet ordre.

Multiplication. - 8i X, , . , &, 0..s, SODb deux systeémes covariants
respectivement des ordres m et p,

=X B
Rl 2% L 8185...8

v
3 71730l 818;5... 8 o

P »

est un systéme covariant d’ordre m -+ p, que ’on appellera produit des
deux systemes. — Il suffit de substituer le mot covariant par le mot contre-
variant pour avoir la définition du produit de deux systémes contre-
variants d’ordre quelconque.

Les définitions, que nous venons de donner, s’étendent naturellement
a la somme et au produit de plusieurs systémes ayant la méme uature,
covariante ou contrevariante.

C’omposition. —81 X, .l LT 7 est un systéme covariant quelconque
d’ordre m + p, et E**:-'» un systéme contrevariant d’ordre p, le
systéme d’ordre m

- >
(8 85...8,)
et » Ar, T3l 8183... 8,

www.rcin.org.pl



488 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

est covariant et d’ordre m. D’une maniere analogue, étant donnés deux
systémes Xi7i-Tmfita-tp B s,» On en tire un systéme contrevariant
d’ordre m en posant

s
Yrara .y — Z X (ri7e . ?y 8183 8,) VL LSS
8183 ... 8, 1828y

Nous dirons que le systéme Y, , , (o Y":":-"w)) est composé des
deux systemes considérés.

En particulier, pour m = 0, on a un systéme d’ordre 0 c’est-a-dire
un invariant, qui résulte de la composition de deux systémes de nature
opposée et de méme ordre.

Le lecteur pourra aisément se représenter ces propositions, dont I'usage
est fréquent dans le calcul, comme dérivées d’un seul principe, celui de
la saturation des indices.

m

Quadrique ouw forme fondamentale.

Les méthodes de Calcul Différentiel absolu reposent essentiellement
sur la considération d’une forme quadratique positive dans les différen-
tielles de n variables indépendantes x;, ,, ..., #,; c¢’est-a-dire d’une ex-
pression du type

n

e S

1

Les coefficients de cette expression, que nous appellerons quadrique ou
forme fondamentale, se rencontrent partout dans nos formules, et y portent
une simplicité et une symétrie trés remarquables.

Systemes réciproques.

Si on désigne par a“ les coefficients de la forme réciproque de ¢,
on a les identités

n
airy — qu aTmasoa,, .
1

En général, étant donné un systéme covariant d’ordre m, X, Fatpyy ON
en tire, & 'aide de la forme fondamentale, un systéme contrevariant du
méme ordre en posant

arsoqrasy |, (I/('m“’m)Xsl 8 ie
8185... 8, m

(8) X ra bt iol 2":
1
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ET LEURS APPLICATIONS 489

De méme, si 'on part d’un systéme contrevariant Z":17:+™ on en tire
un systéme covariant en posant

n
- -
9 = = Qrs, Qg g oo @ 5 (01851t
) ST Ty Zs‘ Bga Do TuAY i Pals Tm®m =~ i
1

La succession des opérations (8) et (9) est bien I'identité, et c’est &
cause de cela que nous appelons réciproques par rapport a la forme fon-
dz}menta,le deux systemes tels que X7+ et Xty OUE . eh
E 71720 Ty) §

Des formules (8) et (9) on tire aisément I'identité

-
Y Sy Ty )
T1Tg ety = ’

n
" ( = AL
(10) Zr‘ Py ok > Sihbhnid :1’1 Pgoely

m n

~M=

T1T2 Ty

qui nous dit que:

« Tout invariant composé d’un systéme covariant et d’un systeme
contrevariant du méme ordre est identique & linvariant composé de
leurs réciproques ».

La forme fondamentale étant fixée, il suffit de donner un systéme
covariant ou contrevariant pour que leurs réciproques résultent déter-
minés avec eux. Ce fait trouve son expression matérielle dans la con-
vention, que nous avons déja appliquée dans les exemples donnés, et
d’apres laquelle la méme lettre affectée de m indices représente un élément
quelconque d’un systéme covariant d’ordre m ou de son réciproque,
selon que ses indices sont placés en bas ou en haut de la lettre.

Nous désignerons dorénavant par e le discriminant de la forme fon-
damentale. Quelle que soit cette forme, on peut en déduire deux systémes
d’ordre n réciproques par rapport a elle, dont les propriétés sont bien
remarquables, et qu’il est souvent utile d’introduire dans les calculs.
Fixons le signe & donner a Va pour un systéme déterminé de variables
indépendantes z,, z,, ..., z,, et convenons en méme temps que ce signe
ne change pas, lorsqu’une substitution (1) agit sur les variables indé-
pendantes, si le déterminant jacobien des xz par rapport aux y est po-
sitif; qu’il change, si ce déterminant est négatif. Le systeme d’ordre n,
dont les éléments ¢, , ., sont nuls, si les indices 7y, 7y, ..., 7, ne sont
pas tous différents, et égaux a Va ou A — Va, selon que, ces indices
étant tous différents, la classe de la permutation (ryr,...7,) est paire
ou impaire par rapport & la permutation fondamentale (1,2, ..., n), est
covariant. — Les éléments £7:17:+ "2 du systéme réciproque sont respecti-

vement égaux i zéro o a +1: Va.
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490 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

Si ’on désigne par A(22; ... 2,) le jacobien de n fonctions 2, 2, ..., 2,
pris par rapport & n variables @, #,, ..., ©, et divisé par Va, on a lidentité

s 0% 02, %
Aoy o) =, , o @fta) peied
T A e 0%y, %y, Oy,

)

qui, en rendant intuitive la propriété invariantive de A, rend en méme

temps cet invariant accessible aux méthodes du Calcul différentiel absolu.
Nous désignerons le systeme ¢, , , (ou &77~"2) par le nom de

systéme covariant (ou contrevariant) K.

p

4. - Applications a I’analyse vectorielle (%).

Nous allons donner deés a présent un exemple important d’application
du Calcul différentiel absolu, en exposant les regles du calcul vectoriel
en coordonnées générales.

Désignons par ¥, ¥., ¥; des coordonnées cartésiennes orthogonales
quelconques dans notre espace, par (R) un vecteur dans ce méme espace.
— Introduisons le ds? de 1’espace comme forme fondamentale ¢ et nous
aurons en coordonnées y

@ = dy; + dy; + dys ;

et en coordonnées générales

3

¢=3,, O, d2. de,.
b &

Représentons par I, (r =1, 2,3) les directions positives des lignes
coordonnées, par n, (r = 1,2, 3) celles des normales aux surfaces coor-
données de paramétre x,, ces directions étant fixées de maniére que,
pour un déplacement infiniment petit dans le sens I, ou m,, on ait un
incrément positif de la variable .

Puisque la propriété caractéristique des substitutions orthogonales
peut s§’énoncer en disant qu’elles sont en méme temps covariantes et
contrevariantes, les composantes d’un vecteur (R) selon trois axes ortho-
gonaux peuvent étre considérées en méme temps comme éléments d’un
systéme covariant ou contrevariant vis-a-vis de tout changement de ces

(®)) Les résultats contenus dans ce paragraphe sont exposés ici pour la premiére fois d’une
maniére systématique et compléte.
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axes. — Nous allons déterminer pour des coordonnées générales x,, @,
les expressions des projections orthogonales er et R,.' et des compo-
santes B, et R, selon les tangentes aux lignes et selon les normales aux
surfaces coordonnées.

Dans ce but prenons & considérer deux systémes réciproques X,, X7,
dont les éléments coincident, dans le cas des coordonnées cartésiennes 7,
avec les projections de (1) sur les axes coordonnés, projections, que ’on
pourra désigner par des symboles Y, ou Y®.

Puisque la projection sur une droite quelconque d’un polygone fermé
est nulle, en considérant les polygones ayant pour cotés K et ses com-
posantes selon les axes ¥, ¥., ¥;, ou bien selon les directions [,, ou n,,
on a les formules

3

(11) R,=3.,7%, cos (l., 9, ,
b

(12) E Y cos (n,, ¥,) »
. I
3

(13) Ko N 100 00K (L, V) s
1
2

(14) Y, = Zr Rnr co8 (N, ¥,) ;
1

ou bien, en y substituant aux cosinus directeurs des /, et n, leurs expres-
sions bien connues,

r ol - Mls
(11') Va, R, = 2, Y, i
RYESRT A0 3
(12" Vam R, =3, ¥ e
1 0Ys
(13") == Z \/a_,; er y 't
3
(14) F o g B

Tyt R,,,. S sl
zl' \/a”"’ Ys

D’apres la nature covariante et respectivement contrevariante des systémes
X, et X on a les formules :

3 s

Xr e ;; Yl b?, ’
- T,

. i L 4
51" W,
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et aussi les formules équivalentes

Y® —= 2 .X"’ .

m,’

g Ry
DXGpeetle
21:’ s

et leur comparaison avec (11'), (12'), (13') et (14') donne

(15) Rt XV ey
(16) R,, = X" :Va™
(17) R, = Va, X0,
(18) . R, =Vam-X,.

On peut en déduire que:
Deux systémes réciproques simples X, et X étant donnés, on peut,
quelles que soient les coordonmées x,, x,, x5 de Uespace, regarder les expres-

sions X,: Va, e X Va™ comme celles des projections orthogonales
d’un méme ve tewr sur les tangentes aux lignes coordonnées x, et sur les

normales auxr surfaces coordonnées x,, pendant que les expressions Va, - X

et Varn-X, représentent les corvposantes du méme vecteur respectivement
selon les mémes lignes et les mémes normales.

5. - Dérivation covariante et contrevariante selon une forme fondamentale.

Conservation des régles du calcul différentiel ordinaire.

Dérivation covariante. — M. CHRISTOFFEL (°) a remarqué le premier
que si un systéme d’ordre m, X,,, , , est covariant, le systéme d’ordre
m -+ 1

DX e Tl m+1
(19) an:w’m’mﬂ 77 DJZ‘,— i Arl Z I X’:’z---’l—x Mty
‘m+1
est aussi covariant. — Nous appellons dérivation covariante selon la forme

fondamentale ¢ 1’operation, par laquelle, cette forme aidant, on passe

() Ueber die Transformation der homogenen Differential Iriicke zweilen Grades, « Crelle’s
Journal », Band LXX, 1869.
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d’un systéme donné X,, . au systeme X, . . et nous disons que
celui-ci est le premier systéme dérivé de celui-la selon la forme fondamentale.

Pour m = 0, on a, comme cas-limite, que le premier systéme dérivé
d’un systéme d’ordre zéro X résulte des dérivées de cette fonction, quelque
soit la forme fondamentale, et ’on pose par suite

WX

i AY,

(19") o

De méme on obtient le premier systéme dérivé d’un systeme simple X,
en posant

X Boclrs
4 g == —— — v
b, G ‘51:" {q} Mt
et celui d’un systéme double X,; en posant

m DXT.! g i t] o [3 t} ]
19 . X, gl
o0 LR R “ql e

Pour X,, = a,,, on a les identités
Argy = 0 )

que nous disent que:

Le premier systéme dérivé selon une forme fondamentale @ du systéme
de ses coefficients est identiquement nul.

En appliquant les formules (19) au systeme covariant # deﬁm dans
le paragraphe 3, on vérifie que:

Le premier systeme dérivé du systéme covariant E selon une quadrique
fondamentale quelconque est nul.

Si une lettre & m indices représente un systéme covariant, il sera
entendu en général que la méme lettre avec un indice en plus représente
son premier systeme dérivé selon la forme fondamentale considérée.

Il va sans dire que par p dérivations covariantes selon ¢ on peut
passer d’'un systéme donné d’ordre m & un systéme d’ordre m - p
(p étant un nombre entier et positif quelconque) qui sera le pieme systeme
dérivé de celui-ci selon la forme fondamentale. —

Par exemple, en partant d’un systeme d’ordre 0, c’est-a-dire d’une
fonetion X, et en appliquant successivement les formules (19'), (19') ete.,
on peut en tirer le premier, le deuxiéme systéeme dérivé etec. En étendant
aux ordres supérieurs la locution en usage pour le premier ordre, on
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appelle quelquefois les éléments X,,, X, ete., dérivées covariantes du
deuxiéme ordre, du troisiéme ordre etc., de la fonction X.

Des propriétés bien connues des symboles de CHRISTOFFEL et des (19'')
on déduit que:

Si un systéme simple covariant résulte des dérivées d’une fonction par
rapport aux variables indépendantes, son premier systéme dérivé selon une
forme fondamentale arbitraire est symétrique; et réciproquement.

D’apres les formules (19), les dérivées des éléments d’un systeme
covariant quelconque sont des fonctions linéaires de ces éléments et de
ceux de son premier systéme dérivé selon une forme fondamentale quel-
conque. — On peut donc dans les calculs éliminer partout les dérivées
des éléments d’un systeme covariant donné, en introduisant les éléments
de son premier systéme dérivé. — Plus en général on pourra partout
dans les calculs éliminer les dérivées des différents ordres des éléments
d’un systéeme covariant d’ordre quelconque m (et en particulier pour
m = 0 celles d’une fonction quelconque), en introduisant les éléments de
ses systemes dérivés des mémes ordres. — On a en procédant ainsi
lavantage (§ 2) d’avoir affaire seulement & des systémes, qui se trans-
forment d’apres une loi uniforme et bien plus simple que celles, qui ré-
gissent les transformations des dérivées des différents ordres d’un systéme
covariant (et en particulier d’une fonction), lois, que I’on pourrait déduire
par la dérivation ordinaire des formules (6).

On verra plus loin que c’est précisément & la loi de transformation
des systémes covariants que 1’on doit la nature invariantive des formules
et des équations, que I’on étabiit par les procédés du Calcul différentiel
absolu.

Dérivation contrevariante. — Un systeme contrevaria,nt XTirsrm) étant
donné, on peut a l’aide de la quadrique fondamentale passer d’abord
son réciproque par rapport a cette forme, X, rp.r,y PUiS de celui-ci a son
premier systéme dérivé selon ¢ X rrrprmns ©b enfin au systéme

"Te"m'mi,  réciproque de ce dernier. — On appelle dérivation contre-
variante selon ¢ Dopération, par laquelle, cette forme aidant, on passe
du systeme primitif X ""» au systéme X"l”--’m’mﬂ’, qui en est le pre-
mier systéme dérivé selon g.

Les éléments du premier systéme dérivé s exprlment en fonction des -
éléments du systéme primitif et des coefficients de la forme fondamentale
par les formules

n ) Z(r,re...rm) m n tq

(‘)0) X araefpy Tnr) — atrm+y) ] X Firgufyy QT pgenyy)

-~ == m m .
lz‘ oz, ;’ 12" Ty

On pourrait faire au sujet de la dérivation contrevariante et des systémes
dérivés des systémes contrevariants des considérations tout & fait ana-
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logues & celles, que 1’on vient d’exposer au sujet de la dérivation cova-
riante et des systémes dérivés des systémes covariants. — Il est, par
exemple, évident que, les systémes a,,,, Erpryrrns, Ctant identiquement
nuls, on peut affirmer la méme chose des systemes av:» (premier systéme
dérivé du systeme a‘®) et e""+"w'at) (premier systéme dérivé du sy-
stéme K contrevariant).

On peut dire en général qu’il existe comme une loi de réciprocité
ou de dualité, qui permet de tirer de tout théoréeme ou formule de Caleul
différentiel absolu un théoréme ou une formule réciproque, en échangeant
entre eux les mots covariant et contrevariant, et en portant les indices de
la position covariante a la contrevariante et viceversa.

Régles de caleul. — Les régles bien connues, qui ont trait & la déri-
vation des sommes et des produits de fonctions, s’étendent de la maniére
la plus naturelle & la dérivation covariante ou contrevariante des systémes.
En effet, en ayant recours aux formules (19) pour la denvatlon covariante
des systemes tels que

4 = X g
Ir,r,...rm LT i Lo f g 0 A
—
¥ = X &
TaTgelyy $183..8 ) LN 8182...8, 9

on parvient aux identités

—
Yrrr —err + Epproe
T2l Pm+1 1720 Ty T +1 12T 41 ?
) ’—er .7 Es “’r‘errEs 8T 3
TAT 9Ty $189.0.8 Tty 13 TonTm+q 182085 320y 1820085  meta 9

et les choses se passent d’une maniére analogue pour les systémes contre-

variants; et pour la dérivation des systémes sommes d’un nombre quel-

conque de termes, ou produits d’'un nombre quelconque de facteurs.
Considérons un systéme composé tel que

n

-
T — 5(8184...8,)
Tirge o z S Xr,r,,..rms,a,...s

818508 p"
En appliquant les formules (19) et (20) on trouve pour les éléments de
son premier systéeme dérivé les expressions

n

AER (8,8 8
(21) Yr,r,...r it Z i83...8 = e Xr,r, T 818208 5 41

ol
m m+*1 8183...
1 »

E(s,x,,,.sﬂt)at

+

wM;

8y83...8,, Tm+1 X’!"z-"'m'l’z'"’» ¥
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On a aussi la formule réciproque pour la dérivation des systemes com-
posés contrevariants.
Pour un invariant tel que

n

Bi=s S‘ E(“r"""r"’) anz...'r

LTy m ?

on a

n n
= - > =
b T e X 2 riretmt) g, X
Y, Zr B Tafe- TS PPty t 8L e Ty I
1720 g S

et, en substituant les systemes Z7":"n® et X, . par leurs réciproques,
n
(22) Y, = gmg-..rm(‘:’(mzmr"l) Xr.rg,..rms I, (N ":7'17'2...'7”3) i

En particulier, pour dériver un invariant, tel que

n

Fea 3, B0k,

1

on a les formules

(22') Y SURNE, 43, XS,
1

1

Congidérons l'invariant
n
(Af)2 = X ff
1
f étant une fonction quelconque de ,, ., ..., ,. On aura encore

Alf. ?Ajf — 2":1 f(r)f” i

X, 1
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6. - Systéme de Riemann.
Relations entre les éléments du deuxiéme systéme

dérivé d’un systéme covariant quelconque.

Soit

7

o =3, o dods,

1

la quadrique fondamentale et posons

bart bast
Qs s = — + =
K A, x A, dry

Oty

1

Dart 8 Earu.{
Ay AT

n
Ars, tu = + qu a(m)(aru,ra‘st . g art‘paau,q) L
1

Les symboles a,,,, sont les éléments d’un systéme quadruple covariant,
qui a une grande importance dans la théorie des quadriques de différen-
tielles. On les trouve dans la Commentatio mathematica de RIEMANN (7)
(& un facteur numérique pres) et c’est & cause de cela que nous dési-
gnerons ce systéme par le nom de systéme covariant de RIEMANN. — Les
expressions a,,, furent rencontrées avant la publication du Mémoire
cité du grand géometre par M. CHRISTOFFEL (%), qui en mit en évidence
les propriétés fondamentales. Il suffira ici de rappeler que le nombre
de ces expressions, qui ne sont liées entre elles par aucune relation linéaire,
est N=n*(n*—1): 12.

En particulier, pour n = 2, il suffit de considérer I'expression a,, ,.,
ou le rapport a,,,, . a, que nous désignerons par G, et qui est 'invariant
de GAUSS bien connu dans la théorie des surfaces.

Pour n = 3, on a N= 6. Dans ce cas les formules gagnent en symétrie
si 'on convient que 1’on peut remplacer deux indices I'un par P’autre
lorsque leur différence est divisibile par 3. — Nous introduirons deés &
présent cette convention une fois pour toutes. — Les éléments du systeme

(") Gesammelte Werke, pag. 270.

(®) Ucber die Transformation der h genen Differentialausdriicke zweiten Grades, «Crelle’s
Journal », B. LXX, 1869. Voir aussi, dans le méme volume, les Uniéersuchungen in Betreff der
ganzen homogenen Functionen von n Differentialen, par M. R. LIPSCHITZ.

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 32
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covariant de RIEMANN linéairement indépendants entre eux peuvent
alors tous étre ramenés au type @,iy ,risy s+1 s+2; €6 €0 posant

o = Qry1 iz g st1st2. @

le systéme o9 est contrevariant. Ce systéme, que nous désignerons par
le nom de systéme contrevariant de RIEMANN (ou son réciproque o,;) peut
donc remplacer, si 'on a n = 3, le systeme covariant a,, 4.

Cela étant posé, soit X,, , wun systéme covariant quelconque; et
considérons son deuxieéme systéme dérivé X, M.On a les identités

s T imia o

(23) X’x'z~--'m"m+,’m+z (Fijie Xr,r,..,rmrm+,rm+, S

— 5 a}m)a,_

1 m+1Tmya0 PTL X"l"-'L—tq'Hr"'m ’

N E
HM:

qui nous disent que I’élément X, , ., n’est pas en général identique

o
a ’élement Xn'.-»'m'm“'mﬂ A

En particulier, pour n = 2, les (23) peuvent étre remplacées par les
formules

m'm+1"m+2

2 m 2
k. — . rs)
(237) g EK s =G le Zl LSS, CRr e

et, pour » = 3, par

2

3 3
n (rst A (@s) pylrt
(23 ) ;u & )Xrlr,...rmst N Zlqu (e el gl erlstXr,...rl_larl“‘..rm .

Si Pexpression de la quadrique fondamentale peut se réduire a la
forme Y, da}, le systéme covariant de RIEMANN est identiquement nul;
et dans ce cas les formules (23) nous disent que:

« Pour que wn systeme X, rrrptms, SOU Lo premier systeme  dérivé
d’un systéme dordre m, il est nécessaire et il suffit que les éléments
X, et X, soient identiques ».

P13 Ty 2 "t {51 R RO

7. - Caractére invariant des équations, que I’on rencontre
en Calcul différentiel absolu.

Les équations (6), qui définissent la loi de transformation des systémes
covariants, nous disent qu’un systéme covariant quelconque est, ou n’est
pas, identiquement nul, indépendamment du choix des variables a,
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Lyy vuey &,. — C'est bien cette propriété que ’on traduit, en disant qu’un
systeme d’équation tel que

(24) X, =0,

LT .,
a un caractere invariantif ou absolu. — On peut dire la méme chose des
systémes d’équations du type

Xrrary) — () 3
mais il n’y a aucun intérét a les considérer a part, puisqu’on peut les
reconduire au type (24), en passant du systéme X"":-"w’ & gon réciproque.
— En effet (formules (8) et (9)) deux systémes réciproques sont, ou ne
sont pas, identiquement nuls ensemble.

Lorsqu’on se pose ex-novo un certain probleme, il suffit de supposer
ges éléments déterminatifs exprimés en variables tout & fait générales, et
de substituer la dérivation covariante (selon une forme fondamentale
presque toujours indiquée, par la nature de la question) & la dérivation
ordinaire, pour que les équations du probléme se présentent sans aucun
effort sous forme invariantive. — Comme nous le verrons dans plusieurs
applications, c’est 1a le grand chemin, qu’il faut suivre, lorsqu’il s’agit
de théories générales, et lorsqu’on a pour but une exposition systématique
de ces théories.

Mais bien souvent, en possédant déja les équations (¢) du probléme
exprimées en certaines variables y, on veut les transformer en variables
générales sans répéter pour ces variables les procédés, qui ont conduit
aux équations (g). — Il suffit pour cela de déterminer en variables géné-
rales un systéme X covariant ou contrevariant, dont les éléments exprimés
en variables y coincident, & des facteurs pres, avec les premiers membres
des équations (g). — Il est en effet évident que, en supposant que les
seconds membres des équations (¢) soient nuls, on aura leurs transformées
en coordonnées générales en égalant & zéro les éléments du systéme X.

Certainement cette méthode ne peut pas réussir dans tous les cas,
mais elle conduit bien souvent au but d’une maniére rapide et facile.
C’est ce qui arrive particuliérement, comme nous le verrons, pour les
équations de la Physique mathématique; & tel point que 1’on est presque
étonné de ce que, pour atteindre le méme but, on ait autrefois parcouru
des chermnins bien difficiles et détournés.
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CHAPITRE II.

LA GEOMETRIE INTRINSEQUE COMME INSTRUMENT
DE CALCUL (°)

1. - Généralités sur les systemes orthogonaux de congruences

dans un espace quelconque.

Dans ce chapitre nous aurons recours au langage géométrique en
considérant la forme fondamentale ¢ comme le ds* d’une variété V, a
n dimensions. _

Cela étant posé, considérons un systéme d’équations tel que

a) Wy Miaatyy 10 5

A0 yIe) A ?
en désignant par AV, A®, ..., A» des fonctions des variables x;, 2., ..., ,
arbitrairement données, mais réguliéres et qui ne s’annulent pas toutes
a4 la fois dans un certain champ C.

Ces équations définissent dans la variété V, une congruence de lignes
réguliére dans C, et c’est & ce champ que nous bornerons nos considé-
rations.

Si Pon regarde le systéme des A comme contrevariant, et I'on se
rappelle que le systéme des différentiels des variables indépendantes 'est
aussi, on reconnait la nature invariantive des équations (1). — Comme
ces équations ne changent pas en multipliant les A par un méme facteur
nous supposerons ce facteur préalablement déterminé de maniere que
Pon ait

n

(2) Y G TAP = z” ), =1 ().
1 1

Nous dirons alors que le systéme A® est le systéme coordonmé contre-
variant de la congruence représentée par les équations (1); et que son
réciproque A, en est le systéme coordonné covariant.

(®) Cfr. G. Riccl, Sulla teoria degli iperspazi, « Rendiconti della R. Accademia dei Lincei »,
24 Nov. 1895, et aussi Dei sistemi di congruenze ortogonali in una varieta qualunque, « Memorie
della R. Accademia dei Lincei», 1896.

() Dans le champ réel il est toujours possible de satisfaire & cette équation, parce que nous
supposons que la forme fondamentale soit positive.
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Désignons par ds I’élément d’arc d’une ligne quelconque de la con-

gruence; c’est-a-dire la valeur positive de \/<;; et il résultera des for-
mules (1) et (2) que ds est la valeur absolue des rapports (1). On aura
donc en général

1" %ﬁi’- = APy =215 20T
et si 'on prendra, comme nous le ferons en suite, le signe positif, on
déterminera pour chaque point de V, une direction, que nous appellerons
direction positive, de la ligne de la congruence, qui passe par ce point.

On reconnait aisément que, si la variété V, est euclidéenne, et les
variables x,, @,, ..., #, en sont des coordonnées cartésiennes orthogonales,
les A" (coincidentes dans ce cas avec les 1,) ne sont que les cosinus
directeurs des lignes de la congruence.

D’aprés la définition, que BELTRAMI a donné pour l’angle «, que
font entre elles deux directions dz, et oz, sortant d’un méme point P
de V,, on a

n
>, 0, 42, 8,
co8 o = ———=1 R

V ;’lra ;;dﬁrh, 'l/_li,, @, 00,00,

Si 'on a deux congruences définies par leurs systémes coordonnés
contrevariants A7 et u®, et 'on désigne par « I’angle, que font entre
elles les lignes de ces congruences sortant de P, on aura d’apres cette
formule et les (1'),

n

3) eod & =3 A ,

)

n n
(ou bien, au lieu du second membre, >, u"4,, ou 3, a,,A7u®, ou enfin
1 1

er a(”‘ar‘u’s)'
La condition d’orthogonalité des deux congruences est donc repré-
sentée par 1’équation

(3" 2 A, =0.

Désignons par 4,, (h=1,2,..,7n) (1) les systémes coordonnés co-
variants de n congrueuces et supposons que leurs lignes se rencontrent

(") Le trait, qui sépare les deux indices dans ce symbole est fait pour nous avertir qu’il
g’agit de n systémes simples; et non pas d’un systéme double; et que le premier indice indivi-
dualise par ses différentes valeurs les différents systémes; et le deuxiéme les différents éléments
d’un méme systéme.
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N

sous angle droit deux & deux et dans chaque point de V,. En dési-
gnant par x,, 'unité et par #,. (hs= k) le zéro, d’aprés les équations
(2) et (3"), les A,, satisferont aux équations

) 20 M Ase = sl =" 25 )
1

qui ne sont qu’une généralisation de celles, qui lient entre eux les cosinus
directeurs de n lignes orthogonales deux & deux dans une variété eucli-
déenne n fois étendue.

Nous appellerons ennuple orthogonale dans la variété V, tout ensemble
de n congruences tel que celui, que nous venons de considérer; et nous
désignerons par [1], [2], ..., [r] les congruences de I’ennuple, par 1, 2, ..., n
les lignes de ces congruences passant par un point quelconque de V,;
par 8, 8, ..., 8, les arcs de ces lignes.

EBxpression d’un systéme covariant ow contrevariant quelconque en fonc-
tion des systémes coordommés dune ennuple orthogonale. Si 'on a un
gystéme covariant quelconque X, r,.r, €t une ennuple orthogonale tout
& fait arbitraire [1], [2], ..., [»], on peut déterminer n™ fonctions ¢,,, »
telles que l'on ait les identités

n
(5) r,r, . g"x"z hlh,..hm ;'hl/rllh,/r, $48 Z'hm/r

Ces fonctions sont méme déterminées ayant les expressions

n

(5/) Crpg. Zrlr, 5 (r,) (r,) i A(r )

3 Tilgeelpy 7
qui nous disent qu’elles sont des invariants. En passant des formules
(5) ou () & leurs réciproques, on les étend aisément aux systémes contre-
variants. :

En particulier, §’il s’agit du systéme a,, ou a9, on a, & cause des
équations (4), pour toute ennuple orthogonale [1], [2], ..., [n] les iden-
tités

(4’) Aps = z’l }'h,'rz-ll/'s ’
3
n

(4”) ard — zh A;r)l(pf) :
 §

Les déterminants |2, et |4], qui, d’aprés les (4), sont les discrimi-
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nants de deux quadriques réciproques, sont donc respectivement égaux
a Vaet al:Va (2.
En revenant aux équations (5) et (5'), on en déduit que tout systéme
d’équations
X

S .,

=0
peut étre remplacé par un systéme
v G 0;

c’est-a-dire (Chapitre I, § 7) que tout systéme absolu d’équations peut .

étre transformé de maniére que ses premiers membres soient des inva-

riants. On a souvent recours avec avantage & cette transformation.
Remarquons encore que, étant

b.’L‘, IPAEY (L
Ny
08,

en désignant par f une fonetion quelconque de x,, 2, ..., #,, on a

n h)
(6) > W= a—sf,. ; (h=1,2,...,n).

Eléments métriques de premier ordre. — Les propriétés métriques des
lignes 1, 2, ..., », qui sont en rapport avec ce que 'on désigne ordinai-
rement par le nom de courbure des lignes gauches, comme on le com-
prend a priori, sont de fonctions des dérivées des A,,. — Ces dérivées
ne sont pas toutes indépendantes; au contraire elles doivent satisfaire
aux n*(n + 1):2 équations, que l'on obtient en dérivant les équa-
tions (4). :

Posons

n

(7) Yari = z" AP Asre s (hy ky 1 =1, 2, ..., n),
1

et dérivons ces équations en appliquant la régle de dérivation des systémes
composés (Chapitre I, formules (22')). — Nous trouvons d’abord les équa-
tions, dont il s’agit, sous la forme

n

(8) Zr }'(kﬂ}'h/" ot Z A;-T)j-k/n =0, (h9 k, l= 1,2, v n)
i 1

() Les équations (4) nous disent aussi que la nature métrique d’une variété v, est déter-
minée, si I’on connait les systémes coordonnés d’une ennuple orthogonale quelconque dans V.
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et on voit aisément qu’on peut les remplacer par les:
(8") Yuer + Vine = 0 (B Toy L =110 200 e )t
qui comprennent comme cas particulier les

(81) i = 0.

Le nombre des invariants y,, indépendants entre eux est donc égal
a n*n— 1)/2, et puisque ce nombre est égal a la différence des nombres
n* et m2(n 4 1)/2, dont le premier est celui des dérivées des A,, et le
second celui des relations, qui ont lieu entre ces dérivées, on pourra
exprimer les 4,,, en fonction des Ahl, et des invariants y. En résolvant
les équations (7) on obtient en effet ces expressions sous la forme

(1) Axits == Zii VhiihijrAifs -
1

Il nous suffira done, pour étudier les propriétés métriques des lignes
1, 2, ..., n, de fixer notre attention sur les invariants y,;;; et en effet ils
sont liés aux dites propriétés par des relations tres étroites et tres simples.
Sans nous arréter ici & examiner en détail la signification géométrique
ou cinématique de chacune des y, il nous suffira d’en dire ce qui est
nécessaire pour les applications, qui vont suivre. — Ajoutons que, a cause
de leurs significations cinématiques, nous désignerons les invariants y

par le nom de coefficients de rotation de 1’ennuple [1], [2], ..., [n].

2. - Dérivées intrinséques et leurs relations.
I1 nous faut avant tout établir les relations, qui ont lieu entre deux
dérivées telles que
Qi #0 DS
L __’f. Bhe ot _f,
085 08n O8s D-S‘k

car on ne peut pas intervertir les opérations représentées par les sym-
boles 2/ds, et d/ds,. En effet, si I'on dérive 1'identité (6), on a d’abord

LI =
¢ rs ! A Irs
o3 = 3 K 3108
et par suite
A B e sl T n
ik i £ 1O WALy SRS MR A Anjrs
08y 08y ;’ * dw, 28, g” v At +ersf kA
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ou encore, ayant égard aux identités

>

n

zs )‘(k’)zh i Mher Zi yhikl:,/r )
1 1

n

z f(r)l(')l P i Vi Ef,
e k Anfrs = nik PYYR

1

qui dérivent des (4), (6) et (7'),

D Df n n D,f
R T A 2“) ¥ 8 ; el
bsk bsh ;n h Akf + Zl, '}/h k Ds,‘

Enfin on déduit de ces derniéres les relations, dont il s’agit, sous la forme

¥ MR '

of
(9) Y PR Y T > an— yihk)SsT,- h

3. - Congruences normales et géodésiques. Familles isothermes de surfaces.

Systéme canonique par rapport a une congruence donnée.

Congruences normales. — On dit qu’une congruence de lignes tracées
dans V, est mormale, si elle résulte de trajectoires orthogonales & une
famille de surfaces de V, f(z,, @,, ..., z,) = const. Choisissons dans une
ennuple orthogonale une congruence [n] et proposons-nous de déter-
miner les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette congruence
soit normale. ‘

Evidemment pour cela il faut et il suffit que toute direction oz,
normale & la ligne n appartienne a la surface f = const., ¢’est-a-dire que
Pon ait

n bf
;,b;r Q=20

En d’autres termes les conditions, dont il s’agit, sont les mémes, qui
sont nécessaires et suffisantes pour que les équations

Xif) = 2, =0 (h=1,2,.., n—1)
1
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soient satisfaites par une fonction f; c’est-a-dire pour que le systéme
de ces équations soit complet. Nous devrons done exprimer que (pour -
hyk=1,2,.., n—1) les

(Xth)f s Xth(f) e XLXh(f)

sont des fonctions linéaires des X,(f).

On a:
XhXL(f) e E" }';l” Z, (A(I:)fsr + f(s)}-k,’sr) ’
1 1

ou, a cause des équations (8) et (7'), étant

n

n
(n
Z,- )»h' lk/sr i Z,- ‘y:'khli,’s )
1

1

% & ) 5(8 < 2
thk_(f) = z" l(,,)l;c )fs,-— z‘ ‘}’ithl'(f)_y”‘kh Egz i
1 n

1

et par suite

X Xoi(f) — X Xo(f) = "z} (Yine — ‘}/.-kn)Xs(f) + (VPurk — Varn) ;% .

L’expression df/ds,, étant indépendante des
X (h=1,2,.., n—1),

T’identité, que nous venons d’établir, nous dit que:
Les conditions mécessaires et suffisantes pour que la congruence [n] soit
normale sont exprimées par les (n— 1)(n— 2) .2 équations

(10) Yok = Vakd » (hy b=1,2,..., n—1).

On a donc aussi que:

« Si toutes les congruences d’une ennuple orthogonale sont normales,
toutes les y;;, & trois indices distinets sont nulles et réciproquement ».

Comme on n’a rien déterminé sur le choix des congruences [1], [2],
sy [n—1], qui forment avec [n] une ennuple orthogonale, les équations
(10), attendu leur signification géométrique, ont un caractére invariantif
vis-a-vis, non seulement de toutes les transformations possibles de co-
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ordonnées, mais aussi de tous les changements possibles des » — 1 con-
gruences [1], [2], ..., [n — 1], formant avec [n] une ennuple orthogonale.

Les conditions (10) étant remplies, les 4,, seront proportionnelles
aux dérivées f, d'une fonction c’est-a-dire que 'on pourra déterminer un
coefficient u tel que les

f y = ﬂln"r
satisfassent aux équations

fes = fur -
Etant, & cause des formules (7'),
(11) fre = Hohnie + p :Z“ Vnishijrhils y
et en posant

(12) p=logu,

la fonction indéterminée y devra donc satisfaire aux équations

Wcln’r + z” ‘}’m‘llilrli/a e ern/.v + ZU ymiaz‘/ali/r .
1 1

En les multipliant par A" et puis en les additionnant, aprés avoir fait
8=1,2,..,n et en ayant recours aux équations (4) et (9), on peut leur
substituer le systéme équivalent

n-1
(13) Y 7= V)-n/r 5 ZH ‘}’nin}'i,'r ¥
1

» étant indéterminée.

Familles isothermes de surfaces. — On dit qu'une famille de surfaces
f(zy, @5, ..., ®,) = const. est isotherme dans la variété V, et que f en
est un parameétre thermométrique, si cette fonction satisfait & ’équation

n

(]_4) Z" a(n)’" 0 (13) )

1

On peut considérer une famille de surfaces comme individualisée, lorsqu’on
connait la congruence de ses trajectoires orthogonales; ce qui signifie
par d’autres mots, que toute famille de surfaces peut étre représentée

(%) Nous verrons plus loin 1'identité de cette équation avec celle des fonctions harmoniques.
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par un systéme 4, satisfaisant en méme temps & I’équation algébrique (2)
et aux équations (10) aux dérivées partielles du premier ordre. — Pro-
posons nous d’établier les conditions nécessaires et suffisantes pour que
cette famille soit isotherme et d’en déterminer, ces conditions étant
remplies, les parametres thermométrigues.

En substituant dans la formule (14) les expressions des f,, données
par les (11), on la remplace par la formule équivalente

oY z
—D_S,. i 21:,- Vniiy
qui nous donne pour l'indéterminée » de la formule (13) I’expression
n-1
(15) V=3 Vnii -
1

Pour que la famille de surfaces ayant les lignes n comme trajectoires
orthogonales soit isotherme, il faut done et il suffit que, en remplacant »
par son expression (15), les seconds membres des (13) résultent des
dérivées d’une fonction iy prises par rapport aux x,; aprés quoi les

fr P Cew}'n,’r

geront aussi les dérivées d’une fonction f par rapport aux mémes va-
riables, et

= ({‘/e'l’ gn, Anrdc, + ¢,

(C et ¢ étant des constantes arbitraires) sera ’expression la plus générale
des parametres thermométriques de la famille considérée.

On reconnait puis aisément que les conditions d’intégrabilité des
formules (13) sont représentées par les équations

—v‘l"byhnn"’r"’yh +nil'?" (Yinn — Yima) = 0
DS;, bSn nn 1, inn\} ihn in )
) nn nn

l = ‘J‘{h + ZI '}/wmyihk S b; + z y:nnyzkh,

(hy fo== 1y By eny M)
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Si les congruences [1], [2],..., [#] sont toutes normales, c’est-a-dire si
elles sont les intersections des surfaces de n familles orthogonales dans V,,,
ces équations se réduisent & la forme bien plus simple

D‘V a‘}’hrm
D—Sh +D§,. + PV = 0,
E}’Imﬂ = 97_/;_»:.

08y ol

Congruences géodésiques (**). — En disant qu’'une ligne est géodésique
dans une variété V,, dont le ds* est donné par la forme fondamentale ¢,
on signifie que la variation premiere de l'intégrale

[ ds = [ Vﬁ" a,,dx, dz,
J . 1

calculée selon cette ligne est nulle. Les conditions pour que toutes les
lignes » soient géodésiques (et nous dirons alors que la congruence [n]
est géodésique) sont exprimées par les équations

(16) Vinn = 0, (i=1,2,.., n—1),

qui ont les mémes caractéres invariantifs, que nous avons remarqués
dans les (10). En particulier, si I'espace est euclidéen, les (16) nous
donnent les caractéristiques intrinséques des congruences rectilignes.

Courbure géodésique d’ume congruence. — Si la congruence [n] n’est
pas géodésique, et 'on consideére la variété V, comme contenue dans
un espace euclidéen S,.,, on peut se représenter la courbure géodésique
de la ligne [n] dans un point quelconque P de V, de la maniére suivante.
— Que T'on conduise par P dans S,;, un vecteur tangent & V,, dont
la longueur y soit donnée par la formule

n-1
2
Y= Zg Yinny
1

\

et la direction par celle de la tangente & la ligne qui passe par P et
appartient & la congruence ayant comme systéme coordonné covariant

n-1
Mr = zlt yinnli‘fr .

() Voir. G. Ricct, Dei sistemi di congruenze ortogonali etc., § 5, et aussi Lezioni sulla teoria
delle superficie, Premiére Partie, Chapitre 1IV.
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Ce vecteur jouit des propriétés suivantes:
1) Il s’annule identiquement, si la congruence nm est géodésique.
2) Sa projection sur le plan tangent aux lignes ¢ et n est égale &
la courbure de la projection de la ligne n sur le méme plan.
3) Il est normal & la ligne n.

A cause de ces propriétés nous désignons ce vecteur par le nom de
courbure géodésique et les lignes de la congruence ayant u, comme systéme
coordonné covariant par celui de lignes de courbure géodésique de la con-
gruence M. !

Systémes canoniques par rapport a une congruence donnée. — Une con-
gruence [n] étant donnée, on peut d’une infinité de manieéres différentes
lui associer n— 1 congruences constituant avec [n] une ennuple ortho-
gonale dans la variété V,. Parmi ces systemes de n— 1 congruences
orthogonales I'une & P'autre et & la congruence [n], il y en a un ou plu-
sieurs, que nous allons définir, et que nous appellerons canonique par
rapport & la congruence [n].

Posons

2Xn T }*n,“rs "I" )'ﬂ/"‘ )

et considérons le systeme d’équations algébriques

n

Zr Z,,/,l") =0,
1

(a7)
Anpe + Zr (Xor + 08g)A" =0, (¢=1,2,..,n),
1
Uy @y AV Z L Am étant des indéterminées. C’est un systéme de n--1

équations linéaires et homogeénes par rapport aux inconnues u, AV, A®,
vy A™, et son déterminant égalé & zéro nous donne une équation du
degré n—1 en o

(18) Alw) =0,

dont les racines sont toutes réelles. — Désignons ces racines par w,
(h=1,2,..., n—1) et supposons d’abord qu’elles soient toutes simples.
Si 'on pose dans le systéme (17) w = w, et 'on associe a ce systéme
Péquation (2), les inconnues A®, A®, .., A™ résultent, au signe pres,
determinées. — Leurs valeurs, que nous désignerons par A (r=1, 2, ..., n),
sont les éléments du systéme coordonné covariant d’une congruence [A];
et les m—1 congruences [1], [2],..., [n— 1] étant orthogonales entre
elles et a la congruence [n] sont les éléments du systéme orthogonal

WWW rein orc
WWW. I _H!\)igpl
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canonique par rapport & cette derniére. Dans ce cas ce systéme est
done tout a fait déterminé.

Si les racines de ’équation (18) sont toutes égales entre elles, tout
systéme de » — 1 congruences formant avec [n] une ennuple orthogonale
satisfait aux équations (17) et peut étre regardé comme canonique par
rapport a [n].

En général soient w,, w,, ..., m, les racines distinctes de 1’équation
(18), P1y P2y +vey P leurs ordres de multiplicité, et posons dans les équa-
tions (17) w = w;, (b = 1,2, ..., m). On peut déterminer p, congruences
orthogonales entre elles deux & deux et telles que les éléments de leurs
systémes coordonnés contrevariants soient les solutions des équations (17).
I1 y a méme dans le groupe 4, de ces congruences toute I’arbitrariété,
qui appartient & une substitution orthogonale d’ordre p,, c’est-a-dire
une arbitrariété représentée par p,-(p,—1):2 fonctions arbitraires.
Comme les congruences faisant partie de deux groupes A, et A, sont
aussi orthogonales entre elles, on a de la sorte

P14+ P+ oo +Pu=n—1

congruences constituant avec [n] une ennuple orthogonale. — Dans ce
cas aussi les congruences [1], [2],..., [#— 1] sont les éléments d’un
systéme orthogonal canonique par rapport & la congruence [n], mais
ce systéme n’est ni tout & fait déterminé, ni tout & fait arbitraire. Il
contient des fonctions arbitraires, dont le nombre est égal &

zn Pu(pr—1):2.
1

Les coefficients de rotation de I’ennuple orthogonale, lorsque [1], [2],
, [n— 1] sont les éléments d’un systéme canonique par rapport a [n],
sont liés entre eux par les relations caractéristiques

(19) Y nnk e ¥V nkn =0

En rapprochant ces équations aux (10) on en déduit que, si la con-
gruence [n] est normale, les y,,. (pour hs k) sont toutes nulles dans
le systeme orthogonal canonique & [n]. Dans ce cas les congruences, qui
appartiennent & ce systéme, ont une signification géométrique bien simple:
elles résultent des lignes de courbure des surfaces orthogonales aux
lignes n (). :

(*) Plusieurs géometres ont étudié la courbure des surfaces dans les hyperespaces. 11
suffira ici de rappeler le Mémoire fondamental de M. R. LipScHITZ, Enlwickelungen einiger Eigen-
schaften der quadratischen Formen von n Differentialen, « Crelle’s Journal », Band LXXI, 1870.
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On peut donner une interprétation géométrique assez simple pour le
systeme orthogonal canonique & une congruence donnée quelconque,
lorsque la variété fondamentale c’est ’espace euclidéen & trois dimen-
gions ('¢). On pourrait méme étendre cette interprétation &4 une variété vV,
de nature quelconque; mais on ne peut pas s’arréter a tous ces détails
et il vaut mieux de passer a d’autres considérations.

- Propriétés des coefficients de rotations et liens avec la théorie

du triedre mobile d’aprés M. Darboux.

On a vu dans le § 2 que 'on a n%(n— 1)/2 coefficients de rotation
algébriquement indépendants entre eux pour une ennuple quelconque.
Ces coefficients ne sont pas tous indépendants entre eux au point de vue
fonectionnel; au contraire ils doivent satisfaire a des équations différen-
tielles du premier ordre, que 1’on obtient aisément en dérivant encore
une fois les équations (7') et en éliminant les dérivées des A,, & l'aide
de ces mémes équations et des équations (23) du Chapitre Premier.

En posant

b'yhik b‘}’hu
bs; DS,

(20) »77::'41:1 i F z {th Yivr — ')/:zk) = Vi ’}’jhk‘}’iu} )

on parvient de la sorte aux équations
(21) Yriki— zmg l(q)l(r)lmlmaqr,st )
1

qui avec les équations (8') nous donnent toutes les conditions nécessaires
et suffisantes pour que n® fonctions données y,,; puissent étre regardées
commes les coefficients de rotation d’une ennuple orthogonale dans la
variété V,, dont le ds? est exprimé par la forme fondamentale.

Pour » = 2, on a une seule formule (21), que 'on peut réduire &
la forme suivante:

M1a AYora
(21) ot L =i+ 7he + G

(1%) Cfr. T. LEVI-CivITA, Sulle congruenze di curve, « Rendiconti dell’Accademia dei Lincei »,
5 Marzo, 1891; [in questo vol.: XXII, pp. 369-377].
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C’est une formule bien connue dans la théerie des surfaces, puisque ;s
et y.. sont les courbures géodésiques des lignes 1 et 2.
Pour n = 3, en posant

(22)

Vak = Yhiante 9 k+1k+2 9

les équations (21) peuvent étre remplacées par les
(212) Vax = z,-, A;r)}-(l:)ars ]

1
qui nous donnent en particulier

VYae = Yin «

En général les équations (21), étant liées au systéme covariant de
RIEMANN, sont aussi intimement liées & la nature métrique de la va-
Tiété V,.

Ces équations ne sont pas autre chose que la généralisation de celles,
qui ont lieu entre les composantes p, ¢, + des rotations dans la théorie
du triedre mobile (7). En supposant en effet la variété V, coincidente
avec ’espace euclidéen & trois dimensions, les tangentes aux lignes 1, 2, 3
déterminent dans chaque point de cet espace un ftriedre trirectangle.
— Les invariants y,, indépendants entre eux nous donnent alors les rota-
tions p;, q;, 7; (1 = 1,2, 3) qui se rapportent & des déplacements infini-
ment petits selon les lignes 1, 2, 3. Les formules, que ’on tire pour ce
cas des (21), sont méme plus générales que celles, que 'on connait géné-
ralement, puisqu’elles ne supposent pas que les congruences [1], [2], [3]
soient normales ('%).

On peut voir dans cet exemple comment les méthodes de Calcul
Différentiel absolu par leur généralité résument en elles mémes et offrent
tous les avantages des différents procédés déja connus.

5. - Expressions canoniques des systémes associés a la forme fondamentale.

- Dans I'étude des problémes de Géométrie, de Physique, de Mécanique
analytique ete., on est presque toujours conduit & des systémes d’équa-
tions ayant un caracteére invariantif (voir le § 7 du Chapitre Premier),

(**) G. DARBOUX, Lecons sur la théorie des surfaces, t. I, Chapitre V; et aussi G.  KoNI1GS,
Legons de Cinématique, Chapitre X, et la Note des M.M. E. et F. CossSgrAT, Sur la Cinématique
dans les milieux continus, qui.suit ces Lecons.

(*%) T. LEVI-CIvITA, T'ipi di potenziali, che 8i 7 0 far dipendere da due sole coordinate,
« Memorie della Accademia delle Scienze di Torine », tomo XLIX, 1899, § 4; [in questo vol.;
XXIV, pp. 381-428].

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 33
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et dans lesquelles on rencontre avec les coefficients d’une forme fonda-
mentale les éléments d’un ou de plusieurs systémes simples et doubles
et leurs dérivées. Pour fixer les idées nous nous bornerons ici au cas
d’un seul systéme associé.

Supposons d’abord que ce soit un systéeme simple X,. On lui fera
correspondre une congruence [n] définie par les équations

do,  dw, __ dax,
S A i i L

et dont le systéme coordonné covariant résuitera des éléments

z-n,’r o Xr: 0,

étant

Nous dirons alors que les formules
(23) Xr = QAury

nous donnent les expressions canoniques des X,.

En partant de ces expressions canoniques on procédera de la ma-
niére suivante.

On commencera par associer a la congruence [n] m— 1 congruences
formant avec elle une ennuple orthogonale (et il sera dans ce cas utile
d’avoir recours au systéme, ou & un des systémes, canoniques par rapport
4 la congruence [n]). Aprés cela on transformera les équations du probléme
en substituant respectivement aux a,, et aux X, les expressions données
par les formules (4') et (23), et & leurs dérivées les éléments des systémes
dérivés par dérivation covariante selon la forme fondamentale.

On obtient de la sorte un systéme d’équations étroitement en rapport
avec les éléments essentiels du probléme, et dont linterprétation géo-
métrique, presque toujours facile et naturelle, le caractérise d’une maniére
nette et opportune. — Ce systéme nous donnera aussi souvent des indi-
cations treés avantageuses pour son intégration, en rendant presque in-
tuitif le systéme de variables indépendantes, qu’il faut choisir pour en
obtenir, si cela est possible, les équations intégrales. — Dans ce cas on
revient en fin aux notations ordinaires, et ’on obtient les solutions cano-
niques du probléme.

Ces méthodes, nous le reconnaissons les premiers, n’ont pas la pré-
tention d’éliminer les difficultés essentielles aux questions, aux quelles
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elles sont appliquées. Au contraire elles ne conduisent qu’a des trans-
formations d’équations laissant nécessairement subsister toutes ces diffi-
cultés. — Elles nous apprennent seulement & éviter tous les obstacles
accidentels; et par ce seul fait il arrive souvent que, en partant d'un
systeme d’équations bien compliqué, on parvient & un systéme canonique
trées simple et parfaitement abordable. On obtient alors des succes inté-
ressants et inattendus la, ou les méthodes ordinaires auraient presque
certainement, échoué.

S’il s’agit d’un systeme double symétrique «,,, on a recours aux
équations

n

(24) S, (trs— 0Ar) A = 0, (r=11y Zisseg NYE(A")S

En éliminant A%, A%, ..., A® on parvient & une équation du degré n

en g, dont les propriétés sont bien connues. Toutes ses racines g,, 0.,
.y 0o Sont réelles et leur substitution & p dans'les équations (24), conduit
en tout cas a la détermination d’une ou de plusieurs ennuples orthogonales

[1], [2], ..., [n], telles que I’on a pour les éléments du systeme donné les
expressions canoniques

oy zh Qh}-h"r}m,'s .
1

En partant de ces expressions on transforme les équations du probléeme
et on parvient souvent i ses solutions canoniques d’une maniére tout &
fait analogue & celle, qui a été indiquée pour le cas des systémes simples.

Voyons désormais les régles générales, que I'on peut déduire pour un
systeme d’ordre quelconque des exemples, que nous venons de considérer.

On a vu (§ 1) que les éléments d’un systéme covariant quelconque
d’ordre m peuvent étre exprimés comme fonctions homogénes du degré m
des éléments des systémes coordonnés covariants d’une ennuple arbitraire,
que nous appellerons désormais emnuple de référence. Pour obtenir les
expressions canoniques des éléments d’un systéme simple X, nous avons
dans le premier exemple choisi cette ennuple de maniére que dans les
formules générales

n
Xr e 2;. chlh,’r )
1

(**) G. Riccr, Sulla teoria delle linee geodetiche e dei sistemi isotermi di LIOUVILLE, § 2, « Atti
del R. Istibuto Veneto di Scienze, Lettere ed Arti », 1894, et aussi T. LuvI-CiviTA, Sulle trasfor-
mazioni delle eq ioni di iche, § 7, «Annali di Matematica », 1896; [in questo vol.: X,
pp. 199-252].
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on et

= M ey S s

De méme on a réduit dans le deuxieme exemple les «,, 4 leurs expressions
canoniques en choisissant I’ennuple de référence de maniére que dans les
formules

n
Opg = th chklh/r}-k,’s
? |

on eut
Cpp = 0 . (h :;é k).

En général, si 'on a affaire & un systéme covariant d’ordre m, il im-
porte avant tout d’en réduire les éléments & des expressions canoniques
bien choisies en prenant ’ennuple de référence de la manieére la plus
opportune. Aprés cela, pour établir les équations intrinséque du probléme,
on n'aura qu’a suivre des procédés tres simples et uniformes.

CHAPITRE III.
APPLICATIONS ANALYTIQUES

1. - Classification des formes quadratiques de différentielles (*°).

Soit @ une forme quadratique des différentielles des = variables
Xy, Ly ..., T,, essentiellement positive. En choisissant convenablement
n + u fonctions ¥i, ¥ay ey Yny ooy Yny, des @, on peut toujours (pour s
assez grand) satisfaire a 1’équation

p=dyi +dy: + ... +dys + ... + Ayn,, -

La plus petite valeur m de u, pour laquelle une telle égalité est possible,
peut varier de 0 jusqu’a n(n— 1)/2. On a de la sorte un criterium fon-
damental pour la classification des formes ¢. Le nombre m s’appelle
classe de la forme correspondante. Il ne peut pas dépasser n(n— 1)/2.
Aingi, par exemple, les formes binaires (n = 2) sont ou bien de classe
zéro, ou bien de premiere classe.

(*) Cfr. G. Riccr, Principi di una teoria delle forme differenziali quadratiche, « Ann. di Mate-
matica », ser. II, t. XII, 1884, ou le Chapitre V des Lezioni etc.
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Les formes de classe 0 (& un nombre quelconque de variables) sont
caractérisées par ce fait que le systéme de RIEMANN (voir page 497) est
identiquement nul. Pour les formes de premiére classe on a le théoréme
suivant:

Pour qu'une forme ¢ soit de premiére classe il faut et il suffit qu’on
puisse déterminer un systéeme double symétrique b,, tel que

1) Qrt su = brabtu'— brubn ’

2) le systéme b,,, (dérivé covariant selon ¢) soit symétrique (*').
Lorsque ces conditions sont vérifiées, les fonetions yy, ¥ay .oy Yny Ynpr
peuvent étre déterminées comme intégrales d'un certain systéme complet,

Pour les formes des classes supérieures on démontre un théoréme
analogue.

Mais nous n’insistons pas davantage sur cet argument; une autre
application importante du caleul différentiel absolu appelle notre attention.

2. - Invariants absolus (*?). Remarques géomeétriques.

Paramétres différentiels.

Les recherches classiques de JACoBI, LAME et et BELTRAMI, auxquelles
on doit l'introduction dans l'analyse des invariants bien connus-sous le
nom de parametres différentiels, ont leur fondement dans la considération
de la variation premiere de certaines intégrales. Malgré 1'élégance et
Pingéniosité de cet artifice, on est ainsi conduit & des méthodes indirectes
et trés eloignées de celles, que la nature méme de la question semble
suggérer.

Elle rentre en effet dans le probléeme général suivant, qui n’est apres
tout qu’un probléeme d’élimination algébrique:

Etant donnée une forme quadratique définie ¢ et un nombre quelconque
de systémes associés S (covariants ou contrevariants), déterminer tous les
invariants absolus, que Uon peut former avec les coefficients de ¢, les éléments
des systemes S et les dérivées des uns et des autres jusqu’a un ordre p fixé
a Uavance.

Si Pon n’avait pas a considérer les dérivées, ce serait une question
bien connue, pour laquelle il suffirait de se rapporter & la théorie des
formes. L’intervention des dérivées semble an premier abord compliquer

(1) Nous disons qu’un systéme multiple est symétrique, lorsque ses éléments correspondants
4 une méme combinaison des.indices sont identiques.

() Voir G. Riccr, Sui parametri e gli invarianti delle forme quadraliche differenziali, « Ann,
di Matematica », ser. II, t. XIV, 1886, et Lezioni efc., Chap. V. A consulter aussi T. LEVI-CIVITA,
Sugli invarianti assoluti, « Atti dell’Istituto Veneto», 1894; [in questo vol.: II, pp. 41-100].
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beaucoup la recherche. Fort heureusement il n’en est rien. Le calcul
différentiel absolu nous rameéne toujours & la méme question, en substi-
tuant aux dérivées ordinaires les éléments des systémes, qui proviennent
des systémes donnés par dérivation selon ¢. Plus précisément on a le
théoréeme:

Pour obtenir tous les invariants différentiels absolus d’ordre u, il suffit
de déterminer les invariants algébriques du systéme des formes swuivantes:

1) forme fondamentale ¢;

2) formes associées S et lewrs dérivées selon @, jusqu’a Vordre u;

3) (pour u > 1) forme quadrilinéaire, dont les coefficients sont les
éléments du systéme de RIEMANN; formes dérivées de cette-ci jusqu’a
Vordre u— 2.

En appelant invariants propres d’une forme ¢ ceux, qui dépendent
uniquement des coefficients de ¢ et de leurs dérivées, on déduit de la
proposition précédente les deux corollaires que voici:

Les formes de classe 0 n’admettent aucun invariant différentiel propre.

Les formes de classe supérieure me possedent pas des invariants diffé-
rentiels du premier ordre; lewrs invariants d’ordre p > 1 sont ceux des
formes 1), 3).

Ces résultats prennent naturellement une forme bien plus simple
pour les formes binaires et ternaires.

Pour n = 2 (voir Chapitre I, § 6) le systeme de RIEMANN peut étre
substitué par invariant G de GaAUss, qui est le seul invariant du second
ordre propre des formes binaires.

Il est bon de remarquer ués a présent que, lorsqu’'on regarde ¢
comme le ds®* d’une surface, la valeur de G n’est que le produit des
rayons principaux de courbure. C’est pour cela que G s’appelle aussi
courbure totale de la forme @. D’aprés ce qui précede, nous pouvons
affirmer que G = 0 donne la condition nécessaire et suffisante pour
qu’une forme binaire ¢ soit de classe zéro. En langage géométrique c’est
la proposition bien connue que les surfaces développables sont les seules
qui soient applicables sur le plan.

Pour G = 0, notre forme binaire n’a pas évidemment des invariants
propres; en général:

Les invariants propres d'une forme binaire, jusqu’a un ordre quelconque
u > 2, s'obtiennent en déterminant les invariants absolus algébriques com-
muns & la forme @ et a celles, qui ont pour coefficients les dérivées covariantes
de G jusquw’a Vordre pu— 2.

Ce résultat est contenu implicitement dans un mémoire de CASORATI (22).

(*3) Ricerca fondamentale per lo studio di una certa classe di proprieta delle superfici curve,
« Ann. di Matematica », ser. I, t. IIT e 1V, 1860-61.
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Pour » = 3, on peut substituer & la considération du systéme co-
variant de RIEMANN, celle du systéme contrevariant double «» ou de
son réciproque «,,, et il est bien clair avant tout que les conditions
o = 0 sont & la fois nécessaires et suffisantes pour qu’une forme ter-
naire soit de classe 0. Lorsque le systéme o,, n’est pas identiquement
nul, la considération des deux formes quadratiques aux coefficients a,,
et o, nous donnera tous les invariants différentiels propres du second
ordre. Comme invariants algébriques de ces deux formes on peut prendre
les racines de l’équation

|l ers — gas | = 0,

que nous appellerons invariants fondamentaux de la forme @. On est
conduit & ce choix par la réduction du systéme double «,, & sa forme
canonique (Chapitre III § 5). Elle fait ressortir tout naturellement un
triple des congruences orthogonales, trés importantes pour 1'étude géo-
métrique des propriétés, qui généralisent la notion de courbure totale
des variétés & deux dimensions.

Nous y reviendrons dans les applications géométriques (Chap. IV, § 8);
pour le moment bornons-nous & avertir que nous appelons les congruences
du triple congruences principales et directions principales celles de leurs

angentes. :

Il est a peine nécessaire d’ajouter que, pour avoir les invariants
propres d’une variété ternaire jusqu’a un ordre x> 2, il suffira de
prendre en considération, & coté des deux formes employées tout-a-1’heure,
celles, qui se déduisent par la dérivation covariante des o,, jusqu’a
Pordre u— 2.

Cela posé pour les invariants propres, examinons maintenant quelques
exemples simples du cas général, ot 'on a aussi des systémes associés.

Supposons en premier lieu qu’il s’agisse de deux fonctions U et V
associées a une forme quelconque ¢ a n variables.

Les parametres différentiels du premier ordre A1 U et éV et celui,

que BELTRAMI appelle paramétre mixte de U, V
(V(U, V)= 3, a" U,V,)
1

épuisent le systéme des invariants différentiels du premier ordre.
Lorsqu’on a affaire & une seule fonction associée U, pour le premier
ordre, on n’a évidemment que QU; pour le deuxiéme ordre on devra

considérer les invariants absolus des trois formes algébriques ¢, >, U, dx,,
1

y= Y, U,dr,dr,. En particulier les invariants du couple ¢, p sous
1
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leur forme rationnelle (c’est-a-dire les coefficients de p», o072 ... de
Iéquation | U,,— ga,|/a = 0) seront respectivement des degrés 1, 2, ..., n
par rapport aux dérivées secondes de U.

n
L’invariant du premier degré z,, a™U,, n’est que le parametre bien
1
connu Z}U de BELTRAMI.
Soit maintenant associé & notre forme @ un systéme simple X,. Il
donne lieu aux invariants du premier ordre, qui appartiennent au systeme

3
algébrique de trois formes, c’est-a-dire ¢, la forme linéaire >, X, dwz, et
1

la forme bilinéaire dont les coefficients sont les éléments du premier
systéme dérivé selon ¢ du systéme des X,. Parmi ces invariants, il con-
vient de signaler

n

6 = S e

X

qui se présente fréquemment dans les applications. A ce méme point de
vue il ne sera pas sans intérét d’avertir que des transformations faciles
conduisent & une seconde expression de @, c’est-a-dire

Ao ey

@ o -—-; grsm—.; ('\/a‘Y(T)) y

qui est plus commode pour les calculs, tandis que I'expression précédente
se préte mieux aux déductions théoriques. Dans le cas particulier de
deux variables seulement, on peut substituer & la forme bilinéaire, qu’on
vient d’indiquer, la forme quadratique aux coefficients X,,} X,,, pourvu
qu'on y ajoute linvariant, qui s’obtient en composant le systéme X,,
avec le systeme contrevarianet E (Chap. I, § 3). Son expression est

2 1
Zn 8(”)er — ;/Td (Xlz_ X%l) ]
1

ou, si 'on veut,

D’une fagon analogue, pour » = 3, il suffit d’associer au systéme double
symétrique X,, + X,,, un systéme contrevariant simple, que nous defi-
nissons en posant:

3
() — (rst
2[“,” = z” giLe )X” .
1
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En développant et en tenant compte de la convention faite & 1'égard des
indices, on trouve pour les x™ les expressions

ki 1 [DX,+2 DX,H}
2unN = =1 —— — — 1,
\/al OLpya O s

tres-aisées a calculer effectivement dans les applications particulieres.

CHAPITRE IV.

APPLICATIONS GEOMETRIQUES

1. - Etude des variétés a deux dimensions (Géométrie sur une surface):
Généralités. Courbure. Congruences. Faisceaux de congruences.

Invariants d’un faisceau. Théoréme de Beltrami.

La théorie des surfaces et des lignes tracées sur une surface, telle
qu’elle a été fondée par GAUSs s’est maintenant développée de maniére
a constituer a elle seule un vaste et fécond domaine scientifique. Mais,
méme dans les meilleures expositions de cette théorie, I'unité de méthode
fait défaut. Elle ne ressort pas comme le développement naturel de prin-
cipes simples et bien déterminés. Le calenl différentiel absolu y conduit
au contraire sans aucun effort, en donnant & la théorie une forme aussi
simple que possible.

Il conduit aussi & séparer rationnellement la théorie des variétés a
deux dimensions, considérées en elles mémes, de la théorie des surfaces,
considérées comme douées d’une forme rigide dans notre espace. La
premiére découle de la considération de la forme différentielle, qui exprime
le ds? de la variété (premiére forme fondamentale); pour la seconde, il suffit
d’associer une autre forme quadratique (seconde forme fondamentale,
d’aprées M. BIANCHI).

Nous commencons par la premiére. Soit une variété V, définie par
Pexpression du carré de son élément linéaire

ds? = 2, a,,dr.de, =@ .
1

Convenons de regarder cette forme comme fondamentale. Si son invariant
de GAuss s’annule, nous savons déja que la variété sera linéaire. Si cet
invariant G n’est pas nul, association de G & ¢ donne lieu a tous les

www.rcin.org.pl



522 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

invariants propres de la forme, c’est-a-dire & toutes les expressions liées
4 des propriétés intrinseques de la variété V,.

Soient Ay,, Ay, les systémes coordonnés covariants de deux con-
gruences orthogonales quelconques de courbes tracées dans notre variété
(congruences [1], [2]). Reprenons, pour n = 2, les positions générales (7’)
du Chapitre II. En faisant

2
(1) Ps = 25 '}/Zla'j-j/s y
1
elles deviennent
(2) 2'].'rs S TR lz,’r(ps ) Az,’rs s }»1/.-% .

Les coefficients de rotation du couple [1], [2] se réduisent dans ce cas &

deux seuls algébriquement indépendants: nous pourrons prendre ¥y, Yaa-

Ils représentent les courbures géodésiques des lignes 1 et 2 respectivement.
Si ’on pose

2

@Y, = z’ erstp(s) )

1

la formule (20) du Chapitre II peut étre remplacée par

(3) ol o R
1
Dans les deux derniéres équations (2) considérons les A, comme incon-
nues et imaginons en méme temps les 4, remplacées par leurs valeurs
2

2-1;’7 et 23 8rs}-(28) (24)

i

et les ¢, par celles, qu'on tire des (1). La (3) constitue alors la condition
nécessaire et suffisante pour que ces équations et la

2

(4) 2 Aoppd =

1

(**) On les obtient en résolvant les deux équations

2 2
ler Wy =1, ler B2, =0,
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forment un systéme complétement intégrable. Si I'on désigne par Ay,
les éléments d’une solution particuliere de ce systéme algébrico-différentiel,
sa solution générale s’obtient en posant

A, = 8en o Ay, -+ €08 o Ay

ou o est une constante.

Pour une valeur particuliére quelconque de o, les A, sont les éléments
du systeme coordonné covariant d’une congruence, dont les lignes forment,
en chaque point de V,, un angle o avec la ligne 2.

"Il s’en suit que le systéme @, joue le méme roéle pour toutes les
congruences, qui rencontrent une congruence donnée sous un angle con-
stant «, quelque soit la valeur de o.

Un tel systéme de congruences se nomme faisceau et ¢, (ou respec-
tivement @) s’appelle systéme coordonné covariant (ou contrevariant) du
faisceau. 4

I’équation (3) représente donc la condition pour qu’un systeme ¢,
donné & ’avance soit le systeme coordonné covariant d’un faisceau.

Si @, et y, sont les systemes covariants de deux faisceaux, les diffé-
rences @, — ¥, ont une signification géométrique remarquable. Elles sont
les dérivées de D'angle, que forment entre elles les lignes de deux con-
gruences déterminées, mais quelconques, des deux faisceaux.

En suivant les régles du § précédent, supposons qu’on ait construit
tous les invariants différentiels absolus, qu’on peut obtenir par I’asso-
ciation & ¢ du systéme covariant d’une congruence [2]. On aura obtenu,
par le fait méme, toutes les expressions aptes a représenter les propriétés
intrinséques d’'une telle congruence, ou bien encore d’une ligne quel-
conque tracée dans la variété V,.

En opérant, comme on vient de dire, nous trouvons un seul inva-
riant algébrique (ou d’ordre zéro), qui, conformément & (4), est égal
4 Dunité.

A cause des (2), les invariants différentiels du premier ordre sont les
invariants algébriques absolus, communs & la forme fondamentale et aux
deux formes linéaires ayant pour coefficients 4,, et ¢,.

Il sont au nombre de deux, par exemple

2
Jy= Zr }‘(2') r = Y22y

1

Jy = Zq;(n o ‘}’izl = ‘}’;u .

1

Pour avoir les invariants du second ordre, on devra adjoindre la forme
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bilinéaire aux coefficients ¢,;, ou, ce qui est le méme, l'invariant G et
la forme quadratique ayant pour -coefficients

— @+ g0
wrs-‘2 Prs Psr) -

Parmi les invariants qui en résultent, on doit signaler

9

2
¢ = er a‘(rS)wN 7 er a’(”)(p’s 9
1 )

Enfin, pour obtenir tous les invariants d’un ordre quelconque u > 2,
il faut considérer encore les systemes dérivés de G et de y,, jusqu’a
Pordre u— 2.

Les invariants propres de la forme fondamentale représentent, avons-
nous dit, les propriétés intrinseques de la variété V,; de méme ceux qui
dépendent aussi des ¢,, y,, et leurs dérivées, sans contenir toutefois les
Asiry S€ rapportent a des propriétés intrinséques du faisceau, dont ¢, est
le systéme covariant. Ainsi 'invariant J, représente la somme des carrés
des courbures géodésiques de deux lignes appartenant a deux congruences
orthogonales, mais quelconques, du faisceau. C’est une propriété du
faisceau qu’une telle somme ait la méme valeur pour un couple quel-
conque de congruences orthogonales.

De méme l'invariant ¢ nous apprend que la différence

9212 57121

08, 8

ne varie pas avec le couple considéré; lorsqu’elle s’annule (et dans ce
cas seulement) toute congruence du faisceau est isotherme. D’ici ressort
tout naturellement le théoréeme de BELTRAMI: Si une congruence est iso-
therme, il en est de méme pour toutes les congruences, qui appartiennent avec
elle au méme faisceau.

2. - Surfaces de I’espace ordinaire.
Equations fondamentales de la théorie de Papplicabilité.
Formes particuliéres remarquables.

Généralisation des formules de Gauss et de Codazzi.

Comme il résulte du § 1 du Chapitre précédent, pour déterminer
toutes les surfaces, qui admettent une expression donnée pour leur ds?
il suffit de déterminer tous les systemes doubles b,,, qui satisfont au



ET LEURS APPLICATIONS 525

systéme algébrico-différentiel

C) b,.,, s brts ’
b

9) = w1
a

ou 'on a posé
b= b11b22 a1} b:: .

Aprés cela les coordonnées ¥, %., ¥s des points de la surface, par
rapport & un systéme cartésien orthogonal quelconque, sont les intégrales
du systéme

3
7') Qpy == 2}. YneYn's »
1 v
(h=1,2,3; r,8=1,2)
j) yh,’n = 2 brl )

les z, étant définies par les équations

3
zn e = 0, (r=1,2),
1

3

P I SRR

1

Il va sans dire que ¥%,,, Y- désignent les dérivées covariantes des
fonctions inconnues y,. Le systéme i), j) est désormais complétement
intégrable (car les conditions d’intégrabilité se réduisent précisément aux
équations ¢) et g)). Son intégrale générale dépend de six constantes
arbitraires; elles fixent la position des axes coordonnés par rapport a la
surface, ou, si 'on veut, la position de la surface par rapport aux axes,
lorsqu’on regarde ceux-ci comme donnés et qu’il s’agit de trouver la
forme de la surface.

Nous voyons donc qu’a chaque intégrale particuliere du systéme
i), j) correspond une unique surface, déterminée & un déplacement rigide
pres, qui admet la forme ¢ comme expression du carré de son élément
linéaire. Les équations i), j) peuvent étre appelées équations intrinséques
de la surface. Ces équations, en concours avec ¢) et g) (qu’on dira équations
fondamentales de la théorie des surfaces), se prétent & ’étude des propriétés
de la surface, qu’elles définissent beaucoup mieux que I’équation en termes
finis, ou figurent des éléments étrangers a la surface elle-méme.
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Les équations c¢), g) aussi bien que les 1), j) se transforment conve-
nablement (Chapitre II, § 1) en posant

2
(5) bys = th whklh,rlk/s ;
1

ol les wy, = w;, désignent trois invariants et les 4,,, Ay, les systemes
covariants d’un couple orthogonal quelconque.
On démontre que wy, w,, w;; mesurent, au signe pres, les courbures
normales et la torsion géodésique de lignes 1, 2. !
En convenant pour un moment de ne pas considérer comme distincts
les indices qui différent entre eux par un multiple de 2, les formules ¢)
et g) équivalent respectivement aux suivantes:

dw i AW iiyq 2 4
¢) VI = zh {wihyii+1h i wi+1h7hh+1h+1} ; (= 15%)
08441 08; o
2
1) Wy — Wy = G .

Si nous introduisons six nouvelles inconnues &, &, &, 1, 72, 9 €0
écrivant simplement (y, {) pour un quelconque des systémes (y., (), les
équations ¢) et j) deviennent

3 3
p Zhé-::l? 2“7221? Zh‘fhnhz(J’
%) > ” 1

Yr = Ehur + nlz,’r ’
2
'Er i 77(]91‘ + C Eh wlhlh/r )
3 1
J1) 2
N =—"C%p + ¢ Zh Wanhar 5
1

étant
=+ 1??23

Les inconnues &, &, &; 1, 72, 17, ne sont pas autre chose que les cosinus
de direction des tangentes aux lignes 1, 2; les {;, (., {; sont alors les
cosinus de la normale & la ‘surface, toujours, bien entendu, par rapport
aux axes ¥, Yy Ys-

Comme il a été enseigné au Chapitre IT, il y a un couple A,,, Ay,
pour qui les expressions (5) prennent une forme trés simple, qui est leur
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forme canonique. Ce couple correspond aux lignes de courbure de la
surface. On a alors w,;, = 0, ce qui donne le théoréme connu que les
lignes de courbure ont leur torsion géodésique nulle; wy,, w,,, changées
de signe, sont les courbures principales. Les ¢,) et ¢,) se réduisent dans
ce cas aux formules bien connues de Copazzi et de GAUSS.

On peut aussi supposer w, = 0 (ce qui est loisible toutefois, pour
un couple de congruences réelles, seulement lorsque G = 0). Les lignes
de la congruence [2] sont alors asymptotiques; I’équation ¢,) définit w,,
et les ¢;) conduisent & des relations, signalées déja par M. RAFFY (%).

Nous devons renvoyer aux « Lezioni ete. », 8i souvent citées, le lecteur
désireux de se rendre complétement compte comment des formules indi-
quées descendent les théorémes les plus importants de cette théorie. Il
vaut mieux que nous nous arrétions un moment sur un probléme im-
portant de la théorie de 1’applicabilité, ou le calcul différentiel absolu a
permis d’aller jusqu’au fond. Ce sera 'objet du § suivant.

3. - Surfaces jouissant de propriétés données. Quadriques.

Soitt donnée une forme ¢. Qu’on se propose de reconnaitre si, parmi
les surfaces, qui admettent la forme ¢ comme expression de leur ds?,
il en a qui satisfont & certaines conditions fixées & 1’avance. Pour cela
il suffira d’adjoindre aux équations ¢;), ¢,); %), j:) celles, qui expriment
analytiquement les conditions données. Tout se réduit alors & déter-
miner les conditions d’intégrabilité d’un tel systéme. Si on peut y satis-
faire, on a par la méme les équations dont dépend la recherche des sur-
faces inconnues. C’est la méthode classique, qui conduit par exemple
4 décider si, parmi les surfaces, auxquelles convient une expression déter-
minée pour 1’élément linéaire, il y en a de réglées ou & courbure moyenne
constante, etc. Nous nous bornons & avertir que les théoremes connus
sur la déformation de telles catégories de surfaces se retrouvent de la
fagon la plus spontanée en employant nos méthodes.

Nous nous en sommes servi en particulier (%) pour reconnaitre, s’il
existe, et déterminer, lorsqu’il en est ainsi, les surfaces du second degré
non developpables, qui possédent un élément linéaire donné. Ce probléme
qui avait été résolu seulement pour la sphére, est maintenant épuisé pour
une quadrique quelconque. On peut de la sorte, par des simples opéra-
tions en termes finis, décider si une forme donnée ¢ peut appartenir

(*%) Sur le probléme général de la déformation des surfaces, « Comptes Rendus », 13 Juin 1892,
(*) G. Ricol, Sulla teoria infrinseca delle superficie ed in ispecie di quelle di secondo grado,
« Atti dell’lstituto Veneto s, 1895; Lezioni etc., Seconde partie, Chap. V.

www.rcin.org.pl



528 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

\

comme carré de ’élément linéaire a une surface du second degré. Il y a
au plus une quadrique, a des mouvements prés, qui jouit de cette propriété.
Lorsqu’il il y en a une effectivement, elle reste ainsi déterminée.

4. - Extension de la théorie des surfaces aux espaces linéaires

a n dimensions.

Les considérations d’ordre général, dont il a été question dans les
§§ qui précedent, s’étendent tres aisément aux variétés a » dimensions
contenues dans un espace linéaire §,.;. Il parait a propos de réserver
a de telles variétés le nom d’hypersurfaces. On s’en rend compte en se
rappelant que les formules ¢) et g) de ce Chapitre sont un cas particulier
(n = 2) de celles, qu’on a rencontré au Chapitre précédent, pour exprimer
qu'une forme ¢ est de la premiere classe.

On peut déduire des dites formules qu'une hypersurface a n dimen-
sions, dont on connait I'expression du ds?, est déterminée de forme (en
n’ayant pas égard a la position dans l’espace S,.;) par une seconde
forme quadratique différentielle. Si aux coefficients b,, de cette derniere
on donne des expressions analogues aux (5), on a les équations fonda-
mentales

n

= Zk (Vs — Yus) + Zk (wjk?khz = wzk}’khi) ’
1

1

OWpy Wy

08; 8y

0)

n

(1) 9(8) 7(1) )
G) WppWij — Wpj Wy = znm a‘rs,tulhr }'l; A }‘iu .
1

A coté des coordonnées cartésiennes ¥, ¥s, ... Yoo des points de
Phypersurface, il convient d’introduire comme inconnues auxiliaires les
cosinus de direction des lignes des congruences de référence. En désignant
par &;, les cosinus de I’angle que la ligne ¢ fait avec ’axe y,, les équations
intrinseques d’une hypersurface peuvent se résumer comme il suit

n+1 gl
i gh Eabpm = {3: gzzi : > ; e ) B

Yr = Zi S&ili,’r 9
1

1) Ty (Cw L3 ymsl) i st
- y !
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ou, a la place de &, il faut entendre successivement chacune des
&y (b= 1,2, 4. Mi-b-1)

et on a écrit, pour abrégér, { au lieu de
o
| 1-— E‘h g

Il est bien clair que &, ., ..., {,qq représentent les cosinus directeurs
de la normale & ’hypersurface; les y sont les coefficients de rotation par
rapport aux n congruences de référence.

Les invariants w ont aussi des significations analogues & celles, qu’on
a indiqué pour n» = 2. En prenant les b,, sous leur forme canonique,
les congruences correspondantes sont formées, comme il arrive pour
n = 2, par les lignes de courbure de I'hypersurface. Il va sans dire que
dans ce cas les équations C), G); I), TI) se simplifient notablement.

5. - Groupes de mouvements dans une variété quelconque (*).

Soit @ Pexpression du ds® d’une variété V,. Considérons un mouve-
ment infinitésimal, qui fait subir aux points de la variété un déplacement
infiniment petit &V, &, ..., &m, c’est-a-dire qui fait passer chaque point
(@1, @y ...y @,) B la position voisine (v, + &Y, @, + £%, ..., @, + &),
Nous dirons rigide ou sans déformation un tel mouvement, si la forme ¢
admet la transformation infinitésimale

Xf p— i’ E(r) blwf_

Les conditions, auxquelles doivent satisfaire les &7, pour qu’il en soit
ainsi, ont été données par M. KILLING (%).
Avec les notations du calcul différentiel absolu, elles s’écrivent

k) 5n i Ssr =0.

(*") G. Ricct, Sui gruppi continuwi di movimenli in wna varieta qualunque o tre dimensioni,
« Memorie della Societa Italiana delle Scienze », serie 3+, t. XII, 1899.

Les résultats de ce mémoire ont été résumés dans deux Notes des « Comptes Rendus »
(16 et 22 Aout 1898).

(**) Voir le mémoire Ueber dic Grundlagen der Geomeltrie, « Crelle’s Journal », Bd. CI1X, 1892,

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 34
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Soient
57 T er

les expressions canoniques des &,.

La congruence, dont 4, est le systéme coordonné covariant, est formée
par les trajectoires du mouvement rigide, engendré par la transformation
infinitésimale Xf.

En posant dans les k) pour les &, leurs expressions canoniques, on
trouve le théoreme suivant, qui est une extension naturelle de ce, qui
arrive pour les surfaces.

Pour qu'une congruence donnée C dans une variété quelconque V, résulte
des trajectoires d’um mouvement sans déformation, il faut et il suffit:

a) que tout systéme de m— 1 congruences orthogonales entre elles et
a C soit canonique (par rapport a cette derniere).

b) que toute congruence normale a C soit géodésique, ou telle que sa
courbure géodésique soit en chaque point perpendiculaire & la ligne de C,
passant par le méme point.

¢) que la congruence C soit normale et la famille oot des hypersurfaces
orthogonales soit isotherme.

Lorsque n = 3, en employant le systéme covariant E (Chap. I, § 3),
les équations k) peuvent étre remplacées par

! 3
ko) & = zt Erstt
1

ou les u” sont des inconnues auxiliaires, qui forment évidemment un
systeme contrevariant.

Dans la variété V , que nous considérons, prenons un triple ortho-
gonal quelconque [1], [2], [3] et introduisons a la place des &, et u, les
invariants 7, et ¢,, définis par les équations

3 3
= Y €Ny o= D, e
1

g ¥

Les k,) deviennent

37]{ i
Y 7 gh Vinilln 5
74 b”]l t N D}
ko) : = z;. Vanisn + Diga (t=1,2,3)
0841 1
Dr],» o

bl zh Yiniveln — '191+1 ’
08its 1
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et on aura les conditions d’intégrabilité (Chap. II, § 2)

%
8;

k) e Z. ylhiﬁh + VisaWir — VistNi+a o @91 =1, 2, 3).
1

6. - Etude compléte des groupes de mouvements pour les variétés ¥
a trois dimensions. Résolution du probléme:
Reconnaitre si une V), donnée admet un groupe de mouvements

et le déterminer, lorsqu’il existe.

Groupes intransitifs. — Dans une variété V, une famille co' de sur-
faces V, peut étre représentée (Chap. II, § 3) par le méme systéme
(covariant par exemple) qui représente la congruence de ses trajectoires
orthogonales. Soit donec donné un tel systeme et proposons-nous de
reconnaitre 8’il y a des mouvements rigides dans V;, qui transforment
chaque V, en elle méme. Tout d’abord il est & remarquer que, d’aprés
ce qui précede, on pourra regarder le probleme comme résolu toutes les
fois que du mouvement cherché restent déterminées les tra]ectoxres ce,
qui arrivera pour les groupes & un seul parametre.

Cela posé, regardons, dans les équations k), k) du § précédent, comme
congruenee [3] celle des trajectoires orthogonales aux surfaces V,. On
aura

(6) 7 =0,

et les équations k), pour i = 3, nous donneront
3

(7) z;. Vansth = 0 )
1

3 3
(8) "91 = Z;. YVan2lin 5 192 FN. - Z;. Vanln
4 1

Si la (7) n’est pas une identité, prise avec (6), elle nous fournit les
rapports des &, &, & et par conséquent les trajectoires du mouvement
cherché, pourvu toutefois qu’il soit possible, c¢’est-a-dire que les condi-
tions portées par le théoreme du § 5 soient satisfaites.

Si, au contraire, la (7) est identiquement verifiée, on a

(9) e T Y 0,
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ce qui nous dit (Chap. IL, § 3) que la congruence [3] est géodésique.
Nous voyons donc que:

Pour qu'une variété Vy admette un groupe de mowvements rigides & plus
qu'un parameétre, qui laisse invariant toute surface d’une famille oo, il faut
que ces surfaces soient paralléles.

Remarquons maintenant que, a cause des équations (6) et (8), les
fonctions inconnues se réduisent a trois seulement, soit #,, 7, et ;.
Comme les équations k,), qui restent & considérer, et les k) donnent
toutes les dérivées premiéres de ces trois fonctions, exprimées par les
fonctions elles mémes et par des quantités connues, on a encore:

Le groupe de mouvements rigides, qui laisse invariante toute surface
d'une famille oo', dépend aw plus de trois paramétres.

Pour épuiser notre recherche, il faut discuter d’une facon compléte
le systéme simultané (6), (8), (9), k), k). Un choix convenable du
couple [1], [2] rend cette discussion bien aisée. Nous ne pouvons pas
cependant la reproduire ici. Parmi les résultats auxquels elle conduit
nous nous bornons a citer le suivant:

Si une variété V, admet un groupe & trois paramétres de Uespéce con-
sidérée tout a Uheure, en un point quelconque de V, les directions princi-
pales sont données par la normale et par les tangentes a la surface V,, qui
passe par le méme point; les imvariants principaur de Vi, dont deux
coincident, sont invariants du groupe et gardent par conséquent la méme
valeur sur chaque V,.

Groupes tramsitifs. — Voici les résultats obtenus pour ce cas, en par-
tant toujours des équations k), h) du § précédent.

Lorsque V; admet un groupe G a plus qu’un parametre, les invariants
principaux de V sont invariants du groupe.

Pour que ce groupe soit transitif, il faut donc que les invariants
principaux soient constants. Admettons qu’il en soit ainsi et désignons
ces invariants par ,, ®,, w;. Il nous faudra distinguer les trois cas
suivants:

1) Wy = Wy = Wy ;
2) Wy = W3 , W F Wy ;
3) Wy 7 W3, W3 7 Oy, Wy F W .

Dans le premier cas la variété V,; est & courbure constante et le
groupe (G & six parametres.

Dans le second cas a l'invariant w, correspond une congruence prin-
cipale [1] unique et déterminée; aux invariants w, et w; toutes les con-
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N

gruences orthogonales & [1]. Le groupe G sera transitif et & 4 para-
metres, pourvu que soient encore satisfaites les conditions que voici:
a) la congruence [1] est géodésique; pour toute congruence ortho-
gonale [2], la courbure géodésique est perpendiculaire a la fois aux
lignes 1, 2;
b) les coefficients de rotation yy., 715 ont des valeurs constantes
opposées.

Dans le dernier cas, le triple [1], [2], [3] des congruences principales
de V, est completement déterminé. Pour que G soit transitif, il faut
encore (et il suffit) que les ccefficients de rotation du triple soient tous
constants. Cette condition vérifiée, le groupe a précisément trois para-
métres.

7. - Relations des résultats précédents avec les recherches de Lie
et de M. Bianchi.

Les recherches, dont on vient de parler, sont liées intimement avec
celles de Lie sur le probleme de RiEMANN-HELMHOLTZ et celles de
M. BiaNcHI sur les espaces & trois dimensions, qui admettent un groupe
continu de mouvements (). ]

M. BIANCHI a déterminé, en se rapportant & des variables convena-
blement choisies, tous les types de groupes de mouvements possibles
dans une variété V, et les éléments linéaires (exprimés par les mémes
variables), qui leurs correspondent.

Nous venons de nous occuper de la question suivante:

L’élément linéaire d’une variété quelconque V, étant donné en coor-
données générales, reconnaitre s’il y a des mouvements rigides possibles
dans cette variété, et déterminer, lorsqu’il y en a, le groupe, qu’ils for-
ment, par ses équations de définition. '

On fixe de la sorte les criteriums, qui permettent de décider si un
élément linéaire donné rentre dans un des types de M. BiancHi. Ces
caractéres d’une nature invariante revétent parfois una forme géométrique
tres suggestive.

Nos résultats portent une contribution nouvelle au probléme, que
Lit appelle de RIEMANN-HELMHOLTZ.

Rappelons pour cela que nous avons considéré au § précédent deux
systémes simples &7 et u®. Lorsque la variété V, est euclidéenne et
@, ¥, x; sont des coordonnées cartésiennes orthogonales, les & sont les
composantes de la translation, les x les composantes de la rotation, qui

() Voir les « Memorie della Societd Italiana delle Scienze », ser. 3, t. XI, 1897.
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correspondent au mouvement rigide infiniment petit, qu’on envisage.
D’apreés le § 4 du premier chapitre, nous pouvons immédiatement former
les composantes de ces vecteurs pour l’espace euclidéen en coordonnées
générales. Les mémes expressions sont valables aussi pour une variété
quelconque V;, lorsqu’on se borne au domaine (du premier ordre) d’un
point donné, parce que celui-ci fait toujours partie d’un espace linéaire
tangent.

Cela posé, les équations de définition du groupe G des mouvements
d’une variété donnée, nous apprennent que:

Dans les variétés a courbure constante, et dans ce cas seulement, il existe
un mouvement infiniment petit, pour lequel les composantes de translations
¢t celles de rotation prennent, dans un point donné, des valeurs initiales fixées
a Uavance.

Nous trouvons ici la signification cinématique précise des paroles de
RIEMANN (3°) qui contiennent la solution, donnée par lui, au probleme,
dont il s’agit. Ce sont les paroles suivantes, reproduites aussi dans
T’ouvrage de LIE (3!):

Der gemeinsame Charakter dieser Mannigfaltigkeiten, deren Kriimmungs-
mass constant ist, kann auch so ausgedruckt werden, dass sich die Figuren
in thnen ohne Dehmung (ici, remarque Lie, il doit étre sous entendu
beliebig) bewegen lassen.

Si nous envisageons maintenant les variétés V;, qui possedent un
groupe de mouvements @, transitif, mais & 4 parameétres seulement, la
translation peut étre encore choisie & volonté, mais la rotation doit §’ef-
fectuer autour d’un axe détermiué; lorsque le groupe transitif est & trois
parametres il n’est plus possible aucune rotation, tout en restant arbi-
traire la translation.

Remarquons en terminant que les résultats, qu’on vient d’exposer,
répondent completement, du moins pour les variétés a trois dimensions,
a la question, qui a été mise & concours par la Société Jablonowski,
pour ’année 1901 (32).

Signalons encore cette circonstance, qu’on aurait pu dans la recherche
se passer sans inconvénient de la théorie de groupes, bien qu’on ait pré-
féré en adopter le langage pour faire mieux saisir au lecteur ’esprit des
résultats et leur connexion avec ceux, qui étaient déja connus.

]
(*) Gesammclte Werke, pag. 264.
(*') Lie-ENGEL, Theorie der Transformationsgruppen, Dritter Abschnitt, pag. 289 et suivantes.
(**) Voir par exemple « Math. Annalen », B, 50, 1898, page 601.
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CHAPITRE V.

APPLICATIONS MECANIQUES

1. - Intégrales premiéres des équations de la dynamique.

Intégrales linéaires (ordinaires et particularisées).

Considérons un systéme matériel & liaisons indépendantes du temps,
avec n degrés de liberté. Soit

n

2T =3, Gest,,

1

Iexpression de la force vive du systéme. (On désigne selon 1'usage par
un accent les dérivées par rapport au temps t).
Les équations de LAGRANGE, qui définissent le mouvement du systéme
sous l'action de forces données, sont
d T AT .
oo fuba, S G, ¢ =
) — 2 =1, (h=1,2, .. m)

ou les X, sont liées aux forces directement appliquées par des relations
bien connues. ;

On reconnait aisément que, lorsqu’on change les parameétres x,, les
X, se transforment par covariance. Introduisons aussi le systéme réci-
proque X®, notre forme fondamentale étant, bien entendu,

2T =y, a,, dv,dz, .

En résolvant les équations de LAGRANGE par rapport aux dérivées
secondes des coordonnées, on a

M) o=x0—3.{

1

TR
i

}x$w2 ()3
cest la forme, qui convient le mieux & notre but.

(**) Les {T:} sont les symboles de CHRISTOFFEL de seconde espéce; voir Chap. I, § 5.
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Soit maintenant f une fonction des x et des z'. Pour que
f = const.

goit une intégrale premiére des équations, il faut et il suffit que df/dt,
c’est-a-dire

g O pee el
2

s'annule identiqguement, lorsqu’on remplace les z; par leurs valeurs (1).
La condition pourra donc §’écrire

rs

2) T R Y‘f’+$¢{;lx;—¥ira{.}m;w;}EO.

~

dt % ; patiilie

Il est bien connu () qu’a toute intégrale algébrique (& 1’égard des z')
du mouvement d’'un systéme, sous 1'action de forces données, correspond
une intégrale homogéne (toujours & 1’égard des z') pour le mouvement
du méme systéme, sans forces.

C’est ainsi que Iétude de ce cas acquiert une importance toute parti-
culiére. Sous forme géométrique il correspond aux intégrales homogenes
des géodésiques, car les trajectoires du mouvement en ’absence de forces
ne sont autre chose que les géodésiques de la variété V,, dont 27 di?
est D’expression du ds?2.

Appliquons donc en premier lieu la formule (2), pour exprimer qu’une
forme homogéne

g

n
a" .Z" .L"
C ) sl
ETary T T aT sl ST TRL" "m

a

de degré m, égalée a4 une constante, donne lieu & une intégrale premiére
des géodésiques. En remarquant que les coefficients de f forment un
systeme covariant symétrique d’ordre m et ayant égard aux formules (20)
du Chap. I, on passe immédiatement de (2) (o 'on suppose X?= 0) a

7 ' 4 /’ ’
/ 7 =
Ly Loy ooe By Ty =0,

cr,r,...r e

9
'm m+1 m m+1

3) B

(*Y) Voir par exemple: T. LEVI-CIviTA, Sugli integrali algebrici delle equazioni dinamiche,
« Atti della Reale Accademia delle Scienze di Torino », vol. XXXI, 1896; [in questo vol.: IX,
pp. 199-205].
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Le premier systéme dérivé du systéme ¢, . s'est introduit par lui-
méme. On peut prévoir deés a présent la simplification, que la dérivation
covariante va porter dans ce genre de recherches.

Si on ne suppose pas que toutes les X s’annulent & la fois, les
conditions pour que f = const. (f étant la forme considérée tout a

I’heure) soit une intégrale du systéme (1) se composent de (3) et de

)y’ T =
(4) ;".'1.4!". c""""'mA 'l‘t'i i 0.

C’est ce qu’on peut déduire de (2), en remarquant que les termes de
différent degré doivent s’annuler séparément et en outre que les coeffi-
cients ¢, , , sont symétriques par rapport aux m indices. De cette méme
remarque il suit qu’en égalant & zéro les coefficients de chaque terme
en (4), on obtient 1

n .
(4,) 2,‘ Cr,rz...rmX(") =0, (P29 T3y eony Tm= 1,2, ...y m).
1

Illustrons ces généralités, en discutant les conditions d’existence des
intégrales

n

F
3., our, = const: ,

1

linéaires (par rapport, peut-on dire, aux composantes des vitesses).
L’identité (3) devient

z" C”J/‘;ﬁ: =0

1

ou, en développant,
(5) Crs + Cor =10, (8 =112 %00 ).

Sl s’'agit des géodésiques, il n’y a pas d’autres conditions; en général,
on doit avoir égard aussi aux relations (4'), qui dépendent des forces
appliquées. Elles se réduisent pour notre cas 2

n

® S, 6Xn=0.

- |

Nous avons déja rencontré le systéme (5) (Chapitre précédent, § 5); il
exprime que I’élément linéaire V27T dt de la variété V, admet la trans-
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formation infinitésimale
$ o
n awr

Ce lien entre les intégrales linéaires des géodésiques et les mouvements
sans déformation de la variété correspondante est trop bien connu pour
qu’il mérite de 8’y arréter un seul moment.

En mettant le systéme ¢, sous sa forme canonique ¢, = p4,, on
obtient pour les équations (5) l'interprétation géométrique, qui a été
gignalée au § cité. La condition (6) prend aussi une signification bien
simple; elle exprime que la congruence canonique d’une intégrale linéaire
doit étre normale aux lignes de force. Lorsque ces derniéres dérivent d’un
potentiel U, c’est-a-dire, pour X; = dU/dx;, on a plus simplement que
la congruence canonique doit étre équipotentielle.

A cause de leur importance, nous réservons aux intégrales quadra-

n
tiques z,, ¢y, 2., = const. le §, qui va suivre.
¢ |

Nous voulons maintenant dire encore un mot sur les intégrales par-
ticularisées ou équations invariantes. On entend par 13 une équation

’ ’ 7
F(@y, @ay vty Bp 81y Doy oeey Tp) = 0,

qui est satisfaite pour toute valeur de ¢, lorsque cela arrive pour I'instant
initial. Cela veut dire que la condition df/dt = 0 doit étre une congé-
quence des (1) et de l'équation f = 0 elle méme. Nous sommes ainsi
conduits & l'identité
S o)

7 i Pt -r,' BT mi === .M
3 Zl'{bwi gl va e
ou les #” s’entendent remplacées par leurs valeurs (1) et le multiplicateur
M est une fonction des = et des z’' indéterminée a priori.

Bornons-nous au cas simple, ou f serait une fonction linéaires des .
11 est alors loisible de supposer que 1’équation invariant soit

n

zr }in/rm; =0 9

1

An|r étant le systéme covariant d’une congruence [n] de la variété V,.
Le premier membre de (7) est le méme que dans le cas des intégrales

propres. On a done

n n n
’ ’ ’
Zra An'rs:l‘rxs + Zr X(r)ln’r =M z,- }-n,/rxr .
;] 1

4

Nous devons en conclure que le multiplicateur M peut étre seulement
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n
de la forme Y,»x}, les coefficients » étant encore indéterminés, mais

1
fonctions seulement des . L’identité se traduit dans les équations sui-
vantes:

(8) Zr XD Agei==:00
1
(g ar=r i L)
(9) }‘n’rsr =T )'-n,"sr o V'rln/s =k V.J-n,’r .

L’équation (8) nous dit que les lignes de force et celles de la congruence
[n] se coupent sous angle droit. Comme tout & 1’heure, pour des forces
conservatives, cela signifie que la congruence [n] est équipotentielle. Pour
discuter le systéeme (9), on imaginera, bien entendu, associées a [n],
n — 1 congruences, qui complétent 'ennuple et on posera

@y =" i ¥he s

1

On tire alors des (9) les conditions équivalentes
9" Vnii + Ynii = Em®i + Ein®; (tyj=1,2,...,n),

o les indéterminées » se trouvent remplacées par les w.

Pour n = 2, les (9') sont au nombre de trois. Deux servent & déter-
miner w;, w,; la troisieme se réduit & y,,; = 0, ce qui veut dire que la
congruence [1] est géodésique. Mais, & cause de (8), la congruence [1]
est celle des lignes de force. Donc, les problémes a deuww degrés de liberté
possédent une intégrale linéaire particularisée seulement lorsque les lignes
de force sont géodésiques. Cette intégrale exprime que la vitesse et la force
ont méme direction.

Il ne serait pas sans intérét d’établir, aussi pour les problemes & un
nombre quelconque de degrés de liberté, les conditions sous lesquelles
ils comportent une équation linéaire invariante.

2. - Intégrales quadratiques des systémes non soumis a forces.
Forme intrinséque des conditions d’existence.

Hypothése particuliére, qui conduit aux forces vives de M. Stackel.

Pour qu’un systéme non soumis & forces, c’est-a-dire les géodésiques
de la variété V, correspondante possédent l'intégrale quadratique
n

H, = ¥, 0.4, = const. ,
1

www.rcin.org.pl



540 XXXII. METHODES DE CALCUL DIFFERENTIEL ABSOLU

il faut et il suffit, d’aprés (3), que la forme dérivée 3, , ¢, 0w, soit
1

identiquement nulle. On a ainsi les conditions
(10) Cyrst "I’ Cstr "}_ Cirs = 0 9 (ry 3, i — 1, 2, weey n)-

Pour en faire I’étude il convient-naturellement d’introduire a la place
des ¢,, leurs expressions canoniques (Chap. II, § 5)

(11) Cprs = z}; thh,"rzh.'s ]
1

ou les g, désignent, comme on sait, les racines de I’équation
Hcrs_ Qars”: 0,

On trouve ainsi

I) (on— @i)ynis + (0:— 03)yim + (@i — @n)yini = 0,
(Bl — Ly 1200 v ch o di==1)

. 3 2
II) / —Ds&L = 2(0n— @)Y inn 5 (B vo=r15 2 v

ce qui donne une forme intrinseque & la question de déterminer tous les
types de forces vives, dont les géodésiques admettent au moins une inté-
grale quadratique. Pour obtenir ces types, il faut remonter de I), II)
aux expressions des éléments linéaires des variétés V,, ou lon peut
avoir une ennuple de congruences caractérisées par les dites équations.
Les ¢ y figurent comme des indéterminées auxiliaires. En les supposant
toutes égales entre elles, les équations I) sont satisfaites identiquement
et les IT) deviennent 2p,/0s; = 0, ce qui montre que la valeur commune
des o doit étre constante. Les invariants y ne restent aucunement liés
par cette hypothese. Il existe done, indépendamment de P’ennuple et
par conséquent pour toute variété V,, une intégrale quadratique.

On devait 8’y attendre; c’est P'intégrale des forces vives. On tire en
effet de (11), en y faisant g, = O, ¢, = C X, Awedss = Ca,, et linté-

n
grale H, = const. n’est autre chose que Y, a,&, = const.
; B

A Tinstar de ce cas bien évident, il parait convenable, pour la re-
cherche des solutions du systéme I), IT), de distinguer les divers cas,
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\

qui peuvent se présenter & l’égard des p. On aura donc & considérer
séparément le cas, out toutes les p sont distinctes, celui ou il y en a
seulement n — 1, ete., en ayant soin de distinguer encore pour chaque
cas les divers groupements des coincidences possibles.

Une telle étude n’a pas encore été abordée, en général. I1 serait du
plus haut intérét que la question fut épuisée, mais, & présent elle parait
encore assez ardue.

On possede des solutions particuliéres de notre systeme. Elles cor-
respondent aux forces vives découvertes par M. STACKEL (*) (qui com-
prenneunt en particulier les exemples classiques de HAMILTON et de
LiouviLLE). On les retrouve aisément a partir de I), IT) en faisant ’hypo-
these particuliere que les congruences de Iennuple de référence soient
normales (36).

Vu la grande généralité de cette classe de forces vives, on pourrait
étre tenté de croire qu’elles comprennent toutes les solutions du systéme
I), II). 11 en est ainsi évidemment pour » = 2 (toute congruence pouvant
dans ce cas étre regardée comme normale), mais dés qu’on passe & un
plus grand nombre de variables, on reconnait aisément l'existence de
types nouveaux de solutions (*’). La véritable difficulté consiste a les
former tous. Le premier pas a faire, dans cette voie, devrait étre la
intégration du systéme I), II) dans le cas le plus proche & celui, ou
toutes les p coincident et l'intégration se fait & premiere vue. Clest le
cas, ou deux seulement des p sont distinctes.

Nous signalons au lecteur cette recherche, qui, — toute réduction
faite — se présente sous un aspect assez simple.

(*) Voir dans les « Comptes Rendus » deux notes remarquables de cet auteur (9 Marzo 1893
et T Octobre 1895). A consulter aussi:

G. D1 PIrro, Sugli integrali primi quadratici delle equazioni della meccanica, « Annali di
Matematica », ser. II, t. XXIV, 1896;

P. STACKEL, Ueber die quadratischen Integrale der Differentialgleichungen der Dynamik, ibidem,
t. XXV, 1897;

P. PAINLEVE, Sur les intégrales quadratiques des équations de la Dynamique, «Comptes
Rendus », ler Février 1897,

(**) Pour étre exact, il faut avertir que l’on suppose d’avance la normalité de toutes les
congruences de ’ennuple seulement dans le cas, ou toutes les ¢ seraient distinctes. Lorsqu’il y
en a quelques unes, qui coincident, I’hypothése est un peu moins restrictive. Cfr.:

T. LEVI-CIvITA, Sur les intégrales quadratiques des équations de la mécanique, « Comptes
Rendus », 22 Février 1897; [in questo vol.: XIV, pp. 283-286].

(*) T. LEVI-CIVITA, Sur une classe de ds* a trois variables, « Comptes Rendus » 12 Juin 1897;
[in questo vol.: XV, pp. 287-290]. .
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3. - Surfaces, dont les géodésiques possédent une intégrale quadratique
(surfaces de Liouville).
Classification de ces surfaces d’aprés le nombre des intégrales distinctes (*).

Pour n = 2 les équations I), considérées tout & 1’heure, font défaut
et il reste seulement l'autre groupe, qui devient

[ % de:
8, 08, 4
IT') i g
? !
l Sg‘: T 2(91‘_ Qz)‘}’zu y —D%: = 2(92_ 91)'}’122 .

De celles-ci, en supposant g, g,, on tire les conditions d’intégrabilité

B}’zu D)’mz
I LN
) 08y 08,

i 372117122 .

Chaque couple [1], [2], pour lequel la condition III) soit vérifiée, donne
une intégrale quadratique H, = const. (distincte de celle des forces vives)
des équations des géodésiques de la surface. Désignons par ¥ 1’angle,
que les lignes 2 forment avec les lignes d’une congruence géodésiques
quelconque. On peut aisément reconnaitre que l’intégrale H, — const.
équivaut 4 la propriété géométrique suivante. On a tout le long d’une
méme géodésique '
0, 8in% 9 + g, cos® & = const.

On tire des équations IIT)

d Ye11 R b“/lza

=0,
08, 08,

ce qui exprime (Chap. IV, § 1) que le couple [1], [2] appartient & un
faisceau isotherme.

Des II') il suit sans difficulté qu’en prenant les lignes du couple
[1], [2] comme coordonnées, on peut, par un choix convenable de leurs
parametres u, v, attribuer & la forme fondamentale I’expression

@ = (02— 01)(du® + dv?) .

(**) G. Riccr, Sulla teoria delle linee geodetiche e dei sistemi isotermi di LIOUVILLE, « Atti del-
Plstituto Veneto », 1894; Lezioni etc., Premiére partie, Chap. VI, VII.
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Comme les II') nous disent encore que p, et p, ne dépendent que
de u et v respectivement, nous avons bien pour ¢ une forme de LIOUVILLE.
On remarquera d’autre coté qu’a toute forme de LioUviLLE correspond
un couple [1], [2] (les congruences formées par les lignes coordonnées),
qui satisfait aux conditions ITI). Done, pour que les géodésiques d’'une
surface possédent une intégrale premiere quadratique, il faut et il suffit
que I’élément linéaire de la surface soit réductible & la forme de LioUuviLLE.

Maintenant se pose d’elle méme la question: Reconnaitre si un
élément linéaire, donné a l'avance, peut étre réduit & la forme de Liou-
VILLE et en combien de maniéres essentiellement différentes; déterminer
ces formes réduites, lorsqu’elles existent. La recherche équivaut naturel-
lement & celle du nombre et des expressions des intégrales quadratiques
distinctes, qui appartiennent aux géodésiques d’une forme binaire donnée.

Voici les résultats de la recherche sous la premiére forme:

1) Les surfaces a courbure constante seules possédent oo' systémes
isothermes de LIOUVILLE (on désigne ainsi, pour abréger, tout couple
[1], [2], qui satisfait aux conditions IIT)).

2) Les surfaces a courbure variable admettent tout aw plus oo systémes
isothermes de LIOUVILLE. Il y a effectivement une classe de surfaces, qui
jouissent de cette propriété. Ce sont les surfaces applicables sur des surfaces
de révolution et ayant en outre les lignes de courbure paralléles.

3) Il existe des surfaces douées de ool systémes de LIOUVILLE, et
d’autres encore, qui en possédent un seul.

M. KoENIGS dans un mémoire, couronné par I’Académie des Sciences
de Paris (), s’est occupé d’une question intimement liée a celle, qui
vient d’étre exposée, mais non identique. Il s’est proposé en effet d’as-
signer tous les types d’éléments linéaires, qui admettent auw moins deuw
systémes de LrouviLLE. Par cette voie on peut établir aussi quelques
uns de résultats précédents (ceux qui se rapportent au nombre de systémes
de L10UVILLE possibles). M. KoENIGS les avait énoncés en méme temps
que M. Ricor.

4. - Transformations des équations de la dynamique.

Le probleme (4 une transformation de formes différentielles quadra-
tiques pres) se pose, d’apres M. PAINLEVE (*?), sous la forme suivante:
Etant donné un systéeme dynamique (A), dont les forces me dépendent

(%) Mémoire sur les lignes géodésiques, « Mémoires des Savants Etrangers », t. XXXI, 1894.
(*9) Sur la transformation des équations de la dynamigue, « Journal de Liouville », Cinqui¢me
gérie, tom. X, 1894.
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pas des vitesses, reconnaitre s'il admet des systémes correspondants (A,) et,
dans le cas affirmatif, les déterminer tous.

On nomme correspondants d’un systeme (A) tous les systemes (4,),
dont les forces ne dépendent pas non plus des vitesses et qui ont les
mémes trajectoires de (4).

A Pégard des systémes correspondants on démontre tout d’abord que,
si les forces sont nulles pour un systeme, le méme doit arriver pour ses
correspondants. Dans cette hypothese le probléme de la transformation
revét laspect géométrique que voici:

Déterminer toutes les variétés V,, qui pewvent étre représentées sur une .
variété donnée avec conservation des géodésiques, c¢’est-a-dire de telle sorte
quw'a toute géodésique de V, corresponde dans la représentation encore une
géodésique.

Cette question a été étudiée par M. LIOUVILLE dans son mémoire
« Sur les équations de la dynamique» (*1). 11 a établi des résultats géné-
raux bien remarquables, sans donner toutefois une réponse définitive &
la question. Peut étre n’aurait-elle été possible sans le secours du calcul
différentiel absolu. Nous allons donner une idée de la marche, qui a
été suivie dans la résolution du probleme par cette méthode (%2).

Soit

n

P =2, 0,dz,de,
1

I’expression du ds®* d'une variété V, donnée,

= 21-; %rs dmr dw,
o

la méme expression pour une quelconque des variétés représentables
sur V, avec conservation des géodésiques. On fixe en premier lieu les
équations, auxquelles doivent satisfaire les o,,. Elles sont

2,uarst St 2,utara + UsOrt - Mz = 0 ’

ou x est une inconnue auxiliaire et ’on regarde, bien entendu, ¢ comme
forme fondamentale (u, et o, désignant les systémes dérivées selon ¢
de u et du systéme o).

(4*) « Acta Mathematica », t. 19, 1895.
(**) T. LEvI-CiviTA, Sulle trasformazioni delle equazioni dinamiche, « Annali di Matematice»,
ger. II, t. XXIV, 1896; [in questo vol.: X, pp. 207-252].
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Appelons a et « les discriminants de ¢ et y et posons
Ars - ,u.fan .

Des équations précédentes on tire aisément

a\l/nt1
A

(C étant une constante) et
Arst S Aur o Atra =0 )

qui nous disent (§ 2) que
>, Aem, = const.
' 4

est une intégrale quadratiques pour les géodésiques de V,. Substituons
maintenant aux «,, leurs expressions canoniques

n
Apy = zh thh'rzh"a .
1

Les équations de condition se transforment dans les suivantes

a) (on— @)ynis =0, (b #1 #7j)
0; ; ;
b) 2ei—edym=52, (%))
w o) —b(:fi) 165 Gagn | THERR Yyl
dpe) |
d) =L +esr=0.

La forme de ce systeme nous prévient que le nombre et aussi la nature
des équations, qui le composent, dépendent du nombre des racines di-
stinctes de I’équation |otrs — 0@, | = 0 et de leurs ordres de multiplicité.

Supposons d’abord. que toutes les p soient distinctes. L’ennuple de
référence reste dans ce cas completement déterminé et, & cause des
équations a), les coefficients de rotation & trois indices distinets doivent
tous s’annuler.

T. LEVI-CIVITA — Opere, 1. 35
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Il s’en suit (Chap. II, § 3) que toutes les congruences de l’ennuple
sont normales, et on est naturellement amené a prendre les correspon-
dantes variétés orthogonales comme coordonnées. Avec un tel systéme
coordonné, l’expression du ds® de V, doit étre de la forme

= ii Hfdxf’
) §

les équations a) se réduisent & des identités et les b), ¢), d) deviennent
respectivement:

} gela@ Bl 0o SLsh

b,) 2(0:— 0) - ¥, i ¥, =0, (@+#]))
d(p01) A

¢) ‘ éuxg’ =0, (¢t #7) @Gi=1,2,..,n)
d(po:) u

d,) s o, -+ bw, o

L’intégration de ce systeme est aisée. On est conduit au résultat
suivant:

Désignons par y; (¢ = 1, 2, ..., n) une fonction quelconque de la seule
variable z;, par (' et ¢ deux constantes arbitraires. Tout élément linéaire,
ayant une expression de la forme

™) a3 (TT, | =i ) s

admet les correspondants

g (¢ 2
oo vy sy g, =

ra(TL = wl)aa

n

et ceux-ci seulement. (Dans les factoriels T, on doit exclure le facteur,
1

ou l’indice j prendrait la valeur i).

Passons maintenant & autre cas extréme, ou toutes les p seraient
égales. Les a) sont satisfaites identiquement, et les autres équations
exigent seulement que x et la valeur commune C des p soient constantes.
Les expressions canoniques des o,, sont «,, = Ca,,, d’ou il suit que la
forme y n’est que la ¢ elle méme, multipliée par une constante. Il était
évident a priori que toute forme ¢ admet de tels correspondants. M. PAIN-
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LEVE les a appelés (*3) pour cela correspondants ordinaires. Ce sont seule-
ment les correspondants non-ordinaires, qui peuvent nous intéresser.

I1 est bien clair qu’en dehors de ce cas les autres hypotheéses possibles
a Pégard des p aboutissent & des correspondants non-ordinaires. Chacune
de ces hypothéses conduit & des types bien déterminées, qu'on calcule
sans difficulté en intégrant les équations E), qui leurs appartiennent.
Comme il est arrivé pour le premier type, Iinterprétation géométrique
met au jour le choix des variables, qui se prétent mieux & lintégration
du systeme.

En revenant pour un moment encore sur ce premier cas, il est bon
de remarquer que l'intégrale quadratique, dont il a été en général prouvé
Pexistence, prend la forme

; g”i (1 + €) oo. (Wica+ )(Wiga + €)oo (90 + €) (fl,tip,— 1,0.-|>m§2 =="const. ,

avec la méme remarque que tout a ’heure a 1’égard du factoriel.

Comme la valeur du premier membre doit étre constante quelle que
soit ¢, chacun des coefficients des différentes puissances de ¢ nous donne
séparément une intégrale quadratique. Elles sont ici au nombre de n
(y compris celle des forces vives) toutes distinctes.

En général leur nombre est égal & celui des p distinctes.

Ainsi qu’il a été fait (§ 3) pour n = 2, ce ne serait pas sans impor-
tance d’établir, du moins pour n = 3, les caractéres invariantifs des
variétés, dont 1'expression de 1’élément linéaire est réductible au type 7')
(forme généralisée de LIOUVILLE).

Plus généralement, il ne faut pas oublier que le probléeme de la trans-
formation, tel qu’il a été énoncé au début de ce §, c’est-a-dire pour des
forces non nulles, attend encore d’étre résolu. M. PAINLEVE y a apporté
des contributions tres-intéressantes, qui épuisent méme la question pour
== 2 (M)

Sera-t-il reservé au calcul différentiel absolu d’aller jusqu’au fond?
Pour le moment nous ne pouvons qu’en exprimer 1’espoir.

Du reste, dans cet ordre de questions, on a ouvert devant soi un
trés vaste champ de recherche.

Il suffit d’étendre avec M. STACKEL (%) I’énoncé du probleme de la
transformation, en éxigeant, non plus que deux systémes dynamiques

(**) Loco cit. (*).

(*%) Sur les transformations des équations de la dynamique, « Comptes Rendus », 24 Aot 1896.
Voir aussi deux notes de M. A. VITERBI, Sulla trasformazione delle eq toni della dinamica a due
variabili, « Rendiconti deli’Accademia dei Lincei» 4 e 18 Febbraio 1900.

(*%) Ueber Transformationen von Bewegunycn, « Gottinger Nachrichten », 1898.
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(A), (A,) aient toutes les trajectoires en commun, mais une partie seule-
ment, c’est-a-dire un ensemble de trajectoires, dépendant d'un certain
nombre k(< 2n— 1) de parameétres.

Dans un article, qui paraitra prochainement, M. MALIPIERO envisage
sous ce point de vue le cas des géodésiques, en présentant quelques re-
marques non dépourvues d’intérét.

CHAPITRE VI.

APPLICATIONS PHYSIQUES

2 2 2
1. - Cas de réductibilité a deux variables de I’équation %;: ol g—;: AL g_zg e

(Potentiels binaires).

Si, dans I’équation de LAPLACE en coordonnées cartésiennes

on suppose la fonction » indépendante de z, il reste.

%u 0
— -0,
2w |y

qui définit une classe tres étendue de potentiels, gardant la méme valeur
le long des droites paralléles & 1'axe des z (potentiels logarithmiques,
d’aprés M. C. NEUMANN).

De méme, en prenant ’équation de LAPLACE en coordonnées polaires
0, ¥, @, on peut supposer » indépendant de ¢ sans limiter davantage la
généralité des solution. En effet, lorsqu’on pose du/dp = 0 dans

1 d 0 1 %
gsenﬂ{ (9 oy >+bﬁ<snﬁbﬁ>+senf}3¢z}:0

il ne reste plus aucune trace de ¢ dans les coefficients. On obtient de
la sorte une classe trés importante d’intégrales de Au = 0, les potentiels
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symétriques, qui sont bien connus d’apres les recherches de BELTRAMI (%).
Ils restent constants sur les cercles p = const., ¥ = const.

On peut encore dans l’équation ci-dessus supposer % indépendant
de o. Les potentiels correspondants

R QU 1 u
ﬁ(senﬁﬁ> 4 sen 9 dp*

(aussi généraux, bien que moins importants de ceux, qui précédent) ont
pour lignes équipotentielles les droites issues de l’origine.

Il n’est pas permis de procéder d’une fagon analogue & I’égard de ¥,
car, en supposant » indépendant de ¢, on doit avoir séparément

D 2
2(p2)le, o
20 20

et les intégrales de ce systéme simultané (c’est & dire

u:(cl—}-ﬁ)(p +(08+54)’
e e
les ¢ désignent des constantes) n’ont pas la méme généralité que tout
a I’heure.

Ces remarques nous conduisent a poser avec M. VOLTERRA (*7) la
question suivante:

Soit I'équation %u = 0, transformée en coordonnées curvilignes quel-
conques ;, Z,, #;. En général, lorsqu’on posera du/dz; = 0 dans le
premier membre, on ne pourra pas débarasser I’équation réduite de la
variable z; (ou, si 'on veut, les deux équations éu = 0, du[dx; = 0 ne
formeront pas un systéme complet). Il y a des cas (nous en avons ren-
contré des exemples bien simples) o une pareille circonstance se pré-
sente. Il faut les déterminer tous.

A chacun d’eux correspond une classe de potentiels, qui dépendent
de deux coordonnées (potentiels binaires). 1ls donnent lieu dans les appli-
cations aux mémes simplifications que les potentiels logarithmiques ou
symétriques: M. VOLTERRA, dans le mémoire cité, a fait cette étude en
général.

(**) Voir par exemple le mémoire Sulla teoria delle junzioni potenziali simmetriche, « Memorie
della Accademia di Bologna », ser. IV, t. II, 1881.

(*) Sopra alcuni problemi della teoria del potenziale, « Annali della Scuola Normale di Pisa »,
1883.
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Il restait-a établir si, outre les types connus, il y en avait d’autres
et lesquels.

(’est exactement la méme question, qu’a été résolue par RIEMANN (%),
a Pégard de I’équation de propagation de la chaleur

d
Szf -+ ké&u =40 (k étant une constante).

Mais on ne pouvait songer a adopter la méthode de RIEMANN, & cause
de l'extréme complication des formules. Il fallait ouvrir une bréche,
pour se débarasser des matériaux encombrants.
(’est encore le calcul différentiel absolu qui en a fourni les moyens.
Bornons-nous & faire saisir les résultats de la recherche (*).
Remarquons pour cela que une classe de potentiels binaires est
caractérisée essentiellement par sa congruence équipotentielle, c’est-a-dire
par la congruence

2z, = const. , &y = const. ,

formée par les lignes, le long desquelles tous les individus de la classe
gardent une valeur constante. En effet, lorsqu’on connait cette congruence,
il suffit d’associer aux familles (2, y,2) = const., x,(x,y,2) = const.
une troisieme famille indépendante quelconque x,(z, ¥, ) = const. L’équa-
tion, qui définit les potentiels correspondants, s’obtient en transformant
eu = 0 en coordonnées z,, &,, #; et en y faisant du/dx; = 0. (L’hypo-
theése qu’une congruence soit équipotentielle équivaut précisément a ce
qu'on peut faire du/dx; = 0 dans %u = 0, sans étre géné par ).
Le probléme revient ainsi & déterminer toutes les congruences équi-
potentielles de notre espace.
Ces congruences (supposées réelles) se partagent dans les quatre caté-
gories, que voici:
1) Congruences rectilignes isotropes (d’aprés RIBAUCOUR (*9));
2) Congruences des cercles ayant méme axe;
3) Congruences de hélices;
4) Congruences de spirales. :
On en tire une classification correspondante pour les potentiels binaires.
Ils sont isotropes, syméiriques, hélicoides, ou spirales.

(*%) Commentatio mathematica, qua etc., « Ges. Werke », pag. 370.

() T. LEVI-CiviTA, Tipi di potenziali, che si possono jar dipendere da due sole coordinate,
« Memorie della Accademia di Torino », ser. II, t. XLIX, 1899; [in questo vol.: XXIV,
pp. 381-4381.

(°°) Voir L. BiaxcHri, Lezioni di Geometria differenziale, 3* ed., vol. I, 1922, Chap. X; ou
bien encore T. LEVI-CIVITA, Sulle congruenze di curve, « Rendiconti della Accademia dei Lincei »,
5 Marzo, 1899; [in questo vol.: XXII, pp. 369-377].

www.rcin.org.pl



ET LEURS APPLICATIONS 551

2. - Des champs vectoriels (°!).

On a dans un domaine de ’espace un champ vectoriel, lorsque & chaque
point P du domaine correspond un vecteur (R) ayant l’origine en P.

Soient ¥,, ¥, ¥; les coordonnées cartésiennes de P, Y, Y,, Y, les
composantes de (R) suivant les axes coordonnées. La loi de correspondance
entre les points et les vecteurs du champ s’exprime par ce fait que les
composantes Y,, Y,, Y; de (R) sont des fonctions des coordonnées
Y1, Y2, Y5 de son point d’application. On suppose bien entendu qu’il s’agit
de fonctions continues et douées de toutes les dérivées, qu’il nous faudra
considérer.

Lorsqu’on a affaire & un champ vectoriel, la quantité scalaire

VY VY 7ol
1 ro i diat 8 s TR e
@) Y1 i Y, o Y3

8’introduit naturellement.
On l'appelle divergence du champ au point P,

6 = Div (R) .

Elle joue presque toujours un rdle important dans les questions phy-
siques. Ainsi par exemple, si le vecteur (R) représente le déplacement
du point P dans une déformation élastique, @ c’est la dilatation cubique
de la particule, qui environne le méme point. Plus généralement, lorsque
(R) est un flux d’une nature quelconque, la condensation au point P
est mésurée par 6.

Si les composantes Y, sont les dérivées d’une méme fonction U (au-
quel cas nous dirons que la distribution vectorielle considérée est poten-
tielle) il resulte évidemment

(1) O =AU .

2

Il y a encore un vecteur trés-intimement lié au champ, le tourbillon

(*1) Pour les généralités sur les champs vectoriels, au point de vue, que nous envisageons
ici, on consultera avec profit (outre le traité bien connu de TArr) le mémoire posthume du regretté
G. FERRARIS, Teoria geomelrica dei campi vettoriali, « Memorie dell’Accademia di Torino »,
t. XLVII, 1897, et un mémoire récent de M. L. DoNATI, Sulle proprieti caratteristiche dei campi
vettoriali, « Memorie dell’Accademia di Bologna » ser. V, t. VII, 1898.
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(2w) (curl des anglais) de (R). Ses componsantes 2v,, 2v,, 2v, sont données
par les formules suivantes:

VY, Q¥
= — ",
0Ys Ys
Y VY.
2) Wy =—— ——=,
Y3 A
i AR
vy = —2 —
Y1 QY

Quant a Dlinterprétation physique, envisageons, par exemple, 'image
hydrodynamique. Soit (&) la vitesse d’un fluide en mouvement, la ro-
tation des particles est définie par le vecteur (w). Il est identiquement
nul pour les distributions potentielles.

Supposons maintenant que 1’espace soit rapporté & des coordonnées
curvilignes quelconques w,, ,, @,.

La question de représenter un champ vectoriel et ses éléments se
pose d’elle méme (52).

On peut définir trés facilement le champ par un systéme simple co-
variant X,, dont les éléments se réduisent en coordonnées cartésiennes
aux composantes de (R). Nous savons déja (Chap. I, § 4) comment
g’expriment, par les X,, composantes et projections de (R) selon les
lignes coordonnées. Mais, pour ootenir @ et (w), il est inutile de passer
par lintermédiaire de ces projections (et de transformations d’inté-
grales), comme on le fait habituellement. Les principes du calcul diffé-
rentiel absolu permettent d’y parvenir sur le champ (5).

Il suffit en effet de poser

3
(3) 0= Zr.s a(”)er ’

1

3
(4) 2un = — 3, e X,, (34). (r=1,2,83).
)

(*2) M. M. ABRAHAM dans un article récent, paru dans ce méme recueil (« Math. Annalen »,
B. 52, 1899, pag. 81) s’est occupé aussi de la représentation des champs vectoriels en coordon-
nées curvilignes. Il se borne toutefois aux coordonnées orthogonales, en employant pour la
déduction des formules les méthodes ordinaires.

(**) La méme méthode conduit aussi & traduire presque immédiatement en coordonnées
quelconques certaines relations intégrales. C’est le cas par exemple des formules bien connues
de GREEN et de STokEs. Voir, quant a cette derniére: G. Ricci, Del teorema di STOKES in uno
spazio qualunque a tre dimensioni e in coordinate generali, « Atti dell’Istituto Veneto », 1897.

(%) Pour la définition des symboles, voyez Chap. I, § 5.
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On le démontre en remarquant que @ est un invariant et que sa valeur
en coordonnées cartésiennes ¥, ¥, ¥s (@rs = &4y X,o = 0Y,/y,) se réduit
précisément a (1). Pour les distributions potentielles (X, = dU/dx, = U,),

3
il résulte @ = > a"U,,, ce qui est bien la forme générale du para-

; |
meétre %U. On devait évidemment sy attendre d’apres (1').

De méme le vecteur, défini par le systeme contrevariant u™ (ou son
réciproque u,) est bien (w), car les éléments p, pour des coordonnées
cartésiennes, ne sont pas autre chose que les »,, »,, v, des formules (2).
(Comparez aussi Chap. ITI, § 2).

Nous avons déja remarqué (Chap. III, § 2) qu’'on peut dorner aux
expressions (3) et (4) la forme

AR
Vv

2(Va Xm)

(3") ' &

3

Sl

4' Qun = AR BTN
( ) s al 0Ty yy L

il Ll M’“} (r=1,2,3)

(ot on doit, bien entendu, regarder comme identiques les valeurs de r,
qui différent entre eux d’un multiple de 3). Ces expressions sont parfois
avantageuses pour les calculs.

Dans la théorie de D’élasticité et surtout en électrodynamique on
rencontre un vecteur (Q2), lié au vecteur fondamental du champ par la
relation

(2) = — Curl Curl (R) = — 2 Curl (w).

Il serait bien aisé d’en calculer le systéme contrevariant M® par la
réitération de la formule (4), mais il est encore plus simple de se rapporter
pour un moment & des coordonnées cartésiennes. Les éléments N® = N,
du systéme en question (composantes du vecteur (£2)) sont, d’apres (2)

AL R R R i it
Y NYria Y ria OYrta 1 OYri2 oY, OWYrs1 | Y OWria

ce qui peut s’écrire

(5) N, = g = Z
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Si maintenant on pose

; 2 20
(5') M= ;w a0 Xppo—

on voit tout de suite que les M,, pour des coordonnées cartésiennes, sont
identiques aux N,. Le systéme (5') est bien covariant; c’est donc le
systéme cherché.

3. - Exemples divers. Equations en coordonnées générales

de P’électrodynamique, de la théorie de la chaleur, et de I’élasticité.

Electrodynamique. — Dans un champ électromagnétique, représentons
par deux vecteurs (F,), (¥,,) les forces électrique et magnétique correspon-
dant & chaque point P du champ.

Ces forces sont en général variables avec le temps. Nous désignerons,
comme d’habitude, par d(#,)/dt le vecteur, dont les composantes sont
les dérivées des composantes de (#,), par rapport au temps ¢, de méme
pour (F,,).

Cela posé, les équations indéfinies pour un diélectrique homogeéne,
isotrope, en repos s’écrivent d’apres HERTZ:

(6) 4525 _ cun (),
: A,
(7) Ae i Curl (F,,) ,

A, p, ¢ étant des constantes.

Nous pouvons les traduire en forme explicite, tout en adoptant des
coordonnées curvilignes quelconques ;, @,, @;. Il suffit d’avoir recours
aux formules du § précédent. Introduisons pour cela les systémes co-
variants X, et L, des deux vecteurs (#,), (F,). Les équations (6) et (7)
développées deviennent

er i Ier+2 er+1}
; 78 Bt SRl il 1

(6) 2 g

er i | _1_1er+1 __DLH-z}

d  Aaldwe )’

(™)
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I1 peut étre utile (pour I’étude des vibrations, par exemple) d’avoir sépa-
rément les lois de variation de chacun des deux vecteurs (F,), (F,).
(’est ce qu'on peut déduire par la combinaison des équations (6) et (7),
en éliminant successivement (F,) et (F,). On trouve de la sorte

2
s Tl R P e Do S e G (L)
ot2 ot ot
de méme
2
W SO S Gl (B
NE
En posant

(i =2 B T 1
6,, = Div (F,) ,’

les formules (5') nous conduisent aux relations suivantes:

. 3L, 3 20,,

(67) A2ue v = g”" av [, . — e
NX, 3 20,

j 2 e (pg) sl g
(7j) Aue 5 gma 5 il S
Pour ’éther on a en particulier

vl o L )
@m = 0.' i

On devrait maintenant traduire en coordonnées générales les conditions
aux limites, puis, en introduisant les polarisations et le courant, consi-
dérer les cas des diélectriques isotropes et des conducteurs.

De méme il serait intéressant de présenter quelques applications des
formules générales, que nous venons d’établir. Mais cela nous entrai-
nerait trop loin. Iei nous devons nous borner & de simples indications
nécessaires pour orienter le lecteur.

Chaleur. — Le mouvement de la chalenr dans les corps conducteurs,
lorsqu’on néglige & la fois les phénomeénes d’absorption et le travail méca-
nique, est régi par I’équation

i/
® Go % = Div (3)
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O et p représentent respectivement la chaleur spécifique et la densité
T la température, (¥F) le flux de la chaleur, qui correspondent au point
envisagé dans le conduseur & l’instant ¢.

Le vecteur (&) est défini dans les corps isotropes par ce fait que sa
composante suivant une direction quelconque est proportionnelle & la
dérivée de la température 7' dans la méme direction. On aura donc, en
introduisant des coordonnées cartésiennes y,, ¥., ¥, et les relatives com-
posantes Y,, Y,, Y, de (%),

9) Yr:csgry (r=1,2,3)

ou le facteur ¢ peut dépendre des coordonnées ¥, ¥, ¥s.
Passons maintenant & des coordonnées quelconques. On aura bien
pour le systeme covariant X, de (%)

B

X, =¢—=2¢T,,
o,

par conséquent, en nous servant de (3'),
; AT it ) RONE Tt A (PR
(8") CQD—tZDIV((_y)Z——-Z—‘—(C a——).

Lorsque ¢ est constant, on a

gb—TchT.
dt 2

C’est un résultat bien connu.
Considérons plus généralement le cas d'un conducteur quelconque.

Les relations (9), entre les composantes du flux et les dérivées de la
température, doivent étre remplacées par les suivantes:

e 2T
9’ Yn— e
(9 2, 21

ou les ¢ = ¢wn (coefficients de conductivité) peuvent étre des fonctions
quelconques des .

Ici encore il est bien aisé de traduire 1’équation (8) en coordonnées
générales. Définissons en effet un systéme contrevariant double ¢r» par
la condition que ses éléments se réduisent précisément aux coefficients de
conductivité pour les variables .
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Le systeme contrevariant de (7)) pourra se représenter par

3
Xn = Zp 0(””17,,
%
(La raison en est toujours la méme; c’est-a-dire le systéme est contre-
variant et coincide avec Y™ — Y, pour les coordonnées y).
Prenons maintenant Div () sous la forme (3’) et nous aurons

AT -3 2T
" (). oy
(8") Co— e \/_Z'Dwrl\/agycmbw}’

»

qui est ’expression developpée de (8) dans le cas le plus général.

Lorsqu’on suppose le conducteur homogeéne, les coefficients de con-
ductivité sont des constantes, mais il n’en est pas ainsi en général des
¢ se rapportant & des coordonnées quelconque; par conséquent on ne
peut pas les faire sortir du signe de dérivation dans le second membre
de (8”). Il convient plutét de revenir 4 DPexpression, pour ainsi dire
théorique, du Div (), c’est-a-dire

z" a, Xo .

%

Comme, a cause de ’homogéneité, les dérivées par rapport aux y des
coefficients de conductivité s’annulent & la fois, il en sera de méme des
derivées contrevariantes des ¢, La dérivation de

3
b, e A zp C(”’)T,,
1

donne pourtant

i

(
X0t Em ¢Paes T,

1
d’olt

Div (3¥)

...l\ 4&
3
3

3
) P (pq)
G ana(ai‘ c((fl))TTW —_ ZW c're qu ’
1

et enfin
AT 3
QT = 2 C(M)TW (55) &
1

(**) On peut aussi justifier ce résultat par la simple remarque que les deux membres sont
des invariants, et leur égalité est manifeste (d’apres (8') et I'homogéneité du conducteur) en se
rapportant &4 des coordonnées cartésiennes,
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Cette équation assez simple s’applique done aux conducteurs homogénes,
mais d’une structure moléculaire quelconque.

Elasticité. — Si u, sont les composantes suivant les axes y, du dépla-
cement des points d’un milieu élastique, la déformation, qui en résulte,
dépend, comme on sait, des six quantités

_du, | du,

(10) 20y = D:'L B:l_]_,- (rys=1,2,3)

(¢, est la dilatation linéaire pour la direction ¥,, oty s cest un
glissement, ou, si I'on veut, la dilatation angulaire des deux directions
Yriay yr+2}-

Le potentiel des forces élastiques est une fonction 2I7 des «,, quadra-
tigue et homogéne. Posons

2
211 = erw c"sm,“raaw »
L

les coefficients d’élasticité c¢rsr (= ¢m0 — ¢war9 et leurs conséquences)
pouvant dépendre des coordonnées y.

Si on désigne par Y, (ou Y®) les composantes de la force (F), qui
agit sur 'unité de masse, par p la densité et on pose encore

A>T 2
(11) ITers) — 5 zm elrg
rs 1

les équations indéfinies de 1'équilibre élastique s’éecrivent:

3
(12) 13 - = o¥", (r=1,2,3).

Il est bien aisé de les présenter sous une forme valable pour des co-
ordonnées quelconques z,, x,, x;. Regardons & ce but u,, ¢7 comme
les éléments, se rapportant en général aux coordonnées envisagées, de
deux gystémes: simple covariant le premier, contrevariant du quatriéme
ordre le second.

Si P'on fait

{10!) 2‘1" = Upy + Ugr Il

les (11) nous définissent un systéme double contrevariant I7¢s.
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En représentant encore par X le systéme contrevariant de la force
(F), les équations démandées seront

3
(1) 3, @ oo = oX0, r=1,2,3)

1

C’est bien évident, car la forme méme en montre la nature invariante
et d’autre part on retrouve les équations (12), lorsqu’on suppose les
coordonnées cartésiennes orthogonales.

Ce n’est pas la place ici d’aller plus loin, mais nous ne pouvons
passer sous silence que la théorie de 1’élasticité est peut-étre une de celles,
ou les méthodes du caleul différentiel absolu sont appelées 4 rendre les
meilleurs services ().

Padoue, Décembre 1899.

(*¢) On consultera & ce propos: G. Riccl, Lezioni sulla teoria dell’elasticita, qui paraitront
prochainement. [In realtd queste Lezioni non furono mai pubblicate dall’A.; ma ne esiste il
manoseritto e figureranno nelle OPERE, che saranno pubblicate a cura della Unione Mate-
matica Italiana. N.d.R.]
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