Nota III.

« Rend. Acec. Lincei», s. 5%, vol. XI, (1° sem. 1902),
pp. 228-337. (%)

10. - Sviluppi asintotici.

Riprendiamo l’espressione (i5) di U, — F,.

Il secondo membro, considerato come funzione del parametro ¢, ha,
per ¢ = oo, un punto singolare essenziale. Infatti esso differisce dal-
P’espressione rigorosa (10) di F, soltanto per lo scambio di B in ¢; ed
F,, quale funzione di B, ha effettivamente una singolaritad essenziale
in B = oo, come risulta dalla (10”) (%). .

Non sard dunque possibile sviluppare U, — F, in serie di potenze di
1/q, convergente nell’intorno di 1/g = 0.

Perod, limitandosi ai valori reali e positivi di 1/g, si pud stabilire la
validitd dello sviluppo di TAYLOR fino a un ordine qualsiasi e fissare il
limite superiore di ciascun resto.

Ecco in qual modo.

Cambiando 4 in A/g, la (15) si pud scrivere:

@U,—F,) =

—%fe-‘.' - —+ ; | k.
0 llz[+d+i(y~a) !z|+d—-i(y+a)

(*) Presentata dal Socio VITO VOLTERRA nella seduta del 16 marzo 1902.
; (1) In quanto, se B = co non fosse una singolaritd essenziale di ¥y, cid accadrebbe in parti-
colare per i valori 0, 0, 1 di v, 2, d, ossia per la funzione

A 3 n % (—1i)ymBm™
B Lie B = ¢'Blog B + e'B{C’—i— +Zm(~—)——- } B
ek mem!

il che evidentemente non &, poiché tanto il coefficiente di log B, quanto il secondo addendo, svi-
luppati per potenze di B, contengono un numero infinito di termini.
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236 IX. INFLUENZA DI UNO SCHERMO CONDUTTORE

Sotto questa forma apparisce chiaramente che il secondo membro
rimane finito e determinato, anche quando 1/¢ converge a zero (si intende,
per valori reali).

Infatti il modulo della funzione sotto il segno e, per qualsiasi valore di 2,

2|+ d —A
PRPURUTL. ST TS W U Saa— 0 y
(|| +d)2 +9*
funzione evidentemente integrabile nell’intervallo 0, oo.
Si pud anzi asserire che la funzione U, — F, ammette derivate di qua-

lunque ordine, rispetto all’argomento 1/g, anche nel punto 1/q¢ = 0.
Infatti:

<2

d@
=J""7“mzfe—um i et ! | A
o [lerrarily g™ [l s+

(m=0,1,2,..),
e il modulo della funzione sotto il segno non supera mai
2
e+ @
L’integrale ¢ dunque una funzione di 1/q, finita e continua per ogni
valore reale di 1/¢ (1/¢ = 0, incluso).
Per 1/¢ = 0, risulta in particolare
Mz_lﬂ")z_?m_ﬂ( !)z{ 1 + 1 }
d(g)m 2 (e[ +a i)y " (e[ +a—ig)ma |’
q

od anche, avendo riguardo alle identita

e Jm .

;i &
i .| B v v
dlz] — " 2lJs[+d+iy " Je[+a—ay]’
i
dm+1 logv _—(__])m+l ' 5 3 1
d|z|~s 2_'m'{<lz|+d+iy)m+’ (lzl+d—iw“*‘}’
1
dm+llog~_
drq(U, — F,) b _A\mb |k,7,_h.Y
- Pl ——( 1)™+im ! dizl"‘“ :

1)
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SUL CAMPO ELETTROMAGNETICO ECC. 237

In questa condizione di cose ¢ chiaro che si pud applicare alla fun-
zione ¢(U, — F,) la formula di TAYLOR per l'intervallo 0, 1/g, fino a un
ordine qualunque m, e scrivere di conformita

il
, d’log v

= (—i)
20 U,—F=—3"" ——= + R,

dove, usando pel resto la forma di LAGRANGE, si pud ritenere per la (19),

B
im+1 < | 1
=_2qm+lfe_12’m i 1 m+1 + 7 }. ey dl
F e a2
/31 : G
con 1/q, > 0.

La (20) e questa espressione di R,, valgono anche per m = 0, doven-
dosi soltanto nella (20) porre zero al posto della sommatoria.

Per qualsiasi valore di y (reale, si intende) il modulo della quantita
in parentesi nell’espressione di R, & sempre inferiore a 2/(|z|+ d)™*,
talché

m!
21 e CRo T AR
(21) E <qm+l(1z|+d)m+l *)

In modo perfettamente analogo, considerando le derivate di q(U, — F,)

rapporto a y e rapporto a |2/, si ha

i
s+ e
aw,—F) __ s iYL
e ay T ¢ dls|rdy el
1
i dx+11 £
AT By ey BV,
d|z| T et e T
con
!
gy A

m q"'“(lleW '»

(*) Si pud osservare che, ammettendo a priori la possibilitd di uno sviiuppo di U, — F, per
potenze di 1/¢g, la forma dello sviluppo risulta subito dalla prima equazione (7') (nel secondo
membro della quale si intende posto — (d log 1/4)/d|z| in luogo di dFy/d|z|). Perd questo modo
di procedere, oltre a non essere rigoroso, non permette di apprezzare 1’entita del resto.
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238 IX. INFLUENZA DI UNO SCHERMO CONDUTTORE -

L’equazione differenziale (5'):

av ;
@y = PiT—Fy),
notando che |U,— F,| & in ogni caso << 1/¢gd e ricordando dalle (8) che
p2/qg = B, ci da

dV2 |

av,| _ B
dy | pd’

Immaginiamo di sviluppare colla formula di TAYLOR, arrestata dopo
il primo termine, le funzioni ¢V, e q(dV,/d|z|), definite dalla (13) e sua
derivata rapporto a |z|.

Troveremo dopo ovvie riduzioni

il y LT
V,-—;{arctg W—E +R },

1
d log <
avy BIEe R
dlz| p| dy

con
B >
q

Osservando che, per nessun valore reale di ¥, 2, |(dlog 1/4)/dy| pud
superare d/2 risulta ancora

B ]
’V”<5@+ay

B(1 il
<3laa+ @)

av,
afs|

Noi dobbiamo naturalmente risguardare 1/d, 1/¢gd come quantita
finite (nei casi pratici anzi molto minori dell’unita; cfr. il § seguente).

Per quanto s’'¢ detto al principio del § 9, siamo ormai autorizzati
a porre

(24) Ve=0.
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SUL CAMPO ELETTROMAGNETICO ECC. 239

11. - Limite superiori degli errori, da cui possono essere affette
le forze elettromagnetiche del campo, quando si usano gli sviluppi asintotici.

A meno di termini contenenti B a fattore e senza riserve trascurabili
si ha, come abbiam visto,

(14) Py +logg =0,
(24) oy

Quale errore pud insinuarsi nelle componenti delle forze elettromagne-
tiche, se, per U,— F, e sue derivate, siintroducono gli sviluppi asintotici
fino a un ordine determinato, omettendo i resti?

Per riconoscerlo, osserviamo in primo luogo -che, essendo, per le (3),
U, — F, eguale alla parte reale di

2 Le' * (U, — F,),

si ha

AT, — Fy)
dt

iU, — F,)
dy

<2I,-27nd-|U,— F,|,
d(Uz_Fz)
dy

d(U, — F,)
dle| 1

<21, |

b

d(Ul—Fl)I
SN PN el

Ora, a tenore delle (I), (II) e

1

1
(18") F = 2I,sen w (log Z—logv

)i U= P+ (@~ P, V=0, W=0

(sono le (18), in cui s’¢ tenuto conto che V; = 0), le componenti della
forza elettrica dipendono da U, — F,; solo per la presenza del termine
A-d(U, — F,)/dt; le componenti della forza magnetica solo pei termini
AU, — Fy)/dt, (U, — F,)|dz.

Dopo cid, le (21) e (23) mostrano che, quando si introducono, per
U,— F, e sue derivate, gli sviluppi (20) e (22), fino al termine me™°,
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240 IX. INFLUENZA DI UNO SCHERMO CONDUTTORE

il resto non pud superare

Y P sine. ok
gt g+ Iz] + d)mt1

nella componente X (I'unica delle componenti della forza elettrica, che

dipende da U, — F;), né

Lo AL
°qm+1( |z| + d)ym+2

in una componente magnetica.

Per avere un’idea dell’errore relativo, in una componente e in un
punto generico, conviene considerare il rapporto fra I’errore assoluto e
Pintensita (massima), che compete nello stesso punto alla corrispondente
forza, quando manca lo schermo conduttore.

Le (2), in cui dobbiamo intendere, per I, I,sen w, ci dicono subito
che, tanto per la forza magnetica, quanto per la elettrica, tale massima
intensita vale

21,
_K .

L’errore relativo non supera dunque

m!A

A el i
27n qm+l( Iz I + d)m+l

per la forza elettrica, ne

BE G
qm+1( Iz, 2 d)m+2
per la magnetica.
Limitandosi, come ¢ per noi sufficiente, a considerare punti in pros-

simitd del piano mediano (piano normale allo schermo passante per la
corrente), possiamo per es. supporre

v < 3(|2| + ).

Si ha allora a fortiori:

Arrestando lo sviluppo asintotico al termine m*™, la frazione tra-
scurata di forza elettrica mon pud superare
2:m!
qridm’

(25) 2nnd

www.rcin.org.pl



SUL CAMPO ELETTROMAGNETICO ECC. 241

e la frazione trascurata di forza magnetica

2(m +1)!
(26) oy

Facendo nella (25) m = 0 e ricordando dalla (8) che ¢ = 4a*n/R,
risulta come errore relativo

AR

7 ’

frazione insignificante anche nel caso di resistenze considerevoli. (Pren-
dendo, come a § 9, una lastra di argentana di un decimillimetro, si ha
all’incirca AR[n = 0,00002).

Concludiamo dunque, che, per quanto concerne la forza elettrica, é
lecito ritenere senza errore sensibile

U—F,= 0.

Affinché I'uso degli sviluppi asintotici di d(U, — F,)/dy, d(U, — F,)/d|z|
nelle componenti della forza magnetica risponda allo scopo, ¢ necessario
che, per qualche valore di m, la (26) sia una piccola frazione dell’unita;
per es. dell’ordine di 1/10, se si tratta di ricerche puramente qualitative;
pitt piccola (a norma dell’esattezza richiesta), se si tratta di ricerche
quantitative.

Se esiste un valore di m che conviene, ad esso — e non oltre — vanno
arrestati gli sviluppi.

Affinché in particolare si possa prendere m — 1 con errore non supe-
riore all’'un per cento, basterd, per la (26), che sia '

P Ve
q*d* ~100°

cioe

27 il .,

(27) qd 10’

o finalmente, in via approssimativa,

4 R ”:
27" =<2

T. LEVI-CIvITA — Opere, II. 16
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242 IX. INFLUENZA DI UNO SCHERMO CONDUTTORE

Questa condizione e soddisfatta da lastre di rame dello spessore. di
un millimetro (R = 16000), distanti un metro dalla corrente (d= 100),
purché la frequenza sia almeno 80.

Fissati R e d, ’errore possibile 4/¢?d® varia con n in ragione inversa
dei quadrati. Cosi ad es., per n» = 200, esso & inferiore a (80/200)2/100,
cioé al 0,16 per cento; mentre, per n = 60, si pud contare soltanto sopra
una esattezza del (80/60)2/100, cioe all’incirca del 2 per cento.

12. - Espressioni approssimate. Interpretazione fisica.

Bene intesi sui limiti dell’approssimazione corrispondente ad m = 1,
adottiamo come valore di U,— F,, da introdursi nelle componenti della
forza magnetica, il primo termine (i/q)(d log1/4)/d!z| dello sviluppo
asintotico (20) (3).

Per essere U, — F, la parte reale di

21,¢ (3w, — F,),
avremo

d logé
Al - ™ hignit VAl
1— F F o8 dlzl

mentre, come s§’¢ visto, é lecito ritenere U, — F,, e di conseguenza,
U, — F, = 0, nel valutare le componenti della forza elettrica.

Cid posto, le (18’), introdotte nelle (I), (II), danno, per le compo-
nenti delle forze magnetica ed elettrica,

B0,
1
dlog <
d 1 1 cos w \Y
M=—2I,— senw(log———log—)-{- e
(28) ® dz g v g aml )
i
dlog <
dl 1 1 cos @ \Y
N = QIod—ylsenw(logA——log v) —f "T d];l =13

(*) Che & derivabile termine a termine, come mostrano direttamente le (22).
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SUL CAMPO ELETTROMAGNETICO ECC. 243

X0,

(29)

d i i 1
4 =~2Iosenwd—y{logz—logv},

d 1 1
Z =—21I, s«nwd—z{logz—]ogv},

(w == 27n(t — Ax) + o) .

Considerando in particolare i punti al di 14 dello schermo rispetto
alla corrente (<< 0), si ha

RS
e
Bl o S
dz d|z|°
Le (28), (29), eseguendo le derivazioni, divengono
D=0
| [\ —_ 2
M = % COS W (_'z_‘_—t__d)—l :
(28') q At
ol, ~ 2(|z|+ dy
N —q—o cos w T 3
(29") X=Y=2%2=0.

La forza elettrica ¢ dunque sensibilmente intercetiata dallo schermo,
come (rigorosamente) ha luogo in elettrostatica.

Quanto alla forza magnetica, per acquistare un’idea adeguata della
modificazione prodotta dal conduttore, giova confrontarla colla

$Ey
d
ey lz|+d
(30) 08D @ ——,
N'=—-2I,8en w%,

che, a norma delle (2), agisce negli stessi punti (2 < 0), quando manca
lo schermo.
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244 IX. INFLUENZA DI UNO SCHERMO CONDUTTORE ECC.

Sieno
STk et 21, 1
Ho=?°E\/{(]z|+d)’—-y“}*+4(|z[+d)2y2=_q-‘-’—5;,
- 1
Hy=2T, 1,

le rispettive intensita massime.
Si ha

Hal
(31) T =k

Lo schermo riduce dunque la intensitda massima della forza magnetica
(nei punti al di la) alla frazione 1/qA di quella che si avrebbe in sua assenza.

Dacché A non pud discendere in questi punti al di sotto di d, siamo
dalle osservazioni numeriche del precedente § autorizzati a councludere
che, nel caso di correnti alternative industriali (entro i limiti di validita
dell’approssimazione qui adottata), la presenza dello schermo riduce la
forza magnetica a pochi centesimi del suo valore, per dir cosi, naturale;
la intercetta sensibilmente per piu alte frequenze (%).

Indichiamo con ¢ P'angolo che la linea d’azione della forza magnetica
naturale fa coll’asse y. Le (30) e (28’) mostrano subito che, nel campo
magnetico modificato dalla piesenza del conduttore, ’analogo angolo
(contato, a partire dall’asse y, nello stesso senso) vale 2.

Nei punti del piano mediano (y = 0,9 = 0) N, e cosi N’, si annullano.
La forza & dunque in questi punti (esista o no lo schermo) normale al
piano mediano stesso.

La forza magnetica naturale (30) ha in un generico istante ¢, 'inten-
sitd |sen w|H,; quella modificata dal piano conduttore |cos w|H,. Ai
massimi dell’una corrispondono dunque i minimi dell’altra, e reciproca-
mente; ossia le due fasi sono a una distanza di wn quarto di periodo.

Si osservi da ultimo che, finché si tratta di correnti alternative indu-
striali, si puo identificare la fase w con 2ant 4 «, poich¢ allora 2anAdw
non ha certo valore apprezzabile nel campo di osservazione (entro cui
si suppongono naturalmente gli assi di riferimento).

(*) Carattere questo ben noto. Cfr. POINCARE, Les oscillations électriques, pag. 58.

www.rcin.org.pl





