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BVorrede.

@elten biirfte ein Uutor in betveff der Vegriindung des Er-
{cheinensd feiner Scrift jo wenig aufer Sorgen fein, ald wir ed
bei der Heraudgabe ded vorliegenden ,Verfuchesd einer Methodif
fiir die Auflbjung planimetrijher Konftruttionsaufgaben” jein ditrfen.
Wir Haben nidht ndtig, nad) funftreichen Rebewendungen 3u juchen,
die und ald Vegriindung bdienen follen; jo entjchieden tritt namlich
die Sad)lage fiir ung ein.

Denn wenit wir und in der deutjchen Litteratur ber Mathematit
vergebend nad) einer Schrift umjehen, in welder in jyjtematijcher
Form eine ,Methodif fiiv die Behandlung planimetrijder Kon-
ftruftiondaufgaben” entwickelt wird, jo diirfte jeder Verjud), durdh
Ausfiillung bdiefer Liife den Unterrvicht frudhtbarer ju machen, von
ven Fadhgenofjen entjchieden gebilligt werben.

So frudhtbar namlid) aud) die einjdhligige Litteratur in Leit-
faben und Lehrbiihern fiiv den fyjtematifhen Unterrvicht in bder
Geometrie genannt werden muf, in bejug auf eine fyjtematijche
Meethodif fitr die Aufldjung von Konftruftiondaufgaben miifjen wic
diejelbe fteril nennen. Weift diejelbe aud) eine ftattliche Anzah{
von Aufgabenjammlungen auf, jo verfolgen dod) die und befannten
alle e den Jwed, entweder die Schule mit inreichendem bungs-
material zu verjehen, indem die Aufgaben diejer Sammlung oft
nach) Taufenden zihlen, oder an eingelnen Beifpielen fiir zujammen-
geftellte Gruppen die vt der Vehandlung zu zeigen. Wenn wir
auc) gern zugeben, daff dbie Sammlungen der lepten Art (beijpiels-
weife die von Hoffmann [Paderborn, bei Schdningh], oder die von
Lieber und von Lithmann [Berlin, bei Simion]) fich jhon mebhr
ciner Methodif nihern, jo ift diejelbe dod) nur ald latent darin

http://rcin.org.pl



v LBorrede.

enthalten zu begeichnen; von einer wirflich jyftematijchen Methodit
fann aud) Hier feine NRebe jein. —

Nun ift e3 aber eine nicht wegzulengnende Thatjade, daf die
Letftungen unjerer Schulen auf dem Gebiete der Konftruttionsaufgaben
durdyweg zu wiinjden iibrig lafjen. Dabher muf e3 Sadje der Schul-
mathematifer fein, diefen {lbelftand in objeftivfter Weife su befdmpfen.

Darum Haben aud) wiv in wei voraufgegangenen Schriften, die
fitealich in demjelben Berlage erjchienen find, ndmlich in 1) Materialien
s Dreiectsfonftruttionen, nebjt Amwvendung auf fajt 400 Aufgaben,
und 2) Planimetrijdhe Konjtruftionsaufgaben, eine Vorjdule zu
obigen Wiaterialien, enthaltend 501 Aufgaben nebft deren Lojung,
wohlmeinend und in befter Abficht den Kampf gegen genannten
unlengbaven Ibelftand aufgenommen. Jn der erftern Sdhrift Haben
wir nad) entjprecdhender Criveiterung desd gangbaren planimetrijchen
Cyjtems faft 400 Aufgaben mit Hilfe von aufgefteliten Ortern
und durcd) Reduftion mittel3 Daten und auf eine Anzahl Hhervor-
ragender Reduftiondaufgaben flar und durd)fidhtig sur Lojung ge-
bracd)t, Dabei aber der eiguen vollen Thitigfeit ded Leferd hin-
reichenden Spielvaum gelafjen. In der andern Schrift, planimetrijche
Konftruttiondaufgaben, {ind die Lojungen der ftattlichen Anzahl von
501 Aufgaben aufgeftellt. Dabei haben wir bad Pringip der Lojung,
0. i. bie Methode, ftetd jo Hervorzubeben gejucht, daf dadurd) dem
aufmerfjomen Lejer eine Abftrattion der Viethodbif vermittelt werden
fonnte. Denn nur durc) dad jorgfaltigite Studium einer nidht zu
fleinen Reihe von vorgefithrten Aufldjungen fann man fid) fiiv eine
felbjtindige und erfolgreiche Jnangrifinahme vorgelegter Kon-
fteuftiondaufgaben geniigend vorbereitern.

©oll aber ber Schiiler einer Anufgabe nicht vatlos gegeniiber
ftehn und ber Lehrer ftetd zielbewufpt an bie Lojung Hevantreten,
fo fonnte eine blofs latente Methodif nicht geniigen. €8 war daher
notwendig, die vereinzelt vorfommenden und angewandten Niethoden
au einer fyftematijchen Methodif zu vereinigen; eine Aufgabe, die
um fo jdwieriger zu Ibfen ift, da einerfeitd nad) der Natur bder
Gadje eine allgemeine, fiirv alle Aufgaben durd)greifende Methodif
nidht aufgeftellt werben fann, anbererfeitd aber bet der Anfjtellung
die verjdjiedenartigiten Ritcffichten zu nehmen find.

Bunidit ift ndmlid) bei der Aufjtellung einer jyjtematijdhen
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LBorrede. v

Methode Dad Bediirfnid des Durdhjchnittsichiilers gebithrend zu
beviidfichtigen, da ja dag Aufldjen einer geometrijchen Konftruftions-
aufgabe nicht etwa ein Monopol ded befibhigteren, bejonders findig
angelegten Sdiilers ift, nod) fein joll; vielmehr auch der minder
befabigte, mur mit novmalen Geijtesfibhigteiten auzgeriijtete Durch=
{chnittsichiiler hevangezogen werden fanmn und joll.

Wenn wir dann an jweiter Stelle aud) die Beriidfichtiqung
bed Lebrerd fiir notwendig Halten, jo ift dies damit begriindet, daf
perfelbe in feinem DBilbungdgange auf der Univerfitit oft feine
Gelegenheit finden fonnte, aufer mit der Hoheren Unalyfis, wie
3 B. mit elliptijhen und Abeljchen JIntegralen, mit Beta-, Gamma-=
und Theta-Funitionen, der hypergeometrijhen Reihe und andeven
fich auch nod) mit der Schulmathematif intenfiv zu bejddftigen
und fjeine Kenntniffe davin zu vertiefen. €3 ift ja in der That
leiber jehr zu beflagen, Dafy in dem Bilbungdgange dev jufiinftigen
Mathematitlehrer vielfach entweder gar feine, oder dodh zu wenig
Ritctficht auf ihren jpiteren Beruf gemommen wird. —

Angefichts jolcher Schwierigleiten haben wir allen Grund, um
eine nadjjichtige Beurteilung ded vorliegenden Berfuchesd zu bitten;
gleichwobl rdumen wiv der dffentlihen Kritif gern ein, riidhalt3lod
s erflaven, in wieweit derfelbe al8 gelungen gelten fonne, in-
wieweit nicht. Jebenfall3 beruhigt und dad Bewuftiein, daf diefe
Arbeit eine Frucht des ungejdhwiachten JIntevefied fiiv die Nupbar-
machung de3 mathematijhen Untervidhtes in unfern Schulen ift.
Den ntigen Mut Jur Abfafjung devjelben hat uns eine autoritative,
giinftige Veurteilung unjerer ,Matevialien” gegeben.

Cleve, 18. Juni 1889.

& J. Brodmann.
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Beariff der planimetrifden Konfrukiionsanfgabe.
Allgemeines iiber ihre Lofung.

§ 1. Wahrend in den dad planimetrijde Syjtem aufbauenden
Lehriagen bewiefen witd, daf in einer Figur, in welder Linien
und Winfel gewiffen Bedingungen entjpredjen, infolge diefer er:
fitllten Bedingungen auc) nod) anbdere Relationen beftehen, (man
denfe 3. B. an den Pythagoreijdhen Lehrial, durd) den bewiefen
wird, daf in einem Dreiect, weldjed einen rechten Wintel hat, dasd
Quabdrat itber der Hypotenuje gleih) der Summe der Quabdrate
itber Den RKatbheten ujammen ift) verfteht man unter einer plani-
metrijhen Konftruftiondaufgabe die Forderung, eine Figur zu fon-
ftruieren, deven Geiten ober Winfel u. |. w. gegebenen Bedingungen
entjprechen. (Da3 Wort Figur ift Hier in weiterem Sinne zu
faffen, indbem die geftellte Forderung fih ebenjorwohl auf Linien
ober Winfel einer nidh)t gejchloffenen ald auf gejdlofiene Figuven
beziehen fann.) DBeifpieldweife wdire e3 eine planimetrijhe Kon-
ftruftiondaufgabe, wenn die Konftruftion eined Quadrated gefordert
wiirde, weldjed jo grof fein foll, wie wei gegebene Quadrate
sufammen.  Die Lojung biefer Wufgabe wiirde fih unmittelbar
durd) den Pythagoreijhen Lehriap ergeben, inbem man nur bdie
eiten ber gegebenen Quadrate zu Katheten eined redhtwinfligen
Dreietd 31 madjen braudjt. Die Hypotenufe diefes Dreiectd wiirbe
die Geite ded gefudhten Quabrated fein.

Jnded fo einfac) und unmittelbar, daf man nur einen ent-
{predjenden Lehriap anguwwenden braucht, geftaltet fich) die LWwjung
nur fehr felten, 3. B. bei den Funbdamentalaufgaben ded Syftems.
Die Lojung einer beliebigen Aufgabe ift darum im allgemeinen
fdhwieriger, da diefelbe einerfeitd bie fichere und ftetd gegemwirtige

RKenntnid de3 gangbaven planimetrijhen Syftems nnrauéiegt da3
Brodmann, Methodif.
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.2 I Die geometrijdhe Analyjia.

in vielen Fallen nod) einer entjprechenden Erweiterung bedbarf,
anbdererfeitd aber — und dag ift dber Hauptgrund der generellen
Sdywierigfeit — [dt fich der Natur der Sache nacd) feine all-
gemein gitltige und duvcdhgreifende Methode fiir bdie Ljung auf
ftellen, wie da3 im Berlaufe unjerer Cntwicdelungen mehr und
mehr flar gelegt werden wird.

§ 2. Die fiir die Ljung aller Aufgaben giiltige, aljo all
gemeine, Methodif bejdhrantt {ih ndmlih auf da3 Gejes, nad
welchem jede Lojung, joll fie eine wifjenjchaftlich ftrenge jein, vier
Teile enthalten mup, ndmlicd) 1) die Analyfis, 2) die Konjtruttion,
3) ben Beweid und 4) die Determination. Wie bei der Anfjtellung
diejer vier Teile zu verfahren ift oder vielmehr verfahren werben
fann, dafiiv wollen wir verjuchen, die gebraudhlichiten und wed:-
mafigiten Methoben ausdeinander zu fegen und diefe durch Beifpiele
illuftrieven.

I. Die geometrijhe Analyfis.

§ 3. Die Analyfig, der Kern der gamgen Lojung, geht davon
aug, baf fie annimmt, e3 fei dad in der Aufgabe Geforderte fon-
ftruiert, und entwirft zundd)jt eine entjprechende Figur, weldpe
ywedmihig die analptifhe Figur genannt werden fann. AlSdann
jucht man aud diefer BVorvausdfepung unter Amvendung von wed:
mipigen Hilfsfonjtruttionen und einjdldgiger Lehridbe Sdhliifje
auf geometrijhe Thatjachen zu madjen, die entweder unmitte(bar
fonftruiert werben fonnen, jo daf fidh) daraus dad Geforberte der
Aufgabe ald Folge ergiebt, oder doc) eine Juriidfiihrung (Re-
puftion) auf friihere Konftruftionen geftatten.

Um Hierbei eine analptifhe Figur zu erhalten, welde bden
gejtellten Forderungen miglidhft entjpricht, empfiehlt es fich, die
gegebenen Stiicte fo zu nehmen, wie diefelben in der vorher ent-
worfenen analytijhen Figur vorfommen. Bejonders hat man ficdh
beim Entwerfen der analytijhen Figur vor Jufilligfeiten zu Hiiten;
man joll fein gleidhichentliges oder vechtwintliged Dreiedt entwerfen,
wenn ein allgemeined Dreied gefordert wird, um nicht LVerhdltniffe
und Thatjadjen in die Figur gu bringen, welde fitr den vorliegenden
Fall nicht gutreffen und bdaher nur zu verwirrenden Sdluffolge-
rungen fithren fonnten.
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1. Die geometrijche Analyjis. 3

§ 4. JIn den feltenjten Fillen jedod) gelangt man durd) Auf-
finbung einer begiiglichen geometrijchen Thatjache an der analytijdhen
Figur zu einer abgejdhlofjenen Analyfis. Jn den anbern (meiften)
Fillen Hhat man die gebraudhlichen Hilfdmittel fiir die Analyfis
angwenden, deven ed hauptjadlid) zwei giebt, ndmlich 1) die geo-
metrijhen Orter, 2) die Rebduftion.

§ 5. Da in den meiften Fallen bet Wufgaben von nidt
fomplizierter Art die Analyjis durd) Vejtimmung eined obder
mehrever Punfte abgejchlofjen werden fann, (aud) wenn die Kon-
ftruftion eined Kreifed oder einer Gevabden, eines Dreiectd oder
eine3 Polygond verlangt wird,) fo mad)t man in vielen Fallen
von bem Hilfamittel der geometrijhen Orter Gebrauc), was wir
al3 Anwendung der , Methode durch geometrifde Orter” be-
zeichnen wollen.

Unter einem geometrijdjen Orte (oder jchlechtweg Orte) fiiv
einen Punft verfteht man im ftrengen wifjenjdaftlichen Sinne die
Gejamtheit aller Puntte, welde eine verlangte Cigenjdhaft befiten;
filv die geometrijdje Analyfid evweitert man diefen Vegriff und
verfteht unter bemjelben jede Gerade obder jebe SKreidperipherie,
in welder jener Puntt gemdf einer beftimmten Cigenjdaft liegen
muf. Vermag man aud den Vedingungen der Aufgabe fiiv einen
gefuchten Punft wei Ovter u beftimmen, jo ift der Durdjjcynitts-
puntt diefer beiden Orter der gejuchte Punft, fo daf man, wenn
beide Orter Gerade find, einen, wenn aber ein Ort ober beide
Orter Kreife find, ywei Puntte (im allgemeinen) erhilt, weldhe die
geftellten Bedingungen erfiilllen. — Durcd) die oben angegebene
Criweiterung des3 Begriffs ,geometrijder Ort” gewinnt derfelbe
erft feine Fruchtbarfeit fiiv die geometrijhe Analyfis, da man in
vielen Fillen den Ort eined Punfted im engeren Sinne mit Lineal
und Bivfel gar nidt fonjtruieren fann.

§ 6. Die vorhin in dem erweiterten Vegriffe des geometrijchen
Orted aufgeftellte Bejdyriinfung auf eine Gerade und eine Kreis-
peripferie ift durdjaud nidht willfiirlich, jondern eine wiffenichaftlich
begriinbete Notwendigfeit. Denn bdie Geometrie fennt nur zwei
PLoftulate, ober, wad dasdjelbe ift, {ie giebt nur zwei Konftruttionen
al unmittelbar moglich zu, ndmlid) 1) pwei Punfte durch eine
Gerade 3u verbinden, und 2) um einen gegebenen Punft mit einer

1.
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4 1. Die geometrijhe Analyfia.

begrenzten Geraben ald Rabiug einen Kreid ju bejdhreiben. Davaus
folgt notwenbdig, daf mur eine Gevabe ober eine Kreidperipherie
in ben geometrijhen Konjtruftionen ald Orter auftveten fonnen.
Jn diefem Sinne ift aud) bei den Konftruftionen der Gebraud)
aweier mechanijchen Hilfdmittel geftattet, ded einfachen Lineald und
ve3 einfacjen Birfeld, welde beiben IJnftrumente der ftete reale
Ausdbruct jener beiden Pofjtulate find. Cine Aufgabe, welde {fid)
nicht mit Hilfe diefer Pojtulate ober der beiden genamnten Jnftru-
mente [dfen [apt, gilt ald8 geometrijh unlogbar, wie 3. B. die
Dreiteilung eined beliebigen Winfeld, die Quabdratur de3d Kreifed
und die delijhe Aufgabe, weldje fordert, aud der Kante eined ge-
gebenen Wiirfeld3 die Kante bde3 doppelt jo grofen Wiirfeld zu
fonftruieren.

§ 7. Der Ort fitr einen gejuchten Punft (afpt fih nun ent-
weder aud den Vedingungen der ufgabe unmittelbar ableiten,
oder derfelbe muf anderweitig aufgejucht werden. Jn diefem Falle
verbinde man Dden gefudpten Punft mit einem befannten Punfte
der analyptijhen Figur, ober ziehe durd) ihn ein Lot ober eine
Parallele zu einer befannten Geraden, betradhte die fo gezogenen
Geraden ald Ort und juche diefelben unter Ymvendung einjdhldgiger
Lehridge zu fonjtruieren. Durch den gegebenen Punft, womit man
ben gefuchten verbinbet, ober durch die gegebenen Geradben, wozu
man durd) jemen ein Lot ober eine Pavallele zieht, ift jedenfalld
eine Cigenjdjaft des gejuchten Ortes gegeben. Jur wirflichen BVe-
ftimmung ded gefuchten Puntted bebarf e3 dann nur nod) einer
pweiten fonftruterbaren Cigenjdaft.

§ 8. Jit aber in der analytijen Figur fein Puntt unmittelbar
gegeben, durc) deffen Verbinbung mit dem gefuchten Punfte fid
ein Ort fiiv diefen ergeben wiirde, fo wihle man dagu einen leicht,
etiva mit Hilfe der Clementavaufgaben fonftruierbaven Punft, 3. B.
bie Mitte einer befannten Strece, oder den Punft, welder eine
befannte Strede nad) befanntem Verhiltnid teilt, ober den Cnd-
punft einer um ficd) felbft verlingerten Strecde oder dergl.

§ 9. AR fernerer Weg, entweder unmittelbar einen gejuchten
Puntt zu beftimmen, ober dod) bie Beftimmung eined notwendigen
Orted zu vermitteln, ift die Ausfithrung der in den Bebingungen
der Aufgabe enthaltenen Beziehungen von Linien an der analytijchen
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1. Die geometrijdie Analyfia. )

Figur zu empfehlen, wie 3. B. der Summe obder Diffeveny weier
Linien, ober ihres Verhdltnifjes. Lepteres iibertrdgt man, wenn
moglich), auf eine anbdere befannte Gerade. Bei der Konftvuftion
ber Summe oder Diffeveny pweier Gevaben ift au unteridheiden,
ob bdiefelben von einem Punfte audgehen ober nicht. Jm erftern
Falle ftellt man die Summe bdar, indem man bdie eine um die
anbere iitber diefen Punft hinaud verlingert, die Differens, indem
man von diefem gemeinjdhaftlichen Punfte aud bie eine von bder
andern abtvdgt. Wan fann Hierbei aud) (geometrijch) die grofere
von Der fleineven abtragen, indem man bdiefe verlingert, bi3 fie
gleich der groferen wird.

Geben aber die Linten nidht von einem Punfte aud, jo made
man diejelben Konftruftionen von einem Punfte aus, in weldem
die eine von ihnen durd) ivgend eine Gerade begremst wird, 3 B.
von einem Fufpunfte der einen, wenn fie eine Senfrechte ift,
oder Dergl.

Kommt die Summe (ober Differenz) der Quabdrate weier
Linien ober ihr Produft (Rechted) unter gegebenen Bedingungen
vor, fo ftelle man leteved durc) [bertragung auf anbere Rinien
dar und ywar am beften auf grund ded Sehnen- und Sefanten-
faged beim Rreife ober mitteld mwendung der Proportionen beim
redptwinfligen Dreiece, erfteved auf grund des Pythagoreijhen
Lehriates. Die Differeny zweier Quadrate wird haufig zwedmdfpig
al3 dag NRecdhted aud der Summe und der Differeny der Seiten
dargeftellt. Jm bejonberen Fallen ift man jedoc) der bejondeven
Darftellung bdiefer Beziehungen iiberfhoben, wenn fid) diefelben
ndmlich, wie haufig bet Kreid- und Dreiedaufgaben, jdon in der
analytijchen Figur dargeftellt vorfinden, in welden Fallen nur eine
Ubertragung erforderfich ift.

§ 10. Hier migen die Sie itber geometrijhe Orter eine
Ctelle finden, welcdhe zur Aufftellung einer Analyfis am Haufigften
Anwendung finden und bei einer grofen Jahl von Aufgaben ein-
facherer Avt zur BVollendung bderfelben fiir fidh) ausdreichend {ind.
Die hauptjadlichiten find:

1) Der geometrijdie Ort fiiv alle Punfte, weldje von
einem feften Puntte eine gegebene Cntfernung Hhoben, ift
eine Rreidpevipherie, welde mit bder gegebenen Ent:
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6 I. Die geometrijhe Analyiis.

fernung ald Rabdiugd um den feften Punft alsd Mittelpuntt
bejdhrieben ift.

Ober

2) dber geometrijdhe Ort fiir bdie Mittelpuntte Dderx
Kreife, weldye, mit einem gegebenen Radius bejdrieben,
dpurd) einen feften Puntt gehen, ift eine mit dem gegebenen
Radiud um den feften Punft bejdyriebene Kreidperipherie.

Die Beweife ergeben fich) unmittelbar ausd der Definition ded
Kreifes.

3) Der geometrijde Ort fiir die Punfte gleider Cnt-
fernung von zwei feften Punften ift dasd in der Mitte der
BVerbindbungsdlinie der beiden feften Punfte zu diejer er-
ridytete Lot.

Beweis leicht durd) Kongruens.

4) Der geometrijde Ort fiiv die Punfte gegebener
Cntfernung von einer gegebenen Gevaben ift eine in der
gegebenen Cntfernung zu diefer gezogene Pavallele.

Beweis. Parallelen pwijden Pavallelen find einander gleidh.

Bufap. Der parallele Ort fann auf beiden Seiten der ge-
gebenen Gevaben liegen.

5) Der geometrijde Ort fiiv die Punfte gleidher Cnt-
fernung von 3wei Geraden ift die ben Winfel ber Geraden
halbierende Gerabde.

Beweid leiht durd) Kongruen.

Bufap. Die Geraden bilben zwei Winfel miteinander.

6) Der geometrijdpe Ort fiir die Spihe eined redyt-
winfligen Dreiedsd mit gegebener Hypotenufe ald Grund-
linie ift die Kreidperipherie, deven Diameter die gegebene
Hypotenuje ijt.

Beweis, Der Winfel im Halbfreid ift ein recdter.

7) Der geometrijdhe Ort fiir die Mittelpunfte aller
Sehnen eines SNreifed von gegebener Grdfe ift bdie
PReripherie eined mit diefem Kreife fonzentrijden Kreifes,
peffen Radiug gleich) der Cntfernung einer Sehne von der
gegebenen Grife von dem Mittelpuntte ded Kreifed ijt.

Beeis. Dad Lot vom Mittelpuntt auf die Sehne halbiert
diefe; und O. 6.
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1. Die geometrijdhe Analyfis. 1

8) Der geometrifdje Ort fiiv die Mittelpunfte der
Kreife, welde eine Gerade in einem gegebemen Punite
berviihren, ift dad in Diefem Punfte zur Geraden er-
ridjtete Lot.

Beweid. Dad Lot im Berithrungdpunft ur Tangente geht
durc) dben Mittelpuntt.

9) Der geometrifdhe Ovt fitr bie Punfte, aus welden
an einen gegebenen Kreid Tangenten von gegebener Grife
gezogen werden fonnen, ift eine mit der gegebenen fon-
sentrifde Kreidperipherie, Deven Radiusd die Hypotenuje
pes redhtwinfligen Dreieds ift, dDeven Katheten der Radius
de3 gegebenen Kreifed und die gegebene Linge der Tan-
genten jind.

Beweid einfad).

10) Der geometrijdhe Ort fiir die Mittelpunite der-
jenigen RKreife, welde einen gegebemen Kreis in einem
gegebenen Punfte beviihren, ift der durd) diefen Punft
gehende und eventuell verlingerte Durdhmejjer.

Beweis. Wenn pwei Kreife einander bevithren, jo liegt der
Berithrungdpunft auf der Centrale.

Bujat. Jwet Orter!

11) Der geometrifde Ort filr die Mittelpunfte Dder
Kreife mit gegebemem Radius, welde einen andern ge-
gebenen Kreid berithren, ift ein mit dem gegebenen fon-
sentrijder Krveis, bdeffen Radiusd entweber gleidh ber
Summe oder der Differeny der beiben Radien ift

Beweid. Jft die Centrale zweier Kreife der Summe oder
der Diffeveny ihrer Radien gleid), jo berithren fid) die Kreife.

12) Der geometrijdhe Ort fiir die Mittelpunfte der
Sreife, weldye 3wet gegebene fongentrijde Kreife berithren,
ift ein dritter fongentrijdher Kreis, dejjen Radius ent-
weder der hHalben Summe oder der Hhalben Differeny ber
gegebenen Kreife gleid) ift.

Beweid gany dhnlich wie bei 11.

13) Der geometrijdhe Ort fiir die Puntte, fiiv welde
bie Summe ber QDuadrvate der Entfermungen von zwei
gegebenen Punften eine gegebene ift, ift ein Kreis,
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8 I. Die geometrifhe Analyiia.

defjen Mittelpuntt die Mitte ber Verbindungsdlinie jener
Puntte ift.

Beweis. Die Summe der Quadrate zweier Dreiectdfeiten ift
um dad halbe Quadrat der dritten Seite grofer ald dad dopyelte
Quabdrat der gur dritten Seite gehorenden Mittellinie.

14) Der geometrijdhe Ort fitr die Punfte, fiir welde
die Differeny der Quabdrate der Cntfernungen von wei
gegebenen Punften eine gegebene ift, ift ein Lot zu der
Berbindungslinie jener Puntte.

. Beweis. Die Differeny der Quadrate zweier Dreiecdsjeiten
ift gleih) der Differeny der Quabdrate ihrer Projeftionen auf die
dritte.

15) Der geometrijde Ort fiiv die Spiten aller Drei-
ede mit gegebener Grundlinie und gegebenem Winfel an
ber Spige ift ein Krveigbogen iiber der Grundlinie al3
Sebhne, an defjen Peripherie ein Winfel liegt, welder
dem gegebenen Winfel an der Spige gleich ift.

Beweisd. Peripheriewinfel auf demjelben Bogen find gleich).

16) Der geometrifdhe Ort fitr alle Puntte, welde von
swei parallelen Geraden gleidhe Cntfernung Haben, ift
pie in der Mitte wijden ihnen liegende Parvallele, die
Mittelpavallele.

Beweisd leidht.

17) Der geometrifdhe Ort fitr die Mittelpunfte der
vpon einem gegebenen Punfte ausd bid an eine gegebene
®erade gezogenen Geraden ift die jur gegebenen Geraden
gezogene Parallele, weldye ben Abjtand ded Punfted von
ihr halbiert.

Beweis. Die Pavallele durd) die Mitte einer Dreiectsieite
zu einer zweiten Halbievt auch die dritte.

18) Der geometrijdhe Ort fiir die Endpuntte dber ge-
vaben Linien, welde von einem Punfte aus gezogen durd
eine gegebene Gerade halbiert werden, ift die Parvallele
jur gegebenen Geraben, welde gleidhen Abjtand von ihr
hat, wie der gegebene Punft.

Beweisd wie bei 17.

19) Der geometrijde Ort fitr die Cudpunfte der Ge:-
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I. Die geometrifche Analyfis. 9

raben, welde von einem Punfte aud 6Hi3 an eine gegebene
Gerabe gezogen in Diefem Punfte Halbiert werden, ijt
bie zur gegebenmen Gevabenm im Ddoppelten Abftande bes
Punftesd gezogene Parallele.

Beweid wie vorhin.

20) Der geometrijde Ort fiiv die Mittelpunfte der
Kreife mit gegebenem Radius, welde eine gegebene Ge-
rabe unter einer gegebenen Sefhne jdhneiden, ift eine
Parvallele zur gegebenen Gevaben in der Entfernung der
gegebenen Sehne vom WMittelpunfte eined mit dem ge:-
gebenen Rabius befdriebenen Kreifes.

Beweid. Sehnen eined Kreifes find gleid), wenn fie gleidhe
Cntfernung vom Mittelpuntte desfelben Haben.

Bujah. Bwei Orter!

21) Der geometrijdhe Ort fiir die Mittelpuntte der
Rreife von gegebenem Radius, welde einen gegebenen
Kreid unter einer gegebenen Sefhne jdhneiden, ift ein jum
gegebenen fonzentrifder Kreisd, defjen Radius gleidh dex
Summe oder der Differens der Abftande der gegebenen
Sebhne vom Mittelpuntte ift, welde man erhdlt, wenn
man Ddiefelbe in den gegebenmen Kreid und in einen mit
bem gegebenen Radiusd bejdriebenen Kreid abtrigt.

Beweid ergiebt fid) leicht.

22) Der geometrijdje Ort fiir die Punfte, deren Cnt-

¥ fernungen von
> T sweti feften Punt:

/7/7 ten ein gegebenes

/ \ Berhiltnis fa-

i b / / ‘ "‘ ben, ift ein Kreis,

By [/ 1 \ﬂ, deffen Diameter
B o ” Dbie Cntfernung
(\ perbeiben Puntte
ift, in welchemdie

/ Entfernung bder
feften Puntte in-

nerlid) und duferlid) nad) jenem BVerhdaltnid geteilt wird.
Beweis. Liegen die Punfte ¢ und C" jo auf 4B, baf

\\/
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10 I. Die geometrijhe Analyiis.

AC:BC= AC’': BC' = m : n ift, und ijt X ein Punit in ber
Peripherie ded Kreifed itber CC’ ald Diameter, defjen Mittel-
- punft O, jo ergiebt {ich aus

AC' : AC= BC’: BC munidjt

AC:2C0 = BC:2BO0, und hievaus

A 00 2= C0: B0,

Nun it CO = XO, alfo 40: X0 = XO0: B0, woraus
folgt, daf A AXO0~ BXO, folglid) ift << BXO = 4, alfo
AXC = BXC, woraus nad) befanntem Lehriage der Planimetrie
fid) ergiebt, bap AX: BX = AC: BC=m: n ift.

Bufap. Jft m = n, fo tritt {tatt diejes Ortes O. 3 auf.

§ 11. Die Anwendung vorjtehender Sipe iiber die gebraudy-
lichjten geometrifchen Orter, weldhe wir bei jpiterer Bezugnahme
ald ©.1, 2 u. {. w. begeichnen werben, moge an einigen Aufgaben
ndber gezeigt werden.

Aufjgabe 1. Cin Dreied zu fonftruieven, wenn eine
Seite desfelben und die zu diefer Seite gehdrige Hohe
und Mittellinie gegeben find.

Ober ein Dreied zu fonftruieren aus a, 7, und my,.

Analyjis. Da durd) die eine gegebene Seite a (oder BC)
die beiben Ccden B und C be3 Dreieds gegeben find, wenn man
nur eine Geradbe BC = a Yinlegt, jo fehlt zur Konftruftion nur
nod) die Beftimmung der dritten Cde 4. Nun ift durd) die ge-
gebene Hobe k, die Entfernung ded Punftes 4 von BC, durd)
die gegebene Mittellinie aber die Cntfernung des Punftes 4 von
ber Mitte von BC gegeben. Man fann daher nad) O. 4 und
0. 1 je einen Ort fiiv 4 fonjtruieren. Der Durdhjdynitt beider
Orter giebt den Punft 4, wodurd) man da3 gange Dreiet 4 BC
erfdlt.

Aufgabe 2. Durd) einen Punft in einen Kreid eine
Sehne von gegebener Griofe zu legen.

Analyjis. €3 ift durch den gegebenen Punft eine Tangente
an den nacd) O. 7 fonftruievten Kreid zu ziehen.

Aufjgabe 3. Cinen RKreid 3u fonfjtruieren, der 3wei
einander bDurd)jdneidende Gerade berithrt und bdejfen
Mittelpunft auf einer gegebenen Geraden oder Kreisd-
peripherie liegt.

http://rcin.org.pl



I. Die geometrijche Analyfia. 14

Analyjis. Durd) die gegebene Gerade ober Kreisperipherie,
wovauf ber Mittelpuntt ded gejuchten Kreifed liegen foll, ift un-
mittelbar ein Ort fitr den Mittelpuntt gegeben. Ein weiter Ort
Lergieht fi) nad) O. 5. Der Nabdiug des gefuchten Kreijes ift das
Qot von dem burc) die zwei Orter beftimmten Mittelpuntte auf
eine Der gegebenen Geraden.

Aufgabe 4. Cinen Kreid zu fonftruieren, welder durd
einen gegebenen Punft geht und eine gegebene Gerabde
in einem gegebenen Punfte berithrt.

Analyfis. Soll der gejucdhte Kreid durc) P gehen und die
Gerade MN in A beriithren, fo ift nad) O. 8 dag in 4 ju MN
ervichtete Qot ein Ort fiiv den gefuchten Mittelpuntt X. Da nun
aud) XP = X4 fein mufy, jo erhdalt man einen zweiten Ort fiiv
X nad) O. 3.

Nufgabe 5. Cinen Kreisd 3u fonftruieren, welder durd
einen gegebenen Punft geht und einen anderen gegebenen
Kreisd in einem gegebenen Punfte beriihrt.

Analyjis durd) Amvendung von O. 10 und 3.

Nufgabe 6. Mit gegebenem Rabiug einen RKreisd zu
bejdhreiben, weldjer durd) eimen gegebenen Punft geht
und eine gegebene Gevade beviihrt.

Analyjid durd) Amwendung von O. 2 und 4.

Aufgabe 7. Mit gegebenem NRabiug einen Kreid zu
bejdyreiben, welder 3wei gegebene Gervaden berithrt.

Analyfis. Wegen bder geforderten Verithrung findet O. 5
Anmwendung, wegen ded gegebenen Radiug O. 4.

Aufgabe 8. Mit gegebenem Radiug eimen Kreid zu
bejdyreiben, welder durd) eimen gegebenmen Punft geht
und einen andern gegebenen Kreid berithrt.

Analyjis. Der eine Ort ift nacdh O. 2 ein Kreid um den
gegebenen Punft mit dem gegebenen NRadiud; ber anbdere nad
. 1 ein mit dem gegebenen fongentrijcher Kreid mit einem Rabius,
ber gleid) der Summe weier befannten Radien ijt.

Aufgabe 9. Mit gegebenem Rabdiug eimen Kreid u
befdhreiben, welder eine gegebene Gerade und einen ge:=
gebenen RKreid beriihrt.
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12 L. Die geometrijche Analyfia.

Analyjis. Durd) den gegebenen Rabdiusg ift mit Ridficht
auj die Bevithrung der Gervaden fiiv dben Mittelpuntt ded gefor-
perten RKreifed ein Ort nacd) O. 4 gegeben, -mit Ritdficht auf die
Berithrung ded Kreifes aber ein jolder nach O. 11.

Aufgabe 10. Mit gegebenem Radiusd einen Kreid zu
fonjtruieven, welder zwei gegebene Kreife beviihrt.

Analyfiz. Fiic den Mittelpuntt bed gefudhten Kreifed laffen
fih nach O. 11 leicht swei Orter beftimmen.

Aufgabe 11. Cinen Kreid zu fonjtruieren, weldper
dburd) einen gegebenen Punft geht und zwei parvallele
Gerade beriihrt.

Analyiis durd) Amwendung von O. 16 und O. 2 einfad.

Aufgabe 12. Cinen RKreid zu fonftruieren, weldper
dburd) eimen gegebenen Punft geht und eine Geradbe in
einem gegebenen Punfte beviihrt.

Analyjis. Die leptere Bedingung giebt einen Ort fiir den
gejudyten Mittelpuntt nach) O. 8; WUnmwendung von O. 3 giebt einen
aweiten Ort.

Aufgabe 13. Cinen Kreid zu fonftruieren, der jwei
pavallele Gerade und einen gegebenen Kreid beviihrt.

Analyjis. Aufer nadh) O. 16 ergiebt fih, da der Rabdius
be3 gejuchten Rreifes leidht absuleiten ijt, fiir den Mittelpunft
nod) ein gweiter Ort nad) O. 11.

Aujgabe 14. Mit gegebenem Radiug einen Kreisd zu
befdhreiben, der durd) einen gegebemen Punft geht und
einen andern Kreid unter einer gegebenen Sehne jdhneidet.

Analyfis. Fiiv den gefuchten Mittelpuntt ergiebt fich aus
erftever Bedingung ein Ort nach) O. 2, ausd der andern nady O. 21.

Aufgabe 15, Mit gegebenem Radiugd einen Kreid zu
befdyreiben, welder eine gegebene Gerabe beriithrt und
eine anbdere unter einer gegebenen Sehne {dhneidet.

Analyjis durd) Unwendung von O. 4 wegen bder erftern
Bedingung; wegen der pweiten Bedingung wende man O. 21 in
einer fitr Den vorliegenden Fall leicht erfennbaven Modififation an,

Aufgabe 16. Wit gegebenem Rabius einen Kreisd u
befdyreiben, Der einen von 3wei gegebenen Kreifen berithrt
und den andern unter einer gegebenen Sefhne jdneidet.
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Analyjis. Cin Ort fiir den gejuchten Mittelpuntt rird
nach O. 11, der andere nad) O. 21 beftimmt.

Aufgabe 17. Cinen Kreid zu bejdreiben, der zwei
pavallele Gerade jede unter einer gegebemen Sehue
fdyneibet und dbabei durd) einen gegebenen Punft geht.

Analyfis. Wenn man in einem beliebigen Punfte zu den
gegebenen Parallelen dag gemeinjdaftliche Lot zieht und von bden
Suppuntten dedfelben auf jeder Parallele nacd) beiben Seiten bdie
halbe entjprechende Sehne abtrdgt, jo ift bie Entfernung ded Mittel-
puntted ded RKreifed, den man durd) die vier Enbdpunfte der ab-
getragenen Sefhnen legen fann, von einem bdiefer Endpunfte der
Radiugd de3d gejudhten Kreijed und die Parallelle durdh defjen Mittel-
punft ju den gegebenen Parvallelen der eine Ort fiiv den WMittel-
punft ded gejuchten RKreijes. Der andere Ort ergiebt {id) mitteld
bed gefundenen Radiud nad) O. 2.

Aufgabe 18. YVon einem Punfte auferhalb eined
Kreifed an diefen eine Sefante zu ziehen, welde von der
Peripherie desdfelben halbiert wird.

1. Analyjis. Jft 4XY bie verlangte Sefante, welde in
X bBalbiert wird, und M ber Mittelpuntt ded gegebenen Kreifes,
fo (dt fich auf dem Orte MX (fiir den Punft X) der Punft B
beftimmen, wenn man M X bi8 B um {id) jelbjt verlangert. Bieht
man dann AB, fo ift AB = MX. Dadurd) erhilt man aber
fiit B awei Orter nach) O. 1, da die Cntfernungen BA und MB
durd) den Rabdiusd be3d Kreifed gegeben find. Jft aber B beftimmt,
fo giebt bie BVerbindbungslinie M B den Punft X und bie ganze
Gefante 4 X Y.

2. Analyfis. Man erhilt aud) einen weiten Ort fiir X
(ber eine Ort ift unmittelbar durch den Kreid gegeben), wenn man
e3 mit ber Mitte C von A DM verbindet, wobei fid) ergiebt, daf
XC gleid) der $Hilfte bed Rabiud besd gegebenen Kreifed ift.

3. Analyjis. Cine dritte Ortsbeftimmung fiiv X ergiebt
fich durch folgende Betradhtung. Scneidet der durc) 4 gejogene
Diameter den gegebenen Kreid in D und E, und man verbinbdet
X mit der Mitte F von AD und mit der Mitte G von AE,
foift XF| YD, und XG | YE, aljo < FXG = 1R. Daraus
evgiebt fid) fiiv X, da F und G gegeben f{ind, ein Ort nad) O. 6.
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14 1. Die geometrije Analyiis.

4, Analyjiz. Aud) fann man fiir ¥ einen zwveiten Ort
leicht Deftimmen. Jieht man ndmlid) den Diameter Y M 7T und
verbindet 7' mit A, jo ergiebt {ih, dba < YXT' = 1R ift, dbaf
AT gleid) dem Diameter ded gegebenen RKreifes. €3 ift alfo 7
su beftimmen und 7'M giebt Y.

Aufgabe 19. Durd) einen Punft in der Pervipherie
pesd innerven zweier fongentrijden Kreije in den duferen
eine Sefhne zu legen, welde durd) die Peripherie des
inneren Sreifed in drei gleide Teile geteilt wird.

Jft A der gegebene Punft und die Sehne BACD jo ge-
jogen, dap BA = AC = CD ijt, jo ergiebt fich folgende

Analyfis. Berbindet man den Mittelpunft M mit 4 und
verldngert diefe BVerbindungslinie iiber 4 um fid) felbft bi3 E, jo
iit EB gleid) dem fleineren Rabiug, EC gleih dem grifeven,
woraud nach O. 1 jowoh!l fiiv B ald aud) fiiv C ein pweiter Ort
beftimmt werben fann, da ja fiiv beibe Punfte ein erfter Ort
durd) die Sreidperipherie felbjt gegeben ijt.

Aufjgabe 20. Durd) einen Durdjdnittdpuntt zweier
Sreife in den einen eine Sehne zu legen, welde durd
die Periphevie ded andern halbiert wird.

Jft A Dder betreffende Durchjchnittdpuntt der beiden SKreife
um M und M, jo exhdlt man folgenbe

1. Analyjiz. Die Sehne 4B mige in den Kreid um M
gelegt und in C auj ber Pevipherie ded Kreifed um M, halbiert
fein. Berbindet man M mit C, jo ift 9C MCA = 1R, baber
ergiebt fich ein Ort filr C nadh) O. 6 ald8 Halbfreis iiber dem
Rabdiud A M ald Durdhmefjer.

2. Analyjis. Werlingert man MC, big fie die Peripherie
pe3 Rreifed M, zum pweiten Male in D jdyneidet, fo ift 4 M, D
Diameter, ba L ACD = 1R. Der pweite Ort DM fiiv C ift
aljo fonftruierbar.

3. Analyjis. Verbindet man C mit der Mitte £ von A M,
fo ift EC glei) + M A, woraus fid) nad) O. 1 ein Ort fitv C
beftimmen ldft.

4. Analyfig. BVerbindet man D (j. 2. Analyfis) mit B, jo
ift DB = AD = Diameter de3 Kveijed M, woraud fih nach
9. 1 ein Ort fiix B bejtimmen [kt
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I. Die geometrijche Analyfis. 15

Aufgabe 21. Bwifden die Katheten einesd redtwint-
ligen Dreiedd cine gegebene Strede jo ju legen, dafp fie
von der Hypotenufe Hhalbiert wird.

Analyjis. Liegt die gegebene Strede DE = a jo wijden
den Ratheten AB und AC, daf fie durd) die Hypotenuje BC
in I Balbiert wird, und man zieht durd) F die Parallelen FG
und FH ju AB und AC i3 in AC und AB, o ergiebt fidh
leicht Die Kongrueny der Dreiede FFHD und FGE; daraud aber,
bl GE = HF = AG ift, woraug ficd) wiederum die Kongrueny
von FAG und FEG ergiebt. Aud diefer Kongrueny folgt aber,
baf FA = }a ijt, woraud fid) nad) O. 1 fiix F der weite Ort
ergiebt.

Bujap. Unmittelbaver ergiebt {ich), daf FA4 = La aud dem
Umftande, daf DE Hypotenuje wird und nad) dem Sape iiber
den Winfel im Halbfreid bdie Mitte der Hypotenuje von ihren
CEndbpuntten und dem Scheitel ded redhten Winfeld gleidh weit ent-
fernt ijt.

Aufgabe 22. Von jweiPunften auBerhalb eined Kreifesd
an diefen zwei Sefanten zu ziehen, von demen die eine
bie anbere vedhtwinflig fhneidbet und halbiert.

Analyjis. Wird von den beiden u einander rvechhwinfligen
Sefanten PA und P'B die leptere durc) die erfte Halbiert, jo
evgiebt fidh leidht, dap PP = PB ift. Hievaud ergiebt fih fiir
B ein gweiter Ort nad) O. 1.

Aufgabe 23. Cin Dreted zu fonftruieren ausd wet
Seiten und einer zugehorigen Mittellinie. (Ctwa aus
a, b und m,.)

Analyjis. Durd) a find die Eden B und C be3 Dreiects
gegeben. Fiiv die Mitte D bder Seite CA erhilt man nad
D. 1 awei Orter, den einen, weil BD = m,, den andern, weil
CD = %b ift: Cde A ergiebt fich dann leicht.

Aufgabe 24. Cin Dreied zu fonjtruieren aud einer
Seite, einem anliegenden Winfel und der Hohe von dem
Sdeitel diefed Winfels ausd. (Aud a, I B und )

Analyfis. Durd) die Seite a find die beiden Ccfen B und
C be3 Dreiedd gegeben; durd) den Winfel B die NRidhtung bder
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16 I. Die geometrijhe Analyfis.

Seite BA, welde zugleid) der eine Ort fiiv die Cfe A4 ift; der
andere Ort ift die aus C an den um B mit dem Radiud 7, be-
{chriebenen RKreid gezogene Tangente.

NAujgabe 25. Cin Dreied zu fonjtruieren aud einer
Seite, dem gegeniiber liegenden Winfel und einer zu
einer andern Seite gehorigen Mittellinie. (Ausd a, < 4
und my.)

Analyjiz. Durd) die Seite a find die beiden Cden B und
C be3 Dreiedd gegeben. Fiir die dritte Ede A4 erhdlt man u-
nidyft einen Ort nad) O. 15 dburd) den gegebenen Gegenwintel A.

Fig. 2. Der pweite Ort fiilr 4 ift die
Seite CA, von welder nur der
eine Punft C befannt ift. €3
muf alfo nod) ein gweiter Punft
beftimmt terden. Wegen ber
gegebenen Mittellinie m, wibhle
man Biersu den Mittelpunft D
von CA. Man Hat jofort ald
einen Ort dafiiv die Peripherie
bed Rreifed um B mit dem
Rabdiug m,. Berbindet man nun
ben Mittelpuntt M ded exften
Ortes fiir A4 mit C und ebenfo mit D, fo ift <« MDC= 1R,
woraud fid) nad) O. 6 ein pweiter Ort fiir D ergiebt. Dadurdh
erhalt man aber aud) CD al8 zweiten Ort fiir 4.

Aufgabe 26 und 27. Cin redhtwintliges Dreied u
fonftruieren, wenn dazu gegeben jind die Hypotenuie (a)
und bdie Summe (oder Differenz) eined Hypotenufen:
abjdnitted und Dder Hypotenufenhohe. (Ausd a und
q + ha.)

Analyfis. Da durd) die Hypotenufe a bdie beiden Ccen B
und C, und durcd) ben vechten Winfel ein Ort fiir bie Dritte
Cde A gegeben ijt, jo bebarf es nur nod) der Beftimmung eined
jweiten Orted filr 4. Wenn man nad) § 9 die gegebene Summe
q -+ h daburd) an der Figur darjtellt, daf man dad Lot A F iiber
F um FE = FC verlingert und EC jieht, jo ift SCFCE=}R,
bie Linte CE geht aljo durd) die Mitte D bes Bogens BC.
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L Die geometrijhe Analyjis. i 7

Bwifdjen diefe (fonftruierbare) Linte CE und den erften Ort fiiv
A ift nun eine Gerade fenfred)t auf BC fo zu legen, daf fie
Fig. 5. glei) ¢ + 7 wird. Crridhtet
.ﬂa man bdafer in C auf BC ein
| %ot CG =g+, fo it bie
3 Parallele durd) G 3u CE ber
5 pweite Ot filr 4. It ftatt
A der Summe die Diffeveny ¢ —7n
gegeben, fo madje man dad
Lot CG' = q— h unbd lege
dbiefed Lot in entgegengefepter
Ridhtung, nadhdem man FA
itber 4 um AE gleid) bder
gegebenen Differeny verlingert
bat; dann ift die durd) G" ju
CE geyogene Pavallele bder
pweite Ort fiirx A.

Aufgabe 28. Cin Dreied
su fonftruieven aus einer
Seite, ber Hohe zu einer
anbern und bder Mittel-
linie zur Dritten Seite.
(Aus a, by, und m,.)

Analyfis. Durd) bie
Seite a find die beiden Cden B und C bed gefudjten Dreieds
gegeben. Fiiv bdie dritte Ccde A4 ift sunddyft ein Ort die von C
aud an den um B ald Mittelpuntt mit Z, ald Radiud bejdjriebenen
Rreid gezogene Tangente. LVon dem weiten Orte fitr 4, nimlid
ber Ceite BA Bt fid) aufer B nod) ein Punft, ndmlich die
Mitte D beftimmen. Fiiv D Hat man gwei Orter, einen durd)
die befannte Linge CD = m, nad) (O. 1), dben andern in ber
Parallele durd) die Mitte £ von BC zu der aud C gejogenen
Tangente.

Aufgabe 29. Cin Dreiect u fonjtruieren ausd den auf
einer Seite durd) die Hohe gebildeten Abjdnitten und
einer 3u einer andern Seite gehorigen Mittellinie. (Ctwa

aud p und ¢ [den Abjdnitten auf a] und m,)
Brodmann, MetHodif. 2
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18 1. Die geometrijde Analyfis.

Analyjis. Durd) die Abjdynitte p und ¢ ift ihre Summe,
die Seite a, aljo bie Cden B und C bed gejuchten Dreiectd ge-
geben; auferdem ber Fuppunft D der zugehorvigen Hohe. A3
erften Ort fiiv die dritte Ede 4 hat man dann undd)jt da3 Lot
in D ouf BC; von bem zweiten Orte, Seite CA, wovon ber
Runft C befannt ift, [ft fich mitteld weier Orter nod) ein Puntt,
bie Mitte E, beftimmen. Der eine Ort dafiir ift nach O. 1 die
Beripherie ded um B mit m, bejdhriebenen Kreifed, der anbdere
pag in ber Mitte F von DC zu DC ervichtete Lot. (Dev Punft 7
liefe fich auch anderd beftimmen. Berlingert man die Mittellinie BE
um fid) felbft 6i3 F und fillt G L BC, jo lift fich leicht De-
weifen, daf CG = BD = p ift. Dadburd) erhdlt man aber zwei
Orter fiiv F, ben einen nad) O. 1, da BF = 2m, befannt ift,
und ba3 Lot in dem beftimmbaven Punft G auf BC.)

Aufgabe 30. An einen Kreisd eine Tangente zu ziehen,
fo dap da3 Stitd derfelben zwijden dem Beriihrungs-
punfte und einer gegebenen Geraden oder einer anderen
Rreigperipherie von gegebener Grofe werbe.

Analyjis. Nad) O. 9 erhilt man einen Ort fiiv den Puntt,
in welgem die Tangente die gegebeme Gerade obder bdie anbere
Rreidperipherie jchneibet.

Aufgabe 31. Bwifden ywei Kreidperipherien eine Ge-
rade von gegebener Grife fo zu legen, daf jie Tangente
eined der beiden gegebenen Kreife wird.

Analyfis wie zu A 30.

Aufgabe 32. Jnnerhalb eined Dreieds einmen Punft
ju beftimmen, jo bafp die BVerbindbungslinien mit Dden
Cden ded Dreieds unter jid) gleidhe Winfel bilben.

Analyfis. €8 ergiebt fih) leicht, daf jeber diefer Winfel
120° betragen mufi, wonac) man wei Orter fiir den gejuchten
Punft nac) O. 15 erhdlt.

Aufgabe 33. In einer Dreiedsjeite (BC) einen Punft X
3ut beftimmen, fo dafp die Verbindungdlinie DE der von
X auf AB und AC gefidllten Lote ber Seite BC parallel
wird.

Analyfis. Wenn man aufper dem Parallelidmus von DE
und BC nod) beriidjidhtigt, dap AEXD ein Sehnenviered ift,
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I. Die geometrijdhe Analyiis. 19

und man ieht nod) die Diagonale AX, jo laft fid) der Winfel
AXC ober AXB feiner Grofe nad) beftimmen und daraus nad
0. 15 ein zweiter Ort fiir X ableiten.

§ 12. eben der Methode, die Analyfid durd) geometrijche
Orter gu beftimmen, ift al8 zweite Methode die Methode der
Reduftion Hervorgubheben, welde in allen Fallen anguwenden ift,
in welden die erftere nicht zum ZJiele fithrt. Diefe Methobe be-
fteht darin, da man aud den in der analytijdjen Figur unmittelbar
exfennbaren oder durd) pwedmihige Hilfsfonjtruttionen erveichbaren
Beziehungen entweber bdie betreffende Aufgabe auf eime friihere
diveft vebugiert, ober eimen Teil der gejudhten Figur, meift in
Geftalt eined Hilfddreiects, vorab als fonftruierbar nadpweift, und
aud diefem Teile durch jdhliepliche Anwendung von geometrijdhen
Ortern die gange gefuchte Figur ableitet. Wir engen den Begriff
der Methode durch Reduftion dabhin ein, daf fie die betrefjende
Aufgabe entweder diveft auf eine fritfeve uvitcffiihrt, oder doch die
vorherige Ronftruftion einer Hilfefigur erfordert. LWo eine Analyfiz
durd) blof mittelbare Ortsbeftimmungen aufgeftellt ift, wie bei den
ufgaben 28 und 29, rubrizieven wir diefe unter die Methode
burd) geometrijhe Ovter; und Heben dies deshalb bejonders hervor,
weil von mandjen Autoren aud) in diefen Fillen die Methobe der
Reduttion erfannt wird.

Der Wege einer folden Reduftion werden veridjiedene be-
treten. Wir wollen Dbiefelben Hier ndher befprechen und durdh
Beijpiele illujtrieven.

§ 13. Wejentlichen Dienft, namentlich bei Dretectsfonftruttionen,
leiften junddhit die jogenannten Data. Unter einem Datum ver-
fteht man die Verbindung von drei oder vier planimetrijhen Grifen,
die in Der rt voneinanber abhingig find, daf man im erften
Fall (einer BVerbindung von drei Grofen) aus je zweien derfelben
ein rechtwintliges, im anbern (einer Verbindung von vier Grofen)
aud je dreien ein jdhiefwinfliged Dreiet fonftruieven fann, jo dafy
in jenem dad bdritte, in Diefem dad vierte StiiE mit gegeben er-
fheint. Jn beiben Fdllen fann man jeded bdritte Stiick des fon-
ftruierbaven rechtwinfligen, ober jeded vierte Stiict ded jdhiefwintligen
Dreiedd ald mit gegeben betvachten und fiir die Gewinnung bder
Analyfid verwerten.

o %
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20 I. Die geometrijche Analyiia.

Um nure ein Beifpiel angufithren, inbem wir und vorbehalten,
die anderweitigen Daten an Detreffender Stelle der Anwendung
ndher Hervorvzuheben, fei bemerft, dafy beijpielSweife eine Dreiects-
feite, Der gegeniiber [iegende Winfel und bder NRabiud be3 um-
gejdhriebenen Kreife3, aljo 3. B. a, < 4 und » ein Datum bilben.
Denn aud je yweien diefer Stiice lakt fi) dasd redhtwintlige Dreiec
fonftruieren, weldhes man erhilt, wenn man den Mittelpuntt M
ped umgejdriebenen Kreifed mit einem Endpunfte der Sefhne
BC = a, etwa mit B und mit bem Mittelpunfte D bderfelben ver-
bindet. Da aber died Dreied aud je pwei jeiner Stiife, unter
welchen inded eine Linie vorfommen muf, fonftruiert werben fann,
fo bilden je swei joldher Stiicte mit jedem andeven Stiicfe dedjelben
ein Datun. Man fann aljo in vorliegendem Falle jagen, daf je
awei obiger Stiicte aud) mit der Entfernung des Mittelpunttes M
von Der Seite BC ein Datum bilden und diefe al8 gegeben be-
trachten.

§ 14. €3 mbge hier bejonderd davauf BHingewiefen iwerden,
pafs wir bie Beziehungen der in den Bebingungen gegebenen Grifpen
3u andern, welde entweder nad) den Gejepen bder allgemeinen
Grifenlehre oder durd) die nad) Fundamentalaufgaben mdgliden
Ronftruftionen aud jenen al8 neue fiiv die Analyfis verwenbdbare
®rifen abgeleitet werden fonnen, nidht ald Data auffafjen, jondern
vielmehr al8 notwendige Konfequeny der Gefepe der allgemeinen
Griogenlehre. Daf man 3 B. aud zwei gegebenen Grofen ihre
Summe ober Differeny, ihr Redjte, ihr BVerhiltnid, die Summe
oder Differeny ihrer Quabdrate, ihre mittlere, dritte und harmonijde
SProportionale al3 gegeben ableiten fann, fei hier a8 jelbftverftindlid)
voraudgefest, ofne daf wir ndtig Haben, den BVegriff , Datum
darauf audzudehuen. Jn gleidher Weife gelte e3 al8 jelbftverftandlich,
bafy man aud je pweien diefer abgeleiteten Formen bdie Grifen
cingeln ableiten fann. Denn eine Kollifion mit der algebraijcdhen
Analyfis findet Hierburd) nidht ftatt, da man die Grofen in jedem
Falle der Kombination unmittelbar durd) rvein geometrijde Kon-
ftruftionen abzuleiten vermag.

§ 15. Unter den bHier folgenden Aufgaben, deren Analyfis ent-
weder durd) bivefte Juviidfithrung auf eine frithere Aufgabe, ober
mit Hilfe von Daten gemacht werden joll, fommen aud) jolde
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1. Die geometrijhe Analyfis. 21

wiederholt vor, deren Analyjis jhon mittels geometrijcher Orter
beftimmt worben ift.

Nufgabe 34. Durcd) einen Puntt in der Peripherie
ded fleineven zweier fonzentrijdhen Kreife in den groferen
eine Sefhne zu legen, welde durd) die Pevipherie des
fleineven in drei gleiche Teile geteilt wird. (BVergl. A. 19.)

Analyjis. Bieht man den Diameler DOE und verlingert
E B iiber B hinaud um fic) jelbjt bi8 F, jo ijt die verlangte Sehue
DCAB Mittellinie im Dreied EFD zur Seite EF unbd, da
BA =13 A4D ift, A dexr Durdhjchnitt der drei Mittellinien. €3 ift
aljo, da aud) O A F' eine Wittellinie ded Dreiedsd ift, AF = 2. 40,
alfo Punft F beftimmbar. Bon diejem Punfte F ift nun an den
groferen RKreid eine Sefante zu legen, weldhe in der Peripherie
desfelben Halbiert wird. Dad gejdjieht aber nady A. 18.

Aufgabe 35. Cinvedhtwinfliges Dreied ju fonftruieren
aud der Hohe und ver Differeny der Abjdhnitte, welde
die Hohe auf der Hypotenufe bilbet.

Analyjis. Jjt 4D die Hohe ded Dreietd und man madht
CE = BD, jo ift DE bdie gegebene Diffeveny und Dreied ADE
durd) feine Katheten gegeben. Da nun die Mitte F von DE
sugleich) Mitte von BC ijt, jo ift dburd) A F=FC=FB je ein Ort
fiitr B und C gegeben, wofiiv die Gerade D E bder andere Ort ijt.

Aufgabe 36. Cin Dreiecd zu fonftruieren aus einer
Hihe, der zugehorigen Mittellinie und dem Radius ded
umgejdriebenen Kreijes. (UAus h,, m, und »)

Analyjis. Jft 4D die Hihe h, und A E bdie Mittellinie m,,
fo ift Dreiet ADE gegeben. Dann Hat man fiix den Mittel-
punft M des umgejchriebenen Kreifes zwei Ovter, namlid) bag Lot
in E ju ED und nadh) O. 2 einen Kreiz um 4 mit ». Durd)
den RKreid aber werben die Punfte B und C beftimmt.

Aufgabe 37. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, ber Hobhe zu einer anbern und der Differeny der
Winfel an diefer anbern Seite. (Aus ¢, b, B— C.)

Analyiis. Sei 4D die Hihe 7, und AE der Winfel:
balbiever w,; bann Idft fid) zeigen, das 7., w, und 4 (B — C)
ein Datum bilden. Bezeihnen wir nimlih) < BAD durd) «,
L DAE durd) 0 und << CAE durd) B, fo ift yunidjft « + 0 = 8
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22 I. Die geometrijdhe Analyiis.

oder 0 = —a Nun ift aber =R —C—0, « =R — B,
alfo p — a = B — C — 0, worau3 {id) ergiebt 6 = (B — O).
Durd) bas fonftruierbare Dreiet 4 D F ift aljo die winfelhalbievende
Trandverjale w, al8 ein mit gegebened Stiict beftimmt. Konftruiert
man A ADE aus der Kathete 4D =, und L0 = (B —0),
fo ift aufer DE ein gweiter Ort nad) O. 1 durd) C gegeben, ebenjo
dadurd), bafp < B =« 4 9 ijt, ein zweiter Ort fitr C.

Bufap. Wire ftatt &, die w, ober aud) jtatt B — C bdie w,
gegeben, jo wiirde i) auf grund obigen Datums die Aufgabe mit
Hilfe des Hilfsdreiectes A DL [djen lafjen.

Aufgabe 38 und 39. Cin rvedhtwinfliges Dreied zu
fonjtruieven aus der Hypotenufe und der Summe (oder
Differenyz) der Katheten. (Ausd a und b 4 ¢.)

Analyjis. It ABC da3 gejudhte Dreiect und man madht
AD auj ber Berlangerung von CA und AD" auf AC felbjt
glei) A B, fo ift die Lojung diveft auf die Konftruftion ded Drei-
ed8 BCD ober BCD' vedugiert. IJm erfteren Dreiece ift ndmlid)
gegeben BC = a, CD =0b -+ ¢ und < D = 45°, im andern
BC=a, 0D ' =b—c und << D' =14 R. iir 4 hat man
in beiden Fdallen nad) O. 3 einen zweiten Ort.

NAujgabe 40 und 41. Cin Quadrat zu fonftruieren,
wovon die Summe (oder Differeny) der doppelten Seite
und der Diagonale gegeben ift. (Gegeben 2a + e.)

Analyfis. Verlingert man die Diagonale AC iiber jeden
Cndbpunft um bdie Seite ded Quadrated, fo daf AE = AB und
CF = CB ift, jo ijt ba3 Dreied EF' D durd) die Seite EIF'=2a +¢
und die anliegenden Winfel, beven jeder 1 R betrigt, gegeben. Fiir
die Punfte 4 und C ergiebt fid) je ein zweiter Ovt nad) O. 3. —
Stellt man im andern Falle die gegebene Differeny 2a — e dabdburdh
dar, baf man AB um {id) jelbft bi8 F verlangert, und 4 E=A4C ab-
{dhneibet, fo ift A EF B gegeben burd) die Seite EF=2a—e unbd die
anliegenden Winfel. €3 ift namlid) Sc EFC=1 R und ST FEC
pa3 Supplement von 674°. Fiir B ergiebt fic) wiederum ein aweiter
Ort nad) O. 3; fiir A ift ein weiter Ort da3 Lot in C auf CF.

Aufgabe 42 und 43. Cinen Rhombus 3u fonftruieren,
von weldem die Seite und die Summe (oder Differeny)
per beiden Diagonalen gegeben find. (Aus a, e 1)
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1. Die geometrijhe Analyjia. 23

Analyjis. Wird in beiden Fallen auf die Konjtruttion eines
der vier rechtwinfligen Dreiecfe vedbusiert, in welde der Rhombus
durd) die Diagonalen zerlegt wird. Man fennt davon aufer der
Hypotenuje die Summe (oder Differenz) der Hhalben Diagonalen,
alfo & (e 4 f) oder §(e — f). Folglih A. 38 und 39.

Aufgabe 44. Cin Dreied zu fonftruieven ausd einmem
Winkfel, der yugehorigen Hohe und der Differenz dber durd
die Hohe auf ber Gegenjeite gebildeten Abjdhnitte. (Aus
A, hy und p — q.)

Analyfis. Jjt D der Fufpunft der Hohe %z, und man
trigt CE = g von CB ab, jo ift ED = p — ¢. Berbindet man
nmun die Mitte  von DE mit 4, fo ift FD = §(p — q), und
AN AETF gegeben, dbaber p — g, h, und m, ein Datum bilden.
Berlingert man dann die hievdurd) gegebene Mittellinie A F iiber
F um fid) felbjt bi3 G, jo ift ABGC ein Parallelogramm und
aljo << ABG ba3 Supplement von A gegeben. Dadurd) erhlt
man aber im Dreied AGB nad) O. 15 einen zweiten Ort fitr
bie Cde B.

Aufgabe 45 und 46. Cin Dreied zu fonftruieven aus
einer Seite, dem gegeniiber [iegenden Winfel und der
Summe (oder Differeny) der den Winfel einjdliefenden
Seiten. (Aud a, << 4 und b 4 ¢.)

Analyiis. Verlangert man CA iiber 4 hinaud um 4D = ¢
(ober jchneidet von A aud AD" = ¢ von AC ab) und verbindet
D und D" mit B, fo find die Dreiede BCD und BCD’ durd)
awei Seiten und einen Gegemwinfel gegeben, nimlid)y BC = a,
DC=b+c¢, <L D=%4; ud D'C=0b—¢, <X BD'C
= 1R+ 1 A. Fiir A4 erhdlt man in beiden Fillen einen zweiten
Ort nad) O. 3.

Nufgabe 47 und 48. Cin Dreied zu fonjtruierven aus
der Summe (ober Differeny) yweier Seiten und den beiden
Gegenwinfeln. (Aus b +¢, B und C)

Analyjis. Da durd) die zwei Winfel B und C aud) bder
britte 4 gegeben ift, fo fithrt die Analyfid auf diejelben beiden
Hilfgdreiece, wie die vorhergehenbe.

Aufgabe 49 und 50. Cin rvedtwinfliged Dreied zu
fonftruieren aud einer RKathete und der Summe (ober
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24 I. Die geometrijdhe Analyfis.

Differeny) ber Hypotenufe und der andern Kathete. (Aus
bund a +c)

Analyjis. Berlingert man bdie Kathete AB iiber B um
BD = BC (ober {dyueidet von B aud auf der Verldngerung von
BA iiber A ein Stiid BD" = BC ab), fo erhilt man in beiden
Fillen durd) Verbindung von D und D’ mit C ein rechtwintliges
Hilfsdreied 4 DC (oder A D’C) fonftruierbar aug feinen Katheten,
aus weldhem der Ubergang zum gejuchten Dreiecte mit Hilfe eined
yweiten Orted fiiv B nad) O. 3 fehr leiht it

Anmerfung. €3 wive in vorliegendem Falle ungywedmdfpig,
die Hypotenufe um die Kathete 3u verlangern, oder lehtere von der
Hypotenufe abzutragen, da in beiben Fillen der vechte Winfel fitr
die Analyfid verloren gehen wiirde.

Aufgabe 51. Cin Dreied zu fonftruteren aus einem
Wintel, der gugehorvigen Hohe und der Differeny der Ab-
jdnitte, welde diefe Hohe auf der dem Winfel gegeniiber
liegenben Seite bildet. (Aus 4, h, und p — q.)

Analyfiz. BVejdhreibt man um A mit AC al3 Radiugd einen
RKrei3, der CB in E [dneidet, fo ift BE =p — q. Betrachtet
man nun BEA ald Hilfsdbreiect, da die beiben Ccden B und LK
burd) p — ¢ unmittelbar gegeben find, jo ift fiiv die bdritte Ecke
sunddft ein Ort durd) die gegebene Hobhe 2, gegeben. (Vergl. O. 4.)
Jn demt gweiten Orte fiiv 4, namlid) der Seite C A [aft i) der
Punft G beftimmen, in welhem dad in E zu BC ervidhtete Lot
die Seite AC trifit. €3 liegt nidmlich diefer Punft auf dem um
A mit AC Dejdjricbenen Kreife und e3 ift daher EG = 2h,.
Berbindet man nun diefen fonftruierbarven Punft mit B, jo ift,
ba X BAG = 2 R — A burd) << A gegeben ift, fitr 4 ein zweiter
Ort nad) O. 15 gegeben.

Aufgabe 52. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Hohe und der jugehorigen Mittellinie, wenn bdie hHierzu
gehovige Seite dopypelt jo grop jein joll ald eine der beiben
andbern. (UAus hy, m,, Wenn a = 20.)

Analyjis. Jjt ABC dad verlangte Dreiect, und in demielben
AD = m,, AE = h,, {0 ift Dreied 4D E unmittelbar gegeben,
und D E ein Ort fiir €. Da aber gemdfy ber Bebingung a =2
@eite AC=DC fein joll, jo ift fiir C ein pweiter Ort nach O. 3 gegeben.
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Aujgabe 53. Cin Dreied zu fonftruieren aud bem
Rabiug ded umgejdhriebenen Kreifes, einer Hohe und der
Differeny dev beiden nidyt ugehovigen Wintel. (Aus r, &,
und B — C)

Analyjis. Die Hohe h,, der zugehvrige Winfelhalbierer und
bie Differeny der beiden andeven Wintel bilden ein Datum (§. A. 37)-
€3 ijt daher der Winfelhalbiever AE durd) da3 Dreied ADE
(D Fuppunft der Hobe k) gegeben. Berbindet man nun A mit
pem Mittelpuntt I ded umgejdyriebenen Kreijes, jo ift << EAM
= DAE. Dent < BAE = CAE und <C BAD = CAM,
weil ihre Komplemente ald Peripheviewintel auf demijelben Bogen
AC einander gleid) find. Dadurd) ift aber ein Ort fiiv den Mittel-
punft M gegeben, ein andever durd) » nach) O. 1.

Aufgabe 54. Cin Dreied zu fonftruieren, wenn ge:
geben find eine Hohe, der entfpredjende Winfelhalbierer
und die Differeny der duvrd) bie Hohe gebildeten Abjdhnitte
ber betreffenden Seite. (UAusd %, w., p — q auf a.)

Analyfis. Bieht man 4D | BC big in bie Peripherie des
umgejdyriebenen Kreifed, jo ift AD =p — ¢q; ferner < ACD
=B—C, DH=h, ®a nm B — C durd) h, und w, ge-
geben ift (vergl. 2. 37), jo ijt dag Hilfsdreie 4 DC fonjtruierbar.
Der um A DC fonftruierbave Kreid ift ein gweiter Ort fiiv B; der
erftere ift die Parallele durd) C zu AD.

Aufgabe 55. Cin Dreied zu fonftruieren ausd wei
Seiten und ber Differeny ihrer Projeftionen auf die
britte Seite. (Aus b, ¢, p — q.)

Analyjis. A ADC (Fig. wie vorhin) ift durd) feine drei
Seiten gegeben.

Anfgabe 56. Cin Dreied zu fonftruieven ausd bder
Differeng der durd) eine Hohe auf einer Seite gebildeten
Abfdynitte, der Diffevens der an diefer Seite anliegenden
Winfel und einer der beiden anderen Seiten. (Aug p—yq,
B — C und b [ober c])

Analyfis. Wieberum ift (vergl. vorige Analyfis) das Dreiect
ADC unmittelbar gegeben.

Aufgabe 57. Cin Dreied u fonjtruieren aus dem
Rabdiug ded umgejdhriebenen Kreifes, der Differeny zweier
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Winfel und einer anliegenden Seite. (Aus », B —-C
und b.)

Analyjis. Wiederum Dreied 4 DC gegeben, da der Rabius,
L ACD und Seite AD ein Datum bilben. (Vergl. § 13.)

ufgabe 58. Die vorige Aufgabe mit der Anberung,
baf ftatt B — C dbie Differeny p — ¢ gegeben ift.

Analyfid wiederum durd) dad Dreied ADC.

Aufgabe 59. Jwijden die Seiten AB und BC die
Gerabe XY =a jo ju legen, daf AX:CY=p:q wird.

Analyfis. Madht man AY 4 XY und zeht Y'Y, fo
mup aud) DB: BC =p:q fein. Dadburd) ift aber CD zu fon-
ftruieren a3 ein Ort fiiv ¥, ein gweiter Ort wird durd) bie
gegebene Linge a nad) O. 1 beftimmt.

Aufgabe 60. JIn ein BVieved einen Rhombusd zu be-
fdhreiben, Deffen Seiten den Diagonalen ded Vieveds
parallel werben.

Analyjis. Sind X, ¥, Z und 7 die Ccfen ded eingejchriebenen
Rhombus in den Seiten 4B, BC, CD und DA, jo ergiebt fid
leicht, Daf jede Seite in Diefen Punften nad) dem Verhdltnis der
Diagonalen geteilt werde.

Aufgabe 61. Bon einem Punfte auperhalb eines
Rreifes an diefen eine Sefante zu ziehen, welde durd
bie Peripherie nad) dem goldbenen Schnitt geteilt wird.

Analyjiz. Jft O der Mittelpuntt des gegebenen Kreijed und
AXY bie verlangte Sefante, jo muf
entweder AV AX =A% TP
ober AR Vo XW: A K
fein, je nachdem da3 dufere oder dag inmeve Stiif der Sefante
per grifere Abjdhnitt fein foll. Jm erftern Falle lakt fid) der
Durdhdhnitt der Pavallele X B zu OY mit 40, jowie die Ldnge
per Parallele beftimmen; im anbern Falle ergiebt fid), dap bdie
Sehne X Y der von A an den Kreid gezogenen Tangente gleich ift.

Aufgabe 62. BVon ywei Punften auferhalb eined Kreifes
an diefen durd) einen gemeinfdaftlichen Punft der Peri-
pherie zwei Sefanten fo zu ziehen, dap die Verbindungs-
linie der anbern Cndpunfte der Verbindbungslinie bder
beiden gegebenen Punfte pavallel wird.
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Analyfis. Dev Durdhjdhnitt einer in einem der Endpuntte
ber einen Sefante an den Kreid gelegten Tangente mit der Ber-
bindungslinie der beiben gegebenen Punfte [aft ficdh) mitteld einer
Proportion beftimmen.

Anmerfung. €38 fei bemerft, daf man auf bdiefe Aufgabe
eine Beriihrungaufgabe: Durd) zwei Punfte einen Kreid zu
legen, der einen gegebenen Kreid beriihrt redusieren fann.

Aufgabe 63. Cin Dreied zu fonftruieven aus wei
Seiten und ber Halbierungsdlinie ded eingefdlofjenen
Winfels. (Ausd b, ¢ und w,.)

Analyjis. Mit Hilfe der Pavallele durd) B zu AC bis in
bie verldngerte w, (in D) fann man Dbiefe Verlingerung ald
4. Proportionale fonftruieren. Dann bad Drveied A BE (E End-
puntt der Verldngerung), ausd diefem ABD und endli) 4 BC.

Nufgabe 64. Cin Dreied zu fonftruieven aus einer
Hohe, Mittellinie und einem Winfelhalbiever, welde alle
drei von derfelben Cde ausgehen. (Aus hy, m,, w,)

Analyjis. Sind D, E und F die Fuppuntte von A, m,
und w,, jo find die Dreiede ADE und ADF gegeben. Fiir den
Mittelpuntt 2 de3d dem gejuchten Dreiecte umgejchriebenen Kreijes
ift ein Ort dag in E zu DE ervidhtete Qot, der andere beftimmt
fich badurd), daf <X MAF = FAD ift. Der Radiug ift AM,
und ber Kreid beftimmt die Punfte B und C.

Aufgabe 65. BVon der Spipe einesd Dreieds zur Grund-
linie eine Gerade fo zu ziehen, daf fie die mittlere Pro-
portionale yu den vonifhrgebildeten Abjdhnitten der Grund-
linie wird.

Analyfis. Jjt AD bdie verlangte Gerade, welde iiber D
big in den um ABC bejdjriebenen Kreid verldngert diefen in E
trifft, jo mup 4D = DE fein. Verbindet man daher den Mittel-
puntt M jenes Kreijed mit D, jo ift MD L AE, babher fiix D
gemdp O. 6 ein pweiter Ort gu beftimmen, wihrend die gegebene
Seite BC ber erfte Ort fiiv D ijt.

Aujgabe 66. Cin Dreied zu fonjtruieven ausd einer
Seite, der Differenz bder anliegenden Winfel und bder
Summe der beiden andern Seiten. (Aud a, B—C, b+c¢)
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28 1. Die geometrijdge Analyiia.

Analyfis. Bejdhreibt man um A mit der fleineven Seite ¢
einen Kreid, welder die Seite b in D, ihre Verlingerung in K
fchneidet, und man verbindet D mit B, jo ift ST ABD = (B — O).
Berbindbet man ferner E mit B, jo ift < DBE = 1 R und dad
Hiljsdreiet CBE durd) zwei Seiten, ndmli) CE =10 +¢,
CB = a, und den der grifern diefer gegeniiber liegenden Wintel,
X CBE = 1R+ (B — C), gegeben. Fiiv A4 erhilt man dann
in einfachiter Weife einen gweiten Ort aufper ber Seite CF
nad) O. 3.

Aufgabe 67. Cin gleihjdhentliges Dreiect zu fon-
ftruieven aus einem Winfel und der Summe der beiben
ungleicdgen Hohen. (Yusd < 4 [oder B] und hq + k)

Analyfis. BVerlingert man die Hihe BE (k) iiber E big F,
fo dap EF = AD (h,) wird, und zieht F'G- big in BC fenfredyt
st BF, fo ift X FBG = 4. Aud dem planimetrijhen Sate,
pafs fich bie Hoben eined Dreiectd umgefehrt wie die gugehirigen
Seiten verhalten, ergiebt fid) durd) bdie Proportion BC: CG
= BE:EF, b CG=CA ift. Degbhaldb Hhat man, wenn
Dreiet BEF'G fonftrutert ift, fiilv 4 einen Ort in der Halbierungs-
linie bed << FG B, welder = << C ift. Run ift ST ABF bda3
Somplement von 4, und dadurd) ein zweiter Ort fiiv 4 gegeben.
Dasd Lot von A auf BF beftimmt C.

Aufgabe 68, Statt ber Summe der beiden ungleiden
Hohen moge thre Differeny gegeben fein. :

Analyfis. Wenn man von E aud auf EB dag Stiic
EF = AD abtrdgt, jo ijt G B die gegebene Differeny, und wiederun,
wenn FG | FE gejogen with (F in BC), dag Dreied G BF
gegeben. iir A ergeben fich zwei Ovter, einer, weil G A bden
Nebemwintel vou << G Hhalbiert, der andeve durd) 9< A G C, welder
fich beftimmen [aft.

§ 16. Wenn in der analytijchen Figur die gegebenen Stiicke
nidht jo zujommen legen, daf fie einen fonjtruierbaven Teil der
gefudhten Figur bilben, fo fann man einen jolden Haufig dadurd
erhalten, daf man die betreffenden Linien in anbdere Lagen bringt,
weldje den urfpriinglichen pavallel {ind. Bei einer jolchen Ber-
legung von Geraden bleiben, was ein grofer BVorteil ijt, die etwa
gegebenen Winfel wifdhen denjelben unverindert erhalten. Mit

http://rcin.org.pl



I. Die geometrijche Analyjia. 29

etwa vorfommenden Rreifen fann eine derartige Verlegung oder
Berjdiebung in gweifacher Weife vorgenommen werden. Entweder
wird unter BVeibehaltung desd Radiud der Mittelpuntt desd Kreifes
auf einer Geradben von beftimmter Ridhtung veridhoben, oder man
verjdjiebt unter Beibehaltung dber Lage bes Mittelpuntted die Peri-
pherie gewiffermagen pavallel mit {id), indem man bden Radius
grofer ober fleiner nimmt, wobei auc), wenn man den Radiusd
Null werden [aft, der Fall eintritt, dafy der gange Kreid auf
feinen Mittelpuntt reduziert wird. Diefe lepte Art der BVerjchiebung
eines Kreifed ift identijd) mit der Hilfsfonftruttion fonzentrijdher
Kreife. Verwandt mit diejer Methode ift aud) die Umlegung eines
Teild ber analptifhen Figur, um eine bequemere Lage Dder ge-
gebenen Gtitfe zu einander zu erhalten. Diefe Methode der Ver-
fhiebung von Gervaben und Kreifen, jowie der Umlegung findet
itbrigend jo hdufig mit Worteil Anwendung und bringt will-
fommene Crleichterung duvd) Reduttion, daf fie verdient, als eine
Methode Der NRedbuftion unter dem Namen Methode der Pa-
rallelverjdyiebung und der Umlegung Dejonderd BHervor-
gehoben zu werden. Die Art ihrer Anmwendung modge an einer
Anzahl von Beijpielen ndher evdrtert werden.

Aufgabe 69. CinPavalleltrapes zu fonftruieren, defien
vier Seiten gegeben jind.

Analyiis. BVeridhiebt man eine der nicht pavallelen Seiten
parallel mit {id) jo, dap fie von dem einen Endpuntte der andern
auggeht — zieht man zu diejem Bwede 3 B. CE | D4, fo ift
Dreie EBC durd) feine drei Seiten gegeben.

Aufgabe 70, Cin Dreied zu fonftruieren ausd zwei
Mittellinien und der dritten Hohe. (Ausd m,, m, und hy)

Analyfis. Berlegt man die Hohe AD in den Fufpunt
der einen Mittellinie, etwa nad) F, dem Fufpuntte von m,, fo
witd da8 Lot FH = L h, und Dreied BFH ijt unmittelbar
gegeben.

Aufgabe 71. BVon den Cndpunften einer Sehne nad
einem Punfte der Kreidperipherie zwei Gerabe zu ziehen,
welde auf einer gweiten Sehne zwijden jid) ein Stiid
von gegebener Ldnge abjdneiden.

Analyjis. Sind bdie Geraden 4 X und BX jo durd) CD
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30 I. Die geometrifhe Analyfis.

gezogen, dafp FG = a ift, und man zieht AH # FG, jo ift
Punft H befannt und HG | AX. Daber ift S HGB gleid)
bem Peripheriewintel X, weldher durch die Sehne AB gegeben ift
und durd) ihn itber HB einen Kreidbogen ald gweiten Ort fiiv G.

Aufgabe 72, Cin Trapey zu fonftruieven aud jeinen
Diagonalen, dem Winfel derfelben und einer Seite.

Analyjis. Berlegt man die Diagonale DB nad) CE, wo
CE | DB ijt, jo ijt Dreied ACE gegeben, da <C ACE bdad
Supplement ded Winfeld der Diagonalen oder aud) diefem Winfel
jelbjt gleich ift. Das Trapey felbjt ift mit Hilfe der gegebenen
Seite, welde e3 aud) fei, in einfachfter Weije abzuleiten.

Aufgabe 73. Cin Trapey zu fonftruieren aud bden
Diagonalen und den parallelen Seiten.

Analyjis durd) diefelbe BVerjhiebung, wie vorhin.

Aujgabe 74. Cin Trapez zu fonftruieven ausd den
Diagonalen und den nidt pavallelen Seiten.

Analyfiz. €3 jei ABCD bdad verlangte Pavalleltrapes,
AB und CD bdie parvallelen Seiten. Bringt man nun durd
Parallelverjhiebung DA und DB in die Lage CE und CF,
jo liegen bdie vier gegebemen Sinien zujammen. €8 ift dann
AE = DC = BF und man twiirde dad verlangte Trapez leicht
erhalten, wenn man durd) die vier um C mit den gegebenen Linien
ald Radien bejdjriebenen fonzentrijhen Kreife eine Gerabe jo legen
fonnte, dap AE = BF wiitbe. Wenn bdie Gerade bdie Kreife
beziehungsweife zum weiten Male in den Punften £, 4°, B', I’
{chneibet, und man beviidfjidhtigt, daf je zwei Abjdynitte der Se-
raden, weldje pwijdjen denjelben Peripherien liegen, einander gleid)
find, fo miifite EA = B'F’ fein. Beftimmt man nun fiiv den
Runft E in Bezug auf den duferften Kreis, fiix Punft 4 in Bezug
auf den Kreid durc) B bdie (innere) Poteny, fo ift jene EF . EF",
dbieje AB’. AB; ba nun EF = AB ift, jo verhdlt fi) EF": AB’
wie die Potengen der Punfte £ und A in den begeichneten Kreifen.
Nun {ind biefe Potengen fiir einen beliebigen Punft der Peri-
pherien fiir die bezeichneten RKreife fonftant, da bdie fleinften Sehnen
fonftant find. Pan erhdalt aljo dad Verhiltnid bdiefer Potenzen
durd) zwei Gerade ausgedriicft, wenn man durd) einen beliebigen
Punft in jeder der Peripherien eine Sehne jo legt, daf der eine
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Abjchnitt der einen einem Abjdnitte der andern gleidh wird. Jn
furzer Begeidhnung erbalten wir alfo EF': AB = m:n oder
2AE+ AB': AB'=m :n. Daraug aber ergiebt fi) AE: AB’
=4 (m—mn):n Hiernad) fann man aber bei beliebiger Un-
nahme bded Punftes 4 den Punft E und B’ und fo die gange
®erabe beftimmen.

Aufgabe 75. Cin Parvallelogramm zu fonftruieren
aud feinen Seiten und dem Winfel der Diagonalen.

Analyjis. Berlegt man DB pavallel mit i) nad) CF,
fo ift Dreied ACF gegeben, ba AF die Summe der gegebenen
Seiten, die Mittellinie CB eine diefer Seiten und << ACF durd
pen Winfel der Diagonalen befannt ift. Fiix C Hat man einen
Ort nad) O. 1, dba B und BC gegeben, den andern nad) O. 15,
ba << ACF befannt ijt.

Aufgabe 76. Cin BVieved ju fonftruieren, von weldem
die Seiten und die Verbindungslinie der Mitten feiner
Diagonalen der Linge nad) gegeben jind.

Analyjis. Jjt ABCD ba3 verlangte BViered, £ und F
bie Mitten ber Diagonalen BD und AC, und man 3ieht EG
(G in BO) parallel 3u CD, FG | AB (FG muf namlid) eben-
falls die Mitte G von BC treffen), und in gleiger Weife durdy
E und F die Pavallelen EH und FH 3u AD und BC, o {ind
die beiden Dreiede EFG und EF H durd) ihre drei Seiten ge-
geben.  Nun witd HG | AC, aljo ift die Pavallele durch) F zu
HG ein Ort fiir C, ein anbever die Parallele durd) G ju FH.
C beftimmt B, dba CG = G B, bieje3 4, ba BH = HA ijt.
Auh) fiiv die vierte Ccfe ergeben fich leicht zwei Orter, ndmlich
bie Parallele durd) 4 j3u HE und eine andere durd) C zu GL.

Aufgabe 77. Cin Vieved zu fonfjtruieven augd fjeinen
Seiten und der Verbindungslinie der WMitten jweier
Gegenjeiten.

Analyfis. Verjchiebt man bdie beiden andern Seiten, etwa
DA und CB, parallel bi3 an die Mitte £ der einen Seite (DO),
jo bap EG 4 DA und EH 4t CB ift, jo ift, wenn F die WMitte
von AB ift, die Verbindbung von G mit F, und F mit H eine
eingige Gerade, da fid) aud der Kongrueny der Dreiede AGF
und BHEF bdie Gleidhheit von < AFG und BFH ergiebt. Aus
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perfelben Rongrueny folgt aud), daf FG = FH, aljo EF cine

Mittellinie ded Dreieds EGH ijt, von weldhem auBerdem nod

Fig. 4. X die Seiten £G = DA und

& _t— EH=CB gegeben {ind.

1}»»/'/ Fiiv dad Dreied LG H ex-

\ giebt i) aber eine einface

/ / , ‘x UAnalyfis durd) Umlegung.

/ \ \ Berlangert man ndmlid) EF

] i fitber 7 um fid felbft bis J,

' o ijt Dreied EJH durdh

i & | \ X feine brei Seiten gegeben.

ot oo il Bufap. Man fann in

pen Fallen, wo eine Mittel-

linte zu ben Veftimmungsijtiiten eined Dreiedsd gehort, die Ver:

langerung Diefer itber ifren Fufpunft um fid) felbjt al3 eine
stemlich ficher erfolgreiche Hilfsfonftruftion begeidynen.

Uufgabe 78 und 79, Cin Dreied zu fonftruieren aus
einem Winfel, der Summe (oder Differenz) ber ein:
fdhlieBenden Seiten und der aud dem Sdeitel des ge=
gebenen Winteld gezogenen Mittellinie. (Ausd 4, b4-c
und my.)

Analyjiz wird gemdp Jufap zu A 77 auf ein Dreied
vedugiert, von weldjem ftatt der Mittellinie die dritte Seite ge-
geben ift, deffen UAnalyfiz in A. 77 audgefithrt ift.

Aufgabe 80, Cin Parallelogramm zu fonftruieren aus
einer Seite und den beiden Hohen.

Analyfis durd) Pavallelverfdyiebung der einen Hohe in den
cinen Cndpunft der gegebenen Seite.

Aufgabe 81. Durd) zwei audeinander liegende Kreife
in gegebener Ridhtung eine Gerabde ju ziehen, fo dah die
entftehenden Sefhuen eine gegebene Summe bilben.

Analyfis. BVerjchiebt man bden Mittelpunft B ded einen
Rreifes fo, bap feine Cntfernung von der gefucdhten Geraden bie-
felbe bleibt, aljo parallel Der die Ridhtung der gejuchten Geraden
angebenden Geraden, fo bleibt bie Grife der Sehne in demfelben
ungeindert. €38 empfiehlt fih aljo, durch eine jolche BVerjchicbung
dbie gegebenen Rreife in eine Lage zu einander zu bringen, weldhe
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ver Lofung diefer Aufgabe giinjtiger ift. Eine joldje ift aber die,
wo i) diefelben auf der Gefuchten durdyjdhneidben. Heifst nun ¥ X
die Sefhne im Kreife um 4, 77 die im Kreife um B, und man
ver{chiebt den Mittelpuntt auf der bie Ridhtung der Gejuchten an-
gebenen Geraden big in B’, fo baf der Kreid durd) X geht und
die Gehne XZ' erhilt, jo ift XZ' = TZ, alio die Summe
YX+ X7 =YX+ TZ Filt man nun von dem Mittel-
punfte 4 und dem neuen WMittelpuntte B’ Qote auf die gejudhte

YZ, fo liegt ywijden deven Fufpuntften F und G eine Strede,
weldje der halben gegebenen Summe gleidh) ift. Da nun dasd Lot
von 4 aud) die BE etwa in D redytwintlig trifit, weldher Punft
beftimmt werben fann, jo ijt aud) DB’ gleid) jener Halben Summe
und der neue Mittelpunft B’ Hierburd) gegeben. SKonftruiert man
bann um B’ ben verjdjobenen Kreid, jo Hat man ur Crhaltung
ber Gejudhten YZ durd) den Durd)jdhnittdpuntt X beider Kreife
pad Lot zu bem Lote gu giehen, weldhes man von A4 auf die ifhrer
Ridhtung nad) gegebene B E ervidytet Hat.

Aufgabe 82, Von einem Puntte, der auferhalb zweier
getvennt liegenden Kreife liegt, eine Gerade durd) diefe
3u legen, daf bie in denfelben entftehenden Sehnen ein-
anbder gleid) werben.

Analyfis. Konnte man den einen Kreidmittelpunft unter
Beibehaltung feiner Cntfernung von der gejudhten Geraben fo ver-
fhieben, bafy bie gleihen Sehnen aufeinander fielen, fo wive die
Aufgabe durd) die gemeinjdhaftliche Sehne in der neuen Lage geloft.

Brodmann, Methobil.
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Daz geht aber auf folgende Weije. Verichiebt man den Mittel-
punft N ded einen Kreifed auf einer Geraden, weldhe parallel ber
gefucdhten Geraden P D ijt, welche im Kreife um I die Selhne A B,
im anbern bie gleid) grofie Sehne CD bildet, bis X, fo daf die
Sehne CD mit AB zujammenfdllt, jo ift, wenn man MX jieht,
< MXN = 1R, wodurd) ein Ort fiir X nad) O. 6, ndmlid) der
Halbtreis iiber der Centrale MN als Diameter gegeben ift. Nun
ift dbie Tangente von P an den Kreid um M gleich der Tangente
an den Sreid um X, deffen Rabdiud gegeben ift. Man erhdlt alfo
burd) bie Fonftruierbare Grofe PX nad) O. 1. einen zweiten Ort
fiitr X.

Aufgabe 83. Cinen Kreid zu fonftruieven, der einen
gegebenen Kreid und zwet einander jdneidende Gerabden
berithrt. ;

Analyfis. Beriihrt der Kreid um X den Kreid um A und
bie beidben Geraden BC und BD und man veridjiebt die Peripherie
pes RKreifes um X, wasd Hier mit der Berjchiebung der Peripherie
pe3 gegebenen Kreifed bi3 auf den Mittelpunft A gleichbedeutend
ift, fo erhdlt man ftatt ded gefuchten einen mit diejem Fonzentrijdjen
Rreid, welder durd) einen gegebenen Punft geht und et Gerade,
weldje von den gegebenen um den Radiug bded gegebemen Kreifed
entfernt find, beriihrt. Durd) die Verjdhiebung der Kreidperipherie
ift aljo eine Reduftion auf eine einfachere Wufgabe gewonnen.

Aufgabe 84. Cinen RKreid zu befdreiben, bder zwei
andere berithrt und zwar den einen in einem gegebenen
Puntte.

Analyfis. Berithrt der Kreid um X den Kreid um 4 in B
und aufperdbem den Kreid um C, jo wird, wenn man die Peripherie
bezfelben big in C verfdiebt, biefer fongentrijche Kreis, auger daf
ev burd) C geht, noch) einen um A4 mit einem Radius, welder der
Differens der gegebenen beiden Rabien gleich ift, bejchriebenen Kreis
in einem Dbeftimmbaren Punfte bevithren. Alfjo wiederum eine
Reduftion auf eine einfachere Aufgabe.

Aufgabe 85. Cin BVieved zu fonftruieren aud feinen
Winfeln und zwei gegeniiber liegenden Seiten.

Analyjis. Beridiebt man bdie eine ber gegebenen Seiten,
ADB etwa an die anbeve al3 DE, jo ift Dreied DOE gegeben,
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ba SCOCDE= A+ D — 2R gegeben ijt, wenn 4 4+ D >2R
ift, ober SCCD E = 2 R— (A + D) fiix den Fall, dap A 4 D<2R
ift. Jft 44 D=2R, jo ijt die Lojung fehr einfad.

Nufgabe 86, Durd) zwei aud einander liegende Kreije
in gegebener Ridhtung eine Gerade u legen, fo daff bdie
entftehenden Sehnen eine gegebene Differeny bilben.

Analyfis. (Vergl. A. 81.) Werjdhiebt man den Mittelpuntt
B bes fleineren RKreifes in ber gegebenen Ridhtung bid3 B’, jo baf
DB’ gleid) der hatben gegebenen Differeny ift, fo ift B' X gleid)
pem Radbius diefed Kreifes, alfo X Ddireft beftimmbar.

Nufgabe 87. Cin Pavalleltrapez zu fonftruieven aus
ben nidht pavallelen Seiten, einer Diagonale und dem
Berhaltnis der parvallelen Seiten.

Analyjis. Verlegt man bdie Seite 4B nad)y DE, jo find
dbie drei fongentrijhen RKveife um D mit DC, DE und DB ge-
gebenr.  Man hat in diefe eine Sehne BEC zu legen, daf BE: BC
bagd gegebene Berhiltnis ift. (S. Nadhtr. 14.)

Aufgabe 88. Cin Yieved zu fonftruieren ausd bdrei
Geiten und den beiden Winfeln an der vierten Seite.

Analyjis. Sind DA, AB und BC die gegebenen drei Seiten
und D und C bie gegebenen Winfel, und man fillt von 4 und B
bie Lote AE und BF auf bie vierte Seite, fo find durd) die
fonftruierbaven Dreiede 4 DE und BOF, in welden aufer der
Hypotenufe aud den gegebenen Winfeln D und C fid) je ein Winfel
ableiten [dft, bie beiben parallelen Seiten AE und BF eined
Trapezed gegeben, von dem man nod) die Seite A B fennt. Dies er-
halt man durd) dag Dreied 4 BE, in weldem BG=BF— AFE ift.

Aufgabe 89. Cin Trapey zu fonftruieven ausd feinen
Diagonalen, der BVerbindbungslinie der Mitten der nidt
pavallelen Seiten und einem Winfel.

Analyfis. Jjt EF die gegebene BVerbindungslinie, DB und
AC die Diagonalen, B der gegebene Winfel, und man bringt die
Diagonale BD in die pavallele Lage A K, jo wird, wenn man EF
bi8 G in AK verlingert, fic) beweifen laffen, daf G H (H Durd)-
fdnitt mit AC) gleid) EF ijt. €3 ift alfo A 4G H gegeben, da
AG und AH bdie Halften der betveffenden Diagonalen find. Fiic

B ijt ein Ort durd) < B gegeben nad) O. 15, wenn man uvor
3*
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AH 58 C um fid) felbjt verlingert, der andere ift die Parallele
burd) 4 3u GH. Durd) dad jo beftimmte B erhdlt man einen
Ort fiir D ald Pavallele durd) B zu AG. Sdlieglih) hat man
AG um fich jelbjt bi3 K zu verldngern, und KC ift ber weite
Ort fiir D.

Aufgabe 90. Cinen Kreid zu bejdreiben, der wei
andere und eine gegebene Gevabe bevithrt.

Analyfis. Veridiebt man die Peripherie ded gejudhten Kreifed
big in den Mittelpuntt ded einen der gegebenen Kreife, fo it diefer
neue Kreid ein joldher, welder durd) einen gegebenen Punft gebht,
eine Gerade und einen Kreid bevithrt, und der {icdh) ald Hilfafreid
einfacher fonftruieven ldft, al8 ber verlangte. Apolonijdes Be-
vithrungdproblem!

Aufgabe 91. Cin Dreied zu fonftruieven ausd 3wei
Seiten und der Differens der gegeniiber liegenden Winfel.
(Aus b, ¢ und B — C.)

Analyfis mitteld8 Umlegung. Legt man bad Dreiect 4 B C fo,
paf C' in B, und B’ in C zu liegen fommt, wobei die Ccfe A’
in der durd) 4 zu BC gezogenen Parallele liegt, jo ift A AB"A’
unmittelbar durd) zwei Seiten und den eingejd)lofjenen Winfel ge-
geben. €3 ijt nimlih) 9 AB'A" = B — C.

Aufgabe 92. Jn einen gegebenen Kreid ein BVieved 3u
bejdreiben, wovon man jwei gegeniiber liegende Seiten
und die Summe der beiden andern Seiten fennt.

Analyfis durd) Umlegung. Bringt man ndmlid) A ACD in
die Qage ACD’, o dap AD" = CD wnd CD" = AD ijt, fo
liegen beide Paave Seiten, die gegebenen und die nidht gegebenen,
mit ihren Endpuntten an einander. Dad Dreied AB D" [t fid
bann unmittelbar fonftruieren und bdie Ecfe C beftimmen. Kegt
man dann bag Dreiedt ACD’ wieder um, jo dbaf 4D = CD" und
CD = AD’ wird, jo ift ABCD bas verlangte Bieved.

Aufgabe 93. Cin Dreied zu fonftruieren aud einem
Winfel und ber yugehorigen Hohe und Mittellinie. (Aus
X A4, hy und m,.)

Analyjis durd) Umlegung in die Lage 4"BC, wo A" an
per anbern Seite von BC liegt, und AB = AC, A'C= AD
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wird. €8 ift dbann ABA'C ein Parvallelogramm und alfo
AA = 2m,; ferner SCABA’ =2R — A.

Aufgabe 94. Cin Quadrat zu fonftruieren, wovon
3wei Gegeneden aufeiner gegebenen Gevaben in gegebenen
Punften liegen, die beidben andern aber in die Peripherie
3weier gegebenen Kreife fallen follen.

Analyiid durd) Umlegung. Sind ndmlich 4 und B die ge-
gebenen Ccfent in der Gevaden MN, X und ¥ die Eden auf den
Peripherien der Kreife um O und 0', jo ift XY 1 AB. Wenn
man daber den Kreid O mit feinem Mittelpunft in den Gegen-
punft von O’ in beyug auf MN verlegt, fo wird derfelbe den
Kreiz 0 in X durdhjdhneiden.

Aufgabe 95. JIn einen Kreisd ein BVieved einzujdreiben,
wenn man von demfelben wei gegeniiber liegende Seiten
und dag Verhdltnid der beiden andern fennt.

Analyfis durd) Umlegung wie bei A 92.

Aufgabe 96. Cin Tangentenvieved ABCD zu fon-
ftruieven aud 3wei an einander ftofenden Seiten (4D und
AB) und den beidben anliegenden Winfeln (von Denen
feiner eingejdhlofjen ijt).

Analyfis durc) Umlegung. Legt man namlid) dad Dreiect
ADC an bdie andeve Seite der den Winfel 4 halbierenden Geraden,
fo wird D"C” in der neuen Lage Tangente bleiben und man erhilt
ein fonjtruierbared Dreiect, wovon man bdie Seite D' B und die
betben anliegenden Winfel fennt. Daburd) aber erhilt man aud
den dem DBievece eingujchreibenden Kreid ald einen dufern Be-
rithrung3treid diejes Dreieds.

§ 17. Cine Umlegung bdiefer Avt, wie fie {hon bei Aufgabe 94
vorfam, pflegt man ihrer befonderen Natur wegen , Umlegung durd
Drehung um eine Are” zu nemmen. JIn A 94 war bdie gegebene
Gerabe, hier die den Winfel A Halbievende Gerade die Aye. Die
Borteile fiiv die Lojung evgeben fich Hierbei ausd der fymmetrijchen
Lage der urfpriinglichen und der durd) Dvehung erhaltenen Figur
sur Drehungdaye.

In vielen Fillen ergeben fid) verwendbare BVorteile fiiv bdie
Lojung einer Aufgabe durd) die Drehung einer Figur (b. §. eines
Gyitemd von Geraden und Kreisbogen) in weiterem Sinne. Wiv
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verftehen davunter die Drehung einer Figur in beyug auf einen
gegebenent Punft in der Weife, dafy die LVerbindungslinie eines
jeden Lunfted der Figur mit dem gegebenen Punfte um einen be-
ftimmten Winfel (den Drehungdwintel o), jelbitverftandlid) in dem-
felben Sinne, gedreht wird, und die Entfernungen weier ent-
jprechenden Puntte vom gegebenen Punfte vor und nad) der Drehung
in einem fonftanten BVerhdltnid ftehen.

Man iiberfieht die fic) hierbei evgebenden BVorteile am ficherften,
wenn man den Drehungdwintel 0 unddjt gleidh) Null nimmt.  Fiiv
diefen Fall redugiert {ich) die ganze Operation auf die Konftruftion
eined Syftems, welded in beyug auf den gegebenen Punft dhnlich
liegt, wie Dag gegebene, wobei man eine direft dhnliche und eine
umgefehrt dhnliche Lage unterjdheidet, je nachdem der dem Punfte 4
pe3 gegebenen Syftems entjprechende Punft 4’ ded newen mit
diefem an Derfelben oder entgegengejebten Seite ded gegebenen
Puntteg P liegt.

Da hierbei jebe Linge PA’" ded neuen Syftem3 aud ber
entjprechenden Linge PA de3 gegebenen nac) bder Proportion

PA’': PA=m:n gewonnen wird, fo daf PA’ = 2. P4 ift,
fo fann man diefe Konjtruftion pafjend eine Multiplifation bded
Syjtems mit - % nennen, je nachdem eine Ddiveft ober umgefehrt

dhnliche Lage erhalten wird.

Jit die multiplizierte Figur ein Kreid, jo lafjen fich die durd)
eine joldhe Multiplifation fih ergebenden Vorteile am beften iiber-
fehen und in ifhrer allgemeinen Giiltigeit am einfachjten beweijen.
Durd) die fonjtruttive Ausfithrung einer jolden ergiebt fich zugleich,
wad unter Multiplitation eines Puntted in bezug auf einen gegebenen
3 verftehen ijt. ;

Man fann nimlidh von je wei Kreifen in ber Cbene jeben
al8 burd) Multiplifation ded andern entftanden bdenfen. Hierbei
Beifien homologe Puntte beider Kreife je zwei, weldhe auf demfjelben
Ahnlichteitsftrafl liegen; Homologe Gerade werden aufer den Ber=
binbungslinien Homologer Puntte (Ihnlichieitsftrahlen) je zwei
®erabe genannt, von denen die eine ywei Punfte ded einen Kreifes,
die anbere bie Homologen Punfte ded andeven verbindet (homologe
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Linien der erften und der weiten Art!); Hhomologe Winfel endlid)
beifgen die Winfel, weldje je eine hHomologe Gerade der erjten und
pweiten vt mit einanbder bilden.

Algdbann ergiebt fih mit Hilfe befannter Lehridpe fehr leicht
per Beweid fiir folgende beiden Thatjachen:

1) Homologe Gerade (der zweiten Art) jind pavallel.

2) Homologe Wintel {ind einander gleid.

Auf grund diefer Thatjacden ift dann ferner leidht zu evfennen,
dafp gur Multiplifation einer Geraden nur ein Punft derjelben zu
multiplizieven ift, da die Ridhtung derfelben nicht gedindert wird,
und dafy ein Kreid durch) Multiplifation jeines Mittelpuntted und
eined Punfted feiner Peripherie multipliziert wird.

Findet nun in der oben niher bezeichneten Weife nod) eine
wirflie Drehung der Figur um den Winfel o ftatt, welde

Dperation, wenn 2 — £ gefest wird, fymbolije) einfad) als Mul=

tiplifation mit 7y in bejug auf einen gegebenen Punft begeichnet
werden fann, fo ift leiht zu erfennen, da audy fitr diefen Fall
obige beiben Thatjachen beftehen bleiben; denn zum VBeweife ber-
felben Hat man mur auf die gednderte Qage des hnlichleitspunttes
Ritcfiht s nehmen.

Die hierdurd) begriindete Aufldjungdmethobe mag ald Methode
per Umlegung durd) Drehung begeidhnet werden.

Aufgabe 97, Jn ein Dreied einen Halbfreis fo u be-
fdhreiben, dafy derjelbe eine Seite in einem gegebenen
Puntte berithrt und mit jeinen Endpunften auf den beiden
anbern Seiten liegt.

Analyfis. €38 fei P ber gegebene Veriihrungdpunft in der
Seite AB und XPY bad dem gefuchten Halbfreife entjprechende
rechtwinflige Dreief, wovon X in AC, Y in BC liegt. Mul-
tipliziert man eine der beiden Seiten AC ober BC, etwa BC in
bezug auf P mit — 1 (man madht PB" = P B und durd) B’ bdie
Parallele B'D zu BC), jo ift, wenn man YP bi3 ¥ in Diefer
Pavallele verlingert, ST Y’ XP = YXP= XPM (M WMittel-
puntt ded Halbfreifed) d. h. XY | PM. Wenn man daher PM
nac) beidben Seiten bi3 zu den Durdjjcdhnitten F und G mit ber
Geite AC und der Parvallele DB” verlingert, jo hat man zuv
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Beftimmung ded Puntted X in dag Dreied G DF ein rechtwinfliges
Dreiect jo zu bejdreiben, daf der Scheitel ded rechten Wintels in P
fallt, und die Hypotenuje XY’ | FG werde. Diefe Aufgabe wird
aber burd) die fpiter zu behandelnde Ahnlichteitsmethode geldit,
wedhalb wir auf A. 125 verweifen.

Aufgabe 98, Jn ein Kreidjegment ein einem gegebenen
ihnliched Dreied jo u befdyreiben, daf eine Ece in einen
gegebenen Punft der Sehne fallt.

Analyjis. Man beriidfichtige die gegebene Form ded u
fonftruierenden Dreiedd dadurd), dap man den Winfel, Deffen
Sdpeitel in den gegebenen Punft der Sefhne fallen joll, jowie dasd
Berhiiltniz der denfelben einjdliefenden Seiten ald gegeben be-
trachtet. Jft Diefer Winfel = « und dad BVerhiltnis der Schentel

desjelben % = f, o multipliziere man Dden Kreid M, wozu da3d

gegebene Gegment gehiort, in beyug auf den gegebemen Punft P
der Sehne AB mit £, indem man unidjt << BPC =« und
PC=f.PB madt; alddann madje man < M PM = o und
PM" =f.PM'. Dannijft M” Mittelpuntt und M"”C Radiusd
pe3 durd) die Multiplifation erhaltenen Kreifed. Derjelbe jdhneidet
den Bogen bed Segmented in X; madyt man nun nodh) << X PY = ¢,
fo ift XPY dad verlangte Dretect.

Der Beweis folgt aus der Ahnlidhteit der Dreiecfe M PB und
M”PC, und PM"”"X und PMY. (M und M” {ind Homologe
Wintel.)

Bufap. Soll PXY gleidhjeitig werden, jo verveinfacht fich die
Sonfteuttion wejentlich.

Aufgabe 99. Cin Dreied mit einer Ccde in einen ge-
gebenen Punft und mit den beiden andern Ccden auf 3wei
RKreigperiphevien zu legen, jo daf e8 einem gegebenen
dhnlidh wird.

Analyjis. Liegt dad Dreied A XY, deffen Ccpuntt 4 ge-
geben ift, mit den Ccfen X und Y auf den Peripherien der Kreije
um M und N und ift einem gegebenen Dreie dhnlich, oder, was
basfelbe ift, ijt < 4 gegeben und ebenfo dbas Verhdltnid AX : AY
=m:n, jo fommt die gamge Lofung auf die Beftimmung bdes
Punttes X (ober Y) hinaus. Dreht man nun AN in die Lage AP,
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fo daf X NAP = bem gegebenen Winfel A ift, jo ift aud
X PAX=NAY. Beftimmt man nun AN’ o, dbaf AN": AN
= m : n ift, jo muf, damit die Dreiede AN’ X und AN Y dfhnlich
werden, aud) N'X: NY =m:n fein. Da nun NY al8 Radius
be3 Kreifed N gegeben ift, fo (aft fich N’ X beftimmen und dadurd)
per Punft X felbft. Bieht man dann 4 X und madht < XAY
= PAN, jo ift AX Y dag verlangte Dreie. Denn e3 ift Sx N'AX
= NAY, fernet AN : AN =m:n, dedgleiden N' X : NY = m:n,
folgli ANAX ~ NAY,aljo AX: AY = AN': AN = m:n.
Da aber 9X X AY bdem gegebenen gleich) ift, fo entjpricht das
Dreied AX Y ben geftellten Bedingungen.

§ 18. Durch bdie vorhergehenden Aufgaben zeigt fich, dafy die
Methode der Parallelveridhiebung zum Bwede einer Reduftion mit
bejonderem Borteil bei Vierectsaufgaben angewandt werden fann.
€3 wird daher wedmiRig fein, eine allgemeine, in fehr vielen
Fillen nupbringende BVerjdhiebung beim (ordindren) Bievece nod)
befonders in Kiirze Hervovzubeben. Man veridyiebt wei Seiten
big in bie gegeniiber liegende Ccfe und bdie ju diefer Ede gehirende
Diagonale bi3 in bdie Nadbareden. Dadurd) erhialt man ein
Parallelogramm, in weldem viele Stiicte ded BVieveds in einfacherer
und unmittelbarerer BVerbindung mit einander vorfommen. So find
die Seiten ded entftehenden Parallelogramms die Diagonalen bded
urjpriinglicdhen Bieres, die von obiger Ecte bed BViereds ju den
Ccden des Larallelogramms l(aufenden Linien find die Seiten ded
Bieveds. Die Diagonalen desd Parallelogramms find doppelt o
grofs wie die die WMitten der gegeniiber liegenden Seiten des Biereds
verbindenden Geraden. Wuch Wintel des BVieredd fommen in dem
Parallelogramm vor; 3. B. {ind die Winfel desd Parallelogramms
die Winfel pwifdhen den Diagonalen ded BVievets. Selbft ber JInbhalt
ped Parallelogramms fteht in einfachjter Beziehung zum Jnhalt de3
Biereds, indem ed doppelt jo grof ift.

§ 19. Cine fiiv die Reduftion Haufig mit Borteil anzu-
wenbende Methode ift ferner bdie jogemannte Ihnlichfeits-
Methobe. Sie findet in den Fallen Wnwendung, in welden
man pwar nidt auf einen volljtindig fonjtruierbaren Teil der ge-
fuchten Figur vedbuzieren, wohl aber aus bden Bedingungen bder
Aufgabe eine Figur ableiten famm, welder der gejuchten Figur
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oder einem Teile Derfelben dhnlich ift. Gang bejonderd empfiehit
fid) diefe Methode, wenn zur Konftruftion einer Figur aufer einer
Qiinge nur Winfel oder Verhiltnifje von Lingen gegeben {ind.
Durd) leptere erhilt man bei einer beliebig gewdhlten Linge eine
Figur, welde der gefuchten dhulidh ift und aud welder duvc) die
Cinfithrung der gegebenen Linge meift mittel3 Pavallelen in ein-
fachjter Weife die gejuchte Figur abgeleitet werden lanm. Wive
beifpielsweije die SKonftruftion eined Dreiectd verlangt aud jwei
Winfeln und ivgend einer davan vorfommenden Linge (Seite, Hole,
Mittellinie, einem Winfelhalbiever, einem jugehorigen Radiug u.j.w.),
fo zeihne man vorerft ein beliebiges Dreiecf, welched bdie ge-
gebenen Winfel enthalt. Dies beliebige Dreiect ift dem gefuchten
dhnlich. Bieht man bann in demfjelben die ber gegebenen ent:
fprechende Linie und madyt fie diefer gleich), jo Lkt ficdh in ein=
fachfter Weife meijt durch) Parallelen (nur wenn der Rabdiud bdes
umgejchricbenen Kreijes die gegebene Linge ift, ift die Ableitung
etwad anderd) dasd gejuchte DreiecE ableiten. Wuper bdiefem zuv
allgemeinen Chavatteriftit angefithrten Beijpiele mogen ur ndheren
Darlegung der Methode nod) einige Beifpiele folgen.

Aufgabe 100. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, dem gegeniiber liegenden Winfel unud dem Ver-
haltnid der beiden andern Seiten. (UAud a, 4 und b:c)

Analyfiz. Sieht man gundd)jt von der gegebenen Linge a
ab und fonjtruiert ein Dreied A'B’'C’, worin L A= A4 und
AC': A'B' =b:c ift, o ift A A’B’'C’ bem gejuditen ABC
dhnlich. Man Hat nur in died Dreied bdie gegebene Linge ent:
fprechend eingufithren, indem man etwa B'C = a mad)t, und durd)
C bdie Pavallele CA big in B'A" zu ziehen. Damn ift A ABC
0as verlangte.

Aufgabe 101. Bwijden zwei Rabien eine Tangente
fo an den Kreid zu legen, daf jie im Veriihrungspuntte
nad) einem gegebenen Verhaltnis (m:n) geteilt wird.

Analyfis. Sind MA und M B bdie Radien und wird die
Zangente CD im Berithrungspunfte X fo geteilt, dbaf CX: DX
== m:n ift, jo wird jede zu CD parallel gezogene, von denjelben
JRabien begrenzte Gerade C'D" in ifhrem Durchjdnittspuntte X’
mit MX nad) demijelben Verhiltnig geteilt. Cine joldje Gerabde
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C'D" (4t fid) aber fonjtruieven, wenn man dag beliebige Stiick
MD’ abjdyneidet und X’ durc) wet Orter beftimmt. Der eine
ift der Halbfreid itber M D', dba 9 MX'D’" = 1 R fein muf, der
andere die Pavallele ju MA ausd einem Punfte E in der be-
liebigen M D', weldje diefe nad) dem gegebenen Berhiltnifie me:n
teilt. M X" giebt dann den Veriihrungdpuntt X und die durd) X
ju C'D" gezogene Parallele die verlangte Tangente.

Aufgabe 102, Cin Dreied ju fonftruieven aus einem
Wintel, der yugehorigen Hohe und dem Verhaltnis der
ourd) dbie Hohe auf der Gegenfeite gebilbeten Abjdhnitte.
(Aug A, hg und p:q)

Analyjis. Betvadhtet man A, ald den Radiug und << 4
al3 den Centriwinfel eined RKreifes, jo ift diefe Aufgabe von der
vorigen nicdht verjhieden. Ctwad anbderd gejtaltet fich) folgende
Analyjis. Cine beliebige Parallele 3u BC, etwa B’C’, wird von
der Hohe AD nad) demfelben Berhiltnis geteilt. Man fann aljo
awet Linten B'D" und D'C’, weldje dad gegebene Berhiltnis
haben, aneinander legen und, nacdhbem man da3 Lot in D’
s B'CY ervidhtet hat, mittel8 O. 15 den Punft A Dbeftimmen.
Dann macdhe man 4D gleid) der gegebenen Hobhe u. j. w.

Aufgabe 103, Cin Dreied zu fonftruieren aus einem
Winfel, der yugehovigen Hohe und Mittellinie. (Aus 4,
ha uNd my.)

Analyfis. J|t D der Fuppunft der Hohe h,, E die Mitte
von BC, o ift durch den Winfel A und den durd) dad fon-
ftruierbave Dreied A ED gegebenen Winfel AED (pwijdhen der
Mittellinie und der gugehorigen Seite) ein Dreiet gegeben, weldhes
dem gefudhten dhnlich ift.

Aufgabe 104, BVon einem Punfte einer Kreidperi-
pherie augd eine Sebhne zu ziehen, weld)e eine andeve jo
fdyneidet, baf die Cntfernungen ihres andeven Cndpunittes
vom Durd)jdnittdpunite und dem einen Cudpunfte der
gegebenen Sehne ein gegebened Verhaltnisd Haben.

Analyjis. Jjt von A4 aus die Sehne AD jo durd) die
gegebene Sehne BC, welde in E gejdnitten wird, gegogen, daf
DE:DC=m:n ift, fo ift durd) den Bodgen AC der Winfel
EDC und durd) Hingunahme ded gegebenen Berhiltnifjes DE: DC
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003 Dreied DEC feiner Form mnad) fonftruierbar. SKonftruiert
man nun ein foldes in der vidytigen Lage, jo erhilt man Punft D
in einfachfter LWeife.

Aufgabe 105. Bwifden 3wei Dreiedsfeiten eine Pa-
vallele jur dritten zu legen, jo daf Diefelbe Die mittlere
Proportionale werde zwijdhen den Abjdhnitten einer dev
beiden Seiten.

Analyjis. It DE| BC, bann ift AD: AB = DE:BC
obexr AD*: AB? = DE®*: BO:. - Jft wun ‘DE? == AD. DB,
fo folgt AD: DB = AB*: BC?, wa3 f{id) fonftruieren [aft.
(©. Nadytrag 10.)

Aufgabe 106, Jn ein Dreied 4BC eine Gerade XY
swijden AC und BC jo 3u legen, bap BX = XY= YC
wird.

Analyjis. Berbindet man B mit ¥ und zieht durd) den
beliebigen Punft D biefer Verbindungslinie die Parallelen DE
und DF zu XY und YC, fo lafgt i) dad Viered BEDF fon:
ftruieren, da << B gegeben ift und BE = ED = DF ijt. Die
Diagonale BD beftimmt dann den Punft ¥, durd) welden
YX | ED zu legen ift.

Aufgabe 107 und 108, Cin Dreied zu fonfjtruieven
aus einem Winfel und den Summen, welde jede der ein:
jelnen Seiten mit der dritten madyt; jpeziell ein redht-
winfliged Dreied ausd der Summe der Hypotenufe und
jeder Rathete. (Allgemein aud 4, a+0b, a4 ¢)

Analyjis. ©Stellt man die gegebenen Summen unter Bei-
behaltung de3d gegebenen Winfeld dar (vergl. Anm. zu Analyfis
von . 49 und 50), jo erfennt man bdie Jdentitdt diejer beiden
Aufgaben mit der vorhergehenden.

Nufgabe 109. Cin Dreiect zu fonfjtruieven aus dem
Radiusd desd umgejdhriebenen Kreifes und dem Verhdltnis
ber drei Seiten zu einander. (Aud r und a:b:e¢)

Analyfis. Durd) dad gegebene Verhdltnid dev drei Seiten
ift ein Dreied A'B’'C" gegeben, weldes dem gefudhten ABC
dbnlich ijt. RKonftruiert man bdied und bejdhreibt davum einen
RKreis, deffen Mittelpuntt O fei, jo Hat man nur die Radien 04,
OB’ und OC” beiiglich 613 4, B und C zu nehmen, jo daf
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0A4A=0B=00C=r ijt, um bdag gejudjte Dreied ABC ju
erhalten.

Aufgabe 110. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einer
Seite, dem BVerhdaltnisd einer weiten Seite jum Radiusd
bes umgejdriebenen Rreifed und dem Gegenwinfel der
dritten Seite. (Aug a, b:7r und C)

Analyfis. Cin dem Dreiede MDA, in weldem I der
Nittelpuntt ded umgejdhriebenen Kreifed und D bdie Mitte von B
ift, dhnliches Dreie, weldjed fonftruiert werben fann, giebt den
XL DMA=DB. Dadurd) {ind aber alle Winfel de3 Dreieds
befannt.

ufgabe 111. Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, bem Radiud ded umgejdhriebenen Kreifed und dem
Berhdltnid einer andern Seite gu ihrer Hohe. (Aus a,
rund b:hy)

Analyjis. Crridtet man in 4 und C Qote auf b und q,
weldpe fid) in F dneiden, fo ift A CAF ~ BCD, wobei BD
oie Hiobe 7, ift. CF 1Bt {idh aber durd) eine Proportion ausd
ber Mhnlichteit diefer Dretece beftimmen, und, nachoem F beftimmt,
loffen fid) fiiv Punft A zwei Orter angeben und zwar nach O. 6
und O. 1 burd) den gegebenen Rabdius.

Aufgabe 112, Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite und den Verhdaltniffen jeder der beiden anderen
Seiten zu ihrer Hohe. (Aus a, b:h, und c: k)

Analyfis. Aufer dem Punfte F (in voriger Analyfiz) be-
ftimmt man in dhnlicher Weije in dem Lote in B auf BC bden
Punft £ und Hat dann fiix A wei Orter, beide nach O. 6.

Aufgabe 113. Cin Dreied zu fonftruieven ausd jwei
Seiten und dem BVerhaltnis der dbritten Seite zu ifhrer
Hohe. (Aus a, b und c:h.)

Analyjis wie bei den vorhergehenden Aufgaben.

Nufgabe 114, Cin Dreied zu fonftruieven aus zwei
Seiten und dem Yerhdltnid der dritten Seite zu einer
der Hohen, welde zu einer der gegebenen Seiten gehirt.
(Aus a, ¢, b:h,)

Analyjis. Durd) die Proportion b:h, =a:h, laft fid)
die Hohe 7, beftimmen.
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Aufgabe 115. Cin rvedhtwinfliged Dreied zu fou-
ftruieren aud dem Verhaltnisd der Quadrate der Katheten
und der Hohe auf die Hypotenufe. (Aud v*: ¢ und A,.)

Analyjis. Da dag Verhdltnid b?:¢* =p: ¢ ijt, jo lafit
fih ein Dreied A'C'B’, dhnlidh dbem gejuchten, in einfacher Weije
fonftruteren.

Aujgabe 116. Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, der zugehorigen Mittellinie und dem Verhdaltnis
einer ber beiben andern Seiten zu ihrer Hohe. (Aus a,
me und b hy)

Analyfis wie bei A 109. Cin gweiter Ort fiiv A ergicht
fih nach ©. 1 durd) m,.

Aufgabe 117, Cin Dreied zu fonjtruieren aus jeinem
Umfange, dem Verhdltnig zweier Hohen und dem Ver-
haltnig der dritten Seite yum Radiusd desd umgejdhriebenen
Krveifes. Aud a+b+c¢, ha:hy und c:r.)

Analyjis. Durd) c:» ift der Wintel C' gegeben und durch
ha:hy D03 Berhiltnid b:a. €3 ift baher ein Dreied CEF~ABC
gegeben. Stellt man an biefem Dreiede den Umfang dar, indem
man EF diber £ und F 513 G und H um EC und FC ver-
{dngert, fo BHat man nur GH b8 J zu verlingern, fo daf
GJ =a -+ b+ c wirh und durd) eine Parallelle JK zu CG
bi3 in CH den Punft K zu beftimmen, durd) weldjen eine Pavallele
KL su GH ein Dreied LKC giebt, aud weldjem ABC in ein-
fachiter Weife abuleiten ift.

NAufgabe 118. Cin Dreied zu fonftruiecven aud einer
Seite, der zugehirigen Hohe und dem Verhdltnis einer
anbern Seite u ihrer Hohe. (Aus a, h, und b: k)

Analyfis wie A 114

Aufgabe 119. Cin Dreied zu fonftruieren aud einer
Geite, dem Flidheninhalt und dem Berhdltnid einer
anbern Seite gu ihrer Hohe. (Aud a, F, b: k)

Analyfis. Aus F und a beftimmt ficd) A.; Dadurd) ift diefe
Aufgabe auf die vorhergehende redusiert.

Aufgabe 120, Cin Vieved zu fonftruieren aud einer
Seite, dem Berhaltnid zweier anbern Seiten und den
Winfeln. (Ausd a, b:¢, 4, B, C)
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Analyfis fithrt leicht auf ein fonftruierbaves ahnliches Bieved,
woraud dad gejuchte durch Cinfithrung der gegebenen Seite leicht
abgeleitet yerben fann.

Aufgabe 121, Cin Sehnenvieved zu fonftruieren, wo:-
von gegeben jind eine Seite, dad Verhiltnisd jweier Nad)-
barfeiten und bie Winfel. (Ausd a, b:ec und 4 und B.)

Analyjis. Durd) den Winfel C und dagd BVerhiltnis b:c
ift gundadhft ein Dreied CB'D’ gegeben, weldjed man durd) die
befannten Winfel D und B 3u einem Sefhnenvieved CB'A'D’
vervollftindigen fann, weldes bem gejudhten dhnlid) ift. Legt man
mm wijden CB" und CA" die Gerade BA = a und parallel
st B'A’°, fo vollendet die Pavallele AD zu A'D" dad gejudhte
Sehnenviered 41 CD.

Aufgabe 122, Cin Dreied zu fonftruieren aud dem
Berhdaltnis zweier Seiten und den zugehorigen Mittel-
linien. (Aus a:b, m, und m,.)

Analyfis. Jieht man CF | m, bid in my,, jo it AF = 4m,,
CF = 3my, und CD: AC= }a:b. Man hat alfo leiht fiix C
swei Orter, einen durd) das befannte FC nad) O. 1, den andern
durd) das befannte BVerhiltnid CD : AC nad) O. 22.

Aufgabe 123. Cin Dreied zu fonftruieren aus jwei
Seiten und bem Verhaltnisd der yugehorigen Mittellinien
(Aus a, b und m, : my.)

Analyjis. Bieht man AF | m, bid in a, fo ift CF=2aq,
DF = 1%a und DA: FA = m,: 2m,. Unter Hingunahme von
CA=10 ergeben {id) fitr 4 zwei Orter und swar nad) O. 1 und . 22.

Aufgabe 124, Cin Pavalleltrapes zu fonftruieren aus
ben Diagonalen bedjelben und den Winfeln an einer
Grundlinie.

Analyjis. Scdneiden die verlingerten Seiten 4D und BC
einander in F, fo ift durch) die Wintel 4 und B die Form bded
Dreiedd ABF gegeben. Beviickfichtigt man ferner, daf die Ver-
bindbungglinie von F mit dem Durchidhnittdpuntte £ der Diago-
nafen jebe der parallelen Seiten Halbiert, und dbaf fi) AE: BE
verhilt wie die Diagonalen, jo (@ft fih aud) leiht ein Dreiect
A'B'E’ fonftruieren, weldes dem DreiedekK ABE dhnlich) ift.




48 II. Die Konftruftion und der Betweis.

Bujag. Daf jede Parallele su 4B von FE halbiert wird,
seigt fi) am einfachften, wenn man, wad leidht gejchehen fann,
beweift, dafy die Parallele durd) £ in der That von jener Linie
Halbiert wird.

Aufgabe 125. Jn ein Dreied ABC ein Dreied DEF
fo gu bejdhreiben, Dap der Sdeitel dDed gegebenen Winfels
Fin einen gegebenen Punft fallt und DE einer gegebenen
Gervadben pavallel wird.

Analyjis. Jft DEF dasd verlangte Dreiect, von weldem
der Punft F auf 4B gegeben und DE ber Geraben L parallel
ift, fo ziehe man Ddurc) eine Gcfe der AB, etwa A, die AH
pavallel u L bi3 in die Gegenfeite BC und durd) 4 und H
Parallelen zu ZF und DF, welde fih in G jdhneiden. Diefer
Punft G auf der Geraden CF [lift i) duvd) den Winfel
AGH = F beftimmen und dann durd) die Parallelen FE und
FD yu AG und HG bdie Punfte E und F.

Bujat. Soll dad Dreiet mit einer Cce in einem gegebenen
Puntte liegen, wihrend die beiden andern auf zwei Geradben liegen,
fo ziehe man, wenn die beiden Gevaben einander {dhneiden, durch
pen Puntt eine beliebige, diefelben {dhneidende Gerabe, im anbern
Falle eine dritte Parallele, wodurd) eine Reduftion auf A 125
erhalten wird.

II. Die Konftruftion und der Betweis.

§ 20. Der weite Teil einer jtveng wiffenjdhaftlichen Lojung
einer Konjtruftionsaufgabe, die Konfjtruftion, Hat bdie durd) bdie
Analyfis ald fonftruierbar feftgefesten Puntte, Geraben ober Kreife
wirtlid) durd) eine Jeihnung darzuftellen. Je nacdhdem bdie Ana-
[yfis blos burc) geometrijche Orter oder durc) Reduttion aufgeftellt
ift, find im erftern Falle die in ber Analyfid gefunbdenen Orter
wirflid) zu zeidnen und die erforderlichen Punfte daburch feft
suftellen; im andern Falle ift die Beidynung etwa gefunbdener Hilfs-
figuren wirfli) audzufiihren und davan bdie Feftftellung ber er-
forderlichen Puntte nod) mit Hilfe von geometrijdyen Ortern wirklich
st bewivfen. Der Weg der Konftruftion muf offenbar der um-
gefehrte der Analyfis fein, indem diefe von Dem zu beftimmenden
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11 Die Konjteuftion und der Beweis. 49

Punften und Linten audgehend zu einem aud den Vedingungen
der Aufgabe fonftruierbaven Punfte ober Linie zu gelangen fudht,
jene, audgehend von der Konjtruftion ded gulept in der Amalyfis
al3 fonftruierbar gefunbenen Punfted (ober Linie), in umgefehrter
Ordnung die gejudhten Puntte beftimmen muf.

Sm bann folgenden bdritten Teile, dem VBeweife, ift ber
Nachweid zu liefern, dap dburd) die Konftruftion eine Figur er-
alten ift, welche die in der Aufgabe gejtellten Bedingungen erfiillt,
dafp aljo erbaltene Linien und Winfel die vorgeicdhriebene Grife
haben. Der Veweis jhliet fidh unmittelbar an die Konftruftion
air, und macht darum alle Schlitffe in umgefehrter Folge, wie in
der Analyjis.

Um bie Teile einer Lojung nidht nod) mehr audeinander u
reigen, al8 e8 burd) die Trenmung der Analyfid {dhon notwendig
wurde und durd) die im folgenden Kapitel getrennte Behandlung
bed vierten Teiled (ber Determination) nod) ferner notwendig
wirtd, follen im folgenden Konjtruftion und Beweid einer Reihe
der vorfergehenden Analyjen nadjeinander und verbunden ange-
{chloffen werdben. Wir werden dabei bdiejenigen Analyjen unbeviic-
fichtigt l(affen, bei Demen {ic) die Konjtruftion und der Beweis fo
au jagen gang unmittelbar exgeben, und etwa vorfommende Clementar-
fonfteuftionen al8 befannt vorvausjegen.

Bu Aujgabe 25.

Sonjtruftion. An ecinem Enbdpunft der Hingelegten Seite
BC =a, etwa in B, lege man den Winfel CBE = 4, erridte
in B auf BE ein Qot, dedgleidhen ein Lot zu BC in bderen
Mitte 7. Um den Durd)jhnitt M diefer beiben Lote bejdhreibe
man mit MB al38 Radiud einen Kreid, jo ift diefer der eime Ort
fiilr 4. Dann verbinde man M und C, bejdjreibe iiber MC al3
Diameter einen Kreid und um B einen Kreid mit m, ald Radius.
Der Durd)jchnitt D beider Kreife ift die Mitte der Seite CA.
Die Verbindungslinie €D jdneidet verldngert den erften Ort in 4,
und A ABC ift dasd verlangte.

Beweis. BE ift Tangente und BC Sehne ded3 Kreifed
um M; e3 ift alfo, ba S CBE glei) << A gemadt ift, jeder
Peripheriewinfel an diefem Bogen, dejfen Schentel durc) B und C
gehen, diefem Winfel gleid). BC ift gleih a gemad)t und CA

Brodmann, Methodil. 4
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50 II. Die Konftruttion und der Beiweis.

in D Yalbiert, da MD 1L CA ift; e3 ift aljo BD Mittellinie
und gemdfy der Konftruftion gleid) m,.

Bu Aufgabe 70.

Sonftruftion. Nadjdem bdag rvedtwinflige Dreied BFH,
worin die Hypotenuje FB = m, und bdie Kathete F'H = L1, ift,
fonftruiert worden, Deftimme man in FB bden Punft S jo, dap
FS = tm, Dann ziehe man durd) F zu BH eine Pavallele
und bejdyreibe um S mit einem Radiug = 4 m, einen RKreid, der
bie Parallele in G durd)jdneidet, ziehe G'S und verlingere diefe
Qinie bi8 in C (in BH), und jiehe endlih) CF und BG bi3
jum Durd)jdnitt 4. Dann it A ABC ba3 verlangte Dreied.

Beweis. Weil GF || BH gezogen, ift GS: SC=FS:8B,
alfo, ba GS =4m,, GC=m, Beil ferner FG: BC=FS:8B,
jo ift FG = 4 BC, woraud folgt, baf G und F' bie Mitten von
AB und AC, aljo BF =m, und CG = m, wirtlid)y Mittellinien
find; endlid) ift AD = 2FH = h,.

Bu Aufgabe 74.

Konftruftion. Nadhdem man gemdf der Analyfid dag Ver-
hialtnisd EF': AB' = m:n gefunben und daraud unter Veriic-
fidhtigung, dafy B’E = A F” werden foll, dad Berhdltnid EB": B'A
= p:q feftgeftellt Hat, ziehe man den beliebigen Radiug C4,
teile diefen in G nad) dem gefunbenen BVerhdltnid p:q und be-
f{timme bdie Linge von G B’ bdurd) bie Proportion GB': CE
=q:p+q Mit dem gefundenen GB’ bejdhreibe man um G
einen Rreid, welcher den Punft B’ beftimmt, wodburd) man die
gejudhte Gerade erhilt. Den Durdhjdnitt B verbinde man mit C,
siehe durd) C jur fonftruierten Geraben eine Parallele, auf welder
man endlid) mitteld einer Pavallele durd) 4 zu CE den Punft D
beftimmt. Dann ift ABCD bdag verlangte Pavalleltrapes.

Beweid. Die Seiten AD und CB, jowie die Diagonale
OB fommen in dem Biered, weldes, da CD || AB gejogen, ein
Paralleltrapey ift, vor, und zwar CB und CA unmittelbar al3
Rabien zweier fongentrijder Kreife, 4D als Seite eines Parallelo-
grammg, in weldem die Gegenfeite CE gleich der gegebenen Seite
genommen ift. €3 bleibt blof zu beweifen iibrig, dafy bie Diago-
nale DB = OF ift; denn CF ijt al8 bie gegebene Riinge ber
Diagonale zum Radiug genommen. Nun ift aber gemdf der
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Konftruttion AE = BF = CD, aljo aud) DB = CF, weil aud)
CD | AE ift.

3u Aufgabe 76.

Sonftruftion. Man fonftruiere die Dreiedfe EFG und
EFH, deren Seiten man fennt, ziehe durd) G und F Parallelen
s FH und G H, weldpe fid) in C jdhneidben. Die Parallele durdh
H ju FG beftimmt die Ccfe 4 und die Parallelen durd) 4 und C
3 EH und GH den Punft D. CG und A H beftimmen endlid)
den Punft B und ABCD ijt dbag verlangte Bieved.

Beweid. Durd) F, G und H find die Pavallelen AC 3u
HG, AB yu FG und BC zu FH gegogen, aljo {ind F'GBH,
FGHA und FHG CPavallelogramme. Aljo ift 'G=H B=AH,
folglih AB = 2FG. JIn gleiher Weile ergiebt fich, bdaf
BC=2FH, und F bdie Mitte von AC. Weil ferner CD | EG
und AD || EH, fo folgt, baf DC=2EG und AD=2.FEH
und auferdem E die Mitte von BD ift. Jun ift EF gemif
der RKonftruftion die gegebene Entfernung der Mitten der Diago-
nalen und die Seiten F'G, FH, EG und EH der Reihe nad)
die Halben gegebenen Seiten, weshalb da3 Vieve die gegebenen
Ctiife enthlt.

Bu Aufgabe 77.

Konfjtruftion. Man fonftruiere dad Dreied EG H, worin
EG und EH jweien Gegenjeiten de3 Bieredd gleich find. Dann
nimmt man F al8 Mitte von HB und bejdjreibt dad Dreiect
FBH, worin F'B und HB bejiiglich die DHilften der gegebenen
Seiten AB und CD find. Dann beftimmt man durd) Parallelen
burd) £ ju HB und dburd) B ju EH den Punft C, und endlid
purc) Verldngerung von CF und BF iiber F und F um fich jelbjt
die Punfte D und 4. ABCD ijt alddann dad verlangte Bievec.

Beweis. Nad) der Konftruttion ift EF gleid) ber gegebenen
Berbindungslinie der Mitten weier Gegenfeiten, bdie Punfte F
und F' aber wirflid) die Mitten von CD und AB. Ferner ift
EHBC ein Parallelogramm, aljo EH = BC, HB = EC=4{CD.
Ferner ift AGED ein Parallelogramm, alfo AD = EG. Da
mn die Seiten F'B und H B gleid) den Hilften der entiprechenden
gegebenen Seiten genommen worden {ind, fo ergiebt fid), daf da3

Bieved die gegebenen Stiide wirflid) enthalt.
4%
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Bu Aufgabe 81.

KRonftruftion. Durd) den Mittelpunft B jiehe man eine
Gevade BL parallel zu der gegebenen Ridhtung, fille davauf von
pem Mittelpuntte A ded anderen Rreifed dad Lot A C und nehme
auf ber Geraden C'B’ gleich) der halben gegebenen Summe. Dann
befdhreibt man von B’ mit dem Radiud des gegebenen Kreifes B
einen Kreid, der den Kreid A in X durd)jdhneidet. Der Kreis B’
ift die durc) Berjdiebung erhaltene neue Lage ded Kreifed B.
Cndlic) zieht man durd) X ein Lot auf AC, jo ift diefe Gerade
die gefudte.

Beweisd. €3 ift OB = }s, alfo die Summe bder Sefhnen
in den Kreifen 4 und B’ gleidh) s. Da nun der Punft B die
gleidge Cntfernung von der zu AC fenfred)t durd) X gezogenen
Gervaden hat, wie B’, jo bleibt aud) in diefer Lage die Sehue von
derfelben Grofe und die Summe beider Sehunen gleid) s d. 1. gleid)
der gegebenen Summe.

Bu Aufgabe 82,

Konftruftion. 1lber der Centrale MN bejdjreibe man einen
Halbfreid, dann von P an den Kreid M eine Tangente. Au3 diefer
Tangente und dem Radiud ded Kreifed N al8 Katheten fonftruieve
man ein rvecdtwinfliged Dreiet und mit defjen Hypotenuje um P
alg Mittelpuntt einen Kreid, weldher den Halbfreid itber MN in X
durdyjdhneidet. Dann bejdyreibe man um X mit dem NRadiug ded
Kreifed N einen RKreid, weldjer den Kreid M in A4 und B {dneidet.
Dann ift PADB die Ridhtung der gejuchten Geraden.

Beweis. Weil die Tangenten von P an die Kreife um M
und X gemip der Konfjtruftion einanber gleid) {ind, jo ijt PAB
cine Gerabe, aljo 4B bdie gemeinjame Sefhune. Durd) Berjdhieben
be3 Kreismittelpunttes X nad) N bleibt aber die Sehne ungeindert
ba XN | XM ift, aljo Sehne 4B = CD.

Bu Aufgabe 85.

Konftruftion. Man fonftruiere A EDC, worin ED und DC
den gegebenen Gegenfeiten und < EDC = 4 + D — 2 R ift.
Dann beftimme man durd) <D und 9 C je einen Ort fiiv 4
und B, bdie Parvallele durd)y E zu DA beftimmt dann B, und
BA | ED giebt A. Damn ift ABCD da3 verlangte Bierect.

Beweis. Die beiden gegebenen Gegenfeiten find in dem Bieved
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enthalten, da AB = DE ijt. Ferner {ind in D und C bdie ent:
fprechenden gegebenen Winfel angelegt. Nun ift

X EDO we D ~ 2 Rt Dive (R ) o D i ADE,
alfo << 4 ein gegebener Winfel, folgli) auc) der vierte Winfel 13
der gegebere.

Bu Aufgabe 87.

Sonftruftion. Um den beliebigen Punft D bejdyreibe man
drei fongentrijdje Kreife, wovon der innerfte und duperjte ald Rabdien
die gegebenen mnidt pavallelen Seiten Haben mbgen, bder mittlere
al8 Radiug bdie im BVieved von D audgehende Diagonale. Be-
seichnet man die pavallelen Seiten BC und DA durd) b und d,
fo ijt, wenn man EF | BD ieht, DF: FC=d:b — d, ebenjo
EF:BD=CF:CD=0b—d:b Durd) dieje Proportion [dft
fich in dem beliebigen Radiug DC der Punft F' beftimmen und
aud) die Linge von EF, dba ausd dem gegebenen Lerhiltnis b: d
leicht Dag fier notige Verhaltnid d : b — d oder b : b — d abgeleitet
werben fann. Turd) dad gefundene E F beftimmt man den Punft 7
in ber Peripherie bes innerften Kreifed mittels eined Kreisbogens um 7
und erhdlt dann dad Trapey in einfachjter Weife als da3 verlangte.

Beweis. Da B, Eund C auf der Pevipherie der fonzentrijdhen
Rreife liegen, jo {ind die gegebenen Seiten und bdie eine Diagonale
von felbft in dem ZTrapeze enthalten. €3 ift ferner
BE:EC=DF:FC=d:b—dund EF: BD=d —b:b,
woraud fid) ergiebt, baf BE: BC=d:b. Da nun BE = AD,
fo haben aud) die parvallelen Seiten dad gegebene LVerfiltnis.

Bu Aujgabe 89.

Sonftruftion. Man fonftruiere Dreie 4 H G, worin A H
und AG bdie halben Diagonalen und HG (= EI") bdie gegebene
Berbindbungslinie der Mitten der nicht parallelen Seiten ift. Schneidet
ndmlich die Verbindbungslinie EF die Diagonale BD in J, fo ift
nac) einem befannten Lehrjage der Planimetrie EJ = HF, und
ba JF = FG ift, aud) EF = HG. Dann verlingere man A
iiber 7 um fid) felbjt bi8 C und beftimme durd) einen Kreidbogen
itber AC mit RNitdfidht auf den gegebenen Winfel B und durd
eine Pavallele durd) 4 zu HG den Punft B; verlingere AG
iitber G um fid) felbft big K und made KD = AB, dann ift
ABCD ba3 verlangte Trapes.
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Beweid. AC=2A4AH, AD = 2 AF, aljo EF bie gegebene
IMittellinie. Chenfo find H und J die Mitten von AC und BD,
daber Haben aud) die Diagonalen die gegebenen Lingen. Endlid)
ift 9 B gleid) dem gegebenen und AB || CD, aljo dag Bievec
ein Paralleltrapes.

3u Aufgabe 100,

Sonftruftion. Man fonjtruiere Dreied 4°B’'C’, worin
KL A" ber gegebene Winfel und A'C": A'B"' =b:c ift. Damnn
madje man B'C = a und ziehe durd) C die Parallele CA u €' 4,
fo ift ABC bas verlangte Dreied.

Beweid. AN ABC~A'B'C’,aljo AC:AB=A'C":A'B’
=hzic, BC=ig untd'<x A= 4

3u Aufgabe 101.

Ronftruftion. [ber bem belicbigen Stit MD" des Rabdiug
MB bejdyreibe man einen Palbfreid, teile M D" in E jo, bdaf
ME:ED =m:n (d. 0. ba3 gegebene DBerhiltnis) ift, ziehe
burd) E eine Parallele zu I A, welche den Halbfreid in X’ jdhneidet;
verlingere M X’ bi3 in bie Peripherie ded Kreifed, bis X, und
lege in Diefem Punfte die Tangente CXD an den Kreid, weldhe
pie verlangte jein wird.

Beweis. €3 ift CX: XD=CX':X'D'= ME: ED’
=m:n.

Bu Aufgabe 105.

Konfjtruftion. JIn B erveihte man auf BA bdad Lot
BF = BC, siehe von B bag Lot BG auf AF, und durd) G die
Pavallele GD (bi3 in AB) su BF. Die durd) D 3u BC ge:
jogene Parallele DE ijt die gefudhte.

Beweid. €3 ift AD: DE= AB: B(C
obet AD*: DE®*= AB*: B(* = AG:GF=AD: DB,
aljo AD*: DE? = AD: DB, woraus folgt DE? = AD .DD.

Bu Aufgaben 107 und 108.

Konftruftion. Man fonftruiere A ADEaud AD=a-c,
AE = a + b und dem gegebenen Winfel 4. Dann jdhneide man
bont DA und EA bdie beliebigen, aber gleihen Stiidfe DF = EG
ab, bejdhreibe um F mit FD einen Kreid und verjdhiebe G parallel
mit {id) 6i3 in die Lage HJ, in weldjer H in der Peripherie de3
um F bejdjriebenen Kreifes liegt; verldngere dann die Diagonale
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DH, bi3 fie AE in C jdneidet, und ziehe CB || F'H; dann ift
ABC bag verlangte Dreiect.

Beweid. DF = FH = HJ, aljo aud), da BC | FH und
HJ | AE ift, DB=BC=CE. Da nun AD=a +'c,
AE =0b+4 ¢ gemadt ift, it AB=¢, AC=0.

3u Hufgabe 109.

Konfjtruttion. Man fonftruiere das beliebige Dreied 4" B'C’,
in weldjem die Seiten dagd gegebene Verhiltnid fHaben, bejcdhyreibe
darum einen Kreis, defjen Mittelpuntt B fei, und macje A’
MB’ und MC’ durc) Berlingerung, vejp. Verfiirzung gleid) dem
gegebenen Radiug. Hierburd) erhilt man die neuen Ccden 4, B, C
und dadurd) da3 verlangte Dreied A BC.

Beweis. Weil MA = MB = r ijt, fo it MA": MB’
=MA: MB,aljo AB | A’B’. Gbenjo geigt man, dba BC | B'C’
und AC | A°C" ijt. Die Seiten AB, BC und CA Haben aljo
pasjelbe Verhiltnid wie A’B’, B'C’ und C'A" d. §). bad gegebene,
Ferner ift MA = MB = MC gleid) dem gegebenen Radiuz »
gemadt.

Bu Aufgabe 111.

Konfjtruftion. Aud der Proportion a:CF=h,:b fon-
ftruiere man gundd)jt CF; dann ervidhte man auf a in C ein Lot
gleid) CF unbd bejhreibe iiber CF al8 Diameter einen Halbfreis;
beftimme dann mittel3 de3 gegebenen Rabdiud den Mittelpunft ded
umgejdriebenen Kreijes. Der Durdhjchnitt bedjelben mit dem Halb-
freife ift 4 und dagd Dreiet A B C ba3 verlangte Dreiect.

Beweid. MA=MB=MC=r. Beilferner < FAC=1R
ift (Wintel im Halbfreid), fo ift A CAF ~ CBD, woraud fid
purd) eine Proportion in Riickficht auf die Konftruttion, wodurd) CF
erhalten wurde, ergiebt, daf b : %, dad gegebene Verhdaltnid ift.
Cndlid) it CB = a gemadt.

3u Aufgabe 113,

Konftruftion. Jn 4 und B auf b und ¢ ervidhtete Lote
jdhmeiden einander in E. Wegen der Afnlichfeit der Dreiecte A BE
und ACD [t fidh die Linge von AE fonjtruieven; dbann fon-
ftruiere man A CAE, worin CA =10 und < CAE ein vedyter
Wintel ift. Dann bejdhreibe man iiber AE al3 Diameter einen
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Halbfreid und um C einen Kreid mit a. Der Durdhjdynitt beider
ift die Cde B und A BC ba3 verlangte Dreied.

Beweis. Aus der Ufnlichteit der beiden Dreiede 4 BE
und ACD exgiebt fid), dafy c:7% dad gegebene Berhiltnis ift,
wenn man bie Konftruftion von AE beriidfidhtigt. €3 ift aber
aud)y AC =10, und CB = a.

Bu Aufgabe 115.

Qonftruftion. Tber einer beliebigen Geraden B'C’, die
in D nad) dbem gegebenen Verhiltniffe p : ¢ geteilt wird, bejchreibe
man einen Halbfreid und ervidite in D" auf B'C” dad Lot, weldjes
den Halbfreis in 4 {dneidet. Madht man nun auf AD" basd
Stitd 4D gleid) der gegebenen Hihe und zieht durd) D eine
Parallele yu B'C’, weldje die Katheten 4B und AC" in B und C
fchneidet, jo ift ABC ba3 verlangte Dreied.

Beweid, L A=1R AD=h, Femee B'D :D'C
=n:q, olglidsaudy BD;: OD —p.:q=— AB*: AC:.

Bu Aufgabe 120,

Konftruftion. Bwei beliebige Linten D'C” und B'C’, weldje
bag gegebene Verhiltnid Haben, fepe man unter dem gegebenen
Winfel aneinander, und lege in D" und B’ an D'C’ und B'C’
die gegebenen Winfel an. Dadurd) erhilt man ein BVieved B'C'D’ A4,
welches dem gejuchten dbhnlich ift. Mad)t man nun auf 4B" das
Ctiid ADB gleid) der gegebenen Seite und jzieht durd) B eine
Parallele zu B'C’, welde die Diagonale AC" in C jdhneidet, und
durd) C eine Parallele "D’ Hi3 in den Durdjdynitt D mit der
(verlangerten) Seite AD’, fo ift ABCD bdad verlangte Biered.

Beweis. Gemdp der Konftruftion Hhat 4B bdie gegebene
Qinge a, B'C" und D'C’ Hhaben in gleiher Weife dad gegebene
Berhiltnis, aljo aud) die Pavallelen BC und CD. Cndlich find
auc) die Winfel ded Bievectd die gegebenen.

3u Aufgabe 121.

Sonftruttion und Beweis gany dhnlich wie zu A 111.

Bu Aufgabe 122,

Konftruftion. Man madye A F = §m,; FD auf FA=Lm,,
teile AD innerlich) und duferfid) in £ und G nad) dem Berhiltnid
L a: by bejdyreibe itber EG al3 Diameter einen Kreid und um F
einen Kreid mit einem Radiug gleidh) % m,. Der Durdhjdnitt diejer
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beiben Rreife ift bie Ccde €. Dann verbinde man C mit D und
verlingere CD bi3 B, {o daf DB = CD wird, und verbinde B
mit C. Dann ift Dreied 4 BC dad verlangte.

Beweis. Wegen ded Kreijes iiber EG ift CD: AC=1La:D,
alio. CB: 04 =a:b. Fewneriift AF —dm, DI =—%m;
alfo 4D = m, und gemip der Konftruftion D bdie Mitte von CL.
Madht man nun auf DA dag Stiid DH = DF, fo ift BHJ
Mittellinie 3u b. Da nun BH = CF = }m, ijt, jo ift B = m,.

Bu Aufgabe 123.

Konftruftion. Auf CF = 2a made man CD = } a, teile
DF innerlih und duBerlich (in G und H) nad) dem Berhiltnid
Mg : 2my, und Dbejdhreibe itber G H al3 Durdymefjer einen Kreis.
Cin zweiter Kreid um C mit einem Radiud gleic) b jdhneide den
erftern in 4. Nehmen wir dann die Mitte E von AC und giehen
daburd) die Parallele EB ju A F, jo ijt A BC das verlangte Dreiect.

Beweis. C3iftAD: AF = m,:2m,, E die Mitte von AC,
alfo aud) B die Witte von CF, aljo OB = a; ferner CA = b;
EB=}AF=1%. 2m, = m,; alfo m,:m, da3 gegebene Ber=
hiltnis.

Bu Aufgobe 124.

Konftruftion. Man fonftruieve das beliebige Dreiet A" B I,
worin die Winfel 4" und B” die gegebenen find. Dann beftimme
man in der Mittellinie "G den Punft £ fo, daf dad Verhiltnis
A'E": B'E’ gleid) bem Berhiltnid der gegebenen Diagonalen ift.
Alsdann madje man A’E'K und B'E'K bden Diagonalen gleid).
Die Verbindungslinie KL dneide B'F" und A'F" in H und J.
Cnbdlich zieht man durd) H bdie Parallele HA zu KA" und ver:
bindet 4 mit L, dann ift A B'HL ba3 verlangte Trapes.

Beweisd. << B ift gleid) einem der gegebenen Winfel gemadht;
L 4 ift = <2 4’, weldjer bem andern Winfel glei) gemadht it.
B’L it bie eine gegebene Diagonale, AH die anbere, da fie ald
Gegenjeite in einem Parvallelogramm gleid) 4'K ift.

Anjcdhaulicher bdiirfte folgende

Konftrutftion jein. Sdyneidet die K L (§. vorige Konftruftion)
die Mittellinie "G in G und man macht LD = DJ, HC = CK
und zieht durd) D und C die Parallelen DA und CB, jo ift ABCD
bas verlangte Trapes.
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Beweis. G3ift DC | AB, weil A'E': A'K = B'E': B'L,
pag Bieved ift aljo ein Paralleltrapez. Da nun G die Mitte
von JH und aud) von KL ift, jo find die vier Stiife LD, DJ,
HC und CK unter einander gleid), folglih gemdfy der Konjtruftion
AC=— A7 B Di—sBL:

III. Die Determination.

§ 21. Der vierte Teil einer vollftindigen wifjenjdaftlichen
Lojung einer Konftruftionsdaufgabe, die Determination (weldes
Wort nad) feiner Etymologie joviel bebentet al3 ,Einjdhliefung in
beftimmte Grengen” ober ,nibere Veftimmung”), unterjudht, ob bie
Aufgabe unter den gegebenen Bedingungen allgemein [B3lich ijt,
oder nicht, ob mehrere Lojungen moglich) find, ob unter fpeziellen
Bebingungen die Lojung eine Mobdififation erleidet, und ftellt die
Bedingungen etwaiger Nodififationen, bdie Vebingungen bder all
gemeinen ober mehrfachen Aufldjungdmoglichleit, jowie die Be-
dingungen der Aufldjungdunmiglichfeit sujammen. Daburd) werden
in der That, entjprechend dem etymologijden Begriffe ded Wortes,
bie genauen Grengen feftgefept, innerhalb welcher fich die nf:
gabe allgemein, einfach) ober mehrfad), modifiziert ober gar nidyt
[ojen Ldft.

Die hiersu notwendige Unterjuchung liefert eine Menge lehr-
veicher und bildender Momente betveffend die Cinficht in den inneven
Bujammenhang wijhen gegebenen und gefuchten Grogen, jowie
awijdjen den gegebenen allein. Aug diefem Grunde muf die Deter-
mination ald ein Hervorvagend widhtiger Teil der Aufldjung be-
seinet werden.

§ 22. Mm bdicfe verjchiedenen Fiele der Determination ju er-
veichen, Hat man durd) Beviidfichtigung einjd)ldgiger Lehridbe undd)ft
die Frage nach der allgemeinen Lojungdmdglichfeit zu beantworten,
ingbefonbere, die gange Konjtruftion durdygehend, beim Biehen irgend
einer Geraben, ober beim Bejdreiben ivgend eined Kreifes feft-
juftellen, ob fid) bie Gevaden unter den gegebemen Bedingungen
per Aufgabe in jebem Falle ziehen und die Kreife in jedem Falle
befchreiben lafjen. Ferner ijt feftzuftellen, ob die etwa fonftruierten
Orter den erforderlichen Durchjchnitt ergeben, ob ein Durchichnitt
oder mehrere Durcdhjchnitte, wobei namentlich die BVebingungen auf-
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III. Die Determination. H9

geftellt werben miifjen, weldje die gegebenen Grofen unter fid) u
erfitllen haben, damit jeme Linien und Kreife miglic) find, und
baf bie fonjtruicrten Orter einen oder mehrere Durchichnitte haben.
— Da, wie wir bereitd erfannt, nur Gerade und Kreife ald Orter
vorfommen Diirfen und wei Gevade nur einen Durdjjdhnitt Haben
fonnen, fo ift in bem Falle, in weldjem die beiden Orter fitr einen
gejuchten Punft Gerade find, nur ein Punft ald gejuchter Punft
moglidy; ift aber einer ber beiden Orter ein RKreis, oder find beide
Kreife, jo find zur Feftjepung der nzahl der Durd)jdhnittspuntte
oder Der Unmiglichteit eined Durdhjdhnittes bdie befannten Site
itber die Lage einer Geraden zu eimem Kreife, oder weier Kreife
au einander (lestered durch) Vergleidhung der Summe und Differeny
ihrer Radien mit der Centrale) eingehendd zu bdisfutieren.

§ 23. Jn begug auf fonftruierbare Orter ift ju unterjudjen,
ob fid), entjprechend den gegebenen Bedingungen, ein Ort oder
mefrere Orter fiir einen gefuchten Punkt fonftruieren laffen, woraus
eventuell eine mehrfache LWojung Hervorgeht. So laft fid) eine
Rarallele gu einer Geraden in einem gegebenen Abftande auf beiden
Geiten derfelben fonjtruieren; aud) ift die Halbierungsdlinie bdesd
Nebenwinfe(3 von den Scenteln desd urjpriinglichen Winteld in
jedem Punfte gleich) weit entfernt; ein Kreidbogen [dft fidh) nad
beiben Seiten einer gegebenen Sehne ziehen, und eine Gerabe
laft fih in pwei Punften nad) einem gegebenen Verhdltnis teilen.
Bejonderd ift hierbet zu unterjuchen und feftzufjtellen, ob die durd)
verjchiedene Durchichnitte pweier Orvter fich) ergebenden Punfte ge-
fudgte Figuven liefern, die wirflih) verjdhieden find, ober bei be-
ftehender Kongrueny fid) nuv durd) die Lage unterjcheiden. Jm lepten
Falle darf man nur von einer Lojung der ufgabe veden.

§ 24. Bur Aufjtellung einer erjhopfenden Determination
empfiehlt es fidh, die gejuchten Linien in ihrer Abhingigleit von
pen gegebenen Linien und Winfeln auf algebraijhem Wege durch
eine Gleidhung audzubdriicen, yozu, wenn Winfel gegeben ober ge-
fudgt find, aud) die Lehriige der Goniometrie und Trigonometrie
angwenden {ind, und dann die erhaltene Gleihung in beug auf
ihre Cin- odber Mehrdeutigfeit, Moglichfeit und Unmiglichfeit der
Konfjtruftion zu distutieven.

§ 25. Nm da3d Berfahren bei der Aufjtellung der Determination
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etwad niher zu evldutern, wodurd) wiv zugleid) eine Anzahl von
Lojungen erhalten, welde, entjprechend dem planimetrijhen Gefese,
ftreng in ihre vier Teile gegliedert ericheinen, joll Hier nod) bie
Determination einigen Lojungen bingugefiigt werden, bderen bdrei
erfte Tetle im Borjtehenden bereitd anfgejtellt find.

Bu Aufgabe 25.

Determination. Jit ber gegebene Winfel ein Hofhler, d. §.
fleiner al8 2 R, jo (dpt fih in jedem Falle aud ihm und der ge-
gebenen Seite a der dem gejuchten Dreiecte umgejdyriebene Kreis
fonftruieven. Nur in dem Falle, dap die gegebene Mittellinie m,
eine gewiffe Grofe nicdht evveicht ober eine andere iiberjchreitet,
findet ein Durd)jdnitt ded um B mit m, bejdhriebenen Kreifes
und des iiber bem Radiug MC bejdjriebenen Halbfreijes nicht ftatt,
fo bafy man aljo ein Dreied 4 BC nidht erhilt. Berbindet man
ndmlich) B mit dem Mittelpuntt O von MC, welde BVerbindungs-
linie Den Halbfreis zuerft in D', und jum zweiten Nale in D”
fdhneidet, fo begeihynet BD" den fleinften, BD” ben griften Wert,
den m, haben darf, wenn ein Dreiect moglich jein joll. Bezeichnet man
diefen fleinften BWert mit z, o ift, da der Halbfreis iiber MC die Seite
BC in ihrer Mitte 2 durchjdyneidet (benn ME | EC), fiir diefen
minimalen Wert z (z + ) = L a*; . h). diejer Wert ift die um den
halben Radiug des umgejchricbenen Kreifed verminderte Hypotenuje
eined rechtwinfligen Dreiects, deffen Katheten jener halbe Rabdius und
die halbe Diagonale de3 itber der Seite a bejdhriebenen Quadrates {ind.
Der magimale Wert ift um jenen Halben Rabiugd grofer ald jene
Hypotenufe. Diefe Rejultate ergeben fid), wenn man die quadratijche
Gleihung z (z47r) = L a® nad) z auflsft. Hierbei fann man aud fiic »

feten si;-; a —- iiv jeden Wert fitv m, innerhalb diefer uldfiigen Greny-
werte ergiebt der Kreid mit m, ald Radiud zwar wei Durdhjdnitte,
wenit man den gangen Kreid iiber MC al8 Durdymefjer bejdhreibt,
indeffen ift nur der eine zu verwenden, da der andere ald Winfel
an der Syike nid)t den gegebenen Wintel 4, jondern defjen Supple-
ment ergdbe. Wan erhdlt alfo nur eine Ldjung.

Bujab. Anud) wenn der gegebene Wintel 4 = 1 R ift, erhilt
man nur eine Lojung, da das weite, Hier aud) zuldjfige Dreiect
dem erften fongruent ift und nur eine andere Lage Hat.
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Bu Aujgaben 26 und 27,

Determination. (S. Fig. 3.) Aud) der gweite Durchjchnitt A"
ift eine entjprechende Spige, jowohl bei gegebener Summe ald bet
gegebenter Differens. Damit die ‘JSaraIIeIe burd) G ju CE ben
Rreis iiber BC wenigjtend beriifre, alfo eine Spite A des gefuchten
Dreiectd ergebe, mup s < 47.cot 1 R fein. Fiiv die gegebene
Differeny ift genau bdiefelbe Limitation zu madjen.

Bu Aufgabe 70,

Determination. Dad Dreied BFH ift immer miglich,
wenn nur my, > 3k, ift. Aud) lEft {idh dann jederzeit durd) F
die Parallele ju BH jiehen und in FB bder Punft S beftimmen,
Damit aber der um S mit dem Radiud §m. bejdjriebene Kreid
diefe Parallele wenigftens einmal treffe, jo muf 3 m. > % ke ober
me > h, fein. €8 muf aljo eine Mittellinie grofer ald die
halbe DHihe fein; und die anbere minbeftend gleih) der BHalben
Hohe. Jn bdiefem Falle erhilt man nur ein Dreiect; ift aber die
andere aud) grifer al3 die Hhalbe Hohe, 3wet Dreiece.

Bu Aufgabe 77.

Determination. €3 ergiebt {ich bie MoglichEeit eined BVieredd
tmmer, wenn A EGH fonftruiert werden fann. Dies Dreiec ift
aber immer mglic), wenn die Doppelte Cntfernung der Mitten E
und " fleiner ift, al8 die Summe der beiden anbern Bievedsieiten.

Bu Aufgabe S1.

Determination. Die Lojung der Wufgabe ift moglidh, fo
lange das Dreied M XN miglid) ijt, deflen Ccfe N ber Mittel-
puntt ded verjchobenen Kreifes in jeiner neuen Lage ift. Bezeichnet s
die gegebene Summe der entftehenden Sehnen, R und » die Rabdien
der gegebenen Kreife, fo find in dbem Dreiede M XN bdie Seiten
MX und NX durd) » und R, die Seite MN durd) &s zu Dbe-
seichnen. Aud den fiiv die Seiten eined Dreiedts beftehenden Be-
stehungen ergiebt fih aljo fiiv die gegebene Summe der Sehnen,
dafy Diefelbe fleiner al8 2 (R + »), und grifer ald 2 (R — r) fein
mufl. Liegt daher die gegebene Summe auferhalb diefer Grenzen,
fo ift die Lojung unmiglich). Dazu fei bemerft, daf dad Maximum
2(R 4 r) fiir die Sehnen nur dann eintreten fann, wenn bdie
Gerade in der Ridhtung der Centrale der beiden Kreife gezogen
werden foll. Fiiv diefe Lage ift aber dag Minimum die Sehne
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im grogeren RKreife, weldje verlangert Tangente an dbem fleinern ift.
Bilbet aber die Ridtung der gejudyten Geraden mit der Centrale
per RKreife in ifrer urfpriinglichen Lage dem Winfel ¢, und be-
seichnet ¢ Diefe Centrale, jo ift fiiv die Moglichteit, in der geforberten
Ridhtung durd) beide Kreife eine Gerade i legen, erforberlich), daf
diefer Winfel fleiner fei, ald der, ben die gemeinfdhaftliche inneve
Tangente mit der Centrale madht. Da der Sinud bdiejes Wintels

R j " ift, fo muf sin ¢ < E_'c*i fein.  Jede Gerabe, welde

einen grofeven Winfel mit der Centrale macht, fann nur einen der
beiden Kreife treffen. Da3 Maygimum der Sehnenjumme einer jur
Centrale geneigten Geraben, bdie beide Kreife jchneidet, wird aber
erveicht, wenn Diefe Gerade durch den innern hnlichteitdpuntt gebt,
pa3 Minimum ift die Sehne bdes grofeven Kreijed, welde ver-
ldngert Den anderven beriibrt.

3u Aufgabe 82,

Determination. Die Hypotenufe de3 vechhwinfligen Drei-
ected, defjen Ratheten die Tangente von P an den einen Kreid und
per Rabiud ded anbern Kreifed {ind, mup mindeftens gleich bder
fiirzeften Cntfernung jenes Punfted von dem Halbfreife itber MN
und darf hochjtensd gleid) der groften Cntfernung bdesjelben von
pem Halblveife fein. Liegt die Hypotenufe auferhalb diefer Grengen,
fo findet fein Durd)jcdnitt ded Kreifes um P mit dem Halbfreife
ftatt, und es lapt fidh aljo dann der Mittelpuntt ded verjdyobenen
Kreifes in feiner neuen Lage nicht beftimmen.

Bu Aujgabe 85.

Determination. Sind die Nadhbarwinfel 4 und D grifer
al3 2 R, jo ergiebt fid) ber Winfel CDE = 4 + D — 2R; find
fie fleiner ald 2R, jo witd <CCDE=2R — (4 4+ D); in
beiben Fdallen ift alfo dad Hilfsdreied CDE zu fonftruieren und
bas Viered daraud abjuleiten. Jft aber 4 4+ D = 2 R, jo wird
bas Biered ein Paralleltrapez, zu deffen Konftruftion fic) in der
Seite DC ber Punft E beftimmen [dft, jo daf DE = A B ift,
woraud fid) dad Trapey wiederum leicht ableiten [Gft.

Bu Aufgabe 89.

Determination. Damit dad dad ganze Trapey bedingenbe
Dreied 4G H Tonftruiert werden fonne, muf die gegebene BVer-
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bindbungslinie der Mitten der nidht parallelen Seiten ded Tra-
pezed fleiner al3 bie BHalbe Summe bder gegebenen Diago:
nalen fein.

Bu Aufgabe 100.

Determination. Die Aufgabe fann immer geldft werden,
wenn nur der gegebene Winfel 4 < 2 R ift.

Bu Aufgabe 105.

Determination. Die Lojung ift immer moglich.

Bu Aufgabe 108,

Determination. Heipt « bdie Hypotenuje Ddes gejudhten
Dreiets, s und s” bie gegebenen Summen, jo erhalt man nad) dem
Pythagoreijden Lebhriae fiir die Hypotenuje leicht den Ausdbruc
r=s-4s +V2s.s. €3 ift offenbar, dap zur Konftruftion
nur dad negative Boreichen der Wurzel genommen werden darf.
Wiewohl mun der Ausdruct s 4 s — J/2s. s  fitr jeden beliebigen
Wert von s und s” einen veellen Wert evgeben wiirde, jo ijt dod)
der Wert fiir z nad) den Sapen iitber Dreiectsjeiten zu limitieven.
Nad) dem Sape iiber die Diffeveny yweier Dreiectsfeiten in ihrer
Beziehung zur dritten muP nun fein s — s’ <s 4+ s —)2s.5,
woraug fid) ergiebt s < 2s’, d. §. die Aufgabe fann immer geldft
werden, fo lange die eime Der gegebenen Summe fleiner ift, al3
die doppelte anbdere.

Bujap. Fiir die Aufgabe 107 it fich) die Determination
mit Hilfe de3 Cofinusdjaped, aber bei weitem nicht jo einfach, be-
ftimmen.

Bu Aufgabe 109,

Determination. Die Lojung der Aufgabe ift immer moglic).

Bu Aufgabe 111.

Determination. Damit die Lojung diefer Aufgabe moglich
fet, mufy » = La fein

3u Aufgabe 112.

Determination. Wenn bdie beiden Halbfreife iiber BF
und AFE einen ober wei Punfte gemeinfam Haben jollen, wo-
durd) bdie Dreiectsede A beftimmt witd, jo muf ihre Centrale
glei) ober grofer al8 BC (oder Seite a) fein; oder e muf a
gleid) ober fleiner al3 die Summe der Radien jein. Nun ift der
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Radiug ded Halbfreifes itber CF aber 7}73-(1, wenn dag Ber-

haltnig b : h, durd) m :n gegeben ijt; in gleicher Weife ift der
Radiud des Halbfreifes itber BE, wenn dad Verhdltnis c: k.

= p:q gegeben ijt, =l_;-%-a. &3 ergiebt fidh aljo ald Be-

dingung fiir die Moglichfeit der Lojung: 2a Z_%'a-{——g-a
ober 2?% i 5 % Ghenfo mup 22> .a— %-a ober
25 = — % fein, weldje Deiden Bebingungen fidh jo ausdriicten

laffen. €3 mufp 1:— - —Z— = 2= % - % fein.  Fiir den Fall
—:7: C— —7;— qite % -4 % erhilt man einen doppelten Durd)jdynitt
und zwei verichiedene Lojungen.

3u Aufgabe 113,

Determination. Fiir die Moglichfeit der Lojung ift es not-
wendig, dap der um C mit b befdyriebene Kreid ben Kreid iiber
AE treffe, daf aljo b wenigjtend jo grof fjei, wie die um den
Radiug 4§ AE verminderte Entfermung des Punfte3 C von bder
Mitte O ber Linie AE. Driidt man Dbiefe Beziehung analytijd

aus, inbem man Das gegebene Verhiltnis wie vorhin durd) >

bezeichnet, jo ergiebt ficdh) nach leichter Cntwidlung die Bebingnis-
gleiung 4n® + 4mn 4+ m* > 4n* 4+ m*  Dieje ift aber immer
exfiilllt, und man erhalt daher tmmer zwei veridiedene Dreiece.

Bu Aufgabe 116.

Determination. Wollte man durd) Verlingerung der ge-
gebenen Mittellinie eine Reduftion verjudjen, jo wiirbe man finden,
vafy fid) die Aufgabe in fich jelbft veduziert, aljo ein andever Weg
eingujdlagen ift. — Fiir die Moglichfeit der Lwjung muf die
gegebene Mittellinie wenigftend jo grof fein, al3 die fleinfte Cnt-
fernung der Mitte F' ber Seite BC von bem RKreife iiber CE,
und Ddarf die entiprecdjende grofte Cntfernung nidyt itbericdhreiten.
Analytijd) wiicben fidh), wenn man den Eleinften Wert von m, mit z
bezeichnet, die Bebingungen der Mbglichfeit der Ldjung ergeben

durd) bie Gleidhung: z (x - % . a) = }a.
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Bu Aufgabe 124,

Determination. Die gegebenen Winfel miifjen, je nachdem
fie der grofern oder der fleimern Dder pavallelen Seiten anliegen
follenr, zujommen fleiner oder grdBer al8 2R fein; bdedgleichen
miifjen die gegebenen Diagonalen verjdjiedener Grofe jein. Wiven
die gegebenen Winfel ujammen gleid) 2 R, jo erhielte man jtatt
eines Paralleltrapezed in einfacdhjter Weife ein Parallelogramm,
indem man leid)t ein Dretect ald Hilfte bedjelben aud einer Seite
(einer gegebenen Diagonale), dem gegeniiberliegenden Winfel und
ber ugehovigen Mittellinie (ber Hilfte der andern Diagonale)
fonjtruieren fonnte. Sind aber die Diagonalen gleidh, jo miifjen
auch die gegebenen Winfel gleid) fein, und dad gejudhte Parallel-
trapez wird ein gleicd)jchentliges.

LV. ﬁhungébeiipielr.

§ 26. JIm folgenden Haben wir eine Unzahl Aufgaben ur
1bung gujammengeftellt und diefelben jo ausgewdhlt, daf fie jamt:
lich nach eimer der auSeinandergejepten Miethode in einfacher
LWeije aufgeldft werden fonnen. Die von und etwa beigefiigten
Winte zur Lojung bejdrinfen fidh) auf den Himwveid auf die an-
puwendende Methode; die Ausfithrung ift in jedem Falle dem
Lefer itberlafjen. Wo e3 in eingelnen Fallen zwedmdfpig erjdhien,
find furze Bemertungen, betreffend die Determination, hingugefiigt.

Aufgabe 126. Jn einen gegebenen Kreid ein redit:
winfliged Dreied zu bejdhreiben, dejjen Katheten je durd
einen gegebenen Punft gehen.

Lojung mit Hilfe von O. 6. — Man erhilt im allgemeinen
awei verjdjiedene rechtwinflige Dreiecte.

Aufgabe 127. JIn einen gegebemen Kreid ein redt-
winfliges Dreiec ju bejdhreiben, von weldem man einen
fpiten Winfel und einen Punftt der einen Kathete fennt.

Lojung mit Hilfe von O. 15, nadhdem man den gegebenen
Punft der Kathete mit dem Mittelpunite ded gegebenen SKreijes
verbunden hat. — Bwei Dreiece!

Aufgabe 128, Cin redtwinfliges Dreied zu fon-

ftruieren, von welcdem die Hypotenufenhihe, zwei Puntte
Brodmann, Methobif. 5
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66 IV. 11bung@beijpiele.

ber Hypotenuje und je ein Punft der Katheten gegeben
finbd.

Lojung mittels O. 6. — Bwei Dreiecte!

NAujgabe 129. Cinen Kreisd ju fonftruieren, devr drei ge-
gebene gleidhe Kreife umjchliefend ober von aufen beviihrt.

Lojung durd) Berjdhiebung bder Periphevie ded gejudhten
Rreifes in die Mittelpunfte der gegebenen. (Vergl. § 16.)

Aufgabe 130. Cin Dreied zu fonftruieven augd einer
Seite und der zugehdvigen Hohe und Mittellinie. (Aus
a, Rai 73

Lijung mitteld O. 4 und O. 1.

Aujgabe 131. An einen Kreis eine Tangente ju legen,
weldje vom Beriihrungsdpunfte bid an eine Gerabe (ober bid
an die Peripherie eined Kreifed) von gegebener Léinge fei.

Lojung mitteld O. 9.

Aujgabe 132, Cinen Lunft ju beftimmen, von weldem
aud die an wei Kreife gezogenen Tangenten gegebene
Lingen Haben.

Lojung mitteld O. 9.

NAufgabe 133. Jn ein Dreted ein gleid)jdentliges
Dreiec, deffen Hohe gegeben ift, jo einzujdyreiben, dafp
feine Grundlinie der einen Dreiedsfeite pavallel wird.

Lijung. Die Spipe mup in ber Dretectsjeite liegen, weldher
bie Grundlinie bez gleichichentligen Dreiects parallel werden joll.
lbrigens BHilft O. 4.

Aufgabe 134, Jnnerhalb eined Dreieds einen Punft
au beftimmen, defjen Verbindungen mit den Ccden da3
Dreiec in drei gleidje Teile teilen

Lijung. Soll AOB = A0C jein, jo miifjen, dba die Grunbd-
linie A0 Dbeiden Dreiecen gemeinjdhaftlich ift, die Lote aus B
und C auf A0 einander gleic) fein. Dagd ift nur moglich, wenn
AO verlangert die Mitte von BC trifit. Daber liegt der gejuchte
Punft auf jedber der drei Mittellinien.

Nufgebe 135, Cin Dreied ju fonftruicren, von weldem
eine Seite, die jugehorige Hohe und bad Verhdaltnisd der
beiden andern Seiten gegeben find. (a, Ay, b:c)

Lhjung. Fiiv die dritte Cche bes gejuchten Dreiectd erhalt
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man je einen Ort nad) O.4 (burd) A,) und nad)y O. 22 durd
b:c. — Jm allgemeinen 3wei Dreiecte!

Nufgabe 136. Cinen Punft zu bejtimmen, von dem
augd drei Kreije unter gleidjem Winfel erjdeinen.

Lojung. Berbindet man den gefudhten Punft mit den drei
Mittelpuntten und diefe mit den Verithrungdpuntten der aus jenem
Punfte an die Kreije gezogenen Tangenten, jo entftehen drei dhn-
liche Dreiecte, woraus fid) ergiebt, dap die Ubjtinde des gejuchten
Lunfted von den Mittelpuntten der Kreife fich verhalten wie die
Rabien. Daher O. 22.

Aufgobe 137, Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, dbem gegeniiber liegenden Winfel und der uge-
horigen Hobhe. (Ausd a, 4 und i)

Lojung durd) O. 15und O.4. — Jm allgemeinen ywei Dreiece!

Aufgabe 138, Cin Dreted ju fonftruieren, wenn jtatt
der yugehdrigen HDobhe der vorigen Aufgabe die yugehorige
Nittellinie gegeben ift.

Lojung. Statt O. 4 tritt O. 1 ein.

Uufgabe 139, Cin Dreied u fonjtruieren aus einem
Winfel, der Halbierungsdlinie desjelben und dem Radiug
bed eingejdyriebenen Kreijes. (Aus 4, w, und o.)

Lofung. Man beftimmt den Mittelpuntt ded eingejchriebenen
Kreifes mit Hilfe von O. 4.

Aufgabe 140. Statt der Halbierungslinie bed Winfels
fei dbie feimed Mebenwinfeld und ftatt ded Radiusd bHes
eingefdhriebenen Kreifes der NRadiug eined duferen Be:
viihrung3freifes gegeben, der eine der den Winfel ein-
jdhliegenden Seiten zwifden ihren Endpuntften berithrt.

Lojung genau wie vorhin.

NAufgabe 141, Cin Dreted zu fonftruieren aus einer
Seite, bem Gegenwinfel und der Summe der Quabdrate
der beiben andern Seiten. (Aus a, 4 und % 4 )

Lofung durd) O. 13 und O. 15.

Aufgabe 142, Cin Dreied zu fonjtruieren aus einer
Seite und den beidben nidht jugehovigen Hohen. (Aus a,
hy und h.)

Lojung durcdh) O. 6 und O. 1.

5*
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Aufgabe 143. Cin Dreied ju fonftruieren aus einer
Geite, dem Gegenwinfel und der Differens der Quadrate
ber beiden andern Seiten. (Aug a, 4 und »* — )

Lojung durd) O. 15 und O. 14.

Aujgabe 144, Cin Dreted zu fonftruierven ausd einer
Geite, der zugehorigen Hohe und der Summe der Quadrate
per beiben anbdern Seiten. (Aus @, h, und v* 4 %)

Lojung durd) O. 4 und O. 13.

Nufgabe 145, Cin Sehnenvieved zu fonjtruieren aus
einer Seite, einem anliegenden Winfel und den Diago-
nalen.

Lojung. Jjt AB=a und << 4 gegeben, jo ijt durd) Hingu-
nahme der gegebenen Diagonale BD das Dreied 4 BD gegeben.
Bur Bejtimmung der vierten Ece benubt man entweder, da durd)
X A aud) fein Supplement C gegeben ift, O. 15 und O. 1, obder
man Deftimmt den NRadiud des Kreifed um dag Dreied ABD,
weldjer Kreid ein Ort fiiv C ift, und wendet noch O. 1 an. — Jm
allgemeinen gwei verjdjiedene BVievece. Unter Umitdnden aud) vier!

Nujgabe 146. Cin Sehnenviered ju fonftruieren aus
einem Winfel, den beiden Diagonalen und dem Winfel,
welden die eine Diagonale mit dem einen Sdenfel des
gegebenen Bieved3winfeld madt.

Lijung. Cin Stiid des Vievedd ift unmittelbar gegeben;
daburd) ber zugehorvige Rreid. Die vierte Ccfe ergiebt fid) durdh
0. 1. — Bwei Vierede!

Aufgabe 147. Cin Parallelogramm zu fonftruieren
aug einer Seite und den beiden Diagonalen.

Lifung durd) Reduftion auf ein Dreied, deflen drei Seiten
gegeben {ind. — Determination!

Aufgabe 148. Cin Dreied zu fonftruieren aus einer
Seite, der zugehovigen Mittellinie und einer nidt zu-
gehovigen Hohe. (Aus a, m, und i)

Lojung durd) Reduftion auf ein redhtwinfliges Dreiect, wovon
bie Hypotenufe und eine Kathete befanut find. Dann O. 1.

NAufgabe 149. Cin Dreied zu fonfjtruieven ausd der ju
berfelben Seite gehorigen Hohe und Mittellinie und dem
Berhdltnis diefer Seite ju einer andern.
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Lojung durcd) Reduftion auf ein red)twintliges Dreiect; dann
Anwendung von O. 22.

Nufgabe 150. Cin BVieved zu fonftruieren aud jwet
Nacdybarfeiten, dem eingejdhlofjenen Wintel, Der von dem
Sdyeitel ausdgehenden Diagonale und einem fernern, dem
gegebenen nidht gegeniiber liegenden Winfel.

Lojung bdurc) Reduftion auf ein Dreiet, von weldhem jwet
Geiten und ein Gegemwvinfel gegeben find, damn O. 1. — Unter
Umitinden wet verjchiedene Vierecke!

NAufgabe 151 und 152. Cin Sehnenviered zu fon:-
ftruieren aud den beiden Diagonalen, dem Radiusd des
jugehdrigen Kreifed und der Summe (oder Differeny)
sweier benadybarten Seiten.

Lojung durc) Reduftion mittel3 eined Tatums, wenn man
in ben gegebenen Krei3 die Diagonale ald Sehne einlegt, welde
dem Winfel der Seiten gegeniiber liegt, deven Summe (oder Diffe-
ren3) gegeben ift. Diefer Winfel ift dann durd) ein Datum ge-
geben und ermiglicht die Konjtruftion eined Dreiects, defjen Grund-
finie jene al3 Sehue eingelegte Diagonale ift, deven Gegemwintel
befannt und Deffen eine Seite bie gegebene Summe (ober Diffe-
reny) ift. Sdlielich wird ur Beftimmung der vierten Ecfe nod)
0. 1 angewandt. ’

Aufgabe 153, Cin Dreied ju fonftruieven ausd einem
Wintel, der Diffeveny der einfdhliefenden Seiten und der
Differens ihrer Projeftion auf die dritte Seite. (Aus 4,
biaie)P ~'9.)

Lojung durch) Nebduftion auf ein Dreiet, von weldem wei
Seiten und ein Gegenwinfel befannt find. Man erhalt diez Hilfs-
oretect, wenn man um A mit ¢ einen Kreid befdhreibt, der b in D,
a in E jdneidet. JIn demjelben it CD =b —¢, CE=p—q,
L DEC =4 A. Leptered erfennt man durd) dad Sehnenviered
BEDF, worin I' ber Durd)jchnitt der verlingerten CA mit dem
um A bejdyriebenen RKreife ift. — Jwei Dreiecte!

Aufgabe 154. Durd) zwei Punfte einen Kreid zu be-
fdhreiben, der eine durd) ben erjten Puntt gehende Gerabe
in einem Punfte jdhneidet, dejfen BVerbindbungslinie mit
einem dritten Punfte Tangente an dem Kreife wird.
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Lifung. Sind 4, B, C bie drei gegebenen Punfte, und
jchneidet ein durd) 4 und B fonftruierter Kreid die Gerade durd
A in D jo, baf DC ZTangente an bdiefem SKreife ift, jo ijt
X ODB=<XBAD, aljo O. 15. — Bwei Kreife!

Aufgabe 155, Cin Dreied u fonftruieren ausd einem
Wintelhalbiever, dem Verhdltnid der Summe ber Dden
betreffenden Winfel einfd)liefenden Seiten jur dritten
Seite und der Differens der beiben anbern Wintel. (Aus
Wy b+ c:a und B — C.)

Lojung. Jjt AD ber Wintelhalbiever w,, fo ift DC: DB
=0b:c odet DC:a=0b:b+4c obexr DC:b=a:b+c Da
nun, wenn AFE | BC ift, der Wintel EAD befannt und alfo
A AED zu fonftruieren ift, fo hat man fiiv C, wofiitt ED bder
eine Ort ift, einen weiten nacd) O. 22.

Aufgabe 156, Cin Viered ju fonftruieren, von weldem
die Projeftionen besd Durd)jdnitted der Diagonalen auf
die vier Seiten gegeben find und die Winfel der Gegen-
feiten.

Liojung. Der Winfel zwijden zwet auf wei gegeniiber
liegende Seiten gefillten Loten febt fidh aud den Supplementen
yweier Bierectwinfel jujammen, ober ift aud) dag Supplement des
Winteld, den jene gegeniiber liegenden Seiten miteinander bilben.
Aljo O. 15.

Nufgabe 157. Cin Dreied zu fonftruieren aud einer
Geite, dem zugehorigen Winfelhalbiever und der Summe
per Deiben andern Seiten. (Aus a, w, und b 4 ¢)

Lijung. Jjt 4D der Winfelhalbiever w, und bdie Ber=
lingerungen von CA und B A iiber A hinaug, nimlid)y 4 und
AF, begiiglich) gleid) ¢ und b, jo ergiebt fid) leicht aus den Winfeln
E und F, daf EB und I'C beide ju AD pavallel find. Dann
ergiebt i) aber BD:BA =a:b+ ¢ und ebenjo CD:CA
=a:b-+4c Durd) den Durchjdnitt der beiden Hierdurd) ge-
wonnenen Kreife al Orter fiiv B und C ift dann gur Bejtimmung
diefer Punfte eine Gevabe = a wijdhen bdie Peripherien fo zu
legen, Dap zu Den entjtehenden Sehnen beidber Kreife gleiche Peri-
pheriewintel gehoren. (Vergl. Nadytrag 15.)
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Aufgabe 158, Jn ein Vieved ein Parallelogramm Fu
bejchreiben, dDejjen Mittelpunft der Lage nad) gegeben ijt.

Liojung. Dan Hat durc) den gegebenen Mittelpuntt pwijcden
die Sdjenfel weter Winfel je eine Gerabe zu legen, welde in
jenem Punfte Halbiert werden. (S. Nadhtrag 1.)

NAufjgabe 159, Durd) zwei fonzentrijde Kreije eine
®ervade fo 3u legen, dafy die fleinere Sehne Halb jo grof
wird wie die grofere.

Lijung durc) Reduftion, indem man vom Mittelpuntte dasd
Lot auf die Sehne und tm Cudpunfte der fleineren Sebhne dajd
Lot auf ihr ervidhtet bid inm einen zum entjprechenden Eudpunite
per grioferen Sehne gehirigen Radius.

Aufgabe 160. Cin Parallelogramm zu fonftruieven,
von weldem 3wei Gegenedpuntte gegeben jind, und dejjen
beiden andern Gegeneden auf der Peripherie eined ge:
gebenen Kreifed liegen jollen.

Lijung leicht, wenn man bedenft, daf die Verbindbungslinie
per Mitte einer Sehne mit dem Kreidmittelpuntte auf der Sehue
fenfrecht fteht.

Aufgabe 161. Cin Dreied zu fonjtruieren ausd einem
Winfel und zwei Mittellinien.

Giir die nalyfis ift su unterjdeiden, ob eine bder beiden
WMittellinten zu dem gegebenen Winfel gehort oder nicht. Jjt
namlich) < 4, m, und m, gegeben, und man legt BE = m, Hin,
fo hat man fiilr A einen Ort durc) den gegebenen << 4 nad) O. 15.
Da ferner der Durd)jchnittdpuntt S der beiden Mittellinien befannt
ift, fo giebt die befannte Qinge AS = 3 m, den jweiten Ort.
Wegen der ywei Durchjdnitte beider Orter erhilt man wei Puntte 4
und davaud wei verjdjiedene Dreiecte, weldje leicht abzuleiten find,
die Die gegebene Mittellinte enthalten; aber dad eine enthdlt {tatt
pe3 Winteld8 A jein Supplement. Jjt dagegen << 4, m, und m,
gegeben, fo (6]t man dburd) Reduftion. Durd) den Winfel 4 Hat
man fiiv A4 einen Ort al8 Kreidbogen iiber ber Sehne BD = m.
Bejdhreibt man dann um den befannten Durd)jcdhnittdpuntt S mit
einem Rabdiud = 3 m, einen Kreidbogen, jo Hhat man durd) D
ywijden beide Peripherien eine Gerade zu legen, die in D Halbiert
wird. (BVergl. Nacdhtrag 2.)
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Aufgabe 162. Cin Dreiec zu fonftruieren aud einer
Seite, bem BVerhdltnid der beiden andern und dem Radius
besd umgejdhriebenen Kreifes. (Aus a, b:c und »)

Lijung. Der umgejdjriebene Kreid mit der Seite BC ald
Sebne in demfjelben ift gegeben. Cin pweiter Ort fiix A ijt die
Yerbindbungslinie bed Mittelpunttes des Bogend BC mit dem
PBuntte D, in weldem BC nad) dem Berhdltnisd b: ¢ geteilt wird.

Aufgabe 163. Cin Dreied zu fonftruieren aud einer
Mittellinie und ben Verhdltnijjen derfelben zu jeder der
nidyt zugehdrvigen Hohen. (Aus my, my: by und my, : he.)

Lojung nad) der Afhnlichfeitdmethode auf die Aufgabe zu
redugieren: Durd) einen Punft zwijden den Sdenfeln eined Winte(d
ywijchen dieje Schentel eine Gerade zu legen, welche in dem Punfte
halbiert wird. (Nadhtrag 2.) Falt man ndmlid) vom Fuppuntte D
der gegebenen Mittellinie m, die Lote DE und DF auf b und ¢,
jo lagt fich aud den vechten Winfeln £ und F und den Verhilt-
niffen AD : DE = m,: $hy und AD : DF = m, : 4k, eine Figur
AE'D F" fonjtruieven, an weldjer AD'E'~ADE und AD'F~ADF
ift. Der Wintel A wird aber dadurc) beftimmt, und ed fann der
LBunft D auf 4D" beftimmt werden, durd) den BC fo zu legen
ift, baf BD = CD wird.

Aufgabe 164. Cin Dreied ju fonftruieren, von weldem
der Sdwerpuntt (der Durd)jdynitt der Mittellinien) und
eine Ccde der Lage nad), und fiir deffen beiden anbdern
Cden je eine Gerade oder eine Kreidperipherie ald Ort
gegeben jind.

Lojung dburcd) Redbuftion. Durd) die Ecfe 4 und den Schwer-
punft S ijt aud) der Fuppunft D der einen Mittellinie gegeben,
burd) weldjen eine Gerade pwijchen die gegebenen Orter u legen
ift, welde in D Balbiert wird. (Nachtrag 1 oder 2.)

Aufgabe 165. Cin Dreied zu fonftruieven ausd einem
Wintel, der zugehorvigen Hohe und dem Verhaltnis ber
von diefer Hohe auf der Gegenjeite gebilbeten Abjdhnitte.
(Ausd 4, h, und p: q.)

Lojung durd) die Afhnlichteitsmethode, indem man undchit
ein beliebiges Dreiedf B'C'A fonftruiert, welded den gegebenen
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Winfel 4 enthilt, und deven Abjdnitte B'D" und C'D’ dasd ge-
gebene Lerhdltnis p : ¢ Haben.

Aufgabe 166. Jn einen Halbfreid ein Vieved, dhnlid
einem gegebenen, fo eingutragen, dap zwei €den dedjelben
auf bem Diameter liegen.

Lijung durd) die Hfhnlichfeitdmethode mit Hilfe eines in
gleier Lage um das gegebene Bieved bejdjriebenen Halbfreijes.

Nufgabe 167. JIn ein Dreied einen RHombud ein-
jubejdhreiben, der mit bem Dreiede einen Winfel ge-
meinjam Hat.

Lijung durd) Halbierung diejes gemeinjamen Winfels, wodurd)
man in der Gegenfeite die Gegenecfe ded Rhombus erhilt.

Aufgabe 168, Cin Dreied zu fonftruieren aud einem
Wintel, dem Verhdltnid der zugehdrvigen Hohe zu einer
andern und der Ddritten Hohe. (Ausd << 4, h,: hy und ..

Lofung durd) die Ahnlicheitsmethode. Gin rechtwintliges
Dreied AB'E’, worin B'E’ der Hiohe 7, entjpricht, und A ber
gegebene Wintel ift, ift feiner Form nad) gegeben. Beftimmt man
nun nad) der Broportion 7, : hy = AD’: B'E" die AD’ al3 vierte
Proportionale, o erhilt man aud) ein Dreied 4 B'D’, und durd
Lerldngerung von AE" und B'D’ ein Dreied 4 B'C’, weldes
dem gejuchten dhnlich ift.

Aufgabe 169. Cin Dreied zu fonjtruieren ausd einer
Seite, der zugehorigen Mittellinie und dem Verhaltnis
ber nidht jugehdrigen Hohen. (Ausd a, m, und A, : k)

Lojung durd) Reduftion; denn durd) 7, : k. ift ¢ : b gegeben.

Aufgabe 170. Cin Dreied zu fonftruieren aud den
Berhaltniffen einer Mittellinie zur zugehorigen Seite
und zu einer anbdern, jowie der dritten Seite. (Ausd m,: a,
mg: b und c.)

Lifung durd) bdie Ahnlichfeitsmethode. Aus den gegebenen
betben Verhiltniffen m, : @ und m, : b ikt fih nimlich dad Ber-
haltnid @ : b beftimmen, jo baf von dem Dreied 4 DC, in weldem
AD = m, ift, bag Verhiltnis der drei Seiten befannt ift.

Aufgabe 171. Cin Dreied zu fonftruieren aud bden
Berhdaltnijfen einer Hohe zur zugehdrigen und zu einer
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nid)t ugehorigen Mittellinie, und ber dritten Mittellinie.
(UAug hy:mq, hy: my und me.)

L ojung durd) die Ahnlichteitsmethode. Gin dem Dreiecte 4 D E,
worint AD = h, und AE = m, ift, ahnlidjes Dreied 4 D'E" ift
ndmlid) gegeben, und aud diefem mit Hilfe des zweiten Verhilt-
nified A, : m, leidgt ein Dreied A B'C’ abjuleiten, dag dem ge-
fudyten ahnlid) ift.

Nufgabe 172. Cin Dreied zu fonftruieren aus den
Berhdaltnijjen einer Seite ju den nidht zugehorigen Mittel-
linien und Dder dritten Mittellinie. (Aus a:my, a:m
und my.)

Lofung mittels Reduftion durd) Ovter. Fitr den Durdh:
jdnittspuntt S der drei Mittellinien find zwei Orter befannt.

Aujgabe 173. Cin Dreied zu fonftruieven ausd den
Berhdaltniffen einer Hohe zu den nid)t yugehovigen Mittel-
linien und Dder dritten Mittellinie. (Aus hg:my, hy:m.
und mg.)

Lojung durd) Paralelverjchiebung der Hohe in den Durd)-
jdhnitt S Der Mittellinien; alédann die Hhnlichteitsmethode.

Aufgabe 174, Cin Dreied zu fonftruieren ausd dem
YVerhaltnid einer Seite zur Halbierungslinie eined an-
liegenden Winfeld, ber Differenz ber beiben andern Wintel
und der andern am Hhalbievten Wintel anliegenden Seite.
(Aus c¢:w,, B— C und b.)

Lojung durd) bie Abhnlicheitdmethode und Ort 22, da durdy
die gegebene Winfelbiffeveny ein dem Dreiede ADE, in weldhem
D und E bdie Fuppunfte von h, und w, find, dhnlided Dreiect
AD'E’" gegeben ijt. Dad entjprechende €’ erhilt man nach O. 22
aud obigem Berhiltnid in Verbindung mit dem fonftruierten A X",
Dabdburd) aber findet man dann leidt ein Dreiet A B'C’, weld)ed
pem gejuchten dahnlid ift.

Nufgabe 175. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Winfel, dem Verhdltnid der jugehovigen Hohe zum Um-
fange und dem Radius ded eingejdhriebenen Kreifes. (Aus
X< A, hy:%s unbd o.)

Lojung durd) Rebduftion und Afnlichteitsmethode. Stellt
man ndmlich den Umfang des Dreiects ald DL durc) LVerldngerung
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der Seite BC itber B um BD = B A, und iiber C um CE = CA
dar, o ift W DAE =1R + 5 A und die Aufgabe veduziert auf
oie anbere: Cin Dreied aud einem Winfel, der zugehdrvigen Hobhe
und der Grundlinie zu fonftruieren, indbem man ndmlich itber einer
beliebigen ald Umfang angenommenen Linie D'E’ ein Dreiec A'D'E’
fonftruiert, weldes den Winfel A"= A und eine Hohe A'F ent:
hilt, welde man nad) der Proportion Ls:h, =3 D'E : A'F
fonftruiert. Beftimmt man hievausd das dem gejuchten entjprechende
Dreiect A" B'C’, fo findet man aus diefem mittel3 des eingefdyriebenen
Sreifed leidht dad gejuchte 4’ BC.

Aufgabe 176, Cin Dreied zu fonftruieren ausd den
Berhaltniffen einer Mittellinie zu der zugehorigen und
einer nidht yugehorvigen Seite und der dritten Seite. (Aus
my:a, mg:b und c.)

Lojung durd) die Hhnlichteitsmethode, da ein dem Dreiec
ADC, in weldem D der Fuppunft von m, ijt, dhnliches Dreiect
durd) das Berhiltnis feiner Seiten gegeben ijt.

Nufgabe 177. Cin Dreied zu fonjtruieren aus den
LVerhaltniffen einer Seite gu threr zugehorigen Hohe und
Mittellinie, und dem Radius des umgejdyriebenen Kreijes.
Ausd a: hy, a:m, und r.)

Lojung durd) die Abnlichteitsmethode, nachdem man aus den
gegebenen betben Verhiltnifjen dag Verhaltnid 7, : m, beftimmt Hat.

Aufgabe 178, Cin Dreied zu fonftruieren ausd den
Lerhaltnijjen einer Seite 3u ben Rabien ded ein- und um-
gejdriebenen Kreijesund einer Hohe. (Aus a:», a:o undh,.)

Lojung durd) die Ahnlichteitsmethode, da durch dag Verhiltnis
a:r rvefp. ya:r der Winfel A gegeben ift. Konjtruiert man einen
die Schenfel bed Winfeld beviihrenden Kveid und legt an diefen
yoijdhen die beiden Tangenten eime britte @, welde, wenn ber
NRadiud ded fonftruierten Veriihrungstreijes o’ ift, aus ber Pro-
portion ¢ :a = o':a’ abjuleiten ift, fo erhilt man ein Dreiect
AB'C’, weldjes dem gejuchten dbhnlich ift. Die hiersu erforderliche
Kenntnid der Lojung der

Nujgabe 179. Bwifden 3wei Tangenten eined Kreijes
eine dDritte fo 3u legen, daf dad begrenzte Stitc eine ge:
gebene Ldange erhalte
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wird vermittelt durc) die geometrijhe Thatjache, daf dad Stiict
etner gemeinjchaftlichen inneven Tangente gwijden den gemeinjdaft-
(ichen duferen Der Linge einer duBern wijchen den Deiden Ve-
vithrungdpuntten gleid) ijt.

Aufgabe 180. Cin Dreied zu fonftruieren aud einem
Winfel, dem BVerhdltnis dber zugehorigen beidben Radien
und der dem Winfel entfpredjenden Hohe. (Aus x4, »: 0
und h,.)

Lojung durd) Reduftion auf A. 176. Denn durd) << 4 ift
pag LVerhiltnid r: a gegeben; aud der Berbindung diejed Verhalt-
nifjed mit bem gegebenen »: o fann man aber aud) o : @ ableiten.

Aufgabe 181. Cin Dreied zu fonftruieren aus einem
Winfel, bem Verhdltnijfe feiner Halbierungsdlinie zum
Umfange und bem Radiug ded umgefdjriebenen Kreijes.
(Aug < A4, wo:%s und r.)

Ldjung durd) die Ahnlichfeitdmethode. Bejchreibt man namlich
ben dufeven Veriihrungstreid an dasd gejuchte Dreied, weldher die
Sdjenfel des gegebenen Winfeld 4 in F und G trifft, jo ift be-
fanntlid) A F = AG = dem Halben Umfang des gejuchten Dreiects.
€3 it alfo, wenn D der Fuppuntt desd Winfelhalbierers w, ift,
allezeit ein Dreied AD'G'~ ADG ju fonjtruieren, da von dem-
felben ein Winfel (= 4 4) und dag Verhiltnid von 4D": AG’
(dag Berhiltnis ded Wintelhalbierersd zum halben Umfang) gegeben
ift. Aus Ddiefem erhdalt man aber mittel8 einer Tangente von D’
aud an den in G' und F" berithrenden Kreid ein Dreiet 4 B'C,
weldjed dem gefudhten dfhnlich ift.

Nufgabe 182, Cin Dreied zu fonftruieren aud einem
Winfel, bem Verhdltnid der zugehorigen Mittellinie zur
Summe der den Winfel einjdliefenden Seite und einer
winfelhalbievenden Transverjale. (Ausd <4, m,:b+ ¢
und w, oder w, oder w..)

Lojung durd) Reduftion nadh) der Ahnlichfeitdmethode. Man
verldngert ndmlic) dbie Mittellinie A D diber D hinausd bi3 £ um
fid) felbjt, verbinbet E mit C und verlingert AC big F um
CF = CE. Dann ift im Dreied A EF dad Berhiltnid AE: AF
befannt, ndmlid) 2m,: b 4 ¢, ferner der Winfel F aus A Dbe-
ftimmbar. Man fann daher jundadjt ein Dreied AL F'~ AEF
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fonjtruieren und erhdalt durd) die BVerbindung der Mitte D’ von
AE" mit dem Punfte, in weldem dag in der Mitte von E'F" zu
diejer Linie ervichtete Lot AF” jdmeidet, leidht ein dem gefuchten
abhuliches Dreted A B'C'.

Aufgabe 183. Statt bed Verhaltuijjesd m, : b + ¢ moge
pas Yerhaltnid m,: b — ¢ gegeben jein.

Lojung der vorhergehenden gany analog, wenn man CF = CE
von CA abjdneidet.

Aufgabe 184. Cin Dreied zu fonftruieren ausd einem
Winfel, dbem Verhiltnis der Gegenfeite jur zugehorigen
Hohe und der Summe der den Winfel einjdhliefenden
Seiten. (Aug << 4, a:h, und b 4 ¢.)

Lojung durd) die Abnlichteitsmethode. 1iber einer Heliebigen
B’C’ al3 Sehne bejdhreibe man einen Kreidbogen fiir den Peripherie:
winfel = 4, beftimme dann aus der Proportion a: h, = B'C": z
dbie entjprechende Hohe 4D, wodburd) man ein Dreied 4AB'C’
erhalt, welched dem gejuchten d@hnlich ift. Um hierausd das gejuchte
Dretect abzuleiten, hat man nod) 4B 3u beftimmen. Dasd erhdlt
man aber durc) die Proportion AC'+ AB":b+c= AB’: AB.
Cine Parallele durd) B zu B'C” vollendet das Dreiedt A BC.

Aufgabe 185. Statt der Summe b+ ¢ joll die Differeny
b—c gegeben fein.

Lojung der vorigen gan analog.

Dem aufmerfjamen Lefer fann es nidht entgangen fein, daf
bei vielen der vorhergehenden Aufgaben die Lojung auf die Kon-
jtruftion eines Dreiectd redugiert werden fonnte, dad dem gejudyten
Dretect dhnlich war, und daf man aud diefem meift in einfachiter
Weife da3 gejuchte Dreiet ableiten fonnte. Darum Ddiirfen wir
aud) die Ahnlichteitsmethode eine fruchtbare Methode der Reduftion
nenmen. —

LWenn man in den vorhergehenden Aufgaben unter Beibehaltung
der Stiicfe pder Bebingungen, ausd weldjen das dhnliche Hilfsdbreied
abgeleitet werden fonnte, an Stelle ded dritten Stiicted, weldjes
aur Definitiven Vejtimmung der Grivfe ded gejuchten Dreied diente
und ftetd eine Linge war, irgend eine anbdere am Dreiece vor-
fommenbde Linge ober eine Kombination foldjer Langen, in Gejtalt
von Summe oder Differeny, al3 gegeben annimmt, fo erhdlt man
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ftatt jeder eingelmen Aufgabe jo viele, al3 wie viele veridhiedene
britte Stiide man ald gegeben annimmt. Auf diefe Weife faun
man aud den vorhergehenden Aufgaben leidh)t mehrere hunbdert auf-
ftellen, wenn man von den zabhlreichen Geraben, weldhe an einem
Dretecfe vorfommen, und bderen Kombinationen irgend eine ald
britte3 gegebened Stiid annimmt. Die Wufjtellung einer NReibe
biejer Aufgaben und ihre Lojung ift ur Mbung jehr zu empfehlen.

§ 27. @8 joll hier noch eine weite Gruppe von Ubungs-
beijpielen folgen, die mehr gemijchter Natur find, wihrend in der
vorfergefenden Gruppe DreiecEsfonitruftionen und Konftruftionen
anberer gejchlofjener Figuren pravalievten. Jur Lojung derfelben
find nmur in den Fdallen ausfiihrlidhere Unbeutungen gemadht, in
welden fid) entwebder gropere Sdhwierigfeiten zeigten, ober die Art
ber Lojung ein Hervorragended Jnterefje darbot.

Aufgabe 186. Cinen RHombusd zu fonftruierven, von
weldem gwei Seiten auf jwei gegebenen Parallelen liegen,
und Ddejfen beiden anderen Seiten jede durd) eimen ge=
gebenen Puntt gehen jollen.

Bur Lojung beriidjichtige man, dap ein Rhombus wei gleide
Hohen Hhat. Da die eine gegeben, jo giebt die Tangente ausd einem
ber gegebenen Punfte an den um den andern mit diefer Hohe al3
Radiugd bejdjriebenen Kreid bdie Lage Der Dbritten Seite. — Jwet
Aufldjungen!

ufgabe 187. Auf einer von zwei Pavallelen ift ein
Puntt gegeben, ein anberer auferhald bderfelben. Man
foll ein Parallelogramm fonftruieren, wovon 3wei Gegen-
feiten auf den Parallelen [(iegen und eine Ede in dem
auf der einen Pavallelen gegebenen Punite; die Gegen-
jeite Diefer Ccte foll durch) den anbern Punft gehen und
pas Parallelogramm einen gegebenen Umfang erhalten.

Lojung. Jft ABCD bda3 gejudhte Pavallelogramm, und
liegen AB und CD auf den Parallelen, 4 in dem gegebenen
Punfte, und geht BC durd) den andern Punft P, und man ver-
lingert AB um BE = BC, fo ift AE ber halbe Umfang, alfo
E befannt; ferner ift A BEC gleidjdjentlig, und daher die Hohe
von E gleid) ber Hohe von C, aljp gegeben. Eine Tangente

http://rcin.org.pl



1V. {1bunggbeijpiele. 79

purd) P an einen um F zu bejdjreibenden Kreid giebt dann bden
Punft B; aber nur bdie eine.

Aufgabe 188. Dasd unter gleiden Bedingungen hin-
fidhtlich) jeiner Lage zu fonfjtruievende Parvallelogramm
foll eine gegebene Seitendiffereny Haben.

. Lojung mittel8 der andern Tangente.

NAufjgabe 189, Dag Verhialtnid bder Seiten des 3u
fonftruierenden Parvallelogramms joll gegeben jein.

Lojung. Aud dem Seitenverhiltnid ergiebt fidh dag Ber-
hiltnis der Hohen, von bdemen die eine befamnt ift. Cin Kreid
um A und eine Tangente von B an Ddiefen vollenden die Lojung.

Aufgabe 190, Cinen Kreidbogen jo zu teilen, daf die
3u den Teilen gehovigen Selhnen ein gegebenes BVerhdlt-
ni8 Haben.

Lijung einfad).

Aufgabe 191. Cin Dreied zu fonjtruieven aud einer
Hobhe, der zugehorigen Mittellinie und dem gugehovigen
Wintelhalbiever. (Aus h,, m, und w,.)

Lojung mitteld ded umgejdhriebenen Kreifes.

Aufgabe 192, Durd) zwei Puntte einen Kreid zu be-
fdhreiben, der einen andern jo {dhneidet, daf die gemein-
jame Sehne Tangente eined zweiten gegebenen Kreifes
wird.

Lojung. Der Durd)jdnitt der gemeinjdaftlichen Sehne mit
ber Verbindbung der gegebenen Punfte ijt dad Potengzentrum bdesd
einen gegebenenr, de3 gefuchten und jebes britten burch) die ge-
gebenen Punfte gehenden und den erften Kreid bevithrenden Kreifes.
Diefer Durdhjdnittdpuntt (Gt {ih aljo in einfachjter Weife be-
ftimmen. Die Tangente aud diefem Punfte an den anbern ge-
gebenen Kreid jdneidet den erften unter der gemeinjdhaftlichen Sefhne,
und ein Kreid durd) die gegebenen Punfte und jene Durd)jdhnitts-
punfte, was immer moglich ift, ift der gejuchte. — Bwei Kreife!

Nufgabe 193. Cin Dreied, fongruent einem gegebenen,
fo gu fonftruieren, dafp zwei Seiten dedjelben durd) ge-
gebene Punfte gehen und die Halbierungslinie des ein-
gefd)lojfenen Winteld Tangente eined gegebenen Kreifes
werde.
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Lojung. Bejdretbt man itber der Verbindbungslinie bder
Bunfte B und €, durd) weldhe die Seiten A5 und AC des
gejuchten Dreietd gehen jollen, als Sehne einen Kreid, der iiber
B'C" einen Peripheriewinfel gleih dem befannten Wintel A faft,
fo ift bie Mitte ded Bogend B'C’ (auf der anderen Seite) ein
Punft des Winfelhalbierers, weldjer aljo, da er aud) Tangente
an einem gegebenen Kreife jein foll, feiner Lage nach beftimmt it.

Aujgabe 194. Jn einen gegebenen Kreid ein Viered
3u bejdhreiben, das zugleid) ein Tangentenvieved ift, wenn
von Demfjelben eine Diagonale und der Wintel der Dia-
gonalen gegeben ift.

Liojung. Legt man bdie gegebene Diagonale AC in den
Krei, jo fennt man, da die Ridhtung der andern Diagonale BD
gegeben ift, bie Mitten der su BD gehorigen Bogen. Dadurd
find aber die LQinien befannt, welde die Winfel 4 und C Ddes
gejuchten Bierectd Halbieren und einander in dem Mittelpuntte
De3 eingejdhriebenen Kreifed jhneiben. Die Verbindung bdiefesd jo
gefundenen Mittelpunfted mit den Mitten der zu AC gehbrigen
Bogen giebt die Diagonale DB,

Aujgabe 195. Cin Sehnenvieved zu fonftruieren aus
feinen Diagonalen, einem Winfel und dem Wintel, den
die vom Sdeitel ded gegebenen Winfelsd audgehende Dia-
gonale mit einer Gegenfeite madt.

Lijung. Durd) die Diagonale DB und << 4 ift der um:-
gejdyriebene Kreid gegeben; und man erhdlt durd) dem anbern
Wintel entweder BA oder DA, jedenfalld aljo den Punft 4.

Aufgabe 196. Cin Vieved zu fonftruieven aus drei
Geiten und den Winfeln an der vierten Seite.

Lojung durd) Pavallelverjhiebung. Jft ndmlih 4D bdie
vierte Seite, an weldjer die befannten Wintel 4 und D liegen,
und man verjdjiebt 4B in dbie parallele Lage DB’, jo ift das
DreiecE DB'C durd) feine zwei Seiten DB’ und DC und ben
eingejchlofjenen Winfel CDB’, der fid) aus A4 und D ableiten
lipt, gegeben. Aud der befannten Nidjtung DA und der gegebenen
Linge OB erhilt man je einen Ort fiir B.

Aujgabe 197. Cin Vieved zu fonftruieven ausd feinen
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Diagonalen, dem Winfel derjelben und den Winteln,
welde eine Diagonale mit wei Gegenjeiten madt.

Lojung durd) Parvallelverjdhiebung. Sind die Wintel wijden
ver Diagonale AC und ben Gegenjeiten BC und AD bie ge-
gebenen, jo bringe man die andere Diagonale DB durd) Parallel-
verjdhiebung in die Lage CB’. Uldbann ijt A ACB’ gegeben,
dba < BOB' beftimmbar ift. Fiiv B und D Hhat man ferner je
einen Ort durc) die Wintel, weldhe AC mit den Gegenjeiten BC
und AD bilbet, ywijdhen weldje man DB # CB’ zu legen Hat.

Aufgabe 198, Auf einer Gevaben einen Punft zu be-
ftimmen, fo daf die von ihm an zwei Kreife gezogenen
Tangentenpaare unter jid) gleiche Winfel bilben.

Lofung durd) O. 22, wad man erfennt, wenn man bden ge-
fuchten Punft mit den Mittelpuntten der beiden Kreife verbindet.

Aufgabe 199. JIn 3wet Kreifen wet parvallele Radien
fo 3u ziehen, dafp biefelben von einem Punfte auferhalbd
ber Rreife unter gleichen Winteln erjdeinen.

Lojung durd) Umlequng. Sind die parallelen Radien 4 X
und BY jo gezogen, daff I APX = < BPY ijt, macdht bann
PAA = PB und legt Dreied PAX jo an B, bap BC= PA
und s BOD = < APX wird, jo hat man durd) Y die Parallele
YP' ju ziehen, damit der Schentel de3 Winfels BCD durd) ¥
gehe. Dann ift I BP'Y = APX = BPY und aljo Y mittel3
be3 Rreifed durd) B, P und P’ beftimmbar, da P’ felbjt leicht
i beftimmen ift.

Nufgabe 200. Cin Dreied zu fonftruieren aug einem
Wintelhalbiever und den beiden Differenzen zwijden den
andern Seiten und den Abjdhnitten der vonm jenmem ge-
teilten Dreiedsjeite.

Lojung. Jft 4D der gegebene Wintelhalbiever, und man
madhgt auf BC jowohl BE = BA, ald aud) CF = CA4, fo find
DE und DI bie gegebenen Differenzen, und AE und AF die
Grundlinien weier gleichjdjentligen Dreiecfe. Hieraus folgt, daf
der AEF umgejdjriebene Kreid fongentrijh ift mit dem ABC
eingejdjriebenen RKreife. Den Durdymefjer 4 DG jened Kreifed be-
ftimmt man aug der Gleiung DE . DF = AD . DG, woraud

man gunddjt DG findet. Dann legt man in den jo beftimmten
Brodmann, Methodil. 6
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Sreid dad Dreied AEF, beftimmt den Radiud ded dem Dreiecte
ABC eingejdriebenen Kreifes (er ift dag Lot vom Mittelpuntte
bes erftern Sreifes auf EF), bejdyreibt diefen und vollendet A4 BC
purc) Tangenten an diefen.

Aufgabe 201. Cin Trapey 3u fonftruieren aus jeinen
Diagonalen, dem Winfel derfelben und der Summe weier
aneinander {toffenden Seiten.

Lojung durd) Parvallelverjchiebung bder einen Diagonale in
biec Cde, wo die beiden Seiten zujammenitoen, deven Summe
gegeben ift. Veridhiebt man 3. B. DB in die Lage CE, wenn
CD + OB befannt, jo ift A ACE gegeben. Madht man nun
EBF gleid) der gegebenen Summe, jo ijt BF = BC, aljo B
leicht zu Deftimmen, wenn man FC jieht.

Aujgabe 202. Diejelbe Aufgabe mit der Anbderung,
bafp ftatt jemer Summe die entipredende Differeny ge-
geben jein joll.

Lofung in analoger Weife einfac); nur Hat man die ge-
gebene Differeny auf der EB in entgegengefepter Ridhtung ab-
jutragen.

Aufgabe 203. Su zwei Punften auf der Peripherie
eined SKreijes eimen Ddritten jo zu Dbeftimmen, daf bas
Redyted aud den Cntfernungen dedjelben von den beiden
eriten Punften gleid) fet bem Quadrate iiber der die beiden
eviten Punfte verbindenden Sehune.

Lojung. Durd) die Punfte 4 und B auf der Kreidperipherie
ift ber Winfel AXDB gegeben. Durd) diefen und dag Probduft
der einjchliependen Seiten ift aucd) der Jnhalt des Dreieds 4 B X
gegeben, jo dafy man, wenn man A B als Grundlinie diejes Dreiects
anfieht, die zugehovige Hobhe finden fanm.

Bujab. Bezeichnet man den fonjtanten Wintel 4 X B durd) «,
die Hohe von X auf AB dburd) s, AB jelbjt durd) a, jo ift der
Inbalt de3 Dreiedd AXB =3A4X.BX.sina=4a’. sine
= 4a.h, woraud fid) ergiebt: o =a .sine. Soll das NRedjtect
AX . BX irgend einem gegebenen Quabdrate, etwa m?, gleid) fein,
jo erhidlt man % sin @ = ah, woraud 7 al$ vierte Proportionale
ju fonjtruieren ift. — Dag Magimum jened Redjteces ift leicht
i beftimmen.
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NAufjgabe 204, Auf einer Kreidperiphevie einen Punkt
su Dejtimmen, deffen LVerbindung mit den Endpuntten
3weier gegebenen Streden gleide Dretede bilben.

Lifung. Aug den gegebenen Strecen A B und CD [Gft fich
0ag Verhdltniz der Hohen von dem gejuchten Puntte ausd beftimmen,
daraud ein Ort fiir diefen Punft. — Aud) wenn dag Verhdltnis
der entjtehenden Dretecfe ein gegebenes fein foll, etwa m2:m, fo
[aft fih dad Verhiltnis bdiefer Hobhen beftimmen. Man finbet
h:l/=m.CD:n.AB, wenn L und " 3u AB und CD ge-
horen. Dag Verhiltnid m . CD:n. AB ikt {id) aber leicht in
ein linearesd BVerhiltnid p : ¢ ummwandeln.

Aufgabe 205. BVon einer Geraden ausd an einen Kreis
eine Sefante gu 3iehen, welde auf der Gervaden jenfredt
fteht und durd) die Kreidperipherie halbiert wird.

Lojung mitteld einer Tangente, welde 3wijdhen der gegebenen
Geraden und dem Kreife eine Linge Hat, weldhe bem Dianteter de3
Sireifed gleid) ift; ber Veriithrungdpuntt ift der diametrale Gegen-
punft ded Endpuntted der Sefante.

Aufgabe 206 bisg 208. Von dem einen Durd)jdnitts-
punfte zweier Kreije in jeden eine Selhne zu legen, jo daf
diejelben einen gegebenen Winfel mit einander bilden und

Aufgabe 206 eine gegebene Summe bilden.

Lojung mittel8 Drehung ded einen Kreifed in eine Lage, in
weldjer die beiden Cebnen eine Gevade bilben. Diefe Drehung
(aft fich in pweifacher Weife ausfihren. — Haben bdie gegebenen
Kreije die Mittelpuntfte M und M, ijt P der Durdjjchnittdpuntt,
vou weldem ausd die Sehuen PX und PY jo gezogen find, dafp
X XPY = o und PX 4 PY = s ift, {o verlingere man XP
fiber P Hinaug big Y', fo daf PY = PY ift, und madje
A PYC>~PYM und zwar jo, daf C und M’ an verjchiedenen
Seiten von X PY" liegen. Bejchreibt man dann um C ald Mittel-
punft mit CP = CY" al8 Radiusd einen Kreid, jo ift dies der
freis M in der meuen Lage, in weldjer die gejuchten Sehuen eine
eingige Gevabe bilben. Ter Mittelpunft C ijt aber leiht zu be-
ftimmen, da fid) in einfachjter Weife ergiebt, daf << M PC=2R — «
ijt. Jn bie Kreife M und C laft fih aber leicht durdy P bie
Gerade X LY’ jo legen, daf XP + PY = s wird. Dann hat

6*
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man in den Kreid M’ die Sehne PY nur jo ju legen, baf << X PY =«
witd. €3 ift aldbaun PY = PY’, alfo XP+4 PY =s. Loer
man legt PY als PY” auf PX und fonftruiert A PC'Y '~ PYM'~
fo, bap € und M  an derfelben Seite von PY” liegen. Dann
ift C" der Mittelpuntt ded dem RKreife I' fongruenten KNreifes, in
weldjen man von P aud eine Sehune zu legen hat, weldhe mit der
in den RKreid M fallenden Sehne die gegebene Summe bildet. —
Die erftere Umlegung ift vorjuziehen.

Aufgabe 207 eine gegebene Differens bildemn.

Lojung in gany analoger Weife mittel8 bder erfteren Um-
legung desd einen SKreijes.

Aufgabe 208 einander gleid) jind.

Lojung ebenfalld mittels derfelben Umlegung.

Aujgabe 209, Durd)einen Punftinnerhalbdes fleineren
sweterfonzentrijden Rreijezwijdendiebeiben Peripherien
eine Gevade ju legen, die in diefem Puntte halbiert wird.

Lo jun g mittel3 eines leidht su fonftruievenden Pavallelogramms.
— Bwei Lojungen!

Uujgabe 210. Durd) einen der Durd)jdnittdpuntte
sweier Kreife in den einen eine Sehne 3u legen, welde
dburd) die Peripherie ded andern nad) einem gegebenen
Yerhiltnig geteilt wird.

Lojung. Sdneidet die Sehne PY im Kreije I dbie Peri-
pherie De3 Rueifed M in X, und die durcd) Y zu M X gezogene
Parallele die BVerlangerung von PM in Z, jo lapt fidh mittels
Proportionen jowohl der Punft 7, ald aud) die Linge von 27,
und Hierdurd) der Punft Y bejtimmen.

Aufgabe 211. Auf der Verldangerung eined Diameters
einen Puntt ju beftimmen, deffen Cntfernung von einem
gegebenen Punfte auf bem Durdymejfer gleid) ift ber aus
ihm an den Kreid gezogenen Tangente.

Lojung vedugiert fid) auf die Konftruftion eined vechtwintligen
Dreiects, von weldem man eine Kathete und den Uberjdhuf der
Hypotenufe iiber Ddie anbdere SKathete fennt. Diefe Konjtruttion
erveiht man am einfadjiten, wenn man die befannte Differen
dadurch darjtellt, daf man bdie Hypotenuje auf die anbdere Kathete
legt, jo dap diejelbe al3 wirflicher Nberichuf erjdheint.
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Bur Determination fet bemerft, daf der gefuchte Punft
nur auf derjelben Seite vom Mittelpuntte liegen fann, auf welder
der gegebene Punft liegt.

Aufgabe 212. Von zwei Punften auferhaldb einesd
Kreifed zwei Sefanten durd) dehjelben Punft der Peri-
pherie zu 3iehen, o baf die Sehne zwijden den Enbd-
punften derfelben von gegebener Grife jei.

Lojung einfad) mit Hilfe von O. 15, da ber Peripherie-
winfel itber einer ber Grofe nac) gegebenen Sehne einesd Kreifed
gegeben ift.

Aufgabe 213, Durd) zwei Punfte auf der Reripherie
eined Kreifed zwet Sehnen zu demfjelben dritten Punfte
3u ziehen, fo daf jie ndtigenfalld verldngert ein gleid)-
fdhentliged Dreted bildenm, dejjen Grundlinie auf einer
gegebenen Geraden liegt.

Lojung einfad), wenn man durd) einen der gegebenen Punfte
eine Parallele zur gegebenen Gevabden jieht.

Aufgabe 214. Jn einen Kreid eine Sehne von ge-
gebener Grofe jo zu legen, daf jie durc) eine anbderve
Sefhne halbiert wird.

Lojung leidt.

Aufgabe 215. Durd) einen der Durdyjdnittdpuntte
yweier Kreife eine Gerade o zu legen, daf auf den ent-
ftehenden Sehuen gleicdhe Peripheriewinfel ftehen.

Lojung mitteld eined Loted im gegebenen Durdhjchnittspuntt
qur gejuchten Gevaden, weldes den Winfel zwijchen den ju jenem
Durdyjdynittdpuntte gehdrigen Durdymefjern der beiden Kreife halbiert.

Aufgabe 216. Bu den parallelen Seiteneined Trapezes
eine Parallele fo 3u legen, dap fie durd) die Diagonalen
pedjelben in brei gleidhe Teile geteilt wird.

Lojung. Jjt XYZT | AB und CD fjo gezogen, daf
XY =¥7— Z1 b, |0- it 1teta. wenn miy 26T €A R it
XY =ZT, wie fid) leiht beweifen (dft. €38 fommt alfo davauf
an, awijden Seite 4D und Diagonale BD die XZ | AB jo zu
legen, dafy fie durd) AC Balbiert werde, dap aljo XY = Y7
werde.  Jjt nun E der Durdhjdynittspuntt der Diagonalen, jo hat
man wegen Afnlichfeit der Dretede YZE und CDE junichit die
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Proportion: YZ: DC = YE: EC. Uud) befteht die Proportion
XY:DC=AY: AC. Goll numn YZ = XY fjein, jo ergiebt
fih AY: YE = AC:CE, b. h. Punft Y ijt vievter havmonijdher
Punft ju 4, E und C, und war fonjugiert zu C.

Bujag. Hierburd) ift aud) die Aufgabe geldjt: Bwijden jwei
Dretectajeiten in gegebener Ridhtung eine Gevade zu legen, welde
durd) die dritte Seite Halbiert wird. Aud) ift die Lojung durdh
vorjtehende gegeben, wenn ftatt der Gleichheit der Stiife XV
und YZ ihr Berhdltnis m : n gegeben ift. Man erhilt fiiv diejen
Sall AY: YE=m.AC:n.EC.

Aujgabe 217. Bwijden zwei Pavallelen eine Gerade
bon gegebener Linge fo 3u legen, dafy fie die Grundlinie
eined gleid)jdentligen Dreieds wird, dejjen Spipe ein
swijden den Pavallelen gegebener Puntt ift.

Lojung mittels einer duvd) jenen Puntt ywijcdhen die Parvallelen
gelegten Gevaden, weldhe jene gegebene Groge hat, und eines auf dicjer
Gervaden in jenem Punfte ervichteten und bis zuv Mittelparallele
verldngerten Lotes.

Determination. Der Punft muB auferhalb der Mittel-
pavallele liegen. D:rjelbe darf aud) auBerhalb der Pavallelen liegen.

Aufgabe 218, An einen Kreid eine zu einer gegebenen
Geraden jenfredite Sefante jo zu ziehen, dbaf diefelbe
opurd) die Peripherie nacd) einem gegebenen Verhdaltnis
(unter anbern nad) ber sectio aurea) geteilt werbde.

Lifung. Jjt X YZ biefe auf der gegebenen Geraden fent-
redjte Sefante, jo laft fidh in jedem Falle der Durchidhnitt des
ju Z gehorigen Diameters mit der gegebenen Geraden aud dem
gegebenen Berhaltnig beftimmen.

Hujgabe 219. Durd) einen gegebenen Punft eine Ge-
rade durd) die Schentel eined Winfeld zu legen, daf die
von ben Sdjenfeln abgejdnittenen Stitcfe ein gegebenes
NRedhtec bilben.

Lojung durd) Umlegung. Jft 5 M AN bder gegebene, P ber
gegebene Puuft, deflen Lage wir innerhalb ded Winfeld annehmen,
und fdneidet die Gevabe X PY von den Scenteln AM und AN
die Stiife AX und AY ab, jo daf AX . AY =m.n ijt, fo
siehe man PC und PD yparallel ju AN und ADM big in AM
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ud AN und auBerdem YE || DX bi8 in AM. Dann {ind C
und D Dbefannte Punfte. Ferner ift AD: AY = AX: AE,
woraud fid), da AY. AX = m .n gegeben ijt, der Punft E be-
ftimmen ligt. Nun it PC=AD, alfo AD: AY=PC: AY
und PC: AY — CX: AX. Daber ift u)CX: AX=AX: AE
und dadurch ein BVerhdltnis auf eine befannte Gerade umgelegt.
Aus diefer Proportion erhilt man aber

AX —CX:AX=AFE — AX:AE, ober AC:AX=EX:AE,
woraud man den Punft X beftimmen fann, indem man AE in X
fo teilt, dafy dad Nechte aus ben beiden Stiiden diefer Strecte
einem befannten Redytede (AC. AE) gleid) wirdh. Dad gejdhieht
aber daburch), bdaf man bdie mittlere Proportionale Fwijden AC
und AFE in einen itber A K al3 Diameter bejdyriebenen Halbfveis
fenfrecht auf bem Diameter einlegt. Der Fuppuntt bderjelben ift
per Tetlpuntt.

Bujap. Liegt der Punft P auferhalb ded Winfel3, o madhe
man bdie entjprechenden Konjtruftionen und jtelle die entjprechenden
Proportionen auf, beachte aber bei der Ableitung ber Schlufproportion
die gednderte Lage der Punfte.

Nufgabe 220. Bwijdhen die Schentel eines Winfels
eine Gerade in gegebener Ridhtung o 3u legen, daf die
Cntfernungenihrer Enudpunfte voneinem gegebenen Puntte
einander gleidh) find. (BVergl. A 217.)

Lijung. Man beftimme die Mitte der einzulegenden Geraden
burd) gwei Orvter. Der eine Ort it die von dem gegebenen Punfte
auf die gegebene Ridytung gefillte Senfrechte (biefe Ridhtung fann
ald Gervabe durd) den Scheitel des Wintels gegeben fein). Der
andere Ort ift die Verbindbungslinie de3 Scheitel8 mit der Mitte
einer beliebigen, aber in der gegebenen Richtung wijchen die Schenfel
gelegten Gerabden.

Aufgabe 221, Cinen Punft yu bejtimmen, von weldem
aud 3wei gegebene Streden unter gegebenen Winfeln
erjdheinen. (Pothenotiche Aufgabe.)

Lijung mitteld O. 15.

Bujat. Die Aufgabe wird unbeftimmt, wenn die gegebenen
Winfel {id) su 2 R ergdngen.

Aufgabe 222. Cinen Punft ju beftimmen, von weldem
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aud zwei gegebene Kreife unter gegebenen Winfeln er-
fdheinen.

Lifung durd) Reduftion auf die vorhergehende Wufgabe.

Aufgabe 223, Cinen Kreid zu fonftruieven, dejjen
Mittelpunft aufeiner gegebenen Gervaden liegt, und dejjen
PReripherie gegebene Abjtinde von zwei gegebenen Ge-
raden hat. :

Lijung. Die Diffeveny der Abjtinde ded Mittelpuntted ded
gejuchten Kreifed von den beiden Geraden ift befannt, und daraus
lift fich ein Ort fiir Denjelben ableiten. Diefer Ort ift ndmlicd
die Halbievungslinie ded Winfels, den die entferntere Gerade mit
ber andern madt, wenn man Ddiefelbe um bdie gegebene Differeny
parallel verjchiebt.

Aufgabe 224. Cinen Kreid zu bejdreiben, der die
Hypotenufe eined redhtwintligen Dreiedd berithrt, durd
ben Sdeitel desd redhten Winfeld geht, und dejjen Mittel-
punft auf einer Kathete liegt.

Lijung jebhr einfad.

Aufgabe 225, Jn einem Bieved einen Punft zu be-
ftimmen, defjen Entfernungen von dem einen Paarve Gegen=
feiten eine gegebene Summe bilden, wdhrend bdie Cnt-
fernungen dedfelben von dem andern Paare ein gegebenes
Verhaltnis haben.

Qofung leidht mit Hilfe aweier Orter, von Ddemen der eine
aud der gegebenen Summe, der andeve aud dem gegebenen Ver=
hiltnid abgeleitet wird. Der der gegebenen Summe entjprechende
Ort ift die Halbierungslinie ded Winfels, den die um diefe Summe
parallel verjobene eine Gerade mit der andern madht. Der anbere
Ort, weldjer dem gegebenen Verhiltnis entjpricht, ift die Ber-
bindbungslinie ded3 Durchjdhnitted Dder betveffenden Geraden mit
einem Deliebigen Puntte, deffen Cntfernungen dasd gegebene Ber-
hiltnig Haben. Cin foldher Punft ift aber in einfad)jter Weife
s beftimmen. (S, Nadytrag 12.)

Bujag. Die Aufgabe ift in dhnlidher Weife u (Hien, wenn
dbie beiden Paare Entfernungen zwei gegebene Summen, Differenzen
oder Verhiltnis, oder eine Kombination diefer Grofen bilben jollen.
Man fjtelle diefe fiinf Aufgaben auf und (Bje diejelben!
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Aufgabe 226, BVon einem Punfte aud durd) wei
Dreiectsfeiten eine Gerabe zu legen, fo daf die Durd-
fdnittdpuntte mit den Cden an bder dritten Seite die
Cden eined Sefhnenvierecds bilben.

Lojung einfad.

Aufgabe 227, Auf einer Gervaden einen Punft ju be-
ftimmen, bder gleidhe Cutfernung von einem gegebenen
Punfte und einer gegebenen Geraden hat.

Lifung durd) einen Kreis, weldjer durd) den gegebenen Puntt
und Ddefien Gegenpunft in bezug auf die Gerade geht, in welder
per Mittelpunft liegen foll, und die andeve Gerade berithrt; alfo
Apollonijdhes Berithrungdproblen.

Aufgabe 228. Durd) zwet Kreife eine Gevabe ju legen,
jo daf die entftehenden Sehnen gegebene Grifen exhalten.

Lojung mitteld einer gemeinjdaftlichen Tangente an wet
leicht zu Deftimmende, mit den gegebenen fongentrijdhe Kreije.

Aufgabe 229, Durd) einen gegebenen Punft eine Ge-
rade 3u legen, weldye durd) den Durd)fdnittdpuntt zweier
Gevaden geht, ohne daf man Hierzu dieje Gervaden bHis
ju ithrem Durd)jdnitt verlangert.

Lojung. Bieht man durd) die Geraden wei beliebige Pa-
vallelent, die eine durch) den gegebenen Punft, und teilt die andeve
nac) demjelben LWerhdltnis, nach weldem bdie erftere durch) den
Punft geteilt wird, jo geht die Verbindungslinie beidber Teilpuntte
durd) den Durchjdnittdpuntt der Geraden.

Aufgabe 230, Jneinen Kreid ein Dreied eingujdreiben,
wenn die Mittelpunfte der yu den Seiten gehorigen Bogen
gegeben jind.

Lojung. Die Verbindbungslinien der gegebenen Mitten mit
pem Mittelpunfte des Kreifed tehen auf den Seiten des gejuchten
Dretects fenfrecht. Darvaus ergiebt ficd) aber, daf die Winfel, welde
diefe Berbindbungdlinien macdhen, die Supplemente der Winfel bed
gejudyten Dretectd find. MWan fann aljo in einfacdhjter Weife einen
diejer Winfel und durch) ihn die gegeniiberliegende Dreiectsieite der
Grofe nad) Deftimmen und diefelbe entjprechend einfegen. Die
oritte Ccfe ift dann leicht zu beftimmen.

Cine elegante LWojung erhialt man durd) Amwvendung bder
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Drehung. Dreht man ndmlicd) etwa die Ccfe A zuerft um », jo
baf der Punft um ebenjo viel jenjeitd y liegt, wie jest diedjeits,
dann weiter um o und endlid) um B (o, B und p bezeidnen die
Mitten der Bigen BC, CA und AB), jo fehrt 4 in feine an-
fangliche Lage suviid. Macdht man nun diefelbe Operation mit
einem Punfte D der Peripherie zwijhen 4 und B, jo wird nad
Bollendbung derfelben D in einen Punft D’ fallen, der an der
andern Seite von A4 in gleider Cntfernung liegt, wie D. Man
fann nun von einem beliebigen Punfte D ausgehn und die durch
die Drehung ersielte Lage D’ beftimmen; dann ift die Mitte des
Bogens DD die Ede A, worauf die beiden andern Ccden B und
C leicht zu beftimmen find.

Aufgabe 231, Um einen gegebenen Kreid ein Dreiect
3u fonftruieven, dafy dbie Ccden auf die Verldngerungen
preier gegebenen NRabien fallen.

Lojung. Jft M der Mittelpuntt de3 gegebenen Kreifes,
XYZ bag verlangte Dreiet und {ind «, p und p bejiiglich die
Winfel der gegebenen Nabdien und der Veviithrungsradien, jo [(aft
fih die Differeny je zweier diejer Wintel beftimmen, und da ihre
Gumme befannt ift, aud) jeder Winfel eingeln. Dadurc) evhilt
man aber zunddjt einen BVevithrungspunft, durd) den dad gefudite
Dretect gegeben ijt.

Aufgabe 232, Auf der Potenzlinie jweier Kreije einen
Bunft 3u beftimmen, jo daf die 3wei ausd diefem Puntte
burd) zwei in den Peripherien gegebene Punfte ge-
jogenen Sefanten die Kreije yum zweiten Male in Puntten
{dyneiden, deven Verbindungsdlinie fenfredht zur Poten;:
linie ift.

Lojung mitteld Drehung. Jft ndmlid) X der gefuchte Punft
und find XAC und X BD bdie gejuchten Sefanten, fo drehe man
pen Kreid, auf weldhem A liegt, um die Potenzlinie, dann fallen
A und C auf befannte Punfte 4" und C’. Nun find die Vierece
ABDC wnd CA'BD Cehnenvievece; denn aud)y XA'. X’
= XDB.XD. RQeidt ergiebt i) alddann, dafp L XA’ A=< XBA
ift, woraus folgt, baf aud) XA'BA ein Kreidvieved ift, und alfo
per RKreis durd) 4, A" und B den Punft X beftimmt. — Bwei
Lojungen!
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Nufjgabe 233. Auf einer Gervadben auBerhalb eines
Kreifed, auf welder ein Punft 4 gegeben ift, einen 3weiten
Punft X jo zu beftimmen, daf die Entfernungen desfelben
von Der Rreidperiphevie und dem gegebemen Puntte ein
gegebened Verhaltnid Haben. g

Lijung. Sdyneidet die Berbindungslinie des gejuchten Punftes
X mit dem Mittelpuntte I de3 gegebenen Kreijed diejen in Y,
und ift XY : XA =m:n, jo ift aud), wenn die Pavallele M B
ju AY bi3 in bdie gegebene Gerade gezogen wird, MY : AB
=7r:AB = m:n. Darvaud Bt {i) AB und B M bejtinumen.
Die Parallele durc) 4 zu BIM beftimmt dann im allgemeinen
swei Punfte Y, deven jedem ein X auf der Geraben entjpricht.

Bufap. Jjt die grofte Entfernung des gejucdhten Punttes
pon der Kreidperipherie (ftatt der oben gewdhlten fleinften) gemeint,
fo ijt die Ljung gany analog. Dad zu fonftruievende A B fallt
in bem Falle nad) der andern Seite von A.

Aufgabe 234, Lon zwei Punften auferhalb eines
Kreijes 3wei Sefanten, welde fid) auf der Pevipherie
jdhneiden, jo ju ziehen, daf die Sehne 3wijden den beiden
andern Durdhjdnittdpuntten von gegebener Grife fei.

Lojung durd) Orter. Durc) die gegebene Grofe der Sehue
ijt der augehorige Peripheviewinfel, durch bdiefen aber ein Kreis-
bogen itber der Verbindbungglinie der gegebenen Punfte ald Sehne
ald Ort fiiv den gemeinjanmen Durchjdnitt beiber Sefanten mit
der Peripherie gegeben.

Aufgabe 235. Auf einer Sehne eine gegebene Strece
fo abzutragen, dafp bie von den Cndpunften der Strede
aud gezogenen Diameter zwifden ihren Cndpunften eine
Selhne enthalten, welde der gegebenen pavallel ijt.

Lijung. Die Mitte ber Strede ift der Fuppunft des Lotes
vom Mittelpunfte des Kreijes auf die gegebene Sehne.

Aufgabe 236. Die entftehende Sehne joll von ge-
gebener Grofe jein.

Lojung. Jft M der Mittelpunft de3 gegebenen SKreijes und
XY bie auf der Geraden abgetragene Strece, jo fennt man von
dem Dreiecte M/ X Y die Grundlinie X Y, die Hohe M C und durd)
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die gegebene ©rofe der entjtehenden Sefhne aud) den Wintel an
der Spige. Durd) die Konftruftion diejed Dreiedd erhilt man
MX und MY, wodurd) die Qage der Punfte X und ¥ auf ber
Gevaben beftimmt wird. — Bwei verjdjiedene Lagen!

Aufgabe 237. Die gegebene Strede auf der Sehne
jo abzutragen, dafy die von den Cubpunften derfelben
auf einen gegebenen Durdymejjer gefallten Lote gleidye
Sehnen in dem Kreife bilben.

Lojung. Die WMitte der Strede ift der Durd)jchmitt der
gegebenen Geraden mit dem im Kreidmittelpuntte um gegebenen
Diameter ervichteten Lote.

Aufgabe 238 und 239, Die ausd den Cudpuniten der
abgetragenen Strede an den Kreid gezogenen Tangenten
follen einander gleich (odber pavallel) werden.

Lojung fiiv beide Aufgaben leicht. Diefelbe wird fiir die
letere vermittelt durch eimen zuv gegebenen Gevabenm pavallel ge-
jogenen und bi3 in die Tangenten verlingerten Diameter. — Die
gegebene Strecfe muf in diefem Falle mindeftensd gleid) dem Dia-
meter fein.

Yufgabe 240. Durd) jwei gegebene Puntte auf einer
RKreidperiphevie zwei einander auf der Pevipherie jdhnei-
benbe Sehnen jo zu ziehen, daf fie ein gleid)jdhentliges
Dreiecd bilden, deffen Grunbdlinie auf einer gegebenen
Gevaden liegt.

Lojung. Bieht man durd) den eimen der gegebenen Punfte,
etwa A, eine Pavallele zur gegebenen Geraben bi3 in bie andere
Sefne, die in Y gejdynitten werden moge, jo laft fid) die Grofe
pes Winfeld AYB aud dem bdurd) die Sehne 4B gegebenen
Wintel an der Spige des gleichjchentligen Dreiectes ableiten, wo:
durd) man einen weiten Ort fiiv ¥ evhdlt.

Aujgabe 241. Durd) die zu ziehenden zwei Sehnen
joll auj ber gegebemen Geradben eine gegebene Strede
abgejdynitten werden.

Lifung durd) Pavallelverjdhiebung und O. 15.

Aufgabe 242, Die 3u jiehenden Sehnen jollen auf
einem gegebenen Durdhmefjer vomMittelpuntte ausd gleiche
Stiide abjdneiden.
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Lijung. Sdneiden die Sehnen A X und BX auf dem Dia-
meter CD bie gleiden Stitke MY und MZ ab, und man jieht
pen Diameter AE, jo ift ST EZDB al8 Supplement ded durc) die
Punfte 4 und B gegebenen Peripheriewinfeld befannt, daher ein
Ort fiilv Z nad) O. 15 gegeben.

Aufgabe 243. Die Sehuen follen in analoger Weije
gleidhe Stiide auf einer gegebenen Sefhne abjdneiden.

Lojung der vovigen gany entjprechend, wenn man, ftatt den
Diameter von A aud 3u ziehen, A4 mit der Mitte der gegebenen
Gehne verbindet und diefe Verbindungdlinie um fid) felbjt big A
verlingert. €3 ift bann wieberum << A'ZB und durd) diejen ein
Ort fiiv Z nad) O. 15 gegeben.

YAufgabe 244, Bu 3wei Sefanten PAB und PCD eine
dritte PXY jo 3u 3iehen, daf Bogen AX = DY wird.

Lojung. Man erfennt leicht, daf bdie Sehne XY= 4D
fein muf, da die zugehorigen Vogen gleich {ind.

Aufgabe 245. Jn ein gleid)jdhentliges Dreied drei
Sreije jo zu bejdyreiben, daf jeder 3wei Seiten ded Dreieds
und die beiben andern Kreife beriihrt.

Lijung. Die Mittelpunfte der die Grundlinie und je einen
Sdjentel beriihrenden Kreife find die Durdhjchnitte der Halbierungs-
linien der Winfel an der Grundlinie einerfeitd und der Halbierungs-
linie der von der Hohe an der Grundlinie gebildeten vechten Wintel
andeverjeits. Der Ddritte Kreid ergiebt fich dann leidht.

Bujap. Fiiv ein gleidhjeitiges Dreied erledigt fid) Hiernad)
die Lojung in einfachjter Weije. Die Kreife werden natiiclid) gleid,
und ihre Mittelpuntte (iegen in den drei Hohen jo, daf ihr Ab-
ftand vom Fuppuntte gleid) der Halben Seite ift.

Anmerfung. Die entfprechende allgemeine Aufgabe: JIn ein
beliebiged Dreiect dret Kveife zu bejchreiben, welde fich) gegenjeitig
und je zwei Seiten bed Dreiectd beriihren — bdagd jogemannte
Malfatti’jhe Problem — ift in einfacher Weife nicht geldit.
Denn die von Steiner gegebene Lojung ift trop ihrer Elegany
dod) jtemlich) fompliziert, und Malfatti’3 eigene Lojung ift trigono-
metrijd) und durchausd nidht einfad). Wiv diirfen deshald auf die
Lojung diejer allgemeinen Aufgabe hier verzidyten.

Nujgabe 246. Jn einen gegebenen Kreid drei gleiche
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Rreife fo 3u bejdyreiben, dafy jeder die beiden andern und
ben gegebenen berithrt.

Lijung Die BVeriihrungdpunfte in dem gegebenen Kreife
find die Cndpuntte dreier NRadien, weldje miteinander Winfel von
120° machen. Diefe find aljo zunddjt zu beftimmen. Die Be-
rithrungdpuntte der Kreife unter fih find aber die Durdhjdynitts-
punfte der Halbierungslinien der Winfel, weldje die urjpriinglich
gesogenen Nabien mit den BVerbindungslinien bder VBeviihrungs-
punfte im gegebenen Sreife bilden. Aud den jo Dbeftimmbaren
Berithrungdpuntten ergeben fid) die Mittelpunfte bder gejuchten
Kreife jehr leicht.

Aujgabe 247. Jn ein Quadrat vier gleidhe Kreife o
3u bejdyreiben, Daf jeder von ihnen zwei derfelben und
jwei Seiten ded Quadratd berithrt.

Lifung leidht. Die Mittelpunfte der gejuchten Kreife {ind
die Mitten Der Halben Diagonalen de3 gegebenen Quabdrates.

Aufgabe 248, Jn ein Quadrat finf gleide Kreije jo
ju bejdyreiben, baf einer die viev itbrigen und jeber diefer
vier nod) zwei Seiten ded Quadrated beriihrt.

Lojung. Der Durd)jdnitt O der Diagonalen ift offenbar der
Mittelpunft bed einen Kreifed, der die vier andern beviihrt. Die
Mittelpuntte der andern vier Kreife liegen auf den Diagonalen.
Jit mun X auf 04 der Mittelpunft eined der vier iibrigen Kreife
und Y defjen Veriihrungdpunft auf 4B, fo ift, wenn man OY
sieht und bi3 in Dbie verldngerte DA, i3 in Z verldngert, wie
fich Leicht evgiebt, AZ = § A0. Hiernad) find aljo die Berithrungs-
punfte in den Seiten, und davausd die Mittelpunfte der gejudhten
Sreife leicht zu beftinumen.

Aufgabe 249, Jn ein veguldresd Fiinfed fiinf gleidye
Kreife zu befdhreiben, von denmen jeder zwei ber dibrigen
und zwei Seiten ded Fiinfeds beriihrt.

Lojung. Die Mittelpuntte der gejuchten Kreife liegen auf
den grofien Rabien des Fiinfedd und zugleid) auf der Halbierungs-
linie Dded rvechten Winfels, den dad von einer Ccde desd Fiinfeds
auf die Gegenjeite gefillte Lot (ober auch ber fleine Radiug mit
diefer Seite) bildet. Der Radius ergiebt fich) dann leicht.

Aufgabe 250. Jn ein veguldved Fiinfed fedhd gleidye
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Rreife zu bejchreiben, von bemen einer die fiinf iibrigen
und jeder von diefen nod) zwei Seiten ded Fiinfeds be-
rithrt.

Lojung dhnlidh) wie in A 248 durd) Bejtimmung der Be-
rithrungdpuntte in den Seiten.

Aufgabe 251 und 252, Jn ein requldred n-ed n gleide
freife, wie in A 249, und (v 4+ 1) Kreife, wie in A 250
ju bejdyreiben.

Lojung. Jm erftern Falle ergeben fich die Wittelpuntte der
gefuchten Kreife, weldpe jamtlich auf den grofen Radien desd n-ecds
liegen, durc) Halbievung ded vechten Winfels, den der fleine Radius
mit der Seite ded Polygond mad)t; im andern Falle werben die
Berithrungdpuntte auf den Seiten durd) ein dhnliches Verfahren
beftimmt, wie bei A. 250 gejchehen ift.

Aufgabe 2563. Von zwei Punften auf der Peripherie
eined Kreifed nad) einem dritten Puntte zwei Sehuen fo
3u ziehen, dap zwijden den Durd)jdnitten ihrer Ber:
langerungen mit der Peripherie eined zweiten Kreijes
cine Sefhne von gegebener Grife entfteht.

Lojung durd) Pavallelverjdhiebung. Schneiden die Sehnen 4 X
und BX bed Kreijed M verlingert die Peripherie des Kreifes O
in ¥ und Z jo, daf YZ bdie gegebene Grofe s hat, und man
verjchiebt YA pavallel mit fid) bis in die Qage ZA4', jo liegt Der
Durd)jchnitt wijdhen OA" und ber Kreidperipherie O um den durd)
bic Sebhne s gegebenen Bogen vom Durd)jdynitte der Centvale O I
mit derfelben Peripherie entfernt. €3 ijt aljo die Lage von 0 A’
gegeben, und da AA'=s ift, aud) Punft 4" Verbindet man
mm A" mit B, jo it BZA" = X, welder Winfel durd) die
Bunfte 4 und B gegeben ift. Der Punft Z ift aljo bejtimmbar.

Bujag. Fiiv die Determination ift su beviidficdhtigen, daf
die Gripe der Sehne fid) auf die Sehne ywijdhen den erjten, jweiten
Durd)jdnitten, und je einem erften und pweiten Durchjdynitte Le-
jtehen fanm.

Aufgabe 254. Cinen Kreisd zu bejdhreiben, welder
eine gegebene Gevade in einem gegebenen Punfte beviihrt
und eine anbdere Gerabe unter einer gegebenen Selhne
jdyneidet.
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Lojung mitteld ded Tangentenjapes, wenn die gegebenen Ge-
raben fonvergent find; ind diejelben parallel, jo find die Enbdpuntte
ber abzujdyneibenden Sefhne unmittelbar gegeben.

YAufgabe 255. Cinen Kreid zu bejdyreiben, der einen
andern RKreid in einmem gegebemen Punfte berviihrt und
eine gegebene Gerade unter einer gegebenen Selhue
fdhneidet. .

Lijung mit Hilfe der gemeinjamen Tangente im gegebenen
Beriihrungspuntte durcd) den Tangentenja.

Aufgabe 256, Cinen Kreid zu befdhreiben, der durd
swei Punfte geht und eine Gevade unter einer gegebenen
Sehne {dneidet.

Lofung mit Hilfe des Sefantenjapes, wenn die BVerbindbungs-
linie Der Puntte der gegebenen Geraden nicht pavallel ift; im andern
Falle wie in A 254.

Aufgabe 2567. Cinen Kreid ju bejdreiben, der durd
einen gegebenen Punft geht, eine gebene Gerade unter
gegebener Sehne jdhneidet, und defjen Mittelpuntt auf
einer andern gegebenen Geraben liegt.

Lijung durd) Reduftion auf A. 255, da fid) leicht ein Fweiter
Punft der Peripherie ded gejuchten Kreifes beftimmen [dft.

Aufgabe 258, Um einen Punft cinen Kreid zu be-
fdhreiben, fo bafy die von pwei andern Punften an den:
felben gezogenen Tangenten einengegebenen Winfel bilben.

Lojung mitteld O. 15.

Aufgabe 259. Um ein Parallelogramm ein Redyted jo
3u befdyreiben, daf zwei durd) zwei Gegeneden ded Pa-
rallelogramms gehende Seiten dedfelben in diejen Puntten
halbiert werden.

Liojung leicht.

Aufgabe 260. Von dem Durd)jdynittdpunite zweier
Tangenten ausd an den Kreid eine Sefante o zu ziehen,
daf die Bogen zwifdhen den Verithrungdpuniten und den
Durdyjdhnitten der Sefante mit dem Kreife gleid) werden.

Lijung. €8 ergiebt fidh) leiht, dafp dag inmere Stiict der
Gefante der Beriithrungsjehue gleid) fein muf.

Aufgabe 261. Von dem Durd)jdnittdpunfte zweier
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Sefanten ausd eine dritte jo zu ziehen, dap die Bogen
swifden einem Durd)jdynitte diefer dritten Sefante mit
derPeripherteundeinem Durd)jdnittedererjtern Sefanten
einander gleid) werden.

Lojung. €3 Bt {ich dad innere Stiid der dritten Sefante
ahnlich wie bei A 260 beftimmen.

Aufgabe 262. Bu einer Sefante eine zweite von dem-
felben Punfte aud jo ju ziehen, dah die Bogen jwifden den
Durd)jdnitten beider mit bem Kreife eine gegebene Summe
bilben.

Lojung durd) NReduftion. Jjt PAB bdie gegebene, PXY
bie gefudhte Sefante, jo daf AX 4 BY eine gegebene Grife ijt,
jo mache man Bogen ¥YC = AX, aljo BC gleid) der gegebenen
Gumme, und [bje fiir die Sefanten PB und PC bdie . 261.

Aufgabe 263. Jn einen KreiZabjdnitt ein Bieved zu
bejdhreiben, Dejjen eine Seite die Sehne ded Abjdnittes
ift, wenn nod) in ber verldngerten Sehne der Durd)-
fhnittspuntt mit ber Gegenfeite und ber Wintel der Dia-
gonalen gegeben ift.

Lojung. Aud dem Winfel der Diagonalen und dem durd)
bic Sebne gegebenen Peripheriewintel ift der Peripheriewintel itber
der Gegenjeite, alfo aud) dieje jelbjt bejtimmbar.

Aujgabe 264, Die WA 262 mit der Abdnberung, daf
ftatt Der Summe die Differeny der entftehenden Bogen
eine gegebene jein joll

Lojung durd) Parallelverjchiebung und Beriidfidhtigung, daf
awijdjen zwei pavallelen Sehnen gleidhe Bogen liegen.

Nujgabe 265, Aus vier gegebenen Streden ald Seiten
ein Bieved jo u fonftruieven, dafy eine Diagonale einen
Winfel halbiert.

Lojung leidht durd) einfache Umlegung einer der Seiten, welde
pen Dalbierten Winfel einjchlieBen,” auf die anbdere.

ufgabe 266, Zwei Dreiecsjeiten jo ju durd)jdneiden,
baf ein dboppelt zentrifdes BVieved (Sehunen: und Tan:-
gentenvieved zugleid)) abgejdnitten wird.

Lojung. Die Ridhtung der an den eingefdriebenen Kreid
3u ziehenden Tangente ijt gegeben.

Brodmann, Methodif. 7
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Anmerfung. Aud) die Verlingerungen zweier DreiecEsfeiten
itber Die britte fann man zu gleidhem Bwede durdhjdyneiden.

Aufgabe 267. Bu drei Punften auf der Peripherie
eined Sreifed einen vievten fo zu beftimmen, dap ‘ein
ZTangentenvieved entitefht.

Lojung vedugiert fidh) auf die Konftruftion eines Dreieds
aud Grundlinie, Gegemvinfel und Differeny der beiden anderen
Seiten.

Aufgabe 268, Zu drei Tangenten an eimem Kreife
eine vierte jo zu fonftruicren, daf ein Sehnenvieved
entiteht.

Lojung wie zu A 266.

Aufgabe 269, Jn einen Kreid ein red)twinfliges
Dreied jo zu bejdreiben, daf die Katheten jede durd
einen gegebenen Punft gehen.

Lijung durd) O. 6.

Aufgabe 270. Cin Dreied aud einer Hohe und der
sugehdrvigen Mittellinie jo zu fonftruieren, daf die ju-
gehdrige Seite boppelt jo grof wird, wieeine der andeven
Seiten. (Aus hy, m, und a =25,

Lojung einfad).

Aufgabe 271, Um ein Quadrat ein auberes zu be:-
fdhreiben, dejfen Seite gegeben ift.

Lojung durd) die Konftruftion eined rechtwintligen Dreiects
aud der Hypotenuje und der Summe der Katheten.

Aufgabe 272. Cinen Kreid zu fonjtruieren, fo daf
3u 3wei Sehnen von gegebener Griofe Bogen gehoren, von
benen der eime doppelt jo grop ift, ald dber andere.

Lojung. Wenn man fid) die gegebenen Sehnen von einem
Punfte aud eingelegt denft, jo laffen fih) die Endpuntte derjelben
Deftimmen. €in Kreid um dad fo erhaltene Dreiect ift der gejudhte.

Aufgabe 273. Auf einer Geraben zwet Punfte in
gleidger Cntfernung von einem gegebenen Punfte jo ju
beftimmen, daf ihre Cntfernung in einem anbern ge:
gebenen Punfte unter gegebenem Winfel erjdeint.

Lofung fehr leiht mitteld O. 15.

Aufgabe 274, Cin Dreiect ju fonftruieven ausd einem
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Winfel, der Differeny der einjdhliefenden Seiten und der
Differeny der Abjdynitte, in weldye die gegeniiber [iegende
Seite durd) die betreffende Hohe geteilt wird.

Lojung. Trigt man von 4 ausd auf 4B und A C die gegebenen
Tifferenzen ald8 AD und AE ab, jo laft fidh) aud der Gleichheit
von BD, BE und BC die Grife ded Winfeld 4 £ D beftimmen.
Derjelbe ift gleih 2 R — 3 B, wenn B der gegebene Winfel ijt.

Aujgabe 275. Cin Treied zu fonftruieven aus einer
Seite, dem Gegenwinfel und der Summe aus einer der
beiden andern Seiten und einem Bielfad)en der dritten
Seite. (UAud a, 4 und b+ n.c)

Lojung. Berlingert man Seite b iiber 4 hinaud um n.c
bi3 D, fo ijt Dreied BAD fjeiner Form nad) gegeben. Dann
legt man von C aud bdie gegebene Seite a mit bem andern Enbd-
punfte auf DB und fann dasd verlangte Dreiect durd) eine Pa-
rallele erhalten.

Aufgabe 276, Cin Sefhnenvieved ju fonftruieren aus
3wet gegenitber [iegenden Seiten und den beiden Dia:-
gonalen.

Lojung. Jft ABCD bda3 verlangte Sehnenvieved, von
weldem bdie Gegenjeiten BC (=10b) und DA (=d), fowie bdie
Diagonalen AC =e und BD = f gegeben {ind, und man zieht
BF| CD i3 in DA, jo (Gt fich aus der Ahnlichteit der Dreiece
BDF und ABC bie Linge DF, jowie dad Berhiltni3 BA: BF
(=e:f) beftimmen. Der Puntt B ift dann durd) zwei Orter
st fonftruieven und aud) die vierte Ede C leicht zu beftinumen.

Aufgabe 277, Cin Dreied ju fonftruieren, von weldem
pie Durchfdhnittdpuntte jeiner Hohen mit der Peripherie
ped umgefdyriebenen Kreifes gegeben jind.

Lojung. Die Lote aud dem WMittelpuntte ded RKreifed auf
die BVerbindungslinien der Durdjjdynittspuntte geben die Ecten de3
gejuchten Dreiects.

Aufgabe 278. JIn einem Kreife einen Diameter jo ju
jiehen, daf das Lot auf denfelben von eimem Puntte
auferhalb bed Kreifes bie mittleve Proportionale ywijden
feinen Abftanden werde.

Lofung. Jft M der Kreidmittelpuntt, P X dag Lot auf dem

7*

http://rcin.org.pl



100 LV. {1bungabeijpiele.

Diameter AMB und XY Tangente ded RKreifes, jo ergiebt {ich
PX=XY!=MP?— MX?*= MX?— »> und daraud 2M X*
= MP?+ », worau3 fid) M X der Grife und Lage nad) ergiebt.

Aufgabe 279, Cin Dreied ju fonftruieven aus einer
Seite, einem anliegenden Winfel und bder Differeny
jwijden der Gegenfeite diefes Winfeld und der Hiohe
auf die erfte Seite. (Aus a, B und b — h,.)

Lojung. Berlingert man die Hohe A, itber a hinaus, jo
baf 4 E= AC wird, jo ift die dritte Ccfe A ded gejuchten Dreieds
der Wittelpuntt des Kreifes, weldher durch C geht und die Pavallele,
weldge durd) E ju a gezogen wird, beriihrt.

Nujgabe 280, Jn einen Kreid ein Dreied zu fon-
ftruieven, von dem eine Seite der Grofe und Ridtung
nad) gegeben ijt, wenn die Halbierungsdlinie ded Gegen-
winfeld durd) einen gegebenen Punft gehen foll.

Lofung ergiebt fih leicht, da die Mitte des Bogens BC ein
yweiter Punft ded Wintelhalbievers ift.

Aufgabe 281. Jur Konjtruftion eined Dreieds fei die
Ridtung einer Seite, die Halbierungslinie ded gegen:
itber liegenden Winfeld und ein Punft diejer gegeben.

Lojung durd die Abnlicheitsmethode, da eine beliebige Sehne
de3 Rreifed von Dder gegebemen Richtung der Seite a die WMitte
be3 zugehorigen Bogend bejtimmt.

Aufgabe 282. Bwijden zwei Dreiedsjeiten eine ge-
gebene Strede fo einzulegen, daf die Abjdnitte diefer an
ber dritten Seite ein gegebened Verhialtnisd haben.

Lojung. Jft XY bdieje Strede wijhen 4B und BC und
AX:CY = m:n, jo nehme man CD beliebig und bdie Parallele
DE 3u AB jo, ba DE: DC = m : n ijt, und beftimme in CE
pen Punft ¥’ mitteld eined Kreijed um A, deflen Rabdiud bie ge-
gebene Strede ift. Dann gicbt die Parallele durcd) Y su DE ben
Punft Y.

Aufgabe 283. Cin Dreied zu fonftruieren, wovon eine
Cde, der Hohendurdjdnitt und der Punft gegeben ift,
in weldem ber ju jener Cde gehorige Radiug ded um:
gejdriebenen RKreifed bdie Gegenfeite trifft. (Gegeben
Cden 4, H und D,.)
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Lojung. Unmittelbar gegeben find die Dreiede A H D, und
AH,D, (H, ift ber Fufpunft der Hohe aus A). Da nun der
obere Hohenabjchnitt doppelt jo grof ift, wie die Mittelfentrechte
auf der Gegenjeite, fo [dRt fich der Mittelpuntt ded umgejdhriebenen
Rreifes, diefer felbft und durd) diefen die Ecdpunfte B und C leicht
beftimmen.

Nufgabe 284. Statt D, in der vorigen Aufgabe joll
D, gegeben fein. (Dreied aus 4, H und D,.)

Lofung. Unmittelbar gegeben it A 4 HD, DBejdureibt
man um ABC den Kreid und verlingert BD, bi3 in K in die
Peripherie dedjelben, jo ift ST ABE = ACE = HAD, Paraus
ergiebt fid) fiiv B ein Ort, der anbere ift dag Lot von H auf AD,.

Nufgabe 285, JIn ein Dreied ein einem anderen dhn-
[ihed jo 3u bejcdhreiben, dafh eine Ccde dedjelben in einen
gegebenen Punft einer Seite fallt.

Lojung. Jft DXY bag verlangte Dreied und D bie ge-
gebene €cde tn BC, und man bejdjreibt um dasjelbe den Kreis, jo
entftehen am Durdhjdnitt £ desfelben mit der Berbindungslinie
DA bdie Wintel XED und YED, welde befannten Winteln
gleich find. Wenn man bdaher in einem Dbeliebigen Punfte E’
jener LVerbindungglinie diefe Winfel durd) £’ X" und E'Y" anlegt,
jo wird X'Y" ber gefuchten X Y parallel, daher ift die Wufgabe
auf A. 125 vedugiert, weldhe man aud) jo [ofen fann: Um da3
beliebige Dreied E'X'Y’ Dbejdjreibe man einen Kreid. Diefer
fdmeide DA in D', bann find DX und DY Parallelen ju D' X’
und DY,

Aufgabe 286, JIn ein Parallelogramm einen Rhombus
ju bejdyreiben, deffen Diagonalen ein gegebenes Wer:
hialtnis Haben.

Lofung auf bdie vorige Wufgabe zuriidzufithren, da bdas
Rarallelogramm  und der eingujdreibende RHombusd bdenjelben
Diagonalendurdhjchnitt Hhaben.

Aufgabe 287. Jn ein Dreied ein andered zu be-
jdhretben, dejfen Seiten zu ben Seiten bed erften fent:
red)t ftehen.

Lojung wie zu A. 285, wovon diefe Aufgabe ein jpesieller Fall.

http://rcin.org.pl



102 IV. {lbungsbeifpiele.

Aufgabe 288, Durd) ywei Punfte 6His an 3wei einander
fdneidende Gerade zwei Gerade fo zu legen, daf die
Stitde bis an bdie Geraben ein gegebenes BVerhiltnis
haben und die Gevaben einen gegebenen Winfel mitein-
anbder bilben.

Lofung. Sind AX und BY durd) 4 und B big an die
Geraden MC und NC fjo gelegt, baf AX: BY — m: n ift und
baf fie den gegebenen Winfel ¢ einjdhliefen, jo verjd)iebe man X A
und Y B pavallel mit fih nach) CA" und CB’, wodurd) die Auf-
gabe auf A. 275 vedbugiert wird, dba T A'CB’ = ¢ wird.

Aufgabe 289 und 290. Jn ein Kreisdfegment ein gleid)-
{dentliges Dreied jo einjuzeidhnen, daf die Spise ded-
felben im Mittelpuntte der yugehorigen Sehne liege und
die Grundlinie und Hohe dedjelben eine gegebene Summe
(ober Differeny) bilben.

Lofung. Berlingert man im erftern Falle die Hihe CF desd
gejuchten Dreiects um die Grundlinie, jo (aft i) der Durchjchnitt
der Verbindungslinie ded Enbdpunttes ber BVerlingerung mit einem
Cubdpunfte der Grundlinie und der Sehne einfacd) bejtimmen. —
Smandern Falle lege man die Grundlinie auf die Hohe und ver-
fabre ebenjo.

Aufgabe 291, BVoneinem Dreiece jei Die Seite AB =¢
der Grofie und Lage nad) gegeben, fermer der Winfel 4
und der Durd)jdnitt D der Seite ADB mit dem zu C ge-
horigen Durdhymefjer ded umgejdriebenen RKreijesd; das-
felbe zu fonfjtruteren.

Lojung. Jft M der Mittelpuntt bed umgejchriebenen Kreijes,
fo erfennt man leicht, da << B M D ein gegebener ift. Der Mittel-
puntt ijt aljo durc) wei Orter gegeben.

Aufgabe 292. Cin Dreied ju fonftruieren aud einer
Seite () und dem gegeniiber liegenden Winfel (4), wenn
bie Stitfe befannt find, in welde eine Trangverjale 4D
ben Winfel 4 und die Seite a teilt.

Lofung. Durd) den befannten umgejchricbenen Kreid fann
man mit Hilfe der gegebenen Winfeljtiicfe in einfachfter Weife
aufier D einen zweiten Punft der Transverfale beftimmen.
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§ 28. Sdliepli) moge nod) da3d rvemommierte BVevithrungs:
problem ded Upolloniug bHier eine Stelle finden, damit wir dem
fonft bevechtigten Vorwurfe entgehen, eine fithlbave Liide gelaffen
aut haben. Nac) bem Berichte ded Pappusd hatte Apollonius
in zwei verloven gegangenen Biidern megl émapdrv fein Problem
behandelt: Wenn von Punften, Geraden und Kreijen irgend dret
der Qage nad) gegeben find, einen Kreid zu bejcdhreiben, welder
burcd) die gegebemen Punfte geht und bdie gegebenen Geraden und
Kreife berithrt.*)

Jn diefem Berichte vereinfacht Pappud dad Problem bdesd
Apolloniug gleidhjam al3 Vorbeveitung auf dasdfelbe dabhin, daf
er ftatt dbreier Clemente nur 3wei al8 gegeben annimmt und einen
Kreid zu fonftruieven verlangt, defjen Radiud gegeben ift. Dies
fo mobdifizterte Problem ded Pappus umfaht jech3 Aufgaben, namlid):

Mit gegebenem Rabdiusd einen Kreid ju bejdyreiben,
welder

Aufgabe 293. Durd) 3wei gegebene Puntte geht,

Aufgabe 294. Durch einen gegebenen Punft geht und
eine gegebene Gerade beviihrt,

Aufgabe 295. Durd) einen Punft geht und einen ge:-
gebenen Kreisd beriifhrt,

Aufgabe 296. Jwei Gerabde beriihrt,

Aufgabe 297, Cine Gevabe und einen Kreid beriihrt,

Aufgabe 298, Bwei gegebene Kreife beriihrt.

Die Lojung diefer jechs Aufgaben [aft fich durd) alleinige
mwendung einfac) ju beftimmender Orter bewirfen.

Bum [bergang zum eigentlichen Berithrungsproblem des
Apolloniug it inded nod) eine anbdere Miodififation desdjelben
fehr pwedmipig, ndmlicd) die Lojung der Aufgabe:

Gegeben {ind dret obiger Clemente, und zwar ftetd darunter
ein Punft auf einer Geradben oder auf der Peripherie eined Kreijes;
einen Kreid zu fonftruieren, weldjer die gegebene Gerabe oder den

*) Cine Wiederherftellung der verlorenen Schrift ded Apolloning Hhat
befanntlid) Francideusd BVieta durcd) die im Jahre 1600 Heraudgegebene
Sdrift verjucht: Apollonius Gallus, seu exsuscitati Apollonii Pergaei
wegl émapdy geometria.
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gegebenen Rreid in dem auf bdiefem Elemente gegebenen Punfte
bevithrt.

Wiederum ergeben fid) fech3 Aufgaben, namlich:

Cinen Kreid zu bejdyreiben, dejjen Berithrung mit
der Geraben oder dem RKreife in dem gegebenen Punite
ftattfindet, wenn gegeben jind

Aufgabe 299. Cin Punft und eine Gerabe mit einem
Punfte auf ihr,

Aujgabe 300, CinPunftund ein Kreid mit einem Puntte
in feiner Peripherie,

Aufgabe 301, Bwet Gerade und ein Puntt auf einer
derfelben,

Aufgabe 302. Cine Gerade und ein Kreid mit einem
Punfte auf der Geraden,

Aufgabe 303. Cin Kreid und eine Gevade mit einem
Punfte auf der Peripherie ded Kreijes,

Nufgabe 304, Swet Kreife und ein Punft auf dem Um-
fange bes eimen Rreifes.

Die Lojung aud) diefer fechd Aufgaben ift einfach). 2A. 299
wird ndmlid) geldft durd) O. 3 und 8; A. 300 durd) O. 3 und 10;
A 301 durd) O. 5 und 8; A. 302 und 303 finben ihre Cr-
ledigung durd) einfache Beftimmung ded jede3maligen anderen Be-
riihrung3puntted; demn wenn ein Kreid eine Gerade und einen
anberen Kreid bevithrt, jo liegen die VBerviihrungspunfte in einer
Geraben mit bem einen Cnbpuntte ded auf der Gervaben fenfrechten
Diameterd des beriifhrten RKreifes. Aud) bei A. 304 (it fich der
Berithrungspuntt auf dem andbern Kreife beftimmen, da beide mit
einem hnlichteitspuntte der beiden RKreife in einer Geraben liegen.
Cinen andeven Weg der Lojung erhdalt man, wenn man diefe Auj-
gaben af8 fjpezielle Fdlle bded eigentlichen Berithrung3problems
anfieht, dbas nun folgen joll.

Da bdrei Clemente fid) mit Wiederholung zu Ddrei auf

8::4.b

5 w10 Avten fombinieven laffen, jo enthalt die Apollonijdhe

Beriihrungdaufgabe zehn Aufgaben, namlich
Cinen Kreid zu befdreiben, welder
Nufgabe 305. Durd) drei gegebene Punfte geht,
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Aufgabe 306, Durd) 3wei gegebene Punfte geht und
eine gegebene Gerade beriihrt,

Aufgabe 307. Durd) zwei Punfte geht und einen ge:-
gebenen Kreid berithrt,

Aufgabe 308, Durd) einen Punft geht und zwei Gerabe
beriihrt,

Aufgabe 309, Durcdeinen Punft geht und eine Gerabde
und einen Kreid beriihrt,

Aufgabe 310. Durd)einen Punft geht und zwei Kreife
berithrt,

Aufgabe 311. Drei Gerabde beriihrt,

Aufgabe 312, Bwei Gerade und einen Kreisd beviihrt,

Aufgabe 313. Cine Gervade und zwei Kreife beriihrt,

Aujgabe 314, Drei Kreife beriihrt.

Die Aufgaben 305 und 311 diirfen wir, da {ie ald im
planimetrijgen Syjteme unerldflige Elementaraufgaben voraus-
gefept werden, hier iibergehen. Die Lojungen bder itbrigen wollen
wir fury anbeuten.

Bu Nufgabe 306,

Sdyneidet die Verbindungslinie der gegebenen Punfte B und
A die gegebene Gerade in C, jo fann man in der Geraben Dden
Berithrungdpuntt auf Grund desd Tangentenjapesd beftimmen. Jwei
Lojungen!

Jit die BVerbindungsdlinie der Punfte pavallel zur gegebemen
Geraden, o lapt fid) der Berithrungdpuntt leichter beftimmen.
Cine Lojung!

Bu Aufgabe 307.

Die gemeinjdaftliche Tangente und bdie Verbindungslinie der
gegebenent Punfte jchueiden einanbder im Potenjzentrum, weldjes
man Ddurd) eimen beliebigen SKreid durd) bdie gegebemen Punfte
einfach) beftimmen famn. Die Tangenten aud Ddenjelben an den
gegebenen Kreid beftimmen bdie Berithrungdpuntte. Jwei Lojungen!

Bu Aufgabe 308.

Lojung auf A 307 zu vedugieren, da bder gejudhte RKreid
auc) durd) den Gegenpunft desd gegebenen Punftesd in Bejug auf
die den Winfel der beiden Geraben Halbierenden Gerade gehen muf.
Sind die gegebenen Geraden pavallel, fo ift bie Lojung einfadjer.
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3u Aufgabe 309,

Lojung dbhnlid) wie zu A 302 ober 303.

Bu Aufgabe 310,

Lojung mitteld eined fongentrijhen RKreifes auf A. 307 zu
redugieren.

Bu Aufgabe 312,

Lojung mittel8 eined fongentrijchen Kreifed auf A. 308 3u
reduzieven.

3u Aufgabe 313.

Lofung durd) einen fomgentrijhen Kveid auf A 309 ju
vedugieven.

Bu Aufgabe 314,

Lojung durd) einen fongentrijden RKreis auf A 310 zu
reduzieren.

V. RNadtrag.

§ 29. Damit der ftrengen Wifjenjchaftlichteit geniigt werde,
mbgen Hier nod) einige ufgaben Behandlung finden, auf welde
wir im Borhergehenden wiederholt Lojungen veduiert haben, die
man aber trop der Cinfadhheit ihrer Lojung nidht zu den Elementar-
aufgaben ded Syftems 3u vechnen pflegt. Wegen ihrer Bedeutung
fitr bie Reduftion infolge ihrer Hiufigen Anwendbarfeit werden
wir Ddiefelben ausfithrlid) behanbeln, gumal diefelben al8 friihejtes
1bungsmaterial beftens empfoflen werden fommen.

1. Durd) einen Punft zwifden den Sdhenfeln eines
Winfeld eine Gerabe fo jwijden die Sdentfel zu legen,
paf jie in jemem Punfte Hhalbiert wird.

Lojung. Jjt die Gerabe XY zwijden den Schenfeln A B
und AC des Winfel8 BAC in P Halbiert, und man legt etwa
ourd) X eine Parallele zu AC, bann wird jede durd) P wijdhen
pen Schentel 4C und bdie Parvallele gelegte Gerade £ PD in P
hatbiert. €3 Laft fih aljo mitte[8 einer beliebigen PD, dbie man
itber P bi8 E um fidh felbft verldngert, und durch die Parallele
dhurd) E ju AC der Punft X beftimmen. (Meift findet man bei
der Lojung3angabe diefer Aufgabe ald die willtiivliche Gervabde bdie
Berbindung des Punftes P mit dem Scheitel des Wintels. Der
Borteil diefer Gevaben befteht dann darin, daf die Parallele durd)
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den Cnbdpunft ihrer Berlingerung zu jedem der beiben Schentel
gezogen ywerden famn.)

Bieht man durd) P eine Parvallele zu AC big in 4B, fo
ird A X BHalbiert, woraus {ic) eine andere Art ergiebt, den Punft
X ju beftimmen.

Bujap. Sollen die Stiife X P und PY bda3 Verhiltnis
m : n haben, fo ergiebt die Betrad)tung der entjprechenden Dreiecte,
welde in diejem Falle dhnlich find, ebenjo einfache Ljungen. —
Fiir die Determination ift ju beadyten, daf bdie Lojung der Auf-
gaben fitr zwei pavallele Gevabe im allgemeinen unmiglich ift;
penn dag Verhdltnid der Stiicfe einer jeden wijcdhengelegten Ge-
raben ift fonftant. — Die Lojung bleibt fiir beide Fialle analog
und einfad), wenn der gegebene Punft auferfhalb des Winfeld liegt,
und die zu jiehende Gerabe durd) den einen Schentel Hhalbiert oder
nad) einem gegebenen BVerhiltnid geteilt werden joll.

2. Bwijden zwei Kreidperipherien eine Gevade ju
legen, welde in einem gegebenen Punfte halbiert (oder
nad) einem gegebenen Verhdltnifie geteilt) wird.

Lofung. Jft XY bdie gejuchte Gerade, weldhe jo zwijden
pen Revipherien der Kreife M und M, liegt, daf X P = PY ijt,
fo verlingere man MP iiber P bi8 N um fid) felbjt. Die Be-
trachtung ded Parallelogrammd XM YN giebt leicht die Unalyfis
fiiv den erftern Fall. Jm weiten Falle erhalt man leidht jwei
afhulidje Dretecfe M X P und NY P, welche ebenfalls eine einfadje
Analyfis evgeben.

Bujap. Statt ded einen der beiden Kreife famn aud) eine
®erade gegeben fein, was die Lojung nur umwvejentlid) modifiziert.
— DBehujs der Determination beachte man den doppelten Durd)-
fdhnitt einer Gevaben mit einer Kreisperipherie!

3. Durd) einen Punft innerhalb eined Kreifed eine
Sehue zu legen, welde in diefem Punfte halbiert wivd.

Lijung leicht, wenn man beriictiichtigt, dafy die Lerbindungs-
(inie De3 Mittelpunttes einer Sefhne mit dem SKreidmittelpuntte
auf der Sefhne fenfrecht jteht.

4, Auf einer Geraden (odev einer Kreidperipherie)
einen Punft ju beftimmen, von weldem ausd die Tangente
an einen gegebenen Kreid von gegebener Ldange fjei.
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Lofung. Die Cntfernung ded gejudhten Puntted vom Mittel-
punfte des bevithrten Rveifes [t {ich al8 Hypotenuje einesd redt-
winfligen Dreiectd beftimmen, deffen Katheten gegeben find. — Jft
im erftern JFalle die Cntfernung ded Mittelpuntted M von der
gegebenen Geraden =a, jo muf die gegebene Liinge der Tangente
mindeftens J/a® — #* fein; eine obere Grenze giebt es nicht. Wird
aber der Punft auf der Pevipherie eined Kreifed mit dem Radiug »’
gejudgt, und ift die Centrale beider Kreije c=r 4 "4 d, jo
muf ¢ mindeftens = V(r + d) — ¥ =VY(c— ) — 7 fein
und darf die Grife V(c + »')® — 7 nidyt itberjchreiten.

5. Jn einen gegebenmen RKreid eine Sehne von ge:-
gebener Grofe fo zu legen, daf jie zu einer gegebenen
Geraden parallel ift (ober auf ihr jentredt fteht).

Lojung einfad), da fid) in beiden Fdllen ein fonzentrijder
Kreid beftimmen [agt, an weldem bdie gejudhte Sehne Tangente
fein. muf, und fid) in jebem Falle leicht der Veriihrungdpuntt
angeben lagt.

6. Bon einer Geraden aud an einen Kreisd eine Se-
fante ju ziehen, weldje in der Peripherie Halbiert wird.

Lijung. Cine jolde Sefante ift von jebem Punfte der Se-
fante wijden den Punften 4 und B, deren Entfernung vom
Mittelpuntte des Kreifes deffen dreifachem Radiug gleich ift, moglich
und in einfachjter Weife zu fonftruiven; aud) von jenen Punften
felbjt aus.

Bujap. Soll die Kreidperipherie die Sefante nad) dem Ber-
hiltniffe m : n teilen, jo ift die Lojung analog. Wenn das Stiick
ywijdjen der Geraden und dem Kreife fleiner werden joll, al3d die
entftehende Sefhne, jo liegen die Punfte der Geraden, von denen
aud bdie geforderte Sefante miglic) ift, innerhalb bder oben an-
gegebenen Grengen, im umgefehrien Falle riiden bdiefe Grengen
weiter hinaus.

7. Die Sefante foll von der Peripherie eined zweiten
Kreijes ausd gezogen werden.

Lijung. Die Grengen, innerhalb welder die Punfte auf der
Peripherie ded weiten Kreijes liegen miifjen, daf Ddie verlangte
Gefante miglic) fei, fann man, wie vorhin, in einfacher Weiie
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feftieben. — Fitr ben Fall eines gegebenen BVerhiltnifies ift ein
dhnlicher Zujab zu madjen, wie vorhin.

8. Bwijden 3wei Kreigperipherien eine Gerade von
gegebener Ldnge pavallel der Centrale einjulegen.

Lojung mitteld eined fonftruierbaren Parallelogramms, wenn
man die gegebene Liinge von einem Mittelpunfte aus auf ber
Centrale abtriigt. — Man beviidfidtige die vier veridiedenen Lagen
der Geraden, weldje dieje infolge ded doppelten Durd)jchnitted mit
jebem SKreife haben fanm; fiiv jede Rage ift die gegebene Linge in
der angegebenen Weife abzutvagen.

Bur Determination fei bemerft, daff bad abjolute Minimum
der gegebenen Linge d, dag abfolute Magimum ¢ 4 » + »" be-
tridgt, wenn wir, wie in 4, bezeichnen.

9, Die gegebene Linge joll pavallel einer andern ge:-
gebenen Geraben eingelegt werden.

Lojung wird in dhnlider Weife wie bet 8 erbalten, wenn
man die gegebene Gevade parvallel mit fih in den einen Mittel:
punft verjdhiebt. Wuc) BHier {ind die vier veridhiebenen Lagen u
beriidfichtigen.

Die Determination hangt von dem Winfel ab, den die
gegebene Gerade mit ber Centrale der Deiben Kreife madht. Der-
felbe darf itberhaupt nicht grofer fein, al8 der Winfel zwijdhen
ber Centrale und der gemeinjdjaftlichen innern Tangente. (BVergl.
Determination zu A 81.)

10. Gine gegebene Strede jo ju teilen, daf die Teile
jid) wie zwet Quabrate (m?: 2% verhalten.

Lojung. Madht man aud m und » ald Katheten ein vecht-
winfliges Dreied 4 BC, fo wirh bie Hypotenufe desjelben BC
burd) dag Lot AD fo geteilt, daff BD: CD = m?: »® ift. Daj
Weiteve ift nach der Abnlichteitsmethode leicht aussufithren, indem
man die gegebene Strecte parallel zu BC ald Hypotenufe einlegt
und 4D big in biefe verlangert.

11. €ine gegebene Strede o zu teilen, dap die Qua-
brate ber Stitde fid) wie zwei Gerade (m:n) verhalten.
Lojung. Jjt a die zu teilende Strecfe und = der eine Teil,
fo dag 2° (@ —2)®=m:mn, jo fepe man 2*:(a — 2)*=m?: mn,
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ober wenn mn = p? ift, z:a — & = m : p, woraud man erhilt
z:a=m:m -+ p, wad leidht zu fonjtruieren it.

Ober man fonftruiere ein rechtwintliges Dreiedt, in weldem
die Kathetenprojeftionen fich) wie m : n verhalten, und teile ald8dann
bie gegebene Stredfe nach) bem Berhiltnid der Katheten Dbiejes
Dreieds. — Der Anjdjaulichfeit wegen bdiirfte diefe zweite Lojung
vorzugiehen fein.

12. Den geometrijdhen Ort fiir die Puntfte zu be-
f{timmen, deren Cntfernungen von 3wei gegebenen Geraden
ein gegebened YVerhaltnis haben.

Lojung. Mittel3 zwei Parallelen zu den gegebenen Geraden
in Abjtanden von Ddenfelben, die dad gegebene Verhdltnid haben,
beftimme man einen Punft diefer Art, dann ijt die Verbindungs-
linte desjelben mit dem Durdhjdhnitt der Geraben der gejuchte Ort.
— i zwei pavallele Gerade ift eine dritte Parallele, weldhe ein
gemeinjchaftliched Lot zu den gegebenen Pavallelen nad) dem ge-
gebenen Berhiltnis teilt, der gejuchte Ort.

13. Bon einem Punfte zu einer Kreidperipherie eine
Gerade zu ziehen, weldje von einer gegebenen Gervaden
halbiert(obernacdheinemgegebenenBerhaltniggeteilt) wird.

Lijung wird leidht gefunden, wenn man den gegebenen Punft
mit Dem Rreidmittelpuntte, diefen mit bem Durchjdynitte (man be-
achte beide moglichen Durd)jchnitte) der gejuchten Geraben verbinbet,
und durd) den Durdhidhnitt mit der gegebenen Geraden eine Pa-
vallele zu jenem NRadiug zieht. Jn beiden Fallen [Eht fid) Dder
Durd)jhnitt diefer Pavallele mit der erften Verbindungslinie und
ihre Grope beftimmen.

14. Bon einem Punfte in dem Umfange ded dufeven
yweier fongentrifden Kreife nad) bder Peripherie Desd
innern eine Gevabe ju 3iehen, welde durd) die Peripherie
bes leptern halbiert (oder nad) gegebenem BVerhialtnis ge:-
teilt) wird. (BVergl. A 209.)

Lofung. Berbindbet man den gegebenen Punft A4 mit dem
gemeinjamen Mittelpuntte M, diejen mit den beiden Durd)jdnitts-
punften X und Y auf der Peripherie ded inmeren Kreifed und
yiebt XB | MY bis in AM, jo lakt fid) in beiden Fdllen jowohl
der Punft B ald aud) die Linge BX beftimmen.
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15. Durd) einen Durd)jdnittdpunft jweier Kreife in
biefe eine Gerade 3u legen, dafp die entftehenden Sefhuen
eine gegebene Summe bildben und beibe zu gleidjen Pe-
ripheriewinfeln gehoren. (&. A. 156.)

Lojung. Jft durc) den Durdyjchnitt D dev beiden Kreife um M
und MM’ die Gerade BDC jo in die Kreife gelegt, daf BD 4 DC=a
ift, und nacdgdem ME | BD, M'F | DC gezogen, SC DM E=DM'F,
fo ift ETD = D’_—,F, b. . die Sehnen miifjen fid) wie die entjprechenden
JRadien verhalten; e3 muf alfo jein: DB: DC=r:7". Da nun
DE + DC = a gegeben ift, jo lafjen fid) mit Hilfe de3 befannten
Berhdltnified die Sehnen eingeln beftimmen. Man erhilt ndamlid
BD:a=r:r47,und DC:a=1":r 4 r'.

Bujap. Die Lojung bleibt ebenjo einfadh, wenn ftatt der Summe
der Sefhnen ihre Diffeveny, ihr Redhtect, Quabdratjumme, Quadrat-
differeny ober eine anbere Kombination dhnlider Art gegeben ijt.
(Bergl. § 14.)

R
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