XV.

SUR LES EQUATIONS GENERALES
DU MOUVEMENT D’UN CORPUSCULE
DANS UN CHAMP MAGNETIQUE
ET UN CHAMP ELECTRIQUE SUPERPOSES

extrait d’une letire

de Mr. T. LEVI-CIviTA & Mr. CARL ST@RMER

« Archiv for Mathematik og Naturvidenskab » B. XXXI. Nr. 12,

pp. 3-7.

Je saisis ’occasion pour vous faire part d’une petite remarque, qui
m’a été suggérée par vos intéressantes recherches sur le mouvement des
corpuscules ().

Les équations qui régissent ce mouvement sont

ov

mE = — & —
ow

+ e(Yza— Zy),

ov
ik - Ty ety r— X3
1) my 8dy + e(Zx — Xz),

me = —saa—z + &(Xy— Yw),

ou les points désignent des dérivées par rapport au temps ¢; m, & des
constantes; V, X, Y, Z des fonctions (uniformes) des coordonnés 2, y, z,
les trois dernieres étant liées par l'identité

; 2 R SRt
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(*) Voir « Comptes Rendus », 12 et 29 Septembre 1910.
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200 XV. SUR LES EQUATIONS GENERALES DU MOUVEMENT D’UN CORPUSCULE

Les équations (1) admettent D’intégrale des forces vives
(3) T+ eV=nh (h constante),

ayant posé comme d’habitude
8 s :
(4) T=§(w2+y’+z2).

Vous vous étes servi de l'intégrale des forces vives pour éliminer le
temps ¢, ce qui vous a d’abord amené & faire ressortir les équations des
trajectoires d’une formule intégrale analogue au principe de la moindre
action. Vous en avez ensuite déduit un systeme de forme canonique
(avec t pour variable indépendente) entiérement équivalent & (1), et
équivalent & son tour & un autre systéme provenant de la variation d’une
certaine intégrale.

Ce dernier résultat peut s’établir plus directement, en partant de la
forme générale du principe de HAMILTON (2), laquelle s’applique méme
4 des forces dépendant de la vitesse, et par consequent aussi aux équa-
tions (1).

Voila le point sur lequel je désire attirer pour un moment votre at-
tention bienveillante: les propositions, qui vous ont servi d’intermé-
diaire, en résultent comme corollaires bien connus.

Je désignerai par U’ (suivant la notation de Kirchhoff) le travail
virtuel. C’est ici le travail de la force totale sollicitant le corpuscule,
pour un déplacement infiniment petit (tout & fait arbitraire) de compo-
santes dx, dy, 62. Il vient d’aprés (1)

4
(5) U'=—¢edV+ €3
ou
Xe Sl ks
(6) . A=|de dy dz|,
orx Oy Oz|

est une forme bilinéaire par rapport & dx, dy, dz; oz, oy, Oz, et OV re-
présente la variation subie par V dans le déplacement virtuel envisagé.

(*) Voir par exemple P. APPELL, Traité de mécanique rationnelle, t. I1, n. 483, pp. 422-423
de la deuxiéme édition (1904).
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Le principe d’HAMILTON résume les équations du mouvement, pour un
intervalle de temps quelconque (%,,?,), dans la formule

i

) ﬁw+wﬂm=o,

t,

ou la signification de 07 est évidente, et les déplacements virtuels sont
seulement assujettis & s’annuler pour les instants %,, ;.

Ceci rappelé, il y a lieu de faire intervenir la condition (2) [exprimant
que la divergence du champ magnétique extérieur est nulle]. Elle auto-
rise (d’aprés un théoréeme de JACOBI) les positions

_w
Py’ Ton”
0A oC
(8) i e T
Y
T ox oy’

A, B, C étant trois nouvelles fonctions (uniformes) du point (z, ¥y, 2) (3).
Posons encore

fo = Adx + Bdy + Cdz,
fa = Adx + Boy + Coz,

) § o A AS B +Cé=£.

En tenant compte de (6), (8) [et de ce qu’on peut intervertir les opé-
rateurs d et 4], on a identiquement

A4 = dfy— 6fs = dfy— at-of ,
d’ou

. d
U'=— 0V + eql— edf —— eV -+ )] + ; (el

(*) Voir par exemple P. APPELL, loco cit., t. III (deuxiéme édition 1909), pp. 20-24. Au
point de vue de la théorie des champs de vecteurs, la conclusion indiquée revient évidemment
a la suivante: La force magnétique (X, ¥, Z) étant solénoidale, il existe un vecteur (4, B, C)
[fonction des points du champs] dont elle est le rot (rotationnel d’aprés M. M. BURALI-FORTI et
MARCOLONGO; curl des anglais).
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Introduisons cette valeur de U’ dans I’expression (7) du principe de
HamiuToN. Puisque f; s’annule aux limites #,, ¢, il reste simplement

j (T — o[e(V+ Al dt = 0,

c¢’est-a-dire
tl

(7") ; o) f Ldt =0,
t.
ayant posé pour abréger

(10) L=T—e&V+f)=T—e(V+ Az + By + Cz) .

On en tire les équations de LAGRANGE

d 9L oL
diom omw
, d 9L oL _
1) (.%_5?7_7:1/__0’
d 0L oL _
@ e

parfaitement équivalentes aux (1) [qu’on pourrait retrouver en remontant
de (1'), & travers (7') et (7)]. Voila le dernier de vos théorémes généraux.
Ces équations (1’) admettent l'intégrale bien connue

PG oS L .
w Yoy T ':m

L =const. ,

qui revient a4 ’équation (3) des forces vives. A I'aide de cette équation
on peut éliminer le temps de (7’): il en résulte la définition des trajectoires
par une généralisation du principe de la moindre action. C’est votre
premier résultat. Le second, c’est-a-dire la forme canonique des équa-
tions du mouvement, s’obtient immédiatement en appliquant aux équa-
tions de LAGRANGE (1') la transformation classique d’HAMILTON.

On doit poser

/ oL oL oL
(11) 2”8-59 q:@7 r:a—é’
(12) H=pi+qy+r—Lz,
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aprés quoi H (exprimée moyennant les variables z, v, 2; p, ¢, r) constitue
la fonction caractéristique du systéme canonique cherché.
D’aprés (10), (4) et (9), les équations (11) s’écrivent
(11) p=mis—eA, q=my—eB, r=mz—eC;
d’ou
P& + gy + rz = 2T — ¢f,
et par conséquent

(12 bR,

Il ne reste donc qu’a remplacer, dans 7, les x, ¥, # par leurs valears
tirées de (11'), pour avoir H sous sa forme définitive:

1
(12") == Sm {(p +ed) + (q + eB)? + (r + €0)*} — eV .
.A.gr.ée; (L,tc.. .

Padoue, le 18 Juin 1911.
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