
452 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes

XXXI.SUR LA THÉORIE DES VARIATIONS DES LATITUDES«Acta mathematica», t. 22, 1898, pp. 201-357.
Introduction.

1. Je présente dans ce Mémoire l’ensemble de quelques articles que j’ai publiés en 1895 sur la théorie des variations des latitudes (1) Je ne ferai pas ici l’histoire de cette question, qui est si importante dans l’astronomie et la mécanique céleste. Dans le second volume de son traité de mécanique céleste TISSERAND a consacré deux chapitres à l’exposition particularisée des travaux désormais classiques sur ce sujet. Je renvoie donc à cet ouvrage pour citer les grands travaux de M. Darwin, de M. Schiaparelli, de M. Helmert, de GyldÉN etc. En général les auteurs cherchent les causes des variations des latitudes géographiques dans les actions géologiques, l’élasticité, la plasticité terrestre, dans les explosions volcaniques, les troubles
(1) Sulla teoria dei moti del polo terrestre («Atti della R. Accademia delle Scienze di 

Torino», vol. 30, 3 février 1895); [in questo vol.: VI, pp. 108-112].
— Sul moto di un sistema nel quale sussistono moti interni stazionarli (id., 3 mars 1895); 

[in questo vol.: VII, pp. 113-121].
— Sopra un sistema di equazioni differenziali (id., 31 marzs 1895); [in questo vol.: 

VIII, pp. 122-128].
— Un teorema sulla rotazione dei corpi e sua applicazione al moto di un sistema nel 

quale sussistono moti interni stazionarii (id., 5 mai 1895); [in questo vol.: IX, pp. 129-140].
— Sui moti periodici del polo terrestre (id., 5 mai 1895); [in questo vol.: X, pp. 141- 

151].
— Osservazioni sulla mia Nota: Sui moti periodici del polo terrestre (id., 23 juin 1895); 

[in questo vol.: XI, pp. 152-154].
— Sulla teoria dei moti del polo nella ipotesi della plasticità terrestre (id., 9 juin 1895); 

[in questo vol.: XII, pp. 155-165].
— Sulle rotazioni permanenti stabili di un sistema in cui sussistono moti interni sta- 

zionarii («Annali di Matematica pura ed applicata », t. 23); [in questo vol.: XV, pp. 173- 
186].

— Sulla rotazione di un corpo in cui esistono sistemi ciclici (« Rendiconti della R. Ac­
cademia dei Lincei,» Ier septembre 1895); [in questo vol.: XIII, pp. 166-169].

— Sulla rotazione di un corpo in cui esistono sistemi policiclici (« Annali di Mate­
matica pura ed applicata», t. 24); [in questo vol.; XVI, pp. 187-212].

— Sulla teoria dei movimenti del polo terrestre (ιer février 1895, « Astronomische Na- 
chrichten, » n° 3291-92); [in questo vol.: V, pp. 87-107].
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XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudes 453météorologiques, la production des glaces etc., c’est à dire en général ils attribuent le phénomène à des causes qui altèrent la distribution des masses sur la surface de la terre.2. Mais outre les mouvements dont on vient de parler il y en a d’au­tres qui ont lieu à la surface terrestre, et d’autres aussi peuvent subsister à l’intérieur (dont la grandeur nous est inconnue) qui, sans changer à cause de leur nature cyclique les axes d’inertie de la terre ni la grandeur des moments d’inertie, ni la distribution des masses non plus, peuvent exercer une action puissante sur le déplacement des pôles de la terre.Parmi ces mouvements on peut citer les courants marins constants, les courants atmosphériques, le mouvement continu des eaux des fleuves jusqu’à la mer, leur évaporation et la condensation successive de la vapeur sur les montagnes. Ces mouvements ne changent sensiblement la distribution des masses, ni la forme de la terre et l’on peut même dans une première approximation les regarder comme des mouvements stationnaires. Par rap­port aux mouvements de la même nature qui peuvent exister à l’intérieur de la terre on ne peut rien affirmer sur leur grandeur.Montrons d’une manière tout à fait élémentaire leur influence sur la rotation.3. À cet effet, envisageons un corps dont les axes d’inertie soient ξ , η , ζ et supposons qu’à son intérieur ou à sa surface il y ait un mouve­ment stationnaire d’une partie de la matière dont il est constitué. Ce mou­vement qui aura lieu sous l’action de forces internes ne changera ni la forme ni la distribution des densités. Pour fixer les idées, supposons que le corps 

soit homogène et, par l’effet de forces internes, un tore de révolution PQ tourne relativement au corps autour de son axe VV' avec une vitesse angulaire constante, tandis que la partie résidue du corps soit rigide; ou plus en général le long d’un tube quelconque PQ ait lieu une circulation constante d’un fluide homogène. Le centre de gravité du corps, lex axes d’inertie et les moments d’inertie A , B , C ne changeront pas.
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454 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesSoient m1 , m2, m3 les moments, par rapports aux axes ξ , η , ζ, des quantités de mouvement dues aux mouvements stationnaires internes quels 
qu'ils soient. Si le système a un mouvement de rotation autour du centre de gravité O, et si les composantes de la vitesse angulaire sont p , q ,r, les moments des quantités de mouvement dûs au mouvement absolu de tout le système, par rapport aux axes ξ , η , ζ, seront
Supposons que le système ne soit pas soumis à des forces externes, alors le couple de quantité de mouvement sera constant et son axe aura une direc­tion constante. Soit z un axe fixe parallèle à cette direction; x , y soient des axes fixes situés dans le plan invariable et représentons par la table suivante les cosinus des angles que les axes ξ , η , ζ forment avec les axes x , y , z:

Les trois intégrales des aires seront exprimées par les équations suivantes

K étant la grandeur constante du couple de quantité de mouvement. Dé­rivons ces équations, et ayons égard aux formules de POISSON 

on trouvera 
ayant posé

On aura donc les équations
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 455

On a bien aisément deux intégrales algébriques de ces équations. En effet en les ajoutant après les avoir multipliées par p , q , r, on trouve par une intégration
Si on intègre après les avoir multipliées par et les avoir ajoutées, on a
Cette intégrale peut s’obtenir aussi des intégrales des aires. En effet en écrivant que la grandeur du couple de quantité de mouvement est constant on a 
c’est pourquoi
Supposons maintenant qu’à l’instant initial le corps tourne autour de l’ax d’inertie ζ, on aura alors 
et les équations (3) deviendront

Cela prouve que si m1 et m2 ne sont pas nuis, les dérivées de p et q ne seront pas nulles; d’où l’on tire que l’axe d’inertie ζ ne sera pas un axe permanent de rotation, mais que cet axe changera.En ayant égard aux mouvements internes terrestres de nature cy­clique dont nous avons parlé (voir § 2) et en les regardant comme station­naires, on voit qu’ils n’altéreront ni la forme ni la distribution des masses de la terre, et cependant ils pourront donner lieu à des valeurs de et m2 qui ne sont pas nuis; c’est pourquoi ils pourront changer l’axe de rotation de la terre. Pour employer les équations (3) nous avons supposé que les mou­vements internes terrestres soient stationnaires, mais même en supposant qu’ils ne changent pas la distribution de la matière on pourra admettre que 
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456 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesdans certaines époques ils se ralentissent, en d’autres époques ils deviennent plus rapides. On voit tout de suite qu’on pourra abandonner l’hypothèse des mouvements stationnaires et pour cela il suffira de supposer m1m2, des fonctions du temps au lieu que des quantités constantes, et alors il faudra remplacer les équations (3) par les équations 

qu’on trouvera de la même manière qu’on a employée précédemment. Dans ce cas il restera la seule intégrale (6); l’intégrale (4) ne se vérifiera pas.4. Le plan des recherches que je me suis proposées est justement d’étu­dier d’abord l’action toute seule des mouvements cycliques qui ne changent ni la forme ni la distribution des masses sur la terre, et d’étudier après les perturbations produites par la plasticité et en général par les mouvements qui changent la forme et la constitution de la terre. La première partie a été traitée avec détail dans ce mémoire; de la seconde il n’y a qu’un aperçu au dernier chapitre.Je crois de cette manière d’avoir envisagé la question d’un point de vue nouveau.Les mouvements cycliques dont nous avons parlé sont appréciables, du moins en partie, pour les habitants de la terre, mais un observateur qui aurait égard seulement à la variation de la forme de la terre et aux varia­tions de sa constitution, c’est à dire à la distribution des masses, ne s’en apercevrait pas. C’est pourquoi par rapport à ses observations il pourrait les appeler, en suivant une locution très-heureuse introduite par Hertz, des 
mouvements cachés.Nous arrivons par là à une liaison entre le sujet de ce mémoire et les idées imaginées par HERTZ en systématisant celles de Helmholtz et de MAXWELL, et dont la base est la théorie des mouvements cycliques.Rappelons à ce propos la pensée fondamentale développée par Hertz dans son dernier ouvrage. Il dit que la seule loi qui gouverne tous les phé­nomènes naturels est la loi d’inertie, entendue dans un sens plus général que celui attaché à cette loi par Newton. C’est la loi d’inertie généralisée à tout système matériel soumis à des liaisons quelconques. Cette loi sub­siste pour l’ensemble complet constitué des masses que nous envisageons et d’autres qui nous sont cachées. En examinant les premières il peut paraître que leurs mouvements ne suivent pas la loi d’inertie, mais la loi ressort lors­qu’on envisage les unes et les autres.Tandis que dans la mécanique classique si la loi d’inertie n’est pas véri­fiée il faut chercher les causes externes ou les forces qui produisent les alté­
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 457rations de l’état du corps, en suivant l’idée de Hertz il faut chercher des mouvements cachés.Voyons maintenant comment on peut présenter la question de la varia­tion des latitudes: Un corps (la terre) ne suit pas les lois d’Euler de la rotation libre d'un corps rigide, comment peut-on expliquer cet éloignement de la loi d’inertie? car au fond les lois d’EULER ne représentent que la loi d’inertie.Il est évident qu’une solution fondée sur l’existence des mouvements cycliques dont nous avons parlé, répond très-bien aux idées de Hertz que nous avons indiquées. Nous dirons à ce propos dès à présent qu’on peut dé­montrer que toute anomalie qu’on remarque dans la rotation libre d’un corps peut être expliquée par des mouvements internes cycliques., qui ne changent ni la forme ni la distribution des masses du corps. (Voir Chap. IV, Art. II).5. En suivant les idées qu’on vient d’exposer, j’ai commencé l’étude en partant de l’hypothèse plus simple que les mouvements internes soient stationnaires. En remarquant que par la seule inertie ils ne pourraient pas se conserver en général de cette nature, on peut chercher les actions mu­tuelles que les mouvements cycliques et le mouvement de rotation exercent entre eux.On arrive par là à une question très-générale et on voit bien aisément qu’il est avantageux de se poser à ce point de vue dans la question du mou­vement terrestre, car on peut pousser la recherche jusqu’aux réactions exer­cées par la rotation sur le mouvement interne.Mais en envisageant de cette manière la question, j’ai reconnu qu’il y a encore un autre intérêt, dont je vais parler: un intérêt qu’on pourrait appeler analytique et fonctionnel.On connaît très-bien la relation qui subsiste entre les transcendantes elliptiques et la théorie de la rotation libre d’un corps rigide. D’après les mémoires classiques de JACOBI, cette théorie constitue une des plus belles applications des fonctions Jacobiennes. Or la recherche des rapports entre les mouvements cycliques et la rotation est (comme on le voit tout d’abord) un problème beaucoup plus compliqué que celui de JACOBI de la rotation d’un corps rigide; cependant je montrerai que ce sont toujours les fonctions elliptiques et Jacobiennes qui suffisent pour la résolution complète de la question, même dans le cas le plus général. Je donnerai en effet dans ce mé­moire la solution complète. On. verra que ces transcendantes paraissent toujours sous des expressions rationnelles ou sous des exponentielles, mais, d’une manière différente que dans la solution de JACOBI.Nous allons donner en peu de mots une idée de ces résultats et pour cela nous faisons usage dès à présent de la terminologie d’HELMHOLTZ (2), qu’on va rappeler. Les coordonnées indépendantes d’un système peuvent 
(2) Principien der Statik monocyklischer Systeme, «Crelle’s Journal», Bd. 97.
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458 XXXI. - Sur lu théorie des variations des latitudesêtre classées en deux catégories: les coordonnées cycliques et les paramètres. Les premières existent dans un système lorsqu’il y a des mouvements pos­sibles qui n’altèrent pas la distribution des masses et qui produisent un échange cyclique des masses. Un mouvement est dit cyclique lorsqu’on peut se borner à considérer dans l’expression de la force vive les termes qui dépen­dent seulement des intensités cycliques (3). Il est évident qu’un mouvement rigoureusement cyclique n’existera que si tous les paramètres seront constants.

(3) Le cas appelé d'ignoration of coordinates avait été examiné par THOMSON et Tait, 
Treatise on naturai philosophy. Vol. I, Part. I, Art. 319.

Cela posé, envisageons un système dont les liaisons n’empêchent pas la rotation autour d’un point. Les variables qui déterminent sa configura­tion seront, outre celles qui définissent la position variable d’un système d’axes ayant l’origine dans le point fixe, un certain nombre de coordonnées cycliques et de paramètres. Nous supposerons que les coordonnées cycliques et les paramètres suffisent pour définir le mouvement relatif par rapport aux axes. Nous regarderons ce mouvement comme le mouvement interne du système et nous supposerons qu’il soit cyclique.Faisons d’abord l’hypothèse que les axes soient fixes et que les para­mètres soient constants. Si on abandonne le système à son inertie, les mo­ments cycliques et par conséquent les intensités cycliques seront des quan­tités constantes. C’est pourquoi dans ce cas le mouvement sera dans le même 
temps adiabatique et isocyclique.Supposons maintenant que les axes puissent tourner librement et le mouvement interne soit maintenu isocyclique, les paramètres étant con­stants. C’est le cas d’un système dans lequel existe un mouvement interne stationnaire.Alors, si le système n’est soumis à aucun couple de rotation, nous démontrerons au chapitre II que, les composantes de la rotation seront des 
fonctions elliptiques du temps et les cosinus des angles que les axes d'inertie 
du système forment avec des axes fixes seront des fonctions uniformes du temps, 
représentables par des fonctions Jacobiennes.On peut demander dans ce cas s'il faut des forces pour maintenir station­
naire le mouvement interne. On trouve qu’en général elles sont nécessaires et 
qu' on peut en déterminer les expressions par des fonctions elliptiques du temps.La nécessité des forces dont nous venons de parler prouve que de la même 
manière que le mouvement interne altère la rotation, celle-ci a en général une 
influence sur les mouvements internes. C’est pourquoi on peut se poser la ques­tion suivante: A l'intérieur d'un système qui peut tourner autour d'un point 

fixe et qui est abandonné à son inertie existent des mouvements cycliques quel­
conques (les paramètres étant constants). Comment a lieu la rotation et quelles 
lois suivent les intensités cycliques, à cause des actions mutuelles que ces mou­
vements exercent entre eux?Cette question, qu’on peut appeler le problème général du mouvement 
adiabatique, paraît au premier abord très-compliquée car on peut imaginer 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 459les mouvements cycliques internes d’une manière tout à fait arbitraire. Ce­pendant nous montrerons au chapitre IV qu’on peut la résoudre complète­ment en employant un théorème par lequel on ramène ce cas à celui d’un mouvement isocyclique, de manière que même dans ce cas les composantes 
de la rotation sont des fonctions elliptiques du temps et les cosinus des angles 
que les axes mobiles forment avec les axes fixes s'expriment par des fonctions 
Jacobiennes. En outre, les intensités cycliques sont des fonctions elliptiques 
du temps. Le problème peut être aussi généralisé en regardant comme iso­cyclique une partie seulement des mouvement internes et en supposant que les forces correspondantes aux autres coordonnées cycliques soient nul- les, et la solution s’obtient toujours de la même manière. On voit par là que le champ des problèmes sur la mécanique des systèmes d’où ressortent les fonctions elliptiques et Jacobiennes est beaucoup plus large que celui com­pris dans les recherches classiques de JACOBI, car il embrasse le problème général du mouvement adiabatique et isocyclique d’un système quelconque.6. Il nous reste à indiquer de quelle manière a été faite la division en chapitres du mémoire.Les premiers trois chapitres traitent du mouvement d’un système à l’in­térieur duquel existent des mouvements stationnaires. Dans le premier cha­pitre il y a une étude géométrique faite avec les vues de POINSOT; le second chapitre renferme la solution analytique complète, et le troisième est con­sacré à la recherche des rotations permanentes, de leur stabilité, des oscil­lations du pôle autour de ses positions stables et des perturbations cor­respondantes de la période eulérienne.Le quatrième chapitre traite en général des mouvements cycliques et renferme les résultats dont nous venons de donner un aperçu.Dans le cinquième chapitre, après l’étude du cas général des mouve­ments internes qui n’altèrent ni la forme ni la distribution des masses, et la résolution du problème de déterminer les mouvements internes, étant donné d’une manière arbitraire le mouvement du pôle, on trouvera quel­ques applications au mouvement de la terre. J’ai cherché, par des calculs approximatifs, de déterminer les mouvements internes cycliques qui cor­respondent aux mouvements harmoniques du pôle découverts par M. Chand- LER (*). Cet éminent astronome a trouvé dans le mouvement du pôle une 

(*) La determinazione della polodia viene oggi effettuata dagli astronomi con accurate 
determinazioni di latitudine, eseguite sistematicamente in vari Osservatori astronomici come 
pure in alcune stazioni geodetiche espressamente dedicate a tali misure. E dall’insieme delle 
osservazioni eseguite nella prima metà del secolo presente, è risultato che:

1o Il polo di rotazione si mantiene sempre molto vicino al polo d’inerzia; onde la 
polodia si svolge tutta dentro un’area quadrata di dieci o dodici metri di lato.

2° La polodia ha una forma estremamente irregolare, nella quale però si possono gros­
solanamente individuare due termini periodici. E cioè un termine principale del periodo di 
433 giorni, che è il termine di Chandler; ed un termine secondario di periodo annuo che 
sembra dovuto a variazioni annue dei momenti d’inerzia terrestre per influenze meteorolo­
giche [N.d.R.].
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460 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudespériode d’environ 430 jours. Si le couple de quantité de mouvement des mouvements internes avait une composante dans la direction de l’axe ter­restre égale à 1/1053 du couple de quantité de mouvement de la terre sup­posée rigide, la période eulérienne deviendrait celle de M. ChANDLER.Sans discuter ce résultat, je cherche quels seraient les mouvements internes cycliques capables de déterminer dans le pôle mouvement har­monique ayant la période annuelle dont M. CHANDLER a déterminé les élé­ments. Les résultats obtenus sont renfermés dans quelques théorèmes qui sont énoncés au § 3 de l’Art. V.Je remarquerai ici seulement que l'axe du couple de quantité de mou­
vement correspondant oscille de manière que la projection sur l'équateur de 
son extrémité (l'origine étant au centre de la terre) décrit une ellipse dont j'ai 
calculé la grandeur des axes, et dont le grand axe est situé dans le méridien ayant 
la longitude de 450 W (par rapport au méridien de Greenwich) c'est à dire dans 
le méridien qui passe au milieu de l'océan atlantique.Enfin le dernier chapitre renferme un aperçu des perturbations qu’on a dans les lois précédemment trouvées par l’hypothèse de la plasticité ter­restre. Cette étude est à peine ébauchée; c’est pourquoi j’espère de pouvoir exposer dans un autre mémoire des nouvelles études dans cette direction, ainsi que dans l’hypothèse générale des mouvements cycliques lorsque les paramètres ne sont pas constants et de pouvoir enfin approfondir les appli­cations de ces recherches.

Chapitre I.
L’étude géométrique de la rotation d’un corps dans lequel existe 

un mouvement interne stationnaire.

Article I .1. Il est possible de se faire une idée claire du mouvement sans recourir à l’intégration complète des équations différentielles (3). Il suffit pour cela d’envisager les intégrales algébriques de ces équations, qu’on a trouvées (Introduction § 3) de la même manière que POINSOT a fait dans ses recher­ches sur la rotation libre d’un corps.Nous commencerons par nous proposer la solution des deux problèmes suivants:1° Déterminer toutes les positions de l’axe instantané de rotation par rapport au corps en mouvement.2° Déterminer la vitesse angulaire de rotation du corps pour chaque position de l’axe.Soit
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XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudes 461l’équation de l’ellipsoïde d’inertie par rapport au centre de gravité O et soit P son intersection avec l’axe de rotation. On peut appeler P le pôle et la courbe qu’il décrit sur l’ellipsoïde la polodie.Si l’on pose 
on aura que les coordonnées du pôle seront 
d’où (voir (4) et (1 a)) 
c’est à dire
Par suite la vitesse de rotation sera proportionnelle au rayon vecteur OP. On a ainsi la solution de la deuxième question que nous nous sommes proposée.On déduit des équations (2a) 
et en substituant dans l’équation (5)
Les équations de la polodie seront donc les deux équations (1 a) et (3a). La dernière équation peut s’écrire encore
On peut donc envisager la polodie comme l’intersection de l’ellipsoïde d’inertie avec l’ellipsoïde ayant pour équation 
transporté par une translation de manière que son centre ait pour coordonnées
La première question est donc aussi résolue.2. Dans le cas étudié par POINSOT, le plan tangent à l’ellipsoïde d’inertie au pôle est parallèle au plan invariable et il est un plan fixe. Cette propriété ne se vérifie pas dans le cas que nous étudions. Cependant on a des propriétés analogues qu’il est intéressant d’examiner.
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462 XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudesLe plan polaire, c’est à dire le plan π qui est tangent à l’ellipsoïde d’inertie au pôle, a par rapport aux axes coordonnées ξ , η , ζ l’équation

Conduisons les deux droites OK , OM. La première soit l’axe du couple de quantité de mouvement; l’autre ait pour projection sur ξ , η , ζ les trois quantités m1 , m2, m3. On pourra appeler ce dernier vecteur l'axe des mou­
vements internes.Les coordonnées des points M et K seront respectivement
On tire de là que le plan polaire est toujours perpendiculaire à la droite qui 
va de l'extrémité de l'axe des mouvements internes à celle de l'axe du couple 
de quantité de mouvement. La droite MK est donnée par 
et la distance OD entre O et le plan polaire est 
par suite: la distance entre le centre de gravité et le plan polaire est en raison 
inverse de la distance entre les extrémités de l'axe des mouvements internes et de 
l'axe du couple de quantité de mouvement.Par rapport aux axes fixes x , y , z , l’équation du plan polaire sera
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 463c’est à dire, à cause des équations (1),
L’équation du plan polaire au temps t + dt, sera 

c’est pourquoi l’intersection du plan polaire au temps t et du plan polaire au temps t + dt sera une droite du plan.
Divisant par dt, et ayant égard aux formules (2) cette équation peut s’écrire 

d’où l’on tire

Cette équation est celle du plan POM.La droite PH où se rencontrent les deux plans polaires correspondants aux temps t, et t + dt peut être regardée comme l’axe instantané autour duquel tourne le plan polaire au temps t. On aura donc: Le plan polaire tourne 
à chaque instant autour de la droite où il rencontre le plan conduit par le pôle 
et par l'axe des mouvements internes.3. On peut mener par chaque point de la polodie la droite autour de la­quelle le plan polaire doit tourner. Le lieu de ces droites sera une surface tangente à l’ellipsoïde d’inertie le long de la polodie et qui sera liée invaria­blement au corps en mouvement. Appelons cette surface la surface axiale, alors le mouvement du corps aura lieu de sort que l'ellipsoïde d'inertie roulera 
sur le plan polaire, tandis que celui-ci tournera à chaque instant autour de 
la génératrice où il rencontre la surface axiale. L’équation de la surface axiale s’obtiendra par l’élimination de p ,q ,r, entre les équations (4), (5), (4 a), (5 a).
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464 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes

Article II.1. Nous allons généraliser aux mouvements que nous étudions un théo­rème bien connu, donné par SYLVESTER pour les mouvements à la POINSOT.Posons dans les équations (3) 
on aura 

et les intégrales (4) et (6) deviendront 

en supposant qu’on change les unités de manière que la constante K soit égale à 1.2. Supposons maintenant que l’on compose le mouvement avec une rota­tion uniforme ω autour de l’axe du couple de quantité de mouvement. Alors les trois composantes de la rotation deviendront 

d’où

Posons 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 465alors les équations précédentes pourront s’écrire 

et par suite on aura

Entre les deux quantités constantes h et h' subsistera la relation
Donc si on compose le mouvement que nous étudions avec une rotation uni­

forme autour de l'axe du couple de quantité de mouvement, la nature du mouve­
ment ne changera pas; il n'y aura qu un changement des constantes.

Cette propriété est tout à fait analogue à celle qui a été découverte par Sylvester dans le cas des mouvements à la POINSOT et dont on trouve des nombreuses et intéressantes applications dans les travaux de M. Dar- boux et de Halphen. Article III.1. Nous consacrerons un chapitre (chapitre III) à l’étude des mouvements permanents et à leur stabilité, mais dès à présent nous voulons examiner quelques propriétés des mouvements permanents.Puisqu’on doit avoir 
un axe de rotation sera permanent lorsque p , q ,r seront constants, c’est à dire si l’on aura
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466 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudeset par suite (voir équations (3)) 

d’où l’on tire
2. Les points multiples de la polodie se trouvent où les deux surfaces (1a), (3a) sont tangentes. Les coordonnées du pôle sont 

par conséquent les plans tangents aux deux surfaces au pôle auront pour équations 

et ils coïncideront lorsque
Donc: les axes permanentes de rotation passent par le centre de gravité et par les 
points multiples de la polodie, et si la polodie a un point multiple la vitesse 
de rotation correspondante sera celle de la rotation permanente.3. Revenons maintenant aux équations (3). Elles seront satisfaites si l’on substitue aux fonctions p (t) , q (t) , r (t) les autres fonctions
T étant une constante arbitraire; et en remplaçant dans le même temps 
m1 ,m2, m3 par — m1 , — m2, — m3. On pourra énoncer cette propriété en disant: le mouvement du système peut s'invertir si l'on invertit l'axe des mou­
vements internes.Cela posé, supposons que, la polodie ayant un point multiple Po, le pôle puisse rejoindre ce point après un temps T. Si l’on invertit le mouvement le pôle reviendra au point de départ après le même temps. Mais l’axe de rotation et la vitesse qui correspondent à Po sont permanents, donc le pôle ne pourrait plus bouger de Po. On a donc: Si la polodie a un point multiple, 
le pôle s'approchera indéfiniment à ce point sans jamais le rejoindre.Cela constitue une différence essentielle entre les mouvements qui ont lieu lorsque la polodie a des points multiples, et ceux qui ont lieu lorsque 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 467elle n’en a pas. Dans le premier cas la polodie sera une courbe fermée et le pôle reviendra au point de départ; dans le deuxième cas le pôle ne reviendra au point de départ, mais il s’approchera indéfiniment au point multiple.
Article IV.1. Dans cet article nous particulariserons les formules dans le cas où l’ellipsoïde d’inertie a deux axes égaux, et le troisième est plus petit que les autres.Supposons A — B, et prenons les axes ξ , η dans le plan de l’équa­teur de manière que l’axe des mouvements internes soit dans le plan ξζ. Alors on aura m2 = 0, et les équations de la polodie deviendront 

ou bien
Posons pour simplifier

Les deux équations précédentes s’écriront
On déduit de là que la projection de la polodie sur le méridien qui passe par 
l'axe des mouvements internes, est une parabole dont l'axe est perpendiculaire 
à l'axe de symétrie de l'ellipsoïde.Les coordonnées du sommet de la parabole seront ξo et ζo et le semi- paramètre sera P.2. Le théorème précédent conduit à une construction très simple de la polodie, par l’emploi des méthodes bien connues de la géométrie descri­ptive.Il suffit de choisir pour Ier plan de projection un plan parallèle à l’équateur et de prendre le 2d plan de projection parallèle à l’axe de symétrie et à l’axe des mouvements internes. L’ellipsoïde d’inertie sera pro- 
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468 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesjecté sur le premier plan dans un cercle, et sur le second dans une ellipse. La projection de la polodie dans ce plan sera une parabole ayant l’axe paral­lèle à l’équateur. On obtiendra donc la polodie en la regardant comme l’in­tersection de l’ellipsoïde avec un cylindre dont la directrice est une para­bole et qui est perpendiculaire au second plan de projection. C’est pour­quoi il n’y a pas du difficulté pour construire la première projection de la polodie.

Par ce procédé nous avons dessiné les projections de plusieurs polodie qu’on a obtenues en changeant la position du sommet et la grandeur d daramètre de la parabole.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 469

3. L’avant-dernière figure correspond au cas où il peut arriver une inversion des pôles, c’est à dire que le pôle peut passer d’un bout à l’autre du petit axe de l’ellipsoïde.Pour cela sont nécessaires et suffisantes deux conditions, savoir: 1o la parabole doit passer par les projections des extrémités du petit axe.20 le sommet de la parabole doit se trouver à l’intérieur de la pro­jection de l’ellipsoïde.Ces conditions seront vérifiées lorsqu’on aura
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470 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes

De la première on tire 
et par suite
Lorsque le pôle sera à un bout du petit axe on aura 
d’où
et par suite
Ayant égard à l’équation (8a) on aura
Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il arrive l’inversion des pôles seront donc

4. On peut examiner aussi le cas où l’ellipsoïde d’inertie se réduit à une sphère.Si A = B = C, les équations de la polodie deviennent

La polodie sera donc l’intersection de la sphère d’inertie avec le plan 
et par conséquent elle sera un cercle de la sphère ayant pour axe l’axe des mouvements internes.Dans ce cas, les équations (3) sont des équations linéaires qui peuvent s’intégrer immédiatement. En effet si on fait coïncider l’axe ξ avec l’axe des mouvements internes, elles deviendront
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 471d’où 
a1, a2 , a3 étant des constantes arbitraires.Le pôle se mouvra sur la polodie avec une vitesse constante et la période d’une révolution sera 2 πA∣m.Dans ce cas l’amplitude de la polodie ne dépendra nullement de la gran­deur de l'axe des mouvements internes, mais seulement de sa direction par rapport à l’axe initial de rotation.

Article V.1. Les mouvements des systèmes que nous venons d’étudier géomé­triquement et que nous allons étudier analytiquement dans le chapitre suivant sont une généralisation des mouvements à la POINSOT.Nous consacrerons cet article à réduire les équations différentielles des mouvements à la POINSOT, celles que nous étudions et d’autres plus géné­rales à un même type. Cette transformation appartient à la partie cinéma­tique de la recherche, c’est pourquoi nous la plaçons dans ce chapitre.Un mouvement à la POINSOT est le mouvement d’un système d’axes qui tourne autour de l’origine fixe de sorte que les composantes de la rota­tion ont des rapports constants avec les cosinus des angles que les axes for­ment avec une direction fixe.Si γ1 , γ2, γ3 sont les cosinus, p , q ,r les composantes de la rotation et a , b , c les rapports constants, on aura 
d’où l’on tire, à cause des équations de POISSON, (Introduction § 3) 
ou bien
Si nous posons 
les équations précédentes pourront s’écrire
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472 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudeset on aura
2. Au même type d’équations appartiennent les équations différen­tielles du mouvement d’un corps dans lequel existent des mouvements internes stationnaires. En effet posons

Alors on pourra écrire les équations (3) de la manière suivante
Pour avoir les cosinus γ1 , γ2 , γ3, il suffit de construire la fonction 
et l’on aura
Entre les fonctions f1 , f2 , F subsisteront les relations

3. En général si on a un système d’axes en mouvement autour de l’ori­gine fixe et les cosinus des angles qu’ils forment avec une direction fixe sont donnés par les formules
K étant une constante et F une fonction quelconque de p , q ,r, on aura à cause des équations de POISSON
Calculons les premiers membres de ces équations, on aura

www.rcin.org.pl



XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 473On tire de là

H étant le Hessien de la fonction F.Posons 
on aura
D’une manière tout à fait analogue on trouvera
Si nous introduisons une variable auxiliare τ, telle que 
les équations précédentes pourront s’écrire

Ces équations ont les intégrales φ1 = const., φ2 = const. et s’intégrent par une quadrature.Les trois premières équations appartiennent au même type d’équa­tions qu’on a trouvé auparavant.4. Lorsque F est de 2d degré, φ1 et φ2 seront aussi des fonctions de 2d degré et H sera une quantité constante.Alors si on intègre l’équation (10a) on trouve 
τ0 étant un constante arbitraire.
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474 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesDans ce cas, en posant 

les équations (9)a deviennent
Dans la fonction F on peut négliger le terme constant, alors il est aisé d remarquer que pour obtenir la fonction 
il suffit de négliger dans la fonction F les termes de premier degré.

Chapitre II.
L’étude analytique de la rotation d’un corps dans lequel existe 

un mouvement interne stationnaire.

Article I.1. Dans le dernier article du chapitre précédent nous avons ramené les équations différentielles (3) au type suivant 

où f1 , f2 sont des fonctions de p , q ,r.Nous allons par suite commencer par l’étude général des équations dif­férentielles de ce type.2. On peut trouver deux intégrales des équations (1 b), c’est à dire
ce qu’on vérifie tout de suite par un calcul élémentaire. Posons
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 475

Les fonctions φ1 , φ2 auront un degré d’homogénéité égal à 2. On a main­tenant 

par suite, la première des équations (1b) s’écrira 
et de même les deux autres pourront s’écrire

Enfin on pourra substituer aux deux intégrales (2b) les équations
Deux quelconques des équations (4b), (4'b), (4'c) auront la forme 

étant
On en tire

Mais 
par suite l’équation précédente s’écrira
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476 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesOn pourra donc conclure: si i1 , i2, i3, i4 est une permutation quelconque 
d'ordre pair des nombre 1 , 2 , 3, 4 on aura

3. Appliquons aux variables xi une substitution linéaire 
et soit C le déterminant des coefficients ci,s. Nous supposons que C ne s’annulle pas.Nous aurons

Mais, par un théorème sur les déterminants, on a (4) 
par suite l’équation (6b) pourra s’écrire 
d’où l’on déduit
On tire de là qu'une substitution linéaire ne change pas la forme des équations 
différentielles. Article II.1. Nous voulons maintenant appliquer les résultats de l’article précédent au cas où f1 et  f2 sont des fonctions entières de 2e degré par rapport à p,q ,r. On aura alors

(4) Baltzer, Theorie und Anwendungen der Determinanten, III Auflage, page 50.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 477En posant 
on trouvera 
et par la substitution (7b) on pourra réduire φ1 et φ2 aux formes suivantes

Il suffit pour cela que l’on ait

Les quantités λi seront les racines de l’équation de quatrième degré par rap­port à λ

Par suite, si B est le discriminant de la forme φ2, on aura
2. Supposons que les racines soient différentes entre elles.Soient αr,s les éléments adjoints aux éléments du déterminant (12b). Nous les désignerons par un suffixe lorsqu’on remplacera λ par λ,∙.On trouve alors les égalités

Mais par un théorème sur les déterminants on a (5)
(5) Baltzer, Théorie und Anwendungen der Determinanten, III Auflage, page 54.

www.rcin.org.pl



478 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudespar suite, à cause de la première des équations (II b)
Dérivons l’équation (12b). Nous trouverons 
et, ayant égard à l'égalité (13 b).
Par suite

Enfin, si l’on fait usage de la règle pour calculer le produit des déterminants on trouve d’où
3. Les équations (8 b), à cause des formules (10 b), deviendront

Posons 
σ , σ1 , σ2, σ3 étant les quatre fonctions de Weierstrass. Alors les équations précédentes deviendront

Mais entre les fonctions σ subsistent les relations différentielles (6) 
par suite les équations précédentes pourront s’écrire

(6) Weierstrass, Formeln und Lehrsätze zum Gebrauch der elliptischen Functionen, 
page 28.

www.rcin.org.pl



XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 479
d’où l’on tire 
par conséquent on aura 
et enfin

4. Des équations (17 b) on déduit 

c’est pourquoi on aura

Or (voir (7 b) et (16b)) 
donc, en calculant par les formules (3 b), (14 b) et (20 b) les expressions de p , q , r et en retranchant les facteurs communs aux numérateurs et aux dénominateurs on trouvera
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480 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesoù l’on a posé pour simplifier

Pour trouver la relation qui subsiste entre la variable t et l’argument u des fonctions σ, il suffit de résoudre l’équation (18 b) par rapport à dt/du. Si on intègre après, ayant égard à l’équation (15b), on trouve 
uo étant une constante arbitraire.On a donc pu intégrer les équations (1b) lorsque f1 et f2 sont des fonc­tions de 2e degré. Les intégrales trouvées sont des fonctions doublement périodiques de la variable t.

Article III.1. On peut appliquer l’intégration générale de l’article précédent au cas des équations différentielles (3). Il suffit de prendre (voir chap. I, art. V, § 2): 

pour réduire les équations différentielles (3) aux (1b) et les intégrales (4) et (5) aux intégrales (2 b).2. L’équation de quatrième degré (12 b) devient
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 481où nous avons posé
En développant le détérminant on trouve, après avoir divisé par ABC, 

et si l’on divise par
A cause de l’égalité (24 b) cette équation pourra s’écrire encore
Nous supposerons que les racines soient simples, que m1 , m1, m3 ne soient pas nuis et que les trois quantités A, B, C soient différentes entre elles. Dans ces hypothèses, aucune des racines ne sera égale à A, ni à B, ni à C.3. Nous aurons, par des calculs sans difficulté,

Si l’on substitue ces valeurs de dans les formules (22 b) les équations(21 b) deviennent
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482 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesayant posé

Pour trouver l’équation du temps il suffit d’observer que le discriminant B de la forme φ2 dans notre cas se réduit à
En substituant cette valeur dans l’équation (23 b) on trouve

On peut donc énoncer la proposition: Si l'on a un corps, à l'intérieur 
duquel existent des mouvements stationnaires et qui n'est soumis à aucun couple 
de rotation, les trois composantes de la rotation par rapport au centre de gravité 
sont des fonctions elliptiques du temps.Le problème de la rotation est donc résolu par les formules de cet article, pour ce qui a rapport aux trois composantes de la rotation.

Article IV.1. Afin que la solution analytique du problème soit complète, il faut déterminer les neuf cosinus des angles que font les axes principaux avec le système d’axes fixes. On les a appelés dès le commencement (voir Intro­duction) α1 , α2, α3 ; β1 , β2 , β3 ; γ1 , γ2 , γ3.Nous avons déjà déterminé p , q , r ; il suffit donc d’intégrer les équa­tions de POISSON (voir Introduction (2))

2. Avant d’aborder cette question dans le cas particulier du problème que nous occupe, nous envisagerons le cas tout à fait général et nous don- 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 483neros dans cet article un théorème sur la rotation des corps qui simplifiera beaucoup tous les calculs que nous allons faire. Posons (7) 

(7) Voir Brill, Sul problema della rotazione dei corpi. «Annali di Mat. », T. III, S. II.
(8) Voir Hermite, Sur quelques applications des foctions elliptiques. XII, page 27.

on aura les relations bien connues (8) 
d’où l’on tire 

et par suite on a que A2 , A3 peuvent s’exprimer rationnellement par γ1 ,γ2, γ3 , A1.Soit 
nous pourrons écrire aussi
Par conséquent B1 , B2 , B3 pourront de même être représentés rationnel­lement par γ1, γ2, γ3, A1, et de là on déduit que les six cosinus α1 , α2, α3 ; β1 , β2 , β3 seront des fonctions rationnelles des mêmes quantités.Observons enfin que 
donc les neuf cosinus sont des fonctions rationnelles des trois quantités

On déduit des équations de POISSON
par suite, ayant égard aux équations (28 b), nous obtiendrons 
ce qui démontre que lorsqu’on connaît p, q, r ; γ1, γ2,γ3, il suffit d’une seule quadrature pour obtenir tous les cosinus.

(9) Voir Halphen, Traité des fonctions elliptiques. T, II, page 11.
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484 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes3. Les propriétés précédentes rappelées, nous allons démontrer le théo­rème suivant:Si p , q , r ; γ1 , γ2, γ3 sont des fonctions uniformes du temps dont les points 
singuliers sont des pôles, et si dans tout point singulier l'ordre d'infini d'une 
des fonctions γ1 , γ2, γ3 ri est pas dépassé par l'ordre d'infini des fonctions p, 
q , r, alors les neuf cosinus seront des fonctions uniformes du temps et tous leurs 
points singuliers seront des pôles.En effet, si p , q , r; γ1 , γ2 , γ3 n’ont que des pôles pour points singu­liers, on pourra écrire

P , Q , R ; Γ1 , Γ2, Γ3 ; D étant des fonctions entières. Supposons qu’on ait retranché toutes les racines communes à ces fonctions, alors on pourra dire que Γ1 , Γ2 , Γ3 , D n’auront pas des racines communes. Pour le voir il suffit d’observer que si Γ1 , Γ2, Γ3, D avaient une racine qui ne fût pas une racine de P , Q , R, une au moins des fonctions p , q , r deviendrait infinie d’ordre supérieur aux trois fonctions γ1 , γ2 , γ3 pour t égal à cette racine, ce qui est contraire aux hypothèses qu’on a faites.Cela posé, on peut transformer l’équation (30 b) en écrivant

Mais 
par suite
Si on a égard à l’égalité 
l’équation précédente deviendra 
c’est à dire
Les pôles de la fonction (1∕A1) (dA1∣dt) seront les valeurs de t qui annul- lent une ou plusieurs des quantités
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 485Soit to une de ces valeurs. Nous pouvons distinguer deux cas.Si to n’est pas en même temps une racine de Γ2 et Γ3, alors Γ2 + iΓ3 et Γ2— iΓ3 ne seront pas nuis à la fois. Il en suit que l’infini de (1∕A1) (dA1/dt) dépendra du terme log ou du terme log Mais chacunede ces fonctions est la dérivée logarithmique du rapport de deux fonctions entières, donc dans ce cas (1∕A1) (dA1/dt) sera infini de premier ordre et le 
résidu sera un nombre entier.Examinons maintenant le cas où to est une racine de Γ2 et de Γ3. Alors Γ2+ iΓ3 et Γ2— iΓ3 seront nuis à la fois, et puisque 
il faudra qu’un des facteurs du premier membre soit nul. Mais les deux fac­teurs ne sauraient pas être nuis simultanément, parce que D, Γ1 , Γ2, Γ3 n’ont aucune racine commune.On tire de là que
Calculons la dérivée de On aura
Mais des équations de POISSON on déduit 
par suite 
et enfin
Soit to une racine de Γ2 ± iΓ3 d’ordre n, alors elle sera une racine d’ordre 
n— 1 de d/dt (Γ2 ± iΓ3). L’équation (33 b) nous montre qu’elle sera aussi une racine d’ordre n — 1 de R ± iQ, et par conséquent le rapport 
deviendra pour t = to infini de premier ordre. Ayons égard maintenant aux deux expressions (31 b) que nous avons trouvé pour (1∕A1) (dA1/dt). Le premier terme de l’une ou de l’autre sera fini pour t = to, donc (1∕A1) (dA1/dt) 
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486 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudessera infini de premier ordre. Pour calculer le résidu, il suffira de déterminer le résidu du rapport (35 b) qui sera égal à
On peut faire usage de la formule (34 b), et on a alors 

ce qui montre (voir (32 b)) que le résidu est un nombre entier; à savoir ± n. Nous pouvons donc conclure que dans tous les cas les singularités de la 
fonction 
sont des pôles de premier ordre, les résidus étant des nombres entiers. Par con­séquent, A1 sera une fonction uniforme ayant pour singularités des pôles, et les neuf cosinus qui sont des fonctions rationnelles de γ1 , γ2, γ3, A1 seront aussi des fonctions de la même nature.

4. On peut énoncer le théorème du paragraphe précédent d’une autre manière.
Si on a

P , Q , R; Γ1 , Γ2 , Γ3 ; D étant des fonctions uniformes et entières du temps', 
et si Γ1 , Γ2, Γ3 , D ri ont aucune racine commune', les neuf cosinus seront des 

fonctions uniformes et leurs singularités seront des pôles.En effet nous avons déjà vu que si dans chaque point singulier l’ordre d’infini d’une des fonctions γ1 , γ2 , γ3 n’est pas dépassé par les ordres d’infini de p , q ,r il faut que Γ1 , Γ2, Γ3 , D n’aient aucune racine commune. Dé­montrons maintenant la proposition reciproque. Soit n l’ordre de multiplicité d’une racine de D dans un point singulier. Il y aura une des fonctions γ1 , γ2, γ3 qui deviendra infinie d’ordre n et aucune des fonctions p , q ,r deviendra infinie d’ordre supérieur. Article V .1. Pour vérifier si les conditions nécessaires et suffisantes pour l’appli­cation du théorème fondamental de l’article précédent sont satisfaites dans 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 487le problème de rotation que nous étudions, il faut calculer γ1 , γ2, γ3, ayant déjà calculé dans l’article III les quantités p , q , r.Faisons coïncider l’axe z avec l’axe du couple de quantité de mouve­ment. On aura alors 
et en substituant à p , q ,r les valeurs qu’on a trouvées (voir article III (26b))

Si donc on fait usage des notations de l’article précédent on trouve (voir article III (26 b))

2. Démontrons maintenant que les quatre fonctions Γ1 , Γ2, , Γ3, D n’ont aucune racine commune. Cela suffira pour prouver que tous les neuf cosinus sont des fonctions uniformes ayant pour singularités de pôles.Posons 
et ayons égard à l’hypothèse qu’on a faite que m1 , m2 , m3 ne sont pas nuis. Alors les équations
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488 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudespourront s’écrire

Le déterminant des coefficients sera 

et en le développant on trouvera
Le premier membre de l’équation (25 b) peut s’écrire

En faisant successivement λ = A , B , C on aura

Par suite le dénominateur de Δ sera égal à 
et par conséquent
Mais on a supposé que les racines λ1 , λ2, λ3, λ4 soient différentes entre elles. Il en suit que Δ n’est pas nul, d’où l’on tire la conséquence que les équa­tions (41 b), c’est à dire les équations (40 b), sont incompatibles. Cela signifie 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 489que les quatre fonctions D , Γ1 , Γ2 , Γ3 n’ont aucune racine commune. Il ressort donc du théorème de l’article précédent que les neuf cosinus seront des fonctions uniformes et leur singularités seront des pôles. Ils seront des rapports de fonctions uniformes et entières, et nous en calculerons les expres­sions dans l’article suivant. Article VI.1. Pour obtenir les expressions des neuf cosinus il suffit de calculer 
puisque les cosinus sont des fonctions rationnelles connues de ces quan­tités. (Voir article IV, § 2).Si on prend l’expression de D trouvée dans l’article précédent on a
Donc χ (u) est une fonction doublement périodique dont les périodes sont 4 ω et 4 ω'(lo).

(10) Weierstrass, Formeln und Lehrsätze, page 28.

Posons u = 2 v, il viendra 
et φ aura pour périodes 2 ω et 2 ω'. Elle deviendra infinie à l’intérieur du parallélogramme des périodes dans les points o , ω , ω', ω", par suite elle sera une fonction elliptique de quatrième degré et l’on aura (11)
C1 étant une constante et
Par conséquent 
et l’on a
De même on peut écrire

(u) Ibid. page 15.
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490 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesC2,C3 étant des quantités constantes, et
On déduit de là les expressions suivantes pour 

et il faudra supposer(12)
L1 et L2 étant des constantes.2. Posons

Les trois fonctions D', D' + Γ', Γ2 + iΓ'3 seront des fonctions entières et on pourra les substituer à D , D + Γ1 , Γ2 + iΓ3 dans les formules de l’article précédent. En faisant cette substitution dans la formule (31 b) on aura 
où l’on a posé

(12) Nous écrirons a ≡ b lorsque les nombres a et b seront tels que 

m et n étant des nombres entiers. 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 491Dans l’article III nous avons établi la relation qui subsiste entre les varia­bles t et u. Elle peut s’écrire (voir (27' b)) 
où n et uo sont des quantités constantes. Par suite
D’après des propriétés bien connues, on pourra dire que les résidus de la fonction ψ1 (v) seront égaux à ceux de la fonction ψ (t).3. Cela posé supposons qu’aucune des valeurs ui ne soit congruente à une valeur vi. On pourra en déduire qu’aucune des wi ne sera congruente à une valeur ui. En effet chaque racine de Γ'2 + iΓ'3 est une racine de D'+ Γ' ou de D'—Γ', mais elle ne peut pas être une racine de D', parce que dans ce cas D' et D' + Γ' auraient une racine commune, ce qui est contraire aux hypothèses qu’on a faites. Donc les valeurs wi ne sont pas de racines ni de D' ni de Γ', et par suite on pourra énoncer les propriétés suivantes:1° pour les valeurs v ≡ vi∣2 la fonction
est infinie de premier ordre, son résidu étant + 1; 2° pour les valeurs v = ui/2 la fonction
est infinie de premier ordre, le résidu étant — 1;30 pour les valeurs v ≡ wi∕2 la fonction 
est infinie de premier ordre, le résidu étant ± 1.Prenons les points w1∣2 , w2∕2 , w3∣2 , w4∣2 à l’intérieur du parallélo­gramme des périodes. La somme des résidus de la fonction dans les points d’infini qui sont à l’intérieur du parallélogramme des périodes devant être nulle, il faudra que le résidu de la fonction (44 b) soit égal à + 1 en deux des quatre points wi∣2 et soit égal à — 1 dans les autres.Rappelons maintenant (voir article I, § 3) que la fonction (44 b) doit avoir le résidu égal + 1 où s’annule D'— Γ', et doit avoir le résidu égal — 1 où D'+ Γ' s’annule. Il faudra donc que pour deux des valeurs de la variable 
v, par ex. w3∣2 , w4∕2, soit nulle la somme D' + Γ' et pour les autres w1∣2 , w2∣2 soit nulle la différence D'— Γ'. Si nous choisissons v3 et v4 de manière que l’on ait v3 = w3 , v4 = w4, on pourra dire:
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492 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes1° pour 
la fonction
sera infinie de premier ordre et le résidu sera + 1. 2° pour
la même fonction sera infinie du premier ordre et le résidu sera — 1. 3° la fonction (45 b) n’aura d’autres infinis que les précédents. Par suite il viendra (13) 

m étant une costante.Si on intègre et qu’on désigne par L3 une nouvelle constante, on trou­vera (puisque nous avons posé u = 2 v):

Rappelons les formules (42 b) et ayons égard aux égalités w3 = v3 , w4 = v4. Nous pourrons écrire

(13) Voir Weierstrass, Formeln und Lehrsätze, page 20.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 493où il faut supposer
On a ainsi l’expression générale des trois fonctions dont les cosinus dépen­dent rationnellement d’une manière connue. Il est aisé de voir que les for­mules gardent la même forme si l’on suppose que quelques-unes des valeurs ui soient congruentes aux valeurs vi. Il ne reste à trouver que les relations entre les constantes ui , vi , wi , L1 , L2 , L3 et m et les costantes mécaniques du problème.

Note au chapitre II.1. La résolution analytique de la question est composée de deux parties. Dans la première on détermine les composantes de la rotation; dans l’autre on calcule les cosinus des angles que les axes d’inertie font avec les axes fixes.C’est la même décomposition de la question qu’ont fait JACOBI et la plupart de ceux qui ont traité de la rotation des corps. Il va sans dire que la première question est beaucoup plus simple et plus facile que l’autre.2. Par rapport à la première question on peut remarquer que pour recon­naître à priori que les composantes de la rotation s’expriment par des fonc­tions elliptiques du temps, il suffit d’avoir égard à la polodie qui est l’inter­section de deux quadriques. Les coordonnées de cette courbe sont des fonctions elliptiques d’un paramètre et puisqu’elles sont proportionnelles aux trois composantes de la rotation, celles-ci pourront de même s’exprimer comme des fonctions elliptiques de ce paramètre u. Or on peut démontrer que u est une fonction linéaire du temps. En effet si l’on calcule dt∖du on voit tout de suite, à cause des équations (3), que ce rapport est une fonction double­ment périodique. Il est facile de démontrer que, si l’équations (25'b) n’a pas de racines multiples, dt/du n’a pas d’infinis, ce qui prouve que ce rapport est constant.2. Relativement à la seconde question on peut dire qu’elle a été résolue aisément dans le chapitre précédent en vertu du théorème de l’article IV. La difficulté très-grave de la détermination des cosinus a été surmontée presque sans calculs. Si on aurait voulu suivre la voie directe il aurait fallu calculer et discuter l’expression (30'b) qui peut se mettre sous forme de rapport de deux polynomes rationnels et entiers de 3eme degré par rapport aux fonctions σ. Mais en employant le théorème qu’on vient de citer, il a été suffisant de s’as­surer que les numérateurs et les dénominateurs des expressions de γ1, γ2 γ3 ne s’annulent pas ensemble, pour reconnaître que tous les cosinus sont des fonc­tions uniformes du temps et pour pouvoir après les calculer.
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494 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesSi on emploie la même méthode dans le cas des problèmes d’EULER et de LAGRANGE on est conduit tout aisément aux mêmes conclusions.3. Dans un de ces admirables fragments sur la rotation d’un corps que M. LÖTTNER a tirés des manuscrits de JACOBI, on trouve l’explication du succès de la méthode d’intégration de JACOBI dans le cas du problème d’EULER. La voici: l’angle ψ d’EULER formé par l’intersection des plans ξη et xy avec l’axe 
x s’exprime par une somme d’intégrales elliptiques de troisième espèce aux­quelles est attaché le diviseur 2 i. Puisque la même circonstance favorable se présente dans le problème de LAGRANGE, JACOBI a pu reconnaître a priori que son procédé pouvait s’étendre à ce cas.Allons voir quelle relation subsiste entre l’existence du diviseur 2 i de JACOBI et le théorème de l’article IV.La dérivée de l’angle ψ d’EULER est donnée par la formule

Si Γ1 , Γ2 , Γ3, D ne s’annulent pas ensemble, par un raisonnement semblable à celui qu’on a fait dans l’article IV, on a que dψ/dt est une fonction uniforme dont les singularités sont des pôles du premier ordre et ses résidus sont égaux à n∣2i, n étant un nombre entier. On tire de là que l’existence du diviseur de JACOBI dépend du théorème de l’article IV, c’est à dire qu’il existe parce que D , Γ1 , Γ2, Γ3 ne s’annulent pas ensemble.On a donc que le théorème de l’article IV peut remplacer la recherche du diviseur de JACOBI par l’étude directe de p , q , r ; γ1 , γ2 , γ3.4. M. Jahnske tout récemment dans quelques Notes exprime l’in­tention de revenir sur la question que j’ai traitée.C’est par ces notes que j’ai appris, après la rédaction du présent mémoire, que M. WANGERIN avait traité dans un savant travail un cas particulier en dehors de la question de mécanique céleste. Le cas de M. WANGERIN n’est pas celui des mouvements internes stationnaires qui a été traité dans les chapitres précédents, mais c’est un cas particulier de mouvement adia­batique. Seulement par un théorème que j’ai donné dans le 4eme chapitre les mouvements stationnaires et les mouvements adiabatiques en général restent liés ensembles, c’est à dire il y a un moyen de passer des uns aux autres et même à ceux qui tiennent en même temps des deux types de mouvement.M. WANGERIN s’est limité à la détermination des composantes de la rotation, parce qu’il ne prend pas en considération les cosinus des angles; c’est pourquoi il s’occupe seulement de la première partie du problème dont on a parlé au premier paragraphe.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 495
Chapitre III.

Les axes permanents de rotation et leur stabilité.

Article I .1. Déjà dans l’article III du I chapitre nous avons envisagé les axes permanents de rotation et démontré un théorème à leur égard. Nous voulons maintenant étudier la question des axes permanents, de leur distribution, de leur stabilité, et tirer les conséquences qui découlent de ces récherches.Ecrivons les équations différentielles de la rotation comme nous avons fait dans le Ier chapitre, article V, § 2 (voir aussi le chapitre II). En posant 

on aura

2. Supposons maintenant que p , q ,r soient les coordonnées d’un point en mouvement P'(14).

(14) On pourrait appeler le point P' l'indice de la rotation pour le distinguer du pôle 
de la rotation (voir le Ier chapitre, article I, § 1) qu’on a désigné par P. Entre les coordon­
nées p , q ,r de P' et les coordonnées ξ , η , ζ de P subsistent les relations

Puisque les équations précédentes admettent les intégrales 
et qu’on peut envisager ces équations comme les équations de deux sur­faces du 2d degré, on aura que les intersections de ces surfaces seront toutes les trajectoires possibles du point P'. Ces trajectoires seront donc des lignes du 4e ordre (quartiques). Pour trouver les rotations permanentes il suffira de trouver les positions dans lesquelles P' est en repos. Pour semplifier on pourra les appeler les positions d'équilibre du point P'.
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496 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesCes positions d’équilibre seront telles que

Les équations précédentes représentent les conditions pour que dans le point 
p , q ,r les deux surfaces du 2e degré soient tangentes de sorte que ce point soit un point double d’une des quartiques.C’est pourquoi on a le théorème (voir chapitre I, article III, § 1):

Les points doubles des quartiques f1 = h1, f2 = h2 sont les positions d'équi­
libre du point P', et le lieu de ces points est la courbe ayant pour équations les 
équations (4'c).Les équations (4c) peuvent s’écrire (voir (6a)) 

c’est pourquoi la condition nécessaire et suffisante pour que le lieu des positions 
d'équilibre de P' se décompose en courbes d'ordre inférieur sera

3. Une nouvelle manière d’écrire les équations (4 c) est la suivante (voir (6'a))
Si l’on appelle λ la valeur commune aux trois membres, on trouvera
Envisageons maintenant le cas général en supposant que m1 , m2 , m3 ne s’annullent pas et qu’on ait A> B > C.Tous les points de la courbe, lieu des positions d’équilibre de P', s’ob­tiendront des équations précédentes en donnant à λ toutes les valeurs com­prises entre — ∞ et -|- 00.La courbe aura trois asymptotes qui seront les droites L1 , L2 , L3 pa­rallèles aux axes coordonnées ξ , η , ζ ayant respectivement pour équations 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 497

Elle sera formée de trois branches g1 , g3 , g3. La première branche partira du point —∞ de L1 et aboutira au point + ∞ de L2. Elle correspondra aux valeurs de λ comprises entre A et B. La seconde branche partira du point — ∞ de L2 et aboutira au point + ∞ de L3. Elle correspondra aux valeurs de λ comprises entre B et C. Enfin la dernière branche ira du point —∞ de L3 au point +∞ de L1 en passant par l’origine et correspondra à toutes les valeurs de λ plus grandes que A et à toutes celles plus petites que C.
La courbe lieu des positions d'équilibre de P' est donc une hyperbole 

cubique (15).4. Lorsque les équations (4'c) sont équivalentes à une seule équation, ou qu’elles se réduisent à trois identités, alors le lieu des positions d’équilibre de P' n’est plus une courbe. Afin que ces cas se présentent il faut qu’un ou plu­sieurs des systèmes suivants de conditions soit vérifié

Si un seul est vérifié, alors la dégénération du lieu conduira à une droite et à un plan. Si deux sont vérifiés, et par suite les trois sont vérifiés, c’est à dire si l’on a 
alors chaque point de l’espace sera une position d’équilibre du point P'. Par l’étude que nous venons de faire on a résolu complètement la question des axes permanentes de rotation. Nous consacrerons les articles suivants à la classification des axes permanents selon leur stabilité.

Article II.1. Commençons par donner la définition de stabilité de l'équilibre du point P'. Elle correspondra parfaitement à celle de rotation stable du système.On dira que la position P'o de P' est stable, si, σ étant un nombre aussi petit que l’on veut, on peut trouver un nombre ε tel qu’en plaçant P' à une distance de P'o plus petite que ε, et en le faisant mouvoir d’après la loi repré­sentée par les équations (2 c), il ne s’éloignera jamais de P'o au delà de σ.
(15) A l’article IV de ce chapitre on a exposé de quelle manière cette courbe peut se 

décomposer en courbes d’ordre inférieur.
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498 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesCela posé, en suivant un raisonnement semblable à celui bien connu employé par DIRICHLET, on peut démontrer le théorème suivant:
Tous les points isolés des quartiques (3 c) seront des positions d'équilibre 

stable du point P'.Soit P'o un point isolé. Désignons par les valeurs des fonctionsf1 , f2 au point P'o, et formons l’expression
I sera une fonction continue des coordonnées p , q ,r.Je dis qu’on peut trouver un nombre α tel que la limite inférieure des valeurs de I sur chaque sphère ayant P'o pour centre et dont le rayon est plus petit que a, est un nombre positif.En effet, s’il n’était possible de satisfaire la condition précédente quelque petit qu’on prenait a, les deux surfaces 
auraient des points d’intersection réels aussi voisins que l’on voudrait à P'0 et par suite ce point ne serait pas un point isolé de la quartique à laquelle il appartient.Désignons par S la sphère ayant pour centre P'o et pour rayon a. A l’inté­rieur de cette surface construisons une autre sphère avec le même centre et avec un rayon plus petit que σ. On l’appelera S'. Soit η' la limite inférieure de I sur la surface S'. Ce nombre sera positif. Or I est une fonction continue, donc, à l’intérieur de S', on pourra construire une troisième sphère S”, avec le centre P'o, telle que la limite supérieure des valeurs de I à son intérieur soit plus petite que η'.Soit ε le rayon de la dernière sphère.Faisons maintenant mouvoir le point P' d’après la loi représentée par les équations (2 c) à partir d’une position interne à S". Puisque I doit garder une valeur constante pendant le mouvement, sa valeur sera égale à la valeur ini­tiale, c’est à dire sera plus petite que η'. Par suite P' ne rejoindra jamais la surface S', d’où l’on déduit que sa distance du point P'o restera toujours plus petite que σ. C. Q. F. D.2. On peut généraliser la proposition précédente en démontrant le théo­rème:

Soit P'o un point isolé d'une quartique appartenant au système (3 c), et soit σ un nombre aussi petit que l'on veut.
On pourra trouver deux nombres z et z tels que1° si l'on change m1 , m2 , m3 de quantités constantes plus petites que ε;20 si dans sa position initiale on place P' à une distance de P'o plus petite 

que ε,
le point P' en se déplaçant ne s'éloignera de P'o au delà de σ.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 499En effet envisageons de nouveau les trois sphères S , S' , S" du para­graphe précédent. Soit η" la limite supérieure des valeurs de I à l’intérieur de S". Nous aurons η"< η'. Posons η'∙—η" = p.Puisque I est une fonction continue de m1 , m2 , m3 , nous pourrons trou­ver un nombre ε' tel qu’en changeant m1 , m2 , m3 de quantités plus petites que ε', les valeurs de I à l’intérieur de la sphère S changent moins que p/4. Par suite de ce changement la limite inférieure de I sur S' sera plus grande que η'— p/4 et la limite supérieure de I à l’intérieur de S" sera plus petite que η"+ p/4. Mais η"-+ p∕4<η'—p/4, donc en plaçant P' dans un point initial interne à S" il se déplacera sans jamais rejoindre la surface S'.C. Q. F. D.On peut énoncer le théorème que nous venons de démontrer en disant qu’il y a une double stabilité des rotations permanentes qui correspondent aux 
points isolés: l'une par rapport aux changements du mouvement de rotation, et 
l'autre par rapport aux changements des mouvements internes.3. Passons maintenant à démontrer le théorème inverse de celui de l’article I, c’est à dire que les points de l'hyperbole cubique qui ne sont des 
points isolés des quartiques correspondent à des rotations instables.Nous nous bornerons dans cet article au cas où aucune des conditions (7 c) n’est satisfaite, en renvoyant à l’article IV pour la démonstration lorsque ces conditions sont vérifiées.Cela posé on peut être sûr que sur chacune des surfaces (3 c) n’existe qu’un nombre fini de position d’équilibre du point P'. Désignons par P'o une de ces positions, et par  , les valeurs de f1 et f2 au point P'o. On pourra construire une sphère Σ ayant P'o pour centre, et telle qu’aucun point des surfaces f1 = f1°, = f2°, qui est à son intérieur, soit une position d’équilibrede Po. Or si P'o n’est pas un. point isolé de la quartique à laquelle il appar­tient, il y aura une branche réelle de cette courbe qui passe par P'o .Soit VP'o une partie de cette branche interne à Σ et désignons par 2σ la distance entre les points V et Po. Enfin soit VV' la partie connexe de VP'o qui est située externement à une sphère ayant P'o pour centre et dont le rayon est égal à ε/2; ε étant un nombre plus petit que σ et qu’on peut choisir d’ailleurs aussi petit que l’on veut. On voit bien aisément, en rappelant des théorèmes connus sur les fonctions implicites, qu’on pourra prendre le nombre 
u de manière que chaque point de VV' soit à une distance moindre que ε∕2, d’un point de la quartique  ,et en outre que celle-ci n’ait aucun point double. Il suffit pour cela de remarquer que sur la courbe VV' on n’a aucun point d’équilibre et par suite il n’y a aucun point où les conditions (4 c) soient satisfaites. On tire de là que sur la ligne  exis­tent deux points W' et W, dont l’un est à une distance de P'o plus petite que s, et l’autre à une distance plus grande que σ. Si l’on place P' dans le point W', il doit parcourir la ligne   et rejoindre le point W, c’est à dire en partant d’un point initial qui est éloigné de P'o moins 
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500 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesque ε, il doit s’éloigner au delà de σ. Cela prouve que P'o est une position d’équilibre instable.
Article III.1. Tous les points d’équilibre du point P', c’est à dire tous les points doubles des quartiques, se trouvent sur l’hyperbole cubique ayant pour équations les équations (4'c).Les théorèmes de l’article précédent montrent combien il est important de séparer sur cette courbe les parties où sont les points isolés de celles où sont les noeuds. Les points de passage entre les unes et les autres doivent correspondre aux cuspides des quadriques et nous donneront les points de passage entre les rotations permanentes stables et instables. Nous consacre­rons cet article à cette séparation dans le cas général où la cubique ne se décompose pas, c’est à dire lorsqu’on A> B > C , m1 , m2 , m3 n’étant pas nulles. Nous renvoyons à l’article suivant pour le cas où ces conditions ne sont pas vérifiées.2. En différentiant deux fois les équations (3 c) on a

Ajoutons les équations (9c), après avoir multiplié la première par —λ. On trouvera, ayant égard aux équations (64),
À cause des équations (6 c), les deux équations (8 c) sont équivalentes, par suite il suffira d’examiner les deux équations
Par l’élimination de dr on trouve
À la place de p , q , r substituons les valeurs (64). Alors l’équation précédente deviendra
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 501

Pour séparer les valeurs de λ qui correspondent aux points isolés de celles qui correspondent aux noeuds, il suffira d’examiner pour quelles valeurs de λ la forme différentielle précédente est définie et pour quelles valeurs elle ne l’est pas; et pour cela, il faudra calculer le discriminant de la forme différentielle et examiner son signe. Le rapport entre ce déterminant et la quantité positive ABC∕(λ —C)2 sera
Le signe du facteur (λ — A) (λ — B) (λ—C) change lorsque λ passe par les valeurs A , B , C; mais évidemment le signe de l’autre facteur aussi change pour les mêmes valeurs de λ, et par suite le signe de Δ ne changera pas.Il suffit donc d’examiner les changements de signe du facteur
Si λ croît, chaque terme du trinôme décroît, par suite le trinôme changera de signe deux fois seulement, les valeurs A , B , C exceptées: la première fois pour une valeur de λ comprise entre C et B, et une seconde fois pour une valeur comprise entre B et A. Le trinôme sera toujours négatif pour λ <C et sera positif pour λ > A.Il en suit que Δ sera positif le long de la branche g3 (voir article I, § 3) de l’hyperbole cubique et en deux parties des branches g1 ,g2 adjacentes respectivement aux points à l’infini de L1 et L2 ; tandis qu’il sera négatif dans les deux parties résidues des branches g1 , g2 qui sont adjacentes au point à l’infini de L2.

Les points de passage d'une partie à l'autre, c'est à dire des rotations sta­
bles aux rotations instables, correspondent aux racines réelles de l'équation 
qui sont deux et sont comprises entre A et B, et entre B et C.3. L’équation précédente peut être écrite

Il suffit pour voir cela de faire usage des équations (6'c).Les égalités précédentes démontrent le théorème:
Dans les points de passage entre les points isolés et les noeuds, l'hyperbole 

cubique est tangente aux quadriques appartenant aux systèmes (3 c) qui se 
touchent dans ces points.
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502 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes

Article IV.1. Nous avons jusqu’à présent envisagé le cas où le produit (5 c) ne s’annule pas. Nous allons maintenant traiter tous les cas qu’on a laissés de côté.On peut suivre pour cela le même procédé qu’on vient d’employer. Puisque tous les calculs se répètent de la même manière, nous les suppri­merons et nous nous bornerons à énoncer les résultats.

la cubique se décompose en
hyperbole

. rotations instables

λ n’est pas comprise entre les limites précédentes rotations stables

droite rotations stables.

2ème Cas
la cubique se décompose en
hyperbole

comprise entre B et rotations instables

λ n’est pas comprise entre les limites précédentes rotations stables

droite rotations instables

3ème Cas
la cubique se décompose en
droite p = 0 , q = 0

r comprise entre rotations instables

r n’est pas compris entre les limites précédentes rotations stables
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 503
droite rotations stables

droite rotations instables

4ème Cas
la cubique se décompose en
droite

comprise entre rotations stables

q n’est pas comprise entre les limites précédentes rotations instables

droite rotations stables

droite rotations stables

5ème Cas (Cas d’EuLER)la cubique se décompose en
droite p = 0 , q = o................................................................................... rotations stables
droite q = 0, r = 0................................................................................... rotations stables
droite r = 0 , p = 0........................ ... ...................................................rotations instables

6ème Cas (16)
la cubique se décompose en
hyperbole

λ comprise entre B rotations instables

λ n’est pas comprise entre les limites précédentes rotations stables

droite

7ème Cas
(16) Lorsque A B = C on peut choisir les axes d’inertie de manière qu’on ait m3= 0.
(17) Dans ce cas nous supposons qu’on ait choisi les directions des axes de sorte 

que m2 et A = B aient le même signe; ce qui est toujours possible.
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504 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesla cubique se décompose en
droite p = 0 , r = 0

rotations instables

rotations stables

droite rotations stables

droite p = 0 , q = ∞ .2. Il faut maintenant discuter les cas où le lieu des points d’équilibre de P' devient un plan et une droite
Ier Cas

le lieu des points d’équilibre de P devient
droite q = 0 , r = 0 .................................................................................. rotations stables

plan (q et r quelconques) ...................................................rotations instables

2ème Cas A = B = C
le lieu des points d’équilibre de P devient
droite q = 0 , r = 0.................................................................................. rotations stables
plan p = ∞ .Pour démontrer dans le premier cas que les rotations correspondantes à p = m1∣(B—A) et q et r quelconques sont instables on ne peut pas appliquer le théorème qu’on a démontré au § 3 de l’article ILRemarquons que dans ce cas les intersections des quadriques f1 = h1, f2 = h2 sont un couple de cercles. Les points doubles correspondent au cas où les deux cercles coïncident. Alors les deux quadriques sont tangentes le long du cercle double. Tous les cercles d’intersection ou de contact des quadriques f1 = h1, f2 = h2 sont placés dans des plans perpendiculaires à l’axe de symétrie des deux quadriques et leurs centres sont situés sur cette droite. Le point P est en équilibre dans un point quelconque appartenant aux cercles doubles qui sont placés dans le plan p — m2/(B — A); mais aussi près de ces cercles que l’on veut existent des couples de cercles simples qui sont parcourus par le point P' avec une vitesse constante.Cette remarque suffit pour montrer que l’équilibre du point P' dans les points du plan p = m1∕(B—A) est instable, et par suite que les rotations
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XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudes 505permanentes qui correspondent à ces positions son instables. On tire de là que le théorème donné dans l'article deuxième du § 3 peut s'étendre au cas 
qu'on avait exclu.3. Il reste encore à examiner un cas particulier, savoir lorsque les trois systèmes d’équations (7 sont vérifiés. On aura alors
Dans ce cas P' est en équilibre dans tout point de l’espace; par suite tout point de l’espace est une position d’équilibre stable.Mais on voit aisément que dans ce cas il n’y a pas de stabilité par rapport à des changements des mouvements internes.En effet choisissons les axes de manière que l’on ait
Si nous prenons 
on aura que, quelque petite que soit la valeur absolue de m2, la trajectoire de P' sera un cercle situé dans le plan q = 0, ayant le rayon égal à p, et dont le centre est l’origine des axes coordonnées.Donc les rotations sont stables par rapport à des changements des rota­tions mêmes, mais elles sont instables par rapport au mouvement interne.De cette manière tous les cas qui peuvent se présenter ont été discutés et dans chacun on a distingué les rotations stables et instables.

Article V.1. Nous allons développer quelques conséquences des théorèmes des articles précédents.Commençons par supposer A > B > C, m1 = m2 = m3 = 0. Nous envi­sageons le Ve cas de l’article IV. On peut alors dire que si le couple de quan­tité de mouvement est suffisamment petit, en prenant la position initiale du pôle de rotation assez proche d’une extrémité de Taxe d’inertie dont le moment est maximum, ou de celui dont le moment est minimum, la polodie sera aussi proche que l’on veut au pôle d’inertie.2. Une remarque, qui paraît digne d’intérêt, peut être déduite tout de suite des considérations précédentes.
Si l'on voit le pôle de rotation faire des petites oscillations autour d'un 

certain point, même si le système ne change de forme, ni la distribution des 
masses ne change non plus, on ne pourra pas conclure que le point autour duquel 
le pôle oscille soit un pôle d'inertie.En effet si à l’intérieur du système existent des mouvements station­naires, le point autour duquel oscille le pôle de rotation au lieu d’être le pôle 
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506 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesd’inertie sera l’intersection de l’ellipsoïde d’inertie avec le rayon vecteur d’un des points isolés des quartiques que nous avons précédemment envisagées.3. Passons maintenant à l’étude des petites vibrations de P' autour des positions d’équilibre stable.Supposons d’abord que la cubique (4'c) ne se décompose pas et dési­gnons par λ1 et λ2 les racines réelles de l’équation (12c). Prenons λ de manière qu’elle ne soit pas comprise entre ces valeur. Alors 
seront des valeurs correspondant à une position d’équilibré stable de P', c’est à dire à une rotation permanente stable du système.Posons 
et supposons que ω , χ, p soient des quantités très-petites, de manière qu’on puisse négliger les expressions du second ordre formées avec elles par rapport aux mêmes quantités. Alors, puisque les valeurs constantes po , qo , ro satisfont aux équations (4'c), les équations (2 c) pourront s’écrire

Pour intégrer ces équations posons 
a , b , c , z étant des quantités constantes; z sera une racine de l’équation

En développant le déterminant on trouve 
d’où l’on tire
De l’hypothèse que nous avons faite par rapport aux valeurs de λ, on peut déduire que les racines z qui ne sont pas nulles, sont imaginaires. Par suite la 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 5°7période de vibration du point P' autour de la position d’équilibre stable sera
Si l’on change λ entre les limites établies au commencement de ce paragraphe, 
la formule précédente donnera toutes les périodes avec lesquelles le pôle de rota­
tion petit osciller autour des positions d'équilibre stable. Ajoutons les équations (l4c), après les avoir multipliées par m1/(λ—A) , m2/(λ—B) , m3∣(λ—C). On aura 
et en intégrant
De même ajoutons les équations (14 c) après les avoir multipliées parNous trouverons en intégrant
Ces intégrales montrent que le mouvement du point P' a lieu sur une ellipse appartenent au plan (14'c), c’est à dire à un plan parallèle au plan tangent aux surfaces (3 c) au point po , qo ,ro .4. Il n’y a pas de difficulté à discuter les cas particuliers qui peuvent se présenter. Il suffit pour cela d’avoir égard aux résultats qu’on a établi dans l’article précédent.Nous examinerons seulement le cas où deux des moments d’inertie sont égaux, le troisième étant différent. C’est à dire quand on a
Alors en choisissant les axes d’inertie de manière qu’on ait m3 = 0, et en employant les résultats qu’on a trouvé dans le cas VI de l’article IV du Chap. III on aura que les rotations stables seront données par 
λ étant compris entre
Par suite, les périodes des vibrations du pôle de rotation autour des positions d’équilibre stable seront données par la formule
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508 XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudesLorsqu’il n’y a pas de mouvements internes il y a une seule position d’équi­libre stable du pôle de rotation (I cas, article IV) qui correspond à p — po , 
q = r = 0 et la période de vibration du pôle autour de cette position est donnée par la période eulerienne 2 π B/(B —A)po. On tire de là que les mou­vements internes donnent naissance à un nombre infini de positions d’équi­libre stable du pôle et changent les valeurs de la période eulerienne, de manière qu’elle peut prendre toutes les valeurs données par la formule précédente.

Chapitre IV
Rotation d’un corps à l’intérieur duquel existe un mouvement 

polycyclique quelconque.

Article I .1. Dans les chapitres précédents nous avons étudié la rotation d’un corps dans lequel existent des mouvements stationnaires.Il faut en général l’intervention de forces à l’intérieur pour maintenir stationnaires ces mouvements. On peut maintenant approfondir l’étude de ces forces et voir pourquoi et quand elles sont nécessaires (article VI, § 3) et l’on peut étudier après ce qu’il arrive lorsqu’elles n’existent pas (article VII, VIII), ou lorsqu’elles ne sont pas capables de maintenir tous les mouve­ments stationnaires (article IX).L’étude de ces questions sera le but de ce chapitre dans lequel nous intro­duirons les idées et la terminologie que Helmholtz a employées dans ses travaux sur les systèmes cycliques (18).2. Commençons par déterminer la force vive de tout système qui tourne autour d’un point fixe.Soit ξ , η , ζ un système d’axes en mouvement dont l’origine est fixe. Désignons par p , q ,r les composantes de la vitesse angulaire de rotation dans la direction des axes.Supposons que u , v, w soiet les composantes de la vitesse relative aux axes ξ , η , ζ d’un point du système ayant pour coordonnées ξ , η , ζ. Alors les composantes de la vitesse absolue seront
Si la densité du système est p, la force vive sera

(18) Crelle’s Journal. Bd. 97.
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XXXI.- Sur la théorie des variations des latitudes 509S étant l’espace occupé par le système en mouvement. On tire de la 
où l’on a désigné par A , B , C les moments d’inertie du système par rapport aux axes ξ , η , ζ; par D , E , F les moments mixtes d’inertie par rapport aux couples d’axes η , ζ; ζ , ξ; ξ , η, et l’on a posé

On a donc désigné pa m1, m2, m3 les composantes du couple de quantité de mouvement relatif aux axes ξ , η , ζ et par To la force vive du même mou­vement relatif.3. On peut appeler ces mouvements relatifs les mouvements internes 
du système. S’ils ne changent la forme ni la distribution de la densité à l’in­térieur du système ils vérifieront la condition 
et le long de toute surface de discontinuité on aura 
en désignant par n la normale à la surface de discontinuité, par p , u , v, 
w la densité et les composantes de la vitesse d’un côté de cette surface, et par p', u' ,v', w' les valeurs des mêmes quantités de l’autre côté.En général m1 , m2 , m3 , To seront des fonctions du temps, mais si les mouvements internes seront stationnaires on devra les regarder comme des constantes. Article II.1. - Lorsque les mouvements internes sont stationnaires et le système n’est pas soumis à des forces externes on a les relations (en prenant ξ,η,ζ pour axes d’inertie: voir Introduction)
Si la force vive T est constante (voir article précédent § 2) on doit avoir 
puisque To est constante
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510 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesNous allons déterminer les conditions pour que la relation précédente soit satisfaite, quelles que soient les conditions initiales du mouvement.2. En dérivant l’équation (4d) par rapport à t, on trouve
Multiplions les équations différentielles du mouvement (voir Introduc­tion) 

par m1∣A , m2∣B , m3/C. En les ajoutant on aura, à cause de l’équation (4'd),

Il est aisé de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette équation soit satisfaite quelles que soient les valeurs de p , q , r.Elles sont ou 
ououou enfin
On tire de là le théorème suivant: Il est nécessaire et suffisant pour que la force 
vive du système soit constante, quel que soit le mouvement initial, que l'ellipsoïde 
d'inertie soit une sphère, ou qu'il soit un ellipsoïde de révolution par rapport 
à l'axe du mouvement interne (19).

(19) Il est évident que le dernier cas comprend le premier.

3. On peut maintenant se poser la question suivante:En prenant d’une façon particulière les conditions initiales du mouve­ment, est-ce qu’on peut trouver d’autres cas dans lesquels la force vive reste constante?On peut répondre tout de suite affermativement à cette question; à cet effet il suffit de remarquer que la force vive sera constante toutes les fois 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 511que le mouvement de rotation du système sera permanent (voir le cha­pitre III). Mais ce cas n’est pas le seul; il y en a aussi d’autres.Pour les trouver il suffit de chercher les conditions qui doivent être remplies pour que les équations (2d), (3d), (4d) aient un nombre infini de racines communes. Par l’élimination de p entre ces équations on trouve 

ayant posé
Les équations précédentes auront un nombre infini de racines com­munes lorsque leur résultante aura tous ses coefficients nuis.Si l’on écrit que le coefficient du terme de 4ème degré est nul, il vient

Cette équation sera satisfaite seulement si l’on a 
ou si m1, ou m2, ou m3 s’annule. En effet on peut l’écrire

On tire de là que, si la condition A = B = C n’est pas satisfaite et si les quantités m1 , m2 , m3 ne sont pas nulles, T sera constante seulement lorsque p , q ,r seront constantes. D’où l’on déduit le théorème:
Si l'on a un système qui n'est pas soumis à des forces externes et dans lequel 

subsistent des mouvement stationnaires, la condition nécessaire et suffisante 
pour que la force vive soit constante, lorsque A , B , C ne sont pas égaux, et 
m1,m2,m3 ne sont pas nuis, est que la rotation du système soit permanente.4. Supposons maintemant qu’on ait m2 = 0. Alors la dernière équa­tion s’écrira
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512 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesd’où
Donc il faut que B soit comprise entre A et C. En supposant on pourra poser 
ε désignant une quantité constante réelle. Les équations (2d) et (3d) deviendront
Par l’élimination de q entre ces équations on trouve

Cette égalité peut s’écrire de la manière suivante
Supposons que les valeurs initiales de p et de r soient telles que le premier facteur du premier membre de l’équation précédente soit nul; on peut démon­trer alors que ce facteur sera toujours nul. Cette proposition est évidente lorsque les valeurs initiales de p et de r n’annulent pas le deuxième facteur. Mais s’ils l’annulent, alors on a 
et par suite le mouvement de rotation est permanent (voir chapitre III, article IV, § 1, 3eme cas); p et r garderont alors une valeur constante et par conséquent le premier facteur sera toujours nul.Observons maintenant que si le premier facteur est nul, la condition (4d) peut être déduite comme une conséquence. On peut donc conclure: la 

force vive sera constante lorsqu on a 
et que les conditions initiales du mouvement sont telles que l'égalité 
soit vérifiée, q ayant une valeur quelconque.Réciproquement si la condition (4d) doit être remplie, ou elle doit coïn­cider avec l’équation qu’on obtient en annulant le premier facteur de l’équa­tion (5d), ou les deux facteurs du premier membre de cette équation devront 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 513être constants et par suite p , q ,r seront constants, c’est à dire le mouve­ment de rotation sera permanent.Remarquons enfin que si l’on suppose que non seulement m2, mais m1 ou m3 soit nul, alors il faut qu’on ait B = A ou B = C, c’est pourquoi on revient aux cas envisagés auparavant (§ 2).5. On peut résumer l’analyse qu’on vient de faire dans cette proposi­tion:
Tous les cas particuliers dans lesquel la force vive du système est constante 

se réduisent aux suivants:1o Le mouvement de rotation du système est permanent;20 On a, ε étant une constante, 
et les conditions initiales sont telles que

30 L'ellipsoïde d'inertie est de révolution autour de l'axe du mouvement 
interne.

Dans le 3eme cas les conditions initiales du mouvement peuvent être quel­
conques.Les cas précédents exceptés, la force vive du système doit changer; par suite il faut des forces pour maintenir stationnaire le mouvement interne. C’est pourquoi si ces forces n’existent pas le mouvement interne doit cesser d’être stationnaire.Donc de la même manière que les mouvements internes changent le mou­
vement de rotation du système, celui-ci tend à changer les mouvements internes.6. Nous venons de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que la force vive du système soit constante. Or ces conditions sont nécessaires pour que le mouvement interne se maintienne stationnaire sans qu’il intervienne aucune force, mais évidemment elles ne sont pas suffisantes. En effet la somme des travaux des forces qui servent à maintenir station­naire le mouvement peut être nulle, sans que chaque force soit nulle.Nous verrons dans l’article VI les conditions nécessaires et suffisantes pour que le mouvement soit stationnaire lorsqu’aucune force n’agit.

I Article III.1. Nous avons vu dans l’article précédent que la force vive d’un système où subsistent des mouvements stationnaires change en général avec le temps. Nous consacrerons cet article pour en calculer l’expression.Il suffit pour cela d’employer les formules que nous avons trouvées dans le chapitre II, article III, § 3. On a
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514 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes

où pour symétrie on a remplacé σ par σ4. On tire de la

Mais les quantités λi sont les racines de l’équation (voir (25'b)) 
par suite on aura

Ayant égard à l’équation (24 b) on peut écrire 
donc (comparer (25"b)) 
et enfin

2. Il n’y a plus maintenant de difficulté pour calculer la force vive.Il suffit d’employer la formule (1 d) de l’article I dans laquelle on prendra D = E = F = 0. On aura
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 515
Mais (voir (2 d))
Donc, à cause de l’égalité (6'd), on trouvera

Article IV.1. Examinons maintenant les variations produites par le mouvement de rotation du système sur le mouvement interne, lorsqu’il n’y a pas de forces capables de le maintenir stationnaire.Pour simplifier nous envisagerons d’abord un cas particulier, et dans les articles suivants nous discuterons le cas le plus général.2. Supposons que le mouvement interne soit la rotation d’un tore de révolution homogène autour de son axe de symétrie, et que celui-ci soit fixe dans l’intérieur du corps.Désignons par ω la vitesse angulaire de rotation du tore, par α , β , γ les cosinus de direction de l’axe du tore avec les axes d’inertie du système ξ , η , ζ; par μ le moment d’inertie du tore par rapport à l’axe de symétrie.Les composantes du couple de quantité de mouvement due au mouve­ment interne dans les directions ξ , η , ζ seront 
et la force vive du mouvement interne sera
Par suite la force vive du système, dont la forme et la distribution des masses ne changera pas, sera (voir (1 d))
Si le système n’est soumis à aucune force externe nous pouvons écrire les équations du mouvement de la manière suivante (voir Introduction, eq. (7))
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516 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesSi le tore aussi, en tournant autour de son axe, n’est soumis à aucune force, on aura, à cause du principe des forces vives
3. Nous avons trouvé quatre équations (7 d) et (1'd) où paraissent quatre fonctions inconnues, c’est à dire p , q ,r , ω. Les quantités p , q ,r déter­minent la rotation du système, et ω détermine le mouvement interne.En dérivant l’équation (1'd) par rapport à t on trouve

Ajoutons les équations (7d) après les avoir multipliées par p , q ,r. Il viendra
D’où 
et en intégrant
Entre ω , p , q , r subsiste donc une relation linéaire à coefficients constants. A l’aide de cette relation on peut éliminer ω dans les équations (7d). En intégrant ces équations on aura p , q ,r et par suite, à cause de l’équation (8 d), on aura ω.Il est aisé de voir sans même faire des calculs que le problème de l’intégra­tion peut se reconduire aux quadratures et qu’on obtient des fonctions ellip­tiques. Il suffit pour cela de remarquer que par le principe de la conservation des aires on a l’intégrale suivante des équations (7 d)

Remplaçons dans cette équation et dans l’équation (1'd) ω par la valeur qu’on tire de l’équation (8 d). On trouvera deux relations de 2ème degré entre 
p , q ,r. On déduit de là que p , q ,r peuvent s’exprimer comme des fonctions elliptiques d’un paramètre, et par une quadrature on peut trouver une relation entre ce paramètre et le temps. L’équation (8 d) montre que même ω peut s’obtenir d’une manière analogue. Nous en resterons là dans la solution de ce cas particulier, parce que nous considérerons le cas général dans les articles suivants.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 517
Article V.1. Nous allons discuter la question tout à fait générale de la rotation autour du centre de gravité d’un corps dans lequel existe un système poly­cyclique quelconque (20) Le cas que nous avons étudié dans l’article précédent n’est qu’un cas très-particulier de mouvement monocyclique. Nous pouvons supposer des mouvements polycicliques de plusieurs sortes. Comme type nous pouvons par exemple envisager approximativement des réseaux de canaux dont les sections soient très-petites par rapport à leurs longueurs, et dans lesquels circulent des fluides homogènes (21).2. Soient p1 , p2 , p3 ,∙ ∙ ∙, pn les coordonnées cycliques du système et ω1 , ω2, ∙ ∙ ∙, ωm soient les paramètres.

(20) Voir Hertz, Die Prinzipien der Mechanik. Zweites Buch. Abschitt 5.
(21) Dans l’art. IX nous envisagerons un cas de rotation d’un solide qui renferme un 

fluide dans un récipient tubulaire dont la Section est quelconque.

L’expression de la force vive du mouvement interne sera en général 

en désignant par ωi = dpi∖dt les intensités cycliques du système.Nous verrons après les termes qu’on doit négliger dans cette expression. Les coefficients ais , bhk , cih, seront des fonctions des paramètres.Les composantes du couple de quantité de mouvement seront 

où ai , bi , ci , eh ,fh , gh seront des fonctions des paramètres. On pourra aussi supposer que les moments d’inertie A , B , C et les moments mixtes soient des fonctions des paramètres.La force vive du système sera (voir article I, eq. (1 d))
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518 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes3. Un déplacement virtuel du système sera déterminé par les com­posantes d’une rotation infiniment petite qu’on désignera par δω , δχ , δp et par les différentielles δpi et δωh. Ecrivons le travail virtuel sous la forme
Mξ , Mη , Mζ seront les composantes du couple de rotation; Pi seront les forces correspondant aux coordonnées cycliques pi et Πh celles correspondant aux paramètres ωh.Par des formules connues on aura

En employant le principe de Hamilton on trouve donc l’équation suivante 

où l’on doit supposer que δω , δχ , δp , δpi, , δωh soient nuis aux temps to , t1.Par des intégrations par parties on trouve les équations différentielles du mouvement
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 5194. Supposons maintenant que les paramétres changent si lentement que leurs dérivées par rapport à t soient infiniment petites.En les négligeant, on trouvera que la force vive du mouvement interne sera
La force vive totale sera 

et les équations différentielles du mouvement deviendront

Pour que le mouvement interne soit cyclique, même si les dérivées des inten­sités cycliques ne sont pas négligeables, il faut supposer que les coefficients cih soient des quantités négligeables (22).Alors les équations précédentes deviennent Il *

Il est inutile d’ajouter que le système ne sera rigoureusement cyclique quesi les paramètres seront constants.
(22) Voir VoiGT, Kompendizim der theoretischen Physik. Ier Bd., page 86.

www.rcin.org.pl



520 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes5. En supposant que le couple de rotation soit nul, ajoutons les trois premières équations (10d) après les avoir multipliées par ∂T/∂p , ∂T∣∂q , ∂T∣∂r. On trouvera 
et en intégrant
Désignons par x , y , z un système d’axes fixes et représentons dans la table suivante les cosinus des angles qu’ils forment avec les axes ξ , η , ζ

En employant les formules de POISSON (Introd., eq. 2), on tire des équations (10 d), si l’on suppose toujours Mξ = Mη = Mζ = 0, 

d’où par intégration

Ces intégrales sont les intégrales des aires et l’équation (11d) peut être déduite comme une conséquence d’elles.Si le plan xy est le plan invariable, alors les deux premières constantes sont nulles et la troisième est K; par suite il vient
6. On tire très-facilement des équations (10 d), étant v ≤ n,
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 521

Cette équation peut s’écrire de la manière suivante

Mais on a 

donc l’équation précédente deviendra

Supposons que les intensités cycliques ωv+l , ωv+2, ∙ ∙ ∙, ωn soient constantes, alors il viendra
S’il existe une fonction des forces relatives aux paramètres (23) et qu’on la désigne par Φ, on aura

(23) Hertz, Die Prizipien der Mechanik, page 240.
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522 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudeset par suite l'equation (13d) s’écrira
Multiplions par dt et intégrons, nous trouverons 
h étant un constante.Si les mouvements internes sont isocycliques, c’est à dire si les inten­sités cycliques sont constantes, l’intégrale précédente deviendra
Si aucune des quantités ωi∙ n’est constante, alors

Article VI.
1. Supposons d’abord que le système soit rigoureusement cyclique, c’est à dire que les paramètres soient constants. Supposons en outre que les intensités cycliques soient constantes.Le mouvement sera isocyclique, c’est pourquoi nous revenons au cas où les mouvements internes seront stationnaires et le corps ne change pas de 

forme, ni la distribution des densités change non plus.Alors les équations (10"d) se réduiront aux équations suivantes 

et si le couple de rotation est nul les trois premières équations devien­dront
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 523

Pour les réduire à la forme qu’on a donné auparavant il suffit de prendre pour axes ξ , η , ζ les axes d’inertie, et alors les équations précédentes se réduisent aux équations (3).On peut donc énoncer les résultats qu’on a obtenus dans le chapitre 2ème de la manière suivante: Si à l'intérieur d'un corps qui n'est soumis à 
aucun couple de rotation existent des mouvements isocycliques (les paramè­
tres étant constants) alors les composantes de la rotation sont des fonctions elli- 
ptique s du temps, et les cosinus des angles que les axes d'inertie du système 
forment avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps.2. Remarquons que T est une fonction de 2ème degré, par suite si nous posons

H étant donné par la formule 

les équations (10IVd) deviennent (voir article V du chapitre I) 
et l’on peut obtenir l’intégration (voir chapitre II, article II) sans déter­miner d’avance les axes d’inertie du corps. L’équation de 4ème degré dont dépend la solution sera
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524 XXXI. - .Sur la théorie des variations des latitudesoù l’on a (voir (14'd)) 
étant (voir (11 d))

3. Les formules (10'"d) font connaître un autre élément très-impor­tant dans la question. En effet, la dernière de ces formules nous donne l’ex­pression des forces qui sont capables de maintenir stationnaire le mouve­ment. On tire de ces formules la propriété suivante qui complète la proposi­tion que nous avons énoncée à la fin du premier paragraphe:
Les forces nécessaires pour maintenir stationnaire le mouvement sont des 

fonctions elliptiques du temps.Pour le calcul de ces forces nous renvoyons au § 4 de l’article IX (voir (23 d)). En attendant, nous pouvons nous servir du résultat que nous venons de trouver pour chercher dans quels cas les mouvements internes pourront se maintenir stationnaires sans que l’intervention d’aucune force ne soit nécessaire. Nous emploierons les résultats que nous avons trouvés à l’arti­cle II et nous les compléterons. Rappelons en effet que les conditions que nous avons données dans cet article, par rapport à la question que nous nous posons, sont des conditions nécessaires et ne sont pas suffisantes (voir § 6, article II).On tire de la dernière des formules (10'"d) que les forces internes seront nulles lorsque
Remarquons d’abord que ces conditions sont vérifiées lorsque le mouve­ment de rotation est permanent. On peut donc dire:Si le mouvement de rotation est permanent, il ne faut pas de forces pour 
maintenir isocycliques les mouvements internes.Lorsque le mouvement de rotation n’est pas permanent, rapportons nous aux axes d’inertie.Si les forces ne doivent pas exister il faudra que la force vive soit cons­tante, c’est pourquoi on aura (voir article II, § 1) 
sans que p , q ,r soient des quantités constantes.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 525Donc pour que les conditions (14vd) soient vérifiées il faut que
Nous avons donné (article II, § 5) les conditions que m1 ,m2 , m3 doivent vérifier pour que la force vive soit constante lorsque la rotation n’est pas permanente, on aura donc tout de suite les conditions nécessaires et suffi­santes que nous cherchons.En rappelant la proposition que nous avons donnée au § V, article II, et le théorème que nous avons énoncé tout à l’heure on aura:

Les forces étant nulles, le mouvement interne sera isocyclique dans les cas 
suivants:1o lorsque le mouvement de rotation est permanent;2° lorsque 
les quantités θi étant des constantes et les conditions initiales du mouvement 
étant telles que

30 lorsqu on aura 
le mouvement initial de rotation étant arbitraire.

Article VII.1. Nous allons examiner dans cet article un cas important qui peut se présenter. C’est le cas où les forces correspondant aux coordonnées cycli­ques sont nulles.Si P1 = P2 = • • • = Pn = 0, on aura 
et en intégrant
Ki étant une quantité constante.2. En employant les intégrales qu’on vient de trouver, on peut éliminer les intensités cycliques. En effet, en ayant égard à l’égalité ais = asi, cal­
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526 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesculons le déterminant 

et désignons par Ais le rapport entre l’élément réciproque de ais et le deter­minant.On aura, en posant

Ou si 
on a (voir article V, § 2)

Et en remplaçant ωi par l’expression (17d) on trouve 

ayant posé pour simplifier

Si dans les formules (9d) on remplace ω1∙∙∙ωn par les expressions (17d) on a
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d’où l’on tire

On peut donc calculer l’expression de la force vive du système qu’on obtient par l’élimination des intensités cycliques, savoir 

ayant posé

Nous avons écrit (T) au lieu de T pour désigner l’élimination qu’on vient de faire.3. Pour transformer les équations (10d) par l’élimination des quan­tités ωi, remarquons que l’on a
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528 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesA cause des équations (15d) on peut écrire 
et des équations (17d) on déduit

Par suite en posant 

la formule (18d) s’écrira

Mais 
en conséquence, si nous comparons les dernières formules nous aurons

On peut donner à ces équations une expression plus simple. A cet effet posons
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 529ou bien

On aura alors 

et par suite les équations (10d) peuvent s’écrire

Article VIII.1. Supposons que les paramètres du système cyclique soient constants. Alors les équations (21d) qu’on vient de trouver se réduisent aux trois équa­tions 

dans lesquelles on aura 
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530 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesLes coefficients de tous les termes de cette expression son+ constants, par suite les équantions (21'd) correspondent à la rotation d’un système dans lequel existent des mouvements stationnaires, en supposant que les moments d’inertie par rapport aux axes ξ , η , ζ soient 
que les moments mixtes d’inertie par rapport aux couples d’axes η , ζ ; ζ , ξ ; ξ , η soient 
et enfin que les composantes du couple de quantité de mouvement du mou­vement interne soient l1 , l2 , l3 (voir article VI).On tire de là le théorème suivent:

Soit un corps dont la figure reste invariable, dans lequel la distribution 
des densités n'est pas altérée, à l'intérieur duquel existe un mouvement poly­
cyclique laissant les paramètres constants et sur les coordonnés cycliques duquel 
ri agit aucune force; sous l'action d'un couple donné, il tournera autour du centre 
de gravité comme un autre corps dans lequel existe un mouvement stationnaire, 
qui est sollicité par le même couple moteur; les intensités cycliques dépendront 
à chaque instant de la rotation du corps.2. Remarquons que la forme quadratique 
est une forme définie positive. Cela dépend de l’expression (I"d) trouvée pour (T) qui étant celle de la force vive doit être toujours positive. Mais on ne peut pas démontrer que A — a , B — b , V — c , vérifient les conditions 

auxquelles doivent satisfaire les moments d’inertie d’un corps réél dont la densité est toujours positive. C’est pourquoi dans le théorème précédent lorsqu’on parle du corps qui tourne de la même manière que le corps donné, il faut envisager un corps idéal dont la densité peut devenir aussi négative. Du point de vue analytique et cinématique il n’y a aucune différence entre le mouvement de ce corps et celui d’un corps réel, puisque la forme quadrati­que (20"d) est une forme quadratique définie.3. Le théorème qu’on a donné à la fin du § 1 ramène la recherche du mouvement d’un corps dans lequel existent des systèmes polycycliques, et 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 531qui n’est soumis à aucun couple extérieur, au problème qui a été traité auparavant, et l’intégration, dans ce cas plus général, s’effectuera encore à l’aide des fonctions elliptiques. (Voir le chapitre II).On pourra énoncer la proposition suivante:
Les composantes de la rotation et les intensités cycliques d'un système, dans 

lequel existent des systèmes polycycliques, dont la figure et la distribution des den­
sités ri est pas altérée, et qui ri est soumis à aucune force extérieure, sont des fonc­
tions elliptiques du temps; les cosinus des angles que les axes d'inertie forment 
avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps.4. Si l’on voulait effectuer la solution de la question en la ramenant à celle du mouvement d’un corps dans lequel existent des mouvements station­naires, on pourrait d’abord réduire les équations à la forme (3) et après faire l’intégration par les méthodes qu’on a données auparavant. Mais il est évident qu’on peut atteindre le but d’une manière directe beaucoup plus simple. Il suffit pour cela d’appliquer les propositions de l’article V du Ier chapitre, §§ 3, 4, comme nous avons déjà montré dans l’article VI. En effet, lorsque M∣=Mη = Mζ = o on peut ramener les équations différentielles (2u) au type (i2β), puisque Θ est une fonction de 2d degré. Le Hessien de la fonction Θ sera 

et on calculera tout de suite les fonctions ∕1 et ∕2 par les formules 

de sorte qu’on aura
5. On peut intégrer directement ces équations par la méthode qu’on a donnée dans le 2ème chapitre à l’article IL Cette intégration dépendra de la résolution d’une équation de 4ème degré qu’on écrira très aisément en partant de l’équation (12⅞) du même article. (Comparez article VI, § 2).
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532 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesLes expressions des composantes de la rotation et cel1 s des intensités cycliques seront les suivantes 

où L//z), M//;) , N//z) sont des quantités constantes.Si nous employons les quantités α∙^ du 2rne chapitre, article II, on aura

La relation qui subsiste entre t et u sera l’équation linéaire (voir (23$)) 
to étant une constante arbitraire et λ1,λ2,λ3,λ4 les racines de l’équation du 4ème degré.Pour calculer les cosinus des angles que les axes ξ , η , ζ forment avec les axes fixes, il faudra d’abord déterminer γ1 , γ3, γ3. En employant les formules (12√) on aura

Par la méthode qu’on a donnée aux articles IV, V, VI du 2ème chapitre on pourra obtenir l’expression des autres cosinus.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 5336. Dans le cas que nous venons de discuter le système est abandonné à son inertie, car on a supposé toutes les forces nulles, soit le couple de rota­tion, soient les forces relatives aux coordonnées cycliques. On peut désigner ce cas en disant qu’il correspond à un mouvement adiabatique du système. Donc dans un mouvement adiabatique {les paramètres étant constants}, les com­
posantes de la rotation et les intensités cycliques sont des fonctions elliptiques 
du temps.Il faut remarquer cependant que le mouvement interne ri est pas adiaba­
tique. En effet calculons les moments cycliques. On aura
On voit qu’ils ne sont pas constants, mais qu’il sont des fonctions linéaires des composantes de la rotation du système <24∖

(24) Voir Hertz, Die Prinzipiën der Mechanik, page 239.

Article IX.
1. Les résultats qu’on a trouvés aux articles VI, VIII prouvent que les paramètres étant constants, et le mouvement du système étant isocy­clique ou adiabatique, la solution peut être obtenue par les fonctions ellip­tiques.Nous allons maintenant discuter un cas plus général, dont ceux qu’on a envisagés sont des cas particuliers, et dans lequel la solution peut s’ob­tenir de la même manière.
2. Supposons que quelques-unes seulement des forces relatives aux coordonnées cycliques soient nulles. Alors on voit bien aisément qu’on pourra éliminer dans les équations du mouvement autant d’intensités cycliques, qu’on a de forces nulles.Pour obtenir ce résultat il n'est pas nécessaire de faire de nouveaux calculs. On peut se servir des formules que nous avons trouvées à l’ar­ticle VIL Il suffit pour cela de supposer que quelques-unes des coordonnées ω1,ω2,∙∙∙,ωw ne paraissent pas explicitement dans les formules (ιo√). Alors elles deviennent des coordonnées cycliques et les paramétres sont les coordonnées résidues.Donc les formules qu’on trouve par l’élimination sont les équations des (21 à} dans lesquelles on devra retrancher les termes cΘ∕c,ωy⅛ relatifs à celles des coordonnées, ω∕i qu’on a supposées être des coordonnées cycliques.
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534 XXXI. — Sur la théorie des variations des latitudes3. Appliquons ce résultat au cas où le système est rigoureusement cyclique. Alors on pourra supposer que toutes les coordonnées ω1, ω2, ∙ ∙ ∙, ωw,, soient des coordonnées cycliques. Désignons leurs dérivées dω1[dt, dω2∣dt , 
dωm[dt qui sont des intensités cycliques, par ω'1 , ω'2 ,∙∙ ∙, ω'm , et posons 
∏λ = P⅛. Les équations (21 √) pourront s’écrire

où

On a supprimé dans l’expression de Θ' les termes et les termes
qui paraissent dans l’expression de Θ, mais qui dis­paraissent dans les calculs des dérivées.

4. Soient maintenant les intensités cycliques , ω2 ,∙ ∙ ∙, ωw des quan­tités constantes. Dans ce cas les coefficients de p , q , r dans tous les termes de Θ' sont des quantités constantes. Par suite le théorème énoncé au Ier § de 
Γarticle VIII s'étend au cas où quelques coordonnées cycliques ne sont pas sou­
mises à des forces et les intensités cycliques correspondantes aux autres coor­
données cycliques sont constantes.Si le couple de rotation est nul, alors l’intégration des équations (21"√) pourra s’effectuer par les fonctions elliptiques.En effet, en rappelant les résultats obtenus à l’article V du Ier chapitre, on pourra écrire les équations (21") sous la forme (comparez le § 4 de l’article VII)
/Ï et f,2 étant donnés par les formules
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Les expressions des fonctions inconnues p , q , r ; ω1 , ω2 , ∙ ∙ ∙, ωn sont les mêmes que celles données dans l’article VIII au § 5.Pour obtenir les expressions des forces P∕t c’est à dire des forces qui sont capables de maintenir constantes les intensités cycliques ω'1 , ω'2 ∙, ω'm, ilsuffira de remarquer que la dernière des équations (21"√) s’écrit 
et à cause des équation (22 √)
Par suite en posant 
on aura
On tire de là que les forces P'λ seront représentées par des fonctions elli­ptiques du temps.

Article X .1. Nous avons donné à l’article V les formules (10 </) dans lesquelles on a introduit les coordonnées cycliques et les paramètres.Les paramètres que nous avons considérés sont des quantités indé­pendantes, mais on pourrait très-bien envisager des paramètres liés par 
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536 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesdes relations correspondant à des liaisons. Si les paramètres étaient liés par les relations indépendantes 
il faudrait modifier les équations (ιo√) en ajoutant au second membre de la dernière d’elles les termes

2. Nous n’allons pas approfondir le résultat qu’on trouverait de cette manière. Plutôt comme complément des formules que nous avons don­nées, nous voulons envisager le cas du mouvement d’un corps solide et d’un corps liquide homogène qu’on peut supposer remplir une cavité du premier corps.S étant l’espace occupé par le liquide, la force vive du système sera, en se rapportant à des axes liés invariablement au corps solide (voir arti­cle V)

où ξ , η , ζ sont les coordonnées des points du fluide et p sa densité. Pour vérifier l’équation de continuité il faudra prendre
Par suite, en employant le principe de HAMILTON, en trouvera les équations
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 537V étant la fonction potentielle des forces agissant sur le fluide et Mξ,Mη , Mζ les composantes du couple de rotation. Si nous posons 
et si nous désignons par le symbole c∣∣∂t la dérivée partielle par rapport à 
t d’une quantité en la regardant comme une fonction de ξ , η , ζ , t, les équations précédentes deviendront

A ces équations il faut ajouter l’équation de continuité 
et l’équation au contour 
n étant la normale à la paroi qui limite l’espace occupé par le fluide.3. Envisagerons le cas où le fluide n’ait pas de tourbillons, c’est à dire où l’on ait
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538 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesLes équations (15 d) s’écriront

C’est pourquoi
On tire de là et de l’équation de continuité 
et d’une manière analogue on a

Par une intégration on trouve
C étant une quantité constante.Si le mouvement de rotation du corps solide est permanent, cette équa­tion devient
La constante C doit être nulle, parceque si nous conduisons un plan tangent à la surface qui limite le fluide, et qui soit normal à l’axe de rotation, au point de contact on aura (*)

(*) Basta infatti osservare che p , q ,r, sono proporzionali ai coseni direttivi della 
normale al piano e che la componente della velocità del liquido secondo la normale stessa, 
nel punto di contatto, è evidentemente eguale a zero. [N. d. R.J.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 539Prenons pour axe ζ l’axe de rotation, alors l’équation (29d) deviendra 
et les équations (28 √) s’écriront 

en supposant que le mouvement du fluide soit stationnaire.L’équation de continuité (26 √) et celle (27 </) qui doit être vérifiée au contour seront
Donc si ψ est la fonction conjuguée de φ, c’est à dire si 
on aura
K étant une constante.Pour que les conditions (26∖∕), (27'√) soient vérifiées, il faut que φ soit polydrome et que l’espace occupé par le fluide n’ait pas la connexion linéaire simple.Calculons maintenant les composantes du couple de quantité de mou­vement du fluide par rapport aux axes. La composante dans la direction ξ sera 
et puisque ψ est constant le long des intersections du contour avec des plans parallèles au plan ξη, on trouvera m1 — o. De même on aura w, = o.On tire de là que l’axe du couple du mouvement interne est parallèle à l’axe de rotation, c’est pourquoi celui-ci (voir (6'r)) doit être un axe de inertie.Nous avons donc une infinité de mouvements possibles permanents du solide et du fluide renfermé dans un récipient tubulaire sans que le fluide ait des tourbillons. (Voir la note à l’article V de ce chapitre). (*)

(*) Basta infatti osservare che si hanno le due equazioni 3φ∕3η = 3ψ∕3ξ ; 3φ∕3ξ = 
— 3ψ∕3η e sostituire in (28'^), tenendo presente che per la (29,) la z è costante. [N.d.R.].
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540 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes

Note au chapitre IV.1. Nous avons fait usage dans le chapitre précédent du principe de HA­MILTON et des équations du type Lagrange-LI0UVILLE; mais on peut très- bien s’en passer et démontrer directement la relation qui subsiste entre le mouvement adiabatique et le mouvement isocyclique en employant seule­ment l’équation symbolique du mouvement, c’est à dire l’expression analy­tique du principe de LAGRANGE. Il faut pour cela se servir d’une transforma­tion très-élégante de cette équation donnée parM. BELTRAMI(25).2. Lorsqu’on a un système qui peut tourner autour d’un point fixe, soient q1 , q2 , q3 des paramètres qui déterminent sa position. Supposons que dans ce système existent des mouvements cycliques et que les forces relatives aux coordonnées cycliques soient nulles.

(25) Beltrami, Sulle equazioni dinamiche di Lagrange. « Rendiconti dell’istituto Lom­
bardo », ser. II, voi. 28, fase. 14.

L’équation symbolique de M. BELTRAMI peut s’écrire dans ce cas 
où L est le travail du couple des forces appliquées au système et U est donné, par des calculs que nous supprimons, par 

les notations étant les mêmes que celles que nous avons adoptées dans le chapitre précédent.On peut tirer de là aisément le théorème auquel nous avons fait allusion et de même les équations du type LagranGE-LiouVILLE.
Chapitre V.

Quelques applications au mouvement du pôle terrestre.

Article I .I. Lorsque les mouvements internes ne sont pas stationnaires nous avons vu que les équations différentielles du mouvement sont les suivantes (voir Introduction (7))
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 541

et on a l’intégrale (voir Introduction (6))
En général on ne peut pas donner d’autres intégrales et par suite on ne peut obtenir l’intégration par des quadratures.Supposons A = B; alors les équations précédentes deviennent

2. Pour intégrer ces équations différentielles, nous pouvons employer une méthode d’approximations successives.A cet effet remarquons que si l’on connaissait p et q, on pourrait calculer r par la troisième équation. On trouverait 
aτ étant une constante arbitraire.De même si l’on connaissait r, on pourrait intégrer les premières équa­tions. En effet posons 

on aura alors
En posant
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542 XXXI. Sur la théorie des variations des latitudesces équations peuvent s’écrire 
d’où
Par l’intégration des dernières équations il vient 

a2 et a3 étant des constantes arbitraires. Par suite

Prenons d’abord r donné par la formule 
et substituons cette valeur dans les équations (6β). D’après les équations (7,) on déterminera p et q et en substituant les expressions qu’on trouvera dans l’équation (4r) on aura une nouvelle valeur pour r. On pourra de même employer cette expression de r pour obtenir une nouvelle détermination de p et q. Ainsi de suite on aura la solution par des approximations suc­cessives.3. Il est aisé de calculer les séries qui donnent la solution par cette méthode.En effet posons
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et écrivons pour n'y i les formules récurrentes

Les intégrales des équations proposées seront
On peut démontrer que ces séries sont convergentes pour les valeurs de t comprises entre certaines limites, si l’on suppose que m1 , m2 , m3, 

dw1∣dt, dm2∖dt soient des quantités finies.
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544 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes

Article II.I. Dans les équations différentielles (i e) on peut regarder m1 , m2 , m3 comme les fonctions inconnues et p , q ,r comme des quantités données.Le problème mécanique qui correspond à cette question analytique est le suivant:
On cannait le mouvement de rotation du système, déterminer les mouve­

ments internes qui correspondent au mouvement de rotation donné.Dans le cas où mτ ,m2, m3 sont les fonctions inconnues, l’application de la méthode des approximations successives conduit à des résultats beau­coup plus simples que dans le cas traité dans l’article précédent.En effet, prenons d’abord 

aτ , a2, a3 étant des costantes arbitraires.Ecrivons après les formules récurrentes 

et calculons les séries

Elles donneront les intégrales des équations différentielles (i «).
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 545Le théorème général de M. PICARD (26) sur la méthode des approxima­tions successives, avec la modification apportée par M. LlNDELÔF, prouve que les séries précédentes sont convergentes pour toute valeur du temps qui soit limitée dans un intervalle où p , q ,r sont des fonctions continues et finies. Il est intéressant de particulariser le raisonnement général à ce cas particulier pour avoir un résultat que nous allons énconcer. Soit P la limite supérieure des valeurs de p , q ,r pour t comprise entre — T et T.

(26) Picard, Traité d'analyse, T. III, page 88; E. LlNDELOF, «Comptes rendus», 
26 février 1894).

Les formules (8,) montrent que si l’on suppose 
on aura
Supposons maintenant que l’on ait 
et soit Δ la limite supérieure des valeurs deet a la plus grande des quantités Allors on aura
et par suite 
ce qui prouve que les séries (9^ sont convergentes.On aura aussi si
Par les raisonnements ordinaires on prouve que les séries (9 e) satisfont aux équations différentielles (1 e) lorsque les dérivées de p , q , r sont finies. Pre­nons dans les formules précédentes t — t1, puis faisons évanouir 2t1 et chan­geons en même temps les fonctions p (t) , q (t) , r (7) de manière que ∕> (∕1), 
q (Λ) > r (Λ) gardent toujours les mêmes valeurs, qu’on désignera par p, 
q ,r . On aura à la limite pour t1 = o

On a ainsi les relations qui doivent subsister entre p , q , r ; mτ , m2, m3 dans 
leurs points de discontinuité. Il est facile d'interpréter ces formules comme celles qui donnent les discontinuités de la rotation dues à un choc qui change brusquement les valeurs de ml , m2, m3.
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546 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes2. Les résultats du paragraphe précédent nous conduisent à la pro­position: Soit donnée une loi arbitraire de rotation. On pourra toujours engendrer 
dans un corps quelconque des mouvements internes qui ne changent ni la forme 
ni la distribution des masses du corps, tels que le corps sans être soumis à aucune 

force externe, tourne autour du centre de gravité d'après la loi donnée.Si le corps était rigide il suivrait les lois bien connues de la rotation libre d’un corps rigide, par suite le théorème précédent peut être énoncé de la manière suivante:
Toute anomalie qu' on remarque dans la rotation libre d'un corps peut être 

expliquée par des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni la distri­
bution des masses du corps.La formule (ioe), montre que ∣ m, ∣ , ∣ m21 , ∣ m-i ! sont aussi petits que l’on veut, pourvu que Δ et T soient suffisamment petits.Donc toute altération de la rotation d'un corps, pourvu qu'elle soit suffi­
samment petite, peut être produite par des mouvements internes qui ne changent 
ni la forme ni la distribution des masses du corps et qui sont aussi petits que 
l'on veut.3. Les propositions précédentes conduisent à des conséquences im­médiates dont nous allons donner quelques exemples dans ce paragraphe et dans le paragraphe suivant. On connaît la rotation d'un corps dans lequel 
existent des mouvements internes qui ne changent ni la forme ni la distribution 
des masses du corps. Comment peut—on changer les mouvements internes de ma­
nière qu'ils produisent toujours le même effet, c'est à dire que la rotation du corps 
ne change pas?Si nt-l, m2, m3 sont les nouvelles valeurs de mτ ,m2, m-i il faut qu’on ait

Retranchons les équations (1 f) et posons 
on trouve 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 547les équations étant du même type que les équations de POISSON (voir Intro­duction). Si nous appelons α1 , β1, γ1 ; a2, β2, γ2 ; a3, β3, γ3 les cosinus des angles que les angles ξ, η , ζ forment avec les axes fixes x, y , z, les intégrales générales seront

C1 , C2 , C3 étant des constantes arbitraires; d’où l’on tire

Ces formules résolvent complètement la question proposée.En prenant m1 — m2 == m3 = o et en remplaçant α1 , α2, α3 ; β1, β2, β3 ; γ1, γ2, γ3 par les expressions données par JACOBI pour ces cosinus dans le cas d’un système rigide qui n’est soumis à aucune force, on aura tous les mouve­
ments internes qui ne produisent aucun effet dans la rotation libre d'un corps.De même si nous prenons m, , m2, m3 constants et que nous mettions à la place de α1 , a2 , a3 ; β1 , β2 , β3 ; γ1 , γ2, γ3 les expressions que nous avons trouvées à l’article VI du chapitre II pour ces cosinus lorsque les mouve­ments internes sont stationnaires, on trouvera tous les mouvements internes 
variables qui produisent le même effet que les mouvements stationnaires.On tire de là qu’un corps peut avoir un mouvement de rotation, comme s’il était rigide ou très rapproché à celui qu’il aurait s’il était rigide, et cepen­dant il peut s’engendrer à son intérieur un mouvement tel que le moment du couple de quantité de mouvement soit aussi grand que l’on veut.4. Un résultat qu’on peut concevoir beaucoup plus facilement est le suivant.Supposons qu’on ait tracé les polodies correspondant au mouvement rigide sur l’ellipsoïde centrai du corps ayant pour équation
Si en supposant B compris entre A et C, on conduit les plans 
la surface de l’ellipsoide sera découpée en quatre régions.En prenant deux polodies situées dans la même région on peut défor­mer l’une d’elles avec continuité en passant par toutes celles intermédiaires jusqu’à la faire coincider avec l’autre.
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548 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesCela ne peut pas être fait pour les polodies situées dans des régions dif­férentes de l’ellipsoïde.Remarquons que chacune de ces courbes peut être parcourue par le pôle lorsque les mouvements internes sont nuis. On peut donc prévoir qu’en­gendrant des mouvements internes aussi petits que l’on veut, le pôle puisse parcourir une courbe dont les spires soient rapprochées aux polodies et que cette trajectoire soit telle qu’en partant d’un point d’une polodie on abou­tisse à un point d’une autre polodie quelconque appartenant à la même région de l’ellïpsoide. Les formules qu’on a données le montrent d’une ma­nière fort simple. En effet ayant égard à l’intégrale (2 f des équations (1,), posons 
ces quantités seront les cosinus des angles que les axes ξ , η , ζ forment avec l’axe du couple de quantité de mouvement qui est fixe. (Voir Intro­duction).Résolvons les équations précédentes par rapport à p , q ,r et substi­tuons les valeurs qu’on trouve dans les équations (1 ,); on aura 

où l’on a posé a = K/A , b = K/B , c = K/C.Lorsqu’on suppose m1 — m2 = m3 — o, ces équations deviennent 
c’est à dire elles se réduisent aux équations différentielles du mouvemen rigide.Les équations (ι"e) ont les deux intégrales 
et la quantité constante e doit être comprise entre a et c, si nous supposons que la valeur B soit comprise entre A et C.Si nous nous rapportons à la distinction des polodies qu’on a faite tout à l’heure, on aura que le passage des polodies d’une région à celles d’une autre a lieu lorsque e franchit la valeur b.Si nous prenons avec JACOBI(27)

(27) Voir Hermite: Sur quelques applications des fonctions elliptiques, §§ X, XI.

www.rcin.org.pl



XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 549les intégrales des équations (ι"e) seront 

où to est une constante et
Calculons les dérivées de γ1 , γ2, γ3 par rapport aux constantes Zo et e. On aura d’abord 
par suite ces dérivées seront des quantités finies. Les dérivées des fonc­tions sn, en, dn par rapport au module deviennent infinies lorsque k— i. On tire de là que les dérivées de γ1 , γ2 , γ3 seront finies si e ne prend par les valeurs limites b et c.Cela posé, employons la méthode des variations des constantes arbi­traires, et tâchons de vérifier les équations différentielles (ι e) en prenant to et e fonctions du temps.Ces équations déviennent alors

Soient γ'1 , γ2 , γ3, et γf , γ2 , γ3 deux systèmes de valeurs de γ1 , γ2, γ3 qui correspondent à deux valeurs quelconques τ' e τ" de Z — to et à deux valeurs 
e et e" de e comprises entre les limites b et c. On pourra prendre to et e fonctions du temps de manière qu’en posant τ (Z) = t — to (Z) on ait

2 ω étant la période réelle des fonctions elliptiques correspondant au module
Alors les fonctions 
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55o XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudespour t = t1 prendront les valeurs γ't , γ2, γ3 et pour t = Z2 prendront les va­leurs y” , γ2 , y” et leurs dérivées par rapport à to et ⅛ e seront finies.Nous pouvons calculer d’après lés formules (ι"''e) un système de valeurs 
mτ (f) , m2 (Z) , m3 (t} de mτ ,m2,m3 qui les vérifient de sorte que ces valeurs soient nulles pour t =■ tτ, et pour t = Z2.Ayant égard aux formules (il e) on tire de là que si pendant le temps 
t-l∙ ∙'t2 les mouvements internes sont caractérisés par mffit} , m2(t} ,m3(t} et si les composantes de la rotation du corps au temps Z1 ont les valeurs 
au temps Z2 elles deviendront 
ce qui prouve que le pôle peut passer d’un point d’une polodie à un point d’une autre polodie appartenant à la même région de l’ellipsoïde.Mais on peut choisir les fonctions Zo (Z) et e (Z) de sorte que les dérivées 
dto∖dt, dejdt soient aussi petites que l’on veut de manière que même m1, 
m2, m3 aient des valeurs absolues plus petites qu’une quantité donnée arbi­trairement; donc le passage du pôle peut arriver par des mouvements internes aussi petits que l’on veut.Nous avons jusqu’ici exclu la valeur e — c qui correspond à un sommet de l’ellipsoïde, parce que pour cette valeur cγ1∕⅛ , cγ2∕⅛ , cγ3∣∂e deviennent infi­nies, mais on reconnaît facilement que cette exclusion n’est pas nécessaire. En effet il suffit de changer de variable et de prendre ∣∕ | c — e | = 8 au lieu de e et l’on voit tout de suite que si l’on regarde γ1 , γ2, γ3 comme des fonc­tions de Z , Zo et 8, leurs dérivées par rapport à 8 ne sont pas infinies lorsque 8 — 0. On peut donc généraliser la proposition précédente en disant que par des mouvements internes aussi petits que l’on veut le pôle peut être conduit d’un point à un autre situés intérieurement à la même région de l’ellipsoïde.Le même résultat peut être obtenu d’une autre manière en suivant laquelle il n’est pas nécessaire d’exclure les points situés sur les frontières des régions dans lesquelles la surface de l’ellipsoïde a été partagée. Il suffit pour cela de remarquer que les polodies se rapprochent autant que l’on veut aux sommets de l’ellipsoïde et aux frontières qui séparent les régions qu’on a envisagées, et en outre d’avoir égard au dernier théorème du 2me §.Si A = B, c’est à dire a — b, alors k = o, les polodies sont les paral­lèles de l’ellipsoïde et les propositions précédentes, valables pour chaque région, peut s’étendre à toute la surface de l’ellipsoïde par les mêmes raison­nements qu’on vient de faire.5. Nous avons calculé dans cet article les composantes du couple de quantité de mouvement relatif au mouvement interne, qui correspond à un mouvement donné du pôle.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 551Or on peut imaginer d’une infinité de manières des mouvements cy­cliques internes qui correspondent aux valeurs trouvées en général pour m1 , w2 , ^z3. Il suffit pour cela de rappeler, que lorsque les paramètres sont constants les équations (ιo"√) sont équivalentes aux équations (1 ,).Prenons maintenant les formules (9 √) qui deviennent

Les fonctions mτ ,m2, m3 étant connues, on pourra d’une infinité de ma­nières trouver des fonctions ω1,ωa,∙∙∙,ωn qui satisfont aux équations précédentes.
Article III.1. Dans les articles précédents nous avons montré que par la méthode des approximations successives on peut résoudre la question de déterminer le mouvement de rotation du système lorsqu’on connaît le mouvement in­terne, et réciproquement on peut déterminer les mouvements internes, la rotation du système étant donnée.Dans les applications pratiques au mouvement dé la terre, la question analytique se simplifie, en négligeant des termes très-petits qui paraissent dans les formules générales.En effet dans ce cas nous pouvons regarder les moments d’inertie A et B égaux et p et q très-petits.On pourra supposer que les variations de r soient aussi très-petites, de sorte qu’en posant r = ω + ε on puisse regarder ω comme constant et ε comme une quantité du même ordre que p et q. Alors de la dernière des équations (3 ey) on tire 

où m° désigne une quantité constante.Les premières équations (3 e) peuvent s’écrire

www.rcin.org.pl



552 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesSi l’on suppose que les termes 
soient négligeables, alors les équations précédentes deviendront

2. Pour réduire les équations différentielles à la forme précédente i n’est pas nécessaire de supposer que toutes les quantités (i2,) soient négli­geables, pourvu qu’on change la variable indépendante.Divisons les premières équations (3 e) par r, on aura

Posons 
ω étant la valeur de r pour t — o. Si nous prenons τ pour variable indépen­dante, on trouvera

Désignons par rn3 la valeur de m3 pour τ — o, et écrivons r — ω = ε, il viendra 
d’où 

v étant donné par la formule 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 553Supposons maintenant p , q, très-petits de sorte que par rapport aux autres quantités qui paraissent dans les formules on puisse les regarder comme 
des quantités infiniment petites du premier ordre. La formule précédente dé­montre que v est infiniment petit du même ordre. Par suite les termes qv, pv 
seront des quantités infiniment petites du second ordre.En les négligeant, les équations différentielles (14,) deviendront

On a donc réduit les équations différentielles à la forme (13 e) en supposant seulement qu’on puisse regarder q , p , ε comme des quantités infiniment peti­tes du premier ordre et en négligeant les infiniment petits du second ordre.Entre les équations (13,) et (13'e) il n’y a que la variable indépendante qui soit différente. Dans les premières équations on a /, dans les autres on a r. Mais remarquons que si l’on pose ω — 2 π et si l’on se rapporte au mou­vement de la terre la variable qui mesure effectivement le temps est τ.Il est évident que la discussion que nous allons faire des équations (13 f) est applicable sans aucune modification aux équations (13'c).3. Dans les équations (13«) on peut supposer que ml et m2 soient don­nées et qu’on les intègre par rapport à p et q. Au contraire on peut donner 
p et q et déterminer m2 et m2. Comme nous avons déjà vu dans les articles précédents le premier problème correspond à déterminer le mouvement du 
pôle lorsqu'on connaît le mouvement interne et le second problème se rap­porte à la détermination des mouvements internes lorsqu'on connaît le mou­
vement du pôle.Il est évident que si nous voulons appliquer les résultats de M. Chan- DLER (voir l’article V) il faudra avoir égard au second problème. Nous allons cependant traiter les deux problèmes ensemble.Posons pour simplifier 
et ajoutons les équations (13 ,) après avoir multiplié la deuxième équation par i. On aura 
d’où l’on tire
C e D étant des constantes arbitraires.
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554 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes4. Dans le cas que nous discutons le pôle est très-peu éloigné de l’extré­mité de l’axe d’inertie ζ et dans l’ordre d’approximation dans lequel nous envisageons la question nous pouvons supposer que le mouvement ait lieu dans le plan tangent à l’ellipsoïde d’inertie conduit par l’extrémité de l’axe ζ. Alors on peut regarder les coordonnées ξ , η du pôle dans ce plan comme proportionnelles à p er q.Supposons maintenant que le mouvement du pôle soit décomposable dans une série de mouvements harmoniques.Avant de développer les conséquences qui découlent de cette hypo­thèse nous allons donner quelques définitions.Nous concevons un mouvement harmonique comme un mouvement d’un point sur une ellipse de manière que le rayon vecteur conduit par le centre décrit des aires proportionnelles au temps. La période est la durée d’une révolution.Si nous envisageons tous les mouvements harmoniques d’une période donnée, sans avoir égard à leur amplitude, nous trouverons une infinité de mouvements possibles en changeant le rapport de la longueur des axes de la trajectoire et leur inclination par rapport à un axe fixe.Un point qui pourra se mouvoir dans un plan avec un mouvement har­monique d’une période donnée sur des ellipses dont les axes sont dans un rapport quelconque et ont une direction quelconque aura toutes les sortes de mouvements harmoniques qu’on a considérés précédemment, et pour sim­plifier nous dirons qu’il peut prendre un mouvement harmonique quelconque 
de la période donnée.5. Cela posé écrivons les formules qu’on trouve dans l’hypothèse que nous venons de faire sur le mouvement du pôle.On aura 
d’où 
ayant supposé
Par conséquent
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 555Employons maintenant la formule (i 5 é). Nous trouverons 
et en séparant la partie réelle de la partie imaginaire on aura 

ayant posé C = C1 + zCa.De même si nous écrivons D — D1 + zDa, on pourra calculer les valeurs de m1∣A et m2∣A, et on trouvera les formules suivantes

6. Les dénominateurs des formules (17 e) et (18 e) s’annulent lorsqu’on a X„ = p , X„ = ω. On tire de là que le pôle peut avoir un mouvement harmo­
nique quelconque avec une période 2 π∕λw (λn ≤s ω) tandis qu'il ne peut avoir 
qu'un mouvement harmonique circulaire avec la période 2 π∕ω.En effet si X„ — ω il faut que l’on ait
Donc les termes relatifs à la période 2 π∕ω qui paraissent dans les expressions de p et de q sont de la forme

et ils correspondent évidemment à un mouvement harmonique circulaire. Si X„ = p on doit avoir
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556 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudespar suite les termes de p et q qui sont relatifs à la période 2 π∕p auront la forme 
hτ et Λ2 étant des quantités arbitraires; et par suite ils correspondent à un mouvement harmonique quelconque.Si À» a une valeur qui n’est égale ni à p ni à ω, on pourra prendre arbi­trairement les coefficients tx„ , βn , a„ , βζ et en conséquence le mouvement harmonique correspondant sera quelconque. C. Q. F. D.7. D’une manière tout à fait analogue à ce que nous avons établi précé­demment on pourra dire maintenant qu’il est possible qu’il existe un mou­vement interne quelconque de la période λ si dans les expressions de m1[A et w2∕A paraissent des termes de la forme 
où les coefficients constants m , n , m , n' peuvent avoir des rapports quel­conques entre eux.En répétant le raisonnement qu’on vient de faire dans le paragra­phe précédent on arrive à la conclusion que si le mouvement du pôle est 
décomposable dans une série de mouvements harmoniques, il peut exister 
des mouvements internes quelconques ayant une période différente de 2 π∕p, 
mais il ne peut exister qu un mouvement interne particulier ayant la période 
2 π∕p.8. Nous venons de reconnaître que les périodes 2 π∕ω , 2 π∕p sont des périodes singulières pour les mouvements du pôle et pour les mouvements internes.Une autre propriété qui se rattache à ces périodes est la suivante, et elle découle immédiatement des formules (17et (l8r).

A tout mouvement harmonique du pôle ayant la période 
respond un mouvement interne périodique ayant une période égale et réci­
proquement. Les constantes a.„ , a„ , βw , fi'„ définissent les deux mouvements 
indépendamment des mouvements ayant une période différente.

Au contraire les mouvements internes ne peuvent pas caractériser le mou­
vement dzt pôle ayant la période 2 π∕p, et le mouvement du pôle ne peut pas 
caractériser les mouvements internes ayant la période 2 τz∣ω. Il peut exister des 
mouvements internes ayant la période 2 π∕ω qui n'ont aucztne influence sur le 
mouvement du pôle.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 557
Article IV.i. Regardons l’axe OM du mouvement interne comme résultant d’un vecteur constant, d’un vecteur variable avec la période 2 π∕ω, d’un vecteur variable avec la période 2 π∕p et enfin des vecteurs OM(X1) ,OM(A-2), • • • varia­bles avec les périodes 2 π∕λ1 , 2 π∕λ2, • • • en supposant

Les projections de OM(Iw) dans les directions ξ , η soient les termes ayant la période 2 π∕λn dans les expressions de mτ∣A , w2∕A que nous avons trouvées dans l’article précédent (voir (ι8e)).Nous allons résoudre la question suivante: déterminer le mouvement de 
l'extrémité M<λ> du vecteur OM<λl étant connu le mouvement du pôle ayant la 
période 2 π∕λn = 2 π∕λ.Il est évident que les formules de l’article précédent nous donneront le mouvement de la projection du point Mw dans le plan de l’équateur.Prenons les plans coordonnés ξζ et ηζ de manière que les axes de l’ellipse décrite par le pôle dans le mouvement harmonique ayant la période 2 π∕λ soient situés dans ces plans.Nous aurons 
ayant désigné par pT) et les termes des expressions (17#) qui ont la période 2 π∕λ.Si φ et ψ sont les sémiaxes de l’ellipse décrite par le pôle et si on les me­sure en secondes d’arcs on aura
Soient α , α', β , β' les constantes des formules (17 e) qui correspondent à période 2 π∕λ. On aura 
d’où l’on déduit
Par suite les termes de m1∣Aω , m2∣Aω qui ont la période 2 π∕λ seront
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558 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes2. Les maxima des valeurs absolues de wz* λ,∕Aω correspondent aux va­leurs t = τzπ∕λ, n étant un nombre entier, et sont donnés par
Les maxima des valeurs absolues de mffi∣Aω correspondent à t Ils sont 
d’où l’on tire

On pourra donc énoncer les propositions suivantes:i° Si nous projetions sur le plan de Γéquateur Γextrémité de l'axe
des mouvements internes partiels dont la période est 2 π∕λ, la projection m∙k a 
un mouvement harmonique sur une ellipse dont les axes sont parallèles aux 
axes de l'ellipse décrite par le pôle dans le mouvement harmonique de la même 
période.2° Lorsque m∙κ rejoint un sommet de sa trajectoire, le pôle aussi dans le 
mouvement harmonique de la même période rejoint un sommet.3° Les longueurs des axes de l'ellipse décrite par le point m\ sont don­
nées par les formules (19 <).3. Le mouvement harmonique du pôle ayant la période 2 π∕λ est le mou­vement résultant de deux mouvements harmoniques de la même période qui ont lieu sur les axes ξ , η.De même le mouvement du point m\ peut être obtenu en composant deux mouvements harmoniques dont les trajectoires sont les axes coordon­nées ξ , η.

Le mouvement harmonique du pôle et celui de m\ dans la direction ξ auront 
la même phase si la quantité 
est positive, et ils seront en opposition de phase si la même quantité est négative. 

Le mouvement harmonique du pôle et celui de m\ dans la direction η auront 
la. même phase si la quantité 
est positive; et si elle est négative les deux mouvements seront en opposition de 
phase.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 559Nous supprimons la démonstration de ces propositions qu’on déduit aisément des formules précédentes.
Article V.i. Si nous voulons appliquer les résultats précédents au mouvement de la terre il faut supposer que 2 π∕ω représente le jour sidéral.On n’a observé aucune variation diurne des latitudes; cela ne signifie pas qu’ils n’y ait pas de mouvements internes avec la période diurne, car on a vu qu’il peut exister des mouvements internes avec la période 2 π∕ω qui n’ont pas d’influence sur le mouvement du pôle. (Article IV, § 8).2. Examinons la période 2 π∕p. Nous avons (28) 

d’où, en prenant pour unité de temps le jour sidéral,
Donc 2 π∕p est la période eulérienne changée dans le rapport
Si de telle manière on voulait trouver la période de 430 jours découverte par M. CHANDLER (*)  on devrait avoir 
d’où

3. Sans discuter ce résultat, appliquons les résultats établis par M. Chandler dans le N. 329 de l’«Astronomical Journal» de l’année 1894, relativement au mouvement du pôle ayant le période annuelle.
(28) Nous supposons (C — A)/A — 1/305 sans discuter ici si ce rapport qu’on calcule 

d’après les phénomènes de précession et de nutation ne peut être changé à cause du mou­
vement interne.

(*)  Cfr. la N.d.R. posta nell’introduzione sopra i risultati delle osservazioni moderne, 
che hanno mostrato come la polodia sia in realtà una curva assai irregolare, nella quale 
grossolanamente può riscontrarsi il termine periodico di Chandler (oggi portato a 433 
giorni), sovrapposto ad un secondo termine meno importante di periodo annuo. [N.d.R.].
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56o XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesOn peut tirer de là les éléments correspondant au mouvement interne capable de l’engendrer.A cet effet il suffit de substituer dans les formules que nous avons trou­vées les valeurs suivantes: 

le jour sidéral étant l’unité de temps.En effectuant les calculs, on a approximativement

Il faudra supposer que l’axe ξ forme avec le méridien de Greenwich un angle de 450.Prenons comme au paragraphe précédent 
on trouvera à cause des équations (19 e) 
si l’on suppose p = 2 717305; et 
en supposant p — 2 π∕430.L’axe a de l’ellipse décrite par le pôle forme un angle de 450 avec le méri­dien de Greenwich, par conséquent le grand axe de l’ellipse parcourue par le point sera située dans le plan méridien qui a la longitude de 450.Remarquons encore que la quantité (20 e) est positive et la quantité (20'e) est négative.En résumant tous ces résultats on peut énoncer les propositions sui­vantes:

Si T on cherche la variation que doit subir 1' axe OM(X) du mouvement interne 
terrestre {dans l'hypothèse de la non-plasticité de la terre) pour donner au pôle 
le mouvement harmonique étudié par M. Chandler, ayant la période annuelle, 
on trouve que\
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 56l
ιo projetant Mfλ> sur Véquateur en m^, ce point décrira une ellipse dont 

le grand axe fait un angle de 4? avec le méridien de Greenwich-,2° les axes de cette ellipse seront égaux ou à

suivant que Γon suppose3° décomposant le muovement du pôle et celui de m\ suivant les direc­
tions des axes de l'ellipse décrite par le pôle, les deux mouvements dans la 
direction du grand axe auront la même phase et les mouvements dans la 
direction du petit axe auront des phases opposées.4. Pour exercice des formules qu’on a données dans l’article précédent on peut répéter un calcul analogue à celui qu’on vient de faire pour résoudre le problème suivant:

Supposons qu il existe un mouvement interne ayant la période de 430 jours. 
Quels sont les éléments de ce muovement pour qu'il soit capable de produire le 
mouvement du pôle étudié par M. Chandler ayant la même période?Si nous prenons p = 2 π∕305 il faudra substituer dans les formules les valeurs suivantes
Le mouvement du pôle est circulaire et sa demi-amplitude est o",i, pat- suite
d’où approximativement
et à cause des équations (19on aura

Chapitre VI.
Aperçu sur les perturbations dues à la plasticité de la terre.

Article I .1. Supposons que le mouvement interne soit stationnaire et cherchons les perturbations produites par la plasticité sur le mouvement de rotation, que nous connaissons par les études que nous avons faites dans le chapitre précédent.
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562 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesNous partirons de l’hypothèse que l’effet dû à la plasticité consiste dans la tendance du pôle d’inertie à se rapprocher du pôle de rotation, lorsque les deux points ne coïncident pas. Nous discuterons après la loi de ce rap­prochement.2. Envisageons les résultats de l’article III du chapitre précédent lorsque le mouvement interne est stationnaire. On pourra les rapprocher à ceux qu’on a trouvés dans le chapitre III sur les petites vibrations du pôle au­tour des positions d’équilibre stable dans l’hypothèse que l’ellipsoïde d’inertie soit un solide de révolution.Si le mouvement interne est stationnaire les formules (17,) et (18,) de l’article III du chapitre V deviennent 

et en posant pour simplifier 
on aura
La quantité p sera donnée par la formule

3. Pour fixer les idées, supposons que m3 soit une quantité négative, c’est à dire supposons que les projections de l’axe du mouvement interne et de l’axe du couple de quantité de mouvement dû à la rotation de la terre, sur l’axe terrestre n’aient pas la même direction. Nous discuterons après comment on doit modifier les formules lorsqu’on suppose que cette hypo­thèse ne soit pas vérifiée.Ayant égard qu’une rotation positive a lieu dans le même sens que la rotation des aiguilles d’une montre, nous pouvons conduire les deux seg­ments OR et OM qui représentent la rotation de la terre et l’axe du mou­vement interne en prenant pour origine le centre de la terre. En prolongeant les deux segments dans leurs directions positives ils rencontreront respec­tivement l’hémisphère sud et l’hémisphère nord.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 563Cela posé, soit OP = 1 un segment ayant la même direction de OR. En projetant ce point sur l’équateur en π, on aura que les projections de Oπ sur les axes ξ et η seront ∕>∕ω , q∣ω. De même soit OS = OM/Ap un segment ayant la même direction que OM, et soit h la projection de S sur l’é­quateur.Les projections de Oh sur les axes ξ et η seront m1∣Ap , m2∣Ap.Nous pouvons maintenant énoncer d’une manière géométrique la loi repré­sentée par les formules (1 /) en disant: Le 
point π tourne avec la vitesse angulaire p 
sur une circonférence ayant h pour centre.4. Conduisons une sphère ayant O pour centre et dont le rayon soit égal à 1. Elle rencontrera l’axe OM dans le point M' et l’axe OR dans le point P. Puisque ce point est très-proche du pôle d’inertie ζ, nous pouvons par approxima­tion regarder la trajectoire qu’il décrit sur la sphère comme une circonfé­rence ayant pour centre le point H de la sphère qui se projette en h sur l’équateur. Si nous voulons envisager tous les éléments dans l’émisphère nord, il suffit de construire les points ζ', H', P' situés dans une position diamétralement opposée aux points ζ , H , P. Il est évident que les quatre points P', H', ζ',M' appartiennent à l’hémisphère nord.Nous les désignerons par les mots: pôle de rotation, centre du mouvement 
polaire, pôle d'inertie, centre du mouvement interne.Soit h’ la projection de H' sur l’équateur. On aura 
par suite 
d’où
Posons nous aurons 
et par conséquent
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564 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes5. Nous avons supposé jusqu’ici que m3 soit une quantité négative; c’est pourquoi on a pris l’intersection de OM avec la sphère sur l’hémisphère nord. Si m3 est positif, prolongeons MO du côté du point O jusqu’à rencontrer l’hémisphère nord en M'. On appellera toujours ce point le centre du mouve­
ment interne. Lorsque m3 était négatif le point ζ' était situé entre M' et H', tandis que dans l’hypothèse actuelle M' et H' seront situés du même côté par rapport à ζ'.Désignons par a et β les arcs ζ'M' et ζ' H' et prenons leur origine dans le point ζ'. Les équations (2/) et (3/) pourront s’écrire 

et l’on prendra le signe supérieur dans le premier cas (m3 ≤ o) et le signe inférieur dans le second cas (m3'f> o).

6. En résumant les lois du mouvement du pôle, si l’on suppose les mou­vements internes stationnaires, et que l’on néglige la plasticité de la terre, on trouve:ιo Le centre du mouvement interne, le pôle d'inertie et le centre du mou­
vement polaire sont situés sur un grand cercle de la sphère.

2° a. et $ étant les arcs de grand cercle conduits par le pôle d'inertie et 
les centres du mouvement interne et du mouvement polaire, on a

30 Le pôle de rotation parcourt une circonférence autour du centre du 
mouvement polaire avec la vitesse angulaire

www.rcin.org.pl



XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 565Ces lois représentent d’une manière fort claire l’effet produit par les mouvements internes sur le mouvement du pôle.En effet s’ils n’existaient pas, le pôle décrirait une circonférence autour du pôle d’inertie avec la vitesse angulaire 
par suite les mouvements internes ont une double action, savoir:ιo Ils changent le centre de rotation du mouvement polaire qui est repoussé (ou attiré) du centre des mouvements internes le long du grand cercle qui passe par ce point et le pôle d’inertie.Le déplacement du centre du mouvement polaire est déterminé par Γangle β.2° Ils changent la vitesse angulaire de rotation du pôle de 
et ce changement correspond à une variation de la période Eulerienne. Nous remarquons enfin que le point H' correspond à un pôle de rotation perma­nent. Nous renvoyons pour cela au chapitre III où l’on a discuté et appro­fondi cette question. Article III.1. Nous allons maintenant déterminer les perturbations auxquelles seront soumises les lois que nous avons énoncées dans l’article précédent, par effet de la plasticité qu’on avait négligée auparavant.Prenant le point O pour centre de projection, projetons la surface de la terre sur la sphère. Si nous envisageons les phénomènes pendant un inter­valle de temps qui ne soit pas trop long, nous pourrons supposer que, même si la terre se déforme à cause de sa plasticité, la configuration des mers et des continents sur la sphère ne change pas sensiblement, mais il faudra sup­poser que le pôle d’inertie se déplace sur la sphère.Ce sont donc ces déplacements du pôle d’inertie sur la sphère, la projec­tion de la terre sur la sphère étant fixe, qui décèlent sa plasticité.On pourra énoncer la propriété que le mouvement interne est station­naire en disant que le centre du mouvement interne est un point fixe de la sphère et que M = ym*  -j- τ‰ ~∖^m∖, est constant.Nous faisons aussi l’hypothèse que les points H', P', ζ' se maintiennent toujours très-proches, de manière qu’on puisse négliger les puissances de leurs distances supérieures à la première puissance. Rappelons à ce propos que l’analyse de l’article III du chapitre précédent, dont nous employons à présent les résultats, est appuyée sur cette hypothèse.Enfin nous supposerons que l’influence de la plasticité se manifeste de manière que le pôle d’inertie tend toujours à s’approcher du pôle de rota­tion avec une intensité proportionnelle à la distance entre ces points.
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566 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesD’une façon plus précise nous énoncerons cette loi dans les termes sui­vants:
Le pôle d'inertie se déplace à chaque instant dans la direction de Γaxe (de 

rotation) sur le grand cercle qui passe par ce point et par la position occupée 
dans le même temps par le pôle de rotation, avec une vitesse proportionnelle à 
la distance entre ces pointsLe rapport entre la vitesse du pôle d’inertie dans son mouvement relatif à la sphère et cette distance sera désigné par μ et nous l’appellerons 
coefficient de plasticité 29 (3O).

(29) Voir DARWIN, On the influence of thè Geologica! Changes on the Earth's Axis of Rota­
tion. « Phil. Trans. Roy. Soc. », Vol. 167.

(30) Voir SCHIAPARELLI, De la rotation de la terre sous l'influence des actions géologiques, 
Saint-Pétersbourg 1889; « Nuovo Cimento », T. 30. S. 3e. Le cas intermédiaire ne correspond 
pas complément à celui que M. SCHIAPARELLI a discuté. Mais en employant la méthode 
géométrique dont il a fait usage on pourrait l’envisager d’une manière analogue, en ayant 
égard aux résultats du chapitre précédent. On a adopté l’hypothèse qu’on vient d’énoncer 
pour simplifier les calculs des articles suivants.

Sa valeur sera positive et nous la laisserons indéterminée.Nous aurons donc oo ]> μ^> o. On peut établir dés à présent la signi­fication des cas limites: la valeur μ — o correspond au cas de la rigi­dité complète; et μ = oo au cas de l’adaptation immédiate du sphéroide terrestre.
2. Par les hypothèses qu’on vient de faire le problème de la rotation de la terre se présente de la manière suivante:
On a quatre points situés sur la sphère-. M' (centre du mouvement interne), ζ' (pôle d’inertie), H' (centre du mouvement polaire), P' (pôle de rotation) 

qui suivent dans leurs mouvements sur la sphère les lois suivantes'.ιo M' est un point fixe de la sphère.2o M', ζ', H' appartiennent à un grand cercle et

30 P' tourne à chaque instant autour du point H' avec la vitesse an­
gulaire

40 ζ' se déplace à chaque instant dans la direction tangente à ζ' P' avec 
une vitesse égale à μ∙ζ' P'.Par ces conditions on pourrait établir tout de suite les équations diffé­rentielles du problème. Cependant dans l’article suivant nous le transforme­rons de manière qu’on pourra l’aborder par une analyse tout à fait élé­mentaire.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 567
Article III.1. Pour simplifier la question dont nous avons parlé à la fin de l’article précédent, nous envisagerons une représentation de la terre sur un plan au lieu de la représentation sphérique que nous avons considéré. Pour passer de l’une à l’au­tre de ces représentations nous employerons la projection stéréographique.Le plan de projection sera le plan tan­gent à la sphère dans le point M' et nous pren­drons pour centre de projection le point dia­métralement opposé de M' que nous désigne­rons par M".Le pôle étant en M', soient 6 la colatitude et φ la longitude des points de la sphère. Alors le carré de l’élément linéaire de la sphère sera 

et le carré de l’élément linéaire dans la projection stéréographique sera 
d’où l’on tire
On a supposé qu’on puisse négliger les puissances des arcs ζ' H', H' P', P' ζ', supérieures à la première puissance.Cela revient à regarder ces arcs comme des quantités infiniment petites. C’est pourquoi on pourra dire que par la projection stéréographique leurs longueurs ont changé dans le rapport ι∕cosa -∣-α.Soient ζ1 , Hx , P1 les projections stéréographiques des points ζ', H', P'; nous aurons
Mais 
par suite, en remplaçant sin ζ' H' par l’arc ζ' H', il viendra
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568 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudesd’où
D’ailleurs on a 
donc
En outre, à cause des propriétés bien connues des projections stéréographi- ques, on pourra remarquer que P1 tourne autour de H1 avec la vitesse an­gulaire p. Far suite les lois que nous avons énoncées dans le Ier article, 6ème paragraphe, lorsqu’on néglige la plasticité, pourront être remplacées par les lois suivantes:i° Les projections stèréographiques M', ζ1 , II1 du centre du mouvement 
interne, du pôle, d'inertie, et du centre du mouvement polaire sont situées en 
ligne droite et

2° La projection stéréographιque P1 du pôle de rotation décrit une circon­
férence autour du point H1 avec la vitesse angulaire p.2. Passons maintenant à déterminer des lois analogues en ayant égard à la plasticité.A cet effet nous allons transformer les expressions de ε et de p.En posant ζ1M' = D, on aura 
d’où
Par conséquent nous pourrons écrire 
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 569On tire de là les quatre lois suivantes qu’on pourra substituer aux lois énoncées au § 3 de l’article précédent.
On a dans un plan quatre points M', ζ1 , H1 , P1ιo M' est un pont fixe.20 M', ζ1 , H1 sont situés en ligne droite et 

ayant désigné ζ1M' par D.30 P1 tourne à chaque instant autour du point H1 avec la vitesse angu­
laire

40 ζ1 se déplace à chaque instant dans la direction ζ1 P1 avec la vitesse μδ, où δ signifie ζ1 P1.La dernière loi a été obtenue en remarquant que dans la projection sté- réographique les vitesses sont changées dans le même rapport que les arcs infiniments petits.3. Cela posé, on peut écrire bien aisément les équations différentielles du problème.Soient x , y des axes orthogonaux fixes par rapport au plan où l’on a fait la repré­sentation stéréographique, situés dans ce plan et ayant pour origine le point M'. Désignons par x , y ; χ1, y1 ; x2, y2 les coordonnées des points P1 , ζ1 , H1 . La deuxième condition énoncée au paragraphe précédent s’écrira 
et la troisième condition
Le sens de la rotation sera déterminé par l’orientation des axes x , y. Enfir de la quatrième condition on déduira
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570 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes4. A cause des équations (4 /) on aura 
par suite les équations (5 /) deviendront

On tire de là, en posant 
ou bien
Remarquons que p est une quantité petite et (x1j—yτ x} est le double d< l’aire du triangle M, Pj ζ1 , c’est pourquoi le rapport 
sera petit du même ordre que ζ1 P1 , d’où l’on tire que les variations de gran­deur de A et par suite de D seront petites. En outre dans les expressions que nous avons trouvées pour ε et p (voir équations (3"/)) le terme 

est petit par rapport à (C —A) ω. Si donc on envisage le mouvement pendant un intervalle de temps qui ne soit trop long on pourra négliger les variations de ε et de p et par suite on pourra les supposer constantes.Nous avons été conduits aux quatre équations différentielles (6 /) , (5'y) qu’on pourra regarder comme des équations différentielles à coefficients cons­tants. Nous consacrerons l’article suivant à leur intégration.
Article IV.1. Nous avons réduit dans l’article précédent les équations différen­tielles du mouvement au système
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 571

dans lequel p et ε peuvent être regardés comme des quantités constantes Pour l’intégrer posons
C , C1 , K , Kr , z étant des constantes.Par la substitution des valeurs précédentes on aura 

z sera donc une racine de l’équation de quatrième degré

Cette équation peut s’ecrire aussi de la manière suivante
Soient z , z”, z" zγv les racines et C(’>, C,0 , K(,), Kc1υ un système de valeurs de C , C1 , K , K1 qui vérifient les équations (7 /) lorsqu’on prend z — ∑P∖ Nous aurons 

les quantités M,∙ étant des constantes arbitraires.
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572 XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes2. Pour résoudre l’équation (8y) posons ψ ε = ε'. Elle s’écrira alors
d’où
Par suite, les racines seront 

ou u et v sont donnes par les formules 

les radicaux étant pris dans leurs valeurs absolues.3. Examinons plus particulièrement les cas limites envisagés dans l’ar­ticle II, § 2.Si μ = o (c’est à dire dans le cas de la rigidité complète) l’équation (8 y) devient
Deux des racines deviennent égales à ±zp et deux racines s’annulent. Donc le mouvement est périodique et la periodé est 2 π∕p, c’est à dire on trouve la période eulerienne modifiée de la manière que nous avons vu dans le cha­pitre précédent.Soit μ = 00. En divisant l’équation (8 y), par μ2 et en faisant après on trouve
Cela signifie que deux des racines sont infinies et les autres sont ± zpε. Donc le mouvement est périodique et la période est 2 π∕pε = 2 πA∕M. Dans ce cas les équations (6y) deviennent 
c’est à dire le pôle d’inertie coïncide avec celui de rotation.
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XXXI. - Sur la théorie des variations des latitudes 573Il viendra à cause des équations (5'f) 
d’où
N1 et N étant des constantes arbitraires. Le pôle de rotation décrit donc une circonférence autour du centre du mouvement interne avec la vitesse angulaire M/A.

Turin, le 18 octobre 1897.
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