SOPRA UNA CLASSE DI VARIETA ALGEBRICHE
A TRE DIMENSIONI
CON UN GRUPPO «? DI TRASTORMAZIONI
BIRAZIONALI IN SE

Circa un anno fa, in seguito a un consiglio del prof. Castel-
nuovo ¢ alla lettura delle recenti e importantissime Memorie dei
proff. Enriques e Severi, Bagnera e De Franohis sulle superfi-
cie iperellittiche (1), che hanno fatto compiere progressi essenziali
alla teoria delle funzioni abeliane di due variabili, mi proposi lo
studio delle varieta a tre dimensioni, che ammettono una rappresen-
tazione parametrica per funzioni meromorfe di tre variabili sei volte
periodiche. Ben presto, perd, le mie ricerche furono interrotte, ne
ancora ho potuto riprenderle con calma.

Ma poiché di una parte di esse si puo dare facilmente una espo-
sizione indipendente da tutto il resto, non credo inutile pubblicarne
qui i risultati : solo che, per non estendermi troppo e, anche, per
non ripetere con lievi mutamenti argomentazioni che gia si trovano
in una delle Memorie suddette, tralascerd tutte quelle dimostrazioni
che, da chiunque la conosca, possono essere facilmente ricostruite.

1. Sia F una varieta algebrica a tre dimensioni che ammette
un gruppo algebrico continuo doppiamente infinito di trasformazio-
ni birazionali in s&; e a proposito di questo gruppo, che indichere-
mo con G, supponiamo :

o) che sia abeliano ;
B) che non contenga infinite operazioni con 002 punti uniti
ciascuna. Allora e facile dimostrare che:

La varieta F contiene un fascio (razionale o non) di superficie
iperellittiche di rango 1, e la sua irregolarita superficiale q ¢ non mi-
nore di 2

(1) Enriques e Severi, Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques (Acta Ma-
them., tomi 32 e 33) ; Bagnera e De-Franchis, Le superficie algebriche ecc. (Me-
morie della Soc. it. delle Scienze, detta dei XL, ser. 3a, tom. 15) e Le nombre @
de M. Picard etc. (Rend. del Ciro. Mat. di Palermo, tom. 30). Di queste ultime
due Memorie, la prima, quando occorrera citarla, sara indicata con (A).
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Per questo osserviamo in primo luogo che G considerato come
varieta oo delle sue operazioni, &€ mia varieta iperellittica di rango
1 ; poiche la moltiplicazione di tutte le operazioni di G per una de-
terminata di esse, diciamo T, da luogo a una trasformazione di G
in sé stesso, che, al variare di T entro G, descrive un gruppo con-
tinuo abeliano a due parametri, assolutamente transitivo (1). Segue
che G ammette due integrali semplici di prima specie, u e v.

Poi, se chiamiamo X un punto generico di V, e px il luogo
delle posizioni ove esso & portato dalle varie operazioni di G, & fa-
cile accorgersi, per I’ipotesi ), che la dimensione di Qx & precisa-
mente 2 e che X & portato in ogni punto di px da una sola opera-
zione di G; quindi px & una superficie iperellittica di ran-
go 1.

Ma allora, se fissiamo su V una curva algebrica irriducibile C,
che non giaccia sopra nessuna delle oot superficie o, e sono O1,
02....,0m i punti in cui essa interseca pX, le m operazioni di G
che portano Ol , 02,. .., 0m in X sono ben determinate, e le som-
me, U' e V' (2), dei valori degli integrali U e v, che ad esse compe-
tono, sono due.integrali di Picard di prima specie, della varieta
V; quindi, per l'irregolarita superficiale q di V, si avra appunto la
diseguaglianza q = 2 .

2. Se F & una qualunque superficie tracciata su V, U' e V' sa-
ranno su F due integrali semplici di prima specie con quattro paia
di periodi funzionalmente indipendenti: ma allora, per il teorema
di inversione generalizzato, vi ¢ su F soltanto un numero finito di
punti in cui U' e V' assumano valori prefissati, e quindi le equazioni

rappresentano sulla V, al variare delle costanti h e k, una con-
gruenza (lineare) di curve algebriche o irriducibili o spezzate in parti
costituenti a loro volta una nuova congruenza lineare.

(1) Sewveri, Sulle superficie algebriche ecc. (Atti del R. Istit. Veneto, toni.
LXVII, 1907-1908).

(2) Notisi che nessuno degli integrali u' e v' puo ridursi a una costante e
che, per conseguenza, u' e V' sono linearmente (anzi, funzionalmente) indipen-
denti. Per convincersene, basta ricordare che la determinazione delle operazioni
di G mediante le coppie di valori (incongrue) degli integrali u e v puo farsi in
modo che, se a due operazioni di G corrispondono le coppie (ulvl) e (u2v2), al
loro prodotto corrisponda la coppia (ul + u2,vl + v2).
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Dall’'osservazione richiamata nella nota a pie’ di pagina é facile
dedurre che ogni curva di quest’ultima congruenza (quando occorra
considerarla) & portata da un’operazione di G, che non la lasci fer-
ma, in un’altra curva della congruenza stessa; dunque codeste cur-
ve sono tutte birazionalmente identiche. Poi la loro varieta, potendo
riferirsi biunivocamente ai gruppi di un’involuzione situata sopra
una superficie iperellittica di rango 1 (cioé sopra una delle superfi-
cie ) e possedendo due integrali semplici di prima specie, ¢ essa
stessa iperellittica di rango 1; dunque :

La varieta V contiene una congruenza lineare iperellittica di ran-
go 1 di curve irriducibili C, che sono tutte birazionalmente identiche.

Notisi che se n & il numero dei punti comuni a una curva C
e a una superficie g, esistono n operazioni di G che mutano in se
(la g, la C e) questo gruppo di punti. Esse costituiscono un sotto-

gruppo di G (d'ordine finito abeliano e transitivo).

3. Adesso supponiamo che le curve C siano ellittiche; allora,
come risultera dai numeri seguenti, & facile procedere a una deter-
minazione completa della varieta V.

Infatti, se si tornano a considerare gli integrali u e v appar-
tenenti a G, e poi, fissata una curva C, si chiama w il suo integrale
di prima specie, si trova, con un ragionamento noto [cfr. (A), pp.
290-291], che le coordinate (xyzt) del punto generico di V (supposto,
com’é lecito, che V sia immersa in uno spazio a quattro dimensioni)
sono funzioni meromorfe sestuplamente periodiche dei parame-
tri u, v, w

Q) x=oluw), y=o2uw), Z=@3uw), t=@i(uvw)

e che a uno stesso punto (xyzt) di V corrispondono n terne incon-
grue di valori dei parametri u,v e w, deducibili da una qualunque
di esse mediante sostituzioni lineari a coefficienti indipendenti da
X, Y, zet

Cio vai quanto dire che V rappresenta un’involuzione apparte-
nente a una varieta abeliana ® di rango 1 (1), generata da un grup-

(1) Crediamo inutile fermarci a dichiarare il senso ovvio di questa denomi-
nazione analoga a quella gia introdotta per le superficie iperellittiohe dai sigg.
Enriques e Severi; piuttosto, poiché cio interessa per quel che si afferma al
principio del n. 7, osserveremo che se si scrivessero effettivamente le sostituzio-
ni lineari di cui si parla nel testo, dalla loro forma si dedurrebbe immediata-
mente che . I’involuzione su ® rappresentata da V é priva di punti uniti.
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po finito, h, di trasformazioni birazionali di @ in se stessa. L’ordine
r di questo gruppo, ossia il grado di quella involuzione, & poi un
divisore di n (= n).

Poiché V rappresenta un’involuzione appartenente a una varieta
abeliana ©® di rango 1, I'irregolarita superficiale q (=2) di V, non
potendo superare quella di ¢, é = 3.

Se q = 3 ¢ facile riconoscere che V & ancli'essa una varieta
abeliana di rango 1; se g = 2, a tutte le sostituzioni di H pud darsi
I'aspetto

2 uU=u+90l VvV =V+02 wW=>MW.

Anzi, poiché in tal caso H ¢ ciclico, nelle (2) si pud immaginare
che 2 sia radice primitiva rma dell’unita e che la (1) sia appunto
I'operazione generatrice di H [cfr. (A), pag. 265].

Abbiamo pertanto il teorema:

La nostra varieta V, nell’ipotesi che le C siano curve ellittiche,
0 & una varieta abeliana di rango 1, o rappresenta un’involuzione ge-
nerata, sopra una tale varieta da un gruppo finito ciclico di trasfor-
mazioni birazionali.

Nel primo caso l’irregolarita superficiale ¢ di \/ uguale a 3;
nel secondo & uguale a 2. Quando q = 3, lintegrale semplice di
prima specie che V ammette oltre u e v deve mantenersi costante
lungo ogni superficie p e coincidere con un integrale di prima spe-
cie relativo al fascio delle p: d’altro canto ogni integrale di prima
specie di questo fascio da luogo a un integrale dello stesso tipo di
V, dunque possiamo dire che nel primo caso il fascio delle superfi-
cie o e di genere 1, e nel secondo di genere zero.

Anche il genere geometrico tridimensionale di V nel primo caso
e le nel secondo é zero.

Di queste due affermazioni la prima si giustifica subito, con un
notissimo ragionamento, per via trascendente; la seconda, in con-
formita di una utile osservazione dovuta ai sigg. Bagnera e De
Franchis [(A), pag. 264], puo dedursi dal fatto che la (2) non
€ una sostituzione unimodulare.

4. Poniamoci ora nel caso che V rappresenti un’involuzione ge-
nerata sopra una varieta abeliana @ di rango 1 da un gruppo ciclico
(fluito) H di trasformazioni birazionali, costituito dalle successive
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potenze della (2) e sia

QA w O QU o O
3) o o o Q O O
O o o o & oF

la tabella dei periodi delle funzioni abeliane che danno le rappre-
sentazioni parametriche di V e O.

Se nelle (2) u,vew aumentano di un sistema simultaneo di
periodi, lo stesso deve accadere di u',Vv',w': dunque, indicando con
le ast degli interi convenienti, debbono sussistere delle uguaglianze
del tipo:

(4)

Segue che se si considera I'equazione sestica (caratteristici-, se-
condo una nota denominazione dei sigg. Bagnera e De Franchis)

all —p al al3 al4 als alb
(5) axn «--Q aXd a¥ an ak -0
apl a2 a3 a64 abs abb — o

guesta deve essere soddisfatta tanto per ¢ = 1, quanto per Q = A\,

Diciamo h (< 5) la caratteristica del determinante (nullo) che si
ottiene dal primo membro della (5) facendovi ¢ = 1; e dimostriamo
che si ha precisamente h = 2.

Infatti, se fosse h =5, dalle equazioni (4) si ricaverebbero pei
rapporti delle Q (o delle Q') valori reali, cio che & assurdo; né puo
essere li = 1, poiché in tal caso la radice g = 1 sarebbe quintupla
(almeno) per I'equazione (5) e A sarebbe reale. Ma A é radice primi-
tiva rma dell’unita (r > 1) dunque sarebbe A = — 1 ¥equazione
(5) avrebbe una radice esattamente quintupla in ¢ =1 e una radice
semplice in o = — 1. Allora per ¢ = — | la caratteristica del deter-
minante costituente il primo membro della (5) sarebbe uguale a 5
e quindi le (4) fornirebbero per i rapporti delle Q" dei valori reali.

Supponiamo che sia h = 4.

Allora fra le sei Q passano 4 relazioni lineari omogenee indi-
pendenti a coefficienti interi; quindi, secoudo un noto procedimento
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di Weierstrass, le Q possono esprimersi come combinazioni lineari
omogenee a coefficienti interi di due periodi w! e w2 - E poicheé fra
le sei Q' passano le stesse 4 relazioni, anche le Q' possono espri-
mersi mediante le stesse combinazioni lineari omogenee a coefficienti
interi di due periodi ol' e w2"

Ma allora, procedendo per addizioni e sottrazioni, alla tabella
dei periodi puo darsi l'aspetto :

'[1'[20000

1w 0 0 00
vt Yoo

e quindi & nullo il determinante formato con le parti reali e le parti
immaginarie dei periodi : ci0 che & notoriamente assordo.

Un ragionamento del tutto analogo porta alla conclusione che
non pud essere nemmeno h = 3, e quindi resta stabilito, come vole-
vasi, che h =2

Il fatto che h = 2, posto a riscontro con una osservazione pre-
cedente, mostra che p =1 é radice esattamente quadrupla per I’'equa-
zione (5): dunque 2 é radice primitiva rma dell’unita soddisfacente
a un’equazione quadratica a coefficienti interi.

Cio porta che su 2 possono essere fatte soltanto le ipotesi

A=—1,0,—i,e,—e,e,—el,

0 anche (come si vede, mutando, in caso, l'operazione generatrice
di 1

A= —1liie,—¢:
In corrispondenza si ha

r=2,4,3,6.

5. Arrivati a questo punto un’analisi aritmetica che non pre-
senta nessuna difficolta, poiché del tutto analoga a un’altra gia com-
piuta dai professori Bagnera e De Franohis, porta ad una enu-
merazione precisa dei tipi della varieta V considerata.

Noi ci contenteremo di consegnarne qui i risultati in un qua-
dro che assegna per ogni tipo l'aspetto particolare che pud darei
alla tabella dei periodi e all’operazione generatrice del gruppo H,
il valore r dell’'ordine di H e il valore n del numero dei punti co-
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muni a una superficie p e una curva C, o (estendendo una nota de-
nominazione del prof. Enriques) del determinante della varieta V.
Nel numero seguente accenneremo poi come possa ricavarsi
caso per caso il valore di n dall’esame diretto della tabella dei pe-
riodi e dell’'operazione generatrice di H.
Le prime due righe della tabella dei periodi le abbiamo sempre
ridotte alla forma

W, w2, w3, w4, O, 0

(6)

wl', w2, w3, w¥ o, O;

quindi per brevita nella colonna del quadro che riguarda tale tabella
si trova registrata soltanto la terza riga. Le prime due son sempre
sottintese e son sempre date dalle (6).

Infine son occorre fermarsi a chiarire quali siano le condizioni
necessarie e sufficienti cui debbono soddisfare i periodi per I'esisten-
za delle relative funzioni abeliane e quindi delle corrispondenti va-
rieta V: esse risultano da teorie generali notissime e classiche. Os-
serveremo solo che le varieta V, quando esistono, sono singolari, in
un senso che e I'ovvia generalizzazione di quello in cui tale parola
¢ adoperata dallo Humbert nel caso delle funzioni e delle superfi-
cie iperellittiche.
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6. Per dimostrare che, per es., per il tipo Il, n = 4, si osservera
che se le (1) sono le equazioni che danno la rappresentazione para-
metrica della corrispondente varieta V, una curva C ¢ rappresen-
tata da:

e una superficie p da:

e indicando in ogni caso valori quali si vogliano, ma deter-
minati, di u,v o w(l).

Trovare allora il valore di n, atteso cheX,y,z e t si mutano
in sé per le operazioni di H, equivale a trovare in quante maniere
distinte si pud soddisfare con u,v e w alle congruenze (rispetto ai
periodi della tabella 11 come moduli)

oppure

Cio porta che sulla curva C considerata i punti richiesti sono quelli

che corrispondono ai valori del para-

metro Ww.

7. Come € noto [(A), pag. 291] dei sette tipi di superficie ipe-
rellittiche di genere zero due soli sono equivalenti a piani doppi :
qui si pud dimostrare invece che:

Degli otto tipi di varietd V piu sopra classificati nessuno €, in
generale, equivalente ad uno spazio doppio.

(1) Notisi che le @i sono funzioni ellittiche coi periodi w, w' e che
le sono funzioni iperellittiche coi periodi
wl. w2,w3,ws

wl'. w2, w3, w4’
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E infatti supponiamo, se € possibile, che una di codeste varieta
sia equivalente ad uno spazio doppio e diciamola V. Allora V ¢
sostegno di una involuzione (razionale) di coppie di punti, che deter-
mina una trasformazione birazionale di V in se stessa.

Se x e x' sono due punti corrispondenti in codesta trasforma-
zione e u', v' sono i valori degli integrali di prima specie di V in
X', u ewvi valori degli integrali stessi in x, u' e V' si possono con-
siderare come i valori nel posto x, di due altri integrali semplici di
prima specie: quindi u' e v' sono combinazioni lineari di u e v. Ma
allora per la trasformazione in discorso quelle che abbiamo piu so-
pra chiamate le linee C di V non fanno che scambiarsi fra di loro
e I'involuzione di coppie di punti su V si rispecchia in un’involu-
zione di coppie di curve entro la congruenza delle C; o, in altri
termini, nella supposta rappresentazione di V sopra uno spazio dop-
pio, le curve C si rappresentano a coppie sulle curve di una con-
gruenza lineare appartenente allo spazio. Ma questa congruenza, per
il classico teorema di Castelnuovo sulla razionalitd delle involu-
zioni piane, ¢ razionale, dunque la congruenza iperellittica di rango
1 delle curve C sarebbe sostegno di una involuzione razionale di
coppie di curve. Ora i moduli di questa congruenza sono affatto ge-
nerali, e una superficie iperellittica di rango 1 a moduli generali
non contiene involuzioni razionali di coppie di punti, dunque ecc.

8. Riassumendo i risultati ottenuti possiamo pertanto enunciare
il teorema:

Se alla varieta V dotata del gruppo G di trasformazioni birazio-
nali in sé si impone la condizione che le curve C siano ellittiche, essa
non pud essere che una varieta abeliana di rango 1 oppure una varieta
di uno degli otto tipi descritti al n. 7. Di questi nessuno & equiva-
lente a uno spazio doppio e gli ultimi cingque non possono aversi se
non supponendo che le curve C siano armoniche (tipi IV e V) o equia-
narmoniche (tipi VI, VII e VIII).





