OSSERVAZIONI VARIE SULLA TEORIA
DELLE SOSTITUZIONI E SULLE PARTIZIONI
DEI NUMERI INTERI IN NUMERI INTERI

Per una ricerca sulle funzioni abeliane a un numero qualunque
di variabili, che sara presto pubblicata, ho avuto bisogno di risol-
vere alcuni problemi di teoria delle sostituzioni, che non mi pare
inutile di fissare in questa Nota per le curiose formule a cui dan
luogo relativamente alle partizioni di un numero intero in numeri interi.

Ecco di che si tratta.

Fra i ¢ elementi

(1) 12, ...
prendiamone di mira T, per es. i primi T(1<1<q)
2) 12, .,T

Allora se si decompone in cicli (operanti su elementi diversi) (1),
una qualunque sostituzione effettuata sugli elementi (1), pud darsi
che in ogni ciclo contenente qualcuno degli elementi (2) ne appaia
un numero pari — nel qual caso bisognera che T sia un numero
pari — oppure che in ognuno di codesti cicli ne appaia un numero
dispari, oppure che qualche ciclo contenga un numero pari e qualche
altro un numero dispari degli elementi (2).

Indichiamo rispettivamente con Sy e con tf una sostituzione per
la quale si presenti la prima o la seconda alternativa, e con 5

(1) Per non esser costretti a ripetizioni continue resti stabilito una volta
per tutte che quando si parla di una decomposizione di una sostituzione in cicli
si ha da intendere in cicli operanti su elementi diversi.
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e Tu () i numeri totali delle sy e delle t. Ebbene, noi vogliamo di-

mostrare che, chiamato ¢ il massimo intero contenuto in si ha

(3)

dove, beninteso, del simbolo Si§ non pud parlarsi se non quando sia
T= 20, dopo di che resta calcolato senz'altro, e per il caso di T
pari e per il caso di T dispari, il numero delle sostituzioni per le
quali si verifica la terza alternativa.

Alla dimostrazione delle (3), che per i primi valori di T si giu-
stifican subito, noi perverremo col metodo dell’induzione matematica:
poi, cercando di calcolare i numeri S1f e Tiy con un procedimento
diretto e confrontando con le (3) alcuni dei risultati che ci si pre-
senteranno, dimostreremo i seguenti teoremi :

I. Se T & un numero intero pari positivo (> 0) qualunque, si ha

“

dove il (k— I)mo sommatorio del primo membro si esten-

de a tutti i gruppi distinti di numeri interi pari positivi jiljzf--
L KL <j2<j3<...<<jk) pei quali si ha

j1 +j2 + .. +jk =1

se per il considerato gruppo jlj2---jk si ha

i1 =j2=. .. =ja<ja+1=§+p+ ——
Sjo+pHy<jo+pHy+1 L.
(1) Ocoorre appena avvertire che i valori di SigeTg dipendono  semplice-

mente dai numeri T e q: essi cioé restano gli stessi anche se i 1 elementi presi
di mira nella serie di (1) non siano i primi 1. Si tenga presente questa osserva-
zione per i ragionamenti che seguono nei 1l successivi.
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Il. Se T € un numero pari positivo qualunque, si ha

()

dove i sommatovi ¢ le & hanno lo stesso significato di prima, solo che

questa volta si han da considerare le partizioni di T in una somma

di 2 0 di 4.. odi 2k .. numeri interi tutti dispari, anzi che tutti pari.
I11. Se T & un numero dispari positivo qualunque, si ha

(6)

dove i sommatovi e le & hanno il solito significato e le partizioni di
T da considerare son quelle in 3, 0 5,.. numeri interi tutti dispari.
IV. Se T & un numero intero positivo qualunque, si ha

(7)

quando, restando sempre fermo il significato delle 6, si intenda che i
sommatovi si estendano a tutte le partizioni distinte di T in una somma
di 2, 0 3,.. 0 K ... numeri interi positivi (1).

(i) Per es. si ha6=442=2 2+ 2 oppure 6=5+1=3+3 =3+
+1+1+1=1+1+1+1+1+1¢ quindi:

7=5+1+1=3+3+1=3+1+1+1+1=01+1+1+0+01+0+1e
quindi

infine
6=5+1=44+2=3+3=4+1+1=3+2+1=2+2+2

=3+ 1+1+1=24+2+1+1=22+01+01+01+1=01+0+01+0+1-+I

e quindi
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1. Supponiamo che la formula

sia stata gia dimostrata vera per i valori 1,2,..1T di T e facciamo
vedere che allora & vera anche per il valore T %

Per questo supponiamo di voler procedere alla costruzione di
tutte le sostituzioni tt+1gcioe di quelle sostituzioni sui ¢ elementi
(1) che si comportano rispetto alla serie

®) 12, ..,T T+1

come le fly comportano rispetto alla serie (2).

Consideriamo una tt+lg, immaginiamo di averla decomposta in
cicli e prendiamo di mira il ciclo I" che contiene I'elemento T + 1.

Detto le I'ordine di I', a formar I concorreranno, oltre I’elemento
T+ 1, un numero pari 20(0<2p<t) di elementi della serie (2) e
altri k — 20 — 1 elementi della serie (1) diversi da quelli che com-
paiono nella (8); poi se si immagina di scrivere il ciclo " ponendo
al primo posto T+ 1, esso non sara fissato se non quando sia stato
assegnato l'ordine in cui si debbono succedere i suoi k— 1 ele-
menti residui. Il prodotto dei cicli di #giversi da [ & poi, evi-
dentemente, una sostituzione, sui ¢ — k elementi di (1) diversi da
quelli di I, che si comporta, rispetto ai T— 2 elementi di (8) che

non appaiono in I, come Bil comporta rispetto agli elementi (8) ;
e infine, fissato il valore di g, I'ordine It di I" puo variare da 2g + 1
ag-T1+ 20

Da tutto cio segue che, indicato sempre con ¢ il massimo intero

contenuto in si ha

Ma, per ipotesi,
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quindi

Ora

dunque resta

ossia

©)

Adesso si supponga di far sulle g e sul numero Tiq il ragio-
namento fatto sulle tr+lge il numero Tilg ; si trovera, indicato con

¢' il massimo intero contenuto in

ma noi abbiamo supposto che sia

dunque

(10)

(1) Vedi: Netto, Lehrbuch dei- Kombinatorik (Leipzig, Teubner, 1901), pag.
251, form. (26).



470 GAETANO SCORZA

Se T & dispari, 0 = ¢', e quindi il sommatorie del 2° membro
della (9) é identico a quello del primo membro della (10); se T ¢
pari, 0 =0—1 e

dunque in ogni caso il sommatorio del 2° membro della (9) puo cal-
colarsi facilmente e cosi si finisce per trovare, come volevasi,

dove ol e il massimo intero contenuto in

2. Osservazione. Col ragionamento precedente non solo resta
stabilita la formula che assegna il valore di Ttiqg ma incidentalmente
resta pure dimostrato che

11)

ossia che:

(12)

3. Passiamo ora a far vedere che se la formula

e vera per i valori 2,4, ..,20 dell’indice 20, si ha pure

Indichiamo con s20+2quna sostituzione sugli elementi (1) che si com-
porti rispetto alla serie

(13) 1, 2, ..., 20, 20+1 20+2
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come le di cui si discorre nell’introduzione rispetto alla serie (2) ;
e presa a considerare una di codeste s20+23 immaginiamo di averla
decomposta in cicli.

Due casi possono presentarsi :

a) o gli elementi 26 % e 20 + 2 compariscono in uno stesso
suo ciclo ;

B) o gli elementi 20 + 1 e 20 + 2 compariscono in due suoi
cicli differenti.

Per ragionamenti analoghi a quello sviluppato al principio del
n. 1, il numero totale delles2o+2q per le quali si verifica I'alternativa
o) é dato da

mentre quello delle s20+2q per le quali si verifica I'alternativa [)
¢ dato da

0 anche, giacche per ¢ =0 si ha da

dunque, in virtu dell’identita

possiamo scrivere .

Di qua, poiché

segue
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Ora

dunque

s20+2q=

cioé

Ma allora, in virtu della (11), si ha appunto :

Con cio la formula (3) dell’introduzione & pienamente giustificata.

4. Per arrivare alla dimostrazione dei Teoremi I, II, Il e IV
giova partire dalle seguenti considerazioni.

Supponiamo in primo luogo di voler determinare quante sono
le sostituzioni su gli elementi (1) per ciascuna delle quali accade
che decompostala in cicli gli elementi (2) appaiano tutti in uno
stesso suo ciclo.

(1) Loc. cit. a pag. 469, nota (1).
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Con un ragionamento analogo a quello sviluppato al principio
del n. 1, si riconosce subito che il loro numero totale & dato da

5. Adesso facciamo un secondo passo, cioé domandiamoci quante
sono le sostituzioni su gli elementi (1) che contengono quelli della
serie (2) in due loro cicli distinti.

Per questo scindiamo la totalita degli elementi (2) in due parti
di j1 e J2 elementi rispettivamente; sara

1L+i2=r

e tale scissione potra farsi in tutto in

modi distinti, dove
L sejl#zj2
21 sejl=j2

Supponiamo che una partizione degli elementi (2) in due insiemi di
jlej2 elementi, rispettivamente, sia quella fornita dalle serie

(14) 1,2,-..,jl
e

(15) j1+1j1+2 ..., 1T
Allora il numero totale delle sostituzioni sugli elementi (1) che

contengono in un unico ciclo dordine k,jl=k=qg—j2) gli ele-
menti (14) e in un unico ciclo gli elementi (15) ¢ dato da
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ossia, poiche

da

Di qua segue che il numero totale delle sostituzioni sugli ele-
menti (1) ciascuna delle quali contiene in un suo ciclo j! elementi
della serie (2) e in un altro suo ciclo i rimanenti T - j1=j? ele-
menti della serie stessa & dato da

e quindi il numero richiesto al principio di questo articolo é

dove il segno di somma si intende esteso a tutte le partizioni di-
stinte di T in due interi (positivi) jlej2.

6. Fondandosi sul risultato ora conseguito e ragionando in ma-
niera analoga, si trova che le sostituzioni sugli elementi (1) che
contengono quelli della serie (2) in tre cicli distinti ¢ dato da

dove il sommatorio si estende a tutte le partizioni di T in tre interi
(positivi) j1,j2 ej3 e ha il significato stabilito nell’introduzione ;
e cosi procedendo di passo in passo si giunge a dimostrare che le
sostituzioni sugli elementi (1) per ciascuna delle quali accade che
gli elementi (2) si distribuiscono in k suoi cicli distinti sono in
numero di

dove il significato dei simboli introdotti pud riguardarsi ormai
come noto.
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7. Dopo cio basta ricordare che il numero N delle sostituzioni
su ( elementi ¢ q! e che S e Tig sono dati dalla formula (3) e com-
putare N, S1q e fistinguendo le sostituzioni che contengono gli
elementi (2) in un unico ciclo da quelle che li contengono in due,
o tre, o quattro, ... cicli, per arrivare immediatamente alla dimostra-
zione dei Teoremi IV, I, I, e Il

Cagliari, 25 marzo 1913.
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