
http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



W Y K Ł A D Z U P E Ł N Y 

A L G E B R Y 

http://rcin.org.pl



rAIlYŻ — I>Rl'KAH.MA K. MAKTI>'ET, U LII.A MIGNU.N, 2 

http://rcin.org.pl



WYKŁAD Z U P E Ł N Y 

A L G E B R Y 
S K R E Ś L I Ł 

P O D Ł U G NAJNOWSZYCH O D K R Y Ć 

A D O L F S A G A J Ł O 
Professor matematyki 

T O M I 

P O C Z T K I A L G E B R Y 

\ A C Z T E R E C H ^ ^ URODZIN 

K ^ E R N I K A 
N A K Ł A D E M W Ł A Ś C I C I E L A B I B L I O T E K I K Ó K I N I C K I E J 

PRZEWODNICZĄCEGO W TOWARZYSTWACH 

N A U K O W E J 1'OMOCY I N A U K Ś C I S Ł Y C H W P A R Y Ż U 

1 8 7 

http://rcin.org.pl



http://rcin.org.pl



r R.Z E D M o W A 

Jako słońce rozpędza c iemności n o c n e , 

tak umie j ę tność rozpędza c iemności b ł ędu . 

Zajmując się z powołania przez długi czas wykładem al-
gebrij i analizy we Francyi, uczułem brałc dzieła, łitóreby 
porządnie, jasno i zgodnie z dzisiejszym stanem i dążeniem 
ciągle postępującej analizy obejmowało tych naulv całość, 
opartą na wzorowych prawidłach. Żadna ze znanych mi 
l^siążek zagranicznych przedmiot ten traktujących, nie od-
powiadała tym warunkom tak, ażebym mógł był poprzestać 
na prost<;m jej przelłumaczem"u. Bogate więc materyały, 
które znalazłem w tyłu dziełacłi wykładających algebrę, 
zasady analizy i historyą tych dwóch ważnycłi części mate-
matyki czystej, postanowiłem zgromadzić, roztrząsnąć, uszy-
kować i wyłożyć podług własnych o analizie widoków, oraz 
zgodnie z prawami samej nauki. Tym sposobem powstała 
praca, której Tom I pod sąd puł)liczny ośmielam się oddać 
jako algebrę początkową. 

Hzecz jest naturalna, iż dzieła tego za wyłącznie moje 
poczytywać nie mogę. Zamknąłem w niem to, czegom się 
gdzieindziej nauczył. Nie godziło mi się nawet inaczej postę-
pow^ać. W teraźniejszym bowiem stanie oświaty, kiedy w'każ-
dej materyi znajduje się tyle rzeczy dokładnie obmyślanych 
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VI PRZEDMOWA. 

i wytrawionych, dzieło naukowe jest i powinno być owocem 
pracy, nauki i poważnego porównania z sobą rozmaitych 
wykładów. Chcieć tu być zupełnie oryginalnym, jestto chcieć 
rzeczy niepodobnej, a może nawet szkodliwej. Nie obawiam 
się więc, ze strony ludzi obeznanych z matematyką, zarzutu 
żem brał cudze, jeżelim tylko cudzego nie podał za swoje, 
jeżelim to cudze dobrze i trafnie wybrał, i użył podług 
dobrego planu i zdrowego sądu analizy. 

Radził się także autor, co do wykładu algebry i analizy, 
znamienitych dzieł matematycznych, tak krajowych jak i 
zagranicznych. Nowe dzieła klassyczne i ogólne poglądy na 
algebrę, oraz na rozwijającą się coraz bardziej nowoczesną 
analizę najznakomitszych obecnie żyjących geometrów /r^z??-
cuzhich^ niemieckich^ tułoskich a osobliwie angielskich^ 
przyczyniły się niemało tak do ustalenia jego sądu o obecnynj 
wysokim rozwoju algebry wyższej \ analizy^ jak do ośmie-
lenia go w podjętćj pracy ze względu na potrzebę niektórych 
uzupełnień. 

Pod względem języka przewodnikami mu byli: Ś N I A D E C K I , 

H R E C Z Y N A , CZECH i książki matematyczne elementarne dla 
<zkół narodowych pięknem piórem K S I Ę D Z A J Ę D R Z E J A G A -

WROŃSKIEGO w języku polskim nadzwyczaj traftiie skreślone. 

Za udzielenie kilku światłych uwag dotyczących wykładu 
mej algebry, szanownym moim kolegom w Towarzystwie 
Nauk Ścisłych P P . F O L K I E R S K I E M U i G O S I E W S K I E M U nieskoń-
czenie jestem obowiązany. 

Lecz przedewszystkiem winienem otwarcie oświadczyć, że 
w utworzeniu tego dzieła, od początku do końca, był mym 
gorliwym współpracownikiem, od tylu lat zacny mój przyja-
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PRZEDMOWA. VII 

ciel i kolega Nauk Ścisłych Pan S E W E R Y N E L Z A N O W S K I . W rze-
czy samej, od planu aż do gruntu dzieła i zewnętrznej jego 
formy, od redakcyi aż do nużącej korekty druku, wszystko 
to było razem roztrząsane, przyjęte i wspólną pracą wy-
konane. 

Początki Algebry zawierają dwadzieścia siedm rozdzia-
łów. Pierwsze dwadzieścia dwa stanowią kurs zwyczajny 
algebry niższej. Pięć ostatnich są przeznaczone dla osób 
pragnących poznać wszystkie zasady rachunku algebraicz-
nego. 

Wprowadzić sposoby ogólne, uwydatnić zasady, rozłączyć 
pytania różnej natury, takićm było nasze stałe zajęcie. Tak 
więc, równania stopnia pierwszego rozdzieliłem na cztery 
części: zasady ogólne dotyczące przekształcenia zrównau, 
sposoby rozwiązania, roztrząsanie ogólnych wzorów, składa-
nie zrównań i rozti-ząsanie zagadnień. Po każdem prawidle 
załączony jest przykład wyświecający istotne tego prawidła 
znaczenie; roztrząsanie wzorów zostało wyłożonćm z punktu 
widzenia jak najogólniejszego. 

Dyskusya tak ważna trójmianów drugiego stopnia, praw-
dziwy cllarakter największości i najmniejszości nastręczają, 
zdaje nam się, dla lepszego rzeczy zrozumienia, potrzebę 
rozważania linii krzywych; przedstawienie geometryczne 
wspiera umysł w badaniu funkcyi: kreśląc, po każdćj części 
dyskusyi analitycznej, gałęź krzywej do nićj się odnoszącą 
i streszczającą ją, idzie się krokiem pewnym, nie gubiąc się 
w szczegółach, ani tracąc z widoku pochodu ogólnego funk-
cyi, który nam ciągle przypomina ruch jakiegokolwiek punktu 
krzywćj jednostajnie po nićj postępującego. Dla tego tćż 
poświęcihśmy kilka kart na to przedstawienie geometryczne, 
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VIII PRZEDMOWA. 

jako też dla własności ogólnych z tego przedstawienia w y -
pływających, takich, na przykład, jak zasada F E R M A T A dla 
naj większości. 

Tom niniejszy zakończamy wiadomościami wstępnemi o 
kombinacyach, dwumianem Neiutona, ^vykładnikami niewy-
miernemi i rozdziałem poświęconym wyłącznie na rachimki 
liczebne. Zebraliśmy razem pod tym tytułem zastosowanie 
metody przybliień kolejnych do rozwiązywania zrównań 
drugiego stopnia i do rachunków procentu, jakoteż rozwiązy-
wanie zrównań linijnych o wielkich spółczynnikach, najprzód 
przez sposób podstawienia, potem przez użycie logarytmów 
G A U S S A . 

Wiadomości historyczne, wedle możności zebrane, dopeł-
niają tego krótkiego algebry początkowej zarysu, który 
pomimo najlepszych z mój strony usiłowań i wybornych 
rad moich szanownych kolegów, nie jest, bez wątpienia, od 
wszelkich skaz i zarzutów wolnym. Pragnąc, przedewszyst-
kiem, dla młodzieży być o ile można użytecznym, upraszam 
szanowne grono światłych Professorów o udzielenie mi ich 
otwartego o wyszłem dziele sądu; wszelkie z ich strony spo-
strzeżenia przyjmę z wdzięcznością. 

Tym sposobem oddawszy, według wiadomości historycz-
nych, co się komu należało, nie będę wymieniał, co w ogóle 
w piśmie tem, jest owocem mojego własnego myślenia. Ci 
którzy mię sądzić będą, łatwo to rozpoznają. Innym zaś wia-
domość ta na nic się nie przyda. Albowiem chciałem nie 
na miano oryginalnego autora zasłużyć, ale raczej zrobić 
rzecz dla wielu interesującą, a dla młodszych odemnie mi-
łośników matematyki użyteczną. 

Przy zamknięciu niniejszej przedmowy, pragnąłbym wy-
powiedzieć uczucie wdzięczności, którą dla HRABIEGO JANA 
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PRZEDMOWA. IX 

DZIALYŃSKIEGO przejęty jestem. Żałuję, że mi szanowny 
naliładca nie pozwala wyrazić, ile mu zawdzięczają podjęte 
przezemnie prace matematyczne, których początek stanowi 
niniejszy tom pierwszy. Niech mi przynajmniej będzie wolno, 
dla obudzenia w mych współrodakach otuchy, tak wśród 
piszących jak uczących się, zwrócić uwagę publiczności na 
skuteczną działalność Towarzystwa Nauk Ścisłych i gorliwy 
w niej udział jego Prezesa, za którego inicyatywą siedm dzieł 
matematycznych w roku bieżącym wydanych, chlubnie świad-
czyło przy obchodzie uroczystości KOPERNIKA O niestygnącym 
do nauk zapale w naszym kraju. 

Paryż, d . 19 lutego 1873. 

ADOLF SĄGAJŁO. 
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P O C Z Ą T K I ALGEBRY. o 

P I E R W S Z A CZESC. 

R O Z D Z I A Ł P I E R W S Z Y . 

UŻYCIE LITER JAKO SPOSÓB SKRÓCRNIA I UOGÓLNIENIA. 

P O C Z Ą T E K I P R A W D O P O D O B N E P O C H O D Z E N I E W Y R A Z U A L G E B R A . 

1. « Wyraz algebra wyprowadzają niektórzy od nazwiska : Geber, 
znakomitego arabskiego filozofa i matematyka, k tó remu odkrycie 
t ś j nauki przypisuj^i; lecz mniemanie to, równie jak wiele innych 
na podobieństwie brzmienia wyrazów opartych, jest n i ep rawdopo-
dobneni , i podług Montudn [Histoire des mathematigues, tom I, 
sir. 382), wywód tego wyrazu podany przez Łukasza de Bur go, który 
pierwszy we Włoszech pracował nad algebry, zasługuje na jwięcej 
na wiarę. Burgo wyprowadza ten wyraz z arabskiego al gebr wal 
mokabala, które t łumaczy przez restauratio et oppositio, to jes t : od -
nowienie i f irzeciwstawienie; t rudno wykazać związek pierwszego 
wyrazu z naszym przedmiotem, lecz drugi dość t rafnie ma lu j e ukła-
danie równań , przy którśm w rzeczy samej s tawimy na przeciw 
siebie wielkości i te między soby. porównywamy. Z tego też powodu 
wielu włoskich pisarzy nazywało algebrę almokabala, a nawet znako-
mity matematyk Gardan tak j^ nazywał; włoscy matematycy zwali 
ję także Arte maggiore, lub częściej regola delia cosa, dla tego, że 
niewiadomy w równaniu algebraicznem nazywali cosa; ztęd nazwa : 
Hegel Coss, lub die coas, często napotykana u dawnych niemieckich 
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30 ROZDZIAŁ III. 

autorów. Newton radził nazywać arytmetykę, p o w s z e c h n ą ; aby 
t em oznaczyć naukę o l iczbach, "uważaną w najrozleglejszem zna-
czeniu, o b e j m u j ą c ą za tśm arytmetykę i algebrę. A m p e r e w swoim 
podziale wiadomości ludzkich nazywa ją arytmologiją; wielu nakoniec 
znakomitych uczonych używało wyrazu algorytmija; obecnie na -
zwisko algebra powszechnie jest przyjęte. Wszystkie zjawiska przy-
rodzone m a j ą miejsce w czasie i przestrzeni, z których porównania 
wyradza się liczba. Pojęcie liczby początkowo było nierozdzielne 
od przedmiotów, k tóre ona przedstawiała; lecz wkrótce człowiek 
przekonał się, że działania z liczbami oderwane , są zawsze też same, 
chociaż one rozmaite wyrażają przedmioty. Umysł więc ludzki 
wzniósł się do pojęcia sys tematu r a c h u n k ó w oderwanych, w któ-
rych liczba została zupełnie wolną od wyobrażenia o materyi i to był 
początek arytmetyki. Liczby więc jakkolwiek oddzielnie uważane 
były niezależne od jakiegobądź przymiotu tizycznego, przecież za-
chowały jeszcze wielkość oznaczoną, to jest taką, j aką one przedsta-
wiają . Później dopiero odkryto to p rawo zasadnicze, że liczby sanie 
przez się mogą służyć za przedmiot do nowych spostrzeżeń, nie 
bacząc na właściwą war tość im p rzyp i sywaną ; i to dało początek 
algebrze. Tak więc przejście pojęcia o liczbie z Tnateryjalnego do 
ode rwanego dało początek arytmetyce, przejście zaś tego pojęcia 
od szczegółów do ogółu dało początek algebrze. Można więc zgodzić 
się na definicyję algebry Wrońsk iego : « a lgebra jest nauką o p r a -
w a c h , a ry tmetyka żaś o faktach uważanych na l iczbach. » Algebrę 
uważoną w całej rozległości, nazywają niekiedy analizą matema-
tyczną i wtedy ona obe jmuje nietylko algebrę e l emen ta rną , lecz 
nadto a lgebrę wyiszą. czyli t ranscendenta lną , która przecież nie 
wchodzi do składu zwykłych t r ak ta tów algebry. Algebra p rzeds ta -
wia liczby i rachunki , k tórym one dają początek, sposobem ogó lnym 
i za pomocą znaków u m ó w i o n y c h , których doskonały sys temat 
dzielnie przyczynił się do ogromnych pos tępów tej części m a t e m a -
tyki. Znaki, czyli symbole używane w algebrze są dwojakiego r o -
dza ju : j edne służą do wyrażenia wielkości, czyli ilości, bez względu 
na ich na tu rę , i to są litery a l fabe tu ; drugie służą do oznaczenia 
s tosunków zachodzących pomiędzy ilościami i działaniami k tó rym 
tamte p o d d a j e m y , to są znaki algebraiczne. O algebrze można powie -
dzieć, że jes t to najzwięźlejszy, na j rozlegle jszy i najdogodniejszy 
z języków, jakiemi ludzie z sobą porozumiewać się mogą. » 
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UŻYCIE LITER JAKO SPOSOB SKRÓCENIA I UOGÓLNIENIA. 3 

\'' 'yj§tek ze znakomitego ar tykułu o algebrze zamieszczonego przez 
l am Jana Pankiewicza w tomie I Encyklopedyi powszechnej^ k tó re j 
vyoawnictwo rozpoczęte w Warszawie na początku r . 1859 ciągle 
tiwdo przez dziesięć lat następnych aż do zupełnego tego przeds ię-
heis twa ukończenia. 

WYTŁÓMACZENIE ZNAKÓW. 

2. W algebrze, przedstawiamy liczby przez litery, i wskazujemy 
(kiałania za pomocą znaków. 

Ziak + , wymawia się więcej (plus), jest znaldem dodawania . 
Ziak — , położony między dwiema liczbami, znaczy że należy 

o l c^gn§ć drugą liczbę od pierwszej. 
Z iank + i — występują po raz pierwszy w Regel Coss, lub w die 

c m Krzysztofa Rudolfa (152Zi). 

af jest wskazaniem wieloczynu z a przez b ; to oznaczenie należy 
s ę geometrze angielskiemu Tomaszowi Harriotowi (1631). 

Znak X i punk t . , k tórych używamy dla wskazania wieloczynu 
z i k k o l w i e k liczb, pochodzą , pierwszy, o d O u g h t r e d ' a (1631), d rug i , 
od Rrystyjana W o l f a (1752). 

Ddelenie u przez b wskazuje się pisząc ^ lub a : b. 

fl" oznącza m tą potęgę z a, to jest wieloczyn z m czynników r ó w -
nych a; litera m, położona tuż nad liczbą a po p r a w ś j jej s t ronie 
i wyrażająca stopień potęgi iiiizywii si^ wykładnikiem (exponcns) . 
To oznaczenie, powszechnie przyjęte od czasu wystąpienia Des -
karti (1596 — 1650), sięga e[)oki Stefana de la Roche 'a {Arytmetyka 
i Geometrya, Lugdun , 1520). Włosi posługiwali się l i terami q i c, 
stojącemi na początku wyrazów gmdrato, cubo, i dla tego pisali 

oznacza pierwiastek m ty za; m nazywa się wskazówką wyraża-
jącą potęgę do którćj należy wynieść wartość pierwias tkową nazwaną 
ogólnie radyiialern (le radical) aby otrzymać liczbę daną a. W 1520, 
Stefan de la Roche używał znaku R)™, i, rzecz dość dziwna, s tosuje 
to oznaczenie do wszelkich wartości wskazówki m, która prze to 
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30 ROZDZIAŁ III. 

może wzrastać nieoj^raniczenie, gdy t y m c z a s e m nie używa j ak tylko 
samych wykładników 2, 3. Pods tawien ie małego r n a m i e j -
sce wieikiego R p rzyprowadz i ' t rochę później (l52/i) C h r i s t o p h e ' a 
czyli Krzysztofa Rudol fa do znaku Va , który Deskart zas tąpi ł osta-
tecznie przez y a . 

Znak = : , położony .między d w o m a wyrażeniami , wskazu j e że 
pierw^sze z przedstawionych wyrażeń jest równe d r u g i e m u . Ten 
znak dostał się nam od Angl ika Rober ta Reccorde 'a (1557). 

a > b znaczy że a jest większe jak b. Harr io t pierwszy w p r o w a -
dził w użycie to oznaczenie. 

Kiedy pewne wyrażenie jest położone między nawiasem, należy 
uważać jako wykonane działania wskazane w tym nawias ie . Tak 
więc wyrażenie 

25 — (3 -f- Zł — 2) 

oznacza że potrzeba odciągnąć od 25 liczbę 5 która wypada z działań 
wykonanych w nawiasie . Użycie nawias'^w sięga epoki Wojc iecha 
Girard 'a (1625). 

Geometra francuzki Viete (15/40) jest pierwszy który przedstawił 
liczby przez litery ; tylko że jeszcze używał wielkich l i t e r ; w p r o w a -
dzenie małych należy się Tomaszowi Harriot. 

UŻYCIE ZNAKÓW J A R O SPOSÓB S K R Ó C E N I A . 

3. Dla oznaczenia korzyści jakie nam przedstawia użycie znaków 
przy rozwiązaniu zagadnień_, załóżmy sobie zadanie nas tępujace : 

Z A G A D N I E N I E . Trzy liczby mają za summę 2 3 8 ; druga przewyższa, 
pierwszą o 3 jedności, a trzecia jest równą summie dwóch innych; ja-
kie są te trzy liczby ? 

R O Z W I Ą Z A N I E : Językiem zicyczajnym. Ponieważ druga liczba prze-
wyższa pierwszy o 3 jednośc i , trzecia przeto war ta jest 2 razy p ie r -
wszy, więcej 3 i a s u m m a 238 składa się z lx razy pierwszej liczby, 
więcej 6. 

Przewyżka 238 nad 6 jes t więc r ó w n ą 4 razy pierwszej l iczbie; 
232 

tak że o t rzymuje się ostatecznie — 58 na pierwszą liczbę, 

58 -}- 3 = 61 na d rugą , a 58 -J- 61 = 119 na trzecią. 
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UŻYCIE L I T E R JAKO SPOSÓB SKRÓCENIA L U 0 G Ó L N 1 E N I A \ 5 

Sosohcm algebraicznym. Powróćmy do zadania wskazując działa-
nia X pomocy znaków, i oznaczając pierwszy liczbę przez literę 

T^y liczby sy 

To s u m m a jest równy 238, co się pisze 

czyi 

a, ociygajyc 6 po obu stronach, potćm bioryc ćwierć, 

Yidzimy ile użycie znaków i litery x dla oznaczenia nieznanćj 
u ła^ ia rozwiyzanie. Umysł, mniej natężony o b e j n m j e j e d n y m rzu-
tem oka wszystkie działania; po jmuje jasno drogę do wydobycia 
nienanej ściśle rachunkiem wytknięty, której prostego i na tura lnego 
nasępstwa bez wysilenia niepodobna było dostrzedz w pośród roz-
licz ych omówień (periphrases). 

UŻYCIE L I T E a J A K O SPOSÓB U O G Ó L N I E N I A . 

k Metoda poprzednia, pomimo swej wyższości nad pierwszy, 
zostwia jeszcze wiele do życzenia. Daje naprzód sam tylko odoso-
bni(ny wypadek liczebny nie wykazujyc bynajmnie j zkyd ten wy-
p łyva ; a gdy nadto działania wykonane na danych dla osiygnienia 
warości nieznanśj nie zostawiajy po sobie żadnego śladu, potrzeba 
przAo powtórzyć na nowo całe rozumowanie przy rozwiyzaniu tegoż 
samego zadania na innych liczbach. Ta niedokładność całkiem znika 
gdv oznaczymy przez litery nietylko nieznane, lecz nawet dane . 
Słu^y zwykle pierwsze litery alfabetu a, 6, c,d,\. t. d._, do przedsta-
wieiia danych, zachowujemy zaś ostatnie x, y, z, i. t . d . , do ozna-
czeiia nieznanych. Wielkości literami wyrażone nazywać będziemy 
ilośiiami (ąuantitć). 
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6 ROZDZIAŁ I . 

5. Weźmy na przykład nas tępu jące zadanie : Podzielić liczbę n na 
trzy części takie, aby druga przewyższyła trzecią o a, zaś trzecia była 
7'ówną summie dwóch innych. 

Pierwsza częśd jest . 
druga więc będzie. . 
a trzecia 

Aby wyrazić że ich s u m m a jest równą n pisze się : 

Po tem, odciągając la po obu s t ronach , a nas tępnie b iorąc ćwierć, 
dwóch równości , o t rzymuje się kole jno : 

zkąd widzimy że pierwsza część jest równą ćwierci przewyżki liczby 
danej nad podwójną różnica z dwóch pienoszych części. 

Takie wyrażenie, wskazujące szereg działań do wykonan i a na 
danych w celu znalezienia wartości nieznanćj , nazywa się tczorem 
czyli formułą. Fo rmu ła zawiera rozwiązanie całś j klasy zagadnień , 
to jest wszystkich kwes ty j nieróżniących się od siebie jak tylko 
samą wartością liczebną danych. 

6. Możsa teraz ła two pojąć definicyę Algebry e l e m e n t a r n ć j daną 
przez P o i n s o f a w Uwagach nad zasadami fundamentalnymi teoryi 
liczb. 

Algebra e l emen ta rna « nie jest czśm innem jak arytmetyką, uogól-
» nioną ; to j es t rozciągniętą od liczb szczególnych do liczb jakich-
» kolwiek, a zatem od działań istotnych które w y k o n y w a n o do 
)) działań które się tylko wskazują za pomocą z n a k ó w ; tak źe w tś j 
» pierwszej spekulacyi umysłu mnie j się myśli o wydobyc iu wy-
)) padku z tych działań po sobie nas tępujących jak o skreśleniu 
» ich obrazu^ a zwłaszcza o odkryciu tym sposobem f o r m u ł dla 
» rozwiązania wszystkich zagadnień tegoż samego rodza ju . » 

7. Nie będzie bez pożytku zrobić wydatniejszemi korzyści fo rmuł . 
Wiadomo , na przykład, że się ot rzymuje p rocen t p od kapi ta łu a, 
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umieszczonego na stopę r poticzas t lat, mnożąc kapitał przez s topę, 
potem przez czas, i dzieląc wypadek przez 1 0 0 ; ztąd formuła 

g j y zauważymy że można nadać t emu wyrażeniu trzy inne formy 

spostrzeżemy że taż sama formuła odpowiada czterśm szeregom 
zagadnień k tóre , w arytmetyce, miały swe rozwiązanie szczególne. 

Podobnie fo rmuła 

któia daje przestrzeń przebieżoną przez ciało poruszające się jedno-
staj i ie prędkością v w przecięgu czasu t, może przybrać dwie inne 
forriy 

Wzór powyższy zamyka więc trzy twierdzenia. Galileusz, k tóry , 
nie używając żadnej z tych formuł, dowiódł wpros t każde z tych 
podań, poświęcił cztery karty (stronnice) na ten przedmiot . 

'Tak więc sam pogląd na formuły rodzi zbliżenia między tw ie rdze -
niami których związek przeszedłby zapewne nie dostrzeżony, jeśl iby 
przestano na samem wyrażeniu tych propozycyj językiem zwy-
cza nym. 

KLASYFIKACYA FORMUŁ. 

6. Każdy skład ilości połączonych przez jakiekolwiek działania i 
znr.ki zowie się wyrażeniem al(jebraicznem. Wszelkie wyrażenie nie 
za\Tiei'ające w swym składzie żadnego pierwiastku jest wymiernem 
( rauonnel) ; w razie przeciwnym jest niewymiernem ( i r ra t ionnel) . 
Ilości n iewymierne , u starożytnych geomet rów, nazywały się licz-
hani giuchemi (numeri surdi). 

Wyrażenie wymierne jest całkoivitem kiedy żadne dzielenie nie 
jest na n i śm wskazane ; w razie przeciwnym jes t ułmnkowem. Mówi 
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się w szczególności że wyrażenie algebraiczne jest całkowitem pod 
luzylędem pewnej litery, gdy ta li tera nie zna jduje się w żadnym 
dzielniku, ani pod żadnym p ie rwias tk iem, 

Nazywa się jednomianem (monóme) wszelkie wyrażenie gdzie nie 
m a wskazanych, żadnego dodawan ia , ani żadnego odc iągania . J a k a -
kolwiek ilość j e d n o m i a n ó w połączonych z sobą znakami - f - l ub — 
tworzą wyrażenie t rafnie nazwane wielomianem (polynóme) . 

J e d n o m i a n y składające wie lomian , nazywają się wyrazami w ie lo -
m i a n u , lub tylko wyrazami. Wie lomian złożony z d w ó c h w y r a z ó w , 
nazywa się dwumianem (b inóme) ; wie lomian złożony z trzech w y r a -
zów nazywa się trójmianem ( t r inóme) ; wielomiany z więcej jak 
z trzech wyrazów złożone nie m a j ą szczególnego nazwania . 

J e d n o m i a n może zamykać w sobie jednocześnie czynniki l iczebne 
i l i t e ry ; czynnik l iczebny jes t nazwany spółczynnikiem : tym sposo-

5 
bem - jest spółczynnikiem j e d n o m i a n u (wyrazu) 

Należy się Yietowi wprowadzenie tego nazwania. 
Dwa wyrazy są podobne gdy te niczem się więcej ód siebie nie 

różnią jak tylko wielkością swoich spółczynników. 
Daje się często nazwisko wyrażenia całkowitego wszelkiemu wyra-

żeniu a lgebraicznemu które jes t całkowite tylko pod względem litoi-, 
i k tóre posiada spółczynniki u ł a m k o w e . 

9. Otrzymuje się wartość liczebną jednomianu kładąc na miejscu 
liter, liczby które te litery przeds tawia ją i wykonywając wskazanP 
działania. I tak j ednomian 

ma wartość • dla < 

10. Wartość liczebna ivielomianu jest różnicą między suimną war-
tości liczebnych wyrazów poprzedzonych znakiem + ^ summą wartości 
liczebnych wyrazów poprzedzonych znakiem — . 

Ztąd wynika że : 
Wartość wielomianu nie zmieni się kiedy wyrazy jego poprzekła-
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dmij' W jakimkolwiekbądź porządku, byleśmy zachowali znaki te same 
przed' każdym z nich położone. 

I I . . Gdy , d la war tośc i szczególnych p r z y p i s y w a n y c h l i t e r o m , 
s imima w y r a z ó w poprzedzonych znak iem — przewyższa s u m m ę 
w / r a z ó w pop rzedzonych znak iem , odc iągan ie j e s t n i e p o d o b n y m , 
aA^ielomian n ie mdi znaczenia dla tych war tośc i szczegó lnych w p r o -
w i d z o n y c h d o w y r a z ó w wielomianu n a mie j scu o d p o w i e d n i c h im 
l i e r . 

T a k t ró j m i a n 

k ó r y , d la « = 12 i b = 1, war t jes t 109 ; nie m a sensu dla « = 6 , 
h = lx, p o n i e w a ż , w tym razie, by l ibyśmy przywiedzeni o d c i ą g n ą ć 
7: o d 52. 

B ę d z i e m y przypuszczali aż do nowego rozporządzenia (lY^y roz-
d:iał) że w w i e l o m i a n a c h p o d d a n y c h pod nasze r o z u m o w a n i a , w a r -
t(ści p r z y p i s y w a n e l i t e rom w y d a j ą s u m m ę w y r a j ó w dodanych ( ad -
dl ifs) wyższą nad s u m m ę wyrazów odjętych ( soust rac t i fs ) . 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Znaleźć dwie liczby których summa i różnica są znane. 
li. Gdy zegar bije godzinę dwunastą, indeks (skazówka) godzin Lindeks minut 

ziajdują się jeden na drugim. Wskazać wszystkie epoki w których te indeksy 
i)(dą się znajdowały jeden iia (Irilgiin, allto l)ęd(l przedłużeniem jeden drugiego 
płdczas dwunastu godzin następnych. 

III. Dwie fabryki świ^c jarzącyii robią sobie konkurencyę : Jedna z nich za-
łożoną została w 71 dniach po drugi-', i używa a roiiotnikow którzy pracują 
/i godzin na dzień, gdy tymczasem druga zatrudnia a' robotników pracującycli 
d;iennie h' godzin ; w jakim czasie dwie fabryki te będą mogły wyrabiać tęż 
saną liczbę świ(5c jarzących ? 

IV. Król Syrakuzy Ilieron, przeznaczył na koronę dla Jowisza 10 funtów 
cjystego złota, które na ten cel złotnikowi oddać rozkazał. Korona przez złotnika 
ziobiona ważyła funtów 10; ale król niedowierzając czy złotnik zupełnie czys-
tego złota użył, zaradził się w lym względzie Archimedesa, sławnego pod ów 
csas matematyka. Ten przekonawszy się naprzód że złoto czyste zanurzone 

52 

w wodzie dystylowan^j, traci ze sw^j wagi a srebro czyste w takiej że 

99 
wodzie zanurzone traci swej wagi, zanurzył koronę w wodzie czystej, i 
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znalazł Że waży funtów 9 i 6 uncyj, a przez to właśnie oszultaństwo wyka- -
zał. Pytanie ile w tćj koronie było czystego złota, a ile takiegoż srebra? (Odp.. 
Czystego złota było funtów 7 i uncyj 12 -jf, a srebra funtów 2 i uncyj 3 V I ) -

V. Pewien woźnica zobowiązał się przewieźć naczynia trojakiej wielkości,, 
płacąc za naczynie stłuczone tyle ile odbiera za naczynie oddane w dobrym sta- -
nie; powierzono mu g wielkich, m średnich i p małych naczyń. Dowiedziano » 
się iż stłukł w przewozie wszystkie naczynia pewnej wielkości : jeśli stłukł ł 
wielkie albo małe, odbierze a Iranków ; jeśli stłukł średnie, odbierze 6 franków. 
Pytanie ile mu płacono za każde naczynie w każdym gatunku oddane w dobrym 
stanie. 

http://rcin.org.pl



R O Z D Z I A Ł I I . 

D O D A W A N I E I O D C I Ą G A N I E . 

D O D A W A N I E I O D C I Ą G A N I E J E D N O M I A N O W . 

12. Dwa wyrażenia algebraiczne są równoważne gdy podstawienie 
tychże samych liczb za litery k tóre te wyrażenia zawierają w sobie 
n a d a j e im tęż samą wartość l iczebną. 

W algebrze odbywają się działania na l i t e rach ; r achunek nie 
może więc być wykonanym do końca, a działania m a j ą na celu 
przekształcenie wyra i eń algebraicznych które wypływają z ich bez-
pośredniego wskazania na inne prostsze, lecz równoważne . 

13. Aby dodać do siebie ilekolwiek jednomianów, należy je napisać 
lociąż Jedne po drugich przedzielając każdy wyraz od tuż po nim nastę-
pującego znakiem + . 

Nie m a tu miejsca do żadnego uproszczenia, ponieważ d o d a w a -
nie jest najprostszem ze wszystkich działań algebraicznych. Wszakże 
gdy niektóre wyrazy dodać się mające są j)odobne, można je zebrać 
w jeden, przy którym kładzie się spółczynnik równy summie spółczyn-
ników ivyrazóiv w jeden zebranych. Tak, fo rmuła 

równoważy z tąż fo rmułą uproszczoną 

IZi. Aby odciągnąć od siebie dwa jednomiany, pisze się drugi {ten 
który odciągamy) poprawej stronie pierwszego (tego od którego od -
ciągamy) kładąc między niemi znak— . 

.Jeżeli dwa Wyrazy są podobne, można je zebrać w jeden, który będzie 
miał za spółczynnik różnicę spółczynników wyrazów w jeden zebra-
nych. 

Przykład : 
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ZASADY NA KTÓRYCH SIĘ OPIERA DODAWANIE W I E L O M I A N Ó W . 

15. Teorya dodawania wie lomianów opiera się na zasadach na -
s tępujących : • 

1°. Dodaje się summa do liczby, dodając raz po raz ao tej liczby 
każdą z części summy. 

Ta zasada wyraża się za pomocę, fo rmuły 

gdzie różne litery mogą przedstawiać jakiekolwiek liczby. 
2°. Odciąga się summa od liczby, odciągając od tej liczby raz po raz 

rożne części summy. T y m sposobem pos tępu jąc o t r zymuje się 

• W istocie, d r u g a s t rona równości jest taką, że do nićj d o d a j ą c 
n b c d, w y n a j d u j e się liczba p ie rwotna A. 

Aby dodać do liczby różnicę divóch innych, dosyć dodać pierwszą 
i od uiypadku odciągnąć drugą. Tak działając o t rzymuje się 

W rzeczy samej , ponieważ reszta (a — 6), dodana do ilości dru-
giej b, wydaje ilość pierwszą ; za tśm, na mocy defmicyi odciąga-
nia, można napisać a ~{a — b) b) z czego wynika d o d a j ą c A 
po jednej i po drugiś j s tronie, A + a = A + 6 — b), a po-
tem odciągaję,c b po obu s tronach o t rzymujemy wypadek szukany 

PRAWIDŁO DODAAVANIA W I E L O M I A N Ó W . 

16. Aby dodać wielomian do liczby, dosyć napisać wciąż tej liczby 
różne wyrazy wielomianu z ich wlaściwemi znakami. 

W rzeczy samśj , załóżmy sobie dodać do liczby A wielomian 

Ten wielomian znaczy tyle (10) co 

a zasada uznana dla dodawania różnicy (15, 3®), daje 
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O można napisać, na mocy reguł wskazanych (15, 1° i 2°) dla do -
dwania i odciągania s u m m y , 

lib, zmieniając porządek wyrazów (10), 

\'ypadek odpowiedni regule namien ione j . 

P R A W I D Ł O ODCIĄGANIA W I E L O M I A N Ó W . 

17. Aby odcnujnąć wielomian od liczby, piszą się wciąż tej liczbij 
r'żne wyrazy wielomianu ze zmienionemi znakami. 

Na przykład, różnica między liczbą A i w ie lomianem 

yyraża się zwykle pod fo rmą 

W rzeczy samej , różnica dwóch ilości jest , wedle definicyi, lo co 
jot rzeba dodać do drugiej aby ot rzymać pierwszą. Otóż, doda jąc 
yyrażenie poprzednie do wie lomianu danego, zna jdu je się (16) 
s i m m a algebraiczna 

k ó r a jest równą liczbie A. 

NASTĘL'STM O RKGUŁ DODAWANIA I ODCIĄGANIA. 

18. Można, w icielomianie, zamknąć ilekolwiek wyrazów w nawia-
Sie, pod warunkiem zadumania lub zmienienia znnkóia wszystkich tych 
icyrazów, stosoivnie do tego jak się położy znak + lub znak — przed 
mwiasem. 

W istocie, reguły dodawania i odciągania mogą się sprowadzić 
do dwóch fo rmuł nas tępujących : 
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Odwrotnie. Jeżeli d ruga s t rona jest wyrażeniem algebraicz;nem 
d a n e m , można ją zastąpić przez wyrażenie które przedstawia stirona 
pierwsza. Tak więc poprzednie dwie fo rmuły , przestawione w p o -
rządku odwro tnym, s tanowią i ściśle sprawdzają p rawid ło pow/yżej 
przepisane. 

UPROSZCZENIE W Y R A Z Ó W PODOBNYCH. 

19. Gdy wie lomian zamyka w sobie wyrazy podobne , możma te 
wyrazy zebrać w j e d e n , wykonywając działanie na ich spó łczyn-
nikach. 

To działanie wykonywa się robiąc summę wszystkich wyrazów po-
dobnych poprzedzonych znakiem + i summę wszystkich wyrazów po-
dobnych poprzedzonych znakiem — , potem odciągając mniejszą z (tych 
smnm od większej i dając reszcie znak który służy summie więkiszej. 
A gdyby summy były równe wtedyby się zniszczyły. 

Tak np. wie lomian 

staje się, po uproszczeniach , 

W rzeczy s amś j , ten wielomian, nie zważając na porządek w y r a -
razów, jest tenże sam co 

który, wedle r egu ł dpdawania i odciągania, przekształca się raz po 
raz na wielomiany mu równoważne 

Uwaga. Działanie k tóreśmy na ostatku odbyli i przez które wszy-
stkie wyrazy podobne , jakiebykolwiek miały znaki, łączą się w je-
den , nazywa się ( reduct ion) . 
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SPOSÓB WYKONANIA TYCH DZIAŁAŃ PRAKTYCZNIE 

20. Kiedy natrafia się na dodawanie wielomianów które mieszczą 
Ysobie wyrazy podobne, zumiast zastosowania do nich reguły n" 16, 
i iproszczenia ich później, wykonywa się dodawanie i uproszczenie 
jdnocześn ie ; w tym celu dosyć jest naśladować rozporządzenie 
pzyjęte w arytmetyce przy dodawaniu liczb całkowitych. Pisze 
s? wielomiany przedstawione jedne pod drugiemi w szeregach 
pz iomych , urządzając wyrazy podobne w kolumny p ionowe ; po--
t m zbiera się w jeden wyrazy każdój kolumny. 

Pos tępu je się tymże samym sposobem przy wykonaniu odciąga-
na, z tem jednak zastrzeżeniem, że pisząc wielomian dany do 
olciągania należy odmienić na przeciwne wszystkie znaki jego 
N̂y razów. 

PRZYKŁAD DODAWANIA. 

Summa 

PRZYKŁAD ODCIĄGANIA. 

) ) s z ę s i ę D O D A W A N I E RÓWNOWAŻNE. 

łieszta uproszczona. 

Ć W I C Z E N I A . 

1. Pewien podróżny przebiegł 11 mii drogi w dnin pierwszym swćj podróży, 
lecz nazajutrz i w dniach naslępnycli jego pochód zwolniał, do tego stopnia że, 
gdy poczynając otl drugiego dnia jego podróży, porówna się drogę przebieżongi 
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każdego dnia do drogi odbytej dnia poprzedzającego, znajduje się że dnogi te s? 
w stosunku ułamków 

« 
pytanie :V/e mil według tych danych będzie mógł przebiedz ten człowiek 

• w 30 dniach jego ciągłej podróży ? 

II. Trzy naczynia zawierają mieszaninę wody i wina : pierwsze, a kwart 
wody, h kwart wina; drugie, a' kwart wody, h' kwart wina ; trzecie a " kwart 
wody, 6" kwart wina. Bierze się naprzód połowę płynu zamkniętego w pierw-
szym naczyniu i przełewa się go do drugiego ; bierze się potem trzecią część 
płynu który się natenczas znajduje zamknięty w drugićm, i przelewa się go do 
trzeciego. Znaleźć formuły wskazujące ilości wody i wina zawarte w każdem 
naczyniu ? 

Po tycłi operacyach znajduje się : 

Pierwsze naczynie 

Drugie naczynie 

Trzecie naczynie.. 

III. Woda ciekąca jednym kanałem może napełnić kadź, w kiórą wpływa razy 
a w dniacłi b. Taż woda wypływająca innym kanałem może wypróżnić lę kadź 
razy c w dniacli d. Olworzywszy oba kanały, ile dni potrzeba będzie do napeł-
nienia kadzi V 

Odpowiedź : 
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M N O Ż E N LE. 

MNOŻENIE JEDNOMIANÓW. 

21. Mnożenie j ednomianów całkowitych opiera się na trzech na -
sępuj^cych, dowiedzionych w arytmetyce zasadach : 

1" Aby pomnożyć liczbę przez wieloczyn wielu czynnikóiv, dosyć 
lykonać jedne po drugich z kolei po sobie następujące mnożenia tej 
hzby przez różne czynniki tegoż wieloczynu ; 

2® W icieloczynie loielu czynników można zastąpić pewną liczbę tych 
cynników przez ich uńeloczyn; ' 

3° Wieloczyn potęg jednej liczby jest potęgą tej liczby, i ma za wy 
lladnik summę wykładników. 

Ta ostatnia zasada wyraża się przez foi ujułę 

gizie m, n, p są hczby całkowite jakiekolwiek. Przebieżmy, w kilku 
sowach, powyższej zasady dowodzenie. W wieloczynie a" ' . 
nożna zastąpić a"' przez m czynników 1'ównych a, a" przez n 
cynn ików równych a, ai' przez p czynników równych a (1»); 
weloczyn nad którym obecnie się zastanawiamy będzie przeto 
nieścił w sobie m n p czynników równych a; będzie vvięc 
nwny ostatecznie 

22. W mnożeniu wielu jednomianów calhwitych, mnożą się spół-
cynniki między sobą, daje się każdej literze spólnej kilku czynnikom 
w/kładnik równy summie ivykładników które ta litera posiada przy 
hżdym z tych czynników, i biorą się inne litery z ich wykładnikami. 

W istocie, pierwsza zasada przekształca początkową formułę 

ni następującą : 
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która, na mocy drugiej zasady, może być napisaną 

albo nakoniec, wedle trzeciego prawidła , 

PROSTE NASTĘPSTWO WIELOGZYNU ILUKOLWIEK JEDNOMIANÓW. 

Wiemy że potęga stopnia m wszelkiej ilości jes t w i e l o c z y n e m 
Z tejże ilości, m razy za czynnik wziętej , za tćm : podnosząc jednomian 
do potęgi m , potrzeba jego spółczynnik wynieść do potęgi m , a ivy-
kładniki każdej litery do jednomianu wchodzącej, pomnożyć przecz ni. 
Tak na przykład j ednomian ^a^h^^c podniesiony do potęgi rn da je 

. U W A G A . Oczywiście że każda litera która nie ma wykładnika i.noże 
być napisaną z wykładnikiem 1, gdyż wykładnik jes t l iczbą k t ó r a 
wskazuje ile razy ta litera ma być wziętą za czynnik. Możnaby niawel 
było zaraz dodać że każda litera oznaczona wykładn ik iem zero 
równa się 1 ; gdyż wykładnik zero wskazuje że ta litera nie wchodzi 
j ako czynnik ; tak że napisać pomiędzy czynnikami j ak iegoko l -
wiek wieloczynu, jest to nie wprowadzić żadnego czynnika czyli 
czynnik I. Lecz do wykładnika zero jeszcze raz w da l szym'c iągu 
powrócimy. 

23. Wynika z podań dowiedzionych w ary tmetyce (*) o s tosun-
kach : 1" że aby otrzymać wieloczrjn wielu wyrażeń algebraicznych 
ułamkowych, dosyć je pomnożyć wyraz przez wyraz; 2" że wyrażenie 
algebraiczne nie zmienia swej wartości, gdy się mnoży albo dzieli oba 
jego wyrazy przez tę samą ilość. 

Pierwsze twierdzenie sprowadza mnożenie j e d n o m i a n ó w u łamko-
wych do mnożenia j e d n o m i a n ó w całkowitych. Drugie dozwala 
uprościć wypadek znosząc czynniki spólne obu wyrazom. 

PRZYKŁAD : 

(*) Serret, Poczq,tki Arytmetyki, rozdział XV. 
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1EL0CZYN W I E L O M I A N U 1'KZEZ J E D N O M I A N . 

2U. Niech będzie do mnożenia wielomian a — b-\-c przez j e d n o -
nr.ian wyrażający liczbę jakąkolwiek m. 

Dla większej jasności w dowodzeniu rozbierzemy trzy g łówne 
p:'zypadki. 

1° m jest całkowitem. W tym razie wiemy, że mnożen ie jest skró-
ceniem d o d a w a n i a ; przeto wieloczyn z a — b-\-c przez m będzie 
to s u m m a z tylu części, równych wie lomianowi a — b-[-c, ile m a 
jedności m, to jest 

a wykonawszy dodawanie , wypada 

gdzie a, b \ c powinny być napisane tyle razy ile m ma jedności. 
Czyniąc w tś j summie uproszczenie, za wszystkie a położymy tylko 
jedno ze spółczynnikiem m czyli ma, lub też wreszcie, zmieniając 
porządek czynników, a m ; podobnie — h napiszemy jedno ze spół -
czynnikiem m czyli — m b , lub też wreszcie — b n i ; podobnie c 
napiszemy jedno ze spółczynnikiem m czyli mc, lub też wreszcie c m ; 
i będzie 

Tak zatem każdy wyraz mnożnej jest rozmnożony przez mnożnik , 
zachowując przy każdym z tych wieloczynów częściowych znak jego 
czynnika wchodzącego jako wyraz do składu wie lomianu mnożnej . 

\ 
20 m jest u ł a m k o w e m kształtu - {q będąc liczbą całkowitą). 

Działanie sprowadza się wówczas, jak wiemy, do wzięcia ę'®) części 
mnożnej ; i wypadek będzie 

albowiem jest to właśnie wyrażenie k tóre , pomnożone przez q, 
wedle prawidła (l^), wydaje mnożną (a — b Ą- c). 
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Wreszcie ta formuła może się napisać : 

1 

albo, zastępując - przez m, 

jak w pićrwszym przypadku. 
P 

3° m jest u ł amkowem kształtu Dla wykonania wieloczynu, po-

trzeba, w tym wypadku , powtórzyć p razy część mnożnój . Otóż, 

pod ług drugiego przypadku, mnożna podzielona przez q s taje się : 

a wieloczyn z tego wypadku przez p jest : 

gdyż mnożyć część jakiej liczby przez />, jes t to mrożyć tę samą 

liczbę przez Więc , w tym przypadku, wieloczyn jest jeszcze : 

A zatem, we wszystkich przypadkach , aby pomnożyć wielomian 
przez jednomian, potrzeba mnożyć przez ten jednomian różne wyrazy 
wielomianu, i pisać wieloczyny częściowe jedne wciąż drugich, zacho-
wując przy każdym z nich znak jego czynnika uchodzącego jako wyro.z 
do składu uńelomianu mnożnej. 

Ponieważ można zmienić porządek czynników, które przedsta-
wiają zawsze liczby, dla tego toż same prawid ło posłuży do mnoże-
nia jednomianu przez wielomian. 

P R Z Y K Ł A D . Dwa wieloczyny : 

są równoważne wielamianowi 

Rozebrać na spólny czynnik wszystkie wyrazy wielomianu. 

25. Fo rmu ła poprzednio dowiedziona, 
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pckaziije że, jeżeli wyrazy wielomianu {am — fm-\-cm) zamykają 
czynnik wspó lny m, można go wyrzucić z każdego z n ich , co da je 
wrażen i e (a — b-\- c), a rozmnożyć wypadek przez m, to jest n a p i -
sa; [a — b-\-c]m. To się zowie rozebrać na wspólny czynnik. 

2° Możnaby jeszcze, nieco inaczej rzecz tę wyłożyć, a to b iorąc 
i i sodwrót 

z tij formuły uczymy się wyłączać za pomocą nawiasu z wie lomianu 
cz;nnik wspólny . I lekroć zatem we wszystkich, lub w kilku wyra-
zach wie lomianu , zna jdu je się czynnik spólny, ten się wyłącza, 
i ftawia za, lub przed nawiasem, a w nawiasie kładą się pozostałe 
czMiniki, To wyrai.enie m{a — b-\rc), jest tylko naznaczonem mno-
że i i em, zaś am — bm-\-cm, jest już wykonanem mnożen iem. 
Pne jść z wykonanego do naznaczonego mnożenia , nazywa się wyła-
czeiiem za nawias spólnego wszystkim wyrazom czynnika. 

5° Dowodzenie Hreczyny. Rozebranie na czynniki wspólne wszy -
s tkch , lub kilku wyrazów wielomianu nie może być należycie wy-
łożone, aż dopiero po wykonaniu zupełnego wykładu f u n d a m e n 
tajnych zasad dzielenia. Grzegorz Hreczyna, w swych pięknych 
Po:zątkach Algebry (*), tćj się drogi t rzymając całą rzecz w n o w e m 
świetle jasno i g run town ie rozwinął. Przytaczając w całości, to nowe 
czcigodnego nauczyciela matematyki w Lyceum Wołyńsk iem powyz-
szeeo zadania dowodzenie, zwracamy uwagę naszych czytelników 
na jego nadzwyczajnie zwięzłą i zarazem przedziwnie czystą pol-
szczyzne. 

Oto są własne j ego słowa : 
" W i e m y z pa ragra fu poprzedzającego że wieloczyn (a — b-\-c)m 

zamienia się po uskutecznieniu działania na am — bm-\-cm. Lecz 
w rachunku często zachodzi potrzeba od wieloczynu pod tą ostatnią 
postacią wrócić się do pierwszej , gdzie mnożenie jest tylko wska-
zane. Tym k o ń c e m należy, jak widzimy, czynnik m wchodzący do 
składu każdego wyrazu wieloczynu {am — bm-\-cm) odłączyć, w ie -
lomian pozostały a — b-\-c zamknąć nawiasem i przy n im położyć 
czynnik odłączony. To działanie zowie się rozebraniem na spólny 

n Początki Algebry, przez G. Hreczynę, nauczyciela Matymatyki w Lyceum 
Wołyńskiem. Krzemieniec (1830). 
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czynnik. W ogólności do składu spólnego czynnika wcłiodzi naprzód 
liczba dzieląca bez reszty każdy ze spółczynników przy wyrazach 
wie lomianu podany , po t śm każda zna jdująca się we wszystkich w y -
razach li tera ze swoim wykładnikiem na jmnie j szym. Przez t e n s p ó l n y 
czynnik rozdzieliwszy wielomian dany , na iloraz wypada wie lomian , 
który zamknięty w nawias pisze się przy spólnym czynniku. » 

P R Z Y K Ł A D . Wyrazy wie lomianu , 

zawierają Z i a ^ j ako czynnik spólny. Można więc napisać 

26. Wynika z prawidła podanego w 26 że, odwro tn ie , aby 
pomnożyć jednomian przez wielomian, mnoży się jednomian raz po raz 
przez różne wyrazy wielomianu, zachowując przy każdym z wieloczy-
nów częściowych znak jego czynnika wchodzącego jako wyraz do składu 
wielomianu mnożącej. (Ta reguła] posłuży nam do wyprowadzenia 
prawidła na mnożenie wie lomianów) . 

W istocie, m a m y : 

to jest, 

Ostatnia formuła zupełnie się zgadza z powyżej wys łowlouśm jłra-
w id ł em. 

Wieloczyn dwóch wielomianów. 

27. Weźmy teraz do mnożenia wielomian 

przez wielomian 

Stosując prawidło 26 do formuły początkowej 

o t rzymuje się wyrażenie 
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które również ła two, prawidło podane wn"® 24 przekształca na inne 

Widzimy naprzód że ta formuła zamyka wszystkie wieloczyny czę-
'cioivo otrzymane, mnożąc jedne po drugich wszystkie wyrazy mnożnej 
rrzez każdy wyraz mnożnika. 

Chcąc odkryć p rawo na znaki, uważmy : 1® że w nawiasach każdy 
,vielocz\n częściowy ma znak swego czynnika wchodzącego j ako 
vyraz do składu m n o ż n e j ; 2° że każdy nawias jest poprzedzony 
makiem położonym przed jego czynnikiem wchodzącym jako wyraz 
io składu mnożnika. Wieloczyn częściowy jakikolwiek ma więc 
ostatecznie znak swegó czynnika będącego w mnożne j , albo znak 
e m u przeciwny, według tego jak jego czynnik będący w mnożniku 

,esl oznaczony znakiem albo — . Ztąd tablica wykazująca p r awi -
dło na znaki w mnożeniu 

Mnożna. Mnożnik. Wieloczyn. 

:o można streścić mówiąc : każdy wieloczyn częściowy jest poprze-
Izony znakiem -f- lub znakiem — , według tego jak pochodzi z dwóch 
vyrazów oznaczonych znakiem jednakowym, albo z dwóch wyrazów 
nąjących znaki przeciwne. 

Z tego więc oczywiście wynika : 
Że w mnożeniu dwóch wielomianów przez siebie, mnoży się raz po 

raz luszystkie wyrazy mnożnej przez każdy wyraz mnożnika, oznaczając 
Diakiem -)- loieloczyny częściowe utworzone z dwóch czynników jedna-
hwego znaku, i dając znak — roieloczynom częściowym które pochodzą 
: dwóch czynników mających znaki przeciwne. Potem wykonywa się, 
jeżeli się zdarzy, uproszczenie wyrazów podobnych. 

Wieloczyn ilnkolwiek wielomianów. 

28. Chcąc otrzymać laieloczyn z jakiejkohuiek liczby wielomianów, 
potrzeba naprzód mnożyć pierwszy przez drugi, potem ten wypadek 
przez trzeci, i tak dalej aż do ostatniego. Że zaś wieloczyn wykonany 
dwóch wielomianów jest zawsze wielomianem, dosyć przeto będzie , 
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dla jakiejkolwiek bądź liczby wie lomianów, umieć rozmnożyć dwa 
wielomiony przez siebie. Go da się ła two uskutecznić za p o m o c ą 
prawidła wskazanego w poprzednim numerze . 

Niechaj będą P , , Po, P3, P4, różne wielomiany z których c h c e m y 
utworzyć wie loczyn; mnożąc P j przez P.2, o t rzymamy mieloczyn Q,, 
którego wyrazy są (27) wieloczynami wszystkich wyrazów z P , przez 
wszystkie wyrazy z P^; po tem można będzie rozmnożyć Qi przez P;j, 
i otrzymać wieloczyn Q.2, który będzie przedstawiał s u m m ę alge-
braiczną wieloczynów wszystkich wyrazów z Q, przez wszystkie 
wyrazy z P3, to jest, s u m m ę algebraiczną wszystkich wie loczynów 
z trzech czytmików otrzymanych, biorąc jeden czynnik pomiędzy 
wyrazami z P j , j eden pomiędzy wyrazami z P^, i j eden nakoniec 
pomiędzy wyrazami z P 3 . Można będzie następnie p o m n o ż y ć Q._, 
przez P4. Wypadek Oj otrzymany z tego mnożenia będzie wyrażał 
s u m m ę algebraiczną wieloczynów wyrazów z 0-2 przez wyrazy z P^, 
to jest s u m m ę algebraiczną wszystkięh wieloczynów powsta jących 
7 czterech czynników wziętych wszelkim sposobem możebnym w wie-
lomianach P j , P2, P3, P^. To rozumowanie da się ła two rozc iągnąć 
nieograniczenie i może skutecznie posłużyć do ścisłego wykazania : 
te wieloczyn z wielomian6iv P , , P2, l^j, . . . . P„ , jest summa algebra-
iczną z n czynników utworzonych z jednego layrazu wziętego z 1',, 

jednego wyrazu z P2, jednego wyrazu z P 3 , . . . . i jednego wyrazu 2 P,^. 

Formuły ważne otrzymane z zastosowania powyzszych prawideł 
mnożenia. 

29. Opierając się na prawidłach powyżój dowiedzionych, otrzy-
muje się łatwo fo rmuły nas tępujące : 

albo 

Formuły któreśmy powyżej napisali odnoszą się do twierdzeń które 
należy dokładnie w pamięci zatrzymać z powodu ich ciągłego w ana -
lizie użycia : 
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Kwadrat z sumnnj lub różnicy dwóch ilości równa się summie kwa-
Irdów tych ilości, więcej lub mniej ich podwójnemu wieloczynowi. 

Wieloczyn z summy przez różnicę dwóch wyrazów równa się różnicy 
iwidratów z tych samych wyrazów; i nawzajem, różnica kiuadratów 
•óima wieloczynowi z summy przez różnicę ich pierwiastków. 

Oto jeszcze kilka fo rmuł do zatrzymania : 

1 Mórycii sprawdzenie da się łatwo wykonać . 

Uporządkotoanie i jednorodność loielomianów całkowitych . 

30. Mówi się źe wieloczyn jest uporzadko7vanym podług potęg 
Yzrastających lub ubywających tej samej litery, kiedy wykładniki 
lój litery w d a n y m wielomianie występują wciąż stopniowo wzra-
stając lub ubywając zacząwszy od pierwszego aż do ostatniego 
vyrazu. Tak np. 

j^st wielomianem uporządkowanym podług potęg ubywających l i-
tery x ; a wielomian 

jest uporządkowanym podług potęg wzrastających litery b, i także 
podług potęg ubywających litery a. 

Wielomian jest zupełnym, kiedy zawiera l i terę porządkową we 
wszystkich s topniach , zacząwszy od najwyższego. Pierwszy z dwóch 
wielomianów poprzednich jes t zupełnym ; d rug i niezupełnym, gdyż 
w nim wyrazu na braknie . Wie lomian zupełny zamyka tyle 
wyrazów, więcej j eden , ile jes t jedności w wykładniku litery p o -
rządkowej ; gdyż tego rodzaju wielomian zawiera i wyraz niezależny 
od litery porządkowej , albo stipnia zero (22). 

Jeżeli i lekolwiek wyrazów wie lomianu zamyka literę porząd-
kową z tym s a m y m wykładnik iem, zbiera się wszystkie te wyrazy 
w jeden, kładąc na czynnik spólny (2.5) potęgę tćj l i te ry ; i uważa się 
nniożnik wielomianowy tym sposobem otrzymamy, jako spó łczyn-
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nik tej potęgi . Zamyka się wreszcie ten spółczynnik w nawias , a lbo 
się kładzie w kolumnie p ionowej po lewśj stronie potęgi . 

P R Z Y K Ł A D . Wielomian 

można będzie napisać 

( 

albo 

Lini jka p ionowa oddziela tym sposobem od jej spółczynnika każdą 
potęgę litery porządkowej . 

Nie mówiliśmy dotąd jak o s topniu względem p e w n e j l i t e r y ; do-
dać należy że uważa się często s topień całkowity czyli zb iorowy. 

Stopień j ednomianu całkowitego jest s u m m ą wykładn ików liter 
k tóre wchodzą do tego wyrazu; a stopniem wielomianu całkowitego 
jest najwyższy stopień wyrazów go składających. 

Wielomian nazywa się jednorodmjm gdy wszystkie jego wyrazy są 
tegoż samego s topn ia ; i tak wielomian 

jes t j ednorodnym i stopnia czwartego. 
Oczywiście wieloczyn dwóch wielomianóvv j e d n o r o d n y c h jest 

także wie lomianem j e d n o r o d n y m którego stopień równa się sum-
mie stopni o b u jego czynników. 

Ta uwaga jes t wielce użyteczną w r a c h u n k u i pozwoli sprawdzić 
w każdćj chwili b łędy pope łn ione przez opuszczenie liter a lbo wy-
kładników : bardzo często odbywają się r achunk i na wie lomianach 
j e d n o r o d n y c h ; potrzeba korzystać z te j okoliczności i lekroć się to 
zdarzy i sprawdzić że fo rmuły które o t rzymuje się przez mnożenie 
wie lomianów takich pozostają j e d n o r o d n e m i . 

Wielomian pierwszego stopnia nazywa się funkcya Unijną. 
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Mnożenie wielomianów uporządkowanych. 

,'1. I lekroć razy da się uporządkować wie lomian , zrobić to wy-
pa(a ; symet rya ztąd wypływająca pomaga wiele w rachunkach , a 
i iatewszystko gdy idzie o wykonanie wieloczynu dwóch wielo-
m i m ó w . 

V praktyce , porządkuje się dwa czynniki podług tej samej l i tery, 
g d ' te czynniki mają spólną l i t e rę ; i kładzie się mnożnik pod 
ni iożną , jak w arytmetyce . Wieloczyny częściowe mnożnćj przez 
ka;dy wyraz mnożnika są natenczas uporządkowane podług tej 
s a n e j l i t e ry ; i można ła two umieścić vvyrazy podobne jedne pod 
d r i g i e m i , i wykonać nas tępne ich uproszczenie. 

-PRZYKŁAD 1. Dwa wielomiany są zupe łne . 

Mnożna... 

Mnożnik.. 

Welo-
cz/ny 

z 
inioi-

nej 
ptzez 
lYteloczyn 

up7oszczony. 

P R Z Y K Ł A D II, Wielomiany są niezupełne. Zostawia się przedziały 
próżne, aby można było umieścić wyrazy podobne jedne pod d r u -
gienii. 

MnoŁna. 

Nnożnik. 

fVielo. 
uzyny 

z 
vmoi-

nij 
przez-
Wieloczyn 

up roszczony 
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PRZYKŁAD K I . Wielomiany sę, uporządkowane lecz n ie jednorodne . 
Weźmy teraz dwa wielomiany uporządkowane 

i szukajmy ich wieloczynu; będziemy mogli postępować według 
prawidła ogólnego, lecz pisząc w pierwszej linii poziomćj wieloczyn 
wielomianu A przez pierwszy wyraz 2 z B ; będziemy mieli pierwszy 
wieloczyn częściowy uporządkowany; mnożąc następnie wie lo-
mian A przez drugi wyraz — z B, będziemy mieli drugi wielo-
czyn częściowy uporządkowany; będziemy mogli go napisać pod 
spodem pierwszego, tak żeby wyrazy tegoż samego stopnia wza-
jemnie sobie odpowiadały w tejże samćj kolumnie pionowej, i tak 
dalćj : uproszczenie wyrazów podobnych odnosi się natenczas do 
wyrazów wpisanych w tęż samą ko lumnę pionową. 

Urządza się rachunek w sposób następujący :. 

unikając powtarzania części spólnej w różnych wyrazach podobnych. 
Urządzenie rachunku którśśmy przyjęli jest nadewszystko ko-

rzystnym kiedy spółczynniki litery porządkowej są same przez sig 
wielomianami. 
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PRZYKŁAD IV. Wielomiany maj§ spółczynniki wie lomianowe. 

Mnina... 

Mrożnik.. 

H'
 ie

 to
 c

 z
 y

 n
u 

c
zę

śc
io

w
e
 

p
rz

e
z 

Weloczyn 
cdkowity 

ipro-
s:czony. 

"Widzimy że, w tym przypadku, działariifi jest dłuższe, lecz pra-
wicło jest zawsze to samo : mnoży się zawszo wszystkie wyrazy 
mniżnój przez wszystkie wyrazy mnożnika, i wykonywa się uproszcze-
nie wyrazów podobnych. 
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TWIERDZENIA I ZASTOSOWANIA. 

NAJMNiEJSzoŚG LICZBY ( m i n i n i u m ) W Y R A Z Ó W W I E L O C Z Y N F . 

32. Przy mnożeniu j ednego wie lomianu przez drugi , widzie l iśmy 
że wieloczyn może zawierać wyrazy podobne , k tóre się u p r o szczają 
j e d n e z drugiemi . Lecz znajdują się w każdym wieloczynie dwa wy-
razy przynajmniej które się nie upraszczają z żadnym innym. T a k i e m i 
są, gdy przypuścimy wie lomiany upo rządkowane pod ług potęg 
ubywających tejże samej litery, wieloczyn pierwszego wyrazu mno-
żnej przez pierwszy wyraz mnożnika , i wieloczyn ostatniego wyrazu 
mnożne j przez ostatni wyraz mnożnika . 

W rzeczy samej , wyraz jakikolwiek wieloczynu jest wie loczynem 
jednego wyrazu m n o ż n e j przez j e d e n wyraz mnożnika , a wyk ładn ik 
litery porządkowej w tym wyrazie jest s u m m ą w y k ł a d n i k ó w k t ó r e m i 
ta litera jest oznaczoną w obu czynnikach. A za t em, w wieloczynie 
powstałym z rozmnożenia pierwszego wyrazu mnożnej przez pier-
wszy wyraz mnożnika , wykładnik litery porządkowej jes t s u m m ą 
wykładników najwyższych ; jest więc większym jak wykładnik l i t t ry 
porządkowej zna jdu jący się w każdym innym wieloczynie częścio-
wym. Toż samo, w wieloczynie powsta łym z dwóch osta tnich wy-
razów, wykładnik litery porządkowej jest s m m m ą wykładników 
najniższych; jes t więc słabszym jak wykładnik l i tery porządkov7Ćj 
znajdujący się w każdym innym wieloczynie częściowym. D w a wy-
razy tym sposobem otrżymane nie mogą więc uprościć się z i n i l § n i ' 

Wieloczyn dwóch wielomianów, lub jakiegokolwiek wielomianu pr^ez 
jednomian, ma więc zawsze przynajmniej dwa wyrazy. Może wreszcie 
nie zamykać jak te d w a . 

P R Z Y K Ł A D : 

Mnożna . 

Mnożnik. 

Wieloczyn uproszczony 
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Widzimy że tu się wszystkie wyrazy niszczą, wyjąwszy i — 1, 

k6re są wieloczynami pierwszych wyrazów między sobą i ostatnich 

mędzy sobą. 
3 3 . U W A G A . Kiedy dwa wielomiany zamykają w sobie wiele liter, 

nożna je będzie uporządkować kole jno podług każdej z n i c h ; a 
shsując uwagę poprzednią, można będzie otrzymać pewną liczbę 
w-razów, które będą musiały pozostać bez uproszczenia w wielo-
c;ynie. Na przykład, jeżeli się mnoży dwa wielomiany nas tępne 
uiorządkowane podług potęg litery x, 

wraży X czyli i f x y^ albo y\ będą nieprzyiciedlne 
(ireductibles) to jest nie dające się sprowadzić do prostszego w y -
r aen i a pod względem swych spółczynników, lub inaczej będą wy-
nzami wchodzącemi do składu wieloczynu szukanego bez żadnego 
uiroszczenia. Lecz gdy się urządzi te dwa wielomiany pod ług potęg 
Hery y , 

nitenczas wieloczyny lxy^x X y^ albo i X czyli 
bidą koniecznie jeszcze nmsiały przechować się nietknięte w wie-
kczynie szukanym. Wyraz a;'" przedstawia się, j ak widzimy, po 
dvakroć sposobem Innym : i znajdujemy tylko trzy wyrazy od-
rębne, które, w rezultacie, nic mogą doznać żadnego uproszczenia. 

NAJWIĘKSZOŚĆ LICZBY WYRAZÓW WLELOCI^YNU. 

34. Wieloczyn mnożnej przez jeden z wyrazów mnożnika zamyka 
wsobie tyle wyrazów ile się tych znajduje w nmożnćj . Więc , jeżeli 
raul ta t nie przedstawia wyrazów podobnych do uproszczenia, liczba 
W/razów wieloczynu całkowitego będzie wieloczyn liczby ivyraz6w 
mioinej przez liczbę wyrazów mnożnika. Jestto oczywiście największa 
liizba wyrazów rezultatu. 

WIELOCZYNY JEDNORODNE. 

3 5 . T W I E R D Z E N I E . Wieloczyn z dwóch wielomianów jednorodnych ( 3 0 ) 
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jest wielomian jednorodny, którego stopień równa się summie stopni 
obu czynników. 

W istocie, wszystkie wieloczyny częściowe p o w i n n y mieć tenże 
sam stopień, ponieważ stopień każdego z nich jes t s u m m ą s topni 
j ednego wyrazu mnożne j i j ednego wyrazu mnożn ika , a każdy z tych 
czynników ma wszystkie swe wyrazy tegoż samego s topnia . 

36. TWIERDZENIE. Wieloczyn z summy dwóch liczb a Z b przez ich 
róinicę równa się różnicy kwadratów z tych samych dwóch liczb. To 
twierdzenie , poprzednio już przez nas dostatecznie wykazane spro-
wadza się do formuły 

Ta formuła jest ważną : służy ona nadewszys tko do rozłożenia 
dioumianu będącego różnicą dwóch kwadratów na wieloczyn dwóch 
czynników, z których jeden jest summą a drugi różnicą odrębnie uwzię-
tych z jego loyrazów pierwiastków. 

PRZYKŁADY : 

37. 'J'wiERDZENiE. Kwadrat z wielomianu równa się summie kwadra-
tów z wszystkich jego loyrazów powiększonej podioójną summa z ich 
wieloczynów dwa po dwa branych. 

Formuła znana 

pokazuje że twierdzenie jest p rawdziwem dla dwumianu . 
Dla t rój mianu , zna jduje się 
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ialbo 

co się jeszcze zupełnie zgadza z powyżśj przeds tawionem wysło-
wieniem. 

Żeby się upewnić o ogólności tego prawa, potrzeba dowieść , że 
skoro postrzeżone prawo służy wielomianowi z łożonemu z n wyra-
zów, mus i koniecznie służyć i wielomianowi złożonemu z n 1 
wyrazów. 

Na ten koniec, dajmy że 

jest wielomianem złożonym z n wyrazów, i p rzypuśćmy także że 

jes t >\'ielomianem złożonym z n \ wyrazów. Pos t ępu jąc drogą 
powyżej wskazaną otrzymuje się 

Otóż kwadrat {a-\-h^ c-\- .. .-\-liĄ-kf zamyka w sobie z założe-
nia kwadraty z a, ó, c , . . . , /i, k, i wszystkie ich p o d w ó j n e wielo-
czyny. Jeżeli więc do niego się przyłączy kwadra t z / i p o d w ó j n e 
wieloczyny z a, b, c, . . . , h, k przez /, będziemy mieli kwadraty 
wszystkich wyrazów za-\-bĄ-c-[-...-\-h-[-k-{-l, jakoteż ich po -
d w ó j r e wieloczyny. 

Więc, jeżeli prawo służy wielomianowi złożonemu z n wyrazów, 
m u s i koniecznie służyć i wielomianowi złożonemu z n - f - 1 w y r a z ó w ; 
aże jużeśmy to p rawo sprawdzili na dwumian ie i t ró jmianie , m o -
żemy przeto wnieść słusznie że ono jest jeszcze p rawdziwćm dla 
wielomianu złożonego z czterech wyrazów ; nas tępnie że toż same 
p r a w o rozciąga się do wielomianu z pięciu wyrazów, i tak dale j 
nieogianiczenie. A zatem twierdzenie jest ogólnem. 

Pisze się często twierdzenie poprzednie pod kształtem symbo-
licznym 
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gdzie znak S wskazuje że potrzeba zrobić s u m m ę wszys tk ich wy-
razów podobnych do tego co t y m znakiem jes t oznaczony. 

Dla; wykonania praktycznego kwadra tu z w ie lomianu , p o s t ę p u j e się 
w r achunku porządkiem wskazanym przez dowodzen ie popi-zednie, 
to jest tworzy się kwadra t pierwszego wyrazu, p o d w ó j n y wieloczyn 
wyrazu pierwszego przez drugi , i kwadra t wyrazu d r u g i e g o ; po tem 
podwójny wieloczyn z s u m m y d w ó c h poprzedzających wyrazów 
przez wyraz trzeci, i kwadra t tegoż trzeciego w y r a z u ; p o t e m po-
dwójny wieloczyn z summy t rzech poprzedza jących wyrazów przez 
wyraz czwarty, i kwadra t tegoż czwartego w y r a z u ; i tak da le j aż do 
ostatniego. Wreszcie, dla łatwiejszego uproszczenia w y r a z ó w podo-
bnych, urządza się r a c h u n e k , jak to widzimy w przykładzie nas tę -
p n y m , tak aby każda Unia pozioma była zakończoną k w a d r a t e m 
z jakiegokolwiek wyrazu . 

Niech będzie do wykonania kwadra t z wie lomianu 

będziemy mie l i : 

3 8 . U W A G A . Kwadrat z luielomianu zamyka w sobie przynajmniej 
cztery wyrazy które nie mogą być uproszczone. Tak iemi są, gdy wie-
lomian jest urządzony, dwa pierwsze i dwa ostatnie wyrazy. W isto-
cie, niech będą « i )3 wykładniki litery porządkowej w d w ó c h pier-
wszych wyrazach w i e l o m i a n u , wykładniki tej l i t e ry , w dwóch 
pierwszych wyrazach kwadra tu , będą 'ia i a - f - | 3 ; otóż te dwa wykła-
dniki są różne, ponieważ z założenia, « > {3; i są one oczywiście 
wyższe nad te k tóremi litera porządkowa jest oznaczoną w innych 
wyrazach k w a d r a t u . W i ę c te dwa wyrazy nie mogą doznać żadnego 
uproszczenia. Tak samo można wykazać, że p o d w ó j n y wieloczyn 
d w ó c h ostatnich wyrazów wie lomianu i kwadra t z ostatniego wyrazu 
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s§ nieprzywiedlne (irreductible), to jest stanowią wyrazy wchodzące 

do składu kwadra tu z wielomianu bez żadnego uproszczenia. 
3 9 . T W I E R D Z E N I E . Sześcian z wielomianu składa sic z sześcianów 

wszystkich jego wyrazów, z potrójnych wieloczynów otrzymanych 
mnożąc każdy layraz przez kwadrat z innego wyrazu, i z poszóstnych 
wieloczynów trzech wyrazów. Rozwinięcie tego sześcianu można 
przedstawić za pomocą formuły symbolicznej 

Sprawdza się ła two to twierdzenie dla dw^umianu i t rójmiarm. 
Jakoż użycie prostych reguł mnożenia daje 

1'ozostaje nam zatem jeszcze dowieść : że jeżeli prawo służy wielo-
mianowi złożonemu z n wyrazów, musi koniecznie służyć i wielo-
mianowi złożenemu z n - f - 1 wyrazów. Owóż widocznie m a m y 

Drug i strona zawiera oczywiście wszystkie sześciany a^, ... Taż 
sama s t rona zamyka, oprócz tego, wszystkie pot ró jne wieloczyny 
przedstawione pod kształtem ^oi^^; gdyż weźmy jakikolwiek z tych 
podwójnych wieloczynów : jeśli ten wieloczyn nie zawiera /, jest 
z założenia zamkniętym w 

jeśli zawiera / oznaczone pierwszą po tęgą ; zna jdu je się w 
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a jeśli zamyka l w kwadracie, jest zawartym w 

Wykaże się tak samo że dwie części 

zawierają 6 razy wszystkie wieloczyny z trzech wyrazów. 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Sprawdzić równości 
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11. Niech będą : V olijętość czworościanu; a, b, c, krawędzie wychodzące 
z egoż samego wierzchołka, a ' , b', c', boki przeciwne : znaleźć 

I 

Równości (relacye inwolucyi) 

ciigną za sobą jako następstwa : 

wskazać odwrotnie że każda z siedmiu relacyj które poprzednio są dane spro-

widza się do relacyi jedynej 
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LlOfiÓLMENIE 1'IUWIDKŁ I'0I'11ZEDN1GH. LICZBY ODJEMNE. 

DODAWANIE JAKIEGORDIAYIEK WIELOMIANU. 

^0. Niech będzie 

wielomian jakikolwiek. 
Wiemy że, kiedy s u m m a wyrazów poprzedzonych z n a k i e m p r z e -

wyższa s u m m ę wyrazów poprzedzonych znakiem — , dodawan ie 
wielomianu do liczby jakiejkolwiek A wyraża śię za pomocą formuły 
(1) k-^{a-lb — c\-d—€-\-f) = k-]-a-^b — c-{-d — eĄ'f. 
Jeżeli wartości pods tawione na miejscu liter tworzą s u m m ę w y r a -
zów dodanych (additifs) niższą od s u m m y wyrazów odjętych (sous-
tractifs), wyrażenie 

traci na tenczas całe swe znaczenie względem wymiaru wielkości, 
i w tym razie nie znamy więcej jak i sens należy przywiązać do jego 
dodawania . Wszakże , prawidło które powinno przewodniczyć te j 
kombinacyi , czi/sto oderwanej, nie ma jąc nic wspólnego z regułą 
kaprysu lub rażącej dowolności , jest przeciwnie prawidłem z wielu 
względów n a k a z a n e m ; dodawanie wielomianu 

powinno jeszcze mę odbyć stosownie dp przepisów zamkniętych 
ŵ  fo rmule (1). To wynika z ducha ogólności s tanowiącego algebrę, 
umieję tność k tó re j charakterem rozróżniającym jest badanie i po-
rządne rozwijanie działań niezależnie od liczb na których się takowe 
wykonywają . 

W r a c h u n k a c h algebraicznych wartości liczebne nie są naprzód 
ustalone, nie wiemy przeto, gdy przyjdzie dodawać wielomian, czy 
podstawienie liczb na miejscu liter wyda nadal summę wyrazów 
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didanych większąi lub mniejsza jak summa wyrazów od ję tych ; 
giyby więc każdemu z tych dwóch przypadków odpowiadało pra-
wdło szczególne dodawania , niemożność zdecydowania w k tórym 
si; p rzypadku znajdujemy wymagałaby po nas zrobienia dwóch 
richunków równoleg łych ; każdy z tych rachunków zrodziłby wkró tce 
iine, które znowu same przez się wydałyby n o w e ; i, już nic 
ne mówiąc o wielkich niedogodnościach na jakiebyśmy n ieo-
nylnie natrafić musieli wprowadzając do r achunku m n ó s t w o f o r m u ł 
ota tecznych, widzimy że w ogóle bylibyśmy bardzo prędko w na -
sćj pracy zatrzymani przez te rozliczne poddziały : nie będzie zatem 
r.chunek algebraiczny dotąd istotnie możebnym dopóki prawidło (1) 
ne da się całkiem zastosować do wszystkich bez wyją tku p rzy-
p d k ó w . 

Tak więc , aby dodać loielornian do liczby, potrzeba zawsze pisać tccigż 
Iczby różne tuyrazy wielomianu z ich znakami. 

ODCIĄGANIE .LARIEGOKOLWIEK WIELOMIANU. 

/i'l. Jeżeli się rozumie przez odciąganie działanie mające na celu 
zialezienie wyrażenia które dodane algebraicznie (/iO) do wyrażenia 

-canego wyda inne wyrażenie także dane, to widoczna że : 
Aby odciągnąć wielomian od liczby, potrzeba zawsze pisać wciąż 

Iczby różne ivyrazy odmieniając ich znaki na przeciwtie. 
Tym sposobem różnica pomiędzy liczbą A i wie lomianem 

j^st 

idyż, dodając to wyrażenie do wielomianu przedstawionego, z n a j -
duje się 

;o po uproszczeniu staje się równem liczbie A. 
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L I C Z B Y O D J E M N E . 

ki. Formuły ogólne 
m 

stają się, w przypadku 

(1) 

(2) 

i wyrażają wtedy prawidło dodawania i odciągania liczby odoso-
bnione j poprzedzonej znakiem — . Taka liczba ( — c ) nazywa się 
odjemną (n^gatif); przez oppozycyą, mówi się że liczby zwyczajne są 
dodatne (po f rancuzku positifs; wyrażenie pochodzące z łacińskiego 
ponatur una res). Winn i śmy te nazwanie Yietowi (1540). 

Liczba od jemna jes t pozbawioną wszelkiego znaczenia względem 
wymiaru wielkości ; jest to czysty symbol wprowadzony do algebry 
w celu uogólnienia. 

63. Formuły (1) i (2), raz przypuściwszy dla wartości dodalnych 
przypisywanych ilości c , rozciągną się przez to samo do przypadku 
gdzie c miałoby wartość liczebną o d j e m n ą , 

Niech będzie, w rzeczy samej , c~ — c ' ; fo rmuła (2), zastosowana 
do liczby dodatnej c', daje 

a , zas tępując — c' przez c, 

co jest fo rmułą (1) rozciągniętą do przypadku gdy c przybiera w i -
tości liczebne od jemne . 

Tak samo formuła (1), zastosowana.do liczby dodatne j c', daje 

a , zastępując — c' przez c, 
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O jest formułę, (2) rozwiniętą dla przypadku w którym c ma war tość 
iczebną od j emną . 

Uk. P rze to , we wszystkich przypadkach, dodać — c wychodzi 
la j edno co od jąć c, a odciągnąć — c znaczy to samo co dodać c; 
yynika ztąd że można uważać wielomian jako summę wyrazów doda-
.ych, oznaczając przez słowo wyraz nierozdzielne połączenie znaku 
liczbą przed k tórą ten znak jest położony. Dwa wyrażenia 

ą, w rzeczy samej , równoważne podług powyżej wyłożonych p r a -
videł ; podobny rezultat przybiera szczególne nazwisko summy alge-
rraicznej. 

45. Przypuśćmy że podstawiono w wielomianie na miejscu liter 
iczby, i-niech będą : P s u m m a wyrazów dodatnych , N summa w y r a -
;ów od jemnych , wielomian da/iy może się napisać pod kształtem 

P — N . 

.eżeli liczba N przewyższa P i jest równą P - j - D na przykład, for-
nuła staje się 

łlbo 

ilbo 

Wartość liczebna wielomianu jest więc przedstawiona w tym przy-
padku, przez liczbę odjemną którćj war tość bezwzględna równa się 
przewyżce wartości l iczebnśj wyrazów poprzedzonych znakiem -f-
nad wartością liczebną wyrazów poprzedzonych znakiem — . Aby 
to dobrze zrozumieć, dosyć jest tylko sobie przypomnieć : że dwie 
formuły 

A 
są równoważne . Defmicya n '" 10 zna jdu je się tym sposobem uogól-
nioną, i widzimy że, aby otrzymać wartość liczebną wielomianu^ po-
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trzeba zawsze dodać, z jednej strony liczby poprzedzone znakiem -]-, 
z drugiej liczby poprzedzone znakiem —, odciągnąć mniejszą summę 
od większej, i dać reszcie znak prpywiązany do większej summy, 

MNOŻENIE DWÓCH WIELOMIANÓW JAKICHKOLWIEK. 

46. Rozważania odpowiedne uwagom przeds tawionym w n''̂ ® 40 
pokazuję, że prawidło dane (27) na mnożenie dwóch luielomianów ao-
datnych powinno koniecznie się zastosować do wszystkich przypadków. 

F o r m u ł y 

są więc ogólne, Dlac=:c? = 0, poprzednie fo rmuły stają się 

(1) 

(2) 

(3) 

i wyrażają wtedy prawidła mnożenia liczb o d j e m n y c h odosobnio-
nych. 

47. Relacye (1), (2), (3), raz przypuściwszy dla wartości doda t -
nych z ilości a i b, rozciągną się przez to samo do przypadku gdzie 
a \ b miałyby wartości l iczebne o d j e m n e . 

Na przykład, aby dowieść że formuła (3) istnieje jeszcze gdy a, b 
są o d j e m n e i r ó wn e — o' i — b', zważymy że ta fo rmuła , zastoso-
wana do liczb dodatnych a' i b', daje 

a, zas tępując a' i b' przez — a i — b, 

ab = { - a ) { - b ) , 

co jest f o rmułą (3) rozciągniętą do przypadku w k tó rym a i b przy-
bierają wartości l iczebne o d j e m n e . 

48. Będziemy przedstawiali odtąd jakikolwiek wie lomian , jakie-
kolwiekbądź znaki miałyby j ego wyrazy, pod kształtem ogólnym 

r 

gdzie o, b, c, p, q, r, oznaczają liczby doda tne a lbo o d j e m n e . 
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P R Z Y K Ł A D . Formuła 

która wypada bezpośrednio z prawidła mnożenia , jest przez to samo 
prawdziwą, jakiekohviek byłyby znaki ilości oznaczonych przez 
a i b. Można więc przypuścić że b w powyższym wzorze przedsta-
wia liczbę o d j e m n ą — b\ Ta formuła staje się wtedy 

albo, s tosując prawidła (/i6), 

Formuły dające kwadrat z summy i kwadra t z różnicy zna jdu ją 
się tym sposobem przywiedzione do jednś j . 

Tak samo formuła 

która się o t rzymuje mnożąc dwie strony poprzedniej przez [a -f- b), 
staje się, w tychże samych okolicznościach, 

przeto fo rmuły dające sześcian z summy i sześcian z różnicy są 
także sprowadzone do jednej . 

/ I 9 . T W I E R D Z E N I E . Wieloczyn jest dodatny hb odjemny, podług 
tegojali liczba jego czynników odjemnych jest parzysta albo nieparzystą. 

W rzeczy samej , wprowadźmy do wieloczynu liczbę ( - f i ) jako 
pierwszy czynnik, znak - f tego czynnika zmienia się tyle razy ile 
tylko razy zdarzy się nam napotkać wchodzący do wieloczynu czyn 
nik od jemny ; a ponieważ dwie zmiany z kolei j edna po drugićj 
wykonane na znaku, to jest wprowadzenie do wieloczynu dwóch 
czynników odjemnych przywodzi zawsze znak ; jest więc oczy-
wista że znak wieloczynu będzie Ą- jeżeli liczba odmian znaku, to 
jest liczba czynników odjemnych jest parzystą, a przeto wieloczyn 
powinien otrzymać się koniecznie ze znakiem — w przypadku prze-
ciwnym. 

W N I O S E K . Potęgi parzyste liczby odjemnej są dodatne, a potęgi 
niejwzyste odjemne. 
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DZIELENIE. 

50. Dzielna, będąc wieloczynem z dzielnika przez iloraz, m a tenże 
sam znak co i dzielnik albo znak z nim przeciwny, w e d ł u g tego jak 
iloraz jes t doda tny lub o d j e m n y . Więc iloraz ma znak - j - <albo 
znak — według tego jak dzielna i dzielnik są tegoż samego znaku ,albo 
znaków "przeciwnych. 

Tym sposobem 

Ć W I C Z E N I A , 

I. Jeżeli się założy 

i 

sprawdzić że się otrzyma 
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Dowieść nierówności 

III. Uważając ciąg wyrazów oznaczonych znaicaini -f- i — , mówimy że 
istnieje przem/ana (variation) albo następstwo (permanence), w miarę jak znaki 
dwóch wyrazów po sobie następujących są różne lub też same. I tak wielomian 

przedstawia trzy przemiany i dwa następstwa. To założywszy, jeśli oznaczymy 
przez a liczbę dodatną, i przez P wielomian całkowity wymierny urządzony 
podług potęg ubywających litery cc, lecz z resztą zupełny albo niezupełny, do-
wieść potrafimy każde z podań następujących : 

1° Różnica pomiędzy liczbami przemian wielomianów P i P (as — a) jest liczbą 
nieparzystą, i pierwsza z nich jest mniejszą od drugićj ; 

2° Różnica pomiędzy liczbami przemian wielomianów P i P(cc - ł- a) jest 
liczbą parzystą, i druga nie może przewyższać pierwszćj ; 

3° Jeżeli wielomian P jest niezupełnym, to gdy się go dopełni tworząc w nim 
o ile można najwięcćj przemian, otrzymamy wielomian w którym liczba na-
stępstw znalezionych równać się będzie liczbie przemian wielomianu otrzyma-
nego przez zamianę cc na — cc w P. 

Są to przypadki szczególne sławnćj Reguły Dekarta (Descartes). 
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D Z I E L E N I E . 

ILORAZ ALGEBRAICZNY. 

51. Wiemy że, dzieląc wyrażenie algebraiczne A przez inne B, 
oznaczamy iloraz, k ładąc dzielną nad dzie ln ik iem, i oddzielając j e 

linijką poziomą. Pisze^się i, najczęściej , jest n iepodobna p rze -

kształcić f o r m u ł ę tą na inną bardziś j prostą . 

Lecz jeżeli A i B zawierają l i tery wspólne , zdarza się niekiedy że 
się może uprościć iloraz i to uproszczenie zowie się właśnie icykona-
niem dzielenia. Rozbierzemy pilnie działanie pod tym p u n k t e m wi -
dzenia dla j e d n o m i a n ó w i wie lomianów ; damy prawidło pos tępo-
wania w każdym przypadku , i rozpoznamy jednocześnie warunk i , 
bez których rachunek nie jest możebnym. 

52. Dzielenie algebraiczne przedstawia trzy p r zypadk i : 1° dzielenie 
j ednomianu przez j e d n o m i a n ; 2" dzielenie wie lomianu przez jedno-
m i a n ; 3° dzielenie wie lomianu przez wielomian. 

DZIELENIE JEDNOMIANÓW. 

53. P R A W I D Ł O DZIELENIA. Dajmy że m a m y do dzielenia 15aVA-d' 
przez i przypuśćmy że się zna jdu j e j e d n o m i a n całkowity 
który, rozmnożony przez dzielnik, wydaje dzielną. Pod ług pra-
widła mnożenia (22), spółczynnik 75 dzielnej powinien być wielo-
czynem ze spółczynnika dzielnika przez spółczynnik ilorazu : ten 
ostatni o t rzymuje się więc dzieląc 75 przez 25, będzie przeto 3. 
W e d ł u g tegoż samego prawid ła , wykładnik 7 litery a w dzielnej 
powinien być s u m m ą wykładnika 3 tejże samej litery w dzielniku^ 
i wykładnika tć j litery w i lorazie ; o t rzymuje się więc ten ostatni 
odciągając 3 od 7 ; będzie przeto k. Dla tejże samej przyczyny wy-
kładnik b będzie 3. A ponieważ c wchodzi z tymże samym wykła-
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dnikiem 2 do dzielnej i do dzielnika, dla tego ta litera nie wejdzie 
do ilorazu; nakoniec , ponieważ cl wchodzi do dzielnej nie wchodząc 
do dzielnika, dla tego będzie musiało znaleźć się w ilorazie ze swym 
wykładnikiem 5. Iloraz Ijest więc 

Metoda będąc ogólną przywodzi nas do prawidła nas tępującego : 
Cl.cąc wykonać dzielenie jednomianu całkowitego przez inny : 

I® dzieli się spółczynnik dzielnej przez spółczynnik dzielnika; 2« pisze 
się w ilorazie raz jeden każdą z liter wchodzących do dzielnej z wie-
kszyn wykładnikiem jak do dzielnika; 3° oznacza się każdą z tych 
liter wykładnikiem równym różnicy wykładników, pochodzącej z odję-^ 
cia wykładnika tej litery iv dzielniku, od jej wykładnika w dzielnej. 
Gdy pewna litera nie wchodzi jak tylko do dzielnej, wtedy ta litera 
wchalzi do ilorazu ze swym wykładnikiem. 

5 6 . W A R U N K I MOŻEBNOŚCI. Przypuściliśmy, dla wprowadzenia ro-
zumowania, że iloraz istniał pod kształtem jednomianu całkowitego. 
Owoż nie ma wątpl iwości , że to założenie będzie sprawdzoneni , ile 
tylko razy spółczynnik dzielnej będzie podzielnym przez spółczynnik 
dzielnika; jeśli oprócz tego, wszystkie litery dzielnika będąiachodziły 
do dzielnej ; i jeśli nakoniec icykładnik każdej z nich w dzielniku bę-
dzie niższym od wykładnika którym ta litera jest oznaczoną w dzielnej 
a najwyżej równym takowemu. Gdyż jeśli te warunk i są dopełnione, 
możaa będzie, s tosując prawidło (53), znaleźć j ednomian całkowity, 
który, rozmnoży przez .dzielnik, wyda dzielną : ten więc będzie ilo-
razem wykonanym. 

Lecz jest zupełnie niepodobna otrzymać iloraz pod kształtem j edno-
mianu całkowitego gdy jeden , dwa lub wszystkie te trzy warunki 
dopełnionemi nie będą . Gdyż, jeśliby iloraz istniał pod tą f o rm ą , to 
rozumowanie i prawidło mogłoby się zastosować, i trzy warunki 
musiałyby być koniecznie dopełnionemi. 

Te więc warunki są konieczne i dostateczne, żeby dzielenie j e d n o -
miaiiów całkowitych było możebnem. 

WYKŁADNIK ZERO. 

j ^55 . Podług prawidła któreśmy co tylko podali , jeśli l i tera a wchodzi 
do dzielnej z wykładnikiem a do dzielnika z wykładnikiem 
to wchodzić ona będzie do ilorazu z wykładnikiem m — n. Lecz 
dowodzenie przypuszcza że mamy m > n. Gdyby więc na p rz jk ł ad 
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było m = n, l itera a znikłaby całkiem z ilorazu, i p rawid ło nie da -
łoby się więcej zastosować. Gdyby wszakże zgodzono się jeszcze na 
dalsze jego zastosowanie, o t rzymal ibyśmy albo ; a p o n i e -
waż iloraz z a"' przez a"' jes t oczywiście jednością , zachio wali b y ś m y 
dla prawidła wykładn ików jego ogólność, s tanowiąc ugodę te a" 
przedstawia jedność, j ak ićmkolwiek bądź wreszcie j e s t a. P o d ł u g 
tego, 

i ten iloraz nie jest zmienionym przez ugodę , ponieważ c z y n -
nik = Zachowuje się wreszcie tym s p o s o b e m , w ilorazie, 
ślad litery która, bez tego, znikłaby całkowicie. 

Dostarczymy w dalszym ciągu więcćj szczegółów o tć j ugodzie, 
k tóra ściśle się wiąże z ogólnością wykładników. 

DZIELENIE WIELOMIANÓW PRZEZ JEDNOMIAN. 

56. P R A W I D Ł O DZIELENIA. Iloraz z dzielenia wie lomianu przez je-
dnomian nie jes t nigdy j e d n o m i a n e m ; gdyż wieloczyn z d w ó c h 
j e d n o m i a n ó w jest -zawsze j e d n o m i a n e m (22). Tak więc ten iloraz 
mus i być koniecznie wie lomianem jeśli zna jdu je się pod kształlem 
całkowitym. Działanie zależy więc , w tym przypadku, na znalezie-
niu wielomianu któryby, rozmnożony przez j ednomian dzielnika, 
był w stanie wydać wielomian dzielnśj . Owoż widziel iśmy (24), że 
wieloczyn z wie lomianu przez j ednomian jest s u m m ą wieloczynów 
każdego wyrazu mnożnć j przez mnożnik . Przeto iloraz szukany 
można będzie otrzymać dzieląc każdy wyraz dzielnej przez dzielnik ; 
dodać wreszcie potrzeba do każdego z ilorazów częściowych znak wyrazu 
dzielnej z którego ten iloraz powstał. 

PRZYKŁAD : 

5 7 . WARUNKI MOŻEBNOŚCŁ Kiedy każdy wyraz dzielnej, lozięty od-

dżielnie,jest podzielnym przez dzielnik, oczywista że iloraz p rzeds ta -
wia się jako wielomian całkowity, który się może o t rzymać przez 
zastosowanie prawidła poprzedn iego ; a dowodzenie tego prawidła 
wykazuje, wreszcie, że ten warunek jest koniecznym. 
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DZIELENIE W I E L O M I A N Ó W . 

f8. Bardzo rzadko można wykonać dzielenie wie lomianu przez 
inny, czyli znaleźć trzeci wielomian który, rozmnożony przez drugi, 
loylaje pierwszy. Wszelako, kiedy dzielna i dzielnik p rzy jmują l i terę 
ws ió lną , zdarza się niekiedy że się może znaleźć iloraz taki. Przy-
puszczać tu będziemy, że dwa wielomiany są uporządkowane p o d -
Jug potęg ubywających tćjże samśj litery, i będziemy poszukiwali, 
jes.li możebna, przedstawić iloraz przez wielomian uporządkowany 
tynże samym sposobem. 

Sposób dzielenia opiera się na dwóch twierdzeniach nasl-jpu-
jących : 

5 9 . T W I E R D Z E N I E 1. Gdy dwa wielomiany są uporządkowane pjodlug 
potęg ubywających tejże samej litery, i gdy iloraz z ich dzielenia jest 
widomianem uporządkowanym tymże samym sposobem, otrzymuje się 
pie>'wszy wyraz ilorazu dzieląc 'pierwszy wyraz dzielnej przez pier-
ws:y wyraz dzielnika. 

W rzeczy samśj , dzielna będąc z założenia wieloczynem z dziel-
nika przez iloraz, pierwszy wyraz tej dzielnej pochodzi bez uproszcze-
nia (32) z wieloczynu pierwszego wyrazu dzielnika przez pierwszy 
wyraz ilorazu : więc pierwszy wyraz ilorazu wynika z dzielenia pier-
wszego wyrazu dzielnśj przez pierwszy wyraz dzielnika. 

6 0 . T W I E R D Z E N I E I I . Mnożąc dzielnik przez pierwszy wyraz ilorazu 
i odciągając wieloczyn od dzielnej, ortzymuje się reszta która, podzie-
lona przez dzielnik, daje ogól innych wyrazów ilorazu. 

W rzeczy samej , uważając iloraz jako złożony z d w ó c h częśc i : 
jego pierwszy wyraz i ogół wyrazów po nim nas tępu jących , wi -
dzimy żo wieloczyn z dzielnika przez iloraz, to jest dzielna, j e s t 
równą wieloczynowi z dzielnika przez pierwszy wyraz i lorazu, po-
większonemu wieloczynem z dzielnika przez ogół innych wyrazów 
tego i lorazu; przewyżka dzielnej nad pierwszą częścią tego wie lo -
czynu jest więc równą wieloczynowi z dzielnika przez ogół w y r a -
zów ilorazu po piervvszym następujących. 

6 1 . P R A W I D Ł O D Z I E L E N I A . Dwa twierdzenia poprzedzające pozwa-
lają wykonać dzielenie jakiekolwiek : gdyż pierwsze da je sposób 
znalezienia pierwszego wyrazu ilorazu, a drugie przywodzi wyszuka-
nie wszystkich innych do dzielenia nowego. Pierwsze twierdzenie , 
zastosowane do tego nowego dzie'enia, pozwala znaleźć pierwszy 
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wyraz nowego ilorazu, to jes t drugi wyraz ilorazu szukanego ; a d ru -
gie twierdzenie przywodzi wyszukanie nas tępu jących do t rzec iego 
dzielenia, i tak nas tępnie . 

Zkąd (bezpośrednio) wypada to prawidło : 
Aby podzielić wielomian przez inny : po ich uporządkoiuaniu podług 

potęg ubywających tejże samej litery, dzieli się pierwszy wyraz dziel-
nej przez pierwszy wyraz dzielnika; co daje pierwszy wyraz ilorazu. 
Mnoży się dzielnik przez ten iloraz częściowy, i odciąga się wieloczyn, 
od dzielnej : to odciąganie ivykonywa się zmieniając znak każdego 
wyrazu w wielomianie odciągającym się, i upraszczając wyrazy po-
dobne. Dzieli się następnie pierwszy wyraz reszty przez pierwszy 
wyraz dzielnika; co daje drugi wyraz ilorazu. Mnoży się dzielnik 
przez ten drugi wyraz, i odciąga się wieloczyn od reszty. Otrzymuje 
się tym sposobem druga reszta, w której dzieli się pierwszy wyraz 
przez pierwszy wyraz dzielnika ; co daje trzeci wyraz ilorazu. Mnoży 
się znowu dzielnik przez ten trzeci wyraz, i odciąga się otrzymany 
wieloczyn od drugiej reszty. Otrzymuje się tym sposobem trzecia reszta, 
z którą postępuje się tak samo jak z poprzedzającą, i ciągnie się dalej 
robota póty, aż wszystkie wyrazy dzielnej zostaną przez odejmowanie 
wyczerpane, to jest aż znajdzie się nakoniec zero na resztę. 

Wielomian , w którym o t rzymuje się tym sposobem wyrazy ko-
le jno j eden po drugim, jes t i lorazem s z u k a n y m ; gdyż działając 
wedle tego prawidła , o d e j m u j e się kolejno od dzielnej wieloczyny 
z dzielnika przez różne wyrazy tego wie lomianu : a ponieważ osta-
tecznie nic nie pozostaje, wnos ić słusznie wypada że dzielna jest 
wieloczynem z dzielnika przez ten wie lomian , to jest że ten wielo-
mian jest istotnie ilorazem otrzymanym z podzielenia wie lomianu 
dzielnćj przez wie lomian z dzielnika. 

SPOSÓB URZĄDZANIA DZIAŁANIA. 

62. Urządzenie jest zupełnie takież same jak i w a r y t m e t y c e ; tylko 
gdy się pisze wieloczyn częściowy pod dzielną częściową od którćj 
ten wieloczyn powinien być odc iągnię tym, należy zmienić wszystkie 
jego znaki, gdyż tak działając można niezwłocznie zastąpić odcią-
ganie p ros t śm do wykonania uproszczeniem. 

p r z y k ł a d l . D a j m y ż e m a m y d o p o d z i e l e n i a a ; ^ - f - 6 a - ' * - | - ^ x ^ — — t 
przez — 1 : można będzie napisać, jak to we wzorze poniżej 
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przelslawionyiii widzimy, dzielnik po prawćj s t ronie dzielnćj prze-
dzieając je l inijką pionową. 

WZÓR DZIAŁANIA. 

Dziena... 

liia eszta. 

23" nszła. 

Perwszy wyraz ilorazu jest iloraz wynikły z podzielenia 
p rze x \ Wieloczyn z dzielnika przez jest ~ ) pisze 
się lod dzielną ten wieloczyn ze zmienionemi z n a k a m i : co sprowa-
dza odciąganie do wykonania prostego uproszczenia wyrazów po-
dobiych : i o t rzymuje się tym sposobem pierwsza reszta 

Dugi wyraz ilorazu jest iloraz wynikły z podzielenia 
p r z e Mnoży się dzielnik przez 5^-2, co daje 5x^ — 
poteii pisze się ten wieloczyn pod pierwszą resztą zmieniając jego 
znak, i wykonywając uproszczenie. Otrzymuje się na drugą resztę 

Tzeci wyraz ilorazu jest 1, iloraz z przez Gdy się roz-
mnrży dzielnik przez 1, i odciągnie wieloczyn od drug ić j reszty, 
otrz-muje się na resztę 0. Iloraz szukany jest więc 

Ndeży przyuczyć się do wykonywania razem mnożenia każdego 
wyrizu dzielnika przez wyraz znaleziony na iloraz, odciągania od 
wyrizu odpowiedniego dzielnej^ i uproszczenia wyrazów podobnych . 
Wyłaz rachunku sprowadza się wtedy do wzoru poniżej tu przed-
stawionego : 

Dziena 

Piewsza reszta. 

Druia reszta... 
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P R Z Y K Ł A D II. Spółczynniki litery porządkowej są j ednomian 
ogólne, to jest wyrażone w literach. 

Dajmy że wielomian 
^ m 1 e^ ^ C t a \ a r\ e. 1 O /, 1 k I «<\Q7t: « r" 1 m I c% t o 

mamy podzielić przez wielomian 

Poprzestaniemy na zrobieniu wykazu rachunku. 
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P R Z Y K Ł A D 111. Prawidło poprzedzające nie przypuszcza b y n a j m n i e j 
aby potęgi litery porządkowej miały spółczynniki liczebne albo były 
jednomianami . Te spółczynniki mogą nawet przedstawiać j ak ie -
kolwiek całkowite wielomiany (30), a jeszcze nie znajdzie się nic 
do zmienienia w rozumowaniach i w sposobie postępowania . 

Niech będzie danćm do podzielenia 

przez; 

Pierwszy wyraz ilorazu jest iloraz wynikły z podzielenia 
przez x\ Mnożąc dzielnik przez odciągając wieloczyn od dzie lnej , 
i uproszczając, ..::; _lJnje się pierwsza reszta. Dzieląc pierwszy wyraz 
(2a2 — tej reszty przez otrzymuje się drugi wyraz ilorazu 

— c-)x-. Mnożąc dzielnik przez ten drugi wyraz, o d ś j m u j ą c 
wieloczyn od reszty, i uproszczając, otrzymuje się druga resz ta . 
Pierwszy wyraz ( a ^ - j - t e j reszty, podzielony przez dos ta r -
cza trzeci wyraz [ a ' ' d ^ d ^ ] ilorazu; a dzielnik, rozmnożony przez 
ten wyraz, daje wieloczyn który jest równym drugićj reszcie. A na-
stępnie iloraz jest (2a — ć')x' -\-a''-\-a'c\ 

P R Z Y K Ł A D IV. Rachunek jest mniej prostym, kiedy spółczynnik 
pierwszego wyrazu dzielnćj i pierwszego wyrazu dzielnika są same 
przez się wieh mianami. Ma się wtedy tyle razy dzielenia częściowe 
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do wykonania, ile razy chce się otrzymać nowy wyraz ilorazu. Oto 
przykład 
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dzielenie cześcioioe. dzielenie częściowe. 

Dzieli się naprzód, w tym przypadku, a^ — M-b -{- Zat)^— P , spół-
czynnik pierwszego wyrazu dzielnśj , przez a - — spółczyn-
nik pierwszego wyrazu dzielnika (pierwsze dzielenie częśc iowe) ; 
co da je a — b. k jako podzielone przez daje pierwszy wy-
raz i lorazu jest (a — b)x'^. Mnoży się dzielnik przez ten wyraz, co 
zn iewala do wykonania wielu mnożeń w i e l o m i a n ó w ; potem 
o d e j m u j e się'ten wieloczyn oddzielnćj , i znajduje się pierwsza reszta. 
Chcąc dalś j ciągnąć działanie, należy dzielić a ' '—Za^b -\-1crb~ 

ab'̂  — spółczynnik pierwszego wyrazu reszty, przez ci^— 
(drugie dzielenie częściowe) : oo daje a'̂  — ab — b'-. Drugi wyraz 
ilorazu jes t więc(a^ — ab — ł)')x. Mnożenie dzielnika przez ten wyraz, 
i odciąganie przywodzą nową resztę, z którą pos tępu je się jak z p o -
p rzedza jącą ; i przychodzi się tym sposobem do ilorazu szukanego. 

• 64. W A R U N K I MNOŻEBNOŚCI . Evozumovvania, które nas doprowadzi ły 
do sposobu dzielenia, przypuszczają izeczywiscie że iloraz może się 
wyrazić przez wielomian. Owóż, kiedy się dzieli wie lomian przez 
inny, nie wie się najczęściej czy ten warunek może być dope łn ionym. 
Jes t więc rzeczą ważną oznaczyć cechy po których można będzie 
poznać czy dzielenie jest możebnem pod tą formą. Te cechy napo-
tykają się w samym sposobie jakiego używamy. 

W istocie, aby dzielenie było możebnem, 

1° Pierwszy ivyraz dzielnej powinien byc podzielnym przez pier-
tuszy wyraz dzielnika, i ostatni iiryraz dzielnej przez ostatni wyraz 
dzielnika (32). 

Pierwszy luyraz każdej reszty powinien być podzielnym przez 
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•piuwszy wyraz dzielnika : gdy jest wieloczynem pierwszego wyrazu 
dzielnika przez jeden z wyrazów ilorazu. 

30 Po pewnej liczbie dzieleń częścioioych kolejno po sobie następu-
jących, musi się znaleźć na iloraz jeden wyraz który, rozmnożony pjrzez 
dzielnik, ivydaje dzielną częściową z której ten wyraz powstał; ę^diyż 
powinno się o t rzymać (ostatecznie) na resztę zero. 

Te warunk i są konieczne : i gdy jeden z nich nie j es t dope łn io-
nym, nie ma ilorazu pod kształtem wielomianu : dzielenie przeto 
wykonać się n ie może. 

Te warunk i są dos ta teczne ; gdyż jeśli są dopełnione , spos6b użyty 
dostarczy oczywiście wie lomianu , k tóry , rozmnożony przez dzielnik, 
wydaje dzielną. 

6 5 . C E C H Y PO KTÓRYCH S I Ę POZNAJE CZY DZIELENIE MOŻE LUB N I E 

MOŻE SIĘ WYKONAĆ. — Kiedy wielomiany są u p o r z ą d k o w a n e , jak 
to powyżej przypuścil iśmy (58), podług potęg ubywających tejże sa-
me j l i tery, wykładnik tej litery w pierwszym wyrazie każdej reszty 
pos tępu je zawsze zmniejszając się, ponieważ uproszczenie wyrazów 
podobnych znosi przynajmniej pierwszy wyraz każdej dzielnej czę-
śc iowśj . A za tćm, jeśli się dalej pociągnie zastosowanie sposobu 
dzielenia, przyjdzie się koniecznie do reszty, której pierwszy wyraz 
zawierać będzie literę porządkową z wykładnikiem słabszym jak wykła-
dnik którym ta litera jest oznaczoną w pierwszym wyrazie dzielnika. 
A wtedy , j edno z dwojga : albo ta reszta będzie zerem, i dzielenie 
będzie w y k o n a n ś m ; albo nie będzie zerem, i dzielenie będzie nie-
możebnem. 

Uważmy, wreszcie, że można będzie być ostrzeżonym o niepodo-
bieńs twie wykonania dzielenia, n im dojdziemy do reszty o której 
dopiśro mówil iśmy. Gdyż zdarzyć się bardzo może, że pienvszy ivy-
raz reszty poprzedniej nie będzie podzielnym przez pierwszy/ wyraz 
dzielnika. 

l̂ RZYKŁAD V. Podzielić przez 

Dzielna.. dzielnik. 

•iloraz. 
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Następstwo rachunków sprowadza resztę — 'lx, która nie jes t po-
dzielną przez : więc dzielenie jest n iepodobnem. 

Kiedy dzielenie nie może się wykonać, jest inna cecha po której 
można poznać w jakiej chwili należy się zatrzymać. W rzeczy sa-
mśj, gdy dzielenie jest możebnćni , ostatni wyraz dzielnej powinien 
być wieloczynem ostatniego wyrazu dzielnika przez ostatni wyraz 
ilorazu (32). Wynika ztąd, że można oznaczyć bezpośrednio ostatni 
wyraz ilorazu, dzieląc ostatni wyraz dzielnej przez ostatni wyraz 
dzielnika. Przeto, gdy przy formowaniu wyrazóiu po sobie następu-
jących ilorazu, można będzie znaleźć jeden z nich stopnia nizszego jak 
wyra?, tym. sposobem wyrachowany, można będzie tivierdzić że działa-
nie nie skończy się, i że żaden wielomian nie może przedstawiać 
ilorazu. Toz samo trzeba rozumieć, gdy się przychodzi do wyrazu tegoż 
samego stopnia co wyraz tym sposobem wyrachowany, i gdy ten z nim 
nie jest jednaki ( identiąue). 

Gdyby w przykładzie V, iloraz istniał, ostatni wyraz powinienby 
był się wyrazić pod kształtem jednomianu 2x-, będącego ilorazem 
wynikłym z przez x. Owóż pierwszy wyraz hx^ pierwszej reszty, 
podzielony przez x~, daje na iloraz Nie idąc dale j , można twier -
dzić że dzielenie nie będzie mogło się skończyć. 

6 6 . D Z I E L E N I E W I E L O M I A N Ó W UPORZĄDKOWANYCH PODŁUG P O T Ę G W Z R A S -

TAJĄCYCH J E D N E J L I T E R Y . Zdarza się w pewnych przypadkach, że 
zamiast uporządkowania wyrazów wielomianu podług potęg uby -
wających j edne j litery, urządza się je tym sposobem, że wykładnik 
t ć j litery postępuje powiększając się od pierwszego wyrazu aż do 
ostatniego. Można wykonać dzielenie dwóch wie lomianów uporząd-
kowanych tym sposobem, i znaleźć różne wyrazy ilorazu, poczyna-
j ą c od tych w których litera główna ma najmniejszy wykładnik. 
Teorya jest zupełnie ta sama co i w trybie zwyczajnym działania ; 
ty lko, w przypadku gdzie dzielenie dokładne nie jest podobnem, 
imożna niekiedy przeciągnąć robotę nieograniczenie, zwłaszcza że 
•działanie nie znajdzie się nigdy zatrzymanem; i o t rzymuje się reszty, 
lvtórych stopień powiększa się coraz bardziej , zamiast zmniejszać 
s ię , jak to miało miejsce w przypadku wie lomianów uporządkowa-
mych podług potęg ubywających. 

Aby dać przykład tego sposobu działania, p o w r ó ć m y do dziele-
inia wykonanego w n''̂ ® 62, porządkując dwa wielomiany podług 
ipotęg wzrastających litery x. 
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P R Z Y K Ł A D V I . 

Dzielna. dz ielna. 

iloiraz. 

Będziemy rozumowali mówiąc : dzielna będąc wie loczynem 
z dzielnika przez iloraz, wyraz, którego stopień w x jest mnić j wy-
niesiony, pochodzi bez uproszczenia z wieloczynu dwóch w y r a z ó w 
podobnych w dzielniku i w ilorazie (32); a , nas tępnie , p ierwszy 
wyraz ilorazu jest i lorazem z podzielenia pierwszego wyrazu dzi^lnćj 
przez pierwszy wyraz dzielnika : tym jest - j - l -

Dowiedzie się, zupełnie jak to już było wykazanem (60), że od -
ciągając od dzielnśj wieloczyn z dzielnika przez pierwszy wyraz 
i lorazu, o t rzymuje się reszta 

która , podzielona przez dzielnik, dostarczy wyrazy dope łn ia jące 
ilorazu. 

Pierwszy z tych wyrazów jest r ó w n y m , dla przyczyn danych po-
wyżej, ilorazowi o t rzymanemu z podzielenia — 5x- przez — 1, <czyli 
jest istotnie -)- 5x-. 

Mnożąc - j - przez dzielnik, i odciągając wypadek od pierwszej 
reszty, o t rzymuje się druga reszta 

która, podzielona przez dzielnik, do starczy wyrazy które powinny 
dopełnić ilorazu. 

P ie rwszy z tych wyrazów jest r ó w n y m , dla przyczyn danych po-
wyżej, ilorazowi o t rzymanemu z podzielenia — przez — 1, to 
jest musi być - j - mnożąc go przez dzielnik, i odciągając wielo-
czyn od reszty poprzedzającej , nie zna jdu je się różnicy ż a d n e j ; i 
działanie jest przez to samo skończonem. 

6 7 . CECHA PO K T Ó R E J POZNAJE SIĘ CZY D Z I E L E N I E TYM SPOSOBEM URZĄ-

DZONE J E S T NIEPODOBNEM. W przykładzie poprzednim, działanie koń-
czy się, i rezuhat jest tosamy (identiąue) , jak to właściwie być było 
powinno , z wypadkieni którego nam uprzednio dostarczył pierwszy 
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sposób działania. Lecz przedstawienie ilorazu pod formą skończoną 
całkowitego wielomianu w żaden sposób otrzymaćby się nie mogło , 
gdybyśmy przedsięwzięli dzielenie które n iepodobna wykonać do-
kładnie. Weźmy, na przykład, do dzielenia ' 

przez 

PRZYKŁAD V I I . 

Dzielna. dzielnik. 

iloraz. 

Stosując sposób zwjfczajny do tego przykładu, o t rzymuje się reszty 
po sobie nas tępujące , w których wykładnik litery w pierwszym 
wyrazie, postępuje zawsze zwiększając s i ę ; wreszcie dzielenie pier-
wszego wyrazu każdej reszty przez pierwszy wyraz dzielnika jes t 
'.awsze możebnśm. Więc pierwsza cecha niemożebności (65) nie 
objawia się tu wcale. 

r.ecz istnieje inna cecha , p o d o b n a do drugiej , która przedstawia 
jię zawsze, w przypadku gdy dzielenie nie może się wykonać. W rze-
czy samś j , gdy dzielenie jest możebnem, ostatni wyraz dzielnej j es t 
wieloczynem z ostatniego wyrazu ilorazu przez ostatni wyraz dziel-
lika ; a tem saipem, ostatni wyraz ilorazu otrzyma się bezpośrednio, 
dzieląc ostatni wyraz dzielnśj przez ostatni wyraz dzielnika. Owoż 
stopień wyrazów ilorazu, względem litery porządkowej , pos tępu je 
vvciąż powiększając się. Więc , gdy się zdarzy, przy stosowaniu obcho-
dzącego nas obecnie sposobu dzielenia, położyć w ilorazie wyraz tegoż 
mrnego stopnia jak toyraz tym sposobem wyrachowany a któryby z nim 
nie był tosamym ( identiąue), albo też wyraz stopnia wyższego, można 
będzie twierdzić że dzielenie jest nie możebnem. 

W przykładzie V n , jeśliby iloraz istniał, jego ostatni wyraz m u -
siałby być który jest ilorazem z przez 1x\ więc, gdy znaj-
dujemy na iloraz wyraz potrzeba się zatrzymać; gdyż dzie-
lenie nie będzie mogło się wykonać. 

A przeto, razem zebrawszy wszystko to cośmy dotąd powiedzieli , 
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widzimy że, we wszystkich przypadkach , sposób sam dziielenia 
prowadzi koniecznie do cecli pewnych możebności hib n i e p o d o -
bieństwa. 

DZIELENIA KTÓRE NIE MOGĄ SIĘ WYKONAĆ DOKŁADNIE. 

68. D E F I N I C Y A . Mówi się że wielomian jest całkowitym względem 

pewnój litery gdy ten nie zawiera l i t ^ y x ani w mianowniku , 

ani pod znakiem sj . 

PRZYKŁAD : 

jest wie lomianem ca łkowi tym w x. 
Gdy wielomian jest całkowitym pod względem p e w n e j littery x , 

stopień tego wie lomianu , pod wzylędem tej J i tery, jes t wykładnik 
najwyższy k tó rym ta li tera jes t oznaczoną. Wie lomian powyższy 
jes t s topnia w x. ' 

6 9 . K S Z T A Ł T ILORAZU DWÓCH W I E L O M I A N Ó W , W OGÓLNOŚCI. Mówi 
się że wie lomian , całkowity w x, jest podzielnym przez i nny wie-
lomian całkowity w x, kiedy iloraz może 'się wyrazić przez wie-
lomian tegoż samego kształtu. Spółczynniki mogą być jakiekoilwiek. 

I tak — 3 jest podzielnym przez y-^a-j-y/s; iloraz jest a: \ / a — s j z . 
Kiedy dwa wielomiany nie dają na iloraz trzeciego wielonnianu, 

mówi się że nie są podzielne jeden przez drugi . Można wszelako, 
w tym przypadku, dać, w ogólności , wyrażeniu ich ilorazu, kształt 
prostszy jak ten któryby wyniknął z samego oznaczenia (w^skatzania) 
działania. Dowiodą tego, w rzeczy samej , dwa twierdzenia nas tę-
pujące. 

T W I E R D Z E N I E I . Jeżeli dwa wielomiany A i B są całkowite w x (A bę-
dąc stopnia przynajmniej równego stopniowi B), można zawsze położyć 

iloraz ^ pod formą wielomianu całkoiińtego w x, powiększonego 

ułamkiem mającym za mianownik dzielnik B, a za licznik wielo-

mian R, całkowity w x, stopnia niższego jak B. 
Można, w rzeczy samej , po uporządkowaniu wielomianów A i B 

podług potęg ubyw^njących z x, zastosować do nich sposób dzielę-

http://rcin.org.pl



DZIELENIE. 6 1 

lia wyłożony (61); a jako spółczynniki ilorazu nie są koniecznie 
(ałkowiteini, można ciągnąć dalej działanie, aż dopóki się nie zna j -
(zie reszta stopnia niższego jak B. Można będzie otrzymać tym spo-
.sDbem na iloraz różne wyrazy, z których żaden nie będzie zawierał x 
V mianowniku . Gdyż dzielne częściowe które je dostarczyły, są 
Yszystkie stopnia wyższego lub przynaimniój równego s topniowi B; 
ć ich pierwszy wyraz zawiera, tem samem, x w s topniu wyższym 
Ijb przynajmniej równym stopniowi pierwszego wyrazu z B. 

Niech będzie Q ogół wyrazów otrzymanych, wprzód nim się doj -
fzie do dzielnej częściowćj R, stopnia niższego jak B \ R jest to 
wszystko co pozostaje z dzielnej A, gdy się odciągnie raz po raz 
wieloczyny z B przez różne wyrazy z Q ; jest więc r ó w n e m A — B 0 ; 

i znajduje się, na mocy tegoż samego związku, 
« 

zkąd, dzieląc przez B obie strony formuły, 

iloraz jest więc kształtu zapowiedzianego. 

7 0 . T W I E R D Z E N I E R . Przekształcenie powi/tsze nie może się wykonać 
jak tylko jednym sposobem. 

Przypuśćmy, w rzeczy saraój, że dzieląc A przez B, możnaby było 
otrzymać z j edne j strony (J' na iloraz i W na resztę, a z d rug ić j 
Q' na iloraz i R' na resztę, U i Q' będąc całkowiterni w 'x, a R i R' 
będąc stopni niższych j a k B ; mielibyśmy, na mocy powyższego twie r -
dzenia, 

zk^d, na mocy często w dowodzeniach używanej zasady, 

f o r m u ł a którą możemy napisać 
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Owoż R i R' będąc stopni niższych jak B, toż sanjo także należy 
rozumieć o ich różnicy; gdy tymczasem stopień z B(Q — Q'), wzglę-
d e m je s t przynajmniej równy stopniowi z B. W i ę c druga strona 
jest s topnia niższego jak p ie rwsza ; czyli równość jest n iepodobną . 

7 1 . PRZYKŁADY. Nie t r u d n o znaleźć, za pomocą metody poprze-
dza jądój : 

l o 

2o 

Gdyby stopień wie lomianu A był mniejszym jak stopień z B, iloraz 
Q byłby równym zeru, a reszta R byłaby r ó w n ą samej dzielnej. 

U W A G A . Gdy się s tosuje do ilorazu dwóch wielomionów A i li 
przekształcenie poprzedzające, daje się wielomianowi Q nazwisko 

ilorazu całkowitego, a licznik R u łamku przybiera imię dzie-

lenia. 

7 2 . PRZYPADEK GDZIE ZMIENIA SIĘ LITERA I'ORZĄDKOWA. Dowiedliśmy 
że gdy dwa wielomiany A i B są uporządkowane pod ług tejże samej 
litery iloraz całkowity i reszta nie mogą mieć jak tylko jedną 
fo rmę (70). Lecz, gdy się zmieni litera porządkowa, też same wielo-
miany mogą prowadzić do nowego ilorazu i do nowś j reszty. Gdy 
się uważa, na przykład, u łamek 

uporządkowany podług x, zna jduje się na iloraz — a na reszte 
^yK Gdyby uporządkowało się, przeciwnie, podług y, znalazłoby 
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si( na iloraz y^ — a na resztę tak że jest : 

< i ( . A 

RTTNICE I ANALOGIE ( P O W I N O W A C T W A ) POMIĘDZY DZIELENIEM A R Y T M E -

TYCZNYM A D Z I E L E N I E M W I E L O M I A N Ó W . 

73. Wielomiany, uporządkowane podług potęg tejże samej litery, 
pKedstawiają, z liczbami całkowitemi, anologie które jest dobrze 
zaiważyć. Liczba całkowita, jak 783214, wyraża (7 X 10^)-|-(8 X 10^) 
-f (3 X 103)-[-(2 X |0 '^)- | -(1 x - 1 0 ) - [ - 4 ; i można ją przyrównać do 
welomianu 

wktórym, stanowczo przypuszczonem zostało a: = 10. Cyfry liczby 
są tym sposobem spółczynnikami wyrazów wielomianu. Nie trzeba 
pizecież mniemać, że wszelka kwestya arytmetyki, odnosząca się do 
liczb całkowitych, jest , czysto i po prostu, przypadkiem szczególnym 
ptwnćj kwestyi algebry, w którój te liczby zastąpione zostały przez 
in odpowiednie wielomiany. 

Porównajmy, na przykład, dwie kwestye następujęce : 

Dzielić 783216 przez 

Dńelić - f -[- 3.̂ -3 U przez 

Warunki dwóch zagadnień mają między sobą różnice istotne, k tóre 
ne pozwalają uważać pierwszego z tych zagadnień za przypadek 
SKzególny drugiego. 

1° Różne cyfry ilorazu w dzieleniu arytmetycznem powinny być 
ciłkowite; gdy tymczasem iloraz dzielenia algebraicznego może być 
we lomianem, całkowitym pod względem litery x, którćj spół-
c:ynniki są liczbami ułamkowemi. 

2° Różne cyfry ilorazu i reszty, w dzieleniu arytmetycznem, 
p)winny być mniejszemi jak 10; gdy tymczasem nic nie ogranicza 
wielkości spółczynników różnych potęg z x, w dzieleniu a lgeb ra -
icznym. 

http://rcin.org.pl



ROZDZIAŁ V. 

3° W dzieleniu arytmetyczneni , reszta powinna być niniejszą jak 
dzielnik. W dzieleniu algebraicznem, powinna być stopnia niższego. 

Nakoniec, w algebrze, wypadki o t rzymane przystają zarówno 
dla wszystkich wartości z a; : zbywa zupełnie na podobnym warunku 
w ary tmetyce . 

TWIERDZENIA I ZASTOSOWANIA. 

DZIELENIE PRZEZ X — a. 

7 4 . T W I E R D Z E N I E . Gdy wielomian, całkowity w x, jest uporządko-
wany podług potęg ubywających tej literyreszta z podzielenia tego 
uńilomianu przez dwumian,{x —a) otrzymuje się zastępując x przez a 
łotym samym (stale odgrywającym rolę dzielnej) wielomianie. 

Niech będą , na przykład, 

vvielomian d a n y ; dzieląc go przez x — a, znajdzie się na iloraz wie-
lomian całkowity względem x kształtu 

a zeszta R będzie ilością niezawierającą w sobie x, ponieważ dziel-
nik — a jes t pierwszego s topnia w x. Ta reszta będzie więc zawsze 
tąż samą, jakakolwiekbądź wartość liczebna zostanie przypisany 
dla X. 

- To przypuściwszy, weźmy pod uwagę równość 

druga s t rona nie jest co innego jak pierwsza, napisana tylko innym 
sposobem; inaczej mówiąc , jes t taką, że, gdyby się w nićj wykonało 
działania wskazane, znalazłoby się wyraz po wyrazie wielomian 
pierwszej s t rony . Równość poprzedzająca powinna więc mieć miej-
sce, jakakolwiekbądź war tość daje się dla x; otóż, dla x = a, wie-
loczyn 
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niszczy się, gdyż czynnik x — a staje się a — a albo O, a że iloraz, 
jako nie zawierający x w mianowniku , bierze war tość skończoną 

więc ostatecznie zna jdu je się 

Co było do dowodzenia . * 

DRUGIE DOWODZENIE. Zwykle powyższe twierdzenie tak się wypro-
wadza : 

W rzeczy samej , ponieważ dzielnik (a-' — a ) jest pierwszego s topnia , 
można będzie prowadzić dzielenie, dopóki się nie otrzyma reszty 
stopnia niższego, to jest niezależnej od x (69). Niech będą więc : X 
wielomian przedstawiający dzielną, Q iloraz, całkowity w x, który 
wynika z tego dzielenia, i U reszta niezależna. Główna zasada dzie-
lenia wielomianów całkowitych w x prowadzi nas bezpośrednio do 
formuły 

Otóż, ta równość ma miejsce dla wszelkiej wartości przyznawanej 
dla X', gdyż mnożąc {x — a) przez Q, i dodając R do wieloczynu, 
powinno się znaleść j ednako ( ident iąuement) wie lomian X , nie 
potrzebując wcale dawać dla x jakiejkolwiek wartości szczególnćj. 
Można więc w tej tożsamości przypuścić x = a. Otóż, to założenie 
niszczy czynnik {x — a) ; daje dla O, niezawierającego x w miano-
wniku i złożonego z wyrazów w liczbie skończonćj , war tość ozna-
czoną ; znosi więc wieloczyn {x — a)(j. Wreszcie nie zmienia byna j -
nmie j wartości reszty R , która nie zawiera w swym składzie x : 
więc, gdy się oznaczy przez X„, war tość jaką bierze X, gdy sie w nim 
zastępuje x przez a, równość sprowadza się do 

Co było do dowodzenia . 

7 5 . W N I O S K I . 1" Jeżeli loielomian X stoję siC' zerem, kiedy się w nim 
zastępuje x przez a, ten icielomian jest podzielnym ])rzez (x — a). Gdyż 
Xa będąc zerem z założenia, reszta R dzielenia jest zerem także. 
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Jeżeli wielomian X jest podzielnym przez (x —• a), ten ftnelonnian 
sprowadza się do zera, kiedy się w nim zastępuje x przez a. Gdyż 
reszta R będąc zerem z założenia, toż samo się s tosuje do 

Tak więc , aby wielomian, całkowity w był podzielnym przez 
(x—a), potrzeba jest i dosyć na tem ażeby się sprowadził do zera, 
kiedy się w nim zastępuje 's. przez a. 

7 6 . Z A S T O S O W A N I E . T O ostatnie podanie jest wielkiego znaczienia. 
Ograniczmy się na wskazaniu kilku przedniejszych następs.tw : 
m jest, w t em co nas t ępu je , liczbą całkowitą jakąkolwiek . 

|o xm — -ó}^^ jest zawsze podzielnem przez x — a. Gdyż len wiielo-
mian niszczy się, kiedy się w nim zastępuje x przez a. W rz;eczy 
samej , dla x—a wie lomian staje się a^ — = 0. 

Sprawdza się ten rezultat wykonywając dzielenie 

Dzielna. Dzieilnik. 

lloraiz. 

reszta. 

'23" reszta... 

ostatnia reszta... 

Dzielne po sobie nas tępu jące są wszystkie złożone z dwuinianiów 
których drugi wyraz j e s t — a ™ ; w pierwszym wyrazie , wykładn ik 
litery a powiększa się o jedność , wykładnik zaś litery x zmniejjsza 
się o j edność przy każdem działaniu. Dojdzie się więc tyun sposob(eni 
do reszl 

1 których ostatnia jes t zerem. Iloraz jest wreszcie wie lomianem stto-
pnia [m — 1) j e d n o r o d n y m , i symetrycznym względem l i ter x\ a. 
Zasługuje aby był w pamięci za t rzymanym. 
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2® -(-iiieje&t nigdy podzielnem przez x — a . (iclyż w danym 
wielomianie (przedstawiającym dzielną) zas tępując .r przez o, otrzy-
muje się reszta la'". 

30̂ .111 — a'" jest podzielnem przez a, gdy m jest parzystem. a 
nie jestpodzielnem, gdy m jest nieparzystem. W rzeczy samej , dzielić 
przez X - j - jes t to dzielić przez x — (— a) : i>otrzeba więc, dla 
olrz/mania reszty, podstawić ( — a ) na mie jscu x. Dzielna s ta je się 
wtedy (—a) ' " — a"\ Owoż, gdy m jest parzys tem, z n a j d u j e się (39) 
(—(«)"' = o ' " ; gdy zaś m jes t nieparzystem, o t r zymuje się (—a)"* 
= — fl"'. Więc reszta znika w pierwszym przypadku , jes t zaś — 2a"* 
w drugim. 

X"' jest podzielneni przez x - j - iij 'jdy m jest nieparzystem, 
a nil jest, gdy mjest parzystem. Gdyż pods tawia jąc jeszcze — n iiu 
miejscu j?, dzielna staje się ( — a ) ' " - j - a ' " . Jes t więc ze rem, gdy ni 
jest nie pa rzys tem; zaś jest 2a'", gdy m jest pa rzys tem. 

7 7 . P R A A V O ILORAZU Z P O D Z I E L E N I A W I E L O J I I A N U P R Z E Z — a). D a -

liśmy poznać prawo, pod ług którego o t r zymuje się reszta z podzie-
lenia wielomianu przez — a) (74). Można także odkryć ła two 
prawo ilorazu. Przedstawmy wie lomian przez Ao-r" - f -
- f - . . A » , A,„_ I . r - | -A„ , i s t a ra jmy się wy-
konać dzielenie. 
Dzielna 

dzielnik. 
reszta 

iloraz. 

rfszid 

Pierwszy wyraz ilorazu jest A, , / ' "" ' . Mnożąc dzielnik przez ten 
wyraz, i odciągając wieloczyn od dzielnej , o t r zymuje się pierwsza 
reszta, której pierwszym wyrazem jest i k tórej inne 
wyrazy są te same jakie nas tępu ją po drugim w dzielnej. Drugi wy-
raz ilorazu jest ( A „ a - f dla o t rzymania pierwszego wyrazu 
drugiej reszty, trzeba mnożyć przez a drugi wyraz ilorazu, i do niego 
przyłączyć trzeci wyraz dzielnej : zna jdu je się tym sposobem 

A i a 4 - A . 2 ) X ' " — A tem samem trzeci wyraz ilorazu jes t 
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{ A o a - - 4 - A i f l - j - C i ą g n ą c dalej r a chunek , wys tawia si ę z ła-
twością na widok p r a w o nas tępujące : 

Iloraz wielomianu, całkowitego w x, stopniu m , przez (x — ^),jest 
wielomianem, całkowitym w x, stopnia (m — 1). JeM zwykle urządzo-
nym, jak wielomian dany, podług potęg ubywających z x. Spółczynnik 
pierwszego wyrazu jest spółczynnikiem pierwszego wyrazu dzielnej. 
Dla otrzymania spółczynnika drugiego wyrazu, mnoży się poprzedza-

jący pjrzez a; i przyłącza się do wieloczynu spółczynnik drugiegio wy-
razu dzielnej. Dla utioorzenia spółczynnika trzeciego wyrazu, mmoży się 
spółczynnik który co tylko został utworzony przez a, i przyłącza się 
spółczynnik trzeciego wyrazu dzielnej. Iw ogólności, spółczynnik ntcg:o 
wyrazu równa się wieloczynowi spółczynnika poprzedzającego przez a, 
powiększonemu spółczynnikiem nteg:" loyrazu dzielnej. Jeżeli dzielna 
nie jest loielomianem zupełnym, należy przywrócić wyrazy których 
braknie, dodając im zero za spółczynnik. 

PRZYKŁAD. Znaleźć ildraz i resztę z podzielenia wie lomianu 
— Lxx'' -\-l przez x — 2. Pisze się tym sposobem dzielna 

znajdzie się na iloraz 'ix''hx-12, a na resztę 31. 

Gdy się zastosuje p rawo powyższe do przykładów nf" 76, znajdzie 
się j edno po d rug ićm : 

gdy m jest pa rzys t em; 

a zaś 

gdy m jest nieparzystem,, 
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gly m jes t n ieparzystem: 

a zaś 

gdy m jes t parzystem. 

Można, wreszcie, otrzymać bezpośrednio te formuły. 

78. TWIERDZENIE. Gdy wielomian A, całkowity iv x, sprowadza się 
do zera, kiedy się iv nim zastępuje\ przez a, albo przez b, albo przez c, 
(a, b, c, będąc z założenia liczbami nierównemi), ten wielomian jest 
podzielnym przez luieloczyn 

W rzeczy samej, ponieważ A niszczy się dla x — a, ten wie lo-
mian jest podzielnym przez — d) (75). Gdy więc oznaczy się 
przez O iloraz, całkowity w x, który się z tego dzielenia o t rzymuje , 
znajduje się : 

Skoro ta równość ma miejsce, dla jakiegokolwiekbądź x, więc 
można w niej przypuścić x = b, a wtedy staje się (Qfc będąc war -
tością z Q, w tem założeniu) : 

Otóż, różnica {b — a) nie jest ze rem, z założenia : więc Qi, — 0. 
A więc Q jest podzielnćm przez {x — b) (75). Oznaczając iloraz 
przez Q', zna jduje się : 

a, tera samem, 
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Ta r ó w n o ś ć m a m i e j s c e , d la j a k i e j k o l w i e k w a r t o ś c i x, m o ż n a 

p r z e t o w n i e j p r z y p u ś c i ć x — c\ a w t e d y s t a j e s ię : 

Otóż , r ó ż n i c e (c — d), {c — 6), b ę d ą c z ł o ż o n e z l iczb n i e r ó w n y c ł i , 

ż a d n a z n i c h n i e m o ż e d a ć n a w y p a d e k zera; w i ę c czynn ik Q'c p o w i -

n i e n b y ć zerem. A w i ę c Q ' j e s t p o d z i e l n e m przez [x — c); p r z e t o , 

o z n a c z a j ą c n o w y i loraz przez Q", z n a j d u j e się : 

zkąd 

W i ę c A j e s t p o d z i e l n e m przez w i e l o c z y n ( 

ń W l G Z K M A , 

l. Jakie są warunki podzielności (./."" — przez {x}' — ai') 

l[. Dowieść że wielomian 

jest podzielnym przez wieloczyn (./• — y)-(.r — z) (// — z). 

HI. Dowieść że wielomian 

jest podzielnym przez tenże sam wieloczyn. 

IV. Dowieść że, gdy TO jest nieparzystym, wielomian , 

jest podzielnym przez wieloczyn (a - f b) {a-{-(•) {!>-{• c). 

Dowodzenie ćwiczeń IT, III, opiera się na twierdzeniu n ' " 78. 

V. Gdy wielomian, całkowity w x, ma za spółczynniki liczby całkowite, i gdy 
bierze wartości liczebne nieparzyste, kiedy się w nim zastępuje x przez O i 
przez 1, jedno po drugjem, ten wielomian nie będzie mógł sprowadzić się do 
zera dla żadnćj wartości całkowitej przyznawanej dla x. 
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i^I. Dowieść że N będące liczbą całkowitą jakąkolwiek którdj różne gromadki 
zavierające po m cyfer poczynając od prawćj ręki są A„ A-i, A;j, i t. d . , może 
si( wyrazić pod jednym 3 trzech kształtów następujących : 

Yyprowadzić ztąd cechy podzielności przez dzielnik jakikolwiek z lO"', 
10' — 1 , lO"*-!-!. 

^11. Sprawdzić formuły 
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UŁAMKI ALGEBKAICZNE. 

PRZEKSZTŁACENIE UŁAMKÓAY ALGEBRAICZNYCH. 

7 9 . D E F I N I C Y A . Kiedy wyrażenie A nie jest podzie lnem przez w y -
rażenie B, wskazuje się iloraz, jakośmy to już widzieli , pod kształ-

tem g . To wyrażenie nosi imię ułamku algebraicznego. Dzielna A 

jest licznikiem dzielnik B jes t mianownikiem : A i B są wyrazajmi 
u łamku . 

Ułamek algebraiczny jest ogólniejszym jak u łamek a ry tme tyczny ; 
gdyż wyrazy pierwszego nie są, jak wyrazy drugiego , zmuszone być 
liczbami całkowitemi. Lecz wykażemy, że prawidła r achunku są 
spólne dla obu rodzajów u łamków. 

8 0 . T W I E R D Z E N I E . Nie zmienia się wartość ułamku algebraicznego, 
mnożąc oba jecjo layrazy przez tę samą ilość. W rzeczy samej , niech 

będzie ^ u ł a m e k d a n y ; oznaczmy przez m. mnożnik . Przedstawmy 

przez j edną literę q iloraz wskazujący dzielenie z a przez b : 
znajduje się jednako ( ident iąuement) , pod ług samejże definicyi 
u ł amku . 

Mnożąc przez tę samą liczbę m te dwie ilości równe , otrzymuje 
się : 

a, dzieląc przez bm dwa wieloczyny równe , zna jdu je się równość 
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co właśnie dowodzi założonego przez nas twierdzenia. 

Taż sama formuła przekonywa, ze nie zmienia się loartośc ułamku, 
dzidąc oba jego wyrazy przez tę samą ilość. 

Zasada fundamen ta lna jest tym sposobem ta sama w algebrze 
jak i w arytmetyce , a więc następstwa będą te same. 

8 1 . UPROSZCZENIE UŁAMKÓW. Uproszczą się ułamek algebraiczny, 
znosząc czynniki spólne w obu jego loyrazach (80). 

Jeżeli dwa wyrazy są j ednomianami , jest zawsze ła two odkryć ich 
'óiia^b^c^d 

czynniki spólne. Niech będzie, na przykład, u łamek • 

większy spólny dzielnik spółczynników jest 4 ; co się tyczy czynni-
ków literalnych spólnych, rozpoznaje się bez pośrednio jeden czyn-
nik a, trzy czynniki b, j eden czynnik c, i jeden czynnik d. Znosząc 

je , otrzymuje^ się ułamek uproszczony 

Kiedy dwa wyrazy są wie lomianami , można niekiedy znaleźć 

jeszcze bezpośrednio ich czynniki j e d n o m i a n o w e spólne. l tak, 

w ułamku ^ ' Postrzega się czynnik jednomianowy 

!m-b : gdy się go zniesie, u łamek sprowadza się do 

Lecz nie można zarówno łatwo odkryć czynników wie lomiano-

wych któreby były spólne obu wyrazom : poszukiwanie tych czyn-

ników przywiązuje się do teoryi największego spólnego dzielnika 

algebraicznego, która należy do algebry wyższej. Wszakże zdarza się 

niekiedy, że cechy szczególne pozwolą je oznaczyć. W e ź m y na przy-

kład ułamek 

Rozpoznaje się że licznik i mianownik zniszczą się założywszy 
a={ : są więc podzielne obydwa przez a — 1. Gdy się zniesie ten 
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czynnik spólny, ułamek sprowadza się do uproszczonego wyrażenia 

Toż samo ułamek 

może się pisać, odosobniając czynniki jednakowe spólne wyrazóm 
licznika, i czynniki spólne wyrazóm mianownika, 

a, pod tym kształtem, postrzega się że wyrażenie -Ic-d^a — U ) jesł 
czynnikiem spólnym obu wyrazóm. Ułamek sprowadza się więc do 

8 2 . S P R O W A D Z E N I E UŁAMKÓW DO JEDNAKOWEGO MIANOWNIKA. Spro-
wadza się ułamki do jednakowego mianownika^ mnożąc oba wyrazy 
każdego z nich przez wieloczyn z mianowników wszystkich innycli. 
1 lak ułamki 

stają się, przez to przekształcenie, 

te ułamki nie zmieniły wcale swoich wartości (80); i mają za mia-
nownik spólny wieloczyn z mianowników pierwotnych. 

Można niekiedy otrzymać mianownik spólny prostszy jak ten wie-

http://rcin.org.pl



PRZEKSZTAhCENIE Uł.AilRÓW ALGEBRAICZNYCH. 7 5 

l.czyn : gdyż, aby przyjść do tego, dosyć jest wybrać , jak w a ry tme-
t ce , wyrażenie podzielne przez każdy z mianowników u ł a m k ó w 
(inych. Kiedy te mianowniki są j ednomianami , ten wielokrotnik 
sióiaij r ówna się wieloczynowi z najmniejszego wielokrotnika spól -
i3go wszystkim spółczynnikóm mianowników, rozmnożonemu przez 
cynniki literalne z których każdy jes t wzięty ze swym największym 
yykładnikiem. Niech będą , na przykład, ułamki 

lic nie zaszkodzi uprzednio rozłożyć spółczynniki mianowników na 
(zynniki pierwsze, co pozwala napisać 

lajmniejszy wielokrotnik spólny jes t 2*. albo 
lorazy z tego j ednomianu przez mianowniki są względnie 

ffłamki równoważne są więc 

.eżeli mianowniki są wielomianami, poszukiwanie wielokrotnika 

.polnego prostszego jak ich wieloczyn nie daje się wykonać, w ogól-
lości, jak za pomocą teoryi algebry wyższej. Wszelako może się 
Alarzyć że rozważania szczególne dostarczą wyrażenia. Niech będą , 
la przykład, ułamki 

Ponieważ n' — //- = {n-\-h) {a — fj), ztąd więc ła two dostrzedz że 

vyrażenie jest podzielnem przez każdy z m i a n o w n i -
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k ó w ; ilorazy są względnie 

a ułamki równoważne będą 

DZIAŁANIA n a UŁAMKACH ALGEBRAICZNYCH. 

8 3 . D O D A W A N I E . Kiedy ułamki mają ten sam mianownik, dodaje się 
liczniki, i daje się summie spólny mianownik. 

I tak 

gdyż wieloczyny przez m każdej s trony tej fo rmuły są równe (2Zi). 
Gdy ułamki mają mianowniki różne, poczyna się od ich sprowadze-

nia do jednakowego mianoumika ; potem stosuje się prawidło poprze-
dzające. 

Sli. O D C I Ą G A N I E . Kiedy ułamki mają ten sam mianowmk, odciąga się 
drugi licznik od pierwszego, i daje się różnicy mianownik spólny. 

I tak 

gdyż wieloczyny przez m dwócli s t ron tej fo rmuły są równe (24). 
Gdy ułamki mają mianowniki różne, sprowadza się je naprzód do 

jednakowego mianownika ; potem stosuje się prawidło poprzedzające. 

8 5 . M N O Ż E N I E . Mnoży się ułamek przez inny, mnożąc ich liczniki mię-
dzy sobą i mianoumiki między sobą, polem dzieląc pierwszy wieloczyn 
pi^ez drugi. 

W rzeczy samej , niech będzie do mnożenia u łamek | przez u ła-

mek y . Oznaczmy przez q i r/ wartości łych dwóch u ł a m k ó w ; tak 
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Że zna jdu je się, przez definicyę : 

Mnożąc te równości s t ronami ; będziemy mieli 

albo (21) 

Dzieląc teraz obie strony przez bh', znajdziemy : 

albo 

co ściśle udowodnią powyżej loi/słoicwnego prmvidła. 

Wynika z tego prawidła, że iiieloczgn z wielu ułamków jest ułam-
kiem równym loieloczynowi z liczników podzielonemu przez luieloczyn 
z mianowników. 

I tak 

a tćm samem 

86. DZIELENIE. Dzieli się ułamek przez inny, mnożąc ułamek dzielnej 
przez ułamek dzielnika przewrócony. 

Dajmy, w rzeczy samej , że mamy do podzielenia ułamek | przez 

a' 
ułamek ^ . Połóżmy jeszcze 
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i dzielmy te równości s t ronami ; znajdziemy 

Mnożąc teraz obie strony przez będziemy mieli (85) : 

albo uproszczając drugą stronę (81), 

to jest 

Co właśnie dowodzi przedstawionego przez nas prawidła^ 
2" Możnaby to jeszcze dowieść nieco prościej : 

W istocie, niech l)ędzie do dzielenia [)rzez iloraz ^jcst o r / y -

wiscic 

;dyż, jeśli się rozmnoży ten ułamek przez znajduje się 

który się sprowadza do , dzieląc jego wyrazy przez c i przez d* 

A więc 
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zkąd widzimy : że iloraz z dwótk ułamków ołrzi/muje sir mnożne uła-
mek dzielnej przez ułamek dzielnika przewrócony. 

Przez wzgląd na początkujących daliśmy drugie dowodzenie. 

WYKŁADNIKI ODJEMNE. 

87. DEFINIGYA. Widzieliśmy (53j, że iloraz z podzielenia a^ przez a" 
jest a"*-" : lecz dowodzenie przypuszcza że się zna jdu je m > n. J e -
żeli jes t , przeciwnie , m < n, iloraz powinien się napisać pod kształ-

tem u ł a m k u , . Można wtedy znieść m czynników a wspólnych 

obu wyrazóm, i u łamek przybierze kształt 

Z drugie j s t rony, gdyby się dało zastosować prawidło wykładni -
ków do przypadku w którym wykładnik dzielnika przewyższa w y -
kładnik dzielnej, możnaby było w tenczas napisać : 

A tem samem, utrzyma sio to prawidło w całej swej ogólności , 

jeżeli przyznamy ze wyrażenie a~i' przedstaicia ułamek 

Przypuszczać będziemy, jako określenie, że każda ilość [alho litera 
z wykładnikiem odjemnym wyraża sie za pomocą ułamku majaceyo 
jedność za licznik, a za mianownik tę sarnę ilość, czyli literę, i z ti/m 
sam//m. loykładnikiem ale dodatnym. Zobaczymy, że to oznaczenie 
posłuży nam wyśmienicie do uogólnienia kilku twierdzeń. 

8 8 . UOGÓLNIENIE FORMUŁY 

'"orinuhi 

[li 

m a j a c a miejsce, przez określenie, gdy m jest doda tnem, pozostaje 
p rawdz iwą , przez lo samo, dla wartości od jemnych z w. W rzeczy 
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samej, jeżeli sio przypuści m — — in', — m stanie sie równem m'; 
1 

i dwie strony formuły [1] staną się a " ' i . Otóż, przez określe-

1 . t , 
nie, ^ , ponieważ m' jes t dodatnem : więc ma równą 

wartość z albo z a " ' 86;. Dwie strony są więc równe. 

8 9 . lioGóLNiEiNiE PRAWIDŁA NA WYKŁADNIKI W MNOŻENIU. D o w i e -

dliśmy (21), że dla wykładników dodatnych 

[2] 

Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jeden z dwóch wykładni-
ków, albo oba razem, są od jemne. 

Przypuśćmy naprzód m dodatne, a n odjemne i równe — n ' ; 
będziemy mieli : 

I.ecz ^ = a '" -" ' , na mocy ogólnego prawidła dzielenia (87). 

Więc 

albo, zastępując n' przez — n , 

Przypuśćmy teraz że lak m jak n są odjemnemi, i r ó w n e — m' 
i —w'; będziemy mieli/: 

co bvło do dowodzenia. 
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9 0 . UOGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKŁADNIKI W DZIELENIU. Znaleźli-
śny '87), dla wartości dodatnych ra i formułę 

[3] 

Tl formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z liczb, m lub n, albo 
o)ie razem, są odjemnemi. 

Przypuśćmy naprzód = — m', a dodatne; będziemy mieli : 

(iiy, przeciwnie, ui jest dodatnem, a n od jemnem i równem — n>, 
ziaiduje-sie : 

rdy nakoniec jest, razem, in = — m', n — — n', znajdzie sie : 

fo rmuła [3] jest więc prawdziwą we wszystkich przypadkach. 

9 1 UOGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKŁADNIKI PRZY WYNOSZENIU DO PO-

LĘG. Wyprowadziliśmy (22), dla wariosci dodatnych tak z M jak z W, 
formułę 

'la formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z liczb m lub n albo 
obie razem, są od jemnemi . ' 

Przypuśćmy naprzód m dodalne, a n odjemne i równe — n'; bę-
dziemy mieli : 

Przypuśćmy później tu = — m', a « dodatne; będziemy mieli : 
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Przypuśćmy nakoniec m = — m', n — — n', r azem; znajdziemy 

Prawidło jest wiec ogólne. 

TWIE1\DZENIA I ZASTOSOWANIA. 

9 2 . T W I E R D Z E N I E . Gdy mamy ilekolwiek ułamków • 

równych miedzy sobą, otrzymuje się ułamek równy każdemu z nich, 
dzieląc summę liczników przez summę mianowników. 

W rzeczy samej , oznaczmy przez literę q war tość spólny wszyst-
kicłi łych u ł a m k ó w ; będzie, z określenia , 

zkąd, dodając to równości s t ronami, i kładąc q na czynnik w dru-
giej stronie, 

A tem samem, dzieląc obie strony przez [h -f- b' b" -)- . •), pi'zy-
chodzi się do wypadku : 

15] 

co było do dowodzenia : 

W M O S K I . 1° Można, przed wykonaniem dodawań , mriożyć oba 

wyrazy każdego u łamku przez jakąkolwiek , byle tę samą liczbę. 

1 tak 
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Pmicważ tc ułamki nie zmieniły swej w a r t o ś c i , . . . łatwo z r i c b 

zitem daje się wyprowadzić : 

2 ' Gdy podniesiemy każdy u łamek do kwadra tu , znajdziemy, 

p'zypuszczając je doda tnemi , 

zląd, wyciągając pierwiastek kwadra towy z różnycłi s t ron. 

Tak więc, ydi/ ilekolwiek ułamków są równe rniędzy solją, katdj, 
z nich jest równym ilorazowi pieriuiastku kwadratowego summy kicadra 
tów z liczników, przez pierwiastek kwadratowy summy kwadratów 
z mianowników. 

T W I E R D Z E N I E . Jeżeli iceźmiemy ilekolwiek ułamków nierównych mię -
dzy so/ją, mających swe wyrazy dodatne, to ułamek uticorzony, z po-
dzielenia summy liczników przez summę mianoioników, jest zawarty 
między najmniejszym i największym z ułamków danych. Niech będą , na 
przykład. 

Gdy się położy zkąd 

t o na mo ty tych założeń będzie oczywiście : 
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z k g d , d o d a j ą c , 

A, następnie, 

albo 

Przeciwnie, gdy położy się 

albo 

będzie : 

potem, dodając stronami, otrzymamy : 

zkąd da się wyciągnąć : 

albo 

co było do dowodzenia. • 
Dowiedzie się łatwo wniosków podobnych wnioskom Iwierdze-

nia (92). 

C W I C Z E N I A . 

1. Sprawdzić formułę 
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1[, Sprawdzić formułę 

III. Sprawdzić formułę 

IV. Sprawdzić formuło 

Formuły 1, I I , III , IV sprawdzają się, sprowadzając ohie strony do j edna -
kłwego mianownika ; znajduje się wtedy tożsamości. 

V. Sprawdzić formułę 

Znajdzie się tożsamość czyli jednakość, po zniesieniu czynników spólnycli. 

VJ. Sprawdzić formułę 

Służy tu la sama metoda jak do czterech pierwszych ćwiczeti. 

VII. Sprawdzić równość 
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Vin. Sprawdzić równość 

) 

Ta sama metoda dla ćwiczeń \ H i YHI, jak dla ćwiczenia V. 

IX. Uprościć wyrażenie 

Po uproszczeniu powinno wypaść 

X. uprościć wyrażenie 

Po uproszczeniu otrzymuje się na wypadek 

XI. Sprawdzić proporcyę 

XII. Dowieść, sprawdzając, że wyrażenie 

jest wielomianem całkowitym w rr. 
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M I I . Sprowadzić wyrażenie 

sprawdzić że summa nie zawiera mianowników. 

XIV. Dowieść że wyrażenie 

jest podzielnćm przez 

gdy p i n są pierwsze między solją. 

Znajduje sie na iloraz 

gdzie k i h oznaczają dwie iiczijy całkowite, takie że kn=hp-{- i (związek 
który, według pewnego twierdzenia arytmetyki, może zawsze istnieć między 
dwoma liczbami n i p, pierwszemi między sobą). 

• XV. Dowieść źe wieloczyn 

jest podzielnym przez wieloczyn 

Rozieitpanie. Dowodzi się że, jeśli zadanie jest prawdziwćm dla wartości 

m zmniejszonej o jedność, jest także prawdziwćm dla wartości danćj. 
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R A D Y K A L E A L G E B R A I C Z N E (RADICAI!X ALGEBRIQUKS 

l'R Z ERSZTA LGENIA R ADYKA LOW. 

D E F I N I C Y E . Widzieliśmy (22), że chcąc podnieść j ednomian 
całkowity do potęgi m, t rzeba podnieść jego spółczynnik do po-
tęgi rn, i pomnożyć przez m wszystkie wykładniki . A tem samem, 
gdy spółczynnik j ednomianu jest potęgą m doskonałą, i gdy jego 
wykładniki są wszystkie wielokrotnikami liczby m, wyciąga się pier-
wiastek m z tego jednomianu, luyciągając pierioiastek m 2 jego spół-
czynnika, i dzieląc przez m wszystkie wykładniki. T tak 

Najczęściej, nie istnieje j ednomian całkowity z któregoby po-
tęga m była równą jednomianowi d a n e m u ; wtedy nie można jak 
tylko wskazać pierwiastek m za pomocą znaku. Oznacza się przez p^A 
liczbę której potęga m jest równą A. Ta liczba nazywa się radijkalem 
(radical), a m j es t wskazówką radykała. Daje się także nazwisko rady-
kała znakowi s a m e n m J / . 

Kiedy A jest wie lomianem, nie zdarza się prawie nigdy, aby jego 
pierwiastek m mógł się kiedykolwiek wyrazić przez inny wielo-
mian ; wreszcie prawidła k tóre prowadzą do jego wartości , gdy ta 
istnieje pod tym kształ tem, nie dowodzą się jak w drugić j części 
algebry. Wskażemy je, we wszystkich przypadkach, przez znak 

9 5 . R Ó Ż N E W A R T O Ś C I Z P ^ A . Jeżeli się ograniczymy na samem 

tylko uważaniu liczb doda tnych , y \ posiada, według naszego okre-

ślenia, wartość jedyną i oznaczoną. Lecz u m o w y przyjęte w algebrze 

zobowiązują nas do nadania mu bardziej rozciągłego znaczenia. 

Mogą się zdarzyć cztery przypadki. 
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1° Jeżeli A jest tlodatiiein, a m parzystśin, pierwiastek potęgi m 
z A ma dwie wartości r ó wne i ze znakami przeciwnymi. W rzeczy 
simćj, gdy się podniesie do potęgi ra liczbę ^/'A, jakikolwiek jes t 
ziak który ją poprzedza, otrzynmje się zaw'sze A, ponieważ wielo-
cyn z liczby parzystej czynników odjemnych jest doda tnym (49/. 

Na przykład, \ k przedstawia, według naszych ugód, dwa wy-
j>dki, — 2 i -[- 2 ; gdyż te obie liczby dają na kwadra t liczbę h. 

2° Gdy A jest dodatnem a??i nieparzystem. nie można natychmias t 

ji'zyznawać dla j^A znaczenia więcej ogólnego jak w arytmetyce, 

'lik więc j78 = 2. 
3° Gdy A jest o d j e n m e m a m parzysteni, p A nie przedstawia 

ż.dnej liczby dodatnej albo o d j e n m e j ; gdyż potęgi parzyste z liczby 
d)datnej albo odjemnćj są zawsze dodatne (1x9). 

Gdy A jest o d j e m n e m a m nieparzystem, położymy A ' = — A ' ; 

Ytedy p^A = A ' = — p^A ' ; gdyż 7n będąc nieparzystem, 

pitęga m z — \ / \ ' będzie — A' albo A (49), I tak 

glyż sześcian z — 2 jest — 8. 
Te uogólnienia są, w algebrze, wielkiego znaczenia ; przyjmą one 

[óźniej znakomite rozwinięcia; lecz nie będzie o nich więcćj mowy 
V tym rozdziale. My tu jedynie będziemy rozważali same tylko p ier -
viastki dodatne z liczb dodatnych. 

9 6 . Z A S A D A L. Kicdi/ radykał jest pomnotonij przez czynnik, można 
podciągnąć ten czynnik pod radykał, byleby uprzednio nie zaniedbano 
pdnieść go do potęgi oznaczonej wskazówką. I tak 

/ b y tego dowieść, dosyć jest zauważyć, że podnosząc te dwa w y -
riżenia do potęgi m, o t rzymuje się rezultala równe . W rzeczy sa-
ne j , ponieważ potęga m z wieloczynu jest wieloczynem potęg m 
z czynników, znajduje się przeto na pierwsze wyrażenie : 
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Wreszcie znajduje się, na d rug ie , według samejże definicyi . 

Ta sama formuła [1] udowodnią , że można loydolnjć czynnik poło-
żony pod radykałem, ł>yleby urpzednio nie zaniedbano z niego wycią-
gnąć pńerwiastek oznaczony loskazówką. 

9 7 . ZASADA II. Można mnożyć wskazówkę i wykładnik radykała przez. 
jedną łiczłtę, nie zmieniając bynajmniej luartości radykała. I tak 

[2j 

Na dowodzenie tego, dosyć jes t wykazać, że podnosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi mp, o t rzymuje się rezultata równe . I w rzeczy 
samej , drugie , podnies ione do potęgi mp, d a j e , z olcreślenia, a"/'. 
Go się tyczy pierwszego, jako potęga mp ja l i ięgokolwiek wyrażenia 
jest potęgą p potęgi m tej ilości (22), zna jdu je się : 

Oba rezultata są więc istotnie r ówne . 
T'a sama formuła [2] udowodnią , że można dzielić wskazówkę i wy-

kładnik radykała przez jedną liczbę, nie zmieniając bynajmniej jego 
?vartości. 

9 8 . UPROSZCZENIE RADYKAŁA. Kiedy radykał rozciąga się nad ilością 
podniesioną do p e w n ć j potęgi, można często na n im wykonać 
uproszczenie. 

1° Jeżeli wskazówka pieiwiastku jest równą stopnioiiń potęgi, dwa 
działania niszczą się, Zajduje się, w rzeczy samej , przez określe-
nie (M) : 

2° Jeżeli istnieje czynnik spólny wskazówce pieriaiastku i wykładni-
kowi potęgi, można go znieść. Zna jdu j e się, w rzeczy samej (97) : 
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3° Kiedy sie znajduje pod radykałem czynnik którego wykładnik jest 
wielokrotnikiem wskazówki pi>'rwiastku, można go wydobyć z pod ra-
dykała, dziełac ten luykładnik przez wsl<azówkę. Znalazło się, w rzeczy 

samśj (9fi) : 

9 9 . SPROWADZENIE RADYKAŁÓW DO JEDNAKOWEJ ( jednostajnej) W S K A -

ZÓWKI. Niech będą dwa radykale 

można mnożyć wskazówkę i wykładnik pierwszego przez n, to jest 
przez wskazówkę drugiego ; po tem mnożyć wskazówkę i wykładnik 
drugiego przez m będące wskazówką pierwszego (97); o t rzymuje 
się tym sposobem : 

Te radykale mają jednakową wskazówkę, gdyż ta jest wieloczynem 
z dwóch wskazówek. 

Sprowadza się więc dwa radykale do jednostajnej wskazówki, mnożąc 
wskazówkę i wyldadnik każdego z nich przez wskazówkę drugiego.. 

Sprowadza się zarówno jakakolwiek iłość radykałów do jednostajnej 
leskazówki, mnożąc wskazówkę i wyłdadnik każdego z nich przez wielo-
czyn loykonany ze wskazó/vek loszystkich innych. I tak radykale 

s tają się, przez to przekształcenie. 

Te prawidła mają wiele podobieńs twa z prawidłami za pomocą 
k tórych sprowadza się ułamki do j ednakowego mianownika . Można 
n a w e t posunąć analogię dale j , dając radykałom wskazówkę spólną, 
równą najmniejszemu wielokrotnikowi spólnemu z ich wskazówek. W rze-
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czy samej, niech będzie p najmniejszy wielokrotnik spólny w s k a -
zówkom m, n, p, q ; tak że się zna jdu je : 

mnożąc wskazówkę i wykładnik pierwszego radykała przez r n \ 
a wskazówki i wykładniki innych przez n ' q ' , radykale stają się. 

albo 

DZIAŁANIA NA RADYKAŁACH. 

1 0 0 . MNOŻENIE. Kiedij radykale mają jednaką wskazówkę, dla wy-
wykonania ich wieloczynu, mnoży się ilości położone pod ich znakami, 
i oznacza się luieloczyn znakiem spólnyyn. I tak 

Na dowodzenie tego, dosyć jes t wykazać, że podnosząc te d w a 
wyrażenia do potęgi m, ot rzymamy rezul ta ta równe . Gdyż drugie 
staje się ahcd, przez okreś len ie ; a jako potęga m z wieloczynu jest 
wieloczynem potęg m z czynników f22), pierwsze wyrażenie staje 
się : 

Kiedy radykale nie mają jednakowej wskazówki, sprowadza się je do 
wskazóu>ki spólnej (99), i stosuje się prauńdło popjrzedzające. 

PRZYKŁAD. Zna jdu je się : 

Gdyby radykale miały spółczynniki liczebne albo l i teralne, należy 
utworzyć z nich wieloczyn. 
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PB/YKŁAI». Znajduje się : 

1 0 1 . DZIELENIE. Kiedt/ radijkale mają jednaką wskazówko, wtedij 
dla podzielenia pierwszego urzez drugi, dzieli się liczb;/ położone pod 
znakami, i oznacza się iloraz znakiem spólnz/m. I TAÎ  

Aby to udowodnić , dosyć jesl zauważyć, że podnosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi m, o t rzymuje się rezultata równe. 1, w rzeczy 

samej, drugie staje się, przez określenie , | . Co się tyczy pierwszego, 

ponieważ potęga m u łamku jest ilorazem potęgi m z jego obu wyra-
zów '85), więc to wyrażenie staje się : 

Gd;/ rad;/kale mają icskazówki różne, prz;/wodzi się ie do iednakiej 
wskazótoki, i stosuje się prawidło poprzedzające. 

F^RZYKLAD. Znajduje się : 

Gdyby radykale miały spitlczynniki, należy podzielić j e przez 
siebie : 

PRZYKŁAD. Znajduje się : 

1 0 2 . POTĘGI RADYKAŁA. Abg podnieść radykał do potęgi, podnosi 
się do tejże samej potęgi ilość położoną pod rad;/kalem. I tak 

[ 5 ] 
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i \a dowodzenie tego, dosyć jes t zauważyć, że podnosząc te d w a 
wyrażenia do potęgi m, o t rzymuje się rezultata r ó w n e . I, w rzeczy 
samćj , drugie staje się, przez określenie , Co się tyczy p ie r -
wszego, ponieważ potęga m potęgi p jakiejkolwiek ilości jest r ó w n ą 
potędze pm albo potędze mp tej ilości, i odwro tn ie (22), przeto 
pierwsze wyrażenie staje się : 

Po wykonaniu działania, uprosz(?za się radykał , gdy to może mieć 

miejsce [98]. 

Jeśliby radykał miał spółczynnik, należałoby podnieść go do tej 

samej potęgi. I tak 

1 0 3 . P I E R W I A S T K I R A D Y K A Ł A . Abij wyciągnąć pierwiastek z rady-
kała, mnoży się wskazówkę radykała przez wskazówkę pierwiastim, 
i upraszcza się później rezultat , gdy to może mieć miejsce. 1 tak 

[61 

Na dowodzenie tego, dosyć jest wykazać, że wynosząc te dwa 
wyrażenia do potęgi mp, o t rzymuje się rezultata równe , l, w isto-
cie, drugie staje się wtedy, przez określenie, a". Co się tyczy 
pierwszego, potęga mp jakie jkolwiek ilości jest r ó w n ą potędze m 
potęgi p tej i lośc i ; a więc : 

O Z N A C Z E N I E W Y K Ł A D N I K Ó W U Ł A M K O W Y C I I . 

1 0 4 . D E F I N I C Y A . Widzieliśmy ^ 9 4 ) , że chcąc wyciągnąć pierwiastek 

z jakiejkolwiek bądź ilości a'")', k tórej wykładn ik jest wielokrotni-

kiem wskazówki, dosyć jesL rozdzielić wykładnik przez wskazówkę. 

1 tak (/'«•"/' = . Lecz, gdy dzielenie nie jest m o ż e b n e m , prawidło 
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nie da się więcej zastosować, i pierwiastek p z a^ pisze się w-tedy 

Gdyby, wszelako, dało się zastosować jeszcze prawidło poprze-

dzające do tego przypadku, należałoby napisać Zachowa się 

więc to p rawid ło w całej swej ogólności, jeżeli się lunóioi przedsta . 

wić radykał przez symbol 
Przy jmiemy, jako określenie, te luszelka literaoznaczona loijkła' 

dnikieni ułamkowym ^ przedstaiota radykał mający za ivykładnik .li-

cznik m , a za wskazówkę mianownik p. I zobaczymy że to oznaczenie 

pozwoli nam wysłowić prościej wypadki poprzedzające. 

Lecz przed okazaniem tych korzyści, winniśmy zauważyć że p r a -

widło podane nie przypuszcza sprzeczności; i że wyrażenie 

zachowuje tę samą wartość, gdy w niem zastąpi się wykładnik 

przez u łamek równy 1 tak, gdy 

będzie także, 

czyli, na mocy naszych ugód, 

Owóz ta ostatnia równość jest widoczną : gdyż, sprowadzając dwa 
powyższe radykale do jednakie j wskazówki, o t rzymamy : 

a widzimy że ilości te mają jednaki wykładnik, ponieważ równość 

p ąga za sobą równość mp' = ni'p. 

I 0 5 . U O G Ó L N I E N I E IMIAWIDLA NA W Y K Ł A D N I R R w MNOŻENIU. Dowie-
dzioną została (21), dla wykładników całkowitych, formuła 

i i ! 
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formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jeden z wykładników ni lub 
u, albo oba razem, są u łamkowemi . 

Przypuśćmy naprzód m ułamkowem i r ó w n e m ^ ; jeżeli n pozo-

staje całkowitem, będziemy mieli, według określenia i na mocy za-

sady I (96j : 

otóż, stosując naszą ugodę do lego ostatniego wyrażenia, otrzymamy, 

więc 

Gdy, powtóre oba czynniki mają wykładniki ułamkowe, 

będzie : 

otóż ten ostatni radykał można napisać, na mocy naszych ugód, 

więc 

1 0 6 . UOGÓLNIENIE PRAWIDŁA NA WYKŁADNINI W DZIELENIU. Znale-
źliśmy (88), dla wartości całkowitych z m i w 

' Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy m albo n, lub obie ilości 
razem, są ułamkowemi. 
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-Przypuśćmy naprzód w = ^ \ n całkowite ; będziemy mie l i : 

o\^óż ten ostatni radykał można napisać, według naszych ugód, 

wiec 

?>rzypuśćmy potem m całkowite, a zaś ; wtenczas znaj-

du e się : 

a, ponieważ ten ostatni radykał można położyć, według naszych 
ugód, pod kształtem 

więc wypada widocznie : 

Przypuśćmy nakoniec ' 5 otrzyma się . 

a, ponieważ ten ostatni radykał pisze się, według naszych umów. 

z kid po prostu wynika : 

1 0 7 , U O G Ó L N I E N I E P R A W I D Ł A NA WYKŁADNIKI PRZY PODNOSZENIU DO 
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POTĘG. Dowiedliśmy (22), dla wartości całkowitych z m i n, fo rmułę 

[3] 

Ta formuła nie przestaje jeszcze istnieć, gdy m lub n, albo obie 
ilości razem, s§ liczbami ułamkowemi. 

Przypuśćmy naprzód m — ^ , n całkowite; znajduje się : 

a ponieważ, według naszych ugód. 

więc ostatecznie 

Przypuśćmy, przeciwnie, całkowite a zaś ma się : 

więc 

Przypuśćmy, nakoniec, m ^ , będziemy mie l i : 

więc 

1 0 8 . U O G Ó L N I E N I E P R A W I D Ł A NA W Y K Ł A D N I K I PRZY W Y C I Ą G A N I U 

P I E R W I A S T K Ó W . Widzieliśmy ( 1 0 4 ) że, dla wartości całkowitych z m 
i n, znajduje się formuła 

http://rcin.org.pl



R A D Y K A L E A L G E B R A I C Z N E . 9 9 

formuła dowiedziona gdy n jest podzielnem przez m, formuła ugody 
gdy dzielenie nie jest możebnem. 

Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z ilości ni lub n, 
albo obie razem, są ułamkowemi. 

p . . . 

Przypuśćmy naprzód in całkowitem, a zaś = - ; z łatwością znaj-

duje się : 

otóż według naszych ugód, pisze się : 

więc 

Przypuśćmy, powtóre, m , n zaś calkowitćm. Pierwiastek, ma-

jący za wskazówkę ^ czyli będący stopnia ^ , z ilości a", jest liczbą 

którćj potęga ^̂  równa się a". Oznaczmy tę liczbę przez x, tak że 

albo, co jest jednoznacznem 

Podnieśmy obie strony do potęgi q; potćm wyciągnijmy z w y -
padków pierwiastek p, będziemy mieli koleją : 

w i ę c 
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Przypuśćmy nakoniec m = - , n ; 1/ w , jest ilość k lórś j s ^ 

V -potęga ^ równa się a* ; znajduje się : 

albo, co jest jednoznacznem. 

Podnosząc obie strony do potęgi q, potem wyciągając z wypadków 
pierwiastek p, otrzymamy koleją : 

więc 

1 0 9 . U O G Ó L N I E N I E W P R Z Y P A D K U W K T Ó R Y M W Y K Ł A D N I K I U Ł A M K O W E SĄ 

O D J E M N E M I . Przypuściliśmy, w tem co poprzedza, że liczby m i N są 
dodatne. Rozmaite formuły któreśmy uogólnili są jeszcze prawdziwe, 
gdy się przyznaje wykładnikóm ułamkowym wartości odjemne, 

byleby zgodzono się przedstawić przez symbol a n wyrażenie 
1 " 1 

— ( 8 7 ) , albo, cojes tzupełnie jednoznacznem, wyrażenie ( 1 0 4 ) . 

a ł ^^ 
W rzeczy samej, jeżeli, dla wszelkich wartości dodatnych, całko-

witych lub ułamkowych z m, znajduje się zawsze formuła 

te rozumowania które nam posłużyły, w rozdziale poprzedzającym 
88 — 91)^ do rozciągnienia formuł do przypadków gdzie wykładniki 

są całkowite i odjemne, zastosują się, bez zmian, do przypadków 
w których te wykładniki są ułamkowe i odjemne. 
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Uważmy że formuła [2] (106) o tyle tylko jest prawdziwy, dla 
m < w, o ile zostanie przyjętą nowa ugoda którąśmy dopiero przed-
stawili. 

Jedno uogólnienie pozostaje do wykonania, w przypadku wycią-
gania pierwiastków. Dopierośmy dowiedli (108), dla wszelkich war -
tości dodatnych z m i z n, całkowitych albo ułamkowych, formułę 

Ta formuła jest jeszcze prawdziwą, gdy jedna z ilości m lub albo 
obie razem, są odjemne. 

Przypuśćmy naprzód n odjemnem i równem — n ' ; gdy m pozo-
staje dodatnem; znajduje się : 

owóż, według naszych ugód, to ostatnie wyrażenie pisze się 

więc 

Przypuśćmy potem w odjemnem i równem — m', n zaś dodatnem; 

jest ilością x, której potęga (— w') równa się a" .̂ Tak więc 

a, następnie, 

więc 

Przypuśćmy nakoniec m — — m!, n = n'\ "j/a""' jestto 

ilość X, która, podniesiona do potęgi f— m'), wydaje a - " ' . Tym 
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sposobem znajduje się 

T-*"' = albo 

zkąd 

Wyciąga się ztąd 

więc 

Słowem, wszystkie nasze fo rmuły używane w mnożen iu , dzieleniu, 
podnoszeniu do potęg i wyciąganiu p ierwias tków, są ogólne : roz-
ciągają się one do wszelkich wartości dodatnych lub o d j e m n y c h , 
całkowitych a lbo u ł amkowych , tak wykładników jak wskazówek. 

110. « Rachunek wykładników u ł amkowych , mówi Lacroix, jest 
» j ednym z przykładów najznakomitszych, użyteczności dobrze w y -
» branych znaków. Analogia istniejąca pomiędzy wykładnikami 
» u łamkowemi a wykładnikami ca łkowi temi , wskazuje prawidła 
» które należy przyjąć w r a c h u n k u pierwszych, jako dające się za-
» stosować do r a c h u n k u drugich , gdy tymczasem trzeba prawideł 
)) szczególnych do r a c h u n k u radykałów, ponieważ znak ^ który j e 
» wyraża nie ma żadnego związku z działaniem które je tworzy. 
)) Im więcćj pos tępu je się w algebrze, tem lepiej ocenia się liczne 
» korzyści które wydało w tej nauce oznaczenie wykładników » 

"Wykładniki o d j e m n e zostały wprow^adzone do algebry przed wy-
kładnikami u ł a m k o w e m i ; pierwsze odkrył Mc/icre/ Stifel (1509-1567); 
wprowadzen ie drugich sięga epoki prac Szymona Stevin'a, który 

©nt 
zamiast a" . 

U dawnych algebrais tów, wyrażenia funkcyi i godności (dignitas) 
były synonimami potpgi (potentia); drugie dziś znikło z języka mate-
matycznego, a pierwsze od czasu w y s t ą p i e n i a ( 1 6 9 0 ) 
zostało odwróconem od pierwotnego swego znaczenia. 

Z A S T O S O W A N I A . 

1 1 1 . Z R O B I Ć W Y M I E R N Y M MIANOWNIK, UŁAMKU N I E W Y M I E R N E G O . Kiedy 
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miinownik u ł amku zamyka jeden albo ilekolwiek radykałów, często 
jes, pożytecznie, zwłaszcza przez wzgląd na przybliżenia l iczebne, 
uvolnić go od tych radykałów, robiąc go luymiernyrn. Damy kilka 
pr:y kładów. 

1° Niech będzie mnożąc oba wyrazy przez y^a, 1° znajduje s ię : 
V« 

2° Niechaj będzie — p ; mnożąc oba wyrazy przez \[a — \jb', 
\Ja -f \ b 

zmjdu je się : 

3" Podobnież : 

'4° Podobnież jeszcze : 

5° Niech będzie - p ^̂ z ; mnoży sic oba w\'razy przez 
\a — y/6 yc 

; wtenczas, uważając \fa — \jlj jako j edną ilość, w -
dzimy że mianownik jest jeszcze wieloczynem z s u m m y przez róż-
nicę ; i znajduje się : 
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który to mianownik j ako nie zamykający więcej jak jeden radikal , 
jest przywiedzionym do czwartego przypadku. 

Ktoby chciał skończyć rachunek , niech uważa trój mian {a-\-b—c) 
j ak jeden wyraz i n iechaj pomnoży licznik i mianownik przez s u m -

mę (a-f-^/ —c) + 2 sjab ; wyrażenie staje się tym sposobem : 

w k t ó r ć m mianownik jes t wywiernyw. 

m 
6" Niech będzie jeszcze — - r - —. uważa się mianownik 

\a - ^bĄ- c~\ld' 

jako złożony z dwóch wyrazów (y-̂ a — \!b ) i (c — \jT), i mnoży się 
przez ich różnicę. Zna jdu je się tym sposobem : 

otóż mianownik nie zamyka w sobie więcej jak trzy wyrazy, a tak 
rozwiązanie jest przywiedzionem do piątego przypadku. 

ni 
1° Niech będzie teraz -3-̂ = . Wiemy że 

| / a -I- y b 

Mnoży się więc oba wyrazy przez — ^ r ó - f ylf - , i znajduje się : 

8° Podobnież : 
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Ć W I C Z E N I A . 

1. Uprościć wyrażenie 

Znajduje się 

II. Sprawdzić że wartość 

niszczy wyrażenie 

jakiekolwiekbądz będą p i q. 

III. Sprawdzić równość 

Dosyć jest podnieść do kwadratu obie strony, dla otrzymania losamości 
(identitas). 

IV. Sprawdzić równość 

Dosyć jest wykonać kwadrat wskazany w pierwszćj stronie, dla otrzymania 

tosamości. 

V. Sprawdzić równość 

http://rcin.org.pl



1 0 6 ROZDZIAŁ VII. 

Położywszy 

te wyrażenia podstawi się w równości. 

VL Sprowadzić wyrażenie 

Znajdzie się 

VII. Uprościć wyrażenie 

Znajdzie się 

VIII. Uprościć wyrażenie 

Znajdzie się 

IX. Co się stanie z wyrażeniem 

gdy się w nićm przypuścimy 

Odpoioiedi. Stanie się równam jedności. 

X. Co się stanie z wyrażeniem 
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g{]y się w niem przypuści 

Odpowiedź. Stanie się równam 

XI. Co stanie się z wyrażeniem 

tćmże sarnim przypuszczeniu ? 

Odpowiedź. Stanie się równam 

XII. Co stanie się z wyrażeniem 

gdy się w nićm przypuści 

Odpowiedź. Stanie się równćm 

XIII. Co się stanie z wyrażeniem 

gdy się w ni^m przypuści 

Odpowiedź. Stanic się równćm b. 

XIV. Co stanie się z wyrażeniem 

gdy się w nićm przypuści 
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Odpoioiedi. Stanie się 

albo 

w pierwszym przypadku, a w drugim : 

XV. Jeżeli wyrażenie 

oznaczymy przez 
to wyrażenie 

jest niezależnym od (ilości) 

y o t a . f ^ k , ^ — ^ ^ przedstawia wyrażenie (a), kiedy się w nićm zastąpi 

c przez ^ : podobn ież / (n t , n^) przedstawia wyrażenie (a) gdy sięwnidiii 

zastąpi k przez 7ik a x przez nz. 
Robiąc podstawienia i uproszczenia, znajdzie się, na wartość drugiego (gdy 

się zastąpi k przez nk a i przez nz), wyrażenie, 
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ZASADY OGÓLNE ZRÓWNAŃ DOTYCZ4CE. 

U E F I N I C Y E . 

1 1 2 . R Ó W N O Ś Ć . Dwie ilości rozłączone znakiem = tworzą RÓEWZOSC^ 

1 1 3 . TOSAMOŚĆ. Nazywa się tosamością wyrażenie równośc i która 
ma miejsce pomiędzy dwiema ilościami l iczebnemi, albo pomiędzy 
dwiema fo rmułami , niezależnie od toszelkiej luartości szczególnej przy-
znawanej literom które te formuły zamykają w sobie. 

P R Z Y K Ł A D Y . 

są tosamościami. 
l l / i . Z R Ó W N A N I E . Rozróżnia się szczególniej, pod nazwiskiem 

zróiunania, równość która nie ma miejsca jak ty lko dla pewnych ivar-
tości szczególnych liter zawartych w tej równości, i która może, 
następnie, służyć na oznaczenie tych wartości. 

P R Z Y K Ł A D . 

jest zrównaniem : nie ma ono miejsca jak tylko dla wartości szcze-
gólnej x = l . 

W każdem zrównaniu wyrazy położone przed znakiem równości 
składają sti^one albo członek pierwszy tego zrównania , a wyrazy po 
znaku składają stronę albo członek drugi. 

Litery, których pewne wartości szczególne przekształcają z rów-
nanie na tosamość, nazywają się niewiadomemi zrównania : a zaś te 
wartości szczególne stanowią rozwiązania czyli pierwiastki z równa-
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nia. Przedstawia się zwykle n i e w i a d o m e (nieznane) przez ostatnie 
litery alfabetu x, y, z 

Jiozwiozać z równanie , jes t to oznaczyć jego pierwiastki . Mówi się że 
pierwiastki zrównania sprawdzają to zrównanie lub zadosyć czynią 
t e m u zrównaniu , ponieważ te p ierwias tk i , przez pods tawienie każ-
dego z nich koleją na mie jscu ilości nieznanej w zrównaniu , p r z e -
kształcają wpros t wzięte pod uwagę zrównanie na tyleż, odpo-
wiednich jego p ie rwias tkom tosamości . 

1 1 5 . Z R Ó W N A N I A R Ó W N O W A Ż N E . Mówi się że dw'a zrównania są 
równoważne, gdy wszelkie wartości n iewiadomych k tóre zadosyć 
czynią j e d n e m u z nich, zadosyć czynią zarówno d rug iemu , i od-
wro tn i e . 

Można zawsze zastąpić jakiekolwiek zrównanie przez inne zrów-

nanie całkiem z poprzedn iem równoważne . 
H 6 . Z R Ó W N A N I A Z J E D N Ą ALBO Z I L Ą K O L W I E K ILOŚCIAMI N I E Z N A N E M U 

Rozróżnia się zrównania wed ług liczby n iśznanych które te zrówna-
nia zamykają w sobie : t ym sposobem ma się z równania z j e d n ą 
nieznaną x, z dwiema n ieznanemi x i y, z t r zema nieznanemi 
X, y, z, i tak dalej. 

1 1 7 . U K Ł A D Z R Ó W N A Ń . Rozumie się przez układ zrównań, zbiór 
i lukolwiek zrównań które muszą być sprawdzone jednocześnie . 

Nazywa się rozwiązaniem uk ł adu , wszelki układ wartości, które, 
położone na miejscu ilości nieznanych, przekształcają zrównania na 
tosamości . 

118. U K Ł A D Y R Ó W N O W A Ż N E . Dwa układy z r ó w n a ń jednoczesnych 
są równoważne, gdy wszelkie wartości nieznanych klórc zadosyć 
czynią j e d n e m u z nich, zadosyć czynią zarówno d r u g i e m u , i od-
wro tn ie . 

Jeżeli dwa układy są równoważne , można zawsze podstawić jeden 
układ za drugi . 

T W I E R D Z E N I E L. 

119. Powiększając lub zmniejszając o tę samą ilość obie strony zrów-
nania, otrzymuje się drugie zrównanie równaważnepierwszemu. 

Na przykład, jeśli wartości x—1, y = h 
sprawdzają zrównanie 

( 1 ) 
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te same wartości sprawdzają także zrównanie 

(2) 

i odwrotnie. 
W rzeczy samej, z założenia, dwie strony zrównania (Ij sp rowa-

dzają się do dwócli liczb równych dla 

dodając do tych liczb równych wartość odpowiedn ią z [lx — 1), 
znajdzie się dwie summy r ó w n e ; a ponieważ te summy są w a r -
tościami liczebnemi dwóch członków zrównania (2) dla 

przeto zrównanie (2) jest sprawdzonem przez 

Twierdzenie odwrotne dowodzi się tak samo. 
Inne dowodzenie. Przedstawmy przez A i B dwie strony jakiegokol-

wiek zrównania, 

[31 

i doda jmy po obu stronach tę samą ilość m ; będziemy mieli : 

[i] 

Wszelkie rozwiązanie zrównania [3J da je , z założenia, dla A 
i dla B, wartości liczebne równe : więc jeżeli doda się do tych 
wartości wartość liczebną odpowiednią z m, o t rzymuje się liczby 
równe . Otóż tc liczby są wartościami l iczebnemi dwóch stron zrów-
nania [U]. Więc wszelkie rozwiązanie zrównania [3] sprawdza zrów-
nanie [Zi]. 

1 odwrotnie , wszelkie rozwiązanie zrównania [4] daje dla 
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i dla ( 1 3 w ) wartości liczebne równe : więc gdy się odejmie od 
tych wartości , wartość l iczebną odpowiednią z m, reszty są równe : 
otóż te reszty są war tośc iami l iczebnemi z A i B. W i ę c wszelkie roz-
wiązanie zrównania [Zi] sprawdza zrównanie [3]. 

Dwa zrównania są więc równoważne. 

1 2 0 . W N I O S E K T. P R Z E Ł O Ż E N I E W Y R A Z Ó W . Chcąc jaki wyraz ic zrów-
naniu przenieść z jednego członka iv drugi, trzeba go iv pierwszym 
zmazać a w drugim napisać ze znakiem przeciivnym. 
Niech będzie zrównanie 

*. 

Dodając 7 po obu stronach zrównania, o t rzymamy 

wyraz 7, który miał znak — w pierwszym cz łonku, jest przeniesio-
nym do drugiego członka ze znakiem . Podobnież , jeżeli odej-
miemy 2x po obu s t ronach , z równanie s taje się 

wyraz 'lx, który miał znak w drug im członku, jest przeniesionym 
do pierwszego ze znakiem — . 

To działanie nosiło, u Arabów, imię aljabar (które znaczy przy-
wrócenie \ wymawia się algabar); zkąd powsta ło prawdopodobnie 
nazwisko algebry. 

1 2 1 . W N I O S E K 11. Można odmienić jednocześnie znaki wszystkich 
loyrazów zrównania. CjA^^ż to przywodzi się do przełożenia wszystkich 
wyrazów pierwszego członka w drugi , i wszystkich wyrazów dru-
giego w pierwszy. 

P R Z Y K Ł A D . Niech będzie zrównanie 

Gdy przeniesiemy w drugi członek wszystkie wyrazy pierwszego i 
odwrotn ie , to zrównanie staje się 
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albo, przekładając dwie strony 

widzimy że wszystkie wyrazy zrównania odmieniły swe znaki. 
U W A G A . Przenosi się często wszystkie wyrazy zrównania na pier-

wszą s t ronę ; tak więc zrównanie 

napisze się 

1 ogólnie, przeniósłszy wszystkie wyrazy zrównania na j edną 
s t ronę, strona druga będzie równa z e r u ; to jest zrównanie przyjmie 
postać A = O, gdzie A zawiera wszystkie ilości do zrównania wcłio-
dzące. Takowego sposobu wystawiania zrównali będziemy najczę-
ściej używali w dalszych naszych dociekaniach. 

T W I K K D Z E N I E I I . 

122. Mnożąc albo dzieląc obie strony zrównania przez tę samą ilość, 
której wartość nie jest zerem, otrzymuje się zrównanie równoważne 
pierwszemu. 

Dla dowodzenia tego, niech będzie zrównanie dane : 

[1] 

rozmnożywszy ohie strony przez m \ będziemy mieli : 

Otóż wszelkie rozwiązanie zrównania [1] daje dla A i dla B w a r -
tości l iczebne równe : więc gdy rozmnoży się te wartości przez 
war tość liczebną odpowiednią z m, która nie jest zerem wieloczyny 
będą równe . A że, te wieloczyny są wartościami odpowiedniemi 
dwóch członków zrównania [2| : więc, ponieważ są równe , wszelkie 
rozwiązanie zrównania [1] jest rozwiązaniem zrównania [2]. 

I odwrotn ie , wszelkie rozwiązanie zrównania [2] daje wartości 
rów ne dla Am i dla Bm : więc gdy podzieli się te dwie liczby przez 
war tość odpowiednią z m, która nie jest zerem^ ilorazy są r ó w a e ; a 
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gdy te ilorazy są wartościami liczebnemi z A i B, więc wszelkie r o z -
wiązanie zrównania [2] jest rozwiązaniem zrównania [1]. 

Tak więc, dwa zrównania te są równoważnemi . 
1 2 3 . W N I O S E K . . T O twierdzenie pozwoli przywieść do formy cał-

koiuitej, icszelkie zrównanie zawierające mianowniki. 
Jakoż, oczywista że mianownik i znikną gdy się pomnoży wszystkie 

wyrazy zrównania przez najmniejszy wielokrotnik spólny z tychże 
mianowników. Tym sposobem zrównanie 

[3] 

pomnożone przez 

przyjmie postać 

[•''1 

12^1. SciioLiA (OBJAŚNIENIE GŁÓWNEJ. Kiedy mianownik spólny, 
którego zniesienie uczyni zrównanie ca lkowi tem, jest liczbą, zrów-
nanie przekształcone jest , według tego co poprzedza, zupełnie 
r ó w n o w a ż n e m danemu. Toż samo jeszcze powinno mieć miejsce, gdy 
mianownik jest ilością algebraiczną niezawierającą n iewiadomych, 
byleby pods tawienie liczb na miejscu liter nie przywiodło później 
wartości tego czynnika do zera. Tym sposobem zrównanie [U] będzie 
zas tępowało zrównanie [3] dopóki tylko będzie dawaną dla 
war tość różna od zei-a i od b. 

Gdy się mnoży obie strony zrównania A = B przez ilość C zawiera-
jąca w sobie jedną lub ilekolwiek niewiadomych, zrównanie unjpadkowe 

albo 

jes t sp rawdzonem, bądź przez 
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bąriź przez 

lak że przyjmuje nie tylko rozioiazania zróirnonia danego, lecz jeszcze 
pierwiastki zrównania które się otrzymuje równajac z zerem mnożnik C, 

Na przykład, zrównanie 

jest więcej ogólnem jak zrównanie 

albowiem sprawdza się pt-zez 

gdy tymczasem dane (zrównanie) nie przy jmuje jak tylko sam pier-
7 

wiastek x — ^. 

Wynika ztąd że jeżeli mianownik spólny, k tórego zniesienie 
przywodzi zrównanie całkowite, zawiera w sobie n iewiadome, zrów-
nanie przekształcone nie może być dopóty r ó w n o w a ż n e m danemu , 
dopóki żaden z jego pierwiastków nie ijiszczy mianownika . Należy 
więc, 1)0 rozwiązaniu zrównania, odrzucić jako obce ' to jest jako 
wprowadzone przez rachunek], rozwiązania k tóre sprowadzając ten 
mianownik do zera, nie sprawdzają zi 'ównania p ie rwotnego. 

Tym sposobem zrównanie 

będące pi-zekszlałceniem zrównania 

p rzy jmuje za ])ierwiastki liczby J i 6 ; lecz rozwiązanie I powinno 
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być odrzi iconem jako sprow^adzające do zera mianownik — Ij . 
Wszelako, kiedy się o t rzymuje zrównanie całkowite mnożąc 

zrównanie jakiekolwiek u ł amkowe przez najmniejszy loielukrotnik 
spólny wszystkich jego mianowników, zrównanie przekształcone 
nie p rzy jmuje najczęściej innych pierwias tków jak tylko same pier-
wiastki zrównania danego . 

T W I E R D Z E N I E I I I . 

125. Powiększa się w ogólności liczba rozwiązali zrównania, podnosząc 
ie jego strony do tejże samej potęgi. 
T y m sposobem zrównanie 

jes t więcej ogólnem jak z równanie 

gdyż jest równoważnem ze z równaniem 

albo 

które się sprawdza, bądź przez 

bądź też przez 

tak że zrównanie 

zawiera jednocześnie rozwiązania z równań 
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W ogólności, zrównanie 

albo 

jest równoważneui ze zrównaniem 

a, następnie, zamyka nie tylko rozwiązania zrównania 

albo 

lecz jeszcze rozwiązania sprowadzające do zera drugi czynnik 

1 2 6 . W N I O S E K . Kiedy, dla zrobienia zrównania wymiernem, odo-
sobnią się radykał i gdy się potem obie strony podnosi do kwa-
dratu, zrównanie nowe jest więcej ogólnem jak dawne. 

I tak, niech będzie zrównanie 

( • 1 ) 

Odosobniając radykał, potem podnosząc do kwadratu rezultat 

otrzymuje się 

^2) 

Otóż można sprawdzić że pierwiastki a: = 4 i x = 5 zadosyć czy-
nią temu zrównaniu, gdy tymczasem pierwszy związek nie sprawdza 
się jak tylko przez samą wartość x — 5. 

Pochodzi to ztąd właśnie że ostatnie zrównanie jest zarówno kwa 
dra tem z wyrażenia 
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które się sprawdza przez x~L\, jak kwadra tem z wyrażenia 

k tórego p ie rwias tk iem jes t ó. 
Bądź co bądź, podstawia się często za z równanie n i ewymie rne , 

zrównanie w y m i e r n e które się o t rzymuje podnosząc obie s trony 
pierwszego do tejże samej potęgi , po odosobnieniu radykała. Lecz 
trzeba po t em szukać, przez podstav/ienie, jakie są pierwiastki z rów-
nania przekształconego k tóre zadosyć czynią danemu , a odrzucić 
inne pierwiastki . T y m sposobem pos tępując , w przykładzie poprze-
dzającym sam tylko pierwias tek 5 został przyję tym. 

T W I E R D Z E N I E I V . 

127. Można podstaiuić za jedno jakiekoliuiek zrównanie układu, inne 
zrównanie utworzone przez połączenie pierwszego, za pomocą dodawania 
albo odciągania, z iednym lub z ilnkolwiek zrównaniami pierwotnemi. 

Na przykład, układ 

jes t równoważnym z układem 

( 2 ) 

W rzeczy samej , wszelkie rozwiązanie układu (1) da je , z założe-
nia, wartości l iczebne równe dla obu członków każdego ze z równań 
tego uk ładu : więc pozwoli oczywiście nabyć tś j s amej wartości 
l iczebnej d w ó m członkom zrównania 

a więc to rozwiązanie sprawdza układ (2). 
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I odwrotn ie , wszelkie rozwiązanie nkładu (2) robiąc równemi 
wartości l iczebne z A i z A ' , jakoteż z E i z E ' , robi r ó w n e m i war to-
ści liczebne z A — E i z A' — E ' ; a ponieważ sprawdza, z założe-
nia, z równanie 

więc musi koniecznie zrobić równemi wartości l iczebne z G i z C . 
W i ę c sprawdza układ fl). 

128. SciiOLiA. Dowodzenie poprzedzające jest niezależnem od 
liczby n iewiadomych, jakoteż od kształtu i liczby z równań . Go wię-
ksza, ponieważ zrównanie nie zmienia się przez wprowadzen ie tego 
samego czynnika po obu jego stronach, można, przed połączeniem 
zrównań układu przez dodawanie i odciąganie pomnożyć je przez liczby 
jakiekolwiek. 

UOGÓLNIENIE . Wiadomo że można pomnożyć obie s trony zrówna-
nia przez tę samą ilość różną od zera. 

Więc układ (1) jest równoważnym nas tępnemu : 

I 

a więc także układowi 

albo nakoniec uk ład (1) jest równoważny z układem w ten sposób 
przekształconym : 

to jest że przed dodawaniem lub odciąganiem ilukolwiek zrównań siro-
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nami, można Je pomnożyć przez liczby Jakiekolwiek. Co l)yło do dowo-
dzenia. 

T W I E R D Z E N I E V . 

129. Kiedy Jedno ze zrównań nkładu, Jest rozwiazanem względem 
jakiejkolwiek nieiuiadomej, można zastąpić tę nieioiadomą \przez '>7 
"icartośc w innych zrównaniach. 

T tak, na przykład, układ 

jest równoważny z uk ładem 

( 2 ) 

W rzeczy samej, aby grupa wartości 

sprawdzająca układ (1), zadosyć czyniła uk ładowi (2), potrzeba i 

wystarcza alDy wyrażenie przedstawiało dla tycłi war-

tości tę samą liczbę jak w 9). Otóż ten w a r u n e k jest oczywiście 

dope łn ionym, ponieważ zrównanie 

część pierwszego uk ładu . 

http://rcin.org.pl



z a s a d y o g ó l n e z r ó w n a ń d o t y c z ą c e . 1"21 

Dowiodłoby się podobnież że wszelkie rozwiązanie zrównali ukła-
du (2) zadosyć czyni zrównaniom układu (1). 

Dowodzenie jest niezależnem od liczby niewiadomych, jakoteż 
od liczby i kształtu zrównań. 

Inne dowodzenie, 

1'otrzeba dowieść że układ 

w którym B, B', C, C , 1), D', E, E ' , zawierają wszystkie nieznane 
w sposób jakikolwiek, A zaś może zawierać wszystkie nieznane 
prócz X. iest równoważnym z układem 

w którym B„ B ' , , C„ C '„ D„ 1)'., E„ K ' „ są wyrażeniami otrzyma-
nemi w skutek zastąpienia ./; przez A w wyrażeniach B, B ' , G, C^ 
D, D', E, E ' . 

W rzeczy samej, ponieważ wszelkie rozwiązanie układu [3] robi 
równemi, z założenia, wartości liczebne z x i z A, wolno więc za-
stąpić X przez A w zrównaniach następnych : otóż te rezultata 
równe, które się otrzymuje tym sposobem, są wartościami licze-
bnemi członków zrównań układu [fi]. Więc ten ostatni układ jest 
sprawdzonym przez rozwiązanie pierwszego. 1 odwrotnie, wszelkie 
rozwiązanie układu [4] robiąc x równem A, wolno jest zastąpić A 
przez X w zrównaniach następnych, co nas przywodzi do układu |31. 

Dwa układy te są więc równoważnemi. 
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1 3 0 . DEFINICYA ELIMINACYI CZYLI RUGOWANIA. Kiedy, W zrówna-
niacli B = B ' , G C , D = D' , E = E ' , zastępuje się j ' p r z e z A, 
to n iewiadoma ta znika ze z równań . Mówi się natenczas że ta nie-
znana jes t W ogólności , rcyi^ugowaćyeAną. z nieznanych 
pomiędzy m z równaniami , jest to zastąpić układ dany przez inny 
z p ierwotnym równoważny, w k tó rym [m — 1) zrównań nie zawie-
ra ją więcej (w sobie) tej n iewiadomej . 

WIADOMOŚCI W S T Ę P N E 0 INIERÓAVNOŚCIACH. 

1 3 1 . D E F I N I C Y A . Mówi się że liczba A jest większą jak liczba B , 

jakiekolwiekbądź są ich znaki, k iedy różnica (A — B) jest dodatną . 
1 3 2 . W N I O S K I : 1 ° Liczba dodatna jakakolwiek jest większą jak 

liczba odjemna jakakolwiek. I tak : 

1) 

gdyż różiiica I — (— Hj jest (42) równą 1 - f ^ • ^ jest do-
da tną . 

2" Liczba odjemna jest tem ir iększą im jej wartość bezwzględna jest 
'mniejszą, 1 tak : 

( 2 ) 

gdyż różnica — 7 — (— 31j jest {U2) r ówną - f 31 — 7; a więc jest 
doda tną . 

3° Potrzeba uważać zero jako większe niż wszelka liczba odjemna, 
I tak : 

gdyż różnica O — (— 5) jest (42) r ó w n ą O -f- 5 ; a więc jest dodatną. 
Zkąd wypada że jeżeli napisze się liczby tak dodatne jak od jemne 

sposobem nas tępującym : 

liczba jakakolwiek, wzięta w tym ciągu, jest większą jak wszelka 
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liczba położona po lewej s t ronie , a mniejszą jest wszelka liczba poło-
żona po p r awe j s tronie. 

Oczywiście że liczby doda tne i od jemne mogą wzrastać bezwzglę-
dnie aż do nieskończoności. Wyraża się nieskończoność przez znak 
liczebny ośm leżący poz iomo . 

Wyraża się zwykle że liczba A jest dodatną , i że liczba B jes t 
o d j e m n ą , przez formuły : 

A > 0 , B < 0. 

131. Można niezmieniając kierunku nierówności, poiriększyć lub 
zmniejszyć obie jej strony o tę samą ilość. 

W rzeczy samej , n i e równość A > B, daje A = B -j- p, gdzie p 
jest liczbą d o d a t n ą ; a doda jąc G po obu s t ronach tej n ierówności , 
zna jdu je się 

A ^ G = B + l] 4 - p, albo A + G > H + C. 

132. Dowiedzie się podobnym sposebem że : 
Nie zmienia się kierunek nierówność} mnożąc lub dzieląc obie jej 

strony przez tę samą liczbę dodatną. 
Zmienia się kierunek nierówności mnożąc lub dzieląc obie jej strony 

przez liczbę odjemną. 
Summa ilukolwiek nierówności w tym samym kierunku jest nierów-

nością tegoż samego kierunku jak nierówności dane. 
Wieloczyn z ilukolwiek nieróianości w tym samym kierunku jest nie-

równością tegoż samego kierunku jak pierwsza, kiedy strony nierówności 
danych są loszystkie liczbami dodatnemi; bez tej restrykcyi, to jes t 
s tosując to twierdzenie do nierówności k tórych strony są o d j e m n e , 
mogłoby się być przywiedzionym do wypadków niedorzecznych; 
i tak nierówności 10 > 6, — 3 > — h dałyby — 30 > — 24, re-
zultat fałszywy. 

Gdy dwie liczby odjemne są nierównemi, ich kiuadraty tworzą 
nierówność iv kierunku przeciwnym. I tak — a > — b, pociąga za 
sobą a <b, zkąd wynika CL- < U- albo (— af < (—- b f . 

Zasady względem nierówności wraz z ich zastosowaniem w j e d n y m 
z następnych rozdziałów dokładnie rozwiniemy. 
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Ć W I C Z E N I A. 

I. .leżeli jest kwadratem, a f - a y ' ^ jest summ? dwóch kwa-
Uralów, 

II. Związki (relacye) 

pociągają za sob? 

l ir . Kiedy w wielomianie 

położy się 

len wielomian przyjmuje kształt 

wyrachować wyrażenie 

IV, Kiedy w wielomianie 

położy się 
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ten wielomian przyjmuje lisztalt 

wyrachować wyrażenie 
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H O Z W I 4 Z A N I A Z I ; Ó W N A Ń S T O P N I A P I E K W S Z E G O . 

D E F I N I C Y A . 

133. Zowie się stopniem zrównania całkotritcgo względem nieuńa-
'lomych, s u m m a wykładników ilości n iewiadomych wzięta z wyrazu 
w którym la sumn)a jest największy. T tak zrównanie 

— 4 - 1505 = (t 

jes l s topnia 7. 
J)la ocenienia stopnia zrównania, potrzeba naprzód przyrządzić 

dwie strony tego zrównania tak aby bjfły całkowitemi względem 
ilości n iewiadomych . 

Nie będzie wzmianki^ w tym rozdziale, jak tylko, o / równaniach 
stopnia pierwszego. 

R O Z W I A Z A N I E Z H Ó W N A M A Z JEDNĄ I M E W I A D U M Ą . 

P R A W I D Ł O . Chcąc roziinazać z^^ównanie stopnia piei-ioszego 
c: jediią ilością niewiadonw, znosi się wszystkie mianowniki; przenosi 
się taszi/st/de wi/razi/ zawieraj ace X iv jeden członek, a ivszt/s(kie wyrazy 
niezależne od x iv drugi; potchn wykongwa się yproszczenia i dzieli się 
przez spólczynnik niewiadomej. 

Dowodzenie tego p rawid ła wynika z twierdzeń II i IIT rozdziału 
poprzedniego. 

P I E R W S Z Y PRZYKLAT). Zrównanie 
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rozmnożone przez najmniejszy wielokrotnik spoiny mianowników 

staje się 

odosobnią się następnie wyrazy zawierające x, a wypadek 

przywiedziony do kształtu prostszego 

daje dla wartość 

^Vszystkie te zrównania kolejy po sobie naslępujyee sg. rowno-
ważnemi między sobij; a więc ostatnie jest równoważnem pier-
wszemu. Otóż, ostatnie zrównanie jest sprawdzonem, gdy się w ni(^m 

59 
zastępuje X przez 1:J-|- ^ i ] ' ' innego rozwiazania. Więc 

.•)9 

zrównanie pierwsze przyjmuje rozwiązanie 13 , i nie przyj-

muje innego. 
, . . . , . :i3A8 

Sprawdza sie rozwiązanie, zastępując .r przez w zrównaniu 
danem ; dwie strony tego zrównania stajni się liczebnie równemi. 

DRUGI PRZYKŁAD. Spółczynniki inog^i być algebraicznemi. Niech 
będzie zrównanie 

Mnoży się wszystkie wyrazy przez fl a - \ - / ) \ najmniejszy wielo-
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krotnik spóliiy mianowników : zrównanie nowe : 

jest równoważnem pierwszemu, byleby nadal nie robiono przy-
pnszczenia a = O, albo przypuszczenia b = — z których każde 
niszczy mnożnik (124). 

P o t e m przenosi się wyrazy nieznane w jeden członek a wyrazy 
znane w drugi . Zrównanie 

L3| 

jest równoważne d rug iemu. 
Dalej kładzie się x na czynnik spólny w drugim członku, co da j e : 

( 

i dzieli się obie strony przez spółczynnik /, Otrzymuje się tym 
sposobem nowe zrównanie : 

L l̂ 

» 

które będzie równoważne z inneni i , jeśli jakiekolwiek przypuszcze-
nie nie zniszczy mianownika . 

Otóż, licznik jes t równy d^b[ab-\~ • L)wa ostatnie wy-

razy mianownika mog§ się napisać 

a lbo , uproszczajęc , b[a-\-h)dK 
W i ę c mianownik będzie można napisać : 
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albo, k ładąc a{a-\-b] na czynnik spólny, 

Więc nakoniec wartość z x może się napisać : 

albo, znosząc czynniki spólne, 

Ponieważ mianownik formuły [k] staje się ze rem, bądź dla « = O, 

bądź dla b = — a, bądź dla c=— , należałoby się po-

wst rzymać , w zastosowaniach, od tych trzech przypuszczeń. 

Sprawdza się łatwo, że rozwiązanie znalezione zadosyć czyni 
zrównaniu [1]. 

Z R Ó W N A N I A K T Ó R E SIĘ PRZYWODZĄ DO STOPNIA P I E R W S Z E G O . 

135. Sposób klóryśmy wyłożyli przyda się niekiedy dla z równań 
s topni wyższych nad pierwszy. 

P R Z Y K Ł A D Y : 

1° Gdyby zrównanie poprzedzające zawierało a"* albo j/''.Fzamiast<r, 
otrzymałoby się, postępując sposobem wskazanym, 

a lbo 
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2" Niech będzie zrównanie 

Znosi się naprzód rozwiązanie x— O, dzieląc przez co rów-
nanie dane przywodzi do zrównania 

które, roznmożone przez a - — staje się 

albo 

Sprawdzenie. W zrównaniu ułanikoweiii ale uproszc/onem poło-
żywszy l\, zamiast x, będzie 

a po wykonaniu działań wskazanych okaże się tosamość, 8 = 8. 

3° Weźmy jeszcze zrównanie 

gdzie przedstawia liczbę dodatną. 
Znieśmy mianownik, potem, po odosobnieniu radykała, 

podnieśmy do kw'adratu; rezultat uproszczony daje 
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zkęd 

3 
Łatwo sprawdzić żc sama tylko wartość x = j^a zadosyć czym 

zrównaniu p i e r w o t n e m u ; wprowadzono rozioiazanie obce , 

wynoszg,c do kwadratu zrównanie dane. 

UKŁAD DWÓCH ZRÓAYNAŃ Z DWIEMA NIEZNANEMI. 

' 136. Zrównanie stopnia pierwszego z dwiema nieznanemi x i // 
może mieć trojakiego ga tunku wyrazy : 

Wyrazy stopnia pierwszego względem x ; 
Wyrazy stopnia pierwszego względem y ; 
Wyrazy niezależne od x i od y. 

Jeżeli więc, po zniesieniu mianowników, odosobnimy wyrazy 
całkiem wiadome w jednym członku, będziemy mieli po wykonaniu 
uproszczenia, zrównanie takie jak 

Lecz j edno ziównanie tego rodzaju nie wystarczy na oznaczenie 
X i // : widzimy w rzec.zy sfimej, kładąc je j)od kształtem 

że wszelkiej wartości dowolnej danej dla y , odpowiada war tość z x : 
zagadnienie jest więc nieoznaczonein, i potrzeba przybrać drugie 
zrównanie . 

137. P I E R W S Z Y PRZYPADEK. Może się zdarzyć że j e d n o ze zrównań 
nie zawiera jak jedn^i z nieznanych. Niech będzie , na przykład, układ 
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Zrównanie [2], niezawieraj§ce jak nieznany y, dostarczy bezpośre-g 

dno je j war tośc i , y = k. Gdy się podstawi ta wartość w zrów-

naniu [1], to zrównanie staje się 

A ponieważ to ostatnie zamyka natenczas samg niewiadomy x, więc 
ono dostarczy także wartość, x = Z. 

Te dwie wartości , y — h, sprawdzają oczywiście układ. 
Wreszcie nie może istnieć inne rozwiązanie ; gdyż zrównanie [2] nie 
p rzy jmuje jak tylko rozwiązanie y = - U ' , i dla tej wartości , z równa-
nie [1] nie sprawdza się jak tylko przez x ~ ' 6 . 

Tak więc , aby rozwięzać układ, w tym przypadku szczególnym, 
rozwiązuje ńę to ze zrównań które zawiera jedna tylko z nieznanych, 
podstawia się w drugiein zrównaniu wartość znalezioną dla tej nieznanej, 
i roziuiezuje się zrównanie loypadkowe które dostarczy wartość drugiej 
nieznanej. 

138. DRUGI PRZYPADEK. Dwa zrównania zawierają dwie nieznane. 
Przywodzi się ten przypadek do poprzedniego, rugujcie jedny z n i e -
znanych pomiędzy d w o m a zrównaniami (130;. Można użyć wielu 
sposobów dla wykonania tego rugowania (eliminacyi). 

SPOSÓB RUGOWANIA PRZEZ P O D S T A W I A N I E . - M e c h będ^ dwa zrównania 

Cl) 

Można zastąpić zrównanie [1] przez zrównanie 

klóre się olrzymuje przenosząc 3y w drugi członek, i dzieląc i)Otem 
obie strony przez h : to się nazywa, rozwiązać zrównanie względem x. 
Układ (1) jest tym sposobem zastąpiony przez układ równoważny : 
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24 — 3v 

Można teraz (rozd. YITI, t\v. Y) zastąpić x przez - — — w zrów-

naniu [2]; a otrzymuje sie układ równoważny : 

[3] 

I zrównanie [k] nie zawierające jak tylko n ieznaną y, zostaje 
przywiedzionem do pierwszego przypadku. Rozwięzuje się więc to 
zrównanie : k tóre daje 

zkąd się wyciąga, y = k. A la wartość, podstawiona w zrówna-
niu [3], daje a: 3. Te dwie wartości, x — tworząc roz-
wiązanie j edyne układu (3), dają tern samem zozwiązanie jedyne 
układu równoważnego (1). 

Sposób jest ogólny, i prowadzi do prawidła nas tępu jącego : Roz-
iinęzuje się jedno ze zróiannii iczylędem jednej z nieznanych, i podstawia 
się jej łuartość w druyiem zrównaniu. Przez co to ostatnie zaiuierać 
będzie jedną tylko nieznana; rozwięzuje się je, i otrzymuje się wartość 
tej nieznanej. Potein podstawia się ta wartość iv wyrażeniu pierwszej 
nieznanej, działanie które daje wartość tejże nieznanej. 

1 3 9 . SPOSÓB RUGOWANIA PRZEZ PORÓWNANIE. Niech będą d w a zrów-
nania 

zawierające dwie ilości n iewiadome x, y. Można wyciągnąć war tość 
xz każdego z nich ; to proste przekształcenie dozwolone , daje układ 
równoważny 
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Zastępując drugie zrównanie przez różnicę obydwócli : o t rzymamy 
nowy układ równoważny 

Drugie zrównanie można napisać — 

i powiedzieć że pocliodzi z poróumania dwóch wartości z x, przez 
wskazanie icli równości . Z czego wypada : 

nas tępnie , jak uprzednio. 
Ten sposób jest mało używany. 
1 / ł O . SPOSÓB RUGOWANIA PRZEZ UPROSZCZENIE ALBO PRZEZ DODAWANIE 

I ODCIĄGANIE. Oba poprzedzające sposoby mają tę n iedogodność , że 
prowadzą do zrównań z mianownikami , od k tórych je potem oswo-
badzać jeszcze m u s i m y ; ale ba rdzo dol)rze służą podówczas, kiedy 
w zrównaniach z k tórych się wydobywa war tość jakiej ilości, ta 
ilość ma jedność za spółczynnik. Gdy zaś spółczynnik większy jest 
od jedności , lepiej używać nas tępującego sposobu zwanego rufiowo.-
niem (eliminacyą) pi^zez dodawanie Inh odciąganie. W e ź m y jeszcze 
układ : 

(1) 

Można zawsze zrobić równemi spółczynnik! tej samej nieznanej 
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W obydwóch z r ó w n a n i a c h ; dosyć, na to, pomnożyć obie strony 
każdego przez spółczynnik który tę nieznaną poprzedza jako m n o ż -
nik w d r u g i e m . I t ak , mnożąc pierwsze zrównanie przez 2 a drugie 
przez 3, o t rzymuje się (roz. VIII, tw. II) układ równoważny : 

(2) 

Dwa spółczynniki nieznanej y stały sie podówczas równemi ale 
z p rzec iwnemi znakami, a więc r u g a j e się ta nieznana dodajęc dwa 
zrównania . Tym sposobem pos tępu jąc otrzyma się zrównanie 

[5] 

k tó re , połączone z j e d n e m ze zrównań układu (2) albo, z j e d n e m 
ze zrównań uk ładu (1), utworzy układ (3) równoważny p ie rw-
szemu. 

Zostajemy tym sposobem przywiedzeni do pierwszego przy-
p a d k u (137). Wyciągnie się z [5] x = 3; a podstawiaj§c tę war tość 
w j e d n ć m ze z równań , w zrównaniu [1], na przykład , otrzyma się 
war tość y = h. 

Sposób ten jes t ogólny i prowadzi do prawidła następującego : 
Mnoży sie każde ze zrównań przez spółczynnik który jedna z niezna-
nych poprzedza jako mnożnik iv drugiem : dodaje się wtedy jedno do 
drugiego, albo odciąga sie jedno od drugiego dwa zrównania loypad-
kowe, podług tego jak spółczynniki równe nieuńadomej branej pod 
uwagę są ze znakami przeciwnemi albo tego samego znaku. Otrztjmuje 
się tym sposobem jedno zrównanie z jedną nieznaną, które dostarczy 
ivartości tej nieznanej. Podstawiając tę wartość w jednem ze zrównan 
danych, wyciągniemy ivartość drugiej nieznanej. 

U W A G A . Najczęściej spółczynniki niewiadomej rugować się 
mającej nie są pierwszemi między sobą, na tenczas , aby je zrobić r ó w -
nemi , szuka się ich najmniejszego wie lokrotnika spólnego, po tem 
mnoży się każde z równanie przez wieloczyn z tych czynników tego 
najmniejszego wielokrotnika spólnego, k t ó r y c h nie zamyka spół-
czynnik n iewiadomćj w tćm zrównaniu. 
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PRZYKŁAD. Niech będzie układ : 

( 1 ) 

Spółczyimiki n i ewiadomej x rozebrane na czynniki da ją : 

Najmniejszy wielokrotnik spólny spółczynników z x jest więc 

przeto aby zrobić równemi te spółczynniki , wystarczy pomnożyć 
pierwsze zrównanie przez 2- a drugie przez 5 ; i zna jdu je się uk ład 
równoważny : 

( 2 ) 

a ponieważ spółczynniki z x mają ten sam znak, odciąga się pier-
wsze zrównanie od d rug i ego ; co daje 

zkąd, y = 2 : a, następnie , x = 3. 
U 2 . DRUGA U W A G A . Kiedy, za pomocą sposobu poprzedzającego, 

znalezioną została war tość jednć j z n ieznanych, można szukać wprost 
wartości drugiej nieznanej tymże samym sposobem, zamiast wypro-
wadzania j e j z podstawienia . 

I tak, w przykładzie poprzedzającym, dhi otrzymania ilości 
potrzeba mnożyć pierwsze zrównanie przez 13 a drugie przez 17 ; 
co naprzód da : 
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a, d o d a j ą c dwa wypadk i , znajdzie się 

zkąd wyciągnie się : 

Ta war tość z x nie może się różnić od wartości którą dostarczyło 
podstawienie : gdyż, w e d ł u g rozumowań poprzedzającycli , uk ład (1) 
jest r ównoważnym któremukolwiek z dwóch układów, 

(3) 

otóż każdy z tych os ta tnich nie daje jak j edno rozwiązanie : jes t 
więc koniecznem aby to rozwiązanie było lem samem dla tych 
d w ó c h układów. 

163. W N I O S E K . Widz imy przeto oczywiście że w ogólności układ 
d w ó c h zrównań stopnia pierwszego z dwiema nieznanemi przyjmuje 
rozwiązanie jedyne i oznaczone. 

\kk. Są jednak przypadki do których s tosując jakikohoiek sposób 
rugowania nie można wcale znaleźć wartości odpowiednich dla x 
i dla y : tak, na przykład, zrównania 

są nie do pogodzenia, czyli nie dają sie pojednać z sobą ( incompa-
tibles). Widzimy w rzeczy samćj że, w jakiejkolwiek liczbie poło-
żonej na mie jscu nieznanych, war tość liczebna pierwszego członka 
pierwszego zrównania będzie zawsze trzecią częścią wartości p i e r -
wszego członka drugiego, gdy tymczasem 7 nie jest trzecią czę-
ścią 23. 

Wreszcie , działając przez pods tawien ie , znajdzie się równość 
niepodobna 

albo 
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któraby pokazała widocznie że z równania p ierwotne były sprzeczne-
mi (contradictoires), gdyby ta sprzeczność już uprzednio nie została 
rozpoznaną. 

Układ 

jest , przeciwnie , nieoznaczonym, bo gdy drugie zrównanie jest wie-
łoczynein pierwszego przez 3, nie zna jduje się rzeczywiście jak tylko 
j e d e n związek pomiędzy dwiema nieznanemi x i y. 

Równie , wykonywając podstawienie , nie jestże się przywiedzio-
nym do zastąpienia jednego ze zrównań danych przez tosamość (co 
s tanowi ceche główną nieoznaczoności). 

albo 

. R O Z W I Ą Z A N I E UKŁADU TRZECH ZRÓWNAŃ Z TRZEMA NIEZNANEMI. 

1 4 6 . P R A W I D Ł O . Aby roznńązać układ ( 1 ) trzech zrównań z trzema 
nieznanemi x, y , z, ruguje się jednę z .nieznanych, z 7ia przykład, 
naprzód pomiędzy dwoma piencszemi z trzech zróimań danych, 
potem pomiędzy ostatniem a jednem z dwóch innych, używając, 
do tego, bądź to sposobu przez podstawienie (138), bądź to sposobu 
przez dodawanie i odciąganie (140). Otrzijmuje się tak postępując diva 
zrównania z dwiema nieznanemi \ i y, które, jako w związku będące 
z jednem ze zrównań danych, utworzą układ (2) równoważny pierwsze-
mu. Rozumowania , na wykazanie dowodu , są te same których nie-
d a w n o użyliśmy. Rozwięzuje się układ dioóch zrównań o dwóch 
nieznanych xi y; a podstawiając laartości znalezione dla tych niezna-
nych rv jednem ze zrównań danych, otrzymuje się i.vartość na z. 
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L U L . PRZYKŁAD. Weźmy naprzód do rozwiązania uk ład 

Dla zastosowania sposobu poprzedzającego, powinniśmy na przy 
kład, wyciągnąć z jednego ze zrównań wartość j edne j nieznanej , i 
podstawić ją w dwóch innych. A że można wybrać j e d n ą którąkol-
wiek ze trzech ilości nieznanych i wyciągnąć jej war tość z j ednego 
jakiegokolwiek ze trzech zrównaii danych, jes t więc dziewięć spo-
sobów rozpoczęcia r a c h u n k u ; widzimy że jeden z najprostszych, 
w danym przykładzie, zależy od wzięcia wartości na y w trzeciem 
zrównaniu, gdyż tak pos tępując nie wprowadza się mianownika . 
Otrzymuje się : 

a , przez podstawienie tego wyrażenia, dwa pierwsze zrównania 
stają się : 

albo, uproszczając, 

Te zrównania , rozwiązane podług sposobów wyłożonych (137 
i 140) d a j ą : 

Potem te wartości , podstawione w wyrażeniu na y^ 

<lają 
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rozwiązanie szukane jest przeto, « 

DRUGI PRZYKŁAD. Dajmy jeszcze do rozwiązania układ zrównań : 

zastosujmy do tego układu drugi sposób rugowania (liO). Ponie-
waż 2 nie nła spółczynnika, odciągnijmy koleją pierwsze zrównanie 
od każdego z dwóch innych; tym sposobem postępując otrzymamy 
dwa zrównania nowe, niezależne od z. 

Otóż pierwsze z tych równań jest podzielnśm przez ib — a), dru-
gie przez [c — a); a więc, znosząc te czynniki, zrównania powyższe 
stają się : 

Chcąc je rozwiązać, można postępować dalej tymże samym ^po 
sobem podciągając pierwsze od drugiego znajduje się : 

albo, dzieląc przez [c — b), 

Zkąd : 
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a, następnie, 

Nakoniec te wartości na x i na ij, podstawione w wyrażeniu 

d a j ą : 

R O Z W I Ą Z A N I E J A K I E J K O L W I E K LICZBY Z R Ó W N A Ń S T O P N I A 

P I E R W S Z E G O . 

1 4 8 . P R A W I D Ł O OGÓLNE. Dla rozwiązania liczby jakiejkolwiek zrów-
nań zawierających liczbę równą nieznanych, można wyciągnąć z je-
dnego z nich wartość jednej nieznanej, i podstawić (129) tę wartość we 
wszystkich innych : te zróicnania zaiuierają natenczas jednę nieznaną 
mniej: a przeto dopełniając ich układ przez zrównanie które duje loyra-
żenie pierwszej nieznanej, otrzymuje się układ równoważny danemu. 

Można także wyrugować nieznaną pomiędzy jednem ze zrównań a 
wszystkiemi innemi, przez sposób dodawania i odciągania (140) .• otrzy-
muje się jeszcze układ równoważny ( 1 2 7 ) , przydając do zbioru zrównań 
nowych zrównanie które służyło do wyrzucenia tej nieznanej. 

We wszystkich przypadkach, rozwiązanie układu n zrównań o n nie' 
znanych przywiedzionein zostało tym sposobem do rozwiązania (n — 1) 
zrównań o (n — 1) nieznanych. Rozwiązanie tych ostatnich przywiedzie 
się tak samo do rozwiązania (n — 2) zrównań o (n — 2) nieznanych; 
i, tak dalej postępując ciągle, aż się z dwóch zrównań o dwóch niezna-
nych, utworzy naostatek jedno o jednej nieznanej. 

Układ równoważny układowi danemu zawierać będzie natenczas n 
zrównań, tym sposobem złożonych : ostatnie nie będzie zawierało jak 
tylko jednę nieznaną, (n — będzie zawierało oprócz tej nieznanej 
drugą jeszcze, [n — If'^ będzie zamykało te dwie nieznane i trze-
cią ; nakoniec pierwsze będzie zamykało wszystkie nieznane. 1 oczy-
wista że będzie można rozioiązać koleją wszystkie te zrównania poczy-
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mjąc od ostatniego i sięgając aż do pierwszego, i że się tgm sposobem 
oti^zyma wartości wszystkich nieznanych. 

\ H 9 . P R Z Y K Ł A D . Niech będzie układ 

l i i 

Pierwsze zrównanie^ rozwiązane względem x, daje : 

a, podstawiając tę war tość w trzech innych, zna jduje się : 

Podobnież, pierwsze ze zrównań ['1], rozwiązane względem 

da je : 

a , podstawiając tę wartość w dwóch innych : 

Wyciąga się z ostatniego^ 

a, podstaw iąjąc tę wartość w poprzedzającćm. 
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Tak więc układ równoważny układowi danemu jest utworzonym 
przez z równan ia : 

Otóż ostatnie z tycli zrównań daje v = U. Ta wartość, podstawio-
na w poprzedzającem daje 1/ = 2, Te dwie wartości, podstawione 
w drugiem, dają z = '6. A nakoniec te trzy wartości, podstawione 
w pierwszem, dają = 1. Tak więc rozwiązanie jest x = \, y='2, 
z ='6, v = U. 

LÓO. S P O S Ó B ] { E Z O U T ' A . Rozwięzuje się także zrównania stopnia 
p i e r w s z e g o sposobem rugowania za pomocą spółczi/nnikóio nieoznaczo-

ni/c/i, którego użycie jest często dogodniejsze. Weźmy n zrównań 
stopnia pierwszego o n nieznanycli, 

[l] 

Dodając te zrównania, do siebie stronami, po ich pomnożeniu 
odpowiedniem, wyjąwszy pierwszego, przez liczł3y nieoznaczo-
ne Xl, X l , . . . przyjdzie : 

i to zrównanie może ;128) zastąpić jedno z jakientikolwieh 
bądź byłyby liczby Xi, L, • • • ^"-i-

Otóż możemy oznaczyć te Hczby, tak ażeby spółczynniki niezna-
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nych Zj... były zerami, to jest żeby zrównania, 

!3] 

zostały sp r awdzonemi ; gdyż wystarczy, na to, rozwiązać ( n — 1 ) 
zrównań o ( n — 1) nieznanych. 

Rozwiąże się więc uliład [3]. 
Gdy się pods tawi wtedy w zrównanie [2] wartości znalezione 

dla Xl, Xl, . . . to zrównanie nie będzie zawierało więcej jak 
j e d n ę nieznaną gdyż się sprowadzi do 

pozwoli więc oznaczyć wartość, która będzie : 

po znalezieniu x, układ będzie zamykał tylko (w — Ij nieznanych. 
Sposób który wskazaliśmy ])ozwala, jak widzimy, rozwiązać n 

zrównań o n n ieznanych, byleby umiano rozwiązać układ zawiera-
jący j e d n ę nieznaną mnie j . 

Ponieważ umiemy rozwiązać dwa zrównania z dwiema niezna-
nemi , możemy, w e d ł u g tego, rozwiązać układ trzech zrównań 
z t rzema n i e z n a n e n u ; a więc, układ czterech zrównali z czterema 
nieznanemi, i tak dale j . Otrzyma się tym sposobem, dla jakiejkol-
wiekbądź liczby z równań danych , war tość każdćj n ieznanćj . 

1 5 1 . MODYFIKACYA SPOSOBU R U G O W A N I A . innożników dozwoli, 
wreszcie, otrzymać bezpośrednio każdą nieznaną, nie pot rzebując 
rachować żadnej innć j . Dosyć jest , na to, wykonać dla każdej, to 
co się już zrobiło dla nieznanej Jeśli chcemy otrzymać y, na przy-
kład, porówna się z zerem spółczynniki (w — 1) innych n ieznanych; 
znajdzie się, rozwięzując te (n — 1) z równań , nowe wartości dla 
nieoznaczonych X,, l-i, . . . X„_,; a, podstawiając te wartości ŵ  zrów-
naniu [2], otrzyma się zrównanie na y, które pozwoli oznaczyć 
war tość tej nieznanej . 
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Wartości które się otrzymuje przez ten sposób dla x, y, z,... nie 
mogą się różnić od tych które zostały dostarczone za pomocą sposobu 
pierwszego. W rzeczy samej, zrównanie [2] powinno być sprawdzo-
nym, jakiemikolwiek byłyby liczby Xi, l-i, . . . jest więc dozwo-
lonem w tem zrównaniu zrobić przypuszczenia które niszczą wszyst-
kie spółczynniki prócz jednego. Drugi sposób daje więc rozwiązanie 
szukane : a ponieważ to rozwiązanie jest jedyne, konieczna więc 
aby było tem samem jak to które otrzymaneni zostało sposobem 
pierwotnym. 

1 5 2 . P R Z Y K Ł A D . Zastosujmy ten sposób do rozwiązania układu : 

LI] 

Mnoży się drugie zrównanie przez Xi, trzecie przez l-i, i dodaje się 
wieloczyny do pierwszego; tym sposobem znajdujemy : 

[2] 

Dla otrzymania równa się zeru spółczynniki z y i z z; co daje : 

albo 

Kozwięzując te dwa zrównania, znajduje się 

Podstawia się te wartości w zrównaniu [2]; to zrównanie staje się : 

zkąd : 
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Dla otrzymania y , niszczy się spółczynniki z a; i z 2 ; co daje : 

Rozwięzując te dwa zrównania, znajduje się 

Podstawia się te wartości w zrównaniu [2], które staje się : 

zkąd : 

Nakoniec, dla otrzymania z, pisze się dwa zrównania, 

które, rozwiązane, dają A i = ' — ^ ' ^^^wnanie [2] staje się, 

dla tych wartości : 

a zkąd : 

U P R O S Z C Z E N I A I U Ó Ż N E U W A G I . 

1 5 3 . P R Z Y P A D E K W KTÓRYM WSZYSTKIE N I E Z N A N E N I E WCHODZĄ R A Z E M 

W E W S Z Y S T K I E Z R Ó W N A N I A . Może się zdarzyć że każde ze zrównań nie 
zamyka wszystkich nieznanych. Ta okoliczność skraca rachunek ; 
gdyż można uważać jako wyrugowaną ze zrównania nieznaną której 
to zrównanie nie zawiera w sobie. Potrzeba wtedy poczynać działa-
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nie od wyrugowania nieznanej która wchodzi w najmniejszą liczbę 
zrównań. 

Zastanówmy się, na przykład, nad układem 

Widzimy że t nie wcliodzi jak do dwóch zrównań : wyciąga się z [2]: 

[2! 

i podstawia się tę wartość w [4], które zamienia się na : 

Przyłączając to zrównanie [6] do ziównań [I], [3] i ;5], tworzy się 
układ czterech zrównań o czterech nieznanych .r, //, u. 

Otóż X nie wchodzi jak w zrównania [1] i [3]. AYyciąga się więc z [3]: 

i podstawia się tę wartość w 1 1 j , które staje się : 

P ] 

1'rzyłączając to zrównanie i7| (h) zrównali [5J i !6|, otrzymuje się 
układ trzech zrównali o trzecli nieznanych y, z, v. 

Ponieważ y nie wchodzi tylko do zrównań [6] i [7] : przeto się 
wyciąga z i 7] : 
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i podstawia się tę wartość w [6], które s taje się 

[8] 

To zrównanie i z równanie [5] tworzą układ dwócn z równań 
o dwóch nieznanych. 

Wyciąga się z [5] : 

a , podstawiając tę war tość w równaniu [8], m a m y ; 

zrównanie o jedne j nieznanej , zkąd : z 

Następnie zrównanie [5J da je : 

późnićj zrównanie [7] da je : 

potem zrównanie [3] da je : 

i nakoniec zrównanie [2] daje : 

154. SPOSOHY RUGOWANIA SZCZEGÓLNE. Zdarza się n iek iedy , że 
zrównania przedstawiają pewną symetryę względem n ieznanych; 
natenczas można zwykle użyć sposobów prędszych i skuteczniej-
szych jak metody ogólne. Nie umiemy dać prawidła , w tym wzglę-
dzie, lecz możemy wskazać, za pomocą kilku przykładów, sposoby 
szczególne najwięcej używane. 

PRZYKŁAD I . Niech będzie układ 

Widoczna że po dodan iu tych pięciu z równań s t ronami , każda 
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nieznana wchodzi [U razy w s u m m ę ; tak że, gdy się oznaczy przez 
s s u m m ę drugich członków, otrzyma się z rów-
nanie : 

albo [6] 

Tak więc summa pięciu nieznanych jest oznaczoną. A, ponieważ 
każde ze zrównań danych zamyka cztery z tych nieznanych, dosyć 
będzie odciągnąć je koleją od zrównania [6] dla otrzymania każdćj 
nieznanej . Będzie więc : 

PRZYKŁAD I I . Wyrachować długości trzech boków łrójkata, znając 
długości linij łączących każdy unerzchołek ze środkiem boku przeci-
wneuo. 

Oznaczmy przez a , b, c d łu -
gości nieznane trzech b o k ó w , 
a przez a, 0, 7 długości ośrod-
kowych (medianes) o d p o wied -
nich. Geometrya dostarczy bez-
pośrednio trzy zrównania : 

[1] 

[2] 

[3] 

Gdy się doda te trzy zrównania s t ronami , zna jdu je się : 
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zkę,(l łatwo wyciągnąć : 

Tak więc znaną jest summa kwadratów trzecli boków. Jeżeli się 
odciągnie teraz zrównanie [1] od zrównania [k\, b- i c- zn ikną; i 
otrzyma się : 

przenosząc niewiadomą na pierwszą stronę, 

znosząc mianowniki, 

zkąd : 

Możnaby tak samo otrzymać b- i c-, odejmując koleją zrówna-
nia [2] i [3] od zrównania [k]. Lecz jest daleko prostszćm zauważyć, 
że się przechodzi ze zrównania [1] do zrównania [2], zmieniając 
na c^, c^ na a-, a^ na b'\ potćm a^ na otrzyma się więc war-
tość z stosując tę przemianę liter do formuły która daje a- ; tak 
postępując otrzymamy : 

Znajdzie się podobnie : 
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Ponieważ k w a d r a t y b " ^ , c', są znane, więc i boki tychże kwa-
dratów, a, b, c, są, przez to samo, oznaczone. 

PRZYKŁAD I I I . Rozwiązać układ : 

Dowiedzionem zostało w ułamkach (92), ż e : 

otóż licznikiem ostatniego stosunku jest k ; więc otrzyma się : 

zkąd 

Znajduje się, tak samo : 

PRZYKŁAD IV. Weźmy jeszcze układ : 

Gdy się wywróci każde z tych zrównań, biorąc licznik za mia-
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nownik , i vice versa, i gdy się uprości nowe u łamki , zna jdu je się : 

Te cztery zrównania dodane s tronami, da ją : 

zkąd 

Gdy teraz ode jmiemy koleją od tego zrównania cztery zrównania 
poprzedzające, położywszy poprzednio 

znajdziemy : 

[^j 

To przypuściwszy, pomnóżmy te cztery zrównania ' s t ronami , a 
będziemy m i e l i : 

następnie, 
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Podzielmy nakoniec każde ze zrównań [h] przez zrównanie [5]; 
a natenczas otrzymamy : 

PRZYKŁAD PIĄTY. Fan Hinet wskazał sposób bardzo piękny na 
rozwiązanie układu 

Pomimo różnej formy istnieje w obu s t ronach zrównali zupe łna 
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tosamość 

A, B, G będąc spółczynnikami których oznaczenie nie jest wcale po-
Łrzebnem. Pierwsza strona tego związku niszczy się dla ^ = p-, 

" z przyczyny zrównań danych. Gdyż, 

- j - B/ G staje się więc zerem dla tychże samych wartości przypi-. 
sywanych ilości f , jest więc równy wieloczynowi 
na mocy ostatniego twierdzenia dzielenia (79) ; a przeto, podstawia-
jąc ten wieloczyn w poprzedzającym związku, zna jdu je się 

Mnożąc przez t, potem czyniąc t =. O, otrzymamy : 

albo 

zkad 

mnożąc przez t — U^, potem przypuszczając t = b-, znajduje się 
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Nakoniec, dość jest pomnożyć przez t — i uczynić t —c-, aby 
otrzymać 

INNE DOWODZENIE. Otrzymuje się rozwiązanie sposobem eleganckim, 
uważając że wyrażenie, 

jest zerem, na mocy zrównań danych, dla t = n-, t = 
i że jest, przeto (79), kształtu — p') (/ —p^) (̂  — v-). 

] 

Dostrzedz wreszcie łatwo, że M == ^̂ ^ ^̂  _ . Gdyż pier-

wsze wyrażenie, sprowadzone do jednakowego mianownika, da się 

napisać pod kształtem ^̂ ^ _ [t — ć^) ^ "I" Af- - f B^ -[- c). 

Owoż, dwa przekształcenia jednego wyrażenia ten sam wy{)adek 
dać muszą, a więc mamy naprzód 

A ponieważ wieloczyn (t-—^-) {t — { t — r ó w n a się wielo-
mianowi ^^- t -Aif^- j -n/f- l -C; więc, w tój tosamości, dwa czynniki 

] 
pozostałe M i ^̂ ^ ô) _ i^^us^ą być także równemi. Tak więc, 

na mocy zrównań, znajduje się tosamość : 

Pomnóżmy olłie strony przez t, i przypuśćmy później ^ = 0 , i. t . d. 
tak samo jak pierwej prowadźmy rzecz całą do końca, to jest aż do 
zupełnego danego układu rozwiązania. 

http://rcin.org.pl



1 5 6 r o z d z i a ł vii. 

O PRZYPADKACH W KTÓIIYCII LICZBA NIEZNANYCH NIE JEST RÓWN^ 

LICZBIE ZRÓWNAŃ. 

' 15 I I . P R Z Y P A D K I W KTÓRYCH LICZBA ZRÓWNAŃ PRZEWYŻSZA LICZBĘ 

NIEZNANYCH. Nicch będzic, na przykład, układ trzech zrównań po-
między d w o m a nieznanemi x i y. l lozwięzując dwa z tych trzech 
zrównań przez jeden ze sposobów znanych, otrzyma się y/artości 
i X \ z y, k tóre same mog§ sprawdzić układ . Lecz, aby to miało 
rzeczywiście miejsce, potrzeba aby te w^artości zadosyć czyniły 
t rzeciemu z równaniu . Kiedy ten warunek nie jest dope łn ionym, 
układ jest niepodobnym. 

Na przykład, układ 

jest n iepodobnym, ponieważ rozwiązując dwa pierwsze zrównania, 
zna jdu jemy x = 1, y = k\ k tóre to wartości , podstawione w ostat-
n iem, prowadzą do n iepodobieńs twa , 2 0 r = 1 7 . 

W ogólności , gdy jest (m - f p) z równań pomiędzy m nieznanemi, 
można rozwiązać m z tych z równań , i otrzymać tym sposobem 
wartości które same mogą sprawdzić u k ł a d ; lecz potrzeba aby te 
war tośc i , podstawione w p z równaniach pozostałych, sprawdzały j e 
także; inaczej , układ będzie n i epodobnym. 

Kiedy spółczynniki n ieznanych, albo niektóre z pomiędzy nich, 
są wyrażone przez litery których wartość nie jest oznaczoną, war -
tości o t rzymane dla tych nieznanych będą f o r m u ł a m i zależnemi od 
tych l i t e r ; a podstawienie tych fo rmuł w p zrównaniach pozosta-
łych dostarczy p związków, które wyrażać będą warunki konieczne 
i dosta teczne jakie muszą istnieć między spółczynnikami l i tera lnemi, 
ażeby układ byt podobnym. Daje się tym związkom imię zrównań 
warunkowych. 
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PRZYKŁAD. Niech będzie układ 

Dwa pierwsze zrównania dają x = a b, /y = a— b\ a te w a r -
tości, podstawione w dwóch osta tnich, dostarczają dwa zrównania 
w a r u n k o w e , 

z których się wyciąga : 

Jeśli się przyjmie te wartości z a i z b, układ jest p o d o b n y m , i 
rozwiązanie jest : 

155. ScuoLiA. Jeżeli, (m -}- />) zrównań o m nieznanych zawierają 
spółczynniki nieoznaczone, można położyć sobie zadanie, wskazać 
warunki jakie zmuszone są dopełnić te spółczynniki ażeby zrównania 
dane były zgodnemi. Wystarczy na to oczywiście, podług tego cośmy 
dopiero powiedzieli, wyrugować m nieznanych pomiędzy ( m - j - p ) 
zrównaniami, a zrównania wypadkowe będą wyrażały warunk i 
żądane. Kiedy liczba spółczynników nieoznaczonych jes t p, będziemy 
mieli p zrównań dla ich oznaczenia; gdy ta liczba jest większą 
jak p, można będzie rozporządzić dowolnie i lukolwiek pomiędzy 
n i e m i ; lecz gdy ta jest mniejszy niż p, zrównania warunkow e będą 
w ogólności niezgodne (sprzeciwiające się), a nas tępnie dane pozo-
staną zarówno takiemiż. 

PRZYKŁAD. Oznaczyć a, b , c , tak ażeby cztery zrównania 

o dwóch nieznanych były zgodnemi. 
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Dwa pierwsze d a j ą : 

podstawienie tych Wartości z x '\i y w dwóch ostatnich i zniesienie 
mianowników, da związki 

Nie mamy więc jak dwa zrównania dla oznaczenia a, b i c, tak że 
można będzie rozporządzić dowolnie jednym z tych spółczynników. 
Rugując c pomiędzy temi dwoma zrównaniami, przyjdzie 

zkąd się wyciąga 

a czyniąc a=z—1, ta formuła dostarczy ^ = — ć^, poczem, znaj-

dzie się ć ' = .'(. Tak więc, zrównania dane s taną się 

które rzeczywiście są z sobą zgodnemi, jak łatwo jest to sprawdzić, 
wyciągając z dwóch tych zrównań wartości i x \ z y, \ podstawia-
jąc je w dwóch innych, albo lepiej jeszcze dzieląc wszystkie wyrazy 
dwóch ostatnich przez 2. 
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1 5 6 . 1'RZYPADKI W KTÓRYCH LICZBA NIEZNANYCH rRZEWYŻSZA LICZBĘ 

ZRÓWNAŃ. Niech będzie, na przykład, układ dwóch zrównali pomię -
dzy t rzema nieznanemi ij, z. Gdy się uważać będzie j edną z n ie-
znanych, z na przykład, jako znaną, rozwiązanie układu dostarczy, 
na wartości z x \ z y, dwie formuły które będą zawierały z. Można 
więc przyznać dla z wartości dowolne ; i dla każdej z nich, fo rmuły 
dostarczą dla x i dla y wartości odpowiednich . Układ przyjmuje 
więc liczbę nieskończoną roziciązań, a luięc jest nieoznaczonym. 

W ogólności , gdy istnieje ni zrównań pomiędzy [m -{- p) niezna-
nemi , można będzie wziąć za wiadome p z tych nieznanych, i roz-
wiązać m zrównań względem innych ; otrzyma si^ dla wartości 
z tych m nieznanych, formuły zamykające nieznane p. Można więc 
przyznać dla tych nieznanych takie wartości jakie się p o d o b a ; i 
f c r m u ł y dostarczą wartości odpowiednich innym. Układ jest w ięc 
nieoznaczonym. 

PRZYKŁAD. Niech będzie układ : 

Hozwięzuje się względem x i y^ przenosząc ŵ  drugie strony 
wyrazy na r i na t. Zna jduje się tym sposobem dwie formuły : 

Przypuszczenie dowolne, z — '!, t = \ , flaje x = k, y = 

O PRZYPADKACH NIEPODOBIEŃSTWA I iMliOZNACZONOŚCI. 

1 5 7 . PRZYPADKI NIEPODOBIEŃSTWA. Iviedy liczba nieznanych jest 
rówmą liczbie zrównań, zdarza się niekiedy, że sposoby rozwiązania 
prowadzą do rezultatów sprzecznych^ 
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PRZYKŁADY. Niech będzie układ : 

Zastosujmy sposób dodawania i odciągania (140) : aia wyrugo-
wania y, rozmnóżmy pierwsze zrównanie przez 7, a drugie przez 3 ; 

.otrzymamy : 

zrównania oczywiście sprzeciwiające się (nie zgodne), ponieważ od-
ciągając je jedno od drugiego, mamy 0 = 3. 

Układ dany jest więc n iepodobnym; i niepodobieństwo objawia 
się przez tę okoliczność, że rugowanie jednej nieznanej wyrzuca 
drugą, tak że nie pozostaje więcej jak równość pomiędzy dwoma 
liczbami nierównemi. 

Weźmy jeszcze uk ład : 

Rugując |2, naprzód pomiędzy dwoma pierwszemi zrównaniami; 
potem pomiędzy dwoma ostatniemi, otrzymujemy dwa zrównania, 

które są oczywiście nie zgodne. Układ jest więc n iepodobnym; i 
niepodobieństwo objawia się przez tę okoliczność, że rugując z, 
otrzynmje się dwa zrównania, których różnica prowadzi jeszcze do 
równości niedorzecznej 

158. PRZYPADKI NIEOZNACZONOŚCI. Zdarza się także niekiedy, że 
rozwięzując układ zrównań, natrafia się na równości które mają 
miejsce, dla jakichkolwiek bądź wartości nie znanych. 
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P R Z Y K Ł A D Y . Niech będzie układ : 

Rugowanie y, mnożąc pierwsze zrównanie przez 5 a drugie 
przez 7, da je : 

zrównania tosame. Tak więc dwa zrównania dane łv chód za jedno 
w drugie. Nie ma właściwie mówiąc , jak tylko j e d n o zrównanie 
z dwiema nieznanemi : liczba więc rozwiązań jest nieskończoną 
(156). Widzimy że nieoznaczoność objawia się przez tę okoliczność, 
że wyrugowanie j edne j z nieznanych wyrzuca d rugą , i że pozostaje 
tosamość 

Weźmy jeszcze układ : 

Rugowanie z, pomiędzy d w o m a piarwszemi z równan iami , potem 
pomiędzy dwoma ostatniemi, prowadzi do dwóch z równań , 

które są jeszcze tosamemi. Ponieważ te dwa zrównania , skombino-
wane z j ednem ze trzech pierwszych, tworzą układ równoważny 
układowi d a n e m u ; widzimy więc że nie ma , istotnie, jak dwa zrów-
nania z trzema nieznanemi. Układ jest więc nieoznaczonym ; i nieO' 
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z n a c z o n o ś ć o b j a w i a s ię j e szcze przez t ę o k o l i c z n o ś ć , że w y r u g o w a n i e 

j e d n e j z t r z e c h n i e z n a n y c h p r o w a d z i d o t o s a m o ś c i . 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Rozwiązać zrównanie 

Znajduje się 

II. Rozwiązać zrównanie 

Znajduje się 

IH. Rozwigizać 

Znajduje się 

IV. Rozwiązać 

Znajduje się cc = ^ , i a; = 0. Ta oslalnia wartość nic odpowiada zrów-

naniu. 

V. Rozwiązać 

Znajduje się a; = — , warlość laóra nie odpowiada zrównaniu. 
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VI. Rozwiązać 

Znajduje się 

VII. Rozwigizać 

Znajduje się 

VIII. Hozwigzać 

Znajduje się 

IX. Rozwiązać 

Znajduje się wartości któro, tak jedna jak druga, nie 

odpowiadają zrównaniu. 

X. Rozwiązać 

Znajduje się 

XI. I\ozwiązać 

Znajduje się 

XII. Rozwiązać zrównanie 
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Znajduje się i wartości które nie odpowiadaj? zrównaniu. 

XIII. Rozwiązać zrównanie 

Znajduje się x = a. 

XIV. Rozwigzać zrównanie 

Znajduje się 

XV. Rozwiązać 

Znajduje się 

XVI. Rozwiązać zrównanie 

Znajduje się 

I. Rozwijzać układ 
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Znajduje s ię : 

II. Rozwiązać układ 

Znajduje się ; 

III. Rozwiązać układ 

1 1 
Biorąc - i - za niewiadome posiłkowe, znajdziemy : 

X y 

IV. Rozwiązać układ 

Znajduje się 

V. Rozwiązać układ 

Znajduje się : 
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VI. Rozwigizać układ 

Znajduje się : 

VII. Rozwiązać układ 

Położywszy , otrzymamy ; 

VIII. Rozwigzać układ 

Znajduje się : 
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IX. Rozwiązać układ 

wyrugowawszy a, b, c, pomiędzy temi zrównaniami. będziemy mieli 

X. Rozwiązać układ 

i wyracliować 

Znajduje się : 

potćm : 

XI. Rozwiązać układ 
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Szuka się naprzód summy s nieznanycli ; 

i. 

poczem otrzymamy : 

XII. Bozwiązać układ 

Pomnożywszy zrównania te przez X,, X.2, X3, X/„ X5, Xo, a;, dodaje się talcowe. 
Dla otrzymania wartości z cc, na przykład, porównywa się z zerem spółczynniki 
sześciu innych nieznanych ; znajduje się sześć zrównań kształtu, 

(t) 

To zrównanie jako majgce być sprawdzonym dla s = a , s=b,s=c,... s=:f, 
ma pierwszy członek w zupełnej tosamości równym wieloczynowi 

(2) 

Otóż, znajduje się na tenczas: 

A, ponieważ wartość z Xi odpowiada dla s = O, a wartości z 
dia s = 1, robi się te przypuszczenia w (2); i znajduje się : 
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Podobnie dla utrzymania y, rozpoznaje się że równanie (1) powinno być 
sprawdzonym dla 5 = 1, s = 6, s = c, . . . . s = /", i że jego pierwsza strona 
jest, przeto, 

i znajduje się : 

I 

podobnie : 

X I I . Z sześciu zrównań : 

zaiiuerzamy wynaleźć, 

Wykonywa się, z jednaj strony, wieloczyn trzech pierwszych zrównań, a 
z drugićj, kwadrat wskazany; i rozpoznaje się, za pomocgi niektórych prze-
kształceń, że dwa rezultata są to same, na mocy trzech ostatnich zrównań. 
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ZAGADNIENIA STOPNIA PIERWSZEGO. 

CEL TEGO ROZDZIAŁU. 

159. Rozwiązanie zagadnienia obe jmuje w sobie trzy części od-
r ę b n e : 

1° Składanie zróianania, to jest wyrażenie algebraiczne związków 
jakie wysłowienie zaprowadza między ilościami danemi a niezna-
nemi ; 

2° Rozwiązanie zrównań t y m sposobem znalezionych; 
Roztrząsanie rozwiązania. 

Gdy rozwiązanie zrównań było już obszernie w d w ó c h poprzedza-
jących rozdziałach wyłożone, za jmiemy się tu wyłącznie składaniem 
zrównań i roztrząsaniem zagadnień. 

S K Ł A D A N I E Z R Ó W N A N I A . 

160. PRAAYIDŁO PRZY S K Ł A D A N I U Z R Ó W N A N I A Z A G A D N I E N I A . Wiedząc 
o wyraźnem niepodobieńs twie przepisania, dla otrzymania zrównań 
zagadnienia, prawidła zupełnie ogólnego, ograniczymy się jedynie 
na wskazaniu nas tępującego. 

Po zbadaniu gruntownem wysłowienia zagadnienia, przedstawia sie 
przez litery x, y, liczby których wiadomość dostarczyłaby rozwią-
zania : wskazuje się na tych literach i na danych szereg działań jakie 
należałoby wykonać, gdyby, po znalezieniu wartości nieznanych, chcia-
ło się sprawdzić że wartości otrzymane zadosyć czynią wszystkim loarun-
kóm loysłowienia. Te rachunki sprawdzenia prowadzą, w ogólności, 
do rezultatów które obowiązane są być równemi: równając formuły 
które przedstawiają te rezultata, otrzymuje się zrównania zagadnienia. 

Żeby się wprawić w rozbiór w a r u n k ó w , w dostrzeganie związ-
ków i w składanie z równań , weźmy sobie do rozwiązania następu-
jące przykłady. 

http://rcin.org.pl



z a g a d n i e n i a s t o p n i a p i e r w s z e g o . . 197 

1 6 1 . Z A G A D N I E N I E 1. Kadi napełniona vmlą może być wypróżnioną za 
pomocą dwóch rur k, B, nierównej wielkości. Otwiera się rura A, i 
wypuszcza się nią czwartą część tcody. Potem otwiera się rura B, i 
dozwala się płynąć wodzie przez obie rury dopóki kadź nie wypróżni się 
zupełnie, na co potrzebuje pięć czwartych godziny więcej aniżeli pier-
lusza rura A potrzebowała czasu dla wypróżnienia czwartej części wody. 
Gdyby były otwarte obie rury od początku, kadź zostałaby wypróż-
nioną ćwierć godziny prędzej. Pytanie ile czasu potrzeboioalaby rura A, 
gdyby była sama otioarlą, na wypjróżnienie kadzi. 

Niech będzie x liczba godzin użytych przez r u r ę A dla wypróżnie-

nia, za pomocą jej jednego o tworu , kadzi napełn ionej wodą . 

Dla wypróżnienia czwartej części kadzi, rura A używa czasu . 

Dla wypróżnienia trzech innych czwartych, dwie rury , o twar te 

X 5 
razem, używają czasu + 

Następnie, dla wypróżnienia kadzi całkowitej , używają | tego 

X f ) 
czasu, albo 3 + ^ • 

Z drugie j strony, czas cały użyty przy doświadczeniu , dla wy-
próżnienia, naprzód pierwszej ćwierci za pomocą rury A, po tćm 

trzech innych ćwierci za pomocą rur A i B jest 

a lbo 

Ponieważ ten czas przewyższa o ćwierć godziny czas którego 
użyłyby rury A i B otwarte razem od począ tku , to jest czas ozna-

X 5 
czóny przez - - j - - j znajduje się więc zrównanie : 

k tó re rozwiązane, daje : 

Sprawdzenie. Czas użyty przez ru rę A, dla wypróżnienia czwartćj 
części kadzi, jest 1 godzina : następnie czas użyty przez dwie ru ry , 
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5s 
dla wypróżnienia pozostałych trzech czwartych, jest U . - j — ^ , 

albo : a czas któregoby potrzebowały dla wypróżnienia kadzi 

h 9 
całkowitś j jest - z ^ godziny, albo 3 godziny. Z drugiej s t rony, przy 

9b 1 
doświadczeniu, kadź została wypróżnioną w 1&- ^ , a lbo w 3?. 

1 
doświadczenie więc t rwało godziny więcej , czyli tak jak tego 

wymagało wysłowienie . 
162. ZAGADNIENIE II. Chart ściga lisa który jest 60 skokuiv przed 

nim. Lis i^obi 9 skoków podczas gdy chart robi tylko 6 ; «/<? 3 skoki 
charta loarte sal lisich. Ileż chart mmi zrobić skoków aby doścignął 
lisa ? 

^Yyraźmy przez x liczbę skoków jaką zrobi chart , przed dości-
gnięciem lisa. 

Ponieważ trzy skoki char ta war te są siedm skoków lisa, x sko-
lx 

ków char ta war te będą skoków lisa : pierwsze wyrażenie drogi 

(ocenionej w skokach lisa), j aką powinien przebiedz chart . 
Z drugiej s t rony, podczas gdy char t robi 6 skoków, lis robi 9 sko-

k ó w ; więc, podczas gdy chart robi x swoich skoków, lis robi 
gx 

ich ; a, ponieważ ten ostatni jest o 60 skoków naprzód, 60 

będzie drugiem wyrażeniem drogi (ocenionej w tejże samej jedno-
ści), j aką musi przebiedz char t . 

Ma się więc zrównanie : 

k tóre rozwiązane, daje : x = 12 skoki. 

7 
Sprawdzenie. 72 skoków char ta warte są ^ z 72 albo 168 skoków 

lisa. Otóż, podczas gdy char t robi 6 skoków, lis robi 9 skoków; 
więc podczas gdy char t robi 72, lis robi 1 0 8 ; i te 108 skoków, d o -
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dane do 60 skoków o jakie ten ostatni wyprzedza char ta , dopełn ia ją 
właśnie 168 skoków lisa, co stanowi także drogę cłrarta. 

1 6 3 . Z A G A D N I E N I E I I I . Znaleźć liczbę zlozoną z czterech ajfer, wie-
dząc : 1" że cyfra setek jest równą summie cyfer jedności i dziesiątków; 
T że cyfra dziesiątkóiv jest równą podioójnej sunwiie z cyfer tysięcy 
i jedności ; 3 ' że dzieląc liczbę samą przez summę jej cyfer, znajduje 
się na iloraz 109 A na resztę 9 ; h" że nakoniec odejmując liczbę szukaną 
od liczby utworzonej z tych samych cyfer urządzonych iv porządku 
oduTOtnym, otrzymuje się na resztę 819. 

Oznaczmy przez x, y, z, v cyfry jedności , dziesiątków setek i ty-
sięcy. Pierwszy warunek daje bezpośrednio zrównanie , 

a drugi 

Liczba szukana ma za wartość 1000y-(- lOOz-[- x : więc 
trzeci warunek daje zrównanie : 

[3] 

Nakoniec czwarty warunek dostarczy zrównania : 

Przed rozwiązaniem tego układu czterech z równań , uproszczą się 
dwa ostatnie, które przywodzą się do 

[3] 

R u g u j e się naprzód z, między [1], [3] i [h], i zna jdu je się : 

[5] 

[«J 

P o t e m ruguje się y między [21 i 15], r.o daje : 

[ 7 ] 
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Nakoniec r u g u j e się x między [6] i [7], i zna jdu je się : 

a, następnie , 

Liczba szukana jest więc 

Sprawdzenie wykonywa się bezpośrednio. • 

1 6 ^ 1 . Z A G A D N I E N I E I V . Pięciu graczy A , B , C , D , E , ułożyli się, że 
przegrywający podwoi sumiaę pieniędzy posiadaną przez każdego z czte-
rech innych, na końcu każdej partyi. Gracz A przegrał pierwszą parlyą 
i zapłacił: gracz B przegrał drugą, G trzecią, D czwartą i E piątą. 
Kiedy gracz E zapłacił swój dług, zdarza się ze każdy gracz posiada 
tę samą summę a. Pytanie, ile każdy z nich miał pieniędzy do gry sia-
dając ? 

Oznaczmy przez y, z, v, t summy jakie gracze przynoszą do gry. 
Po pierwszej partyi , stan for tun jest oznaczony tablicą nastę-
pu jącą : 

P o drugiej partyi , w której B przegrywa, staje się : 
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Po trzeciej partyi, w której G płaci, znajduje się podobnie : 

175 

Tak sarno znajdziemy stan fortun, po czwartej stawce, potem po 
p ią te j : 

Czivarta partya. Piąta partya. 

A. . 

B. . 

C. . 

I). . 

E. . 

Mamy więc, podług wysłowienia, pięć zrównań : 

Sprawdzenie przedstawia się bezpośrednio. Dodawszy pięć zrów-
nań stronami, otrzymamy : 
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Co łatwo można było przewidzieć, ponieważ s u m m a całkowita 
s tawek powinna być tąż samą na końcu piątej partyi jak przed 
pierwszą. To zrównanie [6] może wreszcie zastąpić j edno z pięciu 
pierwszych. 

Doda jąc zrównania [5] i [6], zna jduje się bezpośrednio : 

zkąd 

Podwaja jąc zrównanie [6j aby je przyłączyć do zrównania [h], 

zna jduje się : 

zkąd 

Podobnie mnożąc zrównanie [6] przez k, przez 8, i przez 16 ko-
le jno , i doda jąc odpowiednie wieloczyny do z równań [3], [2] i [1 , 
znajduje się : 

Można będzie sprawdzić te rezultata , tworząc wyrażenie for tuny 
każdego gracza na końcu każdej partyi. 

1 6 R ) . Z A G A D N I E N I E V . Wieśniaczka, oboiuiązana sprzedaioać jaja na 
targu, sprzedaje pierwszej osobie polowe swych jaj, icięcćj połoicą 

jednego; drugiej osobie, połowę jaj które jej pozostały, więcej połową 
jednego, i. t. d.; nakoniec n^^J osobie, połowę jaj które jej pozostały, 
więcej połową jednego. Wtedy wieśniaczka sprzedała loszystkie swe 
jaja : pytanie ileż miała jaj przybywając na targ? 

Niech będzie x liczbą szukaną. Wieśniaczka sprzedaje naprzód 
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j a j ; pozostaje jej więc 

albo 

Sprzedaje natenczas drugiej osobie liczbę j a j oznaczoną przez 

nie ma więc już jak 

albo albo 

Trzecia sprzedaż jest 

j a j ; a reszta 

albo — ^ — ^ albo 

Prawo reszt 

albo 
X 

pokazuje że, po n sprzedażach, wieśniaczka nie ma więcej jak liczbę 

jaj równą — (2'' — 1); tak że zrównanie zagadnienia jest 
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1 6 6 . Z A G A D N I E N I E V I . Dla utworzenia mieszaniny dwóch metali 
których ciężary gatimkowe {ciężary jednostki objętości) są p i p\ bierze 
się p kilogramów pierwszego metalu i p ' drugiego : objętość cała, 

1 
doznaje ściśnienia ^ dla jednostki objętości. Jaki jest ciężar wlaści-

luy X tej mieszaniny ? 
Cały ciężar mieszaniny jest p ^ p ' j e j objętość jest więc 

A ponieważ obję tość metali jest , więc s u m m a tych war-

tości będzie 

a ścisnienie 

tak że objętość mieszaniny może się jeszcze napisać 

zna jdu je się więc 

Kiedy metale mieszają się bez ściśnienia, zna jdu je się 
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Ta ostatnia formuła pozwoli znaleźć p i p', gdy p, p' \p p' 
są znane; wpada się tym sposobem na s ławne zagadnienie korony 
Hierona. 

167. Zdarza się niekiedy że warunki równośc i , dane przez wysło-
wienie, pokazują się zbytecznemi. 

Z A G A D N I E N I E \ T 1 . Ojciec dzieli swe dziedzictwo pomiędzy dzieci 
w sposób następujacy : daje pierwszemu summę a i n'^ część reszty : 
daje drugiemu summę 2a i n̂ -i część z tego co pozostaje, po odtrąceniu 
częściowem tych summ : daje trzeciemu summę 3a i n"s część z tego co 
pozostaje. I tak następnie. Zdarza się ze dziedzictwo jest całkowicie 
podzielonem, i że wszystkie dzieci odziedziczyły części równe. Zachodzi 
pytanie jaka w tym razie jest wartość spadku, jaka liczba dzieci i część 
każdego z nich ? 

Oznaczmy przez x wartość dziedzictwa. 

Część pierwszego dziecka jest : albo 

Pozostaje dla innych ; x — ^ ^^^—— , albo 

Drugie dziecko bierze naprzód la. 

Pozostaje natenczas : — ^ — 2a, albo -

Część drugiego dziecka jest więc : 

i (w — (3n — \ ]a „ 
- " H — ' albo 

Ponieważ , podług wysłowienia, części muszą być równe , otrzyma 
się zrównanie : 

Zkąd, zna jdu je się 
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Ponieważ nie użyliśmy, dla znalezienia fo rmuły dziedzictwa, jak 
tylko samych wyrażeń dwóch pierwszych części, jest koniecznem wy-
rachować ich wartości , i zapewnić się że te są równe war tościóm 
których wyrażenie jeszcze dotąd nie służyło w r a c h u n k u ; potem 
oznaczyć liczbę dzieci. Otóż, cześć pierwszego jes t : 

, albo ^ ' ^ ^ albo 

albo 

Część drugiego jest : 

Część trzeciego dziecka jest , podług wysłowienia : 

wed ług rachunku zrobionego dla części pierwszego dziecka. 
Możnaby przekonać się tak samo, że wszystkie części są rów-

ne (w — 1 )a. 
Dzieląc wartość dziedzictwa przez część przypadającą na jedno 

dziecko, znajdzie się liczbę dzieci. Ta liczba jest więc [n — 1). 

I rozpoznaje się że wszystkie warunki wysłowienia są dopełnio-

nemi . 

UŻYCIE N I E Z N A N Y C H P O S I Ł K O W Y C H . 

168. Nie zawsze ła two jes t dostrzedz związków jakie wysłowienie 
zaprowadza między danemi a n i e z n a n e m i ; potrzeba w tym razie 
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uciec się do nieznanych posiłkowych, które zależą więcej bezpośre-
dnio od danych i których związki z prawdziwenii n ieznanśmi są 
ła twe do ujęcia . Ruguje się potem pomiędzy zrównaniami znale-
zionemi, tc ilości posiłkowe które nam posłużyły, w niejaki sposób, 
za most przejścia z danych do rezultatów. Oto przykład, wyjęty 
z Arytmetyki powszechnej Newtona : 

Z A G A D N I E N I E VIII. Niech będą S , S ' , S " , powierzchnie trzech łąk, 
IV których trawa jest róianej wysokości i luzrasta ruchem jednostnjmjni. 
Pierwsza łąka loyżywiła n wołów podczas t dni; druga n ' wołów 
podczas t ' dni; pytanie ile wołów trzecia łąJm będzie mogła wyżywić 
podczas t " dni? 

Oznaczmy przez x tę liczbę w o ł ó w ; i weźmy trzy nieznane po -
siłkowe, to jest : 

Wysokość spoiną h trawy na trzech łąkach w epoce w które j na 
nie wprowadzamy w o ł y ; 

Prędkość v z j aką trawa rośnie ; 
Ilość trawy q jaką każdy wół zjada na dzień, biorąc za j ednos tkę 

ilość trawy oznaczoną przez metr kwadratowy g r u n t u i przez 
met r wysokości. 

Pierwsza trzoda zjadła ilość trawy wyrażoną przez 

nqt, 

a która się składa z trawy S// która istniała na łące przed w p r o w a -
dzeniem wołów, i z t rawy ^vt która wzrosła podczas ich pobytu . 
Zna jdu je się więc 

[11 

Dwie inne łąki dostarczą związki podol)ne 

[2] 

L3] 

Włoż-ywszy w [3] wartości z h i z v wyciągnię te z [1] i [2], litera q 
znika sama przez się i znajduje się 
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Newton daje zastosowanie liczebne następujące : 

ROZTRZĄSANIE. 

1 6 9 . Co TO JEST ROZTRZĄSAĆ. ROZWIĄZANIE. G d y u ł o ż y l i ś m y z a g a -

d n i e n i e w z i ' óvvnan ie , i g d y r o z w i ą z a l i ś m y u k ł a d t y m s p o s o b e m 

O t r z y m a n y , r o z w i ą z a n i e o d p o w i a d a z r ó w n a n i ó m , b y l e b y t o r o z w i ą -

z a n i e n i e p r z e d s t a w i a ł o s ię p o d k s z t a ł t e m z w o d n i c z y m o k t ó r y m 

p o w i e m y w d a l s z y m c i ą g u . L e c z t o r o z w i ą z a n i e n i e o d p o w i a d a 

z a w s z e z a g a d n i e n i u z a ł o ż o n e m u . M o ż e s i ę z d a r z y ć w rzeczy s a m e j , 

że p e w n e w a r u n k i , n a ł o ż o n e n i e z n a n y m p r z e z n a t u r ę z a d a n i a , 

l e c z n i e w y r a ż o n e p r z e z z r ó w n a n i a , c z y n i ą z a g a d n i e n i e n i e p o d o -

b n e m . B a d a ć p r z y c z y n y t e g o n i e p o d o b i e ń s t w a , j e s t t o r o z t r z ą s a ć 

r o z w i ą z a n i e . 

Kiedy dane są przedstawionemi przez litery, i kiedy, następnie. 
Wartości nieznanych są wyrażonemi przez formuły , może się zda-
rzyć że zagadnienie jest podobnem, o tyle tylko o ile wartości 
danych są zamknięte między pewnemi granicami. Oznaczyć te gra-
nice, na zewnątrz których istnieje niepodobieństwo, jestto roztrzą-
sać rozwiązanie. 

Nakoniec, badać wszystkie okoliczności godne uwagi jakie mogą 
przedstawiać formuły, między granicami oznoczonemi przez roztrzą-
sanie, jestto także roztrząsać rozwiązanie. 

Dajmy kilka przykładów. 

1 7 0 . ZAGADNIENIE I X . W toioarzystioie z dziesięciu osób złożonemu 

zrobiono składkę na ubogich : każdy mężczyzna dał 6 franków, każda 

kobieta dała h firanki. Summa cała zebrana layyiosi Uo franków. Ileż 

było mężczyzn, a ile kobiet ? 

Niech będą x i y liczby mężczyzn i kobiet. Mamy naprzód : 

LI] 
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Ponieważ i<ażdy mężczyzna dał 6 franlców, x mężczyzni dało 
Ponieważ I^ażda kobieta dała h franki, y kobiet dało ky. W i ę c 

znajduje się : 

[2] 

Rozwiązując te dwa zrównania, o t rzymujemy : 

R O Z T R Z Ą S A N I E . To rozwiązanie jest j edynem które odpo-
wiada z równanióm : wreszcie, te zrównania są t łumaczen iem wier -
nćm i zupe łnem wysłowienia. Więc zagadnienie nie może mieć 
innego rozwiązania. Lecz natura kwestyi wymaga aby rozwiązanie 
było złożone z liczb całkowitych : ponieważ liczby znalezione są ułam-
kowemi, zagadnienie jest niepodobnem. 

171. ZAGADNIENIE X. Pewna osoba używająca robotnika przez 13 dni 
w lecie, zatrzymuje z jego zapłaty 22 frankótu za niektóre szkody przez 
niego zrządzone. Inną razą, użyioając tegoż samego robotnika przez 
17 dni IV zimie, płaci mu dziermie 2 franki mniej jak za jego pracę 
dzienną letnią, lecz dodaje do jego zapłaty 28 franków więcej dla ivy-
nagrodzenia gorliwości. W każdym razie, robotnik odebrał tęż samą 
summe. Pytanie po jakiej cenie przypada praca robotnika dzienna 
wykonana w lecie. 

Niecił będzie x tą ceną ; — 2) będzie ceną dzienną w zimie. 

Pierwszą razą, robotnik odebrał (13x— 22). 

Drugą razą, odebrał 17(a: — 2) - j - 28. 

Mamy więc z równan ie : 

Rozwiązując je , znajduje się x = — 

R O Z T R Z Ą S A N I E . T O rozwiązanie odjemne sprawdza z równanie , i 
sprawdza je samo jedynie. Zagadnienie, którego to z równanie t ł u -
maczy wysłowienie, nie może więc mieć innego rozwiązania. Otóż 
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natura kiuestyi 'wymaga aby rozwiazanie było liczbą dodatną : ponieioaż 
ta liczba jest odjemmi, zagadnienie jest niepodobnem. 

1 7 2 . ZAGADNIENIE Xl. Znaleźć liczbę z dwóch cyfer, taką aby po-
czwórna cyfra jedności przewyższała o jedność potrójną cyfrę dzie-
siątków; i aby odejmując od tej liczby liczbę wywróconą, znalazło się 
36 na i^esztę. 

Niech będą x cyfrą dziesiątków a y cyfrą jedności : mamy oczy-
wiście : 

['!] 

[2] 

Rozwiązując ten uk ład , znajduje się .x — 17, y — IZ. 
ROZTRZĄSANIE. To rozwiązanie całkowite i dodatne jest j e d y n e m 

które sprawdza zrównania . Zagadnienie nie może więc przyjąć in-
nego rozwiązania. Lecz natura kwestyi wymaga aby każda z liczb 
szukanych była mniejszą od 10 : ponieważ te liczby przestępują tę gra-
nicę, zagadnienie jest niepodobnem. 

Te przykłady wystarczą dla pokazania że rozwiązanie układu 
jakiegokolwiek zrównań może nie odpowiadać zagadnieniu które 
ten układ wydało, ponieważ to rozwiązanie nie spełnia pew^nycli 
wa runków jakim są poddane nieznane, zwłaszcza że te warunki 
zwykle nie są wyraźnie zapisanemi w zrównaniach . Lecz to stanowi 
jeden tylko z punk tów widzenia pod k tóremi można uważać roztrzą-
sanie zrównań. Jest inny daleko ważniejszy : chcemy mówić o 
rozwiązaniach odjemnych i ich foykładzie {wytłumaczeniu). 

ROZWIĄZANIA OD.IEMNE ZAG.ADNIEN STOPNIA PIERWSZEGO O JEDNEJ 

NIEZNANEJ. 

1 7 3 . R O Z W I Ą Z A N I E ODJEMNE ZRÓWNAŃ. Nie mamy żadnej uwagi do 
zrobienia nad liczbami o d j e m n e m i które się spotyka jako rozwiąza-
nie j ednego albo i lukolwiek z równań . Te liczby podstawione na 
miejscu nieznanych, uczynią pierwszy członek każdego zrównania 
równy drugiemu. 

Lecz gdy nieznane przeds tawia ją wielkości do oznaczenia, zdaje 
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się Że rozwiązania o d j e m n e , jako nie wyrażające żadnej wielkości, p o -
winny być uważanćmi jako oznaka n iepodobieńs twa, a, nas tępnie , 
odrzuconemi w s k u t e k że są istotnie nicdoprzypuszczenia. To rzeczy-
wiście miałoby miejsce, gdyl)y przy składaniu w zrównanie można 
było zawsze wyrazić, sposobem ogólnym i dla wszystkich przy-
padków, warunki zagadnienia danego. Lecz bardzo często rzecz się 
dzieje inaczej; i rozwiązania o d j e m n e mogą znaleźć wtedy wyt łuma-
czenie, k tóre jest ważnóni do zbadania. 

1 7 4 . T W I E R D Z E N I E . Rozważmy naprzód j e d n o zrównanie z j e d n ą 
nieznaną : 

[1] 

Przypuśćmy że rozwiązanie daje dla a? war tość o d j e m n ą — « ; to 
znaczy że ma się równość : 

to jes t , 

przeto, jest rozwiązaniem zrównania : 

[2] 

Porównanie zrównali [1] i [2] pokazuje że te nie różnią się jak 
tylko przez znak wyrazów które zamykają w sobie nieznaną. 

Tak więc, wszelkie rozwiązanie odjemne zróicnania stopnia pier-
wszego z jedną nieznaną, icziote ze znakiem dodatnim, zadosyć czyni 
zruwnaniii jakie sic otrzymuje, zDiieniając, w pierwszern, znakioyra-
zów w których figuruje nieznana. 

1 7 5 . U W A G A . Zdarza się często, jak to rychło pokażemy, że to 
nowe zrównanie odpowiada zagadnieniu mało różniącemu się od 
danego, a niekiedy temuż samemu zagadnieniu, z rozumianemu 
w znaczeniu więcej ogó lnem; otrzymuje się wtedy rozwiązanie] za-
gadnienia nieco zmienionego albo uogólnionego, biorąc ze znakiem. , 
wartość odjemną znalezioną dla nieznanej. 
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Podobna uwaga nie może być rozwiniętą sposobem o g ó l n y m ; 
jes t rzeczą g łówną zbadać, osobno, jć j zastosowanie w każdem py-
taniu szczególnym. To jest czem się właśnie za jmiemy w zagadnie-
niach nas tępujących . 

1 7 6 . ZAGADNIENIE X I I . Dwa ciała M i N , ożywione od początku 
ruchem prostolinijnym, ivychodzą z dujóch punkłó?r A i B, położonych 
IV odległości A jeden od drugiego fA po lewej , B po p rawe j ręce) ; te 
ciała z rozpoczęciem r u c h u ciągle pos tępu ją , w tymże samym kie-
runku , od lewej ku prawej ręce, z prędkośc iami im odpowiednie-
mi V i v'. Po jakim czasie te dwa ciała spotkają się z sobą? 

Niech będzie x czas szukany; pierwsze ciało, k tórego p rędkość 
jest V, przebiega przestrzeń v w jednos tce czasu, a t em samem, 
w czasie x, przebiega vx) drugie , podczas tego samego czasn, prze-
biega przestrzeń v'x. Otóż, ponieważ te ciała wys tępują oba w j e -
dnym czasie, potrzeba, dla ich stanowczego spotkania się, aby 
pierwsze ciało przebiegło jednocześnie przestrzeń d więcej jak 
d r u g i e ; więc mamy zrównanie : 

[ 1 ] 

zkąd bezpośrednio wynika : 

ROZTRZĄSANIE. Jeśli v jest większe jak v', ta war tość z X jest d o -
da tną , i dostarcza rozwiązanie szukane. Lecz kiedy v j e s t mniejsze 
jak , to rozwiązanie jest o d j e m n e m . Aby je należycie wy t łuma-
czyć, uważmy że to rozwiązanie, wzięte doda tn io , zadosyć uczyni, 
na mocy twierdzenia <^174), z równaniu : 

[21 

Otóż to zrównanie wyraża oczywiście, że droga przebieżona przez 
ciało N przewyższa o d drogę przebieżoną przez ciało M ; i ten waru -
nek odpowiada pytaniu na s t ępu j ącemu ; 

Przypuszczając że dwa ciała są iv biegu od czasu nieoznaczonego, 
ile już czasu upłynęło jak sie te ciała spotkały z sobą? Of&^i, w t em 
przypuszczeniu, spotkanie się ciał miało mie jsce po lew'ej s tronie 
p u n k t u A. 
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Jeśli więc chcemy wprowadzić to rozszerzone znaczenie do zagad-
nienia, to wartość odjemna z x loyrażać będzie czas już upb/niony. 

Pojąć wreszcie n ie t rudno że, gdy znajduje się v < v', ciało M, 
leżące w tyle ciała N, i pos tępując powolniej jak ono , nie będzie 
mogło z niem spotkać się późn ie j ; lecz że to tych dwóch ciał spotka-
nie musiało już odbyć się przed epoką obecną . 

177. ZAGADNIENIE XIII. Dwie osoby mają po lat a E b ; po jakim 
czasie wiek pierwszej osoby stanie się podicójnym uńeku drugiej? 

Niech będzie a? czasem szukanym; zrównanie zagadnienia jes t 
oczywiście : 

ri] 

zkąd się wyciąga : 

MOZTRZĄSANIE. Jeśh a jest większćm jak 2b, to war tość z x jest 
doda tną , i daje poznać rozwiązanie. Lecz, kiedy a jest mniejszem 
od to rozwiązanie jest od jemnem ^ wzięte dodatnio , zadosyć 
uczyni (17/0 zrównaniu , 

które odpowiada oczywiście kwestyi nas tępu jące j : 
He już upłynęło czasu jak wiek pierwszej osoby był podwójnym 

wieku drugiej? 
Gdy się przyjmie to rozciągnienie, lunrtość odjemna z \ wyraża 

jeszcze czas upłyniony. 

Tważmy że stosunek obecny wieku dwóch osób jes t gdy więc 

ten s tosunek jest wickszym jak 2 (czyli gdy a > 2b), to ponieważ 
ów stosunek pos tępu je zmniejszając się z czasem, przyjdzie epoka 
w której stanie się równym 2 : to jest przypadek rozwiązania 
dodatnego. Przeciwnie, gdy jest obecnie mnie jszym jak 2 (czyli 
gdy a < 2b), to ponieważ ten stosunek zbliża się zawsze do j ednośc i , 
więc tem samem nie może nigdy wyrównać 2 w przyszłości : nie 
ma więc rozwiązania w tym sensie. Lecz gdy, jednocześnie , a p r z e -
wyższa b, musiała być epoka w której s tosunek wieku dwóch osób 
był równym 2 ; i tę to epokę wskazuje rozwiązanie o d j e m n e . 
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Dodajmy że, gdy a j es t niższem jak b, zagadnienie nie ma oczy-
wiście rozwiązania; widzimy, że w rzeczy samej fo rmuła x — 1b — a, 
zastosowana do tego p rzypadku , daje dla x wartość większą jak b, 
która nie może być przyję tą . 

1 7 8 . Z A G A D N I E N I E X I V . Weźmy na Unii prostej, dwa punkta A ? B : 

pierwszy jest położonym po lewej stronie punktu O, w odległości A; 
a drugi jest położonym po prawej, %o odległości b. Oznaczyć, na tej 
linii, trzeci punkt X, taki aby biorąc środek M S BX, potem trzecią 
część z AM poczynając od A, punkt oznaczony zbiegał się z punkiem O. 

Pzypiiśćmy że punk t szukany X jest położony po p rawej stronie 
p u n k t u O. 

Niecił będzie x odległość 0 X , wzięta za n ieznaną . Ponieważ oczy-
wiście tigura daje : 

Cl że iMBrr: MX, przeto dodając te związki s t ronami o t rzymuje się 
na wypadek : 

zkąd 

a nas tępnie : 

Lecz, pod ług wysłowienia-: 

Tak wiec wynika zrównanie : 

1.1] 

zkad ła two znaleźć : 
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ROZTRZĄSANIE. Jeśli b jest mniejszem jak Ua, to war tość z x jest 
dodatną, i daje rozwiązanie. Lecz, kiedy ha jest liczbą niniejszą 
jak b, rozwiązanie jest od jemnem ; rozwiązanie to, wzięte doda tn io , 
zadosyć uczyni {11 h) zrównaniu : 

12J 

Otóż to zrównanie jest właśnie tem do którego się przychodzi , 
przypuszczając punkt X położony w odległości x, po lewej s tronie 
punk tu O. Gdyż, kreśląc figurę dla lego przypuszczenia, o t r zymujemy 
łatwo : 

zkąd odciągając a następnie 

przeto [21 

Wynika ztąd, że wartość odjemną z x, dostarczona przez zrówna-
nie [1], powinna, w tym przypadku, być przeniesioną w kierunku prze-
ciwnym temu w jakim była przypuszczoną przy ułożeniu w zrów-
nanie. 

1 7 9 , U W A G A . Nie trzeba mniemać że wszystkie rozwiązania 
od j emne tłumaczą się zarówno naturalnie jak poprzedzające. Nie 
należy nawet utrzymywać, sposobem ogólnym, że wartość odjemną, 
znaleziona dla czasu przyszłego, wyraża czas upłyniony; ani ze dłu-
gości odjemne, do przeniesienia na linią, poczynające się od początku 
stałego, powinny zawsze być liczonćmi w kierunku przeciwnym temu 
który odpowiada wartościóm dodatnym. Dzieje się to wszakże w ten 
sposób w bardzo wielu przypadkacl i ; i zaraz wyjaśn imy tego przy-
czynę. 
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• 1 8 0 . DLA CZEGO NALEŻY LICZYĆ PHZE^ZŁOŚCI WAUTOŚCI OUJEMNE 

CZASU. Przypuśćmy że, oznaczając przez x czas który powinien upły-
wać od e{)oki obecnej aż do pewnego wypadku , znaleźliśmy, dla 
zrównania zagadnienia : 

f l . 

Jeśliby, zamiast szukania czasu który powinien upływać poczy-
nając od epoki obecnej , miało się szukać czasu który powinien 
upływać poczynając od epoki zaszłej przed t l a ty ; gdyby, na przy-
kład, wzięto za nieznaną datę loypadku, nazywając ten czas, 
miałoby się oczywiście : 

zkąd : 

a, tćm samem, na miejscu zrównania [ i j , o t rzymałoby się : 

[2] 

i takie to byłoby w ł a ś n i e zrównanie zagadnienia, gdyby przyjętą 
została Xl za nieznaną. 

Przypuśćmy że war tość na Aj, jaka ztąd wynika , jest dodatna , 
lecz mniejsza od t, a równa , naprzykład , różnicy {t — a) ; podsta-
wiwszy ją w zrównanie [2], o t rzymamy równość : 

która wyraźnie pokazuje, że z równanie [ i ] daje na rozwiązanie : 

Roziviązanie odjemnc, x = — a, znalezione dla zrównania [1], znaczy 
więc, że zcypadek jest późniejszym o (t — a) lat wzylędein epoki zaszłej 
t lat przed epoką obecną, to jest że poprzedza « latami epokę obecną. 

1 8 1 . U W A G A . Zrównanie ; 1 jest nakreś lone, przez przypuszcze-
nie, dla wartości doda lnycb z a ; ; a zatem, zrównanie [2] jest na-
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kreślone dla wartości z x, większych jak t, to Jest dla epok pó-
źniejszych od epoki obecne j . Stosując to ostatnie , j akośmy to już 
uczynili, do epoki zaszłej przed epoką obecną, zrobil iśmy p rzypu-
szczenie k tóre mogłoby być nieprzyjętem. Rozumowanie poprze-
dzające nie jest więc zupełnie ogólnem. 

1 8 2 . D L A CZEGO WARTOŚCI ODJEMNE ODLEGŁOŚCI , NALEŻY LICZYĆ 

w KIERUNKU PRZECIAVNYM KIERUNKU UMÓWIONEGO. Przypuśćmy teraz 
że, X oznacza odległość mierzoną na linii, poczynając od p u n k t u 
danego O, i w pewnym kierunku, na p rawo na przykład, i że zna-
leźliśmy je , dla zrównania wyrażającego nasze zagadnenie, 

" [ I I 

Jeśl iby, zamiast szukania odległości punk tu nieznanego od po-
czątku danego O, postanowiło się szukać jego odległości x^ od 
początku O' , położonego po lewej stronie pierwszego, w odległości 

otrzymałoby się : 

a , tem samem, zamiast zrównania [Ij , otrzymałoby się, z równan ie : 

[21 

Pizypuśćmy że to zrównonie dost irczyło dla .ri wai tość doda tną , 
lecz mniejszą jak a którą przedstawiamy przez {d—a) ; dla o t rzy -
mania położenia X punktu szukanego, potrzeba będzie przenieść 
odległość d z U' do O, potem przenieść w k ie runku przec iwnym 
odległość a z O do X. Punk t szukany będzie więc po lewej stronie 
punktu O, i w odległości a od tego początku. Otóż, pods tawia jąc 
na miejsce w zrównaniu [2!, jego war tość {d — a), zna jduje się ; 

zkąd wynika, że zrównanie [1] daje na z równanie : x — — a. 

Rotwiązanie odjemne x = — <ż, znaleziono dla zrównania [11, ziiaczij 
więc, że punkt szukany jest położony po lewej stroni-j punktu O, iw od-
ległości a od tego początku. 
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1 8 3 . U W A G A . Jak w numerze 1 8 1 , tak i tu zauważymy, że rozu-
mowan ie poprzedzające nie jest zupełnie o g ó l n e m ; przypuszcza 
bowiem ze zrównanie [2], k tóre jes t wykreślone dla p u n k t ó w poło-
żonych po p rawej stronie punk tu O, ponieważ wynika ze z równa-
nia [1], s tosuje się także do punk tów położonych po lewej stronie 
tego punk tu . Otóż to nie zawsze ma m i e j s c e ; do wyjaśnienia czego 
posłuży nam bezpośrednio przykład nas tępujący . 

18FI . ZAGADNIENIE X V . Droga żelazna bierze O fr. 1 0 c. za prze-
wóz beczki towaru odstawionej o kilometr drogi; lecz płaci się, oprócz 
tego, 3 fr. 75 c. za wagon obładowany ciężarem 2000 kilogramów bez 
względu na odległość. Na jaką odległość możnaby 50 beczek za 3 fr. 
odstawić ? 

Niech będzie x odległość szukana. 
50 beczek, ważąc 2000''& x 25, odpowiada ją 25 w a g o n o m ; opłata 

stała wynosi więc 

3,75 X 25. 

oprócz tego, za przewóz o x k i lomet rów, opłata proporcyonalna 
do odległości wynosi : 

0,10 X 50 X a:. 

Zrównanie zagadnienia jest więc : 

[1] (3,75 X 25) + (0,10 X 50 X = 

po którego rozwiązaniu, o t rzymujemy : 

x = — 18,15. 

ROZTRZĄSANIE. Ta wartość o d j e m n a wcale nic tu nie znaczy. Gdyż 
ceny przewozu 50 beczek, w odległości 18" 15, po prawej albo po 
lewej stronie ^wnkiyi wyjazdu, są zupełn ie te s a m e ; przeto gdyby 
p u n k t szukany zna jdował się położony po lewej s t ronie , w odle-
głości 18' '15, jak zdaje się wskazywać rozwjązanie o d j e m n e , mu-
siałby się koniecznie zna jdować inny, położony po p r a w e j s tronie, 
w tejże samej odległości ; i z równanie , które jest nakreś lone w tym 
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przypadku, dostarczyłoby rozwiązanie 18,15. Rozpoznaje 
się, wreszcie, a priori, że zagadnienie jest n iepodobnera : gdyż 
opłata stała wynosi S r̂ 75 X 25, przewyższa więc cenę całą jaką 
należałoby zapłacić jako opłatę stałą i za przewóz. 

Można się zapewnić że, w tym przypadku, rozumowanie numeru 
182 jes t n iedosta tecznem. W rzeczy samej , przypuśćmy że, ponieważ 
50 beczek m a j ą być przewiezionemi na prawo, bierzemy za początek 
punk t O położony w odległości d, po lewej s tronie punktu wy jazdu ; 
odległość X, p u n k t u szukanego od tego początku będzie {x d) ; 
będziemy przeto mieli x ~ Xi — d. Zrównanie zagadnienia stanie 
się więc : 

|2! 3,75 X 25 - h 0,10 X 50 X (.r, — 

Jeśliby to z równanie (^które jest nakreś lonem dla p u n k t ó w położo-
nych po p rawej s tronie punktu odjazdu, jako istotnie wynika jące 
ze zrównania [1]), zostało zastosowane do p u n k t ó w położonych 
po lewej stronie, rozumowanie (182) mogłoby się dalej przeciągnąć; 
i wartość z Xi, doda tna , lecz mniejsza od d, odpowiada łaby rzeczy-
wiście dla punk tu położonego po lewej s t ronie . Lecz zrównanie 
[2] nie odpowiada wcale dla przypadku przewozu wykonanego na 
lewo. W tym p rzypadku , w rzeczy s amć j , droga przebieżoną 
powinna być przedstawioną przez d — ^^ ; i potrzeba wziąć, za 
z równanie zagadnienia, zrównanie : 

[3] 3,75 X 25 -f- 0,10 X 50 X {d = 3, 

które się różni od zrównania [2]. 

W P R O W A D Z E N I E LICZH OD.IEMNYCU DO SAMYCHŻE DANYCH JAKIEGOKOL-

WIEKBĄDŹ ZAGADNIENIA. 

1 8 5 . KORZYŚCI Z TEGO WPROWADZENIA. Jest niekiedy korzystnie 
wprowadz ić liczby o d j e m n e do samychże danych jakiegokolwiek-
bądź zadania. Dla pokazania w jaki sposób można do tego być 
przywiedz ionym, i jakiej natury jest korzyść na którą się nalrat ia, 
weźniy 'na nowo pod uwagę zagadnienie n u m e r u 176. 

I . — 13 
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Dwa ciała M i M' postępują po linij prostej AA' , dążąc iv tymże 
samym kierunku AA' : M wychodzi z A z prędkością v, gdy jednocze-
śnie M' wychodzi z k' z prędkością V. Po jakim czasie te dwa ciała 
spotkają się z sobą ? 

Nazywając x czas n i e z n a n y , a d odległość A A ' , znaleźliśmy 
zrównanie (176) : 

Widziel iśmy, że to zrównanie dostarcza rozwiązanie zagadnienia , 
wtedy nawe t kiedy y j e s t mnie jszem jak y ' , byleby tylko uważano 
wartość o d j e n m ą z x jako przeds tawiającą czas już upłyniony . 

Dla t em większego uogólnienia , p r z y p u ś ć m y , że dwa ciała nie 
dążą obadwa w k ie runku A A ' : można uważać trzy przypadki o d -
rębne . 

1° Ciało M dąży na prawo, a ciało M' na lewo ; 

te dwa ciała spofykają się z sobą pomiędzy A i A ' , po przebieżeniu 
przestrzeni, j edno vx a drugie a za tem zrównanie zagadnienia 
jest : 

2" M dąży na lewo, M' na p r a w o ; 

V 

Ciała nie spotkają się z sobą n i g d y ; lecz nazywając x czas upły-
niony od chwili ich spotkania się z sobą , te ciała przebiegły, 
j edno przestrzeń vx a drugie v'x, przed przybieżeniem, j edno na 
punkt A a drugie na A ' . Otrzymamy więc : 

vx -f- v'x = d. 

3" Nakoniec, jeśli przypuścimy że oba ciała dążą na lewo, 
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1 8 7 . U W A G A . Zrównania nowe, którym zadosyć czynię wartości 
o d j e m n e nieznanych wzięte dodatnio, odpowiadają niekiedy zaga-
dnieniu mało różniącemu się od danego, albo temuż samemu za-
gadn ien iu , po ję t emu w znaczeniu więcej ogólnem. Otrzymuje się 
na tenczas rozwiązanie zagadnienia nieco zmienionego albo uogól-
n ionego, biorąc, ze znakiem -f-, wartości o d j e m n e znalezione dla 
n ieznanych. Lecz ta uwaga, tak samo jak w przypadku zrównali 
z j edną nieznaną, nie może być rozwiniętą jak tylko wyłącznie 
w pytaniach szczególnych. 

Uważmy, na przykład, zagadnienie nas tępujące . 
1 8 8 . ZAGADNIENIE X V I . Kadź, objętości jest napełnioną, w czasie 

t, przez oticorzenie n rurek, dostarczających każda tę samą ilość wody, 
i przez deszcz spadający jednostajnie na dach, którego powierzchnia 
jest s. Druga kadź, objętości jest napełnioną, to czasie t ' , przez 
otworzenie n rurek podobnych poprzedzającym, i przez deszcz padający 
jednostajnie na dach s ' tą samą tęgością jak na dach s. Wywieść 
z tych danych ilość wody, x, dostarczoną przez każdą rurkę w jednostce 
czasu, i ilość wody .y otrzymaną z deszczu, iv przeciągu każdej je-
dnostki czasu, na każdą jednostkę powierzchni dachu. 

Ponieważ j edna rurka dostarcza, w jednostce czasu, ilość wody 
r ó w n ą x, n ru rek , w czasie t, dostarczą nxt. 

Deszcz wylewając , w jednostce czasu, ilość wody równą y, na 
j edność powierzchni , wyleje, w czasie t, na powierzchnię s, ilość 
wody syt; o t rzyma się więc zrównanie : 

[11 nxt -j- syt --- V. 

Wyrażając że druga kadź jest napełnioną w czasie t', otrzyma się 
tak samo zrównanie : 

[2j n'xt' + s'yt' = 

a zrównania [1] i [2] pozwolą wyrachować, a- i y. 
Przypuśćmy teraz, że rozwiązując je , zna jdu je się dla x wartość 

doda tną «, a dla y wartość od jenmą — j3. Potrzeba ztąd wnieść 
(,186), że wartości x = ( x , ,y = (3, zadosyć uczynią z r ó w n a n i ó m : 
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Te zrównania odpowiadają zagadnieniu różniącemn się od d a -
nego w tein, że deszcz, k tóry napełnia kadzie, powinien być zastą-
p ionym przez inng jakąkolwiek przyczynę która z nich uprowadza 
ilość wody proporcyonalną do czasu i do powie rzchn i ; na przykład, 
przez wyparowanie p łynu. 

Jeśli , przeciwnie, znalazłoby się dla x war tość od jemną , ta w a r -
tość, wzięła dodatn io , musia łaby zadosyć uczynić z równaniem : 

l' syt — nxt = V, 

{ s'yl' ~ n'xt' ^ . 

Te zrównania odpowiada ją zagadnieniu różniącemu się od da-
nego, w tem że rurk i wlewające wodę w kadzie, powinny być za-
stąpione przez liczbę równą przyczyn które wlaną wodę wypu-
szczają ; na przykład, przez o twory lub przez p o m p y , wypuszczające 
ilość X wody w jednostce czasu. 

189. U W A G I . Uwagi zrobione (180, 182), z p o w o d u wartości od-^ 
j emnych znalezionych dla czasu albo dla długości , stosują się bez 
zmiany do przypadku w którym zrównania zamykają więcej jak 
j e d n ą nieznaną. 

Dodać jeszcze należy że są inne wielkości prócz długości i czasu, 
które mogą być liczone w dwóch k ie runkach sobie przeciwnych. 
I tak, t empera tury po nad albo pod zerem, szerokości (geografi-
czne albo niebieskie) pó łnocne albo po łudn iowe , siły przyciągające 
albo odpychające , b i lans (wykaz d ługów i wierzytelności) kupca , 
są właśnie wielkościami da jącemi się ła two przedstawić przez li-
czby dodatne albo o d j e m n e . 

Zauważmy przecież, na zakończenie, że nie jest niezbędnie po-
t rzebnem wprowadzen ie liczb o d j e m n y c h w wysłowieniu zaga-
dnień ; wolno jest przyjąć lub nie przyjąć te ugody. Lecz jeżeli się 
chce uogólnić formuły, to jest jeśli się żada aby jedna i ta sama for-
muła przedstawiała rozwiązanie zagadnienia we mszystkich przypad-
kach, te ugody są obowiązującemi; potrzeba przedstawić zmianę kie-
runku przez zmianę znaku. 

o ROZWIĄZANIA CU NIESKOŃCZONYCH AŁBO NIEOZNACZONYCH. 

190. O ROZWIĄZANIACH TAK NAZWANYCH NIESKOŃCZONEMI. Kiedy 
fo rmuła , którą dostarcza rozwiązanie ogólne zagadnienia, przeds ta-
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wia się pod postacią u łamkową, może się zdarzyć że p e w n e przy-
puszczenia , zrobione co do liter które ta formuła w sobie zawiera , 
zniszczą j ś j mianownik , nie niszcząc bynajmniej licznika. Ta fo rmuła 

bierze wtedy posiać x = ^ . Zobaczymy, przy roztrząsaniu ogól -

n e m fo rmuł (rozd. XII), że zrównanie które j ą dostarczyło jest 

w tedy n iepodobnem. Lecz nie dzieje się zawsze tym sposobem 

z zagadnieniem które ten wypadek sprowadza; można tylko twier-

dzić że ilość, wzięta za nieznaną, przestaje natenczas istnieć. 

W e ź m y jako przykład zadanie następujące : 

191. ZAGADNIENIE XVn. Dwa kola, majace promienie R i r , nie 
wewnętrzne jedno iczględem drugiego, są położone na tejże samej pla-
szczyznie ; odległość ich środków jest d. Dajmy że mamy znaleźć punkt 
w którym styczna spoina zewnętrzna spotyka linią prostą łączącą środki 
dwóch kół danych. 

Oznaczmy przez x odległość punktu szukanego od środka mniej-
szego koła. Jeżeli się złączy każdy środek z punktem zetknięcia od-
powiedn im, utworzy się dwa trójkąty podobne, które dadzą bez-
pośredn io proporcyą : 

[1] 

z tąd się Wyciąga : 

[21 

ROZTRZĄSANIE. Dopóki tylko r pozostaje mniejszem jak R , war -
tość z X jest doda tną , i formuła pozwoli nakreślić punk t szukany. 
Jeżeli war tość z r przybliża się do wartości z R, war tość z x p o -
większa się, ponieważ jej licznik wzrasta a mianownik zmniejsza 

13* 
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się ; punk t oddala się więc po linii ś rodków. A ponieważ można 
uczynić różnicę (R — r) dostatecznie mał§, ażeby u łamek [2] stał 
się tak wielkim jak tylko sami zechcemy, p romien ie przeto d w ó c h 
kół mogą różnić się w swej długości o ilość dostatecznie małą , 
ażeby p u n k t szukany przypadł na linii ś rodków w takićj od nich 
odległości jak tylko sami zechcemy. Nakoniec , na granicy, r = R, 
u ł amek stanie się większym jak wszelka wielkość oznaczyć się 
mogąca . Punkt spotkania oddala się więc wtedy nieograniczenie, i 
dwie proste, nie spotykając się więcej z sobą, są róivnoległemi. Widz imy 
że, w tym p rzypadku , zrównanie [1] bierze postać n iepodobną : 
d + X , . . ^ „ , . . , , ,, dr 
— ' — = : 1 , 1 ze ta fo rmuła p rzy jmuje postać szczególną = — ; 

oc ^ 

nie ma więcćj wtedy ani z równania ani fo rmuły , i punk t spotkania 
nie i s tn i e j e ; łecz ten rezultat właśnie zawiera rozwiązanie zaga-
dnienia . 

192. U W A G A . Kiedy mianownik jakiegokolwiek u ł a m k u zmniej -
sza się, u łamek powiększa się ; i ten u ł amek może się powiększać 
nieograniczenie, byleby jego mianownik nie przestawał zmniejszać się 
nieograniczenie. Pod ług tego, mówi się niekiedy że, gdy mianownik 
s ta je się ze rem, u łamek staje się nieskończonym; i pisze się że ten 
u łamek da je na rozwiązenie x = oo . To co właśnie stanowi wy-
rażenie b ł ę d n e ; ułamek którego mianownik jest zerem zupełnie nic nie 
przedstawia. Jeżeli dane jakiekolwiek zagadnienia zmieniają się 
w ten sposób, że mianownik wartości nieznanej zmierza ku zeru, 
nieznana sama powiększa się bez granic ; lecz kiedy mianownik 
jes t rzeczywiście z e r e m , rozwiązanie nie is tnieje , i z równanie jest 
n iepodobnćm. 

193. O ROZWIĄZANIACH NIEOZNACZONYCH. Kiedy f o r m u ł a , która 
da je rozwiązanie zagadnienia, przedstawia się pod postacią u łam-
kową , zdarza się niekiedy jeszcze, że pewne przypuszczenia szcze-
gólne, przypisane l i terom które ta fo rmuła zamyka w sobie, zni-
szczą jednocześnie tak jej licznik jak i mianownik. Ta f o r m u ł a 

przybiera wtedy postać ic = ^ . Zobaczymy w dalszym ciągu (roz-

dział XII), że układ który ją dostarczył jest , w ogólności, nieozna-

czonym ; wszelako ta nieoznaczoność może być tylko pozorną. 
Dajmy przykłady na te oba przypadki . 
1 9 4 . Z A G A D N I E N I E X V I I I . Mamy dwie sztaby tworzące dwojakiego 
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rodzajti mieszaninę złota ze srebrem; pieriasza z nich zaioiera n gra-
móio złota i b gramów srebra ; druga zawiera a' gramów złota i b ' gra-
mów srebra. Po wielet gramów potrzeba wziąć z każdej z tych dwóch 
sztab metallicznych na złożenie mieszaniny trzceiej, zawierającej « 
gramów złota i [3 gramów srebra'1 

Niech X wyraża liczbę gramów wziąść się mających z pierwszej 
sztaby a y z drugie j . 

Ponieważ ciężar a b zawiera a g ramów złota i b g ramów s re -
bra, ciężar x, wydobyły z tej samej mieszan iny , musi zawierać 

w złocie. w srebrze. 

Podobnież, ciężai* y, wzięty z drugiej sztaby która waży a' b', 

zawierać bedzie vv złocie i -T--T-77 w srebrze . a b a Ą- b 
Tym sposobem rozumując , otrzymamy dwa zrównania : 

Rozwiązując ten układ, otrzyma się : 

ROZTRZĄSANIE. Jeśli przypuścimy, — to liczniki i 

mianowniki ol)u fo rmuł będą ze rami ; tak że zna jdu je się : 

Dla, wytłumaczenia tego rezultatu, uważmy że przypuszczenie 
przyjęte daje jako nas tępstwa : 

[2j 
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i że, jeżeli się zastąpi w zrównaniach [1] spółczynniki nieznanych 

przez ich wartości ^ ^? wyciągnięte ze związków [2], 

obydwa z równania sprowadzają się do zrównania j edynego : 

[31 

Ztąd wynika (158), że układ [1] jest nieoznaczonym. Lecz zagad?iie-
nie samo p^zez się jest także nieoznaczonem, i p rzy jmuje nieskończoną 
liczbę rozwiązań. W rzeczy samćj , przypuszczenie przyjęte wyraża, 
że stosunek złota do s rśbra jes t tenże sam AV trzech sztabach; więc, 
wszelkie ilości jakie weźmiemy z każdej z dwóch sztab pierwotnie 
danych , u tworzą oczywiście alliaż tego samego tytułu . Te ilości nie 
będą ograniczone innym warunkiem prócz w a r u n k u sprawdzenia 
zrównania [3]. 

1 9 5 . Z A G A D N I E N I E X I X . W7jrachoivać powierzchnia trapezu, którego 
znamy podstaioy B i b, i un/sokość h, uważając te poiuierzclinig Jako 
różnicę powierzchni dwóch trójkątów jakie się otrzymuje, przez prze-
dłużenie dwóch boków nierównoległych ai do ich spotkania. 

Oznaczmy przez x powierzchnią szukaną; i weźmy za nieznane 
posi łkowe wysokości y i s dwóch t rójkątów. Z powierzchni tych 
t ró jkątów mających za miarę proste geometryi e l emen ta rne j wyra-

. 1 1 
żenia ^ B// i bz, zna jduje się naprzód zrównanie : 

Ponieważ d w a trójkąty są podobne , pods tawy icli są p ropor -
cyonalne wysokośc iom; więc 

[2] 

[ Nakoniec, wysokość h, j ako będąca różnicą wysokości y i z, da je 
widocznie : 

[ 7 ] 
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Dla wyrugowania nieznanych posiłkowych, uważa się że z równa-
nie [2] d a j e : 

zk§d, na mocy zrównania [3] : 

Pods tawia jąc te wartości w zrównanie [1], o t rzymujemy nako -
niec : 

W 

ROZTRZĄSANIE. Dopóki b nie jest równem B, ta formuła da je , dla 
powierzchni t rapezu, wartość zupełnie oznaczoną. Lecz jeśli przy-

przypuścimy b = B, formuła przedstawia się pod kształtem ; 

i zagadnienie zdaje się nieoznaczonem. Wszakże ta nieoznaczoność 
jest tylko pozorną; gdyż, w tym przypadku, trapez staje się r ó w n o -
ległohokiem, którego powierzchnia jest równą B/<. Można, wreszcie, 
wyciągnąć z u łamku to wyrażenie powierzchni, jeśli się zauważy że 
czynnik (B — b) dzieli (B- — b-), i że znosząc ten czynnik spólny, 
wypadn ie : 

f o rmuła znana, na powierzchnią trapezu, która staje się rzeczywi-
ście, w p r / y p a d k u g d y . 6 = B. 

1 9 6 . U W A G A . Widzimy że, kiedy natrafiamy na fo rmułę , k tóra , 

z p o w o d u przypuszczeń szczególnych, bierze kształt ^ , nie trzeba 

pospiesznie twierdzić że zagadnienie, którego ta fo rmuła da je roz -
wiązanie, jes t n ieoznaczonem. Może się bowiem zdarzyć że nieozna-

http://rcin.org.pl



2 0 4 ROZDZIAŁ X . 

czoność jest tylko pozorną, i że zależy jedynie , jak w przypadku 
poprzedza jącym, od istotnej przytomności czynnika spólnego w obu 
wyrazach, który to czynnik staje się zerem na mocy przypuszczeń 
przyjętych. Powinno się tvięc, przed wszelkiem przypuszczeniem, 
znieść ten czynnik spólny, i zrobić potem, tv formule tak uproszczonej, 
przypuszczenia umówione : otrzyma się tym sposobem prawdziwą irar-
tość ułamku, na ten przypadek szczególny. 

Przypuśćmy, na przykład, że mamy , jako rozwiązanie pewnego 
zagadnienia : 

i że roztrząsanie przywodzi do zrobienia przypuszczenia, a — \. 

Oba wyrazy zniszczą się, i u łamek p r z y j m u j e kształt Otóż, 

oba wyrazy są wielomianami ca łkowitemi względem a, a wiemy (75) 
że te wielomiany są podzielne przez [a — 1). Wykonawszy więc to 
dzielenie, znajdziemy formułę uproszczoną : 

która, dla , ma war tość 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Dwa naczynia, objętości v i v', zawierają mieszaninę wody wina, pierw-
sze w slosnnltii m do n, drugie w stosunku m' do n'. Jaką objętość x po-
trzetja dać dwóm innym naczyniom, równym między sobą, ażeby, napełniając 
je jednocześnie, jedno płynem znajdującym się w jednem z naczyń danych, 
drugie cieczą będącą w drugiem, i wlewajac do każdego z nich to co ijyło 
w drugiem, proporcya wody do wina stała się tąż samą w dwóch naczyniacti ? 
WykazGĆ, a priori, że rezultat powinien być niezależnym od m, n, m', ??'. 
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XI. n kamieni s? uslawionemi w linii prostej o d metrów odległości jedne od 
drugich. Zamierzamy sobie wyznaczyć, na lej prostej, położenie punktu X t a -
kiego, żeby było dwa razy więc(5j drogi do zrobienia przy przyniesieniu kolejno 
każdego kamienia do punktu X, jak przy przeniesienia na miejsce zajęte przez 
pierwszy z pomiędzy nich. Przypuszcza się, w obu przypadkach, że wycho-
dzimy z tego pierwszego kamienia. 

Oznaczywszy przez x odległość punktu X od pierwszego kamienia, przypu-
szczajgic ten punkt po tamtej stronie ostatniego, znajdziemy ; 

Uogólni się zadanie przypuszczając że stosunkiem dróg do przebieżenia jest 
m zamiast 2 ; znajdziemy : 

w wyrażeniu tem rozbierze się warunki podobieństwa zagadnienia. Jeżeli roz-
wiązanie jest odjemuóm, jestli podobna tego przypuszczenia dać należyte wytłu-
maczenie ? 

XII. Potrzebną jest liczba mężczyzn równa a, ali)o liczba kobiet równa b, 
dla zrobienia w n dniach, roboty przedstawionej przez m. Ileż potrzeba przy-
dać kobiet do {a — p, mężczyzn, dla wykonania, w {n — p) dniach, roboty 
przedslawion(^j przez ńn - f - p; ? 

Znajdujeniy: 

X1I[. Temperatura termometru zmienia się, w tymże samyn> kierunku o cl 
stopni przez godzinę. Jest ona obecnie równą )i stopniom. Chcemy naznaczyć 
temperaturę cc, w epoce dan(5j t. 

Znajduje się: 

Hoztrząsnąć rozwiązanie, i dowieść że ta formuła odpowiada zarówno wszy-
stkim przypadkom. 

XIV. Znaleźć dwie liczby x, y, kióre są w stosunku 2 do 3, i takie, że do-
dając /i do każdej z nich, summy otrzymane będą między sobą w stosunku 
li do 5. 

Znajduje się : 
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XV. Znaleźć dwie liczby x, y, które s? w slosunku 3 do i których wie-
loczyn równa się 12 razy ich summie. 

Znajduje się : 

XVI. Znaleźć dwie liczby cc, y, których różnica, summa i wieloczyn są 
między sobg jako liczby 2, 3 i 5. 

Znajduje się : 

XVII. Znaleźć trzy liczby ce, y, z, w postępie arytmetycznym, takie że 
pi(5rwsza ma się do trzeciej jako 5 jest do 9, i że summa trzech liczb równa 
się 63. 

Znajduje się : 

XVilI. Mając dany ciąg liczb : 

znaleźć dwie liczby x i y, takie żeby każdy wyraz tego ciągu mógł się otrzy-
mać mnożąc wyraz poprzedni przez cc, a przedpoprzedni przez y, i dodając 
do siebie wypadłe z rozmnożenia rezultaty. 

Tworzy się trzeci i czwarty wyraz według togo prawidła, i otrzymuje się : 

potem dowodzi się że w rzeczy samej te nniożniki dają wszystkie wyrazy 
szeregu. 

XIX. Mając ciąg liczb : 

znaleźć trzy liczby cc, y, z, takie żeby każdy wyraz lego ciągu otrzymał się 
nniożąc wyraz poprzedni przez cc, przedpoprzedni przez y, a ten który po-
przedza wyraz szukany o trzy rzędy przez z, i dodając do siebie otrzymane 
z rozmnożenia rezultaty. 

Znajduje się : 
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XX. Dla zrobienia pewnej roboty, A używa m razy lyle czasu jak B i C 
społem; B używa n razy lyle czasu jak A i C; C używa p razy lyle czasu 
jak A i B. Znaleźć związek pomiędzy m, u i p. 

Znajduje się : 

XXI. Jaki związek powinien istnieć pomiędzy trzema liczbami a, b, c, ażeby 
te stanowiły wyrazy rzędów p, q, r, w tymże samym postępie różnicowym albo 
ilorazowym ? 

Znajduje się, w przypadku postępu różnicowego : 

a, w przypadku postępu ilorazowego : 

XXII. Mamy dane punkta A, B, C, L), położone na linii prostej, w od-
ległościach a, b, c, d, . . . . , od punktu O tej prostćj. Znaleźć, na tej prostćj, 
punkt X taki, żeby jego odległość x od punktu jakiegokolwiek M linij prostćj 
danćj była średnigi odległości punktów A, B, C, D, . . . . od punktu M. Wykazać, 
że za pomocy) umów odpowiednich, można rozwiązać zagadnienie przez for-
mułę jedyny, jakiekolwiek by były położenia punktów A,B,C,D, . . . . po prawdj 
lub polewćj sironie punktu O. 

Formuła jesl : 

n będgc liczbą punktów uważanych : ta formuła jest niezależny od położenia 
punktu M. 

XXIII. Daje się podstawy a i b i wysokość h trapezu. Wyrachować wysokość 
X trójkąta otrzymanego, przez przedłużenie boków nięrównoleglych aż do ich 
spotkania. Wytłumaczyć rozwi^izanic, w razie gdy to jest odjemnem. 

Formuła jest : 

XXIV. Wpisać prostokąt, obwodu danego 2p, w t rójkj t którego podstawa 
jest b a wysokość h. 
\ 
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Oznaczając przez x podstawę prostokąta równoległą do podstawy trójkąta, a 
przez y jego wysokość, znajduje się : 

Pot^m szukać należy jakie s? warunki, ażeby zagadnienie było możebnćni, to 
jest ażeby x i y były dodatnćmi; dalćj zauważy się przypadki niepodobieństwa 
i nieoznaczoności. Nakoniec wytłumaczy się rozwiązania, kiedy te stanę się od-
jemnemi, z powodu przypuszczeń następujęcycłi : 1° > 6 > p ; 2" < 6 < p ; 
3° 6 < / i < p ; li" b>h>p. 
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R O Z D Z I A Ł XI. 

o NIERÓWNOŚCIACH. 

1 9 7 . N I E R Ó W N O Ś C I Z A W I E R A J Ą C E J E D N Ą N I E Z N A N Ą . Jeżeli jakiekol-
wiek wyrażenie, zależne od liczby nieznanćj, powinno być większćm 
albo mniejszem jak inne wyrażenie, to wyrażenie to, zwane nie-
równością, pozwoli , w ogólności, wskazać granice, pomiędzy k t ó -
remi nieznana musi być albo nie .może być zawartę. Damy tej 
nierówności w tym rozdziale kilka przykładów. 

1 9 8 . Z A S A D A I . Można, nie zmieniając bynajmniej warunków jakie 
wyraża nierówność, powiększyć lub zmniejszyć jej obie strony tai samą 
liczbą. W rzeczy samćj , niech będzie nierówność : 

ta jest równoważną , przez detinicyą, z wyrażeniem 
Otóż, jokiekolwiekby było m, ma się : 

więc •: 

a lbo, według detinicyi : 

[1] 

Wynika ztąd, że można przenieść jakikolwiek wyraz z jednej strony 
nierówności na drugą, zmieniając jego znak, jakby to miało miejsce 
w zrównaniu . 

1 9 9 . Z A S A D A I I . Można pomnożyć obie strony nierówności przez też 
samą, byle dodatną liczbę. 
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W rzeczy samej , n ie równość a > b równoważną jes t z a —1) > 0. 
Otóż, jeśli się pomnoży {a — b) przez czynnik dodatny m, wieloczyn 
jes t doda tnym. Więc ma się : 

a lbo 

albo, wed ług d e f m i c y i : 

'[2] 

Można także pomnożyć obie strony nierówności przez czynnik oclje-
mny ; lecz potrzeba zmienić kierunek nierówności. Gdyż jeżeli mamy : 

albo 

NNieloczyn z {a — b) przez czynnik o d j e m n y m będzie o d j e m n y m . 
Otrzyma się więc : 

albo 

albo, nakoniec 

[3] 

Te zasady pozwalają znieść mianownik jakiejkobmek nierówności, 
jakby to miało miejsce w zrównaniu , kiedy się wie znak mnożnika . 
Też same zasady stosują się do dzielenia obu stron nierówności 
przez m ; gdyż mnożyć przez m wychodzi na j e d n o co dzielić przez 
1 1 
— , a dwie liczby w i - są zawsze tegoż samego znaku. 

2 0 0 . Z A S A D A III. Kiedy divie strony nierówności są dodatne, mażna 
je icynieść do tejże samej potęgi m^y, jakiekohuiekby było m . W rzeczy 
samej , im liczba jest większą, tem większa będzie je j potęga 
I tak, 7 > 3 da je V > 3^ 

Kiedy obie strony nie są dodatnemi , potrzeba rozróżnić roz-
maite przypadki . 

r Jakiekolwiek znaki miałyby obie strony, można je podnieść do 
tejże samej potęgi m^^J, kiedy m jest nieparzystem. Gdyż obie s t rony, 
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po wykonaniu działania, zacłiowują swe znaki, a tćm samem kie-
runek nierówności . Na przykład, 

z t^d wynika 

2° Lecz, jeżeli ma się podnieść dwie strony nierówności do te jże 
samej potęgi stopnia parzystego, potrzeba poddzielić jeszcze. 

Kiedy obie strony sq odjemnemi, nierówność zmienia kierunek, gdyż 
dwie śtrony staję się od jemnemi po wykonaniu działania. I t ak , 
z n ierówności , 

wynika kolejno : 

a , tern s a m e m , 

Kiedy dwie strony sn znaków różnych, nie można lotedy dać prawi-
dła. Nierówność może zmienić swój kierunek, albo go nie zmieniać, 
albo nawet przeksztiiłcić się na równość. I tak znajduje się : 

[61 

2 0 1 . Z A S A D A I V . Z dwóch stron nicrównoki jakiekolwiek majncych 
znaki, można iryciągnać pieriviastek wskazóiuki nieparzystej; gdyż 
dwa pierwiastki mają tenże sam znak jak dwie liczby. I tak : 
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2° Jeżeli wskazówka jest parzystą, po t rzeba , żeby pierwiastki 
istniały, aby obie s t rony były d o d a t n e m i (95). A wtedy, każdy pier-
wiastek ma dwie wartości r ó w n e i ze znakami przeciwnemi. W tym 
przypadku, n ierówność będzie zachowywała swój kierunek albo go 
będzie zmieniać , wed le tego jak się będzie rozważało wartości 
doda tne lub wartości o d j e m n e pierwias tków. I tak : 
n ie równość , . 

da je : 

Lecz, jeśli się weźmie znaki różne dla obu pierwiastków, wyraz 
odjemny jest zawsze najmniejszym. I tak : 

n ie równość , 

da je 

Z A S A D Y ODNOSZĄCE S I Ę DO N I E R O W N O Ś G I J E D N O C Z E S N Y C H . 

2 0 2 . Z A S A D A V . Można dodać stronami dwie nierówności wzięte 
'W tymże samym kierunku : nowa nierówność ma tenże sam kierunek 
jaki jest przywiązany do każdej z dwóch danych. 

Niech będą , w rzeczy samej , dwie nierówności : 

• 

te są równoważne z nas tępu jącemi : 

otóż s u m m a dwóch ilości dodatnych jest d o d a t n ą ; więc ma si : 

a lbo 
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Lecz ta nowa nierówność nie może, jak to ma miejsce w z równa -
niach, zastąpić j e d n e j z dwóch danych. Innemi słowy, d w a uk łady , 

nie są równoważnemi . Drugi jest następstwem pierwszego, lecz p ier -
wszy nie jes t następstwem drugiego. 

Jeżeli dwie nierówności są kierunków przeciwnych, nie ma pra-
widła do wskazania . Zna jdu je się, w rzeczy samej : 

2 0 3 . Z A S A D A V L Można odciągnąć stronami jedną nierówność od 
drugiej nierówności kierunku przeciwnego mowa nierówność przechowa 
się w kierunku pierwszej. 

Niech będą , w rzeczy][samćj, dwie nierówności : 

te są równoważne z nas tępującemi : 

a, następnie (202), da ją : 

albo (198) [11] 

Ta nowa n ie równość nie może zastąpić jednćj z dwóct i d a n y c h . 
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Nie można odciągnąć j e d n ć j n ierówności od drugiej , kiedy te są 

tego samego k ie runku (202). 

2 0 4 . Z A S A D A V I I . Można mnożyć stronami dwie nierówności tego 
samego kierunku, kiedy wszystkie wyrazy są dodatne: nierówność noum 
jest tegoż samego kierunku jak każda z nich. 

W rzeczy samej , n iech będą : 

ponieważ e i 6 są d o d a t n e , m a się, mnożąc pierwsza przez r , a drugą 

przez h (199) : 

a , tóm samćm, [12] 

Jeżeli cztery wyrazy są odjemne, nierówność noioa jest kierunku 
przeciwnego kierunkowi dioóch danych. Gdyż mnożąc pierwszą przez 
ć a drugą przez b, ma się, z p o w o d u że te czynniki są o d j e m n e : 

a , tem samem, 

Nowa n ierówność [12] albo [13] nie może zastąpić j e d n e j z danych. 
Nie umiemy dać prawidła ogólnego w odniesieniu do nierówności 

k ie runków przeciwnych. 

2 0 5 . Z A S A D A V I I I . Można dzielić stronami jedną nierówność przez 
drugą kierunku przeciwnego, kiedy loszystkie wyrazy są dodatne : novm 
nierówność ma tenże sam kierunek jak pńeriusza. 

Niech będą, w rzeczy samej : 

można napisać : 

a , t em s a m ś m (204), 

zkąd się wyciąga, dzieląc obie s trony przez cd (199) : 

[1^] 
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Jeżeli cztery wyrazy sg. odjemne, nierówność nowa ma kierunek 
drugiej: gdyż, wykonywając mnożenie, znajduje się (204) : 

a, dzieląc przez wieloczyn cd, który jest doda tnym, przyjdzie : 

[15] , 

Nie można wskazać prawidła ogólnego na inne przypadki . 

N I E R Ó W N O Ś Ć STOPNIA P I E R W S Z E G O z J E D N Ą N I E Z N A N Ą . 

206. R O Z W I Ą Z A N I E N I E R Ó W N O Ś Ć I . Nierówność z j e d n ą nieznaną 
nazywa się stopnia pierwszego, kiedy ta może się przywieść do 
kształtu 

gdzie a, h, a', h\ oznaczają liczby dane, które mogą być d o J a t n e m i 
lub od jemnemi . 

nia rozwiazania tej nierówności, przenosi się wyrazy zawierające 
ilość nieznaną na j e d n ą s t ronę, a wyrazy wiadome na drngą (198); 
tym sposobem przekształcając otrzyuuije się : 

Dalój rozróżnia się dwa przypadki : 
1° Jeżeli mnożnik {a —a') jest dodatnym, zna jdu je się, dzieląc 

(199) przez (rt — f t ' ) : 

2° Jeżeli {a — a') jest o d j e m n y m , znajduje się przeciwnie (199) : 
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Tak więc, dla zadosyć uczynienia nieróiuności, luystarczy wziąć x 
wyższem albo niższem od peiimej granicy. Można zauważyć, że ta 
granica jest dokładną wartością z x, k tórą wydałaby dwie strony 
równe . 

207. Z A G A D N I E N I E . Rozwiążmy, jako zastosowanie, zagadnienie 
nas tępujące : Dwa punkta A i B są położone w odległości 2 c ; wiemy 
że punkt M jest takim, że MA - j - MB = 2a, a będąc długością daną, 
większą jak c. Znaleić pomiędzy jakiemi granicami mogą się zmie-
niać AM i BM. 

Przypuśćmy AM > BM. Połóżmy : AM = x, BM = y. Mamy na-
przód, według wysłowienia : 

[1] 

Co więcej , żeby t rójkąt AMB był m o ż e b n y m , potrzeba aby każdy 
bok był mniejszym jak s u m m a dwóch i n n y c h , to jest żeby było : 

Otóż pierwsza z tych nierówności jes t oczywistą, na mocy zrówna 

nia [1]; druga jest oczywistą, ponieważ y jest mniejszćm jak x. 

Pozostaje więc trzecia, 

[2] 

Jeżeli się zastąpi y przez jego war tość (2fl — x), ta n ierówność 
staje s i ę : 

z kąd [3] 

Lecz gdy y jest ' r ó w n ś m rzeczywiście (2a — x), s taje się więc wię-
kszćm im x będzie mnie jszćm. W i ę c y p o w i n n o być większćm jak 
[2a — (a -]-c)], to jest jak [a — c). Tak więc 

[k] y>a—c. ^ 

Takiemi są granice szukane. 
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I 

Ć W I C Z E N I A . 

I . Dowieść że średnia arytmetyczna między dwoma liczbami dodatndmi nie-
równymi jest większą jak ich średnia proporcyonaina. 

Opiera się całe dowodzenie na nierówności (a — 6)2 > 0. 

II. Mając dwie liczby a, b dodatne dane tak że a > b, wyprowadzić z nie-
równości 

granice pomiędzy któremi wartość z x musi być zawartą. Radykale są wzięte 
ze znakiem + • 

Znajduje się że x musi być odjemnem, albo większćm jak \Jab. 

III. Znaleźć warunki konieczne i dostateczne, żeby nierówność, 

było sprawdzoną, dla jakichkolwiek bądź wartości x i y. 
Przywodzi się nierówność do kształtu, 

przypuszczczając : 

i dowodzi się że warunkami szukanemi są : 

IV. Znaleźć warunki konieczne i dostateczne, żeby nierówność, 

była sprawdzoną, dla jakichkolwiek wartości x, y, z. 
Można napisać wielomian dany pod kształtem, 
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i aclowoclilić żc warunkami zagadnienia są : 

V. Dowieść że abcd jest zawartym pomiędzy największym i naj-

mnićszćm ze czterech wyrażeń danych 
Dowodzi się la własność dla logarytmów tycli wyrażeń; i wyciąga się zląd 

następstwo dla samych wyrażeń. 

VI. Dowieść że znajduje się zawsze : 

chyba żeby było : 

Przypuszcza się naprzód żc a , a ' , a " , . . . . , są dodatnemi 
i sprawdza się nierówność, podnosząc obie strony do kwadratu : potćm uogól-
nia się. 

VII. Dowieść że y'" — — ccy^ jest zawsze dodatnim, dla jakichkol-
wiekbądź wartości dodatnych z er i z y . 

Dowodzi się to łatwo, rozkładając wyrażenie na czynniki. 

VI[I. Dowieść żc jest zawsze : 

dla jakichkolwiekbądź wartości dodatnych lub odjemnycl), z o. 
Tenże sam sposób dowodzenia. 

IX. Udowodnić że istnieje : 

dla jakichkolwiekbądź liczb dadatnych nierównych a, h, c. 
Cała ta własność opiera się na nierównościach oczywisiycii, kształtu, 

X. Dowieść że jest : 
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dla laklchkolwickbądź liczb dodalnycli nierównych «, b, c. 

Sprawdza .się nierówność, przypuszczając że a jest najmniejszą z trzech liczb 
danych, biorąc 6 = a + a , c --= a - f p (gdzie a i są dodatnemi), i wykony-
wając wtedy rachunki. 

Xl . Dowieść że, dla jakichkolwiekbądź liczb dodalnych nierównych 
O], • • . , u,„ istnieje zawsze : 

Dowód ścisły tćj własności opiera się na nierównościach kształtu, 

dowiedzionych w pićrwszćm ćwiczeniu tego rozdziału. 
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WZORY OGÓLNE NA ROZWIĄZANIE ZRÓWNAN STOPNIA PIERWSZEGO. 

FORMUŁA OGÓLNA NA R O Z W I Ą Z A N I E J A K I E G O K O L W I E K Z R Ó W N A N I A 

STOPNIA P I E R W S Z E G O Z J E D N Ą N I E Z N A N Ą . 

2 0 8 . F O R M U Ł A OGÓLNA. Zrównanie pierwszego stopnia o jednej 
nieznanśj może mieć dwojakiego gatunku wyrazy, to j e s t : wyrazy 
zawierajęce ilość nieznaną i wyrazy które jej w sobie nife zawierają. 
Po uproszczeniu więc, w każdym członku, wyrazów podobnych, 
kształt najogólniejszy zrównania będzie : 

[1]' 

Zkąd wyciąga się : 

a dzieląc przez (a— a ') , wypada formuła : 
[2] 

Lecz ta formuła nie jest równoważną ze zrównaniem [1], jak tylko 
w przypadku gdy (a — a') nie jest zerem (122). 

209. R O Z T R Z Ą S A N I E FORMUŁY. Kiedy a ' nie jest równem O , for-
muła [2] przedstawia liczbę dodatną, zero lub odjemną, która, pod-
stawiona w zrównanie [ l ] , i traktowana podług prawideł przyjętych, 
uczyni pierwszą stronę równą drugiej. Jedyny przypadek, jaki należy 
rozebrać osobno, jest więc ten gdzie (a — o!) = 0. Lecz wtedy dwa 
przypuszczenia mogą się przedstawiać : 
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1° [a — a') jest zerem, lecz {b' — b) zerem nie jest. Fo rmuła d r u g a 
daje : 

co wcale nic nie znaczy. Wróciwszy się do zrównania dla wyt łuma-
czenia tego w y p a d k u , zobaczymy że gdy a ' jest równem a, zrówna-
nie dane staje się : 

co nie może mieć miejsca, gdyż b' nie jest równem b. 
Więc zrównanie jest niepodobnem; i niepodobieństwo objawia się, 

we wzorze, pod kształtem^. 

2° [a— a') jest zerem, jednocześnie z (b' — b). Formuła staje się, 
w tym przypadku : 

co wcale nic nie znaczy. Wróciwszy się do zrównania, widzimy że 
to zrównanie s ta je się : 

Więc jakakolwiek wartość x zadosyć czyni zrównaniu; i nieozna-

czoność objawia się pod kształtem. 

Tak więc, z równanie pierwszego stopnia o jednćj nieznanej , a lbo 
przyjmuje rozwiązanie jedyne i oznaczone, albo to zrównanie nie 
przyjmuje żadnego rozwiązania, albo ma za takowe ilość nieogra-
niczoną. 

2 1 0 . U W A G A . Dowodzi się niekiedy wprost , nie rozwięzując zrów-
nania [1], że toz zrównanie posiada tylko jedna odpowiedi, bylebyśmy 
nie mieli jednocześnie, a = a', b— b'. W rzeczy samej , przypuśćmy 
że dwie wartości różne z a;, « i p, sprawdzają z r ó w n a n i e ; podstawie-
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nie ich wyda tosamości : 

zkąd wyciąga się. przez odciąganie : 

Olóż, można dzielić dwie strony przez mnożnik (« — P) który 
nie jest zerem; więc : 

a, następnie, jedna z dwóch tosamości poprzedzających daje 

FORMUŁY OGÓLNE NA R O Z W I Ą Z A N I E J A K I E G O K O L W I E K UKŁADU DWÓCH 

Z R Ó W N A Ń Z DWOMA N I E Z N A N E M I . 

2 1 1 . F O R M U Ł Y OGÓLNE. Zrównanie pierwszego stopnia z dwoma 
nieznanemi x, y może mieć trojakiego gatunku wyrazy, to j e s t : 
wyrazy na x, wyrazy na y, i wyrazy całkiem znane. Układ dwóch 
zrównań może więc zawsze przywieść się do kształtu : 

[ I j 

Zastosujmy do tego układu jeden ze sposobów znanych rugowa-
n i a ; na przykład, sposób przez dodawanie i odciąganie. W tym 
celu, mnóżmy pierwsze zrównanie przez h', a drugie przez />», i 
odciągnijmy drugi rezultat od pierwszego; będziemy mieli : 

zkąd : 
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Mnożąc, przeciwnie, pierwsze zrównanie przez a' a drugie przez h', 
i odciągając pierwszy rezultat od drugiego, będziemy mieli : 

zkąd : 

Tak więc, układ [IJ posiada na rozwiązanie układ : 

!->J 

Formuły [2J są f o r m u ł a m i ogólnemi rozwiązania. Są one dopóty 
p rawnemi , dopóki {ab' — ba') nie jest r ó w n ś m zeru. 

Sprawdza się ła two, że te formuły zadosyć uczynią z równan ióm 
w tym przypadku. 

2 1 2 . P R A W I D Ł O UKŁADANIA FORMUŁ. Otrzymuje się z łatwością te 
formuły za pomocą uwag następujących : 

1" Na utworzenie mianownika spólnego {ab' — ba') pisze się, j edna 
obok drugie j , dwie przemiany ab i ba dwóch liter a i b, oddzielając 
je znakiem — , i k ładąc kreski nad ostatnią literą każdego wyrazu . 

2° Aby utworzyć licznik wartości każdej nieznanej , zas tępuje się, 
w wyrażeniu [ab'— ba'), spółczynniki które, w z równaniach , m n o ż ą 
tę nieznaną, przez wyraz całkiem znany zrównania odpowiedniego. 
Tak więc, dla wartości na x, zastępuje się a i a' przez c i c ' ; a , dla 
wartości na y, zas tępuje się b i b' przez c i c. 

2 1 3 . U W A G A . Można dowieść wprost , nie rozwięzując układu [ 1 ] , 

że układ nie mote mieć więcej mid jedno rozwigzanie, byleby nie byl 
związany warunkiem : ab' — ba' = 0. Przypuśćmy, w rzeczy samej , 
że dwa układy różne , I": x— = 3 ; 2<»: x = « , ' y — P', spraw-
dzają zrównania [1]; otrzyma się tosamości : 
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zk§(I się wyciąga, przez odciąganie : 

Ponieważ dwa rozw iązania są różne, nie może przeto być, jedno-

cześnie, « = P = Przypuśćmy na przykład, a ^ a ' ; można 

wyrugować (fi — p'), mnożąc pierwszą z tycłi równości przez h', dru-
gą przez b, i odciągając rezul ta ty ; znajdziemy wówczas : 

A, ponieważ można dzielić obie s trony przez czynnik 
który nie jest zerem, ztąd więc wynika : 

2 U . SPOSÓB POSTĘPOWANIA PRZY ROZTRZĄSANIU FORMUŁ. Kiedy dwu-
mian {ab' — ba') nie jes t ze rem, formuły [2] nie da ją miejsca do 
żadnej t r u d n o ś c i ; dostarczają one dla x i dla y wartości oznaczone. 
Układ [1] ma tylko j edno rozwiązanie. Nie przedstawia się więc do 
rozbioru , jak sam tylko przypadek : ab' — = 

Przypuścimy naprzód że ta war tość m a miejsce, kiedy żaden ze 
spółczyimików a, b, a', u', nie jest zerem ; jes t ona wtedy równo-
ważną z nas tępu jącą : 

k tóra wyraża że spółczynniki dioócli nieznanych, w obu zrównaniach, 
są odpowiednio proporcyonalnemi. 

Rozbierzemy czem się s ta ją , w t ćm przypuszczeniu, fo rmuły [2]; 
a pos taramy się wyt łumaczyć rezultaty, wróciwszy do zrównań [1]. 

2 1 5 . T W I E R D Z E N I E 1. W przypadku gdy ab ' — ba ' — O , liczniki 
wartości [2] :: \ i z y są zerami obydwa zarazem, albo nie są zerami 
ni jeden ni drugi. 
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Dla dowiedzenia tego, uważmy że warunek ab' — ba' — 0_, da je : 

więc, jeżeli oznaczymy przez N ;̂ i N,, liczniki i x i z y, znajdziemy, 
zas tępując , w N^, b' przez swą wartość : 

Otóż, [ca' — ac') jest r ó w n ć m licznikowi y, wziętemu ze zmienionym 
z n a k i e m ; więc : 

A ponieważ ani b ani a nie są zerami, więc wnosi się ztąd że, jeżeli 
N,, jest zerem, Njc jest niem także ; lecz, jeżeli N,, nie jest zerem, 
N^ nie może być n iem równie. Co było do dowodzenia. 

Wypada ztąd, że loartuści z x j z y przedstawiają sie jednocześnie 

pod kształtem ^ , lub jednocześnie pod kształtem ^^ . 

216. TWIERDZENIE II. przypadku ydy ab' — ba' = O, oba zrów-
nania [11 są sprzeczne, albo te zrównania wchodzą jedno w drugie. 

Aby to dowieść, podstawmy za b' jego war tość w drugiem ze 
z równań [ i ] ; to zrównanie staje się : 

albo 

Lecz, mnożąc pierwsze ze zrównań [1] prźez a\ zna jdu je się : 

t a k więc , w tym przypadku, zrównania [1] są równoważne d w ó m 
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innym zrównaniom które ma ją tę samą s t ronę pierwszą, a których 
strony drugie są ac' i ca'. Jeżeli więc ać i ca', nie są między sobą 
równe , dwa zrównania są sprzecznemi ; lecz, jeżeli ac' r=:ca', wtedy 
te zrównania są tosamemi. Co było do dowodzenia. 

217. N A S T Ę P S T W A . 1° Kiedy ac' nie jest r ównem ca', NY nie jest 
z e r e m ; a, następnie (215), N^ nie j e s t n ićm równie . Więc , kiedy 
dwa zrównania [1] są sprzecznemi, formuły [2] przedstawiają się obie-

Ifl • • . f 

divie pod kształtem . Ten kształt jest więc symbolem niepodobień-

stwa, 

2° Kiedy a c ' = ca', N J e s t zerem, jakoteż N^ (215). Więc, kiedy 
zrómnania [1] luchodzą jedno w drugie, formuły [2] przedstaioiają się 
obiedwie pod kształtem ^ . Ten kształt jest symbolem nieoznaczoności. 

Układ dwóch zrównań z d w o m a nieznanemi przy jmuje więc albo 
rozwiązanie j edyne i oznaczone, albo ten układ nie przyjmuje ża-
dnego rozwiązania, a lbo p rzy jmuje ilość nieograniczoną. Lecz przypu-
ściliśmy, w tem roztrząsaniu, że żaden ze spółczynników nieznanych 
nie jest r ó w n y m z e r u ; pozostaje nam teraz rozebrać przypadki 
szczególne, gdzie niektóre z pomiędzy nich byłyby zerami, j e d n o -
cześnie z d w u m i a n e m {ab' — ba'). 

2 1 8 . PRZYPADEK GDY JEDEN ZE SPÓŁCZYNNIKÓW JEST ZEREM JEDNO-

CZEŚNIE z {ab' — ba'). Przypuśćmy że się znalazło, zarazem : 

ztąd wypada, że ba' = O ; więc : albo a' = O, albo b = 0. 
lo Jeżeli a' = 0 , fo rmuły [2] stają się : 

Więc , jeżeli c' nie jes t zerem, te formuły p rzy jmują obiedwie 

kształt a jeżeli c' = 0, te fo rnmły przy jmują obiedwie kształt 

^ . Otóż zrównania s tają si-^ wtedy : 
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te zrównania są więc sprzecznemi; w pierwszym przypadku, 
ponieważ drugie jest n iedorzecznem, i nie istnieje więcś j jak 
tylko jedno z r ó w n a n i e , w drugim p rzypadku , ponieważ drugie 

zrównanie jes t tosamem. Więc kształty ^ ^ ^ , jakie przyjmą 

tu formuły, są jeszcze symbolem, jeden niepodobieństwa, drugi nie-
oznaczoności. 

2° Jeżeli = O, fo rmuły stają się : 

więc, jeżeli ca' nie jes t równem ac', y przedstawia się pod kształtem 

gdy tymczasem x przyjmuje kształt ^ . Jestto wyjątek od tw ie r -

dzenia (215). Otóż, w tym przypadku, zrównania stają się : 

te, jako niezawierające jak nieznaną dają : 

c c' 
lecz ~ nie jest równem — g d y ż ca' nie jest r ó w n ć m ac'] więc 

zrównania są sprzecznemi; i niepodobieństwo objawia się tu przez 

kształty jednoczesne 

Lecz, jeżeli ac' — ca', dwie formuły przyjmują kształt a d w a 

zrównania sprowadzają się do jednego : 

To zrównanie oznacza warlość dla x, lecz iiwtość dla y pozostaje 
nieoznaczoną. Jest toięc tu nieoznaczoność częściowa, która objawia si? 
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za pomaca kształtu Potrzeba zauważyć że ten kształt przywiązany 

jes t zarówno do obu fo rmuł , p o m i m o że wartość dla x została do-
kładnie oznaczoną. 

Ta część roztrząsania obe jmuje przypadek, w k tó rym spółczynniki 
dwóch nieznanych są zerami w temże s a m e m zrównaniu, i ten 
w którym spółczynniki tejże samćj nieznanej są zerami w dwóch 
zrównaniach. Nie m a m y więc do rozebrania jak tylko przypadek 
następujący. 

2 1 9 . PRZYPADEK, W K T Ó R Y M , SPÓŁCZEŚNIE Z MIANOWNIKIEM 

ab' — ba'—^, SPÓŁCZYNNIK N I E Z N A N E J X W JEDNEM ZE ZRÓWNAŃ 

I SPÓŁCZYNNIK NIEZNANEJ y w DRUGIEM SA R Ó W N E M I ZERU. Przypuśćmy, 
na przykład : 

zkąd wypada , że ba' = 0 , to jest d rugi spółczynnik jedne j z nie-
znanych jest zerem także. 

Niech będzie Vy = O, naówczas fo rmuły stają się : 

a zrównania. 

Jeżeli więc ani c ani a' nie są zerami , pierwsze zrównanie jest 
n iedorzecznćm ; i znajduje się niepodobieństioo, które się objawia 

j>rzcz kształty jednoczesne 

Jeśli c jest z e r e m , pierwsze zrównanie jest t o s a m e m ; drugie 
oznacza a?; znajduje się nieoznaczoność częściowa, która się objawia 

za pomocą kształtu ^. 

Jeżeli a' jes t zerem, otrzymuje się niepodobieństwo, pomimo że 

foi'muły przedstawiają się obie pod kształ tem 

http://rcin.org.pl



wzory ogólne na rozwlizanie zr(jwnań stopnia pierwszego. s."]! 

220. TABLICA (WYKAZ) ROZTRZĄSANIA. Można streścić roztrząsanie 
poprzednie w tablicy następującćj : 

II 
-5 -

I' 

/ 
I 

i 
<» n 0 n , 

"3 
»» 

1 

1 
1 

; rozwiązanie oznaczone, 

niepoclo-
l)ieńslwo. 

nieoznaczoność. 

niepodobieństwo, 

- nieoznaczoność. 

niepodobień-
stwo. 

nieoznaczoność 
częściowa. 

' niepodobień-
' stwo. 

nieoznaczoność 
częściowa. 

niepodobieństwo. 

221. PRZYPADEK W KTÓRYM C I C' SĄ ZERAAFT RAZEM. P O za przypad-
kami jakieśmy rozbierali, roztrząsa się jeszcze przypadek gdy wyrazy 
całkiem znane, c i c', są zerami razem. Formuły przedstawiają się 
pod kształtem : 

A więc, jeżeli ab'—ba' nie jest zerem, ma się : 

Lecz, jeżeli ab' — O, formuły stają się : 

Dla wytłumaczenia tych wypadków, wróćmy się jeszcze do zrów-
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n a ń . Te w tym przypadku : 

i mogą się napisać ; 

n . • 7- b . . , , b ' Frzeto, jezelt - me jest rownem , to jest, jeżeli [2ih'— ba') nie jest 

zerem, te zrównania nie mają innego rozwiązania jak tylko x = 0, 
b b' 

y = 0. Lecz jeżeli - = — , to jest, jeżeli ab ' — b a ' = : O, dwa zróvj-
oL 8. 

nania lochodzą jedno w drugie; jest nieoznaczoność, która się objawia 

za pomocą kształtu Należy uważać że, w tym ostatnim przypadku, 

stosunek nieznanych jest oznaczonym; gdyż otrzyma się : 

FORMUŁY OGÓLNE NA ROZWIĄZANIE JAKIEGOKOLWIEK OKŁADU TRZECH 

ZRÓWNAŃ Z TRZEMA NIEZNANEMI. 

2 2 2 . FORMUŁY OGÓLNE. Zrównanie pierwszego stopnia z t rzema 
n ieznanemi x, y, z może mieć czworakiego ga tunku wyrazy, to 
jest : wyrazy na x, wyrazy na y, wyrazy na z, i wyrazy całkiem 
znane . Układ trzecłi z równań będzie więc mógł zaw^sze przywieść 
się do kształtu : 

pl] 

Użyjmy, na rozwiązanie go , sposobu Bezouta (1.50). 
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Pomnożywszy pierwsze z tych zrównań przez X, a drugie przez l ' , 
i do summy tych dwóch zrównań dodawszy trzecie, otrzymamy : 

[2] 

Połóżmy potem : 

zkąd da się wyciągnąć : 

i, podstawmy te wartości w zrównaniu [2], znajdziemy, po wykona-
niu wszystkich rachunków : 

Znalazłoby się, sposobem podobnym, wartości dla y i dla z. Lecz 
lepiej jest zauważyć że jeżeli, w pierwszym zrównaniu, zmieni się x 
no y, y na z i z na .r, potćm a na 6 na c i c na a, to zrównanie 
staje się : 

to jest że się nie zmieni. Toż samo spostrzeżenie stosuje się do 
dwóch innych. A zatem, otrzymamy y robiąc te przemiany na 
wzorze który daje x, i otrzyma się z wykonywając je późniśj na 
wartośći y. Rozpoznaje się tym sposobem że mianownik nie zmie-
nia się, i znajduje się układ rozwiązań : 
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Te formuły dopóty są p r a w n e m i , dopóki mianownik wspólny 
nie jest zerem. Sprawdza się wreszcie ła two ie, w tym przypadku, 
powyższe wzory zadosyć uczynią z równanióm [1]. 

2 2 3 . W Y J A Ś N I E N I E POPRZEDNIEGO PRZEKSZTAŁCENIA NA FIGURZE. 

Możnaby było wyrachować wpros t wartości na y i na z. Lecz jest 

da leko prościćj wyciągnąć j e z war to -
ści na X biorąc w pomoc rozważanie 
symetryi. Na obwodzie koła, a przy 
wierzchołkach t rójkąta równobocznego 
wpisanego, połóżmy trzy litery x, y, z, 
jakoteż trzy litery a, b, c \ \ wys tawmy 
sobie później że koło obróciło się około 
swego środka w kierunku odpowied-
n im o trzecią część obwodu ; w skutek 
tego l i tera y zajmie miejsce x, z zajmie 
miejsce y, x miejsce z ; podobnie litery 

b, c, a, zajmą miejsca liter a, b, c. Ta zmiana w porządku li ter na-
zywa się przemianą kołową. 

Po wykonaniu podobne j p rzemiany na z równaniaeh danych, te 
s ianą się 

nie zmieniwszy się byna jmnie j ; wartości nieznanycli pozostają więc 
też same. Otóż, po wykonaniu przemiany kołowej na wartości z x 
znalezionej poprzednio , otrzymuje się 

Ta wartość z y zadosyć uczyni d rug iemu układowi z równań a za-
tćm układowi d a n e m u . 
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Po wykonaniu na drugim układzie zrównań nowej przemiany 
kołowśj , układ nie zmieni się, i wartość z ij staje się 

Wykonywaj§c trzecią przemianę kołową, znaleźlibyśmy war tość 
z X i tak dalej . 

2 2 4 . PRAWIDŁO NA UKŁADANIE FORMUŁ. Dla utworzenia mianownika 
spólnego, uważa się dwie przemiany ab i ba ; kładzie się w każdej 
z nieb litera c kolejno, na końcu, w środku i na p o c z ą t k u ; co da je : 

Potem znaczy się drugą literę jedną kreską, a trzecią d w o m a 
kreskami. Nakoniec daje się naprzemian znaki - j - i — różnym wy-
razom. Zna jdu je się tym sposobem : 

Można jeszcze utworzyć niiaiiownik spólny innym sposobem. 
Zauważmy że ten mianownik może [̂ ię nap i jać : 

że jest więc sun imą wieioczynów jakie otrzymują się, mnożąc 
względnie spółczynniki a, b, c pierwszego zrównania przez różnice 
[b'c" - c'b"), {c'a" - a'c"), {a'b" ~ b'a"). Tworzą się wreszcie te 
różnice, mnożąc na krzyż spółczynniki dwóch innych zrównań k tóre 
nie odpowiadają tej nieznanej której spółczynnik został wybranym 
w pierwszem. Tak więc , gdy spółczynniki będą urządzonemi jak 
nas tępuje : 
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i 2 

bierze się za mnożnik a, {b'c" — c'b"), X ? po tem za 
2 1 

mnożnik b, {da" — a'c"), ; bierze się nakoniec za m n o -
1 2 

l v . a 
żnik c, (a'6" — 6 ' a " ) , . Należy zauważyć pilnie, że krzyż, 

2 i 
utworzony przez linie k tóre łęcz§ czynniki jakie się mnoży, powi -
nien być ułożony naprzemian w k ierunkach przeciwnych, jak to 
wskazują ligury. 

Kiedy mianownik spólny jest u tworzonym, ot rzymuje się licznik 
każdćj n ieznanej , zastępując, w tym mianowniku , spółczynnik 
n ieznanej przez wyraz całkiem znany zrównania odpowiedniego, to 
jest podstawiając U, k', k", za a, a', a", gdy idzie o x-, za b', b", 
gdy idzie o i za c, c', c", gdy idzie o z. 

225. U W A G A . Można dowieść wpros t , nie rozwięzując uk ładu [1], 
że tenże układ nie może mieć więce j nad j e d n o rozwiązanie, byleby 
nie miał : D = 0. 

Przypuśćmy, w rzeczy samćj , że d w a rozwiązania różne, : x = z a , 
y = p, z = y ; 2°: a? = a', ^ = P', z r=: y , sprawdzają układ [1] ; 
zna jdu je się tosamości : 

Zkąd wyciąga się, przez odciąganie : 

Ponieważ układy rozwiązania są różne, nie można mieć , j e d n o -

cześnie, a', y = : / . Przypuśćmy, na przykład, = 

Można będzie wyrugować , sposobem zwyczajnym, 
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pomiędzy terai t rzema równościami; i przyjdzie się do równości : 

Otóż można dzielić dwie strony przez czynnik (a a'), który nie 
jest zerem ; więc : 

2 2 6 . R O Z T R Z Ą S A N I E . Kiedy 1) nie jest zerem, układ posiada tylko 
rozwiązanie jedyne i oznaczone, dostarczone przez formuły [3]. Nie 
pozostaje więc do rozebrania jak tylko przypadek D = 0. Otóż, 
zrównanie [2], zastosowane kolejno dla oznaczenia wartości na Jc, 
na y i na s, da je : 

Gdy wiec D = 0, a jedna przynajr7iniej z ilości m , n , p,. nie będzie 

zerem, zróionanie odpowiednie jest niepodobnem. Układ jest więc nie-

podobnym. ; i niepodobieństwo objawia się przez kształt ^ , którij przy-

biera przynajmniej jedna z nieznanyc/i. 
• Gdy, przeciwnie, ma się, jednocześnie, I) = O, m. = 0, /< = O, 
p = 0, z równanióm nie przestają zadosyć czynić wartości y, z; 

nkładjest nieoznaczony, i nieoznaczoność objawia się przez kształt 

spólny trzem nieznanym. 

2 2 7 . P R Z Y P A D E K W KTÓRYM DRUGIE STRONY ZRÓWNAŃ [ 1 ] SĄ ZERAMI. 

Rozbierzmy nakoniec przypadek gdy zrównania dane nie zawierają 
żadnego wyrazu niezależnego od nieznanych : można je uważać 
wtedy jako mające miejsce pomiędzy stosunkami nieznanych ; i wy-
starczy, na oznaczenie tych stosunków, mieć j edno zrównanie mnie j 
od liczby nieznanych. W rzeczy samej, weźmy pod uwagę dwa 
pierwszo zrównania : 
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te mog§ się napisać w sposób nas tępujący 

zkąd wypada : 

Gdy, teraz, dopełni się układ przez trzecie zrównanie , w któreni 

podstawi się za i y icti wartości w z, wyciągnięte ze s tosun-

ków - , - , znajdziemy : z 3 

Więc, jeżeli D nie jest zerem, potrzeba aby było z m 0 ; « nastę-
pnie X- = O, y = 0. To właśnie s tanowi rozwiązanie w tym przy-
p a d k u . 

Gdy D = O, ostatnie zrównanie jes t sp rawdzonem przez j akąko l -
wiek bądź war tość z ; to zrównanie jest nas tęps twem dwóch 
p ie rwszych ; znajduje się więc nieoznaczoność; i ta nieoznaczoność 

objawia się przez kształt ^ jaki przedstawiają formuły ogólne; lecz 

stosunki nieznanych pozostają oznaczonemi. 
U W A G A . Rozległa teorya wyznaczników, k tórą zamierzamy w to-

mie II naszej a lgebry obszernie rozwinąć, posłuży do uzupełnienia 
dalszego rozbioru wzorów loyprowadzonych z ogólnych zrównań stopnia 
piericszego. , ' 

ROZTRZĄSANIE ZAGADNIENIA GOŃCÓW. 

228. Z A G A D N I E N I E . Zakończymy ten rozdział rozwiązaniem zaga-
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dnienia k tórego roztrząsanie streszcza w sobie to wszystko co było 
dotąd powiedzianelm powyżej ; znajdziemy tu zastosowanie znako-
mite teoryi ilości odjemnycl i , i spotkamy także różne przypadki 
n iepodobieńs twa i nieoznaczoności o których dawniej była mowa. 

Dwaj gońcy M i M' odbywają drogę po linii prostej nieograniczo-
nej X X', IV kierunku X X', z prędkościami v 2 v ' ; goniec M przybył 
do punktu A tej linii, h godzin wprzód niż goniec M' zdążył przybyć 
do innego punktu A'. Odległość AA' = d. Chcemy wiedzieć punkt spo-
tkania się tyęh gońców. 

P u n k t spotkania się szukany może być, bądź w R po prawej 
s tronie A', bądź w R' pomiędzy A i A', bądź w R" po lewej s t ro-
nie A; jego położenie zależy od liczb v, v', d, k. Jest więc nieodbicie 
potrzebnem rozróżnienie wielu przypadków. 

2 2 9 . P I E R W S Z Y PRZYPADEK. Przypuszcza się Y > i > vh. Ponie-
waż goniec M przebiega v kilometrów na godzinę, tenże goniec 
przebiegnie vh k i lometrów w h godz inach; a zatem, kiedy M' będzie 
w A', M będzie w odległości vh od punktu A. Tak więc waru-
nek d >• vh znaczy że w tćj chwili, M nie będzie mógł jeszcze przybyć 
na punk t A' ; będzie więc w tyle M'; otóż pierwszy pos tępuje prędzej 
jak drugi , gdyż mamy, v > w'; więc się z nim złączy po p rawej 
stronie punk tu A' . 

To przypuściwszy, niech będzie R punktem spotkania się : weźmy 
za nieznaną odległość A'R = x. Goniec M przebiega odległość 

AR = r/ 4 - X, w czasie ^ ; goniec M' przebiega odległość 
j* 

A'R r = X, w czasie - . Otóż, podług wysłowienia, M wychodzi z A, 

h godzin przed chwi lą w której M' wychodzi z A ' ; więc M potrze-
bu je h godzin więcćj jak M' dla dojścia do punktu R. Więc otrzy-
m u j e się zrównanie : 

[ 1 ] 

Rozwięzując je (starać się należy przenieść wyrazy nieznane 
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W drugi członek, ażeby tym sposobem nie mieć do uważania liczb 
od jemnych) , zna jduje się fo rmuła : 

L-] 

Ponieważ (y — v'] i {d— vk) są dodatnemi , ta formuła daje po-
znać bez t rudności położenie punk tu R. 

230. D R U G I PRZYPADEK. Przypuszcza się v<^v', d<^vh. W tym 
przypadku, w chwili , w której goniec M ' j e s t w A', goniec M minął 
ten punk t (ponieważ m a m y jest więc na przodzie M' ; 
a że ten goniec pos tępuje powoln ie j jak M' (ponieważ y < w); będzie 
przeto dopędzonym przez niego po prawej stronie punk tu A'. P u n k t 
spotkania się jest więc w tym samym odcinku A'X' jak w przypadku 
poprzedzającym. Zrównan ie zagadnienia jest więc toż same [1]. Lecz 
dla uniknienia użycia liczb o d j e m n y c h , można będzie rozwiązać lo 
zagadnienie przenosząc wyrazy znane w drugi członek; i znajdzie 
się f o r m u ł a : 

LPJ 

2 3 1 . TRZECI PRZYPADEK. Przypuszcza się U > W', d<ivl(. W t y m 

przypadku, goniec M, w chwili w którćj M ' j e s t w A', minął już ten 
p u n k t , ponieważ uA > af; lecz że ten goniec postępuje prędzej 
jak M', więc spotkanie się nie może mieć miejsca po prawej stronie 
p u n k t u A'. Rozumie się, wreszcie , że to spotkanie musiało już mieć 
miejsce po lewej s tronie, a zatem przed epoką uważaną, ponieważ 
prędkości są n ie równe a droga nieograniczoną. Lecz wtedy dwa 
przypadki przedstawiają się : punk t spotkania się jest w R' pomię-
dzy A i A', albo w R" po lewej s tronie punktu A ? 

Przypuśćmy naprzód że to spotkanie ma miejsce w R', i przed-
s tawmy przez X odległość A'R' : odległość AR' będzie równą [d — o,-). 
Aby znaleźć, w tym przypadku , zrównanie zagadnienia , można 
uważać że goniec jM jako wychodzący z punktu A w pewnej chwili, 

d X 

i przebiegający odległość AR' w czasie — - — , w końcu tego cza-

su , spotyka się on z gońcem M', który, wychodząc z R', przebiega 
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odległość R'A' w nowym czasie - . Tak więc, gdy ten ostatni 

przybywa do A', upłynął czas — o d czasu jak M wy-

szedł z p u n k t u A : i zrównanie jest : 

[2] 

Przypuśćmy powtóre punk t spotkania w R". Oznaczmy przez x 
odległość A ' R " ; odległość AR" będzie (j; — cf). Można przypuścić 
tu, że dwa j gońcy wychodzą jednocześnie z p u n k t u R " ; goniec M 

staje w A po czasie ^ ^ ^ , a goniec M' dosięga A' po czasie • 

A ponieważ, pod ług wysłowienia, M' użył h godzin więcś j jak M, 
zrównanie jes t : 

[3] 

Otóż widzimy ła two, że zrównania [2] i [3], chociaż otrzymane 
przez rozumowania różne, są tosamemi , gdyż, rozłączając wyrazy 
d . X 
- I - , stają się : 

Tak więc, można powiedzieć że, gdy punkt spotkania się jest po 
lewej s tronie A', to jakiekolwiekby było jego położenie, jest zawsze 
dostarczonem przez zrównanie [2]. 

Gdy się rozwiąże to zrównanie (nie zaniedbując zostawić wyrazy 

nieznane w pierwszym członku), znajdziemy : 

[y] 

2 3 2 . CZWARTY PRZYPADEK. Przypuszcza sic y < y', d':>vh. W t y m 

I . — 1 6 
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przypadku, goniec M nie jest jeszcze w A, gdy goniec M' tam się już 
zna jdu je , ponieważ vh < d. Tak więc M jest naówczas w tyle M ' ; 
a że p ie rwszy pos tępuje powolniej jak drugi , przeto nie będzie mógł 
go dogonić po prawej stronie A' . Lecz, ponieważ prędkości są n ie -
r ó w n e , ich spotkanie musiało już mieć miejsce po lewej s t ronie t e -
goż punk tu . Zrównaniem zagadnienia jest więc jeszcze zrównanie [2]. 
Tylko, aby je rozwiązać, potrzeba będzie przenieść wyrazy nieznane 
w drugi członek, i znajdzie się fo rmuła : 

L<51 

2 3 3 . R O Z T R Z Ą S A N I E . Zrównanie [ 1 ] i fo rmuły [a] i odpowiada ją 
przypadkóm w których punk t spotkania zna jduje się po prawej 
s tronie p u n k t u A'. Otóż dwie formuły [a] i [3] nie różnią się j edna 
od drugiś j , jeśli się nie przes tanie przy jmować u m o w y (50) ; gdyż 
tak ich liczniki jako i mianownik i są r ówne i znaków przec iwnych . 
Można więc znieść fo rmułę [P] i nie uważać, dla dwóch pierwszych 
p rzypadków, jak tylko fo rmu łę [«]. 

Zrównanie [2] i fo rmuły [y] i [-5] stosują się do przypadków w k tó ' 
rych punkt spotkania jes t po lewej stronie punk tu A'. Otóż te dwie 
fo rmuły są także tosamemi , na mocy u m ó w (50). Więc można po-
przestać na fo rmule [y] dla dwóch ostatnich przypadków. 

Z drugiej strony zrównanie [2] nie różni się od zrównania [1] jak 
tylko przez zmianę znaku na a formuły [«] i [7], mające tak mia -
nowniki jak liczniki równe i znaków przeciwnych, dają dla x, na 
mocy u m ó w (50), wartości r ówne i znakóVv przeciwnych. 

W i ę c zrównanie [1] i formuła [«.], która je rozwiązuje, będą mogły 
się zastosować do czterech przypadków, pod warunk iem aby zgo-
dzono się odnosić na lewą s t ronę A' długość wymierzoną przez war-
tość na X, kiedy ta długość będzie o d j e m n ą . 

2 3 / I . PRZYPADKI SZCZEGÓLNE. Przypuszczaliśmy dotąd , że było 

V d ^ v h . Rozbierzmy teraz przypadki gdzie te nierówności 

przekształcają się na równości . 
•I" Jeżeli d = vh, chociaż v nie jest i^ównem fo rmuła [a] daje : 

0; to jest że odległość p u n k t u spotkania się od punk tu A ' j e s t 
ze rem, albo że divaj gońcy są jednocześnie iv A'. Widz imy, a priori^ 
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Że tak być powinno : gdyż, ponieważ vh = d, M przybywa do A 
w tymże samym czasie jak M ' ; a, ponieważ prędkości są n ie równe , 
przeto gońcy nie są razem jak tylko w tym punkcie. 

2° Jeżeli v = v ' , chociaż d nie jest równem vh, fo rmuła [*] daje : 

. Ta formuła jest (209) [symbolem n iepodobień-

stwa. Potrzeba więc twierdzić że w tym przypadku goiicy nie spotkają 

sie nigdy. 
O czem ła two jest przekonać się a priori; bo, ponieważ d nie 

jest r ó w n e m vh, gońcy nie są razem w punkcie A ; a, ponieważ ci 
gońcy m a j ą tąż samą prędkość, odległość która ich rozłącza jes t 
zawsze tąż samą. 

3° Jeżeli mamy, jednocześnie : v— v', d— vh, f o rmu ła [»] da je : 

= ^ . Ta postać jes t zwykle symbolem nieoznaczoności. Można 

więc wnos ić że, łv tym przypadku dwaj gońcy są zawsze razem. Lecz 
potrzeba to sprawdzić a priori, co jest ła tweni; bo, ponieważ d = vh, 
gońcy są razem w punkcie A'; a, ponieważ ich prędkość jest tąż 
samą, przeto ci gońcy nie rozłączają się nigdy. 

Tak więc, nawet w przypadkach szczególnych gdzie zrównanie 
i formuła przesta ją istnieć, można dać syinbolóm jakie się napotyka 
wyt łumaczenie które dostarczy rozwiązania prawdziwego. 

235. UWAGA. Nie posuniemy dalej roztrząsania tego zagadnienia ; 
powiedzieliśmy dosyć dla wskazania sposobu postępowania . Zachę-
camy czytelnika do zrobienia innych przypuszczeń : na przykład, 
że goniec M' dąży z X' ku X, albo że goniec M przechodzi A, h godzin 
późniśj aniżeli goniec M' przeszedł punkt A'. Kreśląc wpros t , dla 
każdego z tych przypuszczeń, zrównanie i formułę która je rozwię-
zuje , znajdzie czytelnik zawsze że zrównanie [1] i formuła [«] dają się 
zastosować, pod warunk iem uważania za odjennie tych wielkości 
których się zmienił k ie runek . 

(IWICZENI A, 

I. Jaki związek należy przypuścić pomiędzy A, lij A', B', aby wyrażenie, 

miało wartość niazależn^ od x i od y ? 
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Jł 

Potrzeba żeby było : = , albo leż 13 = O, U' — 0. 

II. Jakie związki należy przypuścić pomiędzy A, B, C, A', B', C, ażeby 
wyrażenie, 

miało wartość niezależną jednocześnie od x i od y 1 

Potrzeba żeby było : 

Pytamy się jeszcze, czy wyrażenie może być niezależnein od x, nie będąc 
od y ? Nie. 

III. Znaleźć postęp przez różnicę, w którym istnieje stosunek stnly po»niiędzy 
summą z x pierwszych wyrazów, a summą z kx wyrazów następujący ch, gdy 

jest danśm, a cc może przybierać wszelkie wartości całkowite. 
Jest nieskończona ilość postępów odpowiadających pytaniu. Są niemi te któ-

rych stosunek jest podwójnym od pierwszego wyrazu. 

IV. Roztrząsać formuły rozwiązania trzech zrównań z trzema nieznanemi, 
w przypadkach następujących : 

1° Dwa pićrwsze zrównania mogą być sprzecznemi, jakiekolwiiekby było 
trzecie. '' 

Znajdzie się, na to, warunki : 

2° Dwa pierwsze mogą być sprzecznemi z trzeciem. 
Potrzeba na to, żeby mianownik wspólny był zerem, i żeby licẑ nik jednej 

z nieznanych był różnym od zera. 
3° Dwa pićrwsze zrównania mogą wchodzić jedno w drugie. 
Potrzeba na to, żeby było : 

U° Trzecie (zrównanie) może wchodzić w inne. 
Potrzeba, na to, żeby mianownik spólny był zerem, jako też licznik jednaj 

z nieznanych. 
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V. Naznaczyć warunki konieczne i dostateczne, ażeby zagadnienie numeru 
191 dotyczące kadzi napełniających się przez rurki i przez deszcz, stało się nie-
podobnym łub nieoznaczonym. Można będzie zrozumieć, a priori, niepodo-
bieństwo hib nieoznaczoność. 

71 S 

Znajduje się że warunkiem niepodobieństvva jest = ; i że jeżeli, oprócz 

tego, ma się : vs't' = v'sł, zagadnienie jest nieoznaczonym. VI. Gdy się weźmie pod uwagę zrównania : 

[1] 

w którym położymy 

|2] 

otrzymuje się, przez to podstawienie, dwa zrównania na t i u. Otóż żądamy 
aby sprawdzić, że mianownik wartości z t i z u, który ztąd wynika, jest 
wieloczynem z mianowników jakie znajduje się, rozwiązując zrównanie [1] 
względem x i y, zrównania [2] względem t i u. 

VII. Podobneż zadajemy pytanie dla zrównań : 

[1] 

w których przypuszczamy : 

[2] 

To dwa ćwiczenia przedstawiają tylko proste sprawdzenia rachunku. 
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WYP.AŻli-MA [MiZEDSTAWIAĴ CE SIĘ P'On KSZTAŁTEM 
NIEOZNACZONYM. 

o KSZTAŁCIE 

236. O PRZYPADKACH W KTÓRYCH SPOTYKA SIĘ KSZTAŁT || . Kiedy dwa 

wyrazy ułamku niszczą się jednocześnie, dla pewnycli wartości liter 
które te wyrazy zamykają w sobie, działanie wskazane nie ma ża-
dnego znaczenia. Znajdujemy niekiedy wyrażenia tego kształtu, szu-
kającjrozwiązania zagadnień nieoznaczonych (209, 217 i 2.Vi)- Nie-
kiedy także ułamek przyjmuje ten kształt nieoznaczony, z przyczyny 
czynnika spólnego równego zeru, przez który znajdują się pomno-
żone jego oba wyrazy lub obie strony jednego ze zrównań, które 
przed uproszczeniem, do wypadków nieoznaczonych prowadzą. 

237. J A K NALEŻY POSTĄPIĆ W TAKIM P R Z Y P A D K U ? W każdym przy-
padku przystoi roztrząsnąć pilnie początek wyrażeniu danego, dla 
znalezienia czy rozumowaina które do niego prowadzą znajdują sie 
w błędzie, bądź przez jedną z przyczyn wskazanych powyżej, bądź 
też z przyczyny, innój okoliczności podobnej . Jeżeli tak nie jest, 
gdy dowiedzionem zostało, z całą ścisłości^i, że zagadnienie dane 
może być rozwiązanem, gdy znajduje się = albo (co na jedno 

wychodzi, byleby a nie było zerem), r = ^ , oczywista że przy-

puszczenie, które niszczy a i b, pozwoli wziąć x dowolnie, ponieważ 

mamy, dla wszelkiego x, 

W przypadku nawet gdy rozumowania znajdują ste w błędzie. 
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można często używać wyrażenia które staje się ^ , dla znalezienia 

prawdziwej wartości n ieznanej , którą to wyrażenie przedstawia . 
Uważmy, w rzeczy samej , że to wyrażenie, dające się zastosować 

dopóki nie przyjęło kształtu ^ , dostarczy rozwiązania zagadnienia 

dla przypuszczeń tak mało różnych jak się podoba od przypuszczenia 
które sprowadza t rudność . Jeżeli więc pytanie jest takiej na tu ry , że 
bardzo mała zmiana w danych , musi sprowadzać bardzo ma łą zmianę 
w w y p a d k u , s tosunek obu wyrazów ułamku, gdy te dążą j edno-
cześnie do zera, będzie się różnił coraz mniej od wartości jakićj 
szukamy, a która będzie, przeto, je^/o granicą. Ta granica nazywa się 

często prawdziwą wartością u ł amku który staje się ^ • 

Na znalezienie p rawdz iwej wartości wyrażenia które , w p e w n e m 

przypuszczeniu, przedstawia się pod kształtem potrzeba j e prze-

kształcić na inne które nie przestaje mu być równem, i k tóre nie da j e 

miejsca do tejże samej t rudnośc i . Podamy kilka prawideł dotyczą-

cych przypadku gdzie wyrażenie staje się w skutek wartości 

szczególnej przypisywanćj jednej z liter które do tego wyrażenia 
wcliodzą. 

238. Przypadek iv którym wyrażenie jest ilorazem dwóch wielomia-
nów całkowitych. Wskazal iśnjy już ten przypadek (195). Niecli będzie, 
w ogólności, u ł amek , 

który, dla xz=za , przybiera kształt | | . ł'onievvaż licznik i mianownik 

znikają dla x = a, więc są, jeden i drugi, podzielnemi (75) przez 
(a-—a). Gdy się zniesie ten czynnik spólny, ułamek F przyjmie kształ t , 
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Jeżeli oba wyrazy nie znikną więcej dla x = a, należy tylko pod-
stawić tę wartość z x, n otrzyma się tym sposobem wartość z F. 
Jeśli znikną jeszcze, potrzeba je będzie podzielić na nowo przez {x—a); 
i tak dalej, aż się natrafi na ułamek nie przedstawiający więcśj tejże 
samej osobliwości. Oczywista że się musi znaleźć ułamek taki ; po-
nieważ każdą razą gdy się dzieli przez {x—a) oba wyrazy ułamku 
danego, ich stopień zmniejsza się o j edność ; i skończyłoby się, 
gdyby się działanie nie zatrzymało, na osiągnieniu dlajednego z nich 
ilorazu liczebnego. 

Gdy zaś przychodzimy przez ten sposób, do dwóch wyrazów z któ-
rych jeden tylko znika sam wyłącznie, to ten wypadek da się łatwo 
wytłumaczyć: ułamek dąży do zera, gdy jego licznik staje się zerem; 
przeciwnie ten ułamek wzrasta do nieskończoności, gdy jego mia-
nowuik jest równym zeru. 

239. ZASTOSOWANIE. Ułamek 

staje się ^ dla a? = a. Dzieląc oba wyrazy, przez {x — a), będzie : 

Ten nowy ułamek bierze jeszcze kształt | | , dla x — a. Można 

więc dzielić jeszcze oba wyrazy przez {x — n), i otrzymuje się j 

A gdy się uczyni x = a, znajdziemy prawdziwą wartość : 

2ZiO. PRZYPADEK WYKAŻEŃ NIEWYMIERNYCH. Weźmy naprzód pod 
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uwagę wyrażenie : 

k tóre , dla x=.a, staje się p i do którego można przywieść prawie 

wszystkie inne. Połóżmy \'x — y, y'a — b, a, tern samem, x = y"^, 
a bi»\ wyrażenie staje się : 

a lbo , dzieląc oba wyrazy przez {y — b), 

Można teraz uczynić tu , x=a,io jest y = b; i o t rzymamy p r a w -
dziwą wartość : 

Uważmy, nas tępnie , wyrażenie zamykające w sobie liczbę jaką-

kolwiek radykałów, przyjmujących wartość ^ dla p e w n ć j wartości 

przypisywanej dla j ednć j z liter które to wyrażenie zamyka w sobie. 
Niech będzie : 

[11 

gdzie P , O, R, S, P ' , Q', IV, S', T', są wielomianami całkowitemi 
względem x, a x = a wartością z x, dla którćj F s ta je się -̂j--

Jeżeli się oznaczy przez 'P«, Q«, R«, Sn, P'«, Q'a, W„, S'«, T a war-
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tości jakie przyjmujęi te różne wielomiany dla = a, znajduje się : 

[2] 

[3] 

a odciągając od obu wyrazów u łamku F pierwsze strony zrów-
nań [2] i [3] które są zerami, można napisać ten ułamek pod 
kształtem : 

[ ^ r 

Podzieliwszy teraz oba wyrazy przez [x — a), będziemy mieli : 

Do znalezienia prawdziwćj wartości z F , wystarczy znaleźć p r a w -

dziwę wartości u ł amków 

które się przedstawiają wszystkie pod kształtem Otóż gdy d w a 

p p̂ ^ p/ p/ 
ułamki nie zamykają radykałów, ich prawdziwe 

OC Cl OC o. 
wartości będą się mogły otrzymać za pomocą sposobu wskaza-
nego (238); i dosyć będzie oczywiście podzielić liczniki przez —a), 
i uczynić a w rezultatach. Wszystkie inne są tegoż samego 
kształ tu, a w'ięc wystarczy zastanowić się nad jednym z nich. Owóż, 

można napisać po obu stronach jednako : 

* 

i granica pierwszej strony będzie wieloczynem granic czynnikóvY 
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drugiej. Umiemy znaleźć prawdziwą wartość ostatniego czynni-, 
ka (238). Go się tyczy prawdziwej wartości pierwszego, ponieważ Q 
dąży do Q„, kiedy x dąży do a, można przyrównać ten czynnik do 

m m ~ 4 
I V Cl 

wyrażenia — ^ _ ^ ; jego prawdziwa wartość jest więc ^^ m ̂ ^ ; 

a przeto prawdziwa wartość ułamku jest oznaczoną. 
2 6 1 - ZASTOSOWAMIE. Znaleźć, dla prawdziwą wartość ułamka; 

Można łatwo zapewnić się że ten ułamek staje się, w rzeczy sa-

mćj , ^ dla X — gdyż licznik staje się y 8 — \J'2 ł ^ — 

albo \/T\ — 2, albo co jest istotnie zerem ; 

mianownik staje się także 1 + — V 
Aby wykonać zadanie podług sposobu wskazanego, będziemy 

mogli napisać ; 

t 

a dzieląc oba wyrazy przez {x— 1), 

Otóż, znajduje się, podług prawidła wskazanego : • 

1 - 1 
powyższe wyrażenie ma za swą granicę : — X 2, albo 

3v ^ 
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poprzednie wyrażenie ma za swą granicę : 

3° 

to nowe wyrażenie ma za swą granicę : 

granicą poprzedniego wyrażenia jest : 

albo albo 

5° 

granicą piątego wyrażenia jest 2. 

6" 

granicą szóstego wyrażenia jest 
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gran icą ostatniego wyrażenia j e s t : 

Prawdziwą wartością F jest więc : 

2 / 4 2 . U W A G A . Jedyny przypadek wyjątku jaki przedstawia sposób 
poprzedzający, jest ten w którym, dodając prawdziwe wartości ró-
żnych u łamków na które rozłożono oba wyrazy, znalazłoby się 

O 
jeszcze ^ . Iliedy licznik sam jeden znika, ułamek dąży do zera; 

kiedy mianownik sam jeden jest równym zeru, u łamek wzrasta nie-
ograniczenie. 

U KSZTAŁCIE 

2 ^ I 3 . S P O S Ó B Z N A L E Z I E N I A PRAWDZIWE, ! W A R T O Ś C I UŁAMKU KTÓRY 

oo 
STAJE siĘ — . Kiedy oba wyrazy ułamku wzrastają nieograniczenie 

z wartością litery zmiennś j którą te wyrazy zamykają w sobie, jest 
niekiedy pożytecznie oznaczyć wartość (jranky tego u ł a m k u . Dla 
osiągnienia' tego, należy naprzód podzielić oba wyrazy przez potęgę 
tak dobraną litery powiększającej się nieograniczenie, ażeby żaden 
z nich nie stał się n ieskończonym, i aby przecież te wyrazy nie dą-
żyły do zera. Granica stanie się wtedy oczywistą. 

2/Ł^I. P R Z Y K Ł A D Y . 1 ° Znaleźć granicę Z 

gdy X wzrasta nieograniczenie. Dzieląc przez oba wyrazy u ł a m k u , 
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znajduje się : 

1 
i widzimy że, kiedy x wzrasta nieograniczenie, F dąży do granicy ^ : 

gdyż wszystkie wyrazy, które zawierają w mianowniku, dążą do 
zera. 

2° Znaleźć granicę 

gdy X wzrasta nieograniczenie. Dzieląc przez x oba wyrazy ułamku, 
ten staje się : 

a, gdy X powiększa się nieogroniczcnie, ułamek dąży do 

%5. U W A G A 1. Gdyby się zdarzyło, żeby po wykonaniu dzielenia 
licznik miał za swą granicę zero, a dla mianownika była granica skoń-
czona,ułamek dążyłby oczywiście do zera. Gdyby się zdarzyło, prze-
ciwnie, żeby licznik dążył do granicy skończonej, a mianownik do 
zera, ułamek wzrastałby nieograniczenie. 

PRZYKŁADY. Ułamek 
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dąży do zera, kiedy x powiększa się; gdyż ten ułamek jest równo-
ważnym ułamkowi 

Przeciwnie, ułamek 

wzrasta nieograęiczenie i x ; gdyż ten jest równoważny z ułamkiem 

2M). U W A G A II. Gdyby doznawano pewnego kłopotu w oznaczeniu 
potęgi z X, przez którą należy dzielić oba wyrazy ułamku, w tym 
razie wypadałoby dzielić przez potęgę nieoznaczoną .u", i określić 
potćm wartość z a pod warunkiem żeby żaden wyraz nie został nie-
skoiiczonym, i żeby wszystkie nie stały się zerami. 

PRZYKŁAD. Znaleźć granicę ułamku ; 

Dzielenie przez daje : 

Ażeby warunki wskazane zostały dopełnione, potrzeba aby było : 
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albo też : 

Potrzeba więc żeby a było przyna jmnie j r ó w n e m ^ . Przyjmie się 

tę wartość najmnie jszości , gdyż wartość większa uczyniłaby wszy-

stkie wyrazy zerami, dla x = o > o . Robiąc i znosząc wszy-

ó • 
stkie potęgi o d j e m n e z x, s ta jące się zerami dla ic = o o , ot rzymamy 
na granicę F : 

2 6 7 . U W A G A III. Kiedy wieloczyn A . B s ta je się O X ^o, dla p e w n e j 

wartości na x, przywodzi się go do kształtu A X T ^ J który staje 

się ^ , albo do kształtu , który s taje się ^ ; i stara się do 

niego zastosować prawidła poprzedzające, 

O KSZTAŁCIE 

2 6 8 . P R Z Y P A D E K W KTÓRYM W Y R A Ż E N I E J E S T RÓŻNICĄ DWÓCU R A D Y K A -

ŁÓW DRUGIEGO STOPNIA. 

Uważmy wyrażenie : 

w którym P i Q są d w o m a wielomianami w x, k tóre s tają się, j e d e n 
.i drugi , nieskończonemi, gdy x wzrasta nieograniczenie. Mnóżmy 

i dzielmy to wyrażenie przez \ /P + V0 7 wówczas dane wyrażenie 
bierze kształt : 

http://rcin.org.pl



WYRAŻENIA' POD KSZTAŁTEM NIEOZNACZONYM. 2 5 7 

Jeżeli wielomian (P — Q) jest niezależnym od x, to ponieważ 

mianownik wzrasta nieograniczenie z wartością tej l i tery, u łamek 

dąży do zera. Jeżeli ( P — Q) zawiera x, licznik wzrasta także nieo-

graniczenie ; i pytanie jes t przywiedzionem do znalezienia prawdzi-

w e j wartości u ł a m k u który staje się -

Sposób jes t tenże sam, jeżeli jeden z dwóch wyrazów różnicy 
jest w ie lomianem całkowitym w x. 

P R Z Y K Ł A D , Wyrażenie 

które przybiera kształt dla o; = 30, jest równoważnem ułamkowi 

, albo 

gdy się podzieli oba wyrazy przez x, to wyrażenie s ta je się : 

a jego granicą, kiedy x wzrasta nieograniczenie, jes t -

O PRZYPADKU w KTÓRYM WYRAŻENIE ZAMYKA W SOBIE 1LEK0LWIEK 

LITER ZMIENNYCU. 

2 ^ I 9 . NIEOZNACZONOŚĆ WYRAŻENIA W TYM PRZYPADKU. Gdy wyrażenie 

przyjmuje kształt ^ , dla ilukolwiek wartości jednoczesnych przypisy-

wanych literom które to wyrażenie zamyka iv sobie, należy w ogólności, 

uważać je jako zupełnie nieoznaczone. Granica do k tóre j to wyrażenie 

dąży, gdy litery zbliżają się do wartości jakie chcemy im nadać, 
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zależy natenczas od prawa któremu te litery ulegają, mając na 
względzie ich zbliżanie się do granicy szukanej. 

Niech będzie, na przykład, wyrażenie 

^U — 

które, dla a; — 1, y = 2, staje się ^ . Połóżmy : 

to wyrażenie staje się : 

a dla otrzymania granicy szukanej, potrzeba uczynić, w tym wy-
padku, a = O, P = : 0 . Otóż, podzieUwszy oba wyrazy przez P, wył a -
żenie staje się : 

Jeżeli da się sprowadzić a i p do zera można nadać ich stosunkowi 
wartość dowolną, gdyż prawo ich zmniejszania się jest dowolnem, 

i wyrażenie i)ędzie miało oczywiście za granicę ; a wyraże-

nie to, dobićrającm stosownie, może wziąć wszelkie wartości mo-

żebne. 
2 5 0 . W Y J Ą T E K . Przecież są wyjątki od tego podania. Często ułmek 

który staje się w skutek przytomności czynnika spólnego w jego 

obu wyrazach, który to czynnik dla pewnych przypuszczeń wyraźnie 
znika, nie przedstawia więcej żadnej nieoznaczoności, jeśli się znie-
sie ten czynnik spólny. 

PRZYKŁAD. Wyrażenie 
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które staje się ^ , dla a- = 1, y = \ , może się napisać : 

lub po prostu, {x 2), po zniesieniu czynnika {x -{- y — 2) ; 
i, dla 1, y = to wyrażenie jest równe U. 

251. SPOSÓB POSTĘPOWANIA. W ogólności, jeżeli wyrażenie alge-

braiczne ^ , zawierające w sobie litery x, y, z . . . , p rzy jmuje 

kształt J J e ś l i się w niem czyni jednocześnie , x=a, y=b, z = c..., 

położywszy : . 

pods tawia się te wartości w wyrażeniu, i upraszcza się je , o ile 
tylko można, jak na jdok ładn ie j ; dalej robi się h = 0 w rezultacie. 
Gdy się znajdzie wtedy wyrażenie niezależne od ilości dowolnych 
p, q. . ., otrzymało się, tym sposobem, prawdziwą wartość u łamku . 
Lecz, jeśli ilości p, q. . a lbo niektóre z pomiędzy nich, pozostają 
w u łamku, war tość tegoż jest nieoznaczoną, ponieważ można spro-
wadzić X, y, z , . . . , do a, b, c, albo h do zera, da jąc dla p, q. . . , 
wartości jakiekolwiek. 

PRZYKŁAD. Weźmy ułamki 

które dla / ^ , ^̂  ^ ^ przedstawiają się j eden i d rug 

pod kształtem Połóżmy 

żkąd wypada oczywiście : ac' — ca' = aa'qh ; 
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pierwszy ułamek staje się 

ten ułamek jest więc należycie oznaczonym. 

Drugi, przeciwnie, ma postać 

ten ułamek jest więc nieoznaczonym, ponieważ dobiera jąc o d p o -
wiednio p i qy można m u nakazać przyjąć taką wartość jak chcemy. 

T r u d n o jes t znaleźć coś trafniejszego nad ten prosty przykład, 
będący zarówno i całej rzeczy g r u n t o w n e m wyjaśnieniem i dope ł -
nieniem powyżej przez nas przedstawionej teoryi , wziętej w swym 
ugólnym zarysie. 

252. Kiedy się ma, jak w ćwiczeniu poprzedzającem, ilekolwiek 
przypuszczeń do zrobienia, potrzeba wprowadzić je jednocześnie; 
bez czego mogłaby zniknąć nieoznaczoność istniejąca rzeczywiście. 
Weźmy za przykład zagadnienie dobrze znane : 
' Wpisać lu prostokąt wymiarójo daiiych a i b prostokąt podobny 
prostokątowi danemu, to jest któreyoby wymiary były w stosimku 
danym m . 

Przypuśćmy zagadnienie roz ' 
wiązanem, i niech będzie HEFti 
prostokąt wpisany w prostokąt 
dany ABGD i taki, żeby było : 

Połóżmy 

Jeśli wynajdziemy x i y ł a two będzie zbudować prostokąt HEFG. 
Trójkąty AEB i CGF są równe jako mające bok równy EH = GF 

http://rcin.org.pl



WYRAŻENIA' POD KSZTAŁTEM NIEOZNACZONYM. 2 6 1 

przyległy d w ó m kątom r ó w n y m ; toż samo się rozumie o t ró jką-
tacli DHG i E B F . 

Trójkąty GFG i F E B są podobne , gdyż będąc pros tokątnemi ma ją 

kąt GFG FEB jako dopełnienia tegoż samego kąta w EFB. Na 
mocy podob ieńs twa tych t ró jką tów, m a m y 

zkąd 

ROZTRZĄSANIE. Jeśli przypuścimy a ^ b , i M = : l , d w a prostokąty 
stają się kwadra t ami , a zagadnienie jest oczywiście nieoznaczonem, 
gdyż dla wpisania kwadra tu w kwadra t dosyć jes t podzielić tymże 
s a m y m sposobem, byleby dowolnie , boki pierwszego kwadra tu . To 

też formuły przedstawiają się pod postacią ^ , gdy się do nich wpro-

wadza jedocześnie dwa przypuszczenia; a gdy się szuka ich prawdzi-

w e j wartości , k ładąc 

upraszczając i robiąc h—{), zna jdu je się wyrażenia 

jakie p rzy tomność ilości p czyni rzeczywiście nieoznaczonemi. 
A przecież, gdy się uczyni naprzód a = b, co pozwoli znieść czyn-

nik spólny {m — 1), potem m = \ w formułach uproszczonych 

z n a j d u j e się war tość oznaczona 
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dozwoli się więc zniknąć tym sposobem nieoznaczoności która 
jednakże w rzeczywistości ma miejsce. 

Na tem zamkniemy nasze uwagi nad wyrażeniami przedstawioją-
cemi się pod kształtem nieoznaczonym. 

W A R U N E K TOSAMOŚCI DWÓCH W I E L O M I A N Ó W , 

3. Wielomian całkowity i wymierny zawierający w sobie literę 
dowolną x, nie może być zerem jak tylko jeżeli każdy ze spółczynni-
ków różnych potęg z X jest zerem. 

Twierdzenie jest oczywistem dla wie lomianu pierwszego sto-
pnia Aoa7-|- Aj ; gdyż zmieniająca? na a.x, gdzie « jest liczbą różną 
od i , o t rzymuje się nowy wie lomian Aoaa?-f Aj który musi także 
być zerem, dla jakiegokolwiek bądź x\ różnica Ao(a — i)x powinna 
więc być stale zerem, co wymaga Ao —O, a, tem samem, wraca jąc 
do źródła, Ai = 0. 

Aby dowieść że twierdzenie jest ogólnćm, pozostaje do wykaza-
nia że jeżeli to twierdzenie jest p rawdziwem dla wie lomianu sto-
pnia n — 1, to samo twierdzenie przechowa się jeszcze dla wielo-
mianu stopnia n. Otóż niech będzie 

AoX" + + - f A„ 

wielomian stopnia n; zmieniając x na nowy wielomian 

^ A„_,a2-4- A„ 

musi być także zerem, dla jakiegokolwiekbądź x; toż samo prawo 
powinno więc służyć różnicy 

- \ )xn-^ A . f a " - ' - -f- A„_,(a — 1)], 

CO wymaga, ponieważ nawias jest stopnia n — 1, żeby spółczynniki 
różnych potęg z x były postawione osobno ; potrzeba więc żeby 
było, ponieważ a różni się od 1, 
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a, tem s a m e m , wracając do źródła, 

25/;. Żeby dwa wielomiany całkowite i wymierne, zawierające literę 
dowolną x były sobie równe, potrzeba żeby ich różnica była stale 
zerem, to jest , podług twierdzenia poprzedzającego, żeby spółczyn-
niki osobno uważane różnych potęg z x w t ś j różnicy były zerami ; 
albo nakoniec , ponieważ wyrazy tej różnicy są różnicami wyrazów 
odpowiednich dwóch wie lomianów danych, potrzeba aby te dwa 
wielomiany składały się jednako z tychże samych wyrazów. 

Można nawet powiedzieć, w ogólności, że dwa loitlomiany całko-
wite i wymierne, zawierające liczbę jakąkolwiek liter dowolnych i nie-
zależnych jedne od drugich, nie mogą być równemi między sobą jak 

.tylko jeżeli te wielomiany składają się jednako z tychże samych wyra-
jów. Na dowodzenie tego dosyć jes t wykazać że jeżeli to twierdzenie 
jest p rawdziwem dla d w ó c h wie lomianów zawierających w sobie 
n ^ \ liter dowolnych , u t rzyma się ono jeszcze dla dwóch wielo-
mianów zawierających w sobie n tychże liter. Otóż niech będą dwa 
wielomiany zamykające w sobie n liter dowolnych y,z, ...., t; 
porządkując je względem x, przybiorą one postać 

(1 j k ^ p Ą- A + . . . + A/-, V>̂ X'I + B ' . . . - f B<„ 

gdzie Ao, A,, , A;;, Bo, B,y są wielomianami zamykającemi 
w sobie n — 1 zmiennych y, z, t; ponieważ wielomiany (1) są 
równe międz)' sobą, dla jakiegokolwiekbądź x, potrzeba więc żeby 
było 

( 2 ) P = Q, A O = B O , A , = B „ = 

lecz te wieloczyny (2) j ako równe między sobą i zawierające w sobie 
tylko n — 1 zmiennych, powinny być odpowiednio złożone z tychże 
samych wyrazów; a, przeto , ta własność s tosuje się także do w i e -
lomianów danych . 

Oto c a ł a t e o r y a : zobaczmy jej kilka ważnych zastosowań. 
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ZASTOSOWANIE T W I E R D Z E N I A POPRZEDZAJĄCEGO. 

254. Podanie poprzedzające służy do sprawdzenia ścisłości jalsie-
golcolwiele związku algebraicznego danego. 

Dla sprawdzenia związku V = : O pomiędzy rn zmiennemi związa-
nemi między sobą przez ( w — n ) zrównań, wyprowadza się z tych 
zrównań wartości (m — n ) zmiennych w funkcyi n i nnych ; potrzeba 
potóm żeby podstawienie tych wartości w pierwszój stronie V = O 
przywiodło to zrównanie do tosamości ; tosamość stanie się wi-
doczną po zniesieniu mianowników i radykałów. 

Weźmy, na przykład, do sprawdzenia że 

jeżeli mamy 

to z tych związków wyciąga się 

wprowadzając te wypadki do pierwszego, otrzymuje się 

albo 

255. Oto inny użytek tegoż samego twierdzenia. 
Kiedy wielomian nieznany i uporządkowany względem jakiójkol-

http://rcin.org.pl



WYRAŻENIA POD KSZTAŁT£XM NIEOZNACZONYM. 2 6 5 

wiek litery dane j musi zadosyć czynić pewnym warunkom, pisze się 
tenże, zostawiając nieoznaczonemi jego spółczynniki i nawet jego 
stopień jeśli to ma mie j sce ; po tem oznacza się te spółczynniki i ten 
stopień wyrażając że wielomian posiada własności szczególne o które 
tu idzie. Wyja śn imy te ogólności na przykładacłi. 

PRZYKŁAD I. Znaleźć warunek żeby trójmian bx - F C byi 
kioadraterh zupełnym. 

^ Potrzeba u tosamić to wyrażenie z kwadra tem dwumianu 
to jes t z 

otrzymuje się tym sposobem związki 

Dwa ostatnie da ją 

a wprowadza jąc te wypadki do równości pośrednić j , znajduje się 

a lbo 

co jest właśnie wa runk iem szukanym ; a że p = ^ = , przeto 

t rójmian dany jest kwadra tem z d w u m i a n u 

2 5 6 . P R Z Y K Ł A D I I . Znaleić resztę z podzielenia wielomianu przez 
X — 9., i kształt ilorazu. 

Niech będzie wielomian 
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Ponieważ dzielnik jest pierwszego s topnia , iloraz będzie wielomia-
nem stopnia m — 1, takim jak 

a reszta która ma na wyrażenie 

albo 

będzie stopnia zero. Będziemy więc mieli wyrażenie tej reszty, b io -
rąc równemi zeru spółczynniki z x, , wyciągając wartość 
z Bm ze zrównań tym sposobem ot rzymanych, i wprowadza jąc tę 

wartość do Am -]- "Bm. 
Przywodząc do zera spółczynniki z x, . . . , a,"*, zna jdu je się 

(1 ) 

Mnożąc pierwsze zrównanie przez a™, drugie przez . osta-
tnie przez a, i doda jąc , będzie 

Reszta A,„ + p rzy jmu je więc postać 

to jest że jest 'równa wypadkowi otrzymanemu z podstawienia a za x 
dzielnej. Jest to inne dowodzenie twierdzenia (72). 
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Zrównania (1) pokazują ż.e otrzyinuje się spółczynnik jakikolwiek 
ilorazu, mnożąc spółczynnik popi^zedzający przez a i dodając spółczyn-
nik tegoż samego porządku w dzielnej. Zastosowanie tego prawa do 

dzielnej =b już było poprzednio (7?) ściśle wyłożonem, 

ĆWICZENIA, 

I. Dowodzi się w geomeiryi, że, przedstawiwszy przez s i przez S powierzch-
nie dwóch wielokątów foremnych podobnych, jednego wpisanego w koło a dru-
giego opisanego na temże samóm kole, to powierzchnie s' i S' dwóch innych 
wielokątów foremnych podobnych, mających liczbę boków podwójną, jednego 
wpisanego w koło a drugiego opisanego na temże samćm kole, są dane przez 
formuły : 

gl gl 
chcemy oznaczyć granicę stosunku, ^ ^ , gdy (S — s) ^mniejsza się nie-

ogrniczenie. 
Zastąpiwszy, w tym stosunku, S' i s' przez icli wartości, znajdujemy żo 

• • . i granicą jest - . 

I[. Dowodzi się jeszcze, że, jeżeli przedstawimy przez p i przez P obwody 
dwóch pićrwszych wielokątów zagadnienia poprzedzającego, to obwody /j' i [" 
dwóch ostatnich są dane przez formuły : 

pi — 

chcemy oznaczyć granicę stosunku ^̂  , gdy (P -- p) dąży do zera. 

Znajduje się, w sposób podobny, że granicą jest - . 
III. Dowodzi się także, że, jeżeh oznaczymy przez R i przez r promień i 

apotemę wielokąta foremnego, promień R' i apotema r' \vielokąia foremnego , 
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równoobwodoicego, s§ dane przez formuły : 

r\ t ..t 

Znaleźć granicę stosunku , gdy (R — r) dąży do zera. 

Tą granicą jest jeszcze 

IV. Wyrachować granicę ; . gdy ® wzrasta nieograniczenie. 
Znajduje się tę granicę równą zeru. 

V. Wyrachować granicę z gdy cc wzrasta nieograni-
czenie. 

5 Znajduje się - . 

VI. Znaleźć, dla cc — 1, prawdziwą wartość ułamku. 

Można będzie zastosować sposób numeru 2i0, uważając że mamy jednako : 

i że umiemy znaleźć granicę drugićj strony. Znajdzie się że granicą F jest 

VII. Żnaleźć granicę z a — y/â  — gdy a i h wzrastają nieograniczenie, 
62 

tak że stosunek — dąży do granicy stałej 2p. ̂  d 
Znajduje się że granicą jest p. 
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\ 111. Mecli będę V i x ilości zależne jedna od drugiej, tak ażeby dla x = a, 
a', a", było 

wyrazić v przez wielomian w x, tak aby można było spełnić te \yarnnki. 

IX. Wyrazić v przez wielomian w x i y, tak aby wartości odpowiednie 
zv, X, y, były c, a, b; c', a', b'; c", a", b", i t. d. 

Dwa ostatnie zagadnienia przedstawiajgi się często w matematyce zastoso-
wanej. 

X. Oznaczyć stale a, b, c przez warunek aby wyrażenia 

przedstawiały, pierwsze snmmę kwadratów, a drugie summę sześcianów z x 
pierwszych liczb cigigu naturalnego. 

XI. Sprawdzić że objęlość pnia osirokręgu prostego o podstawach równo-
ległych jest równoważny summie ostrokręgu i walca obu prostych tejże samej 
jak pioii wysokości, i których podstawy maĵ i odpowiednio za promienie, pół 
summy i pół różnicy promieni podstaw pnia. 

W Angl i i , u ż y w a s i ę d l a o b l i c z e n i a o b j ę t o ś c i b e c z e k f o r m u ł a O u g h t r c d ' a 

a we Francyi ku temu służy formuła Dez'a 

która z tych dwócłi formuł daje większy objętość ? 

XII. Wyrugować a, b, c pomiędzy zrównaniami 
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XIII. Rozwiązać układ 

XIV. Związki 

pociągają za sobą 
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WYIIAŻENIA UROJONE. 

O W Y R A Ż Ę i M A C H UROJONYCH 

257. Widzieliśmy (95), że gdy A jest o d j e m n e m a m parzystem, 
V A nie przedstawia żadnej liczby doda tnś j albo o d j e m n e j ; gdyż 
wszystkie potęgi parzyste z liczby doda tnś j albo od j emne j są doda-
tne. Na przykład, nie ma liczby dodatnej lub o d j e m n e j któraby 
podnies iona do kwadra tu mogła wydać — h, tak że \ j— U jes t 
symbolem pozbawionym wszelkiego znaczenia. Symbolem najogól-
niejszym tego rodzaju jest 

Daje się m u nazwisko luijrażenia urojonego; \ec.z nie jest to liczba 
mogąca służyć do wymiaru wielkośći ; jest to czyste oznaczenie, 
wprowadzone pożytecznie do r a c h u n k ó w , a określone ivarunkiem 
(^byjego potęga 2n była roivną — b'^. 

258. Poznamy w dalszym ciągu n a u k i , że wszelkie wyrażenie 
urojone z jakąkolwiek wskazówką znaku pierwiastkowego da się 
przerobić na takie, w k tórćm wskazówka znaku będzie 2. Ostatniego 
więc tylko ga tunku wyrażenia urojene możemy odtąd uważać. 

Weźmy przeto pod uwagę u ro jone pochodzące z radykałów d r u -
giego stopnia, i nazwijmy wyrażeniem u r a jonem wszelkie wyrażenie 
kształtu 

[1] 

gdzie a i b oznaczają jakiekolwiek liczby doda tne albo ó d j e m n e 
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które przez opozycyo są nazwane rzetelnemi albo i^zcczywktemi. 
Kiedy będziemy mieli wykonywać rachunki na wyrażeniach przy-

wiedzionych do formy 

nie możemy wiedzieć czy podstawienie liczb na miejscu liter wyda 
nadal war tość z c dodatną albo o d j e m n ą ; gdyby więc każdemu 
z tych dwóch przypadków odpowiadały prawidła odrębne działali 
szczególnych, n iemożność zdecydowania w którym się przypadku 
zna jdu jemy zmusiłaby nas do robienia poddziałów wzrastają-
cych ciągle do nieskończoności : nie będzie przeto r achunek alge-
braiczny i s to tn ie 'możebnym, dopóki nie dadzą się zastosować do 
liczb urojonych prawidła dowiedzione dla liczb rzetelnych czyli 
rzeczywistych. 

Z tąd wynika bezpośrednio, że można wydobyć czynnik //- z pod 
radykała , i przywieść wyrażenie [IJ do formy mającej służyć za typ 
dla jakichkolwiek drugiego stopnia wyrażeii urojonych 

[2] 

jest wtedy sam tylko czynnikiem u ro jonym wchodzącym do 

r a c h u n k ó w ; przedstawia się go także przez literę i, oznaczając przez 

i u ro jonośc , i działa się na wyrażeniu 

[3] 

jak gdyby było rzeczy wistem, pod warunk iem zastąpienia w lezul-
tacie 

' przez 

przez -

przez • 

przez 
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259. Równość pomiędzy ilościami rzetelnemi i u ro jonemi 

tylko w przypadku dwóch równości 

miejsce mieć może. 
Te ostatnie równości nie są nigdy następstwem pierwszej ; przeciwnie 

pierwsza luynika z dioóch innych. Tak więc związek pomiędzy i lo-
ściami rzeczywistemi i u ro jonemi nie miałby żadnego sensu, gdyby 
się nie wiedziało, z innej s t rony, że ilości i^zetelne sa równe między 
sobą n iemnić j jak spółczynniki i (imaginaria). 

D O D A W A N I E , ODCIĄGANIE, MNOŻENIE I DZIELENIE UROJONYCH, 

260. Łącząc dwa wyrażenia 

przez dodawanie , odciąganie, mnożenie i dzielenie, otrzymuje się 
koleją 
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Widzimy że wszystkie te rezul ta ta są formy 

2 6 1 . T W I E R D Z E N I E I . Mnożąc stronami jakąkohuiek ilość równości 
kształtu 

(1 ) 

znajdzie się równość kształtu (259) 

(2 ) 

w której A będzie równem A', a zaś B będzie równem B'. 

W rzeczy samej , przed zniżeniem wykładn ików i poniżej 2. 
położywszy = — 1, dwie s t rony równości które się o t rzymuje 
mnożąc równości (1) będą d w o m a wie lomianami tegoż samego 
stopnia w i, i które będą się różniły tylko przez zinianę a, b, 
na a', b', .. w tych dwóch wie lomianach , spółczynniki tychże 
samych potęg i będą więc równe , ponieważ zakładając r ó w -
ności (1), wiedziało się naprzód że a,b,..., były r ó w n e a', b'...; 
równość tych spółczynników przechowa się więc gdy się zniży wy-
kładnik i poniżej 2, i będzie 

2 6 2 . T W I E R D Z E N I E I I . Ażeby wieloczyn był zerem, potrzeba i wy-
starcza żeby jeden z czynników był zerem. 

Potrzeba rozciągnąć do wieloczynu z czynników uro jonych to 
twierdzenie które jest oczywistem dla wieloczynu z czynników rze-
czywistych. 

Weźmy więc wieloczyn 

nie mamy prawa porównać go z zerem jak tylko gdy naprzód wie-
dzieć będziemy że ilości ac — hd, ad -j- bc są odrębnie równe zeru, 
a, nas tępnie , że się zna jduje 

(1) 
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WYRAŻENIA UROJONE. 2 7 5 

Odwrotnie ten związek pociąga za sobą 

a_, nas tępnie , niszczy wieloczyn poprzedzający. 
Otóż równość (1) da się napisać 

wymaga więc żeby by ło 

już to już to 
I w = u . 

lo jest aby j eden z czynników uro jonych był ze rem. 

UŻYTECZNOŚĆ UROJONYCH. — N O W E OKREŚLENIE ALGEBRY. 

263. Znak 1 wynalazł geometra boloński Bombelli; lecz geo-
metra francuzki, Wojciech Girardh-^l p ierwszym który pokazał uży-
teczność wprowadzenia urojonych do języka algebraicznego. P o k a -
żemy jak użycie przechodnie tych symboli doprowadza , sposobem 
eleganckim i p rędkim do rezultatów, których dowodzenie wprost 
byłoby często bardzo t r u d n ć m . 

Gdy w tosamości 

zrobimy" 
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2 7 6 ROZDZIAŁ XIV. 

otrzymamy relacyą : 

k tóra wyraża że wieloczyn dwóch summ z czterech kwadratów Jest 
Jeszcze summa z czterech kwadratów. 

To twierdzenie należy się Eulerowi, lecz dowodzenie poprzedza-
jące jes t Pana Hermite'a. 

264. Użycie przechodnie nrojonych uprawnia wzgląd, że związki 
z których się wychodzi nie wyrażają nic innego jak wypadki kom-
binacyi. 

Na wyiaśnienie te j idei, weźmy przykład prosty. Niech będą 

cztery czynniki r ó wn e dwó jkami ; otrzymuje się ich wieloczyn mno-
żąc zarówno wieloczyn dwóch jakichkolwiek z pomiędzy nich przez 
wieloczyn z dwóch innych, i znajduje się 

(aa) (aa') — (««') (««')• 

Ta równość wyraża wypadek niezależny od wszelkiej własności 
wielkości ; jest t łumaczeniem algebraicznem zasady wynikającej 
jedynie z uwagi że mnożenie jest konibinacyą w którą czynniki 
wchodzą symetrycznie; i aby się ta zasada przechowała, nie ma 
potrzeby aby te kombinacye miały znaczenie arytmetyczne;, ani na-
stępnie aby czynniki przedstawiały liczby rzeczywiste. Można więc 
położyć 

i równość p ierwotna staje się 
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WYRAŻENIA UROJONE. 2 7 7 

zkąd jasno widzimy, ze, hcadrat simmy div6ch kwadratów jest także 
summa, kwadratów. 

Powiemy więc z Poinsotem : 
« Algebra wyższa jes t tą częścią nauki , która się opiera cał-

)) kowicie na teoryi porządku i kombinacy j , która za jmu je s ię 
» wyłącznie zbadaniem natury i składu f o r m u ł uważanych 
» w sobie samych, j ako czystych symboli i bez żadnej idei 
» wartości albo ilości. Uo tej to części należy odnieść teoryą 
» głęboką zrównań, różne teorye wyrażeń uro jonych , i całą 
)) sztukę przekształceń algebraicznych, i jes t to nawet jedyna 
» część wysoka nauki która zasługuje , właściwie mówiąc , na 
» imie Algebry . » 

Ć W I C Z E N I A . 

i. Nadać wyrażeniu a -f- ^̂  i kształt o ( wsm isinta); jakie są wartości z p 
i z w ? (p zowie się modułem a w argumentem wyrażenia urojonego wziętego 
pod rozwagę.) 

II. Sprawdzić formuły 

III. Dowieść nierówności 

IV. Dowieść że wyrażenie 
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2 7 8 . ROZDZIAŁ XIV. 

dąży do zera dla cc = » , i że ułamek 

dąży do " 

dla 
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R O Z D Z I A Ł XV. 

ZRÓWNANIA STOPMA DRUGIEGO Z JEDN^ NIEZNANĄ. 

2 6 5 . FORMUŁA OGÓLNA ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNĄ N I E -

ZNANĄ. Zrównanie o j ednć j nieznanej x jest drugiego stopnia, gdy 
jego dwie s t rony, będąc ca łkowi temi w x, zawierają kwadrat z nie-
znane j , i nie o b e j m u j ą j e j podniesionej do potęgi wyższej. To zró-
wnanie może w^ięc zawierać tylko trzy gatunki wyrazów : to jest , 
wyrazy zawierające kwadra t z x, wyrazy zawierające tąż nieznaną 
w stopniu p ierwszym, i wyrazy niezależne od niej. Przeto , jeżeli prze-
niesiemy wszystkie wyrazy w pierwszy członek, i jeżeli złączymy 
w jeden wszystkie wyrazy ma jące za czynnik w jeden wszystkie 
wyrazy mające za czynnik x, i w jeden wszystkie wyrazy wiadome, 
zrównanie przy jmie kształt ogólny, 

a, h, c będąc liczbami danemi które mogą być dodatne lub odjemne. 
Na przykład, z równanie , 

przekształca się kole jno na zrównania nas tępu jące : 
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2 8 0 ROZDZIAŁ XV. 

nakoniec, w całem zrównaniu odmienia jąc znaki na przeciwne, 
o t rzymamy : 

Rozwiązania zrównania drugiego stopnia zowią się jego pierwia-
stkami. 

Spólczynnik a nie może być z e r e m ; gdyż zrównanie przestałoby 
być drugiego s topn ia ; lecz spółczynniki b i c mogą być równemi 
zeru. Zrównanie bierze wtedy jeden z kształ tów : 

Mówi się, w tych przypadkach, że zrównanie jest n iezupełnem. 

ROZWIĄZANIE ZRÓWNANIA STOPNJA DRUGIEGO. 

2 6 6 . PRZYPADEK GDY ZRÓWNANIE J E S T KSZTAŁTU 

Kiedy zrównanie drugiego stopnia przedstawia sie pod kształtem, 

11] 

można je uważać jako zrównanie pierwszego stopnia którego nie-
znaną byłoby X'-, zkąd się wyciąga : 

c 
— — - . 

Jeżeli więc — - jest liczbą dodatną, ta liczba jest kwadra tem z nie-

znanej . War tość na .zr jest więc pierwiastkiem kwadra towym 

a ponieważ len pierwiastek (95), ma dwie wartości równe i ze zna-
kami przec iwnemi , dwa więc rozwiązania istnieją : 

[2] 
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ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNĄ NIEZNANĄ. 2 8 1 

c Jeżeli, przeciwnie, jest ocljernnem, nie ma liczby, doda tne j luh 
Ci 

odjemnej , którejby ta liczba mogła być kwadra tem (95). Zrówna-
nie il] nie ma więc roziuiązania. Wszelako mówi się wtedy, że to 
zrównanie ma dwa pierwiastki urojone, przedstawione przez for-
muły [2], 

2 6 7 . PRZYPADEK GDY ZRÓWNANIE JEST KSZTAŁTU A A ; - + = 0 . 

Kiedy wyraz niezależny od x jest zerem, zrównanie przedstawia 
się pod kształtem : 

[11 

można wtedy kładąc x za czynnik napisać : 

Otóż, ażeby wieloczyn z dwóch czynników był zerem, potrzeba 
i wystarcza żeby jeden jakikolwiek z dwóch czynników był zerem. 
Otrzymamy więc wszystkie rozwiązania zrównania , położywszy : 

zrównania pierwszego stopnia, k tórych rozwiązaniami są : 

[2] 

Tak więc, w tym przypadku, z?'ównanie ma dwa pierwiastki, z któ-
rych jeden jest zarusze zerem. 

2 6 8 . R O Z W I Ą Z A N I E ZRÓWNANIA ZUPEŁNEGO. Za jmiemy się z równa-
niem zupe łnem, 

[1] 

Żeby je rozwiązać, s t a ra jmy się j e przywieść do kształtu [1] n'"" 266, 
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2 8 2 ROZDZIAŁ XV. 

w którym pierwsza strona jest kwadratem zamykającym niezna-
ną (*), a druga jest całkiem znaną. 

W tym celu, mnóżmy obie strony przez ka (co jest dozwolo-
nśm (122), ponieważ a nie jest zerem); potem nie zaniedbajmy 
przenieść hac w drugą stronę, tak postępując otrzymuje się zrówna-
nie równoważne : 

Rozpoznaje się wtedy bez trudności, że pierwszy członek składa 
się z dwóch pierwszych wyrazów kwadratu dwumianu {;lax - j - b), 

(*) Można rozwiązać wprost zrównanie [1] sposobem następującym ; iiladzie 
się je pod kształtem 

i sprawdza się łatwo, zozwijając liwadrat wskazany, tosamość t^j formuły 
zrównaniem [1]. Ztąd się bezpośrednio wyprowadza 

dalćj 

albo 

albo nakoniec 
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ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z JEDNĄ NIEZNANĄ. 2 8 3 

i Że b r aku j e tylko b'̂  dla uzupełnienia tego kwadra tu . Jeżeli więc 
dodamy po obu s t ronach, zrównanie staje się : 

albo 

Oczywiście to z równanie ma kształt szukany : gdyż [b"^ — hac) jes t 
kwadra tem z {'lax - j - b). Jeżeli więc — hac) jest dodatnem, war-
tość {2ax-\- b) będzie p ierwias tk iem kwadra towym z tćj l iczby; 
a ponieważ ten p ierwias tek m a dwie wartości r ó w n e i ze znakami 
przec iwnemi , otrzyma się zarówno : 

zrównania pierwszego s topnia , zkąd się wyciągnie : 

Zróiunanie ma więc dwa rozwiązania. Wskazu je , się, w ogólności, 
tę podwójną war tość , pisząc sposobem nas tępu jącym : 

[21 

i dorozumiewa się wtedy, że -[- yjb'^ — hac przedstawia war tość 
dodatną radykała , i że — y/Â  — hac przedstawia jego wartość o d -
j e m n ą . 

Jeśli, przeciwnie, ilość — hac) jest odjemną, — hac nie 
przedstawia, podług naszych u m ó w , żadnej liczby dodatnćj lub 
o d j e m n e j ; i zrównanie dane nie przyjmuje żadnego rozwiązania. 
W^szelako mówi się wtedy, że to zrównanie ma dwa pienoiastki uro-
jone, przedstawione przez formułę [2]. 

Mogłoby się także zdarzyć żeby (b^ — hac) było równem zeru ; w tym 

przypadku, dwie wartości yó^ — hac przywodzą się do zera. 
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2 8 4 ROZDZIAŁ xiii. 

zrównanie staje się : (2ax - f = O, a pierwiastki staną się, jeden 

i drugi : X = — Zi^ównanie przyjmuje więc tylko jedno rozioią-

zanie. Mówi się przecież jeszcze, że to zrównanie ma diva pierwiastki, 
lecz że te są między sobą równe. 

2 6 9 . Z R Ó W N A N I E DRUGIEGO STOPNIA MA ZAWSZE DWA P I E R W I A S T K I . 

Streszczając się, widzimy że zrównanie drugiego stopnia przyjmuje 
niekiedy dwa rozwiązania, niekiedy jedno tylko, i niekiedy nako-
niec, to zrównanie nie p rzy jmuje żadnego. Mówi się przecież, że 
przy jmuje zawsze dwa pierwiastki , które mogą być rzeczywistemi 
i różnemi , rzeczywistemi i r ównemi , a lbo u ro jonemi . Mogłoby się 
zdawać rzeczą dziecinną, rozmyślne użycie na s a m y m wstępie fo rmy 
języka całkiem od swego p ie rwotnego znaczenia odwrócone j , a to 
w celu wykazania we wszystkich przypadkach , exystencyi dwóch 
pierwias tków, które dla tego więcej jak przedtćm nie istnieją. Te 
sposoby mówien ia i wprowadzenie do r achunków liczb uro jonych 
są wszelako nas tęps twem ducha uogólnienia panującego w algebrze, 
Byłoby n iemożebnem, w rzeczy samej , wykonanie r achunków na 
wyrażeniach literalnych, jeśliby fo rma rezultatów zmieniała się 
z wartością l iczebną liter. Potrzebaby bowiem było, w każdej chwili, 
dzielić i poddzielać kwestye, dla otrzymania f o r m u ł odpowiednich 
takiemu lub takiemu przypuszczeniu. Przyjęcie liczb od jemnych i 
urojonych ma na celu uniknienie te j niedogodności . W kwestyi 
szczególnej, wprowadzenie tych liczb nie miałoby żadnego użytku ; 
lecz, w badaniu ogólnem p e w n ć j klassy kwestyj , dozwoli ono wy-
razić i dowieść od razu, prawide ł i rezul ta tów które wymagałyby, 
bez tego, dowodzeń i f o rmuł odrębnych. 

2 7 0 . UPROSZCZENIA FORMUŁY OGÓLNEJ. F o r m u ł a [ 2 ] dostarczy, we 
wszystkich przypadkach, pierwiastków zrównania [1]. Ta formuła 
pokazuje że, aby je otrzymać, bierze się spółczynnik x, nie zaniedbu-
jąc przedeicszystkiem zmienić jego znaku; potem dodaje się do niego 
i odciąga się od niego osobno pierwiastek kwadratowy z liczby utwo-
rzonej, odciągając od kwadratu tegoż spółczynnika poczwórny wielo-
czyn spółczynnika z x- przez wyraz niezależny; nakoniec dzieli się 
wypadek przez podwójny spółczynnik 

Lecz zdarza się niekiedy, że tak formuła ta jak i p rawid ło ją wy-
rażające cokolwiek się upraszczają. 
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1° Często spółczynnik jest równym j e d n o ś c i ; wreszcie, można 
zawsze sprowadzić tę okoliczność, dzieląc obie strony przez a. 
Zrównan ie bierze wtedy postać : 

[3] 

Można rozwiązać wpros t to zrównanie, przenosząc q w drugi czło-

nek, po t em dodając ^ po obu s t ronach, i wyciągając pierwiastki 

z rezul ta tów, jak to się zrobiło w n''^^ 268. Lecz prościej jesl wy-
ciągnąć nową fo rmułę z wzoru [2], robiąc w nim a = \ , b—p, 
c — q\ wtenczas ta fo rmuła staje się : 

a lbo wykonywając dzielenie radykała przez 2, 

Potrzeba umieć na pamięć fo rmułę , pod tym ostatnim kształtem, 
i używać jć j i lekroć będzie a = \. Ta formuła pokazuje że, dla 
rozwiazania zróivnania [3], potrzeba wziąć polowe spółczi/nnika x ze 
zmienionym znakiem, potem dodać i odciągnąć kolejno pierwiastek 
knmlratowy z liczby którą się otrzymuje odciągając od kwadratu z tej 
połowy wyraz całkiem znany. 

Może się zdarzyć że b, spółczynnik x będzie parzystym. Gdy 
się wystawi czynnik 2 na widoku, kładąc b — 2k, zrównanie [1] 
przyjmie fo rmę : 

[5] 

Możnaby było jeszcze rozwiązać wprost to zrównanie za pomocą 

sposobu (268). Przecież należałoby mnożyć jedynie obie strony 

przez a, i o t rzymałoby się w pierwszej kwadra t z {ax-\-k). Lecz 

prościej jesl zrobić przypuszczenie b = 2k we wzorze [2]; ten 
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2 8 6 ROZDZIAŁ XV. 

staje się : 

a lbo, dzieląc oba wyrazy przez 2, 

[6] 

Tak więc, dla znalezienia pierwiastków w tym przypadku, potrzeba 
wziąć polowe spółczynnika z x ze zmienionym znakiem, dodać i od-
ciągnąć kolejno pierwiastek kwadratowy z liczby którą się otrzymuje 
odciągając od kwadratu z tej połowy wieloczyn spółczynnika przez 
wyraz niezależny, i ostatecznie dzieląc wypadki otrzymane przez spół-
czynnik Nie należy nigdy zaniedbywać wykonania tego up ro -
szczenia, kiedy się tylko jego możliwość przedstawi. 

2 7 1 . Z A S T O S O W A N I A . 1 ° Niech będzie z równanie : 

o t rzyma się : 

2° Niech będzie zrównanie : 
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ł a two znaleźć : 

3° Niech będzie z równanie : 

zna jdu je się : 

k" Niech będzie z równan ie : 

zna jdu je się : 

(pierwiastki równe) . 

5° Niech będzie z r ó w n a n i e : 

zna jdu je się : 

(p ierwiastki urojone) . 
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2 8 8 ROZDZIAŁ XV, 

Niech będzie z równanie l i teralne : 

War tość na x o t r zymana za p o m o c ą f o r m u ł y [6], da je : 

jeżeli rozwin iemy rachunlci zna jdz iemy że ilość pod radyka łem 
sprowadza się do k tóre j p ierwias tk iem j e s t lab. W i ę c , 

Zauważywszy teraz że lic/,nik x' może się napisać 

a lbo (a - f b) [a - f 26); przeto uprośc iwszy, o t rzymamy naprzód 

a po tć in , za p o m o c ą tegoż s amego sposobu , { 

7° W e ź m y jeszcze z równanie ogólne 

Znosi się naprzód m i a n o w n i k i ; po t em przenosi się i sp rowadih 
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wyrazy p o d o b n e ; i zna jdu j e się : 

S tosu jąc do tego z równan ia f o r m u ł ę [6], o t rzyma się : 

albo, upraszczając : 

Zkąd, rozłączając pierwias tki : 

8" W e ź m y nakoniec z równan ie ogó lne : 

Znosi się naprzód m i a n o w n i k i , p o t ś m przenosi , i sprawdza wyrazy 
p o d o b n e ; i zna jdu j e się : 

Ztąd : 

a lbo, 
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2 7 2 . U W A G A . JESZCZE SŁÓW KILKA O PIERWIASTKACH UROJONYCH. 

Kiedy b^ — 4ac jest odjemnem, z r ó w n a n i e 

n i e p r z y j m u j e rozwiązan ia d o d a t n e g o a lbo o d j e m n e g o , gdyż p i e r -
wszy cz łonek , b ę d ą c k w a d r a t e m z u p e ł n y m , n ie m o ż e b y ć r ó w n y m 
l iczbie o d j e m n e j . 

W s z e l a k o , z g o d z o n o się p r z y j ą ć że zrównanie [1] ma dwa pier-
wiastki p r z e d s t a w i o n e przez f o r m u ł ę 

1 że te p i e rw ia s tk i są iirojonemi. . 
Ł a t w o j e s t s p r a w d z i ć , że p o d s t a w i a j ą c te w y r a ż e n i a n i e z n a n e j , 

z rob i się z r ó w n a n i e [1] t o s a m e m , by leby ty lko t r a k t o w a n o t e p i e r -
w i a s t k i k w a d r a t o w e z liczb o d j e m n y c h p o d ł u g p r a w i d e ł z w y c z a j -
n y c h a lgeb ry , i ł iyleby u w a ż a n o ich k w a d r a t y j a k o o t r z y m u j ą c e 
się przez zn ies ien ie r a d y k a ł a . Ten b y ł b y r ezu l t a t , g d y b y ś m y zamias t 

nap i sa l i 

c o rob i się zwykle , ażeby i lością u r o j o n ą d o u w a ż a n i a w r a c h u n k a c h 

by ł tylko j / — .1. W a r t o ś c i u a x b io rą w t e d y f o r m ę . 

i w y k o n y w a się r a c h u n k i na t ak ich wyrażen iach j a k g d y b y — i 
był l iczbą z w y c z a j n ą , m a j ą c y za potęgi k o l e j n o po sob ie n a s t ę -
p u j ą c e 
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W p r o w a d z e n i e u r o j o n y c h d o j ęzyka a l g e b r a i c z n e g o pozwol i wy-

s ł o w i ć to t w i e r d z e n i e o g ó l n e : 

Zrównanie drugiego stopnia 

ma zawsze dwa pierwiastki rzeczywiste albo urojone dane przez formułę 

2 7 3 . Z R Ó W N A N I E DRUGIEGO STOPNIA NIE MOŻE MIEG W I Ę C E I NAD DWA 

P I E R W I A S T K I . Można w p r o s t d o w i e ś ć , bez u p r z e d n i e g o r o z w i ą z y w a -
n ia , że z r ó w n a n i e o g ó l n e d r u g i e g o s topn ia n i e m o ż e m i e ć w i ę c e j n a d 
d w a p i e rwia s tk i , by l eby t y lko n ie b y ł o w n i e m : O, ó = O, c = o-
P r z y p u ś ć m y , w rzeczy s a m e j , że- z r ó w n a n i e [1] m a ! izy p i e r w i a -
s tki o d r ę b n e o t r z y m a się t o samośc i : 

zkąd się wyc iąga , przez o d c i ą g a n i e , t o samość i : 

a l b o , dzie ląc j e d n ą z t ych t o s a m o ś ć i przez {« — 6], a d r u g ą przez 
ioi — y), co w o l n o j e s t u c z y n i ć (122) : 

O d c i ą g a się jeszcze os t a tn i ą r ó w n o ś ć od p o p r z e d z a j ą c ś j ; co d a j e : 
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P o n i e w a ż (6— y) nie jes t z e r e m , w i ę c ta r ó w n o ś ć d o w o d z i że a = 0. 
A z a t e m , j e d n a z d w ó c h równośc i p o p r z e d z a j ą c y c h da j e , 6 = 0 ; 
a j e d n a z t r zech p i e r w s z y c h d a j e , j a k o n a s t ę p s t w o c = 0. 

llOZTRZĄSANIE FORMUŁ. 

2 7 4 . PRZYPADEK W KTÓRYM P I E R W I A S T K I SĄ RZECZYWISTE I NIERÓWINE. 

W i d z i e h ś m y że, gdy — Uac) j e s t d o d a t n e m , z r ó w n a n i e [1] m a 
d w a p i e rwia s tk i rzeczywis te i różne : 

Można p rzypuśc i ć że a j e s t d o d a t n e m ; gdyż j e ś l iby t ak i em nie 

by ło , z m i e n i ł y b y się znaki wszys tk i ch w y r a z ó w ; t y m s p o s o b e m a 

s t a łoby się w i ę k s z e m j a k ze ro . M i a n o w n i k d w ó c h p i e r w i a s t k ó w 

j e s t w i ę c d o d a t n y m , i t e p ie rwias tk i m a j ą znak ich l icznika . Otóż 

c m o ż e b y ć d o d a t n e m , z e r e m l u b o d j e m n e m . Jeżeli c jest dodatnem, 

{br—kac) j e s t m n i e j s z e m j a k a z a t e m — f^ac jes t m n i e j -

szem jak w a r t o ś ć b e z w z g l ę d n a n a b : w i ę c w y r a z d a j e s w ó j znak 

l i c z n i k ó m : w i ę c , w t y m p r z y p a d k u , dwa pierwiastki mają tenże 

sam znak, jaki jest przywiązanym do — b. Jeśli c jest odjemnem, 

—kac) j e s t w i ę k s z e m j ak r adyka ł j e s t w i ę c w i ę k s z y m j ak 

w a r t o ś ć b e z w z g l ę d n a ilości k t ó r a go p o p r z e d z a , i t e n r adyka ł da j e 

s w ó j znak l i c z n i k ó m ; diva pierwiastki są więc znaków przeciwmjch ; 

i n a j w i ę k s z y m , w s w e j war tośc i bezwzg lędnć j , j e s t x \ jeśli b j e s t 

d o d a t n e m , i x", jeś l i b j e s t o d j e m n ć m . . W przypadku szczególnym 

gdy c = O, — kac J es t r ó w n e m w a r t o ś c i b e z w z g l ę d n ś j z b : 

prze to , = — ^ , a x" =z jeżeli b jest dodatnem; x = r O, 

x" = , kiedy h jest odjemnem. 

2 7 5 . PRZYPADEK W KTÓRYM P I E R W I A S T K I SĄ RZECZYWISTE I R Ó W N E , 

czyli b^ — / ł a c = 0 ; w t e d y w i a d o m o że oba p i e rwias tk i są r ó w n e m i 

— hi ' ^^ mają więc znak przeciwny znakowi 'przyioiąza-

nemu do b. 
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Można zauważyć że w lym p r z y p a d k u , z r ó w n a n i e ogó lne [1] może 

się nap i sać : 

a lbo 

'Jego pierwszy członek jest kwadratem zupełnym, pomnożonym przez a. 

2 7 6 . P R Z Y P A D E K W KTÓRYM P I E R W I A S T K I SĄ U R O J O N E . Wiemy że 

jeżeli (b^ — h?iQ) jest odjemnem, w t e d y p ie rwias tk i są u r o j o n e ; m o -
żna j e napisać : 

a , po łożywszy ," = S; s t a j ą się o n e : 

P ierwsza s t rona z r ó w n a n i a m o ż e , w tym p r z y p a d k u , położyć się 

pod ksz ta ł t em s z c z e g ó l n y m , b a r d z o poży t ecznym d o poznan ia . 

W rzeczy s a m e j , m a się oczywiśc ie : 

Otóż trzy p i e rwsze wyrazy , w d r u g i m nawias i e , s k ł a d a j ą k w a d r a t 

; a d w a os t a tn i e s p r o w a d z a j ą się do • 

z r ó w n a n i e m o ż e się n a p i s a ć : 
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Lecz i^s t l iczbą d o d a t n ą , k t ó r ą m o ż n a u w a ż a ć j a k o k w a -

d r a t z j ś j p i e r w i a s t k u k w a d r a t o w e g o . W i ę c m o ż n a napisać : 

T a k w i ę c pierwsza strona jest wieloczynem przez a summy kwadratów 
z dwóch wyrażeń rzeczywistych. 

T e n kształ t p o k a z u j e j a s n o d l a czego z r ó w n a n i e , w t y m p r z y -

p a d k u , nie p r z y j m u j e ż a d n e g o r o z w i ą z a n i a ; gdyż n i e m a l iczby d o -

d a t n e j l ub o d j e m n e j , k t ó r a b y , p o d s t a w i o n a za x w p i e rwszym 

c z ł o n k u , m o g ł a go zniszczyć. 

2 7 7 . T A B L I C A R O Z T R Z Ą S A N I A . Roz t rząsan ie p o p r z e d z a j ą c e j e s t s t r e -

szczonem w tabl icy n a s t ę p u j ą c e j : 

2 pierwiastki rze-^ jeden pierwiastek zero, drugi 

czywiste i nie-/ 
r ó w n e . 

O |dwa pierwiastki ze znakami przeciwnemi. 

\ (pierwszy członek jest kwadratem 
2 pierwiastki rze- < • l i 

Jzywistei rów- j i zupełnym. 

— i pierwszy członek jest summy 
2 pierwiastki uro- j z dwócłi kwadratów, 

jone. ^ 

2 7 8 . U W A G I . 1 ° K iedy A i C są z n a k ó w r ó ż n y c h , p ie rwias tk i są 

zawsze r zeczywis t emi : gdyż — hac) j e s t na t enczas s u m m ą d o -

d a t n ą , 
2" Aby p i e rwia s tk i by ły r ó w n e i ze z n a k a m i p r z e c i w n e m i , dosyć 
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j e s t i po t r zeba żeby było : 6 = 0 . W rzeczy s a m ó j , jeżeli « i — « 

są d w o m a p i e r w i a s t k a m i d a n e m i , p o w i n n o być j e d n o c z e ś n i e : 

zkąd w y c i ą g a się p rzez odc iągan ie : 

a l b o , p o n i e w a n ie j e s t z e r e m , 

W a r u n e k dany j e s t oczywiśc ie d o s t a t e c z n y m . 

3° Można roz t r zą snąć t y m ż e s a m y m s p o s o b e m z r ó w n a n i e 

W Ł A S N O Ś C I P I E R W I A S T K Ó W . 

279. TWIERDZENIE I. Summa pierwiastków zrównania drugiego sto-
pnia jest równą ilorazowi, ze zmieniomjm znakiem, spólezynnika \ 
podzielonego przez spółczynnik 

W rzeczy s a m ć j , d o d a w s z y d o s ieb ie f o r m u ł y [2] n u m e r u 269, 
o t r z y m a m y : 

280. TWIERDZENIE 11. Wieloczyn pierwiastków jest równy ilorazowi 
wyrazu całkiem znanego, podzielonemu przez spółczynnik 

W rzeczy s a m e j , p o n m o ż y w s z y też s a m e f o r m u ł y j e d n ę przez 

d r u g ą , o t r z y m a m y : 
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albo, 

[2] 

2 8 1 . U W A G I . Te dwa twierdzenia mogą się dowieść a ; 3 N O N . Gdyż, 
przypuściwszy że x' i x" są pierwiastkami zrównania , 

m a m y oczywiście dwie tosamości : 

o tóż, wyciąga się z t ąd , przez odciąganie : 

a, dzieląc przez {x' — x"), 

więc : 

[1] 

Jeżeli zastąpimy b przez — a{x' -F- A-") W pierwszej z poprzedzają-
cych tożsamości , o t rzymamy : 

kąd : 

[2] 

Te d w a podania są bardzo ważne, a ich zastosowania liczne. 
Wskażemy z nich niektóre. 
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2 8 2 . ROZŁOŻENIE PIERWSZEGO CZŁONKA ZRÓWNANIA DRUGIEGO STOPNIA 

}FA CZYNNIKI STOPNIA PIERWSZEGO. Kiedy A/ i A;" o znacza j ą p ie rwias tk i 

i r ó w n a n i a , 

[ i ] 

m a m y (281) : 

Dzieląc d w i e s t rony z równan ia [1] przez a, i z a s t ę p u j ą c 

przez w a r t o ś c i powyższe , j ego pićrwszy członek s t a j e się ; 

w y k o n y w a j ą c m n o ż e n i e i r ozk ł ada j ąc n a c z y n n i k i , k o l e j n o otrzy-

m a m y : 

a lbo, n a k o n i e c . 

Tak w i ę c , pierwszij członek zrównania drugiego stopnia, położonego 

pod kształtem ., 

jest wieloczynem z dwóch dwumianów stopnia pierwszego, równych 

przewyzce x nad każdym z pierioiastków. 

Jeżel i z r ó w n a n i e d a n e j es t ksz ta ł tu : 
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to ty lko po podz ie l en iu j ego p iórwsze j s t r o n y przez a , m o ż n a d o 
niego zas tosować r e z u l t a t p o p r z e d z a j ą c y ; a , z a t e m , przed t e m p o -
dz ie l en iem, pierwszy członek jest równym 

2 8 3 . ROZŁOŻENIE TRÓJMIANU DRUGIEGO STOPNIA NA CZYNNIKI STOPNIA 

PIERWSZEGO. W a ż n e p o p r z e d z a j ą c e t w i e r d z e n i e s t o s u j e się bezpoś re -
dn io do roz łożen ia t r ó j m i a n u d r u g i e g o s t o p n i a : lecz to roz łożen ie 
m o ż e się wyprowadz ić p r o ś c i e j i n n y m s p o s o b e m . 

U w a ż m y , w rzeczy s a m e j , t ró j mian : 

m a m y j e d n a k o : 

o tóż , m o ż n a zas tąp ić — ^ ^ przez w y r a ż e n i e j e d n a k o r ó w n e , 

przez to p o d s t a w i e n i e , w y r a ż e n i e [1] s t a j e się w i e l o c z y n e m a przez 
różn icę d w ó c h k w a d r a t ó w , to j es t : 

Otóż, w i e m y że r ó ż n i c a d w ó c h k w a d r a t ó w r ó w n a się wieloczy-
n o w i z s u m m y p i e r w i a s t k ó w przez i ch różn icę ; a , z a t e m , wyrażen ie 
p o p r z e d z a j ą c e , r ó w n o w a ż n e t r ó j m i a n o w i bx c, może się 

nap i sać : 
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a lbo , CO wychodz i na j e d n o . 

i r o z p o z n a j e się tu wyrażen ie zna lez ione p o w y ż e j , 

T a f o r m u ł a , j a k i m k o l w i e k bądź sposobem do n ie j p r z y j d z i e m y , 
s t o s u j e s ię oczywiście do przypadku w k t ó r y m x' i x" są u r o j o -
n e m i (257) ; lecz, w t y m p r z y p a d k u , d w a czynnik i {x — x'), (x — a?"), 
n ie m a j ą żadnej war tośc i a ry tme tyczne j , i n ie b ę d z i e m y mie l i spo -
sobnośc i użycia ich. 

Z o w i ą się zwykle pierwiastkami trujmianu aK^ - j - b x c , l iczby 
k t ó r e , p o d s t a w i o n e za x , sp rowadza j ą go d o zera , to j e s t p i e r -
wias tk i z r ó w n a n i a 

A więc , dia rozłożenia trójmianu na czynniki pierwszego stopnia, 
oznacza się jego pierwiastki, odciąga się każdy z nich od x , i mnoży 
się przez a loieloczyn z różnic. 

28/ł. T w i e r d z e n i e pop rzedza j ące pozwoli j e szcze zna leźć związki 
u d o w o d n i o n e powyże j (279, 280 i 281) p o m i ę d z y spó łczynn ikami 
a p i e r w i a s t k a m i z równan ia 

W rzeczy s a m e j , w d w ó c h t r ó j m i a n a c h tosamych (283) 

a lbo 
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spó łczynn ik i r ó ż n y c h p o t ę g x p o w i n n y b y ć też s a m e ; j es t w i e c 

zkęd 

Są t o w ł a ś n i e związki szukane. 
Odwrotnie, ze związków 

wyc iąga się 

i , n a s t ępn i e 

( 

T r u d n o jes t zna leźć d o w o d z e n i a p ros t szego i na tu r a ln i e j s zego . 

285. ZAGADNIENIE. Własno.ści n u m e r u 283 dos ta rczą b e z p o ś r e d n i o 

z r ó w n a n i e s topn ia d r u g i e g o , k t ó r e dozwo l i r ozwiązać zagadn ien ie 

n a s t ę p u j ą c e : Znaleźć dime liczby których mmma i wieloczyn są dane. 
Niech b ę d ą , w rzeczy s a m e j , S s u m m a d w ó c h l i czb , a P icli wie-

loczyn ; t e dwie l iczby są p i e r w i a s t k a m i z r ó w n a n i a 

gdyż s u m m ą tych p i e r w i a s t k ó w j e s t S , a ich w i e l o c z y n e m j e s t P . 
Ł a t w o j e s t , wreszc ie , d a ć z r ó w n a n i u ksz ta ł t , k t ó r y p o k a z u j e . 
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a priori, p rzyczynę tego w y p a d k u ; m o ż n a , w rzeczy s a m e j , nap i sać 
j e t ym s p o s o b e m : 

a l b o 

zkąd widz imy że, d la rozwiązan ia tego z r ó w n a n i a , d o s y ć j e s t znaleźć 
d w i e l iczby i S — k tó rych w i e l o c z y n e m j e s t l iczba d a n a P ; 
a k t ó r y c h s u m m a x S — x, r ó w n a się oczywiście S. 

2 8 6 . O Z N A C Z E N I E , A P R I O R I , Z N A K Ó W P R Z Y W I Ą Z A N Y C H DO P I E R W I A S T -

K Ó W RZECZYWISTYCH DRUGIEGO STOPNIA. Związk i , k t ó r c d a j ą s u m m ę i 
w ie loczyn dw^óch p i e r w i a s t k ó w (281), pozwa la j ą oznaczyć ich znaki , 
nie r o z w i ą z u j ą c z r ó w n a n i a . 

W i d z i m y , w rzeczy s a m e j , pod ług znaku ich w i e l o c z y n u czy 

p ie rwias tk i są t ego s a m e g o a lbo znaków p r z e c i w n y c h . W p ie rwszym 

p r z y p a d k u , znak s u m m y — ^ nauczy , czy te p i e r w i a s t k i są oba 
(Z 

d o d a t n e , a lbo o b a o d j e n m e . W d r u g i m p r z y p a d k u , j e d e n j e s t d o -

d a t n y m a d r u g i o d j e m n y m ; i znak — ^ d a j e p o z n a ć znak t ego p i e r -

wias tku k t ó r e g o w a r t o ś ć bezwzględna j e s t na jw iększą . 

PRZYKŁAD. Pierwias tki z r ó w n a n i a , 

są z n a k ó w p r z e c i w n y c h , gdyż ich wieloczyn j e s t — 4 ; i n a j w i ę k s z y m 
z n ich j es t p i e r w i a s t e k d o d a t n y ; gdyż ich s u m m a j e s t d o d a t n ą i 
r ó w n ą 3. 

UWAGA. Przed zastosowaniem prawideł poprzedzających, potrzeba 
zapewnić się ze pierwiastki są rzeczywistemi. P r z y r o z w a ż a n i u , na 
p r z y k ł a d , z r ó w n a n i a , 

m o ż n a b y (281) b r a ć oba p ie rwias tk i j ako d o d a t n e ; gdyż ich w i e l o -
czyn 10 j e s t d o d a t n y m , jakoteż ich s u m m a 3 ; g d y b y wyrażen i e 
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{ĵ i _ ixac) j ako r ó w n e — 31 , p i e r w i a s t k ó w t y c h n i e w ą t p l i w i e u r o -

j o n e m i n ie czyni ło . 

287. ZAGADNIENIE. T w i e r d z e n i e r o z w i n i ę t e w n u m e r z e 283 , z k t ó -
r e g o rob i się, z r e s z t ą , uży t ek c iąg ły w anal iz ie , pozwol i r o z w i ą z a ć 
b e z p o ś r e d n i o p y t a n i e n a s t ę p u j ą c e : Zformoioać zrównanie drugiego 
stopnia którego pierwiastki sq liczbami danemi a i p. 

Z r ó w n a n i e ż ą d a n e j e s t oczywiśc ie : 

a lbo , 

a wreszc ie pos t rzega s ię , a priori, że p i e rwszy cz łonek {x — aj [x — P) 

niszczy się d la x — r^\ d l a x — W i d z i m y także że s p ó ł c z y n n i k 

X j e s t r ó w n y s u m m i e p i e r w i a s t k ó w , wzię tć j ze z n a k i e m prze-

c i w n y m , i że wyraz c a ł k i e m z n a n y r ó w n a się w i e l o c z y n o w i z tychże 

p i e r w i a s t k ó w . 

PRZYKŁADY. Jakie jest zrównanie drugiego stopnia, kótrego pier-

wiastkami są 

S u m m a p i e r w i a s t k ó w jes t 

R wie loczyn 

z r ó w n a n i e ż ą d a n e j e s t , p r z e t o , 

P o d o b n i e ż , z r ó w n a n i e d r u g i e g o s topn ia , k t ó r e g o p i e r w i a s t k a m i 

są (a i (a — b), j e s t : 

288. ZAGADNIENIE. W ł a s n o ś c i p i e r w i a s t k ó w p o z w a l a j ą jeszcze roz-

wiązać k w e s l y e t a k i e j a k n a s t ę p u j ą c a : Znaleźć, nie rozwiązując 
zrównania drugiego stopnia, summę kwadratów i summę sześcianów 
lego pierwiastków. 

M a m y , w rzeczy s a m ś j j związki : 

[1] 
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Jeś l i p o d n i e s i e m y dwa cz łonki p ie rwsze j r ó w n o ś c i d o k w a d r a t u , 
i odc i ągn i emy s t ronami d r u g ą p o d w o j o n ą od p i e rwsze j , z n a j -
dz iemy : 

[2] 

Jeżel i p o d n i e s i e m y d o sześc ianu d w a członki p i e rwsze j r ó w n o ś c i , 
o t r z y m a m y : 

[3] 

lecz, p o n i e w a ż m a m y : 

a w ięc , o d c i ą g a j ą c s t ronami [4] od [3], o t r zymamy : 

[5] 

289. INNE ZASTOSOWANIE. Można także rozwiązać z a g a d n i e n i e n a -
s t ę p u j ą c e : Znaleić związek który powinien istnieć pomiędzy spółczyn-
nikami zrównania, aby pierwiastki sprawdzały związek dany, 

M a m y , w t y m p r z y p a d k u , oprócz re lacyi d a n e j , k tó re j kształ t 
m o ż e się zmien iać , d w a związki s ta łe , 

rozwiąże się w i ę c py tan ie , r u g u j ą c x' i p o m i ę d z y t r zema z r ó w -

n a n i a m i . Otóż d w a p ie rwsze , k tó re są s topnia p i e rwszego , da j ą (211; 
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a , p o d s t a w i a j ą c t e war tośc i w t rzec iem, o t r z y m u j e się związek szu-

k a n y : 

290. INNE ZASTOSOWANIE. Znaleźć zrównanie drugiego stopnia, któ-

regoby każdy pierwiastek był w związku danym z każdym z pierwia-

stków zrównania danego drugiego stopnia, 

Na przyk ład , żąda się o t r zymać z równan ie przekzs ta łcone które-
goby p ie rwias tk i były r ó w n e m i p ie rwias tkom r ó w n a n i a d a n e g o , 
p o m n o ż o n y m przez m. Oznaczywszy n o w e p ierwias tk i przez if i y", 
m a m y d w a w a r u n k i : 

z k ą d wyc iąga s ię : 

Z n a j ą c s u m m ę i wieloczyn p ie rwias tków, tworzy się (285) bez-

p o ś r e d n i o z r ó w n a n i e żądane , 

ROZBIOR PRZYPADKU SZCZEGÓLNEGO ZASŁUGUJĄCEGO NA U W A G Ę . 

291.. P R Z Y P A D E K W KTÓRYM A = 0. Kiedy w z r ó w n a i i u 

ojc^ 4 " ^^ ~h ^ — OJ ' przypuszcza się że a p r zyb ie ra w'artość zera, 

f o r m u ł y , 
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S t a j ą s i ę : 

t o j e s t , j e ż e l i h j e s t d o d a t n e m , 

l u b , i e ż e l i h j e s t o d j e m n ć r a . 

Tak więc j e d e n z p ie rwias tków przeds tawia się pod kształtem nieo-
znaczonym, a drugi pod kształ tem n i e skończonym. Z drugie j s t rony, 
z równanie dane s ta je s i ę : 

to z równanie jest s topnia p ierwszego, i p r z y j m u j e tylko j e d n o ro-

związanie : 

F o r m u ł y ogólne zdają się więc, w t y m p r z y p a d k u , być b ł ę d n e m i . 
Zauważmy naprzód że, gdyby rzeczywiście i tak było , nie należa-

łoby jeszcze nic wn ioskować przeciw r o z u m o w a n i ó m które nas do 
tego p r z y w i o d ł y ; gdyż te r o z u m o w a n i a przypuszczają wyraźnie (268) 
że a nie jest ze rem. 

Wszelako vvartości na i j?" zadosyć czynią z równan iu d a n e m u , 
j ak i emko lwiek jest a\ w ięc kiedy to a dąży do zera, j e d n a z nich 
musi się zbliżać do rozwiązania z równan ia 

I ta war tość oczywiście , jak to zaraz sp rawdz imy , przedstawia się 
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p o d ksz ta ł tem ^ . U w a ż m y , w rzeczy s a m e j , p r zypadek w k t ó r y m b 

j e s t d o d a t n e m . Mamy : 

Mnożąc o b a wyrazy tego u ł a m k u przez w y r a ż e n i e • 
k t ó r e nie s t a j e się z e r e m dla a = ± 0 , o t r z y m a m y : 

w y k o n a w s z y m n o ż e n i e w s k a z a n e w l iczn iku , gdz ie z n a j d u j e się wie -

loczyn z s u m m y d w ó c h l iczb (—h-\- / i - — Uac) przez ich różn icę 

będz ie : 

i, p o d t y m k s z t a ł t e m , j es t rzeczą oczywis t ą że, g d y a dąży d o ze ra , 
Q f* 

x" zbliża się d o war to śc i — ^ a lbo do — - . 

lo o 
Co się tyczy w a r t o ś c i x \ ta w z r a s t a w i d o c z n i e bez g r a n i c y 

kiedy a zmn ie j s za s ię , p o n i e w a ż l icznik dąży d o — 26, w czasie gdy 

m i a n o w n i k dąży do ze ra . 
292. U W A G A I . Kiedy w z r ó w n a n i u 

[1] 

a j e s t ba rdzo m a ł e m w z g l ę d e m w s p ó ł c z y n n i k ó w b \ c, j e d e n 

z p i e r w i a s t k ó w tego z r ó w n a n i a różni się m a ł o od — ^ , a d r u g i jes t 

n i ezmie rn i e w i e l k i m . T o p o d a ń i e w y n i k a w i d o c z n i e z te j u w a g i że, 
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kiedy a dąży do z e r a , j e d e n z p i e r w i a s t k ó w dąży d o — ^ , a d rug i wzra-

sta n i e s k o ń c z e n i e (291) . 

Na k o ń c u I t o m u naszego dzie ła w s k a ż e m y ł a t w e sposol)y do icłi 

w y r a c ł i o w a n i a . (Zobacz , >v t o m i e I , rozdzia ł os ta tn i : Rachunki li-

czebne.) 
293. UvvAOA II. P r z y p a d e k w k t ó r y m c j e s t b a r d z o m a ł e m p r z e d -

s tawia też s a m e t r u d n o ś c i j a k p r z y p a d e k w k t ó r y m a j e s t b a r d z o 
i i a ł e m ; przywodzi się o n d o tegoż p r z y p a d k u , po łożywszy w z ró -

w n a n i u [1], 

zkąd 

a l b o . znosząc m i a n o w n i k i , 

raz w y r a c h o w a w s z y z, x s ię w y p r o w a d z i za p o m o c ą f o r n m ł y 
p o p r z e d z a j ą c e j . 

W Ł A S N O Ś C I TRÓJMIANU DRUGIEGO STOPNIA. 

2 9 / I . DEFINIGYA TRÓJMIANU DRUGIEGO STOPNIA. T r ó j m i a n d r u g i e g o 
s topn ia j e s t w i e l o m i a n e m o t r zech w y r a z a c h , ksz ta ł tu ogó lnego 

a, b, c p r z e d s . a w i a j ą w t y m t r ó j m i a n i e l iczby s ta łe , d o d a t n e l u b 
o d j e m n e , d a n e a priori; x p r z e d s t a w i a l iczbę z m i e n n ą , zdo lną 
p rzy j ąć wsze lk ie w a r t o ś c i m o ż e b n e . Kiedy d a j e się z m i e n i a ć w a r t o ś ć 
przypisy w a n a na a?, w a r t o ś ć t r ó j m i a n u z m i e n i a się i p rzechodz i przez 
r ó ż n e s tany wie lkośc i k t ó r e p o ż y t e c z n i e j e s t b a d a ć . 
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Powiedz ie l i śmy już (283) , że się n a z y w a zwyk le p i e r w i a s t k a m i 
t r ó j m i a n u , p i e r w i a s t k i z r ó w n a n i a k t ó r e się o t r z y m u j e r o b i ę c t ró j -
m i a n r ó w n y m zeru . T e l iczby m o g ą b y ć rzeczywis temi l u b u r o j o -
n e m i ; w i a d o m o że oznaczywszy j e p rzez x' i x!', t r ó j m i a n będzie 
p r z e d s t a w i o n y m przez wie loczyn : a{x — x'){x=zx"). 

295. TWIERDZENIE I. Kiedy pierwiastki x ' , x" trójmiam są rzeczy-
wistemi i nierównemi, to podstaioienie za x liczby zawartej pomiędzy 
niemi, nada wartości trójmianu znak przeciwny znakowi jego pierwszego 
icyrazu ; podstawienie zaś za x liczby nie zawartej pomiędzy pierwia-
stkami^ nada wartości trójmianu znak jego pierwszego wyrazu. 

W rzeczy s a m e j , jeżel i p r z y p u ś c i m y x'< x", wsze lka w a r t o ś ć 
d a n a d la x i z a w a r t a m i ę d z y 'x' i x", uczyni {x — x') d o d a t n e m 
a — x ' ) o d j e m n e m : ta w^artość z rob i w ięc o d j e m n y m w i e l o -
czyn [x — x'){x — x")daje o n a , z a t e m , w i e l o c z y n o w i a ( x — x ' ) { x — x " ) 
znak p r z e c i w n y z n a k o w i a , l u b co n a j e d n o w y c h o d z i , znakowi 
ax\ Jeże l i , p r z e c i w n i e , w a r t o ś ć p r zyp i sana d la x j e s t mn ie j s zą 
jak x' a lbo większą j a k x", czynnik i [x — x'), {x— x") są oba od -
j e m n e l u b o b a d o d a t n e ; ich w i e l o c z y n j e s t d o d a t n y m , i t r ó j m i a n 
a{x — x'){x— x") m a t e n ż e s a m znak j a k a. 

296. TWIERDZENIE II. Kiedy pierwiastki trójmianu są rzeczywistemi 
i równemi, trójmian jest zawsze tegoż samego znaku jak jego pierwszy 
wyraz, jakąkolwiek byłaby wartość przypisana dla x , loyjąwszy joar-
tość która go uczyni zerem. 

W rzeczy s a m e j , w i e m y (275) że , w t y m p r z y p a d k u , t ró jmian 
p r z y j m u j e kształ t ; 

Otóż k w a d r a t j e s t zawsze d o d a t n y m , j a k ą k o l w i e k by ł aby war tość 
x ; w i ę c t r ó j m i a n m a zawsze znak a. W s z a k ż e na leży ziobić 

w y j ą t e k d l a war tośc i x = — , k t ó r a niszczy t r ó j m i a n d a n y . 

297. TWIERDZENIE ł l l . Kiedy pierwiastki trójmianu są urajommi, 
oartość trójmianu ma zawsze, jakiemkolwiek byłoby x , znak jego pier-

wszego wyrazu. 
Gdyż widz ie l i śmy (276), że w t y m p r z y p a d k u , t r ó j m i a n j e s t wie-

l o c z y n e m z a przez s u m m ę k w a d r a t ó w d w ó c h liczb rzeczywis tych , 
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Z k t ó r y c h j e d e n n i e j es t n i g d y ze rem. Ta s u m m a b ę d ą c zawsze do-

d a t n ą , wie loczyn j e s t k o n i e c z n i e tegoż s a m e g o z n a k u j ak a. 

298. UWAGA. Trzy t w i e r d z e n i a p o p r z e d z a j ą c e m o g ą się z a m k n ą ć 
w j e d n ć m w y s ł o w i e n i u : Trójmian ax^ ^^^ 4 " ^ jest tegoż samego 
znaku jak jego pierwszy ivyraz, wyjąwszy kiedy wartość, przypisy-
ivana dla x , jest zawartą miedzy pierwiastkami. 

D o m y ś l a się w t e d y że , w p r z y p a d k u p i e r w i a s t k ó w u r o j o n y c h , x n i e 

m o ż e b y ć n igdy z a w a r t e m m i ę d z y n i ś m i , t r ó j m i a n w i ę c m a zawsze 

znak s w e g o p i e r w s z e g o w y r a z u . 

299. M o ż n a b y j e szcze t o t w i e r d z e n i e o g ó l n e t y m s p o s o b e m u d o -

w o d n i ć : 

TWIDRDZENIE OGÓLNE. Trójmian 

jest tegoż samego znaku jak jego pierwszy loyraz, loyjąwszy kiedy 

zróimanie 

ma sive pienviastki rzeczywiste i gdy zarazem x jest zawartem miedzy 
temi dwoma pierwiastkami. 

l loz ióżnia się t rzy p r z y p a d k i , p o d ł u g t e g o j a k z r ó w n a n i e 

m a p ie rwias tk i u r o j o n e , r zeczywis te i r ó w n e , a lbo rzeczywis te 

i n i e r ó w n e . 
lo Kiedy p ie rwias tk i są u r o j o n e m i , o z n a c z a j ą c j e p rzez 

m a m y 

http://rcin.org.pl



3 1 0 ROZDZIAŁ XV. 

Trójmian jest wtedy wieloczynem z a przez cumme dwóch kwadratów, 
j e s t w ięc , j a k i e m k o l w i e k bądź b y ł o b y x, t egoż s a m e g o z n a k u jak a. 

1° Kiedy — j e s t z e r e m , to j e s t k iedy d w a p i e r w i a s t k i x' i a" 
z r ó w n a n i a . 

- f c = O 

r ó w n ć m i , m a m y 

bx c = a{x — x ' f ; 

i w i d z i m y że wsze lka l i czba , p rócz x', p o d s t a w i o n a za x zrobi 
t r ó j m i a n tegoż s a m e g o z n a k u j ak a. 

3° Nakon iec , k i edy p ierwias tk i x' i x" są rzeczywis temi i n i e ró -
w n e m i , m a m y 

-\-bx-\-c = a{x— x'){x — x"); 

wszelka l iczba z a w a r t a p o m i ę d z y x' i x" z rob i czynn ik i 

X — x\ X — x" 

z n a k ó w p r z e c i w n y c h ; w ie loczyn z tycli d w u m i a n ó w j e s t w i ę c od -
j e m n y m , i w y r a ż e n i e 

a[x— x'){x — x") 

j e s t znaku p r z e c i w n e g o z a. 
Wsze lka l iczba wyższa od n a j w i ę k s z e g o z d w ó c h p i e rw ia s tków 

x\ x", a lbo niższa od n a j m n i e j s z e g o , zrobi czynnik i 

X — x', X — x" 

t egoż s a m e g o z n a k u ; w ie loczyn z tych d w u m i a n ó w jes t w i ę c d o -
d a t n y m , i t r ó j m i a n 

. a {x — x') {x — x") 

z a c h o w a znak a. 
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300. INNE DOWODZENIE. N a k o n i e c , p r z e d s t a w i m y jeszcze n a s t ę p u -
j ące d o w o d z e n i e tego twie rdzen ia : 

Z a ł ó ż m y sob ie zbadan i e s p o s o b u p o d ł u g k t ó r e g o z m i e n i a się 
t r ó j m i a n 

f l ] 

jeżeli j e d n o c z e ś n i e p r z y p u ś c i m y wzras tan ie c iągłe i lości z m i e n n ś j 

a; od — OO aż d o - j -

Po łożywszy nap rzód 

f o r m u ł a (1) d a j e k o l e j n o 

( 2 ) y = px q). 

R o z r ó ż n i m y trzy p r z y p a d k i : 
C) 

1° ^ _ ^ > O, Zrównanie y = O w?a swe pierwiastki rzeczywiste 

i nierówne. W tym p r z y p a d k u , f o r m u ł a (2) da j e 

[3] y = a pY f 

—q j e s t d o d a t n y m , m o ż n a je w ięc położyć r ó w n y m ilości rzeczy-

wiśc ie d o d a t n e j i f o r m u ł a poprzedza j ąca d a j e 

'h) y = a 

Ta r ó w n o ś ć p o k a z u j e że t r ó j m i a n y jes t różn icą d w ó c h k w a d r a -

i (). \ ± : o)" ; z n a k - j -t ó w ; t e m i k w a d r a t a m i są ^ + I) ł ± ^ 
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po łożony pod r a d y k a ł e m o d p o w i a d a p r z y p a d k o w i w k t ó r y m a j e s t 
d o d a t n e m , znak zaś — p r z y p a d k o w i w k t ó r y m ilość a j e s t o d j e m n ą . 

T r ó j m i a n y m o ż e jeszcze po łożyć się pod i n n y m k s z t a ł t e m . Zrów-
n a n i e (3) m o ż n a nap i s ać 

a l b o 

czyli , oznacza jąc przez a?' i x" p i e rwias tk i z r ó w n a n i a y O, 

(5) 

P o tern p rzeksz t a ł cen iu , p r z y p u ś ć m y a > O, i p o w r ó ć m y d o f o r -
m u ł y (4 ) , 

W 

Jeże l i p o c z n i e m y zmien iać . r o d — oo aż d o — ~ , y m u s i uby-

w a ć , gdyż j eden w y r a z zmienny u b y w a i niszczy się dla 

a: — — ^ ' Jeżel i X n i e p r z e s t a n i e wz ra s t ać , wyraz -)- m u s i 

wzras tać i p rze jdz ie , d la w a r t o ś c i x r ó w n o o d d a l o n y c h o d — 

przez też s a m e w a r t o ś c i j ak u p r z e d n i o ; tak że n a j m n i e j s z a w a r t o ś ć 

j a k ą m o ż e p r z y j ą ć y o d p o w i a d a d l a i lości x— — | , t o j e s t d la po 

ł o w y s u m m y p i e r w i a s t k ó w z r ó w n a n i a y = 0. T ą w a r t o ś c i ą j es t — oX-; 
zresztą, d la x = ±: oo , y r ó w n a się ilości nieskończenie wielkiej. 

Dla a = O, y jes t zawsze z e r e m . 
N a k o n i e c ł a t w o j e s t dos t rzedz , n ie p o t r z e b u j ą c n a p r ó ż n o p o w t a -
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rzać w s k a z a n e g o p o w y ż e j roz t r ząsan ia , że, d la a < U, y w z r a s t a 
od — aż d o — k iedy x zmien ia się od — oo d o — | , p o t e m 

P 
u b y w a o d — aż do — c>o k i edy x zmien ia się od — ^ d o - j - ^ • 

„2 

2° Przypuśćmy ^ — = 0. Zrównanie y = 0 ma swe pierwiastki 

równe. W t y m p r z y p a d k u , m o ż n a n a p i s a ć j a k wyżć j 

P-
Lecz p o n i e w a ż — ^̂  = O, 

T r ó j m i a n y j e s t w i ę c k w a d r a t e m z u p e ł n y m jeżel i a j e s t d o d a t n e m 

i k w a d r a t e m z u p e ł n y m w z i ę t y m ze znak i em p r z e c i w n y m jeżel i a j e s t 

o d j e m n e m . 

Jeżel i X z m i e n i a si ę o d — o o d o — | , to jes t d o p o ł o w y s u m m y p ie r -

w i a s t k ó w , to y u b y w a jeżeli a j e s t d o d a t n e m , w z r a s t a zaś w p r z y p a d k u 

p r z e c i w n y m ; jeżel i x z m i e n i a się o d — d o o o , to y wzras ta 

jeżel i a j e s t d o d a t n e m , u b y w a zaś w p r z y p a d k u p r z e c i w n y m . 

3" Przypuśćmy ^ — q < O, Zrównanie y = O ma swe piei^iastki 

urojone M a m y zawsze 

y — a 

Lecz p o n i e w a ż 9 < O, m o ż n a po łożyć 
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będzie wtedy 

i w tym przypadku widzimy że y, nie zważając na znak, j es t s u m m ą 
d w ó c h k w a d r a t ó w z k tórych j e d e n nie zamyka ilości x; to też y 
nie może się zniszczyć dla żadne j wartości przypisywanej te j literze : 
to t łumaczy dla czego, w tym p rzypadku , z równanie y = 0 nie 
p r z y j m u j e żadnego rozwiązania . 

Zmiany y rozpoznają się w t y m przypadku jak w p i ć rwszym. 
Z tego roztrząsania wynika wie le w y p a d k ó w w a ż n y c h : 

1° Jeżeli z równanie y = O m a swe pierwiastki rzeczywiste, t rój-
mian y, dla swych p ie rwias tków x' i x", p rzechodzi dyya razy przez 
ze ro ; jest on tegoż samego znaku j ak jego pierwszy wyraz kiedy 
X nie jest zawar tem pomiędzy p ie rwias tkami , co ła two postrzega 
się na f o r m u l e 

y = a[x — x') [x — x"). 

Tenże t ró jmian jest znaku p rzec iwnego ze swym pierwszym wyra-
zem kiedy x przybiera różne war tośc i pomiędzy p ie rwias tkami x', 
x"; wtedy jest on różnicą d w ó c h k w a d r a t ó w . 

2° Jeżeli z równanie y = 0 ma swe pierwiastki r ó w n e , t ró jmian y 
j e s t zawsze tegoż s a m e g o znaku jak jego pierwszy wyraz ax^, wy-
jąwszy kiedy x s ta je się r ó w n e m j e d n e m u z p ie rwias tków : j e s t on 
k w a d r a t e m z u p e ł n y m . 

3° Jeżeli z równanie y = Q m a swe pierwias tki u ro jone , t ró j -
mian y p rzechowa zawsze znak swego pierwszego w y r a z u ; jes t on , 
nie zważając na znak , r ó w n y s u m m i e d w ó c h k w a d r a t ó w . 

TO dowodzen ie pi lnćj uwadze uczące j się młodzieży po leca iny . 

3 0 1 . ZASTOSOWANIE DO NIERÓWNOŚCI DRUGIEGO STOPNIA. Mówi się 
że n ie równość jes t d rug iego s topn ia , k iedy można j ą wyrazić pod 
j e d n y m z d w ó c h ksz ta ł tów, 

C > O, BA^ + G < 0 ; 

A, B, G oznaczają liczby dane , d o d a t n e lub o d j e m n e ; a: jes t l iczbą 
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n ieznaną , k tóre j granice potrzeba wyznaczyć w laki sposób aby 
zadosyć uczynić n ie równośc i tę nieznaną w sobie zawiera jącć j . 

Twierdzenia poprzedza jące mogą n a m posłużyć do rozwiązania 
tej ważne j kwestyi . 

P R Z Y K Ł A D I . Niech będzie do rozwiązania n ie równość : 

+ 0. 

R ó w n a j ą c pierwszy członek zeru , z n a j d u j e m y na p i e r w i a s t k i : 
1 . 4 . . . 

— 2 ^ — 3 ' Pierwiastki te są rzeczywistemi i n i e r ó w n e m i ; aby 

więc n i e równość była sprawdzoną, to jest aby pierwszy członek 
był znaku przec iwnego ze swym pierwszym wyrazem, po t rzeba żeby 

1 4 
war tość na x była zawartą pomiędzy — - i — albo żeby 

6 o 
było : 

3 < ^ < - 3 

P R Z Y K Ł A D I I . Niech będzie jeszcze n ie równość ; 

- 9 + - — .7/2 < 0 . 

W tym p rzypadku , pierwiastki t rójni ianu są rzeczywistemi i r ó w -
nemi 3 ; jego pierwszy wyraz — jes t o d j e m n y m ; więc n i e r ó w -
ność będzie sp rawdzoną przez wszelką war tość przypisywaną dla 
wyjąwszy war tość 3, klóra przekształca n i e r ó w n o ś ć na r ó w -
ność. 

P R Z Y K Ł A D I I I . Niech będzie nakoniec n ierówność : 

.2-2 — 3 ^ ' - F 7 > 0 . 

W tym przypadku , pierwiastki t ró jmianu są u r o j o n ś m i ; a, ponie-
waż jego pierwszy wyraz j es t d o d a t n y m , więc j akako lwiek bądź 
war tość na x zadosyć czyni n ie równośc i . 

302. UWAGA. Zobaczymy w dalszym c iągu , że teorya n ierówności 
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s łuży częs to , w roz t r ząsan iu z a g a d n i e ń , do oznaczenia w a r u n ł i ó w icti 

m o ż e b n o ś c i . 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Rozwiązać zrównanie: 

Znajdujemy : 

II. Rozwiązać zrównanie : 

Znajdujemy: 

III. Rozwiązać zrównanie : 

\ 

Znajdujemy : 

i 

które nie odpowiada zrównaniu, chyba po zmienieniu znaku jednego z ra-
dykałów. 

IV. Rozwigzać zrównanie : 

Znajdujemy : 

V. Rozwiązać zrównanie: 

http://rcin.org.pl



z r ó w n a n i a s t o p n i a d r u g i e g o z j e d n ą n i e z n a n ą , 3 1 7 

Znajduje się : 

V I . U o z w i ą z a ć z r ó w n a n i e : 

Znajduje się : 

V[l. Rozwiązać zrównanie : 

Bierze się za nieznaną posiliiową, i znajduje się : 

i , o p r ó c z t e g o , 

iilóre to pierwiastki nie odpowiadają równaniu, chyba że [się weźmie radykał 

ze znakiem — . 

VIII. Rozwiązać zrównatiie i 

Znajduje się : 

i, oprócz tego, 

które to pierwiastki odpowiadają, jeżeU się weźmie radykał ze znakiem — . 

IX. Rozwiązać zrównanie : 
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Bierze się 'óx za nieznaną posiłkową, i znajduje się ; 

oraz dwa pierwiastki urojone. 

X. Rozwiązać zrównanie : 

Bierze się V oi^ -H za nieznaną posiłkową, i znajduje się 

i, oprócz tego, 

pierwiastki odpowiadające przypadkowi w którym radykał ma znak 

XI. Rozwiązać zrównanie: 

Znajduje się : 

XII. Rozwiązać zrównanie : 

Położywszy : 

znajduje się : 

XIII. Rozwiązać zrównanie : 
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Przekształca się to zrównanie na następujące : 

1 znajduje się : 

XIV. l\ozwiązać zrównanie : 

Znajduje się : 

XV. 1'iozwiązać zrównanie : 

Znajduje się : 

XVI. Rozwiązać zrównanie : 

Połor> wszy : 

znajduje się : 

ieSabcd 

XVII. Rozwiązać zrównanie : 
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i w y c i ą g n ą ć z l e g o z r ó w n a n i a w a r t o ś c i n a z k t ó r e o d p o w i a d a j ą d l a 

Znajduje się : 

XVIII. Utworzyć summę czwartych potęg i summę odwrotności czwartych 
potęg pierwiastków zrównania 

Znajduje się : 

XIX. Znaleźć warunki konieczne, żeby ułamek. 

b y l n i e z a l e ż n y m o d x. 

Znajduje się warunki : 

To ćwiczenie było już dawnićj przedstawione, lecz bez żadnćj odpowiedzi; 

przyłączona obecnie odpowiedź trudność przy rozwiązaniu zadania znakomicie 

ułatwia. • 

XX. Dowieść że, jeżeli mamy : 

dwie ze trzech liczb są między sobą równe, byleby nie było : . 
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Opiera się, jak w ćwiczenia poprzedzającem, na t^m, że zrównanie drugiego 
stopnia ma tylko dwa pierwiastki. 

XX}. Znaleźć warunki konieczne, aby ułamek, 

byl niezależnym od x i od y. 
Tu także, zarówno jak w ćwiczeniu XIX, załączamy odpowiedź. 
Znajduje się warunki 

Należy rozebrać przypadek szczególny, w którym 4 = 0 , A' 0. 

XXII. Znaleźć związek wymierny który powinien istnieć pomiędzy a,b,c, 
a', b', c', aby dwa zrównania ; 

miały pierwiastek spólny. Pokazać że w tym przypadku, pierwiastki mogą się 
wyrazić bez radykali. 

Związek jest : ( 

a pierwiastek spólny : 

XXIII, llozwiązać zrównanie : 

Znajduje s ię : 

XXIV. Dowieść że zrównanie : 

ma zawsze swe pierwiastki rzetelne, kiedy — Uacj jest odjemnem. 

http://rcin.org.pl



3 2 2 z l r o z d z i a ł x v . 

Nie ma potrzeby dowodzenia tego, jali tylko w przypadku kiedy (6'- — ka'c') 
jest także odjemnćm. Położy się wtedy : Jfi—hac = — a^, — haJd — a'2; 
i dowiedzie się że ilość która, w wartościach na a", jest położoną pod radykałem, 
stanowi wieloczyn dwóch czynników, z których każdy jest summą dwóch 
kwadratów. 
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R O Z D Z I A Ł X V I . 

ZRÓWNANIA O JEDNfiJ NIEZNANEJ DAJĄCE SIĘ PRZYWIEŚĆ 

DO ZllÓWNAŃ STOPNIA DRUGIEGO. 

ZRÓWNANIA D W U K W A D R A T O W E . 

303. R O Z W I Ą Z A N I E ZRÓWNAŃ DWUKWADRATOWYCII . Z r ó w n a n i e o j e d n e j 
n i eznane j zowie się dwukwadratowem, k i edy to z r ó w n a n i e zawiera 
w sobie ty lko k w a d r a t i c zwar t ą p o t ę g ę n i e z n a n e j . J)a się o n o zawsze 
p rzywieść do ksz ta ł tu , 

[1] 

Jeżel i się w e ź m i e za n i eznaną , to z r ó w n a n i e s ta je się d r u g i e g o 
s topn ia . Gdyż położywszy : = m a m y : x i = 22; z r ó w n a n i e [11 
s t a j e się : 

zkąd : 

a p o n i e w a ż x jest p i e r w i a s t k i e m k w a d r a t o w y m z 2, m a m y w i ę c : 

[2] 

Tak więc x p r z y j m u j e , w ogó lnośc i , cz te ry w a r t o ś c i , r ó w n e d w ó j -
k a m i i znaków p rzec iwnych i 
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3 0 4 . R O Z T R Z Ą S A N I E FORMUŁ. 1 ° Jeże l i p r z y p u ś c i m y : b-—hac > O , 

dvCie w a r t o ś c i na z są r z e c z y w i s t e m i ; l e w a r t o ś c i m o g ą w r e s z c i e 

b y ć (273), o b i e d w i e d o d a t n e m i , l u b ob ie o d j e m n e m i , a l b o j e szcze 

j e d n a d o d a t n ą a d r u g a o d j e m n ą . W pienvszym przypadku, cztery 
wartości na x są i^zeczywistenii; w drugim, też wartości są urojonemi ; 
w trzecim, dwie z pomiędzy nich są rzeczywistemi, a dwie inne uro-
jonemi. 

Jeś l i p r z y p u ś c i m y : b'^ —hac = Q), w a r t o ś c i n a z są r z e c z y w i -

s t emi i r ó w n ć m i ; p r z e t o , luartościna x są równemi sobie dwójkami : 
te wartości są rzeczywistemi, jeżeli h i a są znaków przeciwnych, a uro-
jonemi, jeżeli b 2 a są tegoż samego znaku. 

3° Jeś l i p r z y p u ś c i m y : b'^ — kac < O, w a r t o ś c i na z są u r o j o n ć m i ; 

a , z a t e m , cztery wartości na x są urojonemi. 

305. PRZEKSZTAŁCENIE WYRAŻEŃ FORMY a \/l). F o r m u ł a [2], 

l i tóra r o z w i ą z u j e z r ó w n a n i e d w u l v w a d r a t o w e , zawie ra d w a r a d y k a l e 

po łożone j e d e n n a d d r u g i m ; ta f o r m a nie j es t k o r z y s t n ą , w o g ó l n o -

ści, k i edy idzie o w y r a c h o w a n i e l i c zebne p i e r w i a s t k ó w . J e s t w i ę c 

poży teczna s z u k a ć , p o d j a k i e m i w a r u n k a m i będz ie m o ż e b n e m p r z e -

ksz ta łcen ie w y r a ż e n i a f o r m y a - [ - » / 6 na s u m m ę d w ó c h radyka l i 

p ro s tych . 

P o ł ó ż m y z r ó w n a n i e : 

[1] 

i s t a r a j m y się rozwiązać j e przez w a r t o ś c i wymierne na x inay : to 

j e s t j e d e n p r z y p a d e k , w k t ó r y m b y ł o b y korzys tn ie w y k o n a ć to p r z e -

ksz ta ł cen ie . P r z y p u ś ć m y , d la u n i k n i e n i a wsze lk ie j t r u d n o ś c i , że 

cztery r a d y k a l e m a j ^ znak - j - ; b ę d z i e n a m w o l n o w t e d y (125) pod-

n ieść do k w a d r a t u ob ie s t r o n y z r ó w n a n i a [1]; i o t r z y m a m y z r ó w n a -

nie r ó w n o w a ż n e : 

a l b o 

[21 
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Podn ios ł szy jeszcze d o k w a d r a t u to os ta tn ie w y r a ż e n i e , z n a j -
dz iemy : 

[3] 

Otóż d r u g i c z ł o n e k j e s t w y m i e r n y m z p r z y p u s z c z e n i a ; toż s a m o 

r o z u m i e ć na leży o w y r a z a c h [a—x — ijfi b. P o t r z e b a w i ę c a b y 

2(a — X — y) \/~b by ło także w y m i e r n e m ; a , p o n i e w a ż n i e m nie 

j e s t , p o t r z e b a aby czynn ik (a — x — y) był zerem. Musi w i ę c b y ć : 

a , z a t e m : 

W y n i k a zt§d,- za x \ y m o g ^ b y ć ty lko p i e r w i a s t k a m i (285) z r ó w 

n a n i a : 

Tak w i ę c p o w i n n o być^, na przykład : 

[5] 

Lecz te war tośc i s{i v. 'yn)iofnemi, tylko w p r z y p a d k u w k t ó r y m 
[iC-—6) j e s t k w a d r a t e m z u p e ł n y m . W i ę c , jeżel i len w a r u n e k nie j e s t 
s p e ł n i o n y m , p rzeksz t a ł cen ie nie j e s t możebr ieni . Jeże l i , p r z e c i w n i e , 
(a^ — j e s t k w a d r a t e m , \ y m a j ^ war tośc i w y m i e r n e : 

i , te w a r t o ś c i s p r a w d z a j ą c z r ó w n a n i e [2], da jg f o r m u ł ę przeksz ta ł -
cen ia : 

[1] 
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Zauważii.iy, wreszc ie , m , dla j a k i e g o k o l w i e k b ą d ź {â - — f o r -

m u ł a : 

j e s t p r a w d z i w ą , p o n i e w a ż p o d n o s z ą c j ą d o k w a d r a t u , p r z y c h o d z i 
się d o t o s a m o ś c i ; lecz ta f o r m u ł a n i e p r z e d s t a w i a ż a d n e j korzyśc i , 
k iedy (a- — 6) n i e j e s t k w a d r a t e m , p o n i e w a ż w t e d y p o d s t a w i a się 
za radyka ł s u m n i ę d w ó c l i r ady kal i tegoż samego kształtu. 

306. UWAGA. Ma jąc d o p rzeksz ta ł cen ia \/a — y b ^ po łoży się : 

gdz ie X j e s t w i ę k s z e m j ak y , też s a m e r o z u m o w a n i a p r z y w i o d ą nas 
do tegoż s a m e g o z r ó w n a n i a [4], d la oznaczen ia w a r t o ś c i n a x i na y. 
Przeksz t a ł cen ie n ie u d a się w i ę c , j a k ty lko w p r z y p a d k u w k t ó r y m 
(a2 — h) j e s t k w a d r a t e m z u p e ł n y m o t r z y m a m y w ó w c z a s : 

[7] 

J e ż e l i t e r a z p i e r w s z y c z ł o n e k m a z n a k — , ł a t w o j e s t d o s t r z e d z 

że , d l a z g o d z e n i a z n a k ó w d w ó c h c z ł o n k ó w , b ę d z i e p o t r z e b a n a -

p i s a ć : 

[81 

G d y ż w y s t a r c z y , d l a o t r z y m a n i a t y c h n o w y c h f o r m u ł , o d m i e n i ć 

z n a k i d w ó c h c z ł o n k ó w f o r m u ł [6] i [7]. 

T a k w i ę c , w s k r ó c e n i u , m o ż n a t e f o r m u ł y n a p i s a ć : 
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przypuszczając że znaki zewnętrzne odpowiada ją s o b i e , tak jak 
i znaki w e w n ę t r z n e . 

3 0 7 . ZASTOSOWANIA 

3° Dowodzi s ię , w geonietryi , że oznaczając przez C bok wielokąta 
f o r e m n e g o wpisanego w koło promienia R, i przez x bok wie loką ta 
fo remnego , o p o d w ó j n e j l iczbie boków, wpisanego w toż koło, 
z n a j d u j e się f o rmu łę : 

Otóż t u , 
Jes t więc : 

lx° W a r u n e k konieczny i dos ta teczny, aby pierwias tki z równan ia 
d w u k w a d r a t o w e g o , 

wyrazi ły się przez s u m m ę d w ó c h radykali p ros tych . 
Ma my : 

http://rcin.org.pl



3 2 8 ROZDZIAŁ XVI. 

W t y m p r z y p a d k u , 

T a k więc , p o t r z e b a i dosyć jes t żeby q by ło k w a d r a t e m . 

R e z u l t a t jes t w i ę c jeszcze ksz t a ł tu A - F ® V — 

3 0 7 {bis). W Ł A S N O Ś Ć ZASŁUGUJĄCA, NA UWAGĘ TRZYMIANU x''-\-px--\-q. 

T r z y m i a n x ' ' q m o ż e zawsze po łożyć się p o d ksz ta ł tem 
wie loczynu d w ó c h t r z y r n i a n ó w d r u g i e g o s topn ia . T o jes t oczywis tem 
k iedy p ie rwias tk i z r ó w n a n i a 

są rzeczywis tymi , u w a ż a j ą c x~ j a k o n i e z n a n ą : w t e d y , w rzeczy s a -
m e j , oznacza jąc przez x' i x" te p i e rwias tk i , m a m y 

P r z y p u ś ć m y w i ę c x' i x" u r o j o n e m i , w t e n c z a s m a m y 

(1 ) 

Z d r u g i e j s t r o n y , u w a ż a j ą c i q j a k o wyrazy s k r a j n e k w a d r a t u , 
m a m y 

( 2 ) 
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Lecz związek (1) da je ko le jno , dla > O, 

Jeżeli p jes t o d j e m n e m , ta fo rmu ła sprawdza się sama przez się. 

F o r m u ł a (2) może się wtedy napisać 

lub n a w e t 

Co było do ,dowodzen ia . 

ZASTOSOWANIA. W e ź m y 

| 0 

2° 

N I E K T Ó R E ZRÓWNANIA DWUMIANOWE. 

308. KSZTAŁT ZRÓWNANIA DWUMIANOWEGO. Z równan ie d w u m i a n o w e 
jest z równan iem o d w ó c h wyrazach , kształ tu, 

[11 

Jeżeli A jest d o d a t n e m , to oznaczymy przez a p ierwias tek nf^ 
z A, będzie : A = a"*. 

Jeżel i A jest o d j e n i n e m , to oznaczywszy przez a p ierwias tek 
z — A, i będzie : A = — A™. 
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Zrównanie [1] przyjmie wtenczas kształt , 

[21 

A, jeśli po łożymy, x z równan ie [2] s tanie się 

a lbo , dzieląc przez o"», 
[3] 

Taki jest kształ t do jakiego można przywieść wszelkie z r ó w n a n i e 
d w u m i a n o w e . Gdy się zna jdz ie wartości na y, mnoży się j e przez a, 
dla o t rzymania war tośc i na x-. 

3 0 9 . ROZWIĄZANIE NIEKTÓRYCH ZRÓWNAŃ D W U M I A N O W Y C H . 

1° Zrównan ie [1] 

m a za p ie rwias tk i . 

Z równan ie [2] 

ma za pierwiastki , 

T Zrównan ie [3] 

może się nap isać : ( 

to z równanie rozkłada się więc na d w a inne , 

i j ego p ie rwias tkami są : 

Z równan ie [U] 
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staje się t o s a m e m z p o p r z e d z a j ą c e m , kiedy się w niśni zamieni x 
na — X : jego pierwias tk i są więc pierwias tkami z [3], z odmien io -

n e m i znakami^ to jes t : 

3" Z równan ie [5] 

może się napisać : 

To z równan ie jes t więc r ó w n o w a ż n e m z d w o m a zrównaniami [1] 
i [2] ; a, za tem, jego pierwias tki są pierwiastkami tych zrównar i , 
to jes t : 

Z r ó w n a n i e [6] 

jes t t o samem z . 

a lbo z 

to z równanie może się więc napisać ; 

a, zatem, rozkłada się ono na d w a zrównania d rug iego s topnia , 

Pierwsze m a za pierwiastki , 

a d rug ie , nie różni się od pierwszego jak tylko przez zamianę x 
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na — X , ma więc za p ierwias tk i , 

Takie więc s§ cztery p ie rwias tk i z równan ia [6]. 

Z równan ie [7] 

może się n a p i s a ć : 

To zrównanie rozkłada się na d w a i n n e , 

P ierwsze ma n a rozwiązanie , 

Go się tyczy d rug i ego , można j e napisać , podziel iwszy obie s t rony 
przez : 

otóż, jeżeli położymy \ x = z , a , za t em, -j- L — __ o, 
X x~ 

ło z równanie s ta je się : 

i jego p ie rwias tkami sę, : 

Wreszc ie z równan ie 

może się napisać : 

http://rcin.org.pl



ZRÓWNANIA O JEDNEJ NIEZNANEJ . 3 3 3 

i to zrównanie n)a za pierwiastki : 

Tak więc , dla każdej wartości na s odpowiada ją dwie war tośc i x. 
Zrównan ie [7] m a więc, oprócz pierwiastku 1, cztery inne p ie rwia -
stki, k tóre są wreszcie u ro jonemi gdyż wartości bezwzględne na z 
są mnić j szćmi jak 2. 

' Z równanie [8] .r ' - f - 1 = O, 

s ta je się t o s a m ć m z e zrównaniem [7], kiedy się w n iem zas tępu je x 
przez — X . Jego pięć pierwiastków są więc p ie rwias tkami z równa-
nia [71 z o d m i e n n e m i znakami . 

5° Zrównanie [9] — 1 r = O, 

rozkłada się na dv.a i nne , 

— 1 = 0 , 

Daje więc na rozwiązania sześć pierwiastków zrównań [31 i [4], 
to jest : 

Z równan ie [101 I = O, 

staje sie tosan ien i z poprzedzającym, kiedy się w n lem zastąpi x 

przez x\]— 1 ; gdyż m a m y : 

Jego pierwias tki są w ięc danemi przez zrównania : 
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i, dla ich o t rzymania , dosyć jest p o m n o ż y ć obie s t rony przez sj— I ; 
gdyż wtedy pierwsze s trony s tają się r ó w n e m i x X (— 1), a lbo — x. 
Mamy więc : 

6° Zrównan ie [11] 1 = O, 

ozkłada się na d w a inne , 

a " * — 1 = 0 , i 4 - 1 = 0. 

Jego p ie rwias tkami są więc ośm p ie rwias tków z równań i 5] i [6j , 
to jest : 

Z r ó w n a n i e [12] 

m o ż e s i ę n a p i s a ć : 

a l b o 

t o z r ó w n a n i e r o z k ł a d a s i ę w i ę c n a d w a i n n e , 

z r ó w n a n i a d w u k w a d r a t o w e k t ó r e u m i e m y r o z w i ą z a ć , i k t ó r e d a j ą : 

7° Z o b a c z y m y , b e z t r u d n o ś c i , ż e z r ó w n a n i e , 

[ 1 3 ] — 1 = O, 
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ma za p ierwias tk i , p ierwiastki z równań [7] i [8 ] ; i że p ierwias tk i 
z równania , 

[ U J ^ • ' " - f l ^ O , • . 

są p ie rwias tkami z równania [13], p o m n o ż o n e m i przez \ /— 1, i wzię-
temi z o d m i e n n e m i znakami . 

8" Nakoniec pierwiastkami z r ó w n a n i a , 

[15] i p i - ^ i — l r = o , 

są p ierwias tk i z r ó w n a ń [9] i [10|. 
Nie myś l imy prowadzić dalej in te resu jącego rozwiązywania tych 

przekształceń, gdyż naszym ce lem było tylko pokazać, na n iektórych 
przykładach , w jaki sposób p e w n e z równan ia , s topni wyższych nad 
drugi , m o g ą się przywieść do z r ó w n a ń stopnia d rug i ego . Lecz 
sposób ogólny rozwiązania z równań d w u m i a n o w y c h należy do d r u -
giej części a lgebry. 

ZRÓWNANIA TRZYMIANOWE. 

310. llozwiĄZANiE ZRÓWNANIA TRZYMIANOWEGO. Z rówuan ie t rzy-
ni ianowe jes t z równan iem o t rzech wyrazach, kształ tu, 

[1] 4 - C = 0 . 

Jeżeli się weźmie za nieznaną, położywszy : 

[2] = z , 

czyli, = 

to z równanie s ta je się drugiego s topnia , 

[3] az^ - f fe -}- c = 0. 

Można więc otrzymać dwie war tośc i na z ; a , pods tawia jąc je kolejno 
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w z r ó w n a n i u [2], zos ta je się p r z y w i e d z i o n y m , d la o t r z y m a n i a pier-
w i a s t k ó w z r ó w n a n i a [1], do rozwiązania d w ó c h z r ó w n a ń d w u m i a -
n o w y c h s topn ia n. 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Uozwigizać zrównanie : 

Położywszy : 

znajdujemy : 

U. Rozwiązać ziównanie : 

ziiajdujemy : 

III. Rozwiązać zrównanie : 

l'olożywszy : 

znajdujemy ; 

^ _ — adz^/da"'^— lxab 
2ia — b) ' 

IV. Rozwiązać zrównanie ; 
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Położywszy : 

najdujemy : 

V. liOzwiaZŁić zrównanie : 

( 

Położywszy 

znajdujemy : 

VI. Uozwięzać zrównanie : 

Zrównanie może się napisać : 

zna jdujemy : 

YIl. llozwigzać zrównanie : 

To zrównanie l:noże się napisać: 

i dije ono : 

TUI. ilozwi^zać zrównanie: 

Zrównanie może się napisać : 
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. daje ono : 

IX. Rozwiązać zrównanie : 

Znajdujemy : 

X. liozwigzać zrównanie : 

Znajdujemy : 

XI. Kozwi^zac zrównanie .' 

Znajdujeaiy : 

Xli. l'.ozwiązać z równanie ; 

Znajdnjemy : 

Xliii. Ilozwiązać zrównanie : 

Znajdujemy : 
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XIV. Iiozwigzać zrównanie : 

1'rzywiotllszy zrównanie do formy następującej : 

znajdujemy : 

Hadyl<al f / l - a ^ powinniśmy wziąć z tymże samym znaliiem, w dwócli 
zawierających go wyrazach. 

XV. Rozwiązać zrównanie : 

Znajdujemy : « 

XVI. Rozwiązać zrównanie : 

bzie l^ tc o b i e s t r o n y p i z c a;' ' ; p o l e m , c z y n i y c c c " ^ ' = o i r z y m a n i y z r ó w -

n a n i e d r u g i e g o s t o p n i a : 

zkąd J 

xvii , i l o ż w i ^ z a ć z r ó w n a n i e : 
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Znajdujemy za pomocą tegoż samego sposobu : 

Niekiedy rozpoznaje się, przez rozważanie zrównania, że przyjmuje ono 
pierwiastek a . Jego pierwszy członek rozkłada się wtedy na czynnii<i (75) : 
i ten rozkład ułatwia rozwiązanie zrównania, zniżając jego stopień ; gdyż 
jego pierwszy członek jest podzielnym przez (cc — a ) . 

Oto kilka przykładów. 

XVIII. Uozwięjać zrównanie : 

To zrównanie przyjmuje pierwiastek, 

- XIX. l\ozwi?zać zrównanie : 

To zrównanie przyj!iiuje pierwiastek, 

XX. Ilozwiązać zrównanie : 

To zrównanie przyjmuje pierwistek, x = /(. 

XXI Rozwiązać zrównanie : 

J.4 _ + X - 13'i = 0. 

Napiszmy zrównanie pod kształtem, 

połóżmy : 

a otrzymamy : 

XXII. Ilozwiązać zrównanie ; 

To zrównanie przyijićra dwa razy za pierwiastek, cc = 1 ; przywodzi się je 
tym sposobem do drugiego stopnia. 
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XXIII. Piozwiazać zrównanie : 

Położywszy, 

jak w przykładzie h" nuniern 309 ; znajdujemy : 

XXIV. Rozwiazać zrównanie : 

Po sprowadzeniu tego zrównania do ksztaUii, 

znajdujemy : 

.XXV. Hozwiazać zrównanie : 

TrnkluJjc je, jak zrównanie XXXIII, znajdujemy : 

XXVr. r.ozwigzać zrównanie : 

TrakUijjic je jeszcze, jak zrównanie XXiri, znajdujemy : 
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UÓWNANTA Z ILUKOLWIEK NIEZNANEMI. 

ZRÓWNANIA DRUGIEGO STOPNIA Z DWIEMA NIEZNANEMI. 

3 1 1 . KSZTAŁT OGÓLNY ZRÓWNANIA STOPNIA DRUGIEGO Z DWIEMA N I E -

z N A N E M i . Z r ó w n a n i e d r u g i e g o s t o p n i a , z d w i e m a n i e z n a n e m i x i y, 
przywiedz ione do pos tac i c a łkowi t e j , m o ż e zawierać ty lko sześcio-
rak iego g a t u n k u wyrazy , to jest^^vyrazy na xy, wyrazy n a dalej 
wyrazy na x, wyrazy n a y, i wyrazy ca łk iem z n a n e . Z r ó w n a n i e 
d r u g i e g o s t o p n i a m o ż e w i ę c zawsze p r zywie ść się d o k sz t a ł t u , 

3 1 2 . R O Z W I A Z A N I E DWÓCH ZRÓWNAŃ, Z KTÓRYCH JEDNO JEST P I E R -

WSZEGO STOPNIA. Rozwiązan ie z r ó w n a ń j e d n o c z e s n y c h jes t j e d n ą 
z kwes t j ' j na jzawi lszych w a lgebrze . Nie b ę d z i e m y tu się za jmowal i 
wca le t e o r y ą o g ó l n ą : o g r a n i c z y m y się j e d y n i e n a wy łożen iu k i lku 
p r z y p a d k ó w bardzo p r o s t y c h . 

Można zawsze rozwiązać dwa zrównania z dwiema nieznanemi, jedno 

pierwszego a drugie druf/ieyo stopnia. Niech będz ie , w rzeczy same j 

u k ł a d : 

[1] 
[2] 

Wyciąga się ze z r ó w n a n i a [11 : 

p o d s t a w i a j ą c tę ' w a r t o ś ć w z r ó w n a n i u [2], o t r z y m u j e m y z równan ie 
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d r u g i e g o s topn ia na x : , 

[31 

k t ó r e dos t a rczy dwie war tośc i dla t e j n i e z n a n e j ; każda z t y c h w a r -
tośc i , p o ł o ż o n a zamias t x, w z r ó w n a n i u [1], d a j e dwie w a r t o ś c i 
o d p o w i e d n i e dla y . 

Uk ład d a n y p r z y j m u j e więc dwa uk ł ady rozwiązal i . Jeżel i d w i e 
w a r t o ś c i n a x są rzeczywis tymi , d w a u k ł a d y rozwiązań są rzeczywis te : 
te u k ł a d y są u r o j o n e m i , jeżel i wa r to śc i na x są u r o j o n e . 

3 1 3 . P R Z Y P A D E K DWÓCH ZRÓWNAŃ STOPNIA DRUGIEGO. Kiedy zrówna-

nia z dwiema nieznanemi są oha drugiego stopnia, rugowanie jednej 
z nieznanych prowadzi, w ogólności, do zrównania zupełnego czwartego 
stopnia. 

W rzeczy s a m e j , n i e c h będzie uk ład : 

[1] 

[2] 

Dla w y r u g o w a n i a y, inożnaby było wyc iągnąć j ego w a r t o ś ć z j e -
d n e g o ze z r ó w n a ń , i p o d s t a w i ć ją w d r u g i ó m : lecz zawik ł a łoby się 
t y m s p o s o b e m z r ó w n a n i e os ta teczne r a d y k a ł a m i , k t ó r e p o t r z e b a b y 
by ło późn ie j zn ieść . Jes t więc prośpie j wyrugovvać nap rzód y-, 
p o m n o ż y w s z y z równan ie [ t j przez C a z równan ie [2] przez ll , i od-
c iągnąwszy j e d e n z w y p a d k ó w od d r u g i e g o ; tak p o s t ę p u j ą c o t rzy-
m a m y : 

a lbo , p r z e d s t a w i a j ą c każdy spółczynnik przez j e d n ą l i le rę , 

[3] 

i to z r ó w n a n i e [3] m o ż e zastąpić (128) j e d n o ze z r ó w n a ń d a n y c h . 
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Wyciąga się wledy ze zrównania [?>] wartość na y : 

i podstawia się w zrównaniu \ \] , k tóre się staje : 

otóż widzimy ła two że, jeśli zniesiemy mianowniki , mnożąc oł)ie 
strony przez {hx d)-, to zrównanie będzie czwartego stopnia. 
Ponieważ to zrównanie będzie zawićrało, w ogólności , wyrazy trze-
ciego stopnia i wyrazy pierwszego s topnia , nie będzie podobna roz-
wiązać j e za pomocą sposobów zwyczajnych algebry e lementarnej . 

Tak więc układ dwóch zrównań drugiego s topnia z dwiema 
nieznanemi nie może być rozwiązanym, w ogólności, przez sposoby 
dotąd znane. Lecz natraf iamy niekiedy na układy proste, które mogą 
się rozwiązać za pomocą pewnych podejść szczególnych, które damy 
poznać. 

.31/i. U o z w i A Z A N i E NIEKT()RYCH UKŁADÓW PROSTYCH, 1° Niecli bodzio 
układ : 

f i ] 

Rozpoznaje się bezpośrednio (285), ic x i y są pierwiastkami 

zrównania, 

i że, przeto, 

L2] 
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Aby pierwiastki były,rzeczywistemi, potrzeba żeby było 

3 4 5 

2" Niech bedzie układ : 

Przywodzi się t e n ' u k ł a d do pop rzedn iego , położywszy y = — v\ 
gdyż m a m y wówczas : 

a , nas tępnie , 

Tak więc mamy : 

Istnieją więc d w a układy rozwiązali, które są zawsze rzeczywi-
s temi . 

3° Niech będzie układ : 

[11 

J e ż e l i p o d n i e s i e m y d o k w a d r a t u d w i e s t r o n y z r ó w n a n i a p i e r -

w s z e g o , p o t e m o d t e g o r e z u l t a t u o d c i ą g n i e m y o b i e s t r o n y d r u g i e g o , 

o t r z y m a m y : 
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Mamy więc s u m m ę i wieioczyn n ieznanych, które są , przeto, 
p ie rwias tkami zrównania : 

Mamy więc : 

12] 

Jeżeli m a m y : — ^ o, war tośc i naa; i na ?/ są rzeczywis temi ; 
te wartości są u ro jonemi jeżeli m a m y : — a^ < 0. 

k° Niech będzie uk ład : 

[1] 

Jeżeli podwo imy obie s t rony d rug iego z równan ia , po tem dodamy 
je s t ronami do pierwszego, i od niego odc i ągn iemy ko le jno , zastą-
pimy układ dany przez układ r ó w n o w a ż n y (128): 

[21 

Wyciąga się ztąd : 

13] 

A za tem, doda j ąc i odc iąga jąc s t ronami , późnie j dzieląc przez 2, 

o t rzymamy : 
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UWAGA. Zdaje się jakby było tu ośm układów, które o t r zymuje 

się k o m b i n u j ą c znaki radykali wszelkiemi możebnemi sposobami . 

Lecz należy uważać że zrównania [3] tworzą tylko cztery u k ł a d y ; 

to jest , położywszy vV- + = i » — = H' : 

Zna jdu j e się więc tylko cztery układy rozwiązań : a , d la o t rzy-
mania ich , pot rzeba , po wzięciu dowolnem znaków radykal i w w a r -
tości na X, wziąć, dla wartości odpowiedniej na y , znaki k tóre ma ją 
toż samo położenie. 

Widz imy , wreszcie, że rozwiązania będą rzeczywis temi , jeżeli 
m a m y : d^ > 2// ' ; u ro jonemi zaś, gdy mamy d'- < 'W-. 

f)" Niech będzie układ : 

L i j 

1'rzywodzi się go do układu drugiego przypadku, pisząc : 

121 

Zkąd się wyciąga naprzód wartości na x- i na p o l e m wartości 

na X i na y : 

[ 3 ] 

a l b o \ k ] 
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Lecz układ i 2] , jes t ogó ln i e j szym jak uk ład [1], p o n i e w a ż zawiera po-

d n i e s i o n e m i do k w a d r a t u ob ie s t r o n y d r u g i e g o z r ó w n a n i a [I], Należy 

w i ę c k o m b i n o w a ć war tośc i na x i na y, tak aby ich wie loczyn był 

równym, h- : i to w y m a g a ł ączen ia war tośc i m a j ą c y c h tenże s a m 

znak . 

Is tnieją w i ę c cztćry u k ł a d y rozwiązań : d w a p ie rwsze są rzeczy-

w i s t e m i , a d w a i n n e u r o j o n e m i . 

ZRÓWNANIA DRUGIEGO STOPNIA Z WIĘCE.I JAK Z DWIEMA NIEZNANEMI. 

3 1 5 . PRZYKŁADY. 1» Niech będz ie u k ł a d : 

[1] 

J e ż e l i p o d n i e s i e m y d o k w a d r a t u d w a c z ł o n k i p i e r w s z e g o z r ó w -

n a n i a , p o p r z e n i e s i e n i u w d r u g ą s t r o n ę , o t r z y m a m y : 

p o d s t a w i w s z y za x-Ą-y^ i za xy i c h w a r t o ś c i w y c i ą g n i ę t e z d w ó c l i 

i n n y c h , p r z y j d z i e : 

z r ó w n a n i e d r u g i e g o s t o p n i a na s , z k ą d : 

[21 

Z n a j ą c c, w y c i ą g n i e s ię s u m m ę . r - f - / / z p i e r w s z e g o z r ó w n a n i a 

i w i e l o c z y n xy z t r z e c i e g o ; i s k o ń c z y s i ę r a c h u n e k , j a k s i ę t o o d h y ł o 

w n u m e r z e ( ]o). 

2° W e ź m y j e s z c z e u k ł a d : 

[11 
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Jeżeli odciągniemy drugie zrównanie od pierwszego, a trzecie od 
drugiego, otrzymamy : 

zkąd wynika : 

[21 

a, zatem; [3] 

Wyciąga się z tego ostatniego : 

podstawiwszy tę wartość w pierwszćm ze zrównań danych, otrzy-
mamy : 

alho 

Zrównanie dwukwadratowe, które daje : 

a tem samem, 

jakoteż. 
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ZRÓWNANIA STOPNI WYŻSZYCH NAD DRUGI. 

3 1 6 . P R Z Y K Ł A D Y . 1 ° Niech będzie układ : 

[ I J 

Zniesienie mianowników drugiego zrównania pozwala napisać 
układ : 

Jeżeli więc będziemy uważali xij i x n jako dwie nieznane po-
siłkowe u i Vy otrzymamy : 

[2] 

Drugie zrównanie daje, = ^M; podstawiając tę wartość w pier-

wszem, otrzymamy : 

albo 

więc : 

ztąd wynika : 

Potrzeba przyjąć tenże sam znak dla wartości na u i dla wartości 
5 

na w, ponieważ v=-u. 

Jeżeli przyjmiemy naprzód Wartości : u = y = 5j. mamy : 

zkąd się wyciągnie, dla x i dla //, wartości 2 i 
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Jeżeli przyjmiemy, v = u ^ — o , m a m y : 
I • 

16] 

zkąd się wywodzi dla x- i y wartości — G i l . 
2° Niech będzie jeszcze układ : 

[ I J 

Pierwsze zrównanie staje się przez zniesienie mianowników : 

i można je napisać, dodając hy^ po obu stronach, 

Ułóż pierwsza strona jest kwadratem z j;{'2 -f- //) — 2//-; to zrów-
nanie może się więc napisać : 

wyrażenie równoważne z : 

Możemy więc, układ dany, zastąpić dwoma następującemi : 

I3J 

Rozwiążemy^ wreszcie, bez trudności te dwa układy. W rzecży 
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samej, drugie ze zruwiiań [3], rozwiązane względem x, staje się 

i ta wartość, podstawiona w pierwszem, daje : 

albo 

zkąd wynika : 

a, tem samem. 

Znajdzie się podobnież, dla rozwiązań układu [6]: 

Tak wiec rozwiązania układu danego są : 

3° Niech będzie, nakoniec, układ : 

[1] 

Można, grupując wyrazy, napisać go : 
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i, dzieląc drugie zrównanie przez pierwsze : 

zrównanie które może zastąpić jedno z poprzedzających. Jeżeli 
oznaczymy wieloczyn xy przez u, i summę przez v, układ 
staje się : 

[2] 

Jeżeli wyrugujemy u pomiędzy tćmi dwoma zrównaniami, mamy : 

zrównanie trzymianowe, z którego się wyciąga : 

ztąd : 

A lem samem, 

Tak więc pierwszy układ rozwiązania dostarcza zrównanie : 

zkąd wynika : 

a drugi układ jest dostarczonym przez zrównanie : 

zkąd wynika : 
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Ć W I C Z E N I A . 

I. Rozwiązać zrównanie : 

i wyprowadzić ztgd : 

Wyciąga się x y i xy z dwócli zrównań danycli, i tworzy sie wyrażenie 

• X]), które jest równem 

IL Rozwiązać układ : 

lUiguje się y : a położywszy = z, otrzymuje się zróvvnanie drugiego 
stopnia ; 

Zl^id wyci^jga się s ; i otrzymuje się później o; i ij. 

III. Rozwigzać układ : 

Kacliuje się wieioczyn xy ; i przychodzi się późnićj do 
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IV. Rozwiązać układ : 

I lad iu je się wieloczyn ccy, podnosząc pićrwszc zrównanie do czwartój potęgi ; 
i o t rzymuje s ię : 

Wyprowadza się zląd z łatwością x i y. 

V. Rozwiązać układ : 

Ilacłiuje się wieloczyn xy podobnym sposobem, i otrzymuje się : 

VI. Rozwiązać układ : 

1 1 
Biorąc - i - za nieznane, przywodzi się do układu 3° (numeru 31/i tZ/ ?y 

VII. Rozwiązać układ : 

Przywodzi się do tegoż samego układu, biorąc i za nieznane. 

VIII. Rozwiązać układ : 

1 1 
Bierze się za nieznane i ; i zostaje się przywiedzionym do ćwicze-
nia III. 
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IX. Rozwiązać układ : 

Bierze się jeszcze za nieznane x y i xy. 

X. Rozwiązać układ : 

Wyprowadza się łatwo z tycli zrównań inne : 

i znajduje się : 

Xl. Rozwiązać układ : 

Rugując y, przycliodzimy do zrównania : 

które można napisać : 

a ivlóre łatwo się rozwięzuje. 

Xii. Rozwiązać układ : 

Podnosząc do kwadratu pićrwsze zrównanie, późnićj zastępując xy przez 
l^ah, przycłiodzi się do zrównania : 
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tak że układ dany można zast^ipić przez dwa układy następujące, łatwe do 
rozwiązania : 

XIII. Rozwi?[zać układ : 

Znajduje się łntwo : 

XIV. łiozwiązać układ : 

Dzieli się pićrwsze zrównanie przez xy, drugie przez potem przedsta-
1 1 

wia się a? + - przoz u, y -{- ~ przez v, i przycliodzi się do dwócii zrów-
tC ' CD 

n a ń ; 

zkgd wycigga się łatwo : 

XV. llozwi?[zać układ : 

Bierze się za nieznane, y/cc = tt. \/y = ??; i przycliodzi się do zrównań, 

które dostarczaj? wartość naw, a t(5m samćm wartość na u, i nakoniec wartości 
na £c i na y, 
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XVI. Tiozwigizać układ : 

Uważa się że pićrwsze ziównanie może się napisać : 

i że drugie jest sześcianem następujjicego : 

3 3 — 

1'ołożywszy y x = u , y y = v, zostaje się tym sposobem przywiedzionym 
do ulcładu (3°) numeru 31Z|. Lecz ostatnie zrównanie nie jest tak ogólnem jak 
drugie ze zrównań danych ; tak że nie otrzymuje się tym sposobem wszystkich 
rozwigizań. 

XVII. Kozwi^izać układ : 

3 3 

['ołożywszy =u, y^ = v, zrównania dane przyijiera kształt : 

Drugie, podzielone przez pierwsze, daje : 

Vlożna więc znaleźć u i y^uy, a następnie u i v, potem x \ y. 
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XVIII. Rozwiązać uliład: 

I^olożywszy wyciąga się łatwo z lyct) zrównań : 

XIX. Hozwiązać układ : 

VVylvonywa się raclninlii; potćm ruguje się x, i przycliodzi się do zrównania : 

zliąd wyciąga się y ; z tego wypływa x. 

XX, Rozwiązać uliład : 

Wyłionywając racłiunłii w pierwszt?m zrównaniu, pot^m dzieląc jego oł)ip 
xi yi 

strony przez i podstawiając w ni^ni za cc' y^, za — + — i za 
y ^ 

; icli wartości wyciągnięte z drugiego, przychodzi się do zrównania ; 

litóre daje wartość na xy. Ztąd wypada wartość na a5 'V; znając zaś 
zostaje się przywiedzionym do zagadnienia (285). Wyciąga się następnie 

i y^, a, t^m sam^m, x i y. 
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XXI. Rozwiązać ulcłud : 

Podnosząc do kwadratu obie strony pierwszego zrównania, i zastępując w nićm 

wieloczyn z radykali przez jego wartość wyciągniętą z drugiego, położy się je 

pod kształtem. 

Kładzie się późnićj drugie pod kształtem, 

Można więc wyciągnąć zląd xy i x — y , a przeto x i y. 

XXII. Rozwiązać układ : 

Połóżmy kolejno : 

/ u + u' = a 
przyjdziemy do układu | , kióry dostarczy f i u ' ; wynika ztącl 

( w' = b' 

u i u', potem z i z ' , a nakoniec x i y. 
Układ ma ośm rozwiązań. 

XXIIL Rozwiązać układ : 

Znajduje się : = ab, y^ — ac , z^ = bc. 

XXIV. Rozwiązać układ : 
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Wyciąga się łatwo : 

a, przeto, 

XXV. Rozwiazać ultład : 

Zna jdu je się : 

XXVI. Rozwiązać uliład : 

Ruguje się łatwo y i z ; \ znajduje się, x = li, i cc = 9. Otrzymuje się, na-
stępnie, y - ^ z i y z ; zic^id się wyprowadza y i W a r t o ś c i , Ictóre odpowia-
daj? dla a ; = 9, s? urojonemi : te zaś wartości iitóre odpowiadają dla x = 
s^ y = 3, z = 6. 

http://rcin.org.pl



R O Z D Z I A Ł X \ I I I . 

[IOZWI4ZANIE \ ROZTRZĄSANIE ZAGADNIEŃ STOPNI WYŻSZYCH 

NAD PIERWSZY. 

KWESTYA ODNOSZĄCA SIĘ DO PROPORCYJ. 

317. Zmleić proporcyą, znając summę /łS jej ivyraz6iv, summę ZŁQ 
ich kwadratów, i summę kc ic/i sześcianów. 

Weźmy za n ieznane posi łkowe, przewyżkę hd s u m m y skrajnych 
nad s u m m a ś rednich , i wieioczyn p sk ra jnych , który jest tenże 
sam jak wieioczyn średnich. Summę, skra jnych będzie 2 ( s - f -
s u m m ą średnich 2(s — d), tak że skrajne będą p ierwias tkami z rów-
nania 

a średnie pierwiastkami zrównania 

Pozostaje więc tylko oznaczyć p i d. Otóż s u m m a kwadra tów z pier-
wiastków dwóch z równań poprzedzających jest 

a summa sześcianów 

1 

m a m y więc związki 

zkąd wyciągnie się bez t rudności p i d. 
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Ten przykład daje jak najwidoczniej uczuć ważność wyboru nie-
znanych w rozwiązaniu zagadnień. 

podział linii P R O S T E J W STOSUNKU Ś R E D N I M I S K R A J N Y M . 

318, Podzielić linią prostą AB w stosunkii średnim i skrajnym, 
jestto podzielić ją na dwie części takie, żeby najiuiększa z nich AX 
była średnią proporcyonalna pomiędzy prostą daną i jej częścią 
mniejszą. 

Niech będzie a długość A l i ; oznaczmy AX przez x, a tćm sa-
m e m , przez {a — x)-, o t rzymamy, podług wysłowienia , pro-
porcyą : 

[1] 

Wyciąga się z tąd zrównanie : 

albo i2J 

Z kąd : [3] 

R O Z T R Z Ą S A N I E . Dwa pierwiastki są oczywiście rzeczy wistemi. Po-
nieważ \/5 jest zawarłem między 2 i 3, pierwszy przeto pierwiastek 
jest doda tnym i mniejszym jak i stanowi on rozwiązanie żądane. 
Lecz drugi pierwiastek jest, od j emnym, i jego war tość bezwzględna 
jest większą jak a\ ten więc pierwiastek powinien b y ć odrzuconym. 

Wszakże można wytłumaczyć to rozwiązanie o d j e m n e . W rzeczy 
samej , oznaczmy je przez (— «) : ponieważ ono sprawdza z równa-
nie [2], musi być : 

a l b o 
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Tak więc « jest ś rednią proporcyonalną między « i (a -[" «)» • o d -
powiada oczywiście kwestyi ł iastępującej : 

Znaleźć, na prostej AB przedłużonej, punkt X' taki, żeby jego od-
ległość podpunktu A była średnią proporcyonalna między jego odle-
głością (a a) od punktu B i linią prostą AB = a : 

X' 

Dwa rozwiązania, na które natrafi!iśiiiy, rozwięzują sposobem 
ogóhiym zagadnienie nas tępujące : 

Znaleźć, na prostej nieograniczonej, na której sa wziętemi dwa pim-
'kta A ^ B, punkt X taki, żeby odległość AX była średnią proporcyo-
nalną miedzy BX i AB. 

Zdarza się niekiedy, jak to m a miejsce po większój części w zaga-
dnieniach stopnia pierwszego, że rozwiązanie o d j e m n e powinno 
być odnies ionćm na lewo AB, w kierunku przeciwnym zozwiązaniu 
doda tnemu . 

Możnaby byłO; wreszcie, un iknąć rozwiązania od jemnego , licząc 
odległości poczynając od punk tu B. Gdyż,oznaczywszy przez x od-
ległość BX (1»« łig ), a , tem samem, przez 'a — x) odległość AX, 
mielibyśmy proporcyą : 

z kąd wyciągnęłoby się zrównanie : 

a, tem samem, - [5] 

Te dwa zrównania są doda tnemi : p ierwsze większe jak a, daje 
punkt X ' ; a drugie , mniejsze jak a, da je p u n k t X. 

W Y K R E Ś L E N I E ROZWIĄZAŃ. F o r m u ł y [ 3 ] , mogące się napisać : 
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prowadzą bezpośrednio do wykreślenia które j es t wskazanem w Po-

czątkach geometrii. Gdyż + jest przeciwprostokątną trójkąta 

prostokątnego, który ma za boki 
' AB 

kąta prostego AB i — : i , dla 

otrzymania potrzeba odcią-
. A B , 

g n ą c o d tej przeciwprosto-

kątnej , gdy tymczasem, dla otrzymania wartości bezwzględnej na a;", 
potrzeba dodać dwie długości. Odcina się wreszcie od A ku B, 
a .//' w kierunku przeciwnym. 

Uważmy jeszcze że zrównanie [2] może się napisać 

zatem, zagadnienie dane sprowadza się do nas tępującego : Znaleźć 
dwie linie proste x i których tak różnicą jak średnią propor-
cyonalną jest a. Uczymy się w geometry i, rozwiązywać to pytanie, 
i rozpoznajemy wykreślenie poprzedzające. 

319. W zagadnieniu poprzedzającem, zrównanie przy jmuje wię-
cej rozwiązań rzeczywistych jak wysłowienie, i potrafi l iśmy złago-
dzić to wysłowienie tym sposobem żeby dla każdego rozwiązania 
zrównania odpowiadał jeden przypadek zagadnienia ; to uogólnienie 
nie jest zawsze możebnem. 

P R Z Y K Ł A D : 

Przeciąć sferę płaszczyzną taką, ieby podzieliła na dwie równe części 
wycinek sferyczny, mający za podstawę mniejszą z dwóch stref sfery-
cznych które ta płaszczyzna wyznacza. 

W e d l e powyższego wysłowienia, objętość odcinka sferycznego 
nmsi być oczywiście równą objętości ostrokręgu obrotowego k t ó -
i-ego pods tawą jest podstawa odcinka a wierszchołkiem środek 
sfery. 

Oznaczmy zatem przez r promień sfery danej , i d a j m y że x przed-
stawia odległość środka sfery od płaszczyzny s iecznej ; na wyrażenie 
objętości odcinka, weźmy połowę objętości wycinka, co daje 
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miarą objętości os t rukręgu jes t 

a w i ę c ; 

a l b o 

Nie zważając na pierwiastek x = dający odcinek i os t rokrąg 
r ó w n e zeru, to jes t , nie mogące istnieć, należy się tylko zas tanowić 
z uwagą nad zrównaniem stopnia drugiego 

jes t to właśnie zrównanie które zna jdu jemy wtedy kiedy zamierzamy 
podzielić promień w s tosunku ś rednim i sk ra jnym, tak żeby na j -
większy odcinek tego promienia wychodził ze środka s f e ry ; widzimy 
więc że m a m y istotnie dwa rozwiązania : j edno doda tne i mniejsze 
jak r , które odpowiada pytaniu, drugie zaś od j emne i przewyższa-
jące r w swej wartości bezwzględnej , które powinno być odrzuco-
n e m , gdyż to rozwiązanie wskazuje płaszczyznę sieczną nieprzeci-
na jącą danej sfery. 

Z A G A D N I E N I E P A P P U S A . 

320. Przez pmkt M wzięty na dwójsiecznej kąta prostego, popro-
luadzić linią prostą taką, żeby jej część zawarta w tym kącie miała dłu-
gość daną 1 . 

P u n k t M jest wyznaczonym kiedy się daje jego odległość a od 
boków kąta prostego. 

Niech będą nieznane OP = x, 0Q = y. Powierzchnia t rójkąta 
pros tokątnego POQ jest równą summie powierzchni t ró jką tów OMP, 
OMQ ; ztąd zrównanie 

' l i 
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mamy wreszcie 

zkąd 

m 

X i y są więc pierwiastkami dwóch zrównań stopnia drugiego. 
Zostawiamy czytehiikowi wykazanie że są rozwiązania, w których 
(lwa pierwiastki są zawsze rzeczywistemi, a których dwa inne nie 
istniej§ jak tylko gdy 

Pierwiastki odjemne odpowiadają wreszcie odcinkom liczonym 
na przedłużeniach boków kąta prostego, poczynając od wierzchołka. 

Poprzestaniemy na wykazaniu jak się kreśli x i y podług zró-
wnań (1) i (2), bez rozwiązywania takowych. 

Przedłużmy MG o ME = i 
z punktu J) jako środka promie-
niem równym ])E nakreślmy pół 
okręgu koła F ' E P ; mamy 

tak że dwie wartości na {x y) 
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Weźmy pod uwagę drugą wartość 

Nazywając I środek linii MF, otrzymamy 

co nas prowadzi do położenia 

zkąd 

a że 

więc 

i 

oznaczając przez H spodek prostopadłej spuszczonej na linią prostą 
DF z punktu P, gdzie bok OA jest przeciętym przez obwód koła 
nakreślonego na prostej MF jako średnicy; mamy przeto tym spo-
sobem dwa rozwiązania 

Półkole zakreślone na prostej MF' jako średnicy dałoby dwa 
inne rozwiązania 
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Jeżeli długość l jesj niniejszą jaiv 2M0, o b w ó d koła MF nie 
przetnie AO, i rozwiązania 

nie istnieją. 

KOŁO STYCZNE, JEDNOCZEŚNIE, DO KOŁA INNEGO I JEGO ŚREDNICY 

I CIĘCIWY. 

321. Mając dane koło którego środkiem jest O, jedną z jego śre-
dnic AB, i cięciwę prostopadłą do AB; nakreślić koło styczne, jedno-
cześnie, do koła danego oraz do jego średnicy i cięciwy. 

Niech będzie O A = R , 0 1 
Przypuśćmy że chcemy nakre-
ślić koło G wpisane w odcinek 
AIC. W e ź m y za nieznaną, jego 
p romień , i połóżmy GT=:IT=.>Ł-. 
Linia pros ta OG, która łączy 
środki, przejdzie przez punkt n 
zetknięcia H dwóch k ó ł ; ta pro-
sta przecina wreszcie koło nie-
znane w S. Otóż styczna OT jest 
średnią proporcyonalną między całą sieczną OH a jej częścią ze-
wnęt rzną OS. Mamy więc : 

a lbo [IJ 

albo, rozwi ją jąc i porządkując, 

[2] 

' Zkąd się wyciąga : 
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lub, uproszczając, 

[3] 

R O Z T R Z Ą S A N I E . Te dwa pierwiastki, SĄ oczywiście rzeczywislemi, 
ponieważ 2R(R - f o) jest ilością dodatną; a, gdy a jest mniejszćm 
jak R, widzimy więc, wpat ru jąc się ŵ  zrównanie że jeden z nich 
jes t dodatnym a drugi od jemnym. 

Rozwiązanie dodatne x' nakreśli się z więlką hitwością : gdyż 
radykał wyraża średnią proporcyonalną między 2R i (R - j - a), to 
jest między BA i B I ; ten radykał jest więc równym BC. Przeto : 

Więc, jeżeli się weźmie BT — BC, IT będzie równćm x : ta 
długość będzie istotnie promieniem szukanym. Na otrzymanie 
środka, wyprowadzi się z punktu T prostopadłą TG do A, biorąc 
na tćj linii długość równą IT. 

Co się tyczy rozwiązania odjemnego x", to ono jest równćm, 
w swej wartości bezwzględnej, długości summy BC -]- BI. Ula wy-
tłumaczenia tego rozwiązania, umażmy że, oznaczając je przez (— a), 
musi ono sprowadzać zrównanie [1]; powinno więc bvć : 

albo [Zi] 

Otóż to jest właśnie zrównanie jakie należałoby napisać, jeżeliby 
chciano nakreślić koło styczne zewnętrzne do łuku BC i do średnicy 
i cięciwy przedłużonych, a gdyby przytem podobało się nazwać x 
nieznany promień koła ; zaj)ewnia się o tem łatwo kreśląc figurę. 
Tak więc pierwiastek odjemny dostarczy drugiego rozwiązania za-
gadnienia; aby zaś otrzymać punkt zetknięcia T, nowego koła 
i średnicy AB, wystarczy odnieść średnicę na lewo punktu B, i od-
ciąć na niej długość BT, równą BC. 

Widzimy że tu jeszcze, dwa promienie, IT=BC—BI^ i I T , = B C ^ B i , 
są odniesione, poczynając od punktu I, w kierunkach sobie prze-
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ciwnych, jak to wskazują znaki któremi ich wartości są naznaczone 
w formułach [3]. 

Oczywiście że punkta T i T, są punktami zetknięć dwóch innych 
kół równych pierwszym, których środki są symetrycznie położone 
pod średnicą AB, i-które odpowiadają także pytaniu. 

Jeżeli cl icemy teraz wpisać koło w odcinek BIG, znajdziemy, 

przez podohne rozumowania, zrównanie 

[•>] 

które będzie się różniło od zrównania M], i które nie będzie mogło 
przywieść się do niego przez zmianę znaku w x. Nie wchodząc 
w szczegóły tego nowego rozwiązania, powiemy tylko że p ie rwia-
stek o d j e m n y będzie odpowiadał dla koła stycznego zewnętrznie 
do łuku AG, i że otrzymamy punkta zetknięcia dwóch kół ze śre-
dnicą AB, kreśląc, z p u n k t u A j a k o środka, półkole, p romieniem AG. 

Widzimy że zagadnienie ma ośm rozwiązań dostarczonych przez 
dwa zrównania drugiego stopnia. 

322, Podzielić powierzchniij kola mającego H za jjromieii, iv sto-
sunku średnim i skrajnym, za pomocą obwodu koła spółśrodkowego. 

Można uczynić dwa przypuszczenia : 1° powierzchnia zawarta 
pomiędzy dwoma okręgami jest średnią p roporcyona lną ; 2° po-
wierzcnnia koła nieznanego jest tą średnią. 

S 11. W pierwszym przypadku, jeżeli oznaczymy przez x p romień 
koła szukanego, zrównaniem zagadnienia będzie : 

albo [1] 

^^'yciąga się zląd : 

albo 

Pierwsze z tych dwóch zrównań daje : 
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a drugie , różniące się z poprzedniem tylko znakiem x, da je 

[3] 

R O Z T R Z Ą S A N I E . Cztery pierwiastki są sobie równe dwójkami i zna-
ków przeciwnych. Lecz pierwiastki o d j e m n e nie mają znaczenia 
w tej kwestyi geomet ryczne j ; te zatem pierwiastki powinny być 
odrzucone. Co się tyczy pierwiastków dodatnych, pierwszy 

jest największą częścią promienia R podzielonego iv stosunku średnim 
i skrajnym : odpowiada on wpros t na pytanie podziału. Drugi 

jest linią której średnią proporcyonalną byłoby R w podziale na średni 
i skrajny stosunek. Ta linia, większa jak R, daje rozwiązanie, które 
nie odpowiada zagadnieniu, t ak iemu jak było położone. Lecz, gdy 
uogólnimy wysłowienie w sposób nas tępujący : 

fVykrcślić koło spółśrodkowe z kołem danem, i takie żeby wieniec 
był średnią proporcjonalną między powierzchniami dwóch kół. 

To nowe wysłowienie nie będzie więcej wymagało żeby promień 
nieznany był mniejszym jak R. Jeżeli ten przypuścimy większym, 
zrównanie nowe, 

nie będzie się różniło od zrównania [ I j ; a, tem samem, drugie roz-
wiązanie będzie odpowiadało , za równo jak i pierwsze. 

IL Przypuśćmy teraz że koło nieznane, powinno być średniśni 
proporcyonalnem między kołem d a n e m i wieńcem : z równaniem 
zagadnienia będzie wtedy : 
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albo [/ł] 

Możnaby było rozwiązać to zrównanie dwukwadra towe za pomocą 
sposobów znanych. Lecz prościej jest położyć : 

[5] 

zrównanie staje się, podzieliwszy je uprzednio przez R2 : 

[6] 

jest ono tosamem z pierwszem ze zrównań pierwszego przypadku . 
Tak więc war tość od jemna na y powinna być odrzuconą , a wartość 
dodatna jest największą częścią promienia podzielonego w średnim 
i skrajnym stosunku. Co się tyczy promienia x koła nieznanego, jest 
on, podług zrównania [5], średnim proporcyomilnym między promie-
niem koła danego i średnią y. 

Można łatwo wykreślić trzy rozwiązania lego zagadnienia. 

OSTROKRĄG OPISANY NA SFERZE. 

323, Opisać na danej sferze ostrokrąg prosty któregoby cala po-
wierzchnia równała się powierzchni koła danego. 

Jeśli przez oś ostrokręgu poprowadzimy 
płaszczyznę, przecięciem będzie trójką/ 
równoramienny SAB i wielkie koło OD 
w niego wpisane. Przeto powierzchnia 
sfery i szukana powierzchnia ostrokręgu 
są figurami obro towemi koło osi SC. 

Owoż, nazywając R promień sfery, a 
promień koła danego, x promieii CB 
podstawy stożka, y jego wysokość SC, 
z jego bok albo apoternę S B , mamy 

^ = S G . S R = — 2R); więc, wedle warunków zagadnienia; 

powinno być 

0 ) 
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Wreszcie, dwa trójkąty podobne BSC, DSO dają : 

(2) 

Ci) 

Przenosząc w (1) wartość na z wyciągniętą ze związku (2), otrzy-
mBmy wyrażenie 

które , z powodu (3), staje się 

i U ) 

Ostatnie wyrażenie pokazuje że summa dwóch czynników nie-
a- a-

wiadomych i ^ — y> jest ^ , a ich wieloczyn równa się la"-. 

\yięc, aby otrzymać wysokość y stożka, trzeba wystawić prostokąt 

równowarty kwadratowi (a i w którymby dwa boki przyległe 

czyniły summę ; co już vmdomeni nam było. 

Zrównanie {L\), które może się napisać pod kształtem 

pokazuje, że aby // było rzeczywistem, musi być 

albo 

Najmniejszość powierzchni stożka opisanego jest więc równą 8R-, 
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znajduje się wtedy 

a więc z — 7,x. 

Ostrokręg prosty opisany na sferze, którego powierzchnia jest 
najmniejszością, posiada własności nas tępujące : 

1° Jego wysokość jest podwójną średnicą sfery ; 
2° Jego a p o t e m a j e s t po t ró jnym promieniem jego p o d s t a w y ; 
3° Jego powierzchnia jest podwójną powierzchnią sfery, a, n a -

stępnie, jego objętość j es t także podwójną objętością sfery. 

W A L E C W P I S A N Y W S F E R Ę . 

324. Wpisać iv sferę, promienia R, walec prosty któregoby powierz 
chnia cała, licząc w to dwie podstawy, była równowartą powierzchni 
kola, promienia danego m . 

Jeżeli oznaczymy przez x promieii podstawy a y wysokość walca, 
to geometrya dostarczy bezpośrednio zrównań nas tępujących : 

[1. 

albo, znosząc czynnik TT, 

[2] 

Wycięga się z [2] : 
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a, podstawiając tę wartość w [IJ, znajduje się 

znosząc mianowniki, i uproszczając \vyrazy podobne, otrzymuje się 
zrównanie dwukwadratowe : 

L3] 

zkąd się wyciąga : 

i, następnie. 

' 5 1 

R O Z T R Z Ą S A N I E . Wpatrując się w zrównanie dwukwadratowe [3], 
spostrzegamy że, kiedy wartości na są rzeczywistśmi, to te war-
tości są obiedwie dodatnemi, a przeto każda z nich odrębnie wzięta 
powinna dostarczyć jedną wartość rzeczywistą i dodatną na x. Lecz 
nie dosyć na tóm że x jest rzeczywistem i dodatnćm, potrzeba także 
aby y niem by ło ; powinno być przeto : 

albo [6 , 

Zagadnienie będzie więc miało tyle rozwiązań, ile znajdzie się 
wartości na x dostarczonych przez formułę [5], i zadosyć czynią-
cych temu warunkowi [6]. 

• Aby zagadnienie było możebnem, potrzeba naprzód żeby wartości 
na X były rzeczywistemi; wystarczy, na to, jak już to uprzednio 
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powiedzieliśmy, żeby wartości na x były n iemi ; có wymaga tylko 

nierówności : 

Można jeszcze uważać pierwszy członek jako różnicę dwócłi kwa-
dratów, i napisać : 

Otóż drugi czynnik jest dodatnym j potrzeba więc żeby było : 

zkad [7] 

Gdy ten warunek będzie spełnionym, to najmniejsza wartość 
na X odpowiada zawsze pytaniu ; gdyż ona zadosyć uczyni, nadto, 
nierówności [6], to jest będzie : 

albo. znosząc mianowniki , i przenosząc : 

I, w istocie, jeżeli m jest większem jak R, ta nierówność jest 
oczywistą. Jeśli, przeciwnie, m jest mniejszem jak U, obie strony 
będą dodatnemi, wolno więc podnieść je do kwadratu (200), i nie-
równość stanie się : 

albo 

zkąd 
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co jest p rawdziwem. Zagadnienie ma wiec zawsze jedno rozwiązanio, 
skoro warunek [7] jest spraivdzonym. 

Aby największa war tość na x odpowiadała także, potrzeba żeby 
było : 

albo, znosząc mianowniki i uproszczając : 

Otóż, jeżeli rn jest mnie jszem jak R , ta n ie równość jest n iepo-
dobną , a zatem, drugie rozwiązanie nie istnieje. Jeżeli m jest 
większem jak R, obie strony nierówności będą dodatnemi , można 
więc podnieść j e do k w a d r a t u ; będzie tym sposobem : 

zkąd 

Potrzeba więc, dla otrzymania dwóch rozwiązań, żeby m^ było za-

wartem między SR^ i 'R^ (y^s l ) . 

3 2 5 . U W A G A . Można sobie zdać r a c h u n e k , sposobem nas tępu ją -
cym, z wypadków jakie otrzymaliśmy. 

Zrównanie [?], kiedy się w niem zastąpi y przez jego wartość 
dodatną wyciągniętą z [1], da je , za wyrażenie powierzchni całej 
walca wpisanego w sferę : 

Jeżeli roztrząśniemy wartości ko le jne , przez które przechodzi ta 
powierzchnia, kiedy p romień x pods tawy powiększa się od O aż do 
promienia R sfery, widzimy że ona jes t ze rem dla 0 ; p o t ś m , 
że taż powierzchnia wzrasta razem z x, aż do pewnć j granicy jaką 
r achunek da je poznać, i k tóra , pod ług tego co poprzedza, jest 
irR^(\/5 - f - l ) ; wartość na x, k tóra dostarcza tę największość, j e s t . 
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wreszcie : 

Dalej, kiedy x powiększa się aż do li, powierzchnia zmniejsza się 
aż do wartości S T T I I ^ która odpowiada przypadkowi w k tó rym, 
wysokość jest zerem, a walec sprowadza się do jego obu podstaw 
któremi są dwa wielkie koła. Otóż, rzecz oczywista że powierzchnia 
walca, powiększając się od zera aż do największości, dla zmnie j -
szania się po tem od największości aż do S T T R ^ przejdzie dwa razy 
przez wszystkie wartości zawarte między największością i 2irR2, a* 
raz tylko przez wartości które są mniejszemi jak 

ZAGADNIENIA ODNOSZĄCE S I Ę DO TRÓJKĄTÓW P R O S T O K Ą T N Y C H . 

:j26. Wyrachować boki kata prostego w trójkącie prostokątnym, 
znając przeciw prostokątną a, i ivysokość h spuszczoną z wierzchołka 
kąta prostego na przeciwprostokątną. 

Niech będą x i y dwa boki nieznane ; twierdzenie Pitagoresa 

daje z równan ie : 

[1] 

. xij . ah 
1'owierzchnia t rójkąta ma za wyrażenia ' y ; więc m a m y : 

L21 

Podwaja jąc dwie strony zrównania [2| , i dodając je po tem do 
zrównania [1], otrzymamy : 

albo 

zkąd wypada, wyciągając pierwiastek kwadratowy z ODU stron (a 
wolno jest to uczynić gdyż te strony są dodatnemi) : 

[ 3 ] 
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Jeżeli, zamiast dodawania d w u zrównań s t ronami, odc iągniemy 
drugie od pierwszego, o t rzymamy : 

a, ponieważ można przypuścić że x jes t większym z dwóch boków 
szukanych, o t rzymamy, wyciągając pierwiastki : 

Znamy więc s u m m ę [3] i różnicę [4] n iewiadomych , zkąd łatwo 
się wyciąga : 

ROZTRZĄSANIE. Aby zagadnienie było m o ż e b n e m , koniecznym i 
dostatecznym jest warunk iem, żeby wartości o t rzymane na .r i na y 
były rzeczywistymi, to jest żeby było : 

[6] 

3 2 7 . U W A G A . Te nierówności [ 6 ] nie wyłączają byna jmnić j rów-
ności granic , 

gdyż wartości na x i na y pozostają rzeczywistemi i d o d a t n ć m i , 
w tem przypuszczeniu. Dostarczą więc one rozwiązania d w ó c h py-
tań nas tępujących : 

1° Pomiędzy wszystkiemi trójkątami prostokątnemi, wysokości da-
nej jaki jest trójkąt którego przeciioprostokątna jest iiajmniejszą? 

Tym t ró jkątem jest właśnie t rójkąt którego przeciwprostokątna 
równa się 2^. Jest on r ó w n o r a m i e n n y m ; gdyż, w tym przypadku. 
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T Pomiędzy wszystkiemi trójkątami prostokątnemi, tejże samej 
przeciwprostokątnej di, jaki jest trójkąt którego wysokość jest największą? 

Tym trójkętem jest właśnie trójkąt którego wysokość równa 

się ^ . Jest on r ó w n o r a m i e n n y m ; gdyż, w tym przypadku, 

328. Wyznaczyć boki trójkąta prostokątnego, znojęc jego otmód 2p 
i powierzchnią m'-^. 

Niech będą x, y, z boki t ró jką ta ; jeżeli z jest przeciwprostoką-
tną , to mamy, wedle wysłowienia, i posługując się podaniami do-
brze w geometryi znanśmi : 

[IJ 

[•ij 

I3j 

Mnożąc przez 2, obie strony trzeciego zrównania, i doda jąc je 
potem do pierwszego, otrzymamy : 

albo [tli 

Drugie zrównanie daje wreszcie : 

z k ą d [5] 

Równając dwie wartości na {x -j- y^ dostarczone przez z równa-
nia [U] i [5], otrzymamy : 
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albo, wykonywając podniesienie do kwadratu wskazane w pier-
wszym członku, później znosząc wyraz ẑ  który jest spólnym, i dzie-
ląc obie strony przez h, będziemy mie l i : 

zkąd się wyciągnie : 

[6] 

Dalej, ponieważ znamy z, zrównania [2] i [3] dadzą poznać 
i xy; gdyż one dają : 

X i y są, zatem, pierwiastkami zrównania, 

Mamy więc : 

L7] 

H O T Z R Z Ą S A N I E . Ponieważ wartość [6| na x powinna być dodatną, 
jednym z warunków możebności zagadnienia jest : 

Lecz ten warunek nie jest dostatecznym; potrzeba, nadto, żeby 
wartości na x i na y były rzeczywislemi i dadatnemi. 

Otóż widzimy, wpatrując się w zrównanie które je dostarczyło, 
że te pierwiastki będą dodatnemi, byleby tylko były rzeczywistemi. 
Potrzeba więc żeby te j)ierwiastki były rzeczywistemi, to ijest 
żeby było : 
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albo, co na j e d n o wychodzi, ponieważ mianownik kp^ jest d o -
da tnym. 

Otóż pierwszy członek może być uważanym jako różnica d w ó c h 
kwadra tów. Ta równość jest więc równoważną z nas tępującą : 

Lecz pierwszy czynnik jest dodalnym : potrzeba więc żeby było : 

[8] 

Taki jest warunek któremu p i m powinny zadosyć uczynić. Można 

ztąd wyprowadzić granice, między którómi może zmieniać się p 

dla pewne j wartości danej na m, albo m dla pewne j wartości 

dane j na p. Otrzymamy te dwa rezultata jednocześnie po ło -

żywszy ^ = r r . Jeżeli, w rzeczy samój, podzielimy przez m^ obie 

s t rony nierówności [8|, to staje się ona : 

Otóż je j pierwszy wyraz jes t dodatnym : wnosimy ztąd że, aby 

ta n ie równość mogła mieć miejsce, r powinno być większem jak 

największy pierwiastek zrównania : r"̂  — 2rv2 -[- 1 = O, albo 

mniejszem jak najmniejszy ; to jest większem jak (y/'̂  - j - 0> ^l^^o 

mniejszem jak ( ^ 2 — 1 ) . Lecz p jes t , jak to już widzieliśmy, 

większem jak m\ przeto stosunek ^ nie może być mniejszym 

jak [\J'l — l ) ; potrzeba więc żeby ten stosunek byt większym 
jak (v'2 - j - O- Wreszcie, ten stosunek pociąga za sobą p ierwszy; 

ten więc jest j edynym warunkiem możebności zagadnienia. 

329. U WAGA. Trójkąt prostokątny mający 2/) za obwód a ĵa 
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powierzchnią nie jes l moźebnym jak tylko jeśli będzie : 

z tego wynika 

a lbo, pomnożywszy oba wyrazy ułamka przez 

a 

Te n ierównośc i nie wyłączają wcale równości granic, 

gdyż, w tem przypuszczeniu, wartości nieznanych pozostają rzeczy-
wis temi i dodatnćmi . Dostarczą więc one rozwiązania kwestyj na-
stępujących : 

1° Pomiędzy luszystkiemi trój katami proslokąfnemi, równoobwodo-
tcemi 2p, jaki jest trójkąt którego poiuic7'Zcknia jest najwiokszą? 

Tym trójkątem powinien być właśnie trójkąt którego powierzchnią 

jest : rrî  — l)'^. Jest on r ó w n o r a m i e n n y m ; gdyż boki 

kąta prostego są dane przez formułę : ,t: = y = p[l — v 2 ) • Prze -

ciwprostokątna 

2° Pomiędzy trójkątami prostokąt)iemi, tijże samej powierzchni, 
jaki jest trójkąt którego obwód jest najmtiiejszością? 

T y m trójkątem musi być trójkąt którego o b w o d e m jest : 

2p = 2m{\/2 O- Jest on r ó w n o r a m i e n n y m ; gdyż boki kęta pro-
stego są dane przez formułę : 

Przeciwprostokątna 
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Z A G A D N I E N I E 0 POMPACH. 

330. W pompie ssącej zaczyna sie poruszać tłok; znaleić wy-
soliość do której się podniesie ivoda iv rurze ssącej po pierwszem, 
drugiem,... poruszeniach tłoka : i wiele potrzeba poruszeń tych, ażeby 
looda podniosła się aż do klapy ssącej ? 

Aby rozwiązać to zagadnienie, potrzeba przypomnięć sobie nastę-
pującą zasadę fizyki : 

P R A W O M A R I O T T E ' A . Objętość gazu jest iv stosunku odwrotnym do-
znawanego ciśnienia; i tak, na przykład, biorąc pewną objętość po-
wietrza pod ciśnieniem danem, ta objętość staje się dwa razy, trzy 
razy albo dziesięć razy mniejszą, jeżeli to ciśnienie s ta je s ięsamo 
przez się dwa razy, trzy razy albo dziesięć razy większem. Takie 
jest wysłowienie prawa ściśliwości powietrza i gazów, znanego 
w nauce pod nazwiskiem prawa Mariołte'a, od nazwiska fizyka który 
pićrwszy dał je poznać, w pierwszej połowie XVII wieku (około 1650). 

Niech będą : 
B przecięcie ciała p o m p y ; 
L wysokość EP do jakiej się podnosi tłok ; 
w przecięcie rury ssącćj ; 
l dłogość hs tej r u r y ; 

H wysokość kolumny wody tworząca równowagę 
z ciśnieniem a tmosferycznem; 

X wysokość do której woda dosięga po pewnś j 
liczbie poruszeń t ł o k a ; 

Xi wysokość hh" do której nowe poruszenie tłoka t 
wysokość podnosi . 

Kiedy woda zatrzymała się w A', tłok był w P ; 
klapa S zamknęła się pod swym własnym ciężarem, 

a t łok spuszczono aż do E. Wtedy powietrze które m a za objętość 

Fig. 10. 

posiada sprężystość proporcyonalną do 
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ponieważ to powietrze tworzy równowagę z ciśnieniem a tmosfe ry-
cznym zmniejszonem kolumną wody hh\ 

Kiedy tłok podnosi się do P, woda dosięga do h", i massa po-
wietrza uważanego zajmuje objętość 

jego elastyczność jest wreszcie proporcyonalną do 

Prawo Mariotte'a daje więc 

albo 

a wartość na 

ROZTRĄSANIE. Oba pierwiastki są rzeczywistemi, gdyż ponieważ H 
jest wyższem od x, wieloczyn 

jest doda tnym; pierwiastek odpowiadający znakowi -f- radykała 
jest większym jak 
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to jes t większym jak II. Ten więc pierwiastek nie odpowiada zada-
niu, ponieważ woda nie może oczywiście podnieść się do wysokości 
wyższej nad H ; radykał powinien mieć znak — . 

To przypuściwszy, zrównanie 

dozwoli wyrachować wysokości do których kole jne poruszenia 
t łoka podnoszą wodę . 

Do znalezienia wysokości odpowiadające j p ierwszemu poru-
szeniu t łoka, robi się x == 0; po tem, zastępując x przez znalezioną 
wysokość otrzymamy wysokość odpowiadającą d w o m pier-
wszym poruszeniom tłoka, i t. d. 

Zatrzymamy się skoro przyjdziemy do wysokości przewyższającej l. 

ZAGADNIENIE ODNOSZĄCE SIĘ DO WYMIARU GŁĘBOKOŚCI STUDNI. 

331. Wyrachować głębokość studni, wiedząc że upłynęło l sekund od 
chwili kiedy puszczono kamień, az do chwili kiedy plaśnienie tegoż ka-
mienia o powierzchnią wody w studni, doszło do ucha robiącego do-
świadczenie badacza. (Przy tym wymiarze zan iedbuje się opór 
powietrza.) 

Aby rozwiązać to zagadnienie , potrzeba sobie p rzypomnieć dwie 
zasady często używane w badaniach f izyko-matematycznych : 

1° Przestrzeń przebieżona przez ciało ciężkie jest p roporcyonalną 

do kwadra tu z czasu 6 upłynionego od początku s p a d a n i a ; a, jeżeli 

oznaczymy przez g spółczynnik stały, równy 9n>,80896, to ta prze-

strzeń przedstawi się za pomocą wyrażenia • 

2" Dźwięk z prędkością j ednos ta jną przel)iega 333 metrów na 
sekundę . W rac l iunku nas tępu jącym, przedstawimy jego prędkość 
przez v\ tak że, w czasie 9, dźwięk przebiega przestrzeń y0. 

Niech będzie x głębokość studni obrachowalia W metrach . 
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Nazywając t̂  liczbę sekund które kamień łoży na zstąpienie do 
wnętrza studni, mamy : 

zkąd 

Nazywając U czas który dźwięk kładzie na przyjście do ucha 
badacza, mamy : 

[2] 

Otóż -f- tx = t, wedle wysłowienia; więc zrównanie zagadnie-
nia j e s t : 

[ 3 ] 

Na rozwiązanie tego zrównania, zawierającego w sobie radykał, 
kładzie się je pod kształtem : 

podnosząc dwie strony do kwadratu, otrzymamy : 

[5] 

albo, przenosząc wszystkie wyrazy w pierwszy członek, i porząd-
kując : 

[6] 

Wyciąga się ztąd : 
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R O Z T R Z Ą S A N I E . Oba pierwiastki są rzeczywistemi; gdyż ilość po-
łożona pod radykałem jest oczywiście dodatną. 

Nadto, łatwo jest spostrzedz, że te pierwiastki są obydwa dodat-
nemi : gdyż, podług zrównania [6], ich wieioczyn f̂ u"̂  jest dodat-

flt 2 \ 
nym, jako też ich summa - f - j y ' ^ ' Zagadnienie nie może mieć, 

wszelako, jak tylko jedno rozwiązanie; gdyż dwie studnie głębokości 
różnych nio mogą odpowiadać tejże samej wartości na t.- Dla wytłu-
maczenia tej osobliwości, i wykazania który z dwóch pierwiastków 
istotnie odpowiada pytaniu, zauważmy że podnosząc do kwadratu 
obie strony zrównania [/i], tworzymy nowe zrównanie, które, rzeczy-
wiście musi się sprawdzić wraz ze zrównaniem danem, lecz które 
może się także sprawdzić lubo zrównanie dane sprawdzić się nie da. 
Dwie strony miałyby, w rzeczy samej, tenże sam kwadrat , jeśliby 
te strony były równe i ze znakami przeciwnymi. Zrównanie [5] jest 
więc rzeczywiście równoważneni (125) z dwoma następnemi : 

Pierwsze z tych zrównań jest jedynem które odpowiada zagadnie-
niu d a n e m u ; i jego rozsvią/.anie jesł rozwiązaniem zagadnienia. 

' CO 

otóż to rozwiązanie jest mniejszem jak vt, gdyż, t — - będąc doda-

tnem, toż samo się rozumie o vt — x\ ,przeciwnie, rozwiązanie 

drugiego zrównania jest większem jak vt, gdyż t — ^ jest odje-

mnem; jest ono, zatem, największym pierwiastkiem zrównania [5]: 

powinno więc być odrzuconem jako obce rozwiązanie. Tak więc 

rozwiązaniem szukanćm j e s t : 
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U W A G A . Pov/rócimy jeszcze raz do tego zagadnienia w os ta tn im 
rozdziale pierwszego t o m u . 

Z A G A D N I E N I E O Ś W I E T L E C L A I R A U T ' A . 

3 3 2 . L. R O Z W I Ą Z A N I E C I R O D D E ' A . Zimleźę, na linii prostej łączącej 
dwa punkta świecące A i B, punkt R w którymby umieszczony 
ekram, odbierał od obu punktów świecących róvme ilości światła. 
Przypuszcza się tu naprzód upowszechnioną zasadę fizyki : iż natę-
żenie światła jest w stosunku odwrotmjm kwadratów z odległości; to 
jest że ek ram, służący rob iącemu doświadczenie za zasłonę od świa-
tła, położony w odległościach 2, 3, razy większych lub mniej-
szych od punk tu świćcącego jes t h, 9, 16, razy mniej lub więcej 

oświeconym przez tenże punkt świecący. 

Oznaczmy przez d odległość p u n k t ó w stałycłi A i B, przez a i b 
ilości światła które ek ram odbiera względnie od tych punktów 
świecących, gdy ten ekram jes t kolejno położony o jedność odle-
głości od każdego z nich, i nakoniec nazwijmy x odległość od 
punk tu szukanego R do p u n k t u A. Obrachu jemy ilości światła które 
ek ram, położony w R, odbierze od A i od B, a, równając te ilo-
ści, zagadnienie ułożymy w zrównanie. Otóż, ponieważ punkt A 
rzuca na ekram w jedności odległości, ilość a światła, znajdziemy 
ilość światła y rzuconą przez punk t A na tenże sam ekram po ło -
żony w odległości x, przez proporcyą 

Zobaczymy tak samo że ponieważ BB jest r ó w n e m d — .r, 
ilość z światła którą nasz ekram, położony w R, odbierze od B 
będzie wyznaczoną przez proporcyą 
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więc zrównanie zagadnienia jest 

[11 

Idzie więc o rozwiązanie tego zrównania. Lecz, zamiast przywie-
dzenia go do formy zwyczajnej, uważmy że można zniżyć je bez-
pośrednio do pierwszego stopnia, wyciągając pierwiastek kwadra-
towy z jego obu członków : o t rzymamy tym sposobem 

zKąd się ła two wyciągnie 

[2J 

Będziemy teraz roztrząsali tę fo rmułę , i rozróżnimy, w tym celu, 
trzy przypadki g łówne, to jest : n^b, ii~b, a<C,b. 

P I E R W S Z Y P R Z Y P A D E K , A > Pierwsza wartość na x wymaga aby 
ekrain znajdował się między punktami A i B, i bliżćj drugiego jak 

pierwszego; gdyż jest rzeczą oczywistą że ilość jest mnićjszą 
\ja -\-yJb 

1 

cA jedności a większą od ^ • W rzeczy samćj , mianownik jest wię-

kszym jak licznik, lecz jest mnie jszym jak tenże licznik wzięty dwa 

razy, ponieważ « > więc wartość na x jest < i > ^ To 

właśnie powinno mieć miejsce, gdyż aby ekram, położony między A 
i B, był rówmo oświecony przez te dwa światła, poUzeba oczywiście 
aby się znajdował bliżej słabszego a dalej od bardziej błyszczącego. 

Co się tyczy drugiej wartości na x, jest ona większą od d, 

gdyż ^ y ^ > 1; tak więc zna jdu je się drugie położenie ekramu 

na przedłużeniu Afi, w pewnym punkcie W. 
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D R U G I P R Z Y P A D E K , a = b. Pierwsza wartość na x przywodzi się 

do i jest widocznem, że w obecnćm przypuszczeniu, ekram który 
Jt 

będzie położonym w środku przedziału AB, nmsi być równo oświe-
conym przez dwa światła. 

Druga wartość na x staje się nieskończoną dla a = b. Lecz jeżeli, 
zamiast wziąć nagle a = b, przypuścimy że natężenie punktu świe-
cącego ]], naprzód mniejsze od a, powiększa się coraz bardzićj, druga 
wartość na x wzrastać będzie, i widzimy że dając dla b wartość 
niższą od a tak mało jak tylko sami zechcemy, to wartość na x 
będzie mogła stać się większą jak wszelka- ilość dana, tak że gdy 
przyjdzie b = a, nie będziemy mieli więcśj położenia możebnego 
do oznaczenia dla ekramu na przedłużeniu AB; i w rzeczy samćj, 
we wszystkich tych położeniach, będzie on zawsze bliżćj od B jak 
od A, a przeto będzie nierówno oświeconym przez te dwa światła. 

Gdyby jednocześnie z przypuszczeniem a=b, było także d = O, 
pierwsza wartość na x sprowadziłaby się do zera, a druga do ^^; 

lecz, ponieważ nie ma wtedy czynnika spólnego obu wyrazóm 

ułamku ^^ , potrzeba, dla wytłumaczenia tego ostatniego 
\ja — \jb 

wypadku, zrobić przypuszczenia a = b, i d = O w zrównaniu za-
gadnienia. Otrzymamy tym sposobem że to zrównanie przywodzi się 
do tosamości 

i że następnie ^ jest tu wyraźnym symbolem nieoznaczoności; 

z tego więc iż x może przyjmować wszelkie wartości możebne, po-
winniśmy wnosić że, w jakiemkoiwiek położeniu umieścimy ekram, 
będzie on zawsze równo oświecony przez dwa światła. 

T R Z E C I P R Z Y P A D E K , a < Tu pićrwsza wartość na x jest jeszcze 

mniejszą jak d i jest ona nawęt jal^ to prawdziwie być po-

winno. Co się tyczy drugiś j , jest ona odjemną, co wskazuje że od-

ległość ekramu od punktu A powinna być odniesioną, nie już na 
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prawo punktu A w kierunku AB, lecz na lewo tego punk tu i w kie-
runku przeciwnym. Ta wartość odjemną na x pochodzi z fałszywego 
przypuszczenia zrobionego co do położenia punk tu R' , przy wyra-
żeniu zagadnienia za pomocą zrównania; gdyż otrzymalibyśmy toż 
samo zrównanie [1], biorąc AR' za nieznaną. Przypuśćmy w rzeczy 
samej że ekram powinien być umieszczony w R", i oznaczmy AR" 
przez X j ilości światła które ten ekram odbierze od punk tów A i B 

będą względnie ^ i ^^ ^ , tak że zrównanie zagadnienia bę-

dzie wówczas 

i ło jes t właśnie czem się staje zrównanie [1], gdy w nićm zamie-
nimy X na — X. 

3 3 3 . I I . R O Z W I Ą Z A N I E B E R T R A N B ' A , O B E C N I E ŻYJĄCEGO G E O M E T R Y . 

Znaleźć, na linii punkt X równo oświe-
cony przez (lwa światła A i B, których na-
tęże7iiami są i z i'. Daje się AP = a, B Q = b , 
2 PO = d ; AP i PQ są prostopadlemi spu-
szczone mi z punktów A / B na linią PQ. 

Do rozwiązania tego zagadnienia, należy 
sobie przypomnieć że natężenie światła jest 
w stosunku odwrotnym kwadratu z odległości 

punktu oświeconego od punktu świecącego] tak że świat ło, mocy i, 
• .. j 

oświeca, na o<dległość x, z natężeniem 77,. 
tjC " 

Powinno waęc być : 

albo, oznaczając PX przez x, a, zatem, QX przez (d — x} : 

[ 1 ] 
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a lbo , znosząc mianowniki : 

•'21 

R O Z T R Z Ą S A N I E . Nie wchodząc w szczegóły rozwiązania tego zró-
wnan ia drugiego stopnia, i warunki możebności zagadnienia, sta-
r a jmy się wyt łumaczyć rozwiązania o d j e m n e które to zrównanie 
mieć może. Jeżeli oznaczymy przez (— «) rozwiązanie o d j e m n e , to 
rozwiązanie to powinno sprawdzić zrównanie [1]; powinno więc być: 

[•31 

Jest to właśnie zrównanie które wypadałoby przyjąć gdyby, szu-
ka jąc punk tu X po lewej stronie P , została oznaczoną przez « jego 
odległość nieznana od punk tu P . Rozwiązanie o d j e m n e dostarczy 
więc rozwiązania zagadnienia danego , byleby mierzono długość 
które to rozwiązanie da je na lew^o p u n k t u P , to jest w k ierunku 
przec iwnym temu który odpowiada rozwiązaniom doda tnym. 

I I I . R O Z W I Ą Z A N I E P . S O N N E T ' A . Znaleić na linii prostej X Y , 

łączącej dwa piinkta świecące A B, punkt odbierający od każdego 
z nich też samą ilość światła. 

(Przypuszcza się że jest znaną zasada fizyki nas tępująca : ilość 
światła odbieranego jes t w s tosunku odwro tnym kwadratu z odle-
głości od punk tu świecącego.) 

W e ź m y za nieznaną odległość AG punk tu szukanego od j ednego 
z dwóch punk tów świecących, i oznaczmy ją przez .r ; niech będzie d 
odległość AB dwóch świateł . Przeds tawmy przez a- ilość światła 
k tó rąby odbierał pewien punk t położony na 1 met r odległości od 
p u n k t u A, a przez odpowiednią ilość światła którą odbierałby 
punk t położony na 1 me t r odległości od punk tu B. 

Jeżeli / oznacza na chwilę ilość światła k tórą punkt szukany C 
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odbiera 0(1 punktu A, powinno by(j, wedle zasady przytoczonej : 

I 

Rozumując tak samo, znajdziemy że ilość światła którą punkt 
szukany odbiera od punktu B jest 

Te dwie ilości światła rzucone na punkt szukany G powinny być 
równe wedle wysłowienia, musi więc być zrówmanie : 

[1] 

Możnałjy było traktować je sposobem zwyczajnym, i radzimy to 
ćwiczenie dla uc^ni, lecz prościćj jest zauważyć że dwie strony są 
kwadratami zupełnemi, można więc wyciągnąć z nicli pierwiastek, 
co daje dwa zrównania pierwszego stopnia 

[2] 

Biorąc znak przed drugim członkiem, otrzymamy, po zniesie-
niu miamowników. 

Biorąc znak — przed drugim członkiem, otrzymamy, tymże samym 
sposobem. 

wartości rzeczywiste które należy roztrząsać, 
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ROZTRZĄSANIE, R Przypuśćmy naprzód pierwsze światło więlvszej 
mocy jałi. drugie, albo a > 3. W tym przypadku wartości a*' i .t" 
są obiedwie dodatnemi. 

Weźmy naprzód pod uwagę wartość x'. Ponieważ a - |- |3 jest wię-

kszem jak a, wyrażenie jest mniejszem jak i ; wartość jest 

w ięc mniejszą jak d, i odpowiada punktow^i zawartemu między punk-
tami świecącemi A i R. Go większa, ponieważ jest mniejszem 

jak a - \ - a albo 2o(, w y r a ż e n i e — ^ jest mniejszem jak albo 
a —|— p 2a 

1 

jak 2 ; tak więc x' jest mniejszem jak połowa d. Punkt odpowie-

dni G jest więc bliżej punktu B jak punktu A. 

Weźmy dalej pod uwagę wartość x". Ponieważ a — p jest mniej-

szem jak a, wyrażenie ^ ^ jest większem jak 1 ; tak więc a" jest 

większem jak d, i odpowiada punktowi C', położonemu po tamtej 
stronie punktu świecącego B który posiada słabsze natężenie. Po j -
muje się, w rzeczy samej że można będzie znaleźć z tćj strony 
punkt , dla któregoby różnica natężenia dwóch świateł została wy-

* nagrodzoną przez różnicę odległości od punktu oświeconego. 
2° Przypuśćmy że natężenie drugiego światła zwiększa się stopniowo 

i że przeto ^ powiększa się przybliżając się tym sposobem do 
wartość na x' będzie zmniejszać się stopniowo, a wartość na x" 
powiększać się równocześnie. Tak więc punkt C będzie się przybli-
żał do środka AR, a punkt G' będzie się oddalał coraz więcćj od 
światła B. 

Jeżeli przypuścimy teraz a = P, albo dwa światła równego na-

tężenia, będzie x ' = a = ^ , to jest że punkt G znajdzie się 
wtenczas w środku AB, a że punkt G' będzie się oddalał do odle-
głości nieskończonej na prawo punktu B. Przyjmuje się, w rzeczy 
samćj, że dla wynagrodzenia różnicy natężenia dwóch świateł, po-
trzeba oddalić punkt G' tem bardziej, im ta różnica jest mniejszą, 
i że jeżeli nakoniec staje się ona zerem, to dopiero w odległości 
nieskończonej różnica odpowiednia odległościóm staje się niedo-
strzeżoną. 

3° Przypuśćmy że p, nieprzestając wzrastać, staje się większem 
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jak a, albo że światło B jest bardziej natężonem jak światło A. 
Wartość X pozostaje dodatną i nniiejszą jak d, to jest , odpowiada 

zawsze punktowi zawartemu między A i B. Lecz, ponieważ 3 jest 
większćm jak wynika ztąd że a - ( -^ jes t większćm jak 2a, a zatem 

że, ^ p jest mniejszem jak ^ albo jak ^ ; tak więc x' jest 

mniejszśm jak to jest punkt C jest wówczas bliżej światła A jak 

światła B. 
Co się tyczy wartości x", ta staje się odjemną, a ponieważ uwa-

żaliśmy jako dodatne, odległości liczone po prawej stronie punktu A, 
potrzeba będzie, dla uogólnienia formuł , uważać jako odjemne 
wartości liczone po lewej stronie tego punktu. Wartość odjemną 
znaleziona na x" będ^^ie więc odpowiadała pewnemu punktowi C", 
położonemu po lewej stronie punktu świecącego A mającego 
mniejsze natężenie, i to w odległości od tego punktu, tern większćj, 
im różnica bezwzględna p — « będzie mniejszą. 

U° Gdyby teraz natężenie światła li zmniejszać się zaczęło, tak 
iżby się powróciło do przypuszczenia P = «, otrzymywałoby się na x" 
wartości odjemne coraz większe, i nakoniec pewną wartość nie-
skończoną którą należałoby uważać jako odjemną, ponieważ ta 
wartość byłaby granicą do której dąży pewna ilość odjemną, coraz 
większa w swej wartości bezwzględnej. Tak więc, dla roz-
wiązanie nieskończone odpowiada pewnermi punktowi który mo-
żemy przypuścić jako położony zaróvvno po prawej albo po lewej 
stronie dwóch świateł, co istotnie tak być powinno. 

Nie należy ztąd wnosić że zrównanie drugiego stopnia posiada, 
w tym przypadku, trzy pierwiastki, to zrównanie ma tylko d w a ; 
lecz do wartości nieskończonej może być przywiązanym znak -ł-
albo znak — , j)odług tego jak będziemy ją uważali jako granicę 
ilości wzrastających dodatnych, lub też ilości wzrastających w swej 
wartości bezwzględnej, lecz odjemnych. 

5° Jeżeli zrobimy jednocześnie dwa przypuszczenia a = P i (/ = O, 
to jest jeżeli przypuścimy że dwa światła posiadają toż samo natę-
żenie, i są nadto położone w tymże samym punkcie A, otrzymamy. 
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Pierwsza wartość daje punk t A ; co być powinno gdyż punkt C, 
który jest w środku AB dla a = zlewa się wówczas w j e d n o z A i B. 

Druga jest n ieoznaczoną; i, w rzeczy samćj , na jakiemkolwiek 
punkcie linii prostej XY, położymy wtenczas punk t oświecony, 
odbierze on zawsze od dwóch punk tów świecących tęż samą ilość 
światła. 

6° Jeżeli , w niczem nie zmieniając ilości stałćj d, zrobimy, jedno-
cześnie, dwa przypuszczenia a = O 1 3 = 0 , ot rzymamy dla i x" 
dwie wartości nieoznaczone. I rzeczywiście, jeżeli dwa światła są 
zgaszone, p u n k t jakikolwiek położony bądź pomiędzy A i B, bądź 
z tej albo z tamtej s t rony, odbiera od każdego z tych p u n k t ó w ilość 
światła zero a zatem ilość równą . 

3 3 5 . I V . P I Ę K N E R O Z W I Ą Z A N I E I P R O S T E W Y K R E Ś L E N I E C L A I R A I ] T ' A . 

Znaleźć na pi^ostej XY łączącej dwa punkta śmiecące A / B, punkt 
który jest równo oświecony. 

Niech będą : AC = :i? odległość punk tu szukanego C od punklu 
świecącego A ; a^ ilość światła którąby odbierał od A pewien 
punk t położony o 1 met r odległości od tegoż p u n k t u świecącego; 

ilość światła którąby odbierał od B pewien punkt położony 
o 1 me t r odległości od tegoż p u n k t u świecącego. 

Ponieważ odbierana ilość światła jest w s tosunku odwrotnym 
kwadra tu z odległości , punk t C odbierze od p u n k t u A ilość światła 
równą 

a od punk tu B ilość światła wyrażoną przez 

d będąc odległością AB rozdzielającą te dwa p u n k t a świecące. 
m Zrównanie zagadnienia jest więc : 
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albo 

W Y K R E Ś L E N I E . Wynieśmy z punk tu A prostopadłą do AB a ró-
wną a, Z punktu zaś B dwie prosto-
padłe, jedną w górze, drugą pod spo-
dem, obie równe ę ; proste A ' B ' , A^̂ B" 
przetną XY w C i G, które będą 
punktami szukanemi ; gdyż mamy 

To proste wykreślenie pokazuje że są dwa punk ta G i G' które 
zadosyć czynią py t an iu ; jeden G jest zawartym między A i B i po-
łożony bliżśj światła s łabszego; drugi G' jest po t amte j s tronie tego 
ostatniego światła. Gdy dwa światła m a j ą toż samo natężenie, 
j edno z rozwiązań staje się nieskończonśm, i nie pozostaje na linii 
prostćj XY jak tylko j eden punk t równo oświecony ; środek AB jest 
tym p u n k t e m . Wszystkie te rezultata są oczy wistemi a priori wedle 
wysłowienia ; można także wyprowadzić je ze zrównania. 

Wojciech Gemrc? (1629) dał pierwsze wyt łumaczenie rozwiązań od-
jcmnyct i ; geomet rya Deskarta ukazała się po raz pierwszy w 1637 r . 

W P R O W A D Z E N I E N I E Z N A N Y C H POSIŁKOWYCH DLA UPROSZCZENIA Z A G A D N I E Ń . 

336. Niektóre zagadnienia znakomicie uproszczonymi być mogą 
przez zręczny wybór nieznanej . Oto przykład temu rodzajowi za-
gadnień odpowiadający : 

Znaleić czterrj liczby stanoioiące proporcya, znając summę śre-
dnich 2s, summę skrajnych 2s', i summę kwadratów z czterech wyra-
zów 

W e ź m y za nieznaną wieioczyn x ze ś r edn i ch ; a że ich s u m m ą 
jest 2s, są one (285) pierwiastkami zrównania, 
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a zatćm, są równómi : 

Ponieważ wieloczyn ze skra jnych jest równy wieloczynowi ze 
średnich, zobaczymy, tymże samym sposobem, że skrajnemi są : 

Tworząc s u m m ę kwadra tów z tych czterech wyrażeń, otrzy-
mamy : 

z równaniem zagadnienia jest więc : 

« 

Wyciągniemy ztąd wartość na a t ś m samem, znajdziemy 
cztery wyrazy proporcyi , k tóremi są, po zupełnem wykonaniu ra-
chunku : 

U W A G A . Naturalnie jes t , wziąć za nieznaną wieloczyn ze ś rednich , 
bo ten wieloczyn, dla każdej proporcyi , p rzy jmuje tylko jedną 
wartość. Gdybyśmy chcieli, na przykład, wyznaczyć jeden z wyra -
zów średnich, powinnibyśmy znaleźć je obydwa przez tenże sam 
r a c h u n e k ; gdyż n ic ich nie rozróżnia w wysłowieniu. Zrównanie 
więc mus i być p r zyna jmn i ś j s topnia drugiego. 

Aby zagadnienie było możebnćm, potrzeba żeby było : 

337. Damy jeszcze drugie rozwiązanie zagadnienia następującego : • 
Znaleić proporcyą, znając summę Zis jej wyrazów, summę ką- ich 

kwadraiów, i summę liC^ ich sześcianów. 
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W e ź m y za nieznane : różnicę hx między s u m m ą skrajnych a sum-
mą ś rednich , i wieloczyn y ze skra jnych; oznaczmy przez a,b,c, d, 
cztery wyrazy proporcy i ; otrzymamy : 

[1] 

Wyciąga się ztąd : [2J 

A ponieważ mamy : [3] 

wyprowadzimy więc (285) dla a, b, c, d, wartości : 

S u m m a czterech kwadratów jest, jak to da się łatwo obrachować : 

a s u m m a czterech sześcianów jest : 

, co dostarcza zrównania : 

a lbo, dzieląc przez Zi obie strony każdego z nich, i przenosząc : 
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Rozwiązując te dwa zrównania, znajdziemy : 

[6] 

i, podstawiając wartości na x i na y w formułach [4], otrzymamy 
cztery wyrazy proporcyi. 

Ć W I C Z E N I A , 

I. Pewien podróżny wyjeżdża z puniiiii B, udając się do piinl<iu C ; 
w tymże samym czasie drugi podróżny wyjeżdża z punictu G dążąc do B. 
Każdy z nicił postępuje z prędkością stalą. Te dwie prędkości mają stosunek 

• tai^i, że pierwszy przybywa do C we cztćry godzin po ich spotkaniu się, i że 
drugi przyljywa do B w dziewięć godzin po temże dwócii podróżuycli spotka-
niu. Pytanie jaki jest stosunek icli prędkości ? 

Jeżeli oznaczymy przez x i przez y dwie prędkości, przez d odległość EG, 

a przez z odległość punktu spotkania od B, znajdziemy zrównania : 

zkąd : 

n . Mamy koło, promienia B, i punkt O na średnicy. Znaleźć linią prostą P, 
prostopadłą do tej średnicy, i lai^ą żeby poprowadziwszy, przez punkt O, 
sieczną przecinającą koło w dwóch punktach A, B, i oznaczając przez p i q 

1 \ 
odległości punktów A i B od linii prostej P, summa ^ ą była niezależna 

V 1 
0(1 kierunku siecznej AB. 

Oznaczając przez x odległość środka od linii prostej nieznanćj, przez d 
odległość środka od punktu O, i przez m styczną kąta utworzonego przez 
kierunek siecznćj z kierunkiem średnicy dan(5j, znajdziemy że p i q s^ pier-
wiastkami zrównania : 
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1 1 

Zk îd wycigga się wartość na p q ' ^ znajduje się że, dla spełnienia wa-

runków wysłowienia, potrzeba żeby było : 

albo 

Id 
Stosunkiem stałym jest : , w pićrwszym przypadku, s 

w drugim. ' 

IIJ. Znaleźć, na linii środków, dwócłi kół położonycłj jedno w drugiem, punkt 
taki, żeby jego odległości od dwóch punktów w których koła s^ przecięte przez 
tęż samg. proslopadłgi P do linii środków, były w stosunku stałym. 

Oznaczając przez U i r promienie dwócli kół, przez d odległość ś rodków, 
przez a odległość środka małego koła od linii prostej P, i przez x odległość 
tegoż samego środka od punktu szukanego (który przypuścimy bardziej odda-
lonym od środka koła wielkiego), zna jduje się, dla kwadra tu s tosunku z od-
ległości : 

a dla wartości nu x odpowiadającej pytaniu. 

Sloisunkigin stałym jest wówczas 

Wytłumaczy się rozwiązania odjemne. 

IV. Znając summę s^ powierzchni dwóch prostokątów, summę u ich pod-
staw, i powierzchnie jj^ [ qi dwóch prostokątów które miałyby podstawę 
jednego a wysokość drugiego , znaleźć te prostokąty. 

Oznaczając przez x i \j podstawę i wysokość pićrwszego prostokąta, przez u 
i V podstawę i wysokość drugiego, znajduje się : 
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V. Znaleźć postęp ilorazowy, znając summę Si jego wyrazów, summę Sj ich 
kwadratów, i summę S3 ich sześcianów. 

Nieznanymi są pierwszy wyraz a-, stosunek y i liczba wyrazów z ; stosuje 
się więc naprzód formułę dającą summę wyrazów poslępu ilorazowego, którą 
dowiedziemy w jednym z rozdziałów następującycli. I'o czt5m dojdzie się, po 
kilku przekształceniacli, do zrównań : 

które dają x i y. Potćm zrównanie : 

daje y', a t^m samćm z. 

VI. Znaleźć cztćry liczby, w postępie ilorazowym, znając ich summę a, i 
summę ich kwadratów 

Oznaczając przez x pićrwszy wyraz, a przez y stosunek, stosuje się tfż 
samą formułę ; i otrzymuje się, po kilku przekształceniacli, zrównania : 

z których pićrwsze rozwiązuje się jak drugie ze zrównań U", numeru 309, 
1 

dzieląc przez j/^, i kładąc : y -Ą- ~ = z. 

VII. Znaleźć liczbę złożoną z dwóch cyfer, taką żeljy la liczba podzielona 
przez wieloczyn z tych dwóch cyfer, dała na iloraz 5J ; i żeijy, odciągając 0(1 
niej 9, otrzymało się liczbę przewróconą. 

Liczi)ą szukaną jest 32. 

MII . Znaleźć liczbę z trzech cyfer złożoną, w którt5jby cyfra środkowa była 
średnią proporcyonalną między dwoma skrąjnt^mi; laką nadto aby miała się 
do summy swycłi cyfer jak 124 do 7, i aby powiększona o 59!) dała na summę, 
liczbę złożoną z tych samych, lecz w odwróconym porządku napisanych cyfer. 

Odpowiedź. Ta liczba jest 2/48. 

IX. Znaleźć pięć liczb, w postępie różnicowym, znając ich sunnuę 5rt i ich 
wieloczyn 

Znajduje się że wyraz środkowy jest równym a, i że stosunek y jestdimym 
przez zrównanie : 
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X. Znaleźć cztery liczby, w postępie różnicowym, znając ich summę ho i 
1 

s u m m ę ich stosunków odwrotnycli ^ • 

I^rzedstawiając cztćry wyrazy przez x — 3f/, x — y, a? + ?/, x 3,i/4, 
zna jduje się że x = a, i że y jest danćm przez zrównanie : 

XI. Poprowadzić z punktu A, do kola C, sieczną długości danćj l, i wyka-

zać warnnki możebności. Daje się odległość a punktu A od środka, i R promień 

koła. 

Oznaczając przez y prostopadłą spuszczoną z końca siecznej na średnicę 

przechodzącą przez punkt A, a pizez x odległość spodka tt^j prostopadłi5j od 

środka, znajduje się : 

Warimkami możebności są : jeżeli punkt A jest zewnętrznym k i ła , 

a, jeżeli ten punki jest wewnętrznynł, 

XII. Wi^my że, mając dane : punkt A i koło, którego środek jest w O 
którego pfoiiiieńieiiii jest R, zowie się birguiiowa punktu A, prostopadła 
do GA, poprowadzo)na przez punkt X tej prostej, tak wybrany żeby l)yłc> 
0X X OA — 1\2. T(0 przypuściwszy, mając dane, dwa koła, promieni R i I i ' , 
ciicemy wiedzieć czy' punkt M wzięty na ich płaszczyźnie może mieć tęż samą 
biegunową w jednt^nn i w drugićm kole. 

Potrzeba, na lo, ż;eby dwa koła nie przecinały się ; a, jeżeli ten warunek 
jest spełnionym, to oznaczając przez d odległość środków, znajduje się dla 
odległości bieguna od środka koła R, 

XIIT. Mając sferę daną, promienia R, zamierzamy sobie przeciąć ją przez 

płaszczyznę taką, ażeby najmniejszy z dwóch odcinków sferycznycłi tym spo-
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sobem otrzymanych był do ostrol^ręgu tćjże sami5j podstawy, mającego za 
wierzchołełc środelt sfery, w stosunłcu stałym m. 

Znajduje się że wysol^ość odcinl(a jest daną przez formuły : 

XIV. Toż samo zagadnienie, przypuszczając że stożek mialljy za wierzcho-
łek koniec średnicy prostopadłej do podstawy spóinej, położonej w największym 
odcinku, daje ; 

XV, Mając daną sferę promienia R, clicemy przeciąć ją przez płaszczyznę 
taką, aby najmniejsza z dwóch stref tym sposobem otrzymanych była do po-
wierzchni bocznej ostrokręgu tejże samej podstawy, a mającego za wierzcho-
łek środek sfery, w stosunku stałym. 

Znajduje się, dla wysokości strefy : 

XVI. Toż samo zagadnionie, przypuszczając źe stożek miałby za wierzcho-
ek koniec średnicy prostopadłej do podstawy spólnej, położonej w największym 

odcinku, daje : 

XVII. Podzielić trapez, którego podstawami są a \ b, na trzy części pro-
porcyonalne do m, n, p, liniatni równoległemi do podstaw. 

Oznaczając przez x i przez y długości dwóch równoległych, znajduje się : 

XVIII. Obwód koła, promienia R, posiada własność odbijania ciał uderzają-
cych go, pod kątem odbicia równym kątowi wpadnięcia. Przypuszcza się że 
l)ila elastyczna, sprowadzona do punktu materyalnego, jest położoną wewnątrz 
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kola, W punkcie A, odległości a od środka. Pytanie, w jakim kierunku należy 
wypuścić bilę, ażeby ta, odbiwszy się dwa razy w B i w C, musiała przejść 
przez punkt swego wyjścia A. 

Dowodzi się że trójkąt ABC jest równoramiennym; i, oznaczając przez x 
odległość podstawy od środka, znajduje się : 

l\U 

Roztrząsnąć i wykreślić tO rozwiązanie. 

XIX. Wpisać w koło, promienia R, trójkąt równoramienny, znając summę a 
ego podstawy i wysokości. 

Oznaczając przez x połowę podstawy, a przez y wysokość, zna jduje się : 

Roztrząsnąć i wykreślić te rozwiązania : wykazać, jakie są warunki może-

bności, i w jakicłi przypadkach istnieje jedno a w jakich dwa rozwiązania. 

XX. Mając dany czworobok ABGD, zamierzamy sobie zbudować drugi 

czworobok A'B'G'D', któregoby boki były odpowiednio równoległemi do boków 

pierwszego, równo oddaionemi od tychże, tym sposobem żeby powierzchnia 

zawarta między obwodami dwóch wielokątów była równowartą kwadra -

towi 
Przypuśćmy że czworobok A'B'C'D' obwija ABCD; jeśli oznaczymy przez 2p 

obwód czworoboku danego, przez s summę dostycznych połowy kątów tego 
czworoboku, a przez x odległość boków równoległych, to znajdziemy z rów-
nanie : 

Roztrząsnąć to rozwiązanie. Rozebrać czy pierwiastek odjemny może się 
wytłumaczyć, przypuszczając że czworobok A'B'C'D' jest wewnętrznym wzglę-
dem czworoboku ABGD. 

XXI. Poprowadzić, przez punkt A, wzięły w kole promienia R, dwie proste 
prostokątne AB, AC, zakończone na okręgu koła, i takie żeby. łuk przejęty 
między niemi miał cięciwę równą a . 

Jeżeli oznaczymy przez d odległość punk tu A od środka, przez x i przez y 
długości AB, AC, to znajdziemy : 

Roztrząsnąć warunki moźebności zagadnienia. 
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XXII. Mając dane kolo promienia R, i inne kolo promienia styczno 

wewnętrznie do pierwszego, zamierzmy sobie zakreślić trzecie kolo, styczne, 
jednocześnie, do dwóch innych i do średnicy łączącćj środki kól danych : 

Oznaczając przez x promień kola szukanego, a przez y odległość środka 
pierwszego koła od punkui zelknięcia średnicy i koła nieznanego, znajduje się : 

Rozlrząsnąć i wykreślić rozwiązania. 

x x i i i . Wyrachować ramiona x, y, kąta prostego, przeciwprostokątną s 
i wysokość odpowiednią v trójkąta prostokątnego, znając obwód Ip, i sum-
mę a przeciwprostokątnćj i wysokości. 

Znajduje się : 

XXIV. Wyrachować trzy boki x,y,z, trójkąta, wiedząc że objętości na-
kreślone przez trójkąt, obracający się około każdego z nich, są równowarte 
objętościom trzech sfer, promiem" a, /J, 7. 

Znajduje się związki : 

a, następnie : 

i jlwie inne formuły odpowiednie dla y^ i 

XXV. Wpisać w sferę promienia R, walec, któregoby objętość była równo-
wartą summie odcinków sferycznych mających tęż samą z nim podstawę. 

Oznaczając przez x promień podstawy walca, a przez y wysokość jednego 
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Z odcinków, znajduje się : 

1° 

2 ° 

Wykreślić rozwiązania. 

XXVI. Mając dane kolo promienia R, prowadzi się, przez punkt C jego 
płaszczyzny, stycznę do tego koła, i obraca się, jednocześnie, około średnicy 
przechodzącej przez punkt C, styczna i pół-okręgu koła. Chcemy wyznaczyć 
punkt C, w taki sposób żeby powierzchnia ostrokręgu, i strefy, tćjże samej 
podstawy, którą ostrogrąg obwija, były w stosunku danym p. 

Jeżeli oznaczymy przez x odległość punkta C od środka, a przez ij odległość 
środka od spólnt^j podstawy, to znajdziemy : 

1" 

IJO 

Hoztrzasnać le rozwiazani;' 
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NIEKTÓRE PYTANIA DOTYCZĄCE NAJ WIĘKSZOŚCI 

I NAJMNIEJSZOŚCI. 

ROZTRZĄSANIE TYCH KWESTY,! ZA POMOCĄ PROSTYCH ZASAD ALGEBRY 

ELEMENTARNEJ. 

338. War tość pewnego wyrażenia algebraicznego na x zależy 
od liczby która się kładzie na miejscu zmiennej x, i może się 
zdarzyć że, gdy x wzrasta powoli zacząwszy od pewne j iiczby, 
wyrażenie staje stę jużto wzras ta jącem, jużto ubywa jącem ; 
każde przejście z j ednego do drugiego k ierunku jes t wtedy nazna-
czone przez pewien stan zwany największością, jeżeli wyrażenie 
przestaje się zwiększać a zaczyna zmniejszać, albo przez pewien 
slan zwany najmniejszością, jeżeli wyrażenie przestaje się zmniejszać 
a zaczyna zwiększać. Te stany krytyczne są kole jno zmieniającemi 
się, i pewne wyrażenie może posiadać jednocześn ie kilka na jwięk-
szóści i kilka najmniejszości. Podług tego, pewna war tość na jwięk-
szości nie potrzebuje koniecznie przewyższać wszelkich wartości 
wziętego pod uwagę wyrażenia ; dosyć jes t , byle ona przewyższała 
wartości które ją poprzedzają i te które po niej na s t ępu j ą bezpośre-
dnio. Podobnaż obserwacya służy także dla na j mniejszości. 

Na przykład : podczas gdy punk t r u c h o m y M przebiega linią 

ABCDFG w k ie runku strzały, 
Fig 13 

jego rzut m na oś 0 X oddala 
się od punk tu stałego O tej 
p r o s t e j ; odległość punk tu ru-
chomego od 0 X jes t pewna 
wielkość Mm która zależy od 
przestrzeni z m i e n n e j x =0m 
rozdzielającej j ego rzut od 

punk tu O ; ta odległość jest na j większością dla ^ = Ob, Od, O/", 
a najmniejszością dla x— Oc, Oe. 
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Widzimy, wreszcie, że nie zmienia się wartość na x która robi pe-
icne wyrażenie naj większością lub naj mniejszością gdy pomnożymy 
albo podzielimy to wyrażenie przez czynnik niezależny od x ; albowiem 
to na j edno wychodzi jak gdybyśmy chcieli powiększyć albo zmnie j -
szyć w s tosunku stałyn^i odległości różnych p u n k t ó w krzywej 
ACGDEFG od prostej stałej 0 X . Ta uwaga jest bardzo użyteczną : 
przed szukaniem w jakich okolicznościach wyrażenie dane jes t 
największością lub najmniejszością , potrzeba zawsze uwolnić to 
wyrażenie od czynników stałych które ono w sobie zamyka. 

Algebra e lementarna uważa poszukiwanie wartości największości 
lub najmniejszości , jako przypadek szczególny pytania zależącego 
na wyznaczeniu wyrażeniu d a n e m u możebności nabycia pod 
pewnśmi warunkami wartości jakiejkolwiek. Robi się zwykle 
to wyrażenie równem jakiejkolwiek ilości nieoznaczonej y ; i jeżeli 
wynika z roztrząsania zrównania tym sposobem otrzymanego że x 
nie jest rzeczywistem dla wszelkich wartości na y, jeśli znajdziemy, 
na przykład , że 

X jest u ro jonem dla 

rzeczywistem 

uro jonem 

rzeczywistem 

pot rzeba wnosić że wartości b, d,... są największościami ilości y, 
zaś wartości a, c,... przedstawiają najmniejszości tejże ilości. 

Ztąd wnieść wypada to prawidło praktyczne : Zróbmy równem 
ilości y wyrażenie dane, uwolniłoszy je naprzód od jego czynników 
stałych; wyraźmy że zrównanie na x tym sposobem otrzymane ma 
pierwiastki rzeczywiste; te warunki zmuszą ilość y do pozostania mie-
dzy peionemi granicami które będą wyraźnie majwiększościami i naj^ 
mniejszościami szukanemi. 

Oto kilka przykładów tego sposobu, którego zastosowanie już w i -
dzieliśmy w rozdziale poprzedzającym. 
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N A J M N I E J S Z A OBJĘTOŚĆ OSTROKRĘGU O P I S A N E G O N A S F E R Z E . 

Fig. 14 

.339. Niech będzie AB średnicą stałą s fery ; poprowadźmy przez 
punlct A płaszczyznę styczną do sfe-
ry i na przedłużeniu średnicy AB 
weźmy punl<t jal\iliolwieli S za 
wierzchołek ostrokręgu opisanego. 
Jeżeli wierzchołek S przybliża się 
do punktu B, ostrokrąg, rozsze-
rzając się coraz bardziej przy pod-
stawie, powiększa się nieograni-
czenie : jeżeli przeciwnie wierzcho-

A C C łek S oddala się od punktu B, 
ostrokrąg, przedłużając się coraz bardziej, i mając zawsze swą 
podstawę większą od wielkiego koła sfery, powiększa się także nie-
ograniczenie. Tak więc, gdy przesuwać będziemy wierzchołek S 
na przedłużeniu średnicy począwszy od punktu B, widzimy że ostro-
krąg opisany, naprzód nieskończenie wielki, zaczyna się zmniejszać 
aby potem mógł się powiększać znowu i stać się nieograniczenie 
wielkim; przejdzie więc on przez wartość mniejszą jak wszelkie 
inne, to jest przez najmniejszość. 

Oznaczmy przez x wysokość a przez 2 promień podstawy ostro-
kręgu opisanego na sferze promienia r ; objętość tego ostrokręgu ma 
za wyrażenie 

Trójkąty podobne SAG, SOD dają proporcyą 

zkąd się wyciąga 
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Podług tego, objętość lvtórćj naj mniejszości szukamy, jest : 

Stosując się do przepisu, połóżmy 

zkąd 

Aby to zrównanie miało swe pierwiastki rzeczywistemi, potrzeba 
żeby y było większśm jak 8 r ; więc y biorąc wartość 8r staje naj-
mniejszością; a gdy podstawimy za y tę wartość, wtedy otrzymamy 

Więc ostrokręg opisany na sferze ma objętość najmniejszą mo-
żebną, gdy jego wysokość jest dwa razy większa od średnicy sfery. 

Wtedy najmniejszość objętości tego ostrokręgu, równa . 8r 
I* ^ o 

g 
^ czyli -irr^, jest dwa razy większą od objętości sfery. 

BUDOWA KOMÓREK WOSKOWYCH W KTÓRYCH PSZCZOŁY MIÓD SKŁADAJĄ. 

34().xMając ciany graniastosłup prosty 
którego podstiawą jest sześciokąt fo-
remnyj węźmjj' na przedłużeniu osi 00' 
graniastosłupa (fig. 15) punkt dowol-
ny S ; przez ten punkt i trzy boki 
trójkąta równobocznego ACE, otrzy-
manego łącząc co drugi wierzchołki 
podstawy wyższej, poprowadźmy trzy 
płaszczyzny, które odetnąod graniasto-
słupa danego trzy czworościany BAGG, 
DCEH, FAEK, zastąpmy te ostatnie 
przez czworościan SACE położony 
po nad graniastosłupem ; otrzymamy 
tym sposobem bryłę przedstawioną 
przez ligurę 1 6 , która się kończ\ i» 
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W swej części wyższćj pewnym rodzajem sześciokąta spaczonego, 
służącego za oparcie trzecłi kwadra tów ukośnycti zbiegającycli się 
przy wierzcłiołku S. 

Łatwo jest dostrzedz że objętość bryły tym sposobem utworzonej 
pozostanie stałą, dla jakiegokolwiek-
bądź położenia punktu S na przedłu-
żeniu osi graniastosłupu. W rzeczy 
samej , dwa kwadraty ukośne SAGG i 
OABG (fig. 15) mają przekątną spólną 
AG, dwie więc inne przekątne SG i OB 
przejdą przez tenże sam punk t L, śro-
dek AG; trójkąty prostokątne LBG, 
LOS, są równe, i dają BG = OS. Wy-
nika ztąd że czworościan GABC odcięty 
od graniastosłupu, i czworościan przy-
dany SAOC, są równe , jako mające 
podstawy równe, ABC, AOG, jakoteż 
wysokości BG i OS także równe . T a k ^ 
więc summa trzech części odciętych 
od graniastosłupa równa się piramidzie N 
przydanćj SACE. 

Idzie rzecz teraz o znalezienie wysokości punktu S któryby uczynił 
najmniejszością, pouńerzchnią teyo dziesieciościcmu. 

AYeźmy za jedność połowę boku AB sześciokąta; oznaczmy 
przez h wysokość graniil8tnsłupa, a przez x wysokość niezn^P^ 
wierzchołka S po nad płaszczyznę podstawy wyższej. Mamy 

a ponieważ powierzchnia uważana składa się z sześciu trapei^óy^ 
AA'B'G i z sześciu trójkątów równycłi SAG, ilość do zrobienia naj-
mniejszością ma za wyrażenie 

albo 
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Robiąc je r ó w n e m 2h y, otrzymamy kolejno 

Warunk iem rzeczywistości pierwiastków jest 

powierzchnia przypuszcza więc najmniejszą war tość możebną , i ta 
najmniejszość ma miejsce dla 

W i ę c , powierzchnia żądanego dziesięciościanu będzie naj mniej szokią, 
jeśli różnica dwóch krawędzi po sobie następujących AA', GR' jest 
czioartą częścią przekątnej knmdratu wystawionego na boku a padstawy. 

Dziesięciościan, o którym mowa, przewrócony stanowi budowę 
komórek woskowych w których pszczoły miód sk łada ją ; pisarze 
francuzcy zowią go zwykle pszczelnym alweolem (alvćole des abeilles). 

Trzy kąty płaskie kąta bryłowego G, w dziesięciościanie danym, 
są między sobą r ó w n e ; ich wartość spólna jest około 109» 28'16"; 
trzy kąty dwójścienne tego Irójśc^ijiu są także między sobą r ó w n e ; 
każdy z nich zawiera 120 s topni . 

Pszczoły b u d u j ą swe komórki podług powyżej wskazanego p lanu . 
Wejście alweolu stanowi sześciokąt foremny A'B'G'D'E'F' (fig. 16) : 
dno zaś, czyli spód jego, jest u tworzonym z połączenia trzech ma-
łych powierzchni płaskich tak do siebie nachylonych ażeby tym 
sposobem otrzymana powierzchnia była najmniejszą możebną . Przy 
wykonaniu tej budowy pszczoły oczywiście mają na widoku oszczę-
dność wosku. I lomórki są położone j e d n e obok drugich w podwój-
nych rzędach, mają swe otwory obrócone na zewnątrz , a zaś dna 
stykają się z sobą tak dokładnie , że nie istnieje żaden przedział 
wolny pomiędzy nićmi i że każde przepierzenie służy dla dwóch 
komórek sąsiednich. 

Teraz jeszcze kilka słów o pszczołach i ich pracy . Pomiędzy 
pszczołami napotykamy indiwidua trojakiego rodzaju : samców czyli 
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t rutni , samice i pszczoły bezpłciowe czyli robocze, k-lórych liczba 
jes t największa. Pszczoły robocze zbierają sok słodki z kwiatów 
roślin, p rzy jmują go do żołądka i nas tępnie wyrzucają z siebie do 
komórek . Komórk i b u d u j ą z wosku, który pszczoły wyrabia ją 
z pyłku kwia towego we własnym żołądku. Komórki ustawione 
parami w dziesięciościany symetryczne tworzą płaskie plastry wi-
szące p ionowo. Oprócz miodu i wosku pszczoły przygotowują jeszcze 
żywność dla gąsiennic, która się składa z pośledniejszego wosku i 
miodu . Przyrządzają one jeszcze rodzaj żywicy, zwanej zasklepem 
albo pierzką, k tórą wszystkie szpary s ta rannie zalepiają. 

l(iedy pszczoły robocze przybywają do ula próżnego, n i ebawem 
zaczynają swe prace od szczytu, i w ogóle od środka tego szczytu, 
zwłaszcza jeśli się zna jdu je jakakolwiek wydatność , bądź to przy-
padkowa, bądź też umyślnie na to przygotowana. Tamto one za-
wieszają pierwszy ciąg alweoli albo małycb komórek , wkrótce 
drugi icb ciąg przeciwnych przykłada się obok pierwszego i tworzy 
plaster miodu albo placek wosku; wiele innych plas t rów przychodzą 
się potem gromadzić j e d n e obok d rug ich , zachowując w swym 
ogólnym składzie kierunek p ionowy, a pomiędzy sobą równoległość 
doskonałą . 

Nie będzie więc od rzeczy przed zakończeniem jeszcze raz powie-
dzieć : komórk i {)szczół, są to dziesięciościany o powierzchni naj-
mniejszej p o d o b n e do tego którego dok ładne przedstawiliśmy wy-
kreślenie na figurze 16; sześciokąt fo remny otwiera wejście alweolu ; 
miód składa się na dnie i w jego w n ę t r z u ; pszczoły budu ją naprzód 
kwadraty ukośne , po tćm ściany t rapezowe. Wyobraźmy teraz sobie 
płaszczyznę nape łn ioną sześciokątami f o r e m n e m i , i zbudu jmy na 
każdym sześciokącie odpowiednią m u komórkę , wierzchołki ich 
będą się znajdowały na płaszczyznie równoległe j do pierwszej . 
Nakoniec, połóżmy tę f igurę na innćj j e j podobnej i równej , tak 
aby ich wierzchołki do siebie przystały, będziemy mieli ogół komó-
rek noszących nazwisko plastra miodu. Ul składa się z p e w n ć j liczby 
plastrów zawieszonych w różnych płaszczyznach p ionowych, tak 
aby dwie pszczoły mogły przejść jednocześnie pomiędzy dwoma 
plastrami po sobie nas tępu jącemi . 

Tak więc : 1° nachylenie t rzech kwadratów^ ukośnych które two-
rzą dno komórki jes t takie, że powierzchnia tym sposobem otrzy-
mana staje się ,najmniejszą m o ż e b n ą ; "1° trójkąt równoboczny, 
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k w a d r a t i sześciokąt fo remny są j edyne wielościany f o r e n m e które , 
wzięte osobno, mogłyby zapełnić przestrzeli płaską nie zos tawiając 
próżni , a z tycłi t rzech wielokątów, sześciokąt dla te jże samej 
powierzchni ma najmnie jszy obwód. Jest więc tym sposobem 
wprowadzona podwójna oszczędność wosku. 

Wykreś len ie geometryczne komórki , zauważane przez Pappusa, 
geometry I Y « ° wieku przed Jezusem Chrystusem, zostało zbadane 
sposobem dokładnym naprzód przez Filipa Maraldi'ego z Obser-
wa to ryum ( 1 7 1 2 ) , p o t h i i przez Reaumur'a, który przedstawił pyta-
nie na jmnie j szóści pod nwRgę Samuela A'(jenig'a i MaclaurirCa. Tem u 
os ta tn iemu geometrze należy się pierwsze ścisłe teoretyczne rozwią-
zanie. Kanig nie znalazł jak tylko 109" 26', zamiast 109° 28' 16" dla 
kąta kwadra tu ukośnego. 

3^1. Mówi się że ilość x jest zmie^iną niezależną, kiedy można je j 
nadać dowolnie wartości jakiekolwiek. Wyrażenie algebraiczne y 
zowie się funkcyą zmienne j x, kiedy to wyrażenie zależy od zmien-
nej tym sposobem, że, dla każdej wartości na x, funkcya p rzy jmuje 
wartość j edyną i oznaczoną. 

3 / I 2 . Z A G A D N I E N I E I . Znaleić między jakiemi granicami może się 
zmieniać trujmian ax- bx c. 

Zróbmy naprzód len t ró jmian równym m, kładąc : 

[1] 

Rozwiązując to z równan ie , znajdujemy : 

[2] 

Aby zagadnienie było możebnćm, potrzeba żeby było : 

albo [3] 

Lecz dla wyciągnięcia z tój nierówności granicy którą m nie p o -
winno przekroczyć, potrzeba rozróżnić dwa przypadki : 
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Jeżeli ^ jest dodatnem, można dzielić dwa c/Jonki przez Zia(206); 
co da je : 

w 

Tak więc, w tym przypadku, trójmian może przyjąć wartość większa 
/lac — b"̂  

Sa ' ^^^^^ nawet dosieanąć tej granicy, która jest jego war-

tością najmniejszą. 
T Jeżeli a jest odjemnem, dzielyc n ie równość [31 przez ha, zmie-

nia się jej kierunek (206); i wtenczas będzie ; 

L5] 

Tak więc, w tym przypadku, trójmian może przyjąć wszelką war-
. . . . ^ Ziac — b^ 

tosc niższą od : może nawet dosięgnąć tej granicy, która jest 

jego wartością największą. 
W obu przypadkach, war tość największości hd) najmniejszości 

funkcyi m niszczy radykał : a tem samem, war tość odpowiednia 

zmiennej niezależnej x jes t — 

Można teraz zbadać łatwo zmiany t ró jmianu. Widzieliśmy w rze-
czy samej (283), że t rójmian może zawsze być położonym pod 
kształ tem : 

Otóż, gdy X przechodzi, s topniowo czyli s topniami ciągłemi, 

od — do - f wyraz \ x -f- , zawsze dodatny, jest zrazu-j-o^, 

zmniejsza się następnie , potem niszczy się dla a- = — , poteiń 

wzrasta aż do oo : j ego najmniejszością jest zero. Ilość między 
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nawiasami , j ako nie różniąca się od wyrazu uważanego, jak tylko 
,, ^ , kac — b ^ , . , , , . . . 

przez ilosc stałą — — , równa się naprzód zmniejsza się, 

, . /wc — h 
dosięga swej na jmmejszosc i — — , kiedy x = — potem 

wzrasta nieograniczenie ze wzrostem x. A, gdy ją pomnożymy 
przez a dla otrzymania t ró jmianu , wieioczyn ulega zmianom które 
są w tymże samym kierunku, jeżeli a > O, w k ie runku zaś prze-
c iwnym, jeżeli o < 0. 

Więc, jeżeli a jest dodatnem, trójm ian wychodzi z oo, zmniejsza 
. j ^ac — b^ , , , sto az do pewnej najmmejszosci — , potem wzrasta ażdo-\-oo. 

Jeżeli a jest odjemnem, tenże trójmian wychodzi z— oo, wzrasta aż 
, /lac — 1)2 , , do pewnej największosci — — , potem ubywa aż do — oo . 

'óU'2. Z A G A D N I E N I E I I . Znaleić między jakiemi granicami może zmie-
niać się ułamek, 

Zróbmy naprzód to wyrażenie równem m, w skutku czego po-
łóżmy : 

[1] 

Ztąd się wyciąga : 

zkąd : 

albo, porządkując względem m pod radykałem : [2] 
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Aby zagadnienie było możebnćm, potrzeba wybrać taką war tość 
dla m, ażeby ilość położona pod radykałem nie była od jemną , to 
jest żeby było : 

[3] 

l^rzedstawiaję się do rozróżnienia trzy przypadki . 
1° [U'^ — ha'c') jest doda tnem. W tym przypadku , jeżeli p ie r -

wiastki t ró jmianu, który tworzy pierwszy członek nierówności [3], 
są rzeczywiste i n ie równe , trójrnian będzie doda tnym (295), to jest 
tegoż samego znaku jak jego pierwszy wyraz, dla wszelkich war-
tości m mniejszych od najmniejszego albo większych od najwięk-
szego pierwiastku ; tenże trój mian będzie o d j e m n y m dla wszelkich 
wartości m zawartych między temi pierwias tkami. Nie można więc 
będzie dawać dla m jak tylko dwa szeregi wartości , jeden obej -
mujący wszystkie liczby od — oo aż do najmniejszego pierwiastku 
który będzie największoscia, d rugi obe jmujący wszystkie liczby od 
największego pierwiastku, który będzie nnjmniejszością, aż do 

Jeżeli, przeciwnie, pierwiastki t ró jmianu są rzeczywiste i r ówne , 
a lbo u ro jone , t rójmian zachowa (296, 297), dla wszelkiej wartości m, 
znak swego piórwszego wyrazu : jest więc on zawsze doda tnym, 
i m może przy jmować wszelkie wartości bez wyją tku . Nie m a , 
w tym przypadku, ani największości ani najmniejszości . 

2° {U'^ — kac') jest o d j e m n ć m . W tym przypadku, pierwiastki 
t r ó jmianu nie są nigdy uro jonemi : gdyż, jeśliby one takiemi być 
mogły, t rójmian byłby o d j e m n y m dla wszelkiej wartości przypisy-
wane j dla m. Następnie wartości odpowiednie tak na m jak i na x 
nie byłyby nigdy rzeczywistemi jednocześnie. Otóż ten wniosek jest 
nie do przypuszczenia; gdyż, podług kształtu z równania [1], wszelka 
wartość rzeczywista, przypisywana dla x, dostarczy dla m pewną 
war tość rzeczywistą odpowiednią . Pierwiastki są więc rzeczywistemi. 
Lecz nie mogą one być równómi : gdyż, jeśliby niemi były, t ró jmian 
byłby od jemnym dla wszelkiej wartości na m, wyjąwszy tylko 
j ednć j (296), któraby go zniszczyła : wartości odpowiednie na m i 
na X nie byłyby więc zarazem rzeczywistemi jak tylko w tym j ednym 
l)rzypadku; wniosek równie przypuścić się nie dający, podług 
kształtu zrównania [1], ilekroć razy, jak to się tu przypuszcza, uła-
mek [1] nie jest niezależnym od x. 
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Pierwiastki t rójmiani i są więc rzeczywistćmi i n ie^ównemi. Trój-
mian będzie więc doda tnym, to jest znaku przeciwnego s w e m u 
p ie rwszemu wyrazowi, dla wszelkiej warlości na rn zawartej mię-
dzy pierwiastkami ; będzie on od j emnym dla wszelkiej inne j w a r -
tości. Nie będzie więc można przypisywać dla m, j ak tylko wartości 
zawarte między najmniejszym pierwiastkiem który będzie najmniej-
szością, i na jwiększym który będzie największością. 

30 — (xa'c') jes t zerem. W tym przypadku, ilość położona pod 
radyka łem jes t pierwszego stopnia w m : rozwiązuje się wtedy 
n i e równość [3] jak to było powiedzianem (206). Wiemy że się znaj-
d u j e na jwiększość lub najmniejszość, wedle tego jak spółczynnik m 
jest o d j e m n y m lub doda tnym. 

Streszczając się, widzimy że, aby luyrażenie [1] było największo-
ścią lub naj mniejszością, dosyć jest i potrzeba żeby pierwiastki trój-
mianu, który tworzy pierwszy członek nierówności [3], były rzeczy-
wistemi i nierównemi: te pierwiastki są same przez się największość i ą 
i najmniejszością, i loartości odpowiednie na x są dostarczone przez 
formułę, 

w której zastępuje się m przez te pierwiastki. 

«, « r, bx c ^ . 3/i3. ZMIANY WYRAŻENIA , „ . , — , — . fidy mamv do oznacze-
a -\-bx-\-c ^ 

nia zmiany którym ulega u łamek drugiego s topnia , kiedy x wzrasta 
od — 00 do - \ - o o , zaczyna się rachować , podług sposobu poprze-
dzającego, największość i najmniejszość, które ten u łamek p rzypu-
szcza, i wartości odpowiednie na x. Potem równa się kolejno zeru 
licznik i mianownik wyrażenia , dla otrzymania wartości na x k tóre 
robią je zerem albo nieskończoną wartością. Nakoniec oznacza się 
(2/i3) wartości szczególne u ł a m k u , odpowiedn ie dla a; = ± 00 , 
i dla X = 0. łlobi się wtenczas tablica wartości zmieimej tym spo-
sobem ot rzymanych , urządzając je porządkiem wielkości , i kładzie 
się naprzeciw nich war tości odpowiednie fuiikcyi. Ła two jest ztąd 
wyprowadzić zmiany o k tóre nam idzie. 
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Weźmy na przykład ułamek : 

Ponieważ [b"^ — ko!c') jest dodatnćm, wpada się w pierwszy przy-
padek ; równając ułamek m, znajduje się że pierwiastkami t ró j -
mianu są : 

m' jest największością, u f jest najmniejszością. Wartości odpowie-
dne na są : 

Wartości które niszczą ułamek, są pierwiastkami zrównania : 

są niemi 1 i 2. Wartości, które robią go nieskończonym, są pier-
wiastkami zrównania: 

są niemi — 2 i h. Nakoniec, dla j , - = dr c>o, ułamek przyjmuje 

wartość \ ; a dla x = O, tenże równa się 

Tworzy się więc tablica następująca : 

ROZTRZĄSANIE. Kiedy x wzrasta od — c o do — 2 , funkcya, która 
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jest doda tną , gdyż je j cztery czynniki są od jen inemi , wzrasta od - j - 1 
aż do Znaienia ona wtedy znak, gdyż czynnik -[- 2) staje 
d o d a t n y m , i przechodzi nagle od - [ - ^ do — p o t e m , gdy x 
nieprzestaje wzrastać od — 2 aż do U, od O do 1, i od 1 aż do 

10 — 6\/2, wyrażenie rośnie od — oo aż do największości -—g— 

Począwszy ztąd, kiedy x powiększa się aż do 2, i od 2 aż do U, 
funkcya zmiejsza się aż do — o o . Potćm przechodzi ona nagle 
od — o o do gdyż cztery czynniki są wtedy d o d a t n e m i ; 

zmniejsza się po tem aż do na j mnie j szóści — i , gdy nakoniec 

X wzrasta aż do funkcya powiększa się od najmniejszości 
aż do + 1 . 

U W A G A . Wykaz powyższy ułatwia pracę początkującym. 

3/I^I . Z A G A D N I E N I E I I I . Dwie zmienne x iy sa zyjiązane jednocześnie 
przez zrównanie drugiego stopnia : 

[1] 

znaleić wartości ostateczne któreby mogh przybra"" jedna z nich, x na 
przykład. 

Jeżeli się rozwiąże zrównanie względem y , będzie : 

[2] 

albo, kładąc : 

[3] 

Aby y było rzeczywistem, potrzeba aby x zostało tak w y b r a n e m 
żeby było : 

fM 
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i widzieliśmy (301), jak im sposobem można , w różnych p rzypad-
kach , wyciągnąć z nierówności [6] granice między klóremi w a r -
tość X powinna być lub nie pow^inna być zawartą . 

TWlEUDZliNlA OGOLNE. 

3 6 5 . T W I E R D Z E N I E I . Najwiekszość wieloczynu dwóch czynników 
zmiennych x ? y, których summa jest stałą UM miejsce kiedy czynniki 
są równe, 

W rzeczy samej , tożsamość 

pokazuje że w razie gdy x-\-y jest s ta łem, wiełoczyn xy będzie 
oczywiście największym kiedy x— y będzie ze rem, to jest kiedy x 
będzie równćm y. 

Odwrotnie, summa dwóch liczb których wieloczyn xy jest stałym, 
jest najmniejszością kiedy te liczby są równe. 

Gdyż tożsamość poprzedzająca , położona pod kształ tem 

pokazuje że, gdy wieloczyn xy jes t s ta łym, najmniejsza war tość 
s u m m y x y odpowiada dla x—y=0, to jes t dla x = y. 

3 6 0 . T W I E R D Z E N I E I I . Najwiekszość wieloczynu\.JL\X\\..., Z N czynni-
ków dodatnych, których summa jest stałą, ma miejsce kiedy wszystkie 
te czynniki są równe między sobą. 

Niech będzie, w rzeczy samej , 

wieloczym przedstawiający tę największość szukaną . Jeśliby dwa 
czynniki jakiekolwiek b i c były n ierównemi , zastępując j e przez 
icli ś rednią arytmetyczną 
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otrzymalibyśmy nowy wieloczyn 

którego czynniki miałyby tęż samą s u m m ę jak czynniki p ierwszego, 
lecz który byłby większym jak pierwszy, ponieważ 

jest większem jak bc. 

347. D R U G I E D O W O D Z E N I E . Podzielić liczbę daną a na n czeki, 
któryckby wieloczyn był największym możebnym. 

Ponieważ każda część jest mniejszą jak a, ich wieloczyn nie m o / e 
dosięgnąć a" : może więc stać się największością. Uozłóżmy liczbę 
a na n części dodatnych jakichkolwiek, x, y, z , . . . . u, t, w ten spo-
sób że 

L I ] 

Ich wieloczyn jest : 

[2] 

Otóż, przypuśćmy że dwa czynniki .t i y nie są równemi , i za-
^ I y 

s tąpmy je , j eden i drugi , w wieloczynie, przez pól s u m m y - ' • j 

otrzymamy wieloczyn : 

Ponieważ s u m m a dwóch pierwszych czynników nie była zmienną , 
ten wieloczyn zadosyć jeszcze czyni warunkowi [1]. Lecz, ponieważ 
te czynniki stały się równemi , m a m y (345) : 
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a, następnie, 

[3] 

Wieloczyn [2] nie jest więc największością. Tak więc, wieloczyn 
czynników doda tnych , zmiennych dowolnie , lecz których su m m a 
jest stałą, nie może być największością, kiedy te czynniki nie są 
równemi . A ponieważ największość istnieje, potrzeba ztąd wnosić 
że wieloczyn jest największym możebnym, kiedy wszystkie jego czynniki 
są równemi. 

3Zł8. ScHOLiA. Twierdzenie nie przestaje istnieć jeszcze kiedy 
wszystkie czynniki są o d j e m n e m i i gdy ich liczba jest pa rzys t ą ; 
gdyż wieloczyn 

jest jeszcze doda tnym, a, t em samem, nierówność 

pociąga za sobą 

Jeżeli wszystkie czynniki są o d j e m n e m i i znajdują się w liczbie nie-
parzystćj , wieloczyn 

jest o d j e m n y m , i n ie równość 

pociąga za sobą 

to jes t źe wtedy z n a j d u j e m y najmniejszość. 
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3 / I 9 . T W I E R D Z E N I E I I I . Wieioczyn ilukolwiek czynników dodatnych 
których summa jest stała, i z których każdy jest podniesionym do 
pewnej potęgi całkowitej, jest naj większością kiedy czynniki są pro-
porcyónalnemi do ich wykładników, jeśli tuszelako to jest możebnem. 

W rzeczy samej , niech bedzie na przykład wieioczyn 

z warunk iem 

Możemy napisać ten wieioczyn pod kształtem 

Usunąwszy ostatni czynnik stały zwrócimy uwagę na-
szą jedynie na wyrażenie zmienne 

które można napisać 

Jest to, jak widzimy, wieloczyn złożony z {m -\-n p) czynni-

ków, z k tórych m są równemi - , n równemi - , i ;> równćmi - ; 
m n ' p 

s u m m a wszystkich tych czynników jest 

Więc, największość będzie miała miej<sce gdy te czynniki będą 
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równe między sobą ; a zatem, jeżeli żaden związek między niemi 
temu się nie sprzeciwi, potrzeba żeby było 

Go było do dowodzenia. 

350. Możnaby to jeszcze tym sposobem wyprowadzić : 
Wieloczyn 

jest , w rzeczy samśj , największością w tychże samych okoliczno-
ściach, jak wyrażenie 

lecz to wyrażenie może być uważane jako wieloczyn z « - j - y-
czynników 

których summa 

albo 

jest s ta łą ; musi więc być ono największością kiedy te czynniki będą 
równe między sobą, to jest gdy będziemy mieli 
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oznaczając przez a s u m m ę ; zkąd się wyciąga 

350. Niektórzy autorowie na miejscu tego twierdzenia poda ją 
rozwiązanie zagadnienia następującego : 

Podzielić liczbę a na dioie części y, takie ieby wieloczyn \i'y'j byl 
najiuiększością : p i q będąc liczbami calkowitemi danemi. 

Największość szukana odpowiada dla tychże samych wartości 
względem x i y, jak największość wieloczynu 

gdyż to wyrażenie nic jest czem innem jak tylko ilorazem z podzie-
lenia wieloczynu danego przez liczbę stałą pvqi. Otóż ten nowy 
wieloczyn może być u\vażany jako złożony z [p -}- q) czynników, 

których s u m m a , 

jest stałą i równą a. Jeśli więc jest podobnem zrobić wszystkie te 
czynniki równemi , ten warunek dostarczy (347) największości wie -
loczynu. Otóż dosyć, na to, położyć : 
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jeżeli ten warunek przypuścić się daje , lo przywiedzeni jes teśmy do 
tego twierdzenia : 

Aby podzielić liczbę a na dwie czeki x i y takie żeby wyraże-
nie \pyi było naj większością, potrzeba podzielić a na części propor-
cyonalne luykładnikom p i q. 

Dowiodłoby się podobnież, że, aby podzielić a na n części 
x,y,z, ,u,t, takich żeby wieioczyn x"-y-'z"' u^^t'^ był naj-
większością, potrzeba zadosyć uczynić w a r u n k o m , 

3 5 1 . T W I E R D Z E N I E I V . Jeżeli, mając daną ilość X , inna ilość Y jest 
naj większością iv pewnych okolicznościach, to odwrotnie, jeżeli Y będzie 
danem, X będzie najmniejszością w tychże samych okolicznościach; 
byleby wartość największości zmniejszyła się kiedy wartość dana X 
zmniejsza się. 

W rzeczy samej, oznaczmy przez A wartość daną X, przez B 
wartość największości odpowiednią Y, a przez A' liczbę jakąkol-
wiek mniejszą od A ; z założenia, największość Y odpowiednia 
dla X = A' jes t mniejszą od B. Więc X jest przynajmnie j rów-
nem A kiedy Y jest r ównem B. 

ScHOLiA. To twierdzenie obe jmu je w sobie odwro tne projio-
zycye U i 111. 

Najmniejszość summy ilukolwiek liczb dodatnych, których wieioczyn 
jest stałym ma miejsce, kiedy te liczby są równemi. 

Najmniej szość summy ilukolwiek liczb dodatnych x, y, z,. . . . , któr^ 
robią wyrażenie , 

stałem, ma miej'sce dla 

Z A S T O S O W A N I A T W I E R D Z E N I A I . 

352. Wynika bezpośrednio z propozycyi 1, że prostokąt xy, ob^ 
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icodu danego 2(x -j- y), jest najiciększością kiedy jego luymiary są 
równemi, to jest kiedy prostokąt staje się kwadratem. A tem samem, 
ze wszystkich prostokątów tejże samej poicierzchni kwadrat ma naj-
mniejszy obwód. 

Podobnież , między trójkątami prostokątnemi w których summa x -{- y 

boków kąta prostego jest stałą, powierzchnia trójkata równoramien-

nego xy jest naj większością; a ze icszystkich trójkątów prostokąt-

nych tejże samej powierzchni, w trójkącie równoramiennym summa 

boków kąta prostego jest najmniejszą. 
353. Między luszystkiemi trójkątami tejże samej podstałoy a i tegoż 

samego obwodu 2p, trójkąt równoramienny jest największością. 
Formuła 

pokazuje, w i'zeczy samej , że^ p ^ P — « l)ędąc słałenii, S jesl naj-
większością dla 

to jest dla b = c, ponieważ czynniki p — b i p — c mają s u m m ę 
stalą 

jeżeli podstawa trójkąta którego wierzchołek jest stałym, 
posuwa się nie zmieniając długości na linii prostej danej, obwód trój-
kąta jest najmniej szością, kiedy trójkąt jest równoramiennym, to jest 
kiedy wierzchołek stały wyznacza swoim rzutem środek podstawy. 

3.)Zi. Na jednej prostej AA' są położone dwa punkta stałe a i b ; 
na drugiej prostej BB' posuwa się odcinek cd długości stałej; chcemy 
wiedzieć położenie odcinka, cd które odpowiada naj mniej szóści po-
wierzchni piramidy abcd. 

Przypomnijmy sobie naprzód dwie zasady często używane w m a -
tematyce e l e m e n t a r n e j : 

1' Nazywa się kątem linii prostej i płaszczyzny, kąt najmniejszy 
który ta prosta czyni ze swoim rzutem na płaszczyznie ; 
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2° Rzut linii prostej na płaszczyznę jest równy wieloczynowi 
je j długości przez dos tawę kata który tworzy ta prosta z płaszczyzną 
rzutów. 

To przypuściwszy w r ó ć m y teraz, do naszego zadania : 
Powierzcł inie acd, bcd są stałćmi ; idzie Więc o zrobienie 

najmniejszością summy powierzchni 
cab, dab, albo też summy pros to-
padłych spuszczonych z c i d m . AA'. 
Wyobraźmy sobie rzut ligury wy-
konany na płasyczyznie PQ normalnej 
do AA' ; odległość rzut odcinka 
cd, jest s tałą; gdyż, na mocy po-
wyżej przytoczonej zasady, mamy : 

c'd' = cd (los [cd , c'd'); a ponieważ, 

w drugim członku tego wyrażenia, pierwszy czynnik, odcinek cd, jest 

s ta łym, drugi czynnik, dos {c'd^'d'), zależy od kąta linii proslcij i pła-
szczyzny, który także jest s ta łym, a więc odległość c'd' musi być 
zarówno stałę. Z drugiej s t rony erf', ec' są równe prostopadłym spu-
szczonym z c i rf na AA ; otóż, wedle zagadnienia, poprzedzającego, 
cc' -{-ed' jest najmniejszością , kiedy środek i odległości c'd' jest 
spodkiem pros topadłe j spuszczonej z punk tu e na cd'; wtenczas ei' 
jest rzutem najkrótsz(3j odległości prostych stałych AA', HB'. Więc 
powierzchnia p i ramidy abcd jest najmniejszością, kiedy środek cd 
j e s t p u n k t e m w którym najkrótsza odległość między AA' i BB' 
spotyka BB'. 

355. Przeciąć czworościan ABCD płaszczyzną roiunoległą do dwóch 
krawędzi przeciwległych AC, BD, tak żeby przecięcie EFGH miało 
powierzchnią największą możebną. 

Ponieważ płaszczyzna sieczna ma być równo-
legła do dwóch krawędzi przeciwległych AC i 
BD, przecięcie EFGH jest równoległobokiem, 
w którym l^ąt jest stały jako r ó w n y kątowi 
krawędzi AC i BD. Ztąd wynika że największość 
powierzchni tego równoległoboku, będzie miała 
miejsce jednocześnie z największością po-
wierzchni prostokąta którego dwoma wymiarami 
są GH i GF. 

Fig. 18 
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Owóż, 

więc 

•. • AC . BD . _ , Teraz zauwazmy ze czynnik pierwszy — ^ jes t s t a łym, a 
BC 

s u m m a dwócti czynników zmiennycłi BG i GG równa się kra-
wędzi GB. Więc wieloczyn B G . GG jest największością gdy le 
czynniki zmienne, są równemi . Ztąd wnos imy że w czworościanie 
płaszczyzna równoległa do dwóch krawędzi przeciwległych wyznacza 
przecięcie będące największością gdy jes t równoodda lona od tych 
krawędzi . 

356. Wpisać w trójkąt, którego podstawą jest b a wysokością h, 
prostokąt któi^egoby powierzchnia była największością. 

Dla wpisania prostokąta w t r ó j k ą t , prowadzi się jakakolwiek 
równoległa do podstawy, i z p u n k t ó w w których ta równoległa 
przecina dwa inne boki , spuszcza się pros topadłe na pods t awę . 
Otóż, ła two pojąć, że, jeżeli równoległa jes t poprowadzoną w blis-
kości wierzchołka, powierzchnia prostokąta jest bardzo m a ł ą ; że 
ta powierzchnia powiększa się aż do pewne j granicy, w mia rę jak 
równoległa oddala się od wierzchołka ; lecz że zmniejsza się ona 
później aż do zera, kiedy równoległa zbliża się nieograniczenie do 
podstawy. Powierzchnia ma więc największość . 

Oznaczmy prz.ez x wysokość a przez y pods tawą pros tokąta 
(odpowiednio ró»wnoległe do wysokości i do podstawy trójkąta) ; 
i s tarajmy się zrobić powierzchnią równą ilości danój m, k ładąc : 

[1] 

Geometrya dostarcza ła two, między d w o m a zmiennem" x i y, 
Jiwiązku, 

[ 2 1 

http://rcin.org.pl



/j458 r o z d z i a ł x i x . 

który dozwoli wyrugować y ze z równania [1]. Znajdziemy tym spo-
sobem : 

[3] 

Zamiast rozwiązywać lo zrównanie , i roztrząsać warunki którym 
pmvinno zadosyć czynić żeby x było rzeczywistćjii, można 
zauważyć że największość wyrażenia [3] ma miejsce jednocześnie 
z największością wieloczynu x{h — x), k tóry od niego różni się 

ty lko przez czynnik stały ^ . Otóż dwa czynniki x i {k — x) ma ją 

s u m m ę stałą h : więc, jeżeli jest podobna zrobić je r ó w n e m i , 

o t rzyma się tym sposobem największość szukana. Otóż, dla zro-

bienia tych czynników równemi , potrzeba położyć x = ~ ; a, tem 

b 
s a m e m y—-^. Te wartości przyjąć się dają . Więc , aby lopisac 

w trójkąt prostokąt największy, potrzeba poprowadzić rownoleyłą od 
podstawy przez połowę wysokości. Wreszcie powierzchnia tego p ro -

bh 
stokąta jest : xy = -j^. Jest więc ona połową powierzchni t rójkąta. 

357, Opisać na sferze danej, promienia R, ostrokrąg któregoby 
objętość była najmniejszą moiebną. 

Dla opisania ost rokręgu jakiegokolwiek na sferze, uważa się wielkie 
k o ł o ; kreśli się j e d n ę z j e g o średnic , po tem styczną w j e d n y m 
z koriców tćj średnicy, i styczną jakąkolwiek która się przedłuża 
aż do pierwszćj , z j edne j strony, i aż do średnicy, z drugićj. Po tćm 
obraca się około średnicy pół o b w o d u koła i t ró jkąt o t rzymany 
przez te trzy linie p ro s t a ; ten t ró jkąt tworzy ostrokrąg. 

Olóż łatwo widzimy że, kiedy styczna r u c h o m a jest prawie ró-
wnoleg łą do osi, objętość os t rokręgu, którego wysokość jes t bardzo 
wielką, jest sama przez się niezmiernie w i e l k ą ; że w miarę jak 
styczna nachyla się, objętość zmniejsza się aż do p e w n ć j granicy ; 
i że wzrasta później nieograniczenie, kiedy styczna ruchoma dąży 
do położenia równoległego ze styczną stałą, gdyż wtenczas podstawa 
wzrasta nieograniczenie. Objętość m a więc na jmnie jszość . 

Dla otrzymania jej, oznaczmy przez x wysokość os t rokręgu, 
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a przez y promień jego podstawy, i zróbmy jego objętość równą 
pewnej ilości danej ra, kładąc : 

[1] 

(ieometrya dostarcza łatwo, między zmiennemi x i y związku. 

albo [-2] 

który dozwoli wyrugować y ze zrównania [1]. Znajdujemy tym 
sposobem : 

[3] 

Możnaby było rozwiązać to zrównanie, i roztrząsać warunki może-
bności zagadnienia : wyciągnęłaby się ztąd naj mniejszość ilości rn. 

1 

Lecz prościej jest zauważyć, że, czynnik - ^R'̂  jako stały, da się 

znieść, i że najmniejszość wyrażenia [3] ma miejsce jednocześnie 

jak najmniejszość wyrażenia ~ ^ ^ . Otóż najmniejszość tego osta-

tniego odpowiada największości wyrażenia wywróconego 

Wreszcie, mamy jednako : 

1 

z czego widzimy, że usunąwszy czynnik stały ^ , wieioczyn 

składa się z dwóch czynników którvch summa jest 
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stałą i równą 1. Ten wieloczyn będzie więc największością , gdy 

oba czynniki będą równe Ij , to jest gdy będzie się mia ło x — lxli. 

Ta wartość na x przyjąć się da, gdyż x może się zmieniać od 2H 
aż do nieskończoności. 

Tak więc ostrokrąg najmniejszy, opisany na sferze, ma wysokość 
podwójną średnicy sfery. Jego objętość, wyprowadzona z wyraże-g 

nia [31, równa się - wR®, jest podiuójną objętości sfery. Jego pod-

stawa Try^ wyciągnięta ze zrównania [2], jest równą 27rR2, czyli 

podwójną powierzchni wielkiego kola. Nakoniec, jego powierzchnia 

cała -[" y^ 4 " "^y^ j^^^ równą BTTR-; czyli podwójną po-

wierzchni sfery. 

358. P R A W I D Ł O OGÓLNE. Przykłady, które świeżo rozwiązaliśmy, 
wystarczają dla pokazania jak się pos tępu je , w algebrze e l e m e n t a r -
ne j , przy wyszukiwaniu największości i najmnićjszóści pewnych 
funkcyj drugiego s topn ia , k tóre zależą tylko od j e d n e j zmien-
n ś j niezależnój. Śledzi się naprzód, o ile tylko podobna, pochód 
funkcyi, dla rozpoznania istnienia największości lub najmniej szóści. 
Wybiera się potem pewne zmienne dostarczone przez pytanie, i wyraża 
się funkcya za pornacą tych zmiennych. Potem równa się wyrażenie 
otrzymane ilości m , i pisze się zrównania, których dostarczy wysło-
wienie, pomiędzy różnemi zmiennemi. Te zrównania pozwolą wyzna-
czyć zmienną niezależną w funkcyi m : a roztrząsanie warunków 
moźebności zagadnienia da poznać granice które dostarczą, jeśli to ma 
miejsce, największość i najmniejszość wyrażenia. 

ZASTOSOWANIA TWIERDZENIA I I . 

359. Ze wszystkich równolegtościanów prostokątnych tejże samej 
powierzchni sześcian ma największą objętość. 

W rzeczy samej , oznaczając przez x, y, z, trzy krawędzie, po-
wierzchnia i obję tość równoległościanu mają za wyrażenie 

Otóż xyz j es t największością jednocześnie ze swym kwadra t em 
który jes t wieloczynem trzech czynników xy, xz, yz. 
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których summa jest d a n ą ; ten wieloczyn nabędzie więc najwięk-
szą war tość dla 

albo 

360. Największość powierzchni trapezu równoramiennego ABCD, 
któn-ego mała podstawa AB = a, i długość 
spoina c dwóch boków BC, AD nierównoległych Fig f̂) 
pozostają stałemi. 

Niech będzie x większa podstawa 
powierzchnia t rapezu ma za wyrażenie 

Otóż to wyrażenie jest największością jednocześnie z wieloczynem 

w którym «, y są liczbami dowolnemi . Jeżeli więc wyznaczymy 
a, ę, y, tak aby spółczynnik x stał się zerem w summie czterech 
czynników [)oprzedzających, to jes t tak żeby było 

wieloczyn (1) będzie największością kiedy czynniki będą r ó w n e m i , 
to jest gdy będziemy mieli 

Wyrugowanie między trzema zrównaniami poprze-
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dzająceini daje zrównanie 

(2) 

którego pierwiastek doda tny 

przedstawia największą z dwóch "podstaw t rapezu szukaną. Gdy 
cztery boki t rapezu będą wyznaczone, będzie ła two wykreśl ić go 
i wyrazić jego powierzchnią w funkcyi danych a i c. 

Można wreszcie zauważyć że zrównanie(2), położone pod kształ tem 

albo 

dowodzi że t rójkąt GAD jest p ros toką tnym w A ; GD jest więc 
średnicą koła opisanego na trapezie. 

Dla c = a, m a m y x = 1a\ boki BC, AB, AD, są r ó w n ć m i 
promieniowi koła opisanego na trapezie, i każdy z kątów DAB, ABC 
zawiera 120 stopni. W tym razie trapez największy staje się pół 
sześciokątem Ibrenii iym. 

Ten zręczny sposób zależący na pomnożen iu lub podzieleniu 
przez liczby dowolne które się po tem wyznaczą, tak aby czynniki 
mające wcliodzić w skład największości wieloczynu miały zawsze 
s u m m ę stałą, został wskazanym przez p. Grillet [Nouvelles Annales). 

Z A S T O S O W A N I A T W I E R D Z E N I A 111. 

361. Nąjloiększy równoramienny trójkąt lupisany ?/> kolo. 
Niech będą r p romień koła, -lx pods tawa trójkąta, y jego 

wysokość. Powierzchnia xy t rójkąta będzie największością w tychże 
samych okolicznościach jak i kwadra t wreszcie , pół p o d -
stawy jest ś rednio proporcyona lną między wysokością i przewyżką 
średnicy nad tą wysokością, mamy więc : 

http://rcin.org.pl



PYTANIA DOTYCZĄCE NAJMNIEJSZOŚCI I N A J W I Ę K S Z O Ś C I . 4 3 9 

a tóm s a m ć m . 

S u m m a (2r — y ) y j e s t stałą, wynika więc z twierdzenia III 
że wyrażenie poprzedzające jest największością dla 

Trójkąt jes t w tedy równobocznym. 

362. Największość powierzchni bocznej ostrokręgu wpisanego w sferę. 

Oznaczając przez r p romień sfery, przez y wysokość ostrokręgu 
a przez x p romień podstawy, mamy zrobić największością wyra-
żenie -rra; - [ - w k tórem zmienne x i y są jeszcze połą-
czone z sobą za p o m o c ą związku 

To wyrażenie jes t największością jednocześnie ze swym kwa-
dra tem 

otoż wieioczyn {2r — y)y^ nabędzie na mocy twierdzenia III, na j -
większą war tość dla 

albo 

363. Wpisać, w sferę promienia danego 11, walec któregoby obję-
tość była największością. 

Kiedy p r o m i e ń podstawy walca jest bardzo m a ł y m , objętość ma 
pewną bardzo ma łą wartość. Ta wartość powiększa się, w miarę 

. j a k p ronueń wzras ta . Lecz to wzrastanie ma pewną granicę; gdyż, 
kiedy p romień staje się nieomal równym H, wysokość staje się 
bardzo małą , a tńm samem objętość jes t prawie zerem. 
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Oznaczmy przez x promień podstawy, a przez wysokość 
j ednego z walców wpisanych ; jego objętość V będzie miała za 
wyrażenie 1v:x-y. Wreszcie geometrya daje , między x i y, związek : 

[11 

Ztąd wynika, rugu jąc x, 

|2] 

Otóż największość tego wyrażenia odpowiada tejże samej war -
tości na y, jak największość wieloczynu — ?/). Lecz ten 
wieloczyn nie jest drugiego stopnia; a więc nie jest podobna zasto-
sować sposób zwyczajny (358) dla wyszukania jego największości. 

Nie można także rozłożyć wyrażenie na czynniki, pisząc je : 
y) (R — y), albo, robiąc je podwójnćm ?/(R y) (2R — 2?/); 

gdyż, chociaż trzy czynniki miałyby wtenczas s u m m ę stałą i rów-
ną 3R, nie byłoby j ednak podobna zrobić je równenu między sobą. 
Lecz, jeżeli podnies iemy wieloczyn do kwadratu , co daje ?/2(R-—y^^f, 
spostrzeżemy że można uważać tj- jako zmienną, i że summa dwóch 
czynników y'^ i (R-̂  — •y-) jest stałą i równą R'̂ . A zatem, na 
mocy twierdzenia III, jeżeli można wybrać dla y wartość zadosyć 
czyniącą p r o p o r c y i : 

[3] 

T.^ wartość odpowiadać będzie największości szukanej . Otóż ze 
zrównania [3], wyciągniemy : 

a tćm samem, 

Tc wartości na x i na y przypuścić się d a j ą ; gdyż są one 
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rzeczywiste i niższe od promien ia R. Objętość największego walca 

ma więc za wartość : 

366. Jes t niekiedy korzystnie przywieźć wyszukanie najmniejszo-
ści p e w n e j funkcyi do wyszukania największości funkcyi odwrotne j . 

P R Z Y K Ł A D . Opisać na sferze promienia K , ostrokrąg którego pod-
stawa leży na płaszczyznie środkowej, to jest na płaszezyznie przecho-
dzącej przez środek sfery, i któregoby objętość była najmniejszością. 

Oznaczmy przez x i przez y p romień podstawy i wysokość 
jednego z os t rokręgów opisanych. Jego objętość V jest równą 

Wreszcie geometrya da je ła two związek : 

Wyrażenie ol)jętości jest więc : 

[2] 

Ponieważ czynnik - TTR̂  jest s ta łym, dosyć w celu wyznaczenia 

o 

najmniejszości zastanowić się nad u łamkiem ^ . Otóż, ten 

ostatni odpowiada oczywiście największości u ł amku odwróco-

nego — , albo największości j ego kwadra tu ^ — ' y y A, ponieważ m a m y jednako : 

1 

widzimy że, usunąwszy czynnik stały — , s u m m a dwóch czynni-

ków — i | 1 jes t s t a ł ą ; jeżeli więc można wybrać dla y y \ y' 
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wartość dostarczoną przez związek (350) : 

[3] 

ŷ l R'2 
ta war tość odpowiadać będzie największości u ł amku ~ — 3 — , to 

y 

jest najmniejszości wywróconego u ł a m k u 

Otóż wyciąga się ze zrównania [3], = 311^ : a tem s a m ć m , 

zrównanie [1] da je : Te wartości na x i na y, j ako 

większe od R, przypuścić się d a j ą ; a zatem, objętość na jmn ie j sza 
os t rokręgu opisanego m a za wartość : 

365, ISa tekturze ABGDE mającej kształt wielokąta foremnego, 
rysuje się drugi wielokąt foremny A'B'G'D'E' podobny pierwszemu, 
podobnie ustawiony i mający z nim boki róionoległe ; z wierzchołków 

A', B' , G', D', E ' prowadzi się prostopadle na boki 
pierwszego wielokąta, i wycina się małe czworoboki 
które są zacieniowane na figurze tu załączonej. 
Wyznaczyć apoternę nowego wielokąta pod wa-
runkiem żeby pudełko mające za dno ten 7vielokąt, 
a za. ściany boczne prostokąty pozostałe, było 
objętości największej mozebnej,' 

Oznaczając przez x apo temę 01 a przez y wysokość J.R p u -
dełka, widzimy ła two że s u m m a x -\-y jest stałą jakoteż r ó w n ą OK, 
a zaś obję tość jest p roporcyona lną do x''-y\ ta obję tość będzie 
więc największą m o ż e b n ą , kiedy będziemy mieli 

a lbo 
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NAJWIĘKSZOŚCI LUB NAJMNIEJSZOŚCI NIEKTÓRYCH FUNKCYJ W I E L U 

ZMIENNYCH NIEZALEŻNYCH. 

3 6 6 . Z A G A D N I E N I E I . Znaleźć między jakiemi granicami może się 
zmieniać wielomian: 

[1] 

kiedy zmienne x ^ y przyjmują wszelkie loartości możebne. 
Zróbmy ten wielomian r ó w n y m ilości danój w, kładąc : 

Jeżeli weźmiemy y jako nieznaną, wyciąga się z tego zrównania : 

Otóż, aby pewna war tość , naznaczona dla m, była zgodną z war-
tościami rzeczywistemi na x i na y, potrzeba aby, dla tej w a r -
tości na m, można było mieć , wybiera jąc x należycie : 

[31 

Rozróżnijmy trzy przypadki : 
lo (B- — 4 A C ) jest d o d a t n e m . W tym przypadku, jakiemkolwiek 

by było m, n ie równość [3] jest zawsze m o ż e b n ą ; gdyż można 
zawsze wybrać dla x n ieskończoną ilość wartości takich, że t ró j -
mian , który tworzy pierwszy członek nierówności , przyjmie znak 
swego pierwszego wyrazu (298). 

2- (B2 —4AG) jest o d j e m n e m . W tym przypadku , n ierówność [3] 
jest możebną , jeżeli pierwiastki t ró jmianu są rzeczywis temi ; gdyż 
da jąc na x wartości zawarte między temi pierwias tkami, zrobimy 
t rójmian znaku przeciwnego z jego pierwszym wyrazem, l.ecz ta 
n ie równość nie j es t możebną jak tylko pod tym w a r u n k i e m ; gdyż, 
jeśliby pierwiastki były urojone, trójmian zacho>vałby, dla wszel-
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kiej wartości przypisywanej na x, znak swego pierwszego wyrazu, 
byłby więc ciągle odjemnym (297). 

Tak więc powinno się, w tym przypadku, wybierać m w taki spo-
sób, żeby pierwiastki t rójmianu były rzeczywistemi. Otóż, ten wa-
runek jest wyrażonym (27i) przez nierówność 

W 

Ponieważ ta nierówność jes t pierwszego stopnia w m, można 
wyprowadzić (206) granicę tej ilości : tćm samćui będzie miała miej-
sce, największość lub najmniejszość, jeżeli ta gianica przypuścić 
się daje. 

Otóż, ta granica na ni niszczy pierwszy członek nierówności [k]; 
robi więc równemi pierwiastki trójmianu [3]. W skutku czego, 
ten trójmian może napisać się : (B"^— UAG) — x ' f , oznaczając 
przez x' wartość pierwiastku podwójnego. Wynika ztąd że war-
tość [2] na 1/ staje się, w tćm przypuszczeniu, 

a, ponieważ (B^ —/lAC) jest od j emnśm, y nie jest rzeczywistem 
jak tylko dla x = x'. 

Potrzeba więc nadać dla x te wartość; co wymaga żeby y przy-
jęło wartość odpowiednią 

Te wartości na a; i na y przypuścić się dają : dostarczą więc 
one największość lub najmniejszość na m. 

3° (B"̂  — /lAG) = 0. W tym przypadku, nierówność 13] jest 
pierwszego stopnia w x : jakąkolwiekby wartość przypisywano 
dla m, sprawdzenie tej nierówności jest zawsze podobnem, wy-
bierając X odpowiednio. Nie ma tu, tćm samćm, ani największo-
ści ani najmniejszości. 

Jeżeliby, wszelako, (BD — 2AE) było zerem jednocześnie 
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Z (B'̂  — kXG), nierówność [3] sprowadziłaby się d o 

a ztąd dałaby się wyciągnąć granica na m : 
albo 

podług tego jak A byłoby doda tnśm lub odjernneni . Wielomian 
miałby więc najmniejszość w pierwszym przypadku , największość 
w drugim. 

Łatwo rozciągnąć tę teoryą do przypadku w k tó rym mamy wię-
cś j jak dwie zmienne niezależne. 

Zastosujemy ją do przykładu naslępującego : 

3 6 7 . Z A G A D N I E N I E I I . Znaleźć najmniejszość wyrażenia 
luiedząc że x , y, z, są związane przrz zrównanie, 

[1] 

Połóżmy : 

Możemy wyrugować j edną ze zmiennych, z, na przykład. Gdyz 
wyciąga się ze zrównania [1], 

a tćm samem, 

albo I 

> Rozwiązując zrównanie [2] względem y, zna jdu j e się, po nie-
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Iśtórych uproszczeniach : 

[3] 

Ponieważ spółczynnik w trójmianie położonym pod radyka-
łem, jest odjemny, potrzeba wybierać wartość na tn, w taki sposób 
aby pierwiastki tego trójmianu były rzeczywistómi ; co wymaga 
żeby było : 

albo 

albo, dzieląc przez {b- -{- c^), i przenosząc : 

Jeżeli więc można nadać dla m wartość 

to będzie ona najmniejszością szukaną. 
Otóż, dla tej wartości na m, t ró jmian, położony pod radykałem, 

staje się : 

Tćm samem, wartość [3] na y jest : 
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Ta wartość jest rzeczywistą jedynie dla : 

i staje się naówczas : 

A tein samem : 

Te wartości przypuścić się d a j ą ; a zatem, one tylko czyriią 
najmniejszością. 

G W I C Z E I N l A . 

I. Jaki jest najmniejszy między wszystkiemi kwadratami które można wpi-
sać w kwadrat dany, tak ażcliy każdy bok zawićrał w sobie jeden wierzchołek? 

Znajduje się kwadrat mający za wierzcliołki śroiiki boków kwadratu 
danego. 

ir. r>rzypuściwszy że trójliąt równoramienny, wpisany w koło promienia H, 
obraca się około sw^j podstawy, chcemy wiedzieć największość objętości na-
kreślonej. 

Znajduje się, stosując twierdzenie III (349), że wysokość trójkąta obracają-

cego się musi być równą ~ ' Wartość największa objętości jest • 
o 

1 
III. Który ze wszystkich ostrokręgów prostych tejże samej objętości - ira-J, 

ma powierzchnią boczną najmniejszą ? 

Stosuje się propozycya odwrotna twierdzenia III (351) ; i znajduje się za wy-

sokość, y ^ a y ^ ^ ^̂  promień podstawy, 
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IV. Jaki ze wszyslkicli ostrokręgów prostycli tejże sam»5j powierzchni bocz-
nej Tta'̂ , ma objętość największą ? 

Stosuje się twierdzenie 111 {3Zi9); i znajduje się że promień podstawy 

i że wysokość 

V. Który z równoległościanów prostokątnych równaj objętości, ma po-
wierzchnią najmniejszą możebną ? 

Stosuje się propozycya odwrotna twierdzenia II (351). 

VI. Jaka jest strefa sferyczna, o jednaj podstawie, zawierająca najwięlcszą 
oi)jętość pomiędzy strefami mającemi tęż samą powierzchnią T^OP- ; i na od-
wrót, jaka jest slrefa ncfjmniejszej powierzchni, pomiędzy strefami zawiera-
jącemi tę samą objętość •Kâ  ? 

Stosuje się twierdzenie III (3Zi9); i znajduje się że wysokość i promień pod-

stawy strefy największej objętości, są, oba, równemi ~ : odcinek najwie-V'2 
kszości jest więc pół sferą. 

Znajduje się także pół sferę dla najmniejszości, stosując do drugiej części 
ćwiczenia twierdzenie IV (351). 

VII. Jaki z pomiędzy wszystkich walców tćjże samej objętości V, wpisany 
jest w najmniejszą sferę ? 

Opierając się na formułach numeru 363, i na schołii twierdzenia IV (351), , 
znajduje się że promień sfery najmniejszej jest równy | / — W y n i k a 

ztąd, dla promienia podstawy walca, r = \ / —— , a, dla wysokości, 
y 77 V2 

VIII. Weźmy lekturę kwadrfl̂ tpwą ABCD której bokiem jest a, i na cztertich 
jej rogach wytnijmy kwadraty równe które są zacieniowane na 
figurze tu załączonej. Oznaczyć bok tych kwadratów, pod wa-
runkiem żeby pudełko, któreby miało za dno mnpq a za ściany 
boczne prostokąty pozostałe mające wszystkie tę samą wysokość. 
było największej objętości. 

Znajduje się że bok kwadratu zacieniowanego jest , a największość obję-
C L 

tości 
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IX. Weźmy na linii prostśj punkla lównooddalone, oznaczone numera-
mi i, 2, 3,... n. Znaleźć, po prawt^j icli stronie, punkt taki, aby summa kwa-
dratów z "jego odległości od punktów danych, rozmnożonych przez odpowiedni 
numer porządkowy punktu, była najmniejszością. 

Aby rozwiązać to pytanie, potrzeba wiedzieć że sunnua n pierwszych liczb 

jest równą ^ ê summa icli kwadratów jest 

summa icłi sześcianów - A - ^ -i- • Oznaczając przez a odległość dwóch 

punktów po sobie następujących, a przez x odległość punktu szukanego od 
pierwszego punktu, wyraża się przez x sunnna wskazana, a stosując sposób 

2 ogólny (358), znajduje się x = (u — 1)0. 

X. Odpowiedzieć na podobneż pytanie, w przypuszczeniu że punkla są 

oznaczone numerami 1, 3, G, 10,. ,. 

Tenże sam sposób prowadzi do 

XI. Walec kołowy prosty, jest zakończony przez dwie półsfery mające za 
promień, promień podstawy walca. Powierzchnia cała jest dana i równa Zirra. 
Clicemy wiedzieć największość objętości bryły. 

Oznacza .się przez 'Jx wysokość walca, a przez y promień jego podstawy ; 
stosuje się twierdzenie III (3Zi9). Jeżeli dwie półsfery są na zewnątrz walca, 

znajduje się : a; = O, y = a ; walec sprowadza się do sfery. Jeżeli pół-
sfery są wewnętrzne, znajduje się : 

XH. Znaleźć największość powierzchni trójkąta prostokątnego, wiedząc że 
summa przeciwprostokątnćj i wysokości odpowiedniej jest równą a. 

Znajduje się największość powierzcłmi równa ^ . Przeciwprostokątną 

2o u est -g , a wysokością Dwa boki kąta prostego są równćmi 

XIII. W którym, ze wszystkich trójkątów prostokątnych tegoż samego db-
wodu 2jj, summa dwóch boków kąta prostego i wysokości spuszczonej na [)rze-
ciwprostokątną jest największością ? 

Znajduje się, stosując sposób ogólny, że trójkąt jest równoramiennym," że jego 
przeciwprostokątną jest równą 2/)(v̂ 2 — l ) , jego wysokość 
a każdy bok kąta prostego 
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XIV. Wpisać, w koto promienia r, trapez któregoby boki nierównołegłe 

byiy równemi a, i któregoby powierzchnia była największością. 
Znajduje się że największość trapezu jest prostokątem, którego podstawy 

są równemi ĴUr̂  — a"̂ . 

XV. Wpisać, w sferę promienia Ii, ostrokręg któregoby powierzcłinia cała 
była największością. 

Stosując sposób wskazany przez p. Grillet (360), znajduje się że wysokość 

ostrokręgu jest równą 

XVI. Opisuje się na sferze promienia Ĥ  pień pyramidy foremnej, której 
podstawami są ośmiokąty foremne. Clicemy wiedzieć najmniejszość objętości 
pnia, kiedy się zmienia nachylenie a ścian bocznych na wielką podstawę. 

Znajduje się, za wyrażenie objętości, 

w przypadku najmniejszości, 

XVII. Mała powierzchnia biała jest położona poziomo na stole, i oświecona 
przez lampę, którćj odległość od t^j powierzchni, oceniona jćj rzutem pozio-
mym, jest stałą i równą d. Do jakićj wysokości x powinien się podnieść pło-
mień, ażeby oświecenie powierzchni było największym ? 

Wiemy że natężenie światła, jakie odbiera powierzchnia, jest proporcyonalne 
do wstawy nachylenia promieni, i odwrotnie prOporcyonalne do kwadratu 
z odległości światła od punktu oświeconego powierzchni. Jeżeli oznaczymy 
przez a nachylenie, znajduje się, na przypadek największości, stosując sposób 
podany w twierdzeniu III (349) : 

Należy wykreślić rozwiązanie. 

XVIII. Znaleźć najmniejszość wartości , kiedy a zmienia się od 0° Sty'' cł 

do 30°. 
Kładąc : stya = a;, i zastępując stySa przez jćj wartość w cc, znajduje się, 

sposób zwyczajny (358), największość (l7 — którą odrzucić na-
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leży, gdyż odpowiada dla cc = -f- 1; potćm najmniejszość (l7 -j- 12 sj^) 

kiói-ą przyjąć należy, i klóra odpowiada dla x==\j2 — i, to jest dla « = ^ • 

XIX. Dwa ciała, mass m i m', ożywione, w tymże samym kierunku, pręd-
kościami V i v', uderzają jedno o drugie. Znaleźć prędkość spólną x, którą 
te ciała przyjmą po uderzeniu, pod warunkiem żeby summa wieloczynów 
otrzymanych, mnożąc każdą massę przez kwadrat ze zmienionej prędkości, 
była najmniejszą możebną. 

Ilość kiórćj najmniejszości szukamy jest trójmianem drugiego stopnia w cc, 
i, stosując do tego trójmianu prawidło (342), znajduje się : 

XX. Jeżeli mamy x-\-y = a, to prawidło (350), które dostarcza najwię-
kszość xpy% rozciąga się do przypadku w którym p i f/ są ułamkowćmi: 

P' , - • • • 
!'onieważ można zawsze położyć • P = ^ ^ d ' ' ^̂ ^̂  zauważyć ze 

wówczas 

XXI. Mamy zrównanie: 

chcemy wiedzieć ostateczne granice wartości które może przyjąć jedna z trzech 
zmiennych, x na przykład. 

Przyjmie się pochód odpowiedni postępowaniu numeru 344. 

XXII. Znaleźć najmniejszość cĉ  //2 -j- z-J u ,̂ wiedząc że mamy : 

i'ochód odpowiedni postępowaniu numeru 367. XXIII. Znaleźć największość wyrażenia 

Stosując twierdzenie I, znajduje się : 
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XXIV. Znaleźć najmniejszość 

Znajduje się o; = O ; i najmniejszość jesl 2. 

XXV. Mamy zrównanie : 

chcemy wiedzieć między jakiemi granicami może zmieniać się -Ą-y ' i r-. 
Kładzie się X'-r y ' = m ; ruguje się z, i postępuje .••ię drogą 

wskazaną w numerze 366. 

XXVI. Między jakiemi granicami może się zmieniać wyrażenie 

kiedy x, y, z, przyjmują wszelkie wartości możebne ? 
Robi się wyrażenie dane równam m ; i postępuje się drogą wskazaną w nu-

merze 366. 

XXVII. W trzech zrównaniach z dwiema nieznanemi: 

istnieje nieskończona liczba czynników X, X', X", takich, że pomnożywszy 
pierwsze zrównanie przez X, drugie przez X', a trzecie przez X", potem, 
dodając rezultata, otrzymuje się zrównanie ksziałtu, 

Znaleźć czynniki X, X', X" które, spełniając ten warunek, robią summę 
X- najmniejszą możebną. 

Kładąc : 

mamy warunki : 

i stosuje się sposób ogólny (358). 
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XXV1|[. Dwie liczby dodalue zmienne x,y, sn takiemi, że ich różnica jest 
cc™ 

liczbą dodatną a. Chcemy wiedzieć czy wyrażenie — może mieć najwię-

kszość lub najmniejszość, 7n i n będąc liczbami dodatnemi danemi. 

Jeżeli mamy •.x <,y,m<,n, znajduje się (350) największość, kiedy 
Jeżeli mamy : as > y, znajduje się najmniejszość, kiedy 

Lecz jeżeli mamy : x<^y, m 'p- n; albo £c > m nie ma ani 
największości ani najmniejszość!. 

XXIX. Summa x y jest daną i równą 2a; między jakićmi granicami 
może się zmieniać wyrażenie y^l 

Jeżeli a jest dodatnim, wyrażenie jest najmniejszością, kiedy cc i y są 
równemi między sobą. 

http://rcin.org.pl



R O Z D Z I A Ł X X 

o POSTĘPACH. 

o POSTĘPACH ARYTMETYCZNYCH ALBO ROŻNICOWYCH. 

3 6 8 . DEFINICYE. Postęp arytmetyczny albo różnicoioy jest to szereg 
liczb takich, że każda z nich przewyższa liczbę poprzedzającą lub 
od niej jest przewyższoną o pewną ilość stałą, która nazywa się 
stosunkiem postępu. 

Kiedy wyrazy powiększają się od pierwszego zacząwszy, postęp 
jest rosnący; jest on malejący, gdy jego wyrazy postępują zmnie j -
szając się. 

Dla wskazania że liczby stanowią część pos tępu, pisze się j edne 
wciąż drug ich , przedzielając je punk t em, i poprzedzając zna-
kiem T . 

PRZYKŁADY. Szeregi 

s tanowią dwa postępy różnicowe, jeden rosnący, drugi malejący : 
s tosunkami ich odpowiedniemi są 4 i 3. 

Żniesie się ła two uznane przez nas na początku rozróżnienie 
między pos tępami , rosnącym i male jącym, jeżeli nadal dobrowolnie 
przy jmiemy : ze stosunek w postępie różmicowym jest przewyzką ja-
kiegokolwiek wijrazu nad wyrazem poprzedzającym. Jeżeli pos tęp jest 
malejący, ta przewyżka jest odjemną. Na przykład, drugi z dwóch 
pos tępów wskazanych ma za s tosunek — 3. 

W ogólności, oznaczywszy wyrazy postępu różnicowego przez 
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litery a , h, c, i, k, l, , s tosunek dodatny lub od jemny 
przez r , liczbę zaś wyrażającą miejsce wyrazu l przez w, będziemy 
mieli : 

[1] 

3 6 9 . W A R T O Ś Ć A^YRAZU ZAJMUJĄCEGO W POSTĘPIE MIEJSCE n . N a 

mocy określenia , każdy wyraz, w postępie rosnącym, tworzy się 
dodając stosunek do wyrazu poprzedzającego. Drugi jest więc 
r ó w n y m a - \ - r , trzeci a - [ - 1 r , czwarty a Ą - Z r , . . . . nakoniec , 
wyraz n^y jes t r ównym a-\-{n — \)r. Więc wyraz jakikolwiek 
tworzy sie dodając do pierwszego stosunek tyle razy wzięty ile jest 
wyrazóto przed nim. Co właśnie zwykle się wyraża za pomocą wzoru : 

[2] 

Ta f o r m u ł a s tosuje się do p rzypadku w którym postęp jes t 
ma le j ącym, byleby tylko litera r przedstawiała liczbę od jemną (368). 

470. W N I O S K I . Formuła [2], wyrażająca związek czterech liczb 
a , / , r, n, dozwoli oznaczyć j edną z nich, gdy trzy inne są dane : 
dosyć na to rozwiązać zrównanie względem ilości nieznanśj . Dostar-
czy więc ona rozwiązania czterech zagadnień łatwych do wysłowie-
nia, które w formułach tak się wyrażają : 

371. W S T A W I E N I E ŚREDNICH ARYTMETYCZNYCH. Wstawić m średnich 
arytmetycznych między dwie liczby dane a i h, jes t to utworzyć 
postęp, którego « i 6 są wyrazami skraijnemi, pośredniemi zaś wy-
razy szukane w ilości m. 

Wystarczy oczywiście, dla rozwiązania tego pytania , znaleźć 
s tosunek p o s t ę p u ; gdyż, doda jąc go do pierwszego wyrazu, znajdzie 
się d r u g i ; dodając go do drugiego, znajdzie się t r zec i ; i tak dalćj . 
Otóż znamy, w postępie szukanym, pierwszy wyraz a, ostatni h, 
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i liczbę wyrazów {rn 4 - 2). Przeto we wzorze [2] położywszy (m- | -2/ 
za n, otrzymamy : 

PRZYKŁAD. Wstawić 10 średnich między 5 i 38. Stosunkiem jest : 
» 

a więc pos tępem szukanym jest oczywiście : 

3 7 2 . ZAGADNIENIE. Otrzymać warunek, aby trzy liczby dane a, b , c, 
stanowiły cześć tego samego postępu. 

Przypuśćmy te liczby uporządkowane według ich wielkości : 
będą one rozłączone, w postępie nieznanym, wyrazami pośredniemi , 
k tóre mogą być uważane jako średnie wstawione między a i b, 
i między b i c. Przeto, jeżeli oznaczymy te ilości średnich przez 

[m — 1) i przez (n — 1), s tosunek musi być równym (371) 

potrzeba więc żeby było: 

[51 

'J^akim jest warunek szukany; potrzeba wiec atjy istniały dane liczby 
całkoieite m i n, proporcyonalne do różnic (b — a) i (c — b). 

Ten warunek jes t zawsze spe łn ionym, kiedy liczby a , b, c, są 
wymiernemi : gdyż, jeżeli liczby {b — a) i [c — b) są u ł amkowemi , 
w ystarczy sprowadzić j e do jednakowego mianownika , i wziąć m i n 
rciwnemi łicznikóm. Ponmożywszy oba rózultaty przez tęż samą 
liczbę całkowitą jakąkolwiek, otrzymamy inne wartości dla m i n ; 
tak że zagadnienie ma , w tym przypadku, nieskończoną ilość roz-
wiazaii. 
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3 7 3 . T W I E R D Z E N I E . Jeżeli pomiędzy dwa wyrazy po &obie następu-
jące postępu różnicowego, wstawimy też samą liczbę średnich arytme-
tycznych, postępy częściowe tym sposobem otrzymane tworzą jedyny 
i ten sam postęp. 

W rzeczy samej , ponieważ wstawiamy tęż sam§ liczbę średnicb 
arytmetycznych między dwa wyrazy po sobie nas tępujące , i ponie-
waż różnica tych dwóch wyrazów jest stałą, stosunek jest tenże 
sam we wszystkich postępach częściowych; a gdy ostatni wyraz 
każdego z n ich , jest zarazem pierwszym następującego, to postępy 
te częściowe wiążąc się z sobą tym sposobem tworzą oczywiście 
jedyny i tenże sam postęp. 

^Ik. T W I E R D Z E N I E . W każdym postępie różnicowym ograniczonym, 
summa wyrazów równooddalonych od skrajnych jest stała, i równą 
swnmie wyrazów skrajnych. 

Niech będzie, w rzeczy samej , postęp : 

drugi wyraz b jest r ównym a-\-r, a przedostatni k jes t r ó w n y m 
/ — r ; więc ich s u m m a b-\-k = a-\-l. Ogólnie, wyraz x, m a -
jący p wyrazów przed n im, jest równym (369) a -j- pr, a wyraz y, 
mający p wyrazów po n im, jest r ównym l — pr; więc ich s u m m a 
X -1- y jest równa a - \ - l. 

L W A G A . Kiedy postęp zawiera liczbę nieparzystą wyrazów, zna j -
duje się w środku wyraz równooddalony od dwóch skrajnych. Ten 
wyraz wzięty dwa razy równa się summie skra jnych. 

Tym sposobem w postępie 

wyrazy 2 i 20, 5 i 17, 8 i lA, dają^tęż samą s u m m ę 22, która jest 
równą wyrazowi środkowemu 11, wziętemu dwa razy. 

375. SUMMA WYRAZÓW POSTĘPU. Oznaczmy przez S s u m m ę wy-
razów postępu zaczynającego się od a , 'kończącego na l, i w którym 
n jest liczbą wyrazów. Mamy : 
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Owóż, biorąc wyrazy postępu w porządku odwro tnym, mamy 
także : 

Dodając s t ronami, o t rzymamy : 

Lecz wszystkie summy, zamknięte w nawiasach, są równemi (374) 
summie skrajnych (a - f / ) ; wreszcie ich liczba jest liczbą wyrazów 
postępu. Mamy więc : 

zkąd : [6] 

Zatem, summa wyrazów postępu róźnicoioego jest połową loieloczym 
summy skrajnych przez ilość wyrazów postępu. 

PRZYKŁAD. S u m m a wyrazów pos tępu (371) jest 

albo 258. 

U W A G A . Gdyby się znało tylko pierwszy wyraz a, stosunek r, 
i liczbę n wyrazów, potrzebaby było, dla zastosowania formuły 
poprzedzającej , zacząć od wyrachowania ostatniego wyrazu l , za 
pomocą fo rmuły [2]. Podstawiając jego war tość we wzorze [6] otrzy-
mamy : 

[7] 

Ta formuła przedstawia się niekiedy pod kształlem : 

376. ZASTOSOWANIA. V Znaleźć s u m m ę n liczb początkowych 
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całkowitych, 

Ponieważ te liczby tworzą postęp którego s tosunkiem jest 1, ich 

s u m m a j e s t : 

[8] 

Więc, dla otrzymania summy n liczb początkowych całkowitych, 
mnoży się ostatni wyraz przez następujący po nim bezpośrednio, i dzie-
ląc ich wieloczyn przez 2. 

2° Znaleźć s u m m ę n liczb początkowych nieparzystych, 

Te liczby tworzą postęp którego s tosunkiem jest 2 ; stosując for-
nmłę [7] znajduje się : 

albo 

Zatćm summa n liczb początkowych nieparzystych jest rónma hoadra-
towi z n. , 

Znaleźć liczbę wyrazów postępu różnicowego, znając pierwszy 
wyraz, s tosunek, i summęi wyrazów. 

Nazwijmy s s u m m ę w y r a z ó w ; formuła 

daje , dla oznaczenia n, zrównanie drugiego stopnia 

Ponieważ ostatni wyraz jest od j emnym, więc dwa pierwiastki są 
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zawsze rzeczywislemi i mają znaki przeciwne. Należy odrzucić 
pierwiastek odjemny ; aby pierwiastek dodatny dał się przypuścić, 
potrzeba żeby był całkowitym. 

U° Znaleźć pięć liczb w postępie różnicowym, znając summę 
wyrazów i summę ich kwadratów. 

Nazwijmy a i dwie summy d a n e ; oznaczmy przez x wyraz 
środkowy a przez y stosunek. Różne wyrazy postępu można będzie 
napisać 

i znajdzie się dwa zrównania 

: ) 1 1 . ZAGADNIENIA. Formuły [2] i [6] stanowią dwa związki mię-
dzy [)ięcioma ilościami a, l, r, n, S, związki które dozwolą ozna-
czyć dwie z tych ilości, kiedy trzy inne są dane. Zkąd dziesięć 
zagadnień do rozwiązania : 

1° Mając dane a, l, r, oznaczyć n, S ; 

http://rcin.org.pl



o POSTĘPACH. 4 6 1 

Pomiędzy temi zagadnieniami, piąle i ósme są drugiego sto}uiia ; 
ośm innych są pierwszego stopnia. 

O POSTĘPACH GEOMETRYCZNYCH ALŁ50 ILOKAZOWYCH. 

378. D E F I N I C Y E . Postęp geometryczny albo ilorazowy j e f t to sze-
reg liczb, w którym każda liczba równa się poprzedzającej p o m n o -
żonej przez pewną liczbę stałą, która nazywa się stosunkiem pos tępu , 

Kiedy stosunek jest większy od jedności , wyrazy powiększają się 
kolejno, a postęp jest rosnący; kiedy stosunek jest mniejszy od 
jedności , wyrazy zmniejszają się, i postęp jest malejący. 

Dla wskazania że liczby stanowią część postępu i lorazowego, 
pisze się je wciąż j edne drugich, przedzielając dwoma p u n k t a m i , 
i poprzedzając je znakiem H . 

PRZYKŁADY. Sreregi 

s tanowią dwa postępy ilorazowe, j eden rosnący, a drugi malejący ; 

s tosunkami ich są 3 i ^ • 

W ogólności , oznaczywszy wyrazy postępu ilorazowego |>rzez 
litery a, b, c, d, . . . . i, k, / , . . . . , stosunek przez ą, a miejsce wy-
razu l przez n. Będziemy mieli : 

[1] 

3 7 9 . W A R T O Ś Ć WYRAZU ZAJMUJĄCEGO W POSTĘPIE MIEISCE n. W e -

dług określenia, każdy wyraz postępu ilorazowego tworzy się m n o -
żąc poprzedzający przez s tosunek Drugi jest więc równym aq, 
trzeci czwarty i ogólnie, jest równym o g " - ' . 
Więc wyraz jakikolwiek równa się pierwszemu pomnożonemu p/z:-z 
potęgę stosunku, która oznacza ile jest loyrazów poprzedzających. C.o 
właśnie zwykle się wyraża za ponnjcą wzoru r 

[ 2 ] 
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3 8 0 . W N I O S K I . Fo rmuła [ 2 ] , jako wyrażająca związek między 
czterema liczbami, a, l, q, n, dozwoli oznaczyć j edną z nich, gdy 
trzy inne są dane. Znajdzie się ła two, rozwiązując zrównanie [2] 
względem każdej z czterech ilości 

Ostatnia fo rmuła przypuszcza że znanemi są własności zasadnicze 
logarytmów. 

3 8 1 . T W I E R D Z E N I E . Jeżeli postęp jest rosnący, można prtedlużyć go 
dostatecznie, żeby jego wyrazy wyszły za wszelką granicę daną, 

W rzeczy samej , jeśli weźmiemy pod uwagę trzy wyrazy po sobie 
następujące i, k, l, postępu [1], m a m y , z okreś lenia , 

a, przez odciąganie. 

Otóż stosunek q przewyższa j e d n o ś ć ; więc różnica ( / — k ) jc§t 
większą od różnicy [k—i). Więc przewyżka jakiegokolwiek wyrazu 
nad poprzedzającym idzie wzrastając. Otóż, gdyby ta przewyżka 
pozostała stałą, jak w postępie różnicowym, możnaby było, doda-
jąc ją do pierwszego wyrazu a, dosta teczną liczbę razy, otrzymać 
rezultat tak wielki jak się tylko podoba . Będzie więc to miało 
miejsce , a fortiori, jeżeli, jak to już należycie rozpoznaliśmy, ta 
przewyżka pójdzie wzrastając. 

3 8 2 . T W I E R D Z E N I E . Jeżeli postęp jest malejący, można przedłużyć 
go dostatecznie, żeby jego wyrazy zeszły poniżej wszelkiej granicy. 

W rzeczy samej , jeżeli postęp [1] ma stosunek q mniejszy od 
1 1 1 1 1 1 

jednotCl, wyrazy ć ' " " i ' k ' 7 ' " ' ' 
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1 

postęp i lorazowy, którego stosunek - jest większy od j ednośc i ; 

ponieważ, z równości 

wyciąga się : 

Wynika więc , z twierdzenia poprzedzającego, że u łamki 

mogą stać się tak wielkiemi jak się tylko p o d o b a ; a tóm samćm, 
ich mianownik i i, k, l, mogą stać się tak małemi jak się tylko 
podoba . Co było do dowodzenia . 

382 bis. W N I O S E K . Z dwóch ostatnich twierdzeń ogóhiych wpros t 
i na tura ln ie wypływają nas tępujące dwa ważne tychże twierdzeń 
przypadki szczególne : 

1° Potęgi całkowite i dodatne liczby większej od jedności, są coraz 
większe i wzrastają po za wszelką granicę ; 

"1° Potęgi całkowite i dodatne liczby mniejszej od jedności stają się 
coraz mniejsze i zbliżają się nieskończenie do zera, to jest mają za gra-
nicę zero. 

383. W S T A W I E N I E ŚREDNICH GEOMETRYCZNYCH. Ws tawić m ś rednich 
geometrycznych albo ilorazowych między dwie liczby dane a i b, 
jest to utworzyć pos tęp , którego a i 6 są wyrazami skra jnemi , wy-
razami zaś poś redn iemi , wyrazy szukane w ilości m. 

Wystarczy oczywiście, dla rozwiązania tego pytania, znaleźć sto-
sunek p o s t ę p u ; gdyż, mnożąc pierw^szy wyraz przez s tosunek, 
otrzyma się d r u g i ; mnożąc drugi przez s tosunek, otrzyma się trzeci, 
i tak dalej. Otóż, znamy, w tym postępie, pierwszy wyraz a, osta-
tni b, i liczbę wyrazów (m - f 2). Przeto we wzorze [2j za n po-
łożywszy (m - j - 2), znajdziemy : 
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PRZYKŁAD. Ws tawić 3 średnic proporcyona lne miedzy 7 i 112. 
Stosunkiem jest : 

albo 

a więc postępem szukanym jest oczywiście : 

386. TwiERDZEiME. Jcżcli wstawimy, między dwa wyrazy po 
sobie następujące postępu ilorazowego, tęż samą liczbę m średnich 
ilorazowych, otrzymamy postęp jedyny, którego stosunkiem jest 
p ierwias tek , skazówki (m 1), ze s tosunku pierwotnego. 

W rzeczy samej , stosunki różnych postępów częściowych są (383). 

są więc one wszystkie równe " ^ f / ^ . Wreszcie ostatni wyraz każ-
dego jest pierwszym nas tępującego. Można więc uważać je jako 
tworzące jeden tylko postęp. 

385. Z A G A D N I E N I E . Oznaczyć warunek, aby trzy liczbt/ a, b , C , 

łcckodzily w skład tegoż samego pastępu. 

Jeżeh, przypuściwszy że a jest pierwszym wyrazem, oznaczymy 
przez ( m - j - l ) i przez ( n - ^ 1 ) miejsca nieznane liczb ź^ic mamy (379): 

q będąc stosunkiem nieznanym. Jeżeli podniesiemy pierwsze zró-
wnanie do potęgi n, a drugie do potęgi w, będziemy mieli : 

zkąd, rugując q : 

[s: 
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Takim jest warunek szukany. Ten warunek uprości się, jeżeli 
przypuścimy że a, b, c są wymie rnemi : gdyż natenczas, sprowa-

h c 
dzajac s tosunki - i - do ich na jpros tszego wyrażenia, i ozna-

Cl Cl-

czając przez | i u łamki nieprzywiedlne równoważne , m a m y : 

(^tóż, te u łamki , jako nieprzywiedlne, nie mogą być r ó w n e m i , 
chyba w razie : 

co wymaga , naprzód, żeby g i k były złożone z tych samycł) czyn-
n ików pierwszych, zarówno jak h i / ; a , po tćm, zeby wykładniki 
tegoż samego czynnika, w g i A-, jak n iemnie j w k i 1, były w s to-

m 
sunku stałym - . Jeżeli t e wa runk i są spełnione , oznaczą one slo-

sunek lecz pozostawią zawsze m i u n ieoznaczonemi ; tak 

że a, b, c będą mogły brać udział w nieskończonej liczbie p o -
s tępów. 

3 8 6 . Z A S T O S O W A N I E . Jakie są liczby wymierne, które mogą stano-
wić część postępu ilorazowego, mającego za wyrazy 1 ? 10 ? 

w e d ł u g tego co poprzedza : 

Oznaczmy przez L j e d n ą z liczb s zukanych ; powinniśmy mieć. 

a lbo 

m i n będąc liczbami całkowitemi . Otóż ponieważ drugi członek 

jes t ca łkowi tym, więc pierwszy mus i być nim także; a gdy ^ jes t 

n icprzywiedlnem z założenia, potrzeba żeby było : a, tem 
] 
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s a m e m , y>'» = 10". Lecz, aby ta ostatnia równość miała mie jsce , 
potrzeba aby p zamykało tylko czynniki pićrwsze 2 i 5 z 10, to jest 
żeby było : jo = 2" X ; więc 2°"" X = 2" X 5", a zatem 

m.m = ^m — n, czyli « = |3 = ^ . Tym sposobem wykładniki 

2 i 5, w p, powinny być r ó w n e m i ; albo innemi słowy, p po-
winno być potęgą z 10. 

Potęgi z 10 są więc j edynemi liczbami wymierneiui mogącemi 
wejść w skład postępu ilorazowego, w którym 1 i 10 s tanowią część, 

jes t są wyrazami. 

3 8 7 . T W I E R D Z E N I E . W każdym postępie iłurazowym, wieloczyn 
dwóch wyrazów równo oddalonych od skrajnych jest stały i równy 
wieloczynowi wyrazów skrajnych. 

Niech będzie, w rzeczy samej , postęp ograniczony : 

drugi wyraz b jest r ównym aq, przedostatni k jest r ó w n y m 

więc ich wieloczyn bk = al. Ogólnie, wyraz x mający p wyrazów 
przed sobą , jest r ó w n y m a wyraz y, mający p wyrazów po 

s o b i e , jes t r ównym ^ ; więc ich wieloczyn xy = al. 

U W A G A . Kiedy pos tęp zawiera liczbę nieparzystą wyrazów, znaj-
d u j e się W środku wyraz równo oddalony od skra jnych . Kwadrat 
z t e g o wyrazu równa się wieloczynowi skrajnych. 

Tym sposobem w postępie 

wyrazy 2 i 1458, 6 i 486, 18 i 162 da ją tenże sam wieloczyn 2916, 
który jest kwadratem z wyrazu środkowego 54. 

3 8 8 . WIELOCZYN WYRAZÓW POSTĘPU. Oznaczywszy przez P wielo-
' c z y n wyrazów postępu zaczynającego się od a, kończącego na /, 
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W którym n jest liczbą wyrazów. Mamy : 

iSie zmieni się ten wieloczyn wywraca jąc porządek czynników, co 
daje : 

Jeżeli rozmnożymy te dwa wieloczyny równe jeden przez drugi , 
g rupu jąc dwójkami czynniki za jmujące w obu wieloczynach toż 
samo miejsce , znajdziemy : 

• 

Otóż wszystkie wieloczyny, zamknięte w nawiasach, są r ó w n e -
mi (387) wieloczynowi skra jnych al. Wreszcie ich liczba jest liczbą 
wyrazów p o s t ę p u ; więc 

zkąd : 

[6] 

Zatem, wieloczijn loijraztm postępu jest równy pierwiastkowi kiua-
dratowemu z wieloczijnu wyrazów skrajnych podniesionego do potęgi 
oznaczonej liczbą wyrazów. 

• U W A G A . Zas tępując l przez jego wartość 

ot rzymuje się inna formuła 
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która nie wymaga wyciągania pierwiastku kwadra towego ; gdyż 
wykładnik n ( n — 1 ) , jako wieloczyn dwóch liczb całkowitych [)o 
sobie nas tępujących, jest zawsze parzysty. 

3 8 9 . S U M M A W Y R A Z Ó W POSTĘPU ILORAZOWEGO. Nazwawszy S s u m -
mę wyrazów postępu ilorazowego, będziemy mieli : 

Obie strony tej równości pomnożywszy przez q, będzie : 

Lecz, z założenia, aq =• b, bq = c, cq = d,. .. , iq—k, kq — l) 
więc równość poprzedzająca staje się : 

Jeżeli przypuścimy g > 1, i odciągniemy S od Sę-, otrzymamy 

oczywiście, znosząc wyrazy które się niszczą : 

S ( / — S = — a , albo 
zkąd : 

[7] 

Zatćm, summa wyrazów postępu rosmtcego ilorazoiuego znajduje sie, 
mnożąc ostatni wyraz przez stosunek, odciągając od wieloczynu pier-
wizy wyraz, i dzieląc różnice przez przemyżkę stosunku nad jednością. 

Jeżeli przypuścimy $ ' < 1 , to nie będziemy mogli odciągnąć S 
od S y ; odciąga się natenczas S^ od S, co da je : 

zkąd : 

[ 8 ] ' 
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Zatem, summa loyrazów postępu malejącego znajduje się, odciągając 
od pierwszego wyrazu wieioczyn z ostatniego przez stosunek, i dzieląc 
różnicę przez przewyżkę jedności nad stosunkiem. 

Lecz u m o w y przyjęte nad liczbami od jemnemi , robią tę d rugą 
f o r m ę równoważną pierwszój. 

U W A G A . Gdyby się znało tylko pierwszy wyraz a, s tosunek i 
liczbę n wyrazów, potrzebaby było, dla zrobienia użytku z fo rmuł 
poprzedzających, zacząć od wyrachowania ostatniego wyrazu l zi. 
pomocą formuły [2]. Pods tawia jąc jego wartość w fo rmułach [7] 
i [8], otrzymamy : 

[91 

3 9 0 . GRANICA SUMMY WYRAZÓW POSTĘPU MALEJĄCEGO. F o r m u ł a [ S ] , 

dająca s u m m ę wyrazów pos tępu malejącego, może się napisać : 

Otóż jeżeli liczba wyrazów wzrasta nieograniczenie, wyraże-
nie — — , zależące jedynie od pierwszego wyrazu i od s tosunku, 

1 — g 

zachowa stale tęż samą wartość ; lecz wieioczyn l ^ ^ ^ , złożony 

z czynnika / malejącego nieograniczenie (382), i z czynnika 

który pozostaje stałym, może stać się tak małym jak się tylko p o -

doba. Przeto s u m m a wyrazów, zawsze mniejsza o d ^ ^ może się 

różnić od — tak mało jak się tylko podoba , jeżeli liczba 
1 - ^ 

wyrazów jest dostatecznie wie lką : innemis łowy , ^ ^ ^ jes g ra -

nicą do której dąży s u m m a , gdy liczba wyrazów wzrasta n ieogra-

niczenie. Oznaczając tą granicę przez s, m a m y : 

m 
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391. Z A S T O S O W A N I E . Wzór ostalni może posłużyć do znalezienia 
u łamku zwyczajnego, z którego powstał u łamek peryodyczny prosty, 
gdyż można go uważać za s u m m ę wyrazów postępu ilorazowego 
malejącego. 

Weźmy, na przykład, u łamek peryodyczny prosty 

Peryody tego u ł amku idąc od lewej do prawćj ręki, tworzą po-
stęp ilorazowy malejący do nieskończoności ; 

\ 

którego s tosunkiem jes t W e d ł u g ostatniego wzoru [11], gra-

nica s u m m y tego pos tępu równa się 

Tym sposobem przyszliśmy do prawidła podanego w arytmetyce 
według którego, bierze sie za licznik peryod, a za mianownik i t . d. 

I-:JMMA KWADRATÓW I SZEŚCIANÓW LICZB IDĄCYCH PO SOBIE 

w NATURALNYM PORZĄDKU. 

392. F o r m u ł a da jąca s u m m ę kwadra tów z n liczb początkują-
cych jest często użyteczną. Dla znalezienia jój, należy dodać ko-
hunnami p ionowemi tosamości nas tępujące : 
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Wykonywając wskazane powyżej dodawania, i znosząc po 
obu stronach summę spoiną liczb mających potęgi podobne 
(13 _[_ 23 - j - 33 - j - otrzymamy związek 

zkąd 

albo 

i nakoniec 

.393. Tworząc tymże samym sposobem czwarte potęgi' z liczb 
znalazłoby się, dla summy sześcianów, 

(1) 

Zamiast wchodzenia w szczegóły tego działania, kt()re nie przed-

http://rcin.org.pl



4 7 2 h o z n z t a ł x x . 

Stawia wreszcie żadnej trudności, wskażemy sposób l)ardzo często 
używany w algebrze dla rozpoznania ścisłości fornmły takiej jak (l i , 
a która była daną bez dowodzenia. 

Podstawia się naprzód za n liczby najprostsze 1, 2, 3. Zna jdu je 
się tym sposobem 

dla 

dla 

dla 

Formuła jesl więc prawdziwą dla n == 1, 2, 3. Będzie wtedy 
dowiedzionem że ta formuła jest ogólną, jeżeli się okaże że przy-
puszczając ją dokładną dla wartości jakiejkolwiek na n, będzie 
nią jeszcze dla wartości bezpośrednio wyższej : albowiem gdy for-
nuiła jest prawdziwą dla n = 3, wnosi się że prawdziwy być musi 
dla n = h , potem dla n = f) i tak dalej, aż do takiej wartości 
na n jak się tylko podoba. 

Idzie więc o pokazanie że związek (1) pociąga za sobą 

albo, odciągając (1) od (2), że mamy 

Otóż drugi członek może się napisać 

tak że formuła jest sprawdzoną. 
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STOSY KUL. 

394. Stosy kul ułożone są z poziomych warstw w ten sposób, 
że kule wyższej warstwy leżą po nad próżnemi mie jscami u tworzo -
nemi przez zetknięcie się kul niższej w a r s t w y ; wszystkie ku le sty-. 
ka ją się z sobą i są tego samego kal ibru, czyli r ównych promieni . 

W arsenałach urządza się kule stosami, które są trojakiego ga -
t u n k u : 

Stos trójkątny ma kształt p i ramidy t ró jką tne j której wierzchołek 
za jmuje kula leżąca na (1 - f 2) innych, które opierają się na 
(1 - f 2 3) kulach, ; tak że wars twa pozioma rzędu k, poczy-
nając od wierzchołka, 

zawićra liczbę kul równą 

S u m m a kul stosu mającego n wars tw jest więc 

albo 

Ta s u m m a będzie więc 
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albo 12 ' ^ 

albo nakoniec 

STOS CZWOROKĄTNY. Każda warstwa jest kwadratem którego bok 
zawiera w sobie tyle kul ile znajduje się jedności w rzędzie tejże 
warstwy liczonym poczynając od wierzchołka. 

Summa kul stosu złożonego z n warstw jest więc 

STOS PROSTOKĄTNY. Wierzchołek jest rzędem pojedynczym kul 
o p 4 " 1 kulach, leżącym na dwóch rzędach o kulach, które 
opierają się na trzech rzędach o p + 3 kulach, . . . , stosownie do figur 
następujących : 

Summa kul stosu złożonego z n warstw jest więc 
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3 9 5 . K ł a d ą c t r z y f o r m u ł y p o p r z e d z a j ą c e p o d I c s z t a ł t e m 

w i d z i m y ż e , stosie jakimkolwiek, liczba kul jest równą liczbie hd 

ściany trójkątnej pomnożonej przez trzecią część summy trzech kra-

wędzi równoległych^ które są na zewnątrz tej ściany. 

L i c z b a k u l z a w a r t a w stosie ściętym, r ó w n a s i ę l i c z b i e c a ł e g o 

s t o s u , z m i e j s z o n e j l i c z b ą k u f z a w a r t y c h w s t o s i e , k t ó r e g o p o d s t a w ą 

j e s t w a r s t w a g ó r n a s t o s u ś c i ę t e g o . 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Jakie są postępy różnicowe, w którycli summa dwóch wyrazów jakiciikol-

wiek wchodzi do składu poslępu ? 

8ą niemi te, których pierwszy wyraz jest mnożniiiicm stosunku. 

II. Jakie są postępy ilorazowe, w których wieloczyn dwóch wyrazów jakicli-
kolwiek wchodzi w skład postępu ? 

Są niemi te, w których pierwszy wyraz jest potęgą stosunku. 

III. .leżeli, w ciągu liczb danych, każda jest połową summy dwóch liczb 
Iłtóre ją między sobą zamykają, te liczby tworzą postęp różnicowy. Jeżeli każda 
jest średnią proporcyonalną między dwiema.liczbajni które ją między sobą 
zawierają, te liczby tworzą postęp ilorazowy. 

Przywodzi się bezpośrednio lo wysłowienie do definicyj (368 i 378) . 

IV. W jakich posiępach różnicowych istnieje stosunek, niezależny od n. 

między summą n pierwszych wyrazów a summą n następujących ? 

W tych, w którycti stosunek jest podwójnym pierwszym wyrazem, 
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V. v'2 , i mogą-li wchodzić w skład tegoż samego postępu 
różnicowego albo ilorazowego ? 

Nie. Opierać się należy w przywiedzeniu dowodów naj iumerach 372 i 385 . 

VI. Jeżeli weźmiemy ciąg liczb nieparzystych 1, 3, 5, 7, i rozdzielimy 

na grupy, z których pierwsza niiałaby jeden wyraz, druga dwa wyrazy, trze-

cia trzy, i t. d. , summa wyrazów tćjże samćj grupy jest sześcianem z jćj liczby 

wyrazów. 

Tworzy się pierwszy i ostatni wyraz grupy, potrzeba będzie polćni 

zastosować formułę [6] numeru 375 : otrzyma się # dla summy. 

VII. Jeżeli się weźmie pod uwagę ciąg 1, 2, Zi, 6, 8, 10 ; summa ?? 

pićrwszych wyrazów jest nieparzystą ; a, gdy się doda do liczby tak otrzyma-

nej, (n — 1) liczb nieparzystych które po nićj następują, znajduje się sześcian. 
Otrzymuje się w rezuhacie n^, traktując ostatnie ćwiczenie tymże samym 

sposobem jak poprzedzające. 

VIII. W postępie geometrycznym sześciowyrazowym, różnica wyrazów 
skrajnych przewyższa pięć razy różnicę wyrazów średnich. 

Wyrazi się stosunek dwóch różnic w funkcyi stosunku, i znajdzie się że 
najmniejszością stosunku jest 5. 

IX. Jeżeli się doda, wyraz po wyrazie, dwa postępy geometryczne nie mające 
tegoż samego stosunku, rezultaty nie tworzą postępu ; lecz każdy wyraz tćj 
summy wyciągnie się z dwóch poprzedzających, mnożąc je przez liczby stałe, 
i dodając wieloczyny. ^ 

Znajduje się łatwo że mnożnikami są : summa stosunków dla wyrazu po-
przedzającego, a wieloczyn stosunków, ze zmienionym znakiem, dla wyrazu 
położonego przed wyrazem poprzedzającym. 

X. Tworzymy szereg wyrazów takicli, że każdy jest połową summy poprze-
dzających ; znając dwa pićrwsze wyrazy a , b tego szeregu, znaleźć do jakiej 
granicy zbliża się jego summa, kiedy liczba wyrazów wzrasta. 

26 
Granicą tą jest : a — • 

o 
XI. Niech będzie jakakolwiek linia AB, C jćj środek, D środek linii CB, 

E środek linii DC, środek linii ED, G środek linii FE, i tak dalej 
nieograniczenie; znaleźć do jakiej granicy punkta C, D, E, F, G, zbliżają się 
coraz bardziej, kiedy ich liczba coraz większą się staje. 

Punktem tym jest trzecia część AB, począwszy od punktu B. 
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M l . Ziialoźć granicę summy ułamlców 

fet^-ycli liczniki tworzą postęp różnicowy, a mianowniki postęp ilorazowy. 
l\ozkłada się ten szereg na pewną ilość postępów geometrycznycii maleją-

cycli, i znajduje się że granicą jest '2. 

Xnr . Mając ciąg liczb : 

takich, że różnica dwóch wyrazów po sobie następujących powiększa się 
ciągle o jedność ; znaleźć summę z n pierwszych wyrazów tego ciągu. 

Znajduje się ze wyraz jest równym ^ , a summa 

XIV. Jeżeli, w postępie różnicowym, trzy wyrazy po sobie następujące są 
liczbami pi^rwszćmi, stosunek jego jest podzielnym przez 6, byleby pićrwszy 
z tych wyrazów nie był 3. Jeżeli się znajduje takich liczb 5, stosunek jest po-
dzielnym przez o^ , byleby pićrwszy z tych wyrazów nie był 5 ; a, jeżeli się 
znajduje takich liczb 7, tenże stosunek jest podzielnym przez 210, byleby 
pićrwszy z tych wyrazów nje był 7. 

Dowodzi się, za pomocą własności liczb pierwszych, że stosunek jest po-
dzielnym, w pićrwszym przypadku, przez 2 X 3 ; w drugim, przez 2 X 3 X 5 ; 
w trzecim, przez 2 X 3 X 5 X 7 . 

XV. W postępie ilorazowym, w którym liczba wyrazów jest nieparzystą, 
summa kwadratów z wyrazów jest równą summie wyrazów, pomnożonćj przez 
przewyżkę summy wyrazów zajmujących miejsce nieparzyste nad summą wyra-
zów zajmujących miejsce parzyste. 

Tworzy się różne summy wskazane, i sprawdza się łatwo równości wskazane, 

XVI. W postępie różnicowym, którego wyrazy są całkowitymi, jeżeli p jest 
liczbą pićrvvszą ze stosunkiem, dzieląc p wyrazów po sobie następujących 
przez p, otrzyma się na re.szty wszystkie liczby O, 1, 2 , 3 , . . . {p — 1). 

Dowodzi się że dwie reszty nie mogą być między .sobą równe. 

XVII. Wyrugować ij między dwoma zrównaniami : 
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Znajduje się, za pomocą nieklórycii podejść raciiunkowych, 

i podstawia się wartość tę w jedno z danycli zrównań. 

XVIII. Mając trójkąt dany, utwórzmy drugi trójkąt którego bokami są linie 
łączące wierzchołki ze środkami boków przeciwnych pierwszego ; tymże samym 
sposobem utwórzmy trzeci trójkąt z drugiego, i tak dalćj nieograniczenie. 
Jaka jest granica summy powierzchni wszystkich tych trójkątów ? 

Ta granica równa się cztery razy powierzchni trójkąta danego. 
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'1'EORYA ELEMENTARNA LOGARYTMÓW. 

DEFINIGYE LOGARYTMOW. 

396. DEFINICYA. Jeżeli weźmiemy pod rozwagę dwa pos tępy , 
jeden ilorazowy, którego pierwszym wyrazem jest j edność , drugi 
różnicowy zaczynający się od zera, to wyrazy drugiego nazywają 
się logarytmami (z greckiego logos s tosunek i arithmos liczba) wyra-
zów zajmujących toż samo miejsce w pierwszym. 

I tak , niech będą dwa postępy : 

[1| 

mr jest logarytmem 

U W A G A . Logarytm liczby uważanćj osobno jes t całkiem dowol -
nym. Gdyby chciano wiedzieć jaki jest logarytm Set, to pytanie nie 
miałoby żadnego znaczenia, dopókiby nie zgodzono się na wybór 
postępów, określających układ logarytmów o k tó rym jest m o w a . 

W e wszystkich układach, logary tmem 1 jest 0. 
397. UOZCIĄGNIEJ^IE OKREŚLENIA. Wed ług definicyi poprzedzającej , 

kiedy się wybierze dwa postępy określające układ łoga ry tmówj 
zdaje się że l iczby, nie wchodzące w skład postępu i lorazowego, 
nie mają l oga ry tmów; zobaczymy w jaki sposób, rozciągając to 
określenie, zostaje się przywiedzionym do uważania każdej liczby 
większej od jedności jako mającć j swój logarytm. 

Wyobraźmy sobie że się wstawia między d w o m a wyrazami każ-
dego z pos tępów [IJ tęż samą liczbę ś r e d n i c h ; o t rzymamy (373, 384) 
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dwa nowe postępy, zaczynające się jeden od 1, drugi od O, i w i\ló-
rych wyrazy odpowiednie postępów pierw^otnych odpowiedzą sobie 
jeszcze. Powiemy więc że wyrazy świeżo wprowadzone, do postępu 
różnicowego, są logarytmami wyrazów zajmujących toż samo 
miejsce, wprowadzonych do postępu ilorazowego. ^ 

3 9 8 . T W I E R D Z E N I E . Aby to rozciągnienie określenia dało się przy-* 
puścić, potrzeba dowieść że, jeżeli, wstawiając różne liczby ś red-
nich, otrzymamy tęż samą liczbę, dwoma sposobami różnśmi, w po-
stępie ilorazowym, znajdziemy dla niej, dwoma sposobami, tenże 
sam logarytm. 

Przypuśćmy naprzód że wstawia się [p — 1) średnich między 
wyrazy po sobie następującemi postępów [1], stosunkiem postępu 
ilorazowego będzie (383) \ q ; a stosunkiem postępu różnicowego 

będzie (371) 

Tym sposobem wyraz, zajmujący miejsce (A -f-1) , w pierwszym, 

będzie [\ qY ; a wyraz odpowiedni, w drugim, będzie 

Przypuśćmy teraz że się wstawia, między wyrazy po sobie nastę-
pujące postępów [1], inną liczbę [p'— 1) średnich, wyraz, zaj-
mujący miejsce [k' - j - 1), w pierwszym, będzie (y/y)^', a wyraz 

odpowiedni, w drugim, będzie 

Chcemy dowieść że, jeżeli mamy : 

[21 

będziemy mieli także : 

albo 

Jeżeli, w rzeczy samej, podniesiemy obie strony równości [2] do 
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potęgi pij', otrzymamy : 

albo 

f 

a ta ostatnia równość pociąga za sobą oczywiście : 

albo 

Więc, jeżeli można ivproivodzić też samą liczbę, dwoma sposobami 
różnemi, iv postęp ilorazowy, znajdzie się też dla niej, dwoma sposo-
bami, tenże sam logarytm. 

3 9 9 . T W I E R D Z E N I E . Jeżeli otrzymujemy logarytmy irstawiając 
pewną liczbę średnich między wyrazy po sobie następujące dwóch 
postępów, a potem inne logarytmy wstawiając inną liczbę średnich, 
to te różne logarytmy mogą być uważane jako wchodzące w skład jedy-
nego i tegoż samego układu. 

Aby to dowieść, nważmy że, jeżeli, między wyrazami po sobie 
nas tępującemi postępu ilorazowego, wstawi się naprzód { p — 1 ) 
średnich, potćm {p'—1) średnich, wszystkie wyrazy o t rzymane, 
w j ednym i d rug im przypadku, wchodzą w skład j edynego i tegoż 
samego pos tępu , który otrzymałoby się vvstavvi.ijąc — 1) ś red-
nich. W rzeczy samej , jeżeli się wstawi {pp'— 1) średnich między 
dwa wyrazy po sobie następujące a i b, jakiegokolwiek postępu 
ilorazowego, wyraz b będzie za jmował , po tem wstawieniu 
[pp' - j - ly^ miejsce. Gdy więc, w postępie tak utworzonym liczy 
się wyrazy co / / , poczynając od drugiego, to jest {p' l)ty^ 
( 2 p ' - f - ( 3 / ) ' - f - j znajdzie się wyrazem p^j^ tego 
ciągu. Otóż, ponieważ q jest stosunkiem postępu nowego, wy-
razy tym sposobem oznaczone są odpowiednio róvvnemi aqp', 

' aq-P', oq^P' ; te wyrazy są więc w pos tęp ie ; i można uważać 
je j ako tworzące (p — 1) średnich między a i b. Podobnież , 
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jeżeli się liczy wyrazy co p, poczynając od drugiego, /j znajdzie 
się wyrazem tego drugiego c i ą g u ; i te wyrazy będą mogły 

być uważane jako tworzące ( / > ' — ! ) ś rednich między a i b. 

Podobna uwaga stosuje się do pos tępu różnicowego : widzimy 
więc że d w a układy o t rzymane przez wstawienie oddzielne {p — 1) 
średnich i {p' — 1) średnich, są zamknię te w układzie j e d y n y m , ^ 
który odpowiada dla {pp'— 1) średnich. 

Na przykład, jeżeli a i b oznaczają dwa wyrazy po sobie nastę-
pujące jakiekolwiek postępu ilorazowego albo różnicowego, i gdy 
się ws tawi między a i b, naprzód trzy ś rednie , po tem pięć ś re-
dn ich , w sposób taki aby tworzyły postępy : 

jeżeli się wstawi później (4 X 6 — 1) albo 25 ś rednich , utworzy 
się pos tęp nowy, w którym AJ, A.2, A3 za jmą miejsca 7, 13, 19, 
a BI, BI, B3, B4, B5, miejsca 5, 9, 13, 17, 21. 

4 0 0 . T W I E R D Z E N I E . Można wstawić, miedzy wyrazy następujące 
po sobie postępu ilorazowego, dostatecznie wielką liczbę średnich, ażeby 
dwa wyrazy po sobie następujące jakiekolwiek postępu nowego różniły 
się tak mało jak tylko się podoba. 

W rzeczy s a m e j , jeżeli q oznacza stosunek postępu danego, 
i gdy się wstawi (m — 1) średnich między dwa każde po sobie 
nas tępujące wyrazy, to s tosunkiem postępu nowego będzie • 
przeto d w a wyrazy po sobie nas tępu jące tego postępu będą 

qY i (ip a ich różnica będzie : 

a lbo 

Otóż, gdy m wzrasta nieograniczenie, q — l ) dąży do zera^ 
Gdyż, dla sprawdzenia że mamy, dla wszelkiej wartości dostatecznie 
wielkiej na m. 
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jakkolwiek niałem jest t, dosyć jes t dowieść że m a m y , w tychże 
samych okolicznościach : 

albo 

a ta ostatnia nierówność jest oczywistą, ponieważ wiemy (381), że 
potęgi liczby większej od 1 rosną , bez granic, z ich wykładnik iem. 

Tak więc czynnik — l ) dąży do ze ra ; przeto y'q dąży do 

j e d n o ś c i ; toż samo się dzieje z (v ponieważ k jest s ta łem. 

Wynika ztąd, że wieioczyn (p q)'' {y^q — l ) może stać się tak 

małym jak się tylko podoba, byleby położono za m war tość d o s t a -

tecznie wielką. Co było do dowodzenia . 

401. U W A G A . Wynika z twierdzenia (400), ;że liczby, których 
logarytmy są określone w numerach poprzedzających, rosną sto-
pniami i są tak zbliżone do siebie jak się tylko podoba . JeżeUby 
ograniczono się wszelako na tem określeniu, byłaby nieskończona 
ilość liczb które musiałyby być uważane jako nie mające łogary tmów. 
Wiemy, na przykład (386), że, jakakolwiek jest liczba średnich 
wstawionych między wyrazy pos tępu ilorazowego, 

żaden z tych wyrazów średnich nie jes t wymie rnym. Wszystkie 
liczby wymierne mogą, przeciwnie, wprowadz ić się, j ako średnie , 
w pos tęp różnicowy, 

A zatćm, w układzie łogarytmów określających te dwa pos tępy, 
liczby wymierne, które nie są całkowitemi, są wszystkie logarytmami 
liczb niewymiernych ; a liczby wymierne, które nie są potęgami z 10, 
jako nie mogące luchodzić w skład postępu ilorazowego, powinny być 
uważane jako nie mające łogarytmów. 

4 0 2 . D E F I N I C Y A ŁOGARYTMÓW L I C Z B Ł T Ó R E N I E MOGĄ W C H O D Z I Ć 

w SKŁAD POSTĘPU I L O R A Z O W E G O , Kiedy liczba nie może być w p r o w a -
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dzoną do postępu ilorazowego, je j logarytm, który nie może być 
wymiernym (401), określa się sposobem nas tępującym : 

Logarytm liczby N, która nie może wchodzić w skład postępu ilo-
razowego, jest większy jak liczby wymierne które są logarytmami 
liczb niższych od N, a mniejszy jak liczby wymierne które są loga-
rytmami liczb wyższych od N. 

Na przykład, w układzie okreś lonym przez postępy n "̂" 401, 
liczba 37 nie wchodzi w skład pos tępu i lorazowego. Dla określenia 
je j logary lmu, wyobraźmy sobie że się wstawia między 10 i 100 
liczbę znakomitą średnich i lorazowych, i pomiędzy 1 i 2 tęż samą 
liczbę ś rednich różnicowych ; o t rzymamy, w postępie i lorazowym, 
dwa wyrazy po sobie nas tępujące zawierające między sobą liczbę 37, 
i których logarytmy wymie rne , bardzo mało różniące się jeden 
od drugiego, będą zawierały między sobą, logarytm 37. War to ść 
tego logary tmu będzie, wreszcie, doskonale oznaczoną : gdyż ta 
wartość jes t granicą spólną, do którćj będą dążyły logarytmy dwóch 
liczb zawierających między sobą 37, kiedy liczba średnich ws ta -
wionych będzie wzrastać nieograniczenie. 

4 0 3 . T W I E R D Z E N I E . W y n i k a , z tego wszystkiego co poprzedza, 
że każda liczba, większa od 1, 77ia sivój logai^ytm. 

F O a Ó L N I E N U DOTYCZĄCE LICZB NIEWYMIERNYCH. 

4 0 4 . D E F I N I C Y A OGÓLNA LICZB NIEWYMIERNYCH. Określimy " ( 4 0 2 ) że 
logarytmami liczby, są liczby wymierne większe, jako i liczby wy-
mierne mniejsze , a o ile możności na jmnie j różniące się od wartości 
istotnego logary tmu. W t ćm wszystkiem co poprzedza, rozumiemy 
oczywiście przez istotny logarytm liczby danej gi^anicę do której 
dąży logarytm tejże liczby. Ten sposób jest sposobem zwyczajnym 
określenia dla liczb n iewymiernych . Niektóre objaśnienia nad tym 
przedmiotem będą pożyteczne. 

Istnieją wielkości nie mające spólnej miary . W i e m y , na przykład, 
że przekątna k w a d r a t u nie ma spólnćj miary z jego b o k i e m ; toż 
samo rozumieć się powinno o przekątnej sześcianu i j ego krawędzi. 
W tym przypadku, s tosunek dwóch wielkości nie może być przed-
s tawionym przez żadną liczbę, całkowitą albo u ł amkową ; mówi 
się że ten s tosunek jest n iewymiernym. 
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Dla określenia liczby niewymiernój , można tylko wskazać w jaki 
sposób wielkość, iUóra]ta liczba wyraża może się tworzyć za pomocą 
jedności . Przypuśćmy, naprzykład, że żądamy określ ić \ /2 , będący 
liczbą n iewymierną przedstawiającą wielkość należycie oznaczona, t o 
jest długość przekątnej kwadra tu wystawionego na boku r ó w n y m je -
dnośc i? Powiemy wtedy że liczba jest większą-albo mniejszą od \/2, 
s tosownie jak jej kwadra t jest większym lub mniejszym od 2. I, to 
przypuściwszy, po przyjęciu pewnej jedności długości , uważać 
będziemy wszystkie liczby jako wyrażające długości odniesione do 
tejże samej linii prostej , w tymże samym kierunku, poczynając od^ 
tegoż samego początku. Część tej linii przyjmie kańce długości 
mierzone przez liczby mniejsze od : a druga część przyjmie 

końce długości mierzone przez liczby większe od Pomiędzy 
temi dwiema stronami, nie będzie mógł istnieć żaden przedział 
rozciągłości skończonej ; gdyż liczby jednej seryi różnią się, tak 
mało jak się tylko podoba , od liczb drugiej . Nie pozostanie więc 
między niemi jak tylko jjwikt odgraniczenia; a odległość, w jakiej 
ten punkt znajduje się od początku, jest, przez określenie, zmie-
rzoną przez s f ł . 

Ograniczyliśn)y się na określeniu wielkości którćj \/2 jest miarą . 
I , w rzeczy samćj , zdaje się n iepodobnem okreś lenie wpros t liczby 
oderwanej . Jeżeli zastanowimy się nad określeniami danemi , nawet 
w przypadkach prostych liczb całkowitych i u łamkowych , zobaczymy 
że te określenia są tylko wskazaniem działania, za pomocą którego 
wielkość, k tórć j liczby są miarą , pochodzi z jedności . 

405. D O D A W A N I E I O D C I Ą G A N I E . Dodać lub odciągnąć liczby nie-
wymierne , jest to znaleźć liczbę wyrażającą s u m m ę lub różnicę 
wielkości które mierzą liczby dane. 

406. M N O Ż E N I E . Jeżeli mnożnik jest wymie rnym, nie m a żadnej 
zmiany do zrobienia w określeniu. Tak więc, mnożyć przez 7, 
jest to znaleźć liczbę wyrażającą wielkość 7 razy większą od wiel-

- 3 

kości którą wyraża \/2. Mnożyć przez ^ , jes t to znaleźć 

liczbę wyrażającą wielkość równą ^ tej wielkości k tórą mierzy y ^ . 
Lecz jeżeli mianownik jest n iewymiernym, potrzeba nowego okrc 
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ślenia. Nazwiemy wieloczynem liczby A przez liczbę n iewymierną B, 
liczbę mnie jszą jak wieloczyn z A przez liczbę wymierną jakąkol-
wiek wwższą od B, a większą jak wieloczyn z A przez liczbę wy-
mierą jakąkolwiek mniejszą od B. 

407. D Z I E L E N I E . Dzielić liczbę A przez liczbę B, jes t to znaleźć 
trzecią liczbę k t ó r a / pomnożona przez dzielnik, powinna wydać 
dzielną A. To określenie s tosuje s ię , do jakichkolwiek bądź 
liczb A i B, wymiernych lub n iewymiernych. 

408. P I E R W I A S T K I . Pierwiastek m ŷ liczby niewymiernćj jest 
liczba która, .wzięta m razy jako czynnik, tworzy wieloczyn równy 
liczbie danś j . 

Widz imy że j edyne działanie, wymagające rzeczywiście definicyi 
nowćj , jes t działanie m n o ż e n i a ; wszystkie inne wiążą się z n iśm 
ściśle. 

4 0 9 . T W I E R D Z E N I E . Można zawsze znaleić dwie liczby wymierne, 
mające różnice tak małą jak de tylko podoba, i zawierające między 
sobą liczbę niewymierną daną. 

W rzeczy samćj , niech będzie n, liczba całkowita jakakolwiek; 
jeśli weźmiemy pod uwagę ciąg : 

widzimy że jego wyrazy wzrastają bez g r a n i c y ; a ponieważ te wy-

razy zaczynają się od zera, bczba dana, jakakolwiekbądź, jest ko-

niecznie zawartą między dwoma z pomiędzy nich, 

I można wziąć n dostatecznie wieikićm aby ich różnica, którą jest 

- , była tak małą jak się tylko podoba. 

4 1 0 , ROZCIĄGNIENIE T W I E R Z D E Ń DOWIEDZIONYCH DLA LICZR W Y M I E R -

NYCH, DO PRZYPADKU LICZB N I E W Y M I E R N Y C H . Twierdzenie poprzedza-
jące dozwoli oczywiście rozciągnąć do liczb niewymiernych twier-
dzenia nas t ępu jące , które już zostały dowiedzione dla liczb 
wymiernych . 
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1° Porządek czynników w mnożeniu jest dowolny ; lub inaczśj 
wieloczyn ilukolwiek czynników nie zmierda swej wartości gdy się 
przemienia porządek tych czynników. 

2° Aby pomnożyć daną liczbę przez wieloczyn wielu czynników^ 
mnoży się ją kolejno przez te różne czynniki. 

Aby pomnożyć wieloczyn kilku czynników przez daną liczbę, 
dosyć pomnożyć jeden z czynników przez tę liczbę. 

h° Aby pomnożyć wieloczijn dany przez drugi, dosyć utimrzyć 
icieloczyn jedyny z czynników mnożnej i mnożnika. 

5" Wieloczyn potęg jednej liczby jest potęgą tej liczby, i ma za 
wykładnik summę wykładników. 

WŁASNOŚCI LOGARYTMÓW. 

4 1 1 . T W I E R D Z E N I E I . Logarytm wieloczynu dwóch czynników jest 
równy summie log ary tmów jego czynników. 

Niech będą dwa postępy : 

określające układ jakikolwiek logarylmów. Wyrazy pierwszego są 
potęgami po sobie nas tępującemi s tosunku q\ wyrazy drugiego 
są mnożnikami po sobie idącemi s tosunku r . 

Jeżeli się rozmnoży j e d e n przez drugi , dwa wyrazy pos tępu ilora-
zowego, g-™ i otrzyma się wieloczyn + który, oczywiście, 
jest { m - \ - n wyrazem tegoż samego p o s t ę p u ; jeżeli się 
doda logarytmy wyrazów i które są mr i nr, o t rzyma się 
s u m m ę {m n)r, k tóra jest oczywiście {m-\- n wyrazem 
postępu różnicowego, a, przeto, logarytmem + twierdzenie 
jest więc dowiedzionem. 

4 1 2 . UOGÓLNIENIE. Dowodzenie poprzedzające przypuszcza że 
liczby uważane wchodzą w skład tegoż samego postępu ilorazowego. 
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Jest ono błęcinśin dla łogarytmów niewymiernych określonych 

w 402. 

Aby dowieść że, w tym przypadku, twierdzenie jest jeszcze do-

k ładnem, uważa jmy że, jeżeh się weźmie dwie liczby jakiekolwiek 

N i N', można zawsze wstawić w postępy dostateczną ilość ś re -

dn ich , aby wyrazy wzrastały s topniami bardzo ma łemi , i że, zatem, 

znajdzie się dwa wyrazy Nj i N'i, różniące się, tak mało jak się 

tylko podoba , od N i od N'. Otóż mamy (411) : 

Pierwszy członek różni się, tak mało jak się tylko podoba , 
od log (N X N'). a d r u g i , tak mało jak się tylko p o d o b a , od 
l o g N - | - l o g N ' ; jest więc n iepodobna , żeby l o g ( N x N ' ) i logN- j - logN' 
mogły mieć różnicę oznaczoną j akąko lwiek : zatem, te dwie ilości 
są sobie równemi . Co było do dowodzenia . 

4 1 3 . ROZCIĄGNIENIE DO PRZYPADKU WIĘCEJ JAK DWÓCH CZYNNIKÓW. 

Twiei^dzenie poprzedzające rozciąga sie do liczby ilukolwiek czynników. 
Niech będzie, na p rzyk ład , wieioczyn czterech czynników abcd, 
m a m y oczywiście : 

[1] 

2» Możnaby to jeszcze w ten sposób wyprowadzić : » 

Niech będą , na przykład, cztery czynniki a, b, c, c?, z których 
każdy jes t większym jak jedność; o t rzymamy kolejno : 

Dodając s t ronami, i znosząc wyrazy \o<^{hcd) i log (er/) spólne 
obu s t r o n o m , zna jdu je się : 
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4 1 4 . TWIERDZENIE I I . Logarytm potęgi całkowitej i dodatnej 
pewnej liczby jest ivieloczynem logarytmu tej liczby przez wykładnik 
potęgi. 

To twierdzenie jest nas tęps twem poprzedzającego. Niech będzie, 
w rzeczy samej , a"" potęga wzięta pod uwagę ; mamy : 

I t j I w 

Dowodzenie stosuje się oczywiście, do jakiegokolwiekbądź wy-
kładnika całkowitego i dodatnego. 

Tak więc, [2] 

4 1 5 . TWIERDZENIE I I I . Logarytm ilorazu jest równy przewyżce 
logarytmu dzielnej nad logarytmem dzielnika. 

Niech będzie iloraz | , który oznaczymy przez q ; mamy : 

więc : 
zkąd : 

UWAGA. Przypuszcza się w twierdzeniu poprzedzającym, że 

iloraz ^ jest większym jak 1 ; gdyż tylko logarytmy liczb wię-

kszych jak 1 łjyły określone. 

T W I E R D Z E N I E I V . Logarytm pierwiastku z pewnej liczby jest 
równy logar^ytmowi tej liczby, podzielonemu przez wskazówkę pier-
wiastku. 

Niech będzie pierwiastek \'7i, który oznaczymy przez r ; m a m y , 
z określenia ; 
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zkąd wypływa (414) ; 

a zatem, 

4 1 7 . UAVAGA. Cztery twierdzenia poprzedzające pokazują , że mno-
żenie wielu czynników może być zastąpionóm przez dodawanie ich 
logarytmów; dzielenie, przez odciąganie dwóch l o g a r y t m ó w ; podno-
szenie do potęgi, przez mnożenie logarytmu liczby przez w y k ł a d n i k ; 
i nakoniec , wyciąganie pierwiastku, przez dzielenie logarytmu liczby 
przez wskazówkę pierwiastku. 

Lecz potrzeba, dla skorzystania z tych uproszczeń, mieć tablicę 
logarytmów, i umieć w nićj znaleźć logarytm liczby danć j , i liczbę 
odpowiednią logarytmowi danemu. 

UKŁAD I ROZPORZĄDZENIE TABLIC LOGARYTMOWYCH. 

4 1 8 . LOGARYTMY POSPOLITE. W r achunkach liczebnych, używa 
się wyłącznie układu logarytmów określonego przez dwa postępy : 

W tym układzie. Jakakolwiek patega z 10 ma za logargtm jej 
wykładnik. Gdyż, logarytm z 10 będąc m a m y : 

Logarytmy loszystkich innych liczb, całkowitych lub ułamkoicych, 
są nieioymicrne (401). 

4 1 9 . GEGIIA. Zowie się cechą albo charaktei^ystyką logary tmu 
liczby, część całkowita tego logarytmu. Liczby zawarte między 
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1 i 10, to jest mające część całkowitą złożoną z j ednś j cyfry, ma ją 
za logarytmy liczby zawarte między O i 1 ; cechą ich jest zero. 
Liczby zawarte między 10 i 100, to jest ma jące część całkowitą 
złożoną z dwóch cyfer, ma ją logarytmy zawarte między 1 i 2 ; ich 
cechą jest 1. Ogólnie, liczby zawarte między 1 0 " - ' i 10" m a j ą część 
całkowitą złożoną z n cy fe r ; a ich logarytmy, będąc zawarte mię -
dzy (n — 1) i n j ednośc iami , mają z^ cechę (n — 1) jedności. 

'NVięc cecha logarytmu liczby zawiera iv sobie tyle jedności ile jest 

cyfer v) części całkowitej liczby, mniej jedną. 

4 2 0 . T W I E R D Z E N I E . Kiedy się mnoży albo się dzieli liczbę, przez 
pewną potęgę z 10, część dziesiętna jej logarytmu nie zmienia się ; lecz 
cecha jej jest powiększoną lub zmniejszoną o tyle jedności ile ich się 
znajduje w wykładniku potęgi. 

W rzeczy samej, mamy (411 i 414) : 

twierdzenie zaś (415) da je : 

4 2 1 . UKŁAD TABLIC. Rachu je się i wpisuje w tablice tylko loga-
rytmy liczb całkowitych. Ponieważ wszystkie te logarytmy są n ie -
wymiernemi ( 4 0 1 ) , nie można obliczyć ich jak tylko z pewnem 
przybliżeniem; poprzestaniemy, ogólnie, na dok ładnem ot rzymaniu 
siedmiu lub ośmiu pierwszych cyfer dziesiętnych. 

Definicya, którą daliśmy (402), prowadzi do wartości przybliżonej 
logarytmu pewnej liczby. Gdyż, jeżeli się wstawi w postępy liczbę 
znakomitą średnich, znajdą się tam dwa wyrazy po sobie następu-
jące postępu ilorazowego, zawierające między sobą liczbę daną , 
i w których logarytmy będą wartościami przybliżonemi jej loga-
rytmu. 

Lecz ten sposób byłby nadzwyczajnie długim i bardzo m o z o l n y m ; 
i pokażemy, na przykładzie, ile wymagałby on działań do wykona-
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nia. Podamy, wreszcie, w trzecim tomie naszej algebry, sposoby 
daleko prędsze, do obrachowania łogarytmów. 

PRZYKŁAD. Chcemy obrachoiuać logarytm 1 8 5 5 . 

Ponieważ liczba 1855 jes t zawartą między 1000 i 10000, je j 
logarytm jest zawartym między 3 i h. Jeżeli się wstawi jedną średnią 
między 1000 i 10000 w postępie i lorazowym, i j edną średnią mię -
dzy 3 i 4 w postępie różnicowym, znajdziemy 

dla wartości pierwszej, 3,5 zaś dla wartości drugiej. Tak więc : 

Ponieważ wyrażenie l iczebne 1855 jest zawar tśm między 1000 
i a, jego logarytm jest zawarty między 3 i 3,5. Jeżeli się wstawi 
j edną średnią między 1000 i a w postępie i lorazowym, i j edną 
ś rednią między 3 i 3,5 w postępie różnicowym, znajdzie się, dla 
pierwszój , 

a dla drugiej . 

Tak więc : 

Ponieważ liczba 1855 jest zawartą między a i b, j e j logarytm jest 
zawartym między 3,25 i 3,5. Jeżeli się wstawi dwie nowe średnie, 
znajdzie się, oznaczając pierwszą przez c : 

Podobnie , gdy liczba 1855 jest zawartą między b i c, je j lo-

garytm jest zawartym między 3,25 i 3,375. Nowe działanie daje : 
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Prowadząc dalej lym sposobem rachunki , tworzy się tablica na-
stępująca : 

Porównywając, z jednej strony n i w, a z drugićj k i m, 
mamy : 

zkąd 

otóż widzimy że (n — m) jest prawie połową [k — w), 

Porównywając, obok tego, z jednej strony, logn i log w, 
z drugićj, log A; i l o g m , mamy : 

zkąd : 

otóż widzimy że (log — l o g w) jest połową (log A; — logm). Tak 
więc różnice między liczbami są między sobą jak różnice między 
ich logarytmami. Jeżeli się przyjmie że, dla liczb tak do siebie 
zbliżonych, ta proporcyą jest dokładną, wyciągnie się ztąd bez-
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pośrednio logarytm 1854. Możemy powiedzieć, w rzeczy samej : 
jeżeli dla różnicy między n i w, równe j 0,5214, zna jduje się, 
między ich logarytmami, różnicę równą 12207 jedności ósmego 
porządku, jaka będzie, dla różnicy 0,1425 między 1855 i 1854, 8575, 
różnica x l oga ry tmów? tym sposobem pos tępując otrzymamy : 

jedności porządku. 

Dodając przeto tę liczbę do logarytmu m, znajdziemy : 

4 2 2 . ROZPORZĄDZENIE TABLIC LOGARYTMOWYCH CALLET 'A. Pierwsza 
tablica jest zupełnie p r o s t ą ; zamyka ona w sobie liczby całkowite 
od 1 aż do 1200, urządzone, podług ich porządku, w kilka ko lumn, 
na wierzchu którycli widzimy literę N, początkową wyrazu f r a n -
cuzkiego nombre oznaczającego liczbę; obok i po p rawćj s tronie tych 
ko lumn , spostrzega się inne z napisem na wierzchu Log., litery 
początkowe wyrazu logarytm ; tak że każda kolumna liczb ma bez-
pośrednio po sobie ko lumnę swych logary tmów, i że każdy logarytm 
jes t położony, po prawćj stronie i w linii prostej liczby odpowiada-
jące j t e m u logarytmowi. Opuszczoną została cecha logary tmów, 
gdyż rozpoznać ją ła two przez samo obejrzenie liczby ( 4 1 9 ) . Każdy 
logarytm jest danym z ośmioma cyframi dzies ię tnemi . 

Ta tablica jest nazwaną Chiliade I, gdyż w rzeczy samćj zamyka 
ona w sobie logarytmy piśrwszego tysiąca. [Chiliade jest wyraz 
grecki przerobiony na francuzki który oznacza zbiór tysiąca 
jedności . ) 

Tablice nas tępujące są t rochę więcś j złożone : rozciągają się 
one od 1020 aż do 108000. Pićrwsza ko lumna , którą się tam spo-
strzega po lewej s tronie, nosząca napis N, zawiśra liczby całko-
wite od 1200 aż do 10800. Kolumna nas tępująca , oznaczona O, 
przedstawia części dziesiętne logary tmów odpowiadających tym 
l i c zbom; tak że połączenie tych dwóch ko lumn tworzy ciąg tablicy 
piśrwszój , i daje natychmiast logarytmy liczb od 1200 aż do 10800. 
Każdy z tych logarytmów m a tylko s iedm pierwszych cyfer dzie-
siętnych. 
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Jeżeli zwrócimy uwagę na kolumnę mającą za nagłówek N, 
to spostrzeżemy że liczby, składające ją, nie są wszystkie napisane 
w ca łośc i ; dwie ostatnie cyfry po prawej stronie każdej z nich są 
same położone na swem mie j scu ; co do innych, widzimy jc na 
pięć razy raz tylko jeden wskazane. Lecz łatwo w czytaniu wrócić 
je do należytego stanu. 

Jeżeli zwrócimy uwagę na kolumnę oznaczoną O, widzimy, po 
lewój stronie tej kolumny, pewne liczby oddzielone, ze trzech skła-
dające się cyfer, które postępują zawsze powiększając się o jedność, 
i które nie są w odległościach zupełnie równych, jedne od drugich. 
Po prawej stronie tejże samej kolumny, są liczby, z czterech cyfer 
każda, nie zostawiające przedziału między sobą ; tak że możnaby 
było mniemać, że pewne logarytmy mają tylko cztery cyfry, gdy 
tymczasem inne mają ich siedm. 

Lecz nie powinno to wcale nikogo mylić; każda bowiem liczba 
oddzielona może być uważana jako napisana pod nią samą, naprze-

• ciwko każdej z liczb czterocyfrowych znajdujących się w tejże sa-
mej kolumnie, i to tyle razy ile jest potrzebnem aby każdy wiersz 
był zapełnionym : wtedy więc gdy się nie znajduje, naprzeciwko 
pewnej liczby, jak tylko cztery cyfry w kolumnie oznaczonej O, 
potrzeba napisać, po lewój stronie tych czterech cyfer, liczbę oddzie-
loną z trzech cyfer, najbliższą na którą się natrafia podnosząc wzrok 
do góry. 

Kiedy dwie liczby są dziesięć razy większe jedna od drugiej, 
ich logarytmy mają za różnicę logarytm 10 który jest 1, a tem 
samem, ich część dziesiętna jest tąż samą (420). Tym sposobem 
połączenie dwóch i)ierwszych kolumn, o których niedawno mówi-
liśmy, daje także, co dziesięć, logarytmy liczb zawartych między 
10200 i 108000. Dla znalezienia logarytmów liczb pośrednich, 
potrzeba uciec się do kolumn oznaczonych 1, 2, 3, 4, i t. d. Te 
kolumny zamykają w sobie cztery ostatnie dziesiętne logarytmów 
liczb, zakoiiczonych przez cyfry które są na czele tych kolumn. Tym 
sposobem kolumna oznaczona O zamyka w sobie cztery ostatnie 
cyfry logarytmów liczb, zawartych między 10200 i 108000, które 
są zakończone przez zero, i oprócz tego liczby oddzielone o których 
już mówiliśmy, a które powinny być także uważane jako położone 
po lewój stronie cyfer które zamykają inne kolumny. Kolumna 
oznaczona 1 zamyka w sobie cztćry ostatnie cyfry logarytmów 
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wszystkich liczb zakończonych przez 1 ; kolumna oznaczona 2, 
zamyka cztćry ostatnie cyfry logarytmów wszystkich liczb zakoń-
czonych przez 2 ; ko lumna oznaczona 3, zamyka cztśry ostatnie 
cyfry logarytmów wszystkich liczb zakończonych przez 3 ; i tak 
dalej aż do 9. Mamy, w ten sposób, tablicę w dwóch rzędach, 
w którćj bada się naprzód piśrwszą kolumnę, oznaczoną N ; a , kiedy 
się wynajdzie cztery pierwsze cyfry, liczby które j chcemy otrzymać 
logarytm, śledzi się wzrokiem wiersz w k tó rym te cyfry się zna jdują , 
aż się przybędzie nakoniec do kolumny na czele którćj znajduje się 
piąta cyfra liczby dane j ; wtedy mamy przed oczyma cztery ostatnie 
cyfry dziesiętne logarytmu szukanego. Co się tyczy trzech pierwszych 
cyfr, to są one wyrażone przez liczbę oddzieloną, w drugićj ko -
lumnie , a mianowicie w najbliższej na którą natrafiamy podnosząc 
wzrok do góry. 

Ostatnia k o l u m n a zawiera różnice logarytmów dwóch liczb po so-
bie nas tępujących o pięciu cyfrach i części tych różnic, to jest w i d o -

1 2 3 . czyny tychże samych różnic pomnożone przez — , — , — ; i t . d . , 

9 
aż do — . Każda z tych małych tablic znajduje się położoną bez-

pośrednio pod różnicą której ta tabliczka wskazuje części. Dzieli się 

ona na dwie kolumny przez linią p ionową : na lewo są liczby 

dziesiętne od 1 aż do 9 ; na prawo i naprzeciwko, są części o d p o -

wiadające. Zobaczymy nieco dalej jaki jest użytek tych tablic. 

Lecz, na początku tablic, te różnice jako nadto liczne, a, tćm samem 
znajdujące się bardzo blisko jedne drugich, niedozwoliłyby umie-
szczenia w jedne j ko lumnie małych tablic części proporcyonalnych 
w przestrzeni któraby się znajdowała między niemi. Dla tego to 
właśnie urządzono je naprzód w dwóch kolumnach : pierwsza z tych 
różnic z a j m u j e pierwszą k o l u m n ę ; dwie następne, nie wychodząc 
z linii poziomej w której powinny być umieszczone, są odsunięte 
na p rawo, i z a jmu ją drugą k o l u m n ę ; dwie różnice po sobie nastę-
pujące zna jdu ją się w pierwszej kolumnie , a dwie następne w dru-
giej : i tak dalć j . Na cztćrech pierwszych stronicach, nie umie-
szczono w tablicach części tych różnic jak tylko co dwie. 

Dla zrobienia tych wyłożeń jaśniejszemi, załączamy tu jedną 
ze stronic tablicy CalleCa. 
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n . 7 6 8 . L. 8 8 5 . 4 9 7 

N. 0 1 2 3 / I 5 6 1 7 8 9 D I F F . 

7 6 8 0 8 8 5 . 3 6 1 2 3 6 6 9 3 7 2 5 3 7 8 2 3 8 2 8 3 8 9 5 3 9 5 1 4 0 0 8 4 0 6 5 4 1 2 1 5 7 

8 1 4 1 7 8 4 2 3 4 4 2 9 1 4 3 4 7 4 4 0 4 4 4 6 0 4 5 1 7 4 5 7 3 4 0 3 0 4 6 8 6 1 6 

8 2 4 1 4 3 4 8 0 0 4 8 5 6 4 9 1 3 4 9 6 9 5 0 2 6 5 0 8 2 5 1 3 9 5 1 9 5 5 2 5 2 2 1 1 

8 3 5 3 0 8 5 3 6 5 5 4 2 1 5 4 7 8 3 5 3 4 5 5 9 1 5 6 4 7 5 7 0 4 5 7 6 1 5 8 1 7 3 1 7 

8 4 5 8 7 4 5 9 5 0 5 9 8 7 6 0 4 3 6 1 0 0 6 1 5 6 6 2 1 3 6 2 6 9 6 3 2 6 6 3 8 2 
4 2 3 on 

7 C 8 5 6 4 . - 5 9 6 4 9 5 6 5 5 2 6 6 0 8 6 6 6 5 6 7 2 1 6 7 7 8 6 8 3 4 6 8 9 1 0 0 4 7 
5 29 

8 6 7 9 0 4 7 0 6 0 7 1 1 7 7 1 7 3 7 2 3 0 7 2 8 6 7 3 4 3 7 3 9 9 7 4 5 6 7 5 1 2 
6 3 4 

8 7 7 5 0 9 7 6 2 5 7 6 8 2 7 7 3 8 7 7 9 5 7 8 5 1 7 9 0 8 7 9 6 4 8 0 2 1 8 0 7 7 
7 

8 
4 0 

4 6 

8 8 

8 < ) 

8 1 3 4 8 1 7 0 8 2 4 7 8 3 0 3 8 3 6 0 8 4 1 9 8 4 7 3 8 5 2 9 8 5 8 6 8 6 4 2 9 5 1 
8 8 

8 < ) 8 6 9 9 8 7 5 5 8 8 1 2 8 8 6 8 8 9 2 5 8 9 8 1 9 0 3 7 9 0 9 4 9 1 5 0 9 2 0 7 
7 6 9 0 9 2 6 3 9 3 2 0 9 3 7 6 9 4 3 3 9 4 8 9 9 5 4 6 9 6 0 2 9 6 5 9 9 7 1 5 9 7 7 2 

9 1 9 8 2 8 9 8 8 5 9 9 4 1 9 9 9 8 

8 8 6 . 0 0 5 4 0 1 1 0 0 1 6 7 0 2 2 3 0 2 8 0 0 3 3 6 
9 2 0 3 0 3 9 4 4 9 0 5 0 6 0 5 6 2 0 6 1 9 0 6 7 5 0 7 3 2 0 7 8 8 0 8 4 4 0 9 0 1 

9 3 0 9 5 7 1 0 1 4 1 0 7 0 1 1 2 7 1 1 8 3 1 2 4 0 1 2 9 6 1 3 5 2 1 4 0 9 1 4 6 5 

9 4 1 5 2 2 1 5 7 8 1 6 3 5 1 6 9 1 1 7 4 8 1 8 0 4 1 8 6 0 1 9 1 7 1 7 7 3 2 0 3 0 

7 6 9 5 2 0 8 6 2 1 4 3 2 1 9 9 2 2 5 6 2 3 1 2 2 3 6 8 2 4 2 5 2 4 8 1 2 5 3 8 2 5 9 4 
9 6 2 6 5 1 2 7 0 7 2 7 6 3 2 8 2 0 2 8 7 6 2 9 3 3 2 9 8 9 3 0 4 6 3 1 0 2 3 1 5 8 
9 7 3 2 1 5 3 2 7 1 3 3 2 8 3 3 8 4 3 4 4 1 3 4 9 7 3 5 5 3 3 6 1 0 3 6 6 6 3 7 2 3 

9 8 3 7 7 9 3 8 3 5 3 8 9 2 3 9 4 8 4 0 0 5 4 0 6 1 4 1 1 8 4 1 7 4 4 2 3 0 4 2 8 7 

9 9 4 3 4 3 4 4 9 0 4 4 5 6 4 5 1 2 4 5 6 9 4 6 2 5 4 6 8 2 4 7 3 8 4 7 9 4 4 8 5 1 
7 7 0 0 4 9 0 7 4 9 6 4 5 0 2 0 5 0 7 6 5 1 3 3 5 1 8 9 5 2 4 6 5 3 0 2 5 3 5 8 5 4 1 5 

0 1 5 4 7 1 5 5 2 8 5 5 8 4 5 6 4 0 5 6 9 7 5 7 5 3 5 8 1 0 5 8 6 6 5 9 2 2 5 9 7 9 

0 2 6 0 3 5 6 0 9 2 6 1 4 8 6 2 0 4 6 2 6 1 6 3 1 7 6 3 7 3 6 4 3 0 6 4 8 6 6 5 4 3 

0 3 6 5 9 9 6 6 5 5 6 7 1 2 6 7 6 8 6 8 2 6 8 8 1 6 9 3 8 6 9 9 4 7 0 5 0 7 1 0 6 
0 4 7 1 6 3 7 2 1 9 7 2 7 5 7 3 3 2 7 3 8 8 7 4 4 5 7 5 0 1 7 5 5 7 7f i l 4 7 6 7 0 

7 7 0 5 7 7 2 6 7 7 8 3 7 8 3 9 7 8 9 6 7 9 5 2 8 0 0 8 8 0 6 5 8 1 2 1 8 1 7 7 8 2 3 4 

0 6 8 2 9 0 8 3 4 6 8 4 0 3 8 4 5 9 8 5 1 5 8 5 7 2 8 6 2 8 8 6 8 5 8 7 4 1 8 7 9 7 
0 7 8 8 5 4 8 9 1 9 8 9 6 6 9 0 2 3 9 0 7 9 9 1 3 5 9 1 9 2 9 2 4 8 9 3 0 4 9 3 6 1 
0 8 9 4 1 7 9 4 7 3 9 5 3 0 9 5 8 6 9 6 4 2 9 6 9 9 9 7 5 5 - 7 8 1 1 9 8 6 8 9 0 2 4 
0 9 9 9 8 0 

9 6 4 2 9 0 2 4 

8 8 7 . 0 0 3 7 0 0 9 3 0 1 4 9 0 2 0 6 0 2 6 2 0 3 1 8 0 3 7 5 0 4 3 1 0 4 8 7 
7 7 1 0 0 5 4 4 0 6 0 0 0 6 6 5 0 7 1 3 0 7 6 9 0 8 2 5 0 8 8 2 0 9 3 8 0 9 9 4 1 0 5 1 

1 1 1 1 0 7 1 1 6 3 1 2 2 0 1 2 7 6 1 3 3 2 1 3 8 9 1 4 4 5 1 5 0 1 1 5 5 8 1 6 1 4 
1 2 1 6 7 9 1 7 2 7 1 7 8 3 1 8 3 9 1 8 9 5 1 9 5 2 2 0 0 8 2 0 6 4 2 1 2 1 2 1 7 7 

1 3 2 2 3 3 2 2 9 0 2 3 4 6 2 4 0 2 2 4 5 9 2 , 5 1 5 2 5 7 1 2 6 2 7 208:'l 2 7 4 0 

1 4 2 7 9 6 2 8 5 3 2 9 0 9 2 9 6 5 3 0 2 2 3 0 7 8 3 1 3 ' I 3 1 9 0 3 2 4 7 3 3 0 3 

7 7 1 5 3 3 5 9 3 4 1 6 3 4 7 2 3 5 2 8 3 5 8 4 3 6 4 1 3 6 9 7 3 7 5 3 3 8 1 0 3 8 6 6 

1 6 3 9 2 2 3 9 7 8 4 0 3 5 4 0 9 1 4 1 4 7 4 2 0 4 4 2 6 0 4 3 1 6 4 3 7 2 4 4 2 9 

1 7 4 4 8 5 4 5 4 1 4 5 9 8 4 6 5 4 4 7 1 0 4 7 6 6 4 8 2 3 4 8 7 9 4 9 3 5 4 9 0 1 

1 8 5 0 4 8 5 1 0 4 5 1 6 0 5 2 1 7 5 2 7 3 5 3 2 9 5 3 8 5 5 4 4 2 5 4 9 8 5 5 5 4 
1 9 5 6 1 0 5 6 6 7 5 7 2 3 5 7 7 9 5 8 3 5 5 8 9 2 5 0 4 8 6 0 0 4 6 0 6 0 6 1 1 7 

7 7 2 0 6 1 7 3 6 2 2 9 6 2 8 6 6 3 4 2 6 3 9 8 6 4 5 4 6 5 1 1 6 5 6 7 6 0 2 3 6 6 7 9 

2 1 6 7 3 6 6 7 9 2 6 8 4 8 6 9 0 4 6 9 6 1 7 0 1 7 7 0 7 3 7 1 2 9 7 1 8 5 7 2 4 2 
2 2 7 2 9 8 7 3 5 4 7 4 1 0 7 4 6 7 7 5 2 3 7 5 7 9 7 6 3 5 7 6 9 2 7 7 4 8 7 8 0 4 
2 3 7 8 6 0 7 9 1 7 7 9 7 3 8 0 2 9 8 0 8 5 8 1 4 2 8 1 9 8 8 2 5 4 8 3 1 0 8 3 6 6 

2 4 8 4 2 3 8 4 7 9 8 5 3 5 8 5 9 1 8 6 4 8 8 7 0 4 8 7 6 0 8 8 1 6 8 8 7 2 8 9 2 9 
7 7 2 5 8 9 8 5 9 0 4 1 9 0 9 7 9 1 5 4 9 2 1 0 9 2 6 6 9 3 2 2 9 3 7 8 0 4 3 5 9 4 9 1 

2 6 9 5 4 7 9 6 0 3 9 6 5 9 9 7 1 0 9 7 7 2 9 8 2 8 9 8 8 4 9 9 4 1 9 0 9 7 

9 4 9 1 

8 8 8 . S i 0 0 5 3 
2 7 0 1 0 9 0 1 6 5 0 2 2 2 0 2 7 8 9 3 3 4 0 : : 9 0 0 4 4 6 0 5 0 3 0 5 5 9 0 6 1 5 

2 8 0 6 7 1 0 7 2 7 0 7 8 ' I 0 8 4 0 0 8 9 6 0 0 5 2 1 0 0 8 1 0 6 4 1121 1 1 7 7 
2 9 1 2 3 3 1 2 8 9 1 3 4 5 1 4 0 2 1 4 5 8 1 5 1 4 1 5 7 0 1 6 2 6 1 6 8 3 1 7 3 9 

N. 0 1 2 3 U 5 6 7 8 9 
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Widzimy w tablicy, na lewo ko lumny N, dwie inne ko lumny , 
które opuści l iśmy, gdyż one nie m a j ą żadnego związku z teoryą 
logarytmów. 

UŻYCIE TABLIC LOGARYTMOWYGH. 

4 2 3 . ZAGADNIENIE I . Mając daną liczbę jakąkolwiek, znaleźć jej 
logarytni, za pomocą tablic. 

Liczba dana może być całkowitą i mniejszą od 1 0 8 0 0 0 ; a lbo też, 
ta liczba może być dziesiętną, taką że j e j cyfry tworzą , bez względu 
na przecinek, liczbę mniejszą od 108000. Przywodzi się ten drugi 
przypadek do p ierwszego; uważając naprzód liczbę j ak gdyby była 
całkowitą , a da jąc później jej logarytmowi cechę odpowiedn ią . 

!«:) ' P R Z Y P A D E K . Jeżeli liczba dana jest mniejszą od 1 2 0 0 , otrzyma 
się j ą w pierwszym tysiącu, pomiędzy liczbami na tu ra lnemi które 
są w ko lumnach oznaczonych N. Liczba k tóra się zna jdu je po jć j 
p rawej s t ronie , w tymże samym wierszu a w ko lumnie nas tępujące j , 
p o d napisem Log., będzie częścią dziesiętną jćj l o g a r y t m u ; co się 
zaś tyczy cechy odpowiada jące j t emu logarytmowi, ta jes t zawsze 
r ó w n ą O, 1, 2 albo 3, s tosownie do tego jak pierwsza cyfra znacząca 
liczby wyraża jedności pros te , dziesiątki, sta lub tysiące. 

2 9 ' PRZYPADEK. Jeżeli liczba dana jes t zawartą między 1 2 0 0 

i 10800, będzie się ją szukało w tablicy która nas tępu je po pierwszym 
t y s i ącu ; i znalazłszy ją w ko lumnie pod napisem N, powinno się 
patrzeć w kolumnie nas tępującej oznaczonej 0. Jeżeli tam uj rzymy 
siedm cyfer wręcz obok siebie pos tawionych w porządku liczby 
na tu ra lnć j , o t rzymamy od razu część dziesiętną logary tmu szuka-
nego. Lecz, jeżeli t am się znajdzie .tylko cztery cyfry , to dostarczą 
one cztery ostatnie cyfry tejżć samej części dz ies ię tne j ; późnićj się 
zauważy że się ciągnie po ich lewćj s tronie, marg ines albo prze-
strzeń p r ó ż n a ; będziemy więc postępowali po tym marginesie 
podnoszącym się stopniami do g ó r y ; i pierwsza liczba z trzech cyfer 
złożona na którą tam na t ra f imy, będzie natenczas wyrażała trzy 
pierwsze cyfry części dziesiętnej logary tmu szukanego. Napisawszy 
więc tę liczbę po lewćj s t ronie cztćrech cyfer k tóre już uprzednio 
otrzymaliśmy, będziemy mieli l iczbę z s iedmiu cyfer złożoną jak 
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powyżśj ; nakoniec dołączy się tu jeszcze ceclia odpowiednia. Na 
przyliład, obok 7680, znajduję 8853612 w tymże samym wierszu 
i w kolumnie oznaczonej O ; mam więc, od razu, część dziesięt-
ną logarytmu szukanego; pozostaje mi tylko jeszcze dołączyć 
cechę 3. Gdyby liczba była 7,680, jej cecha byłaby zero ; mieli-
byśmy za cechę 1, gdyby liczba była 76,80 ; 2, gdyby nią była 
768,0. Obok 7695, w kolumnie oznaczonej O, znajduję tylko 2086; 
lecz trzymając się marginesu, pierwszą liczbą na którą natrafiam, 
podnosząc wzrok do góry jest 886; moim logarytmem jest więc 
3,8862086. Jeśliby liczba miała pięć cyfer, i gdyby była mniejszą 
od 10800, znalazłoby się podobnież jej logarytm. 

3" P R Z Y P A D E K . Jeżeli liczba jest zawartą między 10800 i 108000, 
mamy najzwyklćj pięć cyfer znaczących; odsunąwszy, na chwilę, 
cyfrę ostatnią, będziemy szukali, jak powyżćj, liczby wyrażonej 
przez cztery pierwsze. W tym celu będzie się śledziło wzrokiem 
wiersz na którym tę się liczbę znalazło, przebiegając go od lewej 
ku prawej ręce, aż się przyjdzie do kolunmy, na wierzchu której 
jest napisaną piąta cyfra którą odsunęliśmy. Cztery cyfry które są, 
zarazem, w wierszu czterech pierwszych cyfer liczby danej, i w ko-
lumnie odpowiadającej cyfrze piątej, będą wyrażały cztery ostatnie 
dziesiętne logarytmu tej Hczby. Go się tyczy trzech pierwszych, 
znajdzie się je , jak powyżej, idąc w górę wzdłuż marginesu kolumny 
oznaczonej O. Niech będzie naprzykład, 772,37 liczba dana, której 
chcemy znaleźć logarytm; szukamy naprzód liczby 7723 w ko-
lumnie N, posuwając się polem wzdłuż wiersza hczby świeżo 
znalezionej nie widzimy nic wcale na marginesie kolumny O; lecz 
trochę wyżej, natrafiamy na trzy cyfry 887 najbliżśj, po nad 
wierzchem liczby danćj, w tymże marginesie położone ; przebiegamy 
dalej, od lewej ku prawej ręce, wiersz liczby 7723, i zatrzymujemy 
się na kolumnie oznaczonej 7, w którćj (naprzeciwko liczby 7723) 
znajdziemy cztery ostatnie cyfry dziesiętne 8254. Część dziesiętna 
logarytmu szukanego jest więc 0,8878254 ; a logarytmem szukanym 
jest 2,8878254. Jeśliby hczba dana była zawartą między 100000 
i 108000, znalazłoby się podobnież jćj logarytm. 

4 2 4 . P R Z Y P A D E K W KTÓRYM LICZBA DANA N I E Z N A J D U J E S I Ę W T A -
BLICY. Wyłożenia szczegółowe, które poprzedzają, dają sposób 
znalezienia logarytmu liczby całkowitej mniejszej od 108000, jakoteż 
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logarytirui liczby tlziesięlnśj, której cyfry, nie zważając na przeci-
nek , wyrażają liczbę niższą od te j granicy. Dla otrzymąnia łoga-
ry tmów liczb większych, uważa się, że dzieląc te liczby przez potęgę 
odpowiedn ią z 10, można będzie zawsze zmniejszyć je tak aby były 
zawarte w granicach tabl icy. Otóż takie dzielenie zmniejsza logarytm 
o liczbę całkowitą jedności (420), i nie zmienia , tem samem, jego 
części dziesiętnej. Zagadnienie sprowadza się więc do znalezienia 
logary tmu liczby która nie jes t całkowitą, i która jest niższą 
od 108000. 

Na dowodzenie tego, przyjmuje się że, w yranicack mulo oddalo-
nych od siebie, wzrost łogarytmów jest proporcyonalny do iczrostu 
liczb. 

Niech będzie, na przykład, liczba 76807,753 ; powiemy : 

logarytm 76807 jest 4,8854008 ; 
logarytm 76808 jest 4,8854065 ; 

ich różnica, wskazana w tablicy, jes t 57 (jedności dziesiętnych 
siódmego p o r z ą d k u ) ; a za tśm, kiedy liczba powiększa się o j edność , 
j ć j logarytm powiększa się o 57 ; jeżeli więc liczba powiększa się 
tylko o 0,753, jćj logarytm musi być powiększonym o ilość x, 
oznaczoną przez proporcyą 

zkąd : 

Tak więc, dla otrzymania x, mnoży się różnice tablic przez część 
dziesiętną liczby danej. 

W mnożeniu 57 przez 0,753, potrzeba wziąć tylko część całko-
witą wie loczynu; gdyż część dziesiętna wyrażałaby najwięcej dzie-
siąte części- jedności s iódmego porządku, to jest jedności ósmego 
porządku, które się zaniedbuje w wartości łogarytmów. 

Aby pomnożyć 57 przez 0,753, będzie potrzeba mnożyć kolejno 
przez 7,5 i 3 ; te wieloczyny zna jdu ją się całkiem obrachowane 
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W małć j tablicy umieszczonśj pod spodem 51, w o s t a t n i ś j ko lumnie 
po p r a w ś j stronie tablicy. S§ one sprowadzone do cyfer k tóre należy 
zachować , przypuszczając 'że mnożnik wyraża dziesiętne. T y m spo-
s o b e m , naprzeciwko 7, położono 40, zamiast 39,9 który byłby wie-
loczynem d o k ł a d n y m ; naprzeciwko 5 położono 29 zamiast 2 8 , 5 ; 
naprzec iwko 3, położono 17 zamiast 17,1. W przypadku obecnym, 
w którym 5 wyraża setne, wieloczyn odpowiedni będzie 2,9, za 
który można będzie podstawić 3 : 3 wyraża tysięczne, a wieloczyn 
odpowiedn i musi być podzielonym przez 100 ; ten wieloczyn będzie 
wyrażał wtedy 0,17 i powinien być opuszczony. 

War tość na x będzie, wed ług tego, 43 ; a zatćm, dla otrzymania 
logary tmu żądanego, należy dodać do logarytmu 76807, 43 j ednośc i 
s iódmego p o r z ą d k u ; co czyni 4,8854051. 

Jeżelibyśmy chcieli otrzymać logarytm 76807753, ten byłby 
oczywiście 7,8854051. W ogólności, byleby zachowano też same 
cyfry , w tymże samym p o r z ą d k u , na jakiemkolwiekbądź mie jscu 
położy się przecinek, część dziesiętna logarytmu, k tórą Niemcy zo -
wią zwykle mantyssa, pozostaje tąż samą. 

U W A G A . Urządza się rachunki sposobem następującym : 

Liczba. Logarytm. 

Log 76807,753 = 4,8854051 

W dodawaniu , nie pisze się s u m m częściowych pochodzących 
z cyfer położonych p o p rawej stronie linii p i o n o w e j ; zachowa się 
tylko zatrzymania które te s u m m y mogą dać dla s iódmego p o -
rządku. 

4 2 5 . ZAGADNIENIE I I . Mając dany logarytm, znaleźć, za pomocą 
tablic, liczbę odpowiadającą temu logarytmowi. 

PIERWSZY PRZYPADEK. Jeżeli logarytm, nie zważając na cechę , 
zna jdu j e się pomiędzy logarytmami pierwszego tysiąca, o t rzyma się 
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natychmiasl liczbę mu odpowiadającą; ta liczba będzie w kolumnie 
oznaczonej iN, poprzedzającej bezpośrednio kolumnę która za-
wiera logarytm dany, i w wierszu tegoż logarytmu. Napisawszy ją, 
położy się przecinek, tak ażeby liczba miała jedną cyfrę całkowitą 
więcej niż cecha ma jedności (419). 

PRZYKŁADY : 

D R U G I PRZYPADEK. Jeżeli logarytm nie znajduje się w piórwszśj 
tablicy to najeży szukać trzech pierwszych dziesiętnych tego loga-
ry tmu pomiędzy liczbami oddzielonemi, które spostrzegamy w k o -
lumnie oznaczonej O, drugiej tablicy; a znalazłszy je , potrzeba 
będzie zająć się wyszukaniem cztćrech ostatnich cyfer logarytmu 
pomiędzy liczbami czterech cyfer, znajdującemi się w tejże samej 
kolumnie, spuszczając się na dół. Jeśli się otrzyma te cztery ostatnie 
cyfry, zobaczymy liczbę szukaną w kolumnie oznaczonćj N, i 
w wierszu cztćrech ostatnich cyfer dziesiętnych logarytmu. Wypi-
szemy tę liczbę, i damy dla przecinka miejsce jakie mu wskaże 
cecha logarytmu. • 

P R Z Y K Ł A D Y : 

T R Z E C I PRZYPADEK. Jeżeli nie znajdziemy, w kolumnie oznaczo-
nej O, czterech ostatnich cyfer logarytmu danego, zatrzymamy się 
wtedy ha tych cyfrach które się do nich najbardziej przybliżają, 
dając zawsze liczbę mniejszą od liczby utworzonej przez ostatnie 
czteryj cyfry logary tmu; posuwać się będziemy po wierszu na 
którym zatrzymaliśmy się, przebiegając go wzdłuż od lewćj ku 
prawej ręce ; a, gdy zdarzy się nam znaleźć w tymże wierszu cztćry 
ostatnie cyfry logarytmu danego, postępować będziemy, podnosząc 
się do góry albo spuszczając się na dół, kolumną na którśj zna-
leźliśmy j e ; cyfrę którą zobaczymy na wierzchu i u spodu tej 
kolumny, będzie piątą cyfrą liczby szukanej, której cztery pierwsze 
znajdą się, jak powyżćj, w kolumnie oznaczonej N. 

Chcemy wiedzieć, na przykład, do jakiej liczby należy logarytm 
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mąjęcy , za część dziesiętną, 8871276? szukam 887 pomiędzy 
liczbami oddz ie lonemikohimny oznaczonej 0 ; przebiegam, spuszcza-
jąc się na dół , tęż samą k o l u m n ę , i zna jduję że 1107 przybliża się 
na jbardz ie j na mniej ([o 1276 ; posuwam się wierszem poczynającym 
się przez 1107, i znajduję 1276 w tymże wierszu; podnoszę się do 
góry w k o l u m n i e zawierającej w sobie 1276, zna jdu jąc c y f r ę 3 na 
zagłówku tej k o l u m n y ; wracam na nowo do cyfer 1276, i widzę 
że wiersz, gdzie się te cyfry zna jdują , odpowiada liczbie 7711 ; 
piszę tę liczbę, i po p rawej je j s tronie k ładę cyfrę 3 k tórą już 
uprzednio znalazłem : co mi daje 77113. To jest liczba którą p o -
t rzeba było znaleźć. Kładę późnićj na miejscu odpowiedn ićm prze-
cinek, wedle wartości cechy. 

I ^ R Z Y K Ł A P Y : 

C Z W A R T Y P R Z Y P A D E K . Jeżeli logarytm dany nie zna jdu je się w ża-
dnym z p rzypadków poprzedzających, dla otrzyniania liczby odpo-
wiada j ące j t e m u logarytmowi , będzie się musiało szukać, jak 
powyżej (trzeci przypadek), logarytmu przybliżającego się do niego 
najbardziej na mniej, później liczby całkowitej m u o d p o w i a d a j ą c e j ; 
la liczba i nas t ępu jąca będą zawierały liczbę ż ą d a n ą ; wydobędzie 
się nakoniec różnicę z j e d n ą z tych liczb całkowitych, za pomocą 
proporcyi przyjętej {U2U). 

P R Z Y K Ł A D . W e ź m y do znalezienia liczbę której logarytm ma, za 
część dziesiętną, 8870282. Znajdzie się, jak już o tćm była uprzed-
nio wzmianka , że ten logarytm jest zawartym między 8870262 
i 8870318, k tóre odpowiada j ą liczbom 77095 i 77096; różnicą 
tych dwóch logary tmów, wskazaną tablicy, jes t 57 jedności 
ostatniego p o r z ą d k u ; a logarytm dany przewyższa najmniejszy 
z dwóch o 20 jednośc i tegoż samego porządku. Powi śmy więc : 
dla różnicy 57 między logarytmami odpowiada różnica 1 między 
liczbami ; więc, d la różnicy 20 między logarytmami musi odpo-
wiadać, między l iczbami, różnica x oznaczona przez proporcyą 
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90 
zkąd wynika, x = a tein s a m e m , liczbą szukaną jest 

, albo, sprowadzając ten u łamek do fo rmy dzicsię-

tnój , 77095,35. 

Tak więc , dla otrzymania x, potrzeba podzielić różnice między 
logarytmem danym i najmniejszym z dwóch logarijtmów które go 
między sobci zawierają, przez różnicę tablic. 

U W A G A 1 . Jeżeli odciągnie się j eden od drugiego dwa logarytmy 
po sobie nas tępu jące 8870262 i 8870318, zna jdu je się na róż-
nicę 56 a nie 57. Można przyjąć wszelako różnicę 57 daną przez 
Gal le fa , która , z powodu cyfer dziesiętnych nie zapisanych w ta-
blicy, jest tak bliską lub bliższą prawdziwej jak 56. 

U W A G A I I . Można, za pomocą małych tablic części proporcyonal-
nych , wykonać zamianę wartości x na dziesiętne. Szuka się t am, 
w ko lumnie po prawej stronie, liczby przybliżającej się najbardziej 
do 20 na ; zna jduje się 17, które odpowiada 3 ; 3 jest cylrą 
dziesiętnych liczby szukanśj . Ponieważ pozostaje jeszcze (od 17 
do 20) 3 jedności s iódmego porządku, zamieni się je na 30 jednośc i 
ósmego p o r z ą d k u ; szuka się na nowo , w ko lumnie po prawćj 
s tronie, liczby przybliżającej się najbardziej do 30, i cyfra 5, która 
jes t położoną po lewćj stronie 29, jest cyfrą se tnych. 

U W A G A III. Urządza się rachunek w sposób nas tępujący : 

Logarytm. Liczba. 

Gdybyśmy szukali liczby mającć j za logarytm 5,8870282, byłaby 
nią oczywiście 770953,5. W ogólności, znalazłszy, jak powyżej, 
siedm cyfer po sobie nas tępujących liczby żądanś j , bez względu 
na cechę logary tmu, położy się przecinek, w taki sposób aby od-

# 
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dzielić, po lewej stronie, liczbę cyfer wyższą o jedność od tejże 
cecliy. 

426. UW^AGA IV. Nie możemy wskazać tu granicy błędu który mo-
żna popełnić, przypuszczając wzrost logarytmów proporcyonalnym 
do wzrostu liczb. Zauważmy tylko, iż przejrzenie tablic okaże że 
ta proporcyonalność jest prawie dokładną w granicach dostatecznie 
oddalonych. Różnica dwóch logarytmów po sobie następujących 
zmienia się, w rzeczy samej , bardzo powol i ; i, mając wzgląd na 
stopień przybliżenia który dają tablice, ta różnica pozostaje często 
stałą w przeciągu wielu s t ron ic ; wynika ztąd oczywiście że, dla 
liczb całkowitych zawartych w tych stronicach, wzrost logarytmów 
jest proporcyonalny do wzrostu liczb. 

Kiedy się używa tśj proporcyi dla uzupełnienia logarytmu liczby 
jakiejkolwiek (424), błąd odnosi się tylko do j ednośc i ' dziesię-
tnych porządku niższego jak siódmy. Kiedy ta proporcya stosuje 
się do wyszukania liczby odpowiadającej logaryfcmowi danemu, 
nie może ona dostarczyć, przez wzgląd na stopień przybliżenia 
tablic, tylko dwie cyfry najwięcej, oprócz pięciu cyfer bezpośrednio 
z tablicy otrzymanych. 

Z A S T O S O W A N I E T E O R Y I L O G A R Y T M Ó W . 

4 2 7 . S P O S Ó B W Y K O N Y W A N I A MNOŻEŃ, D Z I E L E Ń , i t. d. Kiedy jakakol-
wiek liczba nieznana wynika z mnożeń, dzieleń, podnoszeń do 
potęg lul) wyciągań pierwiastków, wykonać się mających na licz-
bach danych, dla oznaczenia je j wartości, szuka się wartości jej 
logarytmu, który wynika z działań daleko prostszych. Mając znany 
logarytm, otrzymuje się liczbę mu odpowiadającą, jak już o tćm 
mówiliśmy ( 4 2 5 ) . 

P R Z Y K Ł A D . Obrachować wyrażenie : 

Mamy, według zasad (411 i nast.) : 
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Szuka się trzech logarytmów w tablicach, i wykonywa się ra-
chunek : 

1' 

Więc 

4 2 8 . P R Z Y P A D E K W KTÓRYM N I E K T Ó R E LICZBY D A N E SĄ M N I E J S Z E M I 

J A K J E D N O Ś Ć . Według naszych definicyj, tylko liczby większe od jed-
ności mają logarytmy. Jest więc rzeczą ważną żeby liczby, na k tó-
rych się działa, spełniały wszystkie ten warunek. Otóż można będzie 
zawsze w taki sposób się urządzić aby to miało miejsce ; gdyż, 
jeżeli mamy mnożyć pewną liczbę przez liczbę n niższą od jedności . 
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I 
można będzie ją dzielić przez liczbę która jest większą jak 1 ; 

a, jeżeli mamy dzielić ją przez a, można będzie nmożyć ją prze-
. . 1 ciwnie, przez - . 

n 

P R Z Y K Ł A D . Obrachować wyrażenie : 

Pisze się : 

a więc mamy : 

Otóż znajdziemy : 

Więc : 

4 2 9 . P R Z Y P A D E K W KTÓRYM D A N A LICZBA DO O B R A C H O W A N I A J E S T 

M N I E J S Z Ą OD J E D N O Ś C I . Jcśilby Uczba do obrachowania. była sama 
przez się mniejszą od nasze detinicye nie oznaczyłyby jej loga-
rytmn. W tym przypadliu, byłoby najstosowniej pomnożyć ją nasam-
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przód, przez potęgę z 10 tak wielką, aby wieloczyn tym sposobem 
otrzymany przewyższał jedność; możnaby było zastosować wtedy 
sposób poprzedzający, dzieląc wypadek przez tęż samą potęgę z 10. 

PRZYKŁAD. Obracbować wyrażenie : 

Ponieważ a; jest mniójszem od rozmnożymy je przez l O i ; n po -
winno być oznaczonćm później; tak postępując, otrzymamy : 

a tćm samem, 

Otóż znajdziemy 

Widzimy że dosyć wziąć n = \ , aby odciąganie mogło się wy-
konać należycie. Będzie więc ; 

Obrachuje się potem liczbę odpowiadającą : 
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o CECLLACU ODJEMNYCH. 

4 3 0 . D E F I N I C Y A CECHY O D J E M N E J . Nasze detinlcye nie oznaczają 
łogary tmów dla liczb mniejszych jak j e d n o ś ć ; otóż, aby rozciągnąć 
aż do nich korzyści tego sposobu skracającego rachunek , widzie-
liśmy uprzednio (429), że należy zrobić je wyższemi nad 1, mnożąc 
przez potęgę odpowiednią z 10. Lecz inaczej zwykle się pos tępuje 
w praktyce. Nie zmienia się liczb mniejszych od j ednośc i ; określa 
się, przez ugodę stanowczą, logarytmy tych liczb dowodząc że 
własności , k tóre posiadają logarytmy zwyczajne (numeru 411 i nast.), 
rozciągają się bez żadnych zmian do łogarytmów nowych . 

Dla określenia logarytmu liczby A niższśj od jedności , zauważmy 
że można zawsze mnożyć A przez pewną potęgę n z 10, wybraną 
w taki sposób, żeby wieioczyn był większym jak 1, a zatem miał 
swój logarytm (403). Otóż widzieliśmy (420) że kiedy się dzieh 
przez 10« liczbę większą jak 10", część dziesiętna je j logarytmu 
nie zmienia się, lecz cecha (która przynajmnie j musi być równą n), 
jest zmniejszoną o n jedności . Przyjętem zostało rozciągnienie tego 
twierdzenia do liczb mniejszych jak 10", które, przez dzielenie, 
s tają się niższemi od jedności , i nazwanie logarytmem A loga-
rytmu (A X 10"), zmniejszonego o n jedności. 

P R Z Y K Ł A D . Jak i jest logarytm 0 , 0 0 7 6 8 0 7 7 5 3 ? 

Jeżeli, dla utkwienia myśli , pomnoży się tę liczbę przez iOOO, 

w sposób taki aby zrobić ją większą od 1 a mniejszą od 10, wieio-

czyn jest 7,6807753, a logary tmem tego wieloczynu jes t (424), 

0,8854051. Będzie się przeto musia ło odciągnąć 3 od wypadku dla 

otrzymania loga ry tmu szukanego. Tak więc, przez defmicyą : 

Ponieważ 3 jest liczbą całkowitą , odciągniemy j ą od cechy która 
staje się o d j e m n ą , część zaś dziesiętna pozostaje doda tną . Pisze się 
tym sposobem wypadek : 
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Jeżeli, dla zrobienia liczby A większą; ak 1 a mniejszą j ak 10, 
potrzeba pomnożyć ją przez 10'', cecha wieloczynu, którą j e s t 
zero, staję się —w po wykonaniu odciągania. Wynika zląd ł a two 
że, cecha odjemna logarytmu liczby niższej od jedności, zamyka 
w sobie liczbę jedności róioną miejscu jakie zajmuje, poczynając od 
przecinka, pierwsza cyfra znacząca liczby. 

4 3 1 . RACHUNKI DOTYCZĄCE LICZB MNIEJSZYCH JAK JEDNOŚĆ. W y p a d a 
z u m o w y służącćj za definicyą dla logarytmów liczb niższych od 
jednośc i , że oblicza się częśc dziesiętna tych logarytmów wedle pra-
wideł podanych (423 i 424), to jest nie zważając na przecinek, i że 
daje się potem dla wypadku cechę odjemną, której wartość jest równą 
miejsffu jakie zajmuje pierwsza cyfra znacząca liczby po przecinku. 

Odwrotnie, oblicza się cyfry liczby odpowiadającej logarytmowi 
którego cecha jest odjemną, wedle prawideł podanych (425 i 426), to 
jest bez względu na cechę; i kładzie się potem przecinek, w sposób 
taki aby miejsce pierwszej cyfry znaczącej, począwszy od przecinka, 
było równem liczbie jedności cechy. 

4 3 2 . ROZCIĄGNIENIE WŁASNOŚCI LOGARYTMÓW, DO PRZYPADKU W KTÓRYM 

LICZBY SĄ MNIEJSZEMI JAK JEDNOŚĆ. Własność zasadnicza logarytmów 
opiera się na t em że logarytm wieloczynu z dwóch czynników jest 
równy summie logarytmów dwóch czynników. Dowiedziemy że ta 
własność rozciąga się do przypadku w którym czynniki są mnie j -
szśmi jak jedność . 

Niech będą dwie liczby A, 13, obie niższe od 1 : niech będą 
lO/' i 107 potęgi z 10, przez które należy mnożyć j e , ażeby stały się 
większemi jak 1 a mniejszemi jak 10. Logary tmy dwóch wieloczy-
nów muszą być zawarte między O i \ (419); tak że oznaczając j e 
przez O,a i 0,6, o t r zymujemy : 

Wynika natenczas z definicyi (430), że : 
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a zalćm, 

[1] 

z drugiej strony, własność zasadnicza (/ill), zastosowana do 
liczb (A X lO/') i (B X 107), większych jak 1, daje : 

albo 

a tem samśm, jeżeli zastosujemy do liczby AB, która jest niniej-
s/ą jak l , ugodę (430), otrzymamy : 

zkąd wynika : 

[2] 

Porównywając nakoniec równości [1] i [2] : 

[3] 

Co było do dowodzenia. Tak samo rozumując możnaby jeszcze 
było rozciągnąć powyższe twierdzenie, do przypadku w który niby 
jedna z liczb A, B miała swą wartość większą jak 1. 

Własność zasadnicza będąc tym sposobem rozciągniętą do wszyst-
kich przypadków, inne własności logarytmów (314, 315, 316), 
znajdują się, przez toż samo, uogólnionśmi; gdyż są one następ-
stwami pierwszśj 

4 3 3 . P R A W I D Ł A RACHUNKU DLA DZIAŁAŃ ODBYĆ SIĘ MAJĄCYCH NA 

LOGARYTMACH Z CECHĄ ODJEMNĄ. Logarytm, Z cechą odjemną, może 
być uważany jako dwumian formy (— « + ^̂  którym — a przed-
stawia cechę, a zaś h część dziesiętną. Zatem, jeżeli natrafimy na 
taką liczbę w dodawaniu, potrzeba będzie dodać część dziesiętną, 
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a odciągnąć cechę. Jeżeli mamy, przeciwnie, odciągnąć j ą , p o w i n -
niśmy od jąć część dziesiętną, a dodać cechę. 

P R Z Y K Ł A D Y . 

Dodawanie. Odciąganie. 

Jeżeli m a m y mnożyć liczbę, z cechą o d j e m n ą , przez liczbę c a ł k o -
witą, mnoży się odrębnie część dziesiętną i cechę przez mnożn ik , 
robiąc później uproszczenie wieloczynów częściowych. 

P R Z Y K Ł A D . 

Wieloczyn jest : 

Mnożenie. 

Jeżeli idzie o podzielenie jć j przez liczbę całkowitą, dzieli się 
naprzód cechę o d j e m n ą dzielnćj przez dzielnik; a jeżeli dzielenie 
wykona się dokładnie , kończy się działanie, dzieląc część dziesiętną. 
Lecz, jeżeli cecha dzielnej nie jest dokładnie podzielną przez 
dzielnik, dla zachowania w ilorazie fo rmy jaką ma dzielna, bierze 
się iloraz przez nadmiar; o t r zymuje się tym sposobem cechę 

http://rcin.org.pl



TEORYA ELEMENTARNA LOGARYTMÓW. 5 1 3 

o d j e m n ą ilorazu, a resztę doda tną , którą dodaje się do części dzie-
siętnej dz ie lne j ; wreszcie, dzieląc s u m m ę przez dzielnik, o t rzymuje 
się część dziesiętną doda tną ilorazu. 

PRZYKŁADY. 

Dzielenie : Przypadek. Dzielenie : 'Is' Przypadek. 

Pierwszy przypadek nie potrzebuje objaśnienia. Co się zaś tyczy 
drugiego , zauważmy że, 13 nie jest podzielnem przez 5, a że naj-
mniejsza liczba, wyższa nad 13 i podziel na przez 5, jes t 15, można 
więc napisać dzielną pod kształtem — 15 - f 2,2672958 ; a że iloraz 
z — 1 5 przez 5 jest —,3, iloraz zaś z 2,2672958 przez S jes t 0 ,4534591; 
tćm s a m e m , ilorazem zupełnym, jest 3,4534591, Ten wypadek 
o t rzymuje się oczywiście wedle prawidła wysłowionego powyżej , 

4 3 4 . ZASTOSOWANIE . Te u m o w y dozwolą nam zastosować sposoby 
zwyczajne r achunku logary tmów, do przypadków w których pewne 
liczby są mniejszćmi jak jedność , nie pot rzebując robienia icb, 
przedewszystkiem, większemi jak I. W r ó ć m y , w rzeczy samej , do 
r achunku n u m e r u 429. Chcemy obliczyć wyrażenie : 

Mamy : 

Otóż : 

Ten logarytm całkiem odjemny zwykle się przekształca na inny 
rnu równoważny , którego część dziesiętna jest doda tną , sposobem 
nas t ępu jącym : 
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albo 

Przeto 

podobnież 

więc : 

a 

A tem samóm, liczbą odpowiadającą j e s t : 

UŻYCIE DOPEŁNIEŃ. 

4 3 5 . D E F I N I C Y A . Nazywa się dopełnieniem ( complementum) liczby N 
do 10, różnica 1 0 — N . Jeżeli liczba N jes t dodatną i mniejszą 
jak 10, cyframi dopełnienia są dopełnienia do 9, cyfer liczby N, 
prócz ostatniej cyfry znaczącej po p r awe j ręce, która jest dope łn ie -
niem do 10 ostatniśj cyfry liczby N. 

PRZYKŁADY. 

Jeżeli liczba jes t dodatną i większą jak 10, o t rzymuje się część 
dziesiętną dopełnienia wed ług tegoż samego p r a w i d ł a ; a dla otrzy-
mania części całkowitej , ode jmu je się 10 od. części całkowitej 
liczby, doda je się l , i bierze się wypadek ze znakiem — . 

PRZYKŁAD. 

Gdyż m a m y odciągnąć od 10 liczbę 12,7258 ( 4 3 3 J . 

Jeżeli liczba N ma cechę o d j e m n ą , dodaje się do 10 ową cechę 
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ze zmienionym znakiem, zmniejszając ją o jedność, i pisze się, 
potem, dopełnienie części dziesiętnej. 

PRZYKŁAD : 

Gdyż mamy do wykonania działanie 

436. UŻYCIE DOPEŁNIEŃ. Kiedy, w racłiunkacli logarytmowycłi, 

przywiedzeni zostajemy do wykonania odciągania, przekształca się 

je najczęściej na dodawanie, za pomocą dopełnień. Mamy, w rzeczy 

samej, jednako : 

Dosyć więc, dła obliczenia różnicy (a — b), dodać do a dopeł -
nienie liczby b i odjąć 10 od wypadku. 

W ogólności, dla obliczenia wyrażenia 
zastępuje się je przez wyrażenie równoważne 

• ' • * I I 1.1 ~ / j 

którego wartość otrzymuje się przez dodawanie. 

PRZYKŁAD. Obliczyć piątą potęgę ułamku ~ . Mamy : 

Więc 
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0 ROŻNYCH UKŁADACJI LOGARYT.M(}W. 

/i37. I S T N I E J E N I E S K O Ń C Z O N A LICZBA U K Ł A D Ó W L O G A R Y T M Ó W . Można 
wybrać do woli dvva postępy, jeden różnicowy zaczynający się od 
zera, drugi i lorazowy, którego pierwszym wyrazem jest 1 ; dostarczą 
one oczywiście układ logary tmów, posiadający wszystkie własności 
dowiedzione w numerze i i i i nas tępnych. Liczba tych u k ł a d ó w 
jes t więc nieskończona. Wiążą się one j e d n e z drugiemi za pomocą 
prostego p rawa , które wynika z twierdzenia następującego. 

4 3 8 . T W I E R D Z E N I E . Stosunek logarytmóiv dwóch liczb jest tenże 
sam zawsze we wszystkich układach. 

W rzeczy samej , niech będą A i B dwie liczby jakiekolwiek; 

i niech będzie ^ u łamek, o W7razach całkowitych, który, w pew-

n y m układzie, przedstawia s tosunek ich logary tmów. Będziemy 

przeto mieli : 

[1] 

Otóż ta ostatnia równość jest równoważną ze związkiem : . 

Lecz, jeżeli weźmiemy pod uwagę inny układ logarytmów, 
w k tórym logarytmy będą wskazane 'przez oznaczenie log', można 
będzie wziąć, w tym układzie, logarytmy dwóch członków r ó w n o -
ści [2]; tak pos tępując , otrzymamy : 

A tem samem \ 

Co było do dowodzenia. 
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U W A G A . Dowodzenie poprzedzające przypuszcza że stosunek* 
dwóch loga ry tmów uważanych jes t wymie rnym. Gdyby to miejsca 
nie mia ło , możnaby było uważać dwie inne liczby, tak mało róż-
niące się jak się tylko podoba od pićrwszych, a spełnia jące ten 
warunek : twierdzenie stosuje się, jakkolwiekby te liczby przybli-
żonćmi zostały, do dwóch logary tmów danych, przeto przyznać 
należy, jako rzecz oczywistą, że powyższe twierdzenie da się za-
równo i całkowicie zastosować do nichże samych. 

439. W N I O S E K . W^yciągnie się z równości [k] : 

[ST 

Tak wiec, stosunek logarytmów tejże samej liczby, iv dwóch ukła-
dach różnych, jest tymże samym dla wszystkich liczb. 

lxM). M O D U Ł . Jeżeli , dla dwóch uk ładów oznaczonych, przedsta-
wimy ten stosunek stały przez M, m a m y : 

[6] 

A zatem, kiedy się poznało logarytmy wszystkich liczb w pewnym 
układzie, dla otrzymania logarytmów w innym układzie, należy mno-
żyć pierwsze przez liczbę stałą M. Ta liczba stała nazywa się modu-
łem nowego układu względem pierwszego. 

L \ H \ . Z A S A D A . Wynika z twierdzenia poprzedzającego, że mając 
tabl icę logarytmów ułożoną, można będzie ułożyć drugą , byleby 
się tylko znało jeden z logarytmów nowego uk ładu . Gdyż wyciąga 
się z równości [k] : 

[7] 

Jeśli więc mamy log 'B , to dla otrzymania nowego logarytnm 

!zby A, dosyć pomnożyć log A przez stosunek znany 

Dla określenia układu logarytmów, daje się zwykle liczbę mającą 
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' za swój logarytm jedność . Ta liczba nazywa się zasadą, grunten 

albo podstawą (basis) układu. 

Pods tawą czyli zasadą układu pospoli tego jest 10. 

O B R A C H O W A N I E LOCTARYT.MU LICZBY W UKŁADZIE J A K I M K O L W I E K . 

Wedle tego co poprzedza, tablice logarytmów pospolitych, obli-
czone dla przypadku w którym zasadą jest 10. dozwolą obliczyć 
logarytm liczby w układzie jakimkolwiek. Załóżmy sobie, na przy-
kład, obliczyć logarytm liczby 7698, w układzie którego zasadą 
jest 12. Zna jdu je się w tablicach Ca l le fa , że, w układzie którego 
zasadą jest 10, 

W układzie którego zasadą jest 12, mamy : 

Więc {UU\) : 

4 4 3 . O B L I C Z E N I E ZASADY J A K I E G O K O L W I E K UKŁADU, W KTÓRYM ZNAMY 

LOGARYTM J A K I E J K O L W I E K LICZBY. Zamierzmy sobie, na przykład, 
znaleźć zasadę układu , w którym logarytm liczby 25 jest 0,78321. 
Mamy, w tym układzie, oznaczając zasadę przez x : 

Lecz, w układzie pospol i tym, mamy : 

Więc (441) : 

a tem samem. 
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Ć W I C Z E N I A . 

T. Jaki jest stosunek q postępu ilorazowego złożonego z ł l s i u wyrazów, a 

którego pierwszym wyrazem jest 10, ostatnim zaś 1 0 0 ? Jaka jest summa S 

tego postępu? 

Znajduje się : 

II. Jaka jest zasada x pewnego układu łogarytmów, w którym 6 jest loga-

rytmem 729? 

Znajduje się : 

i n . Jakie są zasady wymierne, dające na logarytm 20stu liczby wymierne ? 

Znajdiije się że zasada jest róvvną 20/^, p będąc całkowitym. 

IV. Jaka jest zasada x układu, w którym liczba całkowita dana a jest 

równą jyj logarytmowi? 

Znajduje się : 

V. Rozwiązać układ : 

.'^postrzega się, że drugie zrównanie jest równoważnem związkowi X]i—\ J O"' ' 
i zostaje się przywiedzionym do zagadnienia znanego. 

Vi. Rozwiązać układ 

Tenże sam sposób, 

yir . Obliczyć wyrażenie : 

Znajduje się : 
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VIIf. Obliczyć wyrażenie : 

Znajduje się : 

iX. Obliczyć wyrażenie : 

w którym 

Znajduje się : 

X. Obliczyć wyrażenie : 

w którym 

Znajduje się : 
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o PROCENCIE SKŁADANYM f O UMORZENIACH DŁUGU. 

PROCENT SKŁADANY. 

Uhk. D E F I N I C Y E . Procent (z łacińskiego : pro centiim, za sto czyli 
0(1 setki) , albo prowizya, jes t wynagrodzenie wypłacane wierzy-
cielowi przez dłużnika za wypożyczenie pewnś j summy pieniędzy, 
zwanój kapitałem. Przy oznaczeniu wysokości p rocentu us tanawia 
się ile od każdego sta kapi ta łu opłacać należy procentu na rok i ten 
p rocen t na rok od sta nazywa się stopą procentu; i tak jeżeli zgo-
dzono się liczyć od każdego sta kapitału po 5 na rok, mówi się że 
kapitał oddany został na p rocen t po 5 od sta, co się pisze 5 % . 
Procen ta są proste albo pojedyncze i składane, ł^rocent pojedynczy 
jest wtenczas kiedy oblicza się od kapitału p ierwotnie wypożyczo-
nego, chociażby ten najdłużej znajdował się w r ęku dłużnika; 
procent zaś jes t składany, kiedy po upływie pewnego przeciągu 
czasu, p rocen t za tenże czas od kapitału należny, dolicza się do 
kapitału i w nas tępnym takimże przeciągu czasu liczy się procent 
od kapitału połączonego z p rocen tem za czas poprzedzający. 

W formułach które n iebawem udowodn imy , przedstawimy kapi-
tał wypożyczony przez G, kapitał powiększony swym p rocen tem 
sk ładanym przez A, stopę procentu przez s, a t rwanie pożyczki 
(obrachowane na lata) przez n. Oprócz tego, oznaczymy przez r 
p rocent roczny od 1 f r a n k a ; tak że r będzie setną częścią s topy 
p rocen tu . 

465. FORMUŁA OGÓLNA PROCENTU SKŁADOWEGO. Ponieważ If przy-
nosi rf przez rok, i s taje się, tem samem (I r) po up ływie r o k u , 
kapitał G stanie się, w przeciągu tegoż czasu, G f l - f r ) . Tak więc , 
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aby obracho.wać co się staje z jakimkolwiek kapi ta łem, umieszczo-
n y m na rok, należy pomnożyć go przez (1 r). 

Ten kapitał C(1 ?•), umieszczony na początku drugiego roku , na 
rok , stanie się więc C(1 + r) (1 - f r), albo Cfl ^ r f . Ta nowa 
s u m m a , umieszczona na rok trzeci, mnoży się jeszcze przez (1 - ^ r ) , 
i staje się C(1 -j- r f . Więc , ogólnie, s u m m a umieszczona, mnożona 
przez (1 -\-r), s taje się po n latach : 

[1] 

Taką jest fo rmuła procentu składanego. 

4 4 6 . PRZYPADEK W KTÓRYM CZAS UMIESZCZENIA ZAWIERA UŁAMEK LAT. 

Jeżeli t rwanie pożyczki składa się z u lat i z k dni, r achu je się 
naprzód co się staje z kapi ta łem G, po n la tach, przez f o r m u ł ę [1]. 
Po t em, zauważywszy że 1 frank przynosi w k dniach, na procencie 

pros tym, [t jest liczbą dni roku), wnosi się z tego, że 1 frank 

s ta je się, po tymże czasie, - f i że A staje się + . 

Więc , oznaczając przez A' kapitał szukany, i zas tępując A przez 
jego war tość [1], otrzymamy : 

[2] 

4 4 6 . ZAGADNIENIA. Te formyły posłużą do rozwiązania kilku za-
gadnień , dla których użycie logaryfmów jest nieodbicie po t rzebne . 

1° Na co się zamieni summa dana C, umieszczona na stopę daną 
lOOr, w przeciągu czasu danego ? Używa się formuły [1] albo for -
muły [2], według tego jak czas dany składa się z liczby dokładnej 
n lat , lub z lat n i dni k. 

2° Jaką summę potrzeba umieścić obecnie, na stopę daną lOOr, dla 
otrzymania summy oznaczonej A, po upływie czasu danego ? Używa 
się jeszcze j edne j z fo rmuł [I] i [2]; i zna jduje się s tosownie do 
przypadku : 

[ 3 ] 
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a l b o [k] 

3° Kapitał dany C tak został umieszczony, że ivydał summę dana k, 
w przeciągu czasu danego. Jaką jest stopa procentu? Jeżeli czas jest 

liczbą całkowitą lat, wyciągnie się z fo rmuły [1] : 

[51 

Lecz, jeżeli czas składa się z liczby całkowitej n lat i k dn i , 
potrzeba użyć równania [2], które jest (n - f stopni^^ wzglę-
dem r, i k tórego rozwiązanie należy do algebry wyższej. Można, 
wszelako, przez p e w n e macaniny odpowiednio skierowane, otrzy-
mać prędko war tość przybliżoną stopy p rocen tu . Tlważmy, w rzeczy 
samej , że, według fo rmuły , 

[2] 

kapitał A powiększa się lub zmniejsza w miarę powiększania się 
lub zmniejszania stopy procentu r. Jeżeli więc da się dla r pierwszą 
wartość dowolną r , i obrachuje przez logarytmy war tość drugiego 
członka, znajdziemy wartość A', większą od A, jeżeli jest za wiel-
kie, a nmiejszą od A, jeżeli r ' j e s t za małe. Po równywa jąc war tość 
znalezioną A' z war tośc ią daną A, {)rzekonamy się czy r ' jest więk-
szćm lub mnie jszem jak stopa procentu nieznana. Wybierze się, w e -
dług tego, inną wartość dla r , która da miejsce do nowego r achunku 
i do nowego p o r ó w n a n i a ; owoż, tak pos tępując , za pomocą kilku 
p rób , zamknie się ła two r pomiędzy dwomą g ran icami , które 
dostarczą prędko wartości przybliżonej stopy procen tu . 

Przez iaki czas trzeba umieścić kapitał dany G, na stopę pro-
centu daną lOOr, aby ten kapitał v)ydał summę oznaczoną k.t Ponie-
waż nie wiemy, czy czas nieznany jest lub nie jest złożony z liczby 
całkowitej lat, nie m a m y prawa używać formuły [1], k tóra była 
utworzoną dla przypadku w k tórym n jest całkowitem. Wszelako, 
chcąc z niej zrobić użytek, mamy : 
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zkąd wyciąga się, biorąc logarytmy z obu s t ron, i dzieląc po tćm 
przez log (1 -\~r) : 

16] 

Jeżeli iloraz z podzielenia (log A — l o g C) przez l o g ( ' l - ] - r ) jes t 
liczbą c a ł k o w i t ą , jest on oczywiście liczbą lat szukaną; gdyż f o r -
m u ł a [6] pociąga za sobą fo rmułę [1]. Jeżeli iloraz nie jest ca łkowi-
tym, należy ztąd wnosić że czas nieznany nie jest liczbą całkowitą 
lat. J ednakże można dowieść że, w tym przypadku, część całkowita 
ilorazu jest częścią całkowitą nieznanego czasu. Gdyż oznaczając 
przez p i {p \) dwie liczby całkowite po sobie nas tępujące 
które zawierają między sobą ułamek [6] ; będziemy mieli : 

zkąd się wyciąga : 

albo 

Zkąd, powracając do liczb, wynika : 

albo [7] 
nierówności dowodzące powyżej wysłowionego twierdzenia. 

Jeżeli chcemy teraz znaleźć liczbę k dni uzupełniających czas 
szukany, zauważmy że fo rmuła [2], którą należało zastosować w tym 
p rzypadku , daje , zastępując w niej n przez p : 
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zkyd : 

Otóż p Jest największą liczbą całkowitą zawartą w ułamku nie-

właściwym 

.leżeli więc oznaczymy przez H resztę z podzielenia, równość 
poprzedzająca będzie się mogła wyrazić : 

więc [8] 

Znamy więc logarytm liczby - f ^ ^ ; przeto łatwo będzie 

można wyciągnąć z niego liczbę samćm nieznaną k. 

Dajmy teraz kilka zastosowań l iczebnych. 

Uhl. Z A S T O S O W A N I A LICZEBNE. P R Z Y K Ł A D I . Jaki kapitał da 8 0 0 0 

franków, wypożyczone na 39 lat, po h\ od 100 rocznie? 

Formuła [1] : 

zkąd 
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P R Z Y K Ł A D I I , Gdyby ktokolwiek z żyjących na początku ery rhrze-
ściańskiej mial byl przezorność umieścić 1 centym po 5 od 100, do 
jakiej summy ten centym byłby urósł, na początku roku 1863, to jest 
pozostając umieszczonym na procencie składanym przez 1862 lat? 

Formuła [1] : 

zk§d : A = r 21059472 X 10=̂ " f ranków (przybliżenie) liczba złożona 
z 38 cyfer . 

Aby przedstawić tę s u m m ę ogronmą pod kształtem lepiej ocenić 
się da jącym, ob racbu jmy wymiary sfery ze złota, która jest r ó w n o -
war tą summie wskazanej . Ciężarem ga tunkowym złota jest 19,5, 

a ceną ki logramu złota ^ ^ ^ f ranka. Oznaczmy, nadto, przez x 
y 

promień sfery w me t r ach ; je j objętość będzie ; a więc jej cię-

^Jii' : > k i logramów; a tem samem, je j war tość w fran-

kach będzie Będzie więc : 

a tem samem : 
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zkąd : 

Tak więc promień sfery war t jest blisko 4214392 k i l o m e t r ó w ; 
je j objętość zawierałaby, zatćm, więcej niż 290 mi l ionów razy obję-
tość ziemi. 

PRZYKŁAD I I I . Jaka jest wartość obecna summy, która po 3 3 latach 
ajraz z procentem składanym po 5 orf 100 na rok wynosiłaby 7220 fr. ? 

P^ormuła [3J : 

zkąd : 

I ta to s u m m a stanie się, przez nagromadzenie p rocen tów po 5 
od 100, podczas 33 lat, 7220 fr . PRZYKŁAD I V . Summa 2 8 8 9 5 fr. umieszczona, jest temu Tó lat; 
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wosla obecnie do 250000 fr. Pytanie jaka była stopa procentu? 

Formuła [5] : 

zkąd : 

Stopą procentu jest więc 3 od 100. 

PRZYKŁAD V . Po jakim czasie kapitał 7 7 0 0 fr. urośnie do summy 
4 2 8 5 0 / / ' . , ydy stopa procentu jest U od 1 0 0 rocznie? 

[6.1 : 

Więc n j es t liczbą^całkowitą ilorazu • Jes t przeto : 

Więc , formuła [8] daje : 
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A tem s a m e m 

Zkąd : 

Tak więc czas szukauy jest h'6 lat, 278 dni . 

U W A G A . Zastąpiliśmy we wzorze [ 2 ] ł, liczbę dni roku zwyczaj-
nego przez 365, lecz w handlu , gdy się bierze procent od kapi ta łu 
na p e w n ą liczbę miesięcy i dni , uważa się rok j akoby z łożony 
z 360 dni , czyli z 12 miesięcy iczących po 30 dni. 

DOPEŁNIENIE TEORYI PROCENTÓW SKŁADANYCH. 

UhS. Teorya procentów składanych opiera się całkowicie na 
dwóch piertoszych formułach uprzednio wyłożonych. 

Rozumując jak powyżej, a zastępując w formule [1] A przez 
a G przez a, o t rzymamy : 

Ta formuła zamyka w sobie cztóry ilości a, r , n ; może więc 
przybrać cztśry kształty nas tępu jące : 

każdy z nich odpowiada od rębnemu zagadnieniu , którego czytelnik 
znajdzie sam przez się wysłowienie. Na przykład, y<?że/?%smy chcieli 
wiedzieć po ilu latach kapitał slajejie k razy większym, dosyć zastą-
pić X przez ka w trzeciej fo rmule , która staje się 

widzimy że len czas jest, i słusznie, niezależnym od wartości kapi -
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t a ł u ; potrzeba t rochę więcej jak lU lat aby kapitał oddany na pro-
cent składany po 5 od sta został podwojonym. 

UU9. Kiedy czas umieszczenia summy nie t rwa liczby całkowite j lat, 
lecz składa się, na przykład, z n lat p dni , o t r zymuje się wa r -
tość ostateczna x, wypożyczonej s u m m y a, doda jąc do wyrażenia 
poprzedzającego a[l - j - procent prosty od tej ostatniś j s u m m y 
podczas p d n i ; r ozumując jak powyżej (445), o t r zymamy : 

Poszukiwanie procentu r od 1 f ranka na rok, jes t wtenczas za-
gadnien iem istotnie t r u d n e m , które rozwiążemy za p o m o c ą znanego 
sposobu przybliżeń kolejnych (zob. ostatni rozd. I t omu naszej 
algebry). 

P R Z Y K Ł A D . Kapiłat 2 7 4 3 ^ , 7 5 został umieszczonym na procent skła-
dany tx od 100;yaA;a będzie jego wartość po upływie 1.2 lat miesięcy? 

zkąd : 

AMORTYZACYE CZYLI DMORZENIA DŁUGÓW 

4 5 0 . DEFINICYA. P e w n a osoba wypożycza dziś s u m m ę C, k tórą 
zobowiązuje się spłacić w łatach n, na s topę p rocen tu r od 
j ednego f r anka : dla uiszczenia się z d ługu , płaci ona , na końcu 
każdego r o k u , s u m m ę oznaczoną a, o b r a c h o w a n ą tak ażeby po n 
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wypłatach równych , spłaciła wszysLli.0, kapitał i p rocenta składane. 

S u m m a a, k tórą ta osoba płaci tym sposobem rocznie, nazywa 

się rata amortyzacyjną. 

451. FORMUŁA OGÓLNA AMORTYZACYJ. Załóżmy sobie znaleźć fo rmułę 
wiążącą kapitał C, ratę amor tyzacyjną a, s topę procentu r i t rwa-
nie pożyczki n. 

Jeżeliby dłużnik czekał , na spłacenie swego d ługu , końca n'"^" ro-
ku, byłby winien , w tej epoce [hkk), C(1 r y \ Lecz płaci on, na 
końcu pierwszego roku , pierwszą s u m m ę a ; zaliczając tym sposo-
bem na lat (n — 1) przed t e r m i n e m tę opłatę częściową, uwaln ia 
się od s u m m y k tóre j wartość, w r achunku ostatecznym, powinna 
być równą a( l r ) ; gdyż ta s u m m a oddana na p rocen t skła-
dany, przez lat (4 — p r z y n i o s ł a b y powyżej wymien ioną kwo tę . 
Podobnież s u m m a a, wypłacona na k o ń c u drugiego roku , wyrów-
nywa swą wartością summie a ( l zapłaconej na końcu 
lat n. Zobaczymy, tymże samym sposobem, że s u m m a a, w y p ł a -
cona na końcu przedostatniego roku , musi być policzoną za war tość 
równą G(1 ; i że s u m m a a, wypłacona na k o ń c u n"^" r o k u , 
wchodzi w rachunek ostateczny za swą wartość a. P o w i n n i ś m y 
więc o t rzymać z równanie : 

Ponieważ drugi członek, odwro tn ie napisany, jest sunnną n wy-
razów postępu ilorazowego rosnącego, k tórego piśrwszym wyrazem 
jest « , a stosimkiem (1 -[- r ) , więc s tosując fo rmułę [7J n'" 389, 
o t rzymamy : 

albo, zniósłszy mianownik r , 

[1] 

Taką jes t fornmła ogólna amortyzacyj a lbo umorzeń d ługów. 

4 5 2 . DRUGI SPOSÓB. Można o t rzymać tę formułę innym sposobem. 
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Dłużnik odljieiający dziś summę C, winien, na końcu pierwszego 
roku, 'A ponieważ wypłaca on wtedy summę a, jego 
cRug sprowadza się do C(1 - j - — Na końcu drugiego roku , 
en dług powiększył się procentem rocznym, stał się więc 
I C(1 - h r) — a j (l + r), albo C(1 -[- rf — a{\ - f r ) ; lecz naów-
zas dłużnik wypłaca nową summę a, co sprowadza dług do 

G(1 -f- rY — a(l r) — a. Rzecz jest oczywista, że na końcu trze-
ciego roku, ten dług który powiększył się procentem rocznym, lecz 
który także zmniejszył się wypłatą nowej raty amortyzacyjnśj a, 
jest równym G(1 - f — - h ' * ) " ^ — + — na końcu 
n roku, ten dług jest równym 

Otóż, w tej epoce, dług powinien być umorzonym; potrzeba 
więc żeby wyrażenie poprzedzające było równem zeru; a tćm 
samem, żeby było zrównanie : 

jak w pierwszym sposobie. 

4 5 3 . U W A G A . Można nakoniec przyjść do formuły [IJ, nie potrze-
bując uprzednio zajmować się otrzymaniem summy wyrazów po-
stępu ilorazowego. Przypuśćmy, w rzeczy samej, że jedna osoba 

pożycza drugićj summę y na n lat. Dłużnik będzie musiał pła-

cić, każdego roku, procent prosty ^ X r albo a ; i, na końcu^ 

pozostanie mu jeszcze do zapałcenia summa pożyczona ^ . Otóż, 

wyobraźmy sobie że ten procent został wniesiony, w chwili w której 
jego nalcżytość przypada, do rąk trzeciej osoby, obowiązanćj zająć 
się umieszczeniem go na procent ; ta ostatnia osoba odbierze tym 
sposobem, przez coroczne raty amortyzacyjne, n summ równych a , 
i będzie posiadała w swem ręku, po n latach, to wszystko w co 

kapitał ^ urósł w przeciągu tego czasu. Otóż to powiększenie kapi-
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tału jest ^ ( 1 - f ' ' ) " — W i ę c to wyrażenie przedstawia s u m m ę 

całkowitą amor tyzacyj opłaconycł i ; a ponieważ, z założenia, te 
wypłaty częściowe powinny uskutecznić umorzenie d ługu , potrzeba 
zatćm żeby było : 

formuła która w n iczem się nie różni od zrównania [1]. 

454. Z A G A D N I E N I A . Fo rmuła [1] służy do rozwiązania czterecłi za-
gadnień odrębnycl i , wed ług tego jak się bierze za nieznaną tę łub 
ową ze czterech liter wchodzących do je j składu. 

1° Jaką ratę amortyzacyjną a, należy płacić na końcu każdego 
roku, dla umorzenia w .x\ latach pożyczki danej C, jakoteż jej pro-
centów składanych, gdy stopą procentu od jednego franka jest r ? For-
muła [1] da je : 

Dla zastosowania t ś j formuły , oblicza się naprzód (1 - j - r)" przez 
logarytmy ; od tego odciąga się jedność , co da je mianownik. P o t ś m , 
za pomocą formuły : 

oblicza się logo , a tem samem, a 

2° Jaką summę C możno, pożyczyć dziś, ofiarując wypłatę jej, 
w n latach, przez n rat amortyzacyjnych równych a, na stopę 
procentu r od 1 franka? F o r m u ł a [1] daje : 

[31 

Przy obrachowan iu nowe j formuły przez logarytmy, należy po-
s tępować tak samo jak powyżf j . 
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3° Pożyczając summę C, na stopę procentu r , i zamierzając sobie 
wypłacić ją, za pomocą rat amortyzacyjnych róionych a, przez jaki 
czas należy płacić ratę amortyzacyjną? Formuła [1], daje rozwiązując 
ją względem (1 -j" • 

zkąd wynika : 

Zagadnienie nie jes t możebnem, jak tylko wtedy kiedy d w u -
mian [a — Cr) jest d o d a t n y m ; gdyż liczby o d j e m n e nie mają 
logarytmów rzeczywistych. Widzimy wreszcie, a priori, że tak 
istotnie być powinno ; gdyż Cr przedstawia procent prosty od ka-
pitału pożyczonego; a więc oczywiście, rata amortyzacyjna a musi 
koniecznie przewyższać ten procent , jeżeli chcemy aby umorzenie 
d ługu po p e w n y m przeciągu czasu dało się uskutecznić . 

Jeżeli formuła [U] da je dla n liczbę całkowitą, ta liczba rozwiąże 
pytanie. Lecz, jeżeli dzielenie nie wykona się dokładnie , potrzeba 
ztąd wnosić że zagadnienie jest n i epodobnem. Wszelako, można 
dowieść że, w tym przypadku, jeżeli oznaczymy przez p i [p- \ - \ ) 
(Iwie liczby całkowite po sobie nas tępujące k tóre zawiśrają między 
sobą u łamek [U], liczba p rat amortyzacyjnych nie uiściłaby d ługu, 
gdy tymczasem j edna rata więcej byłaby do opłacenia bardziej niż 
dostateczną. W rzeczy samś j , ponieważ m a m y : 

będzie także : 

albo 
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a tem s a m e m . 

Można jeszcze znieść mianownik , ponieważ ten jest d o d a t n y m ; 
a wtedy przyjdzie : 

zkad wyciąga się ła two : 

o 

Te dwie nierówności dowodzą twierdzenia powyżej wysło-
wionego. 

Zastosuje się więc, do wszystkicłi przypadków, fo rmułę [4] ; ta 
fo rmuła da nam łiczbę p rat amortyzacyjnycłi do op ł acen ia ; jeśłi 

jest reszta, obracł iuje się ła two różnicę, 

należną na początku {p \ r o k u ; i z tego się zrobi przedmiot 
opłaty wyłącznej , albo u m o w y szczególnej. 

Jeżeli pożyczamy summę C, i zamierzamy sobie wypłacić ją, 
wraz z jej procentami składanemi, płacąc, podczas n lat, ratę amor-
tyzacyjną a ; jaką jest stopa procentu ? 

Formuła [1] jes t , względem r, z równaniem {n-\-\)s° s topnia, 
które da się rozwiązać za pomocą sposobów szczególnych. Przycho-
dzi się do wartości przybliżonej na ilość nieznaną r , opiera jąc się 
na uwadze nas tępującej . 

Kiedy C ^ a są dane, liczba n rai amortyzacyjnych powiększa się 
lub zmniejsza, w miarę jak stopa procentu r powiększa się lub zmniej-
sza. Dosyć, w rzeczy sanićj , dla przekonania się o tćm, powróc ić do 
drugiego sposobu (452), który dostarczył fo rmuły ogólnej rat amor-
tyzacyjnych ; rozpoznaje się że d ług , na końcu pierwszego roku , 
C(1 -[- r ) — a, jest o tyle większym o ile r jes t w iększe , że toż 
samo się dzieje na końcu każdego roku , gdyż mnoży się każdą razą 
dłiig poprzedzający przez (1 r) , i że zmniejsza się później wielo-
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czyn o ilość stałą a. Przeto, jeżeli n wypłat wystarczą dla umorze-
nia długu, gdy stopa p rocen tu ma pewną wartość r , te wypłaty 
nie wystarczą nadal, kiedy stopa procentu zostanie podniesioną. 

To przypuściwszy, wróćmy do formuły [1] pod kształtem : 

[4] 

fo rmuła w której r jest ilością n ieznaną. Jeżeli damy dowolnie 
dla r pewną wartość r ' , to gdy ta wartość jes t mniejszą od war-
tości której szukamy, wartość odpowiednia n' u ł amku [U] będzie 
mniejszą od wartości danćj n; przeciwnie zaś, n' będzie większśm 
od n, jeżeli r' jest większe od r. Dowiemy się więc, p o r ó w n y w a -
jąc n ' z n, czy wartość , przypisywana dowolnie dla r , jes t za 
mocną albo za s łabą; i będziemy mogli , t em samem, za pomocą 
kilku macanin odpowiednio skierowanych, otrzymać szybko war-
ość dostatecznie przybliżoną na r . 

4 5 5 . Z A S T O S O W A N I A L I C Z E B N E . P R Z Y K Ł A D I . Jaką jest rata amorty-
zacyjna umarzająca, w 5 1 latach, summę 3 4 6 0 0 fr,. wiedząc przy tem 
że stopą procentu jest h od 100 rocznie? 

Formuła [2] daje : 

zkąd : 

To przypuściwszy : 

W i e c : r / = 1600^.556. 
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P R Z Y K Ł A D I I . Umieszczając, na początku każdego roku, summę 5 0 fr. 
po 6 oć/ 1 0 0 rocznie, ndcą summę x odbierze icierzyciel po upływie 

lat? 

P o n u u ł a : 

da je : 

zkąd : 

otóż : 

więc : 

To przypuściwszy : 

Więc : 

P R Z Y K Ł A D I I I . Jaką summę G można pożyczyć płacąc przez lat, 
w terminie każdej raty amortyzacyjnej 825 fr., na stopę procentu 
po oc?100 rocznie? 

Formuła [3] da je : 

zkąd : 
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To przypuściwszy : 

zkąd : 

P R Z Y K Ł A D I V . Po jakiem czasie summa 2 6 0 0 0 0 fr, zostanie umorzona 
przez raty amortyzacyjne wynoszące 10000 franków, uńedząc że stopą 
procentu jest 3j od 100 rocznie? 

Formuła [4] : 

da je : 

W i ę c : 

Potrzeba więc będzie płacić 58 rat amortyzacyjnych wynoszą-
cych po 10000 [fr. Lecz ponieważ dzielenie pozostawia resztę, 
s u m m a dana nie będzie całkiem umorzoną . Na zakończenie ra-
c h u n k u , należy ob rachować z j edne j s trony, to co jest na leżnćm, 
po upływie 58 lat , to jest s = 260000 X (1,0325)58; obrachować , 
z d rugiś j , to co się zapłaci ło przez raty amortyzacyjne , to jest 

i wziąć różnicę (s — p ) . 
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zkąd : 

Nadto 

W i ę c s u m m a która pozostaje wierzycielowi należną, (s—P)=2852 f r . 

P R Z Y K Ł A D V. Pożycza się summę 3 5 0 0 0 fr., i spłaca się ją, wraz 
z jej procentami składanemi, przez 52 rat amortyzacyjnych wyno-
szących każda 1600 franków. Jaką jest stopa procentu ? 

Formuła [k] : 

Przypuśćmy naprzód : 

Dzieląc 0 , 9 0 3 0 9 0 0 przez 0 , 0 1 7 0 3 3 3 , o t rzymuje się na iloraz 5 3 , 

liczbę większą od 52. Więc s topa p rocen tu jes t mniejszą od 

Przypuśćmy 

Dzieląc 0 , 6 3 0 0 8 7 przez 0 , 0 1 4 9 4 0 3 , o t rzymuje się na iloraz 4 2 , 

liczbę o wiele za słabą. W i ę c stopa jes t daleko bliższą 4 niż 3^. 
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Przypuśćmy w i ę c : 

Iloraz z 0,8330521 przez 0,0166155 jest 50, liczba za słaba : więc 
stopa jest wyższą nad 3,90. 

Przypuśćmy 

1 

1 

Iloraz z podzielenia 0,8666607 przez 0,0168245 daje 51. Stopa 
procentu jest więc wyższą nad 3^,95. Jest więc zawartą między 
3^,95 i li. Znamy ją przeto tym sposobem przybliżoną na mniś j 
niż 0f,05; i można łatwo posunąć dalej wartość przybliżoną stopy 
szukanej. 

456. P R Z Y P A D E K R E N T W I E C Z Y S T Y C H . Wartość raty amortyzacyjnćj a, 
przeznaczona do spłacenia pożyczki C, w czasie danym n, zmniej-
sza się kiedy n powiększa się : gdyż, dzieląc oba wyrazy drugiego 
członka przez (1 r)", formuła [2] może się napisać : 

zkąd widzimy że, im n jest większem, tem ułamek jest 

mniejszym; im więcśj mianownik wzrasta, tem bardziej wartość 
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na a s ta je się mniejszą. Jeżeli więc epoka spłacenia oddala się 
nieograniczenie, to jest , jeżeli n wzrasta nieograniczenie, wartość 
na a, zawsze przewyższająca Cr, ponieważ mianownik jest mniej-
szym od i , zmniejsza się, i ma za granicę Cr, to jest p rocen t pro-
sty s u m m y pożyczonej. Otóż, ten przypadek stanowi właśnie rentę 
wieczystą. 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Na co się zamieni po upływie k i lat, kapitał 8500 franków umieszczony 

na U\ od 100? 

Znajduje się 51663 / ,86 . 

II. Ludność 200000 dusz powiększa się przez rok o i j na 100 ; o ile pod-
niesie się ona po upłynionćm stuleciu ? 

Znajduje się 692681. 

III. Przez jaki czas kapiłał 3500 franków powinien być umieszczonym, po 5 

od 100, aby urósł do tejże samćj sumuiy co kapitał 4300 franków, umiesczo-

nych po k od 100, w przeciągu 18 lat? 

Znajduje się 18 lat, 2^9 dni. 

IV. Dwa kapitały są umieszczone na procentach składanych : jeden wyno-
szący 38000 franków, po od 100 ; drugi 99398 franków, po 3; od 100; 
po jakim czasie podniosą się one do tejże sam^j sununy ? 

Znajduje się 100 lat. 

V. Jaka jest wartość obecna renty rocznćj 1500 franków, płatnych przcz 
36 lat, gdy procentem jest 5 od 100, a pierwsza wypłata powinna się odbyć 
za rok ? 

Kor muła 

daje 24820 / ,32 . 

VI. Chcemy spłacić dług wynoszący 25000 franków, w 7 wypłatach co-
rocznych równych, gdy procentem jesl 4 od 100. Jaką powinna być wartość 
raly amortyzacyjnej ? 

Znajduje się /i 165/, 16. 
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VII. Jaką jest rata amortyzacyjna umarzająca, w 48 latach, pożyczkę 
06OOO franków, na stopę procentu po 31 od 100 ? 

Znajduje się 1 6 2 8 / , i 4 . 

VIII. Chcemy kupić 3000 franków renty za kapitał wynoszący 91650 fran-
ków. Na ile lat, rachując procent 3 od 100, możemy nabyć prawo posiadania 
tćj renty ? 

Znajduje się 84 łat. 

IX. Jaką jest wartość rzeczywista, na stopę po 5 od 100, rat amorty-
zacyjnych, z których pićrwsza wynosząca 1000 franków, płatną jesl za rok, 
a następne tworzą wyrazy postępu ilorazowego rosnącego którego stosunkiem 

11 
jest — ? Obrachować wysokość ostatnićj raty amortyzacyjnej. 

Fonnula jest 

w którćj : 

Znajduje się : 

Ostatnia rata amortyzacyjna wynosi 895Zi',30. 

X. Robotnik skiada, na początku każdego tygodnia, sununę a w kassie 

oszczędności, przez n lat kolejno po sobie następujących. Jaką jest, po upływie 

lego czasu, summa M jego książeczki, gdy stopą procentu jest r od 1 franka, 

a procenta kapitalizują się na końcu każdego roku ? 

Znajduje s i ę : 

XI. l'ewua osoba wnosi, do banku przezorności, sumnię v, na początku 

każdego roku, przez u lat kolejno po sobie następujących. Pytanie jaką sum-, 

nię a odbićrać ona będzie, na początku każdego roku, przez 'in lat naslęp-

nycłi, aby była całkiem spłaconą ze swycłi uprzednio umieszczonych na banku 

funduszów. 

Znajduje s i ę : 

XII. Jeżeli warunki pozostają te same jak w zagadnieniu poprzedzającćm, 
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jaką powinna być liczba n, ażeby summa a była przynajmniej równą k razy 
summie v 1 

Znajduje się warunek : 

zkąd się wyprowadzi g ran icę niższą dla n . 
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o K U N K G Y A C H W O G Ó L N O Ś C I . 

DEFINICYA FUNKCYJ. — CIĄGŁOŚĆ. 

457. Kiedy dwie wieil^ości zmienne są związane jedna z drugą , 
tak że dla każdej wartości jednej z nich odpowiada war tość ozna-
czona drugie j , mówi sie że te wielkości są funkcyami \eAwd drugiej . 

I tak, w kole, powierzchnia jest funkcyą promienia , i odwro tn ie 
promień jest funkcyą powierzchni ; ta zależność wza jemna wyraża 
się przez formułę S == tt?-'. Podobnież , przestrzeń przebieżona 
przez ciało spadające jest funkcyą czasu wyrażoną przez formułę 

e = i nawza jem t rwanie spadania jest funkcyą przestrzeni 

przebieżonej , daną przez związek odwrotny 

Uważa się zwykle j edną z wielkości x jako zmieniającą się 
w sposób dowolny, i nazywa się ją zmienną niezależną, gdy tym 
czasem zachowuje się nazwisko funkcyi dla drugie j wielkości y, 
której zmiany są zależne od zmiany p i ś rwsze j ; na mocy tej ugody 
pisze się 

Zależność dwóćh zmiennych nie jest zawsze taką, aby można 
było obrachować j edną za pomocą d r u g i ć j ; tak, na przykład, na j -
większość sprężystości pary wodne j i j e j tempera tura , lubo zmie-
niają się jedna z drugą, nie dozwoliły dotąd j ednak najznakomitszym 
fizykom wyrazić ich związku za pomocą ścisłćj f o r m u ł y ; spożycie 
żywności jest funkcyą nieznaną ceny nabytku, i t. d. Podobne 
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funkcye , nazwane ernpirycznemi, nie mogą być dane jak tylko przez 
doświadczen ie ; dla określenia ich, układa się za pomocą doświad-
czeń licznych i dokładnych tablice zawierające, z j edne j s trony 
wartości sąsiędnie i bardzo l iczne zmiennej niezależnej , a z d rug ie j 
wartości odpowiedn ie funkcyi. Zacytu jemy na przykład tablicę 
nas tępu jącą , która daje ilości siarczanu sody rozpuszczające się 
w 100 częściach wody pod wpływem różnych t empe ra tu r . 

SÓL STAŁA SÓL STAŁA • 
TEMPERATURA. rozpuszczona TEMPERATURA- rozpu.szczona 

w 100 częściacli wody. W 100 częściach wody 

O^OO 5 , 0 2 nm 5 0 , 6 5 

1 1 , 6 7 1 0 , 1 2 3 3 , 8 8 5 0 , 0 4 

1 3 , 3 0 1 1 , 7 4 4 0 , 1 5 6 8 , 7 8 

1 7 , 9 1 1 6 , 7 3 4 5 , 0 4 4 7 , 8 1 

2 5 , 0 5 2 8 , 1 1 5 0 , 4 0 4 6 , 8 2 

2 8 , 7 6 3 7 , 3 5 5 9 , 7 9 4 5 , 5 2 

3 0 , 7 5 4 3 , 0 5 7 0 , 6 1 4 4 , 3 5 

3 1 , 8 4 4 7 , 3 7 Sk,k2 4 2 , 9 6 

ZT58. « Ilość zmienna może zmieniać się w sposób ciągły, lub nie-
ciągły : jeżeli zmienna, przechodząc z jednej wartości iv drugą, prze-
chodzi przez tvszystkie wartości pośrednie, mówimy ie zmienia się 
w sposób ciągły. 

» Funkcya ciągłą zmiennej dandj nazywamy funkcyą, która zmienia 
się w sposób ciągły^ gdy zmienna ta w takiż zmienia się sposób. 

» Gdy mówimy , że zmienna przechodząc z j ednś j wartości w d r u -
gą, przechodzi przez wszystkie wartości pośrednie , to rozumiemy 
tćm orzeczeniem wartości tak doda tne jak od j emne . I tak jeżeli 
zmienna przechodzi z wartości od jemne j — a, do wartości d o d a -
tne j - f - b, winna przejść przez wszystkie wartości o d j e m n e zmnie j -
szające się bez względu na znak, zacząwszy od a aż do O, przejść 
przez wartość O, i nas tępnie zacząwszy od O, przez wszystkie w a r -
tości dodatne , zwiększające się aż do b. Przechodząc więc z wartości 
od jemne j do dodatne j , lub odwrotn ie , zmienna ciągła winna przejść 
koniecznie przez war tość 0. 

» Funkcya może być ciągłą dla wszelkich wartości zmiennej nie-
zależnej X, zawartych pomiędzy pewnemi d w o m a wartościami Xq 

I . — 3 5 
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i X, a przestać być ciągłą, gdy zmienna przybiera te wartości . 
Mówimy wtedy , że funlvcya jest ciągłą tyllio pomiędzy p e w n e m i 
granicami zmiennć j niezależnej. Tak na przykład ws tawa je s t f u n k c y ą 
ciągłą ł u k u : lecz styczna jest funkcyą ciągłą łuku tylko między 

w.artościami — ^ i - j - ^ tegoż ł u k u ; przesta je b o w i e m być 
^ Jt 

ciągłą dla tych wartości , dla k tórych jes t nieskończoną i w bliskości 
których przeskakuje z bardzo wielkich wartości dodatnych, do b a r -
dzo-wielkich od j emnych , i odwrotn ie . » 

[Określenia ciągłości powyżej przytoczone są wyję te z Wiadomoici 
Wstępnych s tanowiących Część I Rachunku Różniczkowego p. F o l -
kierskiego.) 

Charakterem rozróżniającym funkcye ciągłe jest możność p rzy j -
mowania przyrostków tak małych jak się tylko podoba , kiedy 
zmienna niezależna wzrasta s topniami dostatecznie ma łemi . I tak 
funkcya 

jest funkcyą ciągłą ilości x, ponieważ je j przyrostek 

odpowiedni przyrostkowi h zmiennćj niezależnej, dąży do zera 
w miarę jak ten ostatni staje się coraz mniejszym. 

Wielkości ' fizyczne są ogólnie funkcyami ciągłemi. Natura non 
facit saltus. 

P R Z E D S T A W I E N I E G E O M E T R Y C Z N I : FUNKCYJ CIĄGŁYCLI. 

459. W r ó ć m y do tabljcy n u m e r u 457 i za t rzymajmy się na t e m -
peraturze 320,73, d la którćj funkcya zmienia raptownie p o c h ó d . 

Niech będą y '^y dwie osie (fig. 21) pros tokątne n ieograni -
czone ; p rzypuśćmy oś podzieloną na części równe i napiszmy 
przy p u n k t a c h podziału liczby 

http://rcin.org.pl



o FUNKGYAGll W OGOLNOSCI. 5 4 7 

potćm przez punkta noszące numera wpisane w pierwszą k o lu m n ę 
tablicy, wynieśmy prostopadłe r ówne (wedle peWnej skali) liczbom 
odpowiedn im wpisanym w drugą k o l u m n ę ; złączmy nakoniec 
rysem ciągłym końce tych pros topadłych, a o t rzymamy linią, która 
dostała nazwisko krzywej rozpuszczalności siarczanu sody. 

Ta krzywa m a nad tablicą poprzedzającą dwie korzyści : naprzód 
pokazuje jaśniej w ' jaki sposób rozpuszczalność zmienia się z t e m p e -
r a t u r ą ; po tćm dozwala znaleźć rozpuszczalności odpowiada jące 
t e m p e r a t u r o m poś redn im. 
Chcemy wiedzieć, na przy-
kład, rozpuszczalność dla 
t e m p e r a t u r y 15° przez 
p u n k t P , naznaczony 1 5 ° | , 
na osi Ox, wynieśmy p ro -
s topadłą MP aż do spo tka -
nia się je j z krzywą, a liczba 
która mierzy tę d ługość , 
na skali przyjętej , wyraża ilość soli k tórą rozpuszcza woda w tej 
tempera turze . 

460. W ogólności, gdy się posiada tablicę wartości funkcyi dla 
pewnych wartości zmiennćj niezależnćj, albo fo rmułę która posłużyć 
może do ułożenia tćj tabl icy, o t rzymuje się krzywą przedstawiającą 
funkcyą , odnosząc na oś wartości zmiennej niezależnej i wy-
nosząc pros topadłe równe wartościom odpowiednim funkcyi . 

Punk t jakikolwiek M, pewne j krzywćj jes t oznaczony gdy się 

da j e liczby które mierzą pros topadłą MP i 

odległość OP ; daje się tym liczbom naz-

wisko spólrzędnych p u n k t u M ; pierwsza 

jes t rzędną a druga odcinkiem, lub odciętą, 

p u n k t u . Spółrzędne są wreszcie zdolne 

przyjąć z n a k i ; odcięte doda tne biorą się 

w k ie runku Qx a odcięte o d j e m n e w kie-

r u n k u Ox'; tak s«mo, odnoszą się rzędne 

powyżej lub poniżej osi x'Ox, wed ług 

tego jak te rzędne m a j ą przed sobą znak 

a lbo znak — ; tym sposobem uważając koło mające początek O http://rcin.org.pl
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w środku , spóirzędne będą 

dla punk tu iMj, 

dla punk tu AL, 

dla punk tu Mj, 

dla punk tu M4. 

Oznacza się zwykle odcięte przez x, a rzędne przez y. 

461. Nie będziemy zastanawiali się d łużś j nad pożytkiem przcetedid-
stawienia geometrycznego funkcy j empirycznych. Prace PP. iR^E^fi-
G N A U L T ' A i D E S P R E T Z ' A dają przykłady znakomite i dobrze znianmtne 
tego rodzaju działań. 

W analizie używa się krzywych w tym jedynie celu aby przedst&ta-a-
wić obraz widoczny pochodu funkcyi . Linia jest m a l o w i d ł e m jassnncio 
uwydatn ia jącem prawo algebraiczne które wiąże zmienne mięidzlzyiy 
sobą , a je j zgięcia, je j pochód pokazują j e d n y m rzu tem oka to c(obby»y 
tylko zupełna dyskusya zrównania nie bez t rudu wyświecić należy/ciJieie 
potrafiła. 

P R Z Y K Ł A D . Słudyum funkcyi 

Przypuśćmy dwie osie prostokątne Ox i Oy podzielone na częścci i 
r ówne , i naznaczmy 1, 2, 3 , . . . przy punktach podziału. 

Fig, 2 3 . 
F o r m u ł a 

pokazuje że rzędna jes t zerem dl.a 

, i że ona jest r ó -

w n ą 3 dla X = 0. 'Krzywa przecinU 

więc oś Oa; w A i B, a oś O// 

w C. 
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3 
Gdy X powiększa się począwszy od - , dwa czynniki x — \, 

są doda tnemi , i powiększają się n ieustannie ; y wzras ta 

więc Dez granicy pozostając doda tnem. Ztąd gałąź nieskończona 
BNU która wznosi się po nad odda la się także od Oy. 

Gdy X zmniejsza się począwszy od 1, d w a czynniki x — 1 , 

są o d j e m n e m i , i powiększają się n ieustannie w war tośc i 

bezwzg lędne j ; y wzrasta więc jeszcze bez granicy pozosta jąc d o -

da tnem. Zkąd gałąź nieskończona AMCV przebi ja Oy w G. 

3 
Nakoniec, kiedy x jes t zawar tem pomiędzy 1 i 2 ' ^^^^^ 

3 • ' 
niki X — X — - są znaków przec iwnych , y jest o d j e m n e m , 

Jś 
i m a m y łuk AUB, położony pod spodem ; łuk ten spaja dwie 

gałęzie VMA, UNB. Punkt najniższy R tego łuku odpowiada na j -

większości y = — — ma jące j mie jsce z powodu ró-

wności czynników x — \ ^ — których s u m m a jes t stałą. Od-

cięta tego p u n k t u R jes t więc pół s u m m ą — | j odcię tych 

punk tów A i B, a R zna jdu je się na równoległe j do Oy p o p r o -

wadzonej przez środek I linii AB w odległości 

Połóżmy 

przyjdzie 

rzędna y pozos ta je tąż samą kiedy a zmienia znak. Jeżeli więc 
weźmiemy, po j ednś j i po drugie j s t ronie I, dwie długości ró -
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wne IQ, IP, i gdy wynies iemy pros topadłe QN, PiM aż d o icłi l i 
spotkania się z krzywą, figura MPQN będzie p r o s t o k ą t e m ; tak że.e 
krzywa jest symetryczną względem równoleg łe j do p o p r o w a - -
dzonej przez środek I prostój AB. 

Krzywe przedstawiające funkcyą ogółną 

mają wszystkie kształt podobny do p o p r z e d z a j ą c e j ; są to parabole ? 
złożone z podwójnó j gałęzi n ieskończonej i symetrycznej w z g l ę d e m i 

równoległe j do Oy. Gałęzie nie-
24. skończone są sk ie rowane k u Oy 

albo ku Oy', wed ług tego j ak a 
jes t doda tnem lub o d j e m n e m ; 
gdyż dla wartości dos ta tecznie 
wielkich na wyraz jak 
wiemy, daje swój znak t r ó j m i a -
nowi: Nadto, krzywa przecina Qx 
w dwóch punk tach , jes t styczną 
do tej osi, a lbo nie spotyka j e j 
wcale, według tego jak równan ie 

ma swe pierwiastki rzeczywiste i n ie równe, rzeczywiste i równe , 
albo uro jone . Te różne przypadki są p rzeds tawione na fig. 24. 

1 ' IERWSZA WŁASNOŚĆ OGÓLNA FUNKGYJ CIĄGŁYCH. 

462. Funkcye ciągłe posiadają pewne własności ogólne. Przy-
toczmy naprzód nas tępu jącą , k tórą K E P L E R wysłowił pierwszy ( 1 6 1 5 ^ , 

a którą F E R M A T wziął po tem ( 1 6 5 5 ) za pods tawę swćj teoryi naj-
większości i najmniejszości : 

W sąsiedztwie największości albo najmniejszości, każda funkcyą 
ciągła pozostaje prawie nieruchomą i zmienia się tylko stopniami bar-
dzo małemi. 
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Ten fakt wys tępuje bezpośrednio , z wpatrzenia się w krzywe. 
Kiedy rzędna krzywej przestanie wzrastać, to jest przechodzi przez 
największość, a lbo przestaje zmniejszać się, to jes t przechodzi przez 
najmnie jszość , styczna do krzywej staje się równoległą do osi Ox-, 
rzędna tćj stycznćj staje się więc stałą. Otóż, ponieważ w sąsiedz-
twie punk tu zetknięcia można przyrównać cząstkę czyli e l emen t 
krzywej do cząstki czyli e l emen tu stycznej, widoczna przeto że mały 
łuk krzywej znajdujący się blisko największości albo najmniejszości 
ma rzędną n iemal stałą. Funkcya przedstawiona przez tę rzędną 
zmienia się wtedy s topniami bardzo małemi . 

Wynika ztąd że, dla zbadania iv jakich okolicznościach wielkość 
zmienna staje się największością, potrzeba wyrazić że ta wielkość uwa-
żana w dwóch stanach po sobie następujących nieskończenie sąsiednich 
ma tęż samą wartość : róumość wypadkowa, wzięta w chwili granicy 
w której dwa stany po sobie następujące jednoczą się, dostarczy własno-
ści charakterystycznej największości albo najmniejszości. 

« Taki cha rak te r jest filozoficznie t em bardziej właśc iwym, że sta-
» nowi wyrażenie wpros t wynikające z uwagi ogólnćj często na-
)) stręczonćj przez różne zjawiska na tu ra lne k tóre przeds tawia ją 
» zwyczajne przykłady największości a lbo najmniejszości , takie jak 
» zmiany wysokości s łońca w obiegu dz iennym, n ie równe t rwanie 
» dni i nocy w różnych porach roku , i t. d . W e wszystkich przy-
)) padkach podobnych , badacze rozsądni dostrzegali zawsze że stan 
» największości a lbo najmniejszości zna jdu je się stanowczo rozróż-
)) nionym od s tanów poprzednich albo nas tępnych przez pewien 
1) rodzaj zatrzymania się szczególnego, k tóre p rzypomina ją niekiedy 
)) nazwania zwyczajem uświęcone, gdy nadewszystko dotyczą pór 
)) roku {przesilenia dnia z nocą, po f rancuzku solstices, wyraz pocho-
;) dzący z łacińskiego : sol sf.at). » ( A U G U S T C O M T E , Geometrya Ana-
lityczna.) 

Ta własność zna jdu je w każdćj chwili swe zastosowanie w mecha -
n ice przemysłowej , gdzie się szuka często jakie rozporządzenia po -
t rzeba przyjąć, j a k ą war tość należy nadać pewnć j wielkości k tórą 
się umie władać, dla wykonania pracy oznaczonej z na jmnie jszym 
o ile można kosztem, albo pracy największej z wydatkiem ozna--
czonym. 
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ZASTOSOWANIA ANALITYCZNE ZASADY POPRZEDZAJĄCEJ. 

463. Znaleźć największość lub najmniejszość funkcyi xm -[- YM̂  
wiedząc ze summa x y jest stałą i równą a. ^ 

Funkcya do zrobienia największością lub najmniejszością jest 

Równając dwie wartości sąsiednie tej funkcyi , m a m y związek 

który można napisać 

(1) 

Wreszcie m a m y 

albo 

podobnież 

ak że związek (1) staje się 
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albo, znosząc czynnik h i robiąc = O, 

zkąd 

a tem samem, 

Tak więc, bądź to dla największości , bądź to*dla najmniejszości , 
dwa czynniki x i y powinny być równemi . Widz imy wreszcie 
ła two że najmniejszość albo największość, m a miejsce wed ług tego 
jak m jest > albo < od 1. 

464. Krążek poziomy m umieszczony na stole poziomym AB, jest 
oświecony przez lampę F , której spodek jest 
11) odległości stałej Bm = a od środka m krążka ; 
na jakiej luysokości FB = li mależy osadzić 
lampę F ażeby krążek adbierał największość 
światła. 

W i e m y że natężenie świa t ła , jakie odbiera 
powierzchnia , jes t p roporcyona lne do wstawy 
nachylenia promieni , i odwro tn ie proporcyo-
nalne do kwadra tu z odległości światła do punk tu oświeconego 

powierzchni . Oznaczmy przez x kąt zmienny B m F , przez A zaś 

natężenie światła które odbiera normaln ie powierzchnia położona 

o j e d n o ś ć odległości od ogniska F ; jeżeli więc promień wychodzący 

z ogniska spotyka powierzchnią krążka, pod jakiemkolwiek nachy-

leniem X, i w odległości = ilość światła, jaką ta po-
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wierzchnia w tym punkcie odb ie ra , będzie : 

albo 

Przeto 

jest funkcyą, kiórą należy zrobić na jwiększośc ią ; r ó w n a j ą c dwie 
wartości nieskończenie bliskie funkcyi , mamy 

a lbo 

albo 

a więc przechodząc do granicy, to jest robiąc h — O, 

zkąd 

Taką jes t war tość na która odpowiada największości oświe-
cenia. Jes t wreszcie rzeczą oczywistą że tu właśnie największość 
m a mie j sce , gdyż oświecenie j es t zei-em już to dla x już to 

dla x = 
Jt 

Z A S T O S O W A N I E G E O M E T R Y C Z N E . 

465. Znaleźć punkt M na prostej Oy, z którego widzi się dłu-

gość AB pod kątem AMB, największym możebnym. 
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Niech będzie M' punk t nieskończenie sąsiedni p u n k t u niezna-
nego M ; równość ką tów (462) AMB, AM'B wymaga aby czwo-
robok MM'AB był wpisanym. Na gra-
nicy, gdy M' jednoczy się z M, p r o -
sta Oy jest styczną, i wyszukanie 
punk tu M sprowadza się do znalezie-
nia punk tu zetknięcia koła przecho-
dzącego przez dwa punkta dane A i B 
i stycznego do linii prostej danej Oy ; 
innemi słowy, odległość OM jest ś rednią proporcyonalną między 
OA i OB. 

Rozpoznaje się, w rzeczy samej , a poster ior i że każdy p u n k t pros-
tej Oy, inny jak p u n k t zetknięcia M, j ako położony na zewnątrz 

koła, jes t wierzchołkiem kąta mniejszego jak kąt AMB^ 

466. Przez punkt A lozięty wewnątrz kąta yOx, poprowadzić 
sieczną GD taką, aby prostokąt AG. AD był najmniejszym może-
bnym. 

Niech będzie G'D' sieczna nieskończenie sąsiednia siecznej szu-
kanej GD; czworobok GC'DD' jes t wpisa-
nym, gdyż mamy 

Koło przechodzące przez cztery wierz-
chołki staje się stycznćm w G i D do boków 

kąta yOx; c ięciwą zetknięcia CD musi więc 
być pros topadła spuszczona z p u n k t u danego A na dwój sieczną OM 

kąta yOx. 

1x^)1. Z A D A N I E F E R M A T ' A . Mając dane dwa punkta A 2 B położone 
IV dwóch środkach różnych które rozłącza linia prosta xy, a oraz 
oznaczywszy przez v i prędkości odpowiedne rozchodzenia się świa-
tła w obu środkach, chcemy wiedzieć drogę AIB jaką musi postępować 
światło punktu świecącego, aby przejść od pierwszego punktu do dru-
giego w czasie jak najkrótszym. 
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Niech będzie I' punk t sąsiedni p u n k t u I. Z punk tów A - i B 
j ako ś rodków, długościami Al i BI' 
wzięterni za promienie , zakreślmy 
dwa łuki IK, TH. Różnica czasów 
których używa światło do przebie-
żenia dróg AIB, AFB ma za wyra-
żenie : 

Wyraża jąc że ta różnica jest zerem na granicy, i oznaczywszy 

przez i i r kąty wpadania AIN i załamania BIN', o t r zymamy 

Takie jest prawo pojedyriczego załamywania się światła D E S K A R T A . 

DRUGA WŁASNOŚĆ OGÓLNA FUNKCYJ CIĄGŁYCH. 

468. Zastanawianie się nad krzywemi wystawia jeszcze na widok 
inną własność bardzo ważną funkcy j ciągłych : 

Zmianom bardzo małym zmiennej niezależnej x, poczynając od 
luartości oznaczonej, odpowiadają zrrńany funkcyi przybliżenie pro-
porcyonalne. 

Ponieważ w sąsiedztwie punk tu zetknięcia , ' można przyrównać 
e lement krzywśj do e lementu stycznej, wi-
dzimy że w rozciągłości MN tego e lementu 

IK 
spólnego, stosunek — różnicy rzędnych do 

różnicy odciętych jest stałym i r ó w n y m stycz-

nej t rygonometrycznej nachylenia IMK = « 

prostej MT na oś OJ?. 
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TH zasada jes t bardzo pożyteczną w matematyce zas tosowane j ; 
ile razy zmienna niezależna, waha się oscyllacyjnie około swej war -
tości ś rednie j od której ta zmienna oddala się bardzo mało, 
innemi słowy, kiedy mamy x gdzie z jest liczbą zmienną 
bardzo ma łą względem stałej można, bez b łędu dostrzegać się 
da jącego, zastąpić zawsze każdą funkcyą x, matematyczną albo 
empiryczną, znaną lub nieznaną, przez A Bz gdzie A i B są 
liczbami s ta łemi . 

Zastosowaliśmy już t ę zasadę robiąc użycie proporcyi tabl icowej 

dla wyszukania logarytmów liczb wyż-

szych nad 10^ 

F U N K C Y E W I E L U Z M I E N N Y C H N I E Z A L E Ż N Y C H . — J E D N O R O D N O Ś Ć . 

469. Wielkość zależy często od wiciu i n n y c h ; i tak ciężar ciała 
jest funkcyą czterech zmiennych niezależnych, jego trzech wymia rów 
i jego gęstości. Prócz zmiennych, wchodzą niekiedy do oznaczenia 
funkcyi , ilości które pozostają s ta łemi w pytaniu k tóre się t r a k t u j e ; 
jakoż, w mie jscu danem, natężenie g ciężkości nie zmienia się, a 
t rwanie wachn ięć wahadła zależy od jego długości zmiennej i od 
stałej g. Dla wyrażenia że ilość u jest funkcyą wielu zmiennych 
niezależnych x, y, z,,.., używa się oznaczenia 

a pisze się 

dla wskazania że funkcya zawiera nadto stałe albo parametry 

y, 

Funkcya matematyczne poddzielają się na algebraiczne i prze-
stępne; pierwsze są te na których działaniami wskazanemi do wyko-
nania mogą być tylko, dodawania , odciągania, mnożenia , dzielenia_, 
podnoszenia do potęg całkowitych lub u ł amkowych , lecz zawsze 
stopni znanych ; drugiemi zaś są te które zawierają inne działania 
wskazane na zmiennych niezależnych; takiemi są, na przykład, 
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ilości wykładnicze a"", logarytmy, linie czyli stosunki t rygonome-
tryczne, 

470. Mówi się w ogólności że funkcya f{a, b, c , . . . ) jest jednorodną 
względem liter a, c , . . . , kiedy m a m y 

gdzie A' oznacza liczbę nieoznaczoną j akąko lwiek ; wykładnik zaś m 
nazywa się stopniem jednorodności funkcyi . 

!l 1 
P R Z Y K Ł A D Y . Funkcya — jes t j e d n o r o d n ą stopnia 2, 

0/ o 
gdyż m a m y 

Podobnież , funkcya ^ a ^ 5ó j e d n o r o d n ą stopnia O; gdyż 

m a m y 

W przypadku wie lomianu całkowitego, wszystkie wyrazy po-
winny być tegoż samego stopnia, i zna jduje się definicya n u m e r u 30. 

T W I E R D Z E N I E . Kiedtj się traktuje przez algebrę pytanie jakiekolwiek 
geometry i, zostawiając nieoznaczoną jednostkę długości, wszelkie związki 
takie jak (a, b , c , . . . ) = O, do któt^ych sie przychodzi między liczbami 
a, b , c , . . . , mierzącemi różne linie A, B, C, . . . figury, mają ich pierw-
szy członek f(a, b , c , . . . ) jednorodny. 

W rzeczy same j , rozumowania i r achunk i k tóre nas przyprowa-
dziły do związku 

ll) 

są całkiem niezależnemi od jedności długości p r z y j ę t ś j ; jeśliby więc 

http://rcin.org.pl



o FUNKCYACłl W OGÓLNOŚLII. 5 5 9 

wybraną została linia A za j edność długości, znalazłoby się między 
liczbami 1, b \ c ' , . k t ó r e b y mierzyły różne linie figury, związek 
tegoż samego kształtu 

(2) 

otóż m a m y 

gdyż s tosunek liczb które mierzą dwie wielkości jest niezależnym 
od jedności wybrane j . Zrównanie (2) staje się więc 

(3) 

a gdy ten nowy związek jes t j e d n o r o d n y m i stopnia zóro, z równa-
nie ( i) które się o t rzymuje mnożąc (3) przez najwyższą potęgę 
liczby a wcliodzącćj do mianownika , jes t j e d n o r o d n e m i s topnia m. 

471. Dowodzenie nie przypuszcza że funkcya f[a, b, c,...) j es t 
algebraiczną. Wskazu je ono, nadto , sposób przywrócenia j e d n o -
rodności w zrównaniu pochodzącem z zadania w k tórem wzięto za 
jedność j edną z linij l igury. l^otrzeba, oznaczając j edność przez i, 
podzielić przez i, każdą l i terę przedstawiającą linią, po tem znieść 
mianowniki . Dodajmy że litery przedstawiające powierzchnie lub 
objętości powinny , s tosownie do prawide ł podanych w geometry i , 
być t rak towane jako wieloczyny złożone z dwóch albo z trzech l in i j ; 
nakoniec litery przeds tawia jące kąty albo funkcye kołowe wyraża-
jące tylko stosunki d w ó c h l ini j , są czynnikami stopnia zera, i po-
t rzeba w nich odrzucić wszelkie zastosowanie twierdzenia poprze-
dzającego. 

Tym sposobem pojęta zasada jednorodnośc i , przedstawia wysoko 
w nauce ceniony sposób weryfikacyi czyli sprawdzania . W każdóm 
poszukiwaniu geomet rycznem, gdzie j edność została nieoznaczoną, 
jeżeli natrafimy w ciągu r achunku na zrównanie n ie jednorodne , 
należy się zatrzymać, wnosząc ztąd słusznie że rozumowanie albo 
rachunek muszą być b ł ędnemi j 
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Ta zasada dostarczy nawet dowodzeń najprostszych i bezpośred-
nich , pewnych twierdzeń zasadniczych geometryi i mechanik i (zob. 
Notę I I Geometryi L E G E N D R E " A , i n u m e r 2 6 Mechaniki P O I S S O N ' A , 

drugą edycya). 

Przytoczmy jeden tylko przykład : 

Powierzchnia t rójkąta jes t oczywiście funkcyą jego boków a, h, c 
i jego kątów A, B, G; wreszcie ta funkcya ^[a, b, c, A, B, G) jest 
j e d n o r o d n a i drugiego s topnia ; powinno więc być 

kb, kc, A, B, G) = k'^<f{a, b, c, A, B, G). 

Otóż pierwszy członek przedstawia powierzchnią wszystkich trój-
kątów podobnych trójkątowi danemu, ponieważ kąty są też s ame , 
a boki p ropo rcyona lne ; związek poprzedzający wyraża więc że 
poiaierzchnie trójkątóio podobnych mają stosunek równy k^, to jes t 
równy stosunkowi kwadratów z dwóch boków odpowiednich jakich-
kolwiek. 

Ć W I C Z E N I A , 

I. Niech będzie funkcya jednorodna i drugiego stopnia z n ilości Oi, a ^ y , Un; 

dowieźć że mamy 

V = V.22 -Ł- . . . + V „ 2 , 

przypuszczając że Vi, V-2,'' » V)( są funkcyami linijnemi zamykającemi 

w sobie odpowiednio ?ł, n — 1 , . . . , 1 ilości. 

II. Znaleźć na krzywej danćj punkt M taki, aby trójkąt utworzony przez 

styczną w lym punkcie do krzywćj i dwie osie spółrzędnych był, największym 

albo najmniejszym możebnym. — Rozwiązać toż samo pytanie, podstawiając 

za trójkąt, prostokąt wystawiony na odciętej i rzędnćj punktu M. 

III. Znaleźć na krzywej danćj piinkt 11 taki, aby summa jego odległości od 

dwóch punktów stałycłi A i R położonych na płaszczyznie linii krzywćj była 

największością albo najmniejszością. 
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IV. Mając daną krzywą i cięciwę slalą AB, znaleźć na tej cięciwie punkt M 
laki, aby cięciwa Ali była największą albo najmniejszą możebną pomiędzy 
wszyslkiemi cięciwami przechodzącemi przez ptmkl M. Rozwiązać toż sama 
pytanie podstawiając wieloczyn utworzony z odcinków MA i Ml', zamiast dłu-
gości cięciwy. 

V. Pomiędzy wszyslkiemi cięciwami tejże samej długości wpisanemi w krzywą 

daną, znaleźć tę która odcina największy albo najmniejszy odcinek możebny. 
VI. Nakreślić krzywe przedstawione przez limkcye 
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DEFINICYE. 

Ul 2. Kombinacyami Z m przedmiotów b ranych po n, nazywają 
się grupy otrzymane z zestawienia z sobą wszelkiemi sposobami 
możebnemi tych przedmiotów branych po n do każdej grupy 
tak, aby dwie g rupy różniły się między sobą przynajmnić j j e d n y m 
przedmio tem do składu ich wchodzącym. 

Przemimiami czyli permutacyami z n p rzedmio tów nazywają się 
w algebrze różne sposoby us tawienia ich wed ług figury oznaczonej, 
na przykład w linii pros te j . 

Zgodzono się nazwać waryacyami z m przedmiotów po n bj 'a-
nych różne sposoby ustawienia tych p rzedmio tów według figury 
oznaczonej , w linii prostej na przykład , b iorąc je zawsze przy każ-
d e m ustawieniu po n. , 

Wynika z tych dełinicyj że gdyby, po znalezieniu wszystkich 
kombinacyj z m p rzedmiotów po n b r a n y c h , wykonało się, 
w każdej grupie z n p rzedmio tów wszystkie przemiany możebne, 
ot rzymałoby się dokładnie wszystkie luaryaeye możebne z tych m 
przedmiotów branych po n. Tak że, j e że l i się rozmnoży liczbę 
kombinacy j z m przedmiotów branych po przez liczbę prze-
mian którą można wykonać na grupie zamykające j w sobie n 
p rzedmiotów, otrzyma się dokładnie na wieloczyn liczbę waryacyj 
możebnych z tych m p rzedmiotów branych po n. 

Oznaczywszy więc przez Kjf liczbę kombinacy j z m przed-
miotów branych po n ; przez P„ liczbę przemian którą można 
wykonać na grupie zamykające j w sobie n p rzedmiotów, a przez 
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Wjf liczby waryacyj możebnych z in p rzedmio tów po n branych , 

o t rzymamy związek 

ztąd się wyciąga 

to jes t że, dla o t rzymania liczby kombinacyj z m p rzedmio tów 
branych po n, należy podzielić liczbę waryacyj możebnych z tych 
m przedmiotów branych po n, przez liczbę przemian którą można 
wykonać na grupie zawierającćj w sobie n przedmiotów. 

Po znalezieniu więc war tośc i Wjf i Pn ; znajdziemy, tćm sa-

m e m , za pomocą wzoru powyższego war tość Kjf . 

Dla łatwiejszego zrozumienia , przypuśćmy że przedmioty o które 
rzecz idzie są l i terami alfabetu, K ^ oznaczać będzie wtedy liczbę 
sposobów wzięcia m liter po n, tak dalece że się o t rzymuje , 
mnożąc je , tyleż wieloczynów różnych. P„ oznaczać będzie liczbę 
sposobów napisania wciąż j edne po drugich n liter oznaczonych. 
Nakoniec W ^ oznaczać będzie liczbę sposobów napisania wciąż 
j edne po drugich n liter, wziętych, wszelkiemi sposobami może-
bnemi , z całkowitej liczby m liter. 

W A R Y A C Y E . 

473. Niech będą a, b, c, d, //, k, l, litery wzięte pod 
uwagę w liczbie m. 

Liczba waryacyj z tych m liter wziętych po jednej ]esi oczywiście 
równą liczbie tych l i t e r ; mamy więc 

W]" = m. 

Stara jmy sie u tworzyć waryacye z m liter Syziętych po dwie. 
Do osiągnięcia czego, wystarczy wziąć z kolei każdą z m l i ter, i 
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napisać po prawej je j s t ronie każdą z n t — I liter pozos t a łych ; 
co daje 

Znajdziemy tym sposobem wszystkie waryacye z dwóch liter 
z łożone; na dowodzenie tego dosyć wykazać że żadna waryacya nie 
została opuszczoną, ani też żadna nie była powtórzoną. Otóż, 

1° uważmy waryacyą jakąkolwiek ck. Brano każdą z kolei literę 
dla utworzenia jakiejkolwiek ko lumny p i o n o w e j ; wziętą więc zo-
stała mianowicie litera c. l 'o tej literze, została napisaną kolejno 
każda z liter pozostałych ; została więc napisaną szczególnie litera k ; 
co dało waryacyą ck. Więc , żadna waryacya nie została opuszczoną. 

Po równa jmy dwie waryacye jakiekolwiek napisane w tablicy 
powyższej. Albo te waryacye będą się znajdowały w tej samej ko-
lumnie p ionowej , a wtedy będą się między sobą różniły ostatnią 
l i t e r ą ; a lbo te waryacye będą się znajdowały w dwóch ko lumnach 
różnych, a wtedy będą się one między sobą różniły pierwszą literą. 
W i ę c wszystkie otrzymane waryacye są różne. 

W i ę c nakoniec , mamy istotnie tym sposobem wszystkie waryacye 
z dwóch liter złożone. Pozostaje oznaczyć ich liczbę. Otóż, znajduje 
się tyle k o l u m n ile jest waryacyj z m liter wziętych ^o jednej czyli 
tyle ile jes t liter, to jes t m ; a że mamy m — 1 waryacy j w każdej 
ko lumnie , jest więc całkowicie m(m — 1) waryacyj z m liter 
wziętych po dwie ; m a m y przeto : 

Utwórzmy waryacye z trzech liter złożone. Aby lo otrzymać, 
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dosyć wziąć każdą z kolei waiyacyą utworzoną z in liter wziętych 

po dwie, i napisać po p rawej jej s t ronie m — 2 liter pozostałych, 

co da je 

Otrzymamy istotnie tym sposobem wszystkie waryacye złożone 
z trzech liter. W rzeczy samej : 

1" Uważmy waryacyą jakąkolwiek bek. Braliśmy, z kolei, każdą 
waryacyą o t r zymaną z m liter wziętych po dwie dla otrzymania 
jakiejkolwiek ko lumny p i o n o w e j ; wziętą więc została w szczegól-
ności waryacya be. Napisaną została po niej każda z liter pozosta-
ł y c h ; nap isaną więc została w szczególności litera /f, co utworzyło 
waryacyą bek. W i ę c żadna z waryacyj nie została opuszczoną. 

2° P o r ó w n a j m y dwie waryacye jakiekolwiek napisane w tablicy 
powyższej. Albo te waryacye są w tejże samej kolumnie p ionowej , 
a wtedy różnią się między sobą ostatnią l i t e r ą ; albo te waryacye są 
w dwóch ko lunmach różnych, a wtedy różnią się p rzyna jmnie j 
porządkiem dwóch pierwszych liter, jak nbk i bak. W i ę c wszyst-
kie waryacye napisane są różne. 

Więc nakoniec , m a m y istotnie tym sposobem wszystkie waryacye 
z l i ter wziętych po trzy. Pozostaje wskazać ich liczbę. Otóż, zna jdu je 
się tyle ko lumn ile jest waryacyj z m liter wziętych po dwie, to jest 
W f albo m(m — 1 ) ; a że, w każdej ko lumnie , mamy m — 1 
waryacyj, jest więc całkowicie m(m — l ) ( m — 2) waryacyj z m 
liter wziętych po trzy; przeto m a m y 

Prawo tworzenia się tych wartości jest oczywiste^i. Lecz można 

j e dowieść sposobem ogó lnym. Przypuśćmy że już znalezioną została 

liczba waryacy j z m liter wziętych po n — 1, i że chcemy 

utworzyć waryacye z m liter wziętych po n. Aby to o t rzymać, 
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dosyć wziąć z kolei każdą z wartości utworzonych z m liter wzię-
tych po — 1, i napisać po niej każdą z liter pozostałych, które są 
w liczbie m — (n — i ) albo w — n 1. Utworzy się tyle kolumn 
pionowych ile jest waryacyj otrzymanych z rn liter wziętych po 
n — 4, i każda z tych kolumn będzie miała m — n-\- \ waryacyj. 
l ' ' Żadna waryacya mogąca być otrzymaną z m liter wziętych po n 
nie została opuszczoną; gdyż, niech będzie, na przykład, warya-
cya abc <jh którą przypuśćmy utworzoną z n liter. Braliśmy 
z kolei każdą waryacyą otrzymaną z m liter wziętych po w - - 1 
dla utworzenia jakiejkolwiek kolumny p ionowśj ; wziętą więc zo-
stała mianowicie waryacya abc g. Napisaną została po niej każda 
z liter pozostałych; napisaną więc została w szczególności litera h, 
co utworzyło waryacyą abc gh. 2° Żadna waryacya nie była po-
wtórzoną ; gdyż, jeżeli porównamy dwie waryacye napisane w ta-
blicy świeżo przez nas ułożonćj, albo te waryacye będą się znaj-
dowały w tejże samej kolumnie pionowej, a wtedy będą się one 
między sobą różniły ostatnią l i t ś rą ; albo będą się znajdowały 
w dwóch kolumnach różnych, a wtedy będą się one między sobą 
różniły przynajnmiej porządkiem n — 1 pierwszych liter, jak 
abc gh i gbc ah. 

Więc nakoniec, mamy istotnie wszystkie waryacye zawierające po 
n liter. Dla wskazania ich liczby, należy pomnożyć liczbę kolumn, 
albo liczbę waryacyj otrzymanych z m liter wziętych po n — 1, to 
jest przez liczbę waryacyj zawartych w każdej kolumnie, 
to jest przez rw — n 1 ; otrzymamy więc 

Ta formuła jest ogólną, można w niej dać na n wszystkie war-
tości całkowite od 2 aż do n ; otrzymuje się tym sposobem 
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Mnożąc te równości s t ronami , znosząc czynniki W ^ , W ^ , 

spólne obu cz łonkom, i zastępując czynnik Wj" 

przcz j ego war tość m, otrzymamy 

hlk. U W A G A . Drugi członek składa się Z n czynników, które idą 
zmnie jsza jąc się o jedność , począ\vszy od m który jest pierwszyni. 
Tak więc liczba czynnikó\>' jest zawsze równą skazówce n przy-
wiązanej do ; liczba waryacyj wziętych po dwie jest wyrażoną 
przez 2 czynniki ; liczba waryacyj wziętych po trzy jest wyrażoną 
przez 3 czynniki, i t. d . ; liczba waryacyj wziętych po n jes t wy-
rażoną za pomocą n czynników. 

P R Z Y K Ł A D I . Ile można utworzyć liczb z T R Z E C H cyfer otrzymanych 
z Piijciu początkowych cyfer nieparzystych 1, 5, 7, 9 ? 

Liczbą szukaną jest liczba waryacyj z pięciu p rzedmiotów wzię-
tych po trzy; jest więc równą wieloczynowi z 3 czynników, któ-
rych pierwszym jes t 5, a inne idą zmniejszając się kalejno o 
jedność. Tą liczbą jest więc 

albo 

P R Z Y K Ł A D I I . Ile można utworzyć wstążek majacych rysy CZTEROKO-

L O R O W E wzięte z siEumy] kolorów pryzmatu? 

Liczbą szukaną jest liczba waryacyj z 7 {)rzedmiotów wziętych 
po cz/e/'?/; jest więc r ó w n ą wieloczynowi z 4 czynników, których 
pierwszym jest 7 , a inne idą zmniejszając się kole jno o jedność . 
Tą liczbą jest więc 

albo 840, 

P R Z Y K Ł A D I I I . Sześciu graczy bawią się grą w karty rv której daje 
się jedną kartę każdemu ; lo iloraki sposób korty tych graczy zmienić 
sio mogą ? 
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Liczbą szukaną jest liczba waryacyj z 32 przedmiotów wziętych 
po sześć; jest więc równą wieloczynowi z 6 czynników, których 
pierwszym jest 32, a inne idą zmniejszając się kole jno o jedność, 
Tą liczbą jest więc 

32 X 31 X 30 X 29 X 28 X 27 albo 652458240. 

Gdyby gra była z 52 kart , liczbą szukaną byłaby 

52 X 51 X 50 X 49 X 'i8 X hi albo 14658134400, 

P R Z E M I A N Y . 

475. Obrachu jmy teraz liczbę przemian możebnych , która się daje 
wykonać na n p rzedmiotach . Przemiany różnią się od waryacyj 
tem tylko że się bierze wszystkie l i t e ry ; innemi s łowy, liczba prze-
mian z n p rzedrr io tów jest równą liczbie waryacyj z n przedmio-
tów po w; to jest że można napisać 

Gdy więc zastąpimy m przez n w wartości na W"^ , otrzymamy 

wartość Prj . Otrzymuje się tym sposobem 

albo 

To jest liczba przemian z n przedmiotów jest równą wieloczy-
nowi ciągu naturalnego liczb całkowitych, od 1 aż do n. 

Zauważyć należy że, tak tu jak we wzorze waryacyj , liczba czyn-
ników jest równą n. 

Możnaby było wyprowadzić wprost te formułę . 

Przypuśćmy, w rzeczy samej , że się znalazło przemiany z n — 1 
liter a, b, c, k, i że ich liczba jest P„_, . Dla utworzenia 
przemian z n liter, weźmie się każdą z przemian ?? — 1 liter. 
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i wprowadzi się do niej l i terę, /, kolejno na wszystkie miejsca . 
Przemiany tym sposobem otrzymane będą wszystkie r ó ż n e ; gdyż 
będą się one między sobą różniły, a lbo porządkiem n — 1 liter 
p ie rwotnych , albo mie jscem które z a j m u j e n ^ litera wprowadzona l. 
Wreszc ie , żadna nie będzie opuszczoną ; gdyż, jeśli zauważymy 
przemianę ahlc k, na przykład, widzimy że ta pochodzi z prze-
miany ahc k zawierającej n — 1 l i ter , w którćj została w p r o -
wadzoną litera L na trzecie miejsce : ta przemiana jest więc taką 
jaką powinna była być otrzymaną. Znaleźliśmy więc istotnie tym 
sposobem wszystkie przemiany z n l i ter. Otóż, każda przemiana 
Z IJ _ 1 liter dostarczy n przemian z n liter ; gdyż litera l może 

• być położona na n miejscach różnych. 

Otrzymamy więc 

Jeżeli , w tym wzorze, który jest ogó lnym, weźmiemy na n 
wszystkie wartości od 2 aż do n, znajdziemy 

Mnożąc s t ronami, znosząc czynniki spólne w obu członkach, 
i uważając że liczba przemian zyerfwe/litery jest równą 1, albo że 
P, = 1 przyjdzie 

476. Możnaby jeszcze przemiany w ten sposób wyłożyć. 

Kiedy liczby / n i w są r ó w n e m i , wszystkie przedmioty figurują 
w każdej grupie ; te waryacye różniące się tylko rozporządzeniem 
przedmiotów, biorą nazwisko przemian. Oznaczywszy przez liczbę 
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przemian z m przedmiotów, majny formułę 

Wslvazuie się często wieloczyn 1 . 2 . 3 .'.... m przez oznaczenie m! 

Oto sposób postępowania dla utworzenia przemian. Uwie litery 
a i b da ją miejsce tylko dwom przemianom ab i ba. W przypadku 
trzech liter a, b, c, kładzie się c po prawej stronie każdej z prze-
mian ab i ba, potem posuwa się kolejno tę literę o jedno miejsce 
od p rawej ku lewej ręce aż do pierw^szego miejsca. Tym s])osobem 
przemiana ab dostarczy 

a przemiana ba 

Ogólnie, ma jąc dane wszystkie ])rzeniiany z m — 1 przedmio-
tów, utworzymy przemiany z in przedmiotów kładąc m*y po prawćj 
stronie każdej z przemian poprzedzających, i posuwając go kole jno 
o j edno miejsce od prawej ku lewej ręce aż do pierwszego miejsca. 

P R Z Y K Ł A D 1 . Ilu sposobami motmi zaprządz do dyliżansu 5 honi 

oznaczonych '/ 

Liczbą szukaną jest liczba przemian z pięciu p rzedmio tów; jej 

wartość jest więc 

P R Z Y K Ł A D U . Gospodyni domu ofiaruje swym gościom 1 2 talerzy 
deseru ; ilu sposobami mogą one być ustoioionenii na stole? 

Liczbą szukaną jest liczba przemian z dwunas tu przedmiotów, 

to jest 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 7 . 8 , 9 . 1 0 . 1 1 . 1 2 albo 479001600, 
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P R Z Y K Ł A D fll . Ilu sposobami karty mogą być ułożone to pakiecie zf 
2/ł kart ? 

Liczbą szukaną jest liczba przemian z 24 przedmiotów ; to jest 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15.16.17.18.19.20.21.22.23.2/1. 

Wykonywając rachunki , otrzyma się 

620448401733239439360000. 

WIELOCZYNY R Ó Ż N E . 

477. Znalazłszy liczbę waryacyj z m przedmiotów wziętych 
po n, i liczbę przemian możebnych z n przedmiotów, o t rzymuje 
się natychmiast liczbę konibinacyj wziętych po n za pomocą for-
muły 

uzasadnionej w numerze 472. 

Pods tawia jąc za W ^ i P„ ich wartości (473, 475), znajdziemy 

Jest , w tóm wyrażeniu , n czynników w liczniku i tyleż w mia-
n o w n i k u . Licznik ma za swój piórwszy czynnik liczbę całkowitą m 
p r z e d m i o t ó w ; inne czynniki idą zmniejszając się kolejno o jedność. 
Mianownik jest wieloczynem ciągu natura lnego liczb całkowitych 
od 1 aż do liczby n p rzedmiotów wchodzących do każdej kombi-
nacyi. 

Możnaby było otrzymać także tę formułę wprost. 

Przypuśćmy że się znalazło kombinacye z m liter wziętych po 
n — 1, i że chcemy utworzyć kombinacye z tychże liter wziętych 
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po n. Można będzie, po prawej stronie każdej kombinacyi zlożonśj 
z n — 1 liter, napisać kolejno każdą z m — (n — 1) albo m — n -}- 1 
liter pozostałych. Lecz, jest łatwo dostrzedz że każda kombinacya 
zawierająca n liter, będzie tym sposobem powtórzoną n razy; 
gdyż ona pochodzi zarówno z wprowadzenia jedhś j którejkolwiek 
z n liter do niej wchodzących, do kombinacyi utworzonej z ?? — 1 
innych. 

Dla otrzymania liczby kombinacyj z liter wziętych po n, będzie 
przeto potrzeba mnożyć liczbę kombinacyj z liter wziętych po w — 1 
przez m —n i dzielić wieioczyn przez n. Tak więc mamy 

Jeżeli, w tym wzorze, który jest ogólnym, weźmiemy na n 
wszystkie wartości od 2 aż do «, znajdziemy szereg równości 

Mnożąc stronami, znosząc czynniki spólne 'w obu członkach, i 

uważając że albo j , przyjdzie 
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his. UŁo sposób postępowania dla utworzenia wieloczynów róż-
nych. Niech będzie pięć liter a, h, c, d, e. Wieloczyny złożone z liler 
wziętych po divie o t rzymują się mnożąc I ażdą literę kolejno przez 
litery po niej nas tępujące ; temi wieloczynami są więc 

Utworzą się wieloczyny zawierające po trzy litery, mnożąc każdy 
z wieloczynów poprzedzających przez różne litery które nas tępują 
po ostatnim czynniku wieloczynu uważanego; znajdziemy tym 
sposobem 

Ogólnie, dla utworzenia wieloczynów z m przedmiotów wyjętych 
po n, pot rzeba położyć po prawej stronie każdego wieloczynu 
rzędu poprzedzającego, różne przedmioty które nas tępują po przed-
miocie kończącym ten wieloczyn. 

1 'RZYKŁAD I . w radzie złożonej z dwunastu członków, wyciąga się 
losem kommissyą z pięciu członkóic, dla zajęcia się pewną pracą. Ilu 
sposobami ta kommissyą mogłaby być złożoną? 

Liczbą szukaną jes t liczba kombinacyj z dwunas tu przedmiotów 
wziętych po pięć. Licznik musi się składać z pięciu czynników 
12.11 .10 .9 .8 ; a mianownik z pięciu czynników 1,2 .3 ,4 .5 . Liczbą 
szukaną będzie więc , 

albo 11.9.8 albo nakoniec 792. 

P R Z Y K Ł A D II. l^ocztmistrz, mający 15 koni iv swej stajni, musi ich 
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dostarczyć U do przeprzęyu powozu osób odbywających podróż extru-
pocztą; ilu sposobami może on to wykonać? 

Liczbą szukaną jest liczba kombinacyj z piętnastu przedmiotów 
wziętych po cztery. Licznik musi się składać z czterech czynników 
15.14.13.12; a mianownik , z czterech czynników 1.2 .3 .4 . Liczbą 
szukaną będzie więc 

albo 15.7.13, albo nakoniec 1365. 

P R Z Y K Ł A D I I L Każdy gracz rozdający karty, w grze pikietowej, 
daje 12 kart z 32 sivemu przeciwnikowi; ilu sposobami tenże jego prze-
ciwnik może być usłużonym? 

Liczbą szukaną jes t liczba kombinacy j z 32 przedmiotów wziętych 

po tuzinie, to jest 

albo, znosząc czynniki spólne w liczniku i mianowniku , 

31.29.26.23.21.20 albo 225792840 

479. U W A G A L War tość K ^ może być położona pod innym 

kształtem który dobrze jes t poznać. 

Pomnożywszy dwa wyrazy Kjf przez wieloczyn 

albo 

otrzymamy 

ł 

Otóż, licznik jest wtedy wieloczynem ciągu malejącego liczb 
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całkowitych od m aż do 1, albo, co na jedno wychodzi, wielo-

czynem ciągu natura lnego liczb od 1 aż do m. Można więc na-

pisać 

A ponieważ K^ jes t koniecznie liczbą całkowitą, widzimy że wie-
loczyn ciągu naturalnego liczb od 1 aż do mjest zawsze podzielnym 
przez wieloczyn 1 .2 .3 . . . . n , oraz przez icieloczyn 1 .2 .3 . . . . {m — n), 

i przez ivieloczyn z tych dwóch wieloczynów. 

Możnaby było zauważyć podobnież, pod pierwszym kształtem KJJ ,̂ 
że wieloczyn rn{m = 1) (m — 2 ) . . . . (m — n 4 - 1 ) jest zawsze po-
dzielnym przez wieloczyn 1.2.3. . . . albo że luieloczyn z n liczb 
całkowitych po sobie następujących jest zawsze podzielnym przez wie-
loczyn z n liczb początkowych. 

U W A G A II. Wynika także z formy którą nadaliśmy wartości K^ 

że liczba kombinacyj z m przedmiotów wziętych po n , jest równą 
liczbie kombinacyj z tychże samych przedmiotów wziętych po m — n. 

W rzeczy samej , wzór powyższy jęst ogólnym, Uiożna więc dać 
dla n war tość jakąkolwiek byleby mniejszą jak m; da jmy mu 
wartość m — n, to jest przemielimy n na m — w ; wyniknie 
ztąd że m—n przemieni się na w —-(^J — n) albo na n. Z n a j -
dziemy więc 

Przeto 

co było do dowodzenia . 

Możnaby było dostrzedz tę własność wprost . Gdyż, jeżeli weźmie-
my n l i ter , na przykład, z większej ich liczby m, pozostanie 
ich m — n ; dla każdej kombinacyi z n odpowiada j edna kombi -
nacya z m — n liter, i vice uersa. A jeżeli kombinacye z liter wzię-

http://rcin.org.pl



R)7F) H O Z D / I A Ł X M V . 

łych po n są wszystkie różne, będzie toż samo miało miejsce 
z kond)inacyami z liter w^ziętych po m—n, i odwrotnie. Więc te 
kombinacye są w tejże samej liczbie. 

4 8 0 , Z A G A D N I E N I E I. Pomiędzy koinbinacyami z dwunastu litei', 
a, b, c , . . . , i t. d., wziętemi po P I Ę Ć , ile znajduje się takich które zawie-
rają zarazem T R Z Y litery oznaczone a, b, c ? 

Na rozwiązanie tego zagadnienia, wys tawmy sobie że chcemy 
utworzyć kombinacye z liter wziętych po pięć k tóre zawierają zara-
zem a, ^ i c. Rozpoczniemy od napisania tych 3 l i ter ; a za t emi trzema 
l i terami, potrzeba będzie napisać inne , wzięte pomiędzy 12 — 3 
albo dziewięcioma literami pozostałemi. Liczbą szukaną jest więc 
liczba kombinacyj z 9 liter wziętych po divie ; to jest 

albo 

Gdyby żądano wiedzieć ogólnie : ile, poyniędzij kombinacyanii 
z m liter 'wziętych po n, jest takich które zawierają zarazem p liter 
oznaczonych? zauważyłoby się podobnież że, dla otrzymania kombi-
nacyj żądanych, należałoby naprzód napisać p liter wchodzących 
do wszystkich tych kombinacy j , potem dopełn ić liczbę n liter 
w każdśj kombinacyi , biorąc n — p l i ter spełniających poniiędzy 
m — p l i terami jeszcze nie napisanemi . Liczbą szukaną byłaby 
więc liczba kombinacyj z m — p liter wziętych po n — />, to jest 

albo 

Z A G A D N I E N I E I L Pomiędzy kombinacyami z dwunastu liter 
a, b, c , . . . . , i t. d., wziętych po P I E C , ile jest takich które nie zawie-
rają ni a, ni b , ni c ? 

Jeżeli się odłoży na s t ronę 3 litery a, b, c które nie powinny 
wchodzić do kombinacy j żądanych, pozostanie ich 12 — 3 albo 9; 
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liczbą szukaną jest więc liczba kombinacyj z dziewięciu liter wzię-

tych po pięć, to jest 

albo 126. 

Gdybyśmy chcieli wiedzieć ogólnie ; ile, pomiędzy hombimicyami 
z m liter loziętych po n, jest takich które nie zawierają żadnej z p 
liter oznaczonych a, b, c, i t. d., zauważyłoby, się podobnież że 
odłożywszy na stronę te p liter które nie powinny wchodzić do 
kombinacyj żądanych, pozostałoby ich m ~~ p. Liczbą szukaną 
byłaby więc liczba kombinacyj z w — p liter wziętych po n, to 
jest 

Z A G A D N I E N I E 111. Pomiędzy kombinacyami z dwunastu liter 
a, b, c , . . . , i t. d., loziętych po P I Ę Ć , ile jest takich które zawierają 
przynajmniej jedną z 3 liter a, b , c? 

Gdy się znajdzie liczbę wszystkich kombinacyj złożonych z liter 
wziętych po pięć, j)otem liczbę tych kombinacyj które nie zawie-
r a j ą ni a, ni b, ni c, różnicą tych dwóch liczb będzie liczba 
kombinacyj do których wchodzi koniecznie jedna przyna jnmie j 
z 3 liter a, b, c. Otóż, liczbą wszystkich kombinacyj z dwunas tu 
liter wziętych po pięć jest 

Dopiero co otrzymaliśmy że liczbą tych kombinacyj do których 
nie wchodzą ni a, ni b, ni c jest 126; różnica 792 — 126, 
a lbo 666 będzie więc liczbą szukaną. 

Gdybyśmy chcieli dowiedzieć się ogólnie : ile, pomiędzy kombi-
nacyami z m liter wziętych po n, jest takich które zawierają przy-
najmniej jedną z p liter oznaczonych a, b, c, i t. d., zauważali-
byśmy podobnież że liczbą szukaną jest różnica między liczbą 
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wszystkich kombinacyj z m liter wziętych po n, a liczbą tych 
kombinacyj nie zawierających żadnś j z p liter oznaczonych; 
liczba która została świeżo wyrażoną. Liczbą szukaną byłaby więc 

P R Z E M I A N Y Z P O W T Ó R Z E N I E M . 

481. Liczba przemian którą można wykonać na przedmiotach róż-
nych a, b, c, 1, biorąc każdy z nich liczbę razy odpowiednio 
równą a, (3, y, X, jest daną przez formułę 

( 1 / 

w które 

W rzeczy samćj , m przedmiotów różnych 

dałyby miejsce do m / p r z e m i a n . Wys tawmy sobie te przemiany 
uporządkow^ane w grupy takie, że w każdej z nich, dla przejścia 
z j edne j przemiany do drugie j , wystarczy przemienić między sobą 
przedmioty 0-2 Oa; każda grupa będzie zawierała a ! prze-
mian, które się sprowadzą do j edne j kiedy « przedmiotów 
flj a-l tta staną się r ó w n ć m i a ; liczba wszystkich przemian 
sprowadzi się wtedy do liczby grup poprzedza jących , to jest 

do — . Zobaczymy tak samo że, kiedy przedmioty by będą 
a! 

zastąpionemi przez b, liczba przemian musi być podzieloną 

przez (3! i tak dalej . Tak że f o r m u ł ą ostateczną jest właśnie for-

m u ł a 
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N'u przykład, jeżeli mamy cztery lilery a i pięć liter b, z temi 

dziewięcioma lilorami można utworzyć liczbę przemian oznaczoną 

przez 

albo 

- PRAWDOPODOBIEŃSTWA. 

482. W grach hazardownych, forma gry oznacza pewną liczbę 
kombinacyj mogących się wszystkie urzeczywistnić zarówno i d a j ą -
cych się rozdzielić na dwie kategorye : te które są korzystne d la 
gracza i te które stanowią jego stratę. Głównym interesem gracza 
jest przedewszystkiem wiedzieć, nie o liczbie bezwzględnśj przy-
padków m u przychylnych lub przeciwnych, lecz jedynie o stosunku 
liczby przypadków szczęśliwych do liczby całej wszystkich przypad-
ków. Ten stosunek przyjął nazwisko praicdopodobieństwa. 

Oto kilka przykładów : 

Urna zawićra 50 kulek między któremi jest 30 b ia łych a 20 czar-
nych ; gracz zakładający się o wyciągnięcie jednej kulki białćj ma 

(M'awdo{)odobieństvvo wygrania równe a prawdo[)odo-

bieństwo jego przeciwnika jest 

z gry kompletnej 52 kart wyciąga się 13 kart tegoż samego 
koloru, układając je na los szczęścia. Jakie jest p rawdopodobień-
stwo sprowadzenia w dwóch pierwszych kartach króla i d a m y ? 
Liczbą rozporządzeń możebnych z 13 kart jest 1 .2 .3 . . . .13 , a po 
ustaleniu króla i damy na pierwszem i na drugićni miejscu, pozo-
staje tylko 11 kart które można rozporządzić 1 .2 .3 . . . .11 sposobami ; 
podobieńs two szukane jest więc 
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Takiemi są zadania które dały miejsce do teoryi kombinacy j ; 
ta teorya, której znajdują się pierwsze ślady w logistyce (aryt-
metyka ogólna) JANA BUTTEO (1559), należy się właściwie mówiąc 
pracóm P A S K A L A , F E R M A T ' A , L E I B M T Z ' A , 1}ERINOULLI'EGO. 

CWICZEINJA. 

I. Pewien gracz bierze 12 karl z 32 ; ilu sposobami będzie mogio się zda-
rzyć : 1® aby ten gracz mial k asy ; 2" aby nie miał żadnej l igury; 3° aby miał 
przynajmniej jedną żołądź ? 

Stosując formuły numeru 480 znajduje się następujące odpowiedzi : 
1" 3108105 sposobami; 2" 125970 sposobami; 22308868ii sposobami. 

Ii . Daje się nazwisko kumbiiiacyj zupełnych tym w których każda htera 

może być połączoną z niąż samą i ze wszystkiemi. Dowieść że liczba kombinacyj 

zupełnych z m liter wziętych po n jest równą liczbie kombinacyj bez powtó-

rzenia z m - \ - 7 i — 1 liter wziętych po 7i 2o Liczba waryacyj zupełnych 

z m liter wziętych po n jest 

III. Oznaczywszy j)rzez liczbę sposobów rozłożenia wielokąta na trójkąty 
przez przekątne, maniy 

f» 

IV. Łączy się po dwa, przez linie proste, n punktów takich, że trzy jakie-
kolwiek z pomiędzy nich nii; są w linii prostej. Jaką jest liczba przecięć popro-
wadzonych linij ? 

Znajduje się 

V. n osób są ustawione w koło; każda z nich posiada pewną summę z któ-
rćj jest obowiązaną wręczyć cząstkę oznaczoną swemu sąsiadowi na prawo 
każda więc odbierze pewną summę do iew^j ręki a wręczy inną z ręki prawej. 
Chcemy oznaczyć jakie powinny być stosunki fortun pierwotnych aby po wy-
mianie osoby były zarówno bogate. 
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D W U M I A N N E W T O N A . 

AYTELOCZYN Z I L U K O L W I E K D W U M I A N Ó W MAJĄCYCH T E N Ż E SAM 

P I E R W S Z Y W Y R A Z . 

483. TV, I E R D Z E N I E . Wielovzjin z m loielominnów jest summą alge-
braiczną wszystkich loieloczijnów z m czynników utworzonych z jed-
nego wyrazu pierwszego luielomianu, jednego wyrazu drugiego, 
i jednego wyrazu ostatniego. 

Jużeśmy raz to twierdzenie dostatecznie uzasadnili (28), teraz 
udowodn imy j e na nowo innym sposobem. 

Drugie dowodzenie. Twierdzenie to zostało już dowiedzionym 
w przypadku dwóch czynników (27); dosyć przeto okazać że kiedy 
to twierdzenie jest prawdziwem dla wieloczynu P złożonego z n 
wie lomianów, jest także prawdziwśm dla wieloczynu złożonego 
z n-\- \ wie lomianów. 

Otóż wynika z równości 

I 

i ze składu wieloczynu P : 

1° Ze wszystkie wyrazy nowego wieloczynu zamykaią w sobie 
n 1 czynników, do których składu wchodzą : j eden wyraz 
pierwszego wie lomianu, jeden wyraz drugiego, . . . , i jeden wyraz 
ostatniego; 

2° Ze wszystkie te wyrazy są różne, ponieważ dwa jakiekolwiek 
z pomiędzy nich różnią się między sobą, bądź to ostatnim czynni-
k iem, bądź to wyrazem pochodzącym z wieloczynu P ; 
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3° Że wszystkie możliwe wieloczyny z n - f 1 czynników zostały 
otrzymane ; gdyż umieścil iśmy kole jno każdy z wyrazów ostatniego 
wielomianu po prawśj s t ronie wszystkicłi wieloczynów z n czynni-
ków utworzonych, biorąc jeden wyraz w każdym z n pierwotnie 
danych wie lomianów. 

USk. Zastosujmy to twierdzenie do wieloczynu z m d w u m i a n ó w 

uporządkowanego wed ług potęg ubywających litery x. 

Wieloczyn z tych rn czynników dwumianowych jest s u m m a 
wieloczynów otrzymanych biorąc wszelkiemi sposobami możebnemi 
jeden wyraz w każdym z nich. Jeżeli weźmiemy pierwsze wyrazy 
m dwumianów, o t rzymamy pierwszy wyraz wieloczynu. Jeżeli 
weźmiemy drugi wyraz a w pierwszym czynniku d w u m i a n u , i 
piśrwszy wyraz x we wszystkich innych, ot rzymamy wie lo -
czyn który jest s topnia m — 1 ; biorąc tak samo drugi 
wyraz b w drugim czynniku d w u m i a n o w y m , a pierwszy wyraz x 
we wszystkich innych, znajdziemy ; j ednem s łowem, drugi 
wyraz jakiegokolwiek z czynników dwumianowych , połączony 
z pierw\szemi wyrazami wszystkich innych, daje na wieloczyn 
wyraz zawierający Zebrawszy wszystkie te wyrazy stopnia 
m — 1, widzimy że ma za mnożnik summę z m ilości 
a , b, s u m m ę którą w skróceniu oznaczymy przez Sj. Tak 
więc drugim wyrazem wieloczynu jest Si^r'"- ' . 

Weźmiemy teraz drugie wyrazy w dwóch jakichkolwiek czynni-
kach dwumianowych , a pierwsze we wszystkich innycłi , u tworzymy 
wyrazy stopnia m — 2, takie jak i t. d. 
Zebrawszy wszystkie te wyrazy, widzimy że położone na 
czynnik spólny, będzie rozmnożone przez s u m m ę kombinacyj z m 
liter a, b,....l po divie branych. Oznaczmy przez So s u m m ę tych 
kombinacy j ; t rzecim wyrazem wieloczynu będzie S-ja?™" .̂ 

Biorąc także drugie wyrazy w trzech jakichkolwiek czynnikach 
dwumianowych a pierwsze we wszystkich innych, utwx)rzymy wy-
razy stopnia m — 3, takie jak i t. d . Zbierając 
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te wyrazy w j e d e n , i nazywając S3 s u m m ę kombinacyj z liter 
a, b ranych po trzy, o t rzymamy czwarty wyraz Ssa;'"-^ wie-
loczynu. 

Ogólnie, biorąc drugie wyrazy w n jakichkolwiek czynnikach 
dwumianowych a piórwsze w m — n innych, utworzymy wyrazy 
stopnia m — n-, zebrawszy te wyrazy i przedstawiwszy przez S„ 
s u m m ę kombinacyj z m liter a, b, , / po n branych, znaj-
dziemy wyraz ogólny wieloczynu : 

Otrzymamy wyrazy pierwszego stopnia biorąc drugie wyrazy we 
wszystkich czynnikach dwumianowych , wyjąwszy w jednym, a 
pierwszy w tym os t a tn im; te wyrazy zebrane dają przedostatni 
wyraz wieloczynu Nakoniec wieloczyn abc,..l drugich 

wyrazów we wszystkich czynnikach d w u m i a n o w y c h , wieloczyn 
który oznaczymy przez S,«, da je ostatni wyraz wieloczynu szu-
kanego. 

Tak więc wieloczyn z m czynników dwumianowych rozwija się 

sposób następujący : 

A zat6m wieloczyn z m dwumianów jest 

D W U M I A N N E W T O N A . 

485. Gdy uczynimy a — b=zc=...=zl w równości poprzedza-
jące j , pićrwszy członek staje się 

W drug im członku, każdy wyraz s u m m y S^ sprowadza się do o, 
a t ś m samem, Sj jes t r ó w n e m ma. Każdy wyraz s u m m y 8-2 spro-
wadza się do d^; zatóm 8-2 równa się a- wziętemu tyle razy, ile 
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może powstawać różnych wieloczynów z m ilości branych po dwie, 

t o jest 

Podobnież, każdy wyraz sunniiy S3 sprowadza się do zatem 
S3 równa się a? powtórzonemu tyle razy ile można otrzymać róż-
nych wieloczynów z in ilości branych po trzy, to jest 

W.ogólności , każdy wyraz summy S„ równa się o" rozmnożo-
n e m u przez liczbę pokazującą ile wypada różnych wieloczynów z m 
ilości branych po n, to jes t 

Nakoniec, ostatni wyraz, albo wieioczyn z m ilości j ó w n y c h 
a, by.., l, sprowadza się do 

Tym sposobem pos tępując zna jdu jemy wzór 

znany w algebrze pod nazwiskiem dwumianu iSewtona (binornium 
Neutoni) . Jest on niezmiernie rozległego w całej matematyce niższej 
użyc ia ; służy bowiem do utworzenia rozwinięcia potęgi jakiejkol-
wiek dwumianu . 

Zmiana o na — o nie zmienia wyrazów położonych na miejscach 
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nieparzystych j ako zawierających potęgi parzyste ilości a ; daje 
znak — dla wyrazów za jmujących miejsca parzyste; m a m y więc 

486. U W A G A . W e wzorze dwumianu , wykładniki ilości x idą 
zmniejszając się s topniami o j edność , wykładniki zaś ilości a idą 
przeciwnie powiększając się o jedność ; summa wykładników obu 
ilości a i x w każdym wyrazie jest stale równą m. 

Liczbą wyrazów rozwinięcia jest zawsze m \ \ gdyż wykład-
niki ilości X tworzą szereg z m początkowych liczb całkowitych, 
powiększony wykł.' " klikiem zero ostatniego wyrazu, 

czyli, razem wziąwszy m - \ - \ wyrazów. 

487. W rozwinięciu (x -j- a)*" wyrazy równooddalone od skrajnych 
mają Sfółczynniki równe. 

W rzeczy samej , spółczynnik wyrazu mającego przed 

sobą n wyrazów, jest liczbą K ^ różnych wieloczynów z m liter 

wziętych po n ; spółczynnik wyrazu ^'""-"je" mającego po sobie 

n wyrazów, to jest spółczynnik wyrazu który ma ich przed sobą 

m — n, jest liczbą różnych wieloczynów z m liter wz ię -

tych po m — n\ otóż wiemy że te dwie liczby K ^ i są so-

bie równe . 

Można jeszcze powiedzieć że {x -}- «)"» jest symetrycznem wzglę-
dem ilości X i a, więc toż samo powinno się rozumieć o j e g o 
rozwin ięc iu ; bytność wyrazu Aâ a?™""̂  pociąga więc za sobą exys-
tencyą wyrazu symetrycznego otóż te dwa wyrazy, ma-
jące tenże sam spółczynnik, są równoodda lonemi od s k r a j n y c h ; 
jeden z nich ma n wyrazów znajdujących się przed nim a drugi 
n wyrazów nas tępujących po nim. 
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488. Din przejścia z jakiegokolwiek wtjrazu do tut po nim następu-
jącego w rozwinięciu (x - j - a)™, należy dodać 1 do wykładnika ilości a, 
zmniejszyć wykładnik ilości x o jedność, rozmnożyć dawny spółczyn-
nik przez dawny loykładnik ilości x i rozdzielić przez nowy ivy-
kładnik ilości a. 

W rzeczy samej , wyraz za jmujący miejsce n - ( - 1 
wyrażenie 

zkąd", zmieniając n na n — l , 

i dzieląc s t ronami . 

To twierdzenie jest bardzo użytecznym w praktyce, kiedy idzie 
o rozwinięcie potęgi szczególnej d w u m i a n u danego. 

P R Z Y K Ł A D Y . 

Należy wprawiać się w rozwijanie prędkie potęg dwumianu . 
Prawid ło świeżo wskazane przyczyni się wiele do ułatwienia ra-
cbunkn . 

Dla przejścia z drugiego wyrazu do trzeciego, należy mnożyć 
drugi przez 6 i dzielić przez 2, czyli, co na j edno wyjdzie pomno-
żyć przez 3. Dla przejścia z trzeciego wyrazu do czwartego, należy 
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mnożyć czwarty przez 5 i dzielić przez 3 ; podzieli się naprzód 21 
przez 3, co daje 7, potem pomnoży się ten wypadek przez 5, co 
daje 35. Rozwinięcie zawićra 7 1 albo 8 wyrazów, a że wyrazy 
równooddalone od skrajnych ssi równe, przeto po znalezieniu czte-
rech pierwszych, napisze się cztery inne bezpośrednio. 

20 

Rozwinięcie zawieja 9 wyrazów; jest więc potrzebnem obracho-
wanie pięciu piśrwszych; przyszedłszy do wyrazu uważa 
się że spółczynniki już otrzymane na nowo występują. 

3° 

Liczba wyrazów jest parzysta, ostatni wyraz ma znaK — , a wy-
razy mające tenże sam spółczynnik przybierają znaki przeciwne. 

Rozwiniecie zawiera liczbę nieparzystą wyrazów, więc ostatni 
ma znak -(- ^ a wyrazy mające tenże sam spółczynnik są oznaczone 
tymże samym znakiem. 

5" 

489. Spółczynniki idą wzrastając dopóki mamy 

albo 
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Kiedy m jest parzystćni, liczba m-\-\ wyrazów jest nieparzystą, 
i znajduje się w środku j eden spółczynnik większy jak wszystkie 
inne. Gdy m jest nieparzystśm znajdują się w środku d w a spół-
czynniki równe między sobą i przewyższające wszystkie inne . To 
też, dla otrzymania największej liczby różnych wieloczynów z 12 
przedmiotów, należy połączyć je po 6 ; gdyby było danćm 11 przed-
m i o t ó w ; należałoby połączyć je po 5, a lbo po 6. 

TRÓJKĄT ARYTMETYCZNY PASKALA. 

490. Nieco przed Newtonem, Paskal podał , w konstrukcyi swego 
t rójkąta równoważnik (ćquivalent) wzoru d w u m i a n u , lecz nie wyra -
ził go sposobem algebraicznym. 

Nazywa się trójkątem arytmetycznym tablica nas tępująca , k tó re j 
pićrwsza linia pozioma zawićra spółczyimiki (a:-[-«)' , druga spół-
czynniki spółczynniki {x-\-af: 

Nie zważając na k o lumnę jedności , widzimy że liczba położona 
na przecięciu rn^^J linii.z ko lumną jest KJ,". Tosamość 
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która ła two da się sprawdzić, i która już uprzednio została dowie-
dziony. (394), okazuje że każdy loyraz trójkąta arytmetycznego jest 
summą liczby położonej nad tym wyrazem i liczby położonej po lewej 
stronie tej ostatniej. Ta własność służy do utworzenia t rójkąta ; 
tak więc, aby wyprowadzić piątą linią z czwartej , mówi się : 

dopisując wreszcie jedność, zamykamy piątą linią. 

Wyrazy pierwszej ko lumny (zawsze niezważając na k o l u m n ę jed-
ności) nazwano liczbami figurycznemi pierwszego rzędu, wyrazy 
drugie j , liczbami figurycznemi drugiego rzędu,..., wyrazy n'</, licz-
bami figurycznemi n^^?" rzędu. Wiasność poprzedzająca wysławia się 
wtedy liczba figuryczna rzędu ą-\-\ jest summą (p — ly^J figury 
tegoż samego rzędu i figury rzędu q ; co się może napisać 

Zmieniaj ic kolejno p na p — 1, — 2 , . . . 2 , mamy 

Dodając, i zas tępując przez gdyż wszystkie pierwsze 

liczby figuryczne rzędu jakiegokolwiek są równe jedności a tóm sa-
m e m równe między sobą, znajdziemy związek 

co wyraża że summa p pierwszych liczb figurycznych rzędu q jest 
równą liczbie figurycznej rzędu q + 1. Na przykład, m a m y 
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pcnia liczba figuryczna rzędu q j e s t na przecięciu {q Ą-
kolumny z (/9 l inią; ma więc na swą wartość 

4 9 1 . S U M M A p P O C Z Ą T K O W Y C H LICZB C A Ł K O W I T Y C H CIĄGU N A T U R A L -

NEGO. Jest to liczba figuryczna rzędu 1, - ^ i Ł z L l ) ; ta liczba 

Jt 
jest liczbą kul p ^ ^ j wars twy stosu kul t rójkątnego. Widzimy że stos 
kul z n wars tw złożony zawiera liczbę kul r ówną s u m m i e z n p i e rw-
szych liczb figurycznych drugiego rzędu, to jest liczbie 
figurycznej trzeciego rzędu + + _ Xo też daje się czę-

\\ A* O 
sto liczbóm figurycznym trzeciego rzędu nazwisko liczb piramidalno-
trójkątnych. 

S U M M A K W A D R A T Ó W Z p P O C Z Ą T K O W Y C H LICZB C A Ł K O W I T Y C H . ~ T O -

samość 

okazuje że k^ jest r ó w n e m k w i ę w j dwa razy (/.' — liczbę 
liguryczną drugiego rzędu. Ilość -f- S''' + • • • + otrzyma 
się więc dodając do s u m m y początkowych liczb na tura lnych , pod-
wójną summę {p — \ )«ntych li^zb figurycznych rzędu 2, to jest dwój-
nasób {p — l)''"") liczby figurycznej rzędu 3 ; znajdziemy tym spo-
sobem 

S U M M A S Z E Ś C I A N Ó W Z p P O C Z Ą T K O W Y C H LICZB C A Ł K O W I T Y C H . — T o -

samość 
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okazuje że k^ jest równem k więcej sześć razy {k — l iczoę 
figuryczną trzeciego rzędu. 

Ilość l^ - f - 33 ... otrzyma się więc dodając do summy 
p początkowych liczb naturalnych, sześć razy (p — l i c z b ę 
figuryczną rzędu k ] otrzymuje się tym sposobem 

R O Z W I N I Ę C I E 

492. Jeżeli we wzorze 

zastąpimy b przez 1, wyrazy w których wykładnik b jest 
parzystym zachowują tęż samą wartość bezwzględną i będą na 
przemiany dodatnemi i od j emnemi ; wyrazy zawierające potęgi nie-
parzyste ilości b będą mnożonemi na przemiany przez 

; mamy więc 

a zamieniając b ndi — b. 
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ROTĘGI W I E L O M I A N Ó W . 

493. Twierdzenie nHmeru 483 okazuje że rozwinięcie 

jest ciągiem wyrazów kształtu 

w którycłi wykładniki a, S, X mają zawsze summę równą m, 
spółczynniki są liczbą przemian 

które można wykonać na literach a, c , . . . , / , biorąc « razy 
pierwszą, j3 razy d r u g ą ; . X razy ostatnią. 

Wyrazem ogólnym ( 

/ 

z warunkiem 

wyraz ten pisze się sposobem symbolicznym 

W zastosowaniu tego wzoru, wieloczyny 

powinny być zastąpione przez jedność kiedy się robi 
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W Y C I Ą G A N I E P I E R W I A S T K Ó W Z W I E L O M I A N Ó W . 

494. Załóżmy sobie wyciągnąć pierwiastek m*y z wielomianu 

Przedstawmy ten pierwiastek przez 

musi być j ednako (tak samo) 

Co wymaga : naprzód, aby d w a członki były tegoż samego sto-
pn ia ; po tem, aby też same potęgi ilości x miały też same spółczyn-
niki. 

Pierwszy warunek 

dowodzi , że zagadnienie jest n i epodobnem, jeżeli ^ nie jest cał -

kowitćni, l*rzypuśćmy ten warunek spełniony, liczba całkowita do 

którćj się sprowadza wyraża stopień r p ierwias tku którego 

potrzeba oznaczyć r - f - 1 spółczynników. W tym celu podnos i się 
wielomian II do potęgi m, co daje nowy wielomian s topnia w r = p, 
i wyraża się że spółczynniki tego nowego wie lomianu są równe 
spółczynnikóm odpowiednim w danym wielomianie P ; o t rzymuje 
się tym spos-obem + 1 z równań , z których r - f - 1 pierwsze 
posłużą do oznaczenia kolejno B, B , , . . . ,Br ; nas tępujące są zrówna-
niami warunlwwemi, którym muszą zadosyć czynić wartości znale-
zione dla B, B„ . . . ,B , aby zagadnienie było m o ż e b n e m . 

Zastanówmy się nad kształtem p - j- 1 zrównań wiążących spót-
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czynniki wielomianu danego ze spółczynnikami pierwiastku Wi-
dzimy łatwo że ze wszystkich wyrazów rozwinięcia 

zawierających , ten który przybióra najwyższy stopień w x jest 

Wreszcie jest to jedyny wyraz stopnia t n r — n zawierający B„, 
Wynika ztąd : 

1° Ze nieznana B„ nie znajduje się w żadnera z n pierwszych 
zrównań ; 

2° Ze ta nieznana figuruje tylko te pieriuszym stopniu i to dopiero 
w (U - j - \)mtim zrównaniu. 

Tak więc, pierwsze zrównanie zamyka tylko nieznaną B, drugie 
da j e Bi przez zrównanie stopnia pierwszego, po zastąpieniu B 
przez jego war to ść ; po znalezieniu B i Bj, trzecie da je Bo, w któ-
r e m ta nieznana zna jduje się w pierwszćm stopniu, i tak dalej. Nic 
więc łatwiejszego jak rachunek spółczynników pierwiastku. 

P R Z Y K Ł A D . Szukajmy, za pomocą tego sposobu, pierwiastku sześ-
c iennego z wie lonuanu 

Aby ten wie lonńan mógł przyoblec kształt 

( 

potrzeba żeby było 
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(2) 

Związki (1) dają kolejno^wartości 

sprowadzające związki (2) do tosamości. Pierwiastkiem szukanym 

jest więc 

Używa się często zrównań warunkowych dla ustalenia wartości 
pewnych spółczynników nieoznaczonych wielomianu pierwotnego. 

Ć W I C Z E N I A . 

I. W rozwinięciu (cc + a)'», summa spółczynników zajmującycli miejsca 

parzyste jest równą sumuiie spółczynników zajmującycti miejsca nieparzyste, 

a sutumą wszystkicli spółczynników jest 2'". 

II. Znaleźć sununę wartośd które przybiera funkcya 

kiedy zmienna niezależna r staje się kolejno 1, 2 , . . . , n. 

III. Oznaczyć wartość la oc sprawdzającą nierówność 

gdzie p jest liczbą całkowitą daną a c. ilością dodatną bardzo małą. 
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IV. Znaleźć snmmę z kwadratów spółczynników dwumianu. 

V. Oznaczywszy przez A^ liczbę waryacyj z n -liter po p wziętycli, do-

wieźć że mamy 

gdzie spółczynniki By„ C ^ , , . . w y c i ą g a j ą się ze związków 

Wyprowadzić ztąd związek 

w którym S,, oznacza summę perdych potęg z n początkowych liczb całko-
witych. 

Zastosowania : 

Vi. Pomiędzy trzema ilościamijakiemikolwiek a'm liczbą całkowitą 

i dodatną, istnieje związek 
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VII. Dowieźć że oznaczywszy przez x i y dwie ilości jakiekolwiek, a 

przez n liczbę całkowitą i dodatną, mamy jednako (tak samo) 
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LOHARYTMY UWAŻANK JAKO WYKŁADNIKI. 

ZMIANY F U N K C Y I W Y K Ł A D N I C Z E J 

495. Nowa teorya logarytmów. która Lu podać chcemy, opiera 
się całkiem na własnościach funkcyi wykładniczej gdzie a 
oznacza liczbę jakąkolwiek doda tną . 

L E M M A I. — Wszystkie potęgi wymierne z jakiejkolwiek liczby do~ 
datnej sq dodatnemi. To wynika z tego że uważamy same tylko war -
tości dodatne radykali (95). 

L E M M A I L — Wszystkie potęgi dodatne z jakiejkolwiek liczby do-
datnej są większe albo mniejsze jak jedność, w miarę tego jak ta liczba 
jest sama przez się wyższą lub niższą od 1. Rzecz przeciwna ma miejsce 
dla potęg odjemnych. 

W rzeczy samej , niech będzie a liczba większa jak 1, a zaś 
jakakolwiek potęga dodatna tej liczby; m a m y 

otóż, ponieważ a przewyższa taż sama własność powinna się 

utrzymać przy potędze całkowitej a tem samćm przy rady-

kalu Jeżeli a jest mniejszem jak 1, można zawsze przedsta-

\v\6 je przez gdzie a' jes t liczbą przewyższającą 1, a związek 

= — . okazuje że a* jes t mniejszćm od 1, ponieważ jest 
CL 

większem jak jedność . 

http://rcin.org.pl



LOGARYTMY U W A Ż A N E J A K O WYKŁ/ADNTKL. 5 9 9 

Ostatnia część wysłowienia wynił^a ztąd że potęgi o d j e m n e 

liczby jakiejlcolwiek są równemi —, a więc odwro tnemi swych 

potęg doda tnych . 

/ - I 9 6 . T W I E R D Z E N I E I . Kiedy zmienno niezależna x przybiera icar-
tości wymierne rosnące, funkcya a^ zmienia się zaiesze iv tymże 
samym kierunku ; poiviększa się ona lub zmniejsza, iv miarę tego jak a 
jest większem lub mniejszem od jedności. 

W rzeczy samćj niech będą Xo i dwie wartości w y -
mie rne kole jno przypisywane dla 

X; znak ilości Xq jest d o w o l n y m , 
lecz h jest d o d a t n ć m ; wynika z l emmy poprzedzającej , że i loraz 

= jest większym lub mniejszym od 1, w miarę tego jak 

liczba a jest sama przez się większą lub mniejszą jak jedność . 

/ I 9 7 . T W I E R D Z E N I E I I . Funkcya zmienia się w sposób ciągły, 
kiedy x wzrasta sposobem ciągłym; innemi słowy, można dać dla 
zmiennej niezależnej x przyrost dosyć mały, aby funkcya doznała 
zmiany mniejszej jak wszelka ilość dana e. 

' P rzypuśćmy naprzód a > 1, i niech będzie Xo jakakolwiek 
war tość w y m i e r n a ilości zmiennćj x; mamy 

1 
Oznaczmy przez - u łamek z mianownik iem całkowitym wię -

kszy jak //; twierdzenie będzie dbwiedz ionem, jeżeli okażemy że 

można zawsze wziąć n dosyć wielkiem aby zadosyć czyniło nie-

równości — 1) < £ albo jej równoważnś j 

Otóż wiemy że potęgi całkowite liczby większej od jedności m o g ą 
wyjść po za wszelką granicę daną (382 bis). 

Jeżeli G jest mniejszem od 1, można zawsze przedstawić je przez 

, gdzie a' jest liczbą przewyższającą jedność, a w ' edy r ó w n o ś ć 

1 

a"" = ^ okazuje, że kiedy a''' zmienia się w sposób ciągły, toż s amo 

się dzieje z funkcyą a^. 
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4 9 8 . W N I O S E K . Kiedy x wzrasta w sposób ciągły od — oodo -\-oo, 
funkcya a^^ przechodzi przez wszelkie wartości dodatne, i przybiera 
raz tylko każdą z nich. 

Są dwa przypadki do rozróżnienia. 

Przypuśćmy a wyższćm nad j e d n o ś ć ; m a j ą c e za swą 
war tość naprzód jeden dla x — staje się nieskończenie wielkićm 
dla x = c>o (382 bis); więc, na mocy ciągłości, kiedy x wzrasta 
od O do 4 " , funkcya a^ przechodzi przez wszystkie liczby za-
war te między 1 i - | - o o . Dajmy teraz dla x wartości o d j e m n e , i 
połóżmy, w tym celu 

będziemy mieli 

kiedy x wzrasta od O do - f wzrasta w sposób ciągły od 1 
do + 0 0 , tak że zmniejsza się od 1 do 0. Tak więc, streściwszy 
się, kiedy x wzrasta sposobem ciągłym od — 0 0 d o - j - ^ j f u n k -
cya a® przejdzie przez wszystkie liczby zawarte między O i 0 0 ; 
wreszcie, gdy ta funkcya pos tępuje ciągle wzrasta jąc , nabywa ona 
raz tylko każdą z wartości dodatnych. 

1° Jeżeli a jest mniejszem jak jedność , połóżmy 

tak że ,0' jest wyższem nad 1, co daje 

Widzimy że kiedy x rośnie od O do ^ wzrasta od 1 
do -[- o o , a^ zaś ubywa od 1 do O; kiedy znowu x zmniejsza się 
od O do — ubywa od 1 do U, zaś wzrasta od 1 d o - ] - 0 0 . 
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Tak więc , kiedy x wzrasta w sposób ciągły od — oo do j i 
gdy zarazem o nie przestaje być mniejszem od jedności , funkcya a^ 
ubywa sposobem ciągłym od -[- r>o do 0. Funkcya przejdzie 
jeszcze przez wszystkie wartości dodatne przechodząc raz tylko przez 
każdą z n ich . 

D E F I N I C Y A F U N K C Y I K I E D Y X J E S T N I E W Y M I E R N E M . 

499. Uwagi poprzedzające dozwolą określić funkcyą a^ kiedy x 

jest n iewymiernćm. Weźmy, dla łatwiejszego zrozumienia, a , 

i przypomni jmy, w kilku słowach definicyą liczby n iewymierne j 

Arytmetyka daje sposób otrzymania największej liczby dzie-
siętnych, se tnych, i t. d . , których kwadra t jest zawartym w liczbie 
całkowitćj danćj . Zna jdu je się tak pos tępując , za pomocą sposobów 
znanych (*), że liczba 7 przewyższa kwadra ty z liczb 

(1) 2 2,6 2,64 2,645 2,6457.. . 

a jest niższą od kwadra tów z liczb 

(2) 2,7 2,65 2,646 2,6458. . . 

Różnica pomiędzy j edną z liczb ciągu (1) a odpowiednią j e j liczbą 
z ciągu (2) może stać się mniejszą jak wszelka ilość oznaczona, i toż 
samo się zastosuje do różnicy z kwadra tów tych liczb. Kwadraty 
z liczb ciągu (1) i kwadra ty z liczb ciągu (2), przybliżają się więc 
nieograniczenie do liczby 7 która jest , dla tych dwóch szeregów 
kwadra tów, granicą spólną. Ciągi (1) i (2) mają same przez się granicę 
spó lną , a tą granicą jest to co się właśnie nazywa pierwiastkiem kwa-
dratowym z 7. Liczby tworzące ciągi (1) i (2) są wartościami przy-
bl iżonemi z sp, na mnić j niż jedność, na mniej niż jedną dzie-
siętną, i t. d . , przez niedomiar albo przez nadmiar. 

Teraz, jeżen w funkcyi a^ zastąpimy x przez wartości przybl i -

(*) Seirrłt,Początki arytmetyki, rozdział XIII. 
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żone z v 7 , otrzymamy dwa szeregi liczb które będą się przybliżały 

coraz bardziej , i które będą miały granicę spó lną ; gdyż dwie j ak ie -

kolwiek z pomiędzy nich, odpowiedaiące dwóm wartościóm z \[ l 

przybliżonym na mniej niż ~ , będą się różniły między sobą 

o tak mało jak tylko zechcemy '497), ponieważ różnica ^ ich 

wykładników będzie się zmniejszała do woli w miarę tego jak 

będzie rosło n. Tą granicą spólną jest wyraźnie wartość z n ^ . 

Można okazać bardzo jasno że ta definicya wskazuje dla a^"^ war-
tość i oznaczona. Przypuśćmy, w rzeczy samej , że odnosimy 
do tćjże samćj linii pros te j , poczynając od początku stałego, d łu-
gości równe wartościóm funkcyi a""; odcinki odpowiadające dla 
przypadku w którym x jes t zastąpione przez wartości przez n iedo-
miar z \ j l będą miały ich końce w pewnćj stronie, a odcinki odpo-
wiadające dla przypadku w którym x jes t zastąpione przez wartości 
przez nadmiar z \/7 będą się kończyły w drugić j stronie. Twier-
dzenie I okazuje że dwie s t rony są całkiem rozłączone, twierdzenie II, 
że przedział który rozłącza je nie ma rozciągłości skończonej. Nie 
może więc istnieć pomiędzy tćmi s t ronami tylko prosty punkt odgra-
niczenia, i dla tego to właśnie odległość tego p u n k t u od początku 

jest zmierzoną przez a . 

N O W A DEFINICYA LOGARYTMÓW. 

500. Kiedy m a m y związek w k tórym a jest liczbą jaką-
kolwiek dodatną , mówi się że x jest logarytmem liczby y, co się 
tak wyraża x—\o^y. W nauce logarytmów zachodzą, j ak wi -
dzimy, trzy rzeczy do uważania : wartości x, to jes t l oga ry tmy; 
wartości y to jest liczby tym logarytmom odpowiada jące ; ilość 
stała a, która, raz ob rana , jest taż sama na wszystkie liczby i ich 
logarytmy, i dla tego nazywa się gruntem albo zasada logarytm.ów. 
W y r a c h o w a n e logarytmy x, odpowiadające wszystkim liczbom y 
s tosownie do obrane j zasady a s tanowią układ logarytmów. Róż -
nych układów może być mnós two n ieskończone , podług" tego, jak 
coraz inną liczbę doda tną obierzemy na war tość zasady a. 
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Ta definicyą wskazuje logarytm jedyny dla każdej liczby do-
datnś j , gdyż wiemy że, kiedy x wzrasta od — oo do -f - oo , a^ prze-
chodzi przez wszystkie wartości doda tne , i przechodzi raz tylko 
przez każdą z n ich . 

W każdym układzie , logarytmem jedności jesl zero, a logary tmem 
zasady jest 1 ; gdyż 

a" = 1, a^ — a. 

Kiedy zasada jest większą jak jedność , liczby większe jak 1 mają 
swe logarytmy doda tne , liczby mniejsze jak j edność ma ją swe 
logarytmy od jemne . Rzecz przeciwna m a miejsce kiedy zasada jest 
mniejszą od jedności (495. 

Nakoniec, liczby o d j e m n e nie mają swych logarytmów. 

WŁASNOSCR LOG-ARYTAUJW. 

501. Logarytm wieloczynu z ilukolwiek liczb jest równy summie 
łogarytmów tych liczb. 

Niech będę,, w rzeczy samej , x, x', logarytmy liczb 
y,,?/, ?/",...; m a m y 

zkąd, mnożąc 

summa x x ' x " . . . jest więc właśnie logarytmem wielo-
czynu yy'y"... 

Logarytm ilorazu z dwóch liczb jest równy różnicy logarytmóu) tych 
liczb. 

Niech będą, w rzeczy samćj , x i logarytmy liczb y i y' ; 
m a m y 
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zkąd, dzieląc, 

więc X — x' jest logarytmem ilorazu . 

Logarytm potęgi n^^J pewnej liczby jest równy, jakiemkoiwiek 
jest n (calkowitem albo ułamkoioem, dodatnem lub odjemnem), wie-
loczynowi z n przez logarytm tej liczby. 

W rzeczy samśj , podnosząc do potęgi n dwa członki zrównania 

= 

które wyraża że x jest logarytmem liczby y, o t rzymamy związek 

który okazuje że nx jest logarytmem potęgi 

Wynika ztąd jeżeli liczby a, aq, są. w postępie geome-
trycznym, ich logarytmy 

tworzą postęp arytmetyczny; ta własność posłużyła nam za punkt 
wyjścia w rozdziale XXT. 

Z M I A N A U K Ł A D U . 

502. Przypuśćmy że się obrachowało logarytmy liczb w układzie 
którego zasadą jest a, i że cłicemy obliczyć je w drugim układzie 
mającym za zasadę a\ Nazwijmy, x logarytm liczby jakiejkolwiek y 
w pierwszym układzie, x' logarytm tej samśj liczby w drugim 
układzie, mamy 

zkąd 
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Weźmy logarytmy obu stron tej równości w pierwszym układzie, 
zauważywszy że logarytmem liczby a jest jedność, przyjdzie 

zk§d 

Znajdziemy tym sposobem prawidło n u m e r u kkl; dla zmiany 
układu, potrzeba dzielić dawne logarytmy przez logarytm noicej 
zasady lazietej iv dawnym układzie. 

To twierdzenie, zastosowane mianowicie do zasady a da je zwią-
zek ważny 

T W I E R D Z E N I E O D W R O T N E W Ł A S N O Ś C I ZA S A D N I C ZEJ L O G A R Y T M Ó W . 

503. Log X jest j e d y n ą funkcyą zmiennej x, posiadającą włas-
ność wyrażoną przez związek 

W rzeczy samej , zas tępując kolejno w tej równości // przez 
X, znajdziemy ' 

, ogólnie, jeżeli m jes t liczbą całkowitą doda tną , 
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A Że, gdy x j es t liczbą jakąkolwiek dodatną , można zawsze po-
łożyć 

, zkąd 

przyjdzie wtedy 

Pierwszy członek jest symetrycznym względem m i z, drugi 
członek nie powinien przeto być zmienionym przez przemianę tych 
d w ó c h liter, a więc mamy 

zkąd 

albo 

przy zasadzie jakiejkolwiek. 

ROZWIĄZANIE ZRÓWNAŃ WYKŁADNICZYCH. 

504. Nazywa się z równaniem wykładniczem zrównanie kształtu 

a^ -- b, 

w którem dwie ilości dane a i 6 są doda tnemi , a wykładnik x 
ilością nieznaną która powinna sprawdzić równość . Łatwo można 
rozwiązać podobne zrównanie za pomocą logary tmów. Biorąc loga-
rytmy w dvvóch członkach zrównania , znajdziemy 

zkąd 

Otrzymamy tym sposobem wartość n ieznanej ^ 
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PRZYKŁADY. 

Można jeszcze rozwiazać zrównania wykładnicze więcej zawikłane 
jak poprzedzające. Niecli będzie zrównanie 

w k tórśm piśrwszy członek wskazuje że liczba a jest podnies ioną 
do potęgi oznaczonśj przez i gdzie trzy litery a, b, c p rzeds ta -
wiają liczby dane dodatne. Biorąc logarytmy dwóch członków, 
mamy 

zkąd 

Przywodzi się tym sposobem dane zrównanie do wykładniczego 
zwyczajnego. Aby pytanie było możebnśm, potrzeba żeby a \ b 
były zarazem wyższemi albo niższemi od jednośc i , tak aby drugi 
członek posiadał zawsze j edną wartość doda tną . Biorąc powtórnie 
logarytmy, otrzymamy 

zkąd 

5 0 5 . Pan J A N P A N K I E W I C Z , znakomity matematyk i gorl iwy roz-
siewca nauk ścisłych w Encyklopedyi powszechnej, podał w os ta tn im 
tomie tego pisma krótką wiadomość o ilościach wykładniczych. 
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Z lej pięknej jego pracy nas tępny ustęp w całości przytaczając, na 
t e m , w tćj chwil i , nasze poszukiwania o funkcyach wykładniczych 
ograniczymy. 

« Ilością wykładniczą nazywa się ilość zawierająca j eden lub wię-
cćj wykładników zmiennych. Równaniem wykładniczem jest równa-
nie , w którem niewiadoma jest wykładnikiem. Rachunek z ilościami 
wykładniczemi, nazywa się rachunkiem wykładniczym, którego 
pierwsze zasady podał J A N B E R N O U I L L I W r . 1 6 9 5 , a nazwał go tak 
L E I B N I T Z . Rachunek wykładniczy jest tylko częścią rachunku r ó ż -
niczkowego. Ilości wykładnicze i logarytmiczne, pozostają z sobą 
w najściślejszym związku. I tak, na mocy własności łogarytmów 
można napisać y — a-'' albo log y = a; log a. Rachunek wykład-
niczy drogą przekształceń tego rodzaju, odda je znakomite usługi 
we wszystkich częściach analizy. » 

Ć W I C Z E N I A . 

I. Znaleźć funkcy? /'(cc), która jest określoną przez jeden z następujących 

związków : 

II. Rozwiązać układy 

III. Rozwiązać zrównania 
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RACHUNKI LICZEBNE. 

SPOSÓB PRZYBLIŻEŃ K O L E J N Y C H P R Z E Z P O D S T A W I E N I E . 

506. Niech będzie równanie kształtu 

kiedy Xx jest wartością przybliżoną na x, znajdziemy, blisko, 

Oznaczając tę wartość przez x-i i podstawiając na nowo, otrzy-
mamy trzecią wartość 

która dostarczy czwartej 

i tak dalej. Liczby 

tym sposobem otrzymane tworzą szereg który niekiedy dąży bardzo 
prędko do wartości dokładnej na x. 

507. Dla przekonania się czy sposób ten da się właściwie zasto-
sować, oznaczmy przez Xi - \ - l i prawdziwą wartość pierwiastku, 
znajdziemy 

http://rcin.org.pl



6 1 0 R O Z D Z I A Ł X X V I I . 

a błąd X — wartości następującej = /"(a^j), otrzyma na swe 
wyrażenie 

albo, rozwijając i porządkując względem h, 

Ten błąd jest więc bardzo blisko równym kh, i aby było 
wartością więcćj przybliżoną do x jak Xx, to jest, aby się sposób 
udał zupełnie, potrzeba żeby A było mniejszem jak yerfnosć. 

R O Z W I Ą Z A N I E Z R Ó W N A N I A B X Ą - C — ^ ^ K I E D Y A J E S T B A R D Z O 

M A Ł E M W Z G L Ę D E M h \ C. 

508. Kiedy a jest bardzo małem względem b i c, radykał 

^b- — kac różni się bardzo mało od zera, i dla otrzymania wartości 
przybliżonćj pierwiastku, 

należałoby posunąć bardzo daleko wyciąganie pierwiastku kwadra-

towego z dwumianu b- — kac. Wreszcie czynnik — pozostaje 

zawsze bardzo wielkim, a więc małemu błędowi popełnionemu 
w liczniku odpowiada błąd znaczny na x. To też w tym przypadku, 
dla rozwiązania zrównania 

uciekamy się zwykle do sposobu przybliżeń kolejnych. Zajmujemy 

się wreszcie samym tylko pierwiastkiem dążącym do — ; otrzy-

mujemy potem drugi, który jest bardzo wielkim, odciągając piei-

wszy od 
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509. Przed rozpoczęciem, zróbmy uwagę ważną. Niech będą 

potęgi kolejno po sobie nas tępujące u ł amku , a 

liczby które nie są bardzo wielkie, albo raczej takie, że ułamki 

nie są dosyć ma łe aby mogły się porównać pod względem swej 
małości do a. Szereg 

będzie złożonym z wyrazów takich, że w r achunku przybliżenia, 
można będzie zaniedbać j eden którykolwiek z pomiędzy nich w po-
równan iu do wyrazu tuż przed n im położonego. 

Mówi się wtedy że ilości a i /fja są pierwszego rzędu, i że 

.̂ ą ilościami bardzo małemi drugiego, trzeciego, rzędu. 
510. To przypuściwszy, wróćmy po zrównania 

i połóżmy 

znajdziemy 

a lbo 

(1) 
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Jeżeli a jest bardzo inałein, można zaniedbać uy^ i napisać 
jako pierwsze przybliżenie 

Ta wartość przypuszcza oczywiście błąd pićrwszego rzędu ; pod-
stawiając ją w drugi członek zrównania (1) popełn imy na y błąd 
pierwszego rzędu, na y- błąd tegoż samego rzędu, a tem samćm, 
n a l a -f- ai/^, z powodu czynnika «, błąd drugiego r zędu ; znaj-
dziemy więc, drugą wartość przybliżoną, do ilości drugiego rzędu 

Podstawienie y^ w zrównanie (1) pociągnie za sobą na y błąd 
drugiego rzędu, na y^ błąd tegoż samego rzędu, a ' te i r ) s amem, 
na 1 a?/^ błąd trzeciego rzędu ; należałoby więc, w rozwinięciu 

znieść wyraz a^, który jest rzędu ilości już zan iedbanych , i wziąć 
na trzecią wartość 

która jest przybliżoną do ilości trzeciego rzędu. 

Pos tępując dalej podobnież znalazłoby się 

P rawo spółczynników jest nas tępu jące : 

Spółczynnikiem ilości a^" jat summa podioójnycli luieloczynóu: 
spółczynników «« i a' i i a". Spółczyn-
nikiem poteyi nieparzystej a, takiej jak + jest summa podwój-
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nych wieloczynów a" i a^", ai i • «"-' i + powiększona 
kwaAratem spółczynnika a". Tym sposobem mamy, dla spółczynnika a^, 

a dla spółczynnika 

Czytelnik udowodni ła two ogólność tego prawa. 

511. Fornauły 

zadosyć uczynią warunkóm które s tanowią dobry rachunek przez 
przybliżenia kole jne : I" każda otrzymuje się z poprzedzającej przez 
dodanie wyrazu p o p r a w y ; 2° błąd popełniony jes t zawsze rzędu 
wyższego nad rzęd ostatniego użytego wyrazu. Wynika ztąd że dla 
rozpoznania w każdej chwili czy war tość którą m a m y jest przybl i -
żoną przez niedomiar lub przez nadmia r , dosyć, w ogólności, zau-
ważyć znak wyrazu który nas tępuje po ostatnio ob rachowanym. 
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P R Z Y K Ł A D . Niech będzie zrównanie 

mamy 

Te wartości są dokładne z dwudzies toma cyframi dziesiętnemi. 

512. Zrównanie zagadnienia mającego na celu luymiar głębokości 
. studni jest j e d n ś m ze zrównań które należy t rak tować za pomocą 

sposobu poprzedzającego; gdyż a jest wtedy przeds tawionem przez 
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Ograniczając się na pierwszśin przybliżeniu, zna jdujemy 

wreszcie dzieląc 

1 
tak że, gdy zaniedbamy wyrazy rzędu —,, można zastąpić 

przez 1 — — , i formuła staje się 

Z A S T O S O W A N I E DO R A C H U N K U P R O C E N T ! ' . 

513. W i e m y że s u m m a x, wydana przez kapilał a umieszczony 
na procent składany, którego setną częścią stopy czyli denarem 
jest r, podczas n lat więcej p dni , jest przedstawioną przez for-
mułę 

Rok się uważa jakoby złożony z 12 miesięcy liczących każdy 
30 dni. Wyciągn ie się ztąd 

Czynnik 1 -f- ^ różni się mało od jednośc i , tak że jego logarytm 
tiUi/ 
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jes t bliskim zera , i druga część drugiego członka może być opu-
szczoną. Jeżeli więc nieznaną pytania jest r , weźmiemy na pićrwsze 
przybliżenie wartość r , wynikającą ze zrównania niezupełnego 

ponieważ war tość r , zostając przybliżoną przez nadmiar , więc jej 
pods tawienie w zrównanie (1) da drugą wartość ro, przybliżoną 
przez n iedomiar , która dostarczy z kolei war tość przez nadmia r ^3, 
tak że rachunek odbywa się w najlepszych wa runkach ; liczby 
otrzymane tworzą dwa szeregi zbieżne których prawdziwą war-
tością na r jest granica spólna. 

Nkch będzie, na przykład, wskazaną do znalezienia stopa na którą 
należy umieścić 5073f,21c dla otrzymania, po h\ latach 5 miesiącach 
12 dniach, summy wynoszącej 29575f,15<=. 

Mamy formułę 

albo 

Pićrwsza war tość przez nadmiar , r^ : 

Druga war tość pr/.ez n iedomiar , r-i : 
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Trzecia wartość przez nadmiar , r^ : 

Denar szukany r jest więc zawar tym między 0,0/i34/ł/ł a 0,0434/45; 

weźmy 

jest to p rocen t od 1 franka ; dla otrzymania p rocen tu od 100 f ran-
ków, to jest s topy, mnoży się go przez 100, co daje 

R O Z W I Ą Z A N I E J A K I E G O K O L W I E K U K Ł A D U C Z T E R E C H Z R Ó W N A Ń 

P I E R W S Z E G O S T O P N I A . 

514. Kiedy m a m y rozwiązać jakikolwiek układ zrównań stopnia 
pierwszego o wielkich spółczynnikach, wykonywamy rachunek przez 
podstawienie , a dla zmniejszenia b łędów o ile tylko podobna, po-
czynamy od vvzięcia wartości na nieznaną którćj spółczynnik jest 
największym. 

Oto przykład tego rodzaju r achunku . 

Niech będzie układ 

( 
( 
( 

( 

Zastępując , w (2)y (3), (k), x przez war tość wyciągniętą ze zrów-
nania f l ) , o t rzymamy nowy układ 
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(5) 

(6) 

(7 ) 

(8) 

Wszystkie spółczynniki obracłiowanemi zostały przez logarytmy; 
oto, na przykład, rachunek spółczynnika y w zrównaniu (1) : 

Rozpatrując się w zrównaniach ;6), (7), (8), widzimy że naj-
większym spółczynnikiem jest liczba która mnoży z w zrówna-
niu (8); wyciągniemy więc wartość z ze zrównania (8), 

(9) 

i, podstawiając ją w (6) i 7), otrzymamy 

(10) 

11) 

Rozwiązując wtedy (10) względem u, przyjdzie 

(12^ 

a potem, podstawiając w (11 , 

zkąd wynika 
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Nakoniec wraca jac kolejno do zrównań (12), (9), (5), znajdziemy 

S P R A W D Z E N I E . Kładąc te wartości w zrównaniu 3) i r achu jąc 
przez logarytmy, znajdziemy 

dla pierwszego cz łonka ; ta s u m m a musiałaby być równą 2 6 , 7 U 3 2 
aby wartości nieznanych były dokładnćmi : owoż przewyższa ona 
tę liczbę o 0,00/448; błąd całkowity odpowiadający dla z równa-

I 
nia (3) j es t [więc mniejszym jak - setnych. 

DRUGI SPOSÓB. — UŻYCTE LOGARYTM(HV GAUSSA. 

515. Rachunki poprzedzające są bardzo mozo lne ; można skró-
cić j e posiadając Tablicę logarytmów G A U S S A : te Tablice dają 
log(fx ± v), kiedy znamy logj^ i logv, nie pot rzebując wracać do 
liczb IX i V. Pierwsze ogłoszenie tych Tablic odnosi się d o r . 1812. 

Dla wyłożenia noicej metody dosyć jest okazać : w jaki sposób 
przechodzi się z jednego układu do drugiego zawićrającego w* sobie 
j edno zrównanie jako też j edną nieznaną mnie j jak poprzedzający. 
Załóżmy sobie, na przykład, wyrugować x pomiędzy trzema zrów-
naniami o trzech n iewiadomych 

(1) 

w sposób taki aby znaleźć układ dwóch zrównań na ?/ i 

( 3 ) 

"Dzieląc każde ze zrównań (1) przez spółczynnik o t rzymamy 
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u k ł a d r ó w n o w a ż n y 

i dosyć odciągnąć te ostatnie z równania wzięte po d w a dla ot rzy-
mania dwóch z równań na 3/ i z szukanych, 

(3) 

Rachuje się B, G, L, B', G', L ' , , . . za pomocą z równań 

potem dla otrzymania (3, y, X, odciąga się spółczynniki po-
przedzające wzięte po d\Va. 

Lecz, co należy przedewszyslkiem zauważyć, to to, że z równa-
nia (3) są tylko z równanianu p rze j śc ia ; mus imy działać wkrótce , na 
nich jak to się odbywało na układzie (1), tak że nie liczby |3, y, X,..., 
są użytecznemi do poznania, lecz właściwie ich logarytmy. Tablica 
dająca wpros t log(3, l ogy , . . . , w funkcyi l o g B , logB ' , l ogG, . . . , 
skróciłaby więc rachunki w sposób znakomity ; taką jes t przysługa 
Tablic Gaussa. 

516. Ostatecznie, oto droga pos tępowania : 

Szuka się naprzód logarytmów wszystkich spółczynników uk'ła-
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du l i ) , poteiń pisze się zrównania symboliczne 

(1' 

zkąd się wyciąga, dzieląc przez spółczyntiiki x 

a potem, przez odciąganie. (3') 

Te zrównania znajdują się tym sposobem przygotowane do rachunku 

nas tępnego . 

Spółczynniki układu (2') są dane przez zrównania 

a spółczynniki z równań (3') 

są dostarczonymi bezpośrednio przez Tablice. Wszystko więc spro-
wadza się do wzięcia logary tmów spółczynnników pierwotnych i do 
wykonania po tem dość licznych odc iągań . 

SPOSÓB NAJXMNLEJSZYCH K W A D R A T Ó W . 

517. Mamy często do rozwiązania zrównania Unijne 
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których spółczynniki są dostarczone przez doświadczenia lub spo-
strzeżenia (obserwaeye); i zdarza się prawie zawsze że liczba in 
zrównań tych przewyższa liczbę n nieznanych. Wartości y, z,... 
wyciągnięte z n z równań danych nie mogą zadosyć uczynić dokład-
nie z równanióm pozostałym, gdyż obserwaeye nie posiadają ścisłości 
bezwzględnej ; ich podstawienie zamiast niszczyć pićrwsze członki 
tych zrównań, nadaje im wartości więcej lub mnić j małe, 

k tóre nazwano błędami, k tóre zmieniają się z n zrównaniami bra-
nemi dla oznaczenia x, ij, z , . . . 

Wybióra się wtedy pomiędzy zrównaniami danśmi i pomiędzy 
kombinacyani i w liczbie nieskończonej do których te zrównania 
mogą dać miejsce, n z równań takich, żeby s u m m a z kwadra tów 

błędów odpowiada jących była najmnie jszą możebną . 

Pierwsza myśl k tóra się przedstawia jest zrobienie najmniejszością 
summy z bezwzględnych wartości błędów; lecz analiza nie da je się 
użyć do tego w a r u n k u wyłączającego znak i lości ; zrównanie wa-
r u n k o w e wyrażałoby najmniejszość przewyżki b łędów dodatnych 
nad b łędami o d j e m n e m i , a nie najmniejszość summy bezwzględ-
nych wartości b ł ę d ó w ; a więc wskazywałoby tylko zrównoważenie 
ikompensacyą) b łędów, które mogłyby mieć wszelako wielkie wartości 
bezwzględne. Dla tego to obowiązani jes teśmy uważać s u m m ę potęg 
parzystych b ł ędów, i aby nie być wciągniętymi w rachunki bardzo 
zawikłane, brać summę ich kwadratów. 

5 1 8 . Oto w jaki sposób znakomity G A U S S rozwiązuje to zagadnie-
nie {Pamiętniki Getyngskie, tom II). 

Niech więc będą pary wartości które , podstawione w zrównania 
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dają błędy t \ e",..., tak że mamy 

Przypuśćniy że zostały obracl iowane summy 

mamy 

( -

Jeżeli więc położymy 

6 2 3 

wyrażenie 
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stanie się niezaieżneni od x ; można mu dać fo rmę 

gdzie spółczynniivi są dane przez zrównania : 

To wykonawszy, połóżmy jeszcze 

wyrażenie 

jest niezaieżneni od y , ob rachu jmy je i wskażmy wypadek przez 
[nn, 2), przyjdzie 

S jest s u m m ą kwadra tów, a zatćm musi być większem jak zero, 
a dzielniki {aa), {bb, 1) są dodatnemi (519), najmniejszość S ł)ędzie 
miała miejsce dla 

to jest dla 
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Te zrównania są ła twe do rozwiązania; nie potrzeba wykonywać 
ei iminacyi ; ostatnie daje y, k tórego war tość podstawiona w pierw-
sze, przywiedzie je do pierwszego stopnia o j e d n ś j nieznanej x. 

519. Powiedziało się powyżej że dzielniki {aa), {bb, 1) były do-
d a t n ć m i ; to mnieman ie , oczywiste dla {aa), k tóre jest s u m m ą kwa-
dra tów, wymaga dowodzenia dla {bb, 1). 

Otóż, mamy 

i mianownik jest summą trzech kwadra tów 

Nic łatwiejszego jak uogólnienie pięknego sposobu poprzedzają-
cego, który G A U S S potrafił tak szczęśliwie zastosować do poprawy 
e lementów planety Pallas. 

Ć W I C Z E N I A . 

1. Rozwiązać zrównania 
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Znajduje się 

II, Zastosować sposób naj mniejszy cli kwadratów do układu 
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Zoslajeiiiy pizywicdzeni do zrównań 

zkąd się wyciągnie 

(GAUSS, Poprawy elementów planety l'ullai>.) 

[Jl. Zastosować sposób przybliżeń kolejnych do zrównania 

gdzie a, b, c są liczbami dodatnemi. 
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N O T A 

W osialnicli czasach napisano we Francyi wiele dzieł elementarnych arytme-
tyki zupełnie już wydoskonalonej, z nich najbardziej cenionćmi są : Briot, 
Bertrand i Alfred Serret. Nie będziemy wcale rozbierali świetnych prac tych 
dwóch pierwszych autorów, lecz natomiast przytoczymy w całości z Początków 
Arytmetyki, klassycznego dzieła P. Serrefa, kilka twierdzeń niezbędnie nam 
potrzebnych do ścisłego wyłożenia teoryi wieloczynu ilukolwiek algebraicz-
nych jednomianów całkowitych lub ułamkowych (23). 

o STOSUNKACH. 

1. Nazywa się stosunkiem jednej wielkości do drugiej, tegoż samego rodzaju, 
liczba która mierzy pierwszą wielkość gdy druga jest wzięta za jedność. 

Kiedy dwie wielkości są wielokrotnikami irzecićj, ta trzecia jest nazwaną 

spólną miarą dwóch pićrwszych. 

Kiedy dwie wielkości są mierzone tąż samą jednością, otrzynuije się icli 
stosunek dzieląc liczbę która mierzy pierwszą wielkość przez liczbę mierzącą 
drugą. 

W rzeczy samej, przypuśćmy naprzód, że liczby mierzące wielkości o które 
rzecz idzie są całkowitemi, i niech temi liczbami będą 25 i 18, na przykład. 
Jedność użyta jest wtedy spólną miarą dwóch wielkości, i rzecz oczywista że 

, 25 
pićrwsza wielkość jest równą — drugićj. A zatćm, jeżeli druga wielkość 

25 

jest wziętą za jedność, pićrwsza musi być mierzoną przez liczbę — ; ta liczba 

wyraża więc, według defmicyi, stosunek pićrwszćj wielkości do drugićj. 

Przypuśćmy powtóre że liczby mierzące są ułamkowćmi, i niech tćmi licz-
bami będą ^ i y • leżeli sprowadzimy te ułamki do jednakowego mia-
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nownika, to staną się one ułamek jedności jest 

spoiną miarą dwóch wielkości, a ułamek ten jest zawartym razy 

w pićrwszćj, i razy w drugićj; wynika ztąd że pićrwsza wielkość jest 

równą drugićj; Stosunek pićrwszćj 'wielkości do drugićj i jest więc 

równym to jest równy 

Stosunek dwóch wielkości jest ilorazem liczb które mierzą te wielkości, 
przywiedzeni więc jesteśmy do nazywania stosunkiem liczby jednej do drugiej 

ilorazu pićrwszćj liczby przez drugą. 1 tak stosunek liczby do liczby 

jest pićrwsza liczba nazywa się licznikiem stosunku, druga zaś 

jest jego mianownikiem. Te nazwania są istotnie naturalnymi; widzieliśmy 
bowiem że ułamki zwyczajne o wyrazach całkowitych przedstawiają tylko 
ilorazy albo stosunki. 

Dwa stosunki są odwrotnemi jeden drugiego, kiedy licznik jednego jest 

równy mianownikowi drugiego, i odwrotnie, f tak, i są stosun-

kami odwrotnćmi. 

2. Stosunek nie zmienia wartoi^ci gdy się mnoży albo dzieli oba jego 
wyrazy przez tę samą liczbę. 

W rzeczy samćj, niech będą stosunki i • Według prawi-

deł rachunku ułamków, pićrwszy stosunek jest równym drugi jest 

równym albo albo nakoniec a za-

tem, dwa stosunki są sobie równemi. Wynika ztąd, że pićrwszy ze stosunków 

uważanych nie zmienia swćj wariości gdy się mnoży oba jego wyrazy przez 
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o STOSUNKACH. 6 3 1 

albo, co na jedno wychodzi, że drugi stosunek nie zmienia swćj wartości gdy 
2 

się dzieli oba jego wyrazy przez - • 

Wynika ztąd że można sprowadzić ilekolwiek stosunków do jednakowego 
mianownika za pomocą prawidła używanego dla ułamków zwyczajnycli o wo-
razach całkowitych. Widzimy także że można zastosować do stosunków pra-
widła dodawania i odciągania ułamków. 

3. Dla otrzymania wieloczynu ilukohoiek stosunków, dosyć pomnożyć je 
stronami odpowiedniemi. 

Niech będą dwa stosunki i ; potrzeba dowieźć równości 

a na to dosyć przywieźć każdą z tych liczb do formy ułamkowćj zwyczajnej, za 

pomocą prawideł odpowiednich rachunkowi ułamków. Znajduje się lym spo-

sobem źe dwie liczby dane są równćmi jedna i druga 

Oczywista że dla podzielenia jednego stosunku przez drugi, dosyć pomnożyć 
stosunek dzielnćj przez stosunek odwrotny stosunku dzielnika. 

li. W ciągu stosunków równych, summa liczników i summa odpowiednich 
mianowników tworzą stosunek równy stosunkom damjm. 

W rzeczy samćj, uważmy ilekolwiek stosunków równych stosunkowi 

5 
Każdy licznik wart jest - mianownika odpowiedniego; więc summa wszyst-

g 

kich liczników jest - summy wszystkich mianowników ; innćmi słowy, sto-

sunek summy liczników do summy odpowiednich mianowników jest równy 

stosunkowi danemu j . 

UWAGA. Dowiodłoby się podobnież że kiedy dwa stosunki są równe, różnica 
liczników i różnica mianowników, tworzą stosunek równy siosunkom 
danym. 
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5. Kiedy dwa stosunki sq równe, otrzymuje się wypadki równe mnożąc 
licznik każdego z nich pr:ez mianownik drugiego. 

I ' I 

Niech będą dwa stosunki równe i - . Sprowadzając je do jedna-

' ' I 

kowego mianownika, stają się one 

te dwa stosunki równe mają tenże sam mianownik, przeto ich liczniki są 
równe. 

Mamy więc równo.^ć 

Co dowodzi powyżej wysłowionego twierdzenia. 

' .SERRET, Początki Arytmetyki, rozdział XV.) 

KONIEC TOMU P I E R W S Z E G O . 
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ZNACZNIEJSZE OMYŁKI DRUKU. 

Wykaz ten rozpoczniemy uwagą, iż w pierwszej połowie tomu, a mianowicie 
od strony 60 do strony 304, napotykamy często galikanizm, który jednak, jako 
nieutrudniający zrozumienia przedmiotu, a jedynie pod względem gramatykał-
nym błędny, wystarczy kilkoma wskazać przykładami, aby nań zwrócić uwagę 
czytelnika. I tak : 

Str. Wiersz Zamiast Czytaj 

68 5 z X X 
69 19 z Q na 0 
81 15 z m jak z n na m jak na n 

i t. p. , i t. p. 

W ogóle wyrażenia takie jak wartość z x, potęgi ubywające z 6, i t. d. 
(pochodzące z francuzkiego de x, de b), należy zastąpić przez : wartość na 
potęgi ubywające b. 

INNE WAŻNIEJSZE OMYŁKI S 4 : 

Str. Wiersz Zamiast Czytaj 

5 22 osiągnienia osiągnięcia 
8 24 jarzący jarzęcy 

12 4 uo do 
1 9 • i ieloczyn wieloczyn 
38 1 od dołu miejscu miejsce 
4 2 3 prpywiązany przywiązany 
5 2 1 jednomian jednomiany 
5 5 2 3 Mnożebności Możebności 
5 8 2 dzielna. dzielnik. 
64 12 będą, . będzie, 
7 7 1 definicyę defmicyą 
9 5 22 prąga pociąga 

106 14 gdy się gdy 
1 3 8 18 jednę jedną 
1 8 3 1 męszczyzni męszczyzn • 
197 23 powierzchnię powierzchnią 
20 1 1 9 wody wina wody i wina 
216 7 pierwsza pierwszą 
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6 3 4 dodatek do ZNACZNIEJSZych OMYŁeK DRUKU. 

Str. Wiersz Zamiast Czytaj 

224 11 i 12 dwoma dwiema 
228 13 dwoma dwiema 
233 9 zrównania zrównanie 
2/|5 10 w klórćm w których 
262 6 3 2 5 3 
290 20 ua na 

— 23 mający mającą 
295 7 poniew ponieważ 
296 18 kąd zkąd 
310 6 równemi są równemi 
342 7 to jest wyrazy na cri/, , to jest wyrazy na cc-, 

wyrazy na xy. 
343 5 w zrównaniu w zrównanie 

i w kilku innych miejscach 
358 15 przybiera przybiorą 
370 18. sprowadzać sprawdzać 

385 20 dłogość długość 
387 16 plaśnienie plaśnięcie 
394 12 długość długości 
405 17 w 0 w 0 , a 
406 16 ek koniec łek koniec 
407 9 ego jego 
413 6 staje staje się 
4 3 3 3 od dohi dwoma zmiennem dwiema zmiennemi 
440 21 Ta ta 
449 24 est jest 
450 1 od dołu sposób w sposób 
458 18 wzorze wzór 
464 6 między dwa między każde dwa 
465 7 jest to jest 
469 4 od dołu jes jest 
472 3 a która ta która 
475 10 warstwa górna, warstwa któraby leżała 

bezpośrednio nad war-
stwą górną 

4 7 9 2 od dołu dwoma wyrazami dwa wyrazy 
480 12 następującemi następujące 
485 1 od dołu mianownik mnożnik 
502 4 od dołu tyfrę cyfra 
510 1 większąj ak większą jak 
589 12 wtedy wtedy : 
591 13 odjemnemi; odjemnemi. 
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635 DODATEK DO ZNACZNIEJSZYCH OMYŁEK DRUKU. 

Str. Wiersz Zamiast Czytaj 

61 21 

87 15 
m 16 

1(;8 10 

115 8 

218 19 

264 15 

279 17 

281 17 

294 18 
296 17 

297 6 

303 1 z dołu 

308 5 

311 16 

3;!9 17 

353 11 

353 I z dołu 
363 1 z dołu 
36Zj h z dołu 
370 13 
370 3 z dołu 

372 1 z dołu 

376 2 
393 17 
401 8 

412 24 

439 5 
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6 3 6 DODATEK DO ZNACZNIEJSZYCH OMYŁEK DRUKU. 

Str. 
Zl39 
Zi59 

663 

669 

526 

569 

569 

569 

575 
580 

599 
626 
631 
633 

Wiersz 
15 

2 z dołu 

6 

1 z dołu 

18 

13 

16 

15 

10 

6 z dołu 

19 
2 z dołu 
6 i 5 

18 

Zamiast 

na prawo 

o worazach 

Czytaj 

na prawo; 
, I. 

o wyrazacli 
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T Y M Ż E S A M Y M N A K Ł A D E M W Y S Z Ł Y 

W D Z I E D Z I N I E MATYMATYRI : 

1. NORZEWSKI L\0CH. Nomelle theońe des proportions et progressions har-
moniąues avec ses applications u la geometrie. Paris, 1852, in-8°, avec 
plauches (wyczerpane). 

2. G. II. NIEWĘGŁOWSKI, professor analizy w Szkole wyższćj Polskiej Montpar-
nasse, egzaminator matematyki w liceum Świętego Ludwika. Arytmetyka 
z teoryą przybliżeri liczebnych i t. d. (Kurs zupełny, zawierający działania 
skrócone, błędy samoistne i względne ; noty dotyczące własności liczb, wiele 
rozwiązanych zagadnień ićwiczenia), in-S®, stron 352. Paryż, 1866. Cenal tal. 
10 srg. 

3. — Geometryi część I. Geometry a płaska, (wydanie drugie) w Paryżu, 1868r. , 
stron Zi36, in-8°, figury w tekście. Cena 1 talar 10 srg. 

fl, _ Geometnji część I i II, kurs zupełny, drugie wydanie całkiem przero-
bione, zawierające całą geometryą starożytnych i metody geometryi nowo-
czesnej (pierwsze wydanie z 1852 roku). Paryż, 1868, in-8°, stron VIII i 778. 
Cena 2 tai. 20 srg. 

5. Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teoryą ilości urojonych 
z notarrii. Paryż, 1870 roku, in-8'', stron xv 1407. Cena 1 tal. 15 srg. 

6. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego z zastosowaniami, wyłożył 
W. FOLKIERSKI, inżynier cyw, b. uczeń Szkoły Politechnicznej w Karlsruhe, 
licencyat n. m. P. F . Sorbony, Professor mechaniki w Szkole Wyższćj Przy-
gotowawczej w Paryżu, tom I, zawierający rachunek różniczkowy, oraz do-
datek Władysława Trzaski o wyznacznikacli. Paryż, 1870, in-8°, str. XLIII 
i 1087,figur w tekście 136. Cena 3 tal. 10 srg. 

7. Pamiętnik Toicarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, lom\{G\()Vin^ artykuły 
przez pp. Frankego, Gosiewskiego,Sągajłę, Trzaskę, Żmurkę). Paryż, 1871, 
in-Zi", stron 186, figur 5. Cena 2 tal. 

8. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom II (Artykuły 
pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sągajly, Trzaski i Żalińskiego). Paryż, 
1872, stron 240, figur 8. Cena 2 tał. (Obydwa tomy razem oprawne 
3 tal. 22 srg. 6 fen.). 

N A C Z T E I \ E G H S E T N 4 B O C Z N I C Ę U R O D Z I N K O P E R N I K A 1 9 L U T E G O 

1 8 7 3 R O K U W Y S Z Ł Y N A S T Ę P U J Ą C E D Z I E Ł A : 

9. Wykład Hydrauliki wraz z teoryą machin wodnych, poprzedzony wia-
domościami wstępnemi z hydrostatyki i hydrodynamiki, przez pp. FELIKSA 
KUCHARZEWSKIEGO i WŁ. KLUGERA (Inżynierów dyplomowanych szkoły Dróg 
i Mostów w Paryżu). Paryż, 1873, str, LVI i 1019. Figur w tekście 110, opra-
wa angielska. Cena 20 fr. 
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10. Zasad]! Rachunku różniczkowego i całkowego, przez WŁADYSŁAWA Foi.-
KIERSKIEGO, stałego Sekretarza i Wice-prezesa Towarzystwa Nauk Ścisłych, 
tom II. Rachunek Całkotmj. Część pierwsza : Całkowanie różniczek i t d. 
Paryż, 1873, stron xvj i 7ZiO, figur 76, oprawa angielska. Cena 12 franków. 

11. Wykład mechaniki cząsteczkowej (molekularnćj) przez WŁADYSŁAWA 
GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki matematycznej. Tomu Ig", Części różniczkowej 
zeszyt pierwszy, Paryż, 1873, stron 176. Cena fr. Z(. 

12. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w raryżu, tom III, zawierający 
prace pp. W. Foikierskiego , Klugera , / Kucharzewskiego , Dolińskiego, 
Gosiew.skiego i Martynowskeigo. Paryż, 1853, str. VIII i 358, figur 96. 
Cena fr. 12. 

13. Mechanika Rozumowa przez G. H. NIEWĘGŁOWSKIEGO, dwa tomy. Tom I 
Statyka. Paryż, 1873. In-8°, stron 512, z figurami, cena fr. 10. 

iii. Wykład zupełny Algebry, przez ADOLFA SĄGAJŁ? w czterech tomach. 
Tom 1 : Początki Algebry. Paryż, 1873, in-8°, stron 632 z figurami. 
Cena 5 fr. 50 c. 

15. Bibliografia Piśmiennictwa Polskiego z działu Matematyki i Fizyki 
oraz ich zastosowań, przez Dr. TEOFILA ŻEBP.AWSKIEGO, Człon. Akad. Kra-
kowskiej. Kraków, 1873, in-8®, stron 617 z h taljlicami. Cena 3 tal. 

W ROKU 1873 i 74 DRUKOWAĆ SIĘ BĘD^ : 

16. Wykład mechaniki cząsteczkowej WŁADYSŁAWA GOSIEWSKIEGO, professora 
Fizyki matematycznej, tomu 1?° części Różniczkowej zeszyt drugi. 

17. ADOLF SĄGAJŁO, professor Matematyki : Algebnj tom II o Wyznacz-
nikach, in-8°. 

18. — Geometrya Analityczna, w trzech tomach, \n-U°, Tom I. 

19. Zasady Rachunku Różniczkowego i Całkowego, tom III. Całkowanie 
równań różniczkowych, przez WŁADYSŁAWA FOLKIERSKIEGO. Wice-Prezesa 
i stałego sekretarza Tow. Nauk Ścisłych, ia-S". 

20. Mechaniki Rozumoivej G. II. NIEWĘGŁOWSKIEGO tom II : Dynamika, 
in-S". 

21. Pamiętnika Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, Tom IV. 

Zarząd Biblioteki Kórnickiej czuje potrzebę wyrazić żal swój, że był znm-
szonym znacznie podnieść cenę ostatnich nakładów. Ma to miejsce szczególniej 
w dziełach matematycznych, drukowanych w Paryżu, gdzie papier nowym 
obłożony podatkiem, podwyższone taryfy drukarskie i niesłychane trudności 
korekty wpłynęły tak niekorzystnie na koszta druku, iż nawet podniesione ceny 
o wiele jeszcze pokryć ich nie mogą. 
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Dotychczas niżej wym ien ione księgarnie zgłosiły się L obietnicy 

sprzedawania po stałych cenach wszystkicli nak ładów Biblioteki 

Kórnickiej i odbiera ją j e w p r o s t od Zarządu zaraz po wykończeniu 

każdego t o m u . 

w WARSZA WIE, pp. G E B E T H N E R i W O L F F . 

Michał G L U C K S B E R G . 

J . J . O R O Ń S K I . 

Maurycy O R G E L B R A N D . 

S O N N E W A L D . 

w KRAKOWIE, » Józef C Z E C H . 

" D . E . F R I E D L E I N (Rynek, 1 1 ) . 

F r . T R Z E C I E S K I (księgarnia w y d a w n i c t w a dzieł 
tanich i pożytecznych) . 

N O W O L E C K L 

we LWOWIE, 1) A . D. B A R T O S Z E W I C Z (księgarnia Polska- ulica 
Kopern ika 1. 12). 

G U B R Y N O W I C Z i S C H M I D T . 

M I L I K O W S R I . 

F . H . R I C H T E R . 

Karol W I L D . * 

tu POZNAMU, » W . E . C Z A P I Ń S K I (księgarnia P. H. Rich te ra ) . 
» Mieczysław L E I T G E B E R i S P Ó Ł K A . , 

J . K . Ż U P A Ń S K I . 

w ŚREMlh\ K . G Ą S I O R O W S K I . 

IV TORUNIU, .) F . T . R A K O W I C Z . 

ID DREŹNIE, » .1. I . K R A S Z E W S K I . 

7v BERLINIE, » K. B O C K (księgarnia Behra , ulica pod Li-

p a m i , 27). 

>0 PARYŻU, Księgarnia L u k s e m b u r s k a , 16, ruc de Tournon. 

Z zamówien iami zgłaszać się należy do Zarządu Biblioteki K ó r -
n ickie j , pod ad re s sem : Dr. Z. Cel ichowski w Kórniku (W. Ks. Po-

znańskie) . 

Pary i . — Dinkarnia E. M-^RTINKT, rue Mignon, i . 
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