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przez JX. A . DĄBROWSKIEGO S . P . Professora Matema-
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Elementarnych, a roztrzaśnione przez Towarzystwo 
Elementarne, i Izbie Edukacyyney podane, przezna-
czone na Szkoły Departamentowe , aż do Kalssy IV. 
Izba Edukacyyna potwierdza, i Szkołom publicznym 
do używania przeznacza, podaie i zaleca. 

Dan w Warszawie na sessyi Izby Edukacyyney 
dnia i .6 Mca Lipca 1811 Roku. 

Stanisław Potocki^ Senator Woiewoda, Prezes Ra-
dy Stanu, Prezes Izby <Eduk. 

Walenty Sobolewskie^ Sen. Woiew, Xstwa Warsz. 
Alexander Potocki^ Minister Policyi. 
X. Praimowski^ Proboscz Katedr. Płocki i Warsz. 
Stanisław Staszyc., Radca Stanu i Prezes T^owarz. 

Przyiaciół Nauk. 
X. Onufry/foyyc^j^^bA/', Exprowincyał Piiarski. 
X. Dield^ Prezes Kpnsyst. i Deputow. na Seym. 
Samuel Bogumił ZmJe, Prezes Towarzystwa Ele-

mentarnego , Rektor Liceum Warszaws. 

J. LipińskiJ.J.Eduk. 
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DO CZYTELNIKA. 

ł f ^ układaniu, dzielą tego trzymaliśmy sie 
naywięcey JeomeLryi eieTuejitarney Lacroix. 
Jeżeli zaszły iakowe z innych Autorów doda-
tki lub odmiany tak co do porządku rzeczy-
iako tez co do sposobu ich wysłowienia ^ stało 
się to sczególniey dłatego, aby małym dzie-
ciom^ iakie się zwyczaynie po niższycł?, kłas-
sacłi szkół Departamentowych znayduią. ^ po-
czątłiowe wiadomości Jeomecryi były iak nay-
bardziey ułatwione. Pod tym XK>zgłędem bio-
rąc rzeczy- wypadało trzymać się tego prawi-
dła: im która wia(loiiioś<5 triidiiieysza iest dla 
poczynaiąGycli, tein bardziey powinna być od 
początku oddalona; staraiąc się wreszcie itik 
naytroskłiwiey o to , aby każda prawda wy-
nikała z poprzedzaiących ułatwiała zro-
zumienie następnych. Dla ley przyczyny ^ o 
powierzchni wielokątów , umieściliśmy pi&r-
wey , niż o proporcyonalności ich boków , o 
wielokątach w koło wpisanych i opisanych na 
kole i o stosunku przybliżonym okręgu do 
średnicy: te bowiem wiadomości są nierównie 
do zrozumienia , a nawet niektóre z nich do 
wyłożeńia trudnieysze^ niżeli twierdzenia o 
powierzchni wielokątów. 

Na końcu Czp.ści I. Jeometryi. umieści' c ' 
liśmy iako przydatek Trygonometryą prosto-
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kreślna , nie tylko dla dopełnienia nanld & 
tróyhątachy na które wszystkie wielokąty nio-
ę^ą być zamienione ^ koła nawet nie wytącza-
iąc\ ale tez dlatego^ ze tiygoTiornelrya u-
cznioni maiącyni iakąkolwiek w prawe w teo-
ryi równań stopnia drugiego, daleko iest la-
Lwieysza^ niżeli Jeometrya obiętośc dat za 
przedmiot maiąca. reszcie w tey mierze^ 
równie iak we wszys!Idem stosowaliśmy ,się. 
zupełnie do planu nauk przepisanego na szko-
iy Departamentowe^ podług którego Plani-
inetrya 2r Trygonometryą prostokreślną koń-
czy się w Klassie IJ^^ Stereometrya z Trygo-
jzometryą kulistą w KIassie V\ a teorya liniy 
krzywych drugiego rzędu czyli Sekcye koni-
czne w Klassie T^I. 

trygonometryi przestaliśmy na kilku 
tylko przystosowaniach do Jeometryi wtaści-

i praktyczney^ nie zapusczaiąc się w przy-
stosowania Trygonotnetryi do innych-nauk 
rnatematycznojizyczjiych: w tym bowiem przy -
padku opisy wyrazów technicznych i narzę-
dzi w/ywanych więcryby zahraty mieysca^ ni-
żeli same przystosowania. I^auczyciel^ któ-
ry iak we wszystkich naukach i umieiętno-
ściachj tak i w Jeometryi na iednem dziele 
przestawać nie może^ chcący uczniów o uży-
tkach Jeometjyi przekonać ^ aby ich tym spo-
sobem do niey zachęcit, znaydzie takowych 
przystosowań wielką liczbę w dziełach Jeome-
trya praktyczna X. Zaborowskiego; Miernictwo 
woienne Jozefa Łę.skiego ; Nauka matematyki 
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Bezoiit przez Jakubowskiego; traite deGeodesie 
theoriqLie et pratiqtie par Puissant; traite d'Ar-
pentage parLefevre; traite deTrigonometrie par 
Cagnoli; Gr: u. Ausf: Uiit: zur prak: Geometi ie 
V. J .T. Mayer; Prak: Anw: zum plan: Vermessen 
etc. V. J. L. Hogrewe i t. d, %i> reszcie w różnych 
luiiieietnościach mate/nałycznojizycznych^ a 
iiadewszystko w Jeomeiryi prnhtyczney dla 
szhót narodowych ^ która ^ ile rni iest wiado-
mo ^ luz blizka ukończenia ^ whrÓLce zapewne 
wyydzie na widok piihliczny. 

Co się tycze niektórych po77inieyszych 
przyda!ków z dzieła Ijegendre i innych , te 
poczynione zostały albo dla okazania zgo-
dności dowodzeń ieometrycznych załgiebrai-
cznemi; iak są iip. o kwadracie summy lub 
różnicy dwóch liniy it. d; albo dla skrócenia 
i ułatwienia dłuższych, lub trudnieyszych do-
wodzeń w Jeometryi dalszey ^ iak np. Twier-
dzenie pod liczbą 175, bez pomocy którego 
chcąc dowieść iednego z początkowych twier-
dzeń Stereometjyi, trzeba uważać \l\ tróyką-
tów j i okazać^ które z nich mogą do siebie 
przystać'^ albo dlatego^ ażeby od iedney wia-
domości ważnćy nie przechodzić nagle do 
driigiey ważney bez należytego obiecia pit^r-
wszey j iak są li]), zagadnienia o różnicy po-
wierzchni dwóch kół spólśrodJiowych i /. d. 
Można w prawdzie przez kilkokrotne powtó-
rzenie iedney że wiadomgości ważnieyszey dać 
ią poznać uczniom należycie \ lecz tym spo-
sobem dzieci uczą się Jeometryi wiecey na 
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pamięć niż na rozumy przez co iuż nikną ko-
rzyścią które z uczenia się Jeometryi na roz-
postarcie wyższych władz umysłowych spły-
wać powinny. Nadto, ciągle iedneyże rzeczy 

'powtarzanie , tę ma do siebie przewiązaną 
niedogodność , że uczniów zwłascza poię-
tnieyszych wprawia nieznacznie w nałóg nie 
dawania uwagi na to , co się im wykłada. 
Lepiey zatem iest przypominać im tę sarnę 
rzecz coraz' pod odmiennym kształtem , do 
czego służą naywięcey wiadomości między 
%vażfiieysżemi twierdzeniami środkuiące, ia-
kiemi są uwagi y zagadnienia a nadewszystko 
odmienne sposoby dowodzenia ^ których w 
dziele tem użyliśmy dosyć często-, gdyż i nic 
hardziey nie służy do rozwinięcia i wydo-
skonalenia władz umysłowych j iak V\'prawa 
w okazanie tey samey prawdy kilką sposoba-
mi o dmienn cmi ; i sama prawda w te7i czas 
dopiero gruntowtiie iest poznana , gdy do 
niey z łatwością różnemi drogami trafić nio-
Żna; i uczniowie nabieraią przez to chęci do 
Jeometryiy zwłascza gdy im iest zostawiona 
wolność dawania pierwszeństwa temu spo-
sobowi , który się im naybardziey podoba. 
Prócz tego iedne z tych sposóbojw są grunto-
"i^nieysze^ inne latwieysze do zrozumienia lub 
iwsłowiefiia, albo też wygodnieysze do uży-
cia w dalszey Jeometryi. Tak np» z. trzech 
sposobów, których użyliśmy do okazania po-
wierzchni koła i stosunku okręgów , pierwszy 
może być wygodnie użyty do wyprowadzenia 
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powierzchni i ohieŁości dat zakończonych 
powith zchniaini krzyweini-, drugi ma za sobą 
wszelką ścistoić i doktadność matematyczną; 
Irzeci oprócz dokładności i ścisłości, tę ma 
iescze przed inaemi korzyść , że wystawnie 
przed, oczy koło i wielokąt ^ które uważać po-
trzeba; a tym sposobem zmysł widzenia do-
pomaga uwadze-, co w dwóch pier wszych spo-
sobach mieysca nie ma. 

yyreszcie dla ułatwienia i skrócenia nie 
których dowodzeń^ użyliśmy pomocy z Algie-
bry , która stosownie do planu , daie się TV, 
Szkołach Departamentowych obok Jeometjyi. 
Od początku aż do połowy Rozdziału T^. po-
trzebna iest tylko wiado?ność o skróconych 
znakach, i naypierwsze wiadomości o równa-
niach; od połowy Rozdziału trzeba znać 
początkową teoryąproporcyy ieometjycznychy 
adaley podnoszenie liczby do kwadratu i wy-
dąganie pierwiastku kwadratowego. Do 
Trygonometryi potrzebnaiest teorya równań 
stopnia di^ugiego i Logarytmów; właśnie też 
na tem podług planu , kończy się Algiebra 
•w Klassie Lecz aby z dzieła tego i ci 
korzystać mogli, którzy do szkół publicznych 
nie chodzą, podaiemy tu niektóre wiado-
mości z Algiebry śdśleyszy związek z Jeome' 
tryą maiące. 
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VIII 

WIADOMOŚCI z ALGIEBRY 

ŚCIŚLEYSZY ZWIĄZEK, ZJEOMETRYA. RIAIACE. 

I. Vę^rozwi^zywaniu zagadnień Arytmetycznych, cza-
sem iedenże wyraz często powtarzać potrzeba. Po-
wtarzanie to i razi ucho, i przeszkadza uwadze. Dla 
ley przyczyny zgodzono się na mieysce wyrazów, któ-
re nayczgściey powtarzać trzeba, używać skróconych 
znaków. I tak na oznaczenie dodawania używa sig 
znak taki -j- ̂  np. a-j- znaczy a więcey b. 

Znak odeymowania iest —, /ip. a — znaczy a 
, mniey b. 

Znak mnożenia iest "P* znaczy a roz-
mnożone przez b. 

Mnożenie takżę oznacza się częstokroć przez kro-
pkę między czynnikami położoną, a nayczęściey kła-
dą się przy sobie czynniki bez żadnego znaku. I tak 

- trzy te wyrażenia ^ ^ ^^ znacza to samo. 
; Jeżeli czynniki sa ilorakie, to iest z kilku ilości zło-
żone, na ten czas mnożenie oznacza się za pomocy 
nawiasów. Itak {a-\-b) znaczy, że czyn-
nik a -j-b powinien być rozmnożony przez czynnik 
c + J. 

Znakiem dzielenia sa dwie kropki między dziel-
na i dzielnikiem położone, np. a : b, znaczy a po-
dzielone przez b. Dzielenie takie oznacza się sposo-

a 
bem ułomków np —~ • 

b 
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Na oznaczenie, źe iedna ilość większa iest od 
drugiej, używa się znak taki np: i o znaczj, 
źe Kczbi lub ilość" iakakolwiek oznaczona przez x 
v\i ^ .a iest od i o. 

"ia oznaczenie, że iedna ilość mnieysza iest od 
dru'.i. , używa się ten sam znak, lecz w położeniu 
od A i^m, np. X I 5 , znaczy x mnieysze od 15-

. a oznaczenie równości używa się znak takiziz, 
np. znaczy a; róv/na się 12. 

li. Jeżeli sa dwie ilości równe , dodawszy do 
obudwu-lub od obudwu odiawszy tę sarnę ilość, w 
is/.yuj pr̂ cypadku d.ae summy, w agini dv\ie różnice 
będą r'''wne. 1 tak ieżeli aznm , będzie też 

Jeżeli Sfj dwie ilości równe , roznmożywszy o-
biedwie , albo też obiedwie podzieliwszy przez tę sa-
nię ilo^ć, będą w iszym przypadku dwa iloczyny, w 
2giin dv\a ilorazy równe. I tak ieżeli x ~ a y będzie 
też 

Jeżeli sa dwie ilości nierówne, dodawszy do o-
budwu, albo też ód obudwu odiawszy tę samę ilość, 
w iszym przypadku dwie summy, w agim dwie ró-
żnice będą nierówne. I tak ieżeli /«, będzie tez 

Jeżeli sa dwie ilo'ci nierówne, rozmnożywszy 
obiedwie, albo też obiedwie podzieliwszy przez tę sa-
nię ilość, w 1 szym przypadku dwa iloczyny, w agim 
dwa ilorazy będć| nierówne. Itak ieżeli bę-
dzie też 

III. Wyrażenia te, 
m—'C, i tym podobne, zowią się równaniami. Ilo-
ści a , c , m, 5 i t . d , zowm siii wyrazami. Wyrazy 
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równania oddzielone od siebie znakiem zowią sif 
stronami równania. I tak w równaniu 

pierwsza, strona równania lest druga 
strona równania iest 

To codiny powiedzieli wyżey (II), o ilościach 
równych, stosuiac do równań w ogólności, wypadnie, 
źe dodawszy lab odlawszy po obu stronach równa-
nia tę same ilość , albo tez obie strony j-ówuania 
rozmnożywszy lub podzieliwszy pj-zez l§ sarnę ilość^ 
równanie się nie zepsuie : gdyi. w iszyni przypadku 
summy, w agim różnice, w 3cim iloczyny, w 4tyiu 
ilorazy wypadna równe. 

IV. J ód , a dodawszy do będzie 
a dodawszy do będzie czyli 

dodawszy do będzie czyli 
uodawszy będzie 

czyli dodawszy do 
będzie czyli czyli 

dodawszy będzie 
czyli czyli 

dodawszy będzie 
czyli czyli 
dodawszy będzie czyli 

czyli 
Pierwsze cztery przykłady nie potrzębuia żadne-

go obia^nienia ; cztery ostatnie są także oczywiste : 
bo w przykładzie 5tym dodawszy do 
będzie summa co znaczy, że 
powiększywszy i zmnieyszywszy t^ sam^ ilością b, zo-
stanie za. 

Podobnież w przykładzie Gtym summa 
znaczy , ^ e Jo 2.a dodawszy na-
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przód ^b , a potem ódinwszy zostanió : 
W przykładzie ymym, summa 

, znaczy, że do Srt dodawszy-riaprzód 36, a po-
tem odlawszy g^, zostanie â z — Gb. jNakoniec w 
przykładzie Sniym summa 

znaczy, że od^aa odlawszy naprzód "^b, a potem 
zostanie 
Zastanowivvs?.y się pilnie nad temi przykładami, 

wyciągniemy z nich następuiąęe uwagi; i ód , Do-
daiąc iloki odmieiMie, to iest odmiennemi głoskami 
oznaczone, iak przykładzie i , daie sie między temi 
głoskami zuak dodawania-f-« 27-e Dodaiąc ilości 
iednakowe, to iest iednakowemi głoskami oznaczone, 
iak w przykładzie 3 i dodaićj sl(> t^lko same liczby 
przed głoskami temi będące, które się zowią spót^ 
czpmiki. Uwaga ta ściąga się także i do przykłada 
a , 'w którym a dodane do a czyni aa : gdyż spół-
czynnik x zwyczaynie się opuscza, lecz iest zawsze do-
niyślny. 3cze Dodaiąc ilości iednakowe, spółczyn-
niki idi czasem się dodaią, tak w piz;ykładzie, 3 , 
4 i 8; a czasem się odeymuią, iak w przykładzie 5, 
6 i 7. Ące Spółczynniki ilości iednakowych w tea 
czas się dodaia, kiedy przed niemi sa iednakowe zna-
ki, to iest albo przed obudwonia znak — , iak w przy-
kładzie 8 j albo przed obudwonia znak -f-, iak wprzy-
kł«d2ie4> i iak iest we wszystkich przykładach przed 
•wyrazem pierwszym, przed którym zwyczaynie> żaden 
się znak nie dale, lecz iest zawsze domyślny znak -f--
Ste Spółczynniki ilb^ci iednakowych w ten czas się 
od siebie odeymuią, kiedy przed niemi są znaki od-
mienne, to iest, kiedy przed iednym iest znak -f-, a 
przed drugim znak —, iak iest w przykładzie 5 , 6 i 
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rj. ę̂ te. Kiedy się. spólczynniki ilości iediiakowycli 
od siebie odoytDuią, przetl pozostała reszta daie się 
albo znak-{- , iak w przykładzie 6, albo znak —, iaic 
w przykładzie jtne Odeynuiiac od siebie spól-
Gzynniki ilości iedjiakowych, przed resztą kładzie się 
znak talci, iaki iest przed spólczynnikiein większym. 

Z uwag tycli wypada riastępuiace prawidło do-
dawania: spóiczynniki ilości iednakowych zjedtia-
kowemi znakami dodaią się; spó!czynniki ilości ie-
dnakowjch z odniiennemi znakami^ odejmuią się^ 
daiąc przed resztą znak spot czynnika większego. 

V. 1 ód Od a odićjwszy h-^ zostanie 
Od odiąwszy zostanie 
Od -{- zh odiąwszy za-\-b ^ zostanie 

czyli fl-j-aZ' — czyli rt-j-Z^. Ąte Od 
©diąwszy — zostanie — 2.a-\-b\ czyli 

Od6rt-|-aZ> odiąwszy 2.a — > zosta-
nie 6a-\-2.b — 2a-|-3Z',czyli i t .d . 

Pierv\sze trzy przykłady są oczywiste: ostatnie 
dwa , w którycłi w ilości 'maiącey się odeymować 
znak — zamienia się na znak -j- , potrzebuią dowo-
«Izenia. 

Od 12 odiąwszy g, zostanie Ą. Jeżeli tak do 
12 iako też do 8 przydam np. po i suuimę dru-
gą, to iest JO odeymę od summy pi^rwszey,, to iest 
od 14, zostanie także Ą. Jeżeli tak do j 2 iako i do 
8 przydam po 3 5 po 4? po 5 i t. d. i odeyrnę drugą 
summę od pierwszey, zawsze wypadnie ta sama ró-
żnica, to iest 4- Daymyż na to, że trzeba od a od-
iąc b — c: ponieważ dodawszy tak do a , iako też do 
^ — c iakąkolwiek ilość, i summę 2gą odiąwszy od 
"isz«j, zawize wypadnie ta sama reżnica, kteraby wy-
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simy, ze w ilościach inalących się odeyjnowaó znak 
-j- zamienia się na znak—, i przeciwnie znak — 
na znak ; a z resztą zachownie się prawidło do-
dawania. 

Odeymowanie oznacza się także za pomocą na-
wiasów; i tak X — (a — 6-|-c), znaczy to samo co 

podobnież 
it .d. 

Ilości maince przed sobą znak — , zowi.̂  się 
odiemne', ilości maiace przed sobą znak wyraźny 
lub domy-lny, zowia sit^ dodajne. 

VI. Z togo cośmy yvyzey pov\iedzieli o skró-
conych-znakach w mnożeniu używanych, łatwo iest 
wyprowadzić naslępuiące prawidło mnożenia ilo-ci 
poiedynczych: iloczyn składa się zewszystkich czyn-
ników bez żadnego znaku przy sobie położonych. 
Tak np. iloczyri czterech czynników a^ b, c i d iest 
abcd i t. d. 

VII. Liczba dziehia, iak wiadomo z Arytmety-
ki , może być uważana iak iloczyri dwóch czynników, 
z których ieden iest dzielnikiem, drugi szukanym ilo-
razern. Gdyby więc przyszło dzielić ab przez rt, u-
ważaiąc dzielna ab iako iloczyn dwóch czynników ct 
i b ^ podzieliwszy iloczyn ten przez czynnik wypa-
dnie na iloraz czynnik drugi b: i w rzeczy sarney zna-
leziony ilorazrozmnożywszy przez dzielnik wy-
padnie iloczyn ab ^ który od dzielney ab odiąwszy zo-
stanie o. Podobnież dzieląc przez ii/zi, \̂ypa• 

padła bez takowego dodania; więc tak do e, iako też 
do dodawszy po potrzeba będzie od 
odiać o czyli od potrzeba odiąć 
diąwszy od zostanie Stąd wno-
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dnie na iloraz hc. gdyż hc rozmnożywszy przez rtm, 
wypadnie iloczyn ahcm^ który od dzielney odiąwszj 
zostanie o i t. d. Stąd wypada następujące prawidło 
dzielenia: ilości, spólne dzielnej i dzielnikowi prze^ 
kreśliwszy ^ reszta będzie szukanym ilorazem , np. 

VIII. Ułomki algiebraiczne tern się tylko od 
zwyczaynych różnią, że w tych używaią się znaki li-
czebne, w tamtych zaś głoski abecadła i znaki skró-

a c 
eone. Tak np. dwa ułomki chcąc przypro-
wadzić do iednakowego mianownika, trzeba licznik i 
mianownik igo rozmnożyć przez d^ a ago przez Z*, i 

ad hc a ^ 
będzie • chcąc ułomek -^rozmnożyć przez 

ad 
d bodzie —r- , i t. d. 

^ b ^ 
IX. Jeżeli 4 ilości a^h^c^ d są takie , że ile 

razy ilo ć iwsza iest większa lub mnieysza od agiey, 
tyle też razy ilość 5cia iest większa lub mnieysza od 4tey; 
cztery te iło -ci zowm si^ proporcyóiialne ^ i składaią 
proporcya ieometrycznci: i niówimy na ten czas, że 
tak się ma ilość pierwsza do drugiey^ iak trzecia 
do czwartey^ albo że stosunek ilości iszey do 2.giey 
równy iest stosunkowi ilości '^ciey do Ątey. 

Chcąc się dowiedzieć ile razy ilość iedna iest 
większa lub mnieysza od drugiey, trzeba iednę przez 
drugą podzlelit\ Dzielenie iakośmy powiedzieli, ozna-
cza się albo za pomocą dwóch kropek między dziel-
ną i dzielnikiem położonych, ąlbo sposobem ułomka. 
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Proporcyy zatem ilości rt, h, c, d, wyrazić można 
a c 

albo — albo tak . Zwyczay-

nie ieJnak oznacza sie propprcya ieometryczna sposo-
bem iwszym(*}. Wyrazy rt, b składaią iwszy sto-
sunek, wyrazy c, d skiadaią 2gi stosunek: iszy wy-
raz a zowie się poprzednikiem , agi b następnikiem 
iwszego stosunku; 3ci wyraz c poprzednikiem, Ąlj 
d następnikiem ago stosunku. W proporcyi zatem 
tak się ma poprzednik igo stosunku do swego nastę-
pnika, iak poprzednik ago stosunku do swego nastę-
pnika. Stąd iuż łatwo uczynić wniosek, że co w dzie-
leniu zowiemy ilorazem albo ważnością ułomka, to w 
proporcyi ieometryczney nazywa się stosunkiem. 

a. Proporcyą a: ^ = c: d, wyraziwszy sposobem. 
a c 

ułomka —— zzz-^, i oba te równe ułomki rozmnożr-b d 
(ihd hcd 

wszy przez będzie—^ zrz czyli ad':rzbc. 

Czynniki tych dwócłi iloczynów równych, są wyraza-
mi daney proporcyi; ad iest iloczynem wyrazu igo i 
4go, bc iest iloczynem • yrazu ago i 3go. WyiHz 
jwszy i 4ty, zoWią się wyrazami skraynemi., wyraz 
agi i 3ci wyrazami średniemi proporcyi^ Stąd wnie-
siemy, że w proporcji ieometryczjicy iloczyn wyra-
zów skraynych równy iest iloczynowi wyrazów śre-
dnich. 

3. W równaniu m r n z p q , podzieliwszy obie 

Zwyczaynie pcnporcya ieometryczna oznacza się tak a^ b 
Ci d i lecz zamiast 4 kropok używa się iinyczcsciśy znak ró-
w n o ś c i , iako widocziiieygzy i prędszy do napisauia. 
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strony przez pr, będzie • ; czyli 

czyli m'. pzzzq: To iest, gdy są dwa rw 
wae^ dwa czynniki iednego iloczynu mogą hyc wzię-
te za wyrazy skroyne, ńwa czynniki 2go za wyrazy 
średnie proporcyi. 

Ą. W proporcyi b=.c: iest ax=ihc{%). W 
tern równaniu podzieliwszy obie strony przez będzie 

c z y l i — . To iest, w proporcyi 

ieometryczney wyraz Ą.ty równa się iloczynowi dwóch 
wyrazów średnich podzielonemu przez wyraz iszy. 
Podobnymże sposobem znaleźć można którykolwiek, 
wyraz proporcyi, byleby trzy iime wyrazy były dane. 

. 5- Dwie propofcye ^zizc: m:p:zz:q:r, 
wyraziwszy sposobem ułomków, będą d:wa równania 

Strony odpowiadaiące tych 

dwóch równań rozmnożywszy przez siebie wypadnie 

czyli 

czyli am: bpzmcę: dr. Tę ostatnią proporcyą po-
równawszy z dwiema proporcyami podanemi, wnie-
siemy, że w dwóch proporcyach ieometrycznych wy^ 
razy odpowiadaiące rozntnozywszy przez siebie, 
cztery iloczyny stąd wypadaiące, będą sktadaty 
proporcyą. 

6. Dwie proporcye 

wyraziwszy sposobem ułomków, będzie 
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w dwóch tych równaniach strona zga 

4'ó\vnania igo równa iest stronie 2giey równania 2go; 
a zatem i strona iwsza równania igo, równa będzie 

stronie i wszey równania 2go: będzie więc 

tt^yli a: Ifzzzm: p. To iest, gdy dwie proporcye ma-' 
ią iederi stosunek spól;!^' , dwa inne stosunki tych 
proporcyy są sobie równe , a tein samem skladaict 
proporcyą. 

7. W proporcyi a. b :zzz c: d, iest adnz bc. 
(2). Do obu slron tego równania raz dodawszy,dra -
§i raz od obu stron odiawszy bd, i tak dwie rowj.: -
summy, iako teź dwie równe różnice iednemże ru 
wnaniem wyraziwszy; będzie ad_ż-.bd — bc sh. ^^^ 
W tem równaniu z i wszey strony czynnik d^ z agiey 
stiony czynnik b iest sp('>lny dla obudwu wyrazów ; 
można więc strony tego równania rozłożyć na czynni-
ki, oznaczaiąc mnożenie za pomocą nawiasów; będżi-:; 
zatem (rt j+Z') ^ zz: .̂ /j b. Czynniki dwóch tych 
Hoczynów równych ułoży wszy w proporcyą.(5); bę-
dzie a ^ b i wziąwszy osobno summy, 
osobno różnice, będą dwie pjoporcye a - j - b : c - \ -d 
zn b-. d^ a b ' . c — dzrz b: d, w którycłi stosunek 
agi b: d iest spoiny; będzie więc a~\-b'. c-j-dzu: a 
— b: c — d (6), 1'o iest , w proporcyi ieometry-
czneyy tak sie ma summa poprzednika i następniki^, 
Igo stosunku do summy poprzednika i następnika 
2.go stosunku y iak różnica poprzed/iika i następniki, 
stosunku Igo, do róinicy pęprzed/iika i następnika 
stosunku 
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W temże równaniu ad nz bc , po obu stronacdiJi 
yaz dodawszy drugi raz odiąwszy dc^ i odbywszy dziia-i-
łanie iak. wyzey, wypadnie a - \ - c : b-Ą-dzzza — : 
^ — d. To iest, w proporcji ieometrjcznej tak s.ięę 
ina sHfnma poprzedników do summj następników , 
iak różnica poprzedników, do różniej następnikó-w^, 

g. Niech będzie cz^hli 

Daymy na to, ż,e będziieie 

tez W trzech ostatnich równania'ckh 

rozmnożywszy obie strony w równaniu i szem pr2ze«z 
w agiem przez b , w 3ciem przez c , będzie Azuzz 

ani, B :Z= hin , C ZZ: cni. W trzech ostatnich E-ÓÓ-
wnaniach > strony odpowiadaiące dodawszy do siie-e-
bie , będ^fie A -f- B - f G amĄ^b m -j- cm. ; druigjgą 
stronę rozłożywszy na czynyiki, i oznaczywszy mmoo-
ienie za }>omocą nawiasów, I)ędzie A -j- B -j- C —— 
(a-i-b4-c) m: iiodzieliwszy obie strony przez a-Ą-i-h 

wypadnie a że |)0< 

dług założenia, więc czyli 

To iest, ^dj.iest kiilkka 
stosunków równych , tak się ma summa wszystkdcch 
poprzedników do summy wszystkick fiascępnikó^wv ^ 
iak poprzednik iwszy do swego następnika y Lub iaak 
którykolwiek poprzednik do swego następnikay 

W proporcyi ieonielryczney można rozmańi-
cie odmieniać mieysce wyrazom bez n a d w e r ę ż e n i u a 

proporcyi. I tak proporcya a-. c: d może byyć 
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w w iiastopuiące zamieniona 

Jakoż we wszystkich tych proporcyach 
iKiloczyii skraynych i średnicłi iest lak iak w propoi-
cjcyi iwszey 

JO. Pozostało iescze wiele innych* własności 
})i])roporcyy ieometiychnycli, które łatwo można wy-
pił )rowa(lzić za pomocą dwóch równań • 

. Tak np. ieżeli w dwócli propoi cyach trzy wy-
rarazy iecluey, są równe trzem Avyrazoni agiey, będzie 
wwyraz 4^y łwszey równy wyrazowi pro-
pO)orcyi. 2.re W sẑ '̂ stkie wyrazy proporcyi rozmno-
żyywszy lub podzieliwszy przez iednęż liczbę^ propor-
cyya się nie zepsuie, 3c/e łiozmnożywszy lub podzie-
li\vwszy iame tylko poprzedniki, lub same tylko nastę-
pntniki przez iednęż liczl)ę; albo też rozmnożywszy lub 
poiodziehwszy poprzedniki przez iednę liczbę a nastę-
pnaiki przez inną liczbę,proporcya się nie zepsuie it.d. 

11. l^roporcya a:bzizb:c^ w któiey nastę-
pnnik iga stosunku równy ięst poprzednikowi stosunku 
2g'go, nazywa się proporcya ciągłą. Wyraz Z» nazy-

a a się średnim ieometrjcznie proporcyanalnym. Po-
nitieważ w proporcyi ieometryczn<iy iloczyn skraynych 
ró\)wna się iloczynowi średiiit;!) w proporcyi za-
ltM>ni cią^ley iloczyn skraynych, równy będ/ie wyrazo-
wi i średniemu przez siebie lozinnożoneinu. 

X. Iloczyn iakiey kol wiek ilości przez siebie 
roz)zmnożoney, zowie się kwadratem. I tak 16 iest 
kwwadrateni liczby 4; iest kwadratem liczby 5,' 
bb ') są kwadraty ilości a, b. Ilość z którey przez sie-, 
biee razmnożoney powstaie kwadrat, zowie się pićr-
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wiastkiem kwadratowym. I tak 2. iest jńerwiaslkiein 
kwadratu 4; 3 iest pierwiastkiem kwadratu 9; a iest 
pierwiastkiem kw adratu aa i t. d. 

Mnożąc aa przez a wypadnie aaa (VI), mno-
żąc aa przez fla, wypadnie aaaa it. d. Dla skróce-
nia zamiast aa, aaa, aaaa i t .d. pisze sie w iszym 
przypadku a^, w agim a% w 3cim a'̂  i t d. Liczby 
12, 3, 4 it .d. ugory z prawey strony ilo-ci iaki(̂ y 
położone, zowią się wykiadniki, i znaczą że ilość ta 
wzięta iest za czynnik 3 , 3 , 4 ilość 
ta podniesiona iest do ago, 3go, Ągo it.d. stopnia, 
lub też do agiey, 3ciey, 4tey it.d. potęgi. .Wykła-
dnik zatem a znaczy ilość podniesioną do kwadratu 
czyli do agiey potęgi. ^ 

Znak pierwiastku iest taki V , '^p- (ib zna-
czy że potrzeba wyciągnąć pierwiastek kwadratowy 
z iloczynu ab. V i znaczy, źe potrzeba wyciągnąć 

y Ti 
pierwiastek z licznika i zmiańownika; zuacz.y, 

że potrzeba wyciągnąć pierwiastek z licznika tylkx); 
albo \/{a-[-h)j znaczy że potrzeba wy-

ciągnąć pierwiastek z summy a-\-b. 

podobniiei 

podobnueż 

podobnież 

podobnież 
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podobnież 

XL Mnożąc up. przez 7, albo c^Ą prz;ez 57» 
trzeba 4 iedności i 2 dziesiątki rozmnożyć w iszym 
przypadku przez 7, w agim przez 7 iedno jci i przes 
5 dziesiątków. Podo^)nież chcąc rozmnożyć 
lub a — b przez c, albo też chcąc rozmnożyć a-\-by 
lub a — b przez c-\- d^ lub przez —d\ trzeba a.-f-
b lub a — b w iszym przypadku rozmnożyć przez c, 
i wypadną dwa cz;|stkowe iloczyny ac^bc\ w agim 
przypadku przez c-\-d^ lub przez c — d , i wypadnij 
cztery cząstkowe iloczyny ac, bc ̂  ad^ bd\ co iest 
rzeczą widoczną ; lê  z nie tak łatwo iest pomiarko-
wać iakie maią być znaki przed tenii cząstkowemi i-
loczynami, to iest gdzie trzeba dać znak-j-, gdzie 
znak — . Obaczmy to na przykładach. 

i ód Ponieważ iloczyn iest zawsze o, gdjr ie-
den z czynników iest o; rozmnoźy^AS7y więc a — • 
czyli o, przez iakąkolwiek ilo^ć c, ilot:zyn powiniea 
wypaść równy o. Mnożąc a — a przez c, wypadnę 
dwa cząstkowe iloczyny ac, ac; kiedy więc iszy iest 
dodayny, agi powinien być odieniny : gdyż ac—^ac 
~ o . ^tąd wniesiemy, że rozmnożywszy ilość odie-
nuią przez dodayną, wypadnie iloczyn (^diemny. 

•Z7'e Dla teyże samey przyczyny mnożąc c przejs 
a — fl, wypadnie iloczyn rtc—acuno. Stąd wnie-
siemy, że rozmnożywszy ilość dodayną przez odie-
mną, wypadnie iloczyn odiemny. 

3 ęie, Nakonoiec mnożąc a — a przez -- c, pier-
wszy 2 dyfóch cząstkowych iloczynów. poUluĵ  przy 
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padku ago, będzie odiemny; ażeby więc ilo(V,yn cał-
kowity był równy Oy drugi cząstkowy iloczyn powinien 
być dodayny: iakoź. — ac -j- acziz o. 8tad wniesie-
my, że rozmnożywszy ilość odiemną przez odiemnci, 
wypadnie iloczyn dodayny. Ze żaś iloczyn iest do-
dayny gdy się mnoży ilo ć dodayna przez dodayna, 
to żadney wątpliwości nie podpada. 

Z tych uwag wyprowadzić można prawidło na-
stępuiące : czynniki z iednakowemi znakami^ daią 
iloczyn dodayny; czynniki z odmiennemi znakami 
daią iloczyn odiemny. 

XII. Podzieliwszy ah przez -j- <2, wypadnie 
iloraz-j-^, iakośmy iuż powiedzieli (VII). Podzie-
liwszy -l-ab przez—a, wypadnie iloraz —b: gdyż 
znaleziony iloraz-Z/ rozmnożywszy przez dzielnik^ a, 
wypadnie iloczyn -{- ab (XI), który odiąwszy od dziel-
ney ab podiug prawidła wyżey podanego (V), zo-
s t a n i e - j - — a b ~ o ' , co dowodzi, że znaleziony 
iloraz iest prawdziwy. 

Dla teyże przyczyny podzieliwszy — ab przez -f-
tf, wypadnie iloraz — b. Podzieliwszy — ab przez 
— a, wypadnie iloraz ~\-h'. gdyż znaleziony iloraz-j-
h rozmnożyw szy przez dzielnik - a, wypadnie iloczyn 
—^ ab, który odiąwszy od dzielney — ab , zostanie 

Stąd wypada następuiące prawidło : ilości z ie-
dnakowemi znakami daią. iloraz dodayny; ilości 
z odmieńneini znakami daią iloraz odiemny. 

XIII. Podług prawidła wyżcy podanego (K Î), 
rozmnożywszy a-\' b przez a-b , wypadnie CL' ab 

, czyli — Q.rc rozmnoży wszy a-f-
h przez awypadnie a'' -j- 2 3 de rez-
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muozywszy a — IĄ przez u — O, wypadnie ei — zab-Ą-
Ąte rozmnoży wszy a-j-3 przez a-[ -5 , wypadnie 

td̂  -j- 9; Sta rozmnożywszy a~Z pi^ez a - 5 ^ 
n\'ypadnie — it .d. , 

Z pierwszego przykładu wniesiemy, że iloczynem 
ffiummy dwóch ilości a-\-b przez ich różnicę a - b, iest 
różnica ich kwadratów — b'̂ . Z przykładu ago i 
3 g o wypada, że kiedy pierwiastek ma dwie części a 
—b, Lub a — b , kwadrat składa się z części trzech: 
ito iest, z kwadratu a^ części iwszey, z podwóyne" 
^o iloczynu aab części iwszey przez ^gą, i z kwa^ 
dratu b^ części 2gi.ey', Podobnież w dwóch przykła-
dacli ostatnich, kwadrat dwóch ilości ^— 3 > 
iklada się z kwadratu c^ części iwszey, z podwóy-
iiego iloczynu 6a części isz(*y przez 2gą, i z kwadra-
tu g części agiey. Gdyby więc dane były dwa kwa-
draty O^-f-g , a:̂  — g ; w nieślibyśmy że 
pierw iastlciem igo iest -j- 3 ? ago x — 3. 

A zatem natraliwszy /?p. na równanie takie : as*̂  
G;rzz:4o, albo też — 6a;—4o: w nieślibyśmy, 

że w obudwu róvMianiach pierwszey stronie do zupeł-
ności kwadratu nie d>osŁaie g. Dodawszy więc g w obu 
równaniach z pierwszey strony dla dopełnienia kwa-
dratu, z drugiey dla zachowania równości, będzie 

6jc~l- gzz:4g; —Qx-\- gmĄg. Pierwiastek, 
pierwszey strony w równaniu iszem iest x 3 , W 
agiem x — 3 , pierwiastelś. zaś agiey strony w obu 
równaniach iest 7 ; będzie więc x-j- Szz:'/' , x— 3 

7 it.d. Stad wypada następuiące prawidło: chcąc 
dopełnić kwadratu kcórego tylko dwie pierwsze czę-
ści są dane, trzeba potowe spótczytinika części p.giey 
podnieść do kwadratu, i kwadrat ten dędać do 
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hiidwu stron równania ^ np. w równaniu 
, dopełniwszy kwadratu, będzie 

Pierwiastek szukany pierwszey strony ró-
wna zawsze pierwiastkowi wyrazu igo i polowie 
spółczynnika wyrazu ago wziętt̂ y z takim znakiem , 
iaki się przed wyrazem agim znayduie: i tak z dwóch 
kwadratów -f- px -j- , — px -j- —p'^, piern ia-
stkiem i go iest 

XIV. W równaniu — - j - ax~q — /w, roz-
mnożywszy obie strony przez — i będzie .r' — axr=si 

Stąd wniesiemy, że ŵ  równaniu 
wszystkie znaki ^aniieniwszy na — , i wszystkie 
znaki — zamieniwszy na -j-, równanie się nie zepsuie. 
I tak ieżeli — ~ — fcedzie też 
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C Z Ę Ś Ć I. 

R O Z D Z I A Ł I. 

W iadomości poprzedn icze . 

1. W S Z Y S T K I E rzeczy zmysłowe, uwane ina-
crey ciała, choćby te i były naydrobnieysze, 
sa zawszó r o z d a j e , to iest maia długość, sze-
rokość i wysokość czyli grubość. Spoina ta 
wszystkim ciałom własność, o którćy nas zmysł 
widzenia i dotykania przekonywa, sama i'^diia 
tylko zaymuie uwagę nasze, kiedy ciała iakiego 
wielkość zmierzyć, lub ią. z wielkością innego 
ciała porównać chcemy: w ten czas bowiem nie 
zwaiaiąc na inne ciała tego własności, do mie-
rzenia żadnego wpływu nie maiące, samą sie tyl-
ko iego rozciągłością zaprzątamy. Nauka po-
daiąca sposoby mierzenia rozciągłości, nazywa 
sie nauką mierniczą, czyli Jeometryą, 

Rozciągłość uwaia się rozmaicie, i ma 
rozmaite nazwiska. Jeżeli dla wymierzenia wiel-
kości iakie^o ciała uważamy razem iego dłu-
gość) &zerokos4i wysokość, czyli grubość; roa-
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ciągłość pod tenii trzema wymiarami razem wzię-
ta zowie się bryiowatościg,, albo obiętością te-
go a ciała, których wielkość pod 
temi trzema wymiarami uw ażamy,z^wia się bry-
ły. i tak kamień, kuła, belka, budynek i t.d. sa 
to bryły, których obiętość iest mieysce wzdluz, 
•wszerz i wz\v}ż rozległe, przez te bryły zaiętf. 
Bryły podług rozmaitego kształtu sa rozmaite , 
okrągłe, graniaste, kończate i t. d. i maią roz-
maite nazwiska, iak to na swoióm mieyscu wy-
iożymy. 

3. Częstokroć w mierzeniu ciał uważamy 
tylko ich długość i szerokość, bez żadnego 
względu na wysokość łub grubość. I tak dla 
wymierzenia poła, ogrodu, posadzki wpokoiu, 
obicia iia ścianę i t. d. dosyć iest zmierzyć icłi 
długość i szerokość. Rozciągłość podiami dwo-
ma wymiarami uw^ażana, bez względu na wyso-
kość czyli grubość, zowie się powierzchnią ^ su-
perjicies. Powierzcłmia podług kształtu ciała, 
do którego należy, iest albo równa czyli płaska, 
zwana inaczey płasczyzna , planinn ; iak iest 
powierzchnia papieru, tablicy, stołu, posadzki, 
ieziora, poła równego i t .d . albo nierówna czy-
li krzywa, to iest wklęsła lub wypukła ; iak iest 
powierzchnia naczynia wklęsłego, kuli, armaty, 
góry, doliny i t.d. Tu iuż łatwo wnieść można, 
ze powierzchnie równe czyli'płasczyzny różnią 
się tylko między soba swoia rozległością czyli 
wielkością-: powierzchnie zaś krzywe tak co do 
rozległości, iak i co do kształtu «wego nluszą 
być rozmaite^ 
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4. Często nawet i na szerokość nie daie-
my żadnego względu, lecz tylko same długość 
uważamy. I tak podróżny nie pyta się o sze-
rokość drogi, którą ma przebyć, ale tylko uwa-
ża odległość mieysca do którego dąży: probii-
iący dzielności straelby mierzy tylko długość 
drogi, którą kula przebiegła, i t. d. Rozciągłość 
taka tylko wzdłuż uważana, bez względu na sze-
roko.ść i grubość zowie się liniią , a końce li-
nii iiazywaią się pujihtami. Punkt zatem, ści-
śle biorąc rzeczy,' nie ma żadney rozciągłości: 
gdyż iest końcem linii, która nie ma ani sze-
rokości ani grubości. Mówimy tu, ściśle bio-
rąc rzeczy yę^Ajż punkta znaczone na tablicy lub 
na papierze nie mogą być bez rozciągłości, ró-
wnie iako i liniie, które kredą, ołówkiem albo 
piórem kreślimy, muszą mieć koniecznie sze-
rokość, choćby też były iak naycieńsze. Ale 
w ścisłem znaczeniu , kiedy plasczyzna będąca 
końcem czyli granicą ciała iakiego , ma tylko 
długość i szerokość bez grubości; liniia będflca 
granicą czyli końcem płasczyzny, mieć tylko 
może długość bez szerokości i grubości; punkt 
zaś, iako granica czyli koniec linii, nie może 
mieć żadnóy rozciągłości. 

5. Liniia iest albo prosta, albo złamana 
czyli z kilku prostych złożona, albo krzywa. Li-
niia prosta iest naykrótsza droga z iednego pun-
ktu do drugiego', iak iest liniia AB. Tablica I. 
Figura I. Wszelka zaś inna liniia, która nie 
iest naykrótsza drogą z jednego punktu do dru-
({iego, i«st albo liniia 4amana, czyli z prostych 
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zloiona, iak iest liniia ACDB; albo krzywa,iak 
sąliniie AEB, AFB, które sa tern dłuższe, im 
iię bardziey oddalaią od naykrótszey drogi s 
punktu A do B, czyli od linii prostey AB. 

6. Z tego cośmy dotąd o linii prostey po-
wiedzieli , wypada i ód ze przez ieden punkt tyle 
liniy prostych prowadzić można, ile się podoba: 
co iest przez się widoczna ; 9.re źe przez dvva 
punkta iedna tylko liniia prosta przechodzić mo-
że : bo od iednego punktu do drugiego iedna 
iest tylko naykrótsza droga; liniy zaś krzywych 
i złamanych tyle przez dwa punkła prowadzić 
można , ile sie podoba: dlatego też liniie krzy-
we i złamane oznaczaią sie kilką głoskami; na 
oznaczenie zaś linii prostey, dosyć iest dwócłi 
tylko głosek, które, ieżeli długość linii prostey 
iest wyznaczona , kładą się przy iey końcach ; 
ieżeli długość linii nie iest wyznaczona , kłada 
się w dwóch którychkolwiek iey punktach. 
ze gdy zatem dwie liniie proste maią dwa pun-
kta spólne, dwie te liniie czynią iednę tylko li-
niia prostą: bo przez dwa punkta iedna tylko li-
niia prosta przechodzić może; Ą^e że gdy się 
dwie Kniie proste z sobą przecinają, przecię-
ciem ich iest tylto ieden punkt: bo gdyby sie 
we dwóch punktach przecinały, na ten czas ma-
iąc dwa punkta spólne, czyniłyby iednę liniii 
prostą . ^/e że nakoniłec liniie proste różnią się 
między sobą tylko długością swoią;lubo i ta ró-
żnica nie iest tak wielka iak się z początku zdk-
ie, gdy zważj my, że każda liniia prosta może być, 
w myśli pi-zynaymniey, w obie strony tak daleko 
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przedłużona,iak się podoba; gdy tym ceasem li-
niie złamane i krzywe tale co do długości, tako 
-i co do kształtu swego , mogą być rozmaite. 

Między limami krzywemi, nayznaczniey-
sza iest linii a kolista, zwana okręgiem kola^^ 
linea circulajis^ circumferentia circuli 
iest fig. 2. ABCDEA., która zwyczaynie kreśli 
się za pomocą narzędzia cyrklem zwanego, lecz 
którą wykreślić także można sposobem nastę-
puiącym : wziąwszy nitkę lub drócik długości 
np. linii AS, i ieden iego koniec utwierdziwszy 
na stole lub na tablicy w punkcie S tak , aby 
około tego punktu mógł się obracać;do drugie-
go końca A przyłóżmy ołówek lub kredę , i o-
bróćmy drócik wraz z kredą około punktu S 
tak, aby powrócił na to samo mieysce , z któ-
rego obracać się począł: ślad na tablicy od 
kredy zastawiony iest okręgiem. Płasczyzna 
tą liuiią krzywą określona zowie się kołem, dr-
culus. Część iakakolwiek okręgu A E D , BCD 
i t. d. nazywa się łukiem, arcus. 

. 8- Własność okręgu z samego wykreślenia 
wypłjrwaiąca iest ta , że każdy punkt na nim 
wzięty znayduiesie wrówney odległości od pun-
ktu S: odległością bowiem tą iest drócik AS , 
Jctórego długość w czasie obrotu iest nieodmien-
na. Punkt S zowie się dla tćy przyczyny środ-
kiem koła , centrum- a liniia prosta SA,SB it. d. 
i rodek koła z punktem którymkolwiek na okrę-
gu wzięt3nii łącząca, nazywa sie promieniem^ 
radius. Wszystkie zatem promienie koła są ró-
wne: bp wszystkie punkta oki-e^u sa wrównćj ' 
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od środka kola odległości. Inne własności o-
l^ręgu wyłożymy na swoiem mieyscu; tu tylko 
przestaiemy na tycli, które nam do początko-
wych wiadomości, o iiniiacli prostych będą po-
trzebne. 

9. Co się tycze innych liniy krzywych, 
kształtem swoim i innemi własnościami od o-
kręgu różniących się , te należą, do Jeometryi 
dalszey, która poprzedzić powinna wiadomość 
własności liniy prostych, płasczyzn i bryt, co 
iest przedmiotem niaieyszego dzieła. 

R O Z D Z I A Ł II. 

o Liniiach prostychprzecinaiących się, o Art-
tach i tróykątach. 

I o. Gdy się dwie liniie proste, fig. 3- AC, 
BC , z sobą przecinaią , w punkcie C, mieysce 
między temi dwiema liniiami zawarle, ze strony 
przeciwnej" punktowi przecięcia nieograniczone 
zowie się kątem , aiigu/us. Liniie AC , BC , 
przecięciem swoićm kąt tworzące, zowią. się ra-
mionami kąta, crura, a punkt C, w którym się 
te dwie liniie przecinaia, nazywa się wierzchoł-
kiem ką"ta, DcrteT, 

I I . Kąt zwyczaynie oznacza się iedną gło-
ska lakąkolwiek, która się kładzie przy iego 
wierzchołku. Lecz gdy dwa łub więcey kątów 
maią spólny wierzchołek, iak iest na figurze 4 > 
na ten czas kąt oznacza się trzema głoskami , 
z którycił i«dna kładaie się przy iego wierzchoł-
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kn, a dwie przy końcach ramion. A źe często-
kroć końce ramion są wierzcliołkami inn/ch 
kątów, iak np, n^fig. i r , przeto dla dokładne-
go oznaczania kątów, zgodzono się w wymawia-
niu tych głosek zachować następuiący porzą-
dek : wymówić naprzód głoskę będąca ))rzy 
końcu iednego ramienia, potc^rn głoskę będącą 
przy wierzchołku, nakoniec głoskę będącą przy 
końcu drugiego ramienia. I tak fig. 4 kąt za-
warty między ramionami BC, DC iest BCD, lub 
DCB; kąt ACD, lub DCA iest kąt zawarty mię-
dzy ramionami AC, DC i td . 

I 3. Ramiona kata moga się bardziey lub 
mniey rozchodzić : katy też pod tym względem 
Ja większe lub mnieysze. I ii.iV fig. 4, kat AGB 
iest większy od kąta DCB ; gdyż ramiona pier-
wszego bardziey się rozchodzą, niż ramiona dru-
giego. Kąty równe są te, których ramiona ró-
wnie się rozchodzą, i które tein samem przystać 
mogą do siebie, gdy ieden na drugim będzie po-
łożony. I tak, położywszy" bc ramie kąta bca^ 
na BC ramieniu kąta BCA , w ten sposób , aby 
punkt c padł na C, ieżeli rainie ac póydzie po 
ramieniu AC, kąt bca iest równy kątowi BCA, 
chociażby ramiona bc,ac były dłuższe lub krót-
sze od ramion BC, AC: gdyż ramiona kąta iako 
liniie proste mogą być podług potrzeby prze-
dłużone. Jeżeli żaś, położywszy bc na BC, ra-
mie ac weźmie takie położenie, iak CD , lub 
iak CE ; kąt bca iest w pierwszym przypadku 
fmiieyszy, w drugim większy od kąta BCA, cho-
ciażby ramiona hc, ac były równe ramionom 
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BC, AC. Wielkość zatem kąta nie zaleźjr od 
długości ramion, lecz od ich roztwartości, czyli, 
co na iedno wychodzi, od położenia względem 
siebie dwóch liniy przecięciem swoiem kąt two-
rzących. 

13. Gdy liniia DC fig. 5. takie ma wzglę-
dem linii AB położenie, że znią tworzy dwa ką-
ty ACD, BCD między sobą równe; kąty tc zo-
W îą się proste, recti, a liniia DC iest prosto-
padła, perpendicularis, do linii AB. Wszel-
ki kąt mnieyszy od prostego , iak iest np. fig. 
6. kąt ECB, zowie się t^stry, acutus\ wszelki 
kąt większy od prostego, iak iest np. kąt ACE, 
zowie się roztwany, ohtusus. 

14. Kąty tak ostre iako też i roztwarte 
mogą się bardzióy lub mnićy przybliżać do pro-
stego ; przeto też tak ostre iako i roztwarte, co 
do wielkości swoióy, są między sobą rozmaite. 
Lecz kąty proste wszystkie sobie są równe, i mo-
gą do siebie przystać. Jakoż fig. 5. położywszy 
cb ramie kąta prostego dcb , na CB ramieniu 
kąta prostego DCB, gdyby ramie cd nie poszło 
po ramienin CD, padłoby albo z prawey strony 
linii CD, np. na liniia CE ; albo zlewey strony 
teyże linii GD, np. na liniiąCF; i kąt dcb w pier-
wszym przypadku byłby równy kątowi ECB , 
któiy iest ostry, iako mnieyszy od prostego DCB, 
w drugim przypadku kąt dcb byłby równy ką-
towi f GB, który iest roztwarty, iako większy od 
prostego DCB. A źe kąt dcb nie iest ani ostry, 
oni roztwarty; więc i ramie cd nie póydzie ani 
po linii G£ , ani po linii CF, leca po linii C D ; 
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a zatćm bedzie kat prosty dcb równy prostemu 
DCB. 

15. Gdy liniia CE, fig. 6. z liniia AB two-
rzy dwa kąty nie równe, ieden ECB ostry, czyli 
mnieyszy od prostego DCB, drugi ACE roztwar-
ty, czyli większy od prostego ACD; siunma tych 
dwóch kątów ECB, ACE przy sobie leżących p 
zv/^anych inaczey przyleglemi^ adf acentes^ ró-
wna się dwom kątom prostym. Jakoż kąt ostry 
ECB od prostego DCB mnieyszy iest kątem DCE; 
kąt zaś rozt warty ACE od drugiego prostego ACD 
większy iest tymże samym katem DCEr więc o-
badwa kąty przyległe ECB, ACE, równe sąjdwom 
kątom prostym DCB i ACD. Czyli 

kąt F.GB — D C B —DCE. 
kat^ ACE — ACD - f DCE. Dodawszy do 

siebie strony tych dwóch równań, bedzie 
ECB-fAĆEz=:DCB+ACD—DCE+DCE; 

czyli ECB-fACEzizDCB-j-ACD. to iest: Sam-
?na dwóch kątów przyległy ch ECB i ACE, ró-
wna się dwom kątom prostym DCB i ACD, 

J6. Stąd wypadaią następuiące wnioski : 
lód że kiedy ieden z dwóch kątów przyległych 
iest prosty, drugi także prosty być powinien; 
gdyż obadwa czjnią dwa kąty proste ; 

are Ze wszystkie kąty, fig. 7. ACE, ECD, 
DCF, FCB, leżące zjedney strony linii AB, i 
maiące spólny wierzchołek C , ważą dwa kąty 
proste : bo wystawiwszy sobie, że z punktu C 
iest wyprow^adzonaCM prostopadła do AB, sum-
ma tych wszystkich kątów równa się widocznie 
dwom kątom prostym ACM, BCM. 
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Że gdy się dwie liniie proste, 8-
AB, DE przecinaią w punkcie C, summa czte-
rech kątów ACD,DCB, BCE,EGA, równa sie 
czterem kątom prostym: gdyż kąty ACD i DCB 
iako przyległe , ważą dwa kąty proste , i kąty 
ACE i ECB dla tćyże przyczyny ważą dwa ka-
ły proste; 

Ąte Ze przez punkt C, ftg. 9. poprowadzi-
wszy iakąkolwiek liczbę liniy prostych AC,BC, 
DC, EC, FG ; summa wszystkich kątów ACB , 
BCD,DCE, EGF, FCA, maiących 6p'ólny wierz-
chołek w punkcie C, równa się czterem kątom 
prostym: gdyż przedłużywszy którakolwiek li-
niią np. DC do H , simima kątów HGA, A.CB, 
BCD, równa się dwom katom prostym, i summa 
kątów HCF, Fi JE, ECD równa się także dwom 
kątom prostym, podług wnldsku drugiego. 

17. Uważać tu potrzeba, że kiedy dwa ką-
ty przyległe, / ig . 6. ACE, ECB ważą dwa kąty 
Droste , dwa ich ramiona AC i BC są w jedney 
inii; to iest, AC ramie kąta ACE, iest przedłu-

żeniem CB ramienia kąta ECB. Kąty np. /ig. 7. 
ACD i DCF nie ważą dwóch kątów prostych , 
cliociai leżą przy sobie,i maią spólny wierzcho-
łek C: bo ramiona ich AC i CF nie są w jednóy 
linii. 

18. Gdy dwie liniie proste 8* AC, DC 
przecinaiące się w punkcie C przedłużone będą, 
pierwsza doB, druga do E; dwa k ą t y ACD,BCE . 
maiące spólny wierzchołek C zowią się kątami 
tv wierzchołku przeciwiegłenii , ad Derticem 
oppositi. Kąty ACE, DCB są także w wierz-
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cliołku przeciwległe, gdyż obadwa maią spoiny 
wierzchołek t i , a ramiona iednego z nich np. 
kata ACE , są przedłużeniem ramion drugiego 
kąta DCB. Kąty , 9. ACB, FGE, lubo maia 
spoiny wierzchołek G, nie są iednak w wierz-
chołku przeciwległe : gdyż ramiona iednego & 
nich nie są przedłużeniem ramion drugiego. 

19. Kąty AGD, BCE ,fig. 8- w wierzchoŁ^ 
ku przeciwległe, są sobie równe. Jjikoż sum-
ma dwóch kątów przyległych AGD i ACE, ró-s 
wnasię dwom kątom prostym; podobnież sum-
ma dwóch kątów przyległych BCE i ACE równa 
się dwom kątom prostym. Więc odiąwszy od 
obudwu summ spólny kąt ACE , zostaiue kąt 
ACD, równy kątowi BCE. Czyli 
kąty ACD -)- ACE równe są dwom katom pro/tym; 
katy BCE -j- ACE równe sa dwom katom pros:( 15) 
więcAGD-f ACE—BCE + A C E . ' 

W tśm równaniu odiąwszy po obu stronach 
Kąt ACE, zostanie kąt ACD z=: BCE. 

20. Stąd wypada lód że przedłużywszy 
liniią DC , f g . 10, która z liniią AB czyni dwa 
kąty ACD i BCD proste , przedłużenie ióy CE 
utworzy z drugiey strony linii AB dwa kąty ACE, 
BCE proste: gdyż kąty te są wierzchołkiem prze-
ciwległe kątom DCB, ACD prostym; 

2re Ze kiedy liniia DE iest prostopadła 
do AB, wzaiemnie też i liniia AB iest prostopa-
dła do DE: bo że liniia DE iest prostopadła do 
AB, idzie zatem, iż kąt ACD iest równy kątowi 
przyległemu BCD, i że obadwa te kąty są pro-
fcte (i 3). Leca że kąt BCD iest prosty ^ idzie za 
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tem ze i kąt ACE przeciwległy wier&cłiołkiera 
iest prosty; wiec kąt ACE —ACD, a tem samem 
liniia AB iest prostopadła do linii DE. 

21. Mieysce trzema liniiami prostemi o-
kj-eślone zowie się tróykątein, t.riangulum. I 
la \^J ig , I I , ACB iest tróykąt: liniie AB,AC,BG 
przecięciem swoiem tworzące tróykąt, zwać bę-
dziemy bokamiylatera. Boki te są oraz ramio-
nami trzech kątów A, B, C. W tróykącie za-
tem, oprócz powierzchni, sześć rzeczy uważać 
należy: trzy boki i trzy kąty. 

22. Summa dwóch którychkolwiek boków 
łróykąta, ?ip. summa dwócli boków AC i BC , 
większa iest od boku trzeciego AB: gdyz liniia 
prosta AB iest naykrótsza droga od punktu A 
do B (5), a tei|^samem krótsza iest od ACB linii 
złamaney z punktu A do B paprowadzoney. Dla 
teyże przyczyny summa dwóch innych których-
kolwiek boków większa iest od boku trzeciego. 

23. Wziąwszy wewnątrz tróykąta ACB , 
fig. 12. punkt od upodobania D , i do dwóch 
końców któregokolwiek boku, w/?. AB prowa-
<lziwszy liniie proste AD , BD; będzie summa 
dwóch innych boków AC, BC większa od dwóch 
liniy AD, BD. Własność ta iest wnioskiem te-
go , cośmy powiedzieli wyżey, Lecz można 
ią także okazać sposobem następuiącym: 

Przedłużywszy liniia AD aż do przecięcia 
z bokiem CB w punkcie F, będzie w tróy-

kącie ACF summa dwóch boków AC i CF wie-c 
ksza od boku trzeciego AF; czyli większa od li-
nii AD i DF: gdyż bok AF składa się z dwóch 
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lych liniy AD i DF. Podobnież wtróykącieBDF 
summa dwóch boków BF i DF większa iest od 
boku trzeciego BD; czyli, dla krótkości w tłu-
maczeniu się używaiąc skróconych znaków, w 
•róykacie ACP iest AC + C F > AF; czyli 

AC-f C F > A D - f - D F . Po-
dobnież wtroykącie BDF, iest BF + D F > BD. 

W ostatnich dwóch wyrażeniach dodawszy^ 
strony odpowiadaiace sobie, bedzie 
AC-j-CF + BF-f D F > A D + b F + BD; czyli 
AC-|-CB + D F > AD-f-DF + BD: gdyżCF-f-
BFzizCB. Odiąwszy po obudwu stronach D F , 
zostanie AC -f- ĆB AD -f- BD. to iest, summat 
dwóch boków AC i CB większa od dwóch l in i j 
AD i BD. 

Twierdzenie. Dwa tróykąty moga 
przystać do siebie, a tem samem są sobie ró-
wne, gdy dwa boki i kąt między niemi zawar-
ty w jedtiym, równe są dwom bokom i kątowi^ 
między niemi zawartemu w drugim tróy-
kącie. 

Dowodzenie. Niech będą dwa tróykąty, 
fig. 13. ABC, abc w których bok ACzzrac, bok. 
BCuz^c, i kąt C zawarty między'ten i bokami 
ACjBC równy kątowi c zawartemu między bo-
kami ac, bc; mamy okazać, że bok PiRuzab^ 
kąt Arzia , kąt to iest, że dwa te tróy^ 
kąty przystaną do siebie. 

Jakoż wystawmy sobie, ie tróykąt abc iesc 
z mieysca swego oderwany i położony na tróy-
kącie ABC tak, aby pUnkt c padł na punkt C , 
i bok ac poszedł po boku AC: w tąkióm poło-
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ieniu punkt a padnie na punkt A: gdyż bok ac 
nz AC z założenia; bok bc pójdzie po boku BC:' 
gdyż kąt cz=:C(i2): punkt b padnie na punkt 
B: gdyż bok Z^czuBC. A gdy punkt a padł na 
A i punkt b padł naB; więc i bok ah przystanie 
^do boku AB : gdyż przez dwa piinkta A i B ie-
dna tyłko łiniia prosta przecłiodzić może (6); a 
zatÓm i kąty a^b, przystaną do kątów A,B, (i2) 
i cały tróykąt abc przystanie do troykąta ABC. 

25. Uwazaó tu potrzeba , że boki równe 
we dwócłi tróykątacłi leżą na przeciwko ró-
wnycłi kątów; i odwrotnie kąty równe leżą na 
przeciwko równycłi boków. I tak bok ab ró-
wny bekowi AB, leży na przeciwko kąta c ró-
wnego kątowi C ; kąt b równy kątowi B leży 
na przeciwko boku ac równego bokowi AC it d. 

26. Twierdzenie. Dwa tróykąty mogą 
do siebie pr zystać, gdy\ dwa kąty i bok przy 
nich lezący w jednym, równie są dwom kątom 
i bokowi przy nich leżącemu w drugim tróy" 
kącie. 

Dowodzenie, Niech będą dwa tróykąty, 
fig, 13. ABC, abcy w których kąt A r r kąt B 

b i bok AB ab: mamy dowieśdź że, bok 
AC zr: ac, bok BCzz bc, i kąt C ż z c , czyli, że 
dwa te tróykąty przystaną do siebie. 

Wystawmy sobie, że tróykąt ahc iest po-
łożony na tróykącie ABC tak , aby punkt a padł 
na A, i bok ab poszedł po boku AB; ponie-
waż dwa te boki są równe z założenia, więc 
punkt b padnie na punkt B: a że kąt a zz: A , 
więc bok ac poydzie po boku AG (ra) , « 
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samem punkt c padnie na którykolwiek punkt 
linii AC. Podobnież dla równości kątów 1/ i 
B, bok bc poydzie po boku BC , a tćm samem 
punkt c padnie na którykolwiek punkt linii BC, 
A zatem punkt c , który musi się znaydować ra-
zem na dwóch liniiach AC i BC , padnie na 
upólne ich przecięcie C: więc tróykąt abc pray-
$tanie do tróykąta ABC. 

27. Twierdzenie. Jeżeli we dwóch tróy" 
kątach dwa boki iednego , są równe dwom 
bokom drugiego tróykąta, a kąty między te* 
mi bokami nie są^równe ; Len z boków prze^ 
ciwnych tym nierównym kątom iest większy^ 
który leży naprzeciwko większego kąta; i od-
wrotnie , ten z dwóch kątów zawartych mię-
dzy równemi bokami we dwóch tróykątach 
iest większy y któiy leży naprzeciwko większe* 
go boku. 

Dowodzenie. Niech będą dwa tróykąty 
fig, 14. ABC, abcy w których bok ABzziab, bok 
BCrz^c , a kąt B zawarty między dwoma pier-
wszemi większy iest od kąta b zawartego mię-
dzy dwoma drugiemi bokami: trzeba dowieśdź, 
ie bok AC przeciwny kątowi B w tróykącie ABC, 
większy iest od boku ac przeciwnego kątowi b 
w tróykącie abc. 

Położywszy tróykąt abc na tróykócieABG 
tak, aby bok ab przystał do boku AB, bpki ac^ 
hc wezmą albo takie położenie, iak na figura^ 
pod liczbą i, gdzie punkt c znayduie się na bo-
ku AC ; albo takie iak na fig. 2, gdzie punkt « 
anayduie »ię wewnątrz tróykąta, ABC; albo na-
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koniec takie, iak na Jig. 3 , gdzie punkt c znay-
duie się za tróykątem ABC. 

W iwszym przypadku bok AC widocznie 
iest większy od Ac, iako całość od swoiey czę-
ści: a że Aczrzac z wykreślenia, więc bok AG 
większy iest także od ac. 

W przypadku fig. 2 AC-f-BC]> Ko 
4- Bc; (23) czyli AG - f BC > Ac 
•j-BG: gdyż podług założeniabokBcizi^cizzBG. 

Odiąwszy po obudwu stronach BC, zostanie 
AC^-Ac. iAże Ac rrr^zc, z wykreślenia, będzie 
więc A C ^ - ^ c , to iest, bok AC większy iest od 
boku ac. 

W '^cim p r z y p a d k u , 3 w tróykącie AcD, 
AD + D c > Ac (22). Podobnież w tróykącie BDG 
DC -f- DB>' BC. Dodawszy strony odpowiada-
iące sobie, będzie AD-f DC + Dc + D B > Ac 
-ł-BC ; czyU AG + B c > Ac + BC. (gdyż na fi-
gurze A D - f D C z ^ A G , D c - f D B = B c ) czyli 
AG-}-BG> Ac-}-BG(gdyż Bc=^c=z:BG z za-
łożenia). Odiąwszy BC po obu stronach, bę-
dzie AG >-Ac; czyli AG gdyż kczizac 
s^tlrykróślenia. 

- Odwrotnie. Jeżeli b o k i 1 4 AB,BC, 
równe są bokom abybc, a bok AC większy iest 
od boku ac j będzie kąt B przeciwny większemu 
bokowi AG , większy od kąta b przeciwnego 
mnieyszemu bokowi ac. gdyż położywszy tróy-
kąt abc na tróykącie ABC, iak w Iwszey części 
tego twierdzenia , w każdym z trzech prtsypad-
ków kąt ABc czyli kąt b, iest częścią kąta ABC 
czyli kata B; a tem samem kat B >• 

a8. 
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28- Twierdzenie. Dwa tróyhaty mogą 
do siebie przystać, gdy trzy boki iednego^ró' 
wne są trzem bokom drugiego tróykąta. 

Dowodzenie, Niech będą dwa tróykąty 
fLg. r3 ABC, abc, w których bok k^zmab, bok 
ACIZZ<7C, bok BCzziZ^c; trzeba dowieśdźże kąt 

kąt BzuZ*, i kąt C=zc , czyli że dwa te 
tróykąty przystaną do siebie. 

Gdyby np, kąt b nie był równy katowiB, te-
dy bytby od niego albo większy albo mnieyszy. 
W\>ierwszym przypadku, ponieważ boki ab, bc 
tróyKąta abc równe są podług założenia, bo-
kom AB, BC tróykata ABC, bok ac, przeciwny 
większemu kątowi b, byłby większy od boku 
AC przeciwnego mnieyszemu kątowi B, podług 
twierdzenia poprzedzaiącego; co być nie może: 
gdji ż podług założenia bok AC. 

W drugim przypadku , gdyby kąt b byt 
mnieyszy od kata B; bok AC przeciwny kątowi 
B większemu, byłby większy od boku ^-c prze-
ciwnego kątowi b mnieyszemu (ay); co być nie 
może: gdyż, podług założenia, bok AC irz: Ć̂T. 
Kiedy więc kąt b nie może być ani większy , 
ani mnieyszy od kąta B, musi być mu równy. 
Dwa zatem tróykąty ABC, abc, w których dwa 
bolu AB, BC i kąt B między niemi zawarty ŵ  je-
dnym, równe są bokom ab ^ bc i kątowi b mię-
dzy niemi zawartemu w drugim tróykącie, przy-
staną do siebie (24). 

29. Twierd. TV tróykącie maiącym dwa 
boki równe , kąiy przeciwne bokom, równym 
są równtt^ 
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Dowocl. Niech hedzie tróykąt fig. 15. ABC 
%v którym bok ACuzBC; trzeba dowieśdź, że 
kat Bz=A. 

Podzieliwszy trzeci bok AC na dwie równe 
części w punkcie D, i poprowadziwszy liniią CD; 
w dwóch tróykątach ACD, BCD, bok AC pier-
vvszego, równy iest bokowi BC drugiego trój-
kąta, podług założenia ; bok AD pierwszego , 
równy iest bokowi BD drugiego tróykąta podług 
wykreślenia; bok CD iest dla obudwu trójką-
tów spólny: a zatem dwa te tróykąty przysłaną 
do siebie (28); a w sczególności, kąt A przysta-
nie do kąta B; więc dwa te kąty są równe. 

50. Stąd wypada, że w tróykącie ACB, 
fig. 16 maiącym wszystkie trzy boki między so-
bą równe, wszystkie też trzy kąty są między so-
bą równe: gdyż kąt A równy iest kątowi B, dla 
równości boków AC, BC; a że też boki. AB i AC 
6ą równe, więc kąt B równy iest kątowi C. 

51. Tróykąt maiący trzy boki równe zo-
wie się równoboczny, cequilat:ej UTn;lYÓjk.ip: ma-
iący dwa boki równe, zoWie^ie równoramien-
ny, a;quic7'unim a\bo isoscele; tróykąt maiący 
trzy boki nierówne , zowie się różnoboczny , 
scaleniim. 

W tróykącie równoramiennym ACB fig. 15 
trzeci bok AB zowde się zwyczaynie podstawa, 
hasis, a kąt C przeciwny podstawie nazywa się 
wierzchołkiem tróykąta , u€rtex. W innych 
tróykątach którykolwiek bok można wziącT za 
podstawę, a kąt mu przeciwny za wierzchołek. 
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Powyższe zatem twierdzenie (29) możnaljy 
tak wysłowić : w tróykącie równoramiennym 
kąty przy podstawie są równe. 

32. Twierd. PJ^tróykącie maiącym dwa 
kąty rówłiej boki przeciwne kątom równym są 
równe. 

Dowod. Niech będzie tróykąt A I ^ , fig, 
17. w którym kąt Arz:B; trzeba dowieśdź , że 
bok BCzziAC, czyli że tróykąt ten iest równo-
ramienny. 

Na okazanie tego , podzielmy bok trzeci 
AB w punkcie F na dwie równe części, i popro-
wadziwszy liniią CF, przedłużmy ią do D tak, 
aby były DF =1: CF ; poprowadziwszy potem li-
niią AD i BD; w dwóch tróykątacli AFC, BFD, 
bok AFuzBF zwykreśłenia; bok CFzzzDF zwy-
kreśłenia; i kąt A F C ^ B F D (19); wiec^dwa te 
tróykaty przystana do siebie (24): a w sczegól-
n o k i bok A C = B D , i kąt FACzziFBD. A że 
kat FAC zz: FBC z założenia , wiec i kat FBD c ' t e 
zzFBC. Podobnymże sjjosobem dowiedziemy 
przez przystanie do siebie dwócli tróylvatów 
CFB, AFD , że kąt FAD = : FAC. Więc dwa 
tróykąty ACB, ADB maiące bok AB spólny , i 
kąty przy nim leżące przy A i B równe, przysta-
ną do siebie (26); a w sczególności bok BCrz 
BID: a że bok BD n z AC podług dowiedzenia, 
wiec i BC z z AC. c 

33. Stąd wypada , że ieżeli w tróykącie 
wszystkie trzy kąty są równe, będą też i wszy-
stkie trzy boki rown«. 
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34. Twierd. W tróykącie r o znoh ocznym 
hok większy, przeciwny iest większemu kulo-
wi, i odwrotnie kąt większy , przeciwny iest 
wiekszemu bokowi. c 

Dowod. lód Niecił bodzie tróykąt,//tr. 
18. ABC, w którym kąt CAB iest większy od ka-
ta B : trzeba dowieść!/,, '/.e bok BC przeciwny 
większemu kątowi CAB, iest wirkszy od boku 
AC przeciwnego mniejszemu kątowi B. 

Z punktu A poprowadziwszy liniią AD rak, 
aby kątDAB był równy kątowi B, w tróykącie 
równorainieiinyiti DAB iest bok ADzizDB (5a). 
W tróykącie ACD iest CD - f AD > AC (22) ; 
czyli ĆD 4 - D B > AC: gdyż A D = D B ; czyli CB 
^ A C ; to iest: bok CD przeciwny większemu 
kątowi CAB iest większy od boku AC przeciw-
nego mnieyszemu kątowi B. 

2/Y? W tróykącie ABC, w którym bokBC^-
AC, będzie kat CAB przeciwny większejnu bo-
kowi BC, większy od kątaB przeciwnego mniey-
szemu bokowi AC. 

Jakioż gdyby kąt CAB nie był większy od ką-
ta B, byłby albo równy kątowi B; aJbo od niego 
mnieyszy. Gdyby kąt CAB był równy kątowi B, 
bok BC byłby równy bokowi AC (52) ; co się 
sprzeciwia założeniu. Gdyby kat CAB byt mniey-
szy od kąta B, Ijok BC przeciwny kątowi CAB 
mnieyszemu, b vłl)y mnieyszy od boku AG przeci-
wnego Itątowi większemu, podług pierwszey czę-
ści ninieyszego twierdzenia; co się także sprze-
civria założeniu. Kiedy zatem kąt CAB nie może 

http://rcin.org.pl



Cześ ć / . 21 

być ani równy kątowi B , ani od niego mniey-
&zy, innsi więc być od niego większy. -

55. Dla dowiedzenia ostatnich trziech twier-
dzeń , trzeba było "bok fig. r5 i 17 dzielić 
na dwie równe części, i wykreślić kat DAB,//^-. 
1 8 równy kątowi B. Ułatwią to następuiące za-
gadnienia: 

Zagadnienie, i. Maiąc daiie dwa punkta 
i B iig. ig , znalezćpunki trzeci, któryby od 

obudwu był w jednakowey odległości. 
Rozwiązanie. Z punktu A, promieniem 

iakimkolwiek , byle większym niż iest [)ołowu 
odległości dwóch danych punktów, nakreślmy 
łuk DE, a z punktu B tymże samym promieniem 
nakreślmy łuk FG, k t ó r y l u k i e m pierwszym 
jtrzecinasię w punkcie Ci punkt C iest punktem 
szukanym. 

Uwaga. Uważać tu potrzeba, iż promień 
którym kreślimy dwa łuki przecinaiące się, po-
winien być większy, niż iest połov\\a odległości 
rlwóch punktów danych: gdyż iiiaczey dwa łu-
ki wykreślone przeciąćby się z sobą nie mogły, 
iak są np. łuki de i f g . 

56. Zagad. 2. Daną łiniią prostą AB^ 
Jig. iŁO podziełić na dwie równe części. 

B.ozwiąz. Ziraydźmy, podług poprzedza- . 
iącego zagadnienia , punkt C będący w jedna-
kowey odległości od obudwu końców dąney 
linii AB ; podobnież z drugiey strony linii AB 
znaydźmy punkt D będący w iednakowey odle-
głości od tychże końców. Punkt C złączmy z 
punktem D liniia prostą CD, która daną liniią 
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AB podzieli w punkcie F na dwie czelci równ^;. 
Jakoż poprowadziwszy liniie proste AG , GB , 
BD, DA,Idwa tróykatj GAD, GBD, w których 
bok AG == GB (35) bok ADzizBD, a bok GD 
spólny, przystaną do siebie(28), a w sczególno-
ści katy przy C sa równe. Dwa zatem tróykąty 
AGF,'^BGF, w których bok AGnzBG, bok GF 
spólny i kąty przy G równe, przystaną do sie-
bie ( 24 ) , a w sczególności AF BF. Wiec 
liniia AB w pimkcie F podzielona iest na dwia 
części równe. 

37. Tym samym sposobem możnaby liniią 
AF i BF podzielić na dwie równe części, a tem 
samem liniia AB byłaby podzielona na części ró-
wnych 4. Możnaby potem każdą czwartą Część 
linii AB podzielić tymże sposobem na dwie ró-
wne części, a zatem liniia AB lżyłaby podzielo-
na na części równych 8 i f- ti. Lecz sposób ten 
nie iest dostateczny do podzielenia linii daney 
na części równych 3 , 5 , 6 i t. d. Podamy na to 
sposób niżey. 

38. Zagad. 3. Mainc dane dwie liniie 
proste, znalezć ich spoiną miarę, 

Rozwiaz. Niech beda dwie liniie AB i GD o c c 
Jig. 21: mnieyszą GD przenieśmy na większą ty-
le razy , iłe można : daymy na to, że liniia OD 
mieści się w linii AB trzy razy, począwszy od A 
do E , i że zostanie cześć EB; bedzie wiec 

-AB z=z 3 CD + EB. 
Niech znowu liniia EB przeniesiona na li-

niią CD mieści się w niey cztery razy począwszy 
©d C do F , i aostaie częśe FD; będaie wiec 
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CD = 4EB - f 'FD. 
Podobnież FD przeniesiona na EB, mieści 

się w niey raz od E do G, i zostaie cześć BG ; 
będzie więc EB z= FD -f-

Nakoniec BG przeniesiona na FD, mieści 
się w niey trzy razy zupełnie : będzie więc 

FD zz: 5 BG. A zatem" 
EB — FD -I- BGzz: 3BG 4- BG = ĄBG, 
CD zz: 4 EB-i-FI 3 = 16 BG + 3 BG zzr 19 BG. 
ABz=3CD + EB —57l5G- f 4BG=Z6IBG. 

Toiest , liniia BG iest spoina miara dwóch liniy 
AB i CD: wpierwszey bowiem mieści^izy 61 , 
w drugiey razy 19; i dwie te łiniie AB, CD sji 
do siebie iak dwie b"czby 61 i 19. 

Uwaga. Sposób ten szukania spólney mia-
ry dwóch liniy danych, znpf^łnie iest podobny 
do tego, który podaie 7Vrvtjnotvka, gdy idzie o 
znalezienie spólne^o dzielnika dwóch liczb da-
n y c h , z tą tylko równica, źe dwóch iakichkol-
wdek liczb ieżeli nie inna iaka liczba , to przy-
naymniey iedność iestspólnym dzielnikiem, czy-
li spólną miarą; w szukaniu zaś spóIuey miary 
dwóch liniy danych trafić się częstokroć może, 
iż się nigdy nie doydzie do tnkiey części pozo-
stałey , któraby się w poprzedzaiącey zupełnie 
mieściła , choćby działanie to naydaley posu-
nięte było. Na ten czas dwie dane liniie nie 
maią spólney miary. Liniie takie i wszystkie 
ilości nie maiace spólney miary , nazywaią się 
iiiespólmierne, incomłnejuuiahilcs 

39 Zagad. 4. Narysować iróykat ró-
wny danemu Łróykątowi ABC fi^.i^-
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Piozwiaz. Poprowadziwszy liniią AB, 
z punktu a promieniem równ^Tii bokowi AC, 
kresie łuk; z punktu b, promieniem równym bo-
kowi BC, kreślę iuk dnigi, z pierwszym w pun-
kcie c przecinaiący sie; punkt c łącze z pun-
ktem a i b, liniiami prostemi ac, bc, tróykąt 
abc iest szukany : gdyz dwa te tróykąty njogą 
do siebie przystać (28). 

40. Zagad. 5. dany kąt A fig. 
22,, wykreślić kąt drugi równy danemu , któ-
regoby wierzchołkiem byt punkt a na daney 
Unii ab. 

Rozwiąz. Na ramionacli danego kąta A, 
biorę dwa punkta C, D od upodobania, i łączę 
ie liniią piostą CD- Na linii ab, wziąwszy ad 
— AD, z punkt u a. promieniem równym linii AC 
kreślę łuk; z punktu promieniem równym li-
nii CD kreślę drugi łuk z pierwszym w punkcie 
c przecinaiący się ; punkt przecięcia c łączę z 
punktem a liniią ac; knt cab iest szukany: gdyż 
poprow^adziw^szy liniią prosta cd, dwa tróykąty 
cad, CAD przystaną do siebie (28), a w scze-
gólności kąt azizPi.. 

41. Zagad. 6. Ma.iąc dane dwie liniie 
proste na dwa boki tróykąta , i kąt maiący 
być miedzy temi bokami zawarty, narysować 
tróykąt. 

Rozwiąz. Nakreśliwszy kąt równy dane-
mu, maiacy za ramiona dwie dane liniie, koii-
ce tych ramion złączywszy liniią prostą; będzie 
tróykąt szukany (24). 
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49. 21agad. Mniac daną liniią pro-
stą i dwa kąty, "wyrysować tróykąt, w któryjn-
by dwa kąty i bok im przyległy były równe 
dwom danym kątom, i daney Unii. 

liozwiąz. ł^oprowadzić liniią równą da-
•nej, i przy obudwu iey końcach wykreślić dwa 
kąty równe danym , i maiące za ramie spóliie 
liniią daną ; drugie dwa ramiona tych kątów 
przedłużywszy, póki s^ę z sobą nie przetną; bę-
dzie tróykąt szukany (26). 

43- Zagad. 8- Maiąc dane trzy liniie 
na trzy boki tróykąta, narysować tróykąt. 

Piozwiąz. Poprowadziwszy Dniią równą 
któreykohviek z trzech łiińy danych, i wykre-
śliwszy na niey tróykąt, daiąc mu dwa drugie 
łjoki równe dwom pozostałym łiiuiom danym, 
łjftdzie ^tróykąt szukany (28). 

Uwaga. Ponieważ w tróykącie summa 
dwóch boków iest większa od trzeciego, (22) 
zagadnienie to w ten czas tylko może być roz-
wiązane , kiedy każda z danych liniy mnieysza 
iest od dwóch innych razeM w^ziętych. 

44. Za^ad. 9. Wykreślić tróykąt ró-
wnoramienny, maiąc daną liniią na podsta-
wę i kąt maiący być przy niey; albo tez maiąc 
dany kąt przy wierzchołku i iedno ramie. 

Rozwiąz. W pierwszym przypadku po-
prowadziwszy liniią równą daney i przy obudwu 
iey końcach nakreśliwszy dwa kąty róvvne mię-
dzy sobą i kątowi danemu; ramiona tych kątów 
przedłużam póki się z sobą nie zeydą:będę miał 
Łróykąt szukany (32). 
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W drugim przypadku, nakreśliwszy kąt ró-
wny danemu, daiąc mu za ramiona liuiie ró^yiie 
ramieniu danemu; końce tych liniy złączywszy 
liniią prostą, będzie tróykąt szukany (29). 

45« Zagad. 10. Na daney linii wysta-
wić łróykat równoboczny. 

liozwiąz. Na daney linii wykreśliwszy trój-
kąt, daiąc mu dwa inne boki równe linii daney, 
iróykąt ten będzie szukany. 

46. Zagad. 11. Dany kąt yijig- po-
dzielić na dwie równe części., 

liozwiąz. Na ramionach kąta danego wzią-
wszy AFzzrAE, i z punklów F ,E iakimkolwiek 
promieniem nakreśliwszy flwa łuki w pinikcie 
B przecinaiące się, prowadzę liniią AB; liniia ta 
podzieli kąt A na dwie równe części: gdyż po-
prowadziwszy liniie BF, BE, dwa tróykąty ABF, 
ABE maią bok AB spólny; bok AFzzAIi i bok 
BFzziBE zwykreśłenia: więc dwa te tróykąty 
przystana «lo siebie (28); a w sczególności kat 
BAł=zB,\F. 

A zatem dany kąt można podziełić na czę-
.sci ? ó\vnyc!i 8, 16 i t. d. dzieląc każdą poło-
łowę na dvyie równe części. 

R O Z D Z I A Ł 111. 

o Liaiiach prostopadłych, pochyłych i równm 
odległych. 

47. Twierd. Ze wszystkich liniy prostych, 
Jljj^. któr« iL pfcittkui C waiętego za liniią AB 
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do tey linii poprowadzić można, najkrótsza iest 
prostopadła CD; inne zaś liniie CA, CF, CB i 
tym podobne, które zwać będziemy jtochyłemi^ 
ohlicjuce, tem są dłuższe, im się bardziey odda-
laią od punktu D , w którym prostopadła prze-
cina się z liniia AB, i który zwać będziemy spod-

prostopadłey; i te tylko między pochyte-
mi są sobie równe, które są równie od spodku 
prostopadłey oddalone. 

Dowod. \ód Przedłużywszy CD do E tak, 
aby byłoEDzziCD, i poprowai^ziwszy liniiąFE; 
w dwóch tróykątach CDF, EDF bok C D ~ E D 
z wykreślenia, bok FD spólny, kąty przyD mię-
dzy temi bokami zawarte równe iako proste,(i4) 
więc dwa te tróykąty przystaną do siebie podług 
twierdzenia iwszego o przystawaniu tróykntów 
(24), a w sczególności bok P^ErzFC. W t ró j -
kącie CFE iest 

' CF + F E > CE (22) ; czyli 
C F 4 - F E > CD + ED, ciyli 
CF - f CF > CD - f CD. ( gdyż FE — CF z do-

wiedzenia , ED|zz: CD z wykreślenia ). Czyli 
aCF >> 2CD: więc 

CF CD : to iest, iakakolwiek pochyła 
CF większa iest od prostopadłey CD, a tem sa-
mem prostopadła iest naykrótsza. 

ire Wziąwszy AD >^FD, będzie pochyła AG 
bardziey od spodku prostopadłey oddalona wię-
ksza, niż iest pochyła FC. Na okazanie, że pochy-
ła piórwsza iest większa od drugiey, poprowadź-
my liniią AE. Dwa tróyk.ąty GAD, EAD, w któ-
rych bok AD iest spólny, bokCDzz:I iD z wy-
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kreślenia, i kąty przy D między temi bokami 
zawarte równe iako proste, przystaną do siebie 
podług [twierdzenia pierwszego o pizystawaniu 
ti óykatów; a ŵ  sczególności AG =zi AE. W 
tióykacie CAE iest 

' 'AĆ- j -AE>FC + FE (03)'; czvli 
-AC + AC > FC -j- FC : gdyż AE — AG, FE 

' n i F G z dow^odzenia; czyli aAC>»r»FC: w ięc 
AC ^ FG; to iest: pochyla AG baniziey od 

spodku D prostopadłey CD odd.ilona , większa 
iest od pdcJiyłey FC mniey od tegoż spodku od-
da loney. 

5cif Wziąwszy DB ~ D F , i po[irow^dzi-
wszv liniie GB, (JF, dwie te pochyle równie od 
spodku prostopadłey oddalone, hetla równe. 
Jakoż w <hvóch tróykątach CDF^^ok CD 
ie^l spoiny, bok DB ~ DF /, zało/^Mii.i ; katy 
]łrzv IJ niit!(lzv temi bdkanu z.iwarte r<'»wne iako 
proste: więc dwa tP truvk.ity pizystatia <lo sie-
bie, a w .sczpąóiIlości Cl 'zr: CB : lo iosl , dw ie 
]>4i<:livle równie od spodku prostopadle_y o«lda-
JoJie sa równe. 

/|8- SlaJwy])ada \i'k/. Ze (Kvie liniie po-
chyle ziediif'jL>o [)iinktij do liiiii trzecley p0pi"0-
wadzone, ieżeli sobie są równe, nie-mogą o-
biedwie znaydować się z jedney strony prosto-
padłóyCD; lecz iedna z nich musi znaydow ać 
się ze strony A, druga ze strony B, w równey 
odległości od spodku j)rostopnrlley. 

49- Ze z punktu C do linii prostey 
AB nie można poprowadzić trzech lifiiy równycii 
między sobą: gdyż dwia z nich musiałyby znay-
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dować się z j edne j s t ronj pręstopadłey CD; co 
b j ć nie możć. ' 

50. "^cie. Ze ze środka D linii AB fig. 0,4. 
wyprowadziwszy prostopadłą CD do linii AB , 
każdy punkt wzięty na tey prostopadłey • /tp. 
punkt F iest w^róv\ney odległości od obudwu 
końców l^ i i AB : gdyż poprowadziwszy liniie ^ 
pochyłe Ife^, pochyłe te są sobie r ó w n e ^ ^ ^ / / 
(17). ' Każdy zaś punkt wzięty za tą prostopa-
dłą np. punkt ]Z nie iest w równey odległości od 
końców A i B linii Ał̂  : gdyż poprowadziwszy 
liniie EA, EB, w tróykącie BFE 

B T ' - f F E > E B (9.9.) więc 
AF-f FE > EB: gdyż A F ^ B F z dowodzenia; 

czyłi \ E > EB; to iest, odległość punktu E od 
punktu A iest większa, niż od punktu B. 

51. Prostopadła z puiikfu C do linii AB 
spusczona, iako naykrótsza ze wszystkich liniy, 
które z tegoż piniktu do linii AB inopyi być po-
prowadzone, oznacza prawdziwą odległość pun-
ktu C od linii AB, ł^rzeto też prostopa<iła zpun-
ktu iakiego, do daney linii spusczona, zowie się 
odległością tego punktu od danev liijii. 

52. Twierd. Dwa tróykąty ABC^ahc, 
f i g . w który clt kąty A i a są proste, [boki 
tym kątom, przeciwne BC i bc równe , i boki 
Jynize kątom przylegle AC i ac równe, mo-
gą przystać do siebie. 

Dowod. Dwa te tróykaty przystałyby do 
siebie , gdyby bok trzoci ab był równy bokowi 
trzeciemu AB. Daymyż na to , ieżeli być może, 
iż ieden z nich np. AB i«st większy od ab, i żu 
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liniia AF mnieysza od AB , iest równa bokowi 
ah. Poprowadziwszy liniią CF w dwóch t ró j -
kątach ACF, ach, bok KC:=ziac z założenia; 
b o k A F = : « / ^ z przjpusczenia ; kąt A — a , bo 
-są obadwa proste : więc dwa te tróykąty przy-
stałyby do siebie (24), a w sczególności bok CF 
byłby równy bokowi ch; a że podług założenia 
c^ —CB; więc i łiniia CF , byłaby równa CB ; 
co być nie może : gdyż pochyłe te obiedwie 
znayduią się z jedney strony prostopadłey CA 
(48), a zatem z dwóch boków AB i ah nie mo-
że być ieden od drugiego większy: wdęc boki te 
sa sobie równe; a tem samem tróykąty ABC, 
ahc przystaną do siebie (28). 

55. Zagad. ZpunlUu D danego na li-
nii prostej AB y fig. 26. wyprowadzić prosto-
padłą do tey linii. 

liozwiąz. Wziąwszy DFzizDB , i z pun-
ktu B i F iakimkołwiek promieniem nalcreśli-
wszy dwa łuki w punkcie C przecinaiące się y 
punkt C łączę z punktem D liniią prostą CD : 
ta liniia iest szukana: gdyż poprowadziwszy li-
niie CI; i CF, ŵ  dwóch tróykątach CDB,CDF 
bok CD idst spólny; bok DBzzzijfF z wjkreśle-
nia ; bok BCnzCF, więc dwa te t r ó jką t j przj-
staną do siebie (28), a w sczególności kąt CDB 
z=CDr': więc k ą t j te są proste (i 3); a tem sar-
mem liniia CD iest prostopadła do linii AB. 

> 54. Zagad. Z punktu C danego za h ThlT 
AB fig. 27. spuścić prostopadłą do tey linii. 

liozwiąz. Z punktu C promieniem iakim-
kołwiek, b j le większjm niż iest odległość pun-
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ktu tego od linii daney, kreślę łuk przecinaiącjr 
litiiią ĄBjw punktach B i F ; z drugiej strony li-
nii AB znalazłszy punkt G równie od punktów 
B i F odległy (55)5 punkt C z punktem G łączę 
liniią prostą CG, która liniią AB przecina w pun-
kcie D : liniia CD iest szukana: gdvź w tróyka-
tach CBG, CFG bok CG iest spólny ; bok CB=^ 
CF, i BGznFG z wykreślenia: więc dwa te tróy-
kąty przystaną do siebie (28), a w sczególności 
katy przy C są równe. W dwóch tróykątach 
CDB, CDF, bok CD iest spólny; bok CBzizCF, 
i kąty przy C równe; więc dwa te tróykąty przy-
staną do siebie (24), n w sczególności kąty przy 
D są równe, a tem samem liniia CD iest prosto-
padła do linii AB (15). 

55. naniosła. Stąd wypada i d J , żf̂  z pun-
ktu C danego za liniią AB, nie można spuścić 
więcey prostopadłych do tey linii, tylko iednę 
CD: gdyż liniie pochyłe CB i CF iako sobie ró-
wne, powinny być równie oddalone od spodku 
D prostopadłey CD (48); a zatem prostopadła 
do linii AB z punktu C spuszczona powinna prze-
chodzić przez środek D linii BF : a przez dwa 
j)unkta C, D iedna tyl li o liniia prosta przecho-
dzić może (6). Dla teyże przyczyny z punktu D 
danego na linii AB nie można wyprowadzić wię-
cey prostopadłych do tey linii, tylko iednę CD. 

56. Q.re. Dwa tróykąty ABC, abc,fig. 25. w 
których kąty A. i a są proste, boki tym kątom 
przeciwne BC i bc równe, i kąty B i Z* równe , 
przystaną do siebie : gdyż położywszy tróykat 
abc na tróykącie ABC tak, aby kąt i praysUf do 
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kata B, i bok ah poszedł po AB, bok hc przy-
stanie do boku GB i punkt c padnie na punkt 
G, gdyż dwa te Ijoki są sobie równe: gdyby bok 
ac nie przystał do boku AC, lecz wziął odmien-
ne położeine, na tenczas z punktu C, możnalty"' 
było do linii AB poprowadzić dwie prostopa-
dle , iednę będącą ramieniem kąta prostego A , 
drugą będącą ramieniem kąta prostego'^/; co 
być nie może (55). 

57. 3cze Z tego też twierdzenia w^ypada, że 
dwie liniie,//^.28- Głi, Fi , prostopadłe dotrze-
ciey linii AB, nigdy się z sobą nie zeydn , choć-
by też naydaley były przedłużone, tak w górę 
ku iako też na dół kuj^: bo gdyby się z sobą 
zeszły, z punktu ich przecięcia się raożnaby by-
ło spuścić dwie prostopadłe do linii AB; co być 
nie może (55)-

58' Dwie liniie proste fna iedneyże pła-
sczyznie poprowadzone tak, że się z sobą zeyść 
nie mogą, choćby naydaley były przedłużone , 
ZOwią się równoodległe, parallelas. A zatem 
dwie liniie prostopadłe do trzeciey są od siebie 
równoodległe: gdyż się. z sobą zeyść nie mogą, 
choćby naydaley byty przedłużone. 

59. Lecz ieżeli liniia IK z liniią AB two-
rzy kąt AIK mnieyszy od prostego CHB, liniia 
ta IK. pochyła i CH j>rostopadła do AB zeydzie 
się powyżey linii AB , gdy obiedwie dostate-
cznie będą przedłużone: ieżeli zaś liniia IL z li-
niią AB tworzy kąt AlL większy od prostego CHB, 
dwie te liniie IL pocliyła i CH prostopadła do 
Ap zeydą się z sobą poniżey linii AB, gdy obie-

dwie 
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dwie dostatecznie będą przedłiiźone. Własność 
ta liniy tak iest sama przez się widoczna, że ża-
dnego dowodzenia nie potrzebnie. 

60. Stąd wypada lód , że gdy z dwóch 
liniy iedna iest prostopadła do trzeciey, a dru-
ga tworzy z trzecią kąt ostry, lub roztwarty; 
dwie pierwsze liniie dostatecznie przedłużone , 
zeydą się z sobą z jedney lub drugiey strony 
linii trzecióy. 

61. Ze gdy dwie liniie DH^ GI są 
prostopadłe, do trzecićy AB, każda liniia, iak 
iest /ip. DG, prostopadła do iedney z nich, iest 
razem i do drugiey prostopadłą: "bo gdyłjy li-
niia DG prostopadła do DH w punkcie D , nie 
łjyła prostopadła do linii GI w punkcie G; kąt 
G byłby ostry łub roztwarty, a tem samem dwie 
lijiiie DH, GI, z których pierwsza tworzy z lini-
ią DG kąt prosty , druga z tą samą liniią DG 
tworzy kąt ostry lub roztwarty , dwie mówię ,, 
te liniie dostatecznie przedłużone, zeszłyby się 
z sobą; co być nie może: gdyż obiedwie podl.ig 
założęJiia , są prostopadłe do liijii trzeciey AB. 

62. "^cie Ze dwie liniie AB, GD-y?^. 29. 
równoodległe od trzeciey EF, są także i mię-
dzy sobą równoodległe : gdyż poprowadziwszy 
liniią GH prostopadłą do EF, łiniia AB iako ró-
wnoległa od EF, będzie także prostopadłą do 
GH; i liniia CD iako równoległa od EF, będzie 
prostopadłą do GH : a zatem dwie liniie AB, 
CD, prostopadłe do trzeciey GH, sa od siebie 
równoległe (SS )̂. 
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65. Stąd iiakoniec w jpada , że g d j 
dwie liniie EU,FG //.«•. 30. są prostopadle, pier-
wsza do linii AC, dniga do linii BC przeciiiaią-
cev sie z liniią A.C w punkcie C; dwie te prosto-
padłe EH, FG zeydą się z.sol)ą, gdy będą do-
statecznie przedłużone gdyż inaczey bjłyby 
od siebie równolegle (58); że iedtui z nich np. 
FG iest prostoj)ndta do CB, więc i druga EH by-
łaby także do CB prostopadła: dwie zatem lini-
ie i\.C, BC z jednego punktu C wyprowadzone 
byłyby do iedneyże linii EH prostopadłe, «co 
być nie może (i^))-

64. Twierd. Gdy dwie liniie Jig. 51. 
ylB, CD przecięte od, trzeciey EF, tworzą z 
nią dwa kąty AGF, CHF równe; liniie te AB 
CD są od, siebie równolegle; i odwrotnie. 

Dowod. Podzieliwszy liniią GH w pun-
kcie I na dwie rówtie części, i przez })unkt J po-
prowadziwszy liniia KL prostojładłą do AB; w 
dwóch tróykątacli 'LGI, HIK, bok GIizzHl z 
wykreślenia; kąty j)rzy I równe (19); kąt KHI 
:=zCHF, a knt Gl lF^i iAGF z założenia; więc 
i kąt AGF czyli LGl KHl : a zatem dwa te 
tróykąty przystaną do siebie (26), a w sczegól-
ności kąt C L I ~ H K 1 : a że kąt GLI iest prosty 
z wykreślenia, więc i kat HKl iest prosty, a tem 
samem liniia CD iest prostopadła do KL; że z, 
i liniia AB iest prostopadła doivI> z wykreślenia, 
wiec dwie te liniie AB, CD prostopadłe do trze-
ciey KI. są równoległe (;)8). 

Odwrotnie. Gdy dwie liniie AB, CD od 
siebie równoległe przecięte sn od trzeciey linii 
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EF; kątyAGF, CHF będą sobie równe. Gdyż 
podzieliwszy liniią GH w punkcie I na dwie ró-
wne części, i przez punkt I poprowa^lziwszy li-
niią KL prostopadłą do linii AB, a tem samem 
i do linii CU równolegtey od A ^ ; w dwóch f i 
tróykątach LGl, HKI, kąty przy I, są równe; 
kąt GLlzzzHKI, hó śą obadwa p o s t e ; bok G[— 
111 z wykreślenia : więc dwa te tróykąty przy-
staną do [siebie (5G) ; a w sczególności kąt LGl 
zzuKHI >e kąt KHIz rCHF, wiec i kąt LGl, 
czyli AGF=iCHF. 

6f>. Ponieważ w dalszym ciągu .Teometryi, 
często wypada używać liniy równoodległych ; 
dla łatwieyszego tłumaczenia się , ponadawano 
sczególne nazwiska kątom utworzonym przez 
dwie liniie równoodległe przecięte od trzeciey, 
którą zwać będziemy sieczną, secaus. 

I tak kąty zawarte między róv/noleglenu 
AB, CD Jig, 52. i częścią GH sieczneyEF, zo-
wia sie wewnetrzne , inLerni: iakie t;a, AGF , 
CHE, BGF, DHE. 

Kąty zawarte między równoległemi i czę-
ściami EG, HF sieczney EF, zowią się kąty ze-
wnętrzne, eocterni, iakie sa: AGE, BGE, CHF, 
DHF. 

Kąty leżące po iedney stroaiie sieczney, zo-
wią się iednostronne, ad eandem partem po-
siti-, i \ ak kąty AGE, AGF, CHE, CHF z jedney 
strony sieczney leżące, sa iednostronne: podo-
bnież kąty BGE, BGF, DHE, DHF leżące z dru-
giey strony sieczney, są takie iednostronne. \ 
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Dwn k ą t j iednostroiine , iak są np. kąty 
CHF, AGF, których ramiona rozdiodza sie w te ' / ./ - C o % 

s a m e s t r o n ę , z o w i ą s i ę k ą t y i e d n o s t r o n n e od-
powindaiace sobie , correspondentes. K ą t y 
AGE, CHE, są także iednostronrie odpowiada-
iace sobie : toż mówić o kątach BGE, DHE, i 
opatach DHF, BGF. 

Dwa kąty iednostronne AGF, CHE, tudzież 
BGF, DHE, zowią się iednostronne wewiietrzne. 

Dwa kąty iednostronne AGE, CHF, tńdzież. 
BGE, DHF, zowią się ierhiostronne zewnętrzne. 

Dwa kąty, których ramiona rozchodzą .się 
w strony przeciwue, zowią się kąty nnpi żernimz. 
ległe Avewnętrznc Inb zewnętrzne allei-ni: i tak 
dwa kąty AGF, DHE, są kąty naprzemian-ległe 
wewnętrzne; toż n'iówić o dwóch kątacli CHE, 
BGF. Dwa kąty CHF, BGE, są kąty luiprzemian-
legle zewnetrzne ; toż mówić o katach AGE , 
DHF. 

' 66. .StosoAvnie do tycli nazwisk powyższe 
twierdzejvie tak])v można wysłowić : gdy dwa 
hąty ylGF, CHF iednos/ronne odpowiadaią-
ce są równe ; dwie liniie AB. CD SOL od sie-
bie równoległe: i od wrednie ^dy dwie liniie 
AB, CD są od siebie równoUgte; dwa kąty 
AGF, CłlF,iednostro7uie odpowiadaiące są 
sobie równe. 

Gy. Twierd. Gdy dwie hiiie AB, CD, 
od siebie równoodległe przec.et:e są od, trze-
ci ey EF, będą lód, kąty ielnostromne od-
powiadaiące sobie równę ; zie Kąty naprze-
mianległe wewnętrzne rówtie; 3cie kąty na-
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fjrzrmianicg^e zewnętrzu o. równe; 
wewnętrzne iedriosUonn.e równe (Iwonikatanh 
prostym; 5te kąty zewnętrzne Tcdnostronnc 
równe dwom katoni prostym; 6te gdy która-
kolwiek z tych pięćiiLwlasnościiest dowiedzio-
na, inotna będzie dowiedz i innych cztó-rech. 

Dowód. Co do I. Równość kątów iedno-
stronnycli odpowdadaiących sobie AGF,C[ iF , 
iest okazana wyżey (64). Po okazaniu zaś ró-
wności tych kątów, latw^o iest dowieśdź równo-
ści ijniych kątów iednostronnych odpowiada-
iących. I tak biorąc np. dwa kąty odpowiada-
iące sobie DHF, BGF lig. kąt CHF z kątem 
DHF ważą dwa kąty proste , bo są przv'łe^łe. 
Kąt AGF z kątem JjGF w -̂iżą dwa kąty proste , 
dla teyże przyczyny, Wiec 

CHF -[- DHF = AGF -f- BGF 
w tem równaniu odiąwszy z jedney strony kąt 
CHF, a z drugitjy kąt AGF, które sobie są ró-
wne, zostanie Dl lFz=BGF. 

Podobnież dwa kąty iednostronne odpowia-
daiące BGE, DHE są równe ^ gdyż są przeciw-
ległe w wierzchołku (19) kątom AGF, CHF, któ-

- rycłi równość iest dowiedziona. Dla teyże przy-
czyny i kąty CHE , JE są sobie równe , iako 
przeciwległe w \\ieizcholku kątom DHF , BGF. 
równym z dowiecizeriia, 

ire. Kąty naprzomianległe wewnętrzne 
AGF, DHE, sa sobie rówi<e : gdyż kat 
AGF z=: CHF (06) 
DłlEzizCHF iako wierzchołkiem przeciwległe : 
wiec AGF zz; DHE. 
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Podobnymże sposobem dowieśclź można 
równości drugich dwóch kątów na przeraianle-
głych wewnętrznych CHEiJJGF. 

Z^cif- Kąty na przemianlegle zewnętrzne 
CHF i BGE są równe : gdyż kąt 
C H F = : D H E (19) 
LGEzziDIIE iako iednostronne odpowiadaiące: 
więc CHF zz: BGE. 

'Fymże sposobeui okazać można równość 
drugich dwóch kątów na przemianległycli ze-
wnętrznych DHF, A(JE. 

l\.te Kąty iednostronne wewnętrzne AGF', 
CHE ważą dwa katy proste : gflyż kat AGI'' -[-
AGEziz dw^om kątom prostym (15) , a że kąt 
AGEzzzGHE, iako iednostronne odpowiadaiące; 
więc AGF -j- GHEzii: dwom katom prostym. 

Toż mówić o drugich dwóch kątach iedno-
stronnycii wewnętrznycii BGF, DUE, 

Kąty iednostronne zewnętrzne AGE, 
CHF równe są dw^om kątom prostym : gdyż kąt 
AGE -f- A(JFZ= dwom katom prostym (i 5)- A że 
kąt A G F — C H F (66) więc 
AGE -j- CHF zzz dwom katom prostym. 

Toż mówić o kątacli BGE, DHF. 
6/<? Naostatek , gdy którakohviek z tych 

pięciu własności iest dowiedziona , można bę-
dzie dow ieśdź innych czterech , i liniie AB, CD 
będą równoległe. Bo ieżeli/?/^. równość katów 
iednostromiych odpow iad.iiących soł)ie iest do-
wiedziona , liniie AB, Ci) są równoległe, iako-
śrnjf to iui okazali wyż^y. 
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Jeżeli kąty naprzemianległe wewnętrzne 
AGF, DHE są równe, będzie kąt C H F = D H E ; 
a zatem i kąt AGFuzCHF: więc dwie liniie AB, 
CD są od siebie równolegle (66). 

Jeżeli kąty naprzemianległe zewnętrzne 
CłłF, BGE są równe , będzie kąt BGEnz^ AGF 
(19), a zatem i kąt CHFzziAGF: więc dwie li-
niie Al] , CD są od siebie równoległe (66) 

Gdy kąty iednostronne wewnętrzne AGF , 
CHE są równe dwom kątom prostym; bedzie 
CHE-}-CHFrz: dwom kątom prostym (i5)j a 

z założenia 
A G F C H E r z : dwom katom prostym; wiec 
CHE -f CHFzz: AGF -f CHE. 

W t e m równaniu odiąwszy po obudwu stro-
nach kąt CHE, zostanie CHFzz:AGF: więc lini-
ie AB, CD są od siebie równolegle. 

Gdy kąty iednostronne zewnętrzne AGE, 
CHF ^ą równe dwom kątom prostym, będzie, 
AGE -f- AGFzz: dwom kątom prostym (i 5) • a że 

zzalo 'enia 
A.GE-]-CHFzz: dwom katom prostym; więc 
AGE -h A(;FZ=: AGE -{- ĆHF. 

W t e m rówiKUiiu odjąwszy AGE po obu-
dwu stronacli, zostanie AGF izzCHF: więc li-
niie Al], CD są równoodległe. 

68- Zagad. Przez pimkt C wzięły za 
liniią daną AB, fig. 55. poprowadzić równo-
ległą od tćy litu i. 

Piozwiąz. Z j)unktu C proAvadzę liniią CI) 
któraby. się z liniią AB przecinała pod iaki 
kol wiek kątem CDB. Na linii CD pizy p u n ' - . 
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C kreślę kąt D G F = C D B . Liiilia EF będzie szu-
kana: gdyż knty CDB,DCF wewnętrzne naprze-
mianległe są równe. 

69. Zagad. Przez punkt C wzieJy za li-
niią ABJig. '^[\fpjo\vadzić liniią CE któraby 
z daną liniią AB czyniła kąt BEC równy da-
nemu. 

Bozwiąz. Przy punkcie którymkolwiek A 
wziętym na daney linii AB, kreślę knt DAB ró-
wny danemu, i przez punkt Cprowndżę liniin CE 
równoległą od AD, aż do przecięcia się z liniią 
AB w punkcie E : kąt BEC iest szukany. 

70. Twierd. Dwa kąty ACB, iich, fig. 
których ramiona AC i ac, tudzież BC 

i bc są miedzy sobą rówfioódległe, i rozcho-
dzą sie -w jedne stronę, są sobie równe. 

Dowod. Przedłużywszy ac nż do przecię-
cia się z ramieniem CB w punkcie D ; będzie kat 
ACBzzi:rtDB,bo są iednostronne odpowiadaiące 
sołiie względem sieczney CB i dwóch równole-
głych AC i fzD: kąt a \ M ~ a c b , bo są iedno-
stronne odpowiadaiące sobie względem sie-
czney d D , i dwóch równoległych DB, c^; a za-
tem kąt h G ^ z n a c b . Podobne byłoby dowo-
dzenie, gdyby ramiona dwóch kątów ACB, acb 
miały takie położenie , iakie iest pod liczbą 2. 
Łatwo byłoby dowieśdź równości [tych kątów 
innym sposobem , poprowadziwszy w obudwu 
figurach przez wierz"chołki tych kątów liniiąpro-
,stą CE. 

71. Uwaga. W powyższem twierdzeniu 
dodaiemy, że ramiona tych dwócli kątów roz-

http://rcin.org.pl



C z e ś ć I. 

chodzą się w jethięż stronę: gdy I)owiem rańilo-
na te rozchodzą się w strony przeciwne, knry 
miedzy niemi zawarte nie zawsze są równe. I 
tak dwa kąty ACB, acb fig. 50. których ramio-
na AC i ac, BC i bc są między sobą równoległe, 
lecz rozchodzą się w strony przeciwne , nie są 
równe. Jakoż kąt ACB zz: a D ^ , bo są iedno-
stronne odpowiadaiące; kąt ^zJJB zz: Z>6F,bo są 
zewnętrzne naprzemianłęgłe względem sieczney 
a¥, i dwóch równoległych CB i c^; a zatem i 
kąt ACBzz^cF ; więc gdy kąt ACB iest ostry , 
będzie też i kąt Z'cF'ostry, a tem samem przy-
legły mu kąt bca roztwarty (i5) : będzie więe 
kąt /»c«>BCA, 

Lecz dwa kąty BCA, hcY, lubo ramiona 
ich rozchodzą się w strony przeciwne,-są sobid 
iednak równe , iakośmy wyżey okazali. Cdy 
więc ramiona dwóch kątów są między sobą ró-
wnoległe, a rozchodzą się w strony przeciwne; 
kąty te niogą być albo równe sobie, iak są dwa 
kąty ACB, bcY\ albo też nie równe, iak są dwa 
kąty ACB, 

72. Twierd. Gdy dwie liniie fig. 37. 
GH od siebie równolegle , przecięl.h są od 
d^'óch drugich liniy IK, ŁM od siebie równo-
ległych ; części AB i CD dwóch pierwszych 
Liniy zawarte między dwiema, drugiemi, tu-
dzież części AC, BD dwóch drugich liniy za-
\\'arte między dwiema pierwszemi równood-
leglemi, są między sobą równe-, i odwrotnie^ 
ieżeli części te są równe , liniie, do który ch 
te części należą , będą równoległe. 
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Dowód. P o p r o w a d z i w s z y l i n i i ą p r o s t ą C B , , 
w d w ó c h t r ó y k ą t a c h A C B , D C B , b o k C B i e s t : 
s p ó l n y ; k ą t A B C z z i B C D , g d y ż s ą w e w n ę t r z n e n a -
] ) r z e m i a n l e g ł e w z g l ę d e m s i e c z n e y B C , i d w ó c h i 
r ó w n o l e g ł y c h E F , G H ; k ą t A C B m C B D , g d y ź s 
s ą w e w n ę t r z n e n a p r z e m i a n l e g ł e w z g l ę d e m s i e -
c z n e y C B i d w ó c h r ó w n o o d l e g ł y c h I K , L M , w i ę o 
d w a t e t r ó y k ą t y p r z y s t a n ą d o s i e b i e ( 2 6 ) : a w^ 
s c z e g ó l n o ś c i A B i n C D , i A C z z i B D , i a k o p r z e -
c i w n e k ą t o m r ó w n y m ( 2 5 ) -

Odwrotnie. J e ż e l i A B = C D , i A C u z B D ; ; 
b ę d z i e l i n i i a E F r ó w n o o d l e g ł a o d G H , i l i n i i a i 
I K r ó w n o o d l e g ł a o d L M . 

G d y ż p o p r o w a d z i w s z y l i n i i ą C B , d w a t r ó y -
k ą t y A C B , D C B , w k t ó r y c h t r z y b o k i w j e d n y n u 
r ó w n e s ą t r z e m b o k o m w d r u g i m t r ó y k ą c i e , p r z y -
s t a n ą d o s i e b i e ( 2 8 ) , a w s c z e g ó l n o ś c i k ą t A B G 
r z i B C D , i A C B z i z C B D , i a k o p r z e c i w n e b o k o u i i 
r ó w n y m ('v'")), a ż e k ą t y A B C , i B C D s ą w e w n ę -
t r z n e n a p r z e m i a n l e g ł e w z g l e d e m s i e c z n e y B C i 

d w ó c h l i n i y E F i G H ; k ą t y " A C B i C B D s ą t a k -
w e w n ę t i z n e n a p r z e m i a n l e g ł e w z g l ę d e m s i e -

c z n e y B C i d w ó c h l i n i y IK. i L M ; w i ę c l i n i i a E F 
i e s t r ó w n o l e g ł a o d G H a l i n i i a I K r ó w n o o d l e -
g ł a o d L M ( 6 7 ) . ' 

7 5 . TVniosek i . J e ż e l i A B i C D s ą s o b i e 
r ó w n e i o d s i e b i e r ó w n o o d l e g ł e , b ę d ą t a k ż e A G 
i B D r ó w n e i r ó w n o o d l e g ł e : g d y ż w d w ó c h t r ó y -
k ą t a c h A C B , B C D , b o k B C i e s t s p ó l n y ; b o k A B 
z = C D z z a ł o ż e n i a , i k ą t A B C B C D , i a k o w e -
w n ę t r z n e n a p r z e m i a n ł e g ł e w z g l ę d e m s i e c z n e y 
C B i d w ó c h r ó w n o l e g ł y c h A B , C D : w i ę c d w a 
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i t e t r ó y k ą t y p r z y s t a n ą d o s i e b i e ( ^ 4 ) , a w s c z e -
{ g ó b i o ś c i b o k Ar> = B D , i k ą t A C B = : C B D ; a ż e 
< d \ v a t e k ą t y s ą w e w n ę t r z n e n a p r z e m i a n l e g t e 
T w z g l e d e m s i e c z n e y B C i d w ó c h l i n i y A C , B D , 
• ^ ' i ę c l i n i i e t e s ą o d s i e b i e r ó w n o l e g l e ( 6 7 ) . 

7 4 . VKniosek 2 . G d y d w i e l i n i i e A B , C D fig. 
5 8 - s ą o d s i e b i e r ó w n o o d l e g ł e , p o p r o w a d z i w s z y 
I ł i n i i e E F , G H , I I v i t . d . p r o s t o p a d l e d o t y c h 
d w ó c h l i n i y ; p r o s t o p a d ł e t e , i a k o o d s i e b i e r ó -
w n o l e g ł e ( 5 8 ) , b ę d ą s o b i e r ó w n e ( 7 3 ) ; ż e p r o -
S i t o p a d l e t e o z n a c z a i ą o d l e g ł o ś ć l i n i i A B i C D 
( 5 1 ) , a z a t e m d w i e l i n i i e r ó w n o o d l e g ł e z a c h o w u -
i ą w s z ę d z i e i e d n a k o w ą m i ę d z y s o b ą o d l e g ł o ś ć . 

R O Z D Z I A Ł I V . 

O wielokacach w powszechności, a w sczegól-
ności ,6> ich kątach. 

7 5 . P ł a s c z j ^ ^ z n a o k r e ś l o n a i a k ą k o l w i e k l i -
c z b ą l i n i y p r o s t y c h , z o w i e s i ę wie.lokatem ł n b 
wieloholdem , polygonum.. W i e l o k ą t y m a i ą 
r o z m a i t e n a z w i s k a , [ ) o d ł u g r o z m a i t e y l i c z b y b o -
k ó w , l u b k ą t ó w ^ I t a k t r ó y k ą t i e s t w i e l o k ą t e m 
m a i ą c y m t r z y b o k i , c z y l i t r z y k ą t y ; czworokąt ^ 
4juadrilateruni, pięciokąt, pentdgonum , sze-
ściokąt, hexagonum , siedmiokąt , heptago-
nu?n,ośmiokąt, octogonumydziewierioką en-
neagoniun, dziesieciokąt, decagonurn , dwu-
nastokąt, dodecagonum , piętnastokąt, pen-
tedecagonum i t . d . s ą w i e l o k ą t y m a i ą c e 4 j 5 j 6 

7 , 8 i t . d . b o k ó w l u b k ą t ó w . A B C D E / / ^ . 3 9 ' 
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i>st pięciokąt; ABCDEF f ig . iest sześcio-
Juit i t .cl . 

76. Lubo wielokąty zwyczaynie ozuacza-
ią się lylą głoskami, ile maią l<;.ątów, dla krótko-
ści iefbiak oznaczać ie można dwiema tylko gło-
skami naydaley od siebie leżącemi: i tak, czwo-
rokąty ABCD fig. , 4?,, '^yć ozna-
czone dwiema głoskami AC, łtdi BI): Podobnież 
sześciokąt ABCDEr Zj-o. może być oznaczo-
ny dwiema głoskami EB, lub FC i t . d . 

77. ICąt taki iak iest FAB f g . 45. zowie 
.się wklęsły, dla różnicy od innych kątów B, C, 
1), E, F, które się zowią wyskakuiące. 
W wielokącie iakimkolwiek przedłużywszy któ-
rykolwiek bok AB fig. 40.kąt CBH zawarty mię-
dzy bokiem CB i przedłużenleirt boku AB zowie 
«ię li{item zewnętrznym, exCeriius, dla różnicy 
od kątów ABC , BCD i t.d. które się Jiazywaią 
kitami wewneLrziiemi, interni. l.iniia prosta 
łącząca wierzchołki dwóch kątów wielokąta,zo-
wie SLerprzeJ,gtnia,diagonałis, iakie siifg. 4o. 
A C , A D , A ł C 

78. Kiedy wielokąt ma wszystkie boki i 
In ąty równe, iak i e s t 4 0 , 45- it-d. zowie się 
foremnym, regu/are: kiedy zaś boki i kąty są 
nierówne, iak iest fig. 59, 4 > i t-d. , zowie się 
nieforejtmy, ii^rrgularc. 

nĉ . Między czworokątami niektóre maią 
boki przeciwne równoodległe; iak iestz//^'.czwo-
rokąt hl) JIg. 41. w któiy n) bok Ali iest równo-
odległy od boku OD i bok AD równoodległy od 
boku BC. Czworokąt taki zowie się równoU-
głohohiein, parallelogrammum. 
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Z tego cośmy powiedzieli wyźey ( 7 2 , 7 3 ) 
wypada: 

\6d Ze przekątni a AC, dzieli równoległo-
kok na dwa tróykąty równe; 

irc Ze ])oki przeciwne w równoległobo-
ku Są sobie równe ; 

3c7e Ze gdy w czworokącie boki przeci- ' 
wne są sobie równe, taki czworokąt iest równo-
łeełobokiem ; O ^ 

[\te Ze gdy w czworokącie dwa boki prze-
ciwne są sobie równe i od siebie równoodległe, 
taki czworokąt iest równoleglobokiem. 

80. Uwaga. Może być czworokąt taki , 
w którym dwa boki przeciwne są od siebie ró-
wnoodległe , lecz nierówne , iak iest czworo-
kąt abcd fig. 46. w którym bołd cd, ab są od 
siel)ie równoodległe, lecz nierówne; taki czwo-
rokąt nie iest równoległoboliiem : gdvż drugie 
dwa boki ad. i cb nie sa od sieł)ie rcmnoodle-
głe. Czworokąt talci zowie się połacinie tiape-
ziiim\ po polsku możnaby go nazwać równole-
głobok nie zupełny. 

81. Równoległobok AC fig. ą'?.. maiący 
wszystkie katy proste , zowie się p? ostokąleni, 
recLangiil\im. 

Prostokąt KC ftg. 43- maincy wszystkie bo-
ki równe zowie kwadratem , quadratum. 

Równoległoł)ok ac, fig. 44- maiący wszy-
stkie boki równe, lecz kąty nierówne, zwać się 
może kw^ndratem ukośnym, rhombus. 

Cticąc zatem na daney linii AB,y?^. 43? 
wykreślić kwadrat, trzeba z obudwu iey końców 
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A i B , w y [ ) r o w a d z i ć d w i e l i n i i e A D i B C p r o -

s t o p a d ł e d o A B , i r ó w n e l i n i i d a n e y A B : k o ń c e 

t y c l i d w ó c h l i n i y C i D z ł ą c z y w s z y l i n i i ą p r o s t ą 

C D , c z w o r o k ą t A B C D b e d z i e k w a d r a t e m s z u -' c <-

k a n y m . 
C h c ą c w y k r e ś l i ć p r o s t o k ą t , k t ó r e g o b y b o -

k i r ó w n e b y ł y l i n i i o m d a n y m , t rz f^ba p o p r o w a -
d z i ć l i n i i ą K B ^ j i g . 4 - - r ó w n ą i e d n e y l i n i i d a n e y , 
i z d w ó c h i e y k o ń c ó w A i B w j ^ p r o w a d z i ć l i n i i e 
A D i B C p r o s t o p a d ł e d o A B i r ó w n e d r u g i e y l i -
n i i d a n e y : k o i i c e t y c h dv^ ó c l i l i n i y C i D z ł ą c z y -
w s z y l i n i i a p r o s t ą C D , c z w o r o k ą t A B C D b ę d z i e 
p r o s t o k ą t e m s z u k a n y m . 

C h c ą c w y k r e ś l i ć r ó w n o l e g l o b o k , k t ó r e g o -
b y b o k i r ó w n e b y ł y d w o m l i n i i o m d a n y m , i k ą t 
r ó w n y k ą t o w i d a n e m u , t r z e b a p o p r o w a d z i ć l i -
n i i ą A B 4 i ' r ó w n ą i e d n e y l i n i i d a n e y , z k o ń -
c a A w y p r o w a d z i ć l i n i i ą A l ) r ó w n ą d r u g i e y l i n i i 
d a n e y t a k : a b y k ą t B A D b y ł r ó w n y k ą t o w i d a -
n e m u ; p o p r o w a d z i w s z y p o t e m z p u n k t u B l i n i i ą 
B C r ó w n ą l i n i i A D , i o d n i ó y r ó w n o o d l e g ł ą , 
k o ń c e D i C z ł ą c z y ć l i n i i ą p r o s t ą D C ; c z w o r o -
k ą t A B C D b ę d z i e r ó w n o l e g ł o b o k i e m s z u k a n y m . 

D o w o d z e n i e w e w s z y s t k i c h t r z e c h p r z y -
p a d k a c h i e s t ł a t w e m a i ą c w z g l ą d n a t o , c o ś m y ' 
p o w i e d z i e l i o l i n i i a c h r ó w n o o d l e g ł y c h ( 5 8 , 7 3 ) -

8 3 - W k a ż d y m w i e l o k ą c i e u w a ż a ć b ę d z i e -
m y lód k ą t y ; 3 / e b o k i , k t ó r e r a z e m w z i ę t e z o -
w i ą s i ę obwodem w i e l o k ą t a , perimeter ; "^ęie 
p ł a « c z y z n ę o b w o d e m o k r e ś l o n ą , k t ó r a s i ę z o -
w i e powierzchnią w i e l o k ą t a . 
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84- Twier. Wkazdym tróykącie sum-
ma trzech^ kątów waży dwa kąty pjoste. 

Dowodź. W tróykącie ACB 47. prze-
dłużywszy którykolwielv bok ?ip. AiB do D , i 
z punktu B wyprowadziwszy łiniią BF równood-
ległą od boku AC; bedzie kąt CBFz=C, gdyż 
są naprzeniianlegle wewnętrzne względem sie-
czney BC , i dwóch równoodległych AC, BF. 
Kąt F B D m A , gdyż są iednostronne odpowia-
tlaiące sobie względem sieczney AD i dwóch 
rów^no odległych AC, BF. Do kątów CBF i FBD, 
czyli co na iedno wychodzi, do kąta CBD do-
dawszy kąt CBA, wypadnie summa równa dwom 
kątom prostym (15). Więc i do kątów C i A 
dodaw^szy tenże kąt CBA, wypadnie summa ką-
tów C, A i CBA, to iest , summa trzech kątów 
tróykata, równa dwom katom prostym. Czyli, 
kat CBF iz: C. Kat FBD = A. Wiec 

CBF - f FBD d^ C -f- A ; czyli 
CBDz=:C -f A. 

Dodaw^szy po obu stronach kat CBA, bedzie 
CBD -f- CBA ~ C - \ - K + CBA. 
A że kąty CBD i CBA iako przyległe waża 

dwa kąty proste ; więc też i kąty C, A i CBA , 
to iest trzy kąty tróykąta, w ażą dwa kąty proste. 

85- Wnioski, i. Ponieważ w trójkącie I C c 

kąt zewnętrzny CBD róiwny iest dwom kątom 
wewnętrznym C i A naprzeciwko niego leżą-
cym , iako się w poprzedzaiącem twierdzeniu 
okazało, więc od iednógo z liich np. od kąta A 
iest większy. 
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86. 2. W trójkącie równobocznym, któ-
rego wszystkie k ą t j są m i ę d z j sobą równe (3o), 
k a ż d j kąt iest trzecią częścią dwóch kritów pro^ 
s t j ch , czjli dwiema trzeciemi iednego kąta pro-
stego ; 

5. Kiedy w tróykącie ieden kąt iest 
jłrosty, lub roztwarty, drugie dwa muszą być o-
fttre : gdyż inaczey summa trzech kątów tróyką-
ta , ważyłaby więcey niż dwa kąty proste : co 
ievStprzeciwne twierdzeniu. Kat zatem prosty 
lub roztwarty iest w tróykącie naywiększy , a 
tem samem i bok przeciwny kątowi proste-
nni lub roztwartemu iest w tróykącie naywię-
kszy (54). ^ ' ' 

8 8 . T r ó y k ą t m a i ą c y k ą t p r o s t y , z o w i e s i ę 
prostokątny , , recLnnguhim ; t r ó y k ą t m a i ą c y 
k ą t r o z t w a r t y , z o w i e s i ę roztwartokątny, oh-
tusangnlum; t r ó y k ą t m a i ą c y w ^ s z y s t k i e k ą t y 
o s t r e , z o w i e s i ę ostrokątny, acutnngulum. B o k 
p r z e c i w n y k ą t o w i p r o s t e m u , z o w i e s i ę przeciw-
prostokąLną^ hypothenusa\ b o k p r z e c i w n y k ą -
t o w i r o z t w a r t e m u n a z y w a ć m o ż n a przeciwroz-
łwartokątną , b o k p r z e c i w n y k ą t o w i o s t r e m u , 
p^z eciwostroką tną. 

8 9 . 4 ' Z t w i e r d z e n i a p o p r z e d z a j ą c e g o w y -
p a d a ^ k ż e , ż e ' g d y d w a k ą t y w j e d n y m t r ó y k ą -
c i e , r ó w n e s ą d w o m k ą t o m w d r u g i m t r ó y k ą -
c i e , t r z e c i k ą t p i e r w s z e g o r ó w n y i e s t t a k ż e ti z e -
c i e m u k ą t o w i d r u g i e g o t r ó y k ą t a : g d y ż t e n t r z e -
c i k ą t j n z y d a n y d o d ^ v ó c h p i e r w s z y c h w o b u -
d w u t r ó y k ą t a c h , c z y n i d w a k ą t y p r o s t e . 

9 0 . . 
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g o . A s tąd . w y p a d a > z e t w i e r d ż e n i e w y -
z e y p o d a n e ( 5 6 ) , p o d ł u g k t ó r e g o d w a t r ó y k ą t y 
A B C , abc, fig. 2 5 . m a i ą c e k ą t y A i ẑ p r o s t e , 
k ą t \ S ~ h , i b o k B C z r z Z ^ c , s i e b i e p r z y -
s t a ć ; d o t r ó y k ą t ó w t a k ż e o f t r o k ą t n y c b i r o z t w a r -
t o k ą t n y c h m o ż e b y ć z a s t o s o w a n e : b o i e ż e l i fig, 
4 8 ' j d w a k ą t y A i B w j e d n y m t r ó y k ą c i e , r ó w n e 
« a d w o m k ą t o m w d r u g i m t r ó y k ą c i e , b ę d z i e 
t e ż i t r z e c i k ą t C p i e r w s z e g o r ó w n y t r z e c i e m u 
k ą t o w i c d r u g i e g o t r ó y k ą t a ; a g d y i e s z c z e i b o k 
C B ~ c Z ' z z a ł o ż e n i a , d w a t e t r ó y k ą t y p r z y s t a n ą 
d o s i e b i e p o d ł u g t w i e r d z e n i a d r u g i e g o o p r z y * 
s t a w a n i u t r ó y k ą t ó w . ^ 

9 1 . P o d o b n i e ż t w i e r d z e n i e p o d a n e w y -
z e y ( 5 2 ) , p o d ł u g k t ó r e g o d w a t r ó y k ą t y , y ? ^ . 2 5 . 
A C B , ach, m a i ą c e k ą t y A i p r o s t e , b o k B G 
"zzihc, i b o k A G z = : « c p r z y s t a n ą d o s i e b i e , d o 
n i e k t ó r y c h t a k ż e i n n y c h t r ó y k ą t ó w z a s t o s o w a ć 
m o ż n a . J a k o ż n i e c h b ę d ą d w a t r ó y k ą t y , 
4 8 . A B C , w k t ó r y c h k ą t y o S t r e A ) a sa 

r ó w m e , b o k i t y m k ą t o m p r z e c i w n e B C , hc r ó -
w n e , i b o k i t y m ż e k ą t o m p r z y l e g ł e A C , ac r ó * 
w n e ; d w a t e t r ó y k ą t y p r z y s t a n ą d o s i e b i e : g d y ż 
z p u n k t ó w G i c s p u ś c i w s z y l i n i i e C D i cci p i e r -
w s z ą p r o s t o p a d ł ą d o A B , d r u g ą p r o s t o p a d ł ą d o 
a h , d w ó c h t r ó y k ą t a c h C D A , c d a , k ą t A i z z ^ 
z z a ł o ż e n i a , k ą t i a k o p r o s t e , a t ó m s a -
m e m i t r z e c i k ą t A C D r—: rtc^ ( 8 9 ) ; a ż e i b o k 
KOczzac z z a ł o ż e n i a , w i ę c d w a t e t r ó y k ą t y p r z y -
s t a n ą d o s i e b i e ( 2 6 ) , a w s c z e g ó l n o ś c i b o k C D 
"zzLcd, b o k K D u z a d . D w a z a t e m t r ó y k ą t y C D B * 

W k t ó r y c h k ą t y p r z y D i s ą p r o s t e 2 w y -

4 
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kreślenia , bok CDzncd z dowodzenia , i bok 
CBzzcZ' z założenia, przystaną do siebie (52), 
a w sczególności bok Dl^zzzdb. A kiedy AD 
— ad, i DB=:^//>'; więc KB-{-D^^z=zad-^ db, 
czyli ABzii ab. Dwa zatem tróykąty ABC, abc, 
w laórym bok M^zziac z założenia, bok ABzz: 
ab z dowodzenia, 1 kąt Azzza z założenia, przy-
staną do siebie podług pierwszego twierdzenia 
o przystawaniu tróykątów. 

92. Mogą iednak być dwa takie tróyką-
ty , które nie przystaną do siebie , chociaż w 
nich bedzio kąt iednego równy kątowi drugiego 
tróykąta, i bok przeciwny i przyległy temu ką-
towi w jednym równy bokowi przeciwnemu i 
przyległemu w drugim tróykącie. Trafić się to 
może w ten czas , kiedy boki przeciwne kątom 
równym mnieysze są od boków przyległych tym-
że kątom. Jakoż niech będą //^. 49. dwa tróy-
kąty ABC, abc, w których kąt A~a, bok BC 
zzzbc, i bok ABnz^zZ*, lecz w obudwu tróyką-
tach boki BC, bc przeciwne kątom równym , 
mnieysze są od boków AB, ah przyległych tym-
że kątom. 

Z wierzchołka kąta b spuściwszy db prosto-
padłą do ac, będzie liniia ad większa od linii 
cdczego łatwo można dowieśdź zwa/aiąc, źe 
liniia acl nie może być ani równa linii cd, ani 
od niey mnieysza;^ gdyż w pićrwszym przypadku 
pochyła ab byłaby równa pochyłey bc , w dru-
gim pochyła ab byłaby mnieysza od pochyłey 
//(?(47), co się sprzeciwia założeniu. Na linii 
zatem wziąwszy dć~dc, i poprowadziwszy 
kó, bedzie bćzzzbc. A ze ^czzzBC z założenia, 
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więc i hćzn^BC. A zatćm trzy tróykąty ABC , 
nbc, ahć maią kąty A, « równe, boki tym ką-
tom przeciwne BC, hc, równe, i boki tymże 
kntom przyległe AB, ah równe. Lecz ieżełi 
tróykąt ahc przystanie do tróykąta ABC podług 
poprzedzaiącego wniosku , tedy trzeci tróykąt 
ahć, będący częścią tróykąta drugiego abc nie 
może przystać do tróykąta ABC. 

93. W tych więc tylko przypadkacli dwa 
trókątymogą do siebie pi^ystać: lócl gdy dwa 
boki i kąt między niemi zawarty w jednym, ró-
wne są dwom bokom i kątowi między niemi za-
wartemu w drugim tróykącie; 11 e gdy dwa ką-
ty i bok im przyległy w jednym równe są dwołii 
kątom i bokowi im przyległemu w drugim tróy-
kącie ; '^cie gdy trzy boki iednego równe są 
trzem bokom drugiego tróykąta; l^te gdy kąt 
prosty, bok mu przeciwny i przyległy w jetlnyni 
równe są kątowi prostemu i bokom przeciwne-
mu i przyległemu w drugim tróykącie. Przy-
padek ten lubo może być zastosowany i do nie-
którycłi innych tróykątów , iednakże ponieważ 
czasem zayść może wątpliwość, czy dwa tróy-
kąty nieprostokątne mogą do siebie przystać,, 
iakośmy to okazali wyżey, używać go dziele 
ninieyszem nie będziemy, na okazanie równości 
dwóch tróykątów nieprostok^ątnych. Co się ty-

. cze twierdzenia podanego wyżey (56, 90) twier-
dzenie to iuż nam więcey potrzebne nie będzie, 
bo w takim przypadku dwa tróykąty przystaną 
do siebie podług twierdzenia drugiego o przy-
stawaniu tróykątów, iakośmy to okazali wyżey, 
( 9 0 ) . ' 
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94. G d j dwa tróykąty mogą do siebie 
przystitc, tem samem powierzchnia iednego iest 
równa powierzchni drugiego tróykąta. Niźey 
obaczymy, źe dwa tróykąty mogą mieć równeT 
powierzchnie , chociażby nie mogły do siebie 
przystać. 

Twierd. Summa kątów wewnętrznych 
wieiokąta iakiegakoh\'iek waty kątów pro-
stych dwa razy tyle ile wielokąt ma boków , 
mniey 4: czyli , liczbę boków wielokąta roz-
JTinożywszy przez 2 , i od tak rozmnożoney 
odiąwszy 4) reszta okaże ważność kątów we-
wnętrznych wielokąta w kątach prostych. 

Dowod. Wziąwszy wewnątrz iakiegokol-
wiek wielokąta AD ^fig. 39< punkt S od upodo-
bania , i z punktu tego poprowadziwszy łmiie 
SA., SB, SC i t .d łączące wszystkie wierzcłiołki 
kątów wielokąta z punktem S, utworzą się tróy-
kąty ASB , BSC, CSD i t. d: których spółnym 
wierzchołkiem iest punkt S , a z których każdy 
ma za podstawę bok ieden wielokąta , i dwa 
przy niey kąty nnleźące do kątów wielokąta. 
Liniie wiec te AS, BS, CS i t .d. podzielą wie-
lAkąt na tyle t rójkątów, ile wielokąt ma boków. 

' A że w każdym tróykącie summa trzech kątów 
waży dwa kąty proste (84)? więc wszystkie te 
tróykąty ważyć będą kątów prostych dwa razy 
tyle, ile wielokąt ma boków. Ze zaś kąty przy 
punkcie S b ę d ą c e , ważą 4 kąty proste (16); a 
nie należą do katów w^ewnętrzuych wielokąta, 
więc od podwoionćy ^liczby boków wielokąta 
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odiąwszy 41 reszta okaże ważność kątów we-
wnętrznych wielokąta w kątach prostych. 

T o samo twierdzenie możnaby okazać na-
stępuiącym sposobem: z wieiz^hołka kąta któ-
regokolwiek w wielokącie F G 4 0 , np. z 
wierzchołka kąta A, poprowadziwszy do wierz-
chołków wszystkich innych kątów przekątne 
AG, AD i t . d . przekątne te podzielą wielokąt 
n a tyle tróykątów , ile ma wielokąt boków , 
mniey 2; gdyż do wierzchołku dwóch kątów 
B i F przyległych ramionom kąta A, przekątnych 
poprowadzić niemożna. A że summa trzech ką-
tów tróykąta waży dwa kąty proste (84)? więc 
summa kątów we wszystkich tych tróykątach, 
czyli, co na iedno wychodzi, summa wszystkich 
katów wewnętrznych wielokąta , ważyć będzie 
kątów prostych dwa razy tyle, ile wielokąt ma 
boków, mniey 4-

96. Wniosek. G«ły iest wielokąt foremny 
(78), wszystkie iego kąty wewnętrzne są między 
soba równe; a tem samem i kąty zewnętrzne 
są między sobą równe: gdyż każdy kąt zewnę-
trzny, np. kąt GBH: fig. 4o. z przyległym sobie 
wewnętrznym GBA, waży dwa kąty jjroste. A 
zatem maiąc wiadomą liczbę boków wielokąta 
foremnego , można doyść ważności kąta iego 
wewnętrznego i zewnętrznego. I tak w pięcio-
kącie np. foremn)^m, summa wszystkich-kątów 
wewnętrznych , równa iest liczbie boków iego 
rozmnożoney przez i znljiieyszoney 4> czyli 
równa 5 X ^ — 4 — 6 : więc każdy iego kąt wa-
żyć będzie piątą ezęść sześciu kątów prostych, 
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czy l i i ednego kąta prostego ; a zatem kąt ze-
wnętrzny pięciokąta foremnego ważyć będzie 
resztę do dwóch kątów prostych, to iest —: gdyż 

— kątom prostym. 
Podobnież w sześciokącie foremnym sum-

ma wszystkich kątów wewnętrznych n : 6 X 2 
— 4 — 8 kątom prostym; \yięc każdy iego kąt 
w ewnętrzny ważyć będzie czyli ^ kąta proste-
go: a zatem kąt zewnętrzny ważyć b ę d z i e k ą -
ta prostego , gdyż ^ f ^ 7 ~ ^ kątom pro-
stym i t. d. 

97. Twierd. W wiełokącie maiącym 
wszystkie kąty wyskakuiące, przedłużywszy w 
jedne stronę wszystkie boki, iak iest na fig. 
fio. summa wszystldcłi kątów zewnętrznycłi 
FAK, GBF i t. d. waży 4 proste. 

Dowod. Każdy kąt zewnętrzny np. GBF 
z przyległym sobie wewnętrznym GBA, waży dwa 
kąty prosto: wszystkie zatem kąty zewnętrzne 
z w ewnętrznemi ważyć będą kątów prostych dwa 
razy tyle ile wielokąt ma boków. A że same 
wewnętrzne ważą kątów prostych dwa razy tyle 
ile wielokąt ma boków mniey 4 (95)? więc same 
sewnętrzne ważą 4 kąty proste. 

98- Wniosek. Gdy iest wielokąt fore-
mny, kąty iego zewnętrzne są między sobą ró-
wne; a że w szystkie zewnętrzne ważą 4 kąty pro-
ste, więc 4 podzieliwszy przez liczbę boków, 
iloraz będzie ważnością kąta zewnętrznego w 
wielokącie foremnym. I tak w pięciokącie np. 
foremnym ponieważ 5 kątów zewnętrznych wa^ 
zą 4 kąty proste, więc i wazy piątą część 4 
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tów prostych , czyli ^ iednego prostego : a tera 
samem kąt wewnętrzny iako mu przyległy, wa-
żyć będzie resztę do dwóch kątów prostych; to 
iest j kąta prostego. Podobnież w sześciokącie 
foremnym ieden kąt zewnętrzny waży czyli -j 
kąta prostego; a tem samem kąt wewnętrzny wa-
żyć będzie ^ kąta prostego. W siedmiokącie 
foremnym kąt zewnętrziy^ waży a wewnętrzny 

kąta prostego i t. d. 
99. Uwaga. Postrzegamy tu , że im wię-

cey ma boków wielokąt foremny; tem kąty ie-
go zewnętrzne są mnieysze, a wewnętrzne wię-
ksze. 

Inne własności wielokątów ściągaiące się 
do ich powierzchni i obwodu, wyłożymy naśwo-
iena mieyscu. 

R O Z D Z I A Ł V. 

O liniiach prostych i o kole, 

100. Powiedzieliśmy wyżey (7), że część 
okręgu zowie się łukiem. Liniia prosta CD fig. 
51. łącząca dwa końce łuku CGD zowie się cie-
eiwą, chor da. 

Uważać tu potrzeba \6d, że cięciwa każda 
np. CDłączy końce dwóch łuków: iednego CGD, 
drugiego CHD, których siunma czyni okrąg ko-
ła ; ieżełi więc ieden z nich mnieyszy iest od pół 
okręgu, drugi tdm samem będzie większy; 
żekaida cięciwa dziali koło aa dwie części zwar 
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ne odcinkami, segmenta, ieden DCG , drugi 
DCM, których summa czyni koło; i ieżeli ieden 
2 nich mnieyszy iest od półkola , drugi tem sa-
mem większy być musi, 

l o i . Gdy cięciwa przechodzi przez śro-
dek koła iak iest AB, nazywa si^ średnicą, dia-

Uważać tu potrzeba lód, ie średnica ró-
wna iest dwom promieniom; gdyż promień, ia-
kośmy powiedzieli wyżey (7), iest liniią prostą 
od środka koła do iakiego punktu na okręgu 
poprowadzoną; a zatem średnica AB równa iest 
dwom promieniom SB i SA, a/ e Ze tem samem 
wszystkie średnice w jednemże kole są sobie ró-
w^ne; gdyż każda»znicli równa iest dwom pro-
mienio];n , które są między sobą wszystkie ró-
wne ; ^cie że średnica iest większa , niż iaka-
kolwiek inna cięciwa; gdyż końce iakiej^kolwiek 
cięciwy GD złączywszy ze środkiem koła liniia-
mi prostemi SC, SD, w tróykącie SDC summa 
dwócli boków SC -f- S D ^ C D (22),to iest, sum-
ma dwóch promieni, czyli średnica, większa iest 
od cięciwy; Ąte że irednica AB dzieli kołp i ie-
go okrąg na dwie części równe; gdyż złożywszy 
figurę wzdłuż linii AB, gdyby część okręgu AHB, 
nie przystała do części okręgu AGB, punkta ie-
dnćy z nich byłyby mniey lub więcey od środka 
koła oddalone, niż punkta dragiey; co być nie 
może (7). 

j 02. Tym sarnym sposobem dowieść mo-
żna, że dwa koła nakreślone iednymże promie-
iłiwn «ą sobie równe, i mogą do siebie przystae, 
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gdy iedno na drugiem będzie położone tak, aby 
środek iednego padł na środek dri.igiego koła. 

' io3. Liniia prosta EF, przecinajaca koło, 
która sieczna koła, secans circuli zwać bedzie-o c 7 - i, 
my, dwa tylko punkta G i D spólne zs^kręgiem 
mieć może : bo gdyby miała np. trzy punkta 
spólne, trzy te punkta iako znayduiące się na 
okręgu, byłyby w równey od środka koła odle-
głości (7); a tem samem z punktu danego S do 
linii prostey EF możnaby było poprowadzić trzy 
liniie równe: co być nie może (49). 

io4' Gdy liniia prosta ma tylko ieden 
punkt spólny z okręgiem, to iest, gdy się okrę-
gu w jednym tylko punkcie dotyka, a w drugim 
punkcie dotykać się nie może, choćby była prze-
dłużona; taka liniia zowie się s/fcznąkołn, tan-
gens circuli. I tak liniia IK w jednym tylko 
punkcie H dotykaiąca się okręgu, iest styczną: 
liniia zaś HL lubo w jednym tylko punkcie H 
dotyka się okręgu, przecięż dostatecznie prze-
dłużona, przecięłaby go w punkcie drugim, a 
zatem nie iest styczną. 

105. Twierd. AYziąwszy dwa iakiekol-
wiek łuki iednegoż kola , alł>o dwócTi kół ró-
wnych, i położywszy ieden na drugim tak, aby 
ich wklęsłości obrócone były w jednę stronę, 
i aby dwa iakiekolwiek punkta iednego, padły 
na dwa punkta łuku drugiego ; luk mniejszy 
zejdzie się zupełnie z łukiem większym. 

Dowod. Jakoż przeniósłszy łuk ac Jig, 
52. na łuk AE tak aby punkt a padl na A, i 
punkt G na G, cięciwa a& przystanie zupełni« 
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do cięciwy AC: a że promienie sa,sc, są po-
dług założenia równe promieniom SA, SC, więc 
dwa tróykąty sca, SCA , przystaną do siebie 
(28); a w sczególności punlvt s padnie na S: a 
zatóm wszystkie punkta łuku ac padną na pun-
kta łuku AC: gdyż punkta te są równie oddalo-
ne od środków s, S, które są w jednjm punkcie: 
a tóm samem łuk ac zeydzie się zupełnie z łu-
kiem AE. 

106. Stąd wypada, że dwa łuki iednegoż 
koła, albo dwóch kół równych, są równe, gdy 
ich cięciwy są równe i odwrotne, byleby łuki te 
były iednegoż gatunku, toiest , obadwa mniey-
sze, lub obadwa większe od pół okręgu. Jakoż 
cięciwę iednę położywszy na drugiey, dwakońce 
piómszey padną na dwa końce drugiey cięciwy, 
a tfem samem i dwa końce iednego łuku, padną 
na dwa końce drugiego: więc dwa te łiiki po-
dług twierdzenia poprzedzaiącego, zeydą się z 
sobą , i ieden do drugiego zupełnie przystanie , 
a zatem są sobie równe. 

Odwrornie, ieżeli dwa łuki iednegoż koła, 
albo dwóch kół równych, są równe; będą też 
równe i ich cięciwy : gdyż łuki te iako równe 
przystaną do siebie podług wniosku poprzedza-
iącego; a tem samem końce iednego padną na 
końce drugiego łuku; więc i cięciwy ich przy-
staną do siebie: przez dwa bowiem punkta, ie- . 
dna tylko liniia prosta przechodzi. 

107. Zagad. Maiąc dane dwa łuki ABy 
CD, fig. 53. iednegoż koła, albo dwóch kól 
równyznaleść spólną ieh miarę. 
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liozwiąz. Zagadnienie to rozwiązać mo-
żna tym samym sposobem, któregośmy użyli w 
podobnym przypadku z liniiami prostemi (38); 
z tą tylko różnicą, że zamiast przenoszenia łu-
ków mnieyszycli nawieksze, przenosić będzie-
my ich cięciwy , które gdy są równe , łuki ich 
są także równe (io6). 

Cięciwa łuku CD może być na łuk AB dwa 
razy przeniesiona od A do E , z pozostałą resztą 
EB; będzie więc łuk AB = 2CD - f EB. 

Cięciw^a łuku EB może być na łuk CD raz 
przeniesiona od C do F, z pozostałą resztą FD : 
będzie więc łuk CD ~ EB - f FD. ' 

Nakoniec cięciwa łuku FD może być na 
łuk EB 4 razy przeniesiona, bez żadney reszty: 
bedzie więc luk 

' E B z = 4 F D . A zatem 
CD zz: EB -f- FD z= 4 FD -(- FD z=:.5 F D . 
AB=z 2 CD - f EBzz I o FD + 4FD=zi 4FD. to 

iest: ł u k F D iest spólną miarą dwóch danycli łu-
ków AB, CD, i mieści się w pierwszym łuku 14 
razy, w drugim 5 razy. Dwa wiec łuki dane są 
do siebie iak dwie liczby 14 i 5-

Uwaga. Mogą być dwa dane łuki takie, 
ze spólney ich miary znaleźć nie można, choć-
by powyższe działanie było iak naydaley posu-
nięte : łuki więc takie będą ilościami niespół-
miernemi, iakośmy wyżey pow iedzieli (38). 

1 0 8 . T Y ^ i e r d . PromieńSM,Jig. pro-
stopadły do cięciwy AB, dzieli tę cięciwę X9 
punkcie C i łuk AMB w punkcie M na dwi€ 
r^wne ceeści. 
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Dowod. I ód Poprowadziwszy promienie 
SA, SB, promienie te względem prostopadłey 
SC są dwiema pochyłemi równemi, a tem sa-
mem muszą być równie oddalone od spodku C 
prostopadłóy SC (48) więc AC = BC. 

Q.re Ponieważ SM iest prostopadła ze śro-
dka C linii AB wyprowadzona, więc każdy punkt 
na tey prostopadłey wzięty np. punkt M iest 
w równey odległości od końców linii AB (5o); 
a zatem liniia AM :=: BM. Że zaś liniie te są 
cięciwami łuków AM, BM, więc i łuki te są so-
bie równe (io6). A zatem promień SM. prosto-
padły do cięciwy AB dzieli ią wpmikcie C, i iey 
łuk AMB w punkcie M na dwie równe części. 

109. Wnioski. Z tego twierdzenia oka-
2 u i e się l ó d , że trzy te punkta , środek koła S, 
środek cięciAvy C, i środek iey łuku Mznayduią 
«ię na iedney linii SM prostopadłey do cięci-
wy: a że na oznaczenie linii prostey dosyć iest 
dwóch tylko punktów ; więc kiedy liniia pro-
^ a przechodzi przez dwa punkta którekolwiek 
2 trzech punktów wymienionych, przeydzie tem 
samóm i przez punkt trzeci, i będzie prostopa-
dła do cięciwy. 

Q.re Ponieważ z punktu w^ziętego na linii 
prostey, nie można więcey prostopadłych do 
tey linii wyprowadzić , tylko iednę (55) > więc 
prostopadła ze środka cięciwy wyprowadzona 
przechodzi przez środek koła, i dzieli łuk do tey 
cięciwy należący na dwie równe części. 

110. '^cie Z tego też twierdzenia wypada, 
chcąc podzielić łuk na dwie równe części, 
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trzeba ze środka cięciwy tego łuku wyprowadzić 
prostopadłą , aż do przecięcia się z łukiem da-
nym ; albo teź w kole dałiem przez środek cię-
ciwy łuku danego do podzielenia poprowadzić 
promień, albo nakoniec poprowadzić promień 
prostopadły do cięciwy łuku danego. Tymże 
sposobem postępuiąc można będzie łuk podzie-
lić na części równych 4? 8, i6 i t .d . 

111. Zagad. Wykreślić koło, którego-
hy okrąg przechodził przez trzy punkta 
B, C dane nie w prostey łir^ii. Jig. 55-

Piozwiąz, Złączywszy punkt A z punktem 
B, i punkt 13 z punktem C liniiami prostemi AB, 
BC, i linią AB w punkcie D , liinią BC w pun-
kcie E podzieliwszy na dwie części równe; zpun-
ktu D i E wyprowadźmy dwie prostopadłe D F , 
EG, pierwszą do AB, drugą do BC: dwie te pro-
stopadłe , podług tego cośmy powiedzieli wy-
zey(65), dostatecznie przedłużone, zeydą się z 
Sobą w punkcie S: punkt S będzie środkiem, a 
odległość iego od któregokolwiek z trzech pun-
któw danych , będzie promieniem kola szuka-
nego : gdyż punkt S uważany na prostopadłey 
DF , iest w równey odległości od dwóch pun-
któw A i B (5o): tenże sam punkt S uważany 
na prostopadłey EG, iest wrówney odległości 
od dwóch punktów B i C. Trzy więc odległo-
ści, AS, BS, CS są między sobą równe: a zatem 
ze środka S promieniem AS nakreśliwszy koło, 
©krąg tego koła przeydzie przez punkta A, B,C. 

112. Uwaga I. Ponieważ łiniie AB,BG 
są w kole szukanem cięciwami w punktach D 
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i E na dwie równe części podzielonemi/środek 
tego koła powinien się znajdować tak na pro-
stopadłej DF, iako tez na prostopadłey GE (i 09), 
to iest, na spólnem tycłi dwóch liniy przecięciu 
S : a źe liniie proste w jednym tylko punkcie 
przecinać się mogą, więc tylko ieden iest punkt 
8 mogący ł>yć środkiem koła szukanego. Toź sa-
mo koło nie może mieć innego promienia, tylko 
liniią AS: bo wziąwszy za promień liniią krótszą 
lub dłuższą od AS, i z punktu S promieniem tym 
nakreśliwszy koło, okrąg tego koła nie przej-
dzie przez punkta A, B, C: co iest przez się wi-
doczna. 

A stąd wypada \ócl, ze przez trzy dan» 
punkta iednego tylko koła okrąg przechodzić 
może ; 2r<?, że gdy okręgi dw^óch kół maią trzy 
punkta spólne, dwa te koła są iednemźe kołem; 
3cie, że zatćm okręgi dw^óch kół nie mogą sie 
z sobą przecinać tylko we dwóch punktach. 

Uwaga 3. Gdyby trzy punkta A, B, G, 
dane były w linii prostey, na ten czas dwie pro-
stopadłe DF , EG łjyłyby od siebie rów noodle-
głe (58) > a tem samei;n zeyśćby się z sobą nie 
mogły: a źe punkt ich zeyścia się iest środkiem, 
a iego odległość od któregokolwiek z trzech 
punktów danych, iest promieniem koła szuka-
nego; w tym więc przypadku, nie mogąc mieć ani 
środka, ani promienia, byłoby rzeczą niepodo-
bną wykreślić koło szukane. A zatem przez trzy 
punkta dane w linii prostey, okrąg iednego ko-
ła przechodzić nie może. Go i z tego względu 
iest rzeczą widoczną, źe liniia prosta z okrę-
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glem koła trzech punktów spólny ch mieć ni® 
może (io5). 

113. Zagad. Maiąc dane koloznaleźć 
iego środek. 

Rozwiąz. Na okręgu danego koła wzią-
wszy trzy punkta od upodobania A, B, ^^ / ig . 
55. i złączywszy ie liniiami prostemi AB, BC, 
ze środków tych linij^ D i E, wyprowadzam dwie 
prostopadłe DF, EG, pierwszą do AB, drugą 
do BC , przecinaiące się z sobą w punkcie S : 
punkt S będzie środkiem szukanym danego koła. 

114. Twierd. Z punktu któregokolwiek 
C Jig. 56. wziętego na okręgu koła poprowadzi-
wszy CA prostopadłą do promienia SC , przez 
ten punkt G przechodzącego , prostopadła ta 
do promienia będzie styczną koła. 1 odwro-
tnie, styczna z któregokolwiek punktu wzięte-
go na okręgu poprowadzona, iest prostopadła 
do promienia przechodzącego przez punkt 
zetknięcia się styczney z kołem. 

Dowod.. Wziąwszy iakiekolwiek punkta 
D , E i t.d. na prostopadłey AB, i złączywszy ie 
ze środkiem koła S liniiami prostemi D S , E S , 
liniie te iako pochyłe do linii AB są dłuższe od 
prostopadłey SC (47). A że punkt C znaydiiie 
aię na okręgu ; więc punkta D , E i t. d. znay-
dować się muszą za okręgiem. Liniia zatem AB, 
ieden tylko punkt C ma z okręgiem spólny: in-
ne zaś wszystkie iey punkta są za okręgiem: więc 
liniia ta iest styczna z kołem (104). 

Odwrotnie. Styczna z kołem AB iest pro-
itopadła do promienia SCprzecłiodzącego praez 
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punkt zellcnięcia się C: Gdyz ponieważ styczna 
AB ma tylko ieden pnnkt G na okręgu , inne 
aaś wszystkie iey punkta są za okręgiem ; więc 
ze wszystkich liniy prostych, które z punktu S 
do styczney AB prowadzić można, naykiótszy 
iest promień SG: ten bowiem kończy się na o-
kręgu, gdy tymczasem inne wszystkie, iak są 
np. SD, SE, wychodzą za okrąg. Gdyby wiec 
promień 8G nie był prosropadły do styczney 
AB, tedy inna którakolwiek liniia z punktu S 
do linii AB poprowadzona, dłuższa od promie-
nia SG, byłaby do linii AB prostopadłą, co'by« 
nie może (47). 

115. Wniosek. Stąd wypada \ód, że 
przez punkt G dany na okręgu koła, nie można 
więcey stycznych wyprowadzić , tylko iednę : 
gdyż styczna ta powinna być prostopadła do 
promienia SG, przez dany punkt przechodzące-
go: a z punktu G do linii SG nie można wypror 
wadzić dwóch prostopadłych, różnych od sie-
bie (55); '-^re Że przez dany punkt na okręgu 
koła, chcąc wyprowadzić styczną z kołem,trze-
ba z danego punktu wyprowadzić prostopadłą, 
do promienia przez tenże dany punkt przecho-
dzącego. 

[ 116. Twierd. Dwa łuki iednegoż koła 
zawarte między dwiema cięciwami od- siebie 
równoodległemijlub zawarte między cięciwą 
i styczną od niey równoległą, są sobie równe. 

Dowod. lód. Niech będą dwió cięciwy 
AB, CD, fig. ^rj, od siebie równoległe: popro-
wadziwszy promień SG prostopadły do cięciwy 

C D , . 
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C D , promień ten będzie razem prostopadły i 
d o cięciwy AB iako równoległey od CD (61), i 
punkt G będzie środkiem tak łuku CGl^', iako 
tez łuku AGB (i08) : będzie zatem łuk CG 
C G , łuk AGz=:BG: odiąwszy strony równania 
drugiego, od stron równania pierwszego, zosta-
nie CG — A G = : D G —BG; czyli CAzz:DB; to 
iest, luki zawarte między dwiema cięciwami od 
siebie ró\vnoległemi, są sobie równe. 

ij-e Niech będzie cięciwa IK równoległa 
od stycznóy EF: przez punkt zetknięcia się I I , 
poprowadziwszy promień SH, promień ten bę-
dzie prostopadły do styczney EF (i i4), i do cię-
ciwy IK iako równoległey od EF; a tem samem 
łuk KHI iest podzielony w punkcie H, na dwie 
równe części (108); będzie więc łuk lH:zz.KH, 
to iest , łuki zawarte między styczną i cięciwą 
od niey równoległą są równe. 

i i y . Twierd, Wierzchołki S, dwóch 
kątów równych ASB, asb Jig. 58- wziąwszy za 
środek koła , i iakimkolwiek promieniem na-
kreśliwszy łuk ACB przecinaiący ramiona kąta 
ASB, w punktach A i B, i tymże samem promie-
niem nakreśliwszy łuk acb przecmaiący ramio-
na kąta w punktach a\b'y laki ACB, acb 
zawarte między ramionami tych dwóch ką-
tów równych, będą sobie równe; i odwrotnie, 
ieżeli luki kol równych zawarte między ra-
mionami dwóch kątów maiących swoie wierz-
chołki w środku kół, są sobie równe, kąty te 
heda także równe, 

< o 
Dowo^d, Poprowadziws:^y cięciwy AB, ab^ 

http://rcin.org.pl



66 J a o ?n e i r y i ; 

w dwócli tróykiitacli ASB, asb': kąt Szrzs, boki 
AS, BS, równe bokom as, bs, iako promienie, 
z założenia; więc dwa te tróykąty przystaną do 
siebie (24), sczególności cięciwa ABni^z^ ; 
a zatem i łuki ACB, acb są równe (106). 

Odwrót. Jeżeli łuk AB , bedzie kat 
//.ęZ^nzASB: bo ponieważ łuki te są równe, wiec 
i cięciwy icli AB, ab są równe ( io6) , a że i 
promienie SA,SB, sa, sb, są między sobą równe; 
z założenia więc dw â tróykąty ASB, asb przy-
staną do siebie (23), a w sczególności kąt ASB 
rz: asb. 

Twierd. Wierzchołki O, 59. 
dwóch iakichkolwiek kątówAOB, wziąwszy 
za środek, i iednymże promieniem nakreśliw^szy 
dwa łuki , któreby przecinały ramiona d^yóch 
danych kątów w pimktach A , B , a, b\ będzie 
stosunek kąta yiOB do kąta aob, równy sto-
sunkowi łuku AB do łuku ab; to iest, tyle ra-
zy kąt ieden będzie większy lub mnieyszy od 
drugiego, ile razy łuk zawarty między ramiona-
mi kąta pierwszego , iest większy lub mnieyszy 
od łuku zaw artego między ramionami kąta dru-
giego: czyli, będzie AOB: <7oZ'ZzzAB: ah. 

Dowod. Mogą tu być dwa przypadki, al-
bo łuki Ałi, ah są ilościami śpólmiernemi, albo 
nie spółmiernemi. ' \ód Jeżeli łuki AB, ab, sii 
ilości spółmierne,"daymy na to, że łuk AB ęni 
takich części 4 ? iakich łuk ab ma 2. Podzie-
liwszy łuk ab na dwie części równe w punkcie 
c, a łuk AB na cztery części równe w punktach 
C, D , E , i poprowadziwszy promienie oc\ OC, 
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O D , OE, kąty aoc-, coh, AOC, COD, DOE, 
EOB, są między sobą równe, podhig twierdze-
nia poprzedzaiącego. A zatem kąt AÓB, składa 
sie ze czterech takich katów, z jakich dwóch skła-ę C, ' ' 
da się kąt aob: więc kąty te maią się do siebie, 
iak 4 do 2. Czyli, AOB: aob — t^: 2. A że po-
dług założenia, łuk AB: abzzLl\ \ 9.; więc AOB: 
aobzzzAB: ab, to iest, kat AOłi do kata aob nia ' ' c t. 

się iak łuk AB zawarty między ramionami igo,do 
luku ab zawartego między ramionami kąta 2go. 

Q.re Jeżeli łuki AB, ab ^fig. 60. są niespół-
mierne, będzie także 

AOB: aobzzikB-. ab — A. 
Jeżeli ta proporcya iest fałszywa, tedy osta-

tni wyraz ab iest albo zamały, albo zawielki do 
uczynienia proporcyi:trzy bowiem pierwsze wy-
razy proporcyi, mogą być iakiekolwiek. 

Weźmyż naprzód łuk as^j>ab, i niech bę-
dzie, ieżeli być może 

AOB: aob AB: 
Podzielmy luk AB na części równych 2 , 4 , 

3 i t. d. (I 10), aż póki nie doydziemy do części 
mnieyszych od łuku bs. Przenieśmy potem czę-
ści te mnieysze od łuku bs na łuk ab, poczyna-
iąc od punktu a\M.b. 

^ Ponieważ łuki ab, AB. są niespółmierne , 
więc punkt podziału nie może przypaść na punkt 
b , lecz padnie albo z prawey strony punktu b, 
np. w punkcie c, albo złewey strony, no. w 
punkcie ć. Poprowadziwszy promień oc, kąty 
aoc, AOB obeymuiące ramionami swemi tuki 
ae^ AB spółmierne z wykreślenia , maia sie do 

http://rcin.org.pl



6S J e o t r y i 

siebie iak te łuki, podług iszey części niuieysze-
go twierdzenia ; to iest, aoc\ AOB ~ ac. A13. 
Aże podługprzjpusczeniaAOB: aobzzz AB: as; 
więc rozmnożywszy" prsez siebie wyrazy odpo-
wiadaiace w tych dwóch proporcyach , będzie 
rt-oc X AOB: AOB X aoh~ac X AB: AB X 

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez 
AOB, a dwa drugie przez AB , będzie 

Lecz kąt aoc'^ a oh; łuk zaś ac<Cias z wy-
kreślenia; to iest, wostatniey proporcyi po])rze-
dnik jgo stosunku, większy iest otl swego nastę-
pnika ; poprzednik zaś ago stosunku mnieyszy 
iest od swego następnika : a zatein proporcyą ta 
iest fźiłszywa. Proporcyą ta powstała ze złożenia 
dwóch j>roporcyy poprzedzaiacych, z których 
iwsza<^oo: A.()]jzzzac: AB iest dowiedziona w 
iszóy części ni nie yszego twierdzenia; draga za-
tem AOB: aob^KW: as, w którey łuk as wzię-
liśmy większy oAah, musi być idłszywa. W pro-
porcyi więc oznaczonej głoską A ostatni wyraz 
ab nie może być zamały : obaczmy czy nie iest 
zawielki. 

W e ź m j łuk aś<iab i niech będzie , ieżeli 
Być może, ta proporcyą prawdziwa: 

AOB : aob — AB : 
Podzielmy łulv AB na takie części równe, 

aby przeniósłszy ie na luk ab zaczynaiąc od pun-
ktu iedna takowa część skończyła się mię-
dzy punktami 5 i Z', lip. w j n m k c i e r . Popro-
wadziwszy promień oć, dwa kąty aoć, AOB o-
beymuiące ramionami swoienii łuki ABspół-
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mierne z wykreślenia, maią sie do siebie iak te 
łuki, podług iszey części ninieyszego twierdze-
nia ; to iest, aoć : AOBrzzac": AB; a że podług 
przypusczeniaAOB: /2oZ»zz:AB: oś\ więc 

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez 
AOB, dwa drugie przez AB, będzie 

aoć : aobuzać: aś; co być nie może: gdyż 
kąt aoć-^aoh; łuk zaś ać ^ aś z wykreślenia: 
więc i proporcyfi t a : AOB: aob zzi aś, w 
którey wzięliśmy {uk.aś<Cah, iest fałszywa. 

W proporcyi zatem A ostatni wyraz ^^ nie 
może być ani zamaly, ani zawielki do uczy-
nienia proporcyi ; a tem samem wyraz ten 
takim, iakim być powinien; to iest, proporc- a 
ta AOB: aoh — AB: ab, iest prawdziwa. 

Czy więe łuki są spółmierne, czy ińe spof-
mierne, zawsze kąty ranią się do siebie, iak 
łuki zawarte miedzy ich ramionami. 

119, Wniosek i. Ponieważ stosunek k , 
ków AB, ab, równy iest stosunkowi kątów AOB, 
a.ob ; więc gdy się kąty AOB , aoh powiększą 
łub zmnieysza w iakimkolwiek stosunku , luki 
także AB, ab powiększą się, allm zmnieyszą w 
tymże samym stosunku; i odwrotnie, za powię-
kszeniem lub zmnieyszeniem łuków AB , ab , 
kąty także AOB, ̂ .o/y powiększą się albo zmniey-
szą. Łuki więc te mogą Iiyć użyte za miarę wiel-
kości kątów. Przeto też miarą kąta iest luk 
między iego ramionami zawarty ,. należący 
do kola , którego środek iest wierzchołkiem 
tego kata. 
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Byłoby wprawdzie rzeczą przyzwoitpzą do-
chodzić wielkości kątów , za pomocą kąta ia-
kiego wzietego za iedność, niżeli za pomocą 
łuków. I tak np. wziąwszy kąt prosty za i, kat 
ostry, iako mnieyszy od prostego, byłby mniey-
szym od iedności, kąt roztwarty iako większy od 
prostego , byłby większym od iedności. Lecz 
takowy sposób mierzenia katów lubo nayprzy-
zwoitszy, w użyciu iednak nie iest wygodny, dla 
tey naybardziey przyczyny, że łatwiey iest brać 
równe łuki danym łukom, niż równe katy da-
nym kątom. W takowym sposobie niierzenia 
kątów , mówić np. że łuk AB iest miarą kąta 
AOB, iest to samo co mówić, że kąt AOB taka 
iest częścią kąta iakiego wziętego za i, iaką czę-
ścią iest łuk AB łuku zawartego między ramio-
nami kąta wziętego za i , i który iest częścią o-
kręgu k-oła maiąccgo swóy środek w Avierzchoł-
ku tegoż kąta. 

i20. 2. Miarą kąta prostego , któryby 
nayprzyzwoiciey było wziąć za iedność do mie-
rzenia kątów, iest czwarta część okręgu : gdyż 
wierzchołek S Jig. 56. kąta prostego FSG wzią-
wszy za środek i promieniem iakimkołwiek np. 
SG naJtreśłiwszy koło ; przedłużmy FS do H ; 
będzie FH średnica tego koła ( l o i ) ; a zatem 
FGH iest połową okręgu: a że kąt GSFzzGSH 
iako proste , więc i łuk FG—GH iako miary 
kątów 4'ównych. Łiik przeto FG iest połowa 
pół okręgu FGH, czyli czwartą częścią okręgu 
całego. 

Miarą aat^j* kata ostrego bfdzie łuk mniey-
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s z y o d c z w a r t e j c z ę ś c i o k r ę g u : m i a r ą k ą t a r o z -
t w a r t e g o b ę d z i e ł u k w i ę k s z y o d c z w a r t e j c z ę -
ś c i o k r ę g u . 

12 .1 . 5 . Z t w i e r d z e n i a p o p r z e d z a i ą c e g o 
w y p a d a t a k ż e , ż e c h c ą c d a n j k ą t p o d z i e l i ć n a 
i a k ą k o l w i e k l i c z b ę c z ę ś c i r ó w n y c h , d o s y ć i e s t 
l u k s ł u ż ą c y m u z a m i a r ę p o d z i e l i ć n a t y l e ż c z ę -
ś c i , i p u n k t a p o d z i a ł u p o ł ą c z y ć l i n i i a m i p r o s t e -
m i z w i e r z c h o ł k i e m k ą t a : l i n i i e t e p o d z i e l ą k ą t 
d a n y n a c z ę ś c i s z i d t a n e . 

Uwaga, W i d z i e l i ś m y w y ż e y ( n o ) , ż e ł u k 
d a n y p o d z i e l i ć m o ż n a n a c z ę ś c i r ó w n y c h 2 , 4 » 
8 , 1 6 i t . d . W i ę c n a t e s a m e c z ę ś c i r ó w n e m o -
ż n a t a k ż e p o d z i e l i ć d a n y k ą t , i a k t o i u ż i n n \ i n 
s p o s o b e m o k a z a l i ś m y w y ż e y ( 4 6 ) . C o s i ę t y c z k i 
d z i e l e n i a ł u k u n a i n n e c z ę ś c i r ó w n e , i a k np. n a 
3 , 5 , 6 i t . d . d o t e g o p o t r z e b a w ) ż s z y c h w i a d o -
m o ś c i , n i ż e l i s ą t e , k t ó r e w J e o m e t r y i e l e m e n -
t a r n e y m o g ą b y ć u m i e s c z o n e : i k ą t w i ę c n a t a -
k i e c z ę ś c i r ó w n e i e o m e t r y c z n i e d z i e l o n y m b y ć 
n i e m o ż e , w y ł ą c z y w s z y t y l l c o n i e w d e l k ą l i c z b ę 
p r z y p a d k ó w s c z e g ó l n y c h , k t ó r e p ó ź n i e y w y m i e -
n i e m y . 

1 2 2 . T w i e r d . TV dwóch kolach równych 
lub jednymże kole luk większy, ma większą 
cięciwę ; i odwrotnie ( b y l e b y ł u k i , o k t ó r y c h 
m o w a , ł i y ł y m n i e y s z e o d p ó ł o k r ę g u ) . 

Dowod. N i e c h heAńe fiłukCB>-
B A , t r z e b a d o w i e ś d ź , ż e c i ę c i w a C B ^ B A . J a -
k o ż p o p r o w a d z i w s z y p r o m i e n i e S A , S B , S C , w 
d w ó c h t r ó y k ą t a c h ł i S C , B S A : b o k i B S , C S p i e r -
w s z e g o r ó w n e s ą b o k o m B S , A S d r u g i e g o t r ó y -
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k ą t a : a ż e k ą t B S C " > B S A , b o m i a r ą p i e r w s z e -
g o i e s t ł u k B G z z a ł o ż e n i a w i ę k s z y o d ł u k u B A , 
k t ó r y i e s t m i a r ą k ą t a d r u g i e g o ; w i ę c i b o k B G 
p r z e c i w n y k ą t o w i w i ę k s z e m u i e s t w i ę k s z y o d 
b o k u A B p r z e c i w n e g o k ą t o w i m n i e y s z e m u ( 2 7 ) ; 
c z y l i , c i ę c i w a B G > > B A . 

Odwrotnie. J e ż e l i c i ę c i w a B G ^ A B , b ę -
d z i e ł u k B G ^ A B : g d y ż w d w ó c l i t r ó y k ą t a c l i 
B G S , A B S , b o k i B S , C S p i e r w s z e g o r ó w n e s ą 
b o k o m B S , A S d r u g i e g o t r ó y k ą t a ; a ż e b o k t r z e -
c i l ^ G ^ A B z z a ł o ż e n i a , w i ę c i k ą t B S C ^ A S B 
( 2 7 ) , a t e m s a m e m i ł u k B C > A B . ( * ) 

Dowodzenie to zasadza się na ZgiSy części 
twierdzenia podanego wyźe)'.(2,'j'), gdzie przez 
wzgląd na to , aby ile możności ułatwić dla 
poczynaiącycJt początkowe wiadomości Jeome-
tryi., uiyliśmy dowodzenia łatwego w prawdzie, 
lecz które nie iest tak ścisłe, iak następiiiildS'. 
Jeżeli we dwóch tróykątach ABC, abc fig. lĄ., 
bokABziiia^, bokBCz^Z^c, a b o k A C > « c ; 
będzie kąt B ^ Jakoż gdyby kąt B nie był 
większy od kąta b, byłby albo mu równy, albo 
od niego mnieyszy. Wi wszym przypadku dwa 
te tróykąty przystałyby do siebie (2 4)» ^ 
samem byłby bok ACIZZAC , ęo być nie może^ 
iako przeciwne założeniu. FT 2.gim przypa-
dku byłby bok ac^^C, podług iwszey częici 
ninieyszego twierdzenia ; co j/ę takie sprze-
ciwia założeniu, a tem. samem być nie moie. 
Kiedy więc kąt B nie moie być ani równy ką-
towi b, ani od niego mnieyszy, więc musi by i 
od niego większy. 
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123. Uwaga, Twierdzenie to ma tylko 
mieysce w tenczas, gdy łuki są mnieysze od pół-
okręgu ; łulti zaś większe odpółokręgu, jriaią 
przeciwną własność; to iest im większy iest łuk, 
tem iest mnieysza cięciwa, i odwrotnie: i tak łuk 
AFCB>-AFC: a cięciwa pierwszego AB mniey- * . 
sza iest o d ^ ^ cięciwy drugiego łuku. c r ^ 

124. Twierd. Dwie cięciwy równe są w 
równey od środka koła odległości', a z dwócJt 
cięciw nierównych mnieysza iest w wiekszey 
md środka koła odłegłości. 

Dowod. Iód Niecił będzie f ig . 62. cięci-
wa ABnuCD: ze środka S spuściwszy dwie pro-
stopadłe SE, SG iwszą do AB, 2gą do CD, i po-
prowadziwszy promienie SA, SG, w dwóch tróy-
katach SAE, SGG prostokątnych, iest bok SA=: 
SC, iako promienie; bok AE^zizCG, iako poło-
wy dwóch cięciw równych (108): a zatem dwa 
te tróykąty przystaną do siebie (52) , a w scze-
gólności SE — SG : a źe Słi, SG są odległością 
środka S od cięciw AB, GD (5i) ; Więc cięciwy 
te są w równey odległości od środka S. 

Q.re Niech będzie cięciwa C F > A B ; łuk CF 
iest w iększy od łuku AB (i 22). Na łuku CF wzią-
wszy łuk CDzzzAB, i poprowadziwszy cięciwę 
CD, tudzież ze środka S spuściwszy dwie prosto-
padłe SH, SG, iwszą do cięciwy GF , 2gą do 
cięciwy CD; w tróykącie SHIprostokątnym przy 
H ,̂ iest S I > S H (87)^ a t^m bardzióy Sl'-f I G > 
SH; c z y l i SG]>SH: a że SGzizSE podług iszey 
części ninieysz^go twierdzenia; więc i SE^-SH; 

http://rcin.org.pl



74 J ^ o m e t r y i 

tpiest , odłegłaść mnieyszey cięciwy od środka 
koła iest większą, niż odległość większej cięci-
wy od tegoż środka. 

125. Twierd. Kąt maiącY swóy wierz-
chołek na okręgu koła , ma za miarę poło-
wę łuku zawartego między ramionami. 

Dowod. lód Niech będzie kąt ACB,y?^. 
63. maiący wierzchołek C na okręgu, i ktorego 
iedno ramie CB przechodzi przez środek koła S. 
Poprowadziwszy średnicę DE równoodległą od 
drugiego ramiona AC, będzie kąt ACBzzzDSB 
iako iednostronne odpowiadaiące względem 
siecznćy CB i dwóch równoodległych AC, DE. 
A źe miarą kąta DSB iest łuk DB (i 19), więc i 
miarą kąta ACB iest łuk DB. Łuk DB = CĘ , 
iako miary kątów DSB, CSE równych; łuk CEzz: 
AD: gdyż są zawarte między cięciwami równo-
odległemi: więc i łuk DB zz: AD ; to iest, łuk 
AB podzielony iest w punkcie D na dwie równe 
części; a tem samem łuk DB, będący miarą ką-
t-a ACB iest polową łuku AB zawartego między 
ramionami tegoż kąta. 

2re G(ly środek koła S znayduie się mię-
dzy ramionami kata ACF maiącego wierzchołek 
C na okręgu , średnica BC , dzieli kąt ACF na 
dwa inne ACB i BCF, których spólnym ramie-
niem iest średnica BC. A zatem podług , przy-
padku iszego miarą kąta ACB iest połowa łuku 
AB; miarą kąta BCF iest połowa luku BF : więc 
miarą kątów ACB -f- BCF, iest połowa luków 
AB -f- BF; czyli miarą kąta ACF iest połowa łu-
kw AF iiawartego między it^go ramionami. 
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3c/<? ' Gdy środek koła S iest zn rnmlona-
mi kata HCA maiacego wierzchołek Gna okrę-
gu, kąt HCAnzHCB—ACB. Miarą kąta HCB 
iest połowa łuku HB, podług przypadku i szego. 
Miarą kąta ACB iest połowa łuku AB. W i e o 
miarą kąta HCB—ACB iest ^ H B — | A B ; czyli 

^ -miara kata HCA iest ^ H B — ^ AB. A że hik HB 
-ABiizAH, a tćm samóm | H B — f AB—A AH; 

więc miarą kąta HCA iest - |AH. 
T o samo twierdzenie może być dowiedzio-

ne sposobem następuiąc}in : 
Poprowadziwszy promień SA fig. 64. w 

ttróykącie ACS kąt zewnętrzny A SB, równy iest 
•dwom, wewnętrznym ACS i SAG naprzeciwko 
Jeżącym (85). A że kąt SACnzACS : gdyż tj-óy-
kąt ACS iest równoramienny ; więc kąt ASB zz: 
2 ACS; czyli kąt ASB en: 2 ACB: więc połowa ką-
ta ASB ziz ACB. A tem samem i połowa miary 
kata ASB, czyli połowa łuku AB iest miara kata 
ACB. 

Tegoż samego dowodzenia użyć można w 
dwóch innych przypadkach, uważaiąc, że kąt 
ACFiest^ówny summie dwóch kątów ACB, BGF 
maiącym za spólne ramie średnicę CB, kąt za» 
HCA równy iest różnicy dwóch kątów HCB i 
ACB maiących za spólne ramie średnicę BC. 

126. Wnioski i . Kąt GCH zawarty mię-
dzy styczną i cięciwą, ma także za miarę poło-
wę łuku CH zawartego-między ramionami: gdyż 
kat GCH — G C B — H C B . ' Miara kata GCB ia-c < c 

ko prostego (i i4)> iest połowa półokręguCHB; 
miarą kąta HCB iest połowa łuku HAB (125). 
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w ięc miarą kąta GCH będzie połowa łuku Cl̂ lB, 
jijiiiey połową łukuHAł^: że zâ ś łukCHB—HAB 
zz: Gil; a tóm^samem ^ CHB — | II AB =2^ CK; 
więę miarą kąta GGH będzie połowa łuku GH 
zawartego między ramionami. 

2. Kąt HGM zawarty między cięciwą GH 
i przedłużeniem cięciwy GF, ma za miarę poło-
wę summy łuków należących do tych dwóch 
cięciw , to iest, połowę iuku GH więcey poło-
wą łuku GF : gdyż kąt HGM równy dwom ką-
tom prostym mniey kątem HGF, będzie miał za 
miarę półokręgu mniey połowę łuku HF; że zaś 
cały okrng mniey łukiem HF równa się dwom łu-
kom GH i CF, a tem samem połowa okręgu mniey 
połową łuku HF, równa się połowie dwóch łu-
ków CH i CF; wiec miarą kąta HGM będzie po-
łowa łuków CH i CF. A/bo tak: kat HGM zzi: 
HCG-f GCM ; czyli, k n t H C M ~ H Ć G + FGI: 
gdyż kąt FCI GCM. ' A że miarą kąta HCG 
iest połowa łuku CH , a miarą kąta FCI iest po-
3owa łuku CF podług wniosku poprzedzaiące-
go; więc też i kąta HGM będzie miarą połowa 
fcummy tychże łuków. 

127. 3- Kąty E, H, 65- maiące wierz-
chołki na okręgu, a ramionami swoiemi obey-
muiące tenże sam łukFCG,są sobie równe:gdyż 
^wszystkich miarą iest połowa łuku FGG. 

128. 4. Kąt ACB maiący wierzchołek na 
okręgu , a którego ramiona przechodzą przez 
końce średnicy AB, iest prosty: gdyż ma za mia-
rę połowę półokręgu AEB: czyli czwartą częś« 
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okręgu całego ; co także można okazać sposo-
bem następuiącym: 

Poprowadziwszy promień 8C, wdwócli tróy-
kątacłi równoramiennych AC8 , BCS , iest kat 
SCAzzCAS; ką tSCBzzGBS: więc SGA-f-SCB 
== CAS -f- CBS I'' czyłi, kąt ACBz^CAS - f CBS. 
T o ies t , w tróykącie AB(J, Icąt ACB równy iest 
summie dwócIi innycli kątów CAS i CBS; a tem 
samem kąt ACB iest połową summy wszystkicli 
trzecłi kątów tróykąta ABC: a i e wszystkie trzy 
kąty tróykąta w^ażą dwa Itąty proste (84), wiec 
kąt ACIi waży połowę dwócłi kątów prostych, 
czyli waży ieden kąt prosty. 

Własność ta zwyczaynie tak się wyraża : 
kęt w półkolu iest prosty. 

Uwaga. W dowodzeniu pierwszym spo-
sobem poprzedzaiącego twierdzenia wyprowa-
dziliśmy ważność kąta maiącego wierzchołek na 
okręgu za pomocą prawdy wyżey okazaney, źe 
dwa łuki za wdarte między dwiema cięciwami ró-
wnoodległemi są równe. Wzaiemnie prawdę 
tę możnaby teraz okazać za pomocą twierdze-
nia poprzedzaiącego : gdyż y?^-. 65. ieźeli dwie 
cięciwy AB, FG są od siebie równoodległe, po-
prowadziwszy cięciwę FB, kąty ABF, BFG ma-
ią za miarę połowy łuków AF i BG: a że kąty 
te są równe, iako naprzemian ległe wewnętrzne, 
więc i miary ich są równe ; a tem samśm łuk 
AFzzzBG. 

129. Twierd. Kąt ACB fig. 66. maią-
ey wierzchołek rv kole między okręgiem i śro-
dkiem koła^ ma za miarę połowę luku AB zckr 
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•wartego między ramionami , -więcey połowę 
łułiu DE za wartego między przedłużeniam i 
ramion. 

Dowod. Z punktu D poprowadziwszy cię-
ciwę DF równoodległą od BC, będzie miarą ką-
ta ADF połowa łuku AF (i 25). Łuk AF zz: AB 
-ł-BF, czyli, łuk AF=zAB + D E , gdyż łuk DE 
z=BF(ii(3), a tem samem i A F = : i A B - f | DE: 
więc miarą kąta ADF iest - |AB-|-- |ED. A ze 
kąt ADFzzrACB (67), więc miarą kąta ACB iest 
polowa łuku AB więcey połową łuku ED. 

130. Twierd. Kąt ACBy?^. 67. maiący 
wierzcłiołek za kołem, a ramionami swemi o-
beymuiący dwa łuki AB, ED, ma za miarę po-
lowe różnicy tychże łułiów, to iest, ma za miarę 
połowę łuku AB, mniey połową łuku DE. 

Dowod. Z punktu D poprowadziwszy cię-
ciwę DF równoodległa od BC, będzie miara ką-
ta ADFzzii AF. A że'łuk AF—AB—BF, czyli 
łukAFzz:AB—DE, gdyż łuk DEzizBF ; a tem 
samem AF zz: |^AB —^-IDE ; więc miara kąta 
ADF zz: I AB — ^ DE: że zaś kąt'ADF zz: ACB 
(67), więc miara kąta ACB=z:i A B — | D E . 

Ostatnie trzy twierdzenia, mogą być takż« 
następuiącym sposobem dowiedzione : 

ICąt ACB fig. 63., maiący wierzchołek we-
wnątrz k o ł a I . , lub za k o ł e m 2 . l ub n a -
okręguy/^. 3-; w iszym przypadku ma za miarę 
połowę summy dwóch łuków AB, ab-, w agini 
przypadku połowę różnicy dwóch łuków AB , 
<ib -. w 3cim przypadku połowę łuku AB. 

http://rcin.org.pl



C z e ś ó I. 7 j 

Dowod. W e wszystkich trzech Kgurach 
poprowadziwszy średnice D ^ , Ef? równoodle-
głe pierwsze od ramion AC, drugie od ramion 
BC ; bedzie we wszystkich trzech przypadkach 
kat DSEziz^/Se, iako wierzchołkiem przeciwle-
głe; kąt ACBmDSE (70). Więc łuk DE będą-
cy miara kąta DSE (119), będzie oraz miarą ką-
ta ACB. Idzie więc tylko o Wynalezienie wa-
żności łuku DE we wszystltich trzech figurach. 

W przypadku iwszym,Y?^. I. 
Łuk DE zr: AB — AD — BE; 
łuk de ad be. 

W tych dwóch równaniach dodawszy stro-
ny odpowiadaiace sobie, bedzie 

DE + de = AB - f — AD - f ad—m-\- he. 
Ze zaś luk DEzn iako miary równych 

kątów DSE, dSe, łuk KDz=:ad,i łuk BErzrZ^e, 
iako zawarte między cięciwami równoodległe-
mi; więc powyższe równanie zamienicie w na-
stępni ące : 

a D E z i z A B P o d z i e l i w s z y obie strony 
przez 2, bedzie 

AB -ł- ab DE ^ A . 

To iest, łuk DE, będący miarą kąta ACB 
maiacego wierzchołek wewnątrz koła , równy 
iest połowie summy d^vóch łuków AB, ab. 

W przypadku 9.g\m,fig. 2. 
Łuk DE zz: AB — A D —- BE : 
łuk de ziz ad be — ak. A zattm 
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DE+ deT=zhB+ ad—KTi+be—m—ah; czyli 
2DE:=:AB—ab \ a zatóm 

A B — 
DE — ; — JB. 

2 

To iest, łuk DE będący miarą kąta ACB 
któcy ma wierzchołek'za kołem, równy iest po-
łowie różnicy łuków AB, ab. 

W przypadku 3cim,y?^. 5. 
Ł. ik DE=AB—AD—BE; łuk dc:=::Cd-\~Ce: wiec 
DE-}-<^e=:AB-f C^^—AD4-Ce — B E ; czyli, 

zDEzzzAB: gdyż AD, CenrBE : wiec 
AB 

DE ~ . To iest, łuk DE będący miara 

kąta ACB , który ma wiezchołek na okręgu, ró-
wny iest połowie łuku AB. 

Uwaga. Równania oznaczone głoskami 
A i B różnią się tylko znakiem ostatniego wyra-
zu, który iest w równaniu A przydayny, w równa-
niu B uiemny. Dwa wiec te równania możnaby 

tak wyrazie : łuk DE — ^ . 

Ze zaś w przypadku 3cim nie masz łuku aby 
czyli, co na iedno wychodzi, łuk^z^rrzo; więc 
w przypadku tym ostatni w y r a z ^ ab nz o; bę-

dzie wiec łuk DE zz: . 
2 

131. Zagad. Z końca daney linii AC, 
Jig. 65., wyprowadzić prostopadłą, \nie prze-
dłużał ąc daney linii, iak wy?naga sposób po-
dany wyżey (53). 

Roz-
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Rozw. Z punktu któregokolwiek $ wziete-
g o za daną liniią nakreślić koło, któregoby okrąg 
cdaną liniią przecinał w punkcie A ; przez pun-
kita A i S poprowadzić linią prostą AB, przecina-
ićącą się z okręgiem w piuikcie B; punkta B i G 
z;łączjwszy linią prostą BC, liniia ta będzie pro-
sitopadła do AC: gdyz kąt ACB iest prosty (128). 

Zagad. 2. Z punktu AL Jfig, 69. danego 
zakolem poprowadzić styczną koła. 

Rozw. Środek danego koła S złączywszy 
z punktem A liniią prostą SA, i podzieliwszy ią 
w punkcie C na dwie części równe, z punktu G 
ićako ze Irodka, promieniem CS wykreślić k o ł o , 
którego okrąg 2 okręgiem koła danego , przeci-
masię w punktacłi R , T . Punkt R lub T złą-
C;zywszyliniią prostą z punktem A, liniia ta bę-
dzie styczną szukaną: gdyż poprowadziwszy pro-
mień ST, kąt STA iest prosty ( i«8) r a zatem li-
niia ĄT iest prostopadła do promienia ST, a tem 
samem iest styczną danego kola (114 )• 

133. Twierd. Okręgi dwóch kół prze-
chodzące przez ieden punkt A,Jig. 70. linii 
AS która łączy ich środki, m,aią tylko ten ie-
den punkt A spólny , w którym się stykaią : i 
odwrotnie, gdy się okręgi dwóch kół stykaią^ 

. irodki ich i punkt zetkniecia sie sa na ie-« c o 
iiney linii. ^ 

Dowod. Środki tych kół mogą ł>yć albo 
% jedney strony punktu zetknięcia się A, iak są 
S , s; albo ieden z jedney, drugi z drugiey stro-
ny tego punktu, iak są S, 5. W iwszjnn przy-
jpadku na okręgu koła większe go, wziąwszy iaki-

6 
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lvoIwlelt punkt C, i z jmnktu tego flo środków 
S, s dwóch kól ]!oprowadzivvszy liniie proste 
CSjG.y; w tróykącie , iest 
S.ę 4- Qs > C8"(-22), cz,vli Si + Gs > AS; czyli 
S.v -j- C.ę ̂  S.ę - j - O d i ą w s z y po obu stronach 
Ss, zostanie C ^ ^ A^. T o iest, liniia Ci większa 
iest od As , promienia koła mniejszego, a tem 
samem punktC musi być za okręgiem togo koła. 

W przypadku 2gim , kiedy środki S,ś są 
po obu strouacli punł\.ru A, nfi olvręgu koła wy-
kreślonego promiejiiem AS, wziąwszy którykol-
wiek punkt C, i poprowadziwszy liniie proste 
CS, Ci; w tróykącie CSi, iest Có'-|-GS>Si; czyli 

AS>A.S '-|-'AS: azatemC5>Aó: . T o iest: 
liniia Cś dłuższa iest od promienia Aś; a tem sa-
mem punkt C musi być za okręgiem koła wy-
kreślonego promieniem Aś. 

Odwroinie. Jeżeli okręgi dwóch kół sty-
kalą się z sobą w pirnkcieA, środki ich i punkt 
zetknięcia sie, sn na iedney linii: gdyż z punktu 
zetknięcia się A wyprowadziwszy styczną AT , 
liniia ta prostoj)adłą l)ędzie do promieni AS, As, 
Aś (I J/F), i wzniemnie promienie te będą w pun-
kcie A prostopadłe do linii AT. A że z punktu 
A wziętego na linii AT nie można więcey pro-
stopadły ch do niey wyprowadzić , tylko iednę 
(55); więc wszystitie te trzy promienie , a tem 
samem i środki kół S , ś znaydować się muszą 
na iednó} że biiii, ])rzez punkt A przechodzącey. 

155. Uwaga. Wprzypadlm iszym iest 
Ss=zAS — As; ćzvli S i - j -A i= :AS . . V / p r z y -
padku 2gim , S i — A S + Ai. Gdyby w przypad-
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ku iszyiTi, S^C^AS—As, a tem samem S5-|-A^ 
<<A8 ; na ten czas okręgi dwóch kół, nie mo-
głyby się zsoba zetknąć, łecz ol^rąg kola niniey-
szego, byłby zawarty w okręgu koła większego. 
Gdj l jy zaś S^i^AS — A^, a tem samem S^ -j-
^ AS ; na ten czas okręgi dwóch kół, przecię-
łyby się z sobą w punktacli C, c, iak iest na fi-
gurze 71. 

W przypadku agini, gdyby S i ^ A S A i , 
rzeczą iest widoczną , iż okręgi dwócli kół nie 
mogłyby się zsoba zetknąć. Lecz gdyby była 
liniia SŚC^ AS -f- Aś iak iest na. fig. 'ji. na ten 
czas okręgr dwóch kół, przecięłyby się z sobą 
w punktach F, /i 

To iest, okręgi dwóch kół nie mogą się z 
sol3ą przeciąć; yód, gdy odległość ich środków 
powiększona iednym promieniem, albo się ró-
wna promieniowi drugiemu, albo iest od niego 
mnieysza; 9.re, gdy odległość środków iest al-
bo równa summie dwóch promieni, albo od niey 
większa. Gdy zaś odległość środków powiększo-
na promieniem mnieyszym, większa iest od pro-
mienia drugiego ; albo gdy odległość środków, 
mnieysza iest od summy dwóch promieni; na 
tenczas okręgi dwóch kół mogą się z sobą prze-
ciąć , byleby w drugim przypadku promień ie-
den nie był większy od summy promienia dru-
giego i odległości środków. 

Widzieliśmy wyżey , że kreśląc tróykąt, 
kiedy są dane trzy liniie proste maiące być ie-
go bokami, iedna z nich bierze się za podstawę, 
dwa iey końce za środki, a dwie inne liniie da-

http://rcin.org.pl



4 2 J e o m e t r y i 

ne za promienie dwóch łuków , których prze-
cięcia się oznaczy wierzchołek szukanego tróy-
kąta. Lecz przecięcie się tych dwóch łuków, 
w tych tylko przypadkach nastąpić może , któ-
reśmy dopiero wymienili, a które wychodzą na 
to samo, cośmy iuż wyżey powiedzieli (45)> że 
trzy dane liniie na boki tróykąta, takie być po-
winny, aby każda z nich mnieysza była od sum-
my dwóch pozostałych.. 

134. Zagad. Wykreślić koło, łitorego-
hy okrąg zetknął się z daną łiniią AT w pun-
kcie A fig. 70. j i przeszedł przez punkt B, da-
ny za tą liniią AT. 

Bózw. 7i punktu A wyprowadziwszy AE 
prostopadłą do AT, punkt A z punktem B łączę 
liniią prostą AB , którą ^ punkcie D podzieli-
wszy na dwie równe części , i z punktu D wy-
prowadziwszy prostopadłą do AB przecinaiącą 
się w punkcie ś z linią punkt ś będzie środ- ć 
kiem, a liniia Kś promieniem koła szukanego. 
Jakoż środek tego koła powinien się znaydo-
wać tak na linii AE , która iest w punkcie A 
prostopadłą do styczney AX(i32), iako też na r 
linii Di ( 1 0 9 ) , która iest prostopadłą ze środka 
cięciwy AB wyprowadzoną : więc środek ten 
znaydować się będzie na spólnem tych dwóch 
liniy przecięciu, którym iest punkt ś. 

i35- Zagad. Maiąc dane koło AFH^ 
Jig^'jo. i^punkt za- niem B, wykreślić drugie 
koło, któregoby okrąg przeszedł przez punkt 
B, i zetknął się z okregiern koła danego w 
danem punkcie A. 
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Rozw. Punkt A z punktem B złączywszy 
liniią prostą AB, i że środka D linii AB wypro-
wadziwszy D i prostopadłą do AB, przez środek 
j danego koła i przez punkt A prowadzę liniią 
prostą sKy aż do przecięcia się z l ini iąDi w pun-^ 
kcie i ; punkt ś będzie środkiem, a liniia kś pro-
mieniem koła szukanego: gdyż tak prostopadła 
D i ze środka eięciwy AB wyprowadzona, iako 
też i liniia Ks środek danego koła z punktem A 
łącząca powinny przecliodzić przez środek koła 
szukanego : środek zatem ten należąc do obu-
dwu liniy , znaydować się musi na spółnem ich. 
przecięciu, którem iest punła ś.. 

156. Zagad. Na linii daney AB fig.J'^' 
wykreślić odcinek kola w któiymby: się zmie-
ścił kąt równy danemu. 

Rozw, Przez punkt A , linii AB prowa-
dzę linią AD , któraby z liniią AB czyniła kąt 
DAB równy danemu, Kreślę potem koło , któ-
regoby okrąg przeszedł przez ])unkt B i zetknął 
się z liniią AD w punkcie A (i 54), odcinek ABE 
iest szukany: gdyż kat BAD zawarty między cię-
ciwą AB i styczną AD maiący za miarę polowe 
łuku AFB (12^), równy iest kątowi ACB umie-
sczonemu w odcinku koła AłiE i maiącemu za 
miarę po łowę tegoż łuku AFB (125). 

R O Z D Z I A Ł VI, 
o Powierzchni wielokątów. 

137. W tróykącie iakimkolwiek ACB fig. 
73' z wierzchołka kątaC przeciwnego podstawie 
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AB, spuściwszy CD prostopadłą do AB, prosto-
padła ta zowie się wysokością tego tróykąta. 

Prostopadła ta CD , może paść albo we-
wnątrz t rójkąta , iak iest na //.«•. r ; albo zewnątrz 
na przedłużenie podstawy AB, iak iest na fig. i?, ; 
albo te', na sam koniec A podstawy AB, iak iest 
na fiig. 3 ; a ŵ  tym przypadku bok CA iest wy-
sokością tróykata. 

WTiównoległoboku ABCD fiig. 74. w zią-
w ŝzy którykolwiek bok , np. AB za podstawę, i 
z któregokolwiek punktu wziętego na boku CD 
przeciwnym podstawie spuściwszy prostopadłą 
FE do podstawy AB, prostopadła ta nazywa się 
wysokością równolegloboku. 

Ponieważ kwadrat i prostokąt ma wszystkie 
k ą t j proste ( 8 0 ? wiec wziąwszy którykolwiek 
ich bok za podstawę , bok drugi przyległy pod_ 
stawie będzie wysokością kwadratu lidj prosto^ 
kąta. A że kwadrat ma wszystkie boki równie-
wiec wysokość kwadratu równa ieśt iego pod 
staw ie. 

i38. Twierd. Dwa iakiekolwiek równo-
legiohoki maiące równe podstawy i wysoko-
ści , maią równe powierzchnie. 

Dowod. Wystawmy sobie, że rów^noległo-
bok ABEFfig . j^- iest położony na równoleglo-
boku ABCD, tak aby ich podstawy do siebie przy-
stały :' ponieważ te dwa równoległoboki maią 

' równe wysokości, więc bok EF równoodległy od 
podstawy AB drugiego, padnie na bok CD ró-
wnoodległy od podstawy ĄB pierwszego równo-
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legloboku (74); intie zaś dwa boki AF, BE, we-
zmą położenie albo takie iak iest iiay//;-. i ; albo 
iak iest mi f ig . 2; alljo też iak iest na f ig . 3-

W przypadku i : w dwócb tróykątach ADF, 
BGE, bokADzizBC, bok AF=:BE^ iako boki 
przeciwne w równoleglobokacli (79). Is ad to kąt 
DAFzziiGBE , gdyż ramiona ich są równoodle-
głe i rozchodzą sie w jedneż stronę: więc dwa 
te tróykąty przystaną do sieljie , a tem samem 
powierzchnie icli sa równe; czyli tróykąt BGE 
z=:AD¥: wie.c ABED —BCEzzzABED —ADF ; 
czyli ABCD'Z=ZABEF. 

To samo iest dowodzenie w drugicli dwóch 
przypadkach. 

139. Twierd.. TrdrAY?̂ ^ ialdkolwiek ABC 
f g . 76. iest polową rown.oleglohoku AD ma-
iącego tę sarnę podstawę i wysokość. 

Dowod. Z punktu B wyprowadziwszy BF 
równoległa od AG, aż do przecięcia się w pun-
kcie F z pr'zedłużonym bo ldemED, czworokąt 
ABFG iest r ównoległobokiem; a zatem przekątna 
BG dzieli £50 na dwatróyknty ABG, BCF mogą-
ce do siebie przystać, a tem samem równe co 
do powierzchni(79); więc ieden z nich np. tróy-
kąt ABC, iest połową powierzchni obudwu, czy-
li iest połową powierzchni równoległoboku AF: 
a że równoległobok AF równy iest co do powie-
rzchni równoległohokowi AD (i38), więc tróy-
kąt ACB iest połowa powierzchni równoleglobo-
k i AI3. 

140. Wniosek. Stąd wypada, że dwa 
tróykąty maiące równe wysokości i podstawy 
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są równe co do powierzchni: gdyż każdy z^nicli 
iest połową równoległoboku maiacego też sa-
mę wysokość i podstawę co i tróykąty. 

iĄ.1. Zagad.. Dany wielokąt zamienić 
na inny równy danemu co do powierzchni , 
i któryby mial boków mnióy iednym, nit 
wielokąt dany. 

Rozwiąz. Nieciłby wielokąt dany Tâd pię-
ciokątem AD y/^. 77. który zamienić trzeba na 
czworokąt równy mit w powierzchni. Przez 
wierzchołki dwóch kątóyv E i C poprowadzi-
wszy liniią EC , ŵ  tróykącie EDG j3rze« wierz-
chołek kąta D poprowadźmy liniią DF równo-
odległą od EG, aż do spotkania się w punkcie 
F z przedłużonym pięciokąta bokiem AE. Po-
prowadziwszy iiniią CF , czworokąt A BGF bę-
dzie szukany: gdyż tróykąty ECD, ECF podług 
poprzedzaiącego wniosku są równe co do po-
wierzchni, iako maiące tę samę podstawę i wy-
sokość (74); a zatem ^ ^ 

ABCE -i- ECD—ABCE + Z C t ; czyli ABCDE ^ 
rzABCF. ^ 

Gdyby w pięciokącie danym ABCDE / ig . 
78-j kąt D był wklęsły, wykreślenie byłoby zu-
pełnie to samo, co wyżey ; lecz w dowodzeniu 
zachodzi nieiaka odmian^; okazawszy bowiem 
ie tróykąt ECDzz-ECF, bedzie 

ABCE — E C D rz: ABCE — E G F ; czyli 
ABCDE ^ A B C F . 

142. Wniosek. Tym'e samypi sposobem 
postępuiąc , można czworokąt ABCF zamienić 
na tróykąt r4\xii7 Hiu co do powierzchni; i yi 
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łogólności każdy wielokąt zamienionym byc mo-
iże na tróykąt równy mu co do powierzchni. I 
Itak sześciokąt zamieniwszy naprzód sposobem 
nvyżey podanym na pięciokąt, zamienilibyśmy 
potem pięciokąt na czworokąt, a czworokątna 
tróykąt. 

143. Twierd. prostokąty AC, EG^ 
fig. yg. których wysokości są równe, maią sie 
ido siebie iak podstawy, to iest, prostokąt ie-
de^i tyle razy iest większy lub mnieyszy od dru-
giego, ile razy podstawa pierwszego iest większa, 
1 ub mnieysza od podstawy drugiego ; czyli 

ABCD : EFGH z i AB: EF. 
Dowod, Podstawy AB, EF, mogą hyc spól-

miernc łub niespółmierne. W i szym przypad-
k u daymy nato, że AB zamyka takich części 8,, 
iakich EF zamyka 4. Podzieliwszy AB na 8, EF' 
na4 części równe (57), i z punktów podziału wy-
prowadziwszy prostopadłe do tych podstaw, aż 
do przecięcia się z bokami DC, HG przeciwne-
mi podstawom AB, prostopadłe te podzie-
la prostokąt AC na 8)'prostokąt EG na 4 pro-
stokąty równe między sobą (i38)> gdyż wszy-
stkie maią równe podstawy i wysokości. Bedzia 
więc ABCD: EFGH 8: 4- A że AB: EF = 
8 : 4 : więc ABCD: EFGHnz AB: EF. 

W 2 g i m przypadku , kiedy podstawy AB, 
EFy?^.8o. sa niespółmierne,bedzie także ABCD: 
EFGHrzzAB: EF . . . • • • • A. 
Jakoż gdyby proporcyą ta była- fałszywa, osta-
tni iey wyraz EF, byłby ałbo zamały , albo za^ 
wielki do uczynienia'proporcyi: bowiem 
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pierwsze wyrazy mogą być iakiekolwiek. Day-
myż iiato, ieźeli być może, że ta proporcya iest 
prawdziwa: 

ABCD: EFGHzz: AB: E s w którey E ^ > E F . 
Podzielmy AB na części rów^nycli 2 , 4 , 8* 

i t . d . , aż póki nie doydziemy do części mniey-
szycli od linii F^. Przem^^śmy potem części t« 
mnieysze od linii Fi na liniią EF zaczynaiąc od 
piniktu E ku F. Ponieważ liniie AB, EF sn nie-
spóhnierne,więc punkt podziała nie może pizy-
ftaść na punkt F, lecz padnie albo z prawey stro-
ny np, y< punkcie c, albo z lew^ey strony, np. w 
punkcie c, Z punktu c wyprow^adziwszy co pro-
stopadłą doEi , aż do przecięcia się z przedłużo-
nym bokiem GH w punkcie o, prostokąty EcoH, 
ABCD maią podstawy Ec, AB spółmierne z wy-
kreślenia, łjędzie więc podług iszey części ni-
rijeyszego twierdzenia 

EcoH: ABCD — Ec: AB. A że podług przy-
pusczenia 

ABCD: EFGHr=:AB: E5, więc rozmnożywszy 
w tych dwóch proporcyach wyrazy sobie odpo-
wiadaiace , bedzie 

EcoH X ABCD: ABCD X EFGH—Ec X AB: 
abxe^. 

Podzieliwszy dwa pierwsze w^yrazy przez 
ABCD , dwa drugie przez AB , będzie EcoH : 
EFGHzzzEc: Es. W tey proporcyi iwszy po-
przednik większy iest od sw^ego następnika, 2gi 
zaś poprzednik mnieyiizy iest od swego nastę-
pnika podług wykreślenia : proporcya więc ta 
iest lalazywa. Proporcya ta powstała ze złoże-
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nia dwóch proporcyi poprzedzaiacych , z któ-
rych pierwsza iest wypadkiem iwszey części ni-
nieyszego twierdzenia: druga wiec, AV którey 
ostatni wyraz Ei wzięliśmy większy o<l \ F , musi C 
być fałszywa. A zateui w proporcyi A ostatni 
wyraz EF nie może być zamały : obacziny czy 
nie iest zawielki. Daymy nato że ta proporcyą 
iest prawdziwa: 

Ai3CD: E F G H = : AB: Eś, w którey Es < E F . 
ł^odzielmy AB na takie części równe, aby < 

przeniósłszy ie na EF zaczynaiąc od E ku F , ie-
den puid<.t podziału padł między ś i F , np. w 
punkcie ć. Z punktu ć wyprowadziwszy Ć6 pro-
stopadłą do EF aż do przecięcia się z bokiem ' 
HG w punkcie d ; prostokąty EćóH, ABCD ma-
ią podstawy spółmierne z wykreślenia : będzie 
więc 

Ećdl l : A B C D — E ć : AB; a że podług przy-
pusczenia ^ 

ABCD: ĘFGHi=:AB: Eś; bedzie wiec 
E dH X ABCD: ABCD X EFGH—E^- X AB 

ABXE^'. Wiec 
EĆÓH: FFGH±=Ec: E,s'. 
W tey proporcyi pierwszy poprzednik mniey- -

szy iest od swego luistępnika, drugi zaś poprze-
dnil<. większy iest od swego nastepjiika z wy-
kreślenia. Proporcyą zatem ta iest fałszywa; a 
wiec i proporcyą ią poprzedzaiąca, w Iś^tóreyo-
statni wyraz E i wzięliśmy nuiieyszy od EF, musi 
być fałszywa. W proporcyi zaten^ oznaczpney 
głoskąr A wyraz EF nie może być zawielld. 

ICiedy więc wyraz ten EF nie iest ani za^ 
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mały, ani zawielki do utworzenia proporcyi A; 
proporcya zatem ta iest prawdziwa, to iest, dwa. 
prostokąty z równemi wysokościami, maią się 
iak podstawy, choćby podstawy były niespół-
mierne^ 

144. Tymże samym sposobem dowieść 
możria, ie. dwa pj ostokąiy, których podstawy 
są równe, maią się iak wysokości. Jakoż wzią-
wszy wysolcości ich za podstawy, a podstawy za 
wysokości, twierdzenie to niczćm niebędzie się 
różniło od poprzedzaiącego.. 

i45' Twierd. Dwa iakiekolwiek pro-
stokąty, AC, KG 81 maią się iak iloczy-
7iy ich podstaw, przez wysokości ; to iest, bę-
dzie ABCD: EFGHz=ABXBC: E F X F 0 . 

Dowod, Na wysokości FG prostokąta EG 
wziąwszy FIznBC, i poprowadziwszy IK równo-
odległą od EF; dwa prostokąty AC, El, maince 
równe wysokości, są do siebie iakpo(Jstawy;po-
dobnież dwa prostokąty El , EG, maiące,równe 
podsta^sy , sa do siebie iak wysokości, to ie&t 

ABCD: EFIKznAB: EF. 
EFIK: EFGHizzFI: FG. 

W tych dwóch proporcyach rozmnożywszy 
wyrazy sobie odpowiadaiące^ cztery iloczyny bę-
dą w proporcyi, to iest 

' A B G D X E F I K : E F I K X E F G H = : A B X F I : 
E F X F G . 

Podzieliwszy dwa pierwsze wyrazy przez 
EFIK, a dwa drugie przez AB, i w 3cim wyra-
zie zamiast FI położywszy BC , bedzie ABCD : 
ł ^ G H z = A B X B G : E F X F G . 
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146. TFniosld I. Niecił będzie prosto-
k ą t AC i kwadrat ac Jig. 82. w których bok AB 
irna 8 stop, bok BC ma 4 stopy, bok ah ma iednę 
JBtopę i bok bc i stopę. Podług twierdzenia po-
przedzaiącego iest ABCD: ahcd = AB X SC : 
tah X bc.' Zamiast boków położywszy liczby wy-
raźaiące ich ważność w stopach, będzie ABCD: 
tabcd zzz 32: i. 

W tey proporcyi ponieważ poprzednik !2go 
atosunku iest 32 razy większy od swego następni-
k a ; więc i poprzednik igo stosunku iest 32 razy 
większy od swego następnika; to iest, powierz-
chnia prostokąta ABCD zamyka w sobie 32 kwa-
dratów równych kwadratowi ac : i gdyby po-
wierzchnia kwadratu ac wzięta była za iedność 
d o mierzenia powierzchni prostokątów , maiac 
dany iakikolwiek prostokąt, łatwoby znaleźć 
inoźna , ile razy powierzchnia iego zamyka w 
sobie powierzcłinią kwadratu ac wziętego za ie-
dność. Na ten koniec dosyćby było zmierzyć 
danego prostokąta podstawę AB i wysokość BC 
Ti Stopach mierniczych, i rozmnożyć liczbę stop 
podstawy, przez liczbę stóp wysokości: iloczyn 
okaże ile razy powierzchnia danego prostokąta 
aamyka w sobie powierzchnia kwadratu ac wzię-
tego za iedność; czyli, co na iedno wychodzi, 
ile powierzchnia danego prostokąta zamyka w 
«obie stóp kwadratowych: kwadrat bowiem któ-
rego bok ma stopę mierniczą, zo.wie się stopą 
kwadratowa. 

c 

Odyby kwadrat wzięty za iedność do mie-
rzenia powierachni prostokątów, był łokciWH , 
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prętem lab s/Jiurem kwadratowym; podstawę i 
wysokość danego prostokąta zmierzyliljyśmy 
przez łokcie, pręty łiil) sznury miernicze; a w ten 
czas iloczyn podstawyprzez wysokość okazałby, 
ile powierzchnia danego prostokąta zamyka w 
sobie łokci, prętów lub sznurów kwadratowych. 
A stad wypada , ze powierzchnia prostokąta 
równa iest iloczynowi iego podstawy przez 
wysokość. 

Prawdę te naocznie okazać można sposo-
bem następuiącym; Niech będzie prostokąt AC 
którego powierzchnią zmierzyć mamy. Daymy 
nato , że podstawa AB zamyka w sobie bok alf 
kwadratu ahcd- wziętego za iedność 8 razy; wy-
sokość zaś BC zamyka w sobie tenże bok ah 4 
razy. Podzieliwszy AB na 8 części równych , 
BC na 4 części równe, i przez pimkta podziału 
poprowadziwszy liniie równoodległe odBCiAB, 
powierzchnia prostokąta AC podzieloną zosta-
nie przez te liniie równoodległe na l\ry rzędy 
kwadratów równych kwadratowi ac , a każdy 
r z a d zamyka 8 takich kwadratów: liczba zatem 
wszystkich kwadratów w powierzchni prostoką-
ta AC zawartych iest 4 raczy 8 , czyli 52. 

Gdyby wysokość BC zamykała w sobie 5» 
10, 15 i t .d . razy, bok <7 Z* kwadratu ahcd; po-
wierzchnia prostokąta AC byłaby podzielona na 
5, 10, i5 i t.d. rzędów, z których ka/dy zamy-
kałby 8 kwadratów równych kwadratowi ac\ a 
tćm samem powierzchnia ta zamykałaby 5) 10, 
15 i t.d. razy 8> takich kwadratów, iak iest ac\ 
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to iest, powierzchnia byłaby równa iloczynowi 
podstawy przez wysokość. 

147. Ponieważ w kwadracie wyso-
kość równa iest 'podstawie , a zatem dla znale-
zienia powierzchni kwadratu dosyć iest zmierzyć 
iego podstawę', i znalezioną liczbę stóp, łokci ,, 
lub prętów i t .d . rozmnożyć przez siebie samę, 
czyli podnieść liczbę tę do drugiego stopnia. 

148. 5. Powierzchnia równoległoboku 
iakiegokolwiek równa iest także iloczynowi ie-
go podstawy przez wysokość: gdyż równole-
globok równy iest w powierzchni prostokątowi 
niaiącenni tę samę podstawę i wysokość (i38)-

149. 4. A zatem równoległoboki maią.-
ce równe wysokości, są. do siebie iak podstawy: 
gdyż nazwawszy ieden równoleglobok R, drugi 
r,podstawę pierwszegoP, wysokość W, podsta-
wę drugiego , wysokość W ; będzie powierz-
chnia pierwszego P X W , powierzchnia drugie-
go / > X W : a zatem będzie R: r — P X W : p 
X • W tey proporcyi dwa wyrazy drugiego 
stosunku podzieliwszy przez W bedzie R: r = r 

Tymże samym sposobem okazać można, że 
dwa równoległoboki maiące równe podstawy, są 
do siebie iak wysokości, maiące różne podsta-
wy 1 wysokości, >są do siebie iak iloczyny pod-
itaw pr?;ez wysokości 

150. 5* Ponieważ tróykąt iest połową ró-
wnoległoboku maiącego tę samę podstawę i wy-
sokość (139); więc powierzchnia tróykąta równa 
iest połovfie iloczynu iego podstawy przez wy-
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«okość; albo, co na iedno wychodzi, równa ilo-
czynowi iego podstawy przez polowe wysoko-
ści, albo też równa iloczynowi iego wysokości, 
przez połowę podstawy^ 

.151. Ó. A zatem tróykąty maiące równe 
wysokości są do siebie iak podstawy : gdyż o-
znaczywszy ieden tróykąt głoskąT, drugi pod-
stawę pierwszego?, wysokość W , podstawę dru-
giego p , wysokość W : będzie powierzchnia igo 
P X I W , powierzchnia'^2go X ł W : a zatem 
T : = P X J W : X i W . Podzieliwszy dwa 
drugie wyrazy przez będzie T : tzzz.V: p. 

T y m ż e sposobem okazać można, że tróy-
kąty maiące równe podstawy są do siebie iak 
Wysokości; maiące różne podstaWy i wysokości, 
są do siebie iak iloczyny podstaw praez wyso-
kości. 

i5a . 7. Chcąc znaleźć powierzchnią ia-
kiegokolwiek wielokąta, trzeba go naprzód po-
dzielić przekątnemi na tróykąty (95), potem wy-
rachować powierzchnią każdego tróykąta po-
dług wniosku 5 : summa powierzchni wszystkich 
tróykątów będzie powierzchnią danego wielo-

'kąta^ 
Twierd. Powierzchnia czwórobo' 

"ku ABCD 83- w którym dwa tylko boki 
AB, CD są równoodległe, równa iest iloczy-
nowi iego wysokości EF, przez połowę sum-
my dwóch boków równoodległych. 

Dowod. Poprowadziwszy przekątną AC, 
powićrzchnia tego czworoboku podzieloną bę-
ń ń e na dwa tróykąty A C B , A C D , w k t ó r y c h b o -

ki 
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ki AB i CD wziąwszy za podstawy ^ wysokość 
jłitórwszego będzie prostopadła z punktu C spu-
yczoua na AB, wysokość drugiego będzie prosto-, 
jjiidła z punktu A spusczona na CD. Dwie te 
prostopadłe są sobie równe (74), 4 równe wyso-
kości czworokątu ABCD:będzie zatem powierz-
cbnid tróykąta ACB nzEF ><|. AB, powierzcłmia 
tróykata A C D = z E F X - | C D (i5o): wiec . ' 

ACB-f ACD z= EF X § AB - f EF X ł CD: czyli 
A B C D = : E F ( f A B 4 - | C D ) ; czyli 

/̂ AB 4- CD\ 
A B C D z i i E F I — ) . 

154. Twierd. W czworoboku ABCD ie-
den z boków nie r ó w n o o d l e g ł y c h , b o k CB 
podzieliwszy w punkcie M na dwie części równe, 
1 z punktu M poprowadziwszy MPrównoległą od 
AB ; będzie polowa summy dwóch boków ró-
wnoodległych AB i CD równa linii MP, 

Dowod. Przez punkt M poprowadziwszy 
liniią GH równoodległą od AD, aź do przecię-
cia sie w punkcie G z przedłużonym bokiem 
CD; w dwóch tróykątąch CGM, BHM, bok CM 
zn: BM z wykreślenia; kąty przy M. równe iako 
wierzchołkiem przeciwdegłe, kąt M C G z z z M l f R / ^ ^ 
(67), więc dwa te tróykąty przystaną do siebie 
podług tw^ierdzenia 2go o przystawaniu t ró jką-
tów, a w sczególności CG=:BH. Że zaś Uniie 
AH, PM, DG, są między sobą równe (72), więc 
2 PMzz: AH -f- DG. W tem równaniu z drugiey 
strony dodawszy BH, a odiąwszy CG, przez co 
się równanie nie odmieni, gdyż dwie te liniie są 
sobie równe, z do\viedzenia będzie 

7 
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aPMzrAH-f-BM + D G — C G ; czyli, 2PM 
ć=:AB-j-DC ; a zatem 

AB-^CI) 
PM— 

- • 

I55- W^^niosrh r. A zalein noN- ierzcliiiia 
czworoboku ABCD r(.uviK; iest w\sokości iogo 
EF rozumoźoney przez iiniią PM. 

2. Można wiec powierzchnią A\iclokatH 
jakiegokolwiek AD 84. wynaleźć iakze spo-
.sobem nastęj)uiącyni: przez wierzchoikł kąiów 
E, C, F poprowadziwszy liniie El, (JH, GF ró-
wnoodległe od. 7\.B, jjowierzchnia wielokąta AD 
podzieloną będzie na czworobold AG, FG, HI, 
i na tróykąt EDI. Znaiaziszy więc powierzchnia 
tych czworolioków którym kol wiek z d\yócli 
sposobów podanych wyżey, i dodawszy ie do 
powierzchni tróykąta EiDI, summa ta równa bę-
dzie powierzchni daiiego wielokąta. 

156. Zagad. Ditny łróykat zamienić na 
prosłohgt lub iakiholwieh równoleglobok ró-
wny łróykat owi co do powiórzchni. 

Kozwiaz. Wykryśliny ]n'ostokat lub ró-
wnoleglobok, daiąc mu podstaw ;̂̂  równą- pod-
stawie danego tróykąta, a wysokość rówjgią po-
łoVyie wysokości tegoż tróykąta; albo też daiąc 
mu podstawę równą połowie podstawy danego 
tróykąta, a wysokość równa wysokości tegoż 
tróykąta: prostokąt ten lub równoleglobok bę-
dzie szukany (159)-

Zagad.' Dany pfostokąt AC fig. 
8v5- równoleglobok iakikolwiek zamienić 

^nu prostokąt lub równoleglobok inny, równj 
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dtinenm co do powierzchni, któryby mial za. 
^podstawę, liniią daną BG. 

Rozw. Podstawę AB danego prostokąta lub 
równoległoboku przedłużmy do O tak aby prze-
dłużenie to było równe linii daney BG, z pun-
ktu G poprowadźmy GH równoodległą od BG, 
aż do przecięcia się z przedłużonym bokiemDG 
w punkcie H. Poprowadziwszy przekątna BH, 
i przedłużywszy ią aż do zeyścia się z przedłu-
żonym bokiem AD w punkcie I, z punktu I po-
prowadźmy FI równoległą od AG, która x prze-
dłużonemi bokami CB,HG spotyka się w pun-
ktach E, F; równoleglobok BF iest szukany. 

Gdyz równoleglobok DF przez przekątnią * 
HI podzielony iest na dwa tróykąty IDH, IFH, 
równe (79). Tróykąt IDH składa się z równo-
ległoboku AG , z tróykąta BGH , i z tróykąta 
ABI; tróykąt IFH składa się z równoległoboku 
BF, z tróykąta BGH,. i z tróykąta IBE: a że tróy-
kąt B G H ~ BGH, i tróykąt A B I = IBE; więc i 
równoleglobok AGzz: BF. 

Albo tak : tróykąt GBH = BGH ; tróykąt 
ABIzz:EBI; wiec 
CBH ABI =z: BGH-f EBI. Tróykat IDHzzFHI. 
od stron tego równania odiąwszy strony równa- -
nia poprzedzaiacego, zostanie 

I D H - ~ C B H 1 - A B I = : F H I — B G H — E B I ; 
czyli AG—BF. 

Uwaga. Tym samym sposobem postąpić 
należy , cłicąc dany kwadrat zamienić na pro- . 
stokat lub równoległobok równy kwadratowi co ^ 

7* 
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do powierzclini, i któryby podstawę miał ró-
wną linii daney. 

i58. Zagad. Maiąc dane dwa prosio-
liąty lab iakiekolwiek r ównoleglob oki, wykre-
śleć '^ci, któregohy powierzchnia równa była 
summie lub różnicy powierzchni dwóch r&-
wnoleglob oków danych, 

Rozwiąz. Dwa dane ró\vnoIegłoboki ma-
ią albo równe podstaAvy a wysokości różne; albo 
równe wysokości, a różne podstawy; albo i pod-
stawy i wysokości różne. 

W przypadku i wszym- nazwiyiny ieden ró-
wnoległobok R , drugi r, podstawę \go P, wyso-
kość W , podstawę igo P , wysokość w. 

Ponieważ powierzchnia równoległoboku, 
równa iest iloczynowi iego podstawy przez wy-
sokość (i 48), będzie więc R z = : P X W . r = : P 
X w. Strony dwóch tych równań , naprzód 
dodawszy, potem odiąwszy od siebie, będą dwa 
nastepuiace równania : 

Czyli 
R - f r : = P ( W + w ) : R — / ~ P ( W — w ) ' 

To iest, summa powierzchni obudwu równole-
globoków równa iest iloczynowi podstawy ie-
dnego znicJiprzez suinmęwysokości obudwóch; 
różnica powierzchni obudwu równolegtoboków 
równa iest iloczynowi podstawy iednego z nich 
przez różnicę wysokości obudwu. 

A zatem chcąc wykreślić równoległobok 
równy co do powierzchni dwom danym; trzeba 
mu dać za podstawę Uniią równą podstawie ie-

http://rcin.org.pl



C z e ś ć I. 1 0 1 
e 

tinego z nich, a za wysokość liniią równą wyso-
kości obudwu: chcąc zaś wykreślić równoleglo-
bok, któregoby powierzchnia równa była różni-
cy powierzchni dwóch danych; trzeba mu dać 
za podstawię linią równą podstawie iednego z 
danych, a za wysokość liniią równą różnicy wy-
sokości obudwu. 

W pr zypadku a^zw, kiedy wysokości dw^óch 
danych rówiioległoboków są równe, a podsta-
wy różne; nazwawszy ieden równoleglobok B. 
drugi r, podstawę iednego P , drugiego p , a wy-
sokości obudwu W , i odbywszy działanie iak 
wyżej, bedzie 

R - f / ' = W ( P - f - / 7 ) R — r = : W ( P — / ? ) . i t d . 
W przypadku 3, kiedy dwóch danych ró-

wnolegloboków i podstawy i wysokości są ró-
żne , zamieniwszy ieden z nich na inny równy 
mu co do powierzchni, któiyby miał za podsta-
wę liniią równą podstawie lub wysokości dru-
giego równoległoboku danego ; będą dwa ró-
waioległoboki maiące równe podstawy, iak w 
przypadku i , albo równe wysokości iak w przy-
padku 2. 

T3anże sposobem postąpić należy, chcąc 
znaleźć prostokąt równy co dopow^ićrzchni sum-
mie, lub różnicy dw^óch danych kwadratów, lub 
iednego kwadratu drugiego prostokąta. Lecz 
aby znaleźć kwadrat równy sumie albo różnicy 
dwóch danych kwadratów, sposoby dotąd wy* 
łożone nie są dostateczne: ułatwi to iedno z na-
stępuiących twierdzeń. 
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159. Twierd. Kwadrat wykreślony na 
linii AB, Jig. gG. która, iest sujning dwócli li-
niy AC i BC, składa się z. kwadratu wykre-

• słonego na linii AC, z kwadratu wyki eślone-
go 7ia linii BC, i z dwóch prostokątów, któ-
rych bokami przyl egiem i są liniie AC i BC; 
czyli AB% albo (AC-ł -BC)^zi :AG' -f-BC^ + 

Dowod. Na linii AB wykreśliwszy kwadrat 
ABDE, i wziąwszy AHzzzAC, przez punkt H po-
prowadźmy HF równoległą od AB, przez punkt 
C poprowadźmy CI równoległą od BIJ. Tym 
sposobem, kwadrat AD podzielony został na 4 
części: pierwsza AG iest kwadratem wykreślo-
nym na linii AC: gdyż wzięliśmy AH — AC ; 
druga FI iest kwadratem wykreślonym na linii 
BC : ponieważ ABzzzAE , ACz=:AH ; ^ iec AB 
— A G = : A E — A H ; czyli C B z - E H = : I G = G F . 

Na.koniec trzecia i czwarta cześć są dwa pro-
stokąty HI, CF, których boki HG 1 ĆG równe 
&ą linii AC; boki zaś HE i GF równe są linii BC. 

Albo tak\ Liniią AC oznaczywszy głoską 
rt, a liniią CB głoska Z», bedzie liniia AB zzz a -f--

fi h. Wię^Ai ;?z=z(« - f + czyli AB^ 
^ a"^ b^ ab. To iest, kwadrat z linii AB 
równy iest summie kwadratów z linii AC i BC , 
więcey podwóynym iloczynem z ważności linii 

C A^, przez ważność linii j ^ - czyli, co na iedno 
wychodzi, wiecey dwoma prostokątami z linii 
AC i BC, 

160. Tw4erd. Kwadrat wykreślony na 
linii AB Jig. yy., która iesC różnicą dwóch li-
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i?i/'y ACyBC, składa się z 1aK>adrat.u linii AC, 
IZ kwadratu linii BC., mniey dwoma prosto^ 
tiul tam i z lin.iy AC i BC, c/vli 

AB' albo (AC—B<Jf=i:AC^-4-BC'—sACyBC. 
Dowod. Na linii AG wykreśliwszy kwa-

uJrat AD, i wziąwszy^AIIzziAB, z punktu H po-
prowadźmy HF równoodległą od AC, i ' z pun-
ktu B, popi owadźmy BI równoodległą od CD ; 

n a k o n i e c na linii HI", wykreślimy kwadrat LE. 
. Eatwo iest okazać , źe LE iest kwadratem 

z linii BC ; AG iest kwadratem z linii AB ; źe LI 
iest prostokątem z linii AC i BC; Cl iest pro-
stokątem z linii AC 1 BC. Od całey fignry 
ACD KLlł, czyli od kwadratu z linii AC i od 
kwadratu z liiiii BC odiąwszy dwa prostokąty 
LI, CI. czyli dwa prostokąty z AC i BC, zosta-
nie AG kwadrat z linii AB. 

Oznaczywszy liniie AC, BC głoskami a i łfy 
i odb} wszy działanie iak w twierdzeniu poprze-
dzaiacem , wypadnie AB^zz: {a — b) ( a—b ) ; 
czyli' A B ' = a ' + b ' — o. ab. 

i 6 i . Twierd. Prostolmt z summy i ró-
żnicy dwóch 'liniy AB; CB fig. 88-? równy iest 
różnicy kwadratów z tychżf liniy. czyli 

(AB + BC) (AB —BC)=z:AB^ — B C ^ 
Dowod. Wykreśliwszy ha liniach AB, AG 

kwadrawy AD, Al, przedKiźmy AB do K tak , 
aby było BK zz: BC , i dopelniymy prostokąta 
AL r prostokąt ten ma za podstawę liniią AK ró-
wną summie dwóch danych liniy AB i BC, a za 
wysokość liniią AE równą różnicy t}xhźe liniy: 
gdyż A E = A F — FE — AB — BC. A zatem pro-
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stokąt AL—(AB + BC) (AB —BC). Ten sam 
prostokąt AL—AH-f-BL; a ze BL —FI, co iest 
łatwo okazać ; wiec AL—AH-j-FI . . AH-j-FI 
== AD — DI — AB' — BC ̂  gdyż kwadrat DI 
z=zCB\ Wiec ALnzAB^ —BC^; czyli (AB + 
BC) (AB—BC) —AB' ' — 

Oznaczywszy liniie głoskami a i 
h , i odbywszy działanie iak wyżey , wypadnie 
(AB-f-BC) (AB—BC)=i : {ci—h^ziz 

— 

162. T w i e r d . tróyliącie prostoliąiJiym 
ABC fig. 89. kwadrat AK z przeciw prosto-
kątney AB równy iest summie kwadratów AH 
i CQ z dwóch ramion kąta prostego. 

Dowod. ,Z wierzchołka kata prostego C 
Spuściwszy CD prostopadłą do AB, i przedłuży-
wszy ią aż do przecięcia się z bokiem IK w pun-
kcie M, poprowadźmy liniie AG, CK: kąt CBG 
nzABK, bo obadwa proste: wiec kat CBG -f-
GBA — ABK + CBA ; czyli kąt ABG ziz CBK. 
A zatem w dwóch tróykątach ABG, CBK bok 
BGr=:CB iako boki kwadratu BE, bok ABzzzBK 
iako boki kwadratu AK, i kąty między temi bo-
kami zawarte ABG, CBK równe : więc dwa te 
tróykąty przystaną do siebie (24J, a tem samen^ 
powierzchnie ich są równe. Tróykąt ABG iest 
połową kwadratu BE : gdyż maią tę samę pod-
stawę BG, i wysokość CB (74): gdy bowiem ką-
ty BCA i BGE czynią dwa kąty proste, liniie AG 

• i CE skiadaią iednę liniią ])rostą AE (i 7), która 
iest równoodległa od BG. Tróykąt CEIĆ iest p o -
łową prostokąta BAI, gdyż maią tę samę jpodsta-
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WR BK, i wysokość BD. Gdy więc polowa kwa-
dra tu BE , równa iest połowie prostokąta B M , 
tem samem i cały kwadrat BE równy iest całe-
m u prostokątowi BM. Poprow^adziw.szy liniie 
o d F do B, i od C do I tym samyjii sposobem 
dowiedlibyśmy, źe kwadrat AH równy iest pro-
stokątowi AM. 

Lecz summa prostokątów AM i BM czyni 
kwadrat AK; wiec kwadrat AK z przeciwptosto-
kątney AB równy iest summie kwadratów AH i 
BE z dwóch ramion kąta prostego. 

165. Wniosek i . Prostokąt AM i kwa-
drat AK maiąc tę same podstawę Al są do sie-
bie iak wysokości AD, AB: podobnież prosto-
kąt BM i kwadrat AK, maiąc tę sarnę podstawę 
KB sa do siebie iak wysokości. BD i AB: to iest 
ADMI : ABKI = i AD : AB. BDMK : ABKI = 3 
BD: AB. W tych dwóch proporcyach zamiast 
prostokątów ADMI, BDMK poło/,yw\szy równe 
im kwadraty AGHF , BCEG ; bedzie ACHF: 
A B i a = AD: AB. BCEG : ABKI BD : AB. 
to iest, kwadraty z ramion kąta prostego, maią 
się do kwadratu przeciwprostokątney, iak od-
cinki AD, BD przyległe tym ramionom, do prze-
ciw prostokątney. 

164. 3. ADMI, BDMK maiące równe pod-
stawy, są do siebie iak wysokości AD, BD ; to 
iest, A D k i : BDMKzz: AD: BD. Zamiast pro-
stokątów położywszy równe im kwadraty, bedzie 
ACHF: BCEG AD: BD. T o iest, kwadraty 
z ramion kąta prostego, maią się do siebie iak 
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przyległe t}Tn ratiiionojn odcinki przeciwprosto-
kijtney. 

165. Zagad. FPykreśIió kwadrat równy 
siimjnic dwóch kwadratów danych. 

Rozwiąz. Wykreśliwszy kąt prosty daiąc 
mu za iedno ramie bok iednego kwadratu , za 
drugie ramie'bok drugiego kwadratu danego , i 
końce tych dwóch ramion złączywszy łiniią pro-
st.^ ; utworzy się tróykąt prostokątny, które-
go przeciwprostokątna będzie bokiem kwadratu 
szukanego (169.). 

166. Wniosek' Gdyby dwa dane kwa-
draty były sobie równe , kwadrat trzeci znale-
ziony równy ich summie, byłby dwa razy wię-
kszy od iednego z danych. A zatem chcąc mieć 
kwadrat dwa razy większy od danego ; trzeba 
wykreślić kąt prosty, daiąc mu za ramiona dwie 
liniie równe bokowi danego kwadratu ; złączy-
"WĴzy końce tych ramion łiniią prostą , utworzy 
się tróykąt prostokątny, którego przeciwpro-
stokątna będzie bokiem kwadratu szukanego. 

Uwaga. W danym kwadracie Ał^GD fig. 
90. poprowadziwszy przekątnią AG , w tróy-
kącie ABG prostokątnym przy B, iest AG'̂  zn: 
AB^-fBG^ (rGa), czyli AG^z=:aAB^ gdyż BG 
czzAB. To iest , kwadrat przekątney iest dwa 
razy większy od kwadratu z boku AB, czyli od 
kAYadratu danego. 

Prawdę tę można okazać naocznie. Przez 
punkta D i B poprowadziwszy liniie HG, EF ró-
wnoodległe od AG, aż do przecięcia się z łiniią- . 
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mii HE, GFprzez punkta A i C poprowadzonenii 
r ównoodległe od DB przekątney danego kwa-
dratu ABCD, utworzy się nowy kwadrat EFGH, 
który iest kwadratem z AC przekątney danego 
kwadratu, i który zamyka 8 tróykątów równych 
między sobą , i takich , iakieh danv kwadrat 
ABCD zamyka 4. Więc kwadrat EFGH iest dwa 
r.azy większy od kwadratu ABCD. 

A zatem chcąc wykreślić kwadrat dwa ra-
zy większy od danego, trzeba w danym Lwadra-
tue poprowadzić przekątną : ta będzie bokiem 
kwadratu szukanego. 

167. TVuiosek. Ponieważ kwarirat z prze-
kątney AC iest dwa razy więlcszy od jvwad!aiu 
ABCD , czyli od kwadratu z boku AB , bedzie 
\nięc AB": A C u z t : A zatem AB: A C r z i : 
^̂  2. To iest, bok kwadratu tak się mado prze-
kątney tegoż kwadratu, iak i do pieiwiastku li-
czby 2. A że I , i y/ 2 są dwie liczby niespół-
mierne,. gdyż prawdziwego pierwiastki - liczby a 
mieć nie można; więc bok i przekątna kwadra-
tu , są dwie liniie niespółmierne. 

168. Z poprzedzaiącego twierdzenia wy-
pada, że chcąc wykreślić kwadrat trzv razy wie- •*-
kszy od danego, trzeba narysować tróykąt pro-
stokątny, w którymby iedno ramie kąta proste-
go, było równe bokowi danego kwadratu^ a dru-
gie ramie równe przekątney tegoż kwadratu : 
przeciwprostokątna bedzie bokiem kwadratu szu-
kanego. Chąc mieć kwadrat 4 razy większy od 
danego, trzeba tróykątowi prosrokątnemu dać 
ramiona kąta prostego równe przekątney dane-
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go kwadratu ;przeciNvprosl;okątna będzie bokiem 
kwadratu szukanego ; albo też wykreślić kwa-
drat, któregoby bok był dwa razy większy od 
boku kwadratu danego. Chcąc mieć kwadrat 
5 razy większy od danego, trzeba dać tróykąto-
wi prostokątnemu iedno ramie kąta prostego ró-
wne ptzekątney danego kwadratu, drugie równe 
bokowi kwadratu 3 razy większego niż iest da-
ny; przeciwprostokątna będzie bokiem kwadra-
tu szukanego: albo też znaleźć kwadrat równy 
summie danego i 4 razy większego niż iest da-
ny. Podobnież chcąc mieć kwadrat 6 razy wię-
kszy od danego, trzeba znaleźć kwadrat równy 
sinnmie kwadratu danego, i pięć razy większego 
niż iest dany; albo też trzeba znaleźć kwadrat 
równy summie dwóch kwadratów innych, z któ-
lychby ieden był dwa razy, drugi 4 większy 
od danego; albo nakoniec, trzeba znaleźć kwa-
d r a t 3 razy większy o d d a n e g o ; przekątna tego 
kwadratu, będzie bokiem kwadratu 6 razy wię-
kszego niż iest dany. 

Tym sposobem można znale/.ćkw^adrat tyle 
razy większy od danego, ile się podoba. Lecz 
można także i następuiącym sposobem rozwią-
zać to samo zagadnienie: 

Daymy na to, że trzeba znaleźć kw^adrat 5 
razy większy od danego kwadratu oc fig. gi. 
Prowadzę liniią AB 5 razy dłuższą, od boku ah 
ilanego kwadratu; na tey linii iako na średnicy 
kreślę półkole ; wziąwszy potem ADzzzfl/5' , z 
punktu D wyprowadzam DC prostopadłą do AB 
aż. do przecięcia się z okręgiem w punkcie C} 
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inakoniec prowadzę cięciwę AC; cięciwa ta bę-
»dzie bokiem kwadratu szukanego: gdyż popro-
Twadziwszy cięciwę CB, kąt ACB iest prosty (128), 
;a zatem kwadrat z rarńienia kąta prostego AC, 
irówny iest prostokątowi z linii AB i AD (162), 
ten zaś prostokąt ma iąc podstawę 5 razy wię-

Ikszą od wysokości AEzziAD zwykreśłenia, mo-
•że być podzielonym na 5 kwadratów maiących 
iza boki liniią AD; czyli prostokąt ten może być 
podzielony na 5 kwadratów takich, iak iest kwa-
<drat dany^zc: a zatem prostokąt ten iest odkwa-
Kiratu danego ac 5 razy większy; a tem samem-
j kwadrat z linii AC będzie od danego kwadratu 
5 razy większy. 

169. Zagad. Wykreślić kwadrat równy 
różnicy dwóch kwadratów danych ABKI, 
CBGE /Ig. 89. 

Rozwiąz. Kreślę kąt prosty ACB , daiąc 
jnii za iedno ramie bok CB kwadratu mnieysze-
g o ; z punktu B iako ze środka promieniem ró-
wnym bokowi kwadratu większego , krelę łuk 
przecinaiący drugie ramie kąta prostego w pun-
kcie A: liniia AC będzie bokiem kwadratu szu*-
kanego: gdyż poprowadziwszy liniią AB, w tróy-
kącie ACB prostokątnym przy C iest AB^ îzz AC^ 
-j- BC^. Odiąwszy po obu stronach BC% zosta-
nie AB'̂  — BC^ zzz AC^ To iest, różnica mię-
dzy kwadratem z boku AB, którym iest kwadrat 
dąny ABKI, i między kwadratem z bokuBC,któ-
rym iest drugi kwadrat dany CBGE iest kwadrat 
z Unii AC. 
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Sposób 12. Prowadzę liniią AB fig. 9 r. ró-
wną bokowi kwadratu większego z dwócb da-
nych, i na niej' iako na średnicy wykreśliwszy 
półkole , z punktu B prowadzę cięciwę CB ró-
wną bokowd kwadratu innieyszego, z punku A 
)oprowadziwszy cięciwę AC, ta będzie bokiem 
tw^adratu ;;zukanego : gdyż kat ACB iest prosty 
(128), azatem AB^^^izz^AC^-f-BC^; więcAB^ — 
BC^r=:AC\ 

170. Zagad. Prostokąt AFfiig. (^i. za-
mienić na kwadrat równy mu co do powierz-
chni. 

Rozwiąz. Na większym boku danego pro-
stokąta iako na średnicy , kreślę półkole, wzią-
wszy polem ADzz: AE, i z punktu D wyprowa-
dziwszy DC prostopadłą do AB, aź do przecię-
cia się z okręgiem w punkcie C, prowadzę cię-
ciwę CA; ta będzie bokiem kwadratu szukane-
go: gd\ż poprowadziw^szy cięciwę CB, ŵ  tróy-
kącie ACB prostokątnym przyC, kwadrat z ra-
mienia kąta prostego AC równy iest prostokąto-
wi z przeciwprostokątney AB, i z odcinka AD 
przyległego temu ramieniu (162), to iest, AC^ 
— A B X A D ; czyli, A^^ZZ:ABXAE; gdyżAD 
rzzAE z wykrelenia: to iest, k-wadrat z linii AC 
równy iest prostokątowi danemu. 

^ 171. Wniosek. Ponieważ wielokąt iaki-
kolwiek można zamienić-ua tróykąt (142), tróy-
kąt zaś na prostokąt (166), a prostokąt na kwa-
tlrat równy mu co do powierzchni; więc każdy 
w ielokąt zamienić można na kw adrat równy mu 
co do powierzchni. 
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17 2-. Twierd. W trójkącie A CB fig. 7 S, 
7. końca C, boku CB przeciwnego kątowi ostre-
mu A , spuściwszj CD prostopadłą do AB rami^/- ^ ruco 

-Bit tegoż kąta A, będzie kwadrat z przeciwo-
strokątney CB równy mmmie kwadratów z 
dwóch ramion kąta, ostrego AC i AB, mniey 
dwoma prostokątami z ramieniaABna któ-
re spust zona iest prostopadła , i z odcinkio 
AD przyległego temuż kątowi ostremu A, lo 
iest, będzie BC^ AC^ -j- AB^ - - 2 AB X AD. 

Dowod. W trójkącie CDB prostokatnjm 
p r z j D , iest BCzz : CD^ + DB"̂  (162). W t r ó y -
kacie ACD,CD' —AC^ —AD^(I69). Liniia DB 

AB—AD; a zatem DB'̂  — A B" - f AD' — 2AB 
X a d (160). w równaniu więc pierwszem z 
drugiey s t ron j zamiast CD'̂  DB"" polożjwszy 
znalezione ich ważności, równanie to zamieni 
sie w nastepuiace : 

BC^zzzAC^—AD'-[-AB'+AD^—2ABXAD ; 
czyli hC—AC-j-AB^— 2 AB X AD. 

Albo tak., Liniia D B = : A B — A D ; wiec DB^ 
~ AB^ - f AD^ — 2 AB X AD (160). W tóm ró-
wnaniu dodawszy po obu stronach CD" ,̂ bedzie 
DB^-f CD^z=AB^-f AD^-f-CD^—2ABXAD' - A. 

W tróykącie CDB iest DB^-(- CD''zzzCB^ w 
tróykącie CDA iest AD^+CD^ i=:ĄC' (162). W 
równaniu A z jedney strony zamiast DB^ CD^ 
położywszy CB% z drugiey strony zamiast AD® 
-j- CD^ położywszy AC^; równanie to zamieni 
się wnastępuiące TbC—AC-f-AB'—2ABXAD. 

173. Twierd. W tróykącie ACB/^^. 73. 
Kro 2 z końca C boku BC przeciwnego kątowi 
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roztwartemu A, spuściwszy CD prostopadłą do 
AB ramienia tegoż kąta, będzie kwadrat z prze-
ciwroztwartokątJiey BC równy summie kwa-
dratów z ramionyiC, AB powiększaney dwo^ 
ma prostokątami z AB i AD; to iest, łjetlzie 

A C 4- AB' + 2 AB X AD. 
Dodwo. W tróykącie CDB prostokątnym • 

przy D , iest CB" :=: CD' + BD' (162). W tróy-
kacie CDA , CD^m: A C — AD' (169). Liniia 
BDizz-AB-f AD: więc BD'=:AB' - f AD'-f 2AB 
X AD (1 59). W rówmaniu więc pierwszem za-
miast Ci;"^ położywszy znalezione icłi wa-
żności, równanie to zamieni sie w nastepuiace: 

CB'~AC—AD"-f AB'-j-AD"-f2ABXAD: 
czyli CB'=:AC'-f AB'-f 2ABXAD. Sposób 2gi 
iak w t wierdzeniu poprzedzaiącem. 

174- Wniosek. Z trzech ostatnich twier-
dzeń wypada , że maiąc w liczbach wyrażone 
trzy boki tróykąta, można doyść czy kąt prze-
ciwny któremukolwiek z bokó\v iest prosty, czy 
ostry, czy roztwarty. Jeżeli kwadrat z jednego 
boku iest równy summie kwadratów z dwóch 
innych boków, kąt przeciwny pierwszemu bo-
kowi iest prosty: ieżełi zaś kwadrat iednego bo-
ku iest mnieyszy lub większy od summy kwadra-
tów z dwóch innych boków, kąt przeciwny bo-
kowi pierwszemu będzie w pierwszym przypad-
ku ostry, w drugim roztwarty. -

17^. Twierd. W tróykącie ABC fig. c^i. 
podzieliwszy podstawę AB na. na dwie równe 
czyści w punkcie E, i poprowadziwszy liniią 
CE, bedzie AC + BC':=:2.AE'+2.ĆE\ 

Do^ 
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Dowod. Z wiei-zchołka kąta G spuściwszy 
C D prostopadłą do AB, w tróykącie GDE pro-
stoliątnym przy D , kąt GED iest ostry (87), a za-
tem w tróykącie AGE iest AG^zzAE^ -j- GE' — 
a A E X E D (172). 

W tróykącie GBE , którego kąt GEB iest 
roztwarty (i5)', iestBC^zzzGE^+ BE ' - f - aBEX 
E D ( 1 7 3 ) , czyli BG^ m: AE^-f 2AE X ED: 
gdyż BEz=:AE. 

Dodawszy strony równania pierwszego i o-
statniego, bedzie 

AG^ + BG^—AE' + GE^-j- CE^ - f AE'—2AE 
X ED -j- 2 AE X ED ; czyli 

AG^ - f Bę-̂  = : 2ĄE^ -f- 2GE^ 
176. Wniosek. A zatem w każdym ró-

wnoległoboku ABGDfig.Ąi. summa kwadratów 
ze czterech boków, równa iest summie kwadra-
tów z dwócli przekątnych AG, BD : gdyż prze-
kątne te w punkcie F dzielą się na dwie części 
równe: tróykaty bowiem DFG, AFB, w których 
bok D C = A B (79), kąt DGFzrBAF, i kąt GDF 
rzz ABF, iako naprzemianległe wewnętrzne , 
przystaną do siebie (26), a w sczególności DF 
n=:BF, î  AF nz CF. Więc w tróykącie ABG , 
podług twierdzenia poprzedzaiącego , iest AB^ 
-I- BC" 2AF' 4- 2BF\ Podobnież w tróyką-
cie ADC, iest DC^-f-AD' —2AF^-f 2DF^, czyli 
DC^ -fADzziaAF^ + 2BF^; gdyżDFzuBF z do-
wodzenia. 

Dodawszy strony równania pierwszego i o -
statniego, bedzie 

AE^^-l-BC^-f D C ' - f A D ' = 4 A F " + 4 B F ^ , _ A, 
8 
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. Lecz ACizzaAF; więc AC'z=:4AF'; 
^BF; więc BD'—4BF^ W równaniu A zam ia ist 
4 - f 4BF% położywszy AC'-}- BD% bedzcie 
AB'' + BC^ - f DG^ - f A D ^ = A C ' -{- BD', to^i.esst, 
summa kwadratów ze czterech boków równolie-
głoboku, równa iest summie kwadratów zdw«ócch 
iego przekątnych. 

R O Z D Z I A Ł VIL 

Opoclohieńsł:wie wielokątów, a naprzi>d ti-óy}-
kątów, i oproporcyonalności ieh boków. 

177. Twierd. W tróykącie iakimkolwiek 
ACB fig. 93. poprowadziwszy liniią DE równo-
odległe od podstawy AB; liniia ta podzieli b(0-
ki AC, BC na części proporcyonalne: to iest 
będzie CD: A D " C E : ER 

Dowod. Poprowadziwszy liniie proste AE, 
BD, dwa tróykąty ADE, BDE stoiące na iedney 
podstawie DE, i maiące wierzchołki swoie A i 
B na linii AB rówJioległey od podstawy , maią 
iednakową podstawę i wysokość: a tem samem 
są sobie równe co do powierachni (140), 

Dwa tróykąty CDE, DAE, maiące podsta-
wy na linii CA, a spólny wierzchołek w punkcie 
E , maią równą wysokość, a zatem są do siebie 
iak podstawy (iSO- to iest, 

CDE: DAE —CD: AD : , — ^ — A. 
Podobnież tróykąty CDE i BDE maiące 

podstawy na linii BC, a spólny wierzchołek AV 
punkcie D , iiuna równą wysokość, a zatem są 
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dlo siebie iak podstawy : to iest , CDE: BDE z=: 
C E : EB; czyli CDE: DAEz=:CE: EB:. . — B. 
g dyż tróykąt BDE DAE co do powierzchni, 
Kakośmy dowiedli wyżey. Porównawszy z so-
bią dwie proporcye A i B , postrzeżemy że dwa 
pierws^.e wyrazy C D E , D E A , w obudwu pro-
ptorcyacli są te same : wiec tak się ma pierwszy 
p»oprzednik do swego następnika w pierwszey 
p»roporcyi, iak pierwszy poprzednik do swego 
n.astępnika w drugiey: a zatem będzie też i dru-
gi podrzednik dosw^ego następnika w pierwszey, 
iaik drugi poprzednik do sw^ego naśtępnika w 
drugiey proporcyi: to iest, będzie CD: ADiz:: 
C E : EB. 

178- Wniosek i. Ponieważ iest C D : 
A.D — CE: EB; wiec też bedzie 

ioW C D - f AD: CDzi=CE-|-EB: CE; czyli, 
A.C: CDnzBC: CE; 

ire C D - f A D : ADi=CE- | -EB: EB; czyli, 
AC: ADzzzBC: EB. 

179. 2, Kiedy dwie liniie proste AB, CD, 
J ig . 94. iakiekolwiek położenie względem sie-
bie maiące, przecięte są od iakieykolwiek liczby 
liniy między sobą równoległych AC, EF, GH itd. 
części dwóch pierwszych liniy zawarte między 
równoległemi sa sobie proporcyonalne, to iest, 
będzie AE: C F = E G : FHzizBG: DH. 

Jakoż przedłużywszy liniie AB, CD aż do 
przecięcia się w punkcie S, w tróykącie SEF , 
którego boki SE, SF przecina liniia AC równo-
legle od podstawy EF, iest SE: AE = SF: CF 
(178)5 czyli SE: SF = AE: CF ; — * r A. 
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Podobnież wtroykącie SGH, którego b<olkł 
^SG, SH przecina liniia EF równolegle od p(0(d-
s tawyGH, ies tSE: SFz=:EG: FH ; — ^ — JB. 

Porównawszy z soba proporcye A i B , błę-
dzie AE: GFz=:EG: FH.' 

Podobiiymże sposobem dowieśdź możmaa , 
że EG: FHz^BG: DH. 

180. Twierd. Gdy w tróykącie ABC fig. 9)5-
liniia DE dzieli dwa którekolwiek boki np, A(C, 
BG na części proporcyonalne; liniia ta DE bte^ 
dzie od trzeciego boku AB równoodległa. 

Dowod. Jakoż gdyby liniia DE niebyła no-
wnoległa od AB, natenczas z punktu D moźna-
by było wyprowadzić inną iaką liniią np. DF o>d 
Taoku AB równoległą. A zatem w tróykącie ACB, 
którego dwa boki AC, BC przecina liniia DF ró-
wnoległa od boku trzeciego AB, byłal^ na,'Stie-
puiaca proporcya: AC: C D = B C : CF ; a źe 
podług założenia AC: CD:=:BC: CE; wlec gdy 
3 wyrazy pierwszóy proporcyi równe są trzem 
odpowiadaiąc}a-n wyrazom drugiey proporcyi, 
czwarty wyraz w pierwszey powinien być równy 
czwartemu wyrazowi drugiey proporcyi; czyli 
powinno być C F = : CE. T o i e s t , liniia z pun-
ktu D wyprowadzona równoodległe od boku AB 
powinna bok CB przecinać w takiey odległości 
od wderzcbołka C, w iakiey odległości przecina 
go liniia z tegoż punktu D wyprowadzona, i dzie-
ląca dwa boki AC, BC proporcyonalnie: czjdi, 
co na iedno wychodzi, punkta F i E powinny się 
znaydować na boku BC w jedneyże odległości 
od punktu C; a zatem dwa te punkta F i Epc- " 
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winny być iednymże punktem; a tem samćm li-
niie I)E, DF, z których isza dzieli boki AC, BG 
proporcyonalnie, i g a iest równoległa od boku 
AB, skladaią iedne liniią, bo przez dwa punkta 
iedna tylko liniia prosta przechodzić może. 

181. Twierd. W tróykącie iakimkolwiek 
ACB Jig. 96. podzieliwszy ieden z kątów np. kąt 
C na dwie równe części liniią CD; liniia La po-
dzieli bok AB na dwa odcinki AD i DB pro-
porcjonalne bokom przyległym; to iest, bę-
dzie AC: BC—AD: BD. 

Dowod. Wyprowadziwszy z punktu A li-
niią AF równoodległą od CD, aż do przecięcia 
się w punkcie F z przedłużonym bokiem .8C ; 
"W tróykącie ABF , w którym liniia CD iest ró-
wnoległa od AF; iest CF: BG = : AD:,BD (177). 

Nadto kąt GAF zzz ACD iako wewnętrzne 
naprzemianległewzgledem sieczney ACi równo-
ległych AF, CD; kąt ACDz=:DCB podług zało-
żenia; kąt DCB Zzz AFC iako iednostronne od-
powiadaiące wzgledem sieczney FB i równole-
głych AF, 'DC; a zatem kąt GAF zzz AFC. Więc 
tróykąt AGF iest równoramienny (32); i bok CF 
zziAC. W powyższćy wiec proporcyi położy-
wszy AC zamiast "FG, będzie AC: BC =zAD: BQ. 

182. Zagad. I. • Przez punkt D wzięty-
o d upodobania między ramionami kąta C, 
fig. 97. poprowadzić łiniią AB tak, aby części 
iey AD, BD, będące miedzy ramionami ką-
ta C i punktem D były równe. 

Bozwiąz. Przez punkt D poprowadziwszy 
DF równoodległą od BC , wziąć FA zzz CF , i 
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przez pnnkta A , D poprowadzić liniią ADIB:: li-
niia ta iest szukana: gdyż w tróykącie ABC, AVF: 
CF zz: AD: DB (177), aże AFzzzCF z w^ykire-
ślenia, więc i ADzz:DB. 

183. Zagad. 2. Maiąc dane 3 hiniiie 
AC, BC, DC Jig. 98. znaleźć czwartą pjro-
porcyonalną. 

B.PZW. Wykreśliwszy kąt iakikolw ielk C, 
na iednym iego ramieniu biorę CA równą i sz^ey 
linii (^laney, i CB równą 2giey linii daney, a na 
drugim ramieniu biorę CD równą 3ciey Kniii dla-
ney: złączywszy potem punkta A i D Ftf^iią pifo-
stą AD, i z punktuB poprowadziwszy BE rówmo-
odległą od AD , aż do przecięcia się z bok iem 
CD w punkcie E, liniia CE iest szukana : ;gdlyż 
w tróykącie ACD iest AC: BCzziDC: CE (H7.'8). 

184. Uwaga. Gdyby druga liniia dauia 
CB była dłuższa od pierwszey AB, znaleźliby śnny 
4tą proporcyonalną tymże samym sposobem , z 
tą tylko odmianą, że liniia GB równa agiey linii 
danóy wypadłaby na przedłużeniu boku AC; a 
Lniia CE na przedłużeniu boku CD. 

Gdyby iga i "^cia liniia dana były sobie 
równe , na ten czas liniia szukana byłaby 
cingłą ieometrycznie proporcyonałną. W y k r e -
ślenie iest to samo ; Kreśli się naprzód iakikol-
wiek kat C, potem wziąwszy CA równe pier-
wszey linii daney, a CB i Gh równe między so-
bą i równe drugiey linii daney, punkta A i ^ 
JąCzą się liniią prostą kb', a zpimktu B prowa-
dzi się Be równoodległa od A^: liniia iest 
SŁukana, gdyż w tróykącie A C ^ iest A C ; C B : : : : 
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iCbi Cc ; czyli AC: CB zz: CB: Ce : ałbowiem 
iCb CB. 

Wiedząc sposób, którym się znay-
łdiile liniia ieometrycznie proporcyonalna, 
imożna dwa zagadnienia w^^ey podane (i57> 
i 5 8 ) rozwiązać innym sposobem. 

Zagad. Dany prostokąt AC hih równo-
ileglohok iakikolwiek fig. 85- zamienić na pro-
stokąt lub rówmolegtobok inny równy dane-

mu co do powierzchni y któryby miał za, pod-
stawę liniią daną BG. 

Rozw. Do daney linii BG, do podstawy 
AE i wysokości BG danego prostokąta, szukam 
4tey ieometrycznie proporcyonalney BE, ta bę-
dzie wysokością sziikanego prostokąta:gdyż po-
dług wykreślenia iest BG : AB BC: BE. więc 
BG X fiE AB X l^G. to ies t , powierzchnia 
prostokąta znalezionego , równa poAYićrzchnL 
prostokąta danego. 

186. Zagad. ' Maiąc dane dwa prosto-
kąty lub równoległoboki, któiych podstawy i 
wysokości są różne, wykreślić trzeci którego-
by powierzchnia rófwna była summie lub ró-
żnicy powierzchni dwóch równolegloboków 
danych, 

Rozw. Nazwawszy powierzchnią iednego ró-
wnoległoboku R, iego podstawę P, wysokość W ; 
powierzchnią drugiego podstawę p, wysokość 
Wy bedzie R z ^ P X W ; rz=zpy<^w. A zatem 
R + r z = : P X W - f - / ^ X ^ ^ J R — / = P X W — 
pXw 5 — j — » — » — » — » — ; — A^ 
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Do obudwu podstaw P i / ? , tudzież do "wy-

sokości W, znajdźmy 4tą ieometrycznie prop<or-
cyonalną (i83)ł którą nazwiymyM, będzice P : 
pzizw: M. więc 

W równaniach A, zamiast połoiży-
wszy P X M) równania te zamienią się w ma-
stepuiace: R-f-rzzzP X W - f P X M = : P ( W 
+ M); R — r z = : P X W — P X M = P ( W — M ) : 
to iest, summa Uib różnica powierzchni dwó'ch 
równoległoboków danych, równa iest 
iącemu podstawę równą podstawie iednego z 
dwóch danych, a wysokość równą summie liub 
różnicy wysokości tegoż równoległoboku danie-
go, i Ątey ieometrycznie proporcyonahiey d o 
obudwu podstaw i wysokości 2.go równoległo-
boku danego. 

187. Zagad. Maiąc dane dwa prosto-
kąty AC i EG Jig. 81. wyrazić ich stosunek 
w liiiiiach: to iest , znaleźć dwie liniie proste , 
któreby się tak miały do siebie, iak się maią dwa 
dane prostokąty. 

Piozw. Do wysokości BC iednego, do pod-
stawy EF i wysokości FG drugiego prostokąta 
danego , szukam czwartey ieometrycznie pro-
porcyonalney, którą nazwiymy M. P^s toką t AG 

^ j tak się będzie miał do prostokąta iak pod-
stawa AB do linii znalrzioney M: gdyż ABCD : 
E F G H Z = : A B X B C : E F X F G że zaś po -
dług wykreślenia BC: E F r = F G : M; więcBCX 
MZZZEF X eg. w pierwszey proporcyi zamiast 
EF X I G położywszy BC X M; proporcyą ta za-
mieni się w n^stępuiącą: A B C D : E F G H = : ; A B 
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X BC: BC X M. Podzieliwszy dwa drugie wy-
razy przez BC, będzie ABCD: EFGH—AB: M. 

i88. Tym samym sposobem postępuiąc 
można znaleźć dwie liniie któreby się tak jmia-
ły do siebie, iak dwa dane kwadraty. Moźnaby 
teź zagadnienie to rozwiązać sposobem nastę-
puiącym : 

Niech będą AC, AF, Jig. 99 . , boki da-
nych kwadratów, których stosunek wyrazić ma-
my w liniiach. Prowadzę liniią AB, iakieykol-
wiek długości, byleby większą od AF boku kw a-
dratu większego z dwóch danych ; na linii AB 
iako na średnicy wykreśliwszy półkole, z końca 
A średnicy AB prowadzę dwie cięciwy AC, AF 
pierwszą równą bokowi danemu AC, drugą ró-
wną bokowi danemu A.F ; z punktu C i F spu-
sczam C D , F G prostopadłe do AB: odcinki AD, 
AG są liniiami szukanemi; to iest , dwa dane 
kwadraty będą się miały do siebie iak liniie AD, 
AG. Jakoż poprowadziwszy cięciwy GB, FB, 
kąty ACB, AFB są proste (128).' A że A C 
AB X A D , AF^ = AB X AG ( 1 6 2 ) ; wiec AG^: 
AF^Z=:ABXAD: A B X A G ; czyli AG^AF^ 
AD: AG. 

Albo tak. Kreślę kąt prosty daiąc mu ra-
miona równe bokom dwóch kwadratów da-
nych: poprowadziwszy potem przeciwprostoką-
tna , i z wierzchołka kąta prostego spuściwszy 
do niey prostopadłą, przeciwprostokątna po-
dzielona będzie na dwa odcinki, które są lini-
iami szukanemi (164). 
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189. Jeżeli dwa tróykąty ABC, abc fig, 
100. są równokątne, to iest takie, że kąt Aziza^ 
BzizZ', Czzic; i ieżeli hc^ioh. odpowiadaia-
ce, czyli przylegle kątom równym są międziy so-
bą proporcyonalne; to iest, gdy iest AB: ab'i=r, 
BC: bczzzkC: ac, takie dwa tróykąty nazywać 
hediAemj podohnemi, Triangida similia. 

W ogólności wszystkie wielokąty równo-
k«ątne, i których boki odpowiadaiące , to iest, 

" przyległe kątom równym, są między sobą pro-
porcyonalne, zwać będziemy podobnenii. I tak 
dwa np. pięciokąty ABCDE, abcde fig. loS* są 
podobne, ieżeli kąt A Bizzb, C = ę, D ~ 
d , Eiz ie ; i ieżeli iest AB: ^z^—BC: Z^czizCD: 

FI^Ć?—AE: ae. 

190. Twierd. Jeżeli dwa tróyhaty ABC^ 
abc fig. 100. , są rą^^nokątne , będą też boki 
ich odpowiadaiące proporcyonalne , a Lem 
samem tróykąty te będą podobne. 

Dowod. Na boku AC w z i ą w s z y CDn:ar ; , 
na boku CB wziąwszy CEzzrc^ i poprowadzi-
wszy DE; w dwóch tróykątach CDE, cab., Dok 
CD=zac, bok CErzzcZ' zwykreślenia , i Łąty 
między temi bokami zawarte G i c równe zza-
łożenia; więc dwa te tróykąty przystaną do sie-
bie podług Twierd. i . , o przystawaniu tróyką-
tów; a w sczególności bok UEziizab, i kąt CDE 
zzzcab', ze zaś kąt cabzzzCAB podług założenia, 
więc i kąt CDEz=:CAB, a tem samem liniia 3E 
iest równoległa od AB (67). Będzie więc AC: _ 
DC=:BC: CE (178), czyli AC: a b ^ B C : 
gdyż ac=zDC, bczi^CE. 
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W tróykącie ABC ź punktu E poprowadzi-
wszy EF równoległą od.AC, bedzie BC: CE 
AB: AF czyli BC: L = : A B : ab', gdyz /'czziCI?;, 

Tę ostatnią proporcyą złączywszy z po-
wyższą AC: aczizhC: bc, będzie AC: ^2C~BG: 
bc—kB.ab. 

191. Wnioski i . Stąd wypada, że dwa 
tróykąty są równokątne , a tem samem podo-
bne , gdy dwa kąty iednego równe są dwom ką l̂ 
tom drugiego tróykąta: gdyż i trzeci kąt pier-
wszego musi byó równy '^łnii kątowi drugiego 
tróykąta (84). 

192. 2. Dwa tróykąty są także równok^i-
tne a tem samóm podobne, gdy boki iednego sa 
równoodległe względem boków drugiego tróyl 
kąta: bo ieżeli boki CA, CB fig. 100. są równo, 
odległa względem boków ca, cb, a boki CB, AB 
są równoodległe względem boków cb, ab-, b i -
dzie kąt Czzzc, kąt , iako zawarte między 
ramionami względem siebie równoodłegłemi, { 
rozcbodzącemi się w Jednęż stronę (yoj, a zatein 
dwa te trójkąty są podobne podług poprzedzij.-
iącego wniosku. 

Jeżeli zaś^ w dwóch tróykątach ABC, abi-^ 
fig. 101. boki AB i ab, BC i hc, AC i ac, wzglo« 
dem siebie równoodległe, rozchodzą się w strfi-
ny przeciwne; przedłużywszy bok CB az do 
przecięcia się z bokami ab, ac w punktach cl, f^ 
w dw^ch tróykątach ABC, a d f , kąt CBKzzifda 
iako naprzemian ległe zewnętrzne względein 
sieczney Cf^ i dwóch równoodległych AB/a^ j 
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kąt "ziz a f d , iako naprzeniianlegle we wjnę-
trzne względem sieczney C/, i dwocli równo<od-
legiych AC, ac; więc dwa te tróykąty ABC, <adf 
są równokątne (191). A że tróykąty adf^ tahc 
są równokątne, gdyż maią kąt a spólny, kąt iadf 
zzz ahc iako iednostronne odpowiadaiące wzglę-
dem sieczney ah i dwóch równoległych Q>f, bc; 
więc i tróykąty ABC, ohc są równokątne. 

193. 5' Nakoniec dwa tróykąty są także 
równokątne a tem samem podobne , gdy b-oki 
iednego są prostopadłe względem boków dru-
giego tróykąta. Jakoż gdy w dwóch tróykąt ach 
CAB, cab Jig, i oa , boki AB i ab, AC i ac, BG 
i ^c są względein siebie prostopadłe ; ź wierz-
chołka kąta C wyprowadziwszy iednę liniią CD 
prostopadłą do CB a tem samem równoległą od 
^^ (58); drugą CF prostopadły do AC a tem sa-
mem równoodległą od ac, będzie kąt DCB zzz: 
ACF iako proste z wykreślenia. Dodawszy po 
obu stronach kat BĆF, bedzie DCB + BCF rz: 
ACF -f- BCF: czyli DCF=ACB. A że kąt DCF 
zzzbca, iako zawarte między ramionami wzglę-
dem siebie równoodległemi z wykreślenia, i roz-
chodzącemi się w jednęż stronę , więc i kąt 
A C B z z W 

Podobnież z punktu A wyprowadziwszy ie-
dnę liniią AG prostopadłą do AB, a tem samem 
równoodległą od ab, drugą AH prostopadłą do 
AC, a tem samem równoodległą o d b ę d z i e 
kąt CAHzzBAG iako proste z wykreślenia. Od-
iąwszy po obu stronach kat CAG, zostanie CAH 
- ICAGzzBAG—CAG; czyli GAH==;BAĆ. A 
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ze kąt GAHzziZ-^zc, iako zawarte między ramio-
namii względem siebie równoodległemi z wykre-
ślenia , i rozchodzącemi się w jednęż stronę : 
wiięc i kąt BAG — D w a więc tróykąty BAC, 
hcac są podług wniosku i . równokątne, a tem 
sa:mem podobne. 

Gdyby tróykąt abc znaydował się wewnątrz 
tnóykąta ABG, iak iest f i g , pod liczbą 2, dowo-
dz'.enie b3łoby iescze łatwieysze: gdyż w czwo-
rokącie A daf summa wszystkich kątów waży 

I 4 kąty proste (gS): a że dwa kąty przy d\f wa-
żąi dwa kąty proste z założenia, więc kąt z 
ka tem A, waży dwa kąty proste. Tenże sam kat 
dtaf z kątem przyległym cab , waży także dwa 
ka ty proste: więc kąt Kzizcab. Tym sposobem 

I okazać można, że kątBizzcZ'/!; a zatóm dwa 
tróykąty AGB, acb są równokątne, a tem samem 
podobne : będzie więc AB: abz^i&C-. bczzzkC: ac. 

ig4. Uwaga. Uważać tu należy \ód, żo 
kiedy dwa tróykąty ABG, ahc fig. 100, są ró-
wnokątne , boki ich te są odpowiadaiące a tem 
samem proporcyonalne, które są przeciwne ką-
tom równym; i tak np. boki BG i bc przeciwne 
kątom równym K \ a , są bokami odpowiadaią-
c e m i : 2re , że kiedy dwa tróykąty ABC, 

fig. l o i . maią boki względem siebie równoodle-
głe , te boki są odpowdadaiące , a tem samem 
proporcyonalne, które są od siebie równoodle-
g łe ; 3cze, Że kiedy dwa tróykąty ABC, abc^ 
fig. 102. maią boki względem siebie prostopa-
<lłe; te boki są proporcyonalne, które są wzglę-
<lem siebie prostopadłe. 
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195. Twierd. Jeżeli we dwóch trayTką-

lach Irzy boki w jednym są proporcyonabne ^ 
%vzględ-em trzech boków w drugim tróykąoie, 
takie dwa trójkąty są równokątne a tem ;sa-
mim podobne, 

Dowod.. Niech będą dwa tróykąty ACB, 
acb fig. 103. których boki są między sobą piro-
porcyonahie; na okazanie że tróykąty te są ró-
wnokątne a tem samem podobne, na boku AG 
wziąwszy CDzz^c, i poprowadziwszy DE równo-
odległą od AB; dwa tróykąty AGB, DCE są p o -
dobne'(190), będzie więc AC: CD=:CB: CE — 
AB: DE. Lecz z założenia iest AC: aczizGB : 
cb—AB: ah. 

W tych dwóch ciągach stosunek pierwfszy 
ciągu Igo równy iest stosunkowi pierwszeimu 
ciągu ago: gdyżCDz=:rt^c z wykreślenia; a za-
tóm wszystkie stosunki obud\\u ciągów mu.szą 
być między sobą równe. A że poprzedniki cią-
gu Igo równe są poprzednikom ciągu ago, więc 
i następniki w ciągu iwszyni muszą być równe 
nastęj)nikom w ciągu 2gim ; to iest GE zz: ch , 
DEzzif?/^. Dwa więc tróykąty GDE, ach przy-
staną do siebie (28), a tem samem są równo-
kątne: a że tróykąty CDE, AGB są równokątne, 
więc i tróykąty ach i ACB są równokątne , a 
tóm samem podobne (190). " 

196. Twierd. Dwa tróykąty są podo-
bne, gdy dwa boki iednego są proporcyonal-
ne względem dwóch boków drugiego tróyką-
ta, i gdy kąty między tęmi bokami zawarte ^ 
są sobie równe. 
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Dowod. Niecił będą dwa tróykąty ACB, 
actb fig. io3. wktórycli k ą t C n z c , i AC: aczzz 
BC;,: hc. Na boku AC wziąwszy CD uzac, na 
bojku CB wziąwszy CEzzzcb, i poprowadziwszy 
D E , dwa tróykąty CDE, cah przystaną do sie-
b i e podług Twierd. i o przystawaniu tróykątów, 
a t em samem są równokątne. Ponieważ zaś po-
dłmg ^założenia iest AG: ac-. BG: hc} będzie więc 
A C : CD==:BG: CE; gdyż CDr=:/zc, CE = ^c.'" 

Więc liniia DE iest róvmoległa od AB (i8o), 
a t em samem tróykąty ABG, DEC są równo ką-
tnes: że zaś tróykąt DCE iest równokątny z tróy-
ką tem ach, więc i tróykąty AGB, ach są równo-
k ą t n e , a tem samem podobne (190). 

197. Zagad. Na daney linii AB fig. io5» 
v>y'stawić'tjóykąc podobny danemu acb. 

Rozw. Sposób I. Przy pimktach A i B , 
kreślę k ą t A n : ^ i kąt B — Z>, ramiona tych ką-

^ tów przedłużam aż do przecięcia się w punkci® 
C: tróykąt AGB iest szukany (191). 

Sposób 2. Przedłużam bok ab do d, tak 
aby była liniia adzzzAW-y przez punkt tó? prowa-
dzę równoodległą od bc aż do przecięcia się * 
przedłużonym bokiem ac w punkcie tróykąt 
adf iest szukany ( 1 9 6 ) . 

Sposób 3. Do , AB i ac szukam linii 
L^tey ieometrycznie proporcyonalney(i83)'I^rzy 
punkcie A na danóy łinii AB , kreślę kąt Ązzia^ 
daiąc mu za drugie ramie znalezioną ^ t ą ieo-
metrycznie proporcyonałną: końce tych dwóch 
r^imion łączę liniią prostą i będzie tróykąt po-
dobny danemu (196),^ 
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Sposóh Ąiy, Szukam Ątey ieometrjczmie 
proporcyonahiey; lód, do ah, AB i ac\ i\re, 
do ah A& i hc i na hnii AB kreślę tróykąt 
<iaiąc mu za boki AB i BG dwie Ąte proporcyo-
nalne znalezione, będzie tróykąt ABG podolbny 
danemu (igS). 

198. Twierd. Z punktu A fig, io4' po-
prowadziwszy iakąkolwiek liczbę liniy AB, .AC, 
AD i t . d . któreby się przecinały z dwiema ró-
wnoodległemi GL i BF; liniie te AB, AC i.t.d. 
podzielone będą w punktach przecięcia snę z 
równoodległemi na części proporcyonaln.e, i 
liniie równoodległe będą także podzieltone 
na części proporcyonaln e. 

Dowod. Dwa tróykąty ACB, AHG, maią-
ce kąt przy A spólny i kąt ABC zz: AGH ( 6 7 ) . , są 
podobne (191). Dla teyże przyczyny dwa tr óy-
katy ACD, AIH są takie podcfbne. Toż mówić 
o tróykątach AED, AKI, tudzież o tróykątach 
AFE, ALK. Boki zatem tych tróykątów są mię-
dzy soba proporcyonalne : bedzie wiec 

AB: AGzziAG: AH = BC: GH. 
AC: A H z z A D : Al z z CD: HL 
AD: Al rz: AE: AKz=:DE: IK, 
AE: A K z z A F : ALzzzEF: KL. 

Wszystkie te stosunki są równe : gdyż w 
każdym ciągu stosunek drugi iest ten sam, co 
w następuiącym ciągu stosunek pierwszy. Wzią-
wszy naprzód te tylko stosunki, których wyra-
zami sa liniie z punktu A poprowadzone, będzie 

AB: AG z z AG: AHzz: AD: AIzzAE: A K = ; 
AFi AL: wiec 

AB—. 
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AB—AG: AGiz:AC—AH: A H = A D — A l : 
Al i t. d . ; czyli 

BG: AGz=:GH: AH=:DI : A I = E K : A K r = 
FL : AL; toiest , liniie AB, AG, AD i t .d . po-
dzielone są na części proporcyonalne. 

Wziąwszy potem w 4 powyższych ciągach 
te tylko stosunki , których wyrazami są części 
dwóch liniy równoodległych GL, BF, bedzie 

BG: GHz=:GD: H I = : D E : I K = E F : KL; to 
iest, liniie równoodległe GL, BF podzielone są 
na części proporcyonalne. 

199. Zagad. Daną linią MN podzielić 
na części proporcyonalne częściom linii BF. 

B.OZW. Na linii BF kreśle tróykat równo-C i.' 

boczny BAF; wziąwszy potem AG =zMN, i AL 
zziMN, i poprowadziwszy liniią GL, punkt A 
z punktami podziałów linii BF łączę liniiami pro-
stemi AG, AD, AE, które łiniią GL przecinaią 
w punktach H, I , K na części proporcyonalne 
częściom linii BF : gdyż A B = A F , i AGinAL 
2 wykreślenia : będzie więc AB: AGuzAF: AL. 
Więc liniia GL iest równoodległa od BF (180), 
atóm samem dwa tróykąty AGL, ABF są podo-
bne : będzie więc AB: AG=:BF: GL. W tey 
proporcyi poprzednik drugi BF, równy iest po-
przednikowi piórwszemuAB zwykreślenia; więc 
i następnik drugi, równy być musi następniko-
wi pierwszemu; to iest, GL HZ AGzz: MN. Aza-
tóm podług twierdzenia poprzedzaiącego części 
linii GL czyli MN, są proporcyonalne częściom 
linii BF. 

9 
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Gdyby dana liniia do dzielenia była wwie-
Tisza od linii BF, iak iest np. liniia mn , na i ten 
Czas wykreśliwszy na linii BF tróykąt równobbo-
czny BAF, i boki AB, AF przedłużywszy do . g i 

tak abyA^^=zw/i , Alz—mn, poprowadŹKmy 
liniiąg/przecinaiącąsię w punktach A- zpr;i'ze-
dłużonemi liniiami AG, AD, AE. Tym spooso-
bem liniia^/ czyłi 7nn podzielona bedzie na ci;zę-
ści proporcyonalne częściom linii BF. 

Sposób 1. Niech będzie liniia AF fig. ico5. 
do podzielenia na 5 części proporcyonalnyych 
częściom linii daney: z punktu A wyprowaddzi-
wszy liniią AL nieograniczoney długości, pood 
iakimkołwiek nachyleniem do linii AF, i czzę-
ści drugiey linii daney , przeniósłszy na linuiią 
AL, iwszą część od A do G , agą od G d o l H , 
3cią od H do i , 4tą od I do K, 5tą od K do IL ; 
punkt L i F złączyć liniią prostą LF, i przez puiin-
kla podziałów linii AL poprowadzić liniie KIE , 
ID i t.d. równoodległe od LF, aż do przecięccia 
się z łiniią AF w punktach E, D, C, B; liniia M F 
w tych punktach podzielona będzie na częśści 
.szukane: gdyż w Ą tróykątach AGH, ADI, AEIK, 
AFL , których dwa boki przecięte są przez lirni-
ie BG, CH i t . d . równoodległe od boku 3g(o , 
iest (178) 

AB: A G = : AC: AH=:BC: GIL 
AC: AHzzzAD.: Al z z C D : HL 
ALI: Al = : A E : AICzizDR: IK. 
AE: AKzzzAF: A L ^ E F : KL. 

Wszystkie te stosunki są rów ne: gdyż drra-
gl stosunek w jednym ciągu, iest tenże sam cco 
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stosunek pierwszy w ciągu następuiącym. Bio-
rące te tylko stosunki, których wyrazami są zna-
lezione części linii AF i dane części linii A L , 
be^dzie 

AB: AGz=BC: G H z n C D : HIz= :DE: IK 
rz iEF: K L ; to iest , części AB,BG, i t . d . linii 
A F , są proporcyonalne częściom AG, GH i t. d. 
linii AL. 

Aby się ustrzedz uchybienia w prowadze-
niu liniy KE, ID i t. d. równoodległych od LF, 
można z k o ń c a F linii AF poprowadzić liniiąFM 
t ak , aby kąt AFMzzzLAF; wziąwszy potem na 
linii FM cześć F Q z = L K , Q P = : K I , P O = I H , 
ON=Z:HG,';NMZ=:GA; punkta A i M , G i N , 
H i O i t, d. połączyć liniiami prostemi AM, 
G N , HO i t . d . , które liniią daną podzielą w 
punktach B, G i t. d. na części szukane. 

200. J^niosek Gdyby części linii GL , 
/ i g . 104. były między sobą równe , części linii 
BF byłyt>y także między sobą równe. A stąd 
"wypada sposób łatwy podzielenia linii daney na 
iakąkolwiek liczbę części równych. 

lód. Poprowadziwszy łiniią BF Jig. io4' 
nieograniczoneyj długości, i oznaczywszy na 
niey tyle części równych łakieykolwiek długo-
ści, na ile ma być podzielona liniia dana GL,lub 

wykreślić na linii BF tróykąt równoboczny 
BAF, i wziąwszy na bokach AB, AF, lub na ich 
przedłużeniu liniie AG, AL, lub kg, kl równe 
linii daney do podzielenia, przez punkt A i przez 
punkta podziału linii BF, poprowadzić liniie 

9* 
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proste, które przetną liniią daną GL , lub g i l na 
części szukane. ' 

2.; <?. Z punku A linii KY,Jig. 105. dainey 
do podzielenia na części równe , poprowatdzi-
wszy liniią AL nieograniczonej- długości , ipod 
iakimkolwiek do linii AF nachyleniem; i zacczy-
luiiąc od punktu A, oznaczywszy na linii ALi ty-
le części równych iakieykolwiek długości , na 
i]e ma być liniia AF podzielona; poprow^aułzić 
liniie BG,GH i t . d . równoodległe od linii ILF: 
liniia AF będzie w punktach B, G i t.d. pod:zie-
lona na części szukane. 

Są także inne sposoby podzielenia linii p)ro-
stey na części równe. Niechby jrp. trzeba b'yło 
podzielić na 20 równych części liniią mn fig. 
104 , która do takowego dzielenia iest dla svÂ ey 
małości niewygodna, lecz którą wygodnie po-
dzielić można na części równych 4 i 5' I^^^y-
m y n a t o , że ma iê t̂ 4tą, !A.mb iest 5tą częścią 
linii 7«7z; liniia <7̂  będąca ró/nicrt między 4ttą i 
5tą częścią linii daney, będzie ićy częścią sos tą : 
gdyż i — -Łzn^^g .̂ Znalazłszy 2ostą część linii 
mil, łatwo będzie podzielić ią na części szukane. 

Sposób następuiący dzlele]u'a linii prostey 
na części równe, może być także wygodnie u-
żyty. Niechby np. liniią Kh\,fig. ro5 potfzoba 
było podzielić na części równych 5. Z końców 
linii daney wyprowadziwszy dwie liniie MF, AL 
od siebie równoodległe nieograniczoney dłu-
gości , na iedney z nicli MF wziąć 5 części ró-
wnych iakieykolwiek długości MN, NO, i t .d . 
przeniósłszy potem te same części na liniią AL, 
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z,aTCzynaiąc od A ku L , i połączywszy punkta 
jj-odziałów liniiami prostemi GN, HO, i t .d . w 
r(U'.vnoodległoboku LM poprowadzić przekątną 

która liniie GN, HO ^t.d. równe linii da-
ni ey AM, podzieli na części szukane: gdy w tróy-
k ącie AFM , którego dwa boki AF i MF dzieli 
ILniia EQ równoodległe od boku trzeciego AM, 
i(estMF: QF=:AM: EQ. 

A ze liniia QF iest 5tą częścią linii MF po-
dlług wykreślenia, więc i EQ będzie 5tą częścią 
linii AM. Tymże sposobem okazać można , że 
D P = i f częściom linii AM i t. d. 

201. Znaiąc sposób dzielenia linii prostey 
na części równe , łatwo będzie wykreślić po-
dzialkę, scala, która służy domierzenia liniy 
prostych. Naywygodnieysza iest podziałka dzie-
siętna, którą się kreśli sj^osobem następuiącyin: 
podzieliwszy liniią AB Jig, 106, na 10 części ró-
wnych, i z punktów A i B poprowadziwszy AD, 
BG prostopadłe do AB nie ograniczoney długo-
ści , na iedney z nich np, na linii AD wziąć 10 
części równych iakieykolwiek długości, i te sa-
me części przenieść na liniią BC, poczynaiąc od 
B do C. Poprowadziwszy potóm przez punkta 
podziałów liniie proste, iak wyraża ligura, łat\vo 
iest okazać, że np. część linii oznaczoney liczbą 
I. równoodległey od AB, zawarta między łiniia-
ini BC i Ba iest lotą częścią linii A że 
\IJ iest lotą częścią linii AB z wykreślenia, więc 
rota część hnii Al/ , będzie setną częścią linii 
AB. Podobnież części liniy oznaczonych liczba-
n i , 2, 3, 4 i t .d . równoodległych od AB, za-
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warte między liniiami BC i B«'są ^ ^ ^ 
i t. d. Linii AB. Sznm' mierniczy ma iak wiaido-
mo , prętów lo , a pręt pręcików lo. G^diyby 
więc liniia AB wyrażała sznur i , liniia Aib lub 
Ca wyrażałaby i pręt , a liniie zawarte miięedzy 
liniiami BC i B^ wyrażałyby 1 , 2 , 5 , 4 d. 
pręciki^ Liniia np. cd wynosi 5 prętów i 3 p^rę-
ciki ; liniia ef wynosi 7 prętów i 6 pręciikców. 
Przedłużywszy liniią AB do E tak aby BE:=i::AB 
i dokończywszy figury ; liniia cg wynosi szmur 
I, prętów 5, pręcików 3; liniia e/i wynosi szmur 
I , prętów 7 i 6 pręcików i t. d. 

202. Twierd. W tróykącie prostoką tnym 
ACjR Jig. 107, z wierzchołka Icąta prostego) C 
spuściwszy CD prostopadłą do AB; 

lód. Prostopadła ta podzieli tróylkąt 
dany na dwa inne podobne danemu, a tióm 
samem podobne między. soba; 2re Przf^cvw-
prostokątna podzielona będzie na. dwa cnl~ 
ćinki, międzj któremi prostopadła La i'est 
średnią ieometrycznieproporcyonalną ; 3«cie 
ramiona kąta prostego w tró)łiącie danym, 
będą ś red niemi ieometrycznie proporcy on al~ 
nemi między przeciwprostoliątną i odcinka-
m i przyleglem i. 

Dowod. lód Dwa tróykąty ACD, ACB 
maią kąt A spólny, kąt prosty ADC pierwszego, 
równy kątowi prostemu ACB drugiego tróykąta : 
więc i trzeci kąt ACD który oznaczamy głoską 
?n, w pierwszym, równy iest trzeciemu kątowi, 
B oznaczonemu głoską ni w drugim tróykącie. 
'Więc dwa te tróykąty sa podobne (190). Po-
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(Ićobnież dwa tróykąty CBD, ACB maią kąt 
sppólay, kąt CDB pierwszego równy kątowi ACB 

tróykąta ; wiec i trzeci kąt DCB czyli o w 
piierwszym równy iest '^ma kątowi BAC czyli o 
wr drugim tróykącie , wiec dwa te tróykąty są 
p(odobne. 

2.re: Aby okazać, ze prostopadła CD iest 
śr^ednią ieometrycznie proporcyonalną między 
ALD, i BD, nważmy dwa podobne tróykąty ACD 
i BCD, których bokami są liniie AD, DC i DB 
t ^ proporcyą składaiące. Ponieważ w tróyką-
tjach podobnych boki odpowiadaiące, to iest, 
p)rzyłegłe albo też przeciwne kątom równym są 
p»roporcyonalne (194), będzie więc bok Al> 
p>rzeciwny kątowi m w \szym tr óykącie ACD, do 
b'oku CD przeciw^nego kątowi ni w igim tróyką-
cie DCB , iak bok CD przeciwny kątowi o w 
iszym, do boku DB przeciwnego kątowi o w 
p-gim tróykącie; czyli AD: D C = : D C : DB. 

'^cic. Ałjy okazać, że AC iest średnią ie-
ometrycznie proporcyonalną między AD i AB-, 
liważmy dw â jtodobne tróvkaty ACB i ACD , 
których bokami są liniie AB, AC i AD propor-
cya te składaiace: bedzie wiec iak wyżey, bok 
AB przeciwny kątowi prostemu w iszym tróy-
kącie ACB , do. boku AC przeciwnego kątowi 
prostemu w 2gim tróykącie ACD, iak bok AG 
przeciwny kątowi m w iwszyni, do boku AD 
przeciwnego kątowi m w tróykącie; c;zyli 
AB: AG™AG: 

Podobnież na okazanie że iest AB: BG ziz 
tiC: BD: uwa>:my dwa podobne tróykąty ABG , 
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DBG, których bokami są liniie AB, BC i BD , 
składaiące tę proporcyą : będzie więc, bok AB 
przeciwny kątowi prostemu w pierwszym tróy-
kącie ABC , do boku BC , przeciwnego kątowi, 
prostemu w ogim tróykącie DCB , iak bok BG 
przeciwny kątowi o \szym do bokuBD prze-
ciwnego katowi o w Q.gim tróykącie: czyli AB: 
BC—BC: BD. ' 

203. Wniosek. Ponieważ podług 3ciey 
części poprzedzaiącego twierdzenia iest 

AB: AGzziAG: AD, AB: CBzzzGB: DB) więc 
AB X AD—AG% AB X DB CB\ A zatem 
A B X A D - f ABXDBz=:AC'-f CB'; czyli 
AB (AD + DB ) AG^ -I- GB'; czyli 
AB X AB zz: AB' rzi: AG' - f CB'; gdyż Al) + 

DB zz: AB ; to iest, w tróykącie prostokątnym 
ACB kwadrat przeciwprostokąmey AB , równy 
iest summie kwadratów z dwóch ramion kąta 
prostego ; własność którąśmy iuż wyżey (1G2) 
innym sposTjbem okazali. 

204. Zagad. Maiąc dane dwie liniie 
znaleźć między niemi średnią ieometrycznie 
proporcyonałną. 

j Rozw. Poprowadziwszy iakieykolwiek dłu-
gości liniią prostą, i wziąwszy na niey liniia AD 

Jig. 91. równą pierwsóy linii daney i DB równą 
drugiey linii daney, na linii AB iako na średni-
cy wykreślić półkole; i z punktuD wyprowadzić 
liniią DC prostopadłą do AB, aż do przecięcia 
się z półokręgiem w punkcie G: prostopadła CD 
będiue szukana: gdyż poprowadziwszy dwie cię-
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c i w j AC, BC, w tróykącie ACB prostokatnyip 
przy C (:28), iest AD: C D r z C D : DB (202). 

Sposób 2. Poprowadziwszy liniią AB ró-
wną więk-szey z dwóch liniy danych, i od koń-
ca B wziąwszy BD równą mnieyszey z dwóch łi-
niy danych ; na linii AB iako na średnicy, wy-
krieślió półkole, i z punktu D poprowadzić DC 
pr-ostopadłą do AB, aź do przecięcia się z póło-
kręgiem wpunkcie C; punkt C z punktem B złą-
czywszy cięciwą CB, ta będzie liniią szukaną : 
gdyz poprowadziwszy cięciwę CA, w tróykącie 
ACB prostokątnym pi-zy C, iest AB: CB ziz CB 
BD (202). 

205. Zagad- 2. Dany prostokąt AB ery 
fig' 80, zamienić na kwadrat równy mu co 
powierzchni. 

Rozw. Między podstawą AB i wysokością 
BC danego prostokąta, znaydźmy średnią ieo-
metrycznie proporcyonalną (204), którą ozna-
czmy głoską M ; ta będzie bokiem szukanego 
kwadratu: gdyż podług wykreślenia iest AB: M 
= M: CB; więc AB X C B = M' : to iest, po-
wierzchnia danego prostokąta , ró>vna iest po-
wierzchni kwadratu ^wykreślonego na linii M. 

206. Zagad. 5. Dany tróykąt ABC fig. 
107. zamienić na kwadrat równy mu co do 
powierzchni. 

Rozw. Między połową podstawy AB i mię-
dzy wysokością CD danego tróykąta znaydźmy 
średnią ieometrycznie proporcyonalną, którą o-
znaczmy głoskąM; M będzie bokiem szukanego 
kwadratu: gdyż podług wykreślenia iest 
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M = : M : CD; więc AB X C D c z ^ f ; to liesl, 
powierzchnia danego tróykąta , równa iest po-
wierzchni kwadratu wykreślonego na linii M . 

207. W^niosek. Okazaliśmy wyżey (i 42), 
że każdy wielokąt może być zamieniony natiróy-
kat równy mu co do powierzchni: w zagadrnie-
niu poprzedzaiącem podaliśmy sposób zarniie-
nienia tróykąta na kwadrat równy mu co do po-
wierzchni , a zatem każdy wielokąt można za-
mienić na kwadrat równy mn co do powieźć lini. 

208* Twierd. l/VieJokąLj foremne o> ie-
dney że liczbie boków sq podobne. 

Dowod. Ponreważ kąty wewnętrzne wie-
lokąta, ważą kątów prostych 2 razy tyle, iłe wie-
lokąt ma boków mniey 4 (95) > ̂  dwóch zatem 
wielokątach o iedneyże liczbie boków kąty w^e-
wnętrzne iednego tyle ważą kątów prostycli, ile 
ich ważą kąty wewnętrzne wielokąta drugiego. 
A że kąty iednego wielokąta są między sobą ró-
wne, i kąty drugiego wielokąta są także między 
sobą równe , gdyż dwa te wielokąty są podług 
założenia foremne; będą więc kąty iednego ró-
wne kątom drugiego wielokąta; to iest, dwa te 
wielokąty będą równokątne.^ 

2r<?. Ponieważ wielokąty te są foremne, 
więc boki iednego wielokąta są między sobą ró-
wne, i boki drugiego wielokąta, są także mię-
dzy sobą równe. Jeżeli więc bok ieden w Tszym 
wielokącie iest np. dwa razy większy od boku 
iednego w drugim; będzie też bok drugi w pier-
>vszym, dwa razy większy od boku drugiego w 
î ^̂ î/Ai wielokącie; i bok trzeci w iszym dw^ara-
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' zy większ/ od boku Zgo w igim wielokącie itd. 
to iest, boki tych dwóch wielokątów będą mię-
dzy sobą proporcyouidue. 

Kiecy więc dwa te wielokąty są równoką-
t n e i maią boki proporcyonalne, są tem samem 
poidobne. 

209. Twierd. Dwa iakiekolwiek wielo-
kąty np. dwa pięciokąty ABCDE, abcdey?^. 
io8' złożone z teyże sam.ey liczby tróykąiów 
podobnych między sobą i podobnie ułożo-
ny ch, są sobie podobne i odwroinie, 

Dow. W dwóch tróykątach ABC, abc po-
dobnych z założenia iest kąt B = Icąt ACBzu 
acb. Podobnież w tróykątach CAD, cad po-
dobnych 2 założenia iest kąt gdy 
więc iest ACB = ACDz=:«cc/; więc ACB 
- f ACD acb - f acd ; czyli kąt BCD hcd. 
Tymże sposobem okazać można równość kątów 
CDE i cde, DEA i dea. Co się tycze kątów 
BAE, bac j te są także sobie równe : gdyż pier-
wszy z nich składa się z kątów BAC , CAD , 
DAl^równych kątom odpowiadaiącyin^«c,c«^/, 
dae z których składa się kąt drugi. 

ISadto w tróykątach ABC i abc, ACD i acd^ 
ADE i ade podoljuych między sobą z założe-
nia , iest 

AB: bczzzkC-. ac, 
AC: aczzzCD: cd~kB: ad. 
AD: adizzDEi de—kE: ae. 

Wszystkie te stosunki są równe : gdyż w 
piewszym ciągu ostatni stosunek iesf ten sam co 
pierwszy w drugim ciągu, ostatni zaś w drugim 
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ciągu, iest texi sam co pierwszy w trzecim. JRio-
rac zatóm te tylko stosunki, których wyraz'.y są 
bokami wielokątów, będzie AB: rtZ' —BC: Biciu: 
CD: cd—T)JL: dez=.k.E\ ae. Dwa więc te wie-
lokąty będąc równokątnemi, i maiąc boki od-
powiadaiące proporcyonalne są podobne (i 89). 

Odwrotnie. Gdy są dwa wielokąty podo-
bne , skladaią się z jedneyie liczby tróykmtów 
podobnych i podobnie ułożonych. 

Dow.,Niech będą dwa wielokąty ABC>DE, 
ahcde podobne : z wierzchołku dwóch kaitów 
A , « , odpowiadaiących sobie'poprowadziwszy 
przekątne AC, A D , ac, ad, tróykąty ABC i 
ahc, ACD i acd, ADE i ade będą między so-
bą podobne. Jakoż w tróykątacli ABC, ahc 
kąt z założenia , i boki AB, BC są pro-
porcyonalne bokom ah, hc z założenia; więc 
dwa te tróykąty są podobne (196), będzie więc 
BC: Z>cz=:AC: ac\ i kąt KG^ — ach iako przyle-
głe bokom proporcyonalnym BC, hc. Ze zaś 
podług założenia kąt BCDzuZ^c^; będzie więc 
BCD—ACBzzzócr^—rtcZ'; czyli kGDz=iacd. 
Aże BC: /'CZizCD: cd podług założenia, 

BC: hczz=.k.C: ac z dowodzenia; więc 
CD. cdzizkC: ac. , ' 
Dwa więc tróykąty KDC, adc maiąc kąty 

KCD,acd równe, zawarte między bokami wzglę^ 
dem siebie proporcyonalnend są sobie podobne 
(196), a w sczególności kąt kDCzizadc , iako 
przyległe bokom proporcyonalnym CD i cd, bę-
daie wiec CD: cd = AD: ad. Tymże samym 
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sposobem dowieść można podobieństwa innych 
tró ykątów. 

210. Uwaga. W dwóch iakichkolwiek 
wielokątach podobnych, w dwóch np. pięcio-
kątach ABCDE, abcde Jig. 109, z dwóch koń-
ców któregokolwiek boku np. AB poprowadzi-
ws:zy przekątne AD, AC, BD, BE, ad, ac, bd, 
be ', łatwo byłoby okazać sposobem któregośmy 
użj l i w twierdzeniu poprzedzaiącem, że tróyką-
ty ABC, ABD, ABE, których spólną podstawą 
ies t bok AB wielokąta rgo, tudzież tróykąty abcy 
abd, abe, których spólną podstawą iest bok ab 
wielokąta 2go odpowiadaiący bokowi AB , że 
muwię , te wszystkie tróykąty są między sobą 
po dobne. I odwrotnie założywszy, że tróykąty te 
są między sobą podobne, łatwo byłoby okazać, 
że wielokąty ABCDE, abcde są także podobne. 

211. Zagad. Na daney linii Jig. loS* 
%vykreślić wielokąt podobny danemu BD. 

B.OZW. W danym wielokącie BD prowa-
d:^ę przekątne AC, AD; na daney linii ab kre-
ślę tróykąt abc podobny tróykątowi ABCy na li-
nii ac kreślę tróykąt acd podobny tróykątow^i 
ACD, na linii ad kreślę tróykąt ade podobny 
tróykątowi ADE. Wielokąt abcde będzie po-
dobny danemu (209). 

Sposób cigi. Wierzchołki kątów danego 
wielokąta ABCDE Jig. 109. złączywszy z dwo-
ma końcami któregokolwiek boku np^ AB przez 
przekątne AC, AD, BD, BE i na daney linii ab 
wykreśliwszy tróykąty acb, adb, aeb podobne 
względem tróykątów ACB, ADB, AEB : punkt 
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d złączyć z punktem c i e, liniiami prostemi .dc, 
de : wielokąt ahcde bedzie podobny danesmu 
( 2 1 9 ) . 

Sposób '^ci. Na boku AB danego wieilo-
kata ABCDEJig. 1 o8- wziąć liniią Ab, równąi li-
nii daney; z punktu h poprowadzić bc równocod-
ległą od BC , aż do przecięcia się z przekąitną 
AC w punkcie c; z punktu c poprowadzić cd ró-
wnoodległą od CD, aż do przecięcia się z pr:ze-
katnąAD w punkcie d\ z punktu d poprowadizić 
d e równoodległą od D E , aż do przecięcia się^ z 
bokiem AE w punkcie e \ wielokąt A^c^/e będizie 
szukany. 

Gdyby dana liniia ab dłuzsza była od boiku 
AB, na ten czas przedłużywszy bok AB tak, aflby 
wraz z przedłużeniem równy był linii d a n ć j , 
prowadząc iak wyżey równoodległe od boku B C, 
CD, D E , aż do przecięcia się z liniiami AC, AD, 
AE praedlużonemi, wykreślimy wielokąt podo-
bny danemu. 

2. Twierd. W dwóch wielokątach po-
dobnych ABCDE, abcde fig. 110. na dwóch od-
powiadaiącycli sobie bokach AB, ab, wziąwszy 
dwa punkta G i ^ podobnie położone , to iest 
tak , aby było BG: Z'^iizBC: bc\ i poprowadzi-
wszy liniie GF, tak , aby kąt FGBzziy^Z'; al-
bo też tak, aby liniie te G F , g f , przecinały boki 
DC i dc na części proporcyonalne bokom wie-
lokąta ; w obudwu przypadkach liniie GF, gf 
będą proporcyonalne bokom wielokątów: to 
iest^ będzie FG: f g zn BG: bc. 
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Dowod. W pierwszym przypadku , kie-
dy kąt FGB zrz^Z ' , poprowadziwszy przekątne 
CGr, cg; w dwóch tróykątach CBG, cl/g, kąt B 
zzz/A i BG: Z'^zzzBC: bc podług założenia ; więc 
dw£a te tróykąty są sobie podobne (196), bę-
dzi(e zatem 

ffiG: ^^ zzz CG: cg; a że iest 
B^G: 4^ZZZBG: bc; więc CG: c^zzzBC: bc; i 

kat BCG=z:Z^c^, kąt BGCzz:%c. A że kąt BCF 
zizŁbcf, iako odpowiadaiące w wielokątach po-
dob)nych, więc BCF — BCGzzz^c/"—bcg; czyli 
kąt G C E — g c f ; k i i tEGB—fgb podług założe-
nia , k ą t B G C — z dowiedzenia ; więc FGłi 
— Y ^ G C — f g b — b g c ; czyli FGCzzz/^c." 

Tróykąty zatem FGC, fgc są równokątne 
(191), a tem samem podobne: będzie więc F G : 

/^ izz :CG: a że CG: Cĵ ^zzzBC: bc; w iecFG: 
fgzuzm-.bc. 

W igim przypadku, założywszy że liniie 
F G ^ f g tak są poprowadzone, iż przecinaią boki 
DC , dc na części proporcyonalne bokom wie-
lokątów , czyli że iest FC: /czzzBG: ^^zzz^C: 
bc; poprowadziwszy, iak wyżey przekątne CG, 
cg, i okazawszy, że dwa tróykąty CBG, c^^ są 
podobne , będzie 

CG:c^z=:BG: bg; a że podług założenia 
FC: fczi^m-.bg; więc CG: cg—FG: fc. 

Dwa więc tróykąty CGF, cgf maiace kąty 
przyC i c równe, zawarte między bokami wzglę-
dem siebie proporcyonalnemi,sa podobne (i 96), 
a zatem FG:/gzizFGz fczzzBCi bc, 
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213- Twierd. Obwody dwóch-wieloohą-
tów podobnych, są do siebie w stosunku dw^óch 
boków odpowiadaiących sobie w tych wicelo-
kątach. 

Dow. Ponieważ wielokąty ABCDE, 
Jig. i i ó są podobne, będzie więc 

AB: fiZ^^BC: bc~ĆD\cdz~BE: de^z^k: 
ea; wiec 

AB + B C - f C D + DE + EA: ab + b c c d 
de ea liz KB: ab \ to iest, obwód wielolkąta 
ABCDE do obwodu wielokąta abcde, iak Ibok 
iwszego AB do boku ab w drugim wielokąciie. 

214. Twierd. Powierzchnie wielokąitó w 
podobjiych maią się iak kwadraty z bolków 
odpowiadaiących. 

lód. Niech będą dwa tróykąty ABC, abc 
JI^. I II. podobne, mamy dowieść, że powiierz-
chnia tróykąta ACB, do powierzchni tróykąta abc 
iak kwadrat z boku np. AG do kwadratu z b-oku 
ac, czyli, że iest tróykąt ACB: acbzzzAC^l ac^. 

Z wierzchołka kąta G i c spuściwszy CD i 
cd pierwszą prostopadłą do AB, drugą prostopa-
dłą do ab; dwa tróykąty ACD, acd prostokątne 
przy D i i w których kąt A równy kątowi a , 
są podobne (191), będzie więc 

CD: cr/znAG: ac; a że podług założenia 
AB: abzzzAC: ac, więc rozmnożywszy w tych 

dwóch proporcyach wyrazy sobie odpowiadaią-
ce, będzie' 

ABXCD: a b X c d z = i k C X ^ ^ ' czyli 
ABXCD: abXcdz= :KC: ac^. Podzieliwszy 

dwa pierwsze wyrazy przez 2, bedzie 
AB 
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: : toiest , po-
2 2 ' ^ 

łowTa iloczynu podstawy tróykąta ABG przez wy-
sokvość tegoż tróykąta , tak się ma do polowy 
ilocczyiiu podśtawy tróykąta abc przez wysokość 
tegfoż tróykąta, iak kwadrat z boku AG do kwa-
draitu z boku ac. A że iloczyny te równe są,piór-
wśzzy powierzchni tróykąta ABG, drugi powierz-
chmi tróykąta^Z?c(i5o); więc powierzchnie tych 
dwfóch tróykątów maią się iak kwadraty z bo-
k ó w odpowiadaiących. 

Q.re. Niech będą dwa iakiekolwiek wie-
lokąty podobne, np. dwa pięciokąty ABCDE, 
dbccde Jig loS* Z wierzchołka kątów A , 
pojprowadziwszy przekątne AC, AD, ac, ad) o-
bacłwa te wielokąty podzielone będą na równą 
liczbę tróykątów podobnie ułożonych i podo-
bnych (209); będzie zatem podług pierwszey 
czeiści ninieyszego twierdzenia, tróykąt 

ABC: abc-zziBG^: bc\ 
ACDiacr/ —CD^ cd\ 
ADE: ade :=: DE ' : de^, A że dla podobień-

stwa wielokątów iest 
BC: Z»c=i=fcD: c^zzzDE: de-, ą tem samem , 
BC": bc^^ iCW: de ' ; więc będzie też 
ABG: abe:=zPi.GD-. ADE: ade. A zatem 

summa wszystkich poprzedników do summy 
wszystkich następników iak którykolwiek po-
przednik do swego następnika; to iest 

ABG -j- ACD - f ADE : abc + acd - f ade — 
ABC: abc, czyli ABCDE: ahcdez::z.K\SQ-. abc. 
A że ABC: ^zZ^c^BC: więc ABCDE 

1 0 
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nzBG^: hc^i to iest, powierzchnie dwóch wie-
lokątów podobnycli maią sie iak kwadraty z bo-
ków odpowiadaiących. 

Uwaga. Stosunek kwadratowy zowiie się 
inaczey stosunkiem dwnni.noznyrn , raiio du-
f)Hcnta. Przeto tez twierdzenie poprzedzaiiące 
zwyczaynie tak się wyraża: Dwa, wieLohąiy po-
dobne są do siebie w. stosunku dwu-ninoi,nym 
boków odpowiadaiących. 

215. Zagad. Maiąc dane dwa wielo-
kąty podobne, wykreślić trzeci podobny di\'(nłi, 
danym, i któregohy powierzchnia równa była 
summie lub różnicy dwóch wielokątów da-
nych. 

Rozw. I. Wykreśliwszy tróykąt ABC fig. 
112. prostokątny przy C , w którymby ramiona 
kąta prostego AC, BC były bokami odpowiada-
incemi dwóch dauycii wielokątówPiQ, naprze-
ciwprostokątney AB wykreślmy wielokąt R po-
dobny wielokątom P i Q , i w którymby bok AB 
był odpowiadaiący bokom AC , BC w dwóch 
wielokątach tlanych: wielokąt R iest szukany: 
gdyż ponieważ wielokąty te są podobne, więc 
podług twierdzenia poprzedzaiącego : Q zn: 
A C : BC"; a tem samem 

P - f Q: 0 = : A C ^ - f - B C ' : BC\ Aże też iest 
Q : b c : AB" ; więc złoży-

wszy te dwie proporcye, będzie P B zzi 
AC~-)-BC': AB'. W tey proporcyi ponieważ ?»gi 
})oprzednik A C -f- B C równy iest swenm na-
stępnikowi (162); więc i poprzednik iszy P-f~ 
Q równy iest także swoiemu następnikowi B; to 
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\iesr , cUva dane wielokąty P i Q równe są żnale-
zioiieinu Ii. 

' 2. Chcąc znaleźć wielokąt Qpodobny dwom 
wielokątom danym P i R, i któregoby powierz-
chnia równa była różnicy tychże d\voch wielo-
kat(ÓAV danych, trzeba wykreślić tróykąt prosto-
kątny ABC, daiąc mu za iedńo ramie kąta pro-
st(̂ j::ęo AC bok wielokąta mnieyszego P, a za 
przietiwprostokątną AB bok odpowiadaiący wie-
lokąta większego R: BC będzie bokiem o Ipo-
wiadaiacym wielokąta saukanego Q; gdyż po-
niew^aż wielokąty R i P są podobne j będzie Ri 
P zz: AB': A C ; a tem samem 

R — P : P=z :AB'—AC: AC\ Azeiest takż^ 
P : Qzz: A C i B C ; więc zlożyw^szy 

te dwie proporfeye j będzie R — P : Q z z A t j ' —̂  
A C : BC^ W tey proporcyi poprzednik agi AfV-
— AC' rów^ny iest swemu następnikowi B C 
(169); więc i poprzednik iwszy R — P t-ówn/ 
iest także swemu następnikowi Q; to icst^ różni-" 
capowićrzchni dwóch danych wielokątów R i P 
tówna iest wielokątowi znalezionemu Qł 

216. Zagad. Wykróślić wielokąt poeto-
hity danemu, i któregoby powief-żćhnia dó 

•powierzchni danego, miała śię W stosunku-
danym ; lub któregoby powiór%chnia równa 
była danemu kwadratowi. 

Rozw. I. Daymy nato, że powierzchnia da-
nego wielokąta X y?^. 115, ma być do powierz-
chni wielokąta szukanego w stosunku dwóch 
iakichkolwiek liniy prostych M i N. Poprowa-^ 
dziwszy liniią AB iakieykolwiek długości, i wzî -* 

10* 

http://rcin.org.pl



^oo J e o m e t r y i 

wszy na niey dwie części AD i BD, którelny się 
miały do siebie w stosimku dwóch liniy M i IN ; 
na linii AB iak na średnicy wykreślić pólkode , i 
z punktu D wyprowadzić DC prostopadłą dro AB. 
Poprowadziwszy potćm cięciwy AC, BC, i \wzia-
wszy CJi równą ce boltowi danego wielokąt.a X ; 
z punktu E poprowadzić EF równoodłeghai od 
AB, aź do przecięcia się w punkcie F z cięit iwą 
CB: liniia CF będzie boldem szukanego wieioikąta 
odpowiadaiącym bolcowi ce\ to iest, nałiniii CF 
wykreśliwszy wielokąt podobny danemu, wiieio-
kąt ten będzie szukany. Jakoż w tróykącie A-CB, 
iest AC: BCzzzEC: FC (178) , a tem sanifem 

AC^BC^=i :EC^:FC\ A ż e 
AC^:BC^z=:AD: BD ( 1 6 4 ) ; Awięc 

złożywszy dwie te proporcye bedzie EC^: FC^ 
zizAD: BD. Ze zaś AD: BD=^:M: N podług 
wykreślenia, więc EC^: FC^rrzM;. N ; a t em sa-
mem wielokąt wykreślony na boku EC, czyli ec, 
to iest, wielokąt dany X , ma sie do podobnego 
wielokąta wylu eślonego na b o k u F C , iak liniia 
M do linii N: gdyż wielokąty podobne maia się 
iak kyyadraty z boków odpowiadaiących (21 4). 

Gdyby bok cc wielokąta X większy był od 
AC^ na ten czas liniią CA przedłużylibyśmy clo e 
t ak , ahjCezizce: w reSzcie wykreślenie i do-
wodzenie byłoby to samo. 

2.re. Chcąc wykreślić wielokąt podobny 
danemu X , któregoby powierzchnia równa by-
ła danemu kwadratowi N"̂ , trzeba naprzód wie-
lokąt dany X zamienić na kwadrat M'równy nm 
co do powierzchni; potam do boków tych dwóch 
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kw.-adratów, to iest do M i N; tudzież do boku 
ec (danego wielokątaXznaleźć 4tąieometrycznie 
pro)porcyonałną; ta będzie bokiem szukanego 
wielokąta odpowiadaiącym bokowi ec. Jakoż 
oztnaczywszy 4tą ieometrycznie proporcyonal-
ną głoską P , a wielokąt na niey wykreślony 
głoską Z j ponieważ dwa wielokąty X i Z są po-
dolbne zwykreślenia, bedzie więc X.: Z~ec^: 
p^ , _ , __ , __ ; — , , _ A. 

A źe podług wykreślenia M: N ~ e c : P , a 
term samem M^: : P^; złożywszy tę pro-
porcya z proporcya oznaczoną głoską A, bedzie 
X : Z = ] V r : 

W tey proporcyi poniewaź^poprzednik i&zy 
X iest równy z wykróślenia poprzednikowi 2mu 
M S więc i następnik iwszy Z, iest także równy 
następnikowi 2mu N^ ; to iest, wielokąt znale-
ziony, równy co do powierzcKni danemu kwa-
dratowi. 

31 rĵ  Twierd. Z punktu C wziętego za. 
kołem fig. 114. poprowadziwszy dwie łiniie 
CA, CB przecinaiace okrąg w punktacłi D i 
A, B i F,. łjędzie CA'. CBz=.CF: CD. 

Do\\>od. Poprowadziwszy dwie cięciwy 
AF, BD, dwa tróykąty AUF, BCD, maią kąt G 
spólny, kąty A i B równe , gdyż obudwu miarą 
iest połowa ł u k u D F : więc dwa te tróykąty są 
podobne; będzie zatem CA: CB — C F : CD. 

Uwaga. W proporcyi tey CA: CBzzrCF: 
CD, sieczna iedna CA i część iey za kołem C D , 
są wyrazami skraynemi; sieczna druga CB i część 
iey za kołem CF, są wyrazami średniemi propor-
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cyi; to iest, tak sie ma sieczna iwsza do ^^gi^ićr, 
iak część za kołem sieczney agiey, do części)i za 
kołem sieczney iwszey. Stosunek taltowy naazy-r 
•V\̂a się odwrotny, ratio inversa, dla różnicyy od 
stosunku" prostego dircętn , któryby był na ten 
czas, gdyby się miała sieczna iwsza do agi iey, 
iak część za kołem sieczney iwszey, do czfęści 
za kołem drugiey. Dlatego też poprzedzaiiące 
twierdzenie zwyczaynie taksie wyraża: zj)wiiktu 
wziętego za kołem poprowadziwszy dwie isie-
czne\ sieczne te są do siebie w st osunku lod-
wrotnym części swoich za łiolem. 

213. Twierd. Zpunłitu C wziętego^ za 
kołem, poprowadziwszy styczną CB Jig. i i , 
i sięczną CA^przecinaiącą o/a-ąg w punkt tach 
A i D; będzie styczna CB średnią ieomet! 1 y-
cznie proporcyonalną miedzy całą sieczoną 
CA, i częścią iey za kołem CD: to iest, ibę-
dzie CA: CB = CB: CD. 

' Dowod. Poprowadziwszy dwie cięciwy ł^A, 
BD, dwa tróyŁąty ABC, BDC maia kąt C spól-
ny, kntA—DBC, gdyż obadwa maią za mir-irę 
połowę łuku BD (126), a zatem dwa te tróykąty 
są podobne; będzie więc CA: CBzizCB: CID, 

2ig. Twierd. Wziąwszy w kole pun kt 
C Jig. 116. od upodobania,! przez ten punkt [»o-
prowadziwszy dwie cięciwy AB, DF ŵ  punkcie 
C pi'zecibaiące się; c.zrści tych cięciw będą do 
.siebie xv stosunku odwrotnymi. 

Dowod. Poprowadziwszy cięci^T FA,Br), 
tr(')ykąty CFA., CBD niąią kąty przy C rówiie , 
kąt A równy kątowi D , gdyż obadwa mąn'ą :?a 
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niiaiarę połówę łuku RF: więc dwa te tróykąty są 
po(odoi)iie; będzie zatem: AC: DC — FC: J><1 

Uwaga Porówiiawszy to twienlze-
nieie z twierdzeniem wyżey po(iaiiem(217), łatwo 
iesist postrzedz, że one są dwotna przypadk-arni 
na astępuiącego twierdzenia : 

Gdy dwie liniie proste przecinaiące się 
z s sobą w punkcie wziętym w kole lub za ko-
le rm, przedłużone będą tak aby każda z nich 
]n rzecinała okrąg we dwóch punktach; odle-
gl lości spólnego ich. przecięcia się od punkt ów 
piii zecięcia się ich z okregiem są do siebie w 
sttosunku, odwrotnym, 

a a i . Wniosek. Gdyby cięciwa AV, fig, 
1117. przechodziła przez środek ko ła , a cięciwa 
D)Fbyhi « ^ n i e y prostopadłą, a tem samem w ^ ^ 
pitnnkcie G na dwie równe części podzieloną (i 08); 
nuaten czas proporcyą AC: DCzzzFG: BG.(2i3), 
zaaniieniłaby się w na,ste[)i.iiącą: AC: D C u z D C 
B^C: gdyż F C u z D C ; to iest, DC iest średnią ie-
oi>metrycznie proporcyonałną między odcinkami 
A^Ci BC średnicy AB : cośmy iuz wyżey innym 
sjposobem okazali 

222. Zagad. Daną liniią BC fig. 
pwdzielić i\> stosJinku średniłn i skrny nym \ to 
itesl, podzielić tę liniią ua dw îe części tak , 
aiby część więltsza CF była średnią ieonietry-
c^znie propori.\yonalną miedzy całą liniią BC i 
c)ześcia mnieysza BF, czyli aby ł3yło BF: CF rz: 
G F : CB. ' ' • ^ 

liozw. Z końca B linii daney poprowadzi-
Avvs:y BS prostopadłą do BC i równą połowie U-
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nii BC; punkt S z drugim końcem C daney linii 
złączyć liniią prostą SC; z punktu S iako ze śro-
dka promieniem SB nakreślić koło , którego o-
krąg liniią SC przecina w punkcie D , nakoniec 
z punktu C iako ze środka promieniem CD wy-
kreślić łuk DF , który liniią daną BC podzieli w 
punkcie F na części szukane. 

Gdyż ponieważ BC iako prostopadła z koń-
ca promienia SB wyprowadzona, iest styczna z 
kołem (I 14), przedłużywszy zatem CS do A, bę-
dzie CD: CB z= CB: ĆA (218). A zatem 

CB — CD: CA — CB zz: CD: CB. 
Ze zaś, podług wykreślenia CB — CDzzzCB 

— CFzzzBF ; a liniia BS równa połowie ł^C, a 
tem tamem BC z z 2BS zzz AD; bedzie wiec 

C A—CB zz: C A — A D zzz CD z^: CF; 
ostatnia zatem proporcya zamieni sie w naste-
puiącą 1 BF: CFzz: CF: ĆB. 

£123. Zagad. Nakreślić koło, którego-
by olirag przeszedł przez dwa dane punkta A. 
i D, i Stykał się z daną liniią CE fig. 119. 

Rozw. Złączywszy dwa dane punkta liniią 
prostą AD i przedłużywszy ią aż do przecięcia 
się z liniią daną CE w punkcie C; między liia-
iamiCA i CDznaleźć średnią ieometiycznie pro-
porcyonalną, którą będzie liniia CF, podług te-
go co się wyżćy powiedziało (204). Z punktu 
C promieniem CF wyłcreślić łuk FB, przecinaią-
cy l ini ią^aną CE w punkcie fi. Nakoniec wy-
kreślić koło, któregolDy okrąg przechodził przez 
trzy punkta A, B, D sposobem podanym wyżey 
(11 i), kolo to będiie szidcane: gdyż podług wy-

^ Ctriia^ ccj-f- ( f r ^ n ć (/^Uc^^ 

UzaJ ifb u^mjiycJ^ ^fi^o, 
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kneśleiiła AC: C F = : G F : CD; czyli AC: CB=i: 
CB: CD : gdyż CBzizCF z wykreślenia. A że AG 
icist sieczna koła ADB, a CD iest cześć iey zako-
łeirn, więc CB iest etyczna tegoż koła (218). Gdy 
wiiec okrąg znalezionego koła przecłiodzi przez 
dwa dane punkta A i D , i dotyka się linii daney 
C E w punkcie B, koło zatem ADB iest szukane. 

R O Z D Z I A Ł VIIL 
y 

O Wielokąt(tch-IV kolo wpisanych i opisanych 
na kole. 

Uwaga. Powiedzieliśmy wyżey (I I I), że 
maiąc dane trzy punkta, byle nie w linii prostey, 
jn ożna zawsze wykreślić koło, któregoby okrąg 
przechodził przez te trzy punkta. Z tego wypa-
d a , że maiąc dany iakikolwiek tróykąt ABC fig. 
l a o można zawsze wykreślić koło takie, które-
goby okrąg przechodził przez wierzchołki trzech 
kątów tego tróykąta: taki tróykąt zowie się 
tr«')ykntem w koło wpisanym, trianguliim cir-
culo inscriptunu W powszechności każdy wie-
lokąt nazywa się wielokątem w koło wpisanym, 
gdy przez wierzchołki wszystkich iego kątów 
przechodzi okrąg iednego koła; koło zaś takie 
zowie się kołem opisanem na wielokącie. 

225. Zastanowiwszy się nad tróykątem 
ABC w koło wpisanym , można niektóre iego 
własności wyżey dowiedzione innym sposobem 
okazać. I tak \ ó d , trzy kąty tróykąta ważą 
dwa kąty proste : gdyż każdy z nich ma za 

http://rcin.org.pl



; 5)4 J e o iti e t r Y i 

iniare połowę łuku zawartego między lego ira-
miona]ru(i a że łuki między nimioiiami tych 
trzech katów^ zawarte, równaia sie całemu okire-t ' O l 1. 

gowi, więc miarą tych trzech kątów iest po łowa 
okręgu, czyli miara dwóch kątów prostych. 

'2.rc. Gdy dwa kąty B i G sa rów^iie, poł o-
wa łuku AG równa będzie połowie łuku AB,, a 
tem samem i cały łuk AG równy całemu łuk o-
w i AB: gdy zaś łuki te są równe, będą też i ciię-
ciwy ich AG, AB równe (io6), a że cięciwy te 
są bokami tróykąta ABG, więc tróykąt ten i^est 
ró wnoramien ny. 

3c/f?. OdwTOtnie równość boków AG, AB 
ciairnie za soba równość łuków AG, AB i równość • O T ' 

kątów B i G. 
4/e. Gdy trzy kąty A, B, G są równe, łuiki 

też GB, GA, AB będą równe, i cięciwy tych tu-
ków GB, GA, AB które tu są bokami tióykątia , 
będą równe : to iest, tróykąt będzie równobo-
czny. 

Odwrotnie równość boków GB, GA, 
ABj ciągnie za sobą równość łuków GB, GA, AB,, 
i równość kątów A , B, G. 

6te. Jeżeli kąt A>* B będzie też łuk G B ^ 
AG, a tem samem i cięciwa CB, która tu iest bo-
kieju tróykąta, większa od cięciwy AC (122), 
i t. d. 

226. Zagad. We^miatrz danego tróy-
hąta ABC fig. 121. wykreflic koto takie, aOy 
boki tróykąta były stycznemi tego koła. 

Rozw. IJwa którekolwiek k ą t y A i B po^ 
dziełiwszy na dwie rówiie części (4^)? przez lini-
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le AS, BS przsecinainice się w punkcie S, i z pun-^ 
ktuS do któregokolwiek boku tróykąta np. do 
boku AB spuściwszy prostopadłą ^SIJ, putd^t S 
będzie środkiem, a prostopadła SU promieniem 
kołi szukanego. 

Gdyż spuściwszy do innycłi dwócli boków 
prostopadłe SE, St", w dwóch tróykąracli ASD, 
ASE, liok AS iest spólny, kąty przv A równe z 
wylreślenia, kąt ADS=z:AES iako proste: więc 
dwŁ te ti^óykąty przystaną do siebie (26), a wscze-^ 
góljiości SD —S.E. Tymże sposobem z tróyką-
tóvf SDB, SFB mogących do siebie przystać do-
wie Iziemy, żeSFzziSD. Trzy więc prostopa-
dłeSD, SE, SF są sobie równe. Okrąg zatem 
koł.i z punktu S promieniem SD nal<;reślonego, 
przeydzie przez punkta E i F ; i boki tróykąta 
ABC) w punktach D , E, F , będą styczuemi z 
kołem. 

Koło wewnątrz tróykąta wykreślone , któ-
rego boki tróykąta są styczuemi, zowie się ko-
łen. w tróykąt wpisanem : a tróykąt zowie się 
trójkątem opisanem na kole; Trinitgnlinn dr-
cah circumscriptum. W powszedniości ka-
ż̂ iy wielołcat, którego wszystkie boki są s! vrzue-
nii '.ednego koła wykreślonego wewnątrz wieło-
kąti, zowie się wielokątem na kole onisanym, 
a koło takie zowie się kołem wpisanem w wie-
iDkit, 

Poprzedzaiące więc zagadnienie niożna ina-
czć)̂  tak wysłowić: wpisać kolo w dany Lrofkąt. 

227.. Uwaga. Ponieważ przez trzv puu-
jurkta A, G, B f i ^ . I20, okrąg tylko iednejo 
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kola przechodzić może ( n s ) , więc wziąwszy 
pnnkt 4ty JD za kołem, rzeczą iest widoczną , że 
okrąg koła ACB nie może przeyść przez punkt D, 
a tem samem czworokąt ADCB nie może być w 
koło wpisany. Lecz gt]yb> 4ty punkt F znaydo-
wał się na okręgu koła ACB , czworokąt AFCB 
byłby w koło wpisany. Stąd się okazuie , że 
nie każdy czworokąt, a tem bardziey nie każdy 
wielokąt maiący boków wiecey niż 4 , może być 
w koło wpisany. 

22.8. Twierd. Każdy wielokąt foremny 
może hyć w koło wpisany i opisany na kole. 

Dowod. Niech będzie iakikolwiek wielo-
kąt foremny ABCDEF fig. 122. Nakreślmy koło 
któregoby okrąg przechodził przez trzy wierz-
chołki trzech przyległycli kątów. A, B, C; niech 
punkt S będzie środkiem tego koła: mamy oka-
zać, że okrąg tego koła praeydzie przez wszystkie 
wierzchołki kątów wielokąta. Jakoż z punktu S 
poprowadziwszy liniie proste SA, SB, SC, SD it.d. 
do wszystkich wierzchołków kątów wielokąta, 
trzy pierwsze liniie SA, SB, SC są podług wykre-
ślenia, promieniami tego koła, a tem samem ró-
wne : więc dwa tróykąty SBA, SBC, w których 
bok SB spólny , bok SA SC, bok BA ~ BC, 
przystaną do siebie (28), a w sczególności kąt 
SBAzzzSBC; a zatem ieden z nich np. SBC ie^t 
połową obudw^u, czyłi kąt SBC iest polową ką-
ta ABC ; że zaś kąt ABCrz BCD, gdyż wielokąt 
ABCEFiest foremny; więc kątSBCiest także po-
łową kąta BCD. Nadto w tróykącie SBC bok 
SB —SC a wykreślenia; więc kąt SBCzzSCB, 1 
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zaleiu rką t SCB iest polową kąta BCD, a tem sa- y^y 
itiem kat^CD iest drugą połową tegoż kątaSCD. U^ 
W i ę c kąt SCBzziSCD. W dwóch zatóm tróy-
kątach ŚCB, SGD, bok SC iest spółuy, bok CB 
zzzCD z założenia , i kąty między temi bokami 
zawarte SCB, SCD równe: więc dwa te tróykąty 
przystaną do sieł)ie; (24), a w sczególności łjok 
SBzziSD; a zatem okrąg przechodzący przez 5 
punkta A, B, C, przeydzie także i przez punkt 
D. Tymże sposobem okazać można, że okrąg 
przechodzący przez 3 punkta B, C, D, przeydzie 
także przez f)unkt E i t. d. Więc ten sam okrąg 
który przechodzi przez punkta A , ł ^ , C , przey-
dzie przez pnnkta D , E , F, to iest, przez wszy-
stkie wierzchołki kątów wielokąta. • 

ore. Ze środek-S koła opisanego na wie-
lokącie^ spuściwszy prostopadłe SM, SN i t. d. 
do boków-wielokąta , wszystkie te prostopadłe 
będą między sobą równe: gdyż boki wielokąta 
są cięciwami koła opisanego: cięciwy te są mię-
dzy sobą równe, wielokąt iDowiem ABCDEF iest 
foreiniiy; a zatem odległości tych cięciw od śro-
dka koła, to iest, prostopadłe SM, SN i t.d. są 
między sobą równe (i 24). Wziąwszy więc lini-
Jiiią SM za promień i z punktu S iako ze środka 
nakreśliwszy kolo , okrąg tego kola-przeydzie 
przez wszystkie punkta M , N , 0 i t.'d., i boki 
wielokata w punktach M, N, O i t.d. będą sty-
czne Lego kola ( i i 4 ) ? a zatem koło to bedzie 
wpisane w wielokąt. 

229. Uwaga. Punkt S spólny środek ko-
ła wpisanego w wielokąt i na nim opisanego.. 
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może być także uważany iako środek wielokąfta, 
dla tey przyczyny kąty ASB, BSC i t.d. zawarte 
między dwoma promieniami do końców boków 
wielokąta poprowadzonemi, zowią. się kątaimi 
"we środku wielokąta. 

W szystkie kąty we środku wielokąta fore-
mnego, są między sobą równe: gdyż cięciwy AB, 
BC i t. (I., a tem samem i łuki AB, BC i t. d. bę-
dące miarami tych kątówj są równe. A że Wszy-
stlvie te kąty ważą 4 kąt\^ proste (f 6), więc ie-
dnego ważność znaydzie sie podzieliwszy4przez 
liczbę boków wielokąta^ 1 tak np. w ośrnioką-
cie foremnym ieden kąt we środku iest czte-
rech kątów prostych czyli f = | iednego kąta 
prostego i t. d. 

250. A stąd Wypada , że wpisać w kolo 
\vielokąt foremny o iakićykołwiek liczbie bo-
ków^, iest to samo, co podzielić okrąg koła da-
nego na tyle łuków równych, ile wielokąt mieć 
powinien boków, i poprowadzić cięciwy tych 
łuków; cięciwy te będą bokami wielokąta fore-
mnego wkoło wpisanego: gdyż id-r/boki AB, 
BC i t.d. iako cięciwy łuków równych, są sobie 
równe. 

ire. Tróykąty ABS, BCS, CDS i t. d. przy-
staną do siebie wiec kąty SBC, SBA, SCB, 
SCD i t. d. są równe: a tem samem i kąty ABC, 
BCD i t . d . będą sobie równe. A zatem figura 
ABCDEF będzie wielokątem foremnym. ^ 

231. Zagad. W dane kolo wpisać troY" 
kat równoboczny^ 
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Rozw. Ponieważ tróyknt równoboczny iest 
wielokątem loremnym nuiiącym irzy boki, trze-
b a więc okrąg koła danego podzielić na 5 cze-
śćmi róvne; a cięciwa części okręgu będzie 
b(okieł:i tróykąia szukanego (a^o); albo też okrąg 
pcodzielić na 6 części równych, a cięciwa dwócli 
taikowrch części, będzie bokiem tróykąta sziika-
rnego: gdyż ^zzz^. Aby zaś podzielić okrąg na 
6 części równych, trzeba ŵ  danem kole popro-
wadzić cięciwę równą promieniowi tegoż k o ł a j 
ciięciwa ta odetnie łuk równy szóstey części o-^ 
kręgu. 

Jakoż niech bedzie sześciokat forenmy 
c 

ABCDEFy?^'-. 123. wkoło wpisany: na oknza-
11 ie że bok tego sześciokąta , będący cięciwą 
szóstey części okręgu, iest równy promieniowi 
tegoż kola, poprowadźmy promienie SA, SB: 
w tróykącie ABS, kąt ASB we środku sześcioką-
ta iest-^ częścią 4 kątów prostych , czyli lub ^ 
iednego prostego (2.50); więc dwa kąty SAB , 
SBA waża reszte do 2 katów [>rostych : czyli kat 
S + SBA — — I — f I- kąta pro-
st ego. A że kąty te są równe ; gdyż SA z z Sł3 ; 
więc każdy z nich waży połowę to iest, kąty 
SAB , SBA ważą po f kąta prostego. Tróykąt 
zatem ASB, maiący wszystkie trzy kąty równe , 
iest równoboczny: wiec bok ABzzSA ; to iest, 
lfo/{ sześciokąta w kolo wpisanego równy iest 
promieniowi tegoż kola. Poprowadziwszy li-
niie AC, GE, EA, z których każda iest cięciwą 
dwóch szóstych części okręgu, będzie ACE tróy-
kąt równoboczny w koło wpisany. 
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252. Uwaga. Podaliśmy wyżćy ( i i o ) ' , 

sposób podzielenia łuku danego na dwie równe 
części. Kiedy więc okrąg kola podzielony byó 
może na G części równych, można go także po -
dzielić na 12 części równych: na ten koniec do-
syć będzie łuk równy szóstey części okręgu po-
dzielić nadwie równe części, iedna takowa część 
będzie równa dwunastey części okręgu. Podzie-
liwszy znowu luk równy dwunastey części okrę-
gu na dwie części równe, będziemy mieli 2 4tą 
część okręgu i t. d. Można więc okrąg podzie-
lić na części równych 12, 24, 48 i t.d. czyli, co 
na iedno wychodzi, w dane koło można wpisać 
wielokaLt}-̂  foremne o 12, 24, 48 i t. d. bokach. 

233. 2. W czworokącie ABCS boki prze-
ciwne są sobie równe , a zatem czworokąt ten 
iest równoległobokiem (79): bedzie wiec AC- j -
BS' '=AB" + B C H- CS' AS' ^ 76) ; czyli AC^ 
-|-ES'z=: 4BS'; gdy liniie AB, BC, CS, AS, są 
między sobą równe; a zatem i kwadraty ich są 
także równe. W ostatnim równaniu odiąwszy 
po obu stronach BS', zostanie AC'z=3BS' ; to 
iest, A C trzy razy większy od 1>S' A zatem BŚ': 
ACrzz 1 :3 , a tem samem BS: ACz:z i : to 
iest, promień kola tak się ma do boku tróykąta 
rowjiobocznego w to koło wpisanego, iak ie-
dność do pierwiastku liczby 3. A stąd wypada 
j v d , że maiąc wiadomy jnomień koła, można 
będzie wyrachować bok tróykąta równoboczne-
go w toż koło wpisanego; i odwrotnie; 2r/?, że 
ponieważ prawdziwy pierwiastek liczby 3 nie 
może być wyrażony w liczbach, więc promień 

koła 
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ko ła i bok tróykąta równobocznego w toź koło 
wp)isanego, są dwie łiniie niespółmierne (38). 

234. Zagad. Wdane kolo wpisać kwa-
dr lat. 

Rozw. W danóm kole poprowadziwszy 
d\wie średnice AC,BD do siebie prostopadłe/Z^-. 
12,4, i końce ich połączywszy cięciwami AB,BC, 
CD, DA, czworokąt ABCD w koło wpisany iest 
kw^adratem szukanym: gdyż wszystkie kąty iako 
zawarte w półkolu(i28) są proste; wszystłde bo-
ki są między sobą równe, IDO są cięciwami czte-
recli łuków równycli, iako będących miarą 4 
kątów prostych, maiących swóy wierzcłiołelŁ w 
pu nkcie S. 

235. Uwaga. Wpisawszy w k o ł o kwa^ 
drat , łatwo będzie można wpisać wielokąty fo-
remne 0 8 , 16, 32 i t .d . bokach iiżywaiąc spo-
sobu wyżey podanego ( 2 3 2 ) . 

236. ire. W tróykącie ASB , prostoką-
tnym przy S, iest m — k i ' + BS'; czyli = 
aBS^; gdyż A S = ; B S iako promienie; to iest , 
kwadrat z boku AB, czyli kwadrat w k o ł o wpi-
sany , iest dwa razy większy od kwadratu z pro-
mienia tegoż koła ; a zatem BS'̂ : AB"z=i: 1: 2 , a 
tóm samem BS: AB = i : Ẑ 2: to iest, promień 
koła tak się ma do boku kwadratu w toż koło 
wpisanego, ialc iedność do pierwiastku liczby.2. 
Maiąc zatćm wiadomy promień koła, można bę-
dzie wyrachować bok kwadratu w koło wpisa-
nego: i odwrotnie. 

237. Zagad. Wkoło dane wpisać pię-
ciokąt foremny. 

1 1 

http://rcin.org.pl



i62 J e O m e k r v i 
^ j 

Rozw. Ab\: zagadnienie to rozwiązać, tti ze-
ba okrąg kota danego podzielić na 5 częścji ró-
wnycii; a cięciwa piątey części okręgu, bęidzie 
bokiejn pięciokąta szukanego : albo też podzie-
lić okrąg na I o części równych, acięciw\a dwóch 
dzie.siątvch części okręgu będzie bokiem pięcio-
kąta szukanego: gdyz ^ = trzeba więc zna-
leźć cięciwę dwóch dziesiątych części okręgu , 
albo co na iedno wychodzi, bok dziesięci oką-
ta foremnego w koło wpisanego. 

Daymy na to, że AB fig. 1 i e s t bokiem 
dziesieciokąta foremnego w koło wpisaniego. 
Ze śradkakołaSpoprowadziwszy dwapromienie 
SA, SB do końców A i B boku dziesięciokąta , 
kat we środku tego wielokąta ASB iest dzie.-siątą 
częścią4kątów prostych, c z y l i a l b o - | iednego 
ką la prostego: więc w tróykącie ASB, dwa dru-
gie kąty SAB, SBA ważą resztę do dwóch kritów 
prostych, to iest, ważą obadwa razem f k ą t a pro-
stego; a że kąty te SAB, SBA są równe, bo SA, 
SB są promienie, więc ieden z nich np. kątSAłi 
waży połowę f , to iest waży \ kąta prostego : 
a że kąt ASB waży f kąta ])rostcgo , więc kąt 
SAB iest dw â razy większy od kąta ASB. Podzie-
liwszy więc kąt SAB na dwie równe części przez 
liniia AC^ będzie kąt CASzr:ASB, a tem samem 
w tróykącie ACS, będzie bok ACzuCS. 

W tróykącie ABC kąt przyB, iakośmy o-
kazali wyżey , waży ^ kąta prostego ; kat (^AB 
waży I kąta prostego zwykreśłenia: więc 5ci 
kat ACB waży resztę do dwóch kątów prostych : 
to iest, waży | kąta prostego ; a zatem tróykąt 
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AIHC maiący przy podstawie BC dwa kąty równe, 
ie;ot równoboczny, będzie więc ACzriAB; więc 
trz/y te liniie AC, CS, AB są między sobą równe: 
znialazlszy więc iednę z nich , znaydziemy tem 
samiem i dwie inne. 

Dwa tróykąty ASB, ACB małą kąt przy B 
sp»ólny; kąt ASBmCAB z wykreślenia: a zatem 
sa podobne , bedzie wiec AS: AB zz: AB: BC ; 
cz'Ali , BS: CSzzCS: BC"; gdyż ASzz:BS, A B ^ 
C:S: to iest, promień BS ŵ  punkcie C podzielo-
ny iest w stosunku średnim i skraynym (222), i 
b(ok lokąra AB równa się odcinkowi CS, który 
ie!St wdększy od drugiego odcinka CB: gdy bo-
wiem w ostatniey proporcyi pof)rzednik pier-
wszy BS większy iest od swego następnika CS , 
w ięc i poprzednik drugi CS musi być większy od 
swego następnika CB. Chcąc zatem wpisać pię-
ciokąt foremny w dane kolo , trzeba na[)rzód 
promień danego koła podzielić w stosunku śre-
dnim i skraynym : odcinek większy promienia 
tak podzielonego, będzie cięciwą loiey części 
okręgu: poprowadziwszy potem cięciwę dwóch 
dziesiątych części okręgu, ta będzie bokiem pię-
ciokąta szukanego. 

» TJwagfu Wpisawszy wkoło pięcioknt i 
dz^iesięciokąt foremny, łatwo będzie w to samo 
kolo wpisać wielokąty foremu,e o 20, 40, 
i t . d . łjokach sposobem wyżey po'lanvin. 

W powyższym sposobie docbodzoinri bo-
ku dziesięciokąta foremnego wko ło 'w;)is,me-
go , przypnsczamy , że bok ten iest i:rż znale-
ziony, i przez cjąg rozumowań docliodziuiy na 

11 * 
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końcu , iź bok teu równa sie wiekszey czoości 
promienia podzielonego w stosunku średniiin i 
skraynym. W następuiącym sposobie d o w o -
dzenia teyźe prawdy przypusczenie takowe inie 
ma mieysca ; lecz za to przypuścić należy i^aką 
rzecz skądinąd wiadomą i potrzebuiącą tylko (do-
wodzenia, źe większa część promienia podzzle-
łonego w stosunku średnim i skraynym ró\wiia 
się bokowidziesięciokąta foremnego wkoło wypi-
sanego. 

Niech będzie promień SB podzielony wpiun-
kcie C w stosunku średnim i skraynym. Wszią-
wszy cięciwę AB ziz CS i poprow adziwszy S A , 
CA; ponieważ podług założenia BS: CSz=:(GS; 
BC, aAB=:CS z wykreślenia, będzie więc IBS: 
AB —AB: BC: tróykąty zatem SBA, CBA "są po-
dobne (196), a tem samem kąty przeciwne Ibo-
kom proporcyonalnym są równe; to iest kąt S>izz 
CAB, i kąt SAB HZ a c b ' : a że kąt SAB =z B , 
gdyż tróykąt SBA iest równoramienny, wię^c i 
kąt ACB zz: B , a tem samem bok AB zz: AC; że 
zaś ABzziCS z wykreślenia, więcACzziCS: tr<óy-
kąt zatem ACS iest równoramienny , a tem sa-
niemkąt Szz:CAS. 

Lecz kat ACB zzi S + CAS (8f)); czyli 
kąt SAB zz: sS; a tym samem 
kąt B zziaS. 

W ostatnicli dwóch równaniach dodawszy 
strony odpowiadaiące, będzie 

kąt SAB - f = 4S. Dodawszy po obu 
stronach kąt S, będzie kąt SAB + B -f AS; 
to iest, wtróykacieSBAsumma wszystkich trzech ' » C 'I 
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kfątów iest 5 raiy większa od kąta S, czyli co na 
ie^dno wychodzi, kąt S iest piątą częścią trzech 
k.atów tróykąta : a że trzy kąty tróykąta ważą 
dnva kąty proste ; wiec kąt S iest piątą częścią 
d wóch kątów prostych , czyli dziesiątą częścią 
4 kątów prostych; a tein samem łuk AB będący 
rniiarą kąta S, iest dziesiątą częścią całego okrę-
giu, więc cięciwa łuku tego AB równa zwykre-
śłenia większey części promienia podzielonego 
w sposunku średnim i skraynym, iest bokiem 
d;ziesięciokąta foremnywir w koło wypisanego. 

258- Zagad. Wpisać w koło wiełokąt ^ 
fnremny o i5 łjokach. 

Rozw. Bok sześciołcąta czyli promień koła 
iest cięciwą 6tey części okręgu; bok dziesięcio-
kąta iest cięciwą lotey części okręgu. Różnica 
między i ^ iest Więc z punktu A prze-
niósłszy bok dziesięciokąta od A do D , i pro-
mień l ^ ł a od A do E, ł n ł^DEznAE—AD; czyli 
łuk DE iest różnicą między i ^ częścią okrę-
gu, a tem samem iest częścią okręgu. W i ę c 
cięciwa tego łuku będ/ie liokiem piętnastokąta 
łoremnego w k o ł o wpisanego*: 

Uwaga. W^pisawszy w koło piętnastokąt 
foremny, łatwo będzie w to samo kolo wpisać 
wielokąty foremne o 5o, 6o , 120 i t .d. bokach 
sposobem wyżey podanym. 

239. Uwaga 2. W powyższych zagadnie-
niach podaliśmy sposób podzielenia okręgu, \ ód 
na części równych 3 , 6 , 1 2 i t .d. ; s r e , na 4> 8, 
16 i t . d . ; Sc/c, na 5, xo, 20 i t .d. ; 4^<?,nai5 , 
So, 60 i t. d. 
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Są także sposoby dzielenia okręgu na inine 
części równe, a mianowicie na 25, 50, uoo, 
200, 400 i t. d.; na 45, 90, 180, 360 i t. d.; becz 
sposoby te w Jeometryi Elementarney wyło>żo-
ne być nie mogą. -

240. Część okręgu zowie się stop?iiemi, 
gradus. Wprowadzono ten podział okręgu na 
stopnie dla łatwieyszego oznaczania wiełko'ści 
kątów, których miarą są łuki między ramior.ia-
mi zawarte , iakośmy powiedzieli wyźey (i i<9); 
a dla większey dokładności każdy stopień dzi'eli 
się iescze na 60 części równych zwanych inimu-
tamipiei~wszemi, minuta prima, każda miiuu-
ta na 60 części równych zwanych sekundami, 
minuta secunda , każda sekiuida na 60 czę sci 
równych zwanych tercyami,minuta teriia it.d. 
Zero położone u góry z prawey strony liczby ia-
kiey oznacza stopnie, a znamię iedno, dwa, trzy 
it.d. takież położenie maiące, oznac,za minnfry, 
sekundy, tercye it.d. nyy.łuk iakikolwiek 
1 5' 24" znaczy, że łuk ten ma stopni 37, miimt 
15, i sekund 

Ponieważ miarą kąta prostego iest czwarta 
część okręgu (120), więc kąt prosty nia 90 si o-
pn i ; kąt roztwarty więcóy , a kąt ostry mniey 
niż 90 stopni. 

Można było inną iakąkolwiek część okrę-
gu wziąć za stopień : zgodzono się iednak na 

tev podobno j)rzyczyny, że liczba 
5 • ' iest podziełna przez wszystkie liczby, za-
o: - vvSzy od i , aż do 10, wyłączywszy tylko H-
(•'^he 7 . 
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Poźniey we Francyi przyieto inny podział 
oWegM na stopnie: część okręgu nazwano 
gnacie stopniem; setną część stopnia naz^aiio 
nu" nutą , setną część minuty nazwano sekimdą 
i t,, d. W takim więc podziale kąt prosty ma 100 
stopni; kąt roztwarty więcey, a kąt ostry nniiey 
a inizeli 100 stopni: łuk np. iakikolwiek a^mi^, 
91 znaczy, źe łuk ten ma stopni 24 i mimit 91 , 
podług nowego podziału. 

Nowy ten podział wtem iest wygodny, źe 
dz^iałania arytmetyczne z ułomkami dziesiątne-
mi wymagaią nie wiele pracy. 

Wreszcie stopnie dawnego podziału łatwo 
być mogą obrócone na stopnie podziału now^e-
go. Chcąc np. 72 stopnie podziału dav/nego 
obrócić na stopnie podziału nowego, trzeba u-
łoźyć następuiącą proporcvą: 

90: i o o n z 7 2 : X zzz; 80. 
Podobnież chcąc np. 5o stopni nowego 

podziału obrócić na stopnie podziału dawnego, 
trzeba ułożyć następuiącą proporcyą : 

1 0 0 : 9 0 zzz: 50: X z=: 45-
2 4 1 . Pow iecizieliśmy wyżóy ( 1 2 1 ) , że AV 

niektórycli sczególnycb j)rzypadkach można kąt 
dany , a tem samem łuk będący miarą tego k ta 
podzielić na części równych 3 , 5 i t. d. 
dnienia poprzedzaiące ułatwią do tego 

. trzeba tylko uważać iak ą częścią całego ok T ę-LT 
iest dany łuk. Niechby np. dany luk był ^ta 
częścią okręgu, koła ; bok dwainastokąt^ fore-
mnego wko ło wpisanego, byłby cięciwa 3ci 'v 
części danego łuku, a bok dwudziestokąta foi>. 
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mnego w toż kolo wpisanego byłby cięciwą 5łtey 
części tegoż łuku. Gdyby łuk dany b}d: 5tą c;zę-
ścią okręgu koła, bok piętnastokąta foremne/go 
w to koło wpisanego byłby cięciwą 5ciey czę'ści 
danego łuku i t. d. 

242. Zagad. Maiąc wiadomy hok wiic-
lokąt a foremnego o iakieykohviek liczbie b>o-
ków koło wpisanego, znalezć ważność botku, 
innego wielokąta foremnego w toż koło wpi-
sanego, który ma boków dwa razy więcey niż 
wielokąt pierwszy. 

Rozw. Niech będzie AB f g . 126, bok wi e-
lokąta pierwszego, AM bok wielokąta drugiego. 
Przedłużywszy promień MS do N, i poprowadzsi-
wszy cięciAvę AN, w tróykącie MAN prostoką-
tnym przy A (128), i w którym AB iest prostopa-
dła doMN(io9),iestMN: A M = A M : MO(2o^^). 
W i ę c A M ^ — M N X M 0 . A ż e M N z i i 2 M S , a 
M O ^ M S —SO; bedzie wiec 

A M ^ = 2 S M (MS —SO)^, — . — . — A. 
W tróykącie ASO prostokątnym przy O , 

iest SO^znAS' —AÓ'( i69) : czyli SO'z=MS' — 
(^AB/; gdyż M S = A S , AO AB. Więc SO 
— \ / M S ' — ( | A B / . W równaniu zatem A za-
miast SO położywszy znalezioną ważność , ró-
wnanie to zamieni się w następuiące : AM' 
2MS' (MS — y/ MS' ~ ("|AB)''. 

"Wziąwszy promieii MS za i , będzie 
A M ' Z = : 2 C I — I — ( I T L I Y ; to iest:poło-

wę boku danego wiolokata j)odnieść do kwadra-
tu, kwadrat ten odiąć od 1 , 7 pozostałey reszty 
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wyyciągnąo pierwiastek kwadratowy, który odię-
ty od 1 i rozmnożony przez 2, będzie kwadra-
temi boku wielokąta szukanego ; a zatem pier-
wiiastek tego kwadratu będzie ważnością tegoż 
bo>ku. 

Łuk AM wpunkcie P podzieliwszy na dwie 
ró^wne części , i poprowadziwszy dwie cięciwy 
A P , PM; cięciwy te byłyby dwbma przyległemi 
bo)kami wielokąta foremnego w kolo wpisane-
go*, maiącego boków dwa razy więcey niż wie-
lolkąt drugi; i byłoby podług powyższego zaga-
dmieniaAP'z=2(i — i —(-|A]ViX i tak dałey. 

245. Zagad. Maiąc wielokąt forcniuy 
0 ńakieykoh\dek liczbie boków ABCD it.d. fig. 
i9j.rj wkoło wpisany, opisać na tem kole dr u-
gi wielokąt podobny pierwszemu. 

Rozw. 7ie środka l>iola S, spuściwszy S)b 
it.'d. prostopadłe do boków wielokąta ABCDEF, 
1 przez punkta a, b, c i t.d. poprowadziwszy sty-
czne kola GH, HI i t .d. , aż do przecięcia się z 
sobą w punktach G, H, 1 , K i t . d . wielokąt 
Gl i l i t .d. będzie szukany: gdyż poprowadziwszy 
liniie SG, SH, SI i t.d., tróykąty Slla, SH/' pro-
stokątne przy aib maią bok SH spólny; bok Sa 
zmSb, więc przystaną do siebie (')2), a ŵ  scze-
gólności kąt HSrt n : HSZ', a zatem i miary tycli 
kątów są równe; to iest, łuk BazzzBb. Więc 
liniia SH przechodzi przez środek łuku ab, czyli 
liniia SH przechodzi przez w^ierzchołek kąta B. 
Tymże sposobem okazać można , że liniia SI 
przechodzi przez wierzchołek kąta C i t. d. Ze 
zaś hniia GH iest równoległa od AB, gd) ż obie-
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dwie sa prostopadłe do i liniia HI równode-
gła odBC i t.d. będzie kąt GHIz=:ABC (70). IPo-
dobnieź okazać mo>na, że kąt HilC zz; BCU iitd. 
"Więc kąty wielokąta opisanego równe są kątcom 
wielokąta wpisanego. Nadto w dwóch tróyłką-
tach GSH, ASB podobnych, tudzież w drugiich 
dwóch HSI, BSG podobnAch, ie.stGH: An~S>U: 
SB HI: BCz=:SH : SB ; a że SH: SBzziSH: .SB, 
wiecGH: ABz=Hl:CB. c 

W tey proporcyi następnik i wszy AB rów ny 
iest następnikoAYi amu BG z założenia ; wię(C i 
poprzedniki są równe: to iest, GHzizHJ. Tyniiże 
sposobem okazać można, że HIzziIK , IICZZ:1KIJ 
i t.d. a zatem wielokąt GHl it .d. ma boki ws;zy-
stkie między sobą równe ; iest Avięc łoremny i 
podobny wieiok;Uowi wpisanemu. 

Sposób Niech.bedzie wielokąt fore-
mny Ał3C i t . d . wkoło wpisany fig. i^S- I^o-
^rowadziwszy promienie SA, SB, SC i t.d. i z 
tońców A , B , C i t .d . tych promieni poprowa-

dziwszy liniie GH, HI, IK i t.d. prostopadle do 
tych promieni, i przecinaiace się z sobą w pun-
ktach H, I, K it.d.; wielokąt GK będzie szukany. 

Gdyż w dwóch tróykątach ABG, BCH, bok 
AB zz: BC iako boki wielokąta forenuieffo; kat 

c O ' 

BAGzziCBH gdyż maią za miarę połowę łuków 
, równych AB,' BC (ia6)~, kąt ABGzizBCH dla 

teyże przyczyny, więc dwa te tróykąty przysta-
ną do siebie, a w sczególności kat GziiH. 

Tymże sposobem okazać można , że dwa 
tróykąty BCH, CDI, przystaną do siebie; będzie 
więc kąt H — I , Toż mówić o innycli tróyką-
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tacch ; a zatem wielokąt GHIK" i t. d. ma katy 
ró^w^ne. 

Nadto tróykąty ABG,BCH, CDI i t . d . są 
rónvnovamieiine ; gdyż kąty ich przy podstaw^ie 
Afl3, BC CD it.d. są równe, iako maiące za mia-
ręi polowe łuków AB, BC i t.d. ; więc bok AG 
zzirBG, BI i=:CH i t.d. a że w^szystkie te tróyką-
ty mogą do siebie przystać, więc bedzie AG ~ 
OBzzzBHznHCzziCI i t.d. Ze zaś każdy bok 
wiielokata oj)isanego GHIK i t .d . złożony iest 
z dwóch takowych liniy , wiec wszystkie boki 
bę^dą między sobą równe. Wielokąt zatem o-
piisany GlilK i t.d. maiąc wszystkie kąty rówaio, 
i boki równe iest foremny. 

244- Uwaga. Przez wszystkie wierzchołki 
k ątów kwadratu i 24 wkoło wpisane-
g<o poprowadziwszy styczne, utworzy się EFGH 
kwadrat na kole opisany, który iest kwadratem 
śn ednicy tegoż kola : gdyż bok tego kwadratu 
F F iest równy DB średnicy kola. A zat^m kwa-
drat na kole opisany i kwadrat średnicy iest 
wszystko iedno. 

24'"'. Otlwrohiie. Maiąc wielokąt fore-
mny GHIK i di. Jig. 127. opisany na kole, aby 
wpisać w to samo koło drugi wielokąt foremny 
podobny pierwszemu, wierzchołki kątów^ dane-
go wielokąta złączmy ze środkiem koła liniiami 
SG, SH, SI i t.d. które okrąg przecinaią w pun-
ktach A, B, C i t.d. Punkta te połączywszy li-
niiami prostemi AB, BC itd.. Avieloknt AD bedzie 
szukany: gdyż ioV/tróykąty .SGłł, SHI, SIK itd. 
mogą do siebie przystać; a w sczególności kąVy 
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ich przy S są między sobą równe , więc i miiiary 
ich , to iest, biki AB, BC, CD i t. d. są także 3 ró-
wne, a tem samem i cięciwy AB, BC, CD i i t.d. 
będące bokami wielokąta szukanego, są miec^dzy 
sobą równe. 2.re. Ponieważ GSzzzHS i ASS — 
BS , więc GS: ASzz:: HS: BS; a zatem liniia AB 
iest równoległa od linii GH (i8o). Podobnynmże 
sposobem okazać można , że liniia BC iest ró-
wnoległa od HL A zatem kąt ABCrzzGIlI, iaako 
zawarte między liniiami w^zględem siebie rów rno-
ległemi i w iednęż stronę rozchodzącemisię. iDla 
leyże przyczyny kąt BCł3=:HlK i t.d. a że Iką-
ty GHI, HIK itd. są równe z założenia, w îęr̂ c i 
kąty ABG, BCD it.d. będą sobie równe. W/ie-
lokąt zatem wpisany ABCD i t. d. maiąc boku i 
kąty równe, iest foremny. 

Sposób zgi. Niech będzie wielokąt fopre-
my GHIK it.d. yig. 128. opisany na kole: adjy 
wpisać w to samo kolo drugi wielokąt forenuny 
podobny danemu, punkta zetknięcia się bokcow 
wielokąta danego z okręgiem, to iest punkta A, 
B, C itd. połączywszy liniiami prostemi AB, ICC 
i t. d. wielokąt ABCD it.d. będzie szukany: gdłyż 
ŵ  dwóch tróykątach ABG, BCH; bok AG=:B1H, 
b o k B G = : H G iakośmy okazali w zagadnieniiu 
poprzedzaiącem (245); kąt AGBinBHG z zał(0-
y.enia: a zatem dAva te tróykąty przystaną do si(e-
bie, a w sczególności AB = : BG. Tymże sp(0-
sobem okazać można, przez przystanie dwóc^h 
tróykątów BCH i CDI, tudzież chugich dwócdi 
CDI I DEK i t. d . , że bok BG ziz CD, bok CID 

i t. d. Boki zatem wielokata ABCD it. td. 
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są między sobą równe: a tem samem i łuki AB, 
BOj Ci) i t,d. których boki te są cięciwami, są 
mliędzy sobą równe. A stąd wypada , że i kat 
AfBC BCD : gdyż piei wszy z nich obeymuie 
raunionami swoiemi łuk AEC , drugi obeymuie 
raimionami swoiemi luk BFD: te zaś dwa łuki są 
sotbie równe, każdy bowiem z nich złożony iest: 
ze' 4 łuków między sobą równych. Podobnież 
okazać m o ż n a ż e kąt łiCD = : CDE , kąt CDE 

DEF i t. d. Wielokąt zatem ABCD i x. d. ma-
iące wszystkie boki i lvąty równe iest szukany. 

246. Zagad. Maiąc wiadomy bok AB ^ 
wdelokąla foremnego ABCD it.d. wkoło wpi-
sarnego fig. T27. znałezcważność boku HG wie-
łoibąla GHI i t.d. na temże łiołe opisanego. 

Rozw. Poprowadziwszy S^ prostopadła 
d(o AB-, dwa tróykąty Sk in , SG« prostokątne; 
przy m i i maiące kąt S spólny są podobnę 
więc Sni'. Sa izz km: Ga. Rozmnożywszy 2gi 
stosunek przez 2, będzie Sm: Sa~2.k7?i: 2G^z; 
czyli Sm: Sa = AB • HG. Wiec 

GHZIZ s J ; i k. 
o?ti 

' w tróykącie kSm iest Sni^ zz: AS'' — krtr 
(169); czyH Sm'̂  ~ Sd^ — (f AB)'; a zatem S/?/ 
z z : \ / Sa' — ( i A B W a ż n o ś ć tę położywszy 
w równaniu A zamiast Sw, będzie' 

AB 

I taka iest ważność boku GH wlelokata fo-
c 

remnego na kole opisanego. Oznaczywszy bok 
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AB wielokąta wko ło wpisanego głoską./T, ibok 
f lG wielokąta na kole opisanego głoską AL, a 
promień Sa wziąwszy za i , będzie 

^ X I ^ 

y ' I — ( f ^ y ' 
Podobnie/- oznaczywszy głoską b bok wie-

lokąta wpisanego maiącego dwa razy więcey bo-
ków, niż wielokąt i wszy wpisany , a gtoską B 
bok wielokąta opisanego , maiącego dwa razy 
więcey boków, niż wielokąt iwszy opisany; bę-

b 
dzie B zzi -—- i t. d, 

\/ ' ' - ( W • 
247- Twier. Obwody wielokątów fore-

mnych o iedney liczbie boków, są w stosu/ikii 
promieni kół opisanych !nb wpisanych , a ich 
powierzchnie są w scosunku dwumnoinyrn 
tychże promieni. 

Dow. lód. Niech będą dwa wielokąty fore-
mne o iedney liczbie boków^ ABCDEF, abcdef 

Jig. 122: wpisawszy w nie i opisawszy na nich 
koła, których środki są S, s poprowadźmy pro-
mienie SA, SB, SC i t . d . , sa, sb, sc i t . d . W 
dwóch tróykątat:h ABS, abs , kąt ASB asb , 
kąt S A B — : gdyż każdy z nich iest połową 
kąta w wielokącie: więc dwa te tróykąty są po-
dobne. Będzie z;qteMn SA: Ze zaś 
i obwody tych dAMich Avielokątów maią się iak 
AB: ab (214) ; więc obwody te maią się ta'vźe 
iak SA, sa\ t o i e s t , iak promienie kół op sa-
ny ch. 
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2;-/?. Z punktów S i do boków AB i ah 
spiuściwszy prostopadłe 8M, sni, dwa t róykąt j 
AtMS, anis prostokątne przj M, ni, i w których 
kî ąt 8AMz=:5rtr/?7 , są podobne ; więc SA, sa ziz 
SiM: sm\ a że podług dowiedzenia, SA: sa-nz, 
AuB: ah\ więc AB: SM: w, a tem samem 
blbwód iednego wielokąta, do obw^odu drugiego, 
iaik SM:5W czyli iak promienie kół wpisanych 
w/ te wielokąty: liniie bowiem SM, sm są pro-
miieniami kół wpisanych. 

5c/<?. Poniewviż iest AB: ^Z'zzz SA: sa i 
AvB: ah ziz SM: sm będzie więc AB': aV zzz SA': 
siaf' i AB^: ah^ \ snf. A że powierzchnie 
t'ych wielokątów maią się do siebie iak AB': ah^ 
(f2i 4), więc będą się też miały iak SA'^: s a \ al-
b)o iak S M ' , to iest, iak kwadraty promie-
nii kół opisanych lub wpisanych; czyli, powieiz-
cdinie wielokątów foremnych o iednćy liczbie 
bjoków są w stosunku dwumnoinym promieni 
kó ł opisanych łub wpisatiych. 

248- Twierd. Powierzchnia ivicIokąta 
foremnego na kole opisanego ABCD i't.d. 
Jig. 122. równa iest iloczynowi iego ohwodn 
przez połowę promienia lwia wpisanego w 
ten wielokąt. 

Dowod. Do wierzchołków wszystkich ka-
łów danego wielokąta poprowadziwszy promie-
nie SA, SB, SC i t.d. , [)Owierzchnia wielokąta 
podzielona będzie na tyle tróykątów magących 
do siebie przystać, ile wielokąt ma boków. Ka-
y.dy z tych tróykątów np. ASB, biorąc w nim za 
podstawę bok wielokąta AB , ma za wysokość 
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SM promień kola wpisanego. Będzie więc po-
wierzchnia tróykąta 

ASB HZ AB X ~ SM. Podobnież powierzchinia 
tróyknta 

B S C = z B C X ł S M : gdyżSŃzziSM; a z a t e m , 
powierzchnia tróykątów ASB BSC zzz AB X 
| S M - f BG X i S M , czyli ASB- | -BSG=:(AB-f 
B G ) | S M . 

Tymże sposobem postępniąc daley, oka-
żemy , że powierzchnia wszystkich tróykątów 
składaiacych powierzchnia wielokąta danego, 
rówęa iest (AB-f BG-f CD- f DE + EF) | S M , 
to iest, powierzchnia wielokąta ABGD i t. d. ró-
wna iest iloczynowi iego obwodu, przez połowę 
promienia koła w ten wielokąt wpisanego (*). ' 

249. Wniosek. Stąd wypada , źe kiedy 
iest kilka wielokątów foremnych o różney li-
czbie boków, na iednemźe kole opisanych, po-
wierzchnie ich maią się do siebie, iak ich obwo-
dy: e;dyż nazwawszy ieden wielokąt Q , drugi 
obwód pierwszego 0 , 2go o, a promień koła na 
którem te Y/ielokąty są opisane, czyli co na ie-
dno wychodzi, promień koła w te wielokąty wpi-
sanego nazwawszy R, będzie podług poprzedza-
iącego twierdzenia Qz=:-jRO ; a za-
lóm 'Q: /7Z=:|R0: ^RO. Podzieliwszy drugi sto-
sunek przez - |R , będzie Q: / / z z O : o, to iest, 
Avielokąty Q i ^ są do siebie iak ich obwody. 

i5o 
(*) Prostopadła SM spusczona ze środka kola w 

wielokąt foremny wpisanego , do boku te^oi 
wielokata zowie się po grecku Apothema. 

http://rcin.org.pl



C z e ś ć I. 77 

Twierd. Powierzchnia wielokąta 
foircnuiego w kolo wpisanego, maiącego pa-
rzwstą liczbę boków , równa iest iloczynowi 
j)otlo\\:y promienia kola opisanego przez ob-
wóul innego wielokąta foremnego w toż koło 
wpyisanego , lecz maiącego dwa razy mniey 
boików 7iiż wielokąt dany. 

Dow. Niech będzie A D 1 2 3 , szf^ścio-
kąit foremny w koło wpisany, ACE tróykąt fore-
mtriy czyli równoboczny w toż koło wpisany. Po-
prowadziwszy promienie SA, SB, SG it.d. wtróy-
kąicieSBA wziąwszy za podstawę Sł5, wysokością 
ieigo będzie AG prostopadła do SB (rog): a za-
teim powierzcłmia tróykąta SBA zn AG X 
P(odobnież powierzchnia 

tróykata SBC = : CG X ł-^B. 
W i ę c SBA + SBG=z (AG^-f CG) ^SB; czyli po-
wiierzcbnia czworokąta ABCSzizAC X f SB. 

Tymże sposobem okazać można, że po-
- wierzchnia czworokąta GDES zzz CE X i 
AFESzzzEAX^SB. Azatem povvierzchnia wszy-
stkich trzech czworokątów, czyli powierzchnia 
sześciokąta ADzz:(AC + CE -f- EA) |SB; to iest, 
powierzchnia sześciokąta foremnego wkoło wpi-
sanego, równa iest iloczynowi obwodu tróykąta 
równobocznego w toż koło wpisanego , przez 
połowę promienia koła opisanego. 

Ten sam iest sposób dowodzenia, gdy wie-
lokąt w koło wpisany ma inną iakąkolwiek li-
czbę parzystą boków. Oznaczywszy zatem gło-
ską W obwód wielokąta forenmego o iakieykol-
wiek liczbie boków wkoło wpisanego, a pro-

12 
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mień koła opisanego głoskąR; iloczyn o-
ziiaczać będzie powierzclinią wielok iia foremuie-
go w koło wpisanego. Uważać tu tylko potrze-
ba , że ieżeli Wznaczy obwód tróykąta , kwad.ra-
tu, pięciokąta i t .d . iloczyn-|R.W wyrażać Ibę-
dzie w pierwszym przypadku powierzchnią s;ze-
ściokąta, w drugim powierzchnią ośmio^ąta, w 
3cim powierzchnią dziesięciokąta i t.d. 

251. Zagad. Maiąc wiadome powierz-
chnie dwóch wielokątów foremnych, podo-
hnycli iednego w kolo wypisanego, drugiego o-
pisanego nakole, znaleźć powierzchnie dwóch 
innych wielokątów foremnych , iednego w pi-
sanego,drugiego opisane go,maiących boków 
po dwa razy więcey, niż wielokąty pierwsze. 

Rozw. Niech będzie rt^ 129 bok da-
nego wielokąta wpisanego, AB równoodległa od 
ab bok wielokąta opisanego. Poprowadziwszy 
promień S/Ai prostopadły do ab, tudzież cięci-
Avę am i styczne «P , ẐN , cięciwa am będzie 
boł^ienl wielokąta wpisanego dwa razy Avięcey 
boków maiącego, a PN bęclzie bokiem wieloką-
ta opisanego dwa razy wiecey boków maiącego; 
co iest łatwo okazać podhig wiadomości po-
przedzał ą cyc li. 

Niech ł^ędzie q powierzchifia wiadoma wie-
lokąta wpisanego, którego bokiem iest ab, Q 
powierzchnia wiadoma wielokąta opisanego , 
którego bokiem iest AB; x powierzchnia szuka-
na wielokąta wpisanego, którego bokiem iest 
am-, X powierzchnia szukana wielokąta opisa-
nego , którego bokiem iest PN. 
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Dwa t róykąt j ^DS , amS maiące spólny 

wieirzcliolek w punkcie są do siebie iak pod-
sta^yy SD, i SM (I 5I) , to iest 

<2DS : amS zzz SD: Sm. 
Te same dwa tróykąty, uważaiąc ie iako 

częiści wielokątów Q IJC, są do stebie iak te wie- , 
lokąty: gdyż iaką częścią powierzchni wdeloka-
ta (rj iest tróykąt rtiDS, taką częścią powderzchni 
wielokąta x iest tróykąt <z77zS, o czem widocznie 
przekonać się można, dokończywszy figury: 
bet-izie waec. C C 

aDS : amS zzLq\ x. Złożywszy dwie te pro-
porcye, będzie — S D : S w — ! — — A. 

Tróykąty maS i mk$> maiące spólny wierz-
chołek w pirnkcie m, są do siebie iak podstawy 
aS , AS, to iest 

maS: ttzAS = : ^zS: AS. 
Te same tróykąty uważane iako części po-

wierzchni wielokątów x i Q, są do siebie iak te 
wielokąty, to iest 

maS\ mASzzzx: Q. 
Złożywszy dwie ostatnie proporcye, l)edzie 

. t : Q r=:«S: AS ; — ' — — » — B. 
W tróykącie ASm, w którym aD iest ró-

wnoodległa odAw, iest SD: SmzzzaS: AS(178). 
Więc złożyw^szy dwie proporcye oznaczone gło-
skami A i B , będzie <7: xz=zx: Q; a tem sanićin 

To iest, pow^ierz-
chnia szukana wielokąta wypisanego x równa 
ies^ pierwiastkowi iloczynu dw^óeh powierzchni 
wielokątów danych Q i 

2/-Ć?. Dwa tróykąty SP/«, SPA maiące spól-
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na wysokość Sm, są do siebie iak podstawy /7?7zP, 
AP, to iest 

SPm: SPA=:777P: AP. 
Ponieważ zaś liniia SP dzieli knt ASm na 

dwie równ.e części, co łatwo iest oknzać. za ppo-
jitocą truykątÓAY SP/77, SP^ mogącycJi do siebbie 
pi/ystać, będzie w îęc 

7//P: AP=:S777: AS (I 8 0 ; Ê zaś 
Sm: As ziz SD: Sa ; czyli 
S777: AS = SD: S777., gdyż S/77 zz: Sa ; 
SD: Sw ZIZ : , podług pieiw'szey~c;v,ę-

ści ninieyszego zagadnienia; złożywszy wv'ięc 
\yszystkie te proporcye, będzie SI^/?: SPA.zz: 
ę: .T, a tem samem SP//? : SP//ẑ  q 
- f - ^ ; czyli SPw: kSm —q\ qPiozmrno-
żywszy poprzedniki przez będzie 2SP/77.: ASSai 
z=:2.q: q ^ 

Lecz 2SP/7^±=:SP/7^-f-SP<2Zzz/7PwS l A\S//i' 
uważane iako części powierzchni wielokąttów 
X i Q są do siebie iak te w^eloknty, to iest 

2 S P / 7 ; : A S / 7 2 = Z Z X : Q ; więe 
X : Q HZ 2*7: q x; a tem samem 

9.q X Q 
X : q - f a:; 

252. Uwaga. Znalazłszy wielokąty .t; , 
X , clicąc potćin znaleźć powierzchnie dw(óch 
innych Wielokątów;^' wpisanego, Y opisanefgo^ 
któreby miały po dwa razy w i ę c e y boków, niż 
wielokąty .r, X; Tymże samym sposobem po)Stę-
puiac znale/łiłiyśmy, że j zz: \ / X X ? 

Yzz: . 
^̂  - r -7 
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rodobnież oziiaczTvvszy głoskami z , Z po-
wrierzcbiiie dwócH innych Avielokątów maiących 
pco dwa razy więcey boków , niż wielokąty j ' , Y; 

ł 3 ) y ł o b y z = z \ / Y X 7 ; Z z = i t. d. 
253. Twierd. Gdy są dwa koła nakre-

śUone z jednego środka-S, dwoma promieniami 
niierównemi AS, BS fig. i 3 o , które się zowią 
k(ołami spółśrodkowemi , circiili concentrici ; 
miożna zawsze w koło'większe wpisać wielokąt 
fo remny, na kole zaś mnieyszem opisać wielo-
k(ąt podobny pierwszemu tak, ie obwód wielo-
kiątći wpisanego w żadnym punkcie nie zey-
dlzie się z okręgiem koła, mnieyszego , obwód 
ziaś wielokąta opisanego w żadnym punkcie 
n.ie zeydzie się z okręgiem koła większego. 

Dow. Przez punkt 1> poprowadziwszy sty-
czną CD, aż do przecięcia się z okręgiem wię-
kszym w punktach C i D , podzielmy okrąg wię-
kszy na tyle części równych, aby każda część by-
ł a mnieysza od łuku CAD. Daymy na to , że taką 
c:zęścią iest łuk EAF, który w punkcie A iest po-
d zielony na dwie części równe. Poprowadziwszy 
cięciwę EF, cięciwa ta iest w odległości wię-
kszey od środka koła S, niżeli cięciwa CD (124). 
A że ta cięciwa iest równoodległa od cięciwy 
CD, gdyż obiedwie są prostopadłe do A S ( 1 0 9 ) ; 
więc dwie te cięciwy zeyść się z sobą nie mogą: 
a zatem i cięciwa EF "z okręgiem koła mnieyęze-
go zeyść się nie może ; a tem samem i obwód 
wielokąta foremnego wkoło większe wpisanego, 
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którego bokiem iest cięciwa EF, z okregiem ko-
ła mniejszego zejść się nie może. 

Poprowadziwszy promienie ES, FS przeci-
naiące się z cięciwą CD w punktach I, H, liniia 
IH będzie bokiem wielokąta opisanego na kole 
mnieyszem podobnego Wielokątowi wpisanemu 
w koło większe (243)- Gdyby bok tenllT mógł 
się zeyść z okręgiem koła więłiszego, zeyście sie 

. to w innym punkcie nie mogłol)y nastąpić, cłiy-
ba w punkcie I lub H, które ze wszystli^icli pun-
któw linii HI są naybardziey oddalone od okrę-
gu mnieyszego, a tem samem naybardziey przy-
bliżone do okręgu większego. Lecz gdyby punkt 
np. I znaydował się na okręgu większym, na len 
czas liniia SI byłaby równa linii SE; co być nie 
może, gdyż pierwsza iest częścią drugiey: wiec 
i bok IH wielokąta drugiego nie może się zeyść 
z okręgiem większym. Toż mówić o innych Do-
kach tego wielokąta. A zatem obwód wieloką-
ta opisanego na kole mnieyszem, nie może sie 
zeyść z okręgiem koła większego. 

R O Z D Z I A Ł IX. 

O powierzchni koła i o stosunku okręgu do 
średnicy. 

254. Wiadomości w Rozdziale V i innych 
wyłożone, dały nam poznać rozmaite własności 
koła, do zi aczney liczby twierdzeń o liniiach 
prostych, [o kątach i wielokątach ścisły wpływ 
maiących. Lecz pozostała i«5cze do wyłożenia 
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rzcecz w dalszey Jeometryi'Istot nie potrzebna, to 
iełst, czyby nie można jakowym sposobem zmie-
rzyć okręgu koła i iego powierzcłini, ieżełi nie 
z ttaką dokładnością, z jaką mierzyć mo-emy li-, 
niiie prgste i płasczyzny liniiami prostemi zakoń-
cz-,one ; to przynaymniey z jak naywiększem do 
rz(eczywistey ważności przybliżeniem. Wiado-
m«ości w poprzedzaiącym Rozdziale podane o 
wiielokątach foremnych w koło wpisanych i o-
pijsanych na kole ułatwią nam do tego drogę. 

255' Przypatrzywszy się z uwagą dvvom 
wiielokątorn foremnym oiednakow ey liczbie bo-
ków, iednemu wkoło wpisanemu, drugiemu o-
pi.sanemu na kole, postrzeżemy lód, że obwód 
opisanego większy iest , niż obwód w pisanego 
wielokąta: gdyż w tróykata ch ABG, BCH i t.d, 
fig^. i 2 8 , A G - | - B G > A B , ' BH + C H > B G i t . d . 
(22). 

256. Q.re. Podwaialąc ciągle liczbę bo-
ków wielokąta wypisanego i opisanego , obwód 
pierwszego będzie się co raz powiększał, obwód 
zaś drugiego będzie się coraz zmnieyszał. Ja-
koż niech będzie y?^'. 131, ah bok wielokąta 
foremnego w koło wpisanego, ^M połowy 
dwóch boków przyległych wielokąta na kole od-
pisanego. Poprowadziwszy promień Sm prosto-^ 
padły do ah, i cięciwy am, hm, tudzież liniią 
AB prostopadłą do Sm ; cięciwy am,, hm będą 
dw^oma bokami przyległemi wielokąta wypisane-
go maiącego dwa razy więcey boków niż w îe-
lokat pierwszy wpisany; liniie zaś aA, k m , 7/7B, 
Bh, będą połowami boków wielokąta opisanego, 
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maiącego dwa razy więcey boków, niż wielolkąt 
opisany pierwszy. 

W tróykącie amh iest a?nbm'y>ab(js.^), 
to iest, summa dwóch boków^ wielokąta wpiisa-
nego drugiego, większa iest od iednego bo>k,u 
wielokąta pierwszego : a zatem summa wszyst-
kich boków, czyli pbwód wielokąth wpisanego 
drugiego większa'iest od summy wszystkich Ibo-
ków czyli od obwodu wielokąta wpisanego piiór-
wszego. Tymże sposobem okazać można , że 
obwód trzeciego wielokata wpisanego maiącego 
dwa razy więcey boków iviż wielokąt drugi, wię-
kszy iest od obwodu wielokafa drugiego i t. d.. 

Podobnież w tróykacre AMB iest A B < A M 
-f- MB; czyli A?n wB < AM -|-MB. Dodaw.szy 
po obu stronach aK.-\-Bb , bedzie 

«A-fAw-f-/77B-fB^-<^7A-f-AM-fMB-f B/̂ ; 
czyli rt^A-f A/?i-f wB+BZ'<rtM-f M^. T o iest , 
summa dwóch boków wielokata opisanego dru-
giego mnieysza ieśt od boku wielokąta opisa-
nego pierwszego. A zatem summa wszystkich 
boków, czyli obwód wielokąta drugiego mniey-
sza iest od sununy wszyslkich boków czyli od 
obwodu wielokąta pierwszego. Tymże sposo-
bem okazać można, że obwód trzeciego wielo-
kąta opisanego maiącego dwa razy więcey bo-
ków niż wielokąt opisany drugi, mnieyszy iest 
od obwodu wielokata drugiego i t .d . 

257- ^cie. Kiedy więc obwód wielokąta 
wpisanego tem iest większy, im więcey boków ma 
wielokąt, a obwód wielokąta opisanego tem iest 
mnieyszy, im więcey boków ma wielokąt; idzie 
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zaitem, że im wiecey dwa te v,'lei ok ąty maią. bo-
k(ów, t(̂ m jimieysza zachodzi różnica jnlędzy ich. 

• olbwodami. Można nawet wpisać wkoło i na 
nilem opisać dwa wielokąty foremne o iedn/jyże 
licczbie boków takln, że różnica miedzy icłi ob-
w odami mnieysza bedzie od wszelkiey ilości na-
zriaczoney. Gdyż ponieważ obwody wieloką-
tów foremnych o iedneyże liczbie boków maią 
si ę do siebie iak promienie kół wpisanych (2/,^) 
oznaczywszy obwód wielokąta 
ską O, obwód ^aś wielokąta AD głoską Y\% bę-
dzie O: W ~ S f 7 i : S<7; a tem samem O — W : O 
zzzSm — Sy: Sm ; czyli O — W : Sm. 

, ^ nK]XO 
A zatem O — Wz=: ; cz)li wziąwszy 

promień Sm za i , . O — W ~ m ^ e i n 
równaniu \e//.E\i?nq równa się TWOI WOO 
części promienia Sm czyli i , iloczyn X ^ 
będzie równy it .d. części obwo-
du wielokąta opisanego, a tem samem O — W , 
czyli różnica między obwodami tych wieloką-
tów, równa będzie TOVO c^-^ści 
obwodn. tegoż wielokąta opisanego. 

Wżiąwszy zatem mq fig. 125, równą ^ , 
Inb inney iakieykolwiek części promienia Sw , 
byleby tylko liniia ta mq była mnieysza od ilo-
ści naznaczoney, co będzie z3iVfsze rzeczą podo-
bną do uskutecznienia, i przez punkt q popro-
wadziwszy cięciwęFG prostopadłą do Sm, gdy-
by cięciwa ta nie była bokiem wielokąta fore-
mnego w koło wpisanego, dosyćby było podzie-
lić ok^-ągtego koła na takie części równe, aby 
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każda część mnieysza była od łuku FG. Daymy 
na to , źe taką częścią iest łuk tih, który prze-
niósłszy na łuk FG tak aby promieii Sw dzielił 
go w punkcie m na dwie równe części, i popro-
wadziwszy cięciwę ah ; cięciwa ,ta iDędąca bo-
kiem wielokąta foremnego w koło wpisanego , 
odetnie liniią mc innieyszą od a tem samem 
iescze bardziey mnieyszą od ilości naznaczoney, 
niż iest liniia m/^. 

Moina więc różnicę między obwodami 
clwócb tych wielokątów uczynić" mnieyszą od 
wszełkiey ilości naznaczoney, podwaiaiąc podług 
potrzeby liczbę boków wielokąta wpisanego. 

258. Obwód wielokąta wpisanego AD 
yig. 128, o iakieykolwiek liczbie boków, zawsze 
iest mnieyszy od okręgu koła: gdyż zawsze liniie 
proste AB, BGit.d. krótsze są od liniy krzywych 
czyli od łuków AmB, B/zG it.d, (5). Obwód ząś 
wielokąta opisanego MJ, o iakieykolwiek liczbie 
boków , zawsze iest większy od okręgu koła ; 
gdyż liniie złamane AGB,BHC it .d. bardzity 
od liniy prostych AB, BC i t.d. oddalone, dlui-
isze są niż liniie krzywe , czyli łuki A;?/B, B/zCl 
i t . d . mniey oddalone od tychże liniy prostych 
AB, BC it.d. (*). Okrąg zatem koła co do swe-

Prawda ta iest wypadkiem sczególnym nastp-
puiącego twierdzenia: wszelkie liniie wjpukłty. 
co iest te, które liniia prosta we dwóch tylk>. 
pmditach przecinać może , iak iest np. ohraf 
kola , i obwód wielokąta maiącego wszjsthii 
kąty wyskakuiące, są. tem dłuisze, im sie bar-
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iey długości, środek trzyma miedzy obwodem" 
wielokąta opisanego i wpisanego. Kiedy wiec 
różnica między obwodami dwóch tych wreloka-
tów, może być mnieysza od wszelkiey ilości na-
znaczoney; tem bardziey różnica między okrę-
giem kołal i ol)wodem iednego z tych dwóch 
wielokątów mnieysza być może od wszelkiey i-
lościnaznaczoney: bo ztrzechilości nierównych, 
różnica między naywiększą i naymnieyszą, za-
wsze iest większa, niż między średnią i naywię-
kszą , lub między średnią i naymnieyszą. 

dziey od linii prosCey oddalaią. 
Do^^ od. JSieclt będą dwie liniie wypu-

kłe ACB, AMB fig. 132 : poprowadziwszy li-
niią prostą DE dotykaiącą się linii wypuhley 
ACB w punkcie C; liniia ta DE będzie krótsza 
niż łuk DME ; będzie więc ADEB<^AMB, 
PVziąwszy potem punkta H, L pośrednie mię-
dzy punktami A i C, B i O, A poprowadziwszy 
styczne FG, IK, utworzy się nowa liniia wy-
pukła AFGIKB mnieysza od linii wypukłe/ 
ADEB: gdyż FGC^FD-\-DG, IK<EI^ 
EK, Tym sposobem postępuiąc daley, mo-
żnaby wykreślić nieograniczoną liczbę liniy 
•wypukłych corazbardziey zmnipyszaiących sie 
w jniarę przybliżenia się ich do linii wypukłey 
ACB, która tem samem będzie ni-e tylko krót-
sza, od AMB,lecz odwszelkich intiych liniy wy-
pukłych^ środkuiących między wypukłą AMB 
i ACB, bardziey od linii prostey AB odda-
lonych a niżeli iest liniia ACB, 
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259- Twierd. Jeżeli dwie wielkości iii 
odmienne A i B są takie, że można dowieść^ i,, 
ich różnica A—B iest mnieysza niż trzecia wiel-
kość naznaczona ^ takmala, iak u lkobyć może: 
dwie te wielkości A i B są miedzy sobą równe. 

Dow. Jakoż gdyby dwie te wielkości nie były 
równe,tedy zachodziłaby między niemi ró -nica, 
którą oznaczywszy FJ, byłoby A—B:=:D, „item 
samem byłaby, rzecz niepodobna wziąć iniędzy 
niemi różnicę mnieyszą od D , co się sprzeciwia 
założeniu. 

Uwaga. Trzeba się tu dobrze zastanowić 
nad wyrazem nieodmienne : gdyż można np. 
otrzymać wyrażenie 2 tak bliźkie pierwiastku 
prawdziwego, że różnica między znalezionym a 
prawdziwym, może być mnieysza od wszelkie;v 1-
lości naznaczoney ; a iednak pierwiastek ziialc-
sdony nigdy nie będzie równy prawdziwemu : 
lecz tu za każdem przybliżeniem otrzymuiemy 
wypadek odmienny : welkości zaś A i B są za-
wsze te same. 

260. Twierd. Okręgi kół są do siebie 
w sLosunku swoich promieni. 

Dow. W koła dane , któi-ych okręgi o-
znaczamy wpisawszy dwa wielokąty fore-
mne o iedneyże liczbie boków, i obwody ich o-
znaczywszy głoskami W , w , a promienie kół 
głoskami ponieważ obw^ody wielokątów 
podobnych maią się iakproniieniekół opisanych 
(247), bedzie wiec W : r , a tem samem 

— ~ . iNadto można przynaymniey w niy-

http://rcin.org.pl



w 
^C z ę ś'ó L * ^89 

5, ^li sobie "wystawić, że liczba boków"w tych wie-
; lokatach iest tak wielka, iż różnica między ob-

-wodem każdego z iiich a okręgiem kota opisa-
nego iest mnieysza , niż wielkość iakakolwiek 

Q 
tak mała, iak tylko być może. Kiedy więc—iest O 
istosunkiem dwóch okfęgów, różnica między sto-

C MV • 
sunkami — i ieśliby iaka była , może byó 

przywiedziona do takiego stopnia małości, do 
iaŁiego ią przywieść zechcemy. Ze zaś ta sama 

TÓźnica'zachodziłaby między stosunkami -

/ W R 

g ^ y ż - ^ r z — ; wypada stąd iż można dowieść, 

że różnica między ilościami nieodmiennemi 

iest mnieysza niż trzecia wielkość nazna-

czona takmała,iak tylko być może; będzie Mięć 

podług twierdzenia poprzedzaiącego 

czrli 
(* Dowodzenie to i twierdzenie poprzedzniące wyłoione tu 

są w kształcie takim , idki ie tzyni do okazania in-
nych prawd w dalsziy Jeometryi naywygodnieyszeni , 
i tali zgadza sif naybardziey z wysfowieniem w Jeo-
metryi używanem. To samo dowodzenie mogłoby łnO' 
cziy tak być wyłoione. Wjdsawszy w dwa dane koła 
wielokąty foremne podobne o liczbie boków tak wiel-
kiey iak tylko byc może , obwody tych wielokątów bez 
widoeznego uchybienia, mvgą hyć wzięte za okręgi kół 
episanych : gdyi boki tych wielokątów będące cięciwami 
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Sposób Igi. Oznaczjrwszy okręgi d w ó d r , 
ls,ół głoskami G, c , a icli promienie R , r ; trzeI3)a^ 
dowieść że iest R : r = z G : c i — * — J - r - A . 

Dow. Jeżeli ta proporcya iest fałszywąi,^ 
tedy ostatni iey wyraz c iest albo żamały do lu-
czynienia proporcyi, albo zawielki. 

W przypadku weźmy ilość m wiekszź|.v 
p d c, i daymy na to , ieżeli być może, że ta p ro -
porcya iest prawdziwa ; 

R : r G: w , w którey c. 
Opiszmy na kole c wielokąt foremny taki , 

aby różnica między iego obwodem, który zwa 6 
fcędziemy o , i okręgiem c mnieysiąa była od rór 
źnicy między ilością m i tymże okręgiem c; t o 
ies t , aby było o — c<^m—rC. Dodawszy p o 
obu stronach ę, wypadnie o<C.m. 

Opiszmy i na kole C wielokąt foremny pa? 
i^obny wielokątowi opisanemu na kole c. Po^ 
nieważ obwody wielokątów podobnych , mai^ 
się do siebie iak promieniekót wpisanych (247) i 
oznaczywszy więc obwód 2go wielokąta głoska 

będzie R : r^z : O: o. A że z przypusczenia 
iest R: rzizC: m ; więc złożywszy dwie te pro-
porcye, wypadnie Oi Czizo: m. 

W tey proporcyi drugi poprzednik o iest 
mnieyszy od swego następnika z dowiedzenia j 
jwszy zaś poprzednik O, czyli obwód wielokąta 
opisanego,, iest większy od swego następnika 

tuków nieshończenim małych, nie róiniłyby tię przynaj' 
mniey na oko od tychże łuków. A że obwody wieloktf 
tów foremnych pmdobnych maią. sif iak promienie hót 
9pisartyc&i wisę i ukrfgi maią tif iąi prQmienie' 
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C, czyli od okręgu koła (258). Proporcya więc 
ta iest fałszywa. Lecz proporcya ta powstała ze 
zło:^.enia dwócłi proporcyy ią poprzedzaiacydi, 
z któiycli iwsza R: rzzzO: o, iest dowiedziona 
wyżey ; 2ga zatem R: r zzz G: /M, musi być fał-
szywa. Nie może więc w proporcyi A ostatni 
w_)'raz c być za mały. 

W przypadku agim , ieźeli ostatni wyraz c 
w proporcyi A iest za wielki, wieźmy ilość ii 
mnieyszą od c, i daymy na to, ieźeli być może, 
że ta proporcya iest prawdziwa , R: zzz C: / i , 
wk tó rey«<<c . 

"Wpiszmy wkoło c wielokąt foremny o ta-
kiey liczbie boków , aby różnica miedzy okrę-
giem c i obwodem tego wielokąta zwanym w , 
mnieysza była od różnicy między okręgiem c i 
ilością /i; to iest aby było c — i\'<Cc—n. Do-
tlawszy po obu stronach tt- i n , a odiąwszy c, zo-
stanie ?i<C.w. 

Wpiszmy wkoło C wielokąt foremny po-
dobny wielokątowi wpisanemu w koło c. Po-
nieważ obw^ody wielokątóyy podo])nych maią się 
do siebie iak promienie kół opisanych ; ozna-
czywszy więc obwód wielokąta ŵ  koło C wpisa-
nego głoską W , będzie R: /• — W : w. A że ]30-
dłuT przypusczenia iest R : /-zzzC: n ; złożywszy 
zatem dwie ostatnie proporcye , będzie G: W 
zzz iL: w. 

W tey proporcyi 2gi poprzednik n mniey-
szy iest o l swego następaika w z dowiedzenia ; 
\w:zy zaś poprzednik C to iest okrąg koła, wię-
kszy iest od swego następnika W , to iest, od 
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obwodu wieloknla w (o/, koło wpisanego: pro-
porcja wiec ta iest /iiis/,\wa. Lecz proporcja 
ta powstała ze złożenia dwóch proporcyy ią ^po-
przedzających, z laórych isza R: / zizW: w, iest 
wyżey dowiedziona: .̂gr/ zatem R.: / ~ G : n , 
musi być fałszywa. Nie może więc ostatni wy-
raz c proporcyi A być za wielki. 

Albo tak'. Jeżeli w agim przypadku wyraz 
4ty c proporcyi A iest za wielki, tedy albo wyraz 
ten potrzeba zmnieyszyć ; albo też powiększyć 
wyraz C, co wychodzi na iedno c a na ten 
czas w proporcyi A odmieniwszy mieysce wyra-
zów^, byłoby r : Rzzzć: m , gdzie 7 / z ^ G , co 
podług Igo przypadku być nie może; a tem sa-
mem ostatni wyraz c proporcyi A nie może być 
za wielki. 

A kiedy W3 raz ten c nie iest ani za mały, 
ani za w^ielki do uczynienia proporcyi A; więc 
iest taki iak być powinien , a tem samem pro-
porcyą ta iest prawdziwka: to iest, okręgi kół ma-
ią się iak ich pronn'enie. 

Sposób ^ci. Niech ł:>ędą dAva koła nakre-
ślone promieniami sc, SC fig. i53 • będzie o-
krąg koła nakreślonego promieniem sc, do o-
kręgu koła nakreślonego promieniom SC , iak 
promień sc do promienia SC ; czyli oznaczy-
wszy ołcrag koła igo c, 2go C, Ijędzie sc: SC 
— c: C A. 

Jeżeli ta proporcyą iest fałszywa, wdęcbę-
dzie sc do SC iak c do wyrazu 4go, albo nuiiey 
szego od C, albo większego. J3a)'myżna to, że 
wyraz 4'y G iest za wielki, i ze środka S pro 

mie-
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mkeniem Sc mnieyszym od promienia SC nakre-
śliwszy kolo, którego okr^g oznaczamy głoska 
C', niech będzie, ieżeli być może, ta proporcya 
praiwdziwa; : SCzn: c: ć. 

Wpiszmy w koło którego promień SC, wie-
lokąt foremny ABC i t . d. tak aby obwód iego 
nigjdzie nie scłiodził się z okręgiem koła ć (253). 
W piszmy także i wkoło, które^> o promień ócwie-
lokiat a/jcd itd. podobny pierwszemu. Ponieważ; 
ob wody wielokątów podobnych , maią się iak 
pr(omienie kół opisanych y oznaczywszy zatem 
o b ' W Ó d wielokąta ahcd i t. d. głoska w, obwód 
wi eloknta ABCD it .d. głoską W , będzie SC 
zzz: (t̂ : W : a że podług przypusczenia sc \ SCzn: 
c: ć\ więc złożywszy dwie te proporcye, będzie 

c HZ W : ć. 
W tey proporcyi poprzednik iszyr<>, czyli 

ol>wód wielokąta abcd i t .d . mnieyszy iest od 
swego następnika c, to iest od okręgu koła opi-
sanego ; poprzednik zaś 2gi W , czyli obwód 
wielokąta ABCD it.d. większy iest od swego na-
stępnika ć, to iest, od okręgu koła wykreślone-
go promieniem Sc (258)' A zatóm proporcya ta 
iest fałszywa; to iest, nie może być, aby promień 
SC mial się do promienia SC, iak okrąg koła wy-
kreślonego promieniem ^c, do okręgu koła wy-
kreślonego promieniem Sć mnieyszym od pro-
mienia SC. 

W przypadku sgim, ieżeli w proporcyi A' 
4ty wyraz C jest zamały, trzeba go powiększyć) 
all)o zmnieyszyć wyraz c; a na ten czas w 
proporcyi A odmieniw szy mieysce wyn\izów,by-
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łoby SC: C do okręgu kola mnieyszego od 
okręgu c; co podług przypadku igo być nie 
może. 

Kiedy więc w^proporcyi A 4t y wyraz C nie 
może być ani mnieyszy, ani większy od okręgu 
C, musi zatem ł)yć równy okręgowi C. Więc 
okręgi kół maią się iak ich promienie. 

261. W^niosld. Stąd wypada lód, że 
okręgi kół maią się także iak średnice: gdyż w 
powyższey proporcyi C: c n z P i : , rozmno/y-
wszy 2gi stosunek przez 2, będzie C; c = z 2II: 
27-; a że 2R i i r znaczą średnice tych kół , wiec 
oznaczywszy średnice głoskami S i s , będzie C: 
c — S: .ę. 

262. 9.re. Dwa łuki CB, ch fig. 155, łtół 
nierównych , będące miarą dwóch kątów^ S, 
równycłi, które się zowią łukami podahiieiniy 
.sa do sieł)ie także w stosunku promieni łub śre-
dnic lvół do których należą: gdyż ponieważ ką-
ty S i ^ sa równe, Avięc iaką częścią 4 kątów pro-
stych iest ką tS , taką częścią 4 kątów prostych 
iest kąt 5; a tem samem iaką częścią okręgu sw ê-
go iest luk CB będący miirą kąta S, taką częścią 
okręgu sw^ego iest łuk ch będący miarą kąta s. 
Łuki więc te są do siebie w stosunku swoich o-
kręgów^: a że okręgi maią się iak ich promienie 
hib średnice, więc i luki CB, ch maią się iak pro-
mienie lidj średnice kół , do których należą. 

265 ocic. Z tego także twierdzenia wy-
pada, że gdyby wiadomy ł,)yl stosunek okręgu 
iednego tyll^o koła do iego promienia lub śre-
dnicy, iuż uhn samem byłby wiadomy stosunek 
okręgu każdego innego koła do iego promienia 
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liiib średnicy. Jakoż mech ^ oznacza ten stosii-
ntek wiadomy; czyli, co na iedno wychodzi, 
nitech T bedzle okrąg koła którego średnica iest 
1;; niech G oznacza okrąg innego koła , którego 
pironiień iest R : bedzie podług poprzedzaiące-
gfo twierdzenia 

I : ił- zzz 2R: C. więc C i=r i-rR, 
Gdyby więc stosunek JT czyli okrąg koła 

iniaiaoego za średnicę i był wiadomy, łatwo by-
ł o b y znaleźć okrąg C każdego innego kota , któ-
rego promień R iako liniia prosta może być za-
w sze wiadomy. Idzie więc tylko o znalezienie 
stosunku okręgu iednego koła dośredincy: u-
ła.tvvi to następuiące zagadnienie. 

364. Zn gad. Znale tć stosunek przyhli-
ŻNN-Y okręgu do średnicy. 

Rozw. Ażeby to zagadnienie rozwiązać , 
potrzeba ICHI wpisać w k o ł o wielokąt foremny 
tak i , aliy stosunek obwodu iego do średnicy był 
wiadomy. 

ar/?. Opisać na kole wielo-kąt podobny 
wpisanemu (245). 

3c/ć?. Za pomocą wiadomego boku wielo-
kąta wpisanego wyrachować naprzód bok, a po-
tem obwód wielokata opisanego (246). 

i^te. Podwoiwszy liczbę boków o b u t y c h 
wielokątów, wyrachować naj)rzód bok i obwód 
wielokąta drugiego w p i s a n e g o + 2 ) , potem bok 
i obwód wielokąta drugiego opisanego. 

To ostatnie działanie powtórzywszy 
kilkanaście razy, ądy nakoniec znaydziemy dwie 
liczby, iedne muieyoza wyrażuiącą obwód wie-
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loknlti wpisanego, drugą większą wjrażaiącą ob-
wód wielokata opisanego, takie, że ich różnica 
iest bardzo mała; na ten czas liczba środek mię-
dzy niemi trzymaiąca, to iest , większa od wa-
żności obwodu wielokąta wpisanego, a mniey-
sza od ważności obwodu wielokąta opisanego , 
może byó wzięła za"ważność okręgu, który GO 
c'o długości swoiey , trzyma środelv między ob-
wodami dwóch tych wielokątów (258)- Wa-
żność tę porównawszy z ważnością śretlnicy, o-
lTzy]namy stosunek przybliżony okręgu Itoła do 
średnicy. 

Wpiszmy np. w k o ł o sześciołcnt foremny : 
ponieważ bok tego sześciokąta równy iest pro-
mieniowi kola opisanego (231)? ^wziąwszy więc 
promień koła za i , obwód sześciokata wpisane-
go będzie 6. 

Oznaczywszy l)ok sześciokąta wpisanego a , 
opisanego A, bok 12 kąta,wpisanego b, opisa-
nego B, bok 24kąta wpisanego c, opisanego G, 
i tak dalćy; będzie podług tego cośmy powie-
dzieli wyżey (246), 

Że zaś I — i = z = i ( 4 — a 
ciagaiąc pierwiastek z iloczynu, trzeba go wy-
ciągnąć z każdego czynnika; gdy więc w iloczy-
nie X 3 czytmik - iest kwadratem, którego 
pierwiastek iest i , powyższe równanie zamieni 

I 
sie w nastepuiace : A — ; rozmnoży-
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•y^szy licznik i mianownik przez 2, bedzie Azz: 

czyli a tem samem 6 A 

i ta iest ważność oDAYodu bkąta opi-

sanego; a że obw^ódsześciokata wpisanego iest 6; 

więc okrąg koła będzie większy od G, a niniey-

iszy od 

Podobnież podłup; zagadnienia podanego 
>vyżey (242), będzie bok i2kąta wpisanego, 
czyli 

a tem sa-
łnem obwód lakata wpisanego, czyli 

Wyciągnąwszy pierwiastek z liczby 3, bedzie 
; przez pierwia-

stek ten podzieliwszy 13, będzie obwód 6kąta 
opisanego, czyli 6A zr; 6,928203230275. 

Tenże pierwiastek liczby 3 odiąwszy od 2, 
zostanie 0,267949192431123; z czego wycią-
gnąwszy pierwiastek kwadratowy, będzie 

; pierwiastek ten roz-
mnożywszy przez 12, będzie obwód i2kąla wpi-
sanego , czyli 
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^ Tym sposobem postępiiiąc ilałey,znaydzi<e-

my obwody wielokątów Aypisanycli i opisaiiycli, 
począw^szy odGkątów, aż do wielokątów maią-
cych po 1^288 boków, iak wyraża następująca 
tablica. 

Widzimy tu iak obwody wielokątów tych 
coraz się bardziey do siebie przybliżaią ; tak 

(*) Dla więhszey dokładności ohtvody tych wiclo-
kątow rachoxva}ie byiy do dwunastu liczb dzie-
siętnych ^ w tablicy zaś położone są tylko z 7 
dziesiętnemiy lecz ostatnia liczba dziesii^tna 
iest raz większa^ drugi raz mnie-ysza od zna-
lezioney, I tak obwód r ^kąta wpisanego w 
tablicy będący iest większy od ZTialezionego^ 
i powinienby mieć na końcu zero nie i ; /erz 
za to obwód 2.Ąkąta w tablicy położony iest 
mnieyszy od znalezionego : znaleziony bo-

,wiem wypada 6,365257226560. 
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rl-^lec^", że różiłic.i między obwodami dwóch 
wielokątów ostatnich m.'r:ią.cych po bo-
b-ów , równa się tylko dwom iednościom dzie-
si.ętnyin siodmego rzędn. A że okrąg koła wię-
kszy iest od obwodn wielok.ąta wpisaiiego , a 
muiieyszy od obwodu wielokąta opisanego; li-
c:zba yięc trzymaiąca środek między ważnościa-
mii dwóch tych obwodów, to iest liczba 

<̂ , '-8518'')5 może być naznaczona za ważność 
okręgu koła , którego promień iest i . Stosunek 
z.ate)n okręgu do średnicy będzie 2: 6,283 1853 > 
c^ĄU podzieliwszy obadwa wyrazy przez 2, i ; 
3 , 1 4 1 5 9 2 6 . A zatem 3? 141 ^926 iest ważnością 
stosunku przybliżonego, któryśmy wyżey ozna-
czyli przez ^ ( 2 6 3 ) . 

W działaniach nie wymagaiących wielkiey 
dokładności, można przestać na dwóch liczbach 
dziesiętnych: będzie więc stosunek średnicy do 
okręgu iak i : 3>J4 7 czyli roznmożj^wszy przez 
I 00 oba wyrazy, iak 100: 3x4-

Archimedes wpisawszy w k o ł o i opisawszy 
Jia nim dwa wielokąty foremne o 96 bokach , 
znalazł, że okrąg koła iest nuiieyszy od 5 i § , a 
wdększy od 3yY' Podług tego więc rachunku 
będzie stosunek średnicy do okręgu i : 5 t § ; 
czyli obróciwszy całkowitą na ułomek, i oba-
dwa wyrazy rozmnożywszy przez 70 , a potem 
ie podzieliwszy przez 10 ; będzie stosunek śre-
dnicy do okręgu y: 22. Późniey dokładność 
w tey mierze posunięto daley; lecz ze wszyst-
kich stosunków wiadomych dwa następiwace , 
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pod względem dokładności, zasłnguią na scze-
gólnąuAvagę: iszy i i 3 : 355; agi 1250: 59^7-

265. Uwaga, Działanie powyższe , za 
pomocą którego wynayduią się obwody wielo-
kątów foremnych w koło wpisanych i opisanych 
na kole, zabiera nie mało czasu. Lerz można 
ie cokolwiek skrócić sposobem następującym. 
Daymyna to , że AB fig. 126, iest bokiem Ska-
ta foremnego w koło wpisanego ; będzie więc 
AM bokiem lakąta, AP bokiem wielokąta ma-
iącego boków 24 i t .d . Poprowadziwszy śre-
dnicę AC, i cięciwy CB, CM it.d. w tróykątach 
prostokątnych ABC, AMG i t.d. iest 

4td. 
Niech będzie promień A8 zzi i ; a tern sa-

mem średnica AC z=: 2; bok Gkąta ABzzzrt:, bok 
i2kątaAMz=:^ i t .d , cięciwa CBzz: w , CMzz: 
w, CPzizoit.d.. Równania więc powyższe 
iiiieniąsię w nastepuiace: 

Że zaś azzLi^ b^zz: f^2 — \ / 3 ( 2 6 4 ) ; atem 
samem d̂ ẑzz i , b^ziz-?. — \ / 3 ; położywszy więc, 
łe ważności w równaniach j)oprzedzaiących , 
będzie 

gdyŻTTi 
z dowodzenia. 

Tymże sposobem okazać można, że cięci-
•^aCPjCzyh 
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0<dbywszy działanie, bedzie m : 
I) 7520508075- Więc 

Znalazłszy ważność cięciw ni, //, o i t. d. 
łaitwo będzie znaleźć ważność dla b, c, d it.d. : 
g d y ż w t r ó y k ą c i e -

czr.yli/ 

cz'.yli «Zn: 7320508075 ; a tern samem 
7?'̂  — 3,7520508075; więc ważność tę od-

iaiM ŝzy od 4? zostanie o, 26794919'>.5 J z czego 
wyciągnąwszy pierwiastek kwadratowy , będzie 
o,, 51763809 ważjiością bóku dwunastokąta wpi-
sanego; co rozmnożywszy przez 12 , będzie ob-
wód tegoż wielokąta 6,2116571, iak w tabKc/-
powyższey (264) i t .d , 

266. Zastanowiwszy się nad powierzchnia-
mi dwóch wielokątów foremnych o iedneyże li-
czbie boków, z których ieden iest na kole opi-
sany, drugi wpisany w koło, łatwo iest postrzedz 
'że powierzchnia opisanego większa iest od po-
wierzchni wpisanego. Ciągle podwaiaiąc liczbę 
boków obudwu tych wielokątów postrzeżemy, 
że powierzchnią wpisanego coraz się bardziej 
powiększa, powierzchnia opisanego coraz sie 
bardziey zmnieysza. A stąd wypada, że im wię-̂  
kszą liczbę boków maią dw â te wielokąty, tćni 
mnieysza różnica zachodzi między ich powierz-
chniami. Można nawet różnicę tę uczynić mruey-
sza od wszelkiey ilości naznaczoney. 
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Jakoż ponieważ powierzchnie wielokątów 

podobnych inaią sie iak kwadraty z promieni 
kot wpisanych (247) , oznaczywszy zatem po-
wierzchnią wielokąta jVIlJi^-. 128 głoską O, po'-
wierzchnią w^ielokąta AD głoską W , łłędzie Oi 
W r z S w r : S^^; a tern samem O — W : O — Sr/i'' 

/ — Wiec( 

Że zaś czynnik Sw^—S>cf może być mniey-
szym od wszelkiey ilości naznaczoney (257) ; 
wiec O — W , to iest różnica miedzy powierz-
chniami tych wielokątów^, moie być mnieysza 
od wszelkiey ilości naznaczoney. 

Albo Lak: Różnica miedzy powierzchnią 
wielokąta opisanego MI i wf)isanego AD składa 
się z tylu tróykątów ABG , BCH i t.d. ile wielo-
kąty te maią boków^ Powierzchnia każdego z 
tych tróykątów równa się iloczyjiowi połowy ie-
go podstawy, którą iest bok wielokąta wpisane-
go , przez wysokość G^ ; a zatem powierzchnia 
wszystkich tych tróykątów , ęzyli różnica między 
powierzchnią wielol. ąta opisanego i wpisanego, 
równać się będzie iloczynowi połowy obwodu 
wielokąta wpisanego przez G//. A że G// można 
uczynić mnieysza od wszelkiey wielkości nazna-
czoney ; więc i różnica między powierzchnią 
wielokąta opisanego i wpisanego , może być 
mnieysza od wszelkiey wielkości naznaczoney. 

267. Powierzchnia koła mnieysza iest od 
powierzchni wielokąta opisanego, a większa od 
powierzchni wielokąta wpisanego. Kiedy więc 
różnica międzypowierzchniami tych dwóch wie-
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lokątów może być mnieysza od wszelkiey wiel- , 
kości naznaczoney; tem bardziey różnica mie-
dzjpowierzchnią koła i powierzchnia wielokąta 
opisanego hib wpisanego , mnieysza hyć może 
od wszelkiey wielkości naznaczoney. 

268. Twierd. Jeżeli są trzy wielkości A, 
B, X, z których A iest odmienna, ale zawsze wię-
ksza od B i od X , które są nieodmienne, lecz ta-
kie , że A może być razem do B i do X tak przy-
l)liżoną iak sie podoba, czyli że różnica tak mię-
dzy A i B , iako też między A i X , może być 
nuiieysza od wszelkiey wielkości naznaczoney; 
będzie B= :X . 

Jakoż ieżełi X ^ B, bedzie 
A ^ X z założenia , X|>.B z przypusczenia: 

kiedy więc różnica między A i B , może być 
mnieysza od wszelkiey wielkości naznaczoney, 
iakośmy założyli, tem bardziey różnica między 
X i B może być mnieysza od wszelkiey wielko-
ści naznaczoney. 

Jeżeli B > X bedzie 
A > B z założenia , B X z przypusczenia , 

kiedy więc różnica między A i X może byó 
mnieysza od wszelkiey wielkości naznaczoney, 
iakośmy założyli, tem bardziey ró/.nica między 
B i X, może być mideysza od wszelkiey wielko-
ści naznaczoney. 

Dwie zatćm wielkości nie odmienne B, X , 
są takie , że różnica między niemi może byó 
mnieysza od wszelkiey wielkości naznaczoney^ 
a tem samem B = : X ( 2 5 9 ) . 

269. Twierd. Powierzchnia kota równa 
ieiit iloczynowi iego okręgu przez polowe pro^ 

http://rcin.org.pl



ił 12 J e o m e t r y i 

mieniczyli, oznaczywszy okrąg kola głoską 
C, promień głoską R , a powierzclmią koła gło-
ską X , trzeba dowieść, z e X — 

Dowód, Opisawszy na kołe wielokąt fo-
remny o iakieykolwiek liczbie boków, i obwód 
iego oznaczywszy głoską O ; powierzclniia t<ego 
wielokąta równać sie Iłedzie iloczynowi ^-RO 
( 2 4 8 ) . Iloczyn ten -^RO, wyrażaiący powierz-
chnią wielokąta opisanego, więl^szy iest tak od 
powierzchni koła oznaczoney głoska X, iako też 
od iloczynu -fRC: gdyż zawsze będzie O C. 
Lecz przez ciągłe podw^aianie liczby ł ioków, 
można będzie nakoniec otrzymać wielokąt opi-
sany taki, że różnica między obwodem O i o-
kręgiem koła C , a tem samem między iloczy-
nem i i R C , może łjyć mnieysza od wszel-
ki ey ilości naznaczoney (258)' Podobnież różnica 
między powierzchnią tegoż wielokąta i powierz-
chnią koła , może być mnieysza od wśzelkiey 
wielkości naznaczoney ( 2 6 G ) . 

Trzy więc te ilości ^RO, ^RC; i prawdziwa 
pow^ierzchnia koła X , są zupełnie takie, o ia-
kich mówiliśmi wyżey (263): bedzie wiec X ZH 
^RC, 

Sposób Jeżeli to równanie 
iest fałszywe, to iest, ieżeli powierzcimia koła 
nie iest równa iloczynowi okręgu przez połow ę 
promienia, tedy iloczyn ten) iest albo mniey-
szy, albo większy od powierzchni koła. 

W iwszym przypadku ieżeli iloczyn ^ f l C 
iest mnieyszy od powierzclmi koła, weźmy ilosc 
M większą od C, i daymy nato, ieżeli być może, 
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że}powIeizcliniakoła równa się iloczynowiiPiM, 
czy,I i ża iest X izz I HM. 

Opiszmy na kole danem wielokąt foremny 
o tcakiev liczbie boków, aby różnica między ie-
go obwodem, który oznaczamy głoską O, i o-
knogiemC mnieysza była, niż iest między ilością 
M i tymże okręgiem C; to iest, aby było O — C 
<C M— C. Dodawszy po obu stronach C, będzie 
^ Piozmnożywszy obie strony przez ~R , 
bęidzie ^RO«<-|PiM. A że podług przypusczenia 

| R M ; więc będzie ^ R O < X ; to iest, ilo-
cz^yn obwodu wielokąta opisanego przez połowę 
promienia koła wpisanego, czyli powierzchnia 
wi<elokąta opisanego (24.8), mnieysza iest od 
po>Avier£chni koła, co byc nie może. A zatem i 
to być nie może, aby iloczyn -|RC był mnieyszy 
ocU powierzchni koła. 

W 2ginl przypadku, ieżeli iloczyn -IRC iest 
większy od powierzchni ko ł a , weźmy ilość N 
mnieysza od C, i d^iyiny nato, ieżeli być może, 
że X r z : | R N . . 

W{)iszmy w koło dane wielokąt foremny 
o taluey liczbie boków , aby różnica między o-
kręgiem C i obwodem tego wielokąta oznaczo-
nym głoską W , mnieysza była od różnicy mię-
dzy okręgiem C i ilością N, to iest, aby bvł() C 
— W < C — N . Dodawszy po obu stronach W 
I N , a odiąwszy C, będzie W. Rozmnoży-
wszy obie strony przez i R , bedzie iRN<^iRVY. 
A że podług przvp:isczenia X — i R N , będzie 
więc X <] to 'es t , powierzchnia koła 
mnieysza iest od powierzchni wielokąta w toż 
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koło wpisanego {"i^o)', co ł)yć nie może. W i ę c 
i to być nie może, aby iloczyn ^RC był większy 
od powierzchni kota. 

Kiedy więc iloczyn - |RC nie może być ani 
mnieyszy, ani większy od powierzchni koła , 
musi bvć zatem iey równy. 

tSposób 3ci. Powierzchnią koła, którego 
promień SM fig. i53. oznaczywszy głoską X , a 
iego okrąg głoską G, trzeba dowieśdź, ż e X z i : 
| S M X Ć . 

Gdyby iloczyn ten | S M X C , nie był ró-
wny powierzchni koła X , byłby od nióy albo 
mnieyszy, albo większy; czyli, co na iedno wy-
chodzi , iloczyn ten byłby równy albo powierz-
chni kola mnieyszego od X , albo większego. 

Daymy nato: l ó d , źe iloczyn ten równy 
iest powierzchni koła mnieyszego wykreślonego 
promieniem Sw: oznaczywszy powierzchnią te-
go koła głoską Xy będzie podług przypusczenia 

Opiszmy na kole mnieyszem wielokąt fore-
mny aic i t .d . taki, aby obwód iego nie scho-
dził się nigdzie z okręgiem koła większego (253). 
Oznaczywszy obwód tego w^ielokąta głoską o , 
powierzchnia iego równać się będzie iloczynowi 
^ S/A; X ^^ okrąg koła w iększego C > o, 
a tem samem ^ S m X C > ^ S w X o; więc tem 
bardziey i S M X C > 4 X | S M X 
Cj — .f podług przypnsc/.enia; będzie w i ę c ^ > ' 

to iest, powierzchnia koła mnieysze-
go, byłaby większa od powierzchni wielokata 
na niem opisanego, co być nie może. Więc i 
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to> być nie może , ażeby iloczyn i S M X C był 
minleyszy od powierzcluii kołaX,czyli, n^emoże 
b)ŷ ć aby iloczyn okręgu koła przez połowę pro-
raiienia był mnieyszy od powierzchni tegoż koła. 

ire. Podol)nymże sposobem dowiedzie-
m y , że iloczyn okręgu koła przez połowę pro-
ni ienia, nie może być większy od powierzchni 
k(ola, czyli, oo na iedno wychodzi, ze iloczyn 
tetn ine może być równy powierzchni koła wię-
kszego. lio daymy na to, że |)znaczyć trzeba po-
WMierzchnią koła wykreślonego })romiejiiem Sw. 
0'ziiaczywszy okrąg kola tego głoską c, a iego 
powierzchnią głoską trzeba dowieść, że ilo-
cz'yn okręgu tego koła przez połowę promienia, 
nie może być równy powierzchni X kola wię-
kszego wykreślonego promieniem SM, czyli, że 
nie może być- |Sw X ^ — 

Jakoż na kole mnieyszem opisawszy , iak 
wyżey, wielokąt foremny ahc it.d. i obw^ód iego 
oznaczywszy głoską o, powierzchnia tego wie-
lokąta , będzie równa iloczynowi f Sw X o. Ze 
zaś obwód o c , atem samem Sm Sm 
X c ; w'ięc gdyby iloczyn równy był po-
wierzchni kola większego X podług przypuscze-
nia, wypadłoby ^-Sm )<( to iest, powierz-
chnia wielokąta opisanego na kole mnieyszym, 
byłaby większa od powierzchni koła wykreślo-
nego promieniem SM , co być nie może ; a za-
tem i to być nie może, aby iloczyn był 
większy od powierzchni x , czyli, nie może być, 
aby okrąg koła rozmnożony przez połowę pro-
mienia był większy od powierzchni tegoż koła. 
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Kiedy więc iloczyn okręgu kola przez po-
łowę promienia, nie może być ani mnieyszy ani 
większy od powierzchni tegoż koła ; musi być 
zatem iey równy. 

270. FP^nioski I. Oznaczywszy przez TT 
okrąg koła, którego średnica zzz i, a przez R pro-
mień, przez C okrąg drugiego koła, będzie po-
dług tego cośmy powiedzieli wyżey ( 2 6 3 ) , C zz: 
25rR'; Rozmnożywszy obie strony przez ^ R , be-
dzie i-RCz=z^R^ To iest, powierzchnia koła 
równa iest także iloczynowi kwadratu iego pro-
mienia, przez stosunek okręgu do średnicy, czy-
li przez okrąg koła którego średnica iest i . 

271. 2. Oznaczywszy okrąg iednego koła 
przez C, 2go przez c, promień igo przez R, 2gb 
przez .r; będzie C: c = : R : r. Rozmnożywszy 
poprzedniki przezR, a następniki przez r, będzie 
RC: TCZZIR' : Podzieliwszy dwa pierwsze wy-
razy przez 2, będzie i łiC; r^. A że 
R; rz=:2R: 27', czyli oznaczywszy średnice tych 
dwóch kół głoskami S i .9, R : rzzzS: ^ , , a t e m 
samem więc |-RC: ^rczzzS^: s". 
To iest, powierzchnie kół są do siebie w stosun-
ku kwadratowym , czyli dwumnożnym swoich 
promieni lub średnic. 

272. 3- Niech będzie część koła APMS 
fig. 126 , między dwoma promieniami AS, MS 
i łukiem APM zawarta, która sie zowie wyci.i-
kiem kola, sector .circuli: ieżeli ^powierzchnia 
tego wycinka iest -J, i i t. d. częścią powierz-
chni, kola, łuk też. wycinka APM będzie, 
i ł t .d . częścią okręgu tegoż koła (ii8)-

wierz-
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wrićrzchnia zatem wycinka APMS tak się ma do 
p00wierzchni koła, iak łuk wycinka Atwi do o-
kiręgu koła ; czyli oznaczywszy powierzchnią 
kioła przez X , iego okrąg przez C, a promień 
pirzez Pi, będzie APMS: Xz=APM: C. Rozmno-
żyj^wszy wyrazy sigo stosunku przez |- R, bedzie 

APMS: Xz=z4R X APM: 
W t«̂ y proporcyi następnik iwszy X , to 

ieist, powierzchnia koła danego, równy iest na-
stcępnikowi smu -jRC, to iest, iloczynowi okre-
giu przez połowę promienia ; a zatem i poprze-
diiiik iwszy APMS równy być musi poprzedni-
k(owi amu - |R X APM ; to iest, powierzchnia 
wycinka koła, równa iest iloczynowi łuku tegoż 
Wycinka, przez połowę promienia. 

273. 4- Powierzchnia odcinka APMA, iest 
r6żnic;i między powierzchnią wycinka APMS, i 
p<owierzchnią tróykąta AMS; powierzchnia dru-
giiego odcinka AMNA, iest różnicą między po-
wierzchnią koła i.powierzchnią odcinka APMA. 
A zatem powierzchnie tych dwóch odcinków , 
nnogą być łatwo wyrachowane. 
— 274. Zagad. Wyh^eślić koło łdoregohy 
powierzchnia równa była summie łub różnicy 
powierzcłini dwócli kół dany ch. 

Rozw. W przypadku iszym wykrćślić kąt 
prosty i dać mu za ramiona promienie dwóch 
kół danych; przeciwprostokątna łiędzie promie-
niem koła szukanego. W przypadku 2 g i m wy-
kreślić kąt prosty, i dać mu za iedno ramie pro-
mień koła mnieyszego, a za przeciwprostokątna 
promień koła większego: drugie ramie kąta pro-

14 
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stego bęcfeie promieniem koła szukanego. 
- Dowodzenie zupełnie iest takiej iakiego u-

yyliśniy wyżey (ai 5)> mówiąc o wielokątach po-
clobnycli, których powierzchnie są do siebie w 
stosunku dwurnnożnym z boków odpowiadaią-
cyrh, tak iak powierzchnie kół są do siebie w 
stosunku dwumńożnym promieni. 

3y5. Uwaga. Gdyby dwa dane koła były 
miedzy sobą równe, trzeci-e koło znalezione ró-
wne sumrnie ich powierzchni byłoby od iedne* 
c;o z nich dw^ razy większe. W ogólności mo-
żna znaleźć koło 3 > 4 > 5 i t. d. razy większe od 
koła danego tym samym sposobem iakiśmy po-
dali wyżey ( i 6 8 ) , na znalezienie kwadratu 3, 
4 , 5 i t.d. razy większego niż kwadrat dany. 

oy6. Zagad. Maiąc dane koło ^wykre-
ślić drugie spółśrodkowe z danem, Jitóregoby 
powierzchnia była trzy razy mnieysza od po~ 
%vierzcłini koła danego. 

Piozw. Między całym promieniem koła 
danego i Scią iego częścią znaleźć średnią ie-
ometrycznie proporcyonalną (204)? ta będzie 
promienieni koła szukanego. Daymy na td, że 
AB fig. iest promieniem koła danego, AD 
5cia część tego promienia ; limiia AG średnio 
ieonietrycznie ])roporcyonalna rniędzy AB i AD 
iest promieniem koła szukanego: gdyż podług 
wykreślenia iest AB: AC — A G : AD; czyh za-
miast liniy położywszy ich ważności w liczbach, 
będzie 5: I. Więc AB: AC zz: 

a tem samem AB^: AC^ 5-
Że 2aś powierzchni^e kół 
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maią się iak kwadraty z promieni, oznaczyw^szy 
ziitem powierzchnią koła danego przez X , po-
wuerzclinia łtoła znalezionego przez Xy bedzie 

X : A C ; czyli 
X : 5. 

W tey proporcyi następnik 2gi, iest 5 razy 
mnieyszy od swego poprzednika; więc i nastę-
pnik iwszy .-c iest 3 razy mnieyszy od swego po-
przednika X ; to iest, powierzchnia koła znale-
zionego iest 5 razy mnieysza od powierzclmi 
ko ła danego. 

Tym samym sposobem postępuiąc , łatwo 
będzie rozwiazać dwa następuiące zagadnienia: 

lód. Maiąc dane koło znalezó drugie 
spółśrodkowe z daneni , klóregoby powirrż-
eli ni a była tyle razy mnieysza lub większa od 
powierzchni danego, ile sie podoba. 

2re. Dane kolo podzielić kolami spol^ 
irodkowemi na tyle równych części, na ile sie 
podoba. 

^yj. Zag. Maiąc dane dwa kola spól" 
środkowe , wyrachować różnicę ich powiej^z^ 
chni. 

PLOZW. Oznaczywszy powierzchnią koła 
większego przez X , iego okrąg przez C, pro-
mień przez R , powierzchnią koła mnieyszego 
3rzez X, iego okrąg przez c, promień przez r ; 
:>ędzie podług tego ćośmy powiedzieli wyżey 

( 2 6 9 ) , Xzzz RC, x ~ ^ r c . Odiąwszy strony 
równania 2go od stron równania iwszego, zo-
stanie 
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Ze zaś Pi: r = : C: c (260); wiec Pi c m / C ; 
a tem samem zzz-l/ C. 0(lijnvszy po obu 
stronach - | rC , z o s t a n i e C z i z o. 

W równaniu w îec oznaczoneirf głoską A , 
dodawszy z prawey strony — ̂ f O, równość 
jiie zgii.ie, a równanie to weźmie na się nastę-
piiiątą postać: 

• Rozłożywszy drugą stronę na czynniki, bę-
dzie 

czyli, 

Nadto ponieważ R: /-zizC: c, a tem samem 
/ : R — C -f- c ; podzieliwszy następniki 

przez 2 b ę d z i e 

Niech będzie — P. Wziąwszy li-

iiiią oznaczoną przez P za promień, i okrąg ko-
ła tym promieniem wykreślonego oznaczywszy 
przez O ; będzie 

a że z dowiedzenia 

; kiedy więc w tych 

dwóchproporcyach trzy pierwsze wyrazy iedney 
proporcyi są równe trzem odpowiadaiącym wy-
razom proporc^yi drugiey, wyraz 4ty iwszey, ró-
wny także bvć musi wyrazow^i 4temu drugiey pro-

c 4- c 
porcyi; to ie&t, zzzO. W równaniu za-
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c ~h c tein B położywszy O zamiast ^^—, bedzie 

X — .rz=z(R — r) O. To iest, różnica po-
wierzchni dwóch kót spółśrodkoAvych X — o;, 
równa iest iloczynowi różnicy ich promieni R 
— r , przez okrąg koła O wykreślonego promie-
•Jiiem równym połowie summy dwóch promieni 

Ikół danych 

Wszelka ilość równaiąca sie po-
3ow e snimny dwóch ilości innych , iest między 
miemi średnią arytmetycznie proporcyonalna. 
Powyższe zatem wyialenie 

X - — z n ( R — O , nmżna inaczey tak wy-
słowić: różnica powierzchni dwóch kół spół-
$rodkow:ych^ równa iest iloczynowi różnicy ich 
promieni przez okrąg koła wykreślonego pro-
mieniem równaiącym się linii średniey arytme-
tycznie proporcyonalney, między promieniami 
dwóch danych kół spółśiodkowych. 

Mo'na także wyznaczyć tę powierzchnią 
innym sposobem, iak iest w następui^cem twier-
dzeniu. 

Twierd. Bóżnica powierzchni dwóch, 
kół spóUrodlMwych^ równa iest prostokątowi 
rnaLącemu za, wysokość różtiice dwóch pro-

. mienią a za podstawę liniią prostą równą o-
kręgowi kola wykreślonego promieniem ró-
wnaiącyni się linii średnicy arytmetycznie 
proporcy onalney między promieniami dwóch 
danych kól spółśrodkowych. 
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Dowod. Niech bedą SC, Sc fig. pro-
jnienie dwóch kói spółśrodkowjch. Daymjr 
na to , że liniia prosta CE prostopadła do SC, 
l ówna iest okręgowi C koła większego. Popro-
wadziwszy liniia prostą SE, i z punktu c liniia 
równoodległą od CE, aż do przecięcia się z li-
niią SE w punkcie f?, w dwóch tróykątachSCE, 
Scc podobnych iest SC: Sc=ii CE: ce; czyli SC : 
Sc—C: ce : gdyż C E ^ C podług wykreślenia , 

S c X C 
a zatem ce — —— . 

A.że okręgi kół maią się iak promienie(260); 
oznaczywszy więc przez c okrąg koła wykreślo-
nego promieniem Sc, będzie SC: Sc — C: c\ a 

zatem 

Z dwóch ostatnich równań wypada, że ce 
c, to iest, że liniia ce równa się okręgowi ko-

ła wykreślonego promieniem Sc. 
Powierzchnia troykąta SCt 

(150). Powierzchnia troykąta S 
Ze zaś CE równa się okręgowi kola wykreślone-
go promieniem SC podług założenia, a ce równa 
się okręgowi koła wykreślonego jiromieniem Sc 
podług dowiedzenia, powierzchnia zaś koła ró-
wna iest iloczynowi iego okręgu przez połowę 
promienia ( 2 6 9 ) ; powierzchnia zatem troykąta 
SCE równa iest powierzchni koła większego , 
powierzchnia troykąta Sce równa iest powierz-
chni koła miiieyszego ; a tem samem różnica 
między powierzcłmiami dwóch tych tróykątów, 
to iest , t«w©rob4>k Cc^E iest rów^ny różnicy 
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imięclzy powierzchniami dwóch danych kółspót-
śirodkowych. 

Podzieliwszy liniią Cc w punkcie ć na dwie 
rfówne części i poprowadziwszy liniią će równo-
odległą od CE, aż do przecięcia się z liniią SE 
w punkcie e; przez punkt e poprowadźmy liniią 
E>/> prostopadłą do CE, przecinaiącą się w pun-
kcie b z liniią ce: prostokąt CcbB równy iest co 
dlo powierzchni czworobokowi CceE: gdyż dwa 
prostokątne tróykąty ebe , eBE , maiące kąty 
przy równe i boki be, Be równe (79), niogą 
dlo siebie przystać (26). Prostokąt zatem CcbB 
r ówny iest różnicy dwóch kół spółśrodkowych. 

Prostokąt ten ma za wysokość liniią Cc, 
która iest różnicą dwóch promieni, a za podsta-
wę łiniią , która iest równa okręgowi ó 
kola wykreślonego promieniem Sc; co tym sa-
mym sposobem) okazać można, iakim okazaliśmy, 
że liniia ce iest równa okręgowi koła wykreślo-
nego promieniem Sc. Idzie więc tyl l^ o to, aby 
okazać, że promień Sć iest średnim arytmetycznie 
proporcyonalnym między promieniami SC i Sc ; 
czyli, co na iedno wychodzi, że promień Sc ró-
wny iest połowie summy dwóch promieni SC i 
Sc; co iest łatwo okazać przedłużywszy SC do 
A tak aby CA zz: Sc. 

279. Uwaga. Ponieważ powierzchnia ko-
ła równa iest iloczynowi iego okręgu przez po-
łowę promienia (269); podzieliwszy więc po-
wierzchnią koła przez połowę promienia , wy-
padnie na iloraz okrąg koła. Nadto dowiedli-
śmy wyżey (267), że można w koło wpisać lub 
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na niem opisać wielokąt foremny taki, iź różnica 
między iego powierzchnią i powierzchnią koła , 
może być mnieysza od wszelkiey ilości nazna-
czoney. Nakoniec okazaliśmy (251), że maiąc 
wiadome powierzchnie dwóch wielokątów fore-
mnych podobnych iednego w koło wpisanego , 
drugiego opisanego na kole, można znaleźć po-
wierzchnie dwóch innych wielokątów foremnych 
iednego wpisanego , drugiego opisanego maią-
cych boków po dwa razy więcey niż wielokąty 
])ierwsze. Wiadomości te podaią inny sposób , 
cokolwiek łatwieyszy od podanego wyżey (264), 
wynalezienia stosunku okręgu do średnicy. 

Trzeba i ód wpisać w koło i opisać na niem 
dwa wielokąty foremne o iedneyże liczbie bo-
ków, któryoliby powierzchnie mogły być łatwo 
wyrachowane.^ 

2rt?. Podwoiw^szy liczbę boków wielokąta 
wpisanego i opisanego , wyrachować powierz-
niedwóch drugich wielokątów maiącychpodwa 
razy więcey boków, niż dwa wielokąty pierwsze. 

'^cie. To ostatnie działanie powtórzy wszy 
kilkanaście razy, gdy nakoniec znaydziemy dwie 
liczł)y iednę mnieysEą wyrażaiacą powierzchnią 
wielokąta wpisanego, drugą więk.-̂ zą wyrażaiaca 
powierzchnią wielokąta opisanego takie, że ich 
różnica iest bardzo mała; na ten czas liczba śro-
•<dek między niemi trzymaiąca , może być wzięta 
za powiórzchnią koła, którą podzieliwszy przez 
połowę promienia, wypadnie na iloraz ważność 
okręgu koła; nakoniec Ayażność tę porównawszy 
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2. ważnością średnicy, otrzymamy stosunek przy-
bliżony okręgu do średnicy. 

Ponieważ kwadrat w kolo wpisnny iest dwa 
razy większy od kwadratu promienia ( >,56), wzią-
wszy więc promień koła za i , będzie powićrz-
clinia kwadratu wpisanego zn: 2 . A że kwadrat 
na kole opisany iest kwadratem średnicy (244) > 
a tem samóm 4 razy większy od kwadratu pro-
mienia; będzie więc powierzchnia kwadratu o-
jjisanego crz 4. 

Oznaczywszy powierzchnią kwadratu wpi-
sanego przez , opisanego przez A , powierz-
chnią ośmiokąta wpisanego przez b, opisanego 
przez B, powierzchnią iGkąta wpisanego przez 
c, opisanego przez C, i t . d . ; bedzie 

Że zaś 

tędzie więc 

Podobnież poniew^aż 

; położywszy więc zamiast B i b znale-
zione ich ważności, i odbywszy działanie, znay-
dziemy powierzchnie c i G iGkąta wpisanego i 
opisanego. , 

Tym sposobem postępuiac daley, znaydzie-
my powierzchnie wielokątów wpisanych i opi-
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ianych , coraz bardziey do siebie zbliżaiącyeh 
się. I tak powierzcbnia wielokąta maiącego 
boków 128 wpisanegoz= 55i4f>33i 17 opisanego 
zaś o teyźe samey liczbie boków = : 3» 1422236. 
Powierzchnia wielokąta o 2 0 4 8 bokach, wpisa-
nego 3,1416877, opisanego zaś=:3 . i4 i595i . 
Powierzchnia wielokąta o i6384 bokach wpisa-
nego =13,1415925; opisanego zaś = 3,i415927. 

Powierzchnie te różnią się tylko między so-
bą dwiema iednościami dziesiętnemi siodmego 
rzędu. Liczba zatem 3, ' 4 ' 5926, może być wzię-
tą za ważność powierzchni koła,(*). Ze zaś po-
wierzchnia koła j równa iest iloczynowi pro-
mienia przez połowę okręgu; kiedy więc pro-
mień iest I, połowa okręgu będziez=:3)I415926. 
A zatem oznaczywszy promień koła przez K, śre-
dnice przez S, a okrąg koła przez C, będzie R : 
J C z=: 1: 3,1415926. Rozmnożywszy pierwszy 
stosunek przez a , będzie aR, czyli S: C — 1: 

(*) W^ wielokątach maiących po i6ZSĄ boków y 
podwoiwszy liczbę boków, otrzymamy wielo-
kąty o 32768 bokafth , których powierzchnie 
w pierwszych siedmiu liczbach dziesiętnych oĄ 
siebie się nie róinią\ odbywszy bowiem działa^ 
nie potrzebne, wypadnie powierzchnia tak 
napisanego iak opisanego n ; : 3? ^ 4 ̂  
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P R O S T O K R E Ś L N A . 

7 
Q3O. / J twierdzeń o przystawaniu i z zagadnień 
o kreśleniu', tróykątów prostokreślnych , to iest 
tiniiami prostemi zr^kończonych, łatwo wnieść 
można, że ieżełi z sześciu części tróykąta , któ-
remi są iego boki i kąty , trzy części są wiado-

* Łne, drugie trzy mogą być wyznaczone, i tróy-
kąt może być wykreślony, byłeby ieden bok 
przynaymniey znaydował się między częściami 
wiadomemi. Lecz kreślenie tróykątów zależace 
od większey lub mnieyszey wpraw/, i dokładno-
ści, narzędzi do tego używanych, podlega roz-
maitym uchybieniom, na których sprostowanie 
Jeometrya nie' może podać żadnych prawideł, 
kiedy nawet liniia prosta nie może być tak w;y-
ki eśłona, aby nie miała żadney szerokości: gdy 
tym czasem w rachunku arytmetycznym wszel-
kie omyłki bez trudności poprawić można. 

Dla dopełnienia więc nauki o tróylcątach 
prostokreślnych, na które wszelkie inne wielo-
kąty podzielone i zamienione być mogą, wypa-
da do wykreślenia ieometrycznego przydać ra-
chunek arytmetyczny, aby z trzech części tróy-
kąta wyrażonych liczbami, drugie trzy części li-
czbami także wyrażone być mogły z taką dokła-
dnością , do iakiey tyłko kałkuł algiehraiezny 
doprowadzić można. Część Jeometryi podaiąea, 
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na to sposoby, -Aowie TjygonoTnetryą pro-
stokreś/na. 

281. Niech będzie tróykąt ACB fig. i d^, 
w którym wiadome są kąty A, B i bok AB. Weiz-
my inny tróykąt nhc , którego wszystkie częścci 
są wiadome , i w którym kąt a zizK., n i B5 : 
•więc dwa te tróykąty są podobne (191)? ^ zateim 

. W i ec 
7. ateun 

samem 

Jeżeli więc boki ab., ac, bc i AB są wyra-
żone w liczbach, znaydziemy także w liczbach bo-
ki AC i BC; a że dwa te tróykąty są równokątne, 
kiedy więc kąty tróykąta abc są wiadome, będą 
także wiadome kąty tróykąta ABC : a tym spo-
sobem wszystkie części tróykąta ABC są wiado-
me i mogą być wyrażone w liczbach, czyli , iak 
odtąd mówić będziemy , tróykąt ABC iest roz-
wiązany. 

282. Stąd się okaznie, że gdybyśmy mieli 
ciąg tróykątów, którychby kąty miały wszelką 
ważność iaką tylko mieć mogą , i którychby 
wszystkie części były wiadome; w ciągu tym mu-
siałby się znaydować ietlen tróykąt równokąiny 
7, tróykątem danym do rozwiązania, za pomocą 
którego tróykąt dany moglibyśmy rozwiązać spo-
sobem wyżey okazanym. 

Abyśmy ciąg taki tróykątów ułożyć mogli, 
zaczniymy od tróykątów prostokątnych: wszyst-
kie takie tróykąty mogą być wykreślone wezwar-
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Uer części l\ oła , spasczaiac ze wszystkicK pun-
k t ó w luku AB fig. 135 , liniie SC, SC it.d. pro^to-
p>adłe do promienia RA, i prowadząc promie-
niie RS, Rś it.d. Tróykąty RCS, R t^ i t.d. tym 
s]posobem utworzone, wszystkie będą przy pun-
letacliC, Ć it.d. prostokątne ; a kąty ich przy R 
b>ędą miały wszelkie ważności, iakie tylko kąty 
o>stre mieć mogą: gtiyż miarą ich są łuki AS, AŚ 
it':.d. których wielkość uAely od naszey woli; ką-
tw zaś CSR, ĆŚR it. d. w miarę powiększaiących 
siię kątósY przy R zmnieyszać się będą: gdyż kąt 
pirzy S, z kątem przy R w każdym tróykącie RCS 
waży ieden kąt prosty ; i nie może być żaden 
tróykąt prostokątny dany do rozwiązania, któ-
ryby nie był podobny iednemu z tróykątów wy-
k reślonych w czwartey części koła. 

283. Wszystkie te tróykąty RCS it.d., ma-
ia. iednakową przeciwpi^ostokątną równą pro-
mieniowi RA. Możnaby utworzyć inny ciąg tróy-
kątów prostokątnych, którj^chby iedno ramie ką-
ta prostegg , równe było promieniowi RA: nś. 
ten koniec , dosyć iest z końca promienia RA 
wyprowadzić styczną AT nie ograniczoney dłu-
gości, i ze środka koła R przez punkta S, ś it,d. 
poprowadzić sieczne RN, RŃ it.d. Rzeczą iest 
przez się. widoczną, że kąty ostre przyR w tróy-
kątach prostokątnych RNA, RŃA i t .d . będą 
miały wszelką ważność , iaka tylko kąty ostre 
mieć mogą , i że tem samem między temi tró v-ką-
tami, musi być ieden podobny tróykątowi pro-
stokątnemu danemu do rozwiazania. 
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284' W tróykątach RCS it.d. przeciwpro-
stokątna nie odmienia sie ; hoki CS it^J. rosnąi 
w miarę rosnących kątów CRS it.d., i łiikÓY/AS) 
itd. W^ielkość zatem kątów CHS it.d. i łukówv 
AS it.d., zależy w tróykątach prostokątnych ocli 
wielkości boków CS, CS it.d. Boki te nazwanco 
Wystawamiy sinus ^ luków i kątów im odpowia— 
daiących. I tak CS iest wstawa łuku AS i ką ta 
ARS; ĆŚ iest wstawa łuku AŚ i kąta ARŚ i t. dl. 
TVstawa więc luku iest pj^ostopadla spusczo*-
na z końca tego łuku na promień przecho^-
dzący przez drugi koniec tegoż łuku, 

285' Liniie RC, RC it.d. które zmnieyszai-
ią się w miarę powiększaiących się łuków AS , 
AŚ it.d. sa równe liniom SO, prostopai-
dłym do promienia RB, który iest prostopadły 
do promienia RA. Liniie te SO, ŚÓ it.d. są tem 
względem łuków BS, BS i t.d. czóm są liniie SC, 
ŚĆ it.d. względem łuków AS, AŚ it.d. To ies t , 
liniia SO iest wstawą łuku BS; liniia ŚÓ iest wsta-
wa łuku BŚ it.d. Dwa łuki, które do siebie do-c 

dane lub od siebie odięte równe są czwartóy 
części okręgu, URzywamy Dopełnieniern iedeii 
drugiego , complementum. I tak łuk BS iest 
dopełnieniem łuku AS; łuk BŚ iest dopełnieniem 
Juku AŚ it.d. Liniie zatćm SO, ŚÓ it.d. są wsta-
wami dopełnienia łuków AS, AŚ i t . d . , sinus 
complementi. Wstawa dopełnienia inaczćy zo-
wie się dostawą y cosinus. Wiec liniie SO,ŚÓ 
it.d. , tudzież równe im liniie RC, RC i t .d . są 
dostawami łuków AS, AŚ it.d. Dostawa zatem 
łuku iest wstawą dopełnienia tegoż łuku, i 
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równa się części promienia będącej między 
środkiem kola i wstawą (*). 

286. W trójkątach więc prostokątnych 
RCS i t. d. przeciwprostokątna RS it . d. iest pro-
mieniem koła; boki CS it.d. są wstawami, a boki 
HC i t. d. są dostawami kątów ostrych R maią-
cych swóy wierzchołek ŵ  środku koła. W ka-
żdym więc tróykącie prostokątnym wziąwszy 
przeciwprostokątną za promień, a wierzchołek 
iednego z dwóch kątów ostrycii za środek koła, 
bolt przeciwny kątowi ostremu maiącemuswóy 
wierzchołek w środku koła będzie iego wstawą, 
a bok przyległy temuż kątowi iego dostawą. 

287. W tróykątacli ARN, ARŃ it.d." bok 
AR nie odmienia się; boki zaś RN, RŃ it.d. tu-
dzież boki AN, AŃ i t.d. rosną w miarę rosną-' c c c 

cych kątów ARN it.d. i łuków AS it.d. które są 
miarą tychże kątów. Boki RN, R.Ń it.d. zowią 
się Sieczne, secantes, łuków AS it.d., i kątów 
ARN it.d., boki zaś AN, AŃ it.d. styczne, tan-
gentes, tychże łuków i kątów. 

Sieczna zatem trygonometryczna łuku, 
iest promień przez koniec tego łuku popro-
•wadzony i przedłużony, aż do zeyścia się ze 
styczną wyprowadzoną z drugiego końca te^ 
gożłakw,Styczna zaś trygonometryczna łułm^ 
iest część styczućy przez iedenkoniec tego łu-
ku poprowadzoney, zawarta między dwoma. 

(*) Liniia AC nazywa się Sinus yersus: Iccz liniia. 
ta w trygonametryi, nie służy do żadnego u-
iytku. 
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promieniami przez obadwa końce tegoż luku 
poprowadzonemi. 

288' W tróykątach więc prostokątnyclu 
ARN it.fL, bok AR iest promieniem koła , bokii 
AN it.d. są stycznemi, a przeciwprostokątne RM 
it.d. są siecznerni kątów ostrycli ARN it.d. ma-
iących swóy wierzcliołek w środku koła. W k a -
żdym więc tróykącie prostokątnym , wziąwszy 
iedno ramie kąta prostego za promień , a wierz-
chołek iednego z kątów ostrycłi za środek kola , 
drugie ramie kąta prostego będzie styczną , a 
przeciwprostokątna sieczną kąta ostrego maią-
cego swóy wierzcliołek w środku koła. 

289. Z końca B łuku AB fig. 136, wypro-
wadziwszy styczną B/z, i przedłużywszy ią aż do 
zeyścia się z sieczną R/z ; liniia B/z będzie sty-
czną , a liniia Rn sieczną łuku BS. Ze zaś łuk 
BS iest dopełnieniem łuku AS (285)) więc liniia 
B// iest styczną dopełnienia łuku AS , i zowie 
się inaczey dontyczną, cotangens; liniia zaśR/z 
iest sieczną dopełnieuia tegoż łuku AS, i zowie 

dosieczna, cosecans. «. C } 
290. Wszystkie te liniie trygonometryczne 

będąc bokami podobnych tróykątówRCS,RNA, 
RB/7., ROS, są między sobą proporcyonalne : 
maiąc zatem wiadonle ważności iednych, łatwo 
będzie wyznaczyć ważności, drugich. 

Jakoż w tróykącie RCS prostokątnym przy 
C iest CS^-f-RC^ zrz RS''; czyli, oznaczywszy 
promień RS przez R, łuk AS przez a, liniie zaś 
trygonometryczne przez początkowe głoski ich 
nazwisk; będzie 

wst"̂  a 
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; więc 1 
a tera samem 

Q.re. W tróykąi ach RAN, RCS podobnych 
ilest RC: CS 1=1 RA: AN ; czyii dos a : wst a z=z 

El: Sty a\ więc sty i 
^cie. W tróykątach RCS,RB/i podobnych, 

iest CS: R.Cz=:BR: Bn; czyli wsta: dos anzR: 

dot a ; więc ( 

W tróykątach RCS, RAN podobnych 
iest RC: RS RA- RN ; czyli dos « : R = R : 

siec a ; więc siec 

5/̂ e. W tróykątach RCS,RB/z podobnych 
iest CS: R S n z R B : R ^ ; czyli, w s t a : RzzzR : 

dosiec więc dosiec / 
T ? o C 

Przypatrzywszy się równaniom T , 2 , 5 , 4 > 
5 i 6, oznaczaiącym ważność 6ciu liniy trygo-
nometrycznych, postrieżemy, że ważność o y-
czney i dotyczney, siecziióy i dosieczney zależy -
od wyznaczenia ważności wsta wy, dostawy i 
promienia. Ze zaś długość pi^omieniri w mierze-
niu kątów za pomocą łuków koła iest rzr o-
boiętną, więc wziąwszy promień za iedność , 
ważność innych liruy trygonometrycznych zale-
żeć będzie od wyznaczenia wstawy i dostawy : 
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a właściwie mówiąc od wyznaczenia Avaźnościi 
samey tylko wstawy: gdyż dostawa zależy odl 
ważności wstawy, iak się z równania pod liczbąą 

przekonać można. 
Następuiące twierdzenie o ważności wstaw i i 

dostaw siimmy laio różnicy dwóch łuków, zasłu-i-
guie na naywiększą uwagę: gdyż zamyka wso-)-
bie wszystkie własności wstaw i dostaw. 
^ 291. Twierd. Niech będą dwa iakie-^-
kolwiek luki a, b; będzie 

Dowod. Niech będzie Jig. 137, łuk AlWt 
rzz/7.,']MN=Z:Z': wziąwszy łuk MŃzziMN, i pod-
prowadziwszy cięciwę NN i promień MR, z puni-
któw Ń, M, E i ' N spuśćmy ŃĆ, MP, EF i N(G 
prostopadłe do APi, tudzież ŃG i ED prostopaa-
dłeWC. 

Podług tego cośmy powiedzieli wyżey (284f)> 
' liniia MP iest wstawą , a PR dostawą łuku A M 

n : a. Liniia NE z wykreślenia prostopadła dlo 
promienia MR (109), iest wstawą, a RE dostawą 
łuku MN 

Liniia NC iest wstawą łuku 
z=.a-i-b. ^ -

Liniia NC iest wstawą łuku 
zza a — b. 

Liniia RC iest dostawą łuku 
z=:a-{-b. 

Liniia RĆ iest dostawa łuku 
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L e c z N C z = i D C + D N = E F + D N : gdyzEF—DC. 
ŃĆ—GCizzDC ~ D G = E F — D G . 
RCzziRF—FGzzzPtF—ED. gdyż EDzzzFG 
RĆizziRF-fFĆ. 

Nadto wtróykatach ŃNG, END podobnych iest 
i\^N: EN ~ NG: DN^— ŃG: ED. 

A że poprzednik iszyŃNiest dwa razy wię-
kszy od swego następnika EN ( 1 0 8 ) ; wiec i łi-
mia NG dwa razy większa od DN, i ŃG czyli t^G 
dwa razy większa od ED Czyli FG; a tem samem 
D G z = D N , ED czyli FG—FĆ. 

W powyższych zatem równaniach zamiast 
liniy DG i FG położywszy równe im liniie DN i 
ED, bedzie 

Idzie więc tylko o wynalezienie ważności 
czterech linii EF, RF , DN i ED, z których dwie 
pierwsze są bokami tróykąta EFR podobnego 
tróykątowi MPR, dwie drugie są bokami tróy-
kąta EDN podobnego temuż tróykątowi MPR : 
gdyż boki igo są z wykr-eślenia prostopadłe do 
boków 2go tróykąta. Będzie wiec 

Czyli położywszy ważności trygonometryczne, 
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Wpowyższycli zatóiTi czterech równaniach 
zamiast liniy EF, RF, DN i ED położywszy zna-
lezione ich ważności, równania te zamienią się^ 
w następuiące : 

Rówmania te za pomocą podwóynego zna-
ku ^ wyrażaiącego summę i różnicę wstaw i 
dostaw^, można zamienić na dwa równania, któ-
reśmy założyli w twierdzeniu. 

292. Chcąc znaleźć wstawe i dostawcę łu-
ku dwa razy większego, niż iest luk dany ó-, do-
syć iest wyrównaniu iwszem i 5ciem, ze czte-
rech rówmaii poprzedzaiącycli, zamiast łuku h 
wziąć łuk a ; tym sposobem dwa te równania 
zamienią się w następuiące: 

:zyli 
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W tychże samych równaniach zamiast b po-
łożywszy łuk 2.a, otrzymamy ważność wstawy 
i dofitawy łuku trzy razy wdększego, niż iest łuk 
dany a : będzie bow iem 

Tym sposobem postępuiąc , można otrzy-
imać wstawę i dostawę łuku 4 , 5 it.d. razy wie-
ikszego, niż iest łidv dany. 

293. Z równania dos 
((992), można tak 'e otrzymać wstawę i dosta-
•ŵ ę łuku dwa razy mnieyszego niż iest łuk da-
ny a\ iakoż zamiast łultu a, wziąwszy łuk i 
równanie to zamieiii się ŵ  następuiące 

Zniósłszy mia-

nownik , bedzie. 
dOs a. Ze zaś 
(̂ 290); więc strony tych 

iłwóch równań raz od siebie odiąwszy, drugi raz 
do sieliie dodawszy, będą dwa nasiepuiące^ró-
wnania : 

J^odzieliwszy obie strony przez 2, bedzie 
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Więc 

Drugą stronę przed znakiem pierwiastkowym 
podzieliwszy przez 2, a wyrazy będące pod zna-
kiem pierwiastkowym rozmnożywszy przez , 
czyli przez 4, co wypadnie na to samo, iak gdy-
by strona ta była podzieloną i rozmnozoną przez 

będzie 

Za pomocą tycJi dwóch równań, można bę-
dzie znaleźć wstawę i dostawę nie t)dko połowy 
łuku danego, ale też łuku 4 , 8, 16 i t.d razy 
mnieyszego, niż iest łuk dany ; gdyż wstawa i 
dostawa łuku dwa razy mnieyszego niż iest łuk 

będzie wstawą i dostawą łuku 4 razy mniey-
szego , niż iest łuk a i t. d. 

Te same dwa równania otrzymać można 
sposobem następuiąc}^n: 

Podzieliwszy łuk AM Jig. 13 8, na dwie czę-
ści równe punkcie N, i poprowadziwszy pro* 
mień RN, i cięciwę AM: cięciwa ta w punkcie 
C iest podzielona na dwie równe części, i iest 
prostopadła do promienia RN (108): hniia za-
tem CM ipsl^wstawą łuku MN, czyli połowy łti-
ku AM (284). W tróykącie AMP prostokątnym 
przy P, iest J 

A że AP: 
dos rt; ] y P ~ w s t AMzz:wst a ; położywszy więc 
ważności te w równaniu powyźszem, będzie 
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'Ze zaś wst '« dos^^ — R^ (290); będzie więc 
AMz=: Y/SR^ — 2R. dos a. Podzieliwszy o-

bie strony przez 2, będzie -^-AM—MC:izwst 
: I \ / 2 R ^ 2R. doT^r 

Dla znalezienia linii RC, która iest dosta-
^wa łuku MN czyli potowy łuku danego AM, po-
prowadźmy cięciwie BM i promień RN do n i e j 

^prostopadły. W tróykącie B M P iest BM zz; 

- A ź e B P = B R + R P = R - f d o s ^ ^ MP = 
wst a \ będzie więc 

Położywszy R^ zamiast wst^^ dos^a, i o-
bie strony podzieliwszy przez 2 , będzie 

294. Liniia MP będąca wstawą łuku AM, 
iest oraz wstawą łuku MB, który do łuku AM do-
dany, czyni półokręgu AMB: gdyż liniia ta iest 
prostopadła z końca M łuku BM spusczona da 
promienia RB przechodzącego przez drugi ko-
niec B tegoż łuku MB. Dwa łuki lub dwa kąty, 
które do siebie dodane czynią półokręgu lub 
dwa kąty proste zowiemy spełnieniem ieden. 
drugiego, supplementum. I tak łuk BM wię-
kszy od czwartey części okręgu iest spełnieniem 
łukuAMmnieyszego od czwartey części okręgu; 
łuk AM iest spełnieniem łuku BM. Stąd wnie-
siemy lód , ie wstawa łuku iest ta sama^ co 
wsfawa spełnienia tegoż łuku. 
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^.re. Liniia CR beclaca dostawa łuku MN c c , < 
:z=:-ŁAM, równa iest linii MC będącey wstawą 
łuku MŃ zzriBM. Podobnież liniia CM bedaca 
wstawą łuku M N = z - | A M , równa iest linii RC 
będącey dostawą łuku MŃ— |^MB. Jeżeli więc 
łuk dany a iest większy od czwartey części o-
kręgu , iak iest np. łuk MB, natenczas wstawa 
połowy tego łuku równać się bedzie dostawie 
połowy ie^o spełnienia ; dostawa zaś połowy 
łuku większego od czwartey części okręgu, ró-
wnać się będzie wystawie połowy iego spełnie-
nia. Będzie więc, oznaczywszy łuk AM przez a , 

295. Nakoniec wddzimy t u , że MC wsta-
wa łuku MN iest połową AM cięciwy łuku ANM 
dwa razy większego od łuku M N ; podobnież 
MĆ wstawa łuku MŃ iest połową MB cięciwy 
łuku MŃB dwa razy większego od łuku MŃ. 
Stąd wniesiemy , że wstawa łuku równa iest 
połowie cięciwy łuku dwa razy większego. A 
zatem gdy wstawy są wiadome , łatwo można 
wyrachować cięciwy, i odwrotnie. 

296. Ponieważ^średnica iest cięciwą pół-
okręgu ; połowa wdęc średnicy czyli promień , 
będzie wstawą polowy półokręgu czyli czwartey 
części okręgu (295); iakoż wstawą łuku AByFg. 
136, równego czw^artćy cżeści okręgu iest pro-
mień BR z końca B tego hrku spusczony pro-
stopadle do promienia AR przechodzącego przez 
drugi koniec A tegoż łuku. A że średnica ze 
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wszystkich cięciw koła iest nayw^iększa ( l o i ) ; 
więc wstawaczwartey części okręgu iest.ze wszy-
stkich wstaw naywiększa.. Wziąwszy zatem pro-
mień za I, wstawa czwartey części okręgu będzie 
I ; wstawy zaś imiych łuków będą muiey^ze od 
I , a tem samem ważności icli będą ułomkowe.. 

Ze zaś kwadrat dostawy równa się kwadrato-
wi promienia zmnieyszonemu kwadratem wstą-
ŵ y (290) ; kiedy więc wstawą czwartey części 
okręgu iest promień , dostawa czw^artey części 
okręgu będziez=:o. I wsamey rzeczy dostawa 
łuku równa się części promienia znwartey mię-
dzy wstawą i środkiem koła (285); kiedy więc 
wstawa BR łuku AB równego czwaitey części 
okręgu , przypada na środek koła R , dostawa 
tegoż łuku niknie czjdi równa się o. 

Poniew^aż promień iest cięciwą łuku równe-
go 6tey części okręgu; więc połowa promienia 
będzie wstawą łułm równego i atey części okrę-
gu ( 2 9 5 ) - Wziąwszy zatem promień za i , wsta-
wa latey części okręgu będzie A że do-
stawa łuku rówmasię pierwiastł<.owi różnicy mię-
dzy kwadratem promienia i kwadratem wystawy 
(290), kiedy w îęc promień = : I , wstawa i2tóy 
części o k r ę g u = będzie dostawa^ t2tey części 

okręgu 
i2sta część okręgu iest 3cią częścią łuku 

AB równego 4tey części okręgu. Oznaczywszir 
zatem 4tą ćzęść okręgu przez będzie 

\od. 
Q,re, 
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Maiąc wstawy i dostawy tych dwóch łu-
ków , można bedzie znaleźć nie tylko styczne, 

•idotyczne, sieczne i dosieczne tychże łuków; ale 
też wstawy, dostawy iLd. innych wszystkich In-
ków, biorąc łuki te tak podług nowego podziału 
okręgu na /^oo stopni, iako też podług podziału 
dawnego na stopni 360. Lecz plerwey uczynić 
potrzeba dwie następuiące uwagi : 

297. jód. £uk c o d o długości zawsze iest 
mnieyszy niż iego styczna , a większy niż iego 
wstawa. Jakoż wziąwszy łuk Amzzz AM Jig, 
139, i poprowadziwszy cięciwę Mm, i styczne 
TM, Tm; styczne te przetną się z promieniem 
AR w punkcie T : gdyż dwa tróykąty RTM , 
R T w m o g ą do siebie przystać. Lecz łuk MA/ZŁ 
czyHAM-f A w < T M - f - T / ; ^ , A M + A 7 7 i > M P 
^ P m ( 2 5 8 ) ; ż e z a ś A M = A w , TMr=:Tw, PM 
r=P77i; będzie więc 2 A M < 2 T M ; 2AM>2PM; 
a t e m samem A M < T M , A M > P M . 

zre. Stosunek między styczną i wstawą co 
raz bardziey przybliża się do i , w miarę coraz 
b.ardzićy zmnieyszaiącego się łuku; czyli, co na 
iedno wychodzi, im'iest łuk mnieyszy, tem iest 
mnieysza różnica między iego styczną i wstawą. 

. , B • wst a 
Jakoż ponieważ sty a cz:—do^ a ' czyli 

. r wst a 
waiąwszy promień za i , sty a zzz I więc o-

bie strony rozmnożywszy przez dos a, i podzie-

liwszy przez Sty będzie ( że 
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zaś dostawa luku tem iest większa, im iest łuk 
mniejszy, to iest dostawa tembanlziey przybliża 
sie do promienia czyli do i , im iest łuk mniey-
szy; więc im łuk a iest mnieyszy, lem bardziey 
ważność dos a^ a tem samem i ważność ułomka 

•, przybliża sie d o i ; co dowodzi, że ró-sty <7. ' . " 
żnica ndędzy mianownikiem i licznikiem tego 
ułomka, to iest między Sty a i wst a musi bye 
bardzo mała , a iescze mnieysza między ważno-
ścią łuku a , i ważnością iego wystawy bd:> sty-
czney. Wzinwszy np. PMziz0,0001, będzie 

o, 000 100 000 000 5; ważność ta styczney MT 
różni się tylko od ważności wstawy PM w i ^tey 
liczbie dziesietney; można ią więc wziąć za wa-
żność łuku AM wyrażonego w częściach pro-
mienia RA. 

298. Po tych uwagach i po wiadomościach 
które ie poprzedziły , nie trudno będzie wska-
zać sposób, którym ważność wstaw, dostaw it,d. 
wszystkich łuków wynaleziono i ułożono w ta-
bhce. 

Ponieważ wstawa 4tey części okręgu czyli 
wst I , dos o (296), uczyniwszy więe 

i położywszy naznaczone ważności w 
dwóch równaniach wyżey znalezionych (agS), 
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równania te zamienią sie 
w następniące : 

Ważność tę wstawy i dostawy można 
takie następniącym sposobem wyprowadzić. 

Jeżeli łuk AB fig. 140, równy czw^artęy czę-
ści okręgu iest w punkcie M podzielony na dwie 
ezęści równe, na ten czas liniia MP czyli wsta-
wa łuku równa iest linii PiP czyli dostawie 
tegoż łuku: wlróykąciie bowiemPiPM kąt PBM 
m R M P , co iest łatwo okazać. Ze zaś MP' -f-
RP^ — M R ' ; czyli, aMP^=iMR^Z3 i ; więc MP^ 

a tem samem ! 
Maiąc ważność wstawy i dostawy łuku 
można będzie znaleźć w âżn ość wstawy i 

dostawy połowy tego łuku czyli Jakoż 
niech łjędzie ^Qz=za : w równaniach powyż-
szych (295), położywszy znalezione lub nazna-
•zone ważności, będzie 

Lecz dzieląc tym sposobem każdy łuk na 
dwie części równe, nie doydziemy ani do czę-
ści dziesiętych które są stopniami, minutami itd. 
podług nowego podziału okręgu, ani do części 
takich, któreby można wziąć za stopnie, minu-
Ty i t. d. podaiaiu dawnego. Znaydaiemj tylko 
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łii,kł coraz mnieysze , a tem samem coraz bar-
dziey przybliżaiące się do swoich wstaw : i tak 
za i4tym podziałem łjędzie łuk nz Q ^ 
którego wstawa zii o, ooo 095 SyS 799-' VVsta-
w a ta mnieysza iest od wystawy o, 0001; łuk wiee 
ten nie różni się od swoiey wstawy w pierwszych 
1 atu liczbach dziesiętnych (3197). Łuki zatem 
innieysze iescze mniey różnić się będą od swo-
ich wstaw. 

Łuki tak mało różniące się od swoich wstaw 
i stycznych, mogą być uważane za proporcyo-
nalne tym liniom: bę Izie więc 

czyli m: 100000: i6384' A zatem 

Nadto ponieważ łuki małe są proporcyo-
nalne swoim wstawom, łuków zatem 2 , 3 , 4 
it .d. razy większych od łuku 0,00001 Q, będą 
wstawy 2 , 3 , 4 i t. d. razy większe od wstawy 
teęoż łuku : bedzie wiec o «. _ t _ 

Tym sposobem znaydziemy iescze wiele 
łuków większych od tuku o, oooo'i Q , których 
wstawy i styczne nie różnią się między sobą w 
pierwszych i2Stu liczbach dziesiętnych. A cho-
ciaż zadalszem powiększaniem się łuków, różni 
ca ta coraz się bardaiey powiększa ; moina ie-
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dnak tym sposobem postępuiąc doyść aż do łu-
kiizz: 0,001 Q, którego AYStawa i st^^cziia tym:',e 
sposobem znalezione , iescze się między sobą 
nie różnią w pierwszycłi Smiu liczbacJi dziesię-
tnych. , 

W luknch większych od 0,001 Q , różnica 
ta znacznieby się powiększ^^^ra : w ten czas więc 
użyć potrzeba 4 równan Avyżey znalezionych 
<291 i 292), 

Wziąwszy naprzód /â  zir o,001 Q, potem a 
;=:o, O O 2 Q i t . d . z dwóch równań pierwszy ck 
otrzyniamy 

wst 0,002 Q ; dos 0,002 Q ; wst 0,004 Q ; 
dos o ,oo4Q i t. fl. WziąAvszy znowu naprzód 
^ zzi o, 001 Q , ^ = O , O O 2 Q ; potem « zz: o, 002 
Q , b ~ 0,000 Q it.d. z dwóch równań drugich 
otrzymamy 

9 9 9 . Ten sam sposób postępowania mo-
żna przystosować do dawnego podziała okręgu 
na 3 6 0 ° , z tą tylko różnicą, że działanie rozpo-
cząć należy od wstawy i dostawy łuluizz: i Q zz: 
50® (296). Łuk ten ciągle dzieląc na dwie czę-
ści równe, i za każdym podziałem wynayduiąc 
ważność wstawy i dostawy łuków coraz bar-
dziey zmnieyszaiących się, doydziemy nakoniec 
do łuków bardzo' mało różniących się od. swo-
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ich wstaw i stycznych , które mogą hyc wzięte 
za proporcyonahie tymże wstawoni i stycznym. 
Dalszy sposób postępowania zupełnie iest po-
dobny do podanego wyżey. 

5op. Wreszcie różne są sposoby, osobli-
wie w Matematyce wyższey,znacznie ułatwiaiące 
i skracaiące to długie działanie. Wyłożymy tu 
ieden przynaymniey sposób , który pod wielu 
względami godzien iest, aby go poznać. Lecz 
naprzód okazać potrzeba , że formuły podane 
"wyżey (295) ? na znalezienie wstawy i dostawy 
łuku' dwa razy mnieyszego , mogą być zamie-
nione w następuiące : 

Jakoż strony równania np. igo podniósł-
szy do kwadratu, będzie 

wst^a) -f- — -tl. wst a)\ z drugiey strony 
dodaw^szy wyraz iszy i 3ci, a wyraz 2gi rozło-
żywszy na czynniki, będzie 

zamiast R^ — wst^ a , położywszy dos® a 
(290), i wyciągnąwszy piórwiastek , wypadnie 

Podobnież strony równania 2go podniósłszy 
do kwadratu i odbywszy działanie iak wyżey, 
wypadnie. 

dos^-Ia = -p Î R dos a. Dwa te ostatnie 
równania łatwo przerobić moaua na formuły po-
dane wyżey. 
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PQ tako\vem przygotowaniu łatwo będzie wy-
łożyć następuiący sposób wynaydowaiiia wstaw 
i dostaw niektórych łuków. 

3o i . Niech będzie wst 20® więc i x 
będzie cięciwą ł u k u n z 4o° (295) , czyli, rachu-
iąc stopnie podług nowego podziału, 2.c będzie 
bokiem lokąta foremnego w k o ł o wpisanego: 
a że bok ten równy iest więjtszey części promie-
jiia podzielonego w stosunku średnim i skray-
nym (237); więc wziąwszy promień za i , bedzie 
j : IX zz: 2.x': i — 2jc ; a zatem rzz i — 20: 
czyli -f- zz: I ; czyli cc'' zz: i . Do-
pełniwszy kwadratu, będzie a;'' -j- -l^ -f- A J 

a zatem x + i zz: — ^ ^ Od-

iąwszy ~ po obu stronach , będzie a? zz: i 
; czyli ^ — i + i/ 5)' A że a: zz: wst 
więc 

Podniosłszy obie 
strony do kwadratu ; 

Że zaś dos®2o®zz:R'^—wst®2o* (290),^ więc 

H ^ 1 •y . , 

A że dos'̂ ^z — wst^« zz: dos (292) ; bę-
dzie więc 

. d o . 
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W formułach zatem powyższych (3oó) uczy-
niwszy R= I , /^=?.o°,wst będzie 

wst 
czyli 

Wyrazy będące pod znakiem pierwiastko-
wym rozmnożywszy przez 4 , a przed znakiem 
pierwiastkowym ^podzieliwszy pr?.ez 2., wypadnie 

^ ' . ^ Podo-
bnymże sposobem odbywszy działanie wypadnie 

W tych samych formułach .uczyniwszy po-
lem a zz: 60°, wst « zzz ^ i ^ ) , będzie 

y / 5); odbywszy działanie iak wyżey, wypadnie 

Podobnież wziąwszy łuk /2ziz^80°, doś azz: 

wa-

żności te położywszy w równaniu 
będzie 
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Maiąc,wiadome te ważności, i wied/ac 
prócz tego iaka iest wstawa loo" i 50°, możn^, 
ułożyć następuiącą tal)licę. 

Działanie potrzebne do znalezienia tych 
ważności można ies;cze znacznie skrócić: gdyż 

. Jakoż podnió-
słszy obie strony do kwadratu, będzie 

Podobnież okazać można, 
î ê v / ( 3 — = 10 — | V ' 2 . Te ostatnie 
w^ażności położywszy w powyższey tablicy, po-
strzeżemy, że uważaiąc V -i, i za wia-
dome, dosyć będzie cztery razy wyciągnąć pier-
wiastek kwadratowy, dla znalezienia ważności 
wstaw i dostaw i ociu łuków w powyższey tabli-
cy umiesczonych. 

302. Zamiast w^ażności wstaw, dostaw, 
stycznych i do tyczny cii w tablisąch zwyczay-
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nych położone są ich logarytmy, dla ułatwienia 
racJnnikn w rozwiązaniu dwóch następuiących 
zagadnień do wyracliowania częścitróykąta isto-
tni e potrzobnycli: 

1. Maiąc dany łiik^ znaleźć logarytm 
iego wstawy^ albo dostawy^ albo Styczney al-
bo dotyczney. 

2 . Maiąc dany logarytm wstawy^ albo 
dostawy^ albo s ty czney ^ albo dotyczney łuku ^ 
znaleźć ten łuk. 

Rozwinzanie tych zagadnień zależy od spo-
sobu rozłożenia i uporzadkow^ania tablic, który 
iest rozmaity, lecz zawsze na wstępie dzieła ta-
blic wyłożony. 

505. Tablice te nie obeymuią łuków wlę-
kszycli nad /|.tą część okręgu, i nie maią po wię-
kszey części ważności siecznych i dosiecznych: 
obaczymy iednak niżey, że one są dostateczne 
do wynalezienia ważności wystawy, dostawy, sty-
czney i dotyczney wszystkich łuków choćby też 
naywiększych. Co się zaś tycze siecznych i do-
siecznych", tQ nie wchodzą do rozwiązywani^a 
tróykątów, iak się o tem przekonamy w zaga-
dnieniach rozwiązywanie to za cel maiących, 
które wkrótce poflamy, wyłożywszy pierwey 
twierdzenia istotnie potrzebne do wyrachowa-
nia części tróykątów, co iest właściwym przed-
miotem Trygonometryi. 

504. W każdym tróykącie prostokątnym 
taksie ma promień do wstawy iednego z ką-
tów ostrych ,, iak przedwprostokącna do boku 
przeciwnego temu kątowi. 
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Niech bedzie ABC fig. 14 r. tróykąt prosto-
katny przy A, z punktu B iako ze środka pro-
rnkini/BM równym promieniowi podług którego 
irlożone sa tałdice nakreśliwszy ł u k M F , który 
bedzie miarą kąta B i z punktu M do AB spuści-
wszy prostopadłą MP, która liedzie wstawą kąta 
B; w tróykątach BMP, BCA podobnych, iest 

BM: M P = : C B : AC; czyli, położywszy wa-
żności trygonometryczne R: wstBuzCB: AC. 

505. f^każdym tróykącie prostokątnym 
tak sie ma promień do styczney iednego z 
k ą t ó w ostrych, iak hok przyległy temu kąto-
wi do boku przeciwnego. 

Wykreśliwszy, iak wyżey, łu1v MF, i z pun-
ktu F do AB poprowadziwszy prostopadłą F i ) , 
która będzie styczną kąta B: w tróykatacli B f i ) , 
CAB podobnych iest BF: FD zz: AB: AC, czyli 
RistyBzzrAB; AC. 

506. tróykącie prostokreslnym ia-
kimkolwiek wstawy kątów maią się iak boki 
przeciwne. 

Niech będzie tróykąt ABC fig. 73, z wierz-
chołka C spuściwszy CD prostopadłą do AB , 
prostopadła ta padnie albo wewnątrz tróykąta 
iak iest na figurze i , albo zewnątrz, iak iest na 
figurze 2. W iwszym przypadku, w tróykatacli 
prostokątnych ACD, BCD iest 
R: wst A=AC: CD; R:wstB = BC: CD (504), więc 

R X C D —wstAXAC; RXCDzzrwstBXBC; 
a tem samem wst AXACz=: wst B X BC. Więc 
wst A: wstBiziBC: AC. 

W przypadku 2glm w dwóch tróykątach 
prostokątnych CDA, CDB, iest 
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R:ws tnAC = AC: CD; R:vvstB = CB:CD;wi^^ 
R X C D = : w s t D A C X A C ; R X C D = z w s t B X 

BC; a zatem 
Avst D A C X A G = \v,;t B X BC ; a t e m s a m e m 

wst DAC: wst B = BC; AC. Zo zaś kąt DAC 
i e s t s p e ł n i e n i e m łcąta CAB czyli kąta A ( 2 9 4 ) , 
a r e m samem Avst J3AC — wst A ; bedz ie w i e c 
wst A: wstB —BC: AC. 

Tę samę własność można także następu-
iącym! sposobem wyprowadzić. 

Dany tr<>3dvąt ACB//g.. 142, opisawszy ko-
łem , i ze środl^a S jjronjieniem Sa równym pro-
mieniowi tablic wykreśliwszy kolo , poprowa- ; 
dzić promienie AS,ł^S,. CS przecijiaiące okrąg 
drugiego koła w punktacłi c, i poprowadzić 
cięciwy hc,ac; tróykąt ahc będzie podo-
bny tróykątowi ABC, gdyż poiiieważ i hS sa 
rów^ne iako promienie iednego koła, tudzież AS 
i BS są także równe; więc AV tróykącie ASB iest 
AS: /̂ SZZIIJS : hS ; a tem samem bok ah iest ró-
wnoodległy od AB. Tymże sposobem okazap 
można , że bok hę iest rówaioodległy odBC, bok 
ac równoodległy od AC. A zatem tróykąty ABG 
j ahc są podobne: bedzie ^vięc 

AB: "^/y=:BC: hc^.XC: acy czyli 
AB: A.C>~ ah: hc: nc\ wiec 
AB:BC: ACz^irtZ': \hc-. ^ e zaś kąty 

tróykąta ahc^ których wierzcliołki są na okrę-
gu,- maią za miarę połowy łuków, których cię-
ciwami są boki tym kątom przeciwne; a wstawa 
łuku równa iest połowie cięciwy łuku dwa ra-
zy większego (295); więc i^Z^— AYst c—wst C; 
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\hc zn wst a — wst A; \ac zzz wst h zzz wst B; a 
tem samem 

AB: BG: AG zn: wst C: wst A: wst B. 
507. VFliaidym. tróykucie prostokr e-

ślnym dostawa icdtiep^o z kg Iow tak sie inn alo 
promienia , iak sin.ima kwadra/ów z hokmw 
przyległych Lemu, katowi zmnieyszona kw/a-
draler^ Lchii trzeciego , . do podwóynego illo-
czynu dwóch pierwszych boków. 

W tróykącie ACB fig, 143, z wierzchołlka 
kąta naywiększego C spuściwszy CD prostop)a-
dłą do AB, 1 dla skrócenia bok CB przeciwmy 
kątowi A oznaczywszy przez <7, bok AC przeci-
wny katowi B przez by bok AB przeciwny kątko-
wi C przez c, a odcinek AD przez będzie td"-

-j- c^ — 2.cx Dodawszy po obu stra?-
nach 2cxj a odiąwszy a"̂ , i podzieliwszy przcez 

2.C, będzie 

W tróykącie prostokątnym ACD iest R\ : 
wst DC A ~ A,; (5 04). Aże knt DCA dest d(0-
pełnieniem kąta A , gdyż obadwa czynią k.ąt 
prosty , a tem samem wst DCA = dos A (286)); 
będzie więc K: dos Azzzb: ii\ 

. . , d o s A y / ? ' , 
A zatem . i^orownawszy zsolbą 

dwie znalezione ważności x , będzie 

podzieliwszy obie strony prz(ez 
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dos A h ' ' J r C — a 
w y p a d n i e — : = : ; a tćm sa-

mem dos AiRiziZ/^ - f - c ^ ^ ^ ^ C). 
5o8- W równania V -[- c' — ar^C^oy), 

dodawszy po obu sfronacii icx , a odinwszy a 
i będzie ac.r — c^zzzb^ — a \ Strony tego 
równania rozłożywszy na czynniki, wypadnie 

; a zatem 

Ze zaś ABzzic, AD=: , r ; w4ęc ! 
a tem samem 
Ostatnia więc proporcya zamieni się w następu-
iaca : 

To iest, 

(*) Jeżeli kąt A iest roztwarty, iak fig. 73 pod li-
czbą 3 , na ten czas będzie 

(1^3); « tem sam em 

fV tróy kącie CD A iest wst ACD dos 

, że zaś kąt CAB, czyli 

kąt A ie^t spełnieniem kąta CAD , i ma tę 
sarnę dostawę co i"kąt CAD lecz uiemną, iak 
obaczymy niźey ; będzie więc dos A ZIZ —• 

zamiast x polozywszy ważność znale-

zioną wyżey, będzie 

a zatftm 
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Vi> troykgciew którym prostopadła zwiei^z— 
cłiołka do pod st awj spusczona padawewnątiz^ 
tróykąta , podstawa tałi się ma do summy 
dwóch innych hołiów ^ iak różnica tychże bo-
ków^ do różnicy oclcinłiCiWpodstawy. 

Jeżeli kąt A iest roztwartj Nr o 2,, 
na ten czas c^ -j- 2.cjo (\ 75). Więc d^'' 

czyli 
-j- c); a zatem c: a-\-hiiza—It: c: to iest,, 
kiedy prostopadła z wierzchołka spusczona do> 
podstawy pada zewnątrz tróykąta , lałi się ma/ 
podstawa do summy dwóch innych, boliów^iałi. 
różnica tychże hoki)W , do summy odcinków' 
podstawy BD -f- AD. 

Tę same własność można wyprowadzić spo-
sobem następuiącym. Z punktu C iako ze środ-
ka promieniem CJi wykreśliwszy koło fig. i43 » 
i bok AC przedłużywszy do przecięcia się z okrę-
giem w punkcie E; będzie podług tego cośmy 
powiedzieli wyżey ( 2 1 7 ) . A B : A E A F : A M ; 

czyli A B : A C 4 - C E = : A C — C F : A D — D M . Że 
zaś C E = z : C F = : B C , aDMzzzBD; bedzie więc 
A B : A C - F B C — A C — B C : A D — B D . 

Kiedy kąt A. iest roztwarty, fig. 75 Nro 2, 
Dowodzenie i wykreślenie podobne do poprze-
dzaincego. 

309. lA-^łiażdym iróykgcie prostokre-
śłnyjn tałi się ma summa dwóch hołiów do ich 
różnicy, iak styczna połowy summy kątów 
tym bokom przeciwnych, do styczney połowy 
różnicy tychże kątów. 
Wrównaniacłi ^ 

http://rcin.org.pl



Prostohreślna. 249 

), stro-
ny oHpow adaiące raz do s.ebie dodawj^y , drngi raz 
odiąw«2y , będz'e 

Niech będzie A, a zatem 
wiec a~z c 

v. ięc h zzi 

Położywszy te ważności w dwóch powyż-
szych równaniach, będzie 

Strony odpowiadaiące tych równań podzie-
liwszy przez siebie, wypadnie 

; czyli 

Ze zaś wstawa łuku podzielona przez do-
stawę równa się styczney tegoż łuku (290), bę-
dzie więc 
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Rozmnożywszy obie strony przez wst — 
^B), a podzieliwszy przez dos (^A — iB), wy-
padnie 

; czyli 

Podzieliwszy obie strony przez sty 
będzie 

A zatem 

Ze zaś W' tróykacie wstawy kątów, maią sie 
iak boki tym kątom przeciwne (5o6); oznaczy-
wszy zatem boki przeciwne kątom A i B głoska-
mi « i ^ , będzie a\ buz wst A: wst B; a tem sa-
rnim a-\-b: a — Z '~wstA- | -wstB: wst A—wst 
B. Proporcyą tę porównawszy z proporcya po-
wyższą wypadnie 

Możnaby to samo okazać sposobem nastę-
pniacym. Niech będzie^^^. 144, łtik AMzzzA, 
łuk ANrzzB: będzie M P = w s t A , N Q = w s t B . 
Poprowadziwszy NC równoodległą od średnicy 
AB, i przedłużyw^szy Ml^ do będzie 
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Ż punktu C iako ze środka promieniem CD 
równym promieniowi koła ACL>,'/i nakreśliwszy 
łuk EDG, i przez punkt J3 popr0wai'zi\vs?,y sty-
czną FH , aż do przecięcia się z liiijiaini CM , 
Ca;̂  W punktach F i H; liniia Dl ' hędzie styczną 
łuku DE ('>-87), liiuia DH będzie styczną luku 
DG, z których pierwszy iest miarą kąta MGN, 
drugi miarą kąta //zGN; a że kąty te małą wierz-
chołki na okręgu , więc kąta MCN iest także 
mi arą połowa kiku MN z= AM — AN zi:; A—B ; 
kąLa zaś A/ZGN iest miarą połowa łuku mNzz:AM 

Bedzie zatem W 

Ze zaś liniie Mm-, FH są od siebie równo-
odległe , więc wtróykatach MGR i FCD, tudzież 
w tróykatach mCR i DCH podobnych iest 

R C : D C = M R : D F , RC: ]DC = mR: DH: 
a zatem mR: MR = DH: DF; czyli 

reszta iak Avyżey. , ^ 

310. Po wyłożeniu tych twierdzeń, mo-
żna będzie z łatw^ością wyrachować części tróy-
kątów prostokreślnych we wszystkich przypad-
kach, iakie tylko wydarzyć się mogą. 

A naprzód co do tróykątów prostokątnych, 
niech będzie A kąt prosty, B i C dwa innei kąty 
tróykąta prostokątnego ABC ; niech a oznacza 
przeciwprostokątną , b bok przeciwny kątów 
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B, c bok przeciwny kątowi C. Ponieważ w tróy-
kącie prostokątnym summa clwócłi kątów o-
strych B i C ró^vna się iednemu prostemu, więc 
kąty te są dopełnieniem ieden drugiego; a za-
tem wst Czzz dos B, wst i> zz: dos C; podobnież 
Sty C = dot B, sty B =z: dot C. 

Dla rozwiązania tróykąta, czyli dla wyra-
żenia części iego w liczbach , iakośmy iuż uwa-
żali , potrzeba mieć trzy części dane,, między 
któremi powinien być przynaymniey ieden bok. 
"W tróykącie prostokąttiym ABC kąt A iest za-
wsze wiadomy iak prosty: dla rozwiązania wiec 
tróykąta prostokątnego dosyć iest oprócz lvąta 
prostego, mieć dwie części dane, między któ-
remi powinien być przynaymniey ieden bok.. 

Dwie te dane części mogą być \ód przeciw-
prostokątna i ieden z boków przyległych kąto-
wi prostemu ; ire dwa boki przyległe kątowi 
pi\)stemu; 1)cie przeciwprostokatna i ieden -z. 
kątów ostrych; ieden z boków przyległycli 
kątowi prostemu i ieden z kątów ostrych* W szy-
stkie więc przypadki rozwiązywa nia tróykątów 
prostokątnych sprowadzić inożna do czterech 
następuiacych zagadnień. 

3II . Zagad. I. Mamc cfaną przeciw-^ 
prostokątną a i hok b , znnlezć dwa kąty o-
Słi e B i C, i bok Lrzeci c, 

Rozw. « : R : wst B (3o/4), więc wst B 

czyli odbywaiąc Iziałjanie za pomo-
cą logarytmów, log wst B zz log B -f- log h — 
Joga. Znalazłszy ką tB , łalwo b>ędzie znaleźć 
kąt C, który iest kąta B doptłniemiejm. Można 
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t.ik/e kąt C znaleźć przez następuiącą propor-
cyai: a\ bzuiW'. dos C. 

Go się tyczó boku c, teu znaleźć można 

dwoma sposobami : ).6d znalazłszy kąt G,"bę-

dzie R: Sty GzzzZ': c (5 o 5), a zatem < 

czyli 
r n y.ntem c z z i \ / a " — c z y l i 

; czyli 
1 (J N ' 

312. Zagad. 2. Maiąc dane dwa boki 
b £ c przylegle kątowi prostemu , znaleźć 
przeciwprostokątną a i dwa kąty ostre B i C. 

Rozw. c: Z ' ~ R : s tyB (5o5): więc Sty R 

Znalazłszy kąt G, przeciw-
prostokątną a znaydziemy przez proporcya: wst 
B: a. Mpżnaby także znaleźć przeciw-
prostokątną przez następuiące równanie: a^ 

c'' (162); więc a z z z \ / l e c z wy-
rażenie to nie-iest wygodne do rachunku przez 
logarytmy: gdyż b^ -f- c® nie można rozłożyć na 
czynniki. 

315. Zagad. 5. Maiąc daną przeciw-
prostokątną a i ieden kąt ostry B ^ znaleźę 
dwa boki b i c. 

Rozw. 

314' Zagad. 4. Maiąc dany bokh przy-
legły kątowi prostemu, i ieden z kątów o-
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strych , znalezć bok drugi i przeciwfrosko-
katna. e c 

PlOZW. 

Wiec a : 

5 15. Co się tycze trójkątów ostrokątnych 
i roztwnrtokątiivch, w tycJi oznaczywszy trzy 
kąty przez A, B, C, a boki tym kątom przeciwne 
przez ażeby za pomocą trzech danych 
części wyrachować inne trzy części tróykąta, 
potrzeba mieć dane albo ieden bok a i dwa któ-
rekolwiek kąty; albo dwa boki a \ b , \ kąt A 
przeciwny bokowi danemn a ; albo dwa boki 
a '\b \ kąt C między niemi zawarty; albo nako-
niec trzy boki a,b i c. Wszystkie więc przy^ 
padki rozwiązywania tych tróykątów można 
sprowadzić do czrerech następuiących zaga-
dnień. 

5 i 6. Zag. I. Maiąc dany bok a i dwa 
kąty tróykąta, znalezć dwa inne boki b i c. 

Rozw. w^stA: w s t B ~ « : Z » ; wst A: wstC 
r z i « : c ( 3 o 6 ) ; więc 

317. Zag. 2. . Maiąc dane dwa boki a 
z c , i kąt A przeciwny iednemu z boków da-
nych , znalezć bok trzeci b i dwa inne kąty 
R i C. 

Rozw. a\ czzrwst A: wst C; więc wst Cziz: 

Maiąc wiadomy kąt A i C , znaydzie-
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m r t-em samem i kąt B. Dla znalezienia zaŁ bo-
ku b, ułożymy iiastępuiącą proporcyą: 

wst A: wst bziz a : h. 
Uwaga. Jeżeli kąt A iest ostry, a bok a 

cC^c; na ten czas zn;ileziona przez powy/iszą pro-
wst A. c 

porcya. wst C ~ — , bedzie albo wstawą 

kąta hca fig. 49, albo też. wstawą kąta hća^ któ-
ry iest s[>ehileniem kąta boa, iakośmy to uwa-
lali wyżey (92). W tym więc przypadku pod-
woyne być może rozwiązanie. 

3i8. Zag. 5- Maiąc dane dwa boki a 
i b i kąt C między niemi zawarty, znalezć 
dwa inne kąty A\B i bok trzeci c. 

Rozw. Ponieważ kąt C iest wiadomy,tem 
%amem wiadoma będzie summa dwóch iiinych 

kątów A-f-B, i połowa tey s u m m y — — . Jeże-
li więc a ^ b y a tem samem A>'B; znaydziemy 
połowę różnicy tychże kątów A i B, przez na-
itępiiiącą proporcyą: 

Znalazłszy połowę różnicy, znaydziemy kąt wię-
kszy A i mnieyszy B. Jakoż niech .ę oznacza 
siunmę , r różnicę tych dwóch kątów : czyli 
niech będzie A-f-B—ę, A — Bzur. Strony tych 
dwóch równań raz do siebie dodawszy, drugi raz 
od siebie odiąwszy, wypadnie 2Az=:ó-}-r; a B s 
5—/•; więc Bz:z-|.ę — \r. To iest, 
Łat większy Arówna się polowie iehsummy wię-
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cey polową różnicy; kąt mnieyszy B równa się 
połowie snminy mniey połową różnicy. 

Znalazłszy dwa kąty A i B, bok trzeci c 
znaydziemy przez proporcyą : wst A: wst G zn 
a\c. 

319. 4' Maiąc dane trzy boki a ̂  
b, c, znalezó trzy kąiy A, B, C. 

liazw. dos A: R = c^—a^: ibc (307). 

więc doa A=;B. X • Tymże 

sposobem znaydziemy dwa inne kąty. 
Możnaby także zagadnienie to rozwiązać 

sposobem następuiącyin : niech będzie tróykąt 
, fig. i43) w którym wszystkie trzy boki są 
wiadome , i w którym kąt C iest naywiększy i 
bok AG >-BG, czyli by>a. 7i wierzchołka kąta 
C spuściwszy CD prostopadłą do ĄB, czyli do c, 
i odcinek większy AD oznaczyw^szy przez od-
cinek mnieyszy DB przez- , będzie 

c. h a z i z b — a - . X—y (308). Znalazłszy 
różnicę odcinków x — y , wiedząc prócz tego 
ich suiiinię x-}-yzzzc, znaydziemy odcinek wię-
Ł.szy AD, i mnieyszy BD, z których pierwszy ró-
wna się polowie ich summy więcey połową ró-
żnicy, drugi równa się połowie ich summy mniey 
połową różnicy. W tróykątach zatem prosto-
kątnych AGD, BCD znaydziemy kąty A i B spo-
sobem podanym wyżey (31 ̂ ): maiąc zaś wiado-
me te dwa kąty, w tróykącie AGB, znaydziemy 
kąt G, który iest ich spełnieniem. 

Jeżeli kąt A iest roztwarty /ig. -73, pod li-
czbą na ten czas z proporcyi 
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-f- c (308), znajdziemy summe dwóch odcin-
ków BD -[- j ^ różnica t jchże odcinków 
BD — AD=iAB, maiąc zatem wiadomą siinimę 
i różnice odcinków, a tem samem polowe ich 
summy,i potowe różnicy, znaydziemy odcinek 
większy BD Lmni^jyszy AD. W tróykątach zatem* 
prostokątnych BDC, ADC, w których przeciw-
prostokątne BG, AC i boki BD, AD są wiadome," 
znaydziemy kąt B i CAD (3^ O? ^ ^̂ ^̂ ^ Samem, i 
kąt CAB, ktpry iest spełnieniem kąta CAD. 

320. Sposób pierwszy , podług któi-ego 
rozwiązaliśmjr ostatnie zagadnienie, użytym bye 
może nie tylko w tym przypadku, gdy są dane 
trzy boki tróykąta; lecz i w ten czas gdy są da-
ne dwa boki i kąt między niemi zawarty, albo 
też iednemu z dwóch danych boków przeciwny: 

w równaniu bowiem ( 

ieżeli wiadome są dwa boki c i kąt A między 
niemi zawarty, łatwo będzie znaleźć bok tr2;eci a 
i dwa inne kąty; podobnież gdy są wiadome dwa 
boki a, ci kąt A iednemu z nich przeciwny, ła-
two będzie znaleźć bok trzeci b i dwa iiine ką-
ty (*). To tylko iest rzeczą niedogodną, zew 
równaniu tem nie można użyć łogarytmów dla 
znalezienia ważności licznika U^Ą-c"—a^. Lecz 

(*) To samo rówiiaiUe służy takie do rozwiążą-
' nia tróykąta, kiedy dany iest bok ieden i dwa 

kąty : lecz- do tego potrzebne są wiadomości 
z dałsz^ey matematyki^ któr^ tu mieysca midi 
tde mogą. 
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można temu zapobieżeć sposobem następnift-
c jm. 

Ponieważ —^wst^ (290); w ró-
dos'̂  a —• wst^ a 

wnaniu zatem dos i a — (acjs), 

położywszy R^ — wst'^^ zamiast dos''<^, bedzie 
f i ' — wst'̂  a — wst'̂  a 

dos ia zzz —^ , czyli dos 'Aa zz: 

Niecił bedzie dos i a zz: dos A, wst 's.a zz: 
w ŝt A': będzie wst «zz: w ŝt A, wst̂ ẑ zzz wst i A, 
p,wst^/7.i=:2wst^-|A. Położywszy te ważności w 
powyższem równaniu, będzie 

podzieliwszy obie 

strony przez R, wypadnie 

A że dos A: Rizz — a tem 
dos A l /Ą- ĉ  — o:" 

s a m e m — z = : ; ; wiec R. 

Rozmnoży-

wszy przez R^, będzie 

odmie-

niwszy znaki, 

; doda-

wszy R^zz: I po obu stronach, będzie 
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2wst'§Arz:R-V. - f ^ J + obró-

ciwszy całkowitą na ułomek , 

V 2iWSt' 

czyli 

A że a^—' 

więc 

dzieliwszy przez 2, i wyciągnąwszy pierwiastek 
kwaldratowy, wypadnie 

Niech będzie a h c'zzz s \ a zatem a — 
; a tem sa-

I 
mćm • 

Podzieliwszy z drugiey strony mianownik 
przez 4) a w liczniku ieden czynnik przez 2 i 
drugi czynnik przez 2, co naiedno wychodzi, 
iak gdyby cały licznik był podzielony przez 4s 

będzie 

ważność tę położywszy wi^ównaniu powyższem, 

bedzie wst V . Tp 
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iest: chcąc znaleźć kąt tróykąta, którego trzy 
hoki są dane, trzeba, od polowy summy trzech 
hoków odiąć naprzód, ieden, potem drugi bok 
przyległy kątowi szukanemu, dwie pozostałe 
reszty przez siebie rozmnożyć; iloczyn te/h 
podzielić prz<'z iloczyn dwóch boków kątowi 
szukanemu przyległycli', wy ciągnąc z tego i-
lorazu pierwiastek kwadratowy; pierwiastek 
ten będ.zie wstawą połowy kąta szukanego^ 
Promień IDI erze się zwyczajnie za i , a tem sa-
mem w mnożeniu i dzieleniu opuscza się. 

r. -Zagadnienia te z łatwością być mo* 
gą przystosowane do Jeometryi praktyczney, wy-
m i a r gatunków za przedmiot maiacey, iako też 
do innych wszystkich umieiętności inateiuajy-
czno lizycznych. Przytoczymy tu kilka przy-
kładów potocznieyszych. 

Przykład i . Chcąc zmierzyć na griuicie 
z punktu A fig. 145 , odległość niedostępnego 
przedmiotu X , trzeba wymierzyć na grimci© 
^podstawę AB , i za pomocą narzędzia zwanego 
liątorniarem, w\ mierzyć dwa kąty XAB, XBA 
zawarte między podstawą AB i promieniami o-
cznemi AX, BX z punktów^ A j B do przedmiotu 
X wykierowanemi : tym sj)Oso.bem utworzy się 
tróykąt ABX, w którym bok ieden Ali i wszyst-
kie trzy kąty są wiadome. vSzukaną więc odle-
głość AX znaydziemy przez proporcyą wst AXB: 
wst ABX=z: AB: AX ( 3 0 6 ) ; więc log. AX = i log. 
AB + log. wst ABX—log. wst AX łk 

Daymy nato , że AB rz: 588 prętów ; kąt 
BAXzz: 103°, 30' podług dawnego podziała, kąt 
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I 5'; bedzie więc kąt AXB z=: 40®, 

Logarytin AB 
Log, wst ABX 

Summa 
Log. wst AXB 

L o g . A X . . . . . 2 ,7OOS7(J4- L O -
garylm ten odpowiada liczbie 538? i? będzie 
więc A.Xr:z558, i prętów. 

Chcąc z tegoż punktu A znaleźć'odległość 
drugiego przedmiotu niedostępnego Y, trzeba 
wymierzyć kąty YAB, ABY: tym sposobem u-
tworzy się tróykąt AYB , w którym bok ieden 
AB i wszystkie trzy kąty są wiadome. Szukaną 
więc odległość AY znaydziemy przez proporcyą 
wst AYB: wst ABY zir AB: A Y. Daymy na to 
ze kąt BAY=z 55° 6' , kąt A B Y = 118' 48'; bę-
dzie więc kąt AYB 26° G'. Odbywszy dzia-
łanie za pomocą łogarytmów, iak wyżey, znay-
dziemy AYzir 1 171 prętów-

322. Przykład Clicąc znaleźć odle-
głość dwóch przedmiotów niedostępnych X , Y, 
trzeba wynaleźć AX i AY , iak w przykładzie 
poprzedzaiącym; kąt XAY będzie wiadomy : 
gdyż kąt ten iest różnica dwóch katów wiado-
mych BAX=: 103° 30', i BAY = 35° 6': będzie 
więc kąt XAY ziz 08° 24'. W tróykacie zatem 
AXY maiąc wiadome z przykładu igo dwa bo-
ki AY, AX i kąt między niemi zawarty XAY , 
znaydziemy styczną połowy summy dwóch iji-
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nych kątów przez proporcyą 

Odbywszy działanie jia pomocą logarytmów , 
'AXY—XYA 

wypadnie ; rz: 28 ' , 35'. Ze zas 

a kąt większy AXY 

równy połowie summy obudwu więcey połową 
ich różnicy, kąt mnieyszy XYA równy połowie 
ich summy mniey polowa różnic^; będzie wiec 
kąt A X Y = 8 r 23', kąt XYA —27® 13'. W trój-
kącie zatem XYA maiąc wiadome wszystkie ką-
ty i bok AX, znaydziemy XY przez proporcyą 
wst XYA: ^vst XAY =z AX: XY ( 3 0 6 ) . Odby-
wszy działanie za pomocą logarytmów, wjpa-
dnie XYz=: 1093 prętów. 

323. Przykład 3. Niech będzie DX fig. 
146, szerokość rzeki która zmierzyć potrzeba : 
wymierzyAYszy na gruncie podstawę AB równo-
odległe od koryta rzeki, która teiu samem bę-
dzie prostopadła do szerokości izekiDX, i za po-
mocą kątomiam wyznaczywszy kąt Ał»X zawarty 
między podstawą AB i promieniem ocznym BX 
wykierowanym z punktu B do pizedmiotu X bę-
dącego na drugim brzegu rzeki; będzie tróykąt 
I3AX prostokątny przy A, w którym kąt B i bok 
AB iest wiadomy : bok zatem AX znaydziemy 
przez proporcyą , R: sty B = AB: AX (5o5). 
Snalażłszy tySn sposobem AX^ i odiąwszy AD 
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odległość podstawy AB od brzegu rzeki, zosta-
nie IJX szerokość szukana (*). \ 

Gdyby AX była wysokość wieży, którą po-
trzeba zmierzyć, na ten czas wyyiierzywszy pod-
stawę AF, i z punktu F za pomocą kątomiaru 
wymierzywszy kąt DCX zawarty między liniią 
poziomą D(J równą odległą od podstawy AF, i 
promieniem ocznym GX wykierowanym z pun-
ktu G do wierzcliołka wieży X; utworzy się tróy-
kąt prostokątny GDX , w którym bok CD czyli 
AF, i k-at i3CX sa wiadojne : bole zatem DX ' . L C 

znaydziemy przez proporcyą Pi: sty DCX= DC: 
DX. Znalazłszy tym sposobem D X , i dodawszy 
wysokość narzędzia CF czyli AD , będzie AX 
wysokość sznkana. 

Jeżeli punkt A iest niedostępny, na ten czas 
dla zmierzenia wysokości A ^ , można oznaczyć 

• odległość e x sposobem takim, iakiego użyliśmy 
w j>rzykładzie iwszym: w tróykącie zalem pro-
stokątnym CDX maiąc wiadomy bok CX i kąt 
DCX znaydziemy DX przez proporcyą R: wst 
D C X z z : C X : D X . 

324. Przykład Maiąc dane na map-
pietrzy punkta A , B , C i ,.7, clicąc wyzna-
czyć póło/enie 4go pnnktit M lezącego na teyże 
co i pienvsze trzy punkta płasczjznie, i z które-

braniu podstaw na gruncie trzeha zacho-
wać tę ważną przestrogę, aby pędstawy te nie 
byty ani zbyt mu!e, ani zbyt-wielkie względem 
odległości szukancy. Tu np. podstawa AB 
itioie wynosić około polowy odległości AX.. 
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go kąty AMB, AMC są wymierzone ; trzeba na 
linii AB wykreślić odcinek koła AMDB , w któ-
rymby się zmieścił kąt dany BMA (i3b); potem 
wykreślić drugi odcinek koła AMC, ŵ  klórym-
by się zmieścił drugi Icąt dany AMC ; dwa łuki 
przetną się w punl^tach A i M; punkt M będzie 
punktem szukanym: gdyż ze wszystkich punktów 
łuku AMDB można widzieć AC pod kntem ró-
wnym kątowi danemu AMB,i że wszystkich pun-
któw łuku AMC można widzieć AC pod kątem 
równym kątowi danemu AMC; więc punkt M , 
w którym się te dwa łuki przecinaią^ iest pun-
ktem takim, z którego widzieć można razem 
AB i AC pod kątami równemi kątom AMB, AMC. 

W tróykącie ABC , którego trzy boki będą-
ce odległościami trzech danych punłaów A, B i 
C, są wiadomej znaydziemy kąt BAC podług for-
Hiuły podaney wyżey (320). Poprowadziwszy 
średriicę AD, i cięciwę DB, w tróykącie BAD 
pirostokątnym przy B, iest bok AB i kąt przeci-
wny BDA ziz AMB wiadomy ^ znaydziemy wiec 
AD. 

Podobnież poprowadziwszy średnicę AE i 
cięciwę C E , w tróykącie ACE j)rostokątnym 
przy C, bok AC iest wiadomy z założenia, kąt 
CAE zzi AMC — 90®: gdyż miara kąta CAE to 
iest połowa łuku CE, równa się połowie łuku 
będącey miarą kąta AMC zjnnieyszoney 4tą czę-
ścią okręgu ; o czem łatwo przekoiiać się mo-
żna dokończywszy figury., W tróykącie zatem 
ACE maiąc wiadomy bok ĄC i kąt przyległy 
CAE, znaydziemy AE (314). 
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Poprowadziwszy liniie proste MD i ME, po-
nieważ kąty AMD i AME są proste , iako za-
\yarte w półkold ; wiec dwie liiiiie MD i ME 
czynią iednę liniią prostą DE. Liniia zatem AM, 
którey długość i położenie oznaczyć potrzeba , 
iest wysokością tróykąta DAE, w którym boki 
AD i AE są wiadome, i kąt między niemi zawar-
ty DAE równa się summie dwóch kątów wiado-
mych BAG i CAE mniey kątem DAB, który iest 
także wiadomy iako dopełnienie kąta wiadome-
go BDA w tróykącie prostokątnym ABD; zna j -
dziemy więc kąt ADE (518). 

Nakoniec w tróykącie prostokątnym ADM 
znaydziemy AM. Odległość ta AM i 'kąt:BAM 
r=:DAB-|-DAM oznaczaią połoienie punktuM. 

525* W wielu przypadkach można także 
w Jeometryi użyć wygodnie formuł trygonome-
trycznych, iak się okaże z następuiących z^iga-
dnietu 

Zagad. I., Alaiąc wiadome dwa boki 
tróykąia i kąt miediy niemi zawarty, znaleźć 
iego powierzchnią,. 

Rozw. Powierzchnia tróykąta ABC fig, 
i43> równa iest połowie iloczynu iego podsta-
wy AB przez wysokość CD ( i5o) . Oznaczy-
wszy zatem powierzchnia tróykata przez yo, b^-

A B X O D 
dzie p rz : . W tróykącie prostoką-
tnym ACD, R: wst A^zAC: CD (304); więc CD 

Ważność tę położyvvszy w ró-
wnaniu po wyaszóm, będzie y 

http://rcin.org.pl



^o n 0 m e t y a 

wst A ; to iest, powierzchnią tróykąta równa 
się polowie iloczynu, dwóch, iego boków roz-^ 
mnożonego przez wstawe kąta miedzy temi 
bokami zawartego. 

5 2 , ( 5 . Z a g . 2 . Maiąc wiadome trzy boki 
tróykąta, wyrachować promień kota na nim 
opisanego. 

Rozw. W tróykacie ABC f g . i48 , ozna-
czywszy boki przeciwne kątom A, B, C, przez 
a, b, c, powierzciinią iróykata przez p , a BS 
szukany promień koła opisanego przez x ; bę-
dzie podług zagadnienia poprzedzaiącego , /^zz: 

Poprowadziwszy średnicę BD i cięciwę CD, 
w tróykacie prostokątnym BCD, R : wst CDBzz: 
BD:BC.' A z e k ą t Ć D B = A , BDz=:2B3=i2:r,. 
BCzrzrt, R r z I ; więc i : wst A 20:: a za-

a 
t ó m ^ w s t A r z : — W a ż n o ś ć te położywszy w 

abc 
równaniu powyższem, będzie p ~ ^ 

To iest, promień koła na trójkącie 

opisanego , równa się iloczynowi trzech bo-
ków tróykąta podzielonemu przez wziętą 4 • 
razy iego powierzchnią. 

Co się tycze SF promienia koła wpisane-
go w tróykąt ABC fig. 121, łatwo iest okazać , 
^e promień ten równa się powierzchni tróykąta 
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podzieloney przez polowe smmiiy trzech iego 
boków. 

527. Zag. 3. Wynaleźć .Uońuiek przy-
hllżony okręgu do średnicy. 

Rozw. Ponieważ łuk co do długości za-
wsze iest większy od swoiey wstawi, a mniey-
szy od styczney ; różnica zaś między wstawa i 
styczną tem iest mnieysza, im iestrimiej-szy łuk 
( 2 9 7 ) ; znalazłszy więc sposobem podanym wy-
ż,ey ( 2 9 8 ) , ważność wstawy i styczney łuku ró-
wnego np. iedney sekundzie, i obie te ważności 
podwoiwszy ; znaydziemy dwie licz]>.y bardzo 
mało między sobą różniące się, z których pier-
wsza będąca ważnością cięciwy łuku równego 
dwom sekundom (295), iest cokolwiek ód tego 
luku ńmieysza, druga zaś colvołwi6k od tegoż 
łuku większa: liczba zatem środek między nie-
mi trzymaiąca, bęcłzie ważnością łuku równego 
dAvom sekundom. Wziąwszy potem obie te po-
dwoione w^ażności tyle razy , ile razy łuk równy 
dwom sekundom mieści się w półokręgu, otrzy-
mamy dwie liczby bardzo mało między sobą ró-
żniące się, iednę nmieyszą od ważności półokrę-
gu, drugą większą. I.iczba zatem śi odek między 
tejui dwiema liczbami trzymaiąca, może być wzię-
tą za ważność pó}olvręgu , którą podwoiw^szy i 
porównawszy z v/ażuością średnicy, otrzymamy 
przybliżony stosunek okręgu do średnicy. 

328. Do wyrachowania części tróykątów 
prostokreślnych, potrzebne są tylko styczne i 
dotyczne łuków: mnieyszych od czwartey części 
okręgu, a wsta wy i dostawy łuków mnieyszych 
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ofł połowy okrfigu; o czem łatwo przekonać się 
mo/na przeyrzawszy z uwagą podane wyżey za-
gadnienia. Lecz różnych przystosowaniach 
'lYygonometryi potrzebne są częstokroć łnki nie 
lyłko większe od połowy okręgu, ałe leż wię-
ksze od całego okręgu, a nawet łułd równe kil-
ku okręgom koła. Wypada więc poznać wa-
żność wstaw, dostaw i"t. d. łuków tak wielkicłi, 
iak tylko być mogą.. 

Wystawmy sobie, że promień SM,f ig . 1491 
może się około punktu S obracać tali, że punkt 
M obiega cały okrąg w kierunku ACBDA. Rze-
czą iest przez się widoczną, że im bardziey punkt 
M oddali się od punktu A, tem bedzie większy 
łuk AM. Gdy punkt M znayduie się na punkcie 
A, to iest, gdy łuk AM zzz o, iego wstawi iest 
także o, i styczna o. Jakoż wstawa MP iest od-
łegłościąpunktuM od promienia AS: kiedy więc 
punkt M znayduie się na punkcie A , odległość 
ta musi być o; toż mówić o styczney AT która 
także musi być o , gdy pnnkt M znayduie się na 
punkcie A; w ten czas bowiem sieczna ST prze-
jehodząca przez punkt M , musiałaby przeclio-
dzić przez punkt A. 

Ze zaś dostawa łuku równa się pierwiastko-
wi z różnicy między kwadratem promienia i kwa-
dratem wstawy (290); kiedy więc łuku o wsta-
wa iest o , dostawa tegoż luku musi być równa 
promieniowi. I w rzeczy samey dostawa łuku 
iest wstawa dopełnienia tegoż łuku ; dopełnie-
niem zaś łuku o iest łuk równy 4tey części o-
ki'ęgu, którego wstawą iest promień. A że sie-
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łuk" równa się kwadratowi promietiia,po-
dzieloiiemii przez dostawę tegoż łuku ( 2 9 0 ) : kie-
dy wiec łuku o dostawą iest promień , sieczna 
łuku o bajdzie kwadrat promienia podzielony 
przez promień , czyli sieczna łuku o iest pro-
mień. Co się tycze dosieczney i dotyczney łu-
ku o, z tych pierwsza równa iest siecaney, dru-
ga styczney dopełnienia łuku o, czyli 4tey czę-
ści okręgu. Dla poznania więc ważności dosie-
czney i dotyczney łuku o , trzeba pierwey po-
znać sieczną i styczną 4tey części okręgu. 

Oznaczywszy Zatem promień przez R, bedzi® 
M ŝt orzzo, Sty ozzio, dos ozzzR., siecozizR. 

529. Im baixlziey punkt ;jM przybliża sift 
do czyli im bardziey rośnie łnk AM, tem bar- ( 
dziey powiększa się iego wstawa, styczna i sie-
czna , a tem bardziey zmnieysza się iego dosta-
wa, dotyc3;na i dosieczna; co iest przez się wi-
doczna. Gdy punkt M znayduie się w połowie 

• drogi od A do czyli gdy łuk AM równa się 
*5mey części okręgu, i iego dopełnienie czvli 
łuk M"^rów^na się także 8niey części okręgu; na 
ten czas wstawa równa iest dostawie, styczna ró-
wna dotyczney, sieczna równa dosieczney. Nad-
to w tróykącie AST prostokątnym przy A, kąt 
AŚT=: ATS: gdyż miarrt pierwszego iest łuk AM 
równy 8mey części okręgu, czyli 45®; a zatem i 
dopełnienie iego, to iest, kąt ATSzz:45®. Wiec 
bok ATizzAS; to iest, styczna części o-
kręgii równa się promieniowi. I w rzeczy samer 
ponieważ styczna łuku równa się iloczynowi 
promienia i wstawy podaielonema prs©a doita-
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we tegoż ł u k u ( 2 9 0 ) ; kierly więc wstawa i dosta-
wa S^nćy części okręgu są sohie równe, styczna 
Smey części okręgu równa bedzie promieniowi. 
Toż mówić o dotyczney lego łuku. Oznaczy-
w s z y zatem okrąg koła przez TT, będzie 

Sty X zn: R. dot ~ T zn R. Ważność wstawy 
i dostawy tego łuku wyprowadzibśm.y wy/.óy 
( 2 9 3 ) , A co się tycze •\vażności sieczney i do-
sieczney tegoż łuku , te łatwo iest wyprowadzić 
z równań podanych wyżey ( 2 9 0 ) . 

530. Gdy punkt M przyydzie do C, czyli 
gdy łukĄMrówna się 4tey części obręgu, na ten 
czas wstawa łuku tego będzie promień, a dosta-
wa zn o, iakośmy iuż powiedzieli wyżey ( 2 9 6 ) . 

Ważność ta wstaAyy i dostawy 4tey części 
oki egu, może być także następuiącym sposobem 
wyprowadzona. Ponieważ dostawa łuku iest 
wstawą iego dopełnienia, a dopełnieniem łuku 
o iest łuk równy 4tey części okręgu; więc do-, 
stawa łuku o to iest promień , będzie wstawą 
czwartey części okręgu; a wstawa łuku o, to iest 
o bedzie dostawą 4tey części okręgu. . 

Ponieważ styczna AT iest róyvn(5odległa od 
promienia CS przechodzącego przez drugi ko-
niec łuku AG równego 4tey części okręgu; więc 
dwie te liniie zeyść się z sobą nie mogą, choćby 
naydaley były przedłużone. 

Styczna zatem 4tey części okręgu iest ilo-
ścią nieskończoną: ilość nieskończona wyraża 
się zwyczaynie znakiem takim co. Będzie wdęe 
Sty 

Dopełnieniem 4tey części okręgu iest łuk 
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o. Styczna zatem łiUtii o, to iest o będzie do-
tyczuą 4tey części okręgu; a styczna +tey czę-
ści okręgu czyli co będzie dotyczną łuku o; to 
iest, dot i :^zz : o; d o t o = : c c ( * ) . 

Co się tycze sieczney i dosieczney łuku ró-
wnego 4tóy części okręgu, z ty cli pierwsza iest 
ilością nieskończoną, druga zaś równa się pro-
mieniowi luóry iest siecznąłuku o będącego do-
pełnieniem 4tćy części okręgu ; co i stąd iest 
rzeczą widoczną , źe ponieważ dosieczna łuku 
równa się kwadrato\Vi promienia podziełoneińu 
pi^ez wstawe (290) ; kiedy więc wstawa 4 t e j 
części okręgu iest promień, dosieczną 4tey czę-
ści okręgu będzie kwadrat promienia podzielo-
ny przez promień, czyli d o s i e c m : f\ . 

351. Gdy punkt M oildala się od G ku B, 
wstawy zmnieyszaią się, a dostawy rosną. I tak 
wstawa łuku AN większego od 4tey części okrę-
gu iest NQ, a dostawa NG czyli SQ. Ta saaiia. 
liniia NQ iest takie wstawą łukuISl^ mnieyszego 
od 4tóy części okręgu, lecz będącego spełnie-
lliełli Inku AN. 

Poprowadziwszy cięciwę NM równoodle-
głą od średnicy AB, będzie ŃQbz:MP, i łuk NB 
zn AM iako zawarte między cięciwami równo-
odleglemi; a tem samem i luk AM iest S])emie-

( *,) Ponieważ ity 

będzie więc 

ułomek ten oznacza takie ilość nieskończona. 
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niem łuku AN. Dwa te łuki maiące równe wsta-
wy MP i NQ, maią także równe dostawySP i SQ; 
lecz dostawy te maią odwTOtny kierunek: dosta-
wa SP łuku AM mnieyszego od 4tey części o-
kręgu leży po lewey stronie średnicy DC, dosta-
wa zaś SQ łuku AN większego od 4tey części o-
kręgu leży popraVey stronie teyże średnicy DC. 
Odwrotność ta kierunku dostaw i wszelkich in-
nych liniy wyraża się w rachunku dwoma zna-
kami i — > z których pierw^szy wyraża ilości 
dodayne, drugi odiemne. I tak ieżeli dostawa 
SP leżąca po lewey stronie średnicy DC uważa 
gię iako ilość dodayna , czyli ma przed sobą 
ząak ; dostawa SQ leżąca po prawey stronie 
teyże średnicy DC uważa się iako ilość odiemna, 
i ma przed sobą znak — . Dostawa żalem la-
ka większego od !\Cey części okręgu , iest ró-
wna dostawie iego spełnienia wziętej ze zna-
kiem —. 

Że zaś Sty ( 2 9 0 ) ; k i e d j 

więc dostawa łuku AN iest odiemna, styczna te-
goż łuku powinna być odiemna : iloraz bowiem 
ilości dodaney podzieloney przez ilość odiemna 
iest odiemny. ,I w rzeczy samey stycznałuku AN 
iest część prostopadley AT zaw^irta między pro-
mieniem AS i sieczną NS przez drugi koniec te-
go łuku poprowadzone. ,^287) ; lecz sieczna ta 
dostatecznie przedłużona, zeydzie się zliniiąAT 
w punkcie t poniżey średnicy AB. Styczną za-
tem łuku AN iest liniia Kt równa styczney A T , 
Uczmaiąca kierunek odwrotny,^ a tem samem 

- - odie-
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o d i e m n a . N a d t o p o n i e w a ż k t i e s t s t y c z n ą ł u k u 
k m , k t ó i y i e s t s p e ł n i e n i e m ł u k u A N , g d y ż N w 
i e s t ś r e d n i c a ; w i ę c styczna tuku %viększego od 
l^tey części okręgu , równa się stycznej iego 
spełnienia wziętśy ze znakiem — . Toż mó-
w i ć o d o t y c z n e y t e g o ż ł u k u , k t ó r ą i e s t l i n i i a C F 
r ó w n a C E d o t y c z n e y l u k u A M , l e c z m a i ą c a k i e -
r u n e k o d w r o t n y , a t ó m s a m e m o d i e m n a . A ż e 
s i e c z n a ł u k u r ó w n a s i ę k w a d r a t o w i p r o m i e n i a 
p o d z i e l o n e m u p r z e z d o s t a w ę , a d o s i e c z n a r ó w n a 
s i ę k w a d r a t o w i p r o m i e n i a p o d z i e l o n e m u p r z e z 
w s t a w ę ; k i e d y w i ę c d o s t a w a ł u k u w i ę k s z e g o o d 
4 t e y c z ę ś c i o k r ę g u i e s t o d i e m n a , b ę d z i e s i e c z n a 
t e g o ł u k u o d i e m n a , a d o s i e c z n a d o d a y n a . J a k o ż 
s i e c z n a ł u k u A N i e s t S ^ , d o s i e c z n a z a ś i e s t S F . 

3 5 2 . ' G d y p u n k t M z n a y d u l e s i ę n a p u n -
k c i e B , c z y l i g d y ł u k A M r ó w n a s i ę p o ł o w i e o -
k r ę g u , b ę d z i e w s t a w a zzz o , d o s t a w a z z : — R , 
s t y c z n a z z : o ; d o t y c z n a zzz — c c ; s i e c z n a = - R ; 
d o s i e c z n a z z ; 00 ; c o i e s t ł a t w o w y p i ^ o w a d z i ć z 
w i a d o m o ś c i p o p r z e d z a i ą c y c h . 

3 3 3 . G d y p u n k t M z n a y d u i e s i ę n a p u n -
k c i e c z y l i g d y ł u k A M i e s t w i ę k s z y o d p o ł o -
w y o k r ę g u , i a k i e s t ł u k A G B « , w s t a w a i e g o 
z n a y d u i ą c a s i ę p o n i ż e y ś r e d n i c y A B , m a k i e r u -
r u n e k o d w r o t n y w s t a w o m N Q , M P z n a y d u i ą -
c y m s i ę p o w y ż e y ś r e d n i c y A B ; w s t a w a z a t e m ł u -
k u w i ę k s z e g o o d p o ł o w y o k r ę g u i e s t o d i e m n a . 
W s t a w a t a p o w i ę k s z a s i ę , a d o s t a w a S Q 
z m n i e y s z a s i ę c o r a z b a r d z i ć y , w m i a r ę p r z y b l i -
ż a n i a s i ę p u n k t u M d o p u n k t u D , l a k d a l e c e , ż e 
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Vi p u n k c i e D , g d z i e ł u k A B D r = z | - o k r ę g u , w s t a -
w a i e s t p r o m i e ń D S w z i ę t y o d i e m n i e , d o s t a w a 
z a s r ó w n a s i ę o . N a k o n i e c g d y p u n k t M p r z y -
b l i ż a s i e d o p u n k t u A , c z y l i g d y ł u k i s ą w i ę k s z e 
o d "I o k r ę g u , i a k i e s t np. ł u k A B ^ i , n a t e n c z a s 
%\ .s tawa w P z a c z y n a s i ę z m n i e y s z a c , l e c z i e s t z a -
w s z e o d i e m n a ; d o s t a w a z a ś S P z a c z y n a s i ę p o -
w i ę k s z a ć , i i e s t z n o w u d o d a y n a , a ż d o p u n k t u 
A , g d z i e w s t a w a r ó w n a s i ę o , a d o s t a w a p r o -
mieniowi. W s t a w ą z a t e m ł u k u r ó w m e g o o k r ę -
g o w i i e s t o , d o s t a w ą z a ś p r o m i e ń . 

C o s i ę t y c z e w a ż n o ś c i s t y c z n e y , d o l y c z n e y , 
s i e c z n e y i d o s i e c z n e y t a k ł u k u w i ę k s z e g o o d 
p o t o w y o k r ę g u i o d o k r ę g u , i a k o t e ż ł u k u r ó -
w n e g o o k r ę g u i c a ł e m u o k r ę g o w i , t e ł a t w o 
i e s t w y p r o w a d z i ć z a p o m o c ą r ó w n a ń p o d a n y c h 
w y ż ó y ( 2 9 0 ) . 

5 5 4 . G d y b y p u n k t M p o w r ó c i w s z y d o p u n -

k t u A , r o z p o c z ą ł n o w y o b r o t w t y m ż e s a m y m 

k i e r u n k u ^ w j a k i m o d b y ł o b r o t p i e r w s z y , m i e -

l i b y ś m y ł u k i w i ę k s z e o d c a ł e g o o k r ę g u , a n a w e t 

w i e k s z e o d d w ó c h , t r z e c h i t . d . o k r ę g ó w , g d y b y 

p u n k t M p o u k o ń c z o n y m o b r o c i e d r u g i m , r o z p o -

c z ą ł o b r o t t r z e c i , p o t e m c z w a r t y i t . d . L e c z 

w s z y s t k i e t e ł u k i m a i ą z a w s z e p o c z ą t e k w p u n -

k c i e A , a k o n i e c w p u n k c i e M ; a z a t e m i c h 

w s t a w y , d o s t a w y i t . d . b ę d ą t e s a m e , i a k i e s ą 

ł u k ó w A M w y k r e ś l o n y c h p r z e z p u n k t M w c z a -

s i e p i e r w s z e g o o b r o t u . O z n a c z y w s z y w i ę c l u k 

i a k i k o l w i e k p r z e z a , b ę d z i e w s t a z r : w s t ( ^ e Ą - a ) 

t m w s t ( 2 ^ ~ \ - a ) : z z w s t { ' ^ ^ Ą - a ) i t . d . T o ż n ł ó -

v i ć o d o s t a w a c h , s t y c a i n y c h i t . d . 
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335- Wszystkie te ważności wstaw i do-
staw , a tćm samem stycznych, dotycznych sie-
cznych i dosiecznych , można także wyprowa-
dzić z pierwszego twierdzenia Trygonometryi 
( 2 9 1 ) . Jakoż wpierwszem i trzeciem równaniu te-
go twierdzenia wziąwszy promień R ża i, będzie 

W dwóch tych. równaniach wziąwszy l ó d 
łuk a równy 4tóy części okręgu, którey wstawa 
iest promień czyli i, a dostawa równa o, i wa-
żności te położywszy zamiast w s t d o s ^ z j bę-
dzie 

NŁf I < 

To iest, wstawa łuku większego od 4tćy części 
okręgu iest dodayna, a dostawa odiemna. 

ire. Wziąwszy łuk ^rrz:-!-^, i luk bziz^T^ 
dwa równania A zamienią się w następuiące; 

To iest, wstawa 
łuku równego połowie okręgu iest o, a dosta-
wa tegoż łuku iest odiemna. 

^cie. W tychże równaniach A wziąwszy 
łuk i zamiast wst^ , dos a położywszy 
Ważności znalezione w dwóch poprzedzaiącycli 
równaniach; będzie 

T o iest, łuku większego od połowy okręgu wsta-
wa i dostawa iest odierana. 
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l\Le. W z i ą w s z y l u k a , ł u k h - z n ^ T c ; 

i z a m i a s t w s t a , d o s a , w s t h ^ d o s b p o ł o ż y w s z y 

i c h w a ż n o ś c i z n a l e z i o n e ; r ó w n a n i a A z a m i e n i ą 

$ i ę w n a s t ę p u i ą c e : 

_ _ • T o i e s t , ł u -

k u r ó w n e g o I" o k r ę g u w s t a w a i e s t o d i e m n a , a d o -

s t a w a r ó w n a o . 

^ t c . W z i ą w s z y ł u k a n z ^ y r , i z a m i a s t w s t 

a , d o s a , p o ł o ż y w s z y z n a l e z i o n ą w a ż n o ś ć w s t a -

w y i d o s t a w y -J o k r ę g u ; r ó w n a n i a A z a m i e n i ą 

s i ę w n a s t ę p u i ą c e : 

I • > ' 

T o i e s t , ł u k u w i ę k s z e g o o d -I- o k r ę g u w s t a w a i e s t 
o d i e m n a , a d o s t a w a d o d a y n a . 

W d z i a w s z y 
i w r ó w n a n i a c h A z a m i a s t w s t <2, d o s a p o ł o ż y -
w s z y w s t a w ę i d o s t a w ę ^ o k r ę g u , a z a m i a s t w s t 
Z», d o s b p o ł o ż y w s z y w s t a w ę i d o s t a w ę 4 t e y c z ę -
ś c i o k r ę g u , b ę d z i e 

T o i e s t , 

ł u k u r o w n e g o c a ł e m u o k r ę g o w i w s t a w a i e s t o , a 
d o s t a w a d o d a y n a . 

rjme. N a k o n i e c w t y c h ż e r ó w n a n i a c h A 
w z i ą w s z y ł u k azzz-f, i z a m i a s t w s t a, d o s a p o -
ł o ż y w s z y z n a l e z i o n ą w a ż n o ś ć w s t a w y i d o s t a w y 
ł u k u r ó w n e g o o k r ę g o w i ; b ę d z i e 

To 
i e s t , ł u k u r ó w n e g o c a ł e m u o k r ę g o w i p o w i e -
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kszonemu łukiem h , wstawa i dostawa róv^na 
sie wst^iwie i dostawie tegoż łuku ^ i t .d . 

Stąd sie okazuie, że od punktu A/z^. 149 ^ 
aż do punktu.B, gdzie łuk ACB równa się poło-
wie okręgu, wstawy sądodayne; od punktu zas 
B, aż do punktu A, gdzie łuk ACBDA równa się 
okręgowi, wstawy są odiemne. że od paiii-
ktu A do C, gdzie łuk AC równa się 4tey części 
okręgu, dostawy sądodayne; od punktu C do 
D , gdzie łuk ACBD równa się ^ okręgu, dosta-
wy są odiemne ; od punktu D do A, gdzie łuk 
ACBDA równa się okręgowi, dostawy są do-
dayne. Granicą zatem wstaw dodaynycłi i odie-
mnych iest średnica AB ; granicą dostaw do-
daynycłi i odiemnycłi iest średnica DC prosto-
padła do średnicy AB. 

536. Ponieważ sty 

styczna więc i dotyczna łuku w ten czas 

będzje dodayna, Idedy iego wstawa i dostawa 
maią przed sobą iednakowe znaki, co ma miey-
sce od punktu A doi^ i od punktu B do D. Kie-
dy zaś wstawa i dostawa maią przed sobą znaki 
odmienne, iak iest od punktu C do B, i od pun-
ktu D do A, na ten czas styczna i dotyczna bę-
dzie odiemna. 

537- Częstokroć w rachunku wypadaią łu-
ki odiemne. Abyśmy poznali iakie są tych łu-
ków wstawy i dostawy, uważmy , że dwa hiki 
równe AM, Kmj ig . 149, z krórych pierwszy iest 
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d o d a y n y , d r u g i o d i e m n y , m a i ą w p r a w d z i e r ó -
w n e w s t a w y P M i Pm; l e c z w s t a w a p i ć r w ^ s z e g o 
i e s t d o d a y n a , w s t a w a d r u g i e g o o d i e m n a ; d o -
s t a w a z a ś o b u d w u i e s t t a s a m a P S . P o d o b n i e ż 
d w a r ó w n e ł u k i A G N , A D / z , z k t ó r y c h p i ó r w s z y 
i e s t d o d a y n y , d r u g i o d i e m n y , m a i ą r ó w n e w s t a -
w y N Q i l e c z p i e r w s z a d o d a y n a , d r u g a o d -
i e m n a ; d o s t a w a z a ś o b u d w u i e s t S Q . S t ą d w n i e -
s i e m y , że wstawy łuków odiemnych są odie-
jnne; dostawy zaś te same co i łuków doday-
nych równych odiemnym. W o g ó l n o ś c i , w s t 
— azzz —- wst <z; dos — 12 n : dos a. 

Koniec Trygonometryi Prostokr^śltiSy i 
Jeometryi Części L 
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R O Z D Z I A Ł I . J^iadomości poprzednicze . . I . 

R O Z D Z I A Ł I I . O liniiach prostych przecinaią--
cych się, o kątach i tróykątach . 6. 

R O Z D Z I A Ł U L O liniiach prostopadłych, pochy-
łych i równoodlegfych . . . 36. 

R O Z D Z I A Ł I V . O wielokątach w powszechności, 

a w sczególności o ich kątach . 43' 

R O Z D Z I A Ł V » O liniiach prostych i o kole . 5 5 -

R O Z D Z I A Ł V I . O powierzchni wielokątów . . 8 5 -

R O Z D Z I A Ł V I I . O podobieństwie wielokątów a 
naprzód tróykątów, i o proporcy-
onaitiości ich boków % . . . 114» 

Rozi>2tAŁVIII. O wielokątach w koto wpisanych 
i opisanych na kole » . . • 155* 

R O Z D Z I A Ł IX. O powierzchni kota i a stosunku 
okręgu do średnicy . . . . 183. 

Trygonometrya prostóheślna . » . . aig. 
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o M Y Ł K 1. 

Karta uikrtz Ą •+• H — C ozytay -f- tf — 5 
XXI 9 fl-rf c-d' 
23 12 mieści niieś.:i się 
29 8 CA, CB, F A . F B , 
30 24 CF , - DF 

5 AD AB 
40 prowadzić poprowadzić 
69 JO ach aob 
7? 7 BC AC 
79 12 adĄ.ad ab 
84 19 AC AE 

AF AT 
S3 21 ECE EOF 

»9 A B C D E - A B C F ABCDE«ABCF 
4 BF EF 

20 FFGH- EFGH 
97 »3 MHB MBH 

l O t 28 AB AC 
104 7 AC BC 

M d 5 ramiona ramienia 
i i j 28 AD AD'' 
J łO 26 EF ' EG 

16 od do 
7 tia końca dadać Gdy liniia AD iest 

od CE równoodległa , na 
B oznaczy prostopadfa z 
•czonn do CE. 

ten czas punkt szukany 
e środka linii AD spu-

SS7 2 SCD BCD 
165 i|< foremnym foremnego 
2 0 7 ^ 10 oznaczyć wyznaczyć 
210 24 ń)^. 100, fig. 99. 
21? 16 ćb cb 
218 6 314 it d. 3,14 it.d. 
2iO 3 Hs;. 104 fig. 105 
222 6 C$ ĈS 
2 2 4 20 dostyczn^ lub wfaściwiey dotycznę 
z»6 18 prostopadCe prostopadle d« 
2 4 4 2 promieni promieniem 
247 7 ia^H) (a-H) ( i + a ) {b~ay 
149 5 wst ( a — i ) wst {a+bj 
269 15 1 20 B, C . 

22 MB ' M C 
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