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BIBLIJOTEKA MATFMTYCZNO-FIZYCZNA. 

G I E O M E T R Y J A A N A L I T Y C Z N A 
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P L A N B I B L I J O T E K I M A T E M A T Y C Z N O - F I Z Y C Z N ^ ^ J . 

S E E Y J A PIERWSZA (12-mo). 
Tom I. Początki arytmetyki M. BERKMANA. Str. X - f 2 6 6 ; z drzeworytami w tekście. W opra-

wie kop. 65. 
Tom II. Wiadomości począ tkowe z fizyki S. KRAMSZTYKA Książeczka I. Str. X -J- "7; tlrze-

worytów 47. W oprawie kop. 30. 
Tom I I I . Toż. Książeczka I I . Str. V I I I + 1 3 2 ; drzeworytów 56. W oprawie kop. 45. 
Tom I V . Wiadomości początkowe z gieograf i i f izycznej i meteorologi i A. W . WITKOWSKIEGO. 

. Wkrótce wyjdzie z druku. 
Tom V . O najprostszych figurach g ieometrycznych M. BERKMANA. W. w. z d. 

S E R Y J A DEUGA (12-mo). 
Tom I . Arytmetyka M . BERKMANA. W . w. z d. 
Tom II . Gieometryja e lementarna w wykładz ie przystępnym. 
Tom I I I . Krótki wykład początków algiebry. 
Tom I V . Przystępny w y k ł a d fizyki. 
Tom V . Kosmografija i gieografija f i zyczna z meteorologiją 
Tom V I . Nauka rysunków technicznych. 

S E R Y J A TRZECIA (8-VO). 
Tom I . Arytmetyka, kurs teoretyczny M. A. BARANIECKIEGO, Z przypiskami A. ŻBIKOWSKIE-

GO i J. Ń. FRANKEGO. Str. 375-|-XXX... , z drzeworytami w tekście. Rubel 1 kop. 60. 
Tom I I . Zadania arytmetyczne. W. w. z d. 
Tom I I I . Algiebra e lementarna i Teoryja przybliżeń l iczebnych 
Tom I V . Gieometryja e lementarna. 
Tom V . Krótki wykład syntetyczny e lementarnych w ł a s n o ś c i przeć ęć s tożkowych . 
Tom V I . Trygonometryja p łaska i kulista. 
Tom V I I , Miernic two. 
Tom V I I I . Fizyka. 
Tom XI. Kosmografija i g ieograf i ja f izyczna z meteorologiją J. JĘDRZEJEWICZA. U\ Z d. 
Tom X. Gieometryja wykreślna. 
Tom XI. Mechanika elementarna. 

S E R Y J A CZWARTA (8-VO Lex.). 
Tom I . Wstęp do analizy M A. BARANIECKIEGO. W. w. z d. 
Tom I I . Rozwiązywanie równań l iczebnych J . SOCHOCKIEGO. W. w. z d. 
Tom III. Teoryja równań a lg iebraicznych. (*) 
Tom IV. Gieometryja anal i tyczna W . ZAJĄCZKOWSKIEGO, Str. 5 1 1 - j - X L ; drzeworyt()w 85. 

Kubli 3. 
Tom V. Gieometryja synte tyczna . ( * * ) 
Tom VI. Rachunek różniczkowy i c a ł k o w y . (***) 
Tom V I I . Ćwiczenia z rachunku r ó ż n i c z k o w e g o i c a ł k o w e g o . 
Tom VIII. Rachunek waryjacyjny. 
Tom I X . Rachunek prawdopodobieńs twa i Metoda najmniejszych kwadratów. 
Tom X . Zasady mechaniki teoretycznej . 
Tom X I . Rachunki wykreślne. 

TOM DODATKOWY «BIBLIJOTEKI» . S łownik matematyczno-f izyczny. 

Jako uzupełniające seryją IV ••Bibl. mat.-fiz.» należy uważać następujące dzieła, ogłoszone przez 
BIBLIJOTEKĘ KÓRNICKĄ: 

(*) Teoryja wyznaczników, kurs uniwersytecki M . A . B A R A N I E C K I E G O . Paryż, 1 8 7 9 . 8-vo, str. 
X I I - ( - 6 0 0 . Marek 12. 

(**) Wykład gieometryi wykreślnej E . SĄGAYŁY. Paryż, 1882. 4-to, str. 444 z bardzo wielu drze-
worytami w tekście, oraz L X I I tablic miedziorytów. Marek 24. 

(***) Wykład nauki o równaniach r ó ż n i c z k o w y c h ZAJĄCZKOWSKIEGO. Paryż, 1 8 7 7 , 8-vo, str, 
X X I V + 9 0 4 . Marek 20. 
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BIBLIJOTEKA MATEMATYCZNO-FIZYCZNA, 
WYDAWANA POD EEDAKCTJĄ 

M . A . B A R A N I E C K I E G O 
z ZAPOMOGI KASY POMOCY DLA OSÓB, PRACUJĄCYCH 

NA POLU NAUKOWYM, IMIENIA JOZEFA MIANOWSKIEGO. 

SERYJA IV. TOM IV. 

GIEOMETEYJA ANALITYCZNA. 
NAPISAŁ 

DR. WŁADYSŁAW ZAJĄCZKOWSKI, 
CZŁONEK-KORESPONDENT A K A D E M I t UMIEJĘTNOŚCI W KRAKOWIE, 

B. PROFESOR SZKOŁY G Ł Ó W N E J WARSZAWSKIEJ, 
PROFESOR SZKOŁY POLITECHNICZNEJ W E LWOWIE. 

W A R S Z A W A . , 

W D R U K A R N I N O S K O W S K I E G O. 

1884. 
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Дозволено Цензурою. 
Варгаава 16 Декабря 1883 г. 

Składał zecer W. Iwański. 
Drzeworyty cl^ł W. Bojarski. 

Рар1ёг z papiźrni w Pilicy. 
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SPIS RZECZY. 

Słr. 
PRZEDMOWA AUTOBA X I 

K R Ó T K I RYS ROZWOJU GIEOMETKYI ANALITYCZNEJ X V 

G I E O M E T R Y J A ANALITYCZNA W P O L S C E X X X I I 

Errata X X X V I H 

CZĘŚĆ PIĆRWSZA, 
G I E O M E T R Y J A A N A L I T Y C Z N A P Ł A S K A . 

KOZDZIAŁ L O UKŁADACH SPÓŁRZĘDNYCH sir. 1—16, 
1. Spółrzędne punktu Descartes'a. — 2. Spółrzędne linii prostej Plucker'a. 
3 — 4. Równanie prostej i punktu. — 5 — 8. Linije algiebraiczne rzędu n-go 
i linije algiebraiczne klasy n-tej.— 9 — 10. Zmiana spdłrzędnych; podania pomo-
cnicze. — 11. Zmiana spółrzędnych punktu. — 12. Zmiana spółrzędnych linii pro-
stej. — 13. Spółrzędne biegunowe punktu. — 14. Przejście od układu De8cartes'a 
do układu biegunowego i odwrotnie. — Ćwiczenia (1)—(12). 

ROZDZIAŁ II. O PUNKCIE I LINII PROSTEJ s!r. 1 7 - 3 5 . 
15—17. Równania linii prostej. — 18. Równanie punktu. — 19. Zagadnienia 
o punkcie i o linii prostej: odległość prostopadła punktu od prostej. — 20 — 21. 
Równanie i spółrzędne prostej przechodząc<?j przez dwa punkty lub punktu prze-
cięcia się dwu prostych. — 22 — 23. Kąt między dwiema prostymi i odległość 
między dwoma punktami. — 24 — 25. Pole trójkąta wyrażone przez spółrzędne 
wierzchołków i przez spółrzędne boków. — 26 — 29. Prosta przechodząca przez 
przecięcie się dwu prostych i punkt leżący na prostej łączącej dwa punkty. — 
30 — 31. Odniesienie prostdj (lub punktu) do trzech prostych (lub trzech pun-
któw).— Ćwiczenia (13)—(28). 

ROZDZIAŁ III. O PĘKACH PROMIENI I O SZEREGACH PUNKTÓW . sir. 36—57. 
32—37. Stosunek podwójnego podziału pęku czterech promieni lub szeregu prosto-
linijowego cztćrech punktów. — 38 — 39. Podział harmoniczny. 40 — 41. Własno-
ści harmoniczne czworoboku i czworokąta zupełnego. — 42. Związki między dwiema 
parami promieni lub dwiema parami punkt4w harmonicznie z sobą sprzężonymi. — 
43—47. Inwolucyja par promieni jednego pęku, lub par punktów jednego szere-
gu. — 48—50. Pęki promieni i szeregi punktów jednokr^ślne. — 51. Tworzenie 
linij krzywych rzędu 2-go lub klasy 2-ej zapomocą dwu pęków promieni lub odpo-
wiednio dwu szeregów punktów jednokreślnych. — Ćwiczenia (29)—(36). 

ROZDZIAŁ IV. O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNORODNYCH sir. 5 8 - 7 4 . 
52—56. Spółrzędne trójkątne punktu i linii prostej najogólniejsze. — 57. Spół-
rzędne jednorodne szczególne punktu i linii prostej. 58 — 62. Spółrzędne trójkątne 
prostopadłe punktu i linii prostej. — 63 — 64. Kąt między dwiema prostymi i od-
ległość między dwoma punktami. — 65. Uwaga o użyteczności spółrzędnych jedno-
rodnych. — Ćwiczenia (37)—(52). 
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Y I SPIS EZECZT. 

ROZDZIAŁ V. WIADOMOŚCI Z TEORYI ALGIEBRAICZNŻJ WIELOMIA-
NÓW JEDNORODNYCH STOPNIA 2-GO str. 7 5 - 9 0 . 
66. Uwaga wstępna. — 67. Twierdzenie Euler'a o wielomianach jednorodnych 
st. 2-go.— 68. Przekształcenie linijowe i przekształcenie prostokątne.— 69. Wy-
rażenie wielomianu jednorodnego st. 2-go jako sumy kwadratów wogólności; 
twierdzenie Sylvester'a.— 70 — 71. Rozwiązanie powyższego zagadnienia zapo-
mocą przekształcenia prostokątnego. — 72. Wyróżnik wielomianu jednorodnego 
st. 2-go i jego znikanie. — 73 — 74. Niezmienniki wielomianu jednorodnego 
st. 2-go. — 75. Wyrażenie jednoczesne dwu wielomianów jednorodnych st. 2-go 
jako sum kwadratów. — Ćwiczenia (53)—(56). 

ROZDZIAŁ VI. RÓWNANIA STOPNIA 2-GO I WYŻSZYCH, PRZEDSTA-
WIAJĄCE ZBIÓR LINIJ PROSTYCH LUB ZBIÓR PUNKTÓW . . sir. 9 1 - 1 0 0 . 
76. Uwaga wstępna. — 77 — 78. Para prostych. — 79. Własności pary prostych 
urojonych i sprzężonych. — 80. Punkt przecięcia się pary prostych i dwusieczna 
ich kąta. — 81 — 82. Para punktów. — 83. Własności pary punktów urojo-
nych i sprzężonych. — 84. Spółrzędne prostej łączącej parę punktów. — 
85. Warunki, aby równanie stopnia n-go we spółrzędnych punktu lub linii 
prostej przedstawiało odpowiednio zbiór prostych lub zbiór punktów. — Ćwicze-
nia (57)—(64). 

ROZDZIAŁ VII. O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH STO-
PNIA 2-GO s«r. 101—114. 
88. Linije krzywe rzędu 2-go: ogólny zarys sposobu postępowania. — 89 — 91. 
Biegunowa punktu względem 1. k. rzędu 2-go. — 92 — 94. Linije styczne do 1. k. 
rzędu 2-go. — 95. Klasa l.k. rzędu"2-go.— 96. Linije krzywe klasy 2-<?j: ogólny 
zarys sposobu postępowania.— 97 — 99. Biegun prostej względem l.k. klasy 
2-4j. — 100 — 101. Punkty styczności na 1. k. klasy 2-dj. — 102. Rzęd l.k. klasy 
2-^j.— 103. Zasada dwoistości i metoda biegunowych wzajemnych. — Ćwicze-
nia (65)—(70). 

ROZDZIAŁ VIII. O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH STO-
PNIA 2-GO (dokończenie) s<r. 115 —134. 
104. Środek l.k. st. 2-go: l .k. ze środkiem i bez środka. — 105. Asymptoty l .k. 
st. 2-go; trzy rodzaje l.k. st. 2-go: elipsa, hiperbola i parabola. — 106— 108. 
Średnice sprzężone 1. k. st. 2-go. — 109. Koło, dwa punkty koła urojone w nie-
skończoności, hiperbola równoboczna.— 110 — 112. Uproszczenie równania ogól-
nego l.k. st. 2-go ze środkiem.— 113 — 116. Uproszczenie równania ogólnego 
l.k. st. 2-go bez środka. — 117 — 119. Własności cięciw l.k. st. 2-go. Ćwicze-
nia (71 ) - (86 ) . 

ROZDZIAŁ IX. O WŁASNOŚCIACH SZCZEGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO str. 135-153 . 
120—123. Kształt elipsy. — 124 — 127. Kształt hiperboli, — 128. Równanie 
hiperboli odniesione do asymptot.— 129 — 130. Kształt paraboli. — 131. Począ-
tek nazw elipsy, hiperboli i paraboli. — 132 — 134. Średnice sprzężone elipsy i hi-
perboli. — 135 — 139. Biegunowa, styczna i normalna l.k. st. 2-go. — ćwicze-
nia (87 ) - (112) . 

ROZDZIAŁ X. O OGNISKACH I KIEROWNICACH LINIJ KRZYWYCH STO-
PNIA 2-GO str. 154-172 . 
140 — 143. Ogniska elipsy i hiperboli. — 144. Ognisko paraboli. — 145. L.k. 
fit. 2-go spółogniskowe. — 146. Równania l.k. st. 2-go we spółrzędnych bieguno-
wych.— 147 — 150. Kierownice l.k. st. 2-go.— 151 — 152. Inne określenie 
ognisk. — 153 — 155. Zastosowania metody biegunowych wzajemnych. — ćwicze-
nia (113)—(132). 

http://rcin.org.pl



SPIS EZECZY. V I I 

ROZDZIAŁ XI . RÓWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO W E SPÓŁ-
RZĘDNYCH TRÓJKĄTNYCH s^r. 173—196. 
156 —160. Równanie Ogólne.— 161. Równanie l .k. st. 2-go opisanej na trój-
kącie. — 162. Twierdzenie rascal'a o sześciotoku wpisanym w l .k. st. 2-go. — 
163. Równanie we spólrzędnych linii prostej l .k. st. 2-go opisanej na trójkącie.— 
164. Koło dziewięciu punktów. — 165. Równanie l.k. st. 2-go wpisanej w trój-
kąt. — 166. Twierdzenie Brianchon'a o sześciokącie opisanym na l.k. st. 2-go. — 
167. Równanie koła wpisanego w trójkąt wewnętrznie lub zewnętrznie. — 168. 
Twierdzenie rexierbach'a o kole dziewięciu punktów.— 169 — 172. Równanie 
1. k. st. 2-go, odniesione do trójkąta z sobą samym sprzężonego. — 173. Przecięcie 
ostrokręgu płaskie. — ćwiczenia (133)—(149). 

ROZDZIAŁ XII . O UKŁADACH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO . str. 197—215. 
173 — 175. Pęk i szereg l .k. st. 2 -go .— 176. Niezmienniki pęku. — 177. Pun-
kty przecięcia się dwu l.k. st. 2-go, — 178. Twierdzenia o biegunowej punktu 
względem 1, k. jednego pęku.— 179. L.k. podwójnie styczne. — 180. Układ l.k. 
st. 2-go dwuwierzchołkowy i dwupodstawowy. — 181 — 184. L.k. st. 2-go ho-
motetyczne.— Ćwiczenia (150)—(171). 

ROZDZIAŁ XIIL WYZNACZENIE LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO ZA-
POMOGĄ DANYCH WARUNKÓW sir. 2 1 6 - 2 2 7 . 
185. Uwagi wstępne. — 186 — 189. Warunki pojedyncze. — 190, Ilość l .k. st. 
2-go, dopełniających pięciu warunków pojedyńczych. — 191. Warunki złożone.— 
192 — 196. Zastosowania do wyznaczenia l.k. st. 2-go zapomocą pięciu warun-
ków pojedyńczych. — Ćwiczenia (172)—(198). 

ROZDZIAŁ XIV. ZARYS TEORYI KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH RZĘ-
DU n-GO str 228 — 261. 
197 — 200. Ilość punktów wyznaczających krzywą algiebi-aiczną rzędu n-go, — 
201 —208, Punkty wielokrotne k. alg. — 209 — 210, Rodzaj k. algiebr.; k. 
algiebr. jednobieżne, — 211 — 213. Asymptoty k. algiebr. — 214. Twierdzenie 
Euler'a o funkcyjach jednorodnych, — 215, Styczne k. rzędu n-go, — 216. Biegu-
nowe k. rzędu n-go i klasa tej krzywej. — 217, Punkty przegięcia k, rzędu 
?ł-go. — 218 — 220, Wpływ punktów wielokrotnych na klasę i na ilość punktów 
przegięcia k, rzędu M-go. — 221. Styczne wielokrotne k. algiebr, — 222, Wzory 
Pluckcr'a. — 223 — 228. Kilka przykładów k. algiebr, rzędów wyższych (muszla 
Nikomedesa, cysojda Diokles'a, jajko Descartes'a, ślimak Pascal'a, liść Descar-
tcs'a, jajko Cassini'ego, lemniskata Bcrnoulli'ego), — Ćwiczenia (199) — (219). 

WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ W CZĘŚCI PIERWSZEJ str, 2 6 2 — 2 8 0 . 

CZł^ŚÓ DRUGA, 

G I E O M E T R Y J A A N A L I T Y C Z N A W P R Z E S T R Z E N I , 

ROZDZIAŁ I, O PUNKCIE utr. 281—295 
1. Spółrzędne równoległe punktu. — 2. Spółrzędne prostokątne punktu. — 
3, Długość promienia i związek między jego dostawami kierunkowymi. — 4, Odle-
głość między dwoma punktami. — 5, Kąt między dwoma promieniami. — 6. Sto-
sunki kierunkowe promienia.— 7. Objętość czworościanu, wyrażona przez dłu-
gości trzech jego krawędzi, — 8, Objętość czworościanu, wyrażona przez spółrzę-
dne jego wierzchołków. — 9, Równanie płaszczyzny.— 10, Równanie powierz-
chni krzywej,— 11, Punkt na prostej, łączącćj dwa punkty.— 12. Równania 
linii prostej i linii podwójnie krzywej.— 13, Spółrzędne biegunowe punktu. — 
ćwiczenia ( l )—( 14), 
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Y I L L SPIS HZECZY. 

ROZDZIAŁ II. O PŁASZCZYŹNIE str. 296 -310 . 
14 —16. Równania płaszczyzny. — 17. Spółrzędne płaszczyzny. — 18. Odległość 
prostopadła punktu od płaszczyzny. — 19. Kąt między dwiema płaszczyznami. — 
20. Równanie płaszczyzny, przechodzącej przez punkt przecięcia się dwu pła-
szczyzn. — 21. Własności kąta bryłowego trójściennego. — 22. Pęk płaszczyzn 
i szereg punktów. — 23. Cztery płaszczyzny i cztery punkty. — 24. Własności 
czworościanu. — 25. Pięć płaszczyzn i pięć punktów. — ćwiczenia (1."))—(27). 

ROZDZIAŁ III. O LINII PROSTEJ s<r. 311-327 . 
26. Równania linii prostdj. — 27. Położenie prostej. — 28. Kierunek prostej. — 
29. Odległość prostopadła punktu od prostćj.— 30. Kąt między prostą i pła-
szczyzną.— 31. Warunek, aby prosta leżała na danćj płaszczyźnie. — 32. Kąt 
między dwiema prostymi. — 33. Odległość najkrótsza między dwiema prostymi. — 
34. Warunek, aby się dwie proste przecinały. — 35 — 36. Spółrzędne linii pro-
stej. — 37, Moment dwu linij prostych. — 38. Skupienia linij prostych. — Ćwi-
czenia (28)—(45). 

ROZDZIAŁ IV. O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNORODNYCH str. 328—342. 
39 — 40. Spółrzędne czworościenne punktu i płaszczyzny najogólniejsze. — 
41. Spółrzędne jednorodne szczególne punktu i płaszczyzny. — 42 — 49. Spółrzę-
dne czworościenne prostopadłe punktu i płaszczyzny.— 50 — 51. Spółrzędne 
czworościenne linii prostój. — ćwiczenia (46)—(58). 

RPZDZIAŁ V. ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH str. 343—354. 
52. Zmiana spółrzędnych punktu: zmiana początku. — 53 — 55. Zmiana kierun-
ków osi.— 56. Zmiana początku i kierunków osi. — 57. Wzory Euler'a.— 58. 
Zmiana spółrzędnych płaszczyzny. — 59. Zmiana spółrzędnych linii prostćj. — 
ćwiczenia (59)—(64). 

ROZDZIAŁ VI. WYPROWADZENIE RÓWNAŃ KILKU POWIERZCHNI 
Z ICH OKREŚLENIA str. 355—368. 
60. Kula. — 61 —62. Stożek. — 63 — 64. Walec.— 65—66. Powierzchnia obro-
towa.— 67 — 71. Powierzchnie prostolinijowe. — ćwiczenia (65)—(80), 

ROZDZIAŁ VII. O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH POWIERZCHNI STO-
PNIA 2-GO str. 369—389. 
72. Równanie powierzchni st. 2-go wc spółrzędnych punktu i przecięcie t^j po-
wierzchni płaszczyzną i liniją prostą. — 73 — 75. Płaszczyzna biegunowa punktu 
względem pow. st. 2-go.— 76. Płaszczyzna styczna i linija normalna.— 77. 
Stożek styczny.— 78. Środek; pow. st. 2-go z jednym środkiem w odległ. skończ, 
lub w nieskończoności, pow. st. 2-go z prostą lub z płaszczyzną środków 
w odległ. skoń. lub w nieskończoności. — 79. Stożek asymptotyczny. — 80. Pła-
szczyzny średnicowe i średnice, — 81. Średnice sprzężone. — 82 — 83. Osi głó-
wne. — 84 — 87. Równanie pow. st. 2-go we spółrzędnych płaszczyzny. — 88. 
Zasada dwoistości i metoda biegunowych wzajemnych. — Ćwiczenia (81)—(90). 

ROZDZIAŁ VIII. KLASYFIKACYJA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO . str. 390 -408 . 
89. — 91. Uprosz^-ienie równania ogólnego. — 92. Powierzchnie st. 2-go ze środ-
kiem (w odległ. skończ.): elipsojda. — 93. Hiperbolojda jodnopowłokowa. — 94. 
Hiperbolojda dwupowłokowa. — 95. Stożek asymptotyczny. — 96. Związki mię-
dzy długościami osi i długościami średnic sprzężonych. — 97. Powierzchnie st. 
2-go bez środka (czyli ze środkiem w nieskończoności): parabolojda eliptyczna.— 
98. Parabolojda hiperboliczna. — 99. Równania obu parabolojd, odniesione do 
jakichkolwiek trzech kierunków sprzężonych, — Ćwiczenia (91)—(112). 

ROZDZIAŁ IX. O WŁASNOŚCIACH SZCZEGÓLNYCH POWIERZCHNI STO-
NIA 2-GO str. 409 — 427. 
100 —102, Płaszczyzny styczne i proste normalne: powierzchnie ze środkiem, — 

http://rcin.org.pl



SPIS RZECZY. 

103. Powierzchnie bez środka. — 104 — 107. Proste tworzące: powierzchnie ze 
środkiem. — 108 — 109. Powierzchnie bez środka. — 110—115. Przekroje pła-
skie: powierzchnie ze środkiem. — 116. Powierzchnie bez środka. — Ćwicze-
nia (113)—(142). 

ROZDZIAŁ X. O OGNISKACH POWIEEZCHNI STOPNIA 2-GO . . . str. 428—440. 
117. Kryywe ogniskowe; opisanie zadania. — 118 —119. Powierzchnie ze środ-
kiem. — 120. Powierzchnie bez środka. — 121. Powierzchnie st. 2-go spdlogni-
skowe.— 122. Spółrzędne eliptyczne. — 123. Osi głdwne przekroju płaskiego je-
dnaj z trzech pow. st. 2-go spółogniskowych, przechodzących przez jeden punkt.— 
124. Osi głdwne stożka stycznego do pow. st. 2-go. — 125. Stożek obrotowy sty-
czny do pow. st. 2-go. — Ćwiczenia (143)—(160). 

IłOZDZIAŁ XI. EÓWNANIA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO WE SPÓŁRZĘ-
DNYCH CZWOROŚCIENNYCH str. 441 -453 , 
126 — 130 Kównanie ogólne pow. st. 2-go i równania tej pow.j odniesione do 
czworościanu wpisanego i opisanego. — 131. Równania pow. st. 2-go, odniesione 
do czworościanu z sobą samym sprzężonego. — 132. Powierzchnie ze środkiem. — 
133. Powierzchnie bez środka. — 1 3 4 - 1 3 5 . Czworościany biegunowo wzajemne 
względem pow. st. 2-go. — Ćwiczenia (161)—170). 

ROZDZIAŁ XII. O UKŁADACH POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO . . str. 454—469. 
136 —139. Miejsce gieometryczne punktów i obwiednią płaszczyzn stycznych, 
spójnych dwu pow. st. 2-go. — 140— 141. Pęk i szereg pow. st. 2-go. — 142. 
Cztery stożki rzędu 2-go jednego pęku pow. st. 2-go. — 143 — 144. Niezmienniki 
pęku pow. st. 2-go.— 145—146. Pęk powierzchni st. 2-go dwuwęzlowy i pow. 
st. 2-go homotetyczne. 147 — 148. Sieć i smuga pow. st. 2-go. — Ćwiczenia 
(171)-(184) . 

ROZDZIAŁ XIII. ZARYS TEORYI POWIERZCHNI ALGIEBRAICZNYCH 
RZĘDU n-GO 470 -492 . 
149. Ilość punktów (płaszczyzn stycznych), wyznaczających powierzchnią rzędu 
n-go (klasy n-tej). — 150 — 151. Styczne i normalne. — 152. Płaszczyzny styczne 
wielokrotne i płaszczyzny styczne osobliwe.— 153— 154. Punkty wielokrotne. — 
155— 156. Asymptoty.— 157 — 160. Biegunowe. — 161 — 164. Kilka przykła-
kładów powierzchni: pierścień kołowy, powierzchnia falowa, pow. rzędu 3-go. — 
Ćwiczenia (185) — 196). 

WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ W CZĘŚCI D R U A I Ź J sir. 4 9 3 — 5 1 1 . 
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P R Z E D M O W A . 

Wobec nadzwyczajnych postępów, jakie nauka o przestrzeni 
wogóle, a gieometryja analityczna wszczególności, poczyniła wciągu 
bieżącego wieku, wobec mnóstwa teoryj i metod analityczno-gieo-
metrycznych, z których każda posiada właściwe sobie zalety, zape-
wniające jej wyższość nad innymi w pewnym zakresie zagadnień, 
napisanie dobrej książki elementarnej o gieometryi analitycznej, 
któraby odpowiadała obecnemu stanowi tej nauki, jest dziś zada-
niem niełatwym. Niedość bowiem pozbierać z lepszych dzieł 
rzeczy wiadome, ale potrzeba prawdy znane odnieść do najwła-
ściwszego początku i wyłożyć je zapomocą jednolitego sposobu 
postępowania; słowem, szczegóły nauki należy tak z sobą po-
wiązać, aby one złożyły się na całość organiczną. Nadto baczyć 
należy, aby rachunek, lubo on jest właściwym środkiem badania, 
nie zasłaniał sobą prawd gieometrycznych, które przy jego pomocy 
wydobyć zamierzamy; dlategoteż wszelkie działania rachunkowe 
powinny być przeprowadzane w sposób najprostszy, aby nie sam ra-
chunek, lecz cały tok rozumowań, jakie on zastępuje, zajmował 
nasz umysł. Walczenie bowiem samym rachunkiem, zostawiające 
rozum w bezczynności, sprawia ten skutek, że po przeczytaniu 
książki i sama nauka wypada z pamięci. Nakoniec, chociaż spośród 
teoryj analityczno-gieometrycznych jedne znalazły większe a inne 
mniejsze zastosowanie w praktyce, pomimo tego, dając słuszną prze-
wagę pierwszym, nie można zapominać o drugich; albowiem, cho-
ciażby w obecnym czasie nie wyciągnęła z nich praktyka pożytku bes-
pośredniego, korzyść ich naukowa, przez rosszerzenie naszych o prze-
strzeni wiadomości, jest niezaprzeczona. Książka^więc elementarna 
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O gieometryi analitycznej powinna w zarysie podać obraz dokładny 
spółczesnego stanu tej umiejętności, teoryje najważniejsze wyłuszczać 
z wszelką gruntownością i nie pomijać mniej narazie ważnych, jeżeli 
one zawierają źródło nowych poglądów i dalszych postępów. Albo-
wiem, jak Gergonne, jeden z najzasłużeńszych gieometrów, słusznie 
powiedział, »naród, któryby uprawiał umiejętności jedynie ze 
względu na ich zastosowania praktyczne i bespośrednie, nie może 
sobie pochlebiać, aby one pośród niego długo kwitnąć mogły«. 

Tymi zasadami kierowałem się w moich wykładach gieometryi 
analitycznej początkowo w b. Szkole Głównej w Warszawie, a na-
stępnie w Szkole Politechnicznej i w Uniwersytecie we Lwowie; 
one mi również przewodniczyły przy układaniu tej książki, która 
owym wykładom początek swój zawdzięcza. 

Przeznaczając tę książkę jako podręcznik dla studentów tak 
uniwersytetów, jak i wyższych zakładów naukowych technicznych, 
do pierwszej nauki gieometryi analitycznej, ograniczyłem się w niej 
rozważaniem linij i powierzchni algiebraicznych, albowiem badanie 
cokolwiek gruntowniejsze linij i powierzchni przestępnych wymaga 
użycia rachunku nieskończonościowego, który się dopiero po gie-
ometryi analitycznej w tych szkołach wykłada. Atoli i w tym ogra-
niczonym zakresie nie można było wyjść poza zagadnienie styczności, 
gdyż zagadnienia ponad tymi stojące, jak teoryja krzywizny i pomiar 
długości łuków, powierzchni i objętości brył, bez obszernych wiado-
mości z rachunku różniczkowego i całkowego nie mogą być wyłożo-
ne. Pomimo takiego ograniczenia treści, dzieło to przybrało znaczne 
rozmiary; nie mogło jednak stać się inaczej, jeżeli naj główniej sze 
z nowszych metod badania miały być, choć w tym zakresie, należy-
cie uwzględnione. 

Nie ubiegając się za oryginalnością, która zresztą w wykładzie 
elementarnym nauki tylko do pewnego stopnia jest możebna, lecz 
starając się o jak największą swej pracy użyteczność, i pragnąc, aby 
ona mogła rozniecić w czytelniku zamiłowanie do tej gałęzi nauk 
matematycznych i pobudziła go do samodzielnych na tym polu po-
szukiwań, korzystałem przy układaniu tej książki nietylko z licznych 
monografij, zamieszczonych w różnych czasopismach, a osobliwde 
w »Nouvelles annales de mathematiąues^^, ale nadto z wielu naj-
przedniejszych podręczników niemieckich i angielskich. Najwię-
cej w tym względzie pomocnymi były mi dzieła: 
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Ottona Hesse'go: »Vorlesungen iiber analytische Geometrie 
des Raiimes« (Lipsk, 1861), 

George'a Salmon'a: »A Treatise on eonie sections« (wjd. 6-te, 
Londyn, 1879), 

tegoż: »A Treatise on the higher piane curves« 
(wyd. 3-ie, Londyn, 1879), 

tegoż: »A Treatise on the analytic geometry of 
tlireedimensions« (wyd. 3-ie Londyn, 1874), 

Williama Allena Withworth'a: »Trilinear coordinates« (Cam-
bridge, 1866), 

Todliunter'a: A Treatise on the piane coordinate geometry<< 
(wyd. 6-te, Londyn, 1880), 

Terciyara Frosfa: »Solid geometry« (wyd. 2-ie, Londyn, 1875), 
Józefa Wolstenholme'a: ^'Mathematical problemŝ < (wyd. 2-ie, 

Londyn, 1878), 
Ferdynanda Lindemann'a: ^Yorlesungen iiber Geometrie von 

Alfred Clebsch .̂ (Lipsk, 1876), 
Ityszarda Heger'a : »Analytische Geometrie« w »Handbuch der 

Mathematik<c Schlomilch'a(Wrocław, 1881). 
Wymienienie szczegółowe, co z każdego z tych dzieł j)rzenio-

słem do swej książki, a co należy uważać za owoc moich studyjó\y, 
uważam za rzecz zbyteczną, i niełatwą. Światły czytelnik, któremu 
nie będą obcymi owe dzieła, bezwarunkowo najlepsze dziś w tym 
dziale nauki, sam to dostrzeże, a przyzna, że cokolwiek z nich wyją-
łem, uprzednio na swój sposób przerobiłem; starałem się bowiem tak 
je wyzyskać, aby swej pracy zapewnić jak największą użyteczność, 
0 co mi głównie chodziło. Najwięcej zaczerpnąłem z dzieł Hesse'go 
1 Salmon'a, z których pierwsze zaleca się wielką wytwornością 
wykładu, a drugie bogactwem treści przewyższają wszystkie inne. 

Aby czytelnikowi dać możność wypróbowania własnych sil 
w stosowaniu wyłożonych teoryj, dołączyłem do każdego rozdziału 
odpowiednio dobrane zadania do ćwiczeń, a odpowiedzi i krótkie 
wskazówki rozwiązywania tych zadań, które przy stopniowym czy-
taniu książki przedstawiaćby mogły pewne trudności, zamieściłem 
na końcu każdej z dwu części, z których się ta książka składa. 
Niektóre z tych ćwiczeń zawierają teoryje ważne, których wszakże, 
aby nie zwiększać objętości dzieła, nie mogłem umieścić w samym 
tekście. 
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Nakoniec sam wykład poprzedziłem krótką historyją rozwoju 
gieometrji analitycznej, osnutą na podstawie znakomitej pracy 
Chasles'a: »Aperęu historiąue sur l'origine et le developpement 
des metliodes en geometrie«- i jego sprawozdaniu, wygotowanym 
dla ministerstwa oświaty we Francyi, o postępie gieometryi w bie-
żącym wieku, »Rapport sur les progres de la geometrie« (Paryż, 
1870). A nadto, po tym ogólnym zarysie historycznym, umieści-
łem obszerniejszą cokolwiek wzmiankę o tych matematykach 
polskich, którzy gieometryją analityczną u nas uprawiali, jej 
znajomość roskrzewiali i chociażby skromnym przyczynkiem do jej 
budowy się przyłożyli. 

Kończąc tę krótką przedmowę poczuwam się do miłego obo-
wiązku wynurzenia najserdeczniejszego podziękowania zacnemu 
Koledze i Przyjacielowi Dî ŵi Maryjanowi Baranieckiemu, który 
mnie do ogłoszenia tej pracy zachęcił, ważnymi sprostowaniami ją 
udoskonalił i nad poprawnym jej wydaniem troskliwie czuwał. 

Pisałem we Lwowie w listopadzie r. 1883. 
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]v l i Ó T K I 11 Y S 

ROZWOJU GIEOMETRYI ANALITYCZNEJ. 

Historyja poucza, że żadne z odkryć naukowych, które zmieniło postać 
pewnej umiejętności i na nowe pchnęło ją tory, nie było dziełem jednej 
chwili, lecz pracą wieków zwolna się przygotowywało, dopóki nie zjawił się 
gienijusz, który, objąwszy bystrym wzrokiem dotychczasowy pochód umie-
jętności, przez szczęśliwe zbliżenie i skojarzenie myśli swych poprzedników 
do dalszych badań nowej nie utorował drogi. Taksamo rzecz się ma z gieo-
metryją analityczną. Lubo wielki pomysł spółrzędnych jest wyłączną wła-
snością DESCARTEs'a, który go po raz pierwszy przedstawił w swej gieometryi, 
wydanej r. 1637 w Leodyjum, to jednak inne podstawowe myśli, na których 
spoczywa wspaniała budowa nauki DESCAETES 'a , jak badanie własności miej-
sca gieometrycznego punktu przez j^rzekształcenie związku pomiędzy pewny-
mi wielkościami, wyrażającego własność tego miejsca charakterystyczną, czyli 
jego określenie, tudzież wprowadzenie rachunku algiebraicznego jako środka 
badania, już są złożone w pracach jego poprzedników. Chcąc więc dać obraz 
początku i rozw^oju gieometryi analitycznej, nie można zaczynać jej dziejów 
od chwili pojawienia się gieometryi I ) E S C A E T E s ' a , lecz należy wprzód prze-
biec dzieje umiejętności matematycznych od pierwszych ich zawiązków, aby 
wydobyć na jaw te prace, owę epokę poprzedzające, w których tkwią pierwsze 
zawiązki tej nowej nauki. 

Przebiegając historyją umiejętności matematycznych, spostrzegamy 
pierwszy zaród gieometryi analitycznej u starożytnych Greków, owego dzi-
wnie utalentowanego narodu, który nietylko położył podwaliny do wszystkich 
sztuk i umiejętności, ale i wiele z nich, między innymi gieometryją, doprowa-
dził do bardzo wysokiego stopnia udoskonalenia. 

E U K L I D E S (około r. 2 8 5 przed Chr.), uczeń szkoły PLATONA i pierwszy 
szkoły aleksandryjskiej przedstawiciel, według świadectwa jednego z później-
szych gieometrów greckich (PROCLUS W V wieku po Chr.), '>zebrał elementy 
gieometryi, uporządkował wiele rzeczy znalezionych przez EUDOKSYJUSZA, 
udoskonalił to, co był zaczął TEOTETES, i dowiódł tego, co dotychczas nie-
dostatecznie było udowodnione." Jeżeli więc duch grecki już w tej epoce 
wzniósł się do badania figur gieometrycznych metodą zbliżoną do metody 
DESCAETEs'a, to Ślady tego powinny się dać odnaleść w dziełach EUKLIDESA. 
Głównym dziełem E U K L I D E S A jest trzynaście ksiąg jego Elementów, do któ-
rych pospolicie dołącza się dwie księgi o pięciu bryłach foremnych, przypisy-
wane HYPSIKLESOWI, O 1 5 0 lat późniejszemu gieometrze aleksandryjskiemu. 
Oprócz tego dzieła (którego przekład polski, obejmujący 6 ksiąg początko-
wych i księgi l l - tą i 12-tą, dokonany przez Józefa CZECHA, wyszedłj;̂ w_̂ dwu 
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wydaniach w Wilnie w r. 1807 i 1817) i księgi p. t. Dane, są nam znane ty-
tuły jeszcze trzech innych dzieł EUKLIDESA, a mianowicie: cztery księgi 
0 przecięciach stożkowych, dwie księgi o miejscach na powierzchni i nakoniec trzy 
księgi poryzmóiv, które wszakże z wielką dla nauki szkodą zaginęły. 

PAPPUS, gieometra grecki późniejszej daty (wieku IV po Chr.), powiada 
w swych '^zbiorach matematycznych^^ ( P A P P I Alexandrini mathematicae colle-
cłiones, a Frederico COMMANDINO in latinum eonversae, et commentariis illustratae, 
w Pizie 1588, toż w Bononii 1660, in fol.), że trzy księgi poryzmów odzna-
czały się zadziwiającą bystrością i głębokością poglądów i źe były nader 
użyteczne przy rozwiązaniu najzawilszych zagadnień, odnoszących się do po-
szukiwania miejsc gieometrycznych. "W tych zbiorach, zawierających roz-
maite odkrycia najsławniejszych gieometrów i wielkie mnóstwo twierdzeń 
ciekawych i podań pomocniczych, mających ułatwiać czytanie ich dzieł, po-
daje PAPPUS 3 8 podań, potrzebnych do zrozumienia dzieła EUKLIDESA o po-
ryzmach. Eozmaici matematycy w XVII i XVIII stuleciu, znakomici 
znawcy gieometryi starożytnych, jak F E R M A T ( 1 5 9 0 — 1 6 6 3 ) , H A L L E Y 
( 1 6 5 6 — 1 7 4 2 ) i SIMSON ( 1 6 8 7 — 1 7 6 8 ) , usiłowali odgadnąć rzeczywiste zna-
czenie poryzmów; wszakże dopiero CHASLEs'owi, jednemu z największych 
matematyków obecnego wieku, udało się przebić pomrokę, pokrywającą tę 
kwestyją. 

Na podstawie ścisłej analizy wskazówek PAPPUSA dochodzi CHASLES 
w swej historyi gieometryi, Aperęu historiąue sur Torigine et le developpement des 
methodes en geometrie (2-gie wyd. w Paryżu r. 1 8 7 5 ) , tudzież w znakomitym 
studyjum: Les trois livres de porismes EUCLIDE, retablis pour la premiere fois, 
d^apres la notice et les lemmes de PAPPUS et conformement aii sentiment de li. 
SIMSON stir la formę des enonces de ces propositions, par CHASLES (W Paryżu 
r. 1860), do wniosku, że zbiór poryzmów był zestawieniem rozmaitych wła-
sności lub rozmaitych wyrażeń linij krzywych (prostych i kołowych w dziele 
EUKLIDESA), przedstawiającym zarazem przekształcenia tych własności je-
dnych na drugie, czyli, że poryzmy były poniekąd równaniami tych krzywych 
1 służyły starożytnym do rozwiązania zagadnienia następującego: ^wyzna-
czywszy miejsce gieometryczne zapomocą wykreślenia spólnego wszystkim 
jego punktom, lub zapomocą pewnego układu spółrzędnych, odnaleść inne 
wykreślenie lub inny układ spółrzędnych, któryby czynił zadość wszystkim 
punktom tego miejsca i dał poznać jego naturę i jego położenie^. 

Starożytni bowiem nie posiadali, jak my od czasów DESCARTEs'a, możno-
ści porównywania z sobą miejsc, do jakich dochodzili w swych poszukiwa-
niach gieometrycznych. Dla nas dość wyrazić miejsce we spółrzędnych, aby 
poznać bespośrednio jego naturę, a rozbiór jego równania pouczy nas o jego 
osobliwościach i o stanowisku śród familii miejsc, do jakiej należy. Staroży-
tni, przeciwnie, nie posiadali takiego postępowania ogólnego i jednolitego, 
wskutek czego musieli wynajdywać rozmaite środki pomocnicze, aby rospo-
znać związek miejsca, po raz pierwszy napotkanego, z innymi miejscami, już 
znanymi. Tymi środkami mogły być tylko zmiany w opisaniu, czyli we spół-
rzędnych miejsca (biorąc wyraz spółrzędne w znaczeniu najogólniejszym), 
aby przez to dojść do sposobu opisania prostszego, lub nawet tożsamościo-
wego ze sposobem opisania miejsc znanych. 

Z tego przedstawienia rzeczy wynika, źe nauka poryzmów zastępowała 
u starożytnych analizę DESCARTEs'a, która w swych zastosowaniach jest jeno 
poryzmem ciągłym, zawsze tej samej natury, a kształtu nader dogodnego dla 
celów, jakim służy. Jakoż, zadaniem tej analizy jest także: z warunków 
miejsca wyciągnąć wyrażenie nowe tego miejsca, któreby było nam znane, 
a przez swe związki z elementami, do których cię je odnosi, dozAvoliło z łatwo-
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ścią poznać naturę i położenie tego miejsca. Słowem, nauka poryzmów była 
rzeczywistą, gieometryją analityczną starożytnych, różniącą się od nauki DE-
s c A E T E s ' a jedynie brakiem symbolów i sposobów algiebraicznycli, i prawdo-
podobnie, gdyby była nas doszła, znalezionoby w niej pierwszy zarodek dzî  
siejszej gieometryi analitycznej. 

Lubo dopiero po EUKLIDESIE pojawili się najznakomitsi gieometrowie 
greccy: ARCHIMEDES (Oeuwes ^ 'AECHIMEDE, traduites litterdlement, avec un 
commentaire par F. PEYEAED, W Paryżu r. 1807, in fol.) (287—212 przed 
Chr.), który swą '^metodą wyczerpywania^ (methodus exhautionis) uprzedził 
i przygotował wielkie odkrycie rachunku nieskończonościowego, i APOLLO-
Nius z P E E G I (APOLLONII P E E G A E I conicorum libri odo, edicUt H A L L E T , Oxoniae) 
1710, in fol.) (około 247 przed Chr.), autor 8 ksiąg przecięć ostrokręgu: 
wszelako ani ci gieometrowie, aniteż ich następcy nie stworzyli gieometryi 
analitycznej w duchu DESCAETEs'a, gdyż popierwsze, rachunek algiebraiczny 
zaczął być uprawiany dopiero w epoce, kiedy umiejętność grecka chyliła się 
do upadku (przez DIOFANTOSA Z ALEKSANDEYI W wieku I V po Chr.), a po-
wtóre, chociażby algiebra wcześniej im była znaną, charakter metody nauko-
wej Greków nie dopuściłby skojarzenia algiebry z gieometryją, a dopiero ze 
skojarzenia tych dwu gałęzi matematyki mogła wyniknąć gieometryją anali-
tyczna DESCAETES'a . 

Do końca zeszłego wieku mniemano, że Arabom zawdzięczamy wielki 
pomysł posługiwania się algiebrą w poszukiwaniach gieometrycznych. Lecz 
na początku bieżącego stulecia oryjentaliści angielscy, TATLOE, STRACHEY 
i COLEBEGOKE, j)oznawszy dzieła matematyczne dwu autorów indyjskich, 
BEAHMEGUPTY i BHASKAEA A K A E J A (Z których pierwszy żył w wieku VI, 
a drugi w wieku X I I naszej ery), znaleźli w nich źródło tej metody. Nie 
znając tych dzieł, musimy się tu ograniczyć podaniem wniosków, jakie CHAS-
LES w swej historyi gieometryi (Aperęu i t. d., Note XII) wyciągnął z nader 
gruntownej ich analizy. 

Według opinii CHASLEs'a, Indusowie posługiwali się algiebrą dla skró-
cenia i ułatwienia dowodzeń swych twierdzeń gieometrycznych, a gieometryją 
dla udowodnienia swych prawideł algiebraicznych i dla uwidocznienia, zapo-
mocą figur, wypadków analizy. To połączenie tych dwu działów umiejętno-
ści matematycznych występuje jaśniej w dziełach BHASKAEY, aniżeli w B E A H -
MEGUPTY (prawdopodobnie dlatego, że dzieło BEAHMEGUPTY jest zwięźlejsze, 
zawiera daleko mniej prawideł algiebry i wcale ich nie dowodzi); a z do-
szłych do nas wywodów wolno się domniemywać, że u Indusów oba te działy 
matematyki dosięgły wysokiego rozwoju. Nie możemy podawać licznych 
przykładów, zaczerpniętych z dzieł tych matematyków, jakimi CHASLES po-
piera to twierdzenie, wszakże nie możemy się powstrzymać, aby nie wspo-
mnieć o sposobie dowodzenia twierdzenia PITAGGEASA i o sposobie rozwią-
zania, w liczbach wymiernych, równania nieoznaczonego stopnia 2-go. — Co 
do pierwszego, BHASKAEA kreśli wewnętrznie na bokach kwadratu cztery 
trójkąty prostokątne sobie równe, których przeciwprostokątne są bokami kwa-
dratu, i powiada: ''patrzcie«. Istotnie, widok figury wystarcza, aby okazać, 
że pole kwadratu jest równe sumie pól czterech trójkątów (czyli cztery razy 
wziętemu polu jednego z nich), zwiększonej polem małego kwadratu, którego 
bok jest różnicą ramion kąta prostego w każdym z tych trójkątów. Jakoż, 
oznaczając przez c przeciwprostokątną każdego z trójkątów, zaś przez a i b 

pozostałe jego boki, mamy — h)^ = 2ab(a— b)"^, czyli 
A 

co było do okazania. — Co sięzaó tyczy rozwiązania równania 
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nieoznaczonego stopnia 2-go ax hy Ą- c = xy w liczbach wymiernych, 
BHASKAEA okazuje zapomocą figury, przedstawiającej znaczenie gieometry-
czne tego równania, źe to równanie daje się przekształcić na następujące: 
(X—h)(y — a) — ah-\-c^ skąd wnosi, źe wziąć m o ż n a + w, y—a + 
gdzie n jest liczbą dowolną. 

Na podstawie analizy dzieł tych gieometrów indyjskich, tak różniących 
się metodą od dzieł greckich, wnosi CHASLES, źe przystosowanie algiebry do 
gieometryi jest pomysłem Indusów i pochodzi z czasów daleko wcześniej-
szych, aniżeli wiek BHASKAEY, tymwięcej, źe występuje ono także w dziełach 
Arabów już z wieku IX, a nie ulega wątpliwości, źe Arabowie mogli ten spo-
sób postępowania, wcale nieużywany przez Greków, zaczerpnąć jedynie ze 
źródeł indyjskich. 

Z tego, cośmy dotychczas powiedzieli, okazuje się, że dwie podstawowe 
myśli, których połączenie szczęśliwe doprowadziło DESCARTEs'a do odkrycia 
metody spółrzędnych, już są złożone w dziełach gieometrów, znacznie wy-
przedzających wiek I)ESCAETEs'a; a mianowicie, zawdzięczamy gieometrom 
greckim sposób badania własności miejsc gieometrycznych, a gieometrom in-
dyjskim wprowadzenie algiebry jako narzędzia do badań gieometrycznych. 

Przez długi przeciąg czasu, bo od wieku VIII aż do XIII , kiedy Euro-
pa w grubych ciemnościach była pogrążona, jedynie Arabowie Bagdadu 
i Korduby zajmowali się uprawą umiejętności. Począwszy od wieku YIII, 
pod panowaniem oświeconych książąt z domu ABASSIDÓW, przyswoili oni so-
bie dotychczasowe zdobycze naukowe umysłu ludzkiego tak ze źródeł gre-
ckich, jak i indyjskich, i za ichto pośrednictwem Europa dowiedziała się 
o nich jeszcze przedtym, nim ze źródłami oryginalnymi zapoznać się mogła. 
Nie naszym jest zadaniem rostaczać szczegółowy obraz działalności nauko-
wej Arabów; ograniczymy się jedynie tym, co w ścisłym związku zostaje z od-
kryciem gieometryi analitycznej. 

Wiek I X po Chr. jest wiekiem największego rozwoju nauk matematy-
cznych u Arabów. Wtedy trzej bracia, MUHAMMED, H A M E T i H A S A N , syno-
wie M U S Y BEN SzAKEE'a, szczególniej wsławili się przekładami rozma-
itych dzieł greckich i indyjskich, oraz własnymi pracami we wszystkich dzia-
łach matematyki. Najważniejszym dla nas jest traktat algiebry MUHAMMEDA, 
albowiem jest on tym dziełem, z którego Europa czerpała pierwsze wiadomo-
ści algiebraiczne; dlatego kilka słów o nim powiemy. 

W tym dziele używa MUHAMMED, podobnie jak Indusowie, gieometryi, 
aby wykazać pewność działań algiebry; uwagi godnym jest przedewszystkim 
sposób, jakim dowodzi tą metodą, prawideł na rozwiązanie równania stopnia 
2-go. Autor rozróżnia trzy przypadki równania stopnia 2-go, które, używa-
jąc dzisiejszych znaków, tak przedstawić można: 

ax'^-\-hx — c = 0, — hx — c = 0 i — hx Ą-c — 0, 
(naturalnie spółczynniki a, c są u niego liczbami wymienionymi); czwar-
tym przypadkiem, ax^ Ą- hx c — ^)^ w którym wszystkie trzy spółczyn-
niki są dodatnie, nie zajmuje się wcale. Tych równań wynajduje tylko pier-
wiastki dodatne, a ujemne odrzuca, jako nie mające żadnego znaczenia. 
W przypadku trzecim, kiedy oba pierwiastki są dodatne (wrazie, gdy są rze-
czywiste), powiada, źe należy obliczyć obadwa, a potym zbadać, który z nich 
odpowiada zagadnieniu. Dzieło MUHAMMEDA zawiera nadto (podobnie jak 
dzieła indyjskie) część gieometryczną o pomiarze pól. Natomiast nie znaj-
dujemy w nim nic o równaniach nieoznaczonych nietylko stopnia 2-go, ale 
nawet 1-go, lubo skądinąd wiadomo, źe Arabowie i tymi równaniami podług 
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wzorów indyjskich się zajmowali, jak również nie znajdujemy sposobu gieo-
metrycznego rozwiązania równania stopnia 3-go kształtu — aa; — 6 = 0, 
zapomocą dwu paraból, które zawiera urywek algiebry arabskiej, jaki od-
krył SEDILLOT. Przyczynę tego uszczuplonego zakresu podaje sam autor 
w przedmowie, z której się dowiadujemy, że to dzieło, napisane na roskaz 
kalifa A L MAMUNA, miało jedynie ułatwić te działania, które się trafiają 
w życiu codziennym. 

To dzieło, uważane za elementarne w wieku IX, było w 700 prawie lat 
później dla Europejczyków Ars magna i onoto stanowiło podstawę i początek 
dalszych odkryć w naukach matematycznych. Jakoż, wszyscy historycy umie-
jętności matematycznych zgadzają się na to, że znajomość algiebry rospo-
wszechnił w Europie K A M I L LEONAED Z P I Z Y (W początkach wieku X V ) , 
zwany FIBONACCI, poznawszy ją u Arabów, a pierwsze dzieło drukowane: 
Summa de aritlimetica et geometria Łukasza PACCIOLI, zwanego DE BUEGO, Z ro-
ku 1494, zawierające prawidła rachunku algiebraicznego, nie wychodzi po-
za to, co znajdujemy w dziele MUHAMMEDA. 

Nie możemy śledzić szczegółowo rozwoju algiebry po jej wprowadzeniu 
do Europy; powiemy tylko, że, lubo zaraz w pierwszych chwilach, nowością 
rzeczy zachwyceni, liczni matematycy, naprzód włoscy, jak: Scipio, F E E E E O , 
TAETATGLIA, CAEDAN, F E E E A E I i BOMBELLI, do lepszego uzasadnienia prawd 
znanych się przyłożyli i pewne przyczynki do tej nauki wnieśli (jak np. roz-
wiązanie algiebraiczne równania stopnia 3-go), to jednak, aż do czasów 
ViETE'a (1540—1603), algiebra, wykonywająca wszelkie działania jedynie 
na liczbach szczególnych, nie miała tej cechy ogólności, aby dała się użyć 
jako środek do badania własności figur gieometrycznych. Dopiero przez 
gienijalny pomysł oznaczania wszelkich liczb, tak wiadomych jak i niewiado-
mych, znakami ogólnymi i przez zastosowanie tego do rozwiązania równań 
stopnia 2-go i 3-go, V I E T E zrobił pierwszy krok na drodze ściślejszego zwią-
zku algiebry z gieometryją, który z czasem doprowadził do wielkiego odkry-̂  
cia DESCAETEs'a. 

Jakoż, wskutek tego uogólnienia ViETE'a, algiebra stała się narzędziem 
dogodnym do badania własności linij krzywych. "Wiadomo, że każda wła-
sność linii krzywej zależy na tym, iż pewne wymiary pozostają w określonjrm 
stosunku do innych wymiarów. Tak np., w kole kwadrat, wystawiony na pro-
stopadłej, spuszczonej z punktu obwodu na średnicę, jest równoważny prosto-
kątowi, zbudowanemu na obu jej odcinkach. Oznaczając przez y liczbę je-
dnostek długości zawartych w tej prostopadłej, a przez x \ 2 a — x liczby je-
dnostek zawartych w obu odcinkach średnicy, której długość równa się 2 a, 
mamy równanie y'^ — x{2a — x), wyrażające powyższą własność koła, czyli 
równanie koła, a przez rozbiór tego równania można znaleść wszystkie inne 
jego własności. Istotnie, tym sposobem matematycy spółcześni DESCAETES'O-
wi (1596—1650), jak F E E M A T (1590—1653) i RGBEEYAL (1602 — 1673), 
jeszcze przed pojawieniem się jego gieometryi, badali własności kilku krzy-
wych, wziętych pojedyńczo, i zawsze metodami od siebie różnymi, nie przed-
stawiającymi żadnego z sobą związku. Dopiero gieometryją DESCAETES'a , 
przez wprowadzenie metody spółrzędnych, dała tym badaniom kierunek na-
leżyty. Ona bowiem wprowadziła sposób postępowania jednolity, a zara-
zem tak ogólny, że dozwala przedstawiać własności ogólne nie jednej krzy-
wej, ale całej familii linij krzywych jednym wzorem, wskutek czego, wypro-
wadziwszy z tego wzoru własność jednej krzywej, znajdujemy jednocześnie^ 
własności odpowiednie wszystkich innych linij krzywych, które do tej familii 
należą. 
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Dzieło DESCAETEs'a, Geometrie, wyszło, jak już powiedzieliśmy, w roku 
1637 wLeodyjum; składają je trzy księgi, w obszerności ogólnej 104 kar-
tek małej ćwiartki. 

"W księdze pierwszej autor pokazuje naprzód, jak można przedstawić 
gieometrycznie działania zasadnicze arytmetyki: dodawanie, odejmowanie, 
mnożenie i dzielenie, a następnie przechodzi do wykreślenia równań stopnia 
1-go i 2-go, i tu wyjaśnia po raz pierwszy znaczenie pierwiastków ujemnych. 

W drugiej księdze zajmuje się autor t. z. zagadnieniami wyższego sto> 
pnia i teoryją linij krzywych. Starożytni rozróżniali trzy rodzaje zagadnień: 
płaskie, bryłowe i linij owe. Pierwsze rozwiązywali zapomocą linii prostej 
i koła, drugie zapomocą przecięć stożkowych, a trzecie zapomocą krzy-
wych wyższych, które dla odróżnienia od przecięć stożkowych, występujących 
na figurze gieometrycznej, a więc ^>gieometrycznych«, nazwali ^>mechaniczny-
mi«. Autor następnie pokazuje, jak w algiebrze zagadnieniom płaskim od-
powiadają równania stopnia 1-go i 2-go, bryłowym równania stopnia 3-go, 
a linijowym równania stopnia 4-go i stopni wyższych. Nakoniec przechodzi 
do opisania swego układu spółrzędnych, zapomocą którego tak gienijalnie 
sprowadził badanie własności linij krzywych do badania własności równań 
algiebraicznych. Linije krzywe, które DESCAETES brał pod uwagę, wyłącznie 
są takie, iż równania ich są algiebraiczne stopnia skończonego. Te krzy-
we nazywa on ^^gieometrycznymî ,̂ a wszystkie inne ^mechanicznymi*; dopiero 
później LEIBNITZ nazwał pierwsze >>algiebraicznymi«, a drugie ^przestę-
p n y m i ' ' . 

"W trzeciej księdze traktuje DESCAETES O niektórych własnościach ró-
wnań algiebraicznych, a potym przechodzi do rozwiązania sławnych zaga-
dnień starożytności: podwojenia sześcianu i podzielenia kąta na trzy równe 
części, przyczym dowodzi, że wszelkie zagadnienia stopnia 3-go dają się do 
tych dwu sprowadzić, co zresztą już Y I E T E był poznał. Najwięcej wszakże 
wagi przywiązał DESCAETES do swej metody stycznych. Dla starożytnych 
styczna by łato prosta, która z krzywą ma jeden punkt spoiny; dopiero DES-
CAETES i współczesny mu F E E M A T uważali ją jako granicę siecznej, której 
dwa punkty przecięcia się z krzywą schodzą się z sobą razem w jednym pun-
kcie styczności. Jest to określenie dzisiaj powszechnie używane; jednak dzi-
siejszy sposób wyznaczenia linij stycznych nie jest sposobem I)ESCAETEs'a, 
lecz więcej się zbliża do sposobu FEEMAT'a. 

Do rospowszechnienia gieometryi DESCARTEs'a głównie przyczynili się 
ówcześni młodzi matematycy holenderscy; spółczesny bowiem znakomity fran-
cuski uczony, F E E M A T , lubo miał być w posiadaniu metody spółrzędnych 
jeszcze przed ogłoszeniem tego wynalazku przez DESCAETES'a, w swych po-
szukiwaniach gieometrycznych zbliżał się więcej do metody starożytnych, 
a ROBEEYAL nawet odmawiał metodzie DESCAETEs'a tych zalet, jakie rze-
czywiście posiadała, i dopiero na schyłku życia do niej się zwrócił; inni zaś, 
z wyjątkiem DE BEAUNE'go, zrażeni zwięzłością i ciemnością przedstawienia 
dzieła DESCAETEs'a, doniosłości tej nowej metody wcale nie pojmowali. 

"W gronie uczonych holenderskich, którym gieometryja analityczna za-
wdzięcza tak swe rospowszechnienie, jak i dalsze postępy, pierwsze miej-
sce zajmuje Franciszek VON SCHCOTEN ( 1 6 . . — 1 6 5 9 ) , profesor w_ Leo-
djyum, który gieometryją DESCAETEs'a przełożył na język łaciński i ra-
zem ze swym komentarzem wydał w r. 1649. [Drugie tego przekładu wyda-
nie wyszło w r. 1859, razem z komentarzem dawniej napisanym przez DE 
BEAUNE'go.] Głównym wszakże dziełem SCHOOTEN'A są jego Exercitationes 
mathematicae z roku 1646, w których metodę DESCAETEs'a stosuje do wielu 
nowych i trudnych zagadnień gieometryi wyższej. Nadto SCHOOTEN napisał 
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rosprawę: Be organica sectionum coriicarum descriptione, w której uczy rozma-
itych sposobów kreślenia tych krzywych zapomocą ruchu ciągłego. SCHOOTEN 
jest dla nas ważny z tego także powodu, że pierwszy zwrócił uwagę świata 
uczonego na pracę naszego ziomka Macieja GŁOSKOWSKIEGO : Geometria pere-
grinans (wydaną w Gdańsku, prawdopodobnie w r. 1646), w której tenże po-
daje kilkanaście zadań z gieometryi praktycznej, żądając, aby je rozwiązano 
używając tylko linijału. 

Po ScHOOTEN'ie zasługują na wzmiankę SLUZE (1623 — 1685), HUDDE 
( 1 6 4 0 — 1 7 0 4 ) , DE W I T T ( 1 6 2 5 — 1 6 7 2 ) i n a k o n i e c HUYGENS ( 1 6 2 9 — 1 6 9 5 ) , 
jeden z największych myślicieli w wieku X V I L 

Pierwsi dwaj stosowali metodę DESCABTEs'a do nowych zagadnień 
i przyczynili się do jej postępu także przez udoskonalenie nauki o równaniach 
algiebraicznych; "WITT obmyślił nową teoryją przecięć stożkowych, polega-
jącą na rozmaitych opisaniach tych krzywych na płaszczyźnie bez wprowa-
dzania stożka, a HUYGENS, lubo z większym zamiłowaniem uprawiał gieo-
metryją starożytnych i za jej pomocą w swym Horologiuni oscilatorium poło-
żył podwaliny do teoryi cyklojdy i do teoryi krzywych rozwijających (evoluta, 
t. j. miejsce punktu przecięcia się dwu sąsiednich normalnych do krzywej da-
nej), to jednak, powagą swego imienia i niektórymi zastosowaniami metody 
I)ESCARTEs'a, niemało się do jej szybszego rosjiowszechnienia przyłożył. 

Obok tych badaczów należy wymienić jeszcze matematyka angielskiego 
WALLis'a ( 1 6 1 6 — 1 7 0 3 ) , który napisał pierwszy traktat analityczny przecięć 
stożkowych podług metody I)ESCARTEs'a, a w swej Arithmetica infinitonm 
zrobił zastosowania do archimedesowej metody wyczerpywania, wznowio-
nej przez CAYALIERI ( 1 5 9 8 — 1 6 4 7 ) pod nazwą >>metody niepodzielnych<', i po-
czynił ważne postępy w traktowaniu tych zagadnień gieometryi, które dziś 
należą do rachunku całkowego; tudzież uczonego niemieckiego TSCHIRNHAU-
SEN'a ( 1 6 5 1 — 1 7 0 8 ) , sławnego między innymi z badań nad linijami kausty-
cznymi, t. j. nad obwiedniami promieni światła odbitych lub załamanych. 

Matematycy, których Avymieniliśmy, jako pierwszych krzewicieli metody 
I)ESCARTES'a; stosowali ją jedynie do linij krzywych płaskich, lubo DESCAR-
TES, objąwszy doniosłość i potęgę spółrzędnych, wskazał ich użycie także 
w teoryi krzywych skośnych. Zdaje się, mimo tego, że dopiero po upływie 
zgórą pięćdziesięciu lat zaczęła się rozwijać gieometryja analityczna w prze-
strzeni. CHASLES W swej historyi gieometryi wskazuje, iż matematyk fran-
cuski P A R E N T ( 1 6 6 6 — 1 7 1 6 ) był jiierwszym pracownikiem na tym polu 
[w roku bowiem 1700 miał on przedstawić powierzchnią przez równanie 
z trzema zmiennymi AV rosprawie, czytanej w akademii nauk], a CLAIRAULT 
( 1 7 1 3 — 1 7 6 5 ) był pierwszym, który w Traite des courhes a double courhure 
z roku 1731 wyłożył w sposób metodyczny teoryją spółrzędnych w przestrze-
ni z zastosowaniem jej do powierzchni krzywych i do linij krzywych skośnych. 

W pół wieku po ogłoszeniu gieometryi DESCARTEs'a powstał nowy al-
gorytm, którego odkrycie stanowi doniosłą epokę w historyi rozwoju nauk 
matematycznych; mówimy o rachunku wielkości nieskończenie małych, czyli 
rachunku różniczkowym i całkowym. Zasługę tego odkrycia przypisują 
jedni NEWTON'owi (1684), inni LEiBNiTz'owi (1687). Nie wdając się w szcze-
góły toczącego się dotąd sporu, któremu z tych gienijalnych mężów owo od-
krycie przypisać należy, powiemy tylko, że jeżeli NEWTON poddał jednolite-
mu postępowaniu teoryje swych poprzedników, odnoszące się do prowadzenia 
stycznych, największości i najmniejszości ( F E R M A T , BARROW), jak również do 
pomiaru długości łuków i powierzchni ograniczonej linijami krzywymi (CA-
YALIERI, WALLIS), to jednak w tym postępowaniu nie uwydatniały się jeszcze http://rcin.org.pl
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prawa nowego rachunku tak jasno, aby go można było z łatwością używać. 
L E I B N I T Z zaś, przez szczęśliwie pomyślane postawienie zasad tej metody, odra-
zu ją ujął w pewien systemat i uczynił zdolną do dalszego a szybkiego roz-
woju, robiąc z niej tymsamym najpotężniejszy środek badania, mający nieba-
wem opanować cały obszar umiejętności matematycznych. 

Wielkość tego odkrycia tak była uderzająca, dzielność rachunku nie-
skończenie małych zaraz w pierwszych zastosowaniach okazała się tak potę-
żną, że najznakomitsi matematycy w ciągu całego wieku X y n i , jak sami 
wynalazcy N E W T O N i LEIBNITZ, bracia BERNOUILLI , MACLAUEIN, TATLOE, 
D 'ALEMBEET, E U L E E , LEGENDRE i LAGEANGE, prawie wyłącznie jego dosko-
naleniu poświęcili swe usiłowania. Zwracając się do gieometryi, możemy 
powiedzieć, że wszelkie metody gieometryczne, z małymi wyjątkami, poszły 
na chwilę w zapomnienie, a jedynie gieometryja analityczna, rzeczy wista tego 
nowego rachunku podwalina, rosszerzyła w tym okresie swe szranki, gdyż ten 
nowy rachunek dozwolił przystąpić do rozwiązania takich zagadnień, w któ-
rych rachunek algiebraiczny, czyli rachunek ilości skończonych, był za słaby, 
jak np. do teoryi krzywych przestępnych i teoryi krzywizny linij i powierz-
chni krzywych. Nie możemy wymieniać szczegółowo prac, które stały się 
fundamentem, na jakim wzniosły się teoryje, odpowiednie tym zagadnieniom 
gieometrycznym, gdyż rzecz ta więcej do historyi rachunku nieskończenie 
małych należy; dlatego ograniczymy się wykazaniem tych postępów, jakie 
w wieku X Y n i uczyniła gieometryja analityczna, posługująca się samą al-
giebrą, zasiloną jedynie wzorem TAYLOE'a (Methodus incremenłorum, 1715), 
zaczerpniętym z analizy nieskończenie małych. 

Na pierwszym miejscu położyć należy prace samego N E W T O N ' a , który 
pierwszy zastosował metodę DESCAETES 'a do poszukiwania własności ogól-
nych i charakterystycznych linij krzywych algiebraicznych. Jemuto za-
wdzięczamy cztery twierdzenia, któreśmy umieścili w części pierwszej jako 
ćwiczenia 210, 211, 216 i 217, a z których dwa pierwsze, w przystosowaniu do 
przecięć stożkowych, udowodniliśmy w art. 117 i 118. NEWTON podał te 
twierdzenia w swym dziele: Enumeratio Unearum tertii ordinis (1607), którego 
głównym zadaniem jest wyznaczenie ilości wszystkich krzywych rzędu trze-
ciego. N E W T O N znalazł 72 rozmaite rodzaje krzywych rzędu 3-go (tę 
ilość powiększył następnie STIELING czterema), które się roskładają na 5 dzia-
łów, albowiem, podobnie jak koło, postawione naprzeciw punktu świecącego, 
daje przez swój cień wszystkie krzywe rzędu 2-go, takteż istnieje pięć krzy-
wych rzędu 3-go (paraból rozbieżnych), które tym samym sposobem dają 
wszystkie krzywe rzędu 3-go. Dzieło jest zakończone opisaniem organicznym 
krzywych stopnia 2-go, które daliśmy w części pierwszej jako ćwiczenie 36. 
Wszystkie te twierdzenia były wypowiedziane bez dowodu; ich dowody po-
dali STIELING i CLAIEAULT. 

Godnym spółzawodnikiem NEWTON'a na polu badań własności linij 
krzywych algiebraicznych był MACLAUEIN ( 1 6 9 8 — 1 7 4 6 ) , który w tym przed-
miocie ogłosił dwa dzieła: Geometria organica, sive descriptio Unearum curvarum 
unwersalis i De Unearum geometricarum proprietaUhus generaUhus tracłatus. 
W pierwszym z nich znajdujemy owo ciekawe twierdzenie, któreśmy umieścili 
w części pierwszej jako ćwiczenie 219; atoli daleko większym mistrzowstwem 
odznacza się druga z tych prac, polegająca całkowicie na dwu twierdzeniach, 
z których jedno dowiódł był COTES (ćwiczenie 2 1 5 w części pierwszej), a inne 
(ćwiczenie 2 1 8 ) jest uogólnieniem twierdzenia N E W T O N ' a (ćwiczenie 2 1 7 ) . 
MACLAUEIN, podobnie jak i N E W T O N , należy do tych niewielu gieometrów 
wieku XYIII , którzy z zamiłowaniem uprawiali także gieometryją staroży-
tnych i jej metody stosowali do najzawilszych zagadnień, chcąc niejako oka-

http://rcin.org.pl



D E G U A . — EULBB. XXII I 

zać, Że i te metody zdolne się wznieść do tego stopnia doskonałości, jaką 
w przekonaniu ówczesnym posiadała jedynie analiza nieskończenie małych. 
Praca MACLADEIN 'a nad figurą ziemi, w której on z taką prostotą rozwiązuje 
zagadnienie o przyciąganiu elipsojdy obrotowej na punkt położony na jej 
powierzchni, lub wewnątrz tejże, oraz cała osnowa Philosophiae naturalis 
principia mathematica NEWTON'a zawierają liczne zagadnienia, których 
ówczesna analiza rozwiązać nie zdołała, a które ci mistrzowie rozwiązali je-
dynie zapomocą gieometryi czystej. 

Do rozwoju analizy DESCAETEs'a w wieku XVIII , oprócz dwu powyż-
szych mężów, przyczyniło się wielu innych matematyków pierwszorzędnych, 
a wszczególności Jan Paweł DE G U A ( 1 7 1 2 — 1 7 8 6 ) , E U L E R ( 1 7 0 7 — 1 7 8 3 ) , 
CKAMER ( 1 7 0 4 — 1 7 5 2 ) , Waring ( 1 7 3 4 — 1 7 9 8 ) . 

D E G U A podał w znakomitym dziele (TJsage de fanalyse de DESCARTES 
pour decouvrir les proprietes des lignes geometriąues de tous les ordres, 1740) sposób 
wyznaczenia stycznych, asymptot i punktów osobliwych (wielokrotnych, od-
osobnionych, zwrotu i przegięcia) krzywych płaskich wszelkich rzędów, oraz 
pierwszy okazał, zapomocą zasad perspektywy, że niektóre z tych punktów 
mogą się znajdować w nieskończoności. To dało wyjaśnienie a priori osobli-
wej analogii między rozmaitymi rodzajami punktów i rozmaitymi rodzajami 
gałęzi nieskończonych, analogii, do której doprowadził go uprzednio rachu-
nek. Zamiarem tego badacza było dowiedzenie, że analiza DESCARTEs'a 
może być używana z takim samym skutkiem, jak rachunek różniczkowy 
w większej części poszukiwań w teoryi krzywych gieometrycznych. Analizę 
nieskończenie małych uważał za pożyteczną jedynie do rozwiązania zaga-
dnień gieometryi pomiaru, wchodzących w zakres rachunku całkowego, 
i w zagadnieniach dotyczących krzywych mechanicznych. 

E U L E R swym dziełem Inłroductio in analysin injinitorum (1748), jeszcze 
więcej rosszerzył zakres badań gieometryi analitycznej. "W pierwszym tomie 
tego dzieła wyłożył teoryją rachunku algiebraicznego, a w drugim przystoso-
wał ją do gieometryi linij krzywych płaskich (algiebraicznych i niektórych 
przestępnych), oraz do gieometryi powierzchni krzywych. Część pierwsza 
tomu drugiego zawiera w 22 rozdziałach wykład gieometryi analitycznej pła-
skiej w takiej ogólności, jakiej się doówczas w żadnym dziele nie spotykało; 
osobliwie poszukiwania gałęzi nieskończonych i asymptot odznaczają się 
szczegółowością w opracowaniu, gdyż na nich oparł następnie swój podział 
krzywych rzędu 3-go i 4-go na rodzaje. Zasada tego podziału jest następu-
jąca. Wiadomo, że kierunek asymptot zależy od zbioru wyrazów stopnia 
najwyższego w równaniu linii krzywej. Otóż, stosownie do tego, czy czyn-
niki pierwiastkowe tego zbioru wyrazów są wszystkie rzeczywiste, czy częścio-
wo rzeczywiste a częściowo urojone, czy czynniki rzeczywiste są wszystkie od 
siebie różne, czyteź pośród nich znajdują się równe sobie, mogą być rozmaite 
przypadki, a w każdym przypadku jeszcze, stosownie do kształtu gałęzi 
asymptotycznych, rozmaite rodzaje krzywych. Tym sposobem wszystkie krzy-
we rzędu 3-go podzielił E U L E R na 16 rozmaitych rodzajów, z których każdy 
zawiera jeszcze pewne odmiany, a krzywe rzędu 4-go na 146 rodzajów, z któ-
rych każdy zawiera jeszcze po większej części kilka odmian, znacznie się mię-
dzy sobą różniących. W tej części znajdujemy także pierwsze poszukiw^ania 
krzywych homotetycznych, czyli podobnych i podobnie położonych, i nowe 
poglądy o powinowactwie (affinitas) linij krzywych, zawierającym homotezyją 
jako przypadek szczególny. Część druga znacznie krótsza, obejmuje bowiem 
6 rozdziałów, zawiera oprócz ogólnych uwag o przedstawianiu powierzchni 
krzywych zapomocą równań z trzema zmiennymi, o podziale tych powierzchni 
na rzędy i o ich przekrojach płaskich, teoryją zmiany spółrzędnych w prze--
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strzeni, w której spotykamy poraź pierwszy podane wzory (art. 57 części dru-
giej), razem z modyfikacyją potrzebną, aby otrzymać równanie przekroju pła-
skiego powierzchni (art. 110 części drugiej), i dyskusyją. równania stopnia 
2-go. Tutaj pokazał E U L E R po raz pierwszy, że takie równanie przedstawia, 
oprócz walców i stożków, pięć powierzchni, z których trzy posiadają środek, 
a dwie go nie mają. W rozdziale ostatnim mówi pokrótce o przecięciu się 
dwu powierzchni i o krzywych stąd wynikających. 

W innej pracy (ogłoszonej w Memoires de fAcademie de Berlin, 176€) 
ETJLEE przystąpił pierwszy do badania krzywizny powierzchni krzywych, 
i tam znajduje się ów sławny wzór, wyrażający promień krzywizny jakiego-
kolwiek przekroju normalnego w funkcyi promieni krzywizny dwu przekro-
jów normalnych głównych, podawany dotychczas w zastosowaniach rachunku 
różniczkowego do gieometryi. 

C E A M E E W swej pracy: Introduction a fanalyse des lignes courhes alge-
Iriąues (1750) wyłożył jeszcze szczegółowiej i obszerniej teoryją linij krzy-
wych algiebraicznych. To dzieło jeszcze dzisiaj może służyć za wstęp do 
różnych poszukiwań w tej obszernej i ważnej gałęzi gieometryi. 

W A E I N G złożył owoce swych badań w dwu dziełach: Miscellanea anąly-
tica de aeąuationibus algebraicis et curvarum proprietatibiis (1762) i Proprietates 
geometricarum cuwarum (1772), a nadto w licznych rosprawach, zamieszczo-
nych w PhilosopMcal Transactions (od 1763 do 1791), w których dalej posunął 
badania nad teoryją krzywych algiebraicznych. 

Nie możemy tej epoki rozwoju gieometryi analitycznej godniej zamknąć, 
j ak robiąc tu wzmiankę o, liacJmnku algiehraicmego teoryi, przystosowanej do 
linij Tcrzywych, dziele Jana ŚNIADECKIEGO, wydanym w dwu tomach w Krako-
wie (1783), które, lubo przeznaczone do nauki szkolnej tego przedmiotu, chlu-
bnie się wyróżnia pośród podręczników dawniejszych, a jeszcze i dziś za wzór 
niedościgniony służyć może. Dzieło to bowiem streszcza wszelkie odkrycia do 
chwili jego wyjścia znane, i wiele teoryj, jak np. teoryją asymptot i wogóle 
gałęzi nieskończonych, w daleko lepszym świetle przedstawia, aniżeli najle-
psze dzieła mistrzów poprzednio wymienionych; nie prowadzi ono poza gra-
nice tych odkryć, ale jest sumiennym i dokładnym odzwierciedleniem ówcze-
snego stanu tej gałęzi nauk matematycznych. Wspomnieć jeszcze musimy, 
źe wykład teoryi linij krzywych rzędu 2-go, po uczynieniu pewnych dodatków, 
byłby jeszcze dzisiaj jednym z najlepszych w tym przedmiocie. 

Przechodzimy teraz do ostatniego okresu historyi rozwoju gieometryi 
analitycznej, zainaugurowanego wiekopomnymi dziełami MoNGE'a i CAE-
NOT'a, które wywarły przeważny wpływ na kierunek badań gieometrycznych 
w tym okresie, a przeto stały się powodem wzbogacenia analizy DESCAETEs'a 
nowymi metodami, daleko ogólniejszymi od poprzednio używanych. Jakoż, 
dzieła tych dwu matematyków wywołały badania w nowym kierunku, które 
z czasem utworzyły gieometryją syntetyczną, nie posługującą się ani symbo-
lami, ani działaniami algiebraicznymi, jakiej ślady znajdują się już w cen-
nych ^^Zbiorach matematycznych^ wzmiankowanego powyżej PAPPDs'a, a pier-
wsze początki w utworach całego szeregu gieometrów wieku XVII i XVIII , 
j a k PASCAL ( 1 6 2 3 — 1 6 6 2 ) , DESAEGUES ( 1 5 9 3 — 1 6 6 2 ) , DE LA H I E E ( 1 6 4 0 — 
1 7 1 8 ) , N E W T O N , MACLAUEIN, SIMSON ( 1 6 8 7 — 1 8 6 8 ) , STEWAET ( 1 7 1 7 — 1 7 8 5 ) 
i L A M B E E T ( 1 7 2 8 — 1 7 7 7 ) . 

Mimo całej potęgi analizy DESCAETEs'a, gieometryją syntetyczna, ugrun-
towana pracami MoNGE'a i CAENOT'a, a udoskonalona przez ich następców, 
j a k PONCELET, S T E I N E E i CHASLES , z d o ł a ł a j ą w y p r z e d z i ć w o d k r y w a n i u c o -
raz nowych prawd gieometrycznych. To dało powód i bodźca pracownikom 
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na polu gieometryi analitycznej do obmyślenia nowych metod, któreby wzmo-
cniły jej środki badania, aby tym sposobem dotrzeć tam, dokąd dawne me-
tody dojść nie dozwalały. Lubo nie może być naszym zadaniem pisanie hi-
storyi początku i rozwoju gieometryi syntetycznej, wszakże z uwagi, źe twier-
dzenia zasadnicze i wiele prawd nowszych, poraź pierwszy otrzymanych me-
todami gieometryi syntetycznej, weszło juz dzisiaj w zakres gieometryi anali-
tycznej, nie podobna juź teraz, mówiąc o postępach gieometryi DESCAETEs'a, 
nie wzmiankować o postępach gieometryi syntetycznej. 

MONGE swą gieometryją {Geometrie descrijptive, w któ-
•̂ejj uogólniając wszelkie działania gieometryczne, nastręczające się doówczas 

w kamieniarce, ciosiołce, perspektywie i t. d., sprowadził je po raz pierwszy 
do niewielu zasad oderwanych i niezmiennych, a do wykreśleń łatwych i za-
wszê  pewnych, przyczynił się w dwu kierunkach do rozwoju gieometryi 
wogóle. Popierwsze, przez naturę swych działań, które mają za cel ustano-
wienie odpowiedniości zupełnej i pewnej między figurami rzeczywiście na 
płaszczyźnie wykreślonymi, a ciałami pomyślanymi w przestrzeni, oswoiła 
gieometryją wykreślna z kształtami tych ciał i dozwoliła wyobrazić je sobie 
dokładnie i szybko, przez co niejako zdwoiła nasze środki poszukiwania w ba-
daniu przestrzeni. Powtóre, przez swe zasady i związek, który ustanawia mię-
dzy figurami o trzech wymiarach a figurami płaskimi, stała się ona prawdzi-
wym narzędziem w poszukiwaniach i dowodzeniach w gieometryi syntetycznej, 
a swym postępowaniem, które w gieometryi praktycznej jest tym, co cztery 
działania arytmetyczne przy zagadnieniach liczebnych, dostarczyła środka 
nowego przy rozwiązywaniu zagadnień, których dotknąć się nie mogła gieo-
metryja DESCABTEs'a, tak potężna w innych razach, z powodu, iż algiebra 
nie dozwala pokonać trudności rachunkowych. 

MONGE sam dał nam w swej gieometryi wykreślnej pierwsze przy-
kłady użyteczności związku ścisłego między figurami o trzech wymiarach 
a figurami płaskimi; tym bowiem sposobem dowiódł on pięknych twierdzeń, 
które stanowią obecnie teoryją biegunów krzywych rzędu 2-go, własności 
środków podobieństwa trzecli kół, branych po dwa, rosciągnionej następnie 
na krzywe rzędu 2-go homotetyczne, i wielu innych zagadnień gieometryi 
płaskiej. 

t - e g o pierwsze wydanie p. t. Feuilles de Vanalyse appliąme 
a la geometrie wyszło w r. 1795, a piąte i zarazem ostatnie z notami Liou-
v i L L E ' a w r. 1850. Jeżeli gieometryją wykreślna była doniosłą w zestawieniu 
z gieometryją analityczną, to ostatnie dzieło bespośrednio na rozrost gieome-
tryi^anality.cznej wpłynęło, rosszerzając zakres jej badań. Powiedzieliśmy, 
źe E U L E R pierwszy zastosował rachunek różniczkowy do badania krzywizny 
powierzchni; otóż, MONGE posunął te badania dalej i odkrył istnienie linij 
krzywiznowych na powierzchni, dowiódszy, że przez każdy punkt na powierz-
chni krzywej przechodzą zawsze dwie linije takie, iż kolejne normalne do po-
wierzchni w punktach każdej z tych krzywych wzajemnie się przecinają. 
Tym dziełem posunął MONGE także samę analizę nieskończenie małych w je-
dnym z najtrudniejszych jej działów, w całkowaniu równań różniczkowych 
czątkowych, a mianowicie przez podwójne wyrażenie analityczne pewnych 
familij powierzchni, zapomocą równania różniczkowego, wyprowadzonego 
z własności, odnoszących się do ich płaszczyzn stycznych, linij normalnych, lub 
krzywizny, i zapomocą równania skończonego, wyprowadzonego ze sposobu 
tworzenia tych powierzchni. Otóż, to ostatnie równanie, zawierające funkcyje 
dowolne, jest rozwiązaniem ogólnym pierwszego. 
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CAENOT'a dzieła: Geometrie de position (1803) i Essai sur la theorie des 
transversales przedstawiają uzupełnienie gieometryi wykreślnej MoNGE'a i wraz 
z nią stanowią podstawę dzisiejszej gieometryi syntetycznej. Jakoż, między 
figurami uważanymi w gieometryi i icłi elementami istnieją dwa rodzaje 
związków: jedne odnoszą się do icłi kształtów i położeń; są to związki wy-
kreślne lub opisowe; inne dot̂ ^czą ich wielkości i zowią się metrycznymi. 
Tak np. twierdzenie: ^geźeli około punktu stałego, wziętego na płaszczyźnie 
linii krzywej rzędu 2-go, będziemy obracali prostą (poprzeczną), i jeżeli przez 
dwa punkty, w których ona krzywą spotyka, w każdym z jej położeń popro-
wadzimy styczne do tej krzywej, natenczas punkt przecięcia się tych dwu 
stycznych będzie się znajdował na prostej stałej, biegunowej punktu stałe-
go-', wyraża własność wykreślną krzywej rzędu 2-go, czyli związek wykreślny 
między punktem a jego biegunową. Jeżeli zaś to twierdzenie tak wypowie-
my : '>wziąwszy na każdej poprzecznej punkt, harmonicznie sprzężony z pun-
ktem stałym względem obu punktów, w których ta poprzeczna przecina krzy-
wą rzędu 2'go, to ten punkt będzie leżał na biegunowej punktu stałego^^, 
mieć będziemy własność metryczną krzywej rzędu 2-go, czyli związek metry-
czny między punktem a jego biegunową. Te dwa rodzaje własności figur 
wystarczają, każda zosobna, do rozwiązania wielkiej ilości twierdzeń; wszakże 
zawsze pożyteczna, a często nieuchronna, rozważać jednocześnie tak jedne jak 
i drugie. 

Są więc dwa rodzaje metod w gieometryi syntetycznej: metoda własno-
ści wykreślnych i metoda własności metrycznych. Poprzednicy MoNGE'a 
i CARNOT'a, DESAEGUES, PASCAL, LA HIBE , używal i obu rodzajów związków: 
wykreślnych, posługując się perspektywą w celu przeształcenia figur, i me-
trycznych, stosując proporcyją harmoniczną, związek inwolucyi i rozmaite 
inne twierdzenia, należące do teoryi poprzecznych. Gieometryja wykreślną 
MoNGE'a stosuje pierwszą z tych dwu metod, a gieometryja położenia CAR-
NOT'a ma za zadanie zbliżenie i porównanie obu sposobów UAvidocznienia 
związków między wielkościami gieometrycznymi. 

Nie możemy rozbierać wielu ważnych twierdzeń, którymi CARNOT wzbo-
gacił gieometryją. Ograniczymy się tylko uwagą, że jego gieometryja poło-
żenia zawiera nader szczęśliwy pomysł o naturze wielkości dodatnych i uje-
mnych, który dozwala uogólniać każde twierdzenie tak, iż jedno dowodzenie 
wystarcza, jakiekolwiek byłyby położenia rozmaitych części figury, gdy przed 
tym każde twierdzenie wymagało tylu dowodzeń, ile mogło być odmiennych 
położeń punktów i linij figury. Teoryja zaś poprzecznych CARNOT'a, wyłożo-
na już w zarysie w jego gieometryi położenia, wysnuwa cały szereg związków 
metrycznych z twierdzenia (art. 59 w części pierwszej) o sześciu odcinkach, 
wyznaczonych na bokach trójkąta przez prostą tę boki przecinającą, twier-
dzenia, na którym PTOLOMEUSZ ( 1 2 5 po Chr.) oparł swą trygonometryją, 
i zawiera owę własność ogólną krzywych algiebraicznych, którąśmy podali 
jako ćwiczenie 212, a w zastosowaniu do krzywych rzędu 2-go udowodnili 
w art. 119 części pierwszej. 

Powiedzieliśmy, że MONGE i CARNOT rospoczęli nową erę w historyi 
nauki w przestrzeni. Istostnie, ichto dzieła sprawiły, że gieometryja synte-
tyczna, długo zaniedbana, zaczęła się odtąd szybko rozwijać i niebawem wy-
przedziła w odkrywaniu nowych prawd gieometryją analityczną, tak, iż zwo-
lennicy tej ostatniej musieli rozwinąć wszelkie zasoby nowoczesnej analizy, 
aby objąć i opanować zdobycze, nagromadzone jedynie przy pomocy metod 
gieometryi syntetycznej. Z powodu wpływu, jaki rozwój gieometryi syntety-
cznej wywarł w bieżącym wieku na rozwój gieometryi analitycznej, niepodo-
bna odtąd dziejów jednej odłączyć od dziejów drugiej; wszakże różnorodność 
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i niezmierny ogrom prac, dokonanych w jednym i drugim kierunku, niecli 
nas wytłómaczą z tego, źe ograniczymy się na ogólnikowym przedstawieniu 
najważniejszych momentów w ich rozwoju. 

Założeniu szkoły politechnicznej (1795), w której uczyli tak znakomici 
mężowie, jak MONGE i LAGEANGE, a następnie założeniu pierwszych czasopism 
matematycznych, jak Correspondance sur Fecole polytecJmique, a nadewszystko 
GEEGONNE'a Annales de matUmatiąues (1810), które młodym badaczom da-
wały możność ogłaszania szybkiego płodów swego talentu, zawdzięcza Fran-
cyja swe wybitne stanowisko naukowe w początkach bieżącego stulecia. Cały 
zastęp matematyków francuskich wystąpił do szlachetnego spółzawodnictwa, 
wzbogacając naukę i okrywając sławą swą ojczyznę. Na czele raźnego ruchu 
naukowego stanęli, jedni z pierwszych, D U P I N i PONCELET. D U P I N , uczeń 
MoNGE'a, w swych pracach: Developpements de geometrie (1813) i Applications 
de geom. et de meeaniąue (1822) posunął dalej badania MoNGE'a nad krzywizną 
powierzchni. W pierwszym z tych dzieł wzbogaca teoryją krzywizny powierz-
chni ważnym pomysłem stycznych sprzężonych i szczegółowymi rostrząsania-
mi, które rosświetliły pierwsze badania na tym polu, dokonane przez EuLER'a, 
i niezmiernie ważnym twierdzeniem o układzie potrójnym powierzchni orto-
gonalnych, orzekającym mianowicie, źe takie powierzchnie przecinają się we-
dług linij krzywiznowych. Zastosowanie tego twierdzenia do powierzchni 
rzędu 2-go dało początek teoryi powierzchni spółogniskowych i teoryi linij 
ogniskowych. Wykrycie istnienia linij ogniskowych, jako granic układu po-
wierzchni rzędu 2-go spółogniskowych, jest też zasługą DupiN'a. W drugim 
dziele D U P I N stosuje teoryje, wyłożone w pierwszym, do nader ważnych za-
gadnień, jak stałość równowagi ciał pływających, teoryja przypływu i odpły-
wu i t. d.— W obu dziełach używa D U P I N naprzód gieometryi syntetycznej, 
a następnie gieometryi analitycznej jako środka badania; dlategoteż te prace 
dały nowego bodźca do uprawiania metod gieometrycznych. 

PONCELET wzbogacił gieometryją syntetyczną nową metodą. Jakoż, 
w swym dziele Traite des proprietes projectives des figures (którego wydanie 
z roku 1866 zawiera w dodatku wszyskie następne prace tego autora) przed-
sięwziął on ustanowić pewne związki między dwiema figurami, z których je-
dna jest perspektywą drugiej. W perspektywie leżą obie figury na dwu 
różnych płaszczyznach; gdy obierzemy jednę z tych płaszczyzn za nierucho-
mą, a drugą obrócimy około spólnej krawędzi obu, to te figury będą jeszcze 
w perspektywie, t. j. proste, które łączą punkty odpowiednie obu, będą się 
zbiegały w jednym i tym samym punkcie przestrzeni. To samo ma miejsce 
i wtedy, gdy płaszczyzna obracająca zejdzie się z nieruchomą. Otóż, w tym 
położeniu rozważa PONCELET obie figury i nazywa takie dwie figury homolo-
gicznymi ; punkt zbiegania się prostych, które łączą odpowiednie punkty obu 
figur, środkiem homologii, a krawędź spólną obu płaszczyzn osią homologii. 
Ten sposób postępowania dozwala sprowadzić poszukiwanie własności jednej 
figury do poszukiwania własności drugiej figury, np. krzywych rzędu 2-go do 
koła, i tymto sposobem wykrył PONCELET wiele nowych własności krzywych 
rzędu 2-go. Wspomnę tu tylko o teoryi biegunowych wzajemnych, które 
dały początek zasadzie, nazwanej przez GrERGONNE'a (1827) zasadą dwoisto-
ści, jak również o teoryi ognisk, które PONCELET uważa jako przecięcie się 
stycznych do krzywej rzędu 2-go, wyprowadzonych z dwu punktów urojo-
nych koła, leżących w nieskończoności, a któreto określenie ognisk rossze-
rzył następnie PLUCKER (1837) na wszelkie krzywe algiebraiczne. PONCELET 
rosciągnął także swą teoryją figur homologicznych na figury o trzech wymia-
rach i za ich pomocą okazał, że przez liniją przecięcia się dwu powierzchni 
rzędu 2-go przechodzą —mówiąc wogólności — cztery stożki rzędu 2-go. 
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Pomijając innych badaczów frauciiskicb, którzy oddzielnymi odkryciami 
wzbogacili naukę przestrzeni w pierwszej ćwierci tego wieku, jak HACHETTE, 
kontynuator MoNGE'a na polu gieometryi wykreślnej i gieometryi analitycznej, 
LIYET, BEIANCHON, BINET, zasłużeni swymi pracami w zakresie gieometryi 
analitycznej linij i powierzchni rzędu 2 go, RODEIGUES, który wyprzedził 
GrAUSs'a w badaniu krzywizny całkowitej powierzchni krzywych, i LAME, 
którego prace nad spółrzędnymi krzywolinijowymi (zebrane później w dziele 
Leęons sur les coordonnees cnwilignes et.leurs diverses applications, 1859) rozwi-
nęły i zużytkowały teoryją, układu potrójnego powierzchni ortogonalnych, 
przechodzimy wprost do rzeczywistych twórców gieometryi nowoczesnej, 
STEINEB'a i CHASLES'a. 

Obaj ci uczeni rospoczęli swą działalność naukową w sławnych roczni-
kach GERGONNE'a, a celem ich usiłowań było odszukanie i wyłuszczenie tych 
myśli podstawowych, z których, jak z istotnego źródła, wypływają wszystkie 
prawdy gieometryczne. 

Liczne prace STEiNEE'a, porozrzucane po czasopismach GEEGONNE'a, 
CEELLE'go i LiouviLLE'a, tudzieź ogłaszane w pamiętnikach akademii ber-
lińskiej, zebrał W E I E E S T E A S S i ogłosił w 1 8 8 1 — 1 8 8 2 p. t. JaTiob STEINER'S 
gesammelte WerJce. W tomie pierwszym tej publikacyi jest zamieszczona pra-
ca, wydana po raz pierwszy w r. 1832: Systematisclie Entwiclcelung der Ahhdn-
gigTceit geometrischer Gestalten, w której autor naszkicował niejako program 
gieometryi nowoczesnej; dlatego szczegółowiej nieco wyłożymy główną myśl 
tego dzieła. 

Autor zamierzył wykazać w tym dziele, że właściwą podstawą gieome-
tryi są następujące utwory zasadnicze: a), linija prosta, którą uważa jako 
szereg punktów rosciągający się, począwszy od pewnego z nich, w dwu kie-

prostych (szeregów prostolinijowych punktów) i punktów (środków pęków 
promieni na płaszczyźnie); d). pęk płaszczyzn, t. j. nieskończoność pła-
szczyzn, przecinających się według spólnej krawędzi, osi pęku; e). pęk pro-
mieni w przestrzeni, zawierający w sobie nieskończenie wiele pęków promieni 
na płaszczyźnie i nieskończenie wiele pęków płaszczyzn (albowiem przez śro-
dek tego pęku przechodzi nieskończenie wiele promieni, leżących na jednej 
płaszczyźnie, o dowolnym kierunku, i podobnie wszystkie płaszczyzny, które 
przechodzą przez jeden którykolwiek z jego promieni, tworzą pęk płaszczyzn). 

Eozważanie tych pięciu utworów zasadniczych, przez odnoszenie jednych 
do drugich tak, aby elementy dwu utworów do siebie odniesionych wzajemnie 
sobie odpowiadały, jest źródłem wszelkich prawd gieometrycznych. Wszcze-
gólności, odnosząc do siebie i niejako sobie przeciwstawiając: a), proste i pę-
ki promieni na płaszczyźnie; h). proste i pęki płaszczyzn; c). pęki promieni 
płaskie i pęki płaszczyzn; d). płaszczyzny i pęki promieni w przestrzeni, 
przez jednoczesne badanie obu rodzajów przeciwstawianych sobie utworów 
otrzymuje się za każdym razem po dwa twierdzenia, pośród których są też 
takie, które sobie odpowiadają według zasady dwoistości. 

Nie podobna wyliczyć wszystkich odkryć, do jakich ta metoda dopro-
wadziła STEiNEE'a; ograniczymy się tylko uwagą, że ona nietylko się utrzy-
mała w gieometryi syntetycznej, ale przeszła następnie i do gieometryi anali-
tycznej. 

Godnym spółzawodnikiem STEiNEE'a w ugruntowaniu metod gieome-
tryi nowoczesnej był CHASLES, jeden z najgienijalniejszych i najuczeńszych 
badaczów, któremu równych niewielu historyja gieometryi wykazuje. Pierw-
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szym większym dziełem tego uczonego była wymieniona już łiistoryja gieo-
metryi, której pierwsze wydanie wyszło w r. 1837, a drugie (niezmienione) 
w r. 1 8 7 5 . Ponieważ w tym dziele złożył CHASLES pierwsze początki prawie 
wszystkich swych prac późniejszych, jak np. Traite de geometrie superieure 
( 1 8 5 2 ) i Traite des sections coniąues ( 1 8 6 5 ) , przeto szczegółowiej je rozbierzemy. 

Historyja gieometryi CHASLEs'a składa się z trzech części. Pierwsza 
jest wykładem historycznym początku i rozwoju rozmaitych gałęzi gieome-
tryi od pierwszych tej nauki zawiązków do czasów MoNGE'a i CARNOT'a. Na 
tym głównie wykładzie, a w części i na ogłoszonym w końcu zeszłego wieku 
2-im wyd. dzieła MONTUCLA: Ilistoire des matlwmatiąues (4 tomy) oparliśmy nasz 
rys historyczny. — W drugiej części znajdują się przypiski, zawierające rozwi-
nięcie histroryczne różnorodnych zagadnień, zawartych w dziełach różnych 
gieometrów, będących zarodkiem później odkrytych prawd gieometrycznych. 
Trzecia część zawiera dwie rosprawy: o zasadzie dwoistości i o zasadzie je-
dnokreślności; ta część trzecia dała powód do napisania całego dzieła. 
Z przypisków wymienić należy naprzód III, w którym CHASLES wykazuje 
znaczenie istotne poryzmów EUKLIDESA. Myśli tu rzucone rozwinął on na-
stępnie i nawet odtworzył prawdopodobną osnowę dzieła EUKLIDESA W pracy 
już powyżej wspomnionej (Les trois livres de porismes ^ 'EUCLIDE . . . . ) . — 
W przypisku I X znajdujemy określenie i własności główne stosunku niehar-
monicznego czterech punktów i czterech promieni, t. j. tego stosunku, któ-
ryśmy, idąc za MoEBius'em, spółczesnym matematykiem, nazwali stosunkiem 
podwójnego podziału. Tu okazuje CHASLES, że twierdzenie o niezależności 
stosunku podwójnego podziału czterech punktów przecięcia się poprzecznej 
z czterema promieniami pęku od położenia tej poprzecznej było znane już 
PAPPUSOWI. —Przypisek X poświęcony wyłożeniu teoryi inwolucyi. CHASLES 
okazuje znowu, że już PAPPUS znał inwolucyją trzech par punktów, w których 
poprzeczna przecina dwie pary boków przeciwległych i parę przekątnych czwo-
roboku, że następnie DESAEGUES uogólnił to twierdzenie, podstawiwszy zamiast 
pary przekątnych krzywą rzędu 2-go, opisaną na czworoboku. — W przypi-
skach XV i XYI wyprowadza CHASLES ze wspomnianego dopieroco twier-
dzenia DESARGUEs'a owe twierdzenia, któreśmy udowodnili w art. 51 części 
pierwszej, a które prowadzą do opisania krzywych rzędu 2-go zapomocą dwu 
jednokreślnych szeregów punktów lub pęków promieni; z nich wyprowadzić 
można nieomal wszystkie własności krzywych rzędu 2-go. — Przypisek 
XXVIII zawiera rozwiązanie zagadnienia: »gdy dane są cztery powierzchnie 
rzędu 2-go, wpisane wjednę powierzchnią tegoż samego rzędu U, znaleść 
inną powierzchnią rzędu 2-go, wpisaną także w U, a styczną do owych czte-
rech powierzchni danych«. Jako przypadek szczególny zjawiają się tu za-
gadnienia o kuli stycznej do czterech kul danych (dość bowiem przyjąć, że 
IJ sprowadza się do płaszczyzny koła urojonego w nieskończoności), oraz ogól-
niejsze o powierzchni rzędu 2-go, stycznej i homotetycznej z czterema innymi 
powierzchniami rzędu 2-go. — Przytaczamy nakoniec przypisek XXXI , 
w którym CHASLES wyłożył wiele nowych własności powierzchni rzędu 2-go, 
a między innymi teoryją krzywych ogniskowych. Lubo już D D P I N wpadł na 
te krzywe, a następnie matematyk niemiecki MAGNUS W tomie XVI roczni-
ków GEEGONNE'a dowiódł istnienia i własności prostych ogniskowych w sto-
żku rzędu 2-go, wszakże dopiero CHASLES i spółczesny mu uczony dubliński 
MAC-CULLAGH wykazali ich rzeczywiste znaczenie i związali je z teoryją po-
wierzchni rzędu 2-go spółogniskowych. 

Pominąć musimy inne przypiski niemniej ważne, jak np. XXVI, w któ-
rym rzuca CHASLES trafne myśli o wielkościach urojonych w gieometryi, 
a przechodzimy do części trzeciej. Przekształcanie figur gieometrycznych 
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jednych na inne i wyprowadzenie własności jednych z własności innych jest 
jednym z najdzielniejszych środków w badaniach gieometrycznych. W tej 
części uzasadnia CHASLES dwie metody takiego przekształcenia: metodę, po-
legającą na zasadzie dwoistości, t. j. zależności między dwiema figurami, 
w których punktom i płaszczyznom jednej odpowiadają odpowiednio pła-
szczyzny i punkty drugiej, i metodę, polegającą na zasadzie jednokreślności, 
t. j. zależności między dwiema figurami, w których równanie jednej jest prze-
kształceniem linijowym drugiej (art. 73 w części pierwszej). Pierwsza z tych 
metod wyrosła na gruncie teoryi PoNCELET'go biegunowych wzajemnych, 
a pomysł drugiej należy przypisać MoEBius'owi, który go ogłosił w swym 
dziele: Der harycentrisclie Calcul, ein neues Hulfsmittel zur analytisclien Behan-
dlung der Geometrie ( 1 8 2 7 ) . 

Gieometryja syntetyczna znalazła w pracach STEiNEB'a i CHASLE8'a tak 
potężne, a przy tym tak proste środki badania, że, jakeśmy już wspomnieli, 
wyprzedziła metodę analityczną w odkrywaniu nowych prawd gieometry-
cznych, co pobudziło zwolenników gieometryi analitycznej do przyswojenia 
sobie tych myśli podstawowych, którym gieometryja syntetyczna swą potęgę 
zawdzięcza, do udoskonalenia samego rachunku i do obmyślenia nowych 
układów spółrzędnych. Nie podobna wymienić wszystkich badaczów, którzy 
pracowali nad udoskonaleniem gieometryi analitycznej w tym kierunku; 
wskażemy tylko główniej szych. 

Uprzednio jednak powiedzieć nam nieco wypada o najważniejszych pra-
cach gieometrycznych GAUSs'a, jednego z największych matematyków wogóle. 
Niema gałęzi matematyki czystej i stosowanej, w którejby G A U S S nie zostawił 
niezatartych śladów swego gienijuszu. Gieometryja analityczna zawdzięcza mu 
znaczny postęp w teoryi krzywizny powierzchni. Przed nim badano krzywi-
znę nie powierzchni krzywej, ale przecięć płaskich tej powierzchni. Dopiero 
GAUSS (Disąuisitiones generales circa superficies curvas w G A U S S Werke tom IV) 
z pewnego twierdzenia, dowiedzionego przez E,ODRiGUEs'a, wyprowadził na-
der ważne pojęcie krzywizny zupełnej w każdym punkcie powierzchni. Ta 
teoryja krzywizny zupełnej, wraz z teoryją linij gieodezyjnych i teoryją roz-
wijania jednych powierzchni na innych, także przez GAUSs'a rospoczętą, 
otworzyła nowe pole do badań, na którym odznaczył się cały szereg matema-
tyków, jak J O A C H I M S T H A L , K U M M E R , C H R I S T O F P E L U Niemców, a Boun, 
B O N N E T , T ISSOT U Francuzów. 

Przejdźmy teraz do reformatorów gieometryi analitycznej. 
O MoEBius'ie wspomnieliśmy, jako pierwszym, który wpadł na pomysł 

przekształcenia figur, polegającego na zasadzie ogólnej jednokreślności, obej-
mującej w sobie, jako przypadki szczególne, teoryją figur przystających, ho-
motetycznych i podobnych. MoEBius'owi zawdzięcza gieometryja anality-
czna wprowadzenie obszernego użycia teoryi stosunku podwójnego podziału 
i teoryi inwolucyi, jako podstawy swych badań, a nadto w wyrażeniu punktu 
na płaszczyźnie zapomocą trzech, a w przestrzeni zapomocą czterech danych 
punktów tkwi pierwsza myśl spółrzędnych płaszczyzny w przestrzeni. 

PiiUCKEE należy do najważniejszych reformatorów metody analitycznej. 
Już bowiem w drugim tomie swych Analytisch-geometrische EntwicTcelungen 
(1828 —1831) wprowadził w sposób systematyczny spółrzędne linii prostej 
na płaszczyźnie i na nich oparł wykład gieometryi analitycznej płaskiej, idą-
cej równolegle z gieometryją analityczną płaską, opartą na spółrzędnych 
DESCARTEs'a, a wyłożoną przez niego w pierwszym tomie tego dzieła. W dru-
gim swym dziele: System der analytischen Geometrie auf neue Betrachtungsweisen 
yegrundet ( 1 8 3 5 ) wprowadził P L U C K E E W sposób systematyczny spółrzędne 
jednorodne do gieometryi analitycznej płaskiej, lubo pomysł tych spółrzę-
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dnych nie jest jego, ale BoBiLLiER'go, matematyka francuskiego, który w ros-
prawie: Essai sur mi nouveau modę de recherche des proprietis de Vetendue, za-
mieszczonej w tomie X Y I I I roczników GEEGONNE'a, przedstawił krzywą 
rzędu 2-go, opisaną na trójkącie, którego boków równania są A = : 0 , B : = 0 , 

przez równanie kształtu: a B C ^ C A + cAB = O, gdzie a, b, c 
są spółczynnikami stałymi. "W każdym razie zasługą PLUCKEE'a jest po-
pierwsze, wykazanie w szeregu zastosowań użyteczności tych spółrzędnych 
w badaniu własności figur wykreślnych, a powtóre, sprowadzenie równań 
algiebraicznych do jednorodności, co, z punktu widzenia analizy, niezmiernie 
ułatwia ich badanie. 

Zasługi PLUCKEE'a nie kończą się na wprowadzeniu tych nowych spół-
rzędnych; pozostawił on bowiem, oprócz wielu innych prac, jeszcze dwa wię-
ksze dzieła, gieometryi analitycznej poświęcone: Theorie der algehrischen Cur-
ven.... (1839) i Neue Geometrie des Raumes, gegrundet auf die Betrachtung der 
geraden Linie ais Raumelement (1868). 

W pierwszym z tych dzieł oparł teoryją krzywych algiebraicznych na no-
wym pomyśle liczenia stałych, od których zależy krzywa. Wyznaczenie na-
stępne ilości punktów podwójnych, punktów zwrotu i przegięcia, tudzież ilo-
ści stycznych podwójnych i stycznych zwrotu, zachodzących w krzywej pewne-
go rzędu i pewnej klasy, doprowadziło go do znanych pod jego nazwą wzo-
rów (art. 222 w części pierwszej), na których odtąd opiera się klasyfikacyja 
krzywych tego samego rzędu. W drugim z wymienionych dzieł oparł cały 
system gieometryi analitycznej w przestrzeni na uważaniu linii prostej, jako 
podstawowego elementu figur gieometrycznych. Sam ten jednak pomysł spół-
rzędnych linii prostej w przestrzeni jest własnością gieometry p. CAYLEY'ego, 
który go ogłosił w Philosophieal Transactions (1865), mówiąc o momencie dwu 
prostych w przestrzeni (art. 37 części drugiej). Na tym nowym polu, które 
PLUCKEB, tym dziełem otworzył, powstają liczne prace spółczesnych matema-
tyków, z grona których wyróżniają się pp. K L E I N i Sopnus L IE , ozdabiający 
swymi pracami Mathemałische Annalen, założone przez CLEBSCH'a. 

Wprowadzenie spółrzędnych jednorodnych punktu i linii prostej na pła-
szczyźnie, a płaszczyzny w przestrzeni, jak również oparcie badań na teoryi 
stosunku podwójnego podziału, teoryi inwolucyi i wogóle podziałów jedno-
kreślnych było pierwszym krokiem do przekształcenia gieometryi anality* 
cznej w duchu metod STEiNEE'a i CHASLES'a. Odtąd gieometryja analityczna 
i syntetyczna, wychodząc z tych samych zasad, na dwu różnych drogach dążą 
do tego samego celu. 

Pozostało jeszcze zmniejszyć trudności, jakie w poszukiwaniach ogól-
nych stawiał sam rachunek algiebraiczny. Walny środek zmniejszenia tych 
trudności znalazła gieometryja analityczna w teoryi wyznaczników, rozwi-
niętej pracami YANDEEMONDE'a, CAUCHY'ego i jAC0Bi'eg0, a następnie w teo-
ryi form, stworzonej przez p. Artura CAYLEY'ego, a stanowiącej przedmiot 
usilnych badań najznakomitszych matematyków spółczesnych, jak jej twórca, 
pp. SYLYESTEE, ŚALMON; H E E M I T E , AEONHOLD, WEIEESTEASS, niedawno 
zgaśli H E S S E , CLEBSCH i BEIOSCHI, oraz wielu innych. 

N a tym kończymy nasz krótki rys historyczny początku i rozwoju gieo-
metryi analitycznej; przedstawienie obecnego stanu zasad tej nauki jest rze^ 
czą samego jej wykładu. 
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Peryjodowi żywego ruchu naukowego na zachodzie, w którym się poczęła 
gieometryja analityczna, odpowiada upadek nauk w Polsce, spowodowany 
tak rosterkami wewnętrznymi, jak i zwichnioną edukacyją narodową. Wpra-
wdzie moźnaby wnosić, że znakomitym gieometrom polskim z czasów pano-
wania Władysława I V , MACIEJOWI GEOSKOWSKIEMU, autorowi Geometria pe-
regrinans, i JANOWI BROŻKOWI (Broscius), autorowi Arithmetica integrorum.^ 
tudzież, z czasów Jana I I I , STANISŁAWOWI SOLSKIEMU, autorowi Gieometry 
i architeMy polskiego, nieobcą była znajomość doktryny DESCAETEs'a, wszakże 
aż do połowy wieku X Y I I I nieznana nam żadna praca, w tym przedmiocie 
przez Polaka ogłoszona. 

Pierwszym z uczonych polskich, którzy zostawili ślad piśmienny zajmo-
wania się gieometryją analityczną, był prawdopodobnie M I C H A Ł H U B E , urodzo-
ny r. 1737 w wiosce pod Toruniem, którego dziad wyrokiem Jana Kazimirza 
przeciw socynianom był zmuszony opuścić Litwę ojczystą. H U B E już w 17 
roku życia swego wydał w Lipsku (1755) dzieło: Be sectionihus conicis, które 
mu zjednało przyjaźń EuLEE'a. Jak jego naukę E U L E R cenił, dowodzi najle-
piej listEuLER'a do HUBEGO (31/Vr. 1759), w którym mu przyznaje pierwszeń-
stwo w jasnym wytłómaczeniu natury różniczek. Pomimo powołania do E.o-
syi, pozostał H U B E W kraju, początkowo na posadzie pierwszego sekretarza 
w Toruniu, a następnie od r. 1782 na posadzie jeneralnego dyrektora nauko-
wego Korpusu kadetów w Warszawie. Z prac późniejszych bardzo cenione są 
jego dzieła niemieckie: ^Gospodarz wiejski" i «0kształcie ziemia, tudzież zna-
komity plan fizyki elementarnej, hidrauliki i historyi naturalnej, napisany na 
wezwanie Komisyi edukacyjnej, który w części tylko urzeczywistnił, wypra-
cowawszy wydane przez owę Komisyją: Wstęp do fizyki dla ssJcól narodowych 
(1783) i Mechanikę, jako część \ Fizyki dla szkół narodoioych (1792). H U B E 
umarł 16/VII 1807 w Poty czy, przelawszy na syna KAROLA, profesora na uni-
wersytecie Jagiellońskim, zamiłowanie do studyjów matematycznych. 

Do rospowszechnienia znajomości gieometryi w Polsce przyczyniło się 
głównie wprowadzenie tej umiejętności do programu szkoły Korpusu artyle-
ryi narodowej i obu Szkół Głównych, koronnej w Warszawie i litewskiej 
w Wilnie, po ich zreformowaniu przez Komisyją edukacyjną. Jako podrę-
cznik w szkole artyleryi służyła: Nauka matematyki, do użytku artyleryi fran-
cuskiej napisana przez p. BEZGUT a na język polski przełożona przez kap. 
art. JÓZEFA JAKUBOWSKIEGO (Warszawa 1781, 4 tomy). Drugi tom tego 
dzieła zawiera w części drugiej teoryją analityczną przecięć ostrokręgowych, 
pierwszą w języku polskim. , 

Dla użytku zaś w Szkołach Głównych napisał J A N SNIADECKI znako-
mite dzieło: Rachunku algiehraicznego teoryja przystosowana do linij krzywych 
(Kraków, 1783,2 tomy), o którym wyżej (str. XXIV) była już mowa (to dzieło 
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było również używane w gimnazyjum wołyńskim w Krzemieńcu). Rozliczne 
zajęcia na polu organizacyi i administracyi szkół, tudzież prace astronomi-
czne nie dozwoliły Śniadeckiemu zrobić drugiego wydania tego dzieła, w któ-
ry mby mógł uwzględnić późniejsze postępy gieometryi analitycznej. Dla-
tegoteż już w początkach bieżącego wieku zaczęto myśleć o nowym podrę-
czniku, więcej odpowiednim posuniętemu stanowi umiejętności. Wszakże 
nim o pracach w tym kierunku podjętych mówić będziemy, wypada nam 
w porządku chronologicznym wspomnieć o kilku mężach, którzy pracami sa-
modzielnymi kilka cegiełek dorzucili do budowy gieometryi analitycznej. 

Pierwsze między tymi mężami miejsce zajmuje J A N J O A C H I M L I Y E T , 
były repetytor w szkole politechnicznej paryskiej, a od r. 1809 profesor ma-
tematyki wyższej w szkole artyleryi i inżynieryi w AYarszawie. Jeszcze przed 
powołaniem swym do Warszawy, L I Y E T ogłosił kilka prac z gieometryi ana-
litycznej. I tak, znajdujemy w Gorrespondance sur l'ecole pólyUchniąue: na rok 
1804 pracę powierzchniach stopnia 2-gO'; na rok 1805 >0 dotknięciu po-
wierzchni stożkowych z powierzchnią stopnia 2-go« z rozważaniem przy-
padków, kiedy wierzchołek stożka opisuje liniją prostą, liniją krzywą płaską, 
płaszczyznę i jakąkolwiek powierzchnią stopnia 2-go; na rok 1806 »0 kra-
wędzi zwrotu powierzchni będącej obwiednią przestrzeni, którą kula przebie-
gła, opisując swym środkiem cyklojdę*; na rok 1809 >0 krawędziach zwrotu 
powierzchni rozmaitych, będących obwiedniami przestrzeni przebieżonej 
przez powierzchnią stopnia 2-go«. Druga z tych rospraw znajduje się obszer-
niej wyłożona także w Journal de Vecole polytechniąue (Cahier XIII), gdzie 
także znajduje się jego praca »0 formułach przejścia z jednego układu spół-
rzędnych prostopadłych do innego układu spółrzędnych równoległych, lub 
także prostopadłych, i o własnościach powierzchni stopnia 2-go, odniesionych 
do swych średnic sprzężonych'. W tejto pracy pierwszy L I Y E T użył wzorów 
symetrycznych, na zmianę spółrzędnych i pierwszy dowiódł dwu ważnych 
twierdzeń: a mianowicie, że suma kwadratów długości średnic sprzężonych, 
jakoteż objętość równoległościanu, zbudowanego na średnicach sprzężonych, 
jest stałą. Twierdzenie, że suma kwadratów ścian tego równoległościanu 
jest stałą, udowodnił poraź pierwszy B I N E T . 

W czasie czteroletniego pobytu w Warszawie L I T E T kończył (według 
świadectwa F E L I K S A B E N T K O W S K I E G O W Bocznikach towarzystwa przyjaciół 
nauk w Warszawie, tom X) rosprawę, w której śledził historycznie, jakimi dro-
gami postępowało wielu w teoryi równań stopnia 5-go i wyższych, i okazywał, 
jaka korzyść z tych badań, co do celu samego nieużytecznych i nadaremnych, 
wogóle dla nauk matematycznych wynika. Ta praca po śmierci autora (r. 
1812) zaginęła. Jeżeli te prace wskazują męża wielkich zdolności, to znowu 
wykład ustny LrVET'a miał się odznaczać niepospolitą jasnością i ścisłością. 
Nie dziw więc, że z jego szkoły wyszło wielu zdolnych matematyków, jak 
SAPALSKI , autor pierwszej gieometryi wykreślnej w języku polskim (jeżeli nie 
będziemy liczyli P o T i E E ' g o Gieometryi rysunhowej, przełożonej przez HRECZYN:Ę) , 
i H E M B I E L I Ń S K I , O którym będzie mowa poniżej, oraz że ta szkoła i w latach 
następnych nie zboczyła z drogi, wytkniętej przez LiYET'a. 

Jak LIYET swoimi cennymi wykładami przyczynił się do rozbudzenia 
u nas zamiłowania do nauk matematycznych, tak znowu inny Francuz z rodu 
P A S C H A L I S P O U L L I N cennym dziełem: Teoryja przecięć ostrokręgowych, ich kwa-
dr o wania, jakoteż kilku innych linij krzywych znanych pod nazwiskami: 
konch oj dy Nikomedesa, cysojdy Dioklesa, logarytmiki, cyklojdy, kwadratry-
cy Dinostratesa, wężownicy (spiralnej) Archimedesa, wężownicy równorzu-
tniowej (parabolicznej), wężownicy hiperbolicznej, wężownicy logarytmicznej, 
czyli traktat rozbiorowy tych linij kizywych... przez Paschalisa POTJLLIN, 
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członka towarzystwa królewsko-warszawskiego przyjaciół iiauk« (we Wrocła-
wiu, 1813) wzbogacił literaturę naukową i)rzybranej swej ojczyzny. Dzieło 
to jeszcze dzisiaj z zajęciem może być czytane, tak dla samego przedmiotu 
nader jasno i wielu częściach samodzielnie wyłożonego, jakoteź dla obfitości 
cytat historycznych, świadczących o rozległych i gruntownych autora wiado-
mościach. *) 

Założenie towarzystwa przyjaciół nauk w "Warszawie, a w Krakowie 
towarzystwa naukowego z uniwersytetem Jagiellońskim złączonego było wy-
nikiem silniej rozbudzonego ruchu umysłowego w dzielnicach dawnej Polski. 
Prace tych towarzystw odnosiły się głównie do zakresu nauk moralnych; 
wszelako i nauki ścisłe miały w ich łonie kilku dzielnych przedstawicieli. 
I tak Roczniki towarzystwa naukowego krakowskiego od pierwszego jego za-
wiązku wzbogacał cennymi rosprawami K A R O L H U B E , profesor matematyki 
na uniwersytecie Jagiellońskim. Oprócz prac czysto algiebraicznych, jak: 
O różnych dowodzeniach twierdzenia, że każde zrównanie algiebraniczne na 
czynniki rzetelne 1-go albo 2-go stopnia rozłożonym być może z r. 1816 (tom 
IV), O pewnym twierdzeniu z teoryi liczb (tom XVII) i (tom X V i n ) O przy-
bliżonym sposobie wyrachowywania pierwiastków równań liczebnych (z których 
ostatnia wykazuje, że autorowi sposób oddzielenia pierwiastków, podobny do 
sposobu FouBiEE'go, jeszcze w r. 1804 był znany), roczniki tow. nauk. krak. 
zawierają nader cenne rosprawy z gieometryi analitycznej tego uczonego, 
które do najlepszych w naszej literaturze zaliczone być mogą. — Jakoż, ros-
prawa H U B E G O W tomie V O trygonometryi kulistej daje nowy dowód twierdze-
nia fundamentalnego i dwa nowe dowody wzorów r)ELAMBEE'a, przypisywa-
nych GAUSs'owi; tom VIII zawiera rosprawę O wyznaczeniu hryłowatości klina 
ostrokręgowego, odciętego od ostrokręgu płaszczyzną, jakiekolwiek poło-
żenie względem jego podstawy mającą, która rozwiązuje zadanie niezupełnie 
rozwiązane w tomie I I Correspondance sur Vec. pol. — Tom I X zawiera: lloz-
prawę o początkach gieometryi analitycznej czyli o linii prostej i płaszczyźnie. Po-
czątek tej pracy dała rozprawa CHASLEs'a w tomie I I I Correspondance sur Vec. 
pol. o własnościach średnic sprzężonych elipsojdy, których 3 5 CHASLES po-
daje. Dla udowodnienia tych własności potrzeba rozwiązać kilka zadań 
o linii prostej i płaszczyźnie, nie znajdujących się w ogłoszonych podręczni-
kach. Tutaj znajdujemy dowód twierdzenia: Jeżeli S oznacza pole figury 
zamkniętej płaskiej, a T pole jej rzutu na inną płaszczyznę, dokonanego ró-
wnolegle do prostej r, to 

Sin (r, T) 
W tomie X I znajdujemy Dalszy ciąg zadań linii prostej i płaszczyzny tyczących 
się, jako i o tworzeniu się powierzchni krzywych przez linije proste. — W tomie 
X I I I czytamy Rozprawę o fenomenach niektórych pochodzących z ruchu wirowego 
ciał, e przydaniem uwag nad przerobieniem współrzędnyah i niektórymi twierdzenia-

*) Słownictwo, ktdfego używa POULLIN, jest często dość dziwne. Przed ogłoszeniem dzieła 
przedstawił jego program Dyrekcji edukacji narodowej księstwa warszawskiego; ta instytucyja 
swe uwagi przesłała autorowi przez prefekta departamentu poznańskiego, który jednak po dwu 
dopiero latach (w r. 1814) zakomunikował je POULLINOWI. Wskutek tego ten ostatni pisze o owych 
uwagach do Dyrekcyi ed. nar. »Bardzo mi jest bolesnem, żem je odehrał tak nie rychło, gdyż gdy-
by mnie były natychmiast doszły, byłbym miał sobie za powinność stosować się do woli Prześwietnej 
Dyrekcyi, abym.... nie wystawiał się na używanie wyrazów polskich nie przyjętych, albo nieotar-
tych Wreszcie, gdybym wydał powtórną edycyą, wtedy zamieniłbym wyrazy tecliniczne w pier-
wszej użyte na wyrazy, które Prześwietna Dyrekcya raczy mi wskazać" (z Wrocławia, 25 lutego 
r. 1814). 
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mi tycz(icymi się momentów. — W tomie XIV pomieścił H U B E Eosprawę o twier-
dzeniach p. MONGE stykania się poioierzclmi stopnia 2-(jo tyczcicych się, uwagi nad 
dowodzeniem ich przez CHASLES'a ogłoszonym i dowód analityczny twierdzenia, że 
dwie poioierzchnie 2-go stopnia na trzeciej opisane zawsze się to dwu krzywych pła-
skich przecinają. (CHASLES dowiódł tego twierdzenia gieometrycznie.) — W to-
mie iiakoniec XVII i X V n i znajdujemy dowód analityczny twierdzenia 
MoNGE'a, źe jakakolwiek powierzcłmia skośna może być zawsze dotknięta 
wpodłuż każdej tworzącej przez nieskończoną liczbę powierzchni stopnia 2-go 
rodzaju tych, które się zowią hiperbolojdą o jednej powłoce i parabolojdą hi-
perboliczną. 

Z tego zestawienia prac HUBEGO widzimy, że gieometryja analityczna 
miała w nim godnego u nas reprezentanta, nie poprzestającego na śledzeniu 
wypadków prac obcych, ale samodzielnie rozwiązującego zagadnienia, bę-
dące na porządku dziennym. 

Prócz prac HUBEGO, ozdobą rzeczywistą Boczników towarzystwa nauko-
wego krakowskiego (tom X I I i X V ) są dwie rozprawy p. AUGUSTYNA 
FRĄCZKIEWICZ A, czcigodnego nestora matematyków polskich, który naprzód 
jako profesor liceum krakowskiego, następnie jako profesor uniwersytetu 
warszawskiego, a po zwinięciu tegoż, jako wykładający w kursach dodatko-
wych, a nakoniec jako dziekan i profesor b. Szkoły Głównej warszawskiej, 
wytrawnymi i wzorowymi wykładami rozbudzał i utrzymywał zamiłowanie 
do studyjów matematycznych w kilku gieneracyjach młodzieży. Lubo tak 
te prace, jak i ogłoszone później w kilku tomach Biblioteki Warszawskiej (mię-
dzy r. 1844 a 1860), odnoszą się przeważnie do gieometryi czystej, do try-
gonometryi i do algiebry, wszakże poczytywaliśmy sobie za obowiązek wspo-
mnieć o nich, jako hołd należny od młodszego kolegi, który Jego światłym 
radom wiele zawdzięcza. 

Roczniki warszawskiego towarzystwa przyjaciół nauk zawierają trzy ros-
prawy gieometryczne pióra K A J E T A N A GARBIŃSKIEGO, profesora uniwersytetu 
warszawskiego i dyrektora szkoły przygotowawczej do instytutu politechni-
cznego, autora nader cennej pracy: Wykład syntetyczny tcłasnościpowierzchni 
skośnych z ich przystosowaniem do konstrukcyi machin.... (w Warszawie, 1822). 

tomie XVIII znajduje się rosprawa: Sposób graficzny kreślenia stycznych do 
Unii spiralnej ostrokręgowej, t.j. do linii skośnej, według jakiej walec prosty, ma-
jący za podstawę wężownicę Archimedesa, przecina się z ostrokręgiem pro-
stym, którego oś schodzi się z tworzącą walca, przechodzącą przez początek 
wężownicy. Ta sama praca została ogłoszona w XVI tomie roczników GEE-
GONNE'a. — Tom X I X zawiera: Notoy sposób roziciązania dwóch zagadnień gieome-
trycznychjio^iinjdi w XV tomie roczników GERGONNE'a: 1® ze wszystkich 
łuków równych co do długości, a nakreślonych promieniami różnymi, który 
obejmuje obwodem swoim i cięciwą odcinek koła największy? 2® ze wszystkich 
kalot kulistych, równych co do powierzchni, ale różnych promieni, która 
między powierzchnią swoją a powierzchnią koła, będącego jej podstawą, obej-
muje odcinek kuli największy? W tej rosprawie wspomina autor, że te same 
zagadnienia rozwiązał dr. JANICKI W numerze 2-im Pamiętnika naukowego 
przed nadejściem do Warszawy rozwiązań, w rocznikach GERGONNE'a ogło-
szonych. — Tom X X I nakoniec zawiera rozwiązanie gieometryczne zaga-
dnienia, które podał GERGONNE W XVII tomie swych roczników: wyznaczyć 
ściśle liniją prostą, przecinającą cztery linije proste, dane w przestrzeni w ten 
sposób, iż dwie którekolwiek z nich nie leżą na jednej płaszczyźnie. To roz-
wiązanie zamieścił GERGONNE W tomie XVIII swych roczników, razem z roz-
Aviązaniem BOBILLIEE'go. Rozwiązanie analityczne tego twierdzenia, dane także 
przez GARBIŃSKIEGO, znajduje się w tomie V dziennika CRELLE'go. 
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Na kierunek gieometryczny prac GAEBIŃSKIEGO wpłynęła bezwątpienia 
tradycyja zaszczepiona przez LiVET'a w szkole artyleryi i inźynieryi w War-
szawie, która, jakeśmy powiedzieli, wydała autora pierwszej gieoraetryi wy-
kreślnej w języku polskim, FRANCISZKA SAPALSKIEGO, kapitana artyleryi, 
a później profesora gieometryi wykreślnej i matematyki stosowanej na uniwer-
sytecie Jagiellońskim, tudzież LUDWIKA REMBIELIŃSKIEGO, oficera artyleryi. 
autora dzieła: Teoryja krzywych iloczynoivych (w Warszawie, 1826). Aby dać 
wyobrażenie o tym dziele, weźmy na prostej dwa punkty stałe, A i B, i punkt 
bieżący P, kładąc a?, = AB, i odcinając na prostopadłej do 
AB w punkcie P długość y=zx(x —AB)-, wówczas mieć będziemy punkt 
bieżący krzywej iloczynowej rzędu 2-go (krzywa iloczynowa będzie krzywą 
rzędu w-go, jeżeli ilość punktów stałych jest =11). Dziś takie krzywe na-
zwaćby należało parabolicznymi. Otóż, własności tych krzywych bada autor, 
a potym stosuje je do teoryi równań algiebraicznych. Praca ta, jako samo-
dzielna, zasługuje ze wszech miar na chlubną wzmiankę i na bliższy rozbiór, 
czego wszakże musimy sobie odmówić, aby zbyt nie rosszerzać ram tego 
krótkiego rysu historycznego. 

Brakowi podręcznika do nauki gieometryi analitycmej, odpowiedniego 
znacznie posuniętemu stanowi umiejętności od chwili wyjścia dzieła ŚNIADE-
CKIEGO, zaradził naprzód ANTONI W T R W I C Z , profesor na uniwersytecie wileń-
skim, przez przekład znakomitego dzieła BioT'a, zalecającego się wielką 
jasnością i wytwornością wykładu, i dlatego powszechnie cenionego. Prze-
kład ten wyszedł pod tytułem: Początki gieometryi analitycznej, zastosowane do 
linij krzywych i powierzchni drugiego porządku (w Wilnie, 1-e wydanie w r. 1819, 
a 2-gie w r. 1825). Dokładność przekładu i nieporównana czystość języka, 
a nadto znakomity wstęp, traktujący o sposobach postępowania w wykreśla-
niu wyrażeń algiebraicznych i zastosowanie tych sposobów do rozwiązania 
zapomocą wykreślenia zadań gieometrycznych oznaczonych, czynią to dzieło 
jeszcze dziś, pomimo takich postępów nauki, niezmiernie cennym. 

Na podstawie tego dzieła ułożył AYYRWICZ dla szkół gimnazyalnych: 
Początki gieometryi analitycznej, które wyszły w dwu tomikach (w Wilnie 
1828 — 1829) i obejmują, oprócz wstępu, gieometryją analityczną linii prostej 
na płaszczyźnie i w przestrzeni, płaszczyzny, koła, elipsy, paraboli i hiper-
boli. Dziełko to jest nieporównanie lepsze od wszelkich późniejszych aż do 
obecnej chwili, używanych w szkołach średnich. 

W przedziale czasu między 1-ym i 2-ini wydaniem przekładu dzieła 
BiOT'a ogłosił A D R T J A N KRZYŻANOWSKI, późniejszy profesor na uniwersytecie 
warszawskim, dzieło: Gieometryją analityczna linij ipotvierzchni drugiego rzędu 
(w Warszawie, 1822). Pod względem obfitości materyjału jest ono pełniej-
sze, od dzieła BiOT'a, osobliwie w części traktującej o powierzchniach rzędu 
2-go wszakże pod względem jasności wykładu i logicznego powiązania szcze-
gółów, tudzież odniesienia tychże do najwłaściwszych źródeł, nie sprosta ono 
owemu dziełu. 

Zamknięcie uniwersytetu warszawskiego, przeniesienie wileńskiego do 
Kijowa, tudzież zreformowanie krakowskiego na wzór austryjackich spowo-
dowały zastój w ruchu umysłowym u nas, z którego zaczęliśmy się podnosić 
dopiero w drugiej połowie bieżącego wieku. 

Nie tu miejsce wskazywać*^ te czynniki, które rozbudziły u nas nanowo 
uśpiony ruch na polu naukowym, jaki się rospoczął między 1850 a 1860 ro-
kiem. — W zakresie gieometryi analitycznej pojawiła się w tej epoce na-
przód: Gieometryją analityczna linij i poicierzchni drugiego rzędu ^^Tzez JANA 
KANTEGO STECZKOWSKIEGO, profesora uniwersytetu Jagiellońskiego (w Kra-
kowie, 1859). Wydanie tego dzieła było na czasie, pomimo że nie odźwier-
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ciadlało ono spółczesiiego stanu tej umiejętności; wobec bowiem zupełnego 
wyczerpania dzieł ŚNIADECKIEGO i WYEWICZA, było ono jedynym, które mło-
dym adeptom nauki dało poznać bogactwo, wyrazistość i jędrność języka ma-
tematycznego polskiego. 

W kilka lat później (we Lwowie, 1861—4) wydał p. WAWEZYNIEC 
ŻMUEKO, profesor akademii technicznej we Lwowie: WyMad matematyki 
(2 tomy), obejmujący w sobie także kurs gieometryi analitycznej. "W tym 
dziele usiłował autor oprzeć wykład całej matematyki na nowych podsta-
wach; wszakże skutek nie odpowiedział zamiarowi. W każdym razie, pomi-
nąwszy niepoprawność języka, a stąd niejasność wykładu, gieometryja anali-
tyczna ZMUEKI , oile to dotyczy własności metrycznych figur gieometrycznych, 
wzbogaciła cennym przyczynkiem naszę literaturę. Oprócz tego dzieła, ogłosił 
p. ŻMUEKO kilka rospraw z zakresu gieometryi analitycznej, traktujących 
rzeczy znane cokolwiek odmiennymi sposobami, a nadto obmyślił przyrządy 
do kreślenia trzech krzywych rzędu 2-go, przynoszące zaszczyt wynalazcy. 

Ostatnim podręcznikiem polskim, który wyprzedził naszę pracę, są: Za-
sady gieometryi analitycznej.... z rysem historycznym początku i rozwoju tej 
umiejętności.... przez ADOLFA SĄGAYEĘ, których wyszedł tylko tom I (w Pa -
ryżu, 1877) i nie obejmuje całkowitego wykładu gieometryi płaskiej. Wyda-
ny tom I jest ułożony według kursu litografowanego p. PAiNViN'a; wyszedł 
on nakładem nieodżałowanego hr. J A N A DZIAEYŃSKIEGO, który, przez założe-
nie towarzystwa nauk ścisłych w Paryżu i hojne wspieranie wydawnictw na-
ukowych, wielce wpłynął na rozwój literatury matematycznej polskiej w osta-
tnich trzydziestu latach. 

Pamiętniki towarzystwa nauk ścisłych zawierają, oprócz wielu prac cen-
nych z innych gałęzi matematyki czystej, kilka rospraw z gieometryi anali-
tycznej, jak p. WŁADYSŁAWA TEZASKI (KEETKOWSKIEGO) O nakreśleniu do 
trzech kół, danych na powierzchni kuli, czioarteyo hoła stycznego, leżącego na tejże 
powierzchni (tom I) i p. M. A. BAEANIECKIEGO wykład habilitacyjny: Zasa-
dnicze wnioski gieometryczne z teoryi algiehraicznej form kwadratoivych podwójnych 
(tom VIII). Te dwie prace, jak również rozwiązanie zagadnienia o kuli sty-
cznej do czterech kul danych, podane przeze p. KEETKOWSKIEGO w jego 
Krótkich wiadomościach o wyznacznikach (Paryż, 1870), były pierwszymi w języku 
polskim, napisanymi w duchu nowoczesnej analizy. 

Założenie akademii umiejętności w Krakowie ( 1 8 7 2 ) , uposażonej w bo-
gate środki naukowe i materyjalne, wprowadziło wszelkie umiejętności na 
drogę raźnego i naturalnego postępu. Od lat 10 corocznie wydawany Pa-
miętnik i zbiór mniejszych Rozpraw wydziału matematyczno-przyrodniczego 
tej akademii zawierają wiele cennych prac, wzbogacających naukę wogóle. 
Prace p. J A N A N E P . FEANKEGO, profesora szkoły politechnicznej we Lwo-
wie, autora biografii MACIEJA GEOSKOWSKIEGO i J A N A BEOŻKA, zamieszczone 
w Pamiętniku akademii : Badania analityczne nad ruchem ciał stałych (tom I), 
O niektórych zagadnieniach kinematyki na zasadzie ruchu powierzchni skośnych 
(tom I I I ) , O inwolucyi sześciu prostych jako osi skrętów chwilowych i teoryja ana-
lityczna komplexów śrub chiviloivych (tom VII ) , lubo odnoszą się do mecha-
niki, wzbogacają gieometryją analityczną kilku cennymi przystosowania-
mi. P. MIECZYSŁAW ŁAZAESKI, nauczyciel szkoły realnej w Stanisławowie, 
ogłosił prace: O konstrukcyi punktów przecięcia krzywych rzędu 2-go, tudzież 
O konstrukcyi osi w perspektywie kola (Rozprawy, tomy V I I I i X) , odnoszące 
się do gieometryi syntetycznej, której metody nowoczesne wprowadzone były 
do naszej literatury jeszcze w roku 1 8 5 2 w Gieometryi G . H . N I E W Ę G Ł O W -
SKIEGO, lecz dotychczas nie wielu znajdowały u nas zwolenników. 
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Wzmiankując powyżej o pracach ogłoszonych w Rocmihach towarzystwa 
naukowego krakowskiego, umyślnie pominęliśmy dwie, aby już razem wspo-
mnieć o wszystkich tych pracach ich autorów, które mają charakter gieome-
tryczny. Mamy tu na myśli krótką lecz doniosłego znaczenia pracę: Oblicze-
nie potencyjału dla loielościanów jednorodnych (tom X X X Y ) p. FRANCISZKA 
MERTENSA, profesora na uniwersytecie Jagiellońskim, który nadto ogłosił 
w BenTcscliriften akademii wiedeńskiej: Ueher die MALFATTi'sc/^e Aufgdbe und 
dereń Construction und Yerallgemeinerung von S T E I N E R (tom CLXXXVI), 
a w dzienniku CRELLE'go: Ueher die MALFATTI'SC/TE Aufgdbe fur das sphdrische 
Dreieck (tom L X X \ I), Ueher das grosste Tetraeder mit Fldchen von gegebenen 
Inhalten (tom L X X X I I I ) , Sdtze uber JDeterminanten und Anwendung derselben 
zum Beweise der Sdtze von PASCAL und BRIANCHON. Żałujemy, źe szczupłość 
ram tej historycznej wzmianki nie dozwala nam szczegółowiej tu wyłożyć 
treści tych prac, które, czyto doniosłością rezultatów, czyteź zaletami metody 
wykładu, stoją na wysokości znakomitych prac p. MERTENSA, odnoszących się 
do innych gałęzi matematyki. — Z tejże przyczyny ograniczymy się tu tylko 
wyliczeniem prac gieometrycznych innego również poważnego naszego uczone-
go, p. E D W A R D A HABICHA, dyrektora szkoły budownictwa i górnictwa w Lima, 
który ogłosił następujące prace gieometryczne: w MoczniTcach tow. nauk. 
krak. O szczególnym tiMadzie spółrzędnych i jego zastosowaniu do Unij palących 
(tom X X X I X ) i toż samo w Annali BRioscHi'ego (seryja II, tom II), w Les 
mondes: Sur le mouvement dhme figurę piane dans son plan (tomy X r V — X V I ) , 
Sur te centre iustantane de rotation et ses applications geometriąues (tom X V I I I i 
X I X ) , w Nouvelles annales: Sur la transformation des lignes planes par la methode 
des rayons vecteurs reciproąues (seryja II, tom V), a nadto oddzielnie: Sur le 
momement conchoidal (Paryż, bez roku), Źtudes cinematiąues (Paryż, 1879) 
i Etudes geometriąues et cinematiąues (Lima, 1880). 
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E R R A T A . 

str. wiersz zamiast powinno być. 
5 8 od dołu h się 

12 1 od góry ONP OMP 
29 5 od dołu widoczne widocznie 

13 n = = — 

31 9 od góry _ a : , + w'+ 1 31 9 od góry 
+ //'a"' + 1 ~ X2U' + ' + 1 

15 18 55 
32 10 55 A'3D, 
41 5 55 D 3 D , D3D, 
47 12 od dołu D2 i D'3 D, i D'2 
71 15 od góry sin^Ya sin̂ Ya 
72 13 od dołu L35 L3, L, L3, L^ L3 L3, L,, L„ L2 
78 16 55 r + 1 

100 2 55 Xy , X2, Jii X i, X 2 
105 2 55 pierwsza strona strona lewa 
106 2 od góry linii równania (1) linii, przedstawionej przez rów-

nanie (1) 
108 7 5! — — 

H 5 od dołu A33W3 
112 11 55 (13) (13') 

» 12 55 == i zamiast a = — wszędzie A 
55 13 55 (11') (10') 

115 9, 10, 11, 18 od dołu zamiast f ) 
116 1 od dołu a;i5 y\ y 
119 15 od góry y\ x' y' 

5t 8, 9 od dołu y\ 2/5 
131 5 55 P'oP' 
132 8 od góry P P" 23 
149 19 55 a 
153 8 od dołu jest równoważny trójkątowi, 

utworzonemu 
ma pole 2 razy większe od pola 
trójkąta, utworzonego 

158 11 n TH FH 
168 19 od góry OP OP' 
179 4 od dołu 
180 4 n 03X2 

M 5 » art. 145 art. 151 
184 6— 9 „ 
185 11 od góry art. 145 art. 151 
187 6 n 2 0 3 0 , X 3 a : , 

55 10 od dołu 02̂ 3 0^:03 
188 6 n sin^ sin^Ag 
193 8, 9 od góry sin Al sinAa 
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XL E R B A TA. 

str. wiersz zamiast powinno być. 
210 10 od dołu średnice zaś gdyż średnice 
217 16 od góry X , 
224 23 H przechodzą przechodzącą 
229 2 n z -go stopnia 
231 18 n Y ' Y 
232 1 j? 

» 1 8 n j e 
234 3 11 n — 2 
242 3 od dułu A A 
249 4 ,13 „ V\ 
250 15 od góry wyrazy wyraz 
256 8 11 r 
257 16 11 H 
267 11, 15 „ ara 0:2 

„ 3 od dołu jak jako 
291 16 od góry z 
313 7 od dołu t t 
332 14 11 A ] A 3 A 4 

351 8 od góry Ył Y3 
352 15 11 najprzód naprzód 
357 6 11 te równania to równanie 
358 4 od dołu walca walca rzędu 2 go 
359 10 od góry 023" 033" 

„ 16 11 043" 
365 15 od dołu + 2?ttC — 2mC 
369 15 11 to 
372 1 , 2 11 

„ 2 11 u 
375 11 11 (17) (15) 
887 19 11 
401 2 od góry art. 78 art. 79 
404 16 od dołu ich asymptoty kierunki ich asyraptot 
405 12 od góry art. 77, art. 80, 
408 2 od dołu przez płaszczyzny przechodzące płaszczyznami przechodzącymi 

» 3 n 

431 10 
a2 

431 10 11 a^ — c-
435 11 od góry aP- nazmieray i a"^ a', nazwiemy a'^ i n'", 
442 17 11 2X{A 
454 11 11 linijną liniją 
456 1 11 7 = 0 / , = 0 , 

„ 16 11 0 3 3 0 3 4 
457 6 11 przecinają przecina 
X I X 11 od dołu 1658 1663 
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GIEOMETRYJA ANALITYCZNA. 
w gieometryi analitycznej zastępuje się figury gieometryczne przez ró-

wnania i z własności analitycznych równań wyprowadza się własności gieo-
metryczne figur, przez te równania przedstawionych. Figury gieometryczne 
są albo płaskie, t. j. takie, których wszystkie części składowe znajdują się na 
jednej i tej samej płaszczyźnie, albo przestrzenne, t. j. takie, których części 
składowe nie leżą na jednej i tej samej płaszczyźnie. Stąd też dzieli się gieo-
metryją analityczną: na gieometryją analityczną figur płaskich, zwaną gie-
o m e t r y j ą a n a l i t y c z n ą p ł a s k ą , i na gieometryją analityczną figur 
przestrzennych, zwaną g i e o m e t r y j ą a n a l i t y c z n ą w p r z e s t r z e n i . 

C Z Ę Ś Ć P I E R W S Z A . 

G I E O M E T R Y J A A N A L I T Y C Z N A P Ł A S K A . 

R O Z D Z I A E I . 

O UKŁADACH 8PÓŁRZEDNYCH. 

SPOŁKZĘDNE PUNKTU. 

1. Punkt i linija prosta są najprostszymi figurami gieometrycznymi; 
dlatego pokażemy przedewszystkim, jak te dwie figury można przedstawić 
przez równania. Zaczniemy od punktu. 

"W celu przedstawienia j^unktu na płaszczyźnie przez równania, użyje-
my u k ł a d u s p ó ł r z ę d n y c h D e s c a r t e s ' a (Kartezyjusza), t. j. układu 
dwu prostych, danych na tej płaszczyźnie, tworzących z sobą kąt, różny od 
O i od Te dwie proste zowią się o s i a m i spółrzędnych; punkt, w którym 
się osi przecinają, zowie się p o c z ą t k i e m spółrzędnych, a kąt, zawarty 
między osiami, nazywa się k ą t e m spółrzędnych. Pospolicie używa się 
układu p r o s t o k ą t n e g o spółrzędnych, t. j. takiego, w którym osi są do 
siebie prostopadłe. 

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. v 1 http://rcin.org.pl
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Niech X ' X i Y'Y będą dwiema osiami spółrzędnych, przecinającymi 
się w początku O (fig. 1). Z punktu P na płaszczyźnie tych osi wyprowadź-
my dwie proste: PM, równoległą do YY', aź do przecięcia się w punkcie M 

z osią X'X, i PN, równoległą do XX', 
aź do przecięcia się w punkcie N z osią 

I Y'Y. Odcinki OM i ON, odmierzone 
JP__ _ na osiach X ' X i Y' Y przez wymienio-

/ / ne dwie proste, lub im równe i do 
/ / nich równoległe odcinki NP i MP 

^ l_ [ tychże dwu prostych, zowią się s p ó ł-
^ X r z ę d n y m i D e s c a r t e s ' a albo spół-

/ r z ę d n y m i r ó w n o l e g ł y m i pun-
/ ktu P. 

/ AYidocznie, że jeżeli punkt P jest 
, j,,/ dany na płaszczyźnie, to także odcinki 

OM i ON są dane. Naodwrót, wyzna-
czymy położenie punktu zapomocą 
tych dwu odcinków, jeżeli nietylko 

ich długość jest daną, lecz także ich kierunek. 
Ażeby określić kierunek spółrzędnych, należy każdą z osi uważać jako 

złożoną z dwu części, które wychodzą z początku spólnego O w dwu kie-
runkach wprost sobie przeciwnych. Jeden którykolwiek z kierunków każdej 
osi przyjmujemy za dodatny, a drugi za ujemny; spółrzędne więc punktu 
będą dodatne lub ujemne, według tego, czy ich kierunki, wzięte od początku 
O, odpowiadają lub nie kierunkom osi, przyjętym za dodatne. 

Za kierunek dodatny osi X 'X, którą się zwykle wyobraża poziomą, bie-
rze się pospolicie ten, który wychodzi z O na prawo, t. j. 0 X , a za kierunek 
dodatny osi Y' Y bierze się ten, który leży po stronie lewej osi X 'X, gdy, sto-
jąc na płaszczyźnie, ma się wzrok zwrócony w kierunku dodatnym osi X 'X, 
t. j. OY. Wskutek tej umowy, każdy punkt płaszczyzny ma spółrzędne 
oznaczone i każde dwie liczby rzeczywiste można uważać za spółrze(4ne 
Descartes'a pewnego punktu płaszczyzny. 

Spółrzędne punktu na płaszczyźnie oznaczamy literami x i a miano-
wicie: odcinek OM na osi X ' X lub odcinek NP, równoległy do osi X 'X, 
oznaczamy literą a?; odcinek zaś ON na osi Y'Y, lub odcinek MP, równoległy 
do osi Y'Y, oznaczamy literą y. Stąd też i osi X ' X i Y'Y nazywamy: pierw-
szą osią aj-ów, a drugą osią y-6w. Spółrzędna x nazywa się o d c i ę t ą , 
a spółrzędna y r z ę d n ą albo p r z y st a w ą. 

Jeżeli więc a, b są spółrzędne punktu danego na płaszczyźnie, to dwa 
równania 

( 1 ) x — a ^ y — h 

są wyrażeniem analitycznym tego punktu, i nawzajem; pewien wzupełności 
oznaczony punkt na płaszczyźnie jest obrazem gieometrycznym tych równań, 
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jeżeli a i h mają wartości rzeczywiste, dodatne lub ujemne. Ten punkt będzie 
leżał w otworze kąta XOY, gdy a > 0 i 6>0; w otworze kąta YOX', 
gdy a C O, 6 > 0; w otworze kąta X'OY', gdy « C O, 6 C O, lub nareszcie 
w otworze kąta Y'OX, gdy a > O, & C 0. Jeżeli a = O, punkt przedsta-
wiony przez równania (1) będzie leżał na osi 2/-ów, a-jeżeli 6 = 0, punkt ten 
będzie leżał na osi â -ów, jeżeli nakoniec rt = 0 i 6 = 0, tenże punkt bę-
dzie początkiem spółrzędnych. 

SPÓŁRZĘDNE LINII PROSTEJ. 

2. Podobnie, jak punkt, można liniją prostą wyznaczyć na płaszczy-
źnie przez dwie spółrzędne. 

Oznaczmy przez R i S punkty, w których prosta przecina osi spółrzę-
dnych X'X i Y'Y (fig. 2). 
"Widoczna, że jeżeli prosta 
jest dana, to odcinki OR 
i OS, które ona odmierza 
na osiach spółrzędnych, są 
także dane. Naodwrót, je-
żeli dane są te odcinki co 
do długości i co do kierun-
ku, to prosta, która te od-
cinki na osiach odmierza, 
jest także dana. Stosownie 
do umowy, zrobionej vr arty-
kule poprzedzającym, uwa-
żać będziemy te odcinki za 
dodatne lub ujemne według Fig. 2. 

tego, czy one leżą na kierunkach dodatnych 0 X i OY, czyteż na kierun-
kach ujemnych 0X ' i OY' osi spółrzędnych. 

Odwrotności odcinków OE i OS, wzięte ze znakami przeciwnymi, na-
zwał Pliicker s p ó ł r z ę d n y m i linii prostej RS. Te spółrzędne oznacza 
się pospolicie literami M i v. 

Jeżeli więc a i p są spółrzędnymi danej linii prostej, to równania 

(2) M = a i v — ̂  
są jej wyrażeniem analitycznym; i nawzajem: pewna wzupełności wyzna-
czona linija prosta na płaszczyźnie jest obrazem gieometrycznym tych dwu 
równań, jeżeli a i p posiadają wartości rzeczywiste, dodatne lub ujemne. 
Jeżeli a <; O i P <C O, prosta przedstawiona przez równania (2) przecina 
kierunki dodatne obu osi; jeżeli a > O, P C O, prosta ta przecina kierunek 
ujemny osi ic-ów a dodatny osi 2/-ów, jeżeli a > O i P O, taż prosta prze-
cina kierunki ujemne obu osi; jeżeli nakoniec a <; O, P > O, nasza prosta 
przecina ujemny kierunek osi 2/-ów a dodatny osi ic-ów. Prosta przedstawio-
na przez równania (2) jest równoległa do osi ic-ów, gdy a=:0, a do osi 2/-ów, 
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gdyp = 0; schodzi się zaś ona z osią lub z osią według tego, 
czy p=:oo, czyteż a. —cyc. Jeżeli jednocześnie az=zO i prosta przed-
stawiona przez równania (2) leży w odległości nieskończonej, a jeżeli jedno-
cześnie a = 00 i p = ta prosta przechodzi przez początek spółrzędnych. 

RÓWNANIE PROSTEJ I RÓWNANIE PUNKTU. 

3. Weźmy pod uwagę prostą RS i punkt na niej leżący P (fig. 3) 
i szukajmy związku między spół-
rzędnymi 

(3) « = _ ^ OR OS 
prostej RS i spółrzędnymi 
(4) r c = 0 M , 2 / = 0 N 
punktu P. 

Podobieństwo trójkątów MRP 
i ORS daje 

ON. 
Fig. 8. 

OR—OM 
O R " ~ O S ' OR ' OS 

znosząc mianowniki, mamy 
— OS.OM—OR.ON + OR.OS=O, 

lub 
_ 0 M _ ON 

OR OS + ^ -
czyli, wskutek (3) i (4), 
(5) u x v y Ą-

Równanie (5) wyraża związek między spółrzędnymi u i v linii prostej, 
i spółrzędnymi x i y punktu, leżącego na niej. Jeżeli więc prosta jest daną, 
t. j. jeżeli jej spółrzędne w i v są liczbami danymi, to spółrzędne wszelkich 
punktów, leżących na tej prostej, lecz tylko tych punktów, uczynią zadość 
równaniu (5). Równanie (5) będzie w tym przypadku równaniem linii pro-
stej, której spółrzędne są u i v. 

Jeżeli przeciwnie punkt jest dany, t. j. jeżeli są dane jego spółrzędne 
X i y, natenczas spółrzędne wszelkich prostych, które przez ten punkt prze-
chodzą, lecz tylko tych prostych, uczynią zadość równaniu (5). Równanie 
(5) będzie więc w tym przypadku równaniem punktu, którego spółrzędne 
są a; i y. 

A zatym: jeżeli piinU na płassczyśnie wyznaczymy przez dwie spółrzędne 
X i y, natenczas wyrażenie analityczne linii prostej będzie równaniem stopnia 1-go 
między spółrzędnymi punMu; jeżeli zaś liniją prostą na płaszczyźnie wyznaczymy 
przez dwie spółrzędne u i v, natenczas wyrażenie analityczne pnnMu będzie 
równaniem stopnia 1-go między spółrzędnymi linii prostej. 
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Nawzajem: każde rómianie stopnia 1-go miedzy spółrzędnymi punktu przed-
stawia liniją prostą, a każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi linii pro-
stej przedstaioia punkt. 

Jakoż, dzieląc równanie ogólne stopnia 1-go między spółrzędnymi 
punktu xiy^ 

Aa; + Bz/ + C = U, 
przez C, i kładąc GABINET AA AT^^M A ^ Y C Z N Y 

A _ B _ Tfiwaizr8i«a liuiikfiwago WarsżaissKląt 
C "" '' ' C 

otrzymamy równanie kształtu (5), które przedstawia liniją prostą o spółrzę-
dnych u i v. 

Również, dzieląc równanie ogólne stopnia 1-ego między spółrzędnymi 
linii prostej ti i v, 

przez N, i kładąc 
L _ M _ 
N — N " 

otrzymamy także równanie kształtu (5), które przedstawia punkt o spółrzę-
dnych x \ y . 

4. Skoro każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi punktu 
przedstawia liniją prostą, więc i równania (1) w artykule 1, wyrażające war-
tości spółrzędnych punktu P, przedstawiają, każde oddzielnie, pewną prostą. 
A mianowicie: pierwsze z nich przedstawia prostą, której spółrzędne są 

u = ^ y = O, 
a 

t. j. prostą równoległą do osi ^-ów i odmierzającą na osi ic-ów odcinek ró-
wny co do długości i co do kierunku liczbie a; drugie zaś przedstawia prostą, 
której spółrzędne są 

« = O , = — Ł , 

t. j. prostą równoległą do osi Ĵ-ÓW i odmierzającą na osi y-óvi odcinek równy 
co do długości i co do kierunku liczbie 6. "Wyznaczenie punktu przez spół-
rzędne X i y sprowadza ją więc do wyznaczenia dwu prostych równoległych 
do osi spółrzędnych, na których przecięciu ten punkt leży. 

Podobnie, skoro każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi li-
nii prostej przedstawia punkt, więc i równania (2) w artykule 2, wyrażające 
wartości spółrzędnych linii prostej, przedstawiają, każde oddzielnie, pewien 
punkt. A mianowicie: pierwsze z nich przedstawia punkt, którego spółrzę-
dne są 

^ = — ^ ' ^ — 
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t. j. punkt na osi a;-ów, a drugie przedstawia punkt, którego spółrzędne są 

X = O ,y — y 

t. j. punkt na osi /̂-ów. Wyznaczenie linii prostej przez spółrzędne u i v spro-
wadza się więc do wyznaczenia dwu punktów, po jednym na każdej osi spól-
rzędnycli, przez które ta prosta przechodzi. 

LINIJE ALGIEBRAICZNE RZĘDU W-GO I LINIJE ALGIEBRAICZNE 

KLASY n - E J . 

5. Punkt, którego spółrzędne x \ y zupełnie dowolne, zowie się 
p u n k t e m b i e ż ą c y m ; podobnie, prosta, której spółrzędne n \ v są zupeł-
nie dowolne, zowie się p r o s t ą b i e ż ą c ą . Przez punkt bieżący i przez 
prostą bieżącą należy więc rozumieć jakikolwiek punkt lub jakąkolwiek pro-
stą na płaszczyźnie. Jeżeli zaś spółrzędne punktu bieżącego, lub spółrzędne 
prostej bieżącej są połączone z liczbami danymi zapomocą jednego równania 
stopnia 1-ego, to punkt bieżący może być tylko jakimkolwiek punktem 
na pewnej linii prostej, a prosta bieżąca może być tylko jakąkolwiek prostą 
przechodzącą przez pewien punkt. Innymi słowy: miejscem gieometrycmyyn 
j)unktu bieżącego, którego spółrzędne są połączone z liczbami danymi zapomocą je-
dnego równania stopnia 1-go, jest linija prosta, przez to równanie przedstawiona, 
a miejscem gieometrycznym prostej Uczącej, której spółrzędne są połączone z liczba-
mi danymi zapomocą jednego równania stopnia 1-go, jest punkt, przez to równanie 
przedstawiony. Zachodzi teraz pytanie: jakie miejsce gieometryczne punktu 
bieżącego lub linii prostej bieżącej wyraża jakiekolwiek inne równanie, 
zachodzące między spółrzędnymi tego punktu lub tej linii prostej? 

6. Niech 
f(x,y)z=0 

będzie jakimkolwiek równaniem między spółrzędnymi nieoznaczonymi x i y 
punktu bieżącego P. Widocznie, że jeżeli spółrzędnej x nadamy jakąkolwiek 
wartość szczególną natenczas, jn-zez rozwiązanie równania f(xQ ,y) — O 
względem jedynej niewiadomej y, otrzymamy jednę lub więcej wartości na y, 
t. j. spółrzędne pewnego punktu lub pewnych punktów miejsca, wyrażonego 
przez równanie f(x, y) — 0. 

Załóżmy dla uproszczenia, że równanie f (x,y) = 0 daje dla każdej rze-
czywistej wartości na x tylko jednę wartość na y i że ta wartość jest także 
rzeczywista. Jeżeli więc spółrzędnej x nadamy dowolnie szereg wartości 
•̂ oj ^ij -̂ '3? • • • i następnie zapomocą równania f(x,y) = 0 wyznaczy-
my szereg odpowiednich wartości na y: ya, ^i, y-̂ , y ,̂ . . . , to otrzymamy 
wówczas szereg punktów Po, P,, Pa, P3, . • • (fig. 4), których spółrzę-
dne są (xq , 2/0), (xy , ̂ 1), (X2 , (x.i, ^3), . . . Te punkty będą leżały na 
miejscu gieometrycznym przedstawionyfn przez równanie f ( x , y ) = : 0 . Jeżeli 
różnice a;, — Xq , X2 — , — . . . między dwiema po sobie następu-
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jącymi wartościami na x będ^; się wciąż zmniejszały, ciążąc do granicy O, 
wówczas — mówiąc wogólności — także 
różnice yy—tjo, y^—y ,̂ y^—y ,̂ . . . bę-
dą wciąż malały, dążąc również do 
granicy 0. W granicy więc, kiedy 
X zmieniać będziemy w sposób cią-
gły, t. j. tak, aby różnica między 
każdymi dwiema po sobie następują-
cymi wartościami na x była nieskoń-
czenie małą, będzie się także spół-
rzędna y zmieniała — mówiąc wogól-
ności — w sposób ciągły, a punkty 

zrazu od siebie 
oddalone, będą się do siebie nieskończenie zbliżały i przez swe następstwo 
utworzą liniją nieprzerwaną i — wogólności—krzywą. A zatym: miejscem 

(jieometrycmym punUu bieżącego, którego spóirzęclne są połączone z liczbami danymi 
jakimkolwiek róivnaniem, jest pewna linija — wogólności — krzywa, przez to róiona-
nie przedstawiona. 

7. Weźmy teraz pod uwagę jakiekolwiek równanie między spółrzę-
dnymi linii prostej 

Nadając dowolnie spółrzędnej u szereg wartości w,, Wg,..., wy-
znaczymy zapomocą równania ¥( i i ,v)=zO szereg odpowiednich wartości 
na v: VQ, f,, .. . , i otrzy-
mamy szereg prostych Do, 

. (fig. 5), któ-
rych spółrzędne są ^ ' 

Te proste utworzą przez swe 
następstwo liniją wielokątną 

której wierz-
chołki są punktami prze-
cięcia się każdych dwu pro-
stych, w szeregu 

. po sobie na-
stępujących. Jeżeli różnice 

. . . . „ - . . b ę -
dą się wciąż zmniejszały, dą-
żąc do granicy O, wówczas— 
mówiąc wogólności — także 
różnice będą coraz więcej malały, dążąc do gra-
nicy 0. W granicy więc, gdy u zmieniać będziemy w sposób ciągły, 
wierzchołki Po, P|, P2, P3,... linii wielokątnej będą się do siebie nieskoń-
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czeriie zbliżały, wskutek czego ta liiiija Avielokątiia przejdzie na liuiją — 
wogóliiości — krzywą. A zatym: miejscem gieometrycsnym in-ostej hieżącej, 
której spólrz^dne są x>ołą,czone z liczbami danymi ja¥imholwiek równaniem, jest 
pewna dinija — wogólności — Icrzywa, przez to równanie przedstawiona. Atoli, 
gdy punkt bieżący, którego spółrzędne x, y czynią zadość równaniu f(x,y)=i}, 
jest punktem linii tego równania, to prosta bieżąca, której spółrzędne i v 
czynią zadość równaniu F , = jest otyłe tylko częścią składową linii 
przedstawionej przez to równanie, oile ona przechodzi przez dwa nieskoń-
czenie bliskie punkty tej linii. Prosta, która przechodzi przez dwa nieskoń-
czenie bliskie punkty jakiejkolwiek linii, nazywa się s t y c z n ą do tej linii. 
Możemy zatym powiedzieć, że miejscem gieometrycznym prostej bieżącej, Mórej 
spółrzędne u, v czynią zadość równaniu ¥ (u, v)z=zO, jest pewna linija— wogólno-
ścl — hrzyica, Mórej prosta bieżąca wciąż dotyha. 

8. Podobnie, jak każde równanie między spółrzędnymi punktu lub li-
nii prostej przedstawia pewną, przez to równanie scharakteryzowaną, liniją, 
tak nawzajem, z własności charakterystycznej pewnej linii można wyprowa-
dzić równanie tej linii. Jako przykład tego odwrotnego postępowania, może 
służyć sposób wyprowadzenia równania linii prostej i punktu, podany w arty-
kule 3. AVynika stąd, że jeżeli jest daną pewna linija, t. j. jeżeli znamy 
pewną jej własność charakterystyczną, to zadanie gieonietryi analitycznej 
polega na tym, aby z tej własności charakterystycznej wyprowadzić równa-
nie tej linii, a następnie, przez rozbiór tego równania, dojść do znajomości 
wszystkich innych jej własności gieonietrycznych. 

Według tego, czy równania między spółrzędnymi x i y punktu, lub 
spółrzędnymi u i y linii prostej, są algiebraiczne, czyteż przestępne, nazy-
wamy linije, przez te równania przedstawione, a l g i e b r a i c z n y m i , lub 
p r z e s t ę p n y m i . Przedmiotem naszych tu badań będą linije algiebraiczne. 

Linije algiebraiczne zowiemy l i n i j a m i r z ę d u «-ego, jeżeli sto-
pień ich równań względem spółrzędnycłi punktu jest równy n; linije algie-
braiczne zowiemy l i n i j a m i k l a s y w-ej, jeżeli stopień ich równań wzglę-
dem spółrzędnych linii jn-ostej jest równy n. 

Linije algiebraiczne rzędu w-ego można określić jeszcze jako linije, które 
jakakolwiek linija prosta przecina w n punktach; a linije algiebraiczne kla-
^y j^ko linije, do których z jakiegokolwiek punktu można wyprowadzić 
n linij stycznych. Jakoż, otrzymamy spółrzędne punktu, w którym liniją rzę-
du «-ego przedstawioną przez równanie 

przecina prosta przedstawiona przez równanie 
ux vy Ą- 1 = 0, 

gdy z tych dwu równań, uważanych jako równania o dwu niewiadomych x i //, 
wyznaczymy te niewiadome. Ponieważ pierwsze równanie jest z założenia 
n-ego, a drugie stopnia 1-ego względem x i y, to te dwa równania posiadają 
n par pierwiastków. Tyleż więc będzie punktów przecięcia, 
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Podobnie otrzymamy spółrzędne linij prostych, wychodzących z punktu 
przedstawionego przez równanie 

x i i Ą - y v + 1 — 0 , 

a dotykających linii klasy w-ej przedstawionej przez równanie 

gdy z tych dwu równań, uważanych jako równania o dwu niewiadomych 
u i V, wyznaczymy te niewiadome. Ponieważ pierwsze z tych równań jest sto-
pnia 1-go, a drugie, z założenia, stopnia w-ego względem u i v, przeto te dwa 
równania posiadają n par pierwiastków. Tyleż więc będzie stycznych. 

ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH. 
P O D A N I A POMOCNICZE. 

9. Jednym z najdzielniejszych środków badania własności figur gieome-
trycznych, zastąpionych przez równania, jest przekształcenie i uproszczenie 
tych równań zapomocą z m i a n y s p ó ł r z ę d n y c h , t . j . zapomocą przejścia 
od jednego układu spółrzędnych do innego. Dlatego też, nim postąpimy dalej, 
wynajdziemy wzory, wyrażające spółrzędne punktu lub linii prostej jednego 
układu przez spółrzędne punktu lub odpowiednio linii prostej nowego układu. 
A że wyprowadzenie tych wzorów opiera się na pewnym twierdzeniu z teoryi 
rzutów prostokątnych, przeto, określiwszy kilka pojęć zasadniczych, udowo-
dnimy przedewszystkim to twierdzenie. 

Liniją ograniczoną dwoma punktami A i B uważamy jako d r o g ę prze-
bieżoną przez punkt bieżący; tę drogę oznaczamy przez AB lub BA, według 
tego, czy punkt A czyteż punkt B bierzemy za punkt początkowy, a więc 
B czy A za punkt końcowy tej drogi. Jeżeli AB uważamy jako drogę 
0 kierunku dodatny 

m, to natenczas należy BA uważać jako drogę o kierunku 
ujemnym; wskutek tego 
(1) AB = —BA, lub AB + BA==0. 

Weźmy na tej samej linii trzy punkty A, B, C; będzie wówczas, nieza-
leżnie od następstwa tych punktów, 
(2) AB -f BC + CA 0. 
Jakoż, jeżeli naprzód punkty te idą po sobie w porządku A, B, C, wówczas 
widocznie suma dróg AB i BC jest równa drodze AC, t. j. AB + BC=:AC; 
a że, według (1), — CA, zatym mamy AB + BC + CA = 0. Jeżeli 
powtóre punkty te idą po sobie w porządku A, C, B, mamy wówczas z tego 
samego powodu AC + CB = AB. A że AC = — CA i CB = — BC, przeto 
1 w tym przypadku będzie AB + BC + CA = 0. Jeżeli nareszcie uważane 
trzy punkty idą na linii w porządku C, A, B, mieć będziemy CA + AB=i=CB, 
lub, gdy C B = — B C , AB + BC + CA = 0. Wzór (2) utrzymuje się zatym 
w każdym przypadku. 

Wiedząc to, możemy dowieść twierdzenia następującego: 
Jeżeli A,, Ag, A 3 , . . . , A„ są n punktami na jednej Unii (prostej lub krzywej), 

tcówczas, niezależnie od następstwa tych punkttko, mamy 
( 3 ) A , A , H- A , A 3 + A . A I - F . . . . + A , _ , A „ + A „ A , = 0 , 
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Załóżmy bowiem, że wzór (3) ma miejsce dla n — m, a więc, że 
Al Aa-ł-A2A3 + . . . . - f A, = O, 

i dodajmy jeszcze jeden punkt A„,4.,. Ponieważ, według (2), 
kn. A, + Al + A,n+1 A„. = o, czyli 
A,„ A, = A„, Am+i + Aw-i-, A,; 

więc, wstawiwszy tę wartość na Am A,, otrzymamy 
A,Aa + A2A3 -f . . . . -ł- A„i A„.4-, 4- A, = 0. 

A zatym, wzór (3), jeżeli jest prawdziwy dla n = % będzie także prawdzi-
wym i dla n=.m + 1; że zaś, według (2), ma on miejsce dla n=:3, więc utrzy-
ma się i dla w = 4, 5, . . . . 

10. Przez r z u t prostokątny punktu na liniją prostą nieograniczoną 
rozumiemy spodek prostopadłej, spuszczonej z punktu na tę prostą. Prostą, 
na którą spuszczamy prostopadłą, nazywamy osią r zu tu . Na osi rzutu 
rozróżniamy kierunek dodatny i kierunek ujemny. 

Rzutem drogi jakiejkolwiek jest odcinek osi rzutu, idący od rzutu 
punktu początkowego do rzutu punktu końcowego tej drogi. Według tego, czy 
kierunek tego odcinka schodzi się z dodatnym, czy też z ujemnym kierun-
kiem osi rzutu, rzut drogi uważanej będzie dodatny, lubteż ujemny. 

JRzuł drogi prostoUnijowej jest, co do wartości liczebnej i co do znaku, równy 
długości drogi, pomnożonej przez dostawę kąta, który kierunek drogi ticorzy z kie-
runkiem dodatnym osi rzutu. 

Twierdzenie niniejsze jest widoczne, gdy początek drogi leży na osi 
rzutu, wyraża bowiem tę własność trójkąta prostokątnego, że przyprosto-
kątna jest równa przeciwprostokątnej, pomnożonej przez dostawę kąta przy-
ległego przyprostokątnej. Jeżeli zaś punkt początkowy drogi nie leży na 
osi rzutu, wówczas przez ten punkt należy poprowadzić równoległą do osi 
rzutu aż do przecięcia się z prostopadłą, spuszczoną na oś rzutu z punktu 
końcowego drogi. Ta równoległa jest równą i równoległą do rzutu drogi 
i widocznie równą drodze pomnożonej przez dostawę kąta, zawartego mię-
dzy kierunkiem tej drogi i kierunkiem dodatnym osi rzutu. 

Bzut loielokata zamkniętego jest równy 0. 
To twierdzenie należy tak rozumieć, że jeżeli wielokąt PiP-^Pg...?,, 

będziemy uważali jako drogę, przebieżoną przez punkt bieżący w pewnym 
kierunku (wskutek czego każdy Avierzcliołek będzie punktem końcowym drogi 
prostolinijowej, poprzednio przebieżonej, i zarazem punktem początkowym 
drogi prostolinijowej, przebieżonej bespośrednio po tamtej), to suma algie-
braiczna rzutów jego boków P.P^, P2P3, • • • •, P»- iP« i będzie równa 0. 

Aby dowieść tego twierdzenia, oznaczmy przez A,, Aj, A3,...., A„ rzu-
ty wierzchołków P,, P2, P 3 , . . . P « i uważmy, że AiAo, A2A3,.... A„A, 
są rzutami boków P,P2, P2P3,. • P « P i . Ponieważ, według wzoru (3), 
podanego w artykule poprzedzającym, 

A, Aj + A2A3 + + A«A , O , 
przeto istotnie rzut wielokąta jest równy 0. 
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Ostatnia równość daje 

ii zSkiym rzut drogi łamanej jest równy rzutowi prostej, Ic^czącej 
pimkt początkowy V^ z pimMem końcowym Vn tej drogi łamanej. 

Z tego twierdzenia wypływa wniosek: Rzuty dwu dróg łamanych, łączących 
spoiny punM początkowy ze spólnym punktem końcoivym, są sobie równe. 

Twierdzenia niniejsze utrzymują się i wtedy, gdy wielokąt nie jest pła-
ski, t. j. gdy jego boki z osią rzutu nie leżą na jednej i tej samej płaszczy-
źnie; należy wtedy przez kąt między dwiema prostymi, które się nie przeci-
nają, rozumieć kąt między dwoma kierunkami, do tych prostycli równole-
głymi, a z jednego punktu wychodzącymi. 

ZMIANA SrOŁRZĘDNYClI PUNKTU. 

11 . a. ZMIANA POCZĄTKU SPÓEEZĘDNYCH. Oznaczmy przez x i y spół-
rzędne (fig. 6) punku P względem układu osi 0 X i OY, a przez i ŷ  spółrzę-
dne tego samego punktu względem 
układu nowych osi 0 'X' i Ó ' Y ' , 
przyjmując, że nowe osi są równo-
ległe do dawnych, a ich kierunki 
dodatne w tę samę stronę zwró-
cone, 0 'X' równoległa do 0X, 
0'Y' równoległa do OY. Jeżeli 
nadto Xo i yo są spółrzędne po-
czątku O' spółrzędnych x' y' wzglę-
dem układu osi 0 X i OY, mieć 
będziemy 

A zatym, jeżeli równanie f(x,y) = 0 przedstawia pewną liniją, odnie-
sioną do układu osi 0 X i OY, to równaniem tej samej linii względem ukła-
du osi 0 'X' i OY' będzie f(XQ-\-x\ yQ-\-y') — 0. Należy zauważyć, że stopień 
nowego równania, jeżeli jest ono algiebraiczne, względem x', y' będzie taki 
sam, jak stopień równania pierwotnego względem x i y. 

b. ZMIANA KIEEUNKÓW OSI. Załóżmy 
następnie, że oba układy spółrzędnych ma-
ją spólny początek. Oznaczmy przez w kąt 
między dodatnymi kierunkami 0 X i OY 
osi pierwszego układu, przez a i p kąty, 
jakie kierunki dodatne 0X ' i OY' osi dru-
giego układu tworzą z kierunkiem 0X, 
i połóżmy (fig. 7) 
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Aby wyrazić ic i ^ przez x' i rzućmy dwie drogi łamane ONP 
i OMT raz na kierunek 0X, a drugi raz na kierunek prostopadły do 0X. 
Ponieważ obie drogi łączą spoiny spczątek O ze spólnym końcem P, przeto 
rzuty obu dróg muszą być równe. Mamy zatym, po wstawieniu wartości 
powyższych, 

skąd wypływa 

C^) 

i nawzajem 

(3) 

Jeżeli pierwszy układ jest prostokątny Tw ^ Y mamy 

jeżeli także drugi układ jest prostokątny będzie 

( o ) 

I tu należy zauważyć, że skoro wyrażenia (2) do (5) zawierają spółrzę-
dne obu układów w stopniu 1-szym, czyli, jak się pospolicie mówi, są l in i -
j owymi względem spółrzędnych obu układów, to równanie linii, odniesio-
nej do pewnego układu osi, co do stopnia nie zmieni się, gdy się zmieni kie-
runki osi tego układu. 

c. ZMIANA POCZĄTKU SPÓEEZĘDNYCH I KIEBUNKÓW OSI. W tym przy-
padku należy obie zmiany wykonać jednę po drugiej, zaczynając od zmiany 
początku lub od zmiany kierunków osi, stosownie do potrzeby zachodzącej. 
Łatwo spostrzec, że i w tym najogólniejszym przypadku zmiany spółrzędnych 
stopień przekształcanego równania algiebraicznego nie ulegnie zmianie. 

ZMIANA SPÓŁRZPpNYCH LINII PROSTEJ. 

12 . a. Z M I A N A POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH. Jeżeli u i p są spółrzędne 
linii prostej względem pierwotnego układu osi, to równanie tej prostej wzglę-
dem tego układu jest 
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Aby otrzymać równanie prostej względem nowego układu osi 0 'X' , 
0'Y' (fig. 6), należy podstawić w poprzedzającym równaniu 

Otrzymamy wtedy 

A zatym. jeżeli iC i f ' są spółrzędne uważanej prostej względem nowego 
układu, mamy: 

(1) 

skąd wypływa nawzajem 

(2) 

b. ZMIANA KIEEUNKÓW OSI. Jeżeli ux Ą- vy Ą- \ jeżeli równanie linii 
względem układu X O y (fig. 7), to otrzymamy równanie tej prostej względem 
układu X'OY', wstawiając za a? i 2/ wartości (2) artykułu poprzedzającego. 
Znajdziemy tym sposobem 

A zatym, j e ż e l i i są spółrzędne prostej względem układu X'OY', mamy 

(3) 

skąd nawzajem wypływa 

(4) 

c. ZMIANA POCZĄTKU SPÓERZĘDNYCH I KIERUNKU OSI. AV tym przy-
padku należy obie przemiany wykonać jednę po drugiej, zaczynając, stoso-
wnie do potrzeby, od zmiany początku spółrzędnych lub od zmiany kierun-
ku osi. 

Należy zauważyć, że także przez zmianę spółrzędnycli linii prostej nie 
zmieni się wcale stopień równania algiebraicznego między tymiż spółrzędny-
mi, wzory bowiem (3) i (4) są linijowe względem spółrzędnych obu układów, 
a wzory (1) i (2), lubo ułamkowe, mają jednak spólny mianownik, który, po-
dobnie jak i liczniki, jest linijowy względem spółrzędny ch. 

SPÓŁRZĘDNE BIEGUNOWE PUNKTU. 

13. Do wyznaczenia położenia punktu na płaszczyźnie używa się niekiedy 
także s p ó ł r z ę d n y c l i b i e g u n o w y c h . W tym przypadku obiera się na 
tej płaszczyźnie punkt stały O (fig. 8), zwany b i egunem, i prostą stałą 0X, 
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zwaną os ią b ieg u no wą, która wychodząc z punktu O rosciąga się do nie-
skończonoiści w jednym kierunku. Odległość punktu P od bieguna O, czyli 

t.z. p r o m i e ń wodzący OP, 
i k ą t XOP, między promie-
niem wodzącym i osią bieguno-
wą, są spółrzędnymi punktu P. 

Promień wodzący mierzy 
oddalenie punktu od bieguna 
i dlatego wyraża się przez liczbę 
bezwzględną. Kąt zaś ma wska-

zywać wielkość i kierunek obrotu, zapomocą którego promień obracający 
się około bieguna przechodzi z położenia 0 X do położonia OP; dlatego wy-
razić go należy przez stosunek długości łuku kołowego, mierzącego ten obrot 
(wziętej ze znakiem dodatnym lub ujemnym, vredługtego, czy kierunek obro-
tu jest dodatny, czyteż ujemny), do długości promienia tego łuku. Za kieru-
nek dodatny obrotu przyjmujemy pospolicie ten, w którym należy prze-
biec, od początku do końca, łuk kołowy, mierzący ten obrót, tak, ażeby mieć 
biegun po ręce lewej, początek zaś łuku przyjmujemy na osi bieguno-
wej. Promień Avodzący oznacza się zwykle przez r, a kąt przez G. Widoczna, 
że do każdego punktu P należy tylko jedna wartość na promień wodzący, 
gdy tymczasem kąt jego może być powiększony lub zmniejszony o jakąkol-
wiek wielokrotność całkowitą liczby STI. Naodwrót, do danego promienia 
wodzącego i danego kąta należy tylko jeden punkt na płaszczyźnie. Jeżeli 
więc rt i są dwie liczby rzeczywiste, z których pierwsza jest dodatną, naten-
czas dwa równania 

(1) r — n i 6 = 67: 

będą przedstawiały pewien, wzupełności wyznaczony, punkt na pła-
szczyźnie. 

Pierwsze z tych równań wskazuje widocznie, że punkt przez nie przed-
stawiony leży na obwodzie koła, nakreślonego promieniem a z bieguna jako 
środka, a drugie wyraża, że ten punkt znajduje się na promieniu, który 
z osią tworzy kąt 1)%. 

Jeżeli równania (1) przedstawiają punkt P (fig. 8), wtedy punkt P', le-
żący na wstecznym przedłużeniu promienia OP tak, iż OP' = OP, będzie 
przedstawiony przez równania 

rzna i 6 — Z/7t -[- tt. 

1 4 . P R Z E J Ś C I E O D U K Ł A D U D E S C A R T E S ' A D O U K Ł A D U B I E A U N O W E G O 

1 O D W R O T N I E . Dajmy, że kierunek dodatny osi ic-ów układu Descartes'a jest 
iwnoległy do osi biegunowej 0 'X' i zwrócony w tę samę stronę. Oznacz-
my przez Xo i ijo spółrzędne OA i AO' bieguna O' względem układu XOY, 
a przez W kąt między osiami 0 X i OY. Wyprowadźmy z punktu P prostą 
PM równoległą do OY i oznaczmy przez M i M' punkty, w których ta pro-
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sta przecina oś a;-ów i oś biegunową 0 'X' i połączmy P z O'. Aby otrzy-
mać związek między iu —OM, 2/=:MP z jednej strony, a ?-=0 'P, 8 = : X ' 0 T 
z drugiej, rzućmy trójkąt 0'M'P raz na 
oś x-6w, drugi raz na prostopadłą do osi 
x-6w. Ponieważ 0'M' = AM = x — Xo, 
M'P = ]V1P — AO' otrzymamy 

Stąd wypływa 

(2) 

i nawzajem Fig. 9. 

(3) 

W tym wyrażeniu na r należy wziąć wartość bezwzględną pierwiastka. 
W przypadku szczególnym, a najczęstszego użycia, kiedy układ Des-

cartes'a jest prostokątny i kiedy biegun O'znajduje się w po-

czątku O (xQ—yQ=0), wzory (2) i (3) przechodzą na prostsze 
(4) 

(5) 

U W A G A . U ważmy, że pierwsze równanie (3), t. j. 

(6) 

a w układzie prostokątnym 

(6') 

daje nam o d l e g ł o ś ć punktu, którego spółrzędne Descartes'a są a; i y, od 
punktu, którego te spółrzędne są Xo i 

Z równań (2) wyznaczymy także spółrzędne (x , y) punktu bieżącego na 
prostej, która wychodzi z punktu o spółrzędnych (XQ , Po) i tworzy z osią 
ic-ów kąt G. 

Oznaczając 

(7) 

możemy równania (2) tak pisać 
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(8) x — XQ-]rl r, y z= y^ -f m r. 

W tych równaniach r oznacza zmienną odległość punktu bieżącego (oc ,y) od 
punktu (XQ, 2/0), zaś l i m zależą, według (7), tylko od kierunku prostej, t. j. 
od kąta 6. Wzory (8) są nader użyteczne. 

Ć W I C Z E N I A . 

(1) Znaleść spółrzędne (w, v) prostej i odcinki (a, b) odmierzone przez pro-
stą, przedstawioną przed równanie Zx—j/-}-2 = 0, na osiach epółrzędnych. 

(2) Znaleść spółrzedne środka odległości między dwoma danymi punktami 
r '̂, y') i r^", y ; . 

(3) Znaleść miejsce punktu równooddalonego od dwu punktów danych A i B. 
(4) Znaleść miejsce wierzchołka trójkąta, w którym jest dana podstawa 

i różnica kwadratów dwu pozostałych boków. 
(5) W trójkącie jest dana podstawa AB —2a i suma dwu pozostałych bo-

ków AC -}- CB = m; na prostopadłej CD do AB obieramy punkt P taki, aby było 
DP = AC: znaleść miejsce punktu P. 

(6) Znaleść miejsce punktu bieżącego, którego odległość od punktu danego 
pozostaje niezmienną. 

(7) Znaleść miejsce punktu bieżącego P, którego suma lub różnica odległości 
od dwu punktów danych A i B jest niezmienną. 

(8) Znaleść miejsce punktu równooddalonego od punktu danego i od danej 
prostej. 

(9) Spółrzędne punktu czym'ą zadość równaniu -{-y- — 4z — 6?/= 18; 
prsserobić to równanie przez przeniesienie początku spółrzędnych do punktu (2, 3). 

(10) Równanie — Sa;?/-}-2^^ — 4 jggt odniesione do osi, tworzących 

kąt przerobić to równanie, przyjąwszy dwusieczne kątów między dawnymi osia-
3 

mi za osi nowe. 
(11) Równanie we spółrzędnych prostokątnych punktu — ij^ — a"̂  przero-

bić przez wprowadzenie spółrzędoych biegunowych. 
1 ^ J_ 

(12) Równanie we spółrzędnych biegunowych r" cos"2"0=i:o^ przerobić 
przez wprowadzenie spółrzędnych prostokątnych. 
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ROZDZIAŁ II. 

O PUNKCIE I O LINII PROSTEJ. 

RÓWNANIE LINII PROSTEJ. 

15. Równanie stopnia 1-ego między spółrzędnymi nieoznaczonymi 
X i y punktu bieżącego 
( 1 ) + % + 

przedstawia lińiją prostą. Położenie tej linii prostej zależy od stosunków 
A B ^ i 0 między spółczynnikami A, B, C. A mianowicie, jeżeli oznaczmy 

A B 

skąd wypada 

(2) « = — 

h ' 

to a i 6 będą wartościami odcinków OR i OS (fig. 10), które prosta przedsta-
wiony, przez równanie ( 1 ) odmierza na osiach CT-ów i y-ów. 

Wprowadziwszy te odcinki do 
równania (1), otrzymamy równanie s y-
m e t r y c z n e linii prostej 

(3) a ' b 

Oznaczmy przez a kąt dodatny 
XRS, jaki prosta RS tworzy z osią 
.r-ów a kąt XOY przez w. Z trój-
kąta ORS wypada 

OS sin ORS 
OR" 

lub wskutek (2) 
nibl. mat.-Cz., S. IV, T. IV. 

sinOSR a sin (a—w) 
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62 giEOMETRYJA ANA.LITYCZNA PŁIASKA. 

skąd wypływa 

(4) 

a w przypadku szczególnym, kiedy układ osi jest prostokątny 

(5) 

Jeżeli więc równanie o g ó l n e (1) linii prostej rozwiążemy względem y i dla 
A C skrócenia nazwiemy — — o t r z y m a m y równanie 

(6) 
w którym spółczynnik m zależy jedynie od kierunku prostej i dlatego nazyw â 
się s p ó ł c z y n n i k i e m k i e r u n k o w y m , a h oznacza odcinek, odmierzo-
ny przez prostą na osi «/-ów. Równanie (6) zowie się równaniem zwycza j -
nym linii prostej. Jeżeli &r=:0, równanie (6) sprowadza się do 

(7) 
i przedstawia prostą, przechodzącą przez początek spółrzędnych. 

16. Spuśćmy z początku O prostopadłą 0Q na prostą RS (fig. 10) 
i połóżmy 

Z trójkątów prostokątnych ORQ i OQS wypada 

(8) 
Jeżeli zapomocą tych równań wyrugujemy a ih z równania symetrycznego 
(3) linii prostej, otrzymamy t. z. równanie n o r m a l n e linii prostej 

(9) 
W tym równaniu p oznacza długość prostopadłej (normalnej), spuszczonej 
z początku na prostą, a tp i 41 oznaczają kąty, jakie ta prostopadła tworzy 
z osią x-6vf i z osią 2/-ÓW. Pomiędzy kątami cp i ({) zachodzi związek 
(10) 

Jeżeli układ osi jest prostokątny ^ = | — ^ ) ' równanie normalne pro-

stej sprowadza się do 

Związek cp 4- = to, zachodzący między kątami cp i j a k i e prostopa-dła 0Q do prostej RS czyni z osią ir-ów i 2/-ÓW, zastąpmy następującym: 
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o PUNKCIE I O LINII P R O S T E J . — 1 7 . 1 9 

t- j. 
i podstawmy w tym związku sin̂ cp = 1 — coŝ cp, sin t̂j) = 1 — ; wte-
dy, po uskutecziiieniu łatwych uproszczeń, otrzymamy 

Z tego równania i z równań (8) wypadają następujące wartości na i?, cos (f 
i costp: 

(12) 

W tych wzorach, wyrażających p, <{> przez odcinki a i b, jakie prosta od-
mierza na osiach spółrzędnych, należy wziąć pierwiastek z takim znakiem, 
aby wartość na p wypadła dodatną. 

Podstawiwszy we wzorach (12) za a i 6 wartości (2), podane w art. 15, 
otrzymamy 

(13) 

lub, gdy układ osi jest prostokątny 

(14) 

W tych wzorach, wyrażających p, (p, tj) przez spółczynniki A, B, O równania 
ogólnego linii prostej, należy wziąć pierwiastek ze znakiem przeciwnym 
znakowi spółczynnika C, ażeby p wypadło dodatne. 

Równania (13) i (14) wskazują, że chcąc równanie ogólne (1) linii 
prostej zamienić na normalne, dość pomnożyć to równanie przez 

1 
lub przez według tego, 

czy układ osi nie jest, czy też jest prostokątny. 
17. Weźmy na prostej RS (fig. 10) jakikolwiek punkt P i, przyjąwszy 

początek O za biegun, a oś ic-ów za oś układu spółrzędnych biegunowych, 
nazwijmy OP = r, ^ X O P = 6. Z trójkąta prostokątnego OQP wypada 

( 1 5 ) 
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20 GIEOMETRYJA ANA.LITYCZNA PŁIASKA. 

To równanie jest równaniem b i e g u n o w y m linii prostej, wyznaczonej przez 
jśj odległość prostopadłą i? od bieguna O i przez kąt (p, jaki ta prostopadła 
czyni z osią, 0 X . 

Nawzajem, równanie między spółrzędnymi biegunowymi punktu 
r, 8 kształtu 
(16) ł'(A cose + Bsin6) = C, 

w którym A, B, C oznaczają liczby dane, przedstawia liniją prostą; jeżeli 
bowiem w tym równaniu podstawimy 

A = D cos cp, B = D sin cp, 

skąd nawzajem wynika 
A B 

to otrzymamy 
C 

r D cos (6—cp) = C, czyli r cos (6—cp) = ^ = i?, 

a równanie to, jakeśmy dopieroco okazali, przedstawia liniją prostą. 
Inna, nader użyteczna, postać równania linii prostej wypada ze wzorów, 

podanych w artykule 14. Mianowicie, jeżeli Xo i yo są spółrzędnymi punktu 
danego na prostej, która z osią ic-ów czyni kąt a, wówczas mamy 

gdzie 
, , , sin({o-a) sina (18) I = ^ ' ni = ^ ^ sin (O smo) 

Oba zaś stosunki (17) są równe odległości r punktu bieżącego (x, y) od 
punktu danego (Xo, yo). 

RÓWNANIE PUNKTU. 

18. Jeżeli « i są spółrzędnymi linii prostej, wówczas równanie ogólne 
stopnia 1-ego między tymi spółrzędnymi 
(1) L« + Mv + N O 

przedstawia punkt. Położenie tego punktu zależy od stosunków ^ i ^ po-
między trzema spółczynnikami L, M, N; te bowiem stosunki są wartościami 
spółrzędnych Descartes'a punktu, przedstaAvionego przez równanie (1), 

L M 
(2) = y = 
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ZAGADNIEMA O PUNKCIE I O LINII PROSTEJ. 

IIK AVypaclki otrzymane AV artykułach poprzedzających zastosujemy 
do rozwiązania kilku zagadnień. 

ZnaUść odległość iirostopadłą punktu danego od prostej danej. 
a. Załóżmy napraód, że punkt jest dany przez swe spółrzędne (x\ y'), 

a prosta przez równanie między spółrzędnymi punktu, oraz, że to równanie 
jest równaniem normalnym, 
(1) iccoscp + ycostjł — i? = 0. 

Przez punkt dany poprowadźmy prostą, równoległą do danej: równanie nor-
malne tej drugiej prostej będzie kształtu 
(2) iccoscp + ł/cos(Ił — y = 0; 
kąty tp i t}) mają te same wartości, co w równaniu (1), gdy tymczasem odle-
głość prostopadła początku od prostej (2), t. j. jest odmienną od i?. Po-
nieważ prosta (2) przechodzi przez punkt dany, zatym mamy 
(3) a;'cosep + ycoŝ }) — y = 0. 
Oznaczmy przez § odległość prostopadłą punktu danego od prostej danej; 
natenczas będzie 

lub, wstawiwszy zaj>' wartość z równania (3), 
8 == zp (a;'cos«p + ycoscp — p). 

W tym wyrażeniu należy wziąć znak wyższy lub niższy, według tego, czy 
punkt dany i początek spółrzędnych leżą z tej samej strony, czyteż po stro-
nach przeciwnych prostej danej; wtedy wartość na o wypadnie w obu razach 
dodatną. J eżeli zaś zapomocą znaków chcemy odróżnić, czy prostopadła 
d leży po jednej, czyteż po drugiej stronie prostej danej, wówczas kładzie się 
zwykle 
(4) d ~ — (x'cosf{) + ycost}* — !>)• 
AVskutek tego, wartość na S wypadnie dodatna, jeżeli początek spółrzędnych 
i punkt y') leżą z tej samej strony prostej danej (1), a ujemna, jeżeli te 
dwa punkty leżą po stronach przeciwnych tej prostej. A zatym: jeżeli w lewa 
stronę równania normalnego prostej za spólrzędne bieżące (x ,y) wstawimy spółrze-
dne punJctu danego (x\ y') i wypadeJc podstaioienia tceśmiemy ze znakiem przeci-
wnym, to otrzymamy {co do wielkości i znaku) odległość prostopadłą punktu danego 
od tej prostej. 

Jeżeli prosta jest dana przez równanie ogólne 

(5) Aa; + B// + 0 = 0, 
wówczas, przywiódszy to równanie naprzód do postaci normalnej, znajdzie-
my, że odległość prostopadła punktu y') od prostej przedstawionej przez 
równanie (5), co do długości i ziinku, wyrazi się przez 
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2 2 GIeOMETRYJA ANA.LITYCZNA PŁIASKA. 

(6) 

AYszczególności, kiedy układ spółrzędnych jest prostokątny ĉo = ' hędzie 

(7) 

W tych wyrażeniach należy wziąć pierwiastek ze znakiem spółczynnika C. 
b. Dajmy teraz, że prosta jest dana przez swe spółrzędne w' i v\ a punkt 

przez równanie między spółrzędnymi linii prostej 

(8) 

Ponieważ równanie prostej o spółrzędnych n', v' jest 

a spółrzędne punktu równania (8) są 

więc mamy 

Jeżeli układ spółrzędnych jest prostokątny ^o) =: , to 

(10) 

A zatym: jeżeli w lewci stronę równania punktu IJU 4- My -f ^ = odniesione-
go do uTcładu prostokątnego, sa spółrzędne hieżące (u,v) podstatcimg spółrzędne 
prostej danej (u',v'),a loyrażenie to podzielimy przez u ^ ' ^ t o otrzymamij 
(co do wielkości i znaku) odległość prostopadła prostej danej od tego punktu. 

20. Znałeść róicnanie prostej, przec}wdz(icćj przez dwa punMy, dane przez 
spółrzędne (x\ y') i (x", y^'), tudzież równanie punktu, w którym się przecinają, 
dwie proste, dane przez spółrzędne (u\ v') i (u", v"). 

a. Niech 
(1) 
będzie równaniem żądanej prostej. Skoro ta prosta przechodzi przez punkt 
(x', y') i przez punkt (x", y"), zatym mamy 

Bwa ostatnie równania dają 
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Wstawiwszy te wartości za A : B : C w równanie (1), znajdziemy równanie 
szukane 

(2) 
czyli, używając znakowania wyznacznikowego, 
(2') 

równanie to można jeszcze przedstawić w postaci 

(2") 

Spółrzędne zaś żądanej prostej są 

(3) 

b. Równanie punktu przecięcia się dwu prostych o spółrzędnych 
jest także wypadkiem rugowania L : M; N z trzech ró-

wnań 

a mianowicie 
(4) 

lub, rozwinąwszy wyznacznik, 
( 4 ' ) 

spółrzędne zaś tego punktu są 

(5) 

21. Znaleść spółrzędne punUu przecięcia się dwu prostych, danych przez 
równania, tudzież spółrzędne prostej iwzechodsącej przez dwa pimTity, dane przeĘ 
równania. 

a. Jeżeli x\ y' są spółrzędnymi punktu, w którym przecinają się pro-
ste, przedstawione przez równania 

(1) . . . . . - , 
natenczas mamy 

Te dwa równania z dwiema nieAviadoniymi a;', y' dają: 
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(2) B : C , A A ,B 
B' ,C' c , A' A ' ,B ' 

Jeżeli AB' —A'B=:0, wówczas wartości na a?'i y wypadną nieskończone; 
dane proste są, więc równoległe. Jeżeli nadto BC — B'C = O i CA'— CA = O, 

wówczas wyrażenia na x\ y' przybierają, postać nieoznaczoną, ^ ; dane pro-
ste w tym przypadku przystają do siebie. Należy zauważyć, że jeżeli dwa 
z tych trzech warunków AB'— A'B = 0, BC — B'C=:0 i CA'—C'A = 0 są 
dopełnione, wtedy i trzeciemu staje się zadość; albowiem np.z dwu pierwszych 

mamy = skąd wynika trzecie równanie warunkowe. 

b. Podobnie, jeżeli są spółrzędnymi prostej, przechodzącej przez 
dwa punkty, przedstawione przez rÓAvnania 

(3) 
to wówczas mamy 

skąd wypada 

(4) 

0) 

22. Wyznacsyó hit między dwiema prostymi, danymi przez równaniu. 
Niech 

będą równaniami dwu danych prostych. Oznaczmy przez cp, kąty, jakio 
z dodatnym kierunkiem osi ic-ów czynią kierunki prostopadłych z początku 
O na nie spuszczonych, a przez 7 kąt, zawarty między tymi dwiema prosto-
padłymi. Kąt Y jest zarazem jednym z kątów spełniających się, które proste 
dane tworzą z sobą. 

Podług art. 17 mamy 

costp = a i^rzeto 

, a przeto 

lecz 

wstawiwszy więc tu wartości powyższe, otrzymamy 
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a stąd 

Z tych wyrażeń wypada 

(3) - - - ^ 
jako warunek równoległości, zaś 
(4) - , 
jako warunek prostopadłości dwu prostych danych. Jeżeli układ osi jest 
prostokątny, warunek prostopadłości (4) sprowadza się do 
(5) 

A zatym, dwie proste, przedstawione przez równania 

(6) 

będą do siebie prostopadłe, gdy 

(7) 

lub 

- («) 
weiUug tegt), czy układ osi nie jest, czyteż jest prostokątny. 

23. ZnaUść odległość dwu punUów, danych przez równania, 
Spółrzędne punktów, przedstawionych przez równania 

(1) 
I 
7; odległość d tych dwu pun: 

litów wyraża się zatym przez^ (art. 14.) 

24. Wyrazić pole trójkąta 
przez spółrzędne (ic,, 2/1), (iCa, y^, 

y^i) j€go wierzc1ioikóiv P, , 
P2? Pa-

Dajmy, że o b i e g trój-
kąta P1P2P3 jest dodatny, t. j. 
że, przebiegając obwód w kie-
runku wskazanym przez nastę-
pstwo Pj, P2, P3 wierzchołków, 
mamy pole trójkąta po ręce 
lewej, jak na załączonej figu-
rze 11. Z tej tigury widzimy, żo Fig. 11. 
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Trapez PaMjMiP, stoi na podstawie MjM, jCj i ma średnią wysokość 

równą -(y^ -}-2/3) sin w; jego pole jest więc równe ^(a?, —sca) (i/, +2/3) sin w. Po-

dobnie, pole trapezu PjMiMgPg jest równe (ŷ  +«/,) sinw, a pole trape-

zu P2M2M3P3 równe (̂073—â a) (yi + 2/2) sin w, lub — — Xi) (ŷ  + y )̂ sin w. 

Podstawiwszy te wartości, otrzymamy, co do wartości liczebnej i co do znaku. 

albo, używając znakowania wyznacznikowego, 

I 

Jeżeliby obieg trójkąta PjPaPa był ujemny, wówczas, ażeby wartość pola 
wypadła dodatna, należałoby wyrażenie powyższe wziąć ze znakiem (—). 
Będzie wszakże konsekwentniej, gdy się znaku nie zmieni i gdy się zatym 
pole trójkąta, i wogólności jakiegokolwiek wielokąta,uważać będzie za do-
datne lub za ujemne, według tego, czy jego obieg, wskazany przez nastę-
pstwo wierzchołków, jest dodatny, czyteż ujemny. 

25. Wyrazić pole trójkąta przez spółczynniki w równaniach 

jego boków P a P 3 , P 3 P , , P . P ^ . 

Oznaczmy przez A,, Aa, A3, E,,... ilości dołączone w wyznaczniku*) 

do elementów a,, aa, ^^ij-) a przez (h?, , 2/,), (X3,y3) spółrzędne 
wierzchołków P,, Pa, P3. Z równań boków, łącząc je po dwa, otrzyma-
my wtedy 

*) W całym'dziele, ilekroć o wyznacznikach jest mowa, trzymać się będziemy słownictwa 
przeprowadzonego przez M, A. B a r a n i e c k i e g o w jego pi'acy: Teoryja loyznaczników (Pa-
ryż, 1879).— Wykład własności wyznaczników, ktdre przyjmujemy tu jako znane, czytelnik 
znajdzie tak w początkowych rozdziałach wzmiankowanej książki, jak i w Al<liehrze seryi III »Bi« 
blijotcki mat.-fiz.« 
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J^ole zaś trójkąta znajdziemy, gdy te wartości na cc,, cca 1/3 wsta-
wimy w wyrażenie podane w artykule poprzedzającym; będzie zatym 

26. Znaleść warunek, pod jakim prosta przechodzi przez punkt przecięcia się 
dwu prostych, i warunek, pod jakim punkt leży na prostej łączącej dwa punkty dane. 

Te warunki wynikają bespośrednio z dwu artykułów poprzedzających; 
albowiem, jeżeli trzy proste przecinają się w jednym punkcie, to pole trój-
kąta, zamkniętego przez te proste, jest równe 0; podobnie, jeżeli trzy pun-
kty leżą na jednej prostej, to pole trójkąta, mającego te punkty za wierz-
chołki, jest równe 0. Warunki te możemy otrzymać wprost w sposób na-
stępujący. 

Jeżeli prosta 

(1) . . . 

przechodzić ma przez punkt przecięcia się prostych 

(2) 
natenczas wartości na a? i 2/, otrzymane z dwu ostatnich równań, muszą uczy-
nić zadość równaniu pierwszemu: a zatym musi być 

(3) 

(4) 

To samo równanie warunkowe otrzymamy przez wyrugowanie dwu ilości nie-
oznaczonych X : : x" z równań 

z tego zaś wynika, że jeżeli trzy ostatnie równania mają miejsce, to także 
ma miejsce równanie (3). 

Mnożąc równania (4) odpowiednio przez x, y,\ i dodając iloczyny, znaj-
dziemy 

(5) - . 
A zatym: jeżeli istnieją takie trzy czynniki x, x', x", iż wielomiany równań trzech 
prostych danych, przez nie pomnożone, dają sumę równą O, wówczas warunek 
jest dopełniony, a przeto te trzy proste przecinają się iv jednym punkclc. Xależy to 
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twierdzenie tak rozumieć, że suma w lewej stronie równości (5) jest toźsa-
mościowo równa O, t. j. przy wszelkich wartościach na x \ y , gdyż tylko wte-
dy z równości (5) wypływają naodwrót równości (4). Z tego powodu uży-
liśmy we wzorze (5) znaku tożsamości ( = ), zamiast znaku równości (=) . 

Podobnie, jeżeli punkt 

ma leżeć na prostej, łączącej dwa punkty 

(7) 

natenczas musi być 

(8) 

Równanie warunkowe (8) otrzymamy także jako wypadek rugowania x : : 
z równań 

(9) 
A zatym: jeżeli istnieją trzy takie czynniki x', iż wielomiany róionań (6) 
i (7) trzech punktów danych, przez nie pomnożone, dają smnę tożsamościowa równą O, 

(10) 
natenczas warunek (8) jest dopełniony, a przeto trzy punkty dane leżą na jednej 
prostej. 

Jeżeli, dla skrócenia, przez D oznaczymy wyrażenie stopnia I-ego 
względem spółrzędnych punktu x i y , t . j. 

(11) 

a przez P wyrażenie stopnia 1-ego względem spółrzędnych linii prostej 
u i i\ t. j. 

(12) 
natenczas D —O będzie równaniem s k r ó c o n y m prostej I) o spółrzędnych 

) będzie równaniem s k r ó c o n y m punktu P-o spół-

rzędnych ic =; ^ ? — ^ , wypadki zaś dopieroco otrzymane będziemy mogli 

tak Avypowiedzieć: 
Jeżeli trzy proste B, = 0 , Da = 0, D^i^O prsechodsąprzez jeden punkt,lub 

jeżeli trzy punkty P , = : 0 , P a ^ O , P3 = 0 leżą na jednej prostej, natenczas istnieją 
trzy liczby ';Cj, Zoj których zachodzi tożsamość -f + >^3^3 = 0, luh 
odpowiednio x,P, + ^''•sPa = 

Naodwrót: jeżeli istnieją trzy liczby '/.̂ j ^^^^ryh zachodzi tożsa-
mość %,D, -f /t.,Da -j- = O, lub ZiP, + ^aPa + ^^P^ = O, natenczas trzy pro-
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ste Dl, D2, D3 przechodzą przez jeden pimU, lnh odpowięęlma trzy punhty 
P,, Po, P3 leżci na jednej prostej. 

27. Z twierdzenia tylkoco wypowiedzianego wynika następujące: 
Jeżeli 

(1) 
scj. równaniami dtvu prostych danych D, i D2, natenczas równanie 

z czynnikiem nieoznaczonym X, przedstawia jakąkolwiek proste}, D, która przechodzi 
przez punkt przecięcia się prostych D, i Dj . 

Z powodu wielkiej ważności tego twierdzenia, dowiedziemy go jeszcze 
innym sposobem. 

Naprzód, widocznie równanie (2) przedstawia jakąś liniją prostą, albo-
wiem jest ono stopnia 1-ego względem spółrzędnych punktu' x i y. Po wtóre j 
prosta pi^zedstawiona przez równanie (2) przechodzi przez punkt przecięcia 
się prostych (1), albowiem wartości na x\y, które czynią zadość jedno-
cześnie obu równaniom (1), uczynią zadość i równaniu (2), t. j. punkt, w któ-
rj^m proste D, i Da przecinają się, leży na prostej, przedstawionej przez 
równanie (2). Nareszcie, gdy damy na X wartość odpowiednią, równanie (2) 
będzie mogło przedstawiać pewną, j a k ą k o 1 wiek zresztą^ prostą^ prze-
chodzącą przez punkt przecięcia si^ prostych D, i Dg. 

Jakoż, weźmy pod uwagę prostą, która przechodzi przez punkt prze-
cięcia się prostych D, i Da i nadto przez punkt, którego spółrzędne są np. 
cc', y\ Mamy okazać, że można dać na X taką wartość, aby rówhaiiie (2) 
przedstawiało tę prostą. Podstawiając w nie a;' i ?y' za cc i ^ 

(3) 

widzimy, iż ono zamienia się na 

(4) 

i przedstawia prostą, która przechodzi i przez punkt przecięcia się prostych 
D, i Da i przez punkt cc', y\ 

A zatym, jeżeli tylko damy na X wartość odpowiednią, równanie (2) 
może przedstawiać jąkąkolwiek prostą, przechodzącą przez punkt przecięcia 
się prostych (1). 

Spółrzędne u i d prostej D są widoczne 

(5) 

Znajdziemy jeszcże znaczenie gieometryczne czynnika X. Dajmy źq 
SD, i SDa są danymi dwiema prostymi Dj = 0 i Da^O, a SD jest prostą 
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Z punktu bieżącego V(x,y) na prostej D spuśćmy prostopadłe PQ, 
i PQi na proste SD, i SDg. Oznaczając te prostopadłe przez a, i §2, mamy 

w układzie prostokątnym, co do wiel-
kości i co do znaku, 

l-ig. 12. 

skąd 

Atoli z równania 

wypada 

Jest więc 

(6) 

gdzie : [/^/j^ + fa^ jest czynnikiem stałym i dodatnym, od 
położenia prostej D niezależnym. AVartość (6) na X wypada ujemna lub do-
datna według tego, czy prosta SD leży wewnątrz, czyteż zewnątrz tego kąta 
między SD, i SDa, wewnątrz którego leży także początek spółrzędnych 
(art. 19). Oznaczmy przez DD, i DD^ kąty DSD, i DSDa. Gdj 
8 i=PQ,=:SPs inDD„ S2 = PQ2 = SPsinDD2, to 

Wstawiwszy tę wartość w wyrażenie (6), mieć będziemy także 

(6') 

28. Tak samo można dowieść twierdzenia analogicznego: 
Jeżeli 

(1) 
set rótimaniami dwu punktów P , i Pa, natencms równanie 

(2) . 
3 mjmiMem nieGmaczoHym X, przedstawia jakikolwiek punkt P na prostkj^ łącząc^, 
punkty P| i Pj/ 

Istotnie, równanie (2) przedstawia, popierwsze, punkt, gdyż jest sto-
pnia 1-ego względem u i v. Powtóre, ten punkt leży i na prostej przecho 
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dzącej przez punkt Pj i na prostej przechodzącej przez punkt Pj, albo-
wiem wartości na u i czyniące zadość jednocześnie obu równaniom (1), 
uczynią zadość i równaniu (2). Nareszcie można na X dać taką wartość, aby ró-
Araanie (2) przedstawiało j a k i k o l w i e k punkt, oznaczony na prostej P1P2. 

Jakoż, weźmy na prostej Pi Pa jakikolwiek punkt, leżący także np. na 
prostej o spółrzędnych w', Mamy okazać, że na X można dać taką wartość, 
aby równanie (2) przedstawiało ten punkt. Wstawiając w równanie (2) li i 
za u i t;, otrzymamy 

(3) 

wskutek czego przechodzi ono na 

(4) ' 

i przedstawia właśnie punkt uważany. 
Spółrzędne punktu (2) są 

Aby jeszcze znaleść znaczenie gieometryczne czynnika X, oznaczmy przez 
PiP i PPa długości odcinków, na jakie punkt P dzieli odległość PiPa pun-
któw (1). AV założeniu, że układ osi jest prostokątny, mamy: 

stąd zaś wypada 

(6) 

t. j. odcinki P ,P i PP2 będą miały ten sam kierunek, lub kierunki przeci-
wne, według tego, czy X jest liczbą dodatną, czyteż ujemną. 

29. Aby lepiej wyjaśnić znaczenie i doniosłość tych twierdzeń, weź-
my pod uwagę trójkąt PjPaPa. Niech 

będą równaniami normalnymi boków PaPa, P3P1 i PiPa tego trójkąta we spół-
rzędnych prostokątnych, których początek przyjmujemy wewnątrz trójkąta. 
Podzielmy kąty wewnętrzne tego trójkąta linijami prostymi A,, Aa, A3 tak, 
aby, przy dodatnych m̂ ^ m.̂ , m̂ ^ było 
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równania prostych A,, A,, 4 będą wtedy (art. 27) 

Suma tych trzech równań jest toźsamościowo równa O, trzy proste A,. A2, A3 
przecinają się zatym w jednym punkcie (art. 26). Jeżeli te same kąty po-
dzielimy prostymi A',, A'2, A'3 w stosunku takim, aby było 

będzie wówczas 

Z tych równań widoczna, że także sumy algiebraiczne 

są tożsamościowe równe 0. Mamy zatym twierdzenie następujące: 
Jeżeli kąty trójkąta PiPaPg podzielimy wewnętrznie 

i zeivnętrznie na dwie części tak, ahy icstainj tych części, co do wartości hezwzględnćj, 
były odpowiednio iv stosunku : m^, w, : m^ i m^,: to sześć prostych, tak otrzy-
manych, przecinają się po trzy iv czterech punktach; w jednym przecinają się proste, 
podziału wewnętrznego, a w każdym z trzech innych przecinają się dwie proste 
podziału zewnętrznego z jedną podziału wewnętrznego. 

Na bokach trójkąta PaPa? P3P1, P1P2 obierzmy po dwie pary pun-
któw n,, n',; Ha, W2] Ila, lig, dzielących te boki wewnętrznie i zewnętrznie 
w stosunkach, których wartości bezwzględne są równe m -̂.m ,̂ mi-.m ,̂ m -̂.mi] 
natenczas równania tych punktów podziału będą 

Ponieważ sumy . . _ . . ^̂ ^ , 
są toźsamościowo równe zeru, prieio sześć punUów trzech imr podziału leżą po 
trzy na czterech prostych. 

30. D, = 0 , D2 = 0, D g ^ O są równaniami trzech prostych, nie przecina-
jących się tv jednym punkcie: wyrazić róivnanie jakiejkolwiek innej prostej 
D = O pod postacią 

Dość położyć w tym celu 
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i wyznaczyć liczby stałe Xi, %2> % zapomocą trzech równań 

na które roskłada się powyższa tożsamość. Te równania dają na X2, v..3 
wartości skończone i oznaczone, gdyż, skoro dane trzy proste D,, Da? î i® 
przecinają się w jednym punkcie, wyznacznik 

I 
1 
I 

jest od O różny (art. 26). 
Podobnie okazać możemy, że jeżeli P i = 0 , P a ^ O , P3=:0 są równa-

niami trzech punktów, nie leżących na jednej prostej, na tenczas równanie ja-
kiegokolwiek innego punktu można przedstawić pod postacią 

Zagadnienia niniejsze są niezmiernej wagi; posłużą nam one także 
przy wprowadzeniu nowego układu spółrzędnych (rozdział IV). 

31. Aby wykazać doniosłość zagadnienia art. 30, dowiedziemy nastę-
pującego twierdzenia: 

Jeżeli dwa trójkąty PjPaPj i P',P'2P'3 są spółosiotoe, t.j. takie, że boki 
odimciednie tych divu trójkątóio i P'2P'3, P3P1 « P'3P',, P1P2 i YiY^pree-
cinają się tv trzech punktach Q,, Q2, (^3, leżących na jednej prostej (osi), to dwa te 
trójkąty są także spółhi egunow e, t. j, proste PiP'i, P2P'25 P3P'3, łączące 
imry odpowiednich wierzcltołków, przecinają się iv jednym punkcie (biegunie), i na-
odwrót. 

Niech Dl — 0,D2 = 0, D3 = 0 będą równaniami boków P2P3, P3P1, P1P2 
pierwszego trójkąta. Równanie osi można wtedy przedstawić pod postacią 
x,D, + ^aDa + ^aDg ==:0. Ponieważ bok PaP^a trójkąta drugiego prze-
chodzi przez punkt w którym bok P2P3 trójkąta pierwszego prze-
cina się z osią, to (art. 27) równanie tego boku będzie kształtu 
(xiD, + y-iD^ + ^sDg) + wD, = O, lub x',D, + + ^3^3 == 0. Otrzymu-
jemy podobnie x,D, + x'2D2 + X3D3= O i + + ' > t ' 3 D 3 — O, jako 
równania boków PsP'! i P' ,P2 = 0. Biorąc różnice każdych dwu z tych 
trzech równań, otrzymamy trzy równania następujące 

Te trzy równania przedstawiają, wskutek swego pochodzenia, proste prze-
chodzące odpowiednio przez wierzchołki P'j, P'2, P'3, wskutek zaś swego skła-
du, proste przechodzące przez wierzchołki P,, Pa, P3; są zatym równaniami 
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prostych PiFi , P2P'2 i Pa^a- A gdy suma tych równań jest toźsamościowo 
równa O, to trzy te proste przecinają się w jednym punkcie, t. j. dwa da-
ne trójkąty spółosiowe są także spółbiegunowymi. 

Aby udowodnić twierdzenie odwrotne, t. j. że trójkąty spółbiegunowe 
są także spółosiowymi, postąpimy analogicznie, używając spółrzędnych linii 
prostej zamiast spółrzędnych punktu. 

Niech więc Pi = 0, P a ^ O , P3 = 0 będą równaniami wierzchołków trój-
kąta pierwszego; równanie bieguna można wtedy przedstawić pod postacią 
XiPi + łtaPa + ^aPs = O- Równania przeto wierzchołków F j , P'2, P'3 trójkąta 
drugiego, jako punktów leżących na prostych, łączących biegun z wierzchoł-
kami P,, P2, P3, są następujące (art. 28): 

Biorąc różnice każdych dwu z tych równań, otrzymamy 

Te równania przedstawiają, ze względu na swe pochodzenie, punkty leżące 
łia bokach P'2P'3, P'iP'2, a ze względu na swój skład, punkty leżące 
na bokach P2P3, P3Pi, P1P2. Przedstawiają więc one punkty przecięcia się 
odpowiednich boków dwu danych trójkątów. A gdy ich suma jest toźsamo-
ściowo równa O, to trzy te punkty leżą na jednej prostej, t. j. dwa dane trój-
kąty spółbiegunowe są także spółosiowymi. 

Ć W I C Z E N I A . 

(13). W równaniu prostej x + ay + l = 0, odniesionej do układu osi, two-

rzących kąt wyznaczyć spółczynnik a tak, aby odległość prostopadła tej prostej o 
K i " od początku była równa —— • 

A 

(14). Znaleść równanie dwusiecznych kątów, zawartych między dwiema pro-
stymi danymi. 

(15). Okazać, że dwusieczne kątów wewnętrznych i zewnętrznych trójkąta 
przecinają się po trzy w czterech punktach. 

(16). Znaleść równanie prostej, łączącej punkt , y{) ze środkiem odległo-
ści dwu punktów danych i (̂ 3 ,2/3). 

(17). Okazać, że proste, łączące wierzchołki trójkąta ze środkami boków 
przeciwległych, przecinają się w jednym punkcie. 

(18). Znaleść we spółrzędnych prostokątnych równanie prostopadłej, spuszczo-
nej z punktu (X, , 2̂1) na prostą, łączącą dwa punkty dane (̂ 2 ,2/2) ^ T̂a »2/3)-
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(19). Okazać, że prostopadłe.do boków trójkąta, spuszczone z wierzchołków 
przeciwległych, przecinają się w jednym punkcie. 

(20). Znaleść we spółrzędnych prostokątnych równanie prostopadłej do pro-
stej, łączącej dwa punkty dane (xy , j/,) i , y )̂, w jej środku. 

(21). Okazać, że prostopadłe do boków trójkąta w ich środkach, przecinają 
się w jednym punkcie. 

(22). Znaleść wartość stosunku B: A z warunku, aby prosta Aa: + Bi/ C = O 
Tt tworzyła z prostą 2.r—3?/1 = 0 kąt — • 4 

(23). Wyznaczyć kąt między dwiema prostymi 4 cos 0 + 3 sin 6 
b ^ i — = 3cos6 — 4sine. 
r 

(24). Jeżeli tak wyznaczymy prostą, aby suma prostopadłych, z pewnych 
ń punktów na nią spuszczonych, po pomnożeniu każdej przez odpowiedni czynnik 
oznaczony, była równa O, to taka prosta przejdzie przez pewien punkt stały. 

(25). Dane są dwie proste stałe OA i OB, przecięte trzecią AB, ruchomą, lecz 
o kierunku stałym; na AB obieramy punkt P taki, aby było AP = nAB: znaleść 
miejsce punktu P. 

(26). Na osi a:-ów jest dany punkt stały A, a na osi ?/-ów punkt stały B. Na 
pierwszej osi bierzemy punkt A', a na drugiej B' tak, aby było OA' + OB'=OA + OB: 
znaleść miejsce punktu, w którym się przecinają proste AB' i A'B. 

(27). Znaleść równanie biegunowe prostej, przechodzącej przez dwa punkty 
dane fr, , 6,) i (r̂  , 62). 

(28). Dane są kąty trójkąta ABC, którego wierzchołek A jest stały, a wierz-
chołek B porusza się na prostej stałej: znaleść miejsce wierzchołka C. 
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ROZDZIAŁ III. 

O PĘKACH PROMIENI I O SZEREGACH PUNKTÓW. 

STOSUNEK PODZIAŁU PODWOJNEGO. 

32. Proste, wychodzące z jednego punktu, nazywamy p r o m i e n i a m i , 
a ich zbiór p ę k i e m p r o m i e n i , punkt zaś, z którego promienie wycho-
dzą, nazywa się w i e r z c h o ł k i e m pęku. 

Jeżeli z wierzchołka S kąta DjSDa, zawartego między promieniami SD, 
i SDg, poprowadzimy jeszcze dwa promienie SD3 i SD4 i jeżeli promień 
SD3 dzieli kąt DiSDa na dwie części, których stosunek wstaw jest X:l, 
a promień SD4 dzieli tenże kąt na dwie części, których stosunek wstaw jest 

to natenczas stosunek X:[JL nazywamy s t o s u n k i e m p o d z i a ł u po-
d w ó j n e g o k ą t a DjSDa przez promienie SD3 i SD4, albo s t o s u n k i e m 
p o d z i a ł u p o d w ó j n e g o p ę k u c z t e r e c h p r o m i e n i SD,, SDj, SD3, 
SD4. Oznaczać będziemy ten stosunek jn-zez (S. DiDgDgD^), lub, krócej, przez 
(DiD2D3D4), jeżeli nie zachodzi potrzeba wyraźnego wskazania wierzchołka 
S tego pęku, a przez DiD^ kąt D,SDA, zawarty między promieniami 
SDi i SDi, czyli, mówiąc krócej, między promieniami Di i DA. 

Według powyższego określenia, jest więc 

(1) 

Zauważywszy, że kąty DiD^ i D^Di należy brać ze znakami przeciwny-
mi (porządek bowiem liter wyraża tu kierunek obrotu promienia ruchomego, 
opisującego te kąty), łatwo sprawdzić równości następujące: 

(2) 
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Z wyrażenia (1) widzimy jeszcze, że stosunek podziału podwójnego jest 
dodatny albo ujemny, według tego, czy promienie D3 i D4 dzielą, kąt DjDa 
oba wewnętrznie, lub oba zewnętrznie, czyteż jeden wewnętrznie, a drugi 
zewnętrznie. 

33. Zbiór punktów, leżących na jednej linii prostśj, nazywamy sze-
regi.em p r o s t o l i n i j o wym punk tów, albo krócej, s z e r e g i e m pun-
któw. Prosta, na której ten szereg punktów leży, nazywa się pods t a -
wą szeregu. 

Jeżeli odcinek P.Pa podstawy, zawarty między punktami Pi i Pa, jest 
podzielony przez punkt P3 w stosunku X:l, a przez punkt P4 w stosunku 
|X:], natenczas stosunek X:[JL nazwiemy stosunkiem p o d z i a ł u podwój-
nego o d c i n k a P.Pg przez punkty P3 i P^, albo s t o s u n k i e m podz ia -
łu p o d w ó j n e g o s z e r e g u c z t e r e c h p u n k t ó w P,, Pa, P3, P4; ten sto-
sunek oznaczać będziemy przez (P,P2P3P4). 

Według tego określenia, mamy 

(1) 

Ponieważ P/Pi =: — PAP, (porządek bowiem liter wyraża tu kierunek 
ruchu punktu, kreślącego te odcinki), więc 

(2) 

Z wyrażenia (1) widzimy, że stosunek podziału podwójnego wypadnie 
dodatny albo ujemny, według tego, czy punkty P3 i P4 dzielą odcinek PjPa 
oba wewnętrznie, lub oba zewnętrznie, czyteż jeden wewnętrznie, a drugi 
zewnętrznie. 

34. Niech 

będą równaniami promieni SD, i SDg; równania promieni SD3 i SD4 można 
wtedy wyrazić' przez (art. 27) 

(2) 
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Ponieważ (art. 27) 

gdzie x = [/'Ai^ + Bi^ : [/Ag^ + BaS to stosunek podwójnego podziału 
pęku promieni D,, Da? 1̂ 3? wyrazi się 

(3) 
Zależy więc on tylko od stosunku czynników X i wchodzących w równa-
nia promieni Dg i D4, złożone z równań promieni D, i Dg. 

Jeżeli równania wszystkich czterech promieni są złożone z równań dwu 
pewnych promieni D'j, D'2, t. j. jeżeli 

(4) 
(5) 
to, chcąc wówczas otrzymać wartość (DiDaDgD^), należy równania (5) spro 
wadzić do kształtu (2), t. j. złożyć je z równań promieni D, i Dj. Podsta-
wiając w tym celu w równania (5) wartości na D', i Da, wypływające z wy-
rażeń (4), t. j. 

otrzymamy 

Równania więc (4) i (5) można zastąpić przez równania 
(4') 
(5') 

z których wynika 

(6) 
35. Niech. 

(O 
będą równaniami dwu punktów Pj i Pa. Równania punktów P3 i P4 na 
prostej, przez Pj i Pa przechodzącej, wyrazić można przez 

(2) 
Ponieważ (art. 28) ' 

więc 
(3) 
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stosunek zatym podziału podwójnego szeregu punktów P,, Pa, P3, P4 zależy 
jedynie od stosunków liczb X i |JL, wchodzących w równania punktów P3 i P4, 
złożone z równań punktów P, i Pg. 

Jeżeli równania czterech punktów dane są w postaci 

(4) 
(5) 
natenczas, takim samym sposobem, jak w art. 34, znajdziemy, że 

(6) 

36. Weźmy pod uwagę cztery promienie pęku 

(1) 
i cztery punkty szeregu 
(2) . ^ 

oraz załóżmy, że P, leży na D,, Pg na Dj, P3 na Dg, P4 na D4. 
Spółrzędne punktów (2) są odpowiednio 

Podstawmy te wartości za £c i w odpowiednich rówaniach (1); otrzymamy 

Ostatnie dwa równania warunkowe przywodzą się, wskutek dwu piśr^ 
wszych, do: 

z których wypada 

t. j. stosunek podziału podwójnego promieni (1) jest równy stosunkowi po-
działu podwójnego punktów (2). * 

A zatym: jeżeli cztery prom ienie pęku przetniemy prostą poprzeczną, to stosu-
nek podziału podwójnego promieni jest równy stosunkowi podziału podtcójnego pun-
któio przecięcia. 

37. Trzy proste, wychodzące z jednego punktu, lub trzy punkty na 
jednej prostej wyznaczają czwartą prostą, wychodzącą z tegoż punktu, lub 
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czwarty punkt iia tejże prostej, tworzące, wraz z trzema danymi, pęk pro-
mieni, lub szereg punktów, o pewnym, zgóry danym, stosunku podziału 
podwójnego. Jeżeli bowiem stosunek podziału podwójnego czterech promieni 
pęku (4) i (5) w art. 34, lub czterech punktów szeregu (4) i (5) w art. 35, 
jest dany i równy to wtedy, ze związku 

mając dane trzy liczby stosunkowe X, X', możemy wyznaczyć czwartą, {iA 
Ten czwarty promień, lub czw^arty punkt można znaleść przez wykre-

ślenie w sposób następujący. — Niech (fig. 13) SD„ SD3 będą trze-
ma promieniami danymi, SD4 niech będzie promieniem szukanym, mającym 
uczynić zadość warunkowi (DiDaDgD^) — P o p r o w a d ź m y poprzeczną; 
przetnie ona te promienie odpowiednio w punktach P,, Pg, P3, P4 i naten-
czas (art. 36) także (P iPaPgPi )^ / . Poprowadźmy jeszcze drugą poprze-
czną, równoległą do jednego z danych promieni, np. do i^romienia SD3. Ta 

poprzeczna przetnie promienie SD, i 
w punktach P', i P'2, promień SD3 

w punkcie nieskończenie odległym 
(CNO), a I)roniień szukany w pe-
wnym punkcie P'^, i również będzie 
I 

czyli 

Stąd zaś, z uwagi, iż 

wypada 

Fig. 13. Jeżeli więc na poprzecznej P',P'-2 wy-
•/ii!i.r7vmv nnnL-f. T". ł.-jlri filiv 

i połączymy go z punktem S, to promień P'4S będzie czwartym promieniem 
szukanym, gdyż (DiDoDgDi) — i przetnie pierAvszą poprzeczną w pun-
kcie P4 tak, iż (P,P2P3P4) — — Gdybyśmy mieli dla trzech juinktów 
danych P,, P^ i P3 znaleść taki czwarty punkt P4, żeby (PiPgPgPi) = 
to połączylibyśmy punkty P,, Pg, P3 z jakimkolwiek punktem S, nie leżą-
cym na podstawie tego szeregu, a następnie postąpilibyśmy tak, jak poprze-
dnio, przy odszukiwaniu czwartego promienia. 
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rODZIAŁ HARMONICZNY. 

38. Cztery promienie pęku, lub cztery punkty szeregu nazywamy h a r-
m oni czny mi, jeżeli icli stosunek podziału podwójnego jest równy — 1. 

Cztery promienie Dj, Da, Dg, D^ są więc harmoniczne, jeżeli 

(1) 

a cztery punkty P,, Pj, P3, P^ są harmoniczne, jeżeli 

(2) 

AYiemy już (art. 32 i 33), że 

jak również 

Wynika z tego, że, gdy jest mowa o czterech promieniach lub czterech pun-
ktach harmonicznych, to niema co brać pod uwagę uporządkowania wszyst-
kich czterech promieni lub czterech punktów, lecz tylko ich podział na dwie 
pary Dj, Dj i D3, D4 lub P,, Pg i P3, P^; dlatego używać będziemy wyra-
żenia: dwie p a r y p r o m i e n i D,, D2 i D3, D4 lub dwie p a r y pun-
k tów P,, Pa i P3, P4 są h a r m o n i c z n e lub h a r m o n i c z n i e ze s o b ą 
s p r z ę ż o n e . 

Ze wzoru (1) czytamy, że jeden z dwu promieni D3 i D^ dzieli kąt mię-
dzy promieniami D, i Da wewnętrznie, a drugi zewnętrznie; jeżeli bowiem 

to odi^owiednio 0. Nadto, jeżeli /:^D,1)3 = 0, wtedy sin jJ .̂JJa'̂ ^ 
także = jak również, jeżeli = wówczas także 
t . j . jeżeli promień D3 przyjmie kierunek promienia D, łub Da, wtedy z tymże 
samym promieniem D, lub odpowiednio Da zejdzie się także promień D4. Na-
reszcie, jeżeli ZJ^i^z — ZJ^z^i^ wtedy ZDiT>i = — t. j. jeżeli pro-
mień D3 jest dAvusieczną kąta DjSDa, Avtedy promień D^ jest dwusieczną 
kąta, spełniającego kąt DjSDj do ir; promienie D3 i D^ będą w tym przy-
padku do siebie prostopadłe. 

Z równania zaś (2) wynika, że jeden z punktów P3 i P4 dzieli odcinek 
p p 

wewnętrznie, a drugi zewnętrznie; jeżeli bowiem to odpowie-

P P <r dnio Nadto, jeżeli P,P3=;0 lub Rp3 = 0, wtedy także odpowie-
dnioP,P4=:0 lub PaPi^O, t. j. jeżeli punkt P3 zejdzie się z punktem P, 
lub Pa, wtedy w tymże samym punkcie znajdzie się także punkt P4. Nareszcie, 
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jeżeli PIP3 = P3P2, wtedy P,P4 = - P 4 P 2 = P2P4, t. j. jeżeli punkt P3 znaj-
duje się w środku odcinka PjPa, to punkt P^ leży na prostej P1P2 w nie-
skończonej odległości. 

39. Rozumiejąc przez R, i R2 wyrażenia stopnia 1-ego bądżto wzglę-
dem spółrzędnych punktu x i y, bądżteż względem spółrzędnych linii prostej 
u i V, będziemy mogli zapomocą układu równań 

(1) . . _ . . 
przedstawić tak cztery promienie jednego pęku, jak i cztery punkty jednego 
szeregu. , 

Według powyższego określenia, pary e l e m e n t ó w (promieni lub pun-
któw) R,, Rj-, R3, R4 są harmoniczne, jeżeli (art. 34 i 35) 

(2) 
Równania dwu par elementów harmonicznych można zatym sprowadzić do 
postaci: 

(3) . . _ 

Jeżeli równania dwu par elementów są dane w postaci 

(4) 

natenczas te pary będą harmoniczne, jeżeli (art. 34 i 35) 

(5) 

Jeżeli więc są dane trzy elementy, to można znaleść czwarty (ale tylko jeden), 
który z jednym z danych tworzy parę harmonicznie sprzężoną z parą pozo-
stałych dwu elementów danych. Gdy bowiem są dane trzy liczby stosunkowe 
X, [J., X', natenczas z równania (5) można obliczyć wartość czwartej ji'. 

Czwarty element, który z trzema danymi tworzy dwie pary harmoni-
czne, znajdziemy przez wykreślenie sposobem, podanym w art. 37. Inny 
sposób wypadnie z rospatrzenia własności harmonicznych czworoboku i czwo-
rokąta zupełnego. 

40. C z w o r o b o k i e m z u p e ł n y m nazywamy figurę utworzoną przez 
cztery proste, z których jakiekolwiek trzy nie przechodzą przez ten sam 
punkt. Te cztery proste Dj, Da, D3, D4 zowią się bokami czworoboku (fig. 
14). Boki czworoboku zupełnego przecinają się po dwa w sześciu punktach, 
które nazywamy wierzchołkami czworoboku. Punkt przecięcia się boków 
Di i Da oznaczymy przez A/t, wierzchołkami czworoboku będą zatym pun-
kty A,2, A,3, A,i, Aaa, A24, Aai. Tak oznaczywszy wierzchołki, możemy jo 
zebrać we trzy pary A,2, Ajt; A,3, Aa^; A , A a j tak, aby punkty tej samej 
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pary nie miały spólnego wskaźnika. Te trzy pary wierzchołków są trzema 
parami wierzchołków przeciwległych. Należy zauważyć, że na każdym boku 
leżą trzy wierzchołki, 
maj ące j eden wskaźnik 
spoiny. Proste, łączące 
pary wierzchołków Aja 
i A34, AI3 i A24, Aił 
i A23, oznaczymy przez 
D'i, D'2, D'3; są one 
przekątnymi czworo-
boku. 

Niech Dl = O, 
02=0, ^3=0, D4=:0, 

będą równaniami bo-
ków i przekątnych 
czworoboku zupełne-
go. Ponieważ prze-
kątna D'i przechodzi 
przez punkt A12 i 
przez punkt A^ ,̂ prze-
to jej równanie można 
przedstawić pod po-
stacią 

(1) 
i pod postacią 

(2) 
Mamy zatym tożsamość 

z której wynika 

(3) 
(4) 

Równanie —WgDg^iO przestawia prostą przechodzącą przez A13, 
a równanie m4D4 — WaDa^ O przedstawia prostą przechodzącą przez Aai-
(jrdy, według (3), pierwsze strony tych równań są tożsamościowe, przeto oba 
przedstawiają tę sarnę prostą, t. j. przekątną D'2; mamy zatym: 

(5) 
Znajdziemy taksamo, zapomocą tożsamości (4), 

(6) 
Ze związków^(l), (5) i (6) wypływa 
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(7) 

Oznaczmy przez B,, Bg, Bg punkty przecięcia się par przekątnych 
^ D'2 i D'3, D'3 i D',, D'i i D'2. Łatwo spostrzeżemy, źe równanie D', + D g ^ O 
(lub w,Dl -j- y^^Di^O) przedstawia prostą B3A14, a równanie D', — D'2 = 0 
(lub W2D2 + prostą B3A23. Podobnie równanie D', + D'3 O przed-
stawia prostą Bo A, 3, a równanie D', — D'3 = O prostą B2A24. Nareszcie 
równanie D'2 -f D'3 =::0 przedstawia prostą BiA,2, a równanie D'2 — D'3 = O 
prostą B,A34. Podług zaś wzorów (3) w art. 39 pary prostych 

(8) 
(9) 
(10) 

są parami promieni harmonicznymi. Mamy zatym twierdzenie: 
W czivoróbohu zupełnym Tcażde dwie p^-zehątne tworzą z prostymi, ivychodzą-

cymi z punktu ich przecięcia się do dwu imerzchołków pozostałych (t.j. do tych, które 
nie leki przekątnych), dwie pary promieni harmoniczne. 

Poprzeczna przecina pęk dwu par promieni harmonicznych w dwu parach 
punktów harmonicznych (art. 36); mamy więc jeszcze twierdzenie następujące: 

Wierzchołki czworoboku zupełnego^ leżące na każdej przekątnej, tworzą z pun-
ktami przecięcia się jej z dtoiema. przekątnymi pozostałymi dwie pary pimktóiv har-
moniczne. 

Uważmy nareszcie, źe także wierzchołki A,2, A2ł tworzą z wierzchoł-
kiem A23 i z punktem, w którym bok D2 przecina prosta By Aj dwie pary 
punktów harmoniczne. Ogólnie więc, jeżeli iklm przedstawia jakąkol-
wiek przemianę liczb 1, 2, 3, 4, 

Na każdym boku czworoboku zupełnego ivierzehołki Aa- i A,7 tworzą z loierz-
chołkiem Aim i z punktem., w którym bok Dj przecina prosta, łącząca wierzchołek 
Aki z punktem przecięcia się przekątnych przechodzących przez ivierzchołki A,i i Au, 
dwie 2>ary punktów harmoniczne. 

Jakoż, według powyższych wzorów, równania np. promieni A14A12, 
% 

z których widzimy (art. 39), że te promienie tworzą dwie pary promieni har-
moniczne. 

Z tych twierdzeń wypada następujący sposób wykreślenia czwartego 
punktu lub promienia harmonicznego do trzech danych punktów lub pro-
mieni. Aby znaleść czwarty punkt liarmoniczny dla trzech danych A, B, C, 
dość, wziąwszy (fig. 15) dowolny punkt D zewnątrz prostej ABC, poprowadzić 
proste AD, 1>I), dowolną poprzeczną CEP i proste AE, BE, DG; prosta DG 
przetnie ABC w punkcie żądanym H. Aby zaś znaleść czwarty promień har-
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moniczny do danych DA, DB, DC, należy przeciąć je poprzeczną np. w A, 
B, C; następnie z C poprowadzić dowolną 
prostą CEF i proste AE i BF: prosta DGr 
będzie żądanym czwartym promieniem har-
monicznym. 

41. C z w o r o k ą t e m z u p e ł n y m 
nazywamy figurę, utworzoną przez cztery 
punkty P,, P2, P3, P4, z których trzy jakie-
kolwiek nie leżą na tej samej prostej (fig. 
16), i przez sześć prostych L,2, L,3, Lj^, 
1̂ 23) L24) L34, łączących je po dwa. Punkty P zowią się wierzchołkami 
a proste L bokami czworokąta. Pary boków L,2, L34; L13, L24; L,4, L23 
zowią się parami boków przeciwległych, a punkty przecięcia się tych par bo-
ków przeciwległych, P',, P'2, P'3, punktami przekątnymi czworokąta. 

Jeżeli 

są równaniami wierzchołków i 
punktów przekątnych czworoką-
ta, to znajdziemy podobnym 
sposobem, jak w artykule poprze-
dzającym, że, przyjąwszy 

(1) 
będzie 

(2) 
(3) 
Następnie otrzymamy 

(4) 

Trzy więc grupy po dwie pary punktów: 

są harmotiicztie. "Wypadek ten możemy wypowiedzieć jako twierdzenie, które 
wszakże od poprzedniego będzie się różniło tylko odmiennym wysłowieniem. 

42. Eównania (art. 38) 

( 1 ) 
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określające dwie pary promieni i dwie pary punktów harmoniczne, sprowa-
dzimy do dwu uwagi godnych postaci. 

"Weźmy naprzód równanie (1). Kładąc 
, skutkiem czego 
^ ^ ' ' ' otrzymamy 

czyli 

Rozwinąwszy i podzieliwszy przez sin«{) sinsin](})2, znajdziemy 

(3) 

Jeżeli zaś przez D oznaczymy dwusieczną kąta DiD^, to, kładąc 
skutkiem czego 

mieć będziemy, według wzoru (1), 

skąd wypada 
(4) 

Podobnie postąpimy z wzorem (2). Niech ^ 
t o : 

lub 

(5) 

Jeżeli zaś przez O oznaczymy środek odcinka P1P2, to, kładąc 0 P 2 = — O P , 
u-T^ = w,, — "25 wskutek czego 
] 

— 0P4 = fZ—J3i ieć będziemy, według wzoru (2), 

czyli 

skąd 
(6) 

Wzory (5) i (6) można wyprowadzić z odpowiadających im wzotów (3) 
i (4). Jakoż, jeżeli pęk promieni harmonicznych D„ Da, D3, D^ (fig. 17 
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i fig. 18) przetniemy poprzeczną prostopadłą do D,, lub prostopadłą do dwu-
siecznej D kąta DjDa, mieć będziemy 

W pierwszym razie (fig 17) 

a podstawienie tych wartości na tgtjł, tg({)i, tg <{>2 w (3) da nam wzór (5). 
W drugim zaś razie (fig. 18) bedziemy mieli 

a podstawienie tych wartości na tg(p, tgcp,, tg (pa w (4) da nam wzór (6). 

I N W O L U C Y J A P A R P R O M I E N I I P A R P U N K T Ó W . 

43. Jeżeli Dj i D'„ D^ i D'3, D3 i D' 3,... są parami protnieni tego sa-
mego pęku, a DD,, DD',, DD2, DD'2, DD3, D D ' 3 , . . . są kątami, które te pro-
mienie czynią z tym samym promieniem D tegoż pęku, X zaś jest pewną 
liczbą stałą, to, wrazie, gdy 

(1) 
mówimy, że te pary promieni D, i D'i, Da i D'2, D3 i D ' 3 , . . . tworzą inwo-
lu cy j ą (kwadratową); promień zaś D nazywa się o s i ą inwolucyii 

Stosownie do tego, czy X jest liczbą rzeczywistą, czyteż urojoną, a więcj 
Czy X2 jest liczbą dodatną, czyteż ujemną, promienie każdej pary będą leżały 
po jednej stronie lub po stronach przeciwnych osi D; w pierwszym przy-
padku inwolucyja zowie się hi per bo l i czną , w drugim zaś e l ip ty -
czną . 
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Jeżeli inwolucyja promieni jest liiperboliczna, to istnieją w tym pęku 
(lwa takie promienie rzeczywiste, z których w każdym schodzą się z sobą oba 
promienie pary, t. j. które przedstawiają p r o m i e n i e p o d w ó j n e in-
wolucyi. Jakoż, równanie 

(2) 
daje dwa promienie A, i Ag, dla których 

Te dwa promienie podwójne A, i Aa nazwiemy p r o m i e n i a m i asym-
p t o t y c z n y m i inwolucyi promieni. Inwolucyja eliptyczna nie posiada pro-
mieni asymptotycznych, albo raczej są one dla niej urojone. 

Promienie asymptotyczne inwolucyi promieni leżą symetrycznie wzglę-
dem osi, a nadto, ponieważ, według (1) i (2), 

każda (art. 42) para promieni inwolucyi, D, i D',, Da i Da, D3 i D ' 3 , . . . , jest 
harmonicznie sprzężona z parą jej promieni asymptotycznych Aj i Aa-

44. Jeżeli Pj i P',, Pa i P'2, P3 i P'3,-.- są parami punktów tego sa-
mego szeregu a O takim punktem na jego podstawie, iż 

(1) 
to mówimy, iż te pary punktów P, i P',, Pa i P'2, P3 i ^'sj--- tworzą inwo-
l u c y j ą (kwadratową); punkt zaś O nazywa się ś r o d k i e m inwolucyi. We-
dług tego, czy X jest liczbą dodatną, czyteż ujemną, punkty jednej pary bę-
dą leżały po jednej stronie lub po stronach przeciwnych środka inwolucyi. 
W pierwszym przypadku inwolucyja punktów jest h i p e r b o 1 i c z n ą, w dru-
gim e l i p t y c z n ą . 

Jeżeli inwolucyja punktów jest hiperboliczna, to istnieją w szeregu 
dwa punkty rzeczywiste, z których w każdym schodzą się z sobą oba punkty 
pary, t . j . które przedstawiają p u n k t y p o d w ó j n e inwolucyi. Z równa-
nia bowiem 

(2) 
wypada 

Te dwa punkty Hi, Ila nazwiemy p u n k t a m i a s y m p t o t y c z n y m i inwolu-
cyi punktów. Jeżeli inwolucyja jest eliptyczna, punktów asymptotycznych 
niema, albo raczej są one wtedy urojone. 

Wskutek (1) i (2), mamy 

a zatym (art. 42), każda para punktów inwolucyi 
P3 i P ' 3 , . . . jest harmonicznie sprzężoną z parą jej punktów asymptotycznych 
II, i Ila, które leżą symetrycznie względem środka inwolucyi. 
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Z tego, cośmy powiedzieli o inwolucyi promieni i punktów, wypada, że 
pęk inwolucyjny przecina każdą poprzeczną w szeregu inwolucyjnym. Pun-
kty przecięcia się poprzecznej z osią i z promieniami asymptotycznymi pęku 
inwolucyjnego są odpowiednio środkiem i punktami asymptotycznymi szere-
gu inwolucyjnego. 

45. Jeżeli przez S, i Sg oznaczymy wyrażenia stopnia 1-go względem 
spółrzędnych punktu, x i lub względem spółrzędnych linii prostej, u i v, 
natenczas równania z czynnikami nieoznaczonymi Xj i X'i 

(1) = = = 
gdy w nich wskaźnikowi i będziemy nadawali coraz inne wartości: 1, 3 , . . . , 
będą przedstawiały pary elementów tego samego układu, t. j. pary promieni 
tego samego pęku, lub pary punktów tego samego szeregu. 

a. Te pary elementów tworzą inwolucyją, jeżeli istnieje jedna para 
elementów 

(2) R = = Il' = S,+X'S2 = 0, 

która z każdą z par (1) jest harmonicznie sprzężona. Według wzoru (5) w ar^ 
tykule 39, para elementów (1) jest harmonicznie sprzężona z parą (2), jeżeli 

(3) + (X + X') + X,X'.= 0. 

Podstawiając tu« = l, 2, 3, . . . , otrzymamy warunki, aby pary elementów 
(1), przy 2, 3 , . . . , tworzyły inwolucyją, którśj elementami asympto-
tycznymi są elementy (2). * 

b. Jeżeli dwie pary elementów (1) są dane, 

U) R , = S . + X , S , = 0, E',=S,+X',S2=:.0; 
R, EE S. + XaS, = O, E', = S, + = O, 

t . j . jeżeli są dane wartości czynników X,, X',, X2, X'2, to wówczas nietrudno 
wyznaczyć parę elementów (2), harmonicznie sprzężoną z każdą z dwu da-
nych par. Z równań bowiem, odpowiadających równaniu (3), 

(5) 
XX'-1(X.+X',)(X + X') + X,X',=0, 

wyznaczymy 

(6) X-ł-X' = a i XX'z=&; 
spółczynniki więc X i X' są pierwiastkami równania kwadratowego 
(7) 

C. Jeżeli dane są dwie pary elementów inwolucyi, to, nie wyżnaczywszy 
uprzednio pary elementów asymptotycznych tej inwolucyi, możemy dla do-
wolnie wziętego elementu odnaleść taki, któryby z nim przedstawiał parę ele-

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. 4 http://rcin.org.pl
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mentów tój inwolucyi. Jeżeli bowiem do par elementów (4), zapomocą któ-
rych moglibyśmy wyznaczyć parę elementów asymptotycznych (2), dołączymy 
dowolnie wzięty element R,, i szukany element R'3 trzeciej pary, 

(8) 
to natenczas mieć będziemy, według (3), 

Rugując zaś z równań warunkowych (5) i (9) dwie liczby XX' i X + X', wcho-
dzące w nie w stopniu 1-ym, otrzymamy związek między czynnikami X,, 
X',, X2, X'3, X3, X'3 
(10) 

który nam dozwala z pięciu danych czynników X,, X',, X2, X'2, X3 obliczyć 
wartość czynnika X'3, wchodzącego weń w stopniu l-ym, a wyznaczającego 
szukany element drugi trzeciej pary. 

Wynika z tego, że dwie pary elementów inwolucyi w zupełności ją wy-
znaczają, t. j. dla jakiegokolwiek elementu można odnaleść drugi element 
jego pary. 

46. Jeżeli R = 0 i R'==0 są równaniami pary elementów asympto-
tycznych, to równania trzech par składników, tworzących inwolucyją, można 
przywieść do postaci 
(1) 

Kładąc 

(2) 

otrzymamy, jako równania pierwszych elementów par (1), 

(3) 
Wyznaczywszy zaś R i R' raz z drugiego i trzeciego, następnie z trzeciego 
i pierwszego, nakoniec z pierwszego i drugiego z równań (2) i wstawiając 
wartości otrzymane w równania drugich elementów odpowiednio pierwszej, 
drugiej, trzeciej pary (1), sprowadzimy te równania do następujących: 

(4) 

gdzie 

( 5 ) 
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ITwaźmy, źe z równań (2) wypada 

(6) U , + U 2 + U3 = 0, 
co wskazuje, że równania (2) nie są niezależne ze względu na E, i R', a przetoj 
że dwa którekolwiek z nich daj'ą zawsze te same wartości na E i R'. Ró-
wnanie (6) wyraża zarazem, źe trzy elementy (3) należą do jednego układu, t.j. 
źe trzy promienie (3) przechodzą przez ten sam punkt, lub że trzy punkty (3) 
leżą na tej samej prostej. Podobnie, ponieważ suma lewych stron równań 
(4) jest tożsamościowo równa O, więc ^ ^ e trzy elementy (4) należą do jedne-
go układu i tego samego, co układ elei^ntów (3). Widzimy zatym, że równa-
nia trzech par elementów, tworzących inwolucyją, możemy zawsze sprowa-
dzić do postaci: 

(7) 

Równania jednej kolumny przedstawiają tu elementy jednej pary» 
47. a. Weźmy czworobok zupełny (art. 40) o wierzchołkach przeciwle-

głych Aii i A23, A24 i A3,, A34 i A,2 i przez nie poprowadźmy promienie 
z punktu P, dowolnie wybranego na płaszczyźnie tego czworoboku. Niech 
nadto 

(1) 

będą równaniami boków tego czworoboku. Wtedy równanie promienia 
PA. 4, przechodzącego przez punkt A w którym przecinają się dwa boki 
D, i D4, jest kształtu 

Stosunek zaś m^: m̂  wyznaczymy z warunku, aby prosta przechodziła przez 
punkt P. Oznaczywszy bowiem przez D', i D'4 wartości, które otrzymują wy-
rażenia D, i D4, gdy za spółrzędne punktu bieżącego wstawimy spółrzędne 
punktu P, mamy 

jest więc — 0 równaniem promienia PA^. Tym sposobem otrzy-U I JJ 4 

mu jemy 

(2) 

jako równania promieni PA]4, PA24, PAg^, a 

(3) 

jako równania promieni PA23, PA3,, PA 12- Kładąc zaś 
http://rcin.org.pl
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D'. D ' ; - IX, ' D'2 b'3 C ; - |i.3 ' 
skutkiem czego 

przywiedziemy równania trzech par promieni PA,4 i PA23, PA24 i PAg,, 
P A 3 4 i PA, 2 do kształtu 

U, = Oj U2 U = 0; 
(4) 

1x3 1X3 {J,, {I2 

Te więc trzy pary promieni tworzą inwolucyją. A zatym: pary promieni, łą-
cgące jaJciJcolwieJc punkt na płaszczyźnie csiuorohoku zupełnego z jego inierzchołha-
•mi przeciwległymi, ttvorżci inwolucyji^> 

To twierdzenie daje nam sposób wykreślenia do pięciu promieni, przeci-
ńającychsię w jednym punkcie, szóstego, który jest z nimi w inwolucyi. Oszczę-
dzając miejsca, nie przeprowadzamy tu tego łatwego wykreślenia. 

Jeżeli zamiast czworoboku zupełnego weźmiemy czworokąt zupełny 
i przetniemy go jakąkolwiek poprzeczną, natenczas: trzy pary punktów, w któ-
rych jakakohciek poprzeczna przecina trzy pary hokóio przeciivległych czworokąta 
zupełnego, tworzą, inwolucyją. Dowód tego twierdzenia jest taki sam, jak po-
przedniego, jeżeli tylko w równaniach powyższych Zastąpimy spółrzędne x i y 
przez spółrzędne u i v. Daje nam ono łatwy sposób wyznaczenia do pięciu 
punktów na prostej — szóstego, będącego z nimi w inwolucyi. 

bi "Wl-óćmy jeszcze do czworoboku zupełnego. każdym z jego 
•tvierzchołków mamy po trzy proste, mianowicie: dwa boki i jednę z sześciu 
prostych (2) i (3). Równania sześciu prostych, czwartych harmonicznych 
do każdych trzech^ przechodzących przez wierzchołki A,4, A24, A34; Âaa? A31, 
Al2, są odpowiednio 

Suma każdej pary równań (5) i (6), stojących tu w jednym rzędzie pionowym, 
daje toż samo równanie 

(7) . 53 

Widzimy więc, że te trzy pary prostych (5) i (6) przecinają się w trzech 
punktach, przez które przechodzi prosta (7). Mamy zatym twierdzenie: 

Jeżeli jakikolwiek punkt na płaszczyźnie czworoboku zupełnego połączymy 
prostymi z jego wierzchołkami, a w każdym z wierzchołków wykreślimy prostą, która 
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Z prostą, j/nechodsącą przez óio pimkt, jest harmonicznie sprz^zona tvzglęclem pary 
hoJców, schodzących się w tym wierzchołku, to trzy punkty przecięcia się każdej pary 
z tych sześciu czwartych harmonicznych (utworzonej przez proste, przechodzące przez 
przeciicległe tcierzchołki), leżą na jednej prostej. 

Temu twierdzeniu odpowie następujące, odnoszące się do czworokąta 
zupełnego: 

Jeżeli przetniemy czworokąt zupełny jakąkolwiek poprzeczną, a na każdym bo-
ku znajdziemy punkt, który z punktem jego przecięcia się z o wą poprzeczną jest 
harmonicznie sprzężony lozględem pary ivierzchołków, połączonych przez ten bok, to 
trzy proste, łączące każdą parę z tych sześciu czwartych punktów harmonicznych 
{utworzoną przez punkty, leżące na bokach przeciwległych), przecinają się iv jednym 
imnkcie, 

PĘKI PROMIENI I SZEREGI PUNKTÓW JEDNOKRĆŚLNE, 
* 

48. Wszelkie promienie, wychodzące z jednego punktu S, w którym 
się przecinają dwie proste D, i D.,, można przedstawić przez jedno równanie 

(1) 1), +XDo=:0, 

z czynnikiem nieoznaczonym X. Można zatym to równanie uważać za wyra' 
żenie analityczne pęku promieni o wierzchołku S. Różnym wartościom czyn-
nika X odpowiadają różne promienie tego pęku.— Weźmy pod uwagę jeszcze 
drugi pęk promieni, mający wierzchołek w punkcie S', w którym przecinają 
się dwie proste D', i D'2; równanie tego pęku będzie 
(2) D',+XD'2 = U. 
Jeżeli te promienie tych dwu pęków, których równania otrzymamy z (1) i (2), 
gdy czynnikowi X nadamy tęż samę wartość szczególną, nazwiemy promie-
n i a m i o d p o w i e d n i m i , natenczas stosunek podziału podwójnego czte-
rech którychkolwiek promieni pęku pierwszego jest równy stosunkowi podzia-
łu podwójnego czterech promieni odpowiednich pęku drugiego. Albowiem 
stosunek podziału podwójnego czterech promieni, których równania są kształ-
tu czyto (1), czyteż (2), zależy jedynie od wartości czynnika X, wchodzącego 
w ich równania. Stąd wynika, że, jeżeli cztery promienie pęku (1) są har-
moniczne, wówczas cztery im odpowiednie promienie pęku (2), są także har-
moniczne. Podobnie, jeżeli pewne pary promieni pęku (1) tworzą inwolucyją, 
wtedy pary im odpowiednich promieni pęku (2) tworzą również inwolucyją. 

Dwa pęki promieni, wyznaczone przez jednoczesne równania (1) i (2), 
nazywamy p ę k a m i j e d n o k r e ś l n y m i . 

Do dwu szeregów punktów, przedstawionych przez równania 
(3) P, + XP2 O i 
(4) P', + XF2=:0, 
z których pierwszy ma za podstawę prostą łączącą punkty P, i P2, a drugi 
prostą łączącą punkty P', i P j , możemy odnieść to, cośmy wyżćj powiedzieli 
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o pękach promieni (1) i (2), rozumiejąc przez p u n k t y o cl p o w i e d n i e te, któ-
rych równania otrzymamy z (3) i (4), gdy czynnikowi X nadamy tęź samę wartość. 

Dwa szeregi punktów, wyznaczone przez jednoczesne równania (3) i.(4), 
nazywamy s z e r e g a m i j e d n o k r e ś l n y m i . 

49. W przypadku, gdy w dwu pękach jednokreślnych promień, łączący 
wierzchołki tych dwu pęków, jest odpowiedni samemu sobie, dwa te pęki na-
zywamy p ę k a m i p e r s p e k t y w i c z n y m i ; wtedy: punUy przecięciu się 
każdej pary odpowiednich promieni dwu pęków perspektywicznych leżą na jednej pro-

stej. Oznaczmy promień SS' 
(fig. 19) łączący wierzchoł-
ki pęków, przez D,, oile na-
leży do pęku pierwszego, 
a przez D',, oile on należy 
do pęku drugiego; przez 
punkty przecięcia się dwu 
par promieni odpowiednich 
D-i, D'a i T>3, D'3 popro-
wadźmy prostą, a z wierz-
chołków S i S' dwa jakie-
kolwiek promienie D4 i D'̂ , 
przecinające się na tej pro-

stej. Mamy wtedy (art. 36) 
( 

a przeto 
t. j. promienie D^ i D'4 są promieniami odpowiednimi tych dwu pęków. 

Podobnie, w przypadku, gdy punkt przecięcia się podstaw dwu szeregów 
jednokreślnych jest odpowiedni samemu sobie, dwa te szeregi punktów nazy-

wamy s z e r e g a ni i p e r s p e k t y w i c z n y -
m i ; wtedy: proste, łączące każdą parę odpo-
iciednicJi punktóiv dwu szeregów perspektywi-
cznych, przecinają się w jednym, punkcie. 
Oznaczmy (fig. 20) punkt przecięcia się pod-
staw przez P,, oile ten punkt należy do sze-
regu pierwszego, a przez P',, oile on należy 
do szeregu drugiego; przez punkty odpo-
wiednie dwu par Pg, P'2 i P3, P'3 poprowadź-
my proste, a punkt ich przecięcia się C 
połączmy z jakimkolwiek punktem P4 szere-
gu pierwszego i oznaczmy przez P't punkt 
przecięcia się tej prostej CP4 z podstawą 

szeregu drugiego. Mamy wtedy 

t. j. punkty P^ i P'^ są punktami odpowiednimi tych dwu szeregów. 

http://rcin.org.pl



o PĘKACH PBOMIEHI I 0SZBRE6ACH PDNKTÓW. — 50. 5 5 

50. Jeżeli są dane trzy pary odpowiednich elementów dwu jakichkol-
Aviek układów jednokreślnych, możemy, zapomocą twierdzeń powyższych, dla 
każdego elementu jednego układu znaleść odpowiedni w układzie drugim. 

Jakoż, jeżeli punktom 
(fig. 21) P„ P2, P3 na pod-
stawie SS, s% odpowiednie 
punkty P',, P'2, P'3 na pod-
stawie obierzmy na 
prostej P,P', dwa punkty A 
i A', wyprowadźmy z pun-
ktu A proste APj, AP3, 
a z punktu" A' proste A'P'2, 
A ' P ' 3 , oraz połączmy prostą 
BB punkty Q2 i Q3. w któ-
rych przecinają się pary 
prostych APa, A'P'2 i AP3, 
A ' P ' 3 . Wtedy, poprowa-
dziwszy z punktu A prostą, 
przechodzącą przez dowolnie wybrany na podstawie IL punkt P, i połą-
czywszy punkt w którym ona przecina prostą BB, z punktem A', otrzy-
mamy na przecięciu się prostej QA' z podstawą punkt P', odpowiedni 
punktowi P. Albowiem 

Podobnie, jeżeli promie-
niom D,, Da, Da pęku o wierz-
chołku S (fig. 22) są odpowiednie 
promienie D',, D'2, D'3 pęku, 
mającego wierzchołek w pun-
kcie S', poprowadźmy przez punkt 
przecięcia się promieni D,, D', 
(lwie proste A, A', a pimkty prze-
cięcia się prostych A, A' odpo-
wiediio z promieniami Da, Da 
i z płomieniami D3, D'3 połącz-
my Iwiema prostymi Q2 i Q3, 
które się przecinają w punkcie B. 
Wtecy, wyprowadziwszy z pun-
ktu i promień, który przecina promień dowolny D pęku o wierzchołku S na 
prostej A, i wyznaczywszy punkt przecięcia się tego promienia Q z prostą 
A', otrzymamy, jako prostą, łączącą ten punkt z wierzchołkiem S' pęku, pro-
mień D' odpowiedni promieniowi D. Albowiem 

F i g . 2 2 . 
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51. Miejscem gieometrycztiym punlctóio przecięcia sie odpowiednich promieni 
dwu pękóio jednohreślnycli jest linija rzędu 2-go, przechodząca przez wierzchołki obu 
pęMiv, obtoiednią zaś prostych, łączących punkty odpotoiednie dwu szeregów jedno-
kreślnych, jest linija klasy 2-ej, która dotyka podstaw obu szeregów. 

Jakoż, dwa równania 
(1) D,+XDa = 0 i D ' , = 
przy tej samej wartości X, dają wartości na spółrzędne punktu, w którym się 
przecinają dwa odpowiednie promienie dwu pęków jednokreślnych. Eugując 
zatym z tych równań czynnik nieoznaczony X, otrzymamy 
(2) 
równanie miejsca gieometrycznego punktów przecięcia się odpoAviednich pro-
mieni dwu pęków jednokreślnych. To równanie jest stopnia 2-go względem 
spółrzędnych punktu x, y, a więc przedstawia liniją rzędu 2-go. Ta linija 
przechodzi widocznie przez wierzchołki obu pęków, albowiem wartości na 
X i y, które jednocześnie czynią zadość równaniom D, = 0 i Dj —O, jak 
również te, które jednocześnie czynią zadość równaniom D', = 0 i D'a=:0, 
uczynią także zadość równaniu DiD'2 —D2D'i = 0 -

Podobnie, dwa równania 

(3) P,+XP2=:.0 i P',+XP'2 = 0, 
przy tej samej wartości X, dają wartości spółrzędnych prostej, która łączy 
dwa odpowiednie punkty dwu szeregów jednokreślnych. Wypadek więc ru-
gowania X z tych dwu równań 
(4) P . F , - P , F . = : : 0 
jest równaniem obwiedni prostych, łączących odpowiednie punkty dwu sze-
regów jednokreślnych. To równanie jest stopnia 2-go względem spółrzędnych 
linii prostej u, v, a więc przedstawia liniją krzywą klasy 2-ej. Z tego równa-
nia widzimy nadto, że podstawy PjPg i P'iP2 są stycznymi do tej linii; albo-
wiem wartości na w i v, które czynią zadość jednocześnie równaniom P, = 0 
iP2=i:0, lub równaniom P', = 0 i P a ^ O , uczynią zadość także równaniu 
P , F O - P 2 F , = : 0 . 

w szczególnym przypadku, gdy dwa pęki promieni (1) lub diva szeregi pun-
któw (3) są perspekty wiczne, linija rzędu 2-go (2) i linija klasy 2-ej (4) roskłada-
ją się: pierwsza na dwie proste, a druga na dwa punkty. 

Jakoż, wziąwszy promień spólny dwu pęków perspektywicznych za pro-
mień zasadniczy D, i tak samo punkt spólny dwu szeregów perspektywi-
cznych za punkt zasadniczy Pj, otrzymamy, jako równania dwu pęków per« 
spektywieznych, 
(5) D, + XD2 = 0, D, + XD'2 O, 
a jako równania dwu szeregów perspektywicznych, 

(6) P,+XP3==0, P , + X F 2 = : 0 . 
Rugowanie X z równań (5) daje 
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(7) 

a rugowanie X z równań (6) daje 

(8) P.(F2-P2)==:0. 
Równanie (7) przedstawia istotnie parę prostycli 

D ,= :0 i D'2 —Da^O, 
a równanie (8) przedstawia podobnież parę punktów 

P ,= :0 i P'2 —P2 = 0. 
Badanie szczegółowe linij rzędu 2-go i klasy 2-ej, będzie przedmiotem 

dalszych rozdziałów. Uzasadnimy jednak przedtym nowy układ spółrzę-
dnych punktu i linii prostej, którego użycie wprowadzi w to badanie ważne 
ułatwienie i uproszczenie. 

Ć W I C Z E N I A . 

(29). Jeżeli dwie proste OK i OK' przecinają szereg prostych równoległych 
KK', LL', MM', NN' w punktach K, L, M, N i K',L',M',N',to (KLMN) = (K'L'M'N'). 

(30). Okazać, że cztery elementy E2 = 0, R, - f / . B o , R, 4-^21^2=0, 

R, -4- /3R2 są harraoniczne, gdy /, —(/j -f- â). 
• i 

(31). Okazać, że cztery elementy R, — O, R, -f-/,R2 = 0, R, - f /2^2 — 

R, + /3R2 = 0 są harmoniczne, gdy —- - - ( — - - j • 
l\ 2 V /o / 

(32). Punkt O, leżący wewnątrz trójkąta ABC, połączmy prostymi AO, BO, CO 
z wierzchołkami tego trójkąta i poprowadźmy przez te wierzchołki A, B, C proste B'C', 
CA', A'B', harmonicznie sprzężone z prostymi AO, BO, CO względem pary boków, 
które z tych wierzchołków wychodzą: okazać, że trójkąty ABC i A'B'C' są spółosiowe. 

(33). A, A' są dwa punkty na osi a B, B' dwa punkty na osi z/; AB i A'B' 
przecinają się w P, a AB' i-A'B w Q: znaleść równanie prostej PQ i okazać, że ta 
prosta dzieli osi harmonicznie, 

(34). Boki BC, CA, AB trójkąta ABC obracają się około punktów stałych 
L, M, N, gdy tymczasem dwa jego wierzchołki, A i B, poruszają się na dwu pro-
stych stałych OA i OB: okazać, że miejscem trzeciego wierzchołka C jest linija rzę-
du 2-go przechodząca przez L i M. 

(35). Wierzchołki trójkąta poruszają się na trzech prostych stałych, a dwa 
jego boki obracają się około dwu punktów stałych: okazać, że obwiednią trzeciego 
boku jest krzywa klasy 2-ej. 

(36). Dwa kąty stałej wielkości, APB i AQ,B, obracają się około swych wierz-
chołków P i Q, przyczym punkt przecięcia się ramion PA i QA przebiega prostą: 
okazać, że miejscem przecięcia się dwu pozostałych ramion, PB i QB, jest krzywa 
rzędu 2-go. 
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ROZDZIAŁ ly . 

O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNORODNYCH. 

SPÓŁRZĘDNE TRÓJKĄTNE NAJOGÓLNIEJSZE. 

52. AV badaniach linij, przedstawionych jn-zez równania algie-
braiczne, czyto między spółrzędnymi punktu (x , y), czyteż między spół-
rzędnymi linii prostej (u, v), zależy wiele na tym, ażeby te równania, je-
żeli one nie są jednorodne, zastąpić przez równania jednorodne. Własno-
ści bowiem równań jednorodnych upraszczają i ułatwiają ich rostrząsanie, 
a nadto wprowadzają ujednostajnienie tak w wyrażenia analityczne, jak 
i w wysłowienie otrzymanych wyników. W tym celu, zamiast spółrzędnych 
zwyczajnych punktu (a;,2/j, lub linii prostej C?^wprowadzimy nowe spół-
rzędne, t. z. s p ó ł r z ę d n e j e d n o r o d n e . 

Oznaczmy przez x i y spółrzędne Descartes'a punktu i połóżmy 

(1) 

gdzie a,, Ł,, c,, aa,... są jakiekolwiek liczby stałe, których wyznacznik nie 
jest równy O, a x oznacza czynnik nieoznaczony. 

Obecność czynnika x nie dozwala wyznaczyć dokładnie wartości na 
xy, Xi, tcg, odpowiadających pewnym danym wartościom na x i y. Atoli, jeżeli 
równania (1) przez siebie dzielić będziemy stronami odpowiednimi, wówczas 
czynnik x zostanie wyrugowany, wskutek czego każdemu danemu układowi 
wartości na x i y będzie odpowiadał układ wartości dokładnie wyznaczonych 
na s t o s u n k i : ccg : £̂ 3. Naodwrót, każdemu danemu układowi wartości na 
a?,, x.i odpowiada jedyny układ wartości na x i y, który otrzymamy, roz-
wiązując równania (1) względem x, y, 7.. Te wartości są widocznie kształtu: 

(2) 
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gdzie AJ , B,, C,, Aa,... są, ilościami dołączonymi w wyznaczniku 

(3) 

do elementów a,, c,, a^, Wartości więc (2) na x i y widocznie zalezą 
jedynie od stosunków CC I • > zachodzących między wartościami na 

Te nowe zmienne Xi, X2, X3, określone równaniami (1), zowią się spół-
r z ę d n y m i j e d n o r o d n y m i p u n k t u . 

53. Tym spółrzędnym jednorodnym, można nadać następujące zna-
czenie gieometryczne: 

llównania Xi =0, 0-2 = 0, 023 = 0 przedstawiają odpowiednio trzy proste 
A2A3, A3A1 i AjAa (fig. 23), których równania ogólne są 

Te trzy proste, które będziemy 
nazywali odpowiednio prostą (7,, 
prostą di i prostą d ,̂ zamykają 
trójkąt A1A2A3, którego pole 
nie jest równe O, albowiem zało-
żyliśmy, że wyznaczenik (3) jest od 
O różny (art. 25). 

Przyjąwszy, źe układ spół-
rzędnych Descartes'a jest prosto-
kątny, i oznaczywszy przez S,, d̂ , 
O3 długości prostopadłych, spu-
szczonych z jakiegokolwiek pun-
ktu P (X, y) na boki trójkąta 
A1A2A3, będziemy mieli (art. 19) 

l'ig'. 23. 

(4) 

Weźmy jeszcze pod uwagę trzy inne proste oznaczmy przez 
d^d^ i kąty, jakie te nowe proste d\ i d\ tworzą odpowiednio 

z bokami d ,̂ d̂  i d̂  trójkąta Aj^AiAg i połóżmy 

(6) 

Wskutek (4) i (5), równania (1) zamienią się na 
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(6) 

t. j. spółrzędne jednorodne (a?,, ccg) punktu można uważać jako odle-
głości punktu od boków trójkąta A, Ag Ag, wzięte w kierunkach prostych 

d'2, d'̂ , dowolnie obranych. Z tego powodu, spółrzędne jednorodne, 
określone równaniami (1), zowią się także s p ó ł r z ę d n y m i t r ó j k ą t n y -
mi p u n k t u . Sam zaś trójkąt AjAjAg, którego boki A2A3, A3A,, AjAa 
są przedstawione odpowiednio przez równania a?, = 0 , ccg = O, a?3 =: O, zo-
wie się t r ó j k ą t e m o d n i e s i e n i a . 

Boki trójkąta odniesienia, w obu kierunkach nieograniczenie przedłu-
żone, roskładają całą płaszczyznę na siedem pól. Jeżeli przyjmiemy, że po-
czątek układu spółrzędnych Descartes'a znajduje się wewnątrz trójkąta, t. j. 
w polu I, wówczas, jak to z wzorów (6) jest widoczne, wszystkie trzy spół-
rzędne trójkątne każdego punktu w polu I będą miały znak jednakowy. Przy-
jąwszy, że te spółrzędne są dodatne, ze spółrzędnych punktów, znajdujących 
się w polu II, III, IV, mieć będziemy dwie dodatne a jednę ujemną, którą 
będzie odpowiednio spółrzędna Xy, rĴ g; ze spółrzędnych zaś punktów, znaj-
dujących się w polach V, VI, VII, będą dwie ujemne a jedna dodatna, którą bę-
dzie odpowiednio spółrzędna a;,, X2, Dla punktów, leżących na bokach A2A3, 
A3A1, A,Ag, mamy odpowiednio Xi~0 , X2 = 0, X3 — 0, a dla wierzchołków 
A,, Aa, A3 odpowiednio = — a ^ g = 0 , a;, =a;2 = 0.— Wogól-
ności, jeżeli ikl jest jakąkolwiek przemianą liczb 1, 2, 3, spółrzędna Xi jest 
dodatna lub ujemna, według tego, czy punkt P i wierzchołek A, leżą z tej 
samej strony, czyteż po przeciwnych stronach boku AjtA/; gdy zaś punkt P 
leży na boku A^A/, to aJi=0. 

54. Pomiędzy trzema spółrzędnymi trójkątnymi a;a, ajg) punktu 
P zachodzi związek, zapomocą którego, gdy dane są stosunki a;, : âa : 
można obliczyć wartości samych spółrzędnych. 

Jakoż, połączmy punkt P z wierzchołkami A,, Aa, Ag trójkąta odnie-
sienia AjAaAg, którego obieg jest dodatny (art. 24); otrzymamy wtedy trzy 
trójkąty PA2A3, P A 3 A , , PA,Aa, których suma algiebraiczna jest równa 
trójkątowi . 

(7) 
Prawdziwość tego wzoru jest widoczna, kiedy punkt P leży AV polu I (fig. 
23), albowiem obiegi tych trzech trójkątów, a więc i ich pola, są dodatne, 
a suma tj^ch pól jest równa polu trójkąta A,AaA3. Vk̂ zór ten utrzyma się 
także i wtedy, kiedy punkt P leży w którymkolwiek z sześciu pól pozostałych-
Albowiem wtedy, jeżeli punkt P leży w polu II, III, lub IV, to odpowiednio 
pola trójkątów PAoAg, PAgA,, lub PA,Aa będą ujemne, a jeżeli punkt P 
leży w polu V, VI, lub VII, to odpowiednio pola par trójkątów PAgA,, 
PAjAa; P A , A 2 , PAaAg; PAjAg, PAgA, będą ujemne. 

Wskutek umowy zrobionej w artykule poprzedzającym, spółrzędne trój-
kątne (a?,, aja, â a) punktu P, a przeto i odległości prosto])adłe â? t^go 
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punktu od boków A2A3, Ag A,, A1A2, są dodatne lub ujemnej według tego, 
czy obiegi trójkątów PA2A3, PA3A1, PAjAa są dodatne, czyteż ujemne. 
Kładąc więc 

mieć będziemy, co do wielkości i co do znaku, 

lub, wskutek (6), 

Podstawiając te wartości we wzór (7) i oznaczając przez \ pole trójkąta od-
niesienia, otrzymamy związek żądany, 
(7') . . . . . _ . . . _ „ „ 
Jeżeli więc spółrzędne trójkątne a;,, X2, są proporcyjonalne do trzech da-
nych liczb X,, X2, X3, mamy wówczas, podług znanego twierdzenia arytme-
tycznego, 

(8) 

Zapomocą równania (7') można każde niejednorodne równanie 
algiebraiczne między Xi, X2, ̂ ^ uczynić jednorodnym, mnożąc każdy wyraz, 
którego stopień jest o p niższy od stopnia n równania, przez 

czyli, wskutek (7'), przez 1. 
55. Wzory (1) służą do przejścia od układu spółrzędnych trójkątnych 

do układu spółrzędnych Descartes'a; zapomocą zaś wzorów (2), które są 
rozwiązaniami wzorów (1) względem x iy, można, naodwrót, od spółrzę-
dnych Descartes'a przejść do spółrzędnych trójkątnych. 

W równaniu linii prostej 

(9) 
podstawmy za x i y wyrażenia (2). Kładąc jeszcze 

(10) 

mieć będziemy 
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(11) 
równanie j e d n o r o d n e linii prostej. 

Spółczynniki w tym równaniu nazywamy s p ó ł r z ę d n y m i 
t r ó j k ą t n y m i l i n i i p r o s t e j , której spółrzędnePlucker'a są w i W ar-
tykule 25 okazaliśmy, źe 

są odpowiednio spółrzędnymi wierzchołków A,, A.̂ , A3 trójkąta odniesienia 
AiAjAa. Równania więc (10) pokazują, że można uważać spółrzędne trój-
kątne linii prostej za odległości trzech wierzchołków trójkąta odniesienia od 
tejże linii prostej, wzięte w pewnych kierunkach dowolnie obranych (art. 19). 

Rozwiązując równania (10) względem u, v, X, znajdziemy 

gdzie a,, p,, 7,, a j , . . . są iiosciami aoiączonymi w wyznaczniKu 

do elementów A,, B,, C,, Aa,... Ze zaś elementy tego wyznacznika są zno-
wu ilościami dołączonymi do elementów wyznacznika (3), więc, według zna-
nego twierdzenia, mamy: 

Wskutek tego, powyższe wyrażenia na u i v przywodzą się do kształtu: 

(12) 

Jak zapomocą wzorów (10) można przejść od spółrzędnych trójkątnych linii 
prostej do spółrzędnych Plucker'a, tak nawzajem, zapomocą wzorów (12) 
można od tych ostatnich przejść do poprzednich. 

AYstawmy wartości (12) na u i v w równanie punktu 
(13) 

którego spółrzędne De8cartes'a sa x i Kładąc jeszcze 

(1) 
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otrzymujemy 
(14) ' 
równanie j e d n o r o d n e punktu, którego spółrzędne trójkątne są a?,, 

Z powyższego wypada, źe w układzie spółrzędnycłi trójkątnycłi tak 
linija prosta, jak i punkt, wyrażają się przez równania jednorodne stopnia 
1-go: prosta przez równanie między spółrzędnymi punktu bieżącego, a punkt 
przez równanie między spółrzędnymi prostej bieżącej. Wypada nadto, że 
tożsamo równanie stopnia 1-go i jednorodne, tak 
względem spółrzędnych punktu (a;,, ajg), jak i względem spółrzędnych 
linii prostej (Wi, %, W3), przedstawia prostą lub punkt, według tego, czy pierw-
sze, czyteż drugie z tych spółrzędnych są liczbami zmiennymi. 

56. Połóżmy 

(15) 

i oznaczmy przez L wyznacznik 
(16) 

a przez L,, Lg, L3, M, , . . . ilości dołączone do elementów ?2> ^"u • • • 
w tym wyznaczniku. Rozwiązując równania (15) względem X,, Ka, X3 
i, dla skrócenia, kładąc 
(17) _ _ . 
otrzymamy, naodwrót, równania 

(18) 

których wyznacznik 

(19) 

wskutek (17) i znanego twierdzenia z teoryi wyznaczników, według którego 

Zmienne X,, X2, X3 tworzą widocznie nowy układ spółrzędnych trój-
kątnych. Aby otrzymać równania boków tego nowego trójkąta odniesienia. 
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należy w równaniach X, X2 = 0, X3=:0 za , a?2, âa podstawić ich 
wartości (1). Tymi bokami są wdęc proste, przedstawione przez równania 

(20) 

Ponieważ zaś, odwrotnie, każdą funkcyją stopnia 1-go względem x i y można 
przedstawić pod taką właśnie postacią, dobrawszy tylko stosownie stałe 
ĵ? ^jj (art. 30), więc, widocznie, dwa układy spółrzędnych trój-

kątnych jednego punktu, odpowiadające dwu różnym trójkątom odniesienia, 
są z sobą połączone równaniami stopnia 1-ego takimi, jak równania (15) 
i (18). 

57. Jeżeli w równaniach (1) założymy 
, to wówczas 

(21) 

(22) 

Tak określone spółrzędne trójkątne a?,, zowiąsię szczegó lnymi spół* 
r z ę d n y m i j e d n o r o d n y m i p u n k t u . 

Według (21), bokami trójkąta odniesienia są teraz: oś 7/-ów, t. j. x — 0, 
oś a:-ów, t . j . y = i prosta, przedstawiona przez równanie 1 = 0. Z tego 
ostatniego równania, napisanego w postaci 

widać, że przedstawia ono prostą w nieskończoności. 
Przy tych samych założeniach, równania (10) przywodzą się do nastę-

pujących: 
(23) 
z których 

(24) 

Tak określone spółrzędne trójkątne , û ^ Uz zowią się s z c z e g ó l n y m i 
s p ó ł r z ę d n y m i j e d n o r o d n y m i l i n i i p r o s t e j . 

SPÓŁEZBDNE TRÓJKĄTNE PROSTOPADŁE. 

68. Zajmiemy się jeszcze szczegółowo s p ó ł r z ę d n y m i t r ó j k ą t n y -
mi p r o s t o p a d ł y m i punktu i linii prostej, przez które rozumiemy odpo-
wiednio odległości prostopadłe punktu od boków trójkąta odniesienia i odle-
głości prostopadłe wierzchołków trójkąta odniesienia od linii prostej. 

Jeżeli 
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są równaniami normalnymi boków Ag Ag, AgA,, AjAo trójkąta odniesienia 
AjAgAg, wewnątrz którego przyjmujemy początek układu spółrzędnych pro-
stokątnych Descartes'a, to, oznaczając przez a;,, iCg spółrzędne trójkątne 
prostopadłe jakiegokolwiek punktu na płaszczyźnie trójkąta, mamy, co do 
wielkości i co do znaku (art. 19), 

(1) 

Między tymi spółrzędnymi ma miejsce związek [art. 55, (7')] 

(2) 

który, kładąc przywiedziemy do postaci 

(3) 

/'a, /'g oznaczają tu długości prostopadłych, spuszczonych z wierzchołków 
A,, Aa, Ag trójkąta odniesienia na boki przeciwległe A^Ag, AgA,, A,Aa, 
czyli trzy wysokości trójkąta odniesienia. Ponieważ zaś, według znanego 

s s s twierdzenia trygonometrycznego, . ' = — ^ ^ = — 2p> gdzie p jest sinA., sinAa sinAg 
promieniem koła opisanego na trójkącie odniesienia, więc, oznaczając jeszcze 

, możemy związek (2) przedstawić także pod postacią 

(4) 
59. W artykule 30 okazaliśmy, że równanie wszelkiej prostej D = O 

można wyrazić zapomocą równań .trzech prostych Da^O, Dg^Opod 
postacią + ^aDa + = O- Z tego wynika bespośrednio, że równanie 
wszelkiej prostej we spółrzędnych trójkątnych punktu daje się przedstawić 
pod postacią 

Nawzajem, każde równanie kształtu (5) przedstawia liniją prostą, albowiem, 
podstawiwszy w równaniu (5) za a-,, wartości (1), otrzymamy równanie 
stopnia 1-go względem x \ y, a takie równanie przedstawia tylko liniją prostą. 

Położenie prostej, przedstawionej przez równanie (5), zależy jedynie 
od wartości stosunków : â • ^aj zachodzących między trzema spółczynnika-
mi "Wyznaczymy to położenie, gdy znajdziemy spółrzędne jiun-
któw L , , L a , L g , w których ta prosta przecina boki A j A g , A g A , , A , A a trój-
kąta odniesienia. Tak np. dla punktu L, na boku AjAg mamy Xi—0. 
a nadto ze związków (2) i (5) 82X2 2A, y-2̂ 2 — f̂ j wskutek czego 
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Taksamo znajdziemy spółrzędne (a;",, A ) i (^'"t, '̂"-zi ^"'3) punktów La 
i L3 na bokacli A3A, i A,Aa. 

Między trzema parami odcinków L , A a , LjAg; L 2 A 3 , LaA,; L 3 A , , L 3 A 2 
zachodzi związek ^uwagi godny. Z równania ^2^ 2 +'̂ 3^*3 = któremu za-

dość czynią spółrzędne punktu L,, wypada — — Zaś a;'a i x\ są pro-

stopadłymi, spuszczonymi z punktu L, na boki A3A, i A,Ag, zatym 
a:'2=:L,A3sinA3, ic'3 = L,AasinAa i 

Taksamo znajdziemy 

^Mnożąc przez siebie te trzy równania stronami odpowiednimi, otrzymujemy 
związek 

wyrażający znane twierdzenie Ptolomeusza. 
Zauważmy jeszcze, że równania 

(6) 
przedstawiają pewne j^roste, przechodzące odpowiednio przez wierzchołki 
A,, Aa, A3. Te same jednak równania, napisane w postaciach 

przedstawiają także proste, przechodzące odpowiednio przez punkty L,, La 
i L3. Równania więc ( 6 ) są równaniami trzech prostych A,L,, AaLa i A 3 L 3 , 

z których wypada odpowiednio 

Mnożąc te równania przez siebie stronami odpowiednimi, otrzymujemy związek 

Weźmy nakoniec pod uwagę proste A,M,, A2M2, Aĝ Mg, które z odpo-
wiednimi prostymi A,L,, Aa^a, A3L3 tworzą pary harmonicznie sprzężono 
z odpowiednimi parami boków A,Aa, A,A3; A2A3, i^aA,; A3A,, A3A2; równa-
nia tych prostych są (art. 39) 
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Suma tych trzech równań jest tożsamościowo równa O, proste więc AjM,, 
A2M2, A3M3 przecinają się w jednym punkcie. 

60. Aby wyznaczyć spółrzędne trójkątne «2> % prostej, przedsta-
wionej przez równanie (5), wynajdziemy prostopadłą odległość tej prostej 
od punktu, którego spółrzędne trójkątne są a;'3), spółrzędne zaś pro-
stokątne {x\ 2/'). 

Równanie (5), po podstawieniu wyrażeń (1) na X2 i przechodzi na 
następujące 

Podług więc artykułu 19, mamy 

Podstawmy tu w liczniku wyrażenia po prawej 

w mianowniku zaś rozwińmy kwadraty trójmianów, uwzględniając, iż 
cos^2COScp3-j-sincp2sincp3=:cos((p3-(p2)=cos(7:-A,) = —cosA,, i t. d.; 

wówczas 

(7) 

gdzie symbol 

(8) 
Aby otrzymać spółrzędne trójkątne prostopadłe prostej (5), dość teraz 

w wyrażeniu (7) podstawić odpowiednio 

Tym sposobem znajdziemy 

(9) 

Między spółrzędnymi trójkątnymi linii prostej zachodzi także związek, 
zapomocą którego z danych ich stosunków można obliczyć ich wartości. Ja-
koż, z równań (9) wypada, według znanej własności równych stosunków, 

Otrzymujemy stąd żądany związek 
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czyli, według (8), po podniesieniu obu stron do kwadratu, 

61. Podstawmy w równaniu (5) linii prostej zamiast war-
tości wynikające z równań (9); będzie wtedy 

(U) 

To równanie wyraża związek między spółrzędnymi trójkątnymi linii prostej 
i punktu, leżącego na tej prostej. A zatym, jeżeli przyjmiemy spółrzędne 
w,, u-3 za dane, a spółrzędne a;,, a-j, iCs za zmienne, to równanie (11) przed-
stawia pewną liniją prostą. Jeżeli zaś spółrzędne rra, oĉ  uważamy jako 
dane, a spółrzędne w,, Hz, «3 jako zmienne, natenczas równanie (11), wyrażając 
związek pomiędzy spółrzędnymi wszelkich prostych, przechodzących przez je-
den punkt, będzie równaniem tego punktu. Równanie (11) jest więc ró-
wnaniem prostej, mającej spółrzędne dane (w,, tî ), lub równaniem pun-
ktu, mającego spółrzędne dane (̂ r,, x.i, â g). 

Tegg kształtu równanie prostej lub punktu we spółrzędnych trójką-
tnych nazywamy równaniem n o r m a l n y m , pierwsza bowiem jego strona 
przedstawia długość prostopadłej z punktu (a;,, X3) na prostą (ut, w.,)-
Jakoż, wskutek (9), wyrażenie (7) przechodzi na 

Porównywając równanie ogó lne 
(13) + 2 + = O 
linii prostej z jej równaniem normalnym (11), otrzymujemy, na mocy zwią-
zku (10), następujące wartości na spółrzędne tej prostej: 

U^ W3 
(14) 

X , X2 [''''I J 

Jeżeli prosta oddala się do nieskończoności, wówczas jej spółrzędne, rosnąc 
bez granic, dążą do wartości równych sobie. Dla prostej w nieskończoności 
mamy więc ze związków (14) 

wskutek czego 

jest równaniem prostej w nieskończoności. Równanie (15) można pisać w po-
staci (art. 58) 
(16) -I- Sja-a + = lub ;2?,sinA, -f cr̂ &inA^ + â aSinAg — 0. 
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Podobnie, porównywając równanie o g ó l n e punktu 
(17) -f /̂ Ma + = 0 
z jego równaniem normalnym (11), otrzymujemy, przy uwzględnieniu 
związku (3), 

(18) 

z tych wyrażeń widzimy, że punkt, przedstawiony przez równanie (17), znaj-
dzie się w nieskończoności, gdy 

( 1 9 ) 

t' j ' gdy suma spółczynników w jego równaniu jest równa 0. 
62. Równanie nrostej, przechodzącej przez dwa punkty dane 

jest wypadkiem rugowania r/t̂ î ^a z trzech 
równań 

t . j . 
(20) 

Nawzajem równanie (20) wyraża warunek, pod jakim trzy punkty leżą na je-
dnej prostej. — Podobnie, równanie punktu przecięcia się dwu prostych da-
nych (u\, <('3) i ^"3) jest 

(21) 

i nawzajem, równanie (21) wyraża warunek, pod jakim trzy proste przecho-
dzą przez jeden punkt. 

Równanie prostej D, przechodzącej przez punkt przecięcia się dwu pro-
stych danych 

jest 

Oznaczając przez u ,̂ % spółrzędne tej prostej, mamy 

( 2 2 ) 
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Znaczenie czynnika X jest tu takież samo, jak w art. 27. — Podobnie, równa-
nie punktu P, leżącego na prostej, łączącej dwa punkty dane 

jest 

Oznaczając przez o;,, X2, oĉ  spółrzędne tego punktu, mamy 

(23) 

Znaczenie czynnika X jest i tu takież samo, jak w art. 28. 
63. Wyznaczymy kąt Y między dwiema prostymi, przedstawionymi 

przez równania 
(24) 
gdy te równania przekształcimy, wprowadzając spółrzędne prostokątne za-
pomocą równań (1), i gdy następnie tak postąpimy, jak w art. 22. Znajdzie-
my tym sposobem 

Uskuteczniwszy zaś w liczniku i mianowniku wskazane mnożenia, i uwzglę-
dniwszy, iż 

otrzymamy 

(25) 

Stąd wypada 

(26) 

jako warunek prostopadłości, a 

(27) 
jako warunek równoległości dwu prostycłi danych. Eównanie (27) wyraża 
jednocześnie warunek, pod jakim dwie dane proste przetną się na prostej 
w nieskończoności, której równanie jest (art. 61) 

Ze wzoru (25) wypadają także wartości na kąty YD Ya? Ya? które prosta 
dana tworzy z bokami A2A3, AgAj, AiAg trójkąta odniesienia. Jakoż, je-
żeli zamiast drugiej prostej (24) weźmiemy pokolei proste 
\ O, mieć będziemy odpowiednio 
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Te zaś równania dają-

(28) 

Między kątami 7,, Ta zachodzą dwa, różne od siebie związki. Mamy na-
przód widocznie 
(29) 
nadto, 

hib, wyraziwszy cos^a przez sinya i zniósszy niewymierność, 
(30) 
i odpowiednio 
(31) 
(32) 

Z czterech równań (29) — (32) dwa 
którekolwiek wynikają oczywiście z dwu 
pozostałych. 

64. Znajdziemy jeszcze odle-
głość d dwu punktów P' i P", któ-
rych spółrzędne są 

AV tym celu, na 
prostej P'P", jako na średnicy, nakre-
ślmy koło, poprowadźmy proste P'A', 
i P ' A ' 2 , równoległe do boków A 3 A , 

i A3A2, aż do przecięcia się w pun-
ktach A', i A'2 z tym kołem, i proste 
P"A',, P"A'2 i A',A'2, oraz popro-
wadźmy średnicę A',X i cięciwę XA'2. 
Widocznie 

Atoli kąty A',XA'2 i A',P'A'2 są sobie równe; mamy zatym 
skąd wypada 
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Nadto P"A'j —a;',.— Podstawiwszy w powyższe ró-
wnanie te wartości na A\A'2, P'A', i P'A'2, otrzymamy 
(33) 
Podobnym sposobem znajdziemy 

(33') 

Mamy więc trzy wyrażenia na cl, symetryczne względem każdych dwu ze spół-
rzędnych punktów danych. 

Aby otrzymać wyrażenie na cl symetryczne względem wszystkich trzech 
spółrzędnych, oznaczmy uprzednio przez L,, Lo, L3 wyznaczniki 

(34) 

i uważmy, że, uwzględniwszy związek s, SiXi — 2A, mamy 

"Wtedy 
(35) 

Podstawmy teraz w równaniu np. (33) zamiast x\—x'\ wartości 
tych różnic, wynikające ze związków (35); wówczas 

lub, z powodu, że ( 

(36) 

Wyrażenie (36), w którym L,, L2, L3 mają wartości oznaczone równaniami 
(34), jest widocznie symetryczne względem wszystkich trzech spółrzędnych 
każdego z dwu punktów danych. 

65. Można z korzyścią używać wtedy spółrzędnych trójkątnych, gdy 
trójkąt odniesienia może być uważany jako część składowa tej właśnie figury 
gieometrycznej, której badaniem się zajmujemy. "W dwu rozdziałach poprze-
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dzającycli mieliśmy kilka przykładów takiego postępowania, albowiem wpro-
wadzenie równań skróconych linii prostej i punktu jest właściwie użyciem 
spółrzędnych trójkątnych. Innego przykładu dostarcza artykuł 59. Wszakże, 
gdy chodzi o t. z. własności metryczne figur, t. j. o wyznaczenie pewnych 
długości, wtedy układ spółrzędnych Descartes'a jest znacznie dogodniejszy. 
AVidzieliśmy np. w ostatnim artykule, jak trudne stosunkowo jest już wy-
znaczenie odległości dwu danych punktów. Z tego powodu w dalszym ciągu 
będziemy używali przeważnie spółrzędnych Descartes'a i Pliicker'a. Atoli, 
ażeby skorzystać z dogodności, które daje jednorodność równań rostrząsa-
nych, przedstawiać będziemy te spółrzędne pod postacią ilorazu dwu zmien-
nych przez tęż samę trzecią, t. j. zamiast x i y będziemy pisali ilorazy 

a zamiast u i v ilorazy — ? — • Wychodzi to na jedno z wpro-

wadzeniem spółrzędnych jednorodnych szczególnych, określonych w arty-
kule 57. 

Ć w i c z e n i a . 

(37). Znaleść epóh'z§due trójkq,tne: a) środka koła wpisanego w trójkfjjt od-
niesienia, h) środków kół wpisanych zewnętrznie w trójkąt odniesienia i c) środka 
koła opisanego na trójkącie odniesienia. 

(37). Wyrazić pole trójkąta przez spółrzędne trójkątne wierzchołków. 
(39). Znaleść pole trójkąta, którego wierzchołki leżą w środkach boków trój-

kąta odniesienia. 
(40). Znaleść pole trójkąta, którego wierzchołki są spodkami prostopadłych 

z wierzchołków trójkąta odniesienia na boki przeciwległe. 
(41). Okazać, że + — = O jest równaniem prostej, która łąc/y 

środki boków A2A3 i A3AJ trójkąta odniesienia. 
(42). Okazać, że x,cosA, + ^jCosAa — X3CosA3=::0 jest iwnaniem prostej, 

która łączy spodki prostopadłych z A, na A2A3 i z A2 na A3A,. 
(45). Znaleść warunek, aby prosta l̂ x̂  + + 3̂X3 O, była równoległą do 

dwusiecznej kąta A, w trójkącie odniesienia. 
(44). Okazać, że ^jsinA, — a;2sinA2 + arssin (A, — A 2 ) = : 0 jest równaniem 

prostej, prostopadłej do boku AjA2 trójkąta odniesienia i dzielącej ten bok 
na dwie części równe. Okazać, że tę samę prostą można przedstawić przez 

równanie ajiCosAj—a:2C0sA2—(sinA2C0sA, —sinA, cosAa) = O, albo przez 

Jt 

. Dowieść, że trzy 

proste zagadnienia (21) przecinają się w jednym punkcie. http://rcin.org.pl
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(45). Znaleść warunek, aby trzy proste ^ = ~ — były A, A2 A3 A3 A, 
do siebie równoległe, i warunek, aby te trzy proste były i'ównoległe do prostej 

(46). Połączywszy każdy z trzech punktów, w których przecinają sig każde 
dwie z trzech przekątnych czworoboku zupełnego, z parami wierzchołków przeciwle-
głych tegoż czworoboku, otrzymamy sześć prostych; okazać, że te proste przecinają 
się po trzy w czterech punktach. 

(47). Z czterech prostych, przedstawionych przez równania dzl^z., =h /3a;3=::0, 
dwie proste przecinają się w punkcie P, a dwie pozostałe w punkcie P', dwie z nich 
w Q, a pozostałe dwie w Q', i wreszcie dwie z nich w R, a pozostałe dwie w R'; zna-
leść spółrzędne środków prostych PP', QQ', RR' i okazać, że te środki leżą na jednej 
prostej. 

(48). Okazać, że O, ±S2CosA3, db53CosA2 są spółrzędnymi prostopadłej spu-
szczonej z punktu A, na prostą A2A3. 

(49). Okazać, że w, + "3 + W3 = O jest równaniem środka ciężkości trójkąta 
A1A2A3. 

(50). Okazać, że równania w,sinA, rb i/asinAj i i'3sinA3 = 0 przedstawiają 
środki kół wpisanych wewnętrznie i zewnętrznie w trójkąt AjAaAa. 

(51). Okazać, że równanie «,sin2Aj-f-w2siii2A2 + w3sin2A=:0 przedstawia 
środek koła opisanego na trójkącie A,A2A3. 

(52). Okazać, że środki trzech przekątnych czworoboku zupełnego leżą na 
jednej prostej. 
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ROZDZIAŁ V. 

WIADOMOŚCI Z TEORYI ALGIEBRAICZNĆJ WIELOMIANÓW 
JEDNORODNYCH STOPNIA 2-GO. 

6 6 . UWAGA WSTĘPNA. Wyłożywszy twierdzenia najgłówniejsze o figu-
rach gieometrycznycłi rzędu 1-go'i klasy 1-ej, t. j. o linijach prostych 
i o punktach, przystępujemy obecnie do badania figur rzędu 2-go i klasy 
2-ej, czyli linij rzędu 2-go i klasy 2-ej. 

Jeżeli przez a:,, rrg oznaczymy spółrzędne jednorodne punktu bieżą-
cego, natenczas równanie najogólniejsze linii rzędu 2-go będzie kształtu 

w tym równaniu spółczynniki «ji, «22j «33> «23? • • • oddzielnych wyrazów są 
liczbami danymi (stałymi), a dwa wskaźniki, którymi każdy z nich jest opa-
trzony, odpowiadają wskaźnikom obu czynników zmiennych (spółrzędnycli), 
przy których te spółczynniki się znajdują: przy czyli przy XiXi, stawiamy 
zatym spółczynnik przy XiX!c spółczynnik aa-; ponieważ zaś XiXk — Xffl:î  
więc przyjmujemy a,̂  = a^. 

Podstawiwszy w równaniu (1) Xi ~x, — — mieć będziemy 
(2) + + â ŷ̂  + 2a,3iC + 2̂ 232/ + «33 = 0 , 
jako równanie najogólniejsze linii rzędu 2-go we spółrzędnych równoległych 
punktu. 

Rodzaj linij, przedstawionych przez równanie (1) lub (2), tudzież wła-
sności tych linij zależą od wartości spółczynników a^. Jedne z tych własno-
ści są zawisłe od przyjętego układu spółrzędnych, a inne są tak z istotą linii 
połączone, że utrzymują się niezmiennie, choćbyśmy przyjęty trójkąt odnie-
sienia zastąpili przez inny, lub odpowiednio zamiast przyjętego układu spół-
rzędnych równoległych wzięli inny. Aby rozróżnić własności, należące do 
pierwszej kategoryi, od należących do drugiej, wyłożymy tu niektóre własno-
ści algiebraiczne strony pierwszej równania (1), t. j. własności wielomianu je-
dnorodnego stopnia 2-go z trzema zmiennymi (czyli t. z. formy kwadratowej 
potrójnej). 
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W części drugiej tego dzieła będziemy mieli podobnie do czynienia 
z wielomianem jednorodnym stopnia 2-go z czterema zmiennymi (czyli z t. z. 
formą kwadratową poczwórną). Aby się więc nie powtarzać, oraz ze wzglę-
du, że wyprowadzenie odpowiednich własności wielomianu jednorodnego sto-
pnia 2-go (czyli formy kwadratowej) z ilukolwiek zmiennymi nie przedstawia 
trudności, weźmiemy pod uwagę przypadek ogólny, t. j. zastanowimy się nad 
wielomianem jednorodnym stopnia 2-go z n zmiennymi. 

6 7 . TWIEEDZENIE EULER'A O WIELOMIANACH JEDNORODNYCH STOPNIA 
2-GO. Oznaczywszy przez A?,, ICG,... n liczb zmiennych, a przez aik — Uki 
spółczynniki stałe, t. j. niezależne od zmiennych można każdy wielomian 

0^2,...,A:„) jednorodny stopnia 2-go względem tych zmiennych przed-
stawić pod postacią 

(1) 

gdzie znaki S i S oznaczają sumowanie, pierwsze względem i, drugie wzglę-
dem żt, składników a,i Xi Xic, przyczyni te sumowania należy rosciągnąć na 
wszystkie wartości 1, 2, . . . , n tak dla jak i dla Tak np. przy ^ = 
mamy 

gdyż — P o d o b n i e dla «=:3 będzie 

gdyż a23=«32, «31=«13> I t. d. 
Ponieważ ogólnie 

przeto, kładąc 

(2) 
możemy wzór (1) tak przedstawić 

(3) 

"Wyrażenie/j (X,, określone w zupełności tożsamością (2), jest po-
łową p o c h o d n e j c z ą s t k o w e j wielomianu/( i i ; , , ^2,... jJ:;,,) wzglę-
dem z m i e n n e j Xi. 
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"Wzór (3) wyraża właśnie twierdzenie Euler'a o wielomianacli jednoro-
dnycłi stopnia 2-go: wielomian jednorodny stopnia 2-go jest równy sumie połów 
swych pochodnych cząsthoicych ivgględem każdej zmiennej, pomnożonych przez też 
zmienne. 

6 8 . P E Z E K S Z T A E C E N I E L I N I J O W E I P R Z E K S Z T A Ł C E N I E P E O S T O K Ą T N E . J e -

żeli w jakiejkolwiek funkcyi zmiennych a:,, . . . zamiast tych zmiennych 
wprowadzamy nowe zmienne X,, X2,..., X„ zapomocą związków stopnia 1-go 

0 ) 

wówczas mówimy, że uskuteczniamy p r z e k s z t a ł c e n i e s t o p n i a 1-go, 
czyli p r z e k s z t a ł c e n i e l i n i j o w e tej funkcyi, albo też jej zmiennych. 
Spółczynniki liu w związkach (1), określających przekształcenie linijowe, są 
liczbami danymi, których wyznacznik 

nazywa się z a m i e n n i k i e m , albo m o d u ł e m tego przekształcenia linijo-
wego. 

Przyjąwszy, że moduł L jest od O różny, można zapomocą równań (1) 
wyrazić, naodwrót, zmienne X , , . . . , X „ przez zmienne a:,,... A miano-
wicie, jeżeli przez La- oznaczymy ilość dołączoną do elementu w wyzna-
czniku L, to, kładąc, dla skrócenia, 

otrzymamy równania 

jako rozwiązania równań (1) względem X, , . . . ,X„ . Związki (5) wyrażają 
przekształcenie linijowe o d w r o t n e przekształceniu linijowemu (1). Po-
dług zaś twierdzenia znanego z teoryi wyznaczników, moduł A przekształ-
cenia (5) 
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t . j . modlił przekształcenia odwrotnego (5) jest równy odwrotności modułu przekształ-
cenia pierwotnego (1). 

Przekształcenie linijowe (1) nazwiemy p r o s t o k ą t n y m , jeżeli wsku-
tek niego suma kwadratów + . . . p r z e c h o d z i na sumę kwa-
dratów X,2 -f + . . . + t. j. jeżeli ono czyni zadość tożsamości 

(7) - - - . . . . . . _ 
Kładąc tu zamiast zmiennych a-,, ich wyrażenia (1), otrzymamy 

Z tej zaś tożsamości, wskutek porównania z sobą spółczynników wyrazów 
podobnych, mamy 

(8) 

(9) • 

A zatym: miedzy spółczynnikami lik przekształcenia prostokątnego ma miejsce 

ztoiązków kształtu (8) i (9). 

Pomnóżmy równania (1), wrazie gdy one przedstawiają przekształcenie 
prostokątne, odpowiednio przez 7,,., a iloczyny dodajmy do siebie 
stronami odpowiednimi, uwzględniając związki (8) i (9\; otrzymamy 
(10) 
Wszystkie n związków (10) przedstawiają przekształcenie odwrotne prze-
kształceniu prostokątnemu (1). Gdy zaś moduł przekształcenia (10) jest 
oczywiście taki sam, jak moduł przekształcenia (1), przeto, wskutek związku 
(6), L^zz^l, t . j . kwadrat modułu przekształcenia prostokątnego jest równy 1. — 
Przekształcenie (10) jest także prostokątne; a zatym, analogicznie do zwią-
zków (8) i (9), będzie też 

(11) 

(12) 

W rozdziałach poprzedzających znajdują się przykłady przekształceni.! 
linijowego zmiennych. Mianowicie: zmiana kierunku osi układu spółrzę-
dnych Descartes'a lub Pliicker'a [art. 11, (2) —(5); art. 12, (3), (4)], przej-
ście od układu spółrzędnych trójkątnych do układu tylkoco wzmiankowanych 
spółrzędnych [art. 52, (1); art. 55, (10)], jakoteż przejście od jednego układu 
spółrzędnych trójkątnych do innego [art. 56, (15), (18)] uskuteczniają się 
właśnie zapomocą przekształcenia linijowego spółrzędnych, Wrazie zaś, gdy 
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oba układy spółrzędnycłi są prostokątne, to przejście od jednego z nich do 
drugiego [art. 11, (4), (5)] odbywa się zapomocą przekształcenia prostokątne-
go, gdyż wtedy, jak to łatwo sprawdzić, mają miejsce powyższe związki 
tak (8) i (9), jak i (11) i (12). 

A zatym, teoryja przekształcenia linijowego funkcyj zawiera w sobie, 
jako przypadek szczególny, teoryją przekształcenia równań figur gieometry-
cznych zapomocą przejścia od jednych spółrzędnych do innych. 

WYRAŻENIE WIELOMIANU JEDNORODNEGO STOPNIA 2 GO JAKO SUMY 
KWADRATÓW, 

G9. Zapomocą, przekształcenia linijowego można wielomian jednorodny sto-
pma 2-go wyrazić jako sumę kwadratóiu funkcyj jednorodnych stopnia 1-go. 

Jakoż, przekształcając linijowo wielomian jednorodny stopnia 2-go 

0) 
według 
(2) 

otrzymamy 

lub, z uwagi, że przy sumowaniu względem r i s wskaźniki i, k pozostają n ic 
zmienne, 

albo, zmieniając, co tu możliwe, porządek sumowań, 

albo nareszcie, 

(3) 

(4) 

Gdy teraz dla wyznaczenia spółczynników hr przekształcenia linijowego 
(1) przyrównamy do O spółczynniki Ars, w których wskaźniki r, s są różnymi 
od siebie liczbami szeregu 1, 2,...,w, mieć będziemy tożsamość 

(5) 
t. j. wielomian pierwotny /(ic,, .»i,x„) będzie wyrażony jako suma n kwa-
dratów. 

Według wzoru (4), widocznie Ars = A ,̂., liczba więc równań 

(fi) 
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jest równa źe zaś i i ^ , zatym pośród spółczynni-

ków lir pozostaje n- — ^̂  ^̂  ^^^^ ^̂  zupełnie dowolnych, skutkiem 

czego możemy nieskończenie ivielu sposobami wielomian jednorodny stopnia 2-go 
z n zmiennymi wyrazić jako sumę n kicadratóic. 

Sylvester dowiódł twierdzenia następującego: 
Jakimkolwiek sposobem imjrazimy loielomian jednorodny stopnia 2-go z n zmien-

nymi jako sumę ktvadratótv, zaivsze mieć będziemy tę samę liczbę kwadratóiv do-
datnycli, ujemnych i równych zeru. 

Przypuśćmy, źe to twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianu z n zmien-
nymi i starajmy się udowodnić je dla wielomianu z M + 1 zmiennymi. Weź-
my zatym pod uwagę dwa wyrażenia wielomianu / z n - \ - l zmiennymi 

gdzie £ i s' mogą mieć wartości + 1 , —1, lub O, A i A' są liczbami doda-
tnymi, zależnymi od spółczynników pierwotnych wielomianu / i od spółczyn-
ników przekształcenia, a X i X' są wyrażeniami stopnia 1-go względem 
zmiennych pierwotnych a?,, iTa,.. W tożsamości 

( 
przynajmniej jedna z liczb s równa jest jedliej z liczb e'. Gdyby bowiem 
wszystkie liczby e były równe O lub — 1, a wszystkie liczby s' równe O lub 
+ 1) to równość tych dwu wyrażeń tego samego wielomianu, mogłaby mieć 
miejsce tylko Wtedy, kiedyby ten wielomian był tożsamościowo równy 0. 
Przyjmijmy, Źe np. £ = £',. AYtedy, kładąc I / a 7 X , = : : ) /A\X ' , , ustana-
wiamy związek między zmiennymi pierwotnymi a?!, ccg, , zapomocą 
którego można jednę z tych zmiennych wyrazić przez n pozostałych [przypa-
dek, kiedy związek J / A , X , = | X A ' , X ' , jest tożsamością, należy wyłączyć 
spod uwagi, gdyż wówczas niożnaby nie pisać pierwszych wyrazów w (7)]. 
Gdy więc, wyrazimy z tego związku przez X2,.. i wyrażenie 
otrzymane podstawimy w (7), natenczas strony tej równości będą dwoma 
Wyrażeniami tego samego wielomianu tylko z n zmiennymi te,, a-g... a za-
tym, według przypuszczenia, będą zawierały tę samę ilość kwadratów ró-
wnych zeru, lub jednakowego znaku. Ponieważ zaś liczby e i s' są niezale-
żne od zmiennych o-a?• • • więc, jeszcze przed podstawieniem wyra-
żenia ostatniej z tych zmiennych przez poprzednie, czyli, przed ustanowieniem 
powyższego związku między zmiennymi, po obu stronach równości (7) zacho^ 
dziła taż sama ilość kwadratów jednakowego znaku, lub równych zeru. A za-
tym, jeżeli to twierdzenie jest prawdziwe dla n zmiennych, to jest ono pra-
wdziwym i dla n + 1 zmiennych. Gdy zaś ma ono oczywiście miejsce dla je-
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dnej zmiennej, więc utrzyma się także i dla 2, 3 , . . . , wogóle, dla ilukolwiek 
zmiennych. 

70. Na osobliwą uwagę zasługuje wyrażenie wielomianu jednorodne-
go stopnia 2-go jako sumy kwadratów zapomocą przekształcenia prostokątne-
go. Dla większej jasności, weźmiemy pod uwagę wielomian z trzema tylko 
zmiennymi 

(1) 
wszakże postępowanie, jakiego użyjemy, daje się bez żadnej zmiany zastoso-
wać do wielomianów z ilukolwiek zmiennymi. Wielomian (1), wskutek prze-
kształcenia prostokątnego 

(2) 

którego zatym spółczynniki czynią zadość warunkom 

(3) 

(4) 

wrazie, gdy przyjmiemy 

(5) 

i oznaczymy 

(6) 

przechodzi na sumę kwadratów, a mianowicie: 

(7) 

Dla wyznaczenia 9 spółczynników przekształcenia (2) i 3 spółczynników wy-
rażenia (7) mamy 12 równań (3)—(6). Aby wyznaczyć spółczynniki l, m, n, 
oznaczmy przez(a: , , cĉ ), /aC :̂,, X2, cĉ ) 1/3(07,, tCa, 373) połowy pochodnycli 
cząstkowych wielomianu /(o?,, X2, 373) względem odpowiednich zmiennych a?,, 
X2 i 373, a przez fiih m^ n),... to, co otrzymujemy wskutek podstawienia liczb 
l, m, n za liczby zmienne , iCa, ̂ 73 w tych wyrażeniach / , , . . . ; wtedy równa-
nia (5) można tak pisać: 
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Porównywając te równania z równaniami (4), otrzymamy, dla 2, 3, 

Oznaczając zaś przez Sj wartość tych stosunków i wypisując wyrażenia, ozna-
czone przez/, , /a, /s , mamy trzy równania: 

(8) 

z których, po wyrugowaniu stosunków Z,:^^:^,, wypada 

(9) A(s,)= ,«i3 

Wyznaczywszy z tego równania wartość na Sj, znajdziemy z dwu któ-
rychkolwiek równań (8) wartości stosunków li', mii ni, a następnie zapo-
mocą odpowiedniego z równań (3), t. j. zapomocą równania + 
wartości spółczynników nii, ni. Tym sposobem, biorąc za Si kolejno 
każdy z trzech pierwiastków s,, ŝ , S3 równania (9), wyznaczymy wszystkie 
9 spółczynników naszego przekształcenia (2). — Mnożąc nakoniec równania 
(8) odpowiednio przez k, nii, w, i dodając do siebie iloczyny, otrzymamy, 
uwzględniając oznaczenia (6), 

(10) 
t. j. spółczynniki wyrażenia (7) są pierwiastkami równania (9). 

Pozostaje jeszcze okazać, że pierwiastki równania (9) są rzeczywiste. 
W tym celu załóżmy, że równanie A(Si) O o spółczynnikach rzeczywistych 
posiada dwa pierwiastki zespolone sprzężone Sp 1 Ponieważ równania 
(8), służące do obliczenia spółczynników przekształcenia, są względem tych 
spółczynników stopnia 1-go, więc wartości tych spółczynników, odpowiada-
jące pierwiastkom Sp i Sr, będą także zespolone i sprzężone, a mianowicie, 
jeżeli 

to natenczas 

Atoli, według (4), 
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powinnoby więc być 

co niemożliwe, chyba wrazie, gdy wszystkie a i wszystkie p są równe 0. Wte-
dy jednak byłoby także Z / + 4 - o i n i r " ^ c o się 
sprzeciwia równaniom (3). 

71. Przekształcenie prostokątne, zamieniające wielomian jednorodny 
stopnia 2-go /(a?,, na sumę trzech kwadratów 
nie daje się dokładnie wyznaczyć, jeżeli pomiędzy pierwiastkami równania 

zachodzą pierwiastki równe. 
Przypuśćmy, że dwa pierwiastki tego równania są sobie równe. Z teoryi 

równań algiebraicznych wiadomo, że pierwiastek podwójny równania A(s)=0 
przywodzi do zera także pierwszą pochodną wielomianu A(s). Oznaczmy 
pochodną tego wielomianu, który, rozwijając wyznacznik, możemy tak na-
pisać: 
\(s) = Ca„ - s) (a^i- s) (aga - s; — (a,, - s) — (a^^-s) agi^ — (a^^ - s) a^^^ + 

przez ^(s) a — ogólnie — przez A,i ilość dołączoną do elementu i-ego wier-
sza i -̂-ej kolumny wyznacznika symetrycznego (bo a,i = ati) Łatwo 
spostrzeżemy, że 

A ' ( ^ = : - A H - A 2 2 — A 3 3 . 

A zatym', jeżeli s jest pierwiastkiem podwójnym równania = naten-
czas jednocześnie 

(a) A„ +A22 + A33 = 0, 
t. j. trzy główne wyznaczniki częściowe (symetryczne) stopniaa 2-go wyzna-
cznika symetrycznego A(s) tworzą sumę równą 0. Atoli te trzy wyznaczniki 
częściowe mają znaki jednakowe. Jakoż, skoro AfsjmO, przeto, podług 
twierdzenia znanego z teoryi wyznaczników, 

^u, A,i = 0 , 
Aii, 

skąd, z powodu, iż Au = Aij, wynika 

(P) 
Ponieważ, według (a), suma tych wyznaczników częściowych jest równa O, 
a, według (P) mają one znaki jednakie, więc każdy z nich jest równy O, 
a nadto każdy z wyznaczników częściowych A^ (t. j. także i przy i różnym od 
k) jest równy O, jak wypada ze związku (P). — A zatym, pierwiastek podwój-
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ny równania ACs) = 0 przywodzi do zera wszystkie wyznaczniki częściowe 
stopnia drugiego wyznacznika A(s). (To twierdzenie może być odwrócone.) 
W tym więc przypadku z równań (8), gdy w nich za Sj podstawimy pierwia-
stek podwójny równania ^(s) = O, nie otrzymamy wartości oznaczonych na 
dwa stosunki li: mi: w, , lecz tylko jeden z nich wyrazimy przez drugi. Prze-
kształcenie prostokątne nie będzie zatym dokładnie wyznaczone. 

Jeżeli zaś równanie ACs; = 0 posiada wszystkie trzy pierwiastki sobie 
równe, wówczas ten pierwiastek przywodzi do zera także drugą pochodną 
A"Cs) wielomianu A(s). A że widocznie 

więc suma elementów głównych wyznacznika Afsj jest równa zeru. Atoli 
równania 

które teraz również mają miejsce, wskazują, że te elementy są wszystkie je-
dnakowego znaku. Te więc elementy, a także, wskutek (Y), i elementy po-
zostałe wyznacznika ^(s), są równe 0. — W tym przypadku niema co usku-
teczniać przekształcenia, albowiem z powodu, że aas^aai = mamy 
bespośrednio 

72. Przez rosciągnienie badań, przeprowadzonych w artykule poprze-
dzającym, na wielomiany jednorodne stopnia 2-go z n zmiennymi, łatwo dojść 
możemy do twierdzenia następującego: Wielomian jednorodny stopnia 2-go 

można przywieść sapomocą przekształcenia prostokątnego do postaci 

gdzie Xi, Kg,oznaczają wielomiany jednorodne stopnia l-go względem 
Xx, X2,.-., rt spółczynniU s^, s.^,... ,Sn są pierwiastkami równania 

Nadto przekształcenie prostokątne da się lubteż nie da się dokładnie wy-
znaczyć, według tego, czy pierwiastki równania Afs;==:0 są wszystkie od 
siebie różne, czy też między nimi są wielokrotne. W tym drugim przypadku, 
t. j. jeżeli równanie ACsj^O posiada pierwiastek w-krotny, przywiodą się do 
zera także wszystkie wyznaczniki częściowe stopnia w—1, w—2,.... % — w + 1 
wyznacznika Afsj. I nawzajem, jeżeli te wyznaczniki częściowe są wszystkie 
równe O, wówczas równania \(s) — 0 posiada m pierwiastków sobie równych. 
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Chcąc więc poznać, na ile kwadratów dodatnych i ujemnych daje się 
rozłożyć wielomian/(a?,, dość zbadać, ile w równaniu Afsj^zO, 
mającym pierwiastki tylko rzeczywiste, uporządkowanym podług potęg ma-
lejących niewiadomej s, zachodzi przemian i następstw znaków. Podług 
znanego twierdzenia Descartes'a, liczba przemian znaków jest równa w tym 
razie liczbie pierwiastków dodatnych, a liczba następstw znaków jest równa 
liczbie pierwiastków ujemnych równania Afsj = 0. 

Z twierdzenia powyższego można wyprowadzić także warunki konieczne 
i dostateczne, aby wielomian jednorodny stopnia 2-go z n zmiennymi był su-
mą m kwadratów, przy m C n . Wtedy bowiem równanie Afs;=:0 powinno 
mieć n — m pierwiastków równych 0. Wyznacznik więc A(0), t. j. 

i wszystkie stopni n — l,n — 2,....,n — (n — m — l) = m + l jego wyzna-
czniki częściowe powinny się wtedy przywieść do zera. 

Wyznacznik A w Teoryi liczb zwykle nazywa się w y z n a c z n i k i e m 
f o r m y (wielomianu jednorodnego)/frr,, a j j , . . . w innych zaś gałęziach 
badań matematycznych nazywamy go w y r ó ż n i k i e m ( d y s k r y m i n a n -
tem) w i e l o m i a n u j e d n o r o d n e g o (albo: f o r m y ) /(a?,, a j j , . . « „ ) . 
AYyznacznik ten jest symetryczny, albowiem, z założenia, a^ = a*,. 

NIEZMIENNIKI WIELOMIANU JEDNORODNEGO STOPNIA 2-GO. 

^ 7 3 . Niech, wogólności, Xn,...,aa,...) będzie wyrażeniem, 
zawierającym zmienne a?,, X2,...,Xn, połączone pewnymi działaniami ze spół-
czynnikami stałymi..., a ^ , . . . To wyrażenie, wskutek przekształcenia li-
nij owego 

(1) 
o module L, przechodzi na inne 

zawierające nowe zmienne Xi, X2 , . . . ,X„ , . . . i spółczynniki Aa, zależące 
w pewien sposób od spółczynników i od spółczynników hk. 

Oznaczmy przez Ffaj^) pewne połączenie całkowite spółczynników aa 
wyrażenia cp, a przez F(Aa) wyrażenie w takiż sam sposób utworzone z od-
powiednich spółczynników A,i wyrażenia natenczas, jeżeli między tymi 
dwoma wyrażeniami zachodzi związek 

mówimy, że wyrażenie Tfa^t) jest n i e z m i e n n i k i e m ( i n w a r y j a n t e m ) 
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wyrażenia cp ze względu na przekształcenie linijowe (1). Niezmiennik jest 
bezwzględnym, kiedy 

Aby ocenić doniosłość pojęcia niezmiennika, zauważymy, że jakąkol-
wiek własność linii krzywej równania (̂a î, przedstawia się pospo-
licie przez jeden lub więcej związków między spółczynnikami. 

Przypuśćmy waęc, że pewną własność przedstawia równanie 

natenczas, jeżeli F(a,i) jest niezmiennikiem funkcyi cffiCj, X2, ta własność 
utrzyma się także wtedy, gdy funkcyja cpfrcj, X2, ulegnie jakiemukolwiek 
przekształceniu linijowemu o module różnym od O, albowiem równanie 
F(Aa) = 0 wciąż będzie miało miejsce. Zatym: niezmienniTc, przyrównany do 
O, przedstawia własność linii hrzywej, niezależną, od układu spółrzędnycJi, do Mó-
rego rówfianie jej odnosimy. 

Można nadać niezmiennikowi inne jeszcze znaczenie. Dajmy, że ró-
wnanie linii krzywej cpfrc,, x.i, O zapomocą zmiany spółrzędnycb (a więc 
zapomocą przekształcenia linij owego) przeszło na równanie 

jeżeli przyjmiemy to równanie nie za równanie tej samej krzywej, odniesione 
do nowego układu, lecz za równanie nowej krzywej, to niezmiennik 
przyrównany do O, wyraża własność krzywej pierwszej, którą także posiada 
krzywa druga, czyli własność spólną wszystkim krzywym, których równania 
są kształtu wypisanego, zwanym k r z y w y m i j e d n o k r e ś l n y m i . 

74. Dowiedziemy następującego twierdzenia. Spółczynniki równania 
którego pierwiastki są spółczynnikami w wyrażeniu wielomianu 

jako sumy n kivadratów, są niezmiennikami ze wzglądu 

na każde przekształcenie prostokątne. 
Aby dowieść tego twierdzenia, uważmy naprzód, że według tego, cośmy 

powiedzieli w przedostatnim ustępie artykułu 72, wielomian 

(2) 

będzie sumą, eon aj więcej, n — l kwadratów, jeżeli wyróżnik tego wielomianu 
będzie równy O, t. j. jeżeli s będzie pierwiastkiem równania danego 

(3) 

Uważmy teraz, źe, wskutek przekształcenia^ linijowego (1), wielomian 
przechodzi na gdzie (art. 68) 
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(4) 

a wyrażenie + + . . . + przechodzi podobnież na gdzie 

(5) 
tak, iż wielomian (p przechodzi na wielomian 

(6) 
r s r s 

A gdy, wskutek założenia, wielomian (2) jest sumą n—l kwadratów, więc, 
według twierdzenia Sylvester'a (art. 69), wielomian (6) także jest sumą n—1 
kwadratów. Wyróżnik przeto wielomianu (6) przywodzi się do O przy tych sa-
mych wartościach s, co wyróżnik wielomianu (2), innymi słowy: równanie 

= 0 

ma też same pierwiastki, co równanie (3). 
Jeżeli przekształcenie (1) jest prostokątne, to, uwzględniając związki 

(5), mamy O, p r z y r ^ s , i prr—1 (art. 68), równanie więc (7) przy-
wodzi się do równania 

które jest takiego samego kształtu, jak równanie (3). Oba równania (3) 
i (8) mają nadto jednakie pierwiastki; spółczynniki więc przy tych samych 
potęgach s w obu równaniach są sobie równe. Spółczynniki zatym równania 
Afsj = 0 są niezmiennikami ze V7zględu na przekształcenie prostokątne, 
i wszczególności: niezmiennikami bezwzględnymi. 

Jeżeli przekształcenie (1) nie jest prostokątne, to w równaniach (3) i (7) 
(mających, jak wiemy, pierwiastki jednakie) zrównajmy wyrazy niezależne 
od s. Wyraz niezależny od s w równaniu (3) jest wyróżnikiem A (art. 72) 
wielomianu YZ îk îZic, wyraz zaś niezależny od s w równaniu (7) jest wy-i k 
różnikiem A' wielomianu podzielonym przez wyróżnik B' wie-

lomianu Mamy zatym 

Lecz, wskutek (5), 
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jest więc 

(9) 
t. j. wyróżnik wielomianu YLci'ikOCiXk jest niezmiennikiem ze względu na i M, 
każde przekształcenie linijowe. 

WYBAŻENIE JEDNOCZESNE DWU WIELOMIANÓW JEDNORODNYCH STOPNIA 
2-GO JAKO SUM KWADRATÓW. 

75. Zapomocą przekształcenia linijowego można jednocześnie dwa 
wielomiany jednorodne stopnia 2-go wyrazić jako sumy kwadratów. 

"Weźmy pod uwagę dwa wielomiany, dla większej jasności, z trzema 
tylko zmiennymi, 
(1) f(Xy, Xi, â a) = , (2) g(Xy, = XiXk. 

"Wskutek przekształcenia linijowego 

(3) 

te wielomiany przechodzą odpowiednio na (art. 70) 

(4) . r s r s 

gdzie, przy y = 2, 3 i s = l , 2, 3, 

(6) 
(7) 
/i./2»/3 są połowami pochodnych cząstkowych funkcyi f , agi, g^, g3, są poło-
wami pochodnych cząstkowych funkcyi g, wziętych odpowiednią względem 
Xl, Aby dwa dane wielomiany stały się sumami kwadratów, dość po-
łożyć 
(8) 
gdyż wtedy wyrażenia (4) i (5) przywodzą się do następujących: 
(4') 
Skoro widocznie A„ = Asr i = (gdyż aî  — au i = przeto 
równań (8) jest 2. 3=:6, gdy tymczasem spółczynników we wzorach (3) jest 
9. Potrzeba zatym, dla dokładnego wyznaczenia tych 9 spółczynników, do-
wolnie ustanowić jeszcze trzy związki. Najprościej postąpimy, gdy w wy-
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rażeniu jednego z wielomianów damy kwadratom jakiekolwiek spółczynniki 
dowolne, gdy więc położymy np. 

(9) 
rozumiejąc już przez liczby dane. 

Równości (8), wskutek (6) i (7), dają 

Oznaczmy przez X, wartość tych stosunków i zamiast wy-
piszmy wyrażenia rozwinięte; wtedy mieć będziemy trzy równania: 

(10) 

X - MW/ / 

Z których wypada 

(11) 

A zatym, jeżeli wyznaczymy pierwiastki X„ X3 równania (11), to z równań 
(10) otrzymamy, odpowiednio każdemu z tych pierwiastków, wartości sto-
sunków Z, : w, : w,, : m.̂ : n-i i : m̂  : n ,̂ a następnie zapomocą równań (9) 
znajdziemy wartości każdego z 9 spółczynników przekształcenia (3). 

Aby nareszcie otrzymać wartości spółczynników A,,, A22, A33, dość po-
mnożyć równania (10) odpowiednio przez h, n, i dodać do siebie iloczyny; 
uwzględniając związki (6), (7) i (9), otrzymamy wtedy 

(12) 

Wyrażenia dwu danych wielomianów będą więc 

Równanie (11) posiada wszystkie pierwiastki rzeczywiste, jeżeli spół-
czynniki ttik, hik są liczbami rzeczywistymi i jeżeli przynajmniej jeden z dwu 
danych wielomianów / i np. jest stale (t. j. przy wszelkich wartościach 
rzeczywistych na a?,, Xi) dodatnym. Jakoż, równanie (11) wyraża wa-
runek, pod jakim wielomian f—lsff jest sumą conajwyżej 2 kwadratów (art. 
72). Wskutek przekształcenia linijowego, zapomocą którego wielomian stale 
dodatny g, przechodzi na sumę kwadratów + + które wszyst-
kie są dodatne, a wielomian / np. na cp = wyrazimy wielomian 

r s 
, - . _ . „ , Ten wielomian, przy tej samej war-

tości X,, co i wielomian pierwotny f—Kg, jest sumą conajwięcej 2 kwadra-
tów. Pierwiastki równania (11) są zatym jednocześnie pierwiastkami ró-
wnania 
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(13) 

Pierwiastki zaś równania (13) są, jak wiemy (art. 70), wszystkie rzeczywi-
ste. — Nadto, z twierdzenia art. 71, odnoszącego się do pierwiastków wie-
lokrotnych równania (13), wynika analogiczna własność pierwiastków wielo-
krotnych równania (11). A zatym: pierwiastek dwukrotny równania (11) 
przywodzi do zera wszystkie wyznaczniki częściowe stopnia 2-go, a pierwia-
stek trzykrotny wszystkie elementy wyznacznika, stanowiącego stronę lewą 
tegoż równania. 

Ć W I C Z E N I A . 

(53). Okazać, że wielomian + 2i/2 + 2xy + + &yz jest sumą 
trzech kwadratów, z których dwa są dodatne, a jeden ujemny. 

(54). Jeżeli X,) = Y Z w k , a X,) = gdzie 

oznacza wyróżnik wielomianu / , zaś Au- jest ilością dołączoną do 

elementu a,i wyznacznika A, natenczas przekształcenie prostokątne, zamieniające 
/ na sumę kwadratów ŝ K^̂  + S z ^ + ^s^a^, zamieni F na 8um§ kwadratów 

(55). Wyznaczyć spółczynnik tak, aby wielomian 

był sumą dwu kwadratów. 
(56). Okazać, że jeżeli a;,, X2 arg są długościami trzech krawędzi równoległo-

ścianu, a X,, X2, X3 kątami między parami krawędzi arj, arg; 0:3, a;,; X2, to wielo-
mian + + + 2a;2X3 cos X, + 2x^xi cos X3 + 2xix^ cos X3 jest sumą trzech 
kwadratów dodatnych. 
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ROZDZIAŁ VI. 

RÓWNANIA STOPNIA 2-GO I WYŻSZYCH, PRZEDSTAWIAJĄCE 
ZBIÓR LINIJ PROSTYCH, LUB ZBIÓR PUNKTÓW. 

76. Liniją, przedstawioną przez równanie stopnia 2-go względem spół-
rzędnych punktu, nazwaliśmy liniją rzędu 2-go, a liniją, przedstawioną przez 
równanie stopnia 2-go względem spółrzędnycli linii prostej, nazwaliśmy liniją 
klasy 2-ej. Ponieważ iloczyn równań dwu linij prostych, jak również iloczyn 
równań dwu punktów, jest równaniem stopnia 2-go, więc nawzajem, równa-
nie stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu, lub względem spółrzędnych 
linii prostej może niekiedy być iloczynem dwu równań stopnia 1-go i przed-
stawiać odpowiednio parę linij prostych, lub parę punktów. Przystępując 
zatym do rozbioru równania ogólnego stopnia 2-go względem spółrzędnych 
punktu, jak również względem spółrzędnych linii prostej, należy nam prze-
dewszystkim zbadać, kiedy takie równanie przedstawia odpowiednio parę pro-
stych, lub parę punktów. Zaczniemy od równania stopnia 2-go względem 
spółrzędnych punktu. 

PARA PROSTYCH. 

77. Weźmy pod uwagę równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych 
jednorodnych x,, a?2, a?3 punktu, 

(1) /(^i) ^a) = + + + 2a23SC2SC3 + 2a3,£i?3a3, 2aj2a?i%=0, 
którego spółczynniki ajs? ^an «i2 będziemy niekiedy, dla symetryi wzorów, pi-
sali: aga, «i3, a2i, gdyż, zgodnie z umową (art. 66), a^^—a^ ,̂ «3i=«i3j ai2=«2i' 

W artykule 72 okazaliśmy, że wielomian /(ćcj, cca, â a) jest sumą dwu 
kwadratów dodatnych lub ujemnych, jeżeli jego wyróżnik, t. j. wyznacznik 
symetryczny 
(2) A = aii ,ai2,«i3 

®21 ł ®22 J ®23 
3̂1 > j ®33 

jest równy O, a z jego wyznaczników częściowych stopnia 2'go przynajmniej 
jeden jest od O różny. Wtedy 
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gdzie Sj i ŝ  są dwiema liczbami stałymi i rzeczywistymi, a Xj, X2 oznacza-
ją funkcyje jednorodne stopnia l-go względem ccj, X2, £C3. — Ponieważ 

więc w tym przypadku równanie (1) jest iloczynem dwu równań stopnia l-go, 

i przedstawia parę linij prostych. Zatym: wanmMem Jconiecmym i dostatecznym, 
aby równanie stopnia 2-go tvzględem spółrzędnych punktu /(ir,, Xi, Xi) — O przed-
stawiało parę prostych, jest równość O loyróżnika wielomianu f(xi, ojaj. 

Gdy nietylko wyróżnik, ale także wszystkie jego wyznaczniki częściowe 
stopnia 2-go są równe O, wówczas wielomian / jest dokładnym kwadratem, 

i równanie (1) przedstawia w tym przypadku jednę prostą Xi = 0, albo ra-
czej — prostą podwójną. 

78. Do tych samych wypadków można dojść także bespośrednio, nie 
opierając się wcale na twierdzeniu art. 72. Jakoż, przypuśćmy, że wielo-
mian f(xi, £C2, a?3) jest iloczynem dwu czynników stopnia l-go. Przyjmując 

, za jeden czynnik, musimy drugiemu czynnikowi dać kształt 

ażeby, po uskutecznieniu mnożenia, spółczynniki przy 

wypadły odpowiednio równe a^, aoa? "aa* Niech więc będzie toż-
samościowo 

(3) 

Z tej tożsamości otrzymujemy, wskutek porównania spółczynników odpowie-
dnich po obu stronach, trzy związki: 

Z tych związków wyrugujemy dwa stosunki :X2'^3- Pomnóżmy te równo-
ści stronami odpowiednimi; w iloczynie zaś ' 
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żastąpmy czynniki, ujęte w nawiasy, przez równe im, wskutek związków (4), 
wyrażenia 

Otrzymamy 

czyli 

t. j. A=:0 . A zatym, jeżeli równanie (1) przedstawia parę prostych, to wy-
różnik lewej jego strony jest zerem. — Pozostaje okazać, że ten warunek jest 
także dostateczny. Przyjąwszy, że A=iO, możemy otrzymać wartości sto-
sunków z dwu którychkolwiek równań (4). Tak np. dwa ostatnie 
z tych równań, napisane w postaci 

dają 

Kładąc zatym albo 

(5) " 
albo też 

(gdzie X jest czynnikiem nieoznaczonym), w obu razach, po wstawieniu tych 
wartości na w stronę drugą wzoru (3), otrzymujemy tożsamościowo 

(6) 

A zatym, jeżeli wyróżnik lewej strony równania (1) jest zerem, wówczas to 
równanie jest iloczynem dwu równań stopnia 1-go, t. j. przedstawia dwie 
proste. 

Oznaczmy przez A^, A22, A33 wyznaczniki częściowe stopnia 2-go wy-
różnika, odpowiadające jego elementom głównym a^, %3, lub, co tu wy-
chodzi na jedno, ilości dołączone do tych elementów, t. j. 

Według (6), dwie proste, które, wrazie A = O, są przedstawione przez równa-
nie (1): są obie rzeczywiste i od siebie różne, jeżeli A22 <10 i AsaC^O; są 
obie urojone, jeżeli albo A22!>0, albo Agg^O, albo też jednocześnie 
A22>0 i A33>>0; obie są tą samą prostą, t. j. przedstawiają prostą po-
dwójną, jeżeli A22 = 0 i A33 = 0. 
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W przypadku ostatnim, gdy A=:0, Aaa^O, Aga^O, mamy także, 
jak to łatwo sprawdzić, tak A^ jak i wszystkie inne wyznaczniki częściowe 
stopnia 2-go równe 0. A zatym, i ostatni ustęp artykułu 77 został w ten spo-
sób sprawdzony. 

79. Widzieliśmy w artykule poprzedzającym, że proste, które równa-
nie (1) przedstawia wrazie A = 0, mogą być urojonymi. Lubo takie proste 
nie istnieją gieometrycznie, to jednak nie możemy ich wykluczać przy bada-
niach analitycznych, jeżeli nie chcemy wyników naszych rostrząsaii pozba-
wiać należytej ogólności. W dziedzinie gieometryi ma się z nich tę samę 
korzyść, jaką Algiebra osiąga z wprowadzenia liczb zespolonych, t. j. liczb 
kształtu a + bp^—1. 

Odnosi się to osobliwie do takich dwu prostych urojonych, w których 
równaniach, jak np. w równaniach prostych urojonych w artykule poprzedza-
jącym, spółczynniki odpowiednie są liczbami zespolonymi sprzężonymi. Pro-
ste takie, zwane p r o s t y m i u r o j o n y m i s p r z ę ż o n y m i , posiadają dwie 
następujące właśności uwagi godne: 

Dwie proste urojone sprzężone mają pwikt spólny rzeczywisty, i 
Dwusieczne Tiątów, zawartych między dwiema prostymi urojonymi sprzężony-

mi, sq, prostymi rzeczywistymi. 
Jakoż, niech równania 

(7) 

przedstawiają dwie proste urojone sprzężone. Sam skład tych równań poka-
zuje, że te proste, lubo nie istnieją gieometrycznie, przecinają się w punkcie 
rzeczywistym, a mianowicie, przechodzą obie przez punkt przecięcia się dwu 
prostych rzeczywistych (art. 27), których równania są 

Pierwsza' własność jest więc dowiedziona. — Aby udowodnić drugą, przyj-
mijmy, że a; i są spółrzędnymi prostokątnymi punktu bieżącego i oznaczmy 
przez a i a' kąty (urojone), które proste (7) tworzą z kierunkiem dodatnym 
osi £c-ów, a przez p kąt, który dwusieczna kąta między prostymi (7) czyni 
również z kierunkiem dodatnym osi cc-ów. Wtedy 

liecz z równań (7) wypada 

zatym 

(8) 
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Pierwiastki równania (8) są oba rzeczywiste, a ich iloczyn jest równy — 1; 
a zatym jeden z nich odpowiada dwusiecznej jednego, a drugi dwusiecznej 
drugiego kąta, spełniającego poprzedni. Obie dwusieczne mają więc kierunki 
rzeczywiste. Jak zaś widzieliśmy, obie one przechodzą przez punkt także 
rzeczywisty (spólny dwu prostym danym). Obie więc istnieją gieometnycznie. 

80. Wyznaczmy jeszcze punkt przecięcia się prostych, które, wrazie 
A = O, są przedstawione przez równanie (1). 

W tym celu oznaczmy, jak poprzednio, przez /iCiCi, âa? ^s)) /zf^D 
/aftci, iTa, â a) połowy pochodnych cząstkowych wielomianu wzglę-
dem o;,, iCa, ccy, 

Gdy, według założenia, A = 0, to istnieje układ wartości od O różnych 
iTgO na X2, oĉ , jednocześnie zadość czyniących równaniom 

Ponieważ zaś, według twierdzenia Euler'a (art. 67), 

J 
więc 

t. j. spółrzędne punktu cĉ ^ âgO) czynią zadość równaniu (1), czyli: ten 
punkt jest punktem linii, przedstawionej przez równanie (1). Atoli, wsku-
tek naszego założenia, równanie (1) jest równaniem pary prostych^ Zatym 
ten punkt jest punktem przecięcia się dwu prostych, przedstawionych przez 
równanie (1) wrazie A = 0. 

Oznaczmy przez Xo, yQ spółrzędne Descartes'a tego punktu, t. 

Wówczas mamy 

(9) 

skąd wypada 

Wprowadźmy także spółrzędne Descartes'a x, y do równania (1), kładąc 
w nim ir3 = l, i, prócz tego, podstawmy w tymże równaniu 
zamiast a,3, a.̂ ,̂ â ^ powyższe ich wyrażenia. Po uskutecznieniu uproszczeń, 
otrzymamy równanie 
(10) 
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które, według'^poprzedzającego, przedstawia dwie proste, przecinające się 
w punkcie (Xo, y^. Rzeczywiście, rozwiązując to równanie względem y-yo, 
sprowadzamy je do dwu równań stopnia 1-go, 

(10') . 

z których każde przedstawia prostą, przechodzącą przez punkt (̂To? 2/o)' — 
Widzimy z tego, że jeżeli równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych Descartes^a 
punktu przedstawia parę prostych, to można je zastąpić przez równanie stopnia 
2-go jednorodne względem różnic x — XQ,y — y^, gdzie Xq, y^ są spółrzędnymi pun-
ktu przecięcia się tych dwu prostych, i, oczywiście, odwrotnie. 

Jeżeli przez p oznaczymy kąt, który dwusieczna kąta zawartego mię-
dzy prostymi (10') czyni z kierunkiem dodatnym osi a;-ów układu spółrzę-
dnych prostokątnych, to (art. 79) 

(11) 
Stąd zaś wynika, iż równanie 

(12) . . . 
jest równaniem obu dwusiecznych. 

Wartości Xq, y^ otrzymamy z dwu którychkolwiek równań (9); np. z dwu 
pierwszych wypada 

(13) 

gdzie A31, A32, A33 są ilościami dołączonymi do elementów rtai, «33 wy-
różnika wielomianu f(x, y, 1). 

Zważmy, że punkt y )̂ leży w nieskończoności, gdy Aggi^O, jest 
zaś nieoznaczonym, gdy jednocześnie Agi^O i Aga^O. W pierwszym razie 
dwie proste będą równoległe, a w drugim stanowią jednę j^rostą. Toż samo 
wynika bespośrednio z równań (6). 

TARA PUNKTÓW. 

81. Weźmy równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych jednoro-
dnych M25 % liiiii prostej, 

którego spółczynniki A23, A31, A12 również będziemy niekiedy, dla symetryi 
wzorów, pisali odpowiednio: A32, A^g, A21. Załóżmy, że wyróżnik wielomianu 

( 2 ) 
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jest równy 0. Wskutek tego założenia wielomian FCM,, M jest sumą 
dwu kwadratów, lub kwadratem zupełnym funkcyi stopnia 1-go; a więc,ieie/i 
loyróżnih icielomianu U3) jest zerem, to róicnanie '¥(11^, u^, WgjmO 'prml-
staioia ;parę punktów lub punkt podivójny, według tego, czy wyznaczniki częścio-
we stopnia 1-go wyróżnika nie są, czyteż są wszystkie równe 0. 

82. Do tego samego wypadku można dojść także bespośrednio. Po-
stępując taksamo, jak w artykule 78, dowiedziemy, że równość zeru wyró-
żnika funkcyi u ,̂ Wg) jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby 
ta funkcyja była iloczynem dwu czynników stopnia 1-go, i znajdziemy wtedy 

(3) 

Dwa punkty, które równanie (1) w tym przypadku przedstawia, są więc: 
oba rzeczywiste i od siebie różne (oddzielne), jeżeli A , — AiiA22!>0 
i AI3^ — AIIA33>0; oba urojone, jeżeli albo Au^ — AiiA22<!0, albo 
A , — AiiA33<;0, alboteż jeżeli jednocześnie oba te wyrażenia są ujemne; 
oba są tym samym punktem, t. j. przedstawiają punkt podwójny, jeżeli 
A I 2 ^ — A I I A 2 2 = 0, i AI3^ — AIIA33 = 0. W ostatniui przypadku można taksa-
mo, jak powyżej, okazać, że wszystkie wyznaczniki częściowe stopnia 2-go 
wyróżnika są równe zeru. 

83. Dwa punkty urojone, które równanie (1) może, jak widzieliśmy, 
przedstawiać, są p u n k t a m i u r o j o n y m i s p r z ę ż o n y m i , t. j. spółczyn-
niki odpowiednie ich równań, mówiąc ogólnie, są liczbami zespolonymi sprzę-
żonymi. Takie dwa punkty posiadają własności, odpowiadające własnościom 
linij urojonych sprzężonych (art. 79). A mianowicie: 

T)iva punkty urojone sprzężone wyznaczaja prostą rzeczyicistą; i 
Środek odległości divu punMów urojonych sprzężonych jest punktem rzeczy-

wistym. 
Jakoż, niech równania, w najogólniejszej wzięte postaci, 

(4) 

przedstawiają dwa punkty urojone sprzężone. Spółrzędne tych punktów są 

(5) 

Podstawiwszy te wartości w równaniu prostej, przechodzącej przez dwa pun-
kty (x\ y') i (x", y"), t. j. w równaniu (art. 21) 

otrzymamy 
Blbl. mat.-fiii., S. IV, T.IV http://rcin.org.pl
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czyli 

(6) 

Prosta więc, przechodząca przez dwa punkty urojone i sprzężone, jest rze-
czywistą. — Spółrzędne środka odległości dwu punktów (x', y'), (x", y") są 

ft zatym, po podstawieniu wartości (5), 

(7) 
t. j. środek odległości dwu punktów urojonych sprzężonych jest punktem 
rzeczywistym. 

84. Postępując taksamo, jak w artykule 80, znajdziemy, że spółrzę-
dne prostej (w,®, «3°), na której leżą dwa punkty równania (1) wrazie 
a = O, są wyznaczone przez równania 

(8) 

Albowiem, stosując twierdzenie Euler'a, mamy także û ,̂ W3°)=:0. 
Prosta więc (w,®, "a") j^st styczną do linii F ^ O , a więc dotyka obu 
punktów, które równanie F = O w tym przypadku przedstawia. 

Jeżeli do równania (1) wprowadzimy spółrzędne Pliicker'a, kładąc 
w tym równaniu = w, i przez «oj ̂ o oznaczymy spółrzędne 
Pliicker'a prostej, przechodzącej przez punkty przedstawione przez równanie 
(1), natenczas równanie tych punktów sprowadzimy (art. 80) do postaci 

(9) 
t. j . jeżeli równanie stopnia 2-go względem spólrzędnych Pliicker^a linii prostej 
przedstawia parę punMów, to można je zastąpić przez równanie stopnia 2-go jedno-
rodne względem różnic u — Uq, v — Vq, gdzie Uq i Vq są spółrzędnymi prostej, łączą-
cej te dwa punkty, i odwrotnie. 

Spółrzędne % mają wartości 

(10) 

gdzie aai, aga, agg oznaczają ilości dołączone do elementów A3,, A32, A33 wy-
różnika wielomianu F(%, v, 1). 

85. Ogólnie, jeżeli równanie jakiegokolwiek stopnia, hądźto między spół-
rzędnymi punktu (x, y)i lądźteż między spółrzędnymi linii prostej (u, v), daje się 
wyrazić jako iloczyn kilhi równań stopili niższych, to ono wyraża połączenie miejsc 
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gieometrycmycli, przedstawionych przez czynniki. Eównanie np. stopnia w-go, 
dające się rozłożyć na n czynników stopnia 1-go, przedstawia odpowiednio 
n prostycłi, lub n punktów. 

Wszczególności, równanie stopnia n-go jednorodne lozględem dwu różnic 
, przedstawia odpowiednio n prostych, przeci-

nających się w punkcie (xq, yo), lub n punUóio, leżących na prostej (Uq, Vq). 
Jakoż, dzieląc równanie 

< 
przez (y — 2/0)", mieć będziemy równanie 

którego rozwiązanie daje n wartości na y- ^ . Oznaczywszy te warto-

ści przez a,, a^^,..^ możemy ostatnie równanie napisać w postaci 

a pierwotne w postaci 

z której widać, iż ono przedstawia n prostych 

Toż samo, gdybyśmy mieli podobne równanie między u — Uq i v — Vq. 
Można wynaleść liczbę warunków potrzebnych na to, aby równanie ogólne 

stopnia w-go przedstawiało n prostych lub n punktów. Dość w tym celu po-
równać równanie ogólne stopnia n-go, po sprowadzeniu w nim wyrazu nieza-
leżnego od zmiennych do jedności, z iloczynem n równań stopnia 1-go 

Jeżeli liczba wyrazów równania ogólnego stopnia n-go między x i y jest 
to porównanie spółczynników wyrazów podobnych w tym równaniu i w roz-
winięciu napisanego iloczynu da nam N — 1 równań między spółczynnikami. 
2n z tych równań posłuży nam do wyznaczenia 2n liczb niewiadomych 
«,, ffj, b2,...,an, &„, a podstawienie wartości tak otrzymanych w pozosta-
łych równaniach doprowadzi nas do N — 1 — 2n warunków żądanych. Ró-
wnanie ogólne stopnia n-go między x i y {i podobnie między u i v) można pi-
sać pod postacią 
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liczba więc jego wyrazów jest równa sumie postępu różnicowego 

a liczba warunków koniecznych 

Ć W I C Z E N I A . 

(57). Czy i jakie proste przedstawia równanie a 
(58). Czy i jakie proste przedstawia równanie : 
(59). Jaki kąt czynią, między sobą proste xy — G -̂̂ ^zO, ajaki proste 

(60). Znaleść równanie dwusiecznych kątów między dwiema prostymi 

(61). Okazać, że równanie we spółrzędnych trójkątnych 

przedstawia dwie proste równoległe do prostej i "3 — 

(62). Znaleść równanie prostej rzeczywistej, przechodzącej przez punkt uro-

jony L . . .. 
(63). Kiedy prosta, łącząca punkt urojony zadania (62) z punktem rze-

czywistym (a:,'", 0:2'", a;"'3), jest rzeczywistą? 
(64). Okazać, że jeżeli czynnik X się zmienia, to punkt urojony 

opisuje prostą rzeczywistą. 
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ROZDZIAŁ Vir. 

O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO. 

LINIJE KRZYWE KZĘDU 2-GO. 

88. Tak linije, przedstawione przez równania stopnia 2-go we spół-
rzędnych punktu, jak i linije, przedstawione przez równania stopnia 2-go 
we spółrzędnych linii prostej, są linijami krzywymi, wrazie, gdy wyróżniki 
tych wielomianów stopnia 2-go są od O różne. Pierwsze z tych linij nazy-
wamy linijami krzywymi, albo, krócej, k r z y w y m i r z ę d u 2-go, a drugie 
k r z y w y m i k l a s y 2-ej. Ponieważ, jak to niebawem się okaże, każda 
krzywa rzędu 2-go jest zarazem krzywą klasy 2-ej i, nawzajem, każda krzy-
wa klasy 2-ej jest zarazem krzywą rzędu 2-go, więc będzie można jedne i dru-
gie nazwać ogólnie k r z y w y m i s t o p n i a 2-go. 

Wykrycie wszelkich krzywych stopnia 2-go jest przedmiotem tego i na-
stępującego rozdziału. Doprowadzi nas do tego wyprowadzenie niektórych 
własności tychże krzywych z ich równań najogólniejszych. Zajmiemy się 
naprzód krzywymi rzędu 2-go. 

Równanie najogólniejsze linii krzywej rzędu 2-go jest 

(1) iCg) = aif^i^ + 4- + 2(123.̂ 2̂ 3 + '^c^n^iOOx + = 

W tym równaniu zmienne cCi, cc.̂ , są spółrzędnynii punktu jednorodnymi, 
od których można przejść do spółrzędnych Descartes'a, kładąc 

AYiadomo, że prosta przecina liniją rzędu 2-go w dwu punktach (art. 8). 
Weźmy więc pod uwagę prostą, która łączy dwa dowolnie wybrane punkty 
płaszczyzny, P j i Pa, i znajdźmy stosunek, w jakim każdy z punktów prze-
cięcia się tej prostej z liniją, przedstawioną przez równanie (1), dzieli odci-
nek PiPa. Jeżeli o?',, £c'a, ic'3 i są spółrzędnymi jednorodnymi 
punktów Pi i Pa, a iCj, Xi są takimiż spółrzędnymi punktu P na prostej 
PjPa, dzielącej odcinek P^Pa w stosunku danym PiP:PP2 = X:l; wówczas 
(art. 62) można wyrazić 

http://rcin.org.pl



J132 GIEO jweTRYJą ANALITYCZNA PŁASKA. 

(2) 
Jeżeli punkt P jest jednocześnie punktem przecięcia się prostej P/Pa z liniją, 
przedstawioną przez równanie (1), natenczas mamy 

t. j. równaniu (1) staje się zadość, gdy w nim za a?,, podstawimy war-
tości (2). Równanie ostatnie, gdy wprowadzimy znane oznaczenia, 

(3) 

przyjmie postać 
(4) f ( x ' i , x ' 3 ) + , x'.„x'3)] + ,x"2, T̂ a) = o. 
Eównanie to jest stopnia 2-go względem X. Da więc nam ono dwie wartości 
na tę liczbę: jednę odpowiadającą jednemu, a drugą odpowiadającą drugiemu 
z punktów P, w których prosta P,P2 przecina liniją, przedstawioną przez 
równanie (1). — Zajmiemy się rozbiorem równania (4). 

8 9 . BIEGUNOWA I BIEGUN, — Przypuśćmy, źe spółrzędne punktów P, 
i Pa czynią zadość równaniu 

(5) 
Wtedy równanie (4) sprowadzi się do równania 

które daje dwie wartości na X, różniące się tylko znakami. Oznaczywszy 
więc przez fic'",, i spółrzędne dwu punktów P3 i P4, 
w których prosta PjPa przecina liniją (1), mieć będziemy w tym przypadku 

skąd widzimy, że dwie pary punktów P,, P2 i P3, P4 są harmoniczne (art. 39). 
Jeżeli przez punkt stały P, będziemy prowadzić coraz inną prostą (sie-

czną), przecinającą liniją (1) w dwu coraz innych punktach P3 i P4, to na każ-
dej z nich znajdzie się punkt P2, który z punktem Pj tworzy parę harmonicznie 
sprzężoną z parą punktów P3 i P^, leżących na tejże prostej. Spółrzędne 
każdego z tych punktów Pa uczynią zadość równaniu warunkowemu (5), t. j. 
te punkty Pa leżą na linii, przedstawionej przez równanie 

(6) 

które jest stopnia 1-go względem ic;,, iCj, rrg, spółrzędnych bieżących tych 
punktów Pa. Zatym: miejsce gieometryczne punktu na prostej, przechodzącej 
przez punkt stały^ tworzącego z nim parę punktów, harmonicznie sprzężoną z parą 
punktów, w których ta prosta przecina liniją rzędu 2-go, jest linija prosta. Tę pro-
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stą (6) nazywamy b i e g u n o w ą punktu danego Vi(x\, a punkt da-
ny b i e g u n e m tej prostej w z g l ę d e m d a n e j l i n i i r z ę d u 2-go. 

Z równania (6) widoczna, źe biegunowa punktu (x\, x\) jest nieo-
znaczona tylko wtedy, kiedy spółrzędne tego punktu jednocześnie przywodzą 
do zera wszystkie trzy wyrażenia: / i . /a. /a. Ten przypadek, jak wiemy, ma 
miejsce wrazie, gdy równanie (1) przedstawia parę prostych. A zatym: jeUli 
równanie (1) nie przedstmcia pary prostych, to biegunowa Tcażdego punMu jest 
oznaczona; jeżeli równanie (1) przedstawia parę prostych, to biegunowa punktu prze-
cięcia się tych prostych jest nieoznaczona; jeżeli nakoniec równanie (1) przedstaicia 
prost(^ podwójną, to biegunowa Tcażdego punktu tej prostej jest nieoznaczona. — 
W obu ostatnich przypadkach z tożsamości 

X<1, X 3 ) + od' 

wypada, że równaniu biegunowej jakiegokolwiek punktu (Xi, uczynią 
zadość spółrzędne (I2;',, dla których jest jednocześnie 

A zatym: jeżeli równanie (1) przedstawia parę prostych, to hiegunoiva każdego 
punktu przechodzi przez punkt przecięcia się tych prostych; a jeżeli równanie (1) 
przedstawia prostą podwójną, to biegunowa każdego punktu, leżącego zewnątrz tej 
prostej, schodzi się razem z tąż prostą. 

Z własności harmonicznych czworoboku zupełnego (art. 40) wypada 
sposób kreślenia biegunowej punktu danego względem danej linii rzędu 2-go. 
Jakoż, wyprowa-
dziwszy (fig. 25) 
z punktu danego 
Pi dwie sieczne, 
z których pierw-
sza przecina li-
niją rzędu 2-go 
w punktach P3 
i P3, a druga 
w punktach Po 
i P7, i prze-
dłużywszy proste 
P3P6, P5PT aż do 
przecięcia się w 
Pg, mieć będzie-
my czworobok 
zupełny. Prosta, 
łącząca wierz-
chołek Pg z punktem Py, w którym się przecinają dwie przekątne P3P7 i PsP®, 
przetnie pierwszą sieczną w punkcie P2, a drugą w punkcie P4. Punkt P^ 

Fig . 25. 
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tworzy z Pj parę punktów harmonicznie sprzężonych z parą punktów P3 i P^, 
i taksamo para punktów P4 i P, jest harmonicznie sprzężona z parą punktów 
Po i P7; przeto prosta PsPo jest biegunową punktu danego P,. Podobnie, 
prosta P1P9 jest biegunową punktu Pg. 

90. Równanie warunkowe (5) wyraża, że jumkt Pa leży na biegunowej pun-
ktu Pj. Ze względu na znaczenie wyrażeń/,,/a,/a, można to równanie tak pisać: 

Stąd czytamy, że nawzajem punkt P, leży na biegunowej punktu Pj. A za-
tym: jeżeli z dwu punUów P , i Pa jeden leży na hiegimoicej pimMu drugiego, to 
drugi leży na biegunoioej punktu piencszego, albo ogólniej: jeżeli pmikt frseUega 
liniją prostą, to jego Megunoioa ohraea się około Meguna, tej prostej. 

Wyprowadzamy stąd wniosek: biegunowa punktu przecięcia się divu pro-
stych przechodzi przez bieguny tych prostych. 

Dwa punkty, z których każdy leży na biegunowej punktu pozostałego, 
nazywamy p u n k t a m i s p r z ę ż o n y m i względem danej linii rzędu 2-go. 
One, oczywiście, tworzą parę punktów harmonicznie sprzężoną z parą pun-
któw, w których prosta, je łącząca, przecina daną liniją rzędu 2-go. — 
O trzech]zaś punktach, z których każde dwa są z sobą sprzężone względem 
danej linii rzędu 2-go, innymi słowy: o trzech punktach takich, iż biegunowa 
każdego z nich względem danej linii rzędu 2-go przechodzi przez dwa punkty 
pozostałe (czyli, na mocy powyższego wniosku: każdy jest biegunem prostej, 
łączącej dwa] punkty pozostałe), mówimy, że one tworzą t r ó j k ę pun-
k tów s p r z ę ż o n y c h . Na fig. 25 punkty P,, Pg, P9 tworzą trójkę punktów 
sprzężonych, albowiem punkt P, jest biegunem prostej PgPo, punkt Pg jest 
biegunem prostej P9P1, a zatym i punkt P9 jest biegunem prostej PiPg. — 
Trójkąt, którego wierzchołki są biegunami boków przeciwległych, zowie się 
t r ó j k ą t e m b i e g u n o w y m . Takim na fig. 25 jest trójkąt PjPgPg. 

91. Twierdzenie artykułu poprzedzającego można jeszcze tak wypowie-
dzieć: Jeżeli pewien punkt P opisuje szereg prostolinijoicy punktóic, to biegunowa 
tego punktu D opisuje pęk promieni, jednokrćślny z oicym szeregiem punktów, a toierz-
chołek pęku jest biegunem podstawy szeregu (art. 48). 

Jakoż, niech będą P/a;',, x\, a;'^) i Paf^c",, dwa punkty szeregu 
prost olinijowego, opisanego przez punkt P. Spółrzędne punktu P wyrażą 
się wtedy przez 

, X2 — ̂  a 
a jego równanie przez 

P = P,+XP2 = 0. 
Biegunowe zaś punktów P,, Pa i P są 

+ xMx\ + lx'\, -f Xx\, x\ + 
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czyli 

St{}jd wypada, że biegunowa D punktu P przechodzi przez przecięcie się bie-
gunowych Dl i Da punktów Pj i Pa, czyli przez biegun prostej PjPa, tudzież, 
że pęk promieni, opisany przez D, jest jednokreślny z szeregiem punktów 
opisanym przez P. 

Oznaczmy jeszcze przez Q punkt na prostej P,P2, który z punktem 
P tworzy parę punktów sprzężonych. Posuwaniu się punktu P na prostej 
P1P2 odpowiada posuwanie się punktu Q na tejże samej prostej. Pary 
punktów, odpowiadające jednoczesnym położeniom punktów P i Q, są wszyst-
kie harmonicznie sprzężone z parą punktów, w których prosta P1P2 przecina 
daną liniją rzędu 2-go. Mamy zatym twierdzenie: Pary punMóio sprzężonych, 
lozylędem danej Unii rzędu 2-go, leżące na jednej prostej, tworzą imoolucyją; pun-
litami asymptotycznymi tej imvolucyi są punkty przecięcia się tej prostej z daną liniją 
rzędu 2-go. 

9 2 . L I N I J E STYCZNE.— "Wracając do równania (4), przypuśćmy, że, 
oprócz związku (5), ma jeszcze miejsce równanie f(x\, = czyli 

AV tym przypadku równanie (4) sprowadza się do następującego, 

które daje obie wartości na X równe O, a przeto oba punkty P3 i P4, w któ-
rych prosta PjPa przecina liniją rzędu 2-go (1), schodzą się razem w pun-
kcie P,. 

Równanie warunkowe (7) wyraża, że punkt P, leży na linii rzędu 2-go 
(1) i zarazem na swojej biegunowej. A zatym: J E M I punU leży na linii rzędu 
2-go, to jego hiegunoica przechodzi przezeń i przecina tę liniją w dwu punUach, 
schodzących się razem z biegunem. Prostą, która liniją rzędu 2-go przecina 
w dwu punktach schodzących się razem (t. j. w dwu punktach nieskończenie 
siebie bliskich), nazywamy s t y c z n ą linii rzędu 2-go, a punkt, w którym 
styczna ma z liniją rzędu 2-go dwa punkty spólne, nazywamy p u n k t e m 
s t y c z n o ś c i . A zatym: hiegunoica punMu, leżącego na linii rzędu 2-go, jest 
styczną do tej linii w tymże punTccie. 

Eównanie zatym (6) przedstawia także styczną do linii rzędu 2-go (1) 
w punkcie, którego spółrzędne są x\, jeżeli te spółrzędne jednocześnie 
czynią zadość równaniu warunkowemu (7), t. j. jeżeli ten punkt leży na 
linii (1). 

93. Jeżeli przypuścimy, iż 

wówczas pierwsza strona równania (4) jest kwadratem zupełnym, a przeto 
jego pierwiastki, t. j. obie wartości na X, są sobie równe. W tym przypadku 
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prosta P1P2 przetnie liniją rzędu 2-go (1) w dwu punktach, schodzących się 
razem, czyli — będzie styczną, do linii równania (1). 

Jeżeli przyjmiemy punkt P^ jako stały, a punkt P2 jako punkt bieżący 
na stycznej, wyprowadzonej z punktu P, do linii (1), natenczas spółrzędne 
tego punktu bieżącego, wskutek (8), czynią zadość równaniu 

Temu równaniu uczynią zadość także spółrzędne punktu styczności tejże sty-
cznej. Atoli dla punktu styczności jest/(a?,, ir3)=0. "Wskutek tego, 
dla punktu styczności równanie (9) sprowadza się do równania 

z którego czytamy, że punkt styczności stycznej, wyprowadzonej z punktu P, 
do linii (1), leży na biegunowej punktu P,. 

Biegunowa punktu P„ jako linija prosta, przecina liniją rzędu 2-go 
w dwu punktach; a więc z punktu P, można wyprow^adzić dwie styczne do 
linii rzędu 2-go, których punkty styczności leżą na przecięciu się jej z biegu-
nową punktu Pp Gdy zaś punkt P, jest zupełnie dowolnym, przeto: ^ hażdego 
punktu na płaszczyźnie linii rzędu 2-go można wyprotvadzić dwie, lecz tylko dwie, 
styczne do tej Unii. Biegunowa tego punktu jest prostą, przechodzącą przez oba 
punkty styczności, a więc zawiera w sobie c i ęc iwę s t y c z n o ś c i . — Na za-
sadzie tego twierdzenia, kreślenie stycznych do linii rzędu 2-go z jakiegokol-
wiek punktu sprowadza się do kreślenia biegunowej tego punktu, co, jak wiemy, 
daje się uskutecznić zapomocą poprowadzenia kilku linij prostych (art. 89). 

94. Nie trudno okazać, że równanie (9) przedstawia dwie linije pro-
ste, t. j. dwie styczne, dające się wyprowadzić z punktu P, do linii (1). Dość 
w tym celu okazać, że wyróżnik pierwszej strony równania (9) jest równy 0. 
Połóżmy, dla skrócenia, 

f ( x \ , x\, = f , / , (x\, x',) = / , , Ą(x\, x',) Mx\, x\) 

wtedy równanie (9) możemy tak przedstawić 

(fan — + + R/'«33 - f s ' ) ^ ^ ^ + 

Wyróżnik pierwszej jego strony, 

/ « 2 . - / ' 2 / 1 , / « 2 2 - / 2 , A 2 3 — f ^ f i 

A a . - / a / . , / « 3 2 - / 3 / 2 , A 3 3 - / 3 ' 

daje się rozłożyć na sumę óśmiu wyznaczników, których elementami są pierw-
sze lub drugie wyrazy dwumianów, tworzących elementy wyznacznika A. 
Z tych óśmiu wyznaczników cztery są tożsamościowo równe O, t. j. te, które 
mają po dwie lub trzy kolumny, utworzone z drugich wyrazów tych dwumia-
nów. Pozostaną zatym tylko cztery wyznaczniki następujące 
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Mamy więc 

gdyż 

Stąd wypada, źe równanie (9) przedstawia istotnie parę prostych (rzeczywi-
stych i różnych, rzeczywistych i schodzących się razem, lub urojonych). Ze 
zaś te proste przechodzą przez punkt Pj i przez punkty styczności stycznych, 
wyprowadzonych z punktu P,, przeto tymi prostymi są właśnie styczne z pun-
ktu P,. 

9 5 . KLASA LINIJ KRZYWYCH EZĘDU 2-GO. Ponieważ z każdego punktu, 
dowolnie obranego na płaszczyźnie, można wyprowadzić dwie, ale tylko dwie, 
styczne do krzywej rzędu 2-go, więc krzywa rzędu 2-go jest zarazem krzywą 
klasy 2-ej. Stąd zaś wypada, źe jej równanie we spółrzędnych linii prostej 
powinno być także równaniem stopnia 2-go. 

Aby otrzymać to równanie, oznaczmy przez spółrzędne jedno-
rodne (szczególne) stycznej do krzywej (1) w punkcie (a?',, ^'3). Z ró-
wnania (6) stycznej, wypadają związki 

które rozwiązując względem x\, otrzymujemy 

gdzie A jest wyróżnikiem strony lewej równania (1), a Aik jest ilością do-
łączoną do elementu au- tego wyznacznika A, przyczym jest także Kijc — Kn. 
Punkt (x\, 032, Jf'3), jako punkt styczności, leży na stycznej fw,, u^^ %); ma-
my więc 

(12) 

(10) 

(11) 
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Podstawienie zaś wartości na a;',, wynikających z równań (11), w ró-
wnaniu (12) daje związek między spółrzędnymi stycznej do krzywej (1), 
(13) F(W„ = + A22«2̂  + A33?<32 + K̂̂ -̂ Û Û  + 2A3,«3M, = 0 , 
czyli równanie tej krzywej we spółrzędnych linii prostej. To równanie, jako 
wypadek rugowania liczb i 1 z czterech równań (10) i (12), można 
przedstawić także pod postacią wyznacznikową, 
(14) 

j -"-z J "3 5-" 
Równanie (13) jest stopnia 2-go względem spółrzędnych m̂J ̂ 3; a zatym: 

Krzyioa rzędu 2-go jest zarazem krzywą klasy 2-ej. 
Tym twierdzeniem nie jest w s z a k ż e objęty przypadek, kiedy linija, przed-

stawiona przez równanie (1), sprowadza się do pary prostych; albowiem 
wówczas A = 0, a przeto strony lewe równań (11) są = 0 . 

LINIJE KRZYWE KLASY 2-EJ. 

96. AVeźmy teraz pod uwagę równanie najogólniejsze krzywej klasy 2-ej 

(1') 
przyjmując nadal, jak poprzednio (art. 66), Ago^Ass, A i a ^ A j , , A a i ^ A i j . 

Wiadomo, że z każdego punktu można wyprowadzić dwie styczne do 
krzywej klasy 2-ej. Wyprowadźmy zatym z punktu spotkania się dwu do-
wolnie obranych promieni D, i Da dwie styczne, i wynajdźmy stosunek mię-
dzy wstawami dwu kątów, na które każda z tych stycznych dzieli kąt między 
promieniami D, i Da- Jeżeli oznaczymy przez u\, w'3 i ^"3 spółrzę-
dne jednorodne promieni D, i D2, to spółrzędne jednorodne promienia D, 
wychodzącego z punktu przecięcia się promieni D, i Do i dzielącego kąt DjDa 
tak, że sinD,D :sinDD2 = X: 1, można wyrazić przez 
(2') 

Jeżeli promień D jednocześnie dotyka linii, przedstawionej przez równanie 
(1'), natenczas równaniu temu stanie się zadość, gdy w nim za M,, u^, pod-
stawimy wartości (2'). AYykonawszy to podstawienie i kładąc, dla skrócenia, 

(3') 

mamy 
(4 ' ) F(W',, u'3)-}-2X[U",F,(U', , U'2, U'3)+K"2F2(«', , U'I, «'3)4-""3F3(«'I , «'2, , ""2, "'S) = O, 

równanie stopnia 2-go względem X. Da więc nam ono dwie wartości na tę 
liczbę: jednę odpowiadającą jednej, a drugą odpowiadającą drugiej ze sty-
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cznych, które można wyprowadzić z punktu DjDa do linii, przedstawionej 
przez równanie (1'). — Zajmiemy się rozbiorem równania (4'). 

9 7 . BIEGUN I BIEGUNOWA. — Przypuśćmy, że spółrzędne promieni D , 
i Da czynią zadość równaniu 

(5 ' ) 

"Wtedy równanie (4') sprowadza się do równania 

\ M' MJ • \ i • / / 
które daje dwie wartości na X, różniące się tylko znakami. Oznaczywszy 
więc przez u'"^ i spółrzędne dwu stycznych D3 i D4, 
które można wyprowadzić z punktu DjDa do linii (1'), mieć będziemy w przy-
padku uważanym 

skąd widzimy, że dwie pary promieni D,, Dj i D3, D^ są harmoniczne. 
.Jeżeli promień D, ma położenie niezmienne, a z coraz innego punktu na 

tym promieniu wyprowadzać będziemy po dwie styczne D3 i D4 do linii (!'), 
to z każdego z tych punktów można wyprowadzić promień Dj, który z pro-
mieniem D, tworzy parę harmonicznie sprzężoną z parą stycznych D3 i D4. 
Spółrzędne każdego z tych promieni Da uczynią zadość równaniu warunko-
wemu (5'), t. j. te promienie Da przechodzą przez punkt, przedstawiony przez 
równanie 
(6') 
(stopnia pierwszego względem M,, spółrzędnych bieżących promienia 
Da). Zatym: Promienie, tworzące z promieniem^ o położeniu niezmiennym pary 
promieni, harmonicznie sprzężone z odpowiednimi parami stycznych, które z różnych 
punktów na promieniu niezmiennym można ivyproivadzić do linii klasy 2-ej, prze-
chodzą przez tenże sam punkt. Ten punkt (6') nazywamy b i e g u n e m promie-
nia danego D, (u\,u\,u\), a promień dany b i e g u n o w ą tego punktu 
wzg lędem d a n e j l i n i i k l a s y 2-ej. 

Z równania (6') czytamy, że biegun promienia (u\, u\, w'3) jest nieozna-
czony tylko wtedy, kiedy równanie (1') przedstawia parę punktów, albowiem 
wtedy wszystkie trzy wyrażenia F,, Fa, F3 przywodzą się jednocześnie do 
zera. W tym przypadku szczególnym, z tożsamości 

wynika, że: jeżeli równanie (1') przedstawia dtva punkty oddzielne, to biegun każ-
dej prostej leżeć będzie na prostej, łączącej te dwa punkty, a jeżeli równanie (1') 
przedstawia punkt podwójny,to biegun każdej prostej zejdzie się razem z tym punktem. 
Albowiem, wartości u\, w'2, u'3, dla których jednocześnie F,=:0, F a ^ O 
i F 3 = 0 , uczynią zadość, wskutek powyższej tożsamości, równaniu 
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które przedstawia biegun prostej dowolnej fw,, %). 
98. Równanie warunkowe (5') można także tak pisać: 

A zatym; i^ieZi z divu prostych D, « Do jedna przechodzi przez liegun drugiej, to 
druga przejdzie przez Uegun pierwszej, albo: jeżeli prosta obraca się oTcoło stałego 
punktu, to biegun tej prostej przebiega prostą stałą, biegunową tego punktu. 

Stąd zaś mamy jako wniosek: Jeżeli prosta przechodzi przez diva punkty, 
to biegun tej prostej jest punktem przecięcia się biegunowych tych dwu punktów. 

Dwie proste, z których każda przechodzi przez biegun prostej pozosta-
łej , zowią się p r o m i e n i a m i s p r z ę ż o n y m i względem danej linii klasy 
2-ej. O trzech zaś prostych, z których każda jest względem danej linii klasy 2-ej 
biegunową punktu przecięcia się dwu pozostałych, powiadamy, że one two-
rzą t r ó j k ę p r o m i e n i s p r z ę ż o n y c h . — W trójkącie biegunowym (art. 
90) nie tylko wierzchołki tworzą trójkę punktów sprzężonych, ale i boki jego 
przedstawiają trójkę promieni sprzężonych. 

99. Jeżeli promień D, obracając się około ivierzchołka S, opisuje pęk pro-
mieni, to biegun tego promienia, przebiegając biegunoicą wierzchołka S, opisuje sze-
reg punktów, z owym pękiem jednokreślny. 

Albowiem, jeżeli û )̂ i û ^̂  są spółrzędnymi dwu 
promieni D, i Dj, to spółrzędne każdego innego promienia są 

a 

jest równaniem tego promienia. Bieguny zaśP,, Pa iP promieni Dj iDa i D są 

czyli 

Stąd wypada, że punkt P leży na prostej PjPa i że szereg punktów, utworzo-
ny na P1P2 przez biegun P promienia D, opisującego pęk, jest jednokreślny 
z tym pękiem. 

Oznaczmy przez E promień pęku, który z promieniem D tworzy parę 
promieni sprzężonych. Do każdego innego promienia D należy inny, ściśle 
wyznaczony, promień E. Pary promieni D i E są wszystkie harmonicznie 
sprzężone z parą stycznych, dających się wyprowadzić z wierzchołka pęku 
do linii klasy 2-ej. Mamy zatym twierdzenie: pary promieni sprzężonych 
względem danej linii klasy 2-ej, wychodzące z jednego punktu, tworzą imoolucyją; 
promieniami asymptotycznymi tej inwolucyi są styczne, icyprowadzone z tego punktu 
%lo danej linii klasy 2-ej. http://rcin.org.pl



WŁASNOŚCI OGÓLNE KRZYWYCH STOPNIA DEUGIEGO. — 1 0 7 . 155 

1 0 0 . PUNKTY STYCZNOŚCI. — Wracając do równania (4'), przypuśćmy, źe, 
oprócz związku (5'), zachodzi jeszcze równanie ! 

(7') 

W tym przypadku równanie (4') daje obie wartości na X równe O, a przeto 
obie styczne Dg i D4, wyprowadzone z punktu DjDa do linii klasy 2-ej 
(1'), schodzą się razem na prostej D,, która wskutek (7'), jest także styczną 
do tej linii. Równanie (6) jest także równaniem punktu styczności. A za-
tym, biegun Unii, stycznej do linii Masy 2-ej, jest punUem styczności tśjże 
stycznej. 

101. Jeżeli przypuścimy, iż 

(8'): 

wówczas strona lewa równania (4') jest kwadratem zupełnym, a przeto 
jego pierwiastki, t. j. obie wartości na X, są sobie równe. W tym przypadku 
obie styczne, dające się wyprowadzić z punktu DjDa do linii klasy 2-ej (!'), 
razem się schodzą, czyli — punkt DjDa leży na linii (1'). 

Jeżeli przyjmiemy prostą D, jako stałą, a Da jako prostą bieżącą, 
obracającą się około punktu, w którym prosta D, przecina liniją (1'), naten-
czas spółrzędne tej prostej bieżącej, wskutek (8), uczynią zadość równaniu: 

(9') 

Temu równaniu uczynią zadość także spółrzędne stycznych w punktach prze-
cięcia się prostej D, z liniją (!'). Atoli dla tych stycznych jest 
Wskutek tego, dla prostej Da, jako stycznej, równanie (9') sprowadza się 
do równania, 

z którego czytamy, że styczna do linii (1') w punkcie, w którym tę liniją 
przecina prosta D,, przechodzi przez biegun tej prostej. 

Z bieguna prostej D, wychodzą dwie styczne do linii klasy 2-ej; a więc 
prosta D, przecina liniją klasy 2-ej w dwu punktach. Gdy zaś prosta D, 
jest zupełnie dowolną, zatym: każda prosta przecina liniją klasy 2-ej w dwu pun-
ktach. Styczne w tych dwu punktach przechodzą przez biegun tej prostej. 

Podobnie, jak to uczyniliśmy w art. 94, można okazać, że równanie (9') 
przedstawia parę punktów, w których liniją klasy 2-ej (1') przecina prosta 
D| o spółrzędnych w',, w'2, w3. 

1 0 2 . E Z Ę D LINIJ KRZYWYCH KLASY 2-EJ. JUŻ stąd, że każda prosta 
przecina krzywą klasy 2-ej w dwu punktach, wnosimy, że krzywa klasy 2-ej, 
jest zarazem krzywą rzędu 2-go, a przeto, źe równanie krzywej klasy 2-ej, 
gdy je wyrazimy we spółrzędnych punktu, będzie także równaniem sto-
pnia 2-go. 
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Aby otrzymać to równanie, oznaczmy przez o?,, ccj, spółrzędne pun-
ktu, w którym prosta (u\, u'2, u'^) dotyka krzywej (1). Z równania (6') 
punktu styczności wypadają związki 

(10') 

które rozwiązując względem M,, u^, u^, otrzymujemy 

(11') 

gdzie a jest wyróżnikiem strony lewej równania (1'), a ilością dołą-
czoną do elementu A,t tego wyznacznika a, przyczym, skoro Aik = Ai.i, 
jest także â - = â ,-. — Prosta (u'i, ti'̂ , ti'̂ ), jako styczna, przechodzi przez 
punkt f^i, £̂ 3); mamy więc 
(12') 

Podstawienie zaś wartości na m',, u'2, wynikających z równań (11'), 
w równaniu (12') daje związek między spółrzędnymi (a?,, cca? ̂ 3) punktu 
styczności, 
(13') 
czyli równanie we spółrzędnych punktu krzywej, przedstawionej przez równa-
nie (1'). To równanie, jako wypadek rugowania liczb W3' i 1 z czte-
rech równań (11') i (12'), można przedstawić pod postacią wyznacznikową, 

(14') 

Równanie (13) jest stopnia 2-go względem spółrzędnych a*,, X2, a zatym: 
Krzywa klasy 2-ej jest zarazem krzywą rzędu 2-go. 
Tym twierdzeniem nie jest objęty przypadek, kiedy linija, przedsta-

wiona przez równanie (1), sprowadza się do pary punktów; albowiem wówczas 
jest a = 0, a przeto strony lewe równań (11') są=::0. 

Należy tu jeszcze zauważyć, że wrazie, gdy spółczynniki w równaniu 
(1') w art. 96 są ilościami dołączonymi do elementów wyznacznika A, przed-
stawiającego wyróżnik strony lewej równania (1) w art. 88, to, podług twier-
dzenia znanego z teoryi wyznaczników, mamy 

a wtedy róv7nanie (13') będzie tymże samym równaniem (1) w art. 88. 
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ZASADA DWOISTOŚCI. 

103. Zupełna analogija między spółrzędnymi punktu i spółrzędnymi 
linii prostej, osobliwie gdy te spółrzędne są jednorodne, prowadzi do zasa-
dy d w o i s t o ś c i , podług której z wypadku tego samego rachunku, uskute-
cznionego na tychże samych równaniach, można otrzymać jednocześnie dwa 
rozmaite twierdzenia gieometryczne, zależnie od tego, czy te wypadki będzie-
my stosowali do układu spółrzędnych punktu, czyteż do układu spółrzędnych 
linii prostej. Dwa te twierdzenia odpowiadają sobie w ten sposób, że tam, gdzie 
w wysłowieniu jednego występuje: punkt, linija prosta, pęk promieni, szereg 
punktów, krzywa algiebraiczna rzędu n-go, lub krzywa algiebraiczna klasy 
w-ej, to natomiast, w wysłowieniu drugiego, występuje odpowiednio: linij a pro-
sta, punkt, szereg punktów, pęk promieni, krzywa algiebraiczna klasy w-ej, 
lub krzywa algiebraiczna rzędu n-go. Dotychczasowe rozwinięcia zawierają 
liczne już przykłady tego dwoistego charakteru twierdzeń i zagadnień gieo-
metrycznych, a w ciągu dalszym spotkamy się również z wielu innymi. 

Teoryja biegunów i biegunowychj którą wyłożyliśmy w tym rozdziale, 
dozwala nam uzasadnić w sposób ścisły metodę takiego p o d w a j a n i a twier-
dzeń i zagadnień gieometrycznych, t. z. m e t o d ę b i e g u n o w y c h wzaje-
mnych. 

AVeźmy pod uwagę jakąkolwiek krzywą algiebraiczną S i krzywą rzę-
du 2-go K, którą nazwiemy k i e r o w n i c ą . Jeżeli punkt bieżący opisuje 
krzywą S, to natenczas biegunowa tego punktu względem kierownicy K 
obwodzi inną krzywą S, taką, że każdemu punktowi na krzywej S odpowiada 
pewna styczna do krzywej S. Ale i nawzajem, każdej stycznej do krzywej S 
odpowiada pewien punkt na krzywej S. Jakoż, jeżeli P i P' są dwa punkty na 
krzywej S, to biegunowe D i D' tych punktów względem kierownicy K, są 
stycznymi do krzywej S, a punkt DD' przecięcia się tych dwu stycznych 
do S jest biegunem cięciwy PP' krzywej S. Dajmy, że punkt P' coraz 
bliżej przystępuje do punktu P, natenczas i styczna D' będzie się coraz wię-
cej zbliżała do położenia stycznej D, a więc i punkt DD' przecięcia się 
tych dwu stycznych będzie coraz bliżej przystępował do punktu styczności Q 
prostej D do krzywej S. W granicy zatym, kiedy punkt P' zejdzie się razem 
z punktem P, czyli, kiedy cięciwa P'P stanie się styczną do krzywej S w pun-
kcie P, styczna D' znajdzie się wtedy na stycznej D, czyli punkt D'D prze-
cięcia się tych dwu stycznych zejdzie się razem z punktem styczności Q pro-
stej D do krzywej S. Ale punkt D'D wciąż jest biegunem cięciwy P'P, więc 
i punkt Q na S pozostanie biegunem stycznej w punkcie P do S. A zatym: 
każdej stycznej do krzyioej S odjpowiada na krzywej S biegun tej stycznej wzglądem 
kierownicy K. — Krzywe S i S, które w ten sposób sobie odpowiadają, że 
punktowi na jednej z nich odpowiada styczna do drugiej, i nawzajem, nazy-
wają się k r z y w y m i b i e g u n o w o w z a j e m n y m i . 

Łatwo okazać, źe rz^d jednej z dwu krzywych biegunowo wzajemnych jest 
klasą drugej. Jakoż, przyjmijmy, że krzywa S jest rzędu n-go, a więc, 
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źe prosta D przecina tę krzywą w n punktach P,, Pj , . . .„P„. Każdemu 
z tych punktów odpowiada pewna styczna do krzywej S, jako jego biegu 
nowa względem kierownicy K. Niech D^, D2,...,D„ będą tymi stycznymi 
Ponieważ bieguny Pi, P j , . . . , P» prostych Dj, D2,..., D„ leżą na jednej pro 
stej D, więc te styczne przechodzą przez jeden punkt P, biegun prostej D 
A zatym, z jednego punktu P można wyprowadzić n stycznych do krzy 
wej S. Biorąc zaś jako D coraz inną prostą, mieć będziemy także coraz 
inny punkt P. Z każdego więc punktu można wyprowadzić n stycznych do 
krzywej S, co okazuje, że krzywa S jest krzywą klasy w-ej.— W szczegól-
nym przypadku, kiedy krzywa S jest rzędu 2-go, to krzywa S, jako krzywa 
klasy 2-ej, będzie zarazem krzywą rzędu 2-go. 

Z podania powyższego wypada bespośrednio, źe z twierdzeń, odno-
szących się do krzywej rzędu 2-go, a wyprowadzonych z równania tej krzy-
wej, danego we spółrzędnych punktu, można, bez dalszego rachunku, otrzy-
mać twierdzenia analogiczne, odnoszące się do krzywej klasy 2-ej, stosując 
tylko zasadę dwoistości, powyżej wyłuszczoną. Gdy zaś krzywe rzędu 
2-go są zarazem krzywymi klasy 2-ej, i nawzajem, to tym sposobem 
można podwoić — mówiąc wogólności — każde twierdzenie odnoszące się do 
krzywej stopnia 2-go. Stąd też, w dalszym ciągu, nie będziemy badali wła-
sności krzywych stopnia 2-go osobno przez rozbiór ich równań we spółrzę-
dnych punktu, a osobno przez rozbiór ich równań we spółrzędnych linii pro-
stej, ale ograniczymy się rozważaniem jedynie pierwszych. 

Ć W I C Z E N I A . 

(65). Znaleść równanie krzywej rzędu 2-go, która na osiach układu spółrzę-
dnych równoległych odmierza odcinki a, a' i . 

(66). Jeżeli cztery punkty krzywej rzędu 2-go są dane, to biegunowa pun-
ktu stałego względem każdej takiej krzywej przechodzi przez punkt stały. 

(67). Znaleść spółrzędne bieguna prostej x — 3 ? / ^ - l = 0 względem krzy-
wej — = 

(68). Znaleść równanie pary stycznych do krzywej poprzedzającej z pun-
ktu (1, 1). 

(69). Znaleść równanie krzywej, biegunowo wzajemnej z krzywą 

A x 2 + 2Bx?/-f C2/2—:1 

względem kierownicy Ą-y^— 1 = 0 . 
(70). Krzywa rzędu 2-go dotyka ramion kąta danego w, a jakakolwiek do 

niej styczna tworzy z tymi ramionami trójkąt: znaleść miejsca gieometryczne 
a) punktu, w którym przecinają się proste łączące wierzchołki ze środkami boków 
przeciwległych tego trójkąta, b) punktu przecięcia się trzech Avysokości tego trójkąta 
i c) środka koła, opisanego na tym trójkącie. 
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ROZDZIAŁ V m . 

O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO 
(DOKOŃCZENIE). 

ŚRODEK, ASYMPTOTY I ŚREDNICE. 

1 0 4 . ŚRODEK. Rozwiniemy szczegółowiej teoryją, biegunów i bieguno-
wych i wyprowadzimy z niej nowy szereg własności ogólnych linij krzy-
wych stopnia 2-go. Dojdziemy tą drogą do wykrycia rozmaitych rodzajów 
tychże linij, jak również do uproszczenia ich równań. Ponieważ własności, 
0 których mówić będziemy, są przeważnie metrycznymi, więc najdogodniej 
będzie (art. 65) użyć spółrzędnych punktu Descartes'ał 

Niech więc 

(1) 
będzie równaniem ogólnym stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu 
(Xj y) i załóżmy, że wyróżnik 

(2) 
wielomianu tego równania nie jest = 0 , a przeto, źe równanie (1) przedsta-
wia istotnie liniją krzywą stopnia 2-go, a nie parę prostych. 

Kładąc, dla skrócenia, 
7 

1 oznaczając przez (xq , y^ spółrzędne jakiegokolwiek punktu Po, mieć bę-
dziemy (art. 89) 

(4) 
jako równanie biegunowej punktu Po względem krzywej (1). 

Przyjmijmy, źe biegunowa punktu Po jest prostą w nieskończoności. 
Wtedy punkt Po jest środkiem każdej cięciwy krzywej (1), przechodzącej 
przez ten punkt. Punkt bowiem, w którym jakakolwiek cięciwa, przecho-
dząca przez punkt Po, przecina biegunową tego punktu Po, t. j . prostą w nie-

(3) 
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skończoności, tworzy z punktem Po parę punktów harmonicznie sprzężoną 
z parą punktów, w których cięciwa przecina krzywą (1); punkt więc Po jest 
środkiem tej cięciwy (art. 38). 

Punkt, który dzieli na równe części każdą cięciwę krzywej stopnia 
2-go, przezeń przechodzącą, nazywamy ś r o d k i e m tej krzywej. A zatym: 
hiegun prostej lo nieskończoności lozgl^dem hrzywej stopnia 2-go jest środkiem tej 
krzywej. 

Aby otrzymać spółrzędne środka, przypuśćmy, że jest nim punkt Po. 
Ponieważ wtedy równanie (4) przedstawia prostą w nieskończoności, a więc 
spółrzędne Plucker'a tej prostej są równe O, za,tym mamy 

j 2/oj 1) = 4- «122/o + «13 = O, 
i //^OJ 2/o> 1) = «2ia;o + «222/O + «23 = O-

Te dwa równania, stopnia 1-go względem niewiadomych 2/0, dają na nie 
jeden tylko układ wartości. Mianowicie, jeżeli przez A31, A32, A33 ozna-* 
czymy ilości dołączone odpowiednio do elementów ag,, agj, 033 wyznacznika 
(2), to z równań (5) otrzymamy wartości na spółrzędne środka 

(6) 2/0 •̂ 31 
-A-33 xx33 

Wartości te są oznaczone i skończone, jeżeli Aga^O, a nieskończone, jeżeli 
A33 = 0, a Aai^O i Aga^O. Nakoniec, jeżeli jednocześnie Aga^O, 
A3I = 0 i A32 = 0, wówczas spółrzędne środka są nieoznaczone. Przypadek 
ostatni nie może mieć miejsca wtedy, kiedy równanie (1) przedstawia istotnie 
krzywą, anie parę prostych, bo wrazie A3i = A32 = A33 = 0, mamy także 
A = 0, co się sprzeciwia założeniu. Mamy więc twierdzenie: 

Krzywe stopnia 2-go posiadają jeden środek, który albo leży w odległości 
skończonej, alhoteż znajduje się w nieskończoności. 

Na tej zasadzie dzielimy krzywe stopnia 2-go na: k r z y w e ze śro-
d k i e m (t. j. ze środkiem w odległości skończonej) i k r z y w e bez ś r o d k a 
(t. j. ze środkiem w nieskończoności). 

1 0 5 . ASYMPTOTY. Okazaliśmy w rozdziale poprzedzającym, że z każ-
dego punktu można wyprowadzić dwie styczne do krzywej stopnia 2-go, 
oraz, że prosta, łącząca oba punkty styczności, czyli c i ę c i w a s t y c z n o -
ś c i , leży na biegunowej tego punktu. Ponieważ biegunowa środka krzy-
wej stopnia 2-go jest prostą w nieskończoności, więc dwie styczne, które 
można wyprowadzić do tej krzywej z jej środka, dotykają jej w punktach 
nieskończenie odległych. Prostą, która dotyka krzywej w punkcie nieskoń-
czenie odległym, nazywamy a s y m p t o t ą tej krzywej. A zatym, dwie sty-
czne do krzywej stopnia 2-go, wyprowadzone z jej środka, są asymptotami tej 
krzywej. 

Podstawmy w równaniu pary stycznych (art. 93) 0̂3 = 1, 
a;'3 = l , x\—Xq, x\-=yQ] wtedy mieć będziemy równanie 

/C^oj 2̂ 0, 1) — 2/0.1) + yM^o, yo, i) yo, i)]^ == o, 
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Z'. 

jako równanie asymptot krzywej (1). — To równanie daje się uprościć. 
Jakoż, podług wzorów (5), mamy //a^o, = //^To, 2/0, 1) = 0, a nadto 

2/0, l)=xofi(oco, yo, 1) + ^0/2(^0,1/0, 1) Po, l)=/3ra^oj 2/0, !)• 
Wskutek tego, równanie ostatnie sprowadza się do następującego: 

czyli do równania 

Podstawiwszy zaś w nie, na mocy równań (5), 

otrzymamy ostatecznie równanie 

(7) 
jednorodne i stopnia 2-go względem różnic x-Xo, y-yo, przedstawiające 
istotnie parę prostych, przecinających się w punkcie (xo, yo)- Te dwie pro-
ste (7) są urojonymi, jeżeli A^^^ana^i-ai^^^O, rzeczywistymi i o kierun-
kach różnych, jeżeli A g a ^ a n a a a - s t a n o w i ą jednę prostą podwójną, 
jeżeli A33 = cr,,a22-«i2^ = 0.— W ostatnim przypadku schodzą się one ra-
zem z prostą w nieskończoności. Jakoż, gdy równanie (7) pomnożymy przez 

i, z powodu, że w tym przypadku â  1022 = 1̂2̂ , za a,,032 podstawimy 
będziemy mieli 
I 

W tym więc przypadku równanie (7) przedstawia jednę prostą 

której spółrzędne 

są = 0 , albowiem Xo=:yQ=:c>o. Ta prosta jest zatym nieskończenie odległą. 
Możemy więc wypowiedzieć twierdzenie następujące: 

Krsyive stopnia 2-go są trzech rodzajów: Jcrzyioe, mające dwie asymptoty uro-
jone; krzyive, mające dwie asymptoty rzeczywiste i o różnych hierunTcach, i krzywe, 
mające jedyną asymptotę —prostą rzeczywistą w nieskończoności. 

Każdą krzywą pierwszego rodzaju nazywamy e l i p s ą , drugiego hi-
p e r b o l ą , a trzeciego p a r a b o l ą (znaczenie tych nazw będzie wyjaśnione 
w rozdziale następującym). Czy krzywa, przedstawiona przez równanie (1), 
jest elipsą, czy hiperbolą, czyteż parabolą —to zależy, jak widzieliśmy, tylko 
od spółczynników a,,, a,2, 2̂2 wyrazów stopnia 2-go wielomianu strony lewej 
równania (1). a mianowicie od wyrażenia A33 = an«22 — k t ó r e jest wy-
różnikiem wielomianu stopnia 2-go 
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Jest więc krzywa (1) elipsą, hiperbolą, lub parabolą, według tego, czy ten 
wyróżnik jest dodatny, ujemny, lub równy 0. 

Ponieważ wyróżnik jest niezmiennikiem ze względu na wszelkie prze-
kształcenie linijowe, więc widocznie równanie (1) nie przestanie przedstawiać 
krzywej tego samego rodzaju, w jakikolwiek sposób zmienilibyśmy kierunki osi 
układu spółrzędnych (art. 68). Ze zaś przeniesienie początku spółrzędnych do 
innego punktu, jak to łatwo sprawdzić, także nie zmienia spółczynników 
1̂2} «22ł więc równanie (1), odniesione do jakiegokolwiek układu spółrzę-

dnych Descartes'a, przedstawia zawsze ten sam rodzaj krzywej stopnia 2-go. 
Z tego powodu w dalszym ciągu wykładu możemy, dla uproszczenia, przy-
jąć, że układ spółrzędnych jest prostokątny. 

1 0 6 . SEEDNICE. Podobnie, jak biegun prostej w nieskończoności 
jest środkiem krzywej stopnia 2-go, tak nawzajem, biegunowa punktu, znaj-
dującego się w nieskończoności, względem krzywej stopnia 2-go przechodzi 
przez środek tej krzywej. Biegunową punktu, znajdującego się w nieskoń-
czoności w pewnym Jiierunku (t. j. w kierunku pewnej prostej), nazywamy 
ś r e d n i c ą s p r z ę ż o n ą z tym k i e r u n k i e m . Ponieważ proste równo-
ległe do siebie można uważać, jako przecinające się w tym samym punkcie 
w nieskończoności, więc z własności harmonicznych bieguna i biegunowej 
wypada, że średnica sprzężona z peionym MerunMem jest miejscem gieometry-
cznym środków cięciw hrzyioej, mających óiv TcieruneJc. 

Niech PoPi będzie jakimkolwiek kierunkiem danym, wychodzącym ze 
środka Po krzywej stopnia 2-go, a P2 niech będzie punktem w nieskończono-
ści na biegunowej PoP.̂  punktu P,, leżącego w nieskończoności w kierunku 
PoPi. Punkt P2 na P0P2 można uważać jako punkt przecięcia się prostej P0P2 
z prostą w nieskończoności, z czego wypada, że punkt P2 jest biegunem 
prostej PoPi, która przechodzi tak przez biegun P, prostej P0P2, jak i przez 
biegun Po prostej w nieskończoności. Podobnie więc, jak prosta P0P2 jest 
średnicą sprzężoną z kierunkiem PoPi, prosta PoPi jest średnicą sprzężoną 
z kierunkiem P0P2. — Dwie proste, przechodzące przez środek krzywej sto-
pnia 2-go, z których jedna jest średnicą sprzężoną z kierunkiem drugiej, na-
zywamy p a r ą ś r e d n i c s p r z ę ż o n y c h . Dwie więc proste PoP, i P0P2 są 
parą średnic sprzężonych. 

Dwie średnice sprzężone PoPi i P0P2 z prostą PjPa w nieskończoności 
tworzą trójkąt, w którym każdy wierzchołek jest biegunem boku przeciwle-
głego, i nawzajem, każdy bok jest biegunową wierzchołka przeciwległego, 
a te dwie średnice sprzężone są dwiema prostymi sprzężonymi względem da-
nej krzywej stopnia 2-go (art. 98). Gdy zaś te dwie proste sprzężone, wy-
chodzące z jednego punktu, tworzą parę, harmonicznie sprzężoną z parą sty-
cznych, które z tegoż punktu możemy wyprowadzić do danej krzywej stopnia 
2-go (art. 99), więc, zważywszy jeszcze, że te styczne, jako wyprowadzone 
ze środka krzywej danej, są jej asymptotami, możemy wypowiedzieć twier-
dzenie: pary średnie sprzężonych krzywej stopnia 2rgo tworzą inivolucyją, której 
promieniami asymptotycznymi są asymptoty tej krzywej. 
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AYiadomo, że jeżeli punkt porusza się po prostej danej, to biegunowa 
tego punktu obraca się około stałego punktu, bieguna tej prostej. Stosując 
to twierdzenie do biegunowej punktu, poruszającego się po średnicy, mamy 
twierdzenie następujące: hiegunoiue pmiJcłów, leżących na średnicy, są róionoległe 
do średnicy, z tamtą sprzężonej. — Stąd wniosek: styczna do krzywej stopnia 
2-go jest róionoległa do średnicy sprzężonej ze średnicą, przechodzącą przez punU 
styczności. 

WŁASNOŚCI ŚREDNIC SPRZĘŻONYCH. 

107. Aby otrzymać równanie średnicy sprzężonej z pewnym kierun-
kiem danym, załóżmy, że układ spółrzędnych jest prostokątny i że w tym 
układzie równanie 
(8) 
przedstawia ten kierunek, z którym żądana średnica krzywej (1) ma być 
sprzężona. Równanie biegunowej punktu (x\ y') względem krzywej (1) jest 

czyli 

Przyjmijmy, że punkt (x', y') znajduje się na prostej (8) i w tymże kierunku 
oddala się do nieskończoności. Wtedy x' i rosną do nieskończoności, ale 

tak, że stosunek pozostaje niezmiennie równym tg a. Podzielmy zatym ró-
y' . , 

wnanie ostatnie przez podstawmy w mm tga za i a; otrzymamy 

w ten sposób, jako równanie żądanej średnicy, 
(9) 
lub 

(&') 
Z postaci (9') czytamy, że średnica przechodzi istotnie przez środek linii 
krzywej, t. j. przez punkt przecięcia się dwu prostych (art. 104) 

(10) 

Z tegoż równania (9') zarazem wypada, że równania (10) przedstawiają: 
pierwsze — średnicę sprzężoną z kierunkiem osi a;-ów, a drugie — średnicę 
sprzężoną z kierunkiem osi y-6vf. Równanie bowiem (9') przechodzi na pierw-
sze, lub na drugie z równań (10), gdy w nim przyjmiemy 

W paraboli ivszystkie średnice są do siebie równoległe, albowiem środek 
paraboli leży w nieskończoności. To s a m o w y n i k a z równania ( 9 ) . Jakoż, 
równanie (1') przedstawia parabolę, gdy A33 = a,i«22 — — 
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"Wstawiwszy tę wartość za «j2 w równanie (9), otrzymamy 

czyli 

skąd widoczna, źe wszystkie średnice paraboli mają kierunek prostej 
(11) 

108. Oznaczmy przez [3 kąt, który średnica (9), sprzężona z kierun-
kiem (8), czyni z kierunkiem dodatnym osi a;-ów układu prostokątnego. Ma-
my wtedy 

(12) 

czyli 

(12') 
Rówanie (12) lub (12') wyraża związek między kierunkami średnic 

sprzężonych. Oznaczywszy jeszcze przez w kąt między parą średnic sprzę-
żonych o kierunkach a i p, otrzymujemy 

lub, wstawiwszy za tgp wartość (12), 

(13) 

Z tego wzoru wypada, że: średnice sprzężone razem się ze sobą schodzą, gdy 
(14) 

średnice sprzężone są do siebie prostopadłe, gdy 

(15) 

Równanie warunkowe (14) określa kierunki asymptot, a zatym Tiażdq, 
z asymptot linii hrsijwej rzędu 2-go należy uważać, jaJco parę średnic sprzężonych. 
Jest to bespośrednim następstwem tego, że asymptoty są promieniami asym-
ptotycznymi inwolucyi par średnic sprzężonych. 

Równanie zaś (15) określa kierunki dwusiecznych kątów między asym-
ptotami (art. 80). A zatym: diousieczne Tcątów między asymptotami tworzą je-
dyną parę średnic sprzężonych, do siebie prostopadłych. Te dwie średnice sprzę-
żone, do siebie prostopadłe, nazywają się ś r e d n i c a m i g ł ó w n y m i , albo 
os iami , alboteż os iami g ł ó w n y m i linij krzywych stopnia 2-go. 

Kierunki osi tak w elipsie, jak i w hiperboli są rzeczywiste, albowiem 
dwusieczne kątów między dwiema prostymi są rzeczywiste, niezależnie od te-
go, czy te proste są rzeczywiste, czyteż urojone sprzężone (art. 79). 
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Parabola ma tylJco jednę oś, t. j. średnicę prostopadłą do kierunku z nią 
sprzężonego. 

109. Jeżeli założymy, że a,, =a22 i ai2 = 0j to pierwiastki równania (15) 
będą nieoznaczone. W tym przypadku istnieje nieskończenie wiele par średnic 
sprzężonych do siebie prostopadłych, czyli każde dwie średnice, do siebie 
prostopadłe, są średnicami głównymi, czyli osiami. Krzywa, którą równanie 
przy tym założeniu przedstawia, jest szczególnym przypadkiem elipsy, gdyż 
A33 = «II«22-«I2^>0. Można łatwo okazać, że ta krzywa jest kołem. 
Dzieląc bowiem równanie (1) przez = i uwzględniając, że a,2 = 0, 
mamy 

(16) + ^2 ^ + 2 % + — = O, 

czyli 

(16') L + ^ ^ ^ ^ - f 4- _ +^23^ —«33«n 

Lewa strona wyraża kwadrat odległości punktu bieżącego (x, y) od pun-

ktu, którego spółrzędne są — ̂  i a strona prawa ma wartość stałą. 
a,, 

Kównanie (16') przedstawia zatym miejsce gieometryczne punktu, którego od-

ległość od punktu ( — — j e s t stałą, a więc koło, którego środek \ Cłj, 

jest w tym właśnie punkcie, a promień — + —^n^aa^ _ ^y ^^^ 

przypadku równanie asymptot (7) sprowadza się do rówania 

czyli ( x - X o ) - \ - ( y - P o ) y ^ = 0 i (x-Xo) — ( y - y o ) y ^ — 0. 
Do tych równań nie wchodzą spółczynniki równania koła, zatym: asymptoty 
icsselJcich hół są, do siebie równoległe, czyli: tosselkie hoła przechodzą przez te same 
dwa punkty urojone sprzężone w nieskończoności. Te dwa punkty nazywamy 
punktami k o ł o w y m i u r o j o n y m i . 

Jeżeli zaś założymy, że —022, to kierunki asymptot, określone 
równaniem (14), będą do siebie prostopadłe i zawsze rzeczywiste. Krzywa, 
którą równanie (1) przy tym założeniu przedstawia, jest szczególnym przy-
padkiem hiperboli, albowiem jest tu A33 = a,,022 —a,2^<0. Tę szczególną 
hiperbolę nazywamy h i p e r b o l ą r ó w n o b o c z n ą . — Asymptoty hiperboli 
równobocznej są do siebie prostopadłe. 

UPKOSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO 

ZE ŚRODKIEM. 

110. Skorzystamy z powższych własności linij krzywych stopnia 2-go, 
aby 

równania tych krzywych sprowadzić do postaci najprostszej. Weźmy 
naprzód pod uwagę linije krzywe ze środkiem. http://rcin.org.pl
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Równanie ogólne 

(1) 
przedstawia liniją krzywą stopnia 2-go ze środkiem, jeżeli wyróżnik 

i jego wyznacznik częściowy A33 = a,,a22 — są od 
O różne. Przypuśćmy, że układ spółrzędnych jest prostokątny. Spółrzędne 

i yo środka tej linii krzywej czynią zadość równaniom 

(2) 

które dają 

(3) 

gdzie A3, =aj2a23 — «i3«22> A32 = a,3a2i — są wyznacznikami częścio-
wymi wyróżnika A, odpowiadającymi jego elementom i ^ii' Jeżeli przyj-
miemy środek jako początek nowych spółrzędnych i y\ t.j. jeżeli wyrazimy 

(4) 
wówczas równanie (1), wskutek związków (2), przyjmie postać prostszą 

(5) 

gdzie spółczynniki a,,, a,2 i "32 te same, co w równaniu (1). — Gdy zaś 

zatym, wskutek (2) i (3), mamy 

co wstawiając w równanie (5), otrzymujemy 

(6) 

111. Linija krzywa stopnia 2-go ze środkiem posiaua nieskończenie 
wiele par średnic sprzężonych, a jednej z tych par średnice są do siebie pro-
stopadłe. Te osobliwe średnice sprzężone nazwaliśmy jej średnicami, lub 
osiami głównymi. Gdy zaś każda z dwu średnic sprzężonych dzieli na części 
równe cięciwy równoległe do drugiej z nich, przeto, jeżeli jakąkolwiek parę 
średnic sprzężonych weźmiemy za osi spółrzędnych, równanie linii krzywej 
sprowadzi się do postaci, zawierającej tylko kwadraty obu spółrzędnych. 
Najprościej postąpimy, gdy za nowe osi spółrzędnych weźmiemy osi główne. 

Aby równanie (6) odnieść do osi głównych, należy je przekształcić pro-
stokątnie (art. 11 i 68), kładąc 

( 7 ) 
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gdzie a oznacza kąt między pierwotną osią cc-ów a tą osią główną krzy-
wej (1), którą obieramy za nową oś x-6w. Ten kąt a jest określony równa-
niem (15) w artykule 108, które można także tak pisać: 

(8) 
lub 
skąd 

(9) 

Równanie więc (6), wskutek przekształcenia {7) i uwzględnienia związku 
(8), przechodzi na równanie (piszemy x, y zamiast X, Y) 

(10) 

gdzie 

(11) 

a to równanie (10) jest równaniem żądanym krzywej (1), odniesionym do 
osi głównych. 

Ze związków (11) czytamy, że ŝ  i ŝ  posiadają wartości rzeczywiste, 
i otrzymujemy z nich 
(12) 
tudzież 
(13) 
tak, iż s, i ŝ  są pierwiastkami równania (porówn. art. 70) 
(14) 

i mają znaki jednakie, lub różne, według tego, czy A33>0, czyteż A33<0. 
Równanie (1) w przypadku, kiedy A33>0, przedstawia elipsę, a w przy-

padku, kiedy A33<0, hiperbolę. A zatym i równanie (10) przedstawia 
elipsę lub hiperbolę, według tego, czy spółczynniki s, i s.̂  mają znaki jedna-
kie, czyteż różne. 

Przyjmijmy, że spółczynnik s, jest dodatny. Jeżeli także S2>0, a więc 
to, kładąc w równaniu (10) 

(15) 

gdzie znaki wyższe odnoszą się do przypadku, -kiedy A > 0 , a niższe do przypadku, kiedy A < 0 , sprowadzimy je odpowiednio do postaci 

(16) 
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jeżeli zaś S2<0, a więc A33<0, to, kładąc w równaniu (10) 

gdzie również znaki wyższe odnoszą się do przypadku, kiedy A > 0 , a niższe 
do przypadku, kiedy A c O, sprowadzimy odpowiednio do postaci 

(18) = 

W tych równaniach (16) i (18) liczby a i b, wskutek (15) i (17), posia-
dają wartości rzeczywiste. Równania (16) przedstawiają elipsę, a równania 
(18) przedstawiają hiperbolę. Kształtem tych linij krzywych zajmiemy się 
w rozdziale następującym. 

112. Celem uproszczenia równania (6), przyjęliśmy osi główne krzywej, 
przez to równanie przedstawionej, za nowe osi spółrzędnych. Atoli do tych 
samych kształtów (16) i (18) doszlibyśmy także, przyjmując za osi spółrzę-
dnych jakiekolwiek inne średnice sprzężone. Tylko wtedy układ spółrzędnych 
nie byłby prostokątnym, a liczby a i b miałyby inne wartości. Atoli odnie-
sienie równania (6), czyto do osi głównych, czyteż do jakiejkolwiek pary śre-
dnic sprzężonych, uskutecznia się zawsze zapomocą przekształcenia linij owe-
go, które wielomian jednorodny stopnia 2-go a , j c c ' 2 - j - + ffaa^/'^ zamie-
nia na sumę dwu kwadratów. Nadto, według artykułu 68, spółczynniki tych 
kwadratów są zawsze albo tego samego znaku, alboteż znaków różnych, 
niezależnie od tego, jakie mianowicie przekształcenie linijowe uskutecznione 
zostało. Widocznie więc w równaniu elipsy, odniesionym do jakichkolwiek 
średnic sprzężonych, spółczynniki przy iĉ  i ŷ  mają znaki jednakowe, a w ta-
kimże równaniu hiperboli spółczynniki te mają znaki różne. 

Wiedząc to, można znaleść spółczynniki przy i \f równaniach eli-
psy i hiperboli, odniesionych do układu jakichkolwiek dwu średnic sprzężo-
nych, sposobem następującym. — Oznaczmy przez a i p kąty, które te 
dwie średnice sprzężone tworzą z tą osią główną, która w równaniach (16) 
i (18) jest osią ic-ów, oznaczmy p —a = (o i średnicę o kierunku a przyjmij-
my za nową oś .cc-ów, a średnicę o kierunku p za nową oś y-ów. Aby przejść 
od osi głównych do tej pary średnic sprzężonych, potrzeba równania (16) 
i (1.8) przekształcić linijowo, kładąc 

, ^ j a; = ic'cosa 4-ycosp, 

( ?/ = a;'sina + ysinp. 
AYskutek tego, wyrażenie jednorodne stopnia 2-go 

a'" b^ 
zamieni się na wyrażenie jednorodne stopnia 2-go 

a'2 ~ 
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i jednocześnie wyrażenie 

+ 2/2 

przejdzie na wyrażenie 

gdzie = p — a; albowiem dwa ostatnie wyrażenia przedstawiają kwadraty 
odległości tego samego punktu od początku spólnego obu układów spółrzę-
dnych. Stąd wypada, że przekształcenie (19) zamienia wyrażenie 

(20) 

gdzie s jest jakąkolwiek liczbą stałą, na 

(21) ± p + + + 2£cy cos w). 

Jeżeli pierwsze z ty cli wyrażeń przy pewnej wartości na s jest kwadratem 
zupełnym, to wyrażenie drugie przy tej samej wartości na s jest także kwa-
dratem zupełnym (art. 69). Atoli, te wyrażenia, według art. 72, są kwadra-
tami zupełnymi, gdy ich wyróżniki są równe 0. Przyrównywając te wyró-
żniki do zera, mamy dwa równania, 

1 
-R; S , SCOSO) 12 a 

- i-1 SCOSO) , — s 

^ 0 , czyli 

"62 

których pierwiastki są sobie równe. Mamy zatym 

1 1 _ / I n 1 . 1 _ 1 

— — — yz) sinZo) ^ — a'2&'2sin2io • 

Stąd zaś wynika, iż 
(22) a6 = a'6'sina), — 

Z równań więc (22) możemy obliczyć spółczynniki a', V w równaniach elipsy, 
lub hiperboli, odniesionych do średnic sprzężonych, tworzących z sobą kąt 
dany w, jeżeli spółczynniki a i 6 w równaniach tych krzywych, odniesionych 
do osi głównych, są dane.— Równania (22) wyrażają pewne twierdzenia 
gieometryczne, o których będzie mowa w rozdziale następującym. 
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UPKOSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO 

BEZ ŚRODKA. 

113. Równanie ogólne 

(1) 
przedstawia liniją krzywą stopnia 2-go bez środka, jeżeli wyróżnik strony 
lewej A = j^st od zera różny, a jego wyznacznik częściowy 
A33 = a,,a22 — j^st równy 0. Tę krzywą nazwaliśmy parabolą. 

Z równania warunkowego A33r=0 wypada a,22=z:a,,a22. Przyjmijmy, 
że spółczynnik 022, a przeto i a,2 jest od O różny i pomnóżmy równanie (1) 
przez ttaa- Otrzymamy wtedy, uwzględniając, że ai-^ — a^a^^, 
(2) 
skąd czytamy, że w równaniu (1), gdy ono przedstawia parabolę, trzy jego 
pierwsze wyrazy przedstawiają kwadrat zupełny dwumianu. 

"Wiadomo, że w paraboli wszystkie średnice są równoległe do siebie 
i mają kierunek (art. 107) a^i —O ̂  lub, co wychodzi na jedno, 
kierunek a;(/an«22 + y = 0? czyli, jak w tym przypadku, 
(3) 
Przyjmijmy tę prostą za oś a;-ów nowego układu spółrzędnych i przypuśćmy, 
że tak nowy układ spółrzędnych, jak i pierwotny są prostokątne. 

Aby równanie paraboli odnieść do tego nowego układu spółrzędnych, 
należy je przekształcić prostokątnie, kładąc 

gdzie> wskutek (3), kąt a jest określony równaniem 

z którego wynika 

Wskutek zaś (4) i (5), mamy 
I 

tudzież 

(4) 
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równanie więc (2) sprowadzi się do postaci 

( 

lub, dzieląc przez Wiâ  + ââ  i zamiast a^^a î — â â̂ î pisząc — Ag,, 

(6) 

114. "Wiadomo (art. 108), źe między średnicami paraboli znajduje się 
jedna, o kierunku prostopadłym do cięciw z nią sprzężonych; tę średnicę nazwa-
liśmy średnicą główną, albo osią główną paraboli. Jeżeli przeniesiemy po-
czątek spółrzędnych, do którego równanie (6) jest odniesione, do punktu na 
paraboli, przedstawionej przez to równanie, przez który przechodzi jej śre-
dnica główna, natenczas oś a;-ów zejdzie się razem z osią główną, a oś 2/-ów 
będzie styczną do paraboli w tym nowym początku (art. 106). 

Aby równanie (6) odnieść do tego nowego układu spółrzędnych, należy 
w nim podstawić 

(7) 
i spółrzędne £c'o, 2/'o nowego początku tak wyznaczyć, aby równanie prze-
kształcone nie zawierało ani wyrazu stopnia 1-go względem y, aniteż wyrazu 
niezależnego odi x \ y (art. 108). Wówczas otrzymamy 

Kładąc następnie 

tudzież 

(9) 

mieć będziemy 
(10) 
równanie paraboli, odniesione do osi głównej, jako osi oj-ów, i do stycznej 
w punkcie, w którym oś główna przecina krzywą, jako osi 2/-ów. Z wzorów 
(8) otrzymamy wartości na i 2/'o zupełnie oznaczone. A gdy wstawimy 
je za i 2/' w wyrażenia (4), to mieć będziemy spółrzędne punktu, w którym 
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OŚ główna przecina parabolę, odniesionego do układu pierwotnego spół-
rzędnych. 

115. Przyjęliśmy w artykule 113, że spółczynnik âa? ^ i ai2, nie 
jest równy 0. Przypuśćmy teraz, że = = ^^ tym przypadku ró-
wnanie (1) przywodzi się do równania 

(11) 

jednocześnie zaś równanie = O, przedstawiające kierunek 
średnic, sprowadza się do x = 0, tak, iż oś y-ów układu, do którego równa-
nie (11) jest odniesione, jest równoległa do średnic tej paraboli. 

Aby równanie (11) uprościć, przeniesiemy początek układu do punktu 
na paraboli, przez który przechodzi średnica główna tej krzywej. Podsta-
wiając w tym celu w (11) â o + a? i 2/o + za rr i 2/ i kładąc 

(12) 
otrzymujemy równanie 

lub, oznaczając jeszcze 

(13) 

(14) 

Równanie (14) różni się od równania (10) tylko tym, że w równaniu (14) oś 
2/-ÓW jest osią paraboli, a oś x-ów styczną do niej, gdy w równaniu (10) rzecz 
się ma przeciwnie. 

116. Jeżelibyśmy wzięli za oś a:-ów jakąkolwiek inną średnicę, a za 
oś 2/-ÓW styczną w punkcie, w którym ta średnica przecina parabolę, to ró-
wnanie krzywej byłoby zawsze kształtu (10), tylko spółczynnik p miałby inną 
wartość. Tę wartość znajdziemy, gdy odpowiednio przekształcimy równanie 
(10). Weźmy zatym pod uwagę średnicę, która przecina parabolę (10) 
w punkcie fcco, 2/0) i z kierunkiem cięciw z nią sprzężonych tworzy kąt w. 

Przenieśmy naprzód początek spółrzędnych do punktu fa-o, ̂ o). Wsta-
wiając w tym celu w równanie (10) âo + + za a;, 2/ i uwzględniając, 
źe 2/0̂  = 2pxo, otrzymujemy 
(15) 

Zmieńmy teraz kierunek osi y tak, aby nowa oś 2/-ÓW była równoległą do 
cięciw sprzężonych ze średnicą, a przeto była styczną do paraboli i z osią 
a;-ów czyniła kąt to. Podstawiając w tym celu w równanie (15) a;+ 2/cos w 
i 2/sin CD (art. 11) za x\y i kładąc 

(16) 
otrzymamy równanie paraboli 
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odniesione do tego nowego układu spółrzędnycłi. Ażeby więc od równania 
paraboli (10), odniesionego do osi głównej, przejść do równania (17) tejże 
paraboli, odniesionego do średnicy, która z kierunkiem cięciw sprzężonych 
tworzy kąt co, dość spółczynnik p w równaniu (10) podzielić przez sin^w. 
Spółrzędne początku nowego układu otrzymamy z równania (16) i równania 

= a mianowicie: 

(18) 

WŁASNOŚCI CIĘCIW. 

117. Niech 

(1) 
będzie danym równaniem ogólnym krzywej stopnia 2-go. Poprowadźmy 
przez punkt Po, którego spółrzędne prostokątne są 2/0)7 cięciwę PoP, czy* 
niącą kąt a z kierunkiem dodatnym osi cc-ów. Oznaczając przez (x , y) spół-
rzędne punktu bieżącego P tej cięciwy, a przez r odległość zmienną PoP 
punktu P od Po, mamy (art. 18) 

(2) 
Podstawienie wartości (2) T\2b x \ y w równaniu (1), zamienia je na równa-
nie stopnia 2-go względem r, 

(3) 
• > V/ / t 

którego pierwiastki r,, r.̂  oznaczają odległości od punktu Po dwu punktów 
Pj i P2, w których uważana cięciwa przecina krzywą (1), czyli długości od^ 
cinków PflPi i P0P2 tej cięciwy. 

Rozbiór równania (3) przy rozmaitych założeniach, odnoszącycli się 
tak do położenia punktu T/O)? jako też do kierunku (a) cięciwy, przez 
ten punkt poprowadzonej, może nas doprowadzić do wszystkich własności 
krzywych stopnia 2-go, które znaleźliśmy w rozdziale niniejszym i poprze-
dzającym. Nie chcąc się powtarzać, pozostawiamy ten rozbiór czytelnikowi, 
a wyprowadzimy tylko pewne własności cięciw linij krzywych stopnia 2-go. 

Z tepryi równań algiebraicznych wiadomo, źe, gdy r̂  i r^ są pierwia-
stkami równania (3), wówczas 

(4) 

Wiedząc to, łatwo udowodnić twierdzenie następujące: 
Jeżeli przez punM Po poprowadzimy divie cięciwy PoP i PoP', które krzywą 

stopnia 2-go przecinają odpounednio tv punktach P j , P j i P' , , P2, to natenczas sto-
Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. lY. f http://rcin.org.pl
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pul prostokątóu\ tcystawionycli na odcinkach tych 
cięciio, będzie niezależny od położenia punktu Pg i dla różnych jego położeń będzie 
stały, jeżeli kiermiki tych cięciw pozostały niezmienione. 

Jakoż, jeżeli kierunki tych cięciw czynią z kierunkiem dodatnym osi 
cr-ów kąty a i a', mamy, wskutek wzoru (4), 

(5) 

a ten stosunek zależy jedynie od kątów a i a'. 
To twierdzenie nie ma miejsca, jeżeli prosta PoP' jest równoległą do 

jednej z asymptot krzywej; albowiem wówczas mamy (art. 105) 

co dowodzi, że jeden z odcinków PoP'i, PoP'2 jest nieskończenie wielki 
(oba odcinki będą nieskończenie wielkie, jeżeli Po jest zarazem środkiem 
krzywej). Przypuśćmy, że odcinek PoP'2 jest nieskończenie wielki a PoP'i 
długości skończonej i zbadajmy, jaką jest teraz wartość stosunku 
PoP| .PoPa^PoP'!- Weźmy w tym celu, dla uproszczenia, punkt Po za począ-
tek spółrzędnych, PoP' za oś ic-ów, a PoP za oś y-ów. Ponieważ dla 2/ = O5 
równanie krzywej dać powinno na x dwie wartości, z których jedna jest 
PoP'i, a druga nieskończenie wielka, więc w jej równaniu spółczynnik a^ przy 

jest równy 0. Zatym równanie krzywej, odniesione do tych osi spółrzędnych, 
jest kształtu 

i przedstawia hiperbolę, lub parabolę, według tego, czy ftia^O, czyteż 

Podstawiwszy w tym równaniu y — O, otrzymamy 

Podstawiwszy zaś x — znajdziemy 

skąd znowu wypada PoPi .PoP2=—• Mamy zatym 
2̂2 

Przenieśmy teraz początek spółrzędnych, niezmieniając kierunku osi, do 
punktu (x\ 2/'). Wskutek tej zmiany układu spółrzędnych spółczynnik 2̂2 
w równaniu krzywej nie zmieni się, gdy tymczasem spółczynnik â ^ przejdzie 
(art. 110) na fi(x\ y\ = Ą-a^^. Zatym nasz stosunek będzie teraz 

_ — ^ ( a ^ y +0^13) • ]3ę(i2ie stałym, gdy krzywa jest parabolą Crtia^O), a za-
022 

leżnym tylko od y\ gdy krzywa jest hiperbolą (rr^^O). Możemy więc wy-
powiedzieć twierdzenia dodatkowe: 
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Średnica ]ąaroholi dzieli jej cięciicy do siebie równoległe na odcinki łaJc, iż 
pola prostokątów, toystawionych na odcinkach tych cięciw, są proporcyjonalne do od-
cinkóiv owej średnicy, odciętych przez te cięciwy. 

Prosta (y — y^), równoległa do jednej z asymptot hiperhoU, dzieli jej cięciwy 
do siebie róicnoległe na odcinki tak, iż pola prostokątóio, wystawionych na odcinkach 
tych cięciw są proporcyjonalne do odcinkóio owej prostej, odciętych przez te cięciwy. 

AV przypadku nakoniec, kiedy krzywa (1) jest kołem, mamy (art. 109) 
a i2=0, flii = a22> a wzór (5) zamienia się na 

t. j . pole prostokąta wystawionego na odcinkach cięcitoy koła, przechodzącej przez 
punkt stały, jest stałe. 

118. Twierdzenie ogólne artykułu poprzedzającego, można jeszcze tak 
wysłowić: 

Jeżeli przez dwa punkty dane, Pg i P'o, poprotvadzimy dwie cięciwy równole-
głe, PoP i P'oP'j które krzywą stopnia 2-go przecinają odpoioiednio w punktach 
P, , P2 « P' j , P'2, to natenczas stosunek PoP, .PoP2:P'oP'i .P'oP'2ł P^^ prostoką-
tów, wystawionych na odcinkach tych dwu cięciw, będzie niezależny od kierunku 
cięciw i będzie stały, jeżeli położenie punktóiv Po i P'o pozostało niezmienione. 

Jakoż, jeżeli przez 2/'o) oznaczymy spółrzędne nowego punktu P'o, 
to, wskutek (4), 

(6) 

a stosunek ten nie zależy od kierunku (a) cięciw równoległych PgP i P'oP'. 
Tak wypowiedziane twierdzenie zawiera w sobie kilka przypadków szcze-

gólnych, a uwagi godnych: 
a. Jeżeli punkt P'o jest środkiem krzywej, wówczas P'oP'i — P'oP'2j 

a przeto prostokąt P'oP'i. P'oP'2 j^st równoważny z kwadratem, wystawionym 
na długości połowy średnicy, równoległej do cięciwy PoP. A zatym: pola 
prostokątów, wystawionych na odcinkach przecinających się cięciw krzywej stopnia 
2-go, są proporcyjonalne do kwadratów długości średnic krzywej, równoległych do 
tych cięciw. 

b. Jeżeli prosta PoP jest styczną do krzywej, wówczas PoPir=PoP2. 
Twierdzenie szczególne, dopieroco wypowiedziane, przechodzi teraz na nastę-
pujące: Długości dwu stycznych, icyprowadzonych z jednego punktu do krzywej 
stopnia 2-go, są proporcyjonalne do długości średnic, równoległych do tych stycznych. 

c. Jeżeli nareszcie prosta PoP o jest średnicą krzywej stopnia 2-go, 
przecinającą tę krzywą w punktach Q i Q', a cięciwy PoP i PoP' są równo-
ległe do średnicy z tamtą sprzężonej, wtedy 

a przeto, wskutek twierdzenia (6), 
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t. j . kioadraty długości cięciw równoległych są proporcyjonalne do pól prostokątów 
wystaicionych na odcinkach, na które te cięciwy dzielą średnicę, sprzężoną z ich kie-
runkiem. 

119. Zapomocą wzoru (6) można jeszcze udowodnić następujące twier-
dzenia Carnofa: 

Jeżeli przez P'^, P"ti; oznaczymy punkty, w których bok P,Pi. wieloboku 
PjPa... P/iPtP/t... P»ł przecina krzywą stopnia 2-go, to wówczas 

(7) 

Albowiem, oznaczywszy przez £c„ yi spółrzędne wierzchołka P,, mieć będzie-
my, wskutek (6), 

Pomnożywszy zaś te równania stronami odpowiednimi, otrzymamy wzór (7). 
W przypadkach szczególnych wzór (7) ulegnie pewnym zmianom. I tak: 
a. Jeżeli bok P,Pi dotyka krzywej w punkcie P,t, wówczas należy 

podstawić P,P'a.. P,P"., = P,Pa' i P,P' . , . P,P",, = P ,P , / . 
b. Jeżeli jeden z wierzchołków, np. P„ znajduje się w nieskończoności, 

a zatym, jeżeli dwa boki sąsiednie, PAP, i PiPi, są do siebie równoległe, 
natenczas, z uwagi, iż P,P'/ii. P,P"Ai = P,P'a-. PtP"a-, należy w liczniku i mia-
nowniku strony pierwszej wzoru (7) opuścić odpowiednio P,P'a. PiP",/-
i P,P'/„ . PjP"/,,. 

c. Jeżeli jeden z wierzchołków, np. P„ leży na krzywej, natenczas mamy 
= P jPa = O i cięciwa P"y,iP',t razem się schodzi ze styczną do krzy-

wej w Pj. Przypuśćmy naprzód, że Pj nie leży na krzywej, to z trójkąta 
P P' sinP P" P' F',iPiP^imamy = w granicy zatym, kiedy P^ padnie riif hi sin ^ r m 

na krzywą, będzie ten stosunek — , gdzie "̂ik są kąty, które ze , ^ sinT,t 
styczną do krzywćj w Pi czynią odpowiednio boki P/̂ P,-, PiPi- Zamiast 
więc stosunku odcinków nieskończenie malejących potrzeba do wzoru (7) 
wprowadzić stosunek wstaw kątów, które czynią odpowiednie boki ze styczną 
w ich spólnym wierzchołku. Tym sposobem z twierdzenia Carnofa wypływa 
następujące podanie: 

Jeżeli wielobok jest wpisany ic krzywą stopnia 2-go, to natenczas iloczyn 
g wstaw kątów, które czyni każdy bok tego wieloboku ze styczną do krzywej w swym 
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punkcie poeząthowłjm, jest równy iloczynowi z wstaiv Tcq,tów, Uóre czyni każdy bok 
ze styczną do krzy wej w swym punkcie końcowym. 

Dając na n wartości 3, 4, 5 , . . . , otrzymamy z twierdzenia Carnofa 
cały szereg twierdzeń szczególnych, których wyprowadzenie pozostawiamy 
czytelnikowi. 

Ć W I C Z E N I A . 

(71). Wyznaczyć rodzaj krzywych, danych przez równania: 
a. " 
b. 
c. 

(72). Jaką krzywą przedstawia równanie 

(73). Odnieść równania a. i b. zadania (71) do środka. 
(74). Odnieść równania a. i b. zadania (71) do osi głównych. 
(75). Równanie krzywej + ^ctia-c?/+ rt^a?/^ jest odniesione do osi 

spółrzędnych, tworzących kąt w: odnieść równanie tej krzywej do osi głównych. 
(76). Odnieść równanie lOa;̂  + 6 x j / + 5^2 — l o do osi głównych, przyjmu-

3 
iąc cosa>=:—• 

o 
Odnieść równanie 

(78). Odnieść równanie c. zadania (71) do osi głównej. 
(79). Odnieść równanie zadania (72) do osi głównej. 
(80). Jeżeli a i & są długościami dwu stycznych paraboli do siebie prostopadłych, 

a 

(81). Punkt porusza się tak, iż suma kwadratów jego odległości od n pun-
któw danych, pomnożonych przez ilości stałe, jest stałą: znaleść miejsce tego 
punktu. 

(82). Znaleść miejsce środków kół, widzianych B dwu danych punktów pod 
kątami danymi. 

(83). Znaleść miejsce środków kół, które na ramionach danego kąta (O od-
cinają dane długości a i b, 

(84). Na boku AB trójkąta ABC weźmy punkt P i poprowadźmy PQ prosto-
padle do CA: znaleść miejsce punktu przecięcia się prostych BQ i CP. 
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(85). Szereg kół przechodzi przez punkt dany O; te koła mają swe środki na 
prostej danej O A i przecinają, inną prostą daną BC. Niech M będzie drugim pun-
ktem, w którym jedno z tych kół przecina O A, a N jednym z punktów, w których 
to samo koło przecina BC. Z M i N poprowadźmy równoległe odpowiednio do BC 
i OA, przecinające się w P. Okazać, że miejscem punktu P jest hiperbola, która 
się zamienia na parabolę, jeżeli dwie dane proste są do siebie prostopadłe. 

(86). Z punktu P na krzywej stopnia 2-go wyprowadzamy dwie cięciwy PQ 
i PR, czyniące kąty równe z cięciwą PK, i łączymy Q z R: okazać, że, przy wszel-
kich położeniach cięciw PQ i PR, prosta QR przechodzi przez punkt stały. 
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ROZDZIAŁ IX. 

O WŁASNOŚCIACH SZCZEGÓLNYCH LINIJ KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO. 

KSZTAŁT ELIPSY. 

120. z równań linij krzywych stopnia 2-go, odniesionycli do osi głó-
wnych, wyprowadzimy własności szczególne tych krzywych. Naprzód zba-
damy kształt tych linij. 

Równanie elipsy, odniesione do osi głównych, jest 

(1) i (2) 

Pierwszemu z tych równań nie czynią, zadość wartości rzeczywiste na x i 
przedstawia ono zatym elipsę urojoną. Inaczej z równaniem drugim — ono 
przedstawia elipsę rzeczywistą. 

Rozwiązując równanie (2) względem y lub względem x, otrzymamy 

lub 

Z tych zaś równań łatwo wnieść możemy, źe część elipsy ponad osią x-6v/ 
jest przystająca do części elipsy pod osią a;-ów, a część jej ze strony prawej 
osi 2/-ÓW jest przystająca do części elipsy ze strony lewej tej osi. Na każdą 
bowiem wartość x lub y równanie (2) daje dwie wartości odpowiednio na 
y lub na x, które są liczebnie równe, a różnią się tylko znakiem. Dla tego 
mówimy, że osi główne elipsy są jej osiami symetryi. Nadto z tychże równań 
wypada bespośrednio, źespółrzędnaa;moźe otrzymywać tylko wartości z obsza-
ru od — a do + a, a spółrzędna y wartości od —b do + b, gdyż dla > a^, 
spółrzędna y, a dla y^^h^ spółrzędna a; stają się urojonymi. Jeżeli więc 
na osi X ' X (fig. 26), począwszy od początku O, odetniemy długości 
A ' 0 = : 0 A = : a , a na osi Y'Y długości B '0 = 0 B = &, a następnie przez 
punkty A, A' poprowadzimy proste LM, NP, prostopadłe do X'X, a przez 
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B, B' proste MN, PL, prostopadłe do Y'Y, to otrzymamy prostokąt 
LMNP, wewnątrz którego cala elipsa (2) jest zawarta. Boki tego prosto-
kąta są zarazem stycznymi do elipsy odpowiednio w punktach A, A', B, B'. 

Odcinki A'A == 2a i 
B'B=:i2& nazywają się dłu-
g o ś c i a m i o s i g ł ó -
wnych , a punkty końco-
we A, A', B, B' wierz-
c h o ł k a m i g ł ó w n y m i 
elipsy. Jeżeli «;>&, wtedy 
oś A'A zowie się o s i ą 
w i e l k ą , a oś B'B os ią 
m a ł ą elipsy. Zawsze bę-
dziemy przyjmowali, źe d^h. 

121. Aby lepiej po-
znać kształt elipsy, przenieś-
my początek spółrzędnych 

do wierzchołka A', t. j. do punktu, którego spółrzędne są (—a, 0). Podsta-
wiwszy więc w równaniu (2) x — a za otrzymamy 

N 
Y 
B M 

\ 
\ 

A' 0 ^ A X 

P t S' L 

Fig. 26. 

(3) 

jako równanie elipsy, odniesione do tego nowego układu. Obierzmy na 
ćwiartce A'B (fig. 26) elipsy punkt P' o spółrzędnych (x\ y'), i połączmy 
punkty A' i P' liniją prostą. Równanie tej prostej jest 

lub, z uwagi, że, według (3), 

(4) 

Oznaczmy nadto przez ?/, i yj rzędne punktu na łuku AT' elipsy i punktu 
na cięciwie A'P', odpowiadające pewnej tej samej wartości na odciętą x, 
mniejszej od a:'. Te rzędne, według (3) i (4), są 

Gdy zaś dla 
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AT ' elipsy leży ponad cięciwą AT', czyli elipsa od A' do P' zwraca swą 
stronę wklęsłą ku osi a;-ów. Ponieważ punkt P' był punktem dowolnie wzię-
tym na ćwiartce A'B, więc możemy powiedzieć, że ćwiartka elipsy A'B 
w każdym punkcie zwraca swą stronę wklęsłą ku osi x-óyf. A że ćwiartki A'B 
i AB, oraz A'B i A'B' są odpowiednio symetryczne względem osi 2/-ów lab 
osi rr-ów, więc: elipsa tv hażdym punkcie zwraca swą stronę wklęsłą hu środkowi, 

122. AYróćmy do równania (2), i wprowadźmy do niego spółrzędnc? 
biegunowe, t. j. połóżmy 

(5) £C = rcos6, 2/ = ^sin9. 

Wówczas mieć będziemy 

1 cos^e , sin2e 1 / I 1 / I 1 \ 
(6) = + + - -

skąd czytamy, że promień wodzący r, wmiarę, jak 6 rośnie od O do 27r, zmie-
nia się w sposób ciągły i tak, że pozostaje wciąż skończonym i wciąż zawar-
tym między h i a, albowiem, w założeniu, że a > 6 , mamy 

t. i. a ' ^ 

Elipsa jest więc krzywą nieprzerwaną i zamkniętą. Fig. 26 wskazuje jej 
kształt. 

Wszczególności, jeżeli a — h, równanie elipsy (2) zamienia się na 

(7) 

i przedstawia koło (art. 109), albowiem to równanie wyraża, iż odległość 
punktu bieżącego od początku spółrzędnycb jest stałą i równą a. 

123. Zapomocą dwu kół spółśrodkowych o promieniach a i h można 
wykreślić elipsę, mającą średnice tycli kół, 2a i 2h, za osi główne. 

Poprowadźmy w tym celu dwie średni-
ce do siebie prostopadłe, A'A i B'B (fig. 27), 
i ze środka spólnego wyprowadźmy promień 
dowolny, który koło o promieniu h przeci-
na w K, a koło o promieniu a w S. Spuść-
my następnie proste SM, prostopadłą do 
A'A, i RN, prostopadłą do B'B. Te dwie 
prostopadłe przetną się w punkcie P, leżą-
cym na elipsie, której osiami głównymi są 
A'A = 2« i B'B~2b. Jakoż, połóżmy 

Z trójkątów OMS i ONR wypada, Pig, 27. 

(8) X = acos cf, >/ = fesin 'f, 
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00 t! czyli -=i:cos?p, 
(C o 

Dodawszy kwadraty tych równań do siebie, otrzymamy 

równanie elipsy, mającej średnice AA' i B'B za osi główne. Punkt P jest 
więc punktem elipsy. 

[Ponieważ MP = —J/a^ — a MS ==: — zatym mamy 

MP = — MS. Stąd wnosimy, że jeżeli płaszczyznę koła, nakreślonego na 
a 

osi wielkiej A'A elipsy, jako na średnicy, obrócimy około tej średnicy o kąt, 

którego dostawa jest = —, to każdy punkt P elipsy będzie rzutem pro-
(X 

stokątnym na jej płaszczyznę odpowiedniego punktu S koła. Ta uwaga do-
zwala z wielu własności koła wyprowadzić własności analogiczne elipsy. 
Wszczególności zaś, można tym sposobem dojść do wyrażenia na po le eli-
psy. Jakoż, jeżeli długość każdej cięciwy elipsy, prostopadłej do A'A, jest 
równa długości odpowiedniej cięciwy koła, pomnożonej przez to pole pa-

Oj 

ska elipsy zawartego między dwiema jej cięciwami nieskończenie siebie bli-
skimi, a do osi A'A prostopadłymi, jest równe polu odpowiedniego paska 
koła, pomnożonemu przez —, gdyż taki pasek można uważać za prostokąt. 

OL 

Stąd zaś wynika, że także suma pól takich pasków, na które można rozłożyć 
elipsę zajjomocą szeregu cięciw nieskończenie siebie bliskich, a do osi A'A 
prostopadłych, czyli pole elipsy jest równe polu koła, pomnożonemu przez 

t. j. pole elipsy — tio^.~-=.Tiah.] 

Zwracamy tu jeszcze uwagę na równania (8), które wyrażają spółrzędne 
punktu bieżącego elipsy w zależności od kąta cp, który nazywa się k ą t e m 
m i m o ś r o d o w y m. Te równania są nader użyteczne. 

KSZTAŁT HIPERBOLI. 

124. Jeżeli osi główne hiperboli są wzięte za osi spółrzędnych, to jej 
równanie ogólne przywodzi się do jednej z dwu postaci: 

Weźmy pod uwagę naprzód równanie (1). Z tego równania widzimy, 
że osi główne hiperboli są osiami symetryi, że spółrzędna x może otrzymywać 
ty lko wartości z obszaru od —c^ do — a i od + a do + c^, gdyż dla 
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Fig. 28. 

wartości na y stają się urojonymi. Jeżeli więc na osi X'X (fig. 28) ode-
tniemy A'0 = 0A = a, a przez punkty A i A' poprowadzimy proste LM 
i NP, prostopadłe do osi X'X, 
to w części płaszczyzny między 
prostymi LM i NP, w której znaj-
duje się środek O, niema żadnego 
punktu łiiperboli (1). Ta hiper-
bola więc składa się z dwu od 
siebie oddzielonych gałęzi, z któ-
rych jedna rosciąga się po pra-
wej stronie prostej LM, a druga 
po lewej prostej NP— obie do nie-
skończoności (gdy bowiem ro-
śnie od a^ do c>o, to bezwzględna 
wartość na y także wzrasta od 
O do oo). Odcinek A'A = 2a na-
zywa się d ł u g o ś c i ą osi po-
p r z e c z n e j albo r zeczywis t e j 
hiperboli (1), a punkty A, A' zo-
wią się jej w i e r z c h o ł k a m i g ł ó w n y m i (rzeczywistymi). 

Eównanie (2) otrzymać widocznie możemy z równania (1), gdy spół-
rzędne x \ y zamienimy jednę na drugą. A zatym, jeżeli na osi Y'Y ode-
tniemy B'0 = OB = b i przez punkty B, B' poprowadzimy proste MN i PL, 
prostopadłe do Y'Y, to w części płaszczyzny między tymi prostymi niema 
żadnego punktu hiperboli (2). Ta hiperbola więc składa się z dwu gałęzi 
od siebie oddzielonych, z których jedna rosciąga się nad prostą MN, a druga 
pod prostą PL — obie do nieskończoności. Odcinek B'B = 26 jest długo-
ścią osi poprzecznej albo rzeczywistej hiperboli (2), a punkty B i B' są jej 
wierzchołkami głównymi (rzeczywistymi). 

Dwie hiperbole (1) i (2) nazywamy także hiperbolami ze sobą sprzężo-
nymi, wskutek czego oś rzeczywista B'B = 2& hiperboli (2) zowie się też 
o s i ą s p r z ę ż o n ą ( u r o j o n ą ) hiperboli (1); oczywiście, że oś rzeczywista 
AA'=:2a hiperboli (1) jest osią sprzężoną (urojoną) hiperboli (2). Boki 
LM i NP prostokąta LMNP są stycznymi do hiperboli (1) w A i A', a boki 
MN i PL stycznymi do hiperboli (2) w B i B'. 

125. Aby bliżej poznać kształt hiperboli (1), przenieśmy początek 
spółrzędnych do wierzchołka A, t. j. do punktu o spółrzędnych ( + a, 0). 
Otrzymamy wtedy, jako równanie hiperboli, 

(3) 

Obierzmy na łuku hiperboli, zaczynającym się w punkcie A i rosdągającym 
się ponad osią a;-ów, punkt dowolny P' (fig. 28), o spółrzędnych (x', y), i po-
prowadźmy prostą AP'. Równanie tej prostej 
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uwzględniając, iż, wskutek (3), możemy przedstawić w po-

staci 

(4) 

Oznaczmy nadto przez ŷ  i 2/2 rzędne punktu na hiperboli AP' i punktu na 
cięciwie AP', odpowiadające tej samej wartości na odciętą mniejszej od 

Te rzędne, według (3) i (4), są 

Gdy zaś dla 

AP' hiperboli w każdym punkcie zwraca swą stronę wklęsłą ku osi a; ów. 
Powtarzając te same rozumowania, co w art. 121, znajdziemy, że liiperhola (1) 
w Mżdym punkcie zwraca swą, stronę ivypukłą ku środkoioi. Taksamo rzecz się 
ma z hiperbolą (2). 

126. "Wróćmy do równań (1) i (2) i wprowadźmy spółrzędne bieguno-
we do równania (1), t. j. połóżmy 

(5) 
AVtedy otrzymamy 

(6) 

skąd czytamy, że r rośnie od a do 00, gdy G rośnie od O do wartości 6,, dla 

której 

(7) 

oraz, że r posiada wartość urojoną od 6 = 6, do 6=7: —6,, poczym maleje 
od OD do a, gdy 6 rośnie od Gz^ti —6, do e^iir + e,. Dla 6 od 6 = 71 + 6, 
do 9 = 27C — Gi, r jest znowu urojone. A gdy nakoniec 6 rośnie od 6 = 271 — 6, 
do 6z=:27t, to jednocześnie r maleje od <>0 do «.— Jeżeli więc poprowadzi-
my przekątne PM i NL prostokąta LMNP (fig. 28) i przedłużymy je 
w obu kierunkach do nieskończoności, to one przetną hiperbolę (1) w pun-
ktach nieskończenie odległych, tak, iż jedna gałąź tej hiperboli jest cała za-
warta w otworze kąta LOM, a druga w otworze kąta NOP. Przekątne PM 
i NL są asymptotami tej hiperboli. Istotnie, według art. 105, jest 
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( 8 ) _ _ — o 

równaniem pary asymptot hiperboli (1), t. j. równanie 

a h 

przedstawia jednę asymptotę, którą, tu jest prosta PM, a równanie 

Fig 29. 

a h 

przedstawia drugą asymptotę, prostą NL. Taksamo można okazać, źe pro-
ste PM i NL są zarazem asymptotami hiperboli (2), której jedna gałąź leży 
w otworze kąta MON, a druga w otwo-
rze kąta POL. Fig. 28 pokazuje, jaki 
jest kształt obu hiperból (1) i (2). 

127. Przedłużmy cięciwę' PP' hi-
perboli (fig. 29) do przecięcia się z asymp-
totami w punktach Q i Q' i oznaczmy 
przez S środek tej cięciwy. Średnica OS 
i średnica OT, równoległa do cięciwy 
PP', są dwiema średnicami sprzężonymi 
hiperboli. W art. 106 okazaliśmy, źe 
para średnic OS i OT jest harmonicznie 
sprzężona z parą asymptot 0Q' i 0Q. 
(j!dy zaś, jak wiemy, poprzeczna przecina 
pęk dwu par promieni harmonicznych w dwu parach punktów harmonicznych, 
zatym punkt S z punktem w nieskończoności na prostej Q'Q tworzy parę 
harmonicznie sprzężoną z parą punktów Q i Q', skąd wynika (art. 38), iż 
SQ=i::Q'S. A źe, z założenia SP=:rP'S, więc SQ — SP —Q'S — P'S, czyli 
P Q = Q'P', t. j . odcinki poprzecznej, zawarte między hiperbolą i asymptotami, są 
sobie rótcne. To twierdzenie odnosi się oczywiście i do przypadku, kiedy po-
przeczna (np. PP',) przecina obie gałęzie hiperboli. 

Na tym twierdzeniu polega sposób wykreślenia hiperboli, gdy dane są 
asymptoty i dany jest jeden punki hiperboli; stosując je bowiem, można zna-
leść jakąkolwiek liczbę innych punktów tej krzywej. Jeżeli zaś dane są osi 
główne hiperboli, to łatwo wtedy wykreślić asymptoty (art. 126), a gdy nadto 
mamy wtedy dane dwa punkty (t. j. wierzchołki hiperboli), więc i w tym przy-
padku powyższe twierdzenie dozwoli nam wyznaczyć jakąkolwiek liczbę pun-
któw hiperboli. 

128. Wynajdziemy jeszcze równanie hiperboli, odniesione do asym-
ptot, jako osi spółrzędnych. 

Weźmy kierunek OL asymptoty NL (fig< 28) za kierunek dodatny osi 
tc-ów, a kierunek OM asymptoty PM za kierunek dodatny osi 2/-ów, i ozna-
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czmy ^X(3L=::a, = Aby przejść do tych nowych osi, potrze-
ba równanie (1) przekształcić linijowo, kładąc 

X =. Xcos a 4" Ycos p, 
2/ = Xsina + Ysin^. 

Atoli (art. 126) 

Wstawiając te wartości, otrzymujemy 

o; X + Y y X - Y 

wskutek czego równanie (1) przejdzie na 

(X + Y / + ( X - Y ) ^ _ 

czyli na równanie 

(9) 

które jest właśnie równaniem żądanym. 
Jeżeli 6 = a, t. j. jeżeli hiperbola jest równoboczną (art. 109), wów* 

czas asymptoty są do siebie prostopadłe (art. 109), a więc i układ spółrzę-
dnych, do których jest odniesione równanie (9), jest prostokątny. 

KSZTAŁT PARABOLI. 

129. Jeżeli oś główna paraboli jest wzięta za oś rr-ów, a styczna w pun-
kcie, w którym ta oś główna przecina parabolę, za oś 2/-ów, to równanie ogól-
ne tej krzywej sprowadzi się do postaci 

(1) — 

gdzie i? jest liczbą stałą dodatną, lub ujemną. 
Przyjmijmy naprzód, że ^^>0. Z równania (1) widzimy, że część nad 

osią główną jest przystająca do części pod nią, a więc oś główna jest osią 
symetryi; oraz, że parabola rosciąga się od j^unktu A, swego w i e r z c h o ł k a 
g łównego , tylko w stronę dodatnych x-6w (gdyż, przy ^>>0, dla £ł;<:0 

jest urojone) — do nieskończoności. 
Jeżeli p<iO, wtedy mieć będziemy parabolę, rosciągającą się w kie-

runku odjemnych rc-ów. 
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Parabola zwraca sivą stronę ivMęsłq, ku osi x-óiv, albowiem, jeżeli na jej 
luku ponad osią główną weźmiemy punkt dowolny P' (fig. 30), o spółrzędnych 
(x\ y'J, to równanie cięciwy AP', 

y 

z uwagi, iź, według (1), y' 
przedstawić można w postaci 

(2) 

Fig 30. 

Jeżeli więc oznaczymy przez 2/1 i 
dne punktu na łuku AP' i na cięciwie 
AP', odpowiadające tej samej wartości 
na odciętą a?, mniejszej od a;', to także 
I I 
1/ 1 / — , a przeto co okazuje, że łuk AP' zwraca swą ^ X w 00 
stronę wklęsłą ku osi 
.•r-ów. Kształt paraboli 
(1), gdy i9>0, jest więc 
takim, jak go przedsta-
wia fig. 30. 

130. Z równania 
(1) wypada, źe rzędna y 
punktu bieżącego na pa-
raboli (1) jest średnią 
gieometrycznąmiędzy od-
ciętą X i stałą długością 

Na tej własności 
opiera się sposób kreśle-
nia paraboli. Jakoż, je-
żeli na przedłużeniu osi 
głównej weźmiemy (fig. 31) BA==:2i?, to, aby znaleść punkt tej para-
boli, którego odcięta jest a7 = AM, na średnicy BM nakreślimy koło; 
to koło przetnie oś 2/-ÓW w punktach N i N' takich, źe proste NP 
i N'P', równoległe do osi x-ów, przetną prostopadłą do tej osi, przecho-
dzącą przez punkt M, w dwu punktach P i P' paraboli (1). Albowiem 
AN' = AN'" BA. AM — ̂ p x. 

131. Weźmy pod uwagę elipsę, hiperbolę i parabolę o spólnym wierz-
chołku głównym A, i załóżmy, źe oś wielka elipsy i oś rzeczywista hiper-
boli razem się schodzą z osią główną paraboli. Wziąwszy punkt A (fig. 
32) za początek, a oś spoiną za oś x-()\\, przedstawimy te trzy linije krzy-
we odpowiednio równaniami (art, 121, 125, 129) 

Fig. 31. 
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2 

262 
a a?- ' 

Kładąc 

(3) - ^ p , - = ^ = ^ ' a a^ a 

przywiedziemy równania powyż-
sze do postaci 

2/2 — a ; — 

Przyjmijmy, źe we wszystkich 
trzech równaniach ilość p, którą 
zwiemy p a r a m e t r e m , posiada 
tę samę • wartość (dodatną). Je-

Fig. 32. żeli wtedy oznaczymy przez ije, 
ijh, yp rzędne punktów na elipsie, 

hiperboli i paraboli, mających tę samę odciętą, to 

ye<.yp<iyh-

A zatym parabola obejmie sobą elipsę, a sama jest objęta przez hiperbolę, 
jak to pokazuje fig 32. Ta własność dała początek nazwie tych trzech krzy-
wych. Parabola znaczy tyle co >-równorzutnia«, elipsa jest »niedorzutnią«, 
a hiperbola jest »przerzutnią«. Doniosłość rzutu punktu po hiperboli jest 
największą; mniejszą, gdy się punkt porusza po paraboli; najmniejszą, gdy 
drogą punktu jest elipsa. 

Przypuśćmy, że osi 2a i 2& coraz więcej się powiększają, ale tak, że pa-
&2 

rametr p = — ma wciąż tęż samę wartość skończoną, gdy tymczasem 
0/ 

Ł do granicy 0. Przy tym przypuszczeniu, równania (4) i (5) 
Cl Cl 

w granicy, t. j. dla a = przejdą na równanie (6). A zatym: parabola jest 
granicą elipsy lnh hiperholi, gdy ich osi głóione rosną clo nieskończoności, a parametr 
pozostaje niezmiennym. Zapomocą tego twierdzenia, można bardzo wiele wła-
sności elipsy lub hiperboli przenieść na parabolę, nie potrzebując dowodzić 
ich oddzielnie. 
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ŚREDNICE SPRZĘŻONE ELIPSY I HIPERBOLI. 

l32. Weźmy pod uwagę równania osiowe elipsy i hiperboli 

(i) = 

\V tym równaniu znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. 
Oznaczmy przez a i p kąty dodatne między dodatnym kierunkiem osi a;-ów, 
a kierunkami dwu średnic sprzężonych. Podług art. 108 (wzór 12) między 
tymi kątami ma miejsce związek następujący 

(2) t g a . t g p = : r p ^ , 

a nadto, jeżeli 0) = ^ —a, to (art. 108, wzór 13) 

(3) tg(o —— ^ -

gdyż w tym przypadku a,2 = O, a , i = Ą , W tych wzorach zna-
(Z" u 

ki wyższe odnoszą się do elipsy, a niższe do hiperboli. 
Według wzoru (2) iloczyn tg a. tg p jest dla elipsy ujemnym, a dla hi-

perboli dodatnym. A zatym w elipsie jeden z kątów a i p jest ostry, a drugi 
rozwarty, gdy tymczasem w hiperboli oba te kąty są jednocześnie albo ostre, 
albo rozwarte. Ten wypadek można tak wypowiedzieć: ^oloicy dwu średnic 
sprzężonych elipsy^ leżące ponad osią wielką, tworzą z nią kąty, z których jeden jest 
ostry, a drugi rozwarty, polowy zaś dwu średnic sprzężonych hipterholi, leżące ponad 
osią rzeczyivistc{., tworzą z nią kąty, które są oba ostre, lub oba rozwarte. — Nadal 
przez a rozumieć będziemy kąt ostry. 

W hiperboli, jeżeli jest tga c - , to t g P > - . A zatym: z dwu śre-
d C(j 

dnie sprzężonych hiperboli jedna przecina tę krzyioą, a druga jej nie przecina. 
Pierwszą z tych średnic nazwiemy ś r e d n i c ą r z e c z y w i s t ą . Kierunek 

średnicy rzeczywistej czyni z osią rzeczywistą kąt a, dla którego tga . 

Jeżeli przez a rozumiemy kąt ostry, a nadto w hiperboli taki, źe 

tga < —, to z wzoru (3) wypada, że kąt w jest rozwarty w elipsie, a ostry 
w hiperboli. A zatym: kąt między połowami średnic sprzężonych, leżącymi p>onad 
osią loielką elipsy, lub ponad osią rzeczywistą hiperboli, jest rozwarty u' elipsie, 
a ostry w hiperboli. 

Dla tga=:0 jest tgtórrrcc), a przeto jak być powinno, bo wte-
u 

dy średnice sprzężone stają się osiami głównymi. 
W hiperboli j est tg w—O, a przeto w = O, gdy tg a =r ± —. A zatym: kah Cl 

da z asymptot hiperboli jest średnicą z sobą samą sprzężoną. Ta własność asym-
Bibl. mat. fiz., S. IV, T. IV http://rcin.org.pl
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jitot jest •wjmikiem tego, że asymptoty są promieniami asymptotycznymi in-
wolucyi pęku par średnic sprzężonych (art. 106). 

W elipsie zaś, gdy tga=:—, to 
(X 

(4) 

Kąt, tym wzorem określony, jest największy z kątów między dwiema średni-
cami sprzężonymi. Jakoż, jeżeli we wzorze (3), uwzględniając znaki wyższe, 

podstawimy t g a = - = t £ , gdzie e jest liczbą dodatną i zupełnie dowolną, lecz 
(X 

mniejszą od - wrazie, gdy się ją bierze ze znakiem —, a wartość na to, 
Cl 

odpowiadającą temu podstawieniu, oznaczymy przez w', to znajdziemy 

Jest zatym 

tg w' — tg co = — — < 

skąd czytamy, że w' <C w. 
133. AVziąwszy dwie średnice sprzężone elipsy i hiperboli, przedsta-

wionych przez równania (1), za osi spółrzędnych, przywiedziemy równania 
tych krzywych do postaci (art. 112) 

(S) = 

gdzie również znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. Po-
dobnie, jak w równaniach (1) 2a i 21) są długościami osi głównych, tak w ró-
wnaniach (5) 2a' i 2V oznaczają długości średnic sprzężonych, wziętych za osi 
spółrzędnych. Między długościami a, h, a', V i kątem (o, zawartym między 
średnicami sprzężonymi, zachodzą dwa związki następujące (art. 112): 

Z wzoru (6) czytamy: w elipsie suma, a w hiperboli różnica Tiivadratóiv długości 
dum średnic sprzężonych jest ilością stałą. AVzór zaś (7) pole róumole-
głoboku, którego boki są rótcne i równoległe do divu średnic sprzężonych, jest stałe. 

Podstawiwszy w (7) za sin to wartość, wynikającą ze wzoru (4), t. j. 
2ai smto:=r ; 

a^ + h^ 

otrzymamy 2db' = a^ = a'^ + 

r;zyli ( n ' = skąd wypada r/— = 

http://rcin.org.pl



\tJ-.ASNOŚCI SZt-ŹRGÓl.KE feTOPNłA t )Rt 'GIEtlO. — 1 3^). 1 4 7 

A zatym: średnice sprąśom elipsy, łtwnące kąt największy^ są sobie róiiiić. 
Równanie elipsy, odniesione do tych dwu średnic, jest 

-4 -
(8) + 

t. j. takiej samej postaci, jak równanie koła, odniesione do dwu średnić drt 
siebie prostopadłych. 

Ze w ẑoru (6) widzimy jeszcze, źe w hiperboli równobocznej średnice 
każdej pary są sobie równe, albowiem równość a — h pociąga za sobą ró-
wność Równanie takiej hiperboli, odniesione czyto do osi głównych, 
czyteż do jakiejkolwiek pary średnic sprzężonych, jest zawsze kształtu 
(9) — 

134. Równanie średnicy elipsy i hiperboli (1), sprzężonej z kierunkiem 

jest y=.zp~——£c. ^ aHg a 
Jeżeli pierwsza z tych średnic przechodzi przez punkt, którego spółrzędne są 

v' a?', y , wtedy tga=:"—, a równania dwu średnic sprzężonych są oc 

(10) , = = 

Nakoniec, dwie cięciwy elipsy lub hiperboli, łączące którykolwiek punkt 
tych krzywych z końcami jakiejkolwiek średnicy, są równoległe do dwu śre-
dnic sprzężonych. Albowiem średnica, sprzężona z kierunkiem jednej cięci-
wy, jest równoległa do drugiej; takie dwie cięciwy nazywamy c i ę c i w a m i 
d o p e ł n i a j ą c y m i się. 

BIEGUNOWA, STYCZNA I NORMALNA. 

135. Biegunowa punktu (x\ y^) względem elipsy i hiperboli 

(1) ' \ 

jest podług art. 89 prostą, której równaniem jest 

Albowiem, jeżeli w równaniu (6) art. 89 podstawimy â z — ^ Ł , 
CJL O 

to wypadnie nam równanie (2). Z porównania tego równania z drugim ró-
wnaniem (10) artykułu poprzedzającego wynika: biegunowa względem elipsy 
hih hiperboli, ma kierunek sprzężony z kierunkiem prostej, łączącej środek krzyirej 
Z biegnneuh 
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Przyjmijmy, że elipsa i hiperbola (1) są odniesione do dwu średnic 
sprzężonych, i na średnicy, która jest osią, x-6w, obierzmy punkt P', o spół-
rzędnych (x', 0). Biegunowa tego punktu, 

(3) 

jest równoległą"'_do osi 2/-ów. Uważmy, że punkt P, w którym ta biegunowa 
przecina oś ir-ów, tworzy z punktem P' parę harmonicznie sprzężoną z parą 
punktów końcowych średnicy, przyjętej za oś a?-ów. 

Jeżeli z punktem P' połączymy oba punkty, w których biegunowa tego 
punktu przecina elipsę, lub hiperbolę, to mieć będziemy parę stycznych do 
tych krzywych, wychodzących z punktu F , których równanie, według art. 
93, jest następujące: 

w przypadku szczególnym, kiedy punkt P' leży na krzywej, mamy 

a więc równanie (4) sprowadza się wtedy do 

Cl?- h-^ 

i przedstawia jednę styczną w punkcie P'. To równanie jest zupełnie takiego 
samego kształtu, jak równanie biegunowej; a zatym styczna ma hieruneJc sprzę-
żony z Tiicrnnhkm prostej i łączącej pimU styczności zc środMcm. 

13G. Jeżeli prosta 

gdzie m oznacza spółczynnik kierunkowy dany, ma być styczną do krzywej 
(1), to oba punkty, w których ta prosta przecina krzywą (1), powinny razem 
się schodzić z punktem styczności. "Wstawmy w równanie (1) mx + za 
y; otrzymamy 

To równanie powinno mieć oba pierwiastki równe, przeto wyróżnik jego stro-
ny lewej powinien być równy O, t. j. 

z tego równania Wypada wartość na p. 
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Pod znakiem pierwiastka znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiper-
boli. Kównanie stycznej do elipsy lub hiperboli (1), mającej dany spółczyn-
nik kierunkowy m, jest więc 

(6) y mx-óz m^a^db 1)^. 

Równanie (6) przedstawia dwie proste; a zatym: do elipsy i hiperboli można po-
proioadzić divle styczne o danym kienmku. 

137. Przyjmijmy, że elipsa i hiperbola (1) są, odniesione do dwu śre-
dnic sprzężonych OD i OE, jako odpowiednio do osi x-6w i osi 2/-ów, i weźmy 
pod uwagę dwie inne średnice sprzężone OD' i OE'. Równania tych dwu 
ostatnich średnic są odpowiednio 

(7) yz=z—x 1 ?/ = zp 2,/' 

Nakreślmy następnie styczną do krzywej (1) w punkcie końcowym D części 
średnicy OD, wziętej za kierunek dodatny osi x-6vf\ ta styczna jest równo-
legła do średnicy OE, wziętej za oś y-6w. A jeżeli przez P i Q oznaczymy 
punkty, w których ta styczna przecina średnice sprzężone OD' i OE', to, aby 
znaleść wartości odcinków DP i DQ, wstawimy za a; w równaniach (7) 
OD = a, a za 2/ w równaniu pierwszym (7) DP, a w równaniu drugim (7) 
DQ. Otrzymamy w ten sposób 

II' Iflr' 

skąd wynika 
(8) DP.DQ=z3f:&^ 

t. j . prostokąt, ivystawiony na odcinkach stycznej do elipsy, lub hiperboli, zaioartych 
mip^dzy punktem styczności (D) i punktami (P, Q) przecięcia się jej z dwiema śre-
dnicami sprzężonymi (OD', OE'), jest stale róimoivażny kwadratowi połotvy śre-
dnicy (OE), sprzężonej ze średnicą (OD), przechodzącą przez punkt styczności. 

Na tym twierdzeniu polega wyznacze-
nie położenia i długości osi głównych elipsy 
lub hiperboli, jeżeli jest dane położenie 
i długość dwu średnic sprzężonych tych 
krzywych. — Jakoż, niech OD i OE (fig. 
33) będą, co do położenia i co do długości, 
połowami dwu średnic sprzężonych. Przez 
koniec D jednej z tych średnic poprowadźmy 
prostą AB równolegle do drugiej z nich: 
prosta AB będzie styczną do krzywej w pun-
kcie D. Na OD wyznaczmy punkt P tak, 
aby DO.DP = =pOE^ [jeżeli krzywa jest 
elipsą, to punkty O i P leżą po stronach Fig. 33. 
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przeciwnych punktu D, a jeżeli krzywa jest hiperbolą, to punkty O i P leżą 
z tej samej strony punktu D, co wynika z tego, że w równaniu (8) znak wyż-
szy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli], a przez punkty O i P po-
prowadźmy koło, którego środek znajdowałby się na prostej AB. To koło 
przetnie AB w punktach A i B. Ponieważ D A . D O . D P , zatym i 

D A . D B = : ; p O E ^ 
skąd wypada, źe proste OA i OB są połowami dwu średnic sprzężonych. Po-
nieważ nadto kąt AOB jest prostym, więc proste OA i OB są połowami osi 
głównych. 

138. Prostą, przechodzącą jjrzez punkt styczności i prostopadłą do 
stycznej, nazywamy n o r m a l n ą . Jeżeli prosta, przechodząca przez punkt 

j- pj^osta, przedstawiona przez równanie 

y — y = m(x — x'), 

ma być prostopadłą do stycznej do elipsy, lub do hiperboli (1) w punkcie 
y\ t. j. do prostej (5), to iloczyn jej spółczynnika kierunkowego m i spół-

czynnika kierunkowego stycznej, przy założeniu, że układ osi jest prostokątny, 
jest równy —-1 (art, 23). Mamy zatym 

Równanie więc normalnej do elipsy i do hiperboli (1) w punkcie y'), od-
niesione do osi głównych, jest 

lub 
(9) zp = (a^ zp h^) x'y\ 

gdzie znaki wyższe odnoszą się do elipsy, a niższe do hiperboli. 
Jeżeli w tym równaniu będziemy uważali spółrzędne x i y jako dane, 

a spółrzędne x' i y' jako liczby zmienne, natenczas ono będzie przedstawiało 
liniją krzywą stopnia 2-go, a mianowicie hiperbolę równoboczną, której 
asymptotami są osi główne elipsy, lub hiperboli (1). Ta hiperbola równo-
boczna przetnie krzywą (1) w 4 punktach—spodkach normalnych, dających 
się wyprowadzić z punktu (x, y). (Okażemy bowiem dalej, że dwie krzywe 
stopnia 2-go, mówiąc w^ogólności, przecinają się w 4 punktach). A zatym, 
mówiąc wogólności, z każdego punktu (x, y) można do elipsy, lub do hiperboli tcy-
prowadsić cztery normalne. 

139. Weźmy nakoniec pod uwagę równanie paraboli 
(10) 
odniesione do jakiejkolwiek średnicy i do stycznej w punkcie A', przecięcia 
się średnicy z krzywą. 
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Otrzymamy równanie biegunowej punktu (x\ i/') względem paraboli (10), 
gdy w równaniu ogólnym (6) art. 89 podstawimy a,, = = = 

a , 3 = — p , X2 = y, x\—x', x'2=v\ = Równa-
nie więc biegunowej jest 

(11) yij'=p(x Ą-

Przyjmijmy, że biegun P', t. j. punkt (x\ y'), leży na średnicy, czyli na osi 
x-6vf. AV tym przypadku y' — 0, a przeto równanie'(11) sprowadza się do 

x-{-x' = 0, czyli x=: — x\ 

z którego widzimy, że biegunowa punktu P', leżącego na średnicy paraboli, 
wychodzącej z punktu A' tej krzywej, ma kierunek sprzężony z kierunkiem 
tej średnicy i że ta biegunowa przecina owę średnicę w punkcie P takim, że 
A 'P= : — A ' F . 

Jeżeli z biegunem P' połączymy punkty, w których biegunowa przecina 
parabolę, to mieć będziemy parę stycznych do tej krzywej, wychodzących 
z punktu P'. Otrzymamy równanie tej pary stycznych ze wzoru (9) art. 93, 
wykonawszy w nim powyżej wskazane podstawienia, a mianowicie 

(12) _ 2px) Cŷ  _ 2px') - [yij —p(x + 

Jeżeli punkt (x\ y') leży na paraboli (10), wtedy y''^—2px' ~ O, a równanie 
(12) zamienia się na 
(13) yy'=p(x + x') 

i przedstawia styczną do paraboli (10) w punkcie (x', y'). 
Aby otrzymać równanie stycznej o kierunku danym 

y = mx + p, 

należy w równaniu (10) za y podstawić mx p i wyznaczyć p z warunku, 
aby oba pierwiastki tego nowego równania, t. j. równania 

p 
były sobie równe, czyli, aby — (m^ — p ) " ^ s k ą d wypada — 

llównanie więc stycznej żądanej jest 

(15) 

a zatym: do paraboli, można poproicachić tylko jeclnę styczną o danym Tiierimhu. 

Nakoniec, ponieważ, według (13), ^ jest spółczynnikiem kierunkowym 

stycznej do paraboli (10) w punkcie (x\ y^), więc, wrazie układu prostokątne-
go, t. j. gdy równanie (10) jest odniesione do osi głównej paraboli i do sty-
cznej w jej wierzchołku głównym, równanie normalnej do paraboli (10) 
w punkcie (x\ y') jest 
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— = — czyli 

(15) 
Jeżeli w równaniu (15) będziemy uważali spółrzędne x i ^ jako dane, a spół-
rzędne x', y' jako liczby zmienne, to ono przedstawia pewną parabolę, mającą 
oś główną równoległą do osi głównej paraboli (10). Te dwie parabole prze-
tną się w punktach, będących spodkami normalnych, które można z punktu 

y) wyprowadzić do paraboli (10). 

Ć W I C Z E N I A . 

(87). Z punktu P na elipsie poprowadźmy proste PA i PA' do końców A 
i A' osi wielkiej, a w punktach A i A' wystawmy prostopadłe do PA i PA': okazać, 
że miejscem punktu przecięcia się tych prostopadłych jest inna elipsa i znaleśó osi 
tej elipsy. 

(88). Linija prosta o długości a - \ -h porusza się tak, że jej końce leżą zawsze 
na osiach spólrzędnych: okazać, że punkt tej prostej, oddalony od jej końców odpo' 
wiedńio na o, i i , opisuje elipsę. 

(89). OD i OE są, połowami dwu średnic sprzężonych elipsy i dane są spół-
rzędne punktu D (x\ znaleść rówanie prostej DE. 

(90). Proste, wyprowadzone z punktu na elipsie do końców jakiejkolwiek 
średnicy, przecinają średnicę sprzężoną OE w punktach M i N: okazać, że 
OM.ON = OE^ 

(91). OD i OE są połowami dwu średnic sprzężonych elipsy ADBEA'; poprowa-
dźmy cięciwy BD i BE, tudzież cięciwy AE i A'D przecinające się w G: okazać, że 
czworobok BEGD jest równoległobokiem. 

(92). Znaleść miejsce wierzchołków równoległoboku, zbudowanego na średni-
cach sprzężonych elipsy, 

(93). Znaleść miejsce spodka prostopadłej, spuszczonej ze środka elipsy na 
proste do niej styczne. 

(94). Wyznaczyć kąt (p między dwiema stycznymi do elipsy, które można 
wyprowadzić z punktu (z', \J). 

(95). Znaleść miejsce punktu, z którego wyprowadzone dwie styczne do eli-
psy są do siebie prostopadłe. 

(96). TP i TQ są dwiema stycznymi do elipsy w punktach P i Q, a OP' i 0Q' 
dwoma promieniami wyprowadzonymi ze środka równolegle do tych stycznych: oka-, 
zać, że prosta P'Q' jest równoległą do prostej PQ. 

(97). Na stycznych do elipsy odcinamy odcinki równe n razy wziętej połowie 
średnicy sprzężonej ze średnicą, przechodzącą przez punkt styczności: okazać, że 
miejscem punktu k o ń c o w e j tego odcinka jest elipsa spólśrodkowa, której połowami 
osi są 1 \ 
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(98). PQ jest jedną, z szeregu cięciw, czyniących kąt stały ze średnicą Al] 
kola: znaleść miejsce punktu pi-zecięcia się prostych AP i BQ. 

(99). Podstawa trójkąta jest równa 2a, różnica zaś między kątami przyległy-

mi podstawie jest równą —: znaleść miejsce wierzchołka tego trójkąta. 

(100). Okazać, że każda hiperbola równoboczna, opisana na trójkącie 
danym, ]irzechodzi przez punkt przecięcia się trzecli wysokości tego trójkąta. 

(101). Do hiperboli wyprowadzamy dwie styczne z punktu, leżącego na je-
dnej z gałęzi hiperboli sprzężonej: okazać, że cięciwa styczności jest styczną do dru-
giej gałęzi hiperboli sprzężonej. 

(102). Okazać, że stosunek wstaw kątów, które średnica hiperboli czyni 
z asymptotami, jest równy stosunkowi wstaw kątów, które z tymiż asymptotami czyni 
średnica, z tamtą sprzężona. 

(103). Weźmy pod uwagę dv,de hiperbole sprzężone, których asymptotami jest 
para średnic sprzężonych elipsy: okazać, że jeżeli jedna hiperbola dotyka elipsy, 
to i druga jej dotyka, tudzież, że średnice, przechodzące przez punkty styczności, są 
średnicami sprzężonymi. 

(104). Podzielić dany łuk kołowy AB na trzy części równe. 
(105). Znaleść miejsce punktu, z Ictórego można wypi-owadzić do paraboli 

//'̂  — "Ipz dwie normalne do siebie prostopadłe. 
(106). Cięciwa obraca eię około punktu (a, 0), danego na osi paraboli 

znaleść miejsce punktu przecięcia się normalnych do paraboli w punktach 
końcowych tej cięciwy. 

(107). W paraboli jest poprowadzony szereg cięciw równoległych: znaleść 
miejsce punktu, dzielącego każdą cięciwę na odcinki, których iloczyn jest stały. 

(108). Z punktu (a, P) są wyprowadzone dwie styczne do paraboli ?/- — 

„kazać, że dh.gość c,,dwy styczności jert _ , , 
m 

kąta utworzonego przez te styczne i cięciwę styczności — —^ 4ma)2 ̂  

(109). Okazać, że trójkąt, którego wierzchołki są punktami styczności trzech 
stycznych do paraboli, jest równoważny trójkątowi, utworzonemu przez te trzy 
styczne. 

(110). Znaleść miejsce punktu z warunku, aby suma kwadratów trzech nor-
malnych, które można z tego punktu wyprowadzić do paraboli, była stałą. 

(111). Okazać, że punkt przecięcia się hiperboli z prostą, wyprowadzoną 
z jednego jej wierzchołka i ograniczoną przez dwie proste, wyprowadzone z drugie-, 
go wierzchołka, równoległe do asymptot, dzieli tę prostą na równe części. 

(112). Znaleść kąt między asymptotami hiperboli xiji — hx̂  -f" c. 
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ROZDZIAŁ X. 

O OGNISKACH 1 KIEROWNICACH LINIJ KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO. 

OGNISKA ELIPSY I HIPERBOLI. 

140. Weźmy pod uwagę elipsę i hiperbolę odniesioną; do osi głównych. 
Równania tych krzywych są. 

(1) 

Z? a 

/ / '1 • 

0 A/ p J A T 

gdzie, jak zawsze, znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. 
Poprowadźmy przez punkt P o spółrzędnych i wzięty dowolnie na 

tych krzywych (fig. 34 i 35), styczną 
PT i normalną PN i oznaczmy przez 
T i N punkty, w których te dwie pro-
ste przecinają oś wielką AA' elipsy, 
a oś rzeczywistą AA' hiperboli. Czy-
niąc tożsamo dla każdego punktu elipsy 
i hiperboli, otrzymamy na osi AA' sze-
reg par punktów T, N. Mówimy, że 
te pary punktów tworzą inwolucyją 
liiperboliczną, t. j. taką inwolucyją, 
której punkty asymptotyczne są rze-
czywiste. 

Aby tego dowieść, wy-
znaczmy odcięte Xt i Xn pun-
któw T i N, w których sty-
czna PT i normalna PN do 
krzywej (1) w punkcie P 
przecina oś a?-ów. Kładąc 
w tym celu w równaniu sty-
cznej, 

D' 

Fig. 3-ł. 

Fig. 35. 
(2) —1 ą^ — — 
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i W równaniu normalnej, 

(3) . . ^ . . . 

^ = 0 i odpowiednio Xi lub Xn za x, otrzymamy 

Te dwa równania dają, Xi, 
(4) 
skąd widzimy, że istotnie pary punktów T, N tworzą inwolucyją i że środek 
O jest środkiem tej inwolucyi. A gdy nadto ^p 52 j^gt liczbą dodatną 
(bo w elipsie przyjmujemy a ^ h ) , więc ta inwolucyją jest hiperboliczną 
(art. 44). 

Punkty asymptotyczne inwolucyi par punktów T i N nazywamy ogni-
skami . Odetnijmy na osi AA', wielkiej w elipsie, a rzeczywistej w hiperboli, 
(5) 
natenczas punkty F i F' będą ogniskami. Odległość ognisk od środka ozna-
cza się pospolicie literą c; mamy więc 

(«) 
Stosunek zaś odległości ogniskowej do połowy osi wielkiej w elipsie a rzeczy-
wistej w hiperboli oznacza się zwykle literą e i nazywa się m i m o ś r o d e m . 
Jest więc 

(7) 

W elipsie mimośród jest mniejszy, a w hiperboli większy od jedności. Ogni-
ska obu krzywych leżą więc po ich stronie wklęsłej. 

141. Połączymy punkt P z ogniskami F i F' i połóżmy F P = : r , 
F 'P ' z= / . Wtedy mamy 

gdyż spółrzędne ognisk F i F' są odpowiednio (ae, 0) i (—ae, 0). Atoli, gdy 
punkt P leży na krzywej (1), a więc 

to, wstawiwszy tę wartość, otrzymamy 

lub, uwzględniając, że = 

http://rcin.org.pl



1 5 6 GIEOMKTRYJA ANA.LITYCZNA PŁASKA. 

Stąd wypada, dla a?' > O 

(8) 
a dla x'CO 

(9) 
gdzie znaki wyższe odnoszą się do elipsy, a niższe do hiperboli. Tak wyra-
żone promienie wodzące r i r' są dodatne, albowiem w elipsie jest e c l , 
a w hiperboli e>»l, i nadto wartość bezwzględna x' jest w elipsie mniejszą 
od a, a w hiperboli większą od a. 

Ze wzorów (8) i (9) widzimy jeszcze, że odległości punktu bieżącego na 
elipsie lub hiperboli od ognisk tych krzywych są funkcyjami w y m i e r n y m i 
spółrzędnych tego punktu. Tę własność przyjmują niekiedy za określenie 
ognisk. 

Ze wzorów (8), jak również ze wzorów (9), wypada dla elipsy — 2a, 
a dla hiperboli db (>•' — r) = 2a. A zatym: 

W elipsie suma, a w JiiperhoU różnica odległości punldu bieżącego na łych 
krzy icych od ich ognisk jest stałą i róicną osi icielkiej w elipsie, a osi rzeczyicistej 
•w hiperboli. Tę własność przyjmuje się niekiedy za określenie elipsy i hi-
perboli. 

142. Z figur 34 i 35 widoczna, źe 

gdzie znowu znak wyższy odnosi się do elipsy, a niższy do hiperboli. Wsta-
wiając w te równania wartości za F '0, OF, ON i uwzględniając związki (8) 
i (9), otrzymujemy 

skąd wypada 

t. j. że 'W elipsie i hiperboli normalna i styczna są diousiecznymi divu kątów speł-
niających się, utworzonych przez promienie icodzące, tvyproivadzone z obu ognisk do 
punktu styczności. 

Spiiśćmy jeszcze z ognisk F i F' prostopadłe F H i F'H' na styczną PT 
i przedłużmy te prostopadłe aż do przecięcia się z promieniami wodzącymi 
F 'P i F P w punktach G i G'. Z wyrażenia na odległość prostopadłą punktu 
od prostej wypada 

a zatym 
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t. j. W elipsie i hiperhoU prostokąt, wystawiony na odległościach prostopadłych 
ognisk od stycznej, jest stale równotcasny kwadratoid połoicy osi małej w elipsie, 
a połowie osi urojonlj lu hiperboli. 

Nadto, ponieważ F'G = FG'=r2a, gdyż P G = P F , a PG' —PF', 

więc O H = r i F ' G = a i OH' = i F G ' = a, t. j . spodek prostopadłej z którego-
A A 

kolwiek ogniska na styczną do elipsy lub do hij}erboli leży na okręgu koła spółśrod-
koivego o promieniu a. 

143. Na powyższych własnościach elipsy i hiperboli opierają się spo-
soby kreślenia stycznych do tych krzywych, gdy ich ogniska są dane. 

Jeżeli punkt styczności P jest dany, wtedy dwusieczna kąta F 'PF jest 
normalną w elipsie, a styczną w hiperboli. 

Jeżeli jest dany kierunek stycznej, natenczas z ogniska F wyprowadza-
my prostą, prostopadłą do tego kierunku, a z ogniska F' kreślimy koło pro-
mieniem które tę prostą przecina w punktach G^ i G .̂ W środkach H, 
i Ha odcinków FGi i FGj wystawiamy prostopadłe do GjGa; te dwie pro-
stopadłe są stycznymi o kierunku danym. 

Jeżeli nakoniec mamy wyprowadzić styczne z punktu P, leżącego zê  
Wnątrz, t. j. po stronie wypukłej linii krzywej, wówczas kreślimy dwa koła: 
jedno z punktu P promieniem PF, a drugie z ogniska F' promieniem 2a. 
Te dwa koła przecinają się w punktach Gj i Go. Proste PHi i PH^, łączące 
punkt P ze środkiem Hi i H^ odcinków FGi i FGg, są żądanymi dwiema 
stycznymi. 

OGNISKO TARABOLI . 

144. Parabolę, przedstawioną pt-zez równanie 

(1) 
można uważać za granicę, do której dąży hiperbola (2) gdy jej osi rosną do 

b"^ . . . 
nieskończoności w ten sposób, że parametr ^ = — pozostaje niezmiennym 

(X 

(art. 131). Stąd wprost wypada, że parabola posiada tylko jedno ognisko F, 
leżące na osi w odległości skończonej od wierzchołka A. W hiperboli jest 

Ta wartość, dla a oo, zamienia się na 

(2) 

A zatym: odległość ogniska 2mraholi od uńerzcliołka jest róinid połowie para-
metru p. 
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r2 

PiK. 3C. 

Połączmy punkt P fa;', y') na paraboli (fig. 36) z ogniskiem F i ozna-
czmy F P = r. Mamy 

lub, gdy — 

Stąd wypada 

(3) r = 

A zatym i w paraboli odległość punktu 
bieżącego na krzywej od ogniska jest fun-
kcyją w y m i e r n ą spółrzędnych tego 
punktu. 

Ponieważ drugie ognisko paraboli leży na osi w odległości nieskończe-
nie wielkiej od wierzchołka, więc na mocy własności hiperboli powyżej do-
wiedzionej, styczna P T i normalna P N do paraMU są dunisiecznymi kątów, które 
promień imdzący F P , wyprowadzony z ogniska F do punktu styczności P, czyni 
z prostcf, równoległej do osi, p>'>'secliodzącą przez punkt P . Jeżeli więc z punktu 
F spuścimy prostopadłą F H na styczną i tę prostopadłą przedłużymy aż do 
przecięcia się w punkcie Gr z prostą do osi równoległą, a przez P przecho-
dzącą, to F P = G P . 

Podstawmy w równaniu stycznej do paraboli (1), 

yy' + 
y=zO; otrzymamy cc = AT — — a;'. Jest zatym 

TF = TA +AF=:a ; ' + | , A 
co porównywając ze wzorem (3), mamy TF=;:FP, t. j. trójkąt TFP jest ró-
wnoramienny. Gdy nadto prosta FH jest i^rostopadłą do PT, do TH = HG 
t, j. punkt H leży na osi 2/-ów. A zatym: spodeh prostopadłej, spuszczonej 
z ogniska na styczną do paraboli, lezy na stycznej wierzchołku tejże krzywej. 

Na tych własnościach opiera się kreślenie stycznych do paraboli, gdy 
ognisko jest dane, które łatwo wywieść można z tego, cośmy mówili o kreśle-
niu stycznych do elipsy i hiperboli. 

1 4 5 . 

L I N I J E K R Z Y W E STOPNIA 2-GO SrOŁOGKISKOWE. 

Równanie 

(1) 
X 
X2 + X2 — C2 1, 

W którym X jest liczbą dodatłią nieoznaczonąj przedstawia szereg linij krzy-
wych stopnia 2-go spółśrodkowych i spółogniskowych. Każdej z wartości na 
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-odpowiada inna krzywa. Równanie (1) dla przedstawia elipsę, 
a dla A-̂ Cc^ hiperbolę; c jest odległością ognisk spólnycli od środka. Jeżeli 
w pierwszym przypadku wciąż maleje, dążąc do granicy c?̂  to elipsa (1) 
coraz się więcej spłaszcza, a w granicy, kiedy V- ĉ , zamienia się na prO' 
stą, łączącą oba punkty ogniskowe. Jeżeli zaś w przypadku drugim wciąż 
rośnie, dążąc do granicy ĉ , to hiperbola (1) coraz się więcej spłaszcza, 
a w granicy, kiedy zamienia się na dwie proste, które, wychodząc 
z punktów ogniskowych, rosciągają się w dwu kierunkach przeciwnych na 
osi a:-ów do nieskończoności. 

Łatwo możemy dowieść dwu następujących twierdzeń: 
Brzez Tcażdy pimU płaszczyzny przeclioclzą dwie Tcrzyice spólśrodJcoice i spół-

ogniskowe, z których jedna jest elipsy a. druga hiperbolą. Jakoż, uważając w ró-
wnaniu (1) x' i y' jako spółrzędne punktu danego i znosząc w nim miano-
wniki, mamy na wyznaczenie X równanie kwadratowe względem 

_ _ (12 _ _ X2y'2 — 0. 

Strona lewa tego równania dla >.2 — 00 jest dodatną, dla X2 = c2 ujemną, 
a dla X2~0 znowu dodatną. Jeden więc pierwiastek tego równania leży 
między 00 i a drugi między ĉ  i 0. Oznaczmy pierwszy przez li^, a drugi 
przez X2̂ . Natenczas równania 

(2) { 2 2 
^ + — 

przedstawiają dwie linije spółśrodkowe i spółogniskowe, przechodzące przez 
ten sam punkt y') płaszczyzny. Tu, jak widzieliśmy, X,2;;>c2, a 
pierwsze więc równanie przedstawia elipsę, a drugie hiperbolę: 

Dicie linije spółśrodkowe i si^ółogniskoice, przechodzcj.ce inzez ten sam punkt, 
przecinają, się tv tym punkcie pod kątem prostym. Albowiem w tym punkcie 
normalna do jednej z tych krzywych jest styczną do drugiej (art. 142). 

Ilości X,, X2 zowią się s p ó ł r z ę d n y m i e l i p t y c z n y m i punktu prze-
cięcia się linij (2). Okażemy następnie, że te linije przecinają się w czterech 
punktach, leżących symetrycznie względem osi rc-ów i y-(m. Ograniczając się 
teraz do punktu zawartego między dodatnymi kierunkami osi, znajdziemy, 
rozwiązując równania (2) względem x i 

(3) . = c c 

Zapomocą wzorów (3) można ptzejśc od spółrzędnych prostokątnych do 
spółrzędnych eliptycznych. Użycie spółrzędnych eliptycznych prowadzi nie-
kiedy do znacznych uproszczeń w rachunku. 
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R Ó W N A N I A L I N I J KRZYWYCH S T O P N I A 2-GO W E SPÓŁRŻĘDNYCH 

BIEGUNOWYCH. 

14G. Aby otrzymać równania linij krzywych stopnia 2-go we spółrzę^ 
dnych biegunowych (równania wielkiej użyteczno-
ści w różnych badaniacli)^ przyjmiemy ognisko za 
biegun, a kierunek osi, zwrócony ku bliższemu 
wierzchołkowi, za oś biegunową. Weźmy pod 
uwagę naprzód parabolę. Kładąc (fig. 37) = 

mamy 

Fig. 37. 
skąd wypada równanie 

będące właśnie żądanym równaniem biegunowym paraboli. — Dla 6 = wy-
A 

pada r=p; a zatym parametr p paraboli jest połową cięciwy, przechodzą-^ 
cej przez ognisko i prostopadłej do osi. Cała cięciWa 2p zowie się b o k i e m 
p r o s t y m (latus rectum) paraboli. 

W elipsie, biorąc (fig. 38) ognisko F' 
za biegun, a kierunek FA' za oś biegu-
nową, i kładąc 

mieć będziemy 

skąd wypada 

Fig. 3?. 

lub, z liwagi, że 

Fig. 39. 

Parametr p elipsy ma ta-
kież samo znaczenie, jak pa-
rametr paraboli. 

Nakoniec, w hiperboli, 
biorąc (fig. 39) ognisko F 
za biegun, a kierunek FA 
za oś biegunową, i kładąc 
dla punktu P na gałęzi, do 
której należy wierzchołek A, 

, mieć będziemy 
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skąd wypada 

lub, z uwagi, źe 

(1) 

I tutaj parametr p ma toż samo znaczenie, co w paraboli. — Dla punktu 
P' leżącego na drugiej gałęzi hiperboli, do której należy wierzchołek A', 
mamy a;' = OM' < O, skutkiem czego 

skąd wypada 

Zauważymy tu jednak, że jeżeli w (1) za 6 podstawimy 7t + 6, to w przy-
padku, gdy przedłużenie promienia wodzącego o kierunku 8 przecina tę dru-
gą gałąź hiperboli, otrzymamy 

albo 

a więc, jeżeli we wzorze (1) nadajemy na 6 wartości, nie odpowiadające 
punktom gałęzi hiperboli, do której należy wierzchołek A (t. j. wyznaczające 
punkty, leżące wewnątrz kąta, utworzonego w biegunie przez równoległe do 
asymptot), to wtedy punkty P', leżące na wstecznym przedłużeniu promieni 
FP, tak, iż FP'i=:FP,, są punktami drugiej gałęzi hiperboli, t. j. gałęzi, do 
której należy wierchołek A'. Jeżeli więc umówimy się, ażeby we wzorze (l), 
wrazie, gdy wartość na r, odpowiadająca pewnej wartości 6, wyznacza punkt 
zawarty wewnątrz kąta utworzonego w biegunie przez równoległe do asym-
ptot, brać zamiast niego punkt, leżący na wstecznym przedłużeniu promienia 
wodzącego w takiej samej od ogniska odległości, to obie gałęzi hiperboli 
możemy przedstawić zapomocą jednego równania (1). 

Widzimy więc, że wogóle: jeżeli przyjmiemy ognisko krzywej stopnia 2-go 
za biegun, a kierunek osi ku wierzchołkowi bliższemu za oś biegunową, to te krzywe 
przedstawia równanie 

(2) 
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a mianowicie: elipsę, parabolę, liib hiperbolę, ivedlug tego, czy mimośród e jest 
mniejszy, równy, liib tui^Tcśzy od jedności. 

KIEROWNICE L I N I J KRZYWYCH RZĘDU 2-GO. 

147. Biegunową ogniska nazywamy k i e rownicą . 
Elipsa i hiperbola posiadają po dwie kierownice, z których jedna nale-

ży do jednego, a druga do drugiego ogniska, parabola zaś posiada tylko jednę 
kierowłiicę. Podstawmy w równaniach biegunowej punktu (x\ y') względem 
elipsy i hiperboli (1) art. ]40, tudzież względem paraboli (1) art. 144, y' — O, 
ti za, cć' odciętą ognisk: odpowiednio ± c lub —. Otrzymamy dla elipsy i hi-
perboli 

(l) 

a dla paraboli 

(2) 

£C = ir: — } 

2 

A więc wogóle: hieroivnice są prostopadle do osi, przechodzącej przez ogniska, 
a hrzywa jest iczględem nich icypiihła. Pierwsza część tego twierdzenia jest 
przypadkiem szczególnym własności biegunowej, według której kierunek 
biegunowej jest sprzężony z kierunkiem średnicy, iirzechodzącą jirzez biegun. 

148. Niech DE będzie kierownicą należącą do ogniska F (fig. 40). 
Połączmy punkt P (x'f y') na krzywej z ogniskiem F i spuśćmy z z tego pun-

ktu prostopadłą PE na kierownicę. 
Dla elipsy i hiperboli mamy (art. 141) 
F P = d = ( ' a — a że 

, F P przeto PE 
Dla paraboli (e — l) zaś jest (art. 144) 

skąd 

iż ogólnie 
Fig. 40. 

F P wypada = Stąd więc wynika, 

YP 
PE = e. 

Zatym: linija krzywa stopnia 2-go jest miejscem gieometrycznym punktu, porusza^ 
jącego się na płaszczyźnie tak, iż stosunek jego odległości od punktu stałego do odle-
głości od prostej stałej pozostaje niezmiennym, i jest elipsą, parabolą, lub hiperbolą, 
iccdłiig tego, czy ten stosunek jest niniejszy, róiimy, lub większy od jedności. 
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Jeżeli a i p są spółrzędnymi punktu stałego (ogniska), & lx Ą- my + h 
jest równaniem prostej stałej (kierownicy), to równanie 

(3) (X - a)2 + — + my + h)'^ 

wyraża tę własność linij krzywych stopnia 2-go. 
Przy poszukiwaniu ognisk i kierownic linij krzywych stopnia 2-go zwy-

kle punktem wyjścia jest równanie (3). 
149. Ponieważ kierownica DE jest biegunową ogniska F, więc na--

wzajem, biegunowa QQ' punktu K na kierownicy DE przechodzi przez ogni-
sko F. Ta biegunowa jest prostopadłą do prostej FK. Jakoż, spółczynnik 
kierunkowy biegunowej punktu K, leżącego na kierownicy, jest w elipsie 

12 . w 
i hiperboli , a paraboli gdyż spółrzędne punktu K, wskutek (1) 

i (2), są — d l a elipsy i hiperboli, a ^ — y ^ dla paraboli. Spół-

(16 ?/' li czynnik zaś kierunkowy prostej FK jest dla elipsy i hiperboli, 

dla paraboli. Iloczyny tych spółczynników kierunkowych są równe —1, 
a więc proste QQ' i FK są do siebie prostopadłe. A zatym: hiegunotca pun-
ktu na Merownicy przechodzi przez ognisko, nalezq,ce do tej hieroionicy, i jest prosto-
padła do prostej, łączącej ten punkt z ogniskiem. 

Wyprowadźmy z punktu K sieczną, która przecina krzywą w punktach 
P i P'; połączmy te punkty z ogniskiem F i spuśćmy z nich prostopadłe PE 
i P'E' na kierownicę DE. Mamy wtedy 

. PE _ F P 
P'E' P'K ^ F E ' ~ FP' 

skąd wypada 
PK _ F P 
F K "" FP' ' 

t. j. FK jest dwusieczną jednego z dwu kątów spełniających się, zawartych 
między promieniami wodzącymi F P i FP'. Dwusieczną drugiego z tych ką-
tów jest biegunowa QQ' punktu K. Promienie FP i FP' są więc parą pro-
mieni harmonicznie sprzężoną z parą promieni FK i FQ. A zatym: jeżeli 
pary punktótc P i P', w których sieczne, tvyproivadzone z punktu K na kierowni-
cy, przecinają krzywą stopnia 2-go, połączymy prostymi z ogniskiem^ F , do tej kiero-
wnicy należącym, to otrzymamy pęk par promieni F P , FP ' , tworzących inwolucyją; 
promieniami asymptotycznymi tej inwolucyi są prosta'ElLihiegunoiva Yi^pimktii K. 

150. Styczne do linii krzywej w punktach P i P' (fig. 40) przecinają się 
w punkcie T na biegunowej QQ' punktu K. Połączmy punkty T, P i P' i z dru-
gim ogniskiem linii krzywej (w paraboli zastąpmy te proste równoległymi do 
osi) i na F'P i F F odłóżmy P G ' = F P i P 'G'=:F'P ' (w elipsie na przedłuże-
niach, a w hiperboli i paraboli w kierunku przeciwnym); wtedy F'G=:FG'— 
TG — TF, TG' = TF', a przeto Z ^^TF' = Z FTG'. Gdy zaś 
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^ ^ ^ więc także ^ _ 
czyli = a przeto i połowy tych kątów są sobie równe, t . j . 

A zatym: to elipsie i hiperboli styczne, wychodzące z jednego 
punMu, tworzą z promieniami ivodzącymi, tcyprowadzonymi z ognisk do tego punMu, 
kąty równe. W paraboli należy jeden z tych promieni wodzących zastąpić 
prostą, równoległą do osi. 

INNE OKREŚLENIE OGNISK. 

l5l . Podamy określenie ogólniejsze ognisk linij krzywych stopnia 
2-go, dające się rosciągnąć na krzyAve algiebraiczne jakiegokolwiek rzędu 
i klasy. Za punkt wyjścia posłuży nam równanie (3) art. 148, t. j. 

(1) _ 
Ażeby przedstawić znaczenie tego równania, weźmy pod uwagę cztery proste 
(fig. 41), tworzące czworobok, których równania niech będą 

stopnia 2-go względem spółrzędnych x i y> 
przedstawia pewną krzywą stopnia 2-go, która 
widocznie przechodzi przez cztery wierzchołki 
DjDa, D2D3, D3D4 i D4D, czworoboku, albo-
wiem wartości na. x i y, które jednocześnie czy-
nią zadość dwu równaniom Di = O i Dj = O, 
lub D2 = 0 i Da^O, lubteż Dg^O i D^^O, 

lub nakoniec D4 = O i D, = O, uczynią także zadość równaniu (2). Przy-
puśćmy, że proste Da i D4 wciąż się do siebie zbliżają. Wtedy również wierz-
chołki DjDa i D1D4 i wierzchołki D3D2 i D3D4 coraz się więcej do siebie 
zbliżają. W granicy zatym, kiedy proste D2 i D^ razem się ze sobą zejdą, 
również się razem ze sobą zejdą tak wierzchołki D,D2 i DiD^, jak i wierz-
chołki D a D a i D 3 D 4 . Stąd wypada, że równanie kształtu 

(3) 
na które wtedy przechodzi równanie (14), przedstawia krzywą stopnia 2-go, 
mającą proste D, i D3 za styczne, a prostą D (w której razem się ze sobą 
zeszły proste D,, D4) za odpowiednią cięciwę styczności. — Porównywając 
więc równanie (3) z równaniem (1), widzimy, że proste 

(4) 
są stycznymi do linii krzywej stopnia 2-go, a prosta 

(5) 
jest odpowiednią cięciwą styczności. 
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Proste urojone (4) przechodzą obie przez ognisko (a, p) linii krzywej 
stopnia 2-go i są równoległe do asymptot kół (art. 109), czyli przechodzą: 
jedna przez jeden, a druga przez drugi z dwu punktów kołowych urojonych 
(w nieskończoności). Na podstawie tego możemy ognisko tak określić: ogni-
skiem linii hrzyioej nazyicamy pimU F, iv którym przecinają się divie styczne do tej 
krzywej, toyproicadzone z punktóio kołowych urojonych K,, K2. 

Do linii krzywej stopnia 2-go można z każdego punktu, a więc i z pun-
któw K, i K3, wyprowadzić dwie styczne. Dwie styczne z K, przecinają 
się z dwiema stycznymi z K j w czterech punktach; a zatym linije krzywe sto-
pnia 2-go posiadają cztery ogniska. Z tych ognisk dwa są zawsze rzeczywi-
ste, a dwa urojone. Albowiem kierunki, w których leżą punkty K j i Ka, są 
urojone i sprzężone, więc i styczne z K, będą sprzężone ze stycznymi z K2. 
A mianowicie, jeżeli D , - f D a K — l ^ O i Da + D ^ J / ^ ^ —o są równa-
niami stycznych z K,, to równania stycznych z K2 będą kształtu 
T>I—I>2\/ — 1= 0 i D3 — Di | / — 1 = 0. A zatym tylko przecięcia się dwu 
par stycznych 

D. = D. - D a J / ^ ^ O i Da + D^K^n : , 
dadzą ogniska rzeczywiste, gdy tymczasem przecięcia się pozostałych dwu par 

D , D 3 - D J / = I = 0 i + D , - D 2 K ^ = 0 
dadzą ogniska urojone ze sobą sprzężone. 

Wiadomo, że parabola ma asymptotę w nieskończoności, czyli jest sty-
czną do prostej w nieskończoności, a więc, z uwagi, że proste w nieskończono-
ści można uważać jako razem się z sobą schodzące, jest styczną do prostej 
KiKj. Dlategoteż punkt styczności w nieskończoności jest jednym z ognisk 
rzeczywistych paraboli (jako przecięcie się jednej stycznej z K, z jedną sty-
czną sprzężoną z K3). Co się zaś tyczy dwu ognisk urojonych paraboli, to 
są nimi same punkty Ki i Kg. Parabola posiada zatym w odległości skoń-
czonej jedno tylko ognisko rzeczywiste. 

152. Wychodząc z tego określenia, wynajdziemy spółrzędne ognisk 
dla trzech krzywych stopnia 2-go, danych przez równania 

.y-
72 = 1 i y'^=z2px. 

^V tym celu przekształcimy naprzód te równania przez wprowadzenie spół-
rzędnych linii prostej na miejsce spółrzędnych punktu. Z równania stycznej 
w punkcie (x', y') wypadają na spółrzędne stycznej do elipsy i hiperboli 
wartości: 

a na spółrzędne stycznej do paraboli wartości: 

u = — skąd = — 
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AYstawiając te wartości za a;' i ij odpowiednio w równania — ± -p- = 1 

i — otrzymujemy 

(6) uhi-^hH"- — ! i = 

jako równania elipsy, hiperboli i paraboli we spółrzędnycli linii 2)rostej. We-
dług określenia ognisk, danego w artykule poprzedzającym, prosta 

jest styczną do krzywej stopnia 2-go, jeżeli a i [3 są spółrzędnymi ogniska tej 
krzywej. Spółrzędne tej stycznej są 

a + p K - l ' a + p K - r 
AVskutek podstawienia tych wartości w równania elipsy i hiperboli (6), 

otrzymujemy 

â  ip _ (a + p = a'̂  — p- + 2ap 
i 

równanie, które się roskłada na dwa następujące: 

ap = 0 i a-' ——a^zpZ;'-^. 

Pierwszemu uczynimy zadość, kładąc albo a = 0, albo (3 = 0. Z równania dru-
giego, dla p—O, wypada a — ± [ / a'̂  zp a dla a O, p = ± J/ a^ [/̂  — 1. 
AVidzimy więc, źe elipsa i hiperbola posiadają dwa ogniska rzeczywiste i dwa 
ogniska urojone, i że pierwsze leżą na osi wielkiej w elipsie, a rzeczywistej 
w hiperboli. Znaleźliśmy zarazem na odległość ogniskową, tę samę wartość, 
co w art. 140. 

Podstawmy taksamo wartości (7) za u \ v w równanie (6) paraboli; 
otrzymamy wtedy na wyznaczenie a i p równanie 

skąd wypada 

Ognisko więc rzeczywiste paraboli leży na osi głównej, w odległości ^ od 
wierzchołka, jak to znaleźliśmy w art. 144. 

ZASTOSOWANIA METODY BIEGUNOWYCH WZAJEMNYCH. 

153. Znajomość ognisk i kierownic linij krzywych stopnia 2-go do-
zwala nam rozwinąć szczegółowiej metodę biegunowych wzajemnych, której 
zarys podaliśmy w artykule 103, 
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Dwie krzywe S i S nazwaliśmy krzywymi biegunowo wzajemnymi 
względem kierownicy stopnia 2-go K, jeżeli każdej stycznej PT do S odpo-
wiada pewien punkt p na krzywej który jest biegunem tej stycznej wzglę-
dem K, i jeżeli, nawzajem, punktowi styczności P stycznej PT do S odpo-
Aviada, jako jego biegunowa względem K, styczna pt do ^ w punkcie Za 
kierownicę K można wziąć jakąkolwiek krzywą stopnia 2-go; wszakże naj-
prościej użyć w tym celu kola. 

Weźmy więc za kierownicę koło o promieniu li, mające środek w po-
czątku spólrzędnycli prostokątnych, 

(1) = 

Równanie biegunowej jakiegokohviek punktu Y(x\ ij) względem tego koła, 

(a) + UU' = 
pokazuje, że ta biegunowa jest prostopadłą do prostej y = t. j. do pro-

stej, łączącej punkt P' ze środkiem. Nadto z własności harmonicznych bie-
guna i biegunowej wypada, że iloczyn odległości punktu i jego biegunowej 
od środka koła jest równy kwadratowi jego promienia (art. 42). 

AViedząc to, można związek między dwiema krzywymi biegunowo wza-
jemnymi tak wysłowić: jeżeli z jninktu danego O (fig. 42) spuścimy prostopadli 
OT na styczna T P do hrżywej S iv piinlccie P i przedłużymy tę prostopadłą do 
takiego xmnktu p, aby iloczyn OT . Oi> hyl równy liczbie stałej (k"^), to jako miej-
sce gieometrycznc punktu p otrzymujemy krzywcf, iL, biegunowo ivzajemna z krzywa 
S względem kola (o promieniu k), mającego środek iv punkcie O. 

Tak określając krzywą 
biegunowo wzajemną, może-
my opuszczać wzgląd na 
koło-kierownice, a mówić, 
przez skrócenie, o krzy-
wych b i e g u n o w o w z a-
jemnycl i wzg lędem po-
c z ą t k u O. Według tego 
określenia, każdemu pun-
ktowi na jednej z dwu 
krzywych biegunowo wzaje-
mnych S i ^ odpowiada pe-
wna ściśle wyznaczona sty-
czna do drugiej z tych krzy-
wych, i, wogólności, każde-
mu punktowi, zajmującemu względem jednej z tych krzywych położenie 
w pewien sposób określone, odpowiada ściśle wyznaczona prosta, zajmująca 
względem drugiej krzywej położenie w odpowiedni sposób określone. 
Wszczególności zaś: 
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a. Kąt między dwiema prostymi TQ i T'Q (zajmującymi względem krzy-
wej S położenie w pewien sposób określone, np. między stycznymi do S w P 
i P'), jest równy kątowi między prostymi Op i Op\ wyprowadzonymi z po-
czątku O do biegunów tamtych dwu prostych (punktów odpowiednich na 
krzywej S), p i i?'; albowiem prosta Oj? jest prostopadła do TQ, a Op' do T'Q. 

b. Odległość punktu P (mającego położenie określone względem krzywej 
S, np. punktu na S) od początku O jest równa odwrotności odległości po-
czątku O od biegunowej pt tego punktu (stycznej do X p)^ pomnożonej 
przez liczbę stałą, wyznaczającą związek między S i S (t. j. przez kwadrat 
promienia koła-kierownicy). 

154. Jeżeli z dwu punktów P ' i P" spuścimy prostopadłe P'Q' i P"Q" od-
powiednio na biegunowe punJctóio P" i P ' lozgl^dem Tcoła-hieroicnictj (1) to 
OP' OP" = — Aby tego dowieść, oznaczmy przez (x\ y') i (x" i y") spół-

rzędne punktów P' i P" i zauważmy, że ponieważ równania biegunowych tych 
punktów są 

xx' -\-yy' — = 0 i xx" Ą- yy" — ^̂  — o, zatym 

a gdy nadto 

.tra rra i P " 0 " = : 

—OP" i = więc 
OP" . P'Q' OP'. V"ą"=x'x" + y'y" - k"^, skąd 

0 F _ OP" 
P'Q' ~ P"Q"' 

Opierając się na twierdzeniu powyższym, łatwo można udowodnić na-
stępujące: 

IP Biegunowo lozajemna ko-
ła (wzglądem początku O) jest 
krzywą stopnia 2-go, mającą 
ognisko to początku, a Uegtmo-
tvą środka koła za kieroivnicę, 
odpowiednią, temu ognisku. Ta 
krzytca jest elipsą, parabolą, 
lub hiperbolą, według tego, czy 
początek leży icewnątrz koła, 
czy na obioodzie koła, czyteż 
zewnątrz koła. 

Jakoż, niech (fig. 43) 
DD' będzie biegunową śro-
dka C koła S względem po-

j-jĝ  43̂  czątku O; a i? biegunem sty-
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cznej PT do koła S w punkcie P. Stosując twierdzenie pomocnicze, dopie-
roco dowiedzione, do pary punktów p \ G i do ich biegunowych PT i DD', 

mamy ^ ^ = ^ ^ . Gdy zaś OC i CP oznaczają długości stałe, zatym wi-

0 « , 
doczna, źe stosunek ^ ^ między odległościami punktu p, leżącego na bie-
gunowo wzajemnej S z kołem S, od początku O i od prostej DD' jest stały. 
Ta biegunowo wzajemna jest więc krzywą stopnia 2-go, mającą początek O 
za ognisko, a biegunową DD' środka C koła S za odpowiednią kierownicę. 
Ponieważ nadto ten stosunek jest mniejszy, równy, lub większy od 1, według 
tego, czy OCcCCP, czy OC=:CP, czyteż O C > C P , przeto biegunowo wza-
jemna S jest elipsą, parabolą, lub hiperbolą, według tego, czy początek O 
leży wewnątrz koła S, czy na obwodzie tego koła, czyteż zewnątrz niego. 

Tożsamo wynika z rozbioru równania biegunowo wzajemnej X z kołem S, 
któreto równanie otrzymać możemy w następujący sposób. Niech 0 0 bę-
dzie osią a;-ów układu prostokątnego spółrzędnych; kładąc 0 0 = a, OP = r, 
mieć będziemy 
(3) = 

jako równanie koła S, jako zaś równanie stycznej PT do tego koła w punkcie 
P o spółrzędnych (x\ 

(4) (x' — a) £C -f = a — a) r^. 

Oznaczmy przez Yj) spółrzędne punktu i?, bieguna stycznej PT. Równa-
nie biegunowej tego punktu względem początku O, t. j. względem koła (1), 

ix + riy 

i równanie (4) powinny przedstawiać tę samę prostą. Mamy zatym 

Z tych równań i równania (x' — a)^ + rugując x', y'i X, otrzymuje-
my — czyli równanie 

(5) (a2 - r2) 42 _ _ 2/c2ai 4- — O, 

które jest równaniem biegunowo wzajemnej S z kołem S. Ta krzywa jest 
oczywiście elipsą dla a? dr"^, parabolą dla — a hiperbolą dla 
Punkt O jest widocznie ogniskiem, a prosta a^ — O, t. j. biegunowa 
środka O koła S, kierownicą tej krzywej. 

155. Zapomocą twierdzenia poprzedzającego można z twierdzeń, od-
noszących się do koła, wyprowadzić twierdzenia, odnoszące się do innych 
krzywych stopnia 2-go, odpowiadające tamtym na mocy zasady dwoistości. 
Zastosujemy ten sposób do przekształcenia kilku twierdzeń odnoszących się 
do koła, wyrażających związki metryczne między kątami i odcinkami, przy-
czym będziemy korzystali z dwu podań końcowych art. 153. 
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a. »D\vie styczne koła tworzą kąty równe z cięciwą styczności^. Te-
mu twierdzeniu, znanemu z gieometryi elementarnej i dającemu się łatwo 
udowodnić analitycznie, odpowie następujące: 

Prosta, icypro^caclsona z ogniska krzyioej stopnia 2-go do piinMii przecięcia 
się dwu stycznych do tej krzy wej, jest dicusieczną kąta, utworzonego przez promienie 
wodzące, tvyproivadzone z ogniska do obu punktów styczności. Albowiem, kąt 
między styczną (fig. 42) TQ i cięciwą styczności PP' jest równy kątowi mię-
dzy prostymi Oj) i Oą, wyprowadzonymi z początku O do biegunów p i ą 
prostych TQ i P F . Równość = prowadzi zatym do ró-
wności /^pOq = Z_(LOp\ 

b. ^'Prosta, łącząca jakikolwiek punkt ze środkiem koła, jest prosto-
padłą do biegunowej tego punktu^. Odpowie temu twierdzenie: 

Prosta, łącząca ognisko z punktem przecięcia się jakiejkolwiek siecznej z od-
powiednią kieroicnicą, jest prostopadła do prostej, łączącej ognisko z hiegunem tlj 
siecznej. — Jeżeli sieczna jest styczną do krzywej, wtedy Uegunoiva punktu 
na kierownicy jest prostopadła do prostej, łączącej ten punkt z odpowiednim ogni-
skiem (udowodniliśmy to bespośredno w art. 149). 

c. ^Prosta, łącząca jakikolwiek punkt ze środkiem koła, jest dwusie-
czną kąta zawartego między stycznymi do koła, wyprowadzonymi z tego pun-
ktu«. Jako twierdzenie odpowiadające, mamy: 

Prosta, łączcica ognisko z punktem przecięcia się siecznej z kieroicnicą, jed 
dwusieczną kąta między promieniami wodzącymi, ivyp)rowadzonymi z ogniska do obi 
punktóic, to których ta sieczna przecina krzywą. 

d. Prosta, łącząca j)unkty końcowe dwu cięciAv koła do siebie proste-
padłycli, wyprowadzonych z jednego punktu na kole, przechodzi przez środet 
koła." Ponieważ biegunowo wzajemna koła względem punktu, z któreg) 
wychodzą cięciwy, jako punktu leżącego na kole, jest parabolą, więc wypc-
wiedzianemu twierdzeniu odpowie: 

Miejscem gieometrycznym punktu przecięcia się stycznych do paraboli, do sii-
l)ie prostopadłych, jest kierownica. 

e. ^Miejscem gieometrycznym wierzchołka trójkąta, którego podsta-
wa i kąt przy wierzchołku są dane, jest koło, przechodzące przez punkty koń-
cowe podstawy 

Jeżeli są dane kierunki dwu boków trójkajta i wielkości kąta, mającego wierz-
chołek w punkcie stałym, a ramiona skierowane ku punktom końcowym podstaw/ 
trójkąta, to obwiednią podstawy jest krzywą stopnia 2-go, do której stycznymi są obi 
te boki trójkąta, a której ogniskiem jest ó w punM stały. 

f. '̂Suma albo różnica (zależnie od tego, czy początek leży wewnątrz, 
czyteż zewnątrz koła) prostopadłych, spuszczonych z początku na parę sty-
cznych do koła, równoległych do siebie, jest stałą i równą średnicy koła«. 
Ponieważ dwu stycznym do koła S (fig. 43), równoległym do siebie, odpowia-
dają, jako bieguny, dwa punkty na prostej przechodzącej przez początek Q 
t. j. przez ognisko biegunowo wzajemnej S, zatym: 
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W elipsie suma, a w hiperboli różnica odicrotności odcinkóto cięciwy, przecho-
dzącej przez ognisko, jest stała. 

g. ^'Pole prostokąta, wystawionego na odcinkach każdej cięciwy koła, 
przechodzącej przez ten sam punkt (np. przez początek) jest stałe^^. 

I^ole prostokąta, tvi/stawionego na prostopadłych, spuszczonych z ogniska krzy-
ivej stopnia 2-go na dwie styczne równoległe, jest stałe. 

I t. d. 

Ć W I C Z E N I A . 

y ł 
(113). P jest punktem na elipsie - - — = 1, y rzędną tego punktu: oka-

a- h" 

zać, że t g A P A ' = 
aehj 

(114). Jeżeli wyprowadzimy j?kiekolwiek dwie proste równoległe, jidnę 
z ogniska F, a drugą z końca A osi wielkiej elipsy, i oznaczymy przez P i Q punkty, 
w których te proste przecinają oś małą, wówczas koło, mające środek w P i pro-
mień równy QA, albo jest stycznym do elipsy, albo leży zewnątrz elipsy. 

(115). Dowieść, że dwie elipsy, mające mimośrody równe, a osi wielkie ró-
wnolegle, mogą mieć tylko dwa spólne punkty; oraz okazać, że jeżeli trzy takie eli-
jisy przecinają się po dwie w punktach P i P', Q i Q', R i R', to trzy-proste PP', 

ER' przechodzą przez jeden punkt. 
(116). Znaleść miejsce środka kola wpisanego w trójkąt, utworzony przez 

oś wielką elipsy i promienie wodzące FP, F'P, wyprowadzone z obu ognisk do pun-
ktu bieżącego na elipsie. 

(117). Kwadrat, wystawiony na polowie średnicy elipsy lub hiperboli jest 
równoważny z prostokątem, wystawionym na promieniach wodzących, wyprowadzo-
nych z obu ognisk do punktu końcowego średnicy, z tamtą sprzężonej. 

(118). Odległość punktu na hiperboli równobocznej od środka jest średnią 
gieometryczną odległości tegoż punktu od obu ognisk. 

(119). Jeżeli T jest punktem przecięcia się dwu stycznych w P i P' do pa-
TP^ TP'^ raboli, a F jej ogniskiem, to okazać, że — • 
FP FP 

(120). Okazać, że prostopadła spuszczona z ogniska krzywej stopnia 2-go na 
jakąkolwiek cięciwę, średnica z tą cięciwą sprzężona, i kierownica do tego ogniska 
należąca, przecinają się w jednym punkcie. 

(121). Wierzchołek kąta danego obraca się około ogniska krzywej stopnia 
2-go; w punktach przecięcia się ramion kąta z krzywą kreślimy styczne do krzywej: 
znaleść miejsce przecięcia się tych stycznych. 

(122). Styczną do elipsy w punkcie P przedłużamy aż do przecięcia się 
w punktach Q i Q' ze stycznymi w wierzchołkach A i A': znaleść miejsce punktu 
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przecięcia się R promieni F'Q i FQ', tudzież punktu przecięcia się S promieni FQ 
1 F'Q', i okazać, że trzy punkty P, R, S leżą na jednej prostej. 

(123). Z punktu P(a, [3) spuszczamy prostopadłą na biegunową tego punktu 
y 2 

względem elipsy -f" ^ 1; ta prostopadła przecina oś małą w punkcie D, a bie-

gunowa przecina tę oś w punkcie E: okazać, że koło opisane na DE, jako ca średni-

cy, przechodzi przez ogniska elipsy. 
(123). Jeden wierzchołek rówcoległoboku opisanego na elipsie przebiega je-

dnę kierownicę: okazać, że wierzchołek przeciwległy przebiega wtedy drugą kiero-
wnicę, a dwa pozostałe wierzchołki jednocześnie opisują koło, nakreślone na osi 
wielkiej, jako na średnicy. 

(125). P jest punktem na hiperboli, P, punktem na hiperboli sprzężonej i ta-
kim, że OP i OPi są połowami średnic sprzężonych, a F i F, są ogniskami wewnę-
trznymi gałęzi odpowiednich hiperbol, na których te punkty leżą: okazać, że różni-
ca długości FP i F,P, jest równa różnicy długości AO i BO. 

(126). Dwie styczne do paraboli y ^ = 2 p x tworzą ką ta : okazać, że miej-
scem ich punktu przecięcia jest hiperbola, mająca to samo ognisko i tę samę kiero-
wnicę. 

(127). Dwie parabole mają spólne ognisko i spólną oś, a styczna do jednej 
przecina styczną do drugiej pod kątem prostym: znaleść miejsce punktu przecięcia 
się tych stycznych. 

(128). Miejscem bieguna prostej stałej względem szeregu krzywych stopnia 
2 go spółogniskowych jest prosta, do prostej stałej prostopadła. Jeżeli dana prosta 
dotyka jednej z tych krzywych, to miejscem jej bieguna jest normalna do tej krzy-
wej. Na mocy tego okazać, że styczne do krzywej stopnia 2-go w punktach prze-
cięcia się tejże krzywej ze styczną do krzywej spółogriskowej, przecinają się na nor-
malnej do tej ostatniej krzywej. 

V 
(129). Równanie biegunowe cięciwy, łączącej punkty krzywej r — -—; 

1 -(- ecoso 

odpowiadające wartościom G ^ a + P i 6 = a —p, jest - = (jcos6-f secpcos(Q - a). 

• • . J) (130). Równanie biegunowe stycznej do krzywej ^ w punkcie, 
1 + ecoso 

odpowiadającym wartości 6 = : a, jest — ecos6 Ą- cos(8 — a). 

(131). Róża wiatrów ora promieniach obraca się około swego środka, umie-
szczonego w ognisku elipsy: okazać, że suma odwrotności n promieni, rachowanych 
od ogniska aż do ich przecięcia się z elipsą jest stałą. 

(132). Na osi wielkiej elipsy, jako na średnicy, kreślimy koło; rzędna punktu 
P na elipsie spotyka okrąg w punkcie Q: okazać, że oznaczając AFP — 6, 

/ AFQ:=1/, F P : = r , mamy r = a (1 — ecosw), tg ^ = tg ^ • 
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BOZDZIAŁ Xl 

RÓWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO WE SPÓŁRZE-W 

DNYCH TRÓJKĄTNYCH. 

RÓWNANIE OGOLNE. 

156. Weźmy pod uwagę równanie ogólne stopnia 2-go we spółrzędnych 
trójkątnych (prostopadłych) punktu 

(1) 
gdzie Uik = ttki. Ponieważ stopień równania (1) nie zmieni się, jeżeli od spół-
rzędnych trójkątnych przejdziemy do spółrzędnych Descartes'a, więc równa -̂
nie (1) przedstawia albo parę prostych, alboteź jednę z linij krzywych, któ-
reśmy nazwali linijami krzywymi stopnia 2-go. 

Oznaczmy przez A wyróżnik wielomianu 

(2) 
Jeżeli A ~ 0 , wówczas równanie (1) daje się rozłożyć na iloczyn dwu ró-
wnań stopnia l-go (art. 77) i przedstawia wtedy dwie proste, których ró. 
wnania są 

(3) 

gdzie (art. 78) 

(4) 

Zaznaczmy, że te dwie proste będą do siebie prostopadłe wrazie, jeżeli 
(art. 63) 

lub, wskutek (4), 

(5) 
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Jeżeli zaś A^O, to równanie (1) przedstawia elipsę, hiperbolę lub parabolę. 
Aby te trzy przypadki od siebie odróżnić, dość przypomnieć, źe elipsa po-
siada dwie asymptoty urojone, hiperbola dwie asymptoty rzeczywiste^ a para-
bola jednę asymptotę, którą jest prosta rzeczywista w nieskończoności, czyli, 
źe prosta w nieskończoności (cięciwa styczności obu asymptot) przecina eli-
psę i hiperbolę: pierwszą w dwu punktach urojonych, a drugą w dwu pun-
ktach rzeczywistych, a jest styczną do paraboli. Eównanie zaś prostej w nie-
skończoności jest (art. 61) 

(6) 

gdzie /<„ 7̂2, oznaczają trzy wysokości trójkąta odniesienia, odpowiadające 
wierzchołkom A„ Ag, A3. 

Rugując Xi z równań (1) i (6), otrzymujemy 

CC Pierwiastki tego równania z niewiadomą — są zespolone, rzeczywiste różne 
x<i 

lub równe, stosownie do tego, czy wyróżnik jego strony lewej 

jest dodatny, ujemny, lub równy 0. Wykonawszy działania wskazane i, dla 
skrócenia, oznaczywszy przez A,i ilość dołączoną do elementu wyznacznika 
A, znajdziemy, że ten wyróżnik jest równy 

gdzie 

(J) 

A zatym: róicnanie (1) przedstawia elipsę, hiperbolę, lub parabolę zależnie od tego, 
czy wyrażenie (7) A jest ujemne, dodatne, lub równe 0. 

157. Oznaczając przez //a?,, â a, 073), /af^r,, i/afa?,, a?2, cCj) poło-
wy pochodnych cząstkowych funkcyi /(ćc,, â a? względem iCi, i 7̂3, znaj-
dziemy taksamo, jak w art. 89, 

(8) 
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jako równanie biegunowej punktu fx't, t'.^, względem krzywej (1). Stąd 
czytamy, iź równania 

(9) 

przedstawiają odpowiednio biegunowe wierzchołków A,, A2, A3 trójkąta od-
niesienia, t. j. punktów, dla których odpowiednio — 
lub x\ 

Dwa trójkąty zowiemy b i e g u n o w o w z a j e m n y m i lub ze s o b ą 
s p r z ę ż o n y m i , jeżeli wierzchołki jednego z nich są biegunami boków dru-
giego. Według tego określenia, trójkąt odniesienia AjAjAa i trójkąt 
BiBaBa, którego boki B^Bj, B3B,, BjBj są przedstawione przez równania 
(9), tworzą parę trójkątów ze sobą sprzężonych. 

Łatwo spotrzec, że te dwa trójkąty są spółosiowe, a więc i spółbieguno-
we (art. 31). Jakoż, dla punktów C,, C2, C3, w których się przecinają pary 
boków odpowiednich tych dwu trójkątów 
i B,B2, mamy odpowiednio 

Te trzy zatym punkty leżą na jednej prostej, albowiem widocznie 

Widzimy więc, że: chcą trójkąty sc sobą sprzężone względem krzywej stopnia 2-go, 
są spólosioicymi, a tcięc i spólbiegunoicymi. 

Równanie (8) przedstawia zarazem styczną do krzywej (1) w punkcie 
jeżeli 

Oznaczmy przez <̂3) spółrzędne trójkątne (prostopadłe) linii sty-
cznej (8); wtedy 

liadto mamy 

llugowańie śpółrżędnych punktu styczności (x\, i czynnika x z tych 
czterech równań daje 
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(10) 

lub, rozwinąwszy wyznacznik, 

(10') 

Jest to równanie linii krzywej stopnia 2-go we spółrzędnycli trójkątnych 
(prostopadłych) linii prostej. 

158. Taksamo, jak w artykule 93, znajdziemy następnie 

(11) 
jako równanie pary stycznych do krzywej (1), wyprowadzonych z punktu 

. Wszczególności zaś równania par stycznych, wyprowadzonych 
z punktów = —O, x ' 3 = x ' i = 0 , = j, z wierzchołków 

trójkąta odniesienia, są odpowiednio 

Jeżeli 
są równaniami stycznych tych par, to naten^ 

czas widocznie 

skąd wynika 

To równanie wyraża uwagi godną własność sześcioboku opisanego na krzy-
wej stopnia 2-go. A mianowicie, jeżeli A,, Bg, Aa, B,, Ag, Ba są w tym po-
rządku po sobie następującymi wierzchołkami sześcioboku opisanego na krzy-
wej stopnia 2-go (Aj, Aa, Ag są wierzchołkami trójkąta odniesienia, a Bg, 
Bj, Ba punktami przecięcia się stycznych AjBa, A2B3; AaBj, AgB,; AgBa, 
A,Ba, wychodzących odpowiednio z Aj, Aa; A2, A3; Ag, A,), to, wskutek 
znaczenia czynników X (art. 27), równanie powyższe wyraża związek nastę-
pujący: 

(12) 
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Jeżeli podobnie wyprowadzimy takie wzory dla spółrzędnycli u, zamiast a:, to 
otrzymamy twierdzenie Carnofa (art. 119); a mianowicie: jeżeli boki trój-
kąta A2A3, A3A,, A,Ag przecinają krzywą stopnia 2-go w punktach B,, B',; 
B2, B'2; B3, B'3, wówczas 

(12') 

159. Biegun prostej w nieskończoności nazwaliśmy środkiem krzywej 
stopnia 2-go. Oznaczmy spółrzędne środka przez (ic,®, i porównaj-
my równanie biegunowej tego punktu z równaniem (6) prostej w nieskończo^ 
ności; otrzymamy 

(13) 

Rozwiązawszy te równania względem cc,®, £Co®, i uwzględniwszy następnie 

związek • , mieć będziemy 

(14) 

gdzie A i A mają znaczenie,określone wzorami (2) i (7). Stąd czytamy, źe śro-
dek paraboli leży w odległości nieskończonej; albowiem wtedy A=i.O (art. 156). 

Podstawmy wartości (14) za jci®, rra®, JCg® w równaniu pary stycznych, 
wychodzących z punktu argO, otrzymamy wówczas równanie pary 
asymptot. Ponieważ, wskutek (13) i (14), 

i 

więc równanie asymptot krzywej (1) jest następujące: 

(15) 
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Asymptoty są. do siebie prostopadłe, jeżeli (art. 156) 

gdzie (art. 60) 

Atoli wyrażenie jest równe 0. Jakoż, oznaczywszy przez 

długości boków A2A3, A3A,, A,Aa trójkąta odniesienia, mamy 

lub, uwzględniw^szy, że 

Z dodania zaś tych trzech równań wypada = 0. Asymptoty 

zatyni krzywej (1) są do siebie prostopadłe, jeżeli 

(16) 

To równanie więc, łącznie z nierównością A>>0 (art. 156), wyraża w^arunek, 
pod jakim równanie (1) przedstawia hiperbolę równoboczną. 

160. Pozostaje jeszcze znaleść warunki, pod jakimi równanie (1) 
przedstawia koło. W tym celu oznaczmy (fig. 44) przez 

punkty, w których boki 
trójkąta odniesienia przecinają tę krzywą. 
Jeżeli krzywa jest kołem, w ó̂wczas mamy 
(art. 117^ 

(17) 

Oznaczmy jeszcze przezî aĵ ^a odległości pun-
któw â  i Y2 od boku Al A2, a przez ą̂  odle-
głości punktów ag, Pg od boku Ag A., i po-
mnóżmy pierwszą z równości (17) przez 
sin^Ai; wypadnie nam 
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l^odstawmy nadto w równaniu (1) i w równaniu 

a z równań tak otrzymanych wyrugujmy Xi. Otrzymamy wtedy równanie 

którego pierwiastkami są P2 i ty, mamy zatym 

Taksamo znajdziemy 

Gdy zaś p^r^^p^ps, więc 

Postępując podobnie z dwiema pozostałymi równościami (17), znajdziemy 

(18) 

Te warunki są nietylko konieczne, ale i wystarczające; albowiem jest ich dwa 
i oba są od siebie różne. 

Równania warunkowe (18) można widocznie także tak pisać: 
(18') 
albo 
(18": 

Podstawiając w równaniu (1) za a^i i a,2 wartości, wynikające z równań 
warunkowych (18'), otrzymamy równanie koła w postaci 

lub 

(19) 

Weźmy pod uwagę jeszcze drugie koło, 

(20) 

i odejmijmy od siebie te dwa równania; ętrzymamy 
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t. j. równanie dwu prostych: 

(21) 

które przechodzą przez pary punktów, w których te dwa koła (19) i (20) się 
przecinają. Pierwsza z tych prostych jest prostą w nieskończoności (art. 61), 
przechodzącą przez dwa punkty kołowe urojone, a druga jest cięciwą spólną 
obu kół. 

Wprowadźmy w równanie (21) wstawy kątów Aj, Aa, Ag zamiast bo-
ków Sj, Sa, Sg; wtedy to równanie cięciwy spólnej obu kół przywiedzie się do 
postaci 

(22) 

R Ó W N A N I E K R Z Y W E J S T O P N I A 2-GO, O P I S A N E J N A TRÓJKĄCIE. 

161. Jeżeli krzywa 

przechodzi przez wierzchołki A,, Aa, Ag trójkąta odniesienia, t. j . przez 
punkty, których spółrzędne są O, 0), (O, //a, 0) i (O, O, //g), to natenczas jest 

a zatym 

(2) 

jest równaniem krzywej stopnia 2-go, opisanej na trójkącie, przyjętym za 
trójkąt odniesienia. 

Równanie (2) można tak pisać: 

ta krzywa zatym przechodzi (art. 145) także przez punkty, w których prosta 
+ cfa£c=:0 przecina bok a^a^O i ccg^O; a że ta prosta przecina te boki 

w punkcie A,, więc równanie 

przedstawia styczną do krzywej (2) w wierzchołku A,. Taksamo równania 
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przedstawiają styczne do krzywej w punktach 

Te trzy styczne w wierzchołkach trójkąta odniesienia przecinają się z bo-
kami przeciwległymi tegoż trójkąta w trzech punktach, leżących na prostej 

a zatym trójkąt odniesienia i trójkąt, utworzony przez styczne to wierzchołkach 
trójkąta odniesienia, są spółosiowymi, a więc i spółhiegunotoymi. To twierdzenie 
jest przypadkiem szczególnym twierdzenia art. 157. 

162. Niech (x\,x\,x',), C^"., A , ^"3), Ca;"'., a:^) będą spół-
rzędnymi trzech punktów danych B,, B.̂ , B ;̂ te punkty razem z trzema pun-
ktami Al, A2, A3 (wierzchołkami trójkąta odniesienia) leżą na tej samej 
krzywej stopnia 2-go, jeżeli 

skąd wynika 

To równanie warunkowe można łatwo przywieść do postaci: 

X 

X 

X 

Na mocy tego można dowieść twierdzenia, znanego pod nazwą twier-
dzenia PascaFa: lo sześcioboku wpisanym w krzywą stopnia 2-go trzy pary boków 
przeciwległych przecinają się w trzech punktach, lezących na jednej prostej. — 
Jakoż, niech AjBaAjBiAgBa będzie danym sześciobokiem, wpisanym 
w krzywą stopnia 2-go. Obrawszy trójkąt AjAjAg za trójkąt odniesienia 
i oznaczywszy przez (x\, x\, (x"\, spółrzędne 
wierzchołków Bj, Ba, B3, mamy 

jako równania boków 
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Dla punktów zatym przecięcia się tych trzech par boków przeciwległych ma-
my odpowiednio: 

Te trzy punkty leżą na jednej prostej, pod warunkiem, aby 

Ten zaś warunek jest dopełniony, albowiem punkty B,, Bj, B3 razem z pun-
ktami A,, Aj, a3 leżą na tej samej krzywej stopnia 2-go. 

163. Eównanie krzywej stopnia 2-go, opisanej na trójkącie odniesie-
nia, we spółrzędnych linii prostej, jest (art. 157) 

(3) 

(3') 

Ostatnie równanie można jeszcze tak pisać: 

(3") 

Krzywa (2) jest więc parabolą, jeżeli (art. 156) 

(4) 

a elipsą, lub hiperbolą wrazie, jeżeli lewa strona wzoru (4) jest odpowiednio 
dodatną, lub ujemną. 

164. Krzywa (2) jest zaś kołem, jeżeli (art. 160) 

a zatym równanie 
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(5) 
przedstawia koło, opisane na trójkącie A1A2A3. — Łatwo spostrzec, źe także 
równanie 

(6) 
przedstawia koło; warunki bowiem (18") w art. 160 są oba dopełnione. 

Na mocy tego można udowodnić, źe koło, przechodzące przez środki trzech 
boJców trójkąta, przechodzi zarazem przez spodki trzech jego 'wysokości. 

Znajdźmy naprzód równanie koła, które przechodzi przez środki B,, Ba, 
Bj boków A2A3, AgAj, A,Aa trójkąta odniesienia. AV punkcie B, mamy 

Wstawiając te wartości w równanie 
koła (6), otrzymamy: sinA^ + 2(x2sinA3 + X3sinA2) = 0, lub z uwagi, że 
s: 

Taksamo wyrażając, źe koło (6) przechodzi przez B2 i B3, znajdziemy 

ytąd wynika 

A zatym 

(7) . 

jest równaniem koła, przechodzącego przez środki boków B,, B._,, B3. 
Toż równanie (7) przedstawia także koło, które przechodzi przez spodki 
, C3 prostopadłych z A,, Aa, A3 na boki przeciwległe A2A3, A3A,, 

Jakoż, w punkcie Cj mamy a", = 0 i %: ir3 cosAg : cosAa. Wsta-
wiając te Avartości w równanie (6), otrzymamy 

i taksamo, biorąc pod uwagę punkty C2 i C3, znajdziemy 

Stąd wynika znowu 
stawiając te wartości w równanie (6), otrzymujemy równanie (7). 

Okażemy teraz, źe koto, przechodzące przez środki Bi, Bj, B3 trzech boków 
trójkąta, a wi^c i przez spodki prostopadłych na te 

loki z wierzchołków A, , Aa, A3, przechodzi zarazem przez środki Di, Da, 1)3 trzech 
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prostych OA,, OA^, O Ag, które łączą pimU przecięcia się tych prostopadłych 
z ivierzchoł1cami trójkąta. 

Jakoż, koło (7), przechodząc przez spodki C,, Ca, C3 prostopadłych, 
spuszczonych w trójkącie OA2A3 z wierzchołków O, Aa, A3 na przeciwległe 
boki A2A3, A3O, OA2, przechodzi także przez środki B,, D3, Dj tych bo-
ków. Biorąc taksamo pod uwagę trójkąty OA3A1 i OAiAj, znajdziemy, że 
koło (7), przechodzące przez C,, Ca, C3, przechodzi także odpowiednio przez 
Ba, D,, Ds i przez Bn, D,, D,. Koło (7) przechodzi zatym przez 9 punktów: 

i dlatego nazywa się k o ł e m dziewię-
ciu p u n k t ó w . 

K Ó W N A N I E K R Z Y W E J S T O P N I A 2-GO, W P I S A N E J W TRÓJKĄT. 

165. Krzywa stopnia 2-go, dana przez równanie 
(1) _ . . . 
wtedy dotyka boku A2A3 trójkąta odniesienia, jeżeli to równanie dla Xy—{) 
daje dwie wartości równe na ^2-^3? a zatym, jeżeli trójmian 

jest kwadratem zupełnym, t. j. jeżeli «23̂  = %2«33- Podobnie znajdziemy, że 
do krzywej (1) boki A3A, i AiAo, są styczne, jeżeli odpowiednio a^^^^za^^ai^ 
i —• Stąd wypada, że równanie krzywej stopnia 2-go wpisanej 
w trójkąt odniesienia, winno mieć wogóle kształt: 

(2) 
Jeżeli w równaniu (2) wszystkie pierwiastki przyjmiemy jako dodatne, lub je-
den jako dodatny, a dwa pozostałe jako ujemne, to natenczas równanie (2) 
przedstawiać będzie prostą podwójną, albowiem sprowadzi się odpowiednio do: 

Jeżeli więc równanie (2) ma przedstawiać krzywą stopnia 2-go, to, kładąc 
1 = = mieć je będziemy w jednej z czterech postaci: 

które możemy przedstawić inaczej, pisząc 
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Kaźcie z tych równań przedstawia krzywą stopnia 2-go, wpisaną w trójkąt 
odniesienia. Przy założeniu « i > 0 , ao>0 , a3>0 , pierwsze z równań (3) 
lub (3') przedstawia krzywą wpisaną wewnętrznie, albowiem tylko wtedy 

rtoO^a^O, Oa-âa > O, gdy tymczasem trzy równania pozostałe przed-
stawiają jednocześnie krzywe stopnia 2-go wpisane zewnętrznie i odpowiednio 
przeciwległe wierzchołkom Ai, Ao i A3 trójkąta odniesienia. — Zauważmy 
jeszcze, że ostatnie trzy równania (3) lub (3') powstają z równania pierwszego 
przez zmianę znaku odpowiedniego ze spółczynników aj, eta i 

Równania (3) wyrażają uwagi godną własność trójkąta opisanego na 
krzywej stopnia 2-go. Jakoż, pisząc pierwsze z równań (3) w postaci 

widzimy (art. 145), źe proste 

są stycznymi do krzywej, a prosta 

jest odpowiednią cięciwą styczności. Ta zaś prosta, jak to widać z jej ró-
wnania, przechodzi zarazem przez wierzchołek A,, a przeto, łączy wierzcho-
łek A, z punktem styczności B, boku przeciwległego AjAg. Taksamo znaj-
dziemy, że równania 

przedstawiają proste, łączące odpowiednio wierzchołki Aa i A3 z punktami 
styczności Ba i B3 boków przeciwległych AgA, i A,Aa- Ponieważ suma 
równań tych trzech prostych A,B,, AaB^ i A3B3 jest tożsamościowo równa O, 
przeto te trzy proste przecinają się w jednym punkcie. A zatym: 

Proste, łączące tcierzchołki trójkąta, opisanego na krzyioej stopnia 2-ego, z pun-
ktami styczności loków przeciwległych, przecinajci się w jednym punkcie. 

Oznaczywszy przez C,, Co, C3 punkty, w których proste A,B,, A^B., 
A3B3 przecinają krzywą stopnia 2-go, inne, niż punkty B,, B., B3; wtedy 
równania stycznych do krzywej w punktach C,, Ca, C3 są odpowiednio: 

-— / m ^ Ł M. -7 00 — 1 1 -i ^ ^ 

Te styczne przecinają się z odpowiednimi bokami przeciwległymi 

w trzech punktach, leżących na jednej prostej 

albowiem 
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166. Równanie krzywej stopnia 2-go, wpisanej w trójkąt odniesienia, 
we spółrzędnych linii prostej jest 

(4) 

rozwinąwszy wyznacznik i uprościwszy, otrzymamy 

"Wychodząc zaś z równania ostatniego, znajdziemy taksamo, jak w art. 162, 

jako warunek, pod którym trzy proste 
razem z bokami trójkąta odniesienia są stycznymi do krzywej 

stopnia 2-go. Następnie taksamo, jak poprzednio, dowieść możemy następu-
jącego twierdzenia: 

Trzy proste, Icimice trsij pary ivierschołMiv przedwleyłych sześcioboku opisa-
neyo na lirsywej stopnia 2-yo, przecinają si<^ w jednym punkcie. 

To twierdzenie, podane przez Brianclion'a, daje się wyprowadzić metodą 
wzajemnych biegunowych z twierdzenia PascaPa (art. 162). Jakoż, krzywej 
stopnia 2-go S odpowiada, jako biegunowo wzajemna, krzywa także stopnia 

Punktom A,, Bĝ  Aa, Bi, Ag, Bo na krzywej S odpowiadają styczne 
do krzywej I, a cięciwom AjBg, B3A,, A2B,, BjAg, A3B2, 

B2A,, czyli bokom sześcioboku wypisanego w S, odpowiadają punkty (aiPa)? 
, czyli wierzchołki sześcioboku opisanego na 

krzywej S. Punktom przecięcia się par boków przeciwległych AjBj, A3B1; 
odpowiadają, jako biegunowe, proste łączące pary 

wierzchołków przeciwległych (aip^), (a3p,); (a.p,), a^Pa); (̂ sPa), Ponie-
waż poprzedzające trzy punkty leżą na jednej prostej, przeto ostatnie trzy 
proste przecinają się w jednym punkcie, biegunie tamtej prostej. Twierdze-
nie Brianchon'a jest więc i w ten sposób dowiedzione. 
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Z wzoru (4") czytamy jeszcze, że prosta 

(5) 

jest styczną do krzywej, wpisanej w trójkąt odniesienia, jeżeli 

(«) 
167. Krzywa, przedstawiona przez równanie 

(7) 
jest kołem, jeżeli (art. 160) 

a przeto 

(8) 

lub 

Cztery równania warunkowe (8) odpowiadają czterem kołom, a mianowicie 
kołu wpisanemu wewnętrznie i trzem kołom wpisanym zewnętrznie. Biorąc 
znaki wyższe, mamy 

skąd wynika 

A zatym 

albo 

(9') 

jest równaniem koła, wpisanego wewnętrznie w trójkąt odniesienia. Trzy po-
zostałe równania warunkowe (8) dadzą odpowiednio 
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jako równania kół, wpisanycli zewnętrznie w trójkąt odniesienia. 
168. Możemy teraz dowieść, że lioło dziewięciu 'punktów (art. 164) jest 

styczne do Tcażdego z czterech Tiól tcpisanycli iv trójkąt. W tym celu dość okazać, 
że spoina cięciwa koła dziewięciu punktów i któregokolwiek z czterech kół, 
wpisanych w trójkąt, jest styczną do obu kół. 

AVeźmy pod uwagę np. koło, wpisane wewnętrznie w trójkąt (9), i koło 
dziewięciu punktów, którego równanie można przywieść do postaci 

Podług wzoru (22) w art, 160 równanie cięciwy spólnej tych dwu kół jest 

albo, z uwagi, że 

albo nakoniec 
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Można uprościć to równanie. "Wyraźmy wstawy i dostawy połów kątów Aj, 
A2, A3 i całycli kątów przez długości boków Sj, ŝ . Kładąc jednocześnie 

, mieć będziemy, po uskutecznieniu łatwycli uproszczeń, na-
przód 

i nakoniec 

które jeszcze można przywieść do postaci 

(11) 

Łatwo okazać, że prosta (11) jest styczną do koła, wpisanego wewnę-
trznie w trójkąt odniesienia, t. j. do koła (11). Jakoż, warunek styczności 
prostej (11) do koła (9) sprowadza się, podług wzoru (6), do 

a ten warunek jest dopełniony, na mocy znanej z trygonometryi własności 
trójkąta. 

Taksamo można okazać, że spólna cięciwa koła dziewięciu punktów 
i któregokolwiek z trzecli kół, wpisanych zewnętrznie w trójkąt, jest spólną 
styczną tych kół, a tym samym uzupełnić dowód twierdzenia, powyżej wy-
powiedzianego. 

Tego twierdzenia dowiódł pierwszy Feuerbach. 
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R Ó W N A N I E KE7.YWEJ S T O P N I A 2-GO, ODNIESIONE DO T R Ó J K Ą T A Z SOBĄ 

SAMYM SPRZĘŻONEGO. 

169. Zapomocą przekształcenia linijowego, czyli j)rzez odniesienie do 
innego trójkąta, można równanie ogólne 

(1) 
sprowadzić do postaci 
(2) -j- + ttga^a^ — O 
nieskończenie wielu sposobami, albowiem wzory, służące do zamiany spółrzę-
dnych trójkątnych na inne trójkątne, zawierają 9 spółczynników, które pod-
dajemy tylko 3 warunkom, mianowicie, żeby trzy spółczynniki ajs? i 1̂2 
w równaniu przekształconym były równe zeru. 

Nadając równaniu (2) jednę z trzech postaci 

(0CzV a.3 Ą-Xi]/ —ai)fx3y ttg—^r, a,) 

(a?, J / a , + Ĉ i K« i — ^a) + = 

widzimy, że boki trójkąta odniesienia są cięciwami styczności odpowiednich 
par stycznych do krzywej, wyprowadzonych z wierzchołków, tym bokom prze-
ciwległych, czyli, że każdy bok trójkąta odniesienia jest biegunową wierz-
chołka przeciwległego. Trójkąt, w którym każdy bok jest biegunową wierz-
chołka przeciwległego, t. j. trójkąt biegunowy (art. 90, 98), nazywamy (art. 
157) trójkątem z s o b ą samym s p r z ę ż o n y m . A zatym trujk(it, do 
którego równanie (2) jest odniesione, jest trójkątem z sobą samym sprzężonym. 

Krzywa (2) jest elipsą, hiperbolą, lub parabolą, według tego, czy wy-
rażenie (art. 156) 

Jest dodatne, ujemne, lub równe 0. AYrazie, gdy jeden lub dwa ze spółczyn-
ników «2) «3 są równe O, równanie (2) przedstawia oczywiście albo dwie 
proste, albo jednę prostą podwójną. Jeżeli więc równanie (2) ma przedsta-
wiać krzywą stopnia 2-go, to żaden z tych spółczynników nie może być 0. Stąd 
wynika, że równanie (2) przedstawia parabolę, jeżeli 

1 1 1 O 1 O 2 Q 2 
(3) + ^ + albo + ^ + 

\V przypadku, kiedy wyrażenie — ^ ^ H jest od O różne, można 
a^lii ®3"3 

przyjąć, że jest ono = 1 ; albowiem, jeżeliby posiadało wartość od 1 różną, 
to, pomnożywszy równanie (2) przez liczbę odpowiednią, możemy otrzymać 
nowe równanie, z którego spółczynników zbudowane wyrażenie tegoż kształtu 
))yłoby równe 1. AV przypuszczeniu, że 
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(4) 

(jeżeli nie = 0 ) , równanie (2) przedstawiać będzie elipsę, jeżeli dwa ze spół-
czynników a,, a ,̂ â  są ujemne, a jeden jest dodatny, hiperbolę zaś, gdy jeden 
z tych spółczynników jest ujemny, a dwa są dodatne. 

170. Kładąc 

oznaczają liczby rzeczywiste, wrazie, gdy 

(5) 

otrzymujemy 

(6) 

jako równanie e l ipsy , odniesione do trójkąta z sobą samym sprzężonego-
Podstawmy w funkcyi /fa?,, 0-2, za â i, spółrzędne wierzchoł-

ków A,, A2, A3; wskutek tego 

Ponieważ fiinkcyja / , jako całkowita, jest funkcyją ciągłą, przeto ta fiinkcyja^ 
zmieniając swój znak tak przy przejściu od A, do A2, jak i od A, do A3, 
staje się raz równą 0. To dowodzi, że każdy z dwu boków A,A2 i A,Ag 
przecina elipsę (6) w iednym punkcie; W każdym punkcie boku A2A3 jest 

a zatym funkcyja / ma wartości w każdym punkcie 
—a 

na A2A3; to dowodzi, że bok A2A3 nie przecina krzywej. 
Każda krzywa f—O roskłada płaszczyznę na oddzielne (skończone, lub 

nieskończenie wielkie) pola. Skoro z każdego punktu jednego pola można 
przejść do innego punktu tego samego pola po linii nieprzerwanej, nie prze-
kraczając przytym krzywej, przeto dla wszystkich punktów jednego pola 
funkcyja / posiada ten sam znak. A zatym o dwu punktach, dla których 
funkcyja/posiada znaki jednakowe, można powiedzieć, że oba lezą z tej samej 
strony hrzyicej f—Q. 

AVedług tego określenia, wierzchołki Ag i Ag leżą z tej samej strony, 
a wierzcliołek A, leży po stronie przeciwnej elipsy (6). Spółrzędne środka 
elipsy (6) są 
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ten punkt leży zatym w kącie wierzchołkiem przeciwległym z kątem Aj i z tej 
samej strony elipsy, co A,, albowiem, wskutek (5), mamy 

o, 

Jeżeli środek elipsy zbliża się do wierzchołka A,, to bok A2A3, jako biegu-
nowa punktu A,, oddala się do nieskończoności i spółrzędna ic, staje się dla 
każdego punktu elipsy nieskończenie wielką. Jeżeli więc równaniu elipsy 
(6) mają czynić zadość wartości skończone na ajg i ccg, to â  razem z a;, wzra-

sta do nieskończoności, ale tak, źe stosunek ~ dąży do granicy skończo-
a, 

nej f . Gdy więc środek elipsy razem się zejdzie z wierzchołkiem A,, to ró-
wnanie (6) zamieni się na 

(7) —1 

Weźmy jeszcze A^Aj za oś aj-ów, a A,Ag za oś i oznaczmy przez 
X, y spółrzędne punktu elipsy względem tych osi; ponieważ widocznie 

a;a=a;sinA,, a;3=2/sinA,, 
przeto związek (7), po podstawieniu tych wartości, przechodzi na 

W 

Hównanie (8) przedstawia elipsę, której dwie średnice sprzężone są wzięte Zca 
osi spółrzędnych. Jest to oczywiste; albowiem, gdy jeden z wierzchołków 
trójkąta odniesienia, A,, razem się zeszedł ze środkiem elipsy, to dwa jego 
boki A,A2 i AjAg stały się dwiema średnicami sprzężonymi (art. 106). 

Dajmy następnie^ źe = _ — , = iu^ńBk 

a,2 a^ 1 1 . 
+ ^ + = aa? aa oznaczają liczby rzeczywiste. Ró-

wnanie 

(9) /r^., + ^ + —I = O aa'' ag-' 
będzie wtedy przedstawiało hiperbolę, odniesioną do trójkąta z sobą samym 
sprzężonego. 

Postępując taksamo, jak pierwej, znajdziemy, źe boki A1A2 i AjAg 
przecinają krzywą (9), a bok AjAg tej krzywej nie przecina, tudzież, źe śro-
dek hiperboli i wierzchołki Aa, Ag leżą w jednym i tym samym polu, gdy 
tymczasem wierzchołek A, leży w polu, od tamtego różnym. 

Jeżeli środek zejdzie się z jednym z wierzchołków, z którymi wogóle, 
nie iDrzekraczając krzywej, zejść się może, t. j. z A^ lub z Ag, np. z Ag, to 
bok Ag A, oddali się do nieskończoności i spółrzędna ir̂  stanie się nieskoń-
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czoną. Jeżeli więc, pomimo tego, równaniu (9) mają, czynić zadość wartości 
skończone na rrg i a?,, to także stać się winno nieskończonym, ale tak, aby 

X ^ stosunek był równy liczbie skończonej Dwa pozostałe boki Aa A, i A, Ag 

będą wtedy dwaema średnicami sprzężonymi, a równanie hiperboli przywie-
dzie się do 

(10) 

Biorąc nakoniec AaA, za oś x-6w, a A2A3 za oś y-ów, i bacząc na to, że 
otrzymamy 

(11) 

jako równanie hiperboli, odniesione do pary średnic sprzężonych, jako osi 
spółrzędnych. 

171. Weźmy pod uwagę jeszcze wszczególności równanie 
(12) rrâ  + rra^me^a^i^; 
nadto załóżmy, że boki A,Ag i AjAg trójkąta odniesienia są do siebie pro-
stopadłe. Aby równanie ogólne (1) przywieść do postaci (12) zapomocą 
przekształcenia linijowego, potrzeba 9 spółczynników przekształcenia poddać 
4 warunkom, mianowicie, ażeby nowe spółczynniki «235 '̂ ait 1̂2 były 2̂2 
równo agg. Prostopadłość zaś boków A,Aa i AiAj daje jeszcze 5-ty 
związek między s.półczynnikami przekształcenia. Sprowadzenie więc równa-
nia ogólnego (1) do postaci (12) jest zawsze możebne i to nieskończenie wielu 
sposobami. 

Ponieważ iĉ ^ jest kwadratem odległości punktu na krzywej od 
wierzchołka A,, a kwadratem odległości tego punktu od boku A2A3, 
więc równanie (12) wyraża znaną własność ogniska A, i kierownicy A2A3 
krzywej stopnia 2-go. 

Krzywa (12) jest elipsą, hiperbolą, lub parabolą, według tego, czy wy-
rażenie (art. 1G9) 

jest dodatne, ujemne, lub = 0 . 
Ponieważ, z powodu prostopadłości boków 

ĥ ^ — ŝ ^ i ponieważ Sĵ  + Sa r̂̂ iSî , przeto krzywa (12) będzie elipsą, hiper 
bolą, lub parabolą, według tego, czy wyrażenie 

jest dodatne, ujemne, lub O, a więc według tego, 
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Tego samego dowiedliśmy w rozdziale X. Skoro z założenia prosta AjAg 
jest prostopadłą do AjAj, a Aa jest biegunem prostej A1A3, zaś A3 jest bie-
gunem prostej A1A2, zatym mamy twierdzenie: biegunowa (AjAj A^Ag) 
pimltu (Ag lub Aa) na hierownicy (A2A3) jest prostopadłą do prostej (A1A3 lub 
A, Aa), Mora ten punU łączy z ognisMem {K^). To twierdzenie udowodniliśmy 
także w rozdziale poprzedzającym. 

172. Krzywa (12) będzie kołem, jeżeli (art. 160) 

czyli 

Te dwa równania dają: 

A zatym 
(13) 

jest równaniem koła, odniesionym do trójkąta z sobą samym sprzężonego. 
173. Na zakończenie tego rozdziału okażemy, że płaszczyzna przecina 

stożek według linii Tcrzyurj stopnia 2-go. 
Jakoż, weźmy pod uwagę stożek prosty; niech O będzie jego śro-

dkiem, a OA, (fig. 45) jego osią. Poprowadźmy przez O dwie proste O Aa 
i OA3 prostopadłe do siebie 
i do prostej OAi, i ozna-
czmy przez 6,, O2, 63 kąty, 
które z prostopadłą do pła-
szczyzny AiAaA3 czynią 
proste 0 A „ OA2, OAg. Ma-
my okazać, że płaszczyzna 
A1A2A.3 przecina stożek we-
dług krzywej stopnia 2-go. 
Niech P będzie punktem 
krzywej przecięcia. Spuśćmy 
z P prostopadłe PPj, PPa, 
PP3 na płaszczyzny A2OA3, 
A3OA1, A1OA2 i prostopa-
dłe PQi, PQ2, PQ3 na boki 
A2A3, A3A,, A1A2 trójką-
ta A1A2A3; oznaczmy nadto 
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wskutek czego: 

Jeżeli 

a że 

jest zatym 
Podstawiając w tym równaniu powyższe wartości za PPj, PPj, PP3, otrzyj 
mamy 

A zatym krzywa, według której płaszczyzna AjAgAg przecina stożek, jest 
krzywą stopnia 2-go. Z tego powodu krzywe stopnia 2-go zowią się pospo-
licie p r z e c i ę c i a m i s t o ż k o w y m i . 

Ć W I C Z E N I A . 

(133). Znaleść spółrzędne środka krzywej, danej przez równanie 

(134). Znaleść spółrzędne środka krzywej, danej przez równanie 

(135). Sprowadzić równanie stycznej do krzywej, danej przez równanie 
w punkcie 

(136). Znaleść równanie stycznej do krzywej 
równoległej do boku AjAg trójkąta odniesienia, i równanie cięciwy styczności. 

(13,7). Znaleść równania normalnych do krzywej c 

w wierzchołkach trójkąta odniesienia i okazać, że te normalne przecinają się w je-

dnym punkcie, jeżeli 

(138). Jeżeli R oznacza promień koła opisanego na trójkącie odniesienia^ 
a p promień koła, względem którego trójkąt odniesienia jest z sobą samym sprzężo^ 
ny, okazać, że 

(139) . Dowićść, że miejsce środka krzywej wpisanej w trójkąt i przechodzą-
cej przez punkt dany, jest krzywą stopnia 2-go. Jakie powinno być położenie da-
nego punktu względem trójkąta, aby miejsce środka było kołem, jak również, aby 
to miejsce było hiperbolą równoboczną. 

(140). Jeżeli trójkąt jest z sobą samym sprzężony względem szeregu krzy-
wych stopnia 2-go, przechodzących przez punkt stały, to ich środki leżą na krzywej^ 
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opisanej na tym trójkącie. Wyznaczyć położenie punktu stałego tak, aby miejsce 
było kołem. 

(141). Punkt porusza się po stałej prostej; znaleść miejsce przecięcia się jego 
biegunowych względem dwu danych krzywych stopnia 2-go. 

(142). Znaleść równanie pary stycznych do krzywej stopnia 2-go w punktach, 
w których tę krzywą przecina bok xi = O trójkąta odniesienia. 

(143). Znaleść równanie krzywej stopnia 2-go, do której każda z pięciu pro-
tetyćh 
styczną. 

(144). Znaleść równanie krzywej stopnia 2-go, wpisanej w trójkąt tak, że 
środki jego boków są punktami styczności. 

(145). Okazać, że prosta a;, 4-2:2 + âa — O jest styczną spoiną do trzech 
krzywych 

(146). Przez punkt dany (x\, z'^, x's) prowadzimy trzy krzywe stopnia 2'go 
tak, aby do każdej z nich dwa odpowiednie boki trójkąta odniesienia były stycznymi 
w punktach przecięcia się z pozostałym jego bokiem: okazać, źe styczna do którejkol-
wiek z tych trzech krzywych w punkcie danym tworzy pęk harmoniczny z prostymi, 
które go łączą z wierzchołkami trójkąta. 

(147). JeżeH AjA^, A2A'2, A3A'3 są trzema przekątnymi czworoboku zupeł-
nego i jeżeli te przekątne przecinają się po dwie w punktach a,, Og, 03, to trójkąt 
oi«a«3 j®st z sobą samym sprzężony względem trzech krzywych stopnia 2-go, prze-
chodzących odpowiednio przez 4 punkty 
Aj, A'2. 

(148). Znaleść średnicę krzywej OiẐ ^ + 02X2̂  + 03X32 = 0 sprzężoną z kie-
runkiem, który z kierunkami A2A3, A3A,, A,A2 boków trójkąta odniesienia czyni 
k^ty Yij Y2j Taj dla których siny, = X , , s i n y ^ ^ ^ a , sinY3 = X3. 

(149). Znaleść równanie stycznych do krzywej 
których cięciwą styczności jest prosta 
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ROZDZIAŁ Xir. 

O UKŁADACH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO. 

I SZEREG L I N I J STOPNIA 2-GO. 

173. Równanie ogólne linii krzywej stopnia 2-go, czyto we spółrzę-
dnych punktu (Descartes'a, lub trójkątnych), czyteź we spółrzędnych linii 
prostej (Plucker'a, lub trójkątnych) zawiera w sobie sześć wyrazów, a więc 
i sześć spółczynników. Położenie i rodzaj tej linii zależy jedynie od wartości 
pięciu stosunków między tymi spółczynnikami; albowiem jej równanie nie 
zmieni się, gdy wszystkie spółczynniki zmienimy w tym samym stosunku, 
a więc gdy wszystkie wyrazy przez jeden spółczynnik podzielimy. Stąd wy-
pada, że zawsze istnieje jedyna hrzyioa stopnia 2-go, przechodząca przez pi^ć pun-
Jctóio danych, albo styczna do pięciu prostych danych. 

Jakoż, wyrażając, że krzywa 

(1) 
przechodzi przez każdy z pięciu punktów 
(̂ 5) 5̂)? mamy pięć równań warunkowych: 

któi'e dają—mówiąc wogólności — jeden tylko układ wartości na stosunki 
Podstawiając te wartości w równanie (1) otrzy-

mamy 

jako równanie linii krzywej stopnia 2-go, przechodzącej przez pięć punktów 
danych. Ponieważ prosta przecina liniją krzywą stopnia 2-go tylko w dwu 
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punktach, przeto równanie (2) nie przedstawia krzywej właściwej, jeżeli 
z pięciu danych punktów więcej niż dwa leżą na jednej prostej. Tak np., je-
żeliby trzy leżały na jednej prostej, to ta prosta razem z prostą,, przechodzącij, 
przez dwa pozostałe punkty, tworzyłaby jedyną, liniją stopnia 2-go, przez 
pięć tych punktów przeprowadzić się dającą. Taksamo można dowieść, że 
istnieje tylko jedna krzywa stopnia 2-go, styczna do pięciu danych prostych. 
Atoli, jeżeli ta krzywa ma być krzywą właściwą, to przez jeden punkt nie mo-
że przechodzić więcej niż dwie z tych prostych; albowiem z jednego punktu 
można do krzywej stopnia 2-go wyprowadzić tylko dwie styczne. Jeżeliby 
więc np. trzy proste przecinały się w jednym punkcie, to ten punkt wraz 
z punktem przecięcia się dwu pozostałych prostych tworzyłby parę punktów, 
jako jedyną liniją klasy 2-ej, styczną do pięciu danych prostych. 

174. Bicie 'krzytve stopnia 2-go przecinają się — nmviąc wogólności — 
to czterech punMach. Albowiem równania tych dwu krzywych, uważając w nich 
spółrzędne bieżące x iy jako niewiadome, posiadają cztery spólne rozwiąza-
nia. — Taksamo dwie krzywe stopnia 2-go posiadają — mówiąc wogólności — 
cztery styczne spólne. — Stąd wynika, że istnieje nieskończenie wiele hrzyioycli 
stopnia 2-go, przechodzących przez cztery punkty, spólne dwu danym krzyiotjm sto-
pnia 2-go, jak róionież nieskończenie iviele krzyivych stopnia 2-go, do których są sty^ 
cznymi cztery proste, styczne spólne do dwu danych krzywych stopnia 2-go. 

Niech 
(3) / = 0 i 
będą równaniami dwu danych krzywych stopnia 2-go we spółrzędnych punktu, 
lub we spółrzędnych linii prostej, i oznaczmy przez X liczbę stałą lecz nie-
oznaczoną; równanie 

(4) = 0 
przedstawia wtedy jakąkolwiek krzywą stopnia 2-go, która przechodzi przez 
punkty spólne dwu danym krzywym (lub do której odpowiednio są styczny-
mi styczne spólne do tychże dwu krzywych). Jakoż, równaniu (4) czynią za-
dość wszystkie cztery układy wartości na spółrzędne, które jednocześnie czy-
nią zadość obu równaniom (3); a zatym krzywa (4) przechodzi przez punkty 
spólne krzywym (3) [do krzywej (4) są stycznymi styczne spólne do krzy-
wych (3)]. Na X zaś można odnaleść zawsze taką wartość, przy której ró-
wnanie (4) przedstawiałoby krzywą, przechodzącą przez dowolny piąty punkt, 
na krzywych (3) nie leżący [styczną do jakiejkolwiek piątej prostej, nie sty^ 
cznej do obu krzywych (3)]. Albowiem, jeżeli oznaczymy przez / ' i ĝ  war-
tości funkcyj f \ g, po podstawieniu w nich za spółrzędne bieżące spółrzę^ 
dnych punktu piątego (lub piątej prostej), mieć będziemy 

fĄ-y^g^^o , skąd X = 
O 

A zatym równanie (4) z liczbą nieoznaczoną X przedstawia jakąkolwiek krzy-
wą stopnia 2-go, przechodzącą przez cztery punkty spólne dwu danym krzy-
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wym (3) (lub odpowiednio styczną do czterech stycznych spólnych do tychże 
krzywych). 

Zbiór linij krzywych stopnia 2-go, które przechodzą przez cztery punkty 
spólne dwu danym krzywym stopnia 2-go, nazwiemy p ę k i e m linij krzy-
wych stopnia 2-go, a te cztery punkty w i e r z c h o ł k a m i pęku. Zbiór zaś 
linij krzywych stopnia 2-go, stycznych do czterech stycznych spólnych do dwu 
danych krzywych stopnia 2-go, nazwiemy s z e r e g i e m linij krzywych stopnia 
2-go, a te cztery styczne p o d s t a w a m i szeregu. Według tego określenia, 
równanie (4) z liczbą nieoznaczoną X przedstawiać będzie wszelkie krzywe 
jednego pęku lub jednego szeregu, według tego, czy to równanie jest wyra-
żone we spółrzędnych punktu, czy też we spółrzędnych linii prostej. 

175. W jednym pęlcu stopnia 2-go znajdują się — mówiąc wogólności — trzy 
pary prostych. 

Jakoż, niech będzie 

(5) 

równanie 

(6) 

przedstawia parę prostych, jeżeli wyróżnik wielomianu f Ą- "Ku jest równy O, 
t. j. jeżeli liczba X jest pierwiastkiem równania stopnia 3-go 

(7) 

Równanie (7) posiada trzy pierwiastki; istnieją przeto trzy pary prostych 
w pęku stopnia 2-go. 

Trzy punUy przecięcia się prostych każdej z tych trzech par są po dwa sprzężO' 
ne względem każdej krzyimj pęku, a więc te trzy punkty są loierzchołkami trój-
kąta z sobą samym sprzężonego względem każdej krzywej pęku. 

Jakoż, oznaczając przez X' i X" dwa różne od siebie pierwiastki równa-
nia (7), a przez (x\, x's) i a;"2, x"3) spółrzędne punktów, w których 
się przecinają pary prostych, odpowiadające tym dwu pierwiastkom, i rozu-
miejąc przez ft,f2,fs i gi, g-i, g^ połowy pochodnych cząstkowych funkcyj 
f i g względem Xi, X3, a przez f v f ' i y " , 9 ' v o \ , wartości tych pocho-
dnych, odpowiadające wartościom xi = x ' i , . . . , x i = x " i , . . . , mieć będziemy 
(art. 80) 

Pomnóżmy trzy pierwsze równania odpowiednio przez a?"2, i dodajmy 
do siebie iloczyny; otrzymamy 
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lub 

Taksamo trzy ostatnie równania, gdy je pomnożymy odpowiednio przez 
c'3 i iloczyny do siebie dodamy, dadzą 

Odejmując zaś od siebie te dwa równania, otrzymujemy 

czyli 

gdyż, z założenia, X' — X" jest różne od 0; jest więc także 

A aatym, mamy także, przy wszelkiej wartości na X, 

czyli 

co dowodzi, źe dwa punkty (a;',, aj'2, ic'3) i a;".,, są punktami sprzę-
żonymi względem każdej linii pęku (6). Trzy więc punkty, w których się 
przecinają trzy pary prostych, należące do tego pęku, są wierzchołkami trój-
kąta z sobą samym sprzężonego względem każdej linii pęku. 

AYynika to także bespośrednio z własności harmonicznych czworoboku 
zupełnego. Jakoż, oznaczmy przez P3, P5, P7, Po (fig. 25 w aî t. 89) cztery 
wierzchołki pęku (6), przedłużmy w czworoboku P3P3P7P0 pary boków prze-
ciwległych P3P3, POPT i P3P0? P5P7 aż do przecięcia się tychże odpowiednio 
w punktach P, i Pg i poprowadźmy przekątne PSPT, PSPCJ które się przeci-
nają w punkcie P9: punkty Pj, Pg, P9 są wierzchołkami trójkąta z sobą sa-
mym sprzężonego względem każdej linii stopnia 2-go, przechodzącej przez 
cztery punkty P3, P5, P7, Po, a więc względem każdej linii stopnia 2-go je-
dnego pęku, mającego te cztery punkty za wierzchołki. Do tego pęku należą 
także trzy pary prostych: P3P5, P0P7; P3P0, P5P7; Pa^T, PaPo, przecinające 
się odpowiednio w Pj, Pg, Po. 

Stosując te wypadki do układu spółrzędnych linii prostej, otrzymamy 
twierdzenie następujące: to każdym szeregu linij stopnia 2-go znajdują się trzy 
pary punktów; proste, łączące punkty każdej z tych trzech par, są bokami trójkąta 
z sobą samym sprzężonego względem każdej Unii szeregu. 

176. Oznaczmy przez A i B wyróżniki wielomianów f i g , t. j. 

(8) 
oraz 

(9) 
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natenczas równanie (7) przywiedzie się do 

(10) 

Spółczynniki tego równania są niezmiennikami względem wszelkiego prze-
kształcenia linijowego. Co do spółczynników A i B, jest to widoczna (art. 
74). Ażeby okazać, że także spółczynniki 0 i 0' są niezmiennikami, uważmy, 
że równanie (10) wyznacza te wartości na X, przy których równanie/+ "kg—O 
przedstawia dwie proste. Jeżeli więc wielomiany / i g wskutek przekształ-
cenia linijowego o module L przejdą odpowiednio na F i Gr, to wówczas równa-
nie f-\-Xg = 0 przejdzie na F + XGr = 0, a to ostatnie równanie będzie 
przedstawiało dwie proste przy tychże samych wartościach na X. Stąd wy-
nika, źe równanie stopnia 3-go, powstałe z przyrównania do zera wyróżnika 
wielomianu F + XGr, powinno posiadać też same pierwiastki, co równanie 
(10). A zatym, jeżeli 

jest tym równaniem, to 

A źe (art. 74) P^^eto także B.^L^t ) i Spół-

czynniki 0 i 0' są więc niezmiennikami. Te niezmienniki nazywamy nie-
zmiennikami spólnymi wielomianów / i g, albo też n i e z m i e n n i k a m i 
p ę k u f +\gz=zO. 

Znaczenie gieometryczne niezmienników 0 i 0' wynika z następujących 
uwag. 

Odnieśmy równanie krzywej f—O do jakiegokolwiek trójkąta z sobą 
samym sprzężonego względem tej krzywej, wtedy 

V 1 1 • ^ - ^ I 0-- C 

wskutek czego, według pierwszego wzoru (9), 

A zatym 0 = 0, jeżeli &22 —O, t. j. jeżeli równanie krzy-
wej g — O ma postać: 

a więc, jeżeli krzywa g—O jest opisana na tym trójkącie odniesienia. A za-
tym: niezmiennik 0 ma ivartość O, jeżeli trójkąt z sobą samym sprzężony względem 
krzyiuej f—O jesi zvpisany w krzyioą g = 0. Taksamo można dowieść, źe nie-
zmiennik 0 ' ma wartość O, jeżeli trójkąt z sobą samym sprzężony względem krzy-
wej g — O jest lopisany w krzyioą f— 0. 

Przyjmijmy trójkąt z sobą samym sprzężony względem g — O jako 
trójkąt odniesienia; wtedy 
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a przeto 

gdzie A,i, A22, A33 oznaczają ilości dołączone do elementów 022? "̂wy-
znacznika, przedstawiającego wyróżnik A. Stąd czytamy, że będzie też 0 = 0 , 
jeżeli A , , = 0 , A22 = 0, Agg^O, a więc (art. 166) jeżeli krzywa f — ^ jest 
wpisana w trójkąt odniesienia. A zatym: niezmiennik 6 jest róicny O, jeżeli 
trójkąt z sobą samym, sprzężony ivzgięciem krzywej g — O jest opisany na krzywej 
f = O, i taksamo: niezmiennik 0' jest równy O, jeżeli trójkąt z sobą samym sprzę-
żony względem krzywej f — O jest opisany na krzywej g — O. 

177. "W artykule 174 okazaliśmy, źe dwie linije stopnia 2-go przeci-
nają się w czterech punktach. Rozbiór równania (10) pokaże, kiedy te pun-
kty przecięcia są rzeczywiste, a kiedy urojone. 

Uważmy naprzód, źe pierwiastki równania (10) są wszystkie trzy rze-
czywiste, lubteż dwa zespolone, według tego, czy wyrażenie 

(11) 
jest ujemne, czyteż dodatne. AV pierwszym przyi)adku wszystkie trzy wierz-
chołki trójkąta z sobą samym sprzężonego względem obu krzywych f—O 
i g — O są punktami rzeczywistymi, a więc i sam trójkąt jest rzeczywisty, 
w drugim zaś przypadku tylko jeden wierzchołek tego trójkąta jest rzeczywi-
sty, a dwa pozostałe są punktami urojonymi sprzężonymi, a więc ten trój-
kąt posiada tylko jeden wierzchołek i jeden bok (przeciwległy temu wierz-
chołkowi, art. 83) rzeczywisty. 

a. Przypuśćmy naprzód, źe ma miejsce przypadek pierwszy. Biorąc 
trójkąt z sobą samym sprzężony względem obu krzywych f—O i g —O, 
w tym przypadku rzeczywisty, za trójkąt odniesienia, mieć będziemy równa-
nia tych krzywych w postaciach: 

a zatym równanie (10) sprowadzi się do 

Ponieważ pierwiastki tego równania są 

więc równania trzech par prostych należących do pęku f Ą- Xg — O, czyli 
przechodzących przez cztery punkty przecięcia się krzywych f=0 i g—O, będą: 
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Jeżeli wszystkie trzy wyznaczniki 

Sfj; dodatne lub ujemne, to wówczas wszystkie trzy pary prostych, należące do 
pęku —O, są rzeczywiste, a więc i punkty, w których proste jednej 
pary przecinają proste którejkolwiek z dwu pozostałych par, czyli cztery pun-
kty przecięcia się krzywych f— O \ g —O, są również rzeczywiste. — Jeżeli 
zaś dwa z tych wyznaczników są dodatne lub ujemne, a trzeci jest odpowie-
dnio ujemny lub dodatny, to tylko proste jednej pary są rzeczywiste, gdy 
tymczasem każda z dwu pozostałych par jest złożona z prostych urojonych 
z sobą sprzężonych. Ponieważ proste dwu ostatnich par przecinają się 
w czterech punktach urojonych, więc w tym przypadku dwie krzywe f — ^ 
i (j —O przecinają się w czterech punktach urojonych i po dwa sprzężonych, 
albowiem przez te punkty przecięcia przechodzi jedna para prostych rzeczy-
wistych. 

b. Weźmy teraz pod uwagę drugi przypadek, t. j. kiedy trójkąt z sobą 
samym sprzężony względem obu krzywych / = 0 i posiada tylko jeden 
wierzchołek i jeden bok (przeciwległy temu wierzchołkowi) rzeczywisty. 
Dwie pary prostych, które odpowiadają dwu pierwiastkom równania (10) 
zespolonym sprzężonym, są urojone i takie, że proste jednej pary są sprzężone 
z prostymi drugiej pary. A więc, jeżeli 

D , — O i D' + D " K ^ = 0 

są równaniami prostych jednej z tych dwu par, to 

D , — = 0 i D' — = 0 

są równaniami prostych drugiej pary. Ponieważ proste urojone sprzężone 
przecinają się w punktach rzeczywistych, więc w tym przypadku z czterech 
punktów, w których się przecinają proste tych dwu par, a więc i krzywe /—O 
i ^ — 0, dwa są rzeczywiste a dwa urojone sprzężone. (Trzecia para prostych 
jest widocznie rzeczywistą.) 

Wypadek tych badań można tak streścić: 
Divie Tirzyim stopnia 2-go przecinają w czterech punktach. Jeżeli łrójkcit 

z sobą, samym sprzężony tvzgl§dem ohu krzywych jest rzeczywisty, to te punkty są 
albo ivszystkie rzeczywiste, albo tvszystkie urojone i po dwa sprzężone. Jeżeli zaś 
tylko jeden wierzchołek i jeden bok tego trójkąta są rzeczywiste, to dwa punkty prze-
cięcia się krzyioych są rzeczyioiste, a inne diva urojone sprzężone. 

Stosując poprzedzające wypadki do układu spółrzędnych linii prostej, 
mamy twierdzenie analogiczne: 

Dwie krzywe stopnia 2-go posiadają cztery styczne spólne. Jeżeli trójkąt 
z sobą samym sprzężony względem obu krzywych jest rzeczywisty, to te styczne są 
albo wszystkie rzeczywiste, albo wszystkie urojone i po dwie sprzężone. Jeżeli zaś 
w tym trójkącie tylko jeden bok i jeden wierzchołek (przeciwległy temu bokowi) 
są rzeczywiste, to dwie styczne są rzeczywiste, a inne divie są urojone sprzężone. 

http://rcin.org.pl



2 0 4 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PŁASKA. 

» 

Jeżeli wyrażenie (11) jest =:0, to dwa pierwiastki równania (10) są so-
bie równe, a zatym z trzech par prostych pęku f+Xg — 0 cl\vie zejclij, się ra-
zem. To dowodzi, że dwie krzywe f—O i g — O są w tym przypadku do sie-
bie styczne w jednym punkcie. Jeżeli P jest tym punktem styczności, a P' 
i P" są dwoma pozostałymi punktami przecięcia się krzywych f—O i g —O 
(rzeczywistymi, lub urojonymi sprzężonymi), to spólna styczna w P i prosta 
P'P" tworzą jednę parę, a proste P'P i P"P drugą parę. Ta druga para 
jest parą podwójnych prostych. 

178. Biegunowa jaUegoTiolwieh pimUu'P względem hasdej linii 
stopnia 2-go jednego p^Tcu f = O przechodzi przez punU stały p. Albowiem 
przy nieoznaczonej wartości liczby X, równanie 

X,r/i + + + + + Xfir3) = 0 
przedstawia prostą, przechodzącą przez punkt, w którym się przecinają dwie 
proste 

Xi/ , + Za/a + Zg/a = O i X,f)r, + ^^g^ + — O, 

t. j. biegunowe punktu P względem krzywej f=0 i g — O. Stąd wynika za-
razem, że punUy V i p s% punUami sprzężonymi względem każdej linii pęku 

j -\-Xo — 0, a. loięc, że, nawzajem., biegunowe punktu p przechodzą przez punkt P . 
Podług zasady dwoistości, twierdzeniu temu odpowiada następujące: 

hieguny prostej D względem ivszystkich linij stopnia 2'go jednego szeregu, leżą, na 
prostej stałej d. Vroste D i d są prostymi sprzężonymi względem każdej linii sze-
regu, a więc i hieguny prostej d leżą na prostej D. 

Prosta, łącząca punkty P i p, przecina wszelkie krzywe pęku w parach 
punktów harmonicznie sprzężonych z parami pupktów P i p . Podobnie, pary 
stycznych, wyprowadzone z punktu przecięcia się prostych D i fZ do wszyst-
kich krzywych szeregu, są harmonicznie sprzężone względem pary prostych 
13 i d. A zatym: każda prosta przecina krzyive pęku iv parach punktóio, ttoorzą-
cych inwolucyją. Odpowiednio: pary stycznych, wyproioadzone z każdego punktu 
do krzywych szeregu, tworzą inwolucyją. 

Z równania biegunowych punktu P względem krzywych pęku wypada 
t\y\ej:di'LQm.e: pęki promieni z Px, p^, p^,... ^ utworzone przez biegunowe punktów 
1',, Pa, P3,... tozględem krzywych pęku krzyivych stopnia 2-go, są pękami jedno-
kreślnymi, a iv tych pękach promieniami odpoioiednimi sobie są biegunowe punktów 

Pat Pa? • • • j ivzięte lozględem tej samej krzywej pęku. Odpowiednio: szeregi 
punktów na di, d.,, d^,..., utworzone przez bieguny prostych D,, Dj, D3,... 
tvzględem wszystkich krzyivych szeregu krzywych stopnia 2-go, są szeregami jedno-
kreślnymi, a w tych szeregach punktami odpoiviednimi są bieguny prostych Dj, D^, 
D3,..., wzięte względem tej samej krzywej szeregu. 

AViemy, że biegunem prostej D względem krzywej pęku jest punkt 
przecięcia się biegunowych dwu którychkolwiek punktów P, i Pa tej prostej 
względem tej krzywej, t. j. punkt przecięcia się odpowiednich promieni dwu 
pęków jednokreślnych, wychodzących z punktów Px i Pa? sprzężonych z pun-
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ktami P, i Pa względem tej krzywej. Nadto (art. 51) promienie odpowiednie 
dwu pęków jednokreślnycli przecinają, się na jednej krzywej stopnia 2-go, 
która przechodzi jednocześnie przez wierzchołki tych pęków. Mamy zatym 
twierdzenie: hieguny prostej cloicolnej D tvzględem wszelkich hrzywyeli pęku leżq, 
na jednej krzyicej stopnia, 2-go, która zarazem jest miejscem punktów, sprzężonych 
z punktami prostej D względem loszelkich krzyioych tegoż pęku. Odpowiednio: 
biegunowe punktu doicolnego P względem tuszelkich krzywych szeregu obwodzą, jednę 
liniją h'zyivą stopnia 2-go, która jest zarazem ohwnednią wszystkich prostych, sprzę-
żonych z prostymi, wychodzącymi z P iczględem tcszelkich krzyioych tegoż szeregu. 

Punktowi przecięcia się prostej D z bokiem AjtA; trójkąta bieguno-
wego (z sobą samym sprzężonego), spólnego krzywym jednego pęku, jest odpo-
wiedni wierzchołek przeciwległy Ai. Stąd: linija stopnia 2-go, na której leżą 
hieguny prostej D względem krzywych jednego pękti i zarazem punkty sprzężone 
z punktami tej prostej, jest opisana na trójkącie hiegunoimjm pęku. Odpowie-
dnio: linija krzywa stopnia 2-go, którą obwodzą biegunowe punktu względem krzy* 
wych jednego szeregu i zarazem proste, sprzężone z prostymi, wychodzącymi z P, 
jest tvpisana w trójkąt biegunowy szeregu. 

Jeżeli prosta D przechodzi jirzez wierzchołek, np. Af, trójkąta biegu-
nowego pęku, to wówczas wszystkie promienie pęku, utworzonego przez bie-
gunowe punktu Aj tej prostej, schodzą się razem z bokiem przeciwległym 
Ai-A; trójkąta biegunowego. A zatym: bieguny prostej, przechodzącej przez je^ 
den wierzchołek trójkąta biegunoioego pęku krzy wych stopnia 2-go, leżą na boku prze^ 
citiiegłym tegoż trójkąta. Odpowiednio: biegunowe punMu, leżącego na jednym 
boku trójkąta biegunowego szeregu krzyioych stopnia 2-go, przechodzą przez wierzcho' 
łek przeciwległy tegoż trójkąta. 

Aby się dowiedzieć, gdzie lezą punkty, które są odpowiednie punktom 
prostej I), przechodzącej przez Aj, uważmy, że biegunowe szeregu punktóAv 
na 1) względem i O tworzą dwa pęki promieni jednokrćślne, któ-
rych wierzchołki leżą na boku przeciwległym A -̂A^ trójkąta biegunowego, 
spólnego tym dwu krzywym. Ponieważ Ai-A; jest biegunową punktu A, 
względem f—O \ g — więc dwa promienie odpowiednie tych dwu pę-
ków jednokreślnych zejdą się razem z bokiem A^A/. Te zatym dwa pęki 
promieni są perspektywiczne, a przeto punkty przecięcia się pozostałych par 
odpowiednich promieni, t. j. punkty sprzężone z punktami prostej D wzglę-
dem f—O \ g —O, a więc i względem ^ = f-\-Xg — 0, leżą na innej prostej 
B', przechodzącej przez punkt Ki (gdyż punkt Aj jest sprzężony z punktem 
przecięcia się prostych D i Ai-A^). A zatym: punkty, sprzężone z punktami pro-
stej D, przechodzącej przez jeden z icierzchołkóio trójkąta biegunowego pęku, wzglę-
dem tcszystkich krzywych stopnia 2-go tego pęku, leżą na innej prostej D', przecho-
dzącej przez tenże uńerzcholek trójkąta hiegunoioego. Odpowiednio: promienie, 
sprzężone z promieniami pęku, którego imerzchołek P leży na jednym z bokóic trój-
kąta hiegunoioego szeregu, względem wszystkich krzyioych stopnia 2-go tego szeregu, 
są promieniami drugiego pęku, którego wierzchołek P ' leży na tymże boku trójkąta 
biegunowego. 
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W tym więc przypadku, Unija stopnia 2-go, na Uórej leżą punTdy sprzężone 
z punktami prostej D względem Tcrzywych pęku, składa się z prosfi/ch D' i A^Ai; 
na D' leża, punkty sprzężone ze tvszystkimi punktami prostej D, prócz tego, który 
schodzi się razem z punktem Aj, gdyż z nim są sprzężone wszystMe punkty prostej 
Ai-A/. Odpowiednio: Unija stopnia 2-go, którą ohtcodzą proste sprzężone z pro-
stymi, wychodzącymi z P, względem krzyicych szeregu, składa się z dwu punktów 
P' i A,-; przez punkt P ' xyrzechodzą proste sprzężone ze wszystkimi prostymi, loy-
chodzącymi z P , prócz tej, która się schodzi razem z prostą A^A/, gdyż z nią są 
sprzężone wszystkie proste, przechodzące przez Ai. 

Ponieważ środki krzywych stopnia 2-go jednego pęku, lub jednego sze-
regu, są biegunami prostej w nieskończoności, zatym: środki krzywych stopnia 
2-go pęku leżą na krzywej stopnia 2-go, opisanej na trójkącie biegunowym pęku. 
Odpowiednio: środki krzywych stopnia 2-go szeregu leżą na jednej prostej. 

Nakoniec: średnice krzywych stopnia 2-go pęku, sprzężone z pewnym kierun^ 
kiem, przechodzą przez jeden punkt. Odpowiednio: średnice krzytcych stopnia 2-go 
szeregu obwodzą liniją stopnia 2-go. 

179. Możemy jeszcze udowodnić wiele innych twierdzeń, odnoszących 
się do pęku, lub szeregu krzywych stopnia 2-go, przyjmując, że jedna lub obie 
krzywe / = 0 i <7 = 0, wyznaczające pęk, lub szereg, roskładają się na parę 
prostych, lub odpowiednio na parę punktów. 

Niech 
X5r = D.D^; 

Wówczas mieć będziemy równanie 

które przedstawia krzywą stopnia 2-go, przechodzącą przeż cztery punkty: 
Pi, P' i Pa, P", w których krzywą / = 0 przecinają proste D, = 0 i D2 = 0. 
Jeżeli punkt P, schodzi się razem z Pa, a P' z P", t. j. jeżeli prosta D, = 0 
schodzi się razem z prostą Dg^O, to wtedy mieć będziemy równanie 

przedstawiające krzywą stopnia 2-go, która dotyka krzywej / = : 0 w dwu 
punktach P i P', w których tę krzywą przecina prosta D = 0. Prosta D 
jest cięciwą styczności krzywych/= O i / - f - D ^ ^ O , stycznych dwukrotnie. 

Weźmy pod uwagę dwie krzywe stopnia 2-go, które z krzywą stopnia 
2-go O są styczne dwukrotnie. Równania tych dwu krzywych są: 

= 0 i Z + D ^ ^ ^ O . 

Odejmując je od siebie, mamy 

Czyli Dl —^2 = 0 i D I + 1)2 = Ó, 
równania pary spólnych cięciw dwu krzywych uważanych. Z postaci tych 
równań widzimy, że te cięciwy są harmonicznie sprzężone z parą cięciw sty-
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czności Di = 0 i A zatym: jeżeli dwie krzywe stopnia 2-go, są styczne 
diciikrotnie do trzeciej krzywej stopnia 2-go, to wówczas dwie cięciwy styczności tych 
dwu krzywych z trzecią i jedna z trzech par spólnych cięciw tychże dwu krzywych 
przechodzą przez jeden punkt i tworzą pęk harmoniczny czterech promieni. 

Niech będą teraz dane trzy krzywe stopnia 2-go, 

styczne dwukrotnie do czwartej krzywej stopnia 2-go Odejmując od 
siebie każde dwa z tych równań, mamy 

czyli 

DazbDa^O, D3±DI = 0, D , ± D 2 = : 0 . 

Stąd widoczna, źe każde trzy cięciwy 

I)2-D3=0, D3-D,=:0, Da+Da^O, D3+D,=0, D,-D2=:0; 

przechodzą przez jeden punkt. A zatym: jeżeli trzy krzywe stopnia 2-go są 
styczne dwukrotnie do czwartej krzywej stopnia 2-go, to sześć cięciio spólnych każdej 
pary krzywych przechodzą po trzy przez jeden punkt. 

UKŁAt) KRZYWYCH STOPNIA 2-GO DWUWIERZCHOŁKOWY I DWUPODSTAWOWY. 

180. Jeżeli w równaniu 
(1) / - f D D , = 0 

za Dj będziemy podstawiali coraz inne wyrażenia stopnia 1-go Względem 
spółrzędnych punktu, to otrzymamy coraz inną krzywą stopnia 2-go. Wszyst-
kie te krzywe przechodzić będą przez te same dwa punkty^ mianowicie przez 
punkty, w których prosta D=:0 przecina krzywą / = : 0 . Zbiór tych wszyst-
kich krzywych nazwiemy u k ł a d # m d w u w i e r z c h o ł k o w y m krzywych 
stopnia 2-go; prosta D = : O, przechodząca przez oba wierzchołki układu, zo-
wie się os ią układu. Dwie krzywe układu dwuwierzchołkowego przecinają 
się nadto w dwu innych punktach; prosta, łącząca te dwa punkty, zowie się 
o s i ą d r u g ą tych dwu krzywych. Podobnie, jeżeli F —O jest równaniem 
stopnia 2-go względem spółrzędnych linii prostej, a P=::0 i Pi = 0 są równa-
Iliami dwu punktów, to równanie 

F + PPi = 0, 

przy rozmaitych wartościach na i, przedstawiać będzie rozmaite krzywe sto-
pnia 2-go, mające dwie styczne krzywej F ^ O , wychodzące z P= :0 , za sty-
czne spólne. Zbiór tych wszystkich krzywych zowie się u k ł a d e m dwu-
p o d s t a w o w y m krzywych stopnia 2-go, punkt P = O zowie się ś r o d k i e m 
układu. Dwie krzywe układu dwupodstawowego mają nadto jeszcze dwie 
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inne styczne spólne; punkt przecięcia się tych stycznych żowie się ś r o d k i e m 
d r u g i m tych dwu krzywych. 

Weźmy pod uw âgę trzy krzywe układu dwuwierzchołkow^ego 
/ + D D , = 0 , / + D D 2 = 0 , / + D D 3 = : : 0 . 

Odejmując od siebie każde dwa z tych równań, mamy 

Równania 
D a — D 3 — O , D 3 — D , = 0 , D , — D a ^ O 

są osiami drugimi par krzywych 2-ej i 3-ej, 3-ej i 1-ej, 1-ej i 2-ej. Ich suma 
algiebraiczna jest toźsamościowo równa 0; a zatym: trzy osi drugie trzech hrzy-
teych stopnia 2-go uMadu dwtiwierscholkowego przecinają, się w jednym punhcie. 
Odpowiednio dowieść możemy twierdzenia: trzy środM drugie trzech Jcrzywych 
stopnia 2-go tego samego uMadu dmipodstawowego leżą na jednej prostej, 

KRZYWE STOPNIA 2-GO IIOMOTETYCZNE. 

181. Dwie krzywe stopnia 2-gOj przechodzące przez też same dwa pun-
kty w nieskończoności, tiazywamy p o d o b n y m i i p o d o b n i e po łożo-
nymi, albo, za Chasles'm, h o m o t e t y c z nymi. Wrazie, gdy dwie krzy-
we stopnia 2-go homotetyczne są elipsami, ich spólne dwa punkty w nieskoń-
czoności są urojone sprzężone, gdy są hiperbolami — rzeczywiste różne, gdy 
zaś są jiarabolami — przedstawiają punkt podwójny rzeczywisty. Wszystkie 
koła są (art. 109) homotetyczne. 

Układ krzywych stopnia 2-go homotetycznych jest przypadkiem szcze-
gólnym układu dwuwierzchołkowego krzywych stopnia 2-go. Osią tego ukła-
du jesit prosta w nieskończoności. Oś zaś druga dwu krzywych takiego 
układu, t. j. dwu krzywych homotetycznych, nazywa się o s i ą p i e r w i a -
s t k o w ą (axe radical), albo 1 i n i j ą p o t ę g o w ą (Potenzlinie), alboteż 1 i-
n i j ą c i ę c i w o w ą (Chordale). 

Twierdzenie §-u poprzedzającego można w zastosowaniu do układu 
krzywych homotetycznych tak wypowiedzieć: trzy osi pienoiastTiOwe JcaMych 
divu z trzech krzywych homotetycznych przecinają się- w jednym jnmTccie. Punkt 
przecięcia się tych osi pierwiastkowych zowie się ś r o d k i e m p i e r w i a -
s t k o w y m uważanych trzech krzywych homotetycznych. 

Oś układu krzywych stopnia 2-go homotetycznych jest prostą w nie-
skończoności; a zatym, z uwagi, iż jest w tym przypadku 

otrzymujemy z równania (1) w art. 180 

(1) 

jako równanie krzywych homotetycznych z krzywą (i z sobą). Po-
nieważ D, zawiera tylko wyrazy stopnia 1-go względem x i y, więc równania 
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dwu krzywych stopnia 2-go homotetycznych mają odpowiednie spółczynniki 
przy i y"̂  równe (lub proporcyjonalne), a zatym 

(3) 

są równaniami dwu krzywych homotetycznych, a 

(4) 
jest równaniem osi pierwiastkowej tych dwu krzywych. 

Osią zatym pierwiastkową dwu kół 

jest prosta 

Atoli te wyrażenia K i K', gdy w nie za x, y podstawimy spółrzędne punktu, 
leżącego na osi pierwiastkowej, przedstawiają kwadraty długości stycznych, 
wyprowadzonych z tego punktu do kół K=::0 i K'=:0; a zatym: oś pierwia-
stTiOica dwu hół jest miejscem gieometrycznym pwiktu, z Mórego wyprowadzone sty-
czne do obu kół są jednakowej długości,— Łatwo spostrzec, źe oś pienviastkowa 
dwu kół jest ^prostopadłą do prostej, łączącej ich środki; albowiem równanie tej 
prostej jest 

182. Ponieważ w równaniach krzywych homotetycznych we spółrzę-
dnych punktu x i y spółczynniki au, «i2j «22 wyrazów stopnia 2-go są jedna-
kowe, przeto: 

a. asymptoty krzywych stopnia 2-go homotetycznych są równoległe; albowiem 
są one równoległe do prostych przedstawionych przez równania [art. 105, (7)] 

b. osi główne tych krzywych są do siebie równoległe, jako dwusieczne ką-
tów między asymptotami (art. 108); i wogóle, 

c. średnice tych krzytvych sprzężone z pewnym kierunkiem są do siebie róivno-
ległe; albowiem, jeżeli przez p oznaczymy kąt, który z osią ic-ów układu pro-
stokątnego tworzy średnica którejkolwiek z tych krzywych, sprzężona z pe-
wną średnią czyniącą z tąź osią rr-ów kąt a, to równanie (art. 108) 

wyznacza jednę tylko wartość na p; 
d. długości średnic jednej z dwu krzywych homotetycznych są proporcyjonalne 

do długości średnic równoległych drugiej, co wynika bespośrednio z artykułów 
111 i 112. 
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e. Z własności zaś d. wynika, źe proste, łączące punTcty Tcońcowe średnic 
równoległych dwu krzywych homotetycznych przecinają się w dtvu punktach, leżących 
na prostej, która łączy środki łych krzywych. Jakoż, niech C i C będą środkami 
dwu krzywych homotetycznych (fig. 46), DE i D'E' ich średnicami równole-
głymi, a S i S' punktami, w których proste DD' i D'E przecinają prostą 

CD 
CC; oznaczmy nadto, przy jakimkolwiek kierunku średnic, ^7^=w,ap rze -

t o ^ ^ —— m. Z podobieństwa trójkątów SCD i SCD', tudzież S'CE 
O D 

i S'C'D', wypada 

SC _ CD _ 
SC CD' ~ ^̂^ 

Fig. 46. 

. S'C CE 
S'C C D 

t. j. położenie punktów S i S' nie zależy od kierunku średnic DE i D'E'. — 
Punkty S i S' są zarazem punktami, w których liniją środków CC przeci-
nają styczne spólne dwu krzywych homotetycznych. Albowiem, jeżeli PP' 
i QQ' są stycznymi spólnymi, to prosta CP jest równoległą do CP', a CQ 
do CQ', średnice zaś CP i CP', jako sprzężone z kierunkiem stycznej PP', 
są do siebie równoległe, jakrównież średnice CQ i CQ', sprzężone z kierun-
kiem stycznej QQ'. Stąd zaś wynika, że styczna PP' przechodzi przez punkt 
S, a styczna QQ' przez S'.— Zauważmy jeszcze, że 

SC , S'C . = czyh 
S C ^ S ' C ' 

punkty więc S i S' tworzą parę harmonicznie sprzężoną z parą punktów 
C i C. 

Punkty S i S' zowią się ś r o d k a m i p o d o b i e ń s t w a danych dwu 
krzywych, i mianowicie: punkt S ś r o d k i e m z e w n ę t r z n y m , a punkt 
S' ś r o d k i e m w e w n ę t r z n y m . 
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183. Jeżeli trzy krzywe stopnia 2-go są homotetyczne, to wówczas sześć śro-
dków podobieństwa leżą po trzy na czterech prostych, a mianoivicie: na jednej leżą 
trzy środki zewnętrzne, a na każdej z trzech pozostałych dwa środki wewnętrzne 
i jeden zewnętrzny. Jakoż, niech 
będą spółrzędnymi jednorodnymi środków trzech krzywych K,, K2, K3 (fig. 
47) homotetycznych, a w', m", m'" liczbami, proporcyjonalnymi do długości 
średnic równoległych trzech krzywych. Oznaczmy przez 

środki podobieństwa zewnętrzne i wewnętrzne odpowiednich par krzywycli: 

\ / 

f , / , 

Mamy tu: 

a zatym 
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Z tego widzimy, źe odpowiednie punkty: S,, 83, S3; S,, Sj? 
Xl, Sj, 83 leżą na tej samśj prostej. Te cztery proste nazywamy o s i a m i 
p o d o b i e ń s t w a . 

184* Jeżeli ze środka S podobieństwa dwu krzywych K i I t ' homotety-
tycznychjmającychsijOe środki w K « K ' (fig. 48), wyprowadzimy dwie sieczne, z których 
jedna przecina krzywe odpowiednio w A, B; A', B', a druga odpoioiednio w C, D; 
C', D', to wówczas dwie proste AC, B'D', tudzież dwie proste BD, A'C', prze-
cinają, się w punktach E , F , leżących na osi pierwiastkowej. 

Jakoż, jeżeli sieczną SABA'B' weźmiemy za oś jc-ów, a sieczną^SCDCD' 
za oś 2/-ÓW i oznaczymy SA=:fl, SB = SA' = a', SB' = &', = 
SC' = c', = to równaniami prostych AC, A'C', BD, B'D' będą odpo-
wiednio 

Ponieważ zaś prosta KA jest równoległą do K'A', KB do K'B') KC do K'C', 
KD do K'D', zatym z uwagi, źe dane dwie krzywe są homotetyczne, mamy 
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skutkiem czego równania prostych Ą'C' i B'D' przejdą, odpowiednio iią 

Dodając do siebie tak równania prostych AC i B'D', jak i równania prostyclł 
A'C' i BD, otrzymujemy w obu razach toż samo równanie 

(5) 

przedstawiające prostą EF, przechodzącą tak przez punkt E, w którym się 
przecinają proste AC i B'I)', jak i przez punkt F, w któryjn się przecinają 
proste A'C' i BD. 

Okażemy, źe ta prosta (5) jest osią pierwiastkową krzywych (3), Kła-
dąc w równaniu (3) krzywej K raz y = drugi raz 03=0, otrzymamjr ną 
wyznaczenie liczb a, h, \ c, d dwa równania stopnia 2-go, 

z których wypada 

i 

Podstawiwszy te wartości za — + ^ i — + ^ w równanie (5), mieć będziemy 
Ih o C Ol 

któremu można nadać postać 

(5') 
Z równania zaś krzywej K' otrzymamy podobnie 

Porównywając te wartości z poprzednio znalezionymi, mamy 
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CO wstawiając w (5') za ma,3, ma^ ,̂ m̂ â ^̂  otrzymujemy równanie prostej EF: 

2r«13 — +. 2C%3 — + C«33 — = 
które jest [art. 181, (4)] równaniem osi pierwiastkowej dwu krzywych K i K'. 
Prosta EF jest więc osią pierwiastkową. 

Ć W I C Z E N I A . 

(150) . Znaleść równanie krzywej stopnia 2-go, która przechodzi przez 5 
punktów (1, 0). (3, O), (O, 1), (O, 3), (2, 2). 

(151). Znaleść równanie pęku linij stopnia 2-go, którego wierzchołkami są 
punkty (1, 0), (O; 1), (1, 2), (2, 1). 

(152). Znaleść równanie trzech par cięciw spólnych dwu krzywych stopnia 
2 - g o / = : 0 i 5 r = 0 . 

(153). Okazać, że krzywa zadania (141) jest opisana na trójkącie z sobą sa-
mym sprzężonym względem obu krzywych / = 0 i 

(154). Nazywając punkt, w którym się przecinają proste, łączące odpowie-
dnie wierzchołki dwu trójkątów z sobą sprzężonych względem krzywej stopnia 2-go, 
biegunem każdego z tych trójkątów względem tej krzywej, a prostą, która łączy 
punkty przecięcia się odpowiednich boków obu trójkątów, osią każdego z nich wzglę-
dem tej krzywej, okazać, że: 0 = 0 wyraża warunek, aby biegun trójkąta wpisanego 
w krzywą względem krzywej /•=. O leial na g=0, oraz, aby oś trójkąta opisanego 
na krzywej f— O względem krzywej g = 0 była styczną do krzywej / = 0. 

(155). Znaleść miejsce punktu przecięcia się normalnych do krzywej stopnia 
2-go, wystawionych w końcach cięciwy, która przechodzi przez punkt dany (a, P). 

(156). Znaleść warunek, aby trójkąt opisany na / = 0 był wpisany w 
(157). Z dwu kół + = i fa; — a ) 2 + (y —p)2 = r'2 kiedy jedno 

jest wpisane, a drugie opisane na tym samym trójkącie? 
(158). Znaleść równanie pary stycznych, stycznych do krzywej stopnia 2-go 

M.a:, I 3̂̂ 3 A 
/ = z O W punktach, w których tę krzywą przecina prosta — 1— i — — — U. 

(159). Znaleść środek koła, do którego są stycznymi boki trójkąta z sobą 
samym sprzężonego względem hiperboli równobocznej. 

(160). Wierzchołki dwu trójkątów, z których każdy jest z sobą samym 
sprzężony względem krzywej stopnia 2-go f = 0 , leżą na jednej krzywej stopnia 
2-go, oraz: boki dwu trójkątów, z których każdy jest z sobą samym sprzężony 
względem krzywej stopnia 2-go, są styczne do jednej krzywej stopnia 2-go. 

(161). Znaleść warunek, aby dwa koła były do siebie stycznymi zewnętrznie 

lub wewnętrznie. 
(162). Równania kół, mających spólną oś pierwiastkową, wrazie gdy tę oś przyj-

miemy za oś 2/-ÓW a liniją środków za oś a;-ów, jest postaci + y"̂  — 2Xa;=bS2 — o , 
gdzie X oznacza liczbę nieoznaczoną, a S długość etałą. 
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(163). Znaleść spółrzędne punktu, przez który przechodzą biegunowe punktu 
względem kół 

(164). Okazać, ze istmej% taKie awa punKty, iz icn oiegunowe wzgięaem 
kół -}- — 2Xx — g są prostymi stałymi. 

(165). Znaleść warunek, aby dwa kola 
przecinały się pod kątem prostym. 

(166), Jeżeli z punktu na spólnej osi pierwiastkowej układu kół wyprowa-
dzimy styczne do każdego z tych kół, to miejscem punktów styczności jest koło, 
przecinające każde z tamtych kół pod kątem prostym i przechodzące przez dwa 
punkty zadania (165). 

(167). Znaleść biegunową środków podobieństwa dwu kół względem jednego 
z tych kół. 

(168). Jeżeli środek pierwiastkowy S trzech kół K,, Ka, Kg połączymy z bie-
gunami Bj, Bj, Bg którejkolwiek z czterech osi podobieństwa tych kół, biegunami 
względem odpowiednich kół K,, Ka, Kg, to te trzy proste SB,, SBg, SBg przecinają 
koła K,, Ka, Kg odpowiednio w punktach Pj i P'i, P^ i P'2, Pg i P'3. Okazać, że 
dwa układy trzech punktów P,, Pj, Pg i P \ , P'a, P'3 wyznaczają dwa koła, z któ-
rych każde jest styczne do trzech kół Kj, Ka, K3 w tychże punktach. 

(169). Znaleść związek między wzajemnymi odległościami czterech punktów 
na kole. 
_ (170). Jeżeli koło K jest styczne do czterech kół K,, Ka, K3, K^ i jeżeli 
ik oznacza długość stycznej spólnej do dwu kół K^, K .̂, to okazać, że 

(171), Znaleść równania óśmiu kół stycznych do trzech kół danych. 
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W Y Z N A C Z E N I E K R Z Y W Y C H S T O P N I A 2 - G O Z A P O M O G Ą 

D A N Y C H W A R U N K Ó W . 

185. W artykule 173 okazaliśmy, że można zawsze — mówiąc wogól-
ności— odnaleść krzywą stopnia 2-go, która czyni zadość pięciu warunkom 
po j edyń cz ym, t. j. takim, iż każdy z nich prowadzi do jednego równania 
między spółczynnikami równania ogólnego tej krzywej. Łatwo zrozumieć, 
że jeżeli jeden z tych warunków prowadzi do równania stopnia drugiego lub 
wyższego względem spółczynników, to wówczas mieć będziemy dwa lub więcej 
rozwiązań, wskazujących, że istnieje odpowiednio dwie lub więcej krzywych 
stopnia 2-go, zadość czyniących warunkom danym. Z drugiej strony, może 
się zdarzyć, że jeden warunek daje dwa albo i więcej równań między spół-
czynnikami, a przeto mogą zachodzić warunki w i e l o k r o t n e , równowa-
żne dwu lub więcej warunkom pojedynczym, jak to niżej zobaczymy. 

Ażeby więc ocenić w każdym przypadku, czy warunki dane dost^-tecznie 
wyznaczają krzywą stopnia 2-go, lubteż nie, potrzeba; 

a., wykazać, jakie warunki należy uważać za pojedyńcze i znaleść 
k l a s ę każdego warunku pojedyńczego, t. j. stopień tego równania między 
spółczynnikami w równaniu ogólnym krzywej, do którego ów warunek pro-
wadzi; 

b. wyznaczyć ilość krzywych stopnia 2-go, mających uczynić zadość 
pięciu danym warunkom pojedyńczym, przy wiadomej klasie każdego z tych 
warunków; 

c. dokonać szczegółowego rozbioru warunków wielokrotnych i wyzna-
czyć, ilu warunkom pojedyńczym są one równoważne, a jednocześnie odna-
leść klasę tych warunków pojedyńczych. 

1 8 6 . WAETJNKI POJEDYNCZE. — Zajmiemy się jedynie dwoma rodzaja-
mi warunków pojedyńczych: t. z. w a r u n k a m i p u n k t o w y m i i wa run-
k a m i l i n i j o w y m i ; albowiem, jak to zobaczymy, wszelkie inne można 
uważać albo jako przypadki szczególne, albo jako powtórzenia dwu takich 
warunków pojedyńczych. 
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Niech 

(1) 
będzie równaniem ogólnym krzywej stopnia 2-go we spółrzędnych jednoro-
dnych (np. szczególnych) punktu i niech (x\, xW (x"i, x"2, x"2) będą 
spółrzędnymi dwu punktów na płaszczyźnie tej krzywej. Ponieważ równanie 

(2) 
(2') 

wyraża warunek, aby z dwu tych punktów jeden (każdy) leżał na biegunowej 
drugiego z nich względem krzywej (1), czyli, aby te dwa punkty były z sobą 
sprzężonymi względem krzywej (1), więc, jeżeli dwa punkty są dane, to waru-
nek, aby one były sprzężonymi, daje nam jedno równanie stopnia 1-go między 
spółczynnikami równania ogólnego (1) krzywej stopnia 2-go. Pięć takich 
warunków wystarczy zatym do wyznaczenia pięciu stosunków między tymi 
spółczynnikami, a przeto i do wyznaczenia krzywej stopnia 2-go. 

187. Niech 

będą równaniami dwu prostych. Jeżeli (x\, iCg) są spółrzędnymi biegu-
na pierwszej z tych prostych względem krzywej (1), mamy wówczas 

skąd nawzajem wypada 

Podstawmy wartości stąd wynikające na ic',, iCa? za X2, Xs w drugie 
z równań (3); otrzymamy wówczas równanie 

(4) 

lub, używając znakowania wyznacznikowego, 

(4') 

To równanie wyraża warunek, pod jakim biegun pierwszej z dwu prostych (3) 
względem krzywej (1) leży na drugiej prostej; a że ono jest symetryczne 
względem spółczynników równań obu prostych, więc wyraża ono także 
warunek, pod jakim biegun drugiej z dwu prostych (3) leży na pierwszej 
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prostej, czyli warunek, pod jakim dwie proste (3) są, sprzężone względem 
krzywej (1). Zauważmy, źe to równanie jest stopnia 2-go wyględem spół-
czynników w równaniu krzywej (1). A zatym, jeżeli są dane dwie proste, to 
warunek, aby te dwie proste były sprzężone względem krzywej stopnia 2-go, 
daje jedno równanie stopnia 2-go między spółczynnikami w równaniu ogól-
nym tej krzywej. Stąd zaś wypada, źe jeżeli takim warunkiem zastąpimy 
jeden z warunków artykułu poprzedzającego, wówczas — mówiąc w ogólno-
ści — otrzymamy dwa układy wartości na pięć stosuuków między spółczynni-
kami równania (1). 

188. Weźmy następnie pod uwagę równanie ogólne krzywej stopnia 
2-go we spółrzędnych linii prostej, 

(5) 
i niecłi (m',, w'a Wg), ^"3) będą spółrzędnymi dwu linij prostych. 
Wiadomo, źe równanie 

(6) 
(6') 

wyraża warunek, pod jakim jedna z tych prostych przechodzi przez biegun 
drugiej, czyli, pod jakim te dwie proste są sprzężone względem krzywej sto-
pnia 2-go (5). A zatym, jeżeli dane są dwie proste, to warunek, aby one były 
sprzężone względem krzywej stopnia 2-go, daje jedno równanie stopnia 1-go 
między spółczynnikami równania ogólnego (5) tej krzywej; stąd zaś wypada, 
źe pięć takich warunków wystarcza w zupełności do wyznaczenia krzywej 
stopnia 2-go. 

189. Niech 

(7) 

będą równaniami dwu punktów. Sposobem podobnym, jak w art. 187, znaj-
dziemy, źe równanie 

wyraża warunek, pod jakim dwa punkty (7) są sprzężone względem krzywej 
(5). To równanie jest stopnia 2-go względem spółczynników w równaniu (5); 
zatym, jeżeli są dane dwa punkty, to warunek, aby one były sprzężone wzglę-
dem krzywej stopnia 2-go, daje nam jedno równanie stopnia 2-go między 
spółczynnikami w równaniu ogólnym (5) tej krzywej. Stąd zaś wypada, że 
jeżeli takim warunkiem zastąpimy jeden z warunków, rozważanych w arty-
kule poprzedzającym, to wówczas — mówiąc wogólności — otrzymamy dwa 
układy wartości na pięć stosunków między spółczynnikami równania (5). 
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190. Wurunek, aby krzywa stopnia 2-go była taką, żeby dwa dane 
punkty były względem niej sprzężonymi, nazwiemy w a r u n k i e m punk to -
wym (w-p.); warunek zaś, aby krzywa stopnia 2-go była taką, żeby dwie 
dane proste były względem niej sprzężonymi, nazwiemy w a r u n k i e m li-
n i j o wym (w-L). Warunki te są pojedynczymi, albowiem prowadzą one do 
jednego równania między spółczynnikami w równaniu ogólnym krzywej sto-
pnia 2-go. 

Możemy teraz wyznaczyć ilość krzywych stopnia 2-go, dopełniających 
pięciu danych warunków pojedynczych. 

a. Pięciu warunkom punMowym może uczynić zadość tylho jedna Tirzywa sto-
pnia 2-go. Albowiem, gdy użyjemy spółrzędnych punktu, każdy z tych wa-
runków da jedno równanie stopnia 1-go (art. 186) między spółczynnikami 
równania ogólnego krzywej stopnia 2-go we spółrzędnych punktu, a pięć ta-
kich równań da tylko jeden układ wartości na stosunki między tymi spół-
czynnikami. 

b. Czterem warunkom punktoicym i jednemu linijowemu mogą uczynić zadość 
conajwięcej divie krzytce stopnia 2-go. Albowiem, gdy użyjemy spółrzędnych 
punktu, każdy z czterech w-p. da jedno równanie stopnia 1-go, a jeden w-1. 
jedno równanie stopnia 2-go (art. 187) między spółczynnikami równania ogól-
nego krzywej stopnia 2-go we spółrzędnych punktu. Z tych pięciu równań 
wyznaczymy pięć stosunków między spółczynnikami; wszakże, skoro jedno 
z nich jest stopnia 2-go, będziemy mieli dwa rozwiązania, wskazujące na 
istnienie dwu krzywych, dopełniających tych pięciu warunków. 

c. Trzem warunkom punktowym i dwu linijowym mogą uczynić zadość co-
najwięcej cztery krzywe stopnia 2-go. Albowiem, gdy użyjemy spółrzędnych 
punktu, trzy w-p. dadzą trzy równania stopnia 1-go, a dwa w-L dadzą dwa 
równania stopnia 2-go między spółczynnikami równania ogólnego krzywej 
stopnia 2-go we spółrzędnych punktu. Mieć więc będziemy pięć równań, 
które, gdy dwa z nich są stopnia 2-go, dadzą cztery układy wartości na pięć 
stosunków między tymi spółczynnikami, a to wskazuje, że mogą istnieć cztery 
krzywe stopnia 2-go, dopełniające tych pięciu warunków. 

d. Dwu warunkom punktoicym a trzem linijowym mogą uczynić zadość co-
najwięcej cztery krzywe stopnia 2-go. Albowiem, gdy użyjemy spółrzędnych 
linii prostej, to dwa w-p. dadzą dwa równania stopnia 2-go (art. 189), a trzy 
w-1. trzy równania stopnia 1-go (art. 188) między spółczynnikami równania 
ogólnego krzywej stopnia 2-go we spółrzędnych linii prostej. Liczba krzy-
wych jest więc w tym przypadku ta sama, co w przypadku 3-cim. 

e. Jednemu imrunkowi punktowemu i czterem linijowym mogą uczynić za-
dość conajwięcej dwie krzywe stopnia 2-go. Albowiem w-p. daje jedno równanie 
stopnia 2-go, a cztery w-1. dają cztery równania stopnia 1-go między spół-
czynnikami równania ogólnego krzywej stopnia 2-go we spółrzędnych linii 
prostej. Liczba krzywych jest znów ta sama, co w przypadku 2-im. 

f. Pięciu warunkom linijowym może uczynić zadość tylko jedna krzywa sto-
pnia 2-go. Albowiem te warunki dają pięć równań stopnia 1-go między spół-
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czynnikami równania ogólnego krzywej stopnia 2-go we spółrzędnych linii 
prostej. Liczba krzywych będzie zatym ta sama, co w przypadku 1-ym. 

1 9 1 . WAETJNKI ZEOŹONE. Pozostaje nam rozebrać najczęściej spoty-
kane warunki i odnaleść liczbę w-p., lub w-1., którym każdy z nich jest ró-
wnoważny. Poznawszy zaś to, będziemy mogli w każdym przypadku szczegól-
nym napewno osądzić, czy dane warunki są, czyteż nie są dostateczne, i ile 
krzywych stopnia 2-go można poprowadzić, czyniących zadość warunkom 
danym. 

1° ^Dany punkt na krzywej 
Punkt dany na krzywej, leżąc na własnej biegunowej, jest z sobą samym 

sprzężony. Ten więc warunek jest równoważny jednemu w-p. 
2® >Dana styczna do krzywej-^. 
Styczna do krzywej, przechodząc przez własny biegun, jest z sobą samą 

sprzężona. Ten więc warunek jest równoważny jednemu w-1. 
3° >'Dana średnica*. 
Średnica jest biegunową punktu w nieskończoności i przechodzi przez 

środek, który jest biegunem prostej w nieskończoności; średnica zatym i pro-
sta w nieskończoności są dwiema prostymi z sobą sprzężonymi. Ten więc 
warunek jest równoważny jednemu w-1. 

4° >'Dany punkt i dana biegunowa tego punktu 
Niech będzie P danym punktem i oznaczmy przez Q i R dwa dowolnie 

obrane punkty na danej biegunowej tego punktu. Z uwagi, że biegunowa 
punktu P przechodzi przez punkt Q i przez punkt E, wynika, że ten warunek 
jest równoważny dwu w-p.; z uwagi zaś, że biegun prostej leży tak na 
prostej QP, jak i na prostej RP, wypada, że tenże warunek jest równoważny 
także dwu w-1. 

5® «Dany punkt i dana styczna w tym punkcie^. 
Ten warunek, jako przypadek szczególny poprzedzającego, jest równo-

ważny albo dwu w-p., albo dwu w-1. 
6® ^Dana asymptota*. 
Ten warunek jest także przypadkiem szczególnym warunku 4-go; albo-

wiem asymptota jest styczną w punkcie nieskończenie odległym. Wskutek 
tego ten warunek jest równoważny dwu w-p., lub dwu w-1. 

7° »Dany kierunek jednej asymptoty««'. 
W tym przypadku dany jest jeden punkt krzywej, mianowicie punkt 

w nieskończoności. Ten więc warunek, jako przypadek szczególny warunku 
1-go, jest równoważny jednemu w-p. 

8° >^Ządana krzywa ma być parabolą^. 
Parabola jest styczną do prostej w nieskończoności; ten więc warunek 

jest przypadkiem szczególnym warunku 2-go, a przeto równoważnym jedne-
mu w-1. 

9° ^Żądana krzywa ma być kołem«. 
Koło przechodzi przez dwa punkty urojone w nieskończoności; ten więc 

warunek jest równoważny dwu w-p. 
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10° »Dany środek^ .̂ 
Środek jest biegunem prostej w nieskończoności; ten więc warunek, jest 

taksamo, jak warunek 4-ty, równoważny dwu w-p., albo dwu w-1. 
11" ^Dany trójkąt z sobą samym sprzężony^. 
Ten warunek jest widocznie równoważny albo trzem w-p., albo trzem w-L 
12° ^'Dane położenie dwu średnic sprzężony eh 
Ten warunek, jako przypadek szczególny poprzedzającego, jest także 

równoważny trzem w-p., albo trzem w-L 
13° »Dane kierunki dwu średnic sprzężonych*. 
Punkty, w których dowolne dwie proste, mające te kierunki, przecina 

jakakolwiek prosta, są sprzężone z sobą względem krzywej; ten więc warunek 
jest równoważny jednemu w-p. 

14° »Dane położenie jednej osi głównej«i 
Położenie dane jednej osi głównej, z uwagi, że oś główna jest średnicą, 

jest^ według 3-go, równoważne jednemu w-1. Atoli, skoro jednocześnie jest 
dany kierunek drugiej osi głównej. Więc, według 13-go, ten warunek jest ró-
wnoważny nadto jednemu w-p. 

15° >>Dane położenie dwu osi głównych«. 
Ten warunek, jako przypadek szczególny warunku 12-go, jest równo-

ważny trzem w-p., albo trzem w-1. 
16° 'Dane jedno ognisko^ .̂ 
W tym przypadku są dane dwie styczne z punktów kołowych urojonych 

(art. 145); ten warunek jest więc równoważny dwu w-1. 
17° '>Dana jedna kierownica*. 
Kierownica, jako biegunowa ogniska, przecina krzywą w dwu punktachj 

w których do tej krzywej są stycznymi dwie proste, wychodzące z ogniska do 
punktów kołowych urojonych. Ten warunek jest więc równoważny dwu W-p. 

18° ^>Dana krzywa homotetyczna z żądaną^. 
Ten warunek jest równoważny dwu w-p.; albowiem wszystkie krzywe 

homotetyczne przecinają prostą w nieskończoności w dwu tych samych 
punktach. 

19° '>Dana krzywa stopnia 2-go podwójnie styczna do żądanej 
Ten warunek należy uważać jako równoważny warunkowi, kiedy dwie 

styczne są dane, a więc dwu w-1.; albowiem wrazie, kiedy ta krzywa roskłada 
się na dwie proste, te dwie proste są dwiema stycznymi. 

20° "Żądana krzywa ma być hiperbolą równoboczną*. 
Ten warunek można uważać jako równoważny warunkowi, kiedy dany 

jest kierunek jednej asymptoty; albowiem, gdyby był dany kierunek jednej 
asymptoty, to tymsamym byłby już w tym przypadku dany kierunek drugiej 
asymptoty, jako prostopadłej do pierwszej. Ten więc warunek jest równo-
ważny jednemu w-p. 

1 9 2 . ZASTOSOWANIE. — Damy kilka przykładów, jako zastosowanie 
powyższych wypadków. 
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Przez pięć danych punktów można poprowadzić tylko jednę krzywą stopnia 
2-go. Albowiem w tym przypadku mamy pięć w-p. 

Aby tę krzywą wykreślić, należy sobie przypomnieć twierdzenie art. 51, 
według którego punkty przecięcia się odpowiednich promieni dwu pęków pro-
mieni jednokreślnych leżą na krzywej stopnia 2-go, która przechodzi zarazem 
przez wierzchołki tych pęków. Niech więc P,, P2, P3, P4, P5 będą pięcioma 
danymi punktami. Uważajmy P^ i Pg jako wierzchołki dwu pęków jedno-
kreślnych i połączmy te wierzchołki z punktami P,, Pg, P3; natenczas pro-
mienie P4P1, P4P2, P4P3 pierwszego pęku będą odpowiednimi promieniom 
P5P,, P5P2, P5P3 drugiego pęku. Aby otrzymać szósty punkt P krzywej, 
przechodzącej przez pięć punktów Pj, Pg, P3, P4, P5, dość dla jakiegokolwiek 
czwartego promienia P4P pierwszego pęku odnaleść odpowiedni mu promień 
w drugim pęku (sposobem wyłożonym w art. 50). Punkt przecięcia się tych 
dwu promieni będzie punktem szóstym żądanej krzywej. Tym sposobem mo-
żna znaleść ilekolwiek nowych punktów, a więc i poznać kształt krzywej. 

Do tegoż samego prowadzi inny sposób, opierający się na twierdzeniu 
PascaPa (art. 162), według którego trzy pary boków przeciwległych sześcio-
boku wpisanego w krzywą stopnia 2-go przecinają się w trzech punktach na 
jednej prostej. — Jakoż połączmy punkty Pj i Pg, P4 Pg (fig. 49) linijami 
prostymi i te linije przedłużmy aż do przecięcia się w punkcie L; poprowadźmy 

następnie przez punkt Pg prostą 
w kierunku dowolnym aż do prze-
cięcia się z prostą P2P3 w pun-
kcie M; nakoniec poprowadźmy 
prostą P3P4 aż do przecięcia się 
w N z prostą LM: prosta NPj 
przecina prostą dowolnie obraną 
PgM w punkcie fPg, który jest 
punktem szóstym krzywej stopnia 
2-go, przechodzącej przez pięć 
punktów Pi, . . . ,Pg. Zmieniając 
wciąż kierunek prostej PgM, otrzy-
mywać będziemy coraz inny punkt, 
jako odpowiedni szósty. 

Jeżeli w sześcioboku Pa-
scaPa wierzchołek np. Pg coraz 
się zbliża do wierzchołka Pj, to 
wówczas bok PePi zdąża do po-
łożenia stycznej do krzywej w pun-
kcie Pj. Z tej uwagi wynika 
sposób kreślenia stycznej do krzy-

wej stopnia 2-go w jednym z pięciu punktów, np. w P,, przez które ta krzywa 
ma przechodzić. Jakoż, połączmy P, z Pg i P4 z Pg i przedłużmy proste 
P1P2? P4P5 aź do przecięcia się w L; połączmy następnie P2 z P3 i Pg z P, ( = Po) 

Fig. 49. 
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i proste P2P3, P5P1 przedłużmy aź do przecięcia się w M; poprowadźmy na-
koniec prostą P3P4 aź do przecięcia się w N z prostą LM: prosta PjN jest 
styczną do krzywej w punkcie P,. 

Wiedząc to, można wyznaczyć położenie i długości dwu średnic sprzę-
żonych krzywej stopnia 2-go, mającej przechodzić przez pięć punktów danych. 
Niech a, h, c, d, e (fig. 50) będą punktami danymi. "Wyznaczmy (w sposób 
dopieroco podany) styczne aA, &B, cC do krzywej w punktach a, h, c, i ozna-
czmy przez S i T punkty przecięcia się par stycznych aA, 6B i 6B, cC. Pro-
sta, łącząca punkt S ze środkiem / cięciwy al, jest średnicą sprzężoną 
z kierunkiem cięciwy ah, i podobnie prosta, łącząca punkt T ze środkiem 
g cięciwy hc, jest średni-
cą sprzężoną z kierun-
kiem cięciwy h c. Te dwie 
zatym średnice przecina-
ją się w środku O linii 
krzywej. Wypj:flwadźmy 
z O prostą OS' równole-
głą do ah; natenczas OS 
i OS' będą kierunkami 
dwu średnic sprzężonych. 
Aby znaleść jeszcze dłu-
gości połów tych średnic 
OA; i Ok\ wyprowadźmy 
z a prostą af równoległą 
do SO aż do przecięcia się w z OS' i oznaczmy przez S' punkt przecięcia 
średnicy OS' ze styczną aA. Skoro cięciwa ah jest biegunową punktu S, 
a af biegunową punktu S', zatym mamy 0Z; = J / 0 / . 0 S i O f c ' = K ^ . O S ' . 

Jeżeliby się okazało, że dwie średnice SO i TO są do siebie równoległe, 
krzywa byłaby parabolą. Aby znaleść ognisko i kierownicę tej paraboli, 
przez punkty a i 6 prowadzimy dwie średnice, tudzież dwie proste, które z od-
powiednimi stycznymi aA i &B czynią takie same kąty, jak tylkoco wzmianko-
wane średnice. Te dwie proste przetną się w ognisku paraboli. Z ogniska 
spuszczamy prostopadłe na styczne i na przedłużeniach tych prostopadłych 
odcinamy długości równe tym prostopadłym: prosta łącząca końcowe punkty 
jest kierownicą. 

193. Mając danych igi^ć prostych, moma poprowadzić tylko jednę krzywą 
stopnia 2-go, styczną do tych prostych. Albowiem w tym przypadku mamy 
pięć w-1. 

Aby wyznaczyć jakąkolwiek szóstą styczną, można się oprzeć albo na 
twierdzeniu art. 51, według którego proste, łączące każde dwa odpowiednie 
punkty dwu szeregów punktów prostolinijowych i jednolcreślnych, obwodzą 
krzywą stopnia 2-go, do której jednocześnie obie podstawy tych szeregów są 
styczne, alboteż na twierdzeniu Brianchon'a (art. 166), według którego pro-
ste, łączące trzy pary wierzchołków przeciwległych sześciokąta opisanego na 

Fig. 50. 
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krzywej stopnia 2-go, przecinają się w jednym punkcie. Podamy tu tylko 
drugi z tych sposobów 

Jakoż, niech D,, Dj, D3, D4, Dg będą danymi pięcioma prostymi. Po-
łączmy prostą U punkt przecięcia się prostych D,, D2 z punktem, w którym 
przecinają się proste D4, D5; następnie z punktu przecięcia się prostych Dg, 
D3 wyprowadźmy prostą dowolną Y, która przecina prostą U w O, a pro-
stą Dg w A. Nakoniec połączmy punkt przecięcia się prostych D3, D4 z pun-
ktem O prostą "W i tę prostą przedłużmy aż do przecięcia się z prostą D, 
w punkcie B. Proste AB i D,, D2, D3, D4, Dg są bokami sześcioboku Brian-
chon'a, a więc prosta AB jest szóstą styczną krzywej stopnia 2-go, do której 
są stycznymi proste D,, Da, D3, D4, Dg. Prowadząc prostą V coraz w in-
nym kierunku, otrzymamy odpowiednio coraz inną szóstą styczną AB. 

Jeżeli w sześcioboku Brianchona jeden z boków, np. Dc, zejdzie się ra-
zem z bokiem sąsiednim Dj, wtedy punkt przecięcia się tych dwu boków ra-
zem zejdzie się z punktem styczności boku Dj do krzywej. Z tej uwagi wy-
pada następujący sposób wyznaczenia punktów, w których krzywej, określo-
nej przez pięć stycznych, dotyka każda z tych stycznych. Jakoż, połączmy 
punkty DjDj i D4D3 prostą U, następnie punkty D2D3 i DgD, (^zDgDo) 
prostą y , a nakoniec punkty D3D4 i UV prostą "W: prosta W przetnie sty-
czną D, w punkcie styczności. Wyznaczywszy tym sposobem punkty styczno-
ści na trzech sąsiednich stycznych, można potym, taksamo jak w artykule po-
przedzającym, wynaleść położenie i długości pary średnic sprzężonych. 

194. Mając dane cztery punkty i jednę prostą, przechodzą, przez jeden z pun-
któw danych, można poproicadzió przez te punkty tylko jednę krzyivą stopnia 2-go, 
do której dana prosta jest styczną w tym danym punkcie, przez który ta prosta prze-
chodzi. Albowiem i w tym przypadku mamy pięć w-p. 

"Wykreślenie krzywej zapomocą tych warunków można oprzeć na dwu 
wnioskach, wynikających z twierdzenia PascaFa. Jeżeli naprzód w sześcio-
boku PascaFa wierzchołek P^ razem się zejdzie z wierzchołkiem P^, a wierz-
chołek Pg z wierzchołkiem P4, wtedy dwa boki przeciwległe PjPg i P4Pg tego 
sześcioboku staną się stycznymi w dwu wierzchołkach przeciwległych P, i P4 
czworoboku P1P3P4P0, wpisanego w krzywą stopnia 2-go. Mamy zatym 
twierdzenie: pary hoków 'przeciwległych cztoorohoku, wpisanego w krzywą stopnia 
2-go, i pary stycznych do krzywej iv dwu jego wierzchołkach przecitcległych przed' 
nają się w punktach, leżących na jednej prostej. 

Wyobraźmy sobie następnie, że wierzchołki sześcioboku PascaFa P2, 
P4 i Po schodzą się razem odpowiednio z wierzchołkami Pj, P3 i Pg. Przy 
tym przypuszczeniu, boki P1P2, P3P4J PsPe tego sześcioboku stają się styczny-
mi w odpowiednich wierzchołkach P „ P3, Pg trójkąta P^PgPg, wpisanego 
w krzywą stopnia 2-go. Twierdzenie PascaFa przechodzi zatym teraz na na-
stępujące: hoki trójkąta, wpisanego w krzywą stopnia 2-go, przecinają się ze sty-
cznymi w jego wierzchołkach przeciwległych w trzech punktach, leżących na jednej 
prostej. Tego twierdzenia dowiedliśmy już w art. 165. 
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otóż, jeżeli dane są cztery punkty P^, Pa, P3, P4 i styczna D, w pun-
kcie P,, to, zapomocą, pierwszego z tych twierdzeń, znajdziemy styczną w P3, 
a następnie, zapomocą drugiego, styczną w Pg, i wykreślenie krzywej sprowa-
dzi się do przypadku, rozważanego w art. 192. 

195. Mając cztery proste dane i punkt dany na jednej z tych prostych, mo-
żna znaUść tylko jednę krzywą, styczną do tych prostych, dla której punkt dany jest 
punktem styczności prostej, na której ten punkt leży^ Albowiem mamy tu pięć w-L 

Wykreślenie krzywej zapomocą tych warunków opiera się znowu na 
dwu wnioskach, dających się wyprowadzić z twierdzenia Brianchon'ai Te 
dwa wnioski zawierają twierdzenia, odpowiadające podług zasady dwoistości 
twierdzeniom, dowiedzionym w artykule poprzedzającym, a mianowicie: dwie 
przekątne cztcorohoku, opisanego na krzyicej stopnia 2-go, i prosta, łącząca punkty 
styczności loków przeciivległych, przecinają się w jednym punkcie; oraz: proste, łą-
czące wierzchołki trójkąta opisanego na krzytvej stopnia 2-go z punktami styczności 
boków przeciwległych, przecinają się iv jednym punkcie. 

c» Otóż, jeżeli do krzywej mają być stycznymi cztery proste dane, D,, D^, 
^ D g , D4, i jeżeli P, jest danym punktem styczności prostej D,, to, zapomocą 
3K pierwszego z wypowiedzianych dopieroco twierdzeń, znajdziemy naprzód punkt 
S styczności P3 na D3, a następnie, zapomocą drugiego, punkt styczności P^ 
^ na Da, poczym postąpimy tak, jak w art. 192. 
^ 1?)6. Przez cztery dane punkty można poprowadzić dicie parabole. Albo-
^wiem mamy w tym przypadku cztery w-p. i jeden w-1. 
o Aby te parabole wykreślić, gdy A, A', 
2 B, B' są czterema danymi punktami (fig. 51), 
^ weźmy np. AA' za oś rc-ów, a BB' za oś 
S 2/ -ÓW, i oznaczmy OK—a, OA'=a ' , OB=zb, 
^ OB' — R ó w n a n i e krzywej stopnia 2-go, 
S przechodzącej przez te cztery punkty, jest 

widocznie 

gdzie k jest czynnikiem nieoznaczonym. Po-
rządkując to równanie, mamy 

+ aa' " \ab' 
stopni niższych = 0. 
parabolą, jeżeli 

skąd wypada 

bihl. mnt.-fiz., S. IV. T. IV. 

+ ^ 4 - wyrazy 

Ta krzywa będzie 
Fig. 51. 

aa'bb' ~~ \ab' ^ a'b J ' 

a.V ^ a'b ]/aa'hV' 
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Równania zatym dwu parabol moźebnycli 

/ X 2 / 
\ y 7 S ~ y W ) wyrazy stopni niższych = 0 . 

Stąd czytamy, źe osi tych dwu parabol są odpowiednio równoległe do prostybh 

+ = o i .— — .— = 0. Punkt w nieskończoności (w kie-
[/'aa' Vaa) YhV 
runku jednej lub drugiej z tych dwu prostych) i cztery dane punkty tworzfj, 
pięcidkąt wpisany w krzywą stopnia 2-go. Można zatym, według art. 192, 
wynaleść styczne do krzywej w dwu z tych czterech punktów, a potym, we-
dług końcowej uwagi art. 192, znaleść jej ognisko i kierownicę. 

Ć W I C Z E N I A . 

(172). ZaJ)Omocą twierdzfeń art. 51 dowieść twierdzeń Pascal'a i Brian-
fchon'a. 

(173). Dowieść, że można tylko jednę parabolę wpisać w dany czworobok. 
(174). Dowieść, że można wykreślić dwie krzywe stopnia 2-go, mające dane 

ogniska i przechodzące przez dany punkt. 
(175). Dowieść, że można wykreślić tylko jednę krzywą stopnia 2-go, mającą 

dane ogniska i daną prostą, do żądanej krzywej styczną. 
(176). Dowieść, źe można wykreślić tylko jednę krzywą stopnia 2-go, mającą 

dany środek, względem której dany trójkąt jest z sobą samym sprzężony. 
(177). Okazać, że dwie krzywe stopnia 2-go spółogniskowe nie mogą mieć 

spólnej stycznśj. 
(178). Okazać, że trzy krzywe stopnia 2-go spółogniskowe nie mogą mieć 

Spólnego punktu. 
(179). Okazać, że nie można dwu krzywych stopnia 2-go spółśrodkowych ani 

wpisać w ten sam trójkąt, ani opisać na tym samym trójkącie. 
(180) . Okazać, że można wykreślić cztery koła podwójnie styczne do danej 

krzywej stopnia 2-go, przechodzące przez punkt dany, lub styczne do prostej danej. 
(181). Okazać, że w dany czworobok można wpisać tylko jednę krzywą sto-

pnia 2-go, mającą środek na danej prostej. 
(182). Wykreślić krzywą stopnia 2-go, mając dane trzy jej punkty i jedno 

ognisko. 
(183). . Wykreślić krzywą stopnia 2-go, mając dane trzy jej styczne i jedno 

ognisko. 
(184). Wykreślić krzywą stopnia 2-go, mając dane trzy punkty i jednę kie-

rownicę. 
(185). Wykreślić parabolę, mając dane jedno jej ognisko i dwa punkty. 
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(186). Wykreślić parabolę, mając dane jednę jej kierownicę i dwa punkty. 
(187). Wykreślić hiperbolę, mając dane trzy jej punkty i kierunki asymptot. 
(188). Wykreślić hiperbolę, mając dane położenie jednej jej asymptoty, je-

den wierzchołek główny i jeden punkt. 
(189). Znaleść miejsce wierzchołka głównego paraboli, której ogniskiem jest 

dany punkt, a styczną dana prosta. 
(190). Znaleść miejsce ogniska krzywej stopnia 2-go, wpisanej w dany równo-

ległobok. 
(191). Znaleść miejsce ogniska i wierzchołka głównego hiperboli, dla której 

jedna z dwu danych prostych przedstawia położenie jednej asymptoty, a druga je-
dnej kierownicy. 

(192). Znaleść miejsce środka krzywej stopnia 2-go, przechodzącej przez 
cztery punkty spólne dwu danym krzywym stopnia 2-go. 

(193). Znaleść miejsce środka hiperboli, której ogniskiem jest jeden z dwu 
danych punktów, a drugi punktem przecięcia się jej z prostą daną, równoległą do 
jednej jej asymptoty. 

(194). Znaieść miejsce wierzchołków głównych hiperboli równobocznej, prze-
chodzącej przez punkt dany, której jedną z asymptot jest prosta dana. 

(195). Znaleść miejsce środka hiperboli równobocznej, opisanej na danym 
trójkącie. 

(196). Znaleść miejsce ogniska paraboli, której stycznymi są dane dwie pro-
ste, a dany punkt na jednej z tych prostych jej punktem styczności. 

(197). Dane trzy punkty A, B, C i prosta, a odcinek zmienny MN tej prostej 
jest widziany z punktu A pod danym kątem: znaleść punkt przecięcia się prostych 
BM i CN. 

(198). Koło zmienne jest styczne do danej elipsy w punkcie danym: znaleść 
miejsce punktu przecięcia się stycznych do obu tych krzywych. 
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ROZDZIAŁ XIY. 

ZARYS TEORYI KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH 
RZĘDU ^z-GO. 

1 9 7 . LICZBA PUNKTÓW WYZNACZAJĄCYCH KEZYWĄ ALGIEBEAICZNĄ EZĘDU 

•)I-EGO. Równanie ogólne krzywej algiebraicznej rzędu n-go 

(1) 
zawiera 

(2) 

spółczynników stałych a, b, b^, c,... ,g„. Stąd wnosimy, źe istnieje zawsze Jcrzy-

wa algiebraiczna rz^du n-ego, przechodząca przez 1 punktów da-

nych a;,, 2/,; a^a, ..., i — móioiąc wogólności — tylTco jedna taJca hrzywa. 
Jakoż, wyrażając, źe krzywa (1) przechodzi przez te punkty, mieć bę-

dziemy równania warunkowe 

(3) 

które wyznaczają stosunki spółczynników W równaniu więc 
krzywej pozostanie niewyznaczony tylko czynnik stały, którego wartość jest 
obojętną. Z równań (1) i (3) otrzymujemy 

(4) 

t. j. równanie krzywej, przechodzącej przez punkty dane. Należy wszakże za-
uważy wć, źe jeżeli wyznacznik równań (3) 
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wyznaczników, które otrzy-
mamy z symbolu po stronie lewej przez opuszczenie każdej pokolei kolumny, 
jest równych O, to wówczas równania (3) nie wyznaczają stosunków między 
spółczynnikami a, c, . . . ; albowiem wtedy otrzymywane wartości tych 
stosunków przedstawiają się w postaci nieoznaczonej —, W tym więc 
przypadku mieć będziemy nieskończenie wiele krzywych, przechodzących 
przez punkty dane. 

198. Jeżeli liczba punktów danych jest równa 
wówczas liczba równań warunkowych kształtu (3) będzie o 1 mniejszą, ani-
żeli w przypadku poprzedzającym. Rugując wtedy z równań (1) i (3) 

stosunków między spółczynnikami, otrzymamy równanie 

czyli 

(6) 
gdzie cp i są funkcyjami wyznaczonymi stopnia n-go, a stosunek stałych 
a i l pozostaje dowolnym. Zmieniając ten stosunek, otrzymamy pęk krzy-
wych r z ę d u w-go, z których każda przechodzi przez punkty dane. 

Atoli krzywe pęku przechodzą przez wszystkie punkty, w których się 
przecinają krzywe cpz=:0 i cf^O- Ze zaś dwie krzywe rzędu n-go przecinają 

się w n^ punktach, przeto, wrazie, gdy ^̂^ ^̂  — 2 n^ (co ma 
A 

miejsce przy n >- 2), wszystkie krzywe pęku przechodzą jeszcze przez 

Ą- 2 punktów, prócz j — 2 punktów danych, 

wyznaczających pęk. Mamy zatym tAvierdzenie: wszystkie krzywe algiebraiczne 
rzędu n-go, przechodzące przez — (yi + V)(n -j- 2) — 2 punktów, przechodzą jedno-u 

cześnie przez — ^ ("w + 1) (« + 2) + 2 innych punktóio, odpoiviednio przez tamte 

wyznaczonych. Lubo więc ^ (n + 1) (n + 2) — 1 punktów wyznacza wogóle a 
krzywą algiebraiczną rzędu w-go, to jednak, wrazie, gdy jeden z danych pun-
któw jest taki, iż on, według powyższego twierdzenia, jest wyznaczony przez 
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\(n-\-l)(n-\-2)~2 z danych punktów, krzywa nie jest przez te punkty wy-
znaczona. 

199. "Wszczególności, jeżeli w = 3, mamy twierdzenie: ivszyst¥ie hrgyice 
rz^du 3^00, przechodzące przez 8 punktów danych, mają nadto punU dziewiąty spoi-
ny, Z tego twierdzenia można wyprowadzić dowodzenie twierdzenia Pas-
cal'a (art. 162). Jakoż, niech (fig. 52) 1, 2, 3, 4, 5, 6 będą, następującymi 
po sobie bokami sześcioboku wpisanego w krzywą stopnia 2-go; (1, 4), (2, 5), 
(3, 6) punktami przecięcia się boków przeciwległych 1 i 4, 2 i 5, 3 i 6. Boki 

nieparzyste tworzą łącznie liniją C, rzędu 3-go; boki 
parzyste tworzą łącznie drugą liniją C2 rzędu 3-go; 
nakoniec krzywa stopnia 2-go C i prosta D, przecho-
dząca przez punkty (1, 4), (2, 5), tworzą łącznie trze-
cią liniją Cg rzędu 3-go. Linija C3 przechodzi przez 
8 punktów przecięcia się linij Ĉ  i C2, mianowicie 
przez punkty (1, 2), (1, 4), (1, 6); (3, 2), (3, 4); (5, 2), 
(5, 4), (5, 6); a zatym przechodzi i prijez punkt dzie-
wiąty (3, 6). Skoro zaś ten punkt nie leży na krzy-

Fig, 52. wej C, więc znajduje się on na prostej D. A zatym 
punkty (1, 4), (2, 5) i (3, 6) leżą na jednej prostej. 

200. Dwie krzywe algiebraiczne, z których jedna jest rzędu m-go, 
a druga rzędu w-go, mają mn punktów spólnych; albowiem liczba układów 
wartości na dwie niewiadome x, y, czyniących jednocześnie zadość dwu ró-
wnaniom 

f(x,y) — Q i . 

z których jedno jest stopnia m-go, a drugie stopnia w-go, jest równa mn. 
Stąd wnosimy, że przez \ (n-{-\) ( n 2 ) — 1 pimUóio danych nie można po-

a 
prowadzić krzywej algiehraicznćj rzędu n-go właściwej, jeżeli więcej, aniżeli mn 
z tych punktów leży na krzytvej rzędu m-go, przy mC,n. Albowiem, jeżeliby to 
było możebne, wówczas krzywa rzędu n-go miałaby z krzywą rzędu m-go 
więcej, aniżeli mn punktów spólnych. Lubo więc, w tym przypadku, punkty 
dane wyznaczają równanie stopnia n-go, jednak to równanie jest przywie-
dlnym, t. j. jest iloczynem równań stopni niższych, tak, iż przedstawia układ 
krzywych rzędów niższych. Ażeby linija rzędu n-go, przechodząca przez 

— (n 1) fw 4" 2) — 1 danych punktów, mogła być krzywą lołaściwą, conajwięcej 
2 
mn — 4 (łw — l)(m — 2) z tych punktóio może leżeć na krzywej rzędu m-go, przy 

m<in. Jakoż, jeżeliby na krzywej rzędu m-go leżał o jeden punkt więcej, to 
natenczas przez pozostałe punkty, których jest 

I ( n - \ - l ) ( n Ą - 2 ) — 1 - mn +1(m—l)(m-2)~- 1)(n—m + 2)—1, 
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moźnaby poprowadzić krzywą rzędu (n — nj-go. Ta krzywa rzędu (n — m)-gQ 
z krzywą rzędu w-go tworzyłyby liniją rzędu w-go, przechodzącą przejs 
-(n-\-l)(n-\-2) — l punktów danych; a zatym, według twierdzenia art. 197, 
nie moźnaby wtedy przez te punkty żadnej innej linii rzędu «-go poprowa^! 
dzić. — Tak np., linija rzędu 3-go, przechodząca przez 9 punktów, któryclł 
6 leży na krzywej stopnia 2-go, jest układem tej krzywej i prostej, przecbo^ 
dzącej przez trzy pozostałe punkty. 

2 0 1 . P U N K T Y WIELOKROTNE. Prostą przecina hrzyioą algiehraiczną rzędą 
n-ego iv n punUacli. Jakoż, weźmy pod uwagę jakąkolwiek prostą, Niech 
X, y będą spółrzędnymi punktu p danego na tej prostej, a X, Y spółrzędny^ 
mi jej punktu bieżącego P; oznaczmy przez r odległość imienną JJP, a pr?;ez 
l i m dostawy kątów, które kierunek pV tej prostej czyni z kierunkapai po-
datnymi osi x \ y , do siebie prostopadłych. Mamy wtepy 

(1) 
Jeżeli punkt P jest punktem przecięcia się prostej p ^ z krzywą algiebraipznci 
rządu w-go 
(2) 
natenczas wartości (1) na X, Y' uczynią zadość równaniu (2), t. j. będzie 

(3) 
To równanie daje wartości na odległość r punktu przecięcia się prostej (1) 
z krzywą (2) od punktu p. Pozostaje okazać, że równanie (3) jest względem 
r stopnia w-go. W tym celu nieodzowna wyprowadzić uprzednio pewien 
wzór zasadniczy z dziedziny rachunku różniczkowego, 

202. Niech f(x) będzie funkcyą zmiennej x całkowitą stopnia w ĝo, 

(4) - -
Oznaczmy 

(5) 

Funkcyje (5), z których pierwsza otrzymuje się z funkcyi f(x) przez zmniej-
szenie w każdym wyrazie wykładnika potęgi ic-a o 1 i przez pomnożenie 
tegoż wyrazu przez wykładnik pierwotny, a każda następująca według tego 
samego prawidła wyprowadzić się daje z poprzedzającej, zowią się pochodnymi 
funkcyi f(x), a mianowicie f(x) pochodną pierwszą, albo rzędu 1-go, f ( x ) po-
chodną drugą,... , f»)(x) pochodną w-ą. "Widoczna, że ^>pochodna w-a funkcyi 
całkowitej stopnia w-go jest liczbą stałą skąd znowu wynika, że ^pochodne 
następne sąrówme — Te pochodne będziemy oznaczali sposobem przyjętym 

w rachunku różniczkowym odpowiednio przez -
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(6) 

Weźmy teraz pod uwagę funkcyją całkowitą, stopnia n-go np, z dwiema 
zmiennymi x i y, od siebie niezależnymi, 

(7) 
Jeżeli tej funkcyi weźmiemy naprzód pochodną i-ą względem ce, t. j. uważa^ 
jąc y za liczbę stałą, a następnie tej pochodnej pochodną k-ą, względem y, t. j. 
przyjmując, że przy tym x jest liczbą stalą, to otrzymamy pewną funkcyją — 
wogóle — obu zmiennych, która zowie się pochodną fi + wziętą i razy 
względem a, k razy względem y. Tę pochodną oznaczać będziemy sposo^ 

hem przyjętym w rachunku różniczkowym przez 

mamy 

''Wszystkie pochodne w-te funkcyi całkowitej stopnia n-go są liczbami stały-
mi". ^Wartość pochodnej, wziętej względem obu zmiennych, nie zależy od 
porządku, w jakim się je bierze względem oddzielnych zmiennycl^. Pra-
wdziwość tych twierdzeń uwidoczniona w powyższych wzorach. 

203. Podstawmy we wzorze (4) x-{-li za x; będzie wtedy 

A gdy poszczególne potęgi dwumianu X'\-h rozwiniemy zapomocą wzoru 
Newton'a i stronę drugą uporządkujemy podług potęg rosnących liczby h, to 
wypadnie, według (5) i (6), 

(8) . 

Podstawmy taksamo we wzorze (7) x i y li za a? i Rozwijając 
podług potęg rosnących liczby li zapomocą wzoru (8), mamy 

Gdy zaś następnie, zapomocą tego samego wzoru, rozwiniemy 
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9" f(x, y Ti) . podług potęg rosnących liczby h i uwzględnimy, że ^ ^ j^st liczbą 

Q(\. X \ y niezależną, a więc, że zamiast ^ ^̂  można pisać 
wówczas 

Oznaczywszy, dla skrócenia, przy i =: 1, 2,...,n, 

(9) 

możemy wzorowi poprzedniemu nadać postać 

( 1 0 ) , 

AYzory (8) i (10) zowią się w z o r a m i Tay lo r ' a . 
Taksamo można rozwinąć funkcyją trzech lub więcej zmiennych. 
204. Rozwińmy zapomocą wzoru (10) lewą stronę równania (3) podług 

potęg rosnących liczb Ir i mr. Otrzymamy w ten sposób równanie 

(11) 

gdzie, przy i = l , 2,...,n, 

(12) 

Równanie (11) jest stopnia n-go względem r, co dowodzi, że prosta (1), pF, 
a więc jakakolwiek prosta, przecina krzywą algiebraiczną rzędu n-go (2) 
w n (i tylko w n) punktach. Te punkty albo mogą być wszystkie rzeczywi-
ste, alboteż niektóre z nich, a niekiedy wszystkie mogą być urojone, co zależy 
od tego, jakimi są pierwiastki równania (11). 

205. Załóżmy, że spółrzędne punktu danego p czynią zadość równaniu 

t. j. że punkt p leży na krzywej (1), a nadto, że spółczynniki kierunkowe 
l i m prostej pV czynią zadość równaniu warunkowemu 
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(13) + 

w tym przypadku, równanie (11) ma czynnik r^, co dowodzi, źe prosta pV 
ma z krzywą (1) w p dwa punkty spólne, prócz p — 2 innych punktów. Taką 
prostą nazywamy s t y c z n ą krzywej (1) w punkcie p, który znowu zowie się 
p u n k t e m s t y c z n o ś c i . 

Ostatnie równanie daje wartość na stosunek l:m spółczynników kie-
runkowych stycznej. Otrzymamy zatym równanie stycznej, mnożąc owe ró-
wnanie przez r, a następnie podstawiając w nim za Ir i mr wartości X — x 
i Y — y , wynikające ze związków (1). Równanie więc stycznej do krzywej 
(1) w punkcie (x, y) jest 

(14) 

Z tego równania czytamy, źe styczna w punkcie (x, y) jest prostą oznaczoną, 
wyjąwszy przypadek, kiedy spóirzędne tego punktu czynią zadość nietylko 

równaniu f(x,y) — 0, ale jednocześnie równaniom — 0 i ^Ź^^lll—i), 
dx dy 

Tym przypadkiem zajmiemy się teraz szczegółowiej. 
206. Niech będzie jednocześnie 

(15) ; = o, ^ = 0 . 

W tym przypadku, równanie warunkowe \f(x,y)=z{) staje się tożsamościo-
wym, a przeto każda prosta, wychodząca z punktu p, określonego równaniami 
(15), przecina krzywą (1) w dwu punktach, schodzących się razem z punktem 
p. Ten punkt, t. j. punkt określony równaniami (15), nazywamy p u n k t e m 
p o d w ó j n y m krzywej (1). 

Pomiędzy prostymi, wychodzącymi z punktu podwójnego, znajdują się ta-
kie dwie, które w tym punkcie przecinają krzywą w trzech punktach; albowiem 
jeżeli spółczynniki kierunkowe l, m czynią zadość równaniu kwadratowemi 

(16) + 

wówczas trzy pierwiastki równania (11) będą równe 0. Te dwie osobliA ê 
proste nazywamy stycznymi do krzywej (2) w punkcie podwójnym p. Otrjy-
niamy równanie tych dwu stycznych, mnożąc równanie (16) przez r-, a la-
stępnie zamiast Imimr podstawiając w nim X — xiY — y. Eównanimi 
więc tych stycznych jest 

(17) + + 

Ponieważ krzywa f(x,y)=:0 w punkcie podwójnym posiada dwie sy-
czne, zatym widoczna, źe w tym punkcie przecinają się dwie gałęzi krzyy^^j. 
Należy wszakże rozróżnić trzy przypadki punktu podwójnego. 
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a. Jeżeli równanie (16) daje na stosunek l-.m dwie wartości rzeczywi-
st.e i od siebie różne, wtedy obie styczne w punkcie podwójnym istnieją rze-
czywiście. "W tym więc przypadku, dwie rzeczywiste gałęzi krzywej przeci-
nają się w punkcie podwójnym. Taki punkt podwójny nazywa się węz łem 
krzywej. 

b. Jeżeli pierwiastki równania (16) są zespolone, wtedy dwie styczne 
w punkcie podwójnym nie istnieją w rzeczywistości, albo raczej są urojone 
i sprzężone, a zatym przecinają się w punkcie rzeczywistym. W tym przy-
padku, przez punkt podwójny, lubo on stanowi część składową krzywej, nie 
przechodzi żadna rzeczywista gałąź krzywej. Taki punkt podwójny nazywa 
si<ę punktem o d o s o b n i o n y m krzywej. 

b. Jeżeli oba pierwiastki równania (16) są sobie równe, wtedy obie 
styczne w punkcie podwójnym razem się z sobą schodzą. Taki punkt po-
dwójny zowie się punktem zwro tu k r z y w e j . Według tego określenia, 
punkt podwójny, określony równaniami (15), będzie punktem węzłowym, pun-
ktem odosobnionym, lub punktem zwrotu, według tego, czy wyróżnik lewej 
strony równania (16), t. j. wyrażenie 

y) y) 
\ dxdy J 

o A 3 
X 

posiada w tym punkcie wartość ujemną, dodatną, czyteż równą 0. 
207. Trzy rodzaje punktów podwójnych krzywej algiebraicznej uwido-

cznimy na przykładzie. Weźmy pod uwagę t. z. parabolę rzędu 3-go, t. j. 
krzywą, daną przez równanie 

if-~(x — a) (x — h)(x — c), 

w którym zakładamy, że 

0 < a < 6 < c . 
Z tego równania widzimy, że pa-
rabola rzędu 3-go leży całkowicie 
po prawej stronie osi y-ów (gdyż, 
dla a;CO, 2/ jest liczbą urojoną), 
tudzież, że oś jest osią sy-
metryi tej krzywej (gdyż, dla 
•^>0) y przyjmuje dwie w^artości, 
różniące się tylko znakiem). Dla 
x = a, x — h i x — c, jest 
a zatym, jeżeli (fig. 53) OA = a, 0B = &, OC = c, to krzywa przechodzi 
przez punkty A, B, C. Gdy nadto 
dla x<ia rzędna y posiada wartość urojoną, 

„ a<ix<Cb „ „ „ „ rzeczywistą i skończoną, 
„ i < a ; < c „ „ „ „ urojoną, a 
j5 „ „ „ „ rzeczywistą i razem z x wzra-

Fig. 53. 

http://rcin.org.pl



^ 5 — z 

2 3 6 GIEOMKTRYJA ANA.LITyCZNA PŁASKA. 

stającą do nieskończoności, więc widocznie krzywa składa się z dwu części 
od siebie oddalonych: z jajka (owalu), zawartego między A i B, i z ga-
łęzi nieskończonej, poczynającej się w punkcie C. Figura 53 wskazuje 
kształt tej krzywej. 

Zrobimy teraz trzy założenia względem wartości liczb a, h, c. 
a. Niechaj naprzód & = c. W tym przypadku, punkt B schodzi się 

z punktem C (fig. 54), wskutek czego 
owal łączy się w B z gałęzią nieskoń-
czoną; punkt B staje się punktem po-
dwójnym, w którym krzywa samę sie-

Fig 54. bie przecina. Równanie zatym 

w którym a < 6, przedstawia krzywą z punktem węzłowym (b, 0). 
b. Niech następnie a ^ b . W tym przypadku, owal ściągnął się w je-

den punkt A (fig. 55), zupełnie od-
osobniony od gałęzi nieskończonej. 
Równanie zatym 

— — — 

w którym a Cc, przedstawia krzywą 
z punktem odosobnionym, a do niej 

Fig, 55, należącym (a, 0). 
c. Niech nakoniec a — h — c. 

W tym przypadku, owal ściągnął się w jeden punkt A (fig. 56) i złączył się 
z gałęzią nieskończoną, wskutek tego, że wierzchołek C tej gałęzi zeszedł się 
z tym punktem. Mamy teraz tylko gałąź nieskończoną z wierzchołkiem 

w A, który jest punktem zwrotu 
krzywej. Równanie zatym 

przedstawia krzywą z punktem 
zwrotu (a, 0). 

Z tego przykładu widzimy 
także, że punkt zwrotu jest punktem podwójnym odmiennego rodzaju, aniżeli 
punkt węzłowy, lub punkt odosobniony. Jakoż, jeden warunek (b — c, lub 
a=zb) był potrzebny, aby krzywa if^z^(x — a)(x—b)(x — c) posiadała wę-
zeł, lub punkt odosobniony, gdy tymczasem dwu warunkom (a — b = c) stać 
się musiało zadość, aby ta krzywa posiadała punkt zwrotu. Dlategoteż, mó-
wiąc następnie, że punkt jest podwójnym, zwykle rozumieć przez to będziemy 
albo węzeł, albo punkt odosobniony. To samo wypada z artykułu 206. Al-
bowiem dwie spółrzędne punktu zwrotu powinny uczynić zadość nietylko 
trzem równaniom (15), ale jeszcze równaniu 

3 y ) , y) ( a p ^ o 
' dy"^ l dxdy 

A 

Fig. 5 6 . 
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208. Załóżmy, źe oprócz (15) jest także = = 

— ^ Pi^zyjmijmy, dla większej ogólności, że taksamo rzecz się 

ma z wszystkimi pochodnymi rzędu 3 - g o , — l)-go, lecz, że przynajmniej 
jedna z pochodnych rzędu Z;-go jest ^ 0 . Eównanie (11) będzie wtedy miało 
Jc pierwiastków równych O, co dowodzi, że każda prosta, przez punkt p(x, y) 
przechodząca, ma w tym punkcie z krzywą f(x, y)—0 Tc punktów spólnych. 
Punkt i? jest w tym przypadku punktem A;-krotnym krzywej algiebraicznej 
f(x, Pomiędzy prostymi, przechodzącymi przez punkt fc-krotny krzy-
wej, znajduje się Ic takich, z których każda ma w tym punkcie jeszcze jeden 
punkt spólny z krzywą. Jakoż, jeżeli 

w* 

•natenczas każda z h prostych, przechodzących przez punkt A;-krotny p̂  któ-* 
rych spółczynniki czynią zadość równaniu (18) stopnia A;-go względem 
mieć będzie w p A; + 1 punktów spólnych z krzywą. Te proste nazywamy 
stycznymi do krzywej w punkcie Z;-krotnym p, Stosownie zaś do tego, jaki-' 
mi są pierwiastki równania (18), punkt A;-'krotny posiadać będzie różne cechy* 

Każdy pimU h-Tcrotny można uważać jako skupienie — 1) punktóio po-

dwójnych. Albowiem, gdy k gałęzi krzywej wzajemnie się przecina, to istnieje 
-^k(k—1) punktów podwójnych. Jeżeli zaś te wszystkie gałęzi przechodzą 

. 1 przez jeden punkt, to wtedy zamiast -^k(k—1) punktów podwójnych wystę-
£ł 

puje jeden punkt A;-krotny. 
Spółrzędne punktu żt-krotnego uczynić mają zadość conajmniej 

1 + 2 + 3 + . . . . + 

równaniom warunkowym. Stąd wynika, że, jeżeli chodzi o Wyznaczenie ró-
wnania krzywej zapomocą punktów, to każdy punkt A;-krotny należy uważać 
jako równoważny - k(k + 1) conajmniej punktom zwyczajnym (pojedyńczym). 

209. E O D Z A J KEZYWEJ ALGIEBKAICZNEJ. — Krzywa algiebraiczna rze^du 

n-go może mieć conajwięcej ^ (n — l)('w — 2) punktóio podiv6jnych, jeżeli się nie 
a 

roskłada na krzywe rzędóto niższych. Jakoż, załóżmy, że ma ona punktów po-

dwójnych o jeden więcej. W tym przypadku, przez ^ (n — 1) (n — 2) + 1 i 
punktów podwójnych krzywych / i przez n—3 innych punktów (pojedyń-
czych)) dowolnie na niej obranych, a więc przez 
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punktów mbźnaby nakreślić krzywą, cp rzędu ('w — 2)-go, któraby z krzywą 

/ miała 

punktów spólnych (rachując każdy punkt podwójny krzywej / jako dwa pun-
kty przecięcia się obu tych krzywych). 

Atoli dwie krzywe rzędu n-go \ (n — 2)-go mogą mieć tylko n(n — 2) 
punktów spólnych, jeżeli one nie mają, przynajmniej częściowo, zejść się z so-
bą razem. A zatym krzywa /, mając część spólną z krzywą (p, sama ros-
kłada się na więcej krzywych. Jeżeli oznaczymy przez d liczbę punktów po-
dwójnych (węzłów, lub punktów odosobnionych), a przez r liczbę punktów 
zwrotu krzywej rzędu n-go, natenczas, według dowiedzionego dopieroco 
twierdzenia, mamy 

Hóźnicę 

nazywamy r o d z a j e m krzywej algiebraicznej rzędu n-go i oznaczamy przez p. 
210. Jegeli rodzaj Unii Tcrzyivej algiebraicznej jest równy O, t.j, jeżeli krzy-

wa posiada największą, możebną ilość punMów podwójnych, wówczas spółrzędne 
któregokolwiek punktu krzywej można unjrazió jako funkcyje wymierne jednego para-
metru (jednej liczby zmiennej). 

Jakoż, przez i (n — 1) (n — 2) punktów podwójnych krzywej rzędu n-go 
i przez n — 3 punktów pojedynczych, obranych dowolnie na tej 

krzywej, a więc przez pewnych 
punktów, można sobie wystawić poprowadzony pęk krzywych rzędu 

Niech 

będzie równaniem tego pęku, gdzie X jest parametrem nieoznaczonym, a (p, 
i są dwiema funkcyjami rzędu (n — 2)-go, w zupełności przez powyższe 
punkty wyznaczonymi. "Wyrugujmy z równań /fa?, = O i (f(x,y,X) = 0 
jednę niewiadomą, np. y; niech 

będzie równaniem wypadkowym. To równanie jest stopnia n(n — 2)-go wzglę-
dem cc, stopnia (n — 2)-go względem spółczynników równania f~0, a sto--
pnia w-go względem spółczynników równania (p=:0. Ponieważ spółczynniki 
równania cp==0 są funkcyjami linijowymi parametru X, zatym spółczynniki 
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równania ^(x) = 0 są względem X funkcyjami stopnia n-go. Pierwiastkami 
równania wypadkowego są: odcięte punktów, w których się przecinają dwie 

1 ' k r z y w e / = O i (p = 0, a więc odcięte —(n — \)(n — 2) punktów podwójnych 
krzywej f—O, z których każda jest pierwiastkiem podwójnym równania 
'\)(x) — 0] odcięte n—3 punktów pojedynczych, któreśmy dowolnie obrali nd, 
krzywej / = 0 ; a nadto, z uwagi, że 

2 \ ~ ( n — l ) ( n — 2 ) + n — 3\ = nCn~2) — l , 
i ^ ) 

odcięta jeszcze jednego punktu przecięcia się dwu k r z y w y c h O i 9 = 0. 
A zatym, jeżeli z równania wypadkowego usuniemy zapomocą dzie-
lenia wfw— 2) — 1 czynników dwumiennych, z których każdy jest różnicą 
między x i jednym z tych pierwiastków wiadomych, wówczas pozostanie 
jeden tylko czynnik dwumienny, w który wchodzi jedyny pierwiastek niewia-
domy. Przyrównywając do zera ten właśnie czynnik dwumienny, otrzymamy 
ów pierwiastek, jako funkcyją wymierną stopnia n-go parametru X. Ten 
pierwiastek oznacza odciętą punktu na f—O, przez który przechodzi krzywa 
pęku 9 = 0; zmieniając X, otrzymywać będziemy coraz inny punkt krzywej 
f — 0,3u więc i coraz inną odciętą tego punktu. 

Spółrzędna zatym a; punktu jakiegokolwiek n a / = 0 wyrazi się przez 

gdzie oznacza funkcyją parametru X wymierną. Otrzymamy zaś War-
tość odpowiednią na y, gdy metodą, używaną przy poszukiwaniu największego 
spólnego dzielnika, znajdziemy pierwiastek spoiny dwu równań 

Tełi pierwiastek, t. j. wartość żądana na y, wyrazi się także jako funkcyją 
wymierna parametru X, i mieć będziemy 

Krzywe, których spółrzędne a;, y mogą być cym sposobem wyrażone jako 
funkcyje wymierne tego samego parametru X, nazywają się k r z y w y m i j e-
d n o b i e ż n y m i . 

211. ASTMPTOTT KEZYWYCH ALGIEBEAICZNTCH. Przez a s y r h p t ó t ^ 
linii krzywej algiebraicznej rozumiemy liniją prostą, która tę krzywą przecina 
w dwu punktach w nieskończoności. Liniją prostą, w obu kierunkach nie-
ograniczoną, można uważać za koło o promieniu nieskończenie wielkim; dla-
tegoteż dwa punkty nieskończenie odległe, w których asymptota przecina 
krzywą, można uważać za punkt styczności między obiema linijami. A za-
tym, zgodnie z powyżej podanym określeniem, asymptotę Tcrzywej algiebraicznej 
można uważać za styczną, do Tcrzywej w punkcie nieskończenie odległym. Z tego 
wypada, źe żadna asymptota nie może krzywej rzędu n-go przecinać w więcej 
niż n — 2 punktach, oprócz dwu punktów, leżących w nieskończoności, 
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Ażeby znaleść liczbę asymptot krzywej rzędu n-go i równania tychże 
asymptot, napiszmy równanie krzywej w postaci 

(1) 
gdzie /„ , /„ - i , /» -2 , •. . / i oznaczają sumy wszystkich wyrazów odpowiednio 
stopnia n-go, (w — l ) -go , . . . , 1-go, czyli funkcyje jednorodne zmien-
nych X i y odpowiednio tychże stopni. Ponieważ , 

przeto równanie (1) można przedstawić 

także pod postacią 

(2) 

Weźmy pod uw âgę liniją prostą, której równanie jest 

(3) . . . 
Aby otrzymać odcięte x punktów, w których prosta (3) przecina krzywą, dość 
w (2) podstawić — — Tymsposobem znajdziemy równanie 

X X 

( 

które, jak się zaraz przekonamy, jest względem x stopnia «-go. Jakoż, sto-
sując wzór Taylor'a, otrzymamy 

Podstawiając te wartości w równanie ostatnie i, dla skrócenia, oznaczając 
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mieć będziemy równanie 
( 5 ) O {IRR + V) = + A „ _ I + A ^ - J R C ^ - ^ ^ . , . ^ O , 

które widocznie jest stopnia w-go względem x. Stąd wypada (co już wiado-
me), że prosta przecina krzywą rzędu n-go w n punktach. 

Jeżeli spółczynnik kierunkowy prostej (3) jest pierwiastkiem równania 

(6) A„ = /„(l,|i.) = 0, 

to wówczas równanie (5) sprowadza się do stopnia (w —l)-go, a więc jeden 
jego pierwiastek staje się nieskończonym. Jeżeli nadto wyraz niezależny 
V w równaniu prostej (3) uczyni zadość równaniu warunkowemu 

(7) + / ._,(! , H.) = 0, 

wówczas jeszcze drugi pierwiastek równania (5) stanie się nieskończonym, 
A zatym, jeżeli w (3) za |A i v podstawimy wartości, otrzymane z równań (6) 
i (7), to wtedy prosta (3), przecinając krzywą y)—^ w dwu punktach 
w nieskończoności, będzie asymptotą tej krzywej. Równanie (6) jest wzglę-
dem jt stopnia ?i-go, a więc daje n wartości na [JL; dla każdej z tych war-
tości wypada z równania (7) tylko jedna wartość na v. Mamy zatym twier-
dzenie: krzywa rz^du n-go posiada n asymptot. 

Niektóre z tych asymptot będą urojone, wrazie jeżeli nie wszystkie pier-
wiastki równania (6) są rzeczywiste. Atoli, ponieważ każde równanie o spół-
czynnikach rzeczywistych może mieć tylko parzystą liczbę pierwiastków uro-
jonych, lub zespolonych, przeto dodatkowo można powiedzieć: Tcrzywa rz^du nie-
parzystego ma przynajmniej jednę asymptot^ rzeczywisty a przeto nie może być 
zamkniętą. 

Jeżeli {JL. jest jednym z pierwiastków równania (6), natenczas, wskutek 
(7), równanie asymptoty odpowiednej jest 

(8) 

212. Zastanowimy się nad pierwiastkami równania (6), określającego 
kierunki asymptot. 

a. Jeżeli pierwiastek jii równania (6) czyni zadość równaniu /»-i(l, ti.) = 0 , 
to równanie asymptoty o tym kierunku jest y = t. j. ta asymptota prze-
chodzi przez początek spółrzędnych. Ogólniej, jeżeli równanie krzywej 
f(x, nie zawiera w sobie wyrazów stopnia (n—l)-go, wówczas równania 
(6) i (7) sprowadzają się do 

/ „ a , r t = o i 

Drugie z tych równań, jeżeli daje v = 0. W tym więc przy-
u u. 

padku, wszystkie asymptoty przechodzą przez początek, a ich równanie bę-
Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV, http://rcin.org.pl
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dzie wypadkiem rugowania [i z równań ; 
, czyli 

Tak np., równanie asymptot hiperboli •\- 2hxy — d jest 

b. Jeżeli równanie/„(l, jJL) = O ma pierwiastek podwójny, to wtedy 
jest zarazem o. W tym przypadku, wartość odpowiednia na 

(t UL 
V jest nieskończoną [wyjąwszy przypadek, kiedy także / „ _ i ( l , [ j l ) = : : 0 ] , a więc 
asymptota oddali się też do nieskończoności. Ten przypadek zachodzi w pa-
raboli, której równanie można przedstawić pod postacią 

Gałęzi krzywej/fo?, = O, tu należące, zowią się p a r a b o l i c z n y m i , gdy 
tymczasem gałęzi krzywej, mające asymptoty rzeczywiste i leżące w odległo-
ści skończonej, nazywają się h i p e r b o l i c z n y m i . 

c. Jeżeli pierwiastek podwójny [JL, równania/„(l, {JL) = O jest zarazem 
pierwiastkiem równania /n_i(l, = to wówczas w równaniu (5) tak 
A„=:0, jak i A„_i=:0, niezależnie od v, t. j. każda prosta o kierunku 
{jił przecina krzywą f(x, y) — 0 w dwu punktach w nieskończoności. 
Wszakże pomiędzy tymi prostymi są dwie, z których każda przecina krzy-
wą jeszcze w trzecim punkcie w nieskończoności. Albowiem, jeżeli dla 
{ł,=:|i, , przyjmiemy 

(9) 

skąd wypadają dwie wartości v'i i v", na v, to wówczas trzy pierwiastki ró-
wnania (5) staną się nieskończenie wielkimi. Te dwie proste y — ]iiX + v',, 
y=.^iX -f v",- nazwiemy a s y m p t o t a m i krzywej f(x, odpowiadają-
cymi pierwiastkowi podwójnemu [i, równania / ( l , —O wrazie, gdy ten 
pierwiastek jednocześnie czyni zadość równaniu /f»_i(l, {i) = 0. 

d. Jeżeli jeden z pierwiastków równania /«(1, jest O lub oo, to 
wówczas odpowiadająca mu asymptota będzie równoległą odpowiednio do osi 
a7-ów, lub do osi 2/-ów. Te asymptoty można wynaleść bespośrednio z samego 
równania krzywej. Jakoż, jeżeli to równanie uporządkujemy podług potęg 
malejących jednej zmiennej, np. cc, to 

Stąd czytamy, źe jeżeli g = to będzie asymptotą do osi a?-ów 
równoległą; jeżeli nadto gi — O i / = 0 , to wówczas g^y^Ą-f^y + przed-
stawiać będzie dwie asymptoty równoległe do osi ic-ów, i t. d. Taksamo 
znaleść można asymptoty równoległe do osi 2/-ów. 
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213. Należałoby jeszcze rozebrać przypadek ogólny, kiedy równanie 
/„(l, {i) = 0 ma k<z.n pierwiastków równych; wyprowadziłoby to nas jednak 
poza granice, nakreślone niniejszemu zarysowi. Poprzestajemy tylko na do-
wiedzeniu jeszcze twierdzenia następującego: 

Jeżeli równanie krzywej rzędu n-go daje się sprowadzić do postaci 

(10) 
gdzie cp^i i (p„_2 oznacmją funkcyje odpowiednio stopnia 
to prosta 

jest asymptotą tej krzywej. 
Jakoż, jeżeli w równaniu (10) podstawimy y = — (cix -{- h), to równanie 

(10) nie będzie zawierało wyrazów stopnia «-go i (n—l)-go, a przeto w ró-
wnaniu (5) A„ —O i A„_ i=0 . Stąd wynika, źe równanie np. krzywej rzę-
du 3-go, która ma trzy asymptoty rzeczywiste, powinno się dać przywieść do 
postaci 

a z tego widzimy, źe trzy punkty w odległości skończonej, w których te trzy 
asymptoty 

przecinają krzywą rzędu 3-go, leżą na prostej lx + 'niy -{-.n — d. 
Rozwiązując równanie (10) względem y ax h i dzieląc obie stro-

ny przez J/ 1 + a ,̂ otrzymamy 

Pierwsza strona tego równania wyraża odległość prostopadłą punktu (x, y) 
na krzywej (10) od asymptoty y ax -{• h =.0. Przyjmijmy, ie xiy rosną 
do nieskończoności. Ułamek jest właściwy; przeto granica, do któ-

^n-l 
rej ten ułamek zdąża dla x—y=z(X)^ jest równą 0. Stąd wypada, źe ró-
wnież odległość prostopadła punktu na gałęzi krzywej od asymptoty tej gałęzi 
zmiejsza się nieograniczenie, dążąc do O, wmiarę jak ten punkt oddala się 
do nieskończoności. Zatym: asymptota jest styczną do krzywej. 

Jeżeli asymptotę y ax Ą-l) = 0 weźmiemy za oś rr-ów nowego układu 
spółrzędnych, to natenczas zapomocą odpowiedniej zmiany spółrzędnych mo-
żna równanie (10) przywieść do postaci 

Ponieważ tak dla a; = -|-oo, jak i dla x——ułamek dąży do gra-

nicy O, jest więc y — Q\ dla a; = -ł- co i dlaa?:= — oo. Stąd wnosimy, źf̂  
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oba punkty w nieskończoności, w których asymptota przecina krzywą, są nie-
jako dwoma końcami tej asymptoty przedłużonej do nieskończoności w obu 
kierunkach. 

2 1 4 . TWIERDZENIE E U L E B ' A O EUNKCYJACH JEDNOEODNYCH. H E S Y J A N . 

Wyniki badań, które jeszcze zamierzamy przeprowadzić nad krzywymi rzędu 
w-go, znacznie zręczniej dadzą się przedstawić, jeżeli odniesiemy równanie 
krzywej do układu spółrzędnycli trójkątnych, wskutek czego stanie się ono 
jednorodnym 

(1) 

gdzie a^i są spółczynnikami stałymi, a znak sumy odnosi się do wszystkich 
wartości j, Tc, całkowitych i dodatnych, lub równych O, takich, iż 

(2) 
Oznaczmy, dla skrócenia. 

Z (1) wynika 

Mnożąc te trzy tożsamości odpowiednio i następnie dodając 
je do siebie, otrzymamy nową tożsamość, 

lub, wskutek (2) i (1), 

(4) 
Wzór (4) wyraża własność zasadniczą funkcyi f , jednorodnej, stopnia n-go, 
podaną przez Euler'a. Ponieważ pochodne pierwsze / , , /a, /s są także fun-
kcyjami jednorodnymi, ale już stopnia o 1 niższego, przeto mamy, wskutek 
(4) i przy uwzględnieniu oznaczeń (3), 

Wyznacznik pochodnych drugich 
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odgrywa nader ważną rolę w badaniach następnych; dlatego, dla skrócenia, 
będziemy go oznaczali literą H(7j a nazywali h e s y j a n e m funkcyi / od na-
zwy geometry Hesse'go, który pierwszy wskazał wielką jego ważność dla 
teoryi krzywych algiebraicznych. 

2l5. STYCZNE KEZYWEJ EZĘPU n-GO. Oznaczmy przez Xi, Z J , X 3 

spółrzędne punktu bieżącego P na prostej, przechodzącej przez dwa punkty 
dane p ii?', których spółrzędne są i (x\, możemy wtedy 
przyjąć 

• (1) 

Znaczenie gieometryczne czynnika X wyznacza proporcyja 

(2)" 
Jeżeli punkt P jest punktem przecięcia się prostej pp^ z krzywą rzędu w-go 

(3) 
to wówczas czynnik X czyni zadość równaniu warunkowemu 

- » - • . / • - -/ • M/ f 

które, po rozwinięciu lewej jego strony według wzoru Taylor'a, przybiera 
postać 

(4) 

W tym równaniu f jest wartością funkcyi /if̂ Pi, w punkcie p, a 

ogólnie, dla 

(5) 

gdzie znak sumy odnosi się podobnież do wartości i, J, Jc, takich, iż i 
a fijic oznacza wartość w punkcie p pochodnej m-ej . "i funkcyi/. 

Eównanie (4) jest stopnia w-go względem X; to dowodzi, że prosta pp^ 
przecina krzywą f—O w n punktach. 

Prosta pp^ będzie styczną do krzywej / r r O w punkcie p, jeżeli 

albowiem wtedy dwa pierwiastki równania (4) są równe 0. Pierwsze z tych 
równań warunkowych wyraża, że punkt p leży na krzywej / , a drugie, że 
punkt p̂  leży na prostej 
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(6) + + 
Ponieważ równaniu tej prostej czynią zadość także spółrzędne punktu p, gdyż 
podług twierdzenia Euler'a, jest teraz 

+, ^2/3 + ocj^ ~ n f = 0 , 

przeto równanie (6) jest równaniem stycznej do krzywej / = 0 w punkcie p. 
2 1 6 . BIEGUNOWE KEZYWEJ EZĘDU n-GO I KLASA TEJ KRZYWEJ. R ó -

wnanie 
( 1 ) A « / = 0 , 

którego lewa strona jest określona tożsamością (5) artykułu poprzedzającego, 
wrazie, gdy w nim uważać będziemy spółrzędne punktu p' jako dane, a spół-
rzędne punktu p jako bieżące, będzie przedstawiało pewną krzywą rzędu 
(n—m)-go. Albowiem, ponieważ / j e s t funkcyją stopnia n-go, to pochodne 
m-te tej funkcyi są funkcyjami stopnia (n — m)-go. Tę krzywą nazywamy 
b i e g u n o w ą m-tą punktu danego p' względem krzywej rzędu w-go 

(2) /C^i, = 
"Wszczególności 

( 3 ) + + ^ ' 3 / 3 O 

jest równaniem b i e g u n o w e j p i e r w s z e j punktu i?'względem tej krzywej. 
Wyprowadźmy z punktu p' styczną do krzywej /—O i oznaczmy przez 

Xl, X2, oĉ  spółrzędne punktu styczności tej nieznanej stycznej. Mamy wtedy 
naprzód równanie warunkowe (2), a następnie, z uwagi, że styczna w tym 
punkcie przechodzi przez punkt p\ będzie miało miejsce również równanie 
warunkowe (3). A zatym, punkt styczności tej stycznej jest przecięciem się 
dwu krzywych (2) i (3), t. j . krzywej danej i biegunowej pierwszej punktu 
P̂  względem krzywej danej. Pierwsza z tych krzywych jest rzędu w-go, 
a druga rzędu (n — l)-go; obie przecinają się zatym w n(n — 1) punktach. 
Stąd wnosimy, że z każdego punktu p' — mówiąc tcogólności— można wyprowa-
dzić n(n — 1) stycznych do krzywej rzędu n-go, czyli klasa krzywej rzędu n-go 
jest—mówiąc wogólności — równa iloczynoid n(n — 1). Poniżej okażemy, że 
wrazie, gdy dana krzywa posiada punkty wielokrotne, to ta liczba odpowie-
dnio się zmniejszy. 

2 1 7 . PUNKTY PEZEGIĘCIA KRZYWEJ RZĘDU «-GO. Niech fa?,, JCA, 

i (xx + X2 + 2̂5 + h ) l^ędą spółrzędnymi punktu p i punktu p' na 
krzywej rzędu n-go 
(1) f(Xi, X2, X3) =z 0. 

Załóżmy nadto, że punkt p' jest nieskończenie bliski punktu p, a więc, że 
przyrostki hi, hj, I13 są nieskończenie małe. 

Styczna do krzywej f^O w punkcie p jest przedstawiona przez ró-
waanie 
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( 2 ) 

a równanie stycznej w punkcie j)' do tej samej krzywej jest 

Zamiast ostatniego równania można, uwzględniając związek (2), pisać 

Atoli, podług wzoru Taylor'a jest 

gdzie 

jest względem /«2, ̂ h wyrażeniem stopnia 1-go, a wyrażenia A^/, A^/i,.. . 
zawierają te nieskończenie małe przyrostki odpowiednio w stopniu 2-im, 
3-im,..., a przeto, jako nieskończenie małe względem A/j, mogą być 
opuszczone. Możemy zatym oznaczyć 

wskutek czego równanie stycznej do f = O w punkcie j)' przywiedzie się do 

(3) 

Z porównania równań (2) i (3) wypada, źe jeżeli 

(4) 

to wówczas styczna w punkcie p zejdzie się razem ze styczną w punkcie 
Taki punkt p krzywej / = 0 , który jest punktem styczności prostej, schodzą-
cej się razem ze styczną w punkcie sąsiednim p\ zowie się p u n k t e m prze-
g i ę c i a tej krzywej. Zatym stycma iv punkcie przegięcia przechodzi przez trzy 
punkty krzywej, schodzące się z punktem przegięcia. 

Spółrzędne punktu przegięcia p czynią zadość równaniu (1) i równa-
niom (4), zamiast których można pisać 

rozumiejąc przez k czynnik nieoznaczony. Z uwagi, źe funkcyje / , , /a, /a 
są jednorodne stopnia (n — l)-go, mamy nadto 
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Wskutek tego, równaniom poprzedzającym można nadać postać: 

Ponieważ różnice ĥ  — > Jî  — ^ ^ ^ ' K — î® mogą być wszyst-

kie razem równe O, gdyż, w przeciwnym razie, byłoby — ? a więc 
CC^ 

i C g + ^ a , . , także — = = j a to byc me może, jezeli punkty p i p 
00*^ 

są punktami oddzielnymi, przeto wyznacznik trzech ostatnich równań t. j, 
hesyjan 

jest równy 0. A zatym, punkty przegięcia k r z y w e j / = O leżą zarazem na 
krzywej H ^ ^ ^ O . Skoro te dwie krzywe, z których pierwsza jest z założenia 
stopnia w-go, a druga widocznie stopnia — 2)-go, przecinają się w dn(n — 2) 
punktach, zatym mamy twierdzenie: krzywa rzędu n-go posiada — mówiąc 
wogólności— 3n(n — 2) punktów przegięcia. Ta liczba, jak to niebawem oka-
żemy, odpowiednio się zmniejszy wrazie, gdy dana krzywa posiada 
punkty wielokrotne. 

2 1 8 . W P E Y W PUNKTÓW WIELOKROTNYCH NA KLASĘ I NA ILOŚĆ PUN-

KTÓW PRZEGIĘCIA KRZYWEJ RZĘDU W-GO. Niech FIC,, będą spółrzę-
dnymi punktu podwójnego p linii krzywej rzędu w-go 

(1) 
Ponieważ każda prosta pp\ przez punkt podwójny przechodząca, ma z krzy-
wą w tym punkcie dwa punkty spólne, przeto, jak to wynika z art. 205, ma-
my niezależnie od spółrzędnych (x\, ^̂ 'g) punktu p\ 

(2) 
t. j. 

(3) 
Ażeby więc istniał punkt dwukrotny na krzywej / = 0 , musi być dopełniony 
warunek, który otrzymamy, gdy z trzech równań (3) wyrugujemy stosunki 
Xi : a?2 : Jeżeli D —O jest tym wypadkiem rugowania, natenczas wyraże-
nie D zowie się wyróżnikiem wielomianu / . Ten warunek jest wystarczający, 
albowiem równanie czwarte, / = 0 , któremu mają uczynić zadość spółrzędne 
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punktu podwójnego, jest, podług twierdzenia Euler'a (art. 214), wynikiem ró-
wnań (3). Funkcyje fu / i ^ f a są jednorodne stopnia (n — l)-go; mamy zatym 
dla punktu dwukrotnego 

Rugując z tych równań stosunki a;, : âa : cĉ , będziemy mieli 

(4) 

Z równania (2) czytamy, źe punJct podtoójmj krzywej / = O jest zarazem pun-
ktem pierwszej biegunowej I f — O jakiegokolwiek punktu p' iczględem tej krzy-
w/j; z równania zaś (4) wypada, źe punkt podwójny krzywej / = O jest zarazem 
punktem krzywej llesse'go li.(f) —O. 

219. Aby określić dokładniej znaczenie punktu podwójnego krzywej 
f=0 względem krzywych A / = 0 i — weźmy ten punkt za wierzcho-
łek Ag trójkąta odniesienia. Wtedy, dla a;, =372 = 0, mamy / ^ O , / , = 0 , 

; równanie więc krzywej f— O nie powinno w sobie zawierać 
wyrazów stopnia O i 1-go względem a;, i a przeto jest ono postaci 

gdzie (p2, oznaczają funkcyje jednorodne zmiennych odpowie-
dnio stopnia 2-go, 3-go,..., n-go. A nadto 

będzie równaniem obu stycznych do krzywej / = 0 w punkcie podwójnym. 
AV przypadku szczególnym, kiedy punkt podwójny jest punktem zwrotu, wy-
rażenie ęp2 będzie kwadratem zupełnym, a zatym wówczas mieć będziemy ró-
wnanie postaci 

jako równanie stycznej w punkcie zwrotu. Wskutek tego, każda z pocho-
dnych pierwszych / o / a j / g funkcyi / nie będzie zawierała zmiennych a:, 1x2 
w stopniu O, a nadto dwie pierwsze / , i f j zawierają potęgi tych zmiennych 
1-szą i wyższe, a trzecia /g 2-gą i wyższe. Stąd ^jnika., że jninkt podwójny 
p krzywej f ~ 0 jest punktem pojedyńczym^ pienoszej hiegunoioej Af—0 jakiego-
kolwiek punktu p' względem tej krzywej. 

AV przypadku szczególnym, kiedy jiunkt podwójny jest punktem zwrotu, 
pochodne / i , /o, /g będą zawierały w wyrazach stopnia najniższego względem 

i 2̂) jako czynnik spólny, wyrażenie linijowe axi hy .̂ Stąd wypada, że 
styczna w punkcie zwrotu do krzywej f—O jest zarazem styczną do iiierwszej hie-
gunowej ^f—0 w punkcie pojedyńczym, który się razem schodzi z tymże punktem 
zivrotu. 
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Przy tych samych założeniach, najniższe potęgi zmiennych a:, i 
w pochodnych drugich 

/ll> f-iii /33J /23J fz\i f\i 
są odpowiednio O, O, 2, 1, 1, 0. 
Skoro więc 
(4') Hr/;=/n/22/33 + U M n 
zatym widocznie w funkcyi najniższa potęga zmiennych i X2 jest 2-ga. 
A zatym: 'punkt podwójny Irzijwej O jest także punktem podwójnym krsyivej 
Hesse'go B.(f) — 0. 

Nietrudno także okazać, że styczne do f— O w punkcie podwójnym są za-
razem stycznymi do H(f) ~0 w tymże punkcie. Jakoż, jeżeli weźmiemy dwie 
styczne w punkcie podwójnym za boki A3A2 i A3A1, trójkąta odniesie-
nia, to wówczas równanie obu stycznych będzie 

i wtedy wyrazy stopnia najniższego względem Xi i wyrażenia (4') na H(/j 
zawierać będzie, jako czynnik spólny, tak jakteż albowiem rr, jest 
czynnikiem spólnym pochodnych /ag, /gg, a jest czynnikiem spólnym 
pochodnych/,,,/,3,/aa, a przynajmniej jedna z tych pochodnych wchodzi 
do wyrażenia (4') na H(/j. 

W przypadku szczególnym, kiedy punkt podwójny jest punktem zwrotu, 
będzie inaczej. Jakoż, jeżeli styczną w punkcie zwrotu krzywej / = 0 we-
źmiemy za bok A3A2 trójkąta odniesienia, wówczas równanie tej stycznej 
będzie 

Stąd zaś wypada, że w pochodnych 

fwt fl%i /33J /23? /31J /12 
najniższe potęgi zmiennych i ^̂2 są teraz odpowiednio O, 1, 2, 2, 1, 1. Naj-
niższa więc potęga zmiennych iCi i iCj w funkcyi H(/; jest teraz 3, a nie 2, jak 
przedtym, a nadto każdy wyraz stopnia najniższego względem Xy i â j w roz-
winięciu (4') funkcyi E.(f) widocznie zawiera a ? , j a k o czynnik spólny. Stąd 
wypada: punkt zwrotu krzyicej / = O jest punktem potrójnym krzyioej 15.(f) — O, 
a nadto z trzech stycznych do H ( f ) — O iv punkcie potrójnym dwie schodzą się ra-
zem ze styczną do f = O to funkcie ziurotu. 

220. Zapomocą twierdzeń poprzedzających można okazać, jaki wpływ 
na zmniejszenie klasy i ilości punktów przegięcia krzywej rzędu n-go mają 
punkty podwójne (węzły i punkty odosobnione) i punkty zwrotu tej krzywej. 

a. W artykule 216 okazaliśmy^ że klasa krzywej rzędu w-go, czyli 
ilość stycznych dających się wyprowadzić z jakiegokolwiek punktu p' do 
tej krzywej, jest równa ilości punktów, w których ta krzywa / = 0 przecina 
się ze swoją pierwszą biegunową A / = 0 . Jeżeli krzywa / = ' 0 nie posiada 
ani punktów podwójnych, ani też punktów zwrotu, to natenczas, z powodu, 
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Że krzywa A/=::0 jest stopnia (w—l)-go, krzywa/=:O jest klasy n(n—l)-ej. 
Atoli, jeżeli krzywa / = 0 posiada punkty podwójne, lub punkty zwrotu, to 
wówczas jej klasa odpowiednio się zmniejszy. Jakoż, przyjmując, że punkt 
p jest punktem podwójnym krzywej /—O, z uwagi, że ten punkt jest zara-
zem punktem pojedyńczym krzywej należy pośród punktów przecię-
cia się krzywych f — ^ i A/=:0 uważać punkt i? za dwa punkty. Prosta, 
łącząca ten punkt p z jakimkolwiek punktem p', lubo przecina krzywą / = O 
w dwu punktach schodzących się razem z punktem p, nie jest jednak styczną 
w zwykłym znaczeniu. A zatym: lażdy punTct podivójny 'krzywej f— O zmniej-
sza ilość stycznych, dających się tcyprowadzić do tej krzyicej z jaJciegokolwieJc pun-
ktu, czyli klasę tej krzywej, o 2. 

Jeżeli, powtóre, punkt p jest punktem zwrotu krzywej / = 0 , to z po-
wodu, że ten punkt jest zarazem punktem pojedyńczym krzywej 
a styczna do / = 0 w punkcie zwrotu jest także styczną do A / = 0 , należy 
taki punkt uważać za trzy punkty przecięcia się krzywych f—O i 
A że prosta, łącząca p z jakimkolwiek punktem p\ nie jest styczną do f—O 
w zwykłym znaczeniu, więc punkt ziwotu krzyicej / = O zmniejsza klasę krzyivej 
0 3. A zatym, jeżeli krzywa posiada d punktów podwójnych, a r punktów 
zwrotu, to, oznaczywszy przez v jej klasę, według powyższego, mamy 

(5) v = n(n — l) — 2d—3r. 

b. W artykule 217 okazaliśmy, że ilość punktów przegięcia krzywej 
rzędu w-go f—O jest równa ilości punktów, w których krzywą/=:O prze-
cina krzywa R(f)—0 rzędu 3(n — 2). To twierdzenie jest prawdziwe tylko 
wtedy, kiedy f=0 nie posiada punktów podwójnych i punktów zwrotu. 

Jakoż, jeżeli punkt i? jest punktem podwójnym krzywej f—O, to na-
tenczas ten punkt jest także punktem podwójnym krzywej H(X) —O, a nadto 
styczne do obu gałęzi krzywej f—O są stycznymi do obu gałęzi krzywej 
]:i(f)—0 W tymże punkcie. Z pierwszego względu należy uważać punkt p za 
4, a z drugiego powodu jeszcze za dalsze 2, a więc razem za 6 spólnych pun-
któw dwu krzywych f—O i H ( f ) — 0. A zatym, każdy ptmkt podicójny krzywej 
f—O zmniejsza ilość punktów przegięcia tej krzy wej o 6. 

Jeżeli zaś punkt p jest punktem zwrotu krzywej / = 0 , to ten punkt 
jest zarazem punktem trzykrotnym dla H(7j =::: O, a nadto dwie styczne do 
\ i ( f ) — 0 w tym punkcie schodzą się razem ze styczną wjj do f=-0. Z pier-
wszego względu należy uważać punkt p za 2.3 6 punktów, a ze względu 
drugiego jeszcze za 2 dalsze punkty przecięcia się dwu krzywych f—O 
1 H(X) —0. A zatym: każdy punkt zwrotu krzywej f—O zmniejsza ilość punktów 
przegięcia tej krzywej o 8. 

Oznaczmy przez p ilość punktów przegięcia krzywej rzędu n-go f—O, 
która posiada d punktów podwójnych, a r punktów ^ i^d^ 

(«) p - 3 nr^ - 2) - 6 ̂  - 8 r. yj^^^jgi^g ĴUŜ ilWSiŁli 
Wrazie, jeżeli krzywa /—O posiada punkty wielokrotne, należy każdy punkt 
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wielokrotny zastąpić równoważną licdją punktów podwójnych i sumę liczb 
podwójnych tak otrzymanych wprowadzić do wzorów (5) i (6). 

2 2 1 . STYCZNE WIELOKEOTNE. Weźmy dla danej krzywej 
(1) 
biegunowo wzajemną 

(2) 
względem jakiejkolwiek kierownicy stopnia 2-go. Wiadomo, źe każdemu 
punktowi na jednej z krzywych / = 0 , lub F = 0, odpowiada styczna do dru-
giej z tych krzywych. Jeżeli n punktów na jednej z tych krzywych leży na 
jednej prostej, natenczas n stycznych do drugiej przechodzi przez jeden 
punkt, a zatem rzęd jednej z nich jest klasą drugiej. 

Punktowi podwójnemu jednej z krzywych lub F = 0, odpowiada 
s t y c z n a p o d w ó j n a do drugiej, t. j. styczna, która drugiej krzywej 
dotyka w dwu punktach. I taksamo, punktowi np. ^'-ktrotnemu jednej z krzy-
w y c h O , lub F = 0, będzie odpowiadała styczna A;-krotna (t. j. z ^ pun-
ktami styczności) do drugiej. Jeżeli zaś jedna z krzywych f=0, lub F = 0, 
posiada punkt zwrotu, t. j. punkt podwójny, w którym obie styczne schodzą 
się z sobą razem, tworząc jednę prostą, to natenczas druga posiada s t y c z n ą 
z w r o t u , t'.j. styczną podwójną, której oba punkty styczności schodzą się 
z sobą razem w jeden punkt, punkt przegięcia tej krzywej. Ile więc jedna 
z k r z y w y c h O , lub F= :0 , posiada punktów podwójnych, lub punktów 
zwrotu, tyle druga krzywa posiada stycznych podwójnych, lub odpowiednio 
stycznych zwrotu, czyli punktów przegięcia. 

Wskutek tego, każde twierdzenie, odnoszące się do jednej z krzywych 
biegunowo w z a j e m n y c h O , > b F = 0, da nam odpowiednie twierdzenie 
dla drugiej, gdy tylko w wysłowieniu tego twierdzenia podstawimy: klasę za 
rzęd, styczną za punkt styczności, styczną podwójną za punkt podwójny, sty-
czną zwrotu, czyli punkt przegięcia, za punkt zwrotu, i nawzajem. 

2 2 2 . W^ZOEY PLUCKER'A. Weźmy pod uwagę dwa wzory 
n(n—l) —2d — 3r, 

p = 3n(n — 2)—6d~8r, 

wyprowadzone w artykule 220, a wyrażające klasę v i ilość punktów prze-
gięcia p krzywej rzędu n-go, która posiada d punktów podwójnych i r pun-
któw zwrotu. 

Z tych wzorów otrzymamy nowe, gdy w nich za v, p, n, d, r podstawimy 
odpowiednio n, r, v, S, p, gdzie nowo wprowadzona litera S oznacza liczbę 
stycznych podwójnych. Znajdziemy tym sposobem 

n— v(v —1) — 2S— 3p 
r:=:3v(v — 2) — 6§ — 8p. 

Te cztery wzory podał Pliicker. Są one wielkiej doniosłości, gdyż stanowią 
punkt wyjścia w klasyfikacyi linij krzywych oddzielnych rzędów. 
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KILKA PRZYKŁADÓW KRZYWYCH ALGIEBUAICZNYCH STOPNI WYŻSZYCH. 

2 2 3 . MUSZLA (KONCHOJDA) NIKOMEDESA. Jeżeli na prostej OP, prze-
chodzącej przez punkt stały O i przecinającej prostą stałą X 'X w T, ode-
tniemy po OIDU stronach punktu T stałą długość TP, natenczas miejscem 
punktu P będzie krzywa, która się zowie m u s z l ą N i k o m e d e s a . Punkt 
stały O jest b i e g u n e m , stała prosta X'X k i e r o w n i c ą , a stała długość 
TP p a r a m e t r e m muszli. 

Znajdziemy równanie tej linii. Niech P (fig. 57) będzie jakimkolwiek 

X -

Fig. 57. 

jej punktem. Spuśćmy prostą OCB prostopadłą na X'X i oznaczmy 
Z B O P = : e , 0 0 = a, CB = T P = : i i OP^ i r . Równaniem biegunowym 
muszli będzie zatym OP = OT + TP, czyli 

(1) r = asecG =b h. 

Przyjąwszy OC za kierunek dodatny osi ?/-ów, a równoległą do X'X za oś 
a?-ów, i kładąc £c=OD, y = J)F, mieć będziemy 

cos6 = -> 

Podstawiwszy zaś te wartości w (1), otrzymamy 

(2) + — 

jako równanie muszli we spółrzędnych prostokątnych. Jeżeli za początek 
spółrzędnych weźmiemy punkt C, to mieć będziemy (pisząc y + a zamiast y) 

(3) 

To równanie daje obie gałęzi krzywej; gałąź bliższa bieguna nazywa się ga-
ł ę z i ą n iższą , a gałąź dalsza zowie się g a ł ę z i ą wyższą . Obie gałęzi 
mają kierownicę X 'X za wspólną asymptotę. 

Jeżeli to biegun O jest punktem węzłowym gałęzi niższej; jeżeli 
h=za, to biegun O jest punktem zwrotu tej gałęzi; a jeżeli to biegun 
O będzie należał do krzywej, jako punkt odosobniony. 
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Nikomedes rozwiązał zapomocą swej krzywej dwa zagadnienia, sławne 
w starożytności: podwojenie sześcianu i rozdzielenie kąta na trzy części ró-
wne. Podamy tu tylko rozwiązanie drugiego z tycli zagadnień. 

Niech COE (fig. 58) 
będzie kątem danym. "Weź-
my za kierownicę muszli ja-
kąkolwiek prostą EC, pro-
stopadłą do OC, a za para-
metr muszli &r=20E. Po-
prowadźmy prostą EP, ró-
wnoległą do OC, aź do prze-
cięcia się z muszlą w P i po-
łączmy punkt P z biegunem 
O prostą OP. Będzie wów-

Fig. 58. czas ^ COP = Z POE. 
dk 

Jakoż, dla 6 = Z COP = Z EPO, jest EP FPcosG = 2 0Ecose = 6 cos8. 
Z drugiej strony, gdy oznaczymy ^ = mamy 

sincp 
O E -

Stąd wypada sin cp 2 sin 6 cos 6, (p = 28, a więc 6 — K ą t COP jest 
więc częścią trzecią kąta COE. 

t i g . 59. 

2 2 4 . CYSOJDA DIOKLESA. Niech O 

(fig. 59) będzie środkiem koła, AB jego śre-
dnicą. Wystawmy parę rzędnych DE, D'E', 
równooddalonych od środka, i z punktu A 
poprowadźmy sieczne AE i AE', które prze-
cinają rzędne D'E' i DE odpowiednio w pun-
ktach P' i P. Miejsce gieometryczne ty cli 
punktów zowie się c y s o j d ą D i o k l e s a . 

Aby znaleść równanie tej krzywej we 
spółrzędnych prostokątnych, wprowadźmy 

ijz=:BT', AO=a; wtedy 

AD : DE AD': D'E', czyli 

2 a — X {2 a — x) — x\ y. 

Stąd wynika 

równanie cysojdy. 
Początek A jest widocznie punktem 
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zwrotu, a prostopadła do AB, przez B przechodząca, jest asymptotą tej krzy-
wej, symetrycznej względem AB. 

Zapomocą cysojdy rozwiązuje się z łatwością zagadnienie: »znaleść dwie 
średnie proporcyjonalne między dwiema danymi długościami^. Niech a \ h 
będą dwiema danymi długościami. Długo-
ścią a = AC (fig. 60), jako promieniem, 
nakreślmy półokrąg i wykreśhny odpowiada-
jącą mu cysojdę AGD. W środku C wy-
stawmy rzędną CE = Ł i poprowadźmy pro-
stą BE, która przecina cysojdę w Gr. Pro-
sta AG przecina CE w F: długość CP jest 
jedną ze średnicli proporcyjonalnycli mię-
dzy a i h. Poprowadźmy jeszcze prostą GH 
prostopadłą do AB; niech £c=AH,2/=HG; 
natenczas trójkąty podobne ACF i AHG, tu-
dzież BHG i BCE, dadzą 

a CF . 2 a — x y 
X y a h ' Fig. 60. 

Te równania wraz z równaniem krzywej dają 

CF = 
i^mieniając w poprzedzającym wykreśleniu role długości a i h, jednę na dru-

I'/ gą, znajdziemy długość y ab^ drugiej średniej proporcyjonalnej; jest bowiem 

a : l y ^ = j y ^ : h. 

Przyjmując w poprzedzającym wykreśleniu 6 = mieć będziemy 

A zatym CF jest wtedy krawędzią sześcianu, którego objętość jest dwa razy 
większą od objętości sześcianu o krawędzi a. Widzimy więc, źe zapomocą cy-
sojdy Dioklesa możemy bardzo łatwo rozwiązać zagadnienie o podwojeniu 
sześcianu. 

2 
Przyjąwszy zaś h-=.na, mieć będziemy C F = : a J / w 

sześcianu, mającego objętość n razy większą 
od sześcianu o krawędzi a. 

2 2 5 . J A J K O DESCAETES'A. Miejsce 
gieometryczne punktu P (fig. 61), którego 
odległości r^ i r^ od dwu punktów stałych 
Fi i F2, zwanych o g n i s k a m i , zadość uczy-
nią związkowi 
(1) + = 
gdzie {A oznacza liczbę stałą, żaś a długość 
stałą, nazywa się j a j k i e m D e s c a r t e s ' a . Fig. ei. 

t. j. krawędź 

P 
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Aby otrzymać równanie biegunowe tej krzywej, weźmy ognisko F, za 
biegun, FjFa za oś biegunową, i oznaczmy F,F2 = c, Z P F , F 2 = 6; naten-
czas z figury widzimy, źe 

(2) . . . 
Wyznaczając r2 z (1) i podstawiając w (2), mieć będziemy 

(3) 
Otrzymamy zaś równanie we spółrzędnych prostokątnych, podstawiając w ró' 

CC Wnanie — j a mianowicie 

(4) 
Z (3) czytamy, źe będą dwa jajka odpowiadające zagadnieniu: dla jednego 

+ [ir2 = a, a dla drugiego r, —iir2 = a; pierwsze leży wewnątrz drugiego. 
Tego można dowieść gieo-

metrycznie. Z ogniska Fi (fig. 62), 
jako środka, nakreślmy koło pro-
mieniem a. Przez ognisko F j po-
prowadźmy dowolnie cięciwę DE 
i połączmy F, z D i z E. Naten-
czas, jeżeli weźmiemy P D = t̂ -PFa, 
DQ=[iFaQ, punkt P będzie pun-
ktem jajka wewnętrznego, a Q 
będzie punktem jajka zewnę-
trznego; albowiem 
jest to samo, co « — 
aDQ=:[JLF2Q to samo, co 
F,Q — a = ti-F2Q, czyli odpo-
wiednio F i P + {AFaP = a i 
F , Q — | i F 2 Q = « . 

Zważmy, źe FaD jest dwusie-
czną kąta PF2Q; jakoż, z uwagi, że 
PD = F2P, DQ — {tF2Q, mamy 

P D : D Q = F2P:FaQ. 
Przedłużmy QF2 i PFa aź do przecięcia się w P, i Qi z F,E; naten-
czas P, będzie także punktem jajka wewnętrznego, a punktem jajka ze-
wnętrznego; albowiem, z powodu, źe trójkąty PF2D i P1F2E mają kąty ró-
wne, mamy PiE=:i iFaPj ; taksamo jest EQj=:|iF2Qi. AVedług znanego 
twierdzenia, mamy nakoniec 

Ze zaś, z podobieństwa trójkątów, FaP:F2Pi ^ F j D : FgE, przeto jest jeszcze 

A zatym iloczyn F2Q.F2Pi jest stały. Tego twierdzenia dowiódł Quetelet. 

Pig. 62. 
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Chasles okazał, źe jajko Descartes'a posiada jeszcze trzecie ognisko P3, 
leżące na prostej FiFg zewnątrz obu jajek. Jakoż, poprowadźmy QF3 tak, 
aby ZF2QF3 = /_F2FIP,; natenczas, ponieważ punkty P,, F, , Q, F3 leżą 
na obwodzie tego samego koła, mamy 

To równanie wyznacza punkt F3. Owóż, punkt F3 posiada tę samę własność 
względem krzywej, co punkty F j i F2. Aby to uwydatnić, dogodniej nam 
będzie, gdy równanie (1) napiszemy w postaci 

( 5 ) 
I 

gdzie C3 = F,F2, a l, m, n są liczbami stałymi. Należy zauważyć, źe w tym 
przypadku n ^ ^ m ^ l . Ponieważ Z = Z F i P , F 2 = Z F i P F j , przeto 

trójkąty FjPFa i F,F3Qmają kąty równe; mamy zatym 

Wskutek tego, równanie w F , P + ZFaP^wFiFa , wynikające zrównania (5), 

przejdzie na 
czyli 
lub przy Fj^ 

Punkt F3 jest więc istotnie trzecim ogniskiem jajka Descartes'a. 
2 2 0 . ŚLIMAK PASCAL'A. Jajko Descartes'a zamieni się na ś l i m a k 

P a s ca Ta, gdy gdzie c jest odległością obu ognisk F, i Fa; w tym 
przypadku, jedno ognisko F, znajdzie się na krzywej i będzie punktem po-
dwójnym tej krzywej. Podstawiwszy w równaniu (3) artykułu po-
przedzającego, otrzymamy równanie postaci 

czyli 
jako równanie biegunowe ślimaka 
Pascal'a. 

Toż samo równanie otrzyma-
my z następującego określenia śli-
maka PascaFa. Jeźeli na siecznej 
FE, (fig. 63) koła o promieniu 
a, wyprowadzonej z punktu sta-
łego F na obwodzie koła, odetnie-
my po obu stronach punktu R, 
przecięcia się tćjźe siecznej z ko-
łem, długość stałą RP = P ' R = 
to natenczas miejscem gieometry-
cznym punktów P, P' będzie śli-
mak PascaFa. Albowiem, gdy 
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mamy: 
— h. A zatym 

( 1 ) " " 

jest miejscem gieometrycznym punktów P i P'. 
Wstawiając w równanie (1) 

otrzymujemy 
(2) 
jako równariie ślimaka we spółrzędnych prostokątnych. Łatwo spostrzec, że 
punkt a?=2/ = 0, t. j. punkt F, jest punktem podwójnym, a mianowicie: wę-
złem przy h<^a, punktem zwrotu przy & = a punktem odosobnionym przy 
h ^ a . W przypadku, kiedy h = a, ślimak PascaFa zowie się liniją serco-
wą (kardiojdą). 

2 2 7 . L I Ś Ć DESCARTES'A. 

(1) 

Krzywą, przedstawioną przez równanie 

nazywają l i ś c i e m D e s c a r -
t e s'a. Widzimy wprost z ró-
wnania, że początek spółrzę-
dnych jest punktem węzłowym 
i że osi spółrzędnych są sty-
cznymi w tymże punkcie. Ła-
two także spostrzec, że 

(2) 
jest równaniem jednej asym-
ptoty rzeczywistej tej krzywej. 
Jeżeli więc AO = BO = a (fig. 
64), to AB jest tą asymptotą. 

Liść Descartes'a jest 
krzywą jednobieżną; kładąc 

bowiem w (1) y = 'kx, otrzymamy 

(3) 

rodzaj krzywej jest 0; albowiem , Wartościom 
parametru X od —oo do —1 odpowiada gałąź CO, wartościom na X od 
— 1 do O gałąź DO, wartościom zaś na X od O do co odpowiada pętlica 
OEFGO. Jeżeli prosta OH jest prostopadłą do AB, natenczas 0 F = 30H. 

2 2 8 J A J K O CASSINI'EGO. Miejsce gieometryczne punktu, którego ilo-
czyn odległości od dwu punktów stałych, zwanych ogniskami, jest niezmienny, 
zowiemy j a j k i e m C a s s i n i'e g o. 
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Niech P (fig. 65) będzie jakimkolwiek punktem krzywej, F i F' ogniska-
mi tej krzywej, O środkiem odcinka FF', « = OF = c, ¥P — r, 
F T =:»•', a m^ stałym iloczynem pro-
mieni FP i F'P. Z określenia mamy 
rr' = m^; z figury zaś widać, źe 

— fa? — + 2/2; r'2 = (a: + + y \ 

Równanie więc prostokątne krzywej jest 
(1) + 2/2 + c2)2 _ 4 = 
a równanie biegunowe 
(2) r* -f 2c2(l — 2cos2 6)r2=zm4 — c*. 
Jeżeli m^^c^, krzywa jest pojedynczą; 
jeżeli ni^c^c^ krzywa, nie przecina osi 
2/-ÓW i składa się wtedy z dwu oddziel-
nych jajek. Jeżeli nakoniec to 
równania (1) i (2) zamieniają się odpowiednio na 
(3) 
(4) 
i, w tym przypadku, jajko Cassi-
ni'ego nazywa się l e m n i s k a t ą 
Kernoulli'ego. 

W lemniskacie początek O 
(fig. 66) jest punktem węzłowym 
i zarazem punktem przegięcia. 
Lemniskata jest także krzywą je-
dnobieźną, lubo jej rodzaj jest 
określony liczbą 

Jakoż, wstawiając w równanie, (3) y — xt, mamy 
dąc zaś następnie 1 — ^ = -f otrzymujemy 

(5) 

Ć W I C Z E N I A . 

(199). Wyznaczyć styczne w początku do krzywej 
(200), Okazać, źe początek jest punktem krzywej 

osobnionym, lub węzłowym, według tego, czy o i & są tegoż samego znaku, czyteż 
jedna z tych liczb jest ujemną, a druga dodatną. 
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(201). Znaleść liczbę i gatunek punktów podwójnych krzywej 

(202). Okazać, że czterjn styczne do krzywej rzędu 
Wyprowadzone z początku są przedstawione przez równanie 

(203). Okazać, że warunek, aby krzywa rzędu 3-go 

miała punkt podwójny, jest taki sam, jak warunek, aby równanie 

miało dwa pierwiastki równe. 
(204)i Znaleść spółrzędne punktu przegięcia krzywej s 
(205). Okazać, że jeżeli początek jest punktem przegięcia krzywej 

to natenczas cpj jest podzielone przez cp,. 
(206). Okazać, że punkt przegięcia krzywej 

, Za^e Zahe , . 
leży na prostej ar/ + ?>a: = 0 i ma za spółrzędne y — — ^ , gdzie 

(207). Znaleść warunek, pod jakim trzy asymptoty krzywej 

przecinają się w jednym punkcie i znaleść spółrzędne tego punktu. 
(208). Z początku wyprowadzamy równoległą do którejkolwiek z asymptot 

krzywej yfaz"^ Ą- 2bxy + cy"^ 2dx + 2ey + / ) — z ^ ^ O ; okazać, że odcinek tej 
prostej, zawarty między początkiem i prostą + , e y + / = : O, jest podzielony 
przez krzywą na dwie części równe. 

(209). Okazać, że wszystkie trzy asymptoty krzywej 

są rzeczywiste i znaleść równania tych asymptot. 
(210). Z punktu O wyprowadźmy dwie sieczne o danych kierunkach, które 

krzywą rzędu fł-go przecinają odpowiednio w punktach P, , P 2 , . . . , P » i Qu Q2ł'"łQ»5 
OP OP OP 

okazać, źe stosunek ' ' nn^ " nrT ^^^^^^ położenia punktu O. 

(211) . Z punktów O i O' wyprowadźmy sieczne równoległe, które krzywą 
rzędu n-go przecinają odpowiednio w punktach P, , P j , . . . , P n i > • • • j 

okazać, źe stosunek ' " o ^ kierunku tych siecznych. 

(212). Jeżeli wielobok o m bokach przecina krzywą rzędu n-go, to natenczas 
iloczyn z odległości punktów przecięcia się boków 12, 23, 3 4 , . . . , TWI z krzywą, 
rachowanych odpowiednio od wierzchołków 1, 2, 3 , . . . , m , jest równy iloczynowi 
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Z odległości tychże punktów przecięcia, rachowanych odpowiednio od wierzchołków 
2, 3, 4 . . . 1 , pomnożonemu przez (—1)""' (twierdzenie Carnofa). 

(213). Jeżeh prostą przecinają boki BC, CA, AB trójkąta ABC w punktach 
L, M, N, to natenczas BL. CM. AN — CL. AM. BN. 

(214). Okazać, że jeżeli krzywa rzędu 3-go posiada trzy punkty przegięcia 
rzeczywiste, to te trzy punkty leżą na jednej prostej. 

(215). Na prostej z P, przecinającej krzywą rzędu n-go w punktach R,, Ra, 
Rg^.. . , R„, obierzmy taki punkt II, aby było 

okazać, że miejscem punktu II jest prosta, mianowicie (n—l) - sza biegunowa pun-
ktu P względem danej krzywej (twierdzenie Cotes'a). 

(216). N a prostej o danym kierunku, wychodzącej z dowolnego punktu Q, 
przecinającej krzywą rzędu n-go w punktach R,, R j , . . . , R,„ obierzmy taki puukt 
11, aby było 

okazać, źe miejscem punktu II jest linija prosta (twierdzenie Newton'a). 
(217). Prosta, wychodząca z P, przecina krzywą rzędu n-go w punktach R,, 

R a , . . . , R„, a n asymptot tej krzywej w punktach S,, S a , . . . , okazać, źe 

(twierdzenie Newton'a). 
(218). Jeżeli w n punktach S ,̂ S a , . . . , S„, w których jakakolwiek prosta 

przecina krzywą rzędu n-go, wykreśhmy styczne Tj, T j , . . . ,T„ do tej krzywej, a na-
stępnie przez Pj, P a , . . . , P« i Qi, Qa, • • • , Q» oznaczymy odpowiednie punkty, w któr 
rych poprzeczna z O przecina krzywą i owe styczne, to wówczas 

(twierdzenie Maclaurin'a). 
(219). Okazać, że jeżeli n + 1 boków jakiegokolwiek wieloboku kształtu 

zmiennego obraca się około n + 1 punktów danych, a jednocześnie n jego wierzchoł-
ków opisuje n krzywych danych odpowiednio rzędu m^-go, tn^-go,... ,m„-go, to 
(n + l)-y wierzchołek opisze krzywą rzędu 2mi?n2.. .?n»-go (twierdzenie Maclau-
rin'a). 
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WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ. 

(3). Wziąwszy środek O odległości między dwoma danymi punktami za po-
czątek spółrzędnych, kierunek OB za dodatny kierunek osi a;-ów, a prostopadłą do 
AB za oś 2/-ÓW, położywszy AO = OB = rt i oznaczywszy przez ar, y spółrzędne punktu 
bieżącego P, mieć będziemy. 

A zatym 

czyli 

jest równaniem miejsca żądanego. Miejscem więc żądanym jest prostopadła do AB, 
przechodząca przez środek O tej prostej. 

(4), Niech będzie podstawa AB = 2cf, a różnica kwadratów dwu pozostałych 
boków AC^ —BC^=:m2, Obrawszy taki układ osi spółrzędnych, jak w zadaniu po-
przedzającym, i oznaczywszy przez a:, ij spółrzędne wierzchołka C, mieć będziemy 

czyli 

Miejscem żądanym jest więc pewna prosta, prostopadła do AB. 
(5). Obierzmy układ osi, jak poprzednio, i przyjmijmy a; = 01), ?/ = DP; bę-

dzie wówczas 

czyli 

skąd 

Żądanym miejscem jest więc linij a prosta. 
(6). Jeżeli (a, P) są spółrzędnymi punktu danego O, (x, y) spółrzędnymi pun-

ktu bieżącego P, a OP=:r , to w układzie osi, tworzących kąt co, mamy 

w układzie zaś prostokątnym (̂O = ^ ^ mieć będziemy 

Miejsce żądane jest krzywą rzędu 2-go. Z wysłowienia zadania wynika, że tą krzy-
wą jest koło, którego środkiem jest punkt dany, a promień jest równy r. 
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(7). Obrawszy znowu, jak w zagadnieniach (3), (4), (5), środek O prostej 
AB za początek, OB za oś a;-ów, a prostopadłą do niej za oś i/-ów, i położywszy 
AO OB = c, AP ± B P = 2a, mieć będziemy 

Znosząc zaś niewymierność, otrzymujemy 

Miejscem żądanym jest więc pewna krzywa rzędu 2-go, która dla a ^ ^ c ^ zowie się 
elipsą, a dla hiperbolą. 

(8). Z punktu danego F spuśćmy prostopadłą FD na daną prostą i weźmy 
środek A prostej DF za początek spółrzędnych, kierunek AF za dodatny kierunek 
osi x-ów, a prostopadłą do DF za oś ^-ów, i połóżmy DA = : A F Z punktu 
bieżącego P spuśćmy prostopadłą PE na daną prostą i połączmy P z F. Mamy 
PF = PE, t. j. 

stąd wypada 

Żądanym miejscem jest więc znowu pewna krzywa rzędu 2-go, która się zowie pa-
rabolą. 

(9). 
(10). 
(11). 
(12). 
( 1 3 ) . 

(14). Jeżeli a:coscp+ ?/cos({) — p=zO i a;cos(p'+ ycos(j>'—ji'=zO są równa-
niami normalnymi dwu danych prostych, to 

będzie równaniem obu (jednej i drugiej) dwu siecznych. 
(16). 
(18). 
(20). 

(22). 

(23). 

(24). Jeżeli a;coscp + ?/cos({) — jtj=:0 jest równaniem normalnym prostej, to 
ma być 

Zapomocą tego związku, rugując p, otrzymamy 

Żądana prosta przechodzi zatym przez punkt 
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Ten punkt nazywa się środkiem średnich odległości danych punktów. 
(25). Weźmy OA za oś ar-ów, prostą OC równoległą do danego kierunku za oś 

y-ÓMf i oznaczmy przez a, p spółrzędne OA i AP punktu P. Jeżeli jest równa-
niem prostej OB, natenczas p = mwa, czyli ?/z=77ina; będzie równaniem miejsca punktu P. 

(26). JeżeH OA = a, OB J, a przeto OA' = a — k, OB' 6 + k, to równa-
nie miejsca będzie wynikiem rugowania k z równań bx -{- ay — ab k(x — a) —O 
i 

(27). 

(29) . Wziąwszy A za biegun, a prostopadłą AD do stałej prostej za oś biegu-

nową, i położywszy A D = : a , — znajdziemy rcos(6 — A) = —. Miej-UA sin B ^ m 
scem żądanym jest więc pewna prosta. 

(29). Albowiem proste równoległe tworzą pęk promieni, którego wierzchołek 
leży w nieskończoności. 

(30) . art. 39. 
(31). art. 39. 
(32) . Jeżeli Di^nO, D ^ ^ O , D g ^ O są równaniami boków BC, CA, AC, to 

TTjjBa — wigDg = O, mgDa — m ^ ^ — '"ił^i — — ^ ^ędą równaniami prostych 
AO, BO, CO, a więc WaDg^rO, mgDg-f-TnjDi = O, WiDj + 
równaniami prostych B'C', CA', A'B'. A zatym pary boków BC, B'C'; CA, CA'; AB, 
A'B' przecmają się na prostej CTJD, + m^l)^ + '"3^3 = 

(34). Jeżeli ABC, A,BjC,, AjBaCj, AgBgCg są czterema położeniami trójkąta, 
to (N.AA,A2A3) = (N.BB,B2B3). Stąd wypada (AA,A2A3) = (BB,B.,B3), a więc 
także (M.AAIA2A3)=:(L .BB|B2B3) , co znowu dowodzi, że i (M. CCiCaCa)^^ 

Dwa więc pęki (MC, MC,, MC2, MC3) i (LC, LC,, LCj, LCg) są 
jednokreślne (art. 51), 

(35). Postąpić podobnie, jak w zagadnieniu poprzedzającym, a potym zasto-
sować art. 51. 

(36). JeżeH APB, A,PB,, A2PB2, AgPBg i AQB, AiQB,, A2QB2, A3QB3 są 
czterema położeniami obu kątów, to mieć będziemy (P . AA,A2Ag)=:(Q. AAjAjAa); 
a że (P . AAiAaAg) (P . BB,B2B3) i (Q . AAjAjAg) = (Q . BB,B2B3), przeto 

, a zatym i t. d. 
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(40). 

(43). 

(45). 
(47). Spółrzędne środlca O prostej, łączącej punlcty P i P', w których się 

przecinają pary prostych /lâ i -{-̂ aa^a+^aa ŝ̂ Oł — — i — 

Te środki łeżą na pro-

stej 

(52). Jeżeli «, = 0 , wg^O; W2=:0, liu^ + 13113 = 0 są równaniami 
dwu par wierzchołków przeciwległych, to środki trzech przekątnych leżą na prostej, 
danej przez równania 

(53). 
(54). Jakoż, spółczynniki kwadratów w rozłożeniu F będą pierwiastkami ró-

wnania 

czyli 

lub nakoniec 

Jest więc (art. 71). Wielomian F zowie się d o ł ą c z o n y m do / . 

(55). Wyróżnik przyrównany do zera daje na wyznaczenie a^j równanie nto-

pnia 2 

(56). Wyróżnik wielomianu 1 — cos2X, — 003̂ X2 — 003̂ X3 + 2c0sXiC0sX2C0sX3 
jest od zera różny. Jakoż, rozumiejąc przez a, kąt między ścianami ĝa;, i arj^ ró-
wnoległościanu, kładąc — ĝ â̂ g sin^ âj i uwzględniając, źe cosX, = 
=:cosX2COsX3 4" sinX2sinX3Cosa,, znajdziemy, że ów wyróżnik jest równy d. 

( 5 7 ) . Proste x — y—lz=:0 i x—4:y + 2 = 0. 
(58). Proste a; + + 62=:O, a; + + 8 = 0, gdzie 6 jest pierwiastkiem 

zespolonym równania ẑ  — 1 = 0 . 
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( 6 0 ) . 

(61). Albowiem to równanie wychodzi na 

(64). Prostą zagadnienia (62). 
(65). Podstawiwszy w równaniu ogólnym raz drugi raz a;i=0, otrzy-

mamy dwa równania: 2a,3a; + O33 O, + 2(723t/+ O33 O, skąd 

a więc położywszy 

, mieć będziemy 
bb'. Równanie żądane będzie więc postaci 

gdzie X — — jest czynnikiem nieoznaczonym. 
Ic 

(66). Albowiem wziąwszy boki przeciwległe czworokąta, utworzonego przez 
4 punkty dane, za osi, otrzymamy w równaniu biegunowej punktu (x\ y') względem 
krzywej spółczynnik nieoznaczony oj2 w stopniu 1-ym. Równanie zatym rozłoży 
się na dwa równania dwu prostych oznaczonych, które się przetną w punkcie stałym. 

(67). Są rozwiązaniami równań x' — y' — 3 = = 1 — 3x', a więc 
ó 

(68). _ _ „ 
(69). Biegunowa punktu x, y na szukanej krzywej względem kierownicy ma 

za równanie X:c-f Yy—l=::iO; ta biegunowa ma być styczną do krzywej danej, 
a zatym 

czyli Cx^ — 2Bxy Ay"^ — AC — B^ i to jest równaniem żądanym. 
(70). Wziąwszy ramiona kąta za osi spółrzędnych, mieć będziemy równanie 

krzywej Ą- 2a,2a:2/+ + 2 x ) / a^asg 2 y\/Oo^aas + = ^ 

otrzymamy: 
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(71). a) Elipsa, l) hiperbola, c) parabola. 
(72). Parabolę, do której osi spółrzędnych są styczne w punktach x—a i y—h. 

(73). Spółrzędne środka krzywych obu równań są Mamy zatym 

więc 
stąd 

= 0. 
ma przejść na SiX2 + s.̂ Y^ i jednocześnie 

a więc i —sCx2 + 2/2 + 2a;2/costó) 
Porównywaj ąc wyróżniki obu wyrażeń, mamy 

a więc Sj i S2 są pierwiastkami równania 
(76). 
(77). 

(78). 

(79). 

(80). 
(81). Jeżeli (a;,-, ?jiJ są sfółrzędnymi prostokątnymi punktów danych 

liczbami stałymi, to mamy wówczas 

â ; a zatym miejscem żądanym jest koło 

(81). Biorąc jeden z punktów danych za początek spółrzędnych prostokątnych, 
a prostą, przechodzącą przez drugi dany punkt, za oś x-ów, i oznaczając przez a od-
ległość obu punktów, przez a zaś i p kąty stałe między stycznymi, które można wy-
prowadzić z obu punktów do tych kół, znajdziemy 

jak równanie żądanego miejsca (koła). 
(83.) Wziąwszy ramiona danego kąta za osi spółrzędnych i oznaczywszy 

przez a, p spółrzędne środka jednego z kół, otrzymamy, jako równanie tego kola, 
http://rcin.org.pl
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Stąd wypada 

a zatym a^ — — ^^ jest równaniem żądanego miejsca 
(hiperboli). 

• TC TC 
(84). Hiperbola, jeżeli A C ^ ; elipsa, j e ż e l i A p r o s t a , jeżeli 2 2 

(86). Wziąwszy P za początek spóh-zędnych prostokątnych, a PK za os x-ów, 
otrzymamy równanie krzywej a^^z^ + 2a,aa;^ + â ^̂ ŷ  + 20,3^; + 2a232/ = 0. Wziąw-
szy y — mx-\-n za równanie prostej QRj mieć będziemy, jako równanie pary pro-

2 
Btych PQ i PR, ^a^^^ya^^y"^-\ (oi^z Ą-a^^^y) (y — mx)=0. Aby te 

proste były jednakowo pochylone do PK (osi iC-ów), winno być 

A więc równanie prostej QR jest y = mx ta prosta przechodzi za-

tym, przy jakimkolwiek m, przez punkt 

(89). 

(90). Odnieść równanie elipsy do obu średnic sprzężonych iako osi spółrzędnych. 

(92). Elipsa 

(93). Krzywa rzędu 

(94). Równanie paiy stycznych jest 

-X- y- — a- -r 0-. 
(98) . Weźmy środek koła za początek, AB za oś iC-ów, a średnicę do PQ ró-

wnoległą za oś j/-ów; wówczas — — a^ będzie równaniem miejsca żądanego 
(hiperboli równobocznej, odniesionej do dwu średnic sprzężonych). 

(99). Wziąwszy środek podstawy za początek, a podstawę za oś a;-ów układu 
prostokątnego, otrzymamy równanie miejsca żądanego (hiperboli równobocznej) 

(100) . Spuśćmy z wierzchołka C prostopadłą CO na AB; weźmy O za po-

czątek, OB za oś ic-ów, OC za oś ?/-ów, i połóżmy AO = a, OC=:c/ równa-

niu hiperboli = — 0 2 2 ) równobocznej 

uczynią zadość, niezależnie od 

(104) . Weźmy środek koła za początek, a promień OA za oś ic-ów układu 
prostokątnego; oznaczmy przez (a^h) spółrzędne punktu B i połóżmy łuk A B r = a . 

Jeżeli X i y spółrzędnymi punktu C na AB takiego, iż łuk A C = : — a , to 

http://rcin.org.pl



WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ W CZĘŚCI PIERWSZEJ. 313 

skąd wypada 2xy — bx Ą- ayz=.{). Punkt C więc leży 

na hiperboli równobocznej. Spółrzędne środka tej hiperboli są 
asymptoty są równoległe do osi spółrzędnych. 

3„2 
(105) . Hiberbola równoboczna 

(106). Parabola 

(107). Parabola. 

(109) . Albowiem, jeżeli 

są trzema stycznymi, a przeto , 5 , ) s ą s p ó ł -

rzędnymi punktów styczności. (Zob. Omyłki druku). 

(110). Rugując y z równań y^=:2pX i Y — y=i — x), otrzymamy 

+ —X)a;2 + 2;j(> —X)2a;—i>2Y2 = 0. Pierwiastki a;" 
tymi spodków trzech normalnych z punktu (X, Y); mamy zatym 

Ma być 

[< 
Rozwijając to wyrażenie i zważając, źe 

mieć będziemy -j- SY^ = -{- równanie elipsy. 

(112). ( a r c t g l ) ^ 

(114) . Koło padnie całkiem zewnątrz elipsy, jeżeli nachylenie prostych, ró-
ci c 

wnoległych do osi wielkiej, jest większe od arctg —• 

(115). Równania dwu elips, mających mimośrody równe, a osi wielkie ró-

jąc te równania od siebie, otrzymamy równanie cięciwy spólnej 
< 

Suma równań trzech cięciw będzie tożsamościowe równa 0. 
(116) . Jeżeli y są spółrzędnymi punktu P, a X, Y spółrzędnymi środka 

, , , pole trójkąta FPF' ey ^̂  ^ . 
koła, to mamy Y = - — — — 4 — — — — — X-=:ex. Ponieważ 

' obwod trójkąta FPF' 1 + e ' 
więc znajdziemy, że miejscem żądanym jest inna elipsa. 

(120) . Wziąwszy ognisko za początek, a prostopadłą do kierownicy za oś 
£C-ów, otrzymamy, jako równanie krzywej, Ą - — 4 - = a wiec ró-
wnania trzech wzmiankowanych prostych będą: ^ 
mx Ą-hz^O. 

(121). Wziąwszy ognisko za początek układu prostokątnego, otrzymamy ró-
wnanie krzywej y"^ ~ ( m x n y Ż ą d a n e miejsce jest wypadkiem 
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rugowania kątów ^ i tj; z trzech równań 

Żądane miejsce jest więc hiperbolą. 
(123), Albowiem równanie tego koła jest 

(126). Bo równanie tej hiperboli jest ^ 

(127). Równania tych dwu stycznych można pisać: 

Rugując 771, otrzymamy x 

(129). Porównaj (27). 

(131). Bo wzmiankowaną sumą jest 

gdyż 

(133). Według art. 159, znajdziemy: 

(134). Według art. 159, znajdziemy 

(135). Równanie prostej, przechodzącej przez dwa punkty 
i £c"3) na krzywej, jest 

przyczym i 

Dwa ostatnie równania dają 

Wskutek tego, równanie siecznej przywodzi się do 

sieczna zamieni się na styczną, gdy oba te punkty zejdą się razem; a zatym 

jest równaniem stycznej w punkcie (x'i, iCg). 

(136). Rugowanie £c'i, z równań 
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(to ostatnie wyraża warunek 

równoległości stycznej do a^izzio, art. 63) daje 

jako równanie obu stycznych. Cięciwa styczności jest biegunową, punktu w nie-
skończoności na prostej A^ A3, t. j. punktu, w którym się przecinają proste 

. Jej ró-

wnanie jest zatym (aasinAj — + f^iSinA^ — ^gsinAj ) = 0. 
(137). Równania normalnych w Aj, Aj, Ag są: (a^ — (73CosA,)a;2 — 

Te trzy proste przetną się w jednym punkcie, jeżeli 

Podstawiwszy w wyrazach pierwszych 
dwumianów cosA, — cos(A2 + A3) i t. d. , a potym uwzględniwszy, że 
s , : S2: S3 = sinAi : sinA2: sinA3, otrzymamy żądane równanie warunkowe. 

(138). Jeżeli (ic,®, cca®, OCâ ) są spółrzędnymi środka koła f(Xi, 5:3) = O, 
r promień koła, a Yi>T2)T3 kątami, które ten promień czyni z A2A3, AgAj i A,A2, to 
mamy a;, r— a;, o + r sin 7,, cca = £̂ 2° + rsinYa, 0C3 + + rsin^3 dla punktu na 

f(x ® X ^ X 
kole, zatym — . . ' ' . ^ ' — • Ponieważ dla środka koła opisanego 

' /ismy,. smYo. smy,) 

, a dla koła, względem któ-

rego trójkąt jest z sobą samym sprzężony. 

przeto 

Podstawiając te wartości w podane równanie i uwzględniając, że, wskutek wzorów 
(29) — (32) w art. 63, 

łatwo sprawdzimy to równanie. 
(140). Wziąwszy ten trójkąt za trójkąt odniesienia i przez x'i, x'2, ozna-

czywszy spółrzędne punktu danego, znajdziemy —'—| — | — O, jako ró-
t2/j 

wnanie miejsca środków. 
(141). Gdy . . . ) , ( x " 2 , . . . ) są dwoma dowolnie obranymi punktami na 

stałej prostej, a P' —O, P " z = : o i Q ' = 0, Q" —O równaniami biegunowych tych 
punktów względem krzywych /=0 i sr —O, to (Xy =x\-\-Xx"i,...) są spółrzę-
dnymi jakiegokolwiek punktu na tej prostej, a P' + = 0 i Q' + XQ" = 0 równa-
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niami biegunowymi tego punktu względem / = 0 i Te dwie biegunowe prze-
cinają się na krzywej stopnia 2-go P'Q" — P"Q'=:0. Ta krzywa jest opisaną na 
trójkącie z sobą samym sprzężonym względem obu danych krzywych, jak to zoba-
czymy w rozdziale następującym. 

(142). Równanie biegunowej jakiegokolwiek punktu na a 7 i = 0 względem 
krzywej/:=: O jest a;'2/a+ ^ '̂3/3 = 0. Spółrzędne punktów, w których krzywą 

. . = 0 przecina Xi = 0 , dają równanie —O* 
Rugowanie tZ? 2 1 ^ tych dwu równań prowadzi do żądanego równania 
"22/3̂  — 2023/2/3 + «33/2̂  — O-

(143). Żądanym równaniem jest + ( h ^ ^ T (o-z^i^T^^ z wa-

runkami (art. 166) 

(144). 

(146). Gdyż równania tych trzech stycznych są 

(147). Wziąwszy 0,0203 za trójkąt, mieć będziemy równania boków czworo-
boku: 

), a równania krzywych: 

(148). Kładąc w równaniu krzywej a?, = o;,® + X, p, = + îP? 
a^a—ir3° + X3p i przyrównywając do zera spółczynnik przy p, mieć będziemy 

jest równa-
niem żądanej średnicy. 

(149). 
N "1 - a -o ' 

(150). Elipsa + + 4y2 _ 1 — 16^ + 12 = O, której środek leży 
, . /16 16\ , . /200\T / 2 0 0 \ | , , 

w punkcie I — j 1 3 / ' ^ połowy osi elipsy są = I — j 7 l "3^/ pr osto-

kątny). 
(151). 
(152). 
(153). Albowiem równanie tej krzywej 

przywodzi się do postaci 

( 

skąd czytamy, że ta krzywa przechodzi przez punkty, dla których 
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t. j . przez wierzchołki trójkąta z sobą samym sprzężonego względem i 5r=:0. 
(154). Równanie krzywej = jako opisanej na trójkącie odniesienia, jest 

postaci g= — + — + — = 0 . Równania boków trójkąta sprzężonego z trójkątem 

odniesienia w z g l ę d e m j a k o biegunowych wierzchołków, sąoj ia;j+a,2a:2+ai3a;3=:0, 
"22̂ 2 —Oj "I" 032̂ 2 0333̂ 3 — 0. Stąd znajdziemy dla spółrzę-

dnych bieguna obu trójkątów A23Xj =A3,a;2 = A,2a:3. Podstawiwszy w ^ = 0 za 

a;,, a;2, 0:3 wartości , —^ , , otrzymamy Ajs?*! + A31^2 + Ai2^3 = O, jako 
•̂ 33 A3, Ajj 

warunek, aby biegun leżał na Atoli strona pierwsza tego równania wa-

runkowego jest = — 6. Część więc pierwsza twierdzenia jest dowiedziona. Podo-
Jt bnie dowieść można części drugiej. 

(155). Spodki normalnych, które z punktu 7]) do krzywej _ 

można wyprowadzić, leżą na przecięciu tćj krzywej z krzywą ( 
Podstawiwszy w równaniu spólnych cięciw tych dwu krzywych (ćw. 152) x = a , y—^, 
otrzymamy 

( 

jako równanie żądanego miejsca. Jest to krzywa rzędu 3-go. Jeżeli a = : 0 , lub 
P = 0, to ta krzywa roskłada się na prostą 4 = 0, lub i krzywą stopnia 
2-go. Jeżeli punkt (a, P), leży w nieskończoności, to ta krzywa zamienia się na 
krzywą stopnia 2-go. 

(156). Kładąc â K̂ ^ 0̂ X3 odpowiednio za â i, X2, ^3, można będzie ró-
wnanie k r z y w e j / = O tak pisać: + — 2x22:3 — 2x31, — 2x,x2 = 0. 
Że zaś równanie krzywej 5r=:0 ma być kształtu g = + + ?;3X,X2) = 0, 
zatym A = — 4, ^ — + 6 ' = — T̂ i + -̂2 + ^3)̂ . Stąd 
wypada G2 = 4AG', Skoro A, 6, G' są niezmiennikami, więc ten sam związek powd-
nien zachodzić między spółczynnikami równań ogólnych obu krzywych. 

(157). Jeżeli = gdzie d oznacza odległość środków obu kół. 

(158). Mamy w równaniu / + X + ^ ^ + = 0 parametr X tak 
V / 

w}^znaczyć, aby to równanie przedstawiało parę prostych. Skoro B O i G' = O, to 

równanie sześcienne na X sprowadza się do A + X6 = 0. Atoli 

«2ł W3) jest pierwszą stroną 

równania danej krzywej / = : : 0 we spółrzędnych linii prostej; mamy zatym 
a więc 
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jest żądanym równaniem. Jeżeli zaś dana prosta jest sama styczną, to obie styczne 
z nią się zejdą; odpowiednim zatym warunkiem jest wtedy F = 0, jak być powinno. 

, mamy 

a^ a^ — • • - -

Środek zatym> leży na hiperboli. 
(160). Przez wierzchołki jednego z trójkątów i przez dwa wierzchołki dru-

giego trójkąta poprowadźmy krzywą stopnia 2-go Wziąwszy ten drugi trój-
kąt za trójkąt odniesienia, będzie można równanie danej krzywej f=z O tak pisać: 

Ponieważ krzywa g ^ O jest opisana na pierwszym trójką-
cie, zatym -ł-^22 + 3̂3 = 0- ^toli ta krzywa przechodzi przez dwa wierz-
chołki drugiego trójkąta, który jest trójkątem odniesienia, więc także 
i 2̂2 = 0; a więc jeszcze 633 = O, t. j. ^ = 0 przechodzi także przez trzeci wierz-
chołek drugiego trójkąta. Podobnie dowiedzie się drugiej części twierdzenia. 

(161). Jeżeli 
są równaniami dwu k ó ł , wtedy, k ł a d ą c —a')^ + (p —P')^, mieć będziemy 

, lub 
Albowiem te koła przechodzą wszystkie przez 2 punkty: a'==0, 

Jest przecięciem się prostych 
= O, = =fc:S; gdyż wtedy równania : 

będą przedstawiały jednę prostą. Skoro = 
dla — d a j e ^ = 0 i a;=:X = ± S , więc widoczna, że te dwa punkty należą, 
jako przypadki szczególne, do układu kół o spólnej osi pierwiastkowej. Poncelet 
nazwał je punktami granicowymi układu kół o spólnej osi pierwiastkowej. 

(165). 2(aa' = + 
(167). Spółrzędne środków podobieństwa dwu kół 

a zatym równaniem ich biegunowej względem K, jest 

(168). Jakoż, przyjmijmy, źe koło K = — — — = 0 jest 
styczne do trzech kół danych 'Ky = (x — a i ) 2 + (y — Pi)^ — r i ^ ^ O , Ka^fa; — 0.2^+ 

np. do wszystkich 
trzech zewnętrznie. Kładąc wtedy, dla i 
miĆĆ bgdziemyjćw. 161) + K2 = r2 + 2rr2, K3 + Srrj, skąd 
wypada K^—K2=::2r(rj—r^), K^ — K3 = 2r-Cr,—r^). Oznaczmy następnie przez 

spółrzędne punktu Pj, w którym koło K jest styczne do koła K,. Ponieważ 
styczność jest zewnętrzna, więc mamy a 

skąd wypada znowu a ^ Ł + ^ ł A z r - ^ ^ S Wstawmy teraz 
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te wartości na a i p w dwa ostatnie równania; wypadnie wtedy, po uskutecznieniu ła-
twych uproszczeń, 

(a) 

Dodaimy nareszcie po 1 do obu stron ostatnieero równania; natenczas wypadnie 

Z (a) czytamy, źe punkt styczności P^ leży na prostej, przechodzącej przez środek 
pierwiastkowy S trzech danych kół, a z (b), źe ten sam punkt leży na prostej, prze-
chodzącej przez punkt przecięcia się biegunowych względem koła Kj środków podo-
bieństwa zewnętrznych kół K,, Kj i kół K,, Kg, czyli przez biegun B, względem koła 
Kj osi podobieństwa zewnętrznej trzech danych kół. Stąd widoczna, źe istnieje 
8 kół stycznych do trzech kół danych. 

(169). Cztery punkty 

Rozwijając iloczyn tych dwu wyznaczników, t. j. wyznacznik 

= 0 

i kładąc 2 S = : AjAa. AgA^-j-AiAg. A2A4 + A,A4. A2A3, znajdziemy i 
a zatym żądany związek jest 

(170). Niech będą O, O,-, Oj środkami trzech kół K, K,, K -̂, Aj i Â - niech 
będą punktami styczności K z K j i K z K i . Trójkąt równoramienny A,OAt daje 

. Atoli z trójkąta OiOOi, w którym 

wypada 
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V i Jc 
jest więc AjAj — ± !_ — . A źe (169) 

V (r-ri)(r — ri) 
więc i t. d. 

(171). Załóżmy, że w zadaniu poprzedzającym koło K^ j^st punktem. Ten 
punkt będzie zarazem punktem koła K stycznego do K,, Kg i K3, a 41, 42, 43 
będą długościami stycznycli z tego punktu odpowiednio do kół K,, Kg, K3, a więc 

Wstawiwszy wartości w ró^vnanie zada-
nia poprzedzającego, otrzymamy 23 [/^K, ± Kj ± 12 J/^ K3=:0 , jako ró-
wnanie czterech par kół, stycznych do trzech kół danych. 

(172). Niech P1P2P3P4P5PC będzie sześciobokiem wpisanym w krzywą sto-
pnia 2-go (fig. 49), a L, M, N punktami przecięcia się par boków przeciwległych 
- i - z , - o-o: -a-%7 -0-1- Wziąwszy P, i P3 za wierzchołki dwu pęków, 
mamy podług art. 51 (Pj . P2P3P4Pe) = (Pg . P2P3P4P0). Oznaczmy przez r i s pun-
kty przecięcia się par boków P2P3, P 4 P 5 i PjPa, P3P4; będzie wtedy (P , . PaPaP^Po)^ 

a przeto fsP3P4N) = (P2P3r'M). Przyj-
mując nakoniec punkt L za spólny wierzchołek tych dwu pęków, których promienie 
przechodzą odpowiednio przez s, P3, P4, N i przez Pg, P3, r, M, mamy (sP3P4N)=: 

, , . „ ,. Stąd wypada (L.sP3P4N)=:(L.P2P3rM). 
A że promienie Ls i LPj, LP4 i Lr razem się ze sobą schodzą, więc i promienie 
LN i ^ M zejdą się razem, t. j. punkty L, M, N leżą na jednej prostej. Podobnie 
dowieść można twierdzenia Brianchon'a. 

(173). Albowiem dane warunki są równoważne 
(174)* Albowiem dane warunki są równoważne 
(175). Albowiem dane warunłd są równoważne 
(176)ł Albowiem dane warunki są równoważne i 
(177)i Albowiem pięciu w-1. może uczynić zadość tylko jedna krzywa sto-

pnia 2-go. 
(178); Albowiem pięciu warunkom, z których 4 są w-1. a jeden w-p., mogą 

Uczynić zadość tylko dwie krzywe stopnia 2-go. 
(179). Albowiem pięciu w-1. lub w-p. może uczynić zadość tylko jedna 

krzywa stopnia 2-go. 
(180). Albowiem pięciu warunkom, z których 3 są w-p. a 2 są w-1., lub 

przeciwnie 2 są w-p., a 3 są w-1., mogą uczynić zadość 4 krzywe st. 2. 
(181). Albowiem warunek, aby środek leżał na danej prostej, jest równowa-

żny jednemu w-1., mianowicie warunkowi, aby ta prosta była sprzężoną z prostą 
w nieskończoności. 

(182). Dość znaleść kierownicę, należącą do danego ogniska. Jeżeli A, B, C 
są trzema danymi punktami, a F jest danym ogniskiem, to należy z F wyprowadzić 
proste FD i FE, prostopadłe do dwusiecznych FG i FH kątów AFB i BFC, i te pro-
ste przedłużyć do przecięcia się odpowiednio z AB i BC w D i E: prosta DE będzie 
kierownicą należącą do ogniska F (art. 149). Są tu możliwe cztery rozwiązania, 
bo każdy z kątów AFB i BFC ma po dwie dwusieczne, wewnętrzną i zewnętrzną. 
Tak być powinno, bo dane warunki są równoważne 3 w-p. i 2 w-1. 
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(183). z ogniska danego spuścić prostopadłe na trzy dane styczne. Spodki 
tych trzech prostopadłych leżą na kole spółśrodkowym z żądaną krzywą i mającym 
promień z^a . 

(184). Dość znaleść ognisko należące do tej kierownicy. W figurze, odnoszą-
cej się do ćw. (182), dane są punkty A, B, C, D, E; nadto punkty G i D tworzą 
parę, harmonicznie sprzężoną z parą A, B, i taksamo punkty H i E tworzą parę, 
harmonicznie sprzężoną z parą B i C. Gdy F jest żądanym ogniskiem, to 

(185). Z danych punktów A i B, jako ze środków, kreślimy koła promieniami 
AF i BF. Styczna spólna tych dwu kół jest kierownicą. Są tu dwa rozwiązania mo-
żebne. 

(186). Z danych dwu punktów nakreślić koła promieniami równymi ich od-
ległościom od danej kierownicy; te dwa koła przetną się w ognisku. Są tu dwa roz-
wiązania możebne. 

(187). Rozwiązanie polega na tym twierdzeniu, źe asymptoty, uważane za 
szczególny przypadek hiperboli, i hiperbola mają spólne średnice sprzężone. Gdy 
A, B, C są trzema punktami danymi, to, zaznaczywszy kierunki średnic sprzężonych 
z kierunkami cięciw AB i BG, w tych kierunkach prowadzimy proste odpowiednio 
przez środki cięciw AB i BC. Te dwie proste przetną się w środku hiperboli żądanej. 

(188). Jeżeli A jest danym wierzchołkiem głównym, P danym punktem, a ST 
daną asymptotą, to prowadzimy AP aż do przecięcia się z asymptotą w Q, następnie 
na przedłużeniu PA odcinamy AQ'=:PQ, nakoniec z A kreślimy koło styczne do ST, 
a z Q' wyprowadzamy styczną do tego koła. Ta styczna będzie drugą asymptotą żą-
danej hiperboli. 

(189). Spodek prostopadłej z ogniska na styczną leży na stycznej w wierz-
chołku głównym; koło nakreślone na tej prostopadłej, jako na średnicy, jest żąda-
nym miejscem. 

(190). Rozwiązanie polega na tym twierdzeniu, że promienie wodzące, wy-
prowadzone z dwu ognisk do punktu przecięcia się dwu stycznych, czynią kąty równe 
z tymi stycznymi. Miejscem żądanym jest hiperbola, mająca środek w punkcie prze-
cięcia przekątnych. 

(191). Wziąć punkt przecięcia się asymptoty i kierownicy za początek, a kie-
rownicę za oś y-ó\Y układu prostokątnego; równanie hiperboli będzie wtedy kształtu 

Jeżeli y=zax jest równaniem danej asymptoty, 

to natenczas równanie (x — a)^ -{-{ax — P)^ — = Q powinno na x dać dwie war-

tości oo; stąd wypadnie inP-—\-\-a?' i — — a. Miejscem ogniska jest więc pro-

sta, przechodząca przez początek i prostopadła do asymptoty, i t. d. 
(192). Gdy są dwiema danymi krzywymi, natenczas otrzyma-

my równanie żądanego miejsca przez rugowanie 
(193). Wziąć daną prostą za oś 2/-ów, a prostopadłą do niej, przechodzącą 

przez dane ognisko, za oś a;-ów. Gdy a \ h oznaczają odległości ogniska i punktu 
danego od początku, to równaniem hiperboli będzie: 
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gdzie m jest ilością nieoznaczoną, 
Następnie należy zmienić kierunek osi x-ów tak, aby no-

wa oś a;-ów była równoległa do drugiej asymptoty, a potym przenieść początek do 
środka. 

(194). Wziąć daną prostą za oś ^-ów, a prostopadłą do niej z danego punktu 
za oś a;-ów. Żądane miejsce jest pewną parabolą. 

(195). Biorąc podstawę AB za oś x-ów, a prostopadłą CO z wierzchołka C na 
AB za oś 2 / -ÓW, i kładąc AO = a, OB=z:&, OC = c, jako równanie hiperboh, otrzy-

mamy x'^-\-2\xy — y"^(a — h)x-{- y — ab=.0. Stąd wynika 
c 

jako równanie żądanego miejsca. 
c 

(196). Biorąc dwie dane proste za osi x i y , otrzymamy, jako równanie paraboli. 

gdzie z dwu długości a i b jedna jest daną. 

(198). Równanie krzywej stopnia 2-go, stycznej do elipsy 

w punkcie 

1 X Tfl l/ ly^ 171 żeli ta krzywa jest kołem, wówczas — = — -j i = 0. Stąd a^ a^ b^ h^ b^ a^ 
zaś wyznaczymy l i m̂  tak iż pozostanie tylko jedna liczba nieoznaczona M, i t. d. 

(199). - . 
(200). Bo równanie stycznych w początku jest 
(201). Dwa węzły 
(202). Albowiem punkty styczności leżą na przecięciu się pierwszej bieguno-

wej początku, 2cpj -}- ^2 —O, z daną krzywą, t. j. z krzywą 
(203). Albowiem oba warunki są wypadkiem rugowania x z równań 

(204). 

(205). Albowiem styczna w punkcie przegięcia ma z krzywą tylko n — 3 
punktów spólnych oprócz punktu przegięcia; a że równaniem stycznej w początku 
jest cp, = 0 , zatym dla jest także = 

(206). Krzywa Hesse'go = — ISOe^fa?/ - f bx)x = 0 wskazuje, że punkt 
przegięcia leży na przecięciu się krzywej z prostą ay -}- bx •=.(). 

(207). Sprowadzić równanie krzywej do postaci + tp, -f- = O przez 
przeniesienie początku do punktu (a, P). Znajdziemy warunek 
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(209). 
(210). Jeżeli 

jest równaniem danej krzywej, a x = x® + rcosa, 7/=:!/® + rsina i a:=:a;0 /cos^, 
y = r'sinp są równaniami dwu siecznych, wyprowadzonych z punktu O 
to wówczas 

(211). Jeżeli (x , y) i (x', y') są spółrzędnymi punktów O i O', to 

(212). Zastosować do każdego boku twierdzenie (211) i uwzględnić, że 
BA. 

(213). Por. (212) w przypadku, gdy 
(214). Por. (212) w przypadku, gdy OT = 3, n = : 3 , przyczym trzy punkty 

przegięcia należy przyjąć za wierzchołki trójkąta. 
(215). Oznaczmy przez fii^^rs) i (^i^a^s) spółrzędne jednorodne lub trój-

kątne punktów P i n , a przez (X,X2X3) spółrzędne któregokolwiek z n punktów 
R, w których prosta PJl przecina krzywą rzędu n-go y(XiX2X3) = : 0. Wówczas 

*R. Wstawiając 
te wartości w / = O, otrzymamy 

gdzie 

Jeżeli ^3) = 05 ô wtedy suma pierwiastków poprzedzającego równa-

nia jest równa 0; a zatym 

Równanie ^a^s) = O jest względem stopnia 1-go, zatym miejscem 
punktu II jest prosta. 

(216). Przyjmijmy, że w zagadnieniu poprzedzającym punkt P oddala się do 

nieskończoności. Wtedy odległości PR, stają się równymi sobie; zatym 

czyli 

(217). Albowiem, jeżeli aix i,?/ c, O , . . . , anX bny + O są ró-
wnaniami asymptot krzywej / = O, natenczas wyrazy stopnia n-go i ( n — l ) - g o 
w równaniach O i fa^z -f- b̂ y -j- Cj) . . . (ot̂ a; -f- bny + c„; = O będą jednakowe. 

(218). Gdyż każda styczna przechodzi przez dwa nieskończenie siebie bliskie 
punkty krzywej. 

(219). Weźmy np. pod uwagę czworobok, którego boki obracają się około 
punktów Pj, Pa, P3 i P4, a trzy wierzchołki opisują krzywe S,, S2 i S3, odpowiednio 
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rzędu m,-go, m^-go i Wg-go. Z jednego z wymienionych punktów, np. z P^, wypro-
wadźmy jakąkolwiek prostą P^D; ona przetnie krzywą Sj w OT, punktach a^, gdzie 

Łącząc każdy z tych punktów z punktem Pj, otrzymamy pęk 
m̂  prostych, z których każda przetnie krzywą w punktach gdzie 

Łącząc następnie każdy z tych mim^ punktów 
z P2, otrzymamy pęk mim^ prostych, z których każda przetnie krzywą S3 w m̂  
punktach gdzie 2 , . . . , 77,3, i== 1, 2 , . . . , k = l , Łą-
cząc nakoniec te punkty z P3, otrzymamy trzeci pęk ,̂7712013 prostych, który prosta 
P4D przecina w tyluż punktach. Zatym Prosta P^D przecina miejsce gieometryczne 
wierzchołka czwartego w punktach. — Punkt P4 jest punktem tego miejsca 
?niCT2OT3-krotnym. Jakoż, prosta P4P3 przecina S3 w m̂  punktach; m̂  prostych, łą-
czących te punkty z Pa, przecinają 83 w m̂ m̂  punktach; m̂ m̂  prostych, łączących 
te punkty z P,, przecinają S, w mim^m^ punktach; proste nakoniec, łączące te pun-
kty z P4 utworzą m̂ m̂ m.̂  czworoboków, czyniących zadość warunkom zadania. Osta-
tnie boki tego wieloboku schodzą się razem w punkcie P^ na prostej P^D, a więc 
i punkt P4 jest punktem żądanego miejsca, punktem m,m2WJ3-krotnym. — A zatym 
prosta P4D przecina miejsce, utworzone przez wierzchołek ostatni czworoboku 
w 2OTj?7!2rn3 punktach. 

JeżeH punkty dane leżą na jednej prostej, to miejscem ostatniego wierzchołka 
jest krzywa rzędu Wj/zja . . . Albowiem wtedy punkt P4 nie będzie punktem 
tego miejsca. 

Z powyższego, według zasady dwoistości, wynika: 
»JeżeH n -f 1 wierzchołków wieloboku kształtu zmiennego opisuje n + 1 pro-

stych danych, gdy tymczasem n jego boków jest stycznych do n krzywych danych, 
odpowiednio klasy mi-ej, Wa-ćj, • • • , t o bok f n - f l )-y obwodzi krzywą klasy 
2m,?n2...?w„-ej, lub 7n,)/j2. . . ?/j„-ej, zależnie od tego, czy dane proste nie przecho-
dzą, czyteż przechod/ą przez jeden j}unlct.« 
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GIEOMETRYJA ANAL1TYCZN\ W PRZESTRZENI. 

ROZDZIAŁ I. 

O PUNKCIE. 

1. SPÓEEZĘDNE RÓWNOLEGŁE PUNKTU. Podobnie, jak na płaszczyznie 
punkt, lub liniją prostą, można wziąć w przestrzeni punkt, lub płaszczyznę, 
lubteż liniją prostą za figurę elementarną. 

Aby wyznaczyć położenie punktu w przestrzeni zapomocą spółrzędnycli, 
użyjeniy u k ł a d u s p ó ł r z ę d n y c l i , t . j . układu trzech płaszczyzn, które 
po dwie przecinają się według 
trzech linij prostych X'X, 
Y'Y, Z'Z (fig. 67). Te trzy pła-
szczyzny zowią się p ł a szczy -
z n a m i spółrzędnych, proste, we-
dług których płaszczyzny spółrzę-
dnych po dwie się przecinają, zo-
wią się o s i a m i spółrzędnych, 
a punkt O przecięcia się trzech 
osi zowie się p o c z ą t k i e m spół-
rzędnych. 

Przez punkt P, którego po-
łożenie mamy wyznaczyć, popro-
wadźmy trzy płaszczyzny: 

płaszczyznę PMQN, równoległą do płaszczyzny YZ, 
„ PNRL, „ „ „ ZX, 
„ PLSM, „ „ „ XY; te trzy pła-

szczyzny odmierzają na osiach trzy odcinki 0Q, OR i OS, które się zowią 
s p ó ł r z ę d n y m i punktu P r ó w n o l e g ł y m i . Jeżeli kierunki 0X, OY, 
OZ trzech osi weźmiemy^^za dodatne, a przeto kierunki wprost przeciwne 

X' 
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tamtym, 0X', OY', OZ', za ich kierunki ujemne, to natenczas spółrzędne 
punktu będziemy uważali za dodatne lub za ujemne, według tego, czy odcin-
ki osi, przedstawiające te spółrzędne i rachowane od spólnego początku, leżą, 
na kierunkach dodatnych, czyteź na kierunkach ujemnych osi. Spółrzędne 
punktu będziemy oznaczali literami a?, y^ z; jest więc dla punktu P: 

^ = czyli x = Oą, = 
Jeżeli dane jest położenie punktu P, wtedy są dane także jego spółrzę-

dne równoległe, tak co do wartości bezwzględnej, jak i co do znaku. Na-
wzajem, jeżeli dane są trzy spółrzędne x, y, z (co do wartości bezwzględnej 
i co do znaku), to wówczas istnieje jeden tylko punkt w przestrzeni, mający 
te trzy spółrzędne. A mianowicie, jeżeli a, b, c są wartościami bezwzględny-
mi trzech spółrzędnych x, y, z, to punkt, dla którego 

x= a, y— h, z:^ c, leży w kącie bryłowym OXYZ, 
x=. — a, y— h, z^ c, 
x= — a, y=: — b, z=. c, 
X— a, y^—h, Z— c, 
X— a, y— b, Z-— — c, 
X — — a, y— b, z=—c, 
x = — a, y= — b, Z— — C, 

x=z a, y = —b, Z — — c, 

O X ' Y Z , 
O X ' Y ' Z , 
O X Y ' Z , 
O X Y Z ' , 
O X ' Y Z ' , 
O X ' Y ' Z ' , 
O X Y ' Z ' . 

Punkt P wtedy leży na płaszczyznie YZ, ZX, lub XY, kiedy odpowiednio 
y — Q,\Vihz=0. Jeżeli zaś y — z^O^ z=:x = 0, lub x=y = 0, to 

punkt P leży odpowiednio na osi ic-ów, y-ów, lub z-ów. Jeżeli nakoniec 
x-=:.y = z=.0^ to punkt P leży w początku spółrzędnych. 

2 . SPÓŁRZĘDNE PEOSTOKĄTNE PUNKTU. Kąty między osiami spółrzę-
dnych będziemy zawsze oznaczali przez X, ji, v, a mianowicie YOZ, 

/_ ZOX, v = ^ X O Y . Jeżeli te kąty są proste, to układ spółrzędnych 
punktu zowie się p r o s t o k ą t n y m . Rozumiejąc przez rzut prostokątny ja-
kiejkolwiek drogi na liniją prostą (oś rzutu), odcinek .tej ostatniej, zawarty 
między dwiema płaszczyznami do tej prostej prostopadłymi, a przechodzący-
mi przez punkty krańcowe drogi, możemy powiedzieć, że spółrzędne prosto-
kątne punktu P są rzutami prostokątnymi promieniaJOP na osi spółrzędnych. 

Podobnie, jak w art. 10-ym 
części I-ej, można i tu okazać, źe 
rzut prostokątny drogi prostolinijo-
ivej na jakąkolwieh oś jest, co do 
icartości bezwzględnej i co do znaku, 
roimy długości drogi, pomnożonej 
przez dostatoę kąta, który kierunek 
tej drogi czyni z kierunMem dodatnym 
osi rzutu, t. j. z prostą, wyprowa-
dzoną z punktu drogi równolegle 
do osi rzutu i w stronę kierunku 

Fig. 68. dodatnego tejże osi. 

M P / \ 

l N 
/a 
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Jakoż, niech (fig. 68) AB będzie daną drogą prostolinijową, a X'X kie-
runkiem dodatnym osi rzutu. Dajmy, że płaszczyzny MN i PQ przesunięte 
przez początek A i przez koniec B drogi' AB, a do osi X 'X prostopadłe, 
przecinają tę oś odpowiednio w punktach a i h; ab będzie wtedy rzutem drogi 
AB. Poprowadźmy przez A prostą AC, równoległą do X'X, aź do przecięcia 
się w C z płaszczyzną PQ, i poprowadźmy proste CB i C&. Z trójkąta ACB 
wypada AC=: ABcosCAB; a źe AC = a&, jako równoległe między równole-
głymi, zatym 

co było do okazania. 
Wiedząc to, oznaczmy przez a, p, y kąty, które (fig. 67) promień OP 

czyni z kierunkami dodatnymi osi 0X, OY, OZ układu prostokątnego, 
a przez r długość promienia OP; dla spółrzędnych x, y, z punktu P mieć bę-
dziemy wtedy 

(1) 
Pospolicie będziemy używali układu prostokątnego osi; gdy zaś wypadnie 
użyć układu nieprostokątnego, to wyraźnie o tym wspomnimy. 

3 . DEUGOŚĆ PEOMIENIA I ZWIĄZEK MIĘDZY JEGO DOSTAWAMI KIERUNKO-
WYMI. Aby się oswoić ze sposobem wyznaczenia punktu zapomocą spółrzę-
dnych, rozwiążemy kilka zagadnień, przyczym wyprowadzimy szereg wzorów 
zasadniczych, ważnego natępnie znaczenia. Wynajdziemy naprzód odległość 
punktu P, danego przez spółrzędne, od początku O, czyli długość promienia 
OP(fig.67). _ . 

W tym celu rzućmy czworobok skośny OQNP pokolei na kierunki 0X, 
OY, OZ i OP. Stosując znane twierdzenie o rzucie wieloboku (1, art. 10), 
które ma miejsce niezależnie od tego, czy wielobok jest płaski, czy, jak tu, 
skośny, otrzymamy równości 

gdzie X, [1, V, a, p, Y i mają znaczenie określone w artykule poprzedzającym. 
Pomnóżmy ostatnią z tych równości przez r i podstawmy w nią wyrażenia na 
/•cosa, rcosp, rcosY dane przez trzy pierwsze równości; będziemy mieli 
wogóle ' 

czyli 

(3) 

wrazie zaś, gdy spółrzędne są prostokątne 
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( 4 ) 

Rugowanie liczb x, y, z, r z równań (2) daje nadto 

( 

( 

( 

czyli, po rozwinięciu wyznacznika, 

(5 ' ) 

Jest to związek, który zachodzi między dostawami kątów a, p, Y, utworzonych 
przez kierunek promienia OP z kierunkami osi 0X, OY, OZ, czyli zwią 
zek między d o s t a w a m i k i e r u n k o w y m i promienia OP. W przypadku, 
kiedy spółrzędne są prostokątne, związek (5) sprowadza się do 

(6) 
Związek (6) otrzymać możemy bespośrednio, dodając do siebie kwadraty ró-
wnań (1) i uwzględniając związek (4). 

4 . ODLEGŁOŚĆ MIĘDZY DWOMA PUNKTAMI. Niech x,y, z i x\ y' z^ będą 
spółrzędnymi dwu punktów P i P'. Z punktu P wyprowadźmy trzy osi PX', 
PY', PZ', odpowiednio równoległe do osi 0X, OY, OZ, i oznaczmy 

są widocznie spółrzę-
dnymi punktu P' względem osi PX',PY', PZ'; przeto, gdy oznaczymy PP'=:r, 
mieć będziemy, według (3), 

"Wstawiwszy za i, TJ, C powyższe wartości, otrzymamy wogóle 

(7) 

wrazie zaś, gdy spółrzędne są prostokątne, 
(8) 

5. K Ą T MIĘDZY DWOMA PROMIENIAMI. Oznaczmy przez a, p, Y i a', p', Y' 
kąty, które z kierunkami osi 0X, OY, OZ czynią promienie OP i OP', 
a przez x, y, z spółrzędne 0Q, QN, NP punktu P na promieniu OP i ozna-
czmy OP = r, / ^ P 0 P ' = 6. Kzucając czworobok skośny OQNP na kie-
runki 0X, OY, OZ i OP', mamy 

( 9 ) 
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Rugowanie liczb x, y, z, r z tycb równań daje: 

C( 
C( 

skąd wypada następująca wartość na cos 6: • 

(11) 

wrazie zaś, gdy spółrzędne są prostokątne, 
(12) 

a stąd 

czyli 
( 1 3 ) 

6 . STOSUNKI KIEEUNKOWE PROMIENIA. Wyrażenie na dostawę kąta 
między dwoma promieniami uprości się, gdy zamiast dostaw kierunkowych 
promieni OP i OP' wprowadzimy do tego wyrażenia t. z. stosunki kierun-
kowe tychże promieni. 

Wiadomo, że stosunki między spółrzędnymi x, y, z punktu P na pro-
mieniu OP, a długością r tego promienia, nie zależą od położenia punktu P. 
Te stosunki 

( 1 4 ) 

nazywają się s t o s u n k a m i k i e r u n k o w y m i promienia OP. Jeżeli spół-
rzędne są prostokątne, wówczas stosunki kierunkowe przechodzą na dostawy 
kierunkowe, ^=:cosa, m=rcosp, %=:cosy. Stosunki kierunkowe f?, wj, wj 
promienia OP można uważać także za spółrzędne tego punktu na owym pro-
mieniu, którego odległość od początku r — 

Wskutek tego, mamy, według trzech pierwszych równań (2), 

http://rcin.org.pl



2 8 6 GIEOMETbyJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. . 

Oznaczmy przez V, m\ w' stosunki kierunkowe drugiego promienia OP'; 
wówczas taksamo 

Podstawmy te wartości na cosa, cos^, COSY, cosa',... w wyrażenie (10); 
otrzymamy 

"W tym wyznaczniku do elementów ostatniej kolumny dodajmy elementy 
trzech pierwszych, pomnożone odpowiednio przez —l, —m, —n; natenczas 
trzy pierwsze elementy ostatniej kolumny staną się równe O, wskutek czego 
równanie ostatnie sprowadzi się do 

czyli 
(16) 
Podstawmy jeszcze we wzorze (3) za x, y, z wartości (14); wówczas, po po-
dzieleniu przez będzie 
(17) 
Wzór (17) wyraża związek między stosunkami kierunkowymi promienia, 
a wzór (16) daje wartość na dostawę kąta między dwoma promieniami, wy-
rażoną przez stosunki kierunkowe tychże promieni. Dwa promienie o sto-
sunkach kierunkowych (l, m, n) i (V, m\ n') są do siebie prostopadłe, gdy 
(18) O = ZZ' + mm' -f nn' -f (mn' + m'n) cos X (nV + M7;COS{A + Vm)Q,o^ v. 

7 . OBJ:ĘTOŚĆ EÓWNOLEGŁOŚCIANU WYRAŻONA PEZEZ DEUGOŚĆ TRZECH 

KRAWĘDZI. Oznaczmy przez 6 kąt, który oś OZ czyni z prostopadłą do pła-
szczyzny XY, a przez V objętość równoległościanu, mającego jako jedną 
z przekątnych promień OP (fig 67); wówczas będzie 

Aby wyznaczyć cos 6, oznaczmy przez (l, m, n) stosunki kierunkowe prosto-
padłej do płaszczyzny XY i uważmy, że stosunki kierunkowe osi X, Y, Z 
są odpowiednio (1, O, 0), (O, 1, 0), (O, O, 1). Ponieważ ta prostopadła czyni 
z osiami X i Y kąty proste, a z osią Z kąt 6, zatym mamy, według wzorów 
(18) i (16), 
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Z dwu pierwszych równań wypada 

a wskutek trzeciego równania każdy z tych stosunków jest równy stosunkowi 

A źe nadto, wskutek tych trzech równań, wzór (17), który także tak pisać 
można 

przywodzi się do 

zatym mamy 

skąd 

Jest więc 

(19) 
"Wziąwszy szóstą część tego wyrażenia, mieć będziemy objętość czworościanu 
(tetraedru), którego trzy krawędzi w kierunku osi X, Y, Z są równe x, y, z. 
Jeżeli tę objętość oznaczymy przez II, to 

(22) 

Należy zauważyć, że objętość czworościanu, którego trzy krawędzi, z jednego 
wierzchołka wychodzące, są x, y, z, nie zmieni się ze zmianą długości tych 
krawędzi, jeżeli ich iloczyn pozostanie niezmienionym. Ta uwaga będzie nam 
potrzebną w następującym artykule. 

8 . OBJĘTOŚĆ CZWOEOŚCIANU WYRAŻONA PRZEZ SPÓŁRZĘDNE WIERZCHOŁ-
KÓW. Oznaczmy przez (x, y, z) (x\ y\ z') (x'\ y", z") i (x'", y'", z^'^) spółrzę-
dne prostokątne wierzchołków P, P', P" i P"' czworościanu PP'P"P'" i ozna-
czmy PP' = r', P P " = y " , PP'" —r"'. Przetnijmy trzy krawędzi P F , PP", 
PP'" płaszczyzną, równoległą do płaszczyzny XY, w punktach Q', Q", Q"' 
i oznaczmy PQ' = p', P Q " = p " , PQ"'r=p'". Jeżeli przyjmiemy, źe 

to czworościan P P ' P " P ' " będzie równoważny z czworościa-
nem PQ'Q"Q"'. .Aby wyznaczyć objętość tego ostatniego czworościanu, 
oznaczmy przez (4' , Tj'), (a" , tj"), (i'" , 7j"') spółrzędne cc i y punktów Q', Q", 
Q"' względem osi równoległych do 0X, OYj OZ, a przez punkt P przecho-
dzących, przez C zaś odległość prostopadłą punktu P od płaszczyzny trójkąta 
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Q'Q"Q"'. Ponieważ pole trójkąta Q'Q"Q"' jest co do wielkości i co do zna-
ku równe 

przeto objętość czworościanu PQ'Q"Q"', a więc i czworościanu PP'P"P"', 
jest równa 

Oznaczmy przez i spółrzędne punktów P', P", 
P'" względem tychże samych osi; wtedy 

wskutek czego wyrażenie poprzedzające przechodzi na 

gdyż A źe jeszcze 

przeto ostatecznie 

dzyli 
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( 2 1 ) 

Wyrażenie niniejsze jest dodatne lub ujemne, według tego, czy obieg trój-
kąta P ' P " P " ' , widziany z wierzchołka P , jest dodatny, czyteż ujemny. 

9 . RÓWNANIE PŁASZCZYZNY. Jeżeli punkt P jest jakimkolwiek pun-
ktem płaszczyzny, przechodzącej przez trzy punkty P', P", P'", to wówczas 
objętość czworościanu P P ' P " P " ' jest równa 0 . Według artykułu poprze-
dzającego, mamy w tym przypadku 
(22) 

l u b , k ł a d ą c 

(24) 

Równanie to wyraża warunek, któremu czynią zadość spółrzędne jakiegokol-
wiek punktu (punktu bieżącego) na płaszczyźnie, przechodzącej przez trzy 
punkty dane; z tego powodu nazywamy ja r ó w n a n i e m p ł a s z c z y z n y . 
A zatym, w układzie spółrzędnych równoległych punktu płaszczyznę przedstawia 
równanie stopnia 1-go między tymi spółrzędnymi. Nawzajem każde równanie 
kształtu (24) przedstawia płaszczyznę. Jakoż, dając na a; i y dowolne war-
tości a:' i y\ otrzymamy, przez rozwiązanie równania (24), wartość z' na z, 
i będzie 

Podobnym sposobem dla otrzymamy z = z", a dla x = x"', 
y = y"' otrzymamy z = będzie więc również 

Trzy ostatnie równania dają 
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•wskutek czego równanie (24) przechodzi na 

Czyli 

Ostatnie równanie przedstawia płaszczyznę, przecliodzącą przez trzy punkty 
); a zatym wszystkie punkty^ którycli spół-

rzędne czynią zadość równaniu stopnia 1-go (24)j leżą na jednej płaszczyźnie; 
to równanie przestawia zatym płaszczyznę. 

10» EÓWNANIE POWIERZCHNI KRZYWEJ. Można wogóle okazać, źe 
miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość jednemu równaniu 

jest pewna powierzchnia, wogólności krzywa. 
Weźmy naprzód pod uwagę przypadek szczególny, kiedy w równanie 

wchodzi tylko jedna spółrzędna, np. 

Wiadomo, źe takie równanie posiada skończoną, alhoteź nieskończenie wielką 
liczbę pierwiastków a,h,c,..., oddzielonych od siebie przedziałami skończo-
nymi; jest zatym ono równoważne równaniom x—a, x = h, x = c,..., z któ-
rych każdemu, jak np. równaniu x = a, czyni zadość każdy punkt na pła-
szczyźnie równoległej do płaszczyzny YOZ w odległości a od tej płaszczyzny. 
A zatym, miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość równaniu 

= jest szereg płaszczyzn równoległych do YOZ w odległościach 
= a,b,c,.., od YOZ. 

Jeżeli poWtóre, w dane równanie wchodzą tylko dwie spółrzędne, jak 
np. w równanie 

to natenczas, nakreśliwszy na płaszczyźnie XY krzywą, przedstawioną przez 
równanie Y(x — i poprowadziwszy przez jakikolwiek punkt tej krzy-
wej prostą równoległą do OZ, łatwo spostrzeżemy, że nietylko spodek, ale 
i każdy punkt tej prostej uczyni zadość równaniu 'E(x , A zatym, 
miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość równaniu danemu, jest 
powierzchnia, utworzona przez prostą równoległą do osi OZ, przechodzącą 
kolejno przez każdy punkt pewnej krzywej, nakreślonej na płaszczyźnie XY. 
Taka powierzchnia zowie się powie rzchn ią walcową; ta zaś krzywa, czyli 
ś l a d powierzchni walcowej na płaszczyźnie XY, jest jedną z nieskończenie 
wielu krzywych, które nazywamy k i e r o w n i c a m i powierzchni walcowej. 
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AV przypadku nakoniec, kiedy w dane równanie ¥(x , z) = 0 wcho-
dzą wszystkie trzy spółrzędne, znajdziemy naprzód położenie tych punktów 
miejsca gieometrycznego, przedstawionego przez to równanie, które znajdują 
się w odległości c od płaszczyzny XY, Te punkty leżą widocznie na prze-
cięciu się powierzchni walca 'F(x , y , z płaszczyzną e = c, a więc 
wogóle na pewnej linii krzywej. Zmieniając c w sposób ciągły od —OD do 
+ oc, otrzymamy szereg nieprzerwany linij krzywych płaskich, które, nie-
przerwanie po sobie następując, utworzą pewną powierzchnią krzywą. A za-
tym 'miejscem punktów, których spółrzędne czynią zadość równaniu 

jest pewna powierzchnia, wogólności krzywa. 
Jeżeli równanie ¥(x , y , jest algiebraiczne stopnia n-go, to po-

wierzchnia, przez to równanie przedstawiona, zowie się też p o w i e r z c h n i ą 
a l g i e b r a i c z n ą r z ę d u n-go. Płaszczyzna jest więc powierzchnią algie-
braiczną rzędu 1-go. 

11. PUNKT NA LINII PKOSTEJ, ŁĄCZĄCEJ DWA PUNKTY DANE. Niech 
będą spółrzędnymi dwu punktów danych P' i P", 

spółrzędnymi punktu P na prostej, która łączy tamte dwa pun-
kty, dzielącego odległość między nimi ŵ  stosunku danym: P 'P : PP" : 
Aby wyznaczyć spółrzędne (x ,y , z), przyjmijmy naprzód, że prosta P'P" 
przechodzi przez początek spółrzędnych O, oznaczmy przez I, m, n stosunki 
kierunkowe tej prostej, a nadto OP=:r , OP'=:r ' , OP" = r". Ponieważ 

zatym, według zało-
żenia. 

a więc także 

Atoli 

Wstawiwszy te wartości w poprzedzające proporcyje, mieć będziemy 

skąd wypada 

(25) 

Jeżeli prosta P'P" nie przechodzi przez początek spółrzędnych O, to 
natenczas dość jakikolwiek punkt Po na prostej P'P'' obrać za początek no-
wych osi, równoległych do pierwotnych, i, jeżeli (Xq, yo, Zo) są spółrzędnymi 
puntku Po względem dawnych osi, podstawić w (a) odpowiednio x — 
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zamiast 
wsifutek czego związek (a) zmianie me ulegnie. 

I do tego więc przypadku odnoszą, się wzory (25). 
Łatwo zauważyć możemy, że punkt P leży albo między punktami P' i P", 

ialbo na przedłużeniu odcinka P'P", według tego, czy w?W>0, czyteż 
•wW^CO. W przypadku drugim, punkt P leży na przedłużeniu odcinka 

P'P" bliżej punktu P', lub bliżej punktu P", według tego, czy 

czyteż . Kładąc przywodzimy wzory (25) do postaci 

12. RÓWNANIA LINII PROSTEJ I LINII PODWÓJNIE KRZYWEJ. Jeżeli liczbę 
stosunkową X będziemy zmieniali w sposób ciągły, to punkt, którego spół-
rzędne są określone wzorami (26), będzie zmieniał swe położenie na prostej 
P'P" w sposób ciągły, czyli opisze prostą nieograniczoną, przechodzącą przez 
punkty P' i P". Rugując zatym liczbę X z trzech równań (26), otrzymamy 
dwa równania między spółrzędnymi punktu bieżącego na linii prostej, czyli 
równania linii prostej, przechodzącej przez dwa dane punkty ( ' ' 
i ?/", z"). Aby uskutecznić to rugowanie, napiszmy równania (26) w postaci 

Z nich wypada 

czyli, po odjęciu elementów kolumny pierwszej od elementów kolumny drugiej, 

a l b o 

( 2 7 ) 

Te równania są stopnia 1-go względem spółrzędnych punktu bieżącego; a za-
tym, liniją prostą, przedstawiają dwa jednoczesne równania stopnia 1-go %vzględem' 
spółrzędnych punktu bieżącego. 

Nawzajem, jakiekolwiek dwa róimiania stopnia 1-go między trzema spółrzę-
dnymi punktu bieżącego przedstawiają liniją prostą. Jakoż, każde z dwu równań 

wzięte oddzielnie, przedstawia płaszczyznę, a zatym punkt, którego spółrzę-
dne czynią zadość obu równaniom jednocześnie, leży i na jednej i na drugiej 
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z tych płaszczyzn, a więc na linii prostej, według której te dwie płaszczyzny 
się przecinają.. 

Ogólnie, jakiekolwiek dwa równania między trzema spółrzędnymi pun-
ktu bieżącego, 

uważane pospołu, przedstawiają liniją krzywą. Albowiem każde z tych ró-
wnań, wzięte oddzielnie, przedstawia powierzchnią. Punkt więc, którego 
spółrzędne czynią zadość obu równaniom jednocześnie, leży i na jednej i na 
drugiej powierzchni, czyli na linii, według której te dwie powierzchnie się prze-
cinają. Ta linija — wogóle mówiąc — zowie się liniją podwójnie krzywą. 

13. SPÓŁRZĘDNE BIEGUNOWE PUNKTU. Położenie punktu w przestrzeni 
wyznacza się niekiedy zapomocą u k ł a d u s p ó ł r z ę d n y c h b i e g u n o -
wych. Jeżeli 0X, OY, OZ (fig. 69) są trzema osiami do siebie prostopa-
dłymi, a P pewnym punktem 
w przestrzeni, to położenie pun-
ktu P będzie wyznaczone, gdy 
wyznaczone zostaną: długość r 
promienia OP, wielkość 6 kąta 
POZ, który promień OP tworzy 
z osią OZ, i wielkość cp kąta, który 
płaszczyzna, przechodząca przez 
OP i OZ, czyni z pewną płaszczy-
zną stałą, przechodzącą przez OZ, 
np. z płaszczyzną ZX. Trzy ilo-
ści r, G, cp zowiemy s p ó ł r z ę -
dnymi biegunowymi punktu. Gdy 
punkt jest dany, natenczas są 
dane także jego spółrzędne bie-
gunowe i nawzajem, gdy są dane trzy liczby a, b, c, takie, iż 

c, natenczas istnieje jeden punkt, którego spółrzędnymi 
biegunowymi są 

Ten punkt jest jednym z czterech punktów, w których przecinają się: po-
wierzchnia kuli o promieniu a, mająca środek w początku O, powierzchnia 
stożka, którego wierzchołek leży w O, oś schodzi się z osią OZ, a tworząca 
czyni z osią kąt b, i płaszczyzna, która przechodzi przez oś OZ i czyni 
z płaszczyzną ZX kąt c. 

Między tak określonymi spółrzędnymi biegunowymi punktu P a spół-
rzędnymi prostokątnymi tego punktu w układzie osi 0X, OY, OZ, zachodzą 
bardzo proste związki. Jakoż, poprowadźmy prostą PN, prostopadłą do 
XY, aź do przecięcia się w N z tą płaszczyzną, i NQ, prostopadłą do 0X , aż 
do przecięcia się z nią w punkcie Q. Wtedy. 
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(28) 

Stąd zaś wypada nawzajem 

(29) 

Ć W I C Z E N I A . 

(1). Znaleść położenie punktów, przedstawionych przez równania 

(2). Okazać, źe trójkąt, utworzony przez trzy punkty, których spółrzędne 
prostokątne sii ( 1 , 2 , 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), jest równobocznym. 

(3). Dostawy kierunkowe prostej są proporcyjonalne do liczb (1, 2, 3); zna-
leść ich wartości. 

(4). Znaleść kąt między dwiema prostymi, których dostawy kierunkowe są 
proporcyjonalne odpowiednio do liczb (1, 2, 3) i (5, — 4, 1). 

(5). A, B, C są trzema punktami, leżącymi odpowiednio na osiach a:-ów, 
2/-ÓW i z-ów, i OA = a, OB = i, O C ^ c ; znaleść: a) spółrzędne środków prostych 
BC, CA, AB; h) spółrzędne środka ciężkości trójkąta ABC i c) odległości tego 
punktu od A, B i C. 

(6). Dostawy kierunkowe dwu prostych są odpowiednio (7j, m,, Ji,) 
znaleść dostawy kierunkowe (l, m, n) prostej prostopadłej do obu pro-

stych danych, i okazać, że jeżeli jedna z tych prostych leży na XY i czyni z osią 0X 

kąt a, a druga leży na YZ i czyni z osią OZ kąt Y, to natenczas -

(7). Jeżeli promień OP ze swymi rzutami na płaszczyzny spółrzędnych pro-
stokątnych czyni kąty, tworzące postęp różnicowy, którego różnicą jest 45*̂ , to ten 
promień leży na jednej z płaszczyzn spółrzędnych. Podobnie rzecz się ma, jeżeli ten 
promień czyni z osiami spółrzędnych kąty wogóle a, 2a i 3a. 

(8). Suma trzech kątów ostrych, które promień OP czyni z osiami układu 
prostokątnego, jest mniejsza od 120®. 

(9). Znaleść kąt między dwoma promieniami, których dostawy kierunkowe 
są określone przez dwa równania jednorodne odpowiednio stopnia 2-go i 1-go, 
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(10). Promienie, których dostawy kierunkowe są dane przez równania 
" są do siebie prostopadłe, jeżeli 

), a równoległe, jeżeli 

(11). Dostawy kierunkowe prostej, tworzącej kąty równe z trzema prostymi, 
których dostawy kierunkowe są (7, w, n), (l', m\ n'), (l", rn"^ n"), są proporcyjo^ 
nalne do m(n' — n") m'(n" — n)-\- 7n"(n — n'), n(l' — l") - f n'(l" — 1) + n"(l — l'), 

Jeżeli dane proste są do siebie prostopadłe, 

to dostawy kierunkowe żądanej prcstej będą 

(12). Znaleść dostawy kierunkowe (̂ /j, m,, n,) i (̂ /a, m2> "%) ^^^ prostych, 
które leżą na płaszczyźnie dwu danych promieni i dzielą kąty między nimi na równe 
części. 

(13). Wyrazić odległość między dwoma punktami danymi przez spółrzędne 
. biegunowe tychże punktów. 

(14). Spółrzędne biegunowe punktu są ^4, znaleść jego spółrzę-

dne prostokątne. 
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ROZDZIAŁ 11. 

O P Ł A S Z C Z Y Ź N I E . 

1 4 . EÓWNANIE PŁASZCZYZNY. Okazaliśmy w rozdziale poprzedzającym, 
źe równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi punktu przedstawia płaszczy-
znę. Do tegoż dojść możemy bespośrednio. 

Niech P (fig. 
70) będzie ja-
kimkolwiek pun-
ktem (bieżącym) 
na płaszczyźnie, 
która przecina 
osi x-ó\i, y-ó\4 
i -s-ów odpowie-
dnio w punktach 
A, B, C. Przez 
ten punkt P po-
prowadźmy pła-
szczyznę równo-
ległą do YZ i 
przecinającą pła-
szczyzny ZX i 

XY według prostych RQ i QS, a daną płaszczyznę według prostej RS, 
poprowadźmy prostą PN, równoległą do RQ, aź do przecięcia się w N z QS, 
i oznaczmy QN=:2/> O A = a , OB 6, 0 0 = Z podo-
bieństwa trójkątów QRS i NPS wypada 

Atoli, ponieważ prosta QR jest równoległą do OC, a QS do OB, mamy także 

Stąd zaś wypada 
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czyli 

lub 

t. j-

(1) 

A zatym, płaszczyznę przedstawia równanie stopnia 1-go między spółrzę-
dnymi punktu bieżącego. W równaniu (1) a, h, c są wartościami odcinków, 
które ta płaszczyzna odmierza na osiach. To równanie (1) zowie się równa-
niem s y m e t r y c z n y m płaszczyzny. Od wielkości i od znaków liczb a, b, c 
zależy położenie płaszczyzny, przedstawionej przez równanie (1). Nawzajem, 
równanie ogólne stopnia 1-go między spółrzędnymi punktu bieżącego 

(2) 
przedstawia płaszczyznę. Jakoż, równanie (2) nie przestanie przedstawiać 
tej samej figury gieometrycznej, gdy lewą jego stronę, t. j. spółczynniki A, 
B, C, D pomnożymy przez tę samę liczbę. Podzielmy zatym to równanie 
przez —D i oznaczmy 

(3) 

otrzymamy wówczas równanie 

przedstawiające płaszczyznę, która odmierza na osiach x, y, z odcinki a, &, c. 
15. Związki (3) między spółczynnikami A, B, C, D w równaniu ogól-

nym płaszczyzny, t. j. w równaniu (2), a odcinkami a, b, c, posłużą do wy-
znaczenia płaszczyzny, w której równaniu brak pewnych wyrazów. 

a. Jeżeli D=:0 , wówczas, według (3), a — b = c—0\ a zatym ró-
wnanie 

przedstawia płaszczyznę, która przechodzi przez początek spółrzędnych. 
b. Jeżeli 0 = 0, wówczas c^roo; płaszczyzna więc, przedstawiona 

przez równanie 

jest równoległą do osi -2-ów. — Taksamo równania 
= O przedstawiają płaszczyzny równoległe odpowiednio do 

osi ^-ów i do osi f̂-ów. , . 
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c. Jeżeli B = C = O, wówczas] & = c = oo; a zatym równanie 

przedstawia płaszczyznę równoległą do płaszczyzny YZ.—Taksamo równanie 
B^ + D = O, czyli = h przedstawia płaszczyznę równoległą do ZX, a ró-
wnanie Oz -f D = O, czyli z=.c przedstawia płaszczyznę równoległą do XY. 

d. Jeżeli w poprzedzającym przypadku jeszcze i D = 0, to odpoAvie-
dnio mieć będziemy równania 

które przedstawiają płaszczyzny YZ, ZX, XY. 
e. Jeżeli nakoniec A = B = C=:0, wówczas a _= 6 = 0=:: co; a zatym 

równanie 
D = 0 

należy,uważać jako przedsta-
wiające płaszczyznę w nie-
skończoności 

16. Spuśćmy z po-
czątku O (lig. 71) prosto-
padłą OD na płaszczyznę, 
która na osiach odmierza 
odcinki OA, OB, 00 , po-
łączmy D z A, B, 0 i ozna-
czmy 

Z trójkątów prostokątnych 
Fig. 71. 

OAD, OBD, OCD wypada 

(4) 
Wstawiając wartości na a, b, c, wynikające żutych związków, w równanie (1), 
mieć będziemy równanie n o r m a l n e płaszczyzny 

(5) 
Aby wyrazić długość p prostopadłej z początku na płaszczyznę i dosta-

wy kierunkowe cos a, cos^, COSY tej prostopadłej przez spółczynniki A, B, 
C i D równania ogólnego płaszczyzny, t. j." równania (2), podstawmy w zwią-
zki (4) za a, b, c wartości wynikające ze związków (3). Otrzymamy tym spo-
sobem 

(6) 

Z tych zaś związków, przy uwzględnieniu związku zachodzącego między do-
stawami kierunkowemi promienia [art. 3, (5')], znajdziemy, że każdy z wypi-
sanych stosunków jest równy stosunkowi 
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AV przypadku, kiedy spółrzędne są prostokątne , mamy 

(8) 

W tych wzorach należy wziąć pierwiastek ze znakiem przeciwnym znakowi 
spółczynnika D, ażeby długość p wypadła dodatną. 

To wskazuje, że, chcąc równanie ogólne płaszczyzny 
przywieść do postaci normalnej, należy to równanie pomnożyć przez wyraże-
nie (7), lub przez ^ ^^ ^^^^ ^ ^^, według tego, czy układ osi spółrzędnych 

nie jest, czyteź jest prostokątny. 
1 7 . SPÓŁEZĘDNE PŁASZCZYZNY. Równanie jakiejkolwiek płaszczyzny 

można przywieść do postaci 

gdzie a, b, c oznaczają odcinki, które ta płaszczyzna odmierza na osiach spół-
rzędnych. Od wielkości i od znaku (kierunku) tych odcinków zależy poło-
żenie płaszczyzny, tak iż, jeżeli płaszczyzna jest daną, wtedy także te odcinki 
są dane; i nawzajem, jeżeli dane są wartości bezwzględne i znaki tych odcin-
ków, wtedy położenie płaszczyzny jest niewątpliwie wyznaczone. Z tego po-
wodu moźnaby ilości a, b, c nazwać spółrzędnymi płaszczyzny; wszakże dogo-
dniej wziąć za spółrzędne płaszczyzny odwrotności liczb a, 6, c, wzięte ze zna-
kami przeciwnymi. Kładąc zatym 

(y) 

nazwiemy te liczby u, v, w s p ó ł r z ę d n y m i płaszczyzny. 
Wprowadzając te spółrzędne do poprzedzającego równania, otrzymamy 

(10) 

To równanie wyraża związek między dopieroco określonymi spółrzędny-
mi płaszczyzny tc, v, w i spółrzędnymi punktu x, y, z, który leży na tej pła-
szczyźnie. Jeżeli więc spółrzędne płaszczyzny u, v, lo są dane, to spółrzędne 
wszelkich punktów leżących na danej płaszczyźnie, lecz tylko tych punktów, 
uczynią zadość równaniu (10). W tym więc przypadku równanie (10) przed-
stawia płaszq^yznę o spółrzędnych u, v, w. 

Jeżeli przeciwnie, spółrzędne punktu x, y, z są dane, natenczas spół-
rzędne u, V, IV wszelkich płaszczyzn, przechodzących przez ten punkt, lecz 
tylko tych płaszczyzn, uczynią zadość równaniu (10). W tym przypadku ró-i 
wnanie (10) będzie równaniem punktu, którego spółrzędne są x, y, z^ 
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A zatym: jeżeli punkt wyznaczymy przez trzy spółrzędne y, z, natenczas 
wyrażenie analityczne płaszczyzny będzie równaniem stopnia 1-go między spółrzę-
dnymi punktu; jeżeli zaś płaszczyznę wyznaczymy przez trzy spółrzędne u, v, w, na-
tenczas wyrażenie analityczne punktu będzie równaniem stopnia 1-go między spół-
rzędnymi płaszczyzny. 

Nawzajem: każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi punktu przed-
stawia płaszczyznę, a każde równanie stopnia 1-go między spółrzędnymi jilaszczy-
zny przedstawia punkt. 

Jakoż, dzieląc równanie ogólne stopnia 1-go np. między spółrzędnymi 
płaszczyzny, 

przez P, i kładąc ^ — y , mamy 

równanie kształtu (10), które przedstawia punkt o spółrzędnych x, y, z. — 
W ogólności, każde równanie ^(11, v, to) —O między trzema spółrzędny-

mi płaszczyzny przedstawia zbiór płaszczyzn, z których każda dotyka pewnej 
powierzchni, czyli przedstawia povnerzchnią — obwiednią wszystkich pła-
szczyzn, stycznych do tej powierzchni. Podobnie bowiem, jak w układzie 
spółrzędnych punktu, gdy trzy punkty na powierzchni, przedstawionej przez 
równanie/(ic, ?/, z)— O, razem się ze sobą zejdą, to płaszczyzna, przechodząca 
przez te trzy punkty, staje się styczną do tej powierzchni, takrównież, gdy 
trzy płaszczyzny, których spółrzędne czynią zadość równaniu F(u, v, — 
razem się ze sobą zejdą, to wówczas punkt przecięcia się tych trzech pła-
szczyzn staje się punktem styczności ich do pewnej powierzchni. 

Jeżeli równanie F(M, V, IV) —O jest algiebraiczne stopnia w-go, to po-
wierzchnią, przez to równanie przedstawioną, nazywamy powierzchnią a 1-
g i e b r a i c z n ą k l a s y «-ej. Zatym punkt jest powierzchnią algiebraiczną 
klasy 1-ej. 

Płaszczyzny, których spółrzędne jednocześnie czynią zadość dwu równa-
niom F^Cu, v,w) — 0 i Fafw, V, iv) —O, są płaszczyznami stycznymi jednocze-
śnie do obu powierzchni, przedstawionych przez te równania. Szereg nie-
skończony tych płaszczyzn obwodzi nową powierzchnią, którą nazwiemy p 0-
w i e r z c h n i ą r o z w i j a l n ą , albowiem, jak to zobaczymy, taką powierzchnią 
można rozwinąć na płaszczyźnie. 

1 8 . ODLEGŁOŚĆ PROSTOPADŁA PUNKTU OD PŁASZCZYZNY. Niech - , ^ 
będą spółrzędnymi punktu danego, a a;cosa + ?/cosp + ;^COSY—p=.0 ró-
wnaniem normalnym danej płaszczyzny. Poprowadźmy przez ten punkt pła-
szczyznę równoległą do danej. Równanie normalne tej płaszczyzny będzie 

http://rcin.org.pl



o PŁASZCZYŹNIE. — 1 9 ; 3 0 1 

gdzie a, p, 7 mają te same wartości, co w równaniu poprzedzającym. Ponie-
waż ta płaszczyzna ma przecłiodzić przez punkt dany, przeto 

skąd wypada 

Oznaczmy jeszcze przez 8 odległość prostopadłą punktu danego od płaszczy-
zny danej. Natenczas, przyjmując tę odległość za dodatną lub za ujemną, 
według tego, czy j^unkt dany i początek leżą z tej samej strony, czyteż po 
stronach przeciwnych płaszczyzny danej, będziemy mieli 

lub, wstawiwszy za p' wartość powyższą, 
(11) . . _ 
A zatym: letm strona równania normalnego płaszczyzny, gdy w nim za spółrzędne 
bieżące podstawimy spółrzędne punTctu danego i wypadek podstawienia weźmiemy ze 
znakiem przeciwnym, przedstawia (co do wielkości i znaku) odległość prostopadłą 
punktu danego od tej płaszczyzny. 

Jeżeli płaszczyzna jest dana przez równanie ogólne Aa:-f Etz-fC^r-f-D^O, 
natenczas przywiódszy uprzednio to równanie do postaci normalnej, mieć 
będziemy w układzie prostokątnym spółrzędnych 

(12) 

gdzie pierwiastek należy wziąć ze znakiem spółczynnika D. 
Jeżeli zaś dana płaszczyzna jest wyznaczona przez swe spółt-zędne 

u, V, IV, tak, iż jej równanie jest ux vy Ą- wz \ — O, natenczas w ukła -̂
dzie prostokątnym spółrzędnych mieć będziemy 

(13) 

1 9 . K Ą T MIĘDZY DWIEMA PŁASZCZYZNAMI. Przez kąt między dwiema 
płaszczyznami rozumieć należy kąt między dwiema prostopadłymi do tych 
płaszczyzn, wyprowadzonymi z jednego punktu, np. z początku spółrzędnych. 
Niech więc 

będą równaniami dwu płaszczyzn. Oznaczmy przez (a, p, y) i (a', p', 7') kąty, 
które z osiami x, y, z czynią prostopadłe do tych płaszczyzn, wyprowadzone 
np. z początku spółrzędnych. W układzie prostokątnym spółrzędnych mamy 
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jeżeli więc przezoznaczymy kąt między tymi dwiema prostopadłymi, a więc 
i między dwiema danymi płaszczyznami, to (art. 5) 

Z tych wzorów wypada 
(15) 

jako wiarunek konieczny i dostateczny, aby dwie dane płaszczyzny były do 
siebie prostopadłe. Warunek zaś konieczny i dostateczny, aby dwie dane 
płaszczyzny były do siebie równoległe, przedstawia równanie 

które się roskłada na trzy następujące: 
(16) 
Jeżeli spółczytiniki A', B', C nie są równe O, równania warunkowe przywo-
dzą się do dwu następujących 

(16') 

Zatym: dtcie płaszczyzny, których róicnania różnią, się od siebie jedynie wyrazem, 
od X, y, z niezależnym, są do siebie równoległe. 

2 0 . RÓWNANIE PŁASZCZYZNY, PRZECHODZĄCEJ PRZEZ PROSTĄ PRZECIĘ-
CIA SIĘ DWU DANYCH PŁASZCZYZN. Jeżeli 

są równaniami dwu płaszczyzn, natenczas równanie 

( 1 7 ) . 

Z czynnikiem nieoznaczonym przedstawia jakąkolwiek płaszczyznę E, przecho-
dzącą przez prostą przecięcia się dwu damjch płaszczyzn. Albowiem, popierwsze, 
równanie (17) jest równaniem stopnia 1-go, powtóre, równaniu (17) uczynią 
zadość wszystkie układy wartości na x, y, z, które czynią zadość jednocześnie 
obu równaniom E' —O i E"=:0, a więc płaszczyzna, przedstawiona przez 
równanie (17), przechodzi istotnie przez prostą, według której dane dwie 
płaszczyzny się przecinają; nakoniec, można czynnikowi nieoznaczonemu X na-
dać taką wartość, aby płaszczyzna (17) przechodziła przez punkt dowolnie 
wybrany, a więc równanie (17) może przedstawiać pewną, j a k ą k o l w i e k 
zresztą, płaszczyznę, przechodzącą przez prostą przecięcia się dwu danych 
płaszczyzn. 
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Oznaczając przez w, v, w spółrzędne płaszczyzny, przedstawionej przez 
równanie (17), mamy 

(18) 

Znaczenie gieometryczne czynnilca X wypływa z uwag następujących. 
Oznaczmy przez S' i d" odległości prostopadłe punktu bieżącego na płaszczy-
źnie (17) odpowiednio od płaszczyzn E' = 0 i E" = 0; wówczas będzie (art. 18) 

E' A źe. Według (17), X = — z a t y m mamy hi 

u 

Co do znaku, X będzie dodatne lub ujemne, według tego, czy płaszczyzna (i7) 
nie przechodzi, czyteź przechodzi przez ten kąt między dwiema płaszczyzna-
mi, w którego otworze leży początek spółrzędnych. Oznaczywszy jeszcz^ 
przez (E'E) i (E"E) kąty, które płaszczyzna (17) czyni odpowiednio z płaszczy-
znami E '= :0 i E"=:0, mieć będziemy 8':S" sin(E'E) : sin(E"E) ^ 

^ a zatym ostatecznie 

(19) 

Jeżeli analogicznie postąpimy z równaniami dwu danych punktów 

to znajdziemy, że równanie 

(20) 
z czynnikiem nieoznaczonym X, przedstawia jakikolwiek punkt P na prostej, 
łączącej dwa dane punkty. Spółrzędne tego punktu są 

(21) 

a znaczenie gieometryczne czynnika X daje wzór (art. 11) 

(22) 

Powyższe wyniki możemy także tak wypowiedzieć: 
Jeżeli R"=i:0 są równaniami trzech płaszczyzn, lub trzech 

punktów, i jeżeli te trzy płaszczyzny przecinają się loedług jednej prostej, lub odpo-
wiednio te trzy punkty leżą na jednej prostej, to natenczas istnieją trzy takie liczby 

które uczynią zadość tożsamości 

(23) 
i nawzajem. Albowiem można tę tożsamość zastąpić przez 
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I I 5 

gdzie = — X :x', X = x":x'. Stąd bespośrednio widzimy, źe płaszczyzna, 
łub punkt, przedstawione przez równanie R = odpowiednio przechodzi 
przez prostą przecięcia się płaszczyzn = 0 i R,"z=:0, lub łeźy na prostej, 
łączącej punkty R'=:0 i 11"=: 0. 

Jeżeli tu 

(24)] 

to natenczas, na mocy tożsamościowego związku (23), 

xa-|-x'a' + xa"=:0, x&-f x'i'-f x"&" = 0, xc+x'c'+x"c" = 0, XfZ+x'J'+x"fZ" = 0 . 

A zatym, jeżeli trzy płaszczyzny R,=:0, R' = 0, R" = 0 przecinają się we-
dług jednej prostej, to natenczas wszystkie cztery wyznaczniki stopnia 3-go, 
które otrzymać możemy z symbolu 

przez opuszczenie każdej pokolei kolumny, są równe 0. — Analogiczny wy-
padek otrzymamy dla trzech punktów, leżących na jednej prostej. 

21. AYŁASNOŚCI KĄTA BETEOWEGO TRÓJŚCIENNEGO. Niech 

będą równaniami ścian kąta bryłowego trójściennego. Jeżeli przyjmiemy, 
że początek spółrzędnych znajduje się wewnątrz tego kąta, natenczas 

będą równaniami płaszczyzn dwusiecznych kątów dwuściennych wewnę-
trznych tego kąta bryłowego, a 

będą równaniami płaszczyzn dwusiecznych kątów dwuściennych zewnętrznych 
tegoż kąta bryłowego. Z tożsamości 

widzimy, źe trzy pary płaszczyzn dwusiecznych kątów dwuściennych wewnętrznych 
i zewnętrznych kąta bryłowego trójściennego, przechodzą po trzy przez jednę prostą. 
Twierdzenie to jest przypadkiem szczególnym twierdzenia ogólniejszego. 

Przez trzy krawędzi E^Eg, EgEj, E^Ea poprowadźmy płaszczyzny, dzie-
lące każdy z tych kątów dwuściennych na dwie części tak, iż stosunek ich 
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wstaw jest odpowiednio [isijAg, {13:1̂ 1, Wtedy równania tych trzech 
płaszczyzn będą 

Stąd wypada tożsamość E23 + E31 + E,2 = 0. Mamy zatym twierdzenie 
ogólne: płaszczymy, dzielące TtaJ^y dwuścienne Jcąta Iryłoicego trójściennego na czę-
ści, Mórycli stosunki wstaw są odpowiednio [i, : (ig, {i-3: [JL,, {ij : [ij, przechodzą przez 
jednę prostą. 

Jeżeli E, = 0 , E j ^ O , £3 = 0 są równaniami normalnymi trzech ścian 
kąta bryłowego i jeżeli oznaczymy przez (2, 3), (3, 1), (1, 2) trzy odpowie-
dnie kąty dwuścienne, wówczas równania 

przedstawiają płaszczyzny, przechodzące przez trzy krawędzi i prostopadłe 
do ścian, tym krawędziom przeciwległych. Mamy zatym twierdzenie: pła-
szczyzny, które rzucają prostopadle krawędzi kąta bryłowego trójściennego na ściany 
przeciwległe, przechodzą przez jednę prostą. 

2 2 . P Ę K PŁASZCZYZN I SZEEEG PUNKTÓW. Zbiór płaszczyzn, prze-
chodzących przez jednę prostą, zowiemy p ę k i e m p ł a s z c z y z n , a zbiór 
punktów, leżących na jednej prostej, zowiemy s z e r e g i e m p u n k t ó w . 
Jeżeli 

są równaniami dwu płaszczyzn pęku, lub dwu punktów szeregu, natenczas 
równanie 

z czynnikiem nieoznaczonym X, przedstawiać może wszelką płaszczyznę tego 
pęku, lub odpowiednio wszelki punkt tego szeregu. 

Przez s t o s u n e k p o d w ó j n e g o p o d z i a ł u (EiEjEjE^) c z t e r e c h 
p ł a s z c z y z n jednego pęku rozumiemy iloraz 

Jeżeli więc te cztery płaszczyzny przetniemy płaszczyzną do nich prostopa-
dłą, to otrzymamy pęk czterech promieni, i stosunek podwójnego podziału 
tych czterech promieni jest równy stosunkowi podwójnego podziału czterech 
płaszczyzn. 

Podobnie, przez s t o s u n e k p o d w ó j n e g o p o d z i a ł u 
c z t e r e c h p u n k t ó w jednego szeregu rozumiemy iloraz 
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Stosunek podwójnego podziału czterech płaszczyzn p^hu jest równy stosunkowi 
podwójnego podziału czterech punMów, w których te płaszczyzny przecina jakakol-
wiek linija prosta poprzeczna. 

Jakoż, przez dowolną prostą D poprowadźmy płaszczyznę S, która spo-
tyka prostą, według której te cztery płaszczyzny przecinają się z sobą, 
w punkcie A , a płaszczyznę S, prostopadłą do tych płaszczyzn, według pro-
stej D'; niech następnie Q,, Q2, Q3, i Q',; Q2, Q'3, będą odpowiednio 
punktami przecięcia się prostych D i D' z płaszczyznami E,, Eg, E3, E4. Sto-
sunek powójnego podziału (E1E2E3E4) będzie wówczas równy stosunkowi 
podwójnego podziału czterech odpowiednich promieni na S, a przeto także 
stosunkowi (Q'iQ'aQ'3Q'ł)} a więc także stosunkowi promieni, według których 
płaszczyzna S przecina dane płaszczyzny pęku, t. j. promieni AQ',, AQ'2, 
AQ'3, AQ 4, a ten ostatni jest równy stosunkowi (QiQ2Q3Q4); mamy zatym 
(EiE2E3E4) = (Q,Q2Q3Q4), co było do okazania. 

J eźeli 

Ri = 0, I la^O, R3 = Ri+XR2 = 0, R4 = EI - f - f iRa^O 

są równaniami czterech płaszczyzn jednego pęku, lub czterech punktów je-
dnego szeregu, wówczas stosunek podwójnego podziału tychże płaszczyzn, lub 
odpowiednio punktów będzie równy X:{A (art. 20). 

Dwa pęki płaszczyzn, lub dwa szeregi punktów, przedstawione przez 
równania 

R ,+XR,=r :0 i R', +XR'2 = 0, 

zowiemy pękami j e d n o k r e ś l n y m i , lub s z e r e g a m i j e d n o k r e ś l n y -
mi ; a te płaszczyzny w tych dwu pękach, lub te punkty w tych dwu szere-
gach, które odpowiadają tej samej wartości na X, nazywamy p ł a s z c z y -
z n a m i o d p o w i e d n i m i lub p u n k t a m i o d p o w i e d n i m i . 

Miejscem gieometrycznym prostych, według których przecinają się odpowiednie 
płaszczyzny dwu pęków jednokreślnych, lub które łączą odpowiednie punkty dwu 
szeregów jednokreślnych, jest powierzchnia, przedstawiona odpowiednio przez równa-
nie stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu, czyli powierzchnia rzędu 2-go, lub 
przez równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych płaszczyzny, czyli powierzchnia 
Masy 2-Łj. 

Jakoż, dwa równania, Ri + XRj = 0 i R' ,-f XR'2 = O, uważane po-
społu, przedstawiają liniją prostą, według której przecinają się dwie pła-
szczyzny, lub prostą, która łączy dwa punkty, przedstawione przez każde 
z tych równań, wzięte oddzielnie. Jeżeli zatym z tych równań wyrugujemy 
czynnik X, to otrzymamy 

Rj R'2 — ^'iRa — O, 

równanie stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu, lub odpowiednio 
względem spółrzędnych płaszczyzny. To równanie przedstawia miejsce pro-
stych, według których przecinają się płaszczyzny odpowiednie dwu pęków 
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jednokreślnjcli, lub które łączą odpowiednie punkty dwu szeregów jedno-
kreślnych. 

23. CZTERY PŁASZCZYZNY I CZTERY PUNKTY. Niech 

będą równaniami czterech płaszczyzn. Jeżeli te cztery płaszczyzny przeci-
nają się w jednym punkcie, natenczas wartości na x, y, z, otrzymane z trzech 
równań, powinny uczynić zadość równaniu czwartemu; a zatym wtedy mieć 
powinniśmy 

Pomnóżmy w tym wyznaczniku elementy pierwszej kolumny przez x i dodaj-
my do nich elementy kolumny drugiej, pomnożone przez y, elementy trzeciej, 
pomnożone przez z, tudzież elementy ostatniej kolumny. Natenczas otrzyma-
my tożsamościowo 

lub, uwzględniając oznaczenia (a) i kładąc 

A zatym: jeżeli cztery 'płaszczyzny (a) przecinają się w jednym punhcie, wówczas 
istnieją cztery liczby %2j tożsamościowo czyniące zadość równaniu (P). 
Nawzajem: jeżeli istnieją taMe liczby ^3, iż przy nich ma miejsce tożsa-
mość (P), ivóivczas cztery płaszczyzny (a) przecinają się w jednym punkcie. Albo-
wiem wartości na x, y, z, które czynią zadość jednocześnie trzem z tych ró-
wnań (a), wskutek tożsamości (P) uczynią także zadość czwartemu z tych ró-
wnań. 

Podobnie można dowieść twierdzeń analogicznych. Jeżeli cztery punkty 
Q, = 0, Q2 —0> Q3=^0, = 0 leżą na jednej płaszczyźnie, loówczas istnieją 
cztery liczby , %2> ^3? czyniące zadość tożsamości Q, +X2Q2 + ^ 3 Q 3 = 0. 
I nawzajem: ieM/ Qi=:0, Q2 = 0, O, Q4=:0 są róicnaniami czterech 
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punhtów i jeżeli istnieją liczby X3, czyniące zadość tożsamości 
wówczas te cztery punMy leżą na jednej pła-

szczyźnie. 
2 4 . "WŁASNOŚCI CZWOROŚCIANU. "Weźmy pod uwagę czworościan. 

Niech 

będą równaniami jego ścian. Jeżeli początek spółrzędnych leży wewnątrz 
czworościanu, to równania 

przedstawiają płaszczyzny dwusieczne kątów dwuściennych wewnętrznych, 
a równania 

przedstawiają płaszczyzny dwusieczne kątów dwuściennych zewnętrznych te-
goż czworościanu. Tożsamość 

wskazuje, źe cztery płaszczyzny E,2, E.̂ g, E34 i E14 przecinają się w jednym 
punkcie. Lecz przez ten punkt przechodzi także płaszczyzna E,3, przecina-
jąca się z płaszczyznami E34 i E14 według jednej prostej, jak również pła-
szczyzna E24, która z płaszczyznami E23 i E34 przecina się według jednej pro-
stej (art. 21), zatym: płaszczyzny dwusieczne sześciu Jcątóto dtouściennych wewnę-
trznych czworościanu przechodzą przez jeden punkt. 

Mamy nadto tożsamości 

(P) 

(T) 
(S) 

Przez punkt (P) przechodzą jeszcze płaszczyzny E13 i E'24, gdyż (art. 21) E,3 
przecina się według jednej prostej z Ej2 i E23, a E'24 z E'34 i E23, i podobnie 
przez punkt (Y) przechodzą także płaszczyzny Eji i E',3, przez (d) płaszczy-
zny E24 i E',3, a przez (e) płaszczyzny E,3 i E'2ł. Z tego wypada, że: pła-
szczyzny dwusieczne trzech kątów dwuściennych zeicnętrznych czworościanu, przyle-
głych jednej ścianie, i płaszczyzny dwusieczne trzech kątów diuuściennych wewnę-
trznych tegoż czworościanu, tej ścianie nieprzyległych, przechodzą przez jeden punkt. 

Nakoniec mamy tożsamości 

( 0 
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Przez punkt (C) przechodzą jeszcze płaszczyzny E,3 i E24, przez punkt 
(ri) płaszczyzny E23 i E,^, a przez punkt (8) płaszczyzny E,2 i E34. A zatym: 
płaszczyzny dwusieczne dwu kątów dwuściennych czworościanu wewnętrznych prze-
ciwległych i płaszczyzny dwusieczne czterech kątóio diouściennych zewnętrznych przy 
pozostałych krawędziach przecinają się w jednym punkcie. 

2 5 . P IĘĆ PŁASZCZYZN I PIĘĆ PUNKTÓW. Jeźełi 

są równaniami czterech płaszczyzn, nie przecinających się ani w jednym pun-
kcie, ani według jednej prostej, lub czterech punktów, nie lezących ani na je-
dnej prostej, ani na jednej płaszczyźnie, to natenczas każdą piątą płaszczyznę, 
lub odpowiednio każdy piąty punkt R = 0 można przedstawić przez równanie 

gdzie Xl, X2ł oznaczają liczby stałe skończone. Albowiem, jeżeli np. 
dla i = 2, 3, 4, R, = aiX + + CiZ -f di, a + by + cz d, to 
natenczas dla wyznaczenia liczb X2, X3, mamy cztery równania 

które dają jeden tylko układ wartości na te liczby — wartości skończonych, 
gdyż wyznacznik tych równań jest od O różny (art. 23). 

To twierdzenie posłuży do uzasadnienia nowego układu spółrzędnych 
punktu i płaszczyzny, t. z. spółrzędnych czworościennych, o których będzie 
mowa w rozdziale IV. 

Ć W I C Z E N I A . 

(15). Znaleść a. równanie płaszczyzny, która przechodzi przez trzy punkty 
_ i b. równania płaszczyzn, które przechodzą przez dwa 

z tych punktów i są prostopadłe do płaszczyzny a. 
(16). Znaleść równanie płaszczyzny, przecliodzącej przez punkt (a, 6, c) i ró-

wnoległej do płaszczyzny, która przechodzi przez punkty (h, c, a), (c, a,h) \ jest 
prostopadłą do płaszczyzny, przechodzącej przez wszystkie trzy punkty. 

(17). Znaleść miejsce punktu równooddalonego od dwu punktów danych 

(18). Trzy płaszczyzny E, , E2, Ej znajdują się w odległościach , jsjj ĵ s 
od początku spółrzędnych; przez prostą przecięcia się każdych dwu prowadzimy pła-
szczyznę prostopadłą do trzeciej: okazać, że tak otrzymane trzy płaszczyzny prze-
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tną się według jednej prostej, przechodzącej przez początek wrazie, jeżeli 
PiCos0i=:j32COse2 = P3COse3, gdzie Gj, 62, 63 są kątami dwuściennymi, utworzonymi 
przez płaszczyzny Ej, Eg; Eg, Ej; Ej, E2. 

(19). Okazać, że przez dwa punkty fa;,, J/j, Z )̂, (a;̂ , 2/2? ^3) można poprowa-
dzić dwie płaszczyzny odmierzające na osiacłi odcinki, którychi suma jest = 0 , i że 

te dwie płaszczyzny są do siebie prostopadłe, jeżeli 1 1 = 0. — !/i — 2/2 
(20). Okazać, że trzy płaszczyzny, prostopadłe do boków trójkąta i dzielące 

je na części równe, przecinają się według jednej prostej. 
(21). Okazać, że cztery płaszczyzny, prostopadłe do boków czworoboku sko-

śnego i dzielące te boki na części równe, przecinają się w jednym punkcie. 
(22). Okazać, że sześć płaszczyzn, prostopadłych do krawędzi czworościanu 

i dzielących te krawędzi na części równe, przecina się w jednym punkcie. 
(23). Wierzchołki czworościanu są (1, 2, 3), (2, 3, 4), (3, 4, 1), (4, 1, 2); 

znaleść równania jego ścian i okazać, że dwa kąty dwuścienne są proste, dwa speł-
niające się, a jeden 60°, tudzież, że prostopadłe z wierzchołków na przeciwległe ściany 

są odpowiednio j p/-—, 2 1 / 2 , 2 2 . 

(24). Okazać, że trzy proste, które łączą środki krawędzi przeciwległych 
czworościanu, przecinają się w jednym punkcie. 

(25). Okazać, że cztery proste, które łączą środki ciężkości ścian czworościa-
nu z przeciwległymi wierzchołkami, przecinają się w jednym punkcie. 

(26). Znaleść równanie biegunowe płaszczyzny. 
(27). Wyprowadziwszy z początku trzy promienie o długości : = p i takie, aby 

nachylenia pierwszego względem osi y, z, drugiego względem osi y, z, x i trze-
ciego względem osi 2, a;, y były odpowiednio równe, a przez punkty końcowe tych 
promieni poprowadziwszy płaszczyzny do nich prostopadłe, znaleść spółrzędne 
punktu przecięcia się tych trzech płaszczyzn. 
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ROZDZIAŁ III. 

O LINII PROSTEJ. 

2 6 . RÓWNANIA LINII PEOSTEJ. Można uważać liniją prostą albo jako 
p r o m i e ń , t. j. jako zbiór punktów na jej kierunku leżących, albo jako oś 
t. j. jako zbiór płaszczyzn przez nią przechodzących. Uważając prostą jako 
promień, należy ją przedstawić przez równania dwu płaszczyzn, które się we-
dług niej przecinają, 

( A c c + + D = : 0 , ^ ^ j + + + = 

Uważając zaś prostą jako oś, należy ją przedstawić przez równania dwu pun-
któw, które na niej leżą. 

(2) 
( Lm + Mv + NM; + P = 0 , 

Wartości na x, y, z, które czynią zadość jednocześnie obu równaniom (1), są 
spółrzędnymi punktu na prostej, według której przecinają się płaszczyzny, 
przedstawione przez każde z tych dwu równań oddzielnie. Wartości zaś na 
u, V, iv, które czynią zadość jednocześnie obu równaniom (2), są spółrzędnymi 
płaszczyzny, która przechodzi przez oba punkty, przedstawione przez każde 
z tych dwu równań oddzielnie. 

Oznaczmy przez (a, h, c) spółrzędne punktu dowolnie obranego na pro-
stej (1); mamy wówczas 

Aa + B6 + Cc + D = 0 , 
A'a + B'6 + Cc + D' = 0. 

Odejmując te równania od równań (1), otrzymujemy 

K(x— a) Ą-B (ij - h) Ą- G — = 
A'(x—a) + B'(y — C'(z — c) = 0, 

skąd wypadają równania s y m e t r y c z n e prostej we spółrzędnych punktu: 

http://rcin.org.pl



3 1 2 G I E O M E T b y J A ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. . 

(3) 

gdzie 
Taksamo oznaczając przez (a, p, y) spółrzędne jakiejkolwiek płaszczy-

. zny, przechodzącej przez prostą (2), mamy 

a następnie 

skąd wypadają równania s y m e t r y c z n e prostej we spółrzędnych pła-
szczyzny : 

(4) 

gdzie 
Równania (3) można jeszcze tak pisać: 

lub, kładąc ni i n odpowiednio za — i -r, tudzież L l 

(5) 

Są to równania z w y c z a j n e prostej we spółrzędnych imnktu; pierwsze 
z nich przedstawia płaszczyznę równoległą do osi !̂-ów, a drugie płaszczyznę 

IL . V 
równoległą do osi /̂-ów. —• Taksamo, kładąc JJL i v za ^ i j;̂ ? tudzież 

można równania (4) przywieść do postaci 

(6) 

Są to także równania z w y c z a j n e prostej we spółrzędnych płaszczyzny; 
pierwsze z nich przedstawia punkt na płaszczyźnie xy, a drugie punkt na 
płaszczyźnie zx. 

Jedno z równań (5) można zastąpić przez następujące 

(7) 
które przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez prostą (5), a do osi â -ów 
równoległą. — Taksamo jedno z równań (6) można zastąpić przez równanie 
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( 8 ) 

które przedstawia punkt na płaszczyźnie YZ, w którym prosta (6) spotyka tę 
płaszczyznę. 

2 7 . POŁOŻENIE PEOSTEJ, DANEJ PEZEZ EÓWNANIA ZWYCZAJNE. Położe-
nie prostej (5) zależy od wartości spółczynników m, n, r, s; podobnie położenie 
prostej (6) zależy od wartości spółczynników {i, v, p, o. Przez te bowiem 
spółczynniki można wyrazić 
tak spółrzędne punktów, w któ-
rych prosta spotyka płaszczy-
zny spółrzędnych, jakoteż spół-
rzędne płaszczyzn, przechodzą-
cych przez prostą i równo-
ległych do osi spółrzędnych. 
Jakoż, jeżeli przez L, M, N 
(fig. 72) oznaczymy pun-
kty, w których prosta, przed-
stawiona przez równania (5) 
i (7), lub przez równania 
(6) i (8), spotyka płaszczy-
zny YZ, ZX, XY, to spółrzę-
dnymi punktu L będą: 

spółrzędnymi punktu M: 

spółrzędnymi punktu N: Fig. 72. 

Taksamo, jeżeli LNB, MNA', MNA" są płaszczyznami równoległymi odpo-
wiednio do osi rc-ów, ?/-ów i -s-ów, przechodzącymi przez prostą (5) i (7), 
lub (6) i (8), natenczas 
spółrzędnymi płaszczyzny LNB będą: 

MNA' 

MNA" 

2 8 . KIEEUNEK LINII PEOSTEJ. Niech l, m, n będą dostawami kierun-
kowymi prostej, a, 6, c spółrzędnymi prostokątnymi jakiegokolwiek punktu na 
tej prostej, a x,y, z spółrzędnymi punktu bieżącego na niej; oznaczmy nadto 
przez r odległość punktu Wtedy, ponieważ i 
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z — c są. rzutami prostokątnymi drogi r odpowiednio na osi ic-ów, 2/-ów i z-ów, 
mamy 

skąd 

(9) 

Okazaliśmy (art. 26), źe równania linii prostej dają się zawsze przywieść do 
postaci symetrycznej 

(10) 

gdzie a, b, c są spółrzędnymi punktu dowolnie obranego na tej prostej, a A, 
B, C oznaczają liczby stałe. Porównywając równania (10) z równaniami (9), 
widzimy, źe 

Stąd zaś, uwzględniając, źe PĄ-ni^Ą- # = 1 , mamy 

(11) 

Wzory (11) dają wartości na dostawy kierunkowe l, m, n prostej (10) w ukła-
dzie spółrzędnych prostokątnych. Jeżeli linija prosta jest przedstawiona przez 
równania zwyczajne 

(12) 

c z y l i 

2 9 . ODLEGŁOŚĆ PROSTOPADŁA PUN-

KTU DANEGO OD PROSTEJ DANEJ. Niecll 
(x\ y\ z^) będą spółrzędnymi punktu da-

-X nego F (fig. 73), a 

(20) 
r 

Fig. 73. 

równaniami prostej danej OH. Połączmy 
punkt P' z punktem Q na danej prostej, 
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którego spółrzędne są (a, b, c), spuśćmy prostopadłą PTI, oznaczmy przez 
(a, p, y) spółrzędne spodka II tej prostopadłej i nazwijmy QP' = r', Qn = p, 

z n Q P ' = e. z trójkąta prostokątnego QnP' wypada 

(14) 

Ponieważ dostawy kierunkowe prostej Qn są (art. 28) 

a dostawy kierunkowe prostej QP' wyrażają się przez 

zatym mamy (art."5) 

Wstawiwszy te wartości za cos 6 i sin 6 w (14), otrzymamy 

(15) 

(16) c 

Nadto, ponieważ 

mamy 
(17) 

Wzór (16) daje odległość prostopadłą punktu danego od prostej danej, gdy 
tymczasem wzory (15) i (17) wyznaczają spółrzędne spodka tej prostopadłej. 

Jeżeli równania prostej są dane pod postacią zwyczajną (12), wówczas 

(15') 

(16') 

3 0 . K Ą T MIĘDZY DANĄ PEOSTĄ I DANĄ PŁASZCZYZNĄ. Przez kąt mię-
dzy prostą i płaszczyzną rozumiemy dopełnienie kąta, który prosta czyni 
z prostopadłą do płaszczyzny. Niecłi więc 
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V 

(«) 
będą równaniami danej prostej, a 
(P) 
równaniem danej płaszczyzny. Oznaczmy przez l, m, n dostawy kierunkowe 
prostej (a), przez V, m\ n' dostawy kierunkowe prostopadłej do płaszczyzny 
(p), a przez 6 kąt między prostą (a) a płaszczyną (P). Wtedy mamy 

a źe 

więc jest 

(18) 

(19) 

Z tych wzorów wypada, jako warunek konieczny i dostateczny, ażeby prosta 
(a) była równoległą do płaszczyzny (P), 

(20) 

a jako warunek konieczny i dostateczny, ażeby prosta (a) była prostopadłą 
do płaszczyzny (p), 

(21) 
czyli 

(21') 

3 1 . WAEUNEK, ABY PROSTA DANA LEŻAŁA NA PŁASZCZYŹNIE DANEJ. J e -
żeli prosta (a) leży na płaszczyźnie (P) (art. 30), wówczas, popierwsze punkt 
(a, h, c) musi leżeć na tej płaszczyźnie, a powtóre, warunek równoległości pro-
stej i płaszczyzny winien być dopełniony. AY skutek tych dwu warunków, 
jest 

( 2 2 ) 
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(23) 

Te dwa warunki są niezbędne i zarazem wystarczające do tego, ażeby prosta 
(a) leżała na płaszczyźnie (P). 

Jeżeli prosta jest przedstawiona przez równania zwyczajne (12), to wa-
runki ostatnie sprowadzą się do 

3 2 . K Ą T MIĘDZY DWIEMA PROSTYMI. Przez kąt między dwiema pro-
stymi, które się nie przecinają, rozumiemy, jak wiadomo, kąt między dwoma 
promieniami, równoległymi do dany cli prostych, wyprowadzonymi z jednego 
punktu, np. z początku. Niech więc 

będą równaniami dwu danych prostych. Oznaczmy przez (l,m,n) i (V, ni', n'J 
dostawy kierunkowe tych prostych, a przez 6 kąt zawarty między tymi pro-
stymi. Ponieważ 

zatym mamy 

Dwie dane proste są do siebie prostopadłe, gdy 
(25) 
dane zaś proste są do siebie równoległe, gdy 

(26) 

Te warunki są konieczne i dostateczne. 
33. Odległość najkrótsza mię-

dzy dwiema PROSTYMI. Dowiedziemy 
naprzód, że odległość najkrótsza mię-
dzy dwiema prostymi jest odcinkiem 
prostej, prostopadłej do każdej z tych 
dwu prostych. Jakoż, niech BC i AP 
(fig. 74) będą dwiema danymi prostymi, 
a AB prostą do obu prostopadłą. "Wi-
doczna, że prosta AB jest krótszą, niż Fig. 74. 
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jakakolwiek inna prosta, która łączy bądź punkt A na AD z jakimkolwiek 
punktem prostej BC, innym, niż B, bądź punkt B na BC z jakimkolwiek 
punktem na AD, innym, niź A. Niech P będzie owym punktem na BC, a Q 
owym punktem na AD. Proste PB i QA będą wtedy prostopadłymi do AB, 
a zatym AB będzie rzutem drogi QP na AB i będzie równa długości drogi 
PQ, pomnożonej przez dostawę kąta między PQ i AB. Skoro dostawa kąta 
jest mniejsza od jedności, przeto AB<cPQ. Niech nadto 

(а) 

(P) 

będą równaniami dwu danych prostych. Jeźeli przez prostą (a) poprowadzi-
my płaszczyznę równoległą do (p), a przez (P) płaszczyznę równoległą do (a), 
natenczas odległość prostopadła między tymi dwiema płaszczczyznami będzie 
najkrótszą odległością między prostymi (a) i (p). 

Aby płaszczyzna 

(•() 

przechodziła przez prostą (óc) i była równoległą do prostej (p), winno być 
(art. 30, 31) 

(§) 
(O 
(t) 

Odejmując równanie (S) od równania (y), mamy 

gdy tymczasem z równań (s) i (C) wypada 

Wstawiwszy w przedostatnie równanie zamiast L, M, JN wartości, ao ktorycn 
te spółczynniki są, według ostatniego związku, proporcyjonalne, otrzymamy 
równanie 

Ĉ ) 
które przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez prostą (ot), a równoległą 
do prostej (p). 

Takim samym sposobem znajdziemy równanie płaszczyzny, która prze-
chodzi przez prostą (P), a jest równoległą do prostej (a): 

(б) 
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Odległość płaszczyzny (r^ od początku jest 

a odległość płaszczyzny (6)-także od początku jest 

Różnica między tymi dwiema odległościami jest żądaną odległością najkrótszą 
między dwiema danymi prostymi. Oznaczając tę odległość najkrótszą przez E, 
mamy (bez względu na znak) 

(27) 

Aby otrzymać jeszcze równania prostej, której odcinkiem jest najkrótsza 
odległość między dwiema danymi prostymi (a) i (p), dość znaleść równania 
dwu płaszczyzn, z których jedna przechodzi przez prostą (a) i jest prostopa-
dłą do płaszczyzny (YJ), a druga przechodzi przez prostą (P) i jest prostopa-
dłą do płaszczyzny (G). Albowiem te dwie płaszczyzny przecinają się wido-
cznie według żądanej prostej, a zatym ich równania przedstawiają tę prostą. 
Równania żądanej prostej są więc następujące: 

(28) 

Jeżeli dwie dane proste są przedstawione przez równania zwyczajne 

to najkrótsza odległeść między nimi wyrazi się przez 

(27') 

3 4 . WARUNEK, ABY SIĘ DWIE PROSTE DANE PRZECINAŁY. Jeżeli dwie 
proste się przecinają, wówczas ich odległość najkrótsza jest równa 0. A za-
tym, jeżeli dwie proste (a) i (P), lub (a') i (P') (w artykule 33), przecinają się̂  
wówczas 
(29) 

lub odpowiednio 

(29') 

Ten warunek jest zarazem dostateczny. Do tego samśgo war-utiku mOzna 
dojść bespośrednio, jak następuje. " 
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Jeżeli proste (a) i (p) (art. 33) przecinają się, natenczas można przez 
obie poprowadzić jednę płaszczyznę 

a zatym winno być (art. 31): ' • 

Odejmując od siebie dwa pierwsze równania, mamy 

gdy tymczasem z dwu ostatnich wypada 

Rugując L, M, N z przedostatniego równania zapomocą dwu ostatnich ró-
wnań, otrzymamy równanie warunkowe (29). 

3 5 . SPÓŁRZĘDNE LINII PROSTEJ. Równania linii prostej, uważanej ja-
ko p r o m i e ń , można zawsze sprowadzić do postaci (art. 26) 

(1) 

a równania prostej, uważanej jako oś, do postaci 

(2) 
Położenie zatym tej prostej zależy od wartości spółczynników m, n, r, s, do 
których można dodać ł=ims — nr, lub odpowiednio od wartości spółczyn-
ników {I, V, p, o, do których można dodać T == {I o v p. W artykule 27 
wskazaliśmy, jak, mając wartości tych spółczynników, można wyznaczyć po-
łożenie prostej. Te spółczynniki można zatym uważać za s p ó ł r z ę d n e 
l i n i i p r o s t e j . 

Mamy więc dwa układy spółrzędnych linii prostej: spółrzędne m, n, r, s, 
t — ms — nr linii prostej, uważanej jako promień, i spółrzędne ji, v, p, a, 

{J.0 — vp linii prostej, uważanej jako oś. 
Zamiast tych dwu układów po pięć spółrzędnych linii prostej, z któ-

rych jedna wyraża się przez cztery pozostałe, można dla symetryi wziąć inne 
dwa układy po sześć spółrzędnych. Niech (x\ y\ z'), (x", y", z") będą spół-
rzędnymi dwu punktów na prostej (1); mamy wtedy: 

Z tych równań wypada 
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(21) 

Otóż za si^ółrzęclne linii prostej, uważanej jako promień, można wziąć sześć 
wyrażeń 

(31) 

pomiędzy którymi zachodzi tożsamościowy związek 

(32) , 

Podobnie, mech v', w'), (u'\ v", będą spółrzędnymi dwu płaszczyzn, 
przechodzących przez prostą (6); mamy wtedy 

Z tych równań wypada 

\ ^ 
( 3 3 ) 

Otóż znowu za spółrzędne linii prostej, uważanej jako oś, można Wziąć sześć 
wyrażeń 
(34) 

» 
pomiędzy którymi zachodzi tożsamościowy związek 

(35), 

Spółrzędne (31) lub (34) zowią się spółrzędnymi j e d n o r o d n y m i linii pro-
stej, uważanej jako promień, lub odpowiednio jako oś. Z wyrażeń (30) i (33) 
czytamy, że równanie algiebraiczne między spółrzędnymi zwyczajnymi 
m, n, r, s, t, lub [t, v, p, a, t, jeżeli nie jest jednorodne, po wprowadzeniu tych 
nowych spółrzędnych stanie się jednorodnym. 

3 6 . ZWIĄZEK MIĘDZY DWOMA UKŁADAMI SPÓŁRZĘDNYCH LINII PROSTEJ. 
Między dwoma układami spółrzędnych linii prostej zachodzi związek uwagi 
godny. Niech (x\ y' z') i (x", y", s") będą spółrzędnymi dwu punktów na 
prostej, a (u', v\ w') i (u", v'\ spółrzędnymi dwu płaszczyzn, przechodzą-
cych przez tę samę prostą; mamy wtedy równania: 
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Odejmując równanie drugie od pierwszego i czwarte od trzeciego, otrzymujeimy 

stąd zaś wypada 

w 
Taksamo, odejmując równanie trzecie od pierwszego i czwarte od drugiego, 
otrzymujemy 

skąd znowu wypada: 

(P) 
Nareszcie, jeżeli wyrugujemy x' z pierwszego i drugiego z owych równań, 
a x" z trzeciego i czwartego, otrzymamy dwa równania 

które, po wyrugowaniu z nich u'v" — u"v', dają 

czyli 

(T) 
Kładąc następnie, dla skrócenia, 

(36) 

mieć będziemy, wskutek (a), (p) i (Y), 

(37) 

Jest to właśnie ów ważny związek, który zachodzi między dwoma układami 
spółrzędnych linii prostej : Pij i iCy. 

Wskutek tego związku, można w równaniu jednorodnym między spół' 
rzędnymi linii prostej, podstawić za spółrzędne jednego układu spółrzędne 
drugiego, a mianowicie, jeżeli ijU oznacza jednę z przemian 1423, 2431, 
3412, 2314, 3124, 1234, należy wtedy za każde Pij podstawić lub odwro-
tnie, za każde TUy spólrzędną . Związki tożsamościowe (32) i (35) mo-
żna, używając znakowania teraz wprowadzonego, tak napisać: 
(38) 
(39) 
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3 7 . MOMENT DWU LINIJ PEOSTYCH. Najkrótszą odległość między dwie-
ma, prostymi 

(1) 

w których m,, i ( ł ^ , w j , są dostawami kierunkowymi prostych, wy-
ra,ża się (art. 33) przez 

Mianownik po drugiej stronie przedstawia wstawę kąta 6, zawartego między 
kierunkami obu prostych. Mnożąc zatym ten wzór przez sin 6, mieć będziemy 

lul), pisząc stronę prawą w postaci wyznacznika, 

Niech (x"i, y'\, z'\) i (x"2, z"2) będą dwoma innymi punktami, z których 
pierwszy leży na pierwszej, a drugi na drugiej z prostych (1), i oznaczmy 
przez ri i r^ odległości między punktami 
i natenczas 

Wstawiwszy te wartości w wyrażenie (2), otrzymamy, po pomnożeniu obu 
stron przez r̂ r̂ ^ 

lub, oznaczywszy spółrzędne dwu prostych (1), uważanych jako promienie, od-
powiednio przez 

(3) 
Wyrażenie EsinG nazwał Cayley m o m e n t e m dwu prostych. 

Jeżeli E = O, lub 6 = O,' to mamy 

(4) 
jako warunek konieczny, aby dwie proste się przecinały. Ten sam warunek 
można otrzymać bespośrednio, jeżeli w równaniu 
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które wyraża^ źe cztery punkty (x\), i leżą na jednej pła-
szczyźnie, stronę lewą uporządkujemy zapomocą znanego twierdzenia Van-
dermonde'a podług elementów dwu pierwszych wierszy, t . j . jeżeli wyznacznik 
stopnia 4-go rozłożymy na sumę sześciu iloczynów po dwa wyznaczniki sto-
pnia 2-go, utworzone odpowiednio z dwu pierwszych i dwu ostatnich wierszy. 

38* SKUPIENIA LINIJ PROSTYCH. Zastanowić się nam jeszcze wypada 
had znaczeniem jednego, dwu, trzech i czterech równań między spółrzędnymi 
linii prostej. 

Załóżmy naprzód, że między sześciu spółrzędnymi Pij zachodzi jedno 
równanie algiebraiczne i jednorodne stopnia n-go, 

(a) 
Ponieważ między tymi samymi spółrzędnymi zachodzi związek tożsamościowy 

(P) 
więc dwa równania (a) i (P) posłużą nam do wyznaczenia dwu ze stosunków 

gdy na trzy pozostałe nadamy wartości dowolne. A źe od wartości tych sto-
sunków zależy położenie prostej (art. 27), przeto tym sposobem wyznaczymy 
prostą. Równanie (a) przedstawia zatym p o t r ó j n i e n i e o z n a c z o n y 
układ prostych, który nazwiemy z e s p o l e n i e m (Complex) l i n i i pro-
s t y c h (promieni) r z ę d u n-g o. — Jeżeli w równaniu (a) spółrzędne Pa za-
stąpimy spółrzędnymi do nich proporcyjonalnymi to otrzymamy równa-
nie potrójnie nieoznaczonego układu prostych, który znowu nazwiemy z e-
s p o l e n i e m l i n i j p r o s t y c h (osi) k l a s y w-ej. 

Jeżeli w równaniu = 0 jeden z punktów, wyznaczających każdy 
promień, np. (o;", y", z"), będziemy uważali jako stały, wówczas to równanie 
zamieni się na równanie p o w i e r z c h n i r z ę d u w-ego, której wszystkie 
punkty y', z') leżą na prostych, wyprowadzonych z jednego punktu 

i; tę powierzchnią nazwiemy p o w i e r z c h n i ą s t o ż k o w ą r z ę d u 
n-go. Podobnie, jeżeli w równaniu F„(7ti/) = 0 jednę z płaszczyzn, wyzna-
czających każdą oś, np. (u", v", w"), będziemy uważali jako stałą, natenczas 
to równanie będzie przedstawiało tylko zespolenia takich prostych, które leżą na 
płaszczyźnie stałej i obwodzą liniją krzywą płaską, którą nazwiemy l i n i j ą 
k r z y w ą k l a s y w-ej. A zatym, w zespoleniu prostych rzędu n-go proste, Móre 
wychodzą Z jednego punUu, ticorzą powierzchnią stożTcową rzędu n-go; w zespoleniu 
zaś prostych Masy n-ej proste, które leżą na jednej płaszczyźnie, obwodzą liniją krzy-
wą klasy n-ej. 
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Weźmy teraz pod uwagę dwa równania jednorodne między spółrzędny-
mi prostej 

(T) 
z którycli pierwsze jest stopnia w-go, a drugie stopnia m-go. Te dwa równania, 
uważane pospołu, przedstawiają p o d w ó j n i e n i e o z n a c z o n y układ pro-
sty cłi, który nazwiemy z e s t a w i e n i e m (Congruenz) p r o s t y c ł i . Zesta-
wienie więc prostycłi, przedstawione przez dwa równania (7), jest zbiorem 
prostych, które są spólne zespoleniom, przedstawionym przez każde z tych ró-
wnań oddzielnie. Przez każdy punkt w przestrzeni przechodzi mn prostych 
takiego zestawienia (spólne tworzące stożków, mających ten punkt za spólny 
wierzchołek); podobnie, w każdej płaszczyźnie leży mn prostych takiego ze-
stawienia (spólne styczne krzywych obu zespoleń w tej płaszczyźnie). 

Trzy równania jednorodne między spółrzędnymi prostej, 

(5) 
stopnia n-go, m-go i l-go, przedstawiają p o j e d y ń c z ą n i e o z n a c z o n o ś ć 
prostych, które tworzą p o w i e r z c h n i ą p r o s t o l i n i j o w ą (regulus). 

Jeżeli do równań (§) dołączymy równania linii prostej we spółrzędnych 
punktu, 

lub równania tejże prostej we spółrzędnych płaszczyzny, 

i z tych równań wyrugujemy spółrzędne linii prostej, to według tego, czy do 
równań (§) wchodzą spółrzędne Pij, czyteż iZki, otrzymamy równanie powie-
rzchni prostolinijowej odpowiednio we spółrzędnych' punktu x, y, z, lub we 
spółrzędnych płaszczyzny u, v, w. Ponieważ z dołączonych równań dwa są 
stopnia 1-go, a jedno stopnia 2-go względem spółrzędnych linii prostej, przeto 
wypadek rugowania będzie w obu razach jednakowego stopnia, mianowicie 
stopnia 2lmn-go. A zatym: powierzchnia prostolinijową jest — mówiąc loogól-
ności — jednakoioego rzędu i Masy. 

Nakoniec cztery równania między spółrzędnymi linij prostej, stopnia 
n-go, m-go, l-go i Jc-go, 

(O 
w połączeniu ze związkiem tożsamościowym stopnia 2-go 

lub odpowiednio 
wyznaczają w zupełności 2hlmn prostych, które są wspólne czterem zespole-
niom, przedstawionym przez każde z równań (e) oddzielnie. 
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Ć W I C Z E N I A . 

(28). Znaleść równania prostej, przechodzącej przez punkty (1, 2, 3) 
i (3, 2, 1). 

(29). Znaleść równania prostej, przechodzącej przez punkt (1, 2, 3) i pro-
stopadłej do płaszczyzny a ; 2 ? / 3 z r : r 6. 

(30). Znaleść równania prostej, która przechodzi przez punkt (1, 2, 3) i jest 
równoległą do płaszczyzny x 2y Ą- = & i do płaszczyzny XY. 

(31). Znaleść warunki, aby w układzie spółrzędnych nieprostokątnych prosta 

była prostopadłą do płaszczyzny 

(32). Znaleść równanja prostej, wyprowadzonej z początku prostopadle do 
danej prostej i czyniącej kąt dany z drugą prostą daną. Okazać, że, jeżeli dane dwie 
proste są do siebie prostopadłe, a kąt dany jest 45°, istnieją dwie takie proste, do 
siebie prostopadłe. 

(33). Znaleść kąt między prostymi 
(34). Znaleść najkrótszą odległość między przekątną sześcianu i krawędzią, 

nie przecinającą tej przekątnej. 
(35). Okazać, że, przez stosowny dobór osi, można równania jakichkolwiek 

dwu prostych przywieść do postaci y — mx,z=ie i y = — mx, z — c. 
(36). Znaleść równanie płaszczyzny, w której leżą dwie przecinające się pro-

ste: 
(37). Znaleść równania prostej, przechodzącej przez punkty dane (h, c, a), 

(c, a, hj, i okazać, że ona jest prostopadłą tak do prostej, która przechodzi przez 
początek i przez środek odległości między danymi punktami, jakoteż do każdej 
z dwu prostych 

(38)- Znaleść równania prostej, która przechodzi przez początek i przecina 
pod kątem prostym prostą 

i znaleść spółrzędne punktu przecięcia się tych prostych. 
(39). Okazać, że proste, określone równaniami , , 

, przecinają się pod kątem prostym. 
(40). ABC, A'B'C' są dwiema prostymi, BB' ich najkrótszą odległością, C 

i C jakimikolwiek dwoma punktami na tych prostych, ale takimi, iż prosta C'A 
jest prostopadłą do ABC, a CA' do A'B'C'; okazać, że AB. BC=: A'B'. B'C'. 

(41). Znaleść równanie płaszczyzny, przechodzącej przez dwie proste 
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(42). Okazać, że trzy płaszczyzny 

przecinają się według prostej 

(43). Równania dwu prostych są 
Znaleść równania dwu płaszczyzn, z których każda przechodzi przez jednę prostą, 
a jest równoległą do drugiej prostej, a następnie okazać, że najkrótsza odległość da-
nych prostych = 2a. 

(44). Okazać, że równanie płaszczyzny, przechodzącej przez prostą 

a;=:0 i równoległej do prostej • 

jeżeli 2rf jest najkrótszą odległością między dwiema prostymi, to 

(45). Równania — ^ ^ — = ' — — = ^ przedsta-^ ^ X y z 
wiają wogólności trzy proste wzajemnie do siebie prostopadłe; lecz jeżeli 

to te równania przedstawiają płaszczyznę i prostą 

prostopadłą do tej płaszczyzny. 
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ROZDZIAŁ IV. 

O SPÓŁRZĘDNYCH JEDNOKODNYCH. 

SrÓŁBZĘDNE CZWOROŚCIEUNE PUNKTU I PŁASZCZYZNY NAJOGÓLNIEJSZE. 

39. Aby równania figur gieometrycznych w przestrzeni uczynić jedno-
rodnymi, zamiast spółrzędnych zwyczajnych punktu y, z), lub płaszczy-
zny (u, V, w), wprowadzimy t. z. s p ó ł r z ę d n e j e d n o r o d n e . 

Połóżmy 

(1) 

rozumiejąc przez . jakiekolwiek liczby stałe, których wy-
znacznik 

(2) 

nie jest równy O, a przez x czynnik nieoznaczony. Natenczas każdemu ukła-
dowi wartości na x, y, z widocznie będzie odpowiadał układ wartości dokła-
dnie wyznaczonych na s t o s u n k i i nawzajem, każdemu dane-
mu układowi wartości na a?,, aja, będzie odpowiadał jedyny układ war-
tości na a;, y^ z. Albowiem, rozwiązując równania (1) względem x, y, z \ '/., 
otrzymujemy 

(22) 
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gdzie AJ, BI, C,, D,, AJ , . . . oznaczają ilości dołączone do elementów a ,̂ 
c,, ĉ i, a , , . . . wyznacznika (2), 

Liczby zmienne ajj, X2, tak określone, nazywamy spó ł rzędny^ 
mi j e d n o r o d n y m i p u n k t u . 

Spółrzędnym jednorodnym punktu można nadać następujące znaczenie 
gieometryczne. Weźmy pod uwagę cztery płaszczyzny, których równania są 

Ponieważ, z założenia, wyznacznik (2) równań (1) nie jest O, więc te pła-
szczyzny zamykają czworościan, którego objętość jest od O różna. Niech od-
powiednio A3A3A4, A3A4A1, A4A1A2, A1A2A3 będą ścianami tego czworo-
ścianu, przedstawionymi przez powyższe cztery równania. Przyjąwszy, że 
równania tych ścian są odniesione do układu prostokątnego, i oznaczywszy 
przez §2} odległości prostopadłe tych ścian od pewnego punktu 
P y, z), mieć będziemy 

Gdy następnie przez 6j, 62, 63, 64 oznaczymy cztery kąty, które z prostopa-
dłymi do ścian A2A3A4, A3A4A,, A4A,A2, A1A2A3, zwróconymi w stronę 
odpowiednich wierzchołków przeciwległych A,, A2, A3, A4 fczworościanu, 
czynią cztery proste takie, źe 

to natenczas będzie: 

(4) 

A zatym spółrzędne jednorodne fa?,, £̂ 2, £̂ 3, punktu można uważać jako 
odległości tego punktu od ścian czworościanu A,A2A3A4, wzięte w kierun-
kach prostych dowolnie obranych. Z tego powodu, spółrzędne jednorodne, 
określone równaniami (1), zowią się także s p ó ł r z ę d n y m i czwór0-
ś c i e n n y m i p u n k t u ; sam zaś czworościan AiA2A3A4, którego ściany są 
przedstawione odpowiednio przez równania 
zowie się c z w o r o ś c i a n e m o d n i e s i e n i a . 

Ściany czworościanu odniesienia, uważając je jako rosciągające się do 
nieskończoności, roskładają przestrzeń na 15 obszarów. W celu odróżnienia 
od siebie tych obszarów, ustanawiamy następujące prawidło: jeżeli i jkl ozna-
cza jednę z czterech przemian 1234, 2341, 3412, 4123, to natenczas spółrzę-
dną Xi punktu P będziemy uważali za dodatną lub za ujemną, według tego, 
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czy punkt P i wierzchołek Ai lezą z tej samej strony, czyteź po przeciwnych 
stronach ściany przeciwległej AjAtAi, 

40. Podstawmy w równaniu płaszczyzny 

(5) 

za X, y, z wartości (3). Znosząc mianownik i kładąc 

otrzymamy 
(7) 
jako równanie jednorodne płaszczyzny. 

Spółczynniki M,, ̂ 2? % w tym równaniu nazywamy s p ó ł r z ę d n y -
mi c z w o r o ś c i e n n y m i p ł a s z c z y z n y , mającej u,v,w za spółrzędne 
Pliicker'a. Z równań (6) można podobnie, jakeśmy to uczynili w przypadku 
analogicznym (I, art. 55), wywnioskować, że spółrzędne czworościenne pła-
szczyzny można uważać za odległości czterech wierzchołków czworościanu 
od tejże płaszczyzny, wzięte w pewnych kierunkach dowolnie obranych. 

Rozwiązując równania (6) względem u, v, w i otrzymujemy, przy 
uwzględnieniu własności wyznacznika systematu dołączonego, 

Wstawiając zaś wartości (8) za w, v. tv w równanie punktu 

(9) 
znosząc mianownik i uwzględniając związki (1), mamy 
(10) 
jako równanie j e d n o r o d n e punktu. 

41. Jeżeli w równaniach (1) założymy 
wówczas 

mieć będziemy 

skąd 

(11) 
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Tak określone spółrzędne czworośćienne (a;,, punktu zowią się 
s p ó ł r z ę d n y m i j e d n o r o d n y m i s z c z e g ó l n y m i p u n k t u . Ścianami 
czworościanu odniesienia są tu płaszczyzny spółrzędnych YZ(x=:0), 
ZiX(y — 0), XY(z:^:0) i płaszczyzna w nieskończoności (1 = 0). 

Przy tych samych założeniach, równania (6) przywodzą się do następu' 
jących: 

z których 

/•I N\ IH (12) u = v = W=z—-
u^ tli u^ 

Tak określone spółrzędne czworościenne (m,, ti2, Wg, u^) płaszczyzny zowią się 
s p ó ł r z ę d n y m i j e d n o r o d n y m i s z c z e g ó l n y m i p ł a s z c z y z n y . 

Zapomocą wzorów (11) i (12) można przejść od spółrzędnych zwyczaj-
nych punktu lub płaszczyzny do spółrzędnych jednorodnych szczególnych. 
Nawzajem, chcąc od tych ostatnich wrócić do pierwszych, dość w odpowie-
dnich równaniach postawić a?, X2=y, i £̂4 = 1, lub odpowiednio 
u^—u, = i(̂ z=zw i —1. 

SPÓŁRZĘDNE CZWOROŚCIENNE PROSTOPADŁE PUNKTU I PŁASZCZYZNY. 

42. Na osobliwą uwagę zasługują s p ó ł r z ę d n e czworośc ienne 
p r o s t o p a d ł e punktu i płaszczyzny, przez które rozumiemy odpowiednio od-
ległości prostopadłe punktu od ścian czworościanu i odległości prostopadło 
wierzchołków czworościanu od płaszczyzny. Zajmiemy się naprzód spółrzę-
dnymi punktu. 

Między spółrzędnymi czworościennymi punktu zachodzi jeden związek, 
zapomocą którego, mając dane trzy z tych spółrzędnych, można wyznaczyć 
wartość czwartej. Wyprowadzimy ten związek, biorąc pod uwagę tylko spół-
rzędne czworościenne prostopadłe, t. j. przyjmując, że a?,, â a, oznaczają 
długości prostopadłych, spuszczonych z punktu P na ściany czworościanu 
odniesienia. 

Aby wynaleść ten związek, określimy uprzednio, co należy rozumieć 
przez objętość czworościanu dodatną i ujemną. Jeżeli wierzchołki czworo-
ścianu oznaczymy przez A,, Aj, Ag, A4, a przez ijhl będziemy rozumieli je-
dno z czterech podstawień kołowych, dokonanych na układzie elementów 
(wskaźników) 1, 2, 3, 4, t. j. jednę z przemian 1234, 2341, 3412 i 4123, na-
tenczas obieg ściany AyA^A/, wskazany następstwem wskaźników j, Tc, l, 
a widziany z wierzchołka przeciwległego Af, może być albo dodatny alboteż 
ujemny. "W pierwszym razie będziemy uważali objętość czworościanu jako 
dodatną, a w drugim jako ujemną. 

Załóżmy teraz, że objętość czworościanu odniesienia AiAaAjA^ jest 
d odatna i równa + V i przez punkt P i każdą krawędź tego czworościanu 
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poprowadźmy płaszczyznę. Wskutek tego, otrzymamy cztery czworościany 
składowe: 

(«) 
Jeżeli punkt P leży wewnątrz czworościanu odniesienia, to objętość 

każdego z czworościanów (a) będzie dodatną, a suma tych objętości będzie 
widocznie równa + 

Jeżeli punkt P leży wewnątrz obszaru, ograniczonego jedną ścianą 
AjAcAi i przedłużeniami trzech ścian pozostałych czworościanu odniesienia, 
wówczas z czworościanów (a) jeden PA/A^Aj będzie miał objętość ujemną, 
a objętości trzech pozostałych będą dodatne; atoli suma algiebraiczna obję-
tości wszystkich czterech będzie równa -f V. 

Jeżeli punkt P leży w obszarze przyległym jednej krawędzi AjA^, 
a ograniczonym przedłużeniami ścian czworościanu, wówczas dwa z czworo-
ścianów (a) PA^AiiAj i PAiAiAi będą dodatne, a pozostałe dwa PAjA^Ai 
i PAiA,A> będą ujemne; wszakże i teraz suma algiebraiczna wszystkich 
czterech będzie równa + V. 

Jeżeli nakoniec punkt P leży wewnątrz kąta bryłowego, wierzchołkiem 
przeciwległego jednemu kątow î bryłowemu, np. Aj, czworościanu odniesienia, 
wtedy z czterech czworościanów (a) jeden PA^AtA/ będzie dodatny, a trzy 
pozostałe PAŻA/A,-, PAjAiAy, PAjA^Ai- będą ujemne; jednak i w tym razie 
suma algiebraiczna wszystkich czterech będzie równa + V. 

A zatym, gdziekolwiek w przestrzeni leży punkt P, mamy zawsze 

(P) 

Oznaczmy przez aj, a.̂ , 0.3, a^ pola dodatne ścian A1A3A4, A 3 A 4 A , , 

a przez a;̂ , oĉ  spółrzędne czworościenne prosto-
padłe punktu P, wtedy, co do wielkości i znaku, 

Wstawiwszy zaś te wartości w (P), otrzymamy związek żądany 

(1) . 

Oznaczając przez / ^ i , / » 2 j d ł u g o ś c i prostopadłych z wierzchołków A,, 
A2, A3, A4 na przeciwległe ściany i zważając, źe 

można zamiast (1) napisać: 

(2) 

Zapomocą związku (1) lub (2) można każde niejednorodne równanie algie-
braiczne między £c„ n'2, â a, ĉĉ  uczynić jednorodnym. Tak np., równanie 
Xl — a można zastąpić przez następujące 
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lub 

43. Te ze spółrzędnych czworościennych płaszczyzny, które leżą z tej 
samej jej strony, uważać będziemy, jako mające jednakowe znaki. Spółrzę-
dne czworościenne prostopadłe, którymi tylko, jako najprostszymi, się zajmie-
my, t. j. odległości prostopadłe wierzchołków czworościanu odniesienia od 
płaszczyzny, oznaczymy przez 

Niech 

(3) 
będzie równaniem danej płaszczyzny. Aby znaleść spółrzędne czworościenne 
płaszczyzny (3), należy przedewszystkim wyznaczyć odległość prostopadłą ja-
kiegokolwiek punktu od tejże płaszczyzny. "W tym celu oznaczmy przez 
'̂2) spółrzędne czworościenne, a przez cc', y\ z' spółrzędne prostokątne 

punktu danego względem układu osi, których początek leży w środku czwo-
rościanu odniesienia. Oznaczmy następnie przez (a,, (aj, 2̂? Ya)? 
(ag, Pa, Ya) i (a^, p4> Yi) kąty, które prostopadłe do ścian czworościanu odnie-
sienia, przeciwległych wierzchołkom A,, A2, A3 i A4, czynią z osiami x, y, z, 
a przez Pi, p î î s? długości prostopadłych, spuszczonych z początku na też 
ściany. Wtedy mieć będziemy 

(4) 
tudzież 

(5) 
Wstawiwszy w (3) za Xi wartości (4), otrzymamy równanie danej płaszczy-
zny we spółrzędnych prostokątnych punktu, 

Jak wiemy (art. 18), odległość prostopadła punktu danego od tej płaszczy-
zny jest 

lub, według związków (5), 

A gdy nakoniec w mianowniku wykonamy wskazane podnoszenie do kwadra-
tu, zważając przytym, że cos^a,-f coŝ Pi + coŝ Yi = 1, i, dla skrócenia, kładąc 
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mieć będziemy 

(6) 

gdzie symbol 

(7) 

a kąt Ĝ- jest spełnieniem kąta dwuściennego czworościanu odniesienia, prze-
ciwległego krawędzi AiAj. Wstawiwszy wwyraźenie (6) za cc'i, x\ spół-
rzędne wierzchołków czworościanu odniesienia A,, Aj, Ag, A^, t. j. (li^, O, 0,0), 
(O, /«2, O, 0), (O, O, /łg, 0) i (O, O, O, hi^, otrzymamy wartości spółrzędnych 
czworościennych płaszczyzny (3): 

(8) 

Stąd wypada 

i j . 

cZyli 

< « ) ; 

jest to związek między spółrzędnymi czworościennymi płaszczyzny, zapo-
mocą któregO) mając dane trzy z nich, można wyznaczyć wartość czwartej. 

Wstawiwszy w (9) 

gdzie V, a,, aj, ag, a^ mają znaczenie określone w art. 42, otrzymamy inną 
postać związku między spółrzędnymi Wj, u-i, Wg, u ,̂ mianowicie: 

44. Podstawmy w równaniu płaszczyzny (3) za %2j wartości, 
Wynikające ze związków (8); mieć będziemy wówczas równanie 

(10) 
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które wyraża związek między spółrzędnymi czworościennymi płaszczyzny 
i spółrzędnymi czworościennymi punktu na tej płaszczyźnie. A zatym, jeżeli 
w tym równaniu będziemy uważali spółrzędne płaszczyzny (w,, Wj, jako 
dane, a spółrzędne punktu iTg, jako zmienne, natenczas będzie 
ono równaniem płaszczyzny o spółrzędnych fwi, Wg, W3, w )̂, uważanej jako 
zbiór punktów na niej leżących. Jeżeli przeciwnie, będziemy uważali spół-
rzędne punktu jako dane, a spółrzędne płaszczyzny jako zmienne, wówczas to 
równanie (10) będzie przedstawiało punkt (Xi, Xi, a;̂ ), uważany jako 
obwiednią płaszczyzn, przezeń przechodzących. 

Wskutek tego, równanie 

(11) 

przedstawia płaszczyznę, której spółrzędne są 

(8) 
gdy tymczasem równanie 
(12) 

przedstawia punkt, którego spółrzędne są 

(18) 

Jeżeli płaszczyzna (11) oddala się do nieskończoności, wówczas jej spółrzędne 
dążą do wartości równych sobie. Wzory (8) dają wtedy 

a zatym równanie 

(14) 

lub 
(14') 

przedstawia płaszczyznę w nieskończoności. Taksamo punkt (12) znajdzie 
się w nieskończoności, gdy 

(15) 

albowiem wtedy wzory (13) dadzą Xi=x2=X3=Xi=oD. Równanie (10) 
nazwiemy równaniem norma lnym płaszczyzny (w,, Wo, W3, W4), lub punktu 
(Xi, 072, ^4)' Strona lewa tego równania wyraża odległość prostopadłą 
punktu (xi, X2, X3, Xi) od płaszczyzny (%,, u ,̂ u ,̂ %). Jakoż, jeżeli w wyra-
żenie (6) wstawimy za y.̂ , wartości wynikające z (8), wówczas wy-
padnie 
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(16) 

Jeżeli weźmiemy za spółrzędne czworościenne punktu, zamiast odległo-
ści prostopadłych punktu od ścian czworościanu, stosunki tych odległości do 
prostopadłych na te ściany z wierzchołków przeciwległych, t. j. stosunki 

a te nowe spółrzędne oznaczymy także przez ; 

wówczas równanie normalne płaszczyzny lub punktu (10) przywiedzie się do 
(17) 
t. j. będzie takież samo, jak równanie płaszczyzny lub punktu we spółrzę-
dnych jednorodnych najogólniejszych (art. 40). Związek między tymi spół-
rzędnymi jednorodnymi jest następujący: 

(18) 

45. Wyznaczymy kąt 0 między dwiema płaszczyznami 

gdy do równań tych płaszczyzn wprowadzimy spółrzędne prostokątne, a na-
stępnie postąpimy tak, jak w art. 19. Znajdziemy, że 

Jeżeli dwie dane płaszczyzny są do siebie prostopadłe, wówczas mamy 

Jeżeli dwie dane płaszczyzny są do siebie równoległe, wówczas w wyrażeniu 
powyższym na cosG licznik równy jest mianownikowi. 

Znajdziemy jeszcze ten sam warunek równoległości dwu płaszczyzn, ale 
już uproszczony, w taki sposób. Dwie dane płaszczyzny, jako równoległe, 
przecinają się z sobą według prostej, leżącej na płaszczyźnie w nieskończono-
ści, której równanie jest 

Z równań tych trzech płaszczyzn wypada 

Tym równaniom powinno czynić zadość nieskończenie wiele układów wartości 
na stosunki t. j. równania te są tożsamościowe, a więc 

co właśnie przedstawia warunki równoległości dwu danych płaszczyzn, w po-
staci najprostszej. 
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46. Aby znaleść odległości p między dwoma danymi punktami 
(iCi, £C3, i (x'i, dość zauważyć, że kwadrat tej odległości 
jest stopnia 2-go i jednorodny względem 

— x\. Atoli zważywszy, źe 

mamy 

skąd 

jp' 
podobne wyrażenie otrzymamy dla ^ ^^ i t. d. A zatym kwadrat 

'h 
odległości między dwoma punktami można wyrazić jako sumę sześciu iloczy-

(Xi—x\)(x2—x\) , , . . . now ^, . . . , pomnożonych przez pewne czynniki. 

Oznaczając przez a,2 spółczynnik przy — zastosuj-

my powyższe wyrażenie do wynalezienia odległości między wierzchołkami A, 
i Aa czworościanu odniesienia. Spółrzędne tych wierzchołków są odpowie-
dnio (hi, O, O, 0) i (O, h-i, O, 0); zatym wszystkie wyrazy, prócz pierwszego, 
przywiodą się do O, a wyraz pierwszy =: — a,2. A zatym A,Aa'^ = — ̂ la-
Stąd wypada 

lub, oznaczywszy przez p,£ długość krawędzi A,Ai czworościanu odniesienia, 

47. Jeżeli (ai, a^j «3) «4) są spółrzędnymi punktu danego na prostej, 
a (xi, Xli 3̂? spółrzędnymi punktu bieżącego tejże prostej, to oznaczywszy 
przez p odległość między tymi dwoma punktami, a przez X,, X2, X3, \ dosta-
wy kątów, które prosta czyni z normalnymi do ścian czworościanu odniesie-
nia, przeciwległych odpowiednim wierzchołkom A,, A^, A3, A4, otrzymamy, 
jako równania prostej, 
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Ponieważ dwa równania są wystarczające do wyznaczenia prostej, przeto 
między X,, k̂ } Ki K zachodzi pewien związek, który otrzymamy, gdy w ró-

= 0 podstawimy wartości za wnaniu Xl—a, X 2 — — — 
h. + hi + + 

K 
wynikające z równań linii prostej. Mamy zatym 

Inny związek, ale nie jednorodny, wypada z otrzymanago powyżej (art. 
46) wyrażenia na p̂ , t. i. 

\V tych równaniach liczby Xji, Xa, X3, 'k^ zowiemy dostawami kierunkowymi 
linii prostej. 

48. Aby znaleść kąt między dwiema prostymi 

weźmy dwie proste do nich równoległe, które przechodzą przez wierzchołek 
A, i spotykają ścianę przeciwległą A2A3A4 w punktach P i P'. Równania 
tych dwu prostych są odpowiednio 

a zatym spółrzędne punktów P i P' są 

Według art. 46, mamy teraz ' 

I 
a nadto 

Porównywając prawe strony tych równań i uwzględniając, źe 

otrzymujemy 
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gdzie 

Dwie więc proste są do siebie prostopadłe, gdy 

Jako zaś warunek równoległości obu prostych, wypada 

49. Znajdźmy jeszcze dostawy kierunkowe normalnej do płaszczyzny 
danej. Niech 

będzie równaniem normalnym danej płaszczyzny. Równania prostopadłej, 
spuszczonej z wierzchołka A, na ścianę przeciwległą A2A3A4, są 

a zatym dla punktu, w którym ta prosta przecina daną płaszczyznę, mamy 

a nadto, jeżeli przez ê  oznaczymy kąt między normalną do danej płaszczyć 
zny i normalną do ściany A0A3A4, 

Stąd wypada 

oraz wyrażenie analogiczne dla cos £3, cos £3, cos £4. 

SPÓLKZĘDNE CZWOROŚCIENNE LINII PROSTE.^, 

50. Można uważać liniją prostą w przestrzeni albo jako promień, albo 
jako oś. W pierwszym razie jest ona wyznaczona, gdy dane są dwa punkty 

i (x"), na niej leżące, a w drugim, gdy dane są dwie płaszczyzny (u') 
i (u"), przez nią przechodzące. 

Przez spółrzędne czworościenne linii prostej, uważanej jako promień 
łączący dwa punkty (x') i (x"), rozumieć będziemy spółrzędne czterech pła-
szczyzn, przechodzących przez tę prostą i przez każdy z wierzchołków A,, 
Aa, A3, A4 czworościanu odniesienia. Przez spółrzędne czworościenne linii 
prostej, uważanej jako oś wyznaczoną przez dwie płaszczyzny (u') i (u"), bę-
dziemy rozumieli spółrzędne czterech punktów, w których ta prosta spotyka 
każdą ze ścian czworościanu odniesienia. Spółrzędne więc prostej, wyznaczo-
nej przez dwa punkty, których spółrzędne czworościenne (najogólniejsze 
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jako równania czterech punktów, w których prosta, wyznaczona przez dwie 
płaszczyzny (ii') i (lo"), spotyka ściany czworościanu odniesienia, przeciwległe 
odpowiednio wierzchołkom Aj, Aa, A3, A4. Spółrzędnymi więc linii prostej, 
wyznaczonej przez dwie płaszczyzny, są liczby t. j. sześć liczb 

(6) 
51. Ponieważ każdy z punktów (5) leży na każdej z płaszczyzn (2), 

przeto równaniom (2) stanie się zadość, gdy w nich podsta-
wimy spółrzędne punktów (6), t. j. 

Wykonawszy te podstawienia, otrzymamy cztery układy równań: 

Mamy tu 16 równań; 12 z nich jest dwumiennych, z których wypada, że 

(7) 
cztery zaś pozostałe równania trójmienne, wskutek zależności (7), doprowa-
dzają nas do dwu związków: 

(8) 
(9) 

Ć W I C Z E N I A . 

(46). Znaleść równania płaszczyzn, przechodzących przez krawędź A,Aj 
i dzielących na części równe kąty między płaszczyznami AiA2A3 i A4A1A2. 

(47). Znaleść równanie płaszczyzny, przechodzącej przez wierzchołek Aj 
i równoległej do ściany A2A3A4. 

(48). Okazać, źe równanie płaszczyzny, któi-a przechodzi przez A3A4, a jest 

równoległą do A,A2, jest — + — = 0, lub a,a;, Ą- a^pc^zz^O. 
h h 

(49). Okazać, że równania prostej, łączącej pierwsze punkty podziała krawę-
dzi na trzy części równe, są 
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lub szczególne) są x'2, i (a^",, x'\), są spółczynnikami 
równań czterech płaszczyzn, przechodzących przez tę prostą i przez wierzchoł^ 
ki czworościanu odniesienia, gdy tymczasem spółrzędne prostej, wyznaczonej 
przez dwie płaszczyzny (ti'i, u'2, u'̂ , i (w",, ^"2, są spółczynni-
kami równań czterech punktów, w których ta prosta spotyka ściany czworo-
ścianu odniesienia. 

Ponieważ za spółrzędne czworościenne wierzchołka A, można wziąć 
O, O, 0), zatym równanie płaszczyzny, przechodzącej przez ten wierzcho-

łek i przez prostą, łączącą dwa punkty (x') i (x"), jest następujące: 

(2) 

łTeźeli ten wyznacznik uporządkujemy według elementów pierwszego wiersza 
i, dla skrócenia, oznaczymy 

(1) 
to otrzymamy pierwsze z równań 

Trzy zaś ostatnie równania, przedstawiające płaszczyzny, które przechodzą 
przez uważaną prostą i przez odpowiedni z trzech pozostałych wierzchołków 
Aa, Ag, A4, wypadają, wskutek zastąpienia w powyższym wyznaczniku wier-
sza drugiego odpowiednio przez O, 0,0; O, O, X3, O i O, O, 0,X4. Za spółrzę-
dne więc linii prostej, wyznaczonej przez dwa punkty, weźmiemy liczby Pij, 
określone wzorem (1), t. j. sześć liczb 

(3; 
Jeżeli te liczby (albo tylko stosunki między nimi) są dane, wtedy dane są ró-
wnież płaszczyzny (2), a więc tymsamym i prosta, przez przecięcie się tych 
płaszczyzn wyznaczona. 

Podobnie, kładąc 

W 
znajdujemy 

(5) 
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(50). Okazać, że spółrzędne środka ciężkości trójkąta odniesienia są 

(51). Płaszczyzna przecina każdą z sześciu krawędzi czworościanu; na każdej 
z tych krawędzi weźmy jeszcze drugi punkt tak, aby ta krawędź była podzielona 
harmonicznie; okazać, że sześć płaszczyzn, z których każda przechodzi przez inny 
z sześciu ostatnich punktów i przez przeciwległą jemu krawędź czworościanu, prze-
cina się w jednym punkcie. 

(52). Jeżeli —^ = - - f - — - 4 - = są równaniami punktu O, i ieżeh 
A,/, hyl-i h^l^ ^ ' 

A4O przedłużymy odpowiednio do A',, A'2, A'2, A'4 tak, aby 
, to natenczas mieć będziemy dla punktu A', 

i podobnie dla A'2, A'3, A'̂ . 
(53). Okazać, że jeżeli dwie krawędzi przeciwległe czworościanu podzielimy 

na trzy części równe i odpowiednie punkty podziału połączymy dwiema prostymi, 
to prosta dwusieczna tych dwu prostych jest także dwusieczną dwu innych krawędzi 
przeciwległych. 

(54). Krawędzi przeciwległe czworościanu odniesienia są do siebie prostopa-
dłe; okazać, źe proste, przedstawiające najkrótsze odległości między krawę-
dziami przeciwległymi, przecinają się w punkcie + Ą - — 

— ^2(p2i^4" P23̂  + p24̂  — gdzie k oznacza sumę kwadratów którejkolwiek 
pary krawędzi przeciwległych. 

(55). Okazać, że spółrzędne płaszczyzny, przechodzącej przez środki ciężko-

ści ścian 

(56). Okazać, że równanie środka ciężkości isowierzchni czworościanu iest 
( 

(57). Okazać, że rówilanie środków óśmiu kul, stycznych do ścian lab do 
przedłużeń ścian czworościanu odniesienia, jest 

(58). Przez jakikolwiek punkt P poprowadźmy proste 
które przecinają przeciwległe ściany odpowiednio w o,, a ,̂ a-̂ , â ; okazać, że proste 
A, Aa i a^a^ przetną się i że ten punkt przecięcia się ich, wraz z punktem przecięć 
cia się prostych A^a^ i A,Aa, podzieh harmonicznie krawędź A,A2. Nadto okazać, 
że proste, łączące A4 z punktem przecięcia się prostych A,Aj, a,02 i Aj z punktem 
przecięcia się prostych A^Aj, a^a ,̂ przetną się w punkcie na prostej k^a^. 
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ROZDZIAŁ V. 

ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH. 

ZMIANA SPOŁEZĘDNYCH PUNKTU. 

5 2 . ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁEZĘDNYCH. Niech 0 'X' , 0'Y', 0 'Z' (fig. 
75) będą dodatnymi kierunkami trzech osi nowego układu spółrzędnych, ró-
wnoległych do kierunków 
dodatnych 0 X , OY, OZ 
danego układu spółrzę-
dnych, i zwróconymi w tę sa-
mę stronę. Oznaczmy przez 

spółrzędne początku no-
wych spółrzędnych wzglę-
dem układu pierwotnego, 
przez X — ON, y — NQ, 

spółrzędne punktu 
P także względem pierwo-
tnego układu osi, a przez 

I 

spółrzędne tegoż punktu P 
względem nowych osi. Po-
nieważ 

Fig. 75. 

zatym mamy 

(1) 

5 3 . ZMIANA KIEEUNKÓW OSI. Niech 0 X , O Y , O Z (fig. 7 6 ) będą kie-
runkami dodatnymi osi układu pierwotnego, a 0X' , OY', OZ' kierunkami 
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dodatnymi osi układu nowego, i niecłi dla punktu P będzie = 
Dostawy kątów, które osi 

Fig. 76. 

0 X , OY, OZ czynią z osią 0X' , oznaczmy przez a^, Yj, 
z ,, OY' „ „ o.̂ , T2, 
z „ OZ' „ „ ag, p3, Y3- Aby spółrzę-

dne (x, y, z) wyrazić przez y\ z'), rzućmy dwie drogi ONQP i ON'Q'P, 
mające spólny początek O i spólny koniec P, pokolei na-każdą z osi pierwo-
tnych 0X, OY, OZ. Ponieważ rzuty obu dróg są sobie równe, zatym: 

(2) 

gdzie X, {1, V oznaczają kąty, które osi pierwotnego układu ze sobą czynią, 
a mianowicie: X = ^ Y O Z , {i. = ^ Z O X , v = : Z X O Y . Z równań (2) mo-
żna otrzymać wartości na x, y, z, wyrażone przez x\ y', z'. Te wyrażenia 
znajdziemy sposobem najprostszym w taki sposób. 

Oznaczmy przez (1̂ , m,, w,), (I2, m ,̂ W2)} (h^ stosunki kierunko-
we odpowiednio osi 0X', OY', OZ'; mamy wtedy (art. 6) 

t. 

I 

podstawiając te wartości w równania (2), otrzymujemy 
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Wyznacznik spółczynników lewych stron tych równań jest od O różny; istnieje 
przeto tylko jeden układ wartości na x, y, s; tymi wartościami są więc, jak 
to bespośrednio widać, 

(3) 

Między 9-u stosunkami kierunkowymi zachodzą trzy związki: 

(4) 

a nadto, jeżeli V = v' = Z X ' O Y ' są kątami mię-
dzy kierunkami nowych osi, mamy 

(5) 

Wyrażenia (3) spółrzędnych pierwotnych x, y, z są stopnia 1-go względem 
spółrzędnych nowych; stąd też stopień równania algiebraicznego między 
X, y, z nie zmieni się ze zmianą kierunków osi spółrzędnych. 

Zauważmy jeszcze, że wskutek przekształcenia linijowego (3) wyrażenie 
kwadratowe 

• 

przechodzi na 

Oba bowiem wyrażenia przedstawiają kwadrat odległości punktu P od spól-
nego początku O. 

54. Na szczególną uwagę zasługuje przypadek kiedy jeden z układów 
osi, albo oba są prostokątnymi. 

Jeżeli tylko pierwszy układ jest prostokątny = [i — v , wówczas 
równania (2) przywodzą się do 

(6) 

i między 9-u dostawami kierunkowymi nowych osi mamy teraz trzy związki 

(7) 

a nadto jest 
http://rcin.org.pl
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(8) 

Wskutek zaś przekształcenia linijowego (6), przecliodzi teraz wyrażenie kwa-
dratowe 

na 

Jeżeli także i drugi układ jest prostokątny = = wówczas 
utrzymują się wzory (6) i (7), lecz wzory (8) przejdą teraz na 

(9) 

W przypadku zatym, kiedy oba układy osi są prostokątnymi, zachodzi mię-
dzy 9-u dostawami kierunkowymi nowych osi 6 związków (7) i (9), zapomocą 
których z danych trzech z tych dostaw można wyznaczyć wartości pozosta-
łych. W tym także przypadku, wskutek przekształcenia (6), przechodzi wyra-
żenie kwadratowe Ą-y"̂  Ą-z"̂  na a;'̂  + ya-f Przekształcenie zatym 
(6) jest w tym przypadku przekształceniem prostokątnym. 

55. W przypadku, kiedy oba układy spółrzędnych są prostokątne, 
rzućmy (fig. 76) drogi ONQP i ON'QT na kierunki osi 0X', OY', OZ'; 
wtedy 

(10) 

Też same wyrażenia powinniśmy otrzymać z równań (6) przy założeniu, że 
między 9-u dostawami kierunkowymi a ,̂ p,, Y,; aj, Pa? Tal "a) Ps, Ya nowych 
osi, zachodzą związki (7) i (9). Rozwiązując równania (6) względem x\ y\ z\ 
otrzymujemy 

(11) 

gdzie wyznacznik 
(12) 

jest modułem przekształcenia (6), a A,, Bj, O,; Aj, Ba, Ca; Ag, Bg, Cg są ilo-
ściami dołączonymi do odpowiednich elementów wyznacznika A. Penie-
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waż — jak to zaraz zobaczymy — wyznacznik A jest od O różny, a przeto 
równania (6) mogą dać tylko jeden układ wartości na x\ y', z', zatym rozwią-
zania (11) równań (6) nie mogą się różnić od wyrażeń (10). Mamy więc 

(13) 

Weźmy pod uwagę wyznacznik A. Mnożąc go przez siebie i uwzglę-
dniając związki (7) i (9), otrzymujemy 

t. j. A» = l , a więc wyznacznik A jest zatym od O różny i nadto 
równy dodatnej lub ujemnej jedności. 

Aby zbadać, kiedy wyznacznik A jest dodatny, a kiedy ujemny, dość 
poznać jego znaczenie gieometryczne. W artykule 7-ym okazaliśmy, źe obję-
tość czworościanu, którego jeden wierzchołek leży w początku spółrzędnych 
prostokątnych, a trzy inne mają za spółrzędne l 
jest, co do wartości i co do znaku, 

Ta wartość jest dodatną lub ujemną, według tego, czy obieg trójkąta PjPaPa, 
wskazany następstwem jego wierzchołków, a widziany z początku, jest doda-
tny, czyteź ujemny, a więc według tego, czy krawędź OP, tak leży względem 
krawędzi OPa i OP3, jak 0 X względem OY i OZ, czyteź tak, jak kierunek 
ujemny osi x-6w względem OY i OZ. Otóż, w wyznaczniku A dostawy kie-
runkowe (a,, pi, Y,), (a 

25 T2)? Pa? Ya) są zarazem spółrzędnymi punktów, 
które leżą na osiach nowych 0X', OY, OZ' w odległości równej 1 od po-
czątku. "Wyznacznik A wyraża zatym sześciokrotną objętość czworościanu, 
którego trzy wierzchołki leżą w tych punktach, a czwarty schodzi się razem 
z początkiem układu. Ten wyznacznik jest więc dodatny lub ujemny, we-
dług tego, czy, po obróceniu układu osi 0X', OY', OZ' tak, aby oś OY' ze-
szła się razem z osią OY, a oś OZ' z osią OZ, trzecia oś 0X' zejdzie się 
z dodatnym, czyteź z ujemnym kierunkiem dawnej osi x-6w. 

Załóżmy, źe 
(14) 
wtedy wyrażenia (13), przywodzą się do następujących: 
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Oprócz tych związków między 9-u dostawami kierunkowymi a ,̂ pi, Yi (przy 
i=l, 2, 3), zachodzą jeszcze następujące: 

/ a.a + aâ  + aa^—1, 
(16) + 

tudzież: 
+ a2p2 + a3p3 = 0, 

(17) PiYi + + P3Y3 = o, 
Â ai + Yâ a + 3̂̂ 3 = O-

Pierwsze, t. j. 
(16), wyrażają związki między dostawami kierunkowymi od-

powiednio osi 0 X , OY, OZ względem trzech osi 0X', OY', OZ', prostoką-
tnych; a ostatnie wyrażają, iż układ osi 0X, OY, OZ jest prostokątny. 

Pomiędzy więc 9-u dostawami kierunkowymi osi jednego układu wzglę-
dem osi drugiego układu, przy założeniu, że oba te układy są prostokątne, 
zachodzi razem 22 związków, mianowicie (7), (9), (14), (15), (16) i (17); atoli 
tylko sześć z nich jest różnych od siebie, a wszystkie pozostałe są ich algie-
braicznymi wynikami. Związki (14) i (15) wyprowadziliśmy z sześciu zasa-
dniczych (7) i (9); moglibyśmy także z nich wprost wyprowadzić związki (16) 
i (17), wstawiając w (6) za x', y', z' wartości (10), wskutek czego równania 
(6) stają się tożsamościowymi. 

5 6 . ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁEZĘDNYCH I KIEKUNKÓW OSI. Jeżeli chodzi 
0 jednoczesną zmianę tak początku spółrzędnych, jak i kierunków osi, wtedy 
te dwie zmiany uskutecznia się jednę po drugiej, zaczynając od którejkol-
wiek z nich. . 

5 7 . WzoEY E U L E R ' A . Wrazie, jeżeli oba układy spółrzędnych są pro-
stokątne, wzory artykułu 54-go na zmianę spółrzędnych przedstawiają tę nie-
dogodność, iż z 9-u kątów, w nie wchodzących, jest 6 zbytecznych; albowiem 
między dostawami tych 9-u kątów zachodzi sześć równań. Tę niedogodność 
usunął Euler, przez wprowadzenie tylko 3-ch kątów, wyznaczających położe-
nie osi jednego układu spółrzędnych prostokątnych względem osi drugiego 
takiegoż układu. Niech 0X, OY, OZ (fig. 77) będą kierunkami dodatnymi 
dawnych, a 0X' , OY', OZ' kierunkami dodatnymi nowych osi. Niech nastę-
pnie płaszczyzna X'Y' przecina płaszczyznę XY w OXi, a płaszczyzna, 
przechodząca przez OZ i OZ', która więc jest prostopadłą do XY i X'Y', 
niech przecina te dwie płaszczyzny odpowiednio według prostych OY i OYj. 
Natenczas, z uwagi, że prosta 0X, jest prostopadła do OZ i OZ' a zatym 
1 do OY, i OY2, kąt YjOY^^ZOZ' jest kątem między płaszczyznami 
XY i X'Y'. Oznaczmy ten kąt przez 6, a kąty XOX, i X,OX', z których 
pierwszy leży w płaszczyźnie XY, a drugi w płaszczyźnie X'Y', oznaczmy 
odpowiednio przez ^ i 

Niech X, y, z będą spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu P względem 
osi 0X, OY, OZ. Jeżeli przyjmiemy 0X, , OY, i OZ za nowe osi, to spół-
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rzędna s nie zmieni się, gdy tymczasem między spółrzędnymi x i y i nowymi 
spółrzędnymi równoległymi do 0 X , i OY,, które oznaczymy odpowiednio 

Fig. 77. 

przez Xl i Pi, będą miały miejsce, podług wzorów na zmianę spółrzędnych 
punktu na płaszczyźnie, związki 

Przyjmijmy następnie OXi, OY2 i OZ' za nowe osi, natenczas a?, nie zmieni 
się, gdy tymczasem, jeżeli przez i oznaczymy nowe spółrzędne równole-
głe do OY2 i OZ', będzie 

Biorąc nakoniec 0X', OY' i OZ' za nowe osi, skutkiem czego społrzędna 
z' nie zmieni się, mieć będziemy, jako wyrażenia nowych spółrzędnych x' i y', 
równoległe do 0X ' i OY', 

Rugując zaś z tych|6-u|równań liczby Xi,yi, y ,̂ otrzymamy wzory Euler'a: 
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ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH PŁASZCZYZNY. 

58. Niech 

(«) 
będzie równaniem płaszczyzny względem pierwotnego układu osi, a 

(P) 
równaniem tejże płaszczyzny względem nowego układu osi. 

a. ZMIANA POCZĄTKU SPÓEEZĘDNYCH. Jeżeli osi nowego układu są ró-
wnoległe do odpowiednich osi układu pierwotnego, i (a, h, c) są spółrzędnymi 
ich początku, wówczas przejdziemy od równania (a) do (p) zapomocą podsta-
wienia ' 
(Y) 
a od równania (P) do równania (a) zapomocą podstawienia 

(S) 
Podstawiając (S) w (P), otrzymamy 

a przez porównanie tego równania z równaniem (a) mamy 

( 1 9 ) 

Podstawiając zaś (Y) W (a), a wypadek podstawienia, 

porównywając z równaniem (P), mamy 

(20) 

"Wzory (19) i (20) służą do przejścia od jednego do drugiego z układów spół-
rzędnych płaszczyzny, mających osi do siebie równoległe. Zauważmy, że 
skutkiem takiej zmiany spółrzędnych płaszczyzny, stopień równania między 
tymi spółtżędnymi się nie zmienia. 

b. ZMIANA KIERUNKÓW OSI. Weźmiemy pod uwagę tylko dwa układy 
prostokątne. Aby przejść od równania (a) do równania (p), wykonamy 
przekształcenie (art, 54) 

aby zaś przejść od równania (P) do równania (a), wykonamy przekształcenie 
(art. 55) 
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( C ) 

Porównywając następnie wypadek ostatniego postępowania z równaniem (a), 
a wypadek poprzedniego z równaniem (P), otrzymamy: 

(21) 

i nawzajem 

(22) 

Stąd widoczna, źe wzory służące do zmiany spółrzędnycli płaszczyzny, są, 
w przypadku uważanym, takież same, jak wzory służące do przerobienia spół-
rzędnycli punktu. 

ZMIANA SPÓŁRZĘDNYCH LINII PROSTEJ. 

59. Widzieliśmy, że spółrzędne punktu i spółrzędne płaszczyzny ze 
zmianą osi w ten sposób się zmieniają, iż dawne spółrzędne są funkcyjami 
stopnia 1-go, czyli linijowymi spółrzędnych nowych, mającymi jako spółczyn-
niki te liczby, które wyznaczają położenie nowych osi względem dawnych. 
Taksamo rzecz się ma ze spółrzędnymi linii prostej, uważanej czy to jako 
oś, czyteż jako promień. 

Zacznijmy od spółrzędnych prostej, uważanej jako promień, przez które 
rozumiemy sześć liczb 

(a) 

1 przyjmijmy, że wskutek przejścia do nowego układu osî  te spółtzędne prze-
chodzą na 

(P) 

a. ZMIANA POCZĄTKU SPÓŁRZĘDNYCH. Jeżeli tylko początek osi został 
przeniesiony do punktu fa, 6, cj, wówczas, z uwagi, źe = a, y = Y'-f b, 

^ ^ mieć będziemy 
(23) 
gdy tymczasem 

( 2 4 ) 
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skąd nawzajem 

(25) 

Jeżeli weźmiemy pod uwagę spółrzędne niejednorodne linii prostej m, 
n, r, s, t = ms — nr, i odpowiadające tymże nowe spółrzędne oznaczymy 
przez M, N, R, S, T, wówczas z równań ostatnich otrzymamy (art. 5 i 36) 

(26) 

b. ZMIANA KIERUNKÓW OSI. Załóżmy, źe nowe osi mają ten sam po-
czątek, lecz różne kierunki. Ograniczymy się do układów prostokątnych. 

"Weźmiemy najprzód pod uwagę spółrzędne niejednorodne m, n, r, s, ł 
linii prostej. Jeżeli M, N, R, S, T są nowymi spółrzędnymi tej samej linii 
prostej, natenczas, w równaniach linii prostej, odniesionych do pierwotnego 
układu, 

(Y) 
za X, y, z podstawiając 

(S) 

powinniśmy otrzymać równania tej samej prostej względem nowych osi, t. j. 
równania 

I nawżajem, gdy wyrównaniach (e) na X, Y, Z podstawimy 

(0 

wypaść powinny równania pierwotne (Y). Przekształcając równania (e) we-
dług (C), mieć będziemy równania 

z których, przez rugowanie raz z, drugi raz x, otrzymamy 
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gdzie (a,p2) = aip2 —0C2P1 i t. d. Z porównania zaś ostatnich dwu równań 
z równaniami (7), przy uwzględnieniu związków (15) w art. 55-ym, wypa-
dnie nam 

a nadto 

Jeżeli zaś mamy spółrzędne jednorodne linii prostej, natenczas, z uwa-
gi? że 

wzory ostatnie dadzą: 

Uwagi godną jest tu ta okoliczność, źe w wyrażenia spółrzędnych dawnych 
Pii^PiiiPzs: wchodzą jedynie odpowiadające im nowe P14, Pai? Pat? ^ ^ wy-
rażenia spółrzędnych dawnych >̂23, Pg,, p,2 także tylko odpowiadające im no-
we P23, P31, Pi2. — 

Podstawiwszy w tych wzorach zamiast spółrzędnych proporcyjo-
nalne do nich Hn, mieć będziemy wzory, służące do zmiany spółrzędnych linii 
prostej, uważanej jako oś. 

Ć W I C Z E N I A . 

(59). Jeżeli (7,, mj, n,), (l^, m^, wj), wjg, W3) są dostawami kierunkowymi 

układu trzech osi prostokątnych (względem prostokątnych) i jeżeli 

okazać, że natenczas także 

(60). Spółrzędne punktu są (1, 2, 3); znaleść spółrzędne tego punktu wzglę-
dem nowych osi, których równania są ; 

(61). Przerobić równanie ip- z^ Ą- y z Ą- z x Ą- xy a^ na inne, od-
niesione do nowych osi, wymienionych w ćwiczeniu (60). 
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(62). Okazać, i e jeżeli każda z trzech prostych, do siebie wzajemnie prosto-
padłych, jest prostopadłą do dwu spośród innych trzech prostych, to i te ostatnie 
trzy proste są do siebie wzajemnie prostopadłe. 

(63). Okazać, że proste, dwusieczne kątów między dwiema prostymi, określo-
nymi przez równania: lx + -j- ns = O i ax'^ + 2hxy -j- leżą na dwu 
płaszczyznach 

(64). Okazać, że przez zmianę kierunków osi prostokątnych równanie 

można przekształcić na 
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ROZDZIAŁ VI. 

W Y P R O W A D Z E N I E R Ó W N A Ń K I L K U P O W I E R Z C H N I Z I C H 

O K R E Ś L E N I A . 

6 0 . K U L A . — Z kolei rzeczy wypada nam zająć się rozbiorem równa-
nia stopnia 2-go między spółrzędnymi punktu, w celu wykrycia wszelkich po-
wierzchni rzędu 2-go. "Wszakże, nim przystąpimy do tego zadania, pokaże-
my uprzednio, jak z określenia powierzchni można wyprowadzić jej równanie. 
Przy tej sposobności zaznajomimy się z niektórymi powierzchniami rzędu 
2-go, co znacznie nam ułatwi później przeprowadzenie badań ogólnych. 

Najprostszą powierzchnią krzywą jest p o w i e r z c h n i a ku l i , którą 
się tak określa: powierzchnia kuli jest miejscem gieometrycznym punktu^ który 
w przestrzeni porusza się w ten sposób, że jego odległość od punktu stałego pozostaje 
wciąż taż sama. Ta odległość niezmienna zowie się p r o m i e n i e m , a ów 
punkt stały zowie się ś r o d k i e m kuli. 

Niech będą (a, b, c) spółrzędnymi środka, (x, y, z) spółrzędnymi punktu 
bieżącego, a r długością promienia. W układzie zatym prostokątnym mamy 
(1) (Ir - Ą-(y- h)^ Ą-(z — c)^ = 
i to jest równaniem kuli. Jest ono stopnia 2-go względem spółrzędnych pun-
ktu; a zatym kula jest powierzchnią rzędu 2-go. 

Porównywając równanie (1) z równaniem ogólnym stopnia 2-go 
(2) , + 0 2 2 2 / ^ + + 2 a 2 3 2 / 2 ! + 2 a 3 , z x - \ - 2 a ^ ^ x y 2 a , + « 4 4 = : O , 

widzimy, źe równanie ogólne będzie przedstawiało kulę (w układzie prosto-
kątnym), gdy 

Jeżeli te warunki są dopełnione, a więc jeżeli mamy dane równanie kształtu 
( 4 ) + + + + + D = 

to można łatwo znaleść spółrzędne środka i promień kuli, przedstawionej 
przez to równanie. Jakoż, pisząc je w postaci 

Ca; + A)»-f r^ + B)» + + + B^-ł-C2—D 
i porównywając z równaniem (1), mamy 
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(5) a = —A, 6 = - B , c = — C i + B^ + C ^ - D . 

6 1 . STOŻEK. Powierzchnia, Tctórą tworzy prosta, poruszająca się w prze-
strzeni w ten sposób, że wciąż przechodzi przez punkt stały i wciąż przecina liniją 
stałą, zowie się powierzchnią sto żTcową, albo sto żkiem. Punkt stały zo-
wie się w i e r z c h o ł k i e m tej powierzclini, a linija stała zowie się k i e ro -
w n i c ą stożka. 

Niecłi (l, m, n) będą dostawami kierunkowymi prostej tworzącej, (a, h, c) 
raś niech będą spółrzędnymi wierzchołka. Równania zatym tworzącej są 

. x—a_y — b_z—c 
^ ' l m n 
Niech nadto 
(2) y, z) = O, y, z) = 0 

będą tównaniami kierownicy. 
Ponieważ prosta (1) wciąż przecina liniją (2), jakiekolwiek miałyby war^ 

tości dostawy kierunkowe l, m, n, więc mamy 

i^[x,h+j(x — a),cĄ-j(ćc — a)] = Q i Ą.j(x—a), cĄ-j(x-a)-\:=^0. 

Rugując spółrzędną x z tych dwu równań, otrzymamy związek między sto-

sunkami y i y dostaw kierunkowych, który można pisać w postaci 

l^emu równaniu uczynią zadość dostawy kierunkowe l, m, n, jeżeli prosta (1) 
ma wciąż przecinać liniją (2). Atoli x, y, z są spółrzędnymi jakiegokolwiek 
punktu na prostej (1); zawsze więc, wskutek (1), 

m y—6 n z— c 
l X—a l X—a 

A zatym wogóle, jeżeli (x, y, z) są spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu na 
prostej, łączącej dany punkt (a, b, c) z jakimkolwiek punktem linii (2), to 
mamy 

(3) = ^ ^ \x — a X — a / ' 
i to jest równanie powierzchni stożkowej. 

Kształt funkcyi W zależy od natury kierownicy, t. j. od kształtu fun-
kcyj F i $ w równaniach (2). W każdym jednak razie, z samego kształtu 
równania (3) wypada, że równania wszelkich powierzchni stożkowych (t. j. ja-
kakolwiek byłaby kierownica) są równaniami jednorodnymi względem x — a, 
y — b i 8 — c. 

Jeżeli wierzchołek przyjmiemy za początek spółrzędnych, t. j . 
a= :6 = c = 0, wówczas równanie powierzchni stożkowej (3) przywiedzie się do 
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(4) 

i będzie jednorodnym względem ar, y, s. 
62. Eównanie więc najogólniejsze powierzchni stożkowej rzędu 2-go jest 

(5) 

Porównywając te równania z równaniem ogólnym stopnia 2-go 

w którym, jak poprzednio, przyjmujemy otrzymać powinniśmy wa-
runek, pod jakim równanie (6) przedstawia powierzchnię stożkową. Z tego 
porównania wypada: 

(a) 
(P)' 
(Y) 

Wskutek (a), związki (P) przechodzą na 

(7) 

wskutek zaś (a) i (P), przechodzi (Y) na 

(8) 
Rugując a,h, c z czterech równań (7) i (8), otrzymamy równanie warunko-
we, jakiemu spółczynniki a^ muszą uczynić zadość, jeżeli równanie (6) ma 
przedstawiać powierzchnię stożkową rzędu 2-go. Wypadkiem rugowania 
jest 

(9) 

Jeżeli ten warunek jest dopełniony, to znajdziemy spółrzędne wierzchołka, 
rozwiązując równania (7). Oznaczając przez A u, A24, A34, A44 ilości dołą-
czone do elementów â ^ — â î  â ^ — â ,̂ i â ^ wyznacznika A, bę-
dziemy mieli 

(10) 

Wartości spółrzędnych (a, b, c) wierzchołka stożka są skończone, gdy 

Przypadek A i ^ ^ O będzie rozebrany w ustępie następującym. 

http://rcin.org.pl



3 5 8 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI , 

0 3 . W A L E C . PoioierzcJmia, htórą tworzy prosta poruszająca się to prze-
strzeni 10 ten sposób, że wciąż pozostaje równoległą do danego hiermiku i przecina, 
stałą kierownicę, zowie się powierzcJinią walcową, albo walcem. 

Niech (l, m, n) będą dostawami kierunkowymi tworzącej, a (O, h, c) 
niech oznaczają spółrzędne punktu, w którym ta prosta spotyka płaszczyznę 
YZ. AVtedy równania 

(1) 

przedstawiają tworzącą. Rugując z tych dwu równań i równań kierownicy 

(2) 
spółrzędne x, y, z, otrzymamy równanie 

T emu równaniu uczynić muszą zadość spółrzędne (O, b, c) punktu, w którym pro-
sta (1) spotyka płaszczyznę YZ, jeżeli ta prosta ma przecinać kierownicę (2). 

Atoli X, y, z są spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu na jakiejkolwiek 
tworzącej; zawsze więc, wskutek (1), 

Wstawiwszy te wartości w poprzednie równanie, otrzymamy równanie 

(3) 

będące równaniem walca, którego tworząca ma wciąż kierunek (l, m, n). 
Kształt funkcyi W w tym równaniu zależy od kształtów funkcyj F i ^ 
Av równaniach kierownicy (2), czyli od natury tejże kierownicy. 

Jeżeli tworząca jest równoległa do jednej z osi spółrzędnych, np. do osi 
x-6yf, wówczas mamy m = w = 0 . Wskutek tego, równanie (3) przy-
wiedzie się do 
(4) 
To równanie przedstawia na płaszczyźnie YZ pewną krzywą, która się zowie 
ś l a d e m walca na tej płaszczyźnie. I jeżeli to równanie jest stopnia 2-go, 
przedstawiającym elipsę, hiperbolę, lub parabolę, to walec zowie się odpowie-
dnio: e l i p t y c z n y m , h i p e r b o l i c z n y m , lub p a r a b o l i c z n y m . 

Taksamo można okazać, że równania W(z, i W(x, y) = 0 przed-
stawiają walce, których tworzące są równoległe odpowiednio do osi 2/-ów 
i do osi z-óy .̂ 

64. Najogólniejsze równanie walca jest: 

I 

Porównanie tego równania z równaniem ogólnym stopnia 2-go 
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(aa^a/ci) dać nam powinno warunki, pod jakimi toż równanie (6) przedsta-
wia powierzchnią walcową rzędu 2-go. Z tego porównania wypada 

(a) 
(P) 

Wskutek (a), związki (P) przechodzą na 

Podstawiwszy w pierwsze z tych czterech równań wartości na a^i^i i a^^n, 
wynikające z równań drugiego i trzeciego, otrzymamy 

Mamy zatym: 

Rugując zaś l, m, n z którychkolwiek trzech z równań (7), otrzymujemy 
cztery warunki: 

(8) 
gdzie AI4, A24, A34, A44 są ilościami dołączonymi do elementów wyznacznika 
(9) w art. 62-m, mianowicie do elementów aj4=:a4,, â ^̂  — â ŷ »34 = «43> «4ł' 
Łatwo spostrzec, źe z dwu równań (8) wynikają dwa pozostałe. 

Te cztery warunki można krócej tak pisać: 

Jeżeli warunki (8) są dopełnione, to dwa którekolwiek z równań (7), 
np. dwa pierwsze, w połączeniu z równaniem P + m̂  + dadzą 

Są to wartości dostaw kierunkowych tworzącej. 
Ponieważ, wskutek (8), 
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przeto, jeżeli równanie (6) przedstawia powierzchnią walcową, wówczas wy-
znacznik A jest równy O i jego wyznaczniki częściowe A^, A24, A34, A44 są 
także równe 0. 

6 5 . POWIERZCHNIA OBEOTOWA. Powierzchnia, Tctórą tworzy dana linija 
obracająca się olcoło stałej prostej (osi obrotu) tah, iż wciąż jest od niej w tej sa^ 
mej odległości, sowie się powierzchnią ohrotoivą. Niech 

(i) y, z) = O, y, z) = 0 
będą równaniami tworzącej, a 

(2) 
X— a y — h z — c 

l m n 
niecił będą równaniami osi obrotu. W równaniach (2) l, m, n oznaczają do-
stawy kierunkowe osi obrotu, (a, h, c) zaś są spółrzędnymi punktu, dowolnie 
obranego na tejże osi. 

Ze sposobu tworzenia się powierzchni obrotowej wypada, że każdy 
punkt tworzącej opisuje koło, czyli t. z. r ó w n o l e ż n i k , którego środek leży 
na osi obrotu, a płaszczyzna jest do tej osi prostopadłą, t. j. że każda pła-
szczyzna, prostopadła do osi, przecina powierzchnią obrotową według koła, 
gdy tymczasem płaszczyzny, przechodzące przez oś obrotu, przecinają tę po-
wierzchnią według krzywych przystających, czyli t. z. p o ł u d n i k ó w . 

Niech X, y, z będą spółrzędnymi jakiegokolwiek punktu na jakimkol-
wiek równoleżniku, a r odległością tego punktu od punktu (a, h, c), dowolnie 
obranego na osi obrotu; natenczas mieć tu będziemy 

(3) (X — ^ (y—iy^ + 
t. j. równanie kuli, której środek leży w (a, h, c), a powierzchnia przechodzi 
przez (x, y, z). Przecięcie kuli płaszczyzną jest kołem. Weźmy zatym pod 
uwagę płaszczyznę do osi obrotu prostopadłą. Kównanie tej płaszczyzny jest 

(4) lx Ą- my nz=p, 

gdzie p oznacza odległość prostopadłą płaszczyzny od początku spółrzędnych, 
a l, m, n mają takież samo znaczenie, jak w (2). Jeżeli płaszczyzna (4) prze-
chodzi przez punkt (x, y, z), natenczas dwa równania (3) i (4) przedstawiają 
jedno z kół równoleżnikowych powierzchni obrotowej. 

Przez rugowanie spółrzędnych x,y,z z czterech równań (1), (3) i (4) 
otrzymujemy związek 

któremu stanie się zadość, jeżeli koło, przedstawione przez równania (3) i (4), 
ma przecinać tworzącą (1). A gdy w tym związku za r^ i p wstawimy warto-
ści (3) i (4), to mieć będziemy równanie 
(5) — — lx -f my + 

między spółrzędnymi x, y, z jakiegokolwiek punktu na jakimkolwiek równo-
leżniku powierzchni, utworzonej przez obrót linii (1) około osi (2). Kówna-
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nie (5) jest więc równaniem tej powierzchni obrotowej. Kształt funkcyi ^ 
zależy od kształtu funkcyi F i w równaniach (1), czyli od natury linii 
tworzącej, 

W szczególności, jeżeli oś obrotu weźmiemy za jednę z osi spółrzędnych, 
np, za oś a;-ów, wskutek czego 1 = 1, m = n=:iO, i jeżeli przyjmiemy 
a ^ b — c = 0, równanie (5) przywiedzie się do 

zamiast którego pisać można 
(6) + = 
Taksamo można okazać, że równania z"̂  i = przed-
stawiają powierzchnie, utworzone przez obrót pewnej linii odpowiednio około 
osi y-6w i osi z-6w. 

66. Równanie najogólniejsze powierzchni obrotowej rzędu 2-go jest 
(7) — b)^-\-(z — c)^-}-A(lx+my + nz)^ + 2'B(lx-\-my-{-nz)-{- C = 0 . 

Porównanie tego równania z równaniem ogólnym stopnia 2-go 

powinno nam dać warunki, pod jakimi to równanie (8) przedstawia powierz-
chnią obrotową rzędu 2-go. Z tego porównania wypada 

(5 
gdzie Ti oznacza czynnik stały. ^ 

Mnożąc przez siebie którekolwiek dwa równania (P) i dzieląc iloczyn 
przez trzecie, otrzymujemy 

aA -

co porównywając z równaniami (a), mamy 

(9) 

Równania (9) są tymi dwoma równaniami warunkowymi, którym winno stać 
się zadość, jeżeli równanie (8) ma przedstawiać powierzchnią obrotową rzę-
du 2-go. 

Jeżeli te warunki są dopełnione, wówczas, ponieważ liczbę Tc wyznaczają 
związki (9), równania (a), przy uwzględnieniu związku (e), dają 

a nadto dwa którekolwiek z równań (a), w połączeniu z (s), dadzą wartości 
na dostawy kierunkowe l, m, n osi obrotu. 
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Równania zaś (Y) dają dwa związki 

ha^/^ + a -j- & + c 
l m ? 

zapomocą których przez dowolnie wziętą wartość na jednę z trzech spółrzę-
dnych (a, h, c) punktu na osi obrotu dwie inne mogą być wyrażone. Mając 
więc kierunek osi obrotu i jeden punkt na niej lezący, mamy tymsamym po-
łożenie osi. A wyznaczywszy a, h, c, otrzymamy wartość na B z któregokol-
wiek równania (Y), poczym wartość na C wypadnie z równania (S). 

To postępowanie jednak zawodzi, gdy a-n, lub a,2 jest równe 0. 
Załóżmy, że a23 = 0. Z pierwszego równania (P) wypada wtedy mn — 0, 
a zatym m — O, albo n=.0, a przeto, wskutek dwu ostatnich równań (P), 
i a,2 = 0, albo a3,=:0. Dajmy, że n — O, a zatym i a^i — O-, mamy wtedy 

Alm — ha^^, Icâ ^ — l i 
(1 — — T i a ^ - ^ ^ = 

skąd wynika 
(10) (â z — 1) («33 — <̂22) = 
To równanie i 031=0 będą dwoma warunkami tego, aby równanie (8), 
w którym ajs = O, przedstawiało powierzchnią obrotową rzędu 2-go. Z in-
nymi przypadkami wyjątkowymi należy taksamo postąpić. 

To postępowanie zawodzi jeszcze, jeżeli 

3̂1̂ 12 ^ <̂ 12̂ 23 „ (>̂23̂31 n. "11 ;;— — ̂ 22 — — "33 ;;— — «23 «3I "la 
albowiem wówczas h jest nieskończenie wielkie. Tym przypadkiem zajmie-
my się później. 

6 7 . P O W I E R Z C H N I E PKOSTOLINIJOWE. FotcierzcJmia, utioorsona przez li-
niją prostą, poruszającą się iv przestrzeni według pewnego stałego praiva, nazywa 
się wogólności powierzchnią prostolinijową. Ponieważ położenie prostej zależy 
od wartości czterech jej spółrzędnych (art. 35), przeto cztery warunki wyzna-
czają w zupełności jej położenie. A zatym, jeżeli mamy tylko trzy warunki, 
wówczas położenie prostej nie jest jeszcze dokładnie wyznaczone, lecz jedynie 
w ten sposób określone, że prosta winna stale leżeć na pewnej powierzchni, 
której równanie możemy otrzymać w sposób następujący. 

Niech 
7j — mx-\-r, z — nx-\-s 

będą równaniami prostej. Trzy dane warunki prowadzą do trzech związków 
między czterema spółrzędnymi m, n, r, s. Rugowanie tych spółrzędnych 
z tych trzech związków i dwu równań prostej daje jedno równanie między 
spółrzędnymi {x, y, z) punktu bieżącego na tworzącej w jakimkolwiek jej 
położeniu, które jest równaniem miejsca żądanego. Jeżeli każde dwa po so-
bie następujące położenia prostej tworzącej leżą na jednej płaszczyźnie, to 
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powierzchnia prostolinijowa zowie się wtedy r o z w i j a l n ą , a to dlatego, 
źe można ją wtedy (bez rozdarcia) rozwinąć na płaszczyźnie. Jakoż, jeżeli 
Dl, Da, D3, D4,... (fig. 78) są po sobie następującymi położeniami prostej 
tworzącej i jeżeli prosta D, z prostą D2 przecina się w Oj, jDrosta Da z D3 
w O2, Dg z Dl w O3,..., wówczas, w obrocie płaszczyzny kąta DjCjDa około 
O1D2, aż się ona stanie przedłużeniem płaszczyzny kąta D2O2D3, następnie pła-
szczyzny kątaD202D3 około O2D3, aż się znowu ona stanie przedłużeniem pła-
szczyzny kąta D3O3D4,..., 

BiDz 
powierzchnia prostolinijowa 
będzie rozwinięta na pła-
szczyźnie. Szereg punktów 
Ol? ^2, O3,..., w których 
się przecinają każde dwa po 
sobie następujące położenia 
prostej tworzącej, w swym 
ciągu nieprzerwanym utwo-
rzy liniją, która się zowie 
k r a w ę d z i ą z w r o t u po-
wierzchni rozwijalnej. 

Powierzchnia stożko-
wa i powierzchnia walcowa 
są najprostszymi przykłada-
mi powierzchni prostolini-
jowych i rozwijalnych. Kra-
wędzią zwrotu pierwszej jest 
jej wierzchołek, a drugiej 
jest punkt w nieskończono-
ści, przez który przechodzą 
wszystkie położenia tworzą-
cej walca. 

Jeżeli żadne dwa sąsie-
dnie położenia prostej tworzącej nie leżą na tej samej płaszczyznie, to po-
wierzchnia prostolinijowa zowie się \^tedy powierzchnią s k o ś n ą , albo 
w i c h r o w a t ą . Liniją, utworzoną przez odległości najkrótsze między każ-
dymi dwoma sąsiednimi położeniami prostej tworzącej, nazywamy k r z y w ą 
z w ę ż e n i a , albo k r z y w ą ś c i e ś n i e n i a powierzchni skośnej. Damy 
kilka przykładów powierzchni skośnych. 

68. ZnaUść równanie poioierzclmi utworzonej przez prostą, Mora się ślizga 
tczdłtiż trzech prostych danych, nieróicnolegiych do jednej i tej samej płaszcsyzny. 

Aby to zadanie rozwiązać w sposób najprostszy i zarazem symetryczny 
względem prostych danych, przesuńmy przez każdą z tych trzech danych pro-
stych płaszczyzny równoległe do każdej z dwu pozostałych; otrzymamy wtedy 
równoległościan, w którym trzy dane proste są trzema krawędziami. Środek 
tego równoległościanu weźmy za początek spółrzędnych, a proste, równoległe 

F i g . 7 8 . 
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do danych, przez ten punkt przechodzące, weźmy za osi spółrzędnych. Jeżeli 

są równaniami trzech par ścian przeciwległych równoległościanu, wówczas trzy 
dane proste D,, DjjDg (fig. 79) można przedstawić odpowiednio przez równania 

Prostą, która przecina dwie proste D2 i D3, można uważać jako przecięcie 
się dwu płaszczyzn, z których pierwsza przechodzi przez Da, a druga przez 

D3. Równania zaś tych pła-
szczyzn są 

(a) 

gdzie X i [Ł są dwiema nieo-
znaczonymi liczbami stały-
mi. Te dwa zatym równa-
nia, uważane pospołu, przed-
stawiają prostą, przecinają-
cą dwie dane proste Da i D3. 
Aby ta prosta przecinała 
także trzecią daną prostą 
Dl, winno być także (art. 34) 

Rugowanie X i z tr?;eęU 
równań (a) i (p) daje nam równanie żądanej powierzchni 

(1) 

Ta powierzchnia jest więc powierzchnią rzędu 2-go; później się okaże, źe jest 
to t. z. h i p e r b o l o j d a j e d n o p o włokowa . 

69. Znaleść równanie powierzchni, którą, tworzy prosta, ślizgająca się pa 
trzech danych prostych, równoległych do tej samej płaszczyzny. 

"Weźmy jednę prostą za oś z-ó^n i przesuńmy płaszczyznę ZX równole-
gle do dwu pozostałych prostych Dj i D3. Wtedy równania tych dwu pro-
stych będą 

Równania zatym prostej, przecinającej te dwie proste, można tak przedstawić: 

(-•) 
pierwsze z tych równań przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez Da, 
a drugie płaszczyznę, przechodzącą przez D3. Ponieważ prosta (a) ma prze-
cinać oś z-Q^N, przeto dla x—y — 0 równania (a) powinny dać tę samę war-
tość na z, a to nastąpi, gdy 
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(P) 

Rugowanie zaś X i [J. z równań (a) i (p) prowadzi do równania 

(2) 

które jest równaniem żądanej powierzchni. Ta powierzchnia jest rzędu 
2-go; później się okaże, źe jest to t. z. p a r a b o l o j d a h i p e r b o l i c z n a . 

70. Znaleść równanie powierzchni, utworzonej przez prostą, Mór a, ślizgając 
się po dwu prostych danych, pozostaje wciąż równoległą do danej płaszczyzny. 

Weźmy odległość najkrótszą między dwiema danymi prostymi Dj i Dj 
za oś z-6^, a środek tej odległości za początek spółrzędnych prostokątnych; 
poprowadźmy nadto płaszczyznę ZX tak, aby dzieliła kąt między dwiema 
danymi prostymi na dwie części równe. Wtedy równania dwu danych pro-
stych będą (ćwiczenie 35) 

Równania zaś prostej, która przecina obie te proste, są 

(a) 
albowiem pierwsze równanie przedstawia płaszczyznę, przechodzącą przez 
pierwszą, a drugie płaszczyznę przechodzącą przez drugą daną prostą^ Jeżeli 
prosta (a) ma być wciąż równoległą do płaszczyzny danej) której równa^ 
nie jest 

wówczas (art. 32) 

(P) 
Rugowanie X i [i z trzech równań (a) i (p) przywodzi do równania sto-
pnia 2-go 

które jest równaniem żądanej powierzchni; później zobaczymy, źe ta powierz-
chnia jest także p a r a b o l o j d ą h i p e r b o l i c z n ą . 

71. Ogólniejszym od poprzedzającego jest zadanie następujące: 
Znaleść równanie powierzthni., utworzonćj przez prostą, która, ślizgając się pó 

danej prostej i po danej krzywej^ wciąż pozostaje równoległą do danej płaszczyzny: 
Niech 

(1) 

będą równaniami danej prostej, 

(2) . . . . . 
równaniami danej linii krzywej, a 

(3) 
http://rcin.org.pl
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równaniem normalnym danej płaszczyzny. Spółrzędne jakiegokolwiek punktu 
na prostej kierującej (1) można wyrazić przez a Ą-Ir, h mr, c -j- nr; dla-
tegoteź równania 

(4) 

będą przedstawiały prostą, która przecina prostą (1). Ta prosta (4) jest do 
płaszczyzny (3) równoległą wrazie, jeżeli 

(5) 
Równania (4) i (5) można zastąpić przez dwa inne. Jakoż znajdziemy, źe 
każdy z trzech stosunków (4) jest równy [wskutek (5)] stosunkowi 

skąd wypada 

(6) 

jak również stosunkom 

skąd znowu wynika, iż 

Równania (6) i (7) są równoważne równaniom (4) i (5); przedstawiają zatym 
prostą, która, przecinając prostą (1), jest równoległą do płaszczyzny (3). Ru-
gowanie x,y,z z czterech równań (2), (6) i (7) doprowadza do związku 

któremu stać się musi zadość, jeżeli prosta (6), (7) ma przecinać także krzy-
wą kierownicę (2). 

"W skutek (6) i (7)j ten związek przechodzi na 

(8) ^ 

przedstawiający równanie żądanej powierzchni, która się zowie powierz-
chnią k l i n o w a t ą , albo o s t r o k r ę g o w a t ą . Kształt funkcyi ^ w tym 
równaniu zależy od kształtu funkcyi F i w równaniach (2), czyli od na-
tury danej krzywej kierownicy. Jeżeli przyjmiemy, źe równania (2) są sto-
pnia 1-go, wówczas równanie (8) będzie stopnia 2-go i będzie przedstawiało 
parabolojdę hiperboliczną. 

Jeżeli daną płaszczyznę przyjmiemy za płaszczyznę X y , a punkt, 
w którym tę płaszczyznę spotyka dana prosta, za początek spółrzędnych, to 
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będziemy mieli = = a=:6 = c = 0, a wtedy równanie (8) przej-
dzie na 

(9) 4 = 0. 
^ ^ \ny—mg / 

A jeżeli nadto dana prosta razem się schodzi z osią ^-ów, to 1, 
wskutek czego równanie (9) sprowadza się do 

(10) = lub lubteż xz=zyt^(z). 

Ć W I C Z E N I A . 

(65). Znaleść równanie biegunowe kuli, przyjąwszy za biegun jakikolwiek 
inny punkt, niż jej środek. Okazać, że jeżeli z punktu stałego O wyprowadzimy 
jakąkolwiek cięciwę OPQ, przecinającą kulę w P i Q, to iloczyn OP.OQ jest nie-
zmiennytn. 

(66)i Z jakiegokolwiek punktu O wyprowadzamy prostą, która daną kulę 
przecina W P; na OP bierzemy punkt Q tak, aby iloczyn OP.OQ był równy liczbie 
stałej P : znaleść miejsce punktu Q. 

(67). A i B są dwoma punktami stałymi, a punkt P tak się posuwa^ że sto-
sunek PA do PB jest stałym; Znaleść miejsce punktu P. 

(68). Okazać, że Wszystkie punkty przecięcia się dwu kul leżą na kole, któ-
rego płaszczyzna jest prostopadła do prostej, łączącej środki obu kul. 

(69). Okazać, że płaszczyzny trzech kół, według których trzy kule przecinają 
się po dwie, przecinają się z sobą Według jednej prostej j prostopadłej do płaszczyzny, 
na której leżą środki tych kul. 

(70). Okazać, że sześć płaszczyzn, według których cztery kule przecinają się 
po dwie, mają jeden punkt spólny. 

(71). Znaleść równanie stożka, mającego wierzchołek w początku spółrzę-
dnych prostokątnych, którego kierownicą jest elipsa prostopadła do osi z-ów, mająca 
środek na osi z-ów, lub parabola prostopadła do osi z-ów, mająca oś równoległą do 
osi a;-ów, a wierzchołek na osi z-ów. 

(72). Znaleść równanie stożka, którego wierzchołek znajduje się na powie-
rzchni danej kuli, a kierownica jest kołem małym tejże kuli. Znaleść także krzywą, 
według której ten stożek przecina płaszczyzna, przechodząca przez środek kuli i pro-
stopadła do średnicy, przechodzącej przez wierzchołek. 

(73). Znaleść równanie powierzchni, utworzonej przez obrót koła około pro-
stej, leżącej na jego płaszczyźnie. 

(74). Znaleść równanie powierzchni, utworzonćj przez obrót prostej około 
drugiej prostej, której tamta nie przecina. 
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(75). Prosta stała AB przecina stałą płaszczyznę w A. Linija prosta AP po-
rusza się tak, że stosunek wstawy kąta, który ona czyni z AB, do wstawy kąta, który 
ona tworzy z płaszczyzną stałą, jest stały. Znaleść równanie powierzcłini utworzo-
nej przez AP. 

(76). Znaleść równanie powierzchni klinowatej, której tworząca przecina os 
2-ów, jest równoległą do płaszczyzny XY i ślizga się po elipsie prostopadłej do osi 
a;-ów, mającej środek na osi x-ów i osi równoległe do osi y-ów i z-ów. 

(77). Znaleść równanie powierzchni, utworzonej przez prostą, która się ślizga 
, , , 1 j (,) G) . • (.) 

po trzech prostych, których społrzędne są j9y-, pjj i pij. 
(78). Okazać, źe miejsce punktu, którego odległość od stałej płaszczyzny 

jest zawsze równa jego odległości od stałej prostej, jest stożkiem. 
(79). Znaleść równanie miejsca prostej, która wciąż przecina dwie dane pro-

ste i jest prostopadłą do jednej z nich. Wytłomaczyć wypadek, gdy dwie dane p r c 
ste są do siebie prostopadłe. 

(80). Znaleść miejsce punktu, przez który można poprowadzić trzy proste, 
do siebie wzajemnie prostopadłe, i takie, aby przecinały liniją krzywą, wyznaczoną 
przez równania s;=;0 i Ą-
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HOZDZTAE VIL 

O WŁASNOŚCIACH OGÓLNYCH POWIERZCHNI KRZYWYCH 
STOPNIA 2-GO. 

RÓWNANIE POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO WE SPÓŁRZĘDNYCH PUNKTU. 

72. Powierzchnie, przedstawione przez równanie stopnia 2-go we spół-
rzędnych punktu, nazwaliśmy p o w i e r z c h n i a m i r z ę d u 2-go, a powie-
rzchnie, przedstawione przez równanie stopnia 2-go we spółrzędnych pła-
szczyzny, p o w i e r z c h n i a m i k l a s y 2-ej. Tak jedne jak drugie powierz-
chnie będziemy nazywali p o w i e r z c h n i a m i s t o p n i a 2-go; okaże się bo-
wiem poniżej, że powierzchnia rzędu 2-go, wyjąwszy przypadki szczególne, 
jest zarazem powierzchnią, klasy 2-ej. 

Równanie ogólne powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych punktu je-
dnorodnych będziemy pisali w postaci 

(1) f(x^, ^4) = «1 + ciii^i^ + + + '^d^i^^oc^ + -f 

rozumiejąc przez liczby stałe i przyjmując, jak poprzednio, że aik—aw 
Wrazie, gdy spółrzędne jednorodne są szczególnymi, t. j. gdy w równaniu (1) 
podstawimy xi — x, = — otrzymamy równanie ogólne po-
wierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych równoległych. 

AV równaniu (1) jest dziesięć wyrazów; atoli możemy jeden z jego spół-
czynników uczynić = 1 , czyli podzielić całe równanie przez ten spółczynnik. 
Widoczna więc, że do wyznaczenia powierzchni stopnia 2-go wystarczy dzie-
więć warunków pojedynczych, t. j. takich, iż każdy z nich daje tylko jedno 
równanie między spółczynnikami, jak np. dziewięć punktów, przez które po-
wierzchnia ma przechodzić. 

Płaszczyzna przecina powierzchnią stopnia 2-go według linii Tcrzywej stopnia 
2-go. Jakoż, weźmy pod uwagę równanie powierzchni stopnia 2-go we spół-
rzędnych równoległych f(x, y, z, l)=ii:0. Ponieważ można jakąkolwiek pła-
szczyznę wziąć za płaszczyznę XY, więc dość okazać, że ta właśnie płaszczyzna 
przecina powierzchnią stopnia 2-go według linii krzywej stopnia 2-go. Otrzy-
mamy równanie krzywej, według której powierzchnią/(ic,«/, 1) = 0 prze-
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cina płaszczyzna XY, t. j. « = gdy w równaniu tej powierzchni przyjmiemy 
0 = 0. Równanie tej krzywej y, O, 1)=:0 jest więc równaniem sto-
pnia 2-go. 

Płaszczyzny do siebie równoległe przecinają powierzchnią, stopnia 2-go według 
krzywych homotetycznych. Albowiem równanie krzywej, według której powie-
rzchnią f(x, y, z, 1) = 0 przecina płaszczyzna z = c, otrzymać możemy z ró-
wnania tej powierzchni, przenosząc naprzód początek spółrzędnych do pun-
ktu (O, O, c), a następnie w równaniu przerobionym przyjmując z = 0, co 
wychodzi najedno z podstawieniem wprost w równaniu powierzchni z=.c. 
Ponieważ w równaniu tej krzywej f(x, y, c, 1)=0 spółczynniki przy xy 
1 sa takież same, jak w równaniu f(x,y, O, 1) = 0, więc obie krzywe są 
homotetyczne. 

Linija prosta przecina powierzchnią stopnia 2-go w dwu punktach. Jakoż, 
weźmy pod uwagę prostą, łączącą dwa punkty dane P' i P", których spółrzędne 
jednorodne są (x\, a;'̂ ) i (a?",, x"3, x"i). Spółrzędne punktu ja-
kiegokolwiek P na prostej PT" można wyrazić przez 

(2) 
gdzie {j.:X=:P'P: PP". Jeżeli punkt P jest zarazem punktem przecięcia się 
prostej PT" z powierzchnią (1), wówczas stosunek uczyni zadość równa-
niu warunkowemu 

czyli równaniu 

(3) 
"W tym równaniu f i f oznaczają wypadki podstawienia spółrzędnych pun-
któw P' i P" w f(Xi, X2, CC3, Xi), a f i , f \ , f z , f i wypadki podstawienia spół-
rzędnych punktu P' w połowach pochodnych cząstkowych funkcyi f(Xy, IĈ ), 
wziętych odpowiednio względem t. j. W funkcyjach 

(4) 

Równanie (3) jest stopnia 2-go względem : X; stąd wynika, źe prosta (do-
wolna) P T " przecina powierzchnią stopnia 2-go w dwu punktach (rzeczywi-
stych, lub urojonych). — Rozbiór tego równania (3) doprowadzi nas do po-
znania całego szeregu własności powierzchni stopnia 2-go. 

7 3 . B I E G U N I PŁASZCZYZNA BIEGUNOWA. Załóżmy naprzód, źe spół-
rzędne dwu punktów P' i P" czynią zadość równaniu warunkowemu 

(5) 
Równanie (3) sprowadza się w tym przypadku do -f ^^f = O i daje na 
{i: X dwie wartości liczebnie równe, ale różne co do znaku. To wskazuje, źe 
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dwa punkty przecięcia się prostej P T " z krzywą (1) są w tym przypadku 
harmonicznie sprzężone z parą punktów P' i P". Przyjmijmy, że punkt P' 
jest stały, i uważajmy ten punkt za wierzchołek s n o p a promieni, roscho-
dzących się we wszelkich możebnych kierunkach. Każdy z tych promieni 
przetnie powierzchnią (1) w dwu punktach, i na każdym z nich znajdować się 
będzie punkt, tworzący z punktem P' parę punktów harmonicznie sprzężoną 
z parą punktów przecięcia. Spółrzędne zatym tych czwartych punktów har-
monicznych czynią zadość temuż samemu równaniu stopnia 1-go 

(6) x j \ + + 0^3/3 + = O, 

z czego wynika, że te punkty leżą wszystkie na jednej płaszczyźnie. Płaszczy-
znę (6) nazywamy p ł a s z c z y z n ą b i e g u n o w ą punktu P', a punkt P' zo-
wie się b i e g u n e m płaszczyzny, przedstawionej przez równanie (6) wzglę-
dem d a n e j p o w i e r z c h n i s t o p n i a 2-go (1). A więc płaszczyzna bie-
gunowa punktu danego względem danej powierzchni stopnia 2-go, jest miej-
scem gieometrycznym punktu na promieniu, przechodzącym przez punkt da-
ny, tworzącego z nim parę punktów, harmonicznie sprzężoną z parą punktóv7, 
w których ten promień przecina powierzchnią stopnia 2-go. 

Równanie warunkowe (5) wyraża, że punkt P" leży na płaszczyźnie bie-
gunowej punktu P'. To jednak równanie można także tak pisać: 

+ + -f x'J'\ = 0, 

rozumiejąc przez wypadki podstawienia spółrzędnych punktu 
P" w funkcyjach /ij/o, w tej zaś postaci to równanie wyraża, że nawza-
jem punkt P' leży na płaszczyźnie biegunowej punktu P". A zatym 

Jeżeli z dwu punMów P ' i T" jeden leży na płaszczyźnie biegunowej drugiego, 
to i drugi leży na płaszczyźnie biegunowej pierwszego punMu. Takie dwa punkty 
nazywamy p u n k t a m i s p r z ę ż o n y m i względem danej powierzchni sto-
pnia 2-go. Ogólniej można to samo twierdzenie tak wypowiedzieć: 

Jeżeli punU porusza się po płaszczyźnie, to płaszczyzna biegunowa tego pun-
ktu obraca się olcoło bieguna tej płaszczyzny. Stąd wniosek: 

Jeżeli pimU przebiega liniją prostą, to płaszczyzna biegunowa tego punktu 
obraca się około drugiej prostej, miejsca gieometrycznego biegunów płaszczyzn, 
które można poprowadzić przez pierwszą prostą. Te dwie proste, które w ten 
sposób sobie odpowiadają, iż płaszczyzny biegunowe punktów na jednej z nich 
przechodzą przez drugą, nazywają się p r o s t y m i s p r z ę ż o n y m i wzglę-
dem danej powierzchni stopnia 2-go. 

Bespośrednim wynikiem poprzedzających twierdzeń jest następujące: 
proste, sprzężone względem danej powierzchni stopnia 2-go z prostymi, przechodzą-
cymi przez jeden punkt, leżą na płaszczyźnie biegunowej tego punktu. 

74. Oznaczmy przez (u\, ti^^ spółrzędne jednorodne płaszczy-
zny biegunowej punktu P'; wówczas mieć będziemy 

(7) u\ u\ u\ 
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Te równania dają wartości na spółrzędne płaszczyzny biegunowej, jeżeli spół-
rzędne bieguna są dane, i nawzajem, możemy z nicli otrzymać spółrzędne bie-
guna, jeżeli są dane spółrzędne płaszczyzny biegunowej. Z tych równań wy-
pada jeszcze, że każdy punkt posiada tylko jednę płaszczyznę biegunową, 
z wyjątkiem punktu, którego spółrzędne czynią zadość jednocześnie czterem 
równaniom 

(8) / ir=:0, A ^ O , A = 0. 

Ten przypadek zajdzie wtedy, kiedy między spółczynnikami równania (1) 
ma miejsce związek 
(9) A = a,i , a,2 , «i3 , = 0 , 

«21 } ? ®23 f 2̂4 
03, , 032 , O33 , «3ł 
^41 ) <̂ 42 J ^43 ) 

a zatym kiedy równanie (1) przedstawia stożek rzędu 2-go (art. 62) o wierz-
chołku w punkcie P', lub walec rzędu 2-go (art. 64), który można uważać za 
stożek o wierzchołku w nieskończoności. Mamy zatym twierdzenie: płaszczy-
zna biegunowa wierechołJca stożka rzędu 2-go jest płaszczyzną nieoznaczoną. 

Do tego twierdzenia można dodać następujące: płaszczyzna hiegunoim 
jakiegokolwiek punktu względem stożka rzędu 2-go przechodzi 'przez wierzchołek te-
goż stożka. Albowiem równaniu płaszczyzny biegunowej punktu P' względem 
powierzchni / = 0 , które także tak pisać można 

30'xh + ^̂ '2/2 + ^'3/3 + ^'4/4 = O, 
uczynią widocznie zadość spółrzędne punktu, dla którego jest jednocześnie 

= / 2 = / 3 = / 4 = 0, czyli wrazie, gdy równan ie /= O przedstawia stożek, 
t. j. spółrzędne jego wierzchołka. 

Powiedzieliśmy wyżej, że ze spółrzędnych dowolnie wziętej płaszczyzny, 
można, zapomocą równań (7), wyznaczyć spółrzędne jej bieguna. AYyjątek 
stanowią tylko płaszczyzny, które wrazie, kiedy powierzchnia stopnia 2-go jest 
stożkiem, nie przechodzą przez wierzchołek tego stożka; albowiem wtedy ró-
wnania (7) są niedorzeczne. 

75. Jeżeli punkt P opisuje szereg prostolinijowy punktów, natenczas pła-
szczyzna biegunowa E tego punktu opisze pęk płaszczyzn, jednokreślny z owym sze-
regiem punktów. Jakoż, jeżeli P' i P" są dwoma punktami szeregu prostoli-
nijowego opisanego przez P, to spółrzędne punktu P będą 
(a) Xi = + \Lx"i, przy i = l, 2, 3, 4. 
Płaszczyzna więc biegunowa E punktu P ma spółrzędne 

przy i = l, 2, 3, 4, czyli [i,- = I f i + uf i, t. j. 

(P) = + 
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przy 2, 3, 4, gdzie {u'i, ti'2, w'3, w'4) i (u"i, ^"3, są spółrzędnymi 
płaszczyzn biegunowych punktów P' i P". — Z wyrażeń (a) i (p) czytamy, 
że, jeżeli punkt P porusza się po prostej, łączącej dwa punkty P' i P", wtedy 
płaszczyzna biegunowa punktu P obraca się około prostej, według której 
przecinają się płaszczyzny biegunowe punktów P' i P". A nadto, jeżeli punkt 
w szeregu (a) i płaszczyznę biegunową tego punktu w pęku (p), odpowiada-
jące tej samej wartości na stosunek uważać będziemy jako elementy od-
powiadające sobie, wtedy widocznie pęk płaszczyzn (P) będzie jednokreślny 
z pękiem punktów (a). Niech Q będzie tym punktem na prostej PT", który 
jest sprzężony z punktem P względem danej powierzchni / ^ O . Posuwaniu 
się punktu P po prostej P T " odpowiada posuwanie się punktu Q po tejże 
prostej. Pary punktów, odpowiadające jednoczesnym położeniom punktów 
P i Q, są wszystkie harmonicznie sprzężone z parą j^unktów, w których prosta 
P T " przecina daną powierzchnią stopnia 2-go. Mamy zatym twierdzenie: 
pary punktów sprzężonych ivsględem danej powierzchni stopnia 2-go, leżące na je^ 
dnej prostej, tworzą imoolucyją; punUami asymptotycznymi tej inwolucyi są pimhty 
przecięcia się tej prostej z daną powierzchnią stopnia 2-go. 

7 6 . PŁASZCZYZNA STYCZNA I PROSTA NOEMALNA. Przyjmijmy teraz, 
że punkt P' znajduje się na powierzchni stopnia 2-go, że zatym 

(10) 
czyli, w^skutek (4), 
(10') x \ f , -f + + x \ j \ =. 0. 
W tym przypadku płaszczyzna biegunowa punktu P', jak to z (10') bespośre-
dnio widoczne, przechodzi przez punkt P'. A więc płaszczyzna biegunowa pun-
ktu, leżącego na powierzchni stopnia 2-go, przechodzi przez tenże punkt. Jeżeli 
więc na płaszczyźnie biegunowej punktu P', leżącego na powierzchni, obierze-
my dowolnie punkt P", wówczas punkty P' i P" będą sprzężonymi względem 
tej powierzchni. Prosta P T " przecina zatym powierzchnią w dwu punktach, 
tworzących parę, harmonicznie sprzężoną z parą punktów P' i P". Z tych 
zaś dwu punktów przecięcia jeden razem się schodzi z punktem P', a więc 
także i drugi zejdzie się razem z tymże punktem P'. To znaczy, że prosta 
P T " przecina powierzchnią w dwu punktach, schodzących się razem w pun-
kcie P'. Taką prostą nazywamy s t y c z n ą do powierzchni w punkcie P'. 
Płaszczyzna biegunowa punktu P' na powierzchni jest więc miejscem gieo-
metrycznym prostej stycznej do niej w tym punkcie P'.— Miejsce gieometry-
czne stycznych w punkcie P' do powierzchni stopnia 2-go jest więc płaszczyzną; 
zowie się ona p ł a s z c z y z n ą s t y c z n ą do powierzchni w tymże punkcie. 
Punkt P ' jest p u n k t e m s t y c z n o ś c i . A zatym: płaszczyzna biegunowa 
punktu na poioierzchni stopnia 2-go jest płaszczyzną styczną do powierzchni iv tymże 
punkcie, i nawzajem, biegun płaszczyzny stycznej do powierzchni stopnia 2-go jest 
jej punktem styczności. 

Równanie (6) jest więc także równaniem płaszczyzny stycznej do po-
wierzchni (1) w punkcie P', jeżeli ten punkt leży na powierzchni, a zatym, 

http://rcin.org.pl



3 7 4 GIEO-METRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 

jeżeli jego spółrzędrie czynią; zadość równaniu warunkowemu (10). Równanie 
płaszczyzny stycznej w punkcie (x', y', s^) we spółrzędnycłi równole-
głych jest 
(6') x f , (x', y', z', 1) + yUx', y\ 1) + zU(x\ y\ 1) + f^(x\ y\ z\ 1) = 0. 

Prostą, przechodzącą, przez punkt styczności i prostopadłą, do płaszczy-
zny stycznej, nazywamy n o r m a l n ą , do powierzchni w tymże punkcie. Ró-
wnania więc normalnej do powierzchni (1) w punkcie P' są we spółrzędnych 
prostokątnych 
nn ag —o;' _ y—y' _ z —z' 
^ ^ f^(x\y\z\\) h(x\y\z\\) f,(x', y', z', 1) 
Ponieważ płaszczyzna styczna jest płaszczyzną biegunową punktu styczności, 
przeto (art. 74) płaszczyzna styczna do stożka rzędu 2-go tv jego wierzcJwiJcu jest 
nieoznaczona, t. j. każda prosta, przechodząca przez wierzchołek stożka, prze-
cina powierzchnią stożka w dwu punktach, które się razem z nim schodzą. 
Dlategoteż wierzchołek stożka nazwać można p u n k t e m p o d w ó j n y m . 
A nadto, płaszczyzna styczna do stożka rzędu 2-go, lub do walca rzędu 2-go w ja-
kimkolwiek punkcie, przechodzi zarazem przez wierzchołek stożka, a więc przez two-
rzcjjcą, na której leży punkt styczności. 

7 7 . STOŻEK STYCZNY. Przetnijmy powierzchnią stopnia 2-go płaszczy-
zną E', której biegunem jest P', i na krzywej przecięcia weźmy dowolnie 
punkt P"; natenczas płaszczyzna styczna do powierzchni w punkcie P", jako 
płaszczyzna biegunowa tego punktu, przechodzi (art. 70) przez punkt P', 
a prosta P'P" jest styczną do powierzchni w P". Mamy zatym twierdzenie: 
jeżeli Uegun jakiejkolwiek płaszczyzny połączymy liniją prostą z jaJcimkolwiek pun-
ktem krzywej, według której ta płaszczyzna przecina powierzchnią stopnia 2-go, to 
ta prosta będzie styczną do poicierzchni w owym punkcie krzywej przecięcia. Otrzy-
mać zatym możemy styczne, które z punktu danego można wyprowadzić do 
powierzchni stopnia 2-go, łącząc ten punkt linijami prostymi z każdym pun-
ktem krzywej, według której płaszczyzna biegunowa punktu danego przecina 
tę powierzchnią. Miejsce gieometryczne tych stycznych nazywa się s toż 
k i e m s t y c z n y m do powierzchni. PunMy styczności stożka stycznego do po 
wierzchni są punktami Unii, według której tę poicierzchnią przecina płaszczyzna bie 
gunowa jego wierzchołka. Aby otrzymać równanie stożka stycznego do po 
wierzchni stopnia 2-go, a mającego wierzchołek w punkcie P', uważmy, że pro 
sta P T " będzie styczną do powierzchni (1), jeżeli w równaniu (3) 
(12) f . f - ( x ' \ f \ - \ - x \ f ^ + x \ f , Ą - x \ f \ y = 0-
albowiem wtedy oba pierwiastki równania (3) będą sobie równe, a więc oba 
punkty, w których prosta P'P" przecina powierzchnią, zejdą się z sobą razem 
w jeden punkt. Jeżeli więc punkt P' będziemy uważali jako stały, a punkt 
P" jako punkt bieżący na którejkolwiek stycznej, którą z punktu P', można 
wyprowadzić do powierzchni stopnia 2-go, wówczas spółrzędne punktu P". 
wskutek związku (12), uczynią zadość równaniu 
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(13) f . f - ( x j \ + + + xJ\Y = 0. 

To równanie jest zatym równaniem stożka stycznego, który można wyprowa-
dzić z punktu P' do powierzchni stopnia 2-go, przedstawionej przez równanie 
(I). Kównanie (13) jest stopnia 2-go względem spółrzędnych punktu bieżą-
cego X2, rr^); stąd wypada, że stożek styczny do powierzchni stopnia 2-go 
jest powierzchnią, rzędu 2-go. 

[Dla jakiegokolwiek punktu styczności jest / = 0 ; wskutek tego równa-
nie (13) sprowadza się do 

Xxfi + 372/2 + 0^3/3 + ^4/4 = O 
t. j. do równania (6). Spółrzędne zatym punktów styczności stożka są pun-
ktami linii, według której płaszczyzna biegunowa jego wierzchołka przecina 
powierzchnią stopnia 2-go, jak to wyżej widzieliśmy.] 

7 8 . ŚRODEK. Biegun płaszczyzny w nieskończoności nazywamy 
ś r o d k i e m powierzchni stopnia 2-go; albowiem ten punkt jest środkiem 
każdej cięciwy, przezeń przechodzącej. 

Wzory (7) wyrażają spółrzędne płaszczyzny biegunowej przez spółrzę-
dne jej bieguna. Jeżeli więc podstawimy w tych wzorach 
to otrzymamy trzy równania 

/ , = 0, / 2 = : 0 , / 3 - O 

między spółrzędnymi środka powierzchni (1). 
Przechodząc od spółrzędnych jednorodnych szczególnych do spółrzę-

dnych równoległych, mieć będziemy 
(14) f(x, y, z, l ) = a„a;2 + Oaâ /̂  + + '^(h^y^ + + ^a^-ipcy + 

+ 2anX + 2024̂ / + Sagî ; + â ^ = O, 

jako równanie powierzchni stopnia 2-go; a równania 

(15) j = + + + = 

dadzą nam wartości na spółrzędne środka tej powierzchni. 
Eównania (17), gdy w nich x, y, z uważamy jako spółrzędne bieżące, 

przedstawiają nam trzy płaszczyzny, a mianowicie i)łaszczyzny biegunowe 
punktów w nieskończoności, leżących w kierunkach odpowiednio osi x-6w, 
y-ów i z-6w. Punkt przecięcia się tych trzech płaszczyzn jest środkiem po-
wierzchni stopnia 2-go. 

Te trzy płaszczyzny (15): albo (I) przecinają się w jednym punkcie, albo 
(II) przecinają się według jednej prostej, alboteż (III) schodzą się razem. 

I. W pierwszym przypadku będzie tylko jeden środek, który leży: albo 
(1°) w odległości skończonej, albo (2°) w odległości nieskończonej. 

1°. Jeżeli środek leży w odległości skończonej, to jego spółrzędne 
(Xo, yo, Zo) będą wyrażone przez równanie 
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i przez dwa podobne równania, t. j. mieć będziemy 

(16) 

gdzie Au, A42, A43, A44 oznaczają ilości dołączone do elementów a^,, 
«43j wyznacznika A (9), będącego wyróżnikiem funkcyi /fa^i, a?2, â a, 

2°, Środek leży w nieskończoności, jeżeli 

a przynajmniej jedna z ilości A41, A42, A43 jest od O różną. 
II. W drugim przypadku ma miejsce cała prosta środków, i ta prosta 

leży: albo (1°) w odległości skończonej, albo (2°) w nieskończoności. 
1°. Spółrzędne środka winny być wszystkie nieoznaczone; a zatym musi 

być jednocześnie 

Jeżeli z pierwszego i drugiego z równań (15) wyrugujemy a z pierwszego 
i trzeciego spółrzędną y, to otrzymamy, jako równania prostej środków, 
(17) 
gdzie a,i oznacza ilosc dołączoną do elementu <Xxk wyznacznika A44. 

2®. Prosta środków leży w Hieskończoności: 
a. Jeżeli płaszczyzny (15) są do siebie równoległe, z których conajwię-

cej dwie razem się z sobą schodzą. Warunek temu przypadkowi odpowiada-
jący jest 

przyczym iloczyny aas^ii? «i2«34 nie mogą być wszystkie sobie równe. 
Jeżeli wogólności oznaczymy przez ilość dołączoną do elementu ait 
wyznacznika A44, to w tym przypadku każde a , i = 0 , przy 2, 3, 

1, 2, 3. 
b. Jeżeli jedna z płaszczyzn (15) jest sama w nieskończoności, a dwie 

inne albo są do siebie równoległe, alboteź schodzą się z sobą razem. W tym 
przypadku, ponieważ jedna, np. pierwsza płaszczyzna leży w nieskończoności, 

jest a,, r=:ai2 = ai3 = 0, a au^O, prócz tego ^ — a nadto te dwa sto-

sunki albo nie są, alboteź są równe stosunkowi — , według tego, czy druga 

i trzecia płaszczyzna są tylko do siebie równoległe, czyteż razem się z sobą 
schodzą. 
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c. Jeżeli jedna z płaszczyzn jest nieoznaczoną, a dwie inne s ĵ do sie-
bie równoległe, lecz nie schodzą się z sobą razem. Przyjmijmy, że pierwsza 
jest nieoznaczona, wtedy a,, — — = ^ iloczyny auaaâ  i Wasaai 
są od siebie różne. 

d. Jeżeli dwie płaszczyzny leżą w nieskończoności, alboteż jedna leży 
w nieskończoności, a druga jest nieoznaczona. W tym przypadku z sześciu 
spółczynników 6132, «33> «23> «3i tylko jeden z trzech pierwszych jest 
różny od O i jeżeli np. au^O, natenczas z dwu spółczynników «2ł i ^l^o 
jeden albo oba są także od O różne. 

Stąd widzimy także, że w przypadku jest zawsze 0(^=0, przy 
i — l, 2, 3, k=zl, 2, 3. 

III. "W trzecim przypadku ma miejsce cała płaszczyzna środków, która 
może także znajdować się w nieskończoności. Aby płaszczyzny (15) razem się 
z sobą zeszły, powinno być nietylko aa ==0, ale nadto a23<̂ i4 = 3̂1̂ 24 = 

Jeżeli płaszczyzna środków ma się znajdować w nieskończoności, to 
wszystkie spółczynniki aj,, a.22; «33, «i2j «23, «33 są równe O, a ze spółczynni-
ków rt,4, «34 przynajmniej jeden jest różny od 0. 

Z tego rozbioru wynika, że istnieją trzy głótune rodzaje powierzchni'sto-
pnia 2-go: poivier3chnie mające tylTco jeden środeTc, potoierzchnie mające prostą środ-
Miv i poioierzchnie mające płaszczyzny środków. Każdy z tych trzech rodzajów 
rospada się znowu na dwa, według tego, czy środek, prosta środków, lub pła-
szczyzna środków leżą w odległości skończonej, czyteż w nieskończoności. 
O powierzchniach, odpowiadających temu ostatniemu przypadkowi, mówimy, 
że one środka nie posiadają. 

Łatwo spostrzec, że powierzchnie drugiego rodzaju są powierzchniami 
walcowymi (art. 64). Powierzchnie zaś trzeciego rodzaju są albo dwiema 
płaszczyznami równoległymi, alboteż dwiema płaszczyznami schodzącymi się 
razem w jednę. Albowiem, skoro w tym przypadku nietylko wyróżnik A, ale 
nadto wszystkie wyznaczniki częściowe tego wyróżnika stopnia 3-go i 2-go 
są równe O, to funkcyja/fa?,, X2, jest sumą conajwięcej dwu kwadratów, 
a więc także iloczynem dwu funkcyj stopnia 1-go (I, art. 72). 

Jeżeli powierzchnia stopnia 2-go posiada środek, to może się zdarzyć, 
że ten punkt leży na niej samej. Natenczas spółrzędne środka (16) uczynią 
zadość równaniu 

1) + Z/OAĈ O' Vo> 1) + yo, 1) + 

t. j. będzie 

f ^T 1! f 1 \ — + <^43-^43 + ^<44-^-44 ^ ^ /4('̂ 0» Ifô  -I; = T = = U, 

czyli A = 0. A zatym, stożeTc rzędu 2-go jest jedyną powierzchnią stopnia 2-go, 
Mórej środek leży na samej powierzchni (art. 62). Wierzchołek jest środkiem 
stożka. 
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7 9 . STOŻEK ASYMPTOTYCZNY. Jeżeli środek powierzchni stopnia 2-go 
weźmiemy za wierzcliołek stożka stycznego do powierzchni, natenczas, wsku-
tek (15), równanie tego stożka (13) przywiedzie się do: 

lub, ponieważ P = + + + — 
do x\P—x\f\-=0-

równanie więc tego stożka we spółrzędnych równoległych jest następujące: 

(18) f(x, y, s, 1) — AĈ To, 1) = Oj 
gdzie Xq, yo, Zo są spółrzędnymi środka powierzchni f(x, y, z, 1) = 0. 

Linija, według której stożek styczny dotyka powierzchni stopnia 2-go, 
jest liniją przecięcia się tej powierzchni z płaszczyzną biegunową wierzchołka 
stożka, a płaszczyzna biegunowa środka jest płaszczyzną w nieskończoności. 
Przeto stożek styczny (18), mający wierzchołek w środku powierzchni sto-
pnia 2-go, dotyka tę powierzchnią w nieskończoności. Taki stożek styczny 
nazywamy s t o ż k i e m a s y m p t o t y c z n y m powierzchni stopnia 2-go. 

Wstawiając w równanie (18) za a,4, «34 wartości wynikające z równań, 
na które przejdą równania (15), gdy w nie za x, y, z podstawimy Xq, yo, Zo, 
otrzymujemy równanie 

(19) an(x — Xoy + (hiOj-yof + ŝaC-̂  " ^0)' + — - 0̂) + 

jednorodne względem x — XQ,y — yo, z — Zq, które przedstawia stożek asym-
ptotyczny do powierzchni stopnia 2-go, jeżeli yQ, Zq są spółrzędnymi 
środka tej powierzchni. 

Jeżeli A44 = 0, wówczas strona lewa równania (19) roskłada się na ilo-
czyn dwu czynników stopnia 1-go, a przeto stożek asymptotyczny roskłada 
się wtedy na dwie p ł a s z c z y z n y a s y m p t o t y c z n e . Ten przypadek 
może wtedy zajść, kiedy powierzchnia należy do rodzaju drugiego, gdyż 
powierzchnie rodzaju trzeciego nie mają środka. 

8 0 . PŁASZCZYZNY ŚREDNICOWE I ŚREDNICE. Podobnie, jak środek jest 
biegunem płaszczyzny w nieskończoności, tak nawzajem, płaszczyzna biegu-
nowa punktu w nieskończoności przechodzi przez środek powierzchni stopnia 
2-go. Z własności harmonicznych bieguna i płaszczyzny biegunowej wypada, 
że płaszczyzna biegunowa punktu, który w pewnym kierunku oddala się do 
nieskończoności, jest miejscem środków cięciw powierzchni stopnia 2-go, ró-
wnoległych do tego kierunku. Z tego powodu płaszczyznę biegunową pun-
ktu, oddalającego się w pewnym kierunku do nieskończoności, nazywamy 
p ł a s z c z y z n ą ś r e d n i c o w ą powierzchni stopnia 2-go, sprzężoną z tym 
kierunkiem. 

Znajdziemy równanie płaszczyzny średnicowej powierzchni stopnia 2-go, 
sprzężonej z danym kierunkiem. Niech równania, określające kierunek da-
ny, będą 

http://rcin.org.pl



W£ASNOŚCI OGÓLNE POWIEIIZCHNI STOPNIA D R U G I E G O . — 8 1 . 3 7 9 

( 2 0 ) 

gdzie l, m, n oznaczają stosunki kierunkowe, czyli spółrzędne punktu znaj-
dującego się w tym kierunku w odległości r= 1 od początku. Weźmy w tym 
kierunku punkt (a?', tJ, z'); będzie wtedy 

, skąd 

Wstawiwszy te wartości na x\ y', z' w równanie płaszczyzny biegunowej pun-
ktu (x', y', z'), mieć będziemy 

y , KA V st\ ' / - /—y J - •• J — J l ł / « t \ ' ' 7 ' 1 -1 — J — 

Gdy to równanie podzielimy przez r i następnie przyjmiemy r = csD, to 
otrzymamy równanie 

(21) ( 

lub 

(21') 

które przedstawia płaszczyznę biegunową punktu, znajdującego się w nieskoń-
czoności w kierunku (20), t. j. płaszczyznę średnicową sprzężoną z tym kie-
runkiem. 

Z równania (21') widoczna, źe płaszczyzna średnicowa przechodzi przez 
środek powierzchni stopnia 2-go. Jeżeli powierzchnia posiada prostą śro-
dków, wówczas każda jej płaszczyzna średnicowa przechodzi przez tę prostą; 
a jeżeli powierzchnia posiada całą płaszczyznę środków, wówczas każda jej 
płaszczyzna średnicow^a schodzi się razem z tą płaszczyzną. 

Nadto z (21') widoczna, źe płaszczyzny (15), których punkt spólny jest 
środkiem powierzchni stopnia 2-go, są płaszczyznami średnicowymi, sprzężo-
nymi odpowiednio z kierunkami osi RC-ów, /̂-ów i Ź;-ÓW. Albowiem, równanie 
(21') przechodzi na równania (15) przez podstawienie m — n — 

n — l = Q i l=im=iO. Z (21) czytamy nakoniec, źe z każdym 
kierunkiem (l, m, n) jest sprzężona płaszczyzna średnicowa w zupełności 
oznaczona, wyjąwszy przypadek, kiedy jest jednocześnie 

t. j. kiedy (art. 64) powierzchnia stopnia 2-go jest walcem, a kierunek 
(l, m, n) jest kierunkiem tworzącej tego walca. 

8 1 . ŚEEDNICE SPEZĘŻONE. Obierzmy dowolnie w przestrzeni punkt P, 
na płaszczyźnie biegunowej punktu P punkt P', a na prostej, według której 
przecinają się płaszczyzny biegunowe punktów P i P', punkt P"; natenczas 
te trzy punkty P, P' i P" wraz z punktem P'", w którym się przecinają pła-
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szczyzny biegunowe tamtych trzech punktów, będą wierzchołkami czworo-
ścianu, który posiada widocznie tę własność (art. 73), źe każdy wierzchołek 
jest biegunem ściany przeciwległej, i nawzajem, każda ściana jest płaszczy-
zną biegunową wierzchołka przeciwległego. Taki czworościan nazwiemy 
c z w o r o ś c i a n e m z s o b ą samym s p r z ę ż o n y m względem powie-
rzchni stopnia 2-go; jego wierzchołki tworzą czwórkę p u n k t ó w sprzę-
ż o n y c h względem tejże powierzchni, t. j. są po dwa sprzężone względem 
powierzchni. 

Dla jakiejkolwiek powierzchni stopnia 2-go istnieje nieskończenie wiele 
czworościanów z samymi sobą sprzężonych, albowiem trzy wierzchołki takiego 
czworościanu, P, P' i P", są punktami dowolnymi odpowiednio w przestrzeni, 
na pewnej płaszczyźnie i na pewnej prostej, a tylko czwarty wierzchołek, P'", 
jest punktem przez tamte wyznaczonym. Jeżeli wierzchołek P czworościanu 
z samym sobą sprzężonego umieścimy w środku powierzchni stopnia 2-go, 
wtedy trzy inne punkty P', P", P'", oddalą się do nieskończoności, a trzy 
ściany P'TP"', P"'PP', P'PP" staną się płaszczyznami średnicowymi powie-
rzchni. Te trzy płaszczyzny średnicowe, jako płaszczyzny biegunowe pun-
któw w nieskończoności, t. j. odpowiednio punktów P', P" i P"' w kierunkach 
PP', PP", PP'", są z tymiż kierunkami sprzężone, t. j. każda z nich jest 
miejscem środków cięciw powierzchni stopnia 2-go, równoległych do prostej, 
według której się dwie pozostałe przecinają. Takie trzy płaszczyzny średni-
cowe nazywamy p ł a s z c z y z n a m i ś r e d n i c o w y m i s p r z ę ż o n y m i . Trzy 
więc płaszczyzny średnicowe sprzężone powierzchni stopnia 2-go są trzema 
ścianami kąta bryłowego trójściennego, którego krawędzi wychodzą ze środka 
powierzchni ku trzem punktom w nieskończoności, tworzącym wraz ze środ-
kiem czwórkę punktów sprzężonych. 

Proste (nieograniczone), według których trzy płaszczyzny średnicowe 
sprzężone powierzchni stopnia 2-go przecinają się po dwie, nazywają się 
k i e r u n k a m i s p r z ę ż o n y m i , a odcinki tych prostych między punktami 
ich przecięcia się z daną powierzchnią stopnia 2-go — ś r e d n i c a m i sp rzę -
ż o n y m i tej powierzchni. 

Jakakolwiek powierzchnia stopnia 2-go posiada nieskończenie wiele 
układów płaszczyzn średnicowych i średnic sprzężonych; albowiem w czwórce 
punktów sprzężonych P, P', P", P'" dwa: P' i P" są punktami dowolnymi 
odpowiednio na pewnej płaszczyźnie i na pewnej prostej, a tylko d-\va: P i P'" 
są punktami oznaczonymi, a mianowicie punkt P jest środkiem powierzchni, 
a punkt P"' jest punktem przecięcia się płaszczyzn biegunowych punktów 
P, P' i F" . 

Niech równania 

(22) 

określają trzy kierunki; płaszczyzny średnicowe sprzężone z tymi kierunkami 
są równoległe odpowiednio do płaszczyzn 
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( 
( 
( 

Jeżeli trzy kierunki (22) są kierunkami sprzężonymi, wówczas płaszczyzny^ 
przedstawione przez wypisane równania, są równolegle do trzech płaszczyzn 
średnicowych sprzężonych, a zatym każdej z tych płaszczyzn odpowiadają 
dwa z trzech kierunków (22); a mianowicie.' pierwszej kierunki (l̂ ,, m̂ ,̂ n^ 
i (l̂ , mg, Wg), drugiej kierunki (l̂ , m ,̂ Wg) i m ,̂ Wj), a trzeciej kierunki 

A zatym wtedy mieć będziemy 

t. j. te trzy związki winny zachodzić między kierunkami średnic sprzężonych. 
8 2 . O S I GŁÓWNE. Kierunek prostopadły do płaszczyzny średnicowej^ 

z tym kierunkiem sprzężonej, nazywa się k i e r u n k i e m g ł ó w n y m , a śre-
dnica mająca taki kierunek, zowie się os ią g ł ó w n ą powierzchni sto-
pnia 2-go. 

A zatym, kierunek określony przez równanie 

(20) 

jest kierunkiem głównym powierzchni (14) wrazie, jeżeli jest prostopadły do 
płaszczyzny średnicowej 

z nim sprzężonej, a przeto, ponieważ 
l + w8cosv + wcos[i, Zcosv m 7̂ cosX, ZCOS[JL + wcosX -j- n 

są dostawami kierunkowymi prostej (20) — wrazie, jeżeli 

Gdy przez s oznaczymy wartość tych stosunków, to 

( 2 4 ) 

skąd wypada 
( 2 5 ) 
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nadto mamy 
(26) 

Ażeby więc wyznaczyć kierunki główne powierzchni stopnia 2-go, potrzeba 
przedewszystkim znaleść trzy pierwiastki równania (25) stopnia 3-go wzglę-
dem niewiadomej s. Następnie dwa którekolwiek równania (24) wraz z ró-
wnaniem (26) dadzą już wartości na stosunki kierunkowe 1, m, n kierunku 
głównego, odpowiadającego któremukolwiek z tych trzech pierwiastków. 

Stąd wnosimy, że powierzchnie stopnia 2-go — mówiąc wogólności — posia-
dają trzy osi główne. 

83. Dla bliższego zbadania tej własności powierzchni stopnia 2-go, na-
leży nam szczegółowo rozebrać równanie (25) stopnia 3-go względem s. Lewa 
strona tego równania jest wyróżnikiem funkcyi jednorodnej stopnia 2-go 

Ponieważ funkcyja 

wyrażająca kwadrat odległości punktu y, z) od początku spółrzędnych, 
przy wszelkich wartościach rzeczywistych na x, y, z jest wciąż dodatną, a staje 
się = 0 tylko dla x = y = . z = 0, przeto (I, art. 75) wszystkie trzy pierwiastki 
równania (25) są rzeczywiste. Skutkiem tego, i z uwagi, że równania (24) 
wraz z równaniem (26), przy każdej wartości rzeczywistej na s, dają warto-
ści także rzeczywiste na l, m, n, hiermiki osi głóicnych powierzchni stopnia 2-go 
są MerunJcami rzeczywistymi. 

Oznaczmy przez s, i ŝ  dwa od siebie różne pierwiastki równania (25), 
a przez (ly, m,, n,) i (l̂ i m.̂ , n^ stosunki kierunkowe osi głównych, odpowia-
dających tym dwu pierwiastkom; wskutek (24) będzie wtedy: 

A gdy te równania pomnożymy odpowiednio przez l̂ , nî , n̂ -, —li, — — 
i iloczyny do siebie dodamy, tó wypadnie (s^—s^ jest, z założenia, różne od 0) 

A zatym, MerunTci osi głównych, odpowiadające dwu różnym od siebie pierwiastkom 
równania (25), są do siebie prostopadłe. 

Należy jeszcze zbadać przypadki, w których równanie wyróżnikowe (25) 
posiada dwa lub wszystkie trzy pierwiastki równe sobie. 
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1°. Jeżeli wszystkie trzy pierwiastki równania A(sj = 0 są od siebie 
różne, wówczas żaden z tych pierwiastków nie przywodzi do O wszystkich wy-
znaczników częściowych stopnia 2-go wyznacznika Afsj. W tym więc przy-
padku z dwu z równań (24), przy wartościach s, równych każdemu z tych 
pierwiastków, otrzymamy wartości na stosunki l:m:'n, a następnie, zapomocą, 
równania (26), wyznaczymy liczby l,m,n. A zatym, jeżeli wszystkie trzy 
pierwiastki równania (25) są od siebie różne, to powierzchnia stopnia 2-go 
posiada trzy osi główne, z których każda jest prostopadłą do dwu innych. 

2®. Jeżeli równanie Afsj = 0 posiada dwa pierwiastki równe s^—s^, 
to natenczas ten pierwiastek dwukrotny przywiedzie do zera wszystkie wy-
znaczniki częściowe stopnia 2-go wyznacznika A fsj,-skutkiem czego trzy ró-
wnania (24) sprowadzą się do tego jednego, którego spółczynniki nie są 
wszystkie równe 0. Pierwiastkowi więc dwukrotnemu równania (25) odpo-
wiada nieskończenie wiele kierunków głównych, a te wszystkie kierunki są 
prostopadłe do kierunku głównego, który odpowiada trzeciemu pierwiastkowi 
Sg równania (25). "W tym więc przypadku średnicę, której kierunek odpo-
wiada pierwiastkowi pojedynczemu Sg, i dwie którekolwiek do niej i do siebie 
prostopadłe średnice można wziąć za trzy osi główne. 

3°. Jeżeli nakoniec równanie wyróżnikowe L(s) = 0 posiada pierwia-
stek trzykrotny 82 = 53, to natenczas ten pierwiastek przywiedzie do O 
wszystkie wyznaczniki częściowe stopni 2-go i 1-go wyznacznika ^(s). 
W tym więc przypadku równania (24) są tożsamościowe, a przeto istnieje nie-
skończenie wiele kierunków głównych i jakiekolwiek trzy średnice wzajemnie 
prostopadłe do siebie można wziąć za trzy osi główne. 

R Ó W N A N I E POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO W E SPÓŁRZĘDNYCH PŁASZCZYZNY. 

84. Oznaczmy przez u ,̂ u ,̂ Uy, û  spółrzędne jednorodne (szczególne) 
płaszczyzny stycznej do powierzchni równania (1) w punkcie (x'i, x\, x\, 
będzie wtedy (art. 76) 

a nadto mamy 
(a) 
Zakładając, że wyróżnik A funkcyi f(xi, rCj, nie jest równy O, otrzy-
mamy przez rozwiązanie czterech pierwszych równań 
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a wskutek podstawienia tych wartości na 2) A.3̂ '35 ^ w równanie 
(a), pomnożone przez A, równanie powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych 
płaszczyzny, 
(27) 

gdzie, wskutek tego, że a,vfc = jest też A« = Ajti. Równanie (27) można 
także tak pisać: 

= 0. 

A zatym, z wyjątkiem przypadku, gdy A = 0, równanie powierzchni (1) sto-
pnia 2-go we spółrzędnych płaszczyzny jest także równaniem stopnia 2-go, czyli 

Powierzchnia rzędu 2-go jest zarazem powierzchnią, klasy 2-ej. 
85. Kiedy AzrO, wtedy powierzchnia przedstawiona przez równanie 

(1) jest stożkiem, walcem lub układem dwu płaszczyzn. "Weźmy pod uwagę 
tylko przypadek, kiedy ta powierzchnia jest stożkiem. 

Przyjąwszy wierzchołek stożka za początek spółrzędnych, przedstawi-
my ten stożek przez równanie 
(29) 
a równanie płaszczyzny stycznej do stożka w punkcie (x\, ) przez 
równanie 

Jeżeli więc tą, W3, W4 są spółrzędnymi tej płaszczyzny, to mamy 

a nadto 
Rugując x\, z tych równań, otrzymujemy dwa równania 

lub, oznaczając ogólnie przez P funkcyją stopnia 1-go względem s|)ółrzędnycli 
płaszczyzny Ui, 
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( 2 0 ) 

A zatym, jeżeli powierzchnia przedstawiona przez równanie (1) jest stożkiem, 
to powierzchnią tę wyraża się we spółrzędnych płaszczyzny przez dwa równa-
nia jednoczesne, z których pierwsze jest równaniem wierzchołka stożka, 
a drugie równaniem powierzchni stopnia 2-go. Płaszczyzny, których spół-
rzędne Ul, Wg, û  czynią zadość obu równaniom, są płaszczyznami sty-
cznymi do tej powierzchni FCm,, MJ, Wg)-f Pẑ ^ = 0 , przecinającymi się 
w punkcie = O, a przeto obwodzą stożek, styczny do powierzchni 

W3)4-P^4 —(^j iiiający wierzchołek w punkcie û  — 0. 
86. Jak powierzchnia rzędu 2-go tym się charakteryzuje, źe linija 

prosta przecina ją w dwu punktach, tak znowu cechą gieometryczną powie-
rzchni klasy 2-ej jest to, źe przez każdą prostą można przesunąć dwie pła-
szczyzny styczne do tej powierzchni. Jakoż, weźmy pod uwagę prostą, we-
dług której przecinają się dwie płaszczyzny dowolnie dane e' i e", których 
spółrzędne są (u\, u\, u^u^^ \ u''Spółrzędne jakiejkol-
wiek płaszczyzny e, przechodzącej przez tę prostą, można wyrazić przez 

(31) 
A zatym, jeżeli płaszczyzna e dotyka powierzchni klasy 2-ej, danej przez ró-
wnanie (28), wówczas 

(32; . . . . - - . 

gdzie F' i F" oznaczają wartości funkcyi F odpowiednio dla ui — ul i = 
a F'i, F'2, F'3,_F'4 są wartościami połów pochodnych cząstkowycłi funkcyi F, 
wziętych odpowiednio względem w,, dla Ui = Ui. 

Równanie (32) jest stopnia 2-go względem ii:X; a zatym przez uważaną 
prostą można przesunąć dwie płaszczyzny styczne do powierzchni (28), t. j. 
do powierzchni klasy 2-ej. 

87. Rozbierając równanie (32) podobnie, jakeśmy rozbierali równanie 
analogiczne linij krzywych klasy 2-ej (część I, rozdział VII), znajdziemy, że 
równanie 
(33) 

jest równaniem bieguna płaszczyzny e' względem powierzchni (28), lub równa-
niem punktu, w którym płaszczyzna e' dotyka powierzchni (28), jeżeli jest 
jednocześnie Ffu^, u 2j 

Oznaczając przez â ,, £̂25 spółrzędne tego bieguna lub tego punktu 
styczności, będziemy mieli 

a nadto, w drugim z tych dwu przypadków, cciu\ + cĉ u'̂  + oĉ u'̂  + 
Rugowanie u\, u\, % z tych równań doprowadza nas do 
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( 3 4 ) 

równania powierzchni (28) we spółrzędnych punktu. Stąd widzimy, że na-
wzajem, 

Powierzchnia Masy 2-eJ jest zarazem powierzchnią rzędu 2-go. 
Tvm twierdzeniem nie jest wszakże objęty przypadek, kiedy wyróżnik 

4 funkcyi F^Wj, u ,̂ u ,̂ u^ jest równy O (porównaj art. 
84). I podobnie, jak równanie (1), w przypadku, kiedy wyróżnik A = 0, 
przedstawia stożek stopnia 2-go, t. j. taką powierzchnią stopnia 2-go, iż pła-
szczyzny biegunowe wszystkich punktów przestrzeni względem tej powie-
rzchni przechodzą przez jeden punkt, — równanie (28), w przypadku, kiedy 
wyróżnik a = 0 , przedstawia taką Jpowierzchnią stopnia 2-go, iż bieguny 
wszelkich płaszczyzn w przestrzeni względem tej powierzchni leżą na jednej 
płaszczyźnie. Ta powierzchnia zowie się p o w i e r z c h n i ą g r a n i c o w ą 
s t o p n i a 2-go. Jakoż, zważmy naprzód, że równanie (33) wyraża także 
warnnek, aby biegun płaszczyzny (u\, '̂3, u^^ leżał na 'płaszczyźnie 
(Uy, W3, W4), tudzież, źe to równanie też można tak pisać: 

(33') 
Przyjmijmy teraz, źe wyróżnik a funkcyi u ,̂ u ,̂ W4) jest równy 0. 
Z własności wyznaczników wiadomo, że istnieją, przy tym założeniu, wartości 
na Uy, M3, od O różne, dla których jest jednocześnie 

( 3 5 ) 

A zatym, jeżeli a==0, wówczas równaniu (33') stanie się zadość, jakiekol-
wiek dalibyśmy wartości na u\, u\, u\, t. j. bieguny wszelkich płaszczyzn 
leżą na jednej płaszczyźnie, której spółrzędne są dane przez równania (35). 

. Z powyższego wynika, że i punkty styczności wszelkich płaszczyzn sty-
cznych do powierzchni granicowej stopnia 2-go, jako bieguny tychże pła-
szczyzn, leżą na jednej płaszczyźnie, czyli powierzchnia granicowa stopnia 2-go 
jest płaszczyzną. Podstawmy w równaniu (28), wrazie kiedy ono przedstawia 
powierzchnią granicową stopnia 2-go, % = 0; wtedy otrzymamy 
(36) 
równanie stożka stycznego do powierzchni granicowej, mającego wierzcho-
łek w początku spółrzędnych. Ten stożek stopnia 2-go jest styczny do 
powierzchni granicowej, która, jak wiemy, jest płaską; widocznie przeto po-
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wierzchnia granicowa jest ograniczona krzywą stopnia 2-go, według której 
właśnie ten stożek styczny przecina się z płaszczyzną powierzchni granicowej. 
A zatym, powierzchnia granicowa stopnia 2-go jest powierzchnią płaską, ograniczo-
ną przez krzywą, stopnia 2-go. 

To, że równanie (34) wrazie, gdy a = 0, przedstawia powierzchnią pła-
ską, wynika wprost z tego, że przy a = 0 wyznacznik strony lewej tego ró-
wnania, jest kwadratem zupełnym. Jakoż, oznaczmy przez o-a ilości dołączo-
ne do elementów A.i- wyróżnika a i w wyznaczniku (34) do elementów pierw-
szej jego kolumny, pomnożonych przez a,,, dodajmy elementy drugiej, trze-
ciej i czwartej jego kolumny, pomnożone odpowiednio przez 0̂12? ^ 
Wtedy, ponieważ 

a, 1 Aii + aiaAia + aigA -̂g + — O, 

przy i=l, 2, 3, 4, otrzymamy 

A I 2 J - ^ 1 3 } - ^ 1 4 , Xl 

A 2 2 J - ^ 2 3 > - ^ 2 4 

- ^ 3 2 > - ^ 3 3 5 - ^ 3 4 7 

A 4 2 ) - ^ 4 3 5 A 4 4 

0-2, .̂ 3, = - • 

albo, po uporządkowaniu strony prawej według elementów ostatniej kolumny, 

aii 
albo nakoniec, z uwagi, że, wskutek 

ot — O, jest otit̂ M 5 

f(Xi, X2, a?3, a^J = — (y^aii^i + Ka22^2 + KasaSCs + Ko^a^t)^-
ZASADA DWOISTOŚCI. 

88. Powierzchnia rzędu 2-go jest zarazem powierzchnią klasy 2-ej, 
i nawzajem, powierzchnia klasy 2-ej jest zarazem powierzchnią rzędu 2-go; 
dwojaka zatym interpretacyja wypadków z tego samego rachunku, uskute-
cznionego na równaniu jednorodnym stopnia 2-go względem czterech zmien-
nych, t. j. uważanie tych zmiennych bądź jako spółrzędne punktu, bądźteż 
jako spółrzędne płaszczyzny, prowadzi jednocześnie do dwu twierdzeń, odno-
szących się do powierzchni stopnia 2-go. Te dwa twierdzenia odpowiadają 
sobie w ten sposób, że każdy punkt w wysłowieniu jednego z nich jest w dru-
gim zastąpiony przez płaszczyznę, każda płaszczyzna (jako zbiór punktów na 
niej leżących) przez punkt (jako zbiór płaszczyzn przez ten punkt przechodzą-
cych), każda prosta uważana jako promień przez prostą uważaną jako oś, 
każda powierzchnia rzędu 2-go lub klasy 2-ej przez powierzchnią klasy 2-ej 
lub rzędu 2-go, a w szczególności stożek rzędu 2-go (względem którego pła-
szczyzny biegunowe wszelkich punktów przechodzą przez jeden punkt, wierz-
chołek stożka) przez powierzchnią granicową stopnia 2-go (względem któ-
rej bieguny wszelkich płaszczyzn leżą na jednej płaszczyźnie, płaszczyźnie po-
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wierzchni granicowej), i nakoniec krzywa przecięcia się dwu powierzchni sto-
pnia 2-go (jako miejsce punktów spólnych powierzchniom) przez powierz-
chnią rozwijalną styczną do dwu powierzchni stopnia 2-go (jako obwiednią 
płaszczyzn stycznych spólnych tym powierzchniom). Teoryja biegunów 
i płaszczyzn biegunowych daje nam także metodę takiego podwajania twier-
dzeń i zagadnień gieometrycznych, t. z. m e t o d ę b i e g u n o w y c h wza-
j e m n y c h . 

Niech S będzie jakąkolwiek daną powierzchnią; uważajmy tę powie-
rzchnią jako zbiór punktów na niej leżących. Płaszczyzny biegunowe od-
dzielnych punktów na S względem danej powierzchni stopnia 2-go K, którą 
nazwiemy k i e r o w n i c ą , są płaszczyznami stycznymi do innej powierzchni 
S. Te dwie powierzchnie S i S w ten sposób sobie wzajemnie odpowiadają, 
iż nietylko każdemu punktowi na S odpowiada pewna płaszczyzna styczna do 
S, ale i nawzajem, każdej płaszczyźnie stycznej do S odpowiada pewien punkt 
na S. Z tego powodu dwie powierzchnie S i S nazwiemy p o w i e r z c h n i a -
mi b i e g u n o w o w z a j e m n y m i . 

Jeżeli powierzchnia S jest rzędu n-go, wtedy powierzchnia S jest klasy 
w-ej; albowiem n punktom, w których jedna i ta sama prosta przecina powie-
rzchnią S, odpowiada n płaszczyzn stycznych do S, przechodzących przez 
jednę prostą, z tamtą sprzężoną względem kierownicy K (art. 73). W szcze-
gólności, jeżeli powierzchnia S jest rzędu 2-go, jej biegunowo wzajemna S 
jest klasy 2-ej, a więc i rzędu 2-go. Stąd też, z twierdzenia odnoszącego się 
do powierzchni rzędu 2-go można wyprowadzić inne twierdzenie, do tychże 
powierzchni się odnoszące, wypowiadając wprost twierdzenie odpowiednie dla 
powierzchni biegunowo wzajemnej. 

Ć W I C Z E N I A . 

(81). Okazać, że płaszczyzna biegunowa punktu (x', y\ J ) względem kuli 
{x — a)'̂  -f- (y — (z — = j6st prostopadłą, do prostej, łą,czącej ten punkt 
ze środkiem kuli. 

(82). Znaleść równanie prostej, biegunowo wzajemnej z prostą, 
X—a y—6 z — c ł 

i okazać, że prosta biegunowo wzajemna z prostą, przez środek powierzchni przecho-
dzącą, jest prostą w nieskończoności. 

(83), Znaleść spółrzgdne środka powierzchni 

+ + 3z2 + ^yz zx + xy — lx— Uy — 25z 1 0. 

(84). Okazać, że powierzchnia 

+, V + 92^ + I2yz + Qzx + ^xy + + + ^a^^z + 044= O 
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posiada środek w nieskończoności, lub prostą środków w nieskończoności, według 
tego, czy o j i ^ l , czyteż an = l . 

(85) Jeżeli y, z) są spółrzędnymi powierzchni 

okazać, że 

i, że wrazie, gdy a + & + c=rO i A 4 - B + C = 0, powierzchnia mieć będzie pro-

stą środków 

(86). Równanie , ^ , „ , ^ „„ ^ , 
jest odniesione do układu prostokątnego; znaleść dostawy kierunkowe osi głównych 
powierzchni przedstawionej przez to równanie. 

(87). Okazać, że dwie powierzchnie, których równania we spółrzędnych pro-
stokątnych są: 

mq,ją osi główne jednakowego kierunku. 
(88). Okazać, że dwie powierzchnie 

— mówiąc wogólności — tylko jeden układ średnic sprzężonych jednakowego 
kierunku; lecz jeżeli 

to ma miejsce nieskończenie wiele takich układów, przyczym kierunek jednej średni-
cy będzie jednaki we wszystkich. 

(89). Okazać, że styczne, wyprowadzone z początku do powierzchni 
n - , leżą na stożku 

rozważając przypadek, kiedy to miejsce sprowadza się do dwu płaszczyzn, znaleść 
warunek, aby powierzchnia / była sama stożkiem. 

(90). Równanie powierzchni 

biegunowo wzajemnej względem kuli (x — ay(y—p)^ + fz — y)^ = p2, jest 

gdzie A44 jest wyróżnikiem strony lewej równania powierzchni, a anc są ilościami do-
łączonymi do elementów w wyznaczniku A44. 
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ROZDZIAŁ VIII. 

KLASYFIKACYJA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO. 

UPROSZCZENIE RÓWNANIA OGÓLNEGO. 

89. Własności powierzcłini stopnia 2-go, wyłożone w artykule poprze-
dzającym, zużytkujemy obecnie w celu wykrycia wszelkich powierzchni, któ-
rych równania we spółrzędnych punktu są równaniami stopnia 2-go. 

Niech 

będzie danym równaniem ogólnym powierzchni stopnia 2-go, odniesionym do 
jakiegokolwiek układu spółrzędnych równoległych. 

Przyjąwszy, źe pierwotne osi spółrzędnych tworzą z sobą kąty X, v, 
t. j. że YOZ=:X, ZOX=::[i, XOY = v, odnieśmy równanie (1) do nowych 
osi 0X' , OY', OZ', których stosunki kierunkowe są odpowiednio (li, w,, Wj), 
(l ,̂ łWj, ^2), (Iz, Wg, W3). Aby otrzymać równanie powierzchni względem tych 
nowych osi, można równanie (1) przekształcić linij owo zapomocą wzorów 

(2) 

Jeżeli założymy, źe nowe osi spółrzędnych są równoległe do trzech kierun-
ków sprzężonych powierzchni (art. 81), to natenczas wypadek podstawienia 
wartości (2) na x,y,z^ (1) będzie następujący: 

(3) 

albowiem spółczynniki wyrazów, w które wchodzą iloczyny y^z\ z'x', x'y\ będą 
[wskutek wzorów (23) w art. (81)] równe 0. A zatym: 

Jeżeli róimanie powierzchni stopnia 2-go odniesiemy do trzech osi, Móre są 
róivnoległe do trzech MerunMw sprzężonych tej po%vierzchni, to tv otrzymane równa-
nie nie wejdą wyrazy, zawierające iloczyny spółrzędnych. 
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Przyjmijmy w szczególnym przypadku, źe nowe osi są równoległe do 
trzech osi głównych, t. j. do trzech kierunków sprzężonych i do siebie wzaje-
mnie prostopadłych. Równanie powierzchni będzie wtedy kształtu (3), na 
wyznaczenie zaś stosunków kierunkowych nowych osi mieć będziemy równa" 
nia następujące (art. 82): 

(4) 

gdzie s jest pierwiastkiem równania stopnia 3-go, 

(5) 

przyczym 
(6) 
Wzory (4), (5), (6) upraszczają się wrazie, kiedy pierwotny układ spółrzę-

TC 
dnych jest prostokątny, t. j. X = = Takich wzorów uproszczonych 
będziemy używali w ćwiczeniach. 

Mnożąc równania (4) odpowiednio przez l, m, n, a następnie je dodając, 
otrzymujemy, uwzględniając jeszcze związek (6), 

Stąd czytamy, że spółczynniki przy a;'̂ , y'"^, z'^ w równaniu (3) są pierwiastkami 
róicnania (5). Oznaczywszy zatym te pierwiastki przez Si, ŝ  i Sg, tudzież, dla 
skrócenia, położywszy: 

(7) 
będziemy mogli równanie (3) tak pisać 

(8) 
90. Przekształćmy teraz równanie (8) przez przeniesienie początku 

spółrzędnych do innego punktu, przy zachowaniu jednak tego samego kie-
runku osi. Oznaczając przez (a, y) spółrzędne początku nowych spółrzę-
dnych, potrzeba w równaniu (8) podstawić 

(9) 
Wskutek tego otrzymamy 
(10) 
(11] 

jako równanie powierzchni stopnia 2-go, odniesione do trzech osi prostokąt-
nych, równoległych do osi głównych powierzchni i przecinających się w pun-
kcie, którego spółrzędne względem osi X', Y', Z' są (a, p, 7), a przeto wzglę-
dem osi pierwotnych 
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Można skorzystać z nieoznaczoności spółrzędnych (a, p, y), aby równa-
nie (10) sprowadzić do postaci jaknajprostszej. W tym celu należy rozró-
żnić trzy przypadki: (I), kiedy pierwiastki równania!(5), t. j. A(sj = 0, są 
wszystkie trzy od O różne; (II), kiedy jeden pierwiastek tego równania jest 
O, i (III), kiedy dwa pierwiastki równania = 0 są równe 0. Przypadek, 
kiedy wszystkie trzy pierwiastki równania Afsj=:0 są = 0 , jest niemoźebny, 
gdyż wtedy równanie (10) byłoby równaniem stopnia 1-go. 

I. W pierwszym przypadku, możemy wziąć 

(12) 

Wskutek tego równanie (10) przejdzie na 
(13) 
gdzie, według (11) i (12), 
( 1 4 ) 

Z samego kształtu równania (13) widoczna, że powierzchnia stopnia 2-go 
przedstawiona przez to równanie posiada środek i źe tym środkiem jest po-
czątek spółrzędnych. To samo wynika wprost z równania (5). Jakoż, skoro 
to równanie nie posiada pierwiastka = O, to wyznacznik 

(15) 

będący w owym równaniu wyrazem od s niezależnym, nie może być = 0 , 
a więc (art. 78) powierzchnia (1) posiada jeden, ale tylko jeden środek w od-
ległości skończonej. 

Oznaczmy przez a ,̂ b̂ , ĉ  wartości bezwzględne stosunków 

Natenczas, zależnie od tego, jakimi są znaki liczb Sj, $2, s^, Tc, równanie (13) 
przywiedzie się, dla do jednego z czterech kształtów: 

(Ii) 

(I2) 

(I3) 

iU) 

AVrazie zaś, jeżeli mieć będziemy, oznaczając przez or̂  wartości 

bezwzględne liczb jeszcze dwa następujące kształty: 
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(15) 

(lo) 

Powierzchnie (I,) — (Ig) należą wszystkie do rodzaju pierwszego (art. 
78) i dd'działu pierwszego, t. j. do tych, które posiadają tylko jeden środek 
w odległości skończonej. Powierzchnią (I,) nazywamy e l i p s o j d ą rze-
c z y w i s t ą ; powierzchnią (I2) e l i p s o j d ą u r o j o n ą (gdyż, według równa-
nia tej powierzchni, suma liczb dodatnych równa się liczbie ujemnej); po-
wierzchnia (I3) h i p e r b o l o j d ą j e d n o p o w ł o k o w ą ; powierzchnią (I4) 
h i p e r b o l oj dą d w u p o w ł o k o w ą . Równanie zaś (I5) (będąc jednoro-
dnym stopnia 2-go) przedstawia s t o ż e k r z e c z y w i s t y rzędu 2-go. 
Równaniu nakoniec (Ig) może uczynić zadość jedynie punkt x = y = z = 0\ 
wszakże powiadamy, że ono przedstawia s t o ż e k u r o j o n y . 

II. Załóżmy, że Si=:0. W tym przypadku, skoro A44 = 0, powierz-
chnia albo posiada jeden środek w nieskończoności, albo prostą środków. 

Ponieważ z założenia, 53 i ŝ  są różne od O, zatym można wziąć 

(16) 

Wskutek tego, równanie (10) przywiedzie się do 
(17) 
gdzie teraz 
(18) _ _ 
Jeżeli więc \ ^ 0 , wówczas dla wyznaczenia a można przyjąć A = 0, skąd 

(19) 

a równanie sprowadzi się do 
(20) 
Jeżeli zaś wówczas jakiekolwiek byłoby a, mieć będziemy 
(21) 
gdzie 
(22) 

Oznaczmy w pierwszym przypadku przez p i q wartości bezwzględne 
stosunków i Natenczas, zależnie od tego, jakimi są znaki liczb 

,, równanie (20) sprowadzi się do jednego z dwu kształtów; 

(n.) 
(1I2) 
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Równanie zaś (21), jeżeli przez b̂  i ĉ  oznaczymy wartości bezwzględne sto-
h h 1 1 ,, sunków i 5 lub też i (według tego, czy czyteź 

, sprowadzi się do jednego z sześciu następujących kształtów: 

1, 

Powierzchnie (II,) i (II2) należą do działu drugiego w rodzaju pierw-
szym, t. j. do tych, które posiadają jeden środek ale w nieskończoności; 
pierwszą z nich nazywamy p a r a b o l o j d ą e l i p t y c z n ą , a drugą p a r a -
b o l o j d ą h i p e r b o l i c z n ą . Powierzchnie zaś (II3) — (lig) należą do ro-
dzaju drugiego działu pierwszego, t. j. do tych, które mają prostą środków 
w odległości skończonej. Widocznie oś ^-ów jest tą prostą środków. Po-
wierzchnie (Ha) i (II4) są wa lcami , których ślady na płaszczyźnie yz są 
e l i p s a m i (odpowiednio: rzeczyw^istą lub urojoną). Podobnież powierzchnie 
(II5) i (IIo) są wa lcami , których ślady na płaszczyźnie yz dwiema hi-
p e r b o l a m i s p r z ę ż o n y m i . Nakoniec równania (II7) i (lig) przedsta-
wiają p a r y p ł a s z c z y z n (odpowiednio: rzeczywistych lub urojonych), 
przecinających się według osi a;-ów. 

III. Załóżmy, źe W tym przypadku można 
wziąć 

(23) 

wskutek czego równanie (10)'przejdzie na 

(24) 
a równanie (11) na 
(25) 

Ponieważ kierunki główne, odpowiadające jnerwiastkom Si=-i52 —O są nie-
oznaczone, dla pierwiastka bowiem podwójnego równania równa-
nia (4) nie są od siebie różne (art. 83), więc dla wyznaczenia kierunku 

odpowiadającego pierwiastkowi S2 = 0, można do równań (4) do-
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łączyć np. równanie = 4̂2 + ^24^2 + a34»«2 = 0; a wtedy kierunek (li, nî , »,) 
będzie prostopadły do obu kierunków (l ,̂ i (l̂ , m ,̂ n^). Przyjąwszy, 
źe ^aii^i + ff24'Wi + flaiW, jest od O różne, będzie można wówczas jeszcze 
przyjąć, źe 

(26) 

wskutek czego mieć będziemy, zamiast (24), 
(27) 
A jeżeli także }ii = 0, natenczas będzie 
(28) 

Gdy przez p oznaczymy wartość bezwzględną stosunku ——? to ró-
wnanie (27) przywiedzie się do jednego z dwu kształtów: ^̂  
(III,) 
( I N ^ ) 

Gdy zaś przez ĉ  oznaczymy wartość bezwzględną stosunku to równa-
nie (28) przywiedzie się do ^̂  

(UI3) 
(1114) 
Wrazie nakoniec, gdy = mamy jeszcze 
(1115) 

Równania (III,) i ( I I I 2 ) przedstawiają wa lce , których śladami na 
płaszczyźnie sx są p a r a b o l e . Te dwie powierzchnie należą do działu dru-
giego w rodzaju drugim, t. j. do tych, które posiadają prostą środków w nie-
skończoności. Równania ( I I I 3 ) i (III^) przedstawiają p a r y p ł a s z c z y z n 
r ó w n o l e g ł y c h : pierwsze rzeczywistych, a drugie urojonych. Nakoniec 
równanie ( I I I 5 ) przedstawia jednę p ł a s z c z y z n ę p o d w ó j n ą . 

91. Rozumiejąc przez s,, â pierwiastki równania (5), t. j. Afs; = 0, 
przez (li, mi, »i), (l^, m^, n^), (I3, m^, %) kierunki tym pierwiastkom odpowia-
dające, które można wyznaczyć zapomocą równań (4), zaś /«,, h ,̂ h , a, (3, y, Jc 
według określających je równań (7), (12) i (11), będzie można wypadki po-
przedzających badań tak z sobą zestawić: 
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Si S2 l powierzchnie stopnia 2-go 
elipsojda 

db =F hiperbolojda jednopowłokowa 
db d= hiperbolojda dwupowłokowa 

0 stożek 
0 dh parabolojda eliptyczna 
0 dr parabolojda hiperboliczna 
0 zb 0 =F walec eliptyczny 
0 + — 0 walec hiperboliczny 
0 + + 0 0 oś a;-ów 
0 0 0 dwie płaszczyzny przecinające się 
0 0 ± db walec paraboliczny 
0 0 0 dwie płaszczyzny równoległe 
0 0 db 0 0 płaszczyzna xy. 

Oprócz tych trzynastu powierzchni, równanie stopnia 2-go nie przedstawia 
żadnej innej powierzchni, któraby istniała gieometrycznie. Przystąpimy teraz 
do bliższego zbadania kształtów tych powierzchni. Ograniczymy się jednak 
do rozważania tylko pięciu z nich, a mianowicie: elipsojdy, hiperbolojdy jedno-
i dwupowłokowej, parabolojdy eliptycznej i parabolojdy hiperbolicznej; 
pozostałe bowiem są, nam już znane. Pierwsze trzy stanowią pierwszy dział, 
a dwie ostatnie drugi dział rodzaju pierwszego powierzchni stopnia 2-go, t. j. 
trzy pierwsze posiadają środek jeden w odległości skończonej, a dwie ostatnie 
posiadają także jeden środek, ale w nieskończoności. Pierwsze trzy zowią 
się pospolicie p o w i e r z c h n i a m i s t o p n i a 2-go ze ś r o d k i e m , a dwie 
ostatnie p o w i e r z c h n i a m i s t o p n i a 2 -go bez ś r o d k a . 

POWIERZCHNIE STOPNIA 2-GO ZE ŚRODKIEM. 

9 2 . ELIPSOJDA. Powierzchnią stopnia 2-go, której równanie daje się 
sprowadzić do postaci 

(1) 

nazwaliśmy elipsojdą. 

2,2 _ 

Z kształtu równania (1) widzimy, że x 
może się zmieniać tylko od — a do + a, y 
od —h do +&, a ź! od —c do + c. Jeżeli 
więc weźmiemy na osi a;-ów po obu stronach 
początku długości 0 A = : A ' 0 = a, na osi 
2/-ÓW długości 0 B = B'0 = &, na osi ;̂-ów 
długości OC = CO = c, i przez punkty A i A', 
B i B', C i C poprowadzimy płaszczyzny 
odpowiednio równoległe do płaszczyzn YZ, 
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ZX i XY, natenczas elipsojda (1) będzie całkowicie zawarta wewnątrz tak 
utworzonego równoległościanu. Początek jest środkiem elipsojdy; albowiem, 
jeżeli w równaniu (1) wstawimy 
(2) jc = rcosa, 2/ = ycosp, z = rcos'{j 
to otrzymamy równanie 
. 1 cos^a cos^p coŝ îf 

które da na r dwie wartości liczebie równe, ale z przeciwnymi znakami. Każda 
więc cięciwa, przechodząca przez początek, jest w tym punkcie podzielona na 
dwie części równe. 

Każda z płaszczyzn spółrzędnych przechodzi przez dwa kierunki główne 
elipsojdy; albowiem każda z nich jest miejscem środków cięciw równoległych 
do osi, która jest do niej prostopadłą. Jakoż, cięciwy równoległe np. do osi 

t. j. cięciwy, przedstawione przez równania 
xz=za, 2/ = P, 

przecinają elipsojdę (1) w dwu punktach, dla których mamy 

-4- 1 / 1 

Płaszczyzny spółrzędnych przecinają elipsojdę według trzech elips 
BCB'C', CAC'A', ABA'B', które nazywają się p r z e k r o j a m i g łówny-
mi elipsojdy. Jeżeli przetniemy elipsojdę (1) płaszczyzną równoległą do 
płaszczyzny YZ, to otrzymamy w przekroju elipsę, przedstawioną przez ró-
wnanie 

62 + c2 a2 ' 
której środek leży na osi x-6w, a osi są równoległe do osi 2/-ów i ;̂-ów i mają 
długości równe odpowiednio 

26 

Wmiarę, jak płaszczyzna przekroju oddala się od płaszczyzny YZ, elipsy 
przekroju coraz więcej maleją, pozostają wszakże homotetycznymi względem 
elipsy przekroju głównego BCB'C'. Taksamo rzecz się ma z przekrojami 
równoległemi do dwu płaszczyzn ZX i XY. A zatym przekroje elipsojdy 
(1), równoległe do którejkolwiek z trzech płaszczyzn spółrzędnych (głównych), 
są elipsami homotetycznymi z elipsą przekroju głównego. Stąd zaś wypada, 
źe osi spółrzędnych, czyli kierunki główne, są osiami symetryi elipsojdy. Od-
cinki A'A 2a, B'B = 26, CC = 2c nazywamy d ł u g o ś c i a m i osi elipsoj-
dy i jeżeli założymy a' :>l)^c, to 2a jest jej osią większą, 26 osią średnią, 
2c osią mniejszą. Punkty końcowe A i A', B i B', C i C na osiach zowie-
my w i e r z c h o ł k a m i elipsojdy. 
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Podstawiając w (3) raz ( 
mieć będziemy 

(5) 

Ponieważ z założenia a>&>>c, przeto widoczna z tego równania, że 

Elipsojdą jest więc powierzchnią zamkniętą, a odległości jej punktów od 

środka są conajwięcej równe = Y = a conajmniej równe 

O innych przekrojach będzie mowa w rozdziale na-

stępującym. 
W szczególnym przypadku, jeżeli 1 = 6, równanie (1) sprowadza się do 

(4) 

i przedstawia e l i p s oj dę o b r o t o w ą , t. j. elipsojdę, którą utworzymy 
przez obrót elipsy 

około osi większej (na osi £c-ów). Istotnie przekroje elipsojdy (4), prostopa-
dłe do osi a;-ów, są kołami. Elipsojdę (4) nazywamy e l i p s o j d ą wy-
d ł u ż o n ą . 

Jeżeli zaś a = h, to równanie (1) sprowadza się do 

(5) 

i przedstawia e l i p s o j d ę o b r o t o w ą s p ł a s z c z o n ą , t. j. elipsojdę utwo-
rzoną przez obrót elipsy 

około osi mniejszej (na osi Ź;-ÓW). 

Nakoniec, wrazie, gdy a=:b — c, równanie elipsojdy (1) przywodzi się do 

(6) 
i przedstawia ku lę , nakreśloną promieniem a z początku spółrzędnych. 

93. HIPEEBOLOJDA JEDNOPOWEOKOWA. Powierzchnią, której równanie 
daje się przywieść do postaci 

(7) 
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nazwaliśmy hiperbolojdą o jednej powłoce. Płaszczyzna XY przecina tę 
hiperbolojdę według elipsy ABA'B'; płaszczyzny zaś ZX i YZ przecinają 
ją według hiperbol: pierwsza według hiper-
boli, której osią rzeczywistą jest A'A, a oś 
urojona leży na osi OZ, a druga według 
hiperboli, której osią rzeczywistą jestB'B, 
a oś urojona leży na osi OZ. Przekroje ró-
wnoległe do płaszczyzny XY są elipsami 
homotetycznymi, 

^ 4. , f ! 

-r — 1 i - ' 

mającymi środki na OZ, a ich osi 

Fig. 81. coraz więcej rosną, wmiarę tego, jak ich 
płaszczyzny, czy to z jednej, czyteź z drugiej 
strony, coraz więcej oddalają się od płaszczyzny XY; elipsa najmniejsza 
ABAB', wyznaczona przez płaszczyznę XY, zowie się e l i p s ą s z y j n ą . 

Hiperbolojda (1) składa się więc z jednej powłoki ciągłej, która ros-
ciąga się do nieskończoności, rozszerzając się coraz więcej po obu stronach 
elipsy szyjnej. 

Płaszczyzny równoległe do płaszczyzn XZ przecinają hiperbolojdę je-
dnopowłokową (7) według hiperból homotetycznych, mających środki na osi 
2̂ -ów; podobnie przekroje równoległe do płaszczyzny YZ są hiperbolami ho-
motetycznymi, lecz mającymi swe środki na osi a;-ów. Stąd wypada, że 
z trzech kierunków głównych, każdy z kierunków 0 X i OY przecina hiper-
bolojdę jednopowłokową w dwu punktach A, A' i B, B', gdy tymczasem trzeci 
kierunek główny OZ leży wewnątrz powierzchni. A A ' = 2 a, BB'=2&, są 
długościami obu osi rzeczywistych; te osi są osiami elipsy szyjnej, a 2 c jest 
długością osi urojonej. 

Jeżeli to równanie (1) zamieni się na 
+ ?/2 ^ — (8) 

i przedstawia h i p e r b o l o j d ę j e d n o p o w ł o k o w ą o b r o t o w ą , t. j. mo-
gącą się utworzyć przez obrót hiperboli 

1 A 

około osi urojonej OZ. 
9 4 . H I P E E B O L O J D A DWUPOWEOKOWA. Równanie kształtu 

(9) + c2 — 
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przedstawia, jak powiedzieliśmy, hiperbolojdę dwupowłokową. Płaszczyzny 
YZ i ZY przecinają tę powierzchnią według hiperbol, których oś rzeczywi-

sta CC' = 2c ma kierunek osi OZ. Pła-
szczyzna XY nie przecina tej powierzchni, 
atoli przekroje równoległe do tej płaszczy* 
zny są elipsami 

+ — 

homotetycznymi, mającymi środki na osi 
OZ, a których osi 

2a / 

są rzeczywiste dopiero przy Jeżeli 
więc przez C i C poprowadzimy płaszczy-
zny równoległe do XY, natenczas między 

ĵ iĝ  82, tymi płaszczyznami nie będzie się znajdował 
żaden punkt powierzchni. 

Jeżeli płaszczyzna przekroju oddala się od punktu C w kierunku do-
datnych z-6w, lub od punktu C w kierunku ujemnych ;̂-ów, to elipsa prze-
kroju, pierwotnie zredukowana do jednego punktu, powiększa się nieograni-
czenie. Hiperbolojda (9) składa się więc z dwu powłók, rosciągających się 
do nieskończoności i od siebie oddzielonych. Z trzech osi powierzchni jedna 
CC' = 2c jest rzeczywistą, a dwie inne 2a, 2b są urojonymi. 

Jeżeli dwie osi urojone, 2a i 2b, są sobie równe, to równanie (9) spro-
wadza się do 

(10) + 

i przedstawia h i p e r b o l o j d ę d w u p o w ł o k o w ą ' o b r o t o w ą , którą 
można utworzyć przez obrót hiperboli 

około osi rzeczywistej OZ. 
95. 8TOŻEK ASYMPTOTYCZNY. Dwie hiperbolojdy, z których jedna jest 

jednopowłokową, a druga dwupowłokową, nazywamy s p r z ę ż o n y m i , jeżeli 
obie mają ten sam środek i teżsame osi, co do wielkości i kierunku, a osi 
i-zeczywiste jednej są urojonymi drugiej. Kównania 

(11) 
X 

7,2 ' > a" • • 

przedstawiają zatym dwie hiperbolojdy sprzężone. 
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Obie hiperbolojdy mają spólny stożek asymptotyczny; albowiem równa-
nie tego stożka tak dla jednej, jak i dla drugiej powierzchni jest (art. 78) 

(12) 

Hiperbolojda dwupowłokowa jest wtedy cała 
wewnątrz stożka asymptotycznego, który 
znowu jest wewnątrz hiperbolojdy jednopo-
włokowej. Te trzy powierzchnie przecinają 
się w odległości nieskończonej ̂  

9 6 . Z W I Ą Z K I MIĘDZY DŁUGOŚCIAMI OSI 

I DŁUGOŚCIAMI ŚREDNIC SPEZĘŻONTCH. Trzy 
powierzchnie stopnia 2-go ze środkiem, od-
niesione do swych osi, jako osi spółrzędnych, 
można przedstawić przez jedno równanie 

(13) 

Fig. 83, 

W elipsojdzie wszystkie trzy osi 2a, 2b, 2c 
są rzeczywiste; w hiperbolojdzie jednopo-
włokowej oś 2c jest urojona, a więc za c na-
leży wtedy w tym równaniu przyjąć —1; w hiperbolojdzie dwupowłoko-
wej osi 2a i 26 są urojone, a więc za a i & należy wtedy przyjąć aj /^—1 

Jeżeli zamiast osi tych powierzchni weźmiemy którykolwiek z układów 
średnic sprzężonych za osi spółrzędnych, to równanie każdej z tych trzech 
powierzchni będzie takie samo, jak wtedy, kiedy osiami spółrzędnych są kie-
runki główne tych powierzchni. Albowiem, ponieważ środek jest początkiem 
spółrzędnych, niema wyrazów zawierających potęgi pierwsze spółrzędnych, 
a wskutek przyjęcia kierunków trzech średnic sprzężonych za kierunki osi 
spółrzędnych, znikną wyrazy zawierające iloczyny yz, zx\xy. Równania 
zatym tych trzech powierzchni, odniesione do trzech średnic sprzężonych, bę-
dą kształtu: 

(14) A2 + + C2 ~ ' 

gdzie A, B, C są liczbami rzeczywistymi lub urojonymi. 
Ażeby znaleść te liczby sposobem najkrótszym, należy tak postąpić. Je-

żeli Zj, łw,, Wi; I2, m ,̂ n ]̂ są dostawami kierunkowymi osi X, Y, Z 
równania (14) względem osi X, Y, Z równania (13), natenczas, chcąc otrzymać 
równanie (14), należy lewą stronę równania (13) przekształcić linijowo, kładąc 

( 1 5 ) 

x = l{X. -ł-Z^Y +?3Z, 
2/ = w, X + m^Y + łWgZ, 

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. 20 http://rcin.org.pl
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To przekształcenie linijowe powinno, jak wiemy, zamienić wyrażenie kwadra-
Y^ Z^ 

towe ^ + p + ^ na wyrażenie kwadratowe gz + ^ jedno-
cześnie wyrażenie kwadratowe Ą- powinno przejść na X2+Y2+Z2+ 
+ 2YZcosX + 2ZXcos[i +2XYcosv, gdzie X, {j., v oznaczają kąty między 
nowymi osiami Y i Z, Z i X, X i Y, przeto jednocześnie wyrażenie kwa-
dratowe 

powinno przejść na 

Jeżeli pierwsze wyrażenie kwadratowe przy pewnej wartości na x jest sumą 
dwu kwadratów, to i drugie wyrażenie jest także sumą dwu kwadratów. "Stąd 
wypada, źe wyróżniki obu wyrażeń stają się równymi O przy tej samej warto-
ści na t. j. że pierwiastki obu równań 

są jednakie. Uporządkowawszy te równania i przyrównawszy do siebie spół-
czynniki przy tych samych potęgach liczby niewiadomej % obu równań, otrzy-
mamy trzy związki: 

(16) 

a z nich, przy danych a,h,ci kierunkach średnic sprzężonych, wyznaczymy 
A, B i C. 

Ponieważ liczba kwadratów dodatnych, ujemnych i równych zeru, na 
których sumę roskłada się wyrażenie kwadratowe, nie zmienia się wskutek 
przekształcenia linijowego (część I, rozdział V), przeto w lewej stronie równania 
(14) będzie tyle kwadratów dodatnych i ujemnych, ile w lewej stronie równa-
nia (13). Możemy więc przyjąć, że dla hiperbolojdy jednopowłokowej C jest 
również urojone, a dla hiperbolojdy dwupowłokowej urojonymi są A i B. 
2A, 2B, 2C są długościami trzech średnic sprzężonych; wszystkie więc trzy 
są rzeczywistymi w elipsojdzie, jedna z nich 2C jest urojoną w hiperbolojdzie 

http://rcin.org.pl



KLAStF1KA,CYJA POWIERZCHNI STOPNIA DBUGeIGO. — 9 1 . 4 0 3 

jednopowłokowej, a dwie z nich 2A i 2B są urojonymi w hiperbolojdzie dwu-
po włokowej. 

Wiedząc to, możemy równania (16), odnosząc je do którejkolwiek 
z trzech powierzchni stopnia 2-go ze środkiem, tak ogólnie przeczytać: 

a. Suma algiehraicma kwadratów długości htórycMolwieJc trzech średnic 
sprężonych jest stała. 

b. Suma algielraiczna kwadratów pól trzech równoległóboTców, utworzonych 
przez każdoji parę średnic któregokolwiek układu trzech średnic sprzężonych, jest 
stała. 

c. Objętość równoległościanu, którego krawędziami są trzy którekolwiek śre-
dnice sprzężone, jest stała. 

POWIERZCHNIE STOPNIA 2-GO BEZ ŚKODKA. 

9 7 . PAEABOLOJDA ELIPTYCZNA. Powierzchnią, przedstawioną przez ró-
wnanie 

(1) p q 

nazwaliśmy parabolojdą eliptyczną. Ta powierzchnia przechodzi przez po-
czątek spółrzędnych; przekroje główne na XY i ZX są parabolami P i Q, 
których oś spólna ma kierunek 0X. 

Przetnijmy powierz-
chnią (1) płaszczyzną do 0 X 
prostopadłą. Dla 
przekrój redukuje się do 
punktu O, dając zaś na x 
wartości dodatne i coraz 
większe, otrzymamy elipsy 
homotetyczne, których środ-
ki leżą na 0 X i które nie-
ograniczenie wzrastają. Pa-
rabolojda eliptyczna (1) jest 
więc jedną powłoką nie-
skończoną, położoną całko-
wicie z prawej strony pła-
szczyzny YZ. Oś 0 X jest 
osią symetryi tej powierzchni, a punkt O jej wierzchołkiem. 

Przekroje równoległe do płaszczyzny XY są parabolami równymi pa-
raboli P i mającymi swe wierzchołki na paraboli Q. Taksamo przekroje 
równoległe do płaszczyzny ZX są parabolami równymi paraboli Q, mającymi 
swe wierzchołki na paraboli P. O innych przekrojach płaskich będzie mowa 
w rozdziale następującym. 

Jeżeli i? parabolojda będzie o b r o t o w ą . 

F i g . 8 4 . 
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9 8 . PAKABOLOJDA HIPEEBOLICZNA. Powierzchnią, przedstawioną przez 
równanie 

(2) 
— - = p g. 

nazwaliśmy parabolojdą hiperboliczną. Przekroje główne na XY i ZX są 
dwiema parabolami P i Q, których osi mają kierunki przeciwne na osi ic-ów. 

Płaszczyzna YZ przecina powierz-
chnią według dwu prostych OA 
i OB, tworzących z osią OZ kąty, 

których styczna jest równa j / — • 

Fig. 85. 

Przekroje równoległe do płaszczy-
zny YZ są hiperbolami takimi, 
iź wrazie, gdy ten przekrój leży 
po prawej stronie płaszczyzny YZ, 
oś rzeczywista hiperboli jest ró-
wnoległa do osi 2/-ÓW, a wrazie, 
gdy Ów przekrój leży po lewej 
stronie płaszczyzny YZ, oś rze-
czywista hiperboli jest równoległa 
do osi 0-ów. Rzuty tych wszyst-
kich hiperbol na płaszczymy YZ 

mają stosunek osi stały, mianowicie = p ą] dla 
wszystkich przeto tych hiperból przekrój główny na YZ przedstawia ich 
asymptoty. Parabolojda hiperboliczną jest więc powierzchnią, która się 
składa z jednej powłoki, rosciągającej się do nieskończoności po obu stronach 
płaszczyzny YZ. Oś 0 X jest osią symetryi tej powierzchni; punkt O jest 
jej wierzchołkiem. 

Przekroje równoległe do płaszczyzny XY są parabolami równymi para-
boli P, mającymi swe wierzchołki na paraboli Q; przekroje zaś równoległe do 
płaszczyzny ZX są parabolami równymi paraboli Q, mającymi swe wierz-
chołki na paraboli P. Osi pierwszych i drugich paraból są równoległe do 
osi a;-ów, lecz zwrócone w strony przeciwne. O innych przekrojach będzie 
mowa później. 

Równanie 

(3) p a 

przedstawia stożek asymptotyczny parabolojdy (2). Stożek ten roskłada się 
na dwie płaszczyzny 

(4) K F y i 
= 0 i 
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które przechodzą przez oś aj-ów i przez te dwie proste OA i OB. Te dwie 
płaszczyzny są płaszczyznami asymptotycznymi parabolojdy hiperbolicznej 
(2); są one miejscem asymptot przekrojów równoległych do płaszczyzny YZ. 

9 9 . RÓWNANIA OBU PAEABOLOJD, ODNIESIGIJE DO JAKICHKOLWIEK TEZECH 

KIERUNKÓW SPEZĘŻONYCH. Równania obu tych parabolojd można przedstawić 
przez jedno równanie 

( 5 ) ^ + 

pamiętając, źe jeżeli parabolojda jest hiperboliczną, to parameter q jest 
ujemny 

Jeżeli przez l, m, n oznaczymy dostawy kierunkowe jakiejkolwiek pro-
stej, natenczas równanie płaszczyzny średnicowej powierzchni (5), z tą pro-
stą sprzężonej, będzie następujące [art, 77, (21')]: 

y z (6) ^m Ą-r^nz^l czyli mqy -\-,nps = lpq. 

Stąd widzimy, że wssystUe płaszczyzny średnicowe obu parabolojd mają tenże hie-. 
runęli, mianowicie hieruneli ich osi (t. j . osi 0 X ) , Z tego wypada, że dwa kie-
runki (l^, Wa, i (Is, łWg, Wg) wraz z kierunkiem osi a;-ów, czyli z kierunkiem 
(li = l, przedstawiają trzy kierunki sprzężone powierzchni (3), 
jeżeli [art. 81, (23)] 

^ p a ' 

"Weźmy te trzy kierunki sprzężone za nowe kierunki osi x, y, z. Aby 
równanie (5) odnieść do tych nowych osi, dość przekształcić je linijowo, pod-
stawiając 

(8) \ y = 

3 = n^y' + n^z'. 

Wskutek tego przekształcenia, przy uwzględnieniu związku (7), jest 

A jeżeli następnie przeniesiemy początek do punktu (a, p, Y) i wyznaczymy 
spółrzędne tego punktu z warunków, aby spółczynniki przy y i z i wyraz nie-
zależny były równe O, to otrzymamy ostatecznie równanie 

(9) 7 + 

gdzie 

+ Q — i T + y 
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Równanie więc parabolojd, odniesione do jakichkolwiek trzech kierunków 
sprzężonych, gdy początek spółrzędnych leży na ich powierzchni, jest takie 
samo, jak równanie odniesione do kierunków głównych. Między parametrami 
P i Q w równaniu (9), a parametrami ;p i ą yj równaniu (3) mają miejsce 
związki (10). Nadto, ponieważ lewa strona równania (9) jest wypadkiem 
przekształcenia linijowego (8) lewej strony równania (5), przeto parametry 
P i Q mają znaki jednakie, lub różne, według tego, czy parametry p i a są 
tegoż samego znaku, czyteż znaków różnych. 

Ć W I C Z E N I A . 

(91). Określić bliżej powierzchnie, przedstawione przez następujące równania 
(spółrzędne prostokątne): 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. , 

(92). Okazać, że równanie we spółrzędnych prostokątnych 

będzie przedstawiało parabolojdę eliptyczną, walec paraboliczny, lub parabolojdę hi-
perboliczną, według tego, czy czyteż < [1 . 

(93). Jakie powierzchnie przedstawia poprzednie równanie, a), jeżeli 
jeżeli 

(94). Zbadać, jakimi są powierzchnie a 
przy rozmaitych wartościach na [Ji. 

(95). Zbadać podobnie powierzchnią 

i okazać, źe płaszczyzny spółrzędnych są do niej styczne. 
(96). Okazać, że jeżeli w równaniu ogólnym powierzchni stopnia 2-go jest 

to wtedv równanie będzie przedstawiało parabolojdę obrotową wrazie, gdy 
Przy uwzględnieniu znaku wyższego, równaniami osi będą 

(97). Okazać, że równanie afy — zj^ + Jfz — -j-cfz — przedsta-
wia walec, który jest hiperbolicznym, jeżeli bc ca-\- a6<C0. Wrazie zaś, kiedy 
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), ten walec jest eliptycznym, lub urojonym, według tego, czy 
^ czyteż <C0. Jeżeli a + = to przekrój główny będzie hi-

perbolą równoboczną. 
(98). Powierzchnia 

jest hiperbolojdą jednopowłokową, a suma kwadratów jej osi rzeczywistych jest 
równa kwadratowi jej osi urojonej. 

(99). Jeżeh r jest połową którejkolwiek osi powierzchni 

a, iz^ -j- 0222/̂  + 0332̂  -f 2a33?/z -f. ia^^zz + = 1, 

to okazać, źe wartości na r^ są pierwiastkami równania 

(100). Powierzchnia, której równanie odniesione do osi tworzących z sobą 
kąty X, V, jest az"̂  Ą- by^ cż^ = . \ , będzie obrotową, jeżeli 

(101). Równanie + hy'̂  + cz^ = 1 wrazie, gdy je odniesiemy do osi nie-
prostokątnych lecz czyniących ze sobą kąty X, ji, V, może być przekształcone na 

nieskończenie wielu sposobami. Okazać, że 

Okazać nadto, że jeżeli X=: = 60® to albo —2az=. l= .c , albo a = — 
alboteź a = b = : — 2c. 

(102). Okazać, że wrazie, gdy równanie hiperbolojdy, odniesione do osi na-
chylonych do siebie pod kątami X, [JL, V takimi, że X -}- ^ V = TC, jest 

to długość jednej z jej osi a mimośród (e) jej przekroju eliptycznego głó-
wnego jest wyznaczony przez równanie 

(103). Trzy dane punkty P,, P2, P3 na prostej pozostają wciąż na trzech 
płaszczyznach wzajem do siebie prostopadłych; okazać, źe 'akikolwiek punkt P na 
tej prostej opisuje elipsojdę. 
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(104). Znaleść miejsce punktu, którego odległość od prostej danej jest wciąż 
równa jego odległości od płaszczyzny danej, 

(105). Znaleść miejsce punktu, przez któiy można poprowadzić trzy proste, 
wzajem do siebie prostopadłe i przecinające krzywą, określoną przez równania 2 = 0 , 

+ by'̂ =z 1, 
(106), Okazać, że miejscem środków wszystkich prostych, przechodzących 

przez punkt dany i ograniczonych dwiema danymi płaszczyznami, jest walec hiper-
boUczny. 

(107). Siadem elipsojdy i na płaszczyźnie XY jest elipsa 
G O C 

okazać, że stożek, mający tę elipsę za kierownicę, przecina 

elipsojdę jeszcze według drugiej krzywej płaskiej, której płaszczyzna przecina pła-
szczyznę XY według biegunowej rzutu wierzchołka stożka na płaszczyznę XY wzglę-
dem tej elipsy. 

(108). Jeżeli (a:„ j/j Zj), 2/2, 23), (afg, y ,̂ 23) są spółrzędnymi końców Pj, 

P3 połów rj, ra, r̂  trzech średnic sprzężonych powierzchni 
to natenczas 

(109). Suma kwadratów rzutów trzech średnic sprzężonych powierzchni sto-
pnia 2-go ze środkiem na jakąkolwiek prostą lub na jakąkolwiek płaszczyznę jest 
stała. 

(110), Okazać, że równanie płaszczyzny przechodzącej przez Pj, Pg, P3, wy-
mienione w zadaniu (108), jest 

(111). Okazać, że jeżeli punkt Pj, określony w zadaniu (108), jest stały, to 
prostopadła ze środka na płaszczyznę P1P2P3 opisuje stożek a^z"^-{-b^y^ Ą-ch^ z=:z 

(112). Okazać, że walec, którego oś jest równoległą do OZ, a ślad na pła-
szczyźnie XY jest przedstawiony przez równanie biegunowe 

jest miejscem kierownic wszystkich przekrojów elipsojdy przez płaszczyzny przecho-
dzące przez oś najmniejszą. 
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ROZDZIAŁ IX. 

O W Ł A S N O Ś C I A C H S Z C Z E G Ó L N Y C H P O W I E R Z C H N I 

S T O P N I A 2 - G O . 

PŁASZCZYZNY STYCZNE I PEOSTE NOEMALNE. 

100. POWIERZCHNIE ZE ŚRODKIEM. Równania powierzchni stopnia 2-go 
ze środkiem, odniesione do osi głównych, można pisać w postaci 

(1) + ^ 

Dla elipsojdy wszystkie trzy spółczynniki a, b, c posiadają wartości dodatne; 
dla hiperbolojdy jednopowłokowej jeden z tych spółczynników-, c, jest uje-
mny; dla hiperbolojdy dwupowłokowej dwa spółczynniki, a i b, są ujemne; 
dla stożka należy na stronie prawej tego równania napisać O zamiast ], a c 
uważać jako ujemne. 

Niech (x, y, z) będą spółrzędnymi punktu danego na powierzchni (1). 
Równanie zatym płaszczyzny stycznej do powierzchni (1) w tym punkcie jest 
(art. 76) 
(2) aX.x + bYy + cZ% = 1. 

Równanie zaś płaszczyzny średnicowej sprzężonej z kierunkiem prostej, łą-
czącej punkt styczności ze środkiem, jest (art. 80) 

aKx + bXy + cZz — 0. 
A zatym, płaszczyzna styczna do powierzchni stopnia 2-go ze środhiem jest równo-
legła do płaszczyzny średnicowej sprzężonej z Ttierunhiem prostej, łączącej środek po-
loierzchni z punMem styczności. 

Jeżeli punkt (x, y, z) nie leży na powierzchni (1), wówczas równanie (2) 
przedstawia płaszczyznę biegunową tego punktu. A zatym, płaszczyzna bie-
gunowa względem powierzchni stopnia 2-go ze środTciem jest równoległa do płaszczy-
zny średnicowej sprzężonej z Merunkiem prostej, łąpząpej środek z biegunem. 

Oznaczmy przez (u, v, lo) spółrzędne płaszczyzny stycznej (2); mamy 
wtedy 
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w=—ax, vz=. — wzzz—cz. 

Wstawiając wartości na x, y, z, stąd wynikające, w równanie (1), otrzymujemy 

jako równanie powierzchni stopnia 2-go ze środkiem we spółrzędnycli pła-
szczyzny. 

101. Oznaczmy przez p długość normalnej, spuszczonej ze środka na 
płaszczyznę styczną (2), a przez l, m, n dostawy kierunkowe tej normalnej; 
będzie wówczas 
U) l _ m _ n p : 1 
^ ^ ax by CS l + 

skąd następnie wypada 

(6) + ^ + 

A zatym, płaszczy ma lx + my + nz—p = 0 jest styczną do powierzchni (1), 

AYeźmy pod uwagę trzy kierunki (l, m, n), (V, mJ, n'), (V\ w", w"; do sie-
bie nawzajem prostopadłe. Oznaczając przez p, p\ p" długości normalnych 
ze środka do trzech płaszczyzn stycznych, owym kierunkom odpowiadają-
cych, mamy 

skąd 

(6) 

A zatym, suma Tcwadratów długości normalnych, spuszczonych ze środka powierz-
chni stopnia 2-go na trzy płaszczyzny styczne do siehie prostopadłe, jest stałą. Stąd 
zaś wynika, źe miejscem punktu przecięcia się tych trzech płaszczyzn stycznych jest 

kula, przedstawiona przez równanie a;" -f i/̂  — ł . 1 + - • Taksamo mo-tt o o 
żna dowieść następującego twierdzenia: suma kwadratów odwrotności trzech 
średnic powierzchni stopnia 2-go ze środkiem, do sieUe nawzajem prostopadłych, jest 
stałą. Jakoż, jeżeli r, r', r" są połowami tych średnic, a (l, m, nj, (l', m', n'J, 
fl", m", n"J ich dostawami kierunkowymi, to wtedy 

skąd 

(7) i + 3 + + + 
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102. Równania normalnej do powierzchni (1) w punkcie (x, y, z) s^ 

W ^ = ^ = ^ . 

Oznaczmy przez Uy, n̂  długości odcinków normalnej między punktem 
(x, y, s) a punktami (O, Y ,̂ Zj), (X2, O, Z3), (Za, Y3, 0), w których ta nor-
malna przecina płaszczyzny odpowiednio YZ, ZX i Z Y j natenczas z ró-
wnań (8) wypada 

1 1 1 (9) n x = > —' ' ^ ' a^ ^ hp cp 

a nadto 
(10) Y,=y{\ — h)Ą-pn„ + i t. d. 

103. PowiEEzcHNiE BEZ ŚRODKA.— Powicrzchnią stopnia 2-go bess 
środka możemy przedstawić przez równanie 
(11) hy^ = 
jeżeli za osi spółrzędnych prostokątnych przyjmiemy trzy kierunki główne, 
wychodzące z punktu na tej powierzchni (z wierzchołka głównego). Dla pa-
rabolojdy eliptycznej oba spółczynniki & i c są dodatne (albo oba ujemne), 
a dla parabolojdy hiperbolicznej jeden spółczynnik h jest dodatny, a drugi 
c ujemny. 

Równanie płaszczyzny stycznej do tej powierzchni w punkcie (x, y, ^fj jest 

(12) ł>Yy -\-cZz = :K + x; 

że zaś równanie płaszczyzny średnicowej, sprzężonej z kierunkiem prostej, 
która łączy wierzchołek główny powierzchni z punktem styczności, jest 
(13) hYy + cZz = x, 

przeto: płaszczyzna styczna do powierzchni (11) i płaszczyzna średnicowa tej po-
toierzchni sprzężona z TcierunMem prostej, łączącej wierzchołek główny powierzchni 
z punktem styczności, przecinają płaszczyznę Y Z (styczną w wierzchołku) według 
tej samej prostej] albowiem dla X = : 0 równanie (12) przechodzi na równa-
nie (13). 

Tożsamo twierdzenie odnosi się i do płaszczyzny biegunowej i do pła-
szczyzny średnicowej, sprzężonej z prostą, która łączy wierzchołek z biegunem. 

Oznaczając przez u, v, lo spółrzędne płaszczyzny stycznej, mieć będziemy 
1 hy cz 
X' a? ' X 

Jeżeli wartości na x,y,z, stąd wynikające, wstawimy w równanie (11), to 
otrzymamy 

( 1 4 ) = 
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jako równanie powierzchni stopnia 2-go bez środka we spółrzędnych pła-
szczyzny. 

Nakoniec, równania normalnej do powierzchni (11) w punkcie (x, y, z) są, 

( 1 5 ) Y — + = + —AI) = 0. 

PROSTE TWORZĄCE. 

1 0 4 . PowiEEzCHNiE ZE ŚBODKIEM. W rozdziale V I okazaliśmy, źe 
niektóre powierzchnie stopnia 2-go można utworzyć zapomocą ruchu linii pro-
stej; teraz okażemy, w jakich przypadkach można przez punkt na powierzchni 
stopnia 2-go poprowadzić prostą, któraby cała leżała na tej powierzchni. Po-
nieważ powierzchnie stopnia 2-go, mające nieskończenie wiele środków, bądź 
na prostej, bądźteż na płaszczyźnie, są wszystkie prostolinijowe, możemy przeto 
rozważać tylko powierzchnie stopnia 2-go ze środkiem (oprócz stożka, który 
także jest powierzchnią prostolinijową) i powierzchnie stopnia 2-go bez środka. 

"Weźmy naprzód pod uwagę powierzchnią ze środkiem 

(1 ) . -
Niech (a, p, y) będzie punktem danym na tej powierzchni, a (l, m, n) niech 
będą dostawami kierunkowymi prostej, przez ten punkt poprowadzonej. Spół-
rzędne punktu bieżącego na tej prostej są wtedy a + Zr, p + wr, ^Ą-nr, gdzie 
r oznacza jego odległość od punktu (a, p, i). Jeżeli ta prosta leży na po-
wierzchni (1), wtedy przy każdej wartości na r stanie się zadość równaniu 

a zatym będzie: 

(2) 
( 3 ) 

( 4 ) 

Ostatnie z tych równań warunkowych wyraża, że punkt (a, p, i) leży na po-
wierzchni (1); dwa zaś pierwsze wyznaczają dwie wartości na stosunki l\m:n. 
Rugując n z równań (2) i (3) mamy 

(5) 

skąd widzimy, źe wartości na Z: m będą obie rzeczywiste lub zespolone, we-
dług tego, czy wyrażenie 

jest ujemne, czyteż dodatne. Ponieważ jednak Ŷ  jest liczbą dodatną, więc 
obie wartości na będą rzeczywiste tylko wtedy, kiedy iloczyn ahc jest 
ujemny, a więc kiedy powierzchnia (1) jest hiperbolojdą jednopowłokową 

A zatym: hiperbolojdą jednopoiołoTcowa jest jedyną powierzchnią stopnia 2-go 
ze środkiem (oprócz stożka), na której leżą linije proste; przez każdy punkt hiperbo-
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lojdy jednopowłoTcowej przechodzą dwie z prostych, na niej leżących. Te proste 
zowią się p r o s t y m i t w o r z ą c y m i . 

105. Z równań (3) wynika, źe dwie proste tworzące hiperbolojdy, które 
można poprowadzić przez punkt (a, p, Y ) , leżą zarazem na płaszczyźnie sty-
cznej do niej w tym punkcie. Albowiem, jeżeli przez (x, y, z) oznaczymy 
spółrzędne punktu bieżącego na którejkolwiek z tych dwu prostych tworzą-
cych, mieć będziemy 1 = ^ ^ w—^ ^ ^ ? m = wskutek czego, 
z równania (3), przy uwzględnieniu równania (4), otrzymujemy 

To wskazuje, źe punkt (x, y, z) leży na stycznej do powierzchni (1) w punkcie 
(a, p, Y). A zatym, moźnaby powiedzieć, że płaszczyzna styczna do hiperbo-
lojdy jednopowłokowej jednocześnie przecina tę powierzchnią według dwu 
prostych, które są dwiema prostymi tworzącymi hiperbolojdy. 

Z równań (2), (3) i (4) można nadto otrzymać miejsce takiego punktu na 
hiperbolojdzie jednopowłokowej, przez który przechodzą proste tworzące do 
siebie prostopadłe. Jakoż, oznaczając przez ly-.rriy i dwa pierwiastki 
równania (5), mamy 

i podobnie znajdziemy 

Stąd zaś wypada 

a źe Z,l̂ Ą-m^m^Ą- w, Wj = O, przeto 

A zatym, miejscem owego punktu jest linija, według której hiperbolojda 

przecina się z kulą 

Z równań (2), (3) i (4) wynika jeszcze następujące: 

czyli 

(6) 
To równanie i równanie (3) dają wartości na stosunki dostaw kierun-

kowych dwu prostych tworzących, przechodzących przez punkt (a, p, Y ) , 
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(7) 

106. Proste tworzące hiperbol oj dy j ednopowłoko wej można bespośre-
dnio tak wyznaczyć. Eównanie hiperbolojdy jednopowłokowej, odniesione 
do osi, 

(8) 

można przedstawić (przy wszelkich wartościach na 6) w postaci 

Stąd wypada, źe 
(9) 
jak również 

(10) 

czynią zadość równaniu hiperbolojdy. A zatym, prosta (9) i prosta (10) leżą 
na hiperbolojdzie (8). 

Zmieniając 6, otrzymamy dwa układy prostych tworzących hiperboloj-
dy. Równania tych prostych można tak pisać: 

(11) 

\Vidzimy z nich, że proste do nich równoległe, a przechodzące przez środek, 
są tworzącymi stożka asymptotycznego hiperbolojdy. A zatym, trzy tworzące 
hiperbolojdy nie mogą się znajdować na jednej płaszczyźnie. 

Jeżeli z=.0^ wówczas a;=:acos6, 2/=:&sinG; a zatym G jest kątem mi-
mośrodowym (I, art. 123) punktu przecięcia się dwu prostych (11) ze śladem hi-
perbolojdy na płaszczyźnie XY (elipsa szyjna). 

Jakikolwiek punkt hiperbolojdy (8) można przedstawić przez trzy ró-
wnania 
(12) 

albowiem te wartości na x, y, z uczynią zadość równaniu (8) przy wszelkich 
wartościach na G i cp. Równania zatym dwu tworzących, które przez ten punkt 
przechodzą, są: 

(13) 

AVidzimy więc, źe te tworzące przecinają elipsę szyjną hiperbolojdy w pun-
ktach, których kąty mimośrodowe są G ± cp. 
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107. Rzuty tworzących na płaszczyzny główne są stycznymi do śladów hiper-
holojdy na tych płaszczyznach. Jakoż, ślad hiperbolojdy na płaszczyźnie Z X ma 
za równanie 

a równanie rzutu tworzących na tę samę płaszczyznę jest 

Rugując X z tych równań, otrzymujemy równanie 

z którego wynikają na z dwie wartości równe. To wskazuje, źe rzut tworzą-
cych na ZX dotyka śladu hiperbolojdy na ZX. Taksamo rzecz się ma z rzu-
tami tworzących na XY i YZ. 

Dwie tworzące tego samego układu nie przecinają się. Albowiem, jeżeliby 
prosta pierwszego lub drugiego układu 

przecinała się z inną prostą także odpowiednio pierwszego lub drugiego układu 

to byłoby 

a przeto 

co możliwe tylko wtedy, kiedy 6 = 6'. 
KaMe dwie tworzące różnych układów przecinają si§, Jakoź, aby tworząca 

pierwszego lub drugiego układu 

przecinała się odpowiednio z tworzącą drugiego lub pierwszego układu 

winno być dla punktu przecięcia 

http://rcin.org.pl



' 4 1 6 gieOMBTNYJA ANALITYCZjsA W PrzESTRZENI. 

a przeto coŝ  6 — cos^ 6' + sin^ 6 — sin^ 6' = 0. 
Ten warunek jest dopełniony; dwie więc proste tworzące, należące do ukła-
dów przeciwnych, przecinają się. 

Miejscem punMu jprzeci^cia się dwu tworzących układów przeciwnych, 'przecho-
dzących przez punUy elipsy szyjnej, których kąty mimośrodowe różnią się o kąt stały 
2a, są dwa przekroje eliptyczne równoległe do płaszczyzny X Y , przecinające ślady 
powierzchni na Z X i Y Z w punktach, których kąty mimośrodowe są d= a. Jakoż, 
równania tycli dwu tworzących, należących do układów przeciwnych, są 

' - = cos(6 + a ) ± - s i n ( 6 + a), f - = sin (6 + a) ip - cos (6-f a) i 
ix c o c 
co z V z - =: cos (9 — a) zp - sin (9—a), - = s i n ( 9 —a) =b -cos(9 — a). 
Of c o c 

w punkcie przecięcia mamy 
0 ^ 

0 = sin9sina qp - sin9cosa, skąd — = ± t g a . 
c c 

Nadto 

— =z cos9cosa ± —cos9sina = cos9seca, 
a c ' 

y a = sin 9 cos a ± - sin 9 sin a = sin 9 sec a, skąd 

nfi 0 
_ + _ = s e c ^ a i - = ± t g a . 

Pierwsze równanie przedstawia walec eliptyczny, a drugie dwie płaszczyzny do 
XY równoległe — oba zatym przedstawiają żądane dwie elipsy. 

O tworzeniu hiperbolojdy jednopowłokowej zapomocą ruchu linii pro-
stej była mowa w art* 68. 

108. PowiEEzcHNiE BEZ śfiODKA. Oznaczmy również przez (a, p, Y) 
spółrzędne punktu danego dowolnie na powierzchni bez środka 
(14) hy"̂  — 
a przez (l, m, n) dostawy kierunkowe prostej, przez ten punkt przechodzącej. 
Ta prosta leży na powierzchni, jeżeli 

(15) = 
(16) + = 
(17) + 
Ostatnie dwa równania dadzą dwie wartości na l\m\n, które będą rzeczywi-
ste, jeżeli spółczynniki hic różnią się znakami. A zatym, paralolojda hi-
perholiczna jest jedyną powierzchnią stopnia 2-go hez środka, mającą linije proste 
jako tworzące; przez każdy punkt tej powierzchni przechodzą dwie takie proste. 

"Widoczna nadto z równania (17), że jedna z dwu prostych tworzących, 
przechodzących przez jeden punkt powierzchni, jest równoległą do jednej, 
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a druga równoległą do drugiej płaszczyzny asymptotycznej powierzchni. Z ró-
wnania zaś (16) wypada, że obie te proste leżą na płaszczyźnie stycznej do 
powierzchni w punkcie (a, p, y). A zatym możnaby powiedzieć, że płaszczy-
zna styczna do parabolojdy hiperbolicznej przecina tę powierzchnią według 
dwu prostych tworzących, przechodzących przez punkt styczności. 

109. Pisząc równanie parabolojdy hiperbolicznej 

(18) 
^ ^ p a 
w postaci 

widzimy bespośrednio, że dwie proste, przedstawione przez równania 

są dwiema prostymi tworzącymi tej powierzchni. Zmieniając Tc, otrzymamy 
dwa układy prostych tworzących. 

Dtvie tworzące tego samego układu nie przecinają się, a dwie tworzące ukła-
dów różnych przecinają się. Jakoż, jeżeliby dwie proste tego samego układu 

Y P ^ ^ Y I V A VV V<L 

y _ 2 _ k' y g _ ^ 
k' 

przecinały się, to byłoby k — ̂ ' = 0, co nie możebne, gdyż te dwie proste są 
od siebie różne. Zmieniając zaś znaki podwójne w równaniach drugiego 
wiersza, mieć będziemy równania prostej należącej do układu innego, niż pro-
sta przedstawiona przez równania pierwszego wiersza. Jeżeli te dwie proste 
przecinają się, wówczas jednocześnie 

Y a Y P 

Ponieważ zaś te dwa równania wyznaczają po jednej tylko wartości na x, y, 
i z, przeto dwie tworzące, należące do dwu różnych układów, rzeczywiście 
się przecinają. 

Bzuty tworzących na płaszczyzny główne są styczne do przekrojóto głóionych. 
Albowićm, wskutek (19), 

2z _2K¥ ^ 
• OC' 

" Y a ^ Y<i 
Btbl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. http://rcin.org.pl
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jest równaniem rzutu tworzących na płaszczyznę ZX. To równanie daje się 
sprowadzić do postaci 

ą 
z=.m!is — - — j 

'im 

stąd zaś wypada (I, art. 139), źe ta prosta jest styczną do paraboli s^=—2qx. 
Tak samo rzecz się ma z rzutami na płaszczyznę XY. 

PRZEKROJE PŁASKIE. 

1 1 0 . POWIERZCHNIE ZE ŚRODKIEM. Przekroje płaskie powierzchni sto-
pnia 2-go do siebie równoległe są krzywymi stopnia 2-go homotetycznymi 
(art. 72). Chcąc zatym zbadać, według jakiej krzywej dana płaszczyzna prze-
cina po^Wierzćhnią stopnia 2-go ze środkiem, 
(1) + + 1, 
dość wziąć pod uwagę płaszczyznę równoległą do danej, przechodzącą przdz 
środek powierzchni. Tego sposobu można użyć także wtedy, kiedy taki prze-
krój c e n t r a l n y jest urojonym (co np. miejsce mieć może w hiperboloj-
dzie dwupowłokowej), albowiem wyrazy stopnia 2-go w równaniu tego prze-
kroju będą takie same, jak w równaniu przekroju rzeczywistego, otrzymanego 
zapomocą pewnej innej płaszczyzny równoległej do danej. 

Ażeby najprościej otrzymać równanie przekroju centralnego, należy 
płaszczyznę tego przekroju wziąć za nową płaszczyznę XY, a ślad tej pła-
szczyzny na dawnej płaszczyźnie XY za nową oś x-6w, przekształcić odpo-
wiednio równanie powierzchni, a w tym równaniu przekształconym przyjąć 
z — O. W tym celu najdogodniej użyć wzorów Euler'a (art. 57), uproszczo-
nych przez to, źe w tym przypadku jest w nich = Nadto, skoro nam 
chodzi tylko o równanie przekroju, którego płaszczyzna jest nową płaszczy-
zną XY, można odrazu we wzorach Euler^a [przed uskutecznieniem prze-
kształcenia równania (1)] podstawić z'z=:0. 

Jeżeli więc przez 6 oznaczymy kąt między płaszczyzną przekroju i pła-
szczyzną XY, a przez (p kąt między śladem płaszczyzny przekroju na XY 
a osią x-ów, to podstawiając w równaniu (1) 

i cv = a;'cos cp — ycos 6 sin cp, 
2/ = ic'sin9 + ycosOcos cp, 
t/ = i/'sind, 

otrzymamy wprost równanie przekroju centralnego powierzchni, przedstawio-
nej przez owo równanie. Jeżeli równanie płaszczyzny przekroju jest dane 
w postaci 
(3) lx + my + nz — O, 

gdzie l, m, n oznaczają dostawy kierunkowe normalnej do tej płaszczyzny, 
natenczas 
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(4) 

Wskutek tego wzory (2) przechodzą na 

(5) 

Przekształcając więc linij owo równanie (1) zapomocą wzorów (5), otrzymuje-
my (po opuszczeniu kresek nad x i y) 

(6) (amP- + 2lnin(a — h)xy + [(al'' + -f c(P + 

jako równanie przekroju centralnego płaszczyzną (3). Ten zatym prze-
krój będzie e l i p s ą , h i p e r b o l ą lub p a r a b o l ą , według tego, czy wy-
różnik 

(7) 

jest dodatny, ujemny, czyteż równy 0. 
Ponieważ dla elipsojdy spółczynniki a, h, c ^N równaniu (1) są wszyst-

kie dodatne, przeto loszelhie przekroje elipsojdy są elipsami. 
111. Przekrój centralny (6) będzie kołem, jeżeli 

(8) 
(9) 
Przyjmijmy, źe co do wartości bezwzględnej a C h C c . Wtedy, aby równa-
niu warunkowemu (8) stało się zadość, potrzeba, aby było albo albo 
m = alboteź n=.0. A zatym, płaszczyzny przekrojów centralnych kołoicych 
powierzchni stopnia 2-go ze środkiem przechodzą przez osi główne tych powierzchni. 

Jeżeli Z = O, to z równania warunkowego (9) wypada, że 

Mamy jednak -f ^2=1; z tych zaś dwu równań otrzymujemy 

wskutek czego, według (4), 

(10) 

Jeżeli to otrzymamy taksamo 
a przeto 

( 1 1 ) 
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Jeżeli nakoniec 
a przeto 

(12) 

Ponieważ co do wartości bezwzględnej a<Zh<ic, a nadto dla elipsojdy 
spółczynniki te są wszystkie dodatne, dla hiperbolojdy jednopowłokowej spół-
czynnik c jest ujemny, dla hiperbolojdy zaś dwupowłokowej spółczynniki 
a i 6 są ujemne, zatym widoczna, źe płaszczyzn centralnych, dających prze-
kroje kołowe rzeczywiste, jest w elipsojdzie tylko dwie, t. j. te, dla których 
m=:0 . A zatym, w elipsojdzie istnieją dwie płaszczyzny centralne, przecinające 
te powierzchnią według koła; te dwie płaszczyzny przechodzą przez oś średnią (b) 
elipsojdy i czynią z płaszczyzną jej osi największej i średniej h) kąt 0 taki, iż 

— W hiperbolojdzie jednopowłokowej te płaszczyzny 

centralne dadzą przekroje kołowe rzeczywiste,dla których Z = 0. A zatym, 
w hiperbolojdzie jednopowłokowej istnieją dwie płaszczyzny centralne, przecinające 
tę powierzchnią według koła; te dwie płaszczyzny przechodzą przez oś większą 
z dwu osi rzeczywistych i czynią z płaszczyzną osi rzeczywistych kąt O taki, iż 

— Taksamo w hiperbo-
lojdzie dwupowłokowej te płaszczyzny centralne, dają przekroje kołowe rzeczy-
wiste, dla których Z = A zatym, w hiperbolojdzie dwupowłokowej istnieją dwie 
płaszczyzny centralne, przecinające tę powierzchnią według koła; te dwie płaszczyzny 
przechodzą przez oś większą z dwu osi urojonych i czynią z płaszczyzną osi uro-
jonych kąt 6 taki, iż 

112. Równania płaszczyzn centralnych, dających przekroje kołowe 
rzeczywiste, można otrzymać bez pomocy przekształcenia linijowego. Weźmy 
pod uwagę elipsojdę 

gdzie a 2 > 6 2 > c 2 > 0 . To równanie można przedstawić w postaci 

Z tej postaci równania elipsojdy widzimy, że na elipsojdzie znajdują się dwie 
krzywe, według których kulę -f + — 6 2 _ o przecinają płaszczyzny 
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Że zaś kulę każda płaszczyzna przecina według koła, zatym te dwie płaszczy-
zny są płaszczyznami przekroju kołowego elipsojdy. Łatwo spostrzec, że te 
płaszczyzny są, te same, co otrzymane w poprzedzającym artykule. — Taksa-
juo można znaleść iiłaszczyzny przekrojów kołowych dla obu hiperbolojd. 

113. "Wracając do jakichkolwiek przekrojów płaskich powierzchni (11), 
znajdźmy miejsce środków wszystkich przekrojów równoległych. Niech 

(13) lx-{-my + nz = p 

będzie równaniem normalnym jednej z płaszczyzn tych przekrojów równole-
głych. Oznaczmy przez (a, p, 7) środek, a przez r promień przekroju, wy-
prowadzony w kierunku (X, [A, v); wartości na r wyznaczy równanie 

a(a + + -f ^ r p + C(y + ; 

że zaś wartości na r mają być równe liczebnie, a różnego znaku, przeto 

aaX + + CYV = 0; 

a nadto, ponieważ r leży na płaszczyźnie (13), 

+ cv = 0. 

Te dwa równania mają miejsce dla nieskończonej ilości wartości na X:[i:v; 
mamy zatym = i. 

(14) 
l m n 

są równaniami miejsca żądanego. Łatwo spostrzec, że równania (14) przed-
stawiają średnicę sprzężoną z kierunkiem płaszczyzny przekroju centralnego 
IzĄ- my -f nz = 0. Ą zatym, miejscem środków pr^elcrojóio płaskich równole-
głych powierzchni stopnia 2-go ze środkiem jest średnica tej powierzchni, sprzężona, 
z kierunkiem tych płaszczyzn. 

Z równania wyznaczającego r, 

(15) (a X2 + & c v3) — 1 _ tt _ p 2 _ c 

wypada, że przekroje płaskie równoległe są krzyivymi homołetycznymi; albowiem, 
jeżeli (X', [i', v') jest kierunkiem innego promienia r', to stosunek jest 
niezależny od p, a więc stały dla wszelkich przekrojów równoległych. 

114. Jeżeli przekroje płaskie równoległe są przekrojami kołowymi, to 
prosta (14) przetnie powierzchnią (1) w punktach, które należy uważać za 
koła o nieskończenie małym promieniu. Te punkty zowią się p u n k t a m i 
k o ł o w y m i , albo u m b i l i k a m i . Ponieważ dla przekrojów kołowych 
elipsojdy mamy (art. 111) 

y c — a ' y c — a 

przeto umbiliki elipsojdy leżą na przecięciu się tej powierzchni z prostymi 
http://rcin.org.pl
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(16) 

Podobnie dla przekrojów kołowych obu hiperbolojd mamy 

a zatym icłi umbiliki leżą na ich przecięciu się z prostymi 

(17) 

115. Nietrudno znaleść także wielkość i kierunek osi głównych jakie-
gokolwiek przekroju płaskiego centralnego, jak również jego pole, jeżeli tym 
przekrojem jest elipsa. Jakoż, ponieważ środek przekroju płaskiego central-
nego jest środkiem powierzchni, przeto równanie (15), wyrażające związek 
między długością r i kierunkiem (X, ji, v) promienia przekroju centralnego, 
którego płaszczyzna jest przedstawiona przez równanie lx Ą- my = 
sprowadza się do równania 

mamy zaś nadto 

(18) . . . 
Z tych dwu równań rugując r, otrzymujemy 
(19) 
To równanie, dla danej długości r, wyznacza dwie wartości na X: Jeżeli 
jednak dana długość ma być połową długości jednej z dwu osi, to obie warto-
ści na X: jŁ są sobie równe, a przeto wtedy 

czyli 

(20) 

Równanie (20), stopnia 2-go względem r"̂ , wyznacza kwadraty połów osi głó-
wnych uważanego przekroju. 

Jeżeli 2a i 2p są tymi dwiema osiami, wówczas mamy a-p^ — 
a zatym, jeżeli przekrój jest eliptyczny, jego pole 

(21) 

Aby jeszcze znaleść kierunki osi głównych, uważmy, że spółczynnik 
przy X2 w (19), t . j . wskutek (20), daje się przy-
wieść do Równanie zatym (19) można także tak 
pisać: 
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a stąd wynika 

(22) 

Gdy w tycli równaniach podstawimy a i p za r, to one wraz z równaniem (18) 
wyznaczą w zupełności kierunki obu osi głównych uważanego przekroju. 

1 1 6 . PowiEEZCHNiE BEZ ŚKODKA. Weźmy teraz pod uwagę obie para-
bolojdy, w których równaniu 
(23) 
zakładamy, że co do wartości bezwzględnej &<c, przyczym c jest ujemne, 
jeżeli parabolojda jest hiperboliczną. 

Przekształciwszy równanie (23) linijowo zapomocą wzorów (5) (art. 
110), otrzymamy 

(24) 
jako równanie przekroju płaszczyzną lx + my -{-nz = 0. Ten przekrój jest 
więc e l i p s ą , h i p e r b o l ą lub p a r a b o l ą według tego, czy wyróżnik 

jest dodatny, ujemny, czyteź równy 0. 
Przekroje obu parabolojd będą zatym parabolami, jeżeli ^ = 0 , lub 

12 4- — 1 _ w2=:0, t. j. jeżeli ich płaszczyzny przechodzą przez oś główną 
parabolojd, albo są do tej osi równoległe. We wszystkich zaś innych przy-
padkach przekroje parabolojdy eliptycznej są elipsami, a przekroje parabo-
lojdy hiperbolicznej hiperbolami. 

Przekroje płaskie mogą być k o ł a m i , jeżeli lmn = Q i 

Jeżeli Z=:0, to spółczynnik przy w równaniu (24) jest = 0 , a prze-
krój płaski jest wtedy parabolą. ^ 

Jeżeli m — O, wówczas mamy — skąd — i a wskutek tego c 
Wskutek (4), mamy więc w tym przypadku 

(25) 

Jeżeli nakoniec n = 0, to otrzymamy 
a przeto 

(26) 

Ponieważ w parabolojdzie eliptycznej 0 < & < c , więc tylko wrazie m = 0 
przekroje kołowe są rzeczywiste. Jeżeli zaś parabolojda jest hiperboliczną. 
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wówczas, skoro 0<.b<i—c, tak wartość (25) na tg6, jakoteź wartość (26) 
na tgcp będą, urojone. Parabolojda zatym hiperboliczną nie posiada prze-
krojów kołowych. 

Pisząc równanie parabolojdy eliptycznej 

(27) 

w postaci 

widzimy bespośrednio, źe na parabolojdzie znajdują się koła, według których 

płaszczyzny ^ ^ ^ przecinają kulę + — 2px=0. Te 

dwie zatym płaszczyzny są płaszczyznami przekrojów kołowych parabolojdy. 
Są to oczywiście te same dwie płaszczyzny, co powyżej poznane. 

Jeżeli (a, p, Y) są spółrzędnymi umbiliku parabolojdy eliptycznej, to 
płaszczyzna styczna do parabolojdy w tym punkcie 

jest rów^noległą do jednej lub do drugiej z dwu i^łaszczyzn przekrojów ko-
łowych 

A zatym jest 

(28) 

Ć W I C Z E N I A . 

(113). Znaleść równanie stożka stjcznego do powierzchni 
mającego wierzchołek w punkcie danym (a, p, Y ) . 

(114). Znaleść równanie walca stycznego do powierzchni 
którego tworzące mają kierunek dany (X, [i, v). 

(115). Okazać Źe płaszczyznę etyczną do powierzclini o kie-
/ 2 2 \ 

runku danym przedstawia równanie l x m y n z = następnie 
2 l \ b c J 

dowieść, że trzy powierzchnie 

dą miały spólną płaszczyznę styczną, jeżeli 
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t 

( 

(116). Miejscem środków przekrojów powierzchni h / jda-
szczyznami stycznymi do powierzchni jest powierzchnia 

(117). Okazać, źe płaszczyzny styczne do stożka 

3.2 Y2 
przecinają hiperbolojdę — -f _ _ — i według hiperhól równobocznych. 

(118). Normalna do elipsojdy w punkcie P spotyka j^łaszczyzny główne 
w punktach Gj, Gg, Gg; okazać, że iloczyn PGj.PG^.PGa jest proporcyjonalny do 
sześcianu pola przekroju centralnego płaszczyzną sprzężoną ze średnicą, przecho-
dzącą przez punkt P. 

(119). Okazać, źe z punlitu danego można wyprowadzić sześć normalnych 
do powierzchni stopnia 2-go ze środkiem. 

(120). Okazać, źe gdy odmierzymy r na normalnej do elipsojdy (nawewnątrz) 
tak, aby było j}r = m^, gdzie p oznacza długość prostopadłej ze środka na płaszczy-
znę styczną, to miejscem punktu końcowego tego odcinka jest 

(121). Okazać, że miejscem prostej przecięcia się dwu płaszczyzn stycznych 
A;2 Y2 

do stożka — 4-— + 1 - — o , do siebie prostopadłych, jest stożek 

(122). Okazać, źe miejscem punktu przecięcia się trzech płaszczyzn stycznych 
2 2 

do powierzclmi = 2a;, które są do siebie nawzajem prostopadłe, jest pła-

szczyzna 

P (J 

(123). Mieiscem przecięcia się trzech linij stycznych do elipsojdy, 

, wzajemnie do siebie proslopadłych, jest 

2 2 2 
(124). Dowieść, że stożek styczny do elipsojdy ^ -f L L — i ^ mający 

wierzchołek w (a, [3, y), przecina płaszczyzna XY według hiperboh równobocznej, 
jeżeli ' < 
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(125). Okazać, że sześć normalnych z punktów (a, P, Y) do elipsojdy 

leżą wszystkie na stożku 

(12-6). Dowieść, źe suma iloczynów dwu prostopadłych, spuszczonych z dwu 
końców każdej z trzech średnic sprzężonych powierzchni a z ' Ą - h y ' c z ^ ^ - l na 
jakąkolwiek płaszczyznę styczną, jest równa dwa razy wziętemu kwadratowi prosto-
padłej, spuszczonej na płaszczyznę styczną ze środka powierzchni. 

(127). Znaleść kąt między tworzącymi hiperbolojdy — -}- — + — = 1, prze-
chodzącymi przez punkt (a, p, Y) ^̂ ^ tej powierzchni. 

(128). Dowieść, źe tworzące powierzchni ^ = 1, przechodzące 
d c 

a-l 
-^-p—-, są do siebie prostopadłe. 

(129). Okazać, źe jeżeli dwie tworzące, wychodzące z punktu Q na hiperbo-
22 

lojdzie -ł- ^ — przecinają elipsę szyjną w P i P' na końcach dwu śre-

dnie sprzężonych, to QP^ + = j2 2c2. 
(130)- Okazać, źe jeżeli przez dwie tworzące tego samego układu, przecho-

dzące przez końce osi wielkiej elipsy szyjnej hiperbolojdy, poprowadzimy dwie pła-
szczyzny, i jeżeli te płaszczyzny przecinają się według jakiejkolwiek trzeciej tworzą-
cej, to ślady tych płaszczyzn na każdej z dwu płaszczyzn centralnych przekroju ko-
łowego są do siebie prostopadłe. 

(131). Okazać, że jeżeli dwie tworzące hiperbolojdy są osiami spółrzędnych, 
to równanie powierzchni można sprowadzić do postaci ą. az = lyz -j- mzx + nxy. 

(132). Okazać, źe kąt między dwiema tworzącymi parabolojdy 

przechodzącymi przez punkt (a. O, y)? jest arccos' 
I . I . . 

(133). Okazać, źe prostopadłe z początku na tworzące parabolojdy 

leżą na stożkach | 

Okazać, że prostopadłe z początku na tworzące hiperbolojdy 

= 1 leżą na stożku 

(135). Okazać, źe kąt między tworzącymi hiperbolojdy 

przechodzącymi przez punkt (x, y, z), jest arc cos ^ ? gdzie Xi i X2 są pier-

wiastkami równania -o 

(136). Tworzące h i p e r b o l o j d y ^ + ^ — 1 przechodzą przez te puu-
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kty elipsy szyjnej, których kąty mimośrodowe są a, P; okazać, że punkt ich przecię-
cia się jest wyznaczony przez równania 

Nadto jeżeli 8 jest odległością najkrótszą między dwiema tworzącymi tego samego 
układu, to 

(137). Okazać, że jeżeli Tl oznacza długość polowy średnicy przekroju pła-

skiego powierzchni — + ^ — 1 płaszczyzną centralną łx mynz — O, 
a" h^ c^ 

a r długość połowy średnicy równoległej przekroju tej samej powierzchni pła-
^ 9. \ 

szczyzną równoległą 

(138). Okazać źe, jeżeli płaszczyzna lx Ą-mynz—p przecina powierz-
3.2 „2 

chnią — - } - ^ = O według paraboli, to a^ h^ c.^ 
(139). Jeżeli płaszczyzna centralna przekroju kołowego elipsojdy 

przecina powierzchnią + + = + _(- to suma kwadratów 
którychkolwiek dwu do siebie prostopadłych promieni krzywej przecięcia jest stałą. 

(140). a) Znaleść przekroje kołowe powierzchni 

okazać, że jeżeli przekrój tej powierzchni płaszczyzną ł x m y t i z — 0 jest 

hiperbolą równoboczną, to 

(141). Okazać, że ogniska wszystkich przekrojów parabolicznych powierzchni 

^ leżą na powierzchni 

(142). Okazać, że ogniska wszystkich przekrojów centralnych powierzchni 
leżą na powierzchni 
rt , rt T y .. \ o n fi ł .. y n o . « OT 
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KOZDZJAE X. 

O O G N I S K A C H P O W I E R Z C H N I S T O P N I A 2 - G O . 

KRZYWE OGNISKOWE. 

117. Powierzclinie stopnia 2-go posiadają tę własność, źe stosunek 
kwadratu odległości punktu bieżącego na nich od ogniska przekroju główne-
go do iloczynu dwu jego odległości od płaszczyzn, przecinających się według 
kierownicy, należącej do tego ogniska, jest stały. Jakoż, weźmy pod uwagę 
np. elipsojdę, przedstawioną przez równanie 

r̂ i ł/a 
(1) 

w którym i oznaczmy przez Ci, c.̂ , ą mimośrody przekrojów 
głównych tej elipsojdy, odpowiednio przez płaszczyzny YZ, ZX, XY. Spół-
rzędne ogniska przekroju przez płaszczyznę XY są (aCj, O, 0), a zatym kwa-
drat odległości punktu bieżącego (x, y, z) na (1) od tego ogniska jest 

ae^y + 2/2 _ _ 2ae.iX + â ^yS _ ^ „ 0 

- S - + - C - ' = 

be — — — — jeżeli — — c 

AYidzimy stąd, źe kwadrat odległości punktu bieżącego (x, y, z) na (1) od 
ogniska przekroju płaszczyzną X Y jest proporcyjonalny do iloczynu 
dwu funkcyj stopnia 1-go względem spółrzędnych tego punktu, a więc pozo-
staje w stosunku stałym do iloczynu jego odległości od dwu płaszczyzn 
(2) e^x — e'z — a — Q i c^z — 
które się przecinają według prostej 
(3) z = 0 i — a —O, 

i. j. według kierownicy, należącej do ogniska przekroju (ae.^^ O, 0). — Podo-
bnie rzecz się ma ze względu na ogniska przekrojów głównych płaszczy-
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znami ZX i YZ, lecz w tych przypadkach płaszczyzny, odpowiadające pła^ 
szczyznom (2), są urojone, lubo prosta ich przecięcia się jest rzeczywista. 

Ogniska przekrojów głównych powierzchni stopnia 2-go nie są jedynymi 
punktami, względem których te powierzchnie posiadają dowiedzioną dopiero-
co własność. Aby to okazać, znajdziemy warunki, jakim spółrzędne jakie-
gokolwiek punktu winny uczynić zadość, jeżeli kwadrat jego odległości od 
punktu bieżącego na powierzchni stopnia 2-go ma być proporcyjonalny do 
iloczynu odległości punktu bieżącego czyto od dwu płaszczyzn rzeczywistych, 
czyteż od dwu płaszczyn urojonych sprzężonych. 

1 1 8 . POWIERZCHNIE ZE ŚRODKIEM. Oznaczmy przez (a, p, Y) spółrzę* 
dne punktu żądanego, a przez (a', p', Y') spółrzędne jakiegokolwiek punktu 
na prostej, według której przecinają się dwie płaszczyzny; natenczas, przy 
wszelkich wartościach na (x, y, z), które czynią zadość równaniu powierzchni 
stopnia 2-go, wyrażenie (x — cny Ą-(y — ^y (^-—iy winno być tożsamo-
ściowe równe iloczynowi 

czyli równanie 

(4) 

powinno być tymże samym równaniem powierzchni stopnia 2-go. 
"Weźmy naprzód pod uwagę powierzchnią ze środkiem. Niech jej 

równanie odniesione do osi głównych będzie 

(5) 

gdzie X=:l dla elipsojdy i obu hiperbolojd, a X = 0 dla stożka. — Aby 
równania (4) i (5) mogły być tożsamościowe, w równaniu (4) spółczynniki 
wyrazów zawierających yz, zx, xy winny być równe 0. Mamy zatym trzy 
równania warunkowe: 

którym stanie się zadość jedynie przy jednym z trzech następujących założeń: 

(6) 

a. Przy pierwszym założeniu, kładąc —=:Jc, przywiedziemy równa^ 
nie (4) do 

Porównawszy zaś je z równaniem (5), mamy 
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(7) 

skąd wypada 

Podstawiając te wartości w ostatnie z równań (7), otrzymujemy 

(8) 

jako równanie miejsca punktu, którego kwadrat odległości od punktu bieżą-
cego powierzchni (5) pozostaje w stosunku stałym do iloczynu odległości tego 
ostatniego punktu od dwu płaszczyzn. Tym miejscem jest więc krzywa sto-
pnia 2-go na płaszczyźnie XY, którą nazwiemy k r z y w ą o g n i s k o w ą . 

Każdemu punktowi (a, p, 0) tej krzywej odpowiada, jako k i e r o w n i c a , 
prosta przecięcia się dwu płaszczyzn 

ta prosta jest prostopadła do płaszczyzny XY i spotyka tę płaszczyznę w pun-
kcie (a', p', 0) takim, iż 

Rugując a, p zapomocą tych równań z równania (8), otrzymamy równanie 
walca 

(9) 

jako miejsca kierownic odpowiadających oddzielnym punktom krzywej ogni-
skowej (8). Ślad tego walca na płaszczyźnie XY nazywa się k r z y w ą kie-
r u j ącą , odpowiadającą krzywej ogniskowej (8). Łatwo spostrzec, źe 
krzywa ogniskowa (8) i krzywa kierującą (9) są biegunowo wzajemnymi 
względem przekroju głównego, na którego płaszczyźnie obie leżą, i źe prosta, 
łącząca spodek którejkolwiek kierownicy z odpowiadającym jej ogniskiem, 
jest normalną do krzywej ogniskowej. 

b. Przy drugim założeniu, kładąc y = Jc, sprowadzimy równanie 
(4) do 

Z porównania tego równania z równaniem (5) wypada 

(10) 

jako równania drugiej krzywej ogniskowej na płaszczyźnie ZX, i 
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(11) p ' = o , 

jako równania odpowiedniej krzywej kierującej. I tu także obie krzywe są 
biegunowo wzajemnymi względem przekroju głównego płaszczyzną ZX. 

w' " 
c. Przy trzecim założeniu, kładąc — — Ic, zamiast równania (4) 

mieć będziemy 
( X - a)2 + ( y - Ą. ( z - + h [ f i i ^ ( y - - - yTI = O, 

a porównywając je z równaniem (5), otrzymujemy 

jako równania trzeciej krzywej ogniskowej, tudzież 

(13) a ' = 0 , 

jako równania odpowiedniej krzywej kierującej. 
IIJ). Pośród trzech krzywych ognisJcoivych (8), (10), (12) i odpoiciednich 

tymże Jcrsyicych kierujących jedna jest elipsą (iv stożku punktem), driiga hiperbolą 
(w stożku dwiema prostymi, przecinającymi sig lo wierzchołku stożka), a trzecia krzy-
wą urojoną (w stożku punktem). 

Zakładając, źe co do wartości bezwzględnej tudzież, że 
c2<;0 dla hiperbolojdy jednopowłokowej, a Z/̂ ĉ O i c^c^O dla hiperbolojdy 
dwupowłokowej, łatwo spostrzeżemy, że w elipsojdzie l w hiperbolojdzie je- ' 
dnopowłokowej, elipsa ogniskowa i kierująca leżą na płaszczyźnie XY, a hi-
perbola ogniskowa i kierująca na płaszczyźnie ZX; w hiperbolojdzie zaś dwu-
powłokowej rzecz się ma odwrotnie. 

W stożku (X = 0), dla którego przyjmujemy c2<:O i a^^h^, równania 
krzywych ogniskowych są: 

-—-I- - ^ , = 0; p = 0, a = 0, = 0. 

A zatym w stożku 
y1 

gdzie a^^b"^^ jedyną krzywą ogniskową przedstawiają dwie proste, przecina^ 
jące się w wierzchołku; te dwie proste leżą na płaszczyźnie ZX. 

120. PowiEEZcHNiA BEZ ŚEODKA. Aby otrzymać krzywe ogniskowe 
parabolojd 

(14) ^ ^ p ' ą ' 

należy znowu uważać równanie (4) i równanie (14) jako przedstawiające tę 
same powierzchnią. Tym sposobem znajdziemy naprzód trzy układy równań 
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warunkowych (6). Postępując następnie taksamo, jak w art. 118, znajdzie-
my, źe pierwszemu układowi odpowiada krzywa ogniskowa 
(15) — = Y = 
a drugiemu krzywa ogniskowa 
(16) p = 

Trzeci układ równań warunkowych jest niemoźebny; albowiem, ponieważ ró-
wnanie (14) nie zawiera w sobie więc porównanie równania (14) z równa-
niem (4), dla 1 — prowadziłoby do niedorzeczności. 

A zatym: hrzyivymi ogniskowymi ohu paraholojcl sq, dwie parabole, z Mórych 
jedna leży na płaszczyźnie X Y , a druga na płaszczyźnie Z X ; %vierzchołhi ohu są 
ogniskami odpowiednich przekrojów głównych. 

Krzywą kierującą, odpowiadającą paraboli ogniskowej (15), jest także 
parabola 

(17) + i = 

Ta parabola i parabola (15) są widocznie także biegunowo wzajemnymi 
względem paraboli y'̂  — 2px, z=.0 odpowiedniego przekroju głównego. Tak-
samo rzecz się ma z drugą parabolą ogniskową i odpowiadającą jej krzywą 
kierującą. Nietrudno okazać, źe ogniskowe walca eliptycznego i hiperbo-
licznego są dwiema prostymi, na których leżą ogniska przekrojów głównych, 
a ogniskowe walca parabolicznego są dwiema prostymi, z których jedna leży 
w odległości nieskończonej, a druga przechodzi przez ogniska przekrojów 
głównych. 

POWIERZCHNIE STOPNIA 2-GO SPÓŁOGNISKOWE. 

121. Dwie powierzchnie stopnia 2-go, mające krzywe ogniskowe spólne, 
zowiemy powierzchniami stopnia 2-go s p ó ł o g n i s k o w y m i . Rozważymy 
tylko powierzchnie ze środkiem* Niech 

(1) 5 + f + 

będą równaniami osiowymi dwu powierzchni stopnia 2-go ze środkiem. Te 
dwie powierzchnie będą miały krzywe ogniskowe spólne, a więc będą spóło-
gniskowymi, jeżeli 

lub jeżeli 
(3) — = — = — 
t. j. jeżeli kierunki ich osi głównych'razem się z sobą schodzą, a kwadraty 
tych osi różnią się o wielkość stałą. Stąd wypada, że równanie 
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gdy w nim na k będziemy nadawali wszelkie wartości rzeczywiste, przedstawi 
wszelkie możliwe powierzchnie stopnia 2-go, spółogniskowe z powierzchnią, (1). 

Kładąc w równaniu (1) a^—ft^ — pâ  op. — otrzymujemy równanie 

które, gdy w nim, pozostawiając i niezmiennymi, będziemy nadawali 
na a coraz inne wartości, przedstawiać będzie coraz inną powierzchnią sto-
pnia 2-go tego samego układu spółogniskowego. W tym równaniu 2 a nazy-
wamy osią p i e r w s z o r z ę d n ą . 

Przez punkt dowolnie dany można poprowadzić trzy powierzchnie spółogniskowe 
z poicierzcJmią daną, z których jedna jest elipsojdą, druga hiperholojdą jednopowło-
kową, a trzecia hiperholojdą dwupowłokową. Jakoż, jeżeli powierzchnia (4) ma 
przechodzić przez punkt (4, if], C); to k będzie pierwiastkiem równania 

(k - a^)(k - h'^)(k - - - c ^ ) - - a")+CY^ - oP-)(k 

Załóżmy, że co do wartości bezwzględnej przyczym albo ĉ , albo 
ĥ  i ĉ  mogą być dodatne lub ujemne. Natenczas, jeżeli w lewej stronie tego 
równania za k podstawimy a^, c^, — 00, to znaki wypadku podstawienia 
będą odpowiednio -f — — . Napisane więc równanie sto-
pnia 3-go względem k ma wszystkie trzy pierwiastki rzeczywiste, co dowodzi, 
źe przez punkt 7], C) przechodzą trzy powierzchnie spółogniskowe z po-
wierzchnią (1). Nadto, ilości a^—k, h^ — k, c^ — k będą miały, odpowiednio 
trzem wartościom na k, następujące znaki 

dla : + 

„ a2>A;>&»: + , — . 
A zatym pierwiastkowi najmniejszemu odpowiada elipsojdą, średniemu hiper-
bolojda jednopowłokowa, a największemu hiperbolojda dwupowłokową. 

Stąd także wypada, źe dwie elipsojdy spółogniskowe, jak również dwie 
hiperbolojdy spółogniskowe, czyto obie jednopowłokowe, czyteź obie dwupo-
włokowe, nie mogą się z sobą przecinać. 

Jeżeli trzy powierzchnie spółogniskowe przechodzą przez ten sam punkt, to nor-
malne do tych powierzchni w tym punkcie są po dwie do siebie prostopadłe. Jakoż, 
odjąwszy od siebie dwa równania: 

^ + 21 , ^ - 1 + + cZ —1. 

+ + 1 z- ' 7,2 Z. ' />2 Z. ^ } a^ — k ' h^ —k ' c^—k 
Bibl. inat.-fiz., S. IV, T. IV. http://rcin.org.pl
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otrzymamy 

a zatym, jeżeli (̂Z, w, wj i (l', m' n') są dostawami kierunkowymi normalnych 
w (4, Tf], C) do dwu powierzchni spółogniskowych (1) i (4), to 

W -j- 'inni' + nn' = 0. 

Pomiędzy powierzchniami spółogniskowymi, przedstawionymi przez ró-
wnanie (4), znajdują się dwie, osobliwie dla nas ważne. Jeżeli 
to natenczas, gdy k od O stopniowo wzrasta, powierzchnia, przy przejściu Jc 
przez wartość ê , przejdzie z elipsojdy na hiperholojdę jednopowłokową, 
a przy przejściu k przez wartość przejdzie z hiperbolojdy jednopowłoko-
wej na hiperholojdę dwupowłokową. 

Jeżeli k = to = O i powierzchnią spółogniskową należy uważać 
jako parę płaszczyzn schodzących się z XY. Ściślej rzecz hiorąc, jest ona 
wtedy granicą coraz więcej spłaszczającej się elipsojdy lub hiperbolojdy je-
dnopowłokowej, według tego czy k, dążąc do ĉ , jest wciąż mniejsze, czyteż 
wciąż większe od Rozgraniczeniem zaś obu jest elipsa 

^2 y-i 

którąśmy poznali (art. 119) jako elipsę ogniskową. — Podobnie, dla 
mamy t. j. spółogniskową może być uważana jako para płaszczyzn 
schodzących się z płaszczyzną ZX, będących granicą coraz więcej spłaszcza-
jącej się hiperbolojdy jednopowłokowej lub dwupowłokowej, według tego, 
czy k, dążąc do h^, jest wciąż czyteż Rozgraniczeniem obu jest 
hiperbola 

£c2 ^̂  1 A 
1, y=0, a^ — h^ — 

którąśmy poznali jako hiperbolę ogniskową. 
Te dwie krzywe ogniskowe są spólne wszystkim powierzchniom spóło-

gniskowym (4). Łatwo spostrzec, że hiperbola ogniskowa przechodzi przez 
umbiliki elipsojd układu spółogniskowego (4), dla których mamy (art. 114) 

(a?- — k)(a^— h'^) (c^ — k) (h"^ — c-') aP- — c^ 

122. Niech + + będzie równaniem osiowym elipsojdy. 
G/ U C 

Kładąc oŝ  — — p a , a^ — m o ż e m y , jeżeli to 
równanie tak pisać: 
( 5 ) . + 
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Oznaczmy przez a' i a" połowy osi pierwszorzędnej hiperbołojd jedno- i dwu-
powłokowej spółogniskowycli, przecłiodzącycłi przez punkt Yj, C) na ełipsoj-
dzie (5); natenczas 

Ponieważ także 

zatym odejmując te dwa równania od siebie, mieć będziemy 

lub 

Jeżeli pierwiastki tego równania, stopnia 2-go względem a^ nazmiemy 

• Ozna-
czając przez h' i 6", c' i c" połowy osi drugorzędnej lub odpowiednio trze-
ciorzędnej hiperbolojd jedno- i dwupowłokowej, przechodzących przez punkt 

na elipsojdzie (5), znajdziemy taksamo 

A zatym, jeżeli (a', V, c') i (a", h", c") są połotoami osi hiperbolojd jedno- i dwu-
powłoTcoivej, spółogniskowych z elipsojdą, której połowami osi są (a, b, c), i jeżeli 
owe hiperbolojdy przechodzą przez punkt {i, 7j, C) wa tej elipsojdzie, to 

(6) 

Stąd widzimy, że jeżeli o punkcie na elipsojdzie wiemy, na której z óśmiu 
cz§ści, na jakie płaszczyzny przez jej osi przechodzące roskładają tę powierz-
chnią, on się znajduje, to możemy wyznaczyć położenie tego punktu zapomocą 
osi hiperbolojd spółogniskowych, przez ten punkt przechodzących. 

Osi pierwszorzędne obu hiperbolojd spółogniskowych, przechodzących 
przez jakikolwiek punkt elipsojdy, zowią się s p ó ł r z ę d n y m i e l ip ty -
cznymi tego punktu. Ponieważ 

, przeto, zamiast (6), można pisać 

t. j. spółrzędne punktu na elipsojdzie można wyrazić zawsze przez spółrzę-
dne eliptyczne tego punktu. 
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Równania dwu krzywych przecięcia się obu hiperbolojd spółognisko-
wych z elipsojdą we spółrzędnych eliptycznych są odpowiednio: a' lub a" = 
stałej. 

123. Jeżeli trzy powierzchnie spółognishowe przechodzą, przez punht P i jeżeli 
jednę z nich przetniemy płaszczyzną centralną, równoległą do płaszczyzny stycznej 
do niej w P, natenczas osi tego przekroju będą równoległe do normalnych w T do 
dwu pozostałych powierzchni spółognisTcoicych. Nadto, jeżeli 2a, 2a', 2a" są długo-
ściami osi -pierwszorzędnych tych powierzchni, to kwadraty połóto osi przekroju będą 

-Jakoż, niech 

przedstawiają trzy powierzchnie spółogniskowe, przechodzące przez punkt 
P (4, 7j, C), gdy na k nadamy dwie wartości A;' i A;", określone przez równanie 
stopnia 2-go 

Jeżeli (l, m., n), (l'^ m', n') i (l", m", n") są dostawami kierunkowymi normal-
nych w P do tych trzech powierzchni spółogniskowych, to 

Te równania, łącznie z poprzednim, dają 

Podług artykułu 115'go k' i k" są kwadratami połów osi przekroju pła-
szczyzną lx my nz = 0, równoległą do płaszczyzny stycznej w P, 
a (V, m', n') i (V', m", n") są dostawami kierunkowymi tychże osi. Nadto, po-
iiieważ i — przeto = k" = a ^ - a " ^ 

Jeżeli a' i a" są połowami osi pierwszorzędnych odpowiednio hiperbo-
lojdy jedno- i dwupowłokowej, to a ' > a " , a więc a2 —a'2<a2 —a"2. 

124. Osi główne stożka stycznego do danej powierzchni stopnia 2-go są 
normalnymi do trzech powierzchni z daną spółogniskowych, przechodzących przez 

wierzchołek tego stożka. Jakoż, niech ^ -f -f = 1 będzie daną powierz-a o c 
chnią stopnia 2-go, a (i, 7], C) wierzchołkiem stożka stycznego. Pisząc % za 

, jako równanie tego stożka, odniesione do wierzchołka 

jako początku, otrzymamy 
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Środek ô) przekroju tego stożka płaszczyzną, lx-{-my Ą-nz=.p wy-
znaczają równania (art. 113) 

gdzie . = ^ + + Niecił następnie + ^ = l będzie ró-

wnaniem odniesionym do pierwotnych osi powierzchni spółogniskowej z daną, 
przechodzącej przez punkt (4, TJ, C) i mającej w tym punkcie płaszczyznę sty-
czną lx -f- my nz — p zzzO. Mamy wówczas 

tudzież 

Wskutek tego, powyższe równania dają 

A zatym, środki wszelkich przekrojów stożka stycznego do danej powierz-
chni, równoległych do płaszczyzny stycznej do jakiejkolwiek powierzchni spół-
ogniskowej, przechodzącej przez wierzchołek stożka, leżą na normalnej do tej 
powierzchni; normalne więc w tym wierzchołku do trzech powierzchni spół-
ogniskowych z daną są kierunkami osi głównych stożka stycznego. 

125. Stożek styczny do powierzchni stopnia k 

obrotowy, jeżeli jego wierzchołek {i, 7), C) leży na jednej z krzywych ogniskowych tej 
poioierzchni. Jakoź, stożek styczny do tej powierzchni ma za równanie 

gdzie Uq ma takie samo znaczenie, jak w artykule poprzedzającym. W tym 
równaniu spółczynniki wyrazów zawierających a;̂ , y"^, z^^ yz, zx, xy, są odpo' 
wiednio 

Jeżeli ten stożek jest obrotowy, to (art. 66) 

(P) 

Atoli, wskutek (a), mamy 
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TT,, — J MOA — J — —- • 

Kównaniom ((3) stanie się zadość: jeżeli — t. j. jeżeli dana po-
wierzclinia stopnia 2-go jest kulą, albo jeżeli = t. j. jeżeli punkt rj, C) 
leży na danej powierzclmi, w którymto przypadku stożek styczny jest właści-
wie płaszczyzną styczną do danej powierzchni w punkcie rj, C). Jeżeli zaś 
ani pierwszy, ani drugi z przypadków wymienionych nie ma miejsca, to tylko 
wtedy, równaniom (P) możemy uczynić zadość kiedy dwa ze spółczynników 
«23J «31} przyrównamy do O, a trzeci przyjmiemy za różny od 0. 

Jeżeli przyjmiemy ag, = a,2 = O, «23^0J a przeto ^ = to stożek sty-
czny będzie obrotowym wrazie, gdy (art. 66) fe — «!i)r»33 — ^ii) — —O, 
a więc, gdy 

V — ^ ^ — 0. 

Po wykonaniu działań i uproszczeń, znajdziemy, jako miejsce wierzchołka 
stożka stycznego obrotowego (ponieważ j^st różne od zera): 

-i- ^ = ^ — 

Założenia a,2=:«23 i a23 = «3i dają odpowiednio 

Widzimy zatym, że stożek styczny do powierzchni stopnia 2-go jest obroto-
wym wrazie, gdy jego wierzchołek leży na którejkolwiek z krzywych ognisko-
wych tej powierzchni. 

Łatwo zrozumieć, że stożek obrotowy styczny do elipsojdy będzie tylko 
wtedy rzeczywisty, jeżeli jego wierzchołek leży na tej części hiperboli ogni-
skowej, która się znajduje zewnątrz elipsojdy. Dla hiperbolojdy jednopowło-
kowej ten wierzchołek może leżeć bądź na elipsie, bądżteż na hiperboli ogni-
skowej; albowiem pierwsza z tych krzywych leży całkiem zewnątrz, a druga 
całkiem wewnątrz hiperbolojdy. Nakoniec dla hiperbolojdy dwupowłokowej 
miejscem wierzchołka stożka stycznego obrotowego rzeczywistego jest elipsa 
ogniskowa, która zarazem przecina powierzchnią w punktach kołowych. 

Nietrudno dowieść, że każda styczna do krzywej ogniskowej jest osią 
stożka obrotowego stycznego, którego wierzchołek razem się schodzi z pun-
ktem styczności tej stycznej. 

Badania, przeprowadzone w tym artykule, dają się łatwo rosciągnąć na 
obie parabolojdy. 
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Ć W I C Z E N I A . 

(143). Znaleść równania krzywycli ogniskowych powiei-zchni 

2x2+ + 9. 

(144). Okazać, że jeżeli ogniska przekrojów głównych dwu parabolojd scho-
dzą, się z sobą razem, to i krzywe ogniskowe obu również razem się z sobą schodzą. 

(145). Dla każdego przekroju płaskiego powierzchni stopnia 2-go, normal-
nego do jej krzywej ogniskowej w jakimkolwiek punkcie, ów punkt jest ogniskiem. 

(146). Na płaszczyźnie przekroju płaskiego, prostopadłej do płaszczyzny 
krzywej ogniskowej, leżą dwie kierownice; okazać, że suma lub różnica odległości 
jakiegokolwiek punktu na przekroju od dwu odpowiednich ognisk jest stałą. 

(147). Jeżeli stożek styczny do powierzchni stopnia 2-go ma wierzchołek na 
którejkolwiek kierownicy, to płaszczyzna biegunowa wierzchołka przechodzi przez 
odpowiednie ognisko i jest prostopadłą do prostej, łączącej to ognisko z wierzchoł-
kiem stożka, 

(148). Ogniska szeregu przekrojów równoległych elipsojdy, prostopadłych do 
płaszczyzny którejkolwiek z krzywych ogniskowych, leżą na elipsie, stycznej do od-
powiedniej krzywej ogniskowej. 

(149). Znaleść równania spółogniskowych z powierzchnią ^z^Ą-difĄ-iz^ — ^, 
przechodzących przez punkt (1, 1, 1). 

(150). Okazać, że równacie elipsojdy spółogniskowej, która przechodzi przez 
a;2 y-i 22 

punkt (a, O, Y) na hiperboli ogniskowej elipsojdy + ^ + jest 
(X O c 

(151). Jeżeli poprowadzimy dwie płaszczyzny styczne do dwu spółognisko-
wych, do siebie równoległe, to różnica kwadratów icli odległości od spólnego środka 
jest stałą. 

(152). Biegun danej płaszczyzny względem szeregu spółogniskowych leży na 
pewnej prostej, prostopadłej do tej płaszczyzny; ta prosta jest normalną w punkcie 
styczności do tej spółogniskowej, do której dana płaszczyzna jest styczną. 

(153). Dwa punkty (x, y, z) i (x\ y\ z'), leżące odpowiednio na elipsojdach 

^ + i ^ + ^ + zowią się o d p o w i e d n i m i , jeżeli 
tr b- c a^ b c -
3/ CC^ li 21 • • — m — j — — = Owóż, okazać, że jeżeli P, Q są dwoma punktami na je-
a a! h h c ć 
dnej elipsojdzie, a P', Q' punktami odpowiednimi na drugiej elipsojdzie, to PQ'=:P'Q. 

(154). Cięciwę, łączącą punkt na jednej z krzywych ogniskowych z punktem 
na drugiej krzywej ogniskowej tej samej powierzchni stopnia 2-go, nazywamy cię-
c i w ą dwu o g n i s k o w ą tej powierzchni. Okazać, że jeżeli X jest długością cię-
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,,2 
clwy dwuoguiskowej parabolojdy y -j = a; i jeżeli ta cięciwa czyni kąty p i y 

, . . . . . , 1 coŝ R , coŝ Y odpowiednio z osią y i z, to = ^ ^ • 
X b c 

(155). Przez stałą prostą są przesunięte płaszczyzny styczne do każdej z sze-
regu powierzchni spółogniskowych; okazać, że normalne w punktach styczności utwo-
rzą parabolojdę hiperboliczną. 

(156). Jeżeli pewna płaszczyzna dana jest styczną do powierzchni stopnia 
2-go, której oś pierwszorzędna jest = 2a, w punkcie (4, f}, C), to część normalnej 
N w tym punkcie do tej powierzchni, zawarta między daną płaszczyzną i płaszczy-
zną biegunową punktu Y], C) względem spółogniskowej, której oś pierwszorzędna 

. . a^—a^ = 2a, wyrazi się przez N = » gdzie p oznacza odległość spólnego środka 

obu powierzchni od danej płaszczyzny. 
(157). Znaleść równanie stożka stycznego do daUej powierzchni stopnia 2-go, 

odniesione do normalnych do trzech powierzchni spółogniskowych, przechodzących 
przez wierzchołek, jako do osi. 

(158). Okazać, że można przez dany punkt poprowadzić trzy powierzchnie 
stopnia 2-go bez środka, spółogniskowe do danej powierzchni stopnia 2-go bez środka, 
i że tymi będą: jedna parabolojda hiperboliczną, a dwie parabolojdy eliptyczne. 
Okazać także, że trzy normalne do tych trzech spółogniskowych w punkcie spólnym 
są po dwie do siebie prostopadłe. 

(159). Trzy spółogniskowe parabolojdy przecinają się w S; stożek, mający 
wierzchołek w S, jest styczny do czwartej parabolojdy spółogniskowej. Znaleść ró-
wnanie tego stożka, odniesione do normalnych w S do trzech spółogniskowych, 
jako do osi. 

(160). Znaleść miejsce punktu na szeregu spółogniskowych elipsojd, odpowie-
dniego danemu punktowi na danej elipsojdzie. 
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R Ó W N A N I A P O W I E R Z C H N I S T O P N I A 2 - G O W K S P Ó Ł R Z Ę -

D N Y C H C Z W O R O Ś C I E N N Y C H , 

126. Oznaczmy przez (Xi, tCs, spółrzędne czworościenne prosto-
padłe punktu bieżącego, a przez (hi, Jł̂ , ha, h )̂ odległości wierzchołków A,, 
Aa, Ag, A4 czworościanu odniesienia od ścian czworościanu tym wierzchoł-
kom przeciwległych. Mamy wtedy związek ^ + + zapo-

Wj h^ h^ 
mocą którego można każde niejednorodne równanie algiebraiczne między 
spółrzędnymi czworościennymi punktu uczynić jednorodnym. Dlategoteż, 
używając spółrzędnych czworościennych, możemy przyjąć, że równania w tych 
spółrzędnych są jednorodne. 

Równanie więc ogólne powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych czwo-
rościennych punktu ma postać 

(1) 

Jeżeli ta powierzchnia przechodzi przez wierzchołek, np. Aj, czworo-
ścianu odniesienia, to jej równaniu staje się zadość przy 

= a zatym jest wtedy a n = 0 . Podobnie rzecz się ma, gdy 
powierzchnia przechodzi przez którykolwiek inny wierzchołek; a zatym, ru-
tonanie powierzchni stopnia 2-go, opisanej na czworościanie odniesienia, jest kształtu: 

(2) 
Jeżeli powierzchnia/= O jest prostolinijową i na niej leży jedna z kra-

wędzi, np. AjAa, czworościanu odniesienia, natenczas jej równaniu staje się 
zadość przy = = niezależnie od wartości na a?, i iCa, a więc jest wtedy 
a, 1 = 0, a, 2 = O i 022 = 0. Podobnie rzecz się ma, jeżeli na powierzchni leży 
jakakolwiek inna krawędź tego czworościanu; a zatym, równaniepoivierschni 
stopnia 2-go, na której leżą cztery loki czworoboku skośnego 
cztery krawędzi A j A j , A 2 A 3 , A 3 A 4 , A i A , czworościanu odniesienia, jest kształtu: 
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(3) / = + = 
W to równanie wchodzi jedna tylko ilość nieoznaczona «3, to wskazuje, 
że istnieje tylko jedna powierzchnia stopnia 2-go, przechodząca przez punkt dany, na 
której leży dany czworobok skośny. 

Zważmy jeszcze, że do powierzchni / = 0 jest styczną np. krawędź 
A,A2, jeżeli, po podstawieniu w równaniu powierzchni ccg ar̂  — O, wypadek 
podstawienia 

« 

będzie kwadratem zupełnym, czyli jeżeli 

Podobnie rzecz się ma z innymi krawędziami. 
127. Oznaczmy przez (x\, £̂ '3, ^ i "̂25 ^"sj ^"4) spółrzędne 

czworościenne dwu punktów dowolnie danych P' i P". Dla spółrzędnych 
punktu P, który odległość punktów P' i P" dzieli w stosunku {i: X, mamy 

(4) 

Jeżeli ten punkt jednocześnie leży na powierzchni (1), wówczas 

(5) 
gdzie / ' i f są wartościami funkcyi / odpowiednio w punktach P' i P", 
a / ' I , A J / A J A wartościami w punkcie P' połów pochodnych cząstkowych 
funkcyi / , odpowiednio względem x<i, a?3, 

Przeprowadzając taksamo rozbiór równania (5), jak poprzednio równania 
analogicznego w rozdziale VII, znajdziemy, że równanie 

(6) 
przedstawia p ł a s z c z y z n ę b i e g u n o w ą punktu P' względem powierz-
chni f=. O, tudzież, że równanie 

(7) ' 
przedstawia s t o ż e k s t y c z n y do powierzchni/= O z punktu P'. 

Jeżeli punkt P' leży na powierzchni a więc / = 0, to równanie 
(7) sprowadza się do równania (6), które w tym razie przedstawia płaszczy-
znę styczną do powierzchni / = 0 w punkcie P'. 

128. Oznaczmy przez fiCj®, iCa®, spółrzędne ś r o d k a P" po-
wierzchni/=::0. Ponieważ płaszczyzna biegunowa środka jest płaszczyzną 
w nieskończoności, przeto dwa równania 

* ^ w a 

Z których pierwsze ijrzedstawia płaszczyznę biegunową punktu P", a drugie 
płaszczyznę w nieskończoności, dają dla wyznaczenia spółrzędnych środka 
związki 
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( 8 ) 

Oznaczmy przez A wyróżnik A = X±t<,i(r22«j3a44 funkcyi / , a przez A,, A.̂ , 
AJ, Al wartości, które ten wyróżnik przyjmie, jeżeli w nim zamiast elemen-
tów pierwszej, drugiej, trzeciej i czwartej kolumny weźmiemy odpowiednio 

Natenczas, rozwiązując powyższe równania (8), otrzymamy 

(9) 

Oznaczając nakoniec przez Aa ilość dołączoną do elementu ciu wyróżnika 
A, łatwo spostrzeżemy, że 

(10) 

a przeto 

Środek powierzchni / = 0 znajdzie się w nieskończoności, a więc po-
wierzchnia będzie jedną z dwu p a r a b o l o j d, jeżeli wyrażenie (11) jest 
równe O, a wyrażenia (10) Aj, Aa, A3, A4 nie są = 0. Jeżeli zaś wy-
rażenie (11) i wyrażenia (10) są jednocześnie O, to ilość środków będzie 
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nieskończenie wielka, a więc powierzchnia będzie albo walcem, albo uk ła -
dem dwu p ł a s z c z y z n . 

129. Stożek styczny do powierzchni / = O, mający swój wierzchołek 
w środku tej powierzchni, nazwaliśmy s t o ż k i e m a s y m p t o t y c z n y m . 
Równanie stożka asymptotycznego powierzchni / = : 0 jest więc 

lub, ponieważ, wskutek wzorów (8) i (9), 

(12) 

Jeżeli A==0, a wyrażenie (11) nie jest równe O, to równanie (12) spro-
wadza się do /==0, co wskazuje, że wtedy powierzchnia / = 0 sama będzie 
s t o ż k i e m . A zatym: jeżeli wyróżnik funkcyi f jest równy O, a powierzchnia 
/—O posiada środek, to ta powierzchnia jest stożkiem. 

130. Dajmy, że równanie (6) przedstawia płaszczyznę styczną do po-
wierzchni / = 0 w punkcie P' i oznaczmy przez u ,̂ u ,̂ tî , tii spółrzędne 
czworościenne prostopadłe tej płaszczyzny stycznej. Ponieważ równanie (6) 

i równanie powinny przedstawiać tę sanię 

płaszczyznę, przeto iest 

a nadto mamy albowiem punkt styczno-

ści P' leży na tej płaszczyźnie stycznej. Eugując o;',, x'3, x'i i % z tych 
pięciu równań, otrzymujemy równanie stopnia 2-go względem 
czyli równanie powierzchni stopnia 2-go we spółrzędnych czworościennych 
płaszczyzny: 

(13) 
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lub, rozwinąwszy wyznacznik, 

( 1 3 ) - F = A , , ^ + A22 ^ + + + + + 

W przypadku, kiedy ArrzO, należy tak postąpić, jakeśmy postąpili w arty-
kule 85. 

Do powierzchni F = O będzie styczną ściana czworościanu odniesienia, 
przeciwległa wierzchołkowi np. A,, jeżeli równaniu F = 0 uczynią zadość 
wartości w, % = W3 M4 = O, a więc jeżeli A, ,=:0. A zatym, 

jes^ równaniem ogólnym we spółrzędnych płaszczyzny tej powierzcimi, do której są 
stycznymi ściany czworościanu odniesienia, czyli poivierzchni wpisanej w czworościan 
odniesienia. 

Na powierzchni F=:0 leży np. krawędź A, Aj, jeżeli jej równaniu sta-
nie się zadość, niezależnie od wartości na i û , przez podstawienie 

= = a więc jeżeli A,, = A,2 = A22 = 0. A zatym, równanie powierz-
chni stopnia 2-go we spółrz^dnych płaszczyzny, na Jctórej leży czworobok skośny 
A,A2A3A4, jest kształtu: 

W to równanie wchodzi tylko jedna stała nieoznaczona A31 i A24, co wska-
zuje, ie powierzchnią stopnia 2-go w zupełności tcyznacza czworobok skośny, na niej 
leżący, i jedna płaszczyzna do niej styczna. 

Powierzchnia (15) jest hiperbolojdą jednopowłokową lub parabolojdą 
hiperboliczną, według tego, czy suma 

-A-31 I -A-24 

jest różną od O, czyteż równą 0. 

RÓWNANIA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO, ODNIESIONE DO CZWOROŚCIANU 
Z SOBĄ SAMYM SPRZĘŻONEGO. 

131. Zapomocą przekształcenia linijowego można nieskończenie wielu 
sposobami rozłożyć funkcyją jednorodną stopnia 2-go między czterema zmien-
nymi na sumę czterech kwadratów, przyczym ilość kwadratów dodatnych, 
ujemnych i równych zeru będzie zawsze tażsama. Ponieważ przekształceniu 
linij owemu równania powierzchni odpowiada odniesienie tego równania do 
innego czworościanu, zatym przez stosowne dobranie nowego czworościanu 
odniesienia, można zawsze równanie powierzchni stopnia 2-go przywieść do 
postaci 
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(1) 

gdzie a,, a ,̂ ag, (X4 są ilościami stałymi, dodatnymi, ujemnymi, lub częścio-
wo = 0. 

Czworościan odniesienia, odpowiadający równaniu (1), jest czworościa-
nem z sobą samym sprzężonym względem powierzchni f=z O, t. j. takim, że 
każda jego ściana jest płaszczyzną biegunową przeciwległego wierzchołka. 
Jakoź, jeżeli w równaniu płaszczyzny biegunowej 

punktu (x\, x'2, zamiast spółrzędnych tego punktu, weźmiemy spół-
rzędne wierzchołków Aj, Aj, Ag, A4 czworościanu odniesienia, to otrzyma-
my odpowiednio równania 

które są równaniami ścian czworościanu, przeciwległych tym wierzchołkom. 
Oznaczając przez A wyróżnik równania (1) mamy A=:aja2a3a4. A za-

tym, jeżeli równanie /= O nie przedstawia stożka (lub w szczególności walca, 
albo dwu płaszczyzn), to wtedy żaden ze spółczynników a,, a ,̂ a ,̂ â  nie 
może być równy 0. Przy tym założeniu, zważając, źe Ajj^a^aga^, 
A22 = ? A33=:a4aia2, A44ma,7.20(3, gdy tymczasem, dla A a = 0 . 
mieć będziemy (art. 130) 

(2) 
gdzie 

(3) 
jako równanie powierzchni (1) we spółrzędnych płaszczyzny, odniesione do 
czworościanu z sobą samym sprzężonego. 

Jeżeli (ocî , są spółrzędnymi środka powierzchni (1) lub 
(2), natenczas (art. 128), uwzględniając oznaczenia (3), mieć będziemy 

(4) 

Powierzchnia zatym (1) lub (2) (jeżeli A^O) będzie powierzchnią ze środ-
kiem, lub powierzchnią bez środka, według tego, czy suma spółczynników 
w równaniu (2), t. j. Pi + P2 + + P4 jest różną od O, lub równą 0. Jeżeli 

t nie jest O, można zawsze przyjąć, że + p2 + Pa + P4 = + 1; 
albowiem, w przeciwnym razie, dość równanie (2) podzielić przez 

a wtedy suma nowych spółczynników równania stanie się 
równą -f 1. 

132. Przyjmijmy naprzód, źe p^-f P 2 P 3 + p4 = l; równanie (2), 
a więc i (1), przedstawia wtedy albo elipsojdę, albo jednę z dwu hiperbolojd, 
co zależy od znaków spółczynników p,, Pa, p3, P4. 

a. Jeżeli tylko jeden z tych czterech spółczynników jest dodatny, a trzy 
inne są ujemne, to równanie przedstawia elipsojdę. Jakoź, niech będzie 
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Równanie powierzclmi we spół-
rzędnych płaszczyzny jest teraz 

(5) - - - -
a we spółrzędnych punktu 

(6) 
- 1 1 ' i. 6 ^ M I - I 

przyczym — — — Ponieważ . 
= — — 1, gdy tymczasem 

zatym, rozumując taksamo, jak w art. 170 części I, znajdziemy, źe środek 
i wierzchołek A, leżą wtedy z tej samej strony, gdy tymczasem wierzchołki 
A.2, Ag, A4 leżą po stronie przeciwnej tej powierzchni. Połączmy środek 
r® z punktem x\, x\), dowolnie obranym na ścianie A2A3A4. 
Ponieważ przeto dla spółrzędnych punktu bieżącego P na prostej 
PoP' mamy 

a zatym, jeżeli ten punkt jest punktem przecięcia się prostej Pop' z powierz-
chnią (6), to 

czyli 

To równanie daje zawsze dwie wartości rzeczywiste na co wskazuje, źe 
każda prosta przechodząca przez środek powierzchni, przedstawionej przez 
równanie (6) lub (5), przecina ją w dwu punktach rzeczywistych. Ta więc 
powierzchnia jest elipsojdą. 

b. Jeżeli dwa ze spółczynników p,, P3, P4 są dodatne, a dwa ujemne, 
to powierzchnia (2), a więc i (1), jest hiperbolojdą jednopowłokową. Połóż-
my bowiem Pjm&i^, = — Pt — — natenczas równania (2) 
i (1) [wskutek (3)] przywiodą się odpowiednio do 

(7) 

(8) 

przyczym + + + = — Ostatnie równanie można tak pisać J 
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Stąd bespośrednio widzimy, że powierzchnia, przez to równanie przedsta-
wiona, jest prostolinijową, a więc, jako posiadająca środek, jest hiperbolojdą 
jednopowłokową. 

c. Jeżeli trzy spółczynniki równania (2) są dodatne, a tylko jeden jest 
ujemny, to równanie przedstawia hiperbolojdę dwupowłokową. Jakoż, po-
łożywszy p, = V , = mieć będziemy, jako równanie 
powierzchni, 

(9) F = ^ ^ — 

lub odpowiednio [we spółrzędnych punktu, wskutek (3)] 

(10) 
^ ^ ' 

przyczym 6,2 ̂  V + V — V = 1-— Postępując taksamo, jak w przypadku 
pierwszym, znajdziemy, że wierzchołki A„ A2, A3 czworościanu odniesienia 
wraz ze środkiem Po leżą z tej samej strony, a wierzchołek A4 leży po prze-
ciwnej stronie powierzchni, a następnie, źe prosta, łącząca punkt P® z pun-
ktem P', dowolnie obranym na płaszczyźnie AjAjA,, nie przetnie powierz-
chni (10), jeżeli ten punkt F leży w nieskończoności, t. j. gdy prosta Pop' 
jest do płaszczyzny AjAjAg równoległa. To wskazuje, źe powierzchnia, 
przedstawiona przez równanie (9) lub (10), jest hiperbolojdą dwupowłokową, 
gdyż nie każda prosta, przechodząca przez jój środek, przecina ją w punktach 
rzeczywistych. 

133. Przyjmijmy teraz, źe suma spółczynników w równaniu (2) jest O, 
j- Pi + p2 + p3 + p4 = 0. "W tym przypadku równanie (2), a więc i (1) [je-

żeli żadne a nie jest O, a przeto żadne p nie jest 00], przedstawia jednę z dwu 
parabolojd. Ponieważ te cztery spółczynniki nie mogą być tego samego zna-
ku, można zatym zrobić tylko dwa przypuszczenia. 

a. Jeżeli trzy spółczynniki są jednakowego znaku, a czwarty spółczyn-
nik jest przeciwnego znaku, np. jeżeli = % = — 
gdzie bo, &3, &4 oznaczają liczby rzeczywiste, to w tym przypadku równa-
nia (2) i (1) sprowadzają się do 

(11) F = 4- -i- 632̂ 32 = o i 

(12) / = -f + 

przyczym ^^ _}_ ^̂ 2 ^ 5̂ 2 _ Stąd wypada odpowiednio, dla?i4=:0 
i 

I 1 -T- a 2 - r 3 3 i ^ 

A zatym przez wierzchołek A4 nie można przesunąć płaszczyzny stycznej 
rzeczywistej do uważanej powierzchni, aniteź ściana AjA^Ag (iVi = 0) nie 
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przecina tej powierzchni w punktach rzeczywistych. A ponieważ paraholojdę 
hiperboliczną, jako powierzchnią prostolinijową, każda płaszczyzna przecina 
w punktach rzeczywistych i do niej można przesunąć przez każdy punkt pła-
szczyznę styczną rzeczywistą, zatym równania (11) i (12) przedstawiają para-
holojdę eliptyczną. 

b. Jeżeli dwa spółczynniki są dodatne, a dwa ujemne, np. , , 
to w tym przypadku równania (2) i (1) spro-

wadzają się do postaci 

( 1 3 ) 

( 1 4 ) 

przyczym + V — V — V = — Te równania przedstawiają widocznie 
powierzchnią prostolinijową; ta więc powierzchnia jest parabolojdą hiperbo-
liczną. 

Powyższe kryteryja nie zależą od położenia czworościanu odniesienia 
z sobą samym sprzężonego, jak to wynika z twierdzenia, podanego w arty-
kule 74 części I. 

C Z W O R O Ś C I A N Y B I E G U N O W O W Z A J E M N E W Z G L Ę D E M B O W I E R Z C H N I 

S T O P N I A 2-GO. 

134., Dwa czworościany zowiemy z s o b ą s p r z ę ż o n y m i , lub bie-
g u n o w o w z a j e m n y m i względem powierzchni stopnia 2-gOj jeżeli ściany 
jednego z nich są płaszczyznami biegunowymi odpowiednich wierzchołków 
drugiego. 

Weźmy jeden z czworościanów za czworościan odniesienia 
i niech 

(1) . 

będzie równaniem powierzchni stopnia 2-go, odniesionym do tego czworo-
ścianu. 

Ponieważ 

(2) 

są odpowiednio równaniami płaszczyzn biegunowych wierzchołków A,, Aa, 
Ag, A4 czworościanu odniesienia względem powierzchni (1), to równania te 
przedstawiają odpowiednio ściany B2B3B4, B3B4B1, B4B1B2, B1B2B3 czworo-
ścianu BjBaBgBi biegunowo wzajemnego z czworościanem A1A2A3A4. Dla 
spółrzędnych wierzchołków B,, Ba, B3, B4, jako punktów przecięcia się trzech 
odpowiednich płaszczyzn (2), mamy odpowiednio: 

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. lY. 29 
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(3) 

gdzie, jak zawsze, A^ oznaczają ilości dołączone do odpowiednich elementów 
a,i w wyróżniku A funkcyi / . 

Wiedząc to, możemy dowieść następującego twierdzenia: proste, łączące 
odpowiednie wierzchołki dwu czworościanów biegunowo wzajemnych względem po-
wierzchni stopnia 2-go, jaJc również proste przecięcia się dwu odpoioiednich ścian 
tychże czworościanów należą do tego samego układu tworzących hiperbolojdy jedno-
powłokowej. 

Weźmy naprzód pod uwagę układ czterech pierwszych prostych AjB,, 
A2B2, A 3 B 3 i A4B4; ich równania są widocznie 

(4) 

Otrzymamy zaś warunek, aby jakakolwiek prosta 

(5) 
przecinała pierwszą z tych prostych, jeżeli wyrugujemy Xi z dwu ostatnich 
równań, a zamiast a?,, â s, (lô  podstawimy ilości, do tych spółrzędnych propor-
cyjonałne, A12, A,3. A,4. Kładąc, dla skrócenia, — = znajdzie-
my tym sposobem 

Taksamo, jako warunki, aby prosta (5) przecinała trzy pozostałe z prostych 
(4), znajdziemy: 

Ponieważ A,jt = Aii, gdy tymczasem Xii = —Xii, zatym suma tych czterech 
równań warunkowych jest tożsamościowo równa 0. To dowodzi, że prosta, 
która przecina trzy z tych prostych (4), przetnie także czwartą z nich. Te 
więc cztery proste są tworzącymi tego samego układu hiperbolojdy jednopo-
włokowej (porównaj art. 68). — Aby przeto otrzymać równanie tej hiperbo-
lojdy, dość wyrazić) że prosta (5) przecina trzy pierwsze proste (4). W tym 
celu sprowadzimy naprżód równania (5) do innej postaci. Oznaczając przez 
(x\, x'3j x\) spółrzędne punktu danego na prostej (5), mamy: 
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Te równania w połączeniu z równaniami (5) dają: 

I I l i / . - ń - 1 — , - - o y ^ j y 

a stąd wypadają równania następujące 

•iJ "JI "12 
Aby ta prosta przecinała trzy pierwsze proste (4), winno być: 

Ag, 
Pomnożywszy te równania przez siebie, wyrugujemy ilości Xi2 i otrzy-
mamy żądane równanie w postaci 

lub, wykonawszy mnożenie i podzieliwszy przez 074, 

(6) 

Weźmy teraz pod uwagę drugi układ prostych, t. j. proste, według któ-
rych przecinają się odpowiednie ściany obu czworościanów; równania tych 
prostych są odpowiednio 

Warunki zaś, aby jakakolwiek prosta 

przecinała każdą z tych czterech prostych są: 

I 

I 

Ponieważ aik = aki, gdy tymczasem przeto te cztery równania 
warunkowe, dodane do siebie, dają wypadek tożsamościowe równy 0. To do-
wodzi, że prosta, która przecina trzy z tych prostych (7), przetnie także 
czwartą z nich. Proste (7) są więc tworzącymi tego samego układu hiper-

(7) 
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bolojdy jednopowłokowej, której równanie jest, jak to łatwo znaleść, nastę-
pujące: 

. n , OL 

135. Twierdzenie PascaPa (I, art. 162), odnoszące się do krzywych 
stopnia 2-go, można tak wypowiedzieć: ^̂ boki trójkąta przecinają krzywą sto-
pnia 2-go w sześciu punktach, leżących po dwa na trzech prostych, któreto 
proste przecinają boki przeciwległe trójkąta w trzech punktach, leżących na 
jednej prostej^. Chasles udowodnił następujące twierdzenie analogiczne 
w przestrzeni: krawędzi czworościanu przecinają powierzchnią stopriia 2-go w dwu-
nastu punktach, przez które można przesunąć cztery płaszczyzny, z których każda 
przechodzi przez trzy punkty, położone na krawędziach, wychodzących z tego samego 
wierzchołka; proste przecięcia się każdej z tych płaszczyzn ze ścianą przeciwległą 
czworościanu są tworzącymi tego samego układu pewnej hiperbolojdy jednopowłokoicej. 

Jakoż, jeżeli 

jest równaniem powierzchni stopnia 2-go, odniesionym do tego czworościanu, 
to, skoro krawędzi AjAa, AjAg, A1A4,... czworościanu przecinają tę po-
wierzchnią w punktach, dla których mamy odpowiednio 

równania tych płaszczyzn można przywieść do postaci: 

Przecięcia więc tych płaszczyzn odpowiednio z płaszczyznami a;, = 0 , a?2 = 0, 
£C3 = 0, Xą, = O, według drugiej części poprzedzającego artykułu, są tworzą-
cymi tego samego układu pewnej hiperbolojdy. 

Ć W I C Z E N I A . 

(161). Okazać, źe płaszczyzny, które dzielą dwie proste A1A2 i A4A3 w tym 
samym stosunku, obwodzą parabolojdę hiperboliczną, na której leżą te dwie proste. 

(162). Okazać, że środki hiperbolojd jednopowłokowych, na których leży 
dany czworobok skośny^ znajdują sig na prostej, łączącej środki przekątnych tego 
czworoboku. 
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(164). Znaleść równanie kuli, opisanej na czworościanie odniesienia, a nastę-
pnie warunki, aby równanie ogólne przedstawiało kulę. 

(164). Wyznaczyć warunek, aby prosta — ^ — ^ była styczną do po-

wierzchni 

a następnie dowieść, że â ẑ̂  + 024a;2 + = 0 jest równaniem płaszczyzny sty-
cznej do powierzchni w wierzchołku Aj. 

(165). Okazać, że równanie powierzchni stopnia 2-go, do której są styczne 
ściany czworościanu odniesienia, można tak pisać: 

Okazać, że ta powierzchnią, będzie prosto-

linijową, jeżeli 

tudzież, źe jeżeli łpz=.mq — nr, to proste, łączące punkty styczności z przeciwle-
głymi wierzchołkami, przetną się w jednym punkcie. 

(166). Czworościan jest z sobą samym sprzężony względem danej kuli: do-
wieść, że każda jego krawędź jest prostopadła do kierunku krawędzi przeciwległej 
i że wszystkie trzy kąty płaskie przy jednym z wierzchołków są rozwarte. 

(167). Każda krawędź czworościanu jest równa krawędzi przeciwległej: oka-

1 gdzie s,, S2, S3 są trze-

ma krawędziami ograniczającymi jednę ścianę. 
(168). Powierzchnia stopnia 2-go jest opisana na czworościanie A,A2A3A4, 

a płaszczyzny styczne do niej w A,, A ,̂ A3, A4 ograniczają drugi czworościan 
6,626364: okazać że, jeżeli proste A,6, i A262 przecinają się, to i proste A363 
i A464 również się przecinają. 

(169). Okazać, że powierzchnia 

nie może być prostolinijową i źe będzie parabolojdą eliptyczną, jeżeli 

(170). Okazać, że powierzchnia 

będzie walcem, jeżeli: 
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ROZDZIAŁ XII. 

O UKŁADACH POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO, 

MIEJSCE GIEOMETKYCZNE PUNKTU I OBWIEDNIĄ PŁASZCZYZN STYCZNYCH, 
SPÓLNYCH DWU POWIERZCHNIOM STOPNIA 2-GO. 

136. Przystępujemy do badania własności powierzchni stopnia 2-go, 
wynikających z wzajemnej od siebie zależności tychże powierzchni. Ażeby 
rzecz należycie przedstawić, wyłożymy uprzednio niektóre wiadomości z teoryi 
ogólnej powierzchni algiebraicznych. 

Weźmy pod uwagę jakiekolwiek dwie powierzchnie algiebraiczne. Miej-
sce punktów spólnych tym dwu powierzchniom jest pewną liniją krzywą, którą 
nazwaliśmy (art. 12) l i n i j n ą p o d w ó j n i e k r z y w ą , a którąby można 
także nazwać k r z y w ą w p r z e s t r z e n i , albo k r z y w ą s k o ś n ą . Jeżeli 
krzywą skośną, którą płaszczyzna dowolna przecina w n punktach, nazwiemy 
l i n i j ą k r z y w ą s k o ś n ą s t o p n i a w-go, to natenczas hrzywa przecięciu 
się dwu powierzchni dlgielraiczmjch odpowiednio rzędu m-go i n-go, t. j. taJcich, któ-
rycJi rótcnania we spółrzędnych punhtu są algiebraiczne i odpowiednio stopnia m-go 
i n-go, jest Tcrzywą sJcośną stopnia mn-go. Albowiem, jeżeli do równań dwu 
danych powierzchni, które pospołu wzięte przedstawiają krzywą przecięcia się 
tych powierzchni, dołączymy równanie dowolnej płaszczyzny, to te trzy ró-
wnania, będąc odpowiednio stopnia m-go, n-go i 1-go, dadzą mn układów 
wartości na spółrzędne, czyniących zadość jednocześnie wszystkim trzem ró-
wnaniom, a to dowodzi, że płaszczyzna dowolna przecina owę krzywą — 
wogóle mówiąc — w mw punktach. 

Krzywa skośna danego stopnia może być krzywą przecięcia się dwu 
powierzchni rozmaitych rzędów, byle iloczyn tych rzędów był równy sto-
pniowi krzywej; oczywiście, że jeżeli ten stopień jest liczbą pierwszą, krzywa 
może być tylko krzywą przecięcia się płaszczyzny z powierzchnią takiego, jak 
jej stopień, rzędu. Stąd krzywą skośną stopnia łww-go, która jest prze-
cięciem się dwu powierzchni odpowiednio rzędu m-go i n-go, dla odróżnie-
nia od innych krzywych tego samego stopnia, nazywamy nadto liniją ro-
d z a j u 1 - g o , 
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Obwiednią płaszczyzn stycznych, spólnych dwu powierzchniom krzy-
wym, jest znowu pewną powierzchnią, którą nazwaliśmy (art. 67) powierzchnią 
rozwijalną, a to dlatego, że można ją (bez rozdarcia lub sfałdowania) rozwi-
nąć na płaszczyźnie. Jeżeli tę powierzchnią rozwijalną, do której można 
przez punkt dowolny poprowadzić n płaszczyzn stycznych (rzeczywistych 
lub urojonych) nazwiemy p o w i e r z c h n i ą r o z w i j a l n ą s t o p n i a w-go , 
to natenczas taksamo, jak poprzednio, można okazać, że obwiednią płaszczyzn 
stycznych, spólnych dwu powierzchniom algiebraicznym odpowiednio Masy m-tej 
i n-tej, t. j. tahim, których równania we spółrzędnych płaszczyzny są algielraiczne, 
odpowiednio stopnia m-go i n-go, jest powierzchnią rozwijalną stopnia mn-go. Tę 
powierzchnią nazwiemy nadto powierzchnią rozwijalną r o d z a j u 1 - g o , 
wrazie, gdy ona jest obwiednią dwu powierzchni, z których jedna jest rzędu 
m-go, a druga rzędu n-go, a to dla odróżnienia jej od innych powierzchni roz-
wijalnych tegoż stopnia, będących obwiedniami dwu innych powierzchni, ma-
jących rzędy, których iloczyn jest mn. 

137. Ilość spółczynników stałych w równaniu ogólnym powierzchni 
rzędu w-go lub klasy w-tej jest równa ilości waryjacyj z n elementów po 4, 
t. j. liczbie 

1 . 2 . . . w 1 . 2 . 3 

Atoli, jeżeli chodzi o ilość stałych rozporządzalnych ze względu na ilość wa-
runków, jakim taką powierzchnią poddać można, to liczbę powyższą należy 
zmniejszyć o jedność; gdyż ogólność równania nie zmniejszy się, jeżeli obie 
jego strony podzielimy przez jeden ze spółczynników. A zatym ilość stałych 
w równaniu ogólnym powierzchni rzędu n-go lub klasy w-tej, którymi można 
dowolnie rozporządzić, jest 

(n + l)(n + 2)(n-h3) _ ^ _ ^^^^^ 
1 . 2 . 3 

Stąd czytamy, że powierzchnią rzędu n-go lub klasy w-tej zupełnie wyzna-
czymy zapomocą (p(n) od siebie niezależnych równań stopnia 1-go między 
spółczynnikami, pierwszą np. przez (f>(n) punktów a drugą przez (p(n) pła-
szczyzn stycznych, dowolnie danych. 

Frzez ^(n) — 1 punktów danych, można poprowadzić nieskończenie iciele po-
wierzchni rzędu n-go, mających spólną krzywą przecięcia. Albowiem, zapomocą 
cpCwj — 1 równań warunkowych, orzekających, że dane punkty leżą na powierz-
chni rzędu n-go, można z równania ogólnego tej powierzchni wyrugować wszyst-
kie spółczynniki, oprócz dwu, i równanie przywieść do postaci (I, art. 198) 

V i + = O, 

gdzie / i i /a są dwiema funkcyjami spółrzędnych stopnia n-go, zupełnie 
wyznaczonymi, a stosunek X:|A jest nieoznaczony. Wszystkie te powierz-
chnie rzędu n-go, które przez — 1 punktów dowolnie danych mo-
żna poprowadzić, mają spólną krzywą przecięcia, mianowicie krzy-
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wą, według której przecinają się dwie powierzchnie / i = 0 i / = 0 rzędu 
n-go, zupełnie wyznaczone. — Stąd bespośrednio wynika, że krzyiv(i sTcoświ 
stopnia n^ rodzaju 1-go to zupełności wyznacza ^(n) — 1 punktów dowolnie danych, 
przez Titóre ta krzywa ma przechodzić. Tak np. krzywą skośną stopnia 4-go, 
a rodzaju 1-go, wyznacza osiem punktów dowolnie danych; albowiem 
cp(2) — 1 = 8. 

Podobnie można udowodnić twierdzenie analogiczne: istnieje nieskończe-
nie wiele powierzchni klasy n-tej, do których ^(yi) — 1 dowolnie danych płaszczyzn 
jest stycznych, mających tę sarnę poicierzchnicj, rozwijalną jako spoiną obwiednią. — 
Stąd zaś wypada, że powierzchnią rozwijalną stopnia n'^ rodzaju 1-go w zupełno-
ści wyznacza ^(n) — 1 płaszczyzn doicolnie danych, które do tej powierzchni mają 
tyć styczne. Tak np. powierzchnią rozwijalną stopnia 4-go, a rodzaju 1-go, 
wyznacza osiem płaszczyzn stycznych dowolnie danych. 

138. Przechodząc do powierzchni stopnia 2-go, weźmy pod uwagę na-
przód krzywą przecięcia się dwu takich powierzchni. Niech 

(1) i = + . . . + 2&34a73a?4=:0 

będą ich równaniami jednorodnymi, które wzięte pospołu przedstawiają krzy-
wą przecięcia. Jest ona krzywą skośną stopnia 4-go rodzaju 1-go, a osiem 
punktów ją wyznacza. 

W szczególnych przypadkach ta krzywa jest układem dwu krzywych 
stopni niższych. Z tych przypadków rozbierzemy dwa najważniejsze. 

a. Dajmy naprzód, że obie powierzchnie (1) mają spólną tworzącą D. 
Płaszczyzna dowolna E, przechodząca przez D, przecina nadto każdą z tych 
dwu powierzchni według drugiej tworzącej, należącej do innego układu two-
rzących, a punkt przecięcia się P dwu takich drugich tworzących jest pun-
ktem spólnym obu powierzchniom. Jeżeli płaszczyzna E obraca się około 
tworzącej D, to punkt P, pozostając wciąż punktem spólnym obu powierz-
chniom, opisze pewną krzywą C, obu powierzchniom spólną. A zatym, w tym 
przypadku linija przecięcia się dwu danych powierzchni i 5r = 0, ma-
jących spólną tworzącą, składa się z tej tworzącej i z krzywej C, która jest 
ki-zywą stopnia 3-go, gdyż tworząca spólna jest stopnia 1-go. 

Krzywa C przecina wszystkie tworzące ohu powierzchni, należące do tegoż 
układu, co tworząca spólna D, w dtvu punktach, a tworzące układu przeciwnego 
tylko w jednym punkcie. Albowiem jakakolwiek tworząca powierzchni f—O 
przecina powierzchnią ^ = 0 w dwu punktach, z których żaden albo tylko 
jeden leży na D, według tego, czy ta tworząca należy do tego samego, co D, 
lubteż do innego układu. Ze zaś te punkty, które nie leżą na D, leżą na C, 
przeto twierdzenie jest dowiedzione. 

Krzywa C przecina tworzącą spólną D w dwu punktach. Albowiem pła-
szczyzna E, przechodząca przez spólną tworzącą D, przecina krzywą stopnia 
3-go C w trzech punktach; jeden z tych punktów P leży na przecięciu się dwu 
drugich tworzących, według których płaszczyzna E przecina obie powierz-
chnie ; dwa zatym pozostałe punkty leżą na D. 
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b. Załóżmy powtóre, źe z óśmiu punktów, wyznaczających liniją, prze-
cięcia dwu powierzchni (1), pięć punktów leży na jednej płaszczyźnie E. Po-
nieważ pięć punktów dowolnie danych na płaszczyźnie wyznacza tylko jednę 
krzywą stopnia 2-go, a płaszczyzna E przecina obie powierzchnie f—i) 
\ cjz=lO^ każdą więc według krzywej stopnia 2-go, przechodzącej przez owe 
pięć punktów, przeto płaszczyzna E przecinają obie powierzchnie według 
tej samej krzywej. Weźmy płaszczyznę E za ścianę Xi = 0 czworościanu od-
niesienia i podstawmy w równaniach (1) Xi — 0. Otrzymane wypadki będą na-
tenczas równaniami krzywych, według których płaszczyzna —O przecina 
dwie powierzchnie (1); a że te równania przedstawiają jednę krzywą, więc 

1 ^ ^ ([33 ^ ^ ^ ^ 

^22 ^33 ^23 ^31 ^12 ' 

a przeto 

Widzimy z tego, że punkty spólne dwu powierzchni f — O i 7̂ = 0, jeżeli nie 
leżą na płaszczyźnie = O, leżą na płaszczyźnie 

A zatym: jeżeli pięć punUóio hrsytcej przecięcia się dtvu powierzchni stopnia 2-(jo 
Jeży na jednej płaszczyźnie, to ta Icrzywa sMada się z dtvu Jcrzytvych płaskich sto-
pnia 2-go. 

Ze wzoru (2) widzimy nadto, ie jeżeli dwie potoierzchnie stopnia 2-go / = 0 
i g —O przecinają się według divu krzywych płasJcich stopnia 2-go, leżących na pła-
szczyznach E =3 O i E' = O, to natenczas, przy peionej tvartości na czynnik stały 

(3) /-X5r = E.E', 
t.j. wyrażenie f—^g jest iloczynem dwu czynników stopnia 1-go. 

139. Niech 

(4) F = AnW,2^. . . + 2A34«3W4 = 0 i G = + . . . + SBâ ^̂ â = 0 

będą 
równaniami jednorodnymi dwu powierzchni stopnia 2-go we spółrzę-

dnych płaszczyzny. Wartości na ("M,, Wg? '̂ hi czyniące zadość jednocześnie 
obu równaniom, są spółrzędnymi płaszczyzny stycznej spólnej obu powierz-
chniom. Ciąg nieprzerwany tych płaszczyzn stycznych obwodzi powierz-
chnią rowijalną stopnia 4-go rodzaju 1-go. Proste, według których przeci-
nają się każde dwie płaszczyzny sąsiednie styczne, są tworzącymi tej powierz-
chni, a ciąg punktów, w których przecinają się każde dwie tworzące sąsie-
dnie, jest jej krawędzią zwrotu. Należy zauważyć, że na każdej płaszczyźnie 
stycznej, przechodzącej przez dwie tworzące sąsiednie, leżą trzy po sobie na-
stępujące punkty krawędzi zwrotu. 

Podobnie, jak każda powierzchnia rozwijalna posiada krzywą skośną 
jako krawędź zwrotu, tak nawzajem każdą krzywą skośną można uważać jako 
krawędź pewnej powierzchni rozwijalnej, którą można utworzyć w sposób na-http://rcin.org.pl
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stępujący. Weźmy na danej krzywej skośnej trzy po sobie następujące 
punkty P, P' P". Styczna do tej krzywej w P przechodzi przez P i P', 
a styczna do krzywej w P' przechodzi przez P' i P", a zatym płaszczyzna, 
przesunięta przez te dwie sąsiednie styczne do krzywej, przechodzi przez 
trzy sąsiednie punkty tejże krzywej. Tę płaszczyznę zowiemy p ł a s z c z y -
z n ą ś c i ś l e s t y c z n ą do krzywej w punkcie P. Obwiednią płaszczyzn 
ściśle stycznych do krzywej, odpowiadających każdemu jej punktowi, jest 
żądaną powierzchnią rozwijalną, która daną krzywą ma za krawędź zwrotu. 

Powierschnia rozwijalna spólna dwu powierzchniom stopnia 2-go dotyka każ-
dej z tych powierzchni wzdłuż krzywej skośnej stopnia 4-go rodzaju 1-go. Jakoż, 
jeżeli . . . + 20̂ X̂3X̂  = 0 jest równaniem we spółrzędnych punktu 
pierwszej z powierzchni (4), to spółrzędne płaszczyzny stycznej do tej po-
wierzchni w punkcie (x\, x\, x\, będą 

a zatym, jeżeli ta płaszczyzna ma być styczną także do drugiej powierzchni 
(4), to winno być także G f / i , A , A , A ) = 0. To równanie jest stopnia 2-go 
względem (x\, x\, x\, a?'4). A więc miejsce gieometryczne punktów styczno-
ści płaszczyzn, stycznych jednocześnie do obu powierzchni (4), z pierwszą 
z tych powierzchni jest liniją przecięcia się tej powierzchni z powierzchnią 
stopnia 2-go Gr(/,,/2,/3,/4) = 0, t. j. pewną krzywą skośną stopnia 4-go 
rodzaju 1-go. Taksamo rzecz się ma co do drugiej powierzchni. 

Podobnie można dowieść twierdzenia analogicznego: płaszczyzny, dotyka-
jące powierzchni stopnia 2-go ivzdłuż krzywej skośnej stopnia 4-go rodzaju 1-go, 
dotykają jeszcze drugiej powierzchni stopnia 2-go. Jakoż, spółrzędne punktu sty-
czności płaszczyzny (u\, u'.^, w'3, u'^) np. z pierwszą z powierzchni (4) są 

gdzie F'I, F'2J P'3j P 4 są wartościami dla połów pochodnych czą-
stkowych funkcyi F, wziętych odpowiednio względem n̂ , Jeżeli ten 
punkt leży na linii przecięcia się obu powierzchni (4) i jeżeli ^ = ^ + • • • + 
+ jest równaniem we spółrzędnych punktu drugiej z nich, na-
tenczas także F'2, F'3, F'4) = 0, t. j. owa płaszczyzna styczna do F = : 0 
w punkcie jej przecięcia się z G = 0 jest zarazem styczną do drugiej powierz-
chni stopnia 2-go, ^'(Fi, Fj, F3, F4) = 0. 

Powierzchnia rozwijalna, spólna dwu powierzchniom (4) jest w zupełności 
wyznaczona przez osiem płaszczyzn dowolnych, stycznych do obu powierzchni. 
Jeżeli pięć z tych płaszczyzn przechodzi przez jeden punkt, to można łatwo 
okazać, że wówczas ta powierzchnia roskłada się na dwa stożki styczne sto-
pnia 2-go, spólne obu danym powierzchniom. — Pięć bowiem płaszczyzn sty-
cznych, wychodzących z jednego punktu, wyznacza w zupełności stożek sty-
czny stopnia 2-go, mający ten punkt za wierzchołek. A zatym, jeżeli pięć pła-
szczyzn stycznych, spólnych obu powierzchniom (4), przechodzi przez jeden 
punkt, to stożek styczny z tego punktu do jednej powierzchni jest stycznym 

http://rcin.org.pl



UKŁADY POWIERZCHNI STOPNIA DRUGIEGO. — 1 4 0 . 4 5 9 

i do drugiej. Weźmy ten punkt za wierzchołek 4̂ = 0 czworościanu odnie-
sienia, i podstawmy w równaniach (4) ^ 4 = 0 ; otrzymane wypadki powinny 
być wtedy tożsamościowe (art. 85), a zatym 

Wskutek tego mamy: 

(5) 

AVidzimy z tego, źe płaszczyzny styczne, spólne obu powierzchniom (4), jeżeli 
nie przechodzą przez punkt W4=:0, przechodzą przez punkt 

A zatym: jeżeli pięć płaszczy sn stycznych, spólnych dwu powierzchniom stopnia 
2-go, przechodzi przez jeden punkt, to natenczas powierzchnia rozwijalna spoina tym 
powierzchniom roskłada się na dwa stożki stopnia 2-go, styczne do obu potoierzchni. 

Ze wzoru (5) widzimy nadto, zq jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go F = : 0 
i G = 0 są, wpisane w dwa stożki stopnia 2-go, którego wierzchołkami są punkty 
P = O i P' = O, natenczas przy pewnej wartości na stałą x, mieć będziemy 

(6 ) 

t. j. lewa strona tej tożsamości jest iloczynem dwu czynników stopnia 1-go. 

PĘK I SZEREG POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO. 

140. Zbiór powierzchni stopnia 2-go, przechodzących przez tę samę 
krzywą skośną stopnia 4-go rodzaju 1-go, nazwiemy p ę k i e m powierz-
chni stopnia 2-go, a owę krzywą w ę z ł e m tego pęku. Zbiór zaś powierz-
chni stopnia 2-go, mających tę samę powierzchnią rozwijalną stopnia 4-go 
rodzaju 1-go jako spólną obwiednią, nazwiemy s z e r e g i e m powierzchni 
stopnia 2-go, a tę powierzchnią rozwijalną p o d s t a w ą tego szeregu. 

Jeżeli 

(1) . 
są równaniami we spółrzędnych punktu dwu powierzchni stopnia 2-go, to 
równanie 

(3) 
z parametrem nieoznaczonym X, będzie przedstawiało wszelkie powierzchnie 
pęku, mającego jako węzeł tę krzywą, według której przecinają się dwie po-
wierzchnie / = 0 i g= -0 . — Podobnie, jeżeli 

(1') 
są równaniami we spółrzędnych płaszczyzny dwu powierzchni stopnia 2-go, 
to równanie 
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(3') F + XG = (A„ + + + 

z parametrem nieoznaczonym X, będzie przedstawiało wszelkie powierzclmie 
szeregu, mającego jako podstawę tę powierzchnią, rozwijalną, która obwodzi 
obie powierzchnie F = 0 i G = : 0 . 

Z równania (3) czytamy, źe przez każdy punkt nie lezący na węźle prze-
chodzi pewna powierzchnia pęku. Albowiem na wyznaczenie powierzchni 
pęku, przechodzącej przez punkt dowolny (Xi, mamy -J- —O, 

f 
skąd wypada na X wartość oznaczona i skończona X=: j-i gdyż z założę-

O 
nia nie jest ani / = ani '̂' = 0. — Taksamo z równania (3') wypada, źe 
każda płaszczyzna, która nie jest styczną do podstawy szeregu, jest styczną 
do jednej z powierzchni szeregu. 

Ponieważ punktom, spólnym dwu powierzchniom stopnia 2-go, odpo-
wiadają, jako płaszczyzny biegunowe, płaszczyzny styczne spólne tym dwu 
powierzchniom stopnia 2-go, które są biegunowo wzajemnymi z poprzednimi 
dwiema powierzchniami, więc, stosując zasadę dwoistości, można z twierdzeń, 
odnoszących się do pęku powierzchni stopnia 2-go, wyprowadzić bespośrednio 
twierdzenia, odnoszące się do szeregu takichźe powierzchni. Dlategoteż 
w dalszym ciągu zajmować się będziemy jedynie wyprowadzaniem własności 
pęku, a co do szeregu, to będziemy mogli ograniczyć się wysłowieniem twier-
dzeń analogicznych. 

141. Równanie płaszczyzny biegunowej punktu x\, x'3, x\) 
względem powierzchni /+X<7 = 0 jest 

(4) (Xi / , + + -f x j \ ) + l(Xig\ + Xng'2 + oc^o'^ + = O, 

gdzie f i , f i , - " i 9'i, są wartościami w punkcie P' połów pochodnych 
cząstkowych funkcyj f i g , wziętych odpowiednio względem Xi, X2,... 

Z tego wypada, że płaszczyzny biegunowe tego samego punktu (P') 
względem wszelkich powierzchni pęku (f -\-Xgz=zO) przechodzą przez prostą 
stałą, a mianowicie przez prostą, według której z sobą się przecinają pła-
szczyzny biegunowe tegoż punktu względem obu powierzchni (f—O i 7̂ = 0), 
wyznaczających węzeł pęku. A zatym: płaszczyzny hiegimoice tego samego pun-
Mii ivzgl§dem wszelhich powierzchni stopnia 2-go jednego pęku tworzą pęk płaszczyzn; 
pęki płaszczyzn 'biegunowych, odpowiadające rozmaitym punktom są pękami jedno-
kreŚlnymi; a w tych pękach płaszczyznami odpoiviednimi są płaszczyzny biegunowe 
ivzględem tej samej powierzchni pęku. Odpowiednio: bieguny tej samej płaszczy-
zny względem wszelkich powierzchni stopnia 2-go jednego szeregu, tworzą szereg pro-
stolinijowy punktótc; szeregi prostoUnijowe biegunów, odpowiadające rozmaitym pła-
szczyznom, są szeregami punktów jednokreślnymi, a w tych szeregach punktami od-
powiednimi są bieguny względem tej samej poioierzchni szeregu. — Ponieważ środek 
powierzchni stopnia 2-go jest biegunem płaszczyzny w nieskończoności, zatym 
możemy jeszcze dodać: środki poioierzchni stopnia 2-go jednego szeregu leżą na 
Unii prostej. 
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Według prostej, biegunowo wzajemnej z prostą P T " względem po-
wierzchni / + = przecinają, si§ płaszczyzny biegunowe punktów P' i P" 
względem tej powierzchni. Te dwie płaszczyzny są. odpowiednimi w tych 
dwu pękach płaszczyzn biegunowych, które względem pęku powierzchni 
f-\-Xg = 0 odpowiadają punktom P' i P". A ponieważ proste, według któ-
rych przecinają się odpowiednie płaszczyzny dwu pęków płaszczyzn jedno-
kreślnych, są widocznie (art. 22) układem tworzących powierzchni stopnia 
2-go, przeto: biegunowo wzajemne tej samej prostej D względem powierzchni stopnia 
2-go jednego pęku są jednym układem tworzących pewnej powierzchni stopnia 2-go; 
tworzące uMadu drugiego tej powierzchni są osiami pęków płaszczyzn biegunowych 
różnych punktów prostej D względem powierzchni pęku. Odpowiednio: biegunowo 
wzajemne tej samej prostej D względem powierzchni stopnia 2-go jednego szeregu są 
jednym układem tworzących pewnej powierzchni stopnia 2-go; tworzące układu 
drugiego tej powierzcMii są podstawami szeregów prostolinijowych biegunów różnych 
płaszczyzn, przechodzących przez prostą D, względem powierzchni szeregu. 

Biegun płaszczyzny PT"P'" względem powierzchni f-\-Xg=zO jest 
punktem, w którym przecinają się płaszczyzny biegunowe punktów P', P", 
P'" względem tej powierzchni. Oznaczmy, dla 2, 3, przez cW, i gŴ  
płaszczyzny biegunowe punktu P̂ '̂  odpowiednio względem / = 0 i = 
a przez Ê *) płaszczyznę biegunową tegoż punktu względem f na-
tenczas mieć będziemy 

Rugując X z tych trzech równań, otrzymujemy: 

Każde z tych trzech równań wynika z dwu pozostałych. Pierwsze dwa z nich, 
uwaźatie pospołu, przedstawiają krzywą skośną stopnia 4-go rodzaju 1-go, 
która widocznie roskłada się na prostą, przedstawioną przez równania 
e\ = O, e'2 = 0, i na pewną krzywą stopnia 3-go. Ponieważ punkty prostej 
e\ rz: e'2 = O nie są punktami powierzchni, przedstawionej przez trzecie ró-
wnanie, t. j. przez równanie e'V"'2 — e"',e"2 = 0, przeto: miejscem bieguna 
'płaszczyzny stałej względem powierzchni stopnia 2-go jednego pęku jest pewna 
krzywa skośna stopnia 3-go. Odpowiednio: obwiednią płaszczyzny biegunowij pun-
ktu stałego względem powierzchni stopnia 2-go jednego szeregu jest pewna powierz-
chnia rozwijalna, która jest biegunowo wzajemną z krzywą stopnia 3-go. — 
Ponieważ środek powierzchni stopnia 2-go jest biegunem płaszczyzny 
w nieskończoności, przeto z pierwszego z tych twierdzeń wypada jeszcze, 
źe środki powierzchni stopnia 2-go jednego pęku leżą na pewnej krzywej skośnej 
stopnia 3-go. 

142. Powierzchnia / 4 - X 5 t = O będzie stożkiem rzędu 2 - g o , jeżeli wy-
różnik funkcyi f-{-'Kg jest równy O, a więc, jeżeli parametr X jest pierwia-
stkiem równania stopnia 4-go 
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( 5 ) ttii + X 5 i i , a , 2 + X&,2 , a ,3 + X&,3 , a , 4 -f- X&i4 = 0 . 

(hi + J + ? <h3 + ) (hi + 

(hi + X&3i , a32 + X&32 , (hs + X&33 , ^34 + ^634 

«41 «42 + ^^42 ) a43 + , a ^ + , X&44 

A zatym: między powierzchniami stopnia 2-go jednego pęku znajdują się cztery 
słożM rzędu 2-go, czyli: przez Tirzywą przecięcia się dwu powierzchni stopnia 2-go 
mo^na przesunąć cztery stożki rzędu 2-go. — Ponieważ stożkowi rzędu 2-go, t. J. 
powierzchni utworzonej przez prostą, obracającą się około punktu stałego 
( w i e r z c l i o ł k a ) i wciąż przecinającą stałą krzywą stopnia 2-go (kierownicę), 
odpowiada, jako biegunowo wzajemna, powierzchnia g r a n i c o w a stopnia 2-go , 
t. j. powierzchnia płaska utworzona przez prostą, która, poruszając się wciąż 
na stałej płaszczyźnie, obwodzi na tej płaszczyźnie krzywą stopnia 2-go, 
przeto twierdzeniem, odpowiadającym poprzedzającemu %edług zasady dwo-
istości, będzie następujące: w szeregu powierzchni stopnia 2-go znajdują się cztery 
powierzchnie granicowe stopnia 2-go, czyli, obwiednią płaszczyzn stycznych, spólnych 
dwu powierzchniom stopnia 2-go, obwodzi zarazem cztery powierzchnie granicowe 
stopnia 2-go. 

Spółrzędne wierzchołków każdego z czterech stożków rzędu 2-go, nale-
żących do pęku / + X ^ = 0 , czynią zadość równaniom 

( 6 ) / 2 + X^2 = 0 , / 3 + X ^ 3 = 0 , + = 

w których X oznacza pierwiastek odpowiedni równania (5). 
Postępując taksamo, jakeśmy w przypadku analogicznym postąpili 

w artykule 175 części I-ej, można okazać, że wierzchołki tych czterech stoż-
ków są po dwa harmonicznie sprzężone względem każdej powierzchni pęku. 
A zatym: wierzchołki czterech stożków rzędu 2-go, należących do jednego pęku po-
wierzchni stopnia 2-go, są wierzchołkami czworościanu z sohą samym sprzężonego 
(art. 131) względem każdej z tych powierzchni. Odpowiednio: płaszczyzny czte-
rech powierzchni granicowych stopnia 2-go, należących do jednego szeregu powierz-
chni stopnia 2-go, są ścianami czworościanu z sobą samym sprzężonego względem 
każdej z tych powierzchni. — Albo, innymi słowy: powierzchnie stopnia 2-go je-
dnego pęku lub jednego szeregu mają spólny czworościan z sobą samym sprzężony, któ-
rego wierzchołki lub ściany są odpowiednio wierzchołkami lub płaszczyznami czterech 
stożków lub powierzchni granicowych stopnia 2-go, należących do tego pękulub szeregu. 

1 4 3 . Oznaczmy: przez A wyróżnik funkcyi F = A I I X I ^ . . . + 

przez B wyróżnik funkcyi g = Ą- ...Ą- przez A,, AA, AG i A^ 
te wartości, które przyjmie wyróżnik A, gdy w nim zamiast elementów ko-
lumny 1-szej, lub 2-ej, lub 3-ej, lub nakoniec 4-ej podstawimy odpowiednie ele-
menty jednoimiennych kolumn wyróżnika B ; nawzajem, przez BI, BA, B3 i B4 
wartości, które przyjmie wyróżnik B, gdy w nim taksamo zamiast elementów 
1-ej, lub 2-ej, lub 3-ej, lub nakoniec 4-ej kolumny podstawimy odpowiednie 
elementy jednoimiennych kolumn wyróżnika A ; i jeszcze przez A23, A31, AJA, 
A,4, A24, A34, lub odpowiednio przez B14, B24, B,^, BAS, B«I, B,A wartości, 
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które przyjmie wyróżnik A, lub B, gdy w nim zamiast elementów kolumn, 
odpowiadających wskaźnikom, podstawimy odpowiednie elementy jednoimien-
nych kolumn wyróżnika B, lub A. 

Rozwinąwszy wyznacznik (5) i uporządkowawszy jego wyrażenie we-
dług potęg niewiadomej X, otrzymamy równanie 

(5') 
gdzie 

Wartości na X, przy których równanie f-\-'kg = 0 przedstawia stożek rzędu 
2-go, nie zależą wcale od układu spółrzędnych, w których są wyrażone równa-
nia / = 0 i ^r^O. Stąd wynika, że spółczynniki 0, 4> i 0' są taksamo jak 
A i B niezmiennikami względem wszelkiego przekształcenia linijowego. Te 
trzy spółczynniki, zawierając w sobie spółczynniki obu funkcyj f i g , nazy-
wają się niezmiennikami spólnymi tych wielomianów, alboteź n i e z m i e n -
n i k a m i p ę k u / + X 5 f = 0 . 

Wiadomo, źe wyróżniki A i B wrazie, gdy są równe O, wyrażają iż po-
wierzchnie / = 0 i 5' = O są stożkami rzędu 2-go (walcami, lub układem dwu 
płaszczyzn); taksamo niezmienniki spólne pęku wrazie, gdy one przywodzą 
się do O, wyrażają pewne własności pęku, niezależne od układu spółrzędnych. 

144. Aby znaleść znaczenia gieometryczne równań 0 = 0, 0' = O, 
4> = 0, weźmy jakikojiwiek czworościan z sobą samym sprzężony względem 
powierzchni f = . 0 za czworościan odniesienia. Równanie tej powierzchni 
będzie wtedy kształtu: 

a zatym 

Stąd widzimy, że 0 = 0 dla =&22 = &33 = —Oj t . j . wtedy, kiedy ró^ 
wnanie powierzchni g = 0 jest kształtu 

a więc wtedy, kiedy powierzchnia g = 0 jest opisana na tym czworościanie 
odniesienia. Przy tym samym założeniu co do czworościanu odniesienia, 
mamy 

gdzie B,i, B22, B33, B44 są ilościami dołączonymi odpowiednio do elementów 
j 3̂3j wyróżnika B. Stąd widzimy, źe również 0' = O, jeżeli 

II fiA 00 7 
t. j. wtedy, kiedy równanie powierzchni ^ = 0 

we spółrzędnych płaszczyzny jest kształtu: 

czyli wtedy, kiedy powierzchnia 5r = 0 jest wpisana w czworościan odniesie-
nia. — Przyjąwszy, źe czworościan odniesienia jest z sobą samym sprzężony 
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względem powierzclmi g — O, znajdziemy taksamo, źe 0 = jeżeli powierz-
chnia f—O jest wpisaną w ten czworościan, a = jeżeli powierzchnia 
f—O jest opisana na tym czworościanie. — A i^ifin: jeseli powierzchnia f—O 
hib gz=:0 jest wpisana w czworościan z solą samym sprzężony ivzględempowierz-
chni g — O lul) odpowiednio f=0, alho, jeżeli powierzćhnia g—O lub f=0 jest 
opisana na czworościanie z sdbq, samym sprzężonym względem powierzclmi f— O 
luh g^O, wówczas odpowiednio 0 = 0 lub Zauważyć należy, że te 
dwie własności niezmienników 0 i 0' tak są z sobą związane, iż istnienie któ-
rejkolwiek jednej z nich prowadzi za sobą istnienie drugiej. 

Jeżeli jeszcze czworościan z sobą samym sprzężony względem jędnej 
z p o w i e r z c h n i / = O i O, np. względem pierwszej, przyjmujemy za czwo-
rościan odniesienia, to 

^ = ^l^iOh 1 — h + aâ I (htK^ — + — + 

Będzie zatym <I> = O, jeżeli 
— — I — = , — f>ił = h \ — = h^^ii — h ł = 

= ^ 3 3 ^ 4 4 — o , 

t. j. jeżeli do powierzchni g — O każda krawędź tego czworościanu odniesie-
nia jest styczną (art. 126). — Gdybyśmy podobnie za czworościan odniesie-
nia przyjęli czworościan z sobą samym sprzężony względem g = 0, to znale-
źlibyśmy taksamo, że ^ = 0, jeżeli do powierzchni / = 0 jest styczną każda 
krawędź tego czworościanu. — A zatym: jeżeli Tcażda krawędź czworościanu 
z sobą samym sprzężonego względem jednej z dwu powierzchni f=0 i g — O jest 
styczną do drugiej z nich, to wówczas = 0. 

145. Nie mogąc się wdawać w rozbiór szczegółowy równania wyróżni-
kowego (5), gdyż to przekraczałoby znacznie zakres niniejszej pracy, wypro-
wadzimy jeszcze tylko własności kilku szczególnych pęków powierzchni sto-
pnia 2'go. 

Załóżmy naprzód, że jedna z powierzchni/==: O i ^ = 0, wyznaczających 
węzeł pęku, roskłada się na dwie płaszczyzny; dajmy np., że Równa-
nie pęku zamienia się wtedy na 

( 8 ) / + X E , E 2 = 0 

i przedstawia wszelkie powierzchnie stopnia 2-go, które przechodzą przez 
dwie krzywe stopnia 2-go, według których powierzchnią/=: O przecinają 
dwie płaszczyzny E , = 0 i E 2 = 0. Węzeł więc pęku roskłada się w tym 
przypadku na dwie krzywe płaskie stopnia 2-go, i dlatego pęk (8) zowiemy 
p ę k i e m o d w u w ę z ł a c h p ł a s k i c h . 

Oznaczmy przez E = : 0 równanie płaszczyzny biegunowej punktu 
(cc\, x'3, względem / = : 0 , a przez E'i i E'2 wypadki podstawienia tych 
spółrzędnych w E, i Ej; wtedy równanie płaszczyzny biegunowej tego punktu 
Względem (8) będzie 
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E + X(E',E2 + E'2E,) = 0, 

a to równanie przywodzi się do E ^ O , jeżeli jest E ' i= :0 i E'2 = 0. A zatym: 
jaJciJcolwieh punkt na prostej, według której przecinają się płaszczymy E, = O 
ż Ea O ohu węzłów pęku f + XE, E2 = O, posiada tę sarnę płaszczyznę Uegunową 
względem wszelkich powierzchni tego pęku. Stąd zaś wypada, w przypadku szczegól-
nym, źe î omem/mieiJgyfcw dwuwęzłowego / + X E , E 2 = 0 mają płaszczyzny sty-
czne spólne w tych dwu punktach, to których powierzchnią / = O przecina prosta 
E, = E 2 = 0, czyli, że wszystkie powierzchnie tego pęku są do sielie styczne w dwu 
tych samych punktach. 

Nawzajem, jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go są do siebie styczne w dwu 
punktach, to krzywa ich przecięcia się roskłada się na dwie krzywe płaskie. Albo-
wiem, jeżeli przez oba punkty styczności i przez jakikolwiek trzeci punkt 
na przecięciu się tych dwu powierzchni przesuniemy płaszczyznę, to ta pła-
szczyzna przetnie obie powierzchnie według dwu krzywych stopnia 2-go, 
które, jako mające trzy punkty i dwie styczne w dwu z tych punktów spólne, 
są właściwie tążsamą jedną krzywą. 

Podobnie można okazać, że wszystkie powierzchnie pęku dwuwęzłowego 
/+ X E I E 2 = 0 mają jako spólną obwiednią, dwa stożki stopnia 2-go. Jakoż, bie-
gunowe wzajemne tych powierzchni stopnia 2-go, które są do siebie styczne 
w dwu punktach, są także powierzchniami stopnia 2-go podwójnie się doty-
kającymi, a dwu płaszczyznom przecięcia się pierwszych, odpowiadają, jako 
biegunowo wzajemne, dwa stożki styczne do drugich powierzchni. 

"Weźmy pod uwagę trzy powierzchnie stopnia 2-go, 

/ + EE,r=0 , / + EE2 = 0, / - f E E g ^ O . 

Oprócz krzywej płaskiej / = O, E = O, spólnej wszystkim trzem, mają każde 
dwie z tych powierzchni jeszcze drugą krzywą płaską spólną. Równania pła-
szczyzn, na których te krzywe leżą, są odpowiednio: 

E2—E3 = 0, E 3 - E , = 0 i E , — E 2 = 0, 

a suma tych równań jest tożsamościowo równa 0. A zatym: jeżeli trzy po-
wierzchnie stopnia 2-go mają jednę krzywą płaską spólną, lotedy każde dwie z tych 
powierzchni mają także drugą krzyicą płaską spólną, a płaszczyzny, na których leżą 
ołoe trzy drugie krzywe^ przechodzą przez jednę prostą. 

Jeżeli płaszczyzny Ei = 0 i = O razem się schodzą z płaszczyzną 
E = O, wówczas równanie (8) zamienia się na 
(9) / + X E 2 = 0 
i przedstawia wszelkie powierzchnie stopnia 2-go, styczne do / = 0 wzdłuż 
krzywej płaskiej / = : 0 , E = : 0 . 

Łatwo spostrzec, że dwie potcierzchnie stopnia 2-go, styczne do siebie w trzech 
punktach, dotykają się iczdłuż krzywej płaskiej. Albowiem, płaszczyzna, wyzna-
czona przez te trzy punkty, przecina obie powierzchnie według dwu krzywycli 
stopnia 2-go, które, mając trzy punkty i styczne w tych punktach spólne, przed-
stawiają jednę krzywą. 

Bibl. inat.-fiz., S. IV, T. IV. http://rcin.org.pl
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"Weźmy pod uwagę dwie powierzclinie stopnia 2-go 

/ + E , 2 = 0 i Z + E a ^ ^ O , 

które dotykają powierzchni / = 0 odpowiednio wzdłuż krzywych / = 0 , 
E j = 0 i / = : 0 , E2 = 0. Te dwie powierzchnie przecinają, się według dwu 
krzywych płaskich, a równania tych krzywych są widocznie 

E , — E 2 = 0 i E , + E 2 = 0. 

A zatym: jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go dotyMją trzeciej wzdłuż Icrzywycli 
płaskich, natenczas one przecinają się z solą według dwu hrżywych płaskich, których 
płaszczyzny przechodzą przez prostą przecięcia się płaszczyzn pierwszych dwu krzy-
wych i są z nimi harmonicznie sprzężone. 

146. Szczególnym przypadkiem pęku powierzchni stopnia 2-go o dwu 
węzłach płaskich jest układ powierzchni stopnia 2-go h o m o t e t y c z n y c h , 
t. j. taki, w którym płaszczyzna jednego węzła jest nieskończenie odległą. 
"Według tego określenia, jeżeli / = 0 jest równaniem powierzchni stopnia 
2-go, to równanie 

(10) / + E = 0 

będzie przedstawiało powierzchnią homotetyczną z / = 0 . A zatym w równa-
niach dwu powierzchni stopnia 2-go homotetycznych jedynie spółczynniki wy-
razów stopnia 1-go względem spółrzędnych i wyrazów, od nich niezale-
żnych, są różne od siebie. Stąd wynika, podobnie, jak w teoryi krzywych 
stopnia 2-go homotetycznych, istnienie środka podoUeństioa, równoległość kierun-
ków głównych, proporcyjonalność osi głównych i t. d. w dwu powierzchniach sto-
pnia 2-go homotetycznych. 

"Wszystkie kule są powierzchniami stopnia 2-go homotetycznymi i dla-
tego można je uważać jako mające przekrój płaski spólny w nieskończoności; 
ten przekrój jest widocznie kołem urojonym. Przekrój zatym płaski powierz-
chni stopnia 2-go będzie kołem, jeżeli krzywa przekroju przechodzi przez te 
dwa punkty, w których jego płaszczyzna przecina owo koło w nieskoń-
czoności. 

Z tej uwagi można otrzymać ilość rozwiązań zagadnienia, mającego na 
celu wynalezienie przekrojów kołowych powierzchni stopnia 2-go. Jakoż, 
skoro przekrój powierzchni stopnia 2-go płaszczyzną w nieskończoności 
przechodzi przez cztery punkty na kole urojonym w nieskończoności, to sześć 
prostych, łączących każde dwa z tych czterech punktów, będą takimi, iż pła-
szczyzny, przechodzące przez którąkolwiek z nich, przetną powierzchnią we-
dług kół. A więc, istnieje sześć szeregów płaszczyzn równoległych, które przeci-
nają powierzchnią stopnia 2-go według kół. Punkty styczności płaszczyzn sty-
cznych do powierzchni, które można przesunąć przez którąkolwiek z tych 
sześciu prostych, będą umhilikami. A zatym, powierzchnia stopnia 2-go posia-
da dwanaście umbilików, z których tylko cztery są punktami rzeczywistymi. 

Powierzchnią obrotową można uważać jako dotykającą kuli w dwu 
punktach; albowiem np. równanie 
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I ^ _ 1 

można tak pisać: 

+ + — + I ^ ^ _ 1 ̂  _ _ | z= 0. 

Przeto w powierzchniach obrotowych istnieje tylko jeden szereg przekrojów kołowych; 
płaszczyzny tych przekrojów przechodzą przez prostą, która łączy punkty sty-
czności przekroju kuli i powierzchni obrotowej płaszczyzną w nieskończo-
ności. 

SIEĆ I SMUGA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO. 

147. Załóżmy, że z ^(n) punktów potrzebnych na wyznaczenie powierz-
chni rzędu w-go (art. 137), tylko ^(n) — 2 punktów jest danych dowolnie. 
Ponieważ zapomocą równań warunkowych, wyrażających, że te punkty znaj-
dują się na powierzchni rzędu n-go, można wyrugować z równania ogólnego 
tej powierzchni wszystkie spółczynniki, oprócz trzech, które pozostaną nieo-
znaczone, i to równanie przywieść do postaci 

(11) + = 

gdzie / , ff, h są funkcyjami oznaczonymi stopnia n-go, a X, {i, v są liczbami 
stałymi, których stosunki X: JJL : v są nieoznaczone, przeto widocznie powierz-
chnie rzędu n-go, które przechodzą przez ^(n) — 2 punktów dowolnie danych, prze-
chodzą, nadto przez n^ — ^(n) + 2 innych punktów, przez tamte wyznaczonych. 
Albowiem one przejść winny przez punktów, w których przecinają się trzy 
oznaczone powierzchnie rzędu w-go, f=0, g~0 i h — O, Stąd wynika, że 
wszystkie powierzchnie stopnia 2-go, które przechodzą przez siedem punktów 
dowolnie danych, przechodzą jeszcze przez punkt ósmy, przez tamte wyznaczo-
ny. — Taksamo można okazać, że do powierzchni klasy n-tej, do której jest do-
wolnie danych — 2 płaszczyzn stycznych, jest jeszcze n^ — fę(n) płaszczyzn 
stycznych, przez tamte wyznaczonych, a w szczególności, że do powierzchni sto-
pnia 2-go, do której siedem danych płaszczyzn jest stycznych, jest jeszcze 
styczną ósma płaszczyzna, przez tamte wyznaczona. 

148. Zbiór powierzchni stopnia 2-go, które przechodzą przez punkty 
spólne lub do których są stycznymi płaszczyzny styczne, spólne trzem po-
wierzchniom stopnia 2-go, nazywamy s i e c i ą lub odpowiednio s m u g ą 
tych powierzchni. Jeżeli / = 0 , g = 0,h — 0 są równaniami we spółrzędnych 
punktu lub płaszczyzny trzech powierzchni stopnia 2-go, to równanie 

(12) f - ^ l g + ^ h ^ O , 

z dwoma parametrami nieoznaczonymi X i {i, będzie równaniem każdej po-
wierzchni sieci lub odpowiednio smugi. 

Łatwo spostrzec, że przez dwa punkty dowolnie dane, byle niespólne 
powierzchniom f = O, ^ O i /t = O, przechodzi tylko jedna powierzchnia sieci. 
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Taksamo istnieje tylko jedna powierzchnia smugi, do której są stycznymi dwie 
dowolnie dane płaszczyzny, nie będące płaszczyznami stycznymi,'spólnymi po-
wierzchniom f = O, ^ = O i nr 0. 

Oznaczmy przez E = O, E' — O i E" = O płaszczyzny biegunowe tego 
samego punktu odpowiednio względem p o w i e r z c h n i / = O, g = 0 i h = {)\ na-
tenczas 

E + XE' + H-E" = O 

będzie równaniem płaszczyzny biegunowej tegoż punktu względem którejkol-
wiek powierzchni sieci (12); ta płaszczyzna przechodzi przez punkt stały 
E = O, E' = O, E" = 0. A zatym: płaszczyzny biegunowe tego samego punUu 
wzglądem wszelUch powierzchni stopnia 2-go jednej sieci przecJiodzą przez punkt 
stały. Odpowiednio: bieguny tej samej płaszczyzny względem wszelkich powierz-
chni stopnia 2-go jednej smugi leżą na płaszczyźnie stałej, — N a tym twierdzeniu 
H e s s e oparł sposób kreślenia powierzchni stopnia 2-go, przechodzącej przez 
pziewięć punktów danych. 

Ć W I C Z E N I A . 

(171). Okazać, że linija prosta jest jedyną liniją stopnia 1-go. 
(172). Okazać, że jedyną krzywą właściwą stopnia 2-go może być tylko prze-

cięcie stożkowe, t. j. krzywa płaska stopnia 2-go. 
(173). Okazać, że żadna linija prosta nie może krzywej stopnia n-go, niej)ła-

skiej, przecinać w więcej jak w ( n — 1 ) punktach. 
(174). Okazać, że krzywa stopnia 3-go jest albo płaską rzędu 3-go, albo czę-

ściowym przecięciem się dwu powierzchni stopnia 2-go, mających prostą spólną. 
(175). Wierzchołki dwu czworościanów, z których każdy jest z sobą samym 

sprzężonych względem tej samej powierzchni stopnia 2-go, tworzą układ óśmiu pun-
któw; okazać, że powierzchnie stopnia 2-go, przechodzące przez siedem z tych pun-
któw, przechodzą i przez ósmy punkt. 

(176). Jeżeli na kuli opiszemy czworościan z sobą samym sprzężony wzglę-
dem danej powierzchni stopnia 2-go ze środkiem, to długość stycznej do tej kuli, 
wyprowadzonej ze środka powierzchni danej, będzie stałą. 

(177). Okazać, że środek kuli, wpisanej w czworościan z sobą samym sprzę-
y"^ z^ 1 1 1 

żony względem hiperbolojdy ^ + ^ + = dla której + + = 
CL U C d u C 

znajduje się na powierzchni tej hiperbolojdy. 
(178). Okazać, że miejsce środków kul, opisanych na czworościanie z sobą 

samym sprzężonym względem parabolojdy, jest płaszczyzną. 
(179). Okazać, że jeżeli do jednej z dwu kul jest styczną krawędź czworo-

ścianu z sobą samym sprzężonego względem drugiej kuli, to suma kwadratów pro-
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mieni tych kul jest równa kwadratowi odległości ich środków, pomnożonemu 
2 

przez — • 
o 
(180). Okazać, że jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go / = 0 i^rrrO są 

do siebie styczne, to wyróżnik funkcyi f -\-\y ma dwa pierwiastki równe; znaleść 
stąd warunek, aby dwie kule były styczne do siebie. 

(181). Okazać, że jeżeli dwie powierzchnie stopnia 2-go są do siebie styczne, 
to punkt styczności jest punktem podwójnym krzywej ich przecięcia się. 

(182). Znaleść warunek, aby dwie powierzchnie stopnia 2-go były takimi, 
żeby w jednę z nich można było wpisać czworościan, któregoby dwie pary przeciwle-
głych krawędzi znajdowały się na drugiej z nich. 

(183). Stosunek osi głównych dwu elipsojd spółśrodkowych i homotetycznych 
jest l : n , przy n ^ l ; z jakiegokolwiek punktu na elipsojdzie zewnętrznej wypro-
wadźmy stożek styczny do wewnętrznej; okazać, źe płaszczyzna przecięcia się tego 
stożka z elipsojdą zewnętrzną jest styczną do innej elipsojdy homotetycznej, miano-
wicie do tej, dla której stosunek jej osi do osi elipsojdy wewnętrznej jest (n^ — 2): 2. 

(184). Znaleść miejsce punktu przecięcia się płaszczyzn,'stycznych do po-
y"̂  ẑ  , ^ ' >in7.b"-r, 

wierzchni — - | — — w końcach trzech średnic sprzężonych^ 
a'" h" t - ' . ' ^ 
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ROZDZIAŁ XIIJ. 

ZARYS TEORYI OGÓLNĆJ POWIERZCHNI ALGIEBRAICZNYCH 

RZĘDU /l-GO. 

149. W tym zarysie teoryi ogólnej powierzchni algiebraicznych ogra-
niczymy się jedynie tymi własnościami, do których wyprowadzenia, oprócz 
rachunku algiebraicznego, wystarczają te wiadomości z rachunku różniczko-
wego, które podaliśmy w rozdziale X I V części I. 

Okazaliśmy już w rozdziale poprzedzającym, że 

1 • 2 1 3 

punktów lub płaszczyzn stycznych dowolnie danych wyznacza w zupełności 
powierzchnią algiebraiczną rzędu w-go, lub odpowiednio klasy w-tej. Jeżeli 
jest tylko (p(n) — l punktów (lub płaszczyzn stycznych) dowolnie danych, to 
natenczas istnieje nieskończenie wiele powierzchni rzędu n-go (klasy w-tej), 
które przechodzą przez te punkty (są styczne do tych płaszczyzn), a te 
wszystkie powierzchnie przecinają się według tej samej krzywej stopnia n-go 
rodzaju 1-go (są wpisane w tę samę powierzchnią rozwijalną stopnia w-go 
rodzaju 1-go). Zbiór tych powierzchni nazwaliśmy p ę k i e m (lub odpowie-
dnio s z e r e g i e m ) . 

Jeżeli zaś tylko (p(h) — 2 punktów (lub płaszczyzn stycznych) jest do-
wolnie danych, natenczas istnieje nieskończenie wiele powierzchni rzędu n-go 
(klasy w-tej), które przechodzą przez te punkty (są styczne do tych pła-
szczyzn), a te wszystkie powierzchnie przecinają się nadto w w' — (p(n) 4-2 
innych punktach (mają jeszcze n^ — (f(n) + 2 innych płaszczyzn stycznych 
spólnych), przez tamte w zupełności wyznaczonych (art. 147). Zbiór tych 
powierzchni nazwaliśmy s i e c i ą (lub odpowiednio smugą) . 

Łatwo spostrzec, że powierzchnie jednej sieci t. j. powierzchnie, przed-
stawione przez równania 

X / + t Ł ę + vtj) = 0 , 
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gdzie / , (p, są funkcyjami oznaczonymi stopnia n-go względem spółrzędnych 
punktu, a stosunki X: : v są nieoznaczone, przechodzące przez ten sam 
punkt, niespólny powierzchniom/= O, O i O, tworzą pęk. Podobnie 
powierzchnie jednej smugi, styczne do tej samej płaszczyzny, ale nie jednej 
z tych, które smugę wyznaczają, lub są przez tamte wyznaczone, tworzą 
szereg. 

STYCZNE I NOEMALNE. 

150. Linija prosta przecina powierzchnią rzędu w-go w n punktach, 
rzeczywistych lub urojonych. Jeżeli conajmniej dwa z tych punktów schodzą 
się razem w jednym punkcie, to wówczas mówimy, że prosta jest s t y c z n ą 
do powierzchni w tym punkcie, zwanym jej p u n k t e m s t y c z n o ś c i . Stąd 
wynika, że styczna do powierzchni rzędu n-go przecina tę powierzchnią, prócz 
w punkcie styczności, jeszcze co najwięcej w n — 2 punktach. 

Niech 

(1) /(x,t/,0) = O 

będzie równaniem powierzchni rzędu w-go we spółrzędnych prostokątnych 
punktu. Wyprowadźmy z punktu dowolnie danego p (x, y, z) prostą, której 
dostawy kierunkowe są (X, ji, v). Oznaczając przez (X, Y, Z) spółrzędne 
punktu bieżącego P na tej prostej i kładąc p^=zr , mamy 

(2) + Y = ? / - l - t i r , Z = ź ! - f v r . 

Jeżeli punkt P jest zarazem punktem powierzchni (1), wówczas 

f(x 4- Xl-, y + [tr, ^ + vr; = 0 , 

lub, rozwinąwszy stronę lewą zapomocą wzoru Taylor'a (I, art. 203), 

(3) / + f A / + . . . + 

gdzie, dla w = 1, 2 , . . . , w, 

a tu znak sumy rosciąga się na wszelkie wartości całkowite i dodatne liczb 
h j, byle było i-\-j -\-Jc = m. 

Prosta (2), t. j. 

X —£c Y — ^ Z-it 
(5) 

będzie styczną w i? do powierzchni (1), jeżeli dwie spośród n wartości na r, 
wyznaczonych przez równanie (3), są sobie równe; a więc, jeżeli 

(6) f=t>, oraz (7) + + v | = 0 . 
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Pierwsze równanie oznacza, że punkt p leży na powierzchni (1), a drugie 
wyraża związek między dostawami kierunkowymi stycznej. Ponieważ na wy-
znaczenie trzech dostaw kierunkowych (X, [i, v) mamy tylko jedno równanie 
(7) (oprócz + v 2 — z a t y m widoczna, że powierzchnia w każdym 
punkcie p posiada nieskończenie wiele stycznych. Te wszystkie styczne leżą, 
wszakże na tej samej płaszczyźnie, mianowicie na tej, której równanie, wyni-
kające wskutek rugowania X, jj., v z równań (5) i (7), jest 

(8) + 

Płaszczyzna (8) jest p ł a s z c z y z n ą s t y c z n ą do powierzchni (1) w pun-
kcie p(x,y,z)j a ten punkt jest jej p u n k t e m s t y c z n o ś c i . 

Prosta, przechodząca przez punkt p na powierzchni i prostopadła do 
płaszczyzny stycznej w tym punkcie, zowie się n o r m a l n ą do powierzchni* 
Równania zatym normalnej do powierzchni (1) w punkcie p(x, y, z) są: 

X - x Y — y Z —z (9) 
^ ?Ł 
dx dy dz 

151. Pośród stycznych do powierzchni f—O w punkcie^ (x,y,z) 
istnieją dwie, które z powierzchnią mają w p trzy punkty spólne. Jakoż, 
jeżeli do równania warunkowego (7) dołączymy równanie 

wówczas równanie (3) będzie miało trzy pierwiastki równe 0. Te dwie sty-
czne zowią się s t y c z n y m i g ł ó w n y m i do powierzchni /= O w punkcie 
p, i widocznie są one tymi dwiema prostymi, przez punkt p przechodzącymi, 
według których stożek stopnia 2-go 

(11) • ' ^ dy'^ ' ^ ' dz^ ' ^ ^ dydz " 

+ 2(Z - + 2 ( X Y - = o , 

mający wierzchołek w tym punkcie p, przecina płaszczyzna styczna (8). — 
AYeżmy punkt styczności p za początek spółrzędnych, a płaszczyznę styczną 
w tym punkcie za płaszczyznę X Y . Równanie powierzchni / = 0 przywie-
dzie się wtedy do postaci: 

(12) ^ + + + + la^^ZK + + . . . = 0 , 

gdzie opuszczone wyrazy są stopnia wyższego niż 2-gi. Ponieważ 

9 2 / 9 2 / 3 2 / 
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przeto otrzymamy równanie dwu stycznych głównych w punkcie p, gdy w ró-
3 2 / 

wnaniu (11) za podstawimy tylkoco napisane wartości, a następnie 

przyjmiemy x = y = s = 0 i Z = 0. Tym sposobem znajdziemy 

a, + 2ai2XY + aa^Y^ = 0. 

Te dwie styczne są urojone, rzeczywiste różne, lubteź rzeczywiste schodzące 
się z sobą razem, według tego, czy an^aa — aia^^O, czy c O , czyteź = 0 . 

Punkt p powierzchni zowie się, odpowiednio temu, p u n k t e m e l i -
p t y c z n y m , h i p e r b o l i c z n y m , lub p a r a b o l i c z n y m . Te nazwy po-
chodzą stąd, że, jak to pierwszy zauważył Dupin, płaszczyzna, równoległa do 
płaszczyzny stycznej, a nieskończenie jej bliska, przecina powierzchnią f—O 
(gdy przyjmiemy pod uwagę jedynie punkty nieskończenie bliskie punktu 
odpowiednio według elipsy, hiperboli, lub paraboli. 

Stycznym głównym można nadać inne znaczenie w sposób następujący. 
Płaszczyzna styczna do powierzchni f = O w punkcie p przecina tę powierz-
chnią według pewnej krzywej, dla której punkt p jest punktem podwójnym; 
albowiem każda prosta, leżąca na płaszczyźnie stycznej a przechodząca przez 
punkt p, przecina tę krzywą w n punktach, z których dwa schodzą się z sobą 
razem w punkcie p. AYskutek tego, dwie styczne główne do powierzchni 
yf p są dwiema stycznymi do tej krzywej w tym właśnie punkcie podwójnym. 
Będzie on punktem odosobnionym, punktem węzłowym, lub punktem zwrotu, 
według tego, czy dwie styczne główne są urojone, czy rzeczywiste różne, czy-
też rzeczywiste razem się z sobą schodzące. 

Jeżeli powierzchnia f=0 jest stopnia 2-go, to krzywa przecięcia się 
będzie krzywą stopnia 2-go; a że na tej krzywej znajduje się punkt podwój-
ny, więc jedynymi możebnymilinijami przecięcia będą albo nieskończenie mała 
elipsa, jak np. w elipsojdzie, albo dwie proste, które się przecinają lub razem 
się z sobą schodzą, jak np. odpowiednio w hiperbolojdzie jednopowłokowej 
lub w walcu. 

Łatwo spostrzec, że jakakolwiek płaszczyzna, przechodząca przez jednę 
z dwu stycznych głównych, przecina powierzchnią według linii krzywej, która 
w punkcie styczności ma punkt przegięcia; albowiem ta styczna przechodzi 
przez trzy sąsiednie punkty tej krzywej. Stąd też styczne główne zowią się 
także s t y c z n y m i p r z e g i ę c i a . 

152. Okazaliśmy w poprzedzającym artykule, że płaszczyzna styczna 
do powierzchni/ = O przecina tę powierzchnią według krzywej, mającej 
w punkcie styczności punkt podwójny. Stąd wynika, że nawzajem, każda 
płaszczyzna, która powierzchnią przecina według krzywej z punktem podwój 
nym, winna być uważana za płaszczyznę styczną do powierzchni, mającą 
w punkcie podwójnym punkt styczności. Jeżeli ta krzywa przecięcia ma dwa, 
trzy, . . . punkty podwójne, to płaszczyzna przecięcia będzie p ł a s z c z y z n ą 
s t y c z n ą p o d w ó j n ą , p o t r ó j n ą , i t. d. Ponieważ do równania pła-
szczyzny wchodzą trzy stałe niezależne, przeto zawsze można tak wyznaczyć 
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płaszczyznę, aby ona czyniła zadość trzem warunkom. Stąd wynika wogóle, 
że istnieje ilość skończona płaszczyzn stycznych potrójnycli, t. j. takicłi, które 
powierzchnią /= O przecinają według krzywej z trzema punktami podwój-
nymi. 

P ł a s z c z y z n ą s t y c z n ą o s o b l i w ą nazywamy taką płaszczyznę, 
która nie jest do powierzchni styczną w skończonej ilości punktów, ale do-
tyka jej wzdłuż całej linii krzywej albo prostej. Przykładem takiej płaszczy-
zny stycznej jest płaszczyzna styczna stożka, walca i wogóle wszelkiej po-
wierzchni rozwijalnej; l i n i j ą s t y c z n o ś c i jest w tym przypadku two-
rząca powierzchni rozwijalnej. 

Jeżeli płaszczyzna styczna jest osobliwą, wtedy każda prosta na niej le-
żąca i przecinająca liniją styczności, ma z tą liniją w punkcie przecięcia dwa 
punkty spólne (bo ta linija jest miejscem punktów podwójnych przekroju po-
wierzchni płaszczyzną styczną), a każda prosta do linii styczności styczna, 
jako zejście się dwu stycznych w punkcie podwójnym, ma z tą liniją w pun-
kcie styczności cztery punkty spólne. Łatwo spostrzec, że ta styczna jest zej-
ściem się dwu stycznych głównych do powierzchni. Chcąc więc znaleść wa-
runek, aby płaszczyzna styczna była osobliwą, trzeba wyrazić, że w każdym 
punkcie istniejące dwie styczne główne do powierzchni schodzą się razem 
w jednę prostą, przechodzącą przez owe cztery punkty razem się z sobą scho-
dzące. 

Dostawy kierunkowe stycznych głównych są wyznaczone przez równa-
nia (7) i (10). Ponieważ te dwie styczne razem się z sobą schodzą, przeto, 
dla skrócenia, oznaczywszy 

. f 
^^^di' = = ^ J^^-dz'' 

na wyznaczenie dostaw kierunkowych tej jednej stycznej mamy 

/ l A + / l2V +/23V ^Aty^ + /33^ 
(13) f\ h U 

/ l X + / 2 | l + / 3 V = 0 , 

gdyż wtedy płaszczyzna (8) dotyka stożka (11). "Warunkiem, aby te równa-
nia miały miejsce jednocześnie, jest 

/ i 1 > /12 > / l3 J / l 

/21 > f z i ? Aa > f j 

/31 ) /32 5 fas } fs 
fi 1 f^ > /s >0 

a warunek, aby ta styczna przechodziła przez owe cztery punkty razem się 
z sobą schodzące, sprowadza się do tego, aby wartości na X: : v, wyznaczone 
przez równanie (13), uczyniły zadość równaniu 

(14) 
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Wtedy bowiśm równanie (3) będzie miało cztery pierwiastki = 0 . 
Warunki, pod jakimi płaszczyzna styczna jest osobliwą, można jeszcze 

tak znaleść. Niech lx my + = p będzie płaszczyzną styczną do po-
wierzcłini / = 0. Porównanie tego równania z równaniem (8) daje 

fi f i f s 
+ y f i + ^fs 

l m n p 
Te równania, razem z równaniem / = 0 , dają spółrzędne punktu styczności, 
tudzież związek,między l, m, n i p. Wynajdziemy więc warunki istnienia 
płaszczyzny stycznej osobliwej, uważając, że punkt styczności, wyznaczony 
przez te równania, może być jakimkolwiek punktem linii krzywej, t. j. że 
jego spółrzędne są wtedy nieoznaczone. 

PUNKTY WIELOKKOTNE. 

153. Jeżeli w punkcie p na powierzchni f = 0 przywodzą się do zera 
pochodne / , , A i /a, natenczas równanie (3) (art. 150) mieć będzie dwa pier-
wiastki = 0 przy wszelkich wartościach na X, JA, v; to wskazuje, że wtedy 
każda prosta przechodząca przez punkt p mieć będzie z powierzchnią / = 0 
w punkcie p dwa punkty spólne, razem się z sobą schodzące, czyli, że punkt 
2) będzie punktem p o d w ó j n y m powierzchni f=0. 

Pomiędzy prostymi, przechodzącymi przez punkt podwójny powierzchni 
znajdują się takie, które z powierzchnią mają jeszcze trzeci punkt spólny, 
razem się schodzący z punktem podwójnym. Albowiem, jeżeli, wcelu wyzna-
czenia X, [JL, V, przyjmiemy 

(10) +/33V^ + 2/23 |IV + 2/3IVX + 2/,2XtŁ= O, 

to natenczas każda prosta tego kierunku będzie miała trzy punkty spólne 
z powierzchnią, schodzące się razem, gdyż równanie (3) będzie wtedy miało 
trzy pierwiastki = 0. 

Te szczególne proste nazwiemy s t y c z n y m i w p u n k c i e p o d w ó j -
n y m do powierzchni; a ich miejscem jest stożek rzędu 2-go, którego równa-
nie wypada wskutek wyrugowania X, ji, v z równań (5) i (10), a więc jest 

(11) + - f 
+ 2/3, (Z + 2/I2(X - x ) { Y - y ) = 0. 

Ten stożek, mający wierzchołek w punkcie^, nazwiemy s t o ż k i e m s ty -
c z n y m w p u n k c i e p o d w ó j n y m jpfaj, 2 / d o powierzchni/=r:0. Po-
śród tworzących stożka stycznego (11) jest jednak sześć takich, które mają 
z powierzchnią f = O cztery punkty spólne, schodzące się razem w punkcie 
podwójnym; są to te tworzące, których dostawy kierunkowe jednocześnie 
czynią zadość równaniu (10) i równaniu 

A 3 / = 0. 

http://rcin.org.pl



4 7 6 GIBOMBTBYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI. 

Jeżeli nietylko pierwsze pochodne funkcyi/, ale nadto wszystkie pocho-
dne cząstkowe tej funkcyi aż do rzędu (ni — l)-go, włącznie, przy m ^ n , przy-
wodzą się do zera w punkcie j), to natenczas punkt p będzie m - k r o t n y m , 
gdyż każda prosta, przechodząca przez taki punkt, ma z powierzchnią m pun-
któw, razem się z sobą schodzących. Te jednak z prostych, przechodzących 
przez taki punkt w-krotny, których dostawy kierunkowe czynią zadość równaniu 

mieć będą w 4-1 punktów, razem się z sobą schodzących, spólnych z po-
wierzchnią. Nazwawszy te ostatnie proste s t y c z n y m i w p u n k c i e 
łw-krotnym, łatwo spostrzeżemy, że ich miejscem jest także stożek, mający 
wierzchołek w punkcie m-krotnym, który się zowie s t o ż k i e m s t y c z n y m 
w p u n k c i e / w - k r o t n y m . Jego równanie jest widocznie stopnia m-go 
względem spółrzędnych punktu. 

154. Weźmy pod uwagę stożek styczny (11) do powierzchni / = 0 
w punkcie podwójnym pfic, Prostopadłe do płaszczyzn stycznych tego 
stożka, wystawione w wierzchołku p, są tworzącymi nowego stożka, który 
nazwiemy s t o ż k i e m n o r m a l n y m powierzchni w jej punkcie podwój-
nym p. 

Równanie tego stożka normalnego znajdziemy w taki sposób. Równanie 
płaszczyzny stycznej do stożka stycznego ( I ł ) jest 

I 

a zatym, jeżeli 

są równaniami normalnej do tej płaszczyzny w p (x, y, z), to 

a nadto 
Rugując X, tJ-, V z tych równań, otrzymamy 

wskutek czego 

(16) 

będzie równaniem żądanego stożka normalnego. 
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Stożek styczny (11) przejdzie na dwie płaszczyzny styczne, jeżeli wy-
różnik lewej strony równania (11) jest równy O, t, j. jeżeli 

(17) f n J fil J / I 3 

fi\ } fii ) /23 
/ a i } /aa > /sa 

= 0. 

Wtedy stożek normalny przejdzie na dwie płaszczyzny, razem się z sobą scho-
dzące. Jakoż, oznaczmy przez ilość dołączoną do elementu / t wyzna-
cznika R, a do elementów pierwszej kolumny wyznacznika (16), pomnożonych 
przez Rn, dodajmy elementy drugiej i trzeciej kolumny, pomnożone odpowie-
dnio przez R,2 i R13. Ponieważ R = 0 , przeto 

tudzież 

Wskutek tego 

lab, uporządkowawszy wyznacznik po prawej według elementów ostatniej ko-
lumny, 

A zatym, stożek normalny w punkcie podwójnym przechodzi w tym razie na 
dwie płaszczyzny, razem się schodzące. Równanie tej płaszczyzny jest 

0 8 ) 

ASYMPTOTY. 

155. A s y m p t o t ą powierzchni jest prosta, która, pozostając sama 
w odległości skończonej, przecina powierzchnią conajmniej w dwu punktach 
w nieskończoności. P ł a s z c z y z n ą a s y m p t o t y c z n ą jest płaszczyzna 
styczna, której punkt styczności leży w nieskończoności, gdy ona znajduje się 
w odległości skończonej. P o w i e r z c h n i ą a s y m p t o t y c z n ą jest obwie-
dnią płaszczyzn asymptotycznych do danej powierzchni. 

Aby lepiej wyrozumieć te określenia, weźmy pod uwagę jakąkolwiek 
płaszczyznę styczną do powierzchni, i przyjmijmy, że jej punkt styczności od-
dala się do nieskończoności. Ponieważ płaszczyzna w nieskończoności prze-
cina powierzchnią według linii krzywej, rzeczywistej lub urojonej, więc wido-
cznie istnieje nieskończenie wiele kierunków—mówiąc wogólności —, w któ-
rych ten punkt styczności można uważać jako oddalający się do nieskończo-
ności. Każdemu z tych kierunków odpowiada pewna płaszczyzna asympto-
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tyczna, a każda taka płaszczyzna jest miejscem odpowiednich asymptot, do 
siebie równoległych, gdyż każda z nich przechodzi przez tenże punkt styczno-
ści w nieskończoności. 

Ponieważ na każdej płaszczyźnie stycznej w punkcie pojedyńczym po-
wierzchni znajdują się dwie styczne główne, przechodzące przez trzy po sobie 
następujące punkty powierzchni, więc też i na każdej płaszczyźnie asympto-
tycznej istnieją dwie asymptoty główne, które przechodzą przez trzy punkty 
w nieskończoności. Skoro następnie jakakolwiek płaszczyzna przechodząca 
przez jednę ze stycznych głównych przecina powierzchnią według krzywej, 
dla której punkt styczności jest punktem przegięcia, przeto także krzywa, 
M'edług której płaszczyzna, przechodząca przez jednę z asymptot głównych, 
przecina powierzchnią, posiada punkt przegięcia w nieskończoności. 

Jeżeli przekrój powierzchni płaszczyzną nieskończenie odległą posiada 
punkt podwójny, wówczas, zamiast odpowiedniej płaszczyzny asymptotycznej, 
mieć będziemy walec asymptotyczny stopnia 2-go (czyli stożek, którego wierz-
chołek leży w nieskończoności). Każda tworząca tego walca jest asymptotą. 
Pomiędzy tymi asymptotami jest sześć takich, które przecinają powierzchnią 
w czterech punktach w nieskończoności. Przekrój powierzchni jakąkolwiek 
płaszczyzną równoległą do tworzących walca ma punkt podwójny, a przekrój 
powierzchni płaszczyzną styczną do walca ma punkt zwrotu w nieskoń-
czoności. 

156. Aby znaleść asymptoty danej powierzchni, postąpimy nieco od-
miennie, niż w art. 211 części I. Niech y, s) będą spółrzędnymi jakie-
gokolwiek punktu na asymptocie, a 

(19) ^ = 
A {X V ^ 

równaniami tej asymptoty. Dla punktów, w których ta asymptota przecina 
powierzchnią f=-0, mamy 

f(x Ą-\r, y Ą- jŁr, z + — 0 
Rozwińmy stronę lewą zapomocą wzoru Taylor'a według potęg i iloczynów 
liczb X, y, z, uważanych za przyrostki. Jeżeli przez / „ , /„_i , fn-^,... ozna-
czymy zbiór wyrazów funkcyi / odpowiednio stopnia «-go, fn —l)-go, 
(M —2) -go , . . . , t . j . jeżeli 

f= / „ + / „ - . + + . . . + / , + /o, 
i jeżeli przez (p„, (p„-i, c p „ _ 2 , . . . , oznaczymy wypadki podstawienia X, [JL, V 

odpowiednio za x, y, z w tych funkcyjach jednorodnych /„, /„-i, fn-^,- .•,fv 
to mieć będziemy 

(20) r»(p„ -}- (Dcp„ + - f ( i D ^ + + cp^.^) + . . . = O, 

gdzie, dla w 1, 2 , . . . , i?, przy 1 p ^ w, 

m' 0'" (ś (21) i + J + k = ,», it.d. 
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Równanie (20) ma dwa pierwiastki nieskończenie wielkie, jeżeli 

(22) tfn = 0 i Dcp« + ę„_i = 0. 

Pierwsze z tych równań wskazuje, że wszystkie asymptoty są równoległe do 
tworzących stożka 

(23) / „ ( X , Y , Z ) = : 0 , 

a według drugiego z tych równań (22) wszystkie asymptoty, równoległe do ja-
kiejkolwiek tworzącej stożka (23), leżą na płaszczyźnie 

która jest płaszczyzną asymptotyczną, równoległą do płaszczyzny stycznej 
do stożka (23) wzdłuż owej tworzącej. 

Dla asymptot głównych jest nadto 

(25) + + = 

t. j. asymptoty główne są linijami przecięcia powierzchni stopnia 2-go (25) 
z płaszczyzną (24). 

Nie mogąc się tu wdawać w bliższy rozbiór rozmaitych przypadków 
szczególnych, odsyłamy czytelnika w tym względzie do prac p. P a i n v i n ' a 
(Journal f . d. reine u. angewandte MathematiTc, tom LXV). Zwracamy tu tylko 
uwagę na to, że znajdziemy wyrażenia analityczne warunków, aby pła-
szczyzna asymptotyczna (24) była osobliwą, z rozważania, iż równaniu 
D ^ n + O stanie się wtedy zadość niezależnie od wartości na JŁ, v, 
gdyż jakakolwiek prosta na płaszczyźnie wyznaczonej przez to równanie 
przecina powierzchnią w dwu punktach nieskończenie odległych; tudzież, że 
powierzchnia asymptotyczna, będąc obwiednią płaszczyzn asymptotycznych, 
jest powierzchnią rozwijalną, dotykającą danej powierzchni wzdłuż przekroju 
tejże płaszczyzną w nieskończoności. 

BIEGUNOWE. 

157. Aby zręczniej przedstawić badania, które jeszcze zamierzamy 
przeprowadzić, użyjemy spółrzędnych jednorodnych. 

Niech więc 

(1) / ( X „ X „ X 3 , X , ) = : 0 

będzie równaniem we spółrzędnych jednorodnych punktu na powierzchni 
rzędu n-go. Oznaczmy przez (iCi, i spółrzędne 
dwu punktów dowolnie danych p \ p\ Wtedy znajdziemy punkty, w których 
prosta pp' przecina powierzchnią (1), podstawiając w równaniu (1) za Xi , 
X2, . . . odpowiednio + 'KXi . . . "Wynik podstawienia. 
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będzie równaniem stopnia n-go względem X: [i, którego pierwiastki wyzna-
czają stosunek odcinków, na jakie odległość między punktami p i p' dzielą 
punkty przecięcia się prostej pp' z powierzchnią (1). Jeżeli jedna z warto-
ści na X:{x wypadnie = 0 , to odpowiedni punkt przecięcia zejdzie się razem 
z punktem p\ a jeżeli jedna z wartości na X: ji wypadnie OD, to odpowiedni 
punkt przecięcia zejdzie się razem z punktem p. 

Rozwińmy pierwszą stronę równania (2) zapomocą wzoru Taylor'a, 
uważając za wartości początkowe, a 
za przyrostki czterech zmiennych; mieć będziemy: 

(3) 

gdzie f=f(Xi, X2, zaś, dla m — l,2,...,n, 

(4) 

a sumowanie rosciąga na wszystkie wartości dodatne i całkowite liczb i, j, 
Tc, l, których suma i-\- j -\-k-\-l = m. 

Uważmy, że wszczególności 

(5) 

a każde A''"/ otrzymamy, gdy A'/ podniesiemy do potęgi wi-tej, a potym za 

, gdzie i j - \ - l i Ą-l — m, podstawimy 

; tak iż symbolicznie można pisać 

(6) 

Bozwińmy teraz lewą stronę równania (2) zapomocą wzoru Taylor'a, lecz 
przyjmując, że ]xx\, (la;' 2, są wartościami początkowymi, a X£c,, 
Xa;2, Xa;3, Xa!4 oznaczają przyrostki zmiennych. Otrzymamy wtedy: 

(7) M i It ; 
gdzie znowu f = f ( x \ , a dla »» = 1, 2 , . . . ) ! , 

- ^ i J ^ a J X " . g ' ' ' + ^ + 
lub symbolicznie: 

Porównanie równań (3) i (7), które są tymi samymi, daje: 
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a zatym, wszczególności 

(10) 

158. Jeżeli spółczynniki w równaniu (3) przyrównamy do O, to otrzy^ 
rramy szereg równań 

które, gdy w nich spółrzędne punktu p^ będziemy uważali jako dane, a spół-
nędne punktu p jako bieżące, przedstawiają powierzchnie odpowiednio 
riędu w-go, fw—l)-go, (n — 2)-go,. . . , fn —m>go, Pierwsza z tych po-
wierzchni jest powierzchnią daną (1), a po niej następujące zowią się po-
w i e r z c h n i a m i b i e g u n o w y m i punktu danego jp' względem powierz-
cini f — O i odpowiednio A ' / = 0 jest pierwszą powierzchnią biegunową, 
A2/=:0 drugą powierzchnią biegunową i t. d. Wogóle, równanie m-tej po-
wierzchni biegunowej punktu y względem / = 0 jest M^^f—O^ a więc ta po-
wierzchnia jest rzędu (n — m)-go. 

Ponieważ widocznie 

t.j. ponieważ ten sam wypadek otrzymamy, czy na / uskutecznimy wprost 
ddałanie oznaczone przez symbol czy też naprzód na / uskutecznimy 
ddałanie oznaczone przez symbol A", a potym dopiero na otrzymanym wy-
pidku działanie oznaczone przez symbol A'*, przeto (Tc + Z>ta powierzchnia 
begunowa punktu y w z g l ę d e m / = O, jest A;-tą powierzchnią biegunową tego 
simego punktu względem A"/=:0, t . j , względem Z-tej powierzchni biegu-
n)wej tegoż punktu, uważanej względem f—O. A zatym ogólnie: lażdapo-
merschnia Uegunowa jakiegokolwiek punktu jest także powierzchnicj. biegunową tegoż 
pmktu wzglądem wszystkich powierzchni biegunowych rzędów wyższych tegoż pun-
kû  t. j. tych, których równania względem spółrzędnych bieżących są stopnia 
wyższego. 

Postępując taksamo ze spółczynnikami rozwinięcia (7), t. j. przyrówny-
waj ąc je do zera, otrzymamy szereg równań 

kóre, gdy w nich spółrzędne punktu p będziemy uważali jako dane, a spół-
r;ędne punktu p^ jako bieżące, będą przedstawiały powierzchnie odpowie-
diio rzędu w-go, (n — l)-go, (n — 2)-go,. . . , (n — m)-go,.... Pierwsza z tych 
p)wierzchni jest daną (1), a następne są powierzchniami biegunowymi pun-
ku p względem f = O odpowiednio 1-ą, 2-gą, . . . , m-tą, . . . . 

Z tożsamości (9) wypada, że jeżeli punkt p leży na m-tej powierzchni biegu-
mvej punktu p\ wtedy naM^zajem punkt p^ leży na (n — ni)-tej powierzchni biegu-
n)wej punktu p. A zatym: jeżeli punkt p opisuje powierzchnią rzędu (n — m)-go, 
kóra jest m-tą powierzchnią biegunoivą punktu p' względem poivierzchni rzędu n-go 

Blbl. mat.-fiz., S. IV, T. lY. 31 
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/=0, to natenczas (n—m)-ta powierzchnia biegunowa punMu p przechodzi przez 
punkt p\ 

159. Jeżeli punkt p jest punktem powierzchni / = : 0 , a nadto spółrzę-
dne punktu y czynią zadość równaniu ^^f— O, wówczas dwu pierwiastkom 
równania (3) względem odpowiada [x=:0; a zatym prosta będzie 
styczną do powierzchni / = 0 w punkcie p. Ponieważ spółrzędne punktu 
dowolnie obranego na którejkolwiek stycznej, czynią zadość równaniu 

V (11) X . ^ + X , — + X3 ^ + X , — _ O, 

które przedstawia płaszczyznę, i ponieważ punkt p leży także na tej płaszczy-
znie, albowiem podług twierdzenia Euler'a o funkcyjach jednorodnych 

zatym równanie (11) przedstawia miejsce wszystkich stycznych do powierzchni 
f=0 w punkcie p, czyli p ł a s z c z y z n ę s t y c z n ą . 

Ponieważ podług (9) — przeto płaszczyzna styczna do 
fi J. • 

powierzchni f — O w punkcie p jest (w — l ) - ą powierzchnią biegunową pun-
ktu styczności względem / = 0 . Stąd zaś wypada, jako wniosek z twierdzenia 
dowiedzionego w artykule poprzedzającym, źe płaszczyzna styczna do powierz-
chni w punhcie p jest styczną do wszystkich jego potcierzchni biegunowych w tymże 
punkcie. A zatym: powierzchnie biegunowe punktu na powierzchni fz=z O prze-
chodzą przez tenże punkt i mają w tym punkcie wraz z powierzchnią f— O spólną 
płaszczyznę styczną. 

Jeżeli spółrzędne punktu p̂  czynią zadość nietylko równaniu A ' / = 0 , 
ale także równaniu A'2 /=0 , to natenczas prosta pp' w i? ma trzy punkty spólne 
z powierzchnią / = 0. W tym przypadku prosta pp' leży nietylko na pła-
szczyźnie stycznej (11), ale nadto na {n — 

2)-ej powierzchni biegunowej pun-
ktu styczności i?, t. j. na powierzchni 

g^/ , X - I X I X - I 2X X . + 

+ ^ -ł- 2 X . X . ^ -f, 2 X , X . + 2 X , X . 

A źe, według tylkoco wypowiedzianego twierdzenia, płaszczyzna styczna (11) 
jest styczną do powierzchni (12) w^, przeto istnieją dwie proste styczne, ma-
jące w p trzy punkty spólne 

z 7 = 0 ; te dwie styczne, któreśmy nazwali 
głównymi, albo stycznymi przegięcia (art. 151), są tymi dwiema prostymi 
(rzeczywistymi różnymi, lub razem się z sobą schodzącymi, lubteż urojonymi), 
według których płaszczyzna styczna (11) przecina powierzchnią stopnia 
2-go (12). http://rcin.org.pl



POWIEEZCHNIE ALGIEBRAICZNE RZĘDU łi-GO. — 159. 4 8 3 

Te dwie styczne główne zejdą się razem z sobą, jeżeli równanie (12) 
92^ 

przedstawia stożek stopnia 2-go. Oznaczmy, dla skrócenia = ^^ ^^ ; 

wtedy warunek, aby równanie (12) przedstawiało stożek stopnia 2-go, wyrazi 
się, jak wiemy (art. 62), przez 

(13) 

A zatym, jeżeli punkt p powierzchni rzędu n-go f=0, leży zarażem na po* 
wierzchni H(/) = 0, która jest widocznie rzędu 4(n — 2)-go, to w punkcie p 
jest tylko jedna styczna główna, czyli punkt p jest punktem parabolicznym 
powierzchni f = 0 . Powierzchnią !£(/) = O zowiemy p o w i e r z c h n i ą 
H e s s e'go powierzchni f = 0. A zatym: punUy paraboliczne powierzchni rzę-
du n-go / = O leżą na przecięciu się tej poicierzchni z odpowiadającą jej powierz-
chnią, IIesse'go. 

Jeżeli równanie (3), które wrazie, gdy / = 0 i jest stopnia 
(n — 2)-go, posiada dwa pierwiastki równe, natenczas prosta pp^ będzie sty-
czną do powierzchni f=0 nietylko w punkcie p, ale nadto jeszcze w drugim 
punkcie, który odpowiada temu pierwiastkowi podwójnemu, i będzie s t y -
c z n ą p o d w ó j n ą powierzchni f=0. 

Przez każdy punM powierzchni / = 0 rzędu n-go przechodzi (n-\-2)(n — 3) 
stycznych podwójnych, t. j. takich prostych, które są styczne do powierzchni jeszcze 
w punktach innych niż pnnkt p. Jakoż, wiadomo z algiebry, że jeżeli równa-
nie algiebraiczne 

którego lewa strona jest funkcyją całkowitą i jednorodną względem X i {i, 
a więc w którą wchodzi jedyna niewiadoma X:{JL, posiada pierwiastek podwój-
ny, to ten pierwiastek przywodzi do zera pierwsze pochodne cząstkowe fun-
kcyi (p(X, {i) względem X i względem ji. A zatym wypadek rugowania X i [JL 
z dwu równań 

czyli równość zeru wyróżnika, czyli t. z. r ó w n a n i e w y r ó ż n i k o w e fun-
kcyi tp(X, [i), jest warunkiem, pod jakim równanie cp(X, = 0 posiada pier-
wiastek podwójny. Jeżeli więc utworzymy równanie wyróżnikowe wyrażenia 
w lewej stronie równania (3), które w uważanym przypadku ( f = O i A ' / = 0) 
jest stopnia (n—2)-go, np. metodą rossprzęgającą SylYester'a (w przytoczo-
nej Teoryi wyznaczników. § 79, art. 3), to znajdziemy, że równanie wyróżni-
kowe jest stopnia (n — 2)(n — 3)-go względem spółrzędnych punktu p, a sto-
pnia (n-\- 2)(n — 3) względem spółrzędnych punktu p'^ jak to widoczne np* 
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Z wyrazu głównego (A'^/. A'"/)"-' tego wyróżnika, gdy napiszemy go w posta-
ci wyznacznika. Jeżeli więc punkt p będziemy uważali jako dany, a punkt 
i)' jako punkt bieżący, to owo równanie wyróżnikowe przedstawi powierzchnią, 
rzędu {n + 2) (w — 3)-go, która zarazem przechodzi przez punkt p i którą 
płaszczyzna styczna do f—O w punkcie i> przecina według ( w + 2)(w — 3) 
linij prostych. Te proste są stycznymi podwójnymi przechodzącymi przez 
punkt p. 

160. "Weźmy punkt p jako dany i nie leżący na powierzchni / — O , 
a punkt p' jako bieżący, i przyjmijmy, że i Wtedy pro-
sta pp^ będzie styczną do powierzchni f=: O, wychodzącą z punktu danego 
P, a punkt p' będzie punktem styczności; albowiem wtedy dwie wartości na 

które wyznacza równanie (3), stają się równe 0. Ponieważ według 
wzoru (9) A'"/=/ '=iO, a A'"- ' /=A/ ' = 0, więc punkt styczności stycznej 
do O z punktu p leży na linii przecięcia się powierzchni f = O z pierwszą 
biegunową punktu p względem tej powierzchni. A że ta pierwsza biegunowa 
jest powierzchnią rzędu (n — l)-go, więc miejscem tego punktu styczności 
jest pewna krzywa skośna stopnia n(n—l)-go. 

Zbiór stycznych do powierzchni / — O z punktu p tworzy stożek, któ* 
rego płaszczyzny styczne są także płaszczyznami stycznymi do / n r 0. Otrzy-
mamy równanie tego stożka, tworząc równanie wyróżnikowe dla wyrażenia 
w lewej stronie równania (3); gdyż to równanie wyróżnikowe będzie wyrażało 
warunek, pod jakim prosta, łącząca punkt dany p z punktem p', przecina 
powierzchnią f=0 w dwu punktach razem się z sobą schodzących, t. j. będzie 
wyrażało, że punkty?' jest punktem na którejkolwiek stycznej z punktu i?. Ła-
two spostrzec, że to równanie wyróżnikowe jest jednorodne i stopnia n(łi—l)-go 
względem spółrzędnych tak punktu p jak i punktu p', jak to zresztą wypada 
z wyrazu głównego ( f . A'"/)"—' wyróżnika, napisanego w postaci wyznacznika. 

Jeżeli, przyjmując, że dany punkt p nie leży na powierzchni, przyjmie-
my także, że O, lub A y = O, to natenczas prosta pp\ wychodząca 
z p, będzie jedną ze stycznych głównych w punkcie p'; albowiem wtedy trzy 
pierwiastki X: [JL równania (3) będą równe 0. Ponieważ punkt p' jest teraz 
punktem przecięcia się trzech powierzchni 

/ = 0, Af = 0 i AV' = 0, 

odpowiednio rzędu n-go, (n — l)-go i (n—2)-go, a zatym: przez punht p, 
nie leżący na powierzchni rzędu n-go, przechodzi — mówiąc wogólności — 
n(n— l)(n — 2) stycznych głównych do tej powierzchni. 

Nie trudno okazać, że przez punht p, nie leżący na powierzchni f— O, mo-

żna — mówiąc icogólności — poprowadzić \n(n — 1) (n — 2)(n — 3) stycznych 
a 

podwójnych do tej powierzchni. Albowiem, według końcowego ustępu w arty-
kule poprzedzającym, punkty styczności takich prostych są punktami przecię-
cia się danej powierzchni, pierwszej biegunowej punktu p względem tej danej 
powierzchni i powierzchni, przedstawionej przez równanie wyróżnikowe wy-
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rażenia w stronie lewej równania (3), które wskutek tego, że A'"/=0 
i O, jest stopnia (n—2)-go względem Ponieważ do tego 
równania wyróżnikowego wchodzą spółrzędne punktu i?' w stopniu 
(n — 2)(n — 3)-im, więc tych punktów styczności będzie n(n— — 2)(n—3). 
Połowa tej ilości przypada na styczne podwójne, albowiem każda ma dwa 
punkty styczności. 

Nakoniec ilość płaszczyzn stycznych, dających się wyproivadzió z pmiktii p, 
nie leżącego na powierzchni f— O, a stycznych do tej powierzchni w punMach para-
bolicznych, jest 4n(n — l)(n — 2). Albowiem te punkty styczności leżą na da-
nej powierzchni, jej pierwszej biegunowej punktu p i powierzchni Hesse'go, 
odpowiadającej powierzchni danej; a te powierzchnie, będące odpowiednio 
rzędu w-go, (n — l)-go i 4fn — 2)-go, przecinają się winfn — l)fn—2) 
punktach. 

Z teoryi stycznych, przechodzących przez jeden punkt, można wyzna-
czyć r z ę d p o w i e r z c h n i b i e g u n o w o w z a j e m n e j względem danej 
powierzchni / = 0 . Jakoż, ilość punktów, w których prosta dowolna przeci-
na powierzchnią biegunowo wzajemną, jest równa ilości płaszczyzn stycznych 
do danej powierzchni, które można przesunąć przez prostą dowolną. Weźmy 
więc pod uwagę dwa punkty A i B prostej dowolnej i punkt styczności C 
którejkolwiek z płaszczyzn stycznych do danej powierzchni / = 0 , przecho-
dzących przez prostą AB. Punkt C leży widocznie tak na pierwszej biegu-
nowej punktu A, jak i na pierwszej biegunowej punktu B, gdyż AC i BC są 
stycznymi do / = O w C. A zatym punkty styczności płaszczyzn stycznych, 
przechodzących przez AB, są punktami przecięcia się danej powierzchni 
z pierwszymi biegunowymi dwu punktów A i B, dowolnie obranych na tej 
prostej; ich zatym ilość jest nfn — 1)̂ , a więc takimże jest rzęd powierzchni 
biegunowo wzajemnej. 

KILKA PRZYKŁADÓW POWIERZCHNI ALGIEBRAICZNYCH STOPNI WYŻSZYCH, 

161. PiEEŚciEŃ K O E O W Y . Koło, obracając się około prostej (osi), która 
leży na jego płaszczyźnie, lecz go nie przecina, opisuje powierzchnią, którą 
zowiemy p i e r ś c i e n i e m k o ł o w y m . Jeżeli oś obrotu weźmiemy za oś 
Z-ów, a miejsce środka koła obracającego się za płaszczyznę X Y , i ozna-
czymy przez a promień tego koła, a przez c odległość jego środka od osi 
obrotu, to równanie pierścienia będzie 

(1) / = ( X 2 + Y 2 + Z2 + a2)2 _ 4 c2 ( X a + Y^) = 0. 

Ponieważ -f Y2 + Z2 + c2 - aa)X — 8caX = Qc(r - cJX, 

^ ^ S c f r - c J Y , ^ - 8 c r Z , gdzie = + 

więc równanie płaszczyzny stycznej do powierzchni (1) w punkcie {x, y, z) jest 

(r — cJx{X — x) + (r—c)y(J — y) + — 
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lub uwzględniając, że 

( 2 ) 

Dajmy, że płaszczyzna styczna przechodzi przez środek i np. przez oś Y 
i tworzy z osią X kąt a taki, źe a ^ c s i n a ; znajdźmy krzywą, według 
której ta płaszczyzna styczna przecina pierścień. W jakimkolwiek punkcie 
(x,y,z) przekroju mamy r = c — acos6, !̂ = asin9, x=.zciga. Stąd wypada 

A zatym 

Nadto mamy 

Wskutek tego 

Przekrój zatym pierścienia płaszczyzną styczną, przechodzącą przez jego śro-
dek, składa się z dwu kół, które przecinają się w punktach styczności, przedsta-
wiających dwa punkty podwójne. 

Dla punktu pierścienia, leżącego na płaszczyźnie X Y i np. na osi X-ów, 
mamy x = c — a, y = Równanie płaszczyzny stycznej w tym pun-
kcie jest X = c — a; ta więc płaszczyzna jest równoległa do płaszczyzny YZ. 
Przekrój zatym pierścienia tą płaszczyzną styczną wyznaczają równania 

Jeżeli c = 2a, to drugie z tych równań przedstawia lemniskatę Bernoulli'ego 
(I, art. 228), mającą węzeł w punkcie styczności. 

162. PowiEEZCHNiA FALOWA. Jeżeli do płaszczyzny przekroju cen-
tralnego powierzchni stopnia 2-go ze środkiem wystawimy normalną w jej 
środku i na tej normalnej odetniemy, począwszy od środka i po obu jego stro-
nach, połowy długości obu osi tego przekroju, to miejsce tak otrzyma-
nych punktów końcowych będzie powierzchnią dwupowłokową, która się zo-
wie p o w i e r z c h n i ą f a l o w ą . 

y^Z 

Jeżeli ^ + p + ^ = 1 jest równaniem powierzchni stopnia 2-go, 

lx Ą- my nz = Q równaniem płaszczyzny przekroju centralnego, to pier-

wiastki równania (art. 115) ^ + + ^ = O stopnia 2-go 
względem są kwadratami połów długości osi tego przekroju. Kładąc 
w tym równaniu yz=imr, z = nr, otrzymamy, jako równanie po-
wierzchni falowej. 
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(1) ^ + + ^ = gdzie = + + lub 

( ! ' ) /= (z^ + + + — + G^) + + a^) + 
+ + &2)] a W c ' — 0 . 

Przekroje tej powierzchni jedną z płaszczyzn głównych roskładają się na 
koło i elipsę; albowiem równanie (1') przywodzi się 

dla ^ = 0 do + — 
dla do (y"̂  Ą-z"̂ — Ą-c^z^— 
dla 2/ = O do — — 

Toż samo bespośrednio wynika z rozważania gieometrycznego. Jakoż, 
jeżeli weźmiemy pod uwagę przekrój powierzchni tworzącej (stopnia 2-go) 
płaszczyzną przechodzącą np. przez oś ź-ów, to jedna jego oś = 2 c , gdy tym-
czasem druga leży na płaszczyźnie X Y . Jeżeli więc wystawimy w środku 
normalną do płaszczyzny przekroju i na niej odetniemy połowy długości 
tych osi, to jeden koniec opisze koto o promieniu a drugi opisze krzy-
wą taką samę, jak krzywa przekroju powierzchni tworzącej płaszczyzną X Y , 
tylko obróconą o 90°. A zatym, poicierzcJmia falowa posiada na każdej z trzech 
płaszczyzn głównych po cztery punkty podwójne, mianowicie punkty przecięcia 
się odpowiedniego koła z odpowiednią elipsą. 

Jeżeli powierzchnia stopnia 2-go jest elipsojdą i jeżeli 
wówczas tylko te punkty podwójne będą rzeczywiste, które leżą na płaszczy-
źnie ZX, i będą one umbilikami elipsojdy. Jakoż, równania 

dają 

(2) = ^ a^ — c^ a^—c^ 

Łatwo okazać, że te wartości na x, z wraz z wartością ^ = O (wskutek cze-
df df df 

go — przywodzą do O tak / , jako też — > — j 

Drugie pochodne cząstkowe przybierają w tych punktach wartości 

Stąd wypada równanie odpowiedniego stożka stycznego w postaci 

163. Z równania powierzchni falowej, które także tak pisać można: 
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(4) 

wypada zapomocą, łatwego raclmnku: 

( 5 

Wiedząc to, wyznaczmy punkt styczności płaszczyzny stycznej, której równa-
nie jest 

i związek pomiędzy l, m, n i p. 
Na wyznaczenie tego punktu mamy równania (art. 152) 

(6) 

Atoli, uwzględniając związki (4) i (5), mieć będziemy 

tudzież 
wskutek czego 

(7) 
Następnie z równań (6) 

z tych zaś równań, przy uwzględnieniu związków (5) i (7), wypada 

czyli 

(8) 

(9) 

Pomnożywszy następnie równania (8) odpowiednio przez l,m\n i dodawszy 
je do siebie, mieć będziemy 

(10) 

Grdy zaś dodamy do siebie kwadraty odpowiednich stron równań (9) i uwzglę-
dnimy związek (10), to wypadnie nam 
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skąd 

(11) 

Równania (9) i (11) dają wartości na x,y, s w punkcie styczności, a równa-
nie (10) wyraża związek między spółczynnikami l, m, n i p. 

Możemy teraz okazać, że powierzchnia falowa posiada cztery rzeczywiste 
płaszczyzny styczne osobliwe. Jakoż, według końcowej uwagi w artykule 152, 
jeżeli płaszczyzna lx my Ą- nz =:p jest płaszczyzną styczną osobliwą, to 
jedna przynajmniej spółrzędna punktu styczności jest nieoznaczoną. Z wzo-
rów (9) wypada dla m = 0 i — pj.2y tych wartościach jest 
także = ^ , a więc i a; = ^ tudzież ^ = ^ ' Aby znaleść l i n dla tej 

płaszczyzny stycznej osobliwej, naprzód ze związków (10) i (11) wyrugujemy 
spółczynnik m. Znajdziemy tym sposobem 

a stąd wypada, dla 

(12) 

Mamy zatym dwa kierunki rzeczywiste (gdyż płaszczyzn sty-

cznych osobliwych 

więc założeniu zrobionemu odpowiadają cztery płaszczyzny styczne osobliwe. 
Linije styczności są kołami, a zarazem przekrojami tymi płaszczyznami sty-
cznymi jednej z dwu kul, przedstawionych przez pierwsze i trzecie z ró-
wnań (8), t. j. kul 

Założeniom Z = 0 i n = 0 odpowiadają płaszczyzny urojone. 

Podstawmy w równaniu (10), wyrażającym warunek, pod jakim płaszczy-

zna lx my nz=p jest styczną do powierzchni falowej 

; otrzymamy tym sposobem 

gdzie 

t. j. równanie powierzchni falowej we spółrzędnych płaszczyzny, którego 
kształt nie różni się od kształtu równania (1). 
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1 6 4 . P O W I E R Z C H N I E R Z Ę D U 3-GO. Na każdej powierzchni rzędu 3-go 
leży ograniczona ilość linij prostych. Jakoż, równania linii prostej 

(1) y:z:zmx-\-r, z = nx-\-s 

zawierają w sobie cztery stałe m, n, r, s. Podstawiwszy w równaniu powierz-
chni rzędu 3-go za i ^ wartości (1), otrzymamy równanie stopnia 3-go 
względem x, 

którego spółczynniki są funkcyjami całkowitymi stałych m, n, r, s. 
Jeżeli, dla wyznaczenia tych stałych, i)rzyjmieniy A = 0, B = 0, 0 = 0, 

D = 0, to prosta (1) leżeć będzie cała na powierzchni. Ponieważ cztery ró-
wnania z czterema niewiadomymi mają — mówiąc wogólności — skończoną 
ilość rozwiązań, przeto widocznie na powierzchniach rzędu 3-go leży ilość 
ograniczona linij prostych. 

Cayley dowiódł twierdzenia: tła hażdej powierzchni rzędu 3-go znajduje sig 
27 linij prostych rzeczywistych lub urojonych i liażda taka powierzchnia posiada do 
płaszczyzn stycznych potrójnych, rzeczywistych lub urojonych. 

Aby dowieść tego twierdzenia, wystaAvmy sobie jakąkolwiek płaszczy-
znę, przechodzącą przez jednę z prostych, leżących całkowicie na powierz-
chni rzędu 3-go; linija przecięcia się tej płaszczyzny z powierzchnią składa 
się z tej prostej i z krzywej płaskiej stopnia 2-go, a dwa punkty podwójne, 
w których prostą przecina ta krzywa stopnia 2-go, są dwoma punktami sty-
czności tej płaszczyzny do powierzchni. ^ 

Istnieje jednak pięć położeń płaszczyzny, jirzy których krzywa stopnia 
2-go zamienia się na dwie proste. Jakoż, jeżeli prosta, np. oś X , leży cał-
kowicie na powierzchni stopnia 3-go, to równanie powierzchni będzie kształu: 

y f i + = 
gdzie /a i cpa są funkcyjami stopnia 2-go. Gdy tę powierzchnią przetniemy pła-

V z szczyzną - = - { — r ) , to krzywa stopnia 2-go, która jest częścią przekroju, 
{1 V 

będzie przedstawiona przez równanie 51/2 + V(p'2 = O, gdzie i są 
kształtu â r"̂  + -f CqX'^ Ą- 2dQX 2e,r + g ,̂ przy czym spółczynniki 
«2» będą funkcyjami jednorodnymi ilości {Jiiv stopnia oznaczonego przez 
wskaźniki. Równanie więc krzywej stopnia 2-go będzie kształtu: 

ajr^ + + Yî ĉ  + 25,a; + 2e2r + rp, = O, 

a ta krzywa zamieni się na dwie proste, jeżeli wyróżnik lewej strony tego ró-
wnania przywiedzie się do O, t. j. jeżeli 

j % 5 £2 

p2 5 Yi , §1 
=2 j j 

= 0 . 
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To równanie jest stopnia 5-go względem [x:v, a zatym istnieje pięć położeń 
płaszczyzny, z których w liaźdym płaszczyzna, przecliodząc przez jednę prostą, 
leżącą, całkowicie na powierzclini rzędu 3-go, przecina tę powierzchnią jeszcze 
według dwu innych prostych. "W każdym z tych pięciu położeń płaszczyzna 
jest styczną potrójną, albowiem przechodzi > przez trzy punkty podwójne 
przekroju, t. j. punkty, w których te trzy proste przekroju przecinają się 
po dwie. 

Przez każdą z trzech prostych na płaszczyźnie stycznej potrójnej można 
przesunąć cztery płaszczyzny styczne potrójne, inne niż płaszczyzna owych 
trzech prostych, co nam daje 12 nowych płaszczyzn stycznych potrójnych 
i 24 nowych linij prostych. Mamy zatym razem 27 prostych na powierzchni 
rzędu 2-go. Pozostaje okazać, że na powierzchni nie może leżeć żadna inna 
taka prosta. Wypada to stąd, że punkt, w którym pewna prosta na powierz-
chni spotyka płaszczyznę styczną potrójną ABC, leży na jednej z trzech pro-
stych AB, BC, CA, któreto proste przedstawiają krzywą przekroju powierz-
chni płaszczyzną ABC. Niech ta prosta przecina się np. z prostą AB; wtedy 
na płaszczyźnie, która przechodzi przez tę prostą i przez AB, znajdować się 
winna trzecia prosta leżąca na powierzchni, a więc ta płaszczyzna będzie je-
dną z pięciu płaszczyzn stycznych potrójnych, które można przesunąć przez 
AB; owa zatym prosta jest jedną z powyższych 27 prostych. 

Pięć płaszczyzn stycznych potrójnych można j)rzesunąć przez każdą z 27 
prostych; to czyni razem 5 .27 płaszczyzn; atoli, ponieważ na każdej z tych 

5 27 
płaszczyzn leżą trzy z owych prostych, przeto istnieje tylko = 45 ró-
żnych płaszczyzn stycznych potrójnych. 

Należy zauważyć, że przyjmowaliśmy, iż powierzchnia rzędu 3-go jest 
jakakolwiek; gdyby ona była rozwijalną lub wogóle prostolinijową, to wtedy 
ilość prostych, na niej leżących, byłaby nieskończoną. 

Ć W I C Z E N I A . 

(185). Dowieść, że płaszczyzna styczna do powierzchni x y z = . a ^ tworzy 
z płaszczyznami spółrzędnych czworościan o objętości stałej. 

(186). Znaleść równanie płaszczyzny stycznej w jakimkolwiek punkcie po-
wierzchni xyz + 2ahc — hcx cay + alz, oraz stożka stycznego w punkcie (a, b, c). 

(187). Okazać, że płaszczyzna styczna do powierzchni a(yz Ą- zx xy)=zxyz 
w punkcie przekroju tej powierzchni z kulą, mającą środek w początku spółrzędnych, 
wyznacza na osiach odcinki, których suma jest stała. 

(188). Punkty na powierzchni stopnia 2-go, w których normalne przecinają 
normalną, do tej powierzchni poprowadzoną, w punkcie stałym, leżą na stożku sto-
pnia 2-go, mającym wierzchołek w punkcie stałjm. 
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(189), Znaleść punkty na pierścieniu kołowym, w których normalne czynią, 
kąty a, p, Y z osiami, oraz miejsca punktów, dla których y jest stałe, i punktów, 
dla któiych a = p. 

(190). Znaleść równanie powierzchni stopnia 2-go, na której leżą wszystkie 
punkty styczności płaszczyzn przechodzących przez punkt zewnętrzny (a, p, Y), 
a. stycznych do powierzchni Ą-y^ Ą - z ^ — Z x y z = c ^ , i b. stycznych do po-
wierzchni xyz nr a ,̂ a następnie zbadać własności tych powierzchni przy rozmaitych 
położeniach punktu (a, p, Y). 

(191). Znaleść miejsce spodka prostopadłej z początku na płaszczyznę sty-
czną do cz^ = X. 

(192). Okazać, że 27 prostych na ogólnej powierzchni rzędu 3-go przecinają 
się w 135 różnych punktach. 

(193). Zastosować pierwszy ze sposobów podanych w art. 152 do wyznaczę 
nia płaszczyzn stycznych osobliwych do powierzchni falowej. 

(194). Z rozmaitych punktów prostej — = 2 = 0 wyprowadźmy proste 

a;2 y2 22 
asymptotyczne do hiperbolojdy -5 + 7^ okazać, że te proste leżą wszy-

a^ o^ c^ 

stkie na płaszczyznach ——— —IX2. 
a b c 

(195), Okazać, że płaszczyzny asymptotyczne do powierzchni 

— = 0 
są równoległe do płaszczyzny XY. 

(196). Zbadać własności szczególne powierzchni 

+ 2x2 + 21,2)2 _ (.̂ Z + y%) ^ 1 )2 0. 
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WSKAZÓWKI DO ĆWICZEŃ. 

( 3 ) . 

(4). 

(5). 

(6). Mamy //, + mm, + ""i ll^Ą-mm^-Y nn^^^O-, stąd 

gdzie 6 kąt między danymi 

prostymi, 
(7). Jeżeli a jest kątem między promieniem i płaszczyzną YZ, a więc 90 — a 

Jłątem między promieniem i osią a;-ów, to 
-I-cos2(90 — a — 9 0 ) = 1, skąd cos2(45 — a) = 0; a zatym i t. d. 

(9). Rugując n z dwu równań, otrzymamy i;/®-[-2tc'/OT + um^rriO, gdzie 

Ponieważ ("/,, m,, n,) i f/j, m ,̂ n^) są dostawami kierunkowymi dwu promieni, przeto 

z powyższego wynika, iz — — = a więc 

Łatwo spostrzec, że 
gdzie A, B, C, A ' , . . . są ilościami dołączonymi do elementów a, c, a ' , . . . wyzna-
cznika 

Odpowiednio mieć będziemy 

gdzie P2 = Aa^ + Bp^ . . . . Stąd wypada dla kąta 6 między danymi promieniami 

(12). Niech OP i 0Q będą dwoma promieniami, których dostawy kierunkowe 
Weźmy OP = 0Q = r, połączmy PQ i niech R będzie 
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Środkiem prostej PQ; wtedy OR będzie jedną z dwusiecznych. Przedłużmy Q0 do 
Q', aby OQ'=:r; połączmy P i Q' i tę prostą podzielmy w R' na połowy; wtedy OR' 
będzie drugą dwusieczną. Jeżeli ^ P O Q i = 2 6 , to, rzucając OP, 0 Q i OR na oś 
a:-ów, otrzymamy 2r/iC0S6 = r/-f-?•/', gdyż rzut OR jest średnią arytmetyczną rzu-
tów OP i 0Q. Podobnie rzucając OP, 0 Q ' i OR na oś x otrzjTnamy, 2r/2sin6 = 

; a zatym , 

inne dwa otrzy-
mamy, uskuteczniając podstawienia kołowe na a, 6, c, t. j . pisząc c, a lub c, a, h 
odpowiednio za a, c. 

(16). 

(17). Płaszczyzna 
Ta płaszczyzna jest prostopadła do pro-

stej, łączącej dane punkty, albowiem dostawy kierunkowe jej normalnej są propor^ 
cyjonałne do — a:,, y^ — r/,, — 2,; nadto ona widocznie dzieli odcinek między 
danymi punktami na części równe. 

(18). Jeżeli 
są równaniami normalnymi trzech danych płaszczyzn, to 

jest równaniem płaszczyzny 
przechodzącej przez prostą przecięcia się płaszczyzn Eg i Eg. Ta płaszczyzna jest 
prostopadła do E , , jeżeli 

a zatym ( 
3 jest jej równaniem. Taksamo znajdzie-

my równania dwu pozostałych płaszczyzn, i widocznie wszystkie te trzy płaszczyzny 
będą przechodziły przez początek i przetną się w jednej prostej, jeżeli 

(19). Płaszczyzna Aa; + B y C Ź + D = O przechodzi przez dwa dane pun-
kty; zatym Aa;, - f Bj/, + Cz, - f D = O i Kz^ - f B^a + Czg + D = O, skąd 

s . / - . ^ N " T a płaszczyzna odmierza na osiach od-

cinki, których suma = 0 , zatym + ^ + = 0 . Te dwa równania dają dwa 
A li U 

układy wartości na A : B : C, Oznaczywszy je odpowiednio przez A, : Bj : C, 
i AjtBatCa, otrzymamy z tych równań (rugując z nich raz C, a drugi raz A): 

Te dwie zatym płaszczyzny będą do siebie 

prostopadłe, jeżeli A,Ag + B^B^ C i C g ^ O lub 

(20). Równanie płaszczyzny E| , prostopadłej do boku P2P3 trójkąta PiPaPa 
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i dzielącej ten bok na części równe, jest (ćw. 17) 
a zatym 

(21). Znajdziemy równania tych płaszczyzn, jak w zadaniu 20; okaże się, iż 

(22). Albowiem płaszczyzna E,3, odnosząca się do krawędzi P,P3, przecho-
dzi przez punkt wzmiankowany w ćwiczeniu 21, przecinając się z płaszczyznami E,2 
i E23 według jednej prostej (ćw. 20). Przez ten sam punkt przechodzi także pła-
szczyzna E24, przecinając się z płaszczyznami E4, i E,2 według jednej prostej. 

(24). Jeżeli O, P g ^ O , Pg^ziG, P 4 = 0 są równaniami czterech wierz-
chołków, to 

~ będą równaniami środków trzech par krawędzi przeciwległych. Proste, 
łączące te trzy pary środków, przecinają się w punkcie 

(25). Skoro 

równaniem żądanego punktu. 
(26). 

(27). Równania normalne trzech płaszczyzn są 

(28). Niech y:=irnx r, będą równaniami żądanej prostej. Ta 
prosta ma przechodzić przez punkt (1, 2, 3), więc 2=.m r, 3=zzn s; mamy 
zatym y — 2 — m(x — 1), 2 — 3 = n ( x — 1 ) ; a że ta prosta przechodzi także przez 
punkt (3, 2, 1), więc 2 — 2 = 7 n ( 3 — 1 ) , 1 — 3 zn n(3 — 1), sl<ąd 
Kównania zatym żądanej prostej są i 

(29). 

(30). 
(31). 

(32). Jeżeli (l, m, n), (l\ m\ n') i (X, {1, v) są dostawami kierunkowymi dwU 
danych prostych i prostej żądanej, to /X + "ilA + nV=:0 i /'X-J-m'[JL + łł'vr=:cosa. 
Ostatnie równanie można tak pisać: + + n'v)2 — cos^af/^ + n^). To 
równanie i /X + nV=:0 dają dwa układy wartości na X:[L:V. Jeżeli 

to znajdziemy, że i 

(33). 

(34). Jeżeli c jest długością krawędzi sześcianu, to najkrótsza odległość 
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(35)* Należy wziąć odległość najkrótszą między prostymi za oś z-ów, środek 
tej odległości za początek spółrzędnych, a płaszczyznę ZOX tak obrać, aby ona była 
dwusieczną kąta między dwiema prostymi. 

(37). Równania prostej, przechodzącej przez 

równania zaś prostej, przechodzącej przez początek i przez 

, / 6 + c c - f a a + &\ x y z 
punkt — = = Mamy , 

, . , , , a zatym i t. d. 

(38). Kładąc mn—t^^zt, ni—wP-=.m\ Im — n^ = n\ mieć będziemy ró-

wnania żądanej prostej : = = — , a spółrzędne punktu, ln' — mm^ ml—nn! nm' —II' ^ ' 

przecięcia się: 

(39). Podług ćwiczenia 10. 

(41). 
(45). Równania dane można zastąpić następującymi: 

skąd wypada 

(46). — jest równaniem dwusiecznej kąta wewnętrznego, 
dwusiecznej kąta zewnętrznego. 

(47): 
(49). Gdyż spółrzędne tych punktów są odpowiednio 

(51). Jeżeli + â̂ a + 4" = O jest równaniem płaszczyzny da-
nej, to równania sześciu płaszczyzn mają; postać 
i 

(52). Bo, jeżeh x\, x'2, x\ są spółrzędnymi punktu 

(54). Ponieważ np. równania krawędzi A^Aj i A3A4 są odpowiednio 
j przeto można, jako wartości 

(art. 47) wziąć odpowiednio (1, — 1, O, 0) i (O, O, 1, — 1). Oznaczając przez 6 kąt 
między tymi krawędziami, mamy 
Każde dwie krawędzi przeciwległe będą do siebie prostopadłe, gdy 

i t. d. 
(55). Gdyż równanie tej płaszczyzny jest — 
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(60). Dostawy kierunkowe nowych osi są 

Ponieważ -}- m̂ m̂  + = O , . . . , więc nowe osi są do siebie prostopadłe; spół-
rzędne punktu względem nowych osi są ( 

(61). Podstawiając 

odpowiednio za ?/, z, znajdziemy 
(65). -f Bsin6sincp + Ccos6) + D = : 0 . To równanie daje 

dwie wartości na r, których iloczyn jest równy D. 
(66). Jeżeli miejscem punktu P jest 

natenczas, ponieważ O Q = : p : = — 1 miejscem punktu Q będzie druga kula 

(67). Biorąc A za początek, a A B ( = a ) za oś a;-ów, jako równanie miejsca 
mieć będziemy y ^ = — + + t. j. pewną kulę. 

(68). Jeżeli K : = 0 i są równaniami dwu kul, to równanie 
będzie równaniem płaszczyzny koła, według którego te kule przecinają się, pro-
stopadłej do prostej, łączącej środki obu kul. 

(69) Jeżeli K, = : 0 , K j ^ O , Kg^izO są równaniami trzech kul danych, to 
skąd owo twierdzenie wynika. 

(70). Wynika to z poprzedniego. 

(71). Równania tworzącej są ( a ) — = — == — ? równania zaś kierownicy 
l m n 

pierwsze z tych równań przedstawia walec prostopadły do 

XY o podstawie eliptycznej. W przypadku drugim (P') y'^=:2px, z = c; wtedy 
równanie pierwsze przedstawia walec prostopadły do XY o podstawie parabolicznej. 

Rugowanie x, y, z z (a) i (p) daje (7) - + — — — = : O, a z (a) i (P') daje (y') 

cin^z=2pnl. Wstawiając w (y) i w (y') za Z, m. n wartości do nich proporcyjo-

nalne jf, z, otrzymujemy równania żądanych stożków: 
i cy^=.2pzx. 

(72) . Biorąc środek danej kuli, mającej promień — a , za początek, a punkt 

(O, O, a) za wierzchołek, i przyjmując, że lx -j- my tiz=zp jest równaniem pła-

szczyzny koła małego, mieć będziemy równania tworzącej (a) — = ^ ^ 

wnania kierownicy (p) -f + — l x m y n z = ^ p . Rugowanie x,y,z 
A zatym 
2 
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jest równaniem 
żądanego stożka. Przyjąwszy 2 = 0, otrzymamy równanie koła. 

(73). Wziąwszy os obrotu za oś r-ów, a prostopadłą do niej przez środek 
koła przechodzącą za oś z-ów, mieć będziemy równania koła tworzącego 

a równania koła równoleżnikowego 
x-=.p. Rugowanie y, z z (a) i (P^ daje p"^(r—Podstawiając 
w tym równaniu za i p wartości (P) i znosząc niewymierność, otrzymamy 

(74). Weźmy oś obrotu za oś z-ów, a najkrótszą odległość między tą 
osią a prostą ruchomą w jej położeniu początkowym za oś z-ów; wtedy równania 
prostej ruchomej będą (a) z=.my, x~a, a równania koła równoleżnikowego 

. Rugowanie : ^ 
Wstawiając w tym związku za p i r wartości (P), otrzymujemy równanie żądanego 

_ 3.2 _j_ 

miejsca —-—. 5 — O k a z a ć , że ta powierzchnia jest hiperbolojdą obro-

tową o jednej powłoce, t. j . powierzchnią, która powstaje przez obrót hiperboli 

około osi urojonej. 
(7 5). Jeżeli płaszczyznę stałą weźmiemy za płaszczyznę YZ i oznaczymy 

przez /, m, n dostawy kierunkowe prostej AB, to równaniem powierzchni będzie 

„2 
(76). Ponieważ równania elipsy-kierownicy są — -|—^ — a; = a (jako 

przecięcia walca prostopadłego do płaszczyzny YZ o podstawie eliptycznej z pła-
szczyzną do osi a;-ów prostopadłą), a równania prostej tworzącej (jako przecinającej 
oś a;-ów i równoległej do płaszczyzny XY) są y — mx, 2 = / i , przeto równanie żą-
danej powierzchni jest 

(77). Jeżeli p ĵ są spółrzędnymi prostej tworzącej, to (art. 37) 

Rugowanie py z tych trzech 
równań i równań trzech płaszczyzn, rzucających prostą py na trzy płaszczyzny spół-
rzędnych: 
nam równanie stopnia 2-go żądanej powierzchni. 

(78). Wziąwszy stałą prostą za oś z-ów, a punkt, w którym ta prosta przeci-
na stałą płaszczyznę za początek spółrzędnych, znajdziemy, źe równanie miejsca jest 
kształtu I 

jest równa-
niem płaszczyzny biegunowej. 

(82). Spółrzędne punktu bieżącego na prostej danej-są 
Płaszczyzna biegunowa tego punktu przechodzi przez prostą przecięcia 

fiię dwu płaszczyzn 
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(83). . . . 
(86). Odpowiednie równanie wyróżnikowe, ponieważ X = [ i - = V = 90°, spro-

wadza się do S3 — 3 4 S 2 _ 7 2 S = r 0 , a zatym Si = 0, 82 = 36, 83 = — 2 . Mamy 

więc: i 

(88). Jeżeli l, m, n są, dostawami kierunkowymi któregokolwiek z tych ukła-
dów, to a/ + c'm + 6'rt = 8A/, c7 + 6m + a'n SBm, - f a'/n + cn = SCn, skąd 
na wyznaczeaie S otrzymujemy równanie stopnia 3-go, które tak pisać można: 

(91). 1. Hiperbolojda jednopowłokowa. 2. Hiperbolojda obrotowo.; mimd-

śród hiperboli tworzącej 3. Hiperbolojda jednopowłokowa; osi są 

a dostawy kierunkowe osi są proporcyjonalne do 
4. Walec hiperboliczny. 5. Hiperbolojda jedno-

powłokowa; środek > — > —j • 6. Stożek; dostawy kierunkowe osi są 

7. EHpsojda, punkt, lub elipsojdą 

urojona, stosownie do tego, czy d d , = , > 5 5 . 8. Walec hiperboliczny. 
(92). Dla On — 1 jest A4, = A ^ a ^ A ^ = A 4 4 = 0. 
(94). Elipsojdę, jeżeli 1— 2; hiperbolojdę jednopowłokową, jeżeli 

walec eliptyczny, jeżeli ] 

(95). Elipsojdę, której środek ^ ^ ; kładąc z=0, otrzymamy 

skąd wniesiemy, że (a, 0) jest 

punktem styczności płaszczyzny XY. 
(103) . Weźmy te trzy płaszczyzny odpowiednio za płaszczyzny YZ, ZX i XY. 

Oznaczmy przez (7, »n, nj kierunek prostej w pewrym położeniu, a przez (a:, xj 
spółrzędne punktu P i nazwijmy PPi = rp P P j ^ r j , PPgr^ra; wtedy 

(104). Biorąc daną prostą za oś z-ów, a punkt, w którym ona przecina daną 
płaszczyznę, za początek spółrzędnych prostokątnych, i oznaczając przez (7, m, n) 
kierunek danej płaszczyzny, znajdziemy 

(stożek). 
X X Y TA % 

(105) . Jeżeli ^ — ^ = ^ ( 7 = 1 , 2 , 3 ) są równaniami danych 
li mi rii 
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prostych, to natenczas ( 
Dodawszy do siebie te trzy równania, otrzymamy Ą-hy'' Ą- ( a — jako 
równanie miejsca. 

(107). Jeżeli (a, p, Y) są spółrzędnymi wierzchołka, to równaniem stożka będzie 

Lewa strona winna być tożsamościowo równa 

Stąd znajdziemy, że prosta, według której płaszczyznę XY przecina płaszczyzna 
drugiej krzywej płaskiej (według której stożek przecina eli-

ocx S w 
psojdę —- -f- = 1), jest istotnie biegunową punktu (a, P, 0) względem 

a h 

(108). Albowiem mamy 

tudzież (art. 81) 

skąd widoczna, że 

są dostawami kierunkowymi trzech prostych do siebie prostopadłych. 

(109). Mamy (używając znakowania poprzedzającego rozdziału) 

^̂  gdzie (l, m, n) wyznaczają kierunek odpo-
wiednio prostej lub płaszczyzny rzutu, 

(110). Albowiem spółrzędne punktów Pj, P2,P3 czynią zadość temu równaniu. 
x'i 7/2 

(112). Niech + ^ + "2 = 1 będzie równaniem elipsojdy, a ?/r=a;tgG 
(X O c 

równaniem płaszczyzny, przez oś z-ów przechodzącej. Obrawszy ślad tej płaszczyzny 
na XY za nową oś z-ów, otrzymamy równanie przekroju elipsojdy tą płaszczyzną, 
odniesione do nowych osi, gdy w równaniu elipsojdy podstawimy a;=:a;'cos6, a;t 2 2' 2 

Tym zatym równaniem będzie ^ + ^ ~ ^' gdzie 

Odległość ogniska tego przekroju od środka 

a więc odle-

głość kierownicy 
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Oznaczając przez i i Yj spółrzędne spodka tej kierownicy na XY względem pierwo-
tnych osi, mamy wtedy 

(gdyż Yj2 ^ . a zatym i t. d. 
OC ~~~ OL y ' 3 

(113). Niech = będą równaniami tworzącej. 

Równanie a(a. Ą-Ir)'^ Ą-hi^Ą-mr)'^ Ą-Ą-nr)'^=\ da na r dwie wartości równe. 
A z a t y m (aa"^ Ą - h ^ " ^ Ą - h m " ^ + cn^) —(aal+ R ó . 

wnanie więc stożka stycznego jest 

Pisząc odpowiednio 
, przedstawimy ostatnie równanie w postaci j 

a więc daje się ono przywieść do 
(por. art. 77). 

(114). Zakładając, że w równaniu stożka stycznego (113) punkt (a, p, y) od-
dala się do nieskończoności w kierunku (X, [i, v), a więc kładąc a = Xp, 
Y = vp, a następnie dzieląc przez p̂ , i potym przyjmując p==:oo, otrzymamy ró-
wnanie walca stycznego 

(115). Z równania płaszczyzny stycznej -j-cZz — a;-j" ^ wypada 

Płaszczyzny styczne do trzech 

danych powierzchni są: 

1 1 
Ma być 

Rugowanie k"̂  z tych 

trzech równań daje warunek żądany. 
(116). Spółrzędne środka przekroju powierzchni az^ pła-

szczyzną lx Ą- my Ą- nz=. p dają równania 

Stąd 

zatym mamy ostatecznie 

http://rcin.org.pl



5 0 2 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W Pf iZESTBZENI. 

(117). Płaszczyzna l x m y nz — O jest styczną do stożka, jeżeli 
Ta płaszczyzna przetnie hiper-

bolojdę według hiperboli równobocznej, jeżeli równanie (20) w art. 115 daje na r̂  
dwie wartości, różniące się tylko znakiem, a więc także, jeżeli 

(118). Art. 102 1115 . 
(119). Równania normalnej do ax'̂  Ą-hy"^ Ą - s ą 

Jeżeli ta normalna przechodzi przez 
aa? ćY^ 

daje sześć wartości na p; istnieje więc — mówiąc wogólności — sześć normalnych. 
(121). Z równań a/^ + J m ^ c n ^ = O, lx Ą-my Ą-nz wypada 

(126). Dodać do siebie trzy wyrażenia 

uwzględniając przytym związki podane w ćw. 108. 
(127). Dostawy kierunkowe tworzących są dane przez równania 

z których, po wyrugowaniu m, wypada 

A zatym 

Odpowiednio 

a jeżeli 6 jest kątem między tymi dwiema tworzącymi, to każdy z tych stosunków 
jest równy 
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skąd 

(129). Rzuty prostych QP i QP' na płaszczyznę XY są styczne do ełipsy 

szyjnej w punktach końcowych dwu średnic sprzężonych. Suma więc kwadratów 

tych rzutów jest a^ + — Wyniesienie punktu Q nad XY jest równe c. Jakoż, je-

żeli a, p, Y są spółrzędnymi punktu 

skąd 

A że także — g d y ż rzuty prostych QP i QP' na XY są równoległe do 
m, 7/I2 i 

dwu średnic sprzężonych elipsy 

Twierdzenie zatym Pitagorasa 

daje QP^ + = ^ _}_ 2c2. 

(130). Równania jakichkolwiek płaszczyzn, przechodzących przez dwie two-

rzące, są — 1 + X - = O, ^ -F 1 -I- X' + = 0. Prosta, według 
której te płaszczyzny przecinają się, będzie także tworzącą, jeżeli xx' = — 1 . Ła-
two spostrzec, że ślady tych płaszczyzn na płaszczyznach przekrojów kołowych, 

są do siebie prostopadłe. 
(131). Należy wziąć równanie ogólne i znaleść warunki, aby mu się stało za-

dość wskutek a; = 2 = O i wskutek ?/ = z = 0. 
(185). Tworzące są rówfioległe do asymptot przekroju płaszczyzną 

; kwadraty połów osi tego przekroju daje równanie 

Jeżeli —X, , — X2 są pierwiastkami tego 

równania, a 26 kątem między asymptotami, to tj 

(137). Podług art. 115 mamy | a podług art. 113 
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przeto 

(138). Jeżeli przekrój jest parabolą, to prosta, łącząca środek przekroju z po-
czątkiem, jest równoległą do płaszczyzny przekroju. 

(139) . Dostawy kierunkowe normalnej do płaszczyzny przekroju są 

a zatym, jeżeli (7, m, n), (l\ m\ n') są dosta-

wami kierunkowymi dwu do siebie prostopadłych promieni r i r' przekroju, to 

Nadto 
I 

(140). a) Jeżeli r jest długością promienia przekroju przez płaszczyznę 

wyznaczają kierunek tego promienia, to 

A zatym przy wszelkich wartościach 

na X, [1, V, zgodnych z warunkiem / X - [ - N V = O, — = X (Hczbie stałej), a 

przeto + + v2)x — ^ ^ + ^ + — Wyrażenie zatym /X - f m|JL -f- nv 

jest czynnikiem lewej strony tej tożsamości, t. j . 

" ( R + " ( Y + ' + 7 ) = - ? ' 

l, m, n z tych trzech równań doprowadza do równania stopnia 3-go 

mającego jeden pierwiastek rzeczywi-

sty. Temu zaś pierwiastkowi odpowiadające wartości za l :m:n będą wyznaczone 

z dwu którychkolwiek z trzech przedostatnich równań i określą płaszczyznę prze-

kroju kołowego, b) Jeżeli przekrój ma być hiperbolą równoramienną, to dla dM'u 

kierunków do siebie prostopadłych winno być — = 0. Należy przeto znaleść waru-
r 

nek, pod jakim dwa kierunki (X, {i, v), określone równaniami 
^ są do siebie prostopadłe. 

(143). 

(144), Ogniska przekrojów głównych parabolojd 

schodzą się z sobą razem, jeżeli 
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Stąd wypada p — q=p' — q', warunek, pod jakim schodzą się z sobą takie krzywe 
ogniskowe obu parabolojd. 

(145). Jeżeli S jest punktem krzywej ogniskowej, przez który przechodzi 
płaszczyzna przekroju, to ta płaszczyzna przechodzi zarazem przez kierownicę odpo-
wiadającą punktowi S. Niech PM, PN i PQ będą prostopadłymi spuszczonymi 
z punktu P przekroju odpowiednio na dwie płaszczyzny kierujące i na kierownicę. 
Mamy SP2 = x . P M . P N ; a że dla wszelkich punktów P stosunki PM:PQ i PN:PQ 
są stałe, przeto SP : P Q = stałej. A zatym punkt S je s t ogniskiem przekroju, a od-
powiadająca mu kierownica jego kierownicą. 

(146). Niech DQ, D'Q' będą tymi dwiema kierownicami, a S i S' odpowiedni-
mi ogniskami, choćby nie leżącymi na płaszczyźnie przekroju. Ponieważ płaszczy-
zny kierujące, które wyznaczają kierownice, są do siebie równoległe, przeto spu-
ściwszy z jakiegokolwiek punktu P przekroju prostopadłe PQ, PM, PN na kierownicę 
DQ i na dwie płaszczyzny ją wyznaczające, tudzież prostopadłe PQ', PM', PN' na 
kierownicę D'P' i na dwie płaszczyzny kierujące odpowiednie, mieć będziemy 
SP2:=^x.PM.PN i S ' P ^ = x . P M ' . P N ' . Atoli PM:PQ PM':PQ' i PN:PQ = 

PN': PQ', skąd PM. PN: PM'. PN' r r PQ2: PQ'l Mamy zatym SP : S'P = PQ: PQ', 
skąd S P ± S ' P : P Q = b P Q ' = : S P : P Q . Atoli czyto suma PQ + PQ', czyteź różnica 
PQ — PQ' (według tego, czy punkt P leży, czyteź nie leży między kierownicami) 
jest stała, a stosunek SP: PQ jtst niezmienny dla każdego punktu P na przekroju. 
To wskazuje, że także SP + S'P lub odpowiednio SP — S'P posiada wartość stałą. 

(149). Punkt dany leży na danej powierzchni, a zatym 

będą wtedy równaniami dwu spółogniskowych hiperbolojd, kiedy za k podstawimy 

pierwiastki równania 

(150). Równanie 

ma widocznie jeden pierwiastek a ma jeszcze 

drugi gdyż — ' — 5 = 1 * Trzeci pierwiastek 

Mamy 

Podstawiwszy te wartości w 

mieć będziemy żądane równanie. 

(151) . Jeżeli (a, b, c) (a', b\ c') są połowami osi tych dwu spółogniskowych, 
dostawami kierunkowymi normalnej do płaszczyzn stycznych, to 

. Stąd, 

. gdyż 

(152). Jeżeli l, jest jakąkolwiek z szeregu spół-
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ogniskowych, a Xa: + |Xy + Vzr=i 1 płaszczyzną daną, to miejscem jej bieguna jest 

prosta 

(153). ' Jeżeli fx, y, zj, ($, 7], C), (x\ y\ z'), (4',!]', C) są spółrzędnymi pun-

któw 

(156). Równanie ^ + - f = 1 płaszczyzny biegunowej pun-

ktu (4, TT], C) można tak pisać: 

Njtj, gdy N odcięte jest na wewnątrz, przeto 

(157). Skoro te normalne są osiami głównymi stożka, to jego równanie, od-
niesione do tych osi, jest kształtu Aa;̂  + B^^ Cz2 — 0 . Jeżeli p,, p^, p^ są prosto-
padłymi ze środka danej powierzchni na trzy płaszczyzny styczne w wierzchołku do 

trzech spółogniskowych, to — = — = — będą równaniami prostej, łączącej wierz-
' Px P2 Pi 

chołek ze środkiem, odniesionymi do tychże samych osi. A że ta prosta przecho-
dzi zarazem przez środek krzywej styczności, więc płaszczyzna styczności (czyU 
biegunowa wierzchołka) jest równoległa do płaszczyzny średnicowej stożka, sprzężo-
nej z tą prostą, t. j . do płaszczyzny kp^z -f Bp^y + C/^gz^O. Atoh, jeżeh X, {i, V 
są odcinkami normalnych odciętymi płaszczyzną styczności, to równanie tej pła-
szczyzny będzie £ 4 - - - f 1 , a zatym = = Oznaczmy na-

kcniec przez o,, Oj) "a połowy osi pierwszorzędnych trzech spółogniskowych; wtedy, 
skoro (ćw. 156) «,X = ai2 —a2, — p^^ = â ^ — a ,̂ równaniem żąda-

nym będzie 
( 

(160). Jeżeli (4, Y], C) jest punktem danym na elipsojdzie, której oś pierw-
szorzędna — 2a, a (a:, t/, zj jest punktem odpowiednim na elipsojdzie spółognisko-

wej, której oś pierwszorzędna 

Rugując a'2 otrzymamy 

równania dwu walców liiperbolicznych, których przecięcie się przedstawia miejsce 
żądane. 

(161). Jeżeli punkty A,, Aj, Ag, A^ weźmiemy za wierzchołki trójkąta od-
niesienia, to równanie parabolojdy, na której leżą proste AjAj, A3A4, będzie 

Stąd Ul: 1/2 = 1/4 : t'3, a to właśnie okazuje prawdziwość twierdzenia. 
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(162) Równanie hiperbolojdy jednopowłokowej, na której leży czworobok 
ma postać ^wiws + — O, gdzie P + P' jest różne od 0. Dla spół-

rzędnych (arî , argO, x"4) środka PO znajdziemy: : /ij 3:3°: /̂ 3, : Ti<i — : A4. 
A zatym. jeżeli przez P oznaczymy punkt przecięcia się płaszczyzny AjAgP® z kra-
wędzią A2A4, a przez Q i R punkty przecięcia się prostych A,P° i AgP® odpowie-
dnio z prostymi A3P i A^P, to x,0: = A,Q, ĝO: A3 = POR: A3R. Mamy za-
tym P°Q: AiQ = P°R: AgB,; to dowodzi, że prosta QR jest równoległą do A,R, tu-
dzież że prosta PP*' przechodzi przez środek P' boku A, Ag trójkąta A^AgP. A za-
tym środek hiperbolojdy leży na płaszczyźnie, przesuniętej przez AjA^ i przez śro-
dek P' krawędzi przeciwległej A, Ag. Taksamo z drugiej proporcyi można wywnio-
skować, że tenże środek leży na płaszczyźnie, przesuniętej przez krawędź AjAg 
i środek przeciwległej krawędzi A2A4. Stąd wynika wypowiedziane twierdzenie. 

(163). Przekroje powierzchni ścianami czworościanu powinny być kołami 
opisanymi na odpowiednich trójkątach. Równanie koła opisanego na trójkącie ścia-
ny A1A2A3 jest X2X3sinAi + X3X, sinA2 + Xi3:2siiiA3 = 0, lub, jeżeli przez A,, 7*2, Aj 
oznaczymy trzy wysokości trójkąta A1A2A3, a przez Sjaj '"31 j •''12 długości boków 

Atoli widocznie dla ja-
kiegokolwiek punktu P na tej ścianie, stosunek x: A jest niezależny od tego, czy 
Xi i hi oznaczają prostopadłe z punktu P i z wierzchołka Aj na jakąkolwiek ścianę 
pozostałą a;, = 0, czyteź prostopadłe na krawędź, według której ta ściana prze-
cina się ze ścianą X4=:0. A zatym w równaniu ostatnim możemy przez A,, Aj, Ag 
rozumieć prostopadłe z wierzchołków Aj, Aj, Ag na przeciwległe ściany, a przez x,, Zj, 
3-3 odległości punktu bieżącego koła od tychże ścian. Postępując taksamo z pozo-
stałymi ścianami, znajdziemy, że 

jest równaniem kuli opisanej na czworościanie odniesienia. — Równanie jakiejkol-
wiek innej kuli może się różnić od poprzedzającego tylko wyrazami stopnia 1-go, 

a te są kształtu + Tc^t^ + 3̂X3 ^4X4)1— + — + — + —), gdzie drugi czyii-
AJ 

n i k = 1. — Jeżeli iloczyn tych dwu czynników dodamy do poprzedzającego równa-
nia, a wypadek tego porównamy z równaniem ogólnym stopnia 2-go, to otrzymamy, 
po wyrugowaniu i-,, k ,̂ A-3, k ,̂ następujących 5 warunków: 

(170). Albowiem wtedy spółrzędne środka są nieoznaczone. 
(171). Albowiem przez jakiekolwiek dwa punkty linii stopnia 1-go i trzeci 

punkt dowolnie obrany można przesunąć płaszczyznę, na której leży cała ta linija; 
gdyż w przeciwnym razie mielibyśmy liniją stopnia 1-go, któraby płaszczyznę prze-
cinała więcej niż w jednym punkcie. 
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(172). Gdyż przez jakiekolwiek trzy punkty linii stopnia 2 go można przesu-
nąć płaszczyznę, na której z tychże samych powodów, co w zagadnieniu (171), cała 
ta linija leżeć winna. 

(173). Gdyż jeżeliby prosta przecinała w n punktach, to płaszczyzna, przez 
tę prostą przesunięta, przecinałaby krzywą więcej niż w n punktach, co być nie może. 

(174). Albowiem na powierzchni stopnia 2-go, przesuniętej przez siedem 
punktów krzywej i przez dwa punkty dowolne, zewnątrz niej będące, cała ta linija 
leżeć winna, gdyż w przeciwnym razie linija stopnia 3-go przecinałaby powierzchnią 
stopnia 2-go więcej niż w sześciu punktach, a to niemożliwe. Jeżeli powierzchnia 
roskłada się na dwie płaszczyzny, to linija stopnia 3-go może być płaską i leżeć na 
jednej z tych płaszczyzn. 

(175). Niech każdy z dwu czworościanów będzie z sobą samym sprzężony 
względem powierzchni / = z : 0 ; natenczas, odnosząc równanie tej powierzchni do je-
dnego z tych czworościanów, będziemy mieli rozumiejąc 
przez a?,, iTj, â g, Xi spółrzędne wraz z odpowiednimi spółczynnikami. Przez trzy 
wierzchołki czworościanu odniesienia i przez cztery wierzchołki drugiego czworo-
ścianu poprowadźmy powierzchnią g = 0. Ponieważ ta powierzchnia jest opisana 
na drugim, przeto 0 = + + + = ^ przechodzi ona także przez 
trzy wierzchołki pierwszego, więc J,, = 2̂2 — 3̂3 = 0. Stąd wypada J^^r^O; 
a więc ta powierzchnia przechodzi i przez czwarty wierzchołek pierwszego czworo-
ścianu, przyjętego jako czworościan odniesienia. 

(176). Albowiem, kładąc 

mamy 

» 

(177). Przy tych samych założeniach, co w ćw. 176, ma być 

0. Stąd wypada 

jeżeli 
I 
(178). Jeżeli 

A zatym środek kuh leży 

na płaszczyźnie j 

(179). Niech. 
Ma być <I> = 2D2 — 3(p2-f p'2) = 0 , gdzie D2 = a^-f-p2 72. stąd wypada 

(180). Wziąwszy punkt styczności za początek, a płaszczyznę styczną za 
płaszczyznę sprzężoną z osią z-ów, mieć będziemy w / = : 0 : 0,4 = 021 = 044 = 0, 
a w î  = 0: 6,4 = &24 = &34 = 0. Podstawiając te wartości w równaniu wyróżniko-
wym funkcyi f Ą-^g-, mieć będziemy (034 4" X&34)2[('o,,-f (̂ 022 + ^^22) — 

Jeżeli dwie powierzchnie są kulami, to równanie wyróżni-
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kowe ma dwa pierwiastki równe; albowiem dwie kule, mając spólny przekrój płaski 
w nieskończoności, są w nieskończoności styczne podwójnie. Ażeby one dotykały 
się i w odległości skończonej, także dwa inne pierwiastki winny być sobie równe. 
Tym sposobem znajdziemy (D"'̂ —[Ŝ  — 4p2pf2^ slją(j D = : = b ( p ± p ' ) . 

(181). Dwie powierzchnie stopnia 2-go przecinają się według krzywej stopnia 
4-go, a ta krzywa ma w każdym punkcie tylko jednę styczną, przecięcie się pła-
szczyzn stycznych do obu powierzchni w tym punkcie. Jakakolwiek płaszczyzna, 
przechodząca przez tę styczną, przecina obie powierzchnie według krzywych do sie-
bie stycznych. Taka zatym płaszczyzna przechodzi przez dwa punkty krzywej prze-
cięcia razem się z sobą schodzące. Jeżeli się obie powierzchnie dotykają, to każda 
płaszczyzna, przechodząca przez punkt styczności, przetnie je według krzywych do 
siebie stycznych, a przeto każda taka płaszczyzna przechodzi przez dwa punkty 
krzywej przecięcia razem się z sobą schodzące. Punkt styczności zatym jest pun-
ktem podwójnym tej krzywej. 

(182). Jeżeli, 
to 

l 
Z tego zaś wynika, że 

_ y2 

(183). Jeżeli - - + H — — 1 = 0 jest równaniem elipsojdy wewnętrznej, 

będzie równaniem zewnętrznej. Równanie stożka 

stycznego do wewnętrznej z punktu (a, p, 7) na zewnętrznej jest 

Ten stożek przecina zewnętrzną według dwu płaszczyzn 

Jedna jest płaszczyzną styczną w (a, p, Y), a druga 

jest styczną do elipsojdy + ^ + — Wiadomo bowiem, że 

prosta lx 7ny nz p=:0 jest styczną do elipsojdy -

jeżeli —^2^2 ^.^"jrfi _[- C^n^; ten zaś warunek w uważanym przypadku sprowa-

dza się do 

(184). Powierzchnia spólśrodkowa i homotetyczna g 
(185). Objętość tego czworościanu jest równa — a^ 

(186). Równanie płaszczyzny stycznej w (x, y^ z) jest 
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równanie zaś stożka stycznego w 
jest 

(187). Bo gdy r jest promieniem kuli, to w punkcie styczności 

(188). Normalne do powierzchni 

są odpowiednio przedstawione przez równania: 

Druga normalna przetnie pierwszą, gdy 

t. j. gfly punkt (z, y, z) leży na pewnej powierzchni stopnia 2-go. Ta powierzchnia 
jest stożkiem rzędu 2-go, albowiem, jeżeli w wyróżniku napisanego równania, 

1 

do elementów ostatniego wiersza dodamy równoimienne elementy trzech pierwszych, 
poińnoźone odpowiednio pfzez a, p, Y, to w ostatnim wierszu wszystkie elementy 
równe O; ten wyróżnik jest więc = 0. 

hiperbol oj da jedno-
lub dwupowlokowa, według tego, czy a + p + Y > 0 , czyteż 

hiperbolojda jedno- lub dwupowlokowa, według tego, czy 

czyteż 

(191). 

(196). Jeżeli krzywą ŷ  = x(x—1)^, do której oś y-ó\f jest styczną, posia-
dającą węzeł w punkcie x = l , y = 0, obrócimy około osi y-ów, to powstanie żądana 
powierzchnia. Aby znaleść punkty osobliwe, mieć będziemy, pisząc r̂  za 

Tym równaniom i równaniu powierzchni uczyni zadość z=zO i albo r — y — 0; 
albo 2® r2 = 1. W przypadku pierwszym początek spółrzędoych jest punktem po-
dwójnym; stożek styczny w tym punkcie jest (X^- | -Y2=z0) liniją prostą, osią 
2'ów. W drugim przypadku mamy koło 2 = 0, złożone z samych 
punktów podwójnych. Stożek styczny w jakimkolwiek punkcie tego koła roskłada 
się na dwie płaszczyzny styczne, yY—1)2=:Z2; obwiednie tych dwu pła-
szczyzn stycznych są dwoma stożkami, które się przecinają według koła 

każda tworząca tych stożków jest styczną do powierzchni 
w punkcie tego koła.— Aby znaleść osobliwe płaszczyzny styczne, mamy (art. 152) 
naprzód 
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A zatym dwie styczne główne zejdą się, jeżeli 

a nadto mamy (z^ + 2r2)2 — + r^) = 0. Jedynymi rozwiązaniami ostatnich 
4 1 . . 

dwu równań są 10 22 = 0, r ^ ^ z l i Pierwsze rozwiązanie 

nie daje żadnej płaszczyzny stycznej, lecz tylko dwa stożki, o których dopiero była 

mowa. Drugie rozwiązanie daje dwie płaszczyzny styczne osobliwe 

każda dotyka powierzchni wzdłuż koła (â ^ + j/^—1) i przecina powierzchnią 

jeszcze według drugiego koła (ale pojedyńczego), którego promień — g ' Styczna 
do tego koła styczności jest dana przez Xii;+ [).?/ = O i v = 0. Łatwo spostrzec, że 
te wartości dopełniają warunku 

pod jakim styczna do koła styczności przechodzi przez cztery po sobie następujące 
punkty; gdyż ten warunek sprowadza się do 

KONIEC. 

liedaktor i wydawca c z a s o p i s m a »Bil. mat.-fiz.-^, 
Dr. Maryjan A. Baraniecki. 
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