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BIBLIJOTEKA MATFMTYCZNO-FIZYCZNA.

GIEOMETRYJA ANALITYCZNA



PLAN BIBLIJOTEKI MATEMATYCZNO-FIZYCZN""].

SEEYJA PIERWSZA (12-mo).

Tom 1. Poczatki arytmetyki M. BERKMANA. Str. X-f266; z drzeworytami w tekécie. W opra-
wie kop. 65.

Tom Il1. Wiadomosci poczatkowe z fizyki S. KRAMSZTYKA  Ksigzeczka 1. Str. X -J- "'7; tlrze-
worytéw 47. W oprawie kop. 30.

Tom 111. Toz. Ksigzeczka I'l1.Str. VII11+132; drzeworytéw 56. W oprawie kop. 45.

Tom 1V. Wiadomosci poczatkowe z gieografii fizycznej i meteorologii A. w. WITKOWSKIEGO.
Wkrétce wyjdzie z druku.
Tom V. O najprostszych figurach gieometrycznych M. BERKMANA. W. w. z d.

SERYJA DEUGA (12-mo).

Tom I. Arytmetyka M. BERKMANA.  W. W. z d.
Tom I1. Gieometryja elementarna w wyktadzie przystepnym.
|

Tom 111. Krotki wyktad poczatkéw algiebry.

Tom 1V. Przystepny wyktad fizyki.

Tom V. Kosmografija igieografija fizyczna z meteorologija
Tom V1. Nauka rysunkéw technicznych.

SERYJA TRZECIA (8-VO).

Tom . Arytmetyka, kurs teoretyczny M. A. BARANIECKIEGO, Zz przypiskami A. ZBIKOWSKIE-
GO i J. N. FRANKEGO. Str. 375-|-XXX..., zdrzeworytami w tekécie. Rubel 1 kop. 60.

Tom Il. Zadania arytmetyczne. W.w.zd.

Tom 111. Algiebra elementarna i Teoryja przyblized liczebnych

Tom 1V. Gieometryja elementarna.

Tom V. Krotki wyktad syntetyczny elementarnych wtasnosci prze¢ e¢ stozkowych.

Tom V1. Trygonometryja ptaska i kulista.

Tom V11, Miernictwo.

Tom VIII.  Fizyka.

Tom  XI. Kosmografija i gieografija fizyczna z meteorologijg J. JEDRZEJEWICZA. uw oz d

Tom  X. Gieometryja wykre$ina.

Tom XI. Mechanika elementarna.

SERYJA CZWARTA (8VO Lex.).
Tom 1. Wstep do analizy M A. BARANIECKIEGO. W. w. z d.
Tom 11.  Rozwigzywanie réwnan liczebnych J. socHocklEGO. W. w. z d.
Tom Il1l. Teoryja réwnan algiebraicznych. (*)
Tom 1V. Gieometryja analityczna w. ZzAJACZKOWSKIEGO, Str. 511-j-XL; drzeworyt)w 85.
Kubli 3.
Tom V. Gieometryja syntetyczna. (**)
Tom VI. Rachunek rdzniczkowy i catkowy. (***)
Tom VII. Cwiczenia z rachunku rdzniczkowego i catkowego.
Tom VIII. Rachunek waryjacyjny.
Tom 1 X. Rachunek prawdopodobienstwa i Metoda najmniejszych kwadratéw.
Tom  X. Zasady mechaniki teoretycznej.
Tom X 1. Rachunki wykresine.

TOM DODATKOWY «BIBLIJOTEKI». Stownik matematyczno-fizyczny.

Jako uzupetniajace seryjg IV eeBibl. mat.-fiz.» nalezy uwaza¢ nastepujace dzieta, ogtoszone przez
BIBLIJOTEKE KORNICKA:

(*) Teoryja wyznacznikOw, kurs uniwersytecki M. A. BARANIECKIEGO. Paryz, 1879. 8-vo, Str.
X11-(-600. Marek 12.
(**)  Wyktad gieometryi wykresinej E. sAGAYLY. Paryz, 1882. 4-to, str. 444 z bardzo wielu drze-
worytami w tekscie, oraz LX || tablic miedziorytéw. Marek 24.
(***)  Wyktad nauki o réwnaniach rézniczkowych ZAJACZKOWSKIEGO. Paryz, 1877, 8-vo, str,
XX1IV+904. Marek 20.
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SPIS RZECZY.

PRZEDMOWA AUTOBA
KROTKI RYS ROZWOJU GIEOMETKYI ANALITYCZNEJ
GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W POLSCE

Str.
X1
XV
XXX11

Errata XXXVIH

CZESC PICRWSZA,
GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PLASKA.

KOZDZIAL L O UKLADACH SPOLRZEDNYCH Sir.

1. Spotrzedne punktu Descartes'a. — 2. Spoétrzedne linii prostej Plucker'a.
3 — 4. Réwnanie prostej i punktu. — 5 — 8. Linije algiebraiczne rzedu n-go
i linije algiebraiczne klasy n-tej.— 9 — 10. Zmiana spdtrzednych; podania pomo-
cnicze. — 11. Zmiana spétrzednych punktu. — 12. Zmiana spétrzednych linii pro-
stej. — 13. Spoétrzedne biegunowe punktu. — 14. Przejscie od uktadu De8cartes'a
do uktadu biegunowego i odwrotnie. — Cwiczenia (1)—(12).

ROZDZIAL 1I. O PUNKCIE | LINII PROSTEJ sir.

15—17. Roéwnania linii prostej. — 18. RoOwnanie punktu. — 19. Zagadnienia
0 punkcie i o linii prostej: odlegto$¢ prostopadta punktu od prostej. — 20 — 21.
Roéwnanie i spdtrzedne prostej przechodzac<?j przez dwa punkty lub punktu prze-
ciecia sie dwu prostych. — 22 — 23. Kat miedzy dwiema prostymi i odlegto$¢
miedzy dwoma punktami. — 24 — 25. Pole tréjkata wyrazone przez spétrzedne
wierzchotkéw i przez spétrzedne bokéw. — 26 — 29. Prosta przechodzaca przez
przeciecie sie dwu prostych i punkt lezacy na prostej #aczacej dwa punkty. —
30 — 31. Odniesienie prostdj (lub punktu) do trzech prostych (lub trzech pun-
ktow).— Cwiczenia (13)—(28).

ROZDZIAL Il1l. O PEKACH PROMIENI | O SZEREGACH PUNKTOW . sir.

32—37. Stosunek podwojnego podziatu peku czterech promieni lub szeregu prosto-
linijowego cztérech punktéw. — 38 — 39. Podziat harmoniczny. 40 — 41. Wiasno-
§ci harmoniczne czworoboku i czworokata zupetnego. — 42. Zwiazki miedzy dwiema
parami promieni lub dwiema parami punkt4w harmonicznie z sobg sprzezonymi. —
43—A47. Inwolucyja par promieni jednego peku, lub par punktéw jednego szere-
gu. — 48—50. Peki promieni i szeregi punktéw jednokr~$lne. — 51. Tworzenie
linij krzywych rzedu 2-go lub klasy 2-ej zapomocg dwu pekéw promieni lub odpo-
wiednio dwu szeregéw punktéw jednokresinych. — Cwiczenia (29)—(36).

ROZDZIAL IV. O SPOLRZEDNYCH JEDNORODNYCH Sir.

52—56. Spoétrzedne trojkatne punktu i linii prostej najog6lniejsze. — 57. Spét-
rzedne jednorodne szczeg6lne punktu i linii prostej. 58 — 62. Spdtrzedne trojkatne
prostopadte punktu i linii prostej. — 63 — 64. Kat miedzy dwiema prostymi i od-
legto$¢ miedzy dwoma punktami. — 65. Uwaga o0 uzytecznosci spdtrzednych jedno-
rodnych. — Cwiczenia (37)—(52).

17-35.

36—57.

58-74.
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ROZDZIAL V. WIADOMOSCI Z TEORY! ALGIEBRAICZNZJ WIELOMIA-
NOW JEDNORODNYCH STOPNIA 2-GO str. 75-90.
66. Uwaga wstepna. — 67. Twierdzenie Euler'a o wielomianach jednorodnych
st. 2-go.— 68. Przeksztatcenie linijowe i przeksztatcenie prostokatne.— 69. Wy-
razenie wielomianu jednorodnego st. 2-go jako sumy kwadratéw wog6lnosci;
twierdzenie Sylvester'a.— 70— 71. Rozwigzanie powyzszego zagadnienia zapo-
moca przeksztatcenia prostokgtnego. — 72. Wyréznik wielomianu jednorodnego
st. 2-go ijego znikanie. — 73 — 74. Niezmienniki wielomianu jednorodnego
st. 2-go. — 75. Wyrazenie jednoczesne dwu wielomianéw jednorodnych st. 2-go
jako sum kwadratéw. — Cwiczenia (53)—(56).

ROZDZIAL VI. ROWNANIA STOPNIA 2-GO | WYZSZYCH, PRZEDSTA-
WIAJACE ZBIOR LINIJ PROSTYCH LUB ZBIOR PUNKTOW . . sir. 91-100.
76. Uwaga wstepna. — 77 — 78. Para prostych. — 79. Wiasnosci pary prostych
urojonych i sprzezonych. — 80. Punkt przecigcia sie pary prostych i dwusieczna
ich kata. — 81 — 82. Para punktéw. — 83. Wiasnosci pary punktéw urojo-
nych i sprzezonych. — 84. Spoirzedne prostej taczacej pare punktow. —
85. Warunki, aby réwnanie stopnia n-go we spétrzednych punktu lub linii
prostej przedstawiato odpowiednio zbiér prostych lub zbiér punktéw. — Cwicze-
nia (57)—(64).

ROZDZIAL VII. O WEASNOSCIACH OGOLNYCH LINIJ KRZYWYCH STO-

PNIA 2-GO s«r. 101—114.
88. Linije krzywe rzedu 2-go: ogdlny zarys sposobu postepowania. — 89 — 91.
Biegunowa punktu wzgledem 1.k. rzedu 2-go. — 92 — 94. Linije styczne do 1 k.

rzedu 2-go. — 95. Klasa I.k. rzedu'2-go.— 96. Linije krzywe klasy 2-<?j: ogdlny

zarys sposobu postepowania.— 97 — 99. Biegun prostej wzgledem I.k. klasy

2-4j. — 100 — 101. Punkty stycznoséci na 1 k. klasy 2-dj. — 102. Rzed I.k. Kklasy

2-7j.— 103. Zasada dwoistoéci i metoda biegunowych wzajemnych. — Cwicze-

nia (65)—(70).

ROZDZIAL VIII. O WEASNOSCIACH OGOLNYCH LINIJ KRZYWYCH STO-

PNIA 2-GO (dokonczenie) s<r. 115 —134.
104. Srodek I.k. st. 2-go: I.k. ze $rodkiem i bez $rodka. — 105. Asymptoty |.k.

st. 2-go; trzy rodzaje I.k. st. 2-go: elipsa, hiperbola i parabola. — 106— 108.

Srednice sprzezone 1 k. st. 2-go. — 109. Koto, dwa punkty kota urojone w nie-
skoniczonosci, hiperbola réwnoboczna.— 110 — 112. Uproszczenie réwnania ogoél-

nego l.k. st. 2-go ze $rodkiem.— 113 — 116. Uproszczenie réwnania ogélnego

l.k. st. 2-go bez $rodka. — 117 — 119. Wiasnosci cieciw I.k. st. 2-go. Cwicze-

nia (71)-(86).

ROZDZIAL IX. O WEASNOSCIACH SZCZEGOLNYCH LINIJ KRZYWYCH
STOPNIA 2-GO str. 135-153.
120—123. Ksztatt elipsy. — 124 — 127. Ksztatt hiperboli, — 128. Réwnanie
hiperboli odniesione do asymptot.— 129 — 130. Ksztatt paraboli. — 131. Pocza-
tek nazw elipsy, hiperboli i paraboli. — 132 — 134. Srednice sprzezone elipsy i hi-
perboli. — 135 — 139. Biegunowa, styczna i normalna I.k. st. 2-go. — ¢wicze-
nia (87)-(112).

ROZDZIAE X. O OGNISKACH | KIEROWNICACH LINIJ KRZYWYCH STO-

PNIA 2-GO str. 154-172.
140 — 143. Ogniska elipsy i hiperboli. — 144. Ognisko paraboli. — 145. L.k.

fit. 2-go spoétogniskowe. — 146. Réwnania I.k. st. 2-go we spo6trzednych bieguno-

wych.— 147 — 150. Kierownice l.k. st. 2-go.— 151 — 152. Inne okreslenie

ognisk. — 153 — 155. Zastosowania metody biegunowych wzajemnych. — ¢wicze-

nia (113)—(132).



SPIS EZECZY. Vil

ROZDZIAL XI. ROWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO WE SPOt-
RZEDNYCH TROJKATNYCH s 173—196.
156 —160. Réwnanie Ogélne.— 161. Roéwnanie |.k. st. 2-go opisanej na tréj-
kacie. — 162. Twierdzenie rascal'a o szesciotoku wpisanym w I.k. st. 2-go. —
163. Réwnanie we spolrzednych linii prostej I.k. st. 2-go opisanej na tréjkacie.—
164. Koto dziewigciu punktéw. — 165. Réwnanie |.k. st. 2-go wpisanej w troj-
kat. — 166. Twierdzenie Brianchon'a o szeSciokacie opisanym na |.k. st. 2-go. —
167. Réwnanie kota wpisanego w tréjkat wewnetrznie lub zewnetrznie. — 168.
Twierdzenie rexierbach'a o kole dziewieciu punktéw.— 169 — 172. Réwnanie
1 k. st. 2-go, odniesione do tréjkata z soba samym sprzezonego. — 173. Przecigcie
ostrokregu ptaskie. — c¢wiczenia (133)—(149).
ROZDZIAL XII. O UKLADACH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO . str. 197—215.
173 — 175. Pek iszereg |.k. st. 2-go.— 176. Niezmienniki peku. — 177. Pun-
kty przeciecia sie dwu I.k. st. 2-go, — 178. Twierdzenia o biegunowej punktu
wzgledem 1, k. jednego peku.— 179. L.k. podwdéjnie styczne. — 180. Uktad I.k.
st. 2-go dwuwierzchotkowy i dwupodstawowy. — 181 — 184. L.k. st. 2-go ho-
motetyczne.— Cwiczenia (150)—(171).
ROZDZIAL XIIL WYZNACZENIE LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO ZA-
POMOGA DANYCH WARUNKOW sir. 216-227.
185. Uwagi wstepne. — 186 — 189. Warunki pojedyncze. — 190, Ilo$¢ I.k. st.
2-go, dopetniajgcych pieciu warunkéw pojedynczych. — 191. Warunki ztozone.—
192 — 196. Zastosowania do wyznaczenia l.k. st. 2-go zapomoca pieciu warun-
kéw pojedynczych. — Cwiczenia (172)—(198).
ROZDZIAL XIV. ZARYS TEORYI KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH RZE-
DU n-GO str 228—261.
197 — 200. Ilo$¢ punktéw wyznaczajacych krzywa algiebi-aiczng rzedu n-go, —
201 —208, Punkty wielokrotne k. alg. — 209 — 210, Rodzaj k. algiebr.; k.
algiebr. jednobiezne, — 211 — 213. Asymptoty k. algiebr. — 214. Twierdzenie
Euler'a o funkcyjach jednorodnych, — 215, Styczne k. rzedu n-go, — 216. Biegu-
nowe K. rzedu n-go i klasa tej krzywej. — 217, Punkty przegiecia Kk, rzedu
?t-go. — 218 — 220, Wptyw punktéw wielokrotnych na klase i na ilos¢ punktow
przegiecia k, rzedu M-go. — 221. Styczne wielokrotne k. algiebr, — 222, Wzory
Pluckcr'a. — 223 — 228. Kilka przyktadéw k. algiebr, rzedéw wyzszych (muszla
Nikomedesa, cysojda Diokles'a, jajko Descartes'a, $limak Pascal'a, lis¢ Descar-
tcs'a, jajko Cassini‘ego, lemniskata Bcrnoulli‘ego), — Cwiczenia (199) — (219).
WSKAZOWKI DO CWICZEN W CZESCI PIERWSZEJ str, 262 — 280.

Cczi*SO DRUGA,
GIEOMETRYJA ANALITYCZNA W PRZESTRZENI,

ROZDZIAL 1, O PUNKCIE utr. 281—295
1. Spétrzedne réwnolegte punktu. — 2. Spoirzedne prostokatne punktu. —
3, Dtugos$¢ promienia i zwigzek miedzy jego dostawami kierunkowymi. — 4, Odle-
gto$¢ miedzy dwoma punktami. — 5, Kat miedzy dwoma promieniami. — 6. Sto-
sunki kierunkowe promienia.— 7. Objeto$¢ czworoscianu, wyrazona przez diu-
gosci trzech jego krawedzi, — 8, Objeto$¢ czworoscianu, wyrazona przez spotrze-
dne jego wierzchotkéw. — 9, Réwnanie ptaszczyzny.— 10, Réwnanie powierz-
chni krzywej,— 11, Punkt na prostej, taczac¢j dwa punkty.— 12. Réwnania
linii prostej i linii podwGjnie krzywej.— 13, Spétrzedne biegunowe punktu. —

¢wiczenia (1)—( 14),
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ROZDZIAL 1l. O PLASZCZYZNIE str. 296-310.

14 —16. Roéwnania ptaszczyzny. — 17. Spotrzedne plaszczyzny. — 18. Odlegtosé
prostopadta punktu od ptaszczyzny. — 19. Kat miedzy dwiema ptaszczyznami. —
20. Rownanie ptaszczyzny, przechodzacej przez punkt przecigcia sie dwu pta-
szczyzn. — 21. Wiasnosci kata brytowego tréjsciennego. — 22. Pek ptaszczyzn
i szereg punktéw. — 23. Cztery ptaszczyzny i cztery punkty. — 24. Wiasnosci
czworo$cianu. — 25. Pie¢ ptaszczyzn i pie¢ punktéw. — Ewiczenia (1."))—(27).

ROZDZIAL 11l. O LINIlI PROSTEJ s<r. 311-327.

26. Rownania linii prostdj. — 27. Polozenie prostej. — 28. Kierunek prostej. —
29. Odlegtos¢ prostopadta punktu od prostéj.— 30. Kat miedzy prostg i pta-
szczyzng.— 31. Warunek, aby prosta lezata na danéj ptaszczyznie. — 32. Kat
miedzy dwiema prostymi. — 33. Odlegto$¢ najkrétsza miedzy dwiema prostymi. —
34. Warunek, aby sie dwie proste przecinaty. — 35— 36. Spotrzedne linii pro-
stej. — 37, Moment dwu linij prostych. — 38. Skupienia linij prostych. — Cwi-
czenia (28)—(45).

ROZDZIAL 1V. O SPOLRZEDNYCH JEDNORODNYCH str. 328—342.
39 — 40. Spétrzedne czworoscienne punktu i ptaszczyzny najogélniejsze. —

41. Spotrzedne jednorodne szczegblne punktu i ptaszczyzny. — 42 — 49. Spoétrze-

dne czworoscienne prostopadte punktu i ptaszczyzny.— 50— 51. Spétrzedne
czworoscienne linii prost6j. — ¢éwiczenia (46)—(58).

RPZDZIAL V. ZMIANA SPOLRZEDNYCH str. 343—354.
52. Zmiana spétrzednych punktu: zmiana poczatku. — 53 — 55. Zmiana kierun-
kéw osi.— 56. Zmiana poczatku i kierunkéw osi. — 57. Wzory Euler'a.— 58.
Zmiana spétrzednych ptaszczyzny. — 59. Zmiana spétrzednych linii prostéj. —

¢wiczenia (59)—(64).
ROZDZIAL VI. WYPROWADZENIE ROWNAN KILKU POWIERZCHNI
Z ICH OKRESLENIA str. 355—368.
60. Kula. — 61 —62. Stozek. — 63 — 64. Walec.— 65—66. Powierzchnia obro-
towa.— 67 — 71. Powierzchnie prostolinijowe. — ¢wiczenia (65)—(80),
ROZDZIAL VII. O WEASNOSCIACH OGOLNYCH POWIERZCHNI STO-
PNIA 2-GO str. 369—389.
72. Réwnanie powierzchni st. 2-go wc spo6trzednych punktu i przecigcie tVj po-
wierzchni ptaszczyzng i linijg prosta. — 73 — 75. Ptaszczyzna biegunowa punktu
wzgledem pow. st. 2-go.— 76. Ptaszczyzna styczna i linija normalna.— 77.
Stozek styczny.— 78. Srodek; pow. st. 2-go z jednym $rodkiem w odlegt. skoncz,
lub w nieskonczonosci, pow. st. 2-go z prostg lub z ptaszczyzng $rodkéw
w odlegt. skon. lub w nieskonczonosci. — 79. Stozek asymptotyczny. — 80. Pia-
szczyzny $rednicowe i érednice, — 81. Srednice sprzezone. — 82 — 83. Osi gt6-
wne. — 84 — 87. R6éwnanie pow. st. 2-go we spotrzednych plaszczyzny. — 88.
Zasada dwoistosci i metoda biegunowych wzajemnych. — Cwiczenia (81)—(90).

ROZDZIAL VIII. KLASYFIKACYJA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO . str. 390-408.
89. — 91. Uprosz”-ienie réwnania ogélnego. — 92. Powierzchnie st. 2-go ze $rod-
kiem (w odlegt. skonicz.): elipsojda. — 93. Hiperbolojda jodnopowtokowa. — 94.
Hiperbolojda dwupowiokowa. — 95. Stozek asymptotyczny. — 96. Zwiazki mie-
dzy dtugos$ciami osi i dtugosciami $rednic sprzezonych. — 97. Powierzchnie st.
2-go bez $rodka (czyli ze Srodkiem w nieskoriczonos$ci): parabolojda eliptyczna.—
98. Parabolojda hiperboliczna. — 99. Réwnania obu parabolojd, odniesione do
jakichkolwiek trzech kierunkéw sprzezonych, — Cwiczenia (91)—(112).

ROZDZIAL IX. O WEASNOSCIACH SZCZEGOLNYCH POWIERZCHNI STO-
NIA 2-GO str. 409 —427.
100 —102, Plaszczyzny styczne i proste normalne: powierzchnie ze $rodkiem, —
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103. Powierzchnie bez $rodka. — 104 — 107. Proste tworzace: powierzchnie ze
$rodkiem. — 108 — 109. Powierzchnie bez $rodka. — 110—115. Przekroje pta-
skie: powierzchnie ze $rodkiem. — 116. Powierzchnie bez $rodka. — Cwicze-
nia (113)—(142).

ROZDZIAEL X. O OGNISKACH POWIEEZCHNI STOPNIA 2-GO . . . str. 428—440.
117. Kryywe ogniskowe; opisanie zadania. — 118 —119. Powierzchnie ze $rod-
kiem. — 120. Powierzchnie bez $rodka. — 121. Powierzchnie st. 2-go spdlogni-

skowe.— 122. Spoétrzedne eliptyczne. — 123. Osi gtdwne przekroju ptaskiego je-
dnaj z trzech pow. st. 2-go spétogniskowych, przechodzacych przez jeden punkt.—
124. Osi gtdwne stozka stycznego do pow. st. 2-go. — 125. Stozek obrotowy sty-
czny do pow. st. 2-go. — Cwiczenia (143)—(160).

HOZDZIAL XI. EOWNANIA POWIERZCHNI STOPNIA 2-GO WE SPOLRZE-

DNYCH CZWOROSCIENNYCH str. 441-453,
126 — 130 Koéwnanie ogdlne pow. st. 2-go i réwnania tej pow.j odniesione do
czworos$cianu wpisanego i opisanego. — 131. Réwnania pow. st. 2-go, odniesione
do czworos$cianu z soba samym sprzezonego. — 132. Powierzchnie ze $rodkiem. —
133. Powierzchnie bez $rodka. — 134-135. Czworosciany biegunowo wzajemne
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PRZEDMOWA.

Wobec nadzwyczajnych postepow, jakie nauka o przestrzeni
wogole, a gieometryja analityczna wszczegolnosci, poczynita wciagu
biezgcego wieku, wobec mnostwa teoryj i metod analityczno-gieo-
metrycznych, z ktérych kazda posiada wiasciwe sobie zalety, zape-
wniajace jej wyzszos¢ nad innymi w pewnym zakresie zagadnien,
napisanie dobrej ksigzki elementarnej o gieometryi analitycznej,
ktoraby odpowiadata obecnemu stanowi tej nauki, jest dzi$ zada-
niem nietatwym. Niedo$¢ bowiem pozbiera¢ z lepszych dziet
rzeczy wiadome, ale potrzeba prawdy znane odnie$¢ do najwia-
Sciwszego poczatku i wytozy¢ je zapomocg jednolitego sposobu
postepowania; stowem, szczeg6ly nauki nalezy tak z sobag po-
wigzac, aby one ztozyly sie na cato$¢ organiczng. Nadto baczy¢
nalezy, aby rachunek, lubo on jest wlasciwym S$rodkiem badania,
nie zastaniat sobg prawd gieometrycznych, ktore przy jego pomocy
wydoby¢ zamierzamy; dlategotez wszelkie dziatania rachunkowe
powinny by¢ przeprowadzane w sposéb najprostszy, aby nie sam ra-
chunek, lecz caly tok rozumowan, jakie on zastepuje, zajmowat
nasz umyst. Walczenie bowiem samym rachunkiem, zostawiajgce
rozum w bezczynnosci, sprawia ten skutek, ze po przeczytaniu
ksigzki i sama nauka wypada z pamieci. Nakoniec, chociaz sposrdod
teoryj analityczno-gieometrycznych jedne znalazly wieksze a inne
mniejsze zastosowanie w praktyce, pomimo tego, dajac stuszng prze-
wage pierwszym, nie mozna zapomina¢ o drugich; albowiem, cho-
ciazbyw obecnym czasie nie wyciggneta z nich praktyka pozytku bes-
posredniego, korzys¢ ich naukowa, przez rosszerzenie naszych o prze-
strzeni wiadomosci, jest niezaprzeczona. Ksigzka™wiec elementarna
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O gieometryi analitycznej powinna w zarysie poda¢ obraz doktadny
spotczesnego stanu tej umiejetnosci, teoryje najwazniejsze wytuszczac
z wszelkg gruntownoscig i nie pomija¢ mniej narazie waznych, jezeli
one zawierajg zrédto nowych pogladéw i dalszych postepéw. Albo-
wiem, jak Gergonne, jeden z najzastuzenszych gieometrow, stusznie
powiedziat, »narod, ktoryby uprawiat umiejetnosci jedynie ze
wzgledu na ich zastosowania praktyczne i besposrednie, nie moze
sobie pochlebia¢, aby one posrdd niego ditugo kwitngé mogty«.

Tymi zasadami kierowatem sie w moich wyktadach gieometryi
analitycznej poczatkowo w b. Szkole Gtéwnej w Warszawie, a na-
stepnie w Szkole Politechnicznej i w Uniwersytecie we Lwowie;
one mi réwniez przewodniczyty przy uktadaniu tej ksigzki, ktora
owym wyktadom poczatek swoj zawdziecza.

Przeznaczajgc te ksigzke jako podrecznik dla studentow tak
uniwersytetow, jak i wyzszych zaktadéw naukowych technicznych,
do pierwszej nauki gieometryi analitycznej, ograniczytem sie w niej
rozwazaniem linij i powierzchni algiebraicznych, albowiem badanie
cokolwiek gruntowniejsze linij i powierzchni przestepnych wymaga
uzycia rachunku nieskonczonosciowego, ktory sie dopiero po gie-
ometryi analitycznej w tych szkotach wyktada. Atoli i w tym ogra-
niczonym zakresie nie mozna byto wyjs¢ poza zagadnienie stycznosci,
gdyz zagadnienia ponad tymi stojgce, jak teoryja krzywizny i pomiar
dtugosci tukdw, powierzchni i objetosci bryt, bez obszernych wiado-
mosci z rachunku rozniczkowego i catkowego nie mogg by¢é wytozo-
ne. Pomimo takiego ograniczenia tresci, dzieto to przybrato znaczne
rozmiary; nie mogto jednak sta¢ sie inaczej, jezeli najgtéwniejsze
z nowszych metod badania miaty by¢, cho¢ w tym zakresie, nalezy-
cie uwzglednione.

Nie ubiegajgc sie za oryginalnoscig, ktora zresztg w wyktadzie
elementarnym nauki tylko do pewnego stopnia jest mozebna, lecz
starajac sie o jak najwiekszg swej pracy uzytecznoS¢, i pragnac, aby
ona mogta roznieci¢c w czytelniku zamitowanie do tej gatezi nauk
matematycznych i pobudzita go do samodzielnych na tym polu po-
szukiwan, korzystatem przy ukiadaniu tej ksigzki nietylko z licznych
monografij, zamieszczonych w roznych czasopismach, a osobliwde
w »Nouvelles annales de mathematigues™, ale nadto z wielu naj-
przedniejszych podrecznikdéw niemieckich i angielskich. Najwie-
cej w tym wzgledzie pomocnymi byty mi dzieta:
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Ottona Hesse'go: »Vorlesungen iiber analytische Geometrie
des Raiimes« (Lipsk, 1861),
George'a Salmon’a: »A Treatise on eonie sections« (wjd. 6-te,
Londyn, 1879),

tegoz: »A Treatise on the higher piane curves«
(wyd. 3-ie, Londyn, 1879),
tegoz: »A Treatise on the analytic geometry of

tlireedimensions« (wyd. 3-ie Londyn, 1874),
Williama Allena Withworth'a: »Trilinear coordinates« (Cam-
bridge, 1866),
Todliunter'a: A Treatise on the piane coordinate geometry<<
(wyd. 6-te, Londyn, 1880),
Terciyara Frosfa: »Solid geometry« (wyd. 2-ie, Londyn, 1875),
Jozefa Wolstenholme'a: ~'Mathematical problems™< (wyd. 2-ie,
Londyn, 1878),
Ferdynanda Lindemann'a: ~Yorlesungen iiber Geometrie von
Alfred Clebsch”™. (Lipsk, 1876),
Ityszarda Heger'a : »Analytische Geometrie« w »Handbuch der
Mathematik<c Schlomilch'a(Wroctaw, 1881).
Wymienienie szczegOtowe, co z kazdego z tych dziet j)rzenio-
stem do swej ksigzki, a co nalezy uwaza¢ za owoc moich studyjo\y,
uwazam za rzecz zbyteczna, i nietatwa. Swiatty czytelnik, ktéremu
nie bedg obcymi owe dzieta, bezwarunkowo najlepsze dzi§ w tym
dziale nauki, sam to dostrzeze, a przyzna, ze cokolwiek z nich wyja-
fem, uprzednio na swoj sposéb przerobitem; staratem sie bowiem tak
je wyzyskac, aby swej pracy zapewni¢ jak najwieksza uzytecznosc,
0 co mi gtownie chodzito. Najwiecej zaczerpnatem z dziet Hesse'go
1 Salmon'a, z ktorych pierwsze zaleca sie wielkg wytwornoscig
wykltadu, a drugie bogactwem tresci przewyzszajg wszystkie inne.
Aby czytelnikowi da¢ mozno$¢ wyprobowania wiasnych sil
w stosowaniu wytozonych teoryj, dotgczytem do kazdego rozdziatu
odpowiednio dobrane zadania do c¢wiczen, a odpowiedzi i krdtkie
wskazowki rozwigzywania tych zadan, ktére przy stopniowym czy-
taniu ksigzki przedstawiacby mogty pewne trudnosci, zamieScitem
na koncu kazdej z dwu czesci, z ktorych sie ta ksigzka skiada.
Niektore z tych ¢wiczen zawierajg teoryje wazne, ktorych wszakze,
aby nie zwieksza¢ objetosci dzieta, nie mogtem umiesci¢ w samym
tekscie.



X1V TRZEDMOWA.

Nakoniec sam wyktad poprzedzitem krétka historyja rozwoju
gieometrji analitycznej, osnutg na podstawie znakomitej pracy
Chasles'a: »Apereu historigue sur l'origine et le developpement
des metliodes en geometrie«- ijego sprawozdaniu, wygotowanym
dla ministerstwa osSwiaty we Francyi, o postepie gieometryi w bie-
zacym wieku, »Rapport sur les progres de la geometrie« (Paryz,
1870). A nadto, po tym og6lnym zarysie historycznym, umiesci-
tem obszerniejsza cokolwiek wzmianke o tych matematykach
polskich, ktorzy gieometryja analityczng u nas uprawiali, jej
znajomos¢ roskrzewiali i chociazby skromnym przyczynkiem do jej
budowy sie przytozyli.

Konczac te krotkg przedmowe poczuwam sie do mitego obo-
wigzku wynurzenia najserdeczniejszego podziekowania zacnemu
Koledze i Przyjacielowi D™W Maryjanowi Baranieckiemu, ktdry
mnie do ogtoszenia tej pracy zachecit, waznymi sprostowaniami jg
udoskonalit i nad poprawnym jej wydaniem troskliwie czuwat.

Pisatem we Lwowie w listopadzie r. 1883.
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Historyja poucza, ze zadne z odkry¢ naukowych, ktdre zmienito postaé
pewnej umiejetnosci i na nowe pchneto jg tory, nie bylo dzielem jednej
chwili, lecz praca wiekéw zwolna sie przygotowywato, dopdki nie zjawit sie
gienijusz, ktoéry, objawszy bystrym wzrokiem dotychczasowy pochod umie-
jetnosci, przez szcze$liwe zblizenie i skojarzenie mysli swych poprzednikow
do dalszych badar nowej nie utorowat drogi. Taksamo rzecz sie¢ ma z gieo-
metryja analityczng. Lubo wielki pomyst spotrzednych jest wylaczng wia-
snosciag DESCARTESa, ktéry go po raz pierwszy przedstawit w swej gieometryi,
wydanej r. 1637 w Leodyjum, to jednak inne podstawowe mysli, na ktérych
spoczywa wspaniata budowa nauki bEscAETEs'a, jak badanie wiasnosci miej-
sca gleometrycznego punktu przez j"rzeksztatcenie zwigzku pomiedzy pewny-
mi wielko$ciami, wyrazajacego wtasnos¢ tego miejsca charakterystyczng, czyli
jego okreslenie, tudziez wprowadzenie rachunku algiebraicznego jako Srodka
badania, juz sg ztozone w pracach jego poprzednikdéw. Chcac wiec daé obraz
poczatku i rozwoju gieometryi analitycznej, nie mozna zaczynaé jej dziejow
od chwili pojawienia sie gieometryi 1)ESCAETEs'a, lecz nalezy wprzod prze-
biec dzieje umiejetnosci matematycznych od pierwszych ich zawigzkow, aby
wydoby¢ na jaw te prace, owe epoke poprzedzajace, w ktérych tkwig pierwsze
zawigzki tej nowej nauki.

Przebiegajac historyja umiejetnosci matematycznych, spostrzegamy
pierwszy zardd gieometryi analitycznej u starozytnych Grekdw, owego dzi-
wnie utalentowanego narodu, ktory nietylko potozyt podwaliny do wszystkich
sztuk i umiejetnosci, ale i wiele z nich, miedzy innymi gieometryja, doprowa-
dzit do bardzo wysokiego stopnia udoskonalenia.

EUKLIDES (okoto r. 285 przed Chr.), uczen szkolty pLATONA i pierwszy
szkoty aleksandryjskiej przedstawiciel, wedtug $wiadectwa jednego z p6zniej-
szych gieometréw greckich (procLus w V wieku po Chr.), >zebrat elementy
gieometryi, uporzadkowat wiele rzeczy znalezionych przez EuboKsYJiusza,
udoskonalit to, co byt zaczat TeoTeTEs, i dowiddt tego, co dotychczas nie-
dostatecznie byto udowodnione.” Jezeli wiec duch grecki juz w tej epoce
wznio6st sie do badania figur gieometrycznych metodg zblizong do metody
DESCAETES', to Slady tego powinny sie¢ dac odnales¢ w dzietach EUKLIDESA.
Gtownym dzietem eukLIDESA jest trzynaScie ksiag jego Elementow, do Kto-
rych pospolicie dotacza si¢ dwie ksiegi o pieciu_brytach foremnych, przypisy-
wane HYPSIKLEsowl, o0 150 lat pdzniejszemu gieometrze aleksandryjskiemu.
Oprocz tego dzieta (ktorego przektad polski, obejmujacy 6 ksiag poczatko-
wych i ksiegi Il-ta 1 12-ta, dokonany przez Jézefa czecHa, wyszedh;w ~dwu
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wydaniach w Wilnie wr. 1807 i 1817) i ksiegi p. t. Dane, s§ nam znane ty-
tuty jeszcze trzech innych dziet eukLIDESA, a mianowicie: cztery ksiegi
0 przecieciach stozkowych, dwie ksiegi o miejscach na powierzchni i nakoniec
ksiegi poryzmoiv, ktore wszakze z wielkg dla nauki szkodg zaginely.

PAPPUS, gieometra grecki pézniejszej daty (wieku IV po Chr.), powiada
w swych “‘zbiorach matematycznych™ (paPPI Alexandrini mathematicae colle-
ctiones, a Frederico COMMANDINO in latinum eonversae, et commentariis illustratae,
w Pizie 1588, toz w Bononii 1660, in fol.), ze trzy ksiegi poryzméw odzna-
czaly sie zadziwiajacg bystroscig i gtebokoscig pogladow i Ze byly nader
uzyteczne przy rozwigzaniu najzawilszych zagadnier, odnoszacych sie do po-
szukiwania miejsc gieometrycznych. ‘W tych zbiorach, zawierajgcych roz-
maite odkrycia najstawniejszych gieometrow i wielkie mnoéstwo twierdzen
ciekawych i podan pomocniczych, majacych utatwiaé czytanie ich dziet, po-
daje pappus 38 podan, potrzebnych do zrozumienia dzieta EukLIDESA 0 po-
ryzmach. Eozmaici matematycy w XVII i XVIII stuleciu, znakomici
Znawcy gieometryi starozytnych, jak FERMAT (1590 —1663), HALLEY
(1656 —1742) | SIMSON (1687 — 1768), Usitowali odgadnal rzeczywiste zna-
czenie poryzmow; wszakze dopiero CHASLESowi, jednemu z najwiekszych
matematykow obecnego wieku, udato sie przebi¢ pomroke, pokrywajacg te
kwestyja.

Na podstawie S$cistej analizy wskazéwek pappusa dochodzi cHASLEs
w swej historyi gieometryi, Apereu historigue sur Torigine et le developpement des
methodes en geometrie (2-gie wyd. w Paryzu r. 1875), tudziez w znakomitym
studyjum: Les trois livres de porismes EUCLIDE, retablis pour la premiere fois,
d™apres la notice et les lemmes de pAPPUS et conformement aii sentiment de Ii.
SIMSON stir la forme des enonces de ces propositions, par CHASLES (w Paryzu
r. 1860), do wniosku, ze zbiér poryzmoéw byt zestawieniem rozmaitych wia-
snosci lub rozmaitych wyrazen linij krzywych (prostych i kotowych w dziele
EUKLIDESA), przedstawiajacym zarazem przeksztatcenia tych wiasnosci je-
dnych na drugie, czyli, ze poryzmy byly poniekad réwnaniami tych krzywych
1 stuzyty starozytnym do rozwigzania zagadnienia nastepujacego: “wyzna-
czywszy miejsce gieometryczne zapomocag wykreslenia spdlnego wszystkim
jego punktom, lub zapomoca pewnego uktadu spotrzednych, odnales¢ inne
wykreslenie lub inny uktad spotrzednych, ktoryby czynit zados¢ wszystkim
punktom tego miejsca i dat pozna¢ jego nature i jego potozenie”.

Starozytni bowiem nie posiadali, jak my od czasdéw DESCARTESa, mozno-
§ci poréwnywania z sobg miejsc, do jakich dochodzili w swych poszukiwa-
niach gieometrycznych. Dla nas do$¢ wyrazi¢ miejsce we spotrzednych, aby
pozna¢ besposrednio jego nature, a rozbidr jego rownania pouczy nas o jego
osobliwosciach i o stanowisku $rod familii miejsc, do jakiej nalezy. Starozy-
tni, przeciwnie, nie posiadali takiego postepowania og6élnego i jednolitego,
wskutek czego musieli wynajdywac¢ rozmaite $rodki pomocnicze, aby rospo-
znaé¢ zwigzek miejsca, po raz pierwszy napotkanego, z innymi miejscami, juz
znanymi. Tymi $rodkami mogty byc¢ tylko zmiany w opisaniu, czyli we sp6t-
rzednych miejsca (biorac wyraz spoéirzedne w znaczeniu najogdlniejszym),
aby przez to dojs¢ do sposobu opisania prostszego, lub nawet tozsamoscio-
wego ze sposobem opisania miejsc znanych.

Z tego przedstawienia rzeczy wynika, ze nauka poryzmdw zastepowata
u starozytnych analize DESCARTESa, ktdra w swych zastosowaniach jest jeno
poryzmem ciagltym, zawsze tej samej natury, a ksztattu nader dogodnego dla
celow, jakim stuzy. Jakoz, zadaniem tej analizy jest takze: z warunkow
miejsca wyciggna¢ wyrazenie nowe tego miejsca, ktoreby byto nam znane,
a przez swe zwigzki z elementami, do ktérych cie je odnosi, dozAvolito z tatwo-

trzy
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$cig poznaé nature i potozenie tego miejsca. Stowem, nauka poryzméw byta
rzeczywista, gieometryja analityczng starozytnych, roznigca sie od nauki DE-
scAETEs'a Jedynie brakiem symbolow i sposobéw algiebraicznycli, i prawdo-
podobnie, gdyby byla nas doszla, znalezionoby w niej pierwszy zarodek dzi®
siejszej gieometryi analitycznej.

Lubo dopiero po eukLipesie pojawili sie najznakomitsi gieometrowie
greccy: ARCHIMEDES (Oeuwes ~AECHIMEDE, traduites litterdlement, avec un
commentaire par F. PEYEAED, w Paryzu r. 1807, in fol.) (287—212 przed
Chr.), ktory swa ““metoda wyczerpywania® (methodus exhautionis) uprzedzit
i przygotowatl wielkie odkrycie rachunku nieskorficzonosciowego, i ApoLLo-
Nius Z PEEGI (APOLLONII PEEGAEI conicorum libri odo, edicUt HALLET, Oxoniae)
1710, in fol.) (okoto 247 przed Chr.), autor 8 ksigg przecie¢ ostrokregu:
wszelako ani ci gieometrowie, anitez ich nastepcy nie stworzyli gieometryi
analitycznej w duchu DESCAETESa, gdyz popierwsze, rachunek algiebraiczny
zaczat by¢ uprawiany dopiero w epoce, kiedy umiejetno$¢ grecka chylita sie
do upadku (przez ploFANTOSA z ALEKSANDEYI w wieku 1v po Chr.), a po-
wtore, chociazby algiebra wczesniej im byta znana, charakter metody nauko-
wej Grekow nie dopuscitby skojarzenia algiebry z gieometryja, a dopiero ze
skojarzenia tych dwu gatezi matematyki mogta wynikngé gieometryjg anali-
tyCzna DESCAETES'a.

Do konca zesztego wieku mniemano, ze Arabom zawdzieczamy wielki
pomyst postugiwania sie algiebrg w poszukiwaniach gieometrycznych. Lecz
na poczatku biezacego stulecia oryjentalisci angielscy, TATLOE, STRACHEY
i COLEBEGOKE, j)oznawszy dzieta matematyczne dwu autordéw indyjskich,
BEAHMEGUPTY | BHASKAEA AKAEJA (z ktorych pierwszy zyt w wieku VI,
a drugi wwieku XI1 naszej ery), znalezli w nich Zrodto tej metody. Nie
znajac tych dziet, musimy sie tu ograniczy¢ podaniem wnioskow, jakie cHAs-
LES w swej historyi gieometryi (Apereui t. d., Note X11) wyciggnat z nader
gruntownej ich analizy.

Wedtug opinii CHASLESa, Indusowie postugiwali sie algiebrg dla skro-
cenia i utatwienia dowodzen swych twierdzen gieometrycznych, a gieometryja
dla udowodnienia swych prawidet algiebraicznych i dla uwidocznienia, zapo-
moca figur, wypadkow analizy. To potaczenie tych dwu dziatow umiejetno-
MEGUPTY (prawdopodobnie dlatego, ze dzieto BEAHMEGUPTY jest zwiezlejsze,
zawiera daleko mniej prawidet algiebry i wecale ich nie dowodzi); a z do-
sztych do nas wywodow wolno sie domniemywaé, ze u Induséw oba te dziaty
matematyki dosieglty wysokiego rozwoju. Nie mozemy podawaé licznych
przyktadow, zaczerpnietych z dziet tych matematykdw, jakimi cHASLEs po-
piera to twierdzenie, wszakze nie mozemy sie powstrzymac, aby nie wspo-
mnieé o sposobie dowodzenia twierdzenia PITAGGEASA i 0 sposobie rozwia-
zania, w liczbach wymiernych, réwnania nieoznaczonego stopnia 2-go. — Co
do pierwszego, BHASKAEA Kkresli wewnetrznie na bokach kwadratu cztery
tréjkaty prostokatne sobie réwne, ktdrych przeciwprostokatne sg bokami kwa-
dratu, i powiada: "patrzcie«. Istotnie, widok figury wystarcza, aby okazac,
ze pole kwadratu jest réwne sumie pdl czterech trojkatdw (czyli cztery razy
wzietemu polu jednego z nich), zwiekszonej polem matego kwadratu, ktorego
bok jest roznicg ramion kata prostego w kazdym z tych trojkatéw. Jakoz,
oznaczajac przez c przeciwprostokatng kazdego z tréjkatow, za$ przez aib
pozostate jego boki, mamy R — h)* = 2ab(a— b)"A, czyli

co byto do okazania. — Co siezad tyczy rozwigzania réwnania
Bibl. mat.-flz., S. IV, T. IV. &
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nieoznaczonego stopnia 2-go ax hy A-c= xy w liczbach wymiernych,
BHASKAEA Okazuje zapomoca figury, przedstawiajgcej znaczenie gieometry-
czne tego réwnania, Zze to réwnanie daje sie przeksztatci¢ na nastepujgce:

(X—h)(y —a) — ah-\-c" skad wnosi, Zewzig¢ m o zna+ w,y—a +
gdzie n jest liczbg dowolng.

Na podstawie analizy dziet tych gieometréw indyjskich, tak réznigcych
sie metoda od dziet greckich, wnosi cHasLEs, Ze przystosowanie algiebry do
gieometryi jest pomystem Induséw i pochodzi z czaséw daleko wcze$niej-
szych, anizeli wiek BHASKAEY, tymwiecej, Ze wystepuje ono takze w dzietach
Araboéw juz z wieku X, a nie ulega watpliwosci, ze Arabowie mogli ten spo-
sob postepowania, wcale nieuzywany przez Grekow, zaczerpna¢ jedynie ze
zrédet indyjskich.

Z tego, coSmy dotychczas powiedzieli, okazuje sie, ze dwie podstawowe
mysli, ktorych potaczenie szczesliwe doprowadzito DESCARTEsa do odkrycia
metody spoOtrzednych, juz sg ztozone w dzietach gieometréw, znacznie wy-
przedzajagcych wiek I)ESCAETEs'a; a mianowicie, zawdzieczamy gieometrom
greckim spos6b badania wiasnosci miejsc gieometrycznych, a gieometrom in-
dyjskim wprowadzenie algiebry jako narzedzia do badar gieometrycznych.

Przez dtugi przecigg czasu, bo od wieku V111 az do X111, kiedy Euro-
pa w grubych ciemnosciach byta pograzona, jedynie Arabowie Bagdadu
I Korduby zajmowali sie uprawa umiejetnosci. Poczawszy od wieku Y11,
pod panowaniem oswieconych ksigzat z domu ABassipow, przyswoili oni so-
bie dotychczasowe zdobycze naukowe umystu ludzkiego tak ze zrodet gre-
ckich, jak i indyjskich, i za ichto posrednictwem Europa dowiedziata sie
0 nich jeszcze przedtym, nim ze Zrodtami oryginalnymi zapoznaé sie mogta.
Nie naszym jest zadaniem rostacza¢ szczegdtowy obraz dziatalnosci nauko-
wej Arabow; ograniczymy sie jedynie tym, co w Scistym zwiazku zostaje z od-
kryciem gieometryi analitycznej.

Wiek I X po Chr. jest wiekiem najwiekszego rozwoju nauk matematy-
cznych u Araboéw. Wtedy trzej bracia, MUHAMMED, HAMET | HASAN, Syno-
wie Musy BEN SzAKEE'a, szczegllniej wstawili sie przekfadami rozma-
itych dziet greckich i indyjskich, oraz wlasnymi pracami we wszystkich dzia-
fach matematyki. Najwazniejszym dla nas jest traktat algiebry MuHAMMEDA,
albowiem jest on tym dzietem, z ktérego Europa czerpata pierwsze wiadomo-
Sci algiebraiczne; dlatego kilka stdw o nim powiemy.

W tym dziele uzywa muHAMMED, podobnie jak Indusowie, gieometryi,
aby wykaza¢ pewno$¢ dziatan algiebry; uwagi godnym jest przedewszystkim
sposob, jakim dowodzi ta metoda, prawidet na rozwigzanie rownania stopnia
2-go. Autor rozrdznia trzy przypadki réwnania stopnia 2-go, ktore, uzywa-
jac dzisiejszych znakéw, tak przedstawi¢ mozna:

ax'-\-hx — c= 0, — hx —c= 0 i —hx Ac — O,

(naturalnie spotczynniki a, ¢ sg u niego liczbami wymienionymi); czwar-
tym przypadkiem, ax* A-hx ¢—""w ktorym wszystkie trzy spotczyn-
niki sa dodatnie, nie zajmuje sie wcale. Tych réwnan wynajduje tylko pier-
wiastki dodatne, a ujemne odrzuca, jako nie majgce zadnego znaczenia.
W przypadku trzecim, kiedy oba pierwiastki s dodatne (wrazie, gdy sg rze-
czywiste), powiada, ze nalezy obliczy¢ obadwa, a potym zbada¢, ktory z nich
odpowiada zagadnieniu. Dzieto muHAMMEDA Zzawiera nadto (podobnie jak
dzieta indyjskie) cze$¢ gieometryczna o pomiarze p6l. Natomiast nie znaj-
dujemy w nim nic o réwnaniach nieoznaczonych nietylko stopnia 2-go, ale
nawet 1-go, lubo skadingd wiadomo, Ze Arabowie i tymi rdwnaniami podiug
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wzoréw indyjskich sie zajmowali, jak réwniez nie znajdujemy sposobu gieo-
metrycznego rozwigzania réwnania stopnia 3-go ksztaltu —aa;—6= 0,
zapomocg dwu parabol, ktére zawiera urywek algiebry arabskiej, jaki od-
kryt sepiLLoT. Przyczyne tego uszczuplonego zakresu podaje sam autor
w przedmowie, z ktorej sie dowiadujemy, ze to dzieto, napisane na roskaz
kalifa AL mamuNna, miato jedynie utatwic¢ te dziatania, ktdre sie trafiajg
w zyciu codziennym.

To dzielo, uwazane za elementarne w wieku 1X, byto w 700 prawie lat
pozniej dla Europejczykow Ars magnai onoto stanowito podstawe I poczatek
dalszych odkry¢ w naukach matematycznych. Jakoz, wszyscy historycy umie-
jetnosci matematycznych zgadzajg sie na to, ze znajomos$c¢ algiebry rospo-
wszechnit w Europie kKAMIL LEONAED z Pizy (w poczatkach wieku xv),
Zwany FIBONACCI, poznawszy ja u Arabow, a pierwsze dzieto drukowane:
Summa de aritlimetica et geometria £.ukasza pAccloLl, zwanego DE BUEGO, Z fO-
ku 1494, zawierajgce prawidta rachunku algiebraicznego, nie wychodzi po-
za to, co znajdujemy w dziele MUHAMMEDA.

Nie mozemy $ledzi¢ szczegtowo rozwoju algiebry po jej wprowadzeniu
do Europy; powiemy tylko, ze, lubo zaraz w pierwszych chwilach, nowoscig
rzeczy zachwyceni, liczni matematycy, naprzéd wioscy, jak: Scipio, FEEEEO,
TAETATGLIA, CAEDAN, FEEEAEI | BOMBELLI, do lepszego uzasadnienia prawd
znanych sie przytozyli i pewne przyczynki do tej nauki wniesli (jak np. roz-
wigzanie algiebraiczne réwnania stopnia 3-go), to jednak, az do czasow
VIETE'a (1540—1603), algiebra, wykonywajgca wszelkie dziatania jedynie
na liczbach szczegdlnych, nie miata tej cechy ogolnosci, aby data sie uzyé
jako $rodek do badania wiasnosci figur gieometrycznych. Dopiero przez
gienijalny pomyst oznaczania wszelkich liczb, tak wiadomych jak i niewiado-
mych, znakami ogdlnymi i przez zastosowanie tego do rozwigzania réwnan
stopnia 2-go i 3-go, VIETE zrobit pierwszy krok na drodze $cislejszego zwig-
zku algiebry z gieometryja, ktéry z czasem doprowadzit do wielkiego odkry-*
cia DESCAETEsa

Jakoz, wskutek tego uogdlnienia VIETE'a, algiebra stata si¢ narzedziem
dogodnym do badania wiasnosci linij krzywych. "Wiadomo, ze kazda wia-
snos¢ linii krzywej zalezy na tym, iz pewne wymiary pozostaja w okreslonjrm
stosunku do innych wymiaréw. Tak np., w kole kwadrat, wystawiony na pro-
stopadtej, spuszczonej z punktu obwodu na Srednice, jest rdwnowazny prosto-
katowi, zbudowanemu na obu jej odcinkach. Oznaczajac przez y liczbe je-
dnostek dtugosci zawartych w tej prostopadiej, a przez x\2a—x liczby je-
dnostek zawartych w obu odcinkach $rednicy, ktdrej dtugos¢ réwna sie 2a,
mamy réwnanie y'*—x{2a — x), wyrazajace powyzszg wihasnos¢ kota, czyli
réwnanie kola, a przez rozbior tego réwnania mozna znale$¢ wszystkie inne
jego wiasnosci. Istotnie, tym sposobem matematycy spétczesni DESCAETES'O-
wi (1596—1650), jak FeemAT (1590—1653) i RGBEEYAL (1602 — 1673),
jeszcze przed pojawieniem sie jego gieometryi, badali wiasnosci kilku krzy-
wych, wzietych pojedynczo, i zawsze metodami od siebie réznymi, nie przed-
stawiajgcymi zadnego z sobg zwigzku. Dopiero gieometryja DESCAETES'a,
przez wprowadzenie metody spoirzednych, data tym badaniom kierunek na-
lezyty. Ona bowiem wprowadzita sposob postepowania jednolity, a zara-
zem tak ogoélny, ze dozwala przedstawia¢ wiasnosci ogélne nie jednej krzy-
wej, ale catej familii linij krzywych jednym wzorem, wskutek czego, wypro-
wadziwszy z tego wzoru wiasnos¢ jednej krzywej, znajdujemy jednoczesnie®

wiasnosci odpowiednie wszystkich innych linij krzywych, ktére do tej familii
naleza.
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Dzieto DESCAETESsa, Geometrie, wyszto, jak juz powiedzielismy, w roku
1637 wLeodyjum; sktadaja je trzy ksiegi, w obszernosci ogélnej 104 kar-
tek matej éwiartki.

"W ksiedze pierwszej autor pokazuje naprzod, jak mozna przedstawié
gieometrycznie dziatania zasadnicze arytmetyki: dodawanie, odejmowanie,
mnozenie i dzielenie, a nastepnie przechodzi do wykre$lenia réwnai stopnia
1-go i 2-go, i tu wyjasnia po raz pierwszy znaczenie pierwiastkdw ujemnych.

W drugiej ksiedze zajmuje sie autor t. z. zagadnieniami wyzszego sto>
pnia i teoryja linij krzywych. Starozytni rozrézniali trzy rodzaje zagadnien:
ptaskie, brytowe 1 linijowe. Pierwsze rozwigzywali zapomocg linii prostej
I kota, drugie zapomoca przecie¢ stozkowych, a trzecie zapomocg krzy-
wych wyzszych, ktdre dla odréznienia od przecie¢ stozkowych, wystepujacych
na figurze gieometrycznej, a wiec ">gieometrycznych«, nazwali ">mechaniczny-
mi«. Autor nastepnie pokazuje, jak w algiebrze zagadnieniom ptaskim od-
powiadajg rownania stopnia 1-go i 2-go, brytlowym rdwnania stopnia 3-go,
a linijowym réwnania stopnia 4-go i stopni wyzszych. Nakoniec przechodzi
do opisania swego ukiadu spétrzednych, zapomoca ktérego tak gienijalnie
sprowadzit badanie wiasnosci linij krzywych do badania wiasnosci réwnan
algiebraicznych. Linije krzywe, ktdre pescaeTes brat pod uwage, wytgcznie
sg takie, iz réwnania ich sg algiebraiczne stopnia skonczonego. Te krzy-
we nazywa on ~\gieometrycznymi™\, a wszystkie inne “mechanicznymi*; dopiero
pézniej LEIBNITZ nazwat pierwsze >>algiebraicznymi«, a drugie “przeste-
pnymi'".

"W trzeciej ksiedze traktuje pescaeTEs o niektérych wiasnosciach ro-
wnan algiebraicznych, a potym przechodzi do rozwigzania stawnych zaga-
dnien starozytnosci: podwojenia szeScianu i podzielenia kata na trzy réwne
czesci, przyczym dowodzi, ze wszelkie zagadnienia stopnia 3-go dajg sie do
tych dwu sprowadzié, co zreszta juz vieTe byt poznal. Najwiecej wszakze
wagi przywigzat pescaeTes do swej metody stycznych. Dla starozytnych
styczna bytato prosta, ktora z krzywag ma jeden punkt spoiny; dopiero DES-
CAETES i wspllczesny mu FEemAT uwazali jg jako granice siecznej, ktérej
dwa punkty przeciecia sie z krzywa schodzg sie z sobg razem w jednym pun-
kcie stycznosci. Jest to okreslenie dzisiaj powszechnie uzywane; jednak dzi-
siejszy sposOb wyznaczenia linij stycznych nie jest sposobem I1)ESCAETEsa,
lecz wiecej sie zbliza do sposobu FEEMATa.

Do rospowszechnienia gieometryi DESCARTEsa gtéwnie przyczynili sie
6wczesni mbodzi matematycy holenderscy; spdtczesny bowiem znakomity fran-
cuski uczony, FEemMAT, lubo miat byé w posiadaniu metody spotrzednych
jeszcze przed ogloszeniem tego wynalazku przez DESCAETES'a, W swych po-
szukiwaniach gieometrycznych zblizat sie wiecej do metody starozytnych,
a ROBEEYAL nawet odmawiat metodzie DESCAETEsa tych zalet, jakie rze-
czywiscie posiadata, i dopiero na schytku zycia do niej sie zwr6cit; inni zas,
z wyjatkiem DE BEAUNEQo, zrazeni zwieztoscig i ciemnoscia przedstawienia
dzieta DESCAETESa, doniostosci tej nowej metody wcale nie pojmowali.

'W gronie uczonych holenderskich, ktdrym gieometryja analityczna za-
wdziecza tak swe rospowszechnienie, jak i dalsze postepy, pierwsze miej-
sce zajmuje Franciszek VON SCHCOTEN (16.. — 1659), profesor w_ Leo-
djyum, ktory gieometryja DESCAETEsa przetozyt na jezyk facinski i ra-
zem ze swym komentarzem wydat w r. 1649. [Drugie tego przektadu wyda-
nie wyszto w r. 1859, razem z komentarzem dawniej napisanym przez DE
BEAUNE'go.] Gldwnym wszakze dzielem scHOOTEN'A Sg jego Exercitationes
mathematicae z roku 1646, w ktérych metode DESCAETEsa stosuje do wielu
nowych i trudnych zagadnien gieometryi wyzszej. Nadto scHooTEN napisat
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rosprawe: Be organica sectionum coriicarum descriptione, w ktérej uczy rozma-
itych sposobéw kreslenia tych krzywych zapomoca ruchu ciggtego. scHooTEN
jest dla nas wazny z tego takze powodu, ze pierwszy zwrocit uwage Swiata
uczonego na prace naszego ziomka Macieja GLosKOWSKIEGO : Geometria pere-
grinans (wydang w Gdansku, prawdopodobnie w r. 1646), w ktorej tenze po-
daje kilkanascie zadan z gieometryi praktycznej, zadajac, aby je rozwigzano
uzywajac tylko linijatu.

Po ScHOOTEN'ie zastuguja na wzmianke SLUZE (1623 — 1685), HUDDE
(1640 —1704), DE WITT (1625 — 1672) i nakoniec HUYGENS (1629 — 1695),
jeden z najwiekszych myslicieli w wieku XVIL

Pierwsi dwaj stosowali metode DESCABTEsa do nowych zagadnien
i przyczynili sie do jej postepu takze przez udoskonalenie nauki o réwnaniach
algiebraicznych; "witt obmyslit nowa teoryja przecie¢ stozkowych, polega-
jaca na rozmaitych opisaniach tych krzywych na plaszczyznie bez wprowa-
dzania stozka, a HUYGENs, lubo z wiekszym zamitowaniem uprawiat gieo-
metryja starozytnych i za jej pomocg w swym Horologiuni oscilatorium poto-
zyt podwaliny do teoryi cyklojdy i do teoryi krzywych rozwijajacych (evoluta,
t. j. miejsce punktu przeciecia sie dwu sasiednich normalnych do krzywej da-
nej), to jednak, powaga swego imienia i niektorymi zastosowaniami metody
I)ESCARTESs'a, niemato sie do jej szybszego rosjiowszechnienia przytozyt.

Obok tych badaczow nalezy wymieni¢ jeszcze matematyka angielskiego
WALLis'a (1616 —1703), ktéry napisat pierwszy traktat analityczny przecie¢
stozkowych podiug metody NESCARTESa, a w swej Arithmetica infinitonm
zrobit zastosowania do archimedesowej metody wyczerpywania, wznowio-
nej przez cAYALIERI (1598—1647) pod nazwg >>metody niepodzielnych<', i po-
czynit wazne postepy w traktowaniu tych zagadnieri gieometryi, ktore dzi$
naleza do rachunku catkowego; tudziez uczonego niemieckiego TSCHIRNHAU-
SEN'a (1651 —1708), Stawnego miedzy innymi z badan nad linijami kausty-
cznymi, t. j. nad obwiedniami promieni $wiatta odbitych lub zatamanych.

Matematycy, ktérych Avymieniliémy, jako pierwszych krzewicieli metody
I)ESCARTES'; stosowali jg jedynie do linij krzywych ptaskich, lubo pescar-
TES, objawszy doniostosC I potege spotrzednych, wskazat ich uzycie takze
w teoryi krzywych skosnych. Zdaje sie, mimo tego, ze dopiero po uptywie
zgorg piecdziesigciu lat zaczeta sie rozwija¢ gieometryja analityczna w prze-
strzeni. cHAsLEs w swej historyl gieometryi wskazuje, iz matematyk fran-
cuski PARENT (1666 —1716) byt jiilerwszym pracownikiem na tym polu
[w roku bowiem 1700 miat on przedstawié powierzchnig przez réwnanie
z trzema zmiennymi A/ rosprawie, czytanej w akademii nauk], a cLAIRAULT
(1713— 1765) byt pierwszym, ktory w Traite des courhes a double courhure
z roku 1731 wytozyl w sposob metodyczny teoryjq spétrzednych w przestrze-
ni z zastosowaniem jej do powierzchni krzywych i do linij krzywych skosnych.

W pot wieku po ogloszeniu gieometryi DESCARTEsa powstatl nowy al-
gorytm, ktérego odkrycie stanowi doniostg epoke w historyi rozwoju nauk
matematycznych; méwimy o rachunku wielkosci nieskoriczenie matych, czyli
rachunku roézniczkowym i catkowym. Zastuge tego odkrycia przypisuja
jedni NEWTONowi (1684), inni LEIBNiTZowi (1687). Nie wdajac sie w szcze-
goty toczacego sie dotad sporu, ktéremu z tych gienijalnych mezéw owo od-
krycie przypisa¢ nalezy, powiemy tylko, ze jezeli NewToN poddat jednolite-
mu postepowaniu teoryje swych poprzednikéw, odnoszace sie do prowadzenia
stycznych, najwiekszosci i najmniejszosci (FERMAT, BARROW), jak réwniez do
pomiaru diugosci tukéw i powierzchni ograniczonej linijami krzywymi (CA-
YALIERI, WALLIS), to jednak w tym postepowaniu nie uwydatniaty sie jeszcze
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prawa nowego rachunku tak jasno, aby go mozna byto z fatwos$cig uzywac.
LEIBNITZ zas$, przez szczesliwie pomyslane postawienie zasad tej metody, odra-
zu jg ujat w pewien systemat i uczynit zdolng do dalszego a szybkiego roz-
woju, robigc z niej tymsamym najpotezniejszy srodek badania, majgcy nieba-
wem opanowaé caty obszar umiejetnosci matematycznych.

Wielko$¢ tego odkrycia tak byla uderzajagca, dzielnos¢ rachunku nie-
skonczenie matych zaraz w pierwszych zastosowaniach okazala sie tak pote-
Zng, ze najznakomitsi matematycy w ciggu catego wieku Xyni, jak sami
wynalazcy NEWTON i LEIBNITZ, bracia BERNOUILLI, MACLAUEIN, TATLOE,
D'ALEMBEET, EULEE, LEGENDRE i LAGEANGE, prawie wylacznie jego dosko-
naleniu poswiecili swe usitowania. Zwracajac sie do gieometryi, mozemy
powiedzie¢, ze wszelkie metody gieometryczne, z matymi wyjatkami, poszty
na chwile w zapomnienie, a jedynie gieometryja analityczna, rzeczywista tego
nowego rachunku podwalina, rosszerzyta w tym okresie swe szranki, gdyz ten
nowy rachunek dozwolit przystapi¢ do rozwiazania takich zagadnien, w kté-
rych rachunek algiebraiczny, czyli rachunek ilosci skonczonych, byt za staby,
jak np. do teoryi krzywych przestepnych i teoryi krzywizny linij i powierz-
chni krzywych. Nie mozemy wymieniaC szczegétowo prac, ktore staty sie
fundamentem, na jakim wzniosty sie teoryje, odpowiednie tym zagadnieniom
gieometrycznym, gdyz rzecz ta wiecej do historyi rachunku nieskonczenie
matych nalezy; dlatego ograniczymy sie wykazaniem tych postepow, jakie
w wieku XY ni uczynita gieometryja analityczna, postugujaca sie samg al-
giebra, zasilong jedynie wzorem TAYLOE'a (Methodus incrementorum, 1715),
zaczerpnietym z analizy nieskoriczenie matych.

Na pierwszym miejscu potozy¢ nalezy prace samego NEwWTON'a, Ktory
pierwszy zastosowat metode pDEscAETEs'a do poszukiwania wiasnosci ogol-
nych i charakterystycznych linij krzywych algiebraicznych. Jemuto za-
wdzieczamy cztery twierdzenia, ktéreSmy umiescili w czesci pierwszej jako
¢wiczenia 210, 211, 216 i 217, a z ktérych dwa pierwsze, w przystosowaniu do
przecie¢ stozkowych, udowodnilismy w art. 117 i 118. NewToN podat te
twierdzenia w swym dziele: Enumeratio Unearum tertii ordinis (1607), ktérego
gtdwnym zadaniem jest wyznaczenie ilosci wszystkich krzywych rzedu trze-
ciego. NEwToN znalazt 72 rozmaite rodzaje krzywych rzedu 3-go (te
ilos¢ powiekszyt nastepnie sTIELING czterema), kt6re sie rosktadaja na 5 dzia-
téw, albowiem, podobnie jak koto, postawione naprzeciw punktu swiecgcego,
daje przez swdj cien wszystkie krzywe rzedu 2-go, taktez istnieje pie¢ krzy-
wych rzedu 3-go (parabol rozhieznych), ktére tym samym sposobem dajg
wszystkie krzywe rzedu 3-go. Dzieto jest zakoriczone opisaniem organicznym
krzywych stopnia 2-go, ktére daliSmy w czesci pierwszej jako C¢wiczenie 36.
Wszystkie te twierdzenia byly wypowiedziane bez dowodu; ich dowody po-
dali STIELING i CLAIEAULT.

Godnym spétzawodnikiem NEWTONa na polu badarn wiasnosci linij
krzywych algiebraicznych byl mAcLAUEIN (1698 — 1746), ktory wtym przed-
miocie ogtosit dwa dzieta: Geometria organica, sive descriptio Unearum curvarum
unwersalis i De Unearum geometricarum proprietaUhus generaUhus tractatus.
W pierwszym z nich znajdujemy owo ciekawe twierdzenie, ktéreSmy umiescili
w czesci pierwszej jako cwiczenie 219; atoli daleko wigkszym mistrzowstwem
odznacza sie druga z tych prac, polegajaca catkowicie na dwu twierdzeniach,
z ktérych jedno dowiddt byt coTes (Cwiczenie 215 w czesci pierwszej), a inne
(éwiczenie 218) jest uogolnieniem twierdzenia NEwTON'a (Cwiczenie 217).
MACLAUEIN, podobnie jak i NEwToN, nalezy do tych niewielu gieometrow
wieku XY 11, ktdrzy z zamitowaniem uprawiali takze gieometryja starozy-
tnych i jej metody stosowali do najzawilszych zagadnien, chcac niejako oka-
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za6, Ze i te metody zdolne sie wznies¢ do tego stopnia doskonatosci, jaka
w przekonaniu o6wczesnym posiadata jedynie analiza nieskorczenie matych.
Praca mAacLADEIN'a nad figurg ziemi, w ktorej on z takg prostotg rozwigzuje
zagadnienie o przycigganiu elipsojdy obrotowej na punkt polozony na jej
powierzchni, lub wewnatrz tejze, oraz cata osnowa Philosophiae naturalis
principia mathematica NEWTONa zawierajg liczne zagadnienia, ktorych
Owczesna analiza rozwigza¢ nie zdotata, a kt6re ci mistrzowie rozwigzali je-
dynie zapomocg gieometryi czystej.

Do rozwoju analizy DESCAETEsa w wieku XVIII, oprécz dwu powyz-
szych mezéw, przyczynito sie wielu innych matematykéw pierwszorzednych,
a wszczegolnosci Jan Pawel bE GUA (1712— 1786), EULER (1707 — 1783),
CKAMER (1704 — 1752), Waring (1734—1798).

DE GUA podat w znakomitym dziele (TJsage de fanalyse de DESCARTES
pour decouvrir les proprietes des lignes geometrigues de tous les ordres, 1740) sposob
wyznaczenia stycznych, asymptot i punktow osobliwych (wielokrotnych, od-
osobnionych, zwrotu i przegiecia) krzywych ptaskich wszelkich rzedéw, oraz
pierwszy okazal, zapomoca zasad perspektywy, ze niektore z tych punktow
moga sie znajdowac w nieskonczonosci. To dato wyjasnienie a priori osobli-
wej analogii miedzy rozmaitymi rodzajami punktéw i rozmaitymi rodzajami
gatezi nieskoriczonych, analogii, do ktérej doprowadzit go uprzednio rachu-
nek. Zamiarem tego badacza bylo dowiedzenie, ze analiza DESCARTESa
moze by¢é uzywana z takim samym skutkiem, jak rachunek rdzniczkowy
w wiekszej czesci poszukiwan w teoryi krzywych gieometrycznych. Analize
nieskofczenie matych uwazat za pozyteczng jedynie do rozwigzania zaga-
dnien gieometryi pomiaru, wchodzacych w zakres rachunku catkowego,
i w zagadnieniach dotyczacych krzywych mechanicznych.

EULER swym dzielem Introductio in analysin injinitorum (1748), jeszcze
wiecej rosszerzyt zakres badan gieometryi analitycznej. "W pierwszym tomie
tego dzieta wylozyt teoryja rachunku algiebraicznego, a w drugim przystoso-
wat ja do gieometryi linij krzywych plaskich (algiebraicznych i niektérych
przestepnych), oraz do gieometryi powierzchni krzywych. Cze$¢ pierwsza
tomu drugiego zawiera w 22 rozdziatach wyklad gieometryi analitycznej pta-
skiej w takiej ogdlnosci, jakiej sie doowczas w zadnym dziele nie spotykato;
osobliwie poszukiwania gatezi nieskoniczonych i asymptot odznaczajg sie
szczegGtowoscig w opracowaniu, gdyz na nich opart nastepnie swéj podziat
krzywych rzedu 3-go i 4-go na rodzaje. Zasada tego podziatu jest nastepu-
jaca. Wiadomo, ze kierunek asymptot zalezy od zbioru wyrazéw stopnia
najwyzszego w réwnaniu linii krzywej. 0Ot6z, stosownie do tego, czy czyn-
niki pierwiastkowe tego zbioru wyrazow sa wszystkie rzeczywiste, czy czescio-
WO rzeczywiste a czesciowo urojone, czy czynniki rzeczywiste sa wszystkie od
siebie rozne, czytez posréd nich znajduja sie réwne sobie, mogg by¢ rozmaite
przypadki, a w kazdym przypadku jeszcze, stosownie do ksztaltu gatezi
asymptotycznych, rozmaite rodzaje krzywych. Tym sposobem wszystkie krzy-
we rzedu 3-go podzielit euLER na 16 rozmaitych rodzajow, z ktérych kazdy
zawiera jeszcze pewne odmiany, a krzywe rzedu 4-go na 146 rodzajow, z kto-
rych kazdy zawiera jeszcze po wiekszej czescl kilka odmian, znacznie sie mie-
dzy sobg réznigcych. W tej czesci znajdujemy takze pierwsze poszukiw”ania
krzywych homotetycznych, czyli podobnych i podobnie potozonych, i nowe
poglady o powinowactwie (affinitas) linij krzywych, zawierajgcym homotezyjg
Jako przypadek szczegolny. Czes¢ druga znacznie krdtsza, obejmuje bowiem
6 rozdziatdw, zawiera oprdcz ogolnych uwag o przedstawianiu powierzchni
krzywych zapomoca réwnan z trzema zmiennymi, o podziale tych powierzchni
na rzedy i oich przekrojach ptaskich, teoryjg zmiany spdtrzednych w prze—-
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strzeni, w ktorej spotykamy poraz pierwszy podane wzory (art. 57 czesci dru-
giej), razem z modyfikacyja potrzebna, aby otrzymac rownanie przekroju pta-
skiego powierzchni  (art. 110 czesci drugiej), 1 dyskusyja. rownania stopnia
2-go. Tutaj pokazat euLER po raz pierwszy, ze takie rownanie przedstawia,
oprécz walcow i stozkow, pie¢ powierzchni, z ktdrych trzy posiadajg Srodek,
a dwie go nie majg. W rozdziale ostatnim moéwi pokrétce o przecieciu sie
dwu powierzchni | o krzywych stad wynikajacych.

W innej pracy (ogtoszonej w Memoires de fAcademie de Berlin, 176€)
ETILEE przystapit pierwszy do badania krzywizny powierzchni krzywych,
i tam znajduje si¢ ow stawny wzor, wyrazajacy promien Kkrzywizny jakiego-
kolwiek przekroju normalnego w funkcyl promieni krzywizny dwu przekro-
jow normalnych gtownych, podawany dotychczas w zastosowaniach rachunku
rézniczkowego do gieometryi.

CEAMEE W Swej pracy: Introduction a fanalyse des lignes courhes alge-
Irigues (1750) wytozyt jeszcze szczegdlowiej i obszerniej teoryja linij krzy-
wych algiebraicznych. To dzielo jeszcze dzisiaj moze stuzy¢ za wstep do
réznych poszukiwan w tej obszernej i waznej gatezi gieometryi.

wAEING ztozyt owoce swych badan w dwu dzietach: Miscellanea angly-
tica de aeguationibus algebraicis et curvarum proprietatibiis (1762) i Proprietates
geometricarum cuwarum (1772), a nadto w licznych rosprawach, zamieszczo-
nych w PhilosopMcal Transactions (od 1763 do 1791), w ktérych dalej posunat
badania nad teoryja krzywych algiebraicznych.

Nie mozemy tej epoki rozwoju gieometryi analitycznej godniej zamknag,
jak robigc tu wzmianke o, liacJmnku algiehraicmego teoryi, przystosowanej do
linij Tcrzywych, dziele Jana s$niADEckiEGO, wydanym w dwu tomach w Krako-
wie (1783), ktére, lubo przeznaczone do nauki szkolnej tego przedmiotu, chlu-
bnie sie wyrdznia posrod podrecznikéw dawniejszych, a jeszcze i dzi$ za wzor
niedoscigniony stuzyé moze. Dzieto to bowiem streszcza wszelkie odkrycia do
chwili jego wyjscia znane, i wiele teoryj, jak np. teoryjg asymptot i wogdle
gatezi nieskonczonych, w daleko lepszym Swietle przedstawia, anizeli najle-
psze dzieta mistrzow poprzednio wymienionych; nie prowadzi ono poza gra-
nice tych odkryé, ale jest sumiennym i doktadnym odzwierciedleniem dwcze-
snego stanu tej gatezi nauk matematycznych. Wspomnie¢ jeszcze musimy,
ze wyktad teoryi linij krzywych rzedu 2-go, po uczynieniu pewnych dodatkéw,
bytby jeszcze dzisiaj jednym z najlepszych w tym przedmiocie.

Przechodzimy teraz do ostatniego okresu historyi rozwoju gieometryi
analitycznej, zainaugurowanego wiekopomnymi dzietami MoNGEa i CAE-
NOT4, ktore wywarty przewazny wplyw na kierunek badan gieometrycznych
w tym okresie, a przeto staty sie powodem wzbogacenia analizy DESCAETESa
nowymi metodami, daleko ogolniejszymi od poprzednio uzywanych. Jakoz,
dzieta tych dwu matematykow wywotaty badania w nowym Kierunku, ktore
z czasem utworzyty gieometryjg syntetyczng, nie postugujacg sie ani symbo-
lami, ani dziataniami algiebraicznymi, jakiej slady znajdujg sie juz w cen-
nych MZbiorach matematycznych” wzmiankowanego powyzej PAPPDs'a, a pier-
wsze poczatki w utworach catego szeregu gieometrdw wieku XV I1 i XVIII,
jak PASCAL (1623 — 1662), DESAEGUES (1593 — 1662), DE LA HIEE (1640 —
1718), NEWTON, MACLAUEIN, SIMSON (1687 — 1868), STEWAET (1717 — 1785)
i LAMBEET (1728 — 1777).

Mimo catej potegi analizy DESCAETEs'a, gieometryja syntetyczna, ugrun-
towana pracami MoNGE'a i CAENOT'a, a udoskonalona przez ich nastepcdw,
jak PONCELET, STEINEE i CHASLES, zdotata jg wyprzedzi¢ w odkrywaniu co-
raz nowych prawd gieometrycznych. To dato powdd i bodzca pracownikom
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na polu gieometryi analitycznej do obmyslenia nowych metod, ktéreby wzmo-
cnity jej srodki badania, aby tym sposobem dotrze¢ tam, dokad dawne me-
tody dojs¢ nie dozwalaty. Lubo nie moze by¢ naszym zadaniem pisanie hi-
storyi poczatku i rozwoju gieometryi syntetycznej, wszakze z uwagi, Ze twier-
dzenia zasadnicze i wiele prawd nowszych, poraz pierwszy otrzymanych me-
todami gieometryi syntetycznej, weszto juz dzisiaj w zakres gieometryi anali-
tycznej, nie podobna juZ teraz, méwigc o postepach gieometryi DESCAETES?,
nie wzmiankowa¢ o postepach gieometryi syntetycznej.

MONGE SWg gieometryja {Geometrie descrijptive, w kto-
Mgjj uogdblniajgc wszelkie dziatania gieometryczne, nastreczajgce sie dodwczas
w kamieniarce, ciosiolce, perspektywie it. d., sprowadzit je po raz pierwszy
do niewielu zasad oderwanych i niezmiennych, a do wykreslen tatwych i za-
wsze® pewnych, przyczynit sie w dwu kierunkach do rozwoju gieometryi
wogble. Popierwsze, przez nature swych dziatan, ktére majg za cel ustano-
wienie odpowiedniosci zupetnej i pewnej miedzy figurami rzeczywiscie na
ptaszczyznie wykreSlonymi, a ciatami pomyslanymi w przestrzeni, oswoifa
gieometryja wykres$lna z ksztattami tych ciat i dozwolita wyobrazi¢ je sobie
doktadnie i szybko, przez co niejako zdwoita nasze $rodki poszukiwania w ba-
daniu przestrzeni. Powtére, przez swe zasady i zwigzek, ktory ustanawia mie-
dzy figurami o trzech wymiarach a figurami ptaskimi, stata sie ona prawdzi-
wym narzedziem w poszukiwaniach i dowodzeniach w gieometryi syntetycznej,
a swym postepowaniem, ktdre w gieometryi praktycznej jest tym, co cztery
dziatania arytmetyczne przy zagadnieniach liczebnych, dostarczyta $rodka
nowego przy rozwigzywaniu zagadnien, ktérych dotkng¢ sie nie mogta gieo-
metryja DESCABTESa, tak potezna w innych razach, z powodu, iz algiebra
nie dozwala pokona¢ trudnosci rachunkowych.

MONGE sam dat nam w swej gieometryi wykreslnej pierwsze przy-
ktady uzytecznosci zwigzku scistego miedzy figurami o trzech wymiarach
a figurami ptaskimi; tym bowiem sposobem dowiddt on pieknych twierdzen,
ktére stanowig obecnie teoryjg biegunéw krzywych rzedu 2-go, wiasnosci
Srodkéw podobienstwa trzecli kot, branych po dwa, rosciggnionej nastepnie
na krzywe rzedu 2-go homotetyczne, i wielu innych zagadnien gieometryi
ptaskiej.

t-eg0 pierwsze wydanie p. t. Feuilles de Vanalyse appligme
a lageometriewyszto w r. 1795, a piagte i zarazem ostatnie z notami Liou-
viLLE'a Wr. 1850. Jezeli gieometryjg wykresina byta doniostg w zestawieniu
z gieometryjg analityczng, to ostatnie dzieto besposrednio na rozrost gieome-
tryi“anality.cznej wptyneto, rosszerzajac zakres jej badan. Powiedzielismy,
Ze EULER pierwszy zastosowat rachunek rézniczkowy do badania krzywizny
powierzchni; ot6z, monGE posungt te badania dalej i odkryt istnienie linij
krzywiznowych na powierzchni, dowiddszy, ze przez kazdy punkt na powierz-
chni krzywej przechodzg zawsze dwie linije takie, iz kolejne normalne do po-
wierzchni w punktach kazdej z tych krzywych wzajemnie sie przecinaja.
Tym dzietem posunagt monGEe takze same analize nieskofczenie matych w je-
dnym z najtrudniejszych jej dziatdw, w catkowaniu réwnarn rézniczkowych
czatkowych, a mianowicie przez podwdjne wyrazenie analityczne pewnych
familij powierzchni, zapomocg réwnania rézniczkowego, wyprowadzonego
z whasnosci, odnoszacych sie do ich ptaszczyzn stycznych, linij normalnych, lub
krzywizny, i zapomocg réwnania skonczonego, wyprowadzonego ze sposobu
tworzenia tych powierzchni. Ot6z, to ostatnie réwnanie, zawierajace funkcyje
dowolne, jest rozwigzaniem ogdlnym pierwszego.
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CAENOT4a dzieta: Geometrie de position (1803) i Essai sur la theorie des
transversales przedstawiajg uzupetnienie gieometryi wykresinej MoNGEa i wraz
Z nig stanowig podstawe dzisiejszej gieometryi syntetycznej. Jakoz, miedzy
figurami uwazanymi w gieometryi i icti elementami istniejg dwa rodzaje
zwigzkow: jedne odnoszg sie do icti ksztattow i potozen; sg to zwigzki wy-
kreslne lub opisowe; inne dot™czg ich wielkoSci i zowig sie metrycznymi.
Tak np. twierdzenie: “gezeli okoto punktu statego, wzietego na ptaszczyznie
linii krzywej rzedu 2-go, bedziemy obracali prostg (poprzecznag), i jezeli przez
dwa punkty, w ktérych ona krzywa spotyka, w kazdym z jej potozeh popro-
wadzimy styczne do tej krzywej, natenczas punkt przeciecia sie tych dwu
stycznych bedzie sie znajdowat na prostej statej, biegunowej punktu state-
go-', wyraza wiasnos¢ wykresina krzywej rzedu 2-go, czyli zwigzek wykresiny
miedzy punktem a jego biegunowa. Jezeli za$ to twierdzenie tak wypowie-
my: >wzigwszy na kazdej poprzecznej punkt, harmonicznie sprzezony z pun-
ktem statym wzgledem obu punktéw, w ktorych ta poprzeczna przecina krzy-
wg rzedu 2'go, to ten punkt bedzie lezat na biegunowej punktu statego™,
miec¢ bedziemy wihasno$¢ metryczng krzywej rzedu 2-go, czyli zwiazek metry-
czny miedzy punktem a jego biegunowa. Te dwa rodzaje wiasnosci figur
wystarczajg, kazda zosobna, do rozwigzania wielkiej ilosci twierdzen; wszakze
zawsze pozyteczna, a czesto nieuchronna, rozwazac jednoczesnie tak jedne jak
i drugie.

Sg wiec dwa rodzaje metod w gieometryi syntetycznej: metoda witasno-
§ci wykreslnych i metoda wiasnosci metrycznych. Poprzednicy MoNGE'a
i CARNOT'a, DESAEGUES, PASCAL, LA HIBE, uzywali obu rodzajow zwigzkéw:
wykresinych, postugujac sie perspektywag w celu przesztatcenia figur, i me-
trycznych, stosujac proporcyjg harmoniczng, zwigzek inwolucyi i rozmaite
inne twierdzenia, nalezace do teoryi poprzecznych. Gieometryja wykresing
MoNGE'a stosuje pierwsza z tych dwu metod, a gieometryja potozenia CAR-
NOT'a ma za zadanie zblizenie i poréwnanie obu sposobéw UAvidocznienia
zwigzkoéw miedzy wielkoSciami gieometrycznymi.

Nie mozemy rozbiera¢ wielu waznych twierdzen, ktérymi carnoT wzbo-
gacit gieometryjg. Ograniczymy sie tylko uwaga, ze jego gieometryja poto-
zenia zawiera nader szczeSliwy pomyst o naturze wielkosci dodatnych 1 uje-
mnych, ktéry dozwala uogdélnia¢ kazde twierdzenie tak, iz jedno dowodzenie
wystarcza, jakiekolwiek bytyby potozenia rozmaitych czesci figury, gdy przed
tym kazde twierdzenie wymagato tylu dowodzen, ile mogto by¢ odmiennych
potozen punktow i linij figury. Teoryja za$ poprzecznych CARNOT'a, Wytozo-
na juz w zarysie wjego gieometryi potozenia, wysnuwa caty szereg zwigzkow
metrycznych z twierdzenia (art. 59 w czesci pierwszej) o szesciu odcinkach,
wyznaczonych na bokach trojkata przez prostg te boki przecinajaca, twier-
dzenia, na ktérym pToLomEUSz (125 po Chr.) opart swa trygonometryja,
i zawiera owe wihasnos$¢ ogdlng krzywych algiebraicznych, ktorgsmy podali
jako c¢wiczenie 212, a w zastosowaniu do krzywych rzedu 2-go udowodnili
wart. 119 czesci pierwszej.

PowiedzieliSmy, Zze mMoNGE i carnoT rospoczeli nowg ere w historyi
nauki w przestrzeni. Istostnie, ichto dzieta sprawily, ze gieometryja synte-
tyczna, dlugo zaniedbana, zaczeta sie odtad szybko rozwijac i niebawem wy-
przedzita w odkrywaniu nowych prawd gieometryjg analityczng, tak, iz zwo-
lennicy tej ostatniej musieli rozwingé wszelkie zasoby nowoczesnej analizy,
aby objac¢ i opanowac zdobycze, nagromadzone jedynie przy pomocy metod
gieometryi syntetycznej. Z powodu wptywu, jaki rozwoj gieometryi syntety-
cznej wywart w biezagcym wieku na rozwdj gieometryi analitycznej, niepodo-
bna odtad dziejéw jednej odigczy¢ od dziejow drugiej; wszakze réznorodnosé
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i niezmierny ogrom prac, dokonanych w jednym i drugim kierunku, niecli
nas wyttdmacza z tego, Zze ograniczymy sie na ogélnikowym przedstawieniu
najwazniejszych momentéw w ich rozwoju.

Zatozeniu szkoty politechnicznej (1795), w ktoérej uczyli tak znakomici
mezowie, jak MONGE | LAGEANGE, a nastepnie zatozeniu pierwszych czasopism
matematycznych, jak Correspondance sur Fecole polytecJmique, a nadewszystko
GEEGONNE'a Annales de matUmatigues (1810), ktére mtodym badaczom da-
waly moznos¢ ogtaszania szybkiego ptodéw swego talentu, zawdziecza Fran-
cyja swe wybitne stanowisko naukowe w poczatkach biezacego stulecia. Caly
zastep matematykow francuskich wystapit do szlachetnego spotzawodnictwa,
wzbogacajac nauke i okrywajac stawa swag ojczyzne. Na czele raznego ruchu
naukowego staneli, jedni z pierwszych, DUPIN i PONCELET. DUPIN, Uczen
MoNGE'a, w swych pracach: Developpements de geometrie (1813) i Applications
de geom. et de meeanigue (1822) posunat dalej badania MoNGEa nad krzywizng
powierzchni. W pierwszym z tych dziet wzbogaca teoryjg krzywizny powierz-
chni waznym pomystem stycznych sprzezonych i szczegdtowymi rostrzasania-
mi, ktore ros$wietlity pierwsze badania na tym polu, dokonane przez EULER?4,
i niezmiernie waznym twierdzeniem o uktadzie potrojnym powierzchni orto-
gonalnych, orzekajagcym mianowicie, ze takie powierzchnie przecinajg sie we-
dtug linij krzywiznowych. Zastosowanie tego twierdzenia do powierzchni
rzedu 2-go dato poczatek teoryi powierzchni spétogniskowych i teoryi linij
ogniskowych. Wykrycie istnienia linij ogniskowych, jako granic uktadu po-
wierzchni rzedu 2-go spotogniskowych, jest tez zastugg DupiN'a. W drugim
dziele pupin stosuje teoryje, wytozone w pierwszym, do nader waznych za-
gadnien, jak statoSC rownowagi ciat ptywajacych, teoryja przyptywu i odpty-
wu i t. d.— W obu dzietach uzywa pupriN naprzdd gieometryi syntetycznej,
a nastepnie gieometryi analitycznej jako Srodka badania; dlategotez te prace
daty nowego bodZca do uprawiania metod gieometrycznych.

PONCELET wzbogacit gieometryja syntetyczng nowa metodg. Jakoz,
w swym dziele Traite des proprietes projectives des figures (ktérego wydanie
z roku 1866 zawiera w dodatku wszyskie nastepne prace tego autora) przed-
siewzigt on ustanowi¢ pewne zwigzki miedzy dwiema figurami, z ktérych je-
dna jest perspektywg drugiej. W perspektywie leza obie figury na dwu
roznych ptaszczyznach; gdy obierzemy jedne z tych plaszczyzn za nierucho-
ma, a drugg obrocimy okoto spolnej krawedzi obu, to te figury beda jeszcze
w perspektywie, t.j. proste, ktore tgcza punkty odpowiednie obu, bedg sie
zbiegaty wjednym i tym samym punkcie przestrzeni. To samo ma miejsce
i wtedy, gdy ptaszczyzna obracajgca zejdzie sie z nieruchoma. Ot6z, w tym
potozeniu rozwaza poNceLET obie figury i nazywa takie dwie figury homolo-
gicznymi ; punkt zbiegania sie prostych, ktore tgcza odpowiednie punkty obu
figur, Srodkiem homologii, a krawedZ spélng obu ptaszczyzn osig homologii.
Ten sposob postepowania dozwala sprowadzi¢ poszukiwanie wilasnosci jednej
figury do poszukiwania wikasnosci drugiej figury, np. krzywych rzedu 2-go do
kota, i tymto sposobem wykryt poncELET wiele nowych wiasnosci krzywych
rzedu 2-go. Wspomne tu tylko o teoryi biegunowych wzajemnych, ktére
daly poczatek zasadzie, nazwanej przez GreERGONNE'a (1827) zasadg dwoisto-
sci, jak rowniez o teoryi ognisk, ktére poNCELET uwaza jako przeciecie sie
stycznych do krzywej rzedu 2-go, wyprowadzonych z dwu punktdw urojo-
nych kota, lezacych w nieskonczonosci, a ktéreto okreslenie ognisk rossze-
rzyt nastepnie pLucker (1837) na wszelkie krzywe algiebraiczne. PONCELET
rosciaggnat takze swg teoryjg figur homologicznych na figury o trzech wymia-
rach i za ich pomocg okazal, ze przez linijg przeciecia sie dwu powierzchni
rzedu 2-go przechodza —mdwigc wogblnosci — cztery stozki rzedu 2-go.
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Pomijajac innych badaczow frauciiskich, ktérzy oddzielnymi odkryciami
wzbogacili nauke przestrzeni w pierwszej ¢wierci tego wieku, jak HACHETTE,
kontynuator MoNGE'a na polu gieometryi wykres$lnej i gieometryi analitycznej,
LIYET, BEIANCHON, BINET, zastuzeni swymi pracami w zakresie gieometryi
analitycznej linij i powierzchni rzedu 2 go, RODEIGUES, ktory wyprzedzit
GrAUSs'a w badaniu krzywizny catkowitej powierzchni krzywych, i LAME,
ktérego prace nad spétrzednymi krzywolinijowymi (zebrane pdzniej w dziele
Leeons sur les coordonnees cnwilignes et.leurs diverses applications, 1859) rozwi-
nety i zuzytkowaly teoryja, ukiadu potréjnego powierzchni ortogonalnych,
przechodzimy wprost do rzeczywistych tworcdw gieometryi nowoczesnej,
STEINEB'a i CHASLES"a.

Obaj ci uczeni rospoczeli swa dziatalno$¢ naukowa w stawnych roczni-
kach GERGONNEjS, a celem ich usitowan bylo odszukanie i wytuszczenie tych
mysli podstawowych, z ktdrych, jak z istotnego Zrddia, wyptywajg wszystkie
prawdy gieometryczne.

Liczne prace STEINEE'a, porozrzucane po czasopismach GEEGONNE',
CEELLE'go i LiouviLLE'a, tudziez ogtaszane w pamietnikach akademii ber-
linskiej, zebral WEIEESTEASS i oglosit w 1881 — 1882 p. t. JaTiob STEINER'S
gesammelte WerJce. W tomie pierwszym tej publikacyi jest zamieszczona pra-
ca, wydana po raz pierwszy w r. 1832: Systematisclie Entwiclcelung der Ahhdn-
gigTceit geometrischer Gestalten, w ktdérej autor naszkicowat niejako program
gieometryi nowoczesnej; dlatego szczeg6towiej nieco wytozymy gtéwnag mysl
tego dzieta.

Autor zamierzyt wykaza¢ w tym dziele, ze wiasciwg podstawg gieome-
tryi sg nastepujace utwory zasadnicze: a), linija prosta, ktérg uwaza jako
szereg punktow rosciggajacy sie, poczawszy od pewnego z nich, w dwu kie-

prostych (szeregéw prostolinijowych punktdéw) i punktow (Srodkéw pekdw
promieni na plaszczyznie); d). pek plaszczyzn, t. j. nieskonczonosc pta-
szczyzn, przecinajacych sie wedtug spolnej krawedzi, osi peku; e). pek pro-
mieni w przestrzeni, zawierajgcy w sobie nieskonczenie wiele pekéw promieni
na plaszczyznie i nieskonczenie wiele pekéw ptaszczyzn (albowiem przez $ro-
dek tego peku przechodzi nieskonczenie wiele promieni, lezacych na jednej
ptaszczyznie, o dowolnym kierunku, i podobnie wszystkie ptaszczyzny, ktore
przechodzg przez jeden ktorykolwiek z jego promieni, tworza pek ptaszczyzn).

Eozwazanie tych pieciu utworéw zasadniczych, przez odnoszenie jednych
do drugich tak, aby elementy dwu utwordw do siebie odniesionych wzajemnie
sobie odpowiadaty, jest Zzrodlem wszelkich prawd gieometrycznych. Wszcze-
gdblnosci, odnoszac do siebie i niejako sobie przeciwstawiajac: a), proste i pe-
ki promieni na ptaszczyznie; h). proste i peki ptaszczyzn; c). peki promieni
ptaskie i peki ptaszczyzn; d). ptaszczyzny i peki promieni w przestrzeni,
przez jednoczesne badanie obu rodzajow przeciwstawianych sobie utworow
otrzymuje sie za kazdym razem po dwa twierdzenia, posrod ktérych sg tez
takie, ktore sobie odpowiadajg wedtug zasady dwoistosci.

Nie podobna wyliczy¢ wszystkich odkry¢, do jakich ta metoda dopro-
wadzita STEINEE4Q; ograniczymy sie tylko uwaga, ze ona nietylko sie utrzy-
mata w gieometryi syntetycznej, ale przeszta nastepnie i do gieometryi anali-
tyczne;j.

Godnym spotzawodnikiem STEINEEa w ugruntowaniu metod gieome-
tryi nowoczesnej byt cHAsLEs, jeden z najgienijalniejszych i najuczenszych
badaczoéw, ktdremu réwnych niewielu historyja gieometryi wykazuje. Pierw-
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szym wiekszym dzietem tego uczonego byta wymieniona juz tiistoryja gieo-
metryi, ktorej pierwsze wydanie wyszto w r. 1837, a drugie (niezmienione)
wr. 1875. Poniewaz w tym dziele zlozyt cHAsLEs pierwsze poczatki prawie
wszystkich swych prac pdzniejszych, jak np. Traite de geometrie superieure
(1852) | Traite des sections conigues (1865), przeto szczegétowiej je rozbierzemy.

Historyja gieometryi CHASLEsa sktada si¢ z trzech cze$ci. Pierwsza
jest wykladem historycznym poczatku i rozwoju rozmaitych gatezi gieome-
tryi od pierwszych tej nauki zawiazkéw do czasow MoNGEa i CARNOTa. Na
tym gtdwnie wykiadzie, a w czesci i na ogtoszonym w koricu zesztego wieku
2-im wyd. dzieta MONTUCLA: llistoire des matlwmatigues (4 tomy) oparliSmy nasz
rys historyczny. — W drugiej czesci znajdujg sie przypiski, zawierajace rozwi-
niecie histroryczne réznorodnych zagadnien, zawartych w dzietach réznych
gieometréw, bedacych zarodkiem pdézniej odkrytych prawd gieometrycznych.
Trzecia czeS¢ zawiera dwie rosprawy: 0 zasadzie dwoistosci i 0 zasadzie je-
dnokresInosci; ta czeSC trzecia data powdd do napisania calego dzieta.
Z przypiskow wymieni¢ nalezy naprzod 111, w ktorym cHAsLes wykazuje
znaczenie istotne poryzméw EeukLiDESA. MySli tu rzucone rozwingt on na-
stepnie i nawet odtworzyt prawdopodobng osnowe dzieta EUKLIDESA w pracy
juz powyzej wspomnionej (Les trois livres de porismes ~'EUCLIDE ....). —
W przypisku I X znajdujemy okreslenie i whasnosci gtéwne stosunku niehar-
monicznego czterech punktow i czterech promieni, t. j. tego stosunku, kto-
rySmy, idgc za MoEBIus'em, spétczesnym matematykiem, nazwali stosunkiem
podwdjnego podziatu. Tu okazuje cHAsLEs, ze twierdzenie o niezaleznosci
stosunku podwdjnego podziatu czterech punktéw przeciecia sie poprzecznej
z czterema promieniami peku od potozenia tej poprzecznej bylo znane juz
PAPPUSOWI. —Przypisek X pos$wiecony wytozeniu teoryi inwolucyi. cHASLES
okazuje znowu, ze juz pappus znat inwolucyjg trzech par punktéw, w ktérych
poprzeczna przecina dwie pary bokow przeciwlegtych i pare przekatnych czwo-
roboku, ze nastepnie bEsAEGUES uogdlInit to twierdzenie, podstawiwszy zamiast
pary przeka;mych krzywg rzedu 2-go, opisang na czworoboku. — W przypi-
skach XV 1 XY | wyprowadza cHASLES ze wspomnianego dopieroco twier-
dzenia DESARGUEsa owe twierdzenia, ktéreSmy udowodnili w art. 51 czesci
pierwszej, a ktore prowadzg do opisania krzywych rzedu 2-go zapomocg dwu
Jednokresinych szeregdw punktéw lub pekoéw promieni; z nich wyprowadzi¢
mozna nieomal wszystkie wiasnosci krzywych rzedu 2-go. — Przypisek
XXVIII zawiera rozwigzanie zagadnienia: »gdy dane sg cztery powierzchnie
rzedu 2-go, wpisane wjedne powierzchnig tegoz samego rzedu U, znalesé
inng powierzchnig rzedu 2-go, wpisang takze w U, a styczng do owych czte-
rech powierzchni danych«. Jako przypadek szczegblny zjawiajg sie tu za-
gadnienia o kuli stycznej do czterech kul danych (do$C bowiem przyjac, ze
1J sprowadza sie do ptaszczyzny kota urojonego w nieskoriczonosci), oraz ogol-
niejsze o powierzchni rzedu 2-go, stycznej i homotetycznej z czterema innymi
powierzchniami rzedu 2-go. — Przytaczamy nakoniec przypisek XXXI,
w ktdrym cHasLEs wytozyl wiele nowych wihasnosci powierzchni rzedu 2-go,
a miedzy innymi teoryjg krzywych ogniskowych. Lubo juz porin wpadt na
te krzywe, a nastepnie matematyk niemiecki magNus w tomie XV roczni-
kéw GEEGONNEa dowiddt istnienia i wiasnosci prostych ogniskowych w sto-
zku rzedu 2-go, wszakze dopiero cHAsLEs i spotczesny mu uczony dublinski
MAC-CULLAGH wykazali ich rzeczywiste znaczenie i zwigzali je z teoryjg po-
wierzchni rzedu 2-go sp6togniskowych.

Poming¢ musimy inne przypiski niemniej wazne, jak np. XXVI, w kt6-
rym rzuca cHAsLEs trafne mysli o wielkosciach urojonych w gieometryi,
a przechodzimy do czesci trzeciej. Przeksztatcanie figur gieometrycznych
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jednych na inne i wyprowadzenie wiasnosci jednych z wiasnosci innych jest
jednym z najdzielniejszych $rodkéw w badaniach gieometrycznych. W tej
czesci uzasadnia CHASLES dwie metody takiego przeksztatcenia: metode, po-
legajacg na zasadzie dwoistosci, t.j. zaleznosci miedzy dwiema figurami,
w ktorych punktom i ptaszczyznom jednej odpowiadajg odpowiednio pta-
szczyzny i punkty drugiej, i metode, polegajagca na zasadzie jednokreslnosci,
t. j. zaleznosci miedzy dwiema figurami, w ktérych réwnanie jednej jest prze-
ksztatceniem linijowym drugiej (art. 73 w cze$ci pierwszej). Pierwsza z tych
metod wyrosta na gruncie teoryi PoNCELET'go biegunowych wzajemnych,
a pomyst drugiej nalezy przypisa¢ MoEBius'owi, ktéry go ogtosit w swym
dziele: Der harycentrisclie Calcul, ein neues Hulfsmittel zur analytisclien Behan-
dlung der Geometrie (1827).

Gieometryja syntetyczna znalazta w pracach STEINEBa i CHASLESa tak
potezne, a przytym tak proste $rodki badania, ze, jakeSmy juz wspomnieli,
wyprzedzita metode analityczng w odkrywaniu nowych prawd gieometry-
cznych, co pobudzito zwolennikébw gieometryi analitycznej do przyswojenia
sobie tych mysli podstawowych, ktérym gieometryja syntetyczna swa potege
zawdziecza, do udoskonalenia samego rachunku i do obmyslenia nowych
uktadéw spotrzednych. Nie podobna wymienié wszystkich badaczow, ktérzy
pracowali nad udoskonaleniem gieometryi analitycznej w tym Kkierunku;
wskazemy tylko gtéwniejszych.

Uprzednio jednak powiedzie¢ nam nieco wypada o najwazniejszych pra-
cach gieometrycznych GAUSs, jednego z najwiekszych matematykow wogole.
Niema gatezi matematyki czystej i stosowanej, w ktdrejby causs nie zostawit
niezatartych sladéw swego gienijuszu. Gieometryja analityczna zawdziecza mu
znaczny postep w teoryi krzywizny powierzchni. Przed nim badano krzywi-
zne nie powierzchni krzywej, ale przecie¢ ptaskich tej powierzchni. Dopiero
cAuss (Disauisitiones generales circa superficies curvas W causs Werke tom V)
z pewnego twierdzenia, dowiedzionego przez EODRIGUEsa, wyprowadzit na-
der wazne pojecie krzywizny zupetnej w kazdym punkcie powierzchni. Ta
teoryja krzywizny zupetnej, wraz z teoryja linij gieodezyjnych i teoryja roz-
wijania jednych powierzchni na innych, takze przez GAUSsa rospoczeta,
otworzyta nowe pole do badan, na ktdrym odznaczyt sie caly szereg matema-
tykow, jak JoACHIMSTHAL, KUMMER, cHRrisTOoFPEL U Niemcoéw, a Boun,
BONNET, TIssoT u Francuzow.

Przejdzmy teraz do reformatorow gieometryi analitycznej.

O MoEBius'ie wspomnieliSmy, jako pierwszym, ktéry wpadt na pomyst
przeksztatcenia figur, polegajacego na zasadzie og6lnej jednokreslnosci, obej-
mujacej w sobie, jako przypadki szczeg6lne, teoryja figur przystajacych, ho-
motetycznych i podobnych. MoEBius'owi zawdziecza gieometryja anality-
czna wprowadzenie obszernego uzycia teoryi stosunku podwdjnego podziatu
i teoryi inwolucyi, jako podstawy swych badan, a nadto w wyrazeniu punktu
na ptaszczyznie zapomoca trzech, a w przestrzeni zapomocg czterech danych
punktéw tkwi pierwsza mysl spotrzednych ptaszczyzny w przestrzeni.

PilUCKEE nalezy do najwazniejszych reformatoréw metody analitycznej.
Juz bowiem w drugim tomie swych Analytisch-geometrische  EntwicTcelungen
(1828 —1831) wprowadzit w sposéb systematyczny spdtrzedne linii prostej
na ptaszczyznie i na nich opart wyktad gieometryi analitycznej ptaskiej, ida-
cej rownolegle z gieometryjg analityczng ptaska, opartg na sp6trzednych
DESCARTES'a, a wytozong przez niego w pierwszym tomie tego dzieta. W dru-
gim swym dziele: System der analytischen Geometrie auf neue Betrachtungsweisen
yegrundet (1835) wprowadzit PLUCKEE w sposéb systematyczny spotrzedne
jednorodne do gieometryi analitycznej ptaskiej, lubo pomyst tych spétrze-
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dnych nie jest jego, ale BoBiLLIiER'go, matematyka francuskiego, ktéry w ros-
prawie: Essai sur mi nouveau mode de recherche des proprietis de Vetendue, za-
mieszczonej w tomie XY IIl rocznikbw GEEGONNE'a, przedstawit krzywa
rzedu 2-go, opisana na trojkacie, ktorego bokéw rownania sg A=:0, B:=0,

przez rownanie ksztattu: aBC~"CA + cAB= O, gdzie a b, ¢
sg spotczynnikami statymi. "W kazdym razie zastugg PLUCKEE'a jest po-
pierwsze, wykazanie w szeregu zastosowan uzytecznosci tych spétrzednych
w badaniu wiasnosci figur wykresinych, a powtore, sprowadzenie réwnan
algiebraicznych do jednorodnosci, co, z punktu widzenia analizy, niezmiernie
utatwia ich badanie.

Zastugi PLUCKEE'a hie konczg sie na wprowadzeniu tych nowych spét-
rzednych; pozostawit on bowiem, oprdcz wielu innych prac, jeszcze dwa wie-
ksze dzieta, gieometryi analitycznej poswiecone: Theorie der algehrischen Cur-
ven....  (1839) i Neue Geometrie des Raumes, gegrundet auf die Betrachtung der
geraden Linie ais Raumelement (1868).

W pierwszym z tych dziet opart teoryjg krzywych algiebraicznych na no-
wym pomysle liczenia statych, od ktérych zalezy krzywa. Wyznaczenie na-
stepne ilosci punktow podwdjnych, punktow zwrotu 1 przegiecia, tudziez ilo-
$ci stycznych podwojnych i stycznych zwrotu, zachodzacych w krzywej pewne-
go rzedu i pewnej klasy, doprowadzito go do znanych pod jego nazwg wzo-
row (art. 222 w czesci pierwszej), na ktérych odtad opiera sie klasyfikacyja
krzywych tego samego rzedu. W drugim z wymienionych dziet opart caty
system gieometryi analitycznej w przestrzeni na uwazaniu linii prostej, jako
podstawowego elementu figur gieometrycznych. Sam ten jednak pomyst spot-
rzednych linii prostej w przestrzeni jest whasnoscig gieometry p. CAYLEY'ego,
ktdry go ogtosit w Philosophieal Transactions (1865), moéwigc 0 momencie dwu
prostych w przestrzeni (art. 37 czesci drugiej). Na tym nowym polu, ktére
PLUCKEB, tym dzielem otworzyt, powstajg liczne prace spétczesnych matema-
tykow, z grona ktdrych wyr6zniajg sie pp. KLEIN i Sopnus LIE, 0zdabiajacy
swymi pracami Mathematische Annalen, zatozone przez CLEBSCH'a.

Wprowadzenie sp6trzednych jednorodnych punktu i linii prostej na pta-
szczyznie, a ptaszczyzny w przestrzeni, jak réwniez oparcie badan na teoryi
stosunku podwdjnego podziatu, teoryi inwolucyi i wogéle podziatow jedno-
kresinych byto pierwszym krokiem do przeksztatcenia gieometryi anality*
cznej w duchu metod STEINEE'a i CHASLES'a. Odtad gieometryja analityczna
i syntetyczna, wychodzac z tych samych zasad, na dwu réznych drogach dazg
do tego samego celu.

Pozostato jeszcze zmniejszy¢ trudnosci, jakie w poszukiwaniach ogol-
nych stawiat sam rachunek algiebraiczny. Walny $rodek zmniejszenia tych
trudnos$ci znalazta gieometryja analityczna w teoryi wyznacznikéw, rozwi-
nietej pracami YANDEEMONDE'a, CAUCHY'ego i jACOBi'eg0, a nastepnie w teo-
ryi form, stworzonej przez p. Artura CAYLEY'ego, a stanowigce] przedmiot
usilnych badan najznakomitszych matematykow spotczesnych, jak jej twdrca,
PP. SYLYESTEE, SALMON; HEEMITE, AEONHOLD, WEIEESTEASS, hiedawno
zgasli HESSE, CLEBSCH i BEIOSCHI, oraz wielu innych.

Na tym konczymy nasz krotki rys historyczny poczatku i rozwoju gieo-
metryi analitycznej; przedstawienie obecnego stanu zasad tej nauki jest rze®
czg samego jej wykitadu.
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Peryjodowi zywego ruchu naukowego na zachodzie, w ktérym sie poczeta
gieometryja analityczna, odpowiada upadek nauk w Polsce, spowodowany
tak rosterkami wewnetrznymi, jak i zwichniong edukacyjg narodows. Wopra-
wdzie moznaby wnosi¢, ze znakomitym gieometrom polskim z czaséw pano-
wania Wihadystawa 1v, MACIEJOWI GEOSKOWSKIEMU, autorowi Geometria pe-
regrinans, 1 JANOwI BRozKowI (Broscius), autorowi Arithmetica integrorum.”

tudziez, z czasbw Jana 111, STANISLAWOWI SOLSKIEMU, autorowi Gieometry
i architeMy polskiego, nieobcq_by’ra znajomos¢ doktryny DESCAETEsa, wszakze
az do potowy wieku x v 111 nieznana nam zadna praca, w tym przedmiocie

przez Polaka ogtoszona.

Pierwszym z uczonych polskich, ktérzy zostawili $lad pismienny zajmo-
wania sie gieometryja analityczna, byt prawdopodobnie micHAL HUBE, urodzo-
ny r. 1737 wwiosce pod Toruniem, ktorego dziad wyrokiem Jana Kazimirza
przeciw socynianom byt zmuszony opusci¢ Litwe ojczysta. HUBE juz w 17
roku zycia swego wydat w Lipsku (1755) dzieto: Be sectionihus conicis, ktore
mu zjednato przyjazn EuLEE'a. Jak jego nauke EULER cenit, dowodzi najle-
piej listEuLER'a do HuBEGO (31/Vr. 1759),w ktorym mu przyznaje pierwszen-
stwo w jasnym wyttémaczeniu natury rézniczek. Pomimo powotania do E.o-
syi, pozostat HuBe w Kraju, poczatkowo na posadzie pierwszego sekretarza
w Toruniu, a nastepnie od r. 1782 na posadzie jeneralnego dyrektora nauko-
wego Korpusu kadetéw w Warszawie. Z prac pdzniejszych bardzo cenione sg
jego dzieta niemieckie: ~*Gospodarz wiejski" i «Oksztatcie ziemia, tudziez zna-
komity plan fizyki elementarnej, hidrauliki i historyi naturalnej, napisany na
wezwanie Komisyi edukacyjnej, ktéry w czesci tylko urzeczywistnit, wypra-
cowawszy wydane przez owe Komisyja: Wstep do fizyki dla ssJcol narodowych
(1783) i Mechanike, jako cze$¢ \ Fizyki dla szkot narodoioych (1792). HUBE
umart 16/VII 1807 w Potyczy, przelawszy na syna kARoLA, profesora na uni-
wersytecie Jagielloriskim, zamitowanie do studyjéow matematycznych.

Do rospowszechnienia znajomosci gieometryi w Polsce przyczynito sie
gtownie wprowadzenie tej umiejetnosci do programu szkoty Korpusu artyle-
ryi narodowej i obu Szkot Gtdwnych, koronnej w Warszawie i litewskiej
w Wilnie, po ich zreformowaniu przez Komisyjg edukacyjng. Jako podre-
cznik w szkole artyleryi stuzyta: Nauka matematyki, do uzytku artyleryi fran-
cuskiej napisana przez p. BEZGUT a na jezyk polski przetozona przez kap.
art. JOZEFA JAKuBOwskIEGO (Warszawa 1781, 4 tomy). Drugi tom tego
dzieta zawiera w czesci drugiej teoryja analityczng przecie¢ ostrokregowych,
pierwszg w jezyku polskim.

Dla uzytku za$ w Szkotach Gitéwnych napisat AN SNIADECKI znako-
mite dzieto: Rachunku algiehraicznego teoryja przystosowana do linij krzywych
(Krakow, 1783,2 tomy), o ktorym wyzej (str. X X1V) byta juz mowa (to dzieto
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byto réwniez uzywane w gimnazyjum wotynskim w Krzemiencu). Rozliczne
zajecia na polu organizacyi i administracyi szkdl, tudziez prace astronomi-
czne nie dozwolity Sniadeckiemu zrobi¢ drugiego wydania tego dzieta, w kté-
rymby mogt uwzgledni¢ pdzniejsze postepy gieometryi analitycznej. Dla-
tegotez juz w poczatkach biezacego wieku zaczeto mysle¢ o nowym podre-
czniku, wiecej odpowiednim posunietemu stanowi umiejetnosci. Wszakze
nim o pracach wtym Kkierunku podjetych méwi¢ bedziemy, wypada nam
w porzadku chronologicznym wspomnie¢ o kilku mezach, ktdrzy pracami sa-
modzielnymi kilka cegietek dorzucili do budowy gieometryi analitycznej.

Pierwsze miedzy tymi mezami miejsce zajmuje JAN JOACHIM LIYET,
byly repetytor w szkole politechnicznej paryskiej, a od r. 1809 profesor ma-
tematyki wyzszej w szkole artyleryi i inzynieryi w AYarszawie. Jeszcze przed
powotaniem swym do Warszawy, Livet oglosit kilka prac z gieometryi ana-
litycznej. | tak, znajdujemy w Gorrespondance sur l'ecole polyUchnigue: na rok
1804 prace powierzchniach stopnia 2-gO'; na rok 1805 >0 dotknieciu po-
wierzchni stozkowych z powierzchnig stopnia 2-go« z rozwazaniem przy-
padkéw, kiedy wierzchotek stozka opisuje linijg prosta, linijg krzywa ptaska,
ptaszczyzne i jakgkolwiek powierzchnig stopnia 2-go; na rok 1806 »0 kra-
wedzi zwrotu powierzchni bedacej obwiednig przestrzeni, ktora kula przebie-
gla, opisujac swym Srodkiem cyklojde*; na rok 1809 >0 krawedziach zwrotu
powierzchni rozmaitych, bedacych obwiedniami przestrzeni przebiezonej
przez powierzchnig stopnia 2-go«. Druga z tych rospraw znajduje sie obszer-
niej wytozona takze w Journal de Vecole polytechnigue (Cahier XI11), gdzie
takze znajduje sie jego praca »0 formutach przejscia z jednego uktadu spot-
rzednych prostopadtych do innego uktadu spdtrzednych réwnolegtych, lub
takze prostopadtych, i o whasnosciach powierzchni stopnia 2-go, odniesionych
do swych $rednic sprzezonych'. W tejto pracy pierwszy LiveT uzyt wzoréw
symetrycznych, na zmiane spoOtrzednych i pierwszy dowiddt dwu waznych
twierdzen: a mianowicie, ze suma kwadratéw dtugosci $rednic sprzezonych,
jakotez objetos¢ rownolegtoscianu, zbudowanego na $rednicach sprzezonych,
jest stalg. Twierdzenie, ze suma kwadratow S$cian tego réwnolegtoscianu
jest stata, udowodnit poraz pierwszy BINET.

W czasie czteroletniego pobytu w Warszawie LiTeT kohczyt (wedtug
Swiadectwa FELIKSA BENTKOWSKIEGO W Bocznikach towarzystwa przyjaciot
nauk w Warszawie, tom X) rosprawe, w ktdrej $ledzit historycznie, jakimi dro-
gami postepowato wielu w teoryi réwnan stopnia 5-go i wyzszych, i okazywat,
jaka korzysé z tych badan, co do celu samego nieuzytecznych i nadaremnych,
wogole dla nauk matematycznych wynika. Ta praca po $mierci autora (r.
1812) zagineta. Jezeli te prace wskazujg meza wielkich zdolnosci, to znowu
wyktad ustny LrVETa miat sie odznaczac¢ niepospolita jasnoscig i $cistoscia.
Nie dziw wiec, ze z jego szkoly wyszto wielu zdolnych matematykoéw, jak
SAPALSKI, autor pierwszej gieometryl wykresinej w jezyku polskim (jezeli nie
bedziemy liczyliroTiEE'go Gieometryi rysunhowej, przetozonej przez HRECzyN:E),
i HEMBIELINSKI, o ktorym bedzie mowa ponizej, oraz ze ta szkota i w latach
nastepnych nie zboczy’ra z drogi, wytknietej przez LiYETa.

Jak LIYET swoimi cennymi wyktadami przyczynit sie do rozbudzenia
u nas zamitowania do nauk matematycznych, tak znowu inny Francuz z rodu
PASCHALIS POULLIN cennym dzietem: Teoryja przecie¢ ostrokregowych, ich kwa-
drowania, jakotez Kkilku innych linij krzywych znanych pod nazwiskami:
konchojdy Nikomedesa, cysojdy Dioklesa, logarytmiki, cyklojdy, kwadratry-
cy Dinostratesa, wezownicy (spiralnej) Archimedesa, wezownicy réwnorzu-
tniowej (parabolicznej), wezownicy hiperbolicznej, wezownicy logarytmicznej,
czyli traktat rozbiorowy tych linij kizywych... przez Paschalisa POTJLLIN,

Blbl. mat.-flz., S. IV, T. IV. C
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cztonka towarzystwa krdlewsko-warszawskiego przyjaciét iiauk« (we Wrocta-
wiu, 1813) wzbogacit literature naukowsa i)rzybranej swej ojczyzny. Dzieto
to jeszcze dzisiaj z zajeciem moze byC czytane, tak dla samego przedmiotu
nader jasno i wielu czesciach samodzielnie wytozonego, jakotez dla obfitosci
cytat historycznych, Swiadczacych o rozlegtych i gruntownych autora wiado-
mosciach. *)

Zatozenie towarzystwa przyjaciét nauk w "Warszawie, a w Krakowie
towarzystwa naukowego z uniwersytetem Jagiellonskim ztgczonego byto wy-
nikiem silniej rozbudzonego ruchu umystowego w dzielnicach dawnej Polski.
Prace tych towarzystw odnosity sie gtéwnie do zakresu nauk moralnych;
wszelako i nauki $ciste miaty w ich tonie Kilku dzielnych przedstawicieli.

I tak Roczniki towarzystwa naukowego krakowskiego od pierwszego jego za-
wigzku wzbogacat cennymi rosprawami kAroL HuBE, profesor matematyki
na uniwersytecie Jagiellonskim. Oprécz prac czysto algiebraicznych, jak:
O roznych dowodzeniach twierdzenia, ze kazde zréwnanie algiebraniczne na
czynniki rzetelne 1-go albo 2-go stopnia roztozonym by¢ moze z r. 1816 (tom
1VV), O pewnym twierdzeniu z teoryi liczb (tom XVII) 1 (tom XVin) O przy-
blizonym sposobie wyrachowywania pierwiastkdw réwnan liczebnych (z ktérych
ostatnia wykazuje, ze autorowi sposéb oddzielenia pierwiastkéw, podobny do
sposobu FouBIEE'go, jeszcze w r. 1804 byt znany), roczniki tow. nauk. krak.
zawierajg nader cenne rosprawy z gieometryi analitycznej tego uczonego,
ktére do najlepszych w naszej literaturze zaliczone by¢ moga. — Jakoz, ros-
prawa HUBEGO w tomie V O trygonometryi kulistej daje nowy dowdd twierdze-
nia fundamentalnego i dwa nowe dowody wzorow NHELAMBEESa, przypisywa-
nych GAUSs'owi; tom V111 zawiera rosprawe O wyznaczeniu hrytowatosci klina
ostrokregowego, odcietego od ostrokregu ptaszczyzna, jakiekolwiek poto-
zenie wzgledem jego podstawy majaca, ktdra rozwigzuje zadanie niezupetnie
rozwigzane w tomie Il Correspondance sur Vec. pol. — Tom I X zawiera: lloz-
prawe opoczatkach gieometryi analitycznej czyli o linii prostej i ptaszczyznie. Po-
czatek tej pracy data rozprawa CHASLEsa wtomie 111 Correspondance sur Vec.
pol. o wihasnosciach $rednic sprzezonych elipsojdy, ktérych 35 cHAsLEs po-
daje. Dla udowodnienia tych wiasnosci potrzeba rozwigza¢ kilka zadan
o linii prostej i ptaszczyznie, nie znajdujgcych sie w ogloszonych podreczni-
kach. Tutaj znajdujemy dowod twierdzenia: Jezeli S oznacza pole figury
zamknietej ptaskiej, a T pole jej rzutu na inng ptaszczyzne, dokonanego ro-
wnolegle do prostej r, to

Sin(r, T)
W tomie X1 znajdujemy Dalszy ciag zadan linii prostej i plaszczyzny tyczacych
sig, jako i o tworzeniu sie powierzchni krzywych przez linije proste. — W tomie

X111 czytamy Rozprawe o fenomenach niektdrych pochodzacych z ruchu wirowego
cial, e przydaniem uwag nad przerobieniem wspdtrzednyah i niektérymi twierdzenia-

*)  Stownictwo, ktdfego uzywa POULLIN, jest czesto do$¢ dziwne. Przed ogtoszeniem dzieta
przedstawit jego program Dyrekcji edukacji narodowej ksiestwa warszawskiego; ta instytucyja
swe uwagi przestata autorowi przez prefekta departamentu poznanskiego, ktory jednak po dwu
dopiero latach (w r. 1814) zakomunikowat je POULLINOWI. Wskutek tego ten ostatni pisze o owych
uwagach do Dyrekcyi ed. nar. »Bardzo mi jest bolesnem, zem je odehrat tak nie rychto, gdyz gdy-
by mnie byly natychmiast doszty, bytbym miat sobie za powinno$¢ stosowac sie do woli Przeswietnej
Dyrekcyi, abym.... nie wystawial sie na uzywanie wyrazéw polskich nie przyjetych, albo nieotar-
tych Wereszcie, gdybym wydat powtérng edycya, wtedy zamienitbym wyrazy tecliniczne w pier-
wszej uzyte na wyrazy, ktére Przeswietna Dyrekcya raczy mi wskazaé" (z Wroctawia, 25 lutego
r. 1814).
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mi tycz(icymi sie¢ momentow. — w tomie X1V pomiescit HUBE Eosprawe o twier-
dzeniach p. MONGE stykania sie poioierzclmi stopnia 2-(jo tyczcicych sie, uwagi nad
dowodzeniem ich przez CHASLES'a ogtoszonym i dowod analityczny twierdzenia, ze
dwie poioierzchnie 2-go stopnia na trzeciej opisane zawsze sie to dwu krzywych pla-
skich przecinaja. (CHASLES dowi6dt tego twierdzenia gieometrycznie.) —w to-
mie iiakoniec XVII i XVni znajdujemy dowéd analityczny twierdzenia
MoNGE'a, Ze jakakolwiek powierzctmia skosna moze by¢ zawsze dotknieta
wpodtuz kazdej tworzacej przez nieskonczong liczbe powierzchni stopnia 2-go
rodzaju tych, ktore sie zowig hiperbolojda o jednej powtoce i parabolojda hi-
perboliczng.

Z tego zestawienia prac HUBEGO widzimy, ze gieometryja analityczna
miata w nim godnego u nas reprezentanta, nie poprzestajgcego na $ledzeniu
wypadkéw prac obcych, ale samodzielnie rozwiazujacego zagadnienia, be-
dace na porzadku dziennym.

Précz prac HuBeco, 0zdobg rzeczywistg Bocznikow towarzystwa nauko-
wego krakowskiego (tom xi11 i xv) sg dwie rozprawy p. AUGUSTYNA
FRACZKIEWICZA, czcigodnego nestora matematykow polskich, ktéry naprzéd
jako profesor liceum krakowskiego, nastepnie jako profesor uniwersytetu
warszawskiego, a po zwinieciu tegoz, jako wyktadajacy w kursach dodatko-
wych, a nakoniec jako dziekan i profesor b. Szkoty Giéwnej warszawskiej,
wytrawnymi i wzorowymi wyktadami rozbudzat i utrzymywat zamitowanie
do studyjow matematycznych w Kilku gieneracyjach miodziezy. Lubo tak
te prace, jak i ogloszone pozniej w kilku tomach Biblioteki Warszawskiej (mie-
dzy r. 1844 a 1860), odnosza sie przewaznie do gieometryi czystej, do try-
gonometryi i do algiebry, wszakze poczytywaliSmy sobie za obowigzek wspo-
mnie¢ o nich, jako hotd nalezny od miodszego kolegi, ktory Jego Swiattym
radom wiele zawdziecza.

Roczniki warszawskiego towarzystwa przyjacidt nauk zawierajg trzy ros-
prawy gieometryczne pidra KAJETANA GARBINSKIEGO, profesora uniwersytetu
warszawskiego i dyrektora szkoty przygotowawczej do instytutu politechni-
cznego, autora nader cennej pracy: Wyktad syntetyczny tctasnoscipowierzchni
skosnych z ich przystosowaniem do konstrukcyi machin.... (w Warszawie, 1822).

tomie XV 111 znajduje sie rosprawa: Sposéb graficzny kreslenia stycznych do

Unii spiralnej ostrokregowej, t.j. do linii skosnej, wedtug jakiej walec prosty, ma-
jacy za podstawe wezownice Archimedesa, przecina sie z ostrokregiem pro-
stym, ktérego os schodzi sie z tworzaca walca, przechodzacg przez poczatek
wezownicy. Ta sama praca zostata ogtoszona w XV tomie rocznikow GEE-
GONNE'a.— Tom X | X zawiera: Notoy sposob rozicigzania dwdch zagadnien gieome-
trycznychjio®iinjdi w XV tomie rocznikbw GERGONNE'a: I® ze wszystkich
tukéw réwnych co do dtugosci, a nakreslonych promieniami réznymi, ktéry
obejmuje obwodem swoim i cieciwg odcinek kota najwiekszy? 2B ze wszystkich
kalot kulistych, réwnych co do powierzchni, ale réznych promieni, ktora
miedzy powierzchniag swojg a powierzchnig kota, bedacego jej podstawa, obej-
muje odcinek kuli najwiekszy? W tej rosprawie wspomina autor, ze te same
zagadnienia rozwigzat dr. JANICKI w numerze 2-im Pamigtnika  naukowego
przed nadejSciem do Warszawy rozwigzan, w rocznikach GERGONNE'a ogto-
szonych. — Tom X X1 nakoniec zawiera rozwigzanie gieometryczne zaga-
dnienia, ktére podat ceErconNE W XV II tomie swych rocznikéw: wyznaczy¢
Scisle linijg prosta, przecinajacq cztery linije proste, dane w przestrzeni w ten
sposdb, iz dwie ktorekolwiek z nich nie lezg na jednej ptaszczyznie. To roz-
wigzanie zamiescit cercoNNE w tomie XV 111 swych rocznikdw, razem z roz-
Avigzaniem BOBILLIEE'go. Rozwigzanie analityczne tego twierdzenia, dane takze
przez GARBINSKIEGO, znajduje sie w tomie V dziennika CRELLE'go.
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Na kierunek gieometryczny prac GAeBINSkIEGO wplyneta bezwatpienia
tradycyja zaszczepiona przez LiIVET'a w szkole artyleryi i inzynieryi w War-
szawie, ktora, jakeSmy powiedzieli, wydata autora pierwszej gieoraetryi wy-
kreslnej w jezyku polskim, FRANCISZKA SAPALSKIEGO, Kapitana artyleryi,
a pozniej profesora gieometryi wykreslnej i matematyki stosowanej na uniwer-
sytecie Jagiellonskim, tudziez LubwWIKA REMBIELINSKIEGO, oOficera artyleryi.
autora dzieta: Teoryja krzywych iloczynoivych (w Warszawie, 1826). Aby daé
wyobrazenie o tym dziele, wezmy na prostej dwa punkty state, A i B, i punkt
biezacy P, kladac a, = AB, i odcinajac na prostopadiej do
AB w punkcie P dtugos¢ y=zx(x —AB)-, woéwczas mie¢ bedziemy punkt
biezacy krzywej iloczynowej rzedu 2-go (krzywa iloczynowa bedzie krzywg
rzedu w-go, jezeli ilos¢ punktéw statych jest =11). Dzi$ takie krzywe na-
zwacby nalezato parabolicznymi. Ot6z, whasnosci tych krzywych bada autor,
a potym stosuje je do teoryi rownan algiebraicznych. Praca ta, jako samo-
dzielna, zastuguje ze wszech miar na chlubng wzmianke i na blizszy rozbiér,
czego wszakze musimy sobie odméwic¢, aby zbyt nie rosszerza¢ ram tego
krotkiego rysu historycznego.

Brakowi podrecznika do nauki gieometryi analitycmej, odpowiedniego
znacznie posunietemu stanowi umiejetnosci od chwili wyjscia dzieta $NIADE-
CKIEGO, zaradzit naprzdd aAnToNI wTRwicz, profesor na uniwersytecie wilen-
skim, przez przeklad znakomitego dzieta BioT'a, zalecajacego sie wielkg
jasnoscig i wytwornosciag wyktadu, i dlatego powszechnie cenionego. Prze-
ktad ten wyszed} pod tytutem: Poczatki gieometryi analitycznej, zastosowane do
linij krzywych i powierzchni drugiego porzadku (w Wilnie, 1-e wydanie wr. 1819
a 2-gie wr. 1825). Doktadno$¢ przektadu i nieporéwnana czystos$¢ jezyka,
a nadto znakomity wstep, traktujgcy o sposobach postepowania w wykresla-
niu wyrazen algiebraicznych i zastosowanie tych sposobéw do rozwigzania
zapomocg wykre$lenia zadan gieometrycznych oznaczonych, czynig to dzieto
jeszcze dzis, pomimo takich postepdw nauki, niezmiernie cennym.

Na podstawie tego dzieta utozyl avyrwicz dla szkot gimnazyalnych:
Poczatki gieometryi analitycznej, ktére wyszty w dwu tomikach (w Wilnie
1828 — 1829) i obejmuja, oprocz wstepu, gieometryjg analityczng linii prostej
na plaszczyznie i w przestrzeni, ptaszczyzny, kota, elipsy, paraboli i hiper-
boli. Dzietko to jest nieporéwnanie lepsze od wszelkich pdZniejszych az do
obecnej chwili, uzywanych w szkotach S$rednich.

W przedziale czasu miedzy 1-ym i 2-ini wydaniem przektadu dzieta
BiOT'a ogtosit ADRTIAN KRZYZANOWSKI, p6zniejszy profesor na uniwersytecie
warszawskim, dzieto: Gieometryjg analityczna linij ipotvierzchni drugiego rzedu
(w Warszawie, 1822). Pod wzgledem obfitosci materyjatu jest ono petniej-
sze, od dzieta BiOT'a, osobliwie w czesci traktujgcej o powierzchniach rzedu
2-go wszakze pod wzgledem jasno$ci wyktadu i logicznego powigzania szcze-
go6tow, tudziez odniesienia tychze do najwasciwszych zrodet, nie sprosta ono
owemu dzietu.

Zamkniecie uniwersytetu warszawskiego, przeniesienie wilenskiego do
Kijowa, tudziez zreformowanie krakowskiego na wzOr austryjackich spowo-
dowaty zastdj w ruchu umystowym u nas, z ktérego zaczelismy sie podnosié
dopiero w drugiej potowie biezacego wieku.

Nie tu miejsce wskazywa*" te czynniki, ktére rozbudzity u nas nanowo
uspiony ruch na polu naukowym, jaki sie rospoczat miedzy 1850 a 1860 ro-
kiem. — W zakresie gieometryi analitycznej pojawita sie w tej epoce na-
przod: Gieometryja analityczna linij i poicierzchni drugiego rzedu “Tzez JANA
KANTEGO STECZKOWSKIEGO, profesora uniwersytetu Jagiellonskiego (w Kra-
kowie, 1859). Woydanie tego dzieta byto na czasie, pomimo ze nie odzwier-
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ciadlato ono spotczesiiego stanu tej umiejetnosci; wobec bowiem zupetnego
wyczerpania dziet SNIADECKIEGO i wYEwICZA, byto ono jedynym, ktore mio-
dym adeptom nauki dato pozna¢ bogactwo, wyrazistos¢ i jedrnos$é jezyka ma-
tematycznego polskiego.

W kilka lat pozniej (we Lwowie, 1861—4) wydat p. WAWEZYNIEC
zmUeko, profesor akademii technicznej we Lwowie: WyMad  matematyki
(2 tomy), obejmujacy w sobie takze kurs gieometryi analitycznej. "W tym
dziele usitowat autor oprze¢ wyklad catej matematyki na nowych podsta-
wach; wszakze skutek nie odpowiedziat zamiarowi. W kazdym razie, pomi-
nawszy niepoprawno$¢ jezyka, a stad niejasnos¢ wyktadu, gieometryja anali-
tyczna zmueki, oile to dotyczy whasnosci metrycznych figur gieometrycznych,
wzbogacita cennym przyczynkiem nasze literature. Oprocz tego dzieta, ogtosit
p. zmueko Kilka rospraw z zakresu gieometryi analitycznej, traktujgcych
rzeczy znane cokolwiek odmiennymi sposobami, a nadto obmyslit przyrzady
do kreslenia trzech krzywych rzedu 2-go, przynoszace zaszczyt wynalazcy.

Ostatnim podrecznikiem polskim, ktory wyprzedzit nasze prace, sg: Za-
sady gieometryi analitycznej.... z rysem historycznym poczatku i rozwoju tej
umiejetnosci.... przez ADOLFA SAGAYEE, ktdrych wyszedt tylko tom | (w Pa-
ryzu, 1877) i nie obejmuje catkowitego wyktadu gieometryi ptaskiej. Wyda-
ny tom | jest utozony wedtug kursu litografowanego p. PAINViN; wyszedt
on naktadem nieodzatowanego hr. JANA DzIAEYNsKIEGO, Ktory, przez zatoze-
nie towarzystwa nauk Scistych w Paryzu i hojne wspieranie wydawnictw na-
ukowych, wielce wptynat na rozwdj literatury matematycznej polskiej w osta-
tnich trzydziestu latach.

Pamietniki towarzystwa nauk Scistych zawierajg, oprocz wielu prac cen-
nych z innych gatezi matematyki czystej, kilka rospraw z gieometryi anali-
tycznej, jak p. WLADYSLAWA TEZASKI (KEETKOWSKIEGO) O nakresleniu do
trzech kot, danych na powierzchni kuli, czioarteyo hota stycznego, lezacego na tejze
powierzchni (tom 1) i p. M. A. BAEANIECKIEGO Wyklad habilitacyjny: Zasa-
dnicze wnioski gieometryczne z teoryi algiehraicznej form kwadratoivych podwdjnych
(tom VIII). Te dwie prace, jak rdwniez rozwigzanie zagadnienia o kuli sty-
cznej do czterech kul danych, podane przeze p. KEETKOWSKIEGO W jego
Krétkich wiadomosciach o wyznacznikach (Paryz, 1870), byty pierwszymi wjezyku
polskim, napisanymi w duchu nowoczesnej analizy.

Zatozenie akademii umiejetnosci w Krakowie (1872), uposazonej w bo-
gate $rodki naukowe i materyjalne, wprowadzito wszelkie umiejetnosci na
droge raznego i naturalnego postepu. Od lat 10 corocznie wydawany Pa-
mietnik i zbiér mniejszych Rozpraw wydzialu matematyczno-przyrodniczego
tej akademii zawierajg wiele cennych prac, wzbogacajgcych nauke wogodle.
Prace p. JANA NEP. FEANKEGO, profesora szkoty politechnicznej we Lwo-
wie, autora biografii MACIEJA GEOSKOWSKIEGO | JANA BEOZKA, Zamieszczone
w Pamietniku akademii: Badania analityczne nad ruchem ciat statych (tom 1),
O niektorych zagadnieniach kinematyki na zasadzie ruchu powierzchni sko$nych
(tom 111), O inwolucyi szesciu prostych jako osi skretéw chwilowych i teoryja ana-
lityczna  komplexéw $rub chiviloivych (tom VI1I), lubo odnoszg sie do mecha-
niki, wzbogacajg gieometryjg analityczng kilku cennymi przystosowania-
mi. P. MIECZYStAW tAZAESKI, hauczyciel szkoly realnej w Stanistawowie,
ogtosit prace: O konstrukcyi punktow przeciecia krzywych rzedu 2-go, tudziez
O konstrukcyi osi w perspektywie kola (Rozprawy, tomy VIII i X), odnoszace
sie do gieometryi syntetycznej, ktorej metody nowoczesne wprowadzone byty
do naszej literatury jeszcze wroku 1852 W Gieometryi G. H. NIEWEGLOW-
skIEGO, lecz dotychczas nie wielu znajdowaty u nas zwolennikow.
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Wzmiankujac powyzej o pracach ogtoszonych w Rocmihach towarzystwa
naukowego krakowskiego, umysinie pomineliSmy dwie, aby juz razem wspo-
mnie¢ o wszystkich tych pracach ich autorow, ktére majg charakter gieome-
tryczny. Mamy tu na mysli krotka lecz doniostego znaczenia prace: Oblicze-
nie potencyjatu dla loieloScianow jednorodnych (tom X X X Y ) P. FRANCISZKA
MERTENSA, profesora na uniwersytecie Jagiellonskim, ktory nadto oglosit
w BenTcscliriften akademii wiedenskiej: Ueher die MALFATTi'sc/*e Aufgdbe und
deren Construction und Yerallgemeinerung von sTEINER (tom CLXXXVI),
a w dzienniku CRELLE'go: Ueher die MALFATTI'SC/TE Aufgdbe fur das sphdrische
Dreieck (tom L X X\ I), Ueher das grosste Tetraeder mit Fldchen von gegebenen
Inhalten (tom LXXXI1I1), Sdtze uber JDeterminanten und Anwendung derselben
zum Beweise der Sdtze von PASCAL und BRIANCHON. Zatujemy, Zze szczuptosé
ram tej historycznej wzmianki nie dozwala nam szczegdtowiej tu wytozy¢
tresci tych prac, ktore, czyto doniostoscig rezultatow, czytez zaletami metody
wyktadu, stojg na wysokosci znakomitych prac p. MERTENSA, odnoszacych sie
do innych gatezi matematyki. — Z tejze przyczyny ograniczymy sig tu tylko
wyliczeniem prac gieometrycznych innego rowniez powaznego naszego uczone-
go, p. EDWARDA HABICHA, dyrektora szkoty budownictwa i gornictwa w Lima,
ktory ogtosit nastepujace prace gieometryczne: w MoczniTcach tow. nauk.
krak. O szczegdlnym tiMadzie spotrzednych i jego zastosowaniu do Unij palgcych
(tom XX X1X) i toz samo w Annali BRioscHi'ego (seryja Il, tom I1), w Les
mondes: Sur le mouvement dhme figure piane dans sonplan (tomy XrV—XVI),
Sur te centre iustantane de rotation et ses applications geometrigues (tom XVIII i
X1X), w Nouvelles annales: Sur la transformation des lignes planes par la methode
des rayons vecteurs reciprogues (seryja Il, tom V), a nadto oddzielnie: Sur le
momement  conchoidal (Paryz, bez roku), Ztudes cinematigues (Paryz, 1879)
i Etudes geometrigues et cinematigues (Lima, 1880).
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GIEOMETRYJA ANALITYCZNA.

w gieometryi analitycznej zastepuje sie figury gieometryczne przez ro-
wnania i z wiasnosci analitycznych réwnan wyprowadza sie wiasnosci gieo-
metryczne figur, przez te réwnania przedstawionych. Figury gieometryczne
sg albo plaskie, t. j. takie, ktorych wszystkie czesci sktadowe znajduja sie na
jednej i tej samej plaszczyznie, albo przestrzenne, t. j. takie, ktérych czesci
sktadowe nie leza na jednej i tej samej ptaszczyznie. Stad tez dzieli sie gieo-
metryja analityczng: na gieometryjg analityczng figur ptaskich, zwang gie-
ometryjg analityczng ptaska, i na gieometryjg analityczng figur
przestrzennych, zwang gieometryjg analityczng w przestrzeni.

CZESC PIERWSZA.
GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PLASKA.

ROZDZIAE 1.

O UKLADACH 8POLRZEDNYCH.

SPOLKZEDNE PUNKTU.

1. Punkt i linija prosta sg najprostszymi figurami gieometrycznymi;
dlatego pokazemy przedewszystkim, jak te dwie figury mozna przedstawic
przez réwnania. Zaczniemy od punktu.

"W celu przedstawienia j*unktu na plaszczyznie przez réwnania, uzyje-
my ukltadu spéitrzednych Descartes'a (Kartezyjusza), t.j. uktadu
dwu prostych, danych na tej plaszczyznie, tworzacych z sobg kat, rézny od
0i od Te dwie proste zowig sie osiami spétrzednych; punkt, w ktdrym
sie osi przecinaja, zowie sie poczatkiem spétrzednych, a kat, zawarty
miedzy osiami, nazywa sie katem spOtrzednych. Pospolicie uzywa sie
uktadu prostokatnego spotrzednych, t. j. takiego, w ktérym osi sg do
siebie prostopadte.

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. \ 1
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Niech X'X i Y'Y beda dwiema osiami spotrzednych, przecinajagcymi
sie w poczatku O (fig. 1). Z punktu P na ptaszczyzZnie tych osi wyprowadz-
my dwie proste: PM, réwnolegta do YY', az do przeciecia sie w punkcie M

z osig X'X, i PN, rownolegtg do XX,
az do przeciecia sie w punkcie N z osia
| Y'Y. Odcinki OM i ON, odmierzone
P_ na osiach X'X i Y'Y przez wymienio-
/ / ne dwie proste, lub im réwne i do
/ / nich réwnolegte odcinki NP i MP
A | [ tychze dwu prostych, zowig sie spo6t-
A X rzednymi Descartes'a albo spot-
/ rzednymi réwnolegtymi pun-

/ ktu P.
/ AYidocznie, ze jezeli punkt P jest
vl dany na ptaszczyznie, to takze odcinki
OM i ON sg dane. Naodwrét, wyzna-
czymy potozenie punktu zapomocy
tych dwu odcinkdw, jezeli nietylko

ich dlugos¢ jest dang, lecz takze ich kierunek.

Azeby okresli¢ kierunek spotrzednych, nalezy kazda z osi uwazaé jako
ztozong z dwu czesci, ktore wychodzg z poczatku spdélnego O w dwu kie-
runkach wprost sobie przeciwnych. Jeden ktérykolwiek z kierunkéw kazdej
osi przyjmujemy za dodatny, a drugi za ujemny; spdéirzedne wiec punktu
bedg dodatne lub ujemne, wedtug tego, czy ich kierunki, wziete od poczatku
O, odpowiadajg lub nie kierunkom osi, przyjetym za dodatne.

Za kierunek dodatny osi X'X, ktérg sie zwykle wyobraza pozioma, bie-
rze sie pospolicie ten, ktéry wychodzi z O na prawo, t. j. 0X, a za kierunek
dodatny osi Y'Y bierze sie ten, ktory lezy po stronie lewej osi X'X, gdy, sto-
jac na plaszczyznie, ma sie wzrok zwrécony w kierunku dodatnym osi X'X,
t.j. OY. Wskutek tej umowy, kazdy punkt ptaszczyzny ma spétrzedne
oznaczone i kazde dwie liczby rzeczywiste mozna uwazaC za spéirze(4ne
Descartes'a pewnego punktu ptaszczyzny.

Spétrzedne punktu na plaszczyznie oznaczamy literami X i a miano-
wicie: odcinek OM na osi X'X lub odcinek NP, rownolegty do osi X'X,
oznaczamy literg &, odcinek za§ ON na osi Y'Y, lub odcinek MP, réwnolegty
do osi Y'Y, oznaczamy literg y. Stad tez i osi X'X i Y'Y nazywamy: pierw-
szg osig aj-6w, a drugg osig y-6w. Spotrzedna x nazywa sie odcieta,
a spOtrzedna y rzedng albo przystawa.

Jezeli wiec a, b sg sp6trzedne punktu danego na ptaszczyznie, to dwa
réwnania

(1) XxX—a”y — h

sg wyrazeniem analitycznym tego punktu, i nawzajem; pewien wzupetnosci
oznaczony punkt na ptaszczyznie jest obrazem gieometrycznym tych roéwnan,



0 Ufet ADACH SPOLRZEDNYCH. —2i 3

jezeli a i h majg wartosci rzeczywiste, dodatne lub ujemne. Ten punkt bedzie
lezat w otworze kata XOY, gdy a>0 i 6>0; w otworze kata YOX',
gdy aC O 6> 0; wotworze kagta X'OY', gdy « C O, 6 C O, lub nareszcie
w otworze kata Y'OX, gdy a > O, & C 0. Jezeli a= O, punkt przedsta-
wiony przez réwnania (1) bedzie lezat na osi 20w, a-jezeli 6= 0, punkt ten
bedzie lezat na osi a“-Ow, jezeli nakoniec rt = 0 i 6= 0, tenze punkt be-
dzie poczatkiem spotrzednych.

SPOLRZEDNE LINIlI PROSTEJ.

2. Podobnie, jak punkt, mozna linijg prosta wyznaczy¢ na ptaszczy-
Znie przez dwie spotrzedne.

Oznaczmy przez R i S punkty, w ktérych prosta przecina osi spotrze-
dnych X'X i Y'Y (fig. 2).

"Widoczna, ze jezeli prosta

jest dana, to odcinki OR

i OS, ktére ona odmierza

na osiach spdtrzednych, sg

takze dane. Naodwrot, je-

zeli dane sg te odcinki co

do dtugosci i co do kierun-

ku, to prosta, ktéra te od-

cinki na osiach odmierza,

jest takze dana. Stosownie

do umowy, zrobionej wr arty-

kule poprzedzajacym, uwa-

za¢ hedziemy te odcinki za

dodatne lub ujemne wedtug Fig. 2
tego, czy one leza na kierunkach dodatnych 0X i OY, czytez na kierun-
kach ujemnych 0X' i OY' osi sp6trzednych.

Odwrotnosci odcinkéw OE i OS, wziete ze znakami przeciwnymi, na-
zwat Pliicker spo6trzednymi linii prostej RS. Te sp6trzedne oznacza
sie pospolicie literami M i v.

Jezeli wiec a i p sg spotrzednymi danej linii prostej, to rownania

) M= aiv—~

sg jej wyrazeniem analitycznym; i nawzajem: pewna wzupetnosci wyzna-
czona linija prosta na plaszczyznie jest obrazem gieometrycznym tych dwu
rownan, jezeli a i p posiadajg wartosci rzeczywiste, dodatne lub ujemne.
Jezeli a<; Oi P<CO, prosta przedstawiona przez rownania (2) przecina
kierunki dodatne obu osi; jezeli a> O, PC O, prosta ta przecina kierunek
ujemny osi ic-ow a dodatny osi 26w, jezeli a> Oi P O taz prosta prze-
cina Kierunki ujemne obu osi; jezeli nakoniec a <; O, P > O, nasza prosta
przecina ujemny kierunek osi 2-6w a dodatny osi ic-Ow. Prosta przedstawio-
na przez réwnania (2) jest réwnolegta do osi ic-6w, gdy a=:0, a do osi 2/-6w,
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gdyp = 0; schodzi sie zas ona z osig lub z osig wedlug tego,
czy p=:00, czytez a.—cyc. Jezeli jednocze$nie az=z0 i prosta przed-
stawiona przez réwnania (2) lezy w odlegtosci nieskonczonej, a jezeli jedno-
cze$nie a= 00 i p= ta prosta przechodzi przez poczatek spdtrzednych.

ROWNANIE PROSTEJ | ROWNANIE PUNKTU.

3. Wezmy pod uwage prosta RS i punkt na niej lezacy P (fig. 3)
i szukajmy zwigzku miedzy spot-

rzednymi
- A
@ «= - or 0S
prostej RS i sp6trzednymi
4 rc=0M,2/=0N
punktu P.
Podobienstwo tréjkatow MRP
i ORS daje
OR—OM ON.
Fig. 8. OR"~0S' OR ' OS

znoszac mianowniki, mamy
— 0S.OM—OR.ON + OR.0S=0,

lub
_0M _ ON
OR oS + ~ -
czyli, wskutek (3) i (4),
(%) uxvy A

Roéwnanie (5) wyraza zwigzek miedzy spotrzednymi u i v linii prostej,
i spotrzednymi x iy punktu, lezacego na niej. Jezeli wiec prosta jest dana,
t.j. jezeli jej spOtrzedne w i v sg liczbami danymi, to spOtrzedne wszelkich
punktéw, lezacych na tej prostej, lecz tylko tych punktow, uczynig zado$¢
réwnaniu (5). Rownanie (5) bedzie wtym przypadku réwnaniem linii pro-
stej, ktorej spotrzedne sg u i v.

Jezeli przeciwnie punkt jest dany, t.j. jezeli sa dane jego spdtrzedne
X iy, natenczas spoOtrzedne wszelkich prostych, ktére przez ten punkt prze-
chodza, lecz tylko tych prostych, uczynig zado$¢ réwnaniu (5). ROwnanie
(5) bedzie wiec w tym przypadku réwnaniem punktu, ktérego spdtrzedne
sg aiy.

A zatym: jezeli piinU na ptassczy$nie wyznaczymy przez dwie spoirzedne
Xiy, natenczas wyrazenie analityczne linii prostej bedzie réwnaniem stopnia 1-go
miedzy spdtrzednymi punMu; jezeli za$ linijg prostg na ptaszczyznie wyznaczymy
przez dwie spoirzedne u i v, natenczas wyrazenie analityczne pnnMu bedzie
réwnaniem stopnia 1-go miedzy spotrzednymi linii prostej.
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Nawzajem: kazde romianie stopnia 1-go miedzy spétrzednymi punktu przed-
stawia linijg prosta, a kazde réwnanie stopnia 1-go miedzy spOtrzednymi linii pro-
stej przedstaioia punkt.
Jakoz, dzielagc réwnanie ogdlne stopnia 1-go miedzy spétrzednymi
punktu xiy”
Aa; + Bz + C= U,
przez C, i kladac GABINET AAATY™M ANYCZNY
A B _ Tfiwaizr8i«a liviikfiwago WarszaissKlat
c"™™m C

otrzymamy rownanie ksztattu (5), ktdre przedstawia linijg prostg o sp6irze-
dnych uiv.

Réwniez, dzielagc réwnanie ogolne stopnia 1-ego miedzy spétrzednymi
linii prostej tiiv,

przez N, i kladac
L _ M
N — N

otrzymamy takze réwnanie ksztattu (5), ktére przedstawia punkt o spéirze-
dnych x\y.

4. Skoro kazde réwnanie stopnia 1-go miedzy spoirzednymi punktu
przedstawia linijg prosta, wiec i rbwnania (1) w artykule 1, wyrazajgce war-
tosci spotrzednych punktu P, przedstawiaja, kazde oddzielnie, pewng prosta.
A mianowicie: pierwsze z nich przedstawia prostg, ktérej spotrzedne sg

u = y = O,

a
t. j. prosta rownolegta do osi "-6w i odmierzajacg na osi ic-Ow odcinek ro-
wny co do dhugosci i co do kierunku liczbie a; drugie za$ przedstawia prosta,
ktorej spbtrzedne sg

«= 0, = —¢k,

t.j. prosta réwnolegta do osi JON i odmierzajaca na osi y-6vi odcinek réwny
co do dtugosci i co do kierunku liczbie 6. "Wyznaczenie punktu przez spot-
rzedne X iy sprowadza ja wiec do wyznaczenia dwu prostych réwnolegtych
do osi spétrzednych, na ktérych przecieciu ten punkt lezy.

Podobnie, skoro kazde réwnanie stopnia 1-go miedzy sp6trzednymi li-
nii prostej przedstawia punkt, wiec i rébwnania (2) w artykule 2, wyrazajace
wartosci spdtrzednych linii prostej, przedstawiajg, kazde oddzielnie, pewien
punkt. A mianowicie: pierwsze z nich przedstawia punkt, ktérego spoirze-
dne sg
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t. j. punkt na osi a-6w, a drugie przedstawia punkt, ktdrego spotrzedne sg
x= 0 Y - y

t. j. punkt na osi Y-6w. Wyznaczenie linii prostej przez sp6trzedne u i v spro-
wadza sie wiec do wyznaczenia dwu punktéw, po jednym na kazdej osi spol-
rzednycli, przez ktére ta prosta przechodzi.

LINIJE ALGIEBRAICZNE RZEDU W-GO | LINIJE ALGIEBRAICZNE
KLASY n-EJ.

5. Punkt, ktorego spoirzedne x \'y zupetnie dowolne, zowie sie
punktem biezgcym; podobnie, prosta, ktérej spétrzedne n\ v sg zupet-
nie dowolne, zowie sie prostg biezgca. Przez punkt biezacy i przez
prosta biezacg nalezy wiec rozumie¢ jakikolwiek punkt lub jakakolwiek pro-
stg na plaszczyznie. Jezeli za$ spotrzedne punktu biezacego, lub spétrzedne
prostej biezacej sa potaczone z liczbami danymi zapomocg jednego réwnania
stopnia 1-ego, to punkt biezacy moze by¢ tylko jakimkolwiek punktem
na pewnej linii prostej, a prosta biezaca moze by¢ tylko jakagkolwiek prostg
przechodzacg przez pewien punkt. Innymi stowy: miejscem gieometrycmyyn
j)unktu biezacego, ktdrego spotrzedne sg potaczone z liczbami danymi zapomocg je-
dnego réwnania stopnia 1-go, jest linija prosta, przez to rownanie przedstawiona,
a miejscem gieometrycznym prostej Uczacej, ktorej spotrzedne sg potaczone z liczba-
mi danymi zapomocg jednego rdéwnania stopnia 1-go, jest punkt, przez to réwnanie
przedstawiony. Zachodzi teraz pytanie: jakie miejsce gieometryczne punktu
biezacego lub linii prostej biezacej wyraza jakiekolwiek inne réwnanie,
zachodzace miedzy spo6irzednymi tego punktu lub tej linii prostej?

6. Niech

f(x,y)z=0

bedzie jakimkolwiek réwnaniem miedzy spdtrzednymi nieoznaczonymi X iy
punktu biezacego P. Widocznie, ze jezeli spdtrzednej x nadamy jakakolwiek
warto$¢ szczegdlng natenczas, jn-zez rozwigzanie réwnania f(xQ,y) — O
wzgledem jedynej niewiadomej y, otrzymamy jedne lub wiecej wartosci na vy,
t. j. spotrzedne pewnego punktu lub pewnych punktow miejsca, wyrazonego
przez réwnanie f(x, y) — 0.

Zatozmy dla uproszczenia, ze rdwnanie f (x,y) = 0 daje dla kazdej rze-
czywistej wartosci na x tylko jedne warto$¢ na y i ze ta wartos¢ jest takze
rzeczywista. Jezeli wiec spoOtrzednej x nadamy dowolnie szereg wartosci
g Nij /P eee | nastepnie zapomocg réwnania f(x,y) =0 wyznaczy-

my szereg odpowiednich wartosci na y: ya, Mi, ¥\ YA ... , to otrzymamy
wowczas szereg punktéw Po, P,, Pa, P3,.ee (fig. 4), ktérych spotrze-
dne sg (xq,20), &y, 1), (X2, (x.i,”3), ... Te punkty bedg lezaly na

miejscu gieometrycznym przedstawionyfn przez réwnanie f(x,y)=:0. Jezeli
roznice &, — Xq, X — , — . .. miedzy dwiema po sobie nastepu-



0 UKLADACH SPOLRZEDNYCII.

jacymi warto$ciami na x bed”; sie wcigz zmniejszaty, cigzac do granicy O,
wolwczas — mowigc wogblnosci — takze
roznice yy—ijo, y~—y", y*—y" ... be-
da wcigz malaty, dazac rowniez do
granicy 0. W granicy wiec, kiedy
X zmienia¢ bedziemy w sposéb cig-
gly, t. j. tak, aby roznica miedzy
kazdymi dwiema po sobie nastepuja-
cymi wartosciami na x byta nieskorn-
czenie mata, bedzie sie takze spdt-
rzedna y zmieniata — méwiac wogdl-
nosci — w sposéb ciagly, a punkty
zrazu od siebie
oddalone, bedg sie do siebie nieskoriczenie zblizaty i przez swe nastepstwo
utworzg linijg nieprzerwang i — wogolnosci—krzywa. A zatym: miejscem
(jieometrycmym punUu biezgcego, ktérego spoirzeclne sg potgczone z liczbami  danymi

jakimkolwiek roivnaniem, jest pewna linija — wogodlnosci — krzywa, przez to roiona-
nie przedstawiona.

7. Wezmy teraz pod uwage jakiekolwiek réwnanie miedzy spotrze-
dnymi linii prostej

Nadajac dowolnie spétrzednej u szereg wartosci W,, Wg,..., wy-
znaczymy zapomoca réwnania ¥(ii,v)=zO szereg odpowiednich wartosci
na v:vQ, f,, ..., i otrzy-
mamy szereg prostych Do,

. (fig.5), kto-
rych spétrzedne sg * '

Te proste utworzg przez swe
nastepstwo linijg wielokatng

ktérej wierz-
chotki sg punktami prze-
ciecia sie¢ kazdych dwu pro-
stych, w szeregu

. po sobie na-
stepujacych. Jezeli rdznice
..be-

da sie wcigz zmniejszaty, da-
zac do granicy O, wéwczas—
moéwiac wogolnosci — takze
roznice bedg coraz wiecej malaly, dazac do gra-
nicy 0. W granicy wiec, gdy u zmienia¢ bedziemy w sposdb ciagty,
wierzchotki Po, P|, P2, P3,... linii wielokatnej beda sie do siebie nieskor-



GIKOMETKYJA ANALITYCZNA PJ.ASKA.

wogoliiosci — krzywg. A zatym: miejscem gieometrycsnym in-ostej hiezacej,
ktérej spdlrz*dne sg x>ofg,czone z liczbami danymi ja¥imholwiek réwnaniem, jest
pewna dinija — wogoblnosci — lIcrzywa, przez to réwnanie przedstawiona.  Atoli,
gdy punkt biezacy, ktdrego spétrzedne x, y czynig zados¢ rownaniu  f(x,y)=i},
jest punktem linii tego réwnania, to prosta biezaca, ktérej spotrzedne iv
czynig zado$¢ réwnaniu F, = jest otyle tylko czescig sktadowgq linii
przedstawionej przez to réwnanie, oile ona przechodzi przez dwa nieskon-
czenie bliskie punkty tej linii. Prosta, ktora przechodzi przez dwa nieskor-
czenie bliskie punkty jakiejkolwiek linii, nazywa si¢ styczng do tej linii.
Mozemy zatym powiedzie¢, ze miejscem gieometrycznym prostej biezacej, Morej
spotrzedne u, v czynig zado$¢ réwnaniu ¥ (u, v)z=zO, jest pewna linija— wogdlno-
scl — hrzyica, Morej prosta biezaca wcigz dotyha.

8. Podobnie, jak kazde réwnanie miedzy spétrzednymi punktu lub li-
nii prostej przedstawia pewna, przez to réwnanie scharakteryzowana, linija,
tak nawzajem, z wiasnosci charakterystycznej pewnej linii mozna wyprowa-
dzi¢ réwnanie tej linii. Jako przyktad tego odwrotnego postepowania, moze
stuzyé spos6b wyprowadzenia rdwnania linii prostej i punktu, podany w arty-
kule 3. AVynika stad, ze jezeli jest dang pewna linija, t. j. jezeli znamy
pewng jej wihasno$¢ charakterystyczng, to zadanie gieonietryi analitycznej
polega na tym, aby z tej wiasnosci charakterystycznej wyprowadzi¢ réwna-
nie tej linii, a nastepnie, przez rozbiér tego réwnania, dojs¢ do znajomosci
wszystkich innych jej wiasnosci gieonietrycznych.

Wedtug tego, czy réwnania miedzy sp6trzednymi x iy punktu, lub
spétrzednymi u iy linii prostej, sg algiebraiczne, czytez przestepne, nazy-
wamy linije, przez te rOwnania przedstawione, algiebraicznymi, lub
przestepnymi. Przedmiotem naszych tu badan beda linije algiebraiczne.

Linije algiebraiczne zowiemy linijami rzedu «-ego, jezeli sto-
pien ich rownan wzgledem spotrzednychi punktu jest réwny n; linije algie-
braiczne zowiemy linijami klasy w-gj, jezeli stopie ich réwnan wzgle-
dem sp6trzednych linii jn-ostej jest rowny n.

Linije algiebraiczne rzedu w-ego mozna okresli¢ jeszcze jako linije, ktore
jakakolwiek linija prosta przecina w n punktach; a linije algiebraiczne kla-
Ny j~ko linije, do ktdrych z jakiegokolwiek punktu mozna wyprowadzi¢
n linij stycznych. Jakoz, otrzymamy spétrzedne punktu, w ktérym linijg rze-
du «-ego przedstawiong przez réwnanie

przecina prosta przedstawiona przez réwnanie

ux vwA-1= 0,
gdy z tych dwu réwnan, uwazanych jako réwnania o dwu niewiadomych x i //,
wyznaczymy te niewiadome. Poniewaz pierwsze roéwnanie jest z zatozenia
n-ego, a drugie stopnia 1-ego wzgledem x iy, to te dwa réwnania posiadaja
n par pierwiastkow. Tylez wiec bedzie punktow przeciecia,
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Podobnie otrzymamy sp6trzedne linij prostych, wychodzacych z punktu
przedstawionego przez réwnanie
XiiA-yv + 1—0,
a dotykajacych linii klasy w-gj przedstawionej przez réwnanie

gdy z tych dwu réwnan, uwazanych jako réwnania o dwu niewiadomych
ui V, wyznaczymy te niewiadome. Poniewaz pierwsze z tych réwnan jest sto-
pnia 1-go, a drugie, z zatozenia, stopnia w-ego wzgledem u i v, przeto te dwa
réwnania posiadajg n par pierwiastkéw. Tylez wiec bedzie stycznych.

ZMIANA SPOLRZEDNYCH.
PODANIA POMOCNICZE.

9. Jednym z najdzielniejszych srodkéw badania wiasnosci figur gieome-
trycznych, zastgpionych przez réwnania, jest przeksztatcenie i uproszczenie
tych réwnan zapomocg zmiany spo6trzednych, t.j. zapomoca przejscia
od jednego uktadu spoétrzednych do innego. Dlatego tez, nim postapimy dalej,
wynajdziemy wzory, wyrazajace spotrzedne punktu lub linii prostej jednego
uktadu przez spoétrzedne punktu lub odpowiednio linii prostej nowego uktadu.
A ze wyprowadzenie tych wzor6w opiera sie na pewnym twierdzeniu z teoryi
rzutow prostokatnych, przeto, okresliwszy kilka poje¢ zasadniczych, udowo-
dnimy przedewszystkim to twierdzenie.

Linijg ograniczong dwoma punktami A i B uwazamy jako droge prze-
biezong przez punkt biezacy; te droge oznaczamy przez AB lub BA, wedtug
tego, czy punkt A czytez punkt B bierzemy za punkt poczatkowy, a wiec
B czy A za punkt koncowy tej drogi. Jezeli AB uwazamy jako droge
0 kierunku dodatny

m, to natenczas nalezy BA uwazac¢ jako droge o kierunku
ujemnym; wskutek tego
()] AB= —BA, Ilub AB+ BA==0.

Wezmy na tej samej linii trzy punkty A, B, C; bedzie wowczas, nieza-
leznie od nastepstwa tych punktéw,
) AB -f BC+ CA 0.
Jakoz, jezeli naprzod punkty te idg po sobie w porzadku A, B, C, wlwczas
widocznie suma drég AB i BC jest rowna drodze AC, t.j. AB+ BC=:AC;
a ze, wedtug (1), — CA, zatym mamy AB + BC + CA= 0. Jezeli
powtére punkty te idg po sobie w porzadku A, C, B, mamy wdwczas z tego
samego powodu AC + CB= AB. A ze AC= —CA i CB= —BC, przeto
1 wtym przypadku bedzie AB + BC + CA= 0. Jezeli nareszcie uwazane
trzy punkty idg na linii wporzadku C, A, B, mie¢ bedziemy CA + AB=i=CB,
lub, gdy CB=—BC, AB+ BC+ CA= 0. Wz6r (2) utrzymuje sie zatym
w kazdym przypadku.

Wiedzac to, mozemy dowiesS¢ twierdzenia nastepujgcego:

Jezeli A,, AgQ, »s..... A,, sa npunktami najednej Unii (prostej lub krzywej),

tcowezas, niezaleznie od nastepstwa tych punkttko mamy
(3) A, A, H-A,A3 + A.AI ot AL + ALA, = 0,
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Zat6zmy bowiem, ze wzdr (3) ma miejsce dla n—m, a wiec, ze

AlAa-+-A2A3 + ....-f A =0
i dodajmy jeszcze jeden punkt A,,4.. Poniewaz, wedtug (2),

kn. A, + Al + An+l A,.= o, czyli

ALA = A, AMH + A A
wiec, wstawiwszy te warto$¢ na AmA,, otrzymamy

AAa+ A2A3-f ... + Ai A4 4- A,=0.

A zatym, wzdr (3), jezeli jest prawdziwy dla n= % bedzie takze prawdzi-
wym i dla n=.m + 1; ze za$, wedtug (2), ma on miejsce dla n=:3, wiec utrzy-
masig i dla w= 4, 5,....

10. Przez rzut prostokatny punktu na linijg prostg nieograniczong
rozumiemy spodek prostopadiej, spuszczonej z punktu na te prosta. Prosta,
na ktora spuszczamy prostopadtg, nazywamy osig rzutu. Na osi rzutu
rozrozniamy Kierunek dodatny i kierunek ujemny.

Rzutem drogi jakiejkolwiek jest odcinek osi rzutu, idgcy od rzutu
punktu poczatkowego do rzutu punktu koficowego tej drogi. Wedtug tego, czy
kierunek tego odcinka schodzi sie z dodatnym, czytez z ujemnym Kkierun-
kiem osi rzutu, rzut drogi uwazanej bedzie dodatny, lubtez ujemny.

JRzut drogi prostoUnijowej jest, co do wartosci liczebnej i co do znaku, réwny
dtugosci drogi, pomnozonej przez dostawe kata, ktdry kierunek drogi ticorzy z kie-
runkiem dodatnym osi rzutu.

Twierdzenie niniejsze jest widoczne, gdy poczatek drogi lezy na osi
rzutu, wyraza bowiem te wiasnos¢ trojkata prostokatnego, ze przyprosto-
katna jest réwna przeciwprostokatnej, pomnozonej przez dostawe kata przy-
legtego przyprostokatnej. Jezeli za$ punkt poczatkowy drogi nie lezy na
osi rzutu, wowczas przez ten punkt nalezy poprowadzi¢ réwnolegty do osi
rzutu az do przeciecia sie z prostopadta, spuszczong na o$rzutu z punktu
koricowego drogi. Ta réwnolegta jest rowng i réwnolegty do rzutu drogi
i widocznie rowng drodze pomnozonej przez dostawe kata, zawartego mie-
dzy kierunkiem tej drogi i kierunkiem dodatnym osi rzutu.

Bzut loielokata zamknietego jest réwny O.

To twierdzenie nalezy tak rozumie¢, ze jezeli wielokat PiP-~Pg...?,,
bedziemy uwazali jako droge, przebiezong przez punkt biezgcy w pewnym
kierunku (wskutek czego kazdy Avierzcliolek bedzie punktem koricowym drogi
prostolinijowej, poprzednio przebiezonej, i zarazem punktem poczgtkowym
drogi prostolinijowej, przebiezonej besposrednio po tamtej), to suma algie-
braiczna rzutéw jego bokéw P.P™, P2P3,eee¢ Px»-iP« i bedzie rdéwna 0.

Aby dowies¢ tego twierdzenia, oznaczmy przez A,, Aj, A3,...., A,, rzu-
ty wierzchotkow P,, P2, P3,...P« i uwazmy, ze AiAo, A2A3,.... A A
sg rzutami bokéw P,P2, P2P3, «P«Pi. Poniewaz, wedlug wzoru (3),
podanego w artykule poprzedzajacym,

AAj+ A2A3 + + AA, O,
przeto istotnie rzut wielokata jest réwny 0.
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Ostatnia rowno$¢ daje

ii zSkiym rzut drogi tamanej jest réwny rzutowi prostej, lc"czacej
pimkt poczatkowy VA z pimMem koricowym Vn tej drogi tamanej.

Z tego twierdzenia wyptywa wniosek: Rzuty dwu drdg famanych, tgczacych
spoiny punM poczatkowy ze spolnym punktem korcoivym, sg sobie rowne.

Twierdzenia niniejsze utrzymuja sie i wtedy, gdy wielokat nie jest pta-
ski, t. j. gdy jego boki z osig rzutu nie leza na jednej i tej samej ptaszczy-
Znie; nalezy wtedy przez kat miedzy dwiema prostymi, ktoére sie nie przeci-
naja, rozumie¢ kat miedzy dwoma kierunkami, do tych prostycli réwnole-
glymi, a z jednego punktu wychodzacymi.

ZMIANA SrOLRZEDNYCIlI PUNKTU.

11. a. ZMIANA POCZATKU SPOEEZEDNYCH. Oznaczmy przez x iy spot-

rzedne (fig. 6) punku P wzgledem ukfadu osi0OX i OY, a przez iy" spotrze-
dne tego samego punktu wzgledem
uktadu nowych osi 0'X' i O'Y",
przyjmujac, ze nowe osi sg rowno-
legte do dawnych, a ich kierunki
dodatne w te same strone zwro6-
cone, 0'X" réwnolegta do 0X,
0'Y' rownolegta do OY. Jezeli
nadto Xoiyo sg spoirzedne po-
czatku O' spbtrzednych x'y' wzgle-
dem uktadu osi 0X i OY, miec
bedziemy

A zatym, jezeli rownanie f(x,y) = 0 przedstawia pewnag linijg, odnie-
siong do uktadu osi 0X i OY, to rownaniem tej samej linii wzgledem ukia-
du osi 0'X" i OY' bedzie f(XQ-\-x\ yQ-\-y) — 0. Nalezy zauwazyé, ze stopien
nowego réwnania, jezeli jest ono algiebraiczne, wzgledem x',y' bedzie taki
sam, jak stopien réwnania pierwotnego wzgledem x i y.

b. zZMIANA KIEEUNKOW oOsI. Zatdzmy
nastepnie, ze oba uklady spétrzednych ma-
ja spoélny poczatek. Oznaczmy przez w kat
miedzy dodatnymi kierunkami 0X i OY
osi pierwszego ukiadu, przez a i p Kkaty,
jakie kierunki dodatne 0X' i OY' osi dru-
giego uktadu tworzg z kierunkiem 0X,
i potézmy (fig.7)
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Aby wyrazi¢ ici ™ przez x'i rzuémy dwie drogi tamane ONP
i OMT raz na kierunek 0X, a drugi raz na kierunek prostopadty do 0X.
Poniewaz obie drogi tacza spoiny spczatek O ze spélnym koricem P, przeto
rzuty obu drég musza by¢ réwne. Mamy zatym, po wstawieniu wartosci
powyzszych,

skad wyptywa

cY

i nawzajem

®)

Jezeli pierwszy ukiad jest prostokatny Tw  ~Y mamy

jezeli takze drugi uktad jest prostokatny bedzie

(0)

| tu nalezy zauwazy¢, ze skoro wyrazenia (2) do (5) zawierajg spOtrze-
dne obu uktadéw w stopniu 1-szym, czyli, jak sie pospolicie moéwi, sg lini-
jowymi wzgledem spotrzednych obu uktadéw, to réwnanie linii, odniesio-
nej do pewnego uktadu osi, co do stopnia nie zmieni sie, gdy sie zmieni kie-
runki osi tego uktadu.

C. ZMIANA POCZATKU SPOEEZEDNYCH | KIEBUNKOW osl. W tym przy-
padku nalezy obie zmiany wykona¢ jedne po drugiej, zaczynajac od zmiany
poczatku lub od zmiany kierunkéw osi, stosownie do potrzeby zachodzacej.
tatwo spostrzec, ze i w tym najogdlniejszym przypadku zmiany spo6trzednych
stopien przeksztatcanego réwnania algiebraicznego nie ulegnie zmianie.

ZMIANA SPOLRZPpNYCH LINII PROSTEJ.

12. @ ZMIANA POCZATKU SPOLRZEDNYCH. Jezeli uip sg spdtrzedne
linii prostej wzgledem pierwotnego uktadu osi, to rdwnanie tej prostej wzgle-
dem tego uktadu jest
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Aby otrzymaé réwnanie prostej wzgledem nowego uktadu osi 0'X',
0'Y' (fig. 6), nalezy podstawi¢ w poprzedzajacym réwnaniu

Otrzymamy wtedy

A zatym. jezeli iICif' sg spoOirzedne uwazanej prostej wzgledem nowego
uktadu, mamy:

)
skad wyptywa nawzajem

@)

b. zmiANA KIEEUNKOW Osl. Jezeli ux A-vy A-\ jezeli rownanie linii
wzgledem uktadu X Oy (fig. 7), to otrzymamy réwnanie tej prostej wzgledem
uktadu X'OY', wstawiajac za & i 2 wartosci (2) artykutu poprzedzajacego.
Znajdziemy tym sposobem

A zatym, jezelii  sg spotrzedne prostej wzgledem uktadu X'OY', mamy

@)
skad nawzajem wyptywa

(4)

C. ZMIANA POCZATKU SPOERZEDNYCH | KIERUNKU OSI. AV tym przy-
padku nalezy obie przemiany wykonac jedne po drugiej, zaczynajac, stoso-
wnie do potrzeby, od zmiany poczatku spétrzednych lub od zmiany kierun-
ku osi.

Nalezy zauwazy¢, ze takze przez zmiane spotrzednycli linii prostej nie
zmieni sie wcale stopien réwnania algiebraicznego miedzy tymiz spétrzedny-
mi, wzory bowiem (3) i (4) sa linijowe wzgledem sp6trzednych obu uktadéw,
a wzory (1) i (2), lubo utamkowe, majg jednak spélny mianownik, ktéry, po-
dobnie jak i liczniki, jest linijowy wzgledem spotrzednych.

SPOLRZEDNE BIEGUNOWE PUNKTU.

13. Dowyznaczenia potozenia punktu na ptaszczyznie uzywa sie niekiedy
takze spo6trzednycli biegunowych. W tym przypadku obiera sie na
tej ptaszczyznie punkt staty O (fig. 8), zwany biegunem, i prostg statg 0X,
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zwang osig bieg uno wa, ktéra wychodzac z punktu O roscigga sie do nie-
skonfczonoisci w jednym kierunku. Odlegtos¢ punktu P od bieguna O, czyli
t.z. promien wodzacy OP,
i kat XOP, miedzy promie-
niem wodzacym i osig bieguno-
wa, sg spoétrzednymi punktu P.

Promien wodzacy mierzy
oddalenie punktu od bieguna
i dlatego wyraza sie przez liczbe
bezwzgledng. Kat za$ ma wska-
zywac wielkos¢ i kierunek obrotu, zapomoca ktérego promien obracajacy
sie okoto bieguna przechodzi z potozenia 0 X do potozonia OP; dlatego wy-
razi¢ go nalezy przez stosunek dtugosci tuku kotowego, mierzacego ten obrot
(wzietej ze znakiem dodatnym lub ujemnym, vredtugtego, czy kierunek obro-
tu jest dodatny, czytez ujemny), do dtugosci promienia tego tuku. Za kieru-
nek dodatny obrotu przyjmujemy pospolicie ten, w ktorym nalezy prze-
biec, od poczatku do korica, tuk kotowy, mierzacy ten obrot, tak, azeby mie¢
biegun po rece lewej, poczatek za$ tuku przyjmujemy na osi bieguno-
wej. Promien Avodzacy oznacza sie zwykle przez r, a kat przez G Widoczna,
ze do kazdego punktu P nalezy tylko jedna warto$¢ na promien wodzacy,
gdy tymczasem kat jego moze by¢ powiekszony lub zmniejszony o jakakol-
wiek wielokrotno$¢ catkowitg liczby STI. Naodwr6t, do danego promienia
wodzacego i danego kata nalezy tylko jeden punkt na ptaszczyznie. Jezeli
wiec rti sg dwie liczby rzeczywiste, z ktérych pierwsza jest dodatng, naten-
czas dwa réwnania

Q) r—ni 6= 67

bedg przedstawiaty pewien, wzupetnosci wyznaczony, punkt na pta-
szczyznie.

Pierwsze z tych rownan wskazuje widocznie, ze punkt przez nie przed-
stawiony lezy na obwodzie kota, nakre$lonego promieniem a z bieguna jako
$rodka, a drugie wyraza, ze ten punkt znajduje sie na promieniu, ktory
z osig tworzy kat 1A

Jezeli rownania (1) przedstawiajg punkt P (fig. 8), wtedy punkt P', le-
zacy na wstecznym przedtuzeniu promienia OP tak, iz OP'= OP, bedzie
przedstawiony przez réwnania

rzna i 6—2u-[-tt.

yR. 8.

14. PRZEJSCIE oD UKELADU DESCARTES'A DO UKLADU BIEAUNOWEGO
1 oowroTniE. Dajmy, ze Kierunek dodatny osi ic-ow uktadu Descartes'a jest
iwnolegty do osi biegunowej 0'X" i zwrécony w te same strone. Oznacz-
my przez Xo i ijo spétrzedne OA i AO' bieguna O' wzgledem uktadu XOY,
a przez W kat miedzy osiami 0X i OY. Wyprowadzmy z punktu P prosta
PM roéwnolegla do OY i oznaczmy przez M i M' punkty, w ktérych ta pro-
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sta przecina o$ a-0w i oS biegunowg 0'X' i potaczmy P z O'. Aby otrzy-
maé zwigzek miedzy u—OM, 2/=:MP zjednej strony, a ?-=0'P, 8=:X'0T
z drugiej, rzuémy tréjkat 0'M'P raz na
0$ x-6w, drugi raz na prostopadta do osi
X-6w. Poniewaz 0'M'= AM = x—Xo,
M'P = VMIP—AOQ' otrzymamy

Stad wyptywa
)

i nawzajem Fig. 9.

©)

W tym wyrazeniu na r nalezy wzigé warto$¢ bezwzgledng pierwiastka.

W przypadku szczegblnym, a najczestszego uzycia, kiedy uktad Des-
cartes'a jest prostokatny i kiedy biegun O'znajduje sie w po-
czatku O (xQ—yQ=0), wzory (2) i (3) przechodza na prostsze
(4)

(®)
UWAGA. U wazmy, ze pierwsze rownanie (3), t. j.

(6)

a w ukfadzie prostokatnym

(6"
daje nam odlegtosé punktu, ktérego spdtrzedne Descartes'a sg a; iy, od
punktu, ktérego te spétrzedne sg X0 i

Z réwnan (2) wyznaczymy takze spétrzedne (x,y) punktu biezacego na
prostej, ktéra wychodzi z punktu o spoétrzednych (XQ , Po) i tworzy z osig
ic-ow kat G.

Oznaczajac

@

mozemy réwnania (2) tak pisa¢



L6 GLEOMKTKYJA ANALITYCZNA PFTASKA.

(8) X — XQ-]rl r, yz=y*-f mr.

W tych réwnaniach r oznacza zmienng odlegtos¢ punktu biezacego (oc ,y) od
punktu (XQ 20), zas | i m zaleza, wedtug (7), tylko od kierunku prostej, t. j.
od kata 6. Wzory (8) sg nader uzyteczne.

CWI1ICZENIA.

(1) Znales¢ spdtrzedne (w, v) prostej i odcinki (a, b) odmierzone przez pro-
sta, przedstawiong przed réwnanie Zx—j/-}-2= 0, na osiach ep6trzednych.

(2) Znales¢ spotrzedne $rodka odlegtosci miedzy dwoma danymi punktami
NoyY iy

(3) Znales¢ miejsce punktu réwnooddalonego od dwu punktéw danych A i B.

(4) Znales¢ miejsce wierzchotka trdjkata, w ktérym jest dana podstawa
i réznica kwadratow dwu pozostatych bokoéw.

(5) W trojkacie jest dana podstawa AB—2a i suma dwu pozostatych bo-
kéw AC -}- CB= m; na prostopadiej CD do AB obieramy punkt P taki, aby bylo
DP= AC: znales¢ miejsce punktu P.

(6) Znales¢ miejsce punktu biezacego, ktérego odlegtos¢ od punktu danego
pozostaje niezmienna.

(7) Znales¢ miejsce punktu biezacego P, ktdérego suma lub réznica odlegtosci
od dwu punktéw danych A i B jest niezmienna.

(8) Znales¢ miejsce punktu réwnooddalonego od punktu danego i od danej
prostej.

(9) Spodtrzedne punktu czym'as zado$¢ réwnaniu -{-y- —4z—6?/=18;
prsserobi¢ to réwnanie przez przeniesienie poczatku spdtrzednych do punktu (2, 3).

(10) Réwnanie — Sa;?-}2’"\— 4 jggt odniesione do osi, tworzacych

kat 3 przerobi¢ to réwnanie, przyjawszy dwusieczne katow miedzy dawnymi osia-

mi za osi nowe.
(11) Réwnanie we spotrzednych prostokgtnych punktu — —ij~— d™ przero-
bi¢ przez wprowadzenie spdtrzedoych biegunowych.
1 N R
(12) Réwnanie we spotrzednych biegunowych r"* cos'"2""0=i:0™ przerobi¢
przez wprowadzenie spotrzednych prostokatnych.
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O PUNKCIE | O LINII PROSTEJ.

ROWNANIE LINIl PROSTEJ.

15. Réwnanie stopnia 1-ego miedzy spOtrzednymi nieoznaczonymi
X iy punktu biezacego

(1) + %+
przedstawia linijg prostg. Potozenie tej linii prostej zalezy od stosunkow

A i g miedzy spotczynnikami A, B, C. A mianowicie, jezeli oznaczmy
A B
h-
skad wypada
0) «= —

to a i 6 bedg warto$ciami odcinkéw OR i OS (fig. 10), ktdre prosta przedsta-
wiony, przez rdwnanie (1) odmierza na osiach cT-ow i y-Ow.
Woprowadziwszy te odcinki do
réwnania (1), otrzymamy réwnanie sy-
metryczne linii prostej

(3) a 'b

Oznaczmy przez a kat dodatny
XRS, jaki prosta RS tworzy z osig
r-0w a kat XOY przez w. Z tréj-
kata ORS wypada

OS sinORS _
OR" sinOSR a sin(a—w)

lub wskutek (2)
nibl. met-Cz, S. IV, T. IV.
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skad wyptywa
(4)

a wprzypadku szczegélnym, kiedy uktad osi jest prostokatny

()

Jezeli wiec réwnanie ogdlne (1) linii prostej rozwigzemy wzgledem y i dla
skrocenia nazwiemy A ot ? zymamy réwnanie

(6)

w ktorym spétczynnik m zalezy jedynie od kierunku prostej i dlatego nazyw’a
sie¢ spotczynnikiem kierunkowym, a h oznacza odcinek, odmierzo-
ny przez prostg na osi «-0w. Réwnanie (6) zowie sie rownaniem zwyczaj-
nym linii prostej. Jezeli &=:0, réwnanie (6) sprowadza sie do
()
i przedstawia prosta, przechodzaca przez poczatek spétrzednych.

16. Spusémy z poczatku O prostopadtg 0Q na prostg RS (fig. 10)
i potézmy

Z trdjkatow prostokatnych ORQ i OQS wypada

®)
Jezeli zapomocg tych réwnan wyrugujemy aih z réwnania symetrycznego
(3) linii prostej, otrzymamy t. z. rownanie normalne linii prostej

)

W tym réwnaniu p oznacza dtugo$¢ prostopadtej (normalnej), spuszczonej
z poczatku na prosta, a tpi 4l oznaczajg katy, jakie ta prostopadta tworzy
z osig x-6vf i z osig 2<OW. Pomiedzy katami @ i §) zachodzi zwigzek

(10)

Jezeli uktad osi jest prostokatny ~ = — ™) ' roéwnanie normalne pro-

stej sprowadza sie do

6wa%z pro te] RS_ czynzlaczh déqry 96(/\}( tart%pmcg)/ nlclgtlép'u?q Jiqptopa-
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t- .
i podstawmy w tym zwigzku sinf'cp= 1 — cos'ep, sivj) = 1—
dy, po uskutecziiieniu tatwych uproszczen, otrzymamy

Z tego rownania i z rébwnan (8) wypadaja nastepujgce wartosci na i?, cos (f
i costp:

(12)

W tych wzorach, wyrazajacych p, < przez odcinki a i b, jakie prosta od-
mierza na osiach spotrzednych, nalezy wzia¢ pierwiastek z takim znakiem,
aby warto$¢ nap wypadta dodatna.

Podstawiwszy we wzorach (12) za a i 6 wartosci (2), podane w art. 15,
otrzymamy

(13)

lub, gdy uktad osi jest prostokatny
(14)

W tych wzorach, wyrazajacych p, (1) przez spotczynniki A, B, O réwnania
ogolnego linii prostej, nalezy wzigé pierwiastek ze znakiem przeciwnym
znakowi spotczynnika C, azeby p wypadio dodatne.

Réwnania (13) i (14) wskazuja, ze chcac rdwnanie ogdlne (1) linii
prostej zamieni¢ na normalne, do$¢ pomnozy¢ to rdwnanie przez

1
lub przez wedtug  tego,

czy uktad osi nie jest, czytez jest prostokatny.

17. Wezmy na prostej RS (fig. 10) jakikolwiek punkt P i, przyjawszy
poczatek O za biegun, a 0§ ic-Ow za 0§ uktadu spotrzednych biegunowych,
nazwijmy OP = r, "XOP = 6. Z trojkata prostokatnego OQP wypada

(15)
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To réwnanie jest rdwnaniem biegunowym linii prostej, wyznaczonej przez
j$§j odlegtos¢ prostopadta i? od bieguna O i przez kat (o jaki ta prostopadia
czyni z osig, 0X.

Nawzajem, rownanie miedzy spOtrzednymi biegunowymi  punktu
r, 8 ksztattu
(16) F(A cose + Bsin6) = C,
w ktérym A, B, C oznaczajg liczby dane, przedstawia linijg prosta; jezeli
bowiem w tym réwnaniu podstawimy

A= Dcos@ B= Dsing
skad nawzajem wynika
A B

to otrzymamy
. c
rDcos(6—cp)= C, czyli rcos 6—p) = N = i?,

a rownanie to, jakeSmy dopieroco okazali, przedstawia linijg prosta.

Inna, nader uzyteczna, posta¢ réwnania linii prostej wypada ze wzoréw,
podanych w artykule 14. Mianowicie, jezeli X0 i yo sg spGtrzednymi punktu
danego na prostej, ktdra z osig ic-Ow czyni kat a, wowczas mamy

gdzie
_ sin({o-a), ._ ,sina
N8) 1= s{\no 1= smo)

Oba za$ stosunki (17) sg réwne odlegtosci r punktu biezacego (x,y) od
punktu danego (Xo, yo).

ROWNANIE PUNKTU.
18. Jezeli « i sg spdtrzednymi linii prostej, wowczas réwnanie ogélne
stopnia 1-ego miedzy tymi sp6trzednymi
(1) L«+ Mv+ N O

przedstawia punkt. Potozenie tego punktu zalezy od stosunkéw * i ~ po-
miedzy trzema spotczynnikami L, M, N; te bowiem stosunki sg wartosciami
spbtrzednych Descartes'a punktu, przedstaAvionego przez réwnanie (1),

@) =t y =M
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ZAGADNIEMA O PUNKCIE | O LINII PROSTEJ.

IIK  AVypaclki otrzymane A/ artykutach poprzedzajacych zastosujemy
do rozwigzania kilku zagadnien.

ZnaUs¢ odlegtosé iirostopadta punktu danego od prostej danej.

a. Zatbézmy napradd, ze punkt jest dany przez swe spétrzedne (x\ y"),
a prosta przez réwnanie miedzy spétrzednymi punktu, oraz, ze to réwnanie
jest réwnaniem normalnym,

(8] iccoscp + ycostjt —i?= 0.

Przez punkt dany poprowadZmy prostg, rownolegtg do danej: réwnanie nor-
malne tej drugiej prostej bedzie ksztattu

2) iccoscp + Hcos(t —y = O;

katy i §) majg te same wartosci, co w réwnaniu (1), gdy tymczasem odle-
gtos¢ prostopadta poczatku od prostej (2), t. . jest odmienng od i?. Po-
niewaz prosta (2) przechodzi przez punkt dany, zatym mamy

3) ajcosep + ycos™p) —y = 0.

Oznaczmy przez § odlegto$¢ prostopadta punktu danego od prostej danej;
natenczas bedzie

lub, wstawiwszy zaj>' warto$¢ z réwnania (3),
8 ==zp (&'cos«p + ycoscp — p).

W tym wyrazeniu nalezy wzig¢ znak wyzszy lub nizszy, wedtug tego, czy
punkt dany i poczatek spo6trzednych lezg z tej samej strony, czytez po stro-
nach przeciwnych prostej danej; wtedy wartos¢ na o wypadnie w obu razach
dodatng. Jezeli zaS zapomocg znakéw chcemy odrdzni¢, czy prostopadia
d lezy po jednej, czytez po drugiej stronie prostej danej, wowczas ktadzie sie
zwykle

4 d~ — (Xcosf{) + ycost}* — I>)

AVskutek tego, warto$¢ na Swypadnie dodatna, jezeli poczatek spdtrzednych
i punkt y') leza z tej samej strony prostej danej (1), a ujemna, jezeli te
dwa punkty lezg po stronach przeciwnych tej prostej. A zatym: jezeli w lewa
strone rownania normalnego prostej za spélrzedne biezace (x ,y) wstawimy spotrze-
dne punJctu danego (x\ y") i wypadeJc podstaioienia tceSmiemy ze znakiem przeci-
wnym, to otrzymamy {codo wielkosci i znaku) odlegto$¢ prostopadta punktu danego
od tej prostej.
Jezeli prosta jest dana przez réwnanie o0golne

(5) Aa; + B/l + 0 = 0,

wowczas, przywiddszy to réwnanie naprzod do postaci normalnej, znajdzie-
my, ze odlegtos¢ prostopadta punktu y") od prostej przedstawionej przez
réwnanie (5), co do dtugosci i ziinku, wyrazi sie przez
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(6)

AYszczegblnoscei, kiedy uktad spdtrzednych jest prostokatny "o = hedzie

()

W tych wyrazeniach nalezy wzia¢ pierwiastek ze znakiem spétczynnika C.
b. Dajmy teraz, ze prosta jest dana przez swe spotrzedne w i v\ a punkt
przez réwnanie miedzy spétrzednymi linii prostej

(8)

Poniewaz réwnanie prostej o spdtrzednych n', v' jest

a spétrzedne punktu réwnania (8) sa

wiec mamy

Jezeli uktad spétrzednych jest prostokatny “o) =: , to

(10)

A zatym: jezeli w lewci strone réwnania punktu 1JU4- My -f ~ =  odniesione-
go do uTctadu prostokatnego, sa spoOtrzedne hiezace (u,v) podstatcimg spotrzedne
prostej danej (u',v'),a loyrazenie topodzielimy przez u”t'nrto otrzymamij

(co do wielkosci i znaku) odlegtos¢ prostopadta prostej danej od tego punktu.

20. Znale$¢ roicnanie prostej, przecywdz(ic¢j przez dwa punMy, dane przez
spétrzedne (x\ y") i (X", yV), tudziez réwnanie punktu, w ktdrym sie przecinaja,
dwie proste, dane przez spotrzedne (u\ v') i (u", v").

a. Niech
1
bedzie réwnaniem zadanej prostej. Skoro ta prosta przechodzi przez punkt
(x',y") i przez punkt (x", y"), zatym mamy

Bwa ostatnie rdwnania dajg
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Wstawiwszy te wartosci za A :B :C wroéwnanie (1), znajdziemy roéwnanie
szukane

)
czyli, uzywajac znakowania wyznacznikowego,

)

réwnanie to mozna jeszcze przedstawi¢ w postaci
(2")

Spétrzedne za$ zadanej prostej sg

@)
b. RoOwnanie punktu przeciecia sie dwu prostych o sp6trzednych
jest takze wypadkiem rugowania L: M; N z trzech ro-
wnan
a mianowicie
(4)

lub, rozwinawszy wyznacznik,
(4"
spotrzedne za$ tego punktu sa

()

21. Znale$¢ spotrzedne punUu przeciecia sie dwu prostych, danych przez
réwnania, tudziez spOtrzedne prostej iwzechodsacej przez dwa pimTity, dane przek
réwnania.

a. Jezeli x\ y' sg spdtrzednymi punktu, w ktérym przecinajg sie pro-
ste, przedstawione przez réwnania

1) . -

natenczas mamy

Te dwa réwnania z dwiema nieAviadoniymi a;', y' daja:
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2 B - C A A B

B ,C C. A A'B'
Jezeli AB'—A'B=:0, wowczas wartosci na a?'iy wypadng nieskonczone;
dane proste sg, wiec rdwnolegte. Jezeli nadto BC —B'C= O i CA—CA = (O,
wowczas wyrazenia na x\ y' przybierajg, posta¢ nieoznaczong, ~; dane pro-
ste wtym przypadku przystajg do siebie. Nalezy zauwazy¢, ze jezeli dwa
z tych trzech warunkéw AB'— A'B= 0,BC —B'C=:0 i CA'—C'A= 0 s3
dopetnione, wtedy itrzeciemu staje sie zados¢; albowiem np.z dwu pierwszych

mamy = skad wynika trzecie réwnanie warunkowe.

b. Podobnie, jezeli sg spotrzednymi prostej, przechodzacej przez
dwa punkty, przedstawione przez rOAvnania
@)

to wéwczas mamy

skad wypada
(4)

22.  Wyznacsyé hit miedzy dwiema prostymi, danymi przez réwnaniu.
Niech

0)

bedg réwnaniami dwu danych prostych. Oznaczmy przez @ Kkaty, jakio
z dodatnym kierunkiem osi ic-Ow czynig Kierunki prostopadtych z poczatku
O na nie spuszczonych, a przez 7 kat, zawarty miedzy tymi dwiema prosto-
padtymi. Kat Y jest zarazem jednym z katéw spetniajacych sie, ktore proste
dane tworzg z soba.

Podtug art. 17 mamy

costp = a i*rzeto

, a przeto

lecz

wstawiwszy wiec tu wartosci powyzsze, otrzymamy



o TNNKCIE 1 o LINIJ PROSTEJ. — 24.

25

a stad

Z tych wyrazen wypada
© -
jako warunek réwnolegtosci, zas$

4) -

jako warunek prostopadtosci dwu prostych danych. Jezeli uktad osi jest

prostokatny, warunek prostopadtosci (4) sprowadza sie do
®)

A zatym, dwie proste, przedstawione przez rownania
(6)
bedg do siebie prostopadte, gdy

()
lub

(«)
weilug tegt), czy uktad osi nie jest, czytez jest prostokatny.
23. ZnaUs$¢ odlegtosé dwu punUdw, danych przez réwnania,

Spoétrzedne punktow, przedstawionych przez réwnania
(1)
|

7; odlegtos¢ d tych dwu
litdbw wyraza sie zatym przez” (art. 14.)

24,  Wyrazi¢ pole trojkata
przez spotrzedne (ic,, 2/1), (iCa, y*,

yNi) j€go wierzclioikdiv P,,
P2? Pa-

Dajmy, ze obieg troj-
kata P1P2P3 jest dodatny, t.j.
ze, przebiegajac obwdd w Kkie-
runku wskazanym przez naste-
pstwo Pj, P2, P3 wierzchotkdw,
mamy pole tréjkata po rece
lewej, jak na zalgczonej figu-
rze 11. Z tej tigury widzimy, zo Fig. 11

pun:
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Trapez PaMjMiP, stoi na podstawie MjM, jCj i ma $rednig wysokos¢
réwng -(y”" -}2/3) sinw; jego pole jest wiec réwne a?, —sca) (i/, +2/3) sinw. Po-
dobnie, pole trapezu PjMiMgPg jest rowne (" +«/,) sinw, a pole trape-
zu P2M2M3P3 réwne 073—a"a) (yi + 22) sinw, lub — — Xi) Y™ + yY)sinw.

Podstawiwszy te wartosci, otrzymamy, co do wartosci liczebnej i co do znaku.

albo, uzywajac znakowania wyznacznikowego,

Jezeliby obieg tréjkata PjPaPa byt ujemny, wowczas, azeby warto$¢ pola
wypadta dodatna, nalezatoby wyrazenie powyzsze wzig¢ ze znakiem (—).
Bedzie wszakze konsekwentniej, gdy sie znaku nie zmieni i gdy sie zatym
pole tréjkata, i wogdlnosci jakiegokolwiek wielokata,uwazaé bedzie za do-
datne lub za ujemne, wedlug tego, czy jego obieg, wskazany przez naste-
pstwo wierzchotkéw, jest dodatny, czytez ujemny.

25.  Wyrazi¢ pole trojkata przez spotczynniki w réwnaniach

jegobokéWPaps‘ P3P, PP
Oznaczmy przez A,, Aa, A3, E,,... ilosci dotgczone w wyznaczniku*)

do elementdéw a,, aa, ™ij-) a przez (7, ,2/), (X3,y3) spotrzedne
wierzchotkéw P,, Pa, P3. Z réwnan bokéw, taczac je po dwa, otrzyma-
my wtedy

*) W catym'dziele, ilekro¢ o wyznacznikach jest mowa, trzymac sie bedziemy stownictwa
przeprowadzonego przez M, A. Baranieckiego w jego pi‘acy: Teoryja loyznacznikéw (Pa-
ryz, 1879).— Wyktad wiasnoSci wyznacznikéw, ktdre przyjmujemy tu jako znane, czytelnik
znajdzie tak w poczatkowych rozdziatach wzmiankowanej ksigzki, jak i w Al<liehrze seryi 111 »Bi«
blijotcki mat.-fiz.«
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Jole zas trojkata znajdziemy, gdy te wartosci na cc, @ 13 wsta-
wimy w wyrazenie podane w artykule poprzedzajgcym; bedzie zatym

26. Znale$¢ warunek, pod jakim prosta przechodzi przez punkt przeciecia sie
dwu prostych, i warunek, pod jakim punkt lezy na prostej tgczacej dwa punkty dane.

Te warunki wynikajg besposrednio z dwu artykutéw poprzedzajgcych;
albowiem, jezeli trzy proste przecinajg sie w jednym punkcie, to pole troj-
kata, zamknietego przez te proste, jest rowne 0; podobnie, jezeli trzy pun-
kty leza na jednej prostej, to pole tréjkata, majacego te punkty za wierz-
choiki, jest rowne 0. Warunki te mozemy otrzyma¢ wprost w sposéb na-
stepujacy.

Jezeli prosta

1
przechodzi¢ ma przez punkt przeciecia sie prostych
)

natenczas wartosci na & i 2, otrzymane z dwu ostatnich réwnan, muszg uczy-
ni¢ zados¢ rdwnaniu pierwszemu: a zatym musi by¢

®3)

To samo réwnanie warunkowe otrzymamy przez wyrugowanie dwu ilosci nie-
oznaczonych X : :x" z réwnan

(4)

z tego zas wynika, ze jezeli trzy ostatnie rownania majg miejsce, to takze
ma miejsce réwnanie (3).

Mnozac rownania (4) odpowiednio przez x, y,\ i dodajac iloczyny, znaj-
dziemy

(5) - :

A zatym: jezeli istniejg takie trzy czynniki x, x', x", iz wielomiany réwnan trzech
prostych danych, przez nie pomnozone, dajg sume réwng O, wowczas warunek
jest dopetniony, a przeto te trzy proste przecinajg sie ivjednym punkclc. Xalezy to
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twierdzenie tak rozumie¢, ze suma w lewej stronie réwnosci (5) jest toZzsa-

mosciowo réwna O, t. j. przy wszelkich wartosciach na x\y, gdyz tylko wte-

dy z rownosci (5) wypltywajg naodwr6t roéwnosci (4). Z tego powodu uzy-

lismy we wzorze (5) znaku tozsamosci (=), zamiast znaku réwnosci (=).
Podobnie, jezeli punkt

ma leze¢ na prostej, faczacej dwa punkty

)

natenczas musi by¢

®)

Rdwnanie warunkowe (8) otrzymamy takze jako wypadek rugowania X :
z réwnan

)
A zatym: jezeli istniejg trzy takie czynniki X', iz wielomiany roéionan (6)
i (7) trzech punktéw danych, przez nie pomnozone, dajg smne tozsamosciowa réwng O,
(10)

natenczas warunek (8) jest dopetniony, a przeto trzy punkty dane lezg na jednej
prostej.

Jezeli, dla skrécenia, przez D oznaczymy wyrazenie stopnia |-ego
wzgledem spoétrzednych punktu xiy,t. j.
(11)
a przez P wyrazenie stopnia 1-ego wzgledem spdtrzednych linii prostej
uiilt. j.
(12)
natenczas D —O bedzie réwnaniem skréconym prostej 1) o sp6trzednych

) bedzie réwnaniem skréconym punktu P-ospot-

rzednychic=;~ ?  —” , wypadki za$ dopieroco otrzymane bedziemy mogli

tak Avypowiedzieg:
Jezeli trzy proste B, =0, Da= 0, DNN"O prsechodsgprzez jeden punkt,lub
jezeli trzy punkty P,=:0, Pa”~O, P3= 0 leza najednej prostej, natenczas istniejg

trzy liczby ';Cj, Zoj ktérych zachodzi tozsamosé -f + >73"3 =0, luh
odpowiednio x,P, + NesPg =
Naodwrot: jezeli istniejg trzy liczby 1 MAMryh zachodzi tozsa-

mos¢ %,D, -f /t.,Da -j- = O, lub ZiP, + "aPa + ™MPA = O, natenczas trzy pro-
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ste DI, D2, D3 przechodzg przez jeden pimU, Inh odpowieelma trzy punhty
P,, Po, P3 lezici na jednej prostej.

27. Z twierdzenia tylkoco wypowiedzianego wynika nastepujace:
Jezeli

@)

scj. réwnaniami dtvu prostych danych D, i D2, natenczas réwnanie

z czynnikiem nieoznaczonym X, przedstawia jakakolwiek proste}, D, ktora przechodzi
przez punkt przeciecia sie prostych D, i Dj.

Z powodu wielkiej waznosci tego twierdzenia, dowiedziemy go jeszcze
innym sposobem.

Naprzod, widocznie rownanie (2) przedstawia jakgs$ linijg prosta, albo-
wiem jest ono stopnia 1-ego wzgledem spotrzednych punktu' x iy. Powtorej
prosta pi“zedstawiona przez rownanie (2) przechodzi przez punkt przeciecia
sie prostych (1), albowiem wartosci na x\y, ktore czynig zado$¢ jedno-
czesnie obu réwnaniom (1), uczynig zados¢ i rownaniu (2), t. j. punkt, w kto-
rjm proste D, i Da przecinajg sie, lezy na prostej, przedstawionej przez
rownanie (2). Nareszcie, gdy damy na X warto$¢ odpowiednia, réwnanie (2)
bedzie moglto przedstawia¢ pewna, jakgko 1wiek zresztg® prostg" prze-
chodzaca przez punkt przeciecia si® prostych D, i Dg.

Jakoz, wezmy pod uwage prosta, ktdra przechodzi przez punkt prze-
ciecia sie prostych D, i Da inadto przez punkt, ktérego spdtrzedne sg np.
o, Y\ Mamy okaza¢, ze mozna da¢ na X takg warto$¢, aby réwhaiiie (2)
przedstawiato te prostg. Podstawiajgc wnie &'i ¥ zac i

©)

widzimy, iz ono zamienia sie na

4)

i przedstawia prosta, ktora przechodzi i przez punkt przeciecia sie prostych
D, i Da i przez punkt cc, y\

A zatym, jezeli tylko damy na X warto$¢ odpowiednia, rownanie (2)
moze przedstawiac jakakolwiek prosta, przechodzacg przez punkt przeciecia
sie prostych (1).

Spétrzedne u i d prostej D sa widoczne

®)

Znajdziemy jeszcze znaczenie gieometryczne czynnika X Dajmy Zq
SD, i SDa sg danymi dwiema prostymi Dj=0 i Da”O, a SD jest prostg
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Z punktu biezacego V(x,y) na prostej D spusémy prostopadte PQ,

i PQi na proste SD, i SDg. Oznaczajagc te prostopadie przez a, i 8, mamy
w uktadzie prostokatnym, co do wiel-
kosci i co do znaku,

skad

Atoli z rownania

I-ig. 12, Wypada
Jest wiec
(6)
gdzie : [/MjN+ fan jest czynnikiem statym i dodatnym, od

potozenia prostej D niezaleznym. AVartos¢ (6) na X wypada ujemna lub do-
datna wedlug tego, czy prosta SD lezy wewnatrz, czytez zewnatrz tego kata
miedzy SD, i SDa, wewnatrz ktorego lezy takze poczatek spotrzednych
(art. 19). Oznaczmy przez DD, i DD™ katy DSD, i DSDa. Gdj
8i=PQ,=:SPsinDD,, =PQ2= SPsinDD2, to

Wstawiwszy te warto$¢ w wyrazenie (6), mie¢ bedziemy takze

(6"
28. Tak samo mozna dowie$¢ twierdzenia analogicznego:
Jezeli

o)

set rotimaniami dwu punktow P, i Pa, natencms rownanie

) :

3 mjmiMem nieGmaczoHym X, przedstawia jakikolwiek punkt P na prostkj”tgczgc”,
punkty P| i Pj/

Istotnie, réwnanie (2) przedstawia, popierwsze, punkt, gdyz jest sto-
pnia 1-ego wzgledem u i v. Powtore, ten punkt lezy i na prostej przecho
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dzacej przez punkt Pj i na prostej przechodzacej przez punkt Pj, albo-
wiem wartosci na ui czynigce zados¢ jednoczesnie obu réwnaniom (1),
uczynig zados¢ i réwnaniu (2). Nareszcie mozna na X dac takg wartos¢, aby ré-
Avraanie (2) przedstawiato jakikolwiek punkt, oznaczony na prostej P1P2.

Jakoz, weZmy na prostej PiPa jakikolwiek punkt, lezacy takze np. na
prostej o spétrzednych w,  Mamy okaza¢, ze na X mozna dac takg wartos¢,
aby réwnanie (2) przedstawiato ten punkt. Wstawiajac w réwnanie (2) li i
za uit;, otrzymamy

©)
wskutek czego przechodzi ono na
(4) '

i przedstawia wiasnie punkt uwazany.
Spétrzedne punktu (2) sg

Aby jeszcze znale$¢ znaczenie gieometryczne czynnika X, oznaczmy przez
PiP i PPa dtugosci odcinkéw, na jakie punkt P dzieli odlegto$¢ PiPa pun-
ktéw (1). AV zatozeniu, ze uktad osi jest prostokatny, mamy:

stad za$ wypada
(6)

t.j. odcinki P,P i PP2 bedg miaty ten sam kierunek, lub kierunki przeci-
wne, wedltug tego, czy X jest liczbg dodatng, czytez ujemna.

29. Aby lepiej wyjasni¢ znaczenie i doniostos¢ tych twierdzen, wez-
my pod uwage tréjkat PjPaPa. Niech

beda rdwnaniami normalnymi bokéw PaPa, P3P1 i PiPa tego trojkata we spot-
rzednych prostokatnych, ktorych poczatek przyjmujemy wewnatrz trojkata.
Podzielmy kgty wewnetrzne tﬁfgho tréjkata linijami prostymi A, Aa A3 tak,
aby, przy dodatnych m™mA byto
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rownania prostych A, A, 4 beda wtedy (art. 27)

Suma tych trzech réwnan jest tozsamosciowo réwna O, trzy proste A,. A2, A3
przecinajg sie zatym w jednym punkcie (art. 26). Jezeli te same katy po-
dzielimy prostymi A',, A2, A3 w stosunku takim, aby byto

bedzie woéweczas

Z tych rownan widoczna, ze takze sumy algiebraiczne

sg tozsamosciowe rowne 0. Mamy zatym twierdzenie nastepujace:

Jezeli katy trojkata PiPaPg podzielimy wewnetrznie
i zeivnetrznie na dwie czesci tak, ahy icstainj tych czesci, co do wartosci hezwzgledndj,
byly odpowiednio iv stosunku mAhw, osmAomA: to sze$¢ prostych, tak otrzy-

manych, przecinajg sie po trzy iv czterech punktach; w jednym przecinajg sie proste,
podzialu wewnetrznego, a w kazdym z trzech innych przecinajg sie dwie proste
podziatlu zewnetrznego z jedng podziatu wewnetrznego.

Na bokach tréjkata PaPa? P3P1, P1P2 obierzmy po dwie pary pun-
ktéw n,, n',; Ha, W2] lla, lig, dzielacych te boki wewnetrznie i zewnetrznie
w stosunkach, ktérych wartosci bezwzgledne sg rdwne m™-nmv\, mi-m”®, m"-mi]
natenczas réwnania tych punktéw podziatu beda

VA'A'AN

sg toZzsamosciowo réwne zeru, prieio sze$¢ punUdéw trzech imr podziatu lezg po
trzy na czterech prostych.

30. D,=0, D2= 0, Dg"O sag réwnaniami trzech prostych, nie przecina-
jacych sie tv jednym punkcie: wyrazi¢ rdivnanie jakiejkolwiek innej prostej
D = O pod postacig

Poniewaz sumy . . .

Dos¢ potozy¢ w tym celu
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i wyznaczy¢ liczby state Xi, %2 % zapomocg trzech réwnan

na ktére rosktada sie powyzsza tozsamos¢. Te rownania dajg na X2, v3
wartosci skoriczone i oznaczone, gdyz, skoro dane trzy proste D,, Da? ®
przecinajg sie w jednym punkcie, wyznacznik

|
1
|

jest od O rézny (art. 26).

Podobnie okaza¢ mozemy, ze jezeli Pi=0, Pa”O, P3=:0 sg rbéwna-
niami trzech punktéw, nie lezacych na jednej prostej, na tenczas réwnanie ja-
kiegokolwiek innego punktu mozna przedstawi¢ pod postacig

Zagadnienia niniejsze sg niezmiernej wagi; postuzag nam one takze
przy wprowadzeniu nowego uktadu spéirzednych (rozdziat 1V).

31. Aby wykaza¢ doniostos¢ zagadnienia art. 30, dowiedziemy naste-
pujacego twierdzenia:

Jezeli dwa trojkaty PjPaPj i P',P'2P'3 sg spétosiotoe, tj. takie, ze boki
odimciednie tych divu tréjkatéio i P'2P'3, P3P1 « P'3P',, P1P2 i  YiY"pree-
cinajg sie tv trzech punktach Q,, Q2, ("3, lezacych na jednej prostej (osi), to dwa te
trojkaty sa takze spothi egunow e, t. j, proste PiP'i, P2P'25 P3P'3, tgczace
imry odpowiednich wierzcltotkdw, przecinaja sie iv jednym punkcie (biegunie), i na-
odwrot.

Niech DI —0,D2= 0, D3 = 0 beda réwnaniami bokéw P2P3, P3P1, P1P2
pierwszego tréjkata. Rdéwnanie osi mozna wtedy przedstawi¢ pod postacig
x,D, + "aDa + ”aDg ==:0. Poniewaz bok PaP”a trojkata drugiego prze-
chodzi przez punkt w ktérym bok P2P3 tréjkata pierwszego prze-
cina sie z osig, to (art. 27) rownanie tego boku bedzie ksztattu
(xiD, + y-iDM+ 7sDg) + wD, = O, lub x',D, + + A3"3=0. Otrzymu-
jemy podobnie x,D, + x2D2+ X3D3=0 i ++'>t'3D3 —0O, jako
réwnania bokow PsP'! i P',P2= 0. Biorgc réznice kazdych dwu z tych
trzech réwnan, otrzymamy trzy réwnania nastepujace

Te trzy rléwnania przedstawiajg, wskutek swego pochodzenia, proste prze-
chodzace odpowiednio przez wierzchotki P'j, P2, P'3, wskutek za$ swego skita-
du, proste przechodzace przez wierzchotki P,, Pa, P3; sa zatym rownaniami
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prostych PiFi, P2P2 i Pa®a- A gdy suma tych réwnan jest tozsamosciowo
rowna O, to trzy te proste przecinajg sie wjednym punkcie, t. j. dwa da-
ne tréjkaty spétosiowe sg takze spotbiegunowymi.

Aby udowodni¢ twierdzenie odwrotne, t. j. ze trojkaty spotbiegunowe
sg takze spotosiowymi, postgpimy analogicznie, uzywajac spétrzednych linii
prostej zamiast spdtrzednych punktu.

Niech wiec Pi= 0, Pa”O, P3= 0 beda réwnaniami wierzchotkdw tréj-
kata pierwszego; réwnanie bieguna mozna wtedy przedstawi¢ pod postacig
XiPi + #aPa + "aPs= O Rownania przeto wierzchotkéw Fj, P2, P'3 trojkata
drugiego, jako punktéw lezacych na prostych, faczacych biegun z wierzchot-
kami P,, P2, P3, sg nastepujace (art. 28):

Biorgc réznice kazdych dwu z tych réwnan, otrzymamy

Te réwnania przedstawiajg, ze wzgledu na swe pochodzenie, punkty lezace
tia bokach P2P'3, P'iP'2, a ze wzgledu na swoj skiad, punkty lezace
na bokach P2P3, P3Pi, P1P2. Przedstawiajg wiec one punkty przeciecia sie
odpowiednich bokéw dwu danych trojkatéw. A gdy ich suma jest tozsamo-
Sciowo réwna O, to trzy te punkty leza na jednej prostej, t.j. dwa dane troj-
katy spéthiegunowe sg takze spétosiowymi.

CWICZENIA.

(13). W réwnaniu prostej x + ay + | = 0, odniesionej do uktadu osi, two-

rzacych kat 0 wyznaczy¢ spdiczynnik a tak, aby odlegto$¢ prostopadta tej prostej

od poczatku byta réwna K
A

(14). Znales¢ réwnanie dwusiecznych katow, zawartych miedzy dwiema pro-
stymi danymi.

(15). Okaza¢, ze dwusieczne katdw wewnetrznych i zewnetrznych tréjkata
przecinajg sie po trzy w czterech punktach.

(16). Znale$¢ rownanie prostej, taczacej punkt , Y0 ze Srodkiem odlegto-
ci dwu punktéw danych i ("3,23).

(17). Okazaé, ze proste, taczace wierzchotki trdjkata ze srodkami bokdw
przeciwleghych, przecinajg sie w jednym punkcie.

(18). Znales¢ we spotrzednych prostokatnych réwnanie prostopadiej, spuszczo-
nej z punktu (X, 2Y) na prosta, taczaca dwa punkty dane ("2 ,2/2) ™ Ta »2/3)
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(19). Okazac, ze prostopadie.do bokéw trojkata, spuszczone z wierzchotkow
przeciwleghych, przecinajg sie w jednym punkcie.

(20). Znales¢ we spoirzednych prostokatnych réwnanie prostopadiej do pro-
stej, taczacej dwa punkty dane (xy , j/,) i YY), w jej srodku.

(21). Okazac, ze prostopadie do bokow trojkata wich $rodkach, przecinajg
sie w jednym punkcie.

(22). Znales¢ warto$¢ stosunku B: A z warunku, aby prosta Aa: + B C=0

tworzyla z prostg 2.r—3?/1=0 Kkat %-

(23). Wyznaczy¢ kat miedzy dwiema prostymi 4c0s0+ 3sin6
. b .
I == 3c0s6 — 4sine.

(24). Jezeli tak wyznaczymy prostg, aby suma prostopadtych, z pewnych
f punktdw na nig spuszczonych, po pomnozeniu kazdej przez odpowiedni czynnik
oznaczony, byla rdwna O, to taka prosta przejdzie przez pewien punkt staty.

(25). Dane sg dwie proste state OA i OB, przeciete trzecig AB, ruchoma, lecz
o0 kierunku statym; na AB obieramy punkt P taki, aby bylo AP= nAB: znales¢
miejsce punktu P.

(26). Na osi a-Gw jest dany punkt staty A, a na osi 2-w punkt staty B. Na
pierwszej osi bierzemy punkt A', a na drugiej B' tak, aby bytlo OA'+ OB'=0A + OB:
znale$¢ miejsce punktu, w ktorym sie przecinajg proste AB'i A'B.

(27). Znales¢ réwnanie biegunowe prostej, przechodzacej przez dwa punkty
dane fr,,6,) i (",62).

(28). Dane sa katy trojkata ABC, ktdrego wierzchotek A jest staty, a wierz-
cholek B porusza sie na prostej statej: znales¢ miejsce wierzchotka C.
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STOSUNEK PODZIALU PODWOJNEGO.

32. Proste, wychodzace z jednego punktu, nazywamy promieniami,
a ich zbiér pekiem promieni, punkt za$, z ktdrego promienie wycho-
dza, nazywa sie wierzchotkiem peku.

Jezeli z wierzchotka S kata DjSDa, zawartego miedzy promieniami SD,
i SDg, poprowadzimy jeszcze dwa promienie SD3 i SD4 i jezeli promien
SD3 dzieli kgt DiSDa na dwie czesci, ktérych stosunek wstaw jest X:l,
a promien SD4 dzieli tenze kat na dwie czesci, ktorych stosunek wstaw jest

to natenczas stosunek X{L nazywamy stosunkiem podziatu po-
dwdjnego kata DjSDa przez promienie SD3 i SD4, albo stosunkiem
podziatu podwojnego peku czterech promieni SD,, SDj, SD3,
SD4. Oznacza¢ bedziemy ten stosunek jn-zez (S. DiDgDgD”), lub, krécej, przez
(DiD2D3D4), jezeli nie zachodzi potrzeba wyraznego wskazania wierzchotka
S tego peku, a przez DiD™ kat D,SDA, zawarty miedzy promieniami
SDi i SDi, czyli, méwiagc krocej, miedzy promieniami Di i DA

Wedtug powyzszego okreslenia, jest wiec

M

Zauwazywszy, ze katy DiD” i D*Di nalezy braé ze znakami przeciwny-
mi (porzadek bowiem liter wyraza tu Kierunek obrotu promienia ruchomego,
opisujgcego te katy), tatwo sprawdzi¢ réwnosci nastepujace:

)

Tak np.
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Z wyrazenia (1) widzimy jeszcze, ze stosunek podziatu podwojnego jest
dodatny albo ujemny, wedtug tego, czy promienie D3 i D4 dziela, kat DjDa
oba wewnetrznie, lub oba zewnetrznie, czytez jeden wewnetrznie, a drugi
zewnetrznie.

33. Zbior punktow, lezacych na jednej linii prost$j, nazywamy sze-
regi.em prostolinij owym punktéw, albo krocej, szeregiem pun-
ktéw. Prosta, na ktdérej ten szereg punktéw lezy, nazywa sie podsta-
wa Sszeregu.

Jezeli odcinek P.Pa podstawy, zawarty miedzy punktami Pi i Pa, jest
podzielony przez punkt P3 w stosunku X:l, a przez punkt P4 w stosunku
|X:], natenczas stosunek X{L nazwiemy stosunkiem podziatu podwdj-
nego odcinka P.Pg przez punkty P3i P? albo stosunkiem podzia-
tu podwdjnego szeregu czterech punktéw P,, Pa, P3, P4; ten sto-
sunek oznacza¢ bedziemy przez (P,P2P3P4).

Wedtug tego okreslenia, mamy

1

Poniewaz P/Pi=:—PAP, (porzadek bowiem liter wyraza tu Kkierunek
ruchu punktu, kreslagcego te odcinki), wiec
)

Z wyrazenia (1) widzimy, ze stosunek podziatu podwojnego wypadnie
dodatny albo ujemny, wedlug tego, czy punkty P3 i P4 dzielg odcinek PjPa
oba wewnetrznie, lub oba zewnetrznie, czytez jeden wewnetrznie, a drugi
zewnetrznie.

34. Niech

beda réwnaniami promieni SD, i SDg; réwnania promieni SD3 i SD4 mozna
wtedy wyrazic¢' przez (art. 27)

2
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Poniewaz (art. 27)

gdzie x = [/'Ai*+ Bi* : [/Ag" + BaS to stosunek podwdjnego podziatu
peku promieni D,, Da? '3?  wyrazi sie

©)
Zalezy wiec on tylko od stosunku czynnikéw X i  wchodzacych w réwna-
nia promieni Dg i D4, ztozone z réwnahn promieni D, i Dg.

Jezeli rownania wszystkich czterech promieni sg ztozone z réwnan dwu
pewnych promieni D'j, D'2, t.]. jezeli
(4)
(5)
to, chcac wéwezas otrzymaé warto$¢ (DiDaDgD”), nalezy réwnania (5) spro
wadzi¢ do ksztattu (2), t.j. ztozy¢ je z rbwnahn promieni D, i Dj. Podsta-

wiajac w tym celu w réwnania (5) wartosci na D', i Da, wyptywajace z wy-
razen (4), t.j.

otrzymamy

Réwnania wiec (4) i (5) mozna zastapi¢ przez rownania

(4)
(57
z ktérych wynika
(6)

35. Niech.
(o]

beda réwnaniami dwu punktéw Pj i Pa. Roéwnania punktéw P3 i P4 na
prostej, przez Pj i Pa przechodzacej, wyrazi¢ mozna przez

2

Poniewaz (art. 28) '

wiec

©)
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stosunek zatym podziatu podwdjnego szeregu punktow P,, Pa, P3, P4 zalezy

jedynie od stosunkéw liczb X i [L, wchodzacych w réwnania punktéw P3 i P4,
Ztozone z réwnan punktow P, i Pg.

Jezeli réwnania czterech punktéw dane sg w postaci
(4)
®)

natenczas, takim samym sposobem, jak w art. 34, znajdziemy, ze
(6)
36. Wezmy pod uwage cztery promienie peku
@)
i cztery punkty szeregu
(2) n

oraz zatozmy, ze P, lezy na D,, Pgna Dj, P3na Dg, P4 na D4.
Spotrzedne punktéw (2) sa odpowiednio

Podstawmy te wartos$ci za £ i w odpowiednich réwaniach (1); otrzymamy

Ostatnie dwa rdéwnania warunkowe przywodza sie, wskutek dwu pisr®
wszych, do:

z ktérych wypada

t. j. stosunek podziatu podwojnego promieni (1) jest rowny stosunkowi po-
dziatu podwojnego punktow (2). *

A zatym: jezeli cztery promienie peku przetniemy prostg poprzeczng, to stosu-
nek podziatu podwdjnego promieni jest réwny stosunkowi podziatu podtcdjnego pun-
ktéio przeciecia.

37. Trzy proste, wychodzace z jednego punktu, lub trzy punkty na
jednej prostej wyznaczaja czwartg prostg, wychodzaca z tegoz punktu, lub
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czwarty punkt iia tejze prostej, tworzace, wraz z trzema danymi, pek pro-
mieni, lub szereg punktéw, o pewnym, zgory danym, stosunku podziatu
podwdjnego. Jezeli bowiem stosunek podziatu podwdjnego czterech promieni
peku (4) i (5) w art. 34, lub czterech punktow szeregu (4) i (5) wart. 35,
jest dany iréwny  to wtedy, ze zwigzku

majac dane trzy liczby stosunkowe X, X, mozemy wyznaczy¢ czwarta, §A
Ten czwarty promien, lub czw’arty punkt mozna znale$¢ przez wykre-
$lenie w sposéb nastepujacy. — Niech (fig. 13) SD,, SD3 bedg trze-
ma promieniami danymi, SD4 niech bedzie promieniem szukanym, majacym
uczyni¢ zados$¢ warunkowi (DiDaDgD”)—Poprowadzmy poprzeczng;
przetnie ona te promienie odpowiednio w punktach P,, Pg, P3, P4 i naten-
czas (art. 36) takze (PiPaPgPi)"/. PoprowadZmy jeszcze druga poprze-
czna, réwnolegly do jednego z danych promieni, np. do i“romienia SD3. Ta
poprzeczna przetnie promienie SD, i
w punktach P', i P2, promien SD3
w punkcie nieskoniczenie odlegtym
cnoy, a  Droniied  szukany w  pe-
wnym punkcie P, i réwniez bedzie

|

czyli

Stad za$, z uwagi, iz

wypada

Fig. 13 Jezeli wiec na poprzecznej P\P'-2 wy-
sfiilir7vmv nnnL-f. TVt Afiliv

i poltgczymy go z punktem S, to promieA P'4S bedzie czwartym promieniem
szukanym, gdyz (DiDoDgDi)— i przetnie pierAvsza poprzeczng w pun-
kcie P4 tak, iz (P,P2P3P4) — —  GdybySmy mieli dla trzech juinktéw
danych P,, P"i P3 znale$¢ taki czwarty punkt P4, zeby (PiPgPgPi) =
to potgczylibySmy punkty P,, Pg, P3 z jakimkolwiek punktem S, nie leza-
cym na podstawie tego szeregu, a nastepnie postapilibysmy tak, jak poprze-
dnio, przy odszukiwaniu czwartego promienia.
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rODZIAL HARMONICZNY.

38. Cztery promienie peku, lub cztery punkty szeregu nazywamy har-
moni czny mi, jezeli icli stosunek podziatu podwojnego jest rowny — 1.
Cztery promienie Dj, Da, Dg, D" sg wiec harmoniczne, jezeli

1)

a cztery punkty P,, Pj, P3, P" sg harmoniczne, jezeli

@)

AYiemy juz (art. 32 i 33), ze

jak rowniez

Wynika z tego, ze, gdy jest mowa o czterech promieniach lub czterech pun-
ktach harmonicznych, to niema co bra¢ pod uwage uporzadkowania wszyst-
kich czterech promieni lub czterech punktéw, lecz tylko ich podziat na dwie
pary Dj, Dj i D3, D4 lub P,, Pg i P3, P?; dlatego uzywaé bedziemy wyra-
zenia: dwie pary promieni D, D2 i D3, D4 lub dwie pary pun-
ktow P,, PaiP3, P4 sg harmoniczne lub harmonicznie ze soba
sprzezone.

Ze wzoru (1) czytamy, ze jeden z dwu promieni D3 i D™ dzieli kat mie-
dzy promieniami D, i Da wewnetrznie, a drugi zewnetrznie; jezeli bowiem

L LA _
to odi“owiednio sin jPJlam 0. Nadto, jezeli /:*D,1)3 = 0, wtedy

takze = jak réwniez, jezeli =  wobwczas takze
t.j. jezeli promienn D3 przyjmie kierunek promienia D, tub Da, wtedy z tymze
samym promieniem D, lub odpowiednio Da zejdzie si¢ takze promien D4. Na-
reszcie, jezeli ZJ"Nirz — ZIMzNiN wtedy ZDiT>i= — t. j. jezeli pro-
mien D3 jest dAvusieczng kata DjSDa, Awvtedy promien D" jest dwusieczng
kata, spetniajacego kat DjSDj do ir; promienie D3 i D* bedg wtym przy-
padku do siebie prostopadte.

Z réwnania za$ (2) wynika, ze jeden z punktéw P3 i P4 dzieli odcinek

P p

wewnetrznie, a drugi zewnetrznie; jezeli bowiem to odpowie-

dnio P P <r Nadto, jezeli P,P3=;0 lub Rp3 = 0, wtedy takze odpowie-
dnioP,P4=:0 lub PaPi™O, t.j. jezeli punkt P3 zejdzie si¢ z punktem P,
lub pa, wtedy w tymze samym punkcie znajdzie sie takze punkt P4. Nareszcie,
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jezeli PIP3= P3P2, wtedy P,P4= -P4P2 = P2P4, t.j. jezeli punkt P3 znaj-
duje sie w $rodku odcinka PjPa, to punkt P~ lezy na prostej P1P2 w nie-
skonczonej odlegtosci.

39. Rozumiejac przez R, i R2 wyrazenia stopnia 1-ego badzto wzgle-
dem spotrzednych punktu x iy, badztez wzgledem spétrzednych linii prostej
u iV, bedziemy mogli zapomoca uktadu rownan

(1) . — .
przedstawi¢ tak cztery promienie jednego peku, jak i cztery punkty jednego

szeregu. ,

Wedtug powyzszego okre$lenia, pary elementow (promieni lub pun-
ktow) R,, Rj-, R3, R4 sg harmoniczne, jezeli (art. 34 i 35)

)
Réwnania dwu par elementow harmonicznych mozna zatym sprowadzi¢ do
postaci:

®)

Jezeli rownania dwu par elementdw sg dane w postaci
(4)

natenczas te pary bedg harmoniczne, jezeli (art. 34 i 35)

®)

Jezeli wiec sg dane trzy elementy, to mozna znales¢ czwarty (ale tylko jeden),
ktéry z jednym z danych tworzy pare harmonicznie sprzezona z parg pozo-
statych dwu elementdéw danych. Gdy bowiem sg dane trzy liczby stosunkowe
X, [, X, natenczas z réwnania (5) mozna obliczy¢ wartos¢ czwartej ji'.

Czwarty element, ktéry z trzema danymi tworzy dwie pary harmoni-
czne, znajdziemy przez wykre$lenie sposobem, podanym w art. 37. Inny
sposob wypadnie z rospatrzenia wiasno$ci harmonicznych czworoboku i czwo-
rokata zupeinego.

40. Czworobokiem zupetnym nazywamy figure utworzong przez
cztery proste, z ktérych jakiekolwiek trzy nie przechodzg przez ten sam
punkt. Te cztery proste Dj, Da, D3, D4 zowig sie bokami czworoboku (fig.
14). Boki czworoboku zupeinego przecinajg sie¢ po dwa w szesciu punktach,
ktére nazywamy wierzchotkami czworoboku. Punkt przeciecia sie bokow
Di i Da oznaczymy przez AJt, wierzchotkami czworoboku bedg zatym pun-
kty A2, A3, A,i, Aaa, A24, Aai. Tak oznaczywszy wierzchotki, mozemy jo
zebraé we trzy pary A2, Ajt; A3, AN, A, Aaj tak, aby punkty tej samej
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pary nie miaty spolnego wskaznika. Te trzy pary wierzchotkdw sg trzema
parami wierzchotk6w przeciwlegtych. Nalezy zauwazyé, ze na kazdym boku
lezg trzy wierzchotki,
maj gce j eden wskaznik
spoiny. Proste, tgczace
pary wierzchotkdw Aja
i A34, A13 i A24, Ait
i A23, ozhnaczymy przez
D'i, D2, D'3; sg one
przekatnymi  czworo-
boku.
Niech DI = Q
02=0, ~3=0, D4=:0,

bedg réwnaniami bo-
kéw i przekatnych
czworoboku  zupetne-
go. Poniewaz prze-
katna D'i przechodzi
przez punkt Al12 i
przez punkt A™, prze-
to jej rdwnanie mozna
przedstawi¢ pod po-
stacig

1)
i pod postacig

2 . 7 7
f\/l)amy zatym tozsamos$é

z ktérej wynika
©)
(4)
Réwnanie —WgDg"iO przestawia prostg przechodzaca przez Al3,
a rownanie maD4 — WaDa” O przedstawia prostg przechodzaca przez Aai-

(jrdy, wedtug (3), pierwsze strony tych réwnan sa tozsamosciowe, przeto oba
przedstawiajg te sarne prostg, t. j. przekatng D2; mamy zatym:

()

Znajdziemy taksamo, zapomocg tozsamosci (4),
(6)

Ze zwigzkow”(l), (5) i (6) wyptywa
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@)

Oznaczmy przez B,, Bg, Bg punkty przeciecia sie par przekatnych
AD2iD3 D3iD', D'iiD?2. tatwo spostrzezemy, ze réwnanie D', + Dg”*O
(lub w,DI -j- y*Di*O) przedstawia prostg B3Al4, a rownanie D', —D2= 0
(lub W2D2 + prostag B3A23. Podobnie réwnanie D', + D'3 O przed-
stawia prosta BoA,3, a rownanie D', —D'3= Oprosta B2A24. Nareszcie
rownanie D'2 -f D'3 =::0 przedstawia prostg BiA,2, a réwnanie D2—D3=0
prosta B,A34. Podtug za$ wzoréw (3) w art. 39 pary prostych

®)
©)
(10)

sg parami promieni harmonicznymi. Mamy zatym twierdzenie:

W czivorébohu zupelnym Tcazde dwie p*-zehgtne tworzg z prostymi, ivychodza-
cymi z punktu ich przeciecia sie do dwu imerzchotkéw pozostatych (t.j. do tych, ktére
nie leki przekatnych), dwie pary promieni harmoniczne.

Poprzeczna przecina pek dwu par promieni harmonicznych w dwu parach
punktdéw harmonicznych (art. 36); mamy wiec jeszcze twierdzenie nastepujace:

Wierzchotki czworoboku zupetnego” lezgce na kazdej przekatnej, tworza z pun-
ktami przeciecia sie jej z dtoiema. przekgtnymi pozostatymi dwie pary pimktéiv har-
moniczne.

Uwazmy nareszcie, Ze takze wierzchotki A2, A2} tworzg z wierzchot-
kiem A23 i z punktem, w ktéorym bok D2 przecina prosta ByAj dwie pary
punktéw harmoniczne. Ogélnie wiec, jezeli iklm przedstawia jakakol-
wiek przemiane liczb 1, 2, 3, 4,

Na kazdym boku czworoboku zupetnego ivierzehotki Aa-i A7 tworzg z loierz-
chotkiem Aim i z punktem., w ktérym bok Dj przecina prosta, tgczaca wierzchotek
Aki z punktem przeciecia sie przekatnych przechodzacych przez ivierzchotki A,i i Au,
dwie 2>ary punktéw harmoniczne.

Jakoz, wedlug powyzszych wzoréw, réwnania np. promieni Al4A12,

%

z ktorych widzimy (art. 39), ze te promienie tworzg dwie pary promieni har-
moniczne.

Z tych twierdzen wypada nastepujacy sposob wykreslenia czwartego
punktu lub promienia harmonicznego do trzech danych punktéw lub pro-
mieni. Aby znale$¢ czwarty punkt liarmoniczny dla trzech danych A, B, C,
dos¢, wzigwszy (fig. 15) dowolny punkt D zewnatrz prostej ABC, poprowadzié
proste AD, 1>I), dowolng poprzeczng CEP i proste AE, BE, DG; prosta DG
przetnie ABC w punkcie zadanym H. Aby za$ znales¢ czwarty promied har-
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moniczny do danych DA, DB, DC, nalezy przecigé je poprzeczna np. w A,
B, C; nastepnie z C poprowadzi¢ dowolng
prosta CEF i proste AE i BF: prosta DGr
bedzie zadanym czwartym promieniem har-
monicznym.

41. Czworokatem zupetnym
nazywamy figure, utworzong przez cztery
punkty P,, P2, P3, P4, z ktorych trzy jakie-
kolwiek nie lezg na tej samej prostej (fig.
16), i przez szes¢ prostych L2, L,3, Lj»,
123) L24) L34, taczacych je po dwa. Punkty P zowig sie wierzchotkami
a proste L bokami czworokata. Pary bokdéw L,2, L34; L13, L24; L4, L23
zowig sie parami bokdw przeciwlegtych, a punkty przeciecia sie tych par bo-
kéw przeciwlegtych, P',, P'2, P'3, punktami przekatnymi czworokata.

Jezeli

sg rownaniami wierzchotkow i
punktéw przekatnych czworoka-
ta, to znajdziemy podobnym
sposobem, jak w artykule poprze-
dzajacym, ze, przyjawszy

1)
bedzie

o)
3)

Nastepnie otrzymamy

(4)

Trzy wiec grupy po dwie pary punktow:

sg harmotiicztie. "Wypadek ten mozemy wypowiedzie¢ jako twierdzenie, ktore
wszakze od poprzedniego bedzie sie réznito tylko odmiennym wystowieniem.
42. Eobwnania (art. 38)

(1)
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okreSlajace dwie pary promieni i dwie pary punktow harmoniczne, sprowa-
dzimy do dwu uwagi godnych postaci.
"Wezmy naprzdd rownanie (1). Kiladac
, skutkiem czego

nA ' "' otrzymamy

czyli
Rozwingwszy i podzieliwszy przez sin{) sinsin](})2, znajdziemy

3)

Jezeli za$§ przez D oznaczymy dwusieczng kata DiD”, to, kiadac
skutkiem czego

mieé bedziemy, wedtug wzoru (1),

skad wypada

(4) . . .
Podobnie postgpimy z wzorem (2). Niech »

to:

lub

®)

Jezeli zas przez O oznaczymy $rodek odcinka P1P2, to, ktadgc 0P2=—OP,

ij— N=ow, — "2 wskutek czego

—O0P4= fZz—J3iiec¢ bedziemy, wedlug wzoru (2),

czyli
skad
(6)

Wzory (5) i (6) mozna wyprowadzi¢ z odpowiadajacych im wzotéw (3)
i (4). Jakoz, jezeli pek promieni harmonicznych D,, Da, D3, D" (fig. 17
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i fig. 18) przetniemy poprzeczng prostopadta do D,, lub prostopadtg do dwu-
siecznej D kata DjDa, mie¢ bedziemy

W pierwszym razie (fig 17)

a podstawienie tych wartosci na tgtjt, tg({i, tg<$2 w (3) da nam wzor (5).
W drugim za$ razie (fig. 18) bedziemy mieli

a podstawienie tych wartosci na tg(p, tgcp,, tg(a w (4) da nam wzér (6).

INWOLUCYJA PAR PROMIENI | PAR PUNKTOW.

43. Jezeli Dji D', DMi D3, D3i D'3,... sa parami protnieni tego sa-
mego peku, a DD,, DD',, DD2, DD'2, DD3, oo '3,... sg katami, ktore te pro-
mienie czynig z tym samym promieniem D tegoz peku, X za$ jest pewna
liczbg statg, to, wrazie, gdy

1
moéwimy, ze te pary promieni D, i D'i, Dai D2, D3io's, ... tworzg inwo-
lucyja (kwadratowg); promien za$ D nazywa sie 0sig inwolucyii
Stosownie do tego, czy X jest liczbg rzeczywista, czytez urojong, a wiecj
Czy X jest liczbg dodatna, czytez ujemna, promienie kazdej pary beda lezaty
po jednej stronie lub po stronach przeciwnych osi D; w pierwszym przy-
padku inwolucyja zowie sie hiper boliczng, w drugim za$ elipty-
czng.
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Jezeli inwolucyja promieni jest liiperboliczna, to istniejg wtym peku
(Iwa takie promienie rzeczywiste, z ktdrych wkazdym schodzg sie z sobg oba
promienie pary, t.j. ktore przedstawiaja promienie podwdjne in-
wolucyi. Jakoz, réwnanie

)
daje dwa promienie A, i Ag, dla ktérych

Te dwa promienie podwojne A, i Aa nazwiemy promieniami asym-
ptotycznymi inwolucyi promieni. Inwolucyja eliptyczna nie posiada pro-
mieni asymptotycznych, albo raczej sg one dla niej urojone.

Promienie asymptotyczne inwolucyi promieni lezg symetrycznie wzgle-
dem osi, a nadto, poniewaz, wedtug (1) i (2),

kazda (art. 42) para promieni inwolucyi, D, i D',, Dai Da, D3io's,.. .. jest
harmonicznie sprzezona z parg jej promieni asymptotycznych Aj i Aa

44, Jezeli PjiP',, PaiP'2, P3iP'3,-.- sg parami punktéw tego sa-
mego szeregu a O takim punktem na jego podstawie, iz

1

to mowimy, iz te pary punktow P, i P',, Pa i P'2, P3 i ~'sj--- tworzg inwo-
lucyja (kwadratowg); punkt za§ O nazywa sie srodkiem inwolucyi. We-
dtug tego, czy X jest liczbg dodatng, czytez ujemng, punkty jednej pary be-
da lezaty po jednej stronie lub po stronach przeciwnych srodka inwolucyi.
W pierwszym przypadku inwolucyja punktéw jest hiperboliczna, w dru-
gim eliptyczng.

Jezeli inwolucyja punktéw jest hiperboliczna, to istnieja w szeregu
dwa punkty rzeczywiste, z ktérych w kazdym schodzg sie z sobg oba punkty
pary, t.j. ktore przedstawiajg punkty podwojne inwolucyi. Z réwna-
nia bowiem

)
wypada

Te dwa punkty Hi, lla nazwiemy punktami asymptotycznymi inwolu-
cyi punktéw. Jezeli inwolucyja jest eliptyczna, punktéw asymptotycznych
niema, albo raczej sg one wtedy urojone.

Wskutek (1) i (2), mamy

a zatym (art. 42), kazda para punktéw inwolucyi
P3ipr'3,... jest harmonicznie sprzezong z parg jej punktow asymptotycznych
Il, i lla, ktére lezg symetrycznie wzgledem $rodka inwolucyi.
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Z tego, cosmy powiedzieli o inwolucyi promieni i punktéw, wypada, ze
pek inwolucyjny przecina kazdg poprzeczng w szeregu inwolucyjnym. Pun-
kty przeciecia sie poprzecznej z osig i z promieniami asymptotycznymi peku
inwolucyjnego sa odpowiednio Srodkiem i punktami asymptotycznymi szere-
gu inwolucyjnego.

45. Jezeli przez S, i Sg oznaczymy wyrazenia stopnia 1-go wzgledem

spotrzednych punktu, x i lub wzgledem spoétrzednych linii prostej, uiv,
natenczas réwnania z czynnikami nieoznaczonymi Xj i Xi
(]_) = = =

gdy w nich wskaznikowi i bedziemy nadawali coraz inne wartosci: 1,  3,...,
bedg przedstawiaty pary elementdw tego samego uktadu, t. j. pary promieni
tego samego peku, lub pary punktow tego samego szeregu.

a. Te pary elementdw tworza inwolucyja, jezeli istnieje jedna para
elementéw

o) R= = II'=S,+X'S2= 0,

ktéra z kazda z par (1) jest harmonicznie sprzezona. Wedtug wzoru (5) war®
tykule 39, para elementdw (1) jest harmonicznie sprzezona z parg (2), jezeli

©)) + X+ X)+ X, X'.=0.
Podstawiajac tu«= 1, 2, 3,..., otrzymamy warunki, aby pary elementow
1), przy 2, 3,..., tworzyty inwolucyja, ktorsj elementami asympto-

tycznymi sg elementy (2).
b. Jezeli dwie pary elementéw (1) sa dane,
U) R,=S.+X,S,= 0, E''=S,+X',S2=:.0;
R,EES.+ XaS5,= O E',=S§, + =0

t.j. jezeli sa dane wartosci czynnikéw X, X', X2 X2 to wdwczas nietrudno
wyznaczy¢ pare elementéw (2), harmonicznie sprzezong z kazda z dwu da-
nych par. Z réwnan bowiem, odpowiadajacych réwnaniu (3),

XX'-1(X.AX ) (X + X)+ X, X',=0,
®)

wyznaczymy
(6) X4X'= a i XXz=&;
spdtczynniki wiec X i X sg pierwiastkami rownania kwadratowego

(7)

C. Jezeli dane sg dwie pary elementéw inwolucyi, to, nie wyznaczywszy
uprzednio pary elementdw asymptotycznych tej inwolucyi, mozemy dla do-
wolnie wzietego elementu odnale$¢ taki, ktoryby z nim przedstawiat pare ele-

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. IV. 4
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mentéw téj inwolucyi. Jezeli bowiem do par elementéw (4), zapomocg kt6-
rych moglibySmy wyznaczy¢ pare elementéw asymptotycznych (2), dotagczymy
dowolnie wziety element R,, i szukany element R'3 trzeciej pary,

@)

to natenczas mie¢ bedziemy, wediug (3),

Rugujac za$ z rownan warunkowych (5) i (9) dwie liczby XXi X + X, wcho-
dzace w nie w stopniu 1-ym, otrzymamy zwigzek miedzy czynnikami X,
X, X2 X3 X3 X3

(10)

ktéry nam dozwala z pieciu danych czynnikow X, X', X2 X2 X3 obliczy¢
warto$¢ czynnika X3, wchodzacego wen w stopniu I-ym, a wyznaczajgcego
szukany element drugi trzeciej pary.

Wynika z tego, ze dwie pary elementéw inwolucyi w zupetnosci ja wy-
znaczaja, t.j. dla jakiegokolwiek elementu mozna odnale$¢ drugi element
jego pary.

46. Jezeli R=0 i R'==0 sa rownaniami pary elementéw asympto-
tycznych, to réwnania trzech par sktadnikéw, tworzacych inwolucyja, mozna
przywies¢ do postaci

@
Kladac
@
otrzymamy, jako réwnania pierwszych elementéw par (1),
@)

Wyznaczywszy za$ R i R' raz z drugiego i trzeciego, nastepnie z trzeciego
i pierwszego, nakoniec z pierwszego i drugiego z réwnan (2) i wstawiajac
wartosci otrzymane w réwnania drugich elementéw odpowiednio pierwszej,
drugiej, trzeciej pary (1), sprowadzimy te réwnania do nastepujgcych:

(4)
gdzie

(5)
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ITwazmy, Ze z réwnan (2) wypada
(6) U,+U2 + U3=0,

co wskazuje, ze réwnania (2) nie sg niezalezne ze wzgledu na E, i R', a przetoj
ze dwa ktorekolwiek z nich daj'a zawsze te same wartosci na E i R'. Ro-
whnanie (6) wyraza zarazem, ze trzy elementy (3) naleza do jednego uktadu, t.j.
Ze trzy promienie (3) przechodzg przez ten sam punkt, lub Ze trzy punkty (3)
leza na tej samej prostej. Podobnie, poniewaz suma lewych stron réwnan
(4) jest tozsamosciowo réwna O, wiec e trzy elementy (4) naleza do jedne-
go ukfadu i tego samego, co ukiad elei*ntéw (3). Widzimy zatym, ze rowna-
nia trzech par elementdw, tworzacych inwolucyja, mozemy zawsze sprowa-
dzi¢ do postaci:

@

Réwnania jednej kolumny przedstawiajg tu elementy jednej pary»

47. a. WeZmy czworobok zupetny (art. 40) o wierzchotkach przeciwle-
glych Aii i A23 A24i A3,, A4 i A2 i przez nie poprowadZmy promienie
z punktu P, dowolnie wybranego na ptaszczyznie tego czworoboku. Niech
nadto
1)

beda réwnaniami bokéw tego czworoboku. Wtedy roéwnanie promienia
PA. 4, przechodzacego przez punkt A w  ktérym przecinajg sie dwa boki
D, i D4, jest ksztattu

Stosunek za$ m™: m* wyznaczymy z warunku, aby prosta przechodzita przez
punkt P. Oznaczywszy bowiem przez D', i D'4 wartosci, ktére otrzymujg wy-
razenia D, i D4, gdy za spbtrzedne punktu biezacego wstawimy spétrzedne
punktu P, mamy

jest wiec Ul u 4—0 rownaniem promienia PA”. Tym sposobem otrzy-
mujemy

)
jako réwnania promieni PA]4, PA24, PAg", a

©)

jako réwnania promieni PA23, PA3,, PA 12 Kladac za$
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D. D';- X' D=2 b3 C;- 3"
skutkiem czego

przywiedziemy réwnania trzech par promieni PA,4 i PA23, PA24 i PAg,,
sase | PA,2 do ksztattu

U, = Oj U2 U= o

4)
8 B ©

Te wiec trzy pary promieni tworzg inwolucyjg. A zatym: pary promieni, +3-
cgace jaJciJcolwieJc punkt na plaszczyznie csiuorohoku zupetnego z jego inierzchotha-
emi przeciwlegtymi, ttvorzci inwolucyjit>

To twierdzenie daje nam sposdb wykre$lenia do pieciu promieni, przeci-
hajacychsie w jednym punkcie, szdstego, ktory jest z nimi w inwolucyi. Oszcze-
dzajac miejsca, nie przeprowadzamy tu tego fatwego wykreslenia.

Jezeli zamiast czworoboku zupelnego weZmiemy czworokat zupetny
i przetniemy go jakgkolwiek poprzeczng, natenczas: trzy pary punktéw,w ktd-
rych jakakohciek poprzeczna przecina trzy pary hokoio przeciivlegtych czworokata
zupetnego, tworzg, inwolucyja. Dowdd tego twierdzenia jest taki sam, jak po-
przedniego, jezeli tylko w réwnaniach powyzszych Zastapimy spotrzedne x iy
przez spoOtrzedne u i v. Daje nam ono tatwy sposéb wyznaczenia do pieciu
punktdéw na prostej — szostego, bedacego z nimi w inwolucyi.

bi "WI-6¢my jeszcze do czworoboku zupetnego. kazdym z jego
stvierzcholkbw mamy po trzy proste, mianowicie: dwa boki i jedne z szesciu
prostych (2) i (3). RoOwnania szesciu prostych, czwartych harmonicznych
do kazdych trzech™ przechodzacych przez wierzchotki A4, A24, A34; A= A3l,
Al2, sg odpowiednio

Suma kazdej pary rownan (5) i (6), stojacych tu w jednym rzedzie pionowym,
daje toz samo réwnanie

) . 53

Widzimy wiec, ze te trzy pary prostych (5) i (6) przecinajg sie w trzech

punktach, przez kt6re przechodzi prosta (7). Mamy zatym twierdzenie:
Jezeli jakikolwiek punkt na ptaszczyznie czworoboku zupelnego potaczymy

prostymi z jego wierzchotkami, a w kazdym z wierzchotkdéw wykreslimy prostg, ktéra
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Z prosta, j/nechodsaca przez 6io pimkt, jest harmonicznie sprzzona tvzgleclem pary
hoJcow, schodzacych sie w tym wierzchotku, to trzy punkty przeciecia sie kazdej pary
z tych szesciu czwartych harmonicznych (utworzonej przez proste, przechodzace przez
przeciiclegle tcierzchotki), lezg na jednej prostej.

Temu twierdzeniu odpowie nastepujace, odnoszace sie do czworokata
zupetnego:

Jezeli przetniemy czworokat zupetny jakakolwiek poprzeczng, a na kazdym bo-
ku znajdziemy punkt, ktdry z punktem jego przeciecia sie z owapoprzeczng jest
harmonicznie sprzezony lozgledem pary ivierzchotkdw, potaczonych przez ten bok, to
trzy proste, fgczace kazdg pare z tych szeSciu czwartych punktdw harmonicznych
{utworzong przez punkty, lezgce na bokach przeciwleglych), przecinaja sie iv jednym
imnkcie,

PEKI PROMIENI | SZEREGI PUNKTOW JEDNOKRCSLNE,

48. Wszelkie promienie, wychodzace zjednego punktu S, w ktorym
sie przecinaja dwie proste D, i D.,, mozna przedstawi¢ przez jedno réwnanie

1) 1), +XDo=:0,

z czynnikiem nieoznaczonym X Mozna zatym to rownanie uwazaé¢ za wyra'
zenie analityczne peku promieni o wierzchotku S. R6znym warto$ciom czyn-
nika X odpowiadajg rézne promienie tego peku.— Wezmy pod uwage jeszcze
drugi pek promieni, majacy wierzchotek w punkcie S', w ktérym przecinajg
sie dwie proste D', i D'2; réwnanie tego peku bedzie

@) D' +XD'2 = U.

Jezeli te promienie tych dwu pekéw, ktérych réwnania otrzymamy z (1) i (2),
gdy czynnikowi X nadamy tez same warto$¢ szczegllna, nazwiemy promie-
niami odpowiednimi, natenczas stosunek podziatu podwdjnego czte-
rech ktdérychkolwiek promieni peku pierwszego jest rowny stosunkowi podzia-
tu podwdjnego czterech promieni odpowiednich peku drugiego. Albowiem
stosunek podziatu podwdjnego czterech promieni, ktérych réwnania sg ksztat-
tu czyto (1), czytez (2), zalezy jedynie od wartosci czynnika X, wchodzacego
w ich rownania. Stad wynika, ze, jezeli cztery promienie peku (1) sg har-
moniczne, wowczas cztery im odpowiednie promienie peku (2), sg takze har-
moniczne. Podobnie, jezeli pewne pary promieni peku (1) tworzg inwolucyja,
wtedy pary im odpowiednich promieni peku (2) tworzg réwniez inwolucyja.

Dwa peki promieni, wyznaczone przez jednoczesne réwnania (1) i (2),
nazywamy pekami jednokreslinymi.

Do dwu szeregéw punktdw, przedstawionych przez réwnania

®) P, + X2 Oi

) P, + XF2=:0,

z ktorych pierwszy ma za podstawe prosta #aczacag punkty P, i P2, a drugi
prostg taczacq punkty P', i Pj, mozemy odnies¢ to, cosmy wyz¢j powiedzieli
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0 pekach promieni (1) i (2), rozumiejac przez punkty odpowiednie te, kto-
rych réwnania otrzymamy z (3) i (4), gdy czynnikowi X nadamy tez same warto$¢.

Dwa szeregi punktéw, wyznaczone przez jednoczesne réwnania (3) i.(4),
nazywamy szeregami jednokresinymi.

49. W przypadku, gdy wdwu pekach jednokresinych promien, tgczacy
wierzchotki tych dwu pekéw, jest odpowiedni samemu sobie, dwa te peki na-
zywamy pekami perspektywicznymi; wtedy: punUy przecieciusie
kazdej pary odpowiednich promieni dwu pekéw perspektywicznych lezg na jednej pro-

stej. Oznaczmy promien SS'
(fig. 19) taczacy wierzchot-
ki pekow, przez D,, oile na-
lezy do peku pierwszego,
a przez D',, oile on nalezy
do peku drugiego; przez
punkty przeciecia sie dwu
par promieni odpowiednich
D4, Da i T3 D'3 popro-
wadzmy prostg, a z wierz-
chotkbw S i S' dwa jakie-
kolwiek promienie D4 i D,
przecinajgce sie na tej pro-
stej. Mamy wtedy (art. 36)

a przeto
t. j. promienie D" i D'4 sa promieniami odpowiednimi tych dwu pekéw.
Podobnie, w przypadku, gdy punkt przeciecia sie podstaw dwu szeregdw
jednokresinych jest odpowiedni samemu sobie, dwa te szeregi punktéw nazy-
wamy szereg anii perspektywiczny-
mi; wtedy: proste, taczace kazdg pare odpo-
iciednicJi punktéiv dwu szeregow perspektywi-
cznych, przecinajg sie  w jednym, punkcie.
Oznaczmy (fig. 20) punkt przeciecia sie pod-
staw przez P,, oile ten punkt nalezy do sze-
regu pierwszego, a przez P',, oile on nalezy
do szeregu drugiego; przez punkty odpo-
wiednie dwu par Pg, P2 i P3, P'3 poprowadz-
my proste, a punkt ich przeciecia sie C
potaczmy z jakimkolwiek punktem P4 szere-
gu pierwszego i oznaczmy przez P't punkt
przeciecia sie tej prostej CP4 z podstawg

szeregu drugiego. Mamy wtedy

t.j. punkty P™ i P sg punktami odpowiednimi tych dwu szeregow.
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50. Jezeli sa dane trzy pary odpowiednich elementéw dwu jakichkol-

Aviek uktadow jednokresinych, mozemy, zapomoca twierdzen powyzszych, dla

kazdego elementu jednego uktadu znales¢ odpowiedni w uktadzie drugim.
Jakoz, jezeli punktom

(fig. 21) P,, P2, P3 na pod-

stawie SS, $6 odpowiednie

punkty P',, P'2, P'3 na pod-

stawie obierzmy na

prostej P,P', dwa punkty A

i A", wyprowadZmy z pun-

ktu A proste APj, AP3,

a z punktu" A' proste A'P'2,

A'P'3, Oraz potgczmy prostg

BB punkty Q2i Q3. w kto-

rych przecinajg sie pary

prostych APa, A'P'2 i AP3,

A'P'3.  Witedy, poprowa-

dziwszy z punktu A prosta,

przechodzacg przez dowolnie wybrany na podstawie IL punkt P, i pota-

czywszy punkt w ktorym ona przecina prostg BB, z punktem A', otrzy-

mamy na przecieciu sie¢ prostej QA' z podstawg punkt P', odpowiedni
punktowi P. Albowiem

Podobnie, jezeli promie-
niom D,, Da, Da peku o wierz-
chotku S (fig. 22) sg odpowiednie
promienie D',, D2, D'3 peku,
majacego wierzchotek w pun-
kcie S', poprowadzmy przez punkt
przeciecia sie promieni D,, D',
(Iwie proste A, A', a pimkty prze-
ciecia sie prostych A, A' odpo-
wiediio z promieniami Da, Da
i z ptfomieniami D3, D'3 potgcz-
my lwiema prostymi Q2 i Q3
ktdre sie przecinajg w punkcie B. Fig. 22.
Wtecy, wyprowadziwszy z pun-
ktu i promien, ktéry przecina promien dowolny D peku o wierzchotku S na
prostej A, i wyznaczywszy punkt przeciecia sie tego promienia Q z prostg
A', otrzymamy, jako prosta, taczaca ten punkt z wierzchotkiem S' peku, pro-
mien D' odpowiedni promieniowi D. Albowiem
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51. Miejscem gieometrycztiym punlctéio przeciecia sie odpowiednich promieni
dwu pekéio jednohresinycli jest linija rzedu 2-go, przechodzaca przez wierzchotki obu
peMiv, obtoiednig za$ prostych, tgczacych punkty odpotoiednie dwu szeregéw jedno-
kreslnych, jest linija klasy 2-ej, ktora dotyka podstaw obu szeregow.

Jakoz, dwa réwnania
1) D,+XDa= 0 i D', =
przy tej samej wartosci X dajg wartosci na spétrzedne punktu, w ktérym sie
przecinajg dwa odpowiednie promienie dwu pekéw jednokresinych. Eugujac
zatym z tych réwnan czynnik nieoznaczony X, otrzymamy

)

réwnanie miejsca gieometrycznego punktéw przeciecia sie odpoAviednich pro-
mieni dwu pekow jednokres$inych.  To rdwnanie jest stopnia 2-go wzgledem
spétrzednych punktu x, y, a wiec przedstawia linijg rzedu 2-go. Ta linija
przechodzi widocznie przez wierzchotki obu pekéw, albowiem wartosci na
Xiy, ktére jednoczesnie czynig zado$¢ réwnaniom D,=0 i Dj—O, jak
rowniez te, ktére jednoczesnie czynig zado$¢ réwnaniom D', =0 i D'a=:0,
uczynig takze zados$¢ rownaniu DiD'2 —D2D'i =0-

Podobnie, dwa réwnania
3) P,+XP2=:.0 i P',+XP'2=0,
przy tej samej wartosci X dajg wartosci spotrzednych prostej, ktéra taczy
dwa odpowiednie punkty dwu szeregéw jednokresinych. Wypadek wiec ru-
gowania Xz tych dwu réwnan
4) P.F,-P,F.=::0
jest rownaniem obwiedni prostych, faczacych odpowiednie punkty dwu sze-
regéw jednokresinych. To réwnanie jest stopnia 2-go wzgledem sp6trzednych
linii prostej u, v, a wiec przedstawia linijg krzywa klasy 2-ej. Z tego réwna-
nia widzimy nadto, ze podstawy PjPg i P'iP2 sg stycznymi do tej linii; albo-
wiem wartosci na w i v, ktore czynig zados¢ jednoczes$nie réwnaniom P, =0
iP2=i:0, lub réwnaniom P', =0 i Pa”0O, uczynig zado$¢ takze rdwnaniu
P,FO-P2F,=:0.

w szczegOlnym przypadku, gdy dwa peki promieni (1) lub diva szeregi pun-
ktow (3) sag perspekty wiczne, linija rzedu 2-go (2) i linija klasy 2-ej (4) roskfada-
ja sie: pierwsza na dwie proste, a druga na dwa punkty.

Jakoz, wzigwszy promief spélny dwu pekdw perspektywicznych za pro-
mien zasadniczy D, i tak samo punkt spolny dwu szeregdw perspektywi-
cznych za punkt zasadniczy Pj, otrzymamy, jako réwnania dwu pekdw per«
spektywieznych,

(5) D,+ XO2=0, D, + XD2 O
a jako réwnania dwu szeregow perspektywicznych,
(6) P,+XP3==0, P,+XF2=:0.

Rugowanie X z réwnan (5) daje
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(7)
a rugowanie Xz réwnan (6) daje
8 P.(F2-P2)==:0.

Réwnanie (7) przedstawia istotnie pare prostycli
D,=:0 i D2—Da"O,
a réwnanie (8) przedstawia podobniez pare punktow
P,=:0 i P2—P2=0.
Badanie szczeg6towe linij rzedu 2-go i klasy 2-ej, bedzie przedmiotem
dalszych rozdziatdw. Uzasadnimy jednak przedtym nowy ukiad spotrze-

dnych punktu i linii prostej, ktérego uzycie wprowadzi w to badanie wazne
utatwienie i uproszczenie.

CWICZENIA.

(29). Jezeli dwie proste OK i OK' przecinajg szereg prostych réwnolegtych
KK', LL', MM', NN* w punktach K, L, M, N i K',L*,M*",N*,to (KLMN)= (K'L'M'N").
(30). Okazaé, ze cztery elementy E2= 0, R, -f/.Bo, R, 4-72172=0,

R, -4 [3R2 sa harraoniczne, gdy /, i—(/j -f- 7).
(31). Okazaé, ze cztery elementy R, — O, R, -f-//R2= 0, R, -f/2"2 —

R, + BR2=0 sg harmoniczne, gdy — -- ( — --je
I\ 2V /

(32). Punkt O, lezacy wewnatrz trojkata ABC, potaczmy prostymi AO, BO, CO
z wierzchotkami tego trojkata i poprowadzmy przez te wierzchotki A, B, C proste B'C’,
CA', A'B', harmonicznie sprzezone z prostymi AO, BO, CO wzgledem pary bokow,
ktore z tych wierzchotkéw wychodzg: okazaé, ze trojkaty ABC i A'B'C' sg spotosiowe.

(33). A, A'sg dwa punkty na osi a B, B' dwa punkty na osi z; AB i A'B'
przecinajg sie w P, a AB" i-A'B w Q: znale$¢ réwnanie prostej PQ i okaza¢, ze ta
prosta dzieli osi harmonicznie,

(34). Boki BC, CA, AB trojkata ABC obracaja sie okoto punktéw statych
L, M, N, gdy tymczasem dwa jego wierzchotki, A i B, poruszaja sie na dwu pro-
stych statych OA i OB: okaza¢, ze miejscem trzeciego wierzchotka C jest linija rze-
du 2-go przechodzaca przez L i M.

(35). Wierzchotki trojkata poruszajg sie na trzech prostych statych, a dwa
jego boki obracaja sie okoto dwu punktéw statych: okazaé, ze obwiednig trzeciego
boku jest krzywa klasy 2-ej.

(36). Dwa katy statej wielkosci, APB i AQ,B, obracaja sie okoto swych wierz-
chotkéw P i Q, przyczym punkt przeciecia sie ramion PA i QA przebiega prosta:
okaza¢, ze miejscem przeciecia sie dwu pozostatych ramion, PB i QB, jest krzywa
rzedu 2-go.



ROZDZIAL ly.

O SPOLRZEDNYCH JEDNORODNYCH.

SPOLRZEDNE TROJKATNE NAJOGOLNIEJSZE.

52. AV badaniach linij, przedstawionych jn-zez rdwnania algie-
braiczne, czyto miedzy sp6trzednymi punktu (x ,y), czytez miedzy spot-
rzednymi linii prostej (u, v), zalezy wiele na tym, azeby te réwnania, je-
zeli one nie sg jednorodne, zastapi¢ przez réwnania jednorodne. Wiasno-
Sci bowiem réwnan jednorodnych upraszczajg i utatwiajg ich rostrzasanie,
a nadto wprowadzaja ujednostajnienie tak w wyrazenia analityczne, jak
i w wystowienie otrzymanych wynikdw. W tym celu, zamiast spétrzednych
zwyczajnych punktu (a;,2/j, lub linii prostej C?~wprowadzimy nowe spét-
rzedne, t. z. sp6trzedne jednorodne.

Oznaczmy przez x iy spotrzedne Descartes'a punktu i potozmy

M)

gdzie a,, t, ¢, aa,... sg jakiekolwiek liczby state, ktorych wyznacznik nie
jest réwny O, a x oznacza czynnik nieoznaczony.

Obecnos¢ czynnika x nie dozwala wyznaczy¢ dokfadnie wartosci na
Xy, Xi, tog, odpowiadajgcych pewnym danym wartosciom na x iy. Atoli, jezeli
rownania (1) przez siebie dzieli¢ bedziemy stronami odpowiednimi, wowczas
czynnik x zostanie wyrugowany, wskutek czego kazdemu danemu ukfadowi
wartosci na x iy bedzie odpowiadat uktad wartosci doktadnie wyznaczonych
na stosunki :ag : £3 Naodwro6t, kazdemu danemu ukfadowi wartosci na
a?, x.i odpowiada jedyny ukfad wartosci na x iy, ktéry otrzymamy, roz-
wigzujac réwnania (1) wzgledem x, y, 7. Te wartosci sg widocznie ksztatu:

@)



111

o SPOLBZEDNYCH JEDNORODNYCH. — 53. 111

gdzie AJ, B,, C,, Aa,... s, ilosciami dotgczonymi w wyznaczniku

3)

do elementéw a,, c, a" Wartos$ci wiec (2) na x iy widocznie zaleza
jedynie od stosunkéw @1 < > zachodzacych miedzy wartosciami na

Te nowe zmienne Xi, X2, X3 okre$lone réwnaniami (1), zowig sie spoéit-
rzednymi jednorodnymi punktu.

53. Tym spétrzednym jednorodnym, mozna nadaé nastepujgce zna-
czenie gieometryczne:

lléwnania Xi =0, 02= 0, B =0 przedstawiajq odpowiednio trzy proste
A2A3, A3AL i AjAa (fig. 23), ktérych réwnania ogélne sg

Te trzy proste, ktére bedziemy
nazywali odpowiednio prosta (7,
prosta di i prosta d" zamykajg
tréjkat AL1A2A3, ktorego pole
nie jest rdwne O, albowiem zato-
zyliSmy, ze wyznaczenik (3) jest od
O rézny (art. 25).

Przyjawszy, ze uktad spot-
rzednych Descartes'a jest prosto-
katny, i oznaczywszy przez S,, o,
(B dtugosci prostopadtych, spu-
szczonych z jakiegokolwiek pun-

I'ig". 23. ktu P (X,y) na boki tréjkata
A1A2A3, bedziemy mieli (art. 19)

(4)

WeZzmy jeszcze pod uwage trzy inne proste 0znaczmy przez
aran i katy, jakie te nowe proste d\ i d\ tworza odpowiednio
z bokami o, o i d* tréjkata AjhAIAg | potézmy
(6)

Wskutek (4) i (5), rbwnania (1) zamienig sie na
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(6)

t. j. spbirzedne jednorodne (@2, ag) punktu mozna uwaza¢ jako odle-
glosci punktu od bokéw trojkata A,AgAg, wziete w kierunkach prostych

d2, d”, dowolnie obranych. Z tego powodu, spétrzedne jednorodne,
okre$lone réwnaniami (1), zowig sie takze spéirzednymi trojkatny-
mi punktu. Sam za$ trojkat AjAjAg, ktorego boki A2A3, A3A, AjAa
sg przedstawione odpowiednio przez réwnania &, =0, ag= O, & =:0, zo-
wie sie tréjkatem odniesienia.

Boki trojkata odniesienia, w obu kierunkach nieograniczenie przedtu-
zone, rosktadajg cata ptaszczyzne na siedem pol. Jezeli przyjmiemy, ze po-
czatek uktadu spdtrzednych Descartes'a znajduje sie wewnatrz tréjkata, t. j.
w polu I, woweczas, jak to z wzoréw (6) jest widoczne, wszystkie trzy spot-
rzedne trojkatne kazdego punktu w polu | bedg miaty znak jednakowy. Przy-
jawszy, ze te spotrzedne sa dodatne, ze spétrzednych punktéw, znajdujacych
sie w polu II, 11, IV, mie¢ bedziemy dwie dodatne a jedne ujemna, ktdra
bedzie odpowiednio spétrzedna Xy,  17g ze spo6trzednych za$ punktéw, znaj-
dujacych sie w polach V, VI, V11, bedg dwie ujemne a jedna dodatna, ktorg be-
dzie odpowiednio spdtrzedna a;,, X2,  Dla punktéw, lezacych nabokach A2A3,
A3A1, A,Ag, mamy odpowiednio Xi~0, X = 0, X3—0, a dla wierzchotkéw
A,, Aa, A3 odpowiednio = — a”*g=0, a-=a2= 0.— Wogol-
nosci, jezeli ikl jest jakakolwiek przemiang liczb 1, 2, 3, sp6trzedna Xi jest
dodatna lub ujemna, wedtug tego, czy punkt P i wierzchotek A, lezg z tej
samej strony, czytez po przeciwnych stronach boku AjtA/; gdy za$ punkt P
lezy na boku A"A/, to alJi=0.

54. Pomiedzy trzema spétrzednymi tréjkatnymi a3, ajg) punktu
P zachodzi zwigzek, zapomocg ktérego, gdy dane sg stosunki a; : da:
mozna obliczy¢ wartosci samych spotrzednych.

Jakoz, potagczmy punkt Pz wierzchotkami A,, Aa, Ag trojkata odnie-
sienia AjAaAg, ktdrego obieg jest dodatny (art. 24); otrzymamy wtedy trzy
trojkaty PA2A3, - ... PA,Aa, ktorych suma algiebraiczna jest réwna
trojkatowi .

()
Prawdziwo$¢ tego wzoru jest widoczna, kiedy punkt P lezy A/ polu I (fig.
23), albowiem obiegi tych trzech trdjkatdéw, a wiec i ich pola, sg dodatne,
a suma tj*ch pdl jest rowna polu trdjkata A,AaA3. WK'Zr ten utrzyma sie
takze i wtedy, kiedy punkt P lezy w ktérymkolwiek z szesciu pdl pozostatych-
Albowiem wtedy, jezeli punkt P lezy w polu Il, 111, lub IV, to odpowiednio
pola trojkatow PAo0Ag, PAgA,, lub PA,Aa beda ujemne, a jezeli punkt P
lezy wpolu V, VI, lub VII, to odpowiednio pola par trojkatow PAgA,,
PAjAa; ra, a2, PAaAg; PAjAg, PAgA, bedg ujemne.

Wskutek umowy zrobionej w artykule poprzedzajacym, spdtrzedne troj-
katne (@?, aja, @9 punktu P, a przeto i odlegtosci prosto])adte P thgo
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punktu od bokéw A2A3, AgA,, AlA2, s3 dodatne lub ujemnej wedlug tego,
czy obiegi trojkatow PA2A3, PA3AL, PAjAa sa dodatne, czytez ujemne.
Ktadgc wiec

miec¢ bedziemy, co do wielkosci i co do znaku,
lub, wskutek (6),

Podstawiajac te wartosci we wzor (7) i oznaczajac przez \ pole trdjkata od-
niesienia, otrzymamy zwigzek zadany,

7 . Co Coe "
Jezeli wiec spdtrzedne trojkatne a;, X2  sa proporcyjonalne do trzech da-

nych liczb X, X2 X3 mamy woéwczas, podtug znanego twierdzenia arytme-
tycznego,

®)

Zapomocg réwnania (7)) mozna kazde niejednorodne rdwnanie
algiebraiczne miedzy Xi, X2, uczyni¢ jednorodnym, mnozac kazdy wyraz,
ktérego stopien jest op nizszy od stopnia n réwnania, przez

czyli, wskutek (7", przez 1.

55. Wozory (1) stuzg do przejscia od uktadu spotrzednych tréjkatnych
do uktadu spotrzednych Descartes'a; zapomoca za$ wzordw (2), ktdére sg
rozwigzaniami wzoréw (1) wzgledem x iy, mozna, naodwrét, od spohrze-
dnych Descartes'a przejs¢ do spdtrzednych trdjkatnych.

W réwnaniu linii prostej

9)
podstawmy za x iy wyrazenia (2). Ktadac jeszcze

(10)

mie¢ bedziemy
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(1)
rownanie jednorodne linii prostej.

Spotczynniki w tym réwnaniu nazywamy spotrzednymi
trojkatnymi linii prostej, ktdrej spotrzednePlucker'a saw i W ar-
tykule 25 okazalisSmy, Ze

sg odpowiednio spétrzednymi wierzchotkéw A,, AN A3 trojkata odniesienia

AiAjAa. Roéwnania wiec (10) pokazuja, ze mozna uwazaé spoOtrzedne troj-

katne linii prostej za odlegtosci trzech wierzchotkéw tréjkata odniesienia od

tejze linii prostej, wziete w pewnych kierunkach dowolnie obranych (art. 19).
Rozwigzujac rownania (10) wzgledem u, v, X znajdziemy

gdzie a,, p,, 7,, aj,... Sg iiosciami aoigczonymi w wyznaczniKu

do elementéw A,, B,, C,, Aa,... Ze za$ elementy tego wyznacznika sg zno-
wu ilosciami dotgczonymi do elementéw wyznacznika (3), wiec, wedbug zna-
nego twierdzenia, mamy:

Wskutek tego, powyzsze wyrazenia na u iv przywodzg sie do ksztatu:

(12)

Jak zapomoca wzoréw (10) mozna przej$é od spoétrzednych tréjkatnych linii
prostej do spotrzednych Plucker'a, tak nawzajem, zapomocg wzorow (12)
mozna od tych ostatnich przej$é do poprzednich.

AYstawmy wartosci (12) na uiv w réwnanie punktu

(13)

ktorego spdtrzedne De8cartes'a sa X i Ktadac jeszcze

(1



111

0 SPOLBZEDNYCH JEDNORODNYCH. — 53. 111

otrzymujemy
(14)

réwnanie jednorodne punktu, ktérego spotrzedne trojkatne sg a?,

Z powyzszego wypada, Ze w ukiadzie spdtrzednychi trojkatnycti tak
linija prosta, jak i punkt, wyrazajg sie przez rdwnania jednorodne stopnia
1-go: prosta przez réwnanie miedzy spétrzednymi punktu biezacego, a punkt
przez rébwnanie miedzy spOtrzednymi prostej biezacej. Wypada nadto, ze
tozsamo réwnanie stopnia 1-go i jednorodne, tak
wzgledem spétrzednych punktu (a;,,  ajg), jak i wzgledem spétrzednych
linii prostej (Wi, %, W3), przedstawia prostg lub punkt, wedtug tego, czy pierw-
sze, czytez drugie z tych spoétrzednych sg liczbami zmiennymi.

56. Potozmy

(15)

i oznaczmy przez L wyznacznik
(16)

a przez L,, Lg, L3, M,,... iloSci dotaczone do elementow 2> Nuees
w tym wyznaczniku. Rozwigzujac réwnania (15) wzgledem X,, Ka, X3
i, dla skrdcenia, kiadac

A7)
otrzymamy, naodwrét, réwnania

(18)

ktérych wyznacznik
(19)

wskutek (17) i znanego twierdzenia z teoryi wyznacznikdw, wedtug ktorego

Zmienne X,, X2, X3 tworzg widocznie nowy ukiad spétrzednych troj-
katnych. Aby otrzymaé¢ réwnania bokow tego nowego tréjkata odniesienia.
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nalezy w réwnaniach X, X2= 0, X3=:0 za ,d2 da podstawié¢ ich
wartosci (1). Tymi bokami sg wdec proste, przedstawione przez réwnania

(20)

Poniewaz za$, odwrotnie, kazdg funkcyjastopnia 1-go wzgledem x iy mozna
przedstawi¢ pod taka wiasnie postacig, dobrawszy tylko stosownie state
N? N (art. 30), wiec, widocznie, dwa ukfady spotrzednych tréj-
katnych jednego punktu, odpowiadajgce dwu réznym tréjkatom odniesienia,
sg z sobg potaczone réwnaniami stopnia 1l-ego takimi, jak réwnania (15)
i (18).

57. Jezeli w rownaniach (1) zatozymy

, to wowczas
(21)
(22)
Tak okreslone spotrzedne tréjkatne a?, zowigsie szczegOlnymi spot*

rzednymi jednorodnymi punktu.

Wedtug (21), bokami tréjkata odniesienia sa teraz: o$ 70w, t. j. x—0,
oS a-0w, t.j. y= i prosta, przedstawiona przez réwnanie 1= 0. Z tego
ostatniego réwnania, napisanego w postaci

widaé, ze przedstawia ono prostg w nieskoficzonosci.
Przy tych samych zatozeniach, réwnania (10) przywodza sie do naste-

pujacych:
(23)
z ktdrych

(24)

Tak okreSlone spotrzedne trojkatne , u™ Wk zowig sie szczegdlnymi
spétrzednymi jednorodnymi linii prostej.

SPOLEZBDNE TROJKATNE PROSTOPADLE.
68. Zajmiemy sie jeszcze szczegétowo spdtrzednymi tréjkatny-
mi prostopadtymi punktu i linii prostej, przez ktére rozumiemy odpo-
wiednio odlegtosci prostopadte punktu od bokéw trojkata odniesienia i odle-
gtosci prostopadte wierzchotkdw tréjkata odniesienia od linii prostej.
Jezeli
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sg réwnaniami normalnymi bokéw AgAg, AgA,, AjAo trojkata odniesienia
AjAgAg, wewnatrz ktoérego przyjmujemy poczatek uktadu spotrzednych pro-
stokatnych Descartes'a, to, oznaczajac przez a,, (3 sp6trzedne trdjkatne
prostopadte jakiegokolwiek punktu na ptaszczyznie trojkata, mamy, co do
wielkosci i co do znaku (art. 19),

@

Miedzy tymi spétrzednymi ma miejsce zwigzek [art. 55, (7')]
)
ktory, ktadac przywiedziemy do postaci

®)

'a, /g oznaczaja tu dtugosci prostopadtych, spuszczonych z wierzchotkow
A,, Aa, Ag trojkata odniesienia na boki przeciwlegle AMAg, AgA,, AAa,
czyli trzy wysokosci trojkata odniesienia. Poniewaz za$, wedilug znanego

S S

. . Si _ _Saa = . . .
twierdzenia trygonometrycznego, sinA, ~ SinAa sinAg 2> gdzie pjest

promieniem kota opisanego na trojkacie odniesienia, wiec, 0znaczajac jeszcze

, mozemy zwiazek (2) przedstawi¢ takze pod postacig

4)

59. W artykule 30 okazaliSmy, ze réwnanie wszelkiej prostej D= O
mozna wyrazi¢ zapomocg réwnan .trzech prostych Da”0O, Dg”Opod
postacig + "aDa + = O Z tego wynika besposrednio, ze réwnanie

wszelkiej prostej we spotrzednych tréjkatnych punktu daje sie przedstawic
pod postacig

Nawzajem, kazde réwnanie ksztattu (5) przedstawia linijg prosta, albowiem,
podstawiwszy w réwnaniu (5) za a-,, wartosci (1), otrzymamy réwnanie
stopnia 1-go wzgledem x\ y, a takie réwnanie przedstawia tylko linijg prosta.

Potozenie prostej, przedstawionej przez réwnanie (5), zalezy jedynie
od warto$ci stosunkéw  : “ae"aj zachodzacych miedzy trzema spéiczynnika-
mi "Wyznaczymy to potozenie, gdy znajdziemy spétrzedne jiun-
Ktdbw .. . .. «s. WKktorych ta prosta przecina boki aias. asa.. a.aa troj-
kata odniesienia. Tak np. dla punktu L, na boku AjAg mamy Xi—O.

a nadto ze zwigzkow (2) i (5) &2 27, y20 — Y wskutek czego



6(5 AIEOMETKY.TA ANaMTYCZNA TtASKA.

Taksamo znajdziemy spétrzedne ()", A) i (Mt M™zi M3) punktéw La
i L3 na bokacli A3A, i AAa.

Miedzy trzema parami odcinkéw L,Aa, LjAg; L2A3, LaA,; c:a.. L3A2
zachodzi zwigzek “uwagi godny. Z rdwnania /2" 2 +"3"*3 = ktéremu za-

dos¢ czynia spotrzedne punktu L,, wypada —— Za$ aai x\ sg pro-

stopadtymi, spuszczonymi z punktu L, na boki A3A, i AAg, zatym
a:'2=:L,A3sinA3, ic3= L,AasinAa i

Taksamo znajdziemy

Mnozac przez siebie te trzy réwnania stronami odpowiednimi, otrzymujemy
zZwigzek

wyrazajacy znane twierdzenie Ptolomeusza.
Zauwazmy jeszcze, ze réwnania

(6)
przedstawiajg pewne jroste, przechodzace odpowiednio przez wierzchoiki
A,, Aa, A3. Te same jednak réwnania, napisane w postaciach

przedstawiajg takze proste, przechodzace odpowiednio przez punkty L,, La
i L3. Roéwnania wiec s, sg réwnaniami trzech prostych A,L,, AaLa i as.:.
z ktérych wypada odpowiednio

Mnozac te rownania przez siebie stronami odpowiednimi, otrzymujemy zwigzek

WezZzmy nakoniec pod uwage proste A,M,, A2M2, AgWVg, ktére z odpo-
wiednimi prostymi A,L,, Aa™a, A3L3 tworzg pary harmonicznie sprzezono
z odpowiednimi parami bokéw A,Aa, A,A3; A2A3, i"aA,; A3A,, A3A2; rowna-
nia tych prostych sg (art. 39)
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Suma tych trzech réwnan jest tozsamosciowo réwna O, proste wiec AjM,,
A2M2, ABM3 przecinajg sie w jednym punkcie.

60. Aby wyznaczy¢ spotrzedne trdjkatne «> % prostej, przedsta-
wionej przez réwnanie (5), wynajdziemy prostopadta odlegtos¢ tej prostej

od punktu, ktérego spotrzedne trojkatne sg a;3), spbtrzedne za$ pro-
stokatne {x\ 2/.

Réwnanie (5), po podstawieniu wyrazen (1) na  Xi przechodzi na
nastepujace

Podtug wiec artykutu 19, mamy

Podstawmy tu w liczniku wyrazenia po prawej

w mianowniku za$ rozwinmy kwadraty tréjmianéw, uwzgledniajac, iz
c0s"2C0OScp3-j-sincp2sincp3=:cos((p3-(p2)=cos(7:-A,) = —cosA,, i t. d,;

woéwczas

()

gdzie symbol

®)

Aby otrzymaé spotrzedne tréjkatne prostopadte prostej (5), dos¢ teraz
w wyrazeniu (7) podstawi¢ odpowiednio

Tym sposobem znajdziemy

)
Miedzy spbtrzednymi trojkatnymi linii prostej zachodzi takze zwigzek,

zapomocg ktérego z danych ich stosunkdw mozna obliczy¢ ich wartosci. Ja-
koz, z réwnan (9) wypada, wedtug znanej wiasnosci rownych stosunkéw,

Otrzymujemy stad zadany zwigzek
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czyli, wedtug (8), po podniesieniu obu stron do kwadratu,

61. Podstawmy w réwnaniu (5) linii prostej zamiast war-
tosci wynikajace z rdwnan (9); bedzie wtedy

(V)

To réwnanie wyraza zwigzek miedzy spétrzednymi tréjkatnymi linii prostej
i punktu, lezacego na tej prostej. A zatym, jezeli przyjmiemy spOtrzedne
w, U3 za dane, a spotrzedne a;,, a-j, I za zmienne, to réwnanie (11) przed-
stawia pewna linijg prosta. Jezeli za$ spotrzedne fra, @& uwazamy jako
dane, a spétrzedne w,, Hz, «3 jako zmienne, natenczas réwnanie (11), wyrazajgc
zwigzek pomiedzy spotrzednymi wszelkich prostych, przechodzacych przez je-
den punkt, bedzie réwnaniem tego punktu. Roéwnanie (11) jest wiec ro-
wnaniem prostej, majacej sp6trzedne dane (w,  ti"), lub réwnaniem pun-
ktu, majacego spotrzedne dane (", x.i, &)

Tegg ksztattu réwnanie prostej lub punktu we spétrzednych trdjka-
tnych nazywamy roéwnaniem normalnym, pierwsza bowiem jego strona
przedstawia dtugos$¢ prostopaditej z punktu (a;,  X3) na prosta (ut, W,
Jakoz, wskutek (9), wyrazenie (7) przechodzi na

Poréwnywajac réwnanie ogdélne
(13) + 2+ =0
linii prostej z jej rownaniem normalnym (11), otrzymujemy, na mocy zwig-
zku (10), nastepujace wartosci na spétrzedne tej prostej:
ur W8
(14)

X, X2 [J

Jezeli prosta oddala sie do nieskoriczonosci, wéwczas jej spotrzedne, rosnac
bez granic, daza do wartosci rébwnych sobie. Dla prostej w nieskoriczonosci
mamy wiec ze zwigzkéw (14)

wskutek czego
jest réwnaniem prostej w nieskoriczonosci. Rdéwnanie (15) mozna pisa¢ w po-

staci (art. 58)
(16) -l- Sjaa + = lub ;2?sinA, -f &A™ + a%aSinAg — 0.



0 SPOLRZIjUNyCU JEDNORODNYCH. — 63. 69

Podobnie, poréwnywajac réwnanie ogo6lne punktu
(17) -f MMV + =0

z jego réwnaniem normalnym (11), otrzymujemy, przy uwzglednieniu
zwigzku (3),

(18)

z tych wyrazen widzimy, ze punkt, przedstawiony przez réwnanie (17), znaj-
dzie sie w nieskoriczonosci, gdy
(19)

t'j' gdy suma spotczynnikéw w jego réwnaniu jest réwna 0.
62. RoOwnanie nrostej, przechodzacej przez dwa punkty dane

jest wypadkiem rugowania  rft\™a z trzech
réwnan

tj.
(20)

Nawzajem réwnanie (20) wyraza warunek, pod jakim trzy punkty leza na je-
dnej prostej. — Podobnie, réwnanie punktu przeciecia sie dwu prostych da-

nych (u\, SEN A"3) jest
(21)

i nawzajem, réwnanie (21) wyraza warunek, pod jakim trzy proste przecho-
dza przez jeden punkt.

Réwnanie prostej D, przechodzacej przez punkt przeciecia sie dwu pro-
stych danych

jest

Oznaczajac przez U™ % spétrzedne tej prostej, mamy

(22)
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Znaczenie czynnika X jest tu takiez samo, jak wart. 27. — Podobnie, réwna-
nie punktu P, lezacego na prostej, tgczacej dwa punkty dane

jest

Oznaczajac przez o;, X2, @ spotrzedne tego punktu, mamy
(23)

Znaczenie czynnika X jest i tu takiez samo, jak wart. 28.
63. Wyznaczymy kat Y miedzy dwiema prostymi, przedstawionymi
przez réwnania

(24)

gdy te rownania przeksztalcimy, wprowadzajac spOtrzedne prostokatne za-
pomocg réwnan (1), i gdy nastepnie tak postgpimy, jak w art. 22. Znajdzie-
my tym sposobem

Uskuteczniwszy za$ w liczniku i mianowniku wskazane mnozenia, i uwzgle-
dniwszy, iz

otrzymamy
(25)

Stad wypada

(26)

jako warunek prostopadtosci, a
(27)

jako warunek rownoleglosci dwu prostycti danych. Edwnanie (27) wyraza
jednoczesnie warunek, pod jakim dwie dane proste przetng sie na prostej
w nieskofczonosci, ktdrej rdwnanie jest (art. 61)

Ze wzoru (25) wypadaja takze wartosci na katy YD Y& Y& ktdre prosta
dana tworzy z bokami A2A3, AgAj, AiAg trojkata odniesienia. Jakoz, je-
zeli zamiast drugiej prostej (24) wezmiemy pokolei proste
\ O, mie¢ bedziemy odpowiednio



0 SPOfcKZJgBNYCElI JEDNORODNYCH. — 64. 71

Te za$ réwnania daja-
(28)

Miedzy katami 7,,  Ta zachodza dwa, rézne od siebie zwiazki. Mamy na-
przoéd widocznie

(29)
nadto,

hib, wyraziwszy cos"a przez sinya i zni6sszy niewymiernosc,
(30)

i odpowiednio

(1)

(32)

Z czterech réwnan (29) —(32) dwa
ktorekolwiek wynikajg oczywiscie z dwu
pozostatych.

64. Znajdziemy jeszcze odle-
gtos¢ d dwu punktéw P' i P", kto-
rych spotrzedne sg

AV tym celu, na
prostej P'P", jako na $rednicy, nakre-
$Imy koto, poprowadzmy proste P'A’,
i pa'2, rownolegte do bokow ..
i A3A2, az do przecigcia sie w pun-
ktach A', i A2 z tym kolem, i proste
P"A',, P"A2 i A'A'2, oraz popro-
wadzmy $rednice A', X i cieciwe XA'2.
Widocznie

Atoli katy A", XA'2i A',P'A'2 sg sobie rowne; mamy zatym
skad wypada
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Nadto P"A'j —a;',.— Podstawiwszy w powyzsze ro-
whnanie te wartosci na A\A'2, P'A', i P'A'2, otrzymamy
(33)

Podobnym sposobem znajdziemy
(33)

Mamy wiec trzy wyrazenia na cl, symetryczne wzgledem kazdych dwu ze spot-
rzednych punktéw danych.

Aby otrzymaé wyrazenie na cl symetryczne wzgledem wszystkich trzech
spotrzednych, oznaczmy uprzednio przez L,, Lo, L3 wyznaczniki

(34)

i uwazmy, ze, uwzgledniwszy zwigzek s, SiXi — 2A, mamy

"Wtedy

(35)

Podstawmy teraz w réwnaniu np. (33) zamiast x\—x'\ wartosci

tych réznic, wynikajace ze zwigzkdw (35); wowczas

lub, z powodu, ze (

(36)

Wyrazenie (36), w ktorym L,, L2, L3 majg wartosci oznaczone réwnaniami
(34), jest widocznie symetryczne wzgledem wszystkich trzech spétrzednych
kazdego z dwu punktéw danych.

65. Mozna z korzys$cig uzywa¢ wtedy spétrzednych tréjkatnych, gdy
tréjkat odniesienia moze by¢ uwazany jako cze$¢ sktadowa tej wiasnie figury
gieometrycznej, ktorej badaniem sie zajmujemy. 'W dwu rozdziatach poprze-
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dzajacycli mieliSmy kilka przyktadéw takiego postepowania, albowiem wpro-
wadzenie réwnan skréconych linii prostej i punktu jest wiasciwie uzyciem
spétrzednych tréjkatnych. Innego przyktadu dostarcza artykut 59. Wszakze,
gdy chodzi o t. z. wlasnosci metryczne figur, t. j. 0 wyznaczenie pewnych
dtugosci, wtedy uktad spotrzednych Descartes'a jest znacznie dogodniejszy.
AVidzieliSmy np. w ostatnim artykule, jak trudne stosunkowo jest juz wy-
znaczenie odlegtosci dwu danych punktéw. Z tego powodu w dalszym ciggu
bedziemy uzywali przewaznie spOtrzednych Descartes'a i Pliicker'a. Atoli,
azeby skorzysta¢ z dogodnosci, ktore daje jednorodno$¢ réwnan rostrzasa-
nych, przedstawia¢ bedziemy te sp6irzedne pod postaciag ilorazu dwu zmien-
nych przez tez same trzecig, t. j. zamiast x iy bedziemy pisali ilorazy

a zamiast uiv ilorazy —? —e« Woychodzi to na jedno z wpro-

wadzeniem spétrzednych jednorodnych szczegdlnych, okreSlonych w arty-
kule 57.

(37). Znale$¢ epoh'z8due trdjkg,tne: a) srodka kota wpisanego w tréjkfjjt od-
niesienia, h) srodkow kot wpisanych zewnetrznie w tréjkat odniesienia i ¢) $rodka
kota opisanego na tréjkacie odniesienia.

(37). Woyrazi¢ pole trojkata przez spotrzedne tréjkatne wierzchotkow.

(39). Znales¢ pole tréjkata, ktérego wierzchotki leza w $rodkach bokdéw troj-
kagta odniesienia.

(40). Znales¢ pole trojkata, ktorego wierzchotki sg spodkami prostopadtych
z wierzchotkéw tréjkata odniesienia na boki przeciwlegte.

(41). Okaza¢, ze + — = Ojest réwnaniem prostej, ktéra tacly
srodki bokéw A2A3 i A3AJ trdjkata odniesienia.

(42). Okaza¢, ze x,cosA, + "jCosAa — X3CosA3=::0 jest iwnaniem prostej,
ktora taczy spodki prostopadtych z A, na A2A3 i z A2 na A3A,.

(45). Znale$¢ warunek, aby prosta I’ + + 733 O, byta réwnolegly do
dwusiecznej kata A, w tréjkacie odniesienia.

(44). Okazac¢, ze "jsinA, — a;2sinA2 + arssin (A, — A2)=:0 jest roéwnaniem
prostej, prostopadiej do boku AjA2 tréjkata odniesienia i dzielgcej ten bok
na dwie czeSci réwne. Okaza¢, ze te same prosta mozna przedstawi¢ przez

rownanie ajiCosAj—a:2C0sA2—(sinA2C0sA, —sinA, cosAa)= O, albo przez
Jt

Dowies¢, ze trzy

proste zagadnienia (21) przecinaja,si¢/ wjednym. punkcie.
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(45). Znale$¢ warunek, aby trzy proste 7

A~ MR M OA W

do siebie rownolegte, i warunek, aby te trzy proste byly i‘6wnolegte do prostej

(46). Potaczywszy kazdy z trzech punktéw, w ktérych przecinajg sig kazde
dwie z trzech przekatnych czworoboku zupetnego, z parami wierzchotkdw przeciwle-
glych tegoz czworoboku, otrzymamy sze$¢ prostych; okazaé, ze te proste przecinajg
sie po trzy w czterech punktach.

(47). Z czterech prostych, przedstawionych przez réwnania dzl~z., =h [3a;3=::0,
dwie proste przecinajg sie w punkcie P, a dwie pozostate w punkcie P', dwie z nich
w Q, a pozostate dwie w Q', i wreszcie dwie z nich w R, a pozostate dwie w R'; zna-
le$¢ spotrzedne Srodkéw prostych PP*, QQ', RR' i okaza¢, ze te $rodki leza na jednej
prostej.

(48). Okazaé, ze O, £S2Co0sA3, db53CosA2 sg spdtrzednymi prostopadtej spu-
szczonej z punktu A, na prostg A2A3.

(49). Okaza¢, zew, + "3+ WB= Ojest réwnaniem S$rodka ciezkosci trojkata
ALA2A3,

(50). Okazaé, ze réwnania w,sinA, rbi/asinAji i'3sinA3= 0 przedstawiaja
$rodki kot wpisanych wewnetrznie i zewnetrznie w trojkat AjAaAa.

(51). Okazaé, ze réwnanie «,sin2Aj-f-w2siii2A2 + w3sin2A=:0 przedstawia
Srodek kota opisanego na trdjkacie A A2A3.

(52). Okaza¢, ze $rodki trzech przekatnych czworoboku zupetnego lezg na
jednej prostej.



ROZDZIAL V.

WIADOMOSCI Z TEORYI ALGIEBRAICZNCJ WIELOMIANOW
JEDNORODNYCH STOPNIA 2-GO.

66. UWAGA WSTEPNA. Whylozywszy twierdzenia najgtdwniejsze o figu-
rach gieometrycznycti rzedu 1-go'i klasy 1-ej, t. j. o linijach prostych
i 0 punktach, przystepujemy obecnie do badania figur rzedu 2-go i klasy
2-¢j, czyli linij rzedu 2-go i klasy 2-€j.

Jezeli przez a;,, g oznaczymy spétrzedne jednorodne punktu bieza-
cego, natenczas rownanie najogolniejsze linii rzedu 2-go bedzie ksztattu

w tym réwnaniu spotczynniki «ji, «22j «33>«23? « « » oddzielnych wyrazéw sg
liczbami danymi (statymi), a dwa wskazniki, ktorymi kazdy z nich jest opa-
trzony, odpowiadajg wskaznikom obu czynnikdw zmiennych (sp6trzednycli),
przy ktérych te spdtczynniki sie znajduja: przy czyli przy XiXi, stawiamy
zatym spotczynnik przy XXt spdtczynnik aa-; poniewaz za$ Xk — Xt
wiec przyjmujemy a’= a’.

Podstawiwszy w réwnaniu (1) Xi ~X, — —  mieé bedziemy
2 + + @YW'+ 233iIC + 22/ + 3B =0,
jako réwnanie najogdlniejsze linii rzedu 2-go we spdtrzednych réwnolegtych
punktu.

Rodzaj linij, przedstawionych przez réwnanie (1) lub (2), tudziez wia-
snosci tych linij zalezg od wartosci spdtczynnikéw a”. Jedne z tych wiasno-
Sci sg zawiste od przyjetego uktadu spdtrzednych, a inne sg tak z istotg linii
polaczone, ze utrzymujg sie niezmiennie, chocbysmy przyjety tréjkat odnie-
sienia zastagpili przez inny, lub odpowiednio zamiast przyjetego uktadu spét-
rzednych rownolegtych wzieli inny. Aby rozrézni¢ wiasnosci, nalezace do
pierwszej kategoryi, od nalezacych do drugiej, wylozymy tu niektore wiasno-
&ci algiebraiczne strony pierwszej rownania (1), t. j. wiasnosci wielomianu je-

dnorodnego stopnia 2-go z trzema zmiennymi (czyli t. z. formy kwadratowej
potrdjnej).
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W czesci drugiej tego dziela bedziemy mieli podobnie do czynienia
z wielomianem jednorodnym stopnia 2-go z czterema zmiennymi (czyli z t. z.
forma kwadratowg poczworng). Aby sie wiec nie powtarzaé, oraz ze wzgle-
du, ze wyprowadzenie odpowiednich wiasnosci wielomianu jednorodnego sto-
pnia 2-go (czyli formy kwadratowej) z ilukolwiek zmiennymi nie przedstawia
trudnosci, weZzmiemy pod uwage przypadek ogoélny, t. j. zastanowimy sie nad
wielomianem jednorodnym stopnia 2-go z n zmiennymi.

67. TWIEEDZENIE EULER'A O WIELOMIANACH JEDNORODNYCH STOPNIA
2-GO. Oznaczywszy przez A?, ICG,.. n liczb zmiennych, a przez ak — U4
spotczynniki state, t.j. niezalezne od zmiennych  mozna kazdy wielomian

0"2,..,A:,) jednorodny stopnia 2-go wzgledem tych zmiennych przed-
stawi¢ pod postacig

D

gdzie znaki S i S oznaczajg sumowanie, pierwsze wzgledem i, drugie wzgle-
dem 2, sktadnikéw a,i Xi Xic, przyczyni te sumowania nalezy rosciggna¢ na
wszystkie wartosci 1, 2,..., n tak dla jak i dla Tak np. przy » =
mamy

gdyz —Podobnie dla «=:3 bedzie

gdyz a23=«32, «31=«13> It d
Poniewaz ogdlnie

przeto, ktadac
)

mozemy wz6r (1) tak przedstawic¢

®)
"Whyrazenielj (X,, okreslone w zupetnosci tozsamoscia (2), jest po-
towg pochodnej czagstkowej wielomianu/(ii;,, "2,...JJ,) wzgle-

dem zmiennej Xi
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"Wzér (3) wyraza wihasnie twierdzenie Euler'a o wielomianacli jednoro-
dnycti stopnia 2-go: wielomian jednorodny stopnia 2-go jest réwny sumie potow
swych pochodnych czgsthoicych ivggledem kazdej zmiennej, pomnozonych przez tez
zmienne.

68. PEZEKSZTAECENIE LINIJOWE | PRZEKSZTALCENIE PEOSTOKATNE. Je-
zeli w jakiejkolwiek funkcyi zmiennych a:;,, ... zamiast tych zmiennych
wprowadzamy nowe zmienne X,, X2,..., X,, zapomocg zwigzkéw stopnia 1-go

0)

wowczas mowimy, ze uskuteczniamy przeksztalcenie stopnia 1-go,
czyli przeksztatcenie linijowe tej funkcyi, albo tez jej zmiennych.
Spotczynniki liu w zwigzkach (1), okreslajacych przeksztatcenie linijowe, sg
liczbami danymi, ktérych wyznacznik

nazywa sie¢ zamiennikiem, albo modutem tego przeksztatcenia linijo-
wego.

Przyjawszy, ze modut L jest od O r6zny, mozna zapomocg réwnan (1)
wyrazié¢, naodwrét, zmienne X,,...,X,, przez zmienne a:,,... A miano-
wicie, jezeli przez La- oznaczymy ilos¢ dotaczong do elementu W wyzna-
czniku L, to, kladac, dla skrocenia,

otrzymamy réwnania

jako rozwigzania réwnan (1) wzgledem X,,...,X,,. Zwiazki (5) wyrazajg
przeksztatcenie linijowe odwrotne przeksztatceniu linijowemu (1). Po-
dtug za$ twierdzenia znanego z teoryi wyznacznikow, modut A przeksztat-
cenia (5)
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t.j. modlit przeksztatcenia odwrotnego (5) jest réwny odwrotnosci modutu przeksztat-
cenia pierwotnego (1).
Przeksztatcenie linijowe (1) nazwiemy prostokatnym, jezeli wsku-

tek niego suma kwadratow + ...przechodzi na sume kwa-
dratéw X,2 -f + ..+ t.j. jezeli ono czyni zado$¢ tozsamosci

7 L S

Ktadac tu zamiast zmiennych a-,, ich wyrazenia (1), otrzymamy

Z tej za$ tozsamosci, wskutek poréwnania z sobg spétczynnikéw wyrazow
podobnych, mamy

®)
©) -

A zatym: miedzy spotczynnikami lik przeksztalcenia prostokgtnego ma miejsce
ztoigzkow ksztattu (8) i (9).

Pomnézmy réwnania (1), wrazie gdy one przedstawiajg przeksztatcenie

prostokatne, odpowiednio przez 7,,., a iloczyny dodajmy do siebie
stronami odpowiednimi, uwzgledniajac zwiazki (8) i (9\; otrzymamy
(10)

Wszystkie n zwigzkow (10) przedstawiajg przeksztatcenie odwrotne prze-
ksztatceniu prostokatnemu (1). Gdy za$ modut przeksztatcenia (10) jest
oczywiscie taki sam, jak modut przeksztatcenia (1), przeto, wskutek zwigzku
(6), L"zzMl, t.j. kwadrat modutu przeksztalcenia prostokatnego jest réwny 1. —
Przeksztatcenie (10) jest takze prostokatne; a zatym, analogicznie do zwig-
zkow (8) i (9), bedzie tez

(11)
12)

W rozdziatach poprzedzajacych znajdujg sie przyktady przeksztatceni.!
linijowego zmiennych. Mianowicie: zmiana kierunku osi ukiadu spétrze-
dnych Descartes'a lub Pliicker'a [art. 11, (2) —(5); art. 12, (3), (4)], przej-
Scie od uktadu spétrzednych trojkatnych do uktadu tylkoco wzmiankowanych
spétrzednych [art. 52, (1); art. 55, (10)], jakotez przejscie od jednego ukiadu
spétrzednych tréjkatnych do innego [art. 56, (15), (18)] uskuteczniajg sie
wiasnie zapomoca przeksztatcenia linijowego spotrzednych, Wrazie zas, gdy
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oba uktady spotrzednycti sg prostokatne, to przejscie od jednego z nich do
drugiego [art. 11, (4), (5)] odbywa sie zapomocy przeksztatcenia prostokatne-
go, gdyz wtedy, jak to fatwo sprawdzi¢, majg miejsce powyzsze zwigzki
tak (8) i (9), jak i (11) i (12).

A zatym, teoryja przeksztatcenia linijowego funkcyj zawiera w sobie,
jako przypadek szczegdlny, teoryja przeksztatcenia rownan figur gieometry-
cznych zapomoca przejscia od jednych spétrzednych do innych.

WYRAZENIE WIELOMIANU JEDNORODNEGO STOPNIA 2 GO JAKO SUMY
KWADRATOW,

G9. Zapomoca, przeksztatcenia linijowego mozna wielomian jednorodny sto-
pma 2-go wyrazi¢ jako sume kwadratéiu funkcyj jednorodnych stopnia 1-go.
Jakoz, przeksztatcajgc linijowo wielomian jednorodny stopnia 2-go

0)

wedtug

(2)
otrzymamy

lub, z uwagi, ze przy sumowaniu wzgledem r i s wskazniki i, k pozostajg nic
zmienne,

albo, zmieniajac, co tu mozliwe, porzadek sumowan,

albo nareszcie,

®3)

(4)
Gdy teraz dla wyznaczenia spotczynnikéw hr przeksztatcenia linijowego
(1) przyréwnamy do O spoétczynniki Ars, w ktdrych wskazniki r, s sg ré6znymi
od siebie liczbami szeregu 1, 2,...,w, mieé bedziemy tozsamos$¢
®)
t. j. wielomian pierwotny /(ic,,  .»i,X,,) bedzie wyrazony jako suma n kwa-
dratow.

Wedtug wzoru (4), widocznie Ars= A7, liczba wiec rownan

(fi)
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jest réwna ze zasi i N, zatym posréd  spotczynni-

kéw lir pozostaje n-—™ M AN zupetnie  dowolnych, skutkiem

czego mozemy nieskonczenie ivielu sposobami wielomian jednorodny stopnia 2-go
z n zmiennymi wyrazi¢ jako sume n kicadratoic.

Sylvester dowiodt twierdzenia nastepujgcego:

Jakimkolwiek sposobem imjrazimy loielomian jednorodny stopnia 2-goz n zmien-
nymi jako sume ktvadratotv, zaivsze mie¢ bedziemy te same liczbe kwadratéiv do-
datnycli, ujemnych i réwnych zeru.

Przypus¢my, ze to twierdzenie jest prawdziwe dla wielomianu z n zmien-
nymi i starajmy sie udowodni¢ je dla wielomianu z M + 1 zmiennymi. Wez-
my zatym pod uwage dwa wyrazenia wielomianu / z n-\-1 zmiennymi

gdzie £i s’ mogg mie¢ wartosci +1, —1, lub O, A i A' sg liczbami doda-
tnymi, zaleznymi od spo6tczynnikéw pierwotnych wielomianu / i od spétczyn-
nikbw przeksztatcenia, a X i X' sg wyrazeniami stopnia 1-go wzgledem
zmiennych pierwotnych a?, iTa,.. W tozsamosci

(

przynajmniej jedna z liczb s réwna jest jedliej z liczb €. Gdyby bowiem
wszystkie liczby e byly réwne O lub —1, a wszystkie liczby s' réwne O lub
+ 1) to rowno$¢ tych dwu wyrazen tego samego wielomianu, mogtaby miec
miejsce tylko Wrtedy, kiedyby ten wielomian byt tozsamosciowo réwny 0.
Przyjmijmy, Ze np. £= £,. AYtedy, ktadac 1/a7X, =::)/A\X', , ustana-
wiamy zwigzek miedzy zmiennymi pierwotnymi a?!, oog, , Zapomocg
ktérego mozna jedne z tych zmiennych wyrazié¢ przez n pozostatych [przypa-
dek, kiedy zwigzek J/A, X, =|XA', X", jest tozsamoscig, nalezy wylaczy¢
spod uwagi, gdyz wéwczas nioznaby nie pisa¢ pierwszych wyrazéw w (7)].

Gdy wiec, wyrazimy z tego zwigzku przez X2,.. i wyrazenie
otrzymane podstawimy w (7), natenczas strony tej réwnosci bedg dwoma
Wyrazeniami tego samego wielomianu tylko z n zmiennymi te,, a-g... aza-

tym, wedtug przypuszczenia, bedg zawieraty te same ilos¢ kwadratéw ro-
wnych zeru, lub jednakowego znaku. Poniewaz za$ liczby eis' sg niezale-
zne od zmiennych 0% oo wiec, jeszcze przed podstawieniem wyra-
zenia ostatniej z tych zmiennych przez poprzednie, czyli, przed ustanowieniem
powyzszego zwiazku miedzy zmiennymi, po obu stronach réwnosci (7) zacho”
dzita taz sama ilo$¢ kwadratéw jednakowego znaku, lub réwnych zeru. A za-
tym, jezeli to twierdzenie jest prawdziwe dla n zmiennych, to jest ono pra-
wdziwym i dla n+ 1 zmiennych. Gdy zas ma ono oczywiscie miejsce dla je-
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dnej zmiennej, wiec utrzyma sie takze i dla 2, 3,..., wogole, dla ilukolwiek
zmiennych.

70. Na osobliwg uwage zastuguje wyrazenie wielomianu jednorodne-
go stopnia 2-go jako sumy kwadratow zapomoca przeksztatcenia prostokatne-

go. Dla wiekszej jasnosci, wezmiemy pod uwage wielomian z trzema tylko
zmiennymi

1)

wszakze postepowanie, jakiego uzyjemy, daje sie bez zadnej zmiany zastoso-
waé do wielomianéw z ilukolwiek zmiennymi. Wielomian (1), wskutek prze-
ksztatcenia prostokatnego

)
ktérego zatym spétczynniki czynig zado$¢ warunkom

©)

(4)
wrazie, gdy przyjmiemy

©)

i oznaczymy

(6)

przechodzi na sume kwadratow, a mianowicie:

@)

Dla wyznaczenia 9 spotczynnikéw przeksztatcenia (2) i 3 spétczynnikow wy-
razenia (7) mamy 12 réwnan (3)—(6). Aby wyznaczy¢ spétczynniki I, m, n,
oznaczmy przez(a:,, o), faCn,, X2, oY) 1/3(07,, 1Cq 373) potowy pochodnycli
czastkowych wielomianu /(0?,, X2, 3713 wzgledem odpowiednich zmiennych a?,
X2 i 373 a przez fiih m” n),... to, co otrzymujemy wskutek podstawienia liczb
I, m, n za liczby zmienne , iCa %3 w tych wyrazeniach /,,...; wtedy réwna-
nia (5) mozna tak pisac:
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Poréwnywajac te réwnania z réwnaniami (4), otrzymamy, dla 2, 3,

Oznaczajac za$ przez Sj wartos¢ tych stosunkdéw i wypisujac wyrazenia, ozna-
czone przezl/,,/a,/s, mamy trzy réwnania:

®)

z ktérych, po wyrugowaniu stosunkéw Z,: A, wypada
9) A(s,)= ,«i3

Wyznaczywszy z tego réwnania warto$¢ na Sj, znajdziemy z dwu kto-
rychkolwiek réwnan (8) wartosci stosunkéw i\, miini, a nastepnie zapo-
moca odpowiedniego z réwnan (3), t. j. zapomoca réwnania +
wartosci  spétczynnikow nii, ni.  Tym sposobem, bioragc za S kolejno
kazdy z trzech pierwiastkdw s,, s, 3 rdwnania (9), wyznaczymy wszystkie
9 spotczynnikéw naszego przeksztatcenia (2). — Mnozac nakoniec réwnania
(8) odpowiednio przez k, nii, w, i dodajagc do siebie iloczyny, otrzymamy,
uwzgledniajac oznaczenia (6),
(10)
t. j. spélczynniki wyrazenia (7) sa pierwiastkami réwnania (9).

Pozostaje jeszcze okazaé, ze pierwiastki réwnania (9) sg rzeczywiste.
W tym celu zatézmy, ze réwnanie AS) O o spoélczynnikach rzeczywistych
posiada dwa pierwiastki zespolone sprzezone P 1 Poniewaz rownania
(8), stuzace do obliczenia spdtczynnikow przeksztatcenia, sg wzgledem tych
spotczynnikéw stopnia 1-go, wiec wartosci tych spotczynnikdw, odpowiada-
jace pierwiastkom Sp i Sr, beda takze zespolone i sprzezone, a mianowicie,
jezeli

to natenczas

Atoli, wedtug (4),
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powinnoby wiec by¢

co niemozliwe, chyba wrazie, gdy wszystkie a i wszystkie p sq rowne 0. Wte-
dy jednak bytoby takze Z/+ 4 - o0 i nir""co sie
sprzeciwia réwnaniom (3).

71. Przeksztatcenie prostokatne, zamieniajagce wielomian jednorodny
stopnia 2-go /(a?,, na sume trzech kwadratow
nie daje sie doktadnie wyznaczy¢, jezeli pomiedzy pierwiastkami réwnania

zachodza pierwiastki réwne.

Przypusémy, ze dwa pierwiastki tego réwnania sg sobie rowne. Z teoryi
réwnan algiebraicznych wiadomo, ze pierwiastek podwojny rownania A(s)=0
przywodzi do zera takze pierwszg pochodng wielomianu A(s). Oznaczmy
pochodng tego wielomianu, ktdry, rozwijajac wyznacznik, mozemy tak na-
pisac:

\(s) =Ca,, - s)(@"i- s)(aga - s; —(a, - ) — (a™-s) agi* — (@™ - s)a™M" +
przez ~(s) a — og0llnie — przez A,i ilos¢ dotgczong do elementu i-ego wier-

sza i "~¢j kolumny wyznacznika symetrycznego (bo a,i = ati) tatwo
spostrzezemy, ze

A" ("™~=:-AH-A22 — A 33.
A zatym', jezeli s jest pierwiastkiem podwdjnym rownania = naten-
czas jednoczesnie
(@) A, +tA22 + AB = 0,

t.j. trzy gtdwne wyznaczniki czeSciowe (symetryczne) stopniaa 2-go wyzna-
cznika symetrycznego A(s) tworza sume réwng 0. Atoli te trzy wyznaczniki
czeSciowe majg znaki jednakowe. Jakoz, skoro AfsjmO, przeto, podiug
twierdzenia znanego z teoryi wyznacznikdw,

n, Al =0,
Aii,
skad, z powodu, iz Au= Aij, wynika
(P)
Poniewaz, wedtug (a), suma tych wyznacznikéw czesciowych jest réwna O,
a, wedtug (P) maja one znaki jednakie, wiec kazdy z nich jest réwny O,

a nadto kazdy z wyznacznikéw czesciowych A” (t. ). takze i przy i r6znym od
K) jest rowny O, jak wypada ze zwigzku (P). — A zatym, pierwiastek podwdj-
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ny réwnania AC)= 0 przywodzi do zera wszystkie wyznaczniki czeSciowe
stopnia drugiego wyznacznika A(s). (To twierdzenie moze byé odwrdcone.)
W tym wiec przypadku z réwnan (8), gdy w nich za S§j podstawimy pierwia-
stek podwojny rdwnania ~(s)= O, nie otrzymamy wartosci oznaczonych na
dwa stosunki li: mi: w,, lecz tylko jeden z nich wyrazimy przez drugi. Prze-
ksztatcenie prostokatne nie bedzie zatym doktadnie wyznaczone.

Jezeli za§ rownanie ACs;= 0 posiada wszystkie trzy pierwiastki sobie
réwne, wowczas ten pierwiastek przywodzi do zera takze drugg pochodng
A'Cs) wielomianu A(s). A ze widocznie

wiec suma elementéw gtownych wyznacznika Afsj jest réwna zeru. Atoli
réwnania

ktdre teraz rowniez majg miejsce, wskazuja, ze te elementy sg wszystkie je-
dnakowego znaku. Te wiec elementy, a takze, wskutek (Y), i elementy po-
zostate wyznacznika ”(s), sa rowne 0.— W tym przypadku niema co usku-
tecznia¢ przeksztatcenia, albowiem z powodu, ze aas”aai = mamy
besposrednio

72. Przez rosciggnienie badan, przeprowadzonych w artykule poprze-
dzajacym, na wielomiany jednorodne stopnia 2-go z n zmiennymi, fatwo dojs¢
mozemy do twierdzenia nastepujgcego: Wielomian jednorodny stopnia 2-go

mozna przywies¢ sapomocg przeksztatcenia prostokatnego do postaci

gdzie Xi, Kg,0znaczajg wielomiany jednorodne stopnia I-go wzgledem
XX, X2,.-., rt spblczynniU s?, s.A,... ,Sn sg pierwiastkami réwnania

Nadto przeksztatcenie prostokatne da sie lubtez nie da sie doktadnie wy-
znaczy¢, wedtug tego, czy pierwiastki réwnania Afs;==:0 sa wszystkie od
siebie rozne, czy tez miedzy nimi sg wielokrotne. W tym drugim przypadku,
t. j. jezeli rébwnanie ACsj*O posiada pierwiastek w-krotny, przywiodg sie do
zera takze wszystkie wyznaczniki czesciowe stopnia w—1, w—2,.... % —w+ 1
wyznacznika Afsj. | nawzajem, jezeli te wyznaczniki czeSciowe sa wszystkie
rowne O, wowczas réwnania \(s) — O posiada m pierwiastkow sobie réwnych.
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Chcac wiec pozna¢, na ile kwadratow dodatnych i ujemnych daje sie
roztozy¢ wielomian/(a?,, dos¢ zbadac, ile w réwnaniu Afsj*zO,
majacym pierwiastki tylko rzeczywiste, uporzadkowanym podiug poteg ma-
lejacych niewiadomej s, zachodzi przemian i nastepstw znakéw. Podtug
znanego twierdzenia Descartes'a, liczba przemian znakéw jest réwna w tym
razie liczbie pierwiastkbw dodatnych, a liczba nastepstw znakéw jest rowna
liczbie pierwiastkéw ujemnych rdéwnania Afsj= 0.

Z twierdzenia powyzszego mozna wyprowadzi¢ takze warunki konieczne
i dostateczne, aby wielomian jednorodny stopnia 2-go z n zmiennymi byt su-
ma m kwadratow, przy mCn. Wtedy bowiem réwnanie Afs;=:0 powinno
mie¢ n — m pierwiastkéw rownych 0. Wyznacznik wiec A(0), t. j.

i wszystkie stopni n—In —2,..n —(h—m—I)=m+ | jego wyzna-
czniki czesciowe powinny sie wtedy przywies¢ do zera.

Wyznacznik A w Teoryi liczb zwykle nazywa sie wyznacznikiem
formy (wielomianu jednorodnego)/frr,,ajj,...w innych za$ gateziach
badan matematycznych nazywamy go wyréznikiem (dyskryminan-
tem) wielomianu jednorodnego (albo: formy) /@?, ajj,..«,,
AYyznacznik ten jest symetryczny, albowiem, z zatozenia, a" = a*,.

NIEZMIENNIKI WIELOMIANU JEDNORODNEGO STOPNIA 2-GO.

~ 73. Niech, wogélnosci, Xn,....aa,...) bedzie wyrazeniem,
zawierajagcym zmienne a?, X2,...,Xn, potgczone pewnymi dziataniami ze spot-
czynnikami statymi..., a”,... To wyrazenie, wskutek przeksztatcenia li-
nijowego

@)

0 module L, przechodzi na inne

zawierajagce nowe zmienne Xi, X2,...,X,,,... ispotczynniki Aa, zalezace
w pewien sposéb od spotczynnikéw i od spotczynnikdw hk.

Oznaczmy przez Ffaj™) pewne polaczenie catkowite spoétczynnikdw aa
wyrazenia @, a przez F(Aa) wyrazenie w takiz sam sposéb utworzone z od-
powiednich spotczynnikéw A,i wyrazenia natenczas, jezeli miedzy tymi
dwoma wyrazeniami zachodzi zwigzek

mowimy, ze wyrazenie Tfa) jest niezmiennikiem (inwaryjantem)
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wyrazenia @ ze wzgledu na przeksztatcenie linijowe (1). Niezmiennik jest
bezwzglednym, kiedy

Aby oceni¢ doniosto$¢ pojecia niezmiennika, zauwazymy, ze jakakol-
wiek wihasnos¢ linii krzywej rownania @, przedstawia sie pospo-
licie przez jeden lub wiecej zwigzkéw miedzy spdtczynnikami.

Przypusémy waec, ze pewng wihasnos$¢ przedstawia réwnanie

natenczas, jezeli F(a,i) jest niezmiennikiem funkcyi cffiCj, X2, ta whasnosc¢
utrzyma sie takze wtedy, gdy funkcyja cpfrgj, X2 ulegnie jakiemukolwiek
przeksztatceniu linijowemu o module réznym od O, albowiem rdwnanie
F(Aa)= 0 wcigz bedzie miatlo miejsce. Zatym: niezmienniTc, przyréwnany do
O, przedstawia wiasnos¢ linii hrzywej, niezalezng, od uktadu spotrzednycli, do Mo-
rego rowfianie jej odnosimy.

Mozna nada¢ niezmiennikowi inne jeszcze znaczenie. Dajmy, ze ro-
wnanie linii krzywej cpfrc, X, O zapomocg zmiany spotrzednych (a wiec
zapomocg przeksztatcenia linijowego) przeszto na réwnanie

jezeli przyjmiemy to réwnanie nie za réwnanie tej samej krzywej, odniesione
do nowego uktadu, lecz za réwnanie nowej krzywej, to niezmiennik

przyréwnany do O, wyraza wihasnos¢ krzywej pierwszej, ktérg takze posiada

krzywa druga, czyli wtasnos¢ spdlng wszystkim krzywym, ktoérych rdwnania

sg ksztaltu wypisanego, zwanym krzywymi jednokreslinymi.

74. Dowiedziemy nastepujgcego twierdzenia.  Spétczynniki réwnania

ktérego pierwiastki sg spotczynnikami  w wyrazeniu  wielomianu

jako sumy n kivadratéw, sg niezmiennikami ze wzgladu

na kazde przeksztatcenie prostokatne.
Aby dowies¢ tego twierdzenia, uwazmy naprzéd, ze wedtug tego, cosmy
powiedzieli w przedostatnim ustepie artykutu 72, wielomian

@)

bedzie suma, eonajwiecej, n — | kwadratow, jezeli wyr6znik tego wielomianu
bedzie rowny O, t. j. jezeli s bedzie pierwiastkiem réwnania danego

@)

Uwazmy teraz, Ze, wskutek przeksztatcenia™ linijowego (1), wielomian
przechodzi na gdzie (art. 68)
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(4)

a wyrazenie + + ...t przechodzi podobniez na gdzie
(%)

tak, iz wielomian (p przechodzi na wielomian

(6) rs rs

A gdy, wskutek zatozenia, wielomian (2) jest sumg n—I kwadratéw, wiec,

wedtug twierdzenia Sylvester'a (art. 69), wielomian (6) takze jest sumg n—1
kwadratéw. Wyréznik przeto wielomianu (6) przywodzi sie do O przy tych sa-
mych wartosciach s, co wyrdznik wielomianu (2), innymi stowy: réwnanie

=0

ma tez same pierwiastki, co réwnanie (3).
Jezeli przeksztatcenie (1) jest prostokatne, to, uwzgledniajac zwigzki

(5), mamy O, przyr”s, i prr—1 (art. 68), réwnanie wiec (7) przy-
wodzi sie do réwnania

ktore jest takiego samego ksztattu, jak roéwnanie (3). Oba réwnania (3)
i (8) majag nadto jednakie pierwiastki; spotczynniki wiec przy tych samych
potegach s w obu réwnaniach sg sobie réwne. Spoétczynniki zatym réwnania
Afsj= 0 sg niezmiennikami ze V7zgledu na przeksztalcenie prostokatne,
i wszczegdlnosci: niezmiennikami bezwzglednymi.

Jezeli przeksztatcenie (1) nie jest prostokatne, to wréwnaniach (3) i (7)
(majacych, jak wiemy, pierwiastki jednakie) zrownajmy wyrazy niezalezne
od s. Wyraz niezalezny od s w réwnaniu (3) jest wyroznikiem A (art. 72)
wielomianu \I(%("ik"iZic, wyraz za$ niezalezny od s w réwnaniu (7) jest wy-

roznikiem A' wielomianu podzielonym przez wyr6znik B' wie-

lomianu Mamy zatym

Lecz, wskutek (5),
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jest wiec
©)

t. j. wyroznik wielomianu W]est niezmiennikiem ze wzgledu na
kazde przeksztatcenie linijowe. '

WYBAZENIE JEDNOCZESNE DWU WIELOMIANOW JEDNORODNYCH STOPNIA
2-GO JAKO SUM KWADRATOW.

75. Zapomocg przeksztatcenia linijowego mozna jednoczes$nie dwa
wielomiany jednorodne stopnia 2-go wyrazi¢ jako sumy kwadratéw.

"Wezmy pod uwage dwa wielomiany, dla wiekszej jasnosci, z trzema
tylko zmiennymi,
D) Xy, Xi, a9 = ) @ 9y, = XDk

"Wskutek przeksztatcenia linijowego

@)

te wielomiany przechodza odpowiednio na (art. 70)
(4) rs rs
gdzie, przy y= 2,3is=1, 2, 3,

(6)

()

/i./12»13 sga potowami pochodnych czastkowych funkceyi f, agi, g, g3, sa poto-
wami pochodnych czastkowych funkcyi g, wzietych odpowiednig wzgledem
X, Aby dwa dane wielomiany staty sie sumami kwadratéw, dos¢ po-
tozyc

®)

gdyz wtedy wyrazenia (4) i (5) przywodza sie do nastepujacych:

(4)

Skoro widocznie A, = Asr i = (gdyz a*—au i = przeto
rownan (8) jest 2.3=:6, gdy tymczasem spdtczynnikéw we wzorach (3) jest
9. Potrzeba zatym, dla doktadnego wyznaczenia tych 9 spdtczynnikdw, do-
wolnie ustanowic jeszcze trzy zwiazki. Najprosciej postapimy, gdy w wy-
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razeniu jednego z wielomianéw damy kwadratom jakiekolwiek spotczynniki
dowolne, gdy wiec potozymy np.

)
rozumiejac juz przez  liczby dane.
Réwnosci (8), wskutek (6) i (7), daja

Oznaczmy przez X, warto$¢ tych stosunkéw i zamiast wy-
piszmy wyrazenia rozwiniete; wtedy mie¢ bedziemy trzy réwnania:

(10)

Z ktorych wypada
(11)

A zatym, jezeli wyznaczymy pierwiastki X,, X3 rownania (11), to z rdwnan
(10) otrzymamy, odpowiednio kazdemu z tych pierwiastkow, wartosci sto-
sunkéw Z :w,:w, mAmio cmM:n® a nastepnie zapomocg rownan (9)
znajdziemy wartosci kazdego z 9 spotczynnikdw przeksztatcenia (3).

Aby nareszcie otrzymac wartosci spétczynnikow A,,, A22, A33, dosé po-
mnozy¢ réwnania (10) odpowiednio przez h, n, i doda¢ do siebie iloczyny;
uwzgledniajac zwigzki (6), (7) i (9), otrzymamy wtedy

(12)
Wyrazenia dwu danych wielomianéw beda wiec

Rdéwnanie (11) posiada wszystkie pierwiastki rzeczywiste, jezeli spot-
czynniki ttik, hik sg liczbami rzeczywistymi i jezeli przynajmniej jeden z dwu
danych wielomiandw / i np. jest stale (t.j. przy wszelkich wartosciach
rzeczywistych na a?,  Xi) dodatnym. Jakoz, réwnanie (11) wyraza wa-
runek, pod jakim wielomian f—Isff jest sumg conajwyzej 2 kwadratow (art.
72). Wskutek przeksztatcenia linijowego, zapomoca ktérego wielomian stale
dodatny g, przechodzi na sume kwadratéw + + ktore wszyst-
kie sg dodatne, a wielomian / np. na @ = wyrazimy wielomian

rs
. o w - + _ « ., Ten wielomian, przy tej samej war-
tosci X, co i wielomian pierwotny f2Kg, jest suma, conajwiecej 2 kwadra-
se\r%niaplerWIaStkl rownania (11) sg zafym “jednoczesnie pierwiastkami ro-
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(13)

Pierwiastki za$ réwnania (13) sa, jak wiemy (art. 70), wszystkie rzeczywi-
ste. — Nadto, z twierdzenia art. 71, odnoszacego sie do pierwiastkéw wie-
lokrotnych réwnania (13), wynika analogiczna wiasno$¢ pierwiastkow wielo-
krotnych rownania (11). A zatym: pierwiastek dwukrotny réwnania (11)
przywodzi do zera wszystkie wyznaczniki czeSciowe stopnia 2-go, a pierwia-
stek trzykrotny wszystkie elementy wyznacznika, stanowigcego strone lewa
tegoz réwnania.

CWICZENIA.

(53). Okazaé, ze wielomian + 2i2 + 2xy + + &yz jest suma
trzech kwadratéw, z ktérych dwa sg dodatne, ajeden ujemny.
(54). Jezeli X)=YZwk, a X,) = gdzie

oznacza wyroznik wielomianu /, za$ Au- jest iloScig dotgczong do

elementu a,i wyznacznika A, natenczas przeksztatcenie prostokatne, zamieniajace
/' na sume kwadratow "KM+ Sz + AsNaN zamieni F na 8um8 kwadratow

(55). Woyznaczy¢ spotczynnik tak, aby wielomian

byt sumg dwu kwadratow.

(56). Okaza¢, ze jezeli a;, X ag sa dtugosciami trzech krawedzi réwnolegto-
Scianu, a X,, X2, X3 katami miedzy parami krawedzi arj, ag 03, a;,; X2, to wielo-
mian + + + 282X3 cos X, + 2xXi cos X3 + 2xix"~cos X3 jest sumg trzech
kwadratéw dodatnych.



ROZDZIAL VI.

ROWNANIA STOPNIA 2-GO | WYZSZYCH, PRZEDSTAWIAJACE
ZBIOR LINIJ PROSTYCH, LUB ZBIOR PUNKTOW.

76. Linija, przedstawiong przez réwnanie stopnia 2-go wzgledem spét-
rzednych punktu, nazwalismy linijg rzedu 2-go, a linijg, przedstawiong przez
réwnanie stopnia 2-go wzgledem spétrzednycli linii prostej, nazwalismy linijg
klasy 2-ej. Poniewaz iloczyn rownan dwu linij prostych, jak réwniez iloczyn
rébwnan dwu punktéw, jest réwnaniem stopnia 2-go, wiec nawzajem, rowna-
nie stopnia 2-go wzgledem spétrzednych punktu, lub wzgledem spotrzednych
linii prostej moze niekiedy by¢ iloczynem dwu réwnan stopnia 1-go i przed-
stawia¢ odpowiednio pare linij prostych, lub pare punktow. Przystepujac
zatym do rozbioru réwnania og6lnego stopnia 2-go wzgledem spotrzednych
punktu, jak rowniez wzgledem spétrzednych linii prostej, nalezy nam prze-
dewszystkim zbadaé, kiedy takie rownanie przedstawia odpowiednio pare pro-
stych, lub pare punktéw. Zaczniemy od réwnania stopnia 2-go wzgledem
spotrzednych punktu.

PARA PROSTYCH.

77. Wezmy pod uwage rownanie stopnia 2-go wzgledem spdtrzednych
jednorodnych x,, a2 @3 punktu,

(1) /(M) ") = + + + 2a23SC2SC3 + 2B£733,  2aj2a?i%=0,
ktérego spoOtczynniki ajs? “an «i2 bedziemy niekiedy, dla symetryi wzoréw, pi-
sali: aga, «i3, a2i, gdyz, zgodnie z umowg (art. 66), aV—a™\, «3i=«i3j ai2=«2i'
W artykule 72 okazalisSmy, ze wielomian /(¢cj, cca &%) jest sumg dwu

kwadratéw dodatnych lub ujemnych, jezeli jego wyr6znik, t.j. wyznacznik
symetryczny
(2) A= aii,ai2,«i3

@A @2 ]

B>
jest rowny O, a z jego wyznacznikdéw czesciowych stopnia 2'go przynajmniej
jeden jest od O rézny. Wtedy
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gdzie Sji s sg dwiema liczbami statymi i rzeczywistymi, a Xj, X2 oznacza-
ja funkcyje jednorodne stopnia I-go wzgledem ccj, X2, 823 — Poniewaz

wiec w tym przypadku réwnanie (1) jest iloczynem dwu réwnan stopnia I-go,

i przedstawia pare linij prostych. Zatym: wanmMem Jconiecmym i dostatecznym,
aby rownanie stopnia 2-go tvzgledem spétrzednych punktu /(ir,, Xi, Xi) — O przed-
stawiato pare prostych, jest rownos$¢ O loyrdznika wielomianu f(xi, 0jaj.

Gdy nietylko wyréznik, ale takze wszystkie jego wyznaczniki czesciowe
stopnia 2-go sg rowne O, wowczas wielomian / jest doktadnym kwadratem,

i rownanie (1) przedstawia w tym przypadku jedne prostg Xi = 0, albo ra-
czej —prostg podwodjng.

78. Do tych samych wypadkdéw mozna dojs$¢ takze besposrednio, nie
opierajac sie wcale na twierdzeniu art. 72. Jakoz, przypusémy, ze wielo-
mian f(xi, 82 a3) jest iloczynem dwu czynnikéw stopnia I-go. Przyjmujac

, zajeden czynnik, musimy drugiemu czynnikowi da¢ ksztaht

azeby, po uskutecznieniu mnozenia, spotczynniki przy
wypadty odpowiednio réwne a”, aa? "aa* Niech wiec bedzie toz-
samosciowo

®3)

Z tej tozsamosci otrzymujemy, wskutek poréwnania spétczynnikow odpowie-
dnich po obu stronach, trzy zwigzki:

Z tych zwigzkéw wyrugujemy dwa stosunki  :X2\3- Pomndzmy te réwno-
Sci stronami odpowiednimi; w iloczynie za$ '
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zastagpmy czynniki, ujete w nawiasy, przez rdwne im, wskutek zwigzkow (4),
wyrazenia

Otrzymamy
czyli

t.j. A=:0. A zatym, jezeli réwnanie (1) przedstawia pare prostych, to wy-
roznik lewej jego strony jest zerem. — Pozostaje okazac, ze ten warunek jest
takze dostateczny. Przyjgwszy, ze A=iO, mozemy otrzymac wartosci sto-
sunkow z dwu ktoérychkolwiek réwnan (4). Tak np. dwa ostatnie
z tych réwnan, napisane w postaci

daja

Ktadac zatym albo
Q) "

albo tez

(gdzie X jest czynnikiem nieoznaczonym), w obu razach, po wstawieniu tych
wartosci na w strone druga wzoru (3), otrzymujemy tozsamosciowo

(6)

A zatym, jezeli wyr6znik lewej strony réwnania (1) jest zerem, wéwczas to
réwnanie jest iloczynem dwu réwnan stopnia 1-go, t. j. przedstawia dwie
proste.

Oznaczmy przez A”™, A22, A33 wyznaczniki czeSciowe stopnia 2-go wy-
réznika, odpowiadajace jego elementom gtéwnym a”, %3, lub, co tu wy-
chodzi na jedno, ilosci dotaczone do tych elementdw, t. j.

Wedtug (6), dwie proste, ktére, wrazie A = O, s przedstawione przez réwna-
nie (1): sq obie rzeczywiste i od siebie rozne, jezeli A22 <10 i AsaC"O; sg
obie urojone, jezeli albo A22!>0, albo Agg”O, albo tez jednocze$nie
A22>0 i A33>>0; obie sg tg sama prosta, t.j. przedstawiajg prosta po-
dwajna, jezeli A2= 0 i A33= 0.
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W przypadku ostatnim, gdy A=:0, Aaa”O, Aga”O, mamy takze,
jak to tatwo sprawdzi¢, tak A" jak i wszystkie inne wyznaczniki czesciowe
stopnia 2-go réwne 0. A zatym, i ostatni ustep artykutu 77 zostat w ten spo-
s6b sprawdzony.

79. WidzieliSmy w artykule poprzedzajacym, ze proste, ktére réwna-
nie (1) przedstawia wrazie A= 0, moga by¢ urojonymi. Lubo takie proste
nie istniejg gieometrycznie, to jednak nie mozemy ich wyklucza¢ przy bada-
niach analitycznych, jezeli nie chcemy wynikdéw naszych rostrzasaii pozba-
wiac nalezytej ogolnosci. W dziedzinie gieometryi ma sie z nich te same
korzys¢, jaka Algiebra osiaga z wprowadzenia liczb zespolonych, t. j. liczb
ksztattu a + bp"—1.

Odnosi sie to osobliwie do takich dwu prostych urojonych, w ktdrych
rownaniach, jak np. w réwnaniach prostych urojonych w artykule poprzedza-
jacym, spo6tczynniki odpowiednie sg liczbami zespolonymi sprzezonymi. Pro-
ste takie, zwane prostymi urojonymi sprzezonymi, posiadajg dwie
nastepujace wiasnosci uwagi godne:

Dwie proste urojone sprzezone majg pwikt spélny rzeczywisty, i

Dwusieczne Tigtdw, zawartych miedzy dwiema prostymi urojonymi sprzezony-
mi, sq, prostymi rzeczywistymi.

Jakoz, niech réwnania

@

przedstawiajg dwie proste urojone sprzezone. Sam skiad tych rdwnan poka-
Zuje, ze te proste, lubo nie istniejg gieometrycznie, przecinajg sie¢ w punkcie
rzeczywistym, a mianowicie, przechodza obie przez punkt przeciecia sie dwu
prostych rzeczywistych (art. 27), ktdrych réwnania sg

Pierwsza' wiasnos¢ jest wiec dowiedziona. — Aby udowodni¢ druga, przyj-
mijmy, ze a i sg spotrzednymi prostokatnymi punktu biezacego i oznaczmy
przez a i a' katy (urojone), ktére proste (7) tworza z kierunkiem dodatnym
osi £cOw, a przez p kat, ktéry dwusieczna kata miedzy prostymi (7) czyni
rowniez z kierunkiem dodatnym osi cc-ow. Wtedy

liecz z réownan (7) wypada

zatym

)
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Pierwiastki réwnania (8) sg oba rzeczywiste, a ich iloczyn jest réowny — 1;
a zatym jeden z nich odpowiada dwusiecznej jednego, a drugi dwusiecznej
drugiego kata, spetniajgcego poprzedni. Obie dwusieczne majg wiec kierunki
rzeczywiste. Jak za$ widzieliSmy, obie one przechodzg przez punkt takze
rzeczywisty (spdlny dwu prostym danym). Obie wiec istniejg gieometnycznie.
80. Wyznaczmy jeszcze punkt przeciecia sie prostych, ktore, wrazie
A = O, sg przedstawione przez rownanie (1).
W tym celu oznaczmy, jak poprzednio, przez fiCiCi, &% s)) /zf*"D
[aftci, iTa, @9) potowy pochodnych czastkowych wielomianu wzgle-
dem o;,, iCa oy,

Gdy, wedlug zatozenia, A= 0, to istnieje uktad wartosci od O rdznych
iTO na X2, ¢, jednoczesnie zados¢ czynigcych réwnaniom
Poniewaz zas$, wedtug twierdzenia Euler'a (art. 67),

wiec

t. j. spotrzedne punktu oo™ a0 czynig zados$¢ rownaniu (1), czyli: ten
punkt jest punktem linii, przedstawionej przez réwnanie (1). Atoli, wsku-
tek naszego zatozenia, réwnanie (1) jest réwnaniem pary prostych® Zatym
ten punkt jest punktem przeciecia sie dwu prostych, przedstawionych przez
rownanie (1) wrazie A= 0.

Oznaczmy przez Xo, YQ spétrzedne Descartes'a tego punktu, t.

Wowczas mamy

©)

skad wypada

Wprowadzmy takze spo6irzedne Descartes'a x, y do réwnania (1), kiadac
wnim 3= I, i, procz tego, podstawmy w tymze réwnaniu
zamiast a,3, a’™, @ powyzsze ich wyrazenia. Po uskutecznieniu uproszczen,
otrzymamy rownanie

(10)
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ktore, wedtug'*poprzedzajacego, przedstawia dwie proste, przecinajgce sie
w punkcie (X0, y*. Rzeczywiscle, rozwigzujac to réwnanie wzgledem y-yo,
sprowadzamy jé do dwu réwnan stopnia 1-go,

(10 .

z ktérych kazde przedstawia prosta, przechodzacg przez punkt (Yo? 2/o) —
Widzimy z tego, ze jezeli réwnanie stopnia 2-go wzgledem spétrzednych Descartes™a
punktu przedstawia pare prostych, to mozna je zastapi¢ przez réwnanie stopnia
2-go jednorodne wzgledem réznic x — XQ,y— y», gdzie Xq, y* sa spotrzednymi pun-
ktu przeciecia sie tych dwu prostych, i, oczywiscie, odwrotnie.

Jezeli przez p oznaczymy kat, ktory dwusieczna kata zawartego mie-
dzy prostymi (10) czyni z kierunkiem dodatnym osi a;-6w uktadu spétrze-
dnych prostokatnych, to (art. 79)

(11)
Stad za$ wynika, iz réwnanie

(12)
jest rownaniem obu dwusiecznych.

Wartosci Xq, y* otrzymamy z dwu ktorychkolwiek réwnan (9); np. z dwu
pierwszych wypada

(13)

gdzie A3l, A32, A33 sg ilosciami dolagczonymi do elementow rtai, <«33 wy-
réznika wielomianu f(x, vy, 1).

Zwazmy, ze punkt y") lezy w nieskonczonosci, gdy AggitO, jest
za$ nieoznaczonym, gdy jednoczesnie Agi~O i Aga”O. W pierwszym razie
dwie proste beda réwnolegle, a w drugim stanowig jedne j*rosta. Toz samo
wynika besposrednio z réwnan (6).

TARA PUNKTOW.

81. Wezmy rownanie stopnia 2-go wzgledem spdtrzednych jednoro-

dnych Mb % liiiii prostej,

ktorego spotczynniki A23, A3l, A12 réwniez bedziemy niekiedy, dla symetryi
wzordw, pisali odpowiednio: A32, A’g, A21. Zatozmy, ze wyrdznik wielomianu

(2)
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jest rowny 0. Wskutek tego zatozenia wielomian FCM,, M jest sumg
dwu kwadratdw, lub kwadratem zupetnym funkcyi stopnia 1-go; a wiec,ieie/i
loyréznih icielomianu U3) jest zerem, to roicnanie "¥(11*, u®, WgjmO 'prml-
staioia ;pare punktéw lub punkt podivojny, wedtug tego, czy wyznaczniki czescio-
we stopnia 1-go wyrdznika nie sg, czytez sg wszystkie réwne 0.

82. Do tego samego wypadku mozna dojs¢ takze besposrednio. Po-
stepujac taksamo, jak w artykule 78, dowiedziemy, ze rdwnos$¢ zeru wyrd-
znika funkcyi u™, Wy jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby
ta funkcyja byta iloczynem dwu czynnikéw stopnia 1-go, i znajdziemy wtedy

3)

Dwa punkty, ktore réwnanie (1) w tym przypadku przedstawia, sg wiec:

oba rzeczywiste i od siebie rézne (oddzielne), jezeli A, — AiiA221>0
i AI3*— AIlA33>0; oba urojone, jezeli albo Au™— AiiA22<!0, albo
A, — AIiA33<;0, albotez jezeli jednoczes$nie oba te wyrazenia sg ujemne;

oba sg tym samym punktem, t.j. przedstawiajg punkt podwdjny, jezeli
AI2A—ATTIA22 = 0, i AI3*— AIIA33= (. W ostatniui przypadku mozna taksa-
mo, jak powyzej, okazaé, ze wszystkie wyznaczniki czeSciowe stopnia 2-go
wyrdznika sg réwne zeru.

83. Dwa punkty urojone, ktére réwnanie (1) moze, jak widzieliSmy,
przedstawia¢, s punktami urojonymi sprzezonymi, t.j. spoczyn-
niki odpowiednie ich réwnan, mdwiac ogdlnie, sg liczbami zespolonymi sprze-
zonymi. Takie dwa punkty posiadajg wiasnosci, odpowiadajace wiasnosciom
linij urojonych sprzezonych (art. 79). A mianowicie:

T)ivapunkty urojone sprzezone wyznaczaja prostg rzeczyicistg; i

Srodek odlegtoéci divu punMéw urojonych sprzezonych jest punktem  rzeczy-
wistym.

Jakoz, niech réwnania, w najogolniejszej wziete postaci,

(4)
przedstawiajg dwa punkty urojone sprzezone. Spdétrzedne tych punktdw sa

®)

Podstawiwszy te wartosci w rownaniu prostej, przechodzacej przez dwa pun-
kty (x\ y) i (x",y"), t.j. wréwnaniu (art. 21)

otrzymamy
Bl metiii, S V, TIV



czyli

(6)

Prosta wiec, przechodzaca przez dwa punkty urojone i sprzezone, jest rze-
czywistg. — Spotrzedne $rodka odlegtosci dwu punktéw (X', y), (X", y") sa

ft zatym, po podstawieniu wartosci (5),

()
t. j. Srodek odlegtosci dwu punktéw urojonych sprzezonych jest punktem
rzeczywistym.

84. Postepujac taksamo, jak w artykule 80, znajdziemy, ze spbtrze-
dne prostej W®, «3°), na ktorej leza dwa punkty réwnania (1) wrazie
a= O, s3 wyznaczone przez réwnania

(8)

Albowiem, stosujgc twierdzenie Euler'a, mamy takze ™, W3°)=:0.
Prosta wiec (W®, "a") j~st styczng do linii FAO, a wiec dotyka obu
punktéw, ktore rownanie F= O wtym przypadku przedstawia.

Jezeli do rownania (1) wprowadzimy spétrzedne Pliicker'a, ktadac
w tym réwnaniu = = W, i przez «oj”o oznaczymy spOtrzedne
Pliicker'a prostej, przechodzacej przez punkty przedstawione przez réwnanie
(1), natenczas réwnanie tych punktéw sprowadzimy (art. 80) do postaci

9)
t. j. jezeli réwnanie stopnia 2-go wzgledem spodlrzednych Pliickera linii prostej
przedstawia pare punMow, to mozna je zastapi¢ przez réwnanie stopnia 2-go jedno-
rodne wzgledem réznic u— Uq, v— Vq, gdzie Uq i Vqsa spotrzednymi prostej, tacza-
cej te dwa punkty, i odwrotnie.

Spotrzedne % majg wartosci

(10)

gdzie aai, aga, ayy oznaczajq ilosci dotaczone do elementéw A3, A2, AR wy-
réznika wielomianu F(%, v, 1).

85. 0Ogodlnie, jezeli réwnanie jakiegokolwiek stopnia, hadZto miedzy spét-
rzednymi punktu (x, y)i ladztez miedzy spOtrzednymi linii prostej (u, v), daje sie
wyrazi¢ jako iloczyn kilhi réwnan stopili nizszych, to ono wyraza polgczenie miejsc
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gieometrycmycli, przedstawionych przez czynniki. Edéwnanie np. stopnia w-go,
dajace sie roztozy¢ na n czynnikdw stopnia 1-go, przedstawia odpowiednio
n prostychi, lub n punktow.
Wszczeg6lnosci, réwnanie stopnia n-go jednorodne lozgledem dwu réznic
, przedstawia odpowiednio n prostych, przeci-
najacych sie w punkcie (xqg, yo), lub n punUoéio, lezacych na prostej (Ug, Vq).
Jakoz, dzielgc rownanie
<

przez (y— 2/0)", mie¢ bedziemy réwnanie

ktérego rozwiazanie daje n wartosci na y- A .  Oznaczywszy te warto-

ci przez a,, a\\,.A mozemy ostatnie réwnanie napisa¢ w postaci

a pierwotne w postaci
z ktérej widac, iz ono przedstawia n prostych

Toz samo, gdybysmy mieli podobne réwnanie miedzy u—Uq i v—Va.

Mozna wynale$¢ liczbe warunkdw potrzebnych na to, aby réwnanie ogélne
stopnia w-go przedstawiato n prostych lub n punktéw. Dos$¢ wtym celu po-
réwnac rownanie ogélne stopnia n-go, po sprowadzeniu w nim wyrazu nieza-
leznego od zmiennych do jednosci, z iloczynem n réwnan stopnia 1-go

Jezeli liczba wyrazéw réwnania ogolnego stopnia n-go miedzy x iy jest

to poréwnanie spotczynnikéw wyrazéw podobnych w tym réwnaniu i w roz-
winieciu napisanego iloczynu da nam N — 1 réwnan miedzy spétczynnikami.
2n z tych réwnad postuzy nam do wyznaczenia 2n liczb niewiadomych
«, ffj, b2,..an, &, a podstawienie wartosci tak otrzymanych w pozosta-
tych réwnaniach doprowadzi nas do N— 1 — 2n warunkéw zadanych. Ro6-
wnanie ogdlne stopnia n-go miedzy x iy {i podobnie miedzy u i v) mozna pi-
sa¢ pod postacia
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liczba wiec jego wyrazéw jest rdwna sumie postepu réznicowego

a liczba warunkéw koniecznych

CWICZENIA.

(57). Czy ijakie proste przedstawia rownanie a
(58). Czy i jakie proste przedstawia réwnanie :
(59). Jaki kat czynig, miedzy sobg proste xy — G™MVz0O, ajaki proste
(60). Znale$¢ rownanie dwusiecznych kagtéw miedzy dwiema prostymi
(61). Okaza¢, ze réwnanie we spotrzednych tréjkatnych
przedstawia dwie proste réwnolegte do prostej i "3 —
(62). Znales¢ rownanie prostej rzeczywistej, przechodzacej przez punkt uro-
jony L.
(63). Kiedy prosta, tgczaca punkt urojony zadania (62) z punktem rze-

czywis%g]) ¢

a:."", 02", a;",'3%,_ jest rzeczywista? i
OkaZzaé, ze jezeli czynnik X Sie zmienia, to punkt urojony

opisuje prostg rzeczywista.



ROZDZIAL Vir.

O WLEASNOSCIACH OGOLNYCH LINIJ KRZYWYCH
STOPNIA 2-GO.

LINIJE KRZYWE KZEDU 2-GO.

88. Tak linije, przedstawione przez réwnania stopnia 2-go we spot-
rzednych punktu, jak i linije, przedstawione przez réwnania stopnia 2-go
we spdtrzednych linii prostej, sa linijami krzywymi, wrazie, gdy wyrozniki
tych wielomianéw stopnia 2-go sg od O rozne. Pierwsze ztych linij nazy-
wamy linijami krzywymi, albo, krocej, krzywymi rzedu 2-go, a drugie
krzywymi klasy 2-ej. Poniewaz, jak to niebawem sie okaze, kazda
krzywa rzedu 2-go jest zarazem krzywg klasy 2-ej i, nawzajem, kazda krzy-
wa klasy 2-ej jest zarazem krzywg rzedu 2-go, wiec bedzie mozna jedne i dru-
gie nazwac ogolnie krzywymi stopnia 2-go.

Wykrycie wszelkich krzywych stopnia 2-go jest przedmiotem tego i na-
stepujacego rozdziatu. Doprowadzi nas do tego wyprowadzenie niektorych
wiasnosci tychze krzywych z ich réwnan najogdélniejszych. Zajmiemy sie
naprzod krzywymi rzedu 2-go.

Rownanie najogdlniejsze linii krzywej rzedu 2-go jest

(1) iCg) = aifrin + 4- + 201237273 +'"c nNOOX+ =

W tym roéwnaniu zmienne oCi,a®  sg spétrzednynii punktu jednorodnymi,
od ktérych mozna przejs¢ do spdirzednych Descartes'a, ktadac

AYiadomo, ze prosta przecina linijg rzedu 2-go w dwu punktach (art. 8).
Wezmy wiec pod uwage prosta, ktora tgczy dwa dowolnie wybrane punkty
ptaszczyzny, Pj i Pa, i znajdzmy stosunek, w jakim kazdy z punktéw prze-
ciecia sie tej prostej z linija, przedstawiong przez rownanie (1), dzieli odci-
nek PiPa. Jezeli 0?7, £ca, ic3 i sg sp6trzednymi jednorodnymi
punktéw Pi i Pa, a iCj, Xi sg takimiz spOtrzednymi punktu P na prostej
PjPa, dzielgcej odcinek P"Pa w stosunku danym PiP:PP2 = X:l; wowczas
(art. 62) mozna wyrazi¢
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2
Jezeli punkt P jest jednoczes$nie punktem przeciecia sie prostej P/Pa z linija,
przedstawiong przez rownanie (1), natenczas mamy

t. j. rébwnaniu (1) staje sie zado$¢, gdy w nim za a?, podstawimy war-
tosci (2). Roéwnanie ostatnie, gdy wprowadzimy znane oznaczenia,

®)

przyjmie postac

®»f (x " i, x"3)+ X'L,,X13)] + X"2, 79 = o.
Edwnanie to jest stopnia 2-go wzgledem X Da wiec nam ono dwie wartosci
na te liczbe: jedne odpowiadajgcg jednemu, a drugg odpowiadajaca drugiemu
z punktow P, w ktérych prosta P,P2 przecina linijg, przedstawiong przez
réwnanie (1). — Zajmiemy sie rozbiorem réwnania (4).

89. BIEGUNOWA | BIEGUN, — Przypus¢my, ze spétrzedne punktéow P,
i Pa czynig zado$¢ réwnaniu

Q)

Wtedy rownanie (4) sprowadzi sie do réwnania

ktére daje dwie wartosci na X rozniace sie tylko znakami. Oznaczywszy
wiec przez fic",, i spotrzedne dwu punktow P3 i P4,
w ktorych prosta PjPa przecina linijg (1), mie¢ bedziemy w tym przypadku

skad widzimy, ze dwie pary punktow P,, P2 i P3, P4 sg harmoniczne (art. 39).

Jezeli przez punkt staty P, bedziemy prowadzi¢ coraz inna prosta (sie-
czng), przecinajacy linijg (1) w dwu coraz innych punktach P3i P4, to na kaz-
dej z nich znajdzie sie punkt P2, ktdry z punktem Pj tworzy pare harmonicznie
sprzezong z parg punktow P3i P?, lezacych na tejze prostej. Spétrzedne
kazdego z tych punktéw Pa uczynig zado$¢ réwnaniu warunkowemu (5), t. j.
te punkty Pa lezg na linii, przedstawionej przez réwnanie

(6)

ktére jest stopnia 1-go wzgledem ic;, iCj, mg, sp6trzednych biezacych tych
punktéw Pa. Zatym: miejsce gieometryczne punktu na prostej, przechodzacej
przez punkt staty tworzacegoz nim pare punktéw, harmonicznie sprzezong z parg
punktéw, w ktorych ta prosta przecina linijg rzedu 2-go, jest linija prosta. Te pro-
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stg (6) nazywamy biegunowag punktu danego Vi(x\, a punkt da-
ny biegunem tej prostej wzgledem danej linii rzedu 2-go.
Z réwnania (6) widoczna, Ze biegunowa punktu (x\, X\) jest nieo-

znaczona tylko wtedy, kiedy spo6trzedne tego punktu jednoczesnie przywodzg

do zera wszystkie trzy wyrazenia: /i./a./a. Ten przypadek, jak wiemy, ma

miejsce wrazie, gdy réwnanie (1) przedstawia pare prostych. A zatym: jeUli

réwnanie (1) nie przedstmcia pary prostych, to biegunowa Tcazdego punMu jest
oznaczona; jezeli réwnanie (1) przedstawia pare prostych, to biegunowa punktu prze-

ciecia sie tych prostych jest nieoznaczona; jezeli nakoniec rownanie (1) przedstaicia

prost(* podwojng, to biegunowa Tcazdego punktu tej prostej jest nieoznaczona. —
W obu ostatnich przypadkach z tozsamosci

X<1, X3y of
wypada, ze rownaniu biegunowej jakiegokolwiek punktu (Xi, uczynig
zado$¢ spotrzedne (12, dla ktérych jest jednoczes$nie

A zatym: jezeli roéwnanie (1) przedstawia pare prostych, to hiegunoiva kazdego
punktu przechodzi przez punkt przeciecia sie tych prostych; a jezeli réwnanie (1)
przedstawia prostg podwdjng, to biegunowa kazdego punktu, lezgcego zewnatrz tej
prostej, schodzi si¢ razem z tgz prosta.

Z wiasnosci  harmonicznych czworoboku zupetnego (art. 40) wypada
sposéb kreslenia biegunowej punktu danego wzgledem danej linii rzedu 2-go.
Jakoz, wyprowa-
dziwszy (fig. 25)

z punktu danego

Pi dwie sieczne,

z ktérych pierw-

sza przecina li-

nijg rzedu 2-go

w punktach P3

i P3, a druga

w punktach Po

i P7, i prze-

dhuzywszy proste

P3P6, PSPT az do

przeciecia sie w

Pg, mie¢ bedzie-

my  czworobok

zupelny. Prosta, Fig. 25.

faczaca  wierz-

chotek Pg z punktem Py, w ktorym sie przecinajg dwie przekatne P3P7 i PsP®,
przetnie pierwszg sieczng w punkcie P2, a druga w punkcie P4. Punkt P?



J132 GIEOjweTRYJg ANALITYCZNA PLASKA.

tworzy z Pj pare punktow harmonicznie sprzezonych z parg punktéw P3 i P?,
i taksamo para punktéw P4 i P, jest harmonicznie sprzezona z parg punktow
Po i P7; przeto prosta PsPo jest biegunowg punktu danego P,. Podobnie,
prosta P1P9 jest biegunowa punktu Pg.

90. Rownanie warunkowe (5) wyraza, ze jumkt Pa lezy na biegunowej pun-
ktu Pj. Ze wzgledu na znaczenie wyrazen/,,/a,/a, mozna to rownanie tak pisac:

Stad czytamy, ze nawzajem punkt P, lezy na biegunowej punktu Pj. A za-
tym: jezeli z dwu punU6w P, i Pa jeden lezy na hiegimoicej pimMu drugiego, to
drugi lezy na biegunoioej punktu piencszego, albo ogdlniej: jezeli pmikt frseUega
linijg prosta, tojego Megunoioaohraea sie okoto Meguna, tej prostej.

Wyprowadzamy stad wniosek: biegunowa punktu przeciecia sie divu pro-
stych przechodzi przez bieguny tych prostych.

Dwa punkty, z ktérych kazdy lezy na biegunowej punktu pozostatego,
nazywamy punktami sprzezonymi wzgledem danej linii rzedu 2-go.
One, oczywiscie, tworza pare punktéw harmonicznie sprzezong z parg pun-
ktéw, w ktérych prosta, je taczaca, przecina dana linijg rzedu 2-go.—
O trzech]za$ punktach, z ktérych kazde dwa sg z sobg sprzezone wzgledem
danej linii rzedu 2-go, innymi stowy: o trzech punktach takich, iz biegunowa
kazdego z nich wzgledem danej linii rzedu 2-go przechodzi przez dwa punkty
pozostate (czyli, na mocy powyzszego wniosku: kazdy jest biegunem prostej,
taczacej dwa] punkty pozostate), méwimy, ze one tworzg trdjke pun-
ktow sprzezonych. Na fig. 25 punkty P,, Pg, P9 tworzg trojke punktéw
sprzezonych, albowiem punkt P, jest biegunem prostej PgPo, punkt Pg jest
biegunem prostej P9P1, a zatym i punkt P9 jest biegunem prostej PiPg. —
Trojkat, ktérego wierzchotki sg biegunami bokéw przeciwlegtych, zowie sie
trojkatem biegunowym. Takim na fig. 25 jest tréjkat PjPgPg.

91. Twierdzenie artykutu poprzedzajgcego mozna jeszcze tak wypowie-
dzieé: Jezeli pewien punkt P opisuje szereg prostolinijoicy punktdic, to biegunowa
tego punktu D opisuje pek promieni, jednokréslny z oicym szeregiem punktéw, a toierz-
chotek peku jest biegunem podstawy szeregu (art. 48).

Jakoz, niech bedg P/a;',, x\, a;") i Paf*c",, dwa punkty szeregu
prostolinijowego, opisanego przez punkt P. Spotrzedne punktu P wyraza
sie wtedy przez

, X2—"a
a jego réwnanie przez
P=P,+XP2=0.
Biegunowe za$ punktéw P,, Pa i P sg

+ xMx\ + X'\, £ Xx\, x\ +
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czyli

S{}jd wypada, ze biegunowa D punktu P przechodzi przez przeciecie sie bie-
gunowych DI i Da punktdw Pj i Pa, czyli przez biegun prostej PjPa, tudziez,
ze pek promieni, opisany przez D, jest jednokresiny z szeregiem punktow
opisanym przez P.

Oznaczmy jeszcze przez Q punkt na prostej P,P2, ktory z punktem
P tworzy pare punktow sprzezonych. Posuwaniu sie punktu P na prostej
P1P2 odpowiada posuwanie sie punktu Q na tejze samej prostej. Pary
punktow, odpowiadajgce jednoczesnym potozeniom punktéw P i Q, sg wszyst-
kie harmonicznie sprzezone z parg punktéw, w ktdrych prosta P1P2 przecina
dang linija rzedu 2-go. Mamy zatym twierdzenie: Pary punMoio sprzezonych,
lozyledem danej Unii rzedu 2-go, lezace na jednej prostej, tworzg imoolucyja; pun-
litami asymptotycznymi tej imvolucyi sg punkty przeciecia sie tej prostej z dang linija
rzedu 2-go.

92. LINIJE STYCZNE.— "Wracajagc do réwnania (4), przypusémy, ze,
oprocz zwigzku (5), ma jeszcze miejsce rownanie f(x\, = czyli

AV tym przypadku réwnanie (4) sprowadza si¢ do nastepujgcego,

ktére daje obie wartosci na X rowne O, a przeto oba punkty P3i P4, w kt6-
rych prosta PjPa przecina linijg rzedu 2-go (1), schodzg sie razem w pun-
kcie P,.

Réwnanie warunkowe (7) wyraza, ze punkt P, lezy na linii rzedu 2-go
(1) i zarazem na swojej biegunowej. A zatym:Jemi punU lezy na linii rzedu
2-go, to jego hiegunoica przechodzi przezed i przecina te linijg w dwu punUach,
schodzacych sie razem z biegunem. Prosta, ktéra linijg rzedu 2-go przecina
w dwu punktach schodzacych sie razem (t.j. w dwu punktach nieskonczenie
siebie bliskich), nazywamy styczng linii rzedu 2-go, a punkt, w ktorym
styczna ma z linijg rzedu 2-go dwa punkty spélne, nazywamy punktem
stycznoéci. A zatym: hiegunoica punMu, lezacego na linii rzedu 2-go, jest
styczng do tej linii w tymze punTccie.

E6wnanie zatym (6) przedstawia takze styczng do linii rzedu 2-go (1)
w punkcie, ktérego sp6trzedne sg X\, jezeli te spotrzedne jednoczesnie
czynig zado$¢ réwnaniu warunkowemu (7), t.j. jezeli ten punkt lezy na
linii (1).

93. Jezeli przypuscimy, iz

wolwczas pierwsza strona réwnania (4) jest kwadratem zupetlnym, a przeto
jego pierwiastki, t. j. obie wartosci na X sg sobie rowne. W tym przypadku
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prosta P1P2 przetnie linijg rzedu 2-go (1) w dwu punktach, schodzacych sie
razem, czyli — bedzie styczna, do linii réwnania (1).

Jezeli przyjmiemy punkt P jako staly, a punkt P2 jako punkt biezacy
na stycznej, wyprowadzonej z punktu P, do linii (1), natenczas spotrzedne
tego punktu biezacego, wskutek (8), czynig zado$¢ rownaniu

Temu réwnaniu uczynig zados¢ takze spotrzedne punktu stycznosci tejze sty-
cznej. Atoli dla punktu stycznosci jest/(a?,, ir3)=0. "Wskutek tego,
dla punktu stycznosci réwnanie (9) sprowadza sie do réwnania

z ktérego czytamy, ze punkt stycznosci stycznej, wyprowadzonej z punktu P,
do linii (1), lezy na biegunowej punktu P,.

Biegunowa punktu P,, jako linija prosta, przecina linijg rzedu 2-go
w dwu punktach; a wiec z punktu P, mozna wyprow"adzi¢ dwie styczne do
linii rzedu 2-go, ktérych punkty stycznosci lezg na przecieciu sie jej z biegu-
nowa punktu Pp Gdy za$ punkt P, jest zupetnie dowolnym, przeto: ~ hazdego
punktu na plaszczyznie linii rzedu 2-go mozna wyprotvadzi¢ dwie, lecz tylko dwie,
styczne do tej Unii. Biegunowa tego punktu jest prosta, przechodzaca przez oba
punkty styczno$ci, a wiec zawiera w sobie cieciwe stycznos$ci. — Na za-
sadzie tego twierdzenia, kreslenie stycznych do linii rzedu 2-go z jakiegokol-
wiek punktu sprowadza sie do kreslenia biegunowej tego punktu, co, jak wiemy,
daje sie uskutecznié¢ zapomoca poprowadzenia kilku linij prostych (art. 89).

94. Nie trudno okaza¢, ze rdwnanie (9) przedstawia dwie linije pro-
ste, t. j. dwie styczne, dajace sie wyprowadzi¢ z punktu P, do linii (1). Dos¢
w tym celu okaza¢, ze wyrdznik pierwszej strony réwnania (9) jest réwny 0.
Potozmy, dla skrocenia,

f(x\,x\ =f,/, K\, X)) =1,, AKX\, x') Mx\, x\)
wtedy réwnanie (9) mozemy tak przedstawic

(fan — + + RI33 -fs')NAN 4

Wyroznik pierwszej jego strony,

l«2. -/"211 /1«22 -1 2 JA23 — A f

Aa. -/al. ,/«32-/3/2,A33-/3"

daje sie roztozy¢ na sume 6Smiu wyznacznikéw, ktérych elementami sg pierw-
sze lub drugie wyrazy dwumiandw, tworzacych elementy wyznacznika A.
Z tych dsmiu wyznacznikdw cztery sg tozsamosciowo réwne O, t. j. te, ktére
maja po dwie lub trzy kolumny, utworzone z drugich wyrazéw tych dwumia-
now. Pozostang zatym tylko cztery wyznaczniki nastepujace
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Mamy wiec

gdyz

Stad wypada, Ze réwnanie (9) przedstawia istotnie pare prostych (rzeczywi-
stych i rdznych, rzeczywistych i schodzacych sie razem, lub urojonych). Ze
zas$ te proste przechodzg przez punkt Pj i przez punkty stycznosci stycznych,
wyprowadzonych z punktu P,, przeto tymi prostymi sg wiasnie styczne z pun-
ktu P,.

95. KLASA LINIJ KRZYWYCH EZEDU 2-GO. Poniewaz z kazdego punktu,
dowolnie obranego na ptaszczyznie, mozna wyprowadzi¢ dwie, ale tylko dwie,
styczne do krzywej rzedu 2-go, wiec krzywa rzedu 2-go jest zarazem krzywa
klasy 2-ej. Stad za$ wypada, Ze jej rownanie we sp6trzednych linii prostej
powinno by¢ takze réwnaniem stopnia 2-go.

Aby otrzyma¢ to réwnanie, oznaczmy przez spétrzedne jedno-
rodne (szczeg6lne) stycznej do krzywej (1) w punkcie (a?, N3).  Z ro-
wnania (6) stycznej, wypadajg zwigzki

(10)

ktore rozwigzujac wzgledem x\, otrzymujemy

(11)

gdzie A jest wyroznikiem strony lewej réwnania (1), a Aik jest iloscig do-
faczong do elementu au- tego wyznacznika A, przyczym jest takze Kijc— Kn.
Punkt (x\, 032 Jf3), jako punkt stycznosci, lezy na stycznej fw,, u™ %); ma-
my wiec

(12)
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Podstawienie za$ wartosci na a;',, wynikajacych z réwnan (11), w ré-
wnaniu (12) daje zwigzek miedzy sp6trzednymi stycznej do krzywej (1),
13) KW, = + A2+ ABRR + KM + 2A3@GM, =0,
czyli rownanie tej krzywej we spotrzednych linii prostej. To réwnanie, jako
wypadek rugowania liczb i 1 z czterech réwnan (10) i (12), mozna
przedstawic¢ takze pod postacig wyznacznikowa,
(14)

j “zJ "35"

Réwnanie (13) jest stopnia 2-go wzgledem spotrzednych mJ"3; a zatym:
Krzyioa rzedu 2-gojest zarazem krzywag klasy 2-ej.
Tym twierdzeniem nie jest wszakze objety przypadek, kiedy linija, przed-
stawiona przez réwnanie (1), sprowadza sie do pary prostych; albowiem
woéwczas A= 0, a przeto strony lewe réwnan (11) sg =0.

LINIJE KRZYWE KLASY 2-EJ.
96. AVeimy teraz pod uwage réwnanie najogolniejsze krzywej klasy 2-ej

1)
przyjmujac nadal, jak poprzednio (art. 66), Ago”~Ass, Aia”Aj,, Aai™Aij.
Wiadomo, ze z kazdego punktu mozna wyprowadzi¢ dwie styczne do
krzywej klasy 2-ej. Wyprowadzmy zatym z punktu spotkania si¢ dwu do-
wolnie obranych promieni D, i Da dwie styczne, i wynajdzmy stosunek mie-
dzy wstawami dwu katéw, na ktore kazda z tych stycznych dzieli kat miedzy
promieniami D, i Da- Jezeli oznaczymy przez u\, w3i N'3 spbtrze-
dne jednorodne promieni D, i D2, to spétrzedne jednorodne promienia D,
wychodzacego z punktu przeciecia sie promieni D, i Doi dzielagcego kat DjDa
tak, ze sinD,D :sinDD2 = X: 1, mozna wyrazi¢ przez

(29
Jezeli promien D jednocze$nie dotyka linii, przedstawionej przez réwnanie

(1), natenczas réwnaniu temu stanie sie zados¢, gdy w nim za M, u®, pod-
stawimy wartosci (2'). AYykonawszy to podstawienie i ktadac, dla skrocenia,

@)

mamy
(4" FW',,  u'3)-}-2X[U"F,(U,, U2, U3)+K"2F2(«<, , U, «'3)4-""3F3(«'l , «2, ,""2,"S) = O,

rownanie stopnia 2-go wzgledem X Da wiec ham ono dwie wartosci na te
liczbe: jedne odpowiadajacg jednej, a druga odpowiadajgcg drugiej ze sty-
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cznych, ktére mozna wyprowadzi¢ z punktu DjDa do linii, przedstawionej
przez réwnanie (1"). — Zajmiemy sie rozbiorem roéwnania (4").

97. BIEGUN | BIEGUNOWA. — Przypus$¢my, ze spdtrzedne promieni b,
i Da czynia zado$¢ réwnaniu

(5"
"Wtedy réwnanie (4') sprowadza sie do réwnania
\ M'MJ - \ e I
ktore daje dwie wartosci na X rdznigce sie tylko znakami. Oznaczywszy
wiec przez umni spotrzedne dwu stycznych D3 i D4,

ktére mozna wyprowadzi¢ z punktu DjDa do linii (1'), mie¢ bedziemy w przy-
padku uwazanym

skad widzimy, ze dwie pary promieni D,, Dj i D3, D sg harmoniczne.

Jezeli promie D, ma potozenie niezmienne, a z coraz innego punktu na
tym promieniu wyprowadza¢ bedziemy po dwie styczne D3 i D4 do linii (!"),
to z kazdego z tych punktow mozna wyprowadzi¢ promien Dj, ktory z pro-
mieniem D, tworzy pare harmonicznie sprzezong z parg stycznych D3 i D4.
Spotrzedne kazdego z tych promieni Da uczynig zado$¢ réwnaniu warunko-
wemu (5", t. j. te promienie Da przechodzg przez punkt, przedstawiony przez
rownanie

(6)
(stopnia pierwszego wzgledem M, spotrzednych biezacych promienia
Da). Zatym: Promienie, tworzace z promieniem” o potozeniu niezmiennym pary
promieni, harmonicznie sprzezone z odpowiednimi parami stycznych, ktére z réznych
punktow na promieniu niezmiennym mozna ivyproivadzi¢ do linii klasy 2-ej, prze-
chodza przez tenze sam punkt. Ten punkt (6" nazywamy biegunem promie-
nia danego D, (u\,u\,u\), a promien dany biegunowa tego punktu
wzgledem danej linii klasy 2-ej.

Z réwnania (6') czytamy, ze biegun promienia (u\, u\, w3) jest nieozna-
czony tylko wtedy, kiedy réwnanie (1') przedstawia pare punktéw, albowiem

wtedy wszystkie trzy wyrazenia F,, Fa, F3 przywodza sie jednoczesnie do
zera. W tym przypadku szczegdélnym, z tozsamosci

wynika, ze: jezeli réwnanie (1') przedstawia dtva punkty oddzielne, to biegun kaz-
dej prostej leze¢ bedzie na prostej, taczacej te dwa punkty, a jezeli réwnanie (1")
przedstawia punkt podwojny,to biegun kazdej prostej zejdzie sie razem z tym punktem.
Albowiem, wartosci u\, w2, u'3, dla ktorych jednoczesnie F,=:0, Fa”O
i F3=0, uczynia zado$¢, wskutek powyzszej tozsamosci, réwnaniu
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ktore przedstawia biegun prostej dowolnej fw,  %).
98. RoOwnanie warunkowe (5) mozna takze tak pisac:

A zatym; i®ieZi z divu prostych D, «Do jedna przechodzi przez liegun drugiej, to
druga przejdzie przez Uegun pierwszej, albo: jezeli prosta obraca sie oTcoto statego
punktu, to biegun tej prostej przebiega prostg stata, biegunowg tego punktu.

Stad za$ mamy jako wniosek: Jezeli prosta przechodzi przez diva punkty,
to biegun tej prostej jest punktem przeciecia sie biegunowych tych dwu punktow.

Dwie proste, z ktdrych kazda przechodzi przez biegun prostej pozosta-
tej, zowig sie promieniami sprzezonymi wzgledem danej linii klasy
2-ej. O trzech zas$ prostych, z ktérych kazda jest wzgledem danej linii klasy 2-¢j
biegunowg punktu przeciecia sie dwu pozostatych, powiadamy, ze one two-
rzg trojke promieni sprzezonych. — W trojkacie biegunowym (art.
90) nie tylko wierzchotki tworzg tréjke punktow sprzezonych, ale i boki jego
przedstawiajg tréjke promieni sprzezonych.

99. Jezeli promien D, obracajac sie okoto ivierzchotka S, opisuje pek pro-
mieni, to biegun tego promienia, przebiegajgc biegunoicg wierzchotka S, opisuje sze-
reg punktow, z owym pekiem jednokresiny.

Albowiem, jezeli u™y i UM sg spétrzednymi  dwu
promieni D, i Dj, to sp6irzedne kazdego innego promienia sg

jest rownaniem tego promienia. Bieguny zasP,, PaiP promieni DjiDa i D sa

czyli

Stad wypada, ze punkt P lezy na prostej PjPa i ze szereg punktéw, utworzo-
ny na P1P2 przez biegun P promienia D, opisujacego pek, jest jednokresiny
z tym pekiem.

Oznaczmy przez E promien peku, ktéry z promieniem D tworzy pare
promieni sprzezonych. Do kazdego innego promienia D nalezy inny, Scisle
wyznaczony, promied E. Pary promieni D i E s§ wszystkie harmonicznie
sprzezone z parg stycznych, dajacych sie wyprowadzi¢ z wierzchotka peku
do linii klasy 2-ej. Mamy zatym twierdzenie: pary promieni sprzezonych
wzgledem danej linii klasy 2-ej, wychodzace z jednego punktu, tworzg imoolucyja;
promieniami asymptotycznymi tej inwolucyi sa styczne, icyprowadzone z tego punktu
%Ilo danej linii klasy 2-ej.
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100. PUNKTY sTycznoscl. — Wracajac do réwnania (4"), przypusémy, Zze,
oprécz zwiazku (5", zachodzi jeszcze réwnanie !

(7)

W tym przypadku réwnanie (4') daje obie wartosci na X réwne O, a przeto
obie styczne Dg i D4, wyprowadzone z punktu DjDa do linii klasy 2-gj
(19, schodza sie razem na prostej D,, kt6ra wskutek (7'), jest takze styczna
do tej linii. Rownanie (6) jest takze réwnaniem punktu stycznosci. A za-
tym, biegun Unii, stycznej do linii Masy 2-ej, jest punUem stycznosci t$jze
stycznej.

101. Jezeli przypuscimy, iz

(8"):

woéwczas strona lewa roéwnania (4") jest kwadratem zupelnym, a przeto
jego pierwiastki, t. j. obie wartosci na X sg sobie rowne. W tym przypadku
obie styczne, dajace sie wyprowadzi¢ z punktu DjDa do linii klasy 2-gj (1),
razem sie schodzg, czyli — punkt DjDa lezy na linii (1').

Jezeli przyjmiemy prostg D, jako statg, a Da jako prostg biezgca,
obracajacg sie okoto punktu, w ktérym prosta D, przecina linija (1), naten-
czas spoOtrzedne tej prostej biezacej, wskutek (8), uczynig zadosé réwnaniu:

(9)

Temu réwnaniu uczynig zado$¢ takze spétrzedne stycznych w punktach prze-
ciecia sie prostej D, zlinijg (!"). Atoli dla tych stycznych jest

Wskutek tego, dla prostej Da, jako stycznej, réwnanie (9" sprowadza sie
do réwnania,

z ktérego czytamy, ze styczna do linii (1) w punkcie, w ktérym te linija
przecina prosta D,, przechodzi przez biegun tej prostej.

Z bieguna prostej D, wychodzg dwie styczne do linii klasy 2-ej; a wiec
prosta D, przecina linijg klasy 2-ej w dwu punktach. Gdy za$ prosta D,
jest zupetnie dowolna, zatym: kazda prosta przecina linija klasy 2-ej w dwu pun-
ktach. Styczne w tych dwu punktach przechodza przez biegun tej prostej.

Podobnie, jak to uczynilismy w art. 94, mozna okaza¢, ze réwnanie (9')
przedstawia pare punktow, w ktorych linijg klasy 2-ej (1) przecina prosta
D| o spotrzednych w',, w2, w3.

102. EZED LINIJ KRZYWYCH KLASY 2-EJ. Juz stad, ze kazda prosta
przecina krzywa klasy 2-ej w dwu punktach, wnosimy, ze krzywa klasy 2-gj,
jest zarazem krzywa rzedu 2-go, a przeto, Ze réwnanie krzywej klasy 2-gj,
gdy je wyrazimy we spétrzednych punktu, bedzie takze rdwnaniem sto-
pnia 2-go.
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Aby otrzymac to réwnanie, oznaczmy przez 0?, ccj,  sp6trzedne pun-
ktu, w ktérym prosta (u\, u'2,u") dotyka krzywej (1). Z réwnania (6')
punktu stycznosci wypadajg zwigzki

(10)

ktére rozwiazujac wzgledem M, u”®, u?, otrzymujemy

(11)

gdzie a jest wyrdznikiem strony lewej rownania (1), a iloscig dota-
czong do elementu A,t tego wyznacznika a, przyczym, skoro Aik = Ai.,
jest takze a~= &\~ — Prosta (u'i, ti"’, ti™"), jako styczna, przechodzi przez
punkt A,  £9); mamy wiec

(127)

Podstawienie za$ wartosci na m', u'2, wynikajacych z réwnan (11",
w rownaniu (12") daje zwiazek miedzy spétrzednymi (a?, a”3) punktu
stycznosci,

(13)
czyli rébwnanie we spétrzednych punktu krzywej, przedstawionej przez réwna-
nie (1). To réwnanie, jako wypadek rugowania liczb W8i 1z czte-

rech rownan (11") i (12'), mozna przedstawi¢ pod postacig wyznacznikowa,
(14)

Réwnanie (13) jest stopnia 2-go wzgledem spotrzednych a*, X2, a zatym:

Krzywa klasy 2-ej jest zarazem krzywg rzedu 2-go.

Tym twierdzeniem nie jest objety przypadek, kiedy linija, przedsta-
wiona przez réwnanie (1), sprowadza sie do pary punktéw; albowiem wéwczas
jest a= 0, a przeto strony lewe réwnan (11') sg=::0.

Nalezy tu jeszcze zauwazyé, ze wrazie, gdy spétczynniki w réwnaniu
(1) wart. 96 sg ilosciami dotaczonymi do elementéw wyznacznika A, przed-
stawiajacego wyrdznik strony lewej réwnania (1) w art. 88, to, podtug twier-
dzenia znanego z teoryi wyznacznikdw, mamy

a wtedy rév7nanie (13') bedzie tymze samym réwnaniem (1) w art. 88.
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ZASADA DWOISTOSCI.

103. Zupetna analogija miedzy spo6trzednymi punktu i spotrzednymi
linii prostej, osobliwie gdy te spdtrzedne sa jednorodne, prowadzi do zasa-
dy dwoistosci, podlug ktorej z wypadku tego samego rachunku, uskute-
cznionego na tychze samych réwnaniach, mozna otrzyma¢ jednoczesnie dwa
rozmaite twierdzenia gieometryczne, zaleznie od tego, czy te wypadki bedzie-
my stosowali do uktadu spotrzednych punktu, czytez do uktadu spotrzednych
linii prostej. Dwa te twierdzenia odpowiadajg sobie w ten sposoéb, ze tam, gdzie
w wystowieniu jednego wystepuje: punkt, linija prosta, pek promieni, szereg
punktdw, krzywa algiebraiczna rzedu n-go, lub krzywa algiebraiczna klasy
w-gj, to natomiast, w wystowieniu drugiego, wystepuje odpowiednio: linija pro-
sta, punkt, szereg punktéw, pek promieni, krzywa algiebraiczna klasy w-gj,
lub krzywa algiebraiczna rzedu n-go. Dotychczasowe rozwiniecia zawierajg
liczne juz przyktady tego dwoistego charakteru twierdzer i zagadnieh gieo-
metrycznych, a w ciggu dalszym spotkamy sie réwniez z wielu innymi.

Teoryja biegunéw i biegunowychj ktdérg wylozyliSmy wtym rozdziale,
dozwala nam uzasadni¢ w sposob Scisty metode takiego podwajania twier-
dzen i zagadnierh gieometrycznych, t. z. metode biegunowych wzaje-
mnych.

AVezmy pod uwage jakakolwiek krzywg algiebraiczng S i krzywa rze-
du 2-go K, ktéra nazwiemy kierownicag. Jezeli punkt biezacy opisuje
krzywg S, to natenczas biegunowa tego punktu wzgledem kierownicy K
obwodzi inng krzywa S, taka, ze kazdemu punktowi na krzywej S odpowiada
pewna styczna do krzywej S. Ale i nawzajem, kazdej stycznej do krzywej S
odpowiada pewien punkt na krzywej S. Jakoz, jezeli P i P' sg dwa punkty na
krzywej S, to biegunowe D i D' tych punktow wzgledem Kkierownicy K, sg
stycznymi do krzywej S, a punkt DD' przeciecia sie tych dwu stycznych
do S jest biegunem cieciwy PP' krzywej S. Dajmy, ze punkt P' coraz
blizej przystepuje do punktu P, natenczas i styczna D' bedzie sie coraz wie-
cej zblizata do potozenia stycznej D, a wiec i punkt DD' przeciecia sie
tych dwu stycznych bedzie coraz blizej przystepowatl do punktu stycznosci Q
prostej D do krzywej S. W granicy zatym, kiedy punkt P' zejdzie sie razem
z punktem P, czyli, kiedy cieciwa P'P stanie sie styczng do krzywej S w pun-
kcie P, styczna D' znajdzie sie wtedy na stycznej D, czyli punkt D'D prze-
ciecia sie tych dwu stycznych zejdzie sie razem z punktem stycznosci Q pro-
stej D do krzywej S. Ale punkt D'D wcigz jest biegunem cieciwy P'P, wiec
i punkt Q na S pozostanie biegunem stycznej w punkcie P do S. A zatym:
kazdej stycznej do krzyioej S odjpowiada na krzywej S biegun tej stycznej wzgladem
kierownicy K. — Krzywe Si S, ktore w ten sposdb sobie odpowiadajg, ze
punktowi na jednej z nich odpowiada styczna do drugiej, i nawzajem, nazy-
wajg sie krzywymi biegunowo wzajemnymi.

tatwo okaza¢, ze rz°d jednej z dwu krzywych biegunowo wzajemnych jest
klasg drugej. Jakoz, przyjmijmy, ze krzywa S jest rzedu n-go, a wiec,
Bibl. niatAfiz, S. IV, T. IV. ®
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Ze prosta D przecina te krzywg w n punktach P,, Pj,...,,P,. Kazdemu
z tych punktdéw odpowiada pewna styczna do krzywej S, jako jego biegu
nowa wzgledem kierownicy K. Niech DA D2,...,D,, beda tymi stycznymi
Poniewaz bieguny Pi, Pj,..., P» prostych Dj, D2,..., D,, lezg na jednej pro
stej D, wiec te styczne przechodzg przez jeden punkt P, biegun prostej D
A zatym, z jednego punktu P mozna wyprowadzi¢ n stycznych do krzy
wej S. Biorgc za$ jako D coraz inng prostg, mie¢ bedziemy takze coraz
inny punkt P. Z kazdego wiec punktu mozna wyprowadzi¢ n stycznych do
krzywej S, co okazuje, ze krzywa S jest krzywa klasy w-ej.— W szczegol-
nym przypadku, kiedy krzywa S jest rzedu 2-go, to krzywa S, jako krzywa
klasy 2-ej, bedzie zarazem krzywsa rzedu 2-go.

Z podania powyzszego wypada besposrednio, ze z twierdzen, odno-
szacych sie do krzywej rzedu 2-go, a wyprowadzonych z réwnania tej krzy-
wej, danego we sp6trzednych punktu, mozna, bez dalszego rachunku, otrzy-
mac twierdzenia analogiczne, odnoszace sie do krzywej klasy 2-ej, stosujac
tylko zasade dwoistosci, powyzej wytuszczona. Gdy za$ krzywe rzedu
2-g0 sg zarazem krzywymi klasy 2-ej, i nawzajem, to tym sposobem
mozna podwoi¢ — moéwiac wogdlnosci — kazde twierdzenie odnoszace sie do
krzywej stopnia 2-go. Stad tez, w dalszym ciggu, nie bedziemy badali wia-
snosci krzywych stopnia 2-go osobno przez rozbiér ich réwnan we spétrze-
dnych punktu, a osobno przez rozbiér ich réwnan we spo6trzednych linii pro-
stej, ale ograniczymy sie rozwazaniem jedynie pierwszych.

CWICZENIA.

(65). Znales$¢ réwnanie krzywej rzedu 2-go, ktéra na osiach uktadu spoétrze-
dnych réwnolegtych odmierza odcinki a, a' i

(66). Jezeli cztery punkty krzywej rzedu 2-go sa dane, to biegunowa pun-
ktu statego wzgledem kazdej takiej krzywej przechodzi przez punkt staty.

(67). Znale$¢ spo6trzedne bieguna prostej x— 3?/”-1=0 wzgledem Kkrzy-
wej  — =

(68). Znales¢ roéwnanie pary stycznych do krzywej poprzedzajacej z pun-
ktu (1, 1).

(69). Znale$¢ rownanie krzywej, biegunowo wzajemnej z krzywa

Ax2+ 2Bx?/-f C2/2—:1
wzgledem Kierownicy A-yr—1=0.

(70). Krzywa rzedu 2-go dotyka ramion kata danego w, a jakakolwiek do
niej styczna tworzy z tymi ramionami trojkat: znale§¢ miejsca gieometryczne
a) punktu, w ktérym przecinajg sie proste taczace wierzchotki ze srodkami bokow
przeciwleglych tego trojkata, b) punktu przeciecia sie trzech Avysokosci tego tréjkata
i c) srodka kota, opisanego na tym tréjkacie.



ROZDZIAL Vm.

O WEASNOSCIACH OGOLNYCH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO
(DOKONCZENIE).

SRODEK, ASYMPTOTY | SREDNICE.

104. SRODEK. Rozwiniemy szczegotowiej teoryja, biegunéw i bieguno-
wych i wyprowadzimy z niej nowy szereg wiasnosci ogdlnych linij krzy-
wych stopnia 2-go. Dojdziemy tg drogg do wykrycia rozmaitych rodzajow
tychze linij, jak réwniez do uproszczenia ich rownan. Poniewaz wiasnosci,
0 ktorych mowi¢ bedziemy, sg przewaznie metrycznymi, wiec najdogodniej
bedzie (art. 65) uzy¢ spotrzednych punktu Descartes'at

Niech wiec

1)
bedzie réwnaniem ogélnym stopnia 2-go wzgledem spétrzednych punktu
(Xjy) i zatozmy, ze wyrdznik
)
wielomianu tego rownania nie jest =0, a przeto, ze réwnanie (1) przedsta-
wia istotnie linijg krzywa stopnia 2-go, a nie pare prostych.

Ktadac, dla skrocenia,

®)

1 oznaczajac przez (xq,y” spotrzedne jakiegokolwiek punktu Po, mie¢ be-
dziemy (art. 89)

(4)
jako réwnanie biegunowej punktu Po wzgledem krzywej (1).

Przyjmijmy, Ze biegunowa punktu Po jest prostg w nieskoriczonosci.
Wtedy punkt Po jest srodkiem kazdej cieciwy krzywej (1), przechodzacej
przez ten punkt. Punkt bowiem, w ktorym jakakolwiek cieciwa, przecho-
dzaca przez punkt Po, przecina biegunowg tego punktu Po, t.j. prosta w nie-
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skonczonosci, tworzy z punktem Po pare punktoéw harmonicznie sprzezong
z parg punktow, w ktorych cieciwa przecina krzywa (1); punkt wiec Po jest
Srodkiem tej cieciwy (art. 38).

Punkt, ktoéry dzieli na réwne czesci kazda cieciwe krzywej stopnia
2-go, przezen przechodzaca, nazywamy Srodkiem tej krzywej. A zatym:
hiegun prostej lo nieskonczonosci lozgl*dem hrzywej stopnia 2-go jest $rodkiem tej
krzywej.

Aby otrzymaé spétrzedne srodka, przypus¢my, ze jest nim punkt Po.
Poniewaz wtedy rownanie (4) przedstawia prostg w nieskonczonosci, a wiec
spotrzedne Plucker'a tej prostej sa rowne O, zatym mamy

j 200j1)= 4- 120+ «13= O,

i /1"OJ 2> 1)=ao+ @20+ «B=0
Te dwa réwnania, stopnia 1-go wzgledem niewiadomych 20, dajg na nie
jeden tylko ukfad wartosci. Mianowicie, jezeli przez A3l A32, A33 ozna*

czymy ilosci dotgczone odpowiednio do elementdw ag,, agj, 033 wyznacznika
(2), to zréwnan (5) otrzymamy wartosci na sp6trzedne $rodka

~31
(6) -A-33 20 xx33

Wartosci te sg oznaczone i skonczone, jezeli Aga”O, a nieskonczone, jezeli
A33= 0, a Aai”O i Aga™”O. Nakoniec, jezeli jednoczesnie Aga”O,
A3l= 0 i A32= 0, wowczas spOtrzedne Srodka sg nieoznaczone. Przypadek
ostatni nie moze mie¢ miejsca wtedy, kiedy rownanie (1) przedstawia istotnie
krzywa, anie pare prostych, bo wrazie A3i= A32= A33= 0, mamy takze
A= 0, co sie sprzeciwia zatozeniu. Mamy wiec twierdzenie:

Krzywe stopnia 2-go posiadajg jeden S$rodek, ktéry albo lezy w odlegtosci
skoniczonej, alhotez znajduje sie w nieskoriczonosci.

Na tej zasadzie dzielimy krzywe stopnia 2-go na: krzywe ze $ro-
dkiem (t. . ze srodkiem w odlegtosci skonczonej) i krzywe bez Srodka
(t. j. ze Srodkiem w nieskonczonosci).

105. AsympToTY. OkazaliSmy w rozdziale poprzedzajacym, ze z kaz-
dego punktu mozna wyprowadzi¢ dwie styczne do krzywej stopnia 2-go,
oraz, ze prosta, #aczaca oba punkty stycznosci, czyli cieciwa styczno-
§ci, lezy na biegunowej tego punktu. Poniewaz biegunowa $rodka krzy-
wej stopnia 2-go jest prosta w nieskoriczonosci, wiec dwie styczne, ktore
mozna wyprowadzi¢ do tej krzywej z jej s$rodka, dotykajg jej w punktach
nieskonczenie odlegtych. Prostg, ktéra dotyka krzywej w punkcie nieskon-
czenie odlegtym, nazywamy asymptotg tej krzywej. A zatym, dwie sty-
czne do krzywej stopnia 2-go, wyprowadzone z jej $rodka, sg asymptotami tej
krzywej.

Podstawmy w réwnaniu pary stycznych (art. 93) 08= 1,
3= 1, x\—Xqg, x\-=yQ] wtedy mie¢ bedziemy rdwnanie

IC0j 20, 1)— 2/0.1) + yM*o, yo, i) yo, fJ*=o,
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jako réwnanie asymptot krzywej (1). — To réwnanie daje sie uproscic.
Jakoz, podtug wzoréw (5), mamy //a"o, = [I"To, 20,1)= 0, a nadto

20, )=xofi(oco, yo, 1) + ~0/2("0,1/0, 1) Po, 1)=/3ra”oj 20, 1)e
Wskutek tego, réwnanie ostatnie sprowadza sie do nastepujacego:

czyli do réwnania
Podstawiwszy za$ w nie, na mocy réwnan (5),

otrzymamy ostatecznie rownanie

)

jednorodne i stopnia 2-go wzgledem roznic x-Xo, y-yo, przedstawiajgce

istotnie pare prostych, przecinajacych sie w punkcie (xo, yo)- Te dwie pro-

ste (7) sg urojonymi, jezeli A*"*ana”i-ai®"0, rzeczywistymi i o kierun-

kach rdznych, jezeli Aga”®anaaa-stanowig jedne prostg podwdjna,

jezeli A33 =cr,a22-«i2"= 0.— W ostatnim przypadku schodzg sie one ra-

zem z prostg w nieskonczonosci. Jakoz, gdy réwnanie (7) pomnozymy przez
i, z powodu, ze w tym przypadku a*102= ™27\ za a,032 podstawimy

bedziemy mieli

I

W tym wiec przypadku réwnanie (7) przedstawia jedne prostg

ktorej spotrzedne

sg =0, albowiem Xo=yQ=:c>0. Ta prosta jest zatym nieskoriczenie odlegta.
Mozemy wiec wypowiedzie¢ twierdzenie nastepujace:

Krsyive stopnia 2-go sg trzech rodzajoéw: Jcrzyioe, majgce dwie asymptoty uro-
jone; krzyive, majgce dwie asymptoty rzeczywiste i o roznych hierunTcach, i krzywe,
majace jedyng asymptote —prosta rzeczywista w nieskoriczonosci.

Kazdg krzywg pierwszego rodzaju nazywamy elipsg, drugiego hi-
perbolg, atrzeciego parabolg (znaczenie tych nazw bedzie wyjasnione
w rozdziale nastepujacym). Czy krzywa, przedstawiona przez réwnanie (1),
jest elipsa, czy hiperbola, czytez parabolg —to zalezy, jak widzielismy, tylko
od spotczynnikéw a,,, a,2, “2 wyrazéw stopnia 2-go wielomianu strony lewej
rownania (1). a mianowicie od wyrazenia A33=a22— ktdre jest wy-
roznikiem wielomianu stopnia 2-go
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Jest wiec krzywa (1) elipsa, hiperbolg, lub parabolg, wedtug tego, czy ten
wyréznik jest dodatny, ujemny, lub réwny 0.

Poniewaz wyroznik jest niezmiennikiem ze wzgledu na wszelkie prze-
ksztatcenie linijowe, wiec widocznie réwnanie (1) nie przestanie przedstawiac
krzywej tego samego rodzaju, w jakikolwiek sposéb zmienilibysmy kierunki osi
uktadu spétrzednych (art. 68). Ze za$ przeniesienie poczatku spétrzednych do
innego punktu, jak to fatwo sprawdzi¢, takze nie zmienia spétczynnikéw
M2} «22 wiec rownanie (1), odniesione do jakiegokolwiek uktadu spétrze-
dnych Descartes'a, przedstawia zawsze ten sam rodzaj krzywej stopnia 2-go.
Z tego powodu w dalszym ciggu wyktadu mozemy, dla uproszczenia, przy-
jac, ze uklad spdétrzednych jest prostokatny.

106. SEEDNICE. Podobnie, jak biegun prostej w nieskoriczonosci
jest srodkiem krzywej stopnia 2-go, tak nawzajem, biegunowa punktu, znaj-
dujacego sie w nieskoriczonosci, wzgledem krzywej stopnia 2-go przechodzi
przez $rodek tej krzywej. Biegunowg punktu, znajdujgcego sie w nieskon-
czonosci w pewnym Jiierunku (t. j. w Kierunku pewnej prostej), nazywamy
Srednicg sprzezong z tym kierunkiem. Poniewaz proste réwno-
legte do siebie mozna uwazac, jako przecinajgce sie wtym samym punkcie
w nieskonczonosci, wiec z wilasnosci harmonicznych bieguna i biegunowej
wypada, ze $rednica sprzezona z peionym MerunMem jest miejscem gieometry-
cznym S$rodkéw cieciw hrzyioej, majacych 6iv TcieruneJc.

Niech PoPi bedzie jakimkolwiek kierunkiem danym, wychodzacym ze
srodka Po krzywej stopnia 2-go, a P2 niech bedzie punktem w nieskoriczono-
sci na biegunowej PoP» punktu P,, lezacego w nieskonczonosci w kierunku
PoPi. Punkt P2 na POP2 mozna uwaza¢ jako punkt przeciecia sie prostej POP2
z prostg w nieskofAczonosci, z czego wypada, ze punkt P2 jest biegunem
prostej PoPi, ktora przechodzi tak przez biegun P, prostej POP2, jak i przez
biegun Po prostej w nieskofAczonosci. Podobnie wiec, jak prosta POP2 jest
Srednicg sprzezong z kierunkiem PoPi, prosta PoPi jest $rednicg sprzezong
z kierunkiem POP2. — Dwie proste, przechodzace przez srodek krzywej sto-
pnia 2-go, z ktérych jedna jest Srednicg sprzezong z kierunkiem drugiej, na-
zywamy parg Srednic sprzezonych. Dwie wiec proste PoP, i POP2 sg
parg $rednic sprzezonych.

Dwie S$rednice sprzezone PoPi i POP2 z prostag PjPa w nieskofczonosci
tworza tréjkat, w ktéorym kazdy wierzchotek jest biegunem boku przeciwle-
gtego, i nawzajem, kazdy bok jest biegunowg wierzchotka przeciwlegtego,
a te dwie $rednice sprzezone sa dwiema prostymi sprzezonymi wzgledem da-
nej krzywej stopnia 2-go (art. 98). Gdy za$ te dwie proste sprzezone, wy-
chodzace z jednego punktu, tworzg pare, harmonicznie sprzezonag z parg sty-
cznych, ktére z tegoz punktu mozemy wyprowadzi¢ do danej krzywej stopnia
2-go (art. 99), wiec, zwazywszy jeszcze, ze te styczne, jako wyprowadzone
ze Srodka krzywej danej, sg jej asymptotami, mozemy wypowiedzie¢ twier-
dzenie: pary S$rednie sprzezonych krzywej stopnia 2rgo tworzg inivolucyja, ktorej
promieniami asymptotycznymi sg asymptoty tej krzywej.
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AYiadomo, ze jezeli punkt porusza sie po prostej danej, to biegunowa
tego punktu obraca sie okoto statego punktu, bieguna tej prostej. Stosujac
to twierdzenie do biegunowej punktu, poruszajacego sie po srednicy, mamy
twierdzenie nastepujgce: hiegunoiue pmiJctdw, lezagcych na Srednicy, sg rdionolegte
do Srednicy, z tamtg sprzezonej. — Stad wniosek: styczna do krzywej stopnia
2-gojest rdionolegta do Srednicy sprzezonej ze $rednica, przechodzaca przez punU
stycznosci.

WEASNOSCI SREDNIC SPRZEZONYCH.

107. Aby otrzymaé réwnanie Srednicy sprzezonej z pewnym Kkierun-
kiem danym, zat6zmy, ze ukiad spéirzednych jest prostokatny i ze wtym
uktadzie réwnanie
(8)
przedstawia ten kierunek, z ktérym zadana S$rednica krzywej (1) ma by¢
sprzezona. Roéwnanie biegunowej punktu (x\ y') wzgledem krzywej (1) jest

czyli

Przyjmijmy, ze punkt (X', y") znajduje sie na prostej (8) i w tymze kierunku
oddala sie do nieskoriczonosci. Wtedy x' i rosng do nieskonczonosci, ale

tak, ze stosunek  pozostaje niezmiennie rownym tga. Podzielmy zatym ro-

y -
wnanie ostatnie przez podstawmy wmm tga za i g otrzymamy

\f\é)ten sposdb, jako réwnanie zadanej $rednicy,
lub
&)

Z postaci (9") czytamy, ze Srednica przechodzi istotnie przez $rodek linii
krzywej, t. j. przez punkt przeciecia sie dwu prostych (art. 104)

(10)

Z tegoz réwnania (9" zarazem wypada, ze réwnania (10) przedstawiaja:
pierwsze — $rednice sprzezong z kierunkiem osi a-6w, a drugie — $rednice
sprzezong z kierunkiem osi y-6vf. Réwnanie bowiem (9") przechodzi na pierw-
sze, lub na drugie z réwnan (10), gdy w nim przyjmiemy

W paraboli ivszystkie $rednice sg do siebie réwnolegte, albowiem S$rodek

paraboli lezy w nieskoiczonosci. To samo wynika z rownania (9). Jakoz,
rownanie (1) przedstawia parabole, gdy A3l =aik2— —
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"Wstawiwszy te warto$¢ za «j2 w réwnanie (9), otrzymamy

czyli

skad widoczna, ze wszystkie Srednice paraboli majg kierunek prostej
(11)
108. Oznaczmy przez B kat, ktéry s$rednica (9), sprzezona z kierun-

kiem (8), czyni z kierunkiem dodatnym osi a;-0w uktadu prostokatnego. Ma-
my wtedy

(12)
czyli

(12)

Réwanie (12) lub (12') wyraza zwigzek miedzy kierunkami $rednic
sprzezonych. Oznaczywszy jeszcze przez w kat miedzy parg $rednic sprze-
zonych o kierunkach a i p, otrzymujemy

lub, wstawiwszy za tgp wartos¢ (12),
(13)

Z tego wzoru wypada, ze: Srednice sprzezone razem si¢ ze sobg schodza, gdy
(14)
Srednice sprzezone sa do siebie prostopadte, gdy

(15)

Réwnanie warunkowe (14) okresla kierunki asymptot, a zatym Tiazdq,
z asymptot linii hrsijwej rzedu 2-go nalezy uwazac, jaJco pare Srednic sprzezonych.
Jest to besposrednim nastepstwem tego, ze asymptoty sa promieniami asym-
ptotycznymi inwolucyi par $rednic sprzezonych.

Réwnanie za$ (15) okres$la kierunki dwusiecznych katow miedzy asym-
ptotami (art. 80). A zatym: diousieczne Tcatow miedzy asymptotami tworzg je-
dyng pare $rednic sprzezonych, do siebie prostopadtych. Te dwie $rednice sprze-
zone, do siebie prostopadte, nazywajg sie srednicami gtéwnymi, albo
osiami, albotez osiami gtdwnymi linij krzywych stopnia 2-go.

Kierunki osi tak w elipsie, jak i w hiperboli sg rzeczywiste, albowiem
dwusieczne katow miedzy dwiema prostymi sg rzeczywiste, niezaleznie od te-
go, czy te proste sg rzeczywiste, czytez urojone sprzezone (art. 79).
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Parabola ma tylJco jedne 0§, t.j. Srednice prostopadty do kierunku z nig
sprzezonego.

109. Jezeli zatozymy, ze a,, =a22 i ai2 = 0j to pierwiastki rownania (15)
bedg nieoznaczone. W tym przypadku istnieje nieskoriczenie wiele par Srednic
sprzezonych do siebie prostopadtych, czyli kazde dwie $rednice, do siebie
prostopadte, sg Srednicami gtownymi, czyli osiami. Krzywa, ktorg réwnanie
przy tym zatozeniu przedstawia, jest szczegolnym przypadkiem elipsy, gdyz
A33 = «l1«22-«12*>0. Mozna tatwo okaza¢, ze ta krzywa jest kotem.

Dzielagc bowiem réwnanie (1) przez = i uwzgledniajac, ze a,2= 0,
mamy

(16) + MmN +2% + —=0,

czyli

(16" L+ANAN_T 4- _ +/23"N —33«n

Lewa strona wyraza kwadrat odlegtosci punktu biezacego (X,y) od pun-

ktu, ktorego spOtrzedne sg —” i a strona prawa ma wartos¢ stata.

Koéwnanie (16') przedstawia zatym miejsce gieometryczne punktu, ktérego od-
legto$¢ od punktu (_Cﬁ_ j e s t stalg, a wiec koto, ktérego Srodek

jest wtym wiasnie punkcie, a promien — + —Mfaah | Ny AN

przypadku réwnanie asymptot (7) sprowadza sie do réwania

czyli  (x-Xo)-\-(y-Po)y*=0 i (x-X0)—(y-yo)y”~ —0.

Do tych réwnan nie wchodzg spétczynniki réwnania kota, zatym: asymptoty
icsseldcich hot sa, do siebie réwnolegte, czyli: tosselkie hota przechodzg przez te same
dwa punkty urojone sprzezone w nieskoiczonosci. Te dwa punkty nazywamy
punktami kotowymi urojonymi.

Jezeli za$ zatozymy, ze —022, to kierunki asymptot, okreslone
rownaniem (14), beda do siebie prostopadie i zawsze rzeczywiste. Krzywa,
ktérg rownanie (1) przy tym zalozeniu przedstawia, jest szczegélnym przy-
padkiem hiperboli, albowiem jest tu A33=a,022—a,2”<0. Te szczegdlng
hiperbole nazywamy hiperbolg rownoboczng.— Asymptoty hiperboli
réwnobocznej sg do siebie prostopadte.

UPKOSZCZENIE ROWNANIA OGOLNEGO LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO
ZE SRODKIEM.

110. Skorzystamy z powzszych wiasnosci linij krzywych stopnia 2-go,

aby
rownania tych krzywych sprowadzi¢ do postaci najprostszej. Wezmy

naprzod pod uwage linije krzywe ze Srodkiem.
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Rdwnanie og6lne

1)
przedstawia linija krzywa stopnia 2-go ze S$rodkiem, jezeli wyrdznik
i jego wyznacznik czesciowy A33= a,a22 — sg od
Orbzne. Przypusémy, ze uklad spdtrzednych jest prostokatny. Spotrzedne
i yo srodka tej linii krzywej czynig zados¢ réwnaniom

)
ktore daja

©)

gdzie A3, =aj2a23 — «x22> AR =332 — sg wyznacznikami czescio-
wymi wyrdznika A, odpowiadajacymi jego elementom i Nt Jezeli przyj-
miemy $rodek jako poczatek nowych spotrzednych i y\ t.j. jezeli wyrazimy

4)

woéwczas rdwnanie (1), wskutek zwigzkéw (2), przyjmie posta¢ prostsza

®)

gdzie spétczynniki a,,, a,2i"32  te same, co w réwnaniu (1). — Gdy za$

zatym, wskutek (2) i (3), mamy

co wstawiajac w rownanie (5), otrzymujemy

(6)

111. Linija krzywa stopnia 2-go ze $rodkiem posiaua nieskoniczenie
wiele par Srednic sprzezonych, a jednej z tych par Srednice sa do siebie pro-
stopadte. Te osobliwe Srednice sprzezone nazwaliSmy jej S$rednicami, lub
osiami gtownymi. Gdy za$ kazda z dwu Srednic sprzezonych dzieli na czesci
rowne cieciwy rownolegte do drugiej z nich, przeto, jezeli jakakolwiek pare
Srednic sprzezonych weZmiemy za osi sp6irzednych, réwnanie linii krzywej
sprowadzi sie do postaci, zawierajacej tylko kwadraty obu spotrzednych.
Najprosciej postapimy, gdy za nowe osi spotrzednych wezmiemy osi gtowne.

Aby réwnanie (6) odnies¢ do osi gtéwnych, nalezy je przeksztatci¢ pro-
stokatnie (art. 11 i 68), kiadac

(7)
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gdzie a oznacza kat miedzy pierwotng osig cc-Ow a tg osig gtdwna krzy-
wej (1), ktdérg obieramy za nowg 0§ x-6w. Ten Kkat a jest okreslony réwna-
niem (15) w artykule 108, ktére mozna takze tak pisac:

8)
lub
skad

©)

Réwnanie wiec (6), wskutek przeksztatcenia {7) i uwzglednienia zwigzku
(8), przechodzi na réwnanie (piszemy X, y zamiast X, Y)

(10)

gdzie

(11)

a to rownanie (10) jest réwnaniem zgdanym krzywej (1), odniesionym do
osi gtownych.
Ze zwigzkéw (11) czytamy, ze sMi & posiadajg wartoSci rzeczywiste,
i otrzymujemy z nich
(12)
tudziez
(13)
tak, iz s, i $* sg pierwiastkami réwnania (poréwn. art. 70)
(14)

i majg znaki jednakie, lub rézne, wedtug tego, czy A33>0, czytez A33<0.
Rdéwnanie (1) w przypadku, kiedy A33>0, przedstawia elipsg, a w przy-
padku, kiedy A33<0, hiperbole. A zatym i réwnanie (10) przedstawia
elipse lub hiperbole, wedtug tego, czy spétczynniki s, i s* majg znaki jedna-
kie, czytez rozne.
Przyjmijmy, ze spotczynnik s, jest dodatny. Jezeli takze S2>0, a wiec
to, ktadac w réwnaniu (10)

(15)
8 aéEak'kle 7 e<%dnossgr %mmy%zygc?dokvldiedmgd pOSPaCIa nizsze do

(16)
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jezeli za$ S2<0, a wiec A33<0, to, ktadagc w réwnaniu (10)

gdzie réwniez znaki wyzsze odnoszg sie do przypadku, kiedy A>0, a nizsze
do przypadku, kiedy A ¢ O, sprowadzimy odpowiednio do postaci

(18) =

W tych réwnaniach (16) i (18) liczby ai b, wskutek (15) i (17), posia-
daja wartosci rzeczywiste. RoOwnania (16) przedstawiaja elipse, a rownania
(18) przedstawiajg hiperbole. Ksztattem tych linij krzywych zajmiemy sie
w rozdziale nastepujacym.

112. Celem uproszczenia rownania (6), przyjeliSmy osi gtowne krzywej,
przez to réwnanie przedstawionej, za nowe osi spotrzednych. Atoli do tych
samych ksztattéw (16) i (18) doszlibysmy takze, przyjmujac za osi spotrze-
dnych jakiekolwiek inne $rednice sprzezone. Tylko wtedy uktad spotrzednych
nie bytby prostokatnym, a liczby a i b miatyby inne wartosci. Atoli odnie-
sienie rdwnania (6), czyto do osi gltdwnych, czytez do jakiejkolwiek pary sre-
dnic sprzezonych, uskutecznia sie zawsze zapomocg przeksztatcenia linijowe-
go, ktére wielomian jednorodny stopnia 2-go a,jcc'2 - j - +ffaa’\/"*zamie-
nia na sume dwu kwadratéw. Nadto, wedlug artykutu 68, spétczynniki tych
kwadratéw sg zawsze albo tego samego znaku, albotez znakéw réznych,
niezaleznie od tego, jakie mianowicie przeksztatcenie linijowe uskutecznione
zostato. Widocznie wiec w rownaniu elipsy, odniesionym do jakichkolwiek
Srednic sprzezonych, spétczynniki przy ic*i y* majg znaki jednakowe, a w ta-
kimze rownaniu hiperboli spdtczynniki te maja znaki rozne.

Wiedzac to, mozna znale$¢ spotczynniki przy i \f réwnaniach eli-
psy i hiperboli, odniesionych do ukfadu jakichkolwiek dwu $rednic sprzezo-
nych, sposobem nastepujagcym. — Oznaczmy przez a i p katy, ktdére te
dwie $érednice sprzezone tworzg z tg osig gtdwna, ktdra w réwnaniach (16)
i (18) jest osig ic-6w, oznaczmy p—a= (0 i $rednice o kierunku a przyjmij-
my za nowa 0$ .cc-Ow, a Srednice o kierunku p za nowg o$ y-ow. Aby przejsé
od osi gtownych do tej pary Srednic sprzezonych, potrzeba réwnania (16)
i (1.8) przeksztatci¢ linijowo, ktadac
, A j &= ic'cosa 4-ycosp,

( 7= a;'sina + ysinp.
AYskutek tego, wyrazenie jednorodne stopnia 2-go

a" b
zamieni sie na wyrazenie jednorodne stopnia 2-go

a2 ~
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i jednoczesnie wyrazenie
+ 22

przejdzie na wyrazenie

gdzie = p—a; albowiem dwa ostatnie wyrazenia przedstawiajg kwadraty
odlegtosci tego samego punktu od poczatku spolnego obu uktadéw spotrze-
dnych. Stad wypada, ze przeksztatcenie (19) zamienia wyrazenie

(20)
gdzie s jest jakakolwiek liczbg statg, na
(22) Tt p + + + 2£cy cos w).

Jezeli pierwsze z tycli wyraze przy pewnej wartosci na sjest kwadratem
zupetnym, to wyrazenie drugie przy tej samej wartosci na s jest takze kwa-
dratem zupetnym (art. 69). Atoli, te wyrazenia, wedtug art. 72, sg kwadra-
tami zupelnymi, gdy ich wyrdzniki sg réwne 0. Przyréwnywajac te wyrd-
zniki do zera, mamy dwa réwnania,

A0, czyli

1
fp s sCOsO)
SCOSO) ,'iT-%z— s

ktorych pierwiastki sg sobie rowne. Mamy zatym

1 1_ 71 n 1 .1 1
— — —yz) sinZo) A — a2&2sin2io *

Stad za$ wynika, iz
(22) a6 = a'6'sina), —

Z réwnan wiec (22) mozemy obliczy¢ spotczynniki a', V- w réwnaniach elipsy,
lub hiperboli, odniesionych do S$rednic sprzezonych, tworzacych z sobg kat
dany w, jezeli spotczynniki a i 6 w réwnaniach tych krzywych, odniesionych
do osi gtéwnych, sa dane.— Roéwnania (22) wyrazajg pewne twierdzenia
gieometryczne, o ktorych bedzie mowa w rozdziale nastepujacym.
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UPKOSZCZENIE ROWNANIA OGOLNEGO LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO

BEZ SRODKA.

113. Roéwnanie ogblne

1)
przedstawia linijg krzywg stopnia 2-go bez $rodka, jezeli wyrdznik strony
lewej A= jAst od zera rézny, a jego wyznacznik czesciowy
A33=a,a22— jAst rowny 0. Te krzywa nazwalisSmy parabola.

Z réwnania warunkowego A33r=0 wypada a,22=z:a,a22. Przyjmijmy,
ze spbtczynnik 02, a przeto i a2 jest od O rozny i pomnézmy réwnanie (1)
przez ttaa- Otrzymamy wtedy, uwzgledniajac, ze ai-*— a™a™",
)
skad czytamy, ze w réwnaniu (1), gdy ono przedstawia parabole, trzy jego
pierwsze wyrazy przedstawiajg kwadrat zupeiny dwumianu.

"Wiadomo, ze w paraboli wszystkie $rednice sg réwnolegte do siebie

i majg kierunek (art. 107) a’i —O” lub, co wychodzi na jedno,
kierunek a;(/an«22 +y = ? czyli, jak wtym przypadku,
®)

Przyjmijmy te prostg za 0$ a-6w nowego uktadu spdtrzednych i przypusémy,
ze tak nowy uktad spotrzednych, jak i pierwotny sg prostokatne.

Aby réwnanie paraboli odnies¢ do tego nowego ukladu spétrzednych,
nalezy je przeksztatci¢ prostokatnie, kiadac

4)

gdzie> wskutek (3), kat a jest okreslony réwnaniem

z ktorego wynika

Wskutek zas (4) i (5), mamy
I

tudziez
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rownanie wiec (2) sprowadzi sie do postaci

(
lub, dzielgc przez WE* + "aa" i zamiast a™aNi — ava™i piszac — Ag,,

(6)

114. "Wiadomo (art. 108), Ze miedzy Srednicami paraboli znajduje sie
jedna, o kierunku prostopadtym do cieciw z nig sprzezonych; te Srednice nazwa-
liSmy $rednicag gtdéwna, albo osig gtowna paraboli. Jezeli przeniesiemy po-
czatek spdtrzednych, do ktérego réwnanie (6) jest odniesione, do punktu na
paraboli, przedstawionej przez to réwnanie, przez ktory przechodzi jej Sre-
dnica gtdwna, natenczas o$ a-Ow zejdzie sie razem z osig gtowna, a 0§ 2-0w
bedzie styczng do paraboli wtym nowym poczatku (art. 106).

Aby réwnanie (6) odnies¢ do tego nowego uktadu spdtrzednych, nalezy
w nim podstawic¢

)

i spotrzedne £co, 2/o nowego poczatku tak wyznaczy¢, aby rownanie prze-
ksztatcone nie zawierato ani wyrazu stopnia 1-go wzgledem y, anitez wyrazu
niezaleznego odi x \'y (art. 108). Woéwczas otrzymamy

Kladac nastepnie

tudziez

©)

mie¢ bedziemy

(10)

réwnanie paraboli, odniesione do osi gtdwnej, jako osi 0j-Ow, i do stycznej
w punkcie, w ktédrym o$ gléwna przecina krzywa, jako osi 2-6w. Z wzoréw

(8) otrzymamy wartosci na i 2/0 zupetnie oznaczone. A gdy wstawimy
jeza 12 wwyrazenia (4), to mie¢ bedziemy spdtrzedne punktu, w ktérym



J132 GIEOJWETryJg ANALITYCZNA PLASKA.

OS gtéwna przecina parabole, odniesionego do ukladu pierwotnego spot-

rzednych.

115. Przyjelismy w artykule 113, ze spétczynnik “aa? » i ai2, nie
jest rowny 0. Przypus¢my teraz, ze = = M tym przypadku ro-
wnanie (1) przywodzi sie do réwnania
(11)
jednoczesdnie za$ réwnanie = O, przedstawiajace Kkierunek

Srednic, sprowadza sie do x= 0, tak, iz 0§ y-6w ukiadu, do ktérego réwna-
nie (11) jest odniesione, jest rownolegta do Srednic tej paraboli.

Aby réwnanie (11) uprosci¢, przeniesiemy poczatek uktadu do punktu
na paraboli, przez ktéry przechodzi érednica gtéwna tej krzywej. Podsta-
wiajac w tym celu w (11) do+ @i 2o+ za i 2 i kladac

(12)
otrzymujemy réwnanie

lub, oznaczajac jeszcze
(13)

(14)

Réwnanie (14) rézni sie od réwnania (10) tylko tym, ze w réwnaniu (14) o$
20W jest osig paraboli, a 0$ x-Ow styczng do niej, gdy w réwnaniu (10) rzecz
sie ma przeciwnie.

116. Jezelibysmy wzieli za 0§ a:-Ow jakakolwiek inng S$rednice, a za
0§ 20W stycznag w punkcie, w ktérym ta $rednica przecina parabole, to ro-
wnanie krzywej bytoby zawsze ksztattu (10), tylko spétczynnik p miatby inng
warto$¢. Te warto$¢ znajdziemy, gdy odpowiednio przeksztatcimy réwnanie
(10). Wezmy zatym pod uwage S$rednice, ktora przecina parabole (10)
w punkcie fooo, 20) i z kierunkiem cieciw z nig sprzezonych tworzy kat w.

PrzenieSmy naprzéd poczatek spotrzednych do punktu fa-o,”0). Wsta-

wiajac w tym celu w réwnanie (10) o + + za a, 2 i uwzgledniajac,
Ze 200 = 2pxo, otrzymujemy
(15)

Zmienmy teraz kierunek osi y tak, aby nowa o$ 20W byfa réwnolegty do
cieciw sprzezonych ze $rednicag, a przeto byta styczng do paraboli i z osig
a;-0w czynita kat to. Podstawiajac wtym celu w réwnanie (15) a;+ 2/cosw
i 2/sin® (art. 11) za x\y i kiadac

(16)
otrzymamy réwnanie paraboli
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(17)

odniesione do tego nowego uktadu spétrzednycti. Azeby wiec od rdwnania

paraboli (10), odniesionego do osi gtdwnej, przejs¢ do réwnania (17) tejze

paraboli, odniesionego do S$rednicy, ktéra z kierunkiem cieciw sprzezonych

tworzy kat oo, dos¢ spétczynnik p w réwnaniu (10) podzieli¢ przez sinw.

Spotrzedne poczatku nowego uktadu otrzymamy z réwnania (16) i réwnania
= a mianowicie:

(18)

WEASNOSCI CIECIW.
117. Niech

@)

bedzie danym rdwnaniem og6lnym krzywej stopnia 2-go. PoprowadZmy
przez punkt Po, ktérego spotrzedne prostokatne sg 20)7 cieciwe PoP, czy*
nigcg kat a z kierunkiem dodatnym osi cc-Ow. Oznaczajac przez (x ,y) spot-
rzedne punktu biezacego P tej cieciwy, a przez r odlegtos¢ zmienng PoP
punktu P od Po, mamy (art. 18)

(2)
Podstawienie wartosci (2) T\2b x \'y w réwnaniu (1), zamienia je na réwna-
nie stopnia 2-go wzgledem r,

@)

. > v/ / t
ktérego pierwiastki r,, r* oznaczajg odlegtosci od punktu Po dwu punktow
Pj i P2, w ktorych uwazana cieciwa przecina krzywa (1), czyli dtugosci oo
cinkdw PfIPi i POP2 tej cieciwy.

Rozbior rédwnania (3) przy rozmaitych zatozeniach, odnoszacycli sie
tak do potozenia punktu TOP jako tez do kierunku (a) cieciwy, przez
ten punkt poprowadzonej, moze nas doprowadzi¢ do wszystkich wiasnosci
krzywych stopnia 2-go, ktére znalezlisSmy w rozdziale niniejszym i poprze-
dzajagcym. Nie chcac sie powtarzaé, pozostawiamy ten rozbiér czytelnikowi,
a wyprowadzimy tylko pewne wiasnosci cieciw linij krzywych stopnia 2-go.

Z tepryi réwnan algiebraicznych wiadomo, Ze, gdy rir sg pierwia-
stkami réwnania (3), wowczas

4)

Wiedzac to, tatwo udowodni¢ twierdzenie nastepujace:
Jezeli przez punM Po poprowadzimy divie cieciwy PoP i PoP', ktore krzywa

stopnia 2-go przecinajg odpounednio tvpunktach Pj, Pj i P',, P2, to natenczas sto-
Bbl. matfiz, S IV, T. IY. f
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pul prostokatéu\ tcystawionycli na odcinkach tych
cieciio, bedzie niezalezny od potozenia punktu Pg i dla réznych jego potozen bedzie
staty, jezeli kiermiki tych cieciw pozostaly niezmienione.
Jakoz, jezeli kierunki tych cieciw czynig z kierunkiem dodatnym osi
cr-0w katy a i a', mamy, wskutek wzoru (4),

©)

a ten stosunek zalezy jedynie od katéw a i a'.
To twierdzenie nie ma miejsca, jezeli prosta PoP' jest rownolegty do
jednej z asymptot krzywej; albowiem wowczas mamy (art. 105)

co dowodzi, ze jeden z odcinkéw PoP'i, PoP2 jest nieskoniczenie wielki
(oba odcinki beda nieskofczenie wielkie, jezeli Po jest zarazem S$rodkiem
krzywej). Przypusémy, ze odcinek PoP'2 jest nieskonczenie wielki a PoP'i
dtugosci  skonczonej i zbadajmy, jaka jest teraz warto$¢ stosunku
PoP| .PoPa”PoP'l- Wezmy w tym celu, dla uproszczenia, punkt Po za pocza-
tek spotrzednych, PoP' za 0§ ic-Ow, a PoP za o$ y-6w. Poniewaz dla 2=
rownanie krzywej da¢ powinno na x dwie wartosci, z ktérych jedna jest
PoP'i, a druga nieskoriczenie wielka, wiec w jej rownaniu spdtczynnik a® przy

jest rowny 0. Zatym réwnanie krzywej, odniesione do tych osi spétrzednych,
jest ksztattu

i przedstawia hiperbole, lub parabole, wedlug tego, czy ftia"O, czytez

Podstawiwszy w tym réwnaniu y — O, otrzymamy
Podstawiwszy za$§ x—  znajdziemy

skad znowu wypada PoPi .PoPZ:A—ZZ- Mamy zatym

PrzenieSmy teraz poczatek spoOtrzednych, niezmieniajac kierunku osi, do
punktu (x\ 2/). Wskutek tej zmiany uktadu spétrzednych spéiczynnik "2
w réwnaniu krzywej nie zmieni sie, gdy tymczasem spotczynnik a“* przejdzie
(art. 110) na fix\ Y\ = A-aM. Zatym nasz stosunek bedzie teraz

_—"(a™y Og’\l?;) * 3¢(i2ie statym, gdy krzywa jest parabolg Crtia®0), a za-

leznym tylko od y\ gdy krzywa jest hiperbolg (rr*0). Mozemy wiec wy-
powiedzie¢ twierdzenia dodatkowe:
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Srednica Jaaroholi dzieli jej cieciicy do siebie réwnolegte na odcinki talc, iz
pola prostokatéw, toystawionych na odcinkach tych cieciw, sg proporcyjonalne do od-
cinkdiv owej Srednicy, odcietych przez te cieciwy.

Prosta (y — y*), réwnolegta do jednej z asymptot hiperhoU, dzieli jej cieciwy
do siebie roicnolegte na odcinki tak, iz pola prostokatéio, wystawionych na odcinkach
tych cieciw sg proporcyjonalne do odcinkdio owej prostej, odcietych przez te cieciwy.

AV przypadku nakoniec, kiedy krzywa (1) jest kotem, mamy (art. 109)
ai2=0, flii = &> a wzor (5) zamienia si¢ na

t. j. pole prostokgta wystawionego na odcinkach ciecitoy kota, przechodzacej przez
punkt staty, jest state.

118. Twierdzenie ogolne artykutu poprzedzajgcego, mozna jeszcze tak
wystowic:

Jezeli przez dwa punkty dane, Pg i P'o, poprotvadzimy dwie cieciwy réwnole-
gte, PoP i P'oP'j ktére krzywa stopnia 2-go przecinajg odpoioiednio w punktach
P,, P2 «P'j, P'2, to natenczas stosunek PoP, .PoP2:P'oP'i .P'oP'2t P™ prostoka-
téw, wystawionych na odcinkach tych dwu cieciw, bedzie niezalezny od Kkierunku
cieciw i bedzie staly, jezeli potozenie punktéiv Po i P'o pozostato niezmienione.

Jakoz, jezeli przez 2/0) oznaczymy spotrzedne nowego punktu P'o,
to, wskutek (4),

(6)

a stosunek ten nie zalezy od kierunku (a) cieciw réwnolegtych PgP i P'oP'.

Tak wypowiedziane twierdzenie zawiera w sobie kilka przypadkéw szcze-
golnych, a uwagi godnych:

a. Jezeli punkt P'o jest Srodkiem krzywej, wowczas P'oP'i — P'oP'2j
a przeto prostokat P'oP'i. P'oP'2 j~st rownowazny z kwadratem, wystawionym
na dtugosci potowy Srednicy, rownolegtej do cieciwy PoP. A zatym: pola
prostokatdw, wystawionych na odcinkach przecinajacych sie cieciw krzywej stopnia
2-go, sg proporcyjonalne do kwadratow dtugosci $rednic krzywej, réwnolegtych do
tych cieciw.

b. Jezeli prosta PoP jest styczng do krzywej, wowczas PoPir=PoP2.
Twierdzenie szczeg6lne, dopieroco wypowiedziane, przechodzi teraz na naste-
pujace: Dilugosci dwu stycznych, icyprowadzonych z jednego punktu do krzywej
stopnia 2-go, sg proporcyjonalne do dtugosci Srednic, réwnolegtych do tych stycznych.

c. Jezeli nareszcie prosta PoP o jest $rednicg krzywej stopnia 2-go,
przecinajaca te krzywa w punktach Qi Q', a cieciwy PoP i PoP' sg réwno-
legte do $rednicy z tamta sprzezonej, wtedy

a przeto, wskutek twierdzenia (6),
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t. j. kioadraty dtugosci cieciw réwnolegtych sg proporcyjonalne do p6l prostokagtéw
wystaicionych na odcinkach, na ktére te cieciwy dziela Srednice, sprzezong z ich kie-
runkiem.

119. Zapomocg wzoru (6) mozna jeszcze udowodni¢ nastepujgce twier-
dzenia Carnofa:

Jezeli przez P, P"ti; oznaczymy punkty, w ktérych bok P,Pi. wieloboku
PjPa... P/iPtP/t... P»t przecina krzywa stopnia 2-go, to wowczas

()

Albowiem, oznaczywszy przez fG,yi spOtrzedne wierzchotka P,, mie¢ bedzie-
my, wskutek (6),

Pomnozywszy za$ te rOéwnania stronami odpowiednimi, otrzymamy wzor (7).

W przypadkach szczeg6lnych wzér (7) ulegnie pewnym zmianom. | tak:

a. Jezeli bok P,Pi dotyka krzywej w punkcie P,t, wowczas nalezy
podstawi¢ P,P'a..P,P".,= P,Pa' i P,P'.,.P,P",, = P,P,/.

b. Jezeli jeden z wierzchotkéw, np. P,, znajduje sie w nieskofczonosci,
a zatym, jezeli dwa boki sasiednie, PAP, i PiPi, sg do siebie rdwnolegte,
natenczas, z uwagi, iz P,P'/ii. P,P"Ai= P,P'a-. PtP"a-, nalezy w liczniku i mia-
nowniku strony pierwszej wzoru (7) opusci¢ odpowiednio P,P'a. PiP" /-
i P,PY,.PjP",,.

c. Jezelijeden z wierzchotkdw, np. P,, lezy na krzywej, natenczas mamy

= PjPa = O cieciwa P"y,iP't razem sie schodzi ze styczng do krzy-
wej w Pj. Przypus¢my naprzéd, ze Pj nie lezy na krzywej, to z trojkata
PP _ sinPP" P

i h sin Apym W granicy zatym, kiedy P* padnie

F'iPiPAimamy

na krzywa, bedzie ten, stosunek — , Qgdzie "k sg katy, ktore ze

, sinT,t
styczng do krzywéj w Pi czynig odpowiednio boki PMP- PiPi- Zamiast
wiec stosunku odcinkéw nieskonczenie malejacych potrzeba do wzoru (7)
wprowadzi¢ stosunek wstaw katow, ktére czynig odpowiednie boki ze styczng
w ich spélnym wierzchotku. Tym sposobem z twierdzenia Carnofa wyplywa
nastepujace podanie:

Jezeli wielobok jest wpisany ic krzywa stopnia 2-go, to natenczas iloczyn
g wstaw katéw, ktére czyni kazdy bok tegowieloboku ze styczng do krzywej w swym
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punkcie poezathowljm, jest réwny iloczynowi z wstaiv Tcq,téw, Udre czyni kazdy hok
ze styczng do krzy wej w swym punkcie koricowym.

Dajac na n wartosci 3,4, 5,..., otrzymamy z twierdzenia Carnofa
caly szereg twierdzer szczegolnych, ktérych wyprowadzenie pozostawiamy
czytelnikowi.

CWICZENIA.

(71). Woyznaczy¢ rodzaj krzywych, danych przez réwnania:

(72). Jaka krzywa przedstawia réwnanie

(73). Odnie$¢ réwnania a. i b. zadania (71) do S$rodka.

(74). Odnies¢ réwnania a. i b. zadania (71) do osi gtéwnych.

(75). Roéwnanie krzywej + “ctia-c?/+ rt™a?/~  jest odniesione do osi
spotrzednych, tworzacych kat w: odnie$¢ réwnanie tej krzywej do osi gtownych.

(76). Odnies¢ réwnanie I0a™+ 6xj/+ 52— 10 do osi gtéwnych, przyjmu-
) 3
igc cosa>=:—-

0

Odnie$¢ réwnanie

(78). Odnie$¢ réwnanie c. zadania (71) do osi gtéwnej.
(79). Odnie$¢ réwnanie zadania (72) do osi gtéwnej.
(80). Jezeli ai & sg dtugosciami dwu stycznych paraboli do siebie prostopadtych,

(81). Punkt porusza sie tak, iz suma kwadratow jego odlegtosci od n pun-
ktéow danych, pomnozonych przez ilosci state, jest statg: znale$¢ miejsce tego
punktu.

(82). Znales¢ miejsce Srodkow koét, widzianych B dwu danych punktéow pod
katami danymi.

(83). Znale$¢ miejsce srodkéw kot, ktére na ramionach danego kata © od-
cinajg dane dtugosci a i b,

(84). Na boku AB trdjkata ABC wezmy punkt P i poprowadzmy PQ prosto-
padle do CA: znale$¢ miejsce punktu przeciecia sie prostych BQ i CP.
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(85). Szereg kot przechodzi przez punkt dany O; te kota majg swe $rodki na
prostej danej OA i przecinajg, inng prostg dang BC. Niech M bedzie drugim pun-
ktem, w ktéorym jedno z tych ko6t przecina OA, a N jednym z punktéow, w ktorych
to samo koto przecina BC. Z M i N poprowadzmy rdéwnolegte odpowiednio do BC
i OA, przecinajace sie w P. Okazaé, ze miejscem punktu P jest hiperbola, ktora
sie zamienia na parabole, jezeli dwie dane proste sg do siebie prostopadte.

(86). Z punktu P na krzywej stopnia 2-go wyprowadzamy dwie cieciwy PQ
i PR, czynigce katy roéwne z cieciwg PK, itgczymy Q z R: okazaé, ze, przy wszel-
kich potozeniach cieciw PQ i PR, prosta QR przechodzi przez punkt staty.



ROZDZIAL IX.

O WELASNOSCIACH SZCZEGOLNYCH LINIJ KRZYWYCH
STOPNIA 2-GO.

KSZTALT ELIPSY.

120. z roéwnan linij krzywych stopnia 2-go, odniesionycli do osi gto-
wnych, wyprowadzimy wiasnosci szczegdlne tych krzywych. Naprzéd zba-
damy ksztatt tych linij.

Réwnanie elipsy, odniesione do osi gtéwnych, jest

1) i (2

Pierwszemu z tych réwnan nie czynia, zado$¢ wartosci rzeczywiste na X i
przedstawia ono zatym elipse urojona. Inaczej z rownaniem drugim — ono
przedstawia elipse rzeczywists.

Rozwigzujac réwnanie (2) wzgledem y lub wzgledem X, otrzymamy
lub

Z tych za$ rownan tatwo wnie$¢ mozemy, ze czesé elipsy ponad osig x-6v/
jest przystajgca do czesci elipsy pod osig a-6w, a czes¢ jej ze strony prawej
osi 20W jest przystajaca do czesci elipsy ze strony lewej tej osi. Na kazda
bowiem wartos¢ x lub y réwnanie (2) daje dwie wartosci odpowiednio na
y lub na x, ktére sg liczebnie réwne, a roznig sie tylko znakiem. Dla tego
mowimy, ze osi gtdwne elipsy sg jej osiami symetryi. Nadto z tychze réwnan
wypada besposrednio, Zespotrzednaa;moze otrzymywac tylko wartosci z obsza-
ru od —a do + a, a spotrzedna y wartosci od —b do + b,gdyz dla > a"
spotrzedna y, a dla y™h" spotrzedna a; stajg sie urojonymi. Jezeli wiec
na osi X'X (fig. 26), poczawszy od poczatku O, odetniemy dtugosci
A'0=:0A=:a, a na osi Y'Y dlugosci B'0O= 0B = & a nastepnie przez
punkty A, A' poprowadzimy proste LM, NP, prostopadte do X'X, a przez
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B, B' proste MN, PL, prostopadte do Y'Y, to otrzymamy prostokat
LMNP, wewnatrz ktérego cala elipsa (2) jest zawarta. Boki tego prosto-
kata sa zarazem stycznymi do elipsy odpowiednio w punktach A, A', B, B".

Odcinki A'A ==2a i

Y B'B=:i2& nazywajg sie dtu-

N B M gosSciami osi gto-
wnych, a punkty konco-

\ \ we A, A, B, B' wierz-

chotkami gtéwnymi

A 0 AN x  elipsy. Jezeli «;>&, wtedy

0§ A'A zowie sie 0sig

wielka, a o§ B'B osia

matg elipsy. Zawsze be-

dziemy przyjmowali, Ze d~h.

121. Aby lepiej po-

Fig. 26. znac ksztatt elipsy, przenies-

my poczatek spotrzednych

do wierzchotka A', t. j. do punktu, ktérego spoéitrzedne sg (—a, 0). Podsta-
wiwszy wiec w réwnaniu (2) x—a za  otrzymamy

®3)
jako réwnanie elipsy, odniesione do tego nowego ukladu. Obierzmy na

¢wiartce A'B (fig. 26) elipsy punkt P' o spoirzednych (x\ y'), i potagczmy
punkty A'i P' linijg prostag. Roéwnanie tej prostej jest

lub, z uwagi, ze, wedtug (3),
(4)
Oznaczmy nadto przez 7, iyj rzedne punktu na tuku AT' elipsy i punktu

na cieciwie A'P', odpowiadajace pewnej tej samej wartosci na odcietg X,
mniejszej od a:. Te rzedne, wedlug (3) i (4), s

Gdy za$ dla
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AT' elipsy lezy ponad cieciwg AT', czyli elipsa od A' do P' zwraca swa
strone wklestg ku osi a-6w. Poniewaz punkt P' byt punktem dowolnie wzie-
tym na C¢wiartce A'B, wiec mozemy powiedzie¢, ze Cwiartka elipsy A'B
w kazdym punkcie zwraca swa strone wklestg ku osi x-0yf. A ze éwiartki A'B
i AB, oraz A'B i A'B' sa odpowiednio symetryczne wzgledem osi 26w lab
osi rr-6w, wiec: elipsa tv hazdym punkcie zwraca swa strone wklesta hu $rodkowi,

122, AYroémy do réwnania (2), i wprowadZzmy do niego spdrzednc?
biegunowe, t. j. potdzmy

(5) 2= rcos6, 2= "sing.
Wowczas mie¢ bedziemy

1 cose , sin2e 1 /1 1 /1 1\
© =+ + S

skad czytamy, ze promien wodzacy r, wmiare, jak 6 rosnie od O do 27r, zmie-
nia sie w sposob ciggly i tak, ze pozostaje wcigz skoriczonym i wcigz zawar-
tym miedzy hi a, albowiem, w zatozeniu, ze a>6, mamy

t.i. an

Elipsa jest wiec krzywa nieprzerwang i zamknietg. Fig. 26 wskazuje jej
ksztatt.
Wszczegdélnosci, jezeli a— h, rownanie elipsy (2) zamienia sie na

()

i przedstawia koto (art. 109), albowiem to réwnanie wyraza, iz odlegtos¢

punktu biezacego od poczatku spotrzednycb jest statg i rowng a.
123. Zapomocg dwu kot spotsrodkowych o promieniach a i h mozna

wykresli¢ elipse, majaca Srednice tycli kdt, 2a i 2h, za osi gtowne.
Poprowadzmy w tym celu dwie $redni-

ce do siebie prostopadte, A'A i B'B (fig. 27),

i ze srodka spélnego wyprowadzmy promien

dowolny, ktéry koto o promieniu h przeci-

na w K, a koto o promieniu a wS. Spusc¢-

my nastepnie proste SM, prostopadltg do

A'A, i RN, prostopadty do B'B. Te dwie

prostopadte przetng sie w punkcie P, leza-

cym na elipsie, ktérej osiami gtownymi sg

A'A= 2« i B'B~2bh. Jakoz, potozmy

Z trojkatow OMS i ONR wypada, Pig, 27.

(8) X = acoscf, > =fesin'f,
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. 00_.
czyli (E=|:cos?p,

Dodawszy kwadraty tych rownan do siebie, otrzymamy

rownanie elipsy, majacej srednice AA' i B'B za osi gtéwne. Punkt P jest
wiec punktem elipsy.

[Poniewaz MP = —J/a®»— a MS = — zatym mamy

MP = ’. MS. Stad wnosimy, ze jezeli ptaszczyzne kota, nakre$lonego na

osi wielkiej A'A elipsy, jako na $rednicy, obrécimy okoto tej $rednicy o kat,

ktérego dostawa jest = —, to kazdy punkt P elipsy bedzie rzutem pro-
(x

stokatnym na jej ptaszczyzne odpowiedniego punktu S kota. Ta uwaga do-

zwala z wielu wiasnosci kota wyprowadzi¢ wiasnosci analogiczne elipsy.

Wszczegdélnosci zas, mozna tym sposobem dojs¢ do wyrazenia na pole eli-

?s o) koi,,éezeli d’fugoéé kazdej cie?(iV\iy eliﬁ%” ?rosto adtej do A'A, jest

owna dtugosci odpowigdniej cugcd/vy ofa, poninozonej przez to pole’pa-

Oj

ska elipsy zawartego miedzy dwiema jej cieciwami nieskonczenie siebie bli-

skimi, a do osi A'A prostopadtymi, jest réwne polu odpowiedniego paska

kota, pomnozonemu przez —, gdyz taki pasek mozna uwaza¢ za prostokat.
oL

Stad za$ wynika, ze takze suma pol takich paskow, na ktére mozna roztozy¢

elipse zajjomoca szeregu cieciw nieskoriczenie siebie bliskich, a do osi A'A

prostopadtych, czyli pole elipsy jest rowne polu kota, pomnozonemu przez

t. j. pole elipsy — tioN~-=.Tiah.]

Zwracamy tu jeszcze uwage na réwnania (8), ktére wyrazajg spotrzedne
punktu biezacego elipsy w zaleznosci od kata @ ktory nazywa sie kgtem
mimosrodowym. Te rownania sg nader uzyteczne.

KSZTALT HIPERBOLL.

124. Jezeli osi gtéwne hiperboli sg wziete za osi spotrzednych, to jej
réwnanie ogolne przywodzi sie do jednej z dwu postaci:

Wezmy pod uwage naprzdd réwnanie (1). Z tego réwnania widzimy,
ze osi gtéwne hiperboli sg osiami symetryi, ze sp6trzedna x moze otrzymywac
tylko wartosci z obszaru od —c” do —ai od + a do + c”, gdyz dla
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wartosci nay stajg sie urojonymi. Jezeli wiec na osi X'X (fig. 28) ode-
tniemy A'0= OA = a, a przez punkty A i A' poprowadzimy proste LM
i NP, prostopadte do osi X'X,
to w czesci plaszczyzny miedzy
prostymi LM i NP, w ktérej znaj-
duje sie Srodek O, niema zadnego
punktu Hiperboli (1). Ta hiper-
bola wiec sktada sie z dwu od
siebie oddzielonych gatezi, z kto-
rych jedna roscigga sie po pra-
wej stronie prostej LM, a druga
po lewej prostej NP— obie do nie-
skonczonosci (gdy bowiem  ro-
$nie od a" do cq, to bezwzgledna
warto$¢ na y takze wzrasta od
O do 00). Odcinek A'A = 2a na-
zywa sie dtugoscig osi po-
przecznej albo rzeczywistej
hiperboli (1), a punkty A, A" zo-
wig sie jej wierzchotkami gtdwnymi (rzeczywistymi).

E6wnanie (2) otrzyma¢ widocznie mozemy z réwnania (1), gdy spot-
rzedne x \'y zamienimy jedne na drugg. A zatym, jezeli na osi Y'Y ode-
tniemy B'0= OB= b i przez punkty B, B' poprowadzimy proste MN i PL,
prostopadte do Y'Y, to w czesci plaszczyzny miedzy tymi prostymi niema
zadnego punktu hiperboli (2). Ta hiperbola wiec sktada sie z dwu galezi
od siebie oddzielonych, z ktdrych jedna rosciaga sie nad prosta MN, a druga
pod prosta PL — obie do nieskoriczonosci. Odcinek B'B= 26 jest dtugo-
Scig osi poprzecznej albo rzeczywistej hiperboli (2), a punkty B i B' s3 jej
wierzchotkami gltdwnymi (rzeczywistymi).

Dwie hiperbole (1) i (2) nazywamy takze hiperbolami ze sobg sprzezo-
nymi, wskutek czego 0§ rzeczywista B'B = 2& hiperboli (2) zowie sie tez
0sig sprzezong (urojona) hiperboli (1); oczywiscie, ze 0$ rzeczywista
AA'=:2a hiperboli (1) jest osig sprzezong (urojong) hiperboli (2). Boki
LM i NP prostokagta LMNP sg stycznymi do hiperboli (1) w A i A", a boki
MN i PL stycznymi do hiperboli (2)w B i B'.

125. Aby blizej pozna¢ ksztatt hiperboli (1), przenieSmy poczatek
spotrzednych do wierzchotka A, t.j. do punktu o spétrzednych (+ a, 0).
Otrzymamy wtedy, jako réwnanie hiperboli,

Fig. 28.

®

Obierzmy na tuku hiperboli, zaczynajgcym sie w punkcie A i rosdagajagcym
sie ponad osig a;-0w, punkt dowolny P' (fig. 28), o spotrzednych (X', y), i po-
prowadZzmy prostg AP'. RoOwnanie tej prostej
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uwzgledniajac, iz, wskutek (3), mozemy przedstawi¢ w po-

staci

(4)

Oznaczmy nadto przez y“i 22 rzedne punktu na hiperboli AP' i punktu na
cieciwie AP', odpowiadajgce tej samej wartoSci na odcietg  mniejszej od
Te rzedne, wedtug (3) i (4), sg

Gdy za$ dla

AP' hiperboli w kazdym punkcie zwraca swa strone wklesta ku osi a; 6w.
Powtarzajgc te same rozumowania, co w art. 121, znajdziemy, ze liiperhola (1)
w Mzdym punkcie zwraca swa, strone ivypuklg ku Srodkoioi. Taksamo rzecz sie
ma z hiperbolg (2).

126. "Wrécmy do rownan (1) i (2) i wprowadzmy spdtrzedne bieguno-
we do réwnania (1), t.j. potdzmy

()
AVtedy otrzymamy

(6)
skad czytamy, ze r rosnie od a do 00, gdy G rosnie od O do wartosci 6,, dla

ktorej

)

oraz, ze r posiada warto$¢ urojong od 6= 6, do 6=7:—6, poczym maleje
od CD do a, gdy 6 rosnie od Gz ti—6, do e”iir + e, Dla 6od 6= 71 + 6,
do 9= 2C — Gi, r jest znowu urojone. A gdy nakoniec 6 rosnie od 6 = 271 — 6,
do 6z=:27t, to jednoczesnie r maleje od <0 do «.— Jezeli wiec poprowadzi-
my przekatne PM i NL prostokgta LMNP (fig. 28) i przedtuzymy je
w obu kierunkach do nieskoriczonosci, to one przetng hiperbole (1) w pun-
ktach nieskoniczenie odleghych, tak, iz jedna gataz tej hiperboli jest cata za-
warta w otworze kata LOM, a druga w otworze kata NOP. Przekatne PM

i NL sg asymptotami tej hiperboli. Istotnie, wedtug art. 105, jest
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(8) R — 0

rownaniem pary asymptot hiperboli (1), t. j. rownanie

a h

przedstawia jedne asymptote, ktdrg, tu jest prosta PM, a rownanie

a h

przedstawia drugg asymptote, prosta NL. Taksamo mozna okazaé, Ze pro-
ste PM i NL sa zarazem asymptotami hiperboli (2), ktorej jedna gataz lezy
w otworze kata MON, a druga w otwo-
rze kata POL. Fig. 28 pokazuje, jaki
jest ksztatt obu hiperbél (1) i (2).

127. Przedtuzmy cieciwe' PP" hi-
perboli (fig. 29) do przeciecia sie z asymp-
totami w punktach Qi Q' i oznaczmy
przez S érodek tej cieciwy. Srednica OS
i $rednica OT, rownolegta do cieciwy
PP', sg dwiema S$rednicami sprzezonymi
hiperboli. W art. 106 okazalismy, Ze
para $rednic OS i OT jest harmonicznie
sprzezona z parg asymptot 0Q' i 0Q.
(j'dy zas, jak wiemy, poprzeczna przecina
pek dwu par promieni harmonicznych w dwu parach punktéw harmonicznych,
zatym punkt S z punktem w nieskoriczonosci na prostej Q'Q tworzy pare
harmonicznie sprzezong z parg punktdw Qi Q', skad wynika (art. 38), iz
SQ=i::Q'S. A Ze, z zalozenia SP=:rP'S, wiec SQ — SP—Q'S —P'S, czyli
PQ = Q'P', t.j. odcinki poprzecznej, zawarte miedzy hiperbolg i asymptotami, sag
sobie rétcne. To twierdzenie odnosi sie oczywiscie i do przypadku, kiedy po-
przeczna (np. PP',) przecina obie gatezie hiperboli.

Na tym twierdzeniu polega sposdb wykreslenia hiperboli, gdy dane sg
asymptoty i dany jest jeden punki hiperboli; stosujac je bowiem, mozna zna-
le$¢ jakakolwiek liczbe innych punktéw tej krzywej. Jezeli za$ dane sg osi
gtéwne hiperboli, to tatwo wtedy wykresli¢ asymptoty (art. 126), a gdy nadto
mamy wtedy dane dwa punkty (t.]. wierzchotki hiperboli), wiec i w tym przy-
padku powyzsze twierdzenie dozwoli nam wyznaczy¢ jakgkolwiek liczbe pun-
ktow hiperboli.

128. Wynajdziemy jeszcze réwnanie hiperboli, odniesione do asym-
ptot, jako osi spotrzednych.

Wezmy kierunek OL asymptoty NL (fig< 28) za kierunek dodatny osi
tc-6w, a kierunek OM asymptoty PM za kierunek dodatny osi 2/-6w, i ozna-

Fig 29.
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czmy ~X(3L=::a, = Aby przejs¢ do tych nowych osi, potrze-
ba rownanie (1) przeksztatcic¢ linijowo, kiadac

X=. Xcosa4"Ycosp,

2= Xsina + Ysin®,

Atoli (art. 126)

Wstawiajac te wartosci, otrzymujemy

o) X+Y y X-Y

wskutek czego réwnanie (1) przejdzie na
X+Y/+ (X-Y)™_

czyli na réwnanie
9)

ktdre jest wkasnie rownaniem zadanym.

Jezeli 6= a, t. j. jezeli hiperbola jest réwnoboczng (art. 109), wow*
czas asymptoty sg do siebie prostopadie (art. 109), a wiec i uktad spéirze-
dnych, do ktérych jest odniesione réwnanie (9), jest prostokatny.

KSZTALT PARABOLI.

129. Jezeli o$ gtéwna paraboli jest wzieta za 0$ rr-6w, a styczna w pun-
kcie, w ktérym ta o$ gtéwna przecina parabole, za 0$ 2-6w, to réwnanie ogol-
ne tej krzywej sprowadzi sie do postaci

@) —
gdzie i? jest liczbg statg dodatng, lub ujemna.

Przyjmijmy naprzéd, ze ~>0. Z réwnania (1) widzimy, ze cze$¢ nad
osig gtéwna jest przystajgca do czesci pod nig, a wiec oS gtdwna jest osig
symetryi; oraz, ze parabola roscigga sie od j*unktu A, swego wierzchotka
gtdwnego, tylko w strone dodatnych x-6w (gdyz, przy ~>>0, dla £4<:0

jest urojone) — do nieskonczonosci.

Jezeli p<iO, wtedy mie¢ bedziemy parabole, rosciggajaca sie w kie-
runku odjemnych rc-Gw.
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Parabola zwraca sivg strone ivMestq, ku osi x-6iv, albowiem, jezeli na jej
luku ponad osig gtéwng weZzmiemy punkt dowolny P' (fig. 30), o spétrzednych
(x\ y'J, to réwnanie cieciwy AP’,

z uwagi, iz, wedlug (1), y'
przedstawi¢ mozna w postaci

@)

Jezeli wiec oznaczymy przez 21 i

dne punktu na tuku AP' i na cieciwie

AP', odpowiadajace tej samej wartosci

na odcietg a?, mniejszej od a;, to takze Fig 30.

| |
Ay Y oo @ przeto co okazuje, Zze tuk AP' zwraca swa

strone wklesta ku osi
or-0w. Ksztatt paraboli
(1), gdy i9>0, jest wiec
takim, jak go przedsta-
wia fig. 30.

130. Z réwnania
(1) wypada, ze rzedna y
punktu biezacego na pa-
raboli (1) jest $rednia
gieometryczngmiedzy od-
cietg X i statg dtugoscig

Na tej wiasnosci
opiera sie sposob kresle-
nia paraboli. Jakoz, je- Fig. 31
zeli na przedtuzeniu osi
gtéwnej wezmiemy (fig. 31) BA==:2i?, to, aby znales¢ punkt tej para-
boli, ktérego odcieta jest &= AM, na Srednicy BM nakreSlimy koto;
to koto przetnie 0§ 20N w punktach N i N' takich, Ze proste NP
i N'P', rownolegte do osi x-6w, przetng prostopadta do tej osi, przecho-
dzaca przez punkt M, w dwu punktach P i P' paraboli (1). Albowiem
AN'= AN BA.AM—" x

131. Wezmy pod uwage elipse, hiperbole i parabole o spélnym wierz-
chotku gldwnym A, i zatdzmy, ze o$ wielka elipsy i 0§ rzeczywista hiper-
boli razem sie schodzg z osig gtéwng paraboli. Wzigwszy punkt A (fig.
32) za poczatek, a oS spoing za 0$ x-(\\, przedstawimy te trzy linije krzy-
we odpowiednio réwnaniami (art, 121, 125, 129)
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Kladac

N
a an a

przywiedziemy réwnania powyz-
sze do postaci

R—a; —

Przyjmijmy, Ze we wszystkich
trzech rownaniach ilosé p, ktorg
zZwiemy parametrem, posiada
te same ¢ wartos¢ (dodatng). Je
Fig. 32 zeli wtedy oznaczymy przez ije,

hiperboli i paraboli, majacych te same odcietg, to

ye<.yp<iyh-

A zatym parabola obejmie sobg elipse, a sama jest objeta przez hiperbole,
jak to pokazuje fig 32. Ta wilasnos$¢ data poczatek nazwie tych trzech krzy-
wych. Parabola znaczy tyle co >-réwnorzutniak, elipsa jest »niedorzutnig«,
a hiperbola jest »przerzutnig«. Doniosto$¢ rzutu punktu po hiperboli jest
najwieksza; mniejsza, gdy sie punkt porusza po paraboli; najmniejsza, gdy
droga punktu jest elipsa.

Przypué(,émy, Ze osi 2ai 2% coraz wiecej sie powiekszaja, ale tak, ze pa-

rametr p = 5 ma wcigz tez same warto$¢ skonczong, gdy tymczasem

4 do granicy 0. Przy tym przypuszczeniu, réwnania (4) i (5)
Cl Cl

w granicy, t.j. dla a= przejda na rownanie (6). A zatym: parabola jest
granicg elipsy Inh hiperholi, gdy ich osi gtdione rosng clo nieskoriczonosci, a parametr
pozostaje niezmiennym. Zapomoca tego twierdzenia, mozna bardzo wiele wia-
snosci elipsy lub hiperboli przenies¢ na parabole, nie potrzebujac dowodzié
ich oddzielnie.
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SREDNICE SPRZEZONE ELIPSY | HIPERBOLI.

132. Wezmy pod uwage réwnania osiowe elipsy i hiperboli
(i) =

\V tym réwnaniu znak wyzszy odnosi sie do elipsy, a nizszy do hiperboli.
Oznaczmy przez a i p katy dodatne miedzy dodatnym kierunkiem osi a;-0w,
a kierunkami dwu Srednic sprzezonych. Podtug art. 108 (wzor 12) miedzy
tymi katami ma miejsce zwigzek nastepujacy

2 tga.tgp=:rp”,

a nadto, jezeli Q)= ~—a, to (art. 108, wzor 13)

3) tg(0 — N

gdyz w tym przypadku a2= O, a,i=A, W tych wzorach zna-
" u
Ki wyzsze odnoszg sie do elipsy, a nizsze do hiperboli.

Wedtug wzoru (2) iloczyn tga.tgp jest dla elipsy ujemnym, a dla hi-
perboli dodatnym. A zatym w elipsie jeden z katéw a i p jest ostry, a drugi
rozwarty, gdy tymczasem w hiperboli oba te katy sg jednoczesnie albo ostre,
albo rozwarte. Ten wypadek mozna tak wypowiedzie¢: “oloicy dwu Srednic
sprzezonych elipsy™ lezgce ponad osig wielka, tworzg z nig katy, z ktorych jeden jest
ostry, a drugi rozwarty, polowy za$ dwu $rednic sprzezonych hipterholi, lezagce ponad
o0sig rzeczyivistc{., tworzg z nig katy, ktére sg oba ostre, lub oba rozwarte. — Nadal
przez a rozumie¢ bedziemy kat ostry.

W hiperboli, jezeli jest tgac -, to tgP>-. A zatym: z dwu Sre-

d C(j
dnie sprzezonych hiperboli jedna przecina te krzyiog, a druga jej nie przecina.
Pierwszg z tych $rednic nazwiemy S$rednicg rzeczywistg. Kierunek

Srednicy rzeczywistej czyni z osig rzeczywistg kat a, dla ktérego tga

Jezeli przez a rozumiemy kat ostry, a nadto w hiperboli taki, ze
tga < — to zwzoru (3) wypada, ze kat w jest rozwarty w elipsie, a ostry
w hiperboli. A zatym: kat miedzy potowami S$rednic sprzezonych, lezagcymi p>onad

osig loielkg elipsy, lub ponad osig rzeczywistg hiperboli, jest rozwarty u' elipsie,
a ostry w hiperboli.

Dla tga=:0 jest tgtorrrcc), a przeto ! jak by¢ powinno, bo wte-
dy $rednice sprzezone stajg sie osiami gtéwnymi.
W hiperboli jest tgw—O, aprzeto w= O, gdy tga=r * a A zatym: kah
da z asymptot hiperboli jest $rednicg z sobg samg sprzezong. Ta wiasnos$é asym-
Bbl. metfiz.,.S V, TV
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jitot jest swjmikiem tego, ze asymptoty sg promieniami asymptotycznymi in-
wolucyi peku par srednic sprzezonych (art. 106).

W elipsie za$, gdy tga::?, to

(4)
Kat, tym wzorem okre$lony, jest najwiekszy z katow miedzy dwiema $redni-
cami sprzezonymi. Jakoz, jezeli we wzorze (3), uwzgledniajgc znaki wyzsze,

podstawimy tga=—(§t£, gdzie e jest liczbg dodatng i zupetnie dowolna, lecz

mniejsza od 5 wrazie, gdy sie jg bierze ze znakiem —, a warto$¢ na to,

odpowiadajacg temu podstawieniu, oznaczymy przez w', to znajdziemy

Jest zatym
tgw —tgo = — — <

skad czytamy, ze w <Cw.

133. AVzigwszy dwie $rednice sprzezone elipsy i hiperboli, przedsta-
wionych przez réwnania (1), za osi spotrzednych, przywiedziemy réwnania
tych krzywych do postaci (art. 112)

©S) =

gdzie réwniez znak wyzszy odnosi sie do elipsy, a nizszy do hiperboli. Po-

dobnie, jak w réwnaniach (1) 2ai 21) s dtugosciami osi gtownych, tak w ré-
wnaniach (5) 2a' i 2V oznaczajg dtugosci Srednic sprzezonych, wzietych za osi

spétrzednych. Miedzy dtugosciami a, h,a’, Vi katem (o, zawartym miedzy

Srednicami sprzezonymi, zachodzg dwa zwigzki nastepujace (art. 112):

Z wzoru (6) czytamy: w elipsie suma, a w hiperboli réznica Tiivadratdiv dtugosci
dum Srednic sprzezonych jest iloscig statg. AVzor zas (7) pole réumole-
gtoboku, ktorego boki sg rétcne i rownolegte do divu $rednic sprzezonych, jest state.
Podstawiwszy w (7) za sinto warto$¢, wynikajaca ze wzoru (4), t. j.
smto:=r 2al
Tart
otrzymamy 2db'= a = at +

rizyli (n'= skad wypada rr— =
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A zatym: Srednice sprasom elipsy, twnace kat najwiekszy” sg sobie raiiiic.
Réwnanie elipsy, odniesione do tych dwu $rednic, jest

-4-

®) +

t. j. takiej samej postaci, jak rownanie kofa, odniesione do dwu Sredni¢ drt
siebie prostopadtych.

Ze w'zoru (6) widzimy jeszcze, ze w hiperboli réwnobocznej $rednice
kazdej pary sg sobie rowne, albowiem réwno$¢ a— h pocigga za sobg ro-
wnos$¢ Réwnanie takiej hiperboli, odniesione czyto do osi gtéwnych,
czytez do jakiejkolwiek pary S$rednic sprzezonych, jest zawsze ksztattu

©) —

134. Rownanie Srednicy elipsy i hiperboli (1), sprzezonej z kierunkiem

jest y=.,zp~awé€c.

Jezeli pierwsza z tych Srednic przechodzi przez punkt, ktérego spotrzedne sg

a?,y, wtedy tga=:"‘é—'c, a réwnania dwu Srednic sprzezonych sa

(10) = =

Nakoniec, dwie cieciwy elipsy lub hiperboli, taczace ktdrykolwiek punkt
tych krzywych z koncami jakiejkolwiek $rednicy, sg réwnolegte do dwu $re-
dnic sprzezonych. Albowiem srednica, sprzezona z kierunkiem jednej cieci-
wy, jest rownolegta do drugiej; takie dwie cieciwy nazywamy cieciwami
dopetniajgcymi sie.

BIEGUNOWA, STYCZNA | NORMALNA.
135. Biegunowa punktu (x\ y*) wzgledem elipsy i hiperboli
@) ' \

jest podtug art. 89 prostg, ktérej rownaniem jest

Albowiem, jezeli w rownaniu (6) art. 89 podstawimy o ¥z — M& ,

to wypadnie nam réwnanie (2). Z poréwnania tego réwnania z drugim roé-
wnaniem (10) artykutu poprzedzajacego wynika: biegunowa wzgledem elipsy
hih hiperboli, ma kierunek sprzezony z kierunkiem prostej, taczacej $rodek Kkrzyirej
Z biegnneuh
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Przyjmijmy, ze elipsa i hiperbola (1) sg odniesione do dwu Srednic
sprzezonych, i na Srednicy, ktora jest osig, x-6w, obierzmy punkt P', o sp6i-
rzednych (x', 0). Biegunowa tego punktu,

@)

jest réwnolegly™ do osi 2-6w. Uwazmy, ze punkt P, w ktérym ta biegunowa
przecina o$ ir-6w, tworzy z punktem P' pare harmonicznie sprzezong z parg
punktow korcowych Srednicy, przyjetej za oS a?-ow.

Jezeli z punktem P' polaczymy oba punkty, w ktérych biegunowa tego
punktu przecina elipse, lub hiperbole, to mie¢ bedziemy pare stycznych do
tych krzywych, wychodzacych z punktu F, ktoérych réwnanie, wedtug art.
93, jest nastepujace:

w przypadku szczego6lnym, kiedy punkt P' lezy na krzywej, mamy

a wiec réwnanie (4) sprowadza sie wtedy do

Cl?- h-"

i przedstawia jedne styczng w punkcie P'. To réwnanie jest zupetnie takiego
samego ksztattu, jak réwnanie biegunowej; a zatym styczna ma hieruneJc sprze-
zony z Tiicrnnhkm prostej i tgczgcej pimU  stycznosci zc SrodMcm.

13G. Jezeli prosta

gdzie m oznacza spotczynnik kierunkowy dany, ma byc¢ styczng do krzywej
(1), to oba punkty, w ktérych ta prosta przecina krzywg (1), powinny razem
sie schodzi¢ z punktem stycznosci. "Wstawmy w réwnanie (1) mx + za
y; otrzymamy

To réwnanie powinno mie¢ oba pierwiastki réwne, przeto wyroznik jego stro-
ny lewej powinien by¢ rowny O, t. j.

z tego réwnania Wypada wartos¢ na p.
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Pod znakiem pierwiastka znak wyzszy odnosi sie do elipsy, a nizszy do hiper-
boli. Kdéwnanie stycznej do elipsy lub hiperboli (1), majacej dany spdtczyn-
nik kierunkowy m, jest wiec

(6) y  mx-0z m~atdb )M

Réwnanie (6) przedstawia dwie proste; a zatym: do elipsy i hiperboli mozna po-
proioadzi¢ divle styczne o danym  kienmku.

137. Przyjmijmy, ze elipsa i hiperbola (1) s, odniesione do dwu Sre-
dnic sprzezonych OD i OE, jako odpowiednio do osi x-6w i osi 2-0w, i wezmy
pod uwage dwie inne s$rednice sprzezone OD'i OE'. Réwnania tych dwu
ostatnich $rednic sa odpowiednio

@) yz=z—x 1 %= zp 2/

Nakre$lmy nastepnie styczng do krzywej (1) w punkcie koncowym D czesci
Srednicy OD, wzietej za kierunek dodatny osi x-6vf\ ta styczna jest rowno-
legta do $rednicy OE, wzietej za oS y-6w. A jezeli przez P i Q oznaczymy
punkty, w ktorych ta styczna przecina $rednice sprzezone OD' i OE', to, aby
znale$¢ wartosci odcinkéw DP i DQ, wstawimy za a; w réwnaniach (7)
OD= a, a za 2w rbéwnaniu pierwszym (7) DP, a w réwnaniu drugim (7)
DQ. Otrzymamy w ten sposéb

I Iflr*

skad wynika
8) DP.DQ=z3f:&"

t. j. prostokat, ivystawiony na odcinkach stycznej do elipsy, lub hiperboli, zaioartych

mip~dzy punktem stycznosci (D) i punktami (P, Q) przeciecia sie jej z dwiema Sre-

dnicami sprzezonymi (OD', OE'), jest stale roimoivazny kwadratowi pototvy Sre-

dnicy (OE), sprzezonej ze Srednicg (OD), przechodzacg przez punkt stycznosci.
Na tym twierdzeniu polega wyznacze-

nie potozenia i dtugosci osi gtdwnych elipsy

lub hiperboli, jezeli jest dane potozenie

i dlugos¢ dwu S$rednic sprzezonych tych

krzywych. — Jakoz, niech OD i OE (fig.

33) beda, co do potozenia i co do dtugosci,

potowami dwu S$rednic sprzezonych. Przez

koniec D jednej z tych Srednic poprowadzmy

prostg AB rownolegle do drugiej z nich:

prosta AB bedzie styczng do krzywej w pun-

kcie D. Na OD wyznaczmy punkt P tak,

aby DO.DP = =pOE”" [jezeli krzywa jest

elipsa, to punkty O i P leza po stronach Fig. 33.
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przeciwnych punktu D, a jezeli krzywa jest hiperbola, to punkty O i P lezg
z tej samej strony punktu D, co wynika z tego, ze w réwnaniu (8) znak wyz-
szy odnosi sie do elipsy, a nizszy do hiperboli], a przez punkty Oi P po-
prowadzmy koto, ktorego srodek znajdowatby sie na prostej AB. To koto
przetnie AB w punktach A i B. Poniewaz D A.D O .D P, zatym i

DA.DB=:;pOE~"

skad wypada, Ze proste OA i OB sg potowami dwu $rednic sprzezonych. Po-
niewaz nadto kat AOB jest prostym, wiec proste OA i OB sg potowami osi
gtéwnych.
138. Prostg, przechodzaca jjrzez punkt stycznosci i prostopadtg do
stycznej, nazywamy normalng. Jezeli prosta, przechodzaca przez punkt
j- pj"osta, przedstawiona przez réwnanie

y—y = mx— x),
ma by¢ prostopadtg do stycznej do elipsy, lub do hiperboli (1) w punkcie
Y\ t.]j. do prostej (5), to iloczyn jej spétczynnika kierunkowego mi spot-
czynnika kierunkowego stycznej, przy zatozeniu, ze uktad osi jest prostokatny,
jest rowny —1 (art, 23). Mamy zatym

Rdéwnanie wiec normalnej do elipsy i do hiperboli (1) w punkcie y"), od-
niesione do osi gtéwnych, jest

lub
9) zp = (a“zp h") xW\

gdzie znaki wyzsze odnosza sie do elipsy, a nizsze do hiperboli.

Jezeli wtym réwnaniu bedziemy uwazali spétrzedne x iy jako dane,
a spotrzedne x'iy' jako liczby zmienne, natenczas ono bedzie przedstawiato
linija krzywa stopnia 2-go, a mianowicie hiperbole réwnoboczng, ktdrej
asymptotami sa osi gtdéwne elipsy, lub hiperboli (1). Ta hiperbola réwno-
boczna przetnie krzywg (1) w 4 punktach—spodkach normalnych, dajacych
sie wyprowadzi¢ z punktu (x,y). (Okazemy bowiem dalej, ze dwie krzywe
stopnia 2-go, méwiac wogélnosci, przecinaja sie w4 punktach). A zatym,
mowigc wogdlnosci, z kazdego punktu (x, y) mozna do elipsy, lub do hiperboli tcy-
prowadsi¢ cztery normalne.

139. Wezmy nakoniec pod uwage réwnanie paraboli

(10)

odniesione do jakiejkolwiek Srednicy i do stycznej w punkcie A', przeciecia
sie $rednicy z krzywa.
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Otrzymamy réwnanie biegunowej punktu (x\ i/") wzgledem paraboll (10)
gdy w réwnaniu ogélnym (6) art. 89 podstawimy a,, = = =
a,3=—p, X2=y, X—x',  x2=W\ = Roéwna-
nie wiec biegunowej jest

(11) yij'=p(x A-

Przyjmijmy, ze biegun P', t.j. punkt (x\'y"), lezy na $rednicy, czyli na osi

x-6vf. AV tym przypadku y'—O0, a przeto réwnanie'(11) sprowadza sie do
x-{-x = 0, czyli x=: —x\

z ktérego widzimy, ze biegunowa punktu P', lezagcego na $rednicy paraboli,
wychodzacej z punktu A' tej krzywej, ma kierunek sprzezony z kierunkiem
tej Srednicy i ze ta biegunowa przecina owe Srednice w punkcie P takim, ze
A'P=: —A'F.

Jezeli z biegunem P' potgczymy punkty, w ktérych biegunowa przecina
parabole, to mie¢ bedziemy pare stycznych do tej krzywej, wychodzacych
z punktu P'.  Otrzymamy réwnanie tej pary stycznych ze wzoru (9) art. 93,
wykonawszy w nim powyzej wskazane podstawienia, a mianowicie

(12) _2px) OyN_ 2px) - [yij—p(x +

Jezeli punkt (xX\ y') lezy na paraboli (10), wtedy y"*—2px' ~ O, a réwnanie
(12) zamienia sie na

(13) yy'=pkx + x)
i przedstawia styczng do paraboli (10) w punkcie (x', y".
Aby otrzymac¢ réwnanie stycznej o kierunku danym
y= mx + p,
nalezy w rownaniu (10) za y podstawi¢ mx  p i wyznaczy¢ p z warunku,
aby oba pierwiastki tego nowego réwnania, t.j. réwnania

p
byly sobie rowne, czyli, aby — (M —p)""*skagd wypada —
lléwnanie wiec stycznej zadanej jest
(15)

a zatym: do paraboli, mozna poproicachi¢ tylko jeclne styczng o danym Tiierimhu.
Nakoniec, poniewaz, wedtug (13), * jest spotczynnikiem kierunkowym

stycznej do paraboli (10) w punkcie (x\ yV), wiec, wrazie uktadu prostokatne-
go, t. j. gdy réwnanie (10) jest odniesione do osi gtéwnej paraboli i do sty-
cznej w jej wierzchotku gtdwnym, rownanie normalnej do paraboli (10)
w punkcie (x\ y") jest
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— = — czyli

(15)

Jezeli w réwnaniu (15) bedziemy uwazali spétrzedne x i~ jako dane, a spot-

rzedne X', y' jako liczby zmienne, to ono przedstawia pewng parabole, majaca

0$ gtéwng réwnolegta do osi gtéwnej paraboli (10). Te dwie parabole prze-

tng sie w punktach, bedacych spodkami normalnych, ktére mozna z punktu
y) wyprowadzi¢ do paraboli (10).

CWICZENIA.

(87). Z punktu P na elipsie poprowadzmy proste PA i PA' do koncow A
i A" osi wielkiej, a w punktach A i A" wystawmy prostopadte do PA i PA": okaza¢,
ze miejscem punktu przeciecia sie tych prostopadtych jest inna elipsa i znale$é osi
tej elipsy.

(88). Linija prosta o dtugosci a-\-h porusza sie tak, ze jej kornce lezg zawsze
na osiach spdélrzednych: okazaé, ze punkt tej prostej, oddalony od jej koncéw odpo’
wiednio na o, i i, opisuje elipse.

(89). OD i OE sg, potowami dwu $rednic sprzezonych elipsy i dane sg spot-
rzedne punktu D (x\ znale$¢ réwanie prostej DE.

(90). Proste, wyprowadzone z punktu na elipsie do koncéw jakiejkolwiek
$rednicy, przecinajg S$rednice sprzezong OE w punktach M i N: okazaé, ze
OM.ON = OE~"

(91). OD i OE sg potowami dwu $rednic sprzezonych elipsy ADBEA'; poprowa-
dzmy cieciwy BD i BE, tudziez cieciwy AE i A'D przecinajace sie w G: okaza¢, ze
czworobok BEGD jest réownolegtobokiem.

(92). Znale$¢ miejsce wierzchotkéw réwnolegtoboku, zbudowanego na $redni-
cach sprzezonych elipsy,

(93). Znale$¢ miejsce spodka prostopadtej, spuszczonej ze $rodka elipsy na
proste do niej styczne.

(94). Wyznaczy¢ kat (p miedzy dwiema stycznymi do elipsy, ktére mozna
wyprowadzi¢ z punktu (z', \J).

(95). Znale$¢ miejsce punktu, z ktérego wyprowadzone dwie styczne do eli-
psy sa do siebie prostopadie.

(96). TP i TQ sa dwiema stycznymi do elipsy w punktach Pi Q, a OP'i 0Q"'
dwoma promieniami wyprowadzonymi ze $rodka rownolegle do tych stycznych: oka-,
zat, ze prosta P'Q'jest réwnolegtg do prostej PQ.

(97). Na stycznych do elipsy odcinamy odcinki réwne n razy wzietej potowie
Srednicy sprzezonej ze S$rednicg, przechodzacg przez punkt stycznosci: okazac, ze

miejscem punktu koricowej tego odcinka jest elipsa spdlsrodkowa, ktdrej potowami
0si sg 1\
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(98). PQ jest jedna, z szeregu cieciw, czynigcych Kkat staty ze $rednicg Al]
kola: znales¢ miejsce punktu pi-zeciecia sie prostych AP i BQ.
(99). Podstawa tréjkata jest réwna 2a, réznica za$ miedzy katami przylegty-

mi podstawie jest réwng — znales¢ miejsce wierzchotka tego tréjkata.

(100). Okazaé, ze kazda hiperbola réwnoboczna, opisana na tréjkacie
danym, Jirzechodzi przez punkt przeciecia sie trzecli wysokosci tego trojkata.

(101). Do hiperboli wyprowadzamy dwie styczne z punktu, lezgcego na je-
dnej z gatezi hiperboli sprzezonej: okazaé, ze cigciwa stycznosci jest styczng do dru-
giej gatezi hiperboli sprzezonej.

(102). Okaza¢, ze stosunek wstaw katéw, ktére Srednica hiperboli czyni
z asymptotami, jest réwny stosunkowi wstaw katéw, ktore z tymiz asymptotami czyni
$rednica, z tamta sprzezona.

(103). Wezmy pod uwage dv,de hiperbole sprzezone, ktdrych asymptotami jest
para $rednic sprzezonych elipsy: okaza¢, ze jezeli jedna hiperbola dotyka elipsy,
to i druga jej dotyka, tudziez, ze $rednice, przechodzace przez punkty stycznosci, sg
$rednicami sprzezonymi.

(104). Podzieli¢ dany tuk kotowy AB na trzy czesci réwne.

(105).  Znale$¢ miejsce punktu, z Ictérego mozna wypi-owadzi¢ do paraboli
M — "Ipz dwie normalne do siebie prostopadte.

(106). Cieciwa obraca eie okoto punktu (a, 0), danego na osi paraboli

znale$¢ miejsce punktu przeciecia sie normalnych do paraboli w punktach
koricowych tej cieciwy.

(107). W paraboli jest poprowadzony szereg cieciw rownolegtych: znalesé
miejsce punktu, dzielagcego kazda cieciwe na odcinki, ktérych iloczyn jest staty.

(108). Z punktu (a, P) sa wyprowadzone dwie styczne do paraboli ?- —

»kazac, ze dh.gos¢ c,,dwy stycznosci jert _ m

kata utworzonego przez te styczne i cieciwe stycznosci —  —”"4ma)2”

(109). Okazaé, ze trojkat, ktdrego wierzchotki sg punktami stycznosci trzech
stycznych do paraboli, jest réwnowazny trojkatowi, utworzonemu przez te trzy
styczne.

(110). Znales¢ miejsce punktu z warunku, aby suma kwadratéw trzech nor-
malnych, ktére mozna z tego punktu wyprowadzi¢ do paraboli, byta stalg.

(111). Okazaé¢, ze punkt przeciecia sie hiperboli z prosta, wyprowadzong
z jednego jej wierzchotka i ograniczong przez dwie proste, wyprowadzone z drugie-,
go wierzchotka, réwnolegte do asymptot, dzieli te prostag na réwne czesci.

(112). Znales¢ kat miedzy asymptotami hiperboli xiji— hx™ -f"c.



ROZDZIAL X.

O OGNISKACH 1 KIEROWNICACH LINIJ KRZYWYCH

STOPNIA 2-GO.

OGNISKA ELIPSY | HIPERBOLI.

140. WeZzmy pod uwage elipse i hiperbole odniesiona; do osi gtéwnych.

Rownania tych krzywych sa

(1)

gdzie, jak zawsze, znak wyzszy odnosi sie do elipsy, a nizszy do hiperboli.
Poprowadzmy przez punkt P o spdtrzednych i wziety dowolnie na

Fig. 3.

Fig. 35.

tych krzywych (fig. 34 i 35), styczng
PT i normalng PN i oznaczmy przez
T i N punkty, w ktorych te dwie pro-
ste przecinajg o$ wielkg AA' elipsy,
a 0§ rzeczywistg AA' hiperboli. Czy-
nigc tozsamo dla kazdego punktu elipsy
i hiperboli, otrzymamy na osi AA' sze-
reg par punktow T, N. Mowimy, ze
te pary punktow tworzg inwolucyja
liiperboliczng, t. j. takg inwolucyja,
ktérej punkty asymptotyczne sa rze-
czywiste.

Aby tego dowies¢, wy-
znaczmy odciete Xt i Xn pun-
ktow T i N, w ktorych sty-
czna PT inormalna PN do
krzywej (1) w punkcie P
przecina 0§ a?ow. Kiladac
w tym celu w réwnaniu sty-
cznej,

@ «— =t
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i W réwnaniu normalnej,

®) A

A= 0 i odpowiednio Xi lub Xn za x, otrzymamy

Te dwa réwnania daja, Xi,
4)

skad widzimy, ze istotnie pary punktéw T, N tworzg inwolucyja i ze $rodek
O jest Srodkiem tej inwolucyi. A gdy nadto  "p%2j~gt liczbg dodatng
(bo w elipsie przyjmujemy a”h), wiec ta inwolucyjg jest hiperboliczng
(art. 44).

Punkty asymptotyczne inwolucyi par punktéw T i N nazywamy ogni-
skamddetnijmy na osi AA', wielkiej w elipsie, a rzeczywistej w hiperboli,
®)
natenczas punkty F i F' beda ogniskami. Odlegtos¢ ognisk od $rodka ozna-
cza sie pospolicie literg c; mamy wiec

(«)
Stosunek za$ odlegtosci ogniskowej do potowy osi wielkiej w elipsie a rzeczy-

wistej w hiperboli oznacza sie zwykle literg e i nazywa sie mimos$rodem.
Jest wiec

()
W elipsie mimosrod jest mniejszy, a w hiperboli wiekszy od jednosci. Ogni-
ska obu krzywych lezg wiec po ich stronie wklestej.

141. Potgczymy punkt P z ogniskami F i F' i potézmy FP=:r,
F'P'z=/. Wtedy mamy

gdyz spétrzedne ognisk F i F' sg odpowiednio (ae, 0) i (—ae, 0). Atoli, gdy
punkt P lezy na krzywej (1), a wiec

to, wstawiwszy te warto$¢, otrzymamy

lub, uwzgledniajac, ze =
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Stad wypada, dla &> O

8
adla x'CoO

)

gdzie znaki wyzsze odnoszg sie¢ do elipsy, a nizsze do hiperboli. Tak wyra-
zone promienie wodzace rir' sg dodatne, albowiem w elipsie jest ecl,
a w hiperboli e>»l, i nadto wartos¢ bezwzgledna x' jest w elipsie mniejsza
od a, a w hiperboli wiekszg od a.

Ze wzordéw (8) i (9) widzimy jeszcze, ze odlegtosci punktu biezacego na
elipsie lub hiperboli od ognisk tych krzywych sg funkcyjami wymiernymi
spotrzednych tego punktu. Te wiasno$¢ przyjmujg niekiedy za okreSlenie
ognisk.

Ze wzordw (8), jak rowniez ze wzordéw (9), wypada dla elipsy — 23,
a dla hiperboli db (¢ —r)= 2a. A zatym:

W elipsie suma, a w JiiperhoU rdznica odlegtosci punldu biezacego na tych
krzy icych od ich ognisk jest statg i rdicna osi icielkiej w elipsie, a osi rzeczyicistej
*w hiperboli. Te wiasno$¢ przyjmuje sie niekiedy za okreslenie elipsy i hi-
perboli.

142. Z figur 34 i 35 widoczna, Ze

gdzie znowu znak wyzszy odnosi sie do elipsy, a nizszy do hiperboli. Wsta-
wiajac w te réwnania wartosci za F'0, OF, ON i uwzgledniajac zwiazki (8)
i (9), otrzymujemy

skad wypada

t. j. ze 'W elipsie i hiperboli normalna i styczna sg diousiecznymi divu katow spet-
niajacych sie, utworzonych przez promienie icodzace, tvyproivadzone z obu ognisk do
punktu stycznosci.

Spiis¢my jeszcze z ognisk F i F' prostopadte FH i F'H' na styczng PT
i przedtuzmy te prostopadte az do przeciecia sie z promieniami wodzacymi
F'P i FP wpunktach G i G'. Z wyrazenia na odlegto$¢ prostopadtg punktu
od prostej wypada

a zatym
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t. j. W elipsie i hiperhoU prostokat, wystawiony na odlegtosciach prostopadtych
ognisk od stycznej, jest stale rownotcasny kwadratoid potoicy osi matej w elipsie,
a potowie osi urojonlj lu hiperboli.

Nadto, poniewaz F'G= FG'=r2a, gdyz PG=PF, a PG —PF',

wiec OH:rEA\F'G = a i OH'= iAFG' = a, t.j. spodek prostopadtej z ktorego-

kolwiek ogniska na styczng do elipsy lub do hij}erbolilezy na okregu kota spétsrod-
koivego o promieniu a.

143. Na powyzszych wiasnosciach elipsy i hiperboli opieraja sie spo-
soby kreslenia stycznych do tych krzywych, gdy ich ogniska sg dane.

Jezeli punkt stycznosci P jest dany, wtedy dwusieczna kata F'PF jest
normalng w elipsie, a styczng w hiperboli.

Jezeli jest dany Kierunek stycznej, natenczas z ogniska F wyprowadza-
my prosta, prostopadtg do tego kierunku, a z ogniska F' kres$limy koto pro-
mieniem ktore te prostg przecina w punktach G*i G W S$rodkach H,
i Ha odcinkéw FGi i FGj wystawiamy prostopadte do GjGa; te dwie pro-
stopadte sg stycznymi o kierunku danym.

Jezeli nakoniec mamy wyprowadzi¢ styczne z punktu P, lezacego ze"
Whnatrz, t. j. po stronie wypuktej linii krzywej, wowczas kreslimy dwa kota:
jedno z punktu P promieniem PF, a drugie z ogniska F' promieniem 2a.
Te dwa kota przecinajg sie¢ w punktach Gj i Go. Proste PHi i PH”, aczace
punkt P ze $rodkiem Hi i H* odcinkow FGi i FGg, sq zadanymi dwiema
stycznymi.

OGNISKO TARABOLI.

144. Parabole, przedstawiong pt-zez réwnanie

@)
mozna uwazaé za granice, do ktorej dazy hiperbola (2) gdy jej osi rosng do

nieskoriczonosci w ten sposob, ze parametr ~ = x pozostaje " niézmiennym

(art. 131). Stad wprost wypada, ze parabola posiada tylko jedno ognisko F,
lezace na osi w odlegtosci skoniczonej od wierzchotka A. W hiperboli jest

Ta wartos¢, dla a 00, zamienia sie na

@

A zatym: odlegtos¢ ogniska 2mraholi od unerzcliotka jest roéinid potowie para-
metru p.
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Potagczmy punkt P fa;,y") na paraboli (fig. 36) z ogniskiem F i ozna-
czmy FP=r. Mamy

r2
lub, gdy —
Stad wypada
(3) r =

A zatym i w paraboli odlegto$¢ punktu
biezacego na krzywej od ogniska jest fun-
kcyja wymierng spétrzednych tego
punktu.

Poniewaz drugie ognisko paraboli lezy na osi w odlegtosci nieskoricze-
nie wielkiej od wierzchotka, wiec na mocy wiasnosci hiperboli powyzej do-
wiedzionej, styczna PT i normalna PN doparaMU sg dunisiecznymi katow, ktore
promien imdzacy FP, wyprowadzony z ogniska F do punktu stycznosci P, czyni
z prostcf, rownoleglej do osi, p>'>'secliodzaca przez punkt P. Jezeli wiec z punktu
F spuscimy prostopadtg FH na styczng i te prostopadtg przedtuzymy az do
przeciecia sie w punkcie Gr z prostg do osi rownolegta, a przez P przecho-
dzaca, to FP=GP.

Podstawmy w rownaniu stycznej do paraboli (1),

PiK. 3C.

yy' +
y=z0; otrzymamy cc = AT ——a;". Jest zatym

TF= TA +AF=:a;' + A,

co poréwnywajac ze wzorem (3), mamy TF=;:FP, t.j. trojkat TFP jest ro-
wnoramienny. Gdy nadto prosta FH jest i*rostopadtg do PT, do TH= HG
t, j. punkt H lezy na osi 2-6w. A zatym: spodeh prostopadtej, spuszczonej
z ogniska na styczng do paraboli, lezy na stycznej  wierzchotku tejze krzywej.

Na tych wiasnosciach opiera sie kreslenie stycznych do paraboli, gdy
ognisko jest dane, ktére tatwo wywies¢ mozna z tego, cosSmy moéwili o kresle-
niu stycznych do elipsy i hiperboli.

LINIJE KRZYWE STOPNIA 2-GO SrOLOGKISKOWE.

145. RoOwnanie
X
@) x+x—e 1
W ktérym X jest liczbg dodattia nieoznaczongj przedstawia szereg linij krzy-
wych stopnia 2-go spotsrodkowych i spétogniskowych. Kazdej z wartosci na
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-odpowiada inna krzywa. Réwnanie (1) dla przedstawia elipse,
a dla A-*Cc” hiperbolg; cjest odlegtoscig ognisk spolnycli od srodka. Jezeli
w pierwszym przypadku  wecigz maleje, dgzagc do granicy ¢ to elipsa (1)
coraz sie wiecej splaszcza, a w granicy, kiedy V- ¢ zamienia sie na prO'
stg, taczacq oba punkty ogniskowe. Jezeli za$ w przypadku drugim  wcigz
rosnie, dazac do granicy c® to hiperbola (1) coraz sie wiecej splaszcza,
a wgranicy, Kiedy zamienia sie na dwie proste, ktére, wychodzac
z punktéw ogniskowych, rosciggaja sie w dwu kierunkach przeciwnych na
osi a-0w do nieskoriczonosci.

tatwo mozemy dowies¢ dwu nastepujacych twierdzen:

Brzez Tcazdy pimU plaszczyzny przeclioclzg dwie Tcrzyice spolSrodJcoice i spot-
ogniskowe, z ktorych jedna jest elipsy a. druga hiperbola. Jakoz, uwazajgc w ro-
wnaniu (1) x' iy jako spotrzedne punktu danego i znoszac w nim miano-
whniki, mamy na wyznaczenie X rownanie kwadratowe wzgledem

2. _ X2y2— 0.

Strona lewa tego réwnania dla >2—00 jest dodatng, dla X2= 2 ujemna,
a dla X2~0 znowu dodatna. Jeden wiec pierwiastek tego réwnania lezy

miedzy 00i  a drugi miedzy ¢*i 0. Oznaczmy pierwszy przez li*, a drugi

przez X2* Natenczas rownania

@) { 2 2
/\+ -

przedstawiajg dwie linije spétsrodkowe i spdtogniskowe, przechodzace przez
ten sam punkt y") plaszczyzny. Tu, jak widzielismy, X,2;;>c2, a
pierwsze wiec rownanie przedstawia elipse, a drugie hiperbole:

Dicie linije spotsrodkowe i si*6togniskoice, przechodzcj.ce inzez ten sam punkt,
przecinajg, sie tv tym punkcie pod katem prostym. Albowiem w tym punkcie
normalna do jednej z tych krzywych jest styczng do drugiej (art. 142).

llosci X, X zowig sie spOtrzednymi eliptycznymi punktu prze-
ciecia sie linij (2). Okazemy nastepnie, ze te linije przecinajg sie¢ w czterech
punktach, lezacych symetrycznie wzgledem osi rc-Ow i y-(m. Ograniczajac sie
teraz do punktu zawartego miedzy dodatnymi kierunkami osi, znajdziemy,
rozwigzujac rownania (2) wzgledem x i

Zapomocg wzoréw (3) mozna ptzejsc od spotrzednych prostokatnych do
spotrzednych eliptycznych. Uzycie sp6trzednych eliptycznych prowadzi nie-
kiedy do znacznych uproszczehn w rachunku.
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ROWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO WE SPOLRZEDNYCH
BIEGUNOWYCH.

14G. Aby otrzyma¢ rownania linij krzywych stopnia 2-go we spérze®
dnych biegunowych (réwnania wielkiej uzyteczno-
$ci w réznych badaniacli)® przyjmiemy ognisko za
biegun, a kierunek osi, zwrécony ku blizszemu
wierzchotkowi, za o$ biegunowa. Wezmy pod
uwage naprzod parabole. Ktadac (fig. 37) =

mamy

skad wypada réwnanie
Fig. 37.

bedace wiasnie zagdanym réwnaniem biegunowym paraboli. —Dla 6= wy-

A
pada r=p; a zatym parametr p paraboli jest potowa cieciwy, przechodzag-"
cej przez ognisko i prostopadiej do osi. Cala cieciWa 2p zowie sie bokiem
prostym (latus rectum) paraboli.

W elipsie, biorgc (fig. 38) ognisko F'
za biegun, a kierunek FA' za 0$ biegu-
nowa, i kladac

mie¢ bedziemy

skad wypada

Fig. 32.

lub, z liwagi, ze

Parametr p elipsy ma ta-
kiez samo znaczenie, jak pa-
rametr paraboli.

Nakoniec, w hiperboli,
biorgc (fig. 39) ognisko F
za biegun, a kierunek FA
za 0$ biegunowa, i kladac
dla punktu P na gatezi, do
ktdrej nalezy wierzchotek A,

Fig. 39. , mie¢ bedziemy
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skad wypada

lub, z uwagi, Ze

(1)

I tutaj parametr p ma toz samo znaczenie, co w paraboli. — Dla punktu
P' lezacego na drugiej gatezi hiperboli, do ktorej nalezy wierzchotek A,
mamy g = OM'< O, skutkiem czego

skad wypada

Zauwazymy tu jednak, ze jezeli w (1) za 6 podstawimy &+ 6, to w przy-
padku, gdy przedtuzenie promienia wodzacego o kierunku 8 przecina te dru-
ga gataz hiperboli, otrzymamy

albo

a wiec, jezeli we wzorze (1) nadajemy na 6 wartosci, nie odpowiadajgce
punktom gatezi hiperboli, do ktdrej nalezy wierzchotek A (t. j. wyznaczajace
punkty, lezace wewnatrz kata, utworzonego w biegunie przez réwnolegte do
asymptot), to wtedy punkty P', lezace na wstecznym przedtuzeniu promieni
FP, tak, iz FP'i=:FP,, sg punktami drugiej gatezi hiperboli, t. j. gatezi, do
ktérej nalezy wierchotek A'. Jezeli wiec umoéwimy sie, azeby we wzorze (1),
wrazie, gdy warto$¢ na r, odpowiadajaca pewnej wartosci 6, wyznacza punkt
zawarty wewnatrz kata utworzonego w biegunie przez réwnolegte do asym-
ptot, bra¢ zamiast niego punkt, lezacy na wstecznym przedtuzeniu promienia
wodzacego w takiej samej od ogniska odlegtosci, to obie gatezi hiperboli
mozemy przedstawi¢ zapomoca jednego réwnania (1).

Widzimy wiec, ze wogole: jezeli przyjmiemy ognisko krzywej stopnia 2-go
za biegun, a kierunek osi ku wierzchotkowi blizszemu za 0$ biegunowag, to te krzywe
przedstawia réwnanie

@)
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a mianowicie: elipse, parabole, liib hiperbole, ivedlug tego, czy mimosrod e jest
mniejszy, réwny, liib tui*Tc$zy od jednosci.

KIEROWNICE LINIJ KRZYWYCH RZEDU 2-GO.

147. Biegunowg ogniska nazywamy kierownicag.

Elipsa i hiperbola posiadaja po dwie kierownice, z ktérych jedna nale-
zy do jednego, a druga do drugiego ogniska, parabola za$ posiada tylko jedne
kierowtiice. Podstawmy w rdwnaniach biegunowej punktu (x\ y") wzgledem
elipsy i hiperboli (1) art. ]40, tudziez wzgledem paraboli (1) art. 144, y'— O,

ti za, c¢' odcietg ognisk: odpowiednio +c¢ lub — Otrzymamy dla elipsy i hi-
perboli

) £=irr—;,
a dla paraboli

2 2

A wiec wog6le: hieroivnice sg prostopadle do osi, przechodzacej przez ogniska,
a hrzywa jest iczgledem nich icypiihta. Pierwsza cze$¢ tego twierdzenia jest
przypadkiem szczeg6lnym wiasnosci biegunowej, wedtug ktérej kierunek
biegunowej jest sprzezony z kierunkiem $rednicy, iirzechodzaca jirzez biegun.
148. Niech DE bedzie kierownicg nalezacg do ogniska F (fig. 40).
Potagczmy punkt P (x'f y') na krzywej z ogniskiem F i spus¢émy z z tego pun-
ktu prostopadtyg PE na kierownice.

Dla elipsy i hiperboli mamy (art. 141)

FP=d=('a—a ze

rzeto FP
P PE
Dla paraboli (e — 1) za$ jest (art. 144)
skad
FP . .
wypada = Stad wiec wynika,
Fig. 40.
iz ogoblnie
YP _ e
PE ~

Zatym: linija krzywa stopnia 2-go jest miejscem gieometrycznym punktu, porusza®
jacego sie na ptaszczyznie tak, iz stosunek jego odlegtosci od punktu statego do odle-
gtosci od prostej statej pozostaje niezmiennym, i jest elipsa, parabolg, lub hiperbola,
iccdtiig tego, czy ten stosunek jest niniejszy, roiimy, lub wiekszy od jednosci.
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Jezeli a i p sg sp6trzednymi punktu statego (ogniska), &IXA-my + h
jest réwnaniem prostej statej (kierownicy), to réwnanie

3) X- a2+ — + my + h)”

wyraza te wihasnos¢ linij krzywych stopnia 2-go.

Przy poszukiwaniu ognisk i kierownic linij krzywych stopnia 2-go zwy-
kle punktem wyjscia jest rdwnanie (3).

149. Poniewaz kierownica DE jest biegunowag ogniska F, wiec na—
wzajem, biegunowa QQ' punktu K na kierownicy DE przechodzi przez ogni-
sko F. Ta biegunowa jest prostopadta do prostej FK. Jakoz, spétczynnik
kierunkowy biegunowej punktu K, lezacego na kierownicy, jest w elipsie

12 . W
i hiperboli , a paraboli gdyz spétrzedne punktu K, wskutek (1)

i 2, s — d | a elipsyihiperboli,a » — y ~ dla paraboli. Spét-

( I

"
czynnik za$ kierunkowy prostej FK jest 16 '/dla elipsy i hiperboli,

dla paraboli. lloczyny tych spétczynnikéw kierunkowych sa réwne —1,
a wiec proste QQ' i FK sg do siebie prostopadie. A zatym: hiegunotca pun-
ktu na Merownicy przechodzi przez ognisko, nalezqg,ce do tej hieroionicy, i jest prosto-
padfa do prostej, taczacej ten punkt z ogniskiem.

Wyprowadzmy z punktu K sieczng, ktéra przecina krzywa w punktach
P i P'; potaczmy te punkty z ogniskiem F i spus¢my z nich prostopadte PE
i P'E' na kierownice DE. Mamy wtedy

. PE _ FP
PE' PK ~ FE'~ FP
skad wypada
PK _ FP
FK "" FP""'

t. j. FK jest dwusieczng jednego z dwu katow spetniajacych sie, zawartych
miedzy promieniami wodzacymi FP i FP'. Dwusieczng drugiego z tych ka-
tow jest biegunowa QQ' punktu K. Promienie FP i FP' sg wiec parg pro-
mieni harmonicznie sprzezong z parg promieni FK i FQ. A zatym: jezeli
pary punktétc P i P', w ktorych sieczne, tvyproivadzone z punktu K na kierowni-
cy, przecinaja krzywa stopnia 2-go, potaczymy prostymi z ogniskiem™ F, do tej kiero-
wnicy nalezacym, to otrzymamy pek par promieni FP, FP', tworzacych inwolucyja;
promieniami asymptotycznymi tejinwolucyi sg prosta'ElLihiegunoiva Yi*pimktii K.
150. Styczne do linii krzywej w punktach P i P' (fig. 40) przecinajg sie
w punkcie T na biegunowej QQ' punktu K. Potgczmy punkty T, P i P' i z dru-
gim ogniskiem linii krzywej (w paraboli zastgpmy te proste réwnolegtymi do
osi) i naF'PiFF odlozmy PG'=FP iP'G'=:F'P' (w elipsie na przedtuze-
niach, aw hiperboli iparaboli w kierunku przeciwnym); wtedy F'G=:FG'—
TG —TF, TG'= TF', a przeto Z ™TF = Z FTG'. Gdy za$
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A A A wiec takze 7 _

czyli = a przeto i potowy tych katéw sa sobie réwne, t.j.
A zatym: to elipsie i hiperboli styczne, wychodzace z jednego

punMu, tworzg z promieniami ivodzgcymi, tcyprowadzonymi z ognisk do tego punMu,

katy rowne. W paraboli nalezy jeden z tych promieni wodzacych zastgpié

prosta, rownolegta do osi.

INNE OKRESLENIE OGNISK.

I51. Podamy okreslenie ogoélniejsze ognisk linij krzywych stopnia
2-go, dajace sie rosciggna¢ na krzyAve algiebraiczne jakiegokolwiek rzedu
i klasy. Za punkt wyjscia postuzy nam réwnanie (3) art. 148, t. j.

o _
Azeby przedstawi¢ znaczenie tego réwnania, wezmy pod uwage cztery proste
(fig. 41), tworzace czworobok, ktorych réwnania niech bedg

stopnia 2-go wzgledem spotrzednych x i y>
przedstawia pewng krzywa stopnia 2-go, ktéra
widocznie przechodzi przez cztery wierzchotki
DjDa, D2D3, D3D4 i D4D, czworoboku, albo-
wiem wartosci na. x iy, ktore jednoczesnie czy-
nig zado$¢ dwu réwnaniom Di= O iDj= O
lub D2= 0 i Da”O, lubtez Dg~O i D*"O,
lub nakoniec D4= O i D, = O, uczynig takze zado$¢ réwnaniu (2). Przy-
pus¢my, ze proste Da i D4 wcigz sie do siebie zblizajg. Wtedy rdwniez wierz-
chotki DjDa i D1D4 i wierzchotki D3D2 i D3D4 coraz sie wiecej do siebie
zblizajg. W granicy zatym, kiedy proste D2 i D" razem sie ze sobg zejda,
rowniez sie razem ze sobg zejdg tak wierzchotki D,D2 i DiD”, jak i wierz-
chotki v.0. 10:0.. Stagd wypada, ze réwnanie ksztattu

®3)

na ktdre wtedy przechodzi réwnanie (14), przedstawia krzywa stopnia 2-go,
majaca proste D, i D3 za styczne, a prosta D (w ktérej razem sie ze sobg
zeszty proste D,, D4) za odpowiednig cieciwe stycznosci.— Poréwnywajac
wiec réwnanie (3) z réwnaniem (1), widzimy, ze proste

(4)
sg stycznymi do linii krzywej stopnia 2-go, a prosta

©)

jest odpowiednig cieciwg stycznosci.
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Proste urojone (4) przechodza obie przez ognisko (a, p) linii krzywej
stopnia 2-go i sg rownolegte do asymptot k&t (art. 109), czyli przechodza:
jedna przez jeden, a druga przez drugi z dwu punktéw kotowych urojonych
(w nieskonczonosci). Na podstawie tego mozemy ognisko tak okreslic: ogni-
skiem linii hrzyioej nazyicamy pimU F, iv ktérym przecinajg sie divie styczne do tej
krzywej, toyproicadzone z punktdio kotowych urojonych K, —K2.

Do linii krzywej stopnia 2-go mozna z kazdego punktu, a wiec i z pun-
ktow K, i K3, wyprowadzi¢ dwie styczne. Dwie styczne z K, przecinaja
sie z dwiema stycznymi z Kj w czterech punktach; a zatym linije krzywe sto-
pnia 2-go posiadajg cztery ogniska. Z tych ognisk dwa sg zawsze rzeczywi-
ste, a dwa urojone. Albowiem Kierunki, w ktérych leza punkty Kj i Ka, s3
urojone i sprzezone, wiec i styczne z K, bedg sprzezone ze stycznymi z K2.
A mianowicie, jezeli D,-fDaK—I~0O i Da+ D"J/~" —0 sa réwna-
niami stycznych z K,, to réwnania stycznych z K2 bedg ksztattu
T>1—I>2\ — 1= 0 i D3—Di |/ — 1= 0. A zatym tylko przeciecia sie dwu
par stycznych

D. = D.-DalJ/~"0Oi Da+ D"K"n:,
dadzg ogniska rzeczywiste, gdy tymczasem przeciecia sie¢ pozostatych dwu par

D,D3-DJ/ =1 =0 + D,-D2K~* =0
dadzg ogniska urojone ze sobg sprzezone.

Wiadomo, ze parabola ma asymptote w nieskoriczonosci, czyli jest sty-
czng do prostej w nieskorczonosci, a wiec, z uwagi, ze proste w nieskonczono-
§ci mozna uwaza¢ jako razem sie z sobg schodzace, jest styczng do prostej
KiKj. Dlategotez punkt stycznosci w nieskoriczonosci jest jednym z ognisk
rzeczywistych paraboli (jako przeciecie sie jednej stycznej z K, zjedng sty-
czng sprzezong z K3). Co sie za$ tyczy dwu ognisk urojonych paraboli, to
sg nimi same punkty Ki i Kg. Parabola posiada zatym w odlegtosci skon-
czonej jedno tylko ognisko rzeczywiste.

152. Wychodzac z tego okreslenia, wynajdziemy spétrzedne ognisk
dla trzech krzywych stopnia 2-go, danych przez réwnania

) Y= 1§ yn=z2px.

AV tym celu przeksztatcimy naprzdd te réwnania przez wprowadzenie spoét-
rzednych linii prostej na miejsce spdtrzednych punktu. Z rdwnania stycznej
w punkcie (x', y') wypadajg na spotrzedne stycznej do elipsy i hiperboli
wartosci:

a na spotrzedne stycznej do paraboli wartosci:

u= — skad = —
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AYstawiajac te wartosci za a;'i ij odpowiednio w réwnania — + -p- = 1
i — otrzymujemy
(6) uhi-AhH"-—1 i =

jako réwnania elipsy, hiperboli i paraboli we spétrzednycli linii 2)rostej. We-
dtug okreslenia ognisk, danego w artykule poprzedzajacym, prosta

jest styczng do krzywej stopnia 2-go, jezeli a i B sa spdtrzednymi ogniska tej
krzywej. Spotrzedne tej stycznej sa

at pK-I' a+ pK-r

AVskutek podstawienia tych wartosci w réwnania elipsy i hiperboli (6),

otrzymujemy
aip _ (@+p = dh—p-+ 2ap
réwnanie, ktdre sie rosktada na dwa nastepujace:
ap= 0 i a'——a’zpzZ;-"

Pierwszemu uczynimy zados¢, ktadac albo a= 0, albo @= 0. Z réwnania dru-
giego, dla p—O,wypadaa—= [/ a*zp adlaa Op=zJ/ a* [n— 1.
AVidzimy wiec, Ze elipsa i hiperbola posiadajg dwa ogniska rzeczywiste i dwa
ogniska urojone, i ze pierwsze leza na osi wielkiej w elipsie, a rzeczywistej
w hiperboli. ZnalezliSmy zarazem na odlegtos¢ ogniskowa, te same wartos¢,
co wart. 140.

Podstawmy taksamo wartosci (7) za u \ v w réwnanie (6) paraboli;
otrzymamy wtedy na wyznaczenie a i p réwnanie

skad wypada

Ognisko wiec rzeczywiste paraboli lezy na osi gtéwnej, w odlegtosci ~ od
wierzchotka, jak to znalezliSmy w art. 144.

ZASTOSOWANIA METODY BIEGUNOWYCH WZAJEMNYCH.

153. Znajomos$¢ ognisk i kierownic linij krzywych stopnia 2-go do-
zwala nam rozwingé szczegétowiej metode biegunowych wzajemnych, ktorej
zarys podalismy w artykule 103,
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Dwie krzywe S i S nazwalisSmy krzywymi biegunowo wzajemnymi
wzgledem kierownicy stopnia 2-go K, jezeli kazdej stycznej PT do S odpo-
wiada pewien punkt p na krzywej ktory jest biegunem tej stycznej wzgle-
dem K, i jezeli, nawzajem, punktowi stycznosci P stycznej PT do S odpo-
Aviada, jako jego biegunowa wzgledem K, styczna pt do * w punkcie Za
kierownice K mozna wzigé jakagkolwiek krzywa stopnia 2-go; wszakze naj-
prosciej uzy¢ w tym celu kola.

Wezmy wiec za kierownice koto o promieniu li, majace $rodek w po-
czatku spolrzednycli prostokatnych,

(1) =
Roéwnanie biegunowej jakiegokohviek punktu Y (x\ ij) wzgledem tego kota,

@ tuu=

pokazuje, ze ta biegunowa jest prostopadtg do prostej y= t.j. do pro-

stej, taczacej punkt P' ze Srodkiem. Nadto z wiasnosci harmonicznych bie-
guna i biegunowej wypada, ze iloczyn odlegtosci punktu ijego biegunowej
od Srodka kota jest rowny kwadratowi jego promienia (art. 42).

AViedzac to, mozna zwigzek miedzy dwiema krzywymi biegunowo wza-
jemnymi tak wystowi¢: jezeli z jninktu danego O (fig. 42) spuscimy prostopadli
OT na styczna TP do hrzywej S iv piinlccie P i przedtuzymy te prostopadtg do
takiego xmnktu p, aby iloczyn OT. Oi> hyl réwny liczbie statej (k"?),to jako miej-
sce gieometrycznc punktu p otrzymujemy krzywcf, iL, biegunowo ivzajemna z krzywa
S wzgledem kola (opromieniu k), majgcego Srodek iv punkcie O.

Tak okreslajac krzywa
biegunowo wzajemng, moze-
my opuszcza¢ wzglad na
koto-kierownice, a moéwic,
przez skrdcenie, o krzy-
wych biegunowo wza-
jemnycli wzgledem po-
czatku O. Wedtug tego
okreslenia, kazdemu pun-
ktowi na jednej z dwu
krzywych biegunowo wzaje-
mnych S i~ odpowiada pe-
wna $cisle wyznaczona sty-
czna do drugiej z tych krzy-
wych, i, wogdlnosci, kazde-
mu punktowi, zajmujgcemu wzgledem jednej z tych krzywych potozenie
w pewien sposéb okreslone, odpowiada $cisle wyznaczona prosta, zajmujaca
wzgledem drugiej krzywej potozenie w odpowiedni sposéb okreslone.
Wszczeg6lnosci zas:
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a. Kat miedzy dwiema prostymi TQ i T'Q (zajmujacymi wzgledem krzy-
wej S potozenie w pewien sposob okreslone, np. miedzy stycznymi do S w P
i P, jest rowny katowi miedzy prostymi Op i Op\ wyprowadzonymi z po-
czatku O do biegunéw tamtych dwu prostych (punktéw odpowiednich na
krzywej S), p ii?'; albowiem prosta Oj? jest prostopadta do TQ, a Op' do T'Q.

b. Odlegtos$¢ punktu P (majacego potozenie okreslone wzgledem krzywej
S, np. punktu na S) od poczatku O jest réwna odwrotnosci odlegtosci po-
czatku O od biegunowej pt tego punktu (stycznej do X p)» pomnozonej
przez liczbe stala, wyznaczajacg zwigzek miedzy S i S (t.j. przez kwadrat
promienia kota-kierownicy).

154. Jezeli z dwu punktéw P' i P" spuscimy prostopadte P'Q' i P"Q" od-
powiednio na biegunowe punJctéio P" i P' lozgl*dem Tcota-hieroicnictj (1) to
Op'_ OP — Aby tego dowies¢, oznaczmy przez (x\ y') i (X" iy") spot-
rzedne punktéw P' i P" i zauwazmy, ze poniewaz réwnania biegunowych tych
punktéw sa

XX \yy'— =00 xx" A-yy' —™M—o0, zatym

ta  m i P"O"=:

a gdy nadto
—OP" i = wiec
OP".P'Q" OP.V"g"=xx" + yYy"- k" skad
OF_ OP"
PQ'~ P"Q™

Opierajac sie na twierdzeniu powyzszym, tatwo mozna udowodni¢ na-
stepujace:

IP Biegunowo lozajemna ko-
fa (wzgladem poczatku O) jest
krzywg stopnia 2-go, majgcg
ognisko to poczatku, a Uegtmo-
tvg Srodka kota za kieroivnice,
odpowiednig, temu ognisku. Ta
krzytca jest elipsg, parabola,
lub hiperbolg, wedtug tego, czy
poczatek lezy icewnatrz kota,
czy na obioodzie kota, czytez
zewnatrz kota.

Jakoz, niech (fig. 43)

DD' bedzie biegunowa $ro-

dka C kota S wzgledem po-

Ho 430 czatku O; ai? biegunem sty-
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cznej PT do kota S w punkcie P. Stosujac twierdzenie pomocnicze, dopie-
roco dowiedzione, do pary punktéw p \ G i do ich biegunowych PT i DD',

mamy AN = AN Gdy za§ OC i CP oznaczajg dtugosci state, zatym wi-

O«

doczna, ze stosunek A~ miedzy odlegtosciami punktu p, lezacego na bie-
gunowo wzajemnej S z kotem S, od poczatku O i od prostej DD’ jest staty.
Ta biegunowo wzajemna jest wiec krzywa stopnia 2-go, majaca poczatek O
za ognisko, a biegunowa DD' srodka C kota S za odpowiednig kierownice.
Poniewaz nadto ten stosunek jest mniejszy, rowny, lub wiekszy od 1, wedtug
tego, czy OCcCCP, czy OC=:CP, czytez OC>CP, przeto biegunowo wza-
jemna S jest elipsa, parabolg, lub hiperbola, wedtug tego, czy poczatek O
lezy wewnatrz kota S, czy na obwodzie tego kola, czytez zewnatrz niego.

Tozsamo wynika z rozbioru réwnania biegunowo wzajemnej X z kotem S,
ktéreto réwnanie otrzyma¢ mozemy w nastepujacy sposéb. Niech 00 be-
dzie osig a-0w uktadu prostokatnego spétrzednych; ktadac 00 = a, OP= r,
mie¢ bedziemy

3) =

jako réwnanie kota S, jako za$ réwnanie stycznej PT do tego kota w punkcie
P o spotrzednych (x\

4 x—af-f =a —a)

Oznaczmy przez Y) sp6trzedne punktu i?, bieguna stycznej PT. Rowna-
nie biegunowej tego punktu wzgledem poczatku O, t. j. wzgledem kota (1),

ix + riy

i rownanie (4) powinny przedstawiac¢ te same prostg. Mamy zatym

Z tych réwnan i réwnania (X' —a)*+ rugujac X', y'i X, otrzymuje-
my — czyli réwnanie

(5) (a2 - r2)42 _ _ 2/c2ai 4- — O,

ktére jest réwnaniem biegunowo wzajemnej S z kotem S. Ta krzywa jest
oczywiscie elipsa dla a? dr"~, parabolg dla —  a hiperbolg dla

Punkt O jest widocznie ogniskiem, a prosta a*— O, t.j. biegunowa

Srodka O kota S, kierownicg tej krzywej.

155. Zapomoca twierdzenia poprzedzajgcego mozna z twierdzen, od-
noszacych sie do kota, wyprowadzi¢ twierdzenia, odnoszace sie do innych
krzywych stopnia 2-go, odpowiadajace tamtym na mocy zasady dwoistosci.
Zastosujemy ten sposob do przeksztatcenia Kilku twierdzen odnoszacych sie
do kota, wyrazajacych zwiagzki metryczne miedzy katami i odcinkami, przy-
czym bedziemy korzystali z dwu podan kohAcowych art. 153.
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a. »D\ie styczne kota tworzg katy réwne z cieciwg stycznosci®. Te-
mu twierdzeniu, znanemu z gieometryi elementarnej i dajgcemu sie tatwo
udowodni¢ analitycznie, odpowie nastepujace:

Prosta, icypro”caclsona z ogniska krzyioej stopnia 2-go do piinMii przeciecia
sie dwu stycznych do tej krzy wej, jest dicusieczng kata, utworzonego przez promienie
wodzace, tvyproivadzone z ogniska do obu punktéw stycznosci. Albowiem, Kkat
miedzy styczng (fig. 42) TQ i cieciwg stycznosci PP' jest réwny katowi mie-
dzy prostymi Oj)i Oa, Wyprowadzonyml z poczatku O do biegunéw p i g
prostych TQ i PF. Ro6wnos¢ = prowadzi zatym do r6-
wnosci /*pOq= Z (LOp\

b. “"Prosta, faczaca jakikolwiek punkt ze Srodkiem kota, jest prosto-
padtg do biegunowej tego punktu”. Odpowie temu twierdzenie:

Prosta, taczaca ognisko z punktem przeciecia sie jakiejkolwiek siecznej z od-
powiednig kieroicnica, jest prostopadta do prostej, tgczacej ognisko z hiegunem tlj
siecznej. — Jezeli sieczna jest styczng do krzywej, wtedy Uegunoiva punktu
na kierownicy jest prostopadta do prostej, tgczgcej ten punkt z odpowiednim ogni-
skiem (udowodniliSmy to besposredno w art. 149).

c. “Prosta, tgczaca jakikolwiek punkt ze srodkiem kota, jest dwusie-
czng kata zawartego miedzy stycznymi do kota, wyprowadzonymi z tego pun-
ktu«. Jako twierdzenie odpowiadajace, mamy:

Prosta, fgczcica ognisko z punktem przeciecia sie siecznej z kieroicnicg, jed
dwusieczng kata miedzy promieniami wodzacymi, ivyp)rowadzonymiz ogniska do obi
punktoic, to ktorych ta sieczna przecina krzywa.

d. Prosta, tgczaca j)unkty koricowe dwu cieciAv kota do siebie proste-
padtycli, wyprowadzonych z jednego punktu na kole, przechodzi przez Srodet
kota." Poniewaz biegunowo wzajemna kota wzgledem punktu, z ktoreg)
wychodzg cieciwy, jako punktu lezagcego na kole, jest parabolg, wiec wypc-
wiedzianemu twierdzeniu odpowie:

Miejscem gieometrycznym punktu przeciecia sie stycznych do paraboli, do sii-
l)ie prostopadtych, jest kierownica.

e. “Miejscem gieometrycznym wierzchotka trojkata, ktérego podsta-
wa i kat przy wierzchotku sg dane, jest koto, przechodzace przez punkty kon-
cowe podstawy

Jezeli sg dane kierunki dwu bokow trojkajta i wielkosci kata, majacego wierz-
chotek w punkcie statym, a ramiona skierowane ku punktom koAcowym podstaw/
trojkata, to obwiednig podstawy jest krzywa stopnia 2-go, do ktorej stycznymi sg obi
te boki trojkata, a ktérej ogniskiem jest 6w punM staly.

f. ~Suma albo roéznica (zaleznie od tego, czy poczatek lezy wewnatrz,
czytez zewnatrz kota) prostopadtych, spuszczonych z poczatku na pare sty-
cznych do kota, réwnolegtych do siebie, jest statg i rowng srednicy kota.
Poniewaz dwu stycznym do kota S (fig. 43), rownolegtym do siebie, odpowia-
daja, jako bieguny, dwa punkty na prostej przechodzacej przez poczatek Q
t. j. przez ognisko biegunowo wzajemnej S, zatym:
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W elipsie suma, a w hiperboli rdznica odicrotnosci odcinkéto cieciwy, przecho-
dzgcej przez ognisko, jest stata.

g. "Pole prostokata, wystawionego na odcinkach kazdej cieciwy kota,
przechodzacej przez ten sam punkt (np. przez poczatek) jest state™.

I"ole prostokata, tvi/stawionego na prostopadtych, spuszczonych z ogniska krzy-
ivej stopnia 2-go na dwie styczne rownolegte, jest state.

I t. d.

CWICZENIA.

yt

e = 1, y rzedng tego punktu: oka-

(113). P jest punktem na elipsie "

za¢, ze tgAPA'=
aehj

(114). Jezeli wyprowadzimy j?kiekolwiek dwie proste réwnolegte, jidne
z ogniska F, a drugg z korica A osi wielkiej elipsy, i oznaczymy przez P i Q punkty,
w ktérych te proste przecinajg 0§ mata, wowczas koto, majgce $rodek w P i pro-
mien réowny QA, albo jest stycznym do elipsy, albo lezy zewnatrz elipsy.

(115). Dowiesé, ze dwie elipsy, majagce mimosrody réwne, a osi wielkie ré-
wnolegle, moga mie¢ tylko dwa spdlne punkty; oraz okazaé, ze jezeli trzy takie eli-
jisy przecinajg sie po dwie w punktach P i P', Qi Q', Ri R', to trzy-proste PP’

ER' przechodzg przez jeden punkt.

(116). Znale$¢ miejsce Srodka kola wpisanego w tréjkat, utworzony przez
0$ wielka elipsy i promienie wodzace FP, F'P, wyprowadzone z obu ognisk do pun-
ktu biezgcego na elipsie.

(117). Kwadrat, wystawiony na polowie $rednicy elipsy lub hiperboli jest
réwnowazny z prostokatem, wystawionym na promieniach wodzacych, wyprowadzo-
nych z obu ognisk do punktu kohcowego S$rednicy, z tamtg sprzezonej.

(118). Odlegtos¢ punktu na hiperboli réwnobocznej od $rodka jest $rednig
gieometryczng odlegtosci tegoz punktu od obu ognisk.

(119). Jezeli T jest punktem przeciecia sie dwu stycznych w P i P' do pa-
raboli, a F jej ogniskiem, to okaza¢, ze L TR,

FP FP

(120). Okaza¢, ze prostopadta spuszczona z ogniska krzywej stopnia 2-go na
jakagkolwiek cieciwe, $rednica z ta cieciwg sprzezona, i kierownica do tego ogniska
nalezaca, przecinajg sie¢ w jednym punkcie.

(121). Wierzchotek kata danego obraca sie okoto ogniska krzywej stopnia
2-go; w punktach przeciecia sie ramion kata z krzywa kreslimy styczne do krzywej:
znale$¢ miejsce przeciecia sie tych stycznych.

(122). Styczng do elipsy w punkcie P przedtuzamy az do przeciecia sie
w punktach Qi Q' ze stycznymi w wierzchotkach A i A': znale$¢ miejsce punktu
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przeciecia sie R promieni F'Q i FQ', tudziez punktu przeciecia si¢ S promieni FQ
1 F'Q', i okaza¢, ze trzy punkty P, R, S lezg na jednej prostej.
(123). Z punktu P(a, [3) spuszczamy prostopadtg na biegunowg tego punktu
y2
wzgledem elipsy -frn 1; ta prostopadta przecina o$ matg w punkcie D, a bie-
gunowa przecina te 0§ w punkcie E: okaza¢, ze koto opisane na DE, jako ca $redni-

cy, przechodzi przez ogniska elipsy.

(123). Jeden wierzchotek réwcolegtoboku opisanego na elipsie przebiega je-
dne kierownice: okazaé, ze wierzchotek przeciwlegty przebiega wtedy druga Kiero-
wnice, a dwa pozostate wierzchotki jednocze$nie opisujg koto, nakres$lone na osi
wielkiej, jako na $rednicy.

(125). P jest punktem na hiperboli, P, punktem na hiperboli sprzezonej i ta-
kim, ze OP i OPi sg potowami S$rednic sprzezonych, a F i F, sg ogniskami wewne-
trznymi gatezi odpowiednich hiperbol, na ktérych te punkty lezg: okazaé, ze rézni-
ca dtugosci FP i F,P, jest réwna roznicy dtugosci AO i BO.

(126). Dwie styczne do paraboli y~=2px tworza kata: okaza¢, ze miej-
scem ich punktu przeciecia jest hiperbola, majgca to samo ognisko i te same Kiero-
whnice.

(127). Dwie parabole majg sp6lne ognisko i spdlng oS, a styczna do jednej
przecina styczng do drugiej pod katem prostym: znale$¢ miejsce punktu przeciecia
sie tych stycznych.

(128). Miejscem bieguna prostej statej wzgledem szeregu krzywych stopnia
2 go spotogniskowych jest prosta, do prostej statej prostopadta. Jezeli dana prosta
dotyka jednej z tych krzywych, to miejscem jej bieguna jest normalna do tej krzy-
wej. Na mocy tego okaza€, ze styczne do krzywej stopnia 2-go w punktach prze-
ciecia sie tejze krzywej ze styczng do krzywej spotogriskowej, przecinajg sie na nor-
malnej do tej ostatniej krzywej.

(129). Réwnanie biegunowe cieciwy, taczacej punkty krzywej r— -—

1 ( ecoso
odpowiadajace wartosciom G”a + P i6 = a—p, jest - = (jcos6-f secpcos(Q - a).
. P . . J) .
(130). Réwnanie biegunowe stycznej do krzywej ~ w punkcie,
1+ ecoso

odpowiadajgcym wartosci 6=: a, jest — ecos6 A- cos(8 — a).

(131). Ro6za wiatrow ora promieniach obraca sie okoto swego $rodka, umie-
szczonego w ognisku elipsy: okazaé, ze suma odwrotnosci n promieni, rachowanych
od ogniska az do ich przeciecia sie z elipsg jest stata.

(132). Na osi wielkiej elipsy, jako na $rednicy, kreslimy koto; rzedna punktu
P na elipsie spotyka okrag w punkcie Q: okaza¢, ze oznaczajac AFP — 6,

/ AFQ:=1/, FP:=r, mamy r= a(l— ecosw), tg” = tg e



BOZDZIAL XI

ROWNANIA LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO WE SPOLRZEy
DNYCH TROJKATNYCH.

ROWNANIE OGOLNE.

156. Wezmy pod uwage réwnanie ogdlne stopnia 2-go we spotrzednych
trojkatnych (prostopadtych) punktu

1)
gdzie Uk = ttki. Poniewaz stopien réwnania (1) nie zmieni sie, jezeli od spot-
rzednych tréjkatnych przejdziemy do spoétrzednych Descartes'a, wiec rowna™
nie (1) przedstawia albo pare prostych, albotez jedne z linij krzywych, kto-
reSmy nazwali linijami krzywymi stopnia 2-go.

Oznaczmy przez A wyr6znik wielomianu
)
Jezeli A~0, wolweczas rdwnanie (1) daje sie roztozyé na iloczyn dwu ré-

wnan stopnia kgo (art. 77) i przedstawia wtedy dwie proste, ktérych ré.
whnania sg

©)
gdzie (art. 78)
(4)

Zaznaczmy, ze te dwie proste bedg do siebie prostopadie wrazie, jezeli
(art. 63)

lub, wskutek (4),
(5)



174 GIEOMKTRYJA ANA.LITYCZNA PLASKA.

Jezeli zaS§ A"O, to rownanie (1) przedstawia elipse, hiperbole lub parabole.
Aby te trzy przypadki od siebie odrézni¢, dos¢ przypomnie¢, Zze elipsa po-
siada dwie asymptoty urojone, hiperbola dwie asymptoty rzeczywiste® a para-
bola jedne asymptote, ktdrg jest prosta rzeczywista w nieskonczonosci, czyli,
Ze prosta w nieskoriczonos$ci (cieciwa stycznosci obu asymptot) przecina eli-
pse i hiperbole: pierwszag w dwu punktach urojonych, a drugg w dwu pun-
ktach rzeczywistych, a jest styczng do paraboli. E6wnanie za$ prostej w nie-
skonczonosci jest (art. 61)

(6)

gdzie K, 72  oznaczajg trzy wysokosci tréjkata odniesienia, odpowiadajace
wierzchotkom A,, Ag, A3.
Rugujac Xi z réwnan (1) i (6), otrzymujemy

. . . ., . . . cC - s
Pierwiastki tego rdéwnania z niewiadomg — sg zespolone, rzeczywiste rozne
X<I

lub réwne, stosownie do tego, czy wyrdznik jego strony lewej

jest dodatny, ujemny, lub réwny 0. Wykonawszy dziatania wskazane i, dla
skrocenia, oznaczywszy przez A,i ilos¢ dotaczong do elementu  wyznacznika
A, znajdziemy, ze ten wyroznik jest rowny

gdzie

()

A zatym: roicnanie (1) przedstawia elipse, hiperbole, lub parabole zaleznie od tego,
czy wyrazenie (7) A jest ujemne, dodatne, lub réwne 0.

157. Oznaczajac przez //a?,, &% 073), /af*r,, i/afa?,, @2 oC)) poto-
wy pochodnych czastkowych funkcyi /(Cc,, &  wzgledem iCi, i 73 znaj-
dziemy taksamo, jak w art. 89,

(8)
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jako réwnanie biegunowej punktu fx't, t', wzgledem krzywej (1). Stad
czytamy, iz réwnania

©)

przedstawiajg odpowiednio biegunowe wierzchotkéw A,, A2, A3 tréjkata od-
niesienia, t. j. punktéw, dla ktérych odpowiednio —
lub x\

Dwa trdjkaty zowiemy biegunowo wzajemnymi lub ze sobg
sprzezonymi, jezeli wierzchotki jednego z nich sg biegunami bokéw dru-
giego. Wedtug tego okreSlenia, trojkat odniesienia AjAjAa i trojkat
BiBaBa, ktdrego boki B"Bj, B3B,, BjBj sa przedstawione przez réwnania
(9), tworza pare trojkatow ze sobg sprzezonych.

Latwo spotrzec, ze te dwa trojkaty sa spdtosiowe, a wiec i spothieguno-
we (art. 31). Jakoz, dla punktéw C,, C2, C3, w ktdrych sie przecinajg pary
bokdw odpowiednich tych dwu tréjkatéw
i B,B2, mamy odpowiednio

Te trzy zatym punkty leza na jednej prostej, albowiem widocznie

Widzimy wiec, ze: chcgtrdjkaty sc sobg sprzezone wzgledem krzywej stopnia 2-go,
sg spolosioicymi, a tcieci spolbiegunoicymi.
Rdéwnanie (8) przedstawia zarazem styczng do krzywej (1) w punkcie
jezeli
Oznaczmy przez ") spbirzedne tréjkatne (prostopadte) linii sty-
cznej (8); wtedy

liadto mamy

llugowanie $pétrzednych punktu stycznosci (x\, i czynnika x z tych
czterech réwnan daje



220

GIEOMKTRYJA ANA.LITYCZNA PLASKA.

(10)

lub, rozwingwszy wyznacznik,
(10

Jest to roéwnanie linii krzywej stopnia 2-go we spdtrzednycli tréjkatnych
(prostopadtych) linii prostej.
158. Taksamo, jak w artykule 93, znajdziemy nastepnie

(11)

jako réwnanie pary stycznych do krzywej (1), wyprowadzonych z punktu

Wszczeg6lnosci  za$ réwnania par stycznych, wyprowadzonych

z punktow = —0, x'3=x"'i=0, = j, z wierzchotkéw
trojkata odniesienia, sg odpowiednio

Jezeli
sg réwnaniami stycznych tych par, to naten”

czas widocznie

skad wynika

To réwnanie wyraza uwagi godng wiasno$¢ szescioboku opisanego na krzy-
wej stopnia 2-go. A mianowicie, jezeli A,, Bg, Aa, B,, Ag, Ba sg w tym po-
rzadku po sobie nastepujacymi wierzchotkami szescioboku opisanego na krzy-
wej stopnia 2-go (Aj, Aa, Ag sg wierzchotkami trdjkata odniesienia, a Bg,
Bj, Ba punktami przeciecia sie stycznych AjBa, A2B3; AaBj, AgB,; AgBa,
A,Ba, wychodzacych odpowiednio z Aj, Aa; A2, A3; Ag, A,), to, wskutek
znaczenia czynnikbw X (art. 27), réwnanie powyzsze wyraza zwigzek naste-
pujacy:

(12)
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Jezeli podobnie wyprowadzimy takie wzory dla spétrzednycli u, zamiast &, to
otrzymamy twierdzenie Carnofa (art. 119); a mianowicie: jezeli boki troj-
kata A2A3, A3A,, A ,Ag przecinajg krzywg stopnia 2-go w punktach B,, B';;
B2, B2; B3, B'3, wdwczas

(127)

159. Biegun prostej w nieskonczonosci nazwaliSmy Srodkiem krzywej
stopnia 2-go. Oznaczmy sp6trzedne Srodka przez (ic®, i poréwnaj-
my réwnanie biegunowej tego punktu z réwnaniem (6) prostej w nieskonczo”
nosci; otrzymamy

(13)

Rozwigzawszy te rdwnania wzgledem o®, fIR) i uwzgledniwszy nastepnie
zwigzek o , mie¢ bedziemy

(14)

gdzie A i A maja znaczenie,okreslone wzorami (2) i (7). Stad czytamy, Ze $ro-
dek paraboli lezy w odlegtosci nieskoriczonej; albowiem wtedy A=i.O (art. 156).

Podstawmy wartosci (14) za jd®, me®, BPw réwnaniu pary stycznych,
wychodzacych z punktu ago, otrzymamy wowczas réwnanie pary
asymptot. Poniewaz, wskutek (13) i (14),

wiec rownanie asymptot krzywej (1) jest nastepujace:

(15)
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Asymptoty sa. do siebie prostopadte, jezeli (art. 156)

gdzie (art. 60)

Atoli wyrazenie jest réwne 0. Jakoz, oznaczywszy przez

dtugosci bokow A2A3, A3A,, A,Aa tréjkata odniesienia, mamy

lub, uwzgledniwszy, ze

Z dodania za$ tych trzech réwnan wypada = 0. Asymptoty

zatyni krzywej (1) sa do siebie prostopadie, jezeli
(16)

To réwnanie wiec, tgcznie z nieréwnoscig A>>0 (art. 156), wyraza w"arunek,
pod jakim réwnanie (1) przedstawia hiperbole réwnoboczna.
160. Pozostaje jeszcze znaleS¢ warunki, pod jakimi roéwnanie (1)
przedstawia koto. W tym celu oznaczmy (fig. 44) przez
punkty, w ktérych boki
tréjkata odniesienia przecinajg te krzywa.
Jezeli krzywa jest kotem, w*wczas mamy
(art. 1177

(17)

Oznaczmy jeszcze przeziaj™a odlegtosci pun-
ktow & i Y2 od boku AIA2, a przez g odle-
gtosci punktow ag, Ry od boku AgA, i po-
mnézmy pierwszg z réwnosci (17) przez
sin™Ai; wypadnie nam
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["odstawmy nadto w réwnaniu (1) i w réwnaniu

a z rownan tak otrzymanych wyrugujmy Xi. Otrzymamy wtedy réwnanie

ktorego pierwiastkami sg P2 i ty, mamy zatym

Taksamo znajdziemy

Gdy za$ p~r™p”ps, wiec

Postepujac podobnie z dwiema pozostatymi réwnosciami (17), znajdziemy

(18)

Te warunki sg nietylko konieczne, ale i wystarczajace; albowiem jest ich dwa
i oba sg od siebie rozne.

Rdéwnania warunkowe (18) mozna widocznie takze tak pisac:
(18)
albo
(18"

Podstawiajagc w réwnaniu (1) za aMi i a,2 wartosci, wynikajagce z réwnan
warunkowych (18"), otrzymamy réwnanie kota w postaci

lub
(19)
WeZzmy pod uwage jeszcze drugie koto,
(20)

i odejmijmy od siebie te dwa réwnania; etrzymamy
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t. j. rbwnanie dwu prostych:

(21)

ktore przechodza przez pary punktow, w ktérych te dwa kota (19) i (20) sie
przecinaja. Pierwsza z tych prostych jest prostg w nieskoficzonosci (art. 61),
przechodzaca przez dwa punkty kotowe urojone, a druga jest cieciwg spolng
obu két.

Whprowadzmy w réwnanie (21) wstawy katow Aj, Aa, Ag zamiast bo-
kéw Sj, Sa, Sg; wtedy to rédwnanie cieciwy spdlnej obu kot przywiedzie sie do
postaci

(22)

ROWNANIE KRZYWEJ STOPNIA 2-GO, OPISANEJ NA TROJKACIE.

161. Jezeli krzywa

przechodzi przez wierzchotki A,, Aa, Ag trojkata odniesienia, t.j. przez
punkty, ktérych spotrzedne sg 0, 0), (O, /la, 0) i (O, O, /lg), to natenczas jest

a zatym

)

jest rownaniem krzywej stopnia 2-go, opisanej na tréjkacie, przyjetym za
tréjkat odniesienia.
Réwnanie (2) mozna tak pisac:

ta krzywa zatym przechodzi (art. 145) takze przez punkty, w ktérych prosta
+ cfafc=:0 przecina bok a"a”O i ccg”O; a ze ta prosta przecina te boki
w punkcie A,, wiec réwnanie

przedstawia styczna do krzywej (2) w wierzchotku A,. Taksamo rdwnania
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przedstawiajg styczne do krzywej w punktach

Te trzy styczne w wierzchotkach trojkata odniesienia przecinajg sie z bo-
kami przeciwleglymi tegoz tréjkata wtrzech punktach, lezacych na prostej

a zatym trojkat odniesienia i trojkat, utworzony przez styczne to wierzchotkach
trojkata odniesienia, sg spotosiowymi, a wiec i spothiegunotoymi. To twierdzenie
jest przypadkiem szczeg6lnym twierdzenia art. 157.

162. Niech (x\,x\,x')), crL A, NM3), G, a:™) beda spot-
rzednymi trzech punktow danych B,, BA B”; te punkty razem z trzema pun-
ktami Al, A2, A3 (wierzchotkami tréjkata odniesienia) leza na tej samej
krzywej stopnia 2-go, jezeli

skad wynika

To réwnanie warunkowe mozna tatwo przywiesé do postaci:

X
X
X

Na mocy tego mozna dowies¢ twierdzenia, znanego pod nazwg twier-
dzenia PascaFa: lo szeScioboku wpisanym w krzywa stopnia 2-go trzy pary bokéw
przeciwlegtych przecinajg sie w trzech punktach, lezacych na jednej prostej. —
Jakoz, niech AjBaAjBiAgBa bedzie danym szeSciobokiem, wpisanym
w krzywa stopnia 2-go. Obrawszy trojkat AjAjAg za trojkat odniesienia
i oznaczywszy przez (x\, X\ (x™, spotrzedne
wierzchotkéw Bj, Ba, B3, mamy

jako réwnania bokdw
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Dla punktow zatym przeciecia sie tych trzech par bokéw przeciwleglych ma-
my odpowiednio:

Te trzy punkty leza na jednej prostej, pod warunkiem, aby

Ten za$ warunek jest dopetniony, albowiem punkty B,, Bj, B3 razem z pun-
ktami A,, Aj, a3 lezg na tej samej krzywej stopnia 2-go.

163. Eownanie krzywej stopnia 2-go, opisanej na tréjkacie odniesie-
nia, we spotrzednych linii prostej, jest (art. 157)

®3)

3)

Ostatnie rownanie mozna jeszcze tak pisac:

(3")

Krzywa (2) jest wiec parabolg, jezeli (art. 156)

(4)

a elipsa, lub hiperbolg wrazie, jezeli lewa strona wzoru (4) jest odpowiednio

dodatna, lub ujemna.
164. Krzywa (2) jest za$ kotem, jezeli (art. 160)

a zatym réwnanie



KRZYWE STOPNIA DEUGIEGO WE SPOLEZEDNTCH TROJKATNYCH. — 164. 183

®)
przedstawia koto, opisane na trdjkacie ALA2A3. — Latwo spostrzec, ze takze
rownanie

(6)

przedstawia koto; warunki bowiem (18") wart. 160 sg oba dopetnione.
Na mocy tego mozna udowodnié, Ze koto, przechodzace przez $rodki trzech
boJcéw trojkata, przechodzi zarazem przez spodki trzech jego 'wysokosci.
Znajdzmy naprzod réwnanie kota, ktére przechodzi przez $rodki B,, Ba,
Bj bokéw A2A3, AgAj, AAa tréjkata odniesienia. AV punkcie B, mamy
Wstawiajagc te wartoSci w rdwnanie
kota (6), otrzymamy: sinA" + 2(x2sinA3 + X3sinA2) = 0, lub z uwagi, ze
S:

Taksamo wyrazajac, ze koto (6) przechodzi przez B2 i B3, znajdziemy

ytad wynika

A zatym

(7

jest rdwnaniem kota, przechodzacego przez $rodki bokow B,, B_, B3.
Toz réwnanie (7) przedstawia takze koto, ktdre przechodzi przez spodki
, C3 prostopadtych z A,, Aa, A3 na boki przeciwlegte A2A3, A3A,,
Jakoz, w punkcie Cj mamy &, =0 i %:ir3 cosAg:cosAa. Wsta-
wiajac te Avartosci w réwnanie (6), otrzymamy

i taksamo, biorgc pod uwage punkty C2i C3, znajdziemy

Stad wynika znowu

stawiajgc te wartosci w réwnanie (6), otrzymujemy réwnanie (7).
Okazemy teraz, ze koto, przechodzace przez $rodki Bi, Bj, B3 trzech bokéw
trojkata, a witc i przez spodki prostopadtych na te
loki z wierzchotkéw A,, Aa, A3, przechodzi zarazem przez $rodki Di, Da, 1)3 trzech
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prostych OA,, OA”, OAg, ktére tacza pimU przeciecia sie tych prostopadtych
z ivierzchotlcami tréjkata.

Jakoz, koto (7), przechodzac przez spodki C,, Ca, C3 prostopadtych,
spuszczonych w tréjkacie OA2A3 z wierzchotkdw O, Aa, A3 na przeciwlegte
boki A2A3, A30, OA2, przechodzi takze przez srodki B,, D3, Dj tych bo-
kéw. Biorac taksamo pod uwage trojkaty OA3ALi OAIA]j, znajdziemy, ze
koto (7), przechodzace przez C,, Ca, C3, przechodzi takze odpowiednio przez
Ba, D,, Ds i przez Bn, D,, D,. Koto (7) przechodzi zatym przez 9 punktdw:

i dlatego nazywa sie kotem dziewie-
ciu punktéw.

KOWNANIE KRZYWEJ STOPNIA 2-GO, WPISANEJ W TROJKAT.
165. Krzywa stopnia 2-go, dana przez réwnanie
@) _
wtedy dotyka boku A2A3 tréjkata odniesienia, jezeli to rownanie dla Xy—{)
daje dwie wartosci rowne na ~2-"3? a zatym, jezeli tréjmian

jest kwadratem zupetnym, t.j. jezeli 3= %233 Podobnie znajdziemy, ze
do krzywej (1) boki A3A, i AiAo, sg styczne, jezeli odpowiednio a™V\za/Mai"
i — Stad wypada, ze réwnanie krzywej stopnia 2-go wpisanej
w tréjkat odniesienia, winno mie¢ wogole ksztatt:

0]

Jezeli wroéwnaniu (2) wszystkie pierwiastki przyjmiemy jako dodatne, lub je-
den jako dodatny, a dwa pozostate jako ujemne, to natenczas réwnanie (2)
przedstawiaé bedzie prostg podwojna, albowiem sprowadzi sie odpowiednio do:

Jezeli wiec réwnanie (2) ma przedstawia¢ krzywa stopnia 2-go, to, ktadac
1 = = mie¢ je bedziemy w jednej z czterech postaci:

ktére mozemy przedstawic inaczej, piszac
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Kazcie z tych réwnan przedstawia krzywa stopnia 2-go, wpisang w trojkat
odniesienia. Przy zatozeniu «i>0, ao>0, a3>0, pierwsze z réwnan (3)
lub (3) przedstawia krzywag wpisang wewnetrznie, albowiem tylko wtedy
rtoO”a™O, Qs > O, gdy tymczasem trzy réwnania pozostate przed-

stawiaja jednoczesnie krzywe stopnia 2-go wpisane zewnetrznie i odpowiednio
przeciwlegte wierzchotkom Ai, Ao i A3 tréjkata odniesienia. — Zauwazmy
jeszcze, ze ostatnie trzy réwnania (3) lub (3') powstajg zréwnania pierwszego
przez zmiane znaku odpowiedniego ze spdtczynnikdw aj, éa i

Réwnania (3) wyrazaja uwagi godna wiasnosé trojkata opisanego na
krzywej stopnia 2-go. Jakoz, piszac pierwsze z réwnan (3) w postaci

widzimy (art. 145), ze proste

sg stycznymi do krzywej, a prosta

jest odpowiednia cieciwg stycznosci. Ta za$ prosta, jak to wida¢ zjej ro-
wnania, przechodzi zarazem przez wierzchotek A,, a przeto, fgczy wierzcho-
fek A, z punktem stycznosci B, boku przeciwlegtego AjAg. Taksamo znaj-
dziemy, ze réwnania

przedstawiajg proste, tgczace odpowiednio wierzchotki Aa i A3 z punktami
stycznos$ci Ba i B3 bokéw przeciwlegtych AgA, i A,Aa- Poniewaz suma
rownan tych trzech prostych A,B,, AaB” i A3B3 jest tozsamosciowo réwna O,
przeto te trzy proste przecinajg sie w jednym punkcie. A zatym:

Proste, tgczace tcierzchokki tréjkata, opisanego na krzyioej stopnia 2-ego, z pun-
ktami stycznosci lokow przeciwlegtych, przecinajci sie wjednym punkcie.

Oznaczywszy przez C,, Co, C3 punkty, w ktérych proste A,B,, A"B.,
A3B3 przecinajag krzywa stopnia 2-go, inne, niz punkty B,, B., B3; wtedy
rownania stycznych do krzywej w punktach C,, Ca, C3 sa odpowiednio:

— [/ m~n £EM. 7 00 - u “in

Te styczne przecinajg sie z odpowiednimi bokami przeciwlegtymi

w trzech punktach, lezagcych na jednej prostej

albowiem
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166. RoOwnanie krzywej stopnia 2-go, wpisanej w tréjkat odniesienia,
we spotrzednych linii prostej jest

4)

rozwingwszy wyznacznik i uprosciwszy, otrzymamy

"Wychodzac za$ z rdwnania ostatniego, znajdziemy taksamo, jak w art. 162,

jako warunek, pod ktérym trzy proste

razem z bokami trdjkata odniesienia sg stycznymi do krzywej
stopnia 2-go. Nastepnie taksamo, jak poprzednio, dowies¢ mozemy nastepu-
jacego twierdzenia:

Trzy proste, Icimice trsij pary ivierschotMiv przedwleytych szescioboku opisa-
neyo na lirsywej stopnia 2-yo, przecinaja si<” w jednym punkcie.

To twierdzenie, podane przez Brianclion'a, daje sie wyprowadzi¢ metodg
wzajemnych biegunowych z twierdzenia PascaPa (art. 162). Jakoz, krzywej
stopnia 2-go S odpowiada, jako biegunowo wzajemna, krzywa takze stopnia

Punktom A,, Bg* Aa, Bi, Ag, Bo na krzywej S odpowiadajg styczne

do krzywej I, a cieciwom AjBg, B3A,, A2B,, BjAg, A3B2,

B2A,, czyli bokom szescioboku wypisanego w S, odpowiadajg punkty (aiPa)?

, czyli wierzchotki szescioboku opisanego na

krzywej S. Punktom przeciecia sie par bokéw przeciwlegtych AjBj, A3BI,;

odpowiadajg, jako biegunowe, proste taczace pary

wierzchotkow przeciwlegtych (aip®), (a3p,); (a.p,), a\Pa); ("sPa), Ponie-

waz poprzedzajgce trzy punkty lezag na jednej prostej, przeto ostatnie trzy

proste przecinajg sie w jednym punkcie, biegunie tamtej prostej. Twierdze-
nie Brianchon'a jest wiec i w ten sposob dowiedzione.
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Z wzoru (4") czytamy jeszcze, ze prosta
®)

jest styczng do krzywej, wpisanej w tréjkat odniesienia, jezeli

(«)

167. Krzywa, przedstawiona przez rownanie

)
jest kotem, jezeli (art. 160)

a przeto

8)
lub

Cztery réwnania warunkowe (8) odpowiadajg czterem kotom, a mianowicie

kotu wpisanemu wewnetrznie i trzem kotom wpisanym zewnetrznie. Biorac
znaki wyzsze, mamy

skad wynika

A zatym

albo
(9"

jest rownaniem kota, wpisanego wewnetrznie w trojkat odniesienia. Trzy po-
zostate réwnania warunkowe (8) dadza odpowiednio
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jako réwnania két, wpisanycli zewnetrznie w trdjkat odniesienia.

168. Mozemy teraz dowies$¢, ze lioto dziewieciu 'punktow (art. 164) jest
styczne do Tcazdego z czterech Tidl tcpisanycli iv tréjkat. W tym celu do$é okazac,
ze spoina cieciwa kota dziewieciu punktéw i ktoregokolwiek z czterech kot,
wpisanych w tréjkat, jest styczng do obu két.

AVezmy pod uwage np. koto, wpisane wewnetrznie w trojkat (9), i koto
dziewieciu punktdw, ktérego réwnanie mozna przywies¢ do postaci

Podtug wzoru (22) w art, 160 réwnanie cieciwy spélnej tych dwu kot jest

albo, z uwagi, ze

albo nakoniec
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Mozna uprosci¢ to réwnanie. "Wyrazmy wstawy i dostawy potow katow Aj,
A2, A3 i catycli katow przez diugosci bokow Sj, s* Kiladac jednoczesnie

, mie¢ bedziemy, po uskutecznieniu fatwycli uproszczen, na-
przéd

i nakoniec

ktore jeszcze mozna przywies¢ do postaci

(11)

tatwo okaza¢, ze prosta (11) jest styczng do kota, wpisanego wewne-
trznie w tréjkat odniesienia, t.j. do kota (11). Jakoz, warunek stycznosci
prostej (11) do kota (9) sprowadza sie, podtug wzoru (6), do

a ten warunek jest dopetniony, na mocy znanej z trygonometryi wasnosci
tréjkata.

Taksamo mozna okaza¢, ze spolna cieciwa kota dziewieciu punktow
i ktoregokolwiek z trzecli két, wpisanych zewnetrznie w trdjkat, jest spélng
styczng tych kot, a tym samym uzupetni¢ dowdd twierdzenia, powyzej wy-
powiedzianego.

Tego twierdzenia dowiddt pierwszy Feuerbach.



190 GIEOMKTRYJA ANA.LITYCZNA PLASKA.

ROWNANIE KE7.YWEJ STOPNIA 2-GO, ODNIESIONE DO TROJKATA Z SOBA
SAMYM SPRZEZONEGO.

169. Zapomoca przeksztatcenia linijowego, czyli j)rzez odniesienie do
innego trdjkata, mozna rownanie ogdlne

1
sprowadzi¢ do postaci
2 -j- +ttga"a"— O
nieskoriczenie wielu sposobami, albowiem wzory, stuzace do zamiany spotrze-
dnych tréjkatnych na inne tréjkatne, zawierajg 9 spétczynnikdw, ktére pod-
dajemy tylko 3 warunkom, mianowicie, zeby trzy spotczynniki ajs?  i”™M2
w rownaniu przeksztatconym byty réwne zeru.

Nadajac réwnaniu (2) jedne z trzech postaci

(0CzV a.3 A-Xi}J/ —ai)fx3y ttg—"r, a,)
@ J/a, + CY K«i — "a) + =

widzimy, ze boki tréjkata odniesienia sa cieciwami stycznosci odpowiednich
par stycznych do krzywej, wyprowadzonych z wierzchotkdw, tym bokom prze-
ciwlegtych, czyli, ze kazdy bok trojkata odniesienia jest biegunowa wierz-
chotka przeciwlegtego. Trdjkat, w ktérym kazdy bok jest biegunowa wierz-
chotka przeciwlegtego, t.j. trojkat biegunowy (art. 90, 98), nazywamy (art.
157) tréjkatem z sobg samym sprzezonym. A zatym trujk(it, do
ktérego réwnanie (2) jest odniesione, jest trdjkatem z sobg samym sprzezonym.

Krzywa (2) jest elipsa, hiperbolg, lub parabolg, wedtug tego, czy wy-
razenie (art. 156)

Jest dodatne, ujemne, lub réwne 0. AYrazie, gdy jeden lub dwa ze spdtczyn-
nikow «2) «3 sa réwne O, réwnanie (2) przedstawia oczywiscie albo dwie
proste, albo jedne prosta podwdjna. Jezeli wiec réwnanie (2) ma przedsta-
wiac krzywa stopnia 2-go, to zaden z tych spétczynnikéw nie moze by¢ 0. Stad
wynika, ze réwnanie (2) przedstawia parabole, jezeli

1 1 1 01 02 Q2
(3) + N+ albo + N+
\V przypadku, kiedy wyrazenie —* N H jest od O rozne, mozna
arlii ®B'3

przyjac, ze jest ono =1; albowiem, jezeliby posiadato warto$¢ od 1 rozna,
to, pomnozywszy réwnanie (2) przez liczbe odpowiednia, mozemy otrzymac
nowe rownanie, z ktérego spétczynnikéw zbudowane wyrazenie tegoz ksztattu
))ytoby réwne 1. AV przypuszczeniu, ze
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4)

(jezeli nie =0), rownanie (2) przedstawia¢ bedzie elipse, jezeli dwa ze spot-
czynnikéw a,, a®, a* sa ujemne, a jeden jest dodatny, hiperbole za$, gdy jeden
z tych spotczynnikow jest ujemny, a dwa sg dodatne.

170. Kiladac

oznaczajg liczby rzeczywiste, wrazie, gdy

(®)

otrzymujemy

(6)

jako réwnanie elipsy, odniesione do tréjkata z sobg samym sprzezonego-
Podstawmy w funkcyi /fa?,, 02, za N, spbtrzedne wierzchot-

kow A,, A2, A3; wskutek tego

Poniewaz fiinkcyja /, jako catkowita, jest funkcyjaciggta, przeto ta fiinkcyja”
zmieniajac swoj znak tak przy przejsciu od A, do A2, jak i od A, do A3,
staje sie raz rébwng 0. To dowodzi, ze kazdy z dwu bokéw A,A2 i AAg
przecina elipse (6) w iednym punkcie; W kazdym punkcie boku A2A3 jest

a zatym funkcyja/ ma wartosci L w kazdym punkcie
na A2A3; to dowodzi, ze bok A2A3 nie przecina krzywe;j.

Kazda krzywa f—O rosktada ptaszczyzne na oddzielne (skoriczone, lub
nieskoriczenie wielkie) pola. Skoro z kazdego punktu jednego pola mozna
przejs¢ do innego punktu tego samego pola po linii nieprzerwanej, nie prze-
kraczajgc przytym krzywej, przeto dla wszystkich punktéw jednego pola
funkcyja/ posiada ten sam znak. A zatym o dwu punktach, dla ktérych
funkcyja/posiada znaki jednakowe, mozna powiedziec, ze oba lezg z tej samej
strony hrzyicej —Q.

AVedlug tego okreslenia, wierzchotki Ag i Ag leza z tej samej strony,
a wierzcliotek A, lezy po stronie przeciwnej elipsy (6). Spotrzedne srodka
elipsy (6) sa
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ten punkt lezy zatym w kacie wierzchotkiem przeciwlegtym z katem Aj i z tej
samej strony elipsy, co A,, albowiem, wskutek (5), mamy

Oy

Jezeli Srodek elipsy zbliza sie do wierzchotka A,, to bok A2A3, jako biegu-
nowa punktu A,, oddala sie do nieskoficzonosci i spétrzedna ic, staje sie dla
kazdego punktu elipsy nieskonczenie wielka. Jezeli wiec réwnaniu elipsy
(6) maja czyni¢ zado$¢ wartosci skonczone na ajgi oy to & razem z a;, wzra-

sta do nieskoriczonosci, ale tak, Zze stosunek N dazy do granicy skonczo-
nej f. Gdy wiec Srodek elipsy razem sie zejd’zie z wierzchotkiem A,, to ro-
wnanie (6) zamieni sie na
() —1

Wezmy jeszcze A™Aj za oS aj-0w, a A,Ag za 0$ i oznaczmy przez
X,y sp6irzedne punktu elipsy wzgledem tych osi; poniewaz widocznie

a;a=a;sinA,, a;3=2/sinA,,

przeto zwigzek (7), po podstawieniu tych wartosci, przechodzi na

w

Hoéwnanie (8) przedstawia elipse, ktorej dwie Srednice sprzezone sg wziete Za
osi spoOtrzednych. Jest to oczywiste; albowiem, gdy jeden z wierzchotkdw
tréjkata odniesienia, A,, razem sie zeszedt ze Srodkiem elipsy, to dwa jego
boki A,A2 i AjAg staly sie dwiema Srednicami sprzezonymi (art. 106).

Dajmy nastepnie® Ze = _ —, = iuABk
a2 an 1 1.
+ N+ = a? aa oznaczajg liczby rzeczywiste. RO-
wnanie
9) I, A a—g_l= @)

bedzie wtedy przedstawiato hiperbole, odniesiong do tréjkata z sobg samym
Sprzezonego.

Postepujac taksamo, jak pierwej, znajdziemy, ze boki AlA2 i AjAg
przecinajg krzywa (9), a bok AjAg tej krzywej nie przecina, tudziez, ze $ro-
dek hiperboli i wierzchotki Aa, Ag lezg w jednym i tym samym polu, gdy
tymczasem wierzcholek A, lezy wpolu, od tamtego réznym.

Jezeli srodek zejdzie sie z jednym z wierzchotkéw, z ktérymi wogole,
nie iDrzekraczajac krzywej, zejs¢ sie moze, t.j. z A" lub z Ag, np. z Ag, to
bok AgA, oddali sie do nieskoficzonosci i spdtrzedna ir* stanie sie nieskon-
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czona. Jezeli wiec, pomimo tego, réwnaniu (9) maja, czyni¢ zados¢ wartosci
skonczone na ng i a?, to takze  sta¢ sie winno nieskonczonym, ale tak, aby

stosunek ~ " byt réwny liczbie skoriczonej  Dwa pozostate boki AaA, i A, Ag

beda wtedy dwaema Srednicami sprzezonymi, a réwnanie hiperboli przywie-
dzie sie do

(10)

Bioragc nakoniec AaA, za 0§ x-6w, a A2A3 za 0$ y-Ow, i baczac na to, ze
otrzymamy

(11)

jako roéwnanie hiperboli, odniesione do pary S$rednic sprzezonych, jako osi
spétrzednych.

171. WeZmy pod uwage jeszcze wszczegblnosci réwnanie
(12) ma + rra’me”ain;
nadto zatézmy, ze boki A,Ag i AjAg trojkata odniesienia sg do siebie pro-
stopadie. Aby réwnanie ogélne (1) przywies¢ do postaci (12) zapomoca
przeksztatcenia linijowego, potrzeba 9 spétczynnikow przeksztatcenia poddaé
4 warunkom, mianowicie, azeby nowe spotczynniki «23% "ait M2 byty "2
rowno agg. Prostopadtos¢ za$ bokéw A,Aa i AiAj daje jeszcze 5-ty
zwigzek miedzy s.pétczynnikami przeksztatcenia. Sprowadzenie wiec réwna-
nia ogdlnego (1) do postaci (12) jest zawsze mozebne i to nieskoriczenie wielu
sposobami.

Poniewaz ic™ jest kwadratem odlegtosci punktu na krzywej od
wierzchotka A,, a kwadratem odlegtosci tego punktu od boku A2A3,
wiec rownanie (12) wyraza znang wilasnos¢ ogniska A, i kierownicy A2A3
krzywej stopnia 2-go.

Krzywa (12) jest elipsa, hiperbolg, lub parabolg, wedtug tego, czy wy-
razenie (art. 1G9)

jest dodatne, ujemne, lub =0.

Poniewaz, z powodu prostopadtosci bokéw
W — g™ i poniewaz Si* + SaMNiSit, przeto krzywa (12) bedzie elipsg, hiper
bola, lub parabolg, wedtug tego, czy wyrazenie

jest dodatne, ujemne, lub O, a wiec wedtug tego,
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Tego samego dowiedliSmy w rozdziale X. Skoro z zatozenia prosta AjAg
jest prostopadtg do AjAj, a Aa jest biegunem prostej ALA3, za$ A3 jest bie-
gunem prostej A1A2, zatym mamy twierdzenie: biegunowa (AjA]j A"MAQ)
pimltu  (Ag lub Aa) na hierownicy (A2A3) jest prostopadtg do prostej (A1A3 lub
A, Aa), Mora ten punU taczy z ognisMem {K"). To twierdzenie udowodnili$my
takze w rozdziale poprzedzajacym.

172. Krzywa (12) bedzie kotem, jezeli (art. 160)

czyli

Te dwa réwnania daja:

A zatym
(13)

jest rownaniem kota, odniesionym do trojkata z sobg samym sprzezonego.
173. Na zakonczenie tego rozdziatu okazemy, ze ptaszczyzna przecina
stozek wedtug linii Tcrzyurj stopnia 2-go.
Jakoz, weZmy pod uwage stozek prosty; niech O bedzie jego $ro-
dkiem, a OA, (fig. 45) jego osig. Poprowadzmy przez O dwie proste OAa
i OA3 prostopadte do siebie
i do prostej OAI, i ozna-
czmy przez 6, 2 63 katy,
ktdére z prostopadta do pta-
szczyzny AiAaA3  czynig
proste 0A,, OA2, OAg. Ma-
my okaza¢, ze plaszczyzna
ALA2A3 przecina stozek we-
dtug krzywej stopnia 2-go.
Niech P bedzie punktem
krzywej przecigcia. Spusémy
z P prostopadte PPj, PPa,
PP3 na ptaszczyzny A20A3,
A30AL, A10A2 i prostopa-
die PQi, PQ2, PQ3 na boki
A2A3, A3A,, AlA2 tréjka-
ta ALA2A3; oznaczmy nadto
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wskutek czego:
Jezeli

a ze
jest zatym

Podstawiajac w tym réwnaniu powyzsze wartosci za PPj, PPj, PP3, otrzyj
mamy

A zatym krzywa, wedlug ktorej ptaszczyzna AjAgAg przecina stozek, jest
krzywa stopnia 2-go. Z tego powodu krzywe stopnia 2-go zowig sie pospo-
licie przecieciami stozkowymi.

CWICZENIA.

(133). Znales¢ spotrzedne Srodka  krzywej, danej przez rownanie

(134). Znales¢  spotrzedne  Srodka krzywej, danej przez rdéwnanie

(135). Sprowadzi¢ réwnanie stycznej do krzywej, danej przez réwnanie
w punkcie

(136). Znale$¢ rownanie stycznej do krzywej

réwnolegtej do boku AjAg tréjkata odniesienia, i réwnanie cieciwy stycznosci.
(13,7).  Znale$¢ rownania normalnych do krzywej c

w wierzchotkach tréjkata odniesienia i okazaé, ze te normalne przecinajg sie w je-

dnym punkcie, jezeli

(138). Jezeli R oznacza promien kota opisanego na trdjkacie odniesienia™
a p promien kota, wzgledem ktérego tréjkat odniesienia jest z sobg samym sprzezo™
ny, okaza¢, ze

(139). Dowics¢, ze miejsce Srodka krzywej wpisanej w tréjkat i przechodza-
cej przez punkt dany, jest krzywg stopnia 2-go. Jakie powinno by¢ potozenie da-
nego punktu wzgledem tréjkata, aby miejsce Srodka byto kotem, jak réwniez, aby
to miejsce byto hiperbolg réwnoboczna.

(140). Jezeli trojkat jest z sobg samym sprzezony wzgledem szeregu krzy-
wych stopnia 2-go, przechodzacych przez punkt staty, to ich $rodki lezg na krzywej™
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opisanej na tym tréjkacie. Wyznaczy¢ potozenie punktu statego tak, aby miejsce
byto kotem.

(141). Punkt porusza sie po statej prostej; znales¢ miejsce przeciecia sie jego
biegunowych wzgledem dwu danych krzywych stopnia 2-go.

(142). Znale$¢ réwnanie pary stycznych do krzywej stopnia 2-go w punktach,
w ktérych te krzywa przecina bok xi = O trdjkata odniesienia.

(143). Znales¢ réwnanie krzywej stopnia 2-go, do ktoérej kazda z pieciu pro-
tety¢h
styczna.

(144). Znale$¢ réwnanie krzywej stopnia 2-go, wpisanej w tréjkat tak, ze
$rodki jego bokéw sg punktami stycznosci.

(145). Okaza¢, ze prosta @, 4-2:2+ &a— O jest styczng spoing do trzech
krzywych

(146). Przez punkt dany (x\, z'A, x's) prowadzimy trzy krzywe stopnia 2'go
tak, aby do kazdej z nich dwa odpowiednie boki tréjkata odniesienia byly stycznymi
w punktach przeciecia sie z pozostatym jego bokiem: okazaé, Ze styczna do ktérejkol-
wiek z tych trzech krzywych w punkcie danym tworzy pek harmoniczny z prostymi,
ktére go taczg z wierzchotkami tréjkata.

(147). JezeH AjA”, A2A'2, A3A'3 sg trzema przekatnymi czworoboku zupet-
nego i jezeli te przekatne przecinajg sie po dwie w punktach a,, Og, 03, to trdjkat
oi«a«3 j®st z sobg samym sprzezony wzgledem trzech krzywych stopnia 2-go, prze-
chodzacych odpowiednio przez 4 punkty
Aj, A2.

(148). Znale$¢ Srednice krzywej OZV+ 02X+ (03X32= 0 sprzezong z kie-
runkiem, ktéry z kierunkami A2A3, A3A, A A2 bokéw tréjkata odniesienia czyni
k™ ty Yij Y2 Tgj dla ktérych siny, =X,, siny”*""a, sinY3= X3

(149). Znale$¢ rownanie stycznych do krzywej
ktérych cieciwg stycznosci jest prosta



ROZDZIAL Xir.

O UKLADACH LINIJ KRZYWYCH STOPNIA 2-GO.

| SZEREG LINIJ STOPNIA 2-GO.

173. Ro6wnanie ogolne linii krzywej stopnia 2-go, czyto we spotrze-
dnych punktu (Descartes'a, lub trojkatnych), czytez we spétrzednych linii
prostej (Plucker'a, lub tréjkatnych) zawiera w sobie szes¢ wyrazéw, a wiec
i sze$¢ spotczynnikow. Potozenie i rodzaj tej linii zalezy jedynie od wartosci
pieciu stosunkéw miedzy tymi spétczynnikami; albowiem jej rownanie nie
zmieni sie, gdy wszystkie spotczynniki zmienimy w tym samym stosunku,
a wiec gdy wszystkie wyrazy przez jeden spétczynnik podzielimy. Stad wy-
pada, ze zawsze istnieje jedyna hrzyioa stopnia2-go, przechodzaca przez pi*¢ pun-
Jctéio danych, albo styczna do pieciu prostych danych.

Jakoz, wyrazajac, ze krzywa

1)
przechodzi przez kazdy z pieciu punktéow
("5) "5)? mamy pie¢ réwnan warunkowych:

ktéi'e dajg—mowigc wogdlnosci — jeden tylko uktad wartosci na stosunki
Podstawiajgc te wartosci w rdwnanie (1) otrzy-
mamy

jako réwnanie linii krzywej stopnia 2-go, przechodzacej przez pie¢ punktow
danych. Poniewaz prosta przecina linija krzywa stopnia 2-go tylko w dwu
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punktach, przeto réwnanie (2) nie przedstawia krzywej wihasciwej, jezeli
z pieciu danych punktéw wiecej niz dwa lezg na jednej prostej. Tak np., je-
zeliby trzy lezaly na jednej prostej, to ta prosta razem z prosta,, przechodzacij,
przez dwa pozostate punkty, tworzylaby jedyna, linijg stopnia 2-go, przez
pie¢ tych punktéw przeprowadzi¢ sie dajacg. Taksamo mozna dowies¢, ze
istnieje tylko jedna krzywa stopnia 2-go, styczna do pieciu danych prostych.
Atoli, jezeli ta krzywa ma by¢ krzywa wiasciwg, to przez jeden punkt nie mo-
ze przechodzi¢ wiecej niz dwie z tych prostych; albowiem z jednego punktu
mozna do krzywej stopnia 2-go wyprowadzi¢ tylko dwie styczne. Jezeliby
wiec np. trzy proste przecinaty sie w jednym punkcie, to ten punkt wraz
z punktem przeciecia sie dwu pozostatych prostych tworzytby pare punktow,
jako jedyna linijg klasy 2-ej, styczng do pieciu danych prostych.

174. Bicie ‘'krzytve stopnia 2-go przecinaja sie — nmvigc wogdlnosci —
to czterech punMach. Albowiem réwnania tych dwu krzywych, uwazajgc w nich
spotrzedne biezace x iy jako niewiadome, posiadajg cztery spélne rozwigza-
nia. — Taksamo dwie krzywe stopnia 2-go posiadajg — mowigc wogolnosci —
cztery styczne spolne. — Stad wynika, ze istnieje nieskonczenie wiele hrzyioycli
stopnia 2-go, przechodzacych przez cztery punkty, spoélne dwu danym krzyiotjm sto-
pnia 2-go, jak roioniez nieskonczenie iviele krzyivych stopnia 2-go, do ktérych sg sty®
cznymi cztery proste, styczne spdlne do dwu danych krzywych stopnia 2-go.

Niech

3) /=0 i

beda réwnaniami dwu danych krzywych stopnia 2-go we sp6trzednych punktu,
lub we spétrzednych linii prostej, i oznaczmy przez X liczbe statg lecz nie-
0znaczona; réwnanie

(4) =0

przedstawia wtedy jakakolwiek krzywa stopnia 2-go, ktdra przechodzi przez
punkty sp6lne dwu danym krzywym (lub do ktdrej odpowiednio sg styczny-
mi styczne spdlne do tychze dwu krzywych). Jakoz, réwnaniu (4) czynig za-
dosé wszystkie cztery uktady wartosci na spotrzedne, ktore jednoczesnie czy-
nig zado$¢ obu réwnaniom (3); a zatym krzywa (4) przechodzi przez punkty
sp6lne krzywym (3) [do krzywej (4) sg stycznymi styczne spdlne do krzy-
wych (3)]. Na X za$ mozna odnale$¢ zawsze taka wartos¢, przy ktorej ro-
wnanie (4) przedstawiatoby krzywa, przechodzacg przez dowolny pigty punkt,
na krzywych (3) nie lezacy [styczng do jakiejkolwiek piatej prostej, nie sty®
cznej do obu krzywych (3)]. Albowiem, jezeli oznaczymy przez /' i ¢* war-
tosci funkcyjf \ g, po podstawieniu w nich za spétrzedne biezace spérzen
dnych punktu pigtego (lub piatej prostej), mie¢ bedziemy

fA-y"g™ho, skad X =

A zatym réwnanie (4) z liczbg nieoznaczong X przedstawia jakgkolwiek krzy-
wa stopnia 2-go, przechodzacg przez cztery punkty spélne dwu danym krzy-



UKLADY KRZYWYCH STOPNIA DRUGIEGO. — 176. 199

wym (3) (lub odpowiednio styczng do czterech stycznych spdinych do tychze
krzywych).

Zbidr linij krzywych stopnia 2-go, ktore przechodzg przez cztery punkty
spllne dwu danym krzywym stopnia 2-go, nazwiemy pekiem linij krzy-
wych stopnia 2-go, a te cztery punkty wierzchotkami peku. Zbiér za$
linij krzywych stopnia 2-go, stycznych do czterech stycznych spélnych do dwu
danych krzywych stopnia 2-go, nazwiemy szeregiem linij krzywych stopnia
2-go, a te cztery styczne podstawami szeregu. Wedtug tego okres$lenia,
réwnanie (4) z liczba nieoznaczong X przedstawia¢ bedzie wszelkie krzywe
jednego peku lub jednego szeregu, wedtug tego, czy to réwnanie jest wyra-
zone we spotrzednych punktu, czytez we spdtrzednych linii prostej.

175. W jednym pelcu stopnia 2-go znajduja sie — moéwiac wogdélnosci — trzy
pary prostych.

Jakoz, niech bedzie

©)

réwnanie
(6)

przedstawia pare prostych, jezeli wyréznik wielomianu f A-"Ku jest réwny O,
t. j. jezeli liczba X jest pierwiastkiem réwnania stopnia 3-go

@

Réwnanie (7) posiada trzy pierwiastki; istniejg przeto trzy pary prostych
w peku stopnia 2-go.

Trzy punUy przeciecia sie prostych kazdej z tych trzech par sapo dwa sprzezO'
ne wzgledem kazdej krzyimj peku, a wiec te trzy punkty sa loierzchotkami tréj-
kata z sobg samym sprzezonego wzgledem kazdej krzywej peku.

Jakoz, oznaczajac przez Xi X' dwa rozne od siebie pierwiastki réwna-
nia (7), a przez (x\, X's) i "2, X"3) sp6trzedne punktéw, w ktérych
sie przecinajg pary prostych, odpowiadajace tym dwu pierwiastkom, i rozu-
miejac przez ftf2,fs i gi, g-i, g" polowy pochodnych czastkowych funkcyj
fig wzgledem Xi, X3 a przez fvf'iy",9'v o\, wartosci tych pocho-

dnych, odpowiadajgce wartosciom xi= x'i,...,xi=x"i,..., mie¢ bedziemy
(art. 80)
Pomnézmy trzy pierwsze réwnania odpowiednio przez ar? i dodajmy

do siebie iloczyny; otrzymamy
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lub

Taksamo trzy ostatnie rownania, gdy je pomnozymy odpowiednio przez
c3 i iloczyny do siebie dodamy, dadza

Odejmujac zas$ od siebie te dwa réwnania, otrzymujemy
czyli
gdyz, z zatozenia, X — X" jest rézne od 0; jest wiec takze

A aatym, mamy takze, przy wszelkiej wartosci na X

czyli

co dowodzi, ze dwa punkty (a;',, aj'2, ic'3) i a;".,, sg punktami sprze-
zonymi wzgledem kazdej linii peku (6). Trzy wiec punkty, w ktorych sie
przecinajg trzy pary prostych, nalezace do tego peku, sg wierzchotkami tréj-
kata z sobg samym sprzezonego wzgledem kazdej linii peku.

AYynika to takze besposrednio z wiasnosci harmonicznych czworoboku
zupetnego. Jakoz, oznaczmy przez P3, P5, P7, Po (fig. 25 w ai™. 89) cztery
wierzchotki peku (6), przedtuzmy w czworoboku P3P3P7P0 pary bokéw prze-
ciwlegtych P3P3, POPT i P3P0? P5P7 az do przeciecia sie tychze odpowiednio
w punktach P, i Pg i poprowadzmy przekatne PSPT, PSPCJ ktore sie przeci-
naja w punkcie P9: punkty Pj, Pg, P9 sa wierzchotkami trojkata z soba sa-
mym sprzezonego wzgledem kazdej linii stopnia 2-go, przechodzacej przez
cztery punkty P3, P5, P7, Po, a wiec wzgledem kazdej linii stopnia 2-go je-
dnego peku, majgcego te cztery punkty za wierzchotki. Do tego peku nalezg
takze trzy pary prostych: P3P5, POP7; P3P0, P5P7; Pa"T, PaPo, przecinajace
sie odpowiednio w Pj, Pg, Po.

Stosujac te wypadki do uktadu spdlrzednych linii prostej, otrzymamy
twierdzenie nastepujace: to kazdym szeregu linij stopnia 2-go znajduja sie trzy
pary punktow; proste, fgczace punkty kazdej z tych trzech par, s bokami tréjkata
z sobg samym sprzezonego wzgledem kazdej Unii szeregu.

176. Oznaczmy przez A i B wyrdzniki wielomianéw fig, t.j.

(8)

oraz

©)
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natenczas rownanie (7) przywiedzie sie do
(10)

Spotczynniki tego réwnania sg niezmiennikami wzgledem wszelkiego prze-
ksztatcenia linijowego. Co do spétczynnikdw A i B, jest to widoczna (art.
74). Azeby okazaé, ze takze spotczynniki 0 i 0' sg niezmiennikami, uwazmy,
ze réwnanie (10) wyznacza te wartosci na X przy ktérych réwnanie/+ "kg—O
przedstawia dwie proste. Jezeli wiec wielomiany / i g wskutek przeksztat-
cenia linijowego o module L przejda odpowiednio na F i Gr, to wowczas réwna-
nie f\-Xg = 0 przejdzie na F + XGr= 0, a to ostatnie réwnanie bedzie
przedstawiato dwie proste przy tychze samych wartosciach na X Stad wy-
nika, Ze réwnanie stopnia 3-go, powstate z przyréwnania do zera wyroznika
wielomianu F + XGr, powinno posiada¢ tez same pierwiastki, co réwnanie
(10). A zatym, jezeli

jest tym réwnaniem, to

A Ze (art. 74) PMeto takze B.ALM) i Spot-

czynniki 0 i 0' sg wiec niezmiennikami. Te niezmienniki nazywamy nie-
zmiennikami sp6lnymi wielomianéw / i g, albo tez niezmiennikami
peku f +\gz=z0.
Znaczenie gieometryczne niezmiennikéw 0 i 0' wynika z nastepujacych
uwag.
) Odniesmy réwnanie krzywej f—O do jakiegokolwiek tréjkata z sobg
samym sprzezonego wzgledem tej krzywej, wtedy

\% 11 ~ ~ I 0- C

wskutek czego, wedtug pierwszego wzoru (9),

A zatym 0= 0, jezeli &2 —0, t.j. jezeli rownanie krzy-
wej g— O ma postaé:

a wiec, jezeli krzywa g—O jest opisana na tym trdjkacie odniesienia. A za-
tym: niezmiennik 0 ma ivartos¢ O, jezeli trdjkat z sobg samym sprzezony wzgledem
krzyiuej f—O jesi zvpisany w krzyiog g= 0. Taksamo mozna dowies$¢, Zze nie-
zmiennik 0" ma warto$¢ O, jezeli trojkat z sobg samym sprzezony wzgledem krzy-
wej g— O jest lopisany w krzyiog f— 0.

Przyjmijmy tréjkat z sobg samym sprzezony wzgledem g— O jako
tréjkat odniesienia; wtedy
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a przeto

gdzie A,i, A22, A33 oznaczajg ilosci dotgczone do elementow 2 "
znacznika, przedstawiajgcego wyroznik A. Stad czytamy, ze bedzie tez 0=0,
jezeli A,,=0, A2= 0, Agg"O, a wiec (art. 166) jezeli krzywa f—~" jest
wpisana w tréjkat odniesienia. A zatym: niezmiennik 6 jest roéicny O, jezeli
trojkat z sobg samym, sprzezony ivzgieciem krzywej g— O jest opisany na krzywej
f = O, i taksamo: niezmiennik 0' jest rowny O, jezeli tréjkat z sobg samym sprze-
zony wzgledem krzywej f — O jest opisany na krzywej g— O.

177. 'Wartykule 174 okazalisSmy, Ze dwie linije stopnia 2-go przeci-
naja sie w czterech punktach. Rozbidr réwnania (10) pokaze, kiedy te pun-
kty przeciecia sg rzeczywiste, a kiedy urojone.

Uwazmy naprzéd, Ze pierwiastki réwnania (10) sga wszystkie trzy rze-
czywiste, lubtez dwa zespolone, wedtug tego, czy wyrazenie

(11)

jest ujemne, czytez dodatne. AV pierwszym przyi)adku wszystkie trzy wierz-
chotki trojkata z soba samym sprzezonego wzgledem obu krzywych f—O
i g— Osg punktami rzeczywistymi, a wiec i sam trojkat jest rzeczywisty,
w drugim za$ przypadku tylko jeden wierzcholek tego trdjkata jest rzeczywi-
sty, a dwa pozostate sg punktami urojonymi sprzezonymi, a wiec ten troj-
kat posiada tylko jeden wierzchotek i jeden bok (przeciwlegly temu wierz-
chotkowi, art. 83) rzeczywisty.

a. Przypus¢my naprzdd, Ze ma miejsce przypadek pierwszy. Biorac
tréjkat z sobg samym sprzezony wzgledem obu krzywych f—O i g—O,
w tym przypadku rzeczywisty, za trojkat odniesienia, mie¢ bedziemy réwna-
nia tych krzywych w postaciach:

a zatym réwnanie (10) sprowadzi sie do

Poniewaz pierwiastki tego rownania sg

wiec réwnania trzech par prostych nalezacych do peku f A-Xg— O, czyli
przechodzacych przez cztery punkty przeciecia sie krzywych f=0 i g—O, beda:
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Jezeli wszystkie trzy wyznaczniki

Sfj; dodatne lub ujemne, to wowczas wszystkie trzy pary prostych, nalezace do
peku —O, sg rzeczywiste, a wiec i punkty, w ktérych proste jednej
pary przecinajg proste ktorejkolwiek z dwu pozostatych par, czyli cztery pun-
kty przeciecia sie krzywych f— O\ g—O, sg réwniez rzeczywiste. — Jezeli
za$ dwa z tych wyznacznikow sg dodatne lub ujemne, a trzeci jest odpowie-
dnio ujemny lub dodatny, to tylko proste jednej pary sg rzeczywiste, gdy
tymczasem kazda z dwu pozostatych par jest ztozona z prostych urojonych
z sobg sprzezonych. Poniewaz proste dwu ostatnich par przecinajg sie
w czterech punktach urojonych, wiec w tym przypadku dwie krzywe f—*
i j —O przecinajg sie w czterech punktach urojonych i po dwa sprzezonych,
albowiem przez te punkty przeciecia przechodzi jedna para prostych rzeczy-
wistych.

b. Wezmy teraz pod uwage drugi przypadek, t.j. kiedy trdjkat z sobg
samym sprzezony wzgledem obu krzywych /=0 i posiada tylko jeden
wierzchotek i jeden bok (przeciwlegty temu wierzchotkowi) rzeczywisty.
Dwie pary prostych, ktore odpowiadajg dwu pierwiastkom réwnania (10)
zespolonym sprzezonym, sg urojone i takie, ze proste jednej pary sg sprzezone
z prostymi drugiej pary. A wiec, jezeli

D , — O i DD+D"K~”~=0
sg réwnaniami prostych jednej z tych dwu par, to
D, — = 0i D— = 0

sg rownaniami prostych drugiej pary. Poniewaz proste urojone sprzezone
przecinajg sie w punktach rzeczywistych, wiec w tym przypadku z czterech
punktow, w ktorych sie przecinajg proste tych dwu par, a wiec i krzywe /—O
i ~—0, dwa sg rzeczywiste a dwa urojone sprzezone. (Trzecia para prostych
jest widocznie rzeczywistg.)

Wypadek tych badan mozna tak stresci¢:

Divie Tirzyim stopnia 2-go przecinajg w czterech punktach.  Jezeli trojkcit
z soba, samym sprzezony tvzgl§dem ohu krzywych jest rzeczywisty, to te punkty sg
albo ivszystkie rzeczywiste, albo tvszystkie urojone i po dwa sprzezone. Jezeli za$
tylko jeden wierzchotek i jeden bok tego trojkata sg rzeczywiste, to dwa punkty prze-
ciecia sie krzyioych sg rzeczyioiste, a inne diva urojone sprzezone.

Stosujac poprzedzajace wypadki do uktadu spotrzednych linii prostej,
mamy twierdzenie analogiczne:

Dwie krzywe stopnia 2-go posiadajg cztery styczne spélne. Jezeli trojkat
z sobg samym sprzezony wzgledem obu krzywych jest rzeczywisty, to te styczne sg
albo wszystkie rzeczywiste, albo wszystkie urojone i po dwie sprzezone. Jezeli za$
w tym trojkacie tylko jeden bok i jeden wierzchotek (przeciwlegly temu bokowi)
Sg rzeczywiste, to dwie styczne sg rzeczywiste, a inne divie sg urojone sprzezone.



204 GIEOMETRYJA ANALITYCZNA PLASKA.

Jezeli wyrazenie (11) jest =:0, to dwa pierwiastki réwnania (10) sg so-
bie réwne, a zatym z trzech par prostych peku f+Xg —0 clwie zejclij, sie ra-
zem. To dowodzi, ze dwie krzywe f—O i g— O sg w tym przypadku do sie-
bie styczne w jednym punkcie. Jezeli P jest tym punktem stycznosci, a P
i P" sg dwoma pozostatymi punktami przeciecia sie krzywych —O ig—O
(rzeczywistymi, lub urojonymi sprzezonymi), to spélna styczna w P i prosta
P'P" tworzg jedne pare, a proste P'P i P"P drugg pare. Ta druga para
jest para podwdjnych prostych.

178. Biegunowa jaUegoTiolwieh pimUu'P wzgledem hasdej linii
stopnia 2-go jednego p"Tcu f = Onprzechodzi przez punU staty p. Albowiem
przy nieoznaczonej wartosci liczby X, rownanie

X,r/i + + + + + Xid)= 0

przedstawia prosta, przechodzaca przez punkt, w ktérym sie przecinajg dwie
proste

Xil, + Zala + Zgla= O i XM, + Mg + —0

t. j. biegunowe punktu P wzgledem krzywej f=0 i g— O. Stad wynika za-
razem, ze punUy V ip s% punUami sprzezonymi wzgledem kazdej linii peku
j -\-Xo — 0, a. loiec, ze, nawzajem., biegunowe punktu p przechodza przez punkt P.

Podtug zasady dwoistosci, twierdzeniu temu odpowiada nastepujgce:
hieguny prostej D wzgledem ivszystkich linij stopnia 2'go jednego szeregu, leza, na
prostej statej d. Vroste D i d sgprostymi sprzezonymi wzgledem kazdej linii sze-
regu, a wiec i hieguny prostej d lezg na prostej D.

Prosta, faczaca punkty P ip, przecina wszelkie krzywe peku w parach
punktow harmonicznie sprzezonych z parami pupktéw Pip. Podobnie, pary
stycznych, wyprowadzone z punktu przeciecia sie prostych D i £ do wszyst-
kich krzywych szeregu, sg harmonicznie sprzezone wzgledem pary prostych
13id. A zatym: kazda prosta przecina krzyive peku iv parach punktdio, ttoorza-
cych inwolucyjg. Odpowiednio: pary stycznych, wyproioadzone z kazdego punktu
do krzywych szeregu, tworzg inwolucyja.

Z rdwnania biegunowych punktu P wzgledem krzywych peku wypada
t\y\ej:di'LQm.e: peki promieni z Px, p”, p... " utworzone przez biegunowe punktow
1',, Pa, P3,... tozgledem krzywych peku krzyivych stopnia 2-go, sg pekami jedno-
kreslnymi, a iv tych pekach promieniami odpoioiednimi sobie sg biegunowe punktow

Pat Pa? e« ¢ ivziete lozgledem tej samej krzywej peku. Odpowiednio: szeregi
punktéw na di, d.,, d*...,  utworzone przez bieguny prostych D, Dj, D3,..
tvzgledem wszystkich krzyivych szeregu krzywych stopnia 2-go, sg szeregami jedno-
kreslnymi, a w tych szeregach punktami odpoiviednimi sg bieguny prostych Dj, D",
D3,..., wziete wzgledem tej samej krzywej szeregu.

AViemy, ze biegunem prostej D wzgledem krzywej peku jest punkt
przeciecia sie biegunowych dwu ktorychkolwiek punktéw P, i Pa tej prostej
wzgledem tej krzywej, t. j. punkt przeciecia sie odpowiednich promieni dwu
pekdw jednokresinych, wychodzacych z punktdéw Px i Pa? sprzezonych z pun-
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ktami P, i Pa wzgledem tej krzywej. Nadto (art. 51) promienie odpowiednie
dwu pekéw jednokresinycli przecinaja, sie na jednej krzywej stopnia 2-go,
ktéra przechodzi jednoczes$nie przez wierzchotki tych pekéw. Mamy zatym
twierdzenie: hieguny prostej cloicolnej D tvzgledem wszelkich hrzywyeli peku lezq,
na jednej krzyicej stopnia, 2-go, ktéra zarazem jest miejscem punktoéw, sprzezonych
z punktami  prostej D wzgledem loszelkich krzyioych tegoz peku. Odpowiednio:
biegunowe punktu doicolnego P wzgledem tuszelkich krzywych szeregu obwodza, jedne
linijg h'zyivg stopnia 2-go, ktéra jest zarazem ohwnednig wszystkich prostych, sprze-
zonych z prostymi, wychodzacymi z P iczgledem tcszelkich krzyioych tegoz szeregu.

Punktowi przeciecia sie prostej D z bokiem AjtA; trojkata bieguno-
wego (z sobg samym sprzezonego), spdlnego krzywym jednego peku, jest odpo-
wiedni wierzchotek przeciwlegty Ai. Stad: linija stopnia 2-go, na ktorejlezg
hieguny prostej D wzgledem krzywych jednego pekti i zarazem punkty sprzezone
Z punktami tej prostej, jest opisana na trojkacie hiegunoimjm peku.  Odpowie-
dnio: linija krzywa stopnia 2-go, ktérg obwodzg biegunowe punktu wzgledem krzy*
wych jednego szeregu i zarazem proste, sprzezone z prostymi, wychodzacymi z P,
jest tvpisana w trojkat biegunowy szeregu.

Jezeli prosta D przechodzi jirzez wierzchotek, np. Af, trojkata biegu-
nowego peku, to wowczas wszystkie promienie peku, utworzonego przez bie-
gunowe punktu Aj tej prostej, schodzg sie razem z bokiem przeciwlegtym
Ai-A; trojkata biegunowego. A zatym: bieguny prostej, przechodzacej przez je*
den wierzchotek trdjkata biegunoioego peku krzy wych stopnia 2-go, lezg na boku prze®
citiieglym tegoz trojkata. Odpowiednio: biegunowe punMu, lezgcego na jednym
boku tréjkata biegunowego szeregu krzyioych stopnia 2-go, przechodza przez wierzcho'
fek przeciwlegly tegoz tréjkata.

Aby sie dowiedzie¢, gdzie leza punkty, ktdre sg odpowiednie punktom
prostej 1), przechodzacej przez Aj, uwazmy, ze biegunowe szeregu punktoAv
na 1) wzgledem i O tworzg dwa peki promieni jednokrésine, kt6-
rych wierzcholki lezg na boku przeciwleglym AMAM trojkata biegunowego,
spolnego tym dwu krzywym. Poniewaz Ai-A; jest biegunowg punktu A,
wzgledem f—O \ g— wiec dwa promienie odpowiednie tych dwu pe-
kéw jednokresinych zejda sie razem z bokiem A”A/. Te zatym dwa peki
promieni sg perspektywiczne, a przeto punkty przeciecia si¢ pozostatych par
odpowiednich promieni, t.j. punkty sprzezone z punktami prostej D wzgle-
dem f—O \g—O0O, a wiec i wzgledem *=f\-Xg — 0, leza na innej prostej
B', przechodzacej przez punkt Ki (gdyz punkt Aj jest sprzezony z punktem
przeciecia sie prostych D i Ai-A"). A zatym: punkty, sprzezone z punktami pro-
stej D, przechodzacej przez jeden z icierzchotkéio tréjkata biegunowego peku, wzgle-
dem tcszystkich krzywych stopnia 2-go tego peku, lezg na innej prostej D', przecho-
dzacej przez tenze unerzcholek trojkata hiegunoioego. Odpowiednio: promienie,
sprzezone z promieniami peku, ktérego imerzchotek P lezy na jednym z bokoic tréj-
kata hiegunoioego szeregu, wzgledem wszystkich krzyioych stopnia 2-go tego szeregu,
sg promieniami drugiego peku, ktorego wierzchotek P' lezy na tymze boku trdjkata
biegunowego.
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W tym wiec przypadku, Unija stopnia 2-go, na Udrej lezg punTdy sprzezone
z punktami prostej D wzgledem Tcrzywych peku, sktada sie z prosfi/ch D' i AMAi;
na D' leza, punkty sprzezone ze tvszystkimi punktami prostej D, précz tego, ktéry
schodzi sie razem z punktem Aj, gdyz z nim sg sprzezone wszystMe punkty prostej
Ai-A/. Odpowiednio: Unija stopnia 2-go, ktorg ohtcodzg proste sprzezone z pro-
stymi, wychodzacymi z P, wzgledem krzyicych szeregu, sktada sie z dwu punktow
P' i A,-; przez punkt P' xyrzechodzag proste sprzezone ze wszystkimi prostymi, loy-
chodzacymi z P, précz tej, ktéra si¢ schodzi razem z prostag AMA/, gdyz z nig sg
sprzezone wszystkie proste, przechodzace przez  Ai.

Poniewaz S$rodki krzywych stopnia 2-go jednego peku, lub jednego sze-
regu, sa biegunami prostej w nieskonczonosci, zatym: $rodki krzywych stopnia
2-gopeku lezg na krzywej stopnia 2-go, opisanej na trojkacie biegunowym peku.
Odpowiednio: $rodki krzywych stopnia 2-go szeregu lezg na jednej prostej.

Nakoniec: $rednice krzywych stopnia 2-go peku, sprzezone z pewnym kierun®
kiem, przechodzg przez jeden punkt. Odpowiednio: $rednice krzytcych stopnia 2-go
szeregu obwodzg linijg stopnia 2-go.

179. Mozemy jeszcze udowodni¢ wiele innych twierdzen, odnoszacych
sie do peku, lub szeregu krzywych stopnia 2-go, przyjmujac, ze jedna lub obie
krzywe /=0 i <= 0, wyznaczajace pek, lub szereg, rosktadajg sie na pare
prostych, lub odpowiednio na pare punktow.

Niech

X5 = D.D%,
Woéwczas mie¢ bedziemy réwnanie

ktére przedstawia krzywg stopnia 2-go, przechodzaca przez cztery punkty:
Pi, P' i Pa, P", w ktorych krzywa / = 0 przecinajg proste D, =0 i D2= 0.
Jezeli punkt P, schodzi sie razem z Pa,a P' zP", t.j. jezeli prosta D, =0
schodzi sie razem z prostg Dg”~O, to wtedy mie¢ bedziemy réwnanie

przedstawiajace krzywa stopnia 2-go, ktéra dotyka krzywej /=:0 w dwu
punktach P i P', w ktérych te krzywa przecina prosta D= 0. Prosta D
jest cieciwg stycznosci krzywych/= Qi /-f-D~"0O, stycznych dwukrotnie.

Wezmy pod uwage dwie krzywe stopnia 2-go, ktére z krzywa stopnia
2-g0 O sg styczne dwukrotnie. Roéwnania tych dwu krzywych sa:

=0 i zZ+D""NO.

Odejmujac je od siebie, mamy

Caoyi DI—A2=0 i bi+ 12= 0,
réwnania pary spdlnych cieciw dwu krzywych uwazanych. Z postaci tych
réwnan widzimy, ze te cieciwy sg harmonicznie sprzezone z parg cieciw sty-
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cznosci Di= 0 A zatym: jezeli dwie krzywe stopnia 2-go, sg styczne
diciikrotnie do trzeciej krzywej stopnia 2-go, to wowczas dwie cieciwy stycznosci tych
dwu krzywych z trzecig ijedna z trzech par spolnych cieciw tychze dwu krzywych
przechodzg przez jeden punkt i tworza pek harmoniczny czterech promieni.

Niech bedg teraz dane trzy krzywe stopnia 2-go,

styczne dwukrotnie do czwartej krzywej stopnia 2-go Odejmujac od
siebie kazde dwa z tych réwnan, mamy

czyli
DazbDa”O, D3+tDI= 0, D,tD2=:0.
Stad widoczna, Ze kazde trzy cieciwy
1)2-D3=0, D3-D,=:0, Da+Da”O, D3+D,=0, D,-D2=:0;

przechodzg przez jeden punkt. A zatym: jezeli trzy krzywe stopnia 2-go sg
styczne dwukrotnie do czwartej krzywej stopnia 2-go, to sze$¢ cieciio spdlnych kazdej
pary krzywych przechodza po trzy przez jeden punkt.

UKEAL) KRZYWYCH STOPNIA 2-GO DWUWIERZCHOELKOWY | DWUPODSTAWOWY.

180. Jezeli w réwnaniu
1) /-fDD,= 0

za Dj bedziemy podstawiali coraz inne wyrazenia stopnia 1-go Wzgledem
spétrzednych punktu, to otrzymamy coraz inng krzywa stopnia 2-go. Wszyst-
kie te krzywe przechodzi¢ bedg przez te same dwa punkty mianowicie przez
punkty, w ktérych prosta D=:0 przecina krzywg /=:0. Zbidr tych wszyst-
kich krzywych nazwiemy uktad#m dwuwierzchotkowym krzywych
stopnia 2-go; prosta D=: O, przechodzaca przez oba wierzchotki uktadu, zo-
wie sie osig uktadu. Dwie krzywe uktadu dwuwierzchotkowego przecinajg
sie nadto w dwu innych punktach; prosta, tgczaca te dwa punkty, zowie sie
osig druga tych dwu krzywych. Podobnie, jezeli F—O jest réwnaniem
stopnia 2-go wzgledem spotrzednych linii prostej, a P=::0 i Pi= 0 sg roéwna-
lliami dwu punktéw, to réwnanie

F + PPi= 0,

przy rozmaitych wartosciach na i, przedstawia¢ bedzie rozmaite krzywe sto-
pnia 2-go, majace dwie styczne krzywej FAO, wychodzace z P=:0, za sty-
czne spélne. Zbidr tych wszystkich krzywych zowie sie uktadem dwu-
podstawowym krzywych stopnia 2-go, punkt P = O zowie sie srodkiem
uktadu. Dwie krzywe uktadu dwupodstawowego maja nadto jeszcze dwie
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inne styczne spdlne; punkt przeciecia si¢ tych stycznych zowie si¢ srodkiem
drugim tych dwu krzywych.
WezZmy pod uwage trzy krzywe uktadu dwuwierzchotkowego

/I + DD, = 0, /I + D D 2 = 0, /' + DD3=::0

Odejmujac od siebie kazde dwa z tych réwnan, mamy

Roéwnania
Da — D 3 — 0, D3 — D, =0 D — D a ~ O

sg osiami drugimi par krzywych 2-ej i 3-ej, 3-ej i 1-ej, 1-eji 2-ej. Ich suma
algiebraiczna jest tozsamosciowo réwna 0; a zatym: trzy osidrugie trzech hrzy-
teych stopnia 2-go uMadu dwtiwierscholkowego przecinajg, sie w jednym punhcie.
Odpowiednio dowie$¢ mozemy twierdzenia: trzy $rodM drugie trzech Jerzywych
stopnia 2-go tego samego uMadu dmipodstawowego lezg na jednej prostej,

KRZYWE STOPNIA 2-GO IIOMOTETYCZNE.

181. Dwie krzywe stopnia 2-gOj przechodzace przez tez same dwa pun-
kty w nieskoriczonosci, tiazywamy podobnymi i podobnie potozo-
nymi, albo, za Chasles'm, homotetycz nymi. Worazie, gdy dwie krzy-
we stopnia 2-go homotetyczne sg elipsami, ich spdlne dwa punkty w nieskon-
czonosci sg urojone sprzezone, gdy sg hiperbolami — rzeczywiste rézne, gdy
za$ sg jiarabolami — przedstawiajg punkt podwdjny rzeczywisty. Wszystkie
kota sg (art. 109) homotetyczne.

Uktad krzywych stopnia 2-go homotetycznych jest przypadkiem szcze-
g6lnym uktadu dwuwierzchotkowego krzywych stopnia 2-go. Osig tego ukia-
du jesit prosta w nieskonczonosci. OS$ za$ druga dwu krzywych takiego
uktadu, t.j. dwu krzywych homotetycznych, nazywa sie osig pierwia-
stkowg (axe radical), albo 1linijg potegowg (Potenzlinie), albotez 1i-
nijg cieciwowg (Chordale).

Twierdzenie 8-u poprzedzajacego mozna w zastosowaniu do ukiadu
krzywych homotetycznych tak wypowiedzieé: trzy osi pienoiastTiOwe JcaMych
divu z trzech krzywych homotetycznych przecinajg sie- w jednym jnmTccie. Punkt
przeciecia sie tych osi pierwiastkowych zowie sie Srodkiem pierwia-
stkowym uwazanych trzech krzywych homotetycznych.

O$ uktadu krzywych stopnia 2-go homotetycznych jest prosta w nie-
skonczonosci; a zatym, z uwagi, iz jest w tym przypadku

otrzymujemy z réwnania (1) w art. 180

1
jako réwnanie krzywych homotetycznych z krzywg (i z sobg). Po-
niewaz D, zawiera tylko wyrazy stopnia 1-go wzgledem x iy, wiec rownania
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dwu krzywych stopnia 2-go homotetycznych majg odpowiednie spoétczynniki
przy i Y™ réwne (lub proporcyjonalne), a zatym

®)

sg rownaniami dwu krzywych homotetycznych, a

(4)

jest rownaniem osi pierwiastkowej tych dwu krzywych.
Osig zatym pierwiastkowa dwu kot

jest prosta

Atoli te wyrazenia K i K', gdy w nie za x, y podstawimy sp6trzedne punktu,

lezacego na osi pierwiastkowej, przedstawiaja kwadraty dtugosci stycznych,

wyprowadzonych z tego punktu do kot K=::0 i K'=:0; a zatym: o$ pierwia-
stTiOica dwu hot jest miejscem gieometrycznym pwiktu, z Moérego wyprowadzone sty-
czne do obu kot sg jednakowej dlugosci,— tatwo spostrzec, Ze o$ pienviastkowa

dwu kot jest “prostopadtg do prostej, #gczacej ich srodki; albowiem rownanie tej

prostej jest

182. Poniewaz w réwnaniach krzywych homotetycznych we spétrze-
dnych punktu x iy spotczynniki au, «i2j «2 wyrazéw stopnia 2-go sg jedna-
kowe, przeto:

a. asymptoty krzywych stopnia 2-go homotetycznych sg réwnolegte; albowiem
sg one rownolegte do prostych przedstawionych przez réwnania [art. 105, (7)]

b. osi gléwne tych krzywych sg do siebie rownolegte, jako dwusieczne kg-
tow miedzy asymptotami (art. 108); i wogdle,

c. Srednice tych krzytvych sprzezone z pewnym kierunkiem sg do siebie rdivno-
legte; albowiem, jezeli przez p oznaczymy kat, ktéry z osig ic-6w uktadu pro-
stokatnego tworzy s$rednica ktérejkolwiek z tych krzywych, sprzezona z pe-
wng $rednig czynigca z tgZz osig rr-Ow kat a, to rownanie (art. 108)

wyznacza jedne tylko wartos¢ na p;
d. dhugosci Srednic jednej z dwu krzywych homotetycznych sg proporcyjonalne

do dtugosci Srednic rownolegtych drugiej, co wynika besposrednio z artykutow
1111 112,
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e. Z wiasnosci za$ d. wynika, Ze proste, tgczace punTcty Tcoricowe $rednic
réwnolegtych dwu krzywych homotetycznych przecinaja sie w dtvu punktach, lezacych
na prostej, ktéra taczy $rodki tych krzywych. Jakoz, niech C i C bedg $rodkami
dwu krzywych homotetycznych (fig. 46), DE i D'E' ich $rednicami rownole-
gtymi, a Si S' punktami, w ktérych proste DD'i D'E przecinajg prostg

CC; oznaczmy nadto, przy jakimkolwiek kierunku srednic, ’gf-;\:w,aprze—

toc’)‘s—— m. Z podobienstwa tréjkatow SCD i SCD', tudziez S'CE
i S'C'D', wypada
Fig. 46.
SC_ CD _ . §C CE

SC CD'~ ™ S'C CD

t. j. potozenie punktdw S i S' nie zalezy od kierunku $rednic DE i D'E'. —
Punkty Si S' sg zarazem punktami, w ktorych linijg $rodkéw CC przeci-
naja styczne spdlne dwu krzywych homotetycznych. Albowiem, jezeli PP’
i QQ' sg stycznymi spolnymi, to prosta CP jest réwnoleglg do CP', a CQ
do CQ', $rednice zas CP i CP', jako sprzezone z kierunkiem stycznej PP',
sg do siebie rownolegte, jakrowniez Srednice CQ i CQ', sprzezone z kierun-
kiem stycznej QQ'. Stad za$ wynika, ze styczna PP' przechodzi przez punkt
S, a styczna QQ' przez S'.— Zauwazmy jeszcze, ze
SC , sC
= czyh ,

sCcC ~ §'C
punkty wiec S i S' tworza pare harmonicznie sprzezona z parg punktéw
CiC.

Punkty S i S' zowig sie Srodkami podobiefistwa danych dwu
krzywych, i mianowicie: punkt S $rodkiem zewnetrznym, a punkt
S' §srodkiem wewnetrznym.
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183. Jezeli trzy krzywe stopnia 2-go sa homotetyczne, to wéwczas szes¢ $ro-
dkéw podobienstwa lezg po trzy na czterech prostych, a mianoivicie: na jednej lezg
trzy Srodki zewnetrzne, a na kazdej z trzech pozostatych dwa $rodki wewnetrzne
i jeden zewnetrzny. Jakoz, niech
bedg spdtrzednymi jednorodnymi Srodkdw trzech krzywych K,, K2, K3 (fig.
47) homotetycznych, a w', m", m" liczbami, proporcyjonalnymi do dtugosci
$rednic réwnolegtych trzech krzywych. Oznaczmy przez

$rodki podobienstwa zewnetrzne i wewnetrzne odpowiednich par krzywycli:

Mamy tu:

a zatym
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Z tego widzimy, Ze odpowiednie punkty: S,, 83, S3; S,, Sj?
XI, Sj, 83 lezg na tej sam$j prostej. Te cztery proste nazywamy osiami
podobieAstwa.

184* Jezeli ze $rodka S podobienstwa dwu krzywych K i It' homotety-
tycznychjmajacychsijOe srodki w K« K" (fig. 48), wyprowadzimy dwie sieczne, z ktorych
jedna przecina krzywe odpowiedniow A, B; A', B', a druga odpoioiednio w C, D;
C', D', to wowczas dwie proste AC, B'D', tudziez dwie proste BD, A'C', prze-
cinaja, sie w punktach E, F, lezgcych na osi pierwiastkowej.

Jakoz, jezeli sieczng SABA'B' weZmiemy za o$ jc-Ow, a sieczng*"SCDCD'
za 0$ 20W i oznaczymy SA=:fl, SB= SA'= a, SB'= & =
SC'= ¢, = to réwnaniami prostych AC, A'C', BD, B'D' beda odpo-
wiednio

Poniewaz za$ prosta KA jest réwnolegly do K'A', KB do K'B') KC do K'C',
KD do K'D', zatym z uwagi, ze dane dwie krzywe sg homotetyczne, mamy
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skutkiem czego rédwnania prostych A'C' i B'D' przejda, odpowiednio iig

Dodajac do siebie tak réwnania prostych AC i B'D', jak i rownania prostych
A'C" i BD, otrzymujemy w obu razach toz samo réwnanie

Q)

przedstawiajace prosta EF, przechodzaca tak przez punkt E, w ktérym sie
przecinajg proste AC i B'l)", jak i przez punkt F, w ktéryjn sie przecinaja
proste A'C' i BD.

Okazemy, ze ta prosta (5) jest osig pierwiastkowa krzywych (3), Kia-
dac w réwnaniu (3) krzywej K raz y= drugi raz 03=0, otrzymamjr na
wyznaczenie liczb a, h, \ ¢,d dwa réwnania stopnia 2-go,

z ktérych wypada

i

Podstawiwszy te wartosci za = +0" i & A w réwnanie (5), mie¢ bedziemy
ktéremu mozna nada¢ postac

©)

Z réwnania za$ krzywej K' otrzymamy podobnie

Poréwnywajac te wartosci z poprzednio znalezionymi, mamy
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@ wstawiajgc w (5') za ma,3, ma™, ma“™ otrzymujemy réwnanie prostej EF:

2r13 — +. 2048 — + GB— =
ktore jest [art. 181, (4)] rownaniem osi pierwiastkowej dwu krzywych K i K'.
Prosta EF jest wiec osig pierwiastkowa.

CWICZENIA.

(150). Znale$¢ roéwnanie krzywej stopnia 2-go, ktéra przechodzi przez 5
punktéw (1, 0). (3, 0), (O, 1), (O, 3), (2, 2).
(151). Znale$¢ réwnanie peku linij stopnia 2-go, ktérego wierzchotkami sg

punkty (1, 0), (O; 1), (1, 2), (2, 1).
(152). Znale$¢ réwnanie trzech par cieciw spoélnych dwu krzywych stopnia

2-go/=:0i5r=0.

(153). Okazaé, ze krzywa zadania (141) jest opisana na tréjkacie z soba sa-
mym sprzezonym wzgledem obu krzywych / =0 i

(154). Nazywajac punkt, w ktérym sie przecinajg proste, taczace odpowie-
dnie wierzchotki dwu tréjkatéw z sobg sprzezonych wzgledem krzywej stopnia 2-go,
biegunem kazdego z tych trdéjkatow wzgledem tej krzywej, a prosta, ktéra taczy
punkty przeciecia sie odpowiednich bokéw obu trdjkatéw, osig kazdego z nich wzgle-
dem tej krzywej, okazaé, ze: 0 = 0 wyraza warunek, aby biegun tréjkata wpisanego
w krzywa wzgledem krzywej /e=. O leial na g=0, oraz, aby oS trojkata opisanego
na krzywej f— O wzgledem krzywej g= 0 byla styczng do krzywej / = 0.

(155). Znale$¢ miejsce punktu przeciecia sie normalnych do krzywej stopnia
2-go, wystawionych w konhcach cieciwy, ktéra przechodzi przez punkt dany (a, P).

(156). Znale$¢ warunek, aby tréjkat opisany na / = 0 byt wpisany w

(157). Z dwu kot + = i fa;—a)2 + (y—p)2= r'2 kiedy jedno
jest wpisane, a drugie opisane na tym samym trojkacie?

(158). Znale$¢ réwnanie pary stycznych, stycznych do krzywej stopnia 2-go

Ma, | "3RS A

/=z OW punktach, w ktérych te krzywa przecina prosta — 1— i— — U

(159). Znale$¢ srodek kota, do ktérego sg stycznymi boki tréjkata z sobg
samym sprzezonego wzgledem hiperboli réwnobocznej.

(160). Wierzchotki dwu tréjkatow, z ktérych kazdy jest z soba samym
sprzezony wzgledem krzywej stopnia 2-go f =0, lezg na jednej krzywej stopnia
2-go, oraz: boki dwu trojkatow, z ktérych kazdy jest z sobg samym sprzezony
wzgledem krzywej stopnia 2-go, sg styczne do jednej krzywej stopnia 2-go.

(161). Znales¢ warunek, aby dwa kota byly do siebie stycznymi zewnetrznie
lub wewnetrznie.

(162). Rownania két, majgcych spodlng o$ pierwiastkowa, wrazie gdy te o$ przyj-
miemy za 0§ 2OW a linijg $rodkéw za 0$ a;-6w, jest postaci + y"N— 2Xa;=hS2 —o,
gdzie X oznacza liczbe nieoznaczona, a S dtugos¢ etala.
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(163). Znale$¢ spotrzedne punktu, przez ktéry przechodzg biegunowe punktu

wzgledem kot

(164). Okaza¢, ze istmej% taKie awa punKty, iz icn oiegunowe wzgieaem
kot -} — 2Xx — ¢ sa prostymi statymi.

(165). Znales¢ warunek, aby dwa kola

przecinaty sie pod katem prostym.

(166), Jezeli z punktu na spélnej osi pierwiastkowej uktadu két wyprowa-
dzimy styczne do kazdego z tych ko, to miejscem punktéw stycznosci jest koto,
przecinajgce kazde z tamtych kot pod katem prostym i przechodzace przez dwa
punkty zadania (165).

(167). Znale$¢ biegunowa $rodkéw podobienstwa dwu kot wzgledem jednego
z tych kot

(168). Jezeli $rodek pierwiastkowy S trzech két K,, Ka, Kg potgczymy z bie-
gunami Bj, Bj, Bg ktorejkolwiek z czterech osi podobienstwa tych két, biegunami
wzgledem odpowiednich két K,, Ka, Kg, to te trzy proste SB,, SBg, SBg przecinaja
kota K,, Ka, Kg odpowiednio w punktach Pj i P'i, P*i P2, Pgi P'3. Okazaé, ze
dwa uktady trzech punktéow P,, Pj, Pg i P\, P'a, P'3 wyznaczajag dwa kota, z kt6-
rych kazde jest styczne do trzech két Kj, Ka, K3 w tychze punktach.

(169). Znale$¢ zwigzek miedzy wzajemnymi odlegtosciami czterech punktéw
na kole.

(170). Jezeli koto K jest styczne do czterech két K,, Ka, K3, KM i jezeli
ik oznacza dtugo$¢ stycznej spélnej do dwu két K», K~, to okazaé, ze

(171), Znale$¢ roéwnania 6Smiu két stycznych do trzech két danych.



ROZDZIAL XIIT.

WYZNACZENIE KRZYWYCH STOPNIA 2-GO ZAPOMOGA

DANYCH WARUNKOW.

185. W artykule 173 okazalismy, ze mozna zawsze — mdwigc wogol-
nosci— odnales¢ krzywa stopnia 2-go, ktéra czyni zados¢ pieciu warunkom
pojedyn czym, t.j. takim, iz kazdy z nich prowadzi do jednego réwnania
miedzy spotczynnikami réwnania ogélnego tej krzywej. tatwo zrozumied,
ze jezeli jeden z tych warunkéw prowadzi do réwnania stopnia drugiego lub
wyzszego wzgledem spotczynnikéw, to wowczas miec bedziemy dwa lub wiecej
rozwigzan, wskazujacych, ze istnieje odpowiednio dwie lub wiecej krzywych
stopnia 2-go, zados¢ czynigcych warunkom danym. Z drugiej strony, moze
sie zdarzy¢, ze jeden warunek daje dwa albo i wiecej rownan miedzy spoét-
czynnikami, a przeto moga zachodzi¢ warunki wielokrotne, réwnowa-
zne dwu lub wiecej warunkom pojedynczym, jak to nizej zobaczymy.

Azeby wiec oceni¢ w kazdym przypadku, czy warunki dane dost*-tecznie
wyznaczajg krzywa stopnia 2-go, lubtez nie, potrzeba;

a., wykaza¢, jakie warunki nalezy uwaza¢ za pojedyncze i znale$¢
klase kazdego warunku pojedyriczego, t.j. stopien tego réwnania miedzy
spotczynnikami w réwnaniu ogolnym krzywej, do ktérego 6w warunek pro-
wadzi;

b. wyznaczyC ilos¢ krzywych stopnia 2-go, majacych uczyni¢ zado$¢
pieciu danym warunkom pojedyiczym, przy wiadomej klasie kazdego z tych
warunkéw;

c. dokona¢ szczeg6towego rozbioru warunkéw wielokrotnych i wyzna-
czy€, ilu warunkom pojedyriczym sg one réwnowazne, a jednoczes$nie odna-
les¢ klase tych warunkdw pojedyriczych.

186. WAETJINKI POJEDYNCZE. — Zajmiemy si¢ jedynie dwoma rodzaja-
mi warunkéw pojedynczych: t. z. warunkami punktowymi i warun-
kami linijowymi; albowiem, jak to zobaczymy, wszelkie inne mozna
uwaza¢ albo jako przypadki szczeg6lne, albo jako powtdrzenia dwu takich
warunkéw pojedynczych.
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Niech

1)

bedzie réwnaniem ogbélnym krzywej stopnia 2-go we spdtrzednych jednoro-
dnych (np. szczegblnych) punktu i niech (x\, XW o (x"i, x"2, x"2) beda
spotrzednymi dwu punktéw na ptaszczyznie tej krzywej. Poniewaz réwnanie

)

()

wyraza warunek, aby z dwu tych punktdw jeden (kazdy) lezat na biegunowej
drugiego z nich wzgledem krzywej (1), czyli, aby te dwa punkty byly z sobg
sprzezonymi wzgledem krzywej (1), wiec, jezeli dwa punkty sg dane, to waru-
nek, aby one byly sprzezonymi, daje nam jedno réwnanie stopnia 1-go miedzy
spétczynnikami réwnania ogoélnego (1) krzywej stopnia 2-go. Pieé takich
warunkdw wystarczy zatym do wyznaczenia pieciu stosunkéw miedzy tymi
spbtczynnikami, a przeto i do wyznaczenia krzywej stopnia 2-go.

187. Niech

beda réwnaniami dwu prostych. Jezeli (x\, iCg) sq spOtrzednymi biegu-
na pierwszej z tych prostych wzgledem krzywej (1), mamy woéwczas

skad nawzajem wypada

Podstawmy wartosci stad wynikajagce na ic', iIC?  za X2, Xs w drugie
z réwnan (3); otrzymamy wowczas réwnanie

4)

lub, uzywajac znakowania wyznacznikowego,

(4)

To réwnanie wyraza warunek, pod jakim biegun pierwszej z dwu prostych (3)
wzgledem krzywej (1) lezy na drugiej prostej; a ze ono jest symetryczne
wzgledem spotczynnikéw réwnan obu prostych, wiec wyraza ono takze
warunek, pod jakim biegun drugiej z dwu prostych (3) lezy na pierwszej
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prostej, czyli warunek, pod jakim dwie proste (3) s3, sprzezone wzgledem
krzywej (1). Zauwazmy, Zze to réwnanie jest stopnia 2-go wygledem spot-
czynnikéw w réwnaniu krzywej (1). A zatym, jezeli sq dane dwie proste, to
warunek, aby te dwie proste byly sprzezone wzgledem krzywej stopnia 2-go,
daje jedno réwnanie stopnia 2-go miedzy spétczynnikami w réwnaniu ogol-
nym tej krzywej. Stad za$ wypada, Ze jezeli takim warunkiem zastapimy
jeden z warunkéw artykutu poprzedzajacego, woéwczas — mowigc w ogolno-
§ci — otrzymamy dwa uktady wartosci na pieé¢ stosuukéw miedzy spoétczynni-
kami réwnania (1).

188. Wezmy nastepnie pod uwage réwnanie ogdélne krzywej stopnia
2-go we spétrzednych linii prostej,

()

i niech (m',, wa W), ~'3) beda spdtrzednymi dwu linij prostych.
Wiadomo, Ze réwnanie

(6)

(6

wyraza warunek, pod jakim jedna z tych prostych przechodzi przez biegun
drugiej, czyli, pod jakim te dwie proste sg sprzezone wzgledem krzywej sto-
pnia 2-go (5). A zatym, jezeli dane sg dwie proste, to warunek, aby one bylty
sprzezone wzgledem krzywej stopnia 2-go, daje jedno réwnanie stopnia 1-go
miedzy spétczynnikami réwnania ogdlnego (5) tej krzywej; stad za$ wypada,
Ze pie¢ takich warunkéw wystarcza w zupetnosci do wyznaczenia krzywej
stopnia 2-go.
189. Niech

)

bedg réwnaniami dwu punktéw. Sposobem podobnym, jak w art. 187, znaj-
dziemy, ze réwnanie

wyraza warunek, pod jakim dwa punkty (7) sg sprzezone wzgledem krzywej
(5). To roéwnanie jest stopnia 2-go wzgledem spétczynnikéw w réwnaniu (5);
zatym, jezeli sg dane dwa punkty, to warunek, aby one byly sprzezone wzgle-
dem krzywej stopnia 2-go, daje nam jedno réwnanie stopnia 2-go miedzy
spétczynnikami w réwnaniu ogélnym (5) tej krzywej. Stad za$ wypada, ze
jezeli takim warunkiem zastagpimy jeden z warunkéw, rozwazanych w arty-
kule poprzedzajagcym, to wowczas — méwigc wogolnosci — otrzymamy dwa
uktady wartosci na pie¢ stosunkéw miedzy spétczynnikami rownania (5).
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190. Wurunek, aby krzywa stopnia 2-go byta taka, zeby dwa dane
punkty byly wzgledem niej sprzezonymi, nazwiemy warunkiem punkto-
wym (w-p.); warunek za$, aby krzywa stopnia 2-go byla taka, zeby dwie
dane proste byly wzgledem niej sprzezonymi, nazwiemy warunkiem li-
nijowym (w-L). Warunki te sg pojedynczymi, albowiem prowadzg one do
jednego réwnania miedzy spotczynnikami w réwnaniu og6lnym krzywej sto-
pnia 2-go.

Mozemy teraz wyznaczy¢ ilo$¢ krzywych stopnia 2-go, dopetniajacych
pieciu danych warunkéw pojedynczych.

a. Pieciu warunkom punMowym moze uczyni¢ zados¢ tylho jedna Tirzywa sto-
pnia 2-go. Albowiem, gdy uzyjemy spotrzednych punktu, kazdy z tych wa-
runkéw da jedno réwnanie stopnia 1-go (art. 186) miedzy spétczynnikami
réwnania ogolnego krzywej stopnia 2-go we spotrzednych punktu, a piec ta-
kich réwnan da tylko jeden ukiad wartosci na stosunki miedzy tymi spdt-
czynnikami.

b. Czterem warunkom punktoicym i jednemu linijowemu mogg uczyni¢ zado$¢
conajwiecej divie krzytce stopnia 2-go. Albowiem, gdy uzyjemy spdtrzednych
punktu, kazdy z czterech w-p. da jedno réwnanie stopnia 1-go, a jeden w-1.
jedno réwnanie stopnia 2-go (art. 187) miedzy spétczynnikami réwnania ogél-
nego krzywej stopnia 2-go we spétrzednych punktu. Z tych pieciu réwnan
wyznaczymy piec stosunkw miedzy spotczynnikami; wszakze, skoro jedno
z nich jest stopnia 2-go, bedziemy mieli dwa rozwigzania, wskazujgce na
istnienie dwu krzywych, dopetniajacych tych pieciu warunkéw.

c. Trzem warunkom punktowym i dwu linijowym mogg uczyni¢ zados¢ co-
najwiecej cztery krzywe stopnia 2-go. Albowiem, gdy uzyjemy spétrzednych
punktu, trzy w-p. dadzg trzy réwnania stopnia 1-go, a dwa w-L dadzg dwa
réwnania stopnia 2-go miedzy spétczynnikami réwnania ogdlnego krzywej
stopnia 2-go we spotrzednych punktu. Mieé wiec bedziemy pie¢ réwnan,
ktore, gdy dwa z nich sg stopnia 2-go, dadzg cztery uktady wartosci na pie¢
stosunkdw miedzy tymi spétczynnikami, a to wskazuje, ze mogg istnieé¢ cztery
krzywe stopnia 2-go, dopetniajace tych pieciu warunkow.

d. Dwu warunkom punktoicym a trzem linijowym mogg uczyni¢ zados¢ co-
najwiecej cztery krzywe stopnia 2-go. Albowiem, gdy uzyjemy spo6trzednych
linii prostej, to dwa w-p. dadzg dwa réwnania stopnia 2-go (art. 189), a trzy
w-1. trzy rownania stopnia 1-go (art. 188) miedzy spoéiczynnikami réwnania
og6lnego krzywej stopnia 2-go we spétrzednych linii prostej. Liczba krzy-
wych jest wiec w tym przypadku ta sama, co w przypadku 3-cim.

e. Jednemu imrunkowi punktowemu i czterem linijjowym moga uczyni¢ za-
dos¢ conajwiecej dwie krzywe stopnia 2-go. Albowiem w-p. daje jedno réwnanie
stopnia 2-go, a cztery w-1. dajg cztery réwnania stopnia 1-go miedzy spot-
czynnikami réwnania ogolnego krzywej stopnia 2-go we spétrzednych linii
prostej. Liczba krzywych jest znéw ta sama, co w przypadku 2-im.

f. Pieciu warunkom linijowym moze uczyni¢ zado$¢ tylko jedna krzywa sto-
pnia 2-go. Albowiem te warunki dajg pie¢ réwnan stopnia 1-go miedzy spot-
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czynnikami réwnania ogolnego krzywej stopnia 2-go we spétrzednych linii
prostej. Liczba krzywych bedzie zatym ta sama, co w przypadku 1-ym.

191. WAETJINKI ZEOZONE. Pozostaje nam rozebra¢ najczesciej spoty-
kane warunki i odnales¢ liczbe w-p., lub w-1, ktérym kazdy z nich jest ro-
wnowazny. Poznawszy za$ to, bedziemy mogli w kazdym przypadku szczegdl-
nym napewno 0sadzi¢, czy dane warunki sg, czytez nie sg dostateczne, i ile
krzywych stopnia 2-go mozna poprowadzi¢, czynigcych zado$¢ warunkom
danym.

1° ~Dany punkt na krzywej

Punkt dany na krzywej, lezac na wilasnej biegunowej, jest z sobg samym
sprzezony. Ten wiec warunek jest rdwnowazny jednemu w-p.

2» >Dana styczna do krzywej-".

Styczna do krzywej, przechodzac przez wiasny biegun, jest z sobg samg
sprzezona. Ten wiec warunek jest rownowazny jednemu w-1.

3° >'Dana $rednica*.

Srednica jest biegunowa punktu w nieskoriczonoci i przechodzi przez
Srodek, ktdry jest biegunem prostej w nieskoficzonosci; $rednica zatym i pro-
sta w nieskoficzonosci sg dwiema prostymi z sobg sprzezonymi. Ten wiec
warunek jest réwnowazny jednemu w-1.

4° >Dany punkt i dana biegunowa tego punktu

Niech bedzie P danym punktem i oznaczmy przez Q i R dwa dowolnie
obrane punkty na danej biegunowej tego punktu. Z uwagi, ze biegunowa
punktu P przechodzi przez punkt Q i przez punkt E, wynika, ze ten warunek
jest rownowazny dwu w-p.; z uwagi za$, ze biegun prostej lezy tak na
prostej QP, jak i na prostej RP, wypada, ze tenze warunek jest réwnowazny
takze dwu w-1.

8® «Dany punkt i dana styczna w tym punkcie”.

Ten warunek, jako przypadek szczegdlny poprzedzajacego, jest réwno-
wazny albo dwu w-p., albo dwu w-1.

~Dana asymptota*.

Ten warunek jest takze przypadkiem szczeg6lnym warunku 4-go; albo-
wiem asymptota jest styczng w punkcie nieskonczenie odlegtym. Wskutek
tego ten warunek jest rownowazny dwu w-p., lub dwu w-1.

7° »Dany kierunek jednej asymptoty««'

W tym przypadku dany jest jeden punkt krzywej, mianowicie punkt
w nieskonczonosci. Ten wiec warunek, jako przypadek szczeg6lny warunku
1-go, jest rébwnowazny jednemu w-p.

8° >"Zadana krzywa ma by¢ parabola”.

Parabola jest styczng do prostej w nieskoniczonosci; ten wiec warunek
jest przypadkiem szczegdlnym warunku 2-go, a przeto réwnowaznym jedne-
mu w-1.

9° ~Zadana krzywa ma by¢ koteme.

Koto przechodzi przez dwa punkty urojone w nieskoriczonosci; ten wiec
warunek jest réwnowazny dwu w-p.
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10° »Dany $rodek™\.

Srodek jest biegunem prostej w nieskoriczonosci; ten wiec warunek, jest
taksamo, jak warunek 4-ty, réwnowazny dwu w-p., albo dwu w-1.

11" ~Dany tréjkat z soba samym sprzezony”.

Ten warunek jest widocznie rownowazny albo trzem w-p., albo trzem w-L

12° ~Dane potozenie dwu $rednic sprzezonyeh

Ten warunek, jako przypadek szczegdlny poprzedzajacego, jest takze
rownowazny trzem w-p., albo trzem w-L

13° w»Dane kierunki dwu $rednic sprzezonych*.

Punkty, w ktérych dowolne dwie proste, majace te kierunki, przecina
jakakolwiek prosta, sg sprzezone z sobg wzgledem krzywej; ten wiec warunek
jest rbwnowazny jednemu w-p.

14° »Dane potozenie jednej osi gltdwnej«i

Potozenie dane jednej osi gtéwnej, z uwagi, ze 0$ gtéwna jest $rednica,
jest™ wedtug 3-go, rownowazne jednemu w-1.  Atoli, skoro jednocze$nie jest
dany kierunek drugiej osi gtownej. Wiec, wedtug 13-go, ten warunek jest ro-
wnowazny nadto jednemu w-p.

15° >>Dane potozenie dwu osi gléwnych.

Ten warunek, jako przypadek szczeg6lny warunku 12-go, jest réwno-
wazny trzem w-p., albo trzem w-1.

16° 'Dane jedno ognisko™\.

W tym przypadku sa dane dwie styczne z punktéw kotowych urojonych
(art. 145); ten warunek jest wiec rownowazny dwu w-1.

17° '>Dana jedna kierownica*.

Kierownica, jako biegunowa ogniska, przecina krzywg w dwu punktachj
w ktorych do tej krzywej sg stycznymi dwie proste, wychodzace z ogniska do
punktéw kotowych urojonych. Ten warunek jest wiec rownowazny dwu W-p.

18° ~>Dana krzywa homotetyczna z zgdana”.

Ten warunek jest rownowazny dwu w-p.; albowiem wszystkie krzywe
homotetyczne przecinajg prostg w nieskonczonosci w dwu tych samych
punktach.

19° '>Dana krzywa stopnia 2-go podwajnie styczna do zadanej

Ten warunek nalezy uwaza¢ jako réwnowazny warunkowi, kiedy dwie
styczne sg dane, a wiec dwu w-1.; albowiem wrazie, kiedy ta krzywa rosktada
sie na dwie proste, te dwie proste sg dwiema stycznymi.

20° "Zadana krzywa ma by¢ hiperbolg réwnoboczng*.

Ten warunek mozna uwaza¢ jako réwnowazny warunkowi, kiedy dany
jest kierunek jednej asymptoty; albowiem, gdyby byt dany kierunek jednej
asymptoty, to tymsamym bytby juz wtym przypadku dany Kierunek drugiej
asymptoty, jako prostopadtej do pierwszej. Ten wiec warunek jest réwno-
wazny jednemu w-p.

192. ZASTOSOWANIE. — Damy kilka przyktadéw, jako zastosowanie
powyzszych wypadkow.
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Przez pie¢ danych punktow mozna poprowadzi¢ tylko jedne krzywa stopnia
2-go. Albowiem w tym przypadku mamy pie¢ w-p.

Aby te krzywg wykresli¢, nalezy sobie przypomniec twierdzenie art. 51,
wedtug ktérego punkty przeciecia sie odpowiednich promieni dwu pekéw pro-
mieni jednokre$inych leza na krzywej stopnia 2-go, ktéra przechodzi zarazem
przez wierzchotki tych pekow. Niech wiec P,, P2, P3, P4, P5 bedg piecioma
danymi punktami. Uwazajmy P" i Pg jako wierzchotki dwu pekéw jedno-
kreslnych i potaczmy te wierzchotki z punktami P,, Pg, P3; natenczas pro-
mienie P4P1, P4P2, P4AP3 pierwszego peku beda odpowiednimi promieniom
P5P,, P5P2, P5P3 drugiego peku. Aby otrzymaé szosty punkt P krzywej,
przechodzacej przez pie¢ punktow Pj, Pg, P3, P4, P5, dos¢ dla jakiegokolwiek
czwartego promienia P4P pierwszego peku odnales¢ odpowiedni mu promien
w drugim peku (sposobem wytozonym w art. 50). Punkt przeciecia sie tych
dwu promieni bedzie punktem szdéstym zadanej krzywej. Tym sposobem mo-
zna znales¢ ilekolwiek nowych punktéw, a wiec i poznaé ksztatt krzywe;.

Do tegoz samego prowadzi inny sposéb, opierajacy sie na twierdzeniu
PascaPa (art. 162), wedtug ktorego trzy pary bokdw przeciwlegtych szescio-
boku wpisanego w krzywa stopnia 2-go przecinajg sie wtrzech punktach na
jednej prostej. — Jakoz potgczmy punkty Pj i Pg, P4 Pg (fig. 49) linijami
prostymi i te linije przedtuzmy az do przeciecia sie w punkcie L; poprowadzmy

nastepnie przez punkt Pg prostg
w Kierunku dowolnym az do prze-
ciecia sie z prostg P2P3 w pun-
kcie M; nakoniec poprowadzmy
prosta P3P4 az do przeciecia sie
w N z prosta LM: prosta NPj
przecina prosta dowolnie obrang
PgM w punkcie fPg, ktéry jest
punktem szostym krzywej stopnia
2-go, przechodzacej przez pie¢
punktéw Pi,...,Pg. Zmieniajac
wcigz kierunek prostej PgM, otrzy-
mywac bedziemy coraz inny punkt,
jako odpowiedni szsty.

Jezeli w szeScioboku Pa-
scaPa wierzchotek np. Pg coraz
sie zbliza do wierzchotka Pj, to
woéwczas bok PePi zdgza do po-
tozenia stycznej do krzywej w pun-

Fig. 49. kcie Pj. Z tej uwagi wynika

sposob kreslenia stycznej do krzy-

wej stopnia 2-go w jednym z pieciu punktow, np. w P,, przez ktére ta krzywa

ma przechodzi¢. Jakoz, potgczmy P, zPg i P4 z Pg i przedtuzmy proste
P1P2? P4P5 az do przeciecia sie w L; potgczmy nastepnie P2z P3iPg z P, (= Po)



WARUKKI WYZaNCZAJACE KRZYWE STOPNIA DRUgIEGO. — 190. 223

i proste P2P3, P5P1 przedluzmy az do przeciecia sie w M; poprowadzmy na-
koniec prostag P3P4 az do przeciecia sie w N z prostg LM: prosta PjN jest
styczng do krzywej w punkcie P,.

Wiedzac to, mozna wyznaczy¢ potozenie i dlugosci dwu $rednic sprze-
zonych krzywej stopnia 2-go, majacej przechodzi¢ przez pie¢ punktéw danych.
Niech a, h,c,d, e (fig. 50) bedg punktami danymi. "Wyznaczmy (w sposéb
dopieroco podany) styczne aA, &B, cC do krzywej w punktach a, h, c, i ozna-
czmy przez S i T punkty przeciecia sie par stycznych aA, 6B i 6B, cC. Pro-
sta, taczaca punkt S ze Srodkiem / cieciwy al, jest Srednicg sprzezong
z kierunkiem cieciwy ah, i podobnie prosta, tgczaca punkt T ze S$rodkiem
g cieciwy hc, jest $redni-
cq sprzezong z Kkierun-
kiem cieciwy hc. Te dwie
zatym $rednice przecina-
ja sie wsrodku O linii
krzywej. Wypj:flwadzmy
z O prostg OS' roéwnole-
gtg do ah; natenczas OS
i OS' beda kierunkami
dwu $rednic sprzezonych.

Aby znale$¢ jeszcze dtu-

gosci potow tych Srednic

QA i Ok\ wyprowadzmy Fig. 50.

zaprostg af rownolegly

do SO az do przeciecia sie w z OS' i oznaczmy przez S' punkt przeciecia
Srednicy OS' ze styczng aA. Skoro cieciwa ah jest biegunowg punktu S,
a af biegunowg punktu S', zatym mamy 0Z;= J/0/.0S i Ofc'=K”*.0S".

Jezeliby sie okazato, ze dwie Srednice SO i TO sg do siebie rownolegte,
krzywa bylaby parabola. Aby znales¢ ognisko i kierownice tej paraboli,
przez punkty a i 6 prowadzimy dwie $rednice, tudziez dwie proste, ktére z od-
powiednimi stycznymi aA i & czynig takie same katy, jak tylkoco wzmianko-
wane $rednice. Te dwie proste przetng sie w ognisku paraboli. Z ogniska
spuszczamy prostopadte na styczne i na przedtuzeniach tych prostopadtych
odcinamy dtugosci réwne tym prostopadtym: prosta tgczaca koicowe punkty
jest kierownica.

193. Majgc danych igi*¢ prostych, moma poprowadzi¢ tylko jedne krzywg
stopnia 2-go, styczng do tych prostych. Albowiem w tym przypadku mamy
pie¢ w-1.

Aby wyznaczy¢ jakakolwiek széstg styczna, mozna sie oprzec albo na
twierdzeniu art. 51, wedlug ktérego proste, taczace kazde dwa odpowiednie
punkty dwu szeregéw punktow prostolinijowych i jednolcresinych, obwodza
krzywa stopnia 2-go, do ktdrej jednocze$nie obie podstawy tych szeregéw sg
styczne, albotez na twierdzeniu Brianchon'a (art. 166), wedtug ktérego pro-
ste, taczace trzy pary wierzchotkow przeciwlegtych szesciokata opisanego na
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krzywej stopnia 2-go, przecinajg sie wjednym punkcie. Podamy tu tylko
drugi z tych sposobéw

Jakoz, niech D,, Dj, D3, D4, Dg bedg danymi piecioma prostymi. Po-
taczmy prosta U punkt przeciecia sie prostych D,, D2 z punktem, w ktérym
przecinajg sie proste D4, D5; nastepnie z punktu przeciecia sie prostych Dg,
D3 wyprowadzmy prostg dowolng Y, ktéra przecina prostga U w O, a pro-
stg Dg w A. Nakoniec potgczmy punkt przeciecia sie prostych D3, D4 z pun-
ktem O prostg "W i te prostg przedtuzmy az do przeciecia sie z prostg D,
w punkcie B. Proste AB i D,, D2, D3, D4, Dg sgq bokami szeScioboku Brian-
chon'a, a wiec prosta AB jest szostg styczng krzywej stopnia 2-go, do ktorej
sg stycznymi proste D,, Da, D3, D4, Dg. Prowadzac prostg V coraz w in-
nym kierunku, otrzymamy odpowiednio coraz inng szdstg styczng AB.

Jezeli w szeScioboku Brianchona jeden z bokéw, np. Dc, zejdzie sie ra-
zem z bokiem sasiednim Dj, wtedy punkt przeciecia sie tych dwu bokdéw ra-
zem zejdzie sie z punktem stycznosci boku Dj do krzywej. Z tej uwagi wy-
pada nastepujacy sposob wyznaczenia punktow, w ktorych krzywej, okreslo-
nej przez pie¢ stycznych, dotyka kazda z tych stycznych. Jakoz, potgczmy
punkty DjDj i D4D3 prostg U, nastepnie punkty D2D3 i DgD, (~zDgDo)
prostg y, a nakoniec punkty D3D4 i UV prostg "W: prosta W przetnie sty-
czna D, w punkcie stycznosci. Wyznaczywszy tym sposobem punkty styczno-
§ci na trzech sasiednich stycznych, mozna potym, taksamo jak w artykule po-
przedzajacym, wynales¢ potozenie i dtugosci pary Srednic sprzezonych.

194. Majac dane cztery punkty i jedne prostg, przechodza, przez jeden z pun-
ktow danych, mozna poproicadzié przez te punkty tylko jedne krzyiva stopnia 2-go,
do ktérej dana prosta jest styczng w tym danym punkcie, przez ktory taprosta prze-
chodzi. Albowiem i w tym przypadku mamy pie¢ w-p.

"Wykreslenie krzywej zapomocg tych warunkéw mozna oprze¢ na dwu
whnioskach, wynikajagcych z twierdzenia PascaFa. Jezeli naprzéd w szeScio-
boku PascaFa wierzchotek P razem sie zejdzie z wierzchotkiem P”, a wierz-
chotek Pg z wierzchotkiem P4, wtedy dwa boki przeciwlegte PjPg i P4Pg tego
szescioboku stang sie stycznymi w dwu wierzchotkach przeciwlegtych P, i P4
czworoboku P1P3P4P0, wpisanego w krzywg stopnia 2-go. Mamy zatym
twierdzenie: pary hokow 'przeciwleglych cztoorohoku, wpisanego w krzywa stopnia
2-go, i pary stycznych do krzywej iv dwu jego wierzchotkach przecitclegtych przed'
naja sie w punktach, lezacych na jednej prostej.

Wyobrazmy sobie nastepnie, ze wierzchotki szeScioboku PascaFa P2,
P4 i Po schodzg sie razem odpowiednio z wierzchotkami Pj, P3i Pg. Przy
tym przypuszczeniu, boki P1P2, P3P4) PsPe tego szescioboku stajg sie styczny-
mi w odpowiednich wierzchotkach P, P3, Pg tréjkgta P"PgPg, wpisanego
w krzywg stopnia 2-go. Twierdzenie PascaFa przechodzi zatym teraz na na-
stepujace: hoki trojkata, wpisanego w krzywa stopnia 2-go, przecinajg sie ze sty-
cznymi w jego wierzchotkach przeciwleglych w trzech punktach, lezacych na jednej
prostej. Tego twierdzenia dowiedliSmy juz w art. 165.
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otdz, jezeli dane sg cztery punkty P?, Pa, P3, P4 i styczna D, w pun-
kcie P,, to, zapomoca, pierwszego z tych twierdzen, znajdziemy styczng w P3,
a nastepnie, zapomocg drugiego, styczng w Pg, i wykreslenie krzywej sprowa-
dzi sie do przypadku, rozwazanego w art. 192.

195. Majgc cztery proste dane ipunkt dany na jednej z tych prostych, mo-
zna znaUs$¢ tylko jedne krzywa, styczna do tych prostych, dla ktorej punkt dany jest
punktem stycznosci prostej, na ktorej ten punkt lezy® Albowiem mamy tu pieé w-L

Wykreslenie krzywej zapomocg tych warunk6w opiera sie znowu na
dwu wnioskach, dajacych sie wyprowadzi¢ z twierdzenia Brianchon'ai Te
dwa whnioski zawierajg twierdzenia, odpowiadajace podtug zasady dwoistosci
twierdzeniom, dowiedzionym w artykule poprzedzajacym, a mianowicie: dwie
przekatne cztcorohoku, opisanego na krzyicej stopnia 2-go, i prosta, tgczagca punkty
stycznosci lokow przeciivlegtych, przecinajg sie w jednym punkcie; oraz: proste, ia-
czace wierzcholki trdjkata opisanego na krzytvej stopnia 2-go z punktami stycznosci
bokéw przeciwlegtych, przecinajg sie ivjednym punkcie.

s, O Otdz, jezeli do krzywej maja by¢ stycznymi cztery proste dane, D,, D?,
2 "Dg, D4, ijezeli P, jest danym punktem stycznosci prostej D,, to, zapomoca
N XK pierwszego z wypowiedzianych dopieroco twierdzen, znajdziemy naprzéd punkt
U S stycznosci P3 na D3, a nastepnie, zapomoca drugiego, punkt stycznosci P?
< A na Da, poczym postgpimy tak, jak wart. 192.

A 1?)6. Przez cztery dane punkty mozna poprowadzi¢ dicie parabole. Albo-
; Awiem mamy w tym przypadku cztery w-p. i jeden w-1
0 Aby te parabole wykresli¢, gdy A, A',

2 B, B' sg czterema danymi punktami (fig. 51),
{j A owezmy np. AA' za oS rc-dw, a BB' za 0

7 s 2-ow io0znaczmy OK—a, OA'=a’, OB=zb,
g " OB'—RO6Ownanie krzywej stopnia 2-go,

S przechodzacej przez te cztery punkty, jest
°- widocznie

gdzie k jest czynnikiem nieoznaczonym. Po-
rzadkujac to rdwnanie, mamy

aa ¥ *h4- wyrazy
stopni nizszych = 0. Ta krzywa bedzie

parabola, jezeli Fig. 51.

aa'bb' ~~\ab' ~ a'b J !
skad wypada

av”r ab J/aa'hv'

bihl. mnt.-fiz., S. IV. T. IV. 15
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Réwnania zatym dwu parabol mozebnycli

X 2/
\y7S~yW) wyrazy stopni nizszych =0.

Stad czytamy, Ze osi tych dwu parabol sg odpowiednio rownolegte do prostybh

+ =0i .— — .— = 0. Punkt w nieskoriczonosci (w Kie-
[/'aa’ Vaa) YhV
runku jednej lub drugiej z tych dwu prostych) i cztery dane punkty tworzfj,
piecidkat wpisany w krzywa stopnia 2-go. Mozna zatym, wedtug art. 192,
wynales¢ styczne do krzywej w dwu z tych czterech punktéw, a potym, we-
dtug koncowej uwagi art. 192, znales$¢ jej ognisko i kierownice.

CWICZENIA.

(172). ZaJ)Omoca twierdzfen art. 51 dowies¢ twierdzen Pascal'a i Brian-
fchon'a.

(173). Dowiesé, ze mozna tylko jedne parabole wpisa¢ w dany czworobok.

(174). Dowies¢, ze mozna wykre$lic dwie krzywe stopnia 2-go, majace dane
ogniska i przechodzace przez dany punkt.

(175). Dowies¢, ze mozna wykresli¢ tylko jedne krzywa stopnia 2-go, majaca
dane ogniska i dang prostg, do zadanej krzywej styczna.

(176). Dowies$¢, ze mozna wykresli¢ tylko jedne krzywa stopnia 2-go, majaca
dany $rodek, wzgledem ktérej dany trojkat jest z sobag samym sprzezony.

(177). Okaza¢, ze dwie krzywe stopnia 2-go spo6togniskowe nie moga mieé
spélnej styczngj.

(178). Okaza¢, ze trzy krzywe stopnia 2-go spoétogniskowe nie mogg miec
Spdlnego punktu.

(179). Okaza¢, ze nie mozna dwu krzywych stopnia 2-go spoétsrodkowych ani
wpisa¢ w ten sam tréjkat, ani opisa¢ na tym samym trdjkacie.

(180). Okaza¢, ze mozna wykresli¢ cztery kota podwdjnie styczne do danej
krzywej stopnia 2-go, przechodzace przez punkt dany, lub styczne do prostej danej.

(181). Okaza¢, ze w dany czworobok mozna wpisa¢ tylko jedne krzywa sto-
pnia 2-go, majaca srodek na danej prostej.

(182). Woykresli¢ krzywa stopnia 2-go, majac dane trzy jej punkty i jedno
ognisko.

(183). . Wykresli¢ krzywa stopnia 2-go, majac dane trzy jej styczne i jedno
ognisko.

(184). Whykresli¢ krzywa stopnia 2-go, majac dane trzy punkty i jedne kie-
rownice.

(185). Woykreéli¢ parabole, majagc dane jedno jej ognisko i dwa punkty.
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(186). Wykresli¢ parabole, majac dane jedne jej kierownice i dwa punkty.

(187).  Wykresli¢ hiperbole, majac dane trzy jej punkty i kierunki asymptot.

(188). Woykresli¢ hiperbole, majac dane potozenie jednej jej asymptoty, je-
den wierzchotek gtéwny i jeden punkt.

(189). Znale$¢ miejsce wierzchotka gtdwnego paraboli, ktdrej ogniskiem jest
dany punkt, a styczng dana prosta.

(190). Znale$¢ miejsce ogniska krzywej stopnia 2-go, wpisanej w dany réwno-
legtobok.

(191). Znale$¢ miejsce ogniska i wierzchotka gtéwnego hiperboli, dla ktérej
jedna z dwu danych prostych przedstawia potozenie jednej asymptoty, a druga je-
dnej kierownicy.

(192). Znale$¢ miejsce $rodka krzywej stopnia 2-go, przechodzacej przez
cztery punkty spdlne dwu danym krzywym stopnia 2-go.

(193). Znale$¢ miejsce Srodka hiperboli, ktérej ogniskiem jest jeden z dwu
danych punktéw, a drugi punktem przeciecia sie jej z prosta dang, réwnolegta do
jednej jej asymptoty.

(194). Znaie$¢ miejsce wierzchotkéw gtéwnych hiperboli réwnobocznej, prze-
chodzacej przez punkt dany, ktérej jedna z asymptot jest prosta dana.

(195). Znales¢ miejsce $Srodka hiperboli réwnobocznej, opisanej na danym
tréjkacie.

(196). Znale$¢ miejsce ogniska paraboli, ktdérej stycznymi sg dane dwie pro-
ste, a dany punkt na jednej z tych prostych jej punktem stycznosci.

(197). Dane trzy punkty A, B, Ci prosta, a odcinek zmienny MN tej prostej
jest widziany z punktu A pod danym katem: znale$¢ punkt przeciecia si¢ prostych
BM i CN.

(198). Koto zmienne jest styczne do danej elipsy w punkcie danym: znales¢
miejsce punktu przeciecia sie stycznych do obu tych krzywych.



ROZDZIAL XIY.

ZARYS TEORYI KRZYWYCH ALGIEBRAICZNYCH
RZEDU ~z-GO.

197. LICZBA PUNKTOW WYZNACZAJACYCH KEZYWA ALGIEBEAICZNA EZEDU
9-eco.  Réwnanie ogblne krzywej algiebraicznej rzedu n-go

@
zawiera

2

spétczynnikéw statych a, b, b* c,... ,g,,. Stad wnosimy, Ze istnieje zawsze Jcrzy-
wa algiebraiczna rz*du n-ego, przechodzaca przez 1 punktéw da-
nych a;,, 2/,;a"a, .., i — moioigc wogolnosci— tylTco jedna taJca hrzywa.

Jakoz, wyrazajac, ze krzywa (1) przechodzi przez te punkty, mie¢ be-
dziemy réwnania warunkowe

®)

ktére wyznaczajg stosunki spotczynnikéw W réwnaniu wiec
krzywej pozostanie niewyznaczony tylko czynnik staty, ktérego wartos¢ jest
obojetng. Z réwnan (1) i (3) otrzymujemy

(4)

t. j. rownanie krzywej, przechodzacej przez punkty dane. Nalezy wszakze za-
uwazywc, Ze jezeli wyznacznik réwnan (3)
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wyznacznikéw, ktoére otrzy-
mamy z symbolu po stronie lewej przez opuszczenie kazdej pokolei kolumny,
jest rdwnych O,to wowczas réwnania (3) nie wyznaczajg stosunkow miedzy
spotczynnikami  a, C,...; albowiem wtedy otrzymywane wartosci tych

stosunkOw przedstawiajg si¢ w postaci nieoznaczonej — W tym wiec

przypadku mie¢ bedziemy nieskoriczenie wiele krzywych, przechodzacych
przez punkty dane.

198. Jezeli liczba punktdw danych jest réwna

woéwczas liczba réwnan warunkowych ksztattu (3) bedzie o 1 mniejsza, ani-
zeli w przypadku poprzedzajacym. Rugujac wtedy z réwnan (1) i (3)

stosunkow miedzy spotczynnikami, otrzymamy réwnanie

czyli

(6)
gdzie @ i sg funkcyjami wyznaczonymi stopnia n-go, a stosunek statych
ail pozostaje dowolnym. Zmieniajac ten stosunek, otrzymamy pek krzy-
wych rzedu w-go, z ktorych kazda przechodzi przez punkty dane.

Atoli krzywe peku przechodzag przez wszystkie punkty, w ktdrych sie
przecinajg krzywe cpz=0 i cfAO- Ze za$ dwie krzywe rzedu n-go przecinajg

sie w n”punktach, przeto, wrazie, gdy ™ A M—2 n™ (co ma
miejsce przy n>- 2), wszystkie krzywe peku przechodzg jeszcze przez
A 2 punktéw, procz i — 2 punktéw danych,
wyznaczajacych pek. Mamy zatym tAvierdzenie: wszystkie krzywe algiebraiczne
rzedu n-go, przechodzace przez — (yi + V)(n -j- 2) —2 punktow, przechodza jedno-

cze$nieprzez — ™ (W + 1) («+ 2)+ 2 innych punktoio, odpoiviednio przez tamte

wyznaczonych. Lubo wigc 2 (n+ 1)(n+ 2)—1 punktéw wyznacza wog6le
krzywg algiebraiczng rzedu w-go, to jednak, wrazie, gdy jeden z danych pun-
ktoéw jest taki, iz on, wedlug powyzszego twierdzenia, jest wyznaczony przez
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\(n\-D(n-\-2)~2 z danych punktéw, krzywa nie jest przez te punkty wy-
znaczona.

199. "Wszczegdlnosci, jezeli w= 3, mamy twierdzenie: ivszyst¥ie hrgyice
rz*du 3700, przechodzace przez 8 punktéw danych, majg nadto punU dziewigty spoi-
ny, Z tego twierdzenia mozna wyprowadzi¢ dowodzenie twierdzenia Pas-
cal'a (art. 162). Jakoz, niech (fig. 52) 1, 2, 3, 4, 5, 6 bedg, nastepujgcymi
po sobie bokami szescioboku wpisanego w krzywa stopnia 2-go; (1, 4), (2, 5),
(3, 6) punktami przeciecia sie bokéw przeciwlegltych 1i4, 2i 5, 3i 6. Boki

nieparzyste tworzg tacznie linijg C, rzedu 3-go; boki
parzyste tworzg tgcznie drugg linija C2 rzedu 3-go;
nakoniec krzywa stopnia 2-go C i prosta D, przecho-
dzaca przez punkty (1, 4), (2, 5), tworzg tgcznie trze-
cig linijg Cgrzedu 3-go. Linija C3 przechodzi przez
8 punktdéw przeciecia sie linij CMi C2, mianowicie
przez punkty (1, 2), (1, 4), (1, 6); (3, 2), (3, 4); (5, 2),
(5, 4), (5, 6); a zatym przechodzi i prijez punkt dzie-
wiaty (3, 6). Skoro za$ ten punkt nie lezy na krzy-
Fig, 52 wej C, wiec znajduje sie on na prostej D. A zatym
punkty (1, 4), (2, 5) i (3, 6) lezg na jednej prostej.

200. Dwie krzywe algiebraiczne, z ktérych jedna jest rzedu m-go,
a druga rzedu w-go, majg mn punktow spdlnych; albowiem liczba uktadow
wartosci na dwie niewiadome X, y, czynigcych jednocze$nie zado$¢ dwu ro-
wnaniom

fxy) —Q i

z ktérych jedno jest stopnia m-go, a drugie stopnia w-go, jest réwna mn.
Stad wnosimy, ze przez }i (n-{-\) (n2) —1pimUdio danych nie mozna po-
prowadzi¢ krzywej algiehraicznéj rzedu n-go wihasciwej, jezeli wiecej, anizeli mn
z tych punktéw lezy na krzytvej rzedu m-go, przy mC,n.  Albowiem, jezeliby to
bytlo mozebne, wowczas krzywa rzedu n-go miataby z krzywg rzedu m-go
wiecej, anizeli mn punktow spélnych. Lubo wiec, w tym przypadku, punkty
dane wyznaczajag réwnanie stopnia n-go, jednak to réwnanie jest przywie-
dinym, t. j. jest iloczynem réwnan stopni nizszych, tak, iz przedstawia uktad
krzywych rzedéw nizszych. Azeby linija rzedu n-go, przechodzaca przez

2—(n 1)fw 4" 2) — 1 danych punktéw, mogta by¢ krzywa lotasciwa, conajwiecej

mn —4 fw—1I)(m —2) z tych punktéio moze leze¢ na krzywej rzedu m-go, przy

m<in. Jakoz, jezeliby na krzywej rzedu m-go lezat o jeden punkt wiecej, to
natenczas przez pozostate punkty, ktoérych jest

I(n-\-1)(nA-2)—1- mn+1(m—I)(m-2)~- D(n—m+ 2)—1,
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moznaby poprowadzi¢ krzywg rzedu (n—nj-go. Ta krzywa rzedu (n— m)-gQ
z krzywg rzedu w-go tworzylyby linijg rzedu w-go, przechodzaca przejs
-(n-\-D(n-\-2)  — 1 punktéw danych; a zatym, wedtug twierdzenia art. 197,

nie moznaby wtedy przez te punkty zadnej innej linii rzedu «-go poprowa™!
dzi¢. — Tak np., linija rzedu 3-go, przechodzaca przez 9 punktow, ktoryclt
6 lezy na krzywej stopnia 2-go, jest ukladem tej krzywej i prostej, przecho”
dzacej przez trzy pozostate punkty.

201. PUNKTY WIELOKROTNE. Prostg przecina hrzyiog algiehraiczng rzeda
n-ego iv n punUacli. Jakoz, wezmy pod uwage jakakolwiek prostg, Niech
X,y beda spdtrzednymi punktu p danego na tej prostej, a X, Y spétrzedny”
mi jej punktu biezacego P; oznaczmy przez r odlegtosé imienng JJP, a pr?;ez
I i m dostawy katéw, ktore kierunek pV tej prostej czyni z kierunkapai po-
datnymi osi x\y, do siebie prostopadtych. Mamy wtepy

)
Jezeli punkt P jest punktem przeciecia sie prostejp”™ z krzywa algiebraipznci
rzadu w-go

(2)
natenczas wartosci (1) na X, Y' uczynig zado$¢ rownaniu (2), t. j. bedzie

@)
To réwnanie daje warto$ci na odlegto$¢ r punktu przeciecia sie prostej (1)
z krzywa (2) od punktu p. Pozostaje okaza¢, ze réwnanie (3) jest wzgledem
r stopnia w-go. W tym celu nieodzowna wyprowadzi¢ uprzednio pewien
wzér zasadniczy z dziedziny rachunku rézniczkowego,

202. Niech f(x) bedzie funkcya zmiennej x catkowitg stopnia wgo,

@ .

Oznaczmy

(®)

Funkcyje (5), z ktorych pierwsza otrzymuje sie z funkcyi f(x) przez zmniej-
szenie w kazdym wyrazie wykfadnika potegi ic-a 0 1 i przez pomnozenie
tegoz wyrazu przez wyktadnik pierwotny, a kazda nastepujgca wedlug tego
samego prawidta wyprowadzi¢ sie daje z poprzedzajacej, zowia sie pochodnymi
funkcyi f(x), a mianowicie f(x) pochodng pierwszg, albo rzedu 1-go, f ( x ) po-
chodng druga,..., f»)(x) pochodng w-g. "Widoczna, ze ~>pochodna w-a funkcyi
catkowitej stopnia w-go jest liczbg statg skad znowu wynika, ze “pochodne
nastepne sarowme  — Te pochodne bedziemy oznaczali sposobem przyjetym

w rachunku rézniczkowym odpowiednio przez -
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(6)

Wezmy teraz pod uwage funkcyja catkowita, stopnia n-go np, z dwiema
zmiennymi X iy, od siebie niezaleznymi,

)

Jezeli tej funkcyi wezmiemy naprzéd pochodng i-g wzgledem cg t. j. uwaza®
jac y za liczbe statg, a nastepnie tej pochodnej pochodng k-a, wzgledem vy, t.j.
przyjmujac, ze przytym x jest liczba stalg, to otrzymamy pewng funkcyjg —
wogble — obu zmiennych, ktdéra zowie sie¢ pochodng fi+ wzietg i razy
wzgledem  a, k razy wzgledem y. Te pochodng oznacza¢ bedziemy sposo®

hem przyjetym w rachunku rézniczkowym przez

mamy

"Wszystkie pochodne w-te funkcyi catkowitej stopnia n-go sg liczbami staty-
mi". ~Warto$¢ pochodnej, wzietej wzgledem obu zmiennych, nie zalezy od
porzadku, w jakim sie je bierze wzgledem oddzielnych zmiennycl®. Pra-
wdziwos¢ tych twierdzer uwidoczniona w powyzszych wzorach.

203. Podstawmy we wzorze (4) x-{-li za x; bedzie wtedy

A gdy poszczegblne potegi dwumianu X'\-h rozwiniemy zapomoca wzoru
Newton'a i strone drugg uporzadkujemy podtug poteg rosnacych liczby h, to
wypadnie, wedtug (5) i (6),

)

Podstawmy taksamo we wzorze (7) x iy liza@i Rozwijajgc
podtug poteg rosnacych liczby li zapomoca wzoru (8), mamy

Gdy za$ nastepnie, zapomocg tego samego wzoru, rozwiniemy
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podtug poteg rosnacych liczby h i uwzglednimy, ze S SD j™st liczbg
Q(\. X\y niezalezna, a wiec, ze zamiast * M mozna pisaé
wowczas

Oznaczywszy, dla skrocenia, przy i=:1, 2,0,

9)

mozemy wzorowi poprzedniemu nadaé postac
(10).

AYzory (8) i (10) zowig sie¢ wzorami Taylor'a.

Taksamo mozna rozwing¢ funkcyja trzech lub wiecej zmiennych.

204. Rozwinmy zapomocg wzoru (10) lewg strone réwnania (3) podiug
poteg rosnacych liczb Ir i mr. Otrzymamy w ten sposéb réwnanie

(11)
gdzie, przy i=1, 2.0,
(12)

Réwnanie (11) jest stopnia n-go wzgledem r, co dowodzi, ze prosta (1), pF,
a wiec jakakolwiek prosta, przecina krzywg algiebraiczng rzedu n-go (2)
w n (i tylko wn) punktach. Te punkty albo mogg byé wszystkie rzeczywi-
ste, albotez niektére z nich, a niekiedy wszystkie mogg by¢ urojone, co zalezy
od tego, jakimi sg pierwiastki réwnania (11).

205. Zalézmy, ze spotrzedne punktu danego p czynig zado$¢ rownaniu

t.j. ze punkt p lezy na krzywej (1), a nadto, ze spotczynniki kierunkowe
I i m prostej pV czynig zado$¢ réwnaniu warunkowemu
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(13) +

w tym przypadku, réwnanie (11) ma czynnik r*, co dowodzi, Ze prosta pV
ma z krzywg (1) wp dwa punkty spdlne, précz p — 2 innych punktéw. Taka
prosta nazywamy styczng krzywej (1) w punkcie p, ktory znowu zowie sie
punktem stycznosSci.

Ostatnie rownanie daje wartos¢ na stosunek I:m spélczynnikéw kie-
runkowych stycznej. Otrzymamy zatym réwnanie stycznej, mnozac owe ro-
wnanie przez r, a nastepnie podstawiajac w nim za Ir i mr wartosci X —x
i Y—y, wynikajace ze zwigzkéw (1). RoOwnanie wiec stycznej do krzywej
(1) w punkcie (x,y) jest

(14)

Z tego réwnania czytamy, Ze styczna w punkcie (x, y) jest prostg oznaczong,
wyjawszy przypadek, kiedy spoirzedne tego punktu czynig zado$¢ nietylko

réwnaniu f(x,y) — 0, ale jednocze$nie réwnaniom i —0i "ggl"‘lll—i),

Tym przypadkiem zajmiemy sie teraz szczegdtowiej.
206. Niech bedzie jednoczesnie

(15) 1= o, )

W tym przypadku, réwnanie warunkowe \f(x,y)=z{) staje sie tozsamoscio-
wym, a przeto kazda prosta, wychodzaca z punktu p, okreslonego réwnaniami
(15), przecina krzywa (1) w dwu punktach, schodzacych sie razem z punktem
p. Ten punkt, t. j. punkt okreslony réwnaniami (15), nazywamy punktem
podwojnym krzywej (1).

Pomiedzy prostymi, wychodzacymi z punktu podwojnego, znajduja sie ta-
kie dwie, ktére wtym punkcie przecinaja krzywa wtrzech punktach; albowiem
jezeli spotczynniki kierunkowe I, m czynig zado$¢ rownaniu kwadratowemi

(16) +

woweczas trzy pierwiastki réwnania (11) bedg rowne 0. Te dwie osobliA%e
proste nazywamy stycznymi do krzywej (2) w punkcie podwojnym p.  Otrjy-
niamy réwnanie tych dwu stycznych, mnozac réwnanie (16) przez r-, a la-
stepnie zamiast Imimr podstawiajgc w nim X —xiY —y. Eo6wnanimi
wiec tych stycznych jest

17) + +
Poniewaz krzywa f(x,y)=:0 w punkcie podwdjnym posiada dwie sy-

czne, zatym widoczna, ze w tym punkcie przecinajg sie dwie gatezi krzyy™y.
Nalezy wszakze rozrdzni¢ trzy przypadki punktu podwdjnego.
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a. Jezeli rébwnanie (16) daje na stosunek I-.m dwie wartosci rzeczywi-
ste i od siebie rozne, wtedy obie styczne w punkcie podwojnym istniejg rze-
czywiscie. "W tym wiec przypadku, dwie rzeczywiste gatezi krzywej przeci-
naja sie w punkcie podwdjnym. Taki punkt podwojny nazywa sie weziem
krzywe;j.

b. Jezeli pierwiastki rownania (16) sg zespolone, wtedy dwie styczne
w punkcie podwojnym nie istniejg w rzeczywistosci, albo raczej sa urojone
i sprzezone, a zatym przecinajg sie w punkcie rzeczywistym. W tym przy-
padku, przez punkt podwdjny, lubo on stanowi czes¢ sktadowg krzywej, nie
przechodzi zadna rzeczywista gataz krzywej. Taki punkt podwojny nazywa
sie punktem odosobnionym krzywe;j.

b. Jezeli oba pierwiastki rownania (16) sg sobie réwne, wtedy obie
styczne w punkcie podwdjnym razem sie z sobg schodza. Taki punkt po-
dwojny zowie sie punktem zwrotu krzywej. Wedtug tego okreslenia,
punkt podwdjny, okreslony rownaniami (15), bedzie punktem weziowym, pun-
ktem odosobnionym, lub punktem zwrotu, wedtug tego, czy wyrdznik lewej
strony réwnania (16), t. j. wyrazenie

y) y)
\ dxdy J

posiada w tym punkcie warto$¢ ujemng, dodatng, czytez réwna 0.

207. Trzy rodzaje punktdw podwojnych krzywej algiebraicznej uwido-
cznimy na przykladzie. Wezmy pod uwage t. z. parabole rzedu 3-go, t. j.
krzywa, dang przez réwnanie

if-~(x
w ktérym zaktadamy, ze
O<a<6<c.

Z tego réwnania widzimy, Ze pa-

rabola rzedu 3-go lezy catkowicie o A 3

po prawej stronie osi y-6w (gdyz,

dla a;CO, 7 jest liczbg urojong),

tudziez, ze o$ jest osig sy-

metryi tej krzywej (gdyz, dla

*A>0) y przyjmuje dwie w"artosci,

rozniace sie tylko znakiem). Dla Fig. 53.
X=a x—hix—c, jest

a zatym, jezeli (fig.53) OA= a 0B= & OC= ¢, to krzywa przechodzi
przez punkty A, B, C. Gdy nadto

dla x<ia rzedna y posiada wartos¢ urojona,

, a<ix<Chb " " " rzeczywistg i skorczong,

. iI<a;<c y o . ” urojong, a

3 o " " rzeczywistg i razem z x wazra-
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stajgcg do nieskoniczonosci, wiec widocznie krzywa sklada sie z dwu czesci
od siebie oddalonych: z jajka (owalu), zawartego miedzy A iB, i zga-
tezi nieskofczonej, poczynajacej sie w punkcie C. Figura 53 wskazuje
ksztatt tej krzywej.
Zrobimy teraz trzy zatozenia wzgledem wartosci liczb a, h, c.
a. Niechaj naprzéd &= c¢. W tym przypadku, punkt B schodzi sie
z punktem C (fig. 54), wskutek czego
owal taczy sie w B z gatezig nieskon-
czong; punkt B staje sie punktem po-
dwdjnym, w ktorym krzywa same sie-
Fig 54. bie przecina. ROwnanie zatym

w ktorym a < 6, przedstawia krzywg z punktem weziowym (b, 0).
b. Niech nastepnie a”b. W tym przypadku, owal $ciggnat sie w je-
den punkt A (fig. 55), zupetnie od-
) osobniony od gatezi nieskonczone;j.
o Rownanie zatym

n 5 . — 2 - _

w ktérym aCc, przedstawia krzywa
z punktem odosobnionym, a do nigj
Fig, 55, nalezacym (a, 0).

c. Niech nakoniec a—h—c.
W tym przypadku, owal $ciagnat sie w jeden punkt A (fig. 56) i ztaczyt sie
z gatezig nieskonczona, wskutek tego, ze wierzchotek C tej gatezi zeszedt sie
ztym punktem. Mamy teraz tylko gataz nieskonczong z wierzchotkiem
w A, ktéry jest punktem zwrotu

krzywej. RoOwnanie zatym

przedstawia krzywg z punktem
zwrotu (a, 0).

Z tego przykiadu widzimy
takze, ze punkt zwrotu jest punktem podwdéjnym odmiennego rodzaju, anizeli
punkt weztowy, lub punkt odosobniony. Jakoz, jeden warunek (b—c, lub
a=zb) byt potrzebny, aby krzywa if"z"(x — a)(x—b)(x — c) posiadata we-
zet, lub punkt odosobniony, gdy tymczasem dwu warunkom (a— b= c) sta¢
sie musiato zado$¢, aby ta krzywa posiadata punkt zwrotu. Dlategotez, mo-
wigc nastepnie, ze punkt jest podwojnym, zwykle rozumie¢ przez to bedziemy
albo wezel, albo punkt odosobniony. To samo wypada z artykutu 206. Al-
bowiem dwie spotrzedne punktu zwrotu powinny uczyni¢ zado$¢ nietylko
trzem réwnaniom (15), ale jeszcze réwnaniu

3y ), y (ap "o
toody™ | dxdy

Fig. 56.
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208. Zalozmy, Ze oprécz (15) jest takze = =

— A Pirzyjmijmy, dla wiekszej og6lnosci, ze taksamo rzecz sie

ma z wszystkimi pochodnymi rzedu 3 - g o , — [)-go, lecz, ze przynajmnigj
jedna z pochodnych rzedu Z-gojest ~0. Eo6wnanie (11) bedzie wtedy miato
Jc pierwiastkow réwnych O, co dowodzi, ze kazda prosta, przez punkt p(x, V)
przechodzaca, ma w tym punkcie z krzywg f(x, y)—0 Tc punktéw spolnych.
Punkt i? jest w tym przypadku punktem A;-krotnym krzywej algiebraicznej
f(x, Pomiedzy prostymi, przechodzacymi przez punkt fc-krotny krzy-
wej, znajduje sie ktakich, z ktérych kazda ma w tym punkcie jeszcze jeden
punkt spélny z krzywa. Jakoz, jezeli

w*

enatenczas kazda z h prostych, przechodzacych przez punkt A;-krotny p* ktg-*
rych spdtczynniki czynig zado$¢ réwnaniu (18) stopnia A-go wzgledem

mie¢ bedzie wp A + 1 punktow spélnych z krzywa. Te proste nazywamy
stycznymi do krzywej w punkcie Z;-krotnym p, Stosownie za$ do tego, jaki-'
mi sg pierwiastki réwnania (18), punkt A;-krotny posiada¢ bedzie rdzne cechy*

Kazdy pimU h-Tcrotny mozna uwazac jako skupienie — 1) punktoio po-
dwojnych. Albowiem, gdy k gatezi krzywej wzajemnie sie przecina, to istnieje
-"k(k—1) punktéw podwdjnych. Jezeli za$ te wszystkie gatezi przechodza
przez jeden punkt, to wtedy zamiast g;‘k(k—l) punktéw podwdjnych wyste-
puje jeden punkt A;-krotny.

Spotrzedne punktu zt-krotnego uczyni¢ maja zado$¢ conajmniej

1+ 2+ 3+ ...+

réwnaniom warunkowym. Stad wynika, ze, jezeli chodzi o Wyznaczenie ré-
wnania krzywej zapomocg punktdw, to kazdy punkt A;-krotny nalezy uwazaé

jako roéwnowazny - k(k + 1) conajmniej punktom zwyczajnym (pojedyiczym).

209. EODZAJ KEZYWEJ ALGIEBKAICZNEJ. — Krzywa algiebraiczna rze*du

n-go moze mie¢ conajwiecej * (n — I)('w — 2) punktéio podivéjnych, jezeli sie nie
a

rosktada na krzywe rzedéto nizszych. Jakoz, zatézmy, ze ma ona punktéw po-

dwojnych o jeden wigcej. W tym przypadku, przez  (n— 1) (n—2) + 1

punktow podwdjnych krzywych / i przez n—3 innych punktoéw (pojedyn-
czych)) dowolnie na niej obranych, a wiec przez
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punktdw mbznaby nakresli¢ krzywa, @ rzedu (W — 2)-go, ktoraby z krzywa

/ miata

punktéw spdlnych (rachujac kazdy punkt podwdjny krzywej/ jako dwa pun-
kty przeciecia sie obu tych krzywych).

Atoli dwie krzywe rzedu n-go \ (n—2)-go moga mie¢ tylko n(h —2)
punktéw spélnych, jezeli one nie majg, przynajmniej czesciowo, zejs¢ sie z so-
ba razem. A zatym krzywa /, majac czes¢ sp6lng z krzywa (p, sama ros-
ktada sie na wiecej krzywych. Jezeli oznaczymy przez d liczbe punktéw po-
dwdjnych (wezitéw, lub punktdw odosobnionych), a przez r liczbe punktow
zwrotu krzywej rzedu n-go, natenczas, wedlug dowiedzionego dopieroco
twierdzenia, mamy

Hoznice

nazywamy rodzajem krzywej algiebraicznej rzedu n-go i oznaczamy przez p.
210. Jegeli rodzaj Unii Tcrzyivej algiebraicznej jest réwny O, tj, jezeli krzy-
wa posiada najwieksza, mozebng ilos¢ punMéw podwdjnych, woéwczas spotrzedne
ktoregokolwiek punktu krzywej mozna unjrazié jako funkcyje wymierne jednego para-
metru (jednej liczby zmiennej).
Jakoz, przez i (n— 1) (n — 2) punktéw podwdjnych krzywej rzedu n-go
i przez n— 3 punktéw pojedynczych, obranych dowolnie na tej
krzywej, a wiec przez pewnych
punktéw, mozna sobie wystawi¢ poprowadzony pek krzywych rzedu
Niech

bedzie réwnaniem tego peku, gdzie X jest parametrem nieoznaczonym, a (p,
i sg dwiema funkcyjami rzedu (n—2)-go, w zupetnosci przez powyzsze
punkty wyznaczonymi. "Wyrugujmy z réwnan /fa?, = O i (f(x,y,X) =0
jedne niewiadoma, np. y; niech

bedzie réwnaniem wypadkowym. To rédwnanie jest stopnia n(n — 2)-go wzgle-
dem cc, stopnia (n— 2)-go wzgledem spotczynnikdw réwnania f~0,  a sto—
pnia w-go wzgledem spotczynnikdw réwnania (p=:0. Poniewaz spétczynniki
réwnania cp==0 sg funkcyjami linijowymi parametru X zatym sp&tczynniki
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réwnania ~(x) = 0 sg wzgledem X funkcyjami stopnia n-go. Pierwiastkami
réwnania wypadkowego sg: odciete punktéw, w ktorych sie przecinajg dwie

krzywe/=0i (= 0, a wiec odciete 1—(n—\)(n — 2) punktéw podwaojnych

krzywej f—O, z ktérych kazda jest pierwiastkiem podwojnym réwnania
\)(X) — 0] odciete n—3 punktdéw pojedynczych, ktéresmy dowolnie obrali nd,
krzywej /=0; a nadto, z uwagi, ze

2\~(n — 1)(n—2)+n — 3\ = nCn~2) — 1,
i A

odcieta jeszcze jednego punktu przeciecia sie dwu krzywychO i 9= 0.
A zatym, jezeli z rébwnania wypadkowego usuniemy zapomocg dzie-
lenia wiw— 2) — 1 czynnikéw dwumiennych, z ktérych kazdy jest roznicg
miedzy x i jednym z tych pierwiastkow wiadomych, woéwczas pozostanie
jeden tylko czynnik dwumienny, w ktory wchodzi jedyny pierwiastek niewia-
domy. Przyréwnywajac do zera ten wtasnie czynnik dwumienny, otrzymamy
ow pierwiastek, jako funkcyja wymierng stopnia n-go parametru X Ten
pierwiastek oznacza odcietg punktu na f—O, przez ktéry przechodzi krzywa
peku 9= 0; zmieniajac X otrzymywa¢ bedziemy coraz inny punkt krzywej
f —0,3u wiec i coraz inng odcietg tego punktu.

Spotrzedna zatym a; punktu jakiegokolwiek na/=0 wyrazi sie przez

gdzie oznacza funkcyjg parametru X wymierng. Otrzymamy za$ War-
tos¢ odpowiednig na y, gdy metoda, uzywang przy poszukiwaniu najwiekszego
spolnego dzielnika, znajdziemy pierwiastek spoiny dwu réwnan

Tehi pierwiastek, t. j. warto$¢ zadana na y, wyrazi sie takze jako funkcyjg
wymierna parametru X, i mie¢ bedziemy

Krzywe, ktérych spétrzedne a,y moga by¢ cym sposobem wyrazone jako
funkcyje wymierne tego samego parametru X, nazywajg sie krzywymi je-
dnobieznymi.

211. ASTMPTOTT KEZYWYCH ALGIEBEAICZNTCH. Przez asyrhptot”
linii krzywej algiebraicznej rozumiemy linijg prosta, ktdéra te krzywa przecina
w dwu punktach w nieskonczonosci. Linijg prostg, w obu kierunkach nie-
ograniczong, mozna uwazac za koto o promieniu nieskonczenie wielkim; dla-
tegotez dwa punkty nieskonczenie odlegte, w ktérych asymptota przecina
krzywa, mozna uwazaé za punkt stycznosci miedzy obiema linijami. A za-
tym, zgodnie z powyzej podanym okresleniem, asymptote Tcrzywej algiebraicznej
mozna uwaza¢ za stycznag, do Tcrzywej w punkcie nieskonczenie odleglym. Z tego
wypada, Ze zadna asymptota nie moze krzywej rzedu n-go przecinaé w wiecej
niz n—2 punktach, oprécz dwu punktéw, lezacych w nieskofczonosci,
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Azeby znales¢ liczbe asymptot krzywej rzedu n-go i réwnania tychze
asymptot, napiszmy réwnanie krzywej w postaci

1)
gdzie /,,,/,,-i,/»-2, »../i o0znaczajg sumy wszystkich wyrazéw odpowiednio
stopnia n-go, (w—1)-go,..., 1-go, czyli funkcyje jednorodne zmien-

nych Xi y odpowiednio tychze stopni. Poniewaz ,
przeto réwnanie (1) mozna przedstawié

takze pod postacig
)

Wezmy pod unage linijg prosta, ktdrej rdwnanie jest

(3) Co

Aby otrzyma¢ odciete x punktdw, w ktorych prosta (3) przecina krzywa, dos¢
w (2) podstawié Pa « Tymsposobem znajdziemy réwnanie

(

ktore, jak sie zaraz przekonamy, jest wzgledem x stopnia «-go. Jakoz, sto-
sujac wzér Taylor'a, otrzymamy

Podstawiajac te wartosci w réwnanie ostatnie i, dla skrocenia, oznaczajac
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mie¢ bedziemy réwnanie

(5) o) {IRR+ V)= + A, I+ ANM-JRCA-A A ~o,

ktére widocznie jest stopnia w-go wzgledem x. Stad wypada (co juz wiado-
me), ze prosta przecina krzywg rzedu n-go w n punktach.
Jezeli spotczynnik kierunkowy  prostej (3) jest pierwiastkiem réwnania

(6) A, =1,(]i.)= 0,

to wowczas rdwnanie (5) sprowadza sie do stopnia (w—I)-go, a wiec jeden
jego pierwiastek staje sie nieskoriczonym. Jezeli nadto wyraz niezalezny
V w réwnaniu prostej (3) uczyni zados¢ réwnaniu warunkowemu

@) + 1,01, H)= 0,

wolwczas jeszcze drugi pierwiastek réwnania (5) stanie sie nieskoficzonym,
A zatym, jezeli w (3) za |A i v podstawimy wartosci, otrzymane z réwnan (6)
i (7), to wtedy prosta (3), przecinajac krzywa y)—" w dwu punktach
w nieskofAczonosci, bedzie asymptotg tej krzywej. Réwnanie (6) jest wzgle-
dem jt stopnia ?i-go, a wiec daje n wartosci na [L;dla kazdej z tych war-
tosci wypada z réwnania (7) tylko jedna warto$é na v. Mamy zatym twier-
dzenie: krzywa rz*du n-go posiada n asymptot.

Niektdre z tych asymptot bedg urojone, wrazie jezeli nie wszystkie pier-
wiastki réwnania (6) sag rzeczywiste. Atoli, poniewaz kazde réwnanie o spot-
czynnikach rzeczywistych moze miec tylko parzystg liczbe pierwiastkdw uro-
jonych, lub zespolonych, przeto dodatkowo mozna powiedzie¢: Tcrzywa rz*du nie-
parzystego ma przynajmniej jedne asymptot® rzeczywisty a przeto nie moze byé
zamknieta.

Jezeli {L jest jednym z pierwiastkbw réwnania (6), natenczas, wskutek
(7), réwnanie asymptoty odpowiednej jest

(8)
212. Zastanowimy sie nad pierwiastkami réwnania (6), okre$lajagcego

kierunki asymptot.
a. Jezeli pierwiastek jii réwnania (6) czyni zados$¢ réwnaniu /»-i(l, ti.) =0,

to rownanie asymptoty o tym kierunku jest y= t.j. ta asymptota prze-
chodzi przez poczatek spotrzednych. Ogolniej, jezeli rownanie krzywej
f(x, nie zawiera w sobie wyrazéw stopnia (n—I)-go, wdwczas réwnania
(6) i (7) sprowadzajg sie do

[,a,rt=o i
Drugie z tych rownan, jezeli U daje v= 0. W tym wiec przy-

padku, wszystkie asymptoty przechodza przez poczatek, a ich réwnanie be-

Bibl. mat.-fiz., S. IV, T. 1V,
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dzie wypadkiem rugowania [i z réwnan ;
, czyli

Tak np., rownanie asymptot hiperboli e\- 2hxy —d jest

b. Jezeli réwnanie/, (I, = Oma pierwiastek podwdjny, to wtedy

jest zarazem 0. W tym przypadku, warto$¢ odpowiednia na

tw
v jest nieskonczong [wyjawszy przypadek, kiedy takze /,,_i(l, j1)=::01, a wiec
asymptota oddali sie tez do nieskofAczonosci. Ten przypadek zachodzi w pa-
raboli, ktérej rdwnanie mozna przedstawi¢ pod postacig

Gatezi krzywej/fo?, = O, tu nalezace, zowig sie parabolicznymi, gdy
tymczasem gatezi krzywej, majace asymptoty rzeczywiste i lezace w odlegto-
$ci skonczonej, nazywajg sie hiperbolicznymi.

c. Jezeli pierwiastek podwéjny [L, réwnania/,,(I, )= O jest zarazem
pierwiastkiem réwnania /n_i(l, = to wéwczas w réwnaniu (5) tak
A,=:0, jak i A,_i=:0, niezaleznie od v, t. j. kazda prosta o Kkierunku
{t przecina krzywag f(x, y)y— 0 w dwu punktach w nieskoriczonosci.
Wszakze pomiedzy tymi prostymi sg dwie, z ktérych kazda przecina krzy-
wa jeszcze w trzecim punkcie w nieskofAczonosci. Albowiem, jezeli dla
{=:i,, przyjmiemy

©)

skad wypadajg dwie wartosci Vii V", na v, to wowczas trzy pierwiastki ro-
wnania (5) stang si¢ nieskonczenie wielkimi. Te dwie proste y—1JiiX + V',
y=."iX -f V'- nazwiemy asymptotami krzywej f(x, odpowiadaja-
cymi pierwiastkowi podwdéjnemu [i, réwnania /(I, —O wrazie, gdy ten
pierwiastek jednoczesnie czyni zado$¢ rownaniu /f»_i(l, {i) = 0.

d. Jezeli jeden z pierwiastkéw rownania /«(1, jest O lub oo, to
woéwczas odpowiadajgca mu asymptota bedzie rownolegta odpowiednio do osi
ar-ow, lub do osi 2-6w. Te asymptoty mozna wynales¢ besposrednio z samego
réwnania krzywej. Jakoz, jezeli to rownanie uporzadkujemy podiug poteg
malejacych jednej zmiennej, np. c, to

Stad czytamy, Ze jezeli g= to bedzie asymptota do osi a>-ow
rownolegta; jezeli nadto gi—O i/=0, to wowczas g'y"A-fy + przed-
stawia€ bedzie dwie asymptoty réwnolegte do osi ic-Ow, it. d. Taksamo
znales¢ mozna asymptoty réwnolegte do osi 2/-6w.
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213. Nalezatoby jeszcze rozebrac przypadek ogolny, kiedy réwnanie
/,,(I, {i) = 0 ma k<z.n pierwiastkébw rownych; wyprowadzitoby to nas jednak
poza granice, nakreslone niniejszemu zarysowi. Poprzestajemy tylko na do-
wiedzeniu jeszcze twierdzenia nastepujacego:

Jezeli réwnanie krzywej rzedu n-go daje sie sprowadzi¢ do postaci
(10)

gdzie cp”i i (p,,_2 oznacmjg funkcyje odpowiednio stopnia
to prosta

jest asymptotg tej krzywej.

Jakoz, jezeli wréwnaniu (10) podstawimy y = — (cix {- h), to rownanie
(10) nie bedzie zawierato wyrazéw stopnia «-go i (n—I)-go, a przeto w ro-
wnaniu (5) A,,—O i A,,_i=0. Stad wynika, ze réwnanie np. krzywej rze-
du 3-go, ktéra ma trzy asymptoty rzeczywiste, powinno sie da¢ przywiesé¢ do
postaci

a z tego widzimy, Ze trzy punkty w odlegtosci skonczonej, w ktorych te trzy
asymptoty

przecinajg krzywg rzedu 3-go, lezg na prostej Ix + ‘niy-{-.n— d.
Rozwigzujgc réwnanie (10) wzgledem y ax  h i dzielac obie stro-
ny przez J/ 1+ a otrzymamy

Pierwsza strona tego rownania wyraza odlegto$¢ prostopadla punktu (x, y)
na krzywej (10) od asymptoty y ax -{ h=.0. Przyjmijmy, ie xiy rosng

do nieskonczonosci. Utamek Anel jest wiasciwy; przeto granica, do kto-

rej ten utamek zdaza dla x—y=z(X)" jest rowng 0. Stad wypada, Ze ré-
wniez odlegto$¢ prostopadta punktu na gatezi krzywej od asymptoty tej gatezi
zmiejsza sie nieograniczenie, dgzac do O, wmiare jak ten punkt oddala sie
do nieskofczonosci. Zatym: asymptota jest styczng do krzywe;.

Jezeli asymptote y ax A-1)= 0 weZmiemy za o$ rr-6w nowego uktadu
spbtrzednych, to natenczas zapomocg odpowiedniej zmiany spotrzednych mo-
zna réwnanie (10) przywies¢ do postaci

Poniewaz tak dla &= -|-00, jak i dla x—utamek dazy do gra-

nicy O, jest wiec y—Q\ dla a;= --co i dlaa?:=—o00. Stad wnosimy, zf*
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oba punkty w nieskoficzonosci, w ktérych asymptota przecina krzywa, sg nie-
jako dwoma koricami tej asymptoty przedtuzonej do nieskoriczonosci w obu
kierunkach.

214. TWIERDZENIE EULEB'A O EUNKCYJACH JEDNOEODNYCH. HESYJAN.
Wyniki badan, ktére jeszcze zamierzamy przeprowadzi¢ nad krzywymi rzedu
W-g0, znacznie zreczniej dadzag sie przedstawi¢, jezeli odniesiemy rdéwnanie
krzywej do uktadu spdtrzednycli tréjkatnych, wskutek czego stanie sie ono
jednorodnym

1)

gdzie a”i sa spotczynnikami statymi, a znak sumy odnosi sie do wszystkich
wartosci  j, Tc, catkowitych i dodatnych, lub réwnych O, takich, iz

@

Oznaczmy, dla skrdcenia.

Z (1) wynika

Mnozac te trzy tozsamosci odpowiednio i nastepnie dodajac
je do siebie, otrzymamy nowg tozsamos¢,

lub, wskutek (2) i (1),
(4)

Wzér (4) wyraza whasnos$¢ zasadnicza funkcyi f, jednorodnej, stopnia n-go,
podang przez Euler'a. Poniewaz pochodne pierwsze /,, /a, /s sg takze fun-

kcyjami jednorodnymi, ale juz stopnia o 1 nizszego, przeto mamy, wskutek
(4) i przy uwzglednieniu oznaczen (3),

Wyznacznik pochodnych drugich
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odgrywa nader wazng role w badaniach nastepnych; dlatego, dla skrdcenia,
bedziemy go oznaczali literg H(7j a nazywali hesyjanem funkcyi/ od na-
zZwy geometry Hesse'go, ktéry pierwszy wskazat wielkg jego wazno$¢ dla
teoryi krzywych algiebraicznych.

215. sTYCzZNE KEzZYWEJ EZEPU n-Go.  Oznaczmy przez Xi, zJ, X3
spotrzedne punktu biezacego P na prostej, przechodzacej przez dwa punkty
dane p ii?', ktérych sp6trzedne sg i (x\, mozemy wtedy
przyjac
1)

Znaczenie gieometryczne czynnika X wyznacza proporcyja

@

Jezeli punkt P jest punktem przeciecia sie prostej pp® z krzywa rzedu w-go
©)

to wowczas czynnik X czyni zado$¢ réwnaniu warunkowemu

-» - . Vi ¢ - -/ . M/ f

ktére, po rozwinieciu lewej jego strony wedlug wzoru Taylor'a, przybiera
postacé

4)

W tym réwnaniu f jest wartoscig funkcyi /if*Pi, w punkcie p, a

ogolnie, dla

®)
gdzie znak sumy odnosi sie podobniez do wartosci i, J, X takich, izi
a fijic oznacza warto$¢ w punkcie p pochodnej m-gj M funkceyil.

E6wnanie (4) jest stopnia w-go wzgledem X; to dowodzi, ze prosta pp*
przecina krzywg f—O w n punktach.
Prosta pp" bedzie styczng do krzywej /rrO w punkcie p, jezeli

albowiem wtedy dwa pierwiastki réwnania (4) sa réwne 0. Pierwsze z tych
rownan warunkowych wyraza, ze punkt p lezy na krzywej /, a drugie, ze
punkt p* lezy na prostej
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(6) + +

Poniewaz réwnaniu tej prostej czynig zado$¢ takze spotrzedne punktu p, gdyz
podtug twierdzenia Euler'a, jest teraz

+, "2/3 + o ~nf=0,

przeto rownanie (6) jest rownaniem stycznej do krzywej / = 0 w punkcie p.
216. BIEGUNOWE KEZYWEJ EZEDU n-GO | KLASA TEJ KRZYWEJ. RO-
wnanie

(1) A«/=0,

ktérego lewa strona jest okreslona tozsamoscig (5) artykutu poprzedzajacego,
wrazie, gdy w nim uwaza¢ bedziemy spétrzedne punktu p' jako dane, a spét-
rzedne punktu p jako biezace, bedzie przedstawiato pewng krzywg rzedu
(n—m)-go.  Albowiem, poniewaz /jest funkcyjg stopnia n-go, to pochodne
m-te tej funkcyi sg funkcyjami stopnia (n—m)-go. Te krzywg nazywamy
biegunowg m-tg punktu danego p' wzgledem krzywej rzedu w-go

2 /CAi, =
"WszczegolInosci

(3) + + AM3/3 0

jest rownaniem biegunowej pierwszej punktu i?'wzgledem tej krzywej.

Wyprowadzmy z punktu p' styczng do krzywej /—O i oznaczmy przez
Xl, X2, & spétrzedne punktu stycznosci tej nieznanej stycznej. Mamy wtedy
naprzdd réwnanie warunkowe (2), a nastepnie, z uwagi, ze styczna w tym
punkcie przechodzi przez punkt p\ bedzie miato miejsce réwniez réwnanie
warunkowe (3). A zatym, punkt stycznosci tej stycznej jest przecieciem sie
dwu krzywych (2) i (3), t.j. krzywej danej i biegunowej pierwszej punktu
P* wzgledem krzywej danej. Pierwsza z tych krzywych jest rzedu w-go,
a druga rzedu (n—1)-go; obie przecinajg sie zatym w n(n—1) punktach.
Stad wnosimy, ze z kazdego punktu p' — moéwigc tcogélnosci— mozna wyprowa-
dzi¢ n(n — 1) stycznych do krzywej rzedu n-go, czyli klasa krzywej rzedu n-go
jest—moéwigc  wogolnosci— réwna iloczynoid n(n — 1). Ponizej okazemy, ze
wrazie, gdy dana krzywa posiada punkty wielokrotne, to ta liczba odpowie-
dnio sie zmniejszy.

217. PUNKTY PEZEGIECIA KRZYWEJ RZEDU «-GO. Niech fa?, XA
i (x+ X+ 75 + h) Ihedg spétrzednymi punktu p i punktu p' na
krzywej rzedu n-go

® f(Xi, X2, X3) =z 0.
Zatézmy nadto, ze punkt p' jest nieskonczenie bliski punktu p, a wiec, ze

przyrostki hi, hj, 113 sa nieskoficzenie mate.

Styczna do krzywej f*O  w punkcie p jest przedstawiona przez ré-
waanie
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(2)

a réwnanie stycznej w punkcie j)' do tej samej krzywej jest

Zamiast ostatniego réwnania mozna, uwzgledniajac zwiazek (2), pisaé

Atoli, podtug wzoru Taylor'a jest

gdzie

jest wzgledem k2, ™ wyrazeniem stopnia 1-go, a wyrazenia A, AMI,...
zawierajg te nieskonczenie mate przyrostki odpowiednio w stopniu 2-im,
3-im,..., a przeto, jako nieskoficzenie mate wzgledem A/j, moga by¢
opuszczone. Mozemy zatym oznaczy¢

wskutek czego réwnanie stycznej do f = O w punkcie j)' przywiedzie sie do

3)

Z pordwnania rownan (2) i (3) wypada, ze jezeli

4)

to wéwczas styczna w punkcie p zejdzie sie razem ze styczng w punkcie
Taki punkt p krzywej /=0, ktory jest punktem stycznosci prostej, schodza-
cej sie razem ze styczng w punkcie sgsiednim p\ zowie sie punktem prze-
giecia tej krzywej. Zatym stycma iv punkcie przegiecia przechodzi przez trzy
punkty krzywej, schodzace si¢ z punktem przegiecia.

Spoétrzedne punktu przegiecia p czynig zado$¢ réwnaniu (1) i réwna-
niom (4), zamiast ktérych mozna pisaé

rozumiejac przez k czynnik nieoznaczony. Z uwagi, Ze funkcyje /,, /a, /a
sg jednorodne stopnia (n— I)-go, mamy nadto
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Wskutek tego, réwnaniom poprzedzajagcym mozna nadaé postaé:

Poniewaz réznice " — >Sh—ANMnt K — N® moga by¢ wszyst-
kie razem réwne O, gdyz, w przeciwnym razie, byloby con —? a wiec
takze —= = '9*"% i 3 to byc me moze, jezeli punkty p i p

00*/\
sg punktami oddzielnymi, przeto wyznacznik trzech ostatnich réwnan t. j,

hesyjan

jest rowny 0. A zatym, punkty przegiecia krzywej/= O lezg zarazem na
krzywej HAMMO. Skoro te dwie krzywe, z ktérych pierwsza jest z zatozenia
stopnia w-go, a druga widocznie stopnia ~ — 2)-go, przecinajg sie w dn(n— 2)
punktach, zatym mamy twierdzenie: krzywa rzedu n-go posiada — mowigc
wogoblnosci— 3n(n — 2) punktdw przegiecia. Ta liczba, jak to niebawem oka-
zemy, odpowiednio sie zmniejszy wrazie, gdy dana krzywa posiada
punkty wielokrotne.

218. WPEYW PUNKTOW WIELOKROTNYCH NA KLASE | NA ILOSC PUN-

KTOW PRZEGIECIA KRZYWEJ RZEDU W-GO. Niech Fic, beda spoirze-
dnymi punktu podwdjnego p linii krzywej rzedu w-go
1)

Poniewaz kazda prosta pp\ przez punkt podwojny przechodzaca, ma z krzy-
wa w tym punkcie dwa punkty spolne, przeto, jak to wynika z art. 205, ma-
my niezaleznie od spotrzednych (x\, Mg punktu p\

)
t. j.
©)
Azeby wiec istniat punkt dwukrotny na krzywej /=0, musi by¢ dopetniony
warunek, ktéry otrzymamy, gdy z trzech réwnan (3) wyrugujemy stosunki
X &2 : Jezeli D —O jest tym wypadkiem rugowania, natenczas wyraze-

nie D zowie sie wyrdznikiem wielomianu /. Ten warunek jest wystarczajacy,
albowiem réwnanie czwarte, /=0, ktéremu majg uczyni¢ zados¢ spétrzedne
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punktu podwojnego, jest, podtug twierdzenia Euler'a (art. 214), wynikiem ro-
wnan (3). Funkcyje fu/i~fa sg jednorodne stopnia (n — I)-go; mamy zatym
dla punktu dwukrotnego

Rugujac z tych réwnan stosunki a;, :da : o2 bedziemy mieli

O

Z rownania (2) czytamy, Ze punJct podtodjmj krzywej / = O jest zarazem pun-
ktem pierwszej biegunowej | f — O jakiegokolwiek punktu p' iczgledem tej krzy-
w/j; z rownania za$ (4) wypada, ze punkt podwdjny krzywej / = Ojest zarazem
punktem krzywej llesse'go li.(f) —O.

219. Aby okresli¢ doktadniej znaczenie punktu podwojnego krzywej
=0 wzgledem krzywych A/=0 i — weZmy ten punkt za wierzcho-
tek Ag trojkata odniesienia. Wotedy, dla a,=372= 0, mamy /*O,/, =0,

; rownanie wiec krzywej f— O nie powinno w sobie zawierad
wyrazoéw stopnia O i 1-go wzgledem a;, i a przeto jest ono postaci

gdzie (2 oznaczajg funkcyje jednorodne zmiennych odpowie-
dnio stopnia 2-go, 3-go,..., n-go. A nadto

bedzie réwnaniem obu stycznych do krzywej /=0 w punkcie podwojnym.
AV przypadku szczeg6lnym, kiedy punkt podwdjny jest punktem zwrotu, wy-
razenie g? bedzie kwadratem zupetnym, a zatym woéwczas mie¢ bedziemy ro6-
wnanie postaci

jako réwnanie stycznej w punkcie zwrotu. Wskutek tego, kazda z pocho-
dnych pierwszych /o/aj/g funkcyi/ nie bedzie zawierata zmiennych a:, 1x2
w stopniu O, a nadto dwie pierwsze /, ifj zawierajg potegi tych zmiennych
1-szg i wyzsze, a trzecia /g 2-ga i wyzsze. Stad “jnika., Zze jninkt podwojny
p krzywej f ~ 0 jest punktem pojedynczym” pienoszej hiegunoioej Af—0  jakiego-
kolwiek punktu p' wzgledem tej krzywej.
AV przypadku szczegdlnym, kiedy jiunkt podwojny jest punktem zwrotu,
pochodne /i, /o, /g beda zawieraly w wyrazach stopnia najnizszego wzgledem
i °2) jako czynnik spélny, wyrazenie linijowe axi  hy® Stad wypada, ze
styczna w punkcie zwrotu do krzywej f—O jest zarazem styczng doiiierwszej hie-
gunowej M—0  w punkcie pojedyriczym, kt6ry sie razem schodzi z tymze punktem
zivrotu.
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Przy tych samych zalozeniach, najnizsze potegi zmiennych a, i
w pochodnych drugich

M> f-iii /333/233 f2\i i

sg odpowiednio O O 2, 1 1, 0.

Skoro wiec

4 Hrl:=Inf22/33 + U M n

zatym widocznie w funkcyi najnizsza potega zmiennych i X jest 2-ga.
A zatym: 'punkt podwdjny Irzijwej Ojest takze punktem podwoéjnym krsyivej

Hesse'go B.(f) — 0.

Nietrudno takze okaza¢, ze styczne dof— O w punkcie podwojnym sa za-
razem stycznymido H(f) ~0 w tymze punkcie. Jakoz, jezeli weZmiemy dwie
styczne w punkcie podwojnym za boki A3A2 i A3AlL, trojkata odniesie-
nia, to wowczas réwnanie obu stycznych bedzie

i wtedy wyrazy stopnia najnizszego wzgledem Xii  wyrazenia (4") na H(/j
zawiera¢ bedzie, jako czynnik spélny, tak jaktez albowiem rr, jest
czynnikiem spolnym pochodnych fag, /gg, a  jest czynnikiem spélnym
pochodnych/,,,/,3,/aa, a przynajmniej jedna z tych pochodnych wchodzi
do wyrazenia (4") na H(/j.

W przypadku szczegolnym, kiedy punkt podwojny jest punktem zwrotu,
bedzie inaczej. Jakoz, jezeli styczng w punkcie zwrotu krzywej / =0 we-
Zmiemy za bok A3A2 tréjkata odniesienia, wowczas réwnanie tej stycznej
bedzie

Stad za$ wypada, ze w pochodnych

fwt fl%i /33) /23? /31] /12

najnizsze potegi zmiennych i sgteraz odpowiednio O, 1, 2, 2, 1, 1. Naj-
nizsza wiec potega zmiennych iGi i i(j w funkcyi H(/; jest teraz 3, a nie 2, jak
przedtym, a nadto kazdy wyraz stopnia najnizszego wzgledem ¥ i#j w roz-
winieciu (4) funkcyi E.(f) widocznie zawiera a?,jako czynnik spélny. Stad
wypada: punkt zwrotu krzyicej / = 0 jest punktem potréjnym krzyioej 15.(f) — 0O,
a nadto z trzech stycznych do H(f) — O ivpunkcie potréjnym dwie schodza sie ra-
zem ze styczng do f = 0 to funkcie ziurotu.

220. Zapomocg twierdzen poprzedzajacych mozna okazac, jaki wptyw
na zmniejszenie klasy i ilosci punktow przegiecia krzywej rzedu n-go maja
punkty podwdjne (wezty i punkty odosobnione) i punkty zwrotu tej krzywe;j.

a. W artykule 216 okazaliSmy™ ze klasa krzywej rzedu w-go, czyli
ilos¢ stycznych dajacych sie wyprowadzi¢ z jakiegokolwiek punktu p' do
tej krzywej, jest rowna ilosci punktéw, w ktérych ta krzywa / =0 przecina
sie ze swojg pierwszg biegunowg A/=0. Jezeli krzywa /="'0 nie posiada
ani punktéw podwojnych, ani tez punktow zwrotu, to natenczas, z powodu,
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Ze krzywa A/=::0 jest stopnia (w—I)-go, krzywa/=:0 jest klasy n(n—I)-gj.
Atoli, jezeli krzywa / =0 posiada punkty podwdjne, lub punkty zwrotu, to
woweczas jej klasa odpowiednio sie zmniejszy. Jakoz, przyjmujac, ze punkt
p jest punktem podwdéjnym krzywej /—O, z uwagi, ze ten punkt jest zara-
zem punktem pojedyniczym krzywej nalezy posréd punktéw przecie-
cia sie krzywych f—~ i A/=:0 uwaza¢ punkt i? za dwa punkty. Prosta,
taczaca ten punkt p z jakimkolwiek punktem p', lubo przecina krzywa / = O
w dwu punktach schodzacych sie razem z punktem p, nie jest jednak styczng
w zwyktym znaczeniu. A zatym: lazdy punTct podivojny 'krzywej f— O zmniej-
sza ilo$¢ stycznych, dajacych sie tcyprowadzi¢ do tej krzyicej z jaJciegokolwieJc pun-
ktu, czyli klase tej krzywej, o 2.

Jezeli, powtore, punkt p jest punktem zwrotu krzywej /=0, to z po-
wodu, ze ten punkt jest zarazem punktem pojedyficzym krzywej
a styczna do / =0 w punkcie zwrotu jest takze styczng do A/=0, nalezy
taki punkt uwaza¢ za trzy punkty przeciecia sie krzywych f—O i
A ze prosta, faczaca p z jakimkolwiek punktem p\ nie jest styczng do f—O
w zwyktym znaczeniu, wiec punkt ziwotu krzyicej / = O zmniejsza klase krzyivej
03. A zatym, jezeli krzywa posiada d punktdw podwaéjnych, a r punktow
zwrotu, to, oznaczywszy przez Vv jej klase, wedtug powyzszego, mamy

(5) v=nn—1) — 2d—3r.

b. W artykule 217 okazalismy, ze ilos¢ punktow przegiecia krzywej
rzedu w-go f—O jest rowna ilosci punktéw, w ktérych krzywa/=:0 prze-
cina krzywa R()—0 rzedu 3(n— 2). To twierdzenie jest prawdziwe tylko
wtedy, kiedy f=0 nie posiada punktéw podwaojnych i punktéw zwrotu.

Jakoz, jezeli punkt i? jest punktem podwéjnym krzywej f—O, to na-
tenczas ten punkt jest takze punktem podwdjnym krzywej H(X) —O, a nadto
styczne do obu gatezi krzywej f—O sg stycznymi do obu galezi krzywej
1:i(H—0 W tymze punkcie. Z pierwszego wzgledu nalezy uwaza¢ punkt p za
4, a z drugiego powodu jeszcze za dalsze 2, a wiec razem za 6 spdlnych pun-
ktow dwu krzywych f—O i H(f)— 0. A zatym, kazdy ptmkt podicojny krzywej
f—O  zmniejsza ilo$¢ punktow przegiecia tej krzy wej o 6.

Jezeli za$ punkt p jest punktem zwrotu krzywej /=0, to ten punkt
jest zarazem punktem trzykrotnym dla H(7j=: O, a nadto dwie styczne do
\i(f)— 0 w tym punkcie schodzg sie razem ze styczng wjj do f=-0. Z pier-
wszego wzgledu nalezy uwaza¢ punkt p za 2.3 6 punktow, a ze wzgledu
drugiego jeszcze za 2 dalsze punkty przeciecia sie dwu krzywych {—O
1 H(X)—0. A zatym: kazdy punkt zwrotu krzywej f—O zmniejsza ilo$¢ punktow
przegiecia tej krzywej o 8.

Oznaczmy przez pilos¢ punktow przegiecia krzywej rzedu n-go f—O,
ktéra posiada d punktéw podwojnych, a r punktow Aindn

(«) p- 3nr*- 2)- 67- 8r. yj™Mjgi™g AUSNWSIE

Wrazie, jezeli krzywa /—O posiada punkty wielokrotne, nalezy kazdy punkt
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wielokrotny zastgpi¢ réwnowazng licdjg punktdw podwaojnych i sume liczb
podwdjnych tak otrzymanych wprowadzi¢ do wzoréw (5) i (6).
221. STYCZNE WIELOKEOTNE. Wezmy dla danej krzywej

1)

biegunowo wzajemng

)

wzgledem jakiejkolwiek kierownicy stopnia 2-go. Wiadomo, Ze kazdemu
punktowi na jednej z krzywych /=0, lub F = 0, odpowiada styczna do dru-
giej z tych krzywych. Jezeli n punktéw na jednej z tych krzywych lezy na
jednej prostej, natenczas n stycznych do drugiej przechodzi przez jeden
punkt, a zatem rzed jednej z nich jest klasg drugiej.

Punktowi podwdéjnemu jednej z krzywych lub F = 0, odpowiada
styczna podwdjna do drugiej, t.j. styczna, ktéra drugiej krzywej
dotyka w dwu punktach. | taksamo, punktowi np. ~-ktrotnemu jednej z krzy-
wychO, lub F= 0, bedzie odpowiadata styczna A;-krotna (t.j. z”™ pun-
ktami stycznosci) do drugiej. Jezeli za$ jedna z krzywych f=0, Ilub F = 0,
posiada punkt zwrotu, t.j. punkt podwdjny, w ktérym obie styczne schodzg
sie z sobg razem, tworzac jedne prostg, to natenczas druga posiada styczna
zwrotu, t'.j. styczng podwdjng, ktdrej oba punkty stycznosci schodza sie
z sobg razem w jeden punkt, punkt przegiecia tej krzywej. lle wiec jedna
zkrzywychO, lub F=:0, posiada punktéw podwojnych, lub punktow
zwrotu, tyle druga krzywa posiada stycznych podwojnych, lub odpowiednio
stycznych zwrotu, czyli punktdw przegiecia.

Wskutek tego, kazde twierdzenie, odnoszace sie do jednej z krzywych
biegunowo wzajemnychO, >b F = 0, da nam odpowiednie twierdzenie
dla drugiej, gdy tylko w wystowieniu tego twierdzenia podstawimy: klase za
rzed, styczng za punkt stycznosci, styczng podwdjng za punkt podwdjny, sty-
czng zwrotu, czyli punkt przegiecia, za punkt zwrotu, i nawzajem.

222. WAZOEY PLUCKER'A. Wezmy pod uwage dwa wzory

nin—l) —2d — 3r,
p= 3n(n — 2)—6d~8r,
wyprowadzone w artykule 220, a wyrazajace klase v i ilos¢ punktdéw prze-
giecia p krzywej rzedu n-go, ktéra posiada d punktéw podwdjnych i r pun-
ktéw zwrotu.

Z tych wzoréw otrzymamy nowe, gdy w nich za v, p, n, d, r podstawimy
odpowiednio n, r, v, S, p, gdzie nowo wprowadzona litera S oznacza liczbe
stycznych podwdjnych. Znajdziemy tym sposobem

n— viv—1) — 25— 3p

r:=:3v(v—2) — 68 —8p.
Te cztery wzory podat Pliicker. Sa one wielkiej doniostosci, gdyz stanowig
punkt wyjscia w klasyfikacyi linij krzywych oddzielnych rzeddw.
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KILKA PRZYKELADOW KRZYWYCH ALGIEBUAICZNYCH STOPNI WYZSZYCH.

223. MUSZLA (KONCHOJDA) NIKOMEDESA. Jezeli na prostej OP, prze-
chodzacej przez punkt staty O i przecinajacej prostg statg X'X w T, ode-
tniemy po omou stronach punktu T stala diugo$¢ TP, natenczas miejscem
punktu P bedzie krzywa, ktora sie zowie muszlg Nikomedesa. Punkt
staty O jest biegunem, stala prosta X'X kierownicg, a stata dtugosc
TP parametrem muszli.

Znajdziemy réwnanie tej linii. Niech P (fig. 57) bedzie jakimkolwiek

Fig. 57.

jej punktem. Spusémy prosta OCB prostopadta na X'X i oznaczmy
ZBOP=:e, 00=a CB= TP=:i i OP”ir. Réwnaniem biegunowym
muszli bedzie zatym OP= OT + TP, czyli

(1) r = asecG =bh.

Przyjawszy OC za kierunek dodatny osi ?-6w, a réwnolegta do X'X za 0$
aow, i ktadac £c=0D, y = J)F, mie¢ bedziemy

cos6= ->

Podstawiwszy za$ te wartosci w (1), otrzymamy
) + —

jako réwnanie muszli we spétrzednych prostokatnych. Jezeli za poczatek
spétrzednych wezmiemy punkt C, to mie¢ bedziemy (piszac y + a zamiast )

©)

To réwnanie daje obie gatezi krzywej; gatgz blizsza bieguna nazywa sie ga-
tezig nizsza, a galgz dalsza zowie sie gatezig wyzszg. Obie galezi
maja kierownice X'X za wspolng asymptote.

Jezeli to biegun O jest punktem weztowym gatezi nizszej; jezeli
h=za, to biegun O jest punktem zwrotu tej galezi; a jezeli to biegun
O bedzie nalezat do krzywej, jako punkt odosobniony.
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Nikomedes rozwigzat zapomoca swej krzywej dwa zagadnienia, stawne
w starozytnosci: podwojenie szescianu i rozdzielenie kata na trzy czesci ro-
wne. Podamy tu tylko rozwiazanie drugiego z tycli zagadnien.

Niech COE (fig. 58)
bedzie katem danym. "Wez-
my za kierownice muszli ja-
kakolwiek prostg EC, pro-
stopadtg do OC, a za para-
metr muszli &r=20E. Po-
prowadzmy prostag EP, ro-
wnolegta do OC, az do prze-
ciecia sie z muszlg wP i po-
taczmy punkt P z biegunem
O prosta OP. Bedzie wow-

Fig. 58. czas * COP= Z POE.
dk
Jakoz, dla 6= Z COP= Z EPO, jest EP  FPcosG = 20Ecose = 6 cos8.
Z drugiej strony, gdy oznaczymy "= mamy
sincp
OE-

Stad wypada sin@ 2sin6cos6, p= 28, awiec 6— K g t COP jest
wiec czescig trzecig kata COE.
224. CYSOJDA DIOKLESA. Niech o
(fig. 59) bedzie Srodkiem kota, AB jego Sre-
dnica. Wystawmy pare rzednych DE, D'E’,
rownooddalonych od $rodka, i z punktu A
poprowadzmy sieczne AE i AE', ktére prze-
cinajg rzedne D'E' i DE odpowiednio w pun-
ktach P' i P. Miejsce gieometryczne tycli
punktéw zowie sie cysojdg Dioklesa.
Aby znale$¢ réwnanie tej krzywej we
spétrzednych prostokatnych, wprowadzmy
ijz=:BT", AO=a; wtedy

AD :DE AD':D'E', czyli
2a — X{2a —x) — x\ vy

Stad wynika

rownanie cysojdy.
tig. 59. Poczatek A jest widocznie punktem
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zwrotu, a prostopadta do AB, przez B przechodzaca, jest asymptotg tej krzy-
wej, symetrycznej wzgledem AB.

Zapomocg cysojdy rozwigzuje sie z tatwoscia zagadnienie: »znales¢ dwie

Srednie proporcyjonalne miedzy dwiema danymi diugosciami®. Niech a\h
bedg dwiema danymi dtugosciami. Dhugo-
Scig a= AC (fig. 60), jako promieniem,
nakresimy pdtokrag i wykreshny odpowiada-
jaca mu cysojde AGD. W S$rodku C wy-
stawmy rzedng CE= & i poprowadzmy pro-
stag BE, ktora przecina cysojde w Gr. Pro-
sta AG przecina CE w F: dlugos¢ CP jest
jedng ze Srednicli proporcyjonalnycli mie-
dzy a i h. PoprowadZmy jeszcze prosta GH
prostopadtg do AB; niech £c=AH,2/=HG;
natenczas trojkaty podobne ACF i AHG, tu-
dziezBHG i BCE, dadza

a CF . 2a—x y
X y a h' Fig. 60.
Te réwnania wraz z réwnaniem krzywej daja

CF =
i“mieniajac w poprzedzajacym wykresleniu role dtugosci a i h, jedne na dru-

ga, znajdziemy dtugosé {/'/ ab™ drugiej Sredniej proporcyjonalnej; jest bowiem

a:ly”~ =jy~: h
Przyjmujac w poprzedzajagcym wykresleniu 6 = mie¢ bedziemy

A zatym CF jest wtedy krawedzig szescianu, ktorego objetos¢ jest dwa razy
wiekszg od objetosci szescianu o krawedzi a. Widzimy wiec, Ze zapomoca cy-
sojdy Dioklesa mozemy bardzo fatwo rozwigza¢ zagadnienie o podwojeniu
szescianu.

Przyjawszy za$ h-=.na, mie¢ bedziemy CF=: allw t. j- krawedz
sze$cianu, majacego objeto$¢ n razy wieksza T b
od szescianu o krawedzi a. ’

225. JAJKO DESCAETES'A. Miejsce
gieometryczne punktu P (fig. 61), ktdérego
odlegtosci r* i r* od dwu punktéw statych
Fi i F2, zwanych ogniskami, zado$¢ uczy-
nig zwiazkowi
(1) + =
gdzie {oznacza liczbe statg, zas a diugosc
stalg, nazywa sie jajkiem Descartes'a. Fig. ei.
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Aby otrzymaé réwnanie biegunowe tej krzywej, wezmy ognisko F, za
biegun, FjFa za o$ biegunowa, i oznaczmy F,F2= ¢, ZPF,F2 = 6; naten-
czas z figury widzimy, ze

(2 S

Wyznaczajac r2 z (1) i podstawiajgc w (2), mieé¢ bedziemy

@)

Otrzymamy za$ réwnanie we spotrzednych prostokatnych, podstawiajac w ré'
Whanie Ej a mianowicie

(4)

Z (3) czytamy, ze beda dwa jajka odpowiadajace zagadnieniu: dla jednego
+ [ir2= a, a dla drugiego r, —iir2 = a; pierwsze lezy wewnatrz drugiego.
Tego mozna dowies¢ gieo-
metrycznie. Z ogniska Fi (fig. 62),
jako $rodka, nakresimy koto pro-
mieniem a. Przez ognisko Fj po-
prowadzmy dowolnie cieciwe DE
i potagczmy F, zD i zE. Naten-
czas, jezeli wezmiemy P D = t"-PFa,
DQ=[iFaQ, punkt P bedzie pun-
ktem jajka wewnetrznego, a Q
bedzie punktem jajka zewne-
trznego; albowiem
jest to samo, co « —
aDQ=:[JLF2Q to samo, co
F,Q —a= ti-F2Q, czyli odpo-
wiednio FiP + {AFaP= a i
F,Q—]|iF2Q=«.
Zwazmy, ze FaD jest dwusie-
Pig. 62. czng kata PF2Q; jakoz, z uwagi, ze
PD= F2P,DQ — {tF2Q, mamy
PD:DQ = F2P:FaqQ.
Przedtuzmy QF2 i PFa az do przeciecia sie w P, i Qi z F,E; naten-
czas P, bedzie takze punktem jajka wewnetrznego, a punktem jajka ze-
wnetrznego; albowiem, z powodu, ze tréjkaty PF2D i PIF2E majg katy ro-
wne, mamy PiE=:iiFaPj; taksamo jest EQj=:|iF2Qi. AVedlug znanego
twierdzenia, mamy nakoniec

Ze za$, z podobienstwa trojkatéw, FaP:F2Pi ~FjD : FgE, przeto jest jeszcze

A zatym iloczyn F2Q.F2Pi jest staly. Tego twierdzenia dowiodt Quetelet.
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Chasles okazat, ze jajko Descartes'a posiada jeszcze trzecie ognisko P3,
lezace na prostej FiFg zewnatrz obu jajek. Jakoz, poprowadzmy QF3 tak,
aby ZF2QF3 = /_F2FIP,; natenczas, poniewaz punkty P,, F,, Q, F3 lezg
na obwodzie tego samego kota, mamy

To réwnanie wyznacza punkt F3. Owdz, punkt F3 posiada te same wiasno$¢
wzgledem krzywej, co punkty Fj i F2. Aby to uwydatnié, dogodniej nam
bedzie, gdy réwnanie (1) napiszemy w postaci

(5) |

gdzie B = F,F2, a I, m,n sg liczbami statymi. Nalezy zauwazy¢, Ze w tym
przypadku n*~m~Il. Poniewaz Z = ZFiP,F2 = ZFiPFj, przeto

tréjkaty FjPFa i F,F3Qmaja katy réwne; mamy zatym
Wskutek tego, rownanie wF,P + ZFaP~wFiFa, wynikajace zrownania (5),

przejdzie na
czyli
lub przy Fj*

Punkt F3 jest wiec istotnie trzecim ogniskiem jajka Descartes'a.
220. SLIMAK PASCAL'A. Jajko Descartes'a zamieni sie na $limak

Pas ca Ta, gdy gdzie c jest odlegtoscig obu ognisk F, i Fa; w tym
przypadku, jedno ognisko F, znajdzie sie na krzywej i bedzie punktem po-
dwéjnym tej krzywej. Podstawiwszy w réwnaniu (3) artykutu po-

przedzajacego, otrzymamy réwnanie postaci

czyli

jako réwnanie biegunowe $limaka
Pascal'a.

Toz samo rownanie otrzyma-
my z nastepujacego okreslenia $li-
maka PascaFa. Jezeli na siecznej
FE, (fig. 63) kota o promieniu
a, wyprowadzonej z punktu sta-
tego F na obwodzie kota, odetnie-
my po obu stronach punktu R,
przeciecia sie t¢jze siecznej z ko-
tem, dtugos¢ statg RP = P'R=
to natenczas miejscem gieometry-
cznym punktéw P, P' bedzie $li-
mak PascaFa. Albowiem, gdy
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mamy:
—h. A zatym

(1)
jest miejscem gieometrycznym punktéw P i P'.
Wstawiajgc w réwnanie (1)

otrzymujemy

2
jako rownariie $limaka we spotrzednych prostokatnych. tatwo spostrzec, ze
punkt a?=2/= 0, t.j. punkt F, jest punktem podwdjnym, a mianowicie: we-
ztem przy h<”a, punktem zwrotu przy &= a punktem odosobnionym przy
h~a. W przypadku, kiedy h= a, $limak PascaFa zowie si¢ linijg serco-
wg (kardiojda).

227. LISC DESCARTES'A. Krzywa, przedstawiong przez réwnanie

1)

nazywajg lisciem Descar-
tes'a. Widzimy wprost z ré-
wnania, ze poczatek sporze-
dnych jest punktem weziowym
i ze osi spotrzednych sg sty-
cznymi w tymze punkcie. ta-
two takze spostrzec, ze

)

jest réwnaniem jednej asym-

ptoty rzeczywistej tej krzywej.

Jezeli wiec AO = BO = af(fig.

64), to AB jest tg asymptota.
Lis¢ Descartes'a jest

krzywa jednobiezng; kiadac

bowiem w (1) y = 'kx, otrzymamy

©)

rodzaj krzywej jest O; albowiem , Wartosciom

parametru Xod —o00 do —1 odpowiada gataz CO, wartosciom na X od
—1 do Ogatgz DO, wartosciom za$ na Xod O do co odpowiada petlica
OEFGO. Jezeli prosta OH jest prostopadtg do AB, natenczas 0 F = 30H.

228 JAJKO CASSINI'EGO. Miejsce gieometryczne punktu, ktérego ilo-
czyn odlegtosci od dwu punktéw statych, zwanych ogniskami, jest niezmienny,
zowiemy jajkiem Cassini'ego.
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Niech P (fig. 65) bedzie jakimkolwiek punktem krzywej, F i F' ogniska-
mi tej krzywej, O srodkiem odcinka FF', «= OF= ¢ ¥P —rr,

FT =», a m" statym iloczynem pro-
mieni FP i F'P. Z okre$lenia mamy
rr'= m”; z figury za$§ widaé, ze
—f?— +22 r2= @+ + y\
Réwnanie wiec prostokatne krzywej jest
(€h) + 22+ 22 _ 4 =
a réwnanie biegunowe
(2) r= -f 2¢2(I — 2cos2 6)r2=zm4 — c*.
Jezeli m~~e”, krzywa jest pojedynczg;
jezeli ni~che” krzywa, nie przecina osi
20W i sktada sie wtedy z dwu oddziel-

nych jajek. Jezeli nakoniec to

rownania (1) i (2) zamieniajg sie odpowiednio na
@)

(4)

i, wtym przypadku, jajko Cassi-
ni'ego nazywa sie lemniskatg
Kernoulli'ego.

W lemniskacie poczatek O
(fig. 66) jest punktem weztowym
i zarazem punktem przegiecia.
Lemniskata jest takze krzywg je-
dnobiezng, lubo jej rodzaj jest
okreslony liczbg

Jakoz, wstawiajgc w rownanie, (3) y — xt, mamy
dac za$ nastepnie 1 — /= -f  otrzymujemy

®)

CWICZENIA.

(199). Woyznaczy¢ styczne w poczatku do krzywej
(200), Okaza¢, ze poczatek jest punktem Kkrzywej

osobnionym, lub weztowym, wedtug tego, czy o i &sg tegoz samego znaku,

jedna z tych liczb jest ujemng, a druga dodatna.

czytez
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(201). Znales$¢ liczbe i gatunek punktow podwéjnych krzywej

(202). Okaza¢, ze czterjnstyczne do krzywej rzedu
Wyprowadzone z poczatku sg przedstawione przez réwnanie
(203). Okaza¢, ze warunek, aby krzywa rzedu 3-go

miata punkt podwdjny, jest taki sam, jak warunek, aby réwnanie

miato dwa pierwiastki réwne.
(204)i  Znale$¢ spotrzedne punktu przegiecia krzywej s
(205). Okazaé, ze jezeli poczatek jest punktem przegiecia krzywej

to natenczas cpj jest podzielone przez cp,.
(206). Okaza¢, ze punkt przegigcia krzywej

, ZaMe Zahe ;.
lezy na prostej ar/ + 2a = 0 i ma za spdtrzedne y— —", gdzie

(207). Znale$¢ warunek, pod jakim trzy asymptoty krzywej

przecinajg sie w jednym punkcie i znale$¢ spotrzedne tego punktu.

(208). Z poczatku wyprowadzamy réwnolegta do ktérejkolwiek z asymptot
krzywej yfaz"~A- 2bxy + cy" 2dx + 2ey +/) — z~"0O; okazaé, ze odcinek tej
prostej, zawarty miedzy poczatkiem i prosta +,ey+/=: 0, jest podzielony
przez krzywg na dwie czesci réwne.

(209). Okazaé, ze wszystkie trzy asymptoty krzywej

sg rzeczywiste i znale$¢ réwnania tych asymptot.
(210). Z punktu O wyprowadzmy dwie sieczne o danych kierunkach, ktore

krzywa rzedu fi-go przecinaja odpowiednio w punktach P,, P2,...,P» i Qu Q2}'"tQ»5

OP OP OP o
okaza¢, ze stosunek nnN Y nrT NN potozenia punktu O.

(211). Z punktéw O i O' wyprowadzmy sieczne rownolegte, ktére krzywa
rzedu n-go przecinajg odpowiednio w punktach P,, Pj,....,Pn i >eeej

okaza¢, ze stosunek tto N kierunku tych siecznych.

(212). Jezeli wielobok o m bokach przecina krzywa rzedu n-go, to natenczas
iloczyn z odlegtosci punktéw przeciecia sie bokéw 12, 23, 34,..., W z krzywa,
rachowanych odpowiednio od wierzchotkéw 1, 2, 3,...,m, jest rowny iloczynowi
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Z odlegtosci tychze punktow przeciecia, rachowanych odpowiednio od wierzchotkow
2, 3, 4...1, pomnozonemu przez (—1)""" (twierdzenie Carnofa).

(213). Jezeh prostg przecinajg boki BC, CA, AB trdjkata ABC w punktach
L, M, N, to natenczas BL. CM. AN — CL.AM. BN.

(214). Okazac, ze jezeli krzywa rzedu 3-go posiada trzy punkty przegiecia
rzeczywiste, to te trzy punkty lezg na jednej prostej.

(215). Na prostej z P, przecinajacej krzywa rzedu n-go w punktach R,, Ra,
Rg”..., R,,, obierzmy taki punkt Il, aby byto

okazaé¢, ze miejscem punktu Il jest prosta, mianowicie (n—I)-sza biegunowa pun-
ktu P wzgledem danej krzywej (twierdzenie Cotes'a).

(216). Na prostej o danym kierunku, wychodzacej z dowolnego punktu Q,
przecinajagcej krzywa rzedu n-go w punktach R,, Rj,..., R,, obierzmy taki puukt
11, aby byto

okaza¢, ze miejscem punktu Il jest linija prosta (twierdzenie Newton'a).
(217). Prosta, wychodzaca z P, przecina krzywa rzedu n-go w punktach R,,
Ra,..., R,, an asymptot tej krzywej w punktach S,, Sa,..., okazaé, ze

(twierdzenie Newton'a).

(218). Jezeli w n punktach S Sa,..., S,, w ktérych jakakolwiek prosta
przecina krzywa rzedu n-go, wykreshmy styczne Tj, Tj,... ,T,, do tej krzywej, a na-
stepnie przez Pj, Pa,..., P« i Qi, Qa **+, Q» oznaczymy odpowiednie punkty, w ktor
rych poprzeczna z O przecina krzywa i owe styczne, to wéwczas

(twierdzenie Maclaurin'a).

(219). Okazaé, ze jezeli n+ 1 bokdéw jakiegokolwiek wieloboku ksztattu
zmiennego obraca sie okoto n+ 1 punktéw danych, a jednocze$nie njego wierzchot-
kéw opisuje n krzywych danych odpowiednio rzedu m~-go, tn”-go,.. ,m,-go, to
(n+ 1)-y wierzchotek opisze krzywa rzedu 2mi?n2.. .?n»-go (twierdzenie Maclau-
rin‘a).
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WSKAZOWKI DO CWICZEN.

(3). Wozigwszy $rodek O odlegtosci miedzy dwoma danymi punktami za po-
czatek spotrzednych, kierunek OB za dodatny Kierunek osi a;-6w, a prostopadta do
AB za 0$ 2/-6w, potozywszy AO = OB = rt i oznaczywszy przez ar, y spotrzedne punktu
biezacego P, mie¢ bedziemy.

A zatym
czyli
jest réwnaniem miejsca zadanego. Miejscem wiec zgdanym jest prostopadta do AB,
przechodzgca przez $rodek O tej prostej.

(4), Niech bedzie podstawa AB= 2cf, a réznica kwadratéw dwu pozostatych
bokéw ACN—BC~”=:m2, Obrawszy taki ukiad osi spo6trzednych, jak w zadaniu po-
przedzajacym, i oznaczywszy przez a, ij spotrzedne wierzchotka C, mie¢ bedziemy

czyli

Miejscem zadanym jest wiec pewna prosta, prostopadta do AB.
(5). Obierzmy uktad osi, jak poprzednio, i przyjmijmy &= 01), 7= DP; be-
dzie woéwczas

czyli
skad
Zadanym miejscem jest wiec linija prosta.
(6). Jezeli (a, P) sg spétrzednymi punktu danego O, (X, y) spétrzednymi pun-
ktu biezacego P, a OP=:r, to w uktadzie osi, tworzacych kat co, mamy

w uktadzie za$ prostokatnym ~NO= "~ mie¢ bedziemy

Miejsce zadane jest krzywa rzedu 2-go. Z wystowienia zadania wynika, ze ta krzy-
wa jest koto, ktorego Srodkiem jest punkt dany, a promien jest réwny r.
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(7). Obrawszy znowu, jak w zagadnieniach (3), (4), (5), $rodek O prostej
AB za poczatek, OB za 0$ a;-6w, a prostopadtg do niej za o$ i/-6w, i potozywszy
AO OB= ¢, AP+ BP= 2a, mie¢ bedziemy

Znoszac za$ niewymierno$¢, otrzymujemy

Miejscem zgdanym jest wiec pewna krzywa rzedu 2-go, ktéra dla a~”~c” zowie sie
elipsg, a dla hiperbola.

(8). Z punktu danego F spus¢my prostopadta FD na dang prostg i wezmy
srodek A prostej DF za poczatek spétrzednych, kierunek AF za dodatny kierunek
osi x-0w, a prostopadta do DF za o§ ~-O6w, i potozmy DA =:AF Z punktu
biezagcego P spus¢my prostopadta PE na dang prostg i potgczmy P z F.  Mamy
PF= PE, t.j.

stad wypada
Zadanym miejscem jest wiec znowu pewna krzywa rzedu 2-go, ktéra sie zowie pa-
rabola.
(9).

(10).

(11).

(12).

(13).

(14). Jezeli a:coscp+ ?/cos({)— p=zO i a;cos(p'+ ycos(j>'—ji'=zO sg réwna-
niami normalnymi dwu danych prostych, to

bedzie réwnaniem obu (jednej i drugiej) dwu siecznych.
(16).
(18).
(20).

(22).

(23).

(24). Jezeli a;coscp + ?/cos(f) — jtj=:0 jest rownaniem normalnym prostej, to
ma by¢

Zapomocg tego zwigzku, rugujac p, otrzymamy

Zadana prosta przechodzi zatym przez punkt
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Ten punkt nazywa sie srodkiem S$rednich odlegto$ci danych punktow.

(25). Wezmy OA za 0§ ar-0w, prostg OC réwnolegtg do danego kierunku za o$
y-OMf i oznaczmy przez a, p spétrzedne OA i AP punktu P. Jezeli jest réowna-
niem prostej OB, natenczas p= mwa, czyli ?/z=77ina; bedzie rownaniem miejsca punktu P.

(26). JezeH OA= a, OB J, aprzeto OA'= a— k, OB' 6+ k, to réwna-
nie miejsca bedzie wynikiem rugowania k z réwnan bx -{- ay — ab k(x —a) —O
i

(27).

(29). Wzigwszy A za biegun, a prostopadtg AD do statej prostej za o$ biegu-
nowa, i potozywszy AD=:a, (a sinB — znajdziemy rcos(6 — A)= . Miej-

scem zadanym jest wiec pewna prosta.
(29). Albowiem proste réwnolegte tworzg pek promieni, ktérego wierzchotek
lezy w nieskonczonosci.

(30). art. 39.

(31). art. 39.

(32). Jezeli Di~nO, D~"O, Dg”~O sg rownaniami bokéw BC, CA, AC, to
TTjjBa— wigbg = O, mgDa— m~~ — N — — N 7edg réwnaniami prostych
AO, BO, CO, a wiec WaDg”rO, mgDg-f-TnjDi = O, WiDj +

réwnaniami prostych B'C', CA', A'B'. A zatym pary bokéw BC, B'C'; CA, CA'; AB,
A'B' przecmajg sie na prostej CTID, + m™M)N + "™373 =

(34). Jezeli ABC, A,BjC,, AjBaCj, AgBgCg sg czterema potozeniami tréjkata,
to (N.AA,A2A3) = (N.BB,B2B3). Stad wypada (AA,A2A3)= (BB,B..B3), a wiec
takze (M.AAIA2A3)=:(L.BB|B2B3), co znowu dowodzi, ze i (M. CCiCaCa)™»

Dwa wiec peki (MC, MC,, MC2, MC3) i (LC, LC,, LCj, LCg) sa
jednokres$ine (art. 51),

(35). Postgpi¢ podobnie, jak w zagadnieniu poprzedzajgcym, a potym zasto-
sowac art. 51.

(36). JezeH APB, A,PB,, A2PB2, AgPBg i AQB, AiQB, A2QB2, A3QB3 s3
czterema potozeniami obu katéw, to mie¢ bedziemy (P .AA,A2AQ)=:(Q. AAjAjAa);
a ze (P . AAiAaAg) (P .BB,B2B3) i (Q . AAjAjAg) = (Q . BB,B2B3), przeto

, azatymi t. d.
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(40).
(43).
(45).

(47). Spotrzedne Srodica O prostej, taczacej punilcty P i P, w ktorych sie
przecinajg pary prostych flaN {-"aaa+ aa"\s"Ot — — i —

Te Srodki tezg na pro-

stej

(52). Jezeli «, =0, wg”™O; W2=:0, liun + 1313= 0 sg rdéwnaniami
dwu par wierzchotkéw przeciwlegtych, to $rodki trzech przekatnych lezg na prostej,
danej przez réwnania

(53).
(54). Jakoz, spétczynniki kwadratéw w roztozeniu F beda pierwiastkami ro-
wnania

czyli
lub nakoniec
Jest wiec (art. 71). Wielomian F zowie sie dotgczonym do /.
(55). Wyroznik przyréwnany do zera daje na wyznaczenie a’j réwnanie nto-
pnia 2

(56). Wyroznik wielomianu 1 — cos2X, — 003"X2 — 003"X3 + 2c0sXiC0sX2C0sX3
jest od zera rdézny. Jakoz, rozumiejgc przez a, kat miedzy Scianami “\gg;, i arj™ ro-

wnolegtoscianu, kiadac — gVvygsinVaj i uwzgledniajac, Ze cosX, =
=:c0sX2C0sX3 4" sinX2sinX3Cosa,, zhajdziemy, ze 6w wyrdéznik jest réwny d.
(57). Proste x— y—Iz=:0 i x—4y + 2= 0.

(58). Proste g + + 62=:0, g + + 8= 0, gdzie 6 jest pierwiastkiem
zespolonym réwnania 28— 1=0.
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(60).

(61). Albowiem to réwnanie wychodzi na

(64). Prostg zagadnienia (62).
(65). Podstawiwszy w réwnaniu ogdélnym raz drugi raz a;i=0, otrzy-
mamy dwa réwnania: 23,3a; + OB o, + 2(723t/+ OB O, skad

a wiec potozywszy

, mie¢ bedziemy
bb'. Réwnanie zgdane bedzie wiec postaci

gdzie X_I_ jest czynnikiem nieoznaczonym.
C

(66). Albowiem wzigwszy boki przeciwlegte czworokgta, utworzonego przez
4 punkty dane, za osi, otrzymamy w réwnaniu biegunowej punktu (x\ y") wzgledem
krzywej spotczynnik nieoznaczony 0j2 w stopniu 1l-ym. Roéwnanie zatym roztozy
sie na dwa réwnania dwu prostych oznaczonych, ktére si¢ przetng w punkcie statym.

(67). Sa rozwigzaniami réwnan x'—y'— 3= ) = 1— 3, a wiec
0
(68). _ _ ”
(69). Biegunowa punktu x, y na szukanej krzywej wzgledem kierownicy ma
za réwnanie X:c-f Yy—I=::iO; ta biegunowa ma by¢ styczng do krzywej danej,
a zatym

czyli Cx»— 2Bxy  Ay"~r— AC — B"i to jest réwnaniem Zzgdanym.
(70). Wzigwszy ramiona kata za osi spotrzednych, mie¢ bedziemy réwnanie
krzywej A- 2a,2a:2/+ + 2x)/ a™asg 2y\/Oo™aas + = n

otrzymamy:
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(71). a) Elipsa, 1) hiperbola, c) parabola.
(72). Parabole, do ktérej osi spétrzednych sa styczne w punktach x—a i y—h.

(73). Spétrzedne S$rodka krzywych obu réwnan sg Mamy zatym
wiec
stad
= 0.

ma przejs¢ na SiX2 + sAY” i jednocze$nie
a wiec i —sCx2+ 22+ 2a;2/costd)

Poréwnywaj ac wyr6zniki obu wyrazen, mamy

a wiec §j i R sg pierwiastkami réwnania
(76).
(77).

(78).

(79).

(80).
(81). Jezeli (g ?jiJ sg sfétrzednymi prostokatnymi  punktéw danych

liczbami statymi, to mamy wéwczas

&\, a zatym miejscem zgdanym jest koto

(81). Biorac jeden z punktéw danych za poczatek spétrzednych prostokatnych,
a prostg, przechodzacag przez drugi dany punkt, za o$ x-6w, i oznaczajac przez a od-
legto$¢ obu punktéw, przez a za$ i p katy state miedzy stycznymi, ktére mozna wy-
prowadzi¢ z obu punktéow do tych kot, znajdziemy

jak rownanie zagdanego miejsca (kota).
(83.) Wozigwszy ramiona danego kata za osi spotrzednych i oznaczywszy
przez a, p spétrzedne $rodka jednego z két, otrzymamy, jako réwnanie tego kola,
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Stad wypada

a zatym a*— — AN jest rownaniem zgdanego miejsca
(hiperboli).
. T T
(84). Hiperbola, jezeli AC "2; elipsa,jezeliA p2r osta, jezeli

(86). Wozigwszy P za poczatek spoh-zednych prostokgtnych, a PK za os x-6w,
otrzymamy rownanie krzywej aV\z™+ 2aaa™+ awWy'+ 20,3N + 2a232/= 0. Wzigw-
szy y— mx-\-n za réwnanie prostej QRj gieé bedziemy, jako réwnanie pary pro-

Btych PQ i PR, NaNNyNNY AL\ (0iz A-a™y) (y — mx)=0. Aby te
proste byty jednakowo pochylone do PK (osi iC-6w), winno by¢
A wiec réwnanie prostej QR jest y= mx ta prosta przechodzi za-
tym, przy jakimkolwiek m, przez punkt
(89).
(90). Odnies¢ réwnanie elipsy do obu $rednic sprzezonych iako osi spdtrzednych.
(92). Elipsa
(93). Krzywa rzedu
(94). Roéwnanie paiy stycznych jest

-X-y-— a- -r 0-

(98). Wezmy Srodek kota za poczatek, AB za oS iC-6w, a $rednice do PQ ré-
wnolegtg za o0$ j/-6w; wowczas — — a" bedzie réwnaniem miejsca zgdanego
(hiperboli réwnobocznej, odniesionej do dwu S$rednic sprzezonych).

(99). Wozigwszy $rodek podstawy za poczatek, a podstawe za 0$ a;-6w uktadu
prostokatnego, otrzymamy réwnanie miejsca zgdanego (hiperboli réwnobocznej)

(100). Spus¢my z wierzchotka C prostopadta CO na AB; wezmy O za po-
czatek, OB za 0§ ic-6w, OC za oS ?/-6w, i potdzmy AO= a, OC=:c/ roéwna-
niu hiperboli =—022) réwnobocznej

uczynig zado$¢, niezaleznie od

(104). Wezmy $rodek kota za poczatek, a promien OA za 0$ ic-6w uktadu
prostokatnego; oznaczmy przez (a™h) spoéirzedne punktu B i potézmy tuk ABr=a.

Jezeli Xiy spotrzednymi punktu C na AB takiego, iz tuk AC=:—a, to
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skad wypada 2xy — bx A- ayz=J). Punkt C wiec lezy

na hiperboli réwnobocznej. Spétrzedne Srodka tej hiperboli sa
asymptoty sg réwnolegte do osi spétrzednych.

3,2

(105). Hiberbola réwnoboczna

(106). Parabola

(107). Parabola.

(109). Albowiem, jezeli
sg trzema stycznymi, a przeto , 5,)saspot-
rzednymi punktéw stycznosci. (Zob. Omyiki druku).

(110). Rugujac y z réwnan y"=:2pX iY—y=i — X), otrzymamy

+ —X)a;2 + 2;j(>—X)2a;—i>2Y2 = 0. Pierwiastki a;"
tymi spodkéw trzech normalnych z punktu (X, Y); mamy zatym

Ma by¢

Rozwijajac to wyrazenie i zwazajac, zZe
mie¢ bedziemy -j- SYy» = -{- rownanie elipsy.

(112). (arctgh”
(114). Koto padnie catkiem zewnatrz elipsy, jezeli nachylenie prostych, ré-

cic
wnolegtych do osi wielkiej, jest wieksze od arctg —-

(115). Réwnania dwu elips, majacych mimosrody rowne, a osi wielkie ro-

j<ac te réwnania od siebie, otrzymamy réwnanie cigciwy spdlnej

Suma réwnan trzech cieciw bedzie tozsamosciowe réwna 0.

(116). Jezeli y sg spotrzednymi punktu P, a X, Y spotrzednymi $rodka
kofa, to mamy Y= _pile_trOJflfqﬁa_FPi — — 2 .;C=:ex. Ilsoniewai

obwod tréjkata FPF 1+
wiec znajdziemy, ze miejscem zadanym jest inna elipsa.

(120). Wzigwszy ognisko za poczatek, a prostopadig do kierownicy za o0$
£C-6w, otrzymamy, jako réwnanie Kkrzywej, A-— 4 - = a wiec ro-
wnania trzech wzmiankowanych prostych beda: ~
mx A-hz"0.

(121). Wzigwszy ognisko za poczatek uktadu prostokatnego, otrzymamy ro-
wnanie Kkrzywej y' "~ (mxny Z agdan e miesce jest wypadkiem
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rugowania katéw ~ i §; z trzech roéwnan

Zadane mie