ARCHIMEDES.
O POMIARZE KOLA

(KYKAOY METPHZIL).

TWIERDZENIE |. Kazde kolo jest réwnowazne trojkgtowi prostokatnemu,
ktérego jedna przyprostokatna réwna sie promieniowi, druga za$ obwodowi kota.

Niech kolo ABCD czyni zado$¢ powyzszym warunkom; powiadam, ze jest
rébwnowazne tréjkatowi E.

Przypusémy np., ze koto jest wieksze od trojkata. Wpiszmy w koto
kwadrat AC i dzielmy tuki na potowy tak diugo, az suma odcinkéw kotowych
bedzie mniejsza od réznicy miedzy kotem a trojkgteml). Otrzymana w ten
sposéb figura Prostolinjowa  jest wieksza od naszego trojkata. Ze Srodka

*) Przeklad dokonany wedlug wyd. Heiberga; w uwagach korzystalismy
z przektadu niemieckiego Rudio'a.
**)  mianowicie wielokat wpisany.
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kola N poprowadZmy NX prostopadle do boku wielokata. Odcinek NX jest
mniejszy od jednej przyprostokatnej, obwdd zas wielokgta, jako mniejszy od
obwodu kota, jest mniejszy od drugiej przyprostokatnej, zatym wielokat jest
mniejszy od tréjkata, co jest niedorzeczne.

Przypusémy teraz, ze kolo jest mniejsze od tréjkata E. Opiszmy na
kole kwadrat, podzielmy tuki na potowy i w punktach podziatu poprowadzmy
styczne. Kgt OAR jest prosty, zatym OR jest wieksze od MR, poniewaz MR
rowna sie RA. Wskutek tego trdjkat ROP jest wiekszy od potowy figury
OZAM. Przypusémy, ze pozostaty nam w koncu odcinki takie, jak PZA, kto6-
rych suma jest mniejsza od r6znicy miedzy trojkatem E a kotem. Wielokat
opisany bytby tedy mniejszy od trdjkata E, co jest niedorzeczne, poniewaz
NA réwna sie jednej przyprostokgtnej, obwod za$ wielokata jest wiekszy od
drugiej przyprostokatnej, a wiec wielokat musi by¢ wiekszy od tréjkata E.

Stad wynika, ze koto jest réwnowazne tréjkatowi E.

TWIERDZENIE Il. Obwdd kota jest cokolwiek wiekszy od potrojonej $red-
nicy, a mianowicie wiekszy jest o mniej niz 17, lecz wiecej niz 1071 Srednicy.

Niech bedzie dane koto, ktérego promieniem jest CE, Srodkiem E, stycz-
ng CLB. Przypusémy, ze kat BEC stanowi trzecig cze$¢ kata prostego.
W takim razie EB ma sie do BC. jak 306 do 153, promien za$ EC ma si¢
do CB (mniej yviecej) jak 265 do 1532).

Przypus¢émy dalej, ze ED dzieli kat BEC na poltowy. W takim razie
BE tak ma sie do EC, jak BD do DC, skad przez dodanie wyrazéw i prze-
stawienie otrzymamy, ze stosunek BE i EC, razem wzietych, do BC jest ta-
ki sam, jak stosunek EC do DC, ze zatym stosunek EC do DC jest wiekszy
niz stosunek 571 do 153 3). Stad wynika, iz kwadraty odcinkéw ED i DC

*

o ~Wyrazy: ,mniej wiecej" zostaty wstawione przez ttumacza, zarébwno w tym
miejscu, jak i w innych. W rozprawce tej, niezmiernie zwieztej, Archimedes nigdy
nie mowi wyraznie, kiedy operuje liczbami przyblizonemu
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majg sie do siebie, mniej wiecej, jak 349450 do 23409, zatym ich diugosci
sg, mniej wiecej, w stosunku 591¢8% do 153 4).

Podzielmy teraz kgt DEC prostg EH na potowy; postepujac tak, jak po-
przednio, otrzymamy, iz stosunek EC do CH jest wiekszy niz stosunek 1162¢%
do 1535) i ze stosunek HE do HC jest wiekszy od stosunku 1172¢8 do 153.

Podzielmy nastepnie kat HEC prostg EK na potowy. Stosunek EC do
CK jest wiekszy od stosunku 2334¢7 do 153, a wiec stosunek EK do CK
jest wiekszy od stosunku 23397 do 153 6).

Podzielmy jeszcze kat KEC prosta LE na potowy. Stosunek EC do LC
jest wiekszy od stosunku 46731/2 do 1537).

Kat BEC, stanowigcy trzecig cze$¢ kata prostego, podzielilismy cztery
razy na potowy, kat wiec LEC jest % Kkata prostego. Przy E zbudujmy
rowny mu kat CEM; w takim razie kat LEM stanowi 24 kata prostego, od-
cinek zas LM jest bokiem wielokata opisanego o 96-ciu bokach. Dowiedlismy,
iz stosunek EC do CL jest wiekszy od stosunku 4673+7 do 153, ze za$ Sred-
nica jest dwa razy wieksza od EC, LM dwa razy wieksze od CL, zatym
stosunek $rednicy do obwodu 96-cio-kata jest wiekszy niz stosunek 4673¢7
do 14688. Ta druga liczba jest wieksza od potrojonej pierwszej o 66742,
t. j. 0 mniej niz jedng siédmg czes¢ liczby 4673+2. Stad wynika, iz obwdd
tego wielokata réwna sie potrojonej $rednicy zwiekszonej o odcinek mniejszy
od ¥7 Srednicy. Tymbardziej wiec obwdd kota jest mniejszy od potrojonej
Srednicy, zwiekszonej o 1/7 cze$¢ tej Srednicy.

2. Niech bedzie dane koto, ktérego srednicg jest AC, i niech kat BAC
bedzie trzecig czescig kata prostego. Stosunek odcinka AB do odcinka BC
jest mniejszy od stosunku 1351 do 780, stosunek za$ AC do CB rowna sie
stosunkowi 1560 do 7808).

Podzielmy kat BAC na potowy prostg AD. Kat BAD roéwna sie zaréwno

katowi DCB, jak katowi
DAC, zatym Kkat DAC
rébwna sie katowi DCB.
Kat prosty ADC jest spol-
ny, zatym trzeci kat DFC
rowna sie trzeciemu Kka-
towi ACD. Tak wiec troj-
katy ADC i CDF majg
rowne katy i, co za tym
idzie, AD tak sie ma do
DC, jak CD do DF lub
jak AC do CF. Ale jak
AC ma sie do CF. tak
samo majg sie CA i AB
razem wziete do BC. Sto-
sunek wiec AD do DC
jest taki sam, jak stosunek sumy CA i AB do BC, skad wynika, iz stosunek
AD do DC jest mniejszy od stosunku 2911 do 780, stosunek zas§ AC do CD
mniejszy jest niz stosunek 301331 780 9).

Podzielmy kat CAD na potowy prostg AH. Na tej samej zasadzie otrzy-

mamy, iz stosunek AH do HC mniejszy jest od stosunku 5924374 do 780,



N° 1 Wektor. 29

czyli mniejszy od stosunku 1823 do 240, gdyz obie te liczby stanowig 413
pierwszych dwuch. Stad wynika, iz AC ma sie do CH, mniej wiecej, jak
1838%11 do 24010).

Podzielmy dalej kat HAC na potowy prostg KA. Stosunek AK do KC
jest mniejszy niz stosunek 3661%11 do 240, czyli mniejszy niz stosunek 1007
do 66, gdyz dwie te liczby stanowig 140 pierwszych dwuch liczb. Tak wiec
AC ma sie do CK, mniej wiecej, jak 10099 do 6611).

Podzielmy wreszcie kat KAC prostg LA na potowy. Stosunek AL do
LC jest mniejszy od stosunku 201646 do 66, stosunek zas AC do CL mniej-
szy jest od stosunku 2017¢1 do 6612).

Odwrotnie: stosunek obwodu wielokata do Srednicy jest wiekszy od sto-
sunku 6336 do 2017¢4, co stanowi wiecej niz 310/71 liczby 2017¢4. Obwdd
tedy wielokata wpisanego o 96-ciu bokach przewyzsza potrojong S$rednice
wiecej niz o 171 czesci tejze Srednicy, tymbardziej wiec obwod kota prze-
wyzszaé musi potrojong Srednice wiecej niz o 1071 jej czesci.

Obwod kota jest wiec od Srednicy wiekszy trzy razy i jeszcze troche,
mianowicie mniej niz o 7, lecz wiecej niz 10771 Srednicy.

TWIERDZENIE ¥11 Koto ma sie do kwadratu swej Srednicy, mniej wieg-
cej, jak 11 do 14.

Niech bedzie dane koto o $rednicy AB; opiszmy na nim kwadrat CE
i uczynmy DG dwa razy wiekszym od CD, odcinek za$ GZ réwnym X7 od-
cinka CD.

Poniewaz ACG ma sie do ACD jak 21 do 7, ACD do AGZ—jak 7 do 1,

zatym ACZ ma sie do ACD jak 22 do 7. Ale kwadrat CE jest cztery razy
wiekszy od ACD, trojkat za§ ACDZ jest (w przyblizeniu) réwnowazny kotu,
zatym koto ma sie do kwadratu CE, mniej wiecej, jak 11 do 14.

Przetozyt W. W.

1) Mozliwoé¢ takiego podziatu ustalit Euklides w ks. XII, tw. 2,
rozumujac w nastep. sposob. Pole kwadratu wpisanego jest dwa razy mniej-

*) Rekopisy dziet Archimedesa podajg mylnie to twierdzenie przed twierdze-
niem I, na ktorym sie ono opiera.
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sze od pola kwadratu opisanego, zatym jest wieksze od pétkola. Niech be-
dzie AB bok kwadratu wpisanego; podzielmy luk AB na potowy w punkcie
M. poprowadZzmy w tym punkcie styczng oraz proste AK, BL prostopadte do
stycznej. Tréjkat AMB jest dwa razy mniejszy od prostokgta AKLB, zatym
jest wiekszy od potowy odcinka kotowego AMB. Dzielgc luki AM i BM na
potowy i postepujac dalej w ten sam sposéb, mozemy otrzymac¢ odcinki ko-
towe, ktérych suma jest mniejsza od roznicy miedzy kotem a polem dowol-
nie danego prostokata (co jest réwnoznaczne z twierdzeniem, iz pole kota
mozna wyczerpac przez podwajanie liczby bokéw wielokata wpisanego,
jezeli przytym dlugos¢ kazdego boku dazy do zera). W dowodzeniu tym
Euklides powotuje si¢ na tw. I, ks. X, ktére powiada, iz majac dwie wiel-
kosci a i b (przyczyni a=b) i odejmujgc od a jakas wielko$¢ ¢ wiekszg niz

od reszty, jaka pozostanie, wielko$¢ ¢l wiekszag od polowy tej reszty
i t. d, musimy dojs¢ do wielkosci mniejszej od b.

2) EB:BC=2:1=2306:153 i EC:CB=V3:1. Archimedes i wogodle sta-
rozytni, musieli by¢ w posiadaniu jednego lub wiecej sposobéw wyciagania
pierwiastkéw kwadratowych, dotagd jednak, mimo poszukiwanh pierwszorzednych
badaczéw, nie udato sie tego sposobu odtworzy¢. Poszukiwania te zestawit
bardzo szczegétowo S. Gunther w rozprawie p. t. Die quadratischen
Irrazionalitaten der Alten u. deren Entwickelungsmetho-
den (Abhandl. zur Geschichte d. Mathem. IV Heft). Jedno tylko zdaje sie
nie ulega¢ watpliwosci, iz sposéb Grekdw nie byt podobny do Zzadnego z uzy-
wanych dzi§ sposobéw. Nie byt im znany nawet algorytm, oparty na nie-

. - . . 2ab , > . o
réwnosci pomimo ze ta nieréwnos¢ da sie przettumaczy¢
niezmiernie prosto na jezyk gieometriji.

3) Jakoz (BE—+EC):BC>(306+265): 153, czyli ze stosunek Sredni-
cy do boku dwunastokata foremnego opisanego wigkszy jest od 571:153.

a wiec

zatym oraz
Stad wynika, iz
zatym

6) i 7) Stosujgc te samg metode, co poprzednio, sprawdzimy z tatwo-
$cig wyniki Archimedesa.

, zatym

Stad wyptywa, iz zatym
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zatym
Poniewaz

i tymbardziej

11) W podobny spos6b, jak poprzednio, znajdujemy, ze
a zatym

12) Nieréwnos$¢ otrzymujemy przez zastosowanie tej samej metody, co
powyzej.





