SUR QUELQUES INTEGRALES DU TYPE DE DINI

Par J. MARCINKIEWICZ, Wilno

1. Soit donnée une fonction F(z) de période 2x. Posons
(1.1) A(F,2,h)=A4(x,h)=F(x+ h)+F(x—h) —2F(x).

Lorsque la fonction ' admet une dérivée f assez réguliere,
par exemple lorsque f vérifie la condition de Lipschitz d’ordre
positif, on a pour tout =

2
(1.2) [l14@, 0]t dt<oo, r>1.
0

Au contraire, si ’on suppose seulement l’existence de la
dérivée f(x) dans un point particulier, ’intégrale (1.2) peut
étre divergente en ce point. Cependant on a le

Théoréme 1, Soit F continue, dérivable dans un ensemble E
de mesure positive. L intégrale (1.2) existe pour tout r=2 presque
partout dans E. Pour r<2, le théoréme tombe en défaut.

Supposons que la fonction F est absolument continue et que
sa dérivée feL? (¢=>2). D’aprés le théoréme 1 'intégrale (1.2)
avec r=g¢ définit une fonction de z. On peut demander quel
est 'ordre de grandeur de la fonction ainsi définie. On y a le

Théoréme 2. Lorsque F est absolument continue et F'=feL’,
on a

2n 2n

27
(1.3) [ [1a@'" " at<o, [ |f'ae
o 0
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INTEGRALES DU TYPE DE DINI 43

On a aussi un théoréme réciproque dans un sens au théo-
réme 2:

Théoréme 3, Soit F wune fonction absolument continue
F(0)=F(2=), 1<p<2, f=F'. On a

2w 27

2
(1.4) [Ifde<0,[ [ A0t dudt.
0 ¢ 'Y

2. Nous commencons par la démonstration du

Lemme 1. Les théorémes 1, 2, 3 sont vrais lorsque F est
absolument continue, F(0)=F(2x), F'eLl?® et r=2.

Posons

(e}

F'(z)=f(x) =;‘(akcos kx+ bpsin kx).

On a

A= _421((1;,8111 kx;bkcos kw)sin2 Ig ;
1

I’égalité de Parcéval donne

2r =
1 i sint kt/2
;thZ(w,t)dm=162(ai+b§) k2/ :
0 1

En multipliant les deux membres de ]a derniere égalité par
t—3 et en intégrant dans ’intervalle, (0,27) on obtient

2% 2nm

oo 2
1 Ly -y sindkt/2
;fng(:v,t)t ‘dedt=16 (a§+bi)f ths/ dt,
0 0

1 0

ce qui implique le résultat demandé.
3. Dans une autre note!) j’ai démontré le

Lemme 2. Soit F une fonction continue, dérivable dans un
ensemble E de mesure positive. Pour tout >0 on peut définir
un ensemble QCE et deux fonctions G(x) et H(x) de période 2n
de sorte que Uon ait

1) Marcinkiewicz 2.
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44 J. MARCINKIEWICZ

(3.1) [E—Q|<e,
(3.2) G0)=6(2), G(a)=[ga)dw, geL?
0
(3:3) G(a)=F (), (@eQ),
(3.4) F(2)=6(a)+H(a),

et enfin pour presque tout xeQ
(3.5) [1H(z+ 1)t dt<oo.

4. Nous allons démontrer le théoréme 1 avec r=2. Fixons ¢
positif et considérons 1’ensemble @ et les fonctions G et H
satisfaisant aux conditions(3.1)—(3.5). En tenant compte de (3.2)
et du lemme 1, on conclut que l’intégrale

27
(4.1) [ 4Gy t)tat

0
existe presque partout dans l’intervalle (0,2z). D’autre part,
les formules (3.3) et (3.4) montrent qu’on a presque partout

dans @
Hoy=0, - H (0)=0;

ce qui montre en vertu de (3.5) que l’intégrale
[H @+t at

existe presque partout dans . Or, lexistence de la derniére
intégrale implique évidemment

2t
(4.2) [ 2*(H,,t)t dt<oo.
0

En tenant compte de (4.1) et (4.2), on conclut facilement
qu’on a presque partout dans @

2n
(4.3) [2(F, @, t)t at<oo.
0
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INTEGRALES DU TYPE DE DINI 45

Or, ¢ étant arbitraire, il s’ensuit d’apres (3.1) que I'inégalité
(4.3) subsiste presque partout dans I’ensemble E.

Remarquons enfin que l’inégalité (4.3) entraine (1.2) avec
r=2 des que la fonction F admet une dérivée finie.

5. Pour démontrer la partie négative du théoréeme 1,
posons

Tk /Vﬁ log n.

On a
(5.1) Yar<oo, Nah=oo, 1<p<.
Soit
(5.2) f(w)=2a,,cosn!m, F(w)zzv Z—’;sinn!m.
2 2

D’apres (5.1) on a feL? D’autre part

an . : t
(5.3) A(F,w,t):—zlzmsmn!w smzn!é

m—1

1 Am | . : t ' m | . - t
|;A(m,t)|>m |sin m! 2| sin2m! 5 —2 o [sinn!a|sinZn! 3
2

— D' sinnla|=Ap—Bu—Cn
n.
m—+1
3|4fP =A% —3BL—30Ch

2/m!

27
(1@t at= D [|a@of " ar>
0

m 1/m!
_ 2/m! 2/m!
>4 A a— > [Bhi @
m 1/m! m 1/m!
2/m!
= [ ar= DU 1 —15").
m 1/m! m
On a
2/m!
(5.4) . G T [sin m'av|”a”/.sinz”m'zt_”_ldt>lﬂ.ot”lsxinm'cv2
. 1 3mlP § m ‘g ZgAlm .

1/m!
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ou
1
$a [ sin?tt 2 dt.
12
Or, comme
14
12<4 (m 1 } /—1+Pdt
ou bien
(5.5) I, <4m—32
et
2/m!
(5.6) R, otk o —32
I3< Pm (ma1)1 Cldt<<om
1/m!

Les inégalités (5.4), (5.5) et (5.6) donnent
27
f A, 0)t " dt=asinzm! @ abi—C Sm
0 m m

et tout revient & démontrer que 1’on a presque partout
(5.7) Nahsinz2m!z=oco,

ce qui résulte facilement de I’inégalité (5.1) et du fait bien
connu 2) qu’une série

Yo,008i0, Avti/M>2, J2<oo

converge presque partout.

6. Le théoréme 2 est une conséquence facile du théoreme
sur la convexité des normes des opérations linéaires de M. M.
Riesz ). Lexpression U(f,z,h)=A(F,x,h)h"", (F'=f), con-
sidérée pour 0<w<27, 0<h<2m, est une opération linéaire,
D’aprés le lemme 1, on voit que

(6.1) [ f2 § f2 Zz(f, @, t)dzdlogt™ |*< 0y f2 ”fzda;]l/z
0 & 0

avec (C, indépendant de e.

?) Zygmund 5, 3ois) Riesz 3.
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D’autre part, lorsque la fonction f est bornée, la fonction U
P’est aussi et on a

2n 2n

(6.2) lim U [107(,,0) dwdlogr™) "< 2maxlf|.
0 e

L’opération U étant définie pour feL? et feL™, elle peut
étre aussi définie pour tout r, 2<r<{oco. On a donc

27 27 p !

(6.3) [ [Tttt " dedt< o, [|ffa.
0 & 0

(U, étant indépendant de &, on en déduit le résultat demandé.

7. La démonstration du théoréme 3 est basée sur le suivant

Lemme 3. Soient

f=§(akcoskw+ besinke), feL’, p>1.
(7.1) s
A, (f,2)=4,(2)= 3 (a;cosiz+ b;siniz).

2"
Oon a

27 1 27
(7.2) 4,[(Sa)V < [ |Pds < B, [ (34"
by 0 T

Ce résultat est connu, il est di &4 MM. J. LITTLEWOOD et
R. PALEY 3).

Nous utilisons encore le

Lemvme 4. On a pour tout polynéme trigonométrique S
d’ordre n au plus

2 2
(7.3) [18Pdz<n’ [ |SPdo.
0 0

Ce lemme est aussi connu, il est dit &4 M. A. ZYGMUND 4).
Enfin nous appliquons le

%) Littlewood et Paley 1.
%) Zygmund 6.
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Lemme 5. Soit

f(@)=ay/2+ ? (arcos kx+ bpsinkx),

$n=0a0/2+ Y (arcoskz+ bgsinkzx),
d.

felfy pl
Oon a

2 27
(7.4) [ 18afdn< A, [ |fPda.
0 0

Ce résultat est di & M. M. RIESZ ®).

8. Nous allons maintenant démontrer le théoréme 3.
D’apres le lemme 3, on a
27

27
[ 47(E,,t)d0> [(243(4,,1)" do
0 0

2w 27 2n 27

[ [ 220,072 f f (ZAYde dt >
0 0

2 [ dw ] A”t"’“‘dw at

2—v—1
ou bien
on 27 g
(8.1) [ fA” P,z t)t " 1dwdt>/dw22” A%(A,2,6,),
2—v—1
ou
e W 24
On a
Jop g b b
ey ausinpz—bucospw . o Ou
A(4,2,0,)= >’ . sin®u 2.
21’

Lorsque u croit de 2" jusqu’a 2”1 Pexpression u6,/2 croit
aussi de 2”70, jusqu’a 2'6, et l'on a

§ <wb.<1.

5) Riesz 4.
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Posons sin?u6,/2=2,. La suite 4, est donc croissante et
Pon a pour 2'<u<2"", sin’}<4.,<sin’1.
Posons

n n
Zvau Sin puaw — b, cos ux PR Zva,, Sinux—bucos pxw
u=—9ony —_—=
7 Iz

21’ 21}

ne

En appliquant la transformation d’Abel et l’inégalité de
Minkowski, on trouve

v+l
v 1 1
Ogv+1_ = 2 Su (Z e m)+82v+1_1/12v+1_1

ov+1_9

2
1/
fI02v+l—1| dw< 2 (lu }.u-{— ){/ |8ﬂ|pdw} I:'—

G B 1/p
+)~2v+1_1{f |8go+1_4| dl‘}
0

L’inégalité (7.4) donne
; 1p : Vp
[ flsuae]"< 4, 14,020} ",
0 0

ce qui porté dans (8.1) donne

2 27

(8.2) f fA” F,o,t)t "~ 1dt>A22”"/|ozu+1 JPda,

ou A désigne une constante positive. D’autre part, I'inégalité
(7.3) donne

27 1
[ 1441, 0)Pan<2**" [ |op__,Pde,
0 0

ou bien en vertu de (8.2)

2 2w

f f A, @, " dwdi>4 > f 42 dw> A f (Z4Y"da,

ce qui, d’apres (7.2), acheve la démonstration du théoreme 3.
Rocznik Pol. Tow. Matem. T. }\\Http//rCInorgpl 4



50 J. MARCINKIEWICZ

9. 11 est trés probable que le théoréme suivant subsiste.
Soit F(x) absolument continue, F(0)=F(2x), F'=f. Posons

27
g¥(a)= [ A(F,,t)t "dt.
0

On a pour tout p >1
27 2n 27
A,,fg”dng [fffde<B, | ¢"dw.
0 0 0

Si ce théoreme est vrai, sa démonstration est probablement
beaucoup plus difficile.
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