O odwracaniu funkcji klasy pierwszej.

Jezeli funkcja f(x), jednoznacznie okresSlona w pewnym przedziale (ab),
(gdzie a<b), jest w tymze przedziale granicg funkcji ciagtych, t. zn., jezeli
istnieje ciag funkcji cigglych w przedziale (a, b)

taki, ze

wowczas, wedlug R. Bairea, nazywamy f(x) funkcja klasy pierw-
szej.

R. Baire udowodnit nastepujace twierdzenie:

Aby funkcja dana byla klasy pierwszej w przedziale (a, b) — potrzeba
i wystarcza, izby funkcja ta byla punktowo nieciggta na kazdym zbiorze
doskonatym, zawartym w (a, b).

Jako przypadki szczegblne powyzszego twierdzenia otrzymujemy dwa
whnioski, z ktérych w nastepstwie korzysta¢ bedziemy:

o) funkcja wszedzie nieciggta (t. zn. nieciggta w kazdym punkcie uwa-
zanego przedziatu) nie jest klasy pierwszej;

B) funkcja, ktérej nieciggtosci tworza zbidr przeliczalny, jest klasy
pierwszej.

Wiadomo, ze jezeli funkcja ciggta jest jednoznacznie odwracalna—t. zn.,
jezeli kazda swojg wartos¢ przyjmuje raz tylko, wdéweczas funkcja odwrotna
jest rowniez ciagta.

Analogiczne zagadnienie dla funkcji klasy pierwszej zostatlo postawione
przez p. Sierpiniskiego. Brzmi ono tak:

Funkcja f(x) jest w przedziale (a, b) klasy pierwszej i przyjmuje wszyst-
kie wartosci pewnego przedziatu (A, B), kazdg raz tylko (kohce A, B—
trzeba wigczy¢). Funkcja odwrotna do f(x) — oznaczymy ja przez f-1(x) —
jest wtedy jednoznacznie okreSlona w przedziale (A, B). ldzie o to, czy jest
ona zawsze rowniez klasy pierwszej.

Przyktad ponizej podany wykaze, ze tak nie jest.
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Funkcje f(x) okreslamy w przedziale (0, 1) w nastepujacy sposob
B) jezeli x jest niewymierne, wodwczas

C)niech bedzie

cigg wszystkich utamkéw nieprzewiedlnych >0 i <1, dla ktérych
ktadziemy

Zauwazmy, ze w tym wypadku jest

D) Uporzadkujmy wreszcie w ciag:

wszystkie te liczby wymierne >0 i <1, ktére nie zostaly przyporzadko-
wane elementom ciggu (3). Ciag (6) jest nieskonczony i wszedziegesty
w przedziale (0, 1), gdyz zawiera wszystkie utamki nieprzywiedlne o niepa-
rzystym mianowniku. Kladziemy teraz

Jest rzecza oczywista, ze umowy te okreslajg funkcje F(x) i jej od-
wrotnos$¢ f-1(x) jednoznacznie w przedziale (0, 1).

Udowodnimy teraz, ze f(x)—jest,zas f-1(xX) — nie jest klasy pierwszej
w uwazanym przedziale.

Co do pierwszego punktu, to, biorac pod uwage wniosek B), wystar-
czy, jezeli wykazemy, ze F(X) jest funkcjg ciggta w punktach niewymiernych.
Ot6z w punkcie takim jest

Niech teraz bedzie ciag

i (10)

Jezeli liczby xi sg niewymierne, woéwczas
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jezeli wymierne, wowczas, poczgwszy od pewnego wskaznika i1, muszg one
by¢ ksztattu gdzie przytym jest napewno Mamy

tym sposobem

a wiec (.14)

Poniewaz kazdy cigg mozna roztozy¢ na dwa, z ktérych jeden zawiera
tylko liczby wymierne, drugi tylko niewymierne, wiec z rozwazah naszych
wynika, ze zwigzek (10) zawsze pociaga za sobg (14), o ile x jest niewy-
mierne. Punkt pierwszy jest tym sposobem udowodniony.

Przechodzimy do punktu drugiego. W mysl wniosku a) bedziemy u celu,
jezeli wykazemy, iz f-1(x) jest funkcjg nieciggla w kazdym punkcie prze-
dziatu (O, 1). Dla punktu x=I jest

a jezeli (16)
i X, sa niewymierne, wodwczas

Punkt 1 jest wiec punktem nieciggtosci. Jezeli za$ x#1, wowczas

Z drugiej strony, mozna z ciggu (6), ktéry jest wszedziegesty, wy
bra¢ ciag

taki, ze (21)

Na mocy rownania (17) jest

i tym sposobem funkcja f-1(x) jest nieciggta w punkcie X
A wiec f-1(x) nie jest klasy pierwszej. c. b. d o
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