LA VIE ET L'OEUVRE

DE

CHARLES HERMITE

Vous savez, Messieurs, la perte immense qu’a faite la
Secience frangaise le 14 janvier dernier. .a mort de M. Her-
mite touche particuliérement I’Université de Paris, ou I'il-
lustre géomeétre a occupé de 1869 a4 1897 la chaire d’Analyse
supérieure. 1l n’a pas voulu qu’on prit la parole sur sa tombe;
nous n’avons donc pas pu entendre les voix autorisées qui
auraient dit ce que lui doivent la Science et I’Enseignement.
Cette grande vie scientifique demandera des études appro-
fondies, qui se préparent certainement de différents cotés. A
défaut d’une telle étude, qu’il me soit permis aujourd’hui, en
reprenant cette année mon cours dans cette chaire qui fut
celle de M. Hermaite, de jeter un coup d’ceil sur son ceuvre.

Charles Hermite naquit a Dieuze, en Lorraine, le 24 dé-
cembre 1822; il fit ses études au collége de Nancy, et les
termina & Paris au collége Henri IV et au colléege Louis-le-
Grand. Il eut a Louis-le-Grand comme professeur de Mathé-
matiques spéciales un maitre distingué, M. Richard, qui,
(uinze ans auparavant, avait été le professeur d’Evariste
Galois. Tout en suivant les cours du collége, le jeune Her-

(') Legon faite a la Faculté des Sciences le 2 mars 1gor.
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mite allait lire & la bibliothéque Sainte-Genevieve le Traité
de la résolution des équations numériques de Lagrange,
et il achetait avec ses économies la traduction francaise des
Recherches arithmétiques de Gauss : « Cest surtout dans
ces deux livres, aimait-il plus tard a répéter, que j’ai appris
I’Algebre. ». L’excellent M. Richard s’alarmait un peu de
voir son éléve si loin des programmes d’examen, mais il n’en
disait pas moins un jour au pére d’Hermite, qui ne se rendait
peut-étre pas bien compte de la valeur du compliment :
« C’est un petit Lagrange. » Le premier volume des Nou-
pelles Annales de Mathématiques, fondées en 1842, renferme
deux Notes signées de Charles Hermite, éléve du collége

Louis-le-Grand. L’une n’est qu’un exercice, mais, dans la

seconde, on reconnait un lecteur assidu de Lagrange qui a
déja beaucoup réfléchi sur la théorie des équations. L’objet
de ce travail est de démontrer Pimpossibilité de la résolution
algébrique des équations du cinquiéme degré; la démonstra-
tion trés simple quon y retrouve pourrait, avec de légéres
additions, devenir classique. Hermite entre a I'Ecole Poly-
technique a la fin de 18425 les exercices de ’'Ecole ne I'em-
péchent pas de poursuivre ses méditations mathématiques
et, dés le mois de janvier 1843, il écrit a Jacobi, sur le conseil
de Liouville, pour lui faire part de ses recherches sur les fonc-
rions abéliennes. Le grand géomeétre allemand avait, par une
merveilleuse divination, montré quelques années auparavant
comment on devait généraliser le probleme de I'inversion de
I'intégrale elliptique. Mais les propriétés essentielles des nou-
velles transcendantes étaient si peu connues, qu’un géometre

allemand, deué cependant d’une rare pénétration, se méprenait

encoreen 1344 surleur naiure, fauted’ aveirsaisile principe fon-
damental relatif a la coexistence des périodes; les travaux de
Giopel et de Rosenhain ne devaient venir que quelques années
plus tard. Hermite étend aux fonctions abéliennes le théo-
réme donné par Abel pour la division de argument dans les
fonctions elliptiques; il montre que les équations correspon-
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dantes sont résolubles par radicaux, et il traite de Pabaisse-
ment de I’équation relative a la division des fonctions com-
plétes. [année suivante, en aott 1844, Hermite envoie a
Jacob1r une-seconde Lettre ou il étudie le probléme de la
transformation des fonetions elliptiques. Son but est d’abord
de retrouver les résultats énoncés par Jacobi sur cette ques-
tion capitale, mais on trouve, en réalité, dans ce Mémoire,

tous les principes de la théorie des fonctions © de différents.

ordres, fonctions quelquefois désignées sous le nom de fone-
trons tntermédiatres et si importantes pour la théorie géné-
rale des fonctions doublement périodiques. Ces deux Lettres
intéressérent vivement Jacobi, qui fit au jeune mathéma-
ticien francais ’honneur de les insérer dans I’édition compléte
de ses Qlupres. On a souvent cité les derniéres phrases de la
réponse de Jacobi, qui possédait de son cété plusieurs des
résultats indiqués par son correspondant. « Ne soyez pas
faché, Monsieur, si quelques-unes de vos découvertes se sont
rencontrées avec mes anciennes recherches. Comme vous
diites commencer par ou je finis, il y a nécessairement une
petite sphére de contact. Dans la suite, si vous m’honorez de

vos Commumnications, je n’aurai gu’a apprendre. » Une autre
)

phrase, celle-la d’un intérét purement mathématique, mérite
encore d’étre retenue : « En cherchant, disait Jacobi, a tirer
la transformation directe des propriétés des fonctions 0, sans
faire usage de leurs décompositions en facteurs infinis, vous
avez pensé savamment aux cas, plus généraux, ou probable-
ment on doit se résigner a 'impossibilité d’une décomposition
en facteurs. » Cette remarque devait fructifier dans Pesprit
d’Hermite; nous la retrouvérons plus tard dans son Mémoire
célebre sur la transformation des fonctions abéliennes.

- (est principalement de théorie des nombres que s’occupe
Hermite dans les années suivantes. Il y est conduit d’abord
par le théoréme purement arithmétique de Jacobi sur I'im-
possibilité d’une fonction d’une variable & trois périodes, et
peu a peu la lecture assidue des Recherches arithmétiques de
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Gauss 'améne 4 des problémes de plus en plus étendus. La
théorie des formes et les irrationnelles algébriques font alors
I'objet des. méditations profondes d’Hermite qui, conti-
nuant sa correspondance avec Jacobi, lui envoie quatre
Lettres sur la théorie des nombres. Rien ne montre mieux
que ces Lettres le génie d’Hermite; la puissance d’invention
sur des sujets aussi nouveaux et aussi difficiles y est prodi-
gieuse. Les idées s’y pressent abondantes et touffues; elles
seront développées et précisées dans des Mémoires ulté-
rieurs, et il en est plus d’une dont la fécondité n’est pas_
aujourd’hui épuisée. C’est dans la théorie des formes qua-
dratiques & un nombre quelconque de variables que se
trouvent les principes des méthodes employées : il est d’a-
bord établi que, étant donnée une forme quadratique a
nvariables et a coefficients réels quelconques, le minimum
dela forme pour des valeurs entiéres qui ne sont pas toutes
nulles est inférieur & ¢, VD , en désignant par D la valeur
absolue du déterminant, et par p, une quantité numérique
dépendant seulement de n. Hermite a donné pour ce nombre

n=1

3\ = ; SR
<7> ; on a depuis obtenu pour p, une valeur inférieure,
4 :

mais le point essentiel est, pour un nombre donné de variables,
la limitation du minimum a Paide du déterminant seul de
la forme, quoique dans certaines questions il puisse étre
avantageux d’avoir la moindre valeur possible. Ce résultat
obtenu, une considération extrémement originale permet,
en premier lieu, a Hermite de 'appliquer a la généralisation
de la théorie des fractions continues, en cherchant 'ap-
proximation simultanée de plusieurs quantités au moyen de
fractions ayant méme dénominateur m; I'erreur dans cette
représentation approchée de n quantités est de l'ordre

1 . . . . .
de Bt v (Cest un point surlequel 1l convient d’insister, non
my m

pas seulement a cause de I'intérét du résultat, mais parce
que nous avons la le premier et mémorable exemple de cette

www.rcin.org.pl




Tt S

introduction des variables continues dans la théorie des
nombres, que nous allons bientdt retrouver dans des pro-
blémes plus vastes.

Dans le cas d’une seule grandeur A, le résultat est bien
simple, mais met remarquablement en évidence le réle de la
variable continue; Hermite considére la forme quadratique
linéaire

(2 —Ay)+ '—,

A étant une quantité positive quelconque; du théoréme pré-
cédent, on conclut de suite que P'on peut trouver deux
entiers m et n, tels que
I
|m—An|< ;\/—5,

résultat plus précis, d’ailleurs, que celui donné par la théorie
des fractions continues, a cause du facteur y3. Quant A
croit d’'une maniére continue, les mémes entiers m et n peu-
vent d’ abord étre conservés pour satisfaire aux conditions
voulues; mais, au passage de A par une certaine valeur, il
faut brusquement prendre deux nouveaux nombres m’ et n’,

et 'on a la relation
mni—amlne=str.

La théorie élémentaire des fractions continues se présente
ainsi sous un jour essentiellement nouveau et se trouve sus-
ceptible d’étre généralisée, en méme temps que la continuité
avec la variable A se trouve introduite dans une questlon
artthmétique.

Dans le cas de n quantités données A,, A,, ..., A,, il
faudra envisager la forme quadratique a n + 1 variables 2, ,
By utatig

$1
(21— A&y )24 (o — As) 2+ . .. (X — A 2y) 2+ A—g,
ol A est une quantité positive quelconque. En appliquant a
cette forme le résultat énoncé sur le minimum d’une forme
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quadratique, on arrive de suite & la représentation appro-
chée des quantités A, Papproximation étant liée a la quan-
tité A qu’on peut prendre aussi grande que on veut. Le
théoréme de Jacobi sur Pimpossibilité d’une fonction a trois
périodes peut étre aussi établi par des considérations ana-
logues, et Hermite fut ainsi conduit & la démonstration de
I'impossibilité pour une fonction de n variables complexes
d’avoir plus de 2 n systémes de périodes simultanées, théo-
rémes que Riemann devait retrouver ultérieurement. Citons
encore ici, quoiqu’elle ait été donnée beaucoup plus tard par
Hermite, la démonstration d’un résultat d’abord établi par
Tchebychefl et susceptible de généralisations trés étendues *
étant données deux constantes quelconques a et b, on peut
trouver deux entiers x et y, tels que

: te—ay—bl< .
2y

La méthode d’Hermite lui permet méme de remplacer l¢

facteur § par le facteur plus petit e

1introduction de variables continues dans certames formes
quadratiques a été I'idée fondamentale qui a dominé la
suite des travaux arithmétiques d’Hermite. Je ne puis
songer a entrer dans le détail de ces profondes recherches;
arrétons-nous seulement sur les points de vue nouveaux, qui
ont été si féconds dans I'étude des formes quadratiques a un
nombre quelconque de variables, des irrationnelles algé-
briques et des formes décomposables en facteurs hinéaires. On
sait que Gauss, dans ses recherches arithmétiques, a élevé un
monument a la théorie arithmétique des formes quadra-
tiques a deux variables dont I’étude avait été commencée
par Lagrange et Legendre, et a posé les bases de la théorie
des formes quadratiques ternaires. Le probléme de la réduc-
tion des formes quadratiques est d’une impontance capitale;
la difficulté n’est pas la méme survant qu’il s’agit de formes
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définies ou indéfinies. Hermite, traitant d’abord le cas plus
simple des formes quadratiques définies & un nombre quel-
conque de variables et dont les coefficients sont des quan-
tités réelles quelconques, donne différents procédés de réduc-

tion, d’olt se déduit immédiatement que, pour les formes

définies a coefficients entiers et de déterminant donné, il n’y
a quun nombre limité de classes. I.’étude des formes indé-
finies a coefficients entiers présente des difficulvés beaucoup

plus considérables, qui tiennent en grande partie & ce qu’il y-

a une infinité de substitutions semblables, comme les appelle
Hermite, c¢’est-a-dire des substitutions a coefficients entiers
transformant la forme en elle-méme. l.es points essentiels de
la théorie des formes indéfinies sont rattachés, d’'une maniére
vraiment géniale, 4 la considération d'une forme définie
associée dépendant d’un certain nombre de parameétres arbi-
traires, et ici nous voyons apparaitre les variables continues
dans un probléme arithmétique extrémement difficile. Les
substitutions a coefficients entiers, permettant de réduire

successivement cette forme définie, quand, par une variation

continue des parameétres, elle cesse d’étre réduite, conduisent
aux substitutions semblables, et Pon peut démontrer qu’il
existe un nombre fini de substitutions a Paide desquelles on
obtient toutes les substitutions transformant la forme en
elle-méme. Il résulte aussi de cette admirable analyse que,
pour les formes indéfinies a coefficients entiers comme pour
les formies définies, il n’y a qu’'un nombre limité de classes
pour un déterminant donné; on en déduit la solution du
probléme de ’équivalence de deux formes.

Les principes précédents s’appliquent aussi aux formes a
coefficients entiers de degré quelconque décomposables en
facteurs linéaires; leur théorie est méme & bien des égards
beaucoup plus simple que celle des formes quadratiques. Les
substitutions semblables sont ici deux & deux permutables,
et elles peuvent toutes s’exprimer par un produit de puis-
sances de certaines substitutions, dont le nombre s’obtient
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d’une maniére trés remarquable : Si a désigne le nombre des
facteurs réels dans la forme, et b le nombre des couples de
facteurs imaginaires conjugués, il y a a + b substitutions
semblables fondamentales. L.a démonstration de ce beau
théoréme, énoncé seulement par Hermite au commencement
d’un de ses Mémoires, n’a jamalis, je crois, été développée.
A I'égard des formes quadratiques indéfinies, on ne_connait
aujourd’hui encore aucune proposition analogue relative au
nombre des substitutions fondamentales, qui ne sont pas, en
général, permutables; ce serait 1a un difficile, mais bien inté-
ressant sujet de recherches.

Les formes quadratiques binaires indéfinies appartiennent
en méme temps aux deux types précédents; Iapplication &
ce cas trés particulier des principes généraux pourra donner
une idée des méthodes d’Hermite. Soit une forme indéfinie f
a coefficients entiers que nous mettons sous la forme

Sf=a(z+ay)(z+LYy).

La forme définie associée est alors
¢=(z+oy)+A(z+Ly)? (A>0),

et 'on doit en faire la réduction continuelle en donnant a A
toutes les valeurs positives. Pour la variation de A dans un
intervalle convenable ne comprenant pas I’origine, on obtient
un certain nombre de réduites de la forme proposée, qui se
reproduisent ensuite périodiquement quand A va vers
I'infini ou vers zéro. On retrouve ainsi, comme chez Gauss,
une sorte de périodicité, mais sous un point de vue bien dif-
férent et susceptible des généralisations les plus étendues.

Nous n’avons parlé jusqu’ici que des formes a variables
réelles. Hermite a introduit dans la Science la notion de
formes a indéterminées conjuguées, qui a ouvert a I’Arith-
métique et a 'Algebre un champ extrémement vaste. Ces
formes se partagent encore en formes définies et formes indé-
finies; laissant de coté ces derniéres, Hermite fait une théorie
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complete de la réduction des formes définies & indéterminées
conjuguées. Les conséquences qu’il en tire sont trés nom-
breuses. Il en est d’une rare élégance. Telles sont les re-
cherches concernant ’approximation des quantités complexes
par des fractions dont les éléments sont des entiers complexes
de Gauss; la méthode d’Hermite lui donne des résultats plus
précis que ceux de Dirichlet, et surtout elle lui permet de
trouver les rapports existant entre deux approximations
consécutives, ce qui est indispensable pour mettre dans toute
son évidence I’analogie entre les nombres réels et les nombres
complexes. Citons encore la démonstration des théorémes de
Jacobi sur le nombre des représentations d’'un nombre par
une somme de quatre carrés.

Des applications d’un caractére plus général concernent
les formes a coefficients entiers complexes et a variables
complexes de degré quelconque décomposables en facteurs
linéaires ; en supposant qu’une telle forme o est irréductible,
¢’est-a-dire que I'équation ¢ = o n’admet d’autres solutions
entieres queles valeurs nulles des variables, Hermite démontre
qu’elles ne forment qu’un nombre limité de classes pour un
déterminant donné. De ce théoréme il déduit une des pluas
admirables propositions de la science des nombres, a savoir
que : les racines de toutes les équations & coefficients entiers
complexes d’un degré donné, et pour lesquelles le discri-
minant a la méme valeur, ne représentent qu’un nombre
essentiellement limité d’irrationnelles distinctes. Nous pou-
vons, en deux mots, esquisserJa démonstration; a I’équation
proposée de degré n, a coefficients entiers,

Pvi+Qvi-!+...+Rv+S—=o,

et dont nous désignerons les racines para, b, ..., [, on fait
correspondre la forme ¢ a n variables 2, y, z, ... u,

o—=PRe& N -tay I a¥z- .. -Eat lu)
X et+by b2z -+ .. b tu)y. . (x4 ly+ Pzt o+ tu),




A
dont le déterminant ne dépend que du discriminant de
Péquation. Les formes g appartenant & un nombre limité de
classes, il en résulte de suite que le nombre des irrationnelles
distinctes est limité. :

Au début de sa carriére, les fonctions elliptiques et abé-
liennes avaient appelé Iattention d’Hermite sur certaines
irrationnelles algébriques. Depuis cette époque, les nombres
algébriques avaient toujours été I'ebjet de ses méditations-
(Cest, sans doute, & leur occasion qu’il entreprit la longue
suite de ses recherches arithmétiques. « Permettez-moi,
disait-il dans une de ses Lettres & Jacobi, de revenir sur les
circonstanees remarquables auxquelles donne lieu la rédue-
tion des formes dont les coefficients dépendent des racines
d’équations algébriques a coelficients entiers. Peut-étre
parviendra-t-on a déduire de la un systéme complet de
caractéres pour chaque espéce de ce genre de quantités, ana-
logue, par exemple, a ceux que donne la théorie des frac-
tions centinues pour les racines des équations du second
degré », et, plus loin, il ajoute : « Quelle tache immense
pour la théorie des nombres de pénétrer dans la nature d’une
telle multiplicité d’étres, en les classant en groupes irréduc-
tibles entre eux, de les eonstituer tous individuellement par
des définitions caractéristiques et élémentaires. » On le voit
a plusieurs reprises revenir sur ee programme. La question
capitale de la recherche des unités complexes dans un corps
algébrique est liée par lui & la réduction de certaines formes
quadratiques; dés 1845, il passe bien prés du théoréeme
célebre de Dirichlet donnant le nombre exact des unités com-
plexes indépendantes. Mais il s’attache surtout a trouver
pour les irrationnelles algébriques un algorithme mettant en
évidence les propriétés de ces irrationnelles. Pour les irra-
tionnelles du troisieme degré en particulier, le résultat est
remarquablement simple : on est conduit a un algorithme
périadique entiérement analogue & celui des fractions con-
tinues dans leur application aux irrationnelles du second
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degré. Ainsi, en envisageant une équation du troisiéme degré
a eoefficients entiers ayant une racine réelle » et deux racines
imagimaires (3 et v, on est conduit, d’aprés ce point de vue, a
réduire pour toutes les valeurs positives de la quantité A la
forme ternaire

(2 +ay+oa2z)+ A2+ By +B2z) (2 + 7y +923),

et dans cette réduction continuelle se manifeste une périodi-
cité caractéristique des irrationnelles du troisiéme degré. 1l
serait intéressant de eomparer les vues générales d’Hermite
sur les irrationnelles avec les résultats donnés récemment par
M. Minkowski, ou la considération de certaines chaines de
substitutions permet de donner des critériums nécessaires et
suffisants pour qu'un nombre soit algébrique.

3

La théorie arithmétique des formes binaires rentre évi-
demment dans le méme ordre d’idées que celle des irration-
nelles algébriques. Hermite lui a consacré plusieurs Mémoires

et a étudié particulierement le cas des formes de degré impair -

et le cas des formes quadratiques. Mais, tandis que pour les
formes quadratiques les préliminaires algébriques de la
théorie artthmétique des formes sont immédiats, il n’en est
plus de méme quand on s’éléve aux formes de degré quel-
conque; la partre algébrique de la théorie prend alors un
développement inattendu et présente un intérét considé-
rable. C’est ce qui amena Hermite & s’occuper de divers pro-
blémes d’Algebre et particuliérement de la théorie des formes
binaires ou il allait obtenir de magnifiques résultats en
méme temps que ses émules Cayley et Sylvester.

Les théorémes de Sturm et de Cauchy sur le nombre des
racines des équations satisfaisant & certaines conditions
avaient vivement frappé les géomeétres. Sur ce sujet, on doit

www.rcin.org.pl




Dy R

a Hermite quelques résultats qui resteront classiques. En
partant de la remarque relative & la décomposition des
formes-quadratiques en somme de carrés, que Sylvester, quj
Pa trouvée en méme temps, nomme la lov d’inertie et que
Jacobi avait aussi rencontrée, Hermite considére d’abord
une équation a coefficients réels, et construit une forme qua-
dratique associée & I’équation renfermant une arbitraire ¢.
Quand cette forme est réduite & une somme de carrés, le
nombre des carrés négaiifs est égal au nombre des couples de
racines imaginaires de I’équation augmenté du nombre des
racines réelles. inférieures a ¢. Un cas particulier dont la
démonstration est immédiate se formule ainsi : dans la
forme quadratique a n variables

B(xy+oaxy+...+a*lz, )2,

ou la somme est étendue aux n racines a de I’équation, le
nombre des carrés négatifs est égal au nombre des couples de
racines imaginaires. Poussant la question plus loin, Hermite
considere une équation a coefficients complexes; il associe
alors a I’équation une forme quadratique & indéterminées
conjuguées, et, quand celle-ci, par une transformation élé-
mentaire, a été débarrassée de ses termes rectangles, le
nombre des coefficients positifs est égal au nombre des

racines dont le coefficient de y— 1 est positif. Le théo-
réme de Sturm, le théoréme de Cauchy relatif au nombre des
racines d’une équation contenue dans un contour et donnant
par un calcul algébrique ce nombre de racines quand le con-
tour est formé d’une courbe unicursale, se déduisent des
résultats précédents, et sont ainsi établis, comme le remarque
Hermite, sans faire intervenir aucune considération de con-
tnuité. :

Les travaux d’Hermite relatifs a la théorie algébrique des
formes binaires sont d’une rare perfection; la simplicité des
méthodes et I'élégance des résultats en font de véritables
ceuvres d’art. La théorie des invariants devait son origine a
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un Mémoire de Boole, mais le vrai fondateur en fut Cayley
qui sut créer toute une nouvelle branche ‘de I’Algébre. Syl-
vester vint ensuite et apporta un grand nombre de résultats
nouveaux, parmi lesquels la découverte des premiers cova-
riants. L’idée des invariants n’était pas neuve pour Hermite;
une notion générale sur les invariants s’était offerte jadis a
lui, amenée par une considération purement arithmétique.
Il entre dans la lice, et Sylvester pouvait dire plus tard :
« Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi, une trinité
invariantive.» Un calcul symbolique extrémement ingénieux
permet & Hermite de montrer qu’a tout covariant d’une
forme de degré m, et qui, par rapport aux coefficients de cette
forme est du degré p, correspond un covariant du degré m
par rapport aux coefficients d’une forme de degré p. Les
deux covariants sont d’ailleurs du méme degré par rapport
aux indéterminées : ¢’est la célébre loi de réciprocité d’ Her-
mite. Ses applications sont innombrables. Pour citer un
exemple relatif aux invariants, la forme quadratique ayant
comme invariant de degré 2 p. la puissance-de . de sondiscri-
minant, il résulte de la loi de réciprocité que toutes les
formes de degré pair ont un invariant du second degré. La
loi est surtout intéressante pour les covariants. Hermite
démontre que toutes les formes binaires, sauf les formes
biquadratiques, ont un covariant quadratique. L’importance
de ces covariants quadratiques est capitale; on en déduit la
notion de substitution canonique, celle-ci étant une substi-
tution ramenant le covariant quadratique a la forme zy. Au
moyen de cette substitution, des invariants et-des covariants
d’une forme, qu’il elit été presque impossible d’obtenir jamais
en fonction explicite des coefficients de cette forme
prennent une forme simple. Grice a cette théorie, Hermite,
découvre l'invariant du dix-huitiéme degré des formes du
cinquiéme degré; c¢’était le premier exemple d’un invariant
gauche, c’est-d-dire se reproduisant multiplié par une puis-
sance impaire du déterminant de la substitution. Nous
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devons noter particuliérement la découverte des covariants
linéaires pour les formes de degré impair & partir du cin-
quiéme degré; elle a conduit Hermite, au moyen d’un chan-
gement de variables effectué & l'aide des deux covariants
linéaires, aux formes-types dont les coefficients sont tous
des invariants de la forme initiale. Une application extré-
mement intéréssante de ces théorémes généraux concerne
les formes du cinquiéme degré. Ces formes possédent quatre
invariants fondamentaux, en fonctions entiéres desquels
s’expriment tous les autres .invariants; les trois premiers
avaient été découverts par Sylvester, et le quatrieme est
Pinvariant gauche dont j’ai parlé plus haut. Les coefficients
de la forme type du cinquiéme degré s’expriment ration-
nellement a 'aide de ces invariants; Hermite en déduit
qu’on peut amener toute équation du cinquiéme degré a ne
dépendre que de deux parameétres qui sont des invariants
absolus, et la discussion compléte de la nature réelle «
imaginaire, des racines de ’équation générale du cmqulcme
degré se fait de la mameére la plus élégante.

La lecture de ces beaux Mémoires laisse une impression
de stmplicité et‘de force; aucun mathématicien du x1x® siécle
n’eut, plus qu’Hermite, le secret de ces transformations
algébriques profondes et cachées, qui, une fois trouvées,
paraissent d’ailleurs si simples. C’est a un tel art du calcul
algébrique que pensait sans doute Lagrange, quand il disait
a Lavoisier que la Chimie deviendrait un jour facile comme
I’Algébre.

Nous avons-dit que I'objet primitif d’Hermite dans ses
Etudes sur les formes binaires avait été arithmétique. 1l vou-
lait, en particulier, approfondir cette proposition, que les
formes & coefficients entiers et en nombre infini, qui ont les
mémesinvariants, ne forment qu’un nombre limité de classes
distinctes. 1l a développé surtout ses recherches pour les
formes cubiques et les formes biquadratiques, mais-l a indi-
qué sur les formes de degré impair quelconque un théoréme
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bien inattendu, qui se déduit de la considération des formes-
types : toutes les formes binaires de degré impair (& partir
du cinquiéme) a coefficients entiers ne forment qu'un seul
genre, au sens d’Eisenstein, c’est-a-dire sont transformables
les unes dans les autres par des substitutions linéaires de
déterminant un a coefficients entiers ou fractionnaires. Que
| de problémes restent ouverts dans cette vaste théorie des
formes ! Quelles seront les transcendantes numériques per-
mettant d’exprimer le nombre des classes en fonctions des
mvariants ? c’est le secret de ’avenir. i
- Détourné par de nouvelles études, Hermite ne devait plus
revenir qu’incidemment sur ses premiéres recherches arith-
métiques; je I’ai entendu plusieurs fois regretter de ne pas
avoir approfondi davantage certaines parties des Mémoires
| dont je viens d’essayer de donner une idée. Gauss eut sans
doute de tels regrets en relisant vers la fin de sa vie ses Dis-
§ quisitiones artthmeticze. Une grande ceuvre scientifique n’est
3 jamais achevée. Les méthodes générales introduites par
‘Hermite ont ouvert & la théorie des nombres des horizons
] entiérement nouveaux qui ne sont pas encore complétement
explorés. Tous ceux qui, depuis lui, se sont occupés de la
théorie des formes ont profondément subi son influence; il
suffira de citer le beau Mémoire de Camille Jordan surl’équi-
valence des formes, et de rappeler que le merveilleux prin-
cipe de la réduction continuelle s’adapte méme a des recher-
ches toutes modernes sur la théorie de certaines fonctions
uniformes. ’

Hermite, dans la premiére partie de sa carriére, que je
viens de retracer, ¢’est-a-dire jusque vers 1855, fut en rela-
tions suivies, d’abord avec Jacobi et ensuite avee Dirichlet,
qui était peut-étre a cette époquele plus apte ale comprendre;
il avait, & ses débuts, trouvé auprés de ces grands géometres
le meilleur accueil et en avait gardé un fidéle souvenir. Il
écrivait encore quelques semaines avant sa mort qu’il avait
toujours été et qu’il serait jusqu’a son dernier jour un dis-
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ciple de Gauss, de Jacobi et de.Dirichlet. Les affinités entre
esprits de premier ordre sont toujours intéressantes et utiles
a suivre; le témoignage d’Hermite a ce sujet est précieux, et
Iétude de la plus grande partie de son ceuvre le confirme
bien. Cauchy, qu’il a cependant beaucoup connu, n’a pas
exercé sur lui, au moins a ses débuts, la méme influence
scientifique.

I11.

La théorie des fonctions abéliennes n’avait jamais cessé de
préoccuper Hermite depuis époque ot il était éléve a I'Ecole
Polytechnique. Il voulut étendre & ces fonctions le probléme
de la transformation qu’avaient traité avec tant d’éclat Abel
et Jacobi dans le cas des fonctions elliptiques; son Mémoire
de 1855 sur la transformation des fonctions abéliennes est
une de ses plus belles ceuvres. Etant données les deux équa-
tions différentielles, qui, pour un radical portant sur un poly-
nome d’ailleurs arbitraire du cinquiéme et du sixiéme degré,
définissent les "fonctions abéliennes, Hermite consideére
simultanément les quinze fonctions uniformes quadruple-
ment périodiques introduites par Gopel et Rosenhain, et qui

‘sont les analogues de sn 2, cn 2 et dn 2. Le probléme de la

transformation est alors ainsi posé : Pour un polynome
donné, déterminer un nouveau polynome tel qu’en formant
deux combinaisons linéaires convenables des équations dif-
férentielles relatives a ce polynome, les quinze fonctions abé-
liennes correspondantes s’expriment rationnellement & I’aide
des quinze premiéres. Pour la solution de ce probléme algé-
brique, Hermite se place au point de vue transcendant, et
cherche d’abord a étendre aux fonctions @ de deux variables
Panalyse indiquée jadis dans sa seconde lettre a Jacobi pour
les fonctions ©® d’une variable. Mais des difficultés d’une
nature arithmétique, que n’avait pas connues la théorie des
fonctions elliptiques, se présentent dans le nouveau pro-
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bléme. Les périodes des anciennes fonctions doivent étre des
sommes de multiples des périodes des nouvelles. Or, il existe
une relation bilinéaire bien connue entre ces périodes; les
nombres entiers figurant dans la transformation des périodes
ne sont donc pas arbitraires, ce qui conduit & un ensemble
remarquable de substitutions linéaires a coefficients entiers
dont les propriétés doivent d’abord étre étudiées. Un
nombre entier k joue dans I'étude de ces substitutions un
rdle essentiel; la notion de systémes équivalents et non équi-
valents se pose alors, et 1l est établi que le nombre des substi-
tutions non équivalentes est égal a 1 4+ k + k2 4+ k°, si k est
premier. On en peut conclure que le nombre des transforma-
tions distinctes des fonctions abéliennes relatives a4 un
nombre premier k est égal & 720 X (1 + k + k* 4 £*). En
méme temps que ce théoréme fondamental, correspondant
au théoréme d’Abel et de Jacobi sur le nombre 6 (n 4 1) des
transformations d’ordre n des fonctions elliptiques (n étant
premier), Hermite donne le moyen de former les relations
algébriques entre les anciennes et les nouvelles fonctions,
résolvant ainsi complétement le probléme qu’il s’était posé-
Cet admirable travail, rédigé d’une maniére trés concise, a
fait objet de nombreux commentaires, et ouvert la voie a
des recherches de nature variée, dont quelques-unes ne se
rapportent qu’indirectement a la théorie des fonctions abé-
liennes. Citons entre autres le Mémoire de Laguerre sur le
Calcul des systémes linéaires, ol se trouve généralisée la
notion des formes quadratiques correspondant aux substi-
tutions linéaires indiquées plus haut; en Algebre, a un point
de vue tout différent, la notion importante de substitution
abélienne, telle qu’elle est utilisée par M. Jordan, trouve
son point de départ dans une importante remarque du
- Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes.
Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s'in-
téresser & la théorie des fonctions elliptiques. Je crois bien
qu’elle a été son étude de prédilection. Les belles formules,
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d’une allure si parfaite, qu'on y rencontre remplissaient de
joie, comme il le disait, son dme d’algébriste, ainsi que les
rapports si remarquables de ces transcendantes avec I'Al-
gébre et les propriétés des nombres; les Fundamenia nova
de Jacobi étaient toujours sur sa table de travail. Une addi-
tion a la sixiéme édition du Traité de Lacroix est restée
célebre dans la théorie des fonections doublement pério-
diques; c’est de l'intégration d’une fonction doublement
périodique, le long d’un parallélogramme de périodes,
qu’Hermite, ici disciple de Cauchy, déduit les propriétés fon-
damentales de ces fonctions, et en particulier la décompo-
sition en éléments simples si importante pour le Calcul
Intégral. ;

En 1858, Hermite reprend I’étude de la transformation
des fonctions elliptiques, et cherche a en approfondir davan-
tage le mécanisme. Il rencontre ainsi une abondante moisson
et tout d’abord la résolution de ’équation du cinguiéme
degré. Jacobi avait montré que, dans la transformation de
degré n (nétant premier),il y a une relation de degré n 4 1
entre les racines quatriémes de Pancien et du nouveau
module; ¢’est Péquation qu’on appelle I'équation modulaire.
Deux fonctions vont jouer un role essentiel. Employant les

notations de Jacobi, on sait que \/l_c et \‘/l?’ sont des fonctions
s
uniformes de » = KK[; Hermite les désigne par 2 (w) et ¥ (w)
et étudie les transformations qu’elles subissent quand on
effectue sur ® une substitution linéaire. Le fait que les
modules satisfaisant a I’équation modulaire s’expriment, en
utilisant les fonctions précédentes, par des fonctions uni-
formes d’un paramétre, avait vivement frappé Hermite; il
eut le pressentiment que cette circonstance n’était possible
qu’a cause de la nature singuliére de ces fonctions, et la fonc-
tion ¢ (w) sur laquelle il attira si vivement 'attention forme
le premier exemple de ces fonctions, ayant des lignes de sin-
gularités essentielles, dont M. Poincaré devait plus tard
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faire une étude générale sous le nom de fonctions fuchsiennes.

Galois avait énoncé que pour n = 5, 7, 11 les équations
modulaires sont susceptibles d’un abaissement au degré infé-
rieur d’une unité; ce résultat, retrouvé aussi par M. Betti,
avait été vérifié par Hermite dés 'époque déja lointaine de

. ses lettres a Jacobi. Il effectue maintenant la réduction d’une

maniére compléte pour n =5, en employant pour former
une réduite une fonction convenable de six racines; il trouve
ainsi une équation du cinquiéme degré, susceptible d’étre
identifiée avec I'équation :

xP—xr—a=o,

forme a laquelle un géométre anglais, Jerrard, avait ramené
Péquation générale du- cinquiéme degré sans employer
d’autres irrationalités que des radicaux carrés et cubiques-

a étant donné, 'identification conduit & une équation du qua-

triéme degré pour trouver le module de la fonction ellip-
tique. L’équation du cinqui¢me degré se trouve donc résolue,
en ce sens que ses racines se trouvent représentées par des
expressions s’ exprimant simplement a 'aide de o (0) et (o).
Cette résolution de I’équation du cinquieme degré {rappa
vivement attention des géomeétres et, quelque temps aprés,
Kronecker et Brioschi traitaient la méme questior sans faire
la réduction préalable a I’équation de Jerrard, et en utilisant
la relation algébrique entre le module et le multiphcateur
dans la transformation du cinquiéme ordre.

Dans un Mémoire étendu sur I'équation du cinquiéme
degré, Hermite exposa ensuite ses travaux, ainsi que ceux de
Kronecker et de Brioschi, en utilisant ses aneciennes re-
cherches sur les formes du cinquiéme degré. On trouve, de
plus,dans ce Mémoire, quelques résultats généraux concernant
les équations de degré quelconque. Il est montré que, pour
une équation de degré quelconque, on peut former un cer-
tain nombre d’invariants dont les signes donnent le nombre
des racines réelles et imaginaires de I’équation; pareillement
on peut former un systéme de covariants doubles, ¢’est-a-
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dire 4 deux séries de variables, servant, comme les fonctions
de Sturm, 4 déterminer le nombre des racines réelles com-
prises entre deux nombres. Hermite complétait ainsi d’une
maniére remarquable ses premiéres études sur des suites
analogues a celles de Sturm. :

Nous rencontrons bientdt aprés un long Mémoire sur la
théorie des équations modulaires. Pour réaliser effective-
ment ’abaissement de I’équation modulaire dans les trois

cas prévus par Galois, 1l fallait calculer le discriminant de

cette équation. Hermite entreprend alors d’une maniére
générale une étude du discriminant des équations modu-
laires et sa décomposition en facteurs, et est ainsi conduit a
d’importantes notions arithmétiques sur le nombre des classes
de formes quadratiques. La théorie des équations modulaires
n’est d’ailleurs pas le seul lien entre la théorie des fonc-
tions elliptiques et celle des formes quadratiques binaires
de déterminant négatif. Un autre plus élémentaire s’offre
lorsqu’on développe en séries trigonométriques certains
quotients de fonctions ©; on obtient ainsi des identités
d’ou découlent des propositions trés cachées d’Arithmé-

tique, et c’est ainsi, entre autres résultats, qu’Hermite’

retrouve les propositions de Legendre et de Gauss sur la
décomposition des nombres en trois carrés. Ces rapproche-
ments étranges, entre des questions de nature si différentes,
exercaient sur son esprit une sorte de fascination et étaient
une des causes de Pattrait qu’il eut toujours pour la théorie
des fonctions elliptiques. Aussi écrivait-il un jour a propos
des travaux de Legendre et de Gauss sur la décomposition

' des nombres en carrés : « Ces illustres géométres, en pour-

suivant au prix de tant d’efforts leurs profondes recherches
sur cette partie de I’Arithmétique supérieure, tendaient
ainsi a leur insu vers une autre région de la Science et don-
naient un mémorable exemple de cette mystérieuse unité,
qui se manifeste parfois dans les travaux analytiques en
apparence les plus éloignés. »
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De telles analogies et de tels rapprochements se retrouvent
aussi dans d’autrec parties des Mathématiques. La théorie
des fractions continues en Arithmétique, c’est-a-dire la’
représentation approchée d’un nombre incommensurable
par un nombre rationnel, avait été étendue aux fonctions
d’une variable. Etant donnée une fonction d’une variable x
développée, suivant les puissances positives et entieres de 2,
on peut se proposer de représenter cette fonction par une
fonction rationnelle de #, dont le numérateur et le dénomi-
nateur soient de degré n, avec une approximation de ’ordre
2 n - 1 par rapport a x; cette théorie des fractions con-
tinues algébriques offre la plus grande analogie avec la
théorie des fractions continues arithmétiques. Hermite, qui
s’était occupé de la représentation simultanée de plusieurs
nombres par des fractions de méme dénominateur devait
naturellement s’attacher au probléme analogue pour plu-
sieurs fonctions. Ce mode nouveau d’approximations algé-
briques simultanées le conduisit & une de ses plus belles
découvertes, je veux parler de la transcendance du nombre e,
base des logarithmes népériens. Son point de départ, dans ce
Mémoire célébre Sur la fonction exponentielle, publié en 1873.
est 'approximation simultanée d’un certain nombre d’ex-
ponentielles de la forme e au moyen de fractions ration-
nelles; les différences entre ces exponentielles et leurs valeurs -
approchées sont représentées a 'aide d’intégrales définies,
et ces approximations permettent d’établir, en faisant
x.= 1 et en supposant entiers les nombres @, que e ne peut
satisfaire & aucune équation algébrique a coefficients entiers.
On savait depuis longtemps former des séries représentant
des nombres transcendants; Liouville parait avoir donné
le premier de tels exemples, mais ces nombres ne jouaient
aucun role en Analyse. L’intérét qui s’attache 4 un nombre
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aussi fondamental que e donnait, au contraire, un prix
immense a la démonstration de sa transcendance.” Quelques
années apres, M. Lindemann, en s’inspirant des étufles
d’Hermite, démontrait la transcendance du rapport = de la
circonférence au diameétre; en méme temps se trouvait, par
suite, établie ‘Pimpossibilité de la quadrature du cercle,
L’étude de ces belles questions a été, dans' ces derniéres
années, notablement simplifiée, mais les principes au fond

sont restés les mémes, et les démonstrations trés simples que-

nous possédons aujourd’hui ont été suggérées par les mé-
thodes d’Hermite. ; ,

Apreés son Mémoire sur I’exponentielle, Hermite continua
ses recherches sur les fractions continues algébriques. On
connaissait depuis Gauss le réole des polynomes de Legendre

dans le développement de log ;I .

les recherches de M. Heine et de M. Christoffel avaient mon-
tré les rapports de la théorie des fractions continues avec
certaines équations différentielles linéaires du second ordre.
Hermite étend tous ses résultats en montrant comment une
certaine équation linéaire d’ordre n + 1, généralisant I’équa-

tion de Gauss, se lie aux modes d’approximations simultanées-

dont il avait donné une application dans son Mémoire Sur la
fonction expenentielle; il étend ainsi, pour ne eiter qu’un
exemple, le résultat de Gauss, en développant n logarithmes

W o o 5
de la forme log ————_—’ ( 1 =1, 2, ..., n) en fractions conti-

nues, ce qui le condult a généraliser a un point de vue treés
intéressant les polynomes de Legendre.
Nous avons déja eu Poccasion de dire que la théorie des

fractions continues arithmétiques peut se généraliser de

diverses maniéres. De méme, la théorie des fractions con-
tinues algébriques peut étre étendue dans des directions dif-
férentes. Le probleme suivant paraissait a Hermite de grande
importance et I’a souvent préoccupé : étant données n séries
S,, Sy ..., 5, procédant suivant les puissances croissantes
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de x, déterminer les polynomes X, X,, ..., X, de degrés u.,
Uy, ..., &, de maniére a avoir pour la somme

SiX S Xs4...45,X,.

une approximation d’ordre w, + ...+ p,+ n-—1. Il en
donne une solution trés simple dans le cas ou les S sont des

exponentielles e?®, et réussit dans le cas général, pour n = 3,

a trouver un algorithme conduisant au résultat cherché sans
avoir de systémes d’équations & résoudre. Chemin faisant,
il traite, mais d’une tout autre maniére, le probléme suivant,
résolu par Tchebycheff et analogue & un probléme déja men-
tionné d’Arithmétique : Trouver deux polynomes X et Y de
degrés m.et n,de maniére 4 avoir pourS, X 4+ S,Y —S,une
approximation d’ordre m + n— 2. L’allure arithmétique,
si je puis dire, de ces problémes intéressait vivement Her-
mite. Ils se rattachaient pour lui a des questions importantes
d’Analyse; le Mémoire sur e en est la meilleure preuve. 1l
avait antérieurement consacré un élégant Mémoire au cas
particulier de la détermination d’un systéme de polynomes U,
V, W, tels que Usina + Vcosx + W commence par la
plus haute puissance possible de la variable; il en avait tiré
une démonstration immédiate du théoreme de Lambert sur
I'incommensurabilité de =2, et peut-étre avait-il songé un ins-
tant & déduire de ce genre de considérations la transcendante
de m." i

La puissance de travail d’Hermite était considérable. La
transcendance de e, les fractions continues algébriques ne lui
font pas abandonner les fonctions elliptiques. Dés 1872, il
est en possession de Tintégration de I'équation de Lamé,
comme e montrent les feuilles lithographiées de son Cours de
PEcole Polytechnique. En 1877, il commence la publication
dans les Comptes rendus de son grand Mémoire Sur quelques
applications des fonctions elliptiques. Les fonctions dou-
blement périodiques de seconde espece, c’est-a-dire les
fonctions qui se reproduisent a un facteur constant prés
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par I'addition d’une période, jouent un role capital dans le
travail d’Hermite; il étend a ces fonctions la décomposition
en éléments simples qu’il avait donnée jadis pour les fone-
tiot de premiére espéce. Il est prét alors pour faire I'inté-
gration d’une équation rencontrée par Lamé dans la théorie
de la chaleur. Cette équation linéaire du second ordre ren-
ferme une constance arbitraire. Lamé en avait fait 'intégra-
tion pour certaines valeurs de cette constante; Hermite I'in-
tégre dans tous les cas au moyen des fonctions doublement
périodiques de seconde espéce, et rattache a cette intégration
la solution de quelques problémes classiques de Mécanique,
comme la recherche du mouvement d’un corps solide ayant
un point fixe et n’étant soumis & aucune force, et celui du
pendule conique. Le cdté algébrique tient aussi une grande
place dans ce Mémoire, et les équations correspondant aux
cas examinés par Lamé y sont I’objet d’une discussion appro-
fondie. Ces études sur 'équation de Lamé ont ouvert la voie
a bien des recherches analytiques; mais, ce qui intéressait le
plus Hermite; ce sont les applications qu’on en pouvait faire
a la Mécanique et a I’Astronomie. Le titre qu’il avait donné
a son Mémoire est a cet égard significatif, ainsi que la sym-
pathie avec laquelle il suivit les efforts de Gyldén pour intro-
duire les fonctions elliptiques en Mécanique céleste.

J’ai bien longuement parlé des travaux d’Hermite sur
les fonctions elliptiques. Je ne puis m’arréter sur toutes les
questions qu’il a étudiées dans cette théorie. Que de Mé-
moires seraient encore a citer, renfermant des idées ingé-
nieuses et originales sur lesquelles il revenait avec joie
décomposition des fonctions doublement périodiques de
troisieme espéce, a laquelle M. Appell devait apporter des
compléments trés importants, développements des fonctions
elliptiques suivant les puissances croissantes de la variable,
recherches des valeurs asymptotiques de quelques fonctions
numeériques, et tant d’autres.

Hermite comme Kronecker, s’est toujours servi des nota-
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tions de Jacobi. Il se trouvait trop vieux pour adopter les
notations de Weierstrass, quand elles ont commencé a se
répandre. Il en reconnaissait sans doute ’avantage au point
de vue de la théorie générale, et certains invariants mis en
évidence étaient faits pour lui plaire. Mais je crois que la
symétrie introduite le touchait peu, la dissymétrie entre les
~périodes se produisant nécessairement dans les applications.
Rien n’aurait pu le décider & abandonner les fonctions © et
les admirables identités, si précieuses pour I’Arithmétique,
dont la forme lui était familiére depuis tant d’années.

Ve

C’est en 1869 qu'Hermite fut nommé professeur a la
Faculté des Sciences. Au début, il traita de la théorie des
équations, mais a partir de 1875, abandonnant I’Algébre
dans ses Lecons, il se consacra au Calcul intégral et a la
théorie des fonctions. Ceux qui 'ont entendu, et il y en a
certainement parmi vous, garderont toujours le souvenir de
cet enseignement incomparable. Quelles merveilleuses cau-
series, d'un ton grave que relevait par moments I'enthou-
siasme, ou, & propos de la question la plus.élémentaire, il
faisait surgir tout d’un coup d’immenses horizons, et ol a
coté de la Science d’aujourd’hui on apercevait la Science de
demain. Jamais professeur ne fut moins didactique, mais ne
fut plus vivant. Je ne puis, dans mes souvenirs, le comparer
qu’a Wurtz; sous des formes tres différentes ’enseignement:
fut pour eux un apostolat, et j’ai connu des auditeurs peu
familiers avec les sciences et égarés dans les amphithéatres
de Pillustre géométre et de I'illustre chimiste, sortir stupé-
aits de voir qu’une lecon d’Analyse et une lecon de Chimie
pussent étre si poignantes et si dramatiques. Quand Her-
mite parlait de la Science, il faisait songer a Pasteur, et il
aurait pu faire sienne cette phrase qui revenait souvent sur
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les lévres de son grand contemporain, que la Science se fait

non seulement avec I’esprit, mais aussi avec le ceeur. Clest

ce dont témoigne I'inépuisable dévouement d’Hermite pour
ses éléves; que d’heures il a passées a correspondre avec des
géometres de tous pays, connus ou inconnus, lui soumettant
leurs essais et sollicitant ses avis. Vrai directeur scienti-
fique, il répondait a tous avec une exquise bienveillance,

~donnant sans compter son temps et ses idées, persuadé qu’un

savant ne contribue pas seulement aux progrés de la Science
par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils don-
nés, particuliérement a ceux qui entrent dans la vie scienti-
fique. Une manifestation grandiose devait montrer a Her-
mite, au soir de sa vie, qu’il n’avait pas eu affaire a des
ingrats; beaucoup d’entre nous ont sans doute assisté a cette
belle et touchante cérémonie du 24 décembre 1892 ol a été
fété son soixante-dixiéme anniversaire.

[’enseignement d’Hermite & la Sorbonne a exercé une
trés grande influence. Ses cours ont été lithographiés et ont
été lus et médités par tous les géométres contemporains. Il
ne craignait pas de s’arréter sur les débuts du Calcul inté-
gral, et il donnait a réfléchir a ses lecteurs sur les sujets les
plus élémentaires. Ainsi, une remarque immédiate sur I’ex-

. Ea B ’ . \
pression de log —— bar une intégrale définie améne un

jour a la notion de ce qu’il appelle une coupure, notion qu’il
développe en suite d’une maniére générale. Les théories fonda-
mentales de Cauchy relatives aux fonctions d’une variable
complexe tenaient une grande place dans son cours. Vers
1880, un Mémoire de Weierstrass récemment paru appela
vivement 'attention; les lecons d’Hermite firent connaitre
en France les idées du grand analyste allemand. Depuis vingt
ans, tous les géométres ont étudié dans ces lecons la théorie
des fonctions analytiques; les idées essentielles, dégagées de
tout ce qui est accessoire, y sont mises en évidence avec un

relief singulier. En méme temps s’apercoit I'esprit précis de
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S, - Dalgébriste que fut toujours Hermite. Il aimait certes les
~ théorémes généraux, mais a condition qu’on les appliquat
ensuite & quelque question spéciale. Tous les géomeétres n’ont
j pas a cet égard les mémes besoins; il suffit & quelques-uns de
! ‘Jjouir d’un bel énoncé général et il semble qu’ils craignent
presque de gater leur plaisir artistique par la pensée d’une
application a un probléme spécial. Il est heureux, je crois,
que tous les esprits n’aient pas les mémes tendances, mais
Hermite sur ce point avait une opinion bien arrétée. Ausst
cherchait-il a illustrer par de nouveaux exemples les propo-
sitions générales de Weierstrass et de Mittag-Leffler sur la
théorie des fonctions. Les fonctions elliptiques lui donnaient
un beau champ d’applications. Son cours lui était 'occasion
de travaux portant toujours une marque personnelle. D’une
année a l'autre, il étendait le cercle des questions traitées;
dans les derniers temps de son enseignement, il s’était atta-
ché particuliérement a la théorie des intégrales eulériennes.
Outre les applications qu’il y pouvait faire des théorémes
généraux de ’Analyse, il se plaisait dans les transformations
, difficiles des intégrales définies, qu’il maniait avec un art
consommé rappelant les grands géomeétres de la premicre
moitié du siécle dernier, art qui semble se perdre aujour-
d’hui. Des Mémoires élégants sur une extension de la for-
mule de Stirling et sur la fonction log I' (@) furent le fruit de
ces nouvelles recherches. ' :
Hermite, dans ses Liecons, ne s’arrétait pas a discuter les
premiers principes de I’Analyse. Il pensait modestement que
les études de Philosophie mathématique, si en honneur
aujourd’hui, devaient étre de grande importance, puisque
tant d’esprits éminents s’y adonnent; mais, malgré toute sa
bonne volonté, il ne pouvait arriver a s’y intéresser. La ;
cause en était peut-étre dans sa philosophie un peu mystique
sur 'essence du nombre; il croyait que les nombres forment
un monde ayant son existence propre en dehors de nous,
monde dont nous pouvons saisir seulement ici-bas quel-
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ques-unes des harmonies profondes. Dans 'antiquité il et
été platonicien, et au moyen age, dans la longue querelle
entre le réalisme et le nominalisme, 1l aurait suivi Guillaume
de Champeaux avec les réalistes. Dans une sphére moins
élevée, mais dans un ordre d’idées se rattachant a ce qui
préceéde, 1l avait vu avec regrets les efforts faits depuis une
vingtaine d’années pour introduire I’extréme rigueur dans
I’enseignement élémentaire. On lit, dans un article écrit
quelques semaines avant sa mort et destiné & un journal
d’enseignement : « L’admiration, a-t-on dit, est le principe
du savoir, ...; je m’autoriserai de cette pensée pour expri-
mer le désir qu’on fasse la part plus large, pour les étu-
diants, aux choses simples et belles, qu’a ’extréme rigueur
aujourd’hui si en honneur, mais bien peu attrayante, sou-
vent méme fatigante et sans grand profit pour le commencant
qui n’en peut comprendre l'intérét.» Toute.la méthode
d’enseignement d’Hermite tient en raccourci dans ces quel-
ques lignes : personne plus que lui ne sut exciter I'admi-
ration pour les choses simples et belles.

Arrivé au terme de cette legon, je suis loin d’avoir énu-
méré tous les Mémoires ou Notes d’Hermite qui deman-
deraient une mention. Il faut au moins citer ses recherches
sur la représentation analytique des substitutions, ses belles
études sur les polynomes a deux variables qui généralisent
les polynomes de Legendre, sur Iinterpolation, sur les
nombres de Bernoulli, sur les fonctions sphériques, ete.;
toutes portant la trace de sa rare pénétration.

Lagrange vieillissant, a ce que raconte Delambre, avait
perdu le gotit des Mathématiques, et son enthousiasme s’était
éteint. Hermite fut plus heureux; les fatigues de I’Age ne
ralentirent pas son activité intellectuelle, ni I'intérét qu’il
prenait aux choses de la pensée. Sa belle intelligence garda
jusqu’a la fin toute sa vivacité, et il continuait & suivre de
prés le mouvement scientifique contemporain. Sans doute,
chose bien naturelle chez un vieillard de son ége, 1l avait a
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faire des réserves au sujet de certaines hardiesses de la pensée
mathématique actuelle; mais, plus optimiste sur ce terrain
qu’il ne I’était dans d’autres domaines, il aimait & espérer que
de cette vie intense sortirait quelque chose de grand et de
durable, et il entrevoyait un bel avenir pour la Science
mathématique du xx© siécle. Parfois il regrettait que la
théorie des nombres fut peu cultivée en France, regret d’au-
tant mieux justifié que la pénétration fatale de la théorie des
nombres dans la théorie des fonctions donnera une grande
force a ceux qui seront pénétrés des principes de I’Arithmé-
tique supérieure, et que certaines recherches relatives a la
fois a PArithmétique et & I’Analyse des fonctions pourraient
donner, semble-t-il, dés aujourd’hui une fructueuse moisson.
Il se rappelait qu’il n’aurait jamais pu écrire son Mémoire sur
la transformation des fonctions abéliennes s’il n’avait été
familier avec les questions arithmétiques, exemple de I'ap-
pui que se prétent les diverses parties de la Science et du
danger qu’il y a pour les chercheurs a se cantonner dans des
domaines spéciaux. :
Dans ses derniéres années, 'immense correspondance
d’Hermite ’occupait de plus en plus. Il n’avait jamais aimé
le monde, et il en redoutait les obligations qui ne sont sou-
vent pour '’homme d’étude que de grandes pertes de temps.
Toute son activité extérieure se concentrait dans de longues
causeries épistolaires avec de lointains amis. Les Mathéma-
tiques en formaient une bonne part, mais aussi bien d’autres
sujets, et, entre deux pages consacrées aux fonctions ellip-
tiques et aux nombres de Bernoulli, venait s’intercaler une
page sur la politique européenne. Ses lectures s’étendaient

sur les sujets les plus variés, et son excellente mémoire rete-

nait tout ce qu’il avait lu. A ¢6té du savant, il y avait chez
Hermite un écrivain. Dans les Notices qu’il eut a écrire de
temps & autre, son style grave, exempt de toutes recherches,
laissait une impression profonde; plus d’une page dans sa

PICARD, 6

WwWw.rcin.org.pl

J

L‘\—_



Ll ge
correspondance mériterait d’étre conservée, s’il était permis
de la publier. ' 3
L’ceuvre d’Hermite se trouve dispersée dans un grand
nombre de journaux scientifiques francais et étrangers; elle
grandira encore quand elle se trouvera rassemblée et qu’on
pourra ainsi mieux juger de sa belle unité. A peu d’excep-

tions pres, les Mémoires sont courts. La marche générale des

idées v est toujours mise avec évidence, mais, surtout dans la
premiére partie de la carriére d’Hermite, la rédaction se pré-
sente sous une forme synthétique, et le soin d’établir de nom-
breuses propositions intermédiaires, dont I’énoncé seul est
indiqué, est laissé a la charge. du lecteur. Quel fructueux
exercice que la lecture d’un de ces Mémoires fondamentaux
pour I’étudiant bien doué qui cherche a en rétablir tous les
détails. s :

Le temps n’est pas encore venu, et, d’ailleurs, il ne m ap-
partient pas de porter un jugement sur ’ceuvre d’Hermite.
Certaines parties de cette ceuvre sont aujourd’hui en pleine
lumiére et ont rendu son nom célébre, d’autres seront dans
'avenir la source de belles découvertes et contribueront
encore a sa renommée. Une impression peut toutefois se
dégager de cette étude sommaire. Les Travauxles plus impor-
tants d’Hermite se rapportent aux fonctions elliptiques et
abéliennes, aux. formes algébriques et a la théorie des
nombres; mais ces divers Travaux ne sont pas‘isolés et 'on
éprouve un singulier embarras a les faire rentrer dans une
classification qui, en Mathématiques comme ailleurs, est

~ toujours insuffisante et provisoire. Les recherches sur I’équa-

tion du cinquieme degré appartiennent-elles a I’Algébre ou
a la Théorie des fonctions elliptiques, et le. Mémoire sur la
transformation des fonctions abéliennes reléve-t-il de I’A-
rithmétique ou de la Théorie des fonctions ? Si cependant,
en restant dans les cadres habituels, on veut essayer de
défimir le génie d’Hermite, on peut dire que les points de vue

WWW.rcin.org.pl




g

arithmétique et algébrique prédominent dans son ceuvre:
C’est en Algébre et en Arithmétique qu’il a été surtout un
inventeur et un créateur. Avec Cayley et Sylvester, il a
fondé la théorie des covariants des formes algébriques, et
les admirables recherches, ot il a introduit le continu dans le
domaine du discontinu, lui assurent dans la Théorie des
nombres, cette reine des Mathématiques, une place d’hon-
neur 4 c6té des deux grands géometres dont il aimait a se
dire le disciple, Gauss et Dirichlet.

—— Qe
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