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P R Z E D M O W A . 

Dıνa początkowe rozdziały dzida P. Lefebııre de Four-

cy pod tytułem „Leçons dc Geometrie analytique", obej-
mują skrócony i jasny wykład trygonometryi. Wykład 
ten jest dostateczny do nauczenia się zasad trygonome-
tryi płaskiej «ĝ kulistej, i do poznania sposobów stoso-
ıcania jej do rozwiązywania łatwiejszych zagadnień 
z miernictwa, geodezyi, geografii matematycznej i t.p. 

Niniejsze tłumaczenie 'Trygonometryi P. Lefebııre 

de Fourcy jest dosłoıcne: przydałem tylko więlcszą liczbę 
przykładów i kilka zagadnień praktycznych, dla poka-
zania , jak się rozwiązują trójkąty płaskie i kuliste we 
wszystkich wazniejszycìı przypadkach, i jak wielki jest 
użytek rachunku trygonometrycznego. Nader dogodne 
wzory, zwane wzorami Delarnbra lub Gaussa, które 
w pewnych przypadkach służą do zręczniejszego roz-
wiązania trójkątów kulistych, aniżeli używając wzorów 
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przez Autora podanych, znajdzie czytelnik w dodatku: 
gdzie i wywód tycłı wzorów zamieściłem, i użycie ich 
na przykładzie pokazałem. 

Ostrzedz mi wypada, że przystępujący do uczenia 
się, z téj książki, trygonometryi kulistej, powinien 
już zkądinąd znać własności trójkątów kulistych: n. p. 
z księgi VII Geometryi Legèndra. 

TŁCMACZ· 

Warszawa, dnia 1 Styczn ia 
1850 r. 

⅜ · 
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S P I S R Z E C Z Y . 

ROZDZIAŁ PIERWSZY. 

Stroi?. 
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ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH 87 
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ROZDZIAŁ PIERWSZY. 

TEORYA L INI J TRYGONOMETRYCZNYCH. 

PRZEDMIOT TRYGONOMETRYI. S P O S Ó B WYRAŻENIA DŁUGOŚCI 

I KĄTÓW PRZEZ LICZBY. 

1. Każdy trójkąt prostokreślny albo kulisty składa się z sze-
ściu części: z trzech boków i z trzech kątów. Aby wszystkie te 
części wyznaczyć, dosyć jest w ogólności mieć trzy z nich wia-
dome; ale prócz tego potrzeba, jeżeli trójkąt będzie prosto-
kątny, iżby między trzema danemi częściami znajdował się przv-
najmniéj bok jeden. I w istocie wiadomo, że z trzech kątów 
danych nieskończenie wiele trójkątów prostokreślnych złożyć 
można, które nie są równe między `sobą, ale tylko podobne do 
siebie. Rozumie się, że tu summa trzech kątów danych ró-
wna być musi dwom kątom prostym. 

Geometrya podaje bardzo łatwe sposoby wyznaczenia trój-
kąta w każdym przypadku, gdy go wykreślić można z niektó-
rych jego części; lecz wszystkie podobne sposoby rysunkowe tę 
przedstawiają niedogodność, że przybliżone tylko dają wy-
padki i często niedostateczne z powodu niedokładności narzę-
dzi do kreślenia używanych. Ztąd starano się wykreślania za-
stąpić rachunkiem liczebnym, który zawsze doprowadza do 
wypadku tak ścis łego, jak potrzeba. Trygonometrya obejmuje 
wyltład sposobów wyrachowania wszystkich części trójkąta, 
gdy dostateczna liczba tych części jest dana. Wynajdywanie 
rachunkiem części niewiadomych trójkąta z wiadomych nazwa-
no jego rozwiązaniemě 

1 

http://rcin.org.pl



2. Abv wyrazić długość w liczbach, porównać ją należy z in-
ıı⅞ długości¾ przyjętą za jedność, np. z sążniem , prętem, me-
trem i t. p- 5 ztąd każdy bok trójkąta równy będzie pewnej licz-
bie sążni, prętów, metrów i t. p. 

3. Kąty wyrażają się przez łuki, zawarte między ich ramiona-
mi, i nakreślone dowolnym promieniem z ich wierzchołków, ja-
ko środków. Aby i te wielkości wyrazić w liczbach, podzielono 
okrąg koła, bez względu na promień jego , na pewną liczbę 
części równych, zwanych stopniami; ztąd każdy kąt lub łuk, bę-
dący miarą tego kąta , wyraża się przez pewną liczbę stopni. 

Dawniejsi Geometrowie dzielili okrąg koła na 360 stopni, 
stopień ma 60 minut, minutę na 60 sekund i t. d. Tym sposo-
bem czwarta częśé okręgu koła czyli ćwiartka j e g o , będąca 
miarą kąta prostego , zamyka 90 stopni. Dla uniknienia liczb 
wielorakich, podciągnięto w nowszych czasach i miary kątów 
pod podział dziesiętny , dzieląc ćwiartkę koła na 100 stopni, 
stopień na 100 minut, minutę na 100 sekund i t. d. 

Stopnie, minuty i sekundy oznaczają się znakami º , \ ". Tak, 
np. 14 stopni, 9 minut, 37 sekund wyraża się przez 14°9'37"; 
zaś podług nowego podziału tenże sam łuk porównany z ćwiart-
ką koła wziętą za jedność, wyraża się przez ułamek dziesiętny 
0 ,140937: bo w tym podziale stopnie są setnemi, minuty dzie-
s¡çciotνsiącznemi, a sekundy millionowemi częściami ćwiart-
ki koła. 

Podział dawny, choć mniej dogodny niż nowy, dotychczas 
częściéj jednak bywa używany: i dlatego wnin¡ejszėm dziele da-
wny podział będzie zachowany. Na oznaczenie półokręgu koła 
czyli 180° we wzorach często użyje się głoski H. 

OPISANIA LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH. UŻYCIE ZNAKÓW + I — 

NA WSKAZANIE PRZECIWNYCH SOBIE POŁOŻEŃ. 

4. Geometrów długo zatrzymywała trudność ustanowienia 
związków, zachodzących między kątami a bokami trójkątów. Bez 
wątpienia najpiérwéj chciano wyrazić kąty przez łuki , będące 
ich miarami : ale, gdy łuki wprowadzone do rachunku zamiast 
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kątów, rachunku wcale nie ułatwiały; widoczna okazała się po-
trzeba zastąpienia znowu łuków liniami prostemi, od nich za\vi-
słemi, i to w taki sposób, iżby też linie były znane, gdy odpo-
wiadające im łuki lub kąty są dane, i odwrotnie. Proste te, 
których użyteczność dziś rozciąga się do wszystkich nauk mate-
matycznych, nazywają się w ogólności liniami trygonometry-
cznymi. Opisania tych linij są następujące: 

Fig. ı . WSTAWA łuku AM (fig. 1J jest pro-
stopadła MP, spuszczona z jednego 
końca łuku na średnicę, przecho-
dzącą przez drugi koniec tegoż łuku. 

STYCZNA łuku AM jest długość Ml, 
brana na stycznej, przechodzącej 
przez jede?i koniec łuku i zawarta 
między tymże końcem a przedlużo-
nympromieniemOM,przeprowadzo-

__________ nym przez drugi koniec tegoż łuku. 
SIECZNA jest częścią OT przedłużonego promienia, zawartego 

między środkiem i styczną. 
Oznaczywszy łuk AM przez χţ wstawa, styczna i sieczna jego 

sposobem skróconym tak się piszą: 
MP = wst x , AT = sty a?, OT = siea?. 

Przedłużywszy MP aż do spotkania się z okręgiem koła 
w punkcie N , będzie cięciwa MN dwa razy większa od prostej 
MP, i łuk MAN także dwa razy większy od łuku AM; więc 
wstawa pewnego łuku jest polową cięciwy łuku dwa razy wię-
kszego. 

Wyraziwszy promień koła przez r , będzie bok kwadratu 
wpisanego w koło równy r ļ / 2 : a że bok ten jest cięciwą łu-
ku 90°; więc wst 4 5 ° = ⅞ r J /2 . Tak samo , ponieważ bok sze-
ściokąta foremnego w koło wpisanego równa się promieniowi, 
a promień jest cięciwą łuku 60°; przeto wst 30° = į r . 

5. Dopełnienie łuku lub kąta nazywa się łuk lub kąt, którv, 
dodany do tamtego , z nim razem czyni 90°. Gdy łuk większy 
jest od 90°, dopełnienie jego lub odpowiadającego mu kąta jest 
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odjemne: np. dopełnienie 127° równa się — 3 7 ° . Dwa kąty 
ostre w trójkącie prostokątnym wzajemnie są dopełnieniami je-
den drugiego. 

D O S T A W A , DOTYGZNA i DOSIECZNA pewnego łuku jestto w sta-
w a , styczna i sieczna jego dopełnienia; linie te piszą się przez 
skrócenie tak: dost., doty., dosie.. Ze samego opisania tych 
Iinij wypada, że 

dostæ.=wst(90º—a?),dotya?=sty(9O°—æ),dosieæ=s¡e(90°—x). 

Poprowadziwszy promień OB pro-
ļ stopadle do OA, tudzież MQ i BS 

2 ļ « S ^ prostopadle do OB, będzie MQ wsta-
S ļ 9 K j ļ ļ H wą łuku BM, BS jego styczną, a OS 

I jego sieczną: ale łuk BM jest w¡do-

M « M S h · C Z n 'e { l°Pe*n 'en 'em łuku AM; więc, 
I wyraziwszy łuk AM przez x , będzie 

ļ j ^ H f l M Q = d o s t x , B S = d o t y ¾, 
^ B M B ^ W İ M I 1 ^ ^ ^ M 1 OS=dosieaľ. 

Trzeba tu pamiętać , że MQ = OP : tojest, że dostawa ró-
wna się części promienia, zawartej między środkiem i spod-
kiem w stawy. 

6. Odległość P A , zawarta między początkiem łuku i spod-
kiem wstawy, zwano wstawą odwrotną.; odległość znowu BQ 
dostawą odwrotną. Obie te linie rzadko używają się. 

7. Przeniósłszy punkt M kolejno na wszystkie inne punkta 
okręgu, pokaże się , że linie trygonometryczne przvbiérać mo-
gą położenia zupełnie przeciwne tym, jakie zajmują, kiedy łuk 
AM mniejszy jest od 90°. I tak np. łuk AJFCĽ, którego dopełnie-
nie jest odjemne i równe łukowi B]VJ', ma za dostawę linią 
QM' czyli OP' leżącą z lewej strony punktu O: a wprzód do-
stawa z prawej jego strony przypadała. Podobna zmiana w po-
łożeniu linij trygonometrycznych spowoduje trudności przy ra-
chunku, które następujące, choć bardzo proste, zagadnienie 
wyjaśni. 

Niech ABX (fig. 2) będzie linią jakąkolwiek, na któréj dwa 
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⅞ · 2· pıınkta A i B są dane, odległe od sie-
l)ie o długość Aİ3 = rt. Niech nadto 

I wiadoma będzie odległość x jakie-
I gobądź punktu M téƒże linii ABX od 

H ^ ^ ^ · punktu B; trzeba odległość 
• B ^ M İ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ W ļ punktu A od tegoż punktu M. Wyra-

ziwszy tę nieznaną odległość przez z, oczywiście będzie 

z=aξ-j-æ, albo z=a—x 

podług tego, czy punkt M leży od strony BX, czyli téż od stro-
ny BA: dla wyrażenia zatém tej odległości w dwóch odmien-
nych położeniach punktu M , dwa rożne wzory są konieczne. 
Lecz, położywszy znaki różne przed odległościami, mającemi 
przeciwne położenie względem punktu B , niedogodność wspo-
mniona zręcznie się uchyla, i jednego tylko wzoru użyć potrze-
ba. I w istocie, przyjąwszy w pierwszym wzorze z=a-{-x ko-
lejno æ=- ļ -BM i x = — B M , wypadnie naprzód ⅞=α-ţ-BM, 
a potem z=a — BM : jak to być powinno. Tym sposobem wzór 
pierwszy stosuje się do wszystkich położeń punktu M, λ wzór 
drugi jest niepotrzebny. Można także przyjąć x za odległość do-
datną od strony B X : wtedy wzór drugi zamiast pierwszego 
wziąć należy. Nie trudno byłoby przytoczyć więcej podobnych 
przykładów; lecz co się dotąd powiedziało już przekonywa do-
statecznie o w`ażności następującego prawidła Dekartă: 

Jeżeli na linii jakiejkolwiek, prostej lub krzywej, różne wy-
mierzona odległości począwszy od pewnego spólnego początku, 
za stały na tèjie linii przyjętego; natenczas odległości te 
wprowadzić należy do rachunku z przeciwnemi znakami, stoso-
wnie do odmiennego ich położenia względem początku, kładąc 
przed jednemi znak-\-, przed drugiemi zaś znak —. 

Strona wreszcie odległości dodatnich jest zupełnie dowolna; 
ale gdy raz będzie przyjęta, odległości odjemne brać się zawsze 
powinny od strony tamtéj przeciwnej. Linie trygonometryczne 
uważają się za dodatne w położeniach, jakie mają dla łuków 
mniejszych od 90ù . 
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P O S T Ę P KOLEJNY LINIJ TRYGONOMETRYCZNYCH; SPROWADZENIE 

` ICH DO PIERWSZEJ ĆWIARTKI KOŁA. 

8. Gdy promień OM (fig. 1) zchodzi się zpromieniem OA, łuk 
Fig. 1. AM widocznie równy jest 0, wstawa 

jego jest 0, styczna także jest 0 ; sie-
czna zaś i dostawa są równe promie-
niowi OA. Współcześnie dotyczna 
i dosieczna są nieskończenie wielkie: 
bo oczywista jest, że w miarę jak pro-
mień OM zbliża się do promienia OA, 
linie BS i OS coraz bardziej rosnąć 
będą, i tak wielkie stać się mogą, jak 

• - - — - - — — — — — — — ~ J się tylko podoba. Oznaczywszy więc 
promień przez r, będzie 

wst 0 = 0 , sty 0 = 0 , sic 0 = ;•, 
ø d o s t 0 = 7 · , doty 0 = o o , dosieO=c\D. 

Gdy promień OM wznosi się ku położeniu OB, wstawa, sty-
czna i sieczna powiększają s ię; zaś dostawa, dotyczna i dosie-
czna zmniejszają się. 

Gdy punkt M dojdzie do środka łuku A B , łuk AM równy 
będzie 45° : wówczas trójkąt OPM jest równoramienny, to-
jest: wstawa równa jest dostawie. Lecz z trójkąta tego wypada: 
2MP 2 =?•«?, zkąd M P = ⅞ / ` J / 2 ; a zatém 

wst 4 5 ° = dost 4 5 º = ¾ r J/2ľ 

Trójkąty OAT , OBS podobnież są równoramiennej równe; 
przeto styczna i dotyczna równe są promieniowi;-więc 

sty 4 5 ° = d o t y 4 5 º = r . 

Nakoniec sieczna i dosieczna także są sobie równe: a że 
w trójkącie OAT jest O T * = 2 r 2 ; przeto O T = r J / 2 ~ , a tém 
samém 

sie 4 5 ° = dosie 4 5 º = r J/ŠΓ 
Gdy punkt M przypada na punkt B , wstawa równa jest BO, 

styczna i sieczna są nieskończenie wielkie, dostawa MQ i doty-
czna BS są równe zeru, a dosieczna OS staje się równą OB. 
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Jest więc 

Wartości te wypadają także wprost z wartości Iınıj trygono-
metrycznych znalezionych dla łuku równego zeru: bo łuki 0° 
i 90° dopełnieniami są jeden drugiego ; powinno więc być 
wst 9 ^ = d o s t 0 , sty 9 0 ° = doty 0 , s i e 9 O 0 = dosie 0 , i na 
odwrćff 

9. Gdy promień OM, daléj obrócony, zajmie położenie OM', 
będzie AM' odpowiednim łukiem , a M'P' jego wstawą. Po-
prowadziwszy M'M równoodległe od A'A i nakreśliwszy wszyst-
kie linie trygonometryczne łuku AM', íìgura pokaże: 

Naprzód, że wstawy MP i M'P' są sobie r ó w n e ; więc 
wst A M ' = wst AM. 

P o w t ó r e , że chcąc nakreślić styczną, przedłużyć trzeba pro-
mień OM' pod średnicą AA'. Zkąd wypada, że styczna^ta, równa 
linii AT', πıa teraz położenie przeciwne względem położenia, 
jakie wprzód zajmowała, czyli że jest odjemna. A że trój-
kąty OAT, OAT' są sobie równe; więc A T ' = A T : a tém samem 
sty A M ' = — sty AM¾ 

Potrzecie, że linia OT', która podług opisania (4) jest sie-
czną łuku AM', już nie idzie w kierunku promienia OM' w tę 
samą stronę względem środka, z której leży punkt opisujący M'; 
ale w stronę przeciwną. Dla téj przyczyny sieczna tu jest odjem-
na: a że prócz tego O T ' = O T ; więc sie A M ' = — sie AM. 

Nakoııiec, że toż samo stosuje się do dostawy, dotycznéj i do-
siecznéj. Łuk AM' jest większy od 9 0 ° ; dopełnienie więc jego 
jest odjemne. A P o n ^ ⅛ ^ ¤ | t a w a QM' czyli OP' leży z lewéj 
strony punktu O ; w i ę c m u s i b y ć odjemna. Dotyczna B S ' w tym 
samym znajduje się przypadku. Co do dosiecznéj OS', téj nie 
należy brać ze znakiem — : bo ona leży na promieniu OM' z téj 
saméj strony, z której znajduje się punkt opisujący, jak to miej-
sce miało w piérwszéj ćwiartce koła. Z powodıı równości 
trójkątów OBS i OBS' je s t Q M ' = Q M , B S ' = B S , O S ' = O S ; 
więc dost AM' = — dost A M , doty AM' = — doty AM, 
dosie A M ' = dosie AM. 
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Spełnieniem luku lub kąta zowie się łuk lub kąt, który doda-
ny do tamtego, z nim razem czyni 180°; więc łuk A'M' albo mu 
równy AM jest spełnieniem łuku AM'. Ztąđ wyżej podane wła-
sności tak wysłowić można: dwa łuki będące spełnieniami je-
den drugiego, mają równe linie trygonometryczne, ale ze zna-
kami przeeiwnemi, wyjąwszy wstawa i do sieczna, które znaku 
nie zmieńiają. φ 

Chcąc własności te wyrazić przez równania, dosyć jest ozna-
czyć AM' przez χ : będzie zatém A M = A ' M ' = 1 8 0 ° — x , a tém 
samem napisać można : 

Oczywista także, iż od 90° do 1S0° wstawa, styczna i sieczna 
zmniejszaj⅞ się; a przeciwnie dostawa, dotvczna i dosieczna po 
większają się. Gdy promień OM przystanie do promienia OA', 
wtedy punkt M opisze łuk równy 180°, i będzie 

Te wszystkie wartości otrzymać także można z równań [ ł ] , 
uczyniwszy w nich x = 180°. I tak np. równanie dost æ = 
— dost (180°—x) daje w tym razie dost 1 S 0 ° = — d o s t 0 : a że 
dost 0 — r ; więc dost 1 8 0 ° = — r , jak to być powinno. 

10. Stosując Algebrę do Geometryi, często trafiają się łuki wy-
noszące po kilka półökręgów koła. Wypada zatém i na takie 
łuki podać wzory i wskazać sposob zamienienia ich na łuki za-
warte w pierwszej ćwiartce koła. Aby rzecz tę skrócić, dosyć 
będzie roztrząsnąć szczegółowo wartości wstawy i dostawy, 
jako linij trygonometrycznych najużywańszγch. A ponieważ 
każdy łuk większy od półokręgu składa się z łuku mniejszego 
od 180° i z łuku jednego lub więcej o 180°; przeto naprzód 
trzeba poznać, jaka będzie wartość wstawy i dostawy łuku 
180°-\-x, przyjmując że a?<!8O°. 
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Oznaczywszy łuk AM, zawarty gdziekolwiek pomiędzy 0° 

F>g. 1. i 1S0° przez x, i dodawszy do łuku 
• AM półokrąg M A ' \ ' , będzie nowy 

łuk AMA'N'równy 1S0°-ŧ-.τ. Oba te 
łuki níają równe wstawy MP i NT', 
równe liniom OQ i 0(J'Ŝ A ponieważ 
linie te leżą przeciwnie względem sie-
bie ; przeto, zgodnie z powyższą umo-
wą (7), pisać się powinny ze znakami 
przeciwnemu Dostawy tychże łuków 
są także sobie równe, i także przeci-

wnemi znakami odróżniać się powinny; więc 

Powtòre, dodawszy 3ßOŋ do łuku AM, punki M widocznie 
wróci na początkowe swoje miejsce, a tém samem i wszystkie 
linie trygonometryczne zachowają dawne wartości. A tak będzie 

W ogólności, dodawszy do łuku⅛ , jakąkolwiek wielkość ma-
jącego, stopni 180 lub nieparzystą liczbę półokręgów, koniec te-
go łuku przeniesie się zawsze z jednego na drugi Wierzchołek 
średnicy koła: a ztąd oczywista jest , że wstawy i dostawy, co 
do wielkości, też same zostaną i tylko znakami między sobą ró-
żnić się będą. Lecz, dodawszy do łuku x stopni 3Ö0, albo parzy-
stą liczbę półokręgów, żadna z linij trygonometrycznych zmie-
niać się nie może: bo koniec łuku znowu na tenże sam punkt 
przypada. 

II. Wypada teraz mówić o łukach odjemnych, tojest o opi-
sanych przez promień OA, gdy ten obracać się będzie w stronę 
AB'A' przeciwną téj, po której wprzód postępował. 

Niech będą AM i AN dwa łuki równe, przeciwnie leżące 
i oznaczone przez x i —x. Wstawy MP i NP tych łuków wi-
docznie są sobie równe i z położenia przeciwne. Aby mieć do-
stawy tychże łuków, dosyć jest uważać, że dopełnienia ich 
«'0°—χ i 90°-\-x równe są łukom BM i BMN, i że wstawy MO 

2 
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i NQ' tych ostatnich łuków są równe sobie tak z w ie lkośc i , jak 
z położenia; więc będzie 

[4 ] wst (— ¿r)=≈— wst x, dost (—χ )=÷ dos æ. 

Chociaż na figurze, łuki AM i AN są mniejsze od 9 0 ° ; te 
⅞ · 1· wzory jednak i w ogólności spra-

wdzają się. ĭ w rzeczy samej , gdy 
oba wspomn¡one łuki dowoln ie ro-
sną i przytém równe zostają, wstawv 
ich MP i NP ciągle téż będą sobie ró-
wne i z położenia przeciwne; będzie 
więc zawsze wst ( — x ) = — wst x . 
Gdy znowu w drugim /. powyższych 
w z o r ó w założymy, że łuki dane 
większe są od 9 0 ° , jakiemi np. są 

łuki ABM' i AB'iY, i że ¿ = ABM', a —a?=—AB'N' : natenczas 
dopełnienie ÍJ0º— x pierwszego /ǻ nich będzie odjemne i na ligu-
rze równe łukowi BM', leżącemu z lewej strony punktu B; 
dopełnienie zaś 90° - \ - χ drugiego łuku , które równe jest łuko-
\`i BAN' , leżeć będzie ciągle z prawej strony punktu B. A że 
wstawv M'Q i N'Q' tych łuków dopełnienia są sobie równe i je-
dnakowo są położone względem średnicy BB'; więc być powin-
na d o s t ( — # ) = dosta?. Wzory więc te [4] w ogólności są pra-
w d z i w e . 

Dobrze jest pamiętać , że dostawa jakiegobądź łuku , doda-
tnego lub odjemııego, z wielkości i z położenia równa jest za-
wsze odległości środka koła od spodka wstawv. 

12. Zanim daléj postąpimy, dobrze także jest pamiętać, że 
wzory [I], [2], [3J i [4J, podane wyżej , odnoszą się zarówno 
do wszystkich łuków tak dodatnich, jak odjemııych. Dla krót-
kości roztrząśn¡emν tuťylko wstawę i dostawę. 

l¿d. Wziąwszy na uwagę powyższe dwa wzory (9) wst χ≈ 
wst ( 1 8 0 ° — x ) , dost a ? = — dost (ISO°—x), dowiedzione li dla 
łuków zawartych między 0° i 1S0° i położywszy w nich l S 0 º - f æ 
za x , będzie 

wst (180°-{- ,z )= wst (—x) , dost ( 1 S 0 ° - K ' ) = — dost ( - x ) : 
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co tćż oczywiście wypada z równań [2] i [4]. Widoczna jest, że 
łuk dany jeszcze o 180° powiększyć można, i tak dalej aż do 
nieskończoności. Położywszy potém — x za x , wniesiemy tak 
samo, że dwa uważane wzory również są prawdziwe : a więc je 
do wszystkich możliwych łuków przystosować można. 

2Γe· Wzory [2J, dowiedzione dla wszystkich łuków doda-
tnich, ściągają się i do łuków odjemnych. Jakoż zamieniwszy 
w nich x na — x , będzie 

co się zgadza ze wzorami Γl]. 

3cie. Ponieważ łuki -\-x i — x powiększone o 180° mają 
wstawy i dostawy równe, ale co do znaku przeciwne ; wypada 
zntėm, że, po dodaniu 360° do tych łuków wstawy i dostawy 
ich w niczém zmienić się nie mogą: a więc wzory te [3] stosu-
ją się także do łuków odjemnych. 

4 , e · Co się tyczy wzorów [4], żadnego tu dowodzenia nie po-
trzeba: bo w ııich oczywiście położyć można — x za x . 

13. To poznawszy, nic łatwiejszego jak wyrazić wartości l¡nij 
trygonometrycznych jakichkolwiek łuków za pomocą wartości 
tych samych Iinij, lecz odnoszących się do pierwszej ćwiartki ko-
ła. I t a k , niech np. będzie łuk x = 1029°, którego wstawę zna-
leźć trzeba. Odjąwszy od łuku tego tyle razy 360° iíe można, 
pozostanie na resztę 3 0 9 ° ; więc podług wzorów [3] będzie 
wst x = wst 309°. Odjąwszy jeszcze 180° od 309° , na mocy 
w z o r ó w [ 2 ] , . t a k ż e będzie wst x = — wst 1 2 9 N a k o n ¡ e c , 
wziąwszy spełnienie 129°, które równe jest 51° , wypadnie 
w s t æ = — w s t 51° (9). Uproszczenie takowe jeszcze daléj rozcią-
gnąć można: albowiem w s t ð l º = dost ( 9 0 ° — 5 1 ° ) = dost 39°; 
więc wst x — — d o s t 39° . 

Gdyby danγ był łuk x — — 1 0 2 9 ° , wstawa jego miałaby znak 
przeciwny (11) temu, jaki miała wstawa w przykładzie poprze-
dzającym, tojest byłaby w s t # = dost 39°. 
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ŁUKI ODPOWIADAJĄC*; DANEJ W S T A W I Ł , DOSTAWIE, 

i I. d. 

14- Powyższe roztrząśnienie dowodzi, że nieograniczona licz-
ba łuków być może, których linie trygonometryczne są sobie ró-
wne. Teraz przyjmuje się odwrotnie, że którakolwiek z tych 
linij jest dana, i że znaleźć trzeba różne odpowiadające jéj łuki. 

¿⅛· 1· Niech dana będzie ws t¿c=ß . Gdv 
na promieniu OB (lig. 1) prostopa-
dłym do OA , odetniemy OQ = a i 
przez punkt Q poprowadzimy MM' 
równoodległą od OA; widoczna 
jest, że każdy łuk, mający swój po-
czątek w A i kończący się w punk-
cie M, albo M', wziąć należy zawar-
tość nieznanego łuku x . Oznaczy -
wszy więc łuk AM przez a , zaś łuk 

o 180° przez H, będzie AM'=H—a· , a zatém wszystkie łuki 
dodatne kończące się na punkcie M, albo M', mieścić się będą 
w dwóch następujących szeregach: 

Łuk A B ' A ' M = 2 H — α , łuk A B ' A ' M ' = l I - f « . Dodawszy do 
tych łuków jakąkolwiek liczbę okręgów, a potém wziąwszy wy-
padki ze znakiem odjemnym, wypadną wszystkie łuki odjemne 
odpowiadające wstawię danćj, tojest: 

Łuki tych czterech szeregów przez dwa dosyć proste wzory 
wyrazić można. Widoczna j e s t , że w dwóch z nich łuk a do-
dany jest do wszystkich parzystych wielokrotnych z H tak do-
datnich, jak odjemnvch ; że w dwóch pozostałych szeregach 
tenże łuk a odjęty jest od wszystkich nieparzystych wielokro-
tnych z H. Gdy więc K znaczy wszelką liczbę całkowitą do-
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datną lub odjemna, która nawet stać sîę może równą zeru : 
natenczas wszystkie łuki szukane zawarte będą we wzorach 

Dotąd a uważano za ilość dodatną: gdy się przyjmie 
wst x — — a, wypadnie odciąć długość OQ' r·wną a β«l strø-
nv OB'. Wtedy wartościami dla x będą łuki, kończące się na 
punkcie N, albo N'. Uczyniwszy A B N ' = a , będzie widocznie 
A B N = 3 H — « , A B ' N ' = — 2 H + « i A'N=H—α. A zatem wszyst-
kie wartości na x bądź dodatııe, bądź odjemne, odpowiadające 
wstawię OQ', zawarte są w szeregach 

i oczywista jest, że one podobnież przez wzory [1] są wyrażone. 
Gdy linia a większa jest od promienia koła r , łuk x zawsze 

będzie urojony: gdyż największa dodatna wstawa równa jest -\-ığ, 
a największa odjemna — r . 

15. Niech dana będzie dost χ=·a. Gdy a jest linią dodatną, 
odcina się 0 P = « od strony OA , z punktu P wyprowadza się 
prostopadła MN; a wartościami na x będą wszystkie łuki doda-
tııe i odjemne, kończące się w punkcie M, albo N. Uczyniwszy 
AM==α, łatwo poznać, że pomienione łuki mieścić się będą 
w czterech następujących szeregach: 

a przyjąwszγ, że /r znaczy jakąbądź liczbę całkowitą dodatną albo 
odjemııą, wyrazić można te wszystkie łuki przez dwa wzory 

Gdy dost x=—a, odciąć trzeba a od strony 0A' . Oznaczy-
wszy wtedy łuk AMM' przez a , wypadną na x wartości takież 
same, jak wyżćj. Gdy a`>r, łuk x jest urojony. 

16. Niech jeszcze będzie sty x—a. Gdy a jest dodatną, odciąć 
należy A T — a nad linią OA i poprowadzić prostą TMN' przez 
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środek O , przecinającej okrąg koła w M i N'. Wartości za a." są 
tu łukami dodatnemi i odjemnemi, których końce przypadają na 
punktM, alboN'. Uczyniwszy łuk A M = α , będzie AMN'=H-f -« , 
A N ' M = — 2 H - f « , AN'=—H-ļ -r t ; łuki szukane są zatém wyra-
zami szeregów 

W tych czterech szeregach łuk α dodany jest do wszystkich 
wielokrotnych z H tak dodatnych, jak odjemnych; więc ogól-
nćrn wyrażeniem dla łuków szukanych jest 

æ=/ /H-f -α. 

Gdy styczna dana α jest odjemna, odciąć należy AT' pod linią 
OA: wtedy α znaczy łuk zawarty między 90° i 1 8 0 ° , np. łuk 
ABM'. Zresztą oczywista jest, że styczna może być jakąkolwiek 
wielkością. 

17. Opuszczają się tu przypadki, gdy łuk dany jest przez inną 
jaką linią trygonometryczną. Rzecz łatwa przewidzieć, że łuki 
mające równe wstawy, albo równe dostawy, albo równe sty-
czne, powinny téż mieć równe dosieczne, albo równe sieczne, 
albo równe do tyczne: co niżej (20) będzie wyjaśnioném, po-
znawszy wprzód związki zachodzące między liniami trygonome-
trycznemu Ztąd więc wypada, że wzory [ 1 ] , [2] i [3J są i 
wtenczas prawdziwe, gdy dane są dosie x , sie x i sty x . 

Przepomnieć nie należy: że α we wzorach powyższych zawsze 
oznacza łuk najmniejszy zawarty między 0 ° i 360° , który danéj 
linii odpowiada; że H znac⅞y w tychże wzorach półokrąg koła; 
i nakoniec, że k bierze się za wszelką liczbę całkowitą dodatną, 
albo odjemną, która i równą zeru być może. 

PRZYWIEDZENIE WSTAW, D O S T A W , i t. d . D O PROSTYCH 

STOSUNKOW. 

18. Ponieważ łuk w Trygonometryi bierze się tylko za miarę 
kąta; przeto niema potrzeby zważać na jego wielkość bezwzglę-
dną, ale tylko na stosunek jego długości do okręgu koła , do 

http://rcin.org.pl



— 15 _ 

którego należy. Stosunek ten wyraża się właśnie przez liczbę 
stopni w łuku zawartych ; ztąd, aby wyznaczyć kąt, dosyć jest 
mieć daną tę liczbę: gdyż wszystkie łuki, zawarte między ra-
mionami jakiegokolwiek kąta i nakreślone dowolnym promie-
niem z jego wierzchołka, jako ze środka, zawsze jednakową 
liczbę stopni zamykają. 

Stosunki zachodzące między liniami trygonometrycznemi łu-
ków a promieniem kó ł , do których też łuki należą, podobnież 
zawisły tylko od liczby ich stopni. Tak np. fig. 3 pokazuje, że 
linie MP, M'l", M"P",... są wstawami łuków podobnych, i że 

; te więc sto-

sunĸı są wıauome, anie wsıawy, gαy 
kąt jaki jest dany. Toż samo powie-
dzieć można o dostawach, stycz-
ny eh i t. d. Ztąd wypada, że nie dłu-
gości bezwzględne linij trygonome-
trycznych, ale raczej ich stosunki do 
promienia wprowadzać się powinny 

do rachunku; ı z téj téż przyczyny stosownem byłoby postępo-
waniem , rachować tylko temi stosunkami. Sposób na to jest 
bardzo prosty: dosyć bowiem przyjąć za jedność promień 
koła, do którego linie trygonometryczne się odnoszą, gdyż 
wtenczas wartości liczebne tych linij właśnie owćmi będą sto-
sunkami. Stosunki te znane są także pod nazwiskami wsiau`y 
naturalnej, dostawy naturalnej, i t. d. 

Byłoby więc rzeczą najwłaściwszą uważać linie trygonome-
tryczne za proste stosunki i wprowadzać je z początku zaraz 
w tym tylko zrozumieniu do Trygonometryi. Lecz , aby nie od-
stępować od zwykle przyjętego wykładu téj nauki, wywodząc 
wzory zasadnicze w n¡niéjszćm dziele, przyjmiemy zawsze że 
promień 7'jest nieoznaczony. 

19. Zresztą, jeżeli rachunek jaki wykonany został, przypuszcza-
jąc promień równy jedności ,· wypadki łatwo zamienić można 
na takie, któreby się stosowały do jakiegobądź innego przyjęte-
go promienia. Jakoż z powyższego jasno pokazuje się, że sto-
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sanki iinij trygonometrycznych do promienia w piérwszém przy-
puszczenia równe są liniom trygonometrycznym w drug¡ćm 
przypuszczeniu, tojest , że wielkości wyrażone przez wst ıt, 
sty l) i t. d. zamienić tylko należy na równe im wyrażenia 

i t. d. Gdy np. z rachunku wypada, iż między łu-

kami a i b zachodzi związek natenczas, zamie-

niwszy w tym wzorze linie trygonometryczne odnoszące się do 
promienia koła równego jedności, ııa takie, które się stosują do 
promienia iǿ, będzie 

ĩ ĝ  

a po skróceniu tego wzoru , nie robiąc żadnego przypuszczania 
co do wielkości promienia τ, wypadnie 

Ostrzedz tu wypada, że nie ma wcale takiej długości bez-
względnej , którahy równą była promieniowi wziętemu za je-
dność, ani takiej, którąby za równą promieniowi r przyjąć mo-
żna, a to w takiém znaczeniu, w jakiem np. bierze się długość 
równa 1 metrowi, 2 metrom 11. p.: przeciwnie promień w tym 
razie rzeczywiście jest niewyznaczony. Każda linia trygonome-
tryczna, odpowiadająca danemu kątowi, wyraża się wprawdzie 
przez odmienną liczbę podług wielkości przyjętego promienia; 
ale liczby te są zawsze w tymże samym stosunku do liczby ozna-
czającej długość promienia, i ztąd téż owe stosunki tylko wcho-
dzą do rachunku. 

ZWIĄZKI MIĘDZY LINIAMI TRYGONOMÉTRYCZNFMf. 

20. Związki między sześciorakiemi liniami trygonometryczne-
mi, wyprowadzimy z trójkątów wykreślonych na lig. I. 
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⅞ 1· Naprzód, z trójkata prostokątne-
go OM I* jest 

ρowtóre , trójkąty podobne OMP, 
OTA dają 

potrzecıe, z trójkątów podobnych 
OMQ, OSB wypada 

Uczyniwszy łuk A M = « , promień OM=?1 , i wziąwszy za linie 
ich wyrażenia trygonometryczne, tojest: wst a za M l \ dost a za 
OP, i t. d . , z pięciu dopiero przytoczonych związków wypadną 
następujące równania: 

Równanie [1] służy do znalezienia wstawy za pomocą dostawy; 

i odwrotnie. Gdy dana jest wst <7, będzie 
Tu dlatego otrzymują się dwie równe sobie wartości i znakami 
przec iwne , że jednej wstawię , np. O Q , odpowiadają dwie 
dostawy OP i OH' równe sobie , lecz przeciwnie położone. 

Wzory [ 2 ] , [3] , [4] , [5] dają wartości na styczną, siecz-
ny, i t. d., gdy wiadome będą wielkości wstawy i dostawy. 

21. Dla pokazania użycia tych wzorów, niech będziċ dana war-
tość wst 3 0 ° — \ r , którą wyżej (4) otrzymano. Za pomocą téj 
wartości naprzód łatwo wyrachować dostawę 30°, potém sty-
czną 30° , sieczną 30° i t. d. A pamiętając, że dopełnienie 30° 
jest łuk o 60° , następujące otrzymamy wypadki: 

3 
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22. Lubo wzory powyższe (20) wyprowadzono z figury, na 
której łuk « < 9 0 ° , one jednakże i w ogóle są prawdziwe. Gdv-
by tylko szło o bezwzględną wielkość linij trygonometrycznych, 
to byłoby rzeczą oczywistą: bo linie te dla jakiegokolwiek łuku a 
tworzą zawsze trójkąty prostokątne i podobne, dające też same 
wypadki, jakie pod ıı. 20 otrzymano. Ale linie trygonometry-
czne mogą się jeszcze różnić znakami; wypada więc okazać, że 
pom¡enione wzory i pod tym względem są rzetelne. A naprzód 
widoczna jest , że wzór [1] co do znaku w każdym razie się 
sprawdza: gdyż same tylko kwadraty zamyka. Pozostaje więc 
tylko przekonać się, czy, na mocy cztérech pozostałych wzorów, 
styczna, sieczna i t .d. przybierają znaki zgodne z iclı położeniami. 

W pierwszej ćwiartce koła, czyli od 0° do 90°, wstawa i do-
stawa są dodatne, a zatém wartości wypadające ze w z o r ó w na 
inne linie trygonometryczne także są dodatne , jakto być powin-
no. W drugiej ćwiartce wstawa jest dodatna, dostawa zaś od-
jemna ; a ztąd wartości na styczną, sieczną i dotyczną wypadają 
odjemne; ale wartość na dosieczną pozostaje dodatną: figura 
pokazuje, że w istocie linie te, stosownie do swego położenia, 
takie znaki mieć powinny. W trzeciej ćwiartce wstawa i dosta-
wa są odjemne; wartości więc [2] i [4] są dodatne, zaś warto-
ści [3] i [5] odjemne: to téż być powinno według położeń, ja-
kie wtedy cztéry rzeczone linie przybierają. W czwartej nako-
niec ćwiartce wstawa jest odjemna, dostawa zaś dodatna; prze-
to wartości [2] , [4 ] , [5Ĵ wypadają odjemne, wartość zaś [3] 
jest dodatna: co podobnież zgadza się z figurą. 

Gdy łuk jest większy od 360° , np. równy 3 6 0 ° - f ß , wstawa 
i dostawa jego mają wartości i znaki takie, jakie mają wsta\va i 
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dostawa łuku a; przeto z czterech powyższych wzorów takież 
same wartości dla innych linij wypadać będą. I w rzeczy samej, 
styczna, sieczna i t. d. łuku 360υ-{-tf i łuku a podłııg figury są 
sobie równe z wielkości i z położenia. 

Wypada jeszcze zastanowić się nad łukami odjemnemi. Ponie-
waż w s t ( — a ) = — w s t r t , i dos t (—ŕ/ )=dos t« (11), zatćm zmie-
niwszy znak dla łuku, wartości wypadające ze wzorów na sty-
czną, dotvczną i dosieczną podobnież znaki swe zmienią, ale co 
do wielkości równe zostaną; zaś wartość siecznej łuku odjemne-
go taż sama będzie, co łuku dodatnego: wypadki te także zgadza-
ją się z wykreśleniem. 

Nareszcie, ściśle biorąc rzeczy, możnahy jeszcze wątpić o 
prawdziwości wzorów powyższych w przypadkach, gdy łuki ró-
w n e są 0° , 90° , 180°, i t. d., bo wtedy trójkąty nikną; lecz ła-
t w o przekonać się, że wzory i dla takich łuków dają wartości 
prawdziwe. Naprzykład, uczyniwszy ¿ /=90° , bçd/.ie wst 90°=7' , 
dost 9 0 º = 0 ; a zatém s t y 9 0 º = c s D , sie 90 º=cν> , d o t y 9 0 º = 0 , 
d o s i e 9 0 º = / · . Wartości te w istocie są takie, jakie być powin-
ny. Wartość sty 9 0 º = c s 2 brać należy ze znakiem podwójnym + : 
bo ona razem jest granicą stycznych dodatnich, gdy łuk rośnie 
od 0° do 90°, i granicą stycznych odjemnych, gdy łuk się 
zmniejsza od 180° do 90°. Taż sama uwaga stosuje się i do in-
nych linij trygonometrycznych, które nieskończenie wielkiemi 
stać się mogą. 

Z tego wszystkiego okazuje się, że powyższe pięć wzorów są 
ogólne i żadnemu ograniczeniu nie podlegają. 

23ĝ Można ograniczyć się na dowodzeniu, że wzory [2] i [3J 

są ogó lne , a ztąd wywieść potem prawdziwość wzorów [4] 
i [5]: bo te drugie wzory wypadają z pierwszych, kładąc w nich 
9 0 ° — a zi\a. W ogólności , ile razy związek jaki między linia-
mi trygonometrycznemi dowiedziony został dla wszystkich mo-
żliwych wartości jakichkolwiek ł u k ó w , zawsze wolno będzie, 
w e wzorze wyrażającym ten związek, zamiast łuków danych 
wziąć ich dopełnienia, tojest, zamienić w nim wstawę , styczną 
i sieczną na dostawę, dotyczną i dosieczną; i odwrotnie. 
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24. Z pięciu powyższych równań [ 1 J · . · [5] wyprowadzić 
można wiele innych związków; z tych ważniejsze są: 

lód. i rozmnożenia przez siebie równań [2] i Γ4 wypada 

tojest, że promień jest średnio - jeometrycznie proporcjonal-
ny między styczną i dotyczną: co także wyprowadzić można bez-
pośrednio z trójkątów podobnych OTA, OSB (lig. 1). 

2 r e 'L wzoru [2] otrzymuje się 

wzór ten wyprowadza się także z trójkąta prostokątnego OTA. 
Podobnγmże sposobem otrzymuje się równanie 

które bezpośrednio téż z równania [7] wypada, położywszy 
w n¡ém 9 0 ° — a za a. 

3cie Wzory [3] i [5] dają 

a zatém dodawszy kwadraty tych równości do siebie i położy-
wszy potém r2- zamiast dost z «-{-wst 2 «, będzie 

25. W ogólności mając daną którąkolwiek z sześciu linij try-
gonometrycznych, wynaleźć można pięć innych za pomocą ró-
wnań [ l j . . . [5] , które w tym celu tylko rozwiązać potrzeba. 

I tak np., gdy znaleźć chcemy wstawę i dostawę za pomocą 
stycznej, dosyć jest z równań [1] i [2], tojest z tych. 
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wziąć wartości na wst a i dost a. Jakoż z drugiego równania 

Wartości te ııa wst 2 ß i dos⅞α wstawiwszy 

w równanie piérwşze , będzie 

Znak podwójny Hl· dowodzi, że dwie być mogą wstawy i do-
stawy równe sobie i z położenia przeciwne, które jeduéj i tćj sa-
mej stycznej odpowiadają: co téż ligura pokazuje. Pamiętać na-
leży, że znaki górne razem i dolne razem brać się powinny: bo 
w przeciwnym przypadku z równania [10] nie wypadłoby znowu 

na powrót równanie 

WZORY NA WSTAWY I DOSTAWY ŁUKÓW a+b I a—b. 

26. Znając wstawę i dostawę dwóch luków a i b , znaleźć 
wslaıνç i dostawę ich summy a-{-b i różnicy a—b. 

Fig. 4 

Niech (lig. 4 ) dane będą łuki Λ B = ß 
i BC = BD = Z/: poprowadziwszy cięciwę 
CD , oraz promień OB do niéj prostopa-
dły i przecinający ją w punkcie Q na dwie 
równe części; potém nakreśliwszy promień 

^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ OA i linie BP, CR, DS, prostopadłe do tegoż 
¦ ļ ļ ^ H ^ m E 3 promienia, będzie 

Spuściwszy jeszcze prostopadłą QE do OA i poprowadziwszy 
równoodległe QF i ÜG od OA, utworzą się trójkąty CQF i 
ODG. Trójkąty te są sobie równe: bo równe mają kąty i bok QC 
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pierwszego trójkąta równy jest bokowi QD drugiego; więc 
D G = Q F i G Q = C F . Z tego widocznie wypada, że 

Trójkąty OBP, OQE są podobne z powo-
u równoodległych BP, QE ; trójkąty OBP, 
QF także są podobne, jako mające boki od-
e do siebie. Λ zatem będzie powiędnę prostopadłe 

Z tych proporcyi wypada 

a po wstawieniu znowu tych wartości w e wyrażeniach na 
wst (fl-ļ-¿), dost (a-\-b), i t. d., będzie 

27. Zdaje się, że wzory [1], [2], [3] i [4] zależą od figury 4, 
użytej do ich wyprowadzenia: gdyż kreśląc j ą , przyjęliśmy że 
łukitfi/; są dodatne, że summa a-\-b jest < 9 0 9 , i nadto że a wię-
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ksze jest od b we wzorach tyczących się łuku a—b. Wykreśle-
nie figury wprawdzie łatwo zmienić można na inne przypadki; 
lecz przypadków tych bardzo jest wie le , a ztąd niewygodnie 
jest okazać tą drogą , że wzory powyższe są ogólne. Zręczniej 
dowodzi się to sposobem następującym. 

ļυd. Wzory [3] i [4ļ ∏iezależą od warunku, iea>b: co tak 
się dowodzi. Przνjąwszν, że a jest mniejsze od b , będzie z po-
wyższego (11). 

Lecz. jeżeli b większe jest od a ; otrzymać można wartości na 
wst {b — a) i dost (b—a ) ze wzorów [3] i [4 j , zamieniając w nich 
a na b i b na a: a że wtedy pierwsza tylko z tych wartości znak 
swój zmienia, druga zaś go zachowuje; więc i wyrażenia na 
wst (a— b) i dost (a—b) takie same pozostać muszą, czy się 
przypuszcza a>b czyli téż a<ib. Ztąd wypada, że cztery powyż-
sze wzory prawdziwe są na wszystkie przypadki, w których łuki 
a i b są dodutne i razem czynią summę ¿z-ł-Z»<90ũ; a tém sa-
mem każdy z tych łuków przybićrać może wszelkie wartości za-
warte między 0° i 45°. 

2re. Ponieważ wzory tyczące się różnicy a—b wywieść się 
dają z wzorów na wst (a-\-b) i dost (a-\-b), zamieniając w nich 
b na — b ; przeto oczywista jest, że wzory [1] i [2] są pra-
wdziwe dla wszystkich wartości na a zawartych między 0° i 45°, 
i dla wszystkich wartości na b zawartych między —45° i -f-45º. 

Te wzory [1] i [2] także są prawdziwe dla wartości odjem-
nych na a, zawrartych między 0° i —45°. Jakoż, przyjąwszy że a 
jest < 4 5 ° , i że « = — a , będzie 

Łuki a i —b mieszczą się w granicach, wewnątrz których 
wzory [1] i [2] podług dowodzenia są prawdziwe; więc 
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A ponieważ a = — a , przeto (11) wst a = — wst a, dost u— dost a; 
a tém samem wzory doρićro otrzymane przechodzą na wzorv 

[1] i [¾. 
3cie. Pozostaje jeszcze dowieść , że w e wzorach [1 i [2] 

podług upodobania oddalać można granice dodatne i odjemne 
łuków a İL·· Uczyniwszy « = 9 0 º - ļ - « , gdzie a jest łukiem jakim-
kolwiek zawartym między —45° i + 4 5 ° , będzie po wzięciu do-
pełnień 

Lecz na mocy znanych uprostszczeń, jest 

więc położyć można wst a zamiast dost a i dost a za wst a : co 
zrobiwszy, znowu wypadną wzory [1] i [2]. A że przyjęliśmy, iż 
wartości na α są zawarte między — 4 5 ° i -{-45°; zatćm łuk 90º - ļ -α 
czyli ł u k a przybierać może wszelkie wartości począwszy od 45° 
aż do 135° : tym więc sposobem granica dodatna wartości na a 
posuniętą została aż do 135°. Powtórzywszy toż samo rozumo-
wanie, widoczna jest , że tę granicę jeszcze o 90° pomknąć mo-
żna ,· i tak dalćj aż do nieskończoności. 

Dowodzenie powyższe ( 2 r e ) na okazanie, że gdy wzory [1] 
i [2J są prawdziwe dla wartości dodatnych na a mniejszych 
od 45°, prawdziwemi być muszą także dla takichże samyćh war-
tości odjemnych, stosuje się téż widocznie do przypadku, w któ-
rym granica dodatna na a inną będzie , a nie 45°. Okazawszy 
więc , że wzory [1] i [2] są prawdziwe dla wszystkich wartości 
dodatnych na a , tém samem się dowiodło, że i prawdziwemi 
są dla wszystkich wartości odjemnych. 

Takie samo rozumowanie stosuje się i do łuku b : a zatém 
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obie granice tego łuku podobnie oddalać można aż do nie-
skończoności; więc nakoniec dowiedl iśmy, że wzory [1] i [2], 
íi tém samém i wzory [3J i [4] prawdziwe są dla łuków a i b 
mających jakiekolwiek wartości. 

WZORY NA MNOŻENIE I DZIELENIE ŁUKÓW. 

28. Odtąd zaw·sze przyjmiemy promień ;*=1: a zatém wsta-
wy, dostawy i t. d. uważać będziemy za proste tylko stosunki, 
jak to pod nŝ 18 wyjaśniono. Na mocy tego przypuszczeń⅛ 
wzory n. 20 i 26 przechodzą w następujące: 

29. Uczyniwszy w powyższych wzorach na wsfc {a- ¦ -b) 
\ dost {a-\-b) łuk b — a, wypadnie 

Wzory te służą do wyrachowania wstawy i dostawy łuku dwa 
razy większego od łuku danego, Którego wstawa i dostawa są 
wiadome. 

30. Uczνniwszγ w tvch samvć'áTwzoracV,&=2ćZ, otrzvmamv a 
« · · ŝ v W 

a wstawiwszy tu wartości za wst2tf i dost2tf, i skróciwszy po-
tém wypadek za pomocą wzoru wsť¿đ-{-dosaű = l , będzie 

Tak dalćj postępując, otrzymać można wzory na wstawy 
4 
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i dostawy łuków cztéry, pięć, i t. d. razy większych od łuku da-
nego. Wzoř^f te zowią się wzorami do mnożenia lııkòw. 

31. Przechodząc teraz do wywodu wzorów na dzielenie łu-
ków, wypada naprzód znaleźć wstawę i dostawę połowy łuku 
danego. Położywszy we wzorach [I] i [2J ⅞ a za a, wypadnie 

i procz tego jeszcze mamy 

Chcąc znaleźć wartości na wst | a i dost⅛tf, mając daną 
dosttf, dosyć jest rozwiązać równania [6J i [7]. Otóż, odjąwszj . 

-naprzód pierwsze z tych równań od drugiego, a potem dodawszy 
obadwa równania do siebie, łatwo otrzymuje się 

Te wzory więc służą do wyrachowania wst \ a i dost ļ a, gdy 
wiadoma jest d o s t « : używając ich, wszakże pamięta¾ trzeba, że 
ilość pierwiastkowa wziąć się powinna ze znakiem + . 

Nie trudno wyrozumować, dlaczego wartości na niewiadomą 
wst į a i dost -į a są podwójne, wprawdzie równe sobie, lecz 
znakami przeciwne. Z uwagi bowiem , że nie sam łuk a wcho-
dzi do powyższych wzorów, ale tylko dostawa jego , wypada, 
iż wzory te wyrażają współcześnie wstawy i dostawy połowy 
każdego z łuków, rówihĵļ dosta \ Imających . Podług n. 15 wzo-
rem na takie łuki jest ¢ 

gdzie a wyraża łuk najmniejszy dodatny, odpowiadający danéj 
dostawie, gdzie H równa się połowie okręgu, a k znaczy wszel-
ką liczbę całkowitą. Więc wszystkie wartości na wst⅞ a i dost⅞« 
zawarte będą w wyrażeniach 
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Gdγ /ſ jest liczbą parzystą, /rH będzie wielokrotną względem 
360°; wtedy więc opuścić można /rH, nie zmieniając przez to ani 
wstawv, ani dostawy (10): a zatem będzie 

Gdy/ſ jest liczbą niepatrzystą, podobnie opuścić można/rH; ale 
znak dla' wstawy i dostawy przemienić potrzeba (10): zkąd zno-
w u będzie 

Rzecz więc widoczna, że tak dla w s t į ß , jak dla dost⅞ö, istnieć 
muszą dwie wartości równe i znakami sobie przeciwne. 

32· Gdy dana będzie wstawa, dosyć jest położyć we wzorach 

[8] wartość na dost a czyli J / l — wst 2 «. A ponieważ nowy ten 
pierwiastek także brać się powinien ze znakiem podwójnym + ; 
przeto czworakie mieć można wartości tak na w s t f α , jak ııa 
dost⅞ a . 

Ale wartości te otrzymać jeszcze można pod inną postacią, 
wyciągając je z równań [5] i [7], tojest z tych: 

Dodawszy naprzód równanie pierwsze do drugiego, potem od-
jąwszv drugie od piérwszego, i ııakoniec wyciągnąwszy z wy-
padków pierwiastki kwadratowe, wypadnie 

a z tνcìh równań łatwo otrzymują się wartości szukane 

Z powodu dwóch znaków pierwiastkowych, każde z wyrażeń 
poprzedzających ma cztery wartości. Aby dowieść a priori, że 
tak byıć powinno, trzeba sobie przypomnieć, że wzory te dają 
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wartości na wstawy i dostawy połowy każdego z łuków równe 
wstawy mających: a że łuki takowe (14) zawarte są w e wzorach 

więc wartości na w s t ⅜ « i dost⅞a powinny dać wstawy i dosta-
wy łuków, wyrażonych przez wzory 

Lecz /rH w tych wzorach opuścić można, jeżeli tylko znaki 
wstawy i dostawy już to zatrzymamy, już téż zmienimy, podług 
tego czy /f będzie liczbą parzystą, lub nieparzystą. Tak więc na 
w s t ⅜ ö i na dost⅛« po cztery wartości wypadają, tojest: 

I widoczna jest , że te wartości , brane po dwie, są równe 
sobie i znakami przeciwne. Jeżeli α = 9 0 ° , będzie ļ a — 45° , 
⅞H — ⅞ α = 4 5 ° ; a cztérv powyższe wartości przywodzą się do 
dwóch. 

Tu inna jeszcze nastręcza się uwaga. Ponieważ H znaczy 180°; 
przeto łuki⅞α i ⅛H — ⅞α wzajemnie się dopełniają. Więc wy-
rażenia poprzedzające i tak napisać się mogą: 

tojest, że wartości na w s t ⅞ α równe są wartościom na dost \ a: 
wzory [9] i [10] także to samo pokazują. 

Teraz potrzeba tę trudność wyjaśnić: znając łuk a i jego 
w s t a w ę , jak przekonać się , które z czterech powyższych wyra-
żeń będzie wartością na wst į a i na d o s t ⅞ « ? gdyż oczywista 
jest, że jedna tylko istotna wartość być może. Dla krótkości do-
syć będzie wziąć na uwagę wst f a. Biorąc ilości pierwiastkowe 
z różnemi znakami, témi czterema wartościami na wst \ a są: 

Rzecz jasna naprzód, że dwie pierwsze z tych wartości są so-
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b¡e równe i znakamıi przeciwne; to samo i o dwóch pozostałych 
powiedzieć można. Powtóre , podniosłszγ dwie pierwsze war-
tości do kwadratu, wypadnie ten kwadrat < • § ; podniósłszy 
zaś dwie drugie wartości do kwadratu, będzie przeciwnie wypa-
dek > • § . A że wiadomo (8), że wst 2 45 º = dost2 4 5 ° = ⅜ ; więc, 
nie dając baczenia na znaki, dwie piérwsze wartości na wst⅞ a 
mniejsze być muszą od wst 45° , a dwie drugie większe od wst 45°. 

Lecz z drugiej strony, mając danv łuk, łatwo się zawsze prze-
konać a priori, czy wstawa jego połowy jest dodatna lub od-
jemna, i czy będzie mniejsza lub większa od wst 45°. Wszelka 
więc wątpliwość tu ustaje. Rozumowanie takie samo stosuje 
się i do dostawy. 

Na przykład , niech « < 9 0 ° ; wtedy w s t | a powinna być do-
datna i mniejsza od wst 45°; zaś dost f ö także dodatna, ale wię-
ksza od dos t45: więc znaki z jakiemi brać się powinny warto-
ści [9] i [10] oczywiście są wiadome. 

Wzory powyższe ściągają się widocznie do łuków mniejszych 
od 90°. Toż samo rozumie się o wszystkich innych wzorach try-
gonometrycznych bo używając ich najczęściéj potrzeba, aby one 
odpowiadały łukom mniejszym od 90°. 

33· Wzory do dzielenia łuku danego na trzy równe części 
otrzymują się z równań [3] i [4] n. 30 , kładąc w nich į a za a. 
Wzorami temi są: 

Niech np. dana będzie d o s t « , aby znaleźć dost | / z trzeba za-
łożyć a=b, d o s t | < z = z ; wtedy z drugiego z powyższych wzo-
rów wypada 

Chcąc otrzymać wartość na dost⅜«, dosyć jest równanie [11] 
rozwiązać. Nie używając wiadomości z Algebry, wprost okazać 
można, że równanie to ma trzy piérwiastki rzeczywiste. 

Tu dana jest dostawa: a łuki odpowiadające téj dostawie za-
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warte są w wyrażeniu 2 / r H + « (15); wszystkie więc pićrwiastki 
równania (11) muszą być zawarte w wyrażeniu 

Liczba całkowita k może ţνlko mieć jednę z trzech postaci 3w, 

3 « + I , 3n—1 (gdzie n także bierze się za liczbę całkowitą): 
uczyniwszy więc kolejno / r = 3 n , / r = 3 ? ' + l , /<=3n—1, i opu-
ściwszy obwody niepotrzebne, będzie 

Dwie ostatnie wartości są też same, co dwie przedostatnie: a za-
tem trzv tylko różne zachodzą wartości, tojest: 

Zdarzać się jednak może, że dwie z tych wartości są równe so-
bie: to np. ma miejsce co do piérwβzéj i trzeciéj wartości, 
gdy α = H . 

Nie ma potrzeby więcej rozwodzić się nad dzieleniem łuków: 
to, co dotąd się powiedziało, daje dostatecznie poznać, jak so-
bie postąpić trzeba w tego rodzaju zadaniach. 

WZORY O D N O S Z Ą C E SIĘ DO STYCZNYCH. 

34. Naprzód wypada : znaleźć styczną summy albo różnicy 
dwóch luków, mając wiadomą styczną każdego z tych luków. 

Podług związku zachodzącego między wstawą, dostawą i sty-
czną (28), jest 
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e2νli, wstawiając wartości na wst(α+Z>) i dost (a-\-b) (28)· 

Aby wszystkie wyrazy tego równania były stycznemi, dosyć 
jest podzielić licznik i mianownik drugiej jego strony przez 
dost a dost b : co zrobiwszy, będzie 

Tym samym sposobem otrzymuje się wartość na styczną ro· 
řllicv dwóch łuków: 

35. Założywszy b=·a w równaniu ľ l ] , otrzymamy na etyczną 
łuku dwa razy większego: 

A przyjąwszy potém ¿ = 2 t f , wypadnie stv Za; ı tak daléļ. 

36. Chcąc znaleźć wartość na sty \ a , wyrażoną przez ⅜ty a 
potrzeba w równaniu [3J położyć \a za a, i bçdzio 

Wyrażenie to daje następujące równanie drugiego stopnia: 
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a ı tego znowu wypada 

Ponieważ ostatni wyraz równania [4j jest — 1 ; przeto i bez 
jego rozwiązania wnieść można, że iloczyn z o b u d w ó c h wartości 
na sty \a równy być musi — 1. Jeżeli zatém AT i AT' (fig. 5) są 

Fig. 5. teπıi wartościami w położeniu, które od-
j · S ¡ · ļ powiada ich znakom; natenczas być po-

I w inno A T × A T ' = Ō Ā Ǻ : w ięc kąt TOT' 
¡ļj4ļfl jest prosty, czyli, co jedno znaczy, łuk 
M M MM' równy jest 90° . Zresztą nie trudno 
• Į 9 okazać, dla czego sty į a dwie ma warto-

I ści, i dwie tylko wartości mieć może : 
I czytelnik sam to z ła twośc ią dowiedz ie , 

I Ĳ H zastanowiwszy się nad pytaniem tu za-
^ B B Į chodzącem, i przypomniawszy sobie, co 

w podobnych przypadkach wyżéj się powiedziało . 

37. Dosyć często przytrafiają się wzory następujące: 

Te wzory w y w o d z ą się ła two z wzorów już znanych. Jakoż 
widoczna j e s t , że 
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NIEKTÓRE INNE WZORY CZĘSTSZEGO UŻYWANIA. 

38· ¾e wzorów n. 28, dających wartości na wstawç i dosta-
wę summy a-\-b i różnicy a—b, wyciągnąć można bardzo wiele 
równań , które przez astronomów prawie ustawicznie są uży-
wane. Tu wymienimy tylko najważniejsze z tych równań. 

Wziąwszy summy lub różnice tamtych wartości, wypadnie 

Wzory te służyć mogą do zamiany iloczynu ze wstawy i do-
stawy, albo z dwóch wstaw, albo i z dwóch dostaw, na sumıτıę, 
albo różnicę dwóch linij trygonometrycznych. 

39. Niech p i q znaczą dwa jakiekolwiek łuki: uczyniwszy 
a-\-b=py a—b—q, będzie a= \ {p-\-q), b=⅛(p—q). Poło-
ży W§ïy te wartości za a i b w równania poprzedzające, i prze-
mieniwszy strony tychże równań, wypadnie: 

Te wzory znowu częstego są używania, zwłaszcza rachując 
za pomocą logarytmów, kiedy summç lub różnicę łuków zamie-
nić wypada na iloczyn tychże samych łuków. 

40. Nakoniec, podzieliwszy dopiero otrzymane wzory, jeden 

przez drugi, i pamiętając że w ogólności 

otrzymamy jeszcze następujące nader użyteczne równania: 
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Z pomiędzy tych wzorów, pierwszy szczególnie zasługuje na 
uwagę, który w ten sposób wysłowić się może: summa wstaw 
dwóch luków tak się ma do ich różnicy, jak styczna polowy 
summy tychże łuków do stycznej połowy ich różnicy. 

41. Czytając dzieła matematyczne, natrafiamy niekiedy na wy-
rażenia , których początku nie łatwo zgadnąć. W takim przy-
padku najlepiéj sprawdzić też wyrażenia, w czém nie ma ża-
dnéj trudności. 

Naprzykład, aby dojść zkąd powstało równanie 

dosyć jest w niém położyć wartości za wst (a-\-b) i wst (a—b) 
(28), a wypadnie 

następnie wstawiwszy znowu za dosť¿« ı dost*Z>, ich wartości 
1—wst*rt i 1—wsťǺA,· i wykonawszy redukcyę, otrzymamy ró-
wnanie dane 

Podobnież, mając sprawdzić równanie 

trzeba w nie wstawić za sty a druga strona równa-

nia danego zamieni się na 
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lecz podług powyższego ( 2 0 i 2 9 ) dosť¿ \a -j- ws t 2 \a = 1 i 
dosť¿ | tf—wsťǺ

⅜ű!=dostđ,· a zatćm taż druga strona równa jest 
d o s t « : co było do okazania. 

Tym samym sposobem postępując , przekonać się można dla 
wprawy o rzetelności następujących jeszcze wzorów: 

Ostatnie z tych równań uczy: ie dobierać można w ĩiieskoń-
czenie różnym sposobie trzy takie ilości, których summa ró-
wna będzie ich iloczynowi; ale pamiętać zarazem trzeba, że to 
równanie wtenczas tylko jest prawdziwe, kiedy a-\-b-{-c= 180°. 

DOWODZENIA GEOMETRYCZNE WZORÓW WYŻEJ 

WYPROWADZONYCH. 

42. Czytelnik niewątpliwie uważał, że, w powyższym wykła-
dzie, wzory na wstawę i dostawę łuków a-\-b i a—b wyprowa-
dzono za pomocą geometryi; inne zaś wzory otrzymano przez 
rachunek algebraiczny. Ztąd wypada, że jeżeli prawdziwość 
piérwszych wzorów była okazaną dla wszelkich możliwych łu-
ków; i drugie uważać się powinny w tymże stopniu za ogólnie 
pewne: bo to właśnie jest istotném znamieniem sposobu anali-
tycznego. Przeciwnie zaś, używając wykreśleń geometrycznych, 
zawsze obawiać się potrzeba, czy prawdy wywiedzione nie sto-
sują się do tych tylko przypadków, które figury wyobrażają: 
ztémwszystkiém, ponieważ prawdy matematyczne przez wy-
kreślenia stają się oczγwistszemi; dobrze przeto będzie dowieść 
jeszcze sposobem geometrycznym główniejsze wzory, któreśmy 
wyżéj otrzymali drogą algebraiczną. 
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43. Mając daną wstaw¢ i dostawę pewnego luku, znaleźć 
wilawę i dostawę luku dwa razy większego. 

Fig. (i. 
Λiecn i)çüzıe (iıg. tj) łuk a ü = b l = « . 

Zrobiwszy wykreślenie takie, jakie figu-
ra pokazuje, będzie 

Trójkąt prostokątny OPΛ duje 

wstawiwszy więc za te linie wartości ich trygonometryczne, 
i przγjąwszy promień OA = l , będzie 

To są wzory [1] i [2] n. 28. 

44. Mając daną dost a, znaleźć wst ⅞a i dost įn . 
Fig. 1. Niech będzie (fig. 7): łuk A C = α ; 

CP prostopadła do średnicy AB; OD i 
OE promienie prostopadłe do cięciw 
AC i BC , i przez ich środki przecho-
dzące. Przvjąwszy, jak wyżej, O A = l , 
będzie OP = dosta , AP = 1— d o s t a , 
BP = 1 -ŧ- dost a , AC = 2 wst \ a, 

B C = 2 dost ¿ a. Lecz każda z tych cięciw jest średnio-geome-
trvcznie proporcvonalną do średnicy i odcinka jéj przyległego; 
więc 

A ztąd wypadają wzory znane (31) 
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45. Mając daną wstawę i dostawę luku, znaleźć wstawę i 
dostawę luku trzy razy większego. 

Niech będzie (fig. 8) 0 B = 1 i łuk A B = B C = C D = t f . Trójkąt 
równoramienny BOD podobny jest do trójkąta B D F : gdyż kąt 

Fig. 8. OBD jest spólnv tvm obudwom trójkątom. 
i kąt B D E , mający za miarę⅞ BE czyli BD, 
równy jest kątowi BOD. Więc jest 

Poprowadziwszy równoodległąPG od BF, 
będzie P G = B F = 4 w s t ⅛ « , a trójkąty podo-
bne QGP, OBP dają 

Ze zaś 

więc, wstawiwszy w te wyrażenia wartości wyżéj znalezione nu 
QG i P Q , będzie 

Pierwsze z tych równań jestto wzór [3] n. 30; z drugiego zaś, 
po wstawieniu w ıı¡énı 1—dost2ø za wsť2«, wypadnie wzór Γ4Ĵ. 

46. Mając dane styczne dwóch łuków, znaleźć styczną ich 
summy i ich różnicy. 

Fig. 9. 

Niech będzie (fig. 9 ) OA = 1 , AB = a, 
B C = b : z końców promieni OA i OB, niech 
będą wyprowadzone styczne AT i BS aż do 
przecięcia się z przedłużonemi promieniami 
OC i OA w punktach T , S i R; a z punktu 
S, niech będzie spuszczona prostopadła SH 
na OA. Podług wysłowienia tego zagadnie-
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ľıĕg· 9. n¡a dane są BR = sty a, B S = s t y b; a zna-
leźć trzeba A T = s t v («-Į-ŵ). 

Trójkąty podobne OAT i OHS dają 

Wartość na SH otrzymuje się z trójkątów 
podobnych SUR i OBR: gdyż z nich wypada 

Wartość na OH wynajdziemy następującym sposobem. Wiado-
mo z (jcomctryi elementarnej, że 

»S IJ 
Wstawiwszy w równanie sty (ø - ļ -Ä)=£^wartośc i za SH i OH, 

wypadnie wzór znany (34) 

Równie łatwo znaleźć można wartość na sty (a—b). Wtym ra-
,ie dosyć jest uważać fig. 10 ,gdz ieAC=ß—Z>, aby natychmiast 
>rzekonać się , iż tu taki sam zachodzić będzie rachuntk, jaki 
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ľtg. 10. wγżéj miał miejsce dla stv (a-\-b), z tą 
tylko różnicą, że drugie wyrazy w li-
cznikach wartości na SH i OH zmienią 
znaki na przeciwne: gdyż w tym przy-
padku R S = s t y ß—sty b; będzie więc 

47. Dowieść geometrycznie wzory: 

Fig. 11. 
Niech będzie (fig. 11) A B = / ; i A C = ÿ . 

Poprowadziwszy cięciwę BC, oraz pro-
mień OD, prostopadły do téj cięciwy, i 
przechodzący przez jéj środek E ; spu-
ściwszy prostopadłe BP, CQ, DR, EF 
na OA; i nakreśliwszy równoodległą 
EG od OA, będzie podług figury 

Włożywszy w te ostatnie wyrażenia za wszystkie linie warto-
ści ich trygonometryczne; podwoiwszy też wyrażenia, i uczy-
niwszy w nich promień OD = l , wypadną wzory dane. 

Z tych samych trójkątów otrzymać można ważności na 
dost />-f-dost q i dost q—dost/?. 
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48· l)owieŝċ geometrycztıie, ie summa wstaw dwóch luków 
tak się ma do ich różnicy, jak styczna polowy summy tychże 
luków do stycznej polowy ich różnicy. 

F'S- 12· Zrobiwszy takie samo wykreślenie, jak 
pod n. poprzedzającym ; a nadto popro-
wadziwszy przez punkt D (fig. 12) styczną 
ST, i przedłużywszy ją aż do przecięcia 
się z przedłużonemi promieniami OA 
i OB w punktach S i T; i nareszcie prze-
ciągnąwszy cięciwę BC aż do punktu H, 
na mocy lin¡j równoodległych, będzie 

co było do okazania. 
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ROZDZIAŁ DRUGI. 

TABLICE TRYGONOMETRYCZNE I ROZWIĄZYWANIE 

TRÓJKĄTÓW PROSTOKREŚLNYCH. 

WYRACHOWANIE TARLIC TRYGONOMETRYCZNYCH. 

49. Zamiana kątów i łuków na wstawy, dostawy, it . d., wten-
czas dopiéro istotną korzyść przynosi, kiedy wiadome są war-
tości liczebne tych stosunków dla jakiegokolwiek łuku danego; 
i odwrotnie. Potrzebie téj najdogodniéj zaradzają tablice, 
w których liczby, wyrażające długości linij trvgononometry-
cznych , położone są obok odpowiadających im łukówĝ Przede-
wszystkićm więc poznać trzeba, jak się obliczają wartości na 
wstawy, dostawy, i t. d. wszystkich łuków, oznaczonych w czę-
ściach podziału okręgu koła na 360° i rosnących ciągle o 10", 
tojest, następujących po sobie tak, jak w tablicach Calleta. Spo-
sób dochodzenia wartości liczebnych linij trygonometrycznych, 
który tu będzie podany, użyty być może i do łuków danych 
w częściach nowego podziału koła na 400°. 

Obliczmy naprzód wstawę łuku 10". Wiadomo,- że stosunek 
okręgu koła do jego średnicy jest 

π = 3 , 1 4 1 5 9 26535 8 9 7 9 5 . . . 

Jeżeli zatém promień koła przyjmiemy równy jedności, tedy 
długość połowy obwodu koła będzie π. A ponieważ 1809 czy-
nią 648000 sekund,· przeto w częściach tego promienia 

http://rcin.org.pl



— 42 _ 

Lecz łuk bardzo mały prawie równy jest swojej wstawię; a 
zatem liczba powyższa uważać się także może zu wartość bar-
dzo'przybliżoną dla wstawy 10". Wniosek ten jednak należy 
jeszcze bliżéj roztrząsnąć i usprawiedliwić. 

50. W tym celu okażmy naprzód: że w pierwszej ćwiartce ho-
la luk większy jest od swojej wstawy, a mniejszy od swojej 
stycznej. 

l·i&· 13· Niech AP'(fig. 13) będzie wstawą łuku 
AB, a AT jego styczną. Obróciwszy tę figu-
rę na około prostej OT i złożywszy ją we 
dwoje, niechaj punkt A przypadnie na punkt 
C. Będzie tu ł u k A C > o d cięciwy AC ; a 
tém^samém łuk A B > A P : więc łuk wię-
kszy jest od swojej wstawy. Podobnie łuk 

A C < A T + C T ; a zatem A B < A T : więc łuk mniejszy jest od 
swojej stycznej. 

Ztąd wypada: że, jeżeli >ardzo mało różni się od jedno-

ści , stosunek —-— mniéj jeszcze od jedności różnić się będzie, 
wst a 

51. Po wtóre należy dowieść: że, jeżeli luk pemen zmniejsza 
się aż do zera; stosunek tego luku do jego wstıwy przybliżać 
się może do jedności, tojest, że granica tego stosunku jest 
jedność. 

Wzór í Łe w miarę 

zmniejszania się łuku a (który przyjmuje się < 90°), dostawa 
jego powiększa się i coraz bardziéj do jednośd się przybliża; 

więc i stosunek 

za granicę jedność 

czyli mu równy zoniéjsza się i ma 

Lecz łuk większy jest od wstawy a mniejszy o4 stycznej; prze-

to stosunek nigdy nie może się stać < o d 1, ani téż > od 
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A ponieważ ten ostatni stosunek dowolnie przybliżony 

być może do jednośc i ; zatém to samo i o stosunku 

twierdzić m o ż n a : co było do okazania; i dla téj przyczyny w o l -
no wziąć wartość łuku 10" za w s t a w ę 10". 

52. Wypada teraz ocenić błąd, jaki się popełnia, biorąc łuk za 
w s t a w ę tego łuku: bo znalazłszy ten błąd, tćın samém wiedzieć 
będziemy, ile cyfer dziesiętnych opuścić można w liczebnej war-
tości na wstawę . W i a d o m o , że Prócz 

tego z nierówności wypada 

więc będzie 

Lecz a zatém będzie także 
więks·¿a od więc 

Otóż , stosując ten wypadek do łuku 10", niechaj wartość [ l i 
w 5⅜ cyfrze dziesiętnej powiększoną zostaje o j e d n o ś ć , będzie 
łuk 1 0 " < 0 , 0 0 0 0 5 ; w i ę c ⅜ (łuk 1 0 " ) 3 < 0 , 0 0 0 0 0 00000 00032; 
a tém samém wypadnie 

więc 

Z ttego pokazuje s i ę , że wstawa ta zaczyna się różnić od łu-
ku 1(0" dopiero w 13¾ cyfrze dziesiętnej, i że ten łuk większym 
jest <o jedność téjże 13¾ cyfry dziesiętnej. Uczyniwszy więc 

pewınym być można, że błąd mniejszym będzie od jedności po-
rząd!ku 13gº· Jakoż widoczna jest, że wartość powyższa wypa-
dłaby za małą, gdyby od ostatııiéj jéj cyfry jedność odję to; a 
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przeciwnie za wielką, gdyby do téjże ostatniej cyfry jedność do-
dano : bo przez to wstawa stałaby się większą od łuku. 

Wstawiwszy wartość znalezioną na wst 10" w wyrażeniu 

wypadnie wartość na dost 10", tojest: 

Następnie, za pomocą wzorów znanych 

wyrachować można kolejno wstawy i dostawy łuków 20", 30", 
4 0 " , . . . aż d o 4 5 ° . 

53 Wyrachowania te daleko prędzej dokonywają się sposo-
bem następującym, podanym przez Tomasza Simpson, geometry 
angielskiego. 

Wzory n. 38 dają 

Tu łuki a—b, a i a-\-b uważać można za trzy po sobie idące 
wyrazy postępu arytmetycznego, którego różnica jest b : na-
zwawszy trzy te wyrazy przez t, i', i", będzie 

Piérwszy z tych wzorów pokazuje: że , gdy dwie po sobie 
idące wstawy już są obliczone, wstawa następna otrzymuje się 
mnożąc drugą wiadomą wstawę przez 2 dost b , pierwszą zaś 
przez —1, i dodając potem te dwa iloczyny do siebie. Takie sa-
mo prawidło służy do wyrachowania dostaw. 

Chcąc więc znaleźć wartości liczebne na wstawy i dostawy od 
10 do 10 sekund, dosyć jest uczynić b=10", i nazwać wartości 
znane na wst 10" i dost 10" przez u i ß , a będzie 
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Ponieważ 2¡5 bez mała równa się 2 jednośc¡om ; przeto rachu-
nek jeszcze uproszcić można. Niech /r znaczy różnicę 2—2ß, 
będzie /f = 0 ,00000 00023 504 , i 2 / 9 = 2 — k . A tém samém 
wypada 

zk⅞d 

Jeżeli różnica ws t t"—wst t' będzie wyrachowana , dosyć jest 
dodać ją do wst t', aby otrzymać wartość na wst i". A że, po-
dług dopiéro otrzymanego równania, taż różnica równa jest 
wprzód obliczonéj różnicy wst t'— wst t mniéj iloczynem 
ƒſ wst t'] zatem jedyném mozolném działaniem, które się przy 
wyrachowaniu każdéj z kolei wstawy powtórzy, będzie mno-
żenie wartości wstawy ją poprzedzającéj przez liczbę stałą 
/ľ≡≡0,00000 00023 504. Ale i to działanie można sobie uła-
t w i ć , obliczając wprzód iloczyny liczby 23504 przez liczby po-
rządkowe 1 , 2 , 3 , . . . aż do 9 : tym sposobem cząstkowe ilo-
czyny, z których się składają wyrażenia takie, jakim jest iloczyn 
k wst t', już będą wiadome; i pozostanie tylko te iloczyny do-
dodać do siebie. Tym samym prawie sposobem dochodzą się 
także wartości na dostawy. 

Wciągu tak rozwlekłych wyrachowali, błędy znacznie mnożyć 
się mogą; i łatwo przewidzieć, iż ustrzeżenie się ich w trzyna-
stu cyfrach dziesiętnych aż do końca roboty prawie jest niepodo-
bna. Aby więc sprawdzić wypadki, i przekonać się o stopniu 
ich dokładności; obliczymy inną jeszcze drogą, tu poniżéj (56) 
wskazaną, przybliżone i razem niemylne wartości pewnej licz-
by wstaw i dostaw. Porównawszy następnie cyfry dziesiętne 
tych niemylπych wypadków z cyframi dzies¡ętnem¡ wartości przy-
bliżonych , dochodzonych sposobem powyższym, z liczby cyfer 
jednakowych w obudwóch wypadkach dosyć pewno wniesiemy, 
które cyfry dziesiętne uważać będzie można za ścisłe w wypad-
kach pośrednich. 
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Jeżeli s¡çpokaże, że te wypadki nie dosyć są przybliżone; aby 
dojść do dokładniejszych, rozpocząć potrzeba rachunek od łu-
ku mniejszego niż 10", n.p. od łuku 1", i daléj sobie postąpić, 
jak się wyżej powiedziało. 

54. Stosując linie trygonometryczne do rozwiązywania zaga-
dnień, liczby wyrażające te linie, nie tyle są użyteczne, ile ich lo-
garytmy: dla téj przyczyny logarytmy te położone są w tablicach 
obok łuków. Lecz gdyby tu promień pozostał równy jedności: 
natenczas wstawy i dostawy byłyby ułamkami, a zatém loga-
rytmy ich ilościami odjemnemi. Aby zamienić logarytmy od-
jemne nadodatne , przyjmuje się 7 · = l O 1 0 , co znaczy, że pro-
mień podzielony został na 10 milionow równych części; ztąd 
logarytm jakiejbądź wstawy albo dostawy nie wypadnie już 
odjemny, chyba dla łuku tak mało różniącego się od 0, albo od 
90° , iż różnica ta całkowicie może być pominięta. 

Zresztą, wypadki z pierwszego przypuszczenia łatwo zamienić 
na takie, które drugiemu przypuszczeniu odpowiadają, mnożąc 
tamte przez IO 1 0 , albo dodając 10 do ich logarytmów. Jakoż, 
znając stosunki wstaw i dostaw w przypuszczeniu piérwszém, 
kiedy r = l , oczywista jest: że, jeżeli promień podzielony będzie 
na vi równych części; wszystkie pomienione stosunki rozmnożyć 
trzeba przez m , abγ otrzymać liczby wyrażające ile takowych 
części zawiérają w sobie wstawa i dostawa. 

55. Logarytmy stycznych wynajdują się za pomocą wzoru 

który daje 

t. j. że logarytm stycznej równy jest |ogarγtmowi wstawy więcej 
dopełnieniem arytmetyczném loga/·ytmu dostawy. 

Logarytmy znowu dotyczııych otrzymują się z równania 
sty a doty a=iƁ2, z którego wvpada 

W niektórych tablicach dotyczne nie są zamieszczone ; a leje 
łatwo znaleźć można: bo dosyć jest dodać 10 do dopełnienia 
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arytmetycznego logarytmu stycznej , aby mieć logarytm doty-
cz néj. 

Sieczne i dosieczne wcale nie znajduj⅛ się w tablicach: gdyż 
!ogarytmy ich ła two się otrzymują za pomocą logarytmów w s t a w 
i dostaw. Te dwie linie zresztą bardzo rzadko są używane. 

Tablice trygonometryczne zawsze rozciągają się tylko do 45° . 
Wstawy i dostawy ł u k ó w większych od 45° otrzymują się 
z dostaw i dotycznych; i odwrotnie: n p. gdy tf>450, będzie 
w s t = α dost ( 9 0 ° — a ) . Tablice trygonometryczne tak są ułożo-
ne, że nie ma potrzeby wcale rachowania tego dopełnienia. 

RACHUNEK WSTAW 1 DOSTAW OD 9° DO 9°, SŁUŻĄCYCH 

DO SPRAWDZENIA TABLIC. 

56- Aby zrobić sprawdzenie, o którém wyżej przy końcu n. 53 

wspomniel iśmy, potrzeba wyrachować wstawy i dostawy łu-
ków od 9° do 9° . 

Niech będzie wst 1 8 ° = Æ ; tedy 2x będzie cięciwą łuku 36° 
czvli bok¡enı dziesięc¡okąta foremnego , w koło wpisanego. 
Otóż, bok ten równy jest większemu odcinkowi promienia, po-
dzielonego w stosunku średnim i skrajnym; przyjąwszy więc 
promień = 1 , będzie 1 : 2 c c = 2 æ : 1—2a,·. Ztąd wypada 

potem, rozwiązując to równanie i opuszczajac wartość odjeπı-
ną na x , która tu jest niepotrzebna, będzie 

Za pomocą téj wartości ła two znajdziemy 

Te wartości wst 18° i dost 18° wstawiwszy za wst a i dos t« 
we wzory ııa wst 2a i dost 2a ( 29 ) , wypadnie 
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Tę samą wartość wst 18° położywszy znowu w e wzory na 
ws t f t f ¡ dost | a , wyrażone przez wst a (32), będzie 

Nakoıı¡ec, włożywszy w też same wzory za wst a wartość 

wypadnie 

Z drug¡éj strony, wiedząc że (8) ła-
two ułożymy następującą tablicę: 

Ponieważ wszystkie wyrażenia téj tablicy bardzo są proste 
i zawierają tylko piérwiastki kwadratowe; przeto nietrudno bę-
dzie otrzymać ich wartości ścisłe w tylu cyfrach dziesiętnych, 
ile się podoba. Teto wartości służyć właśnie powinny do spraw-
dzenia rachunku, opisanego pod n. 53. Przez dalsze dzielenie łu-
ków nadwie równe części, można nawet dojść do 4º30' i 2° 15', 
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a potém, biorąc kolejno wielokrotne z 2° 15', znowu przyjść do 
łuków coraz większych: co do nowych użyćby się dało spraw-
dzeń. Takowych sprawdzeń wiele innych jeszcze być może; ale 
szczegóły podobne tu nie są na swojénı miejscu. 

UKŁAD I UŻYCIE TABLIC CALLETA. 

57. Tablice Calleta są najlepsze dla dawnego podziału koła; 
tablice zaś Bordy dla nowego. Pierwsze zawierają trzy różne 
rodzaje tablic, tojest: naprzód logarytmy liczb aż do 108000, 
których układ, ⅛użycie zkądinąd powinno być wiadome ; powtó- « 
re, logarytmy wstaw, stycznych i dostaw dla wszystkich łuków 
kolejno rosnących o jednę minutę nowego podziału okręgu ko-
ła; nareszcie, logarytmy wstaw, dostaw, stycznych i dotycznyclı 
od 10" do 10" podług dawnego podziału. W tém miejscu mo-
wa tylko będzie o ostatnich tablicach: bo narzędzia do mierze-
nia kątów służące zwykle opatrzone są podziałem na 360°, a 
ztąd i wszystkie wyrachowania trygonometryczne do tego po-
działu odnosić się muszą. 

58. W ostatnim dziale tablic Calleta, naprzód idą logarytmy 
wstaw (LOG—SIN ) i stycznych (LOG —TANG) od sekundy do sekundy 
aż do 5°, a tém samém także logarytmy dostaw i stycznych wię-
kszych od 85°. Z téj części działu tego brać należy logarytmy, 
gdy łuki dane zawarte są między wspomnionemi granicami. 
Potém następują logarytmy wstaw, dostaw, stycznych i doty-
cznych od 10" do 10", które zamieszczone są w kolumnach pod 
napisami SINCS, COSIN., i t. d. Styczne albo dotyczne większe od 
promienia, mają za logarytmy liczby większe od 10: te dzie-
siątki w tablicach opuszczono; ale oııe zawsze dodać się powin-
ny do logarytmów wypisanych z tablic. 

Zwracając jedynie uwagę na stopnie położone u góry każdej 
stronnicy, mniemaćby można, że tablice te rozciągają się tylko 
do 45°; lecz spostrzegłszy że kolumny, oznaczone u góry wy-
razami: wstawa ( SINÜS ) , dostawa ( COSINDS) . . mają u dołu 
napisy: dostawa, w s t a w a , . . . nie trudno pojąć , iż po odczy-
taniu dolnego napisu stronnicy i stopni tam położonych, tudzież 

7 
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minut i sekund, umieszczonych w kolumnie wstępującéj po pra-
wéj stronie tablicy, znaleźć się także powinny logarytmy wstaw, 
dostaw, i t. d. łuków od 45° do 90°. 

Tak wiec odrazu znajdziemy, że 

5 9 . Gdy kąt dany zawiera sekundy i ułamki sekund , wtedy 
używają się różnice, stosując je tym samym sposobem, jak to 
przy rachunku za pomocą logarytmów liczb ma. miejsce. To po-
stępowanie zasadza się na tćm, że różnice Iogay⅛mów wstaw, 
dostaw i t. d. uważają się za proporcvonalne do różnic odpowia-
dających im łukom: i chociaż ta proporcya nie jest ścisłą, ona 
jednak daje logarytmy dostatecznie przybliżone. Zresztą pamię-
tać trzeba, że logarytmy stycznych i dotycznych mają spólne ró-
żnice. Naslępujące przykłady bliżej pokazują sposób racho-
wania. 
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60. Trzeba także umieć na odwrót znaleźć kąt, kiedy dany 
jest logarytm jego wstawy, dostawy i t. dŝ Na przykład, niech 
będzie dany L. wst æ= 9 , 0 5 6 7 6 5 0 . W tablicach, pomiędzy lo-
garytmami wstaw mniejszych o d d a n e g o , znajdujemy: że naj-
wiçcéj do niego przybliżony jest 9 ,0566218, i że logarytm ten 
odpowiada 6°32'30". Różnica tego logarvtmu i danego wynosi 
1432; różnica zaś tablicowa, odpowiadająca 10", jest 1836. Po-
dzieliwszy 1432 przez 3 8 3 6 , tedy części dziesiętne wypadłego 
ilorazu będą sekundami. Tym sposobem otrzymuje się 7",8. Łu-
kiem więc szukanym jest íp=6°32'37", 8. Rachunek tego przy-
kładu, i innych podobnych, tu następuje: 
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61. Wzory zawierające wstawy, dostawy, i t. p. prawie za-
wsze odnoszą się do promienia równego jedności. Aby przysto-
sować tablice do tych wzorów, dwa różne na to są sposoby. 

Sposób pierwszy polega na przywróceniu promienia r w e 
wzorach, jak się to wyżéj pod n. 19 pokazało , a potem na uży-
ciu logarytmów lablicowych bez żadnćj zmiany, pamiętając przy-
tém, że L. ?*=10. 

Postępując podług drugiego sposobu, wzoru wcale się nie 
zmienia, tojest zachowuje się w nim r= 1; lecz natomiast od 
każdego logarytmu wziętego z tablic trygonometrycznych odej-
muje się 10. Dobrze jest zrobić to potrącenie tylko ııa cesze : że 
jednak taż cecha w wielu razach może wypaść odjemna; lepiéj 
będzie używać logarytmów tak, jak je w tablicach znajduje-
mv, a przynależne potrącenie wspomnionych dziesiątek zrobić 
razem na otrzymanym wypadku. Poprawka ta żadnćj trudności 
przedstawiać nie może: bo w ciągu rachunku logarytmy tylko 
się dodają, albo odejmują; i widoczna jest, że każdy logarytm 
dodatnv, wzięty z tablic, będzie o 10 za wielki , a każdy loga-
rytm odjemny o 10 za mały. 

Aby skrócić rachunek, trzeba zawsze odejmowanie logaryt-
mu, zamienić ııa dodawanie jego dopełnie?iia arytmetycznego. 
W tym razie nie potrzeba odjąć 10 od logarytmu dla przywie-
dzenia go do promienia r = 1 , bo dziesiątek ten znosi się ra-
zem z drugim dziesiątkiem, dodanym do tegoż logarytmu z po-
wodu wziętego dopełnienia. Zresztą, pomyłka o jeden dziesiątek 
na cesze w logarytmie tak jest znaczna, iż natychmiast dostrze-
żoną być może. Dla lepszego wyjaśnienia tego, dołączają się je-
szcze dwa następujące przykłady. 
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P r z y k ł a d 1. Niech będzie æ = 4 1 9 × w s t 2 40°, a zatem 
L. ¿c = L . 4 1 9 + 2 L . w s t 4 0 ° . Wziąwszy L. w s t 4 0 z tablic, bę-
dzie L. x o dwa razy 10 za wielki: co od wypadku odjąć po-
trzeba 

Aby otrzymać wartość na x dokładnie aż do ĩ ¾ ō > trzeba tylko do-
dać 2 do cechy; a wypadnie cc= 173,12. 

Działając za pomocą dopełnień, widoczna jest , że 2 dzie-
siątki, mające się odjąć od 2 L. dost 15°, zastąpione są przez 
2 dziesiątki, pochodzące z dopełnienia tegoż logarytmu; że 
L. wst 30° i dopełnienie L. 411 znowu wprowadzają do rachun-
ku 2 dziesiątki za nadto. Lecz ponieważ łuk x znaleźć się ma za 
pomocą tablic; przeto od wypadku jeden tylko dziesiątek odjąć 
potrzeba: jakto wzór rachunku niżej pokazuje. Dopełnienie 
arytmetyczne wyrażać będziemy przez L'. 

Na logarytmie tym poprawka już jest zrobiona; a zatém poszu-
kawszy go w tablicach, znajdziemy # = 2 4 ° 10'7". 

ZWIĄZKI MIĘDZY BOKAMI I KĄTAMI TRÓJKĄTA 

PROSTOKREŚLNEGO. 

62· Dla skrócenia kąty trójkątów oznaczymy odtąd przez gło-
ski A, B , C , położone u ich wierzchołków; a boki im przeciwne, 
wzięte odpowiednio, przez głoski a, b, c. Oraz, jeżeli trójkątjest 
prostokątny, A będzie kątem prostym, zaś a przeciwprostokątną. 
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ków przyległych kątowi prostemu jest równy przeciwpiŧosto-
kątnèj, pomnożonej przez wstawę kąta temuż bokowi przeciwle-
głego. 

Niech będzie ABC (fig. 14) trójkąt prostokątny przy A : z punk-
tu B, jako środka, pom¡eniem jakimkolwiek nakreślmy łuk DE 

F⅛. 14. i spuśćmy prostopadłą EF na AB. Wsta-
wa kąta B jest stosunkiem prostej EF do 
promienia BE' (18): a że trójkąty podo-

lnie EGA, BEF dają ~ ≈ ¶ ļ : więc 

- = w s t B , czyli 
a 

b—a wst B. 

Kąt B jest dopełnieniem kąta C; więc wst B = dost C· Mo-
żna zatém powiedzieć: że każdy z boków przyległych kątowi 
prostemu jest równy przeciwprostokątnèj, pomnożonej przeZ 
dostawę kąta temuż bokowi przyległego. 

6 4 . TWIERDZENIE I I . W trójkącie prostokątnym, każdy z bo-
ków przyległych kątowi prostemu jest równy drugiemu bokowi 
przyległemu, pomnożonemu przez styczną kąta pierwszemu 
bokowi przyległego. 

Niech tym trójkątem będzie ABC (fig. 14): nakreślmy łuk 
DE i wyprowadźmy prostopadłą DG do AB. Stosunek DG 

do BD jest styczną kąta B (18): a ż e ^ = = ? ^ : w i ç c - = s t y B , 
• AB BD c J 

czyli 

[2] b=c sty B. 

Wypadek ten można także wyprowadzić z Twierdzenia I : 
stosując je bowiem do obudwóch boków b i c, i pamięta-
jąc że wst Ċ = dost B , będzie b = a wst B , c ¾≈. a dost B; 
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65 . TWIERDZENIE LLſ . W każdym trójkącie prostokreś/nym, 
wstawy kątów mają się do siebie, jak boki im przeciwne. 

p įσ ]5 Niech A i B będą dwa jakiekolwiek kąty 
trójkąta ABC (íig. 15): z punktu C spuść-
my prostopadłą CD na bok AB. Gdy pro-
stopadła ta pada wewnątrz trójkąta ABC,, 
dwa trójkąty prostokątne ACD, BCD, da-
ją C D = Å w s t A i C D = « w s t B ; więc 
b wst A=a wst B, czyli 

wst A : wst B = « : b. 

Gdy zaś spodek prostopadłej CD (fig. 16) pada na ρrzedłuże-
Fig. 16. ∏iu boku BA zewnątrz trójkąta ABC, te-

dy trójkąt ACD daje C D = ¿ w s t C A D . 
Lecz kąt CAD jest spełnieniem kąta CAB, 
zatém t)çdzie (9) wst C A D = w s t C A B = 
wst A : a tém samém będzie także 

[3] wst A: w s t B = « : ¿ . 

66 . TWIERDZENIE I V . W każdym trójkącie prostokreŝlnym, 
kwadrat z jednego boku jest równy summie kwadratów z dwóch 
innych boków, mniėj podwójnym iloczynem z tychże boków 
przez dostawę kąta między niemi zawartego, tojest 

⅝π /- » · r ~ u 

• Niech będzie trójkąt ļM⅝⅞tefcļ⅛»Λ¿ ABC (fig. 15): z wierz-
chołka jego C spuśćmy prostopadłą CD na AB. Gdy kąt A jest 
ostry, na mocy znanego twierdzenia, będzie 

A że trójkąt prostokątny ACD daje AD = Z> dos A (63); więc 
wziąwszy tę wartość za A D , wypadnie równanie [4]. 

Gdy kąt A jest roztwarty (íìg. 16), będzie 

a*=b*+c*+2c×AĽ. 
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F⅛. 1(5. Trójkąt ACD daje AD=Z> dost CAD.. 
Lecz kąt CAD jest spełnieniem kąta CAB 
czyli A ; zatém dost CAD = — dost A (9): 
więc A D = — b dost A; a tém samem 
wstawiwszy tę wartość za A D w równa-
nie poprzedzające, wypadnie z n o w u ró-
wnanie [4]. 

67. Wszystkie sposoby rozwiązywania trójkątów prostokreśl-
nych wywieść można z Twierdzenia IV. Widoczna jest , że za-
stosowawszy je kolejno do każdego z boków trójkąta, wypadną 
trzy następujące równania : 

które służyć mogą do wyznaczenia trzech jakichkolwiek z sześciu 
części trójkąta, kiedy trzy inne są znane (wyjąwszy przypadek, 
gdy trójkąt jest niepodobny do wykreślenia, albo gdy dane są 
tylko trzy kąty). 

68. Twierdzenie I I I , jako wyrażające związek między dwo-
ma bokami i dwoma kątami im przeciwııemi, musi być wypad-
kiem z tvch równań. Wywód jego jest następujący : 

Pierwsze równanie daje 

a tém samém 

Z dwóch innych równań tak samo wyprowadzają się wartości 
. . wst B . wst C τ , , , . . . . . 

Stosunków — - — ı — - — . Lecz daleko łatwjéj otrzymują się 
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te wartości, zamieniając w drugiej stronie poprzedzającego ró-
wnania : naprzód a na b i b na a, potem a na c i c na a. A że 
taż druga strona jest funkcyą symmetryczną ze zgłosek a,`b, c, 
która przez jakąbądź zamianę tych głosek sama zmieniać się nie 
może; więc, zgodnie z Twierdzeniem III, będzie 

ROZWIĄZANIE TRÓJKĄTÓW I'ROSTOKREŚLNO PROSTOKĄTNYCH. 

69. Przypadek pierwszy. Mając daną¡ przeciwprostokątną a ije· 
de?i kąt ostry B, znaleźć drugi kąt ostry C i boki b i c. 

Naprzód mamy C=90°—B. Potém wyznacza się b i c za po-
mocą Twierdzenia'I, które daje 

Ǻ = ß w s t B , r = « d o s t B . 

Samo z siebie rozumie s ię , że do rachunku użyć potrzeba !oga-
ry tmó w. 

70. Przypadek drugi. Mając dany bok b przyległy kątowi pro-
stemu i kąt osty B , znaleźć C , a ¿ c . 

· I tu jest C=90°—B. Podług Twierdzenia lego mamy 

a na mocy Twierdzenia II znajdziemy e zrównania 

7L Przypadek trzeci. Mając daną przeciwpro stok ątną a i bok b, 
znaleźć bok c i kąty B i C. 

Podług własności trójkąta prostokątnego jest cz=a¿—b2, 

ztad to wyrażenie łatwo oblicza się za po-
mocą logarytmow. 
13 
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KątB wynajduje s¡ę wprost ze związku b—a wst B (63), zkąd 

wst B = - f ) ; i nareszcie C = 9 0 ° — B . 
a 

Jeżeli rachunek rozpocznie się od znalezienia kątów, można 
także wyznaczyć pośrednio bok c z równania c—a wst C. 

72. Przypadek cıwarty. Mając dane dwa bo/fi hic przyległe ką-
towi prostemu, znaleźćprzeciwprostokątną a i kąty B t C. 

K ą t B dochodzi się z równania b=c sty B (Twierd. II). Kąt 
C = 9 0 ° — B . Przeciwprostokątną a wynajduje s¡ę z równania 
b=·a wst B (Twierd. I). 

Można także otrzymać a bezpośrednio ze wzoru 
Lecz w tym razie logarytmów użyc nie można, bo b z -ļ-ćr nie 
daje się rozłożyć ııa czynniki; lepiéj więc jest naprzód wyracho-
wać kąt B, a potém dopiéro znaleźć pośrednio wartość na a. 

ROZWIĄZANIE TRÓJKĄTÓW PROSTOKREŚLNYCH JAKICHKOLWIEK. 

73. Przypadek pierwszy. Mając dany bok a i dwa kąty trójkąta, 
znaleźć inne jego części. 

Odejmując summç dwóch kątów danych od 180° wypada kąt 
trzeci. Potém, stosując Twierd. III, obliczają się dwa boki b ¡ c 
z proporcvj 

(*) Gdy b mato s ię różni od a; kąt B nie d o s y ć ściś le wypada, rachując 

p o d ł u g wzoru w s t B = - . W takim razie, chcąc dokładniejszą mieć w a r t o ś ć 

na kąt B , potrzeba obliczyć kąt C z r ó w n a n i a albo 

z równania Te wartośc i na ł a t w o 

otrzymują s ię ze w z o r ó w : 

kľadąc w nich 

(Przjp. Tłum.) 
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74. Przypadek drugi. Mając dane dwa boki a i 1), i kąt A przeci-
wny jednemu z nich, znaleźć bok trzeci c i dwa inne kąty B i C. 

Najprośc¡éj jest naprzód znaleźć kąt B , przeciwny bokowi b 
z proporcji 

a : A = wst A : wst B. 

A znając A i B , będzie C = 180°— (A-ţ-B). Nakon¡ec c oblicza 
się z proporcvi 

wst A : wst C—a: c. 
« 

75. Rozwiązanie to wymaga objaśnienia , co do wyrachowa-
nej wartości jednego z kątów niewiadomych. 'L piérwszéj pro-
porcji naprzód wyznacza się B, tojest: 

a następnie bierze się z tablic kąt ostry zawartość kątaB. Lecz 
taż sama wstawa odpowiada i kątowi, będącemu spełnieniem 
kąta ostrego B, a który jest kątem roztwartym; więc , nazwa-
wszy kąt wzięty z tablic M , będziemy mieli dwie wartości na kąt 
szukany, tojest: B = M i B = 180°—M: zkąd zdawać się może, 
że dwa są trójkąty. Następujący rozbiór to bliżej wyjaśni: 

Fig. 17. 

ļód. Gdy kąt dany A jest roztwarty, albo 
prosty (lig. 17), dwa inne kąty muszą być ostre; 
a zatem w tym razie wziąć tylko wypada B = M . 
Ale prócz tego powinno b y ć a ^ > b , i to téż 
wystarcza, iżby trójkąt mógł być nakreślony. 

Fig. 18. 

2 r e· Gdy kąt A jest ostry i a`>b (íig. 18), 
będzie téż A > B : i wtedy także wartość 
B = 180° — M brać się nie powinna. 
W tym przypadku trójkąt zawsze może 
być wykreślony. 
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⅞
 19· 3c¡e. Lecz, gdy kąt A jest ostry î 

a < b, zarówno wziąć trzeba B = M 
i B = l80°—M. W rzeczy sanıéj, niech bę-
dzie (íig. 19) kąt ostry BAC = A i A C = b : 
natenczas koło, nakreślone promieniem a 
ze środka C, w pewnych przypadkach prze-
tnie prostą AB w dwóch punktach B i B'; 
a zatém z części danych dwa takie trójką-

• ty ACB i ACB' narysować można, w których kąty ABC i AB'C 
wzajemnie będą swemi spełnieniami. Warunkiem otrzymania 
dwóch rozwiązań jest to : że bok a , przyjęty<Z>, większy być 
powinien od prostopadłéj CD, spuszczonéj z wierzchołka C na 
bok AB. (idv bok a równy jest prostopadłej CD; koło, wyżéj 
wspomnione, będzie styczne do A B ; a dwa powyższe rozwiąza-
nia przywodzą się do jednego trójkąta prostokątnego ACD. Na-
koniec, gdy bok a mniejszy jest od CD ; żadnego już rozwiąza-
nia nie będzie: tυ niepodobieństwo, jak zaraz okażemy, poka-
zuje téż sama wartość na wst B. 

Trójkąt ACD daje CD=Z> wst A. Ale podług założenia a 
mniejsze jest od CD ; więc będzie 

Więc wartość na wst B jest większa od jedności: a że nie ma 
wstawy, którabv mogła być większą od jedności; przeto i takie-
go nie ma trójkąta, któryby temu warunkowi zadosyć czynił. 

76· Wyżéj wyprowadziliśmy wartość na bok c przechodząc 
przez kąt B. Ale wartość na c także otrzymać można bezpośre-
dnio z danych a, b, A. Na mocy Twierd. IV jest 

Rozwiązując to równanie drugiego stopnia, wypada 
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Ponieważ bok trójkąta zawsze musi być ilością rzeczywistą 
i dodatııą; przeto wypadałoby roztrząsnąć, jakie wartości a, b 
i A mieć powinny, iżby jedna lub dwie takie wartości na c być 
mogły : lecz ten nader prosty rozbiór tu pominiemy. 

Wartość poprzedzająca na c do rachunku logarνtmam¡ jest 
niedogodna,*i dlatego téż w trygonometryi się nie używa. Z tém-
wszystkiém, ponieważ| wyrażenia podobne często się trafiają; 
przeto pokażemy jeszcze sposób, używany przez astronomów, 
przerobienia ich na dogodniejsze do rachunku. 

Naprzód nadać trzeba wartości na c tę postać : 

A ponieważ przypuszczono, że ta wartość jest rzeczywista; prze-
.Λ ,, b wst A . . . , ĝ . . . 

to ılosc mniejsza bvc musi od 1 , ı uwazac ją można za 

wyrażenie wstawy pewnego kąta φ . który s¡ę wyznacza, kładąc 

Naówczas będzie a tém 

samém 

Wyrażenia te łatwo obliczają się za pomocą logarytmów. 
Rozwiązanie to zgadza się zresztą zupełnie z wyżéj podaném, 

bo kąt posiłkowy pjestto właśnie kąt B. 

77. ľrzypa«ick trıeci. Mając w trójkącie dane dwa boki a , b 
i kąt C między niemi zawarty, znalezè bok c i kąty A, B. 

Podług Twierdzenia III mamy proporcyą 

a :b=wst A : wst B, 

w któréj A i B są nieznane. Lecz z niéj wypada 

a·\·bů. a—b≈wst A+\vst B: wst A—wst B. 
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Z drug¡éj strony wiadomo (40), że 

więc będzie 

zatém trzy p¡érwsze 
wyrazy tej proporcyı są znane: z niej więc otrzymać można war-
tość na \ (A—B).. Znając połowę summy i połowę różnicy ką-
tów A i B , każdy z tych kątów wiadomy będzie : gdyż 

Wyrachowawszy kąty A i B , łatwo potém wyznaczyć wartość 
na bok c z proporcyi 

[2] wst A : wst C = ß: c. 

78 · Proporcya ta wymaga szukania trzech nowych logarytmów 
z tablic, tojest: log. a, log. wst A i log. wst C. Wnastępuj¾· 

• cym sposobie szuka się jeden logarytm mniéj. 
Ponieważ jest wst A : wst ß : wst G = a : b : c; zatém téż będzie 

Podług wyżéj (39 i 29) podanych wzorów mamy 
wst A + wst B = 2 wst į ( A + B ) dost \ ( A — B ) , wst C = 
2 wst \ C dost | C; i z drug¡éj strony wst \ (A + B) = 
wst ( 9 0 ° — | C ) = d o s t | C. Wartości te wstawiwszy w wyraże-
nie na c, i skróciwszy wypadek, będzie 

Logarytm ilości a-\-b, wchodzącéj w wyrażenie na c, już jest 
znany: w i ę c , rachując podług wzoru [3J, o jeden logarytm 
mniéj szukać trzeba, niż przy użyciu proporcyi [2]. 

79. Bok c wyznaczono wyżéj dopiero po oblicaeniu kątów 
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A i B. Chcąc otrzymać wartość na c bezpośrednio , wypada 
użyć Twierdzenia IV, które daje 

Lecz, że do tego wyrażenia logarytmów przystosować nie mo-
żna ; przeto użyć nadto potrzeba kąta posiłkowego. Z różnych 
wzorów na jakie to wyrażenie może być przerobione, wypro-
wadzimy zaraz ten tylko, który najwięcej na uwagę zasługujeĝ 

Wiadomo, 

Styczna wyrażać może wszelkiego rodzaju wielkości; wolno 
wiec będzie położyć 

Natenczas ilość piérwiastkową w ostatniém z powyższych ró-
wnań wyrazimy pod postacią 

a tém samém mieć będziemy 

Tak więc, za pomocą dwóch tych wyrażeń na sty <p i c, ła two 
obliczyć logarytmami naprzód kąt posiłkowy φ, a potém bok c. 

Rozwiązanie to na pozór tylko ¡nném jest od rozwiązania po-
przedzającego : gdyż, ponieważ s t y | (A-f-B) jest równa doty⅞ C, 
i sty φ musi być równa sty⅞ (A—B), wyprowadzonéj zpropor-
cyi [1]; a ztąd ostatnia także wartość na c zgołą taką samą jest, 
jaką wzór [3] daje. 
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80· W przystosowaniach często wydarza się , że boki dane 
są przez ich logarytmy. I tak, niech dane będą logarytmy bo-
ków a i b, oraz niech wiadomy będzie kąt C; i dajmy że po-
trzeba tylko wyrachować kąty A i B. Natenczas , aby obliczyć 
į (A—B) z proporcγi [1], wprzód wyrachować wypada a i b za 
pomocą tablic; lecz można uniknąć tego rachunku przez wpro-
wadzenie kąta posiłkowego. Jakoż, przyjąwszy że ıp znaczy kąt, 

otrzymany z równania stv ıp≈ ~ : tedy, na mocy wzoru [2] n. 34, 

będzie 

a tém samém wstawiwszy wypadnie 

Z drugiej strony, proporcva [1], już przytoczona, daje 

więc 

a ponieważ kąt ıp jest wiadomy; i | ( A — B ) łatwo się wynaj-
dzie. Tak postępując, potrzeba będzie rachować dwa logaryt-
my mniéj, jak obliczając wprzód boki a i b. 

81. Przypadek czwarty. Mając dane trzy boki a , b, c , znaleźć 
kąty A, B, C.. 

Na zasadzie Twierdzenia IV jest az=b2+c,Jĝ—2Æ¢dostA; 

więc 

Podobnym sposobem wyznaczają się kąty B i C. Lecz tu zno-
wu zachodzi potrzeba użycia wzoru wygodniejszego do rachunku. 

Z powyższego (31) wiadomo , że 
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wstawiwszy w to wyrażenie wartość za dost A , będzie 

Aby wzór ten krócej wyrazić, niech będzie obwód a-\-b-\-c 
trójkąta równy 2s,· a zatérn a-\-b— c=2s—2c=2 (s—c), tu-
dzież a—b-\-c—2s—2b=-2[s—Z>): wiec 

Ztąd wypada następujące prawidło: Od polowy obwodu trójkąta, 
odejmuj kolejno każdy z dwóch jego boków zawierających kąt 
szukany, podziel potém iloczyn z tych dwóch różnic przez ilo-
czyn z tamtych boków, i nareszcie wyciąg pierwiastek kwadra-
towy z ilorazu wypadłego; a otrzymasz wartość na wstawç 
połowy kąta szukanego. 

Chociaż kąt \ A wyznacza się tu przez swoją wstawę; ztąd 
jednak żadnej dwuznaczności nie będzie: bo A jest jednym z ką-
tów trójkąta; zatérn A < I 8 O ° , a tém samém | A < 9 0 ° . 

82. Z równą łatwością wyprowadzają się wzory na d o s t | A 
i s t y | A. Przypominając sobie, że (31) 2 dost2 ⅜ A = l - f dost A, 
i wvkonywając podobne przerobienie, jak wyżéj, wypada 
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Gdy jeden tylko kąt trójkąta trzeba wyrachować; którybądí 
z trzech powyższych wzorów służyć może πarówno : bo każdy 

'L nich wymaga szukania cztérech logarytmów z tablic. Lecz, gdy 
dwa kąty mają się wynaleźć, wzór trzeci jest najdogodniejszy 
do rachunku: gdyż, używając go, należy wyszukać logarytmów 
cztérech ilości s, s—a, s—b, s—c; rachując zaś podług dwóch 
piérwszych w z o r ó w , sześć logarytmów wz;iąć koniecznie po-
trzeba z tablic. 

83. Wiadomo, że z trzech boków dowolnie wziętych, nie za-
wsze trójkąt daje się wykreślić. O niepodobieństwie tém i ra-
chunkiem przekonać się można. 1 tak, obrawszy ∩. p. wzór 

widoczna jest, że gdy trójkąt będzie możliwy; wst⅞ A powinna 
mieć wartość rzeczywistą mniejszą od jedności: a znowu, gdy 
trójkąta nie będzie można wykreślić; wartość na wst ⅞ A wy-
paść powinna albo urojona, albo więks⅜a od lĝ Aby trójkąta 
niebyło, potrzeba, iżby jeden z boków jego był większy od sum-
my dwóch innych: pozostaje więc roztrząsnąć, co wtenczas 
z powyższego wzoru wypada. 

l¿d. Niech b>a-\-c. będzie 2b>a-j-b-\-c, a zatém 2Z>>2s; 
w j ę C s—/><;0. Lecz, że w tym razie a-\-b`>c,ŝ więc « + Å - f - o 2 c 
czyli 2 s > 2 c , a tém samém s - ¢ > 0 ; wartość więc na wst⅞ A 
jest urojona. 

2re. Niech C>a4-Z>: będzie s—C<O i s—`b>0, tojest, że 
wst⅞ A podobnież wypada urojona. 

3¢i¢· Niech a>b+c\ będzie a-\-b-\-c czyli 2 s > 2 ó + 2 c ; więc 
8>b-\-c; a zatém s—b>c, s—c>b i ( s—b) {s—c)>bc; a ztąd 
wartość na wst⅞ A będzie większa od 1 , co dla żadnego kąta 
nie może mieć miejsca. 
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PRZYSTOSOWANIA DO PRZYKŁADÓW. 

8 4 . Uskutecznienie wielkich pomiarów trygonometrycznych 
wymaga użycia różnego rodzaju narzędzi mierniczych, któ-
rych s:czegółowv opis nie może hyc przedmiotem téj książki. 
Wzmπnka niniejsza o tych narzędziach będzie dostateczną do 
zrozumienia przykładów, jakie tu podane zostaną. 

Do wytknięcia linii prostej na ziemi, używają s¡ę tyczki albo 
kołki, wbijając je w ziemię w pewnych od siebie odległościach, 
tak, aly za przyłożeniem oka po nad piérwszą tyczką, wszystkie 
następıe przez nią były zakryte. 

Kąt na papierze nakreśla s¡ę za pomocą przenośnika, tojest 
półko⅛ podzielonego na stopnie. 

Na∏ędz¡ służących do mierzenia kątów bądź na ziemi, bądź 
téż w przestrzeni, bardzo jest wie le , jakoto: graſometr, bus-
sola, hoto powtarzające ¡ t. p. Wszystkie te narzędzia składają 
SİÇ w Ogólności: naprzód, z koła lub wycinka koła, na którym 
oznaczone jest położenie jednego stałego promienia, będącego 
początkiem podz¡ałki; powtóre, z drugiego promienia ruchome-
go, obracającego się około środka wspomnioncgo koła, i które-
mu dowolne położenie może być nadawane. Płaszczyzna rze-
czonego koła sama jeszcze obraca s¡ę około własnego swego 
środka Chcąc którymbądź z tych narzędzi zmierzyć kąt, za-
warty między dwoma liniami prostemi, wychodzącemi z jedne-
go punktu i idącem¡ do dwóch innych punktów, dosγć jest, 
ustawić je środkiem swoim na piérwszym z tγch punktów i wy-
kierować promienie wspomnione ku dwom pozostałym punk-
tom; odczytawszy potém na podz¡ałce kołowéj liczbę stopni, 
zawartych między tem¡ż promieniami, dowiedzieć się można, 
jaka jest wielkość kąta uważanego. 

Ostr¾ega s¡ę czytelnika, iż wszystkie wyrachowania, zachodzą-
ce przţ rozwiązaniu niniejszych przykładów, uskuteczniono po-
dług postępowania opisanego pod ıı. 61. 
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PRZYKŁADY ROZWIĄZANIA TRÓJKĄTÓW PROSTOKĄTNYCH. 

Przypadek 1. 

8 5 . P r z y k ł a d 1. W trójkach ABC [fin. 20ì mostokatnvm 
Fig. 20. przy χ wiñúome są: bok kąt 

znaleźć trzeba C, b i c (69) · 

Odjąwszy kąt B od 90°, wypadnie kąt 
Pozostaje 

jeszcze wyrachować boki b i c. 

Wartości znalezione ııa b i c są dokładne do dwóch włącznie 
cyfr dziesiętnych: te obadwa wypadki sprawdzić można albo 

razem za pomocą wzoru a=] /b ē ¿ - \ -c ' ¿ , nie używając !ogarytmów, 
albo każdy wypadek z osobna, rachując, jak wyżéj, podług 
wzorów b=-a dost C, c = « wst C. 

Przypadek II. 
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Błąd, zachodzący w tym wypadku, co do długości przeciwpro-
stokątnéj a, mniejszy jest od γ⅞ō5 ⅞aś co do boku c, mniejszy o īō⅞õ 
metra. Boki a i c wyrachować także można podług wzorów: 

87. P r z y k ł a d 3. Znaleźć wysokość AB (fig. 22) budowli, 
albo innego przedmiotu, którego spodek jest przystępny. 

F'`g- 22. Na gruncie poziomym wy-
mierza się podstawa BC, poczy-
nając od spodka budowli. Aby 
uniknąć kątów bardzo ma-
łych, wziąć trzeba za tę podsta-
wę linią ani zbyt krótką, ani za 
długą w porównaniu z wyso-
kością AB. Potém ustawia się 
kątomiar na punkt C i wymie-
rza się kąt EDA, zawarty mię-

dzy prostą DA i poziomą DE, równoodległą od CB. W trójką-
cie AED, znając tedy bok DE i kąt D , wyrachować można bok 
AE (70). Dodawszy nakoniec CD do AE, wypadnie żądana wy-
sokość AB. 

Przypadek III. 
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Ten wypadek ııa bok b jest ścisły nawet do trzeciej włącznie cy-
fry dziesiętnej, zaś na kąt C aż do sekund całych. Wypadek po-
wyższy sprawdzić można rachując i bok b, i kąt C, nie używając 

logarytmów podług tychże samych wzorów: Z»≈ ļ / ø* — c z , 

wst C = — 5 ale wtedy dla znalezienia kąta C, należy mieć pod rę-

ką tablicę długości naturalnych linij trygonometrycznych. 

8 9 . P r z y k ł a d 5. Gdy w trójkącie prostokątnym, między 
przeciwprostokątną a jedném ramieniem kąta prostego, mała 
zachodzi różnica; wzoru na kąt C użytego w przykładzie 4 , 
stosować nie można: bo rachując podług niego, otrzymuje się 
wγpadek mniéj dokładny. VV takim razie, mając n. p. rozwiązać 

Fig. 23. trójkąt ABC ffi" 23), w którym a = 8 5 7 l " \ 3 l , 
trzeba wyrachować kąt B podług 

wzoru albo kąt C podług 

wzoru 'n. 71. Przyp¡sek). W tym przykładzie 

więc jest α - c = 0 , 0 8 , a+c≈ 17142,54 i 2 « = 17142,62. Dla 
porównania wypadków z sobą, zamieszczamy tu rozwiązanie 
trójkąta danego jednym i drugim sposobem. 
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Między wartościami na kąt C, otrzymanemi temi dwoma sposo-
bami, zachodzi różnica bez mała równa 9": co ztąd pochodzi, 

Q 
że rachując podług wzoru wst C ≈ - , na logarytm wstC wypada 

liczba j różniąca się jednością tylko w ostatniéj cyfrze dzies¡ç-
tnéj od logarytmów wstaw kątów tak większych, jak mniej-
szych, o 10" od kąta C : a zatém, że błąd w łuku, wziętego z ta-
blic i odpowiadającego logarytmow¡ wypadłemu z rachunku, 
mniejszy będzie od 10". Przeciwnie zaś, rachując podług wzo-

ru błąd co do wielkości kąta B , dla podo-

bnéj przyczyny, mniejszy jest od łuku 1"; i takiż sam błąd za-
chodzić tylko może w wypadku na kąt C = 9 0 ° — B . 

Przypadek IV. 

90. P r z y k ł a d 6. Niech będzie (fig. 2 1 ) b = 1149"1, 
Fig. 21. c = 29O5"\7: wyrachować trzeba kąty C, B 

i przeciwprostokątną a (72). 
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Aby sprawdzić wyp·adek powyższy na przeciwprostokątną 
należy rachować, nic używając !ogarytmów, podług wzoru 

co do kąta zaś C, ten wynajduje się także ze wzo-

ru zkąd wypada 

PRZYKŁADY ROZWIĄZANIA TRÓJKĄTÓ>V PROSTOKREŚLNYCH 

JAKICHKOLWIEK. 

Przypadek I. 
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Wypadki te na |>oki c i b są dokładne aż do dwóch włącznie cyfr 
dziesiętnych. Chcąc rachunek poŵνższy sprawdzić, można obli-

czyć bok a podług jednego ze wzorów 

92. P r z y k ł a d 8. Znaleźć odległość punktu A (fig. 25), 
Fig. 25. obranego za stanowisko, od inne-

go punktu P nıeprzytţęυnego, ale 
widz ialneso. 

Naprzód wymierza się podstawa 
AB dowoln ie wytknięta/oraz kąty 
PAB i PB A, przy téj podstawie le-
żące; a potém w trójkącie A P ß 
wyrachować trzeba (73) bok AP. 

93. P r z y k ł a d 9. Znaleźć wysokość przedmiotu, którego 
spodek jest nieprzystępny. 

Takie zadanie ma miejsce, gdy n. p. znaleźć chcemy wysokość 
Fig. 2(j. AB góry (fig. 2 6 ) względem 

poziomu przechodzącego przez 
punkt dany C, leżący w dolinie: 
bo wtenczas spodek B pionu 
AB, spuszczonego z wierzchoł-
ka téj góry, nie jest przystępny, 
i odległości tegoż spodka od 
stanowiska C wprost wymie-
rzyć nie podobna. Lecz i w tym 
razie, nadawszy płaszczγzn¡e 

" 10 
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kątomiaru położenie pionowe, zmierzyć można kąt ADE. Gdyby 
zatém w trójkącie prostokątnym ADE znana jeszcze była prze-
ciwprostokątną D A , wysokość AE wyrachowaćby się dała, jak 
w przykładzie 1. Otóż, odległość punktu widzialnego A od sta-
nowiska D, daje się wyznaczyć, jak to w przykładzie 8 dopiéro 
się pokazało ; a więc i wysokość AE wyrachowaną być może, 
do któréj przydawszy E B = D C , tojest wysokość środka narzę-
dzia nad stanowiskiem C, wypadnie szukana wysokość góry. 

Niech będzie kąt A D E = 6 0 ° 4 9 ' ; dowolnie obrana podstawa 
C F = D G ; tudzież niech kąty ADG i AGD takie mają wartości, 
jakie miały w przykładzie 8 (fig. 25) podstawa AB i kąty A i B.· 
natenczas odległość AD (fig. 26) będzie równa 253m ,032. Roz-
wiązując potém trójkąt prostokątny A D E , w którym wiadomy 
jest bok AD i kąt ADE, wypadnie wysokość A E = 2 2 0 m , 9 1 3 ; a 
przydawszy do AE jeszcze l m , 3 na wysokość środka kątomiaru 
nad poziom stanowiska C , wysokość AB góry będzie równa 
222 m , 2 l3 . 

Przypadek II. 

94. P r z y k ł a d 10. W trójkącie ABC [ſtg. 19) dane są: 
Fig. 19. a = 2597"\845, b = 3O84"\327, A = 

56° 12'47"; znaleźć trzeba B, C i c (74 ) . 

Tu dwa są rozwiązania: bo kąt A jest 
ostry i acb ( 7 5 , 3cie·) 
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Te obie wartości na c są dokładne aż do swych części setnych 
włącznie. Rachunek powyższy sprawdzić można za pomocą ró-

wnania Położywszy koleją w to równanie za t', B i C 

wartości liczebne wypadłe z dwóch powyższych rozwiązań, tęż 
samą zawsze wartość na b otrzymamy, tojest 3084m ,327 ŝ 

95. P r z y k ł a d 11. W trójkącie ABC [fig. 27) dane są: 
Fig. 27. a=6723"1 , b = 4 3 7 0 m , A = 4 1 º l ľ ; znaleźć 

B, C i c. 

Ten przykład ma jedno tylko rozwiązanie: 
gdyż kąt A w nim jest ostry i bok a`>b. 
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Przypadek 111. 

96. P rz y k ł a d 12. W trójkącie ABC ( f i g 28 ) wiadome są 
Fig. 28. bokŝ· a==2l5™, b = 2 5 9 m , i kąt C = 6 4 ° 36' 10"; 

znalezc trzeba A, B i c. 
Przykład ten rozwiązany tu jest dwojakim 

sposobem : w pierwszym sposobie naprzód wy-
rachowane zostały kąty A i B , a potém bok c; 
w drugim, nie przechodząc przez kątv, obli-

czono bok c za pomocą kąta posi łkowego, a przez to razem 
i kąty A i B. 
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97. P r z y k ł a d 13· W trójkącie ABC (fig. 29 ) wiadome są: 
*⅛· 2 9· ⅛ a = 5 3467021 , log. I )=4,7892lf i7 i kąt 

C = 5 1 16 ; znalezc trzeba kąty A / B . 
W tym razie najkrócej będzie rachować kuty 

A ¡ B podług wzorów 

yjL/ Przypadek IV. 
9 8 . Przykł>d 14. W trójkącie ABC (fig. 30) dane są: 

⅞ 30. a = 9 4 5 9 m , 3 l , b = 8 0 3 2 m , 2 9 , c = 8 2 4 2 m , 5 8 ; znaleźć 
wypada kąty A, B i C (81). 

Tu jest: 2 s = 2 5 7 3 4 , 1 8 ; s≈ 12867,09; s-a= 
3407,78; s—Z>=4834,8; s - c = 4 6 2 4 , 5 I . 
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99. P r z y k ł a d 15. Wyznaczyć na gruncie punkt C ( f i g . 31), 
Fig. 31. którego odległości a i b od dwóch in-

nych punktów A i ß , na tymże gruncie 
leżących, wymierzone zostały. 

Gdy trójkąt ABC jest mały, punkt C 
będzie wspólnćm przecięciem się dwóch 
łuków, zakreślonych z punktów A i B, 
jako środków, promieniami równémi 
dwom odleełościom wiadomym. Lecz 

jeżeli te odległości są wielkie , tak postąpić sobie nie można. 
W tym przypadku potrzeba naprzód wymierzyć ^odległość AB; 
potem dochodzi się rachunkiem kąt A z trzech wiadomych bo-
ków trójkąta ABC , jak to w przykładzie poprzedzającym się 
pokazało; i nareszcie, wytknąwszy na gruncie kierunek boku 
AC, odcina się na tymże boku odległość AC=Z>, a koniec je-
go C będzie punktem szukanym. 

ROZWIĄZANIE NIEKTÓRYCH JESZCZE PRZYKŁADÓW 

Z MIERNICTWA. 

100. P r z y k ł a d 16. Znaleźć odległość PQ {fig. 32) dwóch 
punktów niedostępnych, ale widzialnych. 

Aby rozwiązać to zadanie, należy naprzód wymierzyć podsta-
wę AB, oraz kąty BAP, BAQ, ABP, A B Q , a potém wyznaczyć 
boki AP i AQ w trójkątach ABP i ABQ lak, jak w przykła-
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⅞ · 32. dzie 8 (92). Kąt PAQ będzie tu 
także wiadomy; bo , jeżeli cztery 
punkta A, B, P, Q na jednéj leż⅛ 
ρłaszczyznie, to być powinno 
P A Q = B A P — B A Q : a w każdym 
razie, kąt ten bezpośrednio wy-
mierzyć się daje-. W trójkącie 
więc P A Q znane są dwa boki i 
kąt między niemi zawarty: przeto 

bok PQ łatwo wyrachować można (77). 

Niech będą części dane: A B = 3 4 5 m , 2 9 , B A P = 6 9 ° 2 6 ' , 
B A O = 4 4 º 3 ľ , P A Q = 2 5 ° 4 ť , A B P = 4 8 ° 15', ABQ = IO2° 14'. 

Z tych danych wypada, że A P B = 6 2 ° 1 9 ' , A Q B = 3 3 ° 15'; a 
dalszy rachunek odbywa się sposobem następującym : 

101. Iııııc rozwiązanie. Odległości AP i AQ znaleziono w po-
wyższym rachunku przechodząc przez ich logarytmy; tu więc 
używać można kąta posiłkowego ıĮı, o którym mowa była pod 
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n. 80. Za jego pomocą znalazłszy log. AP i log. AQ, wyra-
chujemy kąty P ¡ Q , jak następuje: 

Przykład następujący jest zadaniem odwrotném w porówna-
niu z dopiero rozwiązanćm. 

102. P r z y k ł a d 17. Za pomocą znanej odległości PQ 
Fig. 33. (fig. 33) wyznaczyć podstawę AB, nie mo-

gącą być wymierzoną, ale z której koń-
ców widziane są punkta P * Q. 

Zadanie to rozwiązuje Delambre nastç-
stępującym sposobem: 

Podobnym postępując sposobem, wypada z trójkąta BPQ 
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ZtrójkąħΛBP jest a τ trójkąta ABQ, 

a zatém 

Z tych sjmych trójkątów także jest 

a ztąd 

Wzory [l] i [3] służą do wyrachowania kątów P ¡ Q ; wzory 
zaś [2] i [4] do wyrachowania kątów P' i Q'. 

Znalazłszy kąty P i Q, łatwo wyrachować x i y z trójkąta APQ 
na mocv w*orów: 

podobnież, znalazłszy kąty P'i Q', obliczyć można wartości na x! 
i y' i trójk¾ta BPQ podług wzorów : 

\äkoniec , rozwiązując trójkąt ABP, albo ABQ, wypada 

Z powyższego pokazuje s ię , że podstawę AB znaleźć można 
dwojakim sposobem, tojest, rachując bądź podług wzorów [I] , 
[3J, [5], bądź téż podług [2], [4], [6] 

U 
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Więc, podstawa szukana trzyma l 2 3 7 " \ l , gdzie części dziesiętne 
są pewne: bo w obu wypadkach, jakie wyżéj otrzymano, zacho-
dzi różnica tylko w częściach setnych. 

Zagadnienie to można jeszcze rozwiązać następującym sposo-
bem. Za podstawę AB bierze się dowolna odległość i wynajdu-
je s i ę P Q tak, jak w przykładzie 16: niech w, wyraża tę obliczo-
ną długość. Potém ułożyć trzeba następującą proporcvą: pod-
stawa przypuszczona, taft się ma do podstawy szukanej pra-
wdziwej, jak m, do prawdziwej długości na PQ. Z proporcyí 
téj widocznie wypadnie wartość na podstawę AB. 
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103. P r z y k ł a d 18. Mając wiadome dwa odcinki A B = a , 
Fig. 34. C D = c (fig. 34) linii prostej ABCD, 

oraz kąty a, Ş, γ podktoremi wszyst-
kie trzy odcinki są widziane ze sta-
nowiska E ; znaleźć trzeba odcinek 
ĽC=χ. 

Niech θ znaczy kąt E A B , będzie 
E B C = α + 0 , E C D = α + £ - ł - 0 , E D G = 1 8 0 ° — ( α + 0 + / + 0 ) . 

Dwa pierwsze trójkąty AEB, ĽBC dają 

ztąd 

Dwa drugie trójkąty DEC, DEB dają podobnie 

ztąd znowu 

Porównawszy równania [1], [2] z sobą, będzie 

albo 

a tém samém 
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Nakoniec, położywszy 

będzie 

A ponieważ wartość na x musi być dodatna: przeto w ténı 
ostatniém równaniu wziąć należy albo znak górny, gdy a>c; 
albo téż znak dolnv, gdv a<c. 

Viech będzie 

104. P r z y k ł a d 19. Mając dane trzy stanowiska A, B, C 
Fŧġg- 35. íſ/σt 35) na poziomym gruncie; 

znaleźć punkt czwarty M na 
tymże gruncie, z którego odle-
głości AB i AC widziane są pod 
kątami danemi. 

Podłııg wysłowienia tego, ką-
ty AMB i AMC są znane. Nakre-
śliwszy zatém ııa prostych AB i 

AC, odcinki kół, mieszczących w sobie odpowiedııe tym liniom 
kąty dane, tedy łuki tych odcinków przetną się z sobą w punk-
tach A i M; a z tych M musi być punktem szukanym. To postç-

http://rcin.org.pl



— 85 —
 ; 

powanie n¡e daje się jednak wykonać na gruncie; przeto kąt 
BΛM i odległość AM wyrachować się powinny. Następujący 
sposób rachowania, w którym naprzód Λνynajdują się kąty ABM 
i ACM, zdaje s¡ę być najkrótszym. 

Niech będzie A B = Ö , A C = Z > , B A C = A , A M B = β , A M C = £ ; 

tudzież niech x i y wyrażają niewiadome kąty ABM i ACM. 

Czworobok ABMC daje 

summa zatém x- \ -y będzie znana. Trzeba jeszcze mieć ich ró-
żnicę. 

Z trójkątów ABM i ACM wypada: 

Porównawszy z sobą wartości na AM, otrzymane z tych dwóch 
proporcyj, będzie 

Uczyniwszy i wprowadziwszy ilość tę a', którą 

łatwo obliczyć przez logarytmy, w otrzymane dopićro równanie, 
wypadnie 

więc (40) 

A ponieważ summa æ-f-y jest znana; z równania ostatniego i ró-
żnicę x — y wyrachować można, a tém samém także kąty x i y 
z osobna. Tak więc i wiadomy będzie kąt B A M = 1 8 0 ° — ( a - \ - x ) , 
i odległość AM z jednéj z proporcyj [I] obliczymy. 
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ROZDZIAŁ TRZECI. 

ROZWIĄZYWANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH. 

ZWIĄZKI MIĘDZY K4TAMI I BOKAMI TRÓJKĄTA KULISTEGO. 

105. W Z Ó R ZASADNICZY. Części trójkąta kulistego, wykreślone-
go na danéj kuli, są wiadome, gdy znana jest liczba stopni, któ-
rą każda z nich zamyka. Rozwiązanie więc zadań o trójkątach 
kllli§tych zależy od związków, zachodzących między temi liczba-
mi stopni , czyli sciślćj mówiąc , między odpowiadającemi im 
l¡czba·mi trygonometrycznemi, wyrażającemi wstawy, dostawy 
i t. d. Dla téj przyczyny wyprowadzimy naprzód wzór na zwią-
zek, zachodzący między którymkolwiek kątem i trzema bokami 
trójkąta kulistego; a potém okażemy, jak z niego się wywodzą 
rozwiązania trójkąta kulistego w każdym szczególnym przypad-
ku. Kąty zawsze nazwiemy A, B, C; a boki ¡m przeciwnea, b,c. 

Niech będzie O (fig. 36) środkiem kuli, na której leży trójkąt 
kulisty ABC. Poprowadziwszy promienie OA, OB, OC; nakre-

F¡g. 36. śliwszy prostopadłe AD i AE do AO, 
— piérwszą na płaszczvznie OAB, drugą na 

płaszczyzn¡e OAC; i przyjąwszy , że pro-
stopadłe te spotykają przedłużone pro-
mienie OB i OC w punktach D i E : będzie 
kąt DAE równy kątowi A trójkąta kuliste-
go. Założywszy nadto, że OA = l , będzie 

AD = sty f , O D = s ¡ e c, AE=stv /y , 
" O E = s ı e b. 
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Trójkąty DAE i DOE dają (66) 

Po odjęciu pierwszego z tych równań od drugiego, skróćmy ró-
•— · i — ·¿ — · ¿ ·¿ 

wnanie otrzymane na mocy, że OD —AD = O E —AE = 1 ; po-
tćrn wstawmy w nie za linie, wyrażenia ich trygonometryczne, 
i podzielmy toż równanie przez2, a mieć będziemy: 

a zatém wstawiwszy te wartości w powyższy wypadek, otrzy-
mamy 

a z tego równania wypadnie 

To równanie jest wzorem zasadniczym trygonometryi kulistej. 

106 . Chociaż boki b i c na ligurze 36 mniejsze są od 90°; łatwo 
jednak przekonać się, że wzór [1] jest ogólny. 1 tak, gdy jeden 

ť¿g· 37. z tych boków n. p. b czyli AC (lig. 37) 
większy jest od 90°; z przedłużenia bo-
ków CA i CB, aż do przecięcia się z so-
bą w punkcie C', wypada : że łuki CAC 

i CBC są obadwa półobwodami kół 
wielkich, i że drugi trójkąt C'AB, 

utworzony przez przedłużenia dwóch 
boków trójkąta pierwszego, ma boki 

a' i b', czyli BC' i AC', równe spełnieniom boków a ib , oraz że 
kąt B A C równy jest spełnieniu kąta A. A że w trójkącie C'AB 
boki b' i c mniejsze są od 90°, przeto wzór [1] do niego się 
stosuje: więc być powinno 

dost « '=dos t b' dost c-ŧ-wst b' wstr dost BAC'. 
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Lecz rt'=l8O0—a, / / = 1 8 0 º — Λ , B A C ' = l 8 O ° — A : wstawiwszy 
zatém te wartości w to nowe równanie, i zamieniwszy w niém 
wszνstk¡e znaki na przeciwne, wypadnie znowu wzór ſ l ļ ; więc 
wzór ten stosuje się i do przypadku, kiedy / ; > 9 0 ° . 

Gdv w trójkącie ABC obadwa boki b i c są większe od 90° 
(lig. 38); po przedłużeniu boków AB i AC aż do spotkania się 

Fig. 38. w punkcie A', utworzy się drugi trój-
kąt EGA', mający kąt A' równy kąto-
wi A, i boki b' i c' równe spełnieniom 
boków b i c. A ponieważ wzór [1] 
daje się przystosować do trójkąta 
BCA'; przeto i prawdziwym być musi 
dla trójkąta ABC: bo, położywszy 
w tνın wzorze 180°—/' i 180°—c za 

b i c, nic w niém niezmieniamy. 
Nakoniec, powyższy ogólny wzór sprawdzić także można 

w przypadkach, gdy /»=90° i c = 90° bądź razem, bądź z osobna. 
Alg tθ dowodzenie jest zbyteczne : bo, jeżeli się już okazało, że 
wzór [1] stosuje się do wartości na boki b i c tak bliskich 90° , 
jak się spodoba, stosować się téż będzie do przypadków, o któ-
rych teraz mowa. 

107 . Wzór [11 odnieść można do każdego z boków trójkąta: 
a tak wypadają trzy równania, służące do wyznaczenia trzech ja-
kichkolwiek części trójkąta, gdy trzy pozostałe są wiadome. 
Lecz, aby to wykonać się dało , potrzeba mieć gotowe wzory 
wyrażające związki między cztérema któremikolwiek częściami 
trójkąta. Takowych związków tylko cztery różnych być może, 
a mianowicie.-

108. lºd· Związek między trzema bokami i jednym kątem. 
Równanie [1] , już wywiedzione, wyraża ten związek; a prze-
mieniwszy w niém głoski jedne na drugie, trzy różne jego od-
miany wypadną, tojest: 

[1] dostß = dost b dost c-{-wst b wst c dost A, 
[2] dost Ǻ = dost a dost c+wst u wst c dost B, 
[3 ; dost ¢=dost a dost /v-f wst a wst b dost C. 

12 
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109. 2 r e· Związek między dwoma bokami, i dwoma przeciw -
ległemi im kątami. Aby wyprowadzić równanie wyrażające n. p. 
związek między a,b, A i B, należy rugować e z wzorów [1] i [2]: 
co się uskutecznia , biorąc z tych równań wartości na wst c i 
dost c, i wstawiając je w równanie wst 2 c · fdos t 2 ¢ = 1. Lecz 
sposób następujący, podobny do użytego wyżéj pod n. 68, nieró-
wnie jest prostszy. 

Równanie [1] daje 

a ztad 

więc 

Tu niemasz żadnej wątpliwości co do znaku ilości piérwiast-
kowéj: bo gdy kąty i boki są mniejsze od 180°, wstawy ich 
muszą być dodatne. 

Ponieważ druga strona ostatniego równania nie zmienia się, 
zamieniając A i a na B i b, i odwrotnie; albo A i a na C i c, 
i odwrotnie; przeto wypada 

w i ę c , w trójkącie kulistym, wstawy kątów mają się do siebie, 
jak wstawy boków im przeciwnych. 

110. 3c ¡ e· Związek między dwoma bokami, kątem niemi za-
wartym, i kątem jednemu z nich przeciwnym. Aby znaleźć ró-
wnanie na ten związek, odpowiadające połączeniu a, b, A, C, 
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trzeba naprzód rugować dost c z równań [1] i [3J. Co zrobiw-
szy, będzie 

Przeniósłszy dost a dosťǺZ> na pierwszą stronę, i uważając że 
dost«—dostö dost *Z>=dost a wst zbĕ, a potém, podzieliwszy 
wynikłe równanie przez wstZ> wst a, będzie 

Lecz a zatém na związek szukany wypa-

dnie równanie 

Przemieniwszy w tém równaniu głoski jedne na drugie, sześć 
następujących jego odmian mieć będziemy, tojest: 

111. 4l«· Związek między jednym bokiem i trzema kątami. 
Chcąc wywieść równanie na ten ostatni związek, wypada ru-
gować b i c z równań [1] , [2] , [3J. W tym celu wstawia się 
naprzód wartość na dost c z równania [3] w równanie [1]: ztąd 
będzie, jak wyżéj [ i ] , 

a to równanie, na mocv związków 
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zamienia się na następujące : 

Wstawiając potem wartość na dost c w równanie [2], albo 
krócej, zamieniając w ostatniém równaniu a i A na b i B , i od-
wrotnie, bedzie znowu 

Pozostaje więc tylko rugować dostZ> z równań [m] i [nj. To 
uskuteczniwszy, znajdziemy szukany związek między częściami 
A, B, C i a trójkąta ; a przystosowawszy go koleją do trzech 
katów A, B, C, trzv następujące jego odmiany otrzymamv: 

112. Podobieństwo uderzające tych równań do wzoru zasa-
dniczego [1] prowadzi do ważnego wniosku. Niech będzie trój-
kąt kulisty A'B'C', którego boki a', b', c', są spełnieniami kątów 
A, B, C.ā na zasadzie wzoru [1] jest 

Z równania tego wypada na dost A' wartość równa i zna-
kiem tylko przeciwna téj , która się otrzymuje z równania [ l l ] 
ııa dost a; a zatém « = 1 8 0 ° — A ' . Tak samo będzie b≈ 180°—B' 
i c = l 8 0 ° — C ; więc, mając dany trójkąt kulisty i nakreśliwszy 
drugi trójkąt, którego boki są spełnieniami kątów pierwsze-
go-, będą na odwrót i boki pierwszego trójkąta spełnieniami 
kątów drugiego. 

Z téj przyczyny, takie dwa trójkąty zowią się spełniającemi 
się wzajemnie. Z Geometryi wiadomo, że każdγ z takowych 
trójkątów nakreśla s ię , biorąc za bieguny jednego, trzy wierz-
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chołki drugiego trυjkata: dla téj znowu własności nazwano je 
trójkątami polarnemi względem siebie. 

113. Analogie Nepera. To nazwisko nadano pewnym pro-
porcyom, używanym do uprostszenia rozwiązań trójkątów ku-
listych w niektórych przypadkach. Proporcye te otrzymują się 
następującym sposobem: 

Równanie [1] i [2] dają 

Z podzielenia drugiego z tych równań przez pierwsze, i z uwagi 

wypada 

Wyraziw§zy to równanie w kształcie proporcyi i porównawszy 
różnicę wyrazów każdego stosunku ze summą tychże samyc¿ 
wyrazów, po s tosowném, a łatwo dostrzedz się dającém 
przerobieniu, wypadnie 

Lecz, na mocy znanych wzorów ( 4 0 , 3 7 , 2 9 ) jest: 

wstawiwszy więc te wartości w powyższy wypadek [o], będzie 
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Z drug¡éj strony, związek daje 

a to wyrażenie znowu zamienić można na następujące (40, 39): 

Z pomnożenia równań [p] i [q] , a potém z podzielenia ich 
przez siebie wypadają dwa równania, zamykające tylko kwadra-
ty. Nareszcie, wyciągnąwszy pierwiastki kwadratowe z obu-
dwóch stron tych równań, i pomnąc na to , że sty \ (a+b) i 
d o s t f ( A + B ) , na mocy równania [p], powinny mieć znaki je-
dnakowe, otrzymamy 

Wzory te stosować się także mogą do trójkąta polarnego : bo 
dosyć jest położyć w nie za α, b, c, A, B , równe im wartości 
180°—A, 480°—B, 180°—C, 1 8 0 º - f f , 180°—b-, a będzie 

Cztéry powyższe wzory" są wspomnionemi proporcyami czyli 
analogiami, odkrytemi przez Nepera, a tu nap¡sanemi w postaci 
równań. Dwa piérwsze z nich służą do rozwiązania trójkąta ku-
listego, gdy dany będzie jeden bok jego i dwa kąty, przyległe te-
muż bokowi; dwa drugie zaś, gdy dwa boki trójkąta są wiado-
me i kąt między niemi zawarty (*). 

(*) P o ł o ż y w s z y w r ó w n a n i a c h [ 1 4 ] , [ 1 5 ] , [ 1 6 ] i [ 1 7 ] n¿przód c i C za 
a i A, i odwrotn ie a i A za c i C ; powtóre c i C za b i B, i odwrotn i e l· i B 
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II4Ĝ Zwi(ţûi między częściami trójkąta kulistego prostokąt-
nego. Aby otrzymać wzory służące do rozwiązania trójkąta pro-
stokątnego, dosyć jest uczynić kąt A = 9 0 ° we wszystkich związ-
kach zaw¡érających kąt A, i któreśmy wyżéj wyprowadzili. To 
uskuteczniwszy, wypadnie 

tojest razem sześć w z o r ó w , zarówno dogodnych w rachunku 
z !ogarytmami. Piérwszy z tych wzorów wyraża związek międzv 
przeciwprostokątną i dwoma bokami przyległemi kątowi proste-
mu; drugi, między przeciwprostokątną, bokiem jednym, i ką-
tem mu przeciwnym; trzeci, między przeciwprostokątną, bo-
kiem jednym, i kątem mu przyległym; czwarty, między dwoma 
bokami i kątem , jednemu z nich przeciwnym ; piąty, między je-
dnym bokiem i dwoma kątami ukośnemi; nakoniec szósty, mię-
dzy przeciwprostokątną i dwoma kątami ukośnemi. A tak, ma-
jąc dane dwie z pięciu części trójkąta kulistego prostokątnego, 
znaleźć można, za pomocą jednego z tych wzorów, części jego 
pozostałe. 

II5· Tu wypada jeszcze przytoezyć niektóre ważne własności 
trójkąta prostokątnego, a mianowicie: 

lód. że d o s t ű , jak wzór [a] pokazuje, zawsze ma znak ten 
sam, co iloczyn dostZ> dost c. A że to miejsce będzie miało, 
gdy albo wszystkie trzy dostawy są dodatne, albo z nich jedna 
tylko; przeto w trójkącie kulistym prostokątnym, albo każdy 

za c i C , w y p a d n ą jeszcze cztery pary równań podobnych do p o w y ż s z y c h , 
z k tórych j e d n a po łow¢ s łuży do t e g o ż c e l u , pjpχj r ó w n a n i a [ 1 4 ] i [ 1 5 ] , a 
druga do teg<?, c o równania [ 1 6 ] i [ 1 7 ] . WszysUflfch w i ę c Analog iów, odpo- · 
w i a d a j ą c y c h w s z e l k i m , po dwie branym, p o ł ą c z e n i o m kątów i b o k ó w trójką-
ta k u l i s t e g o , j e s t 12. Przyp. Tłuuı. 
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z Irzęch boków jest mniejszy od 9 0 ° ; albo dwa są większe od 
90° , a trzeci jest mniejszy; 

2 r e· że sty b , jak uczy wzór ſd], ten sarn ma znak, co sty B; 
a sty c ten sam, co sty C. Więc , każdy z boków przyległych 
kątowi prostemu jest tego samego gatunku, co kąt mu przeci-
wny : to jest, że kąt i bok mu przeciwny albo razem mniejsze 
są od 90°; albo téż obadwa większe od 90°. 

ROZWIĄZANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH PROSTOKĄTNYCH. 

116- Trójkąt kulisty może mieć dwa, a nawet trzγ kąty proste. 
W ostatnim przypadku, trzy l>oki jego są ćwiartkami okręgu koła. 
W pierwszym przypadku, boki przeciwne obudwom kątom pro-
stym także są ćwiartkami okręgu koła; ale trzeci kąt, jako mający 
za miarę trzeci bok trójkąta, taką samą zawiera liczbę stopni, 
jaką zawiera ten bok. Ponieważ widoczna jest , że w dwóclı 
wspomn¡onνch przypadkach nie ma potrzeby rozwiązania trój-
kąta kulistego; przeto ııiżéj tylko mowa będzie o trójkącie za-
wierającym jeden kąt prosty. Chcąc taki trójkąt rozwiązać, do-
syć jest mieć wiadome dwie z pięciu jego części: a tak sześć 
różnych prrypadków tego rozwiązania być może. 

Ĩ17. Príypadck I. Mając daną ρrzeciwρrostokątną a i bok b,ĕ 

znaleźć bok c i kąty B i C: 

Ponieważ tu łuki i boki nie mogą być większe od 180°, a 
w téj granicy jeden tylko łuk odpowiada danéj dostawie; przeto 
bok c i kąt C wyznaczone są bez żadnej wątpliwości. Co do ką-

• ta B, jako wvznaczoWprzez wstawę , zdaje s ię , że go bądź za 
ostry, bądź za roztwartv uważać można; lecz, podług uwag pod 
n. 115, on tego musi być gatunku, jakiego jest bok dany b. 
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f 18. Przypadek II. Mając dane dwa boki 1) i c przylegle kąto-
wi prostemu, znaleźć przeciwprostokątną a i kąty B i C. 

Z równań [a] i [d] wypada 

W tym przypadku, widocznie żadna wątpliwość nie zachodzi. 

II9· Przypadek III. Mając daną przeciwprostokątną a i kąt B, 
znaleźć boki !>, c i kąt C. 

Równania [b], [c], [f] dają 

Z tych równań wypadające wartości na c i C nie są wątpliwe; 
a bok b musi być tegoż samego gatunku, co kątB (115). 

120. Przypadek IV. Mając dany bok b, i kąt jemu przeciwny B, 
znaleźć boki a, c i kąt C. 

Równania [b], [d], [e] dają 

Tu, ıś powodu wstaw, wątpliwość zachodzić może, i nie trudno 
przewidzieć, iż ona rzeczywiście w tym przypadku ma miejsce. 

Fig. 39. Jakoż, jeżeli przypuścimy, że trójkąt 
BAC (li g. 39), prostokątny przy A, czyni 
zadosyć warunkom zadania: natenczas, 
po przedłużeniu BA i BC aż do prze-
cięcia się w punkcie D , i po odcięciu 
D A ' = B A i D C ' = B C , trójkąty BAC, 
DA'C' będą sobie równe we wszyst-

kich swoich c⅞ęściach; a zatém kąt A' musi być prosty i bok C'A' 
równy bokowi CA=Z>. Ztąd trójkąt BA'C' jest prostokątny i 
zawiera także dwie części dane B i b. Można przeto wziąć od 
upodobania a < albo > 9 0 ° ; lecz, skoro jedna z tych wartości 
się przyjmie, gatunek boku c tém samém wskazany będzie przez 
równanie dost r/=dost b dost c , i tegoż samego gatunku musi 
być kąt C. 

13 
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Gdy ŵ = B , jeden tylko trójkąt o dwóch kątach prostych istnieć 
może: A żadnego nie będzie trójkąta, gdy wst b > jest od wstB. 

J2I. Przypadek V. Mając dany boh b, przyległy kątowi proste-
mu, i kąt C przyległy temuì bokowi, znaleźć boki a, c i kąt B. 

Z równań [c], [d], [e] wypada 

Wartości na a, c i B , otrzymane z tych równań, żadnej nie 
ulegają wątpliwości. 

I22· Prıypadek Ylĝ Mając dane dwa kąty pochyle B i C, zna-
leźć a, b i c. 

Z równań [f] i [e] mamy 

I te równania dają wartości niewątpliwe na boki szukane; a na-
wet ostrzegają o tém, czy trójkąt może istnieć, lub nie. 

123. UWAGA . W wielu przypadkach rozwiązanie trójkąta ku-
listego jakiegokolwiek, przywodzi się do rozwiązania trójkąta 
prostokątnego. I tak: 

l<5d. Gdy w trójkącie kulistym między trzema danemi częściami 
znajduje się jeden bok równy 90°; tedy kąt, odpowiadający temu 
bokowi w trójkącie polarnym, będzie prosty. Nadto, ponieważ 
wiadome będą dwie z pięciu innych części trójkąta polarnego; 
przeto go rozwiazać można podług tego, co się wyżéj powie-
działo : a rozwiązawszy g o , tém samém rozwiążemy trójkąt 
dany. 

2re. Gdy trójkąt dany jest równoramienny, dwa boki równe 
uważać się mogą za jednę część , i kąty im przeciwne także za 
jedne część. W tym razie dwie części wystarczają do rozwiąza-
nia trójkąta: łuk bowiem koła wielkiego, poprowadzony przez 
wierzchołek trójkąta danego i przez środek jego podstawy, po-
dzieli go na dwa trójkąty prostokątne, równe kąty i boki mające. 
A ponieważ, oprócz kąta prostego w każdym z tych trójkątów, 
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dwie jeszzc części będą wiadome; przeto te obadwa trójkąty 
łatwo się ozwiążąğ Rozwiązanie więc trójkąta równoramien-
nego przyvodzi s¡ę do rozwiązania trójkątów prostokątnych. 

3c¡e. G<v w trójkącie kulistym ABC (fig. 40) jest a-\-b=180°; 

tedy przedużywszy boki a i c aż do spotkania s¡ę w D , będzie 
⅞ . 4 0 . ö + C D = 180o; więc C D = Ä . A że 

każda częsc wiadoma trójkąta ABC 
daje poznać część jednę trójkąta CDA 
i odwrotnie; przeto rozwiązanie trój-
kąta, w którym summa dwóch boków 
równa jest 180°, zależy od rozwiąza-
nia trójkąta równoramiennego, a ztąd 

téż od rozwiązania trójkąta prostokątnego. 
4 l e· To; samo powiedzieć można o trójkącie kulistym, w któ-

rym dwa cąty nawzajem s¡ę spełniają: bo , gdy «-j-Z» = l 8 0 ° , 
musi też być A-Ļ-B = 180o , i odwrotnie. Jakoż, w trójką-
cie równ⅜ram¡ennym A C D (fig. 40) kąt C A D = D = B ; a że 
CAD-1-CAB = 1 8 0 o ; w i ę c , i w trójkącie ABC mieć będziemy 
A - ł - B = l ŧ O º · 

KOZW1ĄZANIE TRÓJKĄTÓW KULISTYCH JAKICHKOLWIEK. 

1 2 4 . Prïipadck 1. Mając dane trzy bohi a , b, c , znaleźć hąty 
A, B, C . 

Aby otrıymać A , naprzykład, wyciąga się z równania [1] 
n. 108 wartość na 

lecz dogodniejszém wyrażeniem do rachunku za pomocą lo-
garytmów jest wartość na wst \ A , dost \ A lub na sty⅞ A, 
jak to s¡ę pokazało przy rozwiązaniu trójkątów prostokreśl-
nych. Włożywszy zatém tę wartość ııa dost A we wzór 
2 wst 2 f A = l — d o s t A (31), będzie 
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Podobnież działając, wypada 

a ztąd 

125. Przypadek II. Mając dane dwa boki a i b, i kąt A jednemu 
z nich przeciwny, znaleźć bok c i kąty B, C. 

Kąt B , przeciwny bokowi b, otrzymuje się z proporcyi: 
wst a: wst Z>=wst A : wst B , zkąd 

Następnie, najdogodniéj jest wyznaczyć bok c i kąt C za pomocą 
analogiów Nepera (113), które dają 
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Lubo kąt B tu wypada ostry lub roztwarty, bo się otrzymuje 
przez w s t a w ç ; jednakowoż pewnym wartościom na części dane 
a, b, A , odpowiada tylko jeden trójkąt. Przypadek ten roztrzą-
śniemy n¡żéj (130) sposobem podobnym do już użytego w przy-
padku drugim trójkątów prostokreślnych (75). 

Kąt C znaleźć także można bezpośrednio z równania [5j 

n. 110. 

W tym celu, naprzód, wynajduje się kąt posiłkowy zakładając, 
że co daje 

potém, wstawiając z tego wzoru wartość na 

w r ó w n a n i e 

wypada 

a to nakoníec równanie daje wzór 

z którego wynıjduje się A przyjąwszv , 

Znalazłszy kąt C , wyrachować można bok c z proporcji 
Lecz , chcąc bezpośrednio otrzy-

mać wart<osć m c, użyć na to potrzeba równania [1] n. 108 

Pierwsza s¡troıa tego równania zamienia się ııa jeden wyraz 
za pomoc:ą ką a posiłkowego φ , zakładając dost A wst b = 
dostZ> dotty ¢. Ztąd jest 
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a równanie powyższe widocznie przechodzi w następujące: 

a zatém, obliczywszy poprzednio kąt φ, łatwo także znajdziemy 
bok c. 

126. Przypadek III. Mając dane dwa boki a i b i hąt między 
niemi zawarty C, znaleźć A, B i c. 

Wzory [5J i [6] n. 110 dają 

Używając kąta posiłkowego łatwo zamienić liczniki tych równań 
na jednomiany. Lecz krócéj będzie rachować podług analogiów 
Nepera (113), tojest podług wzorów 

z których otrzymują się wartości na ⅞ (A-ļ-B) i \ (A—B), a tém 
samém na A i B. 

Znalazłszy kąty, dochodzi się bok c z proporcyi wst A: w s t C 
= w s t a : ws t¢ . A w razie, gdy c bezpośrednio wyrachować 
trzeba, na to użyć można wzoru ŕΙ08) 

zakładając, 

Ztąd wzorami do rachunku, nie przedstawiającemi żadnej wąt-
pliwości, będą 
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I27ğ Przypadek IV. Mając dane dwa kąty A i B, i bo/t c między 
niemi leżący, znaleźć a, b i C. 

Boki a i b wyznaczyć można za pomoc¾ równań [7] ¡ [9] 
n. 110 

albo lepiej jeszcze za pomocą analogiów Nepera 

Następnie, dochodzi się C zproporeyi w s t « : w s t c = w s t A: wstC. 
Chcąc kątC wyrachować wprost , trzeba wziąć równanie ( 1 0 9 ) 
dost C = w s t A wst B dost c—dost A d o s t B , i uczynić w n¡ém 
wst B dost ¢ = dost B doty ^ ŧ Ztąd wzorami do rachunku 
będą 

W tym przypadku, podobnym do trzeciego, rozwiązanie nie 
jest wątpliwe. 

128. Przypadek \ġ Mając dane dwa kąty A, B i bok a, przeci-
wny jednemu z nich, znaleźć b, c i C. 

Ten przypadek, zupełnie podobny drugiemu, tymże samym 
sposobem rozwiązuje się i podobnąż wątpliwość przedstawia. 

Bok b wynajduje się z proporcyi wst A: w s t B = w s t « : wstZ>,* 
a c i C obliczają się podług już przytoczonych ( 1 2 5 ) wzorów 

Bok c także wyrachować można z równania [7] n. II0· 

doty a wst c—dostB dost c=doty A wst B, 
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zakładając że doty « = d o s t B doty <pį co daje 

Nakoniec, C także wyznaczyć można z proporcyi wst¿z: wst c 
= wst A : wst C; albo zrównania [11] nŝ ∏l. 

Pierwsza strona tego równania zamienia się na jednomian, przyj-
mując że dos ta wst B = d o s t B doty<p; a ztąd wypadają wy-
rażenia 

służące do wyznaczenia a tém samém i kąta C. 

ı 129· Przypadek VI i ostatni. Mając dane, trzy kąty A, B, C, zna-
leźć boki a, b, c. 

Przypadek ten rozwiązuje się tym samym sposobem, co pierw-
szy. I tak n. p., aby wyznaczyć bok a, wziąć należy równanie [11] 
n. 111, z którego naprzód jest 

następnie, trzymając się postępowania użytego w dopiero przyto-
czonćm miejscu, wyprowadzają się wartości na wst į a, dost⅞a, 
sty į a , dogodniejsze do rachowania za ponocą logarytmów. 
Założywszy, że A + B - ļ - C = 180º - { -2S , wyrażeniami na te war-
tości będą 
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Wielkie podobieństwo tych trzech wzorów do wzorów na 
w s t | A, d o s t | A i s t y | A , wyprowadzonych wyżej pod n. 1 2 4 , 
ztąd pochodzi, że jedne na drugie zamienić można za pomocą 
trójkąta polarnego (112). 

PRZYPADKI W Ą T P L I W E G O ROZWIĄZANIA TRÓJKĄTÓW 

KULISTYCH. 

130. Drugi i piąty tylko przypadeķ rozwiązania trójkątów ku-
listych jakichkolwiek, przedstawi<j^frątpliwość co do wartości 
swych części, przez rachunek otrzymanych. Trzeba więc roztrzą-
snąć, poczém poznać można, czy dwa zachodzą rozwiązania, czy 
téż jedno tylko, i nareszcie kiedy całkiem trójkąta nie będzie. 
Rozbiór ten atoli poprzedzić należy okazaniem kilku prawd, na 
których rozumowanie niniejsze się opiera. 

Niech będzie na powierzchni kuli nakreślone półkole DCD', 
(fig. 41), prostopadłe do całego obwodu koła DHD'. Odciąwszy 

Fig. 41. na półkolu łuk CD < 9 0 ° ; poprowa-
dziwszy przez punkt C, łuki CB , CB', 
CH kół wielkich do różnych punktów 
koła DHD'; przedłużywszy CD tak, 
aby przedłużenie DC' było równe DC; 
i nakoniec, połączywszy punkt C' 
z punktem ß łukiem koła wielkiego : 
natenczas trójkąty CDB i C'DB mieć 
będą po jednym kącie prostym, zawar-
tym bokami równemi; więcCB = C'B. 

A że CDC'<CB + BC'; przeto téż C D < C B . Więc lód łuk CD 
jest najkrótszy, jaki z punktu C do obwodu kola DHD' po-
prowadzić można; a tém samem łuk CD' jest największy. 

Niech będzie D B ' = D B : tedv trójkąty CDB, CDB', także mieć 
będą po jednym kącie prostym, zawartym bokami równemi; a 
zatém CB' = CB. Więc 2<̀e łuki pochyłe jednakowo oddalone 
od CD, czyli od CD', są równe sobie. 

14 
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Nakoniee, niech będzie D H > D B : nakreślmy C'H i przedłuż-
my CB aż do przecięcia s¡ę z łukiem CII w punkcie I. Ponie-
waż łuk CC'jest mniejszy od półkola; przeto przedłużenie łuku 
CB przetnie przedłużenie łuku C C w punkcie, leżącym za punk-
tem C: a z tego wypada, że punkt I leżeć musi pomiędzy H i C'. 
Będzie więc C ' B < C ' I + I B , a tém samém C'B-1- B C < Č ' I + I C . 
Lecz I C < l H - ļ - H C ; a zatém téż C'I + IC<C'H-{-HC ; więc tém 
bardziej C B + B C < C ' H + H C . Ż e zaś C'B=BC i C'H=HC; prze-
to będzie B C < H C . W¡ęc 3c¡e luki pochyle tém są większe, im 
bardziej się oddalają od CD, czyli im więcej się zbliżają do CD'. 

131. Teraz roztrząsnąć można, co zachodzi, gdy trójkąt s¡ę na-
kreśla z dwóch danych boków a ¡ b, ¡ z danego kąta A, przeci-
wnego bokowi «ǻ 

Uważać tu naprzód wypada, że w niektórych przypadkach 
sam rachunek pokazuje, czy trójkąt może być nakreślony, lub 

Fig. 42. nie. Dla poznania tvch przypad-
ków, niech (fig. 42 i 43) będzie 
kąt C A B = A i bok AC=Z>. Prze-
dłużywszy AC i AB aż do prze-
cięcia się wpunkcieE, i spuściw-
szy łuk CD, prostopadły od A E , 
będzie łuk CD tego samego ga-

Fig. 43. tunku, co kat A (115). Jeżeli więc kąt 
A jest ostry, będzie CD najkrótszą 
odległością punktu C od półkola AE; 
a jeżeli znowu kąt A jest roztwarty, 
będzie CD największą odległością 
(129, l ° d ) . W p¡ćrwszém z tych 
przypuszczeń trójkąta wykreślić nie 

będzie można, gdy ß<:CD, czyli, co za tém idzie, gdy 
wst tf<wst CD; w drug¡ém zaś niemasz trójkąta, gdy fl>CD, 
tojest, gdy podobnież wst tf<wst CD. A że w trójkącie prosto-
kątnym ACD, jest 

więc w obudwóch przypuszczeniach mamy wst « < w s t b w s i A. 
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⅞ drugiej strony, wynajdując kąt B z trójkąta nieznanego ACB, 
będzie 

w¡ęc ta wartość na wstawę kąta B byłaby większą od 1 , co 
oczywiście być nie może. 

Gdy się przyjmie, że ö==CD; jeden tylko trójkąt ACD być 
może: i to téż pokazuje wartość na wst B , bo wtedy wst B = 1. 

132. Pomińmy już te przypadki, a zastanówmy się jeszcze 
nad rozmaitemi związkami, mogącemi zachodzić między czę-
ściami danemi ay b, A. 

Niech będzie A < 9 O ° i /><90° (fig. 42). Ponieważ i kąt A i 
bok b mniejszy jest od 90°; przeto AD także musi być < 9 0 ° (115): 
więc A D < D E . Jeżeli oprócz tego jeszcze będzie a<.b-, tedy 
widoczna jest, że pomiędzy CA i CD będzie można nakreślić 
łuk CB = űj i że, z drugiej strony, między CD i C E , narysować 
sıç daje drugi łuk CB'=CB = a : to się znaczy, że dwa mogą być 
trójkąty ACB i ACB', złożone z tychże samych danych a, b, A. 
Gdy «=Z»; trójkąt ACB ginie i zostaje tylko trójkąt ACB'. Gdy 
zaś a + />= 180°, albo ö + ¿ » > 1 8 0 ° ; punkt B'pada na punkt E, 
albo gdzieś za punktem E, i w tym razie żadnego niemasz trójkąta. 

Tym samym sposobem wszystkie inne przypadki roztrząsnąć 
można. Wypadki tego rozbioru zamieszczono razem w ııastępu-
jąeéj tablicy: gdzie znak > czyta się równy albo większy od; 
a znak <¢ równy albo mniejszy od. 
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133. Na mocy własności trójkąta polarnego wypadki te zasto-
sować można do piątego przypadku rozwiązania trójkąta kuli-
stego (128), tojest, kiedy danemi częściami są: A , B i β ; po-
trzeba tylko wszędzie zamienić a , Z>, A na A , B , fl, tudzież 
znak > na < i znak < na 

Gdy dane części ściągają się do jednego z przypadków, w któ-
rym jedno tylko powinno być rozwiązanie, a rachunek ich dwa 
daje; natenczas, dla przekonania s ię , które z tych dwóch roz-
wiązań wziąć należy, dosyć jest pamiętać, że największe kąty 
powinny leżėć naprzeciw największym bokom, i odwrotnie. 

I tak n. p. przypuśćmy, że dane są: A = 112°, a = 102°, 
b —105· W tablicy powyższej między przypadkami, odpowiada-
jącem¡ A > 9 O ° , uważają się te, w których Zc>9O°; a między té-
mi ostatniemi przypadkami zatrzymać się należy na tym, w któ-
rym a<\:b. Że zaś, na mocy części danych , jest a+b = 2 0 8 ° ; a 
zatém «+Z>;>1800 . Ztąd więc wnosimy , że zadanie powyż-
sze jedno tylko może mieć rozwiązanie: a oprócz tego, z po-
w o d u , ż e Z > j e s t > a , będzie i kąt B > A ; więc kąt B musi być 
roztwarty. 
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Z A S T O S O W A N I A . 

PRZYKŁADY ROZWIĄZANIA TRÓJKĄTÓW KULISTYCH PROSTOKĄTNYCH. 

Przypadek I. 

134. P r z y k ł a d I. W trójkącie ABC (fig. 4 4 ) dane są: 
Fig. 44. przeciwprostokątną a = 107 o 25 '5" i bok 

b = 165° 4'10"; znaleźć bok c, oraz kąty B ı C 
(117). 

Przypadek 11. 

I35ĝ P r z y k ł a d 2. W trójkącie ABC [figǿ 45) dane są: bok 
Fig. 45. b = 5 7 º l 5 ' , bok c = 1 2 ° 2 Γ 0 " , 5 2 ; znaleźć 

przeciwprostokątną a, i dwa kąty pochyłe 
B i C (118). 
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Przypadek III. 

136. P r z y k ł a d 3. W trójkącie AÖC (fig. 46) dane są: prze-
Λ⅛· 46. ciwpro8tokątna a = 6 2 º 3 0 ' , i kąt pochy-

ły B = 120° 30'; znaleźć boki\>, c i kąt C 
(119). 
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Prıypadťk IV. 

137. P r z y p a d e k 4. W trójkącie ABC (fig. 47) dane są: 
F⅛·47. bok ! ) = 5 7 ° 15', kąt pochyły B = 8 2 ° 1 0 ' ; 

znaleźć przeciwprostokątną a, bok c i kąt 
C ( 1 2 0 ) . 

Przypadek V. 

1¾8Ŝ P r z y k ł a d 5. W trójkącie ABC [fig. 46) dane są: 
bok przyległy kątowi prostemu b = 130° 9'27", 1 , i kąt 
C = 5 Γ 54'26",3; znaleźć boki a, c ť kąt B (121). 
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•

Rachunek na ⅜øŵ7ì⅛ſ-——. 

" wst C 
L. dost b 9 ,9527308 
L', w s t C 0 ,0190195 M = 9 , 9 7 1 7 5 0 3 

Rachunek na przeciu`prostokątnq a b=20º26'33". 
pódl. wzoru: dost ű = d o t y B doty C. d o s ( c 

L. doły B 10 ,3070250 Rachunek na bok c : d o s t c = — — — . L · d o ŧ y c 9 ,4808011 L ŝ d M | C . . . . 9 ,4617816 L. dost a = 9 , 7 8 7 8 2 6 1 L '· wet B 0 ,3542942 
ű = 5 2 ° 9 ' 2 1 " . L. d o s t c = 9 , 8 1 6 0 7 5 8 

c = 4 9 0 5 '57". 

http://rcin.org.pl



— 113 —
 ; 

PRZYKŁADY ROZWIĄZANIA TRÓJKĄTÓW KOLISTYCH DKOŚNO - KĄTNYCH. 

Praypadek I. 

140. P r z y k ł a d ĩ . W trójkącie ABC {fig. 49) dane są trzy 
Fig. 49. ŵo/ſž.·"? a = 3 6 ° 18', b = 5 9 º 4 7 ' , c = 8 9 ° 13'; 

znaleźć trzy kąty A , B i C. 
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Przypadek II. 

141. P r z y k ł a d 8. W trójkącie ukośno-kątτym dane są: bok 
Fi*. 50. a = 7 5 ° 19'5", b = 8 ì º 2 3 ' 4 7 " i kąt 

A = 3 2 0 17'; znaleźć trzeba B , C i c 
( f i g . 50) 

Ponieważ w tym przykładzie A < 9 O , 
bc90° i a<zb`, przeto dwa będą roz-
wiązania (132). 

Rachunek na bok c , i kąt C. 

Sposób I za pomocą analogio w Nepera: 
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Sposób 11 ıa pomocą katów posiłkowych. 

Trójkąt ABC (fig. 50) o d p o w i a d a p i é r w s ł β m u rozwiązan iu , a trójkąt 

AB'C d r u g i e m u . 

Przypadek 111. 

142. P r z y k ł a d 9. W trójkącie ABC (/⅛· 5 1 ) dane są: 
Fig. 51. a = 8 5 º 3 ' 4 5 " , b = 4 l º 3 6 ' 4 6 " , C = 4 7 ° 4 6 ' ; 

znaleźć kąty A, B i bok c. 
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Przypadek VI. 

1 4 5 . P r z y k ł a d 12. W trójkącie ABC (fig. 54) dane są: ką-
F¿ë· 54. ty A = 1 0 0 ° , B==127° i C = 150° 30': zna-

leźć trzeba boki a, b i c. 
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ROZWIĄZANIE NIEKTÓRYCH ZAGADNIEŃ Z GEODEZYI 

I GEOGRAFII MATEMATYCZNEJ. 

146. P r z y k ł a d 13. Przywieść hąt do poziomu. 
Fig. 55. N¡ech będzie BAC (fig. 55 ) , kąt położo-

ny na płaszczyznie pochyłéj ; A D p ionowa 
przez w i e r z c h o ł e k A przechodząca. Popro-
wadziwszy d o w o l n i e płaszczyznę poz iomą 
M N , przecinającą s¡ę z liniami A B , AC, 
A D w punktach E , F i G, będzie kąt E G F 
rzutem poziomym kąta danego B A C , albo, 
innemi s ł o w y , kątem przywiedzionym do 

poziomu. Ten to kąt wyrachować trzeba z wiadomych kątów 
B A C ; B A D ; GAD, które kątomiarem wymierzyć można. 

Zagadnienie to ł a t w o rozwiązuje się przez wykreś l en i e : po-
n ieważ linia A G jest d o w o l n a ; przeto dostateczną tu mieć 
można liczbę danych do wykreś lenia , naprzód , t r ó j k ą t ó w E A G 
i F A G , potém trójkąta E A F , i na koniec trójkąta E G F . 

K ą t E G F rachunkiem także ł a t w o wyna leźć : wys tawiwszy 
b o w i e m sobie kulę d o w o l n e g o promienia , której środek przy-
pada na punkt A ; tedy proste A B , A C , A D , przecinające s ię 
z powierzchnią téj ku l i , wyznaczą na niéj trzy wierzchołki trój-
kąta kul istego B C D . Boki tego trójkąta są znane, jako miary ką-
t ó w danych, a kąt B D C w tymże trójkącie jest w łaśn ie kątem 
szukanym. Rozwiązan ie w ięc zagadnienia , o którém m o w a , 
zależy od rozwiązania pierwszego przypadku trójkąta kulistego 
u k o ś n o - kątnego (124) ; a zatém do wyrachowania kąta A użyć 
należy wzoru 

przyjąwszv w nim ¿ / = B A C , Z>=BAD, ¢ = C A D , « = f (a+b-\-c). 
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Przypadek VI. 

1 4 5 . P r z y k ł a d 12. W trójkącie ABC (/îg. 54) dane są: ką-
⅞ 54. ty A = 1 0 0 ° , B = 1 2 7 º « C = 150° 30'; zna-

leźć trzeba bol·i à¦ b' i c. 
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ROZWIĄZANIE NIEKTÓRYCH ZAGADNIEŃ Z GEODEZYI 

I GEOGRAFII MATEMATYCZNEJ. 

146. P r z y k ł a d 13. Przywieść hąt do poziomu. 
Fig. 55. N¡ech będzie BAC (fig. 55), kąt położo-

ny na płaszczvznie pochyłéj; AD pionowa 
przez wierzchołek A przechodząca. Popro-
wadziwszy dowolnie płaszczyznę poziomą 
MN, przecinającą się z liniami AB, AC, 
AD w punktach E, F i G, będzie kąt EGF 
rzutem poziomym kąta danego BAC, albo, 
innemi s łowy, kątem przywiedzionym do 

poziomu. Ten to kąt wyrachować trzeba z wiadomych kątów 
B A G ; ë A D ; G A D , które kątom¡arem wymierzyć można. 

Zagadnienie to łatwo rozwiązuje się przez wykreślenie: po-
nieważ linia AG jest dowolna; przeto dostateczną tu mieć 
można liczbę danych do wykreślenia, naprzód, trójkątówEAG 
i FAG, potém trójkąta EAF, i na koniec trójkąta EGF. 

Kąt EGF rachunkiem także łatwo wynaleźć: wystawiwszy 
bowiem sobie kulę dowolnego promienia, któréj środek przy-
pada na punkt A ; tedy proste AB , AC, A D , przecinające się 
z powierzchnią téj kuli, wyznaczą na niéj trzy wierzchołki trój-
kąta kulistego BCD. Boki tego trójkąta są znane, jako miary ką-
tów danych, a kąt BDC w tymże trójkącie jest właśnie kątem 
szukanym. Rozwiązanie więc zagadnienia, o którém mowa, 
zależy od rozwiązania pierwszego przypadku trójkąta kulistego 
ukośno - kątnego (124); a zatém do wyrachowania kąta A użyć 
należy wzoru 

przyjąwszy w nim ¿/=BAC, />=BAD, c = CAD, s = f (ö-f-Ä-ļ-c). 
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Niech będzie ö = 4 7 ° 4 5 ' 3 9 " , Å = 6 9 ' 4 ' 1 9 " , ¢ = 8 0 o 1 7 ' 3 ô r f ; 
a zatém 2 ǻ = 197°52'34", s = 9 8 º 5 6 ' ∏ " , s—b=29º6'58'% 
s—C=18°38 '41" . Rachunek więc odŁętzie s i ę , jak następuje: 

147· P r z y k ł a d 14. Mając dane s:ero!eości geograficzne 
Fig. 56. dwóch punktów :iemskich i najkrótszą 

miedzy niemi odle&loić; znaleźć różnice 
ich szerokości geı graficznych. 

Niech będą: A i B (fig. 56) te punkta; 
QR równik; P bıegıın północny; PSO i 
PTO dwa południki, przechodzące prz6z 
punkta A i B ; AB łuk koła wielkiego, łą-
czącego też punkt¾, czyli najkrótsza mię-
dzy niemi odległość. I niech długości ge-

ograficzne tych punktów rachowane będą od punktu M w stronę 
MSR. 

Różnica MT—MS między niewiadomemi długościami geogra-
ficznemu jest równa łukowi szukanemu ST, czyli kątowi P, za-
wartemu między dwoma południkami PSO, PTO. Łuki PA, 
PB są dopełnieniami szerokości danych AS. BT. A tak w trój-
kącie kulistym APB znane są trzy boki, ła tvo więc znajdziemy 
kąt P, rachując podług wzoru (124): 

gdzie 2 s = A P - } - B P - f A P . 
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P r z y j ą w s z y : ž e s z e r o k o ś ć geogra f i czna punktu A = 5 8 ° 2 2 ' 4 3 " ; punktu 
B = 5 9 º 5 t ) ' 3 1 " , że obiee te szerokości s ą pó łnocne; nakoniec , źe najkrótsza o d -
leg łość między p u n k t í a m i A i B w y n o s i 241578 metrów = 2 " 2 4 ' 5 6 " , 8 ( * ) , będz ie 

w i ę c 

148 . P r z y k ł a d 15. Z wiadomej szerokości i długości geo-
Fi(ļ. 57. graficznej dwóch punktów ziemskich, 

znalezc najkrótszą ich odległość. 
Przyjąwszy, jak w przykładzie poprze-

dzającym, że A i B (iig.5`7) są te punk-
ta, że P znaczy biegun północny, M W 
równik, że PS i PT są dwa południki 
przechodzące przez punkta dane A i B, 
których najkrótszą odległością jest łuk 
AB koła wielkiego : natenczas, aby zna-

leźć tę odległość AB, dosyć będzie rozwiązać trójkąt ΛPB po-
dług przypadku trzeciego (126) trójkątów ukośno-kątnych. 

Podług tego więc, chcąc n. p. wyrachować najkrótsze odległości 
między Warszawą, Petersburgiem i Moskwą, jeżeli A , B i C 
te miejsca znaczyć będą, dosνć jest rozwiązać trójkąty APB, 
APC i BPC. Nazwawszy odległości tych miast od bieguna pół-
nocnego ß, §', ß", ich długości odpowiedne Λ, λ', λ"; tedy, 
podług wiadoméj ich szerokości i długości geograficznej wzglę-
dem południka parvzkiego, będzie 

(*) Ł u k koła wie lk iego ku l i z iemskiej o 90° ma d ługośc i 1 0 0 0 0 0 0 0 me-
t r ó w a zatém 241578 m e t r . = 2 " 2 4 ' 5 ( i " , 8 . 

l ü 
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a ztą<l 

Rachunek na bok AB w trójkącie APB 
podług wzorów. 

liachunek na bok AC w trójkącie APC 
podług wzorów: 

Rachunek na bok BC w trójkącie BPC 
podług wzorów: 

Ten r a c h u n e k w i ę c p o k a z u j e , ze najkrótsze odleg łośc i niędzy temi trze-
ma mias tmi s ą n a s t ę p u j ą c e : 

W a r s z a w y od Pe tersburga 9 Ə 1 7 ' 1 2 " , 4 . . = 1 3 9 , 3 0 1 ) mil g iograf icznych. 
W a r s z a w y od Moskwy 1 0 ° 2 0 ' 5 3 " , 1 . . = 1 5 5 , 2 2 1 > z kt⅛ych 15 idzie 
Pe ter sburga od M o s k w y 5 " 4 2 ' I 5 " . 7 . . = 8 5 , 5 6 5 ) na 1°. 
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D O D A T E K . 

W Y W Ó D WZORÓW DEL AMBRA LUB GAUSSA, 

I I C Hi U Ż Y C I E . 

I. Pokazało się w textcie pod n. 124, że 

Zamieniając w tych wzorach: naprzód A na B , a na bt i 
przeciwnie b ııa a; powtóre A na G, a ııa c, i przeciwnie c na a, 
łıçdzie 
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Rozmnożywszy równanie [1] przez [3J, [2] przez [4], [1] 
przez [4], [3J przez [2], i skróciwszy iloczyny wypadłe za pomocą 
równań [5] i [6] , wypadnie 

Następnie, naprzód odjąwszy równanie [7] od [8] , powtóre 
dodawszy równanie [7] do [8], potrzecie dodawszy [10] do [9] 
i poczwarte odjąwszy [10] od [9 ] , będzie 

Nakoniec zamieniwszy za pomocą wzorów, podanych wyżej 
pod nr. 39 , w licznikach drugich stron równań [11], [12], [13] 
i [14] różnice lub summy linij trygonometrycznych na iloczyny, 
i położywszy w mianownikach tychże równań 2 d o s t f c w s t f c 
za wst c , otrzymamy cztéry następujące wzory: 
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P r z e m i e n i w s z y w t y c h w z o r a c h : naprzód B i b n a C i c, 

i p r z e c i w n i e C i c n a B i b; powtóre A i a n a C i c, i p r z e c i w n i e 

C i c n a A i a , o ś m j e s z c z e p o d o b n y c h w z o r ó w w y p a d n i e , 

t o j e s t : 

(*) Gauss w dziele s w é m pod t y t u ł e m : Theorla ınotııs corporum mele" 
stiuın i t. d . , w y d a n é m w Hamburgu r. 1809, p i erwszy poda ł wyżéj w y w i e -
dzione wzory , lecz bez d o w o d u ; i u ż y w a ł ich do rozwiązania w a ż n y c h 
z a g a d n i e ń as tronomicznych . W z o r y te j e d n a k , jak si⅞ z d a j e , znane by-
ły w s p ó ł c z e ś n i e i innym a s t r o n o m o m , P a n u Delambre w e F r a n c y i , i Pa-
nu Mollweidß w Niemczech . Delambre w w i e l k i é m s w o j é m dzie le o Astro-
n o m i i , w y d a n é m w r. 1814, podał d o w o d z e n i e tych w z o r ó w , w y p r o w a -
dzając j e z a n a l o g i ó w j\epera; zaś nasz Jan Sniadecki w c z e ś n i e j , bo j e -
szcze w r. 1 8 1 1 , szukając ich d o w o d u , w y c i ą g n ą ł j e x równań Cagnolığ. 
O b a c z : Tnjgonometrya kulista przez Jana Śniadeckiego. W y d a n i e 2 · g i e 
stron. 15. 
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Te dwanaście równań wyrażają związki, jakie tylko zachodzić 
mogą między wszystkiemi częściami trójkąta kulistego ukośııo-
kątnego, w którym ani żaden kąt, ani żaden bok, nie jest wię-
kszy od 180°, ani nawet im równy: bo wzory te wywiedliśmy 
z równań [1] , [2 ] , [3J, [4J, w przypuszczeniu, że ilości pier-
wiastkowe drugich ich stron są dodatne tylko. 

2· Dzieląc naprzód równanie [IJ przez [II] , powtóre [III] 
przez [IV], potrzecie [1] przez [IIIJ, poczwarte [II] przez [IVJ 
wypadną nam analogie Nepera (113); a uskuteczniwszy toż sa-
mo i w tymże samym porządku na ośmiu pozostałych, wyżéj wy-
szczególnionych równaniach, zawsze po cztéry branych, otrzy-
mamy wszystkie odmiany analogiów. 

3. Wzory Delambra czyli Gaussa, odznaczają się szczegól-
nie swoją prostotą i tém, że zarówno przystosować się mogą 
do rozwiązania trójkątów kulistych tak trzeciego (126), jak pią-
tego przypadku (128). Chcąc, za pomocą tych wzorów, rozwią-
zać trójkąt, zawsze ich parami używać należy : zkąd tę znowu 
dogodność nastręczają, że sprawdzenie rachunku w ciągu dzia-
łania jest ła twe , i że branie potrzebnych liczb z tablic mniej 
utrudzą, aniżeli przy rachowaniu podług innych wzorów. 

4. Aby bliżej dać poznać użycie wzorów Delambra rozwiąż-
my jeszcze za ich pomocą trójkąt kulisty, w którym « = 8 5 ° 3' 45, 
¿ = 4 1 ° 3 6 ' 4 6 " , C = 4 7 ° 4 6 ' . 

Kąty A i B wyrachujemy naprzód podług w z o r ó w : 

które wypadają dzieląc równanie [IIIJ przez [I] i [IV] przez [IIJ; 
potém obliczymy bok c za pomocą wzorów: 
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któro znowu się otrzymują dzieląc równanie [I] przez [II] i [ĨÏI] 
przez [IV]: jeden z tych ostatnich wzorów już jest dostateczny 
do wyrachowania boku c , drugi przybiera się dla sprawdzenia 
tylko wypadku. 

Nakoniec, chcąc sprawdzić cały rachunek używać do tego mo-
żna albo obadwa, albo jedno tylko z równań następujących: 

z których pierwsze jest iloczynem równania [I] przez [ IV] , dru-
gie równania [II] przez [III]. 

Wzór rachunku. 
Rachunek na kąty A i B 

Rachunek na bok c 

Sprawdzenie całego rachunku. 
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Z tego rachunku więc wypada: że A = 12I°0'56", 87; 
B = 3 4 ⅞ 50'18", 35; c=59° 23'54",48, tojest, toż samo, cośmy 
już wyżéj (142) innym sposobem otrzymali, rozwiązując tenże 
trójkąt za pomocą analogiów Nepera i kąta posiłkowego. 

Porównywając sposób wyżéj użyty z teraźniejszym , pokazuje 
się: iż działając podług tamtego, í niesprawdzając rachunku, 
dziesięć różnych !ogarytmów wyszukać potrzeba w tablicach 
trygonometrycznych; rachując zaś podług tego , i nadto spra-
wdzając wypadki, tablice tylko w siedmiu miejscach roztworzyć 
wypada. 

5. Każdy trójkąt prostokreślny może być uważany za trójkąt 
kulisty, leżący na powierzchni kuli, któréj promień jest nieskoń-
czenie wielki; boki więc jego będą łukami kół o promieniu nie-
skończenie wielkim: a ztąd wstawy tych boków, co do swéj dłu-
gości , równe są tymże bokom, zaś ich dostawy są nieskonczenie 
wielkie, tojest, równe promieniowi kuli. W ł é m przypuszczeniu 
powyższe wzory [1] , [II] , [IIÏ] , [IV] przechodzą na nastę-
pujące : 

P¡ćrwsze i trzecie z tych równań nic nowego nie uczą; zaś dru-
gie i czwarte użyte być mogą do rozwiązania trójkątów prosto-
kreślnych, należących do przypadku trzeciego ( 7 7 ) . Dzieląc ró-
wnanie [4] przez [2] wypada : 

A że przeto mamy 

tojest, wzór ten sam, który w postaci proporcji wyżéj n. 77 [ 1 ] 
był podanyĝ 
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Chcąc za pomocą tych wzorów [2] i [4] , znaleźć połowę 
różnicy dwóch kątów niewiadomych A i B, oba razem wziąć się 
powinny; a potém, aby otrzymać bok trzeci c, dosyć jest wy-
rachować go podług jednego z tych wzorów. 

> 

K O N I E C . 
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