MISCELLANEA.

Przyczynek do metodyki wykladu rachunku rézniczkowego i catko-
wego w szkole $rednigj.

Podajemy tu w przekladzie (z pewnemi opuszczeniami) ciekawy re-
ferat T. P. Nunna, wygtoszony na posiedzeniu Kongresu Miedzynarodowego
matematykéw w Cambridge’'u p. t. The calculus as a subject of
school Jnstruction UnikaliSmy przytym wszelkich uwag krytycznych,
pomimo ze z niektéremi twierdzeniami autora trudno zgodzi¢ sie, mamy na-
tomiast nadzieje, ze czytelnicy nasi zechcag zabra¢ glos w tej waznej sprawie.

Trudnosci, na ktore natrafia przecietny uczen przy zrozumieniu rachun-
ku rézn. i catkowego, sa dwojakiego rozwoju: logiczne i techniczne. Logiczne
polegaja na tym, ze uczen nie moze uja¢ zasadniczej idei przedmiotu i po-
ja¢ dokfadnie rozumowan, techniczne — na tym, ze uczen nie umie przepro-
wadzi¢ dowodu ze pomocg umoéwionych symboli.

Zacznijmy od trudnosci logicznych. Wszystkie one grupuja sie
dokota pojecia granicy. Podkreslam, ze sami dobrowolnie powiekszamy trud-
nosci, tkwigce w naturze tego pojecia, przez to, ze z uporem godnym lep-
szej sprawy trwamy przy starych btedach i nieporozumieniach zaréwno w pod-
recznikach, jak w wykladzie. Wiekszo$¢ tych bledow ma swe zrédto w dok-
trynie, ze pochodna jest stosunkiem dwuch ,nieskoniczenie matych™ wielkosci
i ze catka jest suma ,nieskoriczenie wielu nieskoriczenie matych”. Wiadomo,
skad ta doktryna pochodzi — z teorji minima indivisibilia Leibniza.
Rézni autorowie, z ktorych wymienie p. B. Russella, podali przekonywujacy
dowdd, ze takie ,nieskonczonostki" nie istniejg. Nauczyciel, ktéry chce ucz-
niom swym da¢ jasne pojecie granicy, powinien, moim zdaniem, unikaC przy
tym samego wyrazu ,nieskoficzonos¢”. DopOki wyraz ten nie zostanie wyru-
gowany, dop6ty w glowach uczniéw jakas mgta mistyczna przestania¢ bedzie
jasne i proste zarysy pojecia granicy.

W zwigzku z poprzednim pozostaje inny biad logiczny, ktéry nieraz po-
petniamy, przykrywajac go wyrazem ,w koncu" albo ,ostatecznie”. Mobwig
np. czasem, ze gdy liczbe bokéw wielokata foremnego zwiekszamy nieogra-

*) Pomysty swoje rozwijat poprzednio Nunn na tle historycznym w szeregu
artykutow, ogtoszonych w 1910 r. w czasopiémie Mathematical Gazette.
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niczenie, wielokat ,,ostatecznie” przechodzi w koto. Nauczyciel, ktéry zdecy-
dowat sie na usuniecie wyrazu ,nieskoriczono$¢”, powinien réwniez umiesci¢
na indeksie wyraz ,ostatecznie”. W ten sposéb pozostanie on w zgodzie ze
zdrowym rozsadkiem swoich uczni, ktérzy doskonale widza, ze wielokat zaw-
sze pozostanie wielokatem i cudem chyba moégtby sta¢ sie kotem.

Przy doktadnym zbadaniu tych bledéw logicznych oraz mylnych sposo-
béw wystawiania sig, okazuje sie, ze Zrodto ich tkwi w tym, iz granice cig-
gu traktuja jak gdyby to byt jeden z wyrazéw ciggu. Wiemy np., ze

przy wszelkich catkowitych dodatnich wartosciach n. Im n jest wieksze, tym
warto$¢ utamka, stojacego po lewej stronie réwnosci, jest blizsza do 1/3, nie
wolno jednak moéwi¢, ze utamek kiedykolwiek stanie sie réwnym /3. Stusz-
nie mozemy /3 nazwaé¢ granicg réznych wartosci tego utamka. Otdéz, gdyby
153 byla jedng z wartosci, ktére utamek przybiera, nie mogtaby ona by¢ gra-
nicg wszystkich jego wartosci. Granicg jest ona wiasnie dla tego, ze nie bedac
wyrazem ciggu wartosci utamka, ma jednak z tym ciggiem specjalny zwia-
zek: wsréd liczb wiekszych od 1/3 niema ani jednej tak bliskiej do 1/3 zebys-
my w naszym ciggu nie potrafili znale§¢ wyrazu jeszcze blizszego do 1/3.
Powiedzie¢, ze utamek nasz réwna sie 1/3, gdy n jest nieskonczenie wielkie,
albo ze staje sie on ,ostatecznie” réwnym 1/3, jest to gmatwac i zaciemniaé
sprawe. Takie sposoby wyrazania sie sag w najlepszym razie dwuznaczne;
w wyktadzie szkolnym nalezy ich stanowczo unikac. ]

Przechodze do trudnosci technicznych. Zrodlem ich jest, ze
w postaci utamka algiebraicznego przedstawiamy to, co ulamkiem nie jest.
Nie chce przez to powiedzie¢, ze symbol & nie iest wygodny, ze nie moze
nim postugiwa¢ sie matematyk, dla ktérego pojecia metafizyczne, z ktorych
ten symbol wyrést, dawno umarly. Ale pamietajmy, ze mamy do czynienia
z poczatkujagcym. Dla niego symbol jest Srodkiem do utrwalenia lotnych po-
je¢, do nadania konsekwencji rozumowaniu, ktére mu sie wymyka. Gdy uczen
postuguje sie symbolami, o ktérych mowa, bezwiednie nasuwajg sie jego
umystowi pewne przypuszczenia, chocbySmy go nie wiedzie¢ ile razy przed
niemi ostrzegali. Sa to, oczywiscie, przypuszczenia, o ktérych moéwilismy juz
poprzednio. Dotycza one pogladu na dy i dx jako na ,nieskonczenie mate"
przyrosty zmiennych, ktérych stosunek ma np. w réwnaniu §3x2 wartosé

X

3a%. Z tego punktu widzenia ,nieskonczonostke" dy mozemy otrzymaé, mno-
zac dx przez 3x2. Catkowanie staje sie tu po prostu sumowaniem nieskon-
czenie wielu nieskoriczenie matych iloczynéw tego ksztattu. Nie ulega watpli-
wosci, ze znakowanie Leibniza wyraza te calg doktryne w sposéb niezmier-
nie przejrzysty, ale wiasnie dla tego musi ono wprowadza¢ w biad ucznia,
ktéremu wyttumaczyliSmy, ze gdyby dy i dx byly wielkosciami, bylyby to po
prostu zera, ze 3x2 dx oznaczaloby tylez co 3x2.h gdzie h=0, Zze zatym
3x2.dx=0 i ze nic nie mozna utworzy¢ przez dodawanie zer.

Zapewne niewielu studentéw zdotalo w pierwszych poczatkach swych
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studjow unikngé tej gmatwaniny pojeé; jedyna droga do unikniecia jej jest
usung¢ z poczatkowego kursu znakowanie, ktére daje do niej powdd.

Przechodze do propozycji praktycznych. Juz bardzo wczednie, przy gra-
ficznym przedstawianiu funkcji mozna da¢ pewien przedsmak zasadniczych
mysli, na ktorych opiera sie rachunek r6zn. i catkowy, nie bede jednak
moéwit o tym—temat to zbyt ¥klepany  jakkolwiek bardzo wazny. Pozwoli-
cie, panowie, ze zaczne od tego punktu, gdzie w szkole wprowadzamy ra-
chunki algiebraiczne.

a) Ogoblna metoda postepowania.

Przedewszystkim powstaje pytanie, w jakim duchu mamy prowadzi¢ ca-
ta robote? Czy rachunek rézn. i catkowy mamy rozwija¢ jako odrebny zu-
petnie przedmiot, czy tez ma on wyloni¢ sie z réznych zagadnien, ktore od
czasu do czasu studjujemy w algiebrze? Jestem stanowczym zwolennikiem tej
drugiej metody. Nie chce przez to obniza¢ wartosci ,,puryzmu"” w nauczaniu
matematyki. Jest rzeczg niezawodnie bardzo cenna dazenie do tego, zeby
da¢ uczniowi pojecie o doskonatym okazie budowy matematycznej, wzniesio-
nej z jednolitego materjatu i spetniajacej jeden harmonijny cel. W historji
jednak rzadkie sa wypadki, zeby teorja jaka$ odrazu w tej formie powstata.
Doskonata budowa bywa zwykle wynikiem dtugiego procesu doboru i Kkryty-
ki, operujacej wielkg iloscig materjatu. Uczen naogdt niewiele skorzysta
z czysto logicznego traktowania przedmiotu, jezeli nie odtworzymy w naucza-
niu warunkéw rozwoju historycznego tego przedmiotu. Wyktad zgodny z idea-
fem ,,purystéw" musi by¢ w znacznym stopniu rekonstrukcjg i oczyszczeniem
krytycznym tych wiadomosci, ktére uczen juz posiada...

Wobec tego proponuje, zebySmy, wprowadzajgc ucznia w rachunki wyz-
sze, odtwarzali w pewnym stopniu warunki historyczne ich powstania. Dla
takich pjonerow jak Wallis i Mercator, a nawet do pewnego stopnia jeszcze
dla Newtona nowe metody byly po prostu rozwinieciem metod algiebry, nie-
zbednym do rozwiazania pewnych zagadnien, ktérych dawne metody rozwia-
za¢ nie mogly. Dopiero z rozwojem specjalnej techniki, metody te staty sie
nowg gatezig matematyki, majaca swoistg budowe i wyrazng indywidualnos¢.
Uwazam za zgodne z najzdrowszemi zasadami pedagogiki udzielanie uczniom
poczatkéw rachunkédw wyzszych w tej formie niewyspecjalizowanej. Wielu
uczniéw prawdopodobnie nie wyjdzie poza te faze, a jednak wyniesie ze
szkoty zupeinie jasne zrozumienie istoty tej metody rachunkowej i jej naj-
wazniejszych zastosowan. Uczen, pragnacy blizej zapozna¢ sie z tym przed-
miotem, zostanie doprowadzony do punktu, w ktérym dalszy rozwdj przed-
miotu staje sie niemozliwy bez specjalnej techniki. Uczen taki czyni¢ bedzie
pozniej postepy szybkie i pewne, gdyz w poczatkach nie odrywat uwagi od
pierwszych zasad przez jednoczesng prace nad opanowaniem nowego algo-
rytmu.

Wreszcie metoda proponowana ukazuje nam odrazu rachunki wyzsze
we wihasciwym Swietle — jako nauke o pewnym zwigzku miedzy

*) Oczywiscie, oklepany w Anglji, gdzie wykresy wprowadzajg w szkotach lu-
dowych, a rachunek rozn. i catkowy wraz z gieom. analityczng wykladaja w niekto6-
rych zaktadach 16-letnim dzieciom.” Red.
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funkcjami. Uczehn wie, ze gdy bok (zmiennego) kwadratu wyraza sie funk-
Cja ax—+b, jego pole wyraza sie funkcja a2x2-+2abx-+h2 Teraz dowiaduje sie
np., ze gdy predkos$¢ ciata po uptywie czasu x wyraza sie funkcjg ax2 dro-
ga przebyta przez nie wyraza sie funkcjg 1/3ax3. Nowym jest tu tylko spo-
s6b znalezienia lub dowiedzenia zwigzku miedzy dwiema funkcjami. Specjal-
ne symbole moga byé wygodne jak w jednym, tak i drugim przypadku, ze-
by zwiezle wyrazi¢ rodzaj zwigzku, jaki zachodzi miedzy funkcjami, w zasa-
dzie jednak symbole takie nie sg konieczne.

b) Pierwszy stopienn nauczania.

Na zwigzek, o ktérym tylko co mowiliSmy, mozna zapatrywac sie dwo-
jako: albo jako na zwigzek miedzy funkcjg i jej pochodng, albo jako na zwig-
zek miedzy funkcjg a jej catkg. Z ktérego konca mamy najpierw pokaza¢ go
uczniowi? Powiadam, ze wiele przemawia za drugim sposobem widzenia rze-
czy. Historycznie catkowanie poprzedzato rézniczkowanie. Zagadnienia, po-
wstajgce w sposb najbardziej naturalny, i najprostsze do sformutowania, sg
te, ktore prowadza do catkowania. Np. o wiele naturalniejszym jest pytanie:
»jaka droge przebiegnie ciato przy danym rodzaju ruchu?" niz pytanie: ,jakie
prawo predkosci wytworzyto dany ruch?* Nawet gdy badacz stawia sobie
to drugie pytanie—jak to uczynit np. Galileusz—préba rozwigzania przybie-
ra zwykle ksztatlt sprawdzania przypuszczalnych praw, czyli catkowania.
W og6lnosci mozemy powiedzie¢, ze metodg charakterystyczng nauk matema-
tycznych jest wysnuwanie wnioskdw, majacych postaé calek, z praw wyrazo-
nych przez réwnania rozniczkowe. Rownan tych nie mozemy, co prawda, roz-
wigzac, dopoki nie uzbieraliSmy odpowiedniego materjatu przez rézniczkowa-
nie, ale jest to tylko, méwiac jezykiem scholastyki, przypadtos¢ matematycz-
na, ktoéra nie powinna zbytnio wptywaé na nasz wykiad.

Proponuje tedy zaczyna¢ od catkowania i i§¢ naogdt droga, obrana przez
Wallisa w Arithmetica infinitorum (1655 r.). 0 metodach Wallisa
moéwitem obszerniej w czasopismie Mathematical Gazette, tu nadmie-
nie tylko, ze chodzito mu przewaznie o obliczanie pdl ograniczonych krzywe-
mi lub objetosci, jezeli rzedne krzywych albo przekroje bryt spetniaty pew-
ne dane Jrawa  Metody jego, proste i pomystowe, doprowadzity go do cen-
nego wniosku, ze gdy rzedne (ewent. przekroje bryl) spetniajg prawo y (al-
bo S)=kxn-1, wowczas pole (resp. objetos¢) spetnia prawo S (resp. V) =

= kxn. Dazac do uogdlnienia tej reguty, Wallis wynalazt wyktadniki po-

teg ujemne i utamkowe...

Na utamku, ktérySmy poprzednio rozwazali, pokazemy zasadniczg mysl
metody Wallisa. Przypusémy, ze na rys. 1 wszystkie prostokaty majg réw-
ne podstawy, pola za$ ich niech beda po kolei rowne 12, 22, 32, .. n2, przy-
czyni pole pierwszego obraliSmy za jednoStke zupeinie dowolnie. Niech caty
prostokat oznaczony kropkami sktada sie z n—+1 prostokatéw réwnych sobie
i réwnych najwiekszemu z poprzednio wymienionych; stosunek rosngcego
szeregu pierwszych prostokatow do catego prostokata, oznaczonego kropka-
mi, rowna sie

*L)) Wiasciwie metoda ta znana byta juz dawniej; stosowat jg Fermat, a moze
nawet Descartes. Red.
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Gdy n rosnie, warto$¢ utamka zbliza sie do 1/3, szereg za$ prostokatow
zbliza sie do pola, ograniczonego przez odcinek paraboli. Wnosimy tedy, ze
to pole stanowi 1/3 pola prostokata, wyznaczonego przez rzedng i odcietg
koncowego punktu tuku paraboli.

Do strony logicznej tego rozumowania powrdcimy
wkrotce; tymczasem zauwazmy, ze metode Wallisa mozna
stosowa¢ do wielu réznych zagadnien, nic nie majacych
spolnego z mierzeniem pol... Przy koncu pierwszego okre-
Su nauczania, uczen powinien z fatwoscia, majac réwna-
nie krzywej w rodzaju y= 3 — 2x+4.x2, oblicza¢ pole
wyznaczone przez krzyws. Przypus¢my, ze droga prze-
biezona przez punkt w ciggu t sekund dana jest réw-
naniem s=2t+1,3t2—0,8t3; uczen powinien umie¢ napi-
sa¢ odrazu predko$¢ punktu. Oczywiscie, ze reguly, na
ktérych opart on rozwigzanie tych dwuch zadan, powi-
nien umie¢ objasnic.

b) Drugi stopien: granica.

Oczywista rzecz, ze strona logiczna tej metody ma dwa stabe punkty.
Przedewszystkim wierzchotki prostokatow nie mogg nigdy utworzy¢ tuku pa-
raboli; po-wtére, utamek nasz nie moze nigdy osiagngé wartosci 1/3. Z punk-
tu widzenia praktycznego te zarzuty nie miatyby znaczenia; wierzymy, ze na-
tura nie robi w takich wypadkach skokéw, i choéby zycie nasze miato zale-
ze¢ od prawdziwosci tego wzoru, z najwiekszym spokojem twierdziliby$Smy,
ze jest stuszny. Lecz rozum nie moze poprzesta¢ na najgtebszym nawet
przekonaniu praktycznym. Musimy dowiesé, ze gdy rzedna spetnia prawo
y=kx2, pole doktadnie wyrazi sie wzorem kx3

Cechag drugiego stopnia nauczania powinno by¢ uzupetnienie przekonania
praktycznego o wartosci naszej metody przez dowod logiczny.

Niech pole prostokatu na rys. 2 wyobraza droge, przebyte przez punkt
ruchem jednostajnym w ciggu jednostki czasu AB. Predko$¢ punktu niech

bedzie v:e—T(]'—. Rzecz jasna, ze wysoko$¢ PB wyobraza predko$¢ v. Na rys.

3 przypuszczamy, ze punkt porusza sie réwnemi skokami, przyczyni predkosé

w. ciagu kazdego skoku pozostaje stata. Jesli w ciggu ostatniej -sek. punkt
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przebyt drogezl cm., w takim razie predko$¢ jego w ciggu tej czesci se-

kundy wynosita cm.. Zauwazmy, ze pole ostatniego prostokata =-—cm.2, ale

wysoko$¢ PB=v jak dawniej, jakkolwiek wielkg liczbg bytoby n. Przypu$¢my
wreszcie, ze droge przebytg przez punkt wyrazi¢c mozemy za pomocg pola,
ograniczonego przez krzywa i dwie rzedne na rys. 4, i ze predkos¢ w chwili
B wyraza sie za pomocg rzednej PB=v. Oczywista rzecz, ze w ciggu jed-
nostki czasu AB niema ani jednego przedziatu, w ktorym predkos¢ bytaby
statg. Rys. 2, 3 i 4 maja jedng spllng ceche—ze predkosé w chwili B réw-

na sie PB= vn Jakkolwiek tedy nie mozemy powiedzie¢, zeby predkosé

sek.”
na rys. 4 byla w ciggu jakiegokolwiek okresu czasu réwna v, mozemy
jednak wprowadzi¢ nowy sposob wystowienia i mowi¢, ze w chwili B pred-

kosc.
kosé=v Iogsq Mozemy teraz okresli¢ Scisle (przynajmniej postugujgc sie termino-
logja wykreséw), co rozumiemy przez predko$¢ w danej chwilii przy ruchu zmien-

nym. Jezeli wykres$limy krzywag tak, by pole, ograniczone przez nig i przez
pewng rzedng (np. PB), dokladnie rownato sie drodze przebytej przez ciato
az do chwili, ktérg wyobraza odpowiednia odcieta, wéwczas dtugos¢ rzednej
da nam predkos¢ ciata w chwili B.

Wazng jest rzeczg zrozumie¢ dokladnie prawdziwy zwigzek miedzy
predkoscig przez nas okre$long a predkoscig $rednig (albo przecietng) ciata
w ciggu pewnego okresu czasu. W ciggu okresu CB (rys. 4) Srednia pred-
kos¢ jest ilorazem pola CP przez odcinek CB. Im C obierzemy blizej do B,
tym iloraz powyzszy bedzie miat warto$¢ blizsza do v, nie moze jednak
nigdy rownac sie v. PB jest odcinkiem, nie za$ ,nieskonczenie waskim
prostokatem", zatym predko$¢ w chwili B nie jest réwna Sredniej predko-
sci w ciggu jakiego$ ,nieskoniczenie matego okresu czasu" przed chwilg B.
Przeciwnie: predko$¢ PB=v jest granica ciggu predkosci Srednich.

Na tym stopniu nauczania mozna wprowadzi¢ ter-
min: ,,granica"”, wiele jednak wzgledow przemawia za-
tym, by odlozy¢ go na czas pdzniejszy, na razie za$
poprzesta¢ na symbolu graficznym pojecia granicy.

Metoda, ktérg tylko co omawialiSmy, daje nam
mozno$¢ ulepszenia dowodu prawa Wallisa. Przy-
pusémy, ze krzywa AB na rys. 5 posiada te wilas-
no$¢, ze pole, ograniczone przez nig (od poczatku
spohrzednych az do jakiej$ rzednej PQ)=kx3, jezeli
X jest odcieta punktu P. Chodzi o znalezienie do-
ktadnej wartosci rzednej PQ. WeZmy dwie inne rzed-
ne CD, EF, lezagce po dwuch stronach PQ w odleg-
tosci k od PQ. WykreSimy prostokaty o podstawach
DQ i QF. Przypusémy, ze krzywa przecina gorne
boki prostokatéw w punktach p i p'. tatwo mozemy
obliczy¢ dhtugosci rzednych pq i p'q’. Istotnie: pole
prostokata DQ rowna sie k[x3— (x—h)3], pole za$
QF rowna sie K(x+h)3—x3]. Dzielagc przez k, mamy



392 Wektor. N° 8

Jezeli h<3x, wowczas pq<3x2<p'q. Im mniejsze jest h—t. j. im pq
i p'q" sg blizsze do PQ—tym dtugosci obu rzednych sg blizsze do 3kx2. Je-
zeli obierzemy dlugos¢ dowolnie mato rdézniacg sie od 3kx2, mozemy zawsze
uczyni¢ zaréwno pq jak p'q jeszcze blizszemi do 3kx2. Jasha tedy rzecz, ze
istnieje jedna tylko warto$¢, ktorg mozemy przypisa¢ rzednej — miano-
wicie 3kx2. Tu juz mamy do czynienia z wynikiem S$cistym, nie za$ przybli-
zonym. Stosujemy tu metode logiczng dochodzenia prawdy przez wykluczanie
réznych przypuszczen mozliwych. Rzedna PQ musi mie¢ jaka$ wartosé; otoz
wykazujemy, ze nie mozemy przypisac jej innej wartosci jak 3kx2, jezeli nie
mamy popas¢ w sprzecznosc.

c) Uogolnienie wynikow.

Rozwingtem szczegbtowo poprzednie zadania, zeby pokazaé, ze mozna
wytozy¢ rachunki wyzsze bardzo elementarnie, a jednak unikna¢ grubych
btedow. Zarazem chciatem wykaza¢ warto$¢ dydaktyczng pewnych wykreséw.
Roézniczkowania uczymy zwykle przez badanie wzniesienia krzywych. Nieza-
wodnie wiele racji przemawia za tym, sadze jednak, ze moj sposob jest sku-
teczniejszy. Przeciw postugiwaniu sie stycznemi w pierwszych poczatkach
nauczania rachunkéw wyzszych przemawia to, iz wykreslenie jako tako do-
ktadne stycznych jest niemozliwe dla ucznia, a przytym niewygodnie jest po-
stugiwacé sie styczng w celu zilustrowania catkowania. Przeciwnie, zwigzek
miedzy rzedng a polem pod krzywg zawartym z jednakowg fatwoscig zuzyt-
kowa¢ mozna do zilustrowania rézniczkowania i catkowania.

Wszystkie catki, z ktéremi mieliSmy do czynienia, byly to catki okres-
lone. W wyktadzie elementarnym jest to zaleta, gdyz otrzymujemu ta droga
catke odrazu w postaci potrzebnej nam do rozwigzania danego jakiego$ za-
gadnienia. Zwigzek miedzy rzedng a krzywa moze zachowaé swa wartos¢ ty-
powego obrazu, do ktérego—w razie potrzeby — sprowadzi¢ mozna kazde za-
danie, ale obok tego uczen w szeregu zadann pozna w innych réznorodnych
postaciach ten sam zwigzek pomiedzy funkcjami... ROzne te zadania doprowa-
dza ucznia bardzo predko do jasnego pojecia ogdlnego zaleznosci formalnej
(pewnego typu) miedzy funkcjami. Gdy to nastgpi, wowczas dopiero nastaje
odpowiednia chwila do wprowadzenia ostatecznej nomenklatury i ostateczne-
go znakowania. Powiadamy tedy o funkcji B, Ze jest pierwszg pochod-
na funkcji A, jezeli pozostaje ona z funkcjg A w takim zwigzku, jaki za-
chodzi miedzy ,funkcja-rzedng" a ,funkcjg-polem". Zwigzek ten oznaczam
symbolem B=D(A). Jezeli miedzy funkcjg C a funkcjg B istnieje zwigzek
taki, jak miedzy ,funkcja-wzniesieniem" a ,funkcjg-rzedng", czyli ze miedzy
C i A zachodzi zwiazek taki, jak miedzy ,funkcjg-wzniesieniem" a ,funkcja
polem", piszemy wdwczas C=D(B) oraz C=D2(A). Majac do czynienia z funk-
cja odwrotng, zastepujemy wykladniki dodatnie przez ujemne, piszemy wiec
dla trzech powyzszych funkcji

*) Ten_spos6b oznaczania funkcji odwrotnych jest dzi§ powszechnie przyjety
w Anglji, gdzie np. zamiast arc sin X piszg sin—1x. Red.
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Moznaby tez, idac za przyktadem logikéw formalnych, postugiwac sie
odwrdcong literg D i pisa¢ np. B=D(C).

d) Program.

Brak mi czasu na szczeg6towe omdwienie programu, poprzestane tedy
na krotkim wyznaniu wiary. Zakres programu musi by¢ w znacznym stopniu
wyznaczony przez charakter kurséw fizyki, z ktdremi musi pozostawa¢ w $cis-
lym zwigzku praca nauczyciela metematyki. Sktaniam sie ku dos¢ wczesnemu
traktowaniu wiekszej liczby rozmaitych funkcji, niz to czynig dzi$ znani au-
torowie podrecznikéw. Wiec np. wczesnie przystagpitbym do funkcyj sinus
i cosinus, wobec tego, ze wystepujg one w tak wielu ciekawych i doniostych
zagadnieniach. Nie mozna tez, moim zdaniem, opuszcza¢ funkcji logarytmicz-
nej. Nalezaloby tez zastosowa¢ rachunek wyzszy do prostych rozwinie¢ na
szeregi algiebraiczne i trygonometryczne). Nalezatoby w takim razie za-
konczy¢ dowodem, ze wszystkie te rozwiniecia sg tylko szczegOlnym przy-
padkiem ogolnego szeregu, zwanego szeregiem Taylora.





