Z teorji liczb ¥iewymiernych.

§ 1. Wiadomo, ze przekatna kwadratu jest niespotmierna z jego bo-
kiem. Dowdd tego Iwierdzenia daje sie krotko stresci¢ w sposob nastepu-
jacy: oznaczmy przez p! przekatng kwadratu, przez p? jego bok; przez pi,
(gdzie i oznacza dowolng liczbe catkowita wiekszg od liczby 2), oznaczmy
reszte podziatu odcinka pi-2 na czesci rowne odcinkowi pi-1; udowadnia sie,
ze zaden z odcinkéw ciagu

nie jest ¥érowym i przeto ciag ten jest nieskonczony, skad na mocy pew-
nego twierdzenia wynika, ze odcinki pl, p? sg ze sobg niespotmierne.

Miedzy odcinkami ciggu (1) zachodza, jak tatwo okazaé za pomoca za-
sadniczych wiasnosci tréjkata, zwigzki

Jak wiadomo, odcinek pl! okre$la przy odcinku p? jako jednostce, pe-
wien przekr6j ¥*** liczb wymiernych na dwie klasy K K2, zdefiniowane
w ten sposdb, iz do klasy K! zalicza sie kazdag liczbe wymierna, mierzaca
przy jednostce p? odcinek mniejszy od odcinka pl, kazda za$ liczba wymier-
na klasy K2 mierzy przy jednostce p2 odcinek wiekszy od odcinka pl.

Ten przekréj—oznaczmy go literg P—ma wiasnosci nastepujace: kazda
z klas]K K2 jest zbiorem nieskoficzonym, kazda liczba klasy K! mniejsza
jest od kazdej liczby klasy K2 i ani nie ma najwiekszej liczby wymiernej
w klasie Kl, ani tez nie ma najmniejszej liczby wymiernej w klasie K2

Chodzi w niniejszej notatce o to, aby przekroj (P), okreslony dotad gieo-

. *) W notatce méwimy w § 1 i 2 jedynie o liczbach ‘bezwzglednych: catko-
witych, utamkowych i wymiernych.
**)  Zob. Arytmetyka teoretyczna prof. Zaremby (Krakéw 1912), Str. 28—3L1.
***)  Zob. Zaremba: Arytmetyka teoretyczna, str. 21.
***%) zob. Zaremba: Arytmetyka teoretyczna, str. 178.
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metrycznie, zdefiniowa¢ arytmetycznie¥ W tym celu wyszukamy pewne

whasnosci liczb wymiernych z klas KK2
Zauwazmy, ze tatwo udowodnié:
Twierdzenie 1. Jezeli liczba wymierna w!l nalezy do klasy K! przekroju

(P), to kazda liczba wymierna nie wieksza od liczby wl takze nalezy do kla-
S

Twierdzenie 11. Jezeli liczba wymierna w2 nalezy do klasy K? przekro-
ju (P), to kazda liczba wymierna nie mniejsza od liczby w2 nalezy réwniez
do Klasy K2

Oznaczmy teraz przez p dowolng liczbe catkowita wiekszg od zera,
przez & taki odcinek, aby byito

poniewaz odcinek o istnieje i nie jest zerowy, wiec mozemy wyznaczy¢ taka
liczbe catkowitg m, izby byto

skad wynika, ze istnieje odcinek a, nie zerowy i mniejszy od odcinka ¢ i ta-
ki, ze jest

przeto z liczb utamkowych

pierwsza nalezy do klasy K, druga do klasy K2 przekroju (P). Wyszukamy
wiasnosci tych liczb (6).
Z rownosci (2), (3) i (4) otrzymamy z tatwoscig, ze

stad wynika, ze

Roéwnosci (7) i (8) nasuwajg przypuszczenie, ze zachodzg nastepujgce
réwnosci dla odcinkéw ciggu (1)

*) Zob. Zaremba: Arytmetyka teoretyczna, str. 158.
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gdzie liczby An, Bn, A'n, B'n sa liczbami catkowitemi (oczywiscie zaleznemi
nie tylko od liczby n, ale takze i od liczby p), liczba za$ catkowita n nie
jest mniejsza od liczby 2. Przypus¢émy nadto, ze zachodzg réwnosci

stad wynika, ze

Dla warto$ci n=3 réwnosci (9, 10, 11, 11-bis) sg stuszne. Przyjmujac
ze te réwnosci sg prawdziwe dla wartosci n=k, gdzie k oznacza liczbe cat-
kowitg nie mniejszg od liczby 2, fatwo na mocy réwnosci

otrzymuje sie

gdzie potozylisSmy

Z réwnosci (10) i (11) napisanych dla wartosci n=k i z réwnosci (13)
otrzymujemy, ze

a nadto, ze

Innemi stowy: roéwnosci (10) i (11) sg stuszne dla wartosci n=k+1.
Na mocy zasady indukcji ¥natematycznej  réwnosci (9) (10) i (11) sg stusz-
ne dla kazdej catkowitej liczby n, byle nie mniejszej od liczby 2.

Z rownosci (9) i (10) otrzymujemy dalej

) *3 Zob. Zaremba: Zarys pierwotnych zasad teorji liczb catkowitych. (Kra-
kéw 1907).
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Stad i z réwnoSci (14) i z uwagi, ze liczby Bn, B'n sg catkowite, twier-
dze, ze wynika, iz jest tez

Wykazmy pierwszg z nieréwnosci (16); przypusémy, ze jest

(wiemy bowiem, ze kwadrat utamka nie moze by¢ réwny liczbie 2). Na mo-
cy nierownosci (14) i (17) mozna znalez¢ takg liczbe catkowitg n nie mniej-
szg od liczby 2, izby byto

przeto bytoby

Co jest sprzeczne z pierwszg z nierownosci (15); tymsamym udowodnilis-
my prawdziwosci pierwszej z nieréwnosci (16), podobnie dowodzi sie i dru-
giej z nieréwnosci (16).

Nieréwnosci (17) wyrazajg na mocy tw. | i Il wihasnosci liczb wymier-
nych nalezacych do klas i K2 przekroju P.

§ 2. Stad wynika, ze przekrdj (P), okre$lony dotagd gieometrycznie
mozna okresli¢ i arytmetycznie; oznaczmy przez Q przekrdj nastepujacy:
niech do klasy pierwszej L! przekroju Q nalezg te liczby wymierne, ktorych
kwadrat jest mniejszy od liczby 2, a pozostate liczby Jvymierne niech na-
lezag do klasy drugiej L2, powiadam, ze przekroje (P) i (Q) sa identyczne,
t. zn. ze kazda liczba wymierna, nalezaca do klasy pierwszej jednego z prze-
krojow (P) i (Q) nalezy takze do klasy pierwszej drugiego z tych prze-
krojow.

) Oznaczmy przez w liczbe wymierng klasy L! przekroju Q, a wiec licz-
be o wiasnosci w2<2; oznaczmy przez p mianownik jednego z utamkow réw-
nych liczbie w; jest wiec p=0. Niech m oznacza takg liczbe catkowita, izby
z utamkéw (6), pierwszy nalezat do klasy Kl przekroju P, drugi do klasy K2
tego przekroju; liczby (6), jak okazaliSmy w § 1, spetniajg nierdwnosci (16),

widzimy, ze m, w przeciwnym razie byloby , a wiec tez &

wbrew zatozeniu; na mocy tw. | liczba w nalezy do klasy K! przekroju (P).
Oznaczmy teraz przez u dowolng liczbe wymierng klasy K! przekroju (P)
i przez p mianownik jednego z ulamkéw réwnych liczbie u; jest wiec p=#O0;
oznaczmy dalej liczbe catkowita m w ten sposob, aby pierwszy z utamkow

*) Zob. pierwszy odsyfacz na str. 463.
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(6) nalezat do klasy KI przekroju (P), a drugi z nich do klasy K2 tego prze-
kroju; oczywiscie na mocy tw. | i Il

i przeto stad i z drugiej z nieréwnosci (16) otrzymujemy nier6wnosc

przeto liczba wymierna u nalezy tez do klasy L! przekroju Q. OkazalisSmy
wiec, ze przekroje (P) i (Q) sg identyczne i tym samym, ze przekroj (P),
okreslony gieometrycznie daje sie tez okresli¢ arytmetycznie.

§ 3. Winienem teraz wyjasni¢ stosunek logiczny rozwazan § | i 2 do
wyniku otrzymanego przez zastosowanie twierdzenia Pitagorasa do tréjkata
prostokatnego rownoramiennego ABC, jaki otrzymamy, przeprowadzajac prze-
katng BC w kwadracie ABCD. Otéz zastosowanie twierdzenia Pitagorasa
wymaga wymierzenia boku BC przy jednostce np. AB ale poniewaz te od-
cinki sg ze soba niespOtmierne, przeto zakres liczb rozporzadzalnych winien
by¢ conajmniej zbiorem liczb bezwzglednych, t. zn. zbiorem otrzymanym przez
potaczenie zbioru liczb wymiernych ze zbiorem liczb niewymiernych. Nadto
zwrécic¢ trzeba i na to uwage, ze twierdzenie Pitagorasa wymaga poprzed-
niego okre$lenia i dziatan zasadniczych na liczbach bezwzglednych. Tymcza-
sem rozumowania § 1 i § 2 obywajg sie zupetnie bez okreslenia liczb nie-
wymiernych; wystarcza dla rozwazan § 1 i § 2, aby rozporzadzalny zakres
liczb byt zbiorem liczb wymiernych bezwzglednych, t. j. zbiorem otrzyma-
nym przez polgczenie zbioru liczb catkowitych bezwzglednych ze zbiorem
liczb utamkowych bezwzglednych.

Krakéw. A. Hoborski.

*)  Wszelki odcinek spotmierny z jed (?/m z odcinkéw AB, BC jest z koniecz-
nosci niespétmierny z drugim z tych dwu odcinkéw.
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