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4)

5)

Die leitenden Gesichtspunkte.

Eine prinzipiell strenge Darstellung hat erst fiir den
weiter Fortgeschrittenen Wert. Dem Anfinger ist besser
gedient mit einer Behandlung, welche die verschiedenen
Seiten des Stoffes zur Geltung bringt. Demgemiss ist
die ,Projektive Geometrie nicht rein vom Standpunkte
der Geometrie der Lage aus durchgefithrt, sondern es
werden auch Doppelverhiltnisse benutzt, Dadurch werden
zugleich viele Beweise einfacher als bei der rein kon-
struierenden ‘Methode.

Auf anschauliche Konstruktionen, sowie konstruktive
Durchfithrung der Figuren und Aufgaben ist jedoch ein
Hauptgewicht gelegt.

Die Raumgeometrie ist prinzipiell von der ebenen Geo-
metrie nicht zu trennen. Denn die neuere Geometrie
soll inshesondere auch das Anschauungsvermogen aus-
bilden. Dies ist schon erforderlich fiir die Figuren der
ebenen Geometrie, um die beweglichen Strahlen, Punkte
u. s. f. zu verfolgen.

Fiir gewisse Begriffe und Beweise muss auf die analytische
Geometrie verwiesen werden, so z. B. bei der Ordnung
und Klasse einer Kurve. Ebenso erbringt erst die Rech-
nung die Beweise, dass die durch projektive Grundge-
bilde erzeugten neuen Gebilde die allgemeinen ihrer
Art sind.

In dem zu Gebote stehenden Raum konnten nur die
wichtigsten und in erster Linie die projektiven Eigen-
schaften zur Sprache kommen. Metrische Beziehungen
bei Kegelschnitten, die Kreispunkte, Brennpunktseigen-
schaften u. s. f. finden ihre Behandlung ohnedies passender

~ in der analytischen Geometrie,
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I. Abschnitt.

Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

§ 1. Die Grundgebilde.

1. Die projektive (neuere, synthetische) Geometrie
wurde nach mancherlei Ansitzen aus fritherer Zeit in
der ersten Hilfte unseres Jahrhunderts zu einem System
ausgebaut und zwar in Frankreich durch Poncelet
und Chasles, in Deutschland durch Méobius,
Pliicker und namentlich durch Steiner und v.
Staudt. Von der Geometrie der Alten unterscheidet
sich die neuere Geometrie vor allem dadurch, dass sie
von gewissen einfachen ,,Grundgebilden* ausgeht und
aus ihnen in einheitlicher, systematischer Weise alle
iibrigen geometrischen Gebilde ableitet.

Die Grundgebilde erster Stufe.

2. Die ,,Elemente’* der Geeometrie sind der Punkt,
die Ebene und die Gerade. Diese letatere nennen wir
Strahl, wenn sie bloss als Ganzes betrachtet wird.
Aus diesen drei Elementen werden die Grundgebilde der
neuern Greometrie in folgender Weise zusammengesetzt.
Denken wir uns eine unbegrenzte Gerade g, so ent-
hiilt dieselbe unendlich viele Punkte, die wir uns auf
ihr aufgereiht denken, etwa wie Perlen auf einer ge-
rade gespannten Schnur. Die Gerade, aufgefasst als

http://rcin.org.pl



8 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Inbegriff aller ihrer Punkte, bezeichnen wir als gerade
Punktreihe oder kurz als Punktreihe. Weil die Punkte
auf der Geraden angeordnet sind, so nennen wir die
Gerade den Triger der Punktreihe. Das erzeugende
Element der Punktreihe ist also der Punkt,

Durch eine Gerade kénnen wir unendlich viele
Ebenen legen, anndherungsweise wie die Blitter eines
aufgeschlagenen Buches. Die Gesamtheit der Ebenen,
die durch eine Gerade hindurchgehen, nennen wir einen
Ebenenbiischel.

Die Gerade heisst der Triger oder die Achse
des Ebenenbiischels. Als erzeugendes Element dient
in diesem Falle die Ebene.

Nehmen wir endlich eine Ebene ¢ und in ihr
einen Punkt S, so kénnen wir in dieser Ebene unend-
lich viele Gerade oder Strahlen ziehen, die iiberdies
durch S gehen, ihnlich wie die Speichen eines Rades.
Den Inbegriff aller dieser Strahlen nennt man einen
Strahlenbiischel. Der Punkt S heisst der Mittelpunkt
des Biischels. Als erzeugendes Element ist hier die
Gerade d. h. der Strahl verwendet.

Die Punktreihe, der Ebenenbiischel und der Strahlen-
biischel heissen die Grundgebilde erster Stufe oder die
einformigen Grundgebilde.

Die Grundgebilde zweiter Stufe.

3. Gehen wir aus von einem Punkte S im Raume,
so gibt es durch ihn unendlich viele Strahlen und
Ebenen. Den Inbegriff aller dieser Elemente bezeich-
nen wir als Biindel und zwar als Strahlenbiindel oder
Ebenenbiindel, je nachdem wir Strahlen oder Ebenen
als Elemente wiihlen. Der Punkt S heisst der Mittel-
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Die Grundgebilde. 9

punkt des Biindels. Eine Ebene des Strahlenbiindels
S wird erzeugt durch die Strahlen des Strahlenbiischels,
der in dieser Ebene liegt und S zum Mittelpunkt hat.
Im Ebenenbiindel dagegen ist jeder Strahl aufzufassen
als Achse eines Ebenenbiischels, dessen Ebenen also
simtlich dem Biindel angehéren. Es enthialt dem-
nach der Biindel unendlich viele Strahlenbiischel und
Ebenenbiischel.

Betrachten wir ferner eine unendlich ausgedehnte
Ebene ¢ mit allen in ihr gelegenen Punkten und Ge-
raden, so nennen wir den Inbegriff aller dieser Elemente
ein ebenes System, oder ein Feld. Wir sprechen von
einem Punktfeld oder einem Strahlenfeld, je nachdem
wir die Punkte oder die Strahlen im Auge haben. Im
Punktfeld sind die einzelnen Geraden aufzufassen als
Punktreihen, im Strahlenfeld die einzelnen Punkte als
Strahlenbiischel. Das ebene System enthélt unendlich
viele Punktreihen und Strahlenbiischel.

Der Biindel und das ebene System bilden zusam-
men die beiden Grundgebilde zweiter Stufe. Sie ent-
halten unendlich viele Grundgebilde erster Stufe.

Das Grundgebilde dritter Stufe.

4. Als Grundgebilde dritter Stufe konnen wir
den ganzen, unendlichen Raum mit allen in ihm ent-
haltenen Punkten, Ebenen und Strahlen bezeichnen, Jeder
seiner Punkte kann als Mittelpunkt eines Biindels, jede
seiner Ebenen als Triiger eines ebenen Systems, jeder
seiner Strahlen als Achse eines Ebenenbiischels oder als
Tréger einer Punktreihe genommen werden.

Die Gesamtheit von unendlich vielen, durch
irgend ein geometrisches oder analytisches Gesetz defi-
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10 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

nierten Elementen irgend welcher Art, heisst eine Man-
nigfaltigkeit. Demnach sind die Grundgebilde Mannig-
faltigkeiten von Punkten, Ebenen und Strahlen.

Um iibrigens schon durch die #ussere Form der
Darstellung den Ueberblick iiber die zu betrachtenden
(rebilde zu erleichtern, wollen wir fiir die geometrischen
Elemente eine bestimmte Art der Bezeich-
nung festhalten. Wir bezeichnen: Punkte durch-
weg mit grossen lateinischen Buchstaben: z. B. A, B,
P, S; Gerade oder Strahlen mit kleinen latei-
nischen Buchstaben wie a, b, g; Ebenen endlich
stets mit kleinen griechischen Buchstaben: z. B. «, 8, e.

§ 2. Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der
Dualitiit.

Die Operation des Schneidens,

5. Ziwei Gerade, die in einer Ebene liegen oder eine
Gerade und eine nicht durch sie hindurchgehende
Ebene liefern einen Schnittpunkt; zwei Ebenen be-
stimmen eine Schnittgerade. Das neue Schnittelement
ist nur dann nicht vorhanden, wenn die gegebenen
Elemente parallel sind. Diese spezielle Lage wollen
wir zuniichst von der Betrachtung ausschliessen. In
jedem der drei oben genannten Fille suchen wir ein
Element, das den beiden gegebenen Elementen gemein-
sam ist. Wir bezeichnen diese Operation als die des
Schneidens und miissen sie jetzt auch auf die Grund-
gebilde ausdehnen.

Betrachten wir einen Strahlenbiischel S (Fig. 1)
und eine Gerade g, die in der Ebene des Biischels
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Schneiden und Projizieren. Das Gesetz der Dualitit. 11

liegen, aber nicht durch den Mittelpunkt S des Biischels
hindurchgehen mége, so kénnen wir die Strahlen des
Biischels zum Schnitt mit g bringen. Wir erhalten
also auf g eine Punktreihe, insofern jeder Punkt die-
ser Geraden als Schnittpunkt von g mit einem Strahl
des Biischels aufgefasst werden kann. Dies driicken
wir dadurch aus, dass wir sagen: Die Gerade g schnei-
det den Biischel S in einer Punktreihe.

Im gleichen Sinne sind folgende Sitze zu ver-
stehen: Eine Gerade schneidet einen Ebenenbiischel,
dessen Achse sie nicht trifft, in einer Punktreihe. —
Eine Ebene schneidet einen Ebenenbiischel, dessen
Achse sie nicht enthillt, in einem Strahlenbiischel. —
Eine Ebene schneidet einen Strahlenbiindel, des-
sen Mittelpunkt sie nicht enthilt, in einem Punktfeld.
— Es entstehen demnach aus den Grundgebilden durch
die Operation des Schneidens auch nur wieder Grund-
gebilde.

Die Operation des Projizierens.

6. Zwei Punkte konnen wir durch eine Gerade ver-
binden, zwei sich schneidende Grerade durch eine Ebene
einen Punkt und eine, nicht durch ihn hindurchgehende,
Gerade ebenfalls durch eine Ebene. Wir bezeichnen
diese Operation als die des Projizierens. Sie unter-
scheidet sich iibrigens von der des Schneidens nur
durch die Art der gegebenen Elemente. Bei beiden
Operationen aber handelt es sich darum, dass man die
gegebenen Elemente als Triger von Grundgebilden be-
trachtet und ein diesen Grundgebilden gemeinsames
Element bestimmt,
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12 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Wenden wir nun auch die Operation des Proji-
zierens auf die Grundgebilde an. Es sei z. B. eine
Punktreihe g gegeben und ein Punkt S, ausserhalb
derselben (Fig. 1). Dann kionnen wir jeden Punkt
von g mit S verbinden und erhalten durch diese Ver-
bindungsstrahlen den Strahlenbiischel S. Von ihm
sagen wir: er projiziert aus S die Punktreihe.

2 a

z @

Fig 1.

Ebenso wird ein Punktfeld aus irgend einem, ihm
nicht angehorenden, Punkte durch einen Strahlenbiin-
del projiziert.

Die Operation des Projizierens kann auch von
einer Geraden aus erfolgen. Ist s irgend eine Gerade
und g eine Punktreihe, wobei g und s sich nicht
schneiden, so kann man durch die Punkte von g und
durch s Ebenen legen. Hs wird also die Punktreihe
g aus s durch einen Ebenenbiischel projiziert.

Auch durch die Operation des Projizierens ent-
stehen somit aus den Grundgebilden wieder nur Grund-
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gebilde. Durch Projizieren und Schneiden gehen also
die Grundgebilde ineinander iiber.

Man kann nun eine Darstellung der Geometrie
durchfithren, bei der man bloss die Operationen des
Projizierens und Schneidens benutzt, jede Abmessung
aber, sei es von Strecken, sei es von Winkeln, also
auch jede Rechnung mit solchen Grossen durchaus
vermeidet. Die darauf gegriindete Untersuchungs-
methode heisst die Geometrie der TLage. Diese
,konstruierende* Geometrie liefert die rein geo-
metrischen Eigenschaften der Gebilde. Im Gegensatz
zu ihr nennt man die messende, analytische Geometrie
wohl auch Geometrie des Masses oder metrische
Geometrie. Die Eigenschaften der geometrischen Ge-
bilde, mit denen sich die Geometrie der Lage beschif-
tigt, heissen auch projektive Kigenschaften und die
Art der Darstellung, welche auf dem Wege der Rech-
nung diese Eigenschaften ergriindet, mag als ,,projek-
tive Geometrie‘‘ bezeichnet werden.

Wir werden im Folgenden nicht streng eine
Methode zur Durchfiihrung bringen, sondern, wie es
fiir den Anfinger vorteilhafter erscheint, eine ge-
mischte Methode anwenden.

Das Gesetz der Dualitit.

7. Wenn in der Geometrie der Lage ausschliesslich
die Operationen des Projizierens und Schneidens Ver-
wendung finden, so muss es mdglich sein, der Ablei-
tung irgend eines Satzes durch Aenderung der ur-
spriinglich gegebenen Elemente eine zweite Ableitung
gegeniiberzustellen, in der durchweg an Stelle der
einen Operation die andere getreten ist. Man erhilt
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14 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

dann einen zweiten Satz, das Gegenbild des ersten
Satzes, den man auch direkt aus dem ersten folgern
kann, vermoge des Gesetzes der Dualitit oder der Re-
ciprocitit, durch das die ganze Geometrie der Lage
in zwei Hiilften geteilt wird. Wir erhalten fiir dies Ge-
setz verschiedene Fassungen, je nachdem wir uns auf
die Geometrie in der Ebene oder im Biindel beschriin-
ken oder den Raum ohne jede Beschrinkung heran-
ziehen, Wir wollen diese Beziehungen in einer Ta-
belle zur Darstellung bringen, indem wir immer zwei
sich ,,dual“ enisprechende Begriffe oder Sitze links
und rechts auf die gleiche Zeile setzen;

a) Dualitit in der Ebene:

Punkt, l (erade.

Zwei Punkte bestim- ‘ Zwei Gerade bestim-
men eine Verbindungs- ‘ men einen Schnittpunkt.
linie.

Drei Punkte liegen auf Drei Gerade gehen
einer Geraden. durch einen Punkt.

Punktreihe, Strahlenbiischel.

Wi B 5
'b) Dualitéit im Biindel:
Strahl. Ebene.

Zwei Strahlen bestim- | Zwei Ebenen bestim-
men eine Ebene, men eine Gerade.

Drei Ebenen gehen Drei Gerade liegen in
durch eine Gerade. einer Ebene.

Ebenenbiischel. Strahlenbiischel.
us, s f,
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¢) Dualitiat im Raume:

Punkt. Ebene.

Zwei Punkte bestim- Zwei Ebenen bestim-
men eine Verbindungs- | men eine Schuittgerade.
gerade. f

Gerade. , Gerade,.
Ebene. Punkt.
Drei Punkte Dbestim- Drei Ebenen bestim-
men eine Ebene. men einen Schnitt-
punkt.
Punktreihe. Ebenenbiischel.
Strahlenbiischel. Strahlenbiischel.
Ebenenbiindel. Punktfeld.
LA

Wir werden im Folgenden vielfach Gelegenheit
haben, namentlich das Dualititsgesetz der Ebene an-
zuwenden. Eine Betrachtung, die z. B. fiir zwei Punkt-
reiken durchgefiihrt ist, konnen wir ohne weiteres auf
zwei Strahlenbiischel iibertragen.

In der Geometrie des Masses gilt das Duali-
titsgesetz mnicht mehr in aller Strenge; wohl aber
konnen wir Analogien aaffinden.

§ 3. Die uneigentlichen Elemente.

Der unendlich ferne Punkt einer Geraden,

8. Den in (5) besprochenen Prozess des Schneidens
konnten wir nicht mehr zur Durchfiithrung bringen,
wenn die in Betracht zu ziehender Elemente parallel
waren, z, B. bei zwei parallelen Geraden. Wir wollen
nun sehen, wie wir, wenigstens formal, den genannten
Prozess auch auf diesen Fall ausdehnen konnen., .,

MAT
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16 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Schneiden wir (Fig. 1) einen Strahlenbiischel S
mit einer Geraden g, die in der Ebene des Biischels
liegt, ohne ihm anzugehéren. Die einzelnen Strahlen
a, b, ¢, d.... des Biischels mogen von g in A, B, C,
D.... getroffen werden. Dann gibt es nach den Vor-
aussetzungen der Euclidischen Geometrie durch S eine
und nur eine Parallele q zur Geraden g. Indem wir
diese Annahme machen, wollen wir ausdriicklich be-
merken, dass wir nicht imstande sind, dieselbe durch
mathematische Schliisse zu beweisen, dass wir sie viel-
mehr als eines der grundlegenden Axiome voraus-
schicken miissen. Wiirde man statt desselben ein an-
ders lautendes Axiom an die Spitze stellen, so erhielte
man ein anderes, in sich aber ebenso logisch geschlos-
senes System einer Geometrie.

Demnach schneiden alle die unendlich vielen Strah-
len des Biischels S die Gerade g je in einem Punkte,
nur der Parallelstrahl q liefert keinen Schnittpunkt
mit g. Es ist nun namentlich fiir die einfachere For-
mulierung allgemeiner Sitze ein Vorteil, diese Aus-
nahmestellung des Parallelstrahles wenigstens in dem
Ausdruck zu beseitigen. Wir erreichen dies, indem
wir uns so ausdriicken: ,Der Parallelstrahl q schnei-
det die Gerade g in einem unendlich fernen Punkt Q.
Zu den im Endlichen gelegenen, eigentlichen Punkten
der Geraden g nehmen wir also noch einen ,uneigent-
lichen®, fingierten, hinzu, dem wir uns in der Vorstel-
lung ndhern, wenn wir die Gerade nach der einen
oder andern Seite iiber alle Grenzen hinaus verlingern.
Man kann sich auch einen Strahl denken, der sich
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um S dreht und diesen kurz vor und nach der Lage
betrachten, in der er zu g parallel ist.

Wir wollen diesen uneigentlichen (adjungierten),
unendlich fernen Punkt der Geraden mit Q bezeichnen
und durch Hinzufiigung eines Pfeiles andeuten, dass
er auf der Geraden g im Unendlichen liegt.

Ziehen wir in der Ebene des Strahlenbiischels S
irgend eine weitere Gerade h parallel zu g, so werden
wir auch von dieser Parallelen h sagen, dass sie durch
den nimlichen, unendlich fernen Punkt Q geht. Ein
unendlich ferner Punkt ist folglich gleich bedeutend
mit einer ,bestimmten Richtung“. Die Gesamtheit
von unendlich vielen, zu einander parallelen Geraden,
die alle in einer Ebene liegen, wird nach dieser
Anschauung aufzufassen sein als ein Strahlenbiischel
dessen Mittelpunkt der den siimtlichen Parallelen ge-
meinsame unendlich ferne Punkt ist. Ein solcher
Strahlenbiischel heisst wohl auch ein ,Parallelstrahlen-
biischel.

In entsprechender Weise bilden alle Geraden im
Raume, die zu irgend einer Geraden g parallel laufen,
also alle die gleiche Richtung haben, einen ,Parallel-
strahlenbiindel“.

Die unendlich ferne Gerade einer Ebene.

9. Nehmen wir jetzt eine Ebene als gegeben an, so
liegen in ihr in jeder Richtung Punkte im Unendlichen,
Alle diese uneigentlichen Punkte werden eine gewisse
Mannigfaltigkeit bilden, und jede Gerade g der Ebene
hat mit derselben einen Punkt gemein, nimlich den
unendlich fernen Punkt dieser Geraden g.

Dosnlemann, Ry RetetEy g | :



18 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Wenn wir also sagen: die unendlich fernen Punkte
der gegebenen Ebene liegen auf einer ,unendlich fer-
ven* Geraden, so ergibt sich der unendlich ferne Punkt
einer Geraden g dieser Ebene als Schnittpunkt der-
selben mit dieser ,,unendlich fernen“ Geraden. Natiir-
lich entzieht sich das Unendliche jeder Vorstellung.
Wenn wir aber diese uneigentliche Gerade einer Ebene
hinzunehmen, so konnen wir unter dieser Annahme,
vorausgesetzt , dass sich im weiteren Verlauf keine
Widerspriiche ergeben, das Unendliche formal wie das
Endliche behandeln.

Eine Ebene enthiilt also eine unendlich ferne Ge-
rade. Sie ist gegeben, sobald die Ebene gegeben ist.
Alle Punkte dieser unendlich fernen Geraden liegen
im Unendlichen, sind also uneigentliche. Diese unend-
lich ferne Gerade hat auch keine bestimmte Richtung.
Irgend zwei parallele Gerade dieser Ebene schneiden sich
auf der unendlich fernen Geraden der Ebene. Wir
konnen jetzt z. B. allgemein sagen: zwei Grerade in
einer Ebene bestimmen einen Schnittpunkt,

Die unendlich ferne Ebene des Raumes.

10. Um diese Anschauung nun weiter fiir den Raum
auszubilden, sei S der Mittelpunkt eines Ebenenbiin-
dels, & eine ihm nicht angehérende Ebene. Jede Ebene
des Biindels liefert mit e eine Schnittgerade. Ferner
giebt es nach den Sitzen der Elementargeometrie durch
S eine und zwar nur eine Parallelebene £ zu e. Diese
Ebene £ allein liefert mit & keine Schnittgerade.
Um nun nicht alle Siitze, die sich auf die Schnittlinie
zweier Ebeuven beziehen, fiir parallele Ebenen beson-
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Die uneigentlichen Elemente. 19

ders formulieren zu miissen, driicken wir uns so aus:
Die Parallelebene & hat mit ¢ eine uneigentliche, un-
endlich ferne Gerade gemein, Dies stimmt dann auch
zusammen mit den Anschauungen von 9). Weiter
gehen alle zu ¢ parallelen Ebenen durch die gleiche
unendlich ferne Gerade. Sagen wir von parallelen
Ebenen, sie haben die gleiche ,,Stellung®, so ist also
eine unendlich ferne Gerade im Raum durch die Stel-
lung einer Ebene bestimmt.

Alle zu einer gegebenen Ebene parallelen Ebenen
bilden einen Ebenenbiischel, dessen Achse die durch
die Stellung der Parallelebenen gegebene unendlich
ferne Gerade ist.

»Hine Ebene ist parallel einer Geraden* heisst:
die Ebene geht durch den unendlich fernen Punkt der
Geraden.

Im Raume kénnen wir unendlich viele, unendlich
ferne Punkte und Geraden aufsuchen, Jede Gerade
enthiilt einen unendlich fernen Punkt, jede Ebene eine
unendlich ferne Gerade. Wir bleiben also in Ueber-
einstimmung mit den bisherigen Formulierungen, wenn
wir uns so ausdriicken: Alle unendlich fernen Punkte
und unendlich fernen Geraden des Raumes erfiillen
eine Ebene, die ,unendlich ferne* Ebene des Raumes,

Sie enthilt lauter uneigentliche Elemente und hat
keine bestimmte Stellung,

So z B. konnen wir den Satz: ,,Zwei Punkte
bestimmen eine Verbindungsgerade jetzt ganz allge-
mein aussprechen. Liegen beide Punkte im Endlichen,
so ist die durch sie bestimmte Gerade die Verbin-
dungslinie ; ist einer der beiden gegebenen Punkte ein
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20 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

unendlich ferner, so ist die Verbindungsgerade die
Parallele, welche durch den einen Punkt parallel zu
der Richtung geht, in welcher der andere gegebene
unendlich ferne Punkt liegt; sind die beiden gegebenen
Punkte unendlich fern, d. h. hat man zwei Gerade,
auf denen im Unendlichen die beiden gegebenen Punkte
liegen sollen, so ist die Verbindungsgerade eine be-
stimmte unendlich ferne Gerade. Eine Ebene, welche
zu den beiden gegebenen Geraden parallel ist, giebt
die Stellung aller Ebenen, die durch diese unendlich
ferne Gerade hindurchgehen.

§ 4. Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.
Punktreihe und Strahlenbiischel in
perspektiver Lage.

11. Wenn wir wie in 8) Fig. 1 einen Strahlenbiischel
S mit einer Geraden g zum Schnitt bringen, so ent-
spricht jedem Punkte von g ein Strahl des Biischels,
nimlich der durch ihn hindurchgehende. Nehmen wir
auch den unendlich fernen Punkt Q von g hinzu und
behandeln ihn im Ausdruck wie einen eigentlichen
Punkt, so entspricht ihm der Strahl q des Biischels.
Damit ist also auch die Zuordnung zwischen den Punkten
der Punktreihe und den Strahlen des Biischels eine
ausnahmslose geworden. Weil jedem Element des einen
Gebildes ein und nur ein Element des andern Gebildes
entspricht, so sagen wir, die beiden Gebilde, Punkt-
reihe und Strahlenbiischel, seien ,eindeutig* aufeinander
bezogen. Ferner liegen je zwei entsprechende Elemente
in einander,

Wir nennen diese Beziehung zwischen der Punkt-

http://rcin.org.pl
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reihe und dem Strahlenbiischel eine ,perspektive“., Dies
ist zunichst nur ein anderer Ausdruck dafiir, dass die
Punktreihe ein Schnitt des Strahlenbiischels ist. Ebenso
nennen wir die Punktreihe, wonach eine Gerade einen
Ebenenbiischel schneidet, oder den Strahlenbiischel, in
welchem eine Ebene einen Ebenenbiischel trifft, per-
spektiv zu dem Ebenenbiischel. Das Zeichen fiir
perspektiv ist .

Auch das Punktfeld, welches irgend eine Ebene
aus einem Strahlenbiindel ausschneidet, wird perspektiv
zu dem Strahlenbiindel sein.

Perspektive Punktreihen.

12. Um jetzt auch gleichartige Grundgebilde eindeutig
aufeinander zu beziehen, bringen wir einen Strahlen-
biischel S zum Schnitt mit zwei Geraden g und g, seiner
Ebene, von denen keine dem Biischel angehort (Fig. 2).

K

Fig. 2.
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22 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Irgend ein Strahl a trifft g in A, g in A, ein Strahl
b liefert die Schnittpunkte B und B, u. s. f. Jedem
Punkte der einen Punktreihe z. B. A entspricht, dann
ein und nur ein Punkt A der andern Punktreihe
und dies bleibt auch richtig fiir die unendlich fernen
Punkte Q und R, von g und g,. Denn diesen ent-
sprechen die Punkte Q, und R, in denen die durch
S zu g und g, gezogenen Parallelstrahlen q und r die
Triger g und g, beziiglich schneiden.

Dadurch sind die Punktreihen g und g, eindeutig
aufeinander bezogen. Je zwel entsprechende Punkte
liegen auf dem niimlichen Strahl des Biischels S. Es
mag noch bemerkt werden, dass im Schnittpunkte von
g und g, entsprechende Punkte E und E, der beiden
Punktreihen vereinigt sind. Wir nennen die beiden
Punktreihen g und g, die also Schnitte eines
Biischels sind, perspektiv.

Ebenso wird ein Strahlenbiindel von zwei beliebigen
Ebenen in perspektiven Punktfeldern, ein Ebenenbiischel
von zwei beliebigen Ebenen in zwei perspektiven
Strahlenbiischeln geschnitten.

Perspektive Strahlenbiischel.

13. Entwerfen wir jetzt die Figur, welcher der Fig. 2
nach dem Dualitiits-Gesetz der Ebene (7a) entspricht.
Wir haben dann eine Punktreihe g aus zwei Punkten
S und S, zu projizieren, wobei g, S und S, einer
Ebene angehéren mégen (Fig. 3). Wir ordnen jedem
Strahl z. B. a des Biischels S denjenigen Strahl a,
des Biischels S, zu, der den gleichen Punkt A der
Punktreihe g enthdlt. Dann sind die Parallelen q und
q, durch S und S, zu g auch als entsprechende Strahlen
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aufzufassen, da beide den unendlich fernen Punkt Q
von g projizieren. Die eindeutige Beziehung der bei-
den Biischel S und S, ist demzufolge wieder eine
lickenlose. Im Verbindungsstrahl SS , der beiden

Fig. 3.

Biischeln angehort, sind entsprechende Strahlen e
und e, der Strahlenbiischel vereinigt. Wir nennen
zwei solche Biischel, welche die gleiche Punktreihe
projizieren, wiederum ,perspektiv,

Projicieren wir ein ebenes System aus zwei Punk-
ten, so sind die entstehenden Biindel ebenfalls perspek-
tiv. Je zwei entsprechende Strahlen der Biindel enthal-
ten denselben Punkt, je zwei entsprechende Ebenen
dieselbe Gerade dieses ebenen Systems.

Allgemein konnen wir jetzt die Definition fiir
perspektive Grundgebilde erster und zweiter Stufe,
sowohl gleichartige als ungleichartige, in folgender
Weise aussprechen.

Definition : | Zwei Grundgebilde erster oder zweiter Stufe
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24 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

heissen perspektiv, wenn eine eindeutige Beziehung
ihrer Elemente hergestellt ist entweder dadurch, dass
jedes Element des einen Grundgebildes das ent-
sprechende Element des andern Grundgebildes ent-
hiilt oder dadurch, dass je zwei entsprechende Ele-
mente der beiden Grundgebilde ein und dasselbe
Element eines dritten Grundgebildes enthalten.«

§ 5. Die Massbestimmung im Strahlenbiischel.

14. Nachdem wir die Definition perspektiver Grund-
gebilde durch eine reine Iiagenbeziehung gewonnen
haben, wollen wir jetzt untersuchen, welche Zusammen-
hiinge zwischen entsprechenden Elementen solcher Ge-
bilde die Rechnung liefert. Zu dem Zweck ist es
aber vorher notig, die einzelnen Elemente eines Grund--
gebildes erster Stufe nicht bloss wie bisher in ihrer geo:
metrischen Anordnung, sondern auch rechnerisch
also durch Zahlenwerte, festzulegen.

Beginnen wir mit dem Strah-
lenbiischel, weil dieser kein un-
eigentliches Element enthélt und
daher die zu betrachtenden Ver-
héltnisse unverschleiert zur Er-
. scheinung kommen.

Winkel zweier Strahlen.
Trennungsstrahl

15. Sind a und b zwei Strahlen
eines Biischels (Fig 4), so wollen
wir unter ab den Winkel ver-
stehen, den der Strahl a mit dem
Fig. 4. Strahl b bildet und die Reihen

z 3
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tolge der Buchstaben soll den Sinn der Drehung angeben,
in welchem der Winkel durchlaufen wird, also von a
nach b hin. Dann ist dieser Ausdruck ab doppel-
deutig; denn es kann darunter jeder der in der
Figur bezeichneten Winkel verstanden werden.

Hat man ferner drei Strahlen a, b, ¢, so konnen
wir mittels derselben eine Drehungsrichtung bestimmen,
indem wir unter dem ,Sinn abc“ diejenige Drehung
verstehen, welche a direkt nach b iiberfithrt, ohne
dass der Strahl c¢ dabei iiberschritten wird (Fig. 5).

Fig. 5.

Um nun im Biischel die Winkel eindeutig zu er-
halten, wihlen wir einen festen Strahl u und verstehen
unter ab den im Sinne abu genommenen Winkel.
Dieser ist dann eindeutig (Fig. 5). Der Hilfsstrahl
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26 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

u moge der ,Trennungsstrahl“ heissen. Dann zer-
storen sich die Drehungen ab und ba und es ist
ab + ba = o oder ab = — ba

Ist ¢ irgend ein weiterer Strahl, so gilt, ganz un-
abhiingig von der Lage der Strahlen, die Beziehung
ab 4+ bc = ac oder
ab 4+ be + ca = o
und allgemein fiir die Strahlen a, b, ¢, .... m, n
ab + be+....+ mn -+ na = o
Man kann diese Festsetzung auch so aussprechen,
dass man durch den Trennungsstrahl den Biischel
halbiert und sich bei der Betrachtung auf eine Hilfte
beschriinkt.

Parameter eines Strahles.

16. Um die einzelnen Strahlen eines Biischels durch
Zahlenwerte festzulegen, wihlen wir zwei Strahlen a
und b als , Fundamentalstrahlen“ und ausserdem den Tren-
nungsstrahl u. (Fig. 5.) Irgend ein weiterer Strahl des
Biischels bildet dann mit den festen Strahlen a und b
die Winkel ac vnd be (die beide kleiner als 180°).
Ist C ein Punkt von ¢ und sind CA und CB die von
C auf a und b gefiillten Senkrechten, so hat der Quo-
tient

o AC _ sin ac

~ BC "~ sin be
fir al'e Punkte des Strahles ¢ den gleichen Wert.
Wir geben diesem, aus lauter positiven Zahlen gebil-
deten Bruche das Vorzeichen -}, wenn die Drehungen
ac und be gleichen Sinn haben, dagegen das Vorzeichen
—, wenn diese Drehungen entgegengesetzt gerichtet sind.
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Dann entspricht jedem Strahl des Biischels ein
solcher Wert 4. Den Fundamentalstrahlen a und b ent-
sprechen die Werte 4 = o bezw. 4 = oo; fiir die
Halbierungslinien der Winkel, welche die Fundamen-
talstrahlen bilden, ergeben sich die Werte 4 = - 1
und 2 = — 1. Durch die Werte o und o hindurch
geht A von positiven zu negativen Werten iiber.

Umgekehrt kann man zu einem, auch dem Vor-
zeichen nach gegebenen Werte 4 — A4, nur einen
und immer einen zugehorigen Strahl bestimmen. Denn
angenommen, es sei p dieser Strahl, so muss sein:

sin ap

sin bp
Fithrt man bp = ba -+ ap ein, so liefert eine leichte
Rechnung :

—NA

4, . sin ba
e 1 — 4, cos ba
Damit ist der Winkel ap bestimmt; auf welcher
Seite von a der Strahl p aber liegen muss, ergibt sich
aus dem Vorzeichen von A, unter Beriicksichtigung
der angefiihrten Verteilung der Zahlenwerte von A in
dem Biischel.

Aufg. 1. Man finde durch Zeichnung und Rechnung
die Strahlen, welche den Werten - 3 und — »j
von A entsprechen.

§ 6. Die Massbestimmung in der Punktreihe.

Strecke zwischen zwei Punkten.
17. Die Mannigfaltigkeit der Punkte einer Punktreihe
g wird erst durch die Annahme des unendlich fernen
Punktes U derselben zu einer zusammenhﬁngﬁud_&u, in
—— AT A A'."‘Jf‘-_!\!
GARINET M \
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28 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

dem dann die Gerade gewissermassen durch das Un-
endliche hindurch sich schliesst. Irgend zwei Punkte A
und B der Geraden bestimmen dann auch zunéchst zwei
Strecken, von denen die eine, der Weg von A nach B,
endlich ist, wihrend die andere, der Weg von A durch
das Unendliche nach B, unendlich ist.

Drei Punkte A, B, C bestimmen wieder einen
»Sinn ABC¢, niémlich die Bewegungs-Richtung, bei
der wir von A direkt nach B gelangen, ohne C zu
passieren.

Da unendlich grosse Strecken nicht zu verwenden
sind, so werden wir unter AB die endliche der bei-
den oben erwihnten Strecken verstehen. Dies stimmt
aber damit iiberein, dass wir den unendlich fernen
Punkt U als ,Trennungs-Punkt“ einfiihren, ganz wie
in 15) beim Biischel den Trennungsstrahl. Unter AB
ist die im ,Sinne ABU“ genommene Strecke zu ver-
stehen. '

Dann ist offenbar

AB + BA = o0 oder AB = — BA
nd fiir drei Punkte gilt, wie immer sie auch liegen,
die Relation
AB 4 BC = AC oder
AB -+ BC 4 CA =o
und allgemein fiir die Punkte A, B, C .... M, N
AB: - BO |-..., - MN:--“NA —%o

Parameter eines Punktes.

18. Um nun die einzelnen Punkte der Punktreihe
durch Zahlenwerte festzulegen, gehen wir von zwei festen
Punkten A und B aus, den ,Fundamentalpunkten.
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Irgend ein Punkt C der Punktreihe bestimmt dann
den Streckenquotient
AC

‘S a

Diesem Quotienten, dessen Zihler und Nenner die
Masszahlen der Strecken AC und BC enthilt, geben
wir das Vorzeichen -+, wenn AC und BC in gleicher
Richtung laufen, C also nicht auf der Strecke AB
gelegen ist, dagegen das Vorzeichen —, wenn AC und
BC nach entgegengesetzten Richtungen sich erstrecken,
also C auf der Strecke AB liegt. Dann bestimmt
jeder Punkt der Geraden einen solchen Parameterwert
A. Dem Werte 4 = o entspricht der Punkt A, dem
Werte 4 = o der Punkt B; 4 = 1 liefert den un-
endlich fernen Punkt, woraus andererseits analytisch
dessen Berechtigung folgt.

Umgekehrt gibt es stets nur einen Punkt derart,
dass fiir ibn dieser Quotient einen auch dem Vorzeichen
nach gegebenen Wert 2 — 4, hat. Denn ist P der
gesuchte Punkt, so muss sein

AV
BP T
oder, wenn BP = BA - AP gesetzt wird
AO
A.P :—1:70_ . BA..

Wiihlen wir, was das einfachste ist, eine bestimmte
Richtung auf der Geraden, etwa die von A nach B,
als die positive, so sind alle im entgegengesetzten Sinne
durchlaufenen Strecken negativ zu rechnen. Es er-
gibt sich dann aus der letzten Gleichung die Strecke
AP samt ihrer Richtung.
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30 Die perspektive Beziehung der Grundgebilde.

Aufg. 2. Man zeichne und berechne die Punkte, wel-
che den Werten — 1, -+ —;—, — %
meters 4 entsprechen.

Fiir das dritte Grundgebilde erster Stufe, den Ebenen-
biischel, brauchen wir keine eigene Betrachtung durch-
zufiihren: wir schneiden ihn mit einer Ebene, etwa
senkrecht zur Achse, in einem Strahlenbiischel und er-
halten die Ebenen des Biischels dann durch die Para-
meterwerte, welche die Strahlen dieses Strahlenbiischels
liefern.

des Para-

§ 7. Das Doppelverhiiltnis.

Doppelverhiltnis von vier Punkten.

19. Sind in einer Punktreihe gausser den zwei Funda-
mentalpunkten A und B zwel weitere Punkte C und
D gegeben und bestimmen wir fiir diese nach der in
18) gegebenen Festsetzung die Streckenverhiltnisse

AC AD
BC und BD® % konnen wir aus diesen beiden das
neue Verhiltnis bilden:

AC AD

BEE B

Dieser Ausdruck wird sich als charakteristisch fiir
dic Lage der vier Punkte A, B, C, D erweisen. Wir
nennen ihn, seiner Bildung gemiiss, das ,Doppelver-
hiltnis® der vier Punkte und bezeichnen ihn durch
(ABCD). Wir haben also folgende
Definition: Unter dem Doppelverhiltnis von vier Punkten

einer Geraden verstehen wir den Ausdruck

AC AD
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wobei jedes der einzelnen Verhiltnisse mit dem ihm
nach 18) zukommenden Vorzeichen zu versehen ist.
Die vier Punkte erscheinen dabei in zwei Gruppen ge-
teilt, welche zuniichst nicht gleichartig behandelt sind.
Denn A und B dienten als Fundamentalpunkte und
C und D wurden auf diese bezogen. Hs ist aber sofort
zu beweisen, dass diese beiden Punktpaare in dem
Ausdruck des Doppelverhiltnisses ganz die gleiche
Rolle spielen. Denn es ist ja
(CDAB) = %i: : ]C)% = 2‘% : %% = (ABCD).
Man darf also die beiden Punktpaare miteinander
vertauschen,

Getrennte Punktpaare.

20. Fiir die gegenseitige Lagenbeziehung zweier
Punktgruppen A, B und C,D sind nun folgende zwei
Fille als wesentlich zu unterscheiden:

a) Die beiden Punktpaare A, B und C, D liegen
so, dass man beim Uebergang von A nach B auf dem
einen oder andern Wege einen der Punkte C oder D
passieren muss (Fig. 62). Von den Punkten C und D

S e 7 Z 9 g
Fig. 6a,

o i o B RPN Do CohA
Fig. 6b.

muss dann einer auf der Strecke AB, der andere
ausserhalb dieser Strecke gelegen sein. Wir sagen in
diesem Falle: die beiden Punktpaare ,trennen sich“
gegenseitig. Von den beiden Teilverhiltnissen in dem
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Ausdruck des Doppelverhiltnisses (ABCD) muss dem-
nach das eine positiv, das andere negativ sein, das
ganze Doppelverhiltnis hat demzufolge einen nega-
tiven Wert.

b) Kann man auf einem”der beiden Wege von A
nach B gelangen, ohne C oder D zu iiberschreiten, so
trennen sich die beiden Punktpaare nicht (Fig. 6V).
Es liegen dann C und D beide auf der Strecke”AB
oder beide ausserhalb derselben; die Teilverhiltnisse
in dem Ausdruck (ABCD) haben beide negative oder
beide positive Vorzeichen, das Doppelverhiiltnis
selbst nimmt jedenfalls einen positiven Wert an,

Diese Eigenschaften sind auch umkehrbar. Wir
konnen also sagen: Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, dass zwei Punktpaare A, B und C, D
sich trennen, ist die, dass das Doppelverhiltnis (ABCD)
einen negativen Wert hat.

Doppelverhéaltnis von vier Strahlen.

21. Ganzanaloge Betrachtungen gelten fiir den Strah-
lenbiischel. Geehen wir aus von den zwei (festen) Strahlen
a und b und dem Trennungsstrahl u, so konnen wir
fiir zwei weitere Strahlen ¢ und d die Verhiltnisse bilden

sin ac sin ad
sin be "™ sin 1d
deren Vorzeichen nach 16) zu bestimmen sind.

Dividieren wir den ersten Quotienten durch den
zweiten, so nennen wir diesen Ausdruck das ,Doppel-
verhiiltnis® der vier Strahlen a, b, ¢, d und bezeichnen
ihn durch (abed), so dass also

sin ac sin ad
(abed) = Lo * sin bd
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Der Unterschied, der zwischen den Strahlen a,b
und ¢, d zunichst gemacht wurde, ist wiederum nur
ein scheinbarer. Denn es ist ja

sin ca sin cb’ ‘sin ac . gin:bc
(¢dab) = Gin da " sin db ~ sin ad * sin bd

Dagegen haben wir vorerst noch einen Trennungs-
strahl notig.

Fiir die gegenseitige Lagenbeziehung zweier Strahlen-
paare a, b und c,d sind nun folgende Fille charakte-
ristisch: Man sagt: die Strahlenpaare a,b und c,d
ytrennen einander“, wenn man den Strahl a durch
Drehung nicht mit dem Strahle b zur Deckung
bringen kann, ohne ¢ oder d zu passieren. (Siehe
z. B. Fig. 10.) Kann man dagegen auf einem der
beiden Wege a nach b iiberfiilhren, ohne dabei iiber
¢ oder d zu kommen, so trennen die beiden Strahlen-
paare sich nicht (z. B. Fig. 1). Diese Eigenschaft
zweier Strahlenpaare, sich zu trennen, ist ganz unab-
hiingig von der Annahme eines Trennungsstrahles.

Das oben definierte Doppelverhiltnis (abed) von
vier Strahlen wird nun negativ, wenn die Strahlen a,b
und c¢,d sich trennen, positiv, wenn dies nicht der Fall.
Dann kénnen wir aber auch auf Grund dieser Kigen-
schaft das Vorzeichen des ganzen Doppelverhiiltnisses
bestimmen und nicht das der Teilquotienten.

Wir lassen also jetzt den Trennungsstrahl weg;
dann sind zwar alle Winkel, wie z. B. ac doppeldeutig,
der Sinus dieser Winkel aber ist der gleiche, da sie
sich zu 180° ergiinzen; die einzelnen Teilquotienten
nehmen wir positiv, das Vorzeichen bestimmen wir am
ganzen Ausdruck. Wir erhalten dann die

Doehlemann, I’Hf{\'tpi\ie/)?e&ilﬁr.iarg . pl

= (abed).
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Definition: , Unter dem Doppelverhiltnis (abed) von
vier Strahlen eines Biischels verstehen wir den Aus-
druck

sin ac sin ad

sin be * sin bd

der das positive oder negative Vorzeichen erhilt,

je nach dem die Strahlenpaare a,b und ec.d sich

nicht trennen oder trennen.“

(ab Cd) =

Damit sind wir von einem Trennungsstrahl un-
abhingig geworden. Ohne denselben kionnen aber
die Winkelrelationen von 15) auch nicht mehr angesetzt
werden.

Ganz im gleichen Sinn sprechen wir von dem
Doppelverhiltnis (¢8yd), das vier Ebenen «, 8, y, 6 eines
Ebenenbiischels bilden: es ist nimlich

sin @y sin ad

KMd) ~ sin By " sin g6
Dabei ist z. B. unter ey einer der Winkel zu ver-
stehen, den die Ebene « mit der Ebene y bildet.

Unverdnderlichkeitdes Doppelverhiltnisses
gegeniiber denOperationendes Projizierens
und Schneidens.

22. Verbinden wir jetzt die fiir die Punktreihe und
fiir den Strahlenbiischel unabhiingig von einander durch-
gefiihrten Betrachtungen, indem wir den Biischel S
mit einer Geraden g seiner Ebene zum Schnitt bringen
(Fig. 1). Der Strahl a des Biischels schneide g in A,
der Strahl b in B u. s. w. Da wir von jedem Strahl
des Biischels immer d en Halbstrahl auszeichnen, der
den Schnittpunkt mit g trigt, so kommt die Betrach-
tung eigentlich darauf hinaus, dass wir den Parallel-
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strahl u durch S zu g als Trennungsstrahl einfiihren.
Schneidet ferner der durch S senkrecht zu g gehende
Strahl t in T diese Gerade, so ist

()2 ANSAC — SA SEONEEintac— S UA G
(2)12 4 SBC == SB#.  S8OFEsin b — SIEBE
(3) 2 4 SAD = SA . SD. sin ad = ST . AD
(AR2WARS B —¥SB S SIS HhdE=—s SIS )

Alle von S aus laufenden Strecken SA, SB u, s. f.
wollen wir als positive Zahlen nehmen. Dann folgt
aus (1) und (2) durch Division

5) SA .sin ac  AC
(5) BB . el b5 B0

Hier stimmt das nach 18) bestimmte Vorzeichen
des Streckenquotienten rechts mit dem nach 16) zu be-
stimmenden Vorzeichen des Sinusquotienten links iiber-
ein, wie sich geometrisch sofort ergibt. Ebenso liefern
die Gleichungen (3) und (4)

SA . sin ad él_)

© SB . sin bd ~ BD
Aus (5) und (6) folgt dann durch Division:
(7 (abed) = (ABCD)

also

Satz 1. Das Doppelverhiiltnis von vier Strahlen eines
Biischels ist gleich dem analog gebildeten der vier
Schnittpunkte, welche irgend eine Gerade mit den
vier Strahlen liefert«. *)

Schneiden wir den gleichen Biischel noch mit einer

*) Pappus von Alexandria (4. Jahrh. n. Chr.) Mathematicae collec-
tiones.
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zweiten Geraden g (Fig. 2), so folgt, dass auch

(A, B, C, D,) = (abed), also in Verbindung mit (7)
(8) (ABCD) = (A, B, C;:D,) oder

Satz 2. | Trgend vier Strahlen eines Biischels werden
von jeder Geraden in vier Punkten von gleichem
Doppelverhiltnis geschnitten®.

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: Pro-
jiziert man vier Punkte einer Geraden von einem be-
liebigen Punkte aus auf eine andere Gerade, so bleibt
das Doppelverhiltnis der vier Punkte unverindert. Eben-
so zeigt die Betrachtung von Fig. 3, dass

(ABCD) = (abed) = (a, b, ¢, d,) also

(9) (abed) = (a, b, ¢, d,) oder

Satz 3. | Trgend vier Punkte einer Geraden werden aus
jedem Punkte durch vier Strahlen von gleichem Dop-
pelverhiltnis projiziert.“

Fiir den Ebenenbiischel gelangen wir zu ganz
ihnlichen Sitzen. Sind ¢, g, v, § vier Ebenen eines solchen,
so ist, wie man leicht ableitet, das Doppelverhiltnis
(«Byd) derselben identisch mit dem Doppelverhiltnis
der vier Schnittpunkte, die irgend eine Gerade mit den
vier Ebenen liefert oder auch mit dem Doppelverhiltnis
der vier Strahlen, wonach irgend eine Ebene die vier
Ebenen trifft. Diesen Satz und die drei vorigen Sitze
konnen wir in dem allgemeinern zusammenfassen:
Satz 4. Tn zwel perspektiven Grundgebilden erster

Stufe bilden irgend vier Elemente des einen Grundge-

bildes und die ihnen entsprechenden des andern das
gleiche Doppelverhiltnis.«

Damit haben wir fiir perspektive Grundgebilde
erster Stufe ausser der Lagenbeziehung auch eine
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‘metrische Beziehung gefunden, welche entsprechende
Elemente solcher Gebilde miteinander verkniipft.
Endlich kiénnen wir die Operation des Schneidens
oder Projizierens nicht bloss einmal, sondern auch 6 fter
vornehmen, ohne dadurch den Wert des Doppelver-
hiltnisses von vier Elementen zu #indern. Wir erhalten
demgemiiss ganz allgemein
Satz 5. , Leitet man aus vier Elementen eines Grund-
gebildes erster Stufe durch die beliebig oft angewand-
ten Operationen des Projizierens und Schneidens vier
neue Elemente eines andern Grundgebildes ab, so ist
das Doppelverhiiltnis der ersten vier Elemente gleich
dem analog gebildeten Doppelverhiiltnis der letzten
vier entsprechenden Elemente. Das Doppelverhiiltnis
von vier Elementen eines Grundgebildes erster
Stufe erweist sich also diesen Operationen gegen-
iiher als eine unveriinderliche (invariante) Zahl,*

II. Abschnitt:

Harmonische Gebilde.

§ 8 Weitere Eigenschaften des Doppelverhiiltnisses.
Die Werte der Doppelverhiltnisse, die
sich aus vier Elementen bilden lassen

23. Den Begriff des Doppelverhiiltnisses miissen
wir noch nach verschiedenen Richtungen hin weiter
untersuchen.

Sind vier Elemente eines einformigen Grundgebildes
z. B. vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe gegeben,
so konnen wir sie auf 24 verschiedene Arten zu einem
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Doppelverhiltnisse zusammenfassen, da man aus vier
Elementen 24 Ausdriicke ABCD, ABDC u. s. f. bilden
kann. Nicht alle diese Ausdriicke sind aber ihrem
Zahlenwert nach verschieden. Wir sahen schon in 19), dass
(1) (ABCD) = (CDAB)
Ferner ist auch

BD. . BC AC AD
Mk Y ok o S
2) (BADC) = (ABCD)

Vermoge der in (1) und (2) ausgedriickten Sitze:
kénnen wir nun aus einem Ausdruck wie (ABCD) noch
drei andere ableiten, die den gleichen Zahlenwert be-
sitzen, ndmlich :

(ABCD) =(CDAB) = (BADC) = (DCBA)

Die 24 verschiedenen Ausdriicke liefern also
hichstens 6 verschiedene Zahlenwerte. Ist aber etwa
(ABCD) = 4, so konnen wir die iibrigen Zahlenwerte
durch diesen einen wie folgt ausdriicken. Es ist zuniichst,
wie sich sofort ergibt,

(3) (ABDC) =

(BADC) =

1 1 ,
(ABCD) A
Ferner wird

AB AD (AC+ CB) (CA + AD)

e R 1 R ) Y CB. AD
AC. AD+ OB. CA + AC. CA
peed A CB. AD
AC. BC+CA+AD)
=i CB. AD St
Also

) (ACBD) = 1— (ABCD) =1— 4,
http://rcin.org.pl
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Ganz ihnlich beweist man, dass
(ABCD) )
5 ADCB) = — 2 _—
® ( i (ABCD)—1  2—1
Als Endresultat ergeben sich demnach folgende

6 verschiedene Werte, von deven jeder in vierfacher
Weise geschrieben werden konnte:

1
(ABCD) = 2 (ABDC) =—
(ACBD)=1— 4 (ACDB) = 1._1__/1

e
ADCB)= ___ % ADPOY o2
(ADCB)= % | (ADBO) =23

Das Doppelverhiltnis als Koordinate.

24. Halten wir jetzt von den vier Punkten ABCD
drei, etwa A, B, C fest, wihrend D die Punktreihe durch-
wandert, so wird das Doppelverhiltnis (ABCD) fiir
jede Lage von D einen bestimmten Wert annehmen.
Fillt insbesondere D in den unendlich fernen Punkt
der Punktreihe, den wir mit D,, bezeichnen wollen,
so wird

AD AP, L RO

(ABCDy) = B0 BDo — BC
e L D ;
weil der Quotient B‘ﬁ'* — 1 nach 18). Es reduziert

sich also fiir diesen Punkt das Doppelverhiltnis auf
ein einfaches Streckenverhiltnis. Es wird aber ferner
auch jeder Zahlenwert nur bei einer Lage des Punktes
erreicht, wie aus dem folgenden Satze sich ergiebt:
Satz 6: ,Sind drei Punkte A, B, C auf einer Punkt-

reihe gegeben, sowie ein Zahlenwert 2 von bestimmten
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Vorzeichen, so gibt es einen und nur einen Punkt
D der Punktreihe, welcher mit A, B und C ein
Doppelverhiltnis (ABCD) = 2 bildet.“

Denn es ist fiir diesen gesuchten Punkt D

AC AD APy SO
ABOD)= A= =% 1o alo —oo o 0
( ) ¥O B SY THBD T 3 BO

: AC : A :
Hier muss BC mit einem bestimmten Vor-

zeichen versehen werden vergl. 18.), so dass auch

AD
BD der Grosse und dem Vorzeichen nach gegeben

ist, also ist D eindeutig festgelegt.

Natiirlich gilt der eben bewiesene Satz in ent-
sprechender Weise auch fiir den Strahlen- und Ebenen-
biischel. Hilt man drei Elemente eines Grundgebildes
erster Stufe fest, so kann man die Lage eines vierten be-
weglichen Elementes festlegen durch den Zahlenwert des
Doppelverhiltnisses, welches dieses vierte Element mit
den drei festen bildet. Das Doppelverhiltnis dient
also als Koordinate, deren Zahlenwerte die einzelnen
Elemente liefern,

Aufg. 3. Gegeben sind die Punkte A, B, C einer
Punktreihe in der in der Figur 7 angegebenen
Anordnung. Man untersuche den Verlauf des Doppel-
verhiltnisses (ABCD), wenn D die Punktreihe
durchlauft.

)
Y

A
- - FEie 1 +

Fig. 7.
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Eine einfache Betrachtung liefert folgende Zu-
sammenstellung :

AC

D im Unendlichen: . . . (ABCD)=~B—C~ R
D geht vom Unendlichen bis A: (ABCD) .+
IDSRlltenachid A - G, G e S
Digeht: vont Al bisiBi . Lt . —
Defilltenachi Byl o 5 ,, o0
D geht von B nach C:. . . - N &
WafalltEnachS @3 Al 5 B i o +1
D geht von C ins Unendliche: .+

Wir wollen noch ausdriicklich bemerken, dass
(ABCD) bloss dann den Wert -1 annimmt, wenn der
bewegliche Punkt D nach C riickt. — Man fiihre die
entsprechende Betrachtung durch fiir eine andere An-
ordnung der Punkte A, B, C.

Aufg. 4.  Gegeben sind drei Punkte A, B, C einer

&£
R
A
il i
g g
.zt{// / \\
g /
i / \
v \ : \
i \ / \
o \ I \
A \Z B \2
e ! / 5
\ ! \
\ ! \
\ ! \
otk \
Y \
\ ol N
7 ;
; 4
< \g,
\
\
\
\
\
\7,
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Geraden (Fig. 8); man konstruiere einen Punkt D

auf der Geraden, so dass (ABCD)= — 7,

Losung. Wir ziehen durch C irgend eine Gerade
und tragen auf ihr die entgegengesetzt gerichteten
Strecken C A, = 2, CB, = 3 ab unter Zugrundelegung
einer ganz beliebigen Masseinheit, konstruieren den
Schnittpunkt S der Verbindungslinien A A, und BB,
und ziehen durch S eine Parallele zu A B, , dann
schneidet diese Parallele die gegebene Gerade im ge-
suchten Punkte D. Denn wenn wir C gleichzeitig mit
C, bezeichnen, den unendlich fernen Punkt von SD da-
gegen D, und die Strahlen von S nach A, B, C, D
der Reihe nach a, b, ¢, d nennen, so ist nach 22)
bezw. 24)
(abed)=(ABCD)=(A,B,C,D,) :%:g—:: — ;
Man konstruiere auch noch den Punkt D, fiir

welchen (ABCD) = - —z—

§ 9. Das harmonische Doppelverhiltnis.

Definition harmonischer Elemente.

25. Gehen wir von drei beliebigen Punkten A, B, C
einer Punktreihe aus, so konnen wir nach Satz 6
immer einen und nur einen Punkt D des Trigers
finden, fiir welchen (ABCD) = — 1. Vier solche
Punkte haben besonders wichtige geometrische Eigen-
schaften. Wir stellen die Definition auf:

» Vier Punkte A, B, C, D einer Punktreihe heissen
harmonisch, wenn das Doppelverhiiltnis (A B C D)
—_ 1.“
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Es sind die Punkte A und B einerseits, C und D
andererseits einander zugeordnet und aus 20) folgern
wir unmittelbar, dass die Punktpaare A,B und C,D
sich trennen. Man sagt deswegen wohl auch, dass zwei
solche Punktpaare sich harmonisch trennen.

Ganz entsprechend sind vier harmonische Strahlen
a, b, ¢, d eines Strahlenbiischels oder vier harmonische
Ebenen (« gy d) eines Ebenenbiischels dadurch definiert,
dass beziiglich (abcd) =—1 oder (¢fyd) = —1.

Die 6 Werte von Doppelverhiltnissen, welche sich
nach 23) aus vier Elementen bilden lassen, reduzieren
sich bei vier harmonischen Punkten, also fiir 2 = —1,
ersichtlich auf die folgenden 3 Werte: — 1, 2, .

Natiirlich trennen sich auch hier wieder die beiden
Paare von zugeordneten Elementen. Ferner folgt aus
Satz 5 von 22) noch:

Satz 7: Vier harmonische Elemente eines Grundgebildes
erster Stufe gehen durch die Operationen des Schnei-
dens und Projizierens stets wieder in vier harmo-
nische Elemente iiber.“

Konstruktion harmonischer Elemente.

26. Sind drei Punkte A, B, C, einer Punktreihe gege-
ben, so gibt es, wie wir bereits wissen, bloss ein en Punkt
D, der zu C harmonisch liegt beziiglich A und B, d. h.
so liegt, dass

(1) (ABCD) = —1.
Daraus folgt sofort
AC AD
@ B0 7 D
Die Punkte C und D teilen also die Strecke
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44 Harmonische Gebilde,

A B, abgesehen vom Vorzeichen, im gleichen Ver-
hiiltnis. Diese Bemerkung liefert folgende Konstruk-
tion: Wir ziehen (Fig. 9) durch die gegebenen
Punkte A und B zwei beliebige parallele Gerade AA’
und BB’ und durch C eine beliebige Linie, welche
diese Parallelen in X und Y’ trifft. Schneiden wir

=
£
,/ N ’
7 3 \\\\ y
/ \ S i
/ \ ~ ’
o \ Sy,
/ \ e
/ A PR
/ A » \\\
/ \ / ~
3 / oo
J A A 1% K
\
\ .
VA
Y
/
/
%’
Fig. 9.

dann (mittels des Zirkels) die Strecke BY — Y'B ab,
so liefert die Verbindungslinie XY im Schnittpunkt
mit g den gesuchten Punkt D. Misst niimlich die
Strecke A X m Lingeneinheiten, die Strecke BY und
die ihr gleiche BY’ n Liingeneinheiten, wobei m und n
also positive Zahlen, so ist mit Riicksicht auf die
Vorzeichen
AC m AD m
o o o
also in der That die Bedingung (2) und folglich auch
(1) erfiillt.

Nehmen wir in Fig. 10 an, die gegebenen Punkte
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Az 4 K i)
Fig. 10.
liegen so, dass C die Mitte der Strecke A B, dann
wird offenbar m = n und XY parallel zu g, der
Punkt D riickt ins Unendliche, also
Satz 8: Die Mitte C einer Strecke A B und der
unendlich ferne Punkt D des Triigers der Strecke
sind vier harmonische Punkte.

Projicieren wir diese vier harmonischen Punkte, aus
cinem Punkte S, so erhalten wir nach Satz 4 vier har-
moanische Strahlen a, b, ¢, d. Man benutze diese Be-
trachtungen zur Losung der
Aufg. 5: Gegeben sind drei Strahlen a, b, ¢ eines

Biischels; man konstruiere den 4. harmonischen
Strahl d zu c beziiglich a und b.

Ein einfacher Satz iiber harmonische Strahlen er-
gibt sich ferner durch folgende Betrachtung: Ist A B C
ein Dreieck und halbiert man den Winkel bei A sowie
dessen Nebenwinkel durch Linien, welche die Seite
BC beziehungsweise in D und E treffen, so teilen nach
bekannten planimetrischen Siitzen die Punkte D und E
die Seite B C im Verhiiltnis der anliegenden Dreiecks-
seiten, also sind B, C, D, E harmonisch, (BCDE)
— — 1 und es sind also auch die aus A nach diesen

http://rcin.org.pl



46 Harmonische Gebilde.

Punkten zielenden Strahlen harmonisch, so dass wir

erhalten:

Satz 9: | Irgendzwei Strahlen und die zwei Halbierungs-
linien der von ihnen gebildeten Winkel bilden ein
harmonisches Quadrupel. Die letzteren beiden zu-
geordneten Strahlen stehen auf einander senkrecht.*

Aufg. 6: Man bilde eine Umkehrung dieses Satzes.

§ 9. Das vollstiindige Viereck.

Geometrische Definition von vier harmo-

nischen Punkten.

27. Vier harmonische Punkte lassen sich nun nicht
bloss durch die analytische Beziehung definieren, dass ihr
Doppelverhiltnis den Zahlenwert — 1 besitzt, sondern
auch durch eine rein geometrische, durch eine Lagen-
beziehung, wie wir jetzt zeigen wollen,

Sind vier Punkte E, F, &, H in einer Ebene ganz
beliebig gegeben, (Fig. 11a oder Fig. 11b,) so be-

Fig. 11a. Fig. 1tb.
stimmen sie zuniichst 6 Linien, welche je zwei dieser
vier Punkte verbinden. Die Gesamtheit dieser 6 Linien
nennen wir das ,vollstindige Viereck¢ der Punkte E,
F, G, H. Die 6 Linien heissen die ,Seiten* , die Punkte
E, F, G, H die ,Ecken des Viereckes. Zu jeder
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Seite des vollstindigen Viereckes z. B. zur Ver-
bindunglinie EF oder 1 konnen wie eine zweite, in
diesem Falle die Verbindungslinie G H oder 1' finden
derart, dass zwei solche Seiten zusammen alle die vier ge-
gebenen Kcken des Viereckes enthalten. Wir nennen
zwei solche Seiten ,Gegenseiten“ des vollstindigen Vier-
eckes und erhalten augenscheinlich 3 Paare von Gegen-
seiten, 1, I'’; m,m’; n,n’. Je zwei zusammengehorige
Gregenseiten liefern endlich noch einen Schnittpunkt,
namlich 1 und 1" den Punkt I., m und m’ den Punkt
M und n und n’' den Punkt N. Diese drei Punkte I,
M, N heissen wohl auch ,Nebenecken“ des Viereckes.

Der Zusammenhang dieser Figuren mit harmonischen
Punkten wird nun hergestellt durch folgenden
Satz 10: ,Greift man zwei Paare von Gegenseiten

eines vollstiindigen Viereckes heraus, so liefern sie

2wei Nebenecken. Auf ihrer Verbindungslinie schnei-
det | dann das letate Paar von ‘Gegenseiten zwei

Punkte aus, die zu den zwei ersten Nebenecken

hymomsch liegen.

Denn nehmen wir I und M als Nebenecken, die
verbunden werden und schneidet das letzte Paar von
(egenseiten n, n’ diese Verbindungslinie in C und D,*)
so hat man

(1) (LMCD)= (EGND)
wie sich ergibt, wenn man die links stehenden Punkte
aus dem Punkte F' auf n’ projiziert (Satz 2). Proji-
ziert man aber die letzten vier Punkte aus H auf L M,
so wird

@) (EGND) — (MLC D)

*) In Fig. 11b ist noch der Punkt C einzutragen statt des einen I.
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48 Harmonische Gebilde.

also folgt
(3) (LMCD) = (MLCD).
Andererseits ist aber allgemein vergl. 23)
1
(MLCD) —(LMCD)
mithin in 3)
(LMICD)* =

Es kann also das Doppelverhiltnis der vier Punkte
L, M, C, D bloss die Werte + 1 oder — 1 haben.
Der Wert + 1 ist aber ausgeschlossen, da er nach 24)
Aufg. 3 bloss erreicht wird, weun von den vier Punkten
des Doppelverhiiltnisses zwei zusammenfallen. Dies ist
in unserer Figur aber nicht moglich. Bs muss folg-
lich sein

(LMCD) = — 1
d. h, die vier Punkte liegen harmonisch.

Es sind dann auch E, G, N, D vier harmonische
Punkte und die Strahlen von F oder H aus nach ihnen
sind ebenfalls harmonisch.

Wir benutzen diese Eigenschaft des vollstindigen
Vierecks, um eine zweite Lisung zu gewinnen fiir die
Aufg. 7. Gegeben sind drei Punkte A, B, C auf einer

Geraden; zu C den
4. harmonischen be-
ziiglich A und B zu
konstruieren.

Wir ziehen (Fig. 12)
durch den gegebenen
Punkt C eine beliebige
Gerade, wiihlen auf ihr
zZwel behebwe Punkte E
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Das vollstiindige Viereck. 49

und F, ziehen die Verbindungslinien EA, EB, so-
wie FA und FB. Ist dann G der Schnittpunkt von
FA und BE, ferner H der Schnittpunkt von FB und
AE, so liefert GH auf der gegebenen Geraden den 4.
harmonischen Punkt D. Der Beweis ergibt sich sofort
aus der Betrachtung des vollstindigen Vierecks EFGH.

Natiirlich kann man die verschiedensten Vierecke
zur Konstruktion benutzen, In der Figur ist noch
ein zweites Viereck E F| G, H, gezeichnet. KEs muss
dann G, H, durch den gleichen Punkt D gehen.

Diese Konstruktion erfordert bloss das Ziehen von
geraden Linien, ist also mittels des Lineals allein aus-
fithrbar, withrend bei der in 26) gegebenen Lisung auch
der Zirkel benutzt werden musste.

Liegen umgekehrt vier harmonische Punkte A, B,
C, D gegeben vor und zeichnet man in der eben durch-
gefiihrten Weise zu A und B den 4. harmonischen
beziiglich C, so muss dieser mit D zusammenfallen,

Ziu bemerken ist noch, dassin Bezug auf das voll-
stindige Viereck die beiden Punktpaare der harmoni-
schen Gruppe eine verschiedene Rolle spielen, indem
niimlich A und B Nebenecken sind, wiihrend durch
C und D die Gegenseiten laufen, Wir wissen aber
schon aus dem Fritheren (19), dass die beiden Punkt-
paare in einem Doppelverhiiltnis durchaus iiberein-
stimmend zu behandeln sind. Awuch geometrisch wiire
fiir die harmonischen Punkte diese Gleichberechtigung
der beiden Paare durch Konstruktion eines anderen
Vierecks leicht zu erweisen.

Aufg. 8. Die Strahlen a, b, ¢ eines Biischels sind ge-
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50 Harmonische Gebilde.

geben, zu ¢ den 4. harmonischen beziiglich a und
b zu konstruieren,

Wir wiihlen auf ¢ einen
Punkt N beliebig (Fig. 13),
ziehen durch ihn zwei belie-
bige Gerade EG und HF,
bringen EF und HG in L zum
Schnitt, dann ist SL der ver-

Fig. 13. langte Strahl d. Die Kon-
struktion erfordert bloss das Ziehen von geraden Linien,

ist ,linear“, wie wir sagen.

AnwendungendesSatzesvom vollstindigen
Viereck,

28. Hat man in einer Ebene zwei gerade Linien a und
b und einen Punkt S und ziehen wir durch S be-
liebige Gerade, welche a und b je in A, B, A", B’, u.s. f.
schneiden (Fig. 14); ziehen wir ferner AB’ und A’B,
welche einen Punkt D liefern, A’B” und A”'B’, welche
sich in D’ schneiden u. s. f., so liegen alle so konstru-
ierten Punkte D auf einer Geraden, welche durch den
Schnittpunkt T der gegebenen Geraden a und b hin-
durchgeht.

Denn verbinden wir

T mit S und D und
nennen diese Strahlen

s und d, so sind a, b,

s, d vier harmonische

5 Strahlen, wie sich aus
dem Viereck AA'B'B
Hig L ergibt, also (absd) =
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— 1. Zu den drei Strahlen a, b, s, gibt es aber bloss
einen 4. harmonischen, also miissen alle Punkte D auf
einem Strahl durch T liegen.

Aufg. 9. Gegeben sind in einer Ebene zwei Gerade
a und b, deren Schnittpunkt nicht mehr gezeichnet
werden kann und ein Punkt D. Man soll diesen
Punkt D mit dem unzuginglichen Schnittpunkt
durch eine Gerade verbinden.

Man benutze den eben bewiesenen Satz und ziehe
durch D (vergl. Fig. 14) irgend zwei Gerade AB’ und
A’B. Dann liefern AB und A’B’ einen Punkt S.
Irgend eine durch S weiter gezogene Gerade, welche
a und b in A” und B” trifft, bestimmt einen Punkt
D’, der mit D verbunden, die gesuchte Gerade gibt.

Anmerkung. Dem vollstindigen Viereck entspricht
nach dem Gesetz der Dualitiit in der Ebene (7, a) das voll-
stindige Vierseit. Dies wird gebildet von vier ganz beliebigen
Geraden einer Ebene, den ,Seiten“ des Vierseites. Diese
bestimmen 6 Schnittpunkte oder ,Ecken“, welche wieder in
3 Paare von ,Gegenecken“ zerfallen derart, dass durch ein
Paar Gegenecken alle vier Seiten hindurchgehen. Mittels
dieser Figur erhilt man dann in durchaus analoger Weise
eine rein geometrische Definition fiir vier harmonische
Strahlen.

In der reinen Geometrie der Lage kann man harmo-
nische Elemente auf Grund ihrer geometrischen Eigenschaft
behandeln; das Doppelverhiltnis dagegen in der hier ge-
gebenen Definition ist auszuschliessen wegen der vorkommen-
den Strecken oder Winkel. Irgend vier gegebene Elemente
eines Grundgebildes erster Stufe bezeichnet man in der
Geometrie der Lage als einen ,Wurf*.
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§ 11. Metrische Relationen bei harmonischen Gebilden.
" 99. Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, so ist

also (ABCD) = — 1 oder
AC _ _ AD
B0 i BT

Ist weiter (Fig. 15) M die Mitte der Strecke AB*
so konnen wir die letzte Gleichung auch schreiben:
AME SIS V= M
BM + MC = BM + MD

Fig. 15.

Multipliziert man aus, so ergibt sich unter Riick-

sicht auf die Gleichung AM = MB
(1) MO TMDI= MA* = MB*

Dies liefert einen leicht in Worte zu fassenden
Satz iiber harmonische Punkte. Ist umgekehrt Gleich-
ung (1) erfiillt, so liegen die Punkte harmonisch.

Legen wir jetzt durch die Punkte C und D irgend
einen Kreis und von M aus eine Tangente an ihn, so
ist MC . MD die Potenz des Punktes M in Bezug auf
diesen Kreis und = dem Quadrat der Tangente. Ist
T der Beriihrungspunkt, so hat man demnach

2) MT* — MC . MD.
http://rcin.org.pl
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Aus (1) und (2) folgt
M —SNEAS— BV
d. h. T liegt auf dem Kreise iiber AB als Durch-
messer. Die Tangenten an die beiden Kreise in T
stehen also aufeinander senkrecht oder anders ausge-
driickt: die beiden Kreise schneiden sich rechtwinklig
oder orthogonal. Wir haben also den
Satz 11: ,Sind A, B, C, D vier harmonische Punkte, so
schneidet jeder Kreis durch die beiden zugeord-
neten Punkte C und D den iiber AB als Durch-
messer beschriebenen Kreis orthogonal.®
Aufg. 10. Sind a, b, ¢, d vier harmonische Strahlen, so
dass also (abed) = — 1 und ist m einer der Strahlen,
welche den Winkel von a und b halbicren, so beweise
man die der Gleichung (1) entsprechende Relation:
tg(me) . tg(md) = tg*(ma) = tg*(mb)

III. Abschnitt.

Die projektive Beziehung der einformigen
: Grundgebilde.
§ 12. Die konstruktive Behandlung der projektiven
Beziehung.

Definition projektiver Grundgebilde.

30. An perspektiven Grundgebilden erster Stufe
haben wir im I. Abschnitt zweierlei Eigenschaften als cha-
rakteristisch erkannt: die Eigenschaft der Lage (13)
und die daraus sich ergebende metrische Eigenschaft
der Gleichheit der Doppelverhiiltnisse von je vier ent-
sprechenden Elementen (22). Denken wir uns nun in zwei
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perspektiven Grundgebilden erster Stufe z. B. zwei Punkt-
reihen g und g, (Fig. 2) die séimtlichen, entsprechenden
Punkte wie A und A, B und B, u. s. f. in irgend
einer Weise an den (etwa als materiell gedachten)
Punktreihen markiert. Dann heben wir den geometri-
schen Zusammenhang zwischen den Punktreihen g und
g, und dem Strahlenbiischel S auf, indem wir g und
g, in irgend eine beliebige Lage bringen. Wihrend
dadurch die perspektive Lagenbeziechung zerstort wird,
bleibt die metrische Eigenschaft nach wie vor er-
halten. "Wir nennen die Punktreihen dann noch ,pro-
jektivt — wofiir auch das Zeichen  gebraucht wird.
Allgemein stellen wir auf als

Definition: Zwei Grundgebilde erster Stufe heissen pro-
jektiv, wenn sie eindeutig, Element fiir Element,
dadurch aufeinander bezogen sind, dass je vier Ele-
mente des einen Gebildes und die vier entsprech-
enden des andern das gleiche Doppelverhiltnis
bilden.

Um uns solche projektive Grundgebilde zu ver-
schaffen, steht uns zunichst kein anderes Mittel zu
Grebote, als dass wir zwei Grundgebilde perspektiv auf
einander beziehen und dann gewissermassen ,ausein-
andernehmen.“ Es ist aber leicht, auch direkt eine
projektive Beziehung zwischen zwei Grundgebilden
erster Stufe zu vermitteln,

Konstruktion projektiver Punktreihen.

31. Wir fiihren dies zuniichst durch fiir zwei Punkt-
reihen, deren Triiger g und g, sich in einer Ebene
befinden mogen. Irgend drei beliebigen Punkten A, B,
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C auf g ordnen wir drei beliebige Punkte A , B, C,
auf g zu, Wir verbinden (Fig. 16) A mit A, und

g

Fig. 16.
wiihlen auf dieser Verbindungslinie zwei beliebige Punkte
S und 8,. Die Linien SB und S B, mégen sich in
B, SC und S,C, in € schneiden. Wir verbinden
B mit ¢ durch eine Linie p, welche AA in A treffen
moge. Zu einem beliebigen Punkte D von g ver-
schaffen wir uns jetzt einen entsprechenden auf g in
folgender Weise: SD trifft p in D und S, D schneidet
dann g, in einem Punkte D,, der dem Punkte D zu-
gewiesen wird. Dann ist offenbar fiir jede Lage von
D nach den Siitzen von 22)
(ABCD) = (A,B,C,D,) = (ABCD)

Beschreibt D die eine Punktreihe, so durchwandert
D, die andere und es sind immer die Biischel S und
S, je perspektiv zur Punktreihe A, B, C ... auf p
und also auch zu einander perspektiv. Es bilden folg-

TEMATYC TNY
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56 Die Beziechung der einformigen Grundgebilde,

lich auch irgend vier Punkte auf g und die vier ent-
sprechenden auf g das gleiche Doppelverhiltnis, Damit
haben wir also in der That projektive Punktreihen kon-
struiert und gleichzeitig gefunden, dass wir drei Paare
entsprechende Punkte beliebig annehmen kénnen, Da-
durch ist die projektive Beziechung dann gerade be-
stimmt.

Aufg. 11. Man konstruiere die Punkte, welche den
unendlich fernen Punkten von g und g, beziiglich
entsprechen. — Der Schnittpunkt der beiden Triiger
g und g, kann als Punkt von g mit E und als
Punkt von g, mit F, bezeichnet werden. Man kon-
struiere die beiden entsprechenden Punkte E, und

F. (Siehe Fig. 16.)

Konstruktion projektiver Strahlenbiischel,

32. Zwei in einer Ebene befindliche Strahlenbiischel
projektiv aufeinander zu beziehen, gelingt durch die
entsprechende duale Betrachtung. Wir greifen im
Biischel S drei beliebige Strahlen a, b, ¢ heraus, denen
wir im Biischel S, drei beliebige Strahlen a,, b, ¢, zZu-
ordnen (Fig. 17). Durch den Schnittpunkt von a und
a, ziehen wir will-
kiirlich zwei Ge-
rade g und g, und
bringen g in A,
B, C zum Schnitt
mit dJden Strahlen
a, b, ¢, die Gerade
g, hingegen mit
Fig. 17. a, b, ¢ in A,
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B,, C,. Dann liefern die Verbindungslinien BB, und
CC, in ihrem Schnitte einen Punkt P. Zu einem be-
liebigen Strahl d des Biischels S finden wir nun, wie
folgt, den entsprechenden: d trifft g in D, DP trifft
g, in D, und S D, ist der entsprechende Strahl d,
im Biischel S,.
Dann ist wieder
(a‘ b ¢ d) = (a, bl 01 dl)

Die Punktreihen auf g und g, welche durch ent-
sprechende Strahlen der Biischel S und S, ausgeschnit-
ten werden, sind perspektiv,

Aufg. 12.  'Man zeichne in den beiden projektiven
Biischeln die Strahlen e, und f, welche dem Ver-
bindungsstrahl SS, entsprechen, wenun dieser als e
und f genommen wird®.

Um eine Punktreihe und einen Strahlenbiischel
projektiv aufeinander zu beziehen, schneiden wir den
Biischel mit einer Geraden in einer Punktreihe und
beziehen diese auf die gegebene Punktreihe.

Wiiren ein Ebenenbiischel und ein Strahlenbiischel
in projektive Beziehung zu setzen, so bringen wir die
Ebene des Strahlenbiischels zum Schnitt mit dem Ebenen-
biischel und beziehen die beiden Strahlenbiischel pro-
jektiv aufeinander.

Zusatz. Statt durch eine geometrische Konstruk-
tion konnen wir uns die projektive Beziehung auch von
Anfang an durch eine Doppelverhéltnisrelation fest-
gelegt denken. Sind z. B. g und g, die Triiger zweier
Punktreihen und A, B, C, sowie A,, B,, C,, beliebig
auf ihnen ausgewihlt, so bildet ein beliebiger Punkt D
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auf g mit A, B, C ein Doppelverhiltnis von bestimm-
tem Wert (ABCD) = A. Dann giebt es auf g,
einen Punkt D, fiir welchen (A, B, C, D,) = 4.
Dies ist der D entsprechende Punkt D,. Es gilt
also die Beziehung k
(ABIC)E— (A =B (CD )

Die angefiihrten Konstruktionen lehren, Elemente zu
finden, die stets dieser oder einer entsprechenden Be-
ziehung geniigen.

Es dringt sich aber noch die Frage auf: Ist
vielleicht die soeben direkt begriindete, projektive Be-
ziehung allgemeinerer Art als die Beziehung, in der
zwei perspektive Grundgebilde stehen, nachdem ihre
gegenseitige Lagenbeziehung aufgehoben ist?

Dies ist bei den Grundgebilden erster Stufe in der
That nicht der Fall. Denn wir wollen im folgenden
Paragraphen zeigen, dass sich zwei projektive Grund-
gebilde erster Stufe stets in perspektive Lage bringen
(perspektiv ,jorientierent) lassen.

§ 18. Die perspektive Orientierung projektiver Grund-
gebilde erster Stufe.

Projektive Punktreihen, in perspektive
Lage gebracht.

38. Liegen zwei, in der soeben beschriebenen Weise
projektiv auf einander bezogene Punktreihen gund g, vor,
in denen also irgend vier Punkten der einen vier Punkte,
der andern entsprechen vom gleichen Doppelverhilt-
nis, so seien E und K, irgend zwei einander ent-
sprechende Punkte. Dann gilt fiir irgend drei weitere
entsprechende Punktpaare A, A ,B,B ,C,C, die Relation

() (ABCE)=(A, B C, E)
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Bringen wir nun g und g, in eine solche gegenseitige
Lage, dass B, auf E zu liegen kommt, wihrend die
Trager g und g, selbst nicht zusammenfallen. Wir
verbinden A mit A, B mit B, und zeichnen den
Schnittpunkt S dieser Verbindungsstrahlen.*) Dann
geht auch die Linie CC, durch diesen Punkt S. Denn
angenommen, die Verbindungslinie SC, treffe g in C’,
so ist nach 22)

) (ABC'E)= (A, B, C L)
also mit Riicksicht auf (1)
(3) (ABC'E)=(ABCE)

Dann muss aber notwendig C/ mit C zusammenfallen,
also C’ = C sein; denn es giebt nach 24) nur einen
Punkt C, der mit A, B und E ein Doppelverhiltnis
von gegebenem Werte (A BCE) bildet. Ganz in der
gleichen Weise zeigt man, dass jede Verbindungslinie
irgend zweier anderer entsprechender Punkte wie D und
D, ete. auch immer durch den Punkt S gehen muss. Die
beiden Punktreihen sind also dargestellt als Schnitte
des Biischels S, sie sind in perspektive Lage ge-
bracht.

Dies ist offenbar noch auf unendlich verschiedene
Arten moglich, da ja nur notig war, irgend zwei ent-
sprechende Punkte der projektiven Punktreihen im
Schnittpunkt der beiden Triger zur Deckung zu
bringen. Der Punkt S heisst wohl auch das ,,Centrum
der Perspektivitit. Wir erhalten also den

*) Es wird dem Leser dringend geraten, die Figuren nach den
Angaben dss Textes stets selbst zu entwerfen, auch wenn sie
beigedruckt sind. Es erleichtert das Verstindnis ungemein, wenn
man die Figur, Schritt fiir Schritt der Entwicklung folgend, erst all-
mihlich entsteh en sieht.
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Satz 12: , Hat man zwei projektive Punktreihen g und
g, und liegen im Schnittpunkte der beiden Triger
entsprechende Punkte der Punktreihen vereinigt,
withrend die Triiger g und g, selbst nicht zusam-
menfallen, so liegen die beiden Punktreihen per-
spektiv, d. h. alle Verbindungslinien entsprechen-
der Punkte von g und g, laufen durch einen
Punkt, das Centrum der Perspektivitit.

Projektive Strahlenbiischel, in perspek-
tive Lage gebracht.

34. Um zwei in einer Ebene befindliche, projektive
Strahlenbiischel S und S, in perspektive Lage zu
bringen, greifen wir irgend zwei entsprechende Strah-
len e und e, heraus und bringen sie zur Deckung je-
doch so, dass S und S, nicht aufeinander zu liegen
kommen. Dann zeigt die duale Betrachtung, dass die
Biischel perspektiv liegen. Dies liefert den
Satz 13: Liegen zwei in einer Ebene befindliche, pro-

jektive Strahlenbiischel so, dass in der Verbindungs-

linie ihrer Mittelpunkte entsprechende Strahlen der
beiden Biischel vereinigt sind, wihrend die Mittel-
punkte nicht zusammenfallen, so sind die Biischel
nperspektivié d. h. alle entsprechenden Strahlen
schneiden sich auf einer Geraden, der ,,Achse der

Perspektivitite.

Die Aufgabe, eine Punktreihe und einen zu ihr
projektiven Strahlenbiischel perspektiv zu legen, ver-
langt, den Biischel so zu orientieren, dass drei Strah-
len a, b, ¢ durch die ihnen entsprechenden Punkte A,
B, C der Punktreihe gehen. (Beweis!) Dies ist auf
Grund planimetrischer Sitze leicht durchfiihrbar,
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Mehr Schwierigkeiten bietet es, einen Strahlen-
biischel und einen zu ihm projektiven Ebenenbiischel
in perspektive Lage zu bringen. Wir iibergehen die
Liosung, da sie fiir das Folgende ohne Belang ist.

§ 13. Anwendungen.

35. Fiigen wir noch bei, dass die in § 12 gegebenen
Konstruktionen der projektiven Beziehung noch manche
Spezialisierungen zulassen. So kann man z. B.
bei der Konstruktion der projektiven Punktreihen in
25) die auf dem Verbindungsstrahl A A, mnoch ganz
beliebig angenommenen Punkte S und S, auch so wiih-
len, dass S nach A, und S, nach A fillt. Dann hat
man zur Durchfithrung der gleichen Betrachtung
wie damals die Linienpaare

A B AC

AB | md 3 )
zu benutzen, deren erstes einen Punkt B, das zweite
einen Punkt ¢ liefert, (Fig. 18), withrend die Verbin-

Fig. 18.

http://rcin.org.pl



62 Die Beziehung der einférmigen Grundgebilde.

dungslinie B ¢ der perspektive Schnitt der Biischel A
und A, ist, den wir mit p, bezeichnen wollen. Irgend
zwei entsprechende Punkte D und D, der projektiven
Punktreihen sind daraus zu erhalten, dass das Linien-
paar

A D,

AD }
einen auf p, gelegenen Schnittpunkt D besitzt. Kon-
struiert man jetzt wieder die dem Schnittpunkt von g
und g, entsprechenden Punkte, so liefert die Figur
unmittelbar das Ergebnis, dass dies die Punkte E,
und F sind, in denen p, den Trigern g, und g be-
gegnet,

Ist nun die projektive Beziehung von g und g,
gegeben, so sind damit diese Punkte B, und F und
also auch p, bestimmt. Ebensogut wie nach A und
A, hitten wir die Hilfspunkte S, und S aber auch
nach B und B, oder nach C und C, u. s. w. verlegen
konnen und miissen dadurch die gleiche Achse p, er-
halten. Es folgt dann aber folgender
Satz 14. , Hat man zwei projektive Punktreihen A,

B,C....und A, B, C,.... auf zwei festen Trigern

g und g und betrachtet alle méoglichen Linien-

paare wie
an) a¢) ap) 56 BD e

so liegen die Schnittpunkte, welche jedes dieser
Linienpaare liefert, auf einer Geraden p,, welche
aus den Trigern g und g, diejenigen Punkte aus-
schneidet, die den im Schnittpunkt von g und g
vereinigten Punkten entsprechen,
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Aufg. 13. Fiir zwei in einer Ebene befindliche, pro-
jektive Strahlenbiischel lisst sich ein entsprechender
Satz aufstellen. Man beweise ihn.

Der Satz von Desargues,
36. Als ein Zeichen fiir die Brauchbarkeit dieser Be-

trachtungen erweisen wir noch folgenden sehr bekann-
ten Satz:

Satz 15: ,;Wenn zwei in einer Ebene gelegene Drei-
ecke A, B, C, und A, B, C, die Eigenschaft
haben, dass 1) die Verbindungslinien A, A,, B, B,
C, C, durch einen Punkt gehen, so weiss man, dass
2) die Schnittpunkte von A B, und A, B,, A C,
und A, C,, B, C, und B, C, auf einer Geraden
liegen und aus 2) folgt auch umgekehrt 1),

Fig. 19.

Nehmen wir drei durch einen Punkt S gehende
Strahlen a, b, ¢ (Fig. 19) und auf ihnen beziiglich die
Punktpaare A, A,, B, B, und C,, C,, so ist damit die
Bedingung 1) fiir die beiden Dreiecke A, B, C, und
A, B, C, erfiillt. Betrachten wir nun den Biischel S,
so schneidet derselbe die Geraden A, B, und A, B,
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in zwei perspektiven Punktreihen. Diese perspektiven
Punktreihen projizieren wir aus C, und C, beziehungs-
weise. Dann sind diese Biischel C, und C, projektiv
und, wie man leicht erkennt, iiberdies perspektiv, da
der Verbindungsstrahl C, C, sich selbst entspricht. Es
schneiden sich aber entsprechende Strahlen auf einer
Geraden, der Achse der Perspektivitit: also miissen
auf einer Geraden S liegen: der Schnittpunkt von
A, C, und A, C,, der Schnittpunkt von B, C, und
und B, C, und der Schnittpunkt von A, B, und A, B,,
(da nach ihm auch entsprechende Strahlen der Biischel
C, und C, laufen). Damit ist der Satz bewiesen.
Ganz dhnlich verfihrt man bei der Umkehrung des-
selben.

Zusatz. Liegen die beiden Dreiecke von Anfang
an in verschiedenen Ebenen, so ergeben sich die gleich-
lautenden Sitze durch einfache stereometrische Be-
trachtungen.

Analytischer Ansatz.

37. Die rechnende Geometrie behandelt die projek-
tive Beziehung in folgender Weise: Werden die Ele-
mente des einen Grundgebildes erster Stufe durch die
Werte eines Paramters 4, z. B. eines Doppelverhiilt-
nisses (vergl. 24), die eines zweiten Grundgebildes
durch einen Parameter u festgelegt und besteht zwi-
schen 42 und u eine in Bezug auf jede dieser Grissen
lineare Relation:

1) adpt+8itypt+d=o0
WO @, 8, y, J beliebige, aber feste Zahlenwerte sind,
so ordnet diese Gleichung, nach 2 oder nach u auf-
gelost, jedem Wert des einen Parameters einen des
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andern zu. Es sind also auch die beiden Grundge-
bilde erster Stufe dadurch eindeutig, Element fiir Ele-
ment, auf einander bezogen. Weiter zeigt man: Sind
die beiden Grundgebilde eindeutig auf einander bezogen
und zwar durch eine solche Relation wie (1), so folgt dar-
aus schon, dass vier Elemente des einen Grundgebildes
und ihre vier entsprechenden das gleiche Doppelver-
héltnis bilden, d. h. dass die Grundgebilde projektiv
sind. Eine Relation (1) stellt also den analytischen
Ausdruck der Projektivitit dar.

Wir wollen dies am einfachsten Beispiel zweier
projektiven Punktreihen g und g, noch genauer ver-
folgen. Auf g wird ein Punkt O willkiirlich ange-
nommen und ein beliebiger Punkt P von g durch seine
Abscisse OP = x festgelegt, deren Zahlenwert nach
der einen Seite positiv, nach der entgegengesetzten
Seite negativ genommen wird. Ebenso werden die
Punkte von g durch Abscissen x,  dargestellt.
Zwischen diesen Parametern moge jetzt eine Gleichung
bestehen ‘ '

2) @ XX, + gx-liyx |0 -—la

Dann ist vermoge derselben auch
V. o fEa
ax + 8 ex—+y
Diese Gleichungen gestatten, zu jedem x oder x, das
entsprechende x; oder x zu berechnen. Der Ausdruck
fir das Doppelverhiltnis von vier Puankten P, P,
P P wird aber, wie man sofort erkeunnt,

b G - x// L xl/' (

(4) (P PI Pu Pu:) : %

3 x=— undx1:——

—Dx il
wenn P’ durch dié Abscisse 'x u. s f. gegeben ist.

poelemann. RHBA LI Grg. pl 3
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Den vier Punkten P, P’, P#, P‘“ entsprechen vier
andere Punkte P,, P4 P, P “ auf g, die gegeben
sind durch die Abscissen
Bx + 9 Bl 4 gx' 46 g
x‘_—ax—}-y’x‘__ux—}—y i
Dann zeigt eine leichte Rechnung, dass
(Pl Pll Pl “ Plut) — (P P/ P/I P/u)
§ 15. Metrische Relationen. Spezielle Fiille.
Die Fluchtpunkt-Relation.

38. Fiihren wir in die Beziehung, welche die Gleich-
heit der Doppelverhiltnisse von je vier entsprechenden
Punkten in zwei projektiven Punktreihen zum Aus-
druck bringt, die uneigentlichen Punkte der beiden
Tréger g und g, ein, so erhalten wir eine metrische
Relation im speziellen Sinn, indem die Doppelverhilt-
nisse in einfache Verhiltnisse iibergehen. Denken wir
uns nimlich die beiden Punktreihen irgendwie per-
spektiv gelegt und sind (Fig. 2) R und Q, die den
unendlich fernen Punkten von g, und g entsprechen-
den Punkte, die wir als , Fluchtpunkte* bezeichnen,
8o hat man

ABRQ = (A B R, Q)

und daraus mit Riicksicht auf 24)

AR  BQ,

BR  AQ

AR. A Q = BR, BJQ,

Es sind also alle diese Rechtecke, je mit entsprechen-
den Punkten A,A ,B,B,,C,C,.... gebildet, flichengleich.
Den gemeinsamen Flicheninhalt derselben erhélt man
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auch, wenn man das im Schnittpunkt der Triger ver-
einigte Punktpaar E, B, herausgreift, fiir welches
ER. EQ = Q8. BS =k
Es ist also
AR. A Q" — BRI BIQi = 3. .- —Fki—Fcongt:

Aehnliche, kongruente Punktreihen,
39. Aus der allgemeinen, projektiven Beziehung
zweier Punktreihen ergeben sich ferner spezielle, wenn wir
die uneigentlichen Punkte besonders beriicksichtigen,
was dadurch moglich ist, dass wir die unendlich fernen
Punkte der beiden Triger in der projektiven Bezieh-
ung einander entsprechen lassen. Dann ist also, wenn
Q und Q, diese unendlich fernen Punkte sind,
(ABCQ) = (A, B, C Q,) folglich

AE A
Bo = B:(% oder auch
AC BC

A0 BO
Es muss also iiberhaupt das Verhiltnis irgend zweier
entsprechenden Strecken unverdinderlich — ¢ sein,
Solche Punktreihen heissen ,dhnlich¢,

Ist ferner ¢ = 1, so sind je zwei entsprechende
Strecken gleich lang, die projektiven Punktreihen heis-
sen dann ,kongruent®,

Aufg. 14. Man zeige, dass man &hnliche (unter Um-
stinden kongruente) Punktreihen enthilt, wenn
man zwei parallele Gerade mit einem beliebigen
Strahlenbiischel oder zwei beliebige Gerade mit einem
Parallelstrahlenbiischel schneidet.

Ebenso heissen zwei projektive Strahlenbiischel
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kongruent, wenn irgend zwei Strahlen den gleichen
Winkel einschliessen wie die ihnen entsprechenden.
Solche Strahlenbiischel erhélt man z. B. wenn man
eine Punktreihe aus zwei Punkten S und S, proji-
ziert, die gleichweit entfernt von derselben und
auf einer Senkrechten zu ihr liegen.

IV. Abschnitt.

Die projektive Brziehung auf dem gleichen
Triger.
§ 16. Die Doppelelemente und ihre Konstruktion.

Bestimmung einer projektiven Beziehung
auf dem gleichen Triger.

40. Denken wir uns zwei Punktreihen g und g, pro-
jektiv aufeinander bezogen. Dann kénnen wir auch
den Triager der einen Punktreihe mit dem der andern
zusammenfallen lassen. Wir haben also nur noch
einen Triger, der gewissermassen doppelt zu nehmen
und ,,projektiv auf sich selbst bezogen‘* ist. Die Mog-
lichkeit einer solchen Beziehung lisst sich auch direkt
leicht erkennen: denn ordnen wir drei Punkten A,
B, C eines Trigers g drei andere Punkte A , B, C
des gleichen Trigers zu, so ist dadurch die projek-
tive Beziehung auf der Punktreihe g festgelegt. Um
sie ndmlich konstruktiv zu verfolgen, projizieren wir
A, B, C aus einem beliebigen (nicht auf g gelegenen)
Punkt S und A, B,, C, ans einem Punkte S, je
durch einen Strahlenbiischel. Dann ist die projektive
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Beziehung dieser beiden Biischel bestimmt und ent-
sprechende Strahlen derselben schneiden entsprechende
Punkte auf g aus. Ist ein Punkt auf dem Triiger g
gegeben, ohne dass hinzugefiigt ist, welcher der beiden
Punktreihen er angehéren soll, so kann man ihn als
Punkt der einen oder andern Punktreihe nehmen und
demgemiiss mit J oder K, bezeichnen. Verbindet man
ihn dann entweder mit S oder mit S, so kann man
die beiden entsprechenden Punkte J, und K finden,
die im allgemeinen nicht zusammenfallen werden.
Ganz ebenso konnen wir auch einen Strahlenbiischel
oder einen Ebenenbiischel projektiv auf sich selbst
beziehen.

Die Doppelelemente,

41. Bis hierher unterschied sich die projektive Be-
ziehung auf dem gleichen Triger nicht wesentlich
von der frither auf verschiedenen Trigern betrachteten.
Ein neuer Gesichtspunkt wird erst durch folgende
Fragestellung gewonnen: Giebt es auf einem projektiv
auf sich selbst bezogenen Triiger Elemente, die sich
mit den ihnen entsprechenden decken? Giebt es also
z. B. bei einer projektiven Beziehung auf einer Ge-
raden einen Punkt X, der mit dem entsprechenden X,
zusammenfillt? Wir werden einen solchen Punkt einen
»Doppelpunkt“ nennen; ihnen entsprechen ,Doppel-
strahlen” und ,,Doppelebenen beim Strahlen- bezw.
Ebenenbiischel.

Von der Méglichkeit der Existenz solcher ,,Dop-
pelelemente* iiberzeugen wir uns durch folgende Be-
trachtung. Ein Strahlenbiischel sei projektiv auf sich
selbst bezogen, den Strahlen a, b, ¢ w. s. f. entsprechen
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die Strahlen a, b, ¢, u. s. f. Ein beweglich gedach-
ter Strahl durchlaufe den Biischel im Sinne ,,abe¢
(15) nach irgend einem Gesetz, etwa mit gleichformiger
Geschwindigkeit. Die Bewegung eines zweiten Strah-
les des gleichen Biischels sei dadurch bestimmt, dass
er sich in a, befinden soll, wenn der erste Strahl in
a ist, in b, wenn dieser b passiert u. s. f., dass also
die beiden beweglichen Strahlen im gleichen Zeit-
moment sich immer in entsprechenden Strahlen der
projektiven Beziehung befinden. Dann wird sich der
zweite bewegliche Strahl im Sinne a b,c, bewegen. Ist
dieser Sinn der gleiche wie abc (Fig. 202), rotieren

ay

Fig. 20 a. Fig. 20b.

also beide Strahlen in der gleichen Richtung (etwa
wie die Zeiger einer Uhr) so heissen die Biischel
»gleichlaufend. Ist der Sinn abc der entgegengesetzte
wie a b c, (Fig. 20L) so heissen die Biischel ,,entgegen-
gesetzt laufend*. Stellt man sich im letztern Falle
die beiden beweglichen Strahlen vor, so werden sie
im Verlauf der Bewegung iibereinander wegeilen.
Einer solchen Stellung, wo sich fiir einen Moment die
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beiden Strahlen decken, entspricht offenbar ein Doppel-

strahl der beiden projektiven Biischel. Ganz die glei-

chen Ueberlegungen gelten fiir projektive Punktreihen
auf dem gleichen Triiger. Bei entgegengesetzt laufen-
den projektiven Gebilden existieren demnach immer

Doppelelemente. Bei glei::h laufenden projektiven Be-

ziehungen dagegen kann man dies nicht von vornher-

ein behaupten. Hier k& nnen Doppelelemente auf-
treten oder auch nicht.

In keinem Falle jedoch kénnen mehr als zwei Dop-
pelelemente vorhanden sein. Denn angenommen es
gebe in einer projektiven Beziehung auf einer Punkt-
reihe drei Doppelpunkte M, N, P, so wire fiir ein
Paar entsprechender Punkte A und A,

(M N P A) =5 (Mx Nl P1 Ax)

wobei M, mit M, N, mit N, P, mit P zusammenfallt.

Es kénnen aber nicht zwei verschiedene Punkte P und

P, mit drei Punkten das nimliche Doppelverhiltnis

bilden, also fillt auch A mit A, zusamren und iiber-

haupt je zwei entsprechende Punkte der projektiven

Beziehung d. h.

Satz 16: Wenn in einer projektiven Beziehung auf
dem gleichen Triger drei Elemente mit den ihnen
entsprechenden sich decken, so deckt sich iiberhaupt
jedes Element mit dem entsprechenden, d. h. man
hat eine Identitat¢.

Demnach konnen also 0, 1 oder 2 Doppelelemente
auftreten. Thre Bestimmung lisst sich zuriickfiihren
auf den Fall der Konstruktion der Doppelpunkte zweier
ineinanderliegenden, projektiven Punktreihen. Denn
ein projektiv auf sich bezogener Strahlenbiischel wird
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von einer Geraden seiner Ebene in zwei projektiven
Punktreihen geschnitten, durch deren Doppelpunkte die
Doppelstrahlen des Biischels gehen und ein projektiv
auf sich bezogener Ebenenbiischel wird von einer be-
liebigen Ebene in einem projektiv auf sich bezogenen
Strahlenbiischel geschnitten, durch dessen Doppelstrah-
len auch die Doppelebenen des Ebenenbiischels gehen.
Zur Konstruktion der Doppelpunkte zweier projektiven
Punktreihen bedienen wir uns eines Kreises, der ein
fiir allemal gezeichnet vorliegen kann, miissen aber zu
dem Zweck noch vorher eine Eigenschaft des Kreises
kennen lernen.
Hilfssatz iiber den Kreis.

42. Sind P und P, zwei beliebige Punkte auf einem
Kreis (Fig. 21) und projizieren wir aus ihnen die
iibrigen Punkte des Kreises, also den Punkt A durch
die Strahlen a und a,, den Punkt B durch die Strah-
len b und b, etc., so erhalten wir die Biischel P und
P, und diese sind projektiv d. h. es gilt der
Satz 17: | Aus -irgend zwei beliebigen Punkten eines

Kreises werden die iibrigen Punkte desselben durch
projektive Biischel projiziert¢.

In der That ist ja

< (ab) = < (a,b,) oder
i ¥ (ad) = 180° — < (a,d,))
In beiden Fillen ist aber
sin (ab) = sin (ab,)
sin (ad) = sin (a, d,).
Es ist folglich auch ‘
(ade) A (al bl cl dl)
wenn dies irgend vier Strahlenpaare sind, die aus P und
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P, Punkte der Kreisperipherie
projizieren, alsosind die Biischel
P und P, projektiv.

Die Steiner’sche Kon-
struktion der Doppel-
punkte.

43. Es liege nun ein Kreis
gezeichnet vor und in seiner
Ebene befindet sich der Triiger
g, auf dem eine projektive Be- Fig. 21.
ziehung durch die Punktpaare A, A, B, B, C, C, ge-
geben ist (Fig. 22). TUm nun iiber das Vor-
handensein von Doppelpunkten einen sicheren Auf-
schluss zu gewinnen, wiihlen wir zunichst auf dem
Kreise beliebig einen Punkt S und ziehen die Linien
SA, SB, SC, SA,, SB, SC, welche den Kreis zum
zweitenmal in A, B, C, A, B,, C, schneiden mdogen.
Wir haben dann die beiden gegebenen Punktreihen
yauf den Kreis projiziert.“

Bezeichnen wir ferner die eben genannten sechs
Strahlen der Reihe nach mit a, b, ¢, a, b, ¢, so
haben wir in S projektive Biischel, also ,

(1) Biischel (a, b, ¢....) A Biischel (a,’b,, ¢, ....)

Projizieren wir nun die Punkte A, B, C u.s. f. aus A,
sowie die Punkte A, B, C, u. s. f. aus A je durch
einen Strahlenbiischel, so ergeben sich nach dem soeben
bewiesenen Hilfs-Satz folgende Projektivititen :

(2) Biischel A(A,B,, C,....) A Biischel S (a,,b,,c,....)
(3) Biischel A, (A, B, C....) A Biischel S (a,b,c....) *)

*) Die Bezeichnung ist leicht verstindlich : Biischel A (A, By, Ci....)
bedeutet den Strahlenbiischel mit dem Mittelpunkt A, dessen Strahlen
nach Ay, By, G, ... laufen.
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Da aber nach (1) auch die Biischel rechts projektiv
sind, so folgt
4) Biischel A (A, B,, C, . ..) ~ Biischel A, (A,B,C...)

Diese Biischel sind aber nicht bloss projektiv,
sondern auch perspektiv, nach Satz 13), da in der
Verbindungslinie AA, der Biischelmittelpunkt entsprech-
ende Strahlen der beiden Biischel vereinigt sind ; folglich
liegen die Schnittpunkte entsprechender Strahlen auf
einer Geraden p.

Schneiden sich nun AB, und A B in €, ferner
AC, und A,C in B, so ist die Verbindungslinie BC
die Achse p der Perspektivitiit.

Ist jetzt also € ein beliebiger Punkt auf p, so
liefern A€ und A € die zweiten Schnittpunkte D,
und D mit dem Kreise und D und D, geben aus S

http://rcin.org.pl



Die Doppelelemente und ihre Konstruktion. 15

auf g projiziert zwei entsprechende Punkte D und D,

der projektiven Punktreihen.
Nun moge die Achse p den Kreis in M und N
schneiden. Fithrt man dann fiir diese Punkte von p
die gleiche Betrachtung durch wie gerade fiir den be-
liebigen Punkt €, so ergibt sich aus der Figur, dass
M und N aus S auf g projiziert die Doppelpunkte
M und N der projektiven Punktreihen liefern.
Schneidet p den Kreis nicht, so gibt es keine
Doppelpunkte ; wiirde p den Kreis beriihren, so gibe
es nur einen Doppelpunkt. —
Zusatz. Statt der Punkte A und A, hiitte man eben-
sogut auch B und B, oder C und C, u.s.f. als Mittel-
punkte der perspektiven Biischel wiihlen konnen.
{ =Die Punkte M und N, also auch die Gerade p
! ‘-;"miissen sich dadurch ebenso ergeben. Es muss dem-
“nach auch der Schnittpunkt % von BC, und B,C,
der Schnittpunkt § von BD, und B/D wu. s. f.
‘auf p liegen. Die Achse p enthiilt demnach alle
~Schnittpunkte wie:
AT A C
AB :G AC }ﬁ AD |
B C, 183:1D), (0110

2 BOC }?I B,D :C& c,D }@“'s'f‘

. = Diese Konstruktion der Doppelelemente ersann der

/ deutsche Geometer Steiner. [Die geometrischen Kon-

struktionen ausgefiihrt mittels der geraden Linie und

eines festen Kreises. Berlin 1833].

Ein weiterer Satz iiber die Doppelelemente.
44. Sind M, N die Doppelpunkte, A, A, B, B, zwei
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Paare entsprechender Punkte zweier projektiven Punkt-
reihen, so hat man
(MNAB) = (M,N, A, B)).
Fiihrt man die Ausdriicke fiir die Doppelverhilt-

nisse ein, so ergibt eine leichte Umformung die andere
Relation:

(MNAA)) = (MNBB))

Der Wert dieses Doppelverhiltnisses muss also
fir alle Paare entsprechender Punkte der gleiche sein,
etwa — k — const., daher der
Satz 18: ,Je zwei entsprechende Elemente einer pro-

jektiven Beziehung auf dem gleichen Triiger bilden
mit den beiden Doppelelementen ein konstantes
Doppelverhiltnis.“

Bestimmung der Doppelelemente durch
die Rechnung.

45. Bemerken wir noch kurz, wie die Rechnung die
Doppelelemente liefert. Wird eine und dieselbe Ge-
rade als X- und X -Achse genommen, so ist eine pro-
jektive Beziehung auf derselben nach 37) gegeben durch
eine (leichung

(hosdi G (he qp b g =0 03 =10

Ein Doppelpunkt hat die Eigenschaft, dass fiir ihn
X = x;, vorausgesetzt, dass wir die x und x, vom
gleichen Anfangspunkt aus und in derselben Richtung
positiv rechnen. Setzen wir also in der Relation
X = x,, so kommt die quadratische Gleichung

ax?+ B+ Nx+d=o0
deren beide Wurzeln die Abscissen der Doppelpunkte
liefern. Sind die Wurzeln der Gleichung imaginiir,
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s0 gibt es keine Doppelpunkte: wir sagen: die Doppel-
punkte sind imaginiir,

Alle Aufgaben, deren Liosung schliesslich auf eine
Gleichung 2. Grades fiihrt, bezeichnen wir als Auf-
gaben 2. Grades. Ihre geometrische Erledigung finden
diese immer durch die soeben bewiesene Steiner’sche
Konstruktion, bei der ein Kreis und ausserdem das
Lineal zu benutzen ist. Fiihrt eine Aufgabe analy-
tisch zu einer linearen Gleichung, also zu einer Gleich-
ung 1. Grades, so wird sie als Aufgabe 1. Grades be-
zeichnet. Konstruktiv muss sie sich dann behandeln
lassen lediglich unter Beniitzung des Lineals. Es
kommen also dann bloss die Operationen vor: den
Schnittpunkt zweier Geraden zu zeichnen und durch
zwei Punkte eine Gerade zu legen. Bei der Steiner’schen
Konstruktion dagegen hatte man die Schnittpunkte
einer Gteraden (p) mit einem Kreis zu zeichnen.

Aufg. 15. Eine Gerade g soll projektiv so auf sich
bezogen werden, dass den zwei gegebenen Punkten A
und B zwei andere A, und B, entsprechen und dass
der weiter gegebene Punkt M einer der Doppel-
punkte der projektiven Beziehung wird.

1. Lisung. Bezeichnet man M auch noch als M, so
hatman drei Paare entsprechender Punkte und konnte
unter Zuhilfenahme eines Kreises nach 43) den
noch fehlenden Doppelpunkt finden. Man fiihre
die Konstruktion wirklich durch.

2. Losung. Ist von den beiden Doppelelementen eines
gegeben, so hingt die Aufgabe, das fehlerde zu
bestimmen, nur noch von einer linearen (Gtleichung
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ab; sie ist also eine Aufgabe 1. Grades und muss
sich folglich auch ohne Benutzung eines Kreises, ledig-
lich mit dem Lineal 16sen lassen. In der That ziehen
wir durch M irgend eine Gerade und wihlen auf
ihr die Punkte S und S, willkiirlich. Aus S pro-
jizieren wir die Punkte A, B, M, aus S, die Punkte
A,, B,, M,. Dann sind diese beiden Biischel pro-
jektiv, sofern entsprechende Strahlen derselben je
entsprechende Punkte der Punktreihen projizieren;
die Biischel sind aber iiberdies wieder perspektiv,
weil im Verbindungs - Strahl SS, entsprechende
Strahlen vereinigt sind. Sie liefern eine Perspek-
tivitiits-Achse p, die bestimmt ist durch die Punkte
A und B, wobei der erstere der Schnittpunkt von
SA und S A,, wiihrend in B sich SB und S,B, be-
gegnen, Der Schnittpunkt von p mit g ist dann aber
der zweite Doppelpunkt N der projektiven Beziehung.

Aufg. 16. Von einer projektiven Beziehung auf einer
Geraden sind gegeben ein Paar entsprechender
Punkte A, A, sowie die beiden Doppelpunkte M
und N. Weitere entsprechende Punkte zu kon-
struieren,

Aufg. 17. In einem Strahlenbiischel sind gegeben die
Strahlenpaare a, a,, b, b, und der Strahl m. Man be-
ziehe den Biischel projektiv so aaf sich, dass m
ein Doppelstrahl und a, a, und b, b, zwei Paare ent-
sprechender Strahlen.

Losung. Ziehe durch einen Punkt von m zwei Gerade g
und g, und bringe sie beziiglich zum Schnitt mit
den Biischeln.
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Aufg. 18. Von einer projektiven Beziehung eines
Strahlenbiischels sind gegeben ein Paar entsprech-
ender Strahlen a, a , sowie die beiden Doppelstrahlen
m und n. Weitere entsprechende Strahlen zu kon-
struieren.

Aufg. 19. Gegeben sind drei Gerade g,, g,, g, und

drei Punkte P, P,, P ; man zeichne ein Dreieck A,
A,, A,, dessen Ecken in dieser Reihenfolge beziig-
lich auf den drei Geraden liegen und dessen Sei-
tea A, A,, A, A,, A, A bezw. durch die Punkte
P,, P,, P, hindurchgehen.
Losung : Wihlen wir auf g, einen Punkt A, ganz
beliebig, ziehen wir die Verbindungslinie A, P,
welche g, in A, treffen moge. Die Verbindungs-
linie A, P, schneide g, in A, und die Verbindungs-
linie A, P, endlich liefere auf g, einen Schnittpunkt
A,’. Lassen wir A, die Punktreihe g, durchlaufen,
so beschreibt der Punkt A’ eine dazu projektive
Punktreihe. Wir bestimmen diese projektive Be-
ziehung, indem wir zu drei Lagen des einen Punktes
die entsprechenden des andern zeichnen. Sind dann
die Doppelpunkte dieser projektiven Punktreihe
reell vorhanden, so liefert jeder derselben ein Drei-
eck von der verlangten Eigenschaft. Verallge-
meinerung fiir n Ecke!

§ 17. Die involutorische Beziehung.
Herleitung der involutorischen Beziehung.
46. Betrachten wir noch einen speziellen, aber be-

sonders wichtigen Fall der projektiven Beziehung auf
dem gleichen Triiger. Nehmen wir eine projektiv auf sich
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bezogene Punktreihe, so wird einem beliebigen Punkte
A ein Punkt A, entsprechen. Bezeichnen wir den

gleichen Punkt A mit B, indem wir ihnals einen Punkt
der andern Punktreihe auffassen, so wird ihm ein Punkt
B zugewiesen sein, der von A, verschieden ist. Es
friigt sich nun: Kann B mit A, zusammenfallen und
kann dies noch fiir weitere Punkte einer projektiven
Beziehung eintreten? Darauf gibt Antwort folgender

Satz_19: ,Wenn in einer projektiven Beziehung auf
einer Punktreihe einmal die beiden einem Punkte
entsprechenden Punkte zusammenfallen, so fallen
sie fiir jeden Punkt zusammen..

Wiihlen wir, um dies nachzuweisen, A und A,
sowie C und C, ganz beliebig (Fig. 23), B, ferner falle
mit A und B mit A, zusammen, dann ist durch die
drei Paare A, B, C, A , B, C, sicher eine projektive Bezieh-
ung bestimmt. Bezeichnen wir jetzt den Punkt C mit

A AR 2
-71 Ev V{l ¢’,

Fig. 23.
D/, so entspricht ihm ein Punkt D derart, dass
(ABOD) = (A,B,C,D,)
= (BAC,C) oder nach 23)
= (ABCC,)

Daraus folgt aber dann, dass D mit C, zusammen-
fillt. Ganz in der gleichen Weise zeigt man, dass
einem beliebigen Punkte E, F, ein Punkt E , F ent-
spricht. Es ist also nicht notig, die beiden Punkt-
reihen in der Bezeichnung zu unterscheiden, jedem
Punkte des Triigers ist ein bestimmter Punkt zuge-
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wiesen. Hs zerfillt der ganze Triiger in Punktpaare
und wir wollen die Punkte eines Paares als entsprechende
oder zugeordnete Punkte bezeichnen. Die analogen Be-
trachtungen gelten fiir den Strahlen- und Ebenen-Biischel.
Wir nennen eine solche projektive Beziehung, in der
jedem Element ein anderes doppelt entspricht, eine ,involu-
torische“ oder auch eine ,Involution* von Punkten
bezw. Strahlen oder Ebenen. Bezeichnen wir in Fig.
23 den Punkt A, B, mit A, den Punkt A, B mit A’
C und C, mit B und B’, so zeigt die eben durchge-
fiihrte Betrachtung, dass die Involution auf der Geraden
durch die beiden Paare von zugeordneten Punkten
AAY und B,B’ gerade bestimmt ist oder allgemein

Satz 20: ,Eine Involution ist durch zwei Paare von zu-
geordneten Elementen bestimmt,*

Die Doppelelemente einer Involution,

47. Die Doppelelemente der projektiven Beziehung
finden wir natiirlich auch wieder bei der Involution.
Jedes Doppelelement stellt ein Paar von Elementen vor,
die einander unendlich nahe geriickt sind. Sind die
Doppelelemente vorhanden, so heisst die Involution wohl
auch eine ,hyperbolische®, bei nicht vorhandenen Doppel-
elementen dagegen eine ,elliptische“ und endlich eine
»parabolische“, wenn die Doppelelemente sich in ein
Element vereinigt haben.

Sind M, N die Doppelpunkte einer Punktinvolution,
withrend A,A‘, B,B’ u. s. f. Paare von zugeord-
neten Punkten, so folgt aus Satz 18, der hier ja auch
gilt:

(MNAA’) = (MNA‘A) = const. =k,

Doehlemann, Projektive Geometrie. 6
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Es ist aber nach 23) Gl (3)
il
(MNA‘A) = (MINAAY)
(MNAAY)? =1.
Als Wert des Doppelverhiiltnisses (MNAA) ergibt
sich daraus — 1, da der Wert -1 nicht zulissig (27);
es ist also k =—1 und A und A’ liegen harmonisch
zu M und N, ebenso B und B’ u. s. f. Daraus folgt in
leicht zu iibersehender Schlussweise

Satz 21: ,Eine Involution besteht aus all den Paaren
von Elementen, welche die zwei Doppelelemente,
(die reell oder imaginir sein konnen) harmonisch

, also

trennen.“
§ 18. Die Punkt-Involution.
Die verschiedenen Typen.

48. Hat man eine Punktinvolution auf einer Geraden,
so kann man auch zum unendlich fernen Punkt O’
ihres Trigers den entsprechenden O sich verschaffen.
Dieser Punkt O heisst der Mittelpunkt der Involution.
‘Weitere Paare entsprechender Punkte seien A,A‘, B,B’
u, s. f. Dann gilt die Relation:

(ABOOY) = (A“B'0’0)
da ja die involutorische Beziehung nur ein spezieller
Fall der projektiven. Rechnet man die Ausdriicke aus
und beachtet, dass O’ im Unendlichen liegt, so ergibt
sich

A Q) SALOE—SBOA ()}

Demnach muss dies Produkt, gebildet fiir irgend
zwei entsprechende Punkte, immer den gleichen Wert
haben. Bezeichnen wir denselben mit ¢, so sind fol-
gende Fille moglich :
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1) ¢ positiv, also etwa ¢ = d?. Dann miissen
die Strecken AO und A‘O, BO und B‘O u. s. f. stets
gleichgerichtet sein, da ihr Produkt positiv.*) Es liegen
also entsprechende Punkte A A’ u.s. f. immer auf der
gleichen Seite von O, also beide rechts oder beide
links vom Mittelpunkt O (Fig. 242). In der Entfernung
d vom Mittelpunkt liegen rechts und links die Doppel-
punkte dieser hyperbolischen Involution.

2) cnegativ, also etwa ¢ = — d*% Dann miissen
entsprechende Punkte wie A,A’ u.s. f. stets auf ver-
schiedenen Seiten von O liegen, der eine rechts, der
andere links vom Mittelpunkt (Fig. 24%). Die Involution
besitzt keine Doppelpunkte, ist elliptisch.

3) ¢ = o liefert den Uebergangsfall. Soll das
Produkt AO. A‘O stets Null sein, so muss von den
zwel Punkten A A’ etc. stets einer nach O fallen. Jedem
Punkte des Trigers entspricht also immer der Mittel-
punkt O und in diesen riicken gleichzeitig die beiden
Doppelpunkte. Dies ist eine parabolische Involution.

s \\yﬂ
Fig. 24a.

*) Wir wihlen auf dem Tridger der Involution eine Richtung als
die positive.
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Fig. 24D.

Aus 1) und 2) ergibt sich noch die Regel: Wenn
die von entsprechenden Punkten einer Involution be-
grenzten Strecken AA‘, BB‘.... iibereinander greifen,
so existieren keine Doppelpunkte (Fig. 24); wenn aber
eines der Paare A ,A‘ und B,B’ ganz innerhalb oder
ganz ausserhalb des andern liegt, so sind reelle Doppel-
punkte vorhanden (Fig. 242).

Geometrische Erzeugung einer Punkt-
Involution.

49. Sind zwei Punktpaare A;A’, B,B’ einer Punktin-
volution gegeben (Fig. 242 oder 24Y), so legen wir
durch einen beliebigen Punkt P und durch A und A,
sowie durch P, B und B’ je einen Kreis, Diese beiden
Kreise schneiden sich zum zweitenmale in einem Punkte
Q. Die Verbindungslinie PQ trifft den Triger der
Involution in einem Punkte O. Alle Kreise, die durch
P und Q gehen, bilden einen ,Kreisbiischel“. Schneidet
irgend einer dieser Kreise den Triger in den Punkten
C und C’, so ergibt sich nach planimetrischen Sitzen

OP.0Q — OA . 0A’ = OB. OB’ = 0OC. OC
http://rcin.org.pl



Das Erzeugnis zweier Strahlenbiischel. 85

Also bilden die Punktpaare, in denen der Kreis-
biischel den Triiger g schneidet, die gegebene Punkt-
Involution. O ist der Mittelpunkt derselben. Trennen,
sich die Punktpaare A,A’, B,B’ nicht wie in Fig. 242
so gibt es in dem Biischel auch zwei Kreise, welche
den Triger beriihren. Die Beriihrungspunkte sind die
Doppelpunkte M,N der I[nvolution. In der Fig. 24P,
wo die Punktpaare A,A’, B,B’sich trennen, existieren
keine Doppelpunkte. Umgekehrt wird jeder Kreis-
biischel von irgend einer Geraden seiner Ebene in einer
Punktinvolution geschnitten, die jedem der drei ge-
nannten Typen angehoren kann., Iegt man die Gerade
durch P oder Q, so erhilt man auf ihr als Schnitt mit
dem Kreisbiischel eine parabolische Involution.

V. Abschnitt.

Die Kegelschnitte als Erzeugnisse projektiver
Grundgebilde erster Stufe.

§ 19. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen
Ebene gelegener Strahlenbiischel.

Die Erzeugung neuer Gebilde.

50. Im Bisherigen haben wir uns damit beschéftigt,
die einférmigen Grundgebilde projektiv aufeinander
oder auf sich selbst zu beziehen und die Eigenschaften
solcher Beziehungen zu untersuchen. Dies ist aber
nicht unser Endzweck; vielmebr wollen wir jetzt pro-
jektive Grundgebilde erster Stufe dazu benutzen, um aus
ihnen neue geometrische Gebilde abzuleiten., In zwei
projektiven Grundgebilden sind ja die Elemente einzeln
einander zugeordnet. Wenn nun zwei solche einander
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entsprechende Elemente vermoge der Operationen des
Projizierens oder Schneidens ein neues Element fest-
legen, so bestimmen die beiden projektiven Grundge-
bilde — vorausgesetzt, dass man alle die unendlich
vielen entsprechenden Elemente zusammen nimmt —
eine unendliche Anzahl neuer Elemente, also ein neues,
geometrisches Gebilde, das wir als ,Erzeugnis“ der
projektiven Grundgebilde bezeichnen.

Hat man z. B. zwel projektive Strahlenbiischel,
die in einer Ebene gelegen sind, so kann man jeden
Strahl des einen Biischels mit dem ihm entsprechenden
des andern Biischels zum Schnitt bringen und man er-
hilt so zuniichst lauter einzelne Punkte, die aber um
so mehr einen ununterbrochenen Linienzug, also eine
»Kurve“ bilden werden, je mehr man die Strahlen in
den Biischeln verdichtet.

Zwei beliebig im Raume gelegene, projektive
Strahlenbiischel dagegen wiirden zuniichst kein neues
Geebilde ,erzeugen“, weil zwei im Raum gelegene Grerade
kein neues Element festlegen.

Hat man aber zwei projektive Punktreihen, so
kann man jeden Punkt mit seinem entsprechenden
durch eine Gerade verbinden und erhilt so als Er-
zeugnis ein System von unendlich vielen Geraden.
Dies ist moglich, gleichgiltig, ob die Punktreihen in
einer Ebene liegen oder beliebig im Raume. Das Er-
zeugnis ist freilich in beiden Fillen ein ganz ver-
schiedenes. Denn im ersten Falle liegen alle erzeugten
Geraden in der gleichen Ebene, im zweiten sind sie
im Raume angeordnet. Auf diese Weise kann man
neue geometrische Gebilde erzeugen und dies sind ge-
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rade die einfachsten und wichtigsten der Geometrie
und die nimlichen, zu denen man auch durch die
andern mathematischen Untersuchungsmethoden gefiihrt
wird. Wir betrachten zuniichst das Erzeugnis zweier
projektiver Strahlenbiischel in der gleichen Ebene. Dies
ist, wie bereits erwiihnt, eine Kurve. Daher miissen
wir einige, auf diesen Gegenstand sich beziehende Be-
merkungen vorausschicken,

Ordnung und Klasse einer Kurve.

51. TUnter einer ,ebenen Kurve“ oder kurz einer
,Kurve* wollen wir einen ununterbrochenen Linienzug
verstehen, dessen einzelne, alle in einer KEbene be-
findliche, Punkte sich nach einem mathematischen Ge-
setze bestimmen.*) In der rechnenden (analytischen)
Geometrie teilt man die Kurven ein nach der Natur
der Gleichung, durch welche sie, etwa in rechtwink-
ligen Koordinaten x, y, dargestellt werden. Diese
Gleichung kann durch eine ,transcendente“ Funktion
der Variabeln gegeben werden — ,transcendente Kurven*
oder durch eine ,algebraische“ Funktion — ,algebrai-
sche* Kurven. Die Aufgabe, die Schnittpunkte einer
beliebigen Gerade mit einer Kurve zu bestimmen, fiihrt
dann auf eine Gleichung, deren Wurzeln, sofern sie
reell sind, die geometrisch in die Erscheinung treten-
den Schnittpunkte der Geraden mit der Kurve liefern,
allenfallsigen imaginiiren Wurzeln dagegen entsprechen
keine geometrisch sichtbaren Schnittpunkte. Ist die
Kurvengleichung transcendent, so erhilt man auf

*) Auf die genaueren, zum Teil schwierigen Definitionen, wie

sie nur die Analysis zu liefern imstande ist, konnen wir hier nicht
eingehen.

http://rcin.org.pl



88 Die Kegelschnitte.

einer beliebigen Geraden im Allgemeinen unendlich
viele Schnittpunkte mit der Kurve, da auch die Gleichung
fiir die Schnittpunktedann transcendent sein wird. Liegt
eine algebraische Kurvengleichung vor vom Grade n,
(bei der also die Summe der Exponenten von x und y
in jedem Term n nicht iibersteigt,) so ist auch die
Gleichung zur Bestimmung der Schnittpunkte der
Kurve mit einer Geraden algebraisch und vom n. Grad.
Diese Zahl n nennen wir die ,Ordnung“ der Kurve
ohne Riicksicht darauf, ob die Wurzeln der
letzteren Gleichung reell oder (paarweise) complex
sind. Natiirlich kann dann auch die Zahl der reellen
Schnittpunkte einer beliebigen Geraden mit einer solchen
Kurve n, Ordnung nie grosser, sondern hochstens = n
sein. Doch braucht die Zahl von n reellen Schnitt-
punkten mit einer Geraden nicht erreicht zu werden.
Es kann vielmehr vorkommen, dass eine beliebige Ge-
rade immer nur n—2 oder n—4 u. s. . reelle Schnitt-
punkte mit der Kurve n, Ordnung liefert.

Um zu dem Begriff der Tangente einer Kurve zu
gelangen, sei P ein Punkt einer Kurve, P, ein anderer
Punkt derselben. Der Punkt P, riickt auf der Kurve
gegen P hin. Dann kann man immer die Verbindungs-
linie PP, zeichnen. Je mehr sich nun P, dem Punkte
P nihert, um so mehr nimmt die Verbindungslinie
PP, eine bestimmte Grenzlage, die der Tangente in
P, an, die erreicht wird, wenn P, mit P zusammen-
fillt, Dies beweist die Differentialrechnung. Eine
Kurve bestimmt also auch eine unendliche Anzahl von
geraden Linien, ihre Tangenten, Jede Tangente be-
rithrt im , Beriihrungspunkt“ die Kurve.
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Ist umgekehrt eine Reihe von unendlich vielen Ge-
raden gegeben, die ununterbrochen (stetig) aufeinander
folgen, so ist auch dadurch eine Kurve bestimmt, die
von diesen (Geraden als Tangenten ,umhiillt* wird

Fig. 25.

(Fig. 25). Halten wir eine der Geraden, etwa t fest,
und wiihlen eine zweite, etwa t,, niher und niher an
t, so nihert sich der Schnittpunkt von t und t, mehr
und mehr einem bestimmten Punkt auf t, den er er-
reicht, wenn t mit t zusammenfillt. Dieser Punkt
ist der Beriihrungspunkt T von t mit der umhiillten
Kurve. Von den durch T an die Kurve gehenden
Tangenten haben sich also zwei in der Tangente t
vereinigt.

Die Aufgabe, die Tangenten einer algebraischen
Kurve zu bestimmen, die durch einen beliebigen Puankt
in der Ebene der Kurve gehen, fiihrt rechnerisch auf
eine gewisse Gleichung. Den Grad dieser Gleichung
bezeichnet man als die ,Klasse“ der Kurve und zwar
in rein analytischem Sinne, also ohne Riicksicht auf
die Realitiit. Diese Zahl ist dann auch wieder eine
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obere Grenze fiir die Anzahl der reellen Tangenten,

die durch einen Punkt an eine Kurve gehen kinnen.

An eine Kurve ». Klasse konnen also auch von keinem

Punkte aus mehr als » reelle Tangenten gezogen werden.
Die Kurve 2. Ordnung.

52. Betrachten wir jetzt das Erzeugnis zweier pro-
Jjektiver Strahlenbiischel S und 8, in der gleichen
Ebene. Die projektive Beziehung derselben sei fest-
gelegt durch die drei Paare entsprechender Strahlen a,a, ;
b,b,; ¢c,c,, welche sich beziiglich in A, B, ¢ schneiden
(Fig. 26).¥) Um weitere Punkte der von den Biischeln
erzeugten Kurve zu erhalten, konstruieren wir noch
weitere entsprechende Strahlen der beiden Biischel
nach der in 32) Fig. 17 gegebenen Methode. Wir

Fig. 26.

*) Man lege sich, wie immer, die Figur selbst an.

http://rcin.org.pl



Das Erzeugnis zweier Strahlenbiischel. 91

withlen zwei Gerade g und g, beliebig durch A, bringen
g mit a, b, ¢ in A, B, C, g, mit a, b,, ¢,.in A, B,,
C, zum Schnitt; dann liefern BB, und CC, in ihrem
Schnittpunkt das Centrum P der Perspektivitit fiir
die Punktreihen auf g und g,.

Zu einem beliebigen Strahl d des Biischels S fin
den wir dann den entsprechenden d, im Biischel S
gemiiss der Vorschrift, dass der Schnittpunkt D von
d und g mit dem Schnittpunkt D, von d, und g, auf
einer Geraden durch P liegen muss. Die Strahlen d
und d, schneiden sich dann in einem weitern Punkt
D der erzeugten Kurve, die wir kurz mit k* bezeichnen
wollen und von der wir auf diese Weise beliebig viel
Punkte zeichnen kénnen.

Wir behaupten nun, dass auch die Biischelmittel-
punkte S und S, auf der k* liegen. Denn betrachten
wir den Verbindungsstrahl SS, als einen Strahl des
Biischels S, weswegen er mit e bezeichnet werden moge,
so entspricht ihm der in der Figur gezeichnete Strahl
e, und es erscheint S, als Schuitt der entsprechenden
Strahlen e und e, also liegt S, auf der erzeugten
Kurve. Ebenso kann SS, aber auch als Strahl des
Biischels S,, also als ein Strahl f betrachtet werden,
wonach ihm dann der in der Figur konstruierte Strahl
f entspricht. S ist jetzt Schnittpunkt der entsprechen-
den Strahlen f und f, also ebenfalls ein Punkt von k.

Die Kurve k* ist ferner von der 2. Ordnung d. h.
eine beliebige Gerade 1 schneidet sie im Allgemeinen
in zwei Punkten. Um dies zu beweisen, konstruieren
wir in einer eigenen, neuen KFigur die Schnitt-
punkte A, B, C von 1 mit den Strahlen a, b, ¢ und
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die Schnittpunkte A,, B,, C, von I mit a, b, c,.
Denken wir uns die beiden projektiven Biischel S und
S, mit 1 geschnitten, so sind die auf 1 entstehenden
Punktreihen A, B, C... und A, B, C, ... ebenfalls
projektiv. Ist M ein Doppelpunkt dieser beiden Punkt-

reihen, so schneiden sich in ihm entsprechende Strahlen ‘

SM und S,M der beiden Biischel, also liegt ein solcher
Doppelpunkt auf der k*. Andererseits muss ein Schnitt-
punkt von F mit k* notwendig einen Doppelpunkt der
projektiven Punktreihen liefern. Folglich liegen auf
der Geraden 1 soviel Schnittpunkte mit der Kurve k?
als Doppelpunkte der beiden projektiven Punktreihen
vorhanden sind d. h. zwei, die natiirlich reell oder
nicht vorhanden (imaginir) oder in einem vereinigt
sein konnen. Die Kurve k* ist also von der 2. Ord-
nung. Wir nennen sie wol auch eine ,Punktreihe 2.
Ordnung“. Die wirkliche Durchfithrung der Kon-
struktion der Schnittpunkte auf 1 folgt spiter als Auf-
gabe 20). '

Kehren wir nun wieder zu der Figur 26 zuriick.
Jede durch S gehende Gerade wie z. B. d hat also
mit der k* ausser S noch einen Punkt gemein und
zwar ist dies der Punkt D, wo d von dem entsprech-
enden Strahl d, getroffen wird. Betrachten wir nun
aber den Strahl f, so wird dieser Strahl von dem
entsprechenden Strahl f wieder in S getroffen: es
fallen mithin fiir den Strahl f die beiden Schnittpunkte
mit der k* nach S, also ist f die Tangente in S an
die Kurve k® Ebenso folgert man, dass der Strahl
e, die Kurve k* in S, beriihrt.
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Zusammenfassend gelangen wir zu folgendem

Satz 22: | Das Erzeugnis zweier projektiver, in der
gleichen Ebene befindlicher Strahlenbiischel ist eine
Kurve 2. Ordnung, welche auch durch die Biischel-
Mittelpunkte hindurchgeht und in diesen diejenigen
Strahlen zu Tangenten hat, welche dem Verbindungs-
strahl der Mittelpunkte beziiglich entsprechent.

Weitere Sitze iiber die Kurve 2. Ordnung.

53. Die Punkte S und S, nahmen bis jetzt eine aus-
gezeichnete Stellung ein gegeniiber den andern Punkten
der k% Trotzdem spielen sie auf dieser Kurve gar
keine besondere Rolle, vielmehr kénnen, wie wir jetzt
zeigen wollen, irgend zwei beliebige Punkte von k* als
Mittelpunkte projektiver Biischel genommen werden,
welche die Kurve k* erzeugen.

Es seien wieder (Fig. 27) die beiden projektiven
Strahlenbiischel S und S, gegeben durch die Strahlen-
paare a,a,, b,b,, ¢,c,, welche die Punkte A, B, C liefern,
ferner seien durch A die Hilfsgeraden g und g, ge-
zeichnet und das Centrum P der perspektiven Punkt-
reihen auf g und g, konstruiert. Wenn wir dann SP
ziehen, so ist der Schnittpunkt T von SP mit g, ein
Punkt der erzeugten Kurve k? und ebenso der Punkt
R, in welchem g von S, P getroffen wird. Die Richtig-
keit dieser Behauptungen ergibt sich direkt durch die
Bemerkung, dass ST und S,T, ebenso SR und SR
gemiiss uuserer Konstruktion entsprechende Strahlen
t, t, bezw. r, r, sind. — Man erhilt dann die niimliche
projektive Beziehung der Biischel S und 8,, also auch
die gleiche Kurve k®, wenn man statt von den
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Strahlenpaaren a,a,, b,b,, c,c, ausgeht von den drei
Strahlenpaaren b,b,, r,r;, tt,.

A i A
i

S /
g TRC e

Wir denken uns nun, wir hiitten die Kurve k2
ausgehend von den projektiven Biischeln S und S,
konstruiert. Darauf greifen wir auf ihr drei Punkte
beliebig heraus, die wir B, T, R nennen, wiihrend die
nach ihnen laufenden Strahlen der Biischel S und S,
bezw. b,b,, t,t,. r,r, heissen mogen, und stellen uns jetzt
die Aufgabe, die Figur 27 zu rekonstruieren, also zwei
Gerade g und g, zu finden, welche die Konstruktion
der projektiven Beziehung vermitteln.

Ziehen wir ST und SR, so liefert ihr Schnitt-
punkt einen Punkt P. Durch P wollen wir jetzt ir-
gend eine Gerade ziehen, welche die Strahlen b und
b, beziiglich in B’ und B, trifft. Wir zeichnen den
Schnittpunkt A von RB‘ und TB,’. Bezeichnen wir
die Geraden RA‘ und TA’ bezw. mit g’ und g’ so
konnen wir unter Benutzung von P als Perspektivitiits-
Centrum die Biischel S und 8, jetzt projektiv auf-

http://rcin.org.pl

|
\
|
|
Fig. 27.




Das Erzeugnis zweier Strahlenbiischel. 95

einander beziehen und diese projektive Beziehung muss
notwendig die gleiche sein, wie die urspriinglich ge-
gebene, da sie in drei Paaren entsprechender Strahlen
b,b,, t,t,, r,r, mit ihr iibereinstimmt. Dann schneiden
sichaber in A’ entsprechende Strahlen der gegebenen pro-
jektiven Biischel d. h. A’ liegt auch auf der Kurve k*

Nun war aber die Gerade durch P, welche B’
und B,/ auf b und b, ausschnitt, noch ganz beliebig.
Lassen wir sie den Biischel P durchlaufen, so beschrei-
ben B’ und B, auf b und b, zu einander perspektive
Punktreihen. Die Strahlen RB‘ und TB,’, welche
diese Punktreihen je aus R und T projizieren, werden
also projektive Strahlenbiischel durchlaufen und ent-
sprechende Strahlen dieser Biischel schneiden sich
immer in Punkten A‘ der Kurve k*. Folglich werden die
Punkte A’ aus R und T durch projektive Biischel
projiziert.

Die Rechnung zeigt nun ferner, dass die durch
projektive Strahlenbiischel erzeugte Kurve die allge-
meinste Kurve 2. Ordnung ist. Wir haben also den

Satz 23: ,Die Punkte einer Kurve 2. Ordnung werden
aus zweien beliebigen ihrer Punkte durch projektive
Strahlenbiischel projiziert.*

Zusatz 1. Da wir in den Biischelmittelpunkten S und
S, nach 52) die Tangenten an die Kurve 2. Ord-
nung konstruieren konnten, so ist es uns jetzt auch
moglich, in einem beliebigen Punkt der Kurve
die Tangente zu zeichnen, in dem wir den Mittel-
punkt des einen erzeugenden Biischels in diesen
Punkt verlegen.
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Zusatz 2. Der Kreis ist auch eine Kurve 2. Ord-
nung und besitzt die in Satz 23) zum Ausdruck
gebrachte Eigenschaft (42), die wir iibrigens bei
der Steiner’schen Construktion bereits benutzten
(43). Da aber diese Konstruktion bloss diese Eigen-
schaft voraussetzte, so konnten wir dazu statt des Krei-
ses auch eine beliebige Kurve 2. Ordnung beniitzen.

Bestimmung einer Kurve 2. Ordnung.

54. Aus der Erzeugung der Kurve 2. Ordnung durch
projektive Biischel, folgt auch leicht, dass es eine und
nur eine solche Kurve gibt, welche fiinf beliebig in
einer Ebene gelegene Punkte 1, 2, 3, 4, 5 enthiilt.
Denn wiihlen wir z. B. die Punkte 1 und 2 als Biischel-
Mittelpunkte, so miissen den Strahlen 13, 14, 15 der
Reihe nach entsprechen die Strahlen 23, 24, 25, wo-
durch die projektive Beziehung der Biischel gerade fest-
gelegt ist. Die Biischel 1 und 2 erzeugen dann die
durch die fiinf Punkte gehende Kurve 2. Ordnung, Es
kann keine zweite solche Kurve geben. Denn auch
eine solche zweite Kurve wiirde aus 1 und 2 durch
projektive Biischel projiziert und diese projektive Be-
ziehung muss mit der eben bestimmten notwendig zu-
sammenfallen, da sie drei Paare entsprechender Strahlen
mit ihr gemein hat. Also folgt:

Satz 24:  Durch fiinf beliebige Punkte einer Ebene
geht eine und stets eine Kurve 2. Ordnung.“

Wiirden von den fiinf gegebenen Punkten drei, etwa

die Punkte 3, 4, 5 in einer Geraden p liegen, so wiiren

die Strahlenbiischel aus 1 und 2 perspektiv und die

Gerade p wiire die Achse der Perspektivitit. Das
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Erzeugnis dieser perspektiven Strahlenbiischel 1 und
2 bestiinde zuniichst in der Geraden p, da sich ja ent-
sprechende Strahlen stets auf p begegnen. Weiter ge-
hort aber auch die Verbindungslinie 12 der Biischel-
mittelpunkte diesem Erzeugnis an. Denn in ihr fallen
zwei entsprechende Strahlen der perspektiven Biischel
ihrer ganzen Ausdehnung nach zusammen, so dass
jeder Punkt dieser Linie als Schnittpunkt dieser
beiden entsprechenden Strahlen der perspektiven Biischel
betrachtet werden kann. Bei perspektiven Biischeln
besteht also das Erzeugnis in zwei Geraden, die Kurve

Fig. 28.

Doehlemann, Projektive Geometrie. 7
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2. Ordnung ist, wie man sich ausdriickt, ,zerfallen“

und zwar in zwei Gerade, d.h. zwei Kurven 1. Ordnung.

Aufg. 20. Eine Kurve 2. Ordnung ist gegeben durch
fiinf Punkte 1, 2, 3, 4, 5; die Schnittpunkte mit
einer Geraden 1 zu konstruieren.

Liosung. Wir fiihren den in 52) angegebenen Gedanken-
gang durch. Die Punkte 1 und 2 werden als
Mittelpunkte der die Kurve erzeugenden Biischel
genommen (Fig. 28); die Punktreihen, welche die
gegebene Gerade 1 auf diesen Biischeln ausschneidet,
projizieren wir aus S auf den gezeichnet vorliegen-
den Hilfs-Kreis. Die Steiner’sche Konstruktion
liefert dann die verlangten Schnittpunkte M und N.

Aufg. 21. In den Punkten 1 und 4 die Tangenten an
die Kurve 2. Ordnung zu konstruieren.

Liosung. Siehe Zusatz 1) von 53).

§ 20. Der Satz von Pascal.
Gegenseiten eines Sechsecks.

55. Aus irgend sechs Punkten in einer Ebene kann
man in sehr verschiedener Weise Sechsecke bilden. Ver-
teilt man die Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 in irgend einer An-
ordnung auf die sechs Punkte, so ist dadurch das Sechs-
eck 12345 6 festgelegt, dessen Ecken in der Reihen-
folge der Ziffern durchlaufen werden. In einem solchen
Sechseck, dessen Seiten im Uebrigen noch ganz be-
liebig sich schneiden konnen, kann man dreimal je zwei
Seiten einander zuordnen, nimlich die Seiten 12 und
45, dann 23 und 56, endlich 34 und 61. Wir nennen
die zwei Seiten eines solchen Paares, zwischen denen
immer vier Seiten des Sechseckes gelegen sind, ,Gegen-
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seiten“. Schneiden sich 12 und 45 in X, 23 und 56
in Y, 34 und 61 in Z, so sind also X, Y, Z die Schnitt-
punkte der Gegenseiten und fiir jede Numerierung
kann man diese drei Punkte konstruieren.

Daseiner Kurve 2. Ordnung eingeschriebene
Sechseck.

56. Betrachten wir jetzt in Fig. 27 das Sechseck der
auf der Kurve k* gelegenen Punkte ATSBS R, das
wir in dieser Reihenfolge mit 12 3 45 6 numerieren.
Dann sind in ihm Gegen-Seiten AT und BS,, ferner
TS und SR, endlich SB und RA. Die Schnittpunkte
dieser Gegenselten sind der Reihe nach B, P, B und
nach der Figur liegen diese drei Punkte auf einer
Geraden. Vermige dieser Eigenschaft fanden wir ja
immer andere Punkte A‘... der Kurve k2 Die sechs
Punkte A,T .. .. R kénnen aber als sechs beliebige Punkte
auf der Kurve 2. Ordnung betrachtet werden. Wiirde
man sie in irgend einer andern Weise numerieren, so
konnte man auch wieder die Punkte, auf welche die
Zahlen 3 und 5 fallen, als Mittelpunkt der die Kurve
erzeugenden Strahlenbiischel nehmen, die Punkte mit
den Ziffern 2 und 6 liessen wir die Rolle der Punkte
R und T spielen u. s. f.  Wir erhalten dann ein neues
Sechseck, aber auch in diesem miissen wiederum die
Schnittpunkte der Gegenseiten auf einer Geraden liegen,
demnach ergibt sich der
Satz 25: | Sind irgend sechs Punkte auf einer Kurve

2. Ordnung gegeben und numeriert man sie in iv-

gend einer Weise zu einem Sechseck, so liegen die

drei Schnittpunkte der Gegenseiten dieses Sechs-
ecks auf einer Geraden.*
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Dies ist der wichtige Lehrsatz von Pascal, den
dieser, 16 Jahre alt, im Jahre 1640 verdffentlichte.
Ein Sechseck, in dem die Gegenseiten-Schnittpunkte
auf einer Geraden liegen, heisst auch ein Pas-
cal'sches Sechseck und diese Gerade die Pascal-Linie

(P. L.)

Wenn ferner bei der in 52) gegebenen Konstruk-
tion die Punkte A‘...., die man fiir verschiedene
durch P gehende Gerade erhielt, stets auf der Kurve
2. Ordnung k* lagen, so liefert dieses offenbar den

Satz 26: ,TLiegen in einem Sechseck, das irgendwie
numeriert ist, die Schnittpunkte der Gegenseiten
auf einer Geraden, so liegen die sechs Ecken des
Sechsecks auf einer Kurve 2. Ordnung.“

Es geht also die durch fiinf der Ecken des Sechs-
eckes bestimmte Kurve 2. Ordnung dann von selbst
auch durch die letzte Ecke des Sechsecks. Ein Pas-
cal’sches Sechseck ist mithin stets einer Kurve 2. Ordnung
eingeschrieben. Wenn ferner bei irgend einer Nu-
merierung in einem Sechseck die Schnittpunkte der
Gegenseiten auf einer Geraden liegen, so hat das Sechs-
eck diese Eigenschaft bei jeder méglichen Nu-
merierung,

Spezialisierungen des Pascal-Satzes,

57. Aus dem Pascal-Satz kénnen wir noch andere,
speziellere Siitze ableiten. Lassen wir von den Ecken des
der Kurve eingeschriebenen Sechseckes die Ecke 2 der
Ecke 1 auf der Kurve niher und niher riicken, so
fillt schliesslich 2 mit 1 zusammen, so dass man bloss
noch ein Fiinfeck hat, als Verbindungsseite 12 aber
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miissen wir die Tangente in 1 betrachten. Wie sich
der Pascal-Satz dann modifiziert, diirfte aus Fig. 29
zu entnehmen sein.

Ebenso kénnen wir zweimal zwei Ecken des Sechs-
eckes zusammenriicken lassen und erhalten dadurch zwei
in den Fig. 29 und 29¢ dargestellte Siitze.

‘Wenn endlich dreimal zwei Ecken zusammenfallen,
so ergibt sich der in Fig. 299 zur Anschauung ge-
brachte

Satz 27: | Hat man ein einer Kurve 2. Ordnung ein-
geschriebenes Dreieck, so liegen die Schnittpunkte
jeder Dreiecks-Seite mit der Tangente in der gegen-
iiberliegenden Ecke in einer Geraden,“

Fig. 29b.

Fig. 29d.
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Anwendungen des Pascal-Satzes.

58. Der Pascal-Satz war, seiner Ableitung nach, nur
ein anderer, bequemerer Ausdruck fiir die Konstruktion,
vermittels welcher man entsprechende Strahlen in den
projektiven Biischeln fand, die die Kurve 2. Ordnung
erzeugten. Er kann daher auch benutzt werden, um
von einer Kurve 2. Ordnung, welche irgendwie, z. B.
durch fiinf Punkte, bestimmt ist, weitere Punkte zu
konstruieren, Wir lassen die beiden Aufgaben 1.
Grades folgen, deren Losung der Pascal-Satz leistet.

Aufg. 22. Fiinf Punkte einer Kurve 2. Ordnung sind
gegeben, sowie durch einen dieser Punkte eine
Gerade. Man konstruiere den zweiten Schnittpunkt
dieser Geraden mit der Kurve 2. Ordnung.

Lisung. Der Punkt, durch den die gegebene Gerade
1 geht, sei mit 1 bezeichnet (Fig. 30), der zweite,
gesuchte Schnittpunkt auf 1 sei 2, sodass also die
Seite 12 jedenfalls mit der Geraden 1 zusammen-
fillt; die iibrigen gegebenen Punkte seien 3, 4, 5, 6.
Das Sechseck, welches der gesuchte Punkt 2 mit
den gegebenen Punkten bildet, ist ein Pascal’sches.

s Die Pascal-Linie (P. L.) kon-

g @&/ nen wir konstruieren als
\\\\\\ﬂ;/ Verbindungslinie der Punkte

G = X und Z, wobei X Schnitt-
b ‘a\i;,v/"’/ punkt von 12 und 45, Z
/,,:Zé\\ Schnittpunkt von 34 und
e 61. Auf ihr miissen sich
Fig. 30. auch schneiden 23 und 56.

Die letztere Linie liefert also auf der P. 1., den
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Punkt Y und 3Y schneidet den gesuchten Punkt 2
auf 1 aus.

Aufg. 23. Von einer Kurve 2. Ordnung sind fiinf
Punkte gegeben; in einem derselben die Tangente
an die Kurve zu konstruieren.

Losung. In der Absicht, uns ein Pascal’sches Sechseck
bezw. Fiinfeck zu numerieren, bezeichnen wir den
Punkt, in dem die Tangente konstruiert werden
soll, mit 1, 2 (Fig. 31);
die andern gegebenen
Punkte mit 3, 4, 5, 6.
Dann kann man wieder
die Punkte Y und Z der
Pascal-Linie, also diese
selbst konstruieren. Auf
ihr schneidet 45 den
Punkt X aus, durch den
nach den Erorterungen
von 57) die Tangente 12 " Fig. 81.
im Punkte 1 geht.

Eine andere Losung der vorstehenden Aufgabe
war in Aufgabe 21 angedeutet.

Ganz in ihnlicher Weise behandelt man die beiden
folgenden Aufgaben.

Aufg. 24. Von einer Kurve 2. Ordnung sind vier Punkte
gegeben und in einem derselben die Tangente. In
einem der iibrigen Punkte die Tangente an die
Kurve zu konstruieren.

Aufg. 25. Von einer Kurve 2. Ordnung sind drei
Punkte gegeben und in zweien derselben die Tan-
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genten an die Kurve; im dritten Punkte die Tan-
gente zu konstruieren,

§ 21. Das Erzeugnis zweier projektiver, in der gleichen
Ebene gelegener Punktreihen.
Die Kurve 2. Klasse.

59. Zwei in einer Ebene befindliche, projektiv auf
einander bezogene Punktreihen g und g, liefern ein
Erzeugnis, sofern wir je zwei entsprechende Punkte
derselben durch eine Gerade verbinden. Wir erhalten
zunichst ein Polygon, dessen Seiten von solchen Ver-
bindungs-Geraden gebildet werden und schliesslich,
nach Ausfiithrung des Grenziibergangs, als Umhiillungs-
gebilde der o vielen Verbindungsstrahlen eine Kurve,
deren Tangenten eben alle diese Strahlen sind.
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Um diese Kurve niiher zu untersuchen, sei (Fig.
32) die projektive Beziehung von g und g, durch drei
Paare entsprechender Punkte gegeben, A,A , B,B,, C,C,,
welche verbunden drei Tangenten a, b, ¢ der erzeugten
Kurve liefern. Weitere Tangenten derselben finden
wir unter Benutzung der in 31) Fig. 16 angegebenen
Methode zur Konstruktion entsprechender Punkte der
projektiven Puuoktreihen., Es werden also auf a die
Punkte S und S, beliebig angenommen, sodann aus
ihnen g und g, durch perspektive Strahlenbiischel pro-
jiziert, welche als perspektiven Schnitt die Gerade p
liefern.

Zn einem beliebigen Punkte D auf g finden wir
nun den entsprechenden D, auf g, mit Riicksicht
darauf, dass sich SD und S, D, wieder in einem Punkte
D von p schneiden miissen. DD, ist dann eine weitere
Tangente der erzeugten Kurve.

Unter Anwendung der gleichen Konstruktion fin-
den wir jetzt auch die Punkte E, und F, welche dem
Schnittpunkt von g und g, entsprechen, wenn wir ihn
als E und F, bezeichnen. s treten dabei die Hilfs-
punkte E und F auf. Dann ist aber g die Verbin-
dungslinie der entsprechenden Punkte F und F,, wiih-
rend g, die entsprechenden Punkte E und E, verbin-
det. Also sind auch g und g, Tangenten der erzeug-
ten Kurve, die wir #»* nennen wollen.

Diese Kurve ist von der 2. Klasse, d. h. durch
einen beliebigen Punkt P gehen, algebraisch gespro-
chen, zwei ihrer Tangenten. Dies erkennen wir an
einer eigenen Figur in folgender Weise. Um die

durch P gehenden Tanger:te% dfy, m.ﬁndetx(”mbéa‘
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wir bloss zuzusehen, wie oft es vorkommen kann, dass
eine Verbindungslinie entsprechender Punkte von g
und g, durch P liuft. Projizieren wir nun aber die
Punktreihen g und g, aus P je durch einen Strahlen-
biischel, so haben die Doppelstrahlen dieser projek-
tiven Biischel die Eigenschaft, Tangenten durch P an
die Kurve #* zu liefern und nur fiir diese Doppel-
strahlen tritt dies ein. Die Kurve »* ist also in der
That von der 2. Klasse.

‘Wihlen wir einen Punkt D auf g, so gehen durch
ihn auch zwei Tangenten an #° die eine ist die Tangente
g, die andere ist die Verbindungslinie d von D mit
dem entsprechenden Punkt D,. Diese zwei Tangenten
sind immer verschieden, nur fiir den Punkt F fillt
diese zweite Tangente auch mit g zusammen, Durch
F gehen also zwei unendlich benachbarte Tangenten der
%% also ist nach 51) F der Beriihrungspunkt von g
mit der Kurve »®. Ebenso ist natiirlich E, der Be-
rithrungspunkt der Tangente g,. Wir haben also
Satz 28: ,Das Erzeugnis zweier projektiven, in der

gleichen Ebene gelegenen Punktreihen ist eine

Kurve 2. Klasse, welche auch die Triger der Punkt-
reihen zu Tangenten hat. Die Beriihrungspunkte
dieser beiden Tangenten sind die Punkte, welche
den im Schnittpunkte der Triiger vereinigten be-
ziiglich entsprechen.*

Weitere Eigenschaften der Kurve 2. Klasse.

60. In den soeben durchgefiihrten Betrachtungen
waren die Tangenten g und g,, die Triiger der projektiven
Punktreihen, vor den iibrigen Tangenten wie a, b, c,
... ausgezeichnet. Wir wollen nun zeigen, dass irgend
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zwei Tangenten der Kurve »* die Rolle von g und g,
ibernehmen konnen, in dem die ibrigen Tangenten

auch auf ihnen projektive Punktreihen ausschneiden.
Konstruieren wir wieder (Fig. 33), ausgehend von
drei Paaren A,A | B,B,, C,C, entsprechender Punkte, den
perspektiven Schnitt p. Dieser treffe g und g, in zwei
Punkten, die als Hilfspunkte  und R betrachtet wer-
den mdgen, Dann erkennt man, dass S,Q eine Tangente

Fig. 383.
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q der erzeugten Kurve (Q fillt mit @ zusammen, wih-
rend Q, der Schnitt von S, und g, ist) und ebenso
ist SR eine Tangente r von =’

Statt nun von g, g, a, b, ¢ als Tangenten der
erzeugten Kurve »® auszugehen, konnen wir auch von
g, g, b, r, q ausgehen, da ja r und q auch ent-
sprechende Punkte der gegebenen projektiven Punkt-
reihen g und g, ausschneiden.

Denken wir uns jetzt die Kurve x* tangenten-
weise konstruiert, in dem wir von g, g,, a, b, ¢ aus-
gehen. Dann seien drei beliebige ihrer Tangenten
herausgegriffen, die wir mit b, r, q bezeichnen. Wir
wollen nun die vorige Figur rekonstruieren mit diesen
Elementen. Die Tangente r trifft g, in R, die Tan-
gente q den Triiger g in @, die Tangente b schneidet
auf g und g, zwei Punkte B und B, aus, die Verbin-
dungslinie QR sei p.

Wiihlen wir dann auf p irgend einen Punkt B’
beliebig, so mdge BB’ mit r den Schnittpunkt S, B, B’
mit q den Schnittpunkt S ‘ liefern. Dann kénnen wir
mit S und S,/ als Biischelmittelpunkten und p als
perspektivem Schnitt dieser Biischel eine projektive
Beziehung auf g und g, herstellen, die aber mit der
gegebenen identisch sein muss, da sie mit ihr die drei
Punktpaare BB,, RR,, QQ, gemein hat. Es muss also
auch die Verbindungslinie S‘S’, oder a‘’ entsprechende
Punkte der projektiven Punktreihen g und g, aus-
schneiden, also ist diese Linie a‘ auch eine Tangente
von x”

Nun war B’ noch beliebig auf p anzunehmen.
Lassen wir B’ auf p wandern, so beschreiben die Strah-
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len aus B und B, nach B’ perspektive Strahlenbiischel
und diese Strahlenbiischel schneiden auf r und q be-
ziiglich die Punkte S’ und S' aus. Es miissen also
auch die Punktreihen S’ und S als Schnitte mit per-
spektiven Biischeln projektiv sein oder mit andern
Worten: die Geraden a‘, die simtlich Tangenten der
Kurve »?, schneiden auf den Tangenten r und q pro-
jektive Punktreihen aus.

Die Analysis ergiinzt diese Betrachtungen, indem
sie zeigt, dass jed e Kurve zweiter Klasse als Erzeugnis
projektiver Punktreihen dargestellt werden kann. Dem-
nach ergiebt sich
Satz 29: | Auf irgend zwei Tangenten einer Kurve

zweiter Klasse schneiden die iibrigen Tangenten
dieser Kurve projektive Punktreihen aus‘.

Bestimmung einer Kurve 2. Klasse.

61. Aus der eben nachgewiesenen Erzeugung der
Kurven zweiter Klasse ergiebt sich unmittelbar, dass
man sich fiinf Tangenten einer solchen Kurve beliebig
geben darf, dass es also stets eine und nur eine solche
Kurve giebt, welche fiinf vorgegebene Gerade beriihrt.

Denn sind I, II, IIL, IV, V diese Geraden, so
wiihlen wir etwa I und II aus und ordnen die Punkte
einander zu, welche III, IV und V je auf ihnen aus-
schneiden. Dadurch ist die projektive Beziehung der
Punktreihen auf I und IT gerade festgelegt. Die durch
diese Punktreihen erzeugte Kurve ist die verlangte.
Es giebt nur eine solche Kurve, wie man ebenso
zeigt wie in 54), also
Satz 30:  ,Hs giebt eine und nur eine Kurve zwel-

ter Klasse, welche fiinf beliebige Gerade beriihrt«.
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Gehen von den fiinf gegebenen Geraden drei,
etwa III, IV und V durch einen Punkt S, so werden
die Punktreihen auf I und II perspektiv. Die Ver-
bindungslinien entsprechender Punkte bilden also den
Strahlenbiischel S. Ausserdem fallen aber in dem
Schnittpunkt von I und II entsprechende Punkte E
und E, der perspektiven Punktreihen auf I und IT
zusammen, Jede durch E gebende Liinie kann mithin
als eine Gerade gelten, welche entsprechende Punkte,

Fig. st.

http://rcin.org.pl



Der Satz von Brianchon. 118

nimlich E und E, , verbindet. Es gehort also auch
der Strahlenbiischel E dem Erzeugnis der perspektiven
Punktreihen auf I und II an. Das Erzeugnis per-
spektiver Punktreihen besteht folglich in zwei Strahlen-
biischeln, deren Strahlen je den Biischelmittelpunkt
umhiillen. Die Kurve zweiter Klasse ist in zwei
Kurven erster Klasse zerfallen.
Aufg. 26: ,Von einer Kurve zweiter Klasse sind fiinf
Tangenten gegeben, man zeichne die durch einen
Punkt S an die Kurve gehenden Tangenten‘.

Lisung. In Verfolgung des in 59) bereits erdrterten
(fedankengangs greifen wir zwei der gegebenen Tan-
genten, etwa I und II heraus (Fig. 34), markieren
die Punktreihen, welche die drei iibrigen Tangenten
auf ihnen ausschneiden und projizieren diese auf
den Hilfskreis, von dem wir annehmen, dass er
durch den gegebenen Punkt S gehe. Die Doppel-
strahlen der dadurch entstehenden Strahlenbiischel,
die nach 43) zu konstruieren sind, liefern die ge-
suchten Tangenten.

§ 22. Der Satz von Brianchon.
Gegenecken eines Sechsseits.

62. Irgend sechs Gerade in einer Ebene lassen sich
in verschiedenster Weise zu einem Sechsseit zusammen-
fassen. Verteilen wir auf die sechs Gerade irgendwie
die Numern I, II, III, IV, V, VI und durchlaufen
die Seiten in der Reihenfolge der Nummern, so sind als
Schnittpunkte aufeinander folgender Seiten auch
sechs Ecken bestimmt, niimlich der Schnittpunkt von I
und II, den wir als Punkt (I II) bezeichnen, der Punkt
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(IL III) u. s. f, endlich der Punkt (VI, I). Es folgt
also auf VI wieder I. (Cyclische Vertauschung.) Aus
diesen sechs Ecken eines numerierten Sechsseits lassen
sich drei Paare von ,Gegenecken* bilden, nimlich die
Ecke (I, II) und (1IV, V), dann (IL, IIT) und (V, VI),
endlich (ITI, IV) und (VI, 1). Je zwei solche Gegen-
ecken konnen wir durch eine Gerade verbinden und
erhalten so drei Verbindungslinien von Gegenecken,
die wir in der angegebenen Reihenfolge x,y, z nennen,

Das einer Kurve 2. Klasse umschriebene
Sechsseit.

63. Betrachten wir jetzt in Fig. 33 das Sechsseit
aqgbg r und numerieren es in dieser Reihenfolge
mit I II ITT IV V VI, so sind die Verbindungslinien
der Gegenecken die drei Geraden S, B,, QR, BS,
welche nach der Figur durch einen Punkt B gehen.
Die sechs Seiten des Sechsseits diirfen als sechs be-
liebige Tangenten der Kurve zweiter Klasse angesehen
werden, Wiirde man sie in irgend einer andern Weise
numerieren, so konnte man doch wieder die Tangen-
ten, welche dann die Nummern ITI und V tragen, als
erzeugende Punktreihen fiir die Kurve zweiter Klasse
benutzen, ferner konnte man die Tangente mit der
Nummer I die Rolle der Tangente a spielen lassen u. s. f.,
kurz man erhielte fiir das neue Sechsseit, das der an-
dern Numerierung entspricht, auch wieder einen (an-
dern) Punkt B, durch den die drei Verbindungslinien
der Gegenecken hindurchgehen miissten, Es ist also
bewiesen:

Satz 31: ,Trgend sechs Tangenten einer Kurve zwei-
ter Klasse liefern, auf irgend eine Weise nume-
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riert, ein der Kurve umschriebenes Sechsseit, in
dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken in
einem Punkt schneiden“.

Das ist der Lehrsatz von Brianchon, den dieser
franzosische Gelehrte 1806 verdffentlichte. Den Punkt
B, in dem sich die Verbindungslinien der Gegenecken
schneiden, nennen wir den Brianchon’schen Punkt,
(B2 EY:

Aber auch eine Umkehrung dieses Satzes folgt
unmittelbar aus der Fig. 33. Dort fanden wir ja wei-
tere Tangenten a’ der Kurve zweiter Klasse, indem
wir immer Sechsseite konstruierten, fiir welche sich
S'B und S;’B, in Punkten B’ von QR begegneten.
‘Wir konnen also auch behaupten:

Satz 32:  ,Wenn in einem irgendwie numerierten
Sechsseit die Verbindungslinien der Gegenecken
sich in einem Punkte schneiden, so ist das Sechs-
seit einer Kurve zweiter Klasse umschrieben, d. h.
die Kurve zweiter Klasse, welche fiinf dieser Sei-
ten berithrt, beriihrt von selbst auch die sechste
Seite des Sechsseits.

Es braucht wohl kaum erwiihnt zu werden, dass
sich die Siitze von Pascal und Brianchon nach dem
Gresetz der Dualitit entsprechen.

Spezialisierungen des Brianchon’schen
Satzes. %

64. Denken wir uns ein einer Kurve zweiter Klasse
umschriebenes Sechsseit gegeben und halten wir fiinf
seiner Seiten, etwa I, III, IV, V, VI fest, wihrend
wir die Seite II sich so lindern lassen, dass sie sich
der Seite I mehr und mehr nihert, Ist dann im
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Grenzfall II mit I zusammgefallen, so haben wir statt
des Sechsseits ein Fiinfseit. Dagegen haben wir noch
sechs Ecken. Denn als Schnittpunkt von I und IIL
miissen wir den Beriihrungspunkt der Tangente I mit
der Kurve nehmen. Der Brianchon’sche Satz lisst
sich dann in entsprechender Weise fiir dies Fiinfseit
formulieren: es mag geniigen, auf Fig. 352 zu verwei-
sen, die den Satz veranschaulicht. Ferner konnen wir
in dem Sechsseit zweimal zwei Tangenten zusammen-
fallen lassen, wodurch wir aus dem Brianchon-Satze
Sitze iiber das Vierseit erhalten, das einer Kurve
zweiter Klasse umschrieben ist, Die Figuren 35 und
35¢ werden hinreichen, um auch den Wortlaut derselben

Fig. 85 c. Fig. 35 d.
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zu liefern. Fallen endlich dreimal zwei Tangenten zu-

sammen, so erhalten wir (Fig. 351) den

Satz 33:  Hat man ein einer Kurve zweiter Klasse
umschriebenes Dreieck, so gehen die Verbindungs-
linien der Ecken mit den Beriihrungspunkten der
gegeniiberliegenden Seiten durch einen Punkt®,

Anwendungen des Brianchon’schen Satzes,

65. Nach Satz 32) kénnen wir das Brianchon’sche
Sechsseit benutzen, um von einer Kurve zweiter Klasse
weitere Tangenten zu konstruieren und die beiden fol-
genden Aufgaben zu behandeln.

Aufg. 27: Von einer Kurve zweiter
Klasse sind fiinf Tangenten ge-
geben und auf einer derselben
ein Punkt P. Man soll die zweite,
durch diesen Punkt gehende
Tangente der Kurve zeichnen.

Fig. g6.

Losung.  Wir numerieren uns ein Brianchon’sches
Sechsseit. Die Tangente, auf der P liegt, sei I
(Fig. 36), die gesuchte Tangente sei II, die iibrigen
gegebenen Tangenten erhalten die Nummern ITI, IV,
V, VI. Dann ist P der Schnittpunkt (I, II). Die
Linien x und z konnen wir zeichnen und sie lie-
fern den Brianchon'schen Punkt (B.P.). Durch ihn
und (V, VI) geht y und diese Linie schneidet auf
IIT einen Punkt aus, der mit P verbunden die ge-
suchte Tangente giebt.

Aufg. 28: Eine Kurve zweiter Klasse ist gegeben
durch fiinf Tangenten, den Beriihrungspunkt einer
derselben zu bestimmen.
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Liosung. Die Tangente, deren Beriihrungspunkt be-
stimmt werden soll, bezeichnen wir mit I und II
(Fig. 37), die iibrigen mit IIT ... VI. Dann kann

man zwei der Verbindungslinien

der Gegenecken, nimlich z und y

zeichnen, deren Schnitt der Brian-

chon’sche Punkt ist. Durch die-
sen und (IV,V) geht x und diese

Linie schneidet auf I den Be-

Fig. 87. rithrungspunkt T aus.
Ganz in dhnlicher Weise sind folgende Aufgaben
zu behandeln :

Ty

Aufg. 29: Von einer Kurve zweiter Klasse sind fiinf
Tangenten gegeben; eine Tangente an die Kurve
zu zeichnen, die parallel einer der gegebenen ist.
Losung wie Aufgabe 27), nur liegt P in unend-
licher Ferne.

Aufg. 30:  Von einer Kurve zweiter Klasse sind vier
Tangenten gegeben und auf einer derselben ihr
Beriihrungspunkt; man konstruiere die Berithrungs-
punkte der anderen Tangenten.

Losung. Brianchon’scher Satz fiir ein Vierseit.

Aufg. 31: Von einer Kurve zweiter Klasse sind zwel
Tangenten gegeben und ihre Berithrungspunkte, so-
wie eine dritte Tangente; man zeichne deren Be-
rithrungspunkt.

§ 23. Identitiit der Kurven zweiter Ordnung und
zweiter Klasse.
Die Mac-Laurin’sche Konfiguration.
66. Hatten wir eine Kurve zweiter Ordnung durch
projektive Biischel erzeugt, so konnten wir in jedem
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ihrer Punkte die Tangente bestimmen. Von welcher
Klasse ist nun die erzeugte Kurve zweiter Ordnung?

Lag andererseits eine Kurve zweiter Klasse vor
als Erzeugnis projektiver Punktreihen, so war auf je-
der Tangente ein Punkt, der Beriihrungspunkt, festge-
legt. Von welcher Ordnung ist die von den Beriih-
rungspunkten gebildete Kurve?

Um diese nahe liegenden Fragen zu beantworten,
gehen wir aus von einer Kurve zweiter Klasse, die
durch vier Tangenten a, b, ¢, d und den Beriihrungs-
punkt A von a bestimmt sein mége (Fig. 38). Die
Beriihrungspunkte B, C, D von b, ¢, d, die damit dann
schon gegeben sind, wollen wir nun nicht wie in
Aufg. 30 mittels des Brianchon’schen Satzes bestimmen,
sondern unter Beniitzung des Satzes 14) in 35). Fiir
den vorliegenden Fall haben wir nun zu beriicksich-
tigen, dass auf irgend zwei Tangenten einer Kurve
zweiter Klasse die iibrigen Tangenten projektive Punkt-
reihen ausschneiden und ferner, dass die auf Grund des
angezogenen Satzes zu konstruierende Linie p, die Be-
rithrungspunkte der beiden Tangenten ausschneidet
(59). Die Tangenten a, b, ¢, d bilden nun ein voll-
stindiges Vierseit. Es sei der Schnittpunkt von a und
b mit M bezeichnet, also kurz (ab) = M, ebenso
(¢d) = M,, ferner (ac) = N, ‘(bd) = N,, endlich
(ad) =P und (bc) = P,, so dass N,N,, M,M,, P,P, die
drei Paare von Gegenecken des Vierseites. Weiter
bezeichnen wir die Verbindungslinie NN, mit x, MM
nmit y, PP, mit z.

Greifen wir jetzt zunichst die beiden Tangenten
a und b heraus, so schneiden die iibrigen Tangenten
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¢, d u. s. f. auf a und b projektive Punktreihen aus
und zwar entsprechen den Punkten N, P beziiglich
die Punkte P, N,. Die Linie p, des Satzes 14) geht

Fig. 88.

mithin durch den Schnittpunkt Y der Verbindungs-
linien PP, und NN, und ausserdem durch A. Es
schneidet also die Verbindungslinie AY auf b den Be-
rithrungspunkt B aus.

Betrachten wir in gleicher Weise a und c¢ als
Triager projektiver Punktreihen, so haben wir M und
M, sowie P und P, zu verbinden und deren Schnitt-
punkt X liefert mit A verbunden die Perspektivitiits-
Achse, welche auf ¢ den Beriihrungspunkt C ausschnei-
det. Die analogen Betrachtungen, durchgefiihrt fiir
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die Paare a und d, b und ¢, b und d, endlich ¢ und
d, liefern dann folgendes Resultat: Wird noch der
Schnittpunkt von NN, und MM, mit Z bezeichnet, so
gehen AC und BD durch X, AB und CD durch Y,
AD und BC durch Z. Wir haben also

Satz 34: .Irgend vier Tangenten a, b, c, d einer
Kurve zweiter Klasse bestimmen ein vollstindiges
Vierseit mit den drei Verbindungslinien x, y, z der
(Gegenecken, Die Beriihrungspunkte A, B, C, D der
vier Tangenten liefern ein vollstindiges Viereck,
in dem X, Y, Z die Schnittpunkte der Gegenseiten.
Die Dreiecke X Y Z und xy z fallen dann zu-
sammen‘,

Das System der Punkte und Geraden dieser Figur
ist bekannt als die Mac-Laurin’sche Konfiguration.)

Die Kurve zweiter Klasse ist von der
zweiten Ordnung.

67. Lassen wir jetzt Bewegung in unsere Figur kom-
men, indem wir a, b, ¢ festhalten, dagegen der Tan-
gente d andere und andere Lagen geben, jedoch so,
dass sie immer die Kurve zweiter Klasse beriihrt.
Dabei ist AC eine feste Linie und bei jeder Wahl von
d ergiebt sich auf ihr ein Punkt X.

Wir kénnen aber auch umgekehrt X beliebig auf
AC wihlen und erhalten dann dazu eine Linie d,
wenn wir uns der Fiihrung der Figur anvertrauen.
Liegen nimlich a, b, ¢, A, B, C, X und also auch
M, N, P, gezeichnet vor, so schneidet die Verbin-

*) Mac-Laurin: De linearum geometricarum proprietatibus ge-
neralibus. (London 1748.)
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dungslinie MX die Tangente ¢ in M, und die Ver-
bindungslinie P, X trifft a in P. Dann ist leicht zu
beweisen, dass M, P eine Tangente d der Kurve zwei-
ter Klasse und dass BX deren Beriihrungspunkt D
ausschneidet. In der That numerieren wir uns ein
Brianchon'sches Sechsseit, von dem I und II auf b,
IIT auf ¢, IV und V auf M,P und VI auf a fallen,
so schneiden sich BD, PP und M,M im Brianchon-
schen Punkt X, also ist (Satz 32) M,P eine Tangente
d der Kurve zweiter Klasse und D deren Beriihrungs-
punkt., (Fig. 35¢.)

Dann muss sich aber auch die ganze Figur wie
oben herstellen lassen. Bringen wir also BC mit MX
in Z zum Schnitt und ziehen NZ, so liefert AB auf
NZ den Punkt Y. Durch Y geht jetzt auch CD oder
anders ausgedriickt: man kann D auch erhalten als
Schnittpunkt der Strahlen BX und CY.

Lassen wir jetzt X auf AC fortriicken, so be-
schreibt der Strahl BX einen zur Punktreihe X per-
spektiven Strahlenbiischel und ebenso MX; der Punkt
Z wandert auf der Geraden BC weiter, Y auf AB
und der Strahl CY beschreibt einen Biischel um C.

Man hat mithin folgende Reihe von perspek-
tiven Grundgebilden:

Str. Biischel BX ;" P.Reihe X 1 Str. Biischel MX
‘A P.Reihe Z 75 Str. Biischel NZ
‘A P.Reihe Y 7 Str. Biischel CY.
Also ist auch
Str. Biischel BX ‘A Str. Biischel CY.

Folglich ist aber der Ort der Punkte D dargestellt

als Erzeugnis projektiver Strahlenbiischel, also liegen

http://rcin.org.pl



Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte. 121

alle Beriihrungspunkte D der Tangenten der Kurve
zweiter Klasse auf einer Kurve zweiter Ordnung,
welche natiirlich auch durch die Punkte A, B, C, D
geht, da ja die bewegliche Tangente d auch mit a, b,
¢, d zusammenfallen kann.

Die entsprechende duale Betrachtung, deren Durch-
fihrung dem Leser angeraten wird, zeigt, dass die
Tangenten einer Kurve zweiter Ordnung eine Kurve
zweiter Klasse bilden. Wir haben demnach

Satz 35: |, Die Beriihrungspunkte der Tangenten einer
Kurve zweiter Klasse liegen auf einer Kurve zwei-
ter Ordnung und die Tangenten einer Kurve zwei-
ter Ordnung bilden eine Kurve zweiter Klasse“.

Ob man also von projektiven Punktreihen oder
projektiven Strahlenbiischel ausgeht, man erhilt die
gleiche Kurve, nur das einemal tangentenweise, das
anderemal punktweise erzeugt. Die Kurven zweiter

Klasse sind auch von der zweiten Ordnung und umge-

kehrt. Wir wollen diese Kurven zweiter Ordnung

und zweiter Klasse ,Kegelschnitte“ nennen. Die

Berechtigung dieser Bezeichnung wird in einem spi-

teren Abschnitte dargethan werden.

§ 24. Die verschiedenen Arten der Kegelschnitte.
Unendlich ferne Punkte. Asymptoten.

68. Wir wollen jetzt sehen, welche verschiedene
Formen die Kegelschnitte annehmen kénnen. Man
teilt die Kegelschnitte ein nach ihrem Verhalten
gegeniiber der unendlich fernen Geraden der Ebene,
in welcher der Kegelschnitt liegt. Der Kegelschnitt
kann diese unendlich ferne Gerade niimlich entweder
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in zwei reellen Punkten schneiden oder sie gar nicht
schneiden (d. h. in zwei imaginiren Punkten) oder er
kann sie beriihren. Um fiir diese abstrakten Moglich-
keiten geometrisch brauchbare Unterscheidungen zu
erhalten, sei ein Kegelschnitt durch projektive Biischel
S und S, erzeugt, deren projektive Beziehung durch
drei Paare entsprechender Strahlen a, b, ¢, und a,,
b, ¢, festgelegt sein moge. Um nun die Schnittpunkte
des Kegelschnittes mit der unendlich fernen Ge-
raden zu bestimmen, haben wir nur das Verfahren,
auf Grund dessen wir in 52) und Aufg. 20 die Schnitt-
punkte einer endlichen Geraden 1 mit dem Kegelschnitt
bestimmten, entsprechend umzuiindern. Da sich in je-
dem Punkte des Kegelschnittes entsprechende Strahlen
der projektiven Biischel S und S, begegnen, so sind
etwaige unendlich ferne Punkte des Kegelschnittes da-
durch ausgezeichnet, dass nach ihnen entsprechende
Strahlen der Biischel S und S, laufen,.die iiberdies
noch parallel sind. Um solche Strahlen zu finden,
verschieben wir den Biischel S, parallel zu sich selbst,
bis S, nach S fillt. Dies fithren wir aus, in dem wir
durch S folgende Strahlen zieben: a,’ H- a,, b’ -4 b,,
¢, 4+ ¢,. Dann ist, wie leicht zu sehen, auch der
Biischel (a, b, ¢) projektiv zum Biischel (a,’, b,’,¢c,’)
wobei dem Strahl a der Strahl a,’ entspricht u, s. f.
Die Doppelstrahlen dieser Biischel aber liefern ent-
sprechende Strahlen der Biischel S und S’, die paral-
lel laufen. Denn wenn n= n,’ ein solcher Doppel-
strahl, so ist n, -4 n,’, also auch n 4 n,. Die ge-
nannten Doppelstrahlen, die sich nach der Steiner’schen
Konstruktion ermitteln lassen, geben folglich die Rich-
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tungen, in denen unendlich ferne Punkte des Kegel-
schnittes gelegen sind. Jede Parallele zu einer solchen
Richtung geht auch durch diesen unendlich fernen
Punkt der Kurve hindurch. Dies entspricht dem Um-
stand, dass durch irgend einen, im Endlichen gelegenen,
Punkt einer Kurve ein Biischel von Strahlen hindurch-
geht. Wie nun in diesem, eben genannten Strahlen-
biischel die Tangente an die Kurve enthalten ist, so
ist auch in dem Parallelstrahlenbiischel durch einen
unendlich fernen Punkt einer Kurve ein Strahl vor-
handen, der die Kurve in dem unendlich fernen Punkt
beriithrt, also die Tangente in diesem Punkte. Wir
nennen ganz allgemein die Tangente in einem unend-
lich fernen Punkt einer Kurve eine ,Asymptote“ der
Kurve. lhre Konstruktion bleibt ganz die gleiche wie
die der Tangente, nur tritt an Stelle des im Endlichen
gelegenen Punktes der durch eine Richtung gegebene
unendlich ferne Punkt.
Ellipse, Hyperbel, Parabel.

69. Zuriickkehrend zur Einteilung der Kegel-
schnitte miissen wir mithin folgende F'lle unterscheiden:

a) Die beiden projektiven Strahlenbiischel (a, b, c)
und (a,’, b,’, ¢,”) haben keine
Doppelstrahlen. Dann hat der
erzeugte Kegelschnitt keine un-
endlich fernen Punkte, liegt
also ganz im Endlichen, Man
nennt ihn ,Ellipse“ (¥24etyig) Fig. 8.
(Fig. 39.) Sie kann speziell in den Kreis iibergehen.*)

*) Es gibt Kurven hoherer Ordnung, die infolge ihrer ova-
len Form sich #usserlich nur wenig von einer Ellipse unter-

http://rcin.org.pl



124 Die Kegelschnitte.

b) Die Doppelstrahlen der beiden projektiven
Biischel sind reell. Der Kegelschnitt hat also zwei
reelle, unendlich ferne Punkte. Er heisst Hyperbel
(¢meopois) (Fig. 40). Die Asymptoten sind a und b.
Die Kurve besteht aus zwei Teilen, die sich den Asymp-
toten mehr und mehr nihern. Die Kurve hat nur

Fig. 40.

scheiden. Wiihlt man auf einer solchen Kurve zwei Punkte S und
S; beliebig, so kann man die Strahlenbiischel S und S, durch die
Kurve eindeutig auf einander beziehen, indem man solche Strah-
len einander zuweist, die sich auf der Kurve begegnen. Trotzdem
sind diese Biischel dann nicht projektiv und es ist das Doppelver-
hiltnis von vier Strahlen des einen nicht gleich dem der ent-
sprechenden Strahlen des andern. Denn analytisch betrachtet, schnei-
det irgend ein Strahl durch S die Kurve ausser in den zwei reel-
len Punkten noch in imaginiren Punkten, die fiir die Rechnung
ebenso zu beriicksichtigen sind wie die geometrisch sichtbaren
Punkte. Vergl. die Definition projektiver Grundgebilde in 30).
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zwel unendlich ferne Punkte, niimlich die unendlich
fernen Beriihrungspunkte A und B von a und b. Geht
man auf der Kurve von o aus gegen 1 ins Unendliche,
so kehrt man daraus iiber B zuriick nach 2; geht man
in der Richtung nach 3 ins Unendliche, so kehrt
man auf der andern Seite der Asymptote iiber A nach
4 zuriick, Die Kurve schliesst sich also durch das
Unendliche hindurch.

¢) Die beiden projektiven Strahlenbiischel haben
einen Doppelstrahl. Die Kurve hat einen unendlich
fernen (doppelt zih-
lenden) Punkt, be-
riithrt also die unend-
lich ferne Gerade.
Sie heisst Parabel
(magapody) (Fig. 41).
Die Asymptote der-
selben ist die unend-
lich ferne Gerade, auf
ihr liegt der unend-
lich ferne Beriihrungs-
punkt P,

Diese  Bezeich-
nungender drei Kegel-
schnittestammen schon
von den Griechen her.
Sie  beziehen sich Fig. 41.
auf die eigentiimliche Art und Weise, wie diese die
Gleichungen dieser Kurven als Beziehungen zwischen

Fliacheninhalten deuteten.

N\

el
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Tangentenweise Konstruktion der Parabel.

70. Erzeugen wir einen Kegelschnitt durch pro-
jektive Punktreihen, so konnen wir ebenfalls, wenn
auch weniger einfach, die drei Arten von Kegelschnit-
ten unterscheiden.. Wann die Parabel entsteht, ist
sofort einzusehen: nimlich immer und nur dann, wenn
die unendlich fernen Punkte der erzeugenden Punkt-
reihen g und g, in der projektiven Beziehung einan-
der entsprechen. Denn dann ist die Verbindungslinie
dieser beiden unendlich fernen Punkte, also die un-
endlich ferne Gerade der Ebene, eine Tangente der
erzeugten Kurve, diese muss also eine Parabel sein.
Projektive Puunktreihen, in denen sich die unendlich
fernen Punkte entsprachen, nannten wir aber (39)
dhnliche; folglich schneiden die Tangenten einer Para-
bel auf irgend zwei festen Tangenten derselben solche
dhnliche Punktreihen aus. Daraus ergibt sich eine
einfache Konstruktion der Tangenten einer Parabel.
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Sind g und g, die gegebenen Tangenten (Fig. 42) und
bezeichnen wir deren Beriihrungspunkte mit 5 und 0,
so teilen wir die Strecken von ihnen aus bis zum
Schnittpunkt von g und g, je in fiinf gleiche Teile.
Dann liefern entsprechende Teilpunkte verbunden stets
eine Tangente der Parabel. Durch Fortsetzung der Teil-
ung erhiilt man, wie aus der Figur zu ersehen, weitere
Tangenten derselben.

Aufgaben iiber die Hyperbel und Parabel.

71. Wir fiigen hier noch einige Aufgaben bei, aus
denen hervorgehen mag, wie unendlich ferne Elemente
(Asymptoten, unendlich ferne Gerade) ganz ebenso
konstruktiv verwendet werden kénnen wie im Knd-
lichen gelegene Bestimmungsstiicke.

Aufg. 32. Von einer Hyperbel sind gegeben die Rich-
tungen der Asymptoten und drei Punkte. Weitere
Punkte der Kurve, sowie die Asymptoten selbst zu
konstruieren,

Losung. Sind s und s’ die Richtungen der Asymp-
toten (Fig. 43), so sind also die unendlich fernen
Punkte S und S, dieser Geraden Punkte der Hy-
perbel. Wir wihlen sie als Mittelpunkte von die
Kurve erzeugenden Strahlenbiischeln, die in diesem
Falle in Parallelstrahlenbiischel iibergehen. Durch
die weiter gegebenen Punkte A, B, ¢ sind
dann den drei Strahlen a, b, ¢ des Biischels S als
entsprechende im Biischel S, die Strahlen a, b, ¢,
zugewiesen, Wir konstruieren die projektive Be-
ziehung der beiden Biischel nach 32), lassen aber
zur Vereinfachung g mit a, und g, mit a zusammen-
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fallen. Dann erhalten wir in bekannter Weise das
Centrum P der Perspektivitit (als Schnitt von BB,
und CC,) und zu irgend einem Strahle d den ent-
sprechenden d,, dessen Schnittpunkt D mit d der
Hyperbel als Punkt angehort,

i 2, [0 |6 2, b
5
Y/ 7y % Ql/ T a
Ayl
[ A4~
— -
% Ll 7t -
Bl ¥ Bk
Zz e
/ C
¢ ¢
R e
g s
Fig. 43.

Um die Asymptoten, also die Tangenten in den
Punkten S und S, zu finden, haben wir nach Satz 22)
die Verbindungslinie SS, als Strahl des einen and des
andern Biischels zu nehmen und immer den entsprech-
enden Strahl im andern Biischel zu suchen. Diese
Verbindungslinie SS, ist hier die unendlich ferne
Gerade und sie trifft ¢ und g, in den unendlich fernen
Punkten dieser Geraden. Man findet dann durch kon-
sequente Durchfiihrung der Konstruktion, dass die
Asymptoten die Linien s, und s sind, die durch P
parallel zu s und s’ laufen. — In der Figur stehen
die Richtungen der Asymptoten aufeinander senkrecht.
Eine solche Hyperbel heisst eine ,gleichseitige".
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Aufg. 33. Von einem Kegelschnitt sind gegeben ein un-
endlich ferner Punkt, sowie zwei Tangenten mit
ihren Beriihrungspunkten. Man zeichne die Asymp-
tote in dem gegebenen unendlich fernen Punkte,

Losung. Sind a und b die
Tangenten mit den Be-
rithrungspunkten A und
B, wihrend S der gege-
bene unendlich ferne
Punkt (Fig. 44), so sei
die gesuchte Asymptote
die Verbindungslinie 12,
A sei 3,4 und 5,6 falle
mit B zusammen. Dann
erhalten wir in dem
Pascal-Sechseck 1 2 3 Fig. 4.
4 5 6 die Punkte Y und Z der Pascal-Linie (Satz
27) auf der sich auch 12 und 45 schneiden miissen.
Es geht also durch diesen Schnittpunkt X die
Asymptote s,.

Man zeichne auch die zweite Asymptote.

<,

1

Aufg. 34. Man lose die vorletzte
Aufgabe 32 unter Anwendung
des Pascal-Satzes.

Aufg. 35. Von einer Parabel sind
vier Tangenten gegeben. Den
Beriihrungspunkt einer der-
selben zu konstruieren,

Fig. 45.
Liosung. Da der Kegelschnitt eine Parabel sein soll,
so beriihrt er die unendlich ferne Gerade der Ebene;

Doentemann, PieiIfetrFYg. Dl - °



130 Die Kegelschnitte,

diese unendlich ferne Gerade ist aber mit der Ebene
gleichzeitig gegeben als fiinfte Tangente. TUm die
Aufgabe zu l6sen, bezeichnen wir diejenige Tan-
gente, deren Berithrungspunkt wir finden wollen,
mit I und II, die unendlich ferne Gerade mit III,
wit IV, V, VI die drei andern Tangenten (Fig. 45).
Dann ist (IT, IIT) der unendlich ferne Punkt der
mit I bezeichneten Tangente, (III, IV) der unend-
lich ferne Punkt von IV. Durch den Brianchon-
schen Satz finden wir nun leicht den Berithrungs-
punkt T auf der Tangente I.

Aufg. 36. Parallel einer gegebenen Richtung an eine
Parabel die Tangente zu konstruieren,

Lisung. Verlangt man,
parallel einer gegebenen Ge-
raden 1 die Tangenten an
einen beliebigen Kegelschnitt
zu finden, so gibt es deren
sl zwei. Denn die Aufgabe

/ kommt daranf hinaus, durch

o

i ,ﬁm}"\ den Schnittpunkt von 1 mit
[ e 4

(s . derunendlich fernen Geraden
iz # die Tangenten an den Kegel-
i Fig. 4. schnitt zu legen. Beriihrt

aber der Kegelschnitt die unendlich ferne Gerade, wie
dies bei der Parabel der Fall ist, so ist die unendlich
ferne Gerade selbst eine der Tangenten durch diesen
Punkt, es bleibt also bloss noch eine im Endlichen
gelegene Tangente, parallel der Geraden 1, die Auf-
gabe wird eine lineare.
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Ist nun die Parabel etwa gegeben durch zwei
Tangenten a und b mit ihren Berithrungspunkten A
und B (Fig. 46), so numerieren wir uns ein Brianchon-
sches Sechsseit. I, II fallen auf a, IIT und IV auf b,
V sei die gesuchte, zur gegebenen Geraden 1 parallele,
Tangente, VI sei die unendlich ferne Gerade. Dann
ergibt sich V wieder durch Konstruktion des Brianchon-
schen Punktes, wobei noch zu beachten, dass der Schnitt-
punkt (V, VI) natiirlich der unendlich ferne Punkt
von 1 ist.

Aufg. 37. Eine Parabel ist gegeben durch vier Tan-
genten. Thren unendlich fernen Punkt (die Rich-
tung der Achse) zu bestimmen.

Liosung. Bezeichnen wir (F'ig. 47)
die vier gegebenen Tangenten
mit I, TI, III, IV, die unend-
lich ferne Gerade mit V und
VI, so gibt die Linie y, welche
in dem Brianchon’schen Sechs-
seit nach dem Berithrungs-
punkt (V, VI) liduft, die Rich- Fig. 47.
tung, in welcher der unendlich ferne Punkt der
Parabel liegt.
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VI. Abschnitt.

Die Polarentheorie der Kegelschnitte.
§ 25. Pol und Polare.

Konjugierte Punkteund konjugierte Gerade.

72. Liegt ein Kegelschnitt k* gegeben vor und
ist g eine Gerade, welche ihn in den Punkten A und
B trifft (Fig. 48), so kann man zu irgend einem Punkte
X von g den vierten harmonischen X’ beziiglich A
und B konstruieren, so dass also (XX'AB) = — 1.
Wir nennen dann zwei solche Punkte X und X’ , kon-
jugiert* in Bezug auf den Kegelschnitt,

Fig. 48.

Wiirde die Gerade g den Kegelschnitt beriihren,
so vereinigen sich A und B in einen Punkt, etwa C.
Der vierte harmonische zu einem Punkt X fiele dann,
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wo auch X auf der Tangente liegen mag, wieder mit
C zusammen. Zu jedem Punkte einer Tangente ist
also der Beriihrungspunkt konjugiert.

Gehen andererseits von einem Punkte G aus zwei
Tangenten a und b an den Kegelschnitt, so kann man
zu irgend einer Geraden x durch G den vierten har-
monischen Strahl x’ bestimmen in Bezug auf a, b.
Es ist also dann (xx' ab)= — 1. Wir nennen zwei
solche Strahlen x, x’ ,konjugierte Gerade* in Bezug
auf den Kegelschnitt, Fillt G auf den Kegelschnitt
nach G, so fallen die beiden Tangenten in eine zu-
sammen, niamlich in die Tangente ¢ in G, an den Kegel-
schnitt, Zu irgend einer Geraden durch den Punkt
G, des Kegelschnittes ist dann ¢ stets die konjugierte
Gerade. — In der rechnenden Geometrie kann man
diese Definition konjugierter Punkte und Geraden for-
mal iibertragen auf den Fall, wo die Gerade g den
Kegelschnitt nicht schneidet oder wo von dem Punkte
G aus keine reellen Tangenten an den Kegelschnitt
moglich sind.

Wir stellen uns jetzt die Fragen: Wo liegen iiber-
haupt alle Punkte, die zu einem gegebenen Punkte
X konjugiert sind in bezug auf einen Kegelschnitt?
Ferner: Was fiir eine Kurve umbhiillen alle Geraden,
die zu einer gegebenen Geraden x konjugiert sind in
Bezug auf einen Kegelschnitt ?

Polare eines Punktes.

73. Wir gehen aus von der Mac-Laurin’schen
Konfiguration, wie sie in Fig. 38 erortert worden.
Bringen wir dort noch AC in X’, BD in X” zum
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Schnitt mit NN, so folgt aus dem Viereck 'ABCD,
dass sowol (XX'AC) = —1 als auch (XX"BD)= — 1,

Es sei nun der Kegelschnitt gegeben, sowie der
Punkt X; durch X ziehen wir eine Sehne AC beliebig.
Bringen wir dann die Tangenten a und ¢ in A und
C in N zum Schnitt und konstruieren ferner X' als
den vierten harmonischen zu X beziiglich A und C,
so ist durch N und X’ die Linie NN, oder x festge-
legt. Wie man also auch eine Sehne BD durch X
zieht, der vierte harmonische X" zu X beziiglich B
und D muss stets auf dieser Linie x gelegen sein.
Diese Gerade x ist demnach der Ort aller zum Punkte
X konjugierter Punkte. Wir nennen sie die ,Polare
des Punktes X" in Bezug aut den Kegelschnitt. Auf
ihr miissen sich dann auch die Tangenten b und d in
B und D begegnen. Ebenso ist XZ oder y die Polare
von Y und XY oder z die Polare von Z.
Wir haben also folgende Eigenschaften der Polaren
eines Punktes, die wir durch die Fig. 49 zur An-
schauung bringen, erhalten:
Satz 36: ,Hat man einen Punkt X und einen Kegel-
schnitt und zieht durch ihn alle méglichen Linien,
welche in A,B; C,D; E,F u. s. {f. den Kegelschnitt
treffen, und konstruiert man
1) Zu A,B; C,D; E,F u. s. f. den vierten harmoni-
schen in Bezug auf X,

2) die zwei andern Nebenecken der vollstindigen
Vierecke ABCD, ABEF u. s. f.

3) die Schnittpunkte der Tangenten in A und B,
in C und D u.s. f.
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4) die Beriihrungspunkte der allenfalls von X aus
an den Kegelschnitt gehenden Tangenten,
so liegen alle diese Punkte auf einer Geraden x, der
Polaren des Punktes X".*)

Fig. 49.

Pol einer Geraden.

74. Ganz in dhnlicher Weise zeigen wir, dass alle zu
einer Geraden x konjugierten Geraden durch einen
Punkt X gehen, den wir den ,Pol“ von x nennen. In
der That denken wir uns in Fig. 38 noch die Linien
NX und N,X gezogen, die mit x’ bezw. x" bezeichnet
werden mogen, so ist sowol (xx'ac) = — 1 als auch
(xxbd) = — 1. Haben wir nun x oder NN, beliebig
angenommen, ferner von einem Punkte N aus die Tan-
genten a und ¢ an den Kegelschnitt gezogen, welche
in A und C beriihren, so konnen wir X schon be-
stimmen als Schnittpunkt von AC und dem Strahle x’,

#) In dieser Figur, sowie in den folgenden, ist der Bequem-
lichkeit wegen als Kegelschnitt eine Ellipse gewihlt. Selbstver-
standlich gelten die Sitze fiir jeden Kegelschnitt, sofern nicht aus-
driicklich Etwas Anderes bemerkt ist.

http://rcin.org.pl



136 Die Polarentheorie der Kegelschnitte.

der zu x harmonisch ist beziiglich a und c¢. Wo dann

auch auf x ein Punkt N, weiter angenommen wird, im-

m er muss die Beriihrungssehne BD der durch N, gehen-

den Tangenten b und d durch den bereits festgelegten

Punkt X gehen und immer muss auch der Strahl x”,

der zu x harmonisch in Bezug auf b und d, ebenfalls

durch X laufen. Damit ergibt sich (Fig. 38).

Satz 37: ,Legt man von den Punkten einer Geraden
x aus die Tangentenpaare an einen Kegelschnitt
und konstruiert:

1) zu x den vierten harmonischen Strahl beziiglich
eines solchen Tangentenpaares,

2) in dem von zwei solchen Tangentenpaaren ge-
bildeten vollstindigen Vierseit die zwei andern
Verbindungslinien der Paare von Gegen-Ecken,

3) die zu einem Tangentenpaar gehérige Beriihr-
ungssehne (Verbindungslinie der Beriihrungs-
punkte),

4) in den (etwaigen) Schnittpunkten von x mit
dem Kegelschnitt die Tangenten,

so gehen alle diese Linien durch einen Punkt X,

den Pol von x.“

Natiirlich gehort zu X wieder x als Polare.
Ferner folgt aus 3) in den beiden letzten Siitzen noch:
Zusatz: | Tiegt der Punkt X auf dem Kegelschnitt,

so wird seine Polare die Tangente und ebenso wird

der Pol einer Tangente der Beriihrungspunkt
derselben*.

Aufg. 38, Zerfillt der Kegelschnitt (die Kurve 2.
Ordnung) in zwei Gerade, so ergibt sich aus Satz
36 der friither in 28) erwiihnte Satz. Welcher Satz
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ergibt sich, wenn der Kegelschnitt (als Kurve 2.
Klasse) in zwel Punkte zerfillt?

§ 26. Das Polardreieck.

75. Wihlen wir einen Punkt X in der Kbene
eines Kegelschnittes beliebig und zeichnen seine Polare
x; auf x sei der Punkt Y beliebig angenommen. Dann
muss die Polare y von Y jedenfalls durch X gehen,
da X und Y konjugierte Punkte. Der Schnittpunkt
von x und y sei Z. Dieser Punkt Z ist konjugiert
zu X und Z ist auch konjugiert zu Y, also ist XY
oder z die Polare des Punktes Z. In X YZ haben
wir tfolglich ein Dreieck erhalten von der Eigenschaft,
dass jede seiner Ecken die gegeniiberliegende Seite zur
Polaren hat. Wir nennen ein solches Dreieck ein
»Polardreieck“ des Kegelschnittes.

Wir haben schon in Fig. 38 in XYZ ein Polar-
dreieck erhalten; aus dieser Figur kénnen wir ent-
nehmen, wie man sich in anderer Weise ein solches
Polardreieck verschaffen kann. Sind nidmlich A, B, C,
D irgend vier Punkte auf dem Kegelschnitt, so kon-
struieren wir in dem vollstindigen Viereck derselben
die drei Nebenecken: diese bilden dann ein Polardrei-
eck. — Ist umgekehrt in Fig. 50 ein Polardreieck
XYZ konstruiert, so finden wir in folgender Weise
eine Gruppe von Punkten A, B, C,D, die zu ihm in
der gleichen Beziehung steht. Wir wiihlen A beliebig
irgendwo auf dem Kegelschnitt, ziehen AZ, welche
Linie zum zweitenmal in B den Kegelschnitt triftt;
dann verbinden wir X mit A und B, wodurch wir die
Schnittpunkte C und D auf diesen Verbindungslinien
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erhalten. Dann muss der Schnittpunkt von CD und

AB auf der Polaren x von X liegen, also muss CD

durch Z gehen. Ebenso miissen AD und BC durch
i

Fig. Fo.

Y laufen. — Lassen wir jetzt den Punkt X auf z fort-
riicken und konstruieren fiir jede Lage seine Polare,
Um also die Polare fiir X’ zu finden, ziehen wir AX’,
welche Linie den Kegelschnitt nochmals in C’ trifft.
Dann liefert BC' auf z den Punkt Y’, sodass ZY’ oder
x' die Polare von X’ ist. Es ist folglich
P. Reihe (X,X’...) A Str. Biischel A (X,X'...)
‘A Str. Biischel B (C,C...)
70 BeiReibel (WYL H)
A Str. Biischel Z (Y,Y'.,.)
Also ist auch die Punktreihe X,X’... projektiv zum
Biischel x, x’... der Polaren und wir erhalten
Satz 38: ,Riickt ein Punkt X auf einer Geraden z
fort, so beschreibt seine Polare x in Bezug auf einen
Kegelschnitt einen Strahlenbiischel um den Pol Z
von z und dieser Strahlenbiischel ist projektiv zu
der von dem Punkte beschriebenen Punktreihe.“
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Dreht sich eine Gerade um einen Punkt Z, so be-
wegt sich ebenso der Pol dieser Geraden auf der
Polaren z dieses Punktes.

Wir erhalten also in der Fig. 50 ein System von
Polardreiecken XYZ, X'Y'Z’ u.s. £, die alle die Ecke
7 gemeinsam haben, wiihrend die gegeniiberliegenden
Seiten auf der Geraden z liegen.

Aufg. 39. Man beweise den Satz: Die sechs Ecken
zweler Polardreiecke eines Kegelschnittes liegen
auf einem Kegelschnitt, ihre sechs Seiten beriihren
einen zweiten Kegelschnitt.

Die zu einer Geraden und zu einem Punkte
in Bezug auf einen Kegelschnitt gehdrige
Involution.

76. Die Punktreihe X,X’... ist nicht bloss pro-
jektiv zur Punktreihe Y,Y’..., sondern sie liegt zu
ihr involutorisch, da ja die Polare y von Y durch
X geht. Die Paare X,Y, X’,Y’. .. bilden eine Punkt-
involution, eben die Involution konjugierter Punkte
auf z. Ebenso bilden die Strahlenpaare x,y, x’,y' ...
eine Involution, die Involution konjugierter Geraden
durch Z. Schneidet z den Kegelschnitt in reellen
Punkten, so sind dies die Doppelpunkte der Punktin-
volution (z. B. X,,Y,). Gehen von Z aus reelle Tan-
genten an den Kegelschnitt, so liefern diese die Doppel-
strahlen der Strahleninvolution (z. B. x.y,). Aber
auch wenn z den Kegelschnitt nicht in reellen Punkten
trifft, so kann man trotzdem die Punktinvolution nach
dem eben Bemerkten festlegen. Sie wird dann natiir-
lich eine elliptische und kann dazu dienen, die ima-
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gindren Schnittpunkte der Geraden mit dem Kegel-
schnitt in geometrisch brauchbarer Weise zu ersetzen.
Wenn ferner von Z aus keine Tangenten an den
Kegelschnitt gezogen werden kénnen, so wird die In-
volution der konjugierten Geraden durch Z, die immer
noch bestimmt werden kann, eine elliptische, Statt
der imaginiren Tangenten von Z aus fiithrt man dann
diese Involution in die Betrachtung ein. Beriihrt z
den Kegelschnitt, oder fillt Z auf denselben, so wird
die zu z oder Z gehorige Involution eine parabolische.

Das Dualitéits-Gesetz in der Ebene.

77. Ist in einer Ebene ein Kegelschnitt k? spe-
ziell etwa auch ein Kreis, gegeben und irgend eine
Figur, so kann man zu jedem Punkte die Polare, zu
jeder Geraden den Pol in Bezug auf k® zeichnen. Den
Punkten einer Geraden entsprechen dann nach Satz 38)
Gerade, die alle durch den Pol dieser Geraden gehen.
Vier Punkten einer Geraden entsprechen also vier
Strahlen durch einen Punkt und es ist iiberdies das
Doppelverhiltnis der vier Strahlen = dem der vier
Punkte. Dem Schnittpunkt zweier Geraden entspricht
die Verbindungslinie der Pole der beiden Geraden
u.s. f. Wir erhalten dann aus der ersten Figur eine
zweite, die ihr genau nach dem Dualitits-Gesetz der
Ebene 7) a entspricht. Jetzt ist aber zwischen den
beiden Figuren auch ein direkter, geometrischer Zu-
sammenhang hergestellt, sie sind ,reciprok“ zueinander
in Bezug auf den Kegelschnitt. Irgend einer Kurve
als Ort von Punkten entspricht eine Kurve, eingehiillt
von den entsprechenden Geraden. Die Klasse dieser
letztern ist = der Ordnung der ersten Kurve. Die
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Punkte des Kegelschnittes k* sind dadurch ausgezeich-
net, dass die ihnen entsprechenden Geraden, némlich
die Tangenten von k? durch sie hindurchgehen.

§ 27. Mittelpunkt, Durchmesser.
Der Mittelpunkt.

78. Aus den allgemeinen Siitzen der Polarentheorie
erhalten wir wieder spezielle, metrische, wenn wir das
Unendlich-Ferne hereinziehen. Wir haben die An-
nahme als zuliissig und notwendig erkannt, dass alle
unendlich fernen Punkte einer Ebene auf einer Geraden
liegen. Auch zu dieser unendlich fernen Geraden
konnen wir dann den Pol zeichnen in Bezug auf einen
Kegelschnitt und wir erhalten ihn, indem wir von den
Punkten der unendlich fernen Geraden aus Tangenten-
paare an den Kegelschnitt legen. Die zugehdrigen
Berithrungssehnen gehen alle durch diesen Pol. Wir
nennen den Pol der unendlich fernen Geraden den
,Mittelpunkt“ des Kegelschnittes, jede durch ihn
gehende Sehne einen ,Durchmesser®. Die beiden
Schnittpunkte eines Durchmessers mit dem Kegelschnitt
miissen harmonisch getrennt werden durch den Mittel-
punkt und durch den Schnittpunkt des Durchmessers
mit der unendlich fernen Geraden, also muss jeder
Durchmesser im Mittelpunkt halbiert werden (Satz 36,,).

Fiir die Ellipse und Hyperbel liegt der Mittel-
punkt im Endlichen, bei der letzteren ist er (Satz 37,,)
der Schnittpunkt der Asymptoten; fiir die Parabel,
welche die unendlich ferne Gerade beriihrt, fillt der
Mittelpunkt in den Beriihrungspunkt der unendlich
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fernen Geraden, also in den unendlich fernen Punkt
der Parabel. Alle Durchmesser der Parabel sind folglich
parallel.

Es hat sich mithin ergeben:
Satz 39: ,,Die Verbindungslinien der Beriihrungspunkte
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Mittelpunkt, Durchmesser. 143

paralleler Tangenten eines Kegelschnittes (Ellipse
oder Hyperbel) gehen alle durch den Mittelpunkt
und heissen Durchmesser. Jeder Durchmesser wird
im Mittelpunkt halbiert.* (Fig. 51* und 51b.)

Konjugierte Durchmesser.

79. Nehmen wir jetzt in Figur 50 z als die un-
endlich ferne Gerade. Dann wird Z der Mittelpunkt
des Kegelschnittes. (Fig. 512 und 51) Die Linien
xy, X'y’ werden konjugierte Gerade durch den Mittel-
punkt: wir nennen sie ,konjugierte Durchmessert.
Jeder von ihnen ist also die Polare des unendlich
fernen Punktes des andern. Zieht man zu einem der
konjugierten Durchmesser eine parallele Sehne AB, so
muss die Mitte dieser Sehne auf dem konjugierten
Durchmesser liegen, da sie harmonisch liegt zu X be-
ziiglich A und B. In Bezug auf konjugierte Durch-
messer zeigt also der Kegelschnitt eine ,schiefe Sym-
metrie. Dies liefert

Satz 40: |, Die konjugierten Geraden durch den Mittel-
punkt eines Kegelschnittes liefern die Involution
der konjugierten Durchmesser. Jeder von zwei
konjugierten Durchmessern halbiert alle Sehnen, die
zum andern parallel laufen. Die Tangenten in den
Endpunkten eines Durchmessers sind parallel zum
konjugierten Durchmesser. Je zwei konjugierte
Durchmesser bilden mit der unendlich fernen Geraden
ein Polardreieck*. (Fig. 512 und 51V.)

Hat man (Fig. 51¢) eine Parabel und sind AB,
A’B’,... parallele Sehnen, M,M’ ... deren Mitten, so
liegen diese alle auf einem Durchmesser, der durch den
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144 Die Polarentheorie der Kegelschnitte.

anendlich fernen Punkt S der Parabel geht. Der
Durchmesser schneidet die Parabel nochmals in T und
die Tangente in diesem Punkte ist parallel AB.

7,
s
/¥ g

S

~

s

Fig. 51c.

Zusatz. Man kann zeigen, dass in der Involution der
konjugierten Durchmesser ein und nur ein Paar
vorhanden ist, dessen Strahlen aufeinander senkrecht
stehen. (x"y”). Dies liefert die Richtungen der
»Achsen“ des Kegelschnittes. Nur fiir den Kreis
stehen konjugierte Durchmesser immer auf einander
senkrecht,

Fiir die Hyperbel besitzt die Involution der kon-
jugierten Durchmesser reelle Doppelstrahlen; dies sind
die Asymptoten, Jede Asymptote ist also zu sich
selbst konjugiert. Irgend zwei konjugierte Durchmesser
der Hyperbel trennen die Asymptoten harmonisch.
(Vergl. 75).

Daraus folgt sofort, dass der Beriihrungspunkt T
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einer Tangente (Fig. 512) in der Mitte des Abschnittes

RS liegt, den die Asymptoten auf der Tangente er-

zeugen.

Aufg. 40. Schneidet eine beliebige Gerade eine Hy-
perbel in den Punkten A und B und die Asymp-
toten in C und D, so ist CA = BD. Beweis durch
Anwendung des soeben bewiesenen Satzes iiber die
Tangente.

Aufg. 41. Ein Kegelschnitt ist durch fiinf Punkte
oder fiinf Tangenten gegeben. Seinen Mittelpunkt
zu konstruieren,

Losung. Man verschaffe sich parallele Tangenten und
damit einen Durchmesser.

Aufg. 42. Man betrachte die Mac Laurin'sche Kon-
figuration (Fig. 38) fiir den Fall, dass z die un-
endlich ferne Gerade ist und leite auf diese Weise
den Satz ab: In irgend einem, einem Kegelschnitt
umschriebenen Parallelogramm sind die Diagonalen
konjugierte Durchmesser.

VII. Abschnitt.

Die Kegel- und Regel-Flichen 2. Ordnung als
Erzeugnisse projektiver Grundgebilde.

§ 28. Ueber Flichen im Allgemeinen.
Regelflichen,

80. Unter einer Fliche (z. B. einer Ebene, einer
Kugel, einem Kegel) verstehen wir den Inbegriff von
zweifach unendlich vielen (w0 ?) Punkten, die durch ein
mathematisches Gesetz bestimmt werden kénnen. In
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146 Die Flichen 2. Ordnung.

der rechnenden Geometrie wird eine Fliche definiert
durch eine Gleichung, der die Koordinaten (x, y, z)
eines jeden ihrer Punkte geniigen miissen.

Eine Fldche kann in Sonderheit die Eigenschaft
haben, dass sie erzeugt werden kann durch Bewegung
einer festen Kurve, die wir uns etwa aus Draht her-
gestellt denken. Im einfachsten Falle wird diese
Kurve eine Gerade sein. Die Flichen, die auf
diese Weise durch Bewegung einer Geraden entstehen,
heissen allgemein , Regelflichen‘. Sie enthalten, ge-
miiss ihrer Erzeugung, ein einfach unendliches System
von geraden Linien, die wir die ,Erzeugenden“ der
Fliche nennen. Solche ,geradlinige* Flichen treten
uns entgegen, sobald wir die Erzeugnisse projektiver
Grundgebilde erster Stufe betrachten, die beliebig im
Raume liegen, wie ja z. B. zwei beliebig im Raume
gelegene projektive Punktreihen nach 50) als Erzeug-
nis ein solches System von einfach unendlich vielen,
im Raume angeordneten Geraden lieferten.

Wir kénnen nun zwei durchaus verschiedene Typen
von Regelflichen unterscheiden je nach dem Verhalten
unendlich benachbarter Erzeugenden der Fliche. Fol-
gende Fille sind némlich zu trennen:

a) Irgend zwei unendlich benachbarte Er-
zeugende der Fliche schneiden sich stets. Dann be-
stimmen dieselben eine Ebene und der zwischen den
Erzeugenden gelegene Teil der Ebene ist ein Element
der Fliche. Es sind also die Elemente der Fliche
simtlich eben. (Fig.52). Kine solche Fliche (die auch
durch Bewegung einer Ebene erzeugt werden kann)
heisst eine yabwickelbare“ (développable.) Irgend
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zwel einander nicht unendlich benachbarte Erzeugende
der Fliche brauchen sich natiirlich nicht zu schneiden,

Fig. 52.

Die einfachste abwickelbare Fliiche ist der ,Kegel®,
Er entsteht, wenn eine Gerade sich irgendwie bewegt,
withrend einer ihrer Punkte festgehalten wird. Dieser
fixierte Punkt heisst die ,,Spitze“ des Kegels. Liegt
die Spitze im Unendlichen, bewegt sich also eine Ge-
rade irgendwie, aber stets parallel zu sich selbst,
so entsteht aus dem Kegel der ,Cylindert,

b) Je zwei unendlich benachbarte Gerade der
Flichen schneiden sich nicht. Die einzelnen Elemente
der Fliache sind nicht eben, sondern gekriimmt, da zwei
Nachbargerade auf der Fliche, so nahe aneinander man
sie auch wihlen mag, sich nicht schneiden, sondern
windschief zu einander verlaufen. Solche Flichen
heissen ,,windschiefe Regelflichen. Wir werden ein
Beispiel einer solchen Fliche weiter unten kennen lernen.

Tangentialebene einer Fliche.

81. Ist auf einer Fliche ein Punkt P gegeben,
so konnen wir durch P auf der Fliche unendlich viele
Kurven zeichnen, etwa die Schnittkurven mit den Ebenen

http://rcin.org.pl



148 Die Flichen 2. Ordnung.

eines Biischels, dessen ‘Achse durch P geht. Jede dieser
Kurven besitzt in P eine Tangente und diese Tangente
hat mit der betreffenden Kurve, also auch mit der
Flache, zwei Nachbarpunkte in P gemein, ist also
auch eine Tangente der Fliché. Nun zeigt die Ana-
lysis, dass alle diese Tangenten in einem Punkte P an
eine Fliche in einer Ebene liegen, der Tangential-
Ebene inP an die Fliache. P heisst der Beriih-
rungspunkt der Tangentialebene. Jede durch P in
dieser Ebene gezogene Gerade hat in P zwei. benach-
barte Punkte mit der Fliche gemein.

Liegt eine Gerade h ganz auf einer Fliche, so geht
also die Tangentlalebene in jedem Punkte von h jeden-
falls durch dlese Gerade hindurch,

; »Lleg,en auf einer: Fliche zwei gerade Linien, die
sich schneiden, so ist die Tangentialebene in ihrem
Schnittpunkt bestimmt als .die Ebene dieser beiden
Geraden, gleichgiltig ob die beiden Geraden unendlich
benachbart sind oder ob sie einen endlichen Winkel
einschliessen.

Ist P ein Punkt - einer Kegelﬂache, so geht die
Tangentialebene in-P jedenfalls durch die Erzeugende
hindurch, welche durch P liuft. Dies ist die Ver-
bindungslinie ven P mit der Spitze S des Kegels.
Durch S gibt es eine zu dieser Erzeugenden benach-
barte Erzeugende und die durch beide bestimmte Ebene
muss die Tangentialebene in P sein. Es ist also fiir
alle Punkte einer Erzeugenden einer Kegelfliche (und
allgemeiner einer abwickelbaren Fliche) die Tangential-
ebene die gleiche. Es beriihrt folglich die Tangential-
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ebene einer Kegelfliche oder . abwickelbaren Fliche
lings einer Erzeugenden die Flache (Belsple] der
Kreiskegel.)

Ordnung und Klasse einer Flache

82, Unteér der Ordnung einer Fliche vérsteht man
die Anzahl der Schnittpunkte, welche eine beliebige
Gerade mit der Fliche liefert und zwar im algebraischen
Sinne, also .ohne Riicksicht auf Realitit. (vergl, 51)
Diese Ordnung gibt dann auch "die Maximalzahl der
reellen Schnittpunkte, welche. eine Gerade mit der
Fliche gemein haben kann, T

Hat man eine Kegélfliche, z. B. eine von der 2.
Ordnung, so wird sie von irgend einer Geraden in zwei
Punkten geschnitten. Nach diesen zwei Punkten laufen
nun zwei Erzeugende der.Kegelfliche, nimlich-die Ver-
bindungslinien" derselben, mit der Spitze. ' Die durch
die Gerade und die Spitze geliende Ebene hat mit der
Kegelfliche dann gerade die genannten beiden Krzeu-
genden gemein. Bei einer Kegelfliche gibt also die
Ordnung auch die Zahl der Erzeugenden, welche eine
beliebige, durch die Spitze gehende, Ebene aus dem
Kegel ausschneidet.

Der Schnitt irgend einer Ebene mit einer Fliche
n. Ordnung ist eine Kurve n. Ordnung, da jede Gerade
in dieser Ebene n. Punkte mit der Fliche, folglich eben
soviele mit der Schnittkurve gemein hat.

Unter der Klasse einer Fliche verstehen wir die
‘Anzahl der Tangentialebenen, die durch' eine beheblge
‘Gerade an die Fliche gelegt werden konnen, auch
‘wieder im Sinne der Analysis.
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Eine Kegelfliche, iiberhaupt jede abwickelbare
Fliche besitzt nur einfach unendlich viele (') Tan-
gentialebenen. Bei diesen Flichen definiert man die
Klasse als die Zahl ihrer Tangentialebenen, die durch
einen beliebigen Punkt hindurchgehen.

Beispiel einer windschiefen Regelfliche.

83. Gegeben sind drei Gerade h, h, h,, von denen
keine zwei in einer Ebene liegen. FEine Gerade be-
wegt sich so, dass sie bestindig jede dieser drei Ge-
raden schneidet, Man beweise

1) Die bewegte Gerade schneidet auf den drei

festen Geraden projektive Punktreihen aus;

2) Schneidet irgend eine Gerade die bewegte Ge-

rade in drei ihrer Lagen, so schneidet sie die-
selbe in jeder Lage,

Zuniichst ist zu zeigen, wie man sich Gerade ver-
schaffen kann, welche h, h, und h, begegnen. Wiihlen
wir auf h einen Punkt A willkiirlich (Fig. 53), so
koénnen wir durch A und h, eine Ebene (Ah,), sowie
durch A und h, eine Ebene (Ah,) legen. Diese bei-
den Ebenen schneiden sich dann in einer Geraden a,
welche h, in A, sowie h, in A, trifft, also die ver-
langte Eigenschaft hat. Auf diese Weise konnen wir
unendlich viele solche Gerade b, ¢, d u. s. f. finden,
indem wir auf h Punkte B, C, D ... wihlen. Es ist
klar, dass irgend zwei solche Gerade z B. a und b
sich nicht schneiden. Denn wenn sie sich schneiden
wiirden, ligen sie in einer Ebene und in der gleichen
Ebene miissten auch h, h, h, liegen, was gegen unsere
Voraussetzung ist. Also beschreibt die Gerade eine
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windschiefe Regelfliche. Hs ist aber dann nach 22)
Satz 4

Fig. 53.

(ABCD) = [(Ah,) (Bb,) (Ch,) (Dh,)] = (4, B, C, D,)
und (ABCD) = [(Ab,) (Bb,) (Ch,) (Db,)] = (A, B, C, D,)
folglich

(ABCD)=(A, B, G, D,)= (A, B,C, D,)
Damit ist der erste Teil unserer Behauptung bewiesen.

Es sei ferner eine Gerade hy gefunden, welche a,
b und ¢ schneidet., Projizieren wir nun die projek-
tiven Punktreihen A, B,C... auf h und A, B,C, ...
auf h, je aus hy durch einen Ebenenbiischel, so sind
diese Ebenenbiischel projektiv. Dann sind aber fol-
gende Ebenen identisch:

(Ahy) = (A, hx) = (hxa)

(Bhy) = (B,hy) = (hsb)

(Chx) = (C,hx) = (hxc)
Es fallen also in den projektiven Biischeln drei Ebenen
mit ihren entsprechenden zusammen, folglich muss iiber-
haupt jede Ebene mit ihrer entsprechenden identisch
sein, Es ist demnach auch (Dhy) = (D,hx) d. h. die
Gerade d und iiberhaupt jede solche Gerade schneidet hx.
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§ 29. Die Kegelfliiche 2. Ordnung.

84. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen-
biischel mit den Achsen s und s,, die sich in S schnei-
den mdgen (Fig. 54). Dann liefern je zwei entsprechende
Ebenen eine Schnittlinie, die auch durch S geht. Das
Erzeugnis der projektiven Ebenenbiischel ist demnach
eine Kegelfliche mit der Spitze S. Wir fragen zuniichst
nach der Ordnung derselben. Zihlen wir also ab, in
wie viel Punkten eine beliebige Gerade g dieser Kegel-
fliche begegnet. Wir legen zu dem Zwecke durch g
irgend eine Ebene. Dann werden die projektiven

Fig. 54.

Ebenenbiischel s und s, in zwei projektiven Strahlen-
biischel S und S, geschnitten und die Schnittkurve der
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Ebene mit der Kegelfliche stellt sich dar als das Er-

zeugnis dieser projektiven Strahlenbiischel. Alsoist diese

Schnittkurve der Ebene mit dem Kegel ganz allgemein

ein Kegelschnitt. Die Gerade g aber trifft diesen in

zwei Punkten und das sind zugleich ihre Schnittpunkte
mit der Kegelfliiche. Es ist mithin die Kegelfliche von
der 2. Ordnung. Die analytische Geometrie zeigt iiber-
dies, dass sich jede Kegelfliche 2. Ordnung in dieser

Weise durch projektive Ebenenbiischel erzeugen lisst.

Es ist also die hier betrachtete Kegelfliche die allge-

meine 2. Ordnung. Fiigen wir noch die Bemerkung

hinzu, dass eine Tangentialebene des Kegels die ge-
withlte Ebene in einer Linie schneidet, welche Tangente
des Schnittkegelschnittes in dieser Ebene sein muss, so

ergibt sich ganz ebenso wie in 52).

Satz 41: , Zwei projektive Ebenenbiischel mit sich
schneidenden Achsen s und s, erzeugen durch die
Schnittlinienentsprechender Ebenen einen allgemeinen
Kegel 2. Ordnung, der auch die Achsen s und s,
als Erzeugende enthilt. Die Tangentialebenen lings
dieser beiden Erzeugenden sind die Ebenen, welche
der Verbindungsebene (ss,) beziiglich entsprechen.
Der Schnitt des Kegels mit einer beliebigen Ebene
ist ein Kegelschnitt. Der Kegel ist auch von der
2. Klassge.*

Da jede Erzeugende des Kegels in ihrer ganzen
Ausdehnung zu beiden Seiten der Spitze zu nehmen
ist, so besteht der Kegel aus zwei in der Spitze zu-
sammenhiingenden Minteln. Was den Schnitt des Kegels
mit einer Ebene & betrifft, so ergeben sich die drei
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Spitze S des Kegels eine Ebene &, ¢, so kann ¢, zwei
reelle Erzeugende mit dem Kegel gemeinsam haben.
Dann ist der Schnitt von ¢ mit dem Kegel eine Hy-
perbel, deren Asymptotenrichtungen durch diese
beiden Krzeugenden gegeben sind. Oder &, hat keine
reelle Erzeugende mit dem Kegel gemein, in diesem Falle
ist der Schnitt von ¢ mit dem Kegel eine Ellipse. Wenn
endlich ¢ den Kegel beriihrt, so wird man in ¢ als Schnitt
eine Parabel erhalten. Damit ist die Bezeichnung
dieser Kurven als ,,Kegelschnitte gerechtfertigt. Sie
stammt schon von den Griechen her.*)

85. Legt man von einem Punkte S im Raume
die projizierenden Strahlen nach den Punkten eines
Kreises, so erhiilt man eine Kegelfliche. Wiihlt man
zwei ihrer Erzeugenden aus, so kann man mit diesen
als Achsen die Kegelfliche durch projektive Ebenen-
biischel erzeugen, ausgehend von der Erzeugung des
Kreises durch projektive Strahlenbiischel. Die Kegel-
fliche ist also von der 2. Ordnung — sie ist, wie man
zeigen kann, identisch mit der allgemeinen Kegelfliche
2. Ordnung — und wird also von einer beliebigen Ebene
in einem Kegelschnitt geschnitten. Dies liefert den
Satz 42: |, Projiziert man einen Kreis aus irgend einem

Punkte auf eine Ebene, so ist die Projektion ein
Kegelschnitt.«

Wird der Punkt S speziell auf der Senkrechten
angenommen, die man im Mittelpunkte M des Kreises
auf der Ebene desselben errichten kann, so erhilt man
einen speziellen Kegel 2. Ordnung, der auch erzeugt

*) Apollonius von Pergae: ,Conica“ (250 v. Chr.)
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werden kann durch Drehung eines rechtwinkligen Drei-
eckes um die Kathete SM. Dieser Kegel heisst ,ge-
rader Kreiskegel®, , Umdrehungskegel®, , Rotations-
kegel“. Der Schnitt desselben mit einer beliebigen
Ebene ist aber auch wieder ein Kegelschnitt, Nimmt
man die Achsen s und s, der projektiven Ebenenbiischel
parallel an, so riickt der Punkt S ins Unendliche und
man erhiilt als Erzeugnis den allgemeinen ,,Cylinder
2. Ordnung*. Dieser kann wieder speziell in den ge-
raden ,,Kreis oder ,,Umdrehungs‘‘-Cylinder (Rotations-
Cylinder) iibergehen,

§ 30. Die geradlinige Fliche 2. Ordnung.

86. Betrachten wir jetzt zwei projektive Ebenen-
biischel in allgemeiner Lage, deren Achsen s und s,
sich also nicht schneiden. Je zwei entsprechende
Ebenen der Biischel wie etwa « und e, werden sich
in einer Geraden h schneiden, die sowol s in P als s,
in P, treffen muss (Fig. 55). Wir erhalten auf diese
Weise unendlich viele Gerade h, h,, h, etc., die offen-
bar eine windschiefe Regelfliche bilden (Beweis dafiir
wie in 83). Wir nennen das System dieser Geraden
auch eine ,Regelschaar® und bezeichnen es kurz
mit [h]. Die dadurch gegebene Regelfliche ist von
der zweiten Ordnung. Denn schneiden wir sie mit irgend
einer Ebene, so werden die projektiven Ebenenbiischel
s und s, in projektiven Strahlenbiischeln S und S, ge-
troffen, deren Erzeugnis den Schnitt mit der Ebene
liefert. Es schneidet also die beliebige Ebene die Regel-
fliche nach einem Kegelschnitt, mithin ist die Fliche von
der zweiten Ordnung. Die Rechnung zeigt wieder, dass die
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allgemeine Fliche zweiter Ordnung, wie sie durch eine
beliebige Gleichung zweiten Grades gegeben wird, in dieser
Weise erzeugt werden kann. Diese geradlinige Fliiche
zweiter Ordnung heisst auch ,jeinschaliges Hyperboloid«.

Fig. 55,

Es ergibt sich sofort auch eine zweite Erzeugung
unserer Fliche. Trifft die Erzeugende h, in P und P,
ferner h, in R und R, die Achsen s und s, u. s. f, so
ist die Reihe der Punkte P, Q,, R, ... perspektiv zu
den Ebenen e, 8, y des Biischels s, durch die sie aus-
geschnitten wird. Ebenso ist die Punktreihe P, Q, R
auf s zum Ebenenbiischel «,, #,, y, ... perspektiv. Da
aber die beiden Ebenenbiischel projektiv, so ist auch
die Punktreihe P, Q, R... projektiv zur Punktreihe
P,Q,, R, ... Die Regelschaar [h] kann also auch da-
durch erhalten werden, dass man in zwei projektiven
Punktreihen im Raume entsprechende Punkte durch
Gerade verbindet. :

Daraus folgt aber noch eine weitere merkwiirdige
Eigenschaft. Ist néimlich s, irg end eine Gerade,
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welche die drei Geraden h, h, h, schneidet, so sind
alle Voraussetzungen erfiillt, um den in 82, ausge-
sprochenen Satz anwenden zu konnen. Dennoch muss
s, jede Gerade h der Regelschaar [h] schneiden und
jede Gerade, welche h, h , h, trifit, hat diese Eigen-
schaft. Alle diese Geraden bilden aber wieder eine
Regelschaar [s], die auch von der zweiten Ordnung und
alle Erzeugende dieser zweiten Regelschaar miissen
ebenfalls auf unserer Fliche zweiter Ordnung gelegen
sein, da durch jeden Punkt einer Geraden von [s] ja
eine Gerade von [h] geht. Die Achsen s und s, gehéren
auch zu dieser Regelschaar [s]. Wir haben demnach:
Satz 43: | Das Erzeugnis zweier projektiver Ebenen-

biischel in allgemeiner Lage ist eine Regelschaar [h]

oder eine geradlinige Flache zweiter Ordnung. Die-

selbe Fliche kann auch dadurch erzeugt werden, dass

man in zwel projektiven Punktreihen im Raume

entsprechende Punkte durch Gerade verbindet. Auf

der Fliche liegt noch eine zweite Regelschaar [s].

Alle Geraden h sind untereinander windschief,

ebenso alle Geraden s, aber jed e Gerade h schneidet

jede Gerade s. Irgend zwei Gerade einer Regel-
schaar werden von den Geraden der andern Schaar
in projektiven Punktreihen geschnitten‘.

Die Fliche ist dieselbe, wie die in 83) erwihnte
und sie lisst sich in doppelter Weise durch Bewegung
einer Greraden erzeugen. Denn greift man irgend drei
Gerade der einen Regelschaar heraus und lisst eine
Gerade sich so bewegen, dass sie stets diese drei Ge-
raden schneidet, so beschreibt die bewegte Gerade die
andere Regelschaar, Hat man iiberhaupt zwei Systeme
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[h] und [s] von unendlich vielen Geraden derart, dass
alle Geraden eines Systems untereinander windschief
sind, wihrend jede Gerade des einen Systems jede des
andern schneidet, so bilden dieselben die beiden Regel-
schaaren einer solchen geradlinigen Fliche zweiter Or-
dnung (Monge 1795).

87. Legt man durch eine Gerade hy der Regel-
schaar [h] irgend eine Ebene, so muss diese noch eine
Gerade aus der Fliche ausschneiden, da die Schnitt-
kurve im ganzen von der zweiten Ordnung sein muss.
Diese Gerade kann dann, da sie hy schneidet, nur der
Regelschaar [s] angehéren und heisse sy. Fiir den
Schnittpunkt von hy und sy ist die Ebene also (81)
die Tangentialebene. Es ist folglich jede Ebene, die
durch eine Gerade der Fliche zweiter Ordnung hindurch-
geht, eine Tangentialebene der Fliche. In jedem Punkte
der Fliche ist die Tangentialebene bestimmt als die
Ebene der beiden durch diesen Punkt gehenden Er-
zeugenden,

Die verschiedenen Typen der geradlinigen Fliche
zweiter Ordnung erhalten wir, wenn wir uns die Fliche
durch projektive Punktreihen s und s, erzeugt denken.
Es sind dann folgende zwei Fille moglich:

a) Die unendlich fernen Punkte von s und s, ent-
sprechen einander nicht in der projektiven Beziehung
dieser beiden Punktreihen. Es entspricht also z. B.
dem unendlich fernen Punkt von s ein bestimmter end-
licher Punkt auf s. Die Parallele durch diesen
Punkt zu s ist eine Erzeugende hs, der Regelschaar
(h]. In gleicher Weise gibt es zu jeder Erzeugenden
eine parallele Erzeugende der andern Schaar. Die
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Die geradlinige Fliche 2. Ordnung. 159

dadurch erzeugte Fliche lag unsern bisherigen Be-
trachtungen zu Grunde und wir nannten sie bereits
das einschalige Hyperboloid (Fig. 56). Die unendlich
ferne Ebene schneidet die Fliche in einem Kegelschnitt.

Fig. 56.

b) Tritt der speziellere Fall ein, dass die unend-
lich fernen Punkte von s und s, einander ent-
sprechen, so sind diese Punktreihen also #hnlich.
Die Verbindungslinie dieser beiden unendlich fernen
Punkte ist eine ganz im Unendlichen gelegene Gerade
hy, die bestimmt ist durch die Stellung der Ebene,
welche parallel zu s und s, liuft. Alle Geraden der
Regelschaar [s] miissen aber h,, schneiden, also sind
sie alle parallel zu dieser Ebene.

Die unendlich ferne Ebene enthilt nun von unserer
Fliche die Gerade h,,, sie muss mithin noch eine Ge-
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160 Die Fliichen 2. Ordnung.

rade sy der andern Schaar enthalten. Alle Gera-
den h miissen s, schneiden, also sind auch alle Ge-
raden der Regelschaar [h] parallel einer bestimmten
Ebene. Die dadurch entstehende Fliche heisst ,wind-
schiefes“ oder ,hyperbolisches Paraboloid* (Fig. 57).
Die Geraden einer jeden der beiden Regelschaaren
auf der Fliche sind je parallel einer Ebene. Diese
beiden Ebenen heissen die Leitebenen. Die Fliche
beriihrt die unendlich ferne Ebene.

Fig. 57.
Man erhilt die Fliche auch, wenn man eine Ge-

rade sich so bewegen lisst, dass sie bestindig zwei
feste Gerade schneidet und dabei parallel bleibt zu
einer gegebenen, festen Ebene.

Eine einfache Erzeugung dieser Fliche besteht darin,
dass man (Fig. 57) in einem Tetraeder zwei Paare von
Gegenkanten (AB und CD, BC und AD) in gleichviel
Teile teilt und entsprechende Teilpunkte verbindet.
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| Qefhrer-Feitung: Wenn eine furzgedrangte phyjitalijde Geo-
graphic aud bder Feder eined o tiichtigen Facdymannes, wie ed Prof.
Giinther in Mindpen ift, erfdeint, jo ift von vornberein zu ers
wartenr, daf dad nur etwad Guted fein fann. Jeder, der dad Budh
lieft, wird fehenr, daf er fich in diefer Erivartung nicht getdujdht hat.

Augland: Kaum je ift miv ein Bud) 3u Sefic)t gefommen, dad
wie Rebnann's , der menjdhlidhe Kovper und Gejundheitdlehre” auf jo
fleinem Raum ein jo flaved Bild von dem Bau und den Thitigleiten desd
menjdlichen Korperd geboten Hitte. Sch ftehe nicht an, dbad Wertchen als
ein fiir den Untervid)t Hod)jt branud)baved zu bezeichnen.

Qittbl. d. dtid). Lehrerztg.: Die beiben Vindden ,Harte
mann vou Aue 2¢.“ und ,Walther von der Bogelweide’ geben eine
Ausmwahl ded Bejten and dem Vejten unferer altflajfijdien dentjden
Littevatur im urjpriinglichen Tert. .

Allg. Beitung (Miindpen): Clinger bietet in ,Kivdjenlied und
Bolfslied, geiftliche und weltliche Lyrif des 17. und 18. Jahrhumbderts
bi3 auf Klopjtoct” den Schiilern ein Handbud, dag den BVerftandigeren
fitr ben deutjchen Unterricht aewif Hodjwillfommen ift.

Berl. philolog. Wodenjchrift: Steuding, griedjijdhe und
romijdje Mythologie. Die itberaud jdywierige Aujgabe, den wefents
lichjten Snbalt auf nur 140 Kleinoftavjeiten iiberfichtlich und gemein-
perftandlich) dbarzuftellen, ift von dem Berfaffer bed vorftehenden, in der
befannten Art der ,Sammlung Gdjdhen” ausdgeftatteten BViidjleind im
hod)jt anerfennendwerter Weije geldjt worden.

Beitjdr. f.dtid). Untervidyt: Die, Althod)dentide Litteraturs
Schaufjlerd ift eine Hodjerfrenlide Gabe; fie beruht iiberall auf dem
neueften Foridhungen und giebt dad Widhtigite in tnappiter Form.

Natur: €3 ift geradezu erftaunlich, wie ed der vithmlid)jt befannte
Berlag ermdglicht, fitr fo enorm billige Preife jo vorziiglid) audge-
ftattete Werfdjen zu liefern. Dad vorliegende Bandchen bringt in
fnapper und verftindlidger Form dad Wifjensdwertejte der WMineralogie
gum Ausdbrud. Saubeve Abbilbungen erleichtern dasd BVerftandnis.

Globusd: €3 ift erftaunlid), wie viel diefe Fleine Kartenfunde
bringt, ofhne an Rlarheit zu verlieren, wobei nod) zu beriidjichtigen ift,
daf viele Abbildungen bden Raum ftarf beengen. Bortrefflid) wird
bie Sartenprojeftiondlehre und die Topographie gejdjilvert.

Nationalzeitg.: €3 ift bid jest in der deutjdjen Litteratur
wohl nody nidht dagewefen, daf ein Leinwandband von fajt 300 Seiten
in vorziiglider Drud- und Papierausdjtattung zu einem Preid zu Haben
war, wie ihn die ,Sammiung Gdjden” in threm neuejten Bande, Wag
RKod)’s Gejdjidjte der demtjdjen Litteratur fiir den Betrag von fage
ad)itzig Piennige der deutjdhen Lefertvelt bietet.

Seipgiger Jeitung: Wer fic) vajd) einen guten Ueberblict itber
ba3 ®ebiet der deutidhen Heldenjage verjchaffen will, ohne eigene
intenfivere Stubien madjen zu fonnen, der greife getrojt zu dem Bildhlein
von Jiviczel.

Pratt. Shulm . Gin Meifterititd furzen und biindigen
und bdod) FHaren unb%a‘ikﬁméﬂg uﬁ‘ vie bdie ,,‘Deutid);



Qitteraturgefdhichte” von Prof. M. Kody ift aud) die vorliegende , Deutjdy
Gejdyidyte im Wiittelalter”,

Natuc: Jn der Chemie von Dr, Klein empfingt der Schiiler fa
mebr, wie er alé Anfanger bedarf, mindeftens aber jo viel, daf er da
Wijjendmwiirdigite ald unentbehrlidhe Grundlage zum Verftdudnijje d
Chemie empfdangt. . .

Qunit f. Alle (Minden): R Kimmicd) behandelt in feine
Biandden, ,Beichenjchule” benannt, in tuapper, ferniger, jad)li
stelbewufter Form bdad iveite Gebiet des bildbmdfigen Jeichnen
und Malensd. . . . Gleich nupbringend und in reichjtem Mafe bilder
fiir Qefhrer, Schiiler und Liebhabertiinftler, modchte id) dad twirkli
vorziiglide Werf mit warmen anerfennenden Worten bder Ei
fithrung in ©dyule, Haud und Werkjtatt suginglih maden. Die An
ftattung ift dabei eine fo vornehme, daB mir der Preid von 80 Pfennige
fitr bas gebunbene Werf von 138 Seiten fl. 8° wirklich ladjerlid) billi
erfcheint. Nicht weniger al8 17 Tafeln in Tone, Farben- und Golddru
forie 135 Boll- und Textbilder illujtrieren den anferjt gejunden Leh
gang bdiejer Beichenjdhule in feinfiihlender Weije.

Sdhmwib. Mertur: Prof. G, Wahler in Um legt uns ei
Darftellung der ebenen Geometrie vor, die bid zur Audmefjung bde
Rreifes einfd)lieflich geht. Bejonbere Sorgfalt ift der Audwafhl uni
Anordnung der Figurven zu teil geworden, deren faubere Ausfiihriumng
in 2 Farben angenehm beriifhrt.

Globus: Hoerned, Urgejdhidyte. Der bewdhrte Forjher auf vo
gefdyjidytlichem Gebiete giebt Her in fnappiter Form bie lehrreiche 3
fammenitellung des Wifjendmwerteften der Urgejchichte. Bortrefflich g
eignet zur Cinfiihrung und Fum Ueberblid,

Jahredberidhte Der Bejchicht3wiffenidhaft: Homme
auf bem Gebiet der altorientalijchen Sejchichte eine anerfannte Wutoritd
behandelt in diefem Binbdchen die morgenldndifde Gejdidyt
mit grofer Genauigfeit und wiffenjdjaftlicher Griindlichfeit in tnappit
Fornm. Dad fleine Biichlein mup warm empfohlen twerdern.

Lpzgr. tg. Wiffenid. Beil): ,Die Pilanze” von Dr. G, Denne
tonnen wir bejtens empfehlen. Jn fiirzefter, tnappejter, fehr Elaver un
verftandlidier Form tweify fein Verfajjer alled Wifjenswertefte iiber de
inneren und dufeven BVau und iiber die Lebensverridhtungen der Pflan
sur Anjdjauung zu bringen, wozu feine ganz vortvefjlichen, felbjig
seidpueten Teptabbildungen quBevordentlich viel beitvagen Pelfen.

Sdhmwdb. Merfur: Die Nomijde Altertumsfunde pon Dr. 21

Blod) behandelt fury und flar die Verfafjungdgejdichte, die Staat:
gewalten, eerwefen, Rechtspflege, Finanzwejen, Kultus, dbad Haus, bdi
Stleibung, die Veftattung und anbdere difentliche uud Hhauslidge Cinrid
tungen der Rdmer . . . .

Weimarjde Jeitg.: Walthavilied, Mit bdiejer Ucberfepun
wird und eine Hhodywillfommene und von Litteraturfreunden lingjt et
fefhute Gabe geboten. . . . Bon einer guten Ueberjepung ift zu vet
langen, dap fie, finn- und ugleich moglichjt wortgetven, ofne dem Ux

tert, wie der beutid)ehm @m[@pgﬂpﬁ, ben Geijt bes Original
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