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Le titre choisi pour cet opuscule peut paraitre bien pré-
tentieux, puisqu’il s’appliquerait aussi bien a une suite indé-
finie de gros volumes contenant tout ce qui se rapporte aux
intégrales doubles en Mathématiques pures. En réalité, je
n’ai envisagé, chose malaisée a indiquer dans un titre, que

des conséquences quasi immédiates de I'identité

/[dXdY: fxan'.

Il est surprenant qu’on puisse ainsi rassembler de nom-
breux et élégants théorémes constituant alors comme une
préface, aisément obtenue, a des travaux véritablement
grandioses et dus a4 des maitres de la Science francaise dont
il m’a été égalementaisé de mettre les noms en évidence.

D’ailleurs, les deux membres de l'identité précédente ont
déja engendré de fructueuses moissons; rappelons notam-
ment leur role sur les surfaces de Riemann, quant a I'obten-
tion des propriétés fondamentales des intégrales abéliennes.

Ayant touché, malgré la modestie du point de départ, a des
questions assez diverses, j'aurais pu faire une assez longue
liste de références bibliographiques. Réflexion faite, toutes les
fois qu'un Mémoire fondamental me semblait contenir toute
la bibliographie désirable, je n’ai cité que ce Mémoire.

Ces quelques pages doivent conduire a étudier beaucoup
en dehors d’elles : tout en restant au seuil d’imposants mo-
numents scientifiques, j’ai pu réindiquer les grands sujets
d’étude qu’ils comportent en y joignant méme quelques indi-
cations, de moindre importance, relatives a des problémes
soulevés par mon propre exposé.

De toutes facons, je pense attirer I'attention sur de grands
champs de recherches d’un abord souvent facilité par I'in-
tuition géométrique. A. B,

Juin 1920.

—— i —
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CHAPITRE .

L' IDENTITE FONDAMENTALE. FORMULES DE RIEMANN ET DE STOKES.

1. L'identité fondamentale et la formule de Riemann.
— Soit un contour fermé plan ¢ rapporté a deux axes rec-
tangulaires OXY. Nous admettrons sans e\plication que
I’aire s enfermée dans ce contour est exprimée par I'un ou
I’autre membre de I’ efrahte

(A) ’ffdx 1Y :fx dy.

Ce sera la notre identité fondamentale. Le second membre
est une intégrale curviligne étendue au contour ¢ dans le sens
direct; nous supposons donc connus la définition de I'inté-
grale curviligne et les calculs élémentaires pouvant se raj-
porter a de telles intégrales.

Soit maintenant la transformation

(1) X =X, 55 = Yl @)

changeant ¢ en un autre contour C d’aire bien définie S.
L’identité (A) devient

X%

7!

X' N
. |dzu'y: /xm’; da + Y, dy).
e

En posant
XY, &P XYV E0

Y

on a définitivement

(B f/ s >d.rd)’:‘[f’a’x+Qdy.

Cest la formule de Riemann. Les fonctions P(x, y)
et Q(x, y) peuvent étre considérées comme quelconques
sous simple réserve des conditions générales d’analyticité
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» FORMULES DE RIEMANN ET DE STOKES. 5

permettant l'existence des dérivées partielles figurant
dans (B); il y a d’innombrables choses a faire sans qu’on
ait a s'inquiéter davantage de la nature analytique de P et Q
ou des singularités que peuvent présenter ces fonctions.
Mentionnons toutefois que la question des singularités
entraine d’importants développements dont certains seront
sommairement examinés au Chapitre V.

Nous laissons complétement de coOté les généralités élé-
mentaires et ultra-classiques sur les cas ot la formule (B) est
en défaut du fait de singularités de P et () situées dans S ou
sur C.

Observons qu’a 'aide d’un déterminant symbolique dont
on comprend immédiatement la signification, la formule (B)
peut-s’écrire

e
(B') [ [|& o|dzdy= [P dz+Qay.
S0, 0 P Q it 1

C’est la un moyen de former le premier membre sans pos-
sibilité d’erreur d’écriture; ce premier membre a alors une
symétrie parfaite plus évidente qu'en (B). Le déterminant
symbolique est, au fond, dans la nature des chbses; il pro-
vient du déterminant ordinaire qui figure dans (2), et
peut-étre pourrait-on inférer de la que la démonstration que
nous venons de donner pour la formule de Riemann est par-
ticuliérement naturelle. Quoi qu’il en soit, elle va s’étendre
aisément a d’autres formules plus complexes que (B).

.

2. Formule de Stokes. — Partons toujours de I'identité
fondamentale (A) et, au lieu de (1), considérons la transfor-
mation

(3) X=X(z, 5,5, Y=Y(z,y5,2),

qui n’est bien qu’une transformation a deux variables si le =
qui y figure est celur d'une surface

4) &= 1 (g h

v

On peut imaginer qu’a tous les points (X, Y) de s corres-
pondent tous les points d’'une certaine portion de la sur-
face (4) ou, comme nous dirons souvent, tous les points

. d’une cloison S délimitée, sur (4), par un contour C.
Alors la transformation indiquée change I'intégrale double

http://rcin.org.pl



6 L'IDENTITE FONDAMENTALE. 3
de (A) en

X4 XL X4 gXL
I+P ,~ Y (] 2z dz‘ d}',
Yo = p X0 Yo gE
ce ui peut s’écrire
EEip e g
J J 0
i [ ol =it £l
Pi: aR
si I'on pose p = 3, ¢ =3/, et
7 oY X d\ Y
(J) = \ —7 Q o A ()} R A\ ;}—z'

L’intégrale simple de (A) est d’une transformation immé-
diate au moyen des mémes notations et l'on obtient alors
Pégalité

R PRk i
(C) ff ol deldy = [I’L{.T+Qd;f+Rdz.
s [.0x layi 0% A g
B QPR

Clest la formule de Stokes. Si dz est un élément super-
ficiel de S dont la normale a pour cosinus directeurs o, 3, ¥s
on a

(6) —pdrdy=oads, — g dxdy = f§ ds, dz dy =xds,
et (C) peut s’écrire
&P

) o 8
D /‘ [ _1)_ —/—. O :f o z.
(D) 50/ - eap il ds ; Pdr + Qdy +~Rd

S
P26

Jusqu'ici, les fonctions P (z, y, z), Q(=, y, 2), R(x, ¥, 5),
étant définies par (5), ne peuvent étre considérées comme
quelconques, mais il est ais¢ de voir qu’en (C) ou en (D)
elles peuvent tout de méme étre considérées comme com-
plétement indépendantes I'une de I'autre. Pour X quelconque
et Y=, la fonction P sera quelconque et () et R seront
nulles. On construirait de méme une seconde formule (C)
ou (D) avec Q quelconque et P, R nulles, puis une troisiéme

http://rcin.org.pl



FORMULES DE RIEMANN ET DE STOKES. 7

avec R quelconque et P, Q nulles. L’addition des trois for-
mules reproduira (C) ou (D) avec des fonctions P, Q, R
qu’on pourra désormais considérer comme quelconques.

3. De l'invariant intégral. Généralités sur (D). — Une
premiére propriété essentielle de I'intégrale double figurant
dans la formule de Stokes (C) ou (D) est que cette intégrale
ne varie point quand on déforme la cloison S sans déformer
le contour C de cette cloison. Et la chose est évidente
puisque le premier membre de la formule s’exprime par le
second, qui ne dépend que du contour C. L'intégrale double
en litige est invariante pour les déformations de S; elle
constitue un invariant intégral ou du moins un exemple des
plus simples de ces invariants qui se sont introduits sous des
physionomies beaucoup plus générales et complexes en
diverses disciplines analytiques, mécaniques et physiques(?).

Une intégrale double :

() | ff(aF+(3G+-;n)dc
S Kl

n’est pas identifiable, en général, avec le premier membre
de (D). Il faut, pour cela, que 'on ait

9;
R Qo
oy 0z
P )
(E) e T 1 @
03 or
9 - o i
oxr r)y
ce (qui entraine
i G H
(F) i + — 4+ i EPS
oz dy 03z

Mais si cette relation (F) a lieu, 'identification de (7)’
avec le premier membre de (D) est possible, P, Q, R se
déterminant au moyen du systéme (E) et par de simples

(') Si le terme invariant integral n'est pas présenté ici avec le sens
méme quon lui donne en rattachant la chose aux équations différen-
tielles ou au calcul des variations, les diverses acceptions possibles
sont cependant intimement liées. (Cf. TH. pE DONDER, Rendiconti di
Palermo, 1go1, Etude sur les invariants intégrauz, Chap. II:

Analogies.) ;
http://rcin.org.pl



8 L'IDENTITE FONDAMENTALE.

quadratures. Ce sont encore la des résultats bien connus que
nous nous bornons a rappeler.

k. Particularisation trés importante de (D). — Repre-
nons la formule de Stokes (D) et posons-y

]’:yN, Q:——:I‘N, R:O,

en désignant par N une fonction homogéne, d’ordre — 2,
enk i
D’aprés le théoréme d’Euler, on a donc
N  oN  oN

& = +yb;+"$=—?'N

et, dans ces conditions, la formule (D) devient

ff%ti(%l‘—w—r@_}'—i-'(:)da’:f\(ydz—xd_y).
§ a0 (v

Par permutations circulaires et avec deux autres fonctions
L, M analogues a N, on a deux autres formules telles que
Paddition des trois donne

dz dy dsz
: oL oM 0N o
(G) 3 = e dp:/ R A
S ax dy 035 ©
‘ il bl ad | SRR

On voit que, pour abréger, on a posé

d

. %(1.7‘—;» By + v13) ds,

)

mais ceci n'est pas seulement une question d’abréviation
et dp a une signification géométrique trés remarquable. La
distance de lorigine O au plan de D'élément do est
(ax+ By +yz); donc dp est le volume du cone élémen-
taire qui a pour sommet l'origine des coordonnées et pour
base I'élément superficiel do de la cloison S.

Rappelons-nous bien que la formule (G) n'est exacte que
st L, M, N sont des fonctions homogeénes d’ordre — 2, dont
une, deux ou toutes trois peuvent étre identiquement
nulles; dz ce fait, elle peut sembler trés particuliére par
.rapport a (D), mais nous verrons qu’elle n’en comporte pas
moins une foule d’applications géométriques.:

http://rcin.org.pl



FORMULES DE RIEMANN ET DE STOKES. 9

5. Extensions de la formule de Stokes. — Les raisonne-
ments faits précédemment avec deux el trois variables
peuvent évidemment s’étendre sans peine au cas de variables
en nombre quelconque; d’oi, tout naturellement, des exten-
sions de la formule de Stokes dans ’hyperespace. Mais, dans
cet opuscule, nous avons surtout en vue des questions i
caractére géométrique tangible; aussi allons-nous étendre la
formule de Stokes sans sortir de I'espace ordinaire et ce en

“ayant recours a des notions de courbure et de contact.

Partons encore de l'identité fondamentale (A) et, au lieu

de (1) ou (3), considérons la transformation

Xe=Klwy 13, pig), Y = Yl 30,9

qui n’est bien qu’une transformation a deux variables sile z
qui y figure appartient a une surface

(8) 5 =G 0
et si
O 03z Al 03
B ‘1—7'

D’ailleurs, nous poserons aussi, conformément a I'usage,

23 02z

02z J

r = p

8= > t —
ox? drdy d}ﬂ

A une cloison S, de (8), peut correspondre l'aire s de
I'identité (A). La transformation ci-dessus change l'intégrale
double de (A) en une autre intégrale, étendue a S, laquelle
intégrale contient dz dy et le déterminant

X+ pXi+ rX,+sXj X} g X+ s X+ t X4

, e on 4 LR TR R (AN D (R Sh (MR |
qui peut s'écrire
s 4 O o —1
14 N 0 et | (8]
l) (/ ——f (8} (8}

si I'on pose
RN Q) ==K Y | R Xyas B XY 'F:X\”q.

Http://rcin.org.pl



10 L'IDENTITE FONDAMENTALE.

Par suite, I'identité (A) se change en
(H) ffAdzdy:dex+Qdy+ R dz + S dp + Tdy.
s c

C’est la formule que nous voulions obtenir; C y désigne
naturellement le contour de la cloison S. Cette formule (H)
n’a pas encore toute sa généralité si P, Q, R, S, T n’ont
d’autres significations que celles qui viennent d’étre indi-
quées; mais, en répétant le raisonnement fait a la fin du
paragraphe 2, on verra de méme que ces cinq fonctions
peuvent étre absolument quelcongues. Bref, a I’avenir, nous
aurons a nous représenter une formule (H) en laquelle A
sera le déterminant symbolique du cinquiéme ordre écrit
quatre lignes avant (H), déterminant en lequel chacune des
fonctions P, Q, R, S, T dépendra d’'une maniére quelconque
desz otz g,

6. Nouvel exemple d'invariant intégral. — Imaginons
que la cloison S, sur laquelle est prise I'intégrale double
de (H), soit déformée sans altération ni du contour G ni
d’aucun des plans tangents menés a S le long de C. Alors
P, Q, R, S, T, qui ne dépendent qué de Z, ¥, 3, p, q, sont
les mémes, sur G, quelle que soit la cloison considérée et,
par suite, I'intégrale double de (H) est invariante pour les
déformations en question; elle est, en effet, toujours égale au
second membre de (H), qui est manifestement invariant
dans les circonstances envisagées. Nous venons de construire
ainsi un invariant intégral relatif a toutes les cloisons qui
sont limitées a un méme contour C et sont toutes, les unes
avec les autres, en contact du premier ordre le long de ce
contour. Un tel ensemble de cloisons est évidemment plus
particulier que celui formé par des cloisons qui passent sim-
plement par un contour sans aucune condition de contact, et
a ce point de vue on pourrait prétendre que la formule (H)
est plutot une particularisation qu'une extension de la for-
mule de Stokes (C). Mais ce ne serait guére la qu'une
querelle de mots; ce qui porte plulét a considérer (H)
comme une extension de (C), c’est que, dans certaines ques-
tions élevées, par exemple dans I'étude des équations’ de
Monge-Ampére (Chap. 1V), la formule (H) permet manifes-
tement d’étendre et de généraliser des apercus que (C) ne
donnerait qu’en des domaines beaucoup plus élémentaires
comme celui des équations linéaires aux dérivées partielles
du premier ordre.

http://rcin.org.pl



FORMULES DE RIEMANN ET DE STOKES. It

Terminons par une remarque ui s'impose, bien qu’elle
soit inutile pour la suite.

En poursuivant les raisonnements qui ont donné (C),
puis (H), on pourrait construire une formule qui ferait con-
naitre un invariant intégral relatif a toutes les cloisons
passant par un contour en ayant, entre elles, tout le long de
ce contour, des contacts du second ordre. Et ainsi de suite.

7. Intervention de la notion de courbure. — Consi-
dérons d’abord un arc plan ABj; la courbure d'un élément
de cet arc est mesurée par I'angle des tangentes ou des nor-
males aux extrémités de I'élément et, pour I'arc fini AB, il
y a une courbure finie, une courbure intégrale mesurée, par
suite, par I'angle des tangentes en A et B.

Donc tous les arcs AB ayant mémes extrémités A, B et
mémes tangentes en A et B ont méme courbure finie.

Au paragraphe précédent nous venons de constater quelque
chose d’analogue quant aux surfaces; nous avons construit
des cloisons S pour lesquelles Pintégrale double de (H) est
invariante quand ces cloisons se déforment avec conservation
du contour, el des plans tangents le long de ce contour; cette
intégrale double peut donc étre comparée a la courbure finie
d’un arc plan. En fait, au Chapitre III, nous retrouverons les
plus remarquables formules, proposées pour I'évaluation de
la courbure finie d’unecloison, comme cas particuliers de (H)
ou de la transformation (J) de (H) que nous allons indi-
quer.

8. Transformation de (H) par l'introduction des cosinus
directeurs de la normale a S. — La formule de Stokes (C)
gagne beaucoup en élégance quand on IDécrit sous la
forme (D) en introduisant les cosinus directeurs «, (3, y de
la normale a S. Il y a un résultat tout a fait analogue a
obtenir pour (H). En posant

S R AR T

B0, B iy

Ve e Rl S ~
Byceelin Ler BTy E 00 0l g"

PRV e e &

W5 b e

P 0 RS .SN ¢
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12 L'IDENTITE FONDAMENTALE.

on a la formule

) [[Adc:/Pdm+Qd)'+Rdz+de+Td5+Ud~(,
J ' Jg Je

en laquelle o, 3, 7 sont considérés comme fonctions de z, y, z.
Quant a P, Q, R, S, T, U, ce sont des fonctions indépen-
dantes dont chacune'peut contenir x, y, z, &, 3, y.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer (J) par une
voie tout a fait analogue a celle qui a permis de démon-
trer (H); ceci en partant toujours de (A).

(J) a été écrite pour la premiére fois dans I'/ntermédiaire
des Mathématiciens (1916, p. 168); on en trouvera une
démonstration détaillée dans les Mémoires des Annales de
la Faculté des Sciences de Toulouse, particuliérement dans
le cinquiéme Mémoire (2¢ série, t. VII, 1915).

On peut faire sur (J) toutes les remarques géométriques
faites sur (H); (J) contient notamment une remarquable
formule de M. Paul Appell, dont il sera question au Cha-
pitre III.

9. Cas des intégrales multiples. — Imaginons que l'on
remplace 'identité (A) par

[f[dx{lY(lZ: ffx(z\'dz.

ol ¢ est un volume contenu dans la surface fermée s. Imagi-
nons méme des identités analogues dans I'hyperespace. La
méthode des changements de variables, indiquée en ce qui
précede, permettra de déduire desditesidentités des formules
du type stokien o figureront des intégrales multiples quel-
conques a délerminants contenant non pas une, mais deux,
trois, ... lignes d’opérateurs de dérivation.

La théorie que I'on peut constituer ainsi remonte a Pfaff,
Grassmann, ...; elle a été reprise par M. E. Cartan (4nnales
de U’Ecole Normale, 1899, 19o1) et par M. E. Goursat
(Annales de Toulouse, 1915). Elle est ainsi mise en relalion
aveclathéorie déja mentionnée desinvariants intégraux, duea
Poincaré, et avec la réduction aux formes canoniques de dif-
férentielles quelconques (probléme de Pfaff). Ces questions
exigent un choix judicieux de notations; les déterminants
symboliques ici employés n'offrent aucun avantage fonda-
menlal sur celles de MM. Goursat et Cartan. Nous les utili-
sons surtout en vue d’applications qui seront ainsi lraitées
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dans le style ou 'on applique d’ordinaire, en Géométrie, en
Mécanique ou en Physique, I'habituelle formule de Stokes
(C)ou (D).

Pour la théorie des invariants intégraux, on consultera
avec fruit I'exposé de Poincaré (Me(/zodes nouvelles, LB
et les Mémoires fondamentaux de M. Th. de Donder (Ren-
diconti del Circolo di Palermo, 19or, 1902). Ces travaux
contiennent la bibliographie du sujet telle qu’elle pouvait
étre faite en 190o2. Comme nous l'avons dit dans I'Introduc-
tion, ceci nous dispense de citer en ‘détail des publications
dues a MM. Appell, Kenigs, Zorawski, Vessiot, Buhl, ete.

S. Lie, aprés avoir critiqué injustement la théorie, y a
apporté ensuite d’élégantes et trés importantes contributions
(Videns/:abssels/mbets Skrifter, Christiania, 1902).

Le Mémoire de M. Goursat (Zoulouse, 191:)) contient
aussi une blbhofrlaphle détaillée quant aux années immé-
diatement précédentes. Bien que nous ne nous placions ici
qu’aux points de vue analytique et géométrique, il est a peu
prés impossible de ne point mentionner l'importance que
ces théories ont pnces et qu’elles prennent, d’ allleurs, de
plus en plus, au point de vue physique.

La formule de Stokes, comme il est bien connu, a une
origine physique quel’on peutdeJa reconnaitre dans I'Electro-
dynamique d’Ampeére. Elle a la symétrie d’un moment et
ses extensions continuent naturellement a coincider avec les
extensions des théories physiques a forme vectorielle. Les
formes symboliques de différentielles maniées par MM. Gour-
sat, de Donder, Cartan semblent conduire maintenant, de
la maniére la plus naturelle, aux théories tensorielles
d’Einstein. Nous nous déchargerons encore du souci d’un
grand nombre de citations bibliographiques en renvoyant a
la Théorie du champ électromagnétique de Maxsvell-
Lorents et du champ gravifique d’Einstein de M. Th. de
Donder (Gauthier-Villars, 1920), qui permet d’apercevoir
une forme simple et extrémement féconde pour des vues qui
jusqu’ici empruntaient un aspect plutdt nébuleux aux théo-
ries relativistes. (Cf. J. Larnor, Zimes, 7 janvier 1920.)

Il est d’ailleurs impossible de conclure de maniére ferme
au sujet de ces résultats, qui semblent actuellement pouvoir
apporter du jour au lendemain les plus abondantes et sur-
prenantes moissons. (C/f. Th. pe Doxper et H. VANDERLINDEN ;
G. Cerr, Comples rendus, 10 mai 1920.)

——
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CHAPITRE 1I.

GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES.
Travaux pE MM. G. HumBerT ET G. KOENIGS.

1. Fonctions de ligne. — Il est fort simple de se repré-
senter des étres géométriques, des volumes, par exemple,
qui semblent dépendre de certaines cloisons limitrophes S et
quine dépendent en réalité que du contour C de S; ces étres
sont des fonctions de C, des fonctions de ligne, pour
employer une terminologie qui a acquis une grande impor-
tance de par les travaux de MM. V. Volterra ('), J. Hadamard,
P:lLiévy,eté.

Soient notamment deux solides, limités a une méme facette
gauche ou cloison S, tels deux cones qui auraient S pour
méme base gauche mais dont les sommets seraient différents.
Le volume de chacun de ces solides dépend de S, mais leur
différence ne dépend que du contour C, car déformer S ne
fait qu’ajouter aux deux volumes un méme volume de forme
lenticulaire. Et, si les deux volumes sont exprimés par des-
intégrales doubles attachées a S, on doit s’attendre & ce que
aformule de Stokes exprime leur différence par une intégrale
de ligne attachée a C.

Développons cette premiére conception en attendant de
recourir a4 d’autres.

2. Volumes cylindriques. — Une cloison S étant rapportée
a trois axes rectangulaires Oz yz, projetons-la sur Ozy.
Nous pourrons obtenir ainsi le volume classique qui est
limité, en haut, parS, en bas par le plan Oz y, et latéralement
par les projetantes du contour C de S. Nous désignerons ce
volume par U, l'indice = rappelant que les projetantes laté-

(') Pour les fonctions de lignes entendues comme il estindiqué ici,
voir V'ouvrage de M. V. Volterra : Lecons sur l’intégration des équa-
tions differentielles aux derivées partielles (Upsal, 19o6; Paris,
A. Hermann, 1g12).
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TRAVAUX DE MM. G. HUMBERT ET G. KOENIGS. {89]

rales sont paralléles & Oz. On imaginera, de méme, des
volumes U, et U, attachés a S.

En de51gnant tou]ours par a, 3, /les cosinus directeurs de
la normale a S, on a

U,tzf‘/axdc, Uy:/‘[(i.yds, i [/Yz das.
S JJs J Jg

S

U,— U_V: /‘f(iz‘—@}’)dﬂ'
(- S

est, ainsi qu’on devait le pressentir, une intégrale double
identifiable avec le premier membre de la formule de Stokes
(D). Nous trouverons P, Q, R par le systéme (E) en lequel

La différence

F=2, G=—y ‘H=o.
Nous aurons ainsi
P = o, O=0, R = /)

et définitivement

U,-—‘UV,-: / zy ds,
Je

C

s | [:,z- dy.

<C

Les deux derniéres de ces égalités ont été adjointes a la
premiére par de simples permutations circulaires. Ces trois
formules (1) ne sont pas distinctes, leur addition donnant
l'identité o — o du fait que la somme des treis intégrales de
ligne porte sur une différentielle exacte, celle du produit zyz.
Notons aussi qu’on pourrait les obtenir par un raisonne-
ment géométrique particulier mais peu propre a laisser aper-
cevoir les généralités du para"raphe 1 (Nouvelles Annales
de Mathématiques, 4° série, t. 12, 1912).

3. Application a la courbe sphérique de Viviani. — Soit
la courbe sphérique bien connue et trés suffisamment rappelée
par'la figure 1 qui représente, en AMB, le quart de la courbe
compléte. Si R est le rayon de la sphére, cette courbe a pour

http://rcin.org.pl



16 GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES.

équations

2 =R cos?0, ¥ = RcosOsinb, s = Rsinf.

Pour cloison S nous prendrons la demi-feuille AMBA et
rappellerons qu'un calcul d’intégrale double, classique et
extrémement simple, donne

T o
& SO, i l}:‘.
Vs <6 9)

C’est d’ailleurs la un théoréme archaique auquel se mélent les
noms de Pappus, Viviani, Bossut, Euler, ....

Cherchons maintenant les volumes U, et U, attachés a la
méme cloison S. Il n’y a plus besoin de considérer d’inté-
grale double, les formules (1) donnant

®
2
Ug o= Uy R3 [ cos*0 sinf db = ;Ra,
0 :)
™
A 4
U,—U.=—2R3 [ cos20 sin3f 40 i R3,
<o 2
3 ™
2 i
U —Uz = Rs [ cos*0 sinf cos20 d0 = ER3.
<o

On remarquera que la somme des trois derniers membres
est nulle conformément a la remarque faite a la fin du para-
graphe précédent.

http://rcin.ofg.pl



TRAVAUX DE MM. G. HUMBERT ET G. KOENIGS. 17

Et de la connaissance de U, nous déduisons maintenant

T 13 T 29 T 10
S s e e T S 3.
Ux_<6 45>R3, U, <6 43>R", v <6 45>R

Si ces volumes sont enlevés du huitieme de sphére OABC,
les exces restants sont respectivement

13 29 1
=<5 3 it 3
R ROR

(=}

Rz,

(=3

La somme de ces excés est R3, Clest le théoréme de
Sorano (!). De tels résultats pourraient étre généralisés,
notamment en remplacant le cercle APO par des courbes
rm— Rm cosnf, mais il est clair que 'intérét ne consiste pas
dans I'obtention de nombreux résultats numériques analogues
a ceux qui viennent d'étre obtenus; il consiste dans I'inter-
vention de la formule de Stokes dans ces problémes d'abord
fort élémentaires en attendant qu'elle intervienne dans des
questions de plus en plus élevées et modernes.

k. Volumes cylindro-coniques. — Considérons toujours
la cloison S et joignons a lorigine tous les points de son
contour C; nous enfermerons ainsi un volume conique

Vo=—;-ff(zz+§y+7z)dc.
S

3Vee= U+ B b

Done

mais on peut aussi calculer V, sans passer par 'obtention
préliminaire de U, U,, Us,.
D aprés les généralités du paragraphe 1, la différence

U;—Vozé f [(-11—,@_)*4—2*{:)&1
=) B 4 3

ne doit dépendre que du contour C et, en fait, la derniére
intégrale double est identifiable avec celle de la formule de

(') Un théoréme de ce genre pourrait soulever de lointaines
recherches de priorité A linstar de résultats obtenus au xvie siécle et
qui étaient peut-étre connus de Pappus; je propose la dénomination indi-
quée en mémoire de A. Sorano (1892-1915), éléve de la Faculté des
Sciences de Toulouse, tué a I'ennemi. A. B.

Scientia, n° 36. http//rCInOrgpl %



18 GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES.
Stokes (D). On a alors dans le systeme (E)

F=-—1‘, G=—_}’, H=2z;
d’ou

P=-—2zy, Q =", R="o.
Done

(2) U,— Vo= lfz(xdy —ydx):lfzrzdﬁ.
3¢ e

La connaissance du volume cylindrique U, attaché a S
permet, on le voit, de déterminer les volumes coniques V,
sans nouvelle considération d’intégrale double.

Appliquons tout de suite la formule (2) a la courbe de
Viviani. Sur la figure 1, on imagine aisément le cone de
volume V,, cone qui a pour sommet O et pour base la cloison
AMBA. En prenant r —= Rcosf, s =Rsinf pour équations
semi-polaires de la courbe, (2) donne

3 - 3
TR / RICTeIEr i
3./
Puisque (§3)
.U-=(f—--2— R3 on a Vozl(lf—l R3
Sl e Pisr i

Comme la cloison S ou AMBA est sphérique, son aire, de
ce fait, est i
14 i
<; — 1) R2.

Il s’ensuit que [’aire sp/ze/u/ue ACBMA est R Clest le
théoréme de Viviani (!). Et ici, nous sommes déja dans un
cas qui peut étre lié a des recherches trés modernes. Repre-
nons (2) et supposons que le contour fermé C soit formé
d’'un seul arc ou d’une succession d’arcs tels que le long de
chacun z(x dy — y dzx) soit une différentielle en z d’aspect
simple; a de tels contours, une fois cloisonnés, on pourra
attacher des volumes U; et V; en relation particuliérement

(') D’aprés la relation liant V, et U_, U, U, le théoréme de Sorano
se déduit immédiatement du théoréme de Viviani, mais la réciproque
est tout aussi vraie et les deux théoréemes semblent mériter d’étre
maintenus, au moins en tant qu'énoncés. Un volume R? obtenu unique-
ment par des combinaisons de volumes est exactement aussi remar-
quable qu'une aire R

http://rcin.org.pl



TRAVAUX DE MM. G. HUMBERT ET G. KOENIGS. 19

simple. Parmi les arcs a utiliser ainsi, il faut notamment
signaler ceux des courbes pour lesquelles on a

zdy —yde = kdaz.

Ces courbes ont été étudiées par Chasles, puis par
MM. P. Appell et E. Picard dans leurs Théses (Annales de
U'Ecole Normale, 1876-1877); on en connait un grand nombre
de propriétés géométriques comme, par exemple, d'étre les
lignes asymptotiques des conoides droits d’axe O z, mais leurs
propriétés intégrales ont éLé moins examinées que leurs pro-
priétés différentielles.

5. Angles spatiaux. — Soient un contour C et un point
‘quelconque O que nous prendrons pour origine des coordon-
nées. Le cone de sommet O et de directrice C découpe sur
une sphére de centre O et de rayon unité une aire qui définit
etmesurel’ anolespattal(ou solide, ou comque ou sphérique)
sous lequel, de O, on voit le contour fermé C. On voit 'ana-
logie de définition avec 'angle plan mesuré par un arc de
cercle centré au sommet de angle.

Effectuons la mesure de notre angle spatial. Jetons une
cloison quelconque S sur le contour C. Soient M(z, y, z) un
point de cette cloison, do I'élément superficiel et a, 3, y les
cosinus directeurs de la normale en M. Soit aussi »» —= OM.
Le cone élémentaire de sommet O et de base do découpe sur
la sphére de centre O une aire élémentaire

ax + By +v3 dc
» r

et, par suite, I'angle spatial a évaluer est
(3) Q:‘/‘/‘,—Ta(al‘—i-ﬁ}'—i—“(z)dc.
g

Or, dans ce raisonnement, la cloison S ne joue qu’un réle
intermédiaire que toute cloison de méme contour C pourrait
jouer. 1l est donc a prévoir que & ne dépendra que du
contour C qui est d’ailleurs la seule donnée nécessaire pour la
génération de I'angle spatial de sommet O. En fait, 'intégrale
double de (3) satisfait a la condition (F) et elle est, par suite,
identifiable avec le premier membre de la formule de
Stokes (D). Mais nous sommes ici dans un premier cas ou il
n’y a point besoin de recourir a (D) dans toute sa généralité;

http://rcin.org.pl



20 GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES.

la formule (G) suffira. Lidentification du second membre
de (3) avec le premier membre de (G) donne I'égalité

dL oM JN 1
b r e v =
oy dz i

en laquelle L, M, N doivent naturellement étre des fonctions
homogénes dordre —2, ce qui doit toujours étre dans la
formule (G). On a une soluuon parfaitement symétrique en
prenant

T . 3z
e e ek M e e e s
Ir(yi+s2) Ir(z2+ 2x2) 3r(x?+ y?)

d’ou, d’apreés (G),

dx dy dz
(%) Q:%f.l. % Y 3 :
5 C 5 x b % 3
it G 22 " [/ =

Mais, comme nous 'avons dit en formant (G), on peut, en
prenant nulles deux des fonctions L, M, N, sacrifier la symé-
trie a la simplicité et écrire 'une des trois formules

&2:/

N4 dr—zd;’

‘.!la

Je T4 y-
; e
Jo I ¥ it
y sz
QO — s

Par addition, ces formules redonnent (4). Les unes ou les
autres contiennent inévitablement 'irrationnelle

Ur=y ety s,

et ceci n'est pas en faveur d’une théorie simple des angles
spatiaux; quand on essaye de généraliser, pour ces angles, les
théoremes les plus simples relatifs aux angles plans, on se
heurte a d’énormes difficultés. Un angle plan peut se mesurer
de maniéres diverses; il est mesurable par la demi-différence
des arcs qu'il découpe sur une circonférence non centrée au
sommet de I'angle et nous verrons que cette idée a été reprise
dans I'espace, avec la sphére, par M. G. Humbert, mais pour
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aboutir a des intégrales de ligne de constitution rationnelle,
intégrales qui, par suite, different essentiellement de (4)
u (5). ?

M M. d Ocaone dans le Bulletin de la Société mathéma-
lique (1884-1885 et 1888-1889), a donné une théorie générale
des trajectoires isométriques qui comprend, en particulier, la
détermination de courbes planes, sur lesquelles deux mémes
rayons vecteurs interceptent des arcs égaux. L’une de ces
courbes pouvant étre un cercle, centré au sommet de Pangle
des deux rayons considérés, les courbes associées a ce cexcle
— dont ’existence se concoit d’ailleurs intuitivement — font
concevoir la possibilité de mesurer un angle plan tout autre-
ment que par arcs de cercle.

Or il y a des choses analogues dans I’espace. Un cone peut
déterminer, sur une sphére centrée au sommet et sur d’autres
surfaces X des cloisons équivalentes; cela se concoit intuiti-
vement el la recherche des surfaces X parait méme, au pre-
mier abord, fort indéterminée; mais on pourralt la préciser en
recherchant, par exemple, les surfaces X algébriques et, plus
parllcuherement encore, celles qui sont aussi mmples que
possible aprés lasphére. A cet égard, nous ne pouvons donner
que le théoréme suivant, mais celui-ci est suffisamment inté-
ressant pourdonner I'envie de poursuivrede telles recherches.

Une lemniscate de Bernoulli, de centre O, et le cercle con-
centrique circonscrit, tournant autour d’une droite de leur
plan passantpar O, engendrent respectivement une surface
de révolution X et une sphére. St un céne, de sommet O, a
directrice fermée quelconque, détermine une cloison sur
la sphére et une autre sur X, ces cloisons sont équivalentes
en aire (1),

Nous bornerons la ces apercus concernant les angles spatiaux
proprement dits; quant a leurs rapports avec les questions
de Physique mathématique, nous renverrons au 7raité
d’Analyse de M. Emile Picard (2¢ édition, t. 1, p. 134-136).

6. Aires sphéro-coniques. — Comme nous venons de le
remarquer au paragraphe précédent, un angle plan est mesu-
rable par la demi-différence (ou la demi-somme) des arcs

(') Sur les transformations et extensions de la formule de Stokes. .
Quatriéme Mémuire (Annales de la Faculté des Sciences de Tou-
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22 GECMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES.

qu’il découpe sur une circonférence centrée de maniére quel-
conque dans le plan de I'angle. Y a-t-il un résultat analogue,
dans I’espace, en remplacant I'angle par un cone et le cercle
par une sphere? Cette question a été complétement élucidée,
par M. G. Humbert, dans un fort élégant Mémoire du Journal
de Mathématiques (1888). Soit (fig. 2) un cone quel-

‘ Fig. 2.

conque OC. A partir de O il détermine, en AB, sur une spheére
de centre O et de rayon 1, une cloison d’aire &; il pénétre
ensuite dans la sphére S(a, &, ¢), suivant un contour C,
enfermant une aire g,, puis sort par C, enfermant s,. Par
considération du cone élémentaire OM, on a

kT ds,casPM, S e ds, cosPM S _ doy— ‘ﬁ, cos PM, S

do — — = —;
OM, oM, OM, — OM,

De plus, g
2R cosPM,S = OM; — OM,.

Par suite, avec »r = OM et z, Y, & pour coordonnées de M,

on a

A
1

d(ss—0;) =4R.0P.dQ = ‘-E(ar—;—by—lr—cz)d(.z.

7
Done
% ar + by + cz
ga—oy1= 4R _ 0.
¢ A o=

Soit G(X, Y, Z) le centre de gravité de l'aire sphérique Q
située en AB; de

27 ffdu, oY = Ldo, Q7= ffdsz,
Qr ;

http:/fcinorg.pl 4
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on conclut
oy—61=4R(aX+bY + cZ)Q.

Cette formule montre déja que si I'on déplace la sphére S,
en lui laissant un rayon R constant, g,—g; ne reste pas
constant, en général. La constance n’est assurée que si le
centre S décrit un plan perpendiculaire a la droite OG dite
axe d’orientation du coéne; nous dirons aussi, avec
M. Humbert, que le plan mené par O, normalement a OG,
est le plan d’orientation.
La distance de S(a, b, ¢) au plan d’orientation est
8___a_\—+—b\ +cZ, = O,

&
et enfin

(6) s,— o1 = 48QR 6.

Toujours,d’aprés M. Humbert, le produit2 gQ estle module
du cone. Il est clair que ce module, de méme que I'axe ou le
plan d’orientation, sont choses inhérentes au cone et comple-
tement indépendantes du choix des coordonnées et du choix
de la sphére S.

De (6) on conclut maintenant que la différence g,—a,
peut rester inaltérée par déplacement de S et variation de R,
pourvu que le produit R0 reste constant. Les mots souli-
gnés n’ayant point d’analogues dans le cas du plan, on voit
nettement la différence entre ce cas et le cas spatial, Notons
aussi que la formule (6) doit étre considérée comme homo-
géne car le module 2 gQ, ayant été calculé pour la sphére OAB
de rayon 1, doit étre assimilé a un coefficient numérique.

Cette si intéressante formule (6) ne révele cependant pas,
a premiére vue, la véritable nature analytique de g,—,; on
pourrait croire, par exemple, que cette différence est plus
compliquée que le facteur Q considéré seul, c'est-a-dire plus
compliquée que la notion d’angle spatial. Or, c’est le con-
traire qui a lieu.

Reprenons 1'égalité qui nous a d’abord donné o, — o, sous
forme d’intégrale double.

Cette intégrale double est relative a la cloison £ située
en AB; essayons de remplacer celle-ci par une cloison S jetée
de maniére quelconque sur le contour C. Le point M sera
pris sur S et nous aurons en M un élément superficiel dz avec
une normale de cosinus directeurs o, 3, y. On obtiendra

ax + By + s ds .
e

aa =

http://rcih.drg.pl



24 GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES,
d’olt

62—01—4Rf/a’+b}l+cz(d.’t‘+p}’+‘f:)dd.

Or il y a encore la une intégrale double transformable par
la formule de Stokes réduite a la forme (G). Sans la moindre
difficulté, on a définitivement

dx d_y dz
%) m—cr,:zR[ o
-

en posant toujours 72 = x*+ y? 4 3%

Cette formule a été établie par M. Humbert au moyen de
considérations géométriques directes.

Tel est ce qu’il y a d’absolument essentiel dans le sujet,
mais I'espace nous manque pour reproduire les nombreux et
élégants théorémes que I’éminent géométre a tirés des for-
mules (6) et (7).

L’étude peut s’étendre au cas ou le cone est remplacé par
une développable, par un conoide, par une quadrique, par
certains faisceaux de surfaces algébriques (loc. cit., 18go,
p- 241). Dans ce dernier cas, elle fait partie de savantes et
admirables recherches sur les extensions spatiales du théo-
reme d’Abel.

7. Volumes canaux. — Un contour fermé C, que I'on
déplace de maniére quelconque, permet de définir un
volume canal; au premier abord, il semble qu’on n’obtienne
rien d’autre qu’un canal ouvert aux deux bouts et 'on ne
voit pas exactement ce que peut étre le volume y inclus.
Celui-ci sera le volume V balayé par une cloison S établie de
maniére quelconque mais invariable sur C. Ce volume V ne
dépend pas du choiz de S, car faire varier S revient a trans-
portér un certain volume lenticulaire d’un bout a 'autre du
canal.

Si donc on exprime V par une intégrale double attachée
a S, nous sommes dans un nouveau cas ot I'on peut pres-
sentir que la formule de Stokes permettra de remplacer cette
intégrale double par une intégrale de ligne.

Ces remarques sont de M. G. Keenigs (Comptes rendus,
1888 5 Journal de Mathématiques, 1889g).

Le Mémoire de 1889 contient méme, a notre connaissance,
les premiers exemples d’applications systématiques, dans
le domaine géométrique, de la formule de Stokes (D),
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M. Keenigs, a ’aide des formules générales de la cinématique,
part d'un mouvement quelconque de C.

Mais les théorémes les plus particuliérement élégants ne
correspondent pas a ce cas. Limités comme nous le sommes
ici, nous n’appliquerons les méthodes de M. Kenigs qu’au
cas oi1 le contour C fait une révolution compléte autour d'un
axe fixe ne passant pas dans C. Ce contour G n’est ainsi
animé que d’un mouvement de rotation ; les V alors obtenus
sont en forme de couronne et sont dits volumes de révo-
lution ou volumes tournants.

Nous nous bornerons aussi aux cas ou le contour C est
préalablement tracé sur un plan, sur une quadrique quel-
conque et sur une sphére.

Soit AB I'axe de rotation, passant par A (a, b, ¢) avec les
cosinus directeurs A, p, v. Représentons-nous d’abord C
comme fixe, portant une cloison S fixe sur laquelle,
en M(z, y, z), nous distinguerons I'élément superficiel do
pourvu d’une normale de cosinus directeurs o, By o

Celte normale faisant un angle 6 avec la normale en M au
plan MAB et P étant la projection de M sur AB, le volume

tournant ¢lémentaire engendré par do est 2w MP cosfda;
d'oui, pour le volume tournant total,

o 8
(8) Vi=i0% //l % ® v ds.

S|lz—a y—b z3—c¢

Conformément a la remarque générale de M. Keenigs, cetle
intégrale double est transformable par (D); mais on peut
aussi ’étudier directement,

Considérons toujours le contour C fixé dans sa position
initiale; la cloison S qu’il porte a pour projections :

Sur Oyz une aire A, de centre de gravité Gz(0, 7y Lx)y
Sur Oz » Ay » G (B350, 6
Sur Ozy » A » G (BoyMzy w0

13

Alors I'intégrale double de (8) peut s’écrire

A A A
N AaEoAS Koy, 1 Ao
Py s o + o ey T
y s B S Nz . by
Y 3 52 = i a b ¢ ’
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d’ou, symboliquement,

A 1] v )
(9) Vizm g 18, = i g e B oSy
5 A, Ve
Il faut convenir, dans le développement de ce déterminant,
que les &, 0, £, au lieu et place des astérisques, prennent les
indices des A venant les multiplier.
Si l'axe de rotation passe par I'origine, le volume tournant

correspondant V, s'obtient en annulant @, b, ¢ dans (9). On
a ensuite

IJ. v
YeeX¥ il g v B
O e

- Geci montre de quelle maniére trés simple varie V quand
axe de rotation est déplacé parallélement a lui-méme. En
particulier, V ne varie pas si 'axe décrit, parallelement a
lui-méme, un plan paralléle au vecteur Ay Nip, A ale
dernier est le vecteur aréolaire de M. Keenigs.

SV Voo ¥z SOnL les volumes tournants correspondant
respectivement auz azes de rotation Ox, Oy, Oz, le volume
tournant correspondant a l’axe AB passant par O est

AVe4+uVy+vV,,

Ainsi la connaissance des trois volumes tournants correspon-
dant aux arétes d'un triédre trirectangle conduitimmédiate-
ment & la connaissance du V d'axe de rotation quelconque.

Si les aires planes A, Ay, A; tournent autour de l'axe
quelconque AB, les volumes tournants correspondants sont

‘ We=2mA [ (le— c)—w(nz—b)],
(10) ( V\'_,-:?T:A).[v(s)- —a)——l(’;).—c)],
( ‘\’y:.:‘ZT:Az[)'("]:_b)_.’1(&:‘—“)];

d’ou, d’abord,
V=W.+ W, +W..

Par les centres de gravité G, Gy, G; des aires planes A,
A,, A, élevons des perpendiculaires a ces aires et soient d,,
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8y, 0z les plus courtes distances de ces droites a AB. On a

p(Le— ) —v(ne— &) = Sxy/V2 + 2= O sinfy,
vy —a)—h(&y—c) =8y YR+ v2 =3y sinfy,
Mu—b)—p(by—a)=8: Y2+ R = 8,sinf;,

si 6, 0y, O, sont les angles de AB avec Oz, Oy, 93,
D’aprés (10),

War=270zAzsinf,

W, =27 dyA, sinby,

W.=2n0;A;sinf;.

L’une quelconque de ces égalités exprime ce théoréme de
M. Keenigs :

Soient une aire plane A, une normale N en son centre
de gravité, un axe A quelconque dans ’espace et o la plus
courte distance de N a A. Le volume engendré par Uaire A,
tournant autour de A, est égal au produit de la circonfé-
rence 210 par la projection de cette aire A sur le plan
contenant A et o. =

Passons maintenant aux contours C lracés sur une qua-
drique ou méme sur la surface :

(11) B2=xy:+29(2).
Reprenons (8). Avec

ads = — pdxdy, Bds = —qdxdy, v de = dx dy,
Ps=g(2), - gs=%y
et 'axe de rotation étant O, on a
Ve=-12%(x+1) [fydxd_y = (% +1)Aza,
g
si A;, est le volume engendré par l'aire plane A tournant

autour de Oz. Donc :

Un contour C quelconque, tracé sur une surface (11), et
sa projection sur Oxy engendrent, en tournant autour
de Oz, des volumes dont le rapport est constant.

En particulier : Une cloison située sur une quadrique et

http://rcin.org.pl



28 GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES.

sa projection sur un plan principal donnent, en tournant
autour d’un axe principal situé dans le plan principal
considéré, des volumes de révolution de rapport constant.
Ce rapport est nul quand la quadrique est de révolution
autour dudit axe principal.

Donc, pour nne quadrique a centre, rapportée a ses axes,
nous aurons aisément V., V, V_ d’ou les V correspondant
aux axes de rotation les plus quelconques. Pour plus de
détails sur ces sujets et notamment pour le cas (sans diffi-
culté) des quadriques non centrées, nous renverrons au Bul-
letin des Sciences mathématiques (1915 et 1916).

Pour le cas ou C est tracé sur une sphére, nous allons
donner un résultat tout a fait direct (Comptes rendus,
3 juin 1918).

Soit S une cloison sphérique, de contour C, appartenant a
la sphére de centre O et de rayon R. La formule (8) donne

Vo= ll—; [/(a’.t—!—[)’y-kc'z)do,
. 'S
si
a'=uc—vb, b'=va— ke, ¢ =1b— pa.
Soit p la distance de O a I'axe AB. Le point D(a/, &', ¢')
est 'extrémité d’un segment OD égal a p et normal au
plan OAB. Sur OD, soit D, centre d’une sphére S, de

rayon R,. Le cone de sommet O et de directrice G découpe
sur S; deux aires g, et g, telles que

41[:;‘9' [[(a’a*+b’y+c’z)(11,
P J Jg

ceci d’aprés la formule précédant (%). Et maintenant, par
comparaison avec V, nous avons ‘

Gg— 0 =

(12) 2R,V =7R2p(05—ay).

Telle est la forme générale du théoréme en vue. 1l lie de
facon trés simple, et d’autant plus remarquable, des travaux
de MM. Humbert et Keenigs publiés sensiblement a la méme
époque (1888-188g). La forme générale (12) n’est peut-étre
pas la plus intéressante; particularisons en prenant

2or=E9R{ =R d’ol gy =0

Nous aurons e o
V = a7pa,.
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TRAVAUX DE MM. G. HUMBERT ET G. KOENIGS. 29

Donc ( fig. 3) quand le contour fermé C, tracé sur une
sphere de centre O, tourne autour d’un axe quelconque AB

Fig. 3.

il engendre un volume produit de deux facteurs quisont :
1° le chemin circulaire 2mp décrit par O; 2° Uaire sphé-
rique o, obtenue en projetant coniquement, vers O, la
cloison contenue dans C sur une sphére invariablement
associce a la sphére mobile et ayant pour diamélre un
rayon de celle-ci normal au plan OAB.

Nous laisserons la les volumes tournants bien que I'étude
précédente ait été d’une briéveté excessive; aprés les jolis
théorémes obtenus pour des contours C tracés sur le plan,
puis sur les quadriques, il y en a certainement d’autres pour
contours tracés sur des surfaces algébrigues quelconques.
On trouvera quelques amorces, a ce sujet, dans mes Mé-
moires des Annales de Toulouse (particuliérement dans le
quatriéme, 1914 ), mais c’est un sujet a peine effleuré.

-

LES SURFACES ALGEBRIQUES ET LE THEOREME D'ABEL.

8. Puisque nous venons de marquer, une fois de plus,
Pintérét tout spécial et trés grand des intégrales doubles
attachées aux surfaces algébriques, c’est ici le lieu de men-
tionner les formes spatiales du théoréme d’Abel. Ce théoréme,
qui, malgré des applications déja prodigieuses, est toujours
envisagé a peu pres sous la méme forme dans le cas des
courbes algébriques, s’étend aux surfaces sous des physiono-
mies diverses. Nous n’envisagerons ici qu'un exemple géo-
métrique trés simple, mais en faisant remarquer, ce qui peut
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30 GEOMETRIE DE LA FORMULE DE STOKES.

avoir des conséquences trés générales, que le théoréme abé-
lien, si naturellement élégant, s’allie de facon remarquable
avec la formule de Stokes dont I’élégance, pour étre d’une
autre nature, n’en est pas moins trés grande aussi.

Soit la surface algébrique

(13) om(X, Y, Z) 4+ o (X, Y,Z)+...+¢@y= 0.

Transpergons-la par un cone, de sommet O, ayant une
directrice fermée C cloisonnée par une surface S n’ayant
aucun rapport avec (13). Soit M(z, y, z) un point de S en
lequel nous aurons I'élément do et la normale de cosinus
directeurs o, 3, y. Soit OM = 7.

Le cone élémentaire défini par O et do transperce (13)
suivant m éléments do; respectivement situésen M;(z;, ¥, 5;).
Posons encore OM; — r,.

Soit 7; le volume compris, dans le cone fini, entre le
sommet O et la nappe d’indice ¢ de (13); on a

i X ri 3 ‘ 48
»i=§[1<7> (ez+ By +v35)ds

et, pour la somme abélienne de ces m volumes,

Z':i %f[Z(II—“[\)x(zz—f—B_y—f—-{z)d:r.

Or

53 00]

3

e

~ |

B,
~

i 13 19

et, puisque M; appartient a (13),
/'f\ m "I-

\ m-1
(5) omt@rs 9 (2)" emst@z )+t =,

7

De

I it ??:h 1 Dm—1Pm—2 QCm—3
A= 3 = Naoentorwr =+ 2 Gt i
4 Qin Pin Tm
on conclut

(14) 2:,-:/9/5‘;\(11'-%;3)'4—73)(10.

Cette somme abélienne de volumes coniques ne dépend
évidemment que du choix du cone OC et non de la cloison S
établie sur C. En fait, I'intégrale double de (14) est encore
transformable en une intégrale de ligne par la formule de
Stokes mise sous la forme (G). :
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Toutes les modifications de I’équation (13) qui n’altérent
point A n’altérent point la somme (14). Cette assertion
évidente peut permettre d’associer diverses surfaces algé-
briques dans lesquelles un cone OC déterminera des
volumes Z7; équivalents.

De méme le second membre de (14) peut prendre la forme
d'intégrales doubles déja étudiées, d’ou d’intéressants rap-
prochements. Ainsi soit la cyclide

(24 2+ 22)*+ fh(Az2+ By2+ Cz?) — fk2(ax + by + c3)+ 4l =o.

On a
Zfi:4/..zf[it%r_+ﬁ(m+@yﬂz)d,;
(-

d’ou, par comparaison avec l'équation qui précéde (7),

EX S0 0'2—0'|.
ZT‘—/‘ R

Ainsi, dans la cyclide précédente, un cone OC détermine
une somme abélienne de volumes proportionnelle a la diffé-
rence des aires déterminées par ce méme cone sur une sphére
de centre (a, b, ¢). Ce théoréme donne d’ailleurs une ma-
niére, parmi d’autres, de faire rentrer le théoréme relatif
4 g,— o, et exprimé par I'égalité (6), dans la grande famille
des théorémes abéliens. Pour plus de détails sur les pro-
priétés intégrales des cyclides, on se reportera aux Annales
de Toulouse (5° Mémoire, 1915) et, pour celles de la cyclide
de Dupin, au Bulletin des Sciences mathématiques (1917-
1918).

Mais, comme nous 'avons déja indiqué a la fin du para-
graphe 6, les travaux fondamentaux sur la Géométrie spa-
tiale du théoréme d’Abel sont dus a M. G. Humbert (Journal
de Mathématiques, 189o).

AIRES ELLIPSOIDALES.

9. La difficile question des aires ellipsoidales a encore été
rattachée au théoréme d’Abel par M. G. Humbert. Apreés les
recherches trés particuliéres de Jellett et Lebesgue, 'éminent
géométre trace sur 'ellipsoide une infinité de contours fermés
a aire quarrable.

Les méthodes ici exposées donnent des résultats analogues.
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Soit I'ellipsoide
Az Byr4-Czt=1.

Un cone OC y découpe une aire Sg; le contour fermé C
est en dehors de I'ellipsoide et n’a d’abord aucune relation
avec lui. Il en est de méme pour S qui cloisonne C.

Toujours avec les notations précédemment employées, on a

s (Az®-BjyrrCg2j? (22 + 8y +y%) da,

Sf=f VARzi+ By G232

formule en laquelle il faut bien remarquer que la cloison
d’intégration S est tout autre que l'aire ellipsoidale Sg. Si
I'on y pose L—0, M=o,

ON  JA222 B2y2 (232

0z (Az*r B2+ Gz’

la formule (G) donne

P [Mydx_xd}—).
v e

Prenons maintenant pour Slasurface d’équation 2 N—=—1.
Alors le cdne OC déterminera, sur Uellipsoide, une aire Sg
et, sur S, un contour dont la projection, sur Ozxy, enfer-
mera une aire plane égale a Sg. 1l n’y a la qu’un moyen,
parmi d’autres, de faire une carte plane de I'ellipsoide avec
conservation des aires. Ce procédé cartographique fait inter-
venir la surface 2N=—1, maisla détermination de N n’exige
qu'une quadrature élémentaire a résultat algébrico-logarith-
mique. Donc on peut, par des opérations algébrico-loga-
rithmiques, transporter, sur Uellipsoide scaléne, toute aire
plane donnée, quelle que soit sa nature arithmétique.

Pour plus de détails, notamment pour I'intégration expli-
cite donnant N, pour une comparaison plus étroite avec les
résultats de M. Humbert, pour la planification de surfaces
quelconques par la méthode précédente, on se reporlera
encore aux Annales de Toulouse (3° Mémoire, 1914).

Un tel théoréme est surtout intéressant de par I'opposition
qu'il offre avec ce qui se passe sur Pellipse ou méme sur le
cercle, courbes sur lesquelles on ne peut nullement placer,
par opérations élémentaires, tout un ensemble d’arcs ration-
nels ou de nature arithmétique donnée. Comme quoi les fonc-
tions de lignes sur les surfaces se comportent parfois plus
simplemeat que les fonctions de points sur les lignes.
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10. Cas de la sphére. — La question des aires sphériques
n’est pas distincte de celle des angles spatiaux déja traitée.
Mais, avec les généralités du paragraphe précédent, elle peut
prendre un aspect particuliérement intéressant. Soit donc

A=B=0C= ="

On a facilement, avec ¢(z, y) fonction arbitraire, mais
homogeéne, d’ordre — 2,

R2z 2
Ne= - ~“—a(x, ¥)-
(22+y2) Yo+ 2+ 3
Pour surface S, d’équation 2N = — 1, on peut prendre
2R2z SRE ]
r2yr2+ z2 re
ou

(r2+32) (2R2— r2)2 = 4 R* 22,
en' posant 24~ y?=— 1.

On voit que S est alors surface de révolution autour de Ozs.
Avec Oz pour axe polaire et r —psinw, z—=pcosw, le
méridien de S a I’équation trés simple

=R

y

- w
(15) pcos ~

(C’est une courbe connue sous le nom de trisécante
(¢f. G. Loria, Ebene Kurven). Elle est de construction
trés simple et a de trés élégantes propriétés auxquelles il
convient précisément d’ajouter la suivante : Si la (risé-
cante (15) tourne autour de son axe polaire pris pour
axe Oz, elle donne une surface de révolution S, circons-
critea la sphére de centre O et de rayon R, telle qu’'une
nappe conique quelconque, dz sommet O, donne sur S un
contour C dont la projection sur Ozxy enferme une aire
équivalente a celle déterminée sur la sphere par la nappe
conique en question.

Ce théoréme pourrait étre considérablement varié par
d’autres choix de la fonction ¢(x, ). Remarquons, notam-
ment, que les surfaces S associées a la sphére ne sont pas
forcément de révolution.
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CHAPITRE III.

INTERVENTION DES COURBURES DES CONTOURS ET CLOISONS.
FormMurEs D'OssiAN BonNeT ET DE M. P. APPELL.

1. Réduction de la formule (H). — Supposons que, dans
la formule (H), la fonction R soit identiquement nulle et
que P, Q, S, T ne contiennent pas explicitement 5. La for-
mule (H) se réduit alors a

(Hy) ff.\,dxdy:_ [P(I.Z‘—Q—Qdy—#—Sd/)—f—T(lq,
S Jc

€en posant

(4
Ay=1 9 0 0 )
ox dy Op %

Or, pour des courbes gauches tracées sur des surfaces et,
en particulier, pour des contours fermés C portant des
cloisons S, il existe diverses notions géomélriques auxquelles
correspondent-des éléments différentiels de la forme

(1) Pde+Qdy +Sdp—+Tdg.

Telles sont notamment la courbure géodésique, la torsion
géodésique et la courbure normale.

Le second membre de (H,) exprime alors une telle cour-
bure (ou torsion) finte, totale, intégrale, pour tout le con-
tour C, cependant que le premier membre de la formule (H,)
est une intégrale double remarquable, a la fois par la cons-

titution symétriquhﬁlis_l/l/ar&prs]séOngdtBIs les cas que nous
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allons étudier et par I'expression simple qu’en donne préci-
sément le second membre de (H,).

Les égalités a obtenir ainsi sont, théoriquement, en
nombre illimité; les notions géométriques que nous venons
d’invoquer nous permettent d’en indiquer trois dont 'une,
due 2 Ossian Bonnet, constitue I'un des plus célébres théo-
rémes de la théorie des surfaces.

9. Courbure géodésique et formule de Bonnet. — Soit M
un point d’une courbe MK tracée sur une surface S, courbe
dont le plan osculateur en M est Q. En M, soient MT (co-
sinus directeurs o, (3, 7) la tangente (') a MK et U le plan
tangent a 8. MN (2, w, v) est rayon de courbure pour la sec-
tion normale TMN, T est centre de courbure en M pour KM

et le plan TMN, normal a MT, donne GM (9, %, &) droite
sur laquelle G, obtenu par prolongement de NT, est centre
de courbure géodésique en M pour KM. Si 'on projette KM
en LM sur U, le théoréme de Meusnier, appliqué au cylindre
projetant, nous montre que le rayon de courbure géodeé-
sique GM = p, est rayon de courbure en M pour la courbe

(1) Nous adoptons ici @, §, v pour cosinus directeurs de MT parce
que c’est la notation des Traités actuels (Picard, Goursat), cependant
que d’autres (Appell, Humbert) emploient a, @, y pour diriger la nor-
male 3 S, comme nous l'avons fait dans les pages précédentes. Cette
remarque suffira sans doute a éviter les confusions.
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plane LM. On a successivement

R= p,sin0, sinfl =a'o+ 8'y + v,
A @ R R e
2R W Ry &5 R
“—:fds:9dz+xd3+q,d~(,
- B v
e laiad ol
i ) G e
ds vdp—updy ddy—vdz puda—2Ndf
(2) Q_ — % - 8 = = .
Pe :

n I

Soit s = f(x, y) Péquation de la surface S. Nous sup-
posons la courbe MK définie par sa projection F(z, y)=o
sur le plan Ozy. On a alors

ds =pdr + q dy, Bl dz - Fydy =0,

dzi Sy dz i sds
Urs Foy ol pply "0
8 =F2+F 4+ (gF,—pF)p,
a—d—z—-—F—"’ B_'d s ”_é_qF;A—pFQ,
e R ke i o T A /
)\:——g, 11:—%, v:%, 82 =1+ p2+ g2

En se servant de 'un des trois derniers membres de (2),
on a aisément

P, F

ds _ 3| F. | pFu+gF, :
dp dg

Pe  A?| dF, dF, A28

Tel est V'angle élémentaire de courbure géodésique. Avec
les variables adoptées c’est une expression (1) en laquelle .

R A G F Fp|
@] ElF. R 5| m, F,
{yd Fe / /
S=A6(0F +ql‘,), T:—A_lg(pF'L+qF))'
On calcule facilement que

oL S

Api e SESRE e
LOBC BN BAC, S AT T

o By’ dg oy’ Tgpom g o 0e e e
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et, résultat que nous avions en vue, la formule (H,), avec
les expressions (3) de P, Q, S, T, devient d¢finitivement

ds rt—
fdw—/‘l;g f[ (11/'61’)/*//‘[{1{2

si Ry, R sontles rayons de courbure principaux en un point
quelconque de la cloison S. Le premier membre de (4) ne
peut étre réduit ala seconde intégrale, car celle-ci est singu-
liére comme on le voit aisément en supposant la cloison S
plane; au contraire, avec le premier membre de (4) sous la
forme indiquée, dw étant I'angle élémentaire dont tourne la
tangente MT & la courbe MK (qui est maintenant le contour
fermé C), aucune singularité ne menace plus la validité
de (4). Or cette égalité (4) est bien la formule d’Ossian
Bonnet.

Gaston Darboux a consacré de nombreuses pages a cette
formule (Swurfaces, t. 11I) en la déduisant, par la formule
de Riemann (B), de la théorie du triéedre mobile, mais il faut
alors quelque étude de cette derniére théorie pour préparer
= la démonstration qui, dans ces conditions, exige a peu preés
les mémes efforts que la précédente.

Ce qu’il y a d'intéressant, ici, n’est nullement une telle
comparaison de démonstrations; c’est le fait que la méthode
qui a donné (4) va nous donner des formules analogues pour
la torsion géodésique et la courbure normale.

Towarzystwa Naukowego Warszawskisgo

3. Cas de la torsion géodésique. — Sur la courbe MK
( fig. 4) soient un point M', infiniment voisin de M, et la
normale en M’ a la surface S. Cette normale fait avec le

plan TMN un ancle dz, dit angle de torsion géodésique
de MM'. On a

sindtg=o(A+dhi) + (. +dp)+ b(v+dv),
drig=cd\+ ydp+Vdy,

« B 7
drg= dk “dpidv i,
o2 At A9 ;
g IR Bdv—ydp yd\—adv  adp— ﬁd)\.
W A e 2 0 v

On différentie aisément les cosinus A, p, v déja écrits au
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paragraphe précédent, d’ou

go. = [+ g Fe — pg Fyldp + [(1 + pY) Fy — pgFis]dg
i M a3

Or ceci est encore une expression (1) ou P et Q sont nuls,
- SetT étant en évidence. On calcule que

oT i)
ap  dg
0S  [d\3 ok 0S  [d\3 oF
- e e
OT  /®\3 oL OT [/ ®\3 ot
5;=<z> ey d'=<A)Q_y’
en posant
/
S:%, t:%y P2 = Ff;—{—l‘/"

ce qui fait que £ et £ sont des cosinus directeurs pour la nor-
male au contour plan F =o.
On est alors en mesure d’écrire la formule (H,), soit

7 s —1 o
& s t 0 —1 ;
P13 A
J [ ke <3> dr dy = /d‘r”.
e R e e MY ¢ 0 Je
oxr Jdy
0 g 3 &

k. Cas de la courbure normale. — D’aprés le théoréme
de Meusnier, nous avons ( fig. 4)

MT = MN cosb ou R = p, cosb.
L’expression

ds _ cosb adp + Bdg
) £ =g e SR ek K
.:“ R \/|+[)‘3+(12

est dite angle élémentaire de courbure normale en M. Clest
une nouvelle expression (1) ou P et () sont nuls, alors que
147 F'
St=age s T =
Ag AS
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En rapprochant ceci des résultats déja obtenus, écrivons

;;d_s =Pydo + Q,dy + S;dp + T, dg,
d:;, = S, dp + Ty dg,
58 Sy dp + T, dq.
4 ©
Posons encere
Q:—S—;ﬁ;rr—;z———(pF + g F) )

Alors
dT;; ()S; g

ap dq 03

0S; 0S;

E=—P152, W—“"lez
Lt . aty
F;—_'Plrl?x W‘—_QITT

Et, dans ces nouvelles conditions, la formule (H;) devient

P QRIS R
/‘/sldc _//‘ g il o —I dra’_y:fé,
AR Ry G HRE @ e o c Pn
o e a0 PUGIERL

en désignant par do, R, R, 'élément superficiel et les rayons
de courbure principaux en un point de la cloison S.

On obtient une vérification simple de cette formule a
I’aide du cercle

2a3 = 22+ y?, F=2z+y2—b2=0

tracé, comme l'on voit, sur un paraboloide de révolution,
On calcule aisément

1
Q1S — Py Tyt = (22 +y’—’—a2) ’(1-—1’) 2
3

rt —s?
_—(‘T"_L)/!)i(x +_)"+(l) 2

0.5

Avec des coordonnées semi-polaires 7, 0, 3, tout le premier
membre de la formule en litige devient

b 5 S anb
a? f [ (r2+a? drdl = ——-
o 0 ya?+ b2
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Et quant au second membre, on voit immédiatement qu’il a
méme expression,

5. Remarques. — Les formules générales établies en les
deux paragraphes précédents n’ont point I'importance de
celle de Bonnet qui jouit de 'avantage, jusqu’ici non par-
tggé, d'étre de constitution purement géométrique. Elles
font cependant connaitre, d’'une maniére finalement simple,
des invariants intégraux superficiels qui, pour une cloison S,
s’expriment par la torsion géodésique ou la courbure nor-
male du contour C de S. Pour plus dé détails géométriques,
on se reportera aux Annales de la Faculté de Toulouse
(1913, second Mémoire).

ETUDE DE LA FORMULE (J).

6. Equation aux rayons de courbure principaux. —
Pour faire une étude rationnelle de la formule (J) du Cha-
pitre L, il est nécessaire de former une équation aux rayons
de courbure principaux en un point quelconque d’une sur-
face S, en ne faisant intervenir que les cosinus directeurs o,
B, 7 de la normale a S. Nous reprenons, on le voit, les
notations qui, dans les cinq paragrapbes précédents, n’ont
été abandonnées que tout a fait exceptionnellement.

Sur S, menons en M (z, y, z) la tangente MT et la section
normale

2 (X—2z)+y'(Y—y)+3(Z—35)=o,

en désignant par z’, y', 5’ les dérivées de z, y, 5 par rapport
a l'arc s de la section. En adjoignant, 4 I’équation de ce plan
normal, I'équation dérivée par rapport a s

2(X—2)+y"(Y—y)+3"(Z—3)=1,

on définit I'axe du cercle osculateur en M a la section.
Soient N(X, Y, Z) le centre de ce cercle et R son rayon. On
aura

X oW g =g R 1
% : A[j L Y . To 7.‘L'“+ ;ﬂ)"—‘f—‘{z”
Dérivant

kg o
ZJ‘—:—;_}’%—“’u =0,
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on conclut
, do

l_x ; ,r[{j ',d"'
R iR

Les dérivées de o, 3, y, par rapport a s, devant s'écrire
.’L:r.’L"—i— 1{\'}"'*““/:,5', Bf’;‘z‘r__s__ B")}r_,_ ,Bi-,;,, .{{E‘z_r_*_ “{/y}”-’*“ .{lzzr’

on voit que 1 : R est une forme quadratique en 2/, y', 5.
Chercher les rayons de courbure principaux, c’est chercher
le maximum et le minimum de cette forme quadratique
quand les variables ', y/, ' sont liées par les deux relations

oz’ + By’ +yz =o, 2+ Y2432 =1.

Or c’est la, pour les formes quadratiques, un probléme
tout a fait classique; on est conduit, pour définir les deux
rayons de courbure principaux, R, et R,, a I'équation du
second degré

Y 1 1 o
%z —R :(‘3;—%—1}) ;(]/LL.—{-'/.) Z
1 R (/l 1 I 1t ’
;(“y L) ny-ﬁ Tt Bz) B s
A o 1 - ]/ ar! ap! l -
e b o A
o B Yy 0

Celle-ci peut se simplifier, mais le plus commode est de
faire les réductions sur la somme et le produit des racines
considérés séparément. Utilisant I'identité

a2+ B2+ y2=1

et ses dérivées partielles en z, y, z, on a d’abord

I 1 / ' /
= =, BT
R, R, AP .

Clest la courbure moyenne de S.
Quant au produit des racines, il s'exprime par un déter-
minant simplifiable au moyen de I'identité

a(y — B )+ Bloh—1e) + Y (Be— ) =0
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et I'on obtient finalement

gl ol s o

I Be By Bz B
T L
G RN

Clest la courbure totale de S.

Ces expressions de la courbure moyenne et surtout de la
courbure totale peuvent étre encore simplifiées par des choix
particuliers des coordonnées et méme tout simplement en
convenant d’étudier la surface s = f(z, J), ce qul redonne
sans peine les formules habituelles; mais ici c’est precnse-
ment ce qu’il ne faut pas faire, car c’est sous la forme précé-
dente que les courbures vont intervenir dans ‘la formule de
M. P. Appell et dans la formule (J) qui révéle un invariant
intégral superficiel, lres eslhethue et général, qui n’a peut-
étre pas été remarque jusqu’a présent parce que la quesnon
n ’était pas prise sous un aspect suffisamment symétrique.

7. Le jacobien J et les J bordés. — Supposons toujours
que les cosinus directeurs o, 3, y de la normale a S soient
des fonctions de o z, conformément aux égalités

y )’» ’ ]

o B Y 1
e e e

Considérons le jacobien

/ / /

Qi RS

J ey B/ [/ A

P o AR v
i !

(' Yy- ¥

Il est identiquement nul puxsque o, 3, y sont des fonc-
tions non mdependantes mais ce jacobien, insignifiant par
lui-méme, n’en est pas moins une sorte de noyau générateur
pour des formules extrémement remarquables.

La courbure moyenne est la somme des termes de la
diagonale principale de J.

Le jacobien J, convenablement bordé, donne la courbure

totale 3
l 3

r J 8
B Ry it Y
gl e W 0
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et, par suite, le célebre invariant intégral de la formule

d’Ossian Bonnet
f ds
L KR,

Enfin J, bordé comme suit :

—1 o0 0
J o —1.®©
0 o —I
A=l ot B Uy o o 05k
gl A0 e 0 g
dr dy 0Jz O p dy
PeRu0 - SR EES i

donne la formule

[fAdcz [[Pdz+Qdy +Rds+Sdz+Tdp+Udy.
< Js Je

C'est la formule (J) du Chapitre 1. Elle contient évidem-
ment la formule d’Ossian Bonnet comme cas trés particulier
puisque cette formule de Bonnet a été déduite de (H,), cas
particulier de (H), et puisque (J) n’est qu'une formule (H)
rendue plus symétrique.

8. Formule de M. P. Appell. — Soient X, Y, Z trois
fonctions dont chacune dépend de z, y, 5, mais non de o,
B, y. Soient S, T, U nuls et

P=pfZ—vY, Q =yX —2aZ, R=aY —@X.

Alors de bréves transformations du A donnent a la for-
mule (J) une forme qui exprime que : La différence des
deux intégrales superficielles

ffs(ﬁ 5 W’g)(zx+ BY +yZ)jds, -

PR B 'Y St
i AR

o S MR

— = =lds
f_[ dx oy 0z

P vtk
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44 COURBURES DES CONTOURS ET CLOISONS.

s'exprime par Uintégrale de ligne, étendue au contour C
aes:

dz dy dsz
b, G CRLEh Y W
e et

C’est en ceci que consiste la formule de M, Appell. Si
I'on pose
SR WLk

I e el gl W A i
dn dr rJd_}/ l 9z’

le déterminant contenu dans la seconde intégrale double
peut se mettre sous la forme

<2}_ (JY+£)Z> ad.\' aaXy ey d2
d.z‘+d_y 03 _'< ano a0 dn

et I'on a la formule telle qu’elle a été donnée, par M. Appell
lui-méme, dans ’/ntermédiaire des Mathématiciens (1916).
Elle est susceptible de plusieurs démonstrations directes;
mais ce qui en fait surtout Pimportance est la structure de
la premiére intégrale double qui contient la courbure
moyenne, alors que l'intégrale double de la formule de
Bonnet contenait la courbure totale.

La formule de M. Appell contient des résultats géomé-
triques remarquables notamment quant aux extensions de
certaines formes du théoréme des projections.

Soient X, Y, Z constants et plus particuliérement cosinus
directeurs d'une direction fixe D. On a

I 1
\/L[<H—]+E>dc,_4[cos)\ds

si do, est la projection de do sur un plan P perpendiculaire
a D et A 'angle de la tangente en un point M de C avec une
direction perpendiculaire a D et a la normale en M a la
‘cloison S. : _

Si S est un plan, on a le théoréme classique du contour C
dont les éléments ds ont, au total, une projection nulle sur
une direction fixe.

Soient encore

Xo= 1o, Yo L= %,
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Alors
’ 1 i
20 = — + — )Jods +
f[<“x R [

Ici & est 'aire de S et o la distance de l'origine au plan
tangent. Si S est un plan, il vient

dz dy- dz
o

-
R e

¢ = 25 + foy + Y03,

gy, T2, 75 €lant les projections de o sur les plans coordonnés.
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CHAPITRE 1IV.
Erupe pE 1A ForMULE (H). TrRavaux pE M. E. GOURSAT.

1. Préliminaires. — Nous venons d’utiliser la formule (H)
[ou la formule (J) qui n’en est qu'une symétrisation | dans
des questions de courbure linéaire ou superficielle, tout
comme on utilisait la formule de Stokes ordinaire dans des
questions géométriques plus simples.

Il est naturel, maintenant, de se poser, au sujetde (H), les
questions classiques paltoul posées au sujet de (C) ou (D).
Ainsi nous savons qu'une intégrale double

f («F + G+ vH)ds,
() 4
[ [(—pF—qG+H)dzay
LY 8

n'est pas identifiable, en général, avec le premier membre
de (D) ou de (C). 1l faut, pour cela, qu’on ait

[ dF ! (E SR ﬁ —_—
(2) ¥ Tt o
Considérons, de méme, l'intégrale
(3) ff[K<rt—s-’)+Ar+Bs+CI+D]dzdy
/s

en laquelle chacun des coefficients K, A, B, C, D est d’abord
considéré comme une fonction absolument quelconque de
@, ¥, 3, p, q. A quelles conditions cette intégrale (1)
pourra-t-elle prendre la forme du premier membre de (H)
et n’étre par suite qu'une intégrale de ligne déterminée par
la connaissance du contour C de S et des plans tangents a S
le long de C? \

La question peut étre traitée de maniére directe (Annales
de Toulouse, 1912) mais elle rentre aussi dans les recherches
générales 51gnalees a la fin du Chapitre I. Elle a été résolue
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en premier lieu par M. E. Goursat dans un Mémoire Sur
quelques transformations des équations aux dérivées par-
tielles du secondordre (Annales de Toulouse, 19go2) prolongé
tout récemment par de trés importants développements Sur
le probléme de Bdicklund et les systémes de deux équations
de Pfaff (loc. cit., 1918).

La question est liée, en effet, de la maniére la plus intime
avec I'étude des équations, aux dérivées partielles, de Monge-
Ampére

(4) K(rt—s2)+Ar+Bs+Ct+D=o.

Nous devons nous borner ici & des indications trés rapides
réduites presque exclusivement a des expositions de résultats
susceptibles de wvérifications. L’étude des travaux de
MM. Goursat et Cartan s'impose pour approfondir nombre
de points délicats et d’ailleurs encore emplis de difficultés
insurmontées. :

2. Le systéme de M. E. Goursat. — Une seule condition
est nécessaire pour qu'une intégrale (1) ne dépende que du
contour C de S;la question analogue relative a I'intégrale (3)
en demande ct'nq‘ Reprenons la formule (H) et le déterminant

A
qui y figure, soit (
s t 0y 0 —1 ;‘\
r s o —1 0 5, 5
; AN RGeS &
d J J d o0 ke
or E a3 ap dyq -
PO R 8E A
£
<
Ce déterminant se développe sous la forme P
a
(5) K(re—st)+Ar+Bs+Cé+D; -
en posant
! V
I AN

f\_—_,/(l’.’p'_s;)_-_Q'p_S/y‘
li:q(R:,_T;‘)__p(R'l)_sr) O T L P’
C = p(Ty—R}) + Top— P,
:p(Q’z—R")__‘_q(Rl _I)/ )TQ,[—PI

Or, ceci ne permet point aux fonctions K, A, B, C, D d’étre

http://rcin.org.pl
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48 ETUDE DE LA FORMULE (H).

quelconques, car on peut vérifier qu’elles satisfont aux cing
relations

| X2(A) -~ XY(B) 4+ Y*(C) + D, — X(D},) — Y(D},) = o,
X2(K)+ X(B,— () X (G2 G D7, =0,
Fres XY (K)+ X (Ay)+Y(C)) + B, — D), = o,

(6)
Y*(K) + Y(B,—A}) + X(A}) + 24, — D%, = o,

0 < 0 < U " " ~n
$X(l\) +B?Y(I\)—|— I\z"r— B,)(/_ A,/l[‘— (4,)[): o,

en lesquelles on a posé, pour abréger I’écriture
pose, g ,

Les relations (6) sont dues a M. E. Goursat. Il resterait a
examiner si, lorsque ces conditions sont satisfaites, on peut
effectivement tirer P, Q, R, S, T des cinq relations précédant
le systéme (6); nous nous bornerons i répondre par une
affirmation, renvoyant aux endroits précités pour une démons-
tration détaillée.

Sila forme (5) se réduit a

D=—pF—gG+H,

les fonctions F, G, H ne dépendant chacune que de z, Ny
les conditions (6) doivent se réduire a 'unique condition (2);
c’est bien ce qui alieu.

3. Propriétés du systéme (6). — On coanait plusieurs
propriétés importantes du systéme (6), mais la recherche
générale de ces propriétés est une question qui semble
appeler de nouveaux travaux.

Quelques propriétés semblent d’abord indiquer que le sys-
téme, quoique compliqué, ne I'est peut-étre pas autant qu’on
pourrait le croire au début.

Si lon pose
M:B—fAj,dp—fC;,dq,

K@D X fAdp__YI/qu,
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TRAVAUX DE M. E. GOURSAT. 49

s systeme (6) prend la forme manifestement plus simple

XY (M) + N;— X(Nj,) = Y(Ny) =0,
X2(K)+ X (Mg)—Ng,=o,
— XY(K)+M,—Nj,=o,
Y2(K) + Y(M),) — V}’,,,:o

i 9 ;
E.\(K)—!—d[ (K)-+K.+ M=o,
L’assertion n’exige qu'une vérification. Pour tous ces cal-

culs, qui reposent sur 'emploi des opérateurs de dérivation
indiqués, on observera les identités opératoires

NEL vk iy L SO Oy i
Jdgq dg ap ap

Aol g O R e

dq l)q 03z op ap b4

Le systeme (6) ne donne, par dérivations, que deux
équations distincteés.

Ceci se vérifie aisément sur la forme (7) du systéeme (6).
Désignons respectivement par @, b, ¢, d, e les premiers
membres des équations composant ces systémes; on a

ape= XY (e) + X(cp)+ Y(eg) +cz,
b =X (e)-+chH
diy= Y(e) tuch

Donc, si I'on a identiquement ¢ = o0, e = o, il suit de la
qu’on a aussi identiquement

U=, b,=o0 d,

v . q = 0:

Le systeme (6) est composé par les opérateurs

0 u J J J d o
R /H ey ol ) — —_— —_—

dr (1} dJ 03 03 Jap ag

qui sont permutables avec 'un quelconque des suivants :

d J J o d d e d
PRy — — —
d.’l,‘, % dy’ 0z Jap U,. dr/ Y 0z

Scientia, n® 36. http //rCIn Org pI 4
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-Ces derniers, pourvus de coefficients constants et réunis
de maniére linéaire et homogéne, donnent un opérateur E
permutable aussi avec tous les opérateurs de dérivation figu-
rant dans (6). Il s’ensuit que si

KA B GD

forment un systéme de solutions pour (6), on pourra en
déduire le nouveau systéme de solutions

E(K), E(A), E(B), E(C), E(D).

De ces transformations infinitésimales, on pourrait, par les
raisonnements fondamentaux de la théorie des groupes,
s'élever a des transformations finies dépendant de constantes
et méme de fonctions arbitraires. Une infinité d’invariants
intégraux, de la forme (3), peuvent étre considérés comme
partageables en classes, ceux d’une méme classe étant liés
par I'une des opérations que nous venons d’esquisser.

k. Equations de Monge-Ampére. — Soit a déterminer une
surface sur laquelle chaque élément 2, y, sz, p, ¢ satisferait
aux deux relations différentielles -

I dz +) dy +~Lds+Mdp+Ndg = o,

5
() Pdz+Qdy+Rds+S dp+Tdg =o.

Bien entendu, on aurait aussiidentiquement sur la surface

s dv+tdy —dg = o,
rdr +sdy —dp =0
pd:v—i—’qd_y—dz =0

qui, de ce fait, serait surface intégrale de I’équation aux
dérivées partielles

AT S o —1
P —1 o
(9) T S A o gy B
. A S M N
1 R O ol < &

S T,
http://rcin.org.pl
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Or c'est la I'équation générale de Monge-Ampére définie,
d’aprés les théories de S. Lie, par 'un des systémes de carac-
téristiques, savoir le systeme (8) (c¢f. E. Goursar, Lecons
sur les équalions du second ordre, . 1, p. 49-51). Rappe-
lons que si, partant d’une équation de Monge-Ampére (4),
on tente de mettre les caractéristiques en évidence, on trouve,
en général, deux systéemes tels que (8).

Partons maintenant de I’équation (9) que nous dirons étre
du type de Lie pour rappeler sa genése et sa forme, et
convenons de remplacer 'avant-derniére ligne du détermi-
nant par la ligne d’opérateurs

0 0 RN g
gl i

Nous aurons la nouvelle équation de Monge-Ampére

s t 8] (8] —1
/g3 s 0 —I 0

(10) £
d

Jr

P

(-9
© Sl
Q
¢
N
=9
Q

que nous dirons étre du type de Bicklund. D'aprés (H), sur
les surfaces intégrales de (10), la forme -

(11) Pdr +Qdy+Rds+Sdp+Tdg

est une différentielle exacte. On trouve une équation (10) au
point de vue géométrique quand, partant d’une surface X
formée d’éléments 2, y, z, p, g, on veut lui faire correspondre,
par des formules telles que

(12) z' =z'(x, ¥, 5 p;q) Y'=y(=zy 3 p; q),
Plzp'('ra.yv P, q) ‘I'=‘7'(2‘,}’75yP"1)v

une surface X' sur laquelle p’ d2' + ¢' dy' serait une différen-
tielle exacte z’. En exprimant la chose avec les variables
Zz, ¥, 3, p, ¢, c'est-a-dire sur X, on a bien une équation (10).

Si, les équations (12) prenant une forme implicite quel-
conque entre z, y, 3, p, g et &', y', 5, p', ¢/, il arrivait, a la
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fois, que p'dx' + ¢'dy’ soit différentielle exacte sur X et
p dzx + q dy différentielle exacte sur X', il y aurait transfor-
mation de Bdicklund('). Mais nous devons nous borner ici a
cette simple mention, renvoyant, pour I’étude de ces trans-
formations aux Mémoires précités de M. Goursat et particu-
lierement a celui de 1918 qui apporte a la théorie de grands
et définitifs progrés ainsi que de nombreux exemples ().

5. Forme intégrale d’'une équation de Monge-Ampére.
— L’équation (10), du type de Bicklund, est-elle aussi com-
plétement generale que ’équation (9) du type de Lie? Certes,
en passant de( )a (10), on a supprlme cinq fonctions arbl—
traires, mais 1l en reste encore cing, alors que I'équation de
Monge-Ampére (4) n’a que guatre coefficients distincts. On
pourrait donc croire, de ce fait, que (10) est aussi générale
que (4).

Cependant il n’en est rien.

Multiplions (4), par un facteur A(x, y, z, p, ¢), et essayons
de I'identifier avec (10). Il faudra que % satisfasse a un cer-
tain systéme en ) qui s'obtient en remplacant K, A, B, C, D,
dans le systeme (6), par K2, A%, Bi, Ci, D). Ainsi 'unique
facteur 1 devrait satisfaire a cinq équations qui, a vrai dire,
peuvent se réduire a deux par des dérivations, mais, en

(') Albert-Victor Bicklund, né en 1845, astronome a I'Observatoire,
puis professeur et recteur de I’'Université de Lund (Suéde). Ses travaux
sur la transformation des équations aux dérivées partielles ne repré-
sentent qu'une petite partie d’une activité scientifique qui d’ailleurs
ne cesse point.

EEn France, les transformations de Biicklund ont été étudiées non
seulement par M. Goursat, mais par les éléves-de ce dernier. Parmi
ceux-ci il faut accorder une mention spéciale 4 Jean Clairin (1876-1914),
professeur a la Faculté des Sciences de Lille, tué a I'ennemi. [Cf. K'loge
JSunébre, par M. GoURsAT (Séances de la Societe matheématique, 1916).]

J. Clairin proposa une premiere classification des transformations de
Bicklund (A. E. N., These, 19o2). Il compléta ce travail en divers
Mémoires (S. M, 1902, 1904, 1905, 1913. — A. 7., 1g03. — A. E. N
1913). Il étudia, comme cas particuliers, plusieurs transformations
connues [de Laplace, de Moutard, de Lucien Lévy (S. M., 1905)]. A la
veille de la guerre il publiait des notes pleines d'intérét (C. R., 30 mars
et 27 avril 1914) ou il considérait notamment des transformations de
Biicklund entre équations non linéaires.

(*) M. Goursat, dans le Mémoire de 1go2, appelle probléme de
Biéicklund celui qui revient a la construction de l'équation (10) et,
dans celui de 1918, emploie la méme dénomination pour désigner la
recherche des transformations de Bicklund. Cette seule remarque ¢évi-

tera toute confusion. http//rC|n0rgp|
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général, ces deux derniéres seront indépendantes et ceci,
toujours en général, empéche I'existence de A.
Cette constatation entraine immédiatement une autre
quesllon
Puisquel'équation de Monge-/ \mpere la plus générale n’est
pas du type de Biicklund (10), c’est-a-dire n’est pas du type
intégral .

(13) o= [Pdz+Qdy+Rds+Sdp+Tdy,
Jc

quelle est la forme, analogue a (13), qui serait celle de
I'équation généralé?

La réponse est simple.

Toute équation de Monge-Ampeére peut étre mise, d’'une
infinité de manieres, sous la forme intégrale

(14) f[(-)d.rd_y: /l’(1x+Qdy+Rdz+Sdp—+—qu.
'S </ C

C’est surtout par ce théoréme que I’étude des équations de
Monge-Ampére est intimement rattachée a I’étude de la for-
mule (H) et des intégrales doubles. En appliquant la for-
mule (H) a 'équation (14), on Pécrit immédiatement A—0),
en désignant toujours par- A le déterminant qui figure dans
(H) et © étant une fonction de 2, v, :., P, q tout comme |'une
quelconque des fonctions P, ), I{ , T. Mais ceci n’est que
la réciproque du théoréme énoncé; pour le théoréme lui-
méme et pour la mise effective d’une équation quelconque de
Monge-Ampére sous la forme (14), nous renverrons aux
Annales de Toulouse (1913, p. 323).

6. Classifications. — La classification des équations de
Monge-Ampere repose généralement sur la réduction, a des
formes canoniques types, des formes différentielles consti-
tuant les équations des caractéristiques. On peut évidemment
faire quelque chose d’analogue en passant par 'équation (14),
puis par (13) et par des types (13) ou la forme (11) se réduit
de plus en plus simplement. Quand (11) prend la forme wu dy,
ou « et ¢ sont fonctions de x, y, 5, p, ¢, 'équation admet
une intégrale intermédiaire u — ¢(v). Elle rentre alors
indifféremment, et de maniere également aisée, soit dans le

type de Lie, soit thH )} )((;el;_lle(l)ii.lél\lﬁild. Elle a ainsi 'une
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des deux formes

s t o 0 —~1I
7 s o —1 o
P g —1 () 0 LY

Ui s ¥ UL

PP g

) t o 0 —1

7 K —1 o

P q —1 ) o R,
d Jd J “0 o

oz dy 9z Op I

uy!

’ /
uvly uel uvy uv G

P

Reconnaitre si une équation de Monge-Ampére admet une
intégrale intermédiaire est une question classique pour
laquelle nous renverrons encore aux Lecons de M, Goursat.

Si I'on s’éléve au type de Biicklund (13), on y trouve le
plus grand nombre des équations les plus importantes de
I'’Analyse et de la Géométrie : par exemple, I'équation de
Laplace r +- ¢ = o0 et I'équation des surfaces minima. Mais
reconnaitre si une équation de Monge-Ampére estdu type (13),
c’est-a-dire de la forme A — o, est un probléme de haute dif-
ficulté qui exige l'intervention du systéme en ) dont il
a été question au paragraphe précédent et dont la considé-
ration appartient toujours a M. Goursat (Anrnales de Tou-
louse, 1902).

Nous terminerons ce Chapitre en montrant que le systéme
en A contient comme cas trés particulier le systéme de quatre
équations auquel satisfait la partie réelle (ou la partie pure-
ment imaginaire) d’une fonction de deux variables complexes.
Ce nesera pas le rapprocher d’un systéme d’étude facile, mais
cela nous fournira une liaison remarquable pour passer au
Chapitre suivant.

7. Le systéme en 1 et les fonctions de deux variables
complexes. — Cherchons s'il existe un multiplicateur 2 qui
permettrait de mettre I'équation de Laplace r 4 ¢ = o, ou
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sous la forme A — o, Le systéme en X se réduit a

X2(A) 4+ Y2(A) =o,

— X(A,) + Y(AD) + 22y =0, :
X (M) + Y(Mh) =0,

— Y(A,) + X(Xp) + 2N, = o,

Aze+Xpp=o0.

En ajoutant la seconde et la quatriéme équation, on voit
que 2, —.0; donc % ne peut contenir explicitement z. Dans
ces conditions il reste

02 ), A R 02\ aX7 b
0x2. - oyr ) drop dydg
(15) iy ' .}" ‘P Y 99
02\ 02 A 02 A IEDN
S S oy

[H o3 N S Py NSNS + _.
Jx d9q dy op dq? op*

C’est bien le systéme vérifié par la partie réelle ou par la
partie imaginaire d’une fonction des deux variables

u=a+1iy, v = q—+ip.

Comme le remarque M. E. Picard (7T'raité d’Analyse, t. 2,
2¢ éd., p. 257), ce systéme ne s’est guére prété a une étude
directe et ceci n’est pas encourageant quant a I’étude du sys-
téme en . On peut cependant trouver un assez grand nombre
de solutions particuliéres de systémes en A particuliers cor-
respondant a des équations de Monge-Ampére que I'on sait
étre de la forme A = o.

Quant aux résultats qui viennent d’étre exposés a propos
de ’équation de Laplace, ils peuvent s’interpréter de diverses
manieres. Ainsi, A satisfaisant au systéme (15), l'intégrale

//‘)k(z',y, q,p)(r—+t)drdy
Js

est invariante pour toutes les déformations de la cloison S
qui en conservent le contour et les plans tangents le long de
ce contour.

Plus symétriquement, si I'on pose
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on a

_[/lr,(r—*—t)dzdy [tbd.z‘—‘l d‘}’,

f/j_“,(r—f—t)dzdy»[‘Ilex+fl)dy.

!

M. E. Picard remarque encore (loc. cit.) qu’il y a une trés
grande différence entre les fonctions ® et W suivant qu’elles
proviennent d’une fonction d'une seule variable complexe ou
d'une fonction de deux variables; dans le premier cas, elles
sont solutionsdel'unique équation de Laplace ; dans le second
cas, elles sont solutions d’un systéme de quatre équations.
Cette différence disparait de facon curieuse sil'on se propose
de considérer @ et W non plus comme des solutions, mais
comme des multiplicateurs ). Alors peu importe que ® et W
proviennent d’une fonction d’une ou de deux variables com-
plexes; ce sont toujours des multiplicateurs 4 pour I'unique
équation de Laplace.

8. Généralisations. — Pour les généralisations des ques-
tions de ce Chapitre, il nous faut surtout renvoyer aux tra-
vaux de MM. Goursat et Cartan, ce que nous avons déja dit
a la fin du paragraphe 1. Mais I'usage des déterminants sym-
boliques permet aussi d’apercevoir trés intuitivement d’inté-
ressantes extensions. Ainsi les équations des caractéris-
tiques (8) peuvent étre étendues @ un plus grand nombre de
variables, d'ou des équations (g), analogues a I’équation de
Monge-Ampére, mais écrites avec des déterminants d’ordre
plus élevé. Dans ces déterminants, des lignes de fonctions
arbitraires pourront étre remplacées par des lignes d’opéra-
teurs de dérivation. Done, dans les équations aux dérivées
partielles d’ordre supérieur et a un nombre quelconque de
variables, le parallélisme entre types de Lie et types de
Bicklund pourra étre poussé fort avant. Clest d’ailleurs, si
I'on veut, un parallélisme de nature physique ot I'on invo-
querait, d’une part, la théorie des ondes, de l'autre, la
théorie des tourbillons.

Dans la Physique qui se développe maintenant, au jour le
jour, de facon si profonde et curieuse, on observe continuel-
lement ce parallélisme entre expressionssymétriques formées,
d’une part avec des lermes ordinaires, d’autre part avec des
termes symboliques qui sont généralement des opérateurs de
dérivation. A ce sujet, on se reportera encore a I’Ouvrage
de M. Th. de Donder cité a la fin du Chapitre I.
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CHAPITRE V.

LA FORMULE DE STOKES SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES.
Travaux DE M. EMILE PIcArD.

1. Le théoréme de Cauchy-Poincaré. — On sait que le
théoréme de Cauchy sur la nullité de l'intégrale de f(s)d=
le long d’un contour fermé a été étendu par Henri Poincaré
aux fonctions de deux variables complexes (Acta mathe-
matica, t. 1X). Depuis, le théoréme a élé repris et réexposé
de bien des maniéres; nous réexposons ici et trés briévement
une démonstration qui repose sur l'identité fondamen-
tale (A). ;

L’identité (A), du Chapitre I, conserve évidemment un
sens si-l'on y pose

(‘) X=X1(xv.7)+ix2(”:.}’), Y=Y1(Ta.}’)+lY2(1‘y}’),

car on peut alorslascinder en quatre formules dont chacune,
exprimée en @ et y, est une formule de Riemann (B) o tout
est réel et qui peut étre établie comme (B)I'a été d’abord.

On peut maintenant imaginer, dans (A), une substitution
analogue a (1), mais faite en deux fois. On considérera
d’abord deux variables complexes

u=uy(z, y)+ tus(x, y), 0 = vi(x, y)+in(z, ¥),
<«
puis I'on posera
X= X(“v V) e xl(“’h Uy V1, Vz)—!— ixz(uly Uy V1, "2)’

Y = Y(u, ¢) = Yq (@1, uz; 01, va) + t Yo (&q, Us; 91, 92).

Finalement, X et Y sont bien exprimables en 2 et
puisque u,, u,, ¢, ¢, sont fonctions de z et y. Mais, si 'on
passe seulement de X, Y & «, ¢, on a une formule de
Riemann :

90 0P T :
(2) f/;(;a——(j—v>¢{udt)_f;;Pd¢t+de,
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58 CAS DES SURFACES ALGEBRIQUES.

ou S est la variété (a deux dimensions dans I'espace a quatre)
(3) wmi=uw(@,y), e1=vi(@,y), Us=Us(Z,y), ¢a=02(Z, ),

variété dont le contour C dépendra d’une relation convenable
établie entre z et y. !

Or la parenthése de Vintégrale double de (2) est une
fonction quelconque de u et ¢, soit f(u, ¢). Nous venons
donc de redéfinir I'intégrale double d’une fonction de deux
variables complexes étendue a une variété S ou, pour mieux
dire, a une cloison S appartenant a la variété (3), cette inté-
grale double ne dépendant que du contour C de S.

Ceci redonne immédiatement le théoréme de Cauchy-
Poincaré et est méme un peu plus complet.

Si, dans l'espace & quatre, on considére une variété a
deux dimensions fermée, on peut diviser celle-ci en deux
parties, A et B, séparées par une [rontiére Cs Les intégrales de
flu. ¢)dudy prises sur A et B, du cdté extérieur a la va
riété, seront égales en valeur absolue mais de signes contraires;
leur somme sera nulle. Donc l’intégrale de f(u, v)dudy,
prise sur toute une variété a deux dimensions fermée dans
Uespace a quatre, est nulle. C'est la forme genelalement
adoptée pour le théoréme en vue.

Mais, d’une maniére un peu plus générale, on peut demander
quelle est la valeur de la méme intégrale double quand on
intégre non sur toute la variété fermée, mais seulement sur
une portion de cette variété, portion limitée par une frontiére
fermée C. La réponse est alors donnée par la formule (2). Et
il est fort remarquable que le théoréme de Cauchy—Poincar'
etlaformule de Riemann convenablementinterprétée plussenl
étre considérés comme choses identiques.

La démonstration précédente s’étend sans peine aux fone-
tions de n variables complexes.

De plus, non seulement la formule “de Riemann, mais la
formule de Stokes et toutes les extensions 1nd1quees au
Chapitre I, subsistent quand on imaginarise les variables. En
bloc, ceci résulte du fait que ces formules correspondent a
I'identité (A) par des transformations qu’on peut toujours
considérer comme analytiques.

2. Les transformations singuliéres de l'identité fonda-
mentale. — Non seulement le théoréme de Cauchy-Poincaré,
mais, en somme, tout ce qui est exposé¢ dans le. présent
opuscule est rattaché aux transformations de lidentité
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fondamentale (A). Mais les transformations employées
~ jusqu’ici nel'ont été, pour ainsi dire, qu’en bloc, sans aucun
détail distinguant quelques-unes de ces transformations
parmi 'ensemble. La question des singularités, notamment,
n'a jamais été envisagée. Il resterait cependant a faire sur ce
point une ceuvre capitale.

Soit la transformation

s LBy ) i
(4) A\—m’ Y=Y(z »)

qui est absolument quelconque et'générale a cela prés que,
dans X, on a mis en évidence la ligne d’infini 2 — a ().

Le déterminant de cette transformation, lequel s'introduira
dans Dintégrale double transformée de Dintégrale double
de (A), s'écrit sans peine

L (r— a) (B — B Y — (VoY)
s (z—a)?

A

avec o et o’ représentant respectivement a(y) et (96

Sans aller plus loin, un premier point doit retenir
I'attention. La ligne d'infini introduite dansX n’existe pas
forcément dans Aj; car le numérateur de A peut étre divisible
pani(x-—a)t. !

Les conséquences de ce fait sont prodigieuses et absolument
hors de proportion avec I'impression lrés élémentaire que
donne la constatation soulignée quand on I'envisage pour la
premiére fois. Ainsi cette constatation conduit trées directe-
ment au théoréme d'échange du parametre et de U'argu-
ment qui, combiné avec le théoréeme d’Abel sur les sommes
symétriques de différentielles algebriques, donne la solution,
selon Weierstrass, du probléme de I'inversion.

De plus, le méme fait crée la principale et énorme difficulté
relative a la délermination du nombre de certaines inté-
grales doubles distinctes attachées a une surface algébrique.

Mais reprenons la question ou nous I"avons laissée.

Pour que le numérateur de A soit divisible par z —a, la
condition est

' Yo (2, ¥)+ Yy(a;y)=o.

Pour exprimer que ce méme numérateur est divisible
par (x— )%, nous écrirons que sa dérivée partielle par
rapport & z s'annule pour z=a(y). Tenant compte du
résultat déja oblenu et omettant d’écrire des termes manifes-
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tement nuls pour x = ¢, on a une seconde condition qui
peut s’écrire

Yo (o 7) 7= fb(a y)+¢(a y) Yo(2, y)=o0

ou bien ;
®(a, ) Yol(a, ) =0C

en désignant par C une constante arbitraire. I.a combinaison
des deux conditions trouvées nous en donnera une troisiéme
que nous écrirons par raison de symétrie et nous aurons ce
théoréme :

Le déterminantAne contient paslaligned’infinix —o(y)
quand sont satisfaites deux quelconques des trois conditions

G0 NS _y)—+—Y (a,.7) =0,
(5) P(2, 7)Y (2, ) =C,
®(a, 7)Y} (0 y) =—2'C.

3. Exemples. Echange du paramétre et de I'argu-
ment. — Appliquons les formules (5) a la réobtention d'un
résultat connu. Dans (4) prenons d’abord

; 1y \/"' dx
A @) — — F—
v L) e W L)

et considérons I'équation différentielle

dx

(6) dY = m L—::o
: Vi) V()

dont nous supposerons connue une solution particuliére

z=0a0n(y).

Il n’est pas nécessaire de préciser dés maintenant la nature
de f et de a,,.

Avec ces Y et a,, la premiére equatlon (5) est identique-
ment satisfaite. Aux @® donnés ensuite par les deux autres
o,quauons (5) correspondent deux formules non distinctes
qui ajoutées (la premiére étant multipliée par m) donnent

e [\dY /f Vix, v)dzdy
2(x —am )2V f(@)f(y)
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en désignant par V (z, y) I'expression
(2 — ap)[m2f'(z) + 24, f(¥) + dpf (¥)] —2m2f(z) + 2a'2f(y)
et en posant alors

iy fez) ek y/./'(y)’

X =
X — %yp

(8) ~Y {] < o d
Y =m / — S / ,,,_,L,r‘_ .
VIiy) J, V(=)

o

D’ailleurs, la formule (7) étant écrite, il est bien simple de
la vérifier en faisant la substitution (8) dans I'identité
fondamentale (A). On vérifie ensuite, tout aussi facilement,
que V(z, y) est divisible par (z —a,,)%.

Nous sommes donc en possession d’une formule (7) du
type exceptionnel dont I'existence a été indiquée au para-
graphe précédent. Si 'on met le premier membre de (7) sous
la forme

[ P dx + Q dy,
i

les coefficients P et Q ont la ligne d’infini = «,,, ce que le
second membre n’indique plus si la division de V(a, y)
par (z— a,,)? peut étre effectuée.

Avant d’aller plus loin, insistons sur le cas.ott m =—1.

La solution # = 2,,(y) peut étre sunplement G e b TRY le
premier membre de (7), a un terme prés qui est l‘mleﬂrale
d’une différentielle exacte, peut maintenant s’écrire

(9) /._‘/'_1"/’, X3 VI(y) da
%4 (2~ y)Vfiy) (;(IA)')\/j—‘(;c)

Cette différence d’intégrales symétriques est égale a
V(z,y)drdy
(10) / E
Jg (x —y W f (@) f(y)
avec

Vi{z, 3) = (2 — 1) [f' (=) +F () —2/(2) 42 f(r)

St f est un polynome, ladivisionde V(z,y) par (z — y)*
est évidemment possible en termes finis; s¢, de plus, C est un
rectangle a cdtés paralléles aux axes Oxy, Uintégrale
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double (10) est une somme de produits de la forme

f xm dx yrz d},
Vi) V()

et, par suite, il en est de méme de la différence (g).

Tel est, entre intégrales hyperelliptiques, le théoréme
d’échange du paramétre et de l'argument.

Ce théoréme a été apercu par Legendre, au moins dans le
cas des intégrales elliptiques; il fut ensuite I'objet de dévelop-
pements considérables dussurtouta Abel, Jacobi, Weierstrass,
Hermite. On le trouvera, sous la forme que nous venons de
rappeler, dans les OFugresde Charles Hermite (t.II, p. 202).

Observons aussi que I'égalité des expressions (g) et (10)
peut étre obtenue directement en effectuant la transfor-
mation

s

'.—.—, )‘ x
x o Y@ 7). Y=/ . da
z—y el T e

sur l'identité (A).

Enfin reprenons (7) pour mettre en évidence un point qui
est encore d’importance primordiale : les égalités telles que
(7) tendent a se séparer en catégories dont [’exisience
dépend de conditions de nature arithmétique.

Précisons I’hypothése de f polynome en admettant que ce
polynome soit du troisi¢cme degré.

Alors (6) est I'une des formes de équation différentielle
relative a la multiplication des fonctions elliptiques. Si m est
entier, il y a multiplication ordinaire; mais pour certaines
formes de f, c’est-a-dire pour certaines formes arithmétiques
des coefficients de f, m peut étre imaginaire et il y a multi-
plication complexe. Cette derniére multiplication n’existera
donc pas toujours pour un polynome f, du troisiéme degré,
écrit au hasard.

Par suite, il y aura en (7) une catégorie de formules qui
s'augmentera ou ne s’Taugmentera pas d’une seconde catégorie,
suivant que les fonctions elliptiques définies par f admettront
oun’admettront point la multiplication complexe. Rappelons
que, dans les deux cas, z = a,, () est une fonction ration-
nelle de y, si bien que toutes les formules (7) donnent des
intégrales doubles portant sur des expressions ne contenant
d’autre irrationalité que le radical mis en évidence.

Au lieu de formules (7) on peut évidemment tenter d’en
obtenir d’autres en partant d'une équation différentielle
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autre que (6) et de certaines de ses solutions particuliéres
auxquellesondevra généralement imposer certaines conditions
de rationalité ou, tout au moins, d’algébricité si I'on veut
limiter les singularités algébriques de nos intégrales doubles
a pseudo-ligne d'infini et si I'on veut surtout pouvoir
effectuer, en termes finis, la division relativea cette pseudo-
ligne. Ainsinous pouvons tenter d’obtenir des généralisations
du théoréme d’échange entre le paramétre et 'argument,
théoréme qui, pris sous sa forme la plus ancienne, est déja
transformé de maniére intéressante en (7). Mais, pour aller
plus loin, il faut entrer dans le champ des équations
différentielles algébriques a solutions particuliéres soumises
a des conditions algébrico-arithmétiques, champ hérissé de
redoutables difficultés. Et ceci semble étre I'inévitable sil’on
veut classer les intégrales doubles attachées a des surfaces
algébriques.

. Intégrales ‘doubles attachées aux surfaces algébri-
ques. — Soit une surface algébrique d’équation
(11) F {290, 2 )==00i

L'intégrale
(19) j [‘I’(z, X, B)awdy,
'S

out @ est une fonction rationnelle de z, y, z, est attachée a
la surface (11) du fait que le z que contient @ est le = de
cette surface.
Considérons de plus Pintégrale
| RS LD

Y

(13) f[ L9 R
o 0. ay 0% }

s z
Bt €Y

Si le déterminant qu’elle contient s’exprime rationnelle-
ment en 2, ¥, z, ce (ue nous supposerons, cette inlégrale
parait tout a fait analogue a (12), mais il faut cependant I'en
distinguer du fait qu’elle peut étre exprimée par l'intégrale
de ligne

szlx+Qdy+Rdz,
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en vertu de la formule de Stokes qui, comme nous l’avons
remarqué a la fin du paragraphe 1, s’applique tout aussi bien
au cas ou z, y et, par suite, z sont des variables complexes.
Et d’ailleurs Pintégrale (13) n’est pas précisément attachée
a S en ce sens qu'elle restera invariante si, S étant sur CiL)
une cloison @ frontiére bien déterminée C, on remplace
cette cloison par une autre ayant simplement méme
frontiére.

Bref, il y a des raisons pour ne pas considérer (13) comme
une véritable intégrale double attachée ala surface (11). Parmi
d’autres, on ne la comptera point et des intégrales (12) ne
seront considérées comme distinctes que si elles ne font point
partie d’une forme linéaire, a coefficients constants, égale a
une intégrale (13). L'étude de telles distinctions conduit
évidemment a chercher si une fonction rationnelle D(z, ¥, 2)
peut se mettre sous la forme

PSR AN

T J Jd J

(14) e ML e il |
Z o gl Tl ) 5
P QO I5R

Nous retrouvons ici, sous des espéces plus précises, le
probléme des invariants intégraux géométriques illustré, au
Chapitre II, par d’élégants exemples. Il était alors intéressant,
et d’ailleurs relativement élémentaire, de constater que
certaines intégrales doubles, a origine géométrique (telles
les différences de volumes a facette commune, les angles spa-
tiaux, les aires sphéro-coniques de M. Humbert, les volumes
canaux de M. Kenigs, les sommes abéliennes de volumes
coniques, etc.), se résolvaient finalement en intégrales de
ligne. Ici il faut se poser des questions analogues pour dis-
tinguer et classer les intégrales doubles attachées aux sar-
faces algébriques, mais avec des difficultésnouvelles, spéciales
et trés grandes.

L'expression (14) ne perd rien de sa généralité en suppo-
sant R = 0; on peut méme alors ’écrire

) d
'(;;Q(‘I‘r.yy“)_(j?l)(‘ry_yvz)’

]
mais ce ne sera qu’une convention abréviative puisqu’il
faudra, en effectuant les dérivations partielles, traiter z
comme fonction de z et y définie par (11).
Et,en cherchantsi®(z, y, z) peut prendre la forme (14),
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il'ne faudra pas oublier que P, Q, R pourront avoir des
infinis qui ne seront indiquésen rien par la forme de ®.

Ainsi la formule (7), quand «,, est rationnel, donne des
intégrales doubles (12), de construction rationnelle, attachées
a une surface (11) qui a alors pour équation 3* = f(2) f(y).

Comme nous Pavons déja dit, il y a, sous une telle intégrale
double, un quotient de V(z, y) par (z —a,,)?* qui, considéré
comme effectué, peut ne conserver aucune trace du diviseur.

La difficulté soulignée est de beaucoup la plus redoutable
dans le probléme du dénombrement et de la classification des
intégrales doubles algébriques.

D’ailleurs, ces questions renferment non seulement des
difficultés, mais encore des propositions d’apparence para-
doxale. Ainsi des quotients de V(xz,y) par (x—a,)
peuvent non seulement perdre la ligne d'infini x = a,,,
mais encore Uadmettre pour ligne de zéros. C'est le cas du
V(x, y)de(7) qui est divisible non seulement par (z — a,,)?
mais par (z — o,,)%; il s’ensuit naturellement que le V(x, y)
de (10) est divisible par (z — y)3.

Ainsi, si Uon considére des formules de réduction entre
intégrales de surface, revenant a des égalités entre inté-
grales (12) et (13), il peut arriver non seulement que
®(z,y,3) ne contienne pas des lignes d'infini contenues
dans P,Q,R, mais que ces lignes d’infini soient lignes de
séros pour ®(x,y,3).

Ce paradoxe, quand il existe, "doit évidemment ayoir
quelque avantage ; les lignes d'infini de P,Q,R ne sont plus
aussi profondément cachées puisqu’on peut les chercher
parmi les lignes d’évanouissement de @.

Que de recherches s'imposeraient encore sur de tels points!

5. Résultats de M. E. Picard. — Nous n’avons point fait
de citations, dans les trois derniers paragraphes, pour
interrompre le moins possible des raisonnements délicats; en
fait, les citations doivent renvoyer toutes aux Fonctions
algébriques de deux variables indépendantes de M. Emile
Picard qui, dans cet imposant Ouvrage, a d’ailleurs men-
tionné la part due a des efforts venus de I’école italienne.

L’exposé des pages précédentes ne fait que représenter des
résultats de M. Picard avec l'intention d’élémentariser le
plus possible un sujet qui cependant ne peut I’étre beaucoup.

C’est ainsi que nousavons rattaché les théorémes d’échange
a I'identité fondamentale (A) et essayé quelques comparaisons
avec les problémes géométriques du Chapitre II.
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Disons que nous venons d’essayer d’exciter I'intérét -en
présentant comme curieuses, exceptionnelles ou méme para-
doxales des propriétés qui sont plutét normales parmi les
intégrales doubles algébriques que M. Picard dit étre de
seconde espéce. Le célebre géométre leur accorde une prédi-
lection marquée et c'est certainement sur celles-ci qu’il
convient de concentrer le plus d’efforts.

La question consistant a mettre ® sous la forme (14), qui
peut paraitre si simple au premier abord, tientla plus grande
partie du Towme II des Fonctions algébriques. Ce n’est donc
pas dans le modeste et présent opuscule qu'il faudra I'étudier,
mais peut-étre y aurons-nous conduit quelques lecteurs nous
ayant d’abord suivi en des pages beaucoup plus élémen-
taires.

FIN.
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