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Vorrede,

Man wird sich heutigen Tages wohl dariiber einig sein,
dafs der Unterricht in der Geometrie nicht den Zweck
hat, die Schiiler nur ein System der Geometrie zu lehren,
sondern vielmehr den, dieselben fiir die Auflisung geo-
metrischer Constructionsaufgaben geschickt zu machen.
Die Auflosung solcher Aufgaben ist eine vorziigliche Ubung
im logischen und consequenten Denken, und aufserdem
kommen unter den iibrigen auf dem Gymnasium gestellten
Aufgaben keine vor, die sich in #hnlicher Weise voll-
stindig und erschopfend von einem Schiiler behandeln
lassen.

Das vorliegende Lehrbuch der Planimetrie von Dr.
Julius Petersen ist nach meinen Erfahrungen und An-
schauungen vorziiglich geeignet, dem oben genannten
Zwecke zu entsprechen. KEs ist kurz, ohne irgend etwas
Wesentliches auszulassen, emfadl und anschaulich. Durch
seine Kiirze erleichtert @ ~dem" Schiiler Lernen und Re-
petition; Anordnung und Auswahl des Lehrstoffes und
der Aufgaben sind so, dals die Aufgaben die erlernten
Lehvsitze nicht nur einiiben, sondern auch ergiinzen.
Abweichungen vom Herkommen finden sich nicht wenige.
Ich bin aber iberzeugt, dals dieselber zeitgemils sind,
und dafs eben hierin zum Teil die Vorziige des Buches
liegen.

I
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Die Grenze zwischen einem Korper und dem um-
gebenden Raume heilst eine Fliche (Oberfliche des Kor-
pers); eine Fliche hat keine Dicke.

Wird ein Teil einer Fliche von den umgebenden
Teilen abgeschnitten, so heilst die Grenze eine Linie;
eine Linie hat keine Breite.

Wird ein Stiick von einer Linie abgeschnitten, so
heifst die Grenze ein Punkt; derselbe hat keine Aus-
dehnung, sondern bezeichnet nur einen Ort im Raume.

3. Wenn sich ein Punkt bewegt, so beschreibt er
eine Linie; ebenso kann man sich eine Fliche durch
Bewegung einer Linie entstanden denken, und einen
Korper durch Bewegung einer Fliche.

4. Man denke sich einen Korper, welcher sich um
zwei feste Punkte dreht, d. h. sich so bewegt, dals zwei
von seinen Punkten ihre Stelle im Raume nicht ver-
indern; dann kann man sich eine Linie durch diese
beiden Punkte und durch alle iibrigen Punkte des Kor-
pers, welche bei der Bewegung ihre Stelle nicht verindern,
gezogen denken. KEine solche Linie heilst gerade. Die
gerade Linie ist also durch zwei Punkte bestimmt, d. h.:
zwischen zwei gegebenen Punkten lilst sich
nur eine gerade Linie ziehen. Hieraus folgt wie-
derum, dals zwei verschiedene gerade Linien
nur einen Punkt (Durchschnittspunkt) gemein-
sam haben konnen, denn bhitten sie zwei Punkte
gemeinsam, so miifsten sie ganz zusammenfallen. Man
kann sich eine gerade Linie bis ins Unendliche verlingert
denken, indem man neue gerade Linien hinzufiigt, welche
mit den vorhergehenden zwei Punkte gemeinsam haben.
Wo es nicht milsverstanden werden kann, sagt man oft
Linie anstatt gerade Linie.
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Eine Linie, von der kein Teil gerade ist, heilst
krumm; eine Linie, welche aus mehreren geraden Linien
zusammengesetzt ist, heilst gebrochen.

5. Kine ebene Fliche oder Ebene ist eine solche,
in der jede gerade Linie ihrer ganzen Ausdehnung nach
liegt, sobald zwei von ihren Punkten darin liegen; die
Lage einer Ebene ist bestimmt, wenn sie drei gegebene
Punkte enthalten soll, welche nicht in gerader Linie
liegen.

Man denkt sich eine gerade Linie und eine Ebene
bis ins Unendliche ausgedehnt, sobald das Gegenteil nicht
angegeben ist; eine solche unendliche gerade Linie heilst
schlechthin eine Gerade; ein Punkt teilt eine Gerade in
zwei Strahlen oder Halbstrahlen; ein von zwei
Punkten begrenztes Stiick einer Geraden heilst eine
Strecke. Man kann sich eine Gerade lings sich selbst
verschoben denken, ohne dafs sie verindert wird; ebenso
kann man eine Ebene, ohne dafs sie verindert wird,
lings sich selbst verschoben oder in sich selbst um einen
ihrer Punkte gedreht denken.

6. Ein begrenzter Teil einer Ebene heiflst eine
Figur; wird der Umfang einer Figur von einer krummen
Linie gebildet, so heifst er Peripherie (mepiépw). Ein
Dreieck wird von drei geraden Linien, Seiten, be-
grenzt, ein Viereck von vier, ein
Vieleck oder Polygon (moddg,
yoviz) von einer unbestimmten An-
zahl; eine Linie, welche die Endpunkte
von zwel Seiten eines Polygons ver-
bindet ohne selbst Seite zu sein, heilst eine Diagonale
(0ud, ywvia) (AO).

Ein Polygon heilst convex, wenn die Verlingerungen
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der Seiten aufserhalb des Polygons fallen; im entgegen-
gesetzten Falle heilst es nicht convex.

%. Dreht sich eine Strecke O4 in einer Ebene um
ihren einen Endpunkt O, so beschreibt der andere eine
geschlossene krumme Linie, welche Kreis oder Kreis-
linie genannt wird; der feste Punkt O heilst Mittel -
punkt (Centrum), OA Radius (Halbmesser); alle
Radien eines Kreises sind gleich lang; eine Linie,

welche zwei Punkte der Peri-
pherie mit einander verbindet,

D</O }‘A beist Sehne (BC); ein Durch-

BN\ ¢ Messer ist eine Sehne, welche
G T

7z durch den Mittelpunkt geht;

alle Durchmesser sind
gleich grofls; eine verlingerte Sehne heilst eine Se-
cante (EF); dieselbe liegt teils innerhalb, teils aufser-
halb des Kreises und schneidet denselben in zwei Punkten;
bewegt man die Secante so, dass die beiden Durchschnitts-
punkte in einen einzigen (/) zusammenfallen, so heilst
dieser ein Beriihrungspunkt und die Linie eine
Tangente (GH); die Tangente hat nur einen Punkt
mit der Kreislinie gemeinsam und liegt im iihrigen. ganz
aufserhalb derselben. Ein Teil der Kreisperipherie heilst
ein Bogen (?1?)). Ein von einer Sehne und einem
Bogen begrenzter Teil einer Kreisfliche (BIC) heilst ein
Kreisabschnitt (Segment); ein von zwei Radien und
einem Bogen begrenzter Teil (BOC) heifst ein Kreis-
ausschnitt (Sector).

Eine Figur heifst einbeschrieben, wenn ihre
Seiten Sehnen eines Kreises sind, umbeschrieben,
wenn sie Tangenten sind.
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8. Zwei Figuren heifsen congruent, wenn sie
in allen Stiicken iibereinstimmen und nur verschiedene
Lagen einnehmen; man kann sich zwei congruente Fi-
guren so auf einander gelegt denken, dals sie sich gegen-
seitig decken; die Stiicke, welche dann auf einander
fallen, heifsen homolog. Als Zeichen der, Congruenz
benutzt man o. Kreise mit gleichen Radien sind con-
gruent.

9. Das, was in einem Lehrsatze gegeben ist, heilst
Voraussetzung (Hypothesis), das, was bewiesen werden
soll, Behauptung (Thesis).

10. Die Planimetrie bebandelt nur Figuren,
welche in derselben Ebene liegen, namentlich die gerade
Linie und den Kreis; die Stereometrie handelt von Linien,
Flachen und Korpern im allgemeinen.

I. Kapitel.
Ueber die Lage gerader Linien.
1. Abhiingigkeit der Winkel von einander.

14. Dreht sich eine Gerade um einen ihrer Punkte,
bis sie wieder in ihre Anfangslage zuriickkehrt, so sagt
man, dafs sie eine ganze Umdrehung gemacht hat; dreht
sie sich nicht um so viel, so bestimmt man ihre Lage
dadurch, dals man angiebt, einen wie grofsen Teil der
ganzen Umdrehung sie zuriickgelegt hat. Man sagt, dals
die Linie einen gewissen Winkel mit ihrer urspriing-
lichen Lage bildet, und der Winkel zwischen zwei
Geraden ist also der Teil einer ganzen Um-
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drehung, den die eine Gerade zuriicklegen

mufs, um die andere zu decken. Die beiden Ge-

raden heilsen die Schenkel des Win-

B kels, ihr Durchschnittspunkt der

A<x Scheitelpunkt desselben. Das Zeichen

fiir einen Winkel ist £ ; wo es nicht

milsverstanden werden kann, bezeichnet

man einen Winkel durch einen einzelnen Buchstaben am

Scheitelpunkt (£ z oder £ A); im ibrigen durch drei

Buchstaben, einen am Scheitelpunkt und einen an jedem
Schenkel, den ersteren in der Mitte (£ BAC).

8/

12. Die ganze Umdrehung wird in 360° (Grade)
geteilt, jeder Grad in 60‘ (Minuten), und jede Minute in
60" (Sekunden); ein Winkel von 180°, der einer halben
Umdrehung entspricht, heifst ein gestreckter Winkel;
die Schenkel desselben liegen in einer Ge-
raden; ein Winkel von 90° der dem vierten Teile
einer Umdrehung entspricht, heifst ein rechter Winkel
(sein Zeichen ist R.); Winkel, welche kleiner sind als
90°, heifsen spitze Winkel, solche, die grofser als 90°
und kleiner als 180° sind, stumpfe Winkel. Winkel,
welche nicht rechte sind, heifsen schiefe Winkel. Man
sagt, dals zwei Linien, welche einen rechten Winkel ein-
schliefsen, senkrecht auf einander stehen; «senkrecht
auf» wird durch -~ bezeichnet.

18. Zwei Winkel heifsen Complemente, wenn
ihre Summe gleich 1 R., Supplemente, wenn ihre
Summe 2 R. betrigt, Explemente, wenn dieselbe gleich
4 R. ist. Betriigt ein Winkel a°, so ist sein Complement
90°—a®, sein Supplement 180°—a°, sein Explement
360°—a°. Zwei Winkel miissen also gleich grofs

http://rcin.org.pl



11

sein, wenn sie gleiche Complemente, Supple-
mente und Explemente haben.

14. Zwei Winkel heifsen Nebenwinkel, wenn
sie den Scheitelpunkt und einen
Schenkel gemeinsam haben, und die
beiden anderen Schenkel Verlinge- a,bb,“
rungen von einander sind (5 und a); /
zwei solche Winkel machen zusammen
einen gestreckten Winkel aus und sind also Supplemente.
Verlingert man eine Seite eines Polygons iiber einen
Endpunkt hinaus, so heilst der entstehende Nebenwinkel
des Polygonwinkels ein Aufsenwinkel des Polygons.

15. Winkel, welche den Scheitelpunkt gemeinsam
haben, und deren Schenkel Verlingerungen von einander
sind, heifsen Scheitelwinkel; dieselben sind gleich
grols, denn dieselbe Drehung, welche die Schenkel des
einen Winkels zur Deckung bringt, bringt auch die Schen-
kel des Scheitelwinkels zur Deckung; kennt man also
einen von den Winkeln, welche beim Durchschnitt von
zwei Geraden gebildet werden, so kann man die ibrigen
durch Rechnung finden; ist z. B. @ = 45°, so ist a‘ = 45°,
hi—v5t=—i 13b%, :

16. Die Summe der Aulsenwinkel eines
Polygons betrdagt 4 R.

Denn denkt man sich eine
Gerade auf eine der Seiten des
Polygons gelegt, und darauf so
weit gedreht, dals sie mit der
folgenden zusammenfillt und so

fort, bis sie wieder auf der ersten
Seite liegt, so wird dieselbe sich nach und nach um den
Betrag aller Aufsenwinkel des Polygons gedreht haben;
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dabei hat sie aber eine volle Umdrehung zuriickgelegt,
also 4 R.

19. Man erhilt die Winkelsumme eines
Polygons, wenn man so oft 2 R. nimmt als
Seiten vorhanden sind, und davon 4 R. sub-
trahiert (2 n R. — 4 R. bei n Seiten). Die Summe
eines Aufsenwinkels und des anliegenden Winkels des
Polygons betrigt jedesmal 2 R.; fiir die Summe aller
Winkel des Polygons und ihrer Aufsenwinkel erhdlt man
also so oft 2 R., als Seiten vorhanden sind (2 n R); da-
von mufs die Summe der Aufsenwinkel, welche 4 R.
betriigt, subtrahiert werden*).

Die Winkelsumme eines Dreiecks betrigt
2 R., eines Vierecks 4 R., eines Siebzehnecks 30
R., u.s. w.

8. Aus 17 folgt, dals nur ein Winkel eines Drei-
ecks ein rechter oder ein stumpfer sein kann; im recht-
winkligen Dreieck heilsen die Seiten, welche den
rechten Winkel einschliefsen, Katheten (xadiyue), die
dritte Hypotenuse (dmotetvw).

19. Jeder Aufsenwinkel eines Dreiecks
ist gleich der Summe der beiden ihm nicht
anliegenden Winkel des Dreiecks.

*) Hat das Polygon einspringende Winkel, so gelten die Beweise
in 16 und 17 gleichwohl, sobald die Drehung in entgegen-
gesetzter Richtung negativ genommen wird.

In 16 wird gesagt, dafs die Gerade eine volle Umdrehung
gemacht hat, obgleich sie auf andere Weise in ihre Anfangs-
lage zurickgekehrt ist, als in 11; eigentlich ist hierbei die
Definition der Ebene zu erginzen; dieselbe Betrachtung wiirde
sich z. B. nicht auf Bogen anwenden lassen, welche auf einer
Kugeloberflache liegen.
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Denn th=== 180° 2y T
und 8- b1 BOF ostie, /‘7”\
folglich u==a-b (_{__.._b_

20. Ein Dreieck, in dem zwei Seiten gleich grofs
sind, heilst gleichschenklig; die gleich grofsen Seiten
heifsen Schenkel, ihr Durchschnittspunkt die Spitze, die
dritte Seite Grundlinie (Basis).

Im gleichschenkligen Dreieck sind die
Winkel an der Grundlinie gleich grofs.

Denn denkt man sich das Dreieck aus der Ebene
herausgehoben und in umgedrehter
Lage auf sich selbst gelegt, so dals B
Z B sich selbst deckt, BC lings BA
und B4 lings BO fillt, so muls 4 g
auf C und C auf 4 fallen, und folg- AZ_ c
lich A4C auf CA4; da sich hierbei die
Winkel 4 und C decken, miissen sie gleich sein.

21. Sind zwei Winkel eines Dreiecks gleich
grofs, so ist dasselbe gleichschenklig.

Der Beweis wird &hnlich gefiihrt wie in 20; wenn
AC und CA4 sich decken, so muls, wegen der gleichen
Grofse der Winkel, 4B lings CB und CB lings AB
fallen; wenn aber die Schenkel der Richtung nach zu-
sammenfallen, so mufs auch B auf B fallen, so dals die
Schenkel sich gegenseitig decken.

22. Sind alle drei Seiten gleich grofs, so heilst
das Dreieck gleichseitig; die Winkel miissen hier alle
gleich grofs sein (20), also jeder 60°, und umgekehrt.

23. Kennt man einen Winkel eines gleichschenk-
ligen Dreiecks, so kann man die ibrigen berechnen; ist
ein Winkel an der Grundlinie ¢°, so ist der andere ebenso
grofs, und der Winkel an der Spitze 180°— 2¢°; betrigt
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der Winkel an der Spitze ¢°, so ist die Summe der bei-
den anderen 180° — ¢°, also jeder von ihnen 90° — 1¢°.

11. Abhéingigkeit zwischen Winkeln und Krez'sbogm.

24. Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt mit dem
Mittelpunkt eines Kreises zusammenfillt, und dessen
Schenkel Radien sind, heilst ein Cen_triwinkel; durch
Deckung beweist man, dafs gleichgrofse Centri-
winkel desselben Kreises auf gleichen Bogen
stehen und umgekehrt. Dieselbe Deckung zeigt,
dafs zu gleichen Bogen gleiche Sehnen gehdoren.
Die Kreislinie wird ebenso wie die ganze Umdrehung in
360 Grade geteilt, so dals ein Centriwinkel ebenso
viele Grade enthiilt wie der Bogen, auf dem er steht;
man sagt deshalb, dafs ein Centriwinkel durch
seinen Bogen gemessen wird. (Unterschied zwischen
einem Bogengrade und einem Winkelgrade).

Ein Peripheriewinkel hat seinen Scheitelpunkt
auf der Peripherie, und seine Schenkel sind Sehnen; der-
selbe enthilt halb so viel Grade wie der Bogen,
auf welchem er steht.

a) Geht der eine Schenkel durch den Mittelpunkt,
so ziehe man einen Radius an den Endpunkt des anderen
Schenkels; dann hat man
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oder, da 0 == Phials a0 e (20)
= 2, woraus x = 1y.

Da nun y durch den ganzen Bogen AB gemessen
wird, so wird @ durch den halben Bogen AB gemessen,
was man der Kiirze wegen so schreibt:

b) Liegen die Schenkel des Peripheriewinkels auf
beiden Seiten des Kreismittelpunktes, so fiihrt man diesen
Fall auf den vorhergehenden zuriick, indem man vom
Scheitelpunkte aus einen Durchmesser zieht; dann
hat man

wzz-;@; 1/:§1§_C', TR LV(24R),
woraus -+y—14B-+ 1BC—14C.

c¢) Auf dieselbe Weise erhilt man, wenn die beiden
Schenkel auf derselben Seite des Mittelpunktes liegen,

w+y==;/T0; ya:}B—(\}, <o (24,3),
woraus durch Subtraction
Der Satz gilt also in allen Fillen.

25. D: der Satz in 24 gilt, wie klein auch die
eine Sehne verden mag, so mufs er auch gelten, wenn
die Sebne unendlich klein wird, das heifst, wenn sie
(verlangert) in eine Tangente iibergeht. Ein Winkel,
welcher von einer Sehne und einer Tangente
gebildet wird, wird also durch die Hilfte des
Bogens ge:messen, welchen die Sehne ab-
schneidet.

26. Ansdiesen Sitzen folgt, dass ein Peripherie-
winkel, welcher auf einem Durchmesser steht,
ein Rechter ist, denn der Bogen, auf welchem er
steht, betrdgt180° und dafs die gegeniiberliegenden
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Winkel eines einbeschriebenen Vierecks Sup-
plemente sind, denn sie stehen zusammen auf der
ganzen Peripherie, welche 360° betrigt.

27. Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt

o innerhalb der Kreisperipherie

/ ,fy\\/ liegt, wird durch die halbe

LR ) Summe der beiden Bogen ge-

af / messen, auf welchen er und sein

LB Scheitelwinkel stehen.

Denn z=y+z.. (19
und J=-.}B,z=.12[). . (24),
also z=1B+ 1b=1(B -+ d).

28. Ein Winkel, dessen Scheitelpunkt
aulserhalb der Peripherie liegt, wird durch
den halben Unterschied der beiden Bogen ge-
messen, welche die Schenkel zwischen sich
fassen. Die Schenkel konnen zwei Secanten sein, eine
Secante und eine Tangente, oder zwei Tangenten.

A A A
1y / 2\
| a2\ .'
N

In allen Fillen hat man
y=—x+2z oder x =9y —z; ... (19)
aber y=13B; 2=15 ... . (24 und 25),
also x= 1B —d).
In dem letzten Falle kann man fiir B den Wert
360° — & einsetzen, wodurch man erhilt
z = 1(360° — 25) = 180° — 6.
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Ein solcher Winkel heifst ein Tangenten-
winkel, und derselbe wird also gemessen durch den
Unterschied zwischen 180° und seinem kleineren
Bogen.

Zeichnet man verschiedene Winkel, welche auf einem
Bogen AB stehen, so folgt aus 27 und 28, dass die-
jenigen, deren Scheitelpunkt aufserhalb des Kreises liegt,
kleiner, diejenigen aber, deren Scheitelpunkt innerhalb
des Kreises liegt, grofser sind als der Peripheriewinkel
auf AB.

Anmerkung. Gehen die Schenkel eines Winkels C beziehungs-
weise durch 4 und B, so kann man immer einen Kreis zeichnen,
innerhalb dessen Peripherie C liegt. Man zeichne néamlich
einen Halbkreis tiber AB als Durchmesser; ist C>R., so
liegt C innerhalb des Halbkreises; im entgegengesetzten Falle
zeichne man einen Kreis durch 4 und B, dessen Mittelpunkt
auf der Mitte des Halbkreises liegt; in diesem sind die Peri-
pheriewinkel auf AB gleieh I R.; fahrt man auf dieselbe Weise
fort, so erhilt man nach und nach Kreise, deren Peripherie-
winkel {R., ! R. u.s.w. sind; endlich mufs man dann einen
Kreis erhalten, in dem die Peripheriewinkel auf 4B kleiner
als C sind, und dieser Kreis wird dann um C herumgehen.
29. Die Schenkel eines Tangentenwinkels,

vom Scheitelpunkte bis zum Berithrungspunkte

gerechnet, sind gleich lang; denn das Dreieck,
welches entsteht, wenn man die Berithrungspunkte ver-
bindet, ist gleichschenklig, da die Winkel an der Grund-

linie durch denselben Bogen gemessen werden (25).

(Vergl. die letzte Figur zu 28.)

30. Eine Tangente steht senkrecht auf
dem an den Berihrungspunkt gezogenen Ra-
dius, denn der Winkel, den sie mit einander bilden, ist

ein Rechter, da der Bogen 180° betrigt. (25.)
2
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III. Parallele Linien.

31. Zwei Linien heifsen parallel (zapd-diijiwy),
wenn die gleichliegenden Winkel (wie = und y), welche
sie. mit einer sie schneidenden Geraden bilden, gleich
grofs sind. «Parallel mit» ‘bezeichnet man durch | .

Sind die gleichliegenden Winkel fiir eine

{\ schneidende Gerade gleich
;') x grols, so sind sie es fiir

/ jede. Da niimlich
A semBiote Dl oy
I \ u=y+o,f

80 ist 2 =u, wenn x =y.

32. Bei jedem Durchschnittspunkte hat man vier
Winkel; sind die Linien parallel, so ist jeder spitze Win-
kel der einen Gruppe gleich jedem spitzen Winkel der
anderen Gruppe, und Supplement jedes der stumpfen
Winkel. Umgekehrt sind die Linien parallel, wenn eine
von diesen Bedingungen erfiillt ist.

Man pflegt die Winkel « und y, » und s duflsere,

und 2z, ¢, « und » innere Win-
J./y kel zu nennen, und dieselben

/T paarweise  zusammenzustellen,
”l, einen von jedem Durchschnitts-
n/s punkte. Ein duflserer nnd ein in-
/ nerer Winkel auf derselben Seite

der Schneidenden (y und », z und », u.s.w.) heifsen corre-
spondierende Winkel. Zwei innere oder zwei éulsere
Winkel auf derselben Seite der Schneidenden (¢ und v,
z und 7, u.s.w.)%heifsen Gegenwinkel, auf verschie-
denen Seiten der Schneidenden (z und », 2 und s, u.s.w)
Wechselwinkel.
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Zwei Linien sind also parallel in folgenden Fillen:

a) wenn zwei Wechselwinkel gleich sind,

b) wenn zwei correspondierende Winkel gleich sind,

¢) wenn zwei Gegenwinkel Supplemente sind.

33. Parallele Linien kénnen sich niemals
schneiden.

Denn falls sie sich schnitten, wiirde man durch eine
Linie, welche beide schneidet, ein Dreieck abschneiden,
dessen einer Aufsenwinkel gleich einem der nicht an-
liegenden Dreieckswinkel sein wiirde; das steht aber in
Widerspruch mit 19.

Umgekehrt sieht man, dals die Linien sich einmal
schneiden miissen, sobald = und y von einander ver-
schieden sinds denn es sei A ein Punkt auf der einen,
B ein Punkt auf der anderen Linie, 4B die schneidende
Gerade; man kann dann immer (28, Anm.) auf der Linie
durch 4 innerhalb eines gewissen Kreises einen Punkt C
finden, so dals £ ACB =y — z (oder z —y); OB muls
dann aber mit der durch B gehenden Linie zusammen-
fallen, weil der Winkel, welchen sie mit 4B bildet, gleich
y ist; das heilst, die beiden durch 4 und B gehenden
Linien miissen sich in einem Punkte O schneiden.

34. Winkel mit parallelen Schenkeln sind
gleich grols, wenn die Schenkel gleich oder
entgegengesetzt gerichtet sind.

Verlingert man einen Schen-
kel des Winkels, bis er einen
Schenkel des anderen Winkels
schneidet, so hat man

"”Z-’/’}. .. (19)
Y ==i8
also 8=,

2(

http://rcin.org.pl



20

85. Durch Betrachtung der Winkel, welche paral-
lele Linien mit einer schneidenden Linie bilden, sieht
man leicht, dafs sich durch einen gegebenen Punkt
nur eine Parallele zu einer gegebenen Linie
ziehen lifst, und dafs

Zwei Linien, welche einer dritten Linie
parallel sind, auch unter sich parallel sind.

Ubungsaufgaben.

1. In einem Dreieck betrigt ein Winkel 75°, ein
anderer 42°; wie grofs ist der dritte?

2. Zwei Winkel eines Dreiecks betragen jeder 42°
12/ 42; wie grols ist der dritte?

3. In einem Dreieck ist ein Winkel 4, ein anderer
Bj; wie grofs ist der dritte?

4. Der Winkel an der Spitze eines gleichschenk-
ligen Dreiecks betriigt 60°; wie grofs ist der Winkel an
der Grundlinie?

5. Wie grofs ist der Winkel zwischen den Senk-
rechten auf zwei Seiten eines gleichseitigen Dreiecks?

6. O ist ein Punkt innerhalb eines Dreiecks ABC;
beweise, dals £ AOB > £ ACB.

7. Der Winkel an der Spitze eines gleichschenk-
ligen Dreiecks betriigt 40°; beweise, dals die Linie,
welche den Aufsenwinkel an der Spitze halbiert, der
Grundlinie parallel ist.

8. Wie grofls ist der Winkel zwischen den
Linien, welche zwei Nebenwinkel balbieren?

9. Zwei Winkel eines Dreiecks betragen 40° und
80°; man halbiere den dritten Winkel und ziehe von
seinem Scheitelpunkte eine Senkrechte (Hohe) auf die
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gegeniiberliegende Seite; wie grofs ist der Winkel zwi-
schen der Hohe und der Winkelhalbierenden?

10. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist der eine
spitze Winkel »; wie gross ist der andere, und in welche
Stiicke teilt die vom Scheitelpunkte des rechten Winkels
auf die Hypotenuse gefillte Senkrechte den rechten
Winkel ?

11. Beweise, dals der Winkel, welchen die Hohe
auf dem einen Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks
mit der Grundlinie bildet, halb so grofs ist wie der
Winkel an der Spitze.

12. In einem rechtwinkligen Dreiecke ist der eine
Winkel 60°; dieser sei halbiert und zugleich die Hohe
auf die Hypotenuse gefillt; beweise, dafs eins der ent-
standenen Dreiecke gleichseitig ist.

13. Die Schenkel eines Winkels stehen senkrecht
auf den Schenkeln eines andern; beweise, dals die beiden
Winkel entweder gleich oder Supplemente sind.

14. In einem gleichschenkligen Dreiecke mit einem
Winkel von 36° an der Spitze sei ein Winkel an der
Grundlinie halbiert; beweise, dals die beiden kleinen
Dreiecke gleichschenklig sind, und driicke die Linge aller
Linien in der Figur aus, wenn die Schenkel des ge-
gebenen Dreiecks jeder gleich », und die Grundlinie
gleich ¢ ist.

15. Ein Winkel eines Dreiecks sei v; wie grofs ist
der Winkel zwischen den beiden Linien, welche die beiden
anderen Dreieckswinkel halbieren?

16. Beweise, dafs ein Winkel eines Dreiecks ein
Rechter ist, wenn die von seinem Scheitelpunkte bis an
die Mitte der gegeniiberliegenden Seite gezogene Linie
halb so grofs ist wie diese.
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17. Ist ein Winkel eines rechtwinkligen
Dreiecks 30° so ist die kleinere Kathete halb
so grols wie die Hypotenuse.

18. Die Seite AB eines Dreiecks ABC ist bis D
verlingert, so dals BD = BC; beweise, dals die Linie,
welche den Winkel B halbiert, der Linie parallel ist,
welche die Punkte D und C verbindet.

19. In jedem rechtwinkligen gleichschenkligen
Dreiecke ist die Hohe auf der Hypotenuse halb so grofs
wie diese.

20. Die Aulsenwinkel eines Dreiecks sind halbiert,
und dadurch drei Dreiecke gebildet, von denen jedes eine
Seite mit dem gegebenen Dreiecke gemeinsam hat; be-
weise, dafs diese drei Dreiecke dieselben Winkel ent-
halten.

21. Vom dem einen Schenkel eines Winkels 4BC
schneidet man ein beliebiges Stiick B4 ab, und zieht
darauf 4D | BO, so dass AD — AB; beweise, dafs die
Linie BD den gegebenen Winkel halbiert.

22. In einem Dreiecke ABC schneiden sich die
Halbierungslinien der Winkel 4 und B in O; man ziehe
durch O die DE | AB und beweise, dals DE=— AD - BE.

23. Der Beweis des Lehrsatzes in 31 lilst sich
nicht fithren, sobald die beiden Linien zy und zx nicht
bis zum Durchschnitte verlingert werden konnen; wie
hat man in diesem Falle zu verfahren?

24. Zwei Winkel haben parallele Schenkel; man
beweise, dals die Halbierungslinien derselben entweder
parallel sind oder senkrecht auf einander stehen.

25. Wie viele Diagonalen lassen sich in einem Viel-

n(n ——5))

eck mit n Seiten (einem n-eck) ziehen? ( Antw. 3
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26. Ein Winkel eines Vierecks, dessen gegeniiber-
liegende Seiten parallel sind, sei »; wie gross sind die -
iibrigen? Wie grofs mufs der Winkel v sein, damit
man um das Viereck einen Kreis beschreiben kann, und
wo liegt der Mittelpunkt dieses Kreises?

27. Es soll bewiesen werden, dafs die zu einem
Bogen von 60° gehorige Sehne gleich dem Radius ist.

28. Von demselben Punkte einer Kreislinie sind
zwei Sehnen gezogen, welche Bogen von beziehungs-
weise 120° und 80° abschneiden; wie grofs ist der Win-
kel zwischen den Sehnen?

29. In einem Kreise ist ein Durchmesser 4B und
eine Sehne CD von der Linge des Radius gezogen; wie
grofs ist der Winkel zwischen AC und BD, und wie
grofs der zwischen 4D und BC?

30. In einem Dreiecke ABC ist BC < BA; mit
dem Radius BC ist um B als Mittelpunkt ein Kreis
beschrieben, der C4 in B, BA in D schneidet; beweise,
dafs £ DEA = 1B ist.

31. In einem rechtwinkligen Dreiecke 4CB, wo
£ O=—R, ist um C als Mittelpunkt ein Kreis beschrie-
ben, der durch die Mitte von AB geht, und die Hypo-
tenuse oder ihre Verlingerung zum zweiten Male in D
schneidet; beweise, dafs der spitze Winkel, welchen CD
mit der Hypotenuse bildet, doppelt so grofs ist als einer
der Dreieckswinkel.

32. Ein Kreis hat seinen Mittelpunkt auf der
Peripherie eines anderen Kreises, und die beiden Kreise
mogen sich in 4 und B schneiden; beweise, dals der
eine Bogen 4B halb so viele Grade enthilt wie einer der
anderen Bogen AB.

33. In einem Kreise sind zwei gleiche Peripherie-
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winkel BAC und DEF gezeichnet; beweise, dals
BF || CD.

34. In einen Kreis mit dem Mittelpunkte O ist
ein Dreieck ABC gezeichnet; D sei die Mitte des Bogens
BC; beweise, dals Winkel 4D0 gleich der halben Diffe-
renz zwischen B und C ist.

35. In einem Kreise sind zwei Sehnen KA und
EB gezogen und bis C und D verlingert, so dass OD
der Linie parallel ist, welche den Kreis in Z beriihrt;
man beweise, dals die gegeniiberliegenden Winkel des
Vierecks ABDC Supplemente sind.

36. Der eine Durchschnittspunkt zweier Kreise, von
denen der erste durch B, der zweite durch C geht, sei
4. Von A ist eine Linie gezogen, welche den ersten
Kreis in D, den zweiten in Z trifft; es ist nachzaweisen,
dafs der Winkel zwischen BD und CE constant ist, das
heifst, derselbe bleibt, in welcher Richtung immer die
Linie von A4 aus gezogen ist.

37. Ein Kreis berithrt eine Seite BC eines Drei-
ecks ABC und die Verlingerungen der beiden anderen
Seiten; beweise, dafs der Abstand der auf den Verlinge-
rungen liegenden Beriihrungspunkte von 4 gleich dem
halben Umfange des Dreiecks ist.

38. In einen Kreis ist ein Dreick 4BC beschrie-
ben, dessen Winkel bekannt sind; wie grofs ist der
Winkel, welchen eine an A4 gezogene Tangente mit BC
hildet ?

39. Von einem Dreiecke sind durch Tangenten an
den einbeschriebenen Kreis drei kleine Dreiecke abge-
schnitten; beweise, dals die Summe der Umféinge der
drei Dreiecke gleich dem Umfange des gegebenen Drei-
ecks ist.
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40. Es soll bewiesen werden, dafs die vier Linien,
welche die Winkel eines beliebigen Vierecks halbieren,
ein Viereck begrenzen, dessen gegeniiberliegende Winkel
Supplemente sind. :

41, Zwei Kreise schneiden sich in 4 und B, und
von A aus sind die Durchmesser A4C und AD gezogen;
beweise, dals C, B und D auf einer geraden Linie
liegen.

42, Ein Winkel hat seinen Scheitelpunkt aufser-
halb eines Kreises; der eine Schenkel desselben geht
durch den Mittelpunkt, und das aufserhalb des Kreises
liegende Stiick des anderen ist gleich dem Radius. Be-
weise, dals von den Bogen, welche die Schenkel zwischen
sich fassen, der grofsere dreimal so grofs ist als der
kleinere.

43. Durch jeden der Durchschnittspunkte zweier
Kreise ist eine gerade Linie gezogen; beweise, dals die
Sehnen, welche die anderen Durchschnittspunkte der-
selben mit den Kreisen unter einander verbinden, paral-
lel sind.

44, Zwei Kreise mit gleichen Radien schneiden
sich; beweise, dafs dieselben sich gegenseitig in bezie-
hungsweise gleiche Bogen teilen.

45. Um einen der Durchschnittspunkte von zwei
gleichen Kreisen als Mittelpunkt ist ein Kreis beschrieben,
welcher die beiden gegebenen Kreise schneidet. Beweise,
dals je zwei von den vier entstehenden Durchschnitts-
punkten mit dem zweiten Durchschnittspunkte der ge-
gebenen Kreise in gerader Linie liegen.

46. Zwei gleiche Kreise schneiden sich in 4 und
B; durch 4 ist eine Linie gezogen, welche die Kreise in
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D und E schneidet; beweise, dafs DE durch einen Kreis
iiber AB als Durchmesser halbiert wird.

47. Durch den einen Durchschnittspunkt zweier
- Kreise sind zwei Linien bis zum Durchschnitte mit den
Peripherien gezogen; beweise, dals die Sehnen, welche
die Endpunkte dieser beiden Linien mit einander ver-
binden, denselben Winkel mit einander bilden, einerlei
in welcher Richtung die beiden Linien gezogen sind.

1V. Beziehungen zwischen der Linge gerader Linien
(Strecken).

86. Die Liinge einer Strecke wird gemessen, indem
man angiebt, wie oft dieselbe eine andere Strecke, die
Einheit, welche als bekannt vorausgesetzt wird, ent-
hilt; als Lingeneinheit (Mafs) dient das Meter (m);
1 m = 10 Decimeter (dm) = 100 Centimeter (cm) =
1000 Millimeter (mm). 1000 m = 1 Kilometer (km).
Die Zahl, welche angiebt, wie oft die Einheit in einer
Strecke enthalten ist (sich auf derselben ohne Rest ab-
tragen liflst), heilst Mafszahl der Strecke.

8%. Der grofseren von zwei Seiten eines
Dreiecks liegt der grifsere Winkel gegeniiber.
Man schneide von der grolseren
Seite ein Stiick BD = BA ab und
verbinde D mit A; dann ist
Z2DAB= ¥ BDA,
aber 7 A LIBAD,
¢ L BDA> £ Q... (19),
mithin LA
38. Dem grofseren von zwei Winkeln eines
Dreiecks liegt die grolsere Seite gegeniiber.

B
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Ist £ 4> £ O, so ist BO> BA; denn, wenn dies
nicht der Fall wire, miilste entweder BC— BA oder
BO << BA sein; aus dem ersteren wiirde aber folgen,
dass £ A= £ C, aus dem letzteren, dass £ A < £ C;
beides steht aber in Widerspruch mit der Voraus-
setzung.

39. Die Summe zweier Seiten eines Drei-
ecks ist grofser als die dritte Seite.

Macht man BD = BC, so

ist =y, mithin £ 40D > z; /D
x,
aber daraus folgt (38), dass B
AD> AC, oder AB+ BC > AC.
Das gefundene Resultat kann Y/
man auch so schreiben: A

AB > AC — BC,
so dals in jedem Dreieck eine Seite grolser ist
als die Differenz der beiden andern.

40. Eine gerade Linie ist kiirzer als jede
gebrochene Linie, wel- D
cheihreEndpunktever- o i
bindet.

ACDEB > ADEB > AEB

D4R 0 (30)

41. Von einem Punkte lilst sich nur eine
Senkrechte auf eine Linie fiillen, und diese
ist kiirzer als jede Schiefe, welche von dem-
selben Punkte an die Linie gezo-
gen ist.

Ist BC + AC, so kann nicht zugleich
BA 4+ AC sein, da in einem Dreiecke nicht
zwei Winkel Rechte sein konnen (18); ferner

ist izufolge 38 BA'™ BC, da\ L8@ =724, A" T iE

Al

B
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Die Liinge der Senkrechten heiflst die Entfernung
oder der Abstand des Punktes B von der Linie BC.

Der Punkt C, in welchem die von B gefillte Senk-
rechte die Linie AC trifft, heilst die Projection von
B auf AC. Ist D die Projection eines anderen Punktes
E, so heilst CD die Projection der Strecke BZ.

42. Zwei Schiefe, welche gleich viel von
der Senkrechten abweichen, sind gleich lang.

B Dafs die Schiefen BA und BC

% N gleich viel abweichen, bedeutet

entweder, dals £ = £ y, oder

4 dafs 4D — DC. In beiden Fillen

I_Z__J mufs die eine Seite der Figur die
A D 24

andere decken, sobald sie um die

Senkrechte umgeklappt wird.

48. Von zwei Schiefen, welche ungleich
viel von der Senkrechten abweichen, ist die-
jenige die grofsere, welche die grofsere Ab-
weichung hat.

Liegen beide Schiefen auf derselben Seite der Senk-
rechten, so folgt der Satz aus 38,
da £ax> £ y; liegen sie auf ver-
schiedenen Seiten, so lassen sie sich
durch Umklappen auf dieselbe Seite
bringen.

44. Jeder Punkt der Senkrechten auf der
| Mitte einer Strecke, der Mit~
telsenkrechten, ist von den
Endpunkten der Strecke gleich

\“;C' weit entfernt.

] Der Satz folgt aus 42, da

1 AB — BC.
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45. Jeder Punkt auflserhalb der Mittel-
senkrechten einerStrecke liegt dem Endpunkte
der Strecke am nichsten, der mit ihm auf
derselben Seite liegt.

Fillt man die Senkrechte BD,
soist AD > DG, folglich AB > BC
(43).

DieMittelsenkrechte einer .
Strecke enthdlt also alle A< D ¢
Punkte, welche von den Endpunkten der
Strecke gleich weit entfernt sind, und keine
anderen.

46. Stimmen zwei Dreiecke in zweiSeiten
iiberein, nicht aber in dem von diesen ein-
geschlossenen Winkel, so ist die dritte Seite
in dem Dreiecke die grolsere, welches den
grofseren Winkel enthilt.

Die Dreiecke seien ACB und ADB, und dieselben
seien so aufeinander gelegt,
dafs die gleich grofsen Seiten \
AB zusammenfallen; dann ist
AD— AC; zieht man die ol
Mittelsenkrechte der CD, so \D
mufs dieselbe durch 4 gehen %
(45, letzter Absatz); folglig ist CB > DB. (45.)

47. Hohe heifst die von einem Eckpunkte eines
Dreiecks auf die gegeniiber liegende Seite, die Grund-
linie, gefillte Senkrechte. Ist ein Winkel an der
Grundlinie ein Rechter, so fillt die Hohe mit einer

CI

g 3

der Dreiecksseiten zusammen, ist einer dieser Winkel
stumpf, so fillt sie aufserhalb des Dreiecks. Aulser der
Hohe lassen sich von jedem Eckpunkte eines Dreiecks
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noch zwei bemerkenswerte Linien ziehen, niimlich die
Mediane oder Mittellinie, welche den Eckpunkt mit
der Mitte der gegeniiberliegenden Seite verbindet, und die
Winkelhalbierende.

Im gleichschenkligen Dreiecke fallen Hohe,
Mediane und Winkelhalbierende der Spitze zu-
sammen: denn wenn die Hohe nicht den Winkel an
der Spitze oder die Grundlinie halbierte, miilsten die
Schenkel des Dreiecks von ungleicher Linge sein (43).

48. Die Mitte einer Sehne, die Mitten der
zugehorigen Bogen und der Kreis-
mittelpunkt liegen alle auf einer
Geraden, der Mittelsenkrechten
./ der Sehne.

( Denn alle Punkte liegen gleich weit
von den Endpunkten der Sehne entfernt.

Ubungsaufgaben,

48. Von allen Sehnen eines Kreises ist der Durch-
messer die grolste.

49. Beweise, dals die Bogen zwischen parallelen
Sehnen eines Kreises gleich grofs sind.

50. Welches ist die grofste und welches die kleinste
Linie, welche man von einem Punkte an eine Kreis-
peripherie ziehen kann?

51. Von einem Punkte O innerhalb eines Dreiecks
ABC sind Linien nach B und O gezogen; beweise, dass
OB + 0C < 4B + AC.

52. Wenn in einem Kreise 4B < 4C (beide
Bogen sind < 180° zu nehmen), so ist auch
AB << dC. (46.)
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53. Beweise, dals jede Seite eines Dreiecks kleiner
ist als der halbe Umfang.

54. In jedem umbeschriebenen Viereck ist
die Summe von zwei gegeniiberliegenden Sei-
sen gleich der Summe der beiden anderen. (29.)

55. Um-' einen aufserhalb eines Kreises gegebenen
Punkt A4 als Mittelpunkt ist ein Kreis beschrieben, wel-
cher durch den Mittelpunkt O des gegebenen Kreises
geht, und von O aus sind zwei Sehnen gezogen, die an
Liange dem Durchmesser des gegebenen Kreises gleich
sind. Beweise, dafs die Sehnen den gegebenen Kreis in
den Punkten schneiden, in welchen die von 4 aus ge-
zogenen Tangenten denselben beriihren.

56. Beweise, dals jedes Dreieck, welches ganz inner-
halb eines anderen liegt, einen kleineren Umfang hat als
dieses.

Beweise, dafs jedes convexe Polygon, welches ganz
innerhalb eines anderen liegt, einen kleineren Umfang
hat als dieses.

57. Von einem Punkte innerhalb eines Dreiecks
sind Linien an die drei Eckpunkte gezogen; beweise,
dals die Summe dieser drei Linien grofser ist als der
halbe, aber kleiner als der ganze Umfang des Dreiecks.

58. Von den Eckpunkten eines Dreiecks sind drei
Linien so gezogen, dass je zwei von ihnen die Schenkel
eines gleichschenkligen Dreiecks sind, dessen Grundlinie
von einer Seite des gegebenen Dreiecks gebildet wird;
man soll beweisen, dass diese drei Linien sich in dem-
selben Punkte schneiden. (Man nehme an, dass die drei
Linien sich in drei Punkten schneiden, und driicke die
Seiten des entstandenen Dreicks durch die Schenkel der
gleichschenkligen Dreiecke aus).
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I1. Kapitel.

1. Constructionen, Congruenz und Symmetrie.

49. Fir die Construction von Figuren mit ge-
wissen gegebenen Eigenschaften bedient man sich dem
Herkommen gemils npur des Lineals, mit Hiilfe dessen
man durch zwei gegebene Punkte eine gerade Linie
ziehen kann, und des Zirkels, mittelst dessen man eine
Kreislinie mit gegebenem Mittelpunkt und gegebenem
Radius zeichnen kann. Alle Constructionen miissen des-
halb aus diesen beiden zusammengesetzt sein.

Damit ein Puankt bestimmt ist, miissen zwei Be-
dingungen gegeben sein, welche derselbe erfiillen soll;
ist nur eine Bedingung gegeben, so giebt es unendlich
viele Punkte, welche der Aufgabe geniigen, und diese
liegen alle auf einer gewissen geraden oder krummen
Linie, welche der geometrische Ort des Punktes
heifst; aus dem Vorhergehenden folgt:

Der geometrische Ort fir alle Punkte,
welche von einem gegebenen Punkte eine
gegebene Entfernung haben, ist ein Kreis mit
dem gegebenen Punkt als Mittelpunkt und der
gegebenen Entfernung als Radius.

Der geometrische Ort fir alle Punkte,
welche von zwei gegebenen Punkten gleiche
Entfernung haben, ist die Mittelsenkrechte
auf der Verbindungslinie der gegebenen
Punkte (45).

Mehr geometrische Orter werden spiter Erwihnung
finden. :
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Besteht die Aufgabe nun darin, einen Punkt zu be-
stimmen, so untersucht man, welche beiden geometrischen
Orter den Bedingungen entsprechen, welche der Punkt
durch seine Lage erfiillen soll; lassen sich diese beiden
geometrischen Orter mit Hilfe von Zirkel und Lineal
construieren, so kann man den Punkt finden, denn da
er auf beiden liegen soll, mufs er dort liegen, wo sie
sich schneiden; die Aufgabe hat also so viele Losungen,
als die geometrischen Orter Durchschnittspunkte haben.

50. Lassen sich gewisse Sticke nur auf
einerlei Art zu einer Figur zusammensetzen,
so miissen zwei Figuren, welche beide diese
Stiicke enthalten, congruent sein, denn wenn sie
es nicht wiiren, so hitte man die Stiicke auf zweierlei Art
zusammengesetzt; lassen sich dagegen die Stiicke zu
verschiedenen Figuren zusammensetzen, so brauchen zwei
Figuren mit diesen Stiicken nicht congruent zu sein.

58. Zwei Figuren sind symmetrisch mit Be-
ziehung auf eine gerade Linie, wenn jedem Punkte der
einen Figur ein Punkt der anderen Figur entspricht,
welcher so liegt, dals man auf ihn trifft, wenn man von
dem ersten Punkte eine Senkrechte auf die gerade Linie
fallt, und diese um sich selbst nach der anderen Seite
hinaus verlingert; so entsprechen sich D
Aund ¢, Bund 4, u.s.w. Symme-
trische Figuren sind congruent, 4,
denn durch Umklappen um die gerade ————
Linie, die Symmetrieaxe, gelangen “’< >c

sie beide zur Deckung; umgekehrt v
d

miissen zwei Figuren, welche durch
Umklappen um eine gerade Linie zur Deckung gebracht

werden konnen, mit Beziehung auf diese symmetrisch
3
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liegen. Als Beispiel fiir symmetrische Figuren mag an-
gefithrt werden, dafs die Hohe von der Spitze ein gleich-
schenkliges Dreieck symmetrisch teilt, dals jeder Durch-
messer einen Kreis symmetrisch teilt u. s. w.

Liegen zwei Paare von Figuren symme-
trisch mit Beziehung auf dieselbe Axe, so
miissen ihre Durchschnittspunkte auch sym-
metrisch liegen, denn bringt man die Figuren durch
Umklappen zur Deckung, so miissen die Durchschnitts-
punkte auf einander fallen.

Bei der Construction einer Figur erhilt man oft
zwei symmetrische Losungen, welche also congruent sind.

52. Die Mittelsenkrechte einer gegebenen
Strecke zu zeichnen.

Beschreibt man um die Endpunkte
der Strecke, 4 und B, als Mittel-
punkte Kreise mit gleichen Radien,
so miissen die Schnittpunkte derselben
auf der gesuchten Linie liegen (45);
hierdurch bestimmt man also zwei
X Punkte derselben, und zieht sie dann

durch diese. Die Radien miissen
grofser als die Hilfte von 4B genommen werden, damit
die Kreise zum Durchschnitt kommen.

Durch dieselbe Construction wird eine Strecke halbiert.

53. Einen Kreis zu zeichnen, der durch
drei gegebene Punkte 4, B und C geht.

Der Mittelpunkt ist zu bestim-

men; derselbe muls gleich weit von

A ¢ A4 und B entfernt sein, also liegt
er auf der Mittelsenkrechten von

B ABj; ebenso liegt er auf der Mittel-
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senkrechten von BC, und muls also dort liegen, wo diese
beiden sich schneiden; da man nur einen Durchschnitts-
punkt erhilt, so lafst sich durch drei gegebene Punkte
nur ein Kreis zeichnen. Liegen die drei Punkte auf
einer geraden Linie, so werden die Mittelsenkrechten
parallel und kommen also nicht zum Durchschnitt, so
dafs die Losung unmdoglich ist; man pflegt zu sagen,
dafs parallele Linien sich in unendlicher Entfernung
schneiden, und dafs also durch drei Punkte, welche in
gerader Linie liegen, ein Kreis gezeichnet werden kann,
dessen Mittelpunkt im Unendlichen liegt, und dessen
Radius also unendlich grofs ist; man meint damit nichts
anderes, als dafs man bei geniigend weiter Entfernung
des Mittelpunktes den Kreis dahin bringen kann durch
zwei Punkte zu gehen und dem dritten so nahe zu
kommen, wie man will.

Soll man den Mittelpunkt eines gegebenen Kreis-
bogens bestimmen, so bedient man sich derselben Con-
struction, indem man drei beliebige Punkte des Bogens
benutzt.

Hieraus folgt, dafs zwei Kreise sich nur in zwei
Punkten schneiden konnen, denn wenn sie drei Punkte
gemeinsam hitten, miilsten
sie sich decken; die Linie,
welche die Mittelpunkte zweier
Kreise verbindet, heilst ihre
Centrale; dieselbe teilt in
ihrer  Verlingerung  beide
Kreise symmetrisch, und steht also senkrecht auf
der Verbindungslinie der Schnittpunkte der
beiden Kreise (51). Zieht man Radien an einen der

Schnittpunkte, so werden dieselben Seiten eines Dreiecks,
3%
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in welchem die Centrale die dritte Seite ist, und diese
muls also kleiner als die Summe und grofser
als die Differenz der beiden Radien sein, wenn
die Kreise sich schneiden (39), wihrend die-
selbe grofser als die Summe der Radien ist,
wenn die Kreise aufserhalb einander liegen,
und kleiner als die Differenz, wenn der eine
Kreis innerhalb des anderen liegt.

Wird die gemeinschaftliche Sehne der beiden Kreise
unendlich klein, so dafs die Durchschnittspunkte in einen
Punkt zusammenfallen, so heilst letzterer ein Beriih-
rungspunkt; derselbe mufs auf der Centrale
liegen, denn solange ein Durchschnittspunkt der beiden
Kreise auf der einen Seite der Centrale liegt, muls ein
ihm symmetrischer auf der anderen Seite liegen.

Hieraus ersiecht man, dals die Centrale gleich
der Summe der beiden Radien ist, wenn die
Kreise sich von aufsen berithren, und gleich
der Differenz, wenn sie sich von innen be-
rithren.

Umgekehrt miissen die Kreise sich beriihren,
sobald die Centrale gleich der Summe oder
Differenz der heiden Radien ist.

54. In einem gegebenen Punkte einer ge-
gebenen Linie eine Senkrechte zu errichten.

>)< a) Von dem gegebenen Punkte O aus
schneidet man nach beiden Seiten gleiche

Stiicke 04 und OB ab. Darauf be-
( . ) stimmt man einen Punkt, welcher gleich
3 0 weit von 4 und B entfernt ist; dieser
mufs auf der gesuchten Linie liegen, und dieselbe lifst

sich nun ziehen.
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b) Ist der gegebene Punkt der Endpunkt der Linie,
und lifst diese sich nicht gut verlangern, so zeichnet man
um einen beliebigen Mittelpunkt C
einen Kreis durch O; vom zweiten
Durchschnittspunkte des Kreises mit
der Linie zieht man den Durch-
messer AD, und DO wird dann
die Senkrechte sein. £ O ist
nimlich ein Rechter, da er auf
einem Durchmesser steht (26).

85. Von einem gegebenen Punkte A4 eine
Senkrechte auf eine gegebene Linie BC zu
fillen.

Um zwei beliebige Punkte
der Linie als Mittelpunkte be- /|

schreibt man Kreise durch den /

gegebenen Punkt; die Verbin- B 5 : o
: ! \

dungslinie der Durchschnitts- \ /

punkte der beiden Kreise ist dann \l/

die gesuchte Linie (53). AN

56. Einen gegebenen Winkel oder Kreis-
bogen zu halbieren.

Vom Scheitelpunkte C des
Winkels beschreibt man den Bogen é/ .
AB, und bestimmt darauf einen Cé————AQ
Punkt D, welcher gleich weit von \ D
A und B entfernt ist. CD hal-
biert dann sowohl den Winkel wie den Bogen, da sie
nach der Construction senkrecht auf der Mitte der Sehne
AB steht.

Ein beliebiger Winkel kann mittelst Zirkel und Lineal
auf keine andere Weise in gleiche Teile geteilt werden
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als durch fortgesetztes Halbieren, also nur in 2, 4, 8, 16
u. s. w. gleiche Teile.

5%7. In einem gegebenen Punkte einer Linie
einen gegebenen Winkel anzutragen.

O ist der gegebene Punkt, 4 der gegebene Winkel;

. um O und 4 als Mittel-

Zﬁf ﬁ punkte beschreibt man mit

gleichen Radien die Bogen

A B] 0 o BC und DE; macht man
nun fﬁf?=l§3’, 80 ist 7z O ldua (24.)

58. Durch einen gegebenen Punkt eine

Linie zu ziehen, welche einer gegebenen Linie
parallel ist.

Von dem gegebenen Punkte A

D nie

zieht man beliebig 4B; macht man

B nun £ A = £ B, so ist DA | BC
B Koo (R,

Durch Anwendung der vorhergehenden und dieser
Construction kann man durch einen aufserhalb einer Ge-
raden gegebenen Punkt eine Linie ziehen, welche mit
der gegebenen Geraden einen gegebenen Winkel bildet.

89. Ein Dreieck aus seinen drei Seiten zu
construieren.

Man legt die Seite AB hin, das heifst, man schnei-

det von einer Geraden ein Stiick

B T it i brbon B, Bokohet
A8 it dann der Durchschnittspunkt
zweier Kreise, deren Mittelpunkte

A und B, und deren Radien die

A B heiden anderen Seiten sind. Die
Losung ist moglich, sobald die Kreise sich schneiden,
wenn also die eine Seite kleiner als die Summe und
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grofser als die Differenz der beiden anderen ist. Die
Kreise schneiden sich in zwei Punkten, aber die beiden
Losungen sind symmetrisch, so dafs also die drei Strecken
nur auf einerlei Art zu einem Dreieck zusammengesetzt
werden konnen. Hieraus folgt, dafs zwei Dreiecke
congruent sind, wenn in ihnen alle drei Seiten
beziehlich gleich sind.

60. Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem
eingeschlossenen Winkel zu construieren.

Man legt den Winkel hin und schneidet von den
Schenkeln die gegebenen Seiten ab. Da die Aufgabe nur
eine Losung hat, so sind zwei Dreiecke congruent,
wenn in ihnen ein Winkel und die denselben
einschliefsenden Seiten beziehlich gleich sind.

@1. Ein Dreieck aus zwei Seiten und dem
der einen Seite gegeniiberliegenden Winkel zu
construieren.

Man legt AB hin und trigt in dem einen Endpunkt
den gegebenen Winkel 4 an. Der Punkt C wird durch
eine Kreislinie um B als Mittelpunkt und mit BC als
Radius bestimmt; nun konnen verschiedene Fiille ein-
treten:

a) Ist BC kiirzer als die Senkrechte BD, so kommen
der Kreis und 4D nicht zum Durchschnitt, und die
Losung ist unmaoglich.

b) Ist BC= BD, so beriihrt der Kreis AD in D,
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und es giebt eine Losung, nimlich das rechtwinklige
Dreieck 4DB.

¢) Ist BO > BD aber << BA, so schneidet der Kreis
AD in zwei Punkten, und die Aufgabe hat also zwei
Loésungen.

d) Ist BO = BA, so fillt der eine Durchschnittspunkt
auf 4, und die eine Losung giebt also kein Dreieck.

e) Ist BO> B4, so fillt der eine Durchschnitts-
punkt nach der entgegengesetzten Seite von A4, und das
diesem entsprechende Dreieck enthiilt nicht den gegebenen
Winkel 4, sondern dessen Nebenwinkel; in diesem Falle
giebt es also nur eine Losung.

Hieraus folgt, dafls zwei Dreiecke, welche
einen Winkel, eine anliegende und die gegen-
iiberliegende Seite beziehlich gleich haben,
congruent sind, wenn die gegeniiberliegende
Seite grofser -als die anliegende oder gleich
derselben ist, dafs es aber, wenn man dies
nicht weifls, ungewils ist, ob die Dreiecke con-
gruent sind. Gewohnlich spricht man den Satz kurz
so aus: Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in
ihnen zwei Seiten und der der grofseren Seite
.gegeniiberliegende Winkel bheziehlich gleich
sind.

Beispiel. Beweise, dafs ein Punkt, welcher von zwei
gegebenen Geraden gleiche Entfernung hat, auf einer
von den beiden Linien liegt, welche die Winkel zwischen
den gegebenen Geraden halbieren.

62. Ein Dreieck aus einer Seite und den
beiden anliegenden Winkeln zu construieren.

Man legt die gegebene Seite hin, trigt in den End-
punkten derselben die gegebenen Winkel an, und verlingert
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ihre Schenkel bis zum Durchschnitt. Die Losung ist
immer moglich, sobald die Summe der beiden gegebenen
Winkel kleiner als 2 R. ist. Da es nur eine Losung
giebt, so sind zwei Dreiecke congruent, wenn
in ihnen eineSeite und die beiden anliegenden
Winkel beziehlich gleich sind.

3. Ein Dreieck aus einer Seite, einem
anliegenden und dem gegeniiberliegenden Win-
kel zu construieren.

Man legt AB hin und trégt €
Winkel 4 an, darauf macht man / \
Lax==/ C; dannist £ y=~£ B, \

; i S T b
da die Summe der drei Winkel A\

. O\

Vi

=

s o
e
A B

2 R. betrigt. Nun zieht man
BC parallel 4D. '
Die Bedingung fiir die Mog- -~
lichkeit der Construction ist die-
selbe wie bei der vorhergehenden Aufgabe. Da es nur
eine Losung giebt, so sind zwei Dreiecke con-
gruent, wenn in ihnen eineSeite, ein anliegen-
der und der gegeniiberliegende Winkel hezieh-
lich gleich sind.

Beispiel. Beweise, dals jeder Punkt auf der Halbierungs-
linie eines Winkels gleiche Entfernung von den beiden
Schenkeln des Winkels hat.

Aus diesem Satze und dem Satze im Beispiel zu 61
folgt, dafs der geometrische Ort fiir alle Punkte,
welche von zwei gegebenen Geraden gleiche
Entfernung haben, von den beiden Linien ge-
bildet wird, welche die Winkel zwischen den
gegebenen Geraden halbieren.

Ein gleichschenkliges Dreieck aus der
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Grundlinie und dem Winkel an der Spitze zu
construieren.

Man zeichnet ein beliebiges gleichschenkliges Dreieck
mit dem gegebenen Winkel an der Spitze, und trigt auf
der Grundlinie desselben die gegebene Grundlinie 4C ab;
eine durch C gezogene Parallele zu dem einen Schenkel
schneidet den anderen Schenkel in der Spitze des ge-
suchten Dreiecks.

@4. Einen Kreis zu zeichnen, welcher drei
gegebene gerade Linien beriihrt.

Fiir den Mittelpunkt des Kreises O hat man zwei
geometrische Orter, nimlich die Linien, welche die Winkel
4 und C halbieren. Da der hierdurch gefundene Punkt

O gleiche Entfernung von CA
und 4B, und von C4 und CB
hat, muls er auch dieselbe Ent-
fernung von OB und AB haben,
P und deshalb auch auf der Hal-
bierungslinie des dritten Winkels
liegen. Der hier construierte

Kreis heifst der einbeschrie-

bene Kreis des Dreiecks. In-

dessen sind hier nicht die voll-

stiindigen geometrischen Orter
benutzt, da jeder derselben aus zwei geraden Linien
besteht. Benutzt man auch die Linien, welche die Aulsen-
winkel des Dreiecks halbieren, so bestimmt man die
Mittelpunkte von drei Kreisen, welche die #ufseren
Beriihrungskreise des Dreiecks heilsen und in den Riumen
P, @ und R liegen.

DieEntfernungen zwischen denBerithrungs-
punkten des einbeschriebenen Kreises und den
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Eckpunkten des Dreiecks (dieSeitenabschnitte)
lassen sich auf einfache Weise durch die Sei-
ten des Dreiecks ausdriicken.

Ist ndmlich AB=—¢, AC =05, BC =a, und nennt
man der Kiirze wegen den Um.fang des Dreiecks 2s, so
hat man, wenn Ac =z, Bec=1y, Cb=z2, (29)

z4+y=c;ytz=a; z+x=—0
Hieraus folgt durch Addition und Division durch 2
z+yt2z=s,
mithin rT=s—a; y=8—>b; 2=s—c.

Aufserdem ist noch die Entfernung zwischen C und
den Punkten zu merken, in welchen der #ufsere Be-
rithrungskreis die Verlingerungen von CA oder CB be-
rithrt. Man sieht leicht, dals die Summe dieser beiden
Entfernungen gleich dem Umfange des Dreiecks ist, also
ist jede von ihnen gleich s. (29.)

65. Uber eciner gegebenen Strecke als
Sehne einen Kreishogen so zu zeichnen, dafs
alle Peripheriewinkel desselben, welche auf
der gegebenen Sehne stehen, einem gegebenen
Winkel gleich sind.

AB sei die gegebene Sehne
und » der Winkel; da die
Peripheriewinkel auf 4B gleich
v sein sollen, so mufls das-
selbe von dem Winkel gelten,
welcher von der Sehne und der
an A gezogenen Tangente ge-
bildet wird, denn dieser wird
durch denselben Bogen gemessen; man macht deshalb
/ BAD = », und bestimmt darauf den Kreismittelpunkt.
Da AD nimlich Tangente sein mufs, so mufls der Kreis-
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mittelpunkt auf der zu 4D senkrechten Linie 4% liegen,
und also dort, wo diese die Mittelsenkrechte der Sehne
schneidet. Ist der gegebene Winkel ein Rechter, so wird
der Bogen ein Halbkreis.

Man sagt, dals der Bogen oder der Abschnitt den
gegebenen Winkel falst, und dafs der Bogen der
geometrische Ort fir alle Punkte ist, von
denen aus man die Strecke 4B unter dem ge-
gebenen Winkel sieht.

66. Von einem gegebenen Punkte Tangen-
ten an einen Kreis zu ziehen.

Da die Tangente senkrecht auf dem an den Be-
rithrungspunkt gezogenen Radius stehen mufs und also
Z CLP ein Rechter ist, so

/” \/\‘%‘: miissen die Berithrungspunkte
/’ \ auf einem Kreise iber CP
[ ol —daaedy |p als Durchmesser liegen. Liegt

\ \/ der gegebene Punkt P auf

\\_7/6/ der Peripherie, so errichtet

man eine Senkrechte auf dem

nach P gezogenen Radius; liegt P innerhalb der Peri-
pherie, so ist die Losung unmoglich.

11.  Polygone.

@%7. Die Siitze iiber Congruenz werden oft an-
gewendet, wenn man beweisen soll, dafs zwei Stiicke einer
Figur gleich grofs sind. Man sucht dann in der Figur
zwei Dreiecke zu finden oder durch Hiilfslinien zu bilden,
in denen diese Stiicke als gleichliegende oder homologe
Stiicke vorkommen; kann man nun beweisen, dafs die
Dreiecke congruent sind, so ist die Aufgabe gelost. In
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der Folge sollen, wenn angegeben wird, dals zwei Drei-
ecke congruent sind, die Buchstaben in solche Reihen-
folge gestellt werden, dafs die homologen Stiicke an die-
selbe Stelle kommen; wenn also A ABC A abe, so ist
/4 A= a, B=5b, C—c¢, AB = ab, AC = ac, BC = be.
68. Ein Viereck, in welchem ein Seitenpaar parallel
ist, heilst ein Trapez.
Ein Viereck, in welchem beide Seitenpaare parallel
sind, heilst ein Parallelogramm.
69. Die gegeniiberliegenden Seiten und
Winkel einesParallelogramms sind gleich grofs.
B || CD, also £ x-=y,
| OB, also £ v=2;
iolghch AAB(;g ODA...(62);
woraus 7AB~7()D77]§C——DA
LB 2D
Aus diesem Satze folgt, dafls Parallelen iiberall die
gleiche Entfernung von einander haben, und dals der
geometrische Ort fiir alle Punkte, welche von
einer gegebenen Geraden eine gegebene Ent-
fernung haben, von zwei Linien gebildet wird,
welche der gegebenen Geraden in der ge-
gebenen Entfernung parallel gezogen sind.

%0. Ein.Viereck, in welchem die gegen-
iiberliegenden Seiten gleich grofs sind, ist ein

Parallelogramm.
Man hat AB = CD,
B0 = DA,
AC= AC,
also A ABC = CDA,
und daraus T=y; z2=—0
oder AB | CD; BC | AD.
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%4 Ein Viereck, in welchem ein Paar
gegeniiberliegender Seiten gleich und parallel
sind, ist ein Parallelogramm.

Man erhilt auch hier A ABCo CDA (60).

Aus diesem Satze folgt, dafs zwei gerade Linien
parallel sind, wenn zwei Punkte der einen
dieselbe Entfernung von der anderen haben
(und auf derselben Seite liegen).

2. Ein Viereck, in welchem die gegen-
iberliegenden Winkel gleich sind, ist ein

Parallelogramm.

Man hat £ 4+ B+ C-+ D—4 R,
aber 4 = C; B= D; (Voraussetzung)
also 244 2B—14 R.;

A4+B=2R,
woraus folgt, dals BC | 4D.
Ebenso ist A4+D=2R.,
also AB | CD.

93. In jedem Parallelogramm halbieren
sich die Diagonalen.

AN Man hat nimlich
/ﬁog ; A BOC~ DO,

A D also BO=D0; 0C= 0A.

94. Von besonderen Parallelogrammen ist das recht-
winklige oder das Rechteck, und das gleichseitige oder
der Rhombus zu erwihnen. Das Quadrat ist sowohl
Rhombus wie Rechteck.

95. Lineregelmilsigeoderreguliren-strah-
lige Figur ist eine solche, welche sich selbst deckt, wenn
sie um einen gewissen Punkt, den Mittelpunkt, um einen
Winkel von :17 R. gedreht wird.
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Correspondierende Punkte, Linien u. s. w. sind
solche, welche durch die Drehung zur Deckung ge-
langen.

Verbindet man die correspondierenden Punkte der
Reihe nach, so entsteht ein regelmifsiges Vieleck
(reguldres Polygon), welches also ein n-strahliges n-Eck
ist; das regulire Polygon ist convex; die nichtconvexen
n-strahligen Polygone heilsen Sternpolygone.

¥6. In einem reguliren Polygone sind alle
Seiten und alle Winkel gleich grofs, denn sie
gelangen nach und nach alle durch Drehung um den
Mittelpunkt zur Deckung. Aus
demselben Grunde sind die Ver- 4D B

bindungslinien des Mittelpunkts 1)
mit den Eckpunkten, die grolsen p >C,
Radien (04), gleich grofs, und

ebenso die vom Mittelpunkte auf /

die Seiten gefillten Senkrechten,

die kleinen Radien (O0). Die grolsen Radien teilen
das Polygon in congruente gleichschenklige Dreiecke, die
Centraldreiecke (40B); die Winkel derselben am

Mittelpunkt heifsen Centriwinkel (£ 40B).
Legt man n gleichschenklige congruente Dreiecke

mit einem Winkel von %R. an der Spitze an einander,
so dafls ihre Spitzen zusammenfallen, so entsteht ein
regelmifsiges n-Eck; geht man von diesem aus, so kann
man ein anderes regelmafsiges n-Eck zeichnen, dessen
Seiten gleich einer gegebenen Strecke sind. (63, letztes
Stiick.)

%%. Jeder Winkel eines regelmilsigen

n-KEcks betrigt 2 R. — %R.
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Man erhiilt dieses Resultat, wenn man die Summe
der Winkel, 2r R.—4 R., durch ihre Anzahl dividiert.

¥8. EinPolygon ist regelmifsig, wenn alle
Seiten und Winkel desselben gleich grols sind.

Denn vergleicht man dasselbe mit einem reguliren
Polygone (76) von derselben Seitenzahl, dessen Seiten von
derselben Grofse sind, so sieht man, dafls die beiden
congruent sind, da sie auch in den Winkeln iiberein-
stimmen (77).

Im Vorhergehenden wurden von reguliren Polygonen
das gleichseitige Dreieck und das Quadrat erwihnt.

9. Teilt man eine Kreisperipherie in =
gleiche Teile und verbindet die Teilpunkte
durch Sehnen, so entsteht ein regelméilsiges
einbeschriebenes n-Eck (Sehnenpolygon); zieht
man Tangenten an alle Teilpunkte, so entsteht
ein regelmiflsiges umbeschriebenes n-Eck (Tan-

gentenpolygon). Denn lifst man die Figur eine 717 Drehung

um den Mittelpunkt machen, so wird sie sich in beiden
Fillen selbst decken.

Ubungsaufgaben.

59. In einem Quadrat ABCD ist die Diagonale
AC gezogen, und auf dieser A — AB abgetragen; in
E ist auf der Diagonale eine Senkrechte errichtet, welche
BC in F schneidet. Beweise, dals BF — FE— EC.

60. In jedem Rechteck sind die beiden
Diagonalen gleich grofls.

61. Die Diagonalen eines Rhombus stehen
senkrecht auf einander.

62. Verbindet man der Reihe nach die Mitten der
Seiten eines Rhombus, so entsteht ein Rechteck.
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63. Verbindet man der Reihe nach die Mitten der
Seiten eines Rechtecks, so entsteht ein Rhombus.

64. Die Entfernung zweier Parallelen betrigt a;
zwischen denselben ist eine Linie 4B gezogen und man
hat die beiden supplementiren Winkel 4 und B halbiert;
wie grofs ist die Hcohe des hierdurch gebildeten recht-
winkligen Dreiecks?

65. In einem rechtwinkligen Dreieck ist der rechte
Winkel halbiert, und von dem Punkte, wo die Winkel-
halbierende die Hypotenuse schneidet, sind Parallelen zu
den Katheten gezogen. Man beweise, dafs die Figur,
welche von diesen und den Katheten begrenzt wird, ein
Quadrat ist.

66. C halbiert die Strecke 4B. Die drei Punkte
sind auf irgend eine Gerade in 4,, B, und C, projiciert;
beweise, dals C; die 4,B, halbiert.

67. Zwei Punkte, A und B, liegen auf derselben
Seite einer Geraden. Von 4 zieht man eine Linie nach
dem zu B symmetrischen Punkte O, welche die gegebene
Gerade in D schneidet. Beweise, dals 4D und BD
gleiche Winkel mit der gegebenen Geraden bilden.

68. Eine Linie ist einer Diagonale eines Paralle-
logramms parallel; beweise, dafs beide Seitenpaare des
Parallelogramms  gleiche Stiicke auf derselben ab-
schneiden.

69. DBeweise, dals die gegeniiberliegenden Seiten
eines Quadrats auf einer beliebigen Linie ein ebenso
grofses Stiick abschneiden, wie die beiden anderen auf
einer zu der ersteren senkrechtenfLinie.

70. Uber jeder Kathete eines rechtwinkligen Drei-
ecks ist ein Quadrat gezeichnet, welches den rechten

Winkel mit dem Dreieck gemeinsam hat, und von der
4
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dufsersten Ecke dieser (uadrate sind Senkrechte auf die
Hypotenuse gefillt; man beweise, dafs die Summe dieser
beiden Senkrechten gleich der Hypotenuse ist.

71. Von einem Punkte auf der Grundlinie eines
gleichschenkligen Dreiecks sind Senkrechte auf die beiden
Schenkel gefillt. Beweise, dafls die Summe dieser bei-
den Senkrechten gleich der zu einem Schenkel gehorigen
Hohe ist.

72. Welche Parallelogramme lassen sich in, und
welche um einen Kreis beschreiben?

73. Beweise, dals sich ein Polygon con-
struieren lafst, wenn alle Stiicke desselben,
mit Ausnahme von drei auf einander folgenden
(1 Seite und 2 Winkel oder 2 Seiten und 1 Winkel),
gegeben sind. Welche Sidtze iber Congruenz
der Polygone wiirden hieraus folgen?

74. In einen Sector von 60° ist ein Kreis be-
schrieben; beweise, dals der Radius desselben der dritte
Teil vom Radius des Kreises ist, welchem der Sector
angehort.

75. Welches ist die lingste Linie, welche sich zwi-
schen den Peripherien zweier Kreise durch einen ihrer
Durchschnittspunkte ziehen lifst?

76. Zwei gegebene Linien schneiden sich in O.
Auf der einen .ist ein Punkt A, auf der anderen ein
Punkt B beliebig angenommen, und darauf ein Dreieck
ABC mit gegebenen Winkeln construiert. Der Winkel
O ist dem Winkel bei O gleich und liegt mit ihm auf
derselben Seite von 4B. Man soll beweisen, dals C
immer auf derselben durch O gehenden Geraden liegt,
wie man auch 4 und B wihlen mag.

77. Ein Punkt ist mit dem Mittelpunkte eines

http://rcin.org.pl



51

Kreises verbunden, und iiber dieser Verbindungslinie als
Durchmesser ist ein Kreis beschrieben. Beweise, dafs die
Peripherie des letzteren alle Sehnen halbiert, welche durch
den gegebenen Punkt gehen.

78. Ein Kreis beriihrt beide Katheten eines recht-
winkligen Dreiecks, und zwar die eine in ihrem End-
punkt; beweise, dals das Stiick, welches dieser Kreis von
der Hypotenuse abschneidet, doppelt so grofs als die Hohe
des Dreiecks ist.

79. Durch einen beliebigen Punkt der einen Dia-
gonale eines Parallelogramms sind zwei Parallelen zu
den Seiten desselben gezogen. Beweise, dafs von den
entstehenden vier kleinen Parallellogrammen die beiden
gleich sind, durch welche die Diagonale nicht geht.

80. Verlingert man die Hohen eines Dreiecks iiber
ihren Fufspunkt bis an die Peripherie des um das Dreieck
beschriebenen Kreises, so ist die Verlingerung gleich dem
unteren Abschnitt (vom Durchschnittspunkte bis zum
Fulspunkte gerechnet) der betreffenden Hohe.

81. Ein Dreieck ist in zwei andere Dreiecke durch
eine Linie geteilt, welche einen Eckpunkt mit dem Punkte
verbindet, in welchem der einbeschriebene Kreis die
gegeniiberliegende Seite beriihrt. Man beweise, dals die
einbeschriebenen Kreise dieser beiden Dreiecke die Seite,
welche beiden Dreiecken gemeinsam ist, in demselben
Punkte beriihren.

82. Durch den Scheitelpunkt eines Winkels und
durch einen auf der Halbierungslinie dieses Winkels ge-
gebenen Punkt ist ein Kreis beschrieben; beweise, dals
die Summe der beiden Sehnen, welche der Kreis von
den Schenkeln des Winkels abschneidet, constant ist.

83. Uber den drei Seiten eines Dreieck sind nach

x
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innen Kreishogen beschrieben, welche Winkel von 120°
fassen; beweise, dals diese drei Kreisbogen durch den-
selben Punkt gehen.

84. TUber den drei Seiten eines Dreiecks sind nach
aulsen gleichseitige Dreiecke gezeichnet. Beweise, dals
die drei Linien, welche die dufsersten Kckpunkte dieser
Dreiecke mit den gegeniiberliegenden Kckpunkten des
gegebenen Dreiecks verbinden, 1) gleich sind, 2) sich gegen-
seitig unter Winkeln von 120° schneiden, und 3) durch
denselben Punkt gehen.

85. Sind die gegeniiberliegenden Winkel
eines Vierecks Supplemente, so lifst sich um
dasselbe ein Kreis beschreiben.

86. Uber den drei Seiten eines Dreiecks sind nach
aufsen Quadrate gezeichnet; man beweise, dafs die drei
Linien, welche die Endpunkte der dufsersten Quadrat-
seiten mit einander verbinden, doppelt so grofs sind wie
die Medianen des Dreiecks und senkrecht auf diesen
stehen. K

87. Beweise, dals die Hohen eines Dreiecks die
Winkel des Dreiecks halbieren, dessen Eckpunkte die
Fufspunkte der drei Héhen sind (mit Hiilfe von Kreis~
vierecken). Zeige mit Hiilfe dieses Satzes, dafs die drei
Hohen sich in einem Punkte schneiden.

88. An einen Kreis mit dem Mittelpunkte O ist
eine beliebige Tangente gezogen, welche eine durch O
gehende feste Linie in 3/ schneidet; auf der Tangente
schneide man MP — MO ab. Welches ist der geometrische
Ort fiir P?

89. In einen gegebenen Kreis ist ein Dreieck be-
schrieben, von dem zwei Eckpunkte fest liegen, wihrend
der dritte sich auf der Peripherie des Kreises bewegt.
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Welches sind die geometrischen Orter fiir den Durch-
schnittspunkt der Hohen und fiir den Mittelpunkt des in
das Dreieck beschriebenen . Kreises?

90. AB ist eine festliegende Sehne, C ein beweg-
licher Punkt auf der Peripherie des Kreises. AC ist bis
D verlingert, so dals CD = CB. Man suche den geo-
metrischen Ort fir 2.

91. Von einem beliebigen Punkte auf der Peripherie
cines Kreises sind Linien an die Eckpunkte eines ein-
beschriebenen gleichseitigen Dreiecks gezogen; zeige, dafs
eine von diesen Linien gleich der Summe der beiden
anderen ist.

92. Zwei Minner, welche beide in der Nihe eines
Sees wohnen, besitzen gemeinschaftlich ein Boot. Wo muls
dasselbe liegen, damit beide gleich weit bis dahin haben?

93. Ein Dreieck zu construieren aus einem Winkel,
der gegeniiberliegenden Seite und der Mediane zu einer
der anderen Seiten. (Suche den Mittelpunkt dieser Seite,
nachdem die gegebene Seite festgelegt ist).

94. Mit gegebenem Radius einen Kreis zu zeichnen,
welcher durch zwei gegebene Punkte geht oder zwei ge-
gebene Gerade beriihrt.

95. Ein Dreieck zu construieren aus einer Seite und
der zugehorigen Hohe und Mediane.

96. Ein Dreieck zu construieren aus einer Seite,
der zugehorigen Hohe und dem gegeniiberliegenden
Winkel.

97. Ein Viereck ABCD zu construieren aus AB,
BC, AC, BD und £ D.

98. Ein einbeschriebenes Viereck ABCD zu con-
‘struieren aus £ A4, AB, AC und BD.

99. Gegehen ist eine Gerade, auf derselben ein
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Punkt 4, und aulserhalb derselben ein Punkt P. Auf
der gegebenen Geraden soll ein solcher Punkt X be-
stimmt werden, dals AX -+ XP gleich einer gegebenen
Strecke ist.

100. Auf einer gegebenen Geraden soll ein Punkt
so bestimmt werden, dafs die von ihm an zwei auf der-
selben Seite der Geraden liegende Punkte gezogenen Linien
gleiche Winkel mit der gegebenen Geraden bilden. (Auf-
gabe 67.)

101. In einen gegebenen Sector einen Kreis zu
beschreiben.

102. In einem gegebenen Kreise eine Sehne zu
ziehen, welche einer gegebenen Strecke gleich und pa-
rallel ist.

103. Fir die Construction eines rechtwinkligen
Dreiecks sind gegeben: ein Punkt auf jeder der Katheten,
zwei Punkte der Hypotenuse und die Hohe.

104. Ein Dreieck zu construieren, wenn die Mittel-
punkte der drei dufseren Beriihrungskreise gegeben sind.
(Aufgabe 87.)

105. Die Seiten eines Quadrats sind in zwei Stiicke
m und n geteilt, so dals zwei gleiche Stiicke nirgends
zusammenstolsen. Beweise, dals das Viereck, dessen
Eckpunkte auf den vier Teilungspunkten liegen, ein Qua-
drat ist. (Durch Drehung um 90°.)

106. In einem regelmiiféigen Fiinfeck sind alle
Diagonalen gezogen; beweise, dafs dieselben ein neues
regelmilsiges Fiinfeck einschliefsen.

107. Beweise, dafs zwei Diagonalen eines regel-
miilsigen Sechsecks parallel sind, dafs eine dritte Diagonale
senkrecht auf diesen steht und zwei Sechsecksseiten®
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parallel liuft, und dafs drei von den Diagonalen ein
gleichseitiges Dreieck bilden.

/

I11I. Kapitel.

1 Ahnliche Figuren.

80. Schneiden mehrere Parallelen auf
einer geraden Linie gleiche Stiicke ab, so sind
auch die Stiicke, welche sie auf jeder anderen
Geraden abschneiden, gleich grols.

Ist AB = BC, und zieht
man DG und EH parallel AC,
so hat man DG = AB und
EH = BC (69),
also DG— 1N,
Fernerist £ D=~ E',. (31),
und 40— £ His(B3),
mithin A DGE~ EHF,
und folglich DE= EF.

81. Eine Strecke AB in eine gegebene An-
zahl gleicher Teile zu teilen.

Soll AB beispielsweise in b gleiche Teile geteilt
werden, so triigt man auf einer durch A gezogenen be-
liebigen Geraden 5 gleiche Stiicke -

ab. Den Endpunkt C des letzten 4
Stiicks verbindet man mit B, und K
zieht durch die ibrigen Teilpunkte

5
Parallelen zu BC. Die Abschnitte
auf 4B sind dann gleich grofs. (80.)
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82. Zwel Dreiecke, welche in den Winkeln iiber-
einstimmen, heifsen dhnlich. «Ahnlich» wird durch ~
bezeichnet. ~Die Buchstaben an den Scheitelpunkten
gleicher Winkel werden an dieselbe Stelle gestellt. Ho-
mologe Seiten sind solche, welche gleichen Winkeln
gegeniiberliegen; die Buchstaben, durch welche dieselben
bezeichnet werden, schreibt man bei beiden Dreiecken in
derselben Reihenfolge; ist z. B.

A ABC ~ abe,
g0 18t Z A=—a, B=46, O—c¢c, und 4B, BO und AC
sind beziehungsweise ad, #c und ac homolog.

83. In dhnlichen Dreiecken stehen je zwei

homologe Seiten in demselben Verhiltnis.
(Die Seiten derselben sind proportional.)

Man legt das Dreieck abde so auf AB0O, dals £ & den
Z B deckt, a auf Mund cauf N fillt; dann ist NM | AC,
ag’ LMt Vel a—iANA,

Nun haben BM und BA entweder ein gemeinschaft-
liches Mals oder nicht.

a) Haben dieselben ein gemeinschaftliches Mals, (sind
sie commensurabel), das heilst, giebt es eine Strecke,
welche sich auf beiden ohne Rest abtragen lifst, so
trigt man diese auf beiden ab; dieselbe sei beispiels-
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weise p mal in B4 und ¢ mal in BM enthalten; dann
hat man
e
BM g¢°
Zieht man nun durch die Teilpunkte Parallelen zu
AQ, so werden diese BO und BN beziehungsweise in p
und ¢ gleiche Teile teilen (80); also hat man auch

i
BN ¢’
: B R
und folglich Ty E,
der B4 _BCO
il ba iibel

) Haben BM und BA kein gemeinschaftliches Mals
(sind sie incommensurabel), so teilt man BM in eine
beliebige Anzahl gleicher Teile,
und trigt diese von M aus auf /

MA weiter ab. Der letzte Teil-
punkt zwischen 3/ und 4 moge

auf D fallen. Dann zieht man M/ \
DE | AC. Nun ist nach dem B

Vorhergehenden A C
BD BE
BM ™ BN’
oder BA—DA__BC—EC
BM BN«

BA_Da_BO_EC

BM By BN BN
Da man nun BM in beliebig kleine Teile teilen
kann, so kann man die Reste D4 und EC, und daher

b

2 : DA EC ; A
auch die Quotienten Vo und BN 80 klein machen, wie

oder
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man will, also kleiner als irgend eine angebbare Zahl,
und dann mufs also

B4 _BO

BM BN
sein *).

Das Verhiiltnis von zwei commensurablen Strecken

(und Grofsen iiberhaupt) heifst ein rationales, das von
zwei incommensurablen ein irrationales.

Anmerkung. Der oben gefiihrte Beweis gilt nicht nur fir diesen
Fall, sondern zeigt im allgemeinen, dafs zwei Arten von Grofsen,
welche proportional sind, wenn ihre Verhiltnisse rational sind,
es ebenfalls sein miissen, wenn ihre Verhiltnisse irrational
sind.

Auf dieselbe Weise erhilt man, indem man ¢ auf
O legt
BO_ 04
be ca '
i AB: B304
folglich iy e oo
84. Durch das Voranstehende ist zugleich bewiesen,
dals eine Linie, welche einer Seite eines Drei-
ecks parallel ist, von den beiden anderen Sei-
ten proportionale Stiicke abschneidet.
Umgekehrt: Schneidet eine Linie von zwei
Seiten eines Dreiecks Stiicke ab, welche den
ganzen Seiten proportional sind, so ist sie der
dritten Seite parallel.

*) Der diesem Beweise zu Grunde gelegte Satz lifst sich folgender-
mafsen kurz fassen: 4, @, B und [ sind gleichartige Grofsen,
und von diesen sind a und 4 verinderlich. Besteht nun die
Beziehung 4 + = B + /#, und kann man a und /4 gleich-
zeitig so klein machen, wie man will, so muls 4= B sein.
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Vors: Qzﬁ A
LB 5 A
Beh. DE || BC. \
Denn wenn DE nicht parallel w
BC wire, so miifste man durch D D
eine andere Linie ziehen konnen, B 44

die diese Bedingung erfiillt, z. B. DF; daraus wiirde aber
folgen, dafs

AD _AF

FHT A6

was der Voraussetzung widerstreitet.
In Folge eines Satzes aus der Lehre von den Pro-
portionen kann die Proportion

AD AE
AB ™ 4C
umgeformt werden in o g A
AB — AD AC— AE
oder ‘—4£=£
DB EC

so dals auch diese Proportion gilt, wenn DE | BC, und
umgekehrt.

85. Zu drei gegebenen Strecken die vierte
Proportionale zu construieren, das heilst, eine
Strecke, welche das vierte Glied einer Proportion ist, in
der die drei iibrigen Glieder von den
gegebenen Strecken gebildet werden.

Auf den Schenkeln eines belie-
bigen Winkels B trigt man die ge-
gebenen Strecken BM, BA und BN
ab; zieht man dann MN, und 4C | MN,
s0 ist BC die gesuchte Strecke. Sind die beiden Mittel-
glieder der Proportion gleich grofs, so heilst die gesuchte
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Strecke die dritte Proportionale zu den gegebenen
und wird auf dieselbe Weise construiert. Sind die ge-

gebenen Strecken @, & und ¢, die gesuchte «; so hat man
a
b
die benannten oder die unbenannten Zahlen bedeuten,
welche die Linge der Strecken, gemessen nach derselben

Einheit, ausdriicken (z. B. am =§); schreibt man die

Tmo g

b
Gleichung dagegen x — —ai, so0 kann es nur auf die letztere

:%. Hierbei ist es gleichgilltig, ob die Buchstaben

Weise verstanden werden, da es keinen Sinn hat, benannte
Zahlen mit einander zu multiplicieren.

Mit Hiilfe des vorangehenden Satzes lifst sich nun

abe ; 2 ~ab
ferner o g construieren, indem man erst el
Y

yc & p £ % %
und darauf @ = 2= construiert; man sieht leicht, wie sich
e

dies auf « =%§L'—'—' ausdehnen lifst, sobald im Divi-

dendus eine Strecke mehr ist als im Divisor.

86. Eine gegebene Strecke in Stiicke zu
teilen, welche sich zu einander wie gegebene
Strecken oder Zahlen verhalten.

Die Teile von 4B sollen sich zu einander verhalten

wie die Strecken 4D, DE und EC,

A F G B s L JAS
T welche auf einer beliebigen durch
D ‘ A gezogenen Geraden abgetragen
E sind; man zieht BC und parallel

C dazu EG und DF, dann ist

BG_GA_GF_FA o,

(IS DS TP - i R e :

Sind Zahlen gegeben, so wilhlt man eine beliebige
Strecke als Einheit, und trigt dieselbe so oft ab, wie die
Zahlen angeben.
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8%. Die Linie, welche einen Winkel eines
Dreiecks halbiert, teilt die gegeniiberliegende
Seite in zwei Abschnitte, welche sich wie die
beiden anderen Dreiecksseiten verhalten.

Zieht man CE | AB, so ist
£ ABD ~ CED,

i 48 AL

b 0E~ CD

aber O == Gb . 2l
. AB o AD

folglich CBE=DC

Die Linie, welche den Aufsenwinkel bei B halbiert,
schneidet die verlingerte 4C in einem Punkte Di. Setzt
man D: und E1 an die Stelle von D und E, so folgt
ganz ebenso wie oben, dals %—;%% Man sagt, dals
AC durch D, und D aufsen und innen nach demselben
Verhiiltnis geteilt wird, oder dals AC durch D und D,

harmonisch nach dem Verhiltnis %g geteilt wird.
Sind die Seiten des Dreiecks @, & und ¢, so hat man

4D _D0_ b

¢ a c+a’
APy IhO Sal
¢ abuod  HiessS
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folglich LR — i :
c+a

v ol 400l

Gl BR

Ay — 4 :

c—a

D10 = 4 ;

Cox G

88. Zwei Figuren (Systeme von Punkten) heifsen
dhnlich im Verhaltnis m, wenn jedem Punkt der
einen Figur ein Punkt der anderen Figur entspricht
(homologe Punkte), und die Entfernung zwischen zwei
Punkten der einen Figur iiberall m mal so grols ist als
die Entfernung zwischen den homologen Punkten der
anderen Figur. Fir m —1 sind die Figuren congruent.

Dafs es immer eine Figur abed. ... giebt, welche
einer gegebenen Figur ABCD.... in einem gegebenen
Verhiltnis dhnlich ist, lafst sich folgendermalfsen zeigen:

Von einem beliebigen
Punkte O zieht man Linien
an die Eckpunkte der ge-
gebenen Figur und tragt auf
diesen Oa=—=m . OA, Ob—
m.. OR 1. 8. w.ab. .a, b, o, d
sind dann die Eckpunkte der
gesuchten Figur.

O ist der Ahnlichkeitspunkt, die von O aus
gezogenen Linien heifsen Ahnlichkeitsstrahlen.
Man sagt, dafs die Figuren &hnlich gegen einander
liegen. Uber #hnlichliegende Figuren gelten folgende
Sitze:

Homologe Punkte liegen auf demselben
Ahnlichkeitsstrahl in Folge der Construction.
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Homologe Linien (die Verbindungslinien homo-
loger Punkte) sind parallel, z. B.

ab | AB .. .. (84).
a Qa1
enn O—[I———'O—B——?n.

Homologe Strecken sind proportional nach
dem Verhéltnis m, z. B.
ab Oa
ABT 04
Dies gilt auch von gebrochenen Linien, denn wenn

oo (83).

jede einzelne Linie , mal so grofs wird, so mufs ihre
Summe auch 7~ mal so grofs werden.

Homologe Winkel sind gleich (35).

Die Figur, welche man erhdalt, bleibt die-
selbe, wo mar auch den Ahnlichkeitspunkt
annehmen mag, denn hitte man mit Hilfe eines
anderen Ahnlichkeitspunktes eine Figur a,b,¢,d, ....
construiert, so miifste diese mit abed . ...in allen homo-
logen Linien und Winkeln der Reihe nach iibereinstimmen,
und die beiden Figuren miissen folglich congruent sein.

Liegen gewisse Punkte der einen Figur
auf einer Geraden, so miissen die homologen
Punkte der anderen Figur gleichfalls auf einer
Geraden liegen.

Dies ergiebt sich leicht, wenn man sich den Ahn-
lichkeitspunkt auf der Geraden gewihlt denkt.

Die Punkte homologer Linien sind also paarweise
homolog.

Liegen gewisse Punkte der einen Figur auf
einer Kreislinie, so gilt dasselbe von den ho-
mologen Punkten der anderen Figur.

Der Satz folgt leicht, wenn man sich den Mittel-
punkt des Kreises als Ahnlichkeitspunkt denkt.
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Oben wurden Dreiecke mit gleichen Winkeln ihnlich
genannt; da sich solche Dreiecke auch in dhnliche Lage
bringen lassen (vergl. die Figur zu 83), so sind sie also
auch &hnlich in der allgemeinen Bedeutung des Worts.

89. Kennt man die Fille, in welchen zwei Figuren
congruent sind, so kann man daraus die Fille ableiten,
in welchen sie @hnlich sind. Man braucht ndmlich nur
in dem fir die Congruenz bewiesenen Satze «ihnlich»
statt «congruent» zu lesen, wenn man gleichzeitig bei
den Seiten «gleich» durch «proportioniert» ersetzt; es
soll dies auf Dreiecke angewendet werden.

90. Aus dem Satze:

Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen alle

drei Seiten beziehlich gleich sind,
ergiebt sich der neue Satz:

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn in ihnen

alle drei Seiten proportioniert sind.
g o be s A8
A B R A

Man wiihle einen beliebigen Ahnlichkeitspunkt O und
construiere A a,b,¢; &~ A ABC im Verhiltnis m, wo m
den Wert der gleichen Verhiltnisse bedeutet; dann ist

Vo

='M.

a,b, __blcl @404

4 Bg Tay
B
b
Va4
A g /C @ e
af 7
6’
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Diese Verhiltnisse sind den gegebenen einzeln gleich,
und da die Divisoren paarweise gleich sind, miissen die
Dividenden auch gleich sein, mithin

aby==ab; b,ciy'=— Do} a 05 —>em

Die beiden kleinen Dreiecke sind also congruent, und
da das eine dem grofsen Dreieck #hnlich ist, mufs das
andere demselben gleichfalls dhnlich sein.

91. Aus dem Satze:

Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen ein
Winkel und die denselben einschliefsenden Seiten
beziehlich gleich sind,

ergiebt sich der neue Satz:

Zwei Dreiecke sind dhnlich, wenn in ihnen
ein Winkel gleich und die denselben ein-
schliefsenden Seiten proportioniert sind.

ab ac
Vor. £ A= L(t, E=E=m.
Durch dieselbe Construction wie oben hat man
4 Bt LU o i
VA P F ST m,

woraus durch Vergleichung mit dem Gegebenen:
La=/La;; ab=a,b,; ac—=a,c,,

also A abe A aybicy,

und A abe~ A\ ABC.

92. Aus dem Satze:

Zwei Dreiecke sind congruent, wenn in ihnen zwei
Seiten und der der grolseren Seite gegeniiber-
liegende Winkel beziehlich gleich sind,

ergiebt sich der neue Satz:
Zwei Dreicke sind ahnlich, wenn in ihnen

zweiSeiten proportioniert sind, und der
5
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der grofseren Seite gegeniiberliegende
Winkel gleich ist.
Der Beweis ist ganz ebenso wie bei dem vorher-
gehenden Satze.

93. Auf dieselbe Weise zeigt man, dafls zwei
Figuren,in denen alle homologen Winkel gleich
und alle Seiten proportioniert sind, sich in
dhnliche Lage bringen lassen; solche Figuren las-
sen sich also durch homologe Diagonalen in ihnliche
Dreiecke zerlegen. Enthilt die Bedingung fiir die Con-
gruenz zweier Polygone nur eine Seite, so fillt diese bei
der Bedingung fiir die Ahnlichkeit fort. Danach sind
alle reguliren Polygone von gleicher Seitenzahl #hnlich.

94. Eine Figur zu zeichnen, welche einer
gegebenen dhnlich ist, so dals eine von ihren
Seiten einer gegebenen Strecke gleich ist.

ABCODEF sei die ge-
gebene Figur und ab die
gegebene Strecke, welche in
der Figur der 4B homolog
seinsoll; man macht 45—ab,
verbindet 4 mit den Eck-
punkten der Figur, und zieht
be | BC, ed | CD u.s.w. Dann ist Abedef die gesuchte
Figur, denn sie liegt dhnlich gegen ABCDEF, und A
ist der Ahnlichkeitspunkt.

Hiernach kann man ein regelmiilsiges n-Eck mit
gegebenen Seiten zeichnen, sobald man ein beliebiges
regelmiilsiges n-Eck zeichnen kann. (Vergl. 76.)

o °
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Ubungsaufgaben.

108. Vom Mittelpunkte eines Kreises.sind Senk-
rechte auf zwei Seiten eines einbeschriebenen Dreiecks
gefillt. Beweise, dafs die Linie, Welche_die Fufspunkte
der beiden Senkrechten verbindet, halb so grofs ist wie
die dritte Seite des Dreiecks.

109. In einem Parallelogramm ABCD ist E die
Mitte von 4B, und £ die Mitte von CD. Zeige, dals
DFE und BF die AC in drei gleiche Teile teilen.

110. Die Mitten der vier Seiten eines Vierecks sind
der Reihe nach mit einander verbunden; beweise, dals
das entstandene Viereck ein Parallelogramm ist. Hieraus
lifst sich ein neuer Satz bilden, wenn man die Dia-
gonalen als Seiten, und ein Paar gegeniiberliegender Seiten
als Diagonalen betrachtet. (Uneigentliche Vierecke.)

111. Beweise, dals die Hohen eines Dreiecks den
zugehorigen Seiten umgekehrt proportional sind (die Seiten
verhalten sich wie die reciproken Werte der zugehorigen
Hohen).

112. In einem Dreieck 4BC schneiden sich zwei
Hohen Aa und Bb in O; beweise, dals Ob.CA — Ca. CB.

113. Beweise, dafs BO.0b= A0 . Oa.

114. Beweise, dals Bb. 0b=—= Ab.bC.

Betrachtet man AODB als das gegebene Dreieck, so
wird C der Durchschnittspunkt der Héhen. Dadurch er-
geben sich neue Sitze aus 112, 113 und 114.

115. An die Endpunkte eines Kreisdurchmessers
AB sind zwei Tangenten AC und BD gezogen. E ist
ein Punkt der Peripherie, in welchem 420 und BC sich
schneiden. Zeige, dals der Durchmesser die mittlere
Proportionale zwischen AC und BD ist.
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116. Beweise, dafs jede Sehne die mittlere Propor-
tionale ist zwischen einem Durchmesser und der Senk-
rechten von dem einen Endpunkt der Sehne auf die an
ihren anderen Endpunkt gezogene Tangente.

117. 1In einem einbeschriebenen Dreieck ist 4D der
an B gezogenen Tangente parallel. Zeige, dals AB®
= BOHSBO.

118. Ein Quadrat ist so in ein rechtwinkliges
Dreieck gezeichnet, dafs eine seiner Seiten auf der Hypo-
tenuse liegt. Beweise, dals einer von den Abschnitten
der Hypotenuse. die mittlere Proportionale zwischen den
beiden anderen ist.

119. 1In einem gleichschenkligen Dreieck ist jeder
Schenkel in drei gleiche Teile geteilt; der oberste Teil-
punkt des einen Schenkels ist mit dem untersten Teil-
punkt des anderen Schenkels verbunden, und die Ver-
bindungslinie bis zum Durchschnitt mit der verlingerten
Grundlinie verlingert. Beweise, dals die Abschnitte
dieser Linie gleich grofs sind, und dals die Verlingerung
der Grundlinie gleich dem dritten Teile der ganzen
Grundlinie ist.

120. In einem Dreieck ABC sind auf AC zwei
Punkte D und £ so bestimmt, dals A% -— 4B, und dals
AE die mittlere Proportionale zwischen 4D und AC ist.
Zeige, dals BE den Winkel DBC halbiert.

121. Beweise, dals die Medianen éines
Dreiecks sich gegenseitig in Abschnitte teilen,
welche sich wie 1:2 verhalten.

122, Beweise, dals die Linie, welche in
einem Trapez die Mitten der nicht parallelen
Seiten verbindet, gleich der halben Summe
der beiden parallelen Seiten ist.
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123. Die beiden parallelen Seiten eines Trapezes
sind nach entgegengesetzten Richtungen verlingert, so
dafs jede Verlingerung gleich der gegeniiberliegenden Seite
ist. Beweise, dafs die Linie, welche die Endpunkte der
Verlingerungen mit einander verbindet, eine von den
Diagonalen des Trapezes halbiert und die andere in einem
Punkte schneidet, welcher ebenso weit von dem einen
Endpunkt der Diagonale entfernt ist, wie der Durchschnitts-
punkt der Diagonalen von dem anderen.

124. Von einem Punkte O ist an eine gegebene
Gerade eine Linie 04 gezogen, und auf dieser ein Punkt
a s0 bestimmt, dafs das Product OA4 . Oa eine gegebene
Grofse hat. Beweise, dafs a einen Kreis beschreibt,
welcher durch O geht, wenn A die gegebene Gerade
durchlauft.

125. In einem Dreieck BAC ist A4 ein rechter
Winkel, und CD halbiert den Winkel C. Beweise, dals
AB.AD == AC(BC — ACQ).

126. Zwei Kreise berithren sich von aufsen; beweise,
dafs das Stiick ihrer gemeinschaftlichen Tangente zwischen
den beiden Beriihrungspunkten die mittlere Proportionale
zwischen den Durchmessern ist.

127. In einem Dreieck ABC ist die Mediane 4D
gezogen, und durch A eine Linie AE | BC. Eine be-
liebige Linie durch D schneidet A% in E, AB in F' und
AC in G; beweise, dals DF: DG — EF: EG.

128. Durch den Durchschnittspunkt der Diagonalen
eines Trapezes ist eine Parallele zu den parallelen Seiten
gezogen. Beweise, dafs die beiden parallelen Seiten sich
wie die Abschnitte verhalten, in welche die Parallele die
nicht parallelen Seiten teilt.

129. 4D ist ein Durchmesser eines Kreises und
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AB, BC und CD sind Tangenten. Beweise, dafs beide
Diagonalen des Vierecks ABCD die Senkrechte halbieren,
welche man vom Beriihrungspunkte der Tangente BC auf
den Durchmesser fillt.

130. Zwei gegebene Kreise berithren sich in O,
und durch O ist eine Linie gezogen, welche die beiden
Kreise in 4 und B schneidet. Zeige, dals der Radius
des Kreises, welcher den einen Kreis in A beriihrt und
durch B geht, constant ist.

131. Ein Kreis beriihrt einen anderen von innen
in 4. BC ist eine Sehne des grofseren Kreises, welche
den kleineren in D beriibrt. Beweise, dals AD den
Winkel BAC halbiert.

132. Von einem Punkte einer Kreisperipherie sind
Senkrechte auf zwei Tangenten und auf die Sehne ge-
fallt, welche die Beriihrungspunkte der beiden Tangenten
verbindet; beweise, dals die letztgefillte Senkrechte die
mittlere Proportionale zwischen den beiden ersten ist.

133. 1n einem Dreieck 4BC ist eine Linie
gezogen, welche 4B in ¢, AC in 4 und die Ver-
lingerung von BC in a schneidet. Beweise, dafs

Ba. Ac. Cb=.Ab. Oa; Be.

Ziehe Om | AB; beachte, dals A dmC ~ bed, und
A maCeocaB, und eliminiere Um aus den beiden da-
durch erhaltenen Gleichungen.

134. Von den Eckpunkten eines Dreiecks
ABC sind bis an die gegeniiberliegenden Seiten
die Linien Aa, Bb und Cc gezogen, welche sich
in demselben Punkt O schneiden; beweise, dals

Ba . deni0b A . iCa;. Be;

Wende Aufgabe 133 auf das A 4Bb an, welches

von Cec geschnitten wird, und auf Bbe, welches von Aa
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geschnitten wird, und eliminiere AC aus den beiden
erhaltenen Gleichungen.

135. Beweise den Satz in 87 mit Hiilfe der Senk-
rechten, welche von den Endpunkten der geteilten Seite
auf die Halbierungslinie des Winkels gefallt sind.

136. In zwei gegebenen Kreisen mit den
Mittelpunkten C und ¢ sind zwei beliebige
parallele Radien C4 und ca gezogen. Beweise,
dafs Aa die Centrale in einem festen Punkte
(dem iulseren Ahnlichkeitspunkte) schneidet,
wenn die beiden Radien gleich gerichtet sind,
und in einem anderen festen Punkte (dem in-
neren Ahnlichkeitspunkte), wenn die Radien
entgegengesetzt gerichtet sind. Was fir eine
Construction der gemeinschaftlichen Tangen-
ten zweier Kreise l1afst sich hieraus ableiten?

137. Die Punkte @ und & teilen die Linie 4B
harmonisch; beweise, dafs 4 und B auch @b harmonisch
teilen.

Wenn A4 und B feste Punkte sind, und e sich von
A nach B bewegt, welche Bewegung vollfihrt & gleich-
zeitig? Wenn AB =k, Aa==r,, Ab=r,, so ist nach-

zuweisen, dals
2 1 1

o Joeugy by
138. Beweise, dals OA (Aufgabe 137) die mittlere
Proportionale zwischen O« und Ob ist, wenn O die Mitte
von AB ist.

II. Das rechtwinklige Dreiecl.

95. Die Hohe auf der Hypotenuse teilt
jedes rechtwinklige Dreieck in zwei Dreiecke,
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welche beide dem ganzen Dreieck und also
auch einander dhnlich sind; man hat nimlich

i i A,
13 ¥h Dy Q=i
A ADC~ N\ ACB.
%ﬁ\ < Auf dieselbe Weise erhiilt man
ArD g B A CDB~ A ACB,
A und also auch

A ADC~ A CDB.
Mit Hiilfe dieser Dreiecke lassen sich verschiedene
Proportionen aufstellen, von denen die wichtigsten fol-

gende sind:
Da A ADC~ CDB, so hat man
AD CD g
D —BD oder %% = pg,
das heilst:

a) Die Hohe ist die mittlere Proportionale
zwischen den Abschnitten der Hypotenuse.
Da A ADC~ ACB, so ist
A8 140 DO
A ARy OB
6% =pe, und ab — ch,

das heilst:

b) Jede Kathete ist die mittlere Propor-
tionale zwischen ihrer Projection auf die
Hypotenuse und der ganzen Hypotenuse, und

¢) Das Product aus den beiden Katheten
ist gleich dem Producte aus der Hohe und der
Hypotenuse.

Der wichtigste Satz iiber das rechtwinklige Dreieck
ist indessen der pythagoreische Lehrsatz (gefunden
von Pythagoras im 6ten Jahrhundert v. Chr.):
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d. Das Quadrat der Hypotenuse ist gleich
der Summe der Quadrate der beiden Katheten.
Zu diesem Resultat gelangt man, wenn man

bt=p.c
und das analoge ~  a® = ¢.c addiert,.
woraus a?+ 6= (p+¢q).c=c2

Aus diesem Satze geht hervor, dafs man die eine
Seite eines rechtwinkligen Dreiecks berechnen kann, wenn
man die beiden anderen kennt: man findet némlich:

a=—Ve® —b2; b=Vc? —a?%; ¢c—Va?® b2,

Mit Hiilfe der Sitze iiber das rechtwinklige Dreieck
kann man im allgemeinen, wenn zwei von den Stiicken
a, b, ¢, p, ¢ und % gegeben sind, die ibrigen berechnen;
doch fiihren einige von diesen Aufgaben auf Gleichungen
zweiten Grades.

Ist Winkel O stumpf und nennt man die gegen-
iiberliegende Seite c,, die beiden einschliefsenden a und b,
soistc, > Va® + b2; ist £ Cspitz, soist ¢, << Va* + &°.
Vergleicht man namlich dieses Dreieck mit dem recht-
winkligen Dreieck, dessen Katheten @ und & sind, so hat
man im ersten Fall ¢, > ¢, im zweiten ¢; << ¢ (46).

96. Zu zwei gegebenen Strecken a und &
die mittlere Proportionale zu construieren.

a) Auf der grofseren Strecke & triigt man a ab (4B),
und beschreibt iiber & als Durchmesser einen Halbkreis;
im Endpunkte von a errichtet man eine Senkrechte, und
zieht dann die Sehne = (4D); « ist dann die gesuchte
Strecke (95, b).

b) Uber a -+ & als Durchmesser wird ein Halbkreis
beschrieben, und in dem Punkte, wo @ und & zusammen-
stofsen, eine Senkrechte a (BD) errichtet; diese ist die
gesuchte Strecke (95, a).
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Da gzb‘ﬁ s0 wird # — Vab. Eine Strecke, welche

durch bekannte Strecken unter dieser Form ausgedriickt
werden kann, Jafst sich also nach den angegebenen Me-
thoden construieren; ist z. B. # —a V5 = Vba.a, so ist
« die mittlere Proportionale zwischen ¢ und 5a. Man
konnte auch @ — V/(2a)® + a® setzen und also = als
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks construieren, in
dem die eine Kathete a und die andere 2a ist.

2 =V ab + cd wird construiert, indem man ab — a*
und cd = y? setzt; = und y findet man dann durch 96;
darauf ergiebt sich z als Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks mit den Katheten @ und y.

111. Potenz eines Punlktes mit Beziehung auf einen Kreis.

9%. a) Schneiden sich zwei Sehnen inner-
halb eines Kreises, so ist das Product aus den
Abschnitten der einen Sehne gleich dem Pro-
duct aus den Abschnitten der anderen Sehne.

Man ziehe die Hiilfslinien 44 und Ba; dann ist

i pl SRR PN
£Lb=a)
also A 460 > A BaO,
e
woraus D—B == ‘0—"15

oder OA4.Oa = OB . 0b.
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b) Schneiden sich zwei Secanten, so ist das
Product aus der einen Secante und ihrem
dufseren Abschnitt gleich dem Product aus der
anderen Secante und ihrem dufseren Abschnitt.

Der vorhergehende Beweis gilt auch
fir diesen Fall.

Da der Satz fir jede Lage der
Secanten gilt, so gilt er auch fiir den
Grenzfall, wo & und B zusammenfallen;
in diesem Falle werden sowohl Ob wie
OB gleich der Tangente, so dafs der
Satz also heifst: Die Tangente ist
die mittlere Proportionale zwischen der ganzen

Secante und ihrem dulseren Abschnitt.

Diese drei Sitze lassen sich auch in einen einzigen
zusammenfassen:

Wird ein Kreis von meheren geraden Linien
geschnitten, welche von demselben Punkte
ausgehen, so ist das Product aus den beiden
Strecken, welche auf jeder Linie abgeschnitten
werden (beide vom festen Punkte bis an einen der
Durchschnittspunkte zwischen dem Kreise und der Gera-
den gerechnet) fiir alle Linien dasselbe (constant).
Dieses Product heifst die Potenz des Punktes mit
Beziehung auf den Kreis; zieht man vom festen Punkte
eine Linie durch den Kreismittelpunkt, so ergiebt sich,
dafs die Potenz eines Punktes, dessen Entfernung vom
Kreismittelpunkte a ist (Radius r), gleich a® — 7% ist,
wenn ¢ > 7, und gleich »? — a?%, wenn » > a.
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IV. Lehrsatz des Ptolemdius.

98. In jedem Sehnenviereck ist das Pro-
duct der Diagonalen gleich der Summe der
Producte der gegeniiberliegenden Seiten.

Man mache £ CBE = /£ DBA;
dann ist A CBE > A\ DBA,
woraus BOE 1 brdy

A EBAcs A CBD,

woraus Al als ~—=la%ds
aber aus s b =—=id\ L B,
und a.a; — d.AE

erbilt man durch Addition
b SR

Ist das Sehnenviereck ein Rechteck, so geht der
ptolemdische Lehrsatz iiber in den pythagoreischen.

Ubungsaufgaben.

139. In einem rechtwinkligen Dreieck seien die
Katheten a und &, die Kathetenprojectionen ¢ und p,
die Hohe %, und die Hypotenuse c¢; wie grofs sind die
iibrigen Stiicke, wenn

1) == Dide. pi==sD6P
2 p—— 365 a =602
Bluaie— Qs hie=—uliop
430 == B0 i —=vd 81

140. Construiere die Ausdriicke Va? - 562 4 4¢2,

R el 2 2 iy A B wenn
V(a+b) HER ool Dl ‘/3a—-2b’
a, b und ¢ gegebene Strecken bedeuten.

http://rcin.org.pl




77

141. In einem Dreieck, dessen Seiten
ai==h0; 1 ==illlvg —— 8.4y
ist eine Transversale, d — 1,68, parallel der Seite ¢ ge-
zogen; wie grofs sind die Abschnitte, in welche ¢ und &
durch dieselbe geteilt werden ?

142. In einem Rechteck ist die eine Seite gleich
3 m, und die Diagonale ist 1 m linger als die andere
Seite. Wie grofs ist diese? /

143. Eine Hohe eines Dreiecks ist gleich 15, und
dieselbe teilt die zugehorige Grundlinie in die Abschnitte
6 und 10. In welcher Entfernung von der Grundlinie
liegt der Durchschnittspunkt der Hohen?

144. Wie grofs ist die Diagonale eines Quadrats,
dessen Seite gleich a?

145. In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Hy-
potenuse m?* - n®, und die eine Kathete 2mn. Man
bestimme die andere Kathete.

146. Wie grofs ist die Hohe eines gleichseitigen
Dreiecks, dessen Seite a?

147. In einem Viereck stehen die Diagonalen
senkrecht auf einander. Beweise, dals die Summe der
Quadrate von zwei gegeniiberliegenden Seiten gleich der
Summe der Quadrate der beiden anderen ist.

148. Ein Kreis geht durch den Mittelpunkt C eines
anderen Kreises und berithrt denselben in 4.  Eine
Senkrechte auf AC schneidet den ersten Kreis in 2, den
zweiten in E. Beweise, AE? =2 AD2.

149. Von einem Punkte £ auf der Peripherie eines
Kreises mit dem Radius » ist eine Senkrechte AP auf
einen Durchmesser gefillt; D sei die Mitte des Halb-
kreises, auf welchem Z liegt. Beweise, dals PD*
-+ PE? = 272,
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150. In einem Kreise mit dem Radius » ist ein
Centriwinkel von 45° gegeben. In einem Punkte C des
einen Schenkels ist eine Senkrechte errichtet, welche den
anderen Schenkel in D und den Kreis in £ schneidet.
Beweise, dals OD? + CHE? — r2,

151. Von einem Punkte ist an einen Kreis eine
Secante gezogen, welche durch die Peripherie in zwei
gleiche Stiicke o geteilt wird. Wie grofs ist die von
demselben Punkte gezogene Tangente?

152. In einem rechtwinkligen Dreieck mit den
Katheten 1,41 un 1,88 wird eine Senkrechte auf der Mitte
der Hypotenuse errichtet. Wie grofs sind die Abschnitte,
in welche dieselbe die eine Kathete teilt?

153. In einem Halbkreise sind iiber jeder Hilfte »
des Durchmessers wieder Halbkreise beschrieben. Wie
grols ist der Radius des Kreises, welcher die drei Halb-
kreise beriihrt?

154. In einem Dreieck anit den Seiten a, &
und c¢ ist die zu ¢ gehorige Hohe gezogeh. Be-
weise, dals a®>—6?=2¢/, wenn / die Entfernung
des Fulspunktes der Hohe von der Mitte von ¢
bedeutet, und wenn a > 4. Beweise, dals a? 5?2
= 1¢? -+ 2m?. (m ist die zu ¢ gehorige Mediane).

155. Auf einem Kreisdurchmesser sind zwei Punkte
A und B in gleicher Entfernung vom Mittelpunkte ge-
geben; P sei irgend ein Punkt der Peripherie. Beweise,
dafs 4P? + BP? constant ist.

156. Durch 4 (Aufgabe 155) ist eine beliebige
Sehne gezogen, und ihre Endpunkte sind mit B verbunden.
Beweise, dals die Summe der Quadrate der drei Seiten
des so entstandenen Dreiecks constant ist.
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157. In einem Dreieck mit den Seiten «, &
und ¢ ist die Halbierungslinie des £ 4 bis an
die Seite a gezogen. Wie grols ist die Linge =
dieser Linie?

Man verlingere @ um ein Stiick y bis sie die Peri-
pherie des umbeschriebenen Kreises in J/ schneidet und
ziehe MC; ay ist bekannt, und mit Hiilfe von zwei #hn-
lichen Dreiecken findet man «* -+ xy (87 und 97).

158. BC ist ein Durchmesser, und 4 und # sind
zwei Punkte auf der Peripherie eines Kreises. FD L BC
schneidet B4 in £ und CA4 in G. Beweise, dals DF
die mittlere Proportionale zwischen DE und D@ ist.

159. Zeige, dals ein beliebiger Punkt auf der Peri-
pherie des einen von zwei concentrischen Kreisen dieselbe
Potenz mit Beziehung auf den anderen Kreis hat, wie
irgend ein Punkt auf der Peripherie des zweiten Kreises
mit Beziehung auf den ersten.

160. DBeweise, dals die Linie, welche den Winkel
zwischen zwei gegeniiberliegenden Seiten eines Sehnen-
vierecks halbiert, die beiden anderen Seiten in Stiicke
teilt, welche eine Proportion bilden.

161. In einem Dreieck, dessen Seiten 13, 20 und
21 sind, ist die Hohe auf die letzte Seite gefillt; wie
grofs sind die Abschnitte der Grundlinie, und wie grols
ist die Hohe?

162. Gegeben sind zwei Seiten eines Dreiecks und
einer von den Abschnitten, in welche die Hohe die dritte
Seite teilt; wie grofs ist die dritte Seite?

163. o und & sind zwei parallele Sehnen, deren
Entfernung gleich d ist; wie grofs ist der Radius des
Kreises ? f
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164. Eine Tangente an O schneidet zwei parallele
Tangenten in Aund B. Zeige, dals 04 . OB constant ist.

165. Ein rechtwinkliges Dreieck ist durch die Hohe
in zwei Dreiecke geteilt; man soll eine Gleichung zwischen
den Radien der, einbeschriebenen Kreise dieser drei
Dreiecke finden.

166. Einen wie langen Schatten wirft ein Gegen-
stand von 5 e¢m Hohe, wenn ein Licht, dessen Hohe
20 cm betrigt, sich in einer Entfernung von 15 cm
befindet ?

167. Die Centrale zweier Kreise mit den Radien R
und 7 sei ¢. In welcher Entfernung von den Kreismittel-
punkten wird die Centrale von einer Linie geschnitten,
welche beide Kreise beriihrt?

168. In ein Viereck mit den Diagonalen & und D
ist ein Rhombus beschrieben, dessen Seiten den Diago-
nalen parallel sind; wie grols ist die Seite des Rhombus?

169. A und B sind die Endpunkte einer Strecke,
und C und E sind zwei Punkte einer Linie, welche
senkrecht auf 4B steht. Beweise, dals CA4* — CB*
= DA* — DB?®.

170. Ein Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks ist
30°, die gegeniiberliegende Kathete a. Man berechne
die beiden anderen Seiten, die Héhe und die Abschnitte
der Hypotenuse.

171. Beweise, dafs die Summe der Quadrate der
vier Abschnitte von zwei auf einander senkrechten Sehnen
gleich dem Quadrat des Durchmessers ist.

172. a, & und ¢ sind drei Sehnen, deren Bogen
zusammen 180° ausmachen. Durch welche Gleichung
wird der Durchmesser des Kreises bestimmt?
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173. Die vier Seiten eines Trapezes sind gegeben;
man bestimme die Summe der Quadrate der beiden
Diagonalen.

174. FEin Kreis hat mit Beziehung auf zwei Punkte
A und B die Potenzen p, und p,, wihrend P die Potenz
desselben mit Beziehung auf einen Punkt ist, welcher
AB in die Abschnitte « und g teilt. Zeige, dafs

(P+aB) (a+p) = B p,* + aps?

175. M ist die Mitte einer Dreiecksseite, die
Halbierungslinie des gegeniiberliegenden Winkels schneidet
dieselbe in K, die Hohe trifft sie in H, und der ein-
beschriebene Kreis beriihrt sie in N. Zeige, dals

MN.HN — MH.NK.

176. Uber einer Strecke AD als Durchmesser ist
ein Halbkreis beschrieben, und von einem Punkte B
desselben ist BEF L AD gezogen. Ziehe von D aus die
Sehne DC = DB — AB, ziehe CE - AD, und zeige,
dafs AE = 2BF.

V. Teilung der Kreisperipherie.

99. Ein Kreis wird durch zwei auf einander
senkrechte Durchmesser in vier gleiche Teile
geteilt.

Bezeichnet man den Radius mit =,
und die zu :—z der Kreisperipherie ge-
horige Sehne mit s, (Seite des n-Ecks),
s0 ist

8,2 =rk | r? =22

also s, = rV2.
Durch fortgesetztes Halbieren der Bogen lafst sich
der Kreis ferner in 8, 16, 32... 2" gleiche Teile teilen.
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100. s, oder die zu einem Bogen von 60°
gehorige Sehne ist gleich dem Radius.

Ist der Bogen 60° so betriigt
der zugehorige Centriwinkel auch

LI 60°, und, da das Dreieck gleich-

ol o N schenklig ist, jeder der beiden

anderen Winkel auch 60°; das

Dreieck ist also gleichseitig und die Sehne folglich gleich
dem Radius.

Die Peripherie wird also in 6 gleiche Teile geteilt,
wenn man den Radius 6 mal als Sehne in den Kreis
eintriigt, und in 3 gleiche Teile, wenn man jeden anderen
Teilpunkt iberschligt; durch fortgesetztes Halbieren der
Bogen wird sie in 12, 24, 48...3 . 2» gleiche Teile geteilt.

101. s,, oder die zu 36°gehdrige Sehne ist
gleich %(Vf)——— 1).

Die gesuchte Sehne ist
Grundlinie in einem gleich-
schenkligen Dreieck, dessen
Schenkel Radien sind, in dem
der Winkel an der Spitze 36°
betriigt, und jeder Winkel an
der Grundlinie also 72°; halbiert man einen von diesen
durch AC, so wird A CAB gleichschenklig, da £ B =
£ C="172°; alsoist AC=s,,; fernerist A ACO gleich-
schenklig, also OC =s,, und OB — r — s,,. Nun
zeigen die Winkel, das A O04AB o~ A ACB, also

r ] :
Sl s 10 hdap 8102+ 18390 — 1= 0.
S10 L9409

Aus dieser Gleichung folgt:

RS YT i
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Da aber in diesem Falle nur das obere Vorzeichen
Sinn hat, so ist

4/( )+t —g—5 W51

Construction von s,, durch stetige Teilung
des Radius.. Der erste von den beiden Ausdriicken fiir
s,, zeigt, wie sich die Zehnecksseite construieren lifst.

N
‘/(%) -2 ist nimlich die Hypotenuse eines recht-
winkligen Dreiecks, dessen Katheten % und ~ sind.

Nebenstehende Figur zeigt
die Construction; man halbiert
den Radius OD, zieht OB - OD,
und verbindet A mit B; macht
man dann AC = 4B, so ist
OC die Zehnecksseite, denn
man hat OC = AC — A0 = AB— A0

_‘/( ) ot — 2

Eine Strecke heifst stetig oder nach dem golde-
nen Schnitt geteilt, wenn sie so in zwei Abschnitte
geteilt ist, dals der grofsere die mittlere Proportionale
zwischen dem kleineren und der ganzen Strecke ist; die
Proportion, welche sich bei der Bestimmung von s,, er-

gab, zeigt also, dals die Zehnecksseite der grofsere
Abschnitt des stetig geteilten Radius ist.

Ist die Kreisperipherie in 10 gleiche Teile geteilt, so kann
man dieselbe durch Verdoppeln oder fortgesetztes Halbieren
der Bogen in 5,20, 40,80 ... 5.2 gleiche Teile teilen.

102. Subtrahiert man einen Bogen von 36° von
einem Bogen von 60°, so erhilt man einen Bogen von

24°, und auf diese Weise kann man also einen Kreis in
(%
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15, und durch fortgesetztes Halbieren der Bogen in 30,
60 .... 15 . 2" gleiche Teile teilen. Der Ausdruck fiir
5,5 findet sich unten (Aufgabe 183).

103. Wenn eine Sehne berechnet ist, so findet
man ihre Entfernung p vom Mittelpunkte durch 95, d;
ist die Sehne s, der Radius =, so erhilt man

p—Vi—ii—2Va — ()

104. Ist der Radius gegeben, und hat man die zu
einem gewissen Bogen gehorige
Sehne berechnet, so kann man
hieraus wieder die Sehne des
halben und die Sehne des
doppelten Bogens berechnen.
Sp Es sei AB = s,; AE — so,,
0D 1 AB,
folgleich 4B — 2 AE;
man erhilt dann aus dem rechtwinkligen Dreieck 40D

0D — Tz‘/4 e ( ;)
ry/ $,) 2
und daraus DE = r— OD — 'r—g—‘/él— (;) :
Da nun £ CAE — 90° so ist AE oder ss, die
mittlere Proportionale zwischen DZ und dem Durchmesser
CE, also e

o= V2705 — Va2 )/a—(2)"

r

oder Sop =T I/Z — ‘/t_: (8—; )2.

Beispiel. Aus s; == » findet man hiernach
b= V2 VB; sy, —r Vo Vot V3;
aus s, — r V2 ergiebt sich sg —» V2 — V2.
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Um s, aus sg, zu berechnen, beachte man, dafls
2r . AD e A0 (95, o)

oder 7.8k == Son . VAr?® —= 55,2,

s 2
woraus 85 =8, ‘/4 X0 (ﬂ) 5

r
Beispiel. Aus s,, — 21 (V5 — 1) ergiebt sich

niE o VB—1)Y ¥ e 10215
s;—55—1))/ 4—(—__~‘/5th ! =§(V5—1)\/10+42V£

—5V10—2V5.

105. Ist die Seite und der kleine Radius eines
einbeschriebenen reguliren Polygons berechnet, so lilst
sich hieraus die Seite und der grofse Radius des umbe-
schriebenen reguliren Polygons von gleicher Seitenzahl
berechnen.

AB sei die Seite des ein-
beschriebenen Polygons; man
ziebhe vom Kreismittelpunkt die
OF .». AB, und ziehe darauf 4 X B
die Tangente CD; dann ist CD
die Seite und OC der grolse
Radius des umbeschriebenen Polygons; nun ist 4B | CD,
da beide senkrecht auf OF stehen, und mithin sind die
Dreiecke A0B und COD ihnlich. Daraus folgt, dafs

o G0 S0
AB T 40RO
Setzt man nun
CD=S§,, AB=s,, CO=R, OE=p,
: o i i ”
S0 1st —— = =
F s r P

78, r?

oder S
P I
http://rcin.org.pl
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Ubungsaufgaben.

177. Wie grofs sind s; und ps, S; und By, pg
und Sg?

178. Wie grofs ist das Product s,5.p,,?

179. Wie grofs ist S;, und wie grofs ist der kleine
Radius eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite «?

180. Beweise, dafs die Linie BC in der Figur zu
101 die Seite des regelmiifsigen Fiinfecks ist.

181. Suche die mittlere Proportionale zwischen der
Sehne von 30° und der von 150°.

182. Bestimme sq,, 854, pg, Und pgg.

183. a, b und ¢ sind die Seiten eines ein-
beschriebenen Dreiecks; suche ¢, wenn a, 4 und
r gegeben sind.

Man ziehe einen Durchmesser vom Durchschnitts-
punkt von e und 4, und verbinde den anderen Endpunkt
des Durchmessers mit den Endpunkten von @ und b&.
Diese Verbindungslinien sind dann beziehlich gleich
V4r? — a® und V4r® — 52, und man hat dann (98)

rc — a Vadr® —b* + b Vart —a®,
wo das obere Vorzeichen zu nehmen ist, wenn ¢ die Sehne
zu der Summe, das untere, wenn ¢ die Sehne zu der
Differenz der beiden Bogen ist, deren Sehnen « und &
sind (a > b).
Fiir die Berechnungvon s, ; ista =, b — % s 1),

also

e =5 V10 215 — V3 (V5 — 1))

VI. Léinge der Kreisperipherie.

106. Eine krumme Linie lifst sich nicht durch
eine gerade Linie messen, denn das Mafs und die zu
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messende Linie miissen gleichartig sein; es mufs deshalb
genauer auseinander gesetzt werden, was unter der Linge
der Kreisperipherie zu verstehen ist.

Man sieht leicht, dafs ein einbeschriebenes regel-
miifsiges 2n-Eck einen grifseren Umfang hat als ein
einbeschriebenes n-KEck, withrend das Umgekehrte fiir die
umbeschriebene Figur gilt. Fihrt man also fort die
Seitenzahl einer einbeschriebenen und einer umbeschrie-
benen regelmiifsigen Figur zu verdoppeln, so wird der
Umfang im ersten Falle bestindig wachsen, im zweiten
bestiindig abnehmen; da nun der letztere immer grofser
ist als der erstere, so miissen dieselben sich einander
immer mehr nihern, und man kann beweisen, dals der
Unterschied zwischen beiden kleiner als irgendwelche ge-
gebene Grofse gemacht werden kann; der Umfang des
einbeschriebenen n-Ecks mit der Seite s ist nimlich s,
und der des umbeschriebenen nsS.

Y

Der Unterschied ist also, da s = pr_b (105),

nS ——@ EHE Adtrvod | % nS’r2 ——-p_‘-';
r r r(r 4+ p)
da aber r®—p? — 1—2. so ist der Unterschied
g
‘="t

hierin ist aber der erste Factor »S der Umfang der um-
beschriebenen Figur, und dieser ist schon kleiner als der
Umfang der Figur, welche man hatte, ehe die Verdopplung
der Seitenzahl begann, wiihrend der zweite Factor durch
Verdopplung der Seitenzahl so klein gemacht werden

kann, wie man will.
Die Linge der Umfinge der ein- und umbeschrie-
benen Figur nihern sich somit einander mehr und mehr, so
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dals sie eine gemeinschaftliche Grenze haben, einen Wert,
dem sie sich beide ndihern. Diese Grenze meint
man, wenn man vor der Linge der Kreis-
peripherie spricht.

Die Grenze bleibt dieselbe, einerlei von
welchem reguliren Polygon man ausgeht.

Die Umfinge der um- und einbeschriebenen Figur
von grofser Seitenzahl seien P und p, und G sei die
Grenze. Durch fortgesetztes Verdoppeln der Seitenzahl
kann man nun P— G und @ — p kleiner als irgend
welche noch so kleine Grofse machen. P,, p, und G,
seien Umfinge und Grenze fir ein anderes regulires
Polygon. Da p, innerhalb P und p innerhalb P, liegt,
so kann man (Aufgabe 56)

P—py=a Pi—p=p
setzen, wo « und j gewisse positive Grofsen bedeuten;
deshalb auch

L e Py +P—p=a+p.

Da aber hier P, — p, und P — p durch fort-
gesetztes Verdoppeln der Seitenzahl kleiner als irgend
welche noch so kleine gegebene Grifse gemacht werden
konnen, so mufs dasselbe mit den positiven Grofsen «
und 2 der Fall sein. P, muls deshalb dieselbe Grenze
haben wie p, oder @, muls gleich G sein.

10%. Die Lingen von zwei Kreisperi-
pherien verhalten sich wie die Radien.

- Die Umfénge von zwei regelmilsigen Figuren mit
gleich vielen ‘Seiten verhalten sich nimlich wie die
grolsen Radien, und dieser Satz behilt seine Griiltigkeit,
wie oft man auch die Seitenzahl des Polygons verdoppelt;
folglich muls er auch fiir den Kreis gelten.

Bezeichnet man die Peripherien mit P und p, die
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Radien mit B und » und die Durchmesser mit 2 und d,
so hat man also

£ g
oder B

woraus hervorgeht, dafls das Verhiltnis zwischen Peri-
pherie und Durchmesser fiir alle Kreise dasselbe (con-
stant) ist; dieses Verhiltnis, welches eine unbenannte
Zahl ist, wird durch den Buchstaben 7 bezeichnet,

so dafls
P — D7 — 2Rx7.

Es kommt also darauf an, ein fir alle Mal diese
Zahl 7 zu berechnen; sobald dieselbe bekannt ist kann
man, weun von den drei Grofsen P, D und R eine ge-
geben ist, jedesmal die beiden anderen berechnen.

Da das Verhiltnis fiir alle Kreise dasselbe ist, so
nimmt man den Radius gleich 1, also den Durchmesser
gleich 2, und berechnet den Umfang eines einbeschrie-
benen Polygons von grofser Seitenzahl; ist die Seitenzahl
n, s0 hat man

N <M= 8

also BB S e ki

Nun ist sy = 1, und hieraus ergab sich (104)
s, — V2 — V3=0,517638090; hieraus findet man nach
und nach auf dieselbe Weise sy, $,5....bis z.B. 87443
multipliciert man den gefundenen Wert mit 768, so erhilt
man den Umfang des 768-Ecks (n.s,) gleich 6,283160;
nach Division durch 2 hat man also

3,141580 < .

Aus s; 4 berechnet man dann p; 44 (103) und daraus

wieder S; ¢ ; multipliciert man diesen Wert mit 768, so
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erhilt man den Umfang des umbeschriebenen 768-Ecks
(n.8S,); fir diesen findet man die Zahl 6,283212, und
erhilt nach Division durch 2
7w < 3,141606.
Da 7 zwischen den beiden auf solche Weise ge-
fundenen Werten liegt, so hat man mit 4 richtigen

Decimalen
7w —3,1416.

Durch leichtere Methoden, deren Auseinandersetzung
aber hier nicht mdglich ist, hat man 7 bis auf mehrere
hundert Decimalen berechnet; die ersten sind

7 = 3,1415926535 ... . .

Diese Zahl ist irrational, wird aber anniherungsweise
durch die Briiche %? und 235 ausgedriickt; der erste von
diesen Naherungswerten ist bereits von Archimedes
gefunden worden.

2108. Da ein Bogen von 1° gleich 41, der Peri-

pherie ist, so wird seine Liinge gleich % und folglich

die Liange & eines Bogens von ¢°
grm
180°

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man, wenn
von den drei Grofsen &, » und g zwei gegeben sind, die
dritte berechnen. Ist g in Minuten oder Secunden aus-
gedriickt, so hat man den Divisor beziehungsweise mit
60 oder 602 zu multiplicieren.

B

Ubungsaufgaben,

184. Wie grofs ist der Umfang eines Kreises, wenn
der Radius 2,4 m betriigt, und wie grofs ist der Radius,
wenn der Umfang gleich 3,6 m?
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185. Ein Kreis berithrt einen anderen von innen
in A und geht durch seinen Mittelpunkt. Durch diesen
Mittelpunkt ist eine Linie gezogen, welche die beiden
Kreise in B und C schneidet; zeige, dafs AB— AC.

186. Zwei Kreise mit den Radien £ und » be-
riithren einen Kreis mit dem Radius B - » von innen
beziehlich in 4 und B, wihrend C einer ihrer Durch-
schnittspunkte ist. Beweise, dals @:@—&— CB.

187. Wie lang ist ein Bogen von 12° 13‘ 20, wenn
der Radius gleich 1,8 m?

188. Wie viel Grad enthilt ein Bogen von 3 cm
- Liinge, wenn der Radius gleich 2 cm ist?

189. Kine Reihe von Halbkreisen ist so gestellt
dafls die Durchmesser Verlingerungen von einander sind.
Beweise, dafs die Summe der Lingen aller Halbkreise
gleich dem Halbkreise ist, dessen Durchmesser gleich der
Summe der gegebenen Durchmesser.

190. Bestimme die Anzahl von Graden,
welche ein Bogen von der Linge des Radius
enthalt.

191. Wie grofs ist der Radius der Erde, wenn ein
Breitengrad 15 geogr. Meilen betrigt?

192. O ist der Mittelpunkt eines Kreises und 4
ein Punkt, dessen Entfernung von O gleich dem =n-fachen
Radius ist. Uber OA als Durchmesser ist ein Kreis be-
schrieben. Zweivon 4 ausgehende Linien schneiden aus
dem ersten Kreise die Bogen 4, und &, heraus; wie
grofs ist der Bogen des zweiten Kreises, den die beiden
Linien zwischen sich fassen?

193. Eine Wellenlinie ist dadurch gebildet, dals
eine Strecke @ in = gleiche Teile geteilt, und iiber jedem
Teile als Sehne ein Bogen von 60° abwechselnd nach
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oben und nach unten beschrieben worden ist. Wie lang
ist die Wellenlinie? Was wird aus dieser Linge und
was aus der Wellenlinie, wenn = bis ins Unendliche
wichst, wihrend a unverindert bleibt?

IV. Kapitel.

Flicheninhalt.

109. Der Flicheninhalt einer Figur wird durch
ein Quadrat gemessen, dessen Seite die Lingeneinheit
ist; dieses Quadrat heifst die Flicheneinheit. Be-
nutzt man als Langeneinheit m, e¢m u. s. w., so heilst
die Flicheneinheit Quadratmeter, Quadratcentimeter u. s. w.
Die Bezeichnung ist ebenso wie beim Lingenmafs, nur
wird ein q hinzugefiigt, also qm, qem u.s. w.

110. Rechtecke von gleicher Grundlinie
verhalten sich wie ihre Hohen.

Ist die Strecke = ein gemeinschaftliches Mals fiir
beide Hohen, und also beispielsweise [ = pm, h = qm,

dann ist
H

h
Durch die Teilungspunkte gezogene Parallelen teilen
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die Rechtecke beziehungsweise in p und ¢ congruente
Rechtecke, mithin

A
7

und folglich

<&y
>y el

Sind die Héhen incommensurabel, so gilt der Satz
gleichfalls und wird nach Analogie von 83,8 bewiesen.

11f. Rechtecke von gleichen Hohen ver-
halten sich wie ihre Grundlinien.

Der Satz ist derselbe wie der vorhergehende, da
man welche Seite man will zur Grundlinie nehmen kann.

12. Das Verhiltnis zwischen zwei be-
liebigen Rechtecken ist gleich dem Producte
aus dem Verhidltnis der Hohen und dem Ver-
h#éltnis der Grundlinien.

Die Rechtecke seien R, mit der Hohe A und der
Grundlinie @, und » mit der Hohe 2~ und der Grund-
linie g; dann denkt man sich ein drittes Rechteck £,
mit der Hohe A und der Grundlinie g.

Dann ist %:? und é_—_ g,
woraus durch Multiplication :
Rl
IR

Bedeutet » die Flicheneinheit, und sind also %4 und
g beide gleich der Liingeneinheit, so wiirde das heilsen:
Man erhilt die Anzahl Flicheneinheiten
eines Rechtecks, wenn man die Malszahl der
Hohe mit der Mafszahl der Grundlinie multi-
pliciert; das schreibt man
R G
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wo dann &, A und G unbenannte Zahlen bedeuten, und
man die Benennung ergéinzen mufls; um letzteres zu ver-
meiden ist man ibereingekommen zu sagen, dafs Meter
mit Meter multipliciert Quadratmeter geben, und dadurch
ist man in der Lage, auch mit benannten Zahlen rechnen
zu konnen; man sagt deshalb:

Der Flacheninhalt eines Rechtecks ist
gleich dem Producte aus Hohe und Grundlinie.

Der Flacheninhalt eines Quadrats ist also
gleich dem Quadrat einer Seite; man hat also
1 qm = 100 qdm = 10000 qcm = 1000000 qmm. 100
qm — 1 Ar (a); 10000 qm = 1 Hektar (ha).

443. Jedes Parallelogramm ist gleich einem
Rechteck von derselben Hohe und Grundlinie.

Man hat ndmlich

A EAB~ A FDC.
E FB c Subtrahiert man nun zur Zeit
eins von diesen Dreiecken von der
ganzen Figur, so bleiben beziehungs-
weise das Parallelogramm AC und
das Rechteck AF iibrig; dieselben
sind also gleich grols.

Hieraus folgt, dals der Flicheninhalt eines
Parallelogramms gleich dem Producte aus
Hohe und Grundlinie ist.

114. Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist
gleich dem halben Product aus Hohe und
Grundlinie.

B Denn das Dreieck ABC ist gleich
der Hilfte des Parallelogramms 4B,
welches mit ihm in Grundlinie und

Vi ¢~ Hohe iibereinstimmt.
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Der Flicheninhalt eines rechtwinkligen
Dreiecks ist gleich dem halben Product der
beiden Katheten.

In einem gleichseitigen Dreieck mit der Seite a ist

die Hohe %V??, und folglicki der Flicheninhalt %Vi

115. Der Flicheninhalt einer Figur, in
welche sich ein Kreis beschreiben lifst, ist
gleich dem halben Product aus dem Radius
des Kreises und dem Umfange der Figur.

Man zieht vom Kreismittel-
punkte Linien an die Ecken der
Figur; dadurch teilt man die Figur
in Dreiecke, welche alle zur Hohe
den Radius » des Kreises haben,
und deren Grundlinien die Seiten
a, b, c. ... der Figur sind; be-
zeichnet man den Flicheninhalt der Figur mit ¥, so ist
F—=3lra+ b+ tret...=3irl@a+b+tc..)=1ry
wo u den Umfang bedentet.

Der Radius des einbeschriebenen Kreises
eines Dreiecks ist also gleich dem Flichen-
inhalt, dividiert durch den halben Umfang.

116. Der Flicheninhalt eines Kreises mit
dem Radius » ist gleich »%z.

Nach dem vorhergehenden Satze ist der Flichen-
inhalt # eines umbeschriebenen Polygons gleich Jru.
Nun setzt sich aber # zusammen aus der Kreisfliche K
und einem Uberschufs «, und u ist gleich der Kreis-
peripherie » nebst einem Uberschufs 3, also

K+~ r(p+ B
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da man aber durch fortgesetztes Verdoppeln der Seitenzahl
o und A so klein machen kann, wie man will, so folgt

K — §rp,
und endlich, da p = 2rm,
K — r27.
11%. Der Flicheninhalt eines Sectors von
Sl Si.s ugrter
g° ist gleich 360
Denn ein Sector von 1° ist 51, des Kreises und
2
folglich gleich ;—6%; ein Sector von ¢° muls deshalb
2
ggﬁg sein.

148. Der Flicheninhalt eines Abschnitts
oder Segments A ist gleich der Differenz zwischen
dem Inhalt des entsprechenden Sectors und dem Inhalt
des Dreiecks; bei der Berechnung
des letzteren nimmt man hiufig
einen der Radien zur Grundlinie;
die Hohe 4 ist dann die Hilfte von
der zu dem doppelten Bogen des
Abschnitts gehtrenden Sehne 4B, und diese ist oft
bekannt.

119. Das Verhiltnis zwischen zwei Drei-
ecken,welche in einem Winkel iibereinstimmen,
ist gleich dem Producte der Verhiltnisse der
den Winkel einschliefsenden Seiten.
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Bezeichnet man die Dreiecke durch 2 und d&, die
Hohen durch H und %, so hat man (114)
D BB
g R
aber A und % sind homologe Seiten in dhnlichen Drei-

ecken, so dals _5_121_1' und also
h a

D

d

A B
e b

120. Das Verh#altnis zwischen zwei dhn-
lichen Dreiecken ist gleich dem Quadrate des
Verhiltnisses zwischen zwei homologen Seiten.

/\l\
o \ /"\\
B b

Man hat (119)

D_4B,
g7 ai
A B 5 ) A4\?
aber T mithin Z=<E) ¥

21. DasVerhiltnis zwischen den Flichen-
inhalten zweier beliebiger dhnlicher Figuren
ist gleich dem Quadrate des Verhiltnisses
zwischen zwei homologen Seiten, oder gleich
dem Quadrate des linearen Verhiltnisses.

Zwei @hnliche Figuren lassen sich durch homologe
Diagonalen in dhnliche Dreiecke zerlegen (93); bezeichnet
man diese beziehungsweise durch D, D,, D,..... diyy
d,, d,..... und nennt man das Verhiltnis zwischen zwei
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beliebigen homologen Seiten oder das lineare Verhiltnis
1> so ist !
D D
d_11=323=(—i;=....=f2 £ (120),
woraus zufolge eines bekannten Satzes aus der Proportions-
lehre
D, + D, + Dy +"'=}”
d,+ dy +dg + ... :
wie der Satz verlangt.
Da der Satz nicht abhingig ist von der Seiten-
zahl, so gilt er auch, wenn diese unendlich ist, also auch
fir von krummen Linien begrenzte Figuren.

422. Construiert man éhnliche Figuren
iiber denSeiten eines rechtwinkligen Dreiecks,
so dals diese homologe Linien der Figuren
werden, so ist die Figur ibher der Hypotenuse
gleich der Summe der Figuren iiber den Ka-
theten.

Bezeichnet man die Seiten mit «, b, ¢, die zu-
gehorigen Figuren mit 4, B, C, so hat man nach 121:

0_4_B_A+B
c? a‘l b2 a‘Z +b2’
aber da ¢? — a® | 542, so ist auch C=4+ B.

Mit Hiilfe dieses Satzes und des Satzes in 94 lost
man leicht die Aufgabe, eine Figur zu zeichnen,
welche gleich der Summe oder der Differenz
zweier gegebener dhnlicher Figuren ist, und
welche diesen dhnlich ist.

Im besonderen merke man die Aufgabe, ein Quadrat
zu zeichnen, welches gleich der Summe oder der Diffe-
renz zweier gegebener Quadrate ist.
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123. Ein gegebenes Polygon in ein Qua-
drat zu verwandeln.

Durch eine Diagonale AB schneidet man ein Dreieck
AOB vom Polygon ab; zieht man nun CD | 4B, so
wird jedes Dreieck, dessen Spitze auf
dieser Linie liegt und dessen Grund-
linie AB ist, denselben Flicheninhalt
haben wie ACB und also an Stelle
desselben genommen werden kénnen;
nimmt man nun die Spitze im Punkte
D, welchen man durch Verlingerung
von BE findet, so hat das neu entstandene Polygon eine
Seite weniger als das gegebene.

Auf diese Weise fihrt man fort, bis das Polygon in
ein Dreieck verwandelt ist; nennt man die Hohe des-
selben %4 und die Grundlinie g, ferner die Seite des ge-
suchten Quadrats @, so muls

x? = 1hg
sein, woraus hervorgeht, dals = die mittlere Proportionale
zwischen 14 und g oder zwischen 1g und % ist; diese
lifst sich aber nach einer der in 96 gegebenen Methoden
construieren.

424. Dreiecke lassen sich in andere Dreiecke ver-
wandeln, welche gewissen gegebenen Bedingungen geniigen;
soll dabei eine der gegebenen Seiten unver-
andert bleiben, so mufs die zu dieser gehdorige
Hohe auch unverdndert bleiben, und die Spitze
mufs also auf einer bekannten Linie liegen, welche der
Grundlinie parallel ist; es wuls dann noch eine Bedin-
gung gegeben sein, wodurch ein zweiter geometrischer
Ort fiir die Spitze gefunden wird. Soll einer von
den Winkeln unveréndert bleiben, so mufs das

7+
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Product der denselben einschlicfsenden Seiten
auch unverindert bleiben (119); ist eine von diesen
Seiten gegeben, so bestimmt man die fehlende leicht als
vierte Proportionale zu der gegebenen und den beiden
Seiten, ‘welche in dem gegebenen Dreieck den Winkel
einschliefsen.

125. Eine Figur zu zeichnen, welche ciner
gegebenen dhnlich und » mal so grofs ist.

Heilst eine Seite der gegebenen Figur «, die ihr
homologe der gesuchten Figur 2, so hat man

x? n
(FZT. “ e (121),
oder pre—m ua3s

Man construiert dann « als mittlere Proportionale
zwischen @ und na, und wendet darauf 94 an.

428. Der Ilicheninhalt des Dreiecks und
die Radien der Berihrungskreise.

F sei der Flicheninhalt des Dreiecks, 4, B, C seien
die Winkel desselben, und a, b, ¢ die diesen gegeniiber-
liegenden Seiten; p sei der Radius des einbeschriehenen
Kreises, und p, der Radius
des iufseren Beriithrungskreises,
welcher die Seite « und die
Verlingerungen von & und ¢ be-
rithrt; dann hat man
P A O, BA+ A OO0~

A 0,BC,
oder F = zﬂac+ ,p,/) —_ —lo,,c
= 048 — @) ...(64).
\ Ferner hat man (115)
F——ps == pu(s—a) -—p,,(s——b)
— pels — ©).

http://rcin.org.pl



101

Aus den beiden ersten von diesen Gleichungen er-
halt man
F? = pp,s(s — a),
aber da A BOc~ A O,Bec,, so erhilt man, weil
Be=s—b (64), Bc, = dc¢, — ¢c=s — ¢ (64),
0pa = (s — b) (s — ¢),
mithin F=Vs(s — a) (s — b) (s — o).

42%. Der Durchmesser 2 des umbeschrie-
benen Kreises ist gleich dem Producte aus zwei
Seiten, dividiert durch die Hohe auf der drit-
ten Seite.

Man ziehe den Durchmesser a
AD und verbinde D mit O; da
A BAEco A DAC, so ist ¢:2r

be 5
= h, b oder Tzﬂ_,{ Erweitert

man den Quotienten mit a, so

erhillt diese Gleichung die Form

r — 94%,, oder abe = 4rF.

U bungsautgaben.

194. Beweise, dafs der Flicheninhalt eines Rhom-
bus gleich dem halben Producte der Diagonalen ist.

195. Wie grols ist der Flicheninhalt eines recht-
winkligen gleichschenkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse
gleich a?

196. Beweise, dals der Flicheninhalt eines
Trapezes gleich dem Product aus der Hohe und
der halben Summe der parallelen Seiten ist.

197. Von einem Punkte innerhalb eines reguliren
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Polygons sind Senkrechte auf simtliche Seiten gefillt;
beweise, dafs die Summe dieser Senkrechten constant ist.

198. Zwei Seiten eines Dreiecks, @ und 5, schlielsen
einen Winkel von 30° ein; wie grofs ist der Flichen-
inhalt des Dreiecks?

199. Der Flicheninhalt eines gleichseitigen Dreiecks
betriigt 1,8 qm; wie grofs ist der Radius des umbeschrie-
benen Kreises?

200. Beweise, dafs ein Dreieck in drei inhalts-
gleiche Stiicke durch die Linien geteilt wird, welche den
Durchschnittspunkt der Medianen (den Schwerpunkt) mit
den Eckpunkten verbinden.

201. Durch eine Parallele zu einer Seite soll von
einem Dreieck ein anderes Dreieck abgeschnitten werden,
welches gleich 1 des gegebenen ist. (120 und 96.)

202. Ein Dreieck soll in zwei gleiche Teile durch
eine Linie geteilt werden, welche von einem auf der einen
Seite gegebenen Punkte ausgeht. (119.)

203. Welches Verhiiltnis besteht zwischen der Seite
eines regelmilsigen Sechsecks und der Seite eines inhalts-
gleichen gleichseitigen Dreiecks?

204. FEin Dreieck wird durch zwei Transversalen,
welche der einen Seite parallel laufen, in drei Stiicke
vom Flicheninhalt 4, B und C geteilt. Bestimme das
Verhéiltnis zwischen den Entfernungen der Parallelen.

205. Beweise, dals ein Viereck doppelt so grols ist
wie das Parallelogramm, welches entsteht, wenn man die
Mitten seiner Seiten der Reihe nach verbindet.

206. Der Flicheninhalt eines Vierecks ist bekannt,
und ebenso die Abschnitte, in welche sich die Diagonalen
teilen; berechne den Flicheninhalt jedes der vier Dreiecke,
in welche die Diagonalen das Viereck teilen.
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207. Welches ist das grilste Dreieck, das man aus
einem quadratischen Stiick Papier von der Seite « schnei-
den kann?

208. Beweise, dals der Flicheninhalt eines ein-
beschriebenen regelméfsigen 2n-Ecks die mittlere Prorpor-
tionale ist zwischen den Inhalten des um-~ und ein-
beschriebenen n-Ecks.

209. Wie grofs ist der Radius eines Kreises, dessen
Flicheninhalt gleich 1 qm?

210. Wie grofs ist der Radius eines Kreises, in dem
ein Sector von 7° 12‘einen Flicheninhalt von 2 qem hat?

211. Wie grols ist der Flicheninhalt eines Kreis-
abschnitts, dessen Bogen 90° betrigt, wenn der Radius
gleich » ist?

212. Mit Hiilfe concentrischer Kreise einen gegebenen
Kreis in drei gleiche Teile zu teilen.

213. Wie grols ist der Flicheninhalt eines Kreis-
abschnitts, dessen Bogen 30° betrigt, wenn der Radius
r ist?

214. In einem Kreise mit dem Radius » sind zwei
parallele Sehnen gezogen, welche Bogen von beziehungs-
weise 60° und 120° abschneiden; wie grofs ist das zwi-
schen den Sehnen liegende Flichenstiick?

215. Zwei gleiche Kreise mit dem Radius r gehen
gegenseitig durch ihre Mittelpunkte; wie grofs ist der
Inhalt der Figur, welche sie gemeinschaftlich haben?

216. Drei gleiche Kreise mit dem Radius » be-
rithren sich gegenseitig; wie grofs ist das zwischen ihnen
liegende Flichenstiick?

217. In einen Sector von 90° ist ein Kreis he-
schrieben; wie verhalten sich die Flicheninhalte der beiden
Figuren zu einander?
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218. In einem Kreise sind senkrecht zu einander
zwei Radien 4B und AC gezogen, und iiber jeden der-
selben als Durchmesser ist ein Kreis beschrieben; die
beiden Kreise schneiden sich in . Bestimme das Ver-
hiiltnis zwischen den Flicheninhalten der Figuren AD
und BDC.

219. Uber den drei Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks sind dhnliche Curven®) gezeichnet, so dals die,
welche zu der Hypotenuse gehort, nach derselben Seite
liegt wie die, welche zu den Katheten gehdren. Beweise,
dafs der Flicheninhalt der Figur, welche von den drei
Curven begrenzt wird, gleich dem Inhalt des Dreiecks
ist; als besonderer Fall mag der angenommen werden,
wo die dhnlichen Figuren Halbkreise sind.

220. Eine Figur wird von drei geraden Linien und
zwei Kreisbogen begrenzt; zeichne eine dieser &hnliche
Figur, deren Flicheninhalt den dritten Teil vom Inhalte
der gegebenen Figur betrigt.

221. Bestimme », p, p. und p, fir ein gleich-
schenkliges Dreieck mit der Grundlinie @ und den Schen-
keln &.

222. Berechne den Flicheninhalt eines Dreiecks
mit den Seiten 6, 7 und 9, und berechne dann », p, pa,
po und p, fiir dasselbe Dreieck.

223. Beweise dals

F* = ppapope-

224. Zeige, dals

pu+ ps+ pe=4r +p.

225. Beweise, dafs der Satz in 119 auch noch gilt,

wenn die Winkel, anstatt gleich zu sein, Supplemente sind.

") Krumme Linien.

http://rcin.org.pl



105

226. Beweise, dafs zwei Vierecke, deren Diagonalen
denselben Winkel einschliefsen, sich wie die Producte der
Diagonalen verhalten. -

227. FEin Kreis hat seinen Mittelpunkt O auf der
Peripherie eines zweiten Kreises; zieht man eine Tan-
gente an den ersten Kreis, welche den zweiten in 4 und
B schneidet, so ist 04 . OB constant (127).

228. Ein einbeschriebenes Viereck hat die
Seiten a, 4, « und 3, und die Diagonalen & und
0 (d verbindet den Durchschnittspunkt von a und & mit
dem Durchschnittspunkt von « und J3). Beweise, dafs

d ab4af

0 af-+ab
Benutze die Formel in 127 um den Flicheninhalt
auf doppelte Weise auszudriicken.

I

TOTsEe - Ralblavimegd
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