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@ntfd)luf} fapte, fo lange nad^ubenfen, bis id) eine rein arithmetifd)e 
unb uöüig ftrenge Segrünbung ber ^rincipien ber 3nfinitefimal= 
analt)|i§ gefunben fjaben würbe. 3Jlan jagt fo tiäuftg, bie Differen= 
tialrechmmg befdjäftige fid) mit ben (tetigen (Bröjjen, mtb bod) wirb 
nirgenbs eine (Srflärung Don biefer ©tetigfeit gegeben, unb aud) bie 
ftrengften Darfteflungen ber Differentialrechnung grünben ihre 23c= 
raeife nidjt auf bie ©tetigfeit, fonbern fie appefliren enttoeber mit 
mehr ober meniger 33enm£tfein an geometrifdje, ober burd) bie ©eo= 
ntetrie öeranlafcte Sorfteflimgen, ober aber fie ftütjen fid) auf foldje 
©a^e, tueldje fetbft nie rein arithmetifd) betuiefen finb. biefen 
gehört 53. ber oben ermähnte ©a£, unb eine genauere Unterfu^ung 
überzeugte mid), bafs biefer, ober aud) jeher mit ifjm äquivalente 
©a£ getniffermaßen als ein IjmreichenbeS gunbament für bie 3>nfi= 
nite|imaIanaU)fi§ angefef)en rnerben fann. fam nur nod) barauf 
an, feinen eigentlichen Urfprung in ben (Elementen ber 9lrithmetif 
51t entbeden unb hiermit pgleid) eine wirtliche Definition Don beut 
SBefen ber ©tetigfeit ju getoinnen. Die§ gelang mir am 24. 
öember 1858, unb menige Sage barauf theilte icl) ba§ (Srgebnifj 
meine§ ^adjbenfens meinem %uren greunbe Durege mit, toa§ 511 
einer langen unb lebhaften Unterhaltung führte, ©piiter t)abe id) 
100hl beut einen ober anbern meiner ©d)üler biefe (Gebauten über 
eine miffenfdjaftlidje 33egrünbung ber 5Irithmetif au§einanbergefe|t, 
aud) f)ier in Sraunfdjtoeig in bem nnffenfdjaftlidjen herein ber 
fefforen einen Vortrag über biefen ©egenftanb gehalten, aber jti 
einer eigentlichen ^ßublication tonnte id) mid) nicfjt red)t entfdjliefcen, 
toeil erftenS bie Darfteüung nid)t ganj leicht, unb tneil aufjerbem bie 
©adje felbft fo toeitig frud)t6ar ift. $nbeffen hatte id) bod) fdjon 
halb unb halb barem gebadjt, biefes Schema jum ©egertftanbe biefer 
©elegenljeitSfdjrift 511 tüäl)Ien, ale oor mentgen Sagen, am 14.5)iarj, 
bie 9lbf)anblung: „Die Elemente ber gunctionenleljrc." 33on (5. feilte. 
(Grelle'§ Journal, 33b. 74) burd) bie ©iite ihres ho#crchrtcn 
3?erfaffer§ in meine £)iinbe gelangte unb mid) in meinem ©ntfd)luffe 
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§. 1. 

(Stgettfcf)elften ber r a t i ona len 3ö^ Ien . 

£)ie (Sntmicftung ber Writfjmetif ber rationalen 3af)Ien tt)irb fyier 
jmar üorau§gefetjt, boefy fjalte id) e§ für gut, einige ^auptmomente 
of)ne ®i§cuffion fjeroorjuljeben, nur um ben ©tanbpunet Don oorn= 
herein 51t bejeicfjnen, ben id; im golgenben einnehme, felje bie 
ganje 9lritljmetif at» eine notfyraenbige ober tuenigfien§ natürliche golge 
be§ einfachen aritljmetifdjen SlcteS, be§ 3äf)ten§, an> 3ö^en 
felbft ift nidjt» 9tnbere§ al§ bie fucceffibe (Schöpfung ber unenblidjen 
fteifje ber pofitiben ganzen 3a^Ien, in roeldjer jebeä Subiöibuum bitrd; 
ba§ unmittelbar oorfyergefyenbe befinirt mirb; ber einfadjfte 2kt ift 
ber Uebergang Don einem fdjon erfdjaffenen ^nbioibunm ju bem bar= 
auf folgenben neu 51t erfcf)äffenben. £ie $ette biefer 3 a ^ e n btlbct 
an fidj fdjon ein überaus nü£Iicf)e§ .^Hilfsmittel für ben menfcfjlidjen 
(Seift, unb fie bietet einen unerfdjöpflidjen 9ieid)t̂ um an nterfttntr= 
bigen ©efeijen bar, 51t melden man bitrd) bie (Sinfüljrung ber oier 
aritljmetif<f)en ©runboperationen gelangt. 2>ie 5(bbition ift bie 3U= 

fammenfaffung einer beliebigen ülßicberljolimg be§ obigen einfachen 
9lcte§ 51t einem einzigen 5lcte, unb au§ if)r entspringt auf biejelbe 
2ßeife bie DJJultipIication. 2öiif)renb biefe beiben Operationen ftet§ 
ausführbar finb, geigen bie umgefe r̂ten Operationen, bie ©ubtrac= 
tion unb $iöi|ion, nur eine befdjränfte 3uIäffigfeit. SMrfje» nun 
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audj bie nachfte 93erarilaffung gewefen fein mag, weld;e 33ergleirf)un= 
gen ober 2tnaIogieen mit Erfahrungen, 5lnfcf)auungen baju geführt 
haben mögen, bleibe bal)in gefteüt; genug, gerabe biefe 23efd)ränft= 
heit in ber ^uSführbarfeit ber inbirecten Operationen ift jebe»mal 
bie eigentliche Urfadje eine§ neuen @chöpfung§acte§ geworben; fo 
finb bie negatiben unb gebrochenen 3a^len burcf) ben menfä)lid)en 
(&eift erfcfjaffen, unb e§ ift in bem ©Aftern aller rationalen 
ein Snfirument üon unenblid) diel größerer SBoüfommenljett gemon= 
neu. $5iefe§ ©tyftem, meiere» id) mit R bezeichnen will, befitjt oor 
allen fingen eine SMftänbigfeit unb 9l6gef<$loffenIjeU, weldje id) an 
einem anberu Orte*) al§ 9Jierfmal eine§ 3 n ^^örper» bejei^net 
habe, unb weldje barin befteht, bafj bie öier ©runboperationen mit je 
jwei Snbiöibuen in R ftet§ ausführbar finb, b. h- baf? ba§ iftefultat 
berfelben ftet» mieber ein bcftimmte§ ^nbiüibuum in R ift, wenn 
man ben einzigen $all ber ®iöifion bitrch bie 3 ^ 1 ^uü ausnimmt. 

§ür unfern niidjften 3roecf ift noef) wichtiger eine anbere 
(Sigenfdjaft be§ @t)ftem§ R, welche man bahiu auöfpredjen fann, bajj 
ba§ ©Aftern R ein mof)lgeorbnetey, nad) zwei entgegengefetjten <5ei= 
ten hin unenblicheä Gebiet öon einer ^imenfion bitbet. 2öa§ bamit 
gemeint fein fofl, ift burcf) bie Saht ber 5Iusbrüdfe, weldje geome= 
trifchen 33orftelIungen entlehnt finb, f;inrcid;enb angebeutet; um fo 
uothmenbiger ift e§, bie entfpredjenben rein arithmetifchen ßigenthüm= 
tichteiten !£)ert)orju^eben, bamit e§ auch nid)t einmal ben 51nfd)ein be= 
hält, al§ bebürfte bie 51rithmetif folcfjer ihr fremben ä>orfteüungen. 

©oll au§gebrüdt werben, baf? bie 3 e ^ e n a unb b eine unb 
bicfelbe rationale 3aljl bebeuten, fo fetjt man fowohl a = b wie 
b — a. 3Me 33erfdjiebenheit zweier rationalen 3 a ^ e n a> b 5eigt 
fich barin, baf] bie Efferens ct — b entWeber einen pofitiben ober 
einen negatiben Sßerth h°t- Sm erften galt ^etjst a größer als b, 
b f lein er al§ a, wa§ auch burch bie 3 e ^ e n a ~> b,b a ange= 

*) ^orlejuitcjen über 3ah(etttf)eorie Dort G>. öejeune ®iridjtet. 
3fteite Auflage. §. 159. 
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beutet wirb *). ®a im jmeiten gafl b — u einen pofitiöen SBertlj 
hat, fo ift b > a, a < b. ^infid)tlid) biefer hoppelten $RögIict)= 
feit in ber ber SSerfchiebenheit gelten nun fotgenbe $efe£e. 

I. 3[t a > b, unb b > c, fo ift a >c. 2Bir motten jebe§= 
mal, menn a, c jmei üerfd)iebene (ober ungleiche) 3af)ten finb, unb 
roenn b größer als bie eine, fleiner al§ bie anbere ift, ohne ©cheu 
oor bem Entlang an geometrifdje SSorftettungen bie§ fürs fo au§= 
briicfen: b liegt jmifdjen ben beiben 3ahlen a> c-

II. ©inb a, c jtoet berfd̂ tebene 3ahlen, fo giebt e§ immer un= 
enblich Uiele üerfd)iebcne 3af)Ien b, meiere jmif^en a, c liegen. 

III . 3ft a eine beftimmte 3 ^ / zerfallen alle 3ah*en ^ 
©hftem§ R in r̂nei Staffen, A1 unb A2, beren jebe unenblidj Diele 
Snbioibuen enthält; bie erfte Slaffe A, umfaßt afle3öhlen ai> ^eld;e 
< a finb, bie jmeite ßlaffe A2 umfafjt afle 3a^kn ai> welche >> a 
finb; bie 3aht a fct£>ft fann nach belieben ber erften ober ber §mei= 
ten Staffe zugeteilt merben, unb fie ift bann eutfprechenb bie größte 
3aI)I ber erften ober bie fleinfte 3«hl Zweiten Klaffe. jebem 
galt ift bie 3erlegun9 ^ ©l)ftem§ Ii in bie beiben Staffen AlfA2 

üoit ber 9trt, baß jebe 3aht cr[tc" Stoffe A, fleiner als jebe 
3al)t ber zweiten Slaffe A2 ift. 

93ergleicf)ung ber rationalen 3«ht e n m* t *>en ^ßuneten 
einer geraben Sinie. 

2)ie foeben ĥ Dorgehobenen Sigenfchaftcn ber rationalen 3ah= 

ten erinnern an bie gegenfettigen Sagenbeziehungen jtDtfiijen ben 
Runden einer geraben Sinie L. SÖerben bie beiben in ihr ejiftiren= 
ben entgegengefejjten Dichtungen burch „recht§" unb „linfö" unter* 

*) ift nljo im Solgertbert immer ba§ jogenartnte „nigebvaijdje" größer 
unb fleiner Sein gemeint, wenn nicf)t ba§ SBovt „ubjotut" tjinjugefügt wirb. 
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fcfjieben, unb finb p, q jmei öcrjcfjtebene gurtete, fo liegt entmeber 
p rerf)t§ Don q, unb gleichzeitig q linf§ Don p, ober umgelegt, e* 
liegt q recht» Don p, unb gleichzeitig p linfS Don q. (Sin britter 
$all ift unmöglich, toenn p, q mirflid) öerfcfyiebene ^ßunete finb. £)in= 
fidjtlich SagenDerfdjicbenfyeit befielen folgenbe ©efetjc. 

I. Siegt p red)t§ Don q, unb q mieber recht» Don r , fo liegt 
auch P red)t§ Don r ; unb mau fagt, baf? q jtoifdEjen ben Runden p 
unb r liegt. 

I I . ©inb p, r jmei Derfcfyiebene ^ßunete, fo giebt e§ immer un= 
enbltdf) Diele ^ßunete q, tteldje jmifdjen p unb r liegen. 

I I I . 3ft p ein beftimmter ß̂unet in L, fo verfallen alle ^unete 
in L in jtDci (ütlaffen, Pu P2, bereu jebe unenblich fiele ^nbiDibuen 
enthält; bie erfte klaffe Pi umfaßt alle bie Sßunde plf meldje linf'e 
Don p liegen, unb bie jmeite Klaffe P2 umfaßt alle bie ß̂unete p>, 
meldje rechts Don p liegen; ber ^unet p felbft fann nach belieben 
ber erften ober ber jmeiten Klaffe jugct^eilt werben. 3>n jebem 
Sali ift bie 3^'legung ber ©eraben L in bie beiben Klaffen ober 
Stüde Plt P2 Don ber ?(rt, baf? jeber ^unet ber erften Klaffe P, 
linf§ Don jebem Sßuncte ber ^weiten Klaffe P2 liegt. 

®iefe Analogie jmifchen ben rationalen 3 a ^ e n *>en ̂ Punc= 
ten einer ©eraben mirb belanntlich 51t einem mirflichen 3ufammen= 
hange, rnenn in ber ®eraben ein beftimmter 'JlnfangSpunct ober 9tuH= 
punet 0 uitb eine beftinunte Längeneinheit jur 9lu§meffung ber ©trerfen 
gemäl)lt mirb. TO £>ülfe ber le|tern fann für jebe rationale 
a eine entfpredjenbe Säuge conftruirt merben, unb trägt mau biefelbe 
Don beut ^unete 0 aus nach rech^ °ber linf§ auf ber (Beraben ab, 
je nadjbcm a pofitio ober negatio ift, fo gewinnt man einen beftimm= 
ten Knbpunct p, welcher al§ ber ber 3^)1 a entfprechenbe ^unet 
bezeichnet merben fann; ber rationalen 3ah* ^uü entfpridjt ber 
^unet 0. 5luf biefe Steife entfpridjt jeber rationalen a> h-
jebem SnbiDibuum in R, ein unb nur ein ^itnct p, b. I). ein Snbi= 
buum in L. Kntfprechen ben beiben 3^l)len a, b refp. bie beiben 
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^ßuncte p, q, unb ift a > b, fo liegt p red;t§ Don q. Den (§>efe>efe£en 
I, I I , I I I be§ Dorigett Paragraphen entfpred;en Dollftönbig bie (e ©e= 
fe^e I, I I , I I I be§ je^igctt. 

§. 3. 

©tetigfeit bev geraben Sinie. 

$on ber größten 2öid;tigfeit ift nun aber bie S^atfacfye, i , baß 
e§ in ber ©erabett L unenblid; Diele Sßuncte giebt, meiere feiner .t ra= 
tionalen 3ahl entfpred)en. @ntfprid;t nämlich ber ^unct p ber ralratio= 
nalen 3flf>l m, fo ift befanntlicf) bie Sänge op contmenfurabel mit .it ber 
bei ber Gonftruction benutzen unabönberlic^en Sängeneinheit, b. b. f). 
e§ giebt eine britte Sänge, ein fogenannte» gemeinfd;aftlid;e§ 9Ji9)iaji$, 
Don melier biefe beiben Sängen ganje Vielfache finb. 9lber fd fdjon 
bie alten ©rieben haben gemußt unb betuiefen, baß eS Sängen gii giebt, 
meld;e tnit einer gegebenen Söttgeneinheit incotttmenfurabel finb, j. 5.33. 
bie Diagonale be§ GuabrateS, beffen ©eite bie Sängeneittheit it ift. 
Srägt matt eine folcfje Sänge Don bent ^unete 0 au§ auf ber (Mera= 
bett ab, fo erhält man einen (Snbpunct, meld;er feiner rationalen 3(3ah* 
cntfprid;t. Da fid) ferner leicht betueifen läßt, baß e§ unenbfcblid) 
Diele Söttgen giebt, mclche mit ber Sängeneittheit incommenfurairabel 
finb, fo föttnen mir behaupten: Die ©erabe L ift tutenblich Diel tl rei= 
eher an ^uttct=!3nbioibuen, als ba§ ©ebiet Ii ber rationalen 3ohn^en 

an 3a^=SnbiDibuen. 

SÖill man nun, maS bod; ber Sötinfch ift, alle Grrfcheinungett ett in 
ber ©erabeit aud) arithmetifd; Derfolgett, fo reichen baju bie rat:atio= 
nalen 3«hlen nidjt aus, unb e§ mirb bal;er unumgänglich nothmemen= 
big, baS ^nftrument 2?, meld;e§ burd) bie ©chöpfung ber rationaltalen 
3ahlett conftruirt mar, mefetttlid; 511 Derfeinern burd; eine ©d;öpfu ftutg 
Don neuen 3 n ^ e u ber 51rt, baß baS (Siebtet ber 3 a ^ c n biefetfelbe 
33ol(ftänbigfeit ober, toie mir gleich fagen mollett, biefelbe © t e t i t i g = 
fei t gemiunt, mie bie gerabe Sinie. 
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$>ie bisherigen Betrachtungen finb Men fo befannt unb geläu= 
fig, bafj Biete ihre 2öieberf)oUntg für fetjr iiberflüffig erachten werben, 
dennoch ^iett id) biefe 9tecapitulation für nothwenbig, um bie f)aupt= 
frage gehörig Dorjubereiten. ®ie bisher übliche Einführung ber 
irrationalen 3 a ^ e n knüpft nämlich gerabezu an ben Begriff ber 
ejtenfiben (Bröfjen an — weither aber felbft nirgenbS ftreng befinirt 
wirb — unb erflärt bie 3aht als baS 9iefultat ber Sfleffung einer 
folgen ©röjje burch eine jweite gleichartige*). ©tatt beffen forbere 
id), bafj bie Arithmetif fich aus fid) felbft heraus entwideln foü. 

folche Anfnüpfungen an nid)t arithmetif^e Borfiellungen bie 
näd)fte Beranlaffung zur Erweiterung beS 3ahlf>egriffS gegeben haben, 
mag im Allgemeinen zugegeben werben (boch ift bieS bei ber Ein= 
fiihrung ber complejen 3ahten entfd)ieben nicht ber gall gewefen); 
aber hierin liegt ganz gewifj fein ©raub, biefe frembartigen Be= 
trad)tungen felbft in bie Arithmetif, in bie 2Biffenfcf)aft bon ben 
3ahlen aufzunehmen, ©owie bie negatioen unb gebrodjenen ratio= 
nalen 3ahlen burd) eine freie ©djöpfung hergeftellt, unb wie bie ®e= 
fe£e ber Ütedjnungen mit biefen 3ahleu auf bie ®efet$e ber 9ied)nun= 
gen mit ganzen pofitiben 3ah*en juriicfgefü^rt werben müffen unb 
fönnen, ebenfo hat man bahin ju ftreben, bajj auch bie irrationalen 
3af)len burch bie rationalen 3a^en allein bollftänbig befinirt werben. 
9iur baS 2Bie? bleibt bie grage. 

f)ie oStge Begleichung beS (BebieteS Ii ber rationalen 3ahten 
mit einer ©eraben hat zu ber Erfenntnifj ber Südenljaftigfeit, UiWoß= 
ftänbigfeit ober Unftetigfeit beS erfteren geführt, währenb wir ber 
©eraben Bollftänbigfeit, Sütfenlofigfeit ober ©tetigfeit auftreiben. 
2ßorin befte^t benn nun eigentlich biefe ©tetigfeit ? Sn ber Beant= 
Wartung biefer grage mufj Alles enthalten fein, unb nur burch fte 

*) ®er fdjeinbare SSoräug ber Allgemeinheit biefer Definition ber Qa l̂ 
jcfjiüinbet fofort baf)in, luenn man an bie contplejen 3af)len benft. 9lad) ntei= 
ner s&uffaffung !ann umgefefjrt ber Segriff be§ $erf)ältniffc§ jtoifcfien jwei 
gleichartigen ©röfjen erft bann flar entmictelt »erben, toenn bie irrationalen 
Sailen frfjon eingeführt finb. 
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mirb man eine miffenfd;aftlidje©runblage für bie Unterfinning aller 
ftetigen ©ebiete gewinnen. 2Rit bagen Gebert über ben ummter= 
brodjenert 3ufammenf)ang in ben fleinften Steilen ift natürlich 9iid;tö 
erreicht; e§ fommt barauf an, ein präcifeS $>?erftnal ber ©tetigfeit 
anzugeben, meiere» al§ 33afi§ für mirflid;e ©ebuäionen gebraucht 
merben fann. Sange $eit habe W& öergeblich barüber nad;gebad)t, 
aber enbtich fanb id), ma§ ich- fudjte. tiefer $unb mirb bon ber= 
fdjiebenen ß̂erfonen bielleicht berfd;ieben beurtheilt merben, boch glaube 
id), baß bie Reiften feinen Snhalt fehr triüial finben merben. Kr 
befteht im ^olgenben. 3m borigen Paragraphen ift barauf aufmerf= 
fam gemacht, baß jeber gurtet p ber (Seraben eine Verlegung berfel= 
ben in jmei ©tiide bon ber 5lrt herüorbringt, baf? jeber ^unet be§ 
einen ©tiide» lin!§ bon jebem ß̂unete be§ anbern liegt, finbe 
nun ba§ SBefen ber ©tetigfeit in ber Umfehrung, alfo in bem fol= 
geitben principe: 

„3erfallen alle ß̂unete ber ©eraben in jmei Klaffen bon ber 
silrt, baß jeber s$und ber erften Klaffe linf§ Don jebem flutete ber 
zmeiten Klaffe liegt, fo ejiftirt ein unb nur ein ^unet, welcher 
biefe Kintheilung aller ^unete in zwei Klaffen, biefe ßerfchneibung 
ber ©eraben in zwei ©tiide herborbringt." 

' 2öie fchon gefagt, glaube id; nicht 51t irren, menn id; annehme, 
baß Sebermann bieäßahrheit biefer Behauptung fofort zugeben mirb; 
bie meiften meiner Sefer merben fehr enttäufcht fein ju tiernehmen, 
bafs bitreh biefe Sribialitat ba§ ©eheimniß ber ©tetigfeit enthüllt 
fein foll. ©aju bemerfe ich SolgenbeS. K» ift mir fehr lieb, menn 
Sebermann ba§ obige ^rineip fo einleuchtenb finbet unb fo itberein= 
ftimmenb mit feinen 33orftellungen uon einer Sinie; beim id; bin 
außer ©taube, irgenb einen 5ßemei§ für feine 9iid)tigfeit beizubringen, 
unb TOemanb ift bazu im ©tanbe. ®ie Annahme biefer Kigenfd;aft 
ber Sinie ift nid;t§ al§ ein 5ljiom, burch meld;e» mir erft ber Sinie 
ihre ©tetigfeit znerfentten, burd; meld;e» mir bie ©tetigfeit in bie 
Sinie hineinbenfen. £>at überhaupt ber Daum eine reale %iftenz, 
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fo.braudjt er- boĉ  nicht notl;menbig ftetig 51t fein; unzählige feiner 
(Sigenfchaften luiiv.ben biefetben. .bleiben, meun er autfj unftetig märe. 
Unb müßten mir gemiß, baß ber flJaum unftetig märe, fo tonnte 
unS bod) mieber 9iid)tö hinbern, falls eS unS beliebte, ihn burd) 5tuS= 
füflung feiner Süden in ©ebanfen ju einem ftetigen ju madjen; biefe 
Ausfüllung mürbe aber in einer Schöpfung üon neuen ^unct=$nbi= 
üibuen beftetjen unb bem obigen principe gemäß auszuführen fein. 

Durch bie legten 3öorte ift fdjon hmreidjenb angebeutet, auf 
meiere Art baS unftetige ©ebiet Ii ber rationalen $al)Ien ^u einem 
ftetigen üerüollftänbigt merben mufj. §. 1 ift hervorgehoben 
(II I), baß jebe rationale 3a W a eine 3^egung beS SpftemS B 
in jmei klaffen AX/A2 üon ber Art h^orbringt, baß jebe 3ahl 
iii ber erften klaffe Ax Heiner ift, als jebe 3 a ^ a-i jmeiten 
klaffe A2; bie 3flhl a ^ entmeber bie größte 30$ ber Glaffe Au 

ober bie tleinfte *>er Glaffe A2. 3ft nun irgenb eine @in= 
tljeilung beS St;ftemS Ii in zmei (Staffen Au A2 gegeben, meiere 
nur bie d)arafteriftifd;e @igenfd)aft befifct, baß jebe 3 ° ^ «1 Ax 

fleiner ift, als jebe 3^)1 (h A2, fo mollen mir ber Äitrje falber 
eine folĉ e (Sintheilung einen Sdjni t t nennen unb mit (Au A2) 
bezeichnen. 2öir fönnen bann fagen, baf; jebe rationale 3 ^ 1 a 

einen Schnitt ober eigentlich Schnitte hervorbringt, meldje mir 
aber nicht als mefentlich verhieben anfetjen mollen; biefer Schnitt 
hat aufierbent bie (Sigenfd;aft, baß entmeber unter ben 3 ^ ^ ber 
erften klaffe eine gröf;te, ober unter ben ber jmeiteu Glaffe 
eine fleinfte ejiftirt. Unb untgefehrt, befitjt ein Schnitt aud; biefe 
(5igenf<haft, fo mirb er burd; biefe größte ober fleinfte rationale 
f)ert>orgebrad)t. 

Sd;öpfung ber irrationalen 3 a ^ e n -

r UiiuM^* XlXitt* 
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91ber man überzeugt fid) leicht, ba|_au^imenbli(|üiel^ 
egiffaeu, meiere rtid)t btirfluLationale Labien I)erborßebrad)t merben. 
®a§ näd)ftliegenbe 23eifpiel ift folgenbeS. 

K§ fei D eine pofitibe ganje 3af)l, aber nicht ba§ Ouabrat 
einer ganjen Qafy, fo gtebt e§ eine pofitibe ganje * ü o u *>er 

5lrt, bajj 
A* < D < (A + 1)2 

mirb. v 

•iftimmt man in bie ^meite Klaffe A2 jebe pofitibe rationale 
3al)I a2 auf, beren Ouabrat > D ift, in bie erfte Klaffe A1 aber 
alle anberen rationalen 3 a ^ e n a\> f° Gilbet biefe Kintljeilung einen 
«Schnitt (A1/A2), b. f). jebe 3 a ^ a i ^ fleiner al§ jebe 3aljl «2-
3ft nämlich «1 = 0 ober negatio, fo ift ax fd)on au§ biefem 
(Brunbe fleiner al§ jebe 3 ° ^ toeil biefe pfolge ber Definition 
pofitib ift; ift aber «i pofitib, fo ift iljr Ouabrat < JD, unb folg= 
lieh ift «i fleiner al§ jebe pofitibe 3 ^ <h, bereu Ouabrat >> B ift. 

®iefer «Schnitt mirb aber burd) feine rationale 3 a ^ l)erborge= 
bracht. Ilm bie§ p bemeifen, mufj bor Mem gezeigt merben, bafj 
e§ feine rationale 3 ^ 1 giebt, beren Ouabrat = D ift. Obgleich 
bie§ au§ ben erften Kiementen ber 3 a ^ e n ^ e o r i e befannt ift, fo 
mag bod) îer ber folgenbe inbirecte 93emei§ finben. ©iebt 
e§ eine rationale ßaljl, bereu Ouabrat = D ift, fo giebt e§ auch 
jmei pofitibe ganje 3^Ien t,u, melche ber Gleichung 

P — Du2 = 0 
genügen, unb man barf annehmen, bafj u bie fleinfte pofitine ganje 
3af)( ift, meld)e bie Kigenfchaft befitjt, bafi if;r Ouabrat burd) sHhil-
tiplication mit D in ba§ Ouabrat einer ganzen 3a*)l t bermanbelt 
mirb. 2)a nun offenbar 

Am < t < (A - f 1)m 
ift, fo mirb bie 3^1)1 

u' = t — Am 
eine pofitibe ganjeSaljl, unb jmar f lein er al§ u. Sefjt man ferner 
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t' = Dm — kt, 
fo wirb t' ebenfalls eine pofitibc ganje unb eS ergiebt fid) 

t'2 _ Bit'2 = (V — B) (P — Du*)'= 0, 
was mit ber Annahme über u im Sötberfpruch ftef)t. 

Mithin ift baS Ouabrat einer jeben rationalen 3 a ^ x ent= 
meber < B ober > B. ^ierauS folgt nun Ieid)t, bafe eS Weber 
in_ber (Slajje^Ä^-eim^gröfste, nodj in ber ßlaffe Ä 2 eine Heiufte 
3alj l giebt. <Se£t man nämlid) 

^ x(x* 4- 3Z>) 
V -f B 

fo ift 

unb 

_ 2 x ~ x%) y X ~ + B 

y2- D = 
(x* _ D)3 

(3 £2 -f i>)2 
•iflimmt man hierin für x eine pofitiöe 3 ^ 1 a u § ber Klaffe 

AX/ fo ift x2 < B, unb f olglid) wirb y > x, unb < D, alfo 
gehört y ebenfalls ber Klaffe Ax an. ®e|t man aber für x eine 
3al)l aus ber Klaffe A i r fo ift x2 > B, unb folglich wirb y < % , 
y > 0, unb y2 >> B, alfo gehört y ebenfalls ber Klaffe A2 an. 
tiefer ©djnitt wii'b baljer burd) feine rationale 3öM ^erborgcbrad;t. 

Sn biefer Kigenfdjaft, bafs nicht alle ©djnitte burd; rationale 
3af)len hcrborgebrad)t werben, befteht bie Unbollftänbigfeit ober Un= 
ftetigfeit beS ©ebieteS B aller rationalen 

SebeSmal nun, wenn ein ©djnitt ( A ^ A i ) borliegt, welker 
burd) feine rationale 3ah* t;eröorgebrad;t wirb, f ^er fd ja f fen Wir eineI 
neue, eine i r r a t i ona le ßa l j l «, Welche wir als Sürth ö i e te n <s?d)ntti) 
(AlfA.2) bollftänbig befinirt anfehen; wir werben fagen, bafj bie 
3ahl « biefem «Schnitt entflicht, ober bafs fie biefen Schnitt hetbor= 
bringt. Ks entfprid)t alfo üon fe|t ab jebem beftimmten ©djnitt 
eine unb nur eine beftimmte rationale ober irrationale 3ah l u n b c 
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wir fehen jtoci 3af)ten ftet§ unb nur bann nl§ berf Rieben ober 
ungleich an, wenn fic wefentlich berfdjiebenen (Schnitten entfpredjen. 

Um nun eine ©runblage für bie 5lnorbnung aller reellen, 
b. h- aller rationalen unb irrationalen 3ahlen 51t gewinnen, müffen 
mir junädjft bie Beziehungen jmifdjen irgenb zwei Schnitten (AX,A2) 
unb (BlfB2) unterfuchen, welche bitrch irgenb zwei ßaljlen a unb ß 
herborgebracht werben. Offenbar ift ein ©d^nitt (AX,A2) fdjon boll= 
ftänbig gegeben, wenn eine ber beiben Staffen, 5. 33. bie erfte Ax 

befannt ift, weit bie 5tüeite A2 au§ alten nicht in Ax enthaltenen 
rationalen 3ah*en befteht, unb bie charafteriftifche Sigenfdjaft einer 
folgen erften Klaffe Ax liegt barin, baß fie, wenn bie 3ah* a\ in 
ihr enthalten ift, auch Heineren 3ahlen al§ ax enthält. Vergleicht 
man nun ztoet folche erfte Klaffen AX,BX mit einanber, fo tann e§ 
1) fein, baß fie botlftänbig ibentifd) finb, b. h-, baß jebe in Ax ent-
haltene 3ahl «i auch i r t Bx, nnb baß jebe in Bx enthaltene 3aht 
bx aud) in Ax enthalten ift. biefem galle ift bann nothwenbig 
auch ibentifch mit B2, bie beiben Schnitte finb boUftänbig 
ibentifd), wa§ wir in ßeidjen burd; a — ß ober ß = a anbeuten. 

Sinb aber bie beiben Klaffen AX,BX nicht ibentifd), fo giebt 
e§ in ber einen, j. 33. in Ax eine 3aht a '\ = welche nid)t in 
ber anbern Bx enthalten ift, unb weldje fid) folglid) in B2 bor= 
finbet; mithin finb gewiß alle in Bx enthaltenen 3ahten flciner 
al§ biefe 3af)t a'i = unb folglid) finb alle ßahlen bi aud) in 
Ai enthalten. 

3ft nun 2) biefe 3ahl a'\ bie einzige in Ax, welche nicht in 
Bx enthalten ift, fo ift jebe anberc in Ax enthaltene 3aht «1 in Bx 

enthalten, unb folglich fleiner at§ a'Xt b. t). a\ ift bie größte unter 
allen3ahlen dx, nrtf^in mirb ber Schnitt {AXrA2) burd) bie rationale 
3al)l et — a\ = b'2 herborgebradjt. Bon bem anberen Schnitte 
(BXfB2) miffen mir fcf)on, bafj alle 3ahlea in Bx auch in Ax 

enthalten unb fleiner als bie 3ahl «'1 = finb, weldje in B2 

enthalten ift; jebe anbere in B2 enthaltene 3ahl b2 muß aber größer 
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als b'2 fein, weil fie fonft aud) fleiner als a\ , alfo in Ax unb 
folglid)* aucf) in Bx enthalten wäre; mithin iff b'2 bie fleinfte unter 
allen in B2 enthaltenen 3a^Iert, unb folglich föirb auch bei Sd)nitt 
(jBUB2) burd» biefelbe rationale ß •= b'2 = ci\ — a*Ijer= 
üorgebracht. Die beiben Schnitte finb bafyer nur unwefentlid) ber= 
fchieben. 

©iebt eS aber 3) in Ax WenigftenS jtüei berfchiebene 3 a ^ c n 

a'x = b\ unb a!\ — b"2, »eiche nicht in Bx enthalten finb, fo 
giebt eS beren aud) unenblid) biele, weil alle bie unenblich Dielen 
ZWifd)en a\ unb a'\ liegenben ßaljlen (§. 1. II.) offenbar in Alf 

aber nidjt in Bx enthalten finb. Sn biefem $alle nennen wir bie 
biefen beiben wefentlid) berfchiebenen Schnitten (AlfA2) unb (BlfB2) 
entfpredjenben a ß ebenfalls berfdjieben bon einanber, 
unb zwar fagen wir, baß a größer als ß, baß ß f le iner als et 

ift, waS wir in 3 ^ e n fowoljl burd) a > ßf als burd) ß < a 
auSbritden. hierbei ift fjerborzuheben, baß biefe Definition boüftänbig 
mit ber früheren zufammenfäflt, Wenn beibe 3ahlen a, ß rational finb. 

Die nun nod) übrigen möglichen gälte finb biefe. ®iebt eS 4) 
in Bi eine unb nur eine 3ahl — «'s» toeldje nicht in Ax enthalten 
ift, fo finb bie beiben Sd)nitte (Au A2) unb (Blf B2) nur un= 
wefentlid) berfdjieben, unb fie werben burch eine unb biefelbe rationale 
3al)l « = a'2 = b'i = ß hetborgebrad)t. ©iebt eS aber 5) 
in B\ minbeftenS zwei berfchiebene 3a^eK» welche nicht in Ax ent= 
halten finb, fo ift ß > «, a < ß. 

Da hiermit alle gälle erfdjöpft finb, fo ergiebt fich, baß bon 
zwei berfd)iebenen notl)Wenbig bie eine bie größere, bie 
anbere bie Heinere fein muß, waS zwei 9Jiöglid}feiten enthält, ©in 
britter gall ift unmöglich. DieS lag zwar föon 
beS KomparatibS (größer, fleiner) z u r Bezeichnung ber 33e= 
Ziehung jtDif<$en «, ß; aber biefe SBaljl ift erft jeijt nachträglich gc= 
rechtfertigt. ®erabe bei folgen Unterfuchungeti ^at man fid) auf 
baS Sorgfältigfte zu ^üten, baß man felbft bei bem beften Hillen, 
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ehrlich ju fein, burd) eine voreilige 2öafjl von 5lu§brüden, melche 
anbeten fd)on entmidelten SSorfteHungen entlehnt finb, fid) nicht ver= 
leiten laffe, unerlaubte Uebertragungen au3 bem einen ©ebiete in ba§ 
anb'ere vorzunehmen. 

betrachtet man nun noch einmal genau ben gafl a > ß, fo 
ergiebt fich, baß bie Heinere 3ahl ß, menn fie rational ift, gemiß ber 
klaffe Ax angehört; ba e§ nämlich in Av eine a\—b'2 giebt, 
mel(he ber ©laffe B2 angehört, fo ift bie 3 ^ ß, mag fie bie gröfjte 
3ahl in^Bi ober bie fleinfte in-B* fein, gemiß unb folg= 
liih in A\ enthalten. ©benfo ergiebt fich au§ a^>ß r bafj bie größere 
3ahl a, menn fie rational ift, gemiß ber ©laffe B2 angehört, meil 
a ^ a\ ift. bereinigt man beibe Betrachtungen, fo 'erhält man 
folgenbe§ 9?efultat: Söirb ein ©chnitt (Ai, A2) burch bie K 

hervorgebracht, fo gehört irgenb eine rationale 3aljl ber ©laffe 
Ax ober ju ber ©laffe A2f je nadjbent fie fleiner ober größer ift al§ 
a ; ift bie ßaljl a fe^ft rational, fo fann fie ber einen ober ber an= 
bereu ©laffe angehören. 

hieraus ergiebt fich enblid) nod) golgenbeS. 3ft a > ß, giebt 
e§ alfo unenblid) viele 3af)len in Ax, tveld)e nicht in Bx enthalten 
finb, fo giebt e§ aud). unenblid) viele fold)e 3 a^ e n / welche zugleich 
von a unb Von ß verfd)iebcn finb; jebe fold)e rationale Qafyl c ift 
< a, meil fie in Ax enthalten ift, unb fie ift jugleicf) >> ß, meil 
fie in B2 enthalten ift. 

©tetigfeit be§ ©ebieteS ber reellen 

3ufolge ber eben feftgefetjten Unterfd)eibungen bilbet nun ba§ 
©Aftern aller reellen ein moljlgeorbncteS ©ebiet von einer 
Dimenfion; hiermit foll meiter Vichts gefagt fein, al§ baß folgenbe 
©efe|e ^errfcfjen. 
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I. 3ft « > ß. unb ß > y, fo ift aud) « > y. 2Bir wollen 
fagen, baf; bie /? zwifc^en ben galten a, y liegt. 

IL ©inb a, y zwei betriebene Setzen, fo giebt eS immer 
unenblich biete berfdjiebene Sagten ß, meiere jtüifcfjen a, y liegen. 

I I I . 3ft a eine beftinunte fo zerfallen alle 3af)len beS 
©tjftemS in zwei Klaffen % unb A2, bereu jebe unenbli^ biele 
Snbibibuen enthält; bie erfte Klaffe Av umfaßt alle bie Sailen «,, 
meiere < « finb, bie zweite Klaffe A2 umfaßt alle bie 3 # e n aiJf 

weld)e finb; bie a felbft fann nad) Belieben ber erften 
ober ber V ^ ^ H p f f e zugeteilt werben, unb fie ift bann entfpredjenb 
bie größte ^ ( K e r erften ober bie fleinfte 3ßf>I ber streiten Klaffe. 
Sn jebem g?at( ift bie 3erlegung beS ©tjftemS 9t in bie beiben Klaffen 
A,, % üon ber Art, ba£ jebe 3af)l ber erften Klaffe 21, fleiner als 
jebe ber zweiten Klaffe A2 ift, unb mir fagen, bafc biefe 
legung burd) bie 3 ^ * « hetborgebrad)t mirb. 

$er 5?ürze halber, unb um ben Sefer nid)t zu ermüben, itnter= 
briirfe icf) bie Beweife biefer ©ätje, meiere unmittelbar aus ben SDe= 
fiuitionen beS öorljergefjenben Paragraphen folgen. 

Aufjer biefen Kigenfdjaften befitjt' aber baS ©ebiet 3? nutf> 
©tetigfeit, b. h- eS gilt folgenber ©at;: 

IV. 3erfällt baS ©pftem 9? aller reellen 3ahten in z^ei 
Klaffen A1; % bon ber Art, bafj jebe 3af)t «i ber Klaffe % Heiner 
ift als jebe 3ah* «2 ber Klaffe A2, fo ejiftirt eine unb nur eine 
3aljl a, burd) welche biefe 3etlegung herborgebrad)t mirb. 

BemeiS. SDurd) bie 3etlegung ober ben ©d)nitt bon 9t in 
A, unb A2 ift zugleid) ein ©d)nitt (Alf A2) beS ©hftemS R aller 
rationalen 3ah*en gegeben, Welcher baburd) befinirt wirb, baf? Ax 

alle rationalen 3 ^ e n ber Klaffe A l r unb A3 alle übrigen rationalen 
3aljlen, b. h- alle rationalen 3 # e n ber Klaffe A2 enthält. (£S fei 
a bie böllig beftimmte 3flht> tue biefen ©chnitt (Au A2) 1)ex= 
borbringt. Sfft nun ß irgenb eine bon a berfdjiebene 3ahl fo giebt 
eS immer unenblid) biele rationale 3ahten c> welche t̂üifdjen a unb 
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ß liegen. 3ft ß <C a, fo if± c < a; mithin gehört c ber Klaffe 
A, unb folglid; aud; ber Klaffe an, unb ba jugleid; ß < c 
ift, fo gehört aud; ß berfelben Klaffe an, weil jebe 3al;l in % 
größer ift als jebe 3aht c in 31,. Sft aber ß >> a, fo ift c > «; 
mithin gehört c ber Klaffe A2 unb folglid; auch ©laffe 3l2 an, 
unb ba jugleid; ß >> c ift, fo gehört aud; ß berfelbcn Klaffe 2i> an, 
weil jebe 3af;t in 2li fleiner ift als jebe 3ah* c in 3l2. Mithin 
gehört jebe bon a öerfdjiebene 3af)l ß ber Klaffe ober ber Klaffe 
% an, je nachbent ß < a ober ß > a ift; Malid;. ift a felbft 
entWeber bie größte 3al)l in ober bie f t e i n f t e j ^ ^ E r [ i ^ b . h-
a ift eine unb offenbar bie einzige 3 a h l burd; we^^ne 3*rlegung 
bon 91 in bie Klaffen 9li, 9l2 hcröorgebraäjt wirb. 2BaS zu be= 
weifen war. 

§• 6. 

Dehnungen mi t reellen 3a l ; len. 

Um irgenb eine 9?ed;iumg mit z^ei reellen 3ahlen ß auf 
bie Rechnungen mit rationalen 3ah^n zurüdzuführen, fontmt eS 
nur barauf, aus ben Schnitten (Au A2) unb (Bu B2), weldje 
burd; bie 3ah^n a unb ß im ©tjfieme R herborgebrad;t werben, 
ben Schnitt (Cu C2) Zu befiniren, welcher beut 9technungSrefuItate 
y entfpredjen foll. 3d; befdjränfe tnid; hier auf bie Durchführung 
beS einfad;ften BcifJneleS, ber 5lbbition. 

Sft c irgenb eine rationale 3al;l fo nehme man fie in bie Klaffe 
Cy auf, menn eS eine 3af)t «i in Ax unb eine 3ahl 1>i in B\ bon 
ber 2lrt giebt, baß ihre Summe a, 4- bx ^ c wirb; alle anberen 
rationalen 3ahlen c nehme man in bie Klaffe C2 auf. Diefe Kin= 
theilung aller rationalen 3ah^n in bie beiben Klaffen Cu C2 bilbet 
offenbar einen Schnitt, weil jebe 3al;l cx in Gx fleiner ift als jebe 
3al;l c2 in C2. Sinb nun beibe 3ahlen a, ß rational, fo ift jebe 
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in Cx enthaltene 3af)l c, ^ <x + ß, meil ax a, ^ ß, aXfo 
auef) cii + ^ tt + ß ift; tüäre ferner eine in C2 enthaltene 
3al)l c2 < a ß, alfo a ß — c2 -\- p, mo eine pofitibe 
rationale 3al)l bebeutet, fo märe 

c2 = (a- i/2l>) + (ß - 1/2i>), 
maS im 2öiberfprud) mit ber Definition ber 3ahl fteht, meil 
« — 1 /2p eine 3ahl in Au unb ß — 1/2p eine 3a^t in Bx ift; 
folglich ift jebe in C2 enthaltene 3ah* c2 a + ß. Mithin mirb 
in biefem galk, ber ©chnitt (Cx, C2) burd) bie Summe a - f ß 
herüorgebrachljj.^ait berftößt baljer nid)t gegen bie in ber 9lritl)= 
metif ber rationalen 3al)len geltenbe Definition, menn man in allen 
fällen unter ber Summe a - f ß bon jmei beliebigen reellen 3at)= 
len «, ß bie jenige 3al)l y berfteht, burd) meiere ber Schnitt (Cj, 02) 
herborgebradjt mirb. 3ft ferner nur eine ber beiben 3ah*en a, ß, 
5. 33. cc rational, fo überzeugt man fich teid)t, baß eS feinen ©in= 
fluß auf bie Summe y = a + ß hat, ob man bie 3Qf)l a in 
bie ©laffe Ax ober in bie ©laffe A2 aufnimmt. 

©benfo mie bie Abbition laffen fid) auch bie übrigen Operationen 
ber fogenannten ©lementar^lrithmetif befiniren, nämlid) bieBilbung 
ber Differenzen, probitcte, Quotienten, potenten, Wurzeln, 2oga= 
rithmen, unb man gelangt auf biefe Söeife zu mirflid)en Bemeifen 
bon Säijett (mie j. 33. V2 . V3 = V6), meld)e meines SBiffenS biS= 
her nie bemiefeft finb. Die 2Beittäufigfexten, meld)e bei ben Defi-
nitionen ber complicirteren Operationen zu befürchten finb, liegen 
theilf in ber 9iatur ber Sache, zum größten SUjeil aber laffen fie 
fid) bernteiben. Sel)r ni't l̂id) ift in biefer Beziehung ber Begriff 
eines EnterballS, b. I). eines Suterns A bon rationalen 3nhteu, 
meld)eS folgenbe d)aracteriftifd)e ©igenfehaft befißt: finb a unb a' 
Rahlen beS Suterns A, fo finb attd) alle zmifd)en a unb o! liegen-
ben rationalen 3aljlen in A enthalten. DaS Softem R aller ra= 
tionalen 3ah*en, ebenfo bie beiben ©laffen eines jeben Schnittes finb 
^nterbalte. ©iebt eS aber eine rationale 3af)t a\> welche fleiner 
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unb eine rationale 3«^ welche größer ift, als jebe 3 ^ ^ be§ 
Snterballs A , jo heifje A ein enblid)eS Snterbafl; eS giebt bann 
offenbar unenbticf) biete 3 # e n ö o n berfelben 93efd)affenheit wie ax, 
unb unenblid) biete bon berfelben 33efchaffenf)eit wie a2; 
baS ganze Ktebiet B zerfällt in brei Stüde Alt A, Aif unb eS 
treten jwei boflftänbig beftimmte rationale ober irrationale 3 # e n 

a u a2 öuf, welche refp. bie untere unb obere (ober bie Heinere unb 
größere) ©renje beS SnterbaflS A genannt werben fönnen; bie un= 
tere ©renje ax ift burch *>en Schnitt beftimmt, bei Welkem bie erfte 
Klaffe burd) baS Softem ^ gebilbet wirb, unb bie obere (Brenge a2 

burch ben S^ni t t , bei Welchem A2 bie zweite Klaffe bitbet. 33ott 
jeber rationalen ober irrationalen 3 ^ 1 «/ weldje jwijchen ax unb a2 

liegt, mag gefagt werben, fie liege innerhalb beS SnterballS A. 
Sinb alle eine§ SnterballS A auch eines QnterballS 
B, fo heiße A ein Stüd bon B. 

3?och biel größere 2ßeitläufigfeiten fd)einen in 9luSfid)t ju ftehen, 
wenn man bap übergehen will, bie unzähligen Sä£e ber 51ritl)mctif 
ber rationalen 3 # e n (toi* j. 23. ben Sat; (a - f b)c = ac + bc) 
auf beliebige reelle ju übertragen. Dem ift jebod) nicht fo; 
man überzeugt fich balb, bafj h'er barauf anfommt, nad>zu= 
weifen, baß bie arithmetif^en Operationen felbft eine gewiffe Stetig= 
feit befiijen. 2BaS ich hiermit meine, will id) in bie §orm eines 
allgemeinen Sa£eS einfleiben: 

„Sft bie 3 ^ * * Ütefultat einer mit ben «, ß, y... 
artgeftellten Rechnung, unb liegt A innerhalb beS ^nterballS L, fo 
laffen fid) Snterballe A, B, C . . . angeben, innerhalb bereit bie 
3ahlen a, ß, y . . . liegen, unb bon ber 91rt, baß baS 9icfultat ber= 
felben Rechnung, in Weldjer bie 3^h^n a, ß, y . . . burch beliebige 
3ahlett ber Snterbatle A, B, C . . . erfetjt werben, jebeSmal eine 
innerhalb beS Unterhalts L liegenbe wirb." Die abfdjredenbe 
Sdjmerfälligfeit aber, Welche bem 21uSfprud)e eines folgen SatjeS 
auflebt, überzeugt uns, baß h^r etwas gefd)ehen muß, um ber 
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©ptadje^u |)ülfe p fommen; bie§ wirb in ber S^at auf bie boll= 
fommenfte 2öeife erreicht, wenn man bieBegriffe ber beränberlichen 
®röf5en, ber Functionen, ber ©renzwerthe einführt, unb zwar 
trirb e§ ba§ 3^e(fmä^igfte fein, fdjon bie Definitionen ber einfaßten 
arithmetifchen Operationen auf biefe Begriffe ju grünbeu, wa§ hier 
jebod) nic t̂ weiter aufgeführt werben fann. 

3nfinitefimal=AnaIt)fi§. 

E§ fotl hier nur noch 5um ber 3ufcn™nenf)ang beleurf)= 
tet werben, welcher zwifdjen unferen bisherigen Betrachtungen unb 
gewiffen ^auptfatjen ber 3nfinitefimaI=Anatyfi§ befteht. 

9)Zan fagt, bafs eine öerärtberlidje ®röfje x, welche fucceffibe 
beftimmte^ahtwerthe burdjlüuft, fid) einem feften ©renzwerth a na= 
hert, wenn x im Sauf be§ r̂oceffeS befinitib jwifchen je zwei 
len ju liegen foinmt, zwifchen benen a felbft liegt, ober wa» baffelbe 
ift, Wenn bie Differenz x — a abfolut genommen unter jeben gege= 
benen, bon 9 M begebenen 2öerth befinitib herabfinft. 

Einer ber wiipgften ©äjje lautet folgenbermaften: „SBächft eine 
©röfje x beftänbig, aber nicht über alle (Brenden, fo nähert fie fich 
einem (Brenzwerth." 

3ch beweife ihn auf folgenbe Art. Der BorauSfe|ung nach 
giebt e§ eine unb folglich auch unenblich biete 3ahlen a-2 bon ber 
Art, bafi ftet§ x < a2 bleibt; ich bezeidjne mit A2 ba§ ©Aftern 
aller biefer 3 ^ e n «2, wit Ai ba§ @r»ftem aller anberen 3o^en ax; 
jebe ber lederen hat bie Eigenfdjaft, bafs im Sauf be§ r̂oceffe§ 
befinitib x ax wirb, mithin ift jebe 3^)1 «1 Heiner al§ jebe 3 ^ 
a2, unb folglich epftirt eine 3 ^ «/ welche entWeber bie größte in Ax 
ober bie fleinfte in A2 ift (§.5. IV.). Da§ Erftere fann nicht bergaU 
fein, weil x nie aufhört zu wachfen, alfo ift a bie fleinfte 3<*hl tn 
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Belche «i man nun aud; nehmen mag, fo mirb fdjließlid) 
befinitib a, < x < a fein, b. !)• x nähert fich bem ©renjmerthe a. 

®iefer ©a£ ifi äquibalent mit bem ^rincip ber ©tetigfeit, b. I). 
er berliert feine ©ültigfeit, fobatb man aud; nur eine reelle 3af)t 
in bem ©ebiet 9i als nicht borl)anben anfielt; ober anberS auSge-
briidt: ift biefer ©a£ rid)tig, fo ift aud) ber ©at; IV in §. 5 rid)tig. 

©in anberer, mit biefent ebenfalls äquibalenter ©a£ ber 3nfi= 
nitefimal=5lnalhfiS, meldjer noch öfter p r Slnmenbuttg fontint, lautet 
folgettbermaßen: „Säßt fid) in bem 5lenberuitgSproceffe einer ©röße 
x für jebe gegebene pofitibe ©röße d auih eine etitfpredjenbe ©teile 
angeben, bon melcher ab x fid) um Weniger als ö änbert, fo nähert 
fich x einem ©renjmerth." 

£>iefe Umfehrung beS leid)t ju bemeifenben ©a^eS, baß jebe 
üerättberlid)e ©röße, meldje fiih einem ©renjmertl) nähert, fich 5U= 

letjt um Söeniger änbert als irgenb eine gegebene pofitibe ©röfje, 
fann ebenfomohl aus bem borf)ergehenben ©atje mie birect aus 
bem s^rincip ber ©tetigfeit abgeleitet merben. od) fd)lage ben lede-
ren 2Beg ein. @S fei ä eine beliebige pofitibe ©röße (b. f). d v > 0), 
fo mirb ber Annahme zufolge ein 5ltigenblid eintreten, bon mel= 
chem ab x fid) um SÖeniger als d änbern mirb, b. h- wenn x 

in biefent 5lugenblid ben 2Bertf) a befi^t, fo mirb in ber $olge ftetS 
x > a — d unb x < a - f ö fein. Seh taffe nun einftmeilen bie 
urfprünglid)e Annahme fallen, unb hatte nur bie foeben bemiefene 
Sthatfadje feft, baß alle fpäteren SBerthe ber Beräuberlichett x jmi= 
fchen jmei angebbaren, enblicfjen Söertheit liegen, hierauf griinbe 
ich eine hoppelte ßintheilnng aller reellen 3al)ten. 3n baS ©pftem 
% nehme ich eine 3al)t w2 (5- B. a + ö) auf, menn im Saufe beS 
proceffeS befinitib x < a2 mirb; in baS ©bftem % nehme ich jebe 
nicht in % enthaltene 3af)t auf; ift ccx eine fold)e 3ah*> fo ^ i rb, 
mie meit aud) ber ^roceß borgefd)ritten fein mag, eS noch unenblid) 
oft eintreten, baf] x >> ax ift. 2)a jebe 3al)l fleiner ift als jebe 
3ahl «2/ fo giebt eS eine böllig beftimmte 3ahl weldje biefen 
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©djnitt 9l2) beS Softem» hervorbringt, unb welche icf) ben 
oberen ©renjwerth ber ftets enblid) bleibenben 23eränberlid;en x tten= 
nen will. (Sbenfo wirb burd; baS Verhalten ber 33eränberlid)en x 
ein ^weiter Schnitt (23i, 232) beS StyftemS 9t ^erüorgebracht: eine 
3ahl ßi (5. 23. a — 8) wirb in 23x aufgenommen, wenn im Sauf 
beS ^roceffeS befinitiö x /i, wirb; jebe anbere, in 332 aufzuneh= 
menbe ß% ha* @igenfdjaft, baß niemals befinitiö x ß2r 

alfo immer noch unenblid) oft x < ß2 Wirb; bie 3 a ^ ß> burd) 
weldje biefer Sdjnitt h '̂öorgebracht wirb, l̂ eifse ber untere ©renz= 
Werth ber ^eränberlichen x. Die beiben a> ß finb offenbar 

aud) bie folgenbe ßigenfdjaft djaratterifirt: ift s eine beliebig 
fleine pofitiüe ®röße, fo wirb ftets befinitiö x <C « + « unb x >> 
ß — £, aber niemals wirb befinitiö x <C a — s, unb niemals befi= 
nitio x ß + s. 9tun finb zwei Salle möglieh. Sinb a unb ß 
Oerfdjieben Don einattber, fo ift nothwenbig a >• ß, Weil ftetS a2 ^ ßx 

ift; bie Berünberlidje x oScillirt unb erleibet, wie weit ber 3̂roceß 
aud; oorgefchritteu fein mag, immer nod) 2Ienberungeit, beren Betrag 
ben SÖcrtf) (a — ß) — 2 s übertrifft, wo e eine beliebig fleine |)ofi= 
tioe ©röße bebeutet. Die urfprünglidje Annahme, zu ber ich Cl'f* 
je£t zurüdfehre, fteht aber im Sßiberfprud) mit biefer ßonfequenz; eS 
bleibt halber nur ber zweite Sali a = ß übrig, unb ba fcfjon bewiefen 
ift, baß, wie tiein aud) bie pofitioe ©röfje s fein mag, immer befi= 
nittb x <; « E ß — £ ioirb, fo nähert fid) x bein 
©renzwertl) «, was zu beWeifen war. 

Diefe 23eifpiele mögen genügen, um ben 3ufllininenljang zwi= 
fd)en beut s}kincip ber Stetigfeit unb ber 3nfinitefimal=2lnall)fiS bar= 
Zulegen. 
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