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Vorwort.

Die kleine Schrift soll einen Uberblick iiber die modernen
Theorien der Krifte in der Natur vermitteln. Unsere jetzigen
Anschauungen haben vieles vereinfacht; auf der anderen Seite
aber, namentlich durch die Relativitidtslehren, die hier voll be-
riicksichtigt werden muliten, die Darstellung so sehr erschwert,
dall ich kaum hoffen darf, alles hinreichend klar vorgefiihrt zu
haben. Ich kann nicht einmal sagen, ob ich Vollstindigkeit er-
reicht habe, denn die Zahl der Theorien ist fast uniibersehbar.
An sich ist es kein giinstiges Zeichen fiir den Zustand einer
Wissenschaft, wenn so viel Verschiedenes geboten wird, und wenn
das Einzelne mit kompliziertestem mathematischen Apparat aus-
gestattet werden muf}, dafl die Formeln fast nicht mehr auszu-
messen sind. Aber wir diirfen doch hoffen, dafi bald eine Klérung
eintritt, die nach manchen Anzeichen sich jetzt schon anbahnt.
Vielleicht triigt diese Schrift einiges dazu bei. Ich habe vor allem
die Spannungstheorien der Krifte, die ja fiir die moderne Wissen-
schaft zur Hauptbedeutung gelangt sind, behandelt, darunter voll-
stindig die Theorie der elektromagnetischen Krifte. Aullerdem
sind die Gravitationslehren besprochen. Eo6tvos auf experimen-
tellem, Einstein auf theoretischem Gebiet, haben in diesen
Lehren namentlich Beriicksichtigung gefunden. Dem ersteren bin
ich zu hohem Danke fiir Mitteilung seiner Beobachtungsergebnisse
verpflichtet, die ich in diese Schrift habe aufnehmen diirfen.
Dall so oft mein Buch ,Physik der bewegten Materie und die
Relativititstheorie“ angefiihrt ist, bitte ich nicht ungiinstig zu be-
urteilen; nachdem ich mich einmal fiir dieses Buch durch die
berghohe Literatur durchgearbeitet habe, glaubte ich von seinen
Darlegungen Gebrauch machen zu sollen. Doch sind selbst-
verstandlich die Hauptarbeiten namhaft gemacht.

Charlottenburg, im Mai 1914.

Weinstein.
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1. Ursprung der Auffassung von Kriiften.

Es ist in der Art: wie wir die Welt auffassen, begriindet,
dall wir zu allen Begriffen auch ein ,Etwas® bilden, ein Gegen-
stindliches, daf wir also, kurz ausgedriickt, Begriffe auch ver-
gegenstindlichen. Wir meinen sogar die Begriffe dadurch erst
unserer Vorstellung zugiinglich gemacht zu haben, dall wir ihnen
ein Gegenstindliches an die Seite setzen. Ob dieses fiir "das
gesamte Gebiet der Begriffe oder nur fiir einen Teil zutrifft, zu
untersuchen, ist hier nicht der Ort. Das darf aber mit Sicherheit
behauptet werden, dafl die Kriifte, mit denen wir es hier besonders
zu tun haben, durchaus Vergegenstindlichungen sind zu unserem
Stammbegriffe der Ursdchlichkeit. Wir sind durch unsere Geistes-
beschaffenheit gezwungen, alles zu verkniipfen, alles ursichlich
aufzufassen, sowohl das Bestehende wie das Geschehende, gleich-
giiltig, ob wir das a priori tun, weil die Ursichlichkeit iiber-
haupt zu den Eigenarten unseres Geistes gehort, wie ich personlich
glaube, oder a posteriori aus der Erfahrung in der langen Reihe
der Wesen, deren Endglied wir sind, wie so viele andere annehmen
zu miissen meinen. Der Begriff der Ursdchlichkeit ist bei weitem
umfassender als der der Ursache, wie das nicht anders sein kann.
Nicht jede Vergegenstindlichung zu einer Urséichlichkeit ist eine Ur-
sache. So z B. miissen wir auch den Zufall als Vergegenstindlichung
zur Urséchlichkeit auffassen, oder auch den Gegensatz, oder ein
koordiniert Nebenhergehendes usf., was aber niemand als Ursache
ansehen wird. Das Urséchliche gibt allgemeinen Zusammenhang,
die Ursache unmittelbare oder mittelbare Verbindung. Wiihrend
sich darum das Ursdchliche nach riickwirts an einer endlosen
Kette abspielt, sozusagen zum Beginn der Schiopfung fiihrt, geht

die Ursache auf ein Bestimmtes. Und selbst wenn wir Ursachen
Weinstein, Krifte und Spannungen. 1
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fiir Ursachen ansetzen, kommen wir immer zu einem Anfang. So
z. B. kann das Herumwirbeln eines Magnetpols um einen elek-
trischen Strom die Kraft dieses Stromes zur Ursache haben, diese
Kraft wiederum zur Ursache ein Bewegungsmoment von Elektri-
zitidt, letztere eine Potentialdifferenz, diese wieder einen Wirme-
strom. Hier hort die Reihe nach riickwirts gerechnet auf, wenn
wir uns nicht in Unwesentlichkeiten verlieren wollen. Wir gehen
in der Reihe so weit, als eines fiir das andere unmittelbar be-
stimmend ist, in dem Beispiel also bis zum Wirmestrom. Dieser
seinerseits kann selbstverstindlich noch besondere Ursachen haben,
die wiederum Ursachen aufweisen usf. Aber fiir die Bestimmung
des Endergebnisses, des Herumwirbelns des Magnetpols, kommt es
auf sie nicht mehr an; der Wirmestrom mag so oder anders
bewirkt sein, auf die von ihm hervorgebrachte Potentialdifferenz
hat es keinen Einfluf. Da es noch viele andere Mittel gibt, die
Potentialdifferenz zu schaffen, so hiatten wir auch schon bei dieser
stehen bleiben konnen. Ja auch schon bei dem Bewegungsmoment
durften wir die Reihe abbrechen, weil auch dieses in mannigfacher
Weise hervorgebracht zu werden vermag. Es entspricht aber der
gesunden Entwickelung der Wissenschaft, wenn wir jede Reihe an
sich so weit verfolgen, als die Natur den Weg in jedem Falle
zeigt. Um Schwierigkeiten in der Darstellung und in der mathe-
matischen Entwickelung zu vermeiden, bricht man aber meist die
Reihe sehr viel frither ab. Fiir unsere Zwecke geniigt es vollig,
nur die unmittelbaren Ursachen zu betrachten.

Damit, dafl wir Ursachen setzen, brauchen wir noch nicht zu
meinen, dal} solche auch vorhanden sind. Aus der Verwechselung
von Ursichlichkeit und Ursache ist der Wissenschaft viel unnétiger
Streit und Hader erwachsen. Wir halten beides scharf auseinander.
Dall Ursachen iiberhaupt vorhanden sind, wird niemand leugnen
konnen, der z. B. ruht und dann nach einem Stofl plotzlich sich
bewegen mul}, oder eine Anstrengung machen muli, sich nicht zu
bewegen. Was wir aber an uns erkennen, iibertragen wir sofort
auf die Aullenwelt. Es ist neuerdings eine grofie Kontroverse
dariiber entstanden, wie weit wir zu einer solchen Ubertragung
berechtigt sind. An sich ist diese Kontroverse uralt, und sie wird
noch in die Ewigkeit gehen, weil sie metaphysische Fragen betrifft,
die iiberhaupt nicht gelost werden konnen, da das einzige, was
der Mensch als Sonderwesen’kennt und nur zu kennen vermag, er
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selbst, als Wesen fiir sich, ist. Sprechen wir rein physisch, so haben
wir die Berechtigung zur Ubertragung zweifellos, und wir konnten
gar keine Menschengemeinschaft bilden, ja nicht einmal in der
Welt leben, wenn wir von ihr keinen Gebrauch machen wollten.
Physisch miissen wir also sagen, es gibt in der Welt Ursachen.
Und das muB} selbst der Zwangsmechanist sagen, fiir den der StoB
und die Bewegung oder die Anstrengung, sie zu vermeiden, nicht
verbunden, sondern durch den Zwangsmechanismus der Welt so
aneinandergeordnet sind, dall die Bewegung oder die Anstrengung
nach dem Stoll folgt, denn er wird nie behaupten, dal dem StoB
jemals keine Bewegung oder Anstrengung folgt. Wenigstens bin
ich einer solchen Behauptung noch nicht begegnet. Eine andere
Frage ist es natiirlich, ob auch iiberall Ursachen da sind, wo wir
solche annehmen oder ansetzen. Aber auch das kann sich nur
auf bestimmte Ursachen beziehen. Das bekannteste Beispiel ist
die allgemeine Anniherung der Koérper aneinander. Wenn wir
als ihre Ursache in bestimmter Weise die Anziehung, die die
Korper aufeinander ausiiben, bezeichnen, existiert denn auch
wirklich eine solche Anziehung? Wollte jemand behaupten, die
Lebenserscheinungen hiétten, auch nur zur Leitung, die Seele als
Ursache, so wiirde er bei den physischen Monisten einen so-
genannten Sturm der Entriistung erregen und mindestens als
riickstindig gekennzeichnet werden. Die moderne Physik beschif-
tigt sich eifrig gerade mit der Frage nach der Art der von ihr
angenommenen Kriifte, und ich habe sogleich von diesen Ergeb-
nissen Rechenschaft abzulegen. Doch 1ost die Relativititslehre
die Krifte entweder ganz auf oder setzt ihnen wenigstens ein
Erscheinendes an die Seite.

2. Elementargesetze.

Es ist eigentiimlich, dall wir von den Kriften formal bei
weitem besser unterrichtet sind als sachlich. Wir kennen ihre
Gesetze, vielfach bis zu einem hohen Grade der Genauigkeit, so-
weit es sich um Wirkungen ausgedehnter Substanzen (wozu wir
iiberhaupt alles Wirksame und Wirkende rechnen) auf ausgedehnte
Substanzen handelt, also soweit Beobachtung in Betracht kommt.
Aber iiber die Natur der Krifte sind wir auf Vermutungen an-
gewiesen. Selbst ihre Gesetze werden vieldeutig, sobald wir von

1*
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den ausgedehnten Substanzen iibergehen zu den Elementen, aus
denen die Substanzen bestehen, z. B. zu den Atomen oder zu den
Stromelementen oder zu den Elektronen, und es ist nur Uberein-
kommen, wenn fiir die Elementargesetze die gleichen Ausdriicke
festgestellt werden, die in gewissen Fillen fiir ausgedehnte Sub-
stanzen sich als zutreffend erwiesen haben. So ist das Elementar-
gesetz der Gravitation eine Ubertragung des Anziehungsgesetzes
zweier ausgedehnter, konzentrisch geschichteter Kugeln auf zwei
Atome oder Korpuskeln, oder welches die letzten Teilchen der
greifbaren Materie sind. Die Form der Summanden wird gleich-
gesetzt der Form der Summe im Ausgangsfall, und wie wenig das
zuzutreffen braucht, ist ja bekannt geworden namentlich an dem
Ampereschen Gesetz fiir Stromelemente, das in unendlich viel-
facher Weise abgeiindert werden kann, ohne dafl im Ergebnis fiir
geschlossene Strome etwas Verschiedenes herauskommt. Mehr und
mehr hat man in der neueren Zeit ermittelt, dall in den letzten
Teilchen der Substanzen ganz besondere Zustinde herrschen, die
sich an den Vergesellschaftungen dieser Teilchen mit Ausnahme
weniger Fille fast gar nicht verraten. Ein Staat kann nach aufien
als Ganzes durchaus den Eindruck eines stabilen, fast neutralen Ge-
bildes machen, und doch aus Individuen bestehen, die der wildesten
Leidenschaften und Taten fdhig sind. So verhélt es sich mit den
Vergesellschaftungen der letzten Teilchen und diesen letzten Teil-
chen selbst. Die Vergesellschaftung wirkt wie im menschlichen
Staate ausgleichend nach Raum wie nach Zeit. Wo sie es nicht
tut, da sehen wir den fortschreitenden oder explosiven Zerfall.
Und nichts war in dieser Beziehung so lehrreich wie die neuzeit-
liche Untersuchung der radioaktiven Stoffe und der Strahlungen,
die uns einen Einblick in die ungeheuren Energien gewéhrt haben,
welche gerade in den letzten Teilchen, wie aufgespeichert, sich
finden. Umsomehr miissen wir Zweifel hegen, ob die Ubertragungen
der Gesetze auf diese letzten Teilchen zulissig sind. Allein wir
konnen von diesen Ubertragungen nicht absehen, denn die Uber-
tragungen geschehen aus besonderen Vergesellschaftungsfillen,
und wir bediirfen ihrer nun fiir alle Fille, um die Berechnungen
ausfithren zu konnen. Oft glaubt man, daf die erfahrungsmifige
Bestitigung der Ergebnisse der Berechnung die Richtigkeit der
Ubertragung feststelle. Das ist keineswegs der Fall. An dem
Beispiel der geschlossenen Strome sieht man das unmittelbar;
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welche Gestalt und welchen Umfang diese Strome haben mogen,
die zu dem Ampereschen Elementargesetz hinzufiigharen Glieder
heben sich unter allen Umstdnden auf. In anderen Féllen, z. B.
in dem der Massenanziehung, erweist die bezeichnete Bestitigung
nichts weiter, als dal} fiir unsere Untersuchungsmoglichkeit die
Ausgleichung zwischen den letzten Individuen schon nicht mehr
von der Grofe und der Form ihrer Vergesellschaftung abhingt.
Manche glauben exakter sich auszudriicken, wenn sie die Elementar-
gesetze nicht auf die letzten Individuen beziehen, sondern auf ihre
Vergesellschaftungen, die sie dann so zusammengedringt annehmen,
dall ihre Abmessungen gegen die Abmessungen in unseren Unter-
suchungsfillen nicht in Betracht kommen. Dann soll man die
Form und die innere Verteilung so annehmen diirfen wie in den
Ausgangsfillen, von denen aus die Gesetze iibertragen werden.
Das ist mathematisch gedacht, nicht physikalisch, und gewihrt
selbstverstindlich nicht die geringste Einsicht in das Wesen der
Sache. Allein es lafit sich im gegenwirtigen Stande unseres
Wissens noch so gut wie gar nichts zur Aufhellung dieser Ver-
hiltnisse tun. Wir miissen hier noch bei den alten Methoden
bleiben. Und so hat man beispielsweise nicht einmal Bedenken
getragen, die elektromagnetischen Kraftgesetze unmittelbar auf
ein einzelnes Elektron zu iibertragen, obwohl dieses, es mag sich
noch so rasch bewegen, keinen geschlossenen elektrischen Strom,
nicht einmal ein Stromstiick, abgeben kann, worauf sich doch
jene Kraftgesetze beziehen, und fiir die allein sie als der Er-
fahrung entsprechend nachgewiesen werden konnen. Und gerade
die moderne Physik ist auf solche Ubertragung angewiesen, da
sie die Welt iiberhaupt in letztes Einzelnes auflost.

3. Vektoren und Tensoren.

Alle Kriifte, mit denen wir es gegenwirtig in der Physik zu
tun haben, verhalten sich erfahrungsmifig in ihrem Wirkungs-
gebiet (der dreidimensionale Raum oder das vierdimensionale
Raumzeitgebiet Minkowskis) wie die Abmessungen dieses Ge-
bietes oder wie deren Quadrate und Produkte. Wir haben so
Vektorkrafte und Tensorkrifte. Der Satz fiir die Vektorkrifte
ist nichts anderes als der alte Satz vom Parallelogramm der
Krifte in seiner allgemeinsten Fassung. Man driickt den ganzen
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Satz bekanntlich auch so aus, dall man sagt: Beim Ubergang von
einem Bezugssystem (Koordinatensystem) im Wirkungsgebiet auf
ein anderes andern sich die Komponenten der Krifte kovariant
zu den Komponenten der Abmessungen, oder zu den Quadraten
und Produkten dieser Komponenten. Dementsprechend haben
auch Vektorkrifte so viele Komponenten wie ihr Wirkungsgebiet
Dimensionen, Tensorkrifte so viele wie das Quadrat der Dimen-
sionszahl dieses Gebietes.

Das Gebiet habe n Dimensionen, ein Vektor ¥ die Kompo-
nentenilVy e Vo gsem “Pensorad «die: T iBsa. & Ths Tay,
Lagsievey daap nash Tuiy: Fani vy Tuw (die: Komponsnten  Igj, %
=1, 2,...n beziehen sich auf den Tensor 7; gegen die Ebene
senkrecht zur Koordinatenachse z;, wenn z,, 2,, ..., 2, diese Ko-
ordinatenachsen und Lingen auf ihnen bedeuten). Setzen wir noch

0y — Cos.(Z¢, Tk
80: 18t fur-ein Achsensystem ‘@i, x4, ..:; Thy das mil @, @y, <5 Ln
den gleichen Ausgangspunkt hat,
=
1) % =B s,
=1
l=n
2) V,' == z (7791 Vl, ’l., k = 1, 2, ceey N
bl
i=n m=—n

€ 8l
dl) ik — E i E Orm Ivlm-
m=1

- |

Die Gleichung fiir die Tensoren kann auch durch eine dop-
pelte Vektortransformation gewonnen werden. Man bhildet erst
vektoriell Grofien:

m=mn

m 1
4) k.= E Oem -[ima

e |
so ist abermals in Vektortransformation:

A

32) Ek = Zdz‘zﬂl;-

=1

Wir nennen deshalb die Tensoren auch Vektoren zweiter
Ordnung, wie die Skalaren, Stufengriofien, auch Vektoren nullter
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Ordnung heiflen konnten. Ob diese drei Arten von Vektoren aus-
reichen, ist zweifelhaft; sollten sich noch weitere Arten als er-
forderlich erweisen, so wirden die Transformationen sich lediglich
fortsetzen. Hiernach bestiinden die Transformationen fiir Vektoren
kter Ordnung aus % sich aneinanderschliefenden Transforma-
tionen erster Ordnung, die sich auf »* Grofen in je k& Gruppen
erstrecken wiirden, wobei bei jedem Ubergang von einer vekto-
riellen Transformation zur folgenden die Indizes dieser Grifien
sich in bestimmter Folge vertauschen miissen. Doch konnte die
Transformation auch nach dem Schema der Transformation von
afay... .z, mit o + B +--+ + v = k durchgefiihrt werden. Statt der
Bezeichnung Vektor wird auch der Tensor angewendet. Tensoren
nullten Ranges sind die Skalaren, solche ersten Ranges die Vek-
toren, zweiten, die sonst iiberhaupt Tensoren heiflen usf. [Neuer-
dings nennt man auch in Ausdriicken: T3, . dx, dz,...dx,
die Groflen 7' Tensoren, und zwar vom Range A. Die Trans-
formation geschieht also nach dem Schema 1):

; 0 x;
5) Tirs...n = zﬁilklﬁigkzn-ﬂi;_kl Shicatis <ﬁik = '>,

B 0
1112...7)

T" und 7 sind Kovariant-Tensoren vom Range 4. Kehren
wir diese Gleichungen gewissermaflen um und schreiben:
, 0
6) @klkz...k;_ = E Oliy ey ighy =+« O ey G igee. iy <“ik = F&:)a
0 Z;

1119... 17

wo fi,x, ist die zu @, ;, adjungierte Unterdeterminante der Haupt-
determinante |e;, ., = noch dividiert durch diese Hauptdeterminante,
so bedeute @', ® Kontravariant-Tensoren vom Range 4.]

Im Minkowskischen Raumzeitgebiet kinnte man noch einen
Tensor vom dritten Range mit 64 Komponenten begriinden, von
denen je 16 zu einem der vier dreidimensionalen Normalschnitte
zu den vier Achsen gehoren wiirden. Drei sich in der angegebenen
Weise aneinanderschliefende Transformationen erster Ordnung
wiirden die Transformation dieser Vektoren ergeben.

1) Marcel Gromann in der spiter zu benutzenden Arbeit von Ein-
stein u. Grofmann: ,Entwurf einer verallgemeinerten Relativititstheorie
und einer Theorie der Gravitation“. B. G. Teubner, 1913.
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Wenn die « den gewohnlichen Transformationsformeln ge-
niigen, némlich:

(E—1 1 {=n

7)) Z“ﬁ =1, Ty) Zal%l

1521 Pl

L

F==n tE=n

81) Zamxzk == ) (i?‘ziu), 82) zo‘il“kl =0 (7«#:]&),

lis=d =3
9) «:06”5.} :+ 1

so nennen wir die Transformationen kongruent. In solchen
kongruenten Transformationen ist:

10,) SV:=73TVy 10,) S 71" = 3T

wobei die Summen sich auf alle Komponentenquadrate beziehen.
Nichtkongruente Transformationen hat Einstein in die Physik
eingefiihrt (s. S. 56).

4. Die Maxwellschen Spannungen im elektro-
magnetischen Felde.

Die Unterscheidung der Kréfte als Vektoren und Tensoren
hat auch physikalisch eine bestimmte Bedeutung. Zu den Vektoren
konnen wir alle treibenden und hemmenden Kridfte rechnen,
wie Anziehungen, Abstofungen, drehende Krifte, Widerstinde usf.
Den Tensoren weisen wir Zuge und Drucke — wir sagen all-
gemein Spannungen — zu. Wihrend jene Kréfte anscheinend
durch den Raum von Stelle zu Stelle wirken und darum auch
als Fernkrifte bezeichnet werden, sollen diese die Stoffe un-
mittelbar angreifen, so dal man sie als Beriithrungskrifte
ansehen diirfte. Angesichts unserer jetzigen durch die Erfahrung
aufgezwungenen Auffassung der Materie, sowohl der greifbaren
wie der Elektrizitit, des Magnetismus, des elektrischen Stromes,
als durchaus atomistisch gebaut, kann es fraglich erscheinen, ob
die Berithrungskrifte wirklich in der Berithrung wirken, ob sie
nicht auch Fernkrifte sind, die nur durch die Art ihrer An-
wendung in den mathematischen Theorien als Vektoren zweiter
Ordnung erscheinen. Indessen hat man immer in der weit iiber-
wiegenden Zahl der Naturforscher und Philosophen die Wirkung
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lebloser Dinge in der Berithrung fiir vorstellbar gehalten, die in die
Ferne dagegen nicht. Darum war man auch immer bestrebt, die
Wirkung der Fernkrifte auf solche von Beriithrungskriften zuriick-
zufithren. Der Versuche hierzu ist Legion, namentlich in bezug
auf die bekannteste Fernkraft, die allgemeine Massenanziehung.
Da ich hier nur von den jetzigen Lehren spreche, habe ich ledig-
lich die Verbindung der Vektorkrifte mit den Tensorkriften zu
behandeln. Der bequemeren Ausdrucksweise wegen nennen wir
erstere nunmehr einfach Krifte, letztere Spannungen.

Ausgangspunkt fiir die Herstellung dieser Verbindung bilden
die genialen Untersuchungen Maxwells, die einleitend angefiihrt
werden miissen. (Electricity and Magnetism, deutsche Ubersetzung
von Weinstein, Bd.I, S.152ff. und Bd.1I, S.3311f) Es seien
Iy, B, zwei Elektrizititsansammlungen mit den wahren Dichten
01, 0o im freien Raum (wo die Dielektrizititskonstante gleich 1
angesetzt wird). Die Kraftwirkung von F, auf F; in Richtung p
betrigt dann, wenn

¥, = “j %dxl dy,dey, v, = “I%dxgdyzdzz,

=Ty —al+ Y —y’'+2—2)
gesetzt wird, wobei nach Laplace-Poisson
o2 02 02

L0, = AU, 4woy—"d%,, A:-a_x"’-*—b—y?-Fw
sich findet,
0 v
Ayl “.4”‘ Flpf o dz dy, dz, = EJ:” 24y, dz, dy, dz,.
Setzt man

0 = 0,+0y ¥=1914+1Y,

und beachtet, dall in £, die Groflen ¢, und 4 ¢, Null sind, und
dall auch

0
ot J..“ alzl oydydy;dz; =0

sein mul}, als Kraft der Ansammlung auf sich selbst, so findet
man lelcht

11) Ap = —-—4% "j‘J‘ gw Adydr __*v;_"-f“l

/ adf 1)
/\ " LY a% -\'\“
5 }-\"Y ,
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genommen iiber den ganzen Raum 7 ausschlieflich des Teiles,
den die Ansammlung F, ausfiillt. Indem man nun bemerkt, daf}

ow oty _ @ (@M) 1 a<aw

)a Papl = U,z

op op?~ op \op op 209p\op
ist, findet man

1 oy SR N R 'S
H‘ajdw— oz W e p»p=2xy42 P=XYZ
und es ist

X.=gL@X:-RY, ¥,= (@ Y1-RY, 4= (22~ RY,
12) l

1 1 =

Xy—Yz—-i;XY, Y:—Zy—4—n_YZ, ZI:XZZZ;ZZX
mit

RO e S o & ;
X—_axs Y——aya Z-——b—z, RQ——X2+Y2+Z1.

Da hiernach wird

Sy aX:c aXy EXZ e
A, = _jjj ey 8g)dt_J.J’[chos(n,:ur)

+ X, cos (n,y) + X, cos(n,2)]d g,
w4 =—[[[ 5= +5

> - _”[Yz cos (n, @)
Cdhs _”Kaazab

+ ¥ 5008 (n, y) + Y.cos(n,2)]d e,
Jj [Z cos (n, x)
+ / cos (n Y) + Z,cos (n,2)]d g,
wo 6 eine Oberfliche bedeutet, die F, ganz einschlieit, £, ganz
ausschlieit, also die Oberfliche 6, von E; selbst sein kann, und =
die Normale angibt, so konnen die P als Spannungen angesehen
werden, die an der Fliche 6, angreifend auf die Ansammlung F,
die gleiche Wirkung ausiiben wie die Kraft der Ansammlung F,.
Die neun Groflen P sind die Tensorkomponenten.

Im allgemeinen Falle eines beliebigen Mediums, innerhalb
dessen die elektrische Kraft wirkt, hat man, wenn €,, €,, €, die
Komponenten dieser Kraft an einer bestimmten Stelle auf eine
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daselbst befindliche oder gedachte Elektrizititseinheit angeben
und D, D, D, d1e der elektrischen Polarisierungen daselbst ?).

1¢4) X9 — ,2 T(26,D,— G0, F 6,9, L 6,2,
)';(;) _(2 @y~y — €D, + @y®y a8 6232),
Aie) (2(4«—:_(/9“-/:_*‘@ ~y+L2~Z

XP=4n6,D, YO =416,9,,
Irie) £ S 47[@!/22, Z;e) =0 4”@53\/;/,

$
14) ZY¥ = 426,D,, X? = 426,92,

Entsprechende Gleichungen finden statt fiir die magnetischen
Wirkungen, nennt man §., 9,, 9. die Komponenten der magne-
tischen Krifte an einer bestimmten Stelle auf eine daselbst
befindliche oder gedachte Einheit Magnetismus und 3,, 8,, B, die
zugehdrigen Komponenten der magnetischen Polarisierung, so wird

15) X?=ﬂ@&&—@&+a%+&m,
!
T =2 29,8, — 55 T5,5, T 5:5)

ZT:%@@&—&&+@%+&%,
X.(M) — 4z S)sz, 1'2") — Ay S_)y%”

Y, =4n9,8,, Zy = 4x§,%,,

T m m
15) 7" = 429,98, X" = 4z9,%.

Diese beiden Systeme von Gleichungen lassen wir gelten,
welcher Art auch die elektrischen oder magnetischen Krifte sein
mogen. In Materien, die nicht isotrop sind, vertreten diese
Spannungen die Krifte auch im statischen Felde, jedoch nur dann,

1) Mit der Anderung, daB noch der Faktor 4 7 hinzugefiigt wird, wegen
der spater noch zu beriicksichtigenden Spannungen.
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wenn zwischen den Dielektrizititskonstanten Hoohipp — & yi 4
und zwischen den Magnetisierungskonstanten w,,; p,p’' = 2, ¥, #
die Beziehungen bestehen

Kl’l" — Kp,p, Hre— ity
wobei mindestens im Ruhezustande ist

16) 429, = K,,€, + K,, €, + K,, €,,
17) 47 By = Wps Do + Wy Dy + tps D

Bildet man namlich den Ausdruck der Kraft 4, in Richtung einer
Achse p nach den Formeln 13), S.10, so wird in der Schreibweise der
Vektorrechnung 1)

s e

18) Ap:_Uj‘((gpdiv@—{—(ﬁv)(fp—%BE(_SD) dt; p = a,y,2

1) Ich stelle die wichtigsten Formeln dieser Rechnung zusammen:
«) (AB) = Az Ba+ Ay By + A: B:, skalares Produkt zweier Vektoren 4, B.

8) [AB)z = |Ayé" [AB)y = ;; ‘%T [AB)s = ‘éxBy Vektorprodukt.

y) curl, A = 3y 9z cu)lyA __—(—)7—a—x~, curl, 4 = e T

statt curl auch rot.

_aAz 0[11./ ()Az
d) div A 7 + - - P

0B 0B 0B
) (AVBy = de G2 + 4 G2+ AT, p=ayy,n

t) (AB) = (BA).

) [4B] = — (B4}, i
3] (A[BC)) = (B[CA)) = (C[AB)) = %Zi(gy ﬁz ;
Cs Cy Cs

) [A[BC]] = B(A (AC)— C(AB).

o _ | @OED)|
») (4B1ICDD = | mo) @D) |

2) [[4AB][CD]] = B(A[CD])— A(B[CD)).
w) div[AB] = (Bcuwrl A) — (A curl B).

A
v) curl, curl 4 = 37 div A— 4 A.
&) divewrl A = 0.

d
0) Vy = gr(ldp — (ﬁ)
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Da div® = o und im elektrostatischen Felde

oy

ist, 80 miissen wir haben

®7)€ —%‘%(@) =0; p=my2
oder

(D)= (@3H) =0 »= s
Setzen wir fiir ® den Wert nach 16), S.12 ein, so geht diese Gleichung
iber in
-0€ 0E (KE
<(§ <I‘ <Tp>> (61} G)>

das gibt

(m[og5]) =o

Also miissen wir haben [K] = 0, d. h.
sz—Ifyz:(), ]l’yz—sz:O, I\’t:c—‘Kzz'—_O
die angegebene Bedingung. Ahnlich folgt

Uy — Mys = 0, ‘uy,-—yzyzo, Pgp— My = O.

Noch sei darauf hingewiesen, dal die Annahmen der Elasti-

zitdtslehre
Xy= oo Nyl Bawei By

hier nur in isotropen Medien erfiillt sind, in kristallinischen Stoffen
wiirden die Spannungen also Zerreilung bewirken konnen.

Die Grofen 1(€9D) und }(HB) sind die Energiedichten des
elektromagnetischen Feldes. Setzen wir

HED)+1EY =,

so werden die Gesamtspannungen

19) X, = 4% (6Ds + 9 B: — R),
A Y, = 4%(6,D, + H, B, —R),
Zx —475(@z~z+®2381—m)7
Xy f— 477:((-/ SD +S)x%y)1
X: :4”(@m@z+©z%l)’
Y, — 47 (6, D, + 9, B.),
Y, =4=(€,D. + 9, B:),
Z :4”((‘51@3‘*‘@:%::)’

—

S=}
—’
N

y = 47 (6, Dy + 9. By).

http://rcin.org.pl



5. Minkowskis Erweiterung auf das Raumzeitgebiet
und fiir Bewegungen.

Minkowski?) hat diese Darstellungen auf sein Raumzeit-
gebiet ausgedehnt, es treten dann noch sieben Spannungen zur
Beriicksichtigung der Zeitdimension hinzu. Die Darstellung er-
folgt zusammen mit den neun obigen Spannungen bei Minkowski
in folgender Weise. In allen Maxwellschen Spannungen sind
Produkte der Kriifte und Polarisierungen enthalten, er betrachtet
sie darum als aus dem Produkt zweier Matrizes hervorgegangen,
die beide Krifte und Polarisierungen enthalten, und zwar eine
Matrix magnetische Kriifte und elektrische Polarisierungen, die
andere elektrische Kriifte und magnetische Polarisierungen. Sie
sind

0 9. — Dy — 471D, ||

| — 9 0 De —4miD, |

20 i ¢ g il

1) i Hy — D 0 — 4w D, |

| 47iD, 4=xiD, 4ziD, 0 |

| © 4B, —4xB, —i6, |
91 | —4nY, 0 478, —iC,
1) P T —iE,

1 €, i€, i 6, 0

Ihr Produkt setzt Minkowski gleich

b Y,—L Z A T T S
W x 71 —ir |E=i@D)-CED)
b dXy,  — Y T,—L|

Nach den Regeln der Multiplikation solcher Matrizes erhiilt
man dann fir die X,, ..., Z, die frither angegebenen Werte und
aullerdem folgen als Spannungen zur Beriicksichtigung der Zeit-
dimensionen:

1) Ges. Abh., Teubner 1911, Bd.II, S. 352 ff.
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23) T, = 4x% = 17 €D) + @Y)],
; To = 9:€,— 9,6, = [E D],

Ty = 9:€— 9: €. = [E D)y,

T, = 9,6, — 9.6, = [€9],,

X; = (47)2 (B, Dy — D, B,) = (47)2[D B,
A Y, = (47)2 (8, D, — D, B,) = (47)2[DB],,
23) Zy = (47)?(By Dz — Dy B,) = (47)2[DB],.

Hiernach sind 77, 7, . von Xy, Y}, Z; auch fiir isotrope Korper
verschieden, und-nur im freien Ather (K = 1, u = 1) einander
gleich. Die Spannungen X,, Y,, Z,, T} erfilllen die Gleichung:
24) Xo+ Yo+ Zy+ It = 0.

Minkowskis Ansétze hingen zusammen mit seiner besonderen Fassung
der elektromagnetischen Gleichungen. Bezeichnet man die Gréfen in den
angegebenen Matrizes mit fix, Fix; i, k = 1, 2, 3, 4, so dal diese Matrizes
die Form haben:

‘1 fu he hs ha| | Fu Fis Fyy By ’
\

\
20. ‘ f 1‘22 f23 f?4 j‘ 21\ 21 22 23 24 ||
) }\ a1 f§2 f§3 f?4 ‘ 5 Fy Fyy Fy3 Fgy ||

| fa fo fu full Fy Fg Fy F, |

wobei
fin =100 Ty =— 07 fix = — fki, Fixk = — Fki

ist, und setzt ferner:

4 4in s
25) ?"Jz__sl, == CJ,_33, dnig = s,

wo Jz, Jy, Jz die Komponenten eines elektrischen Leitungsstromes be-
deuten, so lautet die Minkowskische Form der bekannten Maxwellschen
Gleichungen :

1 S 2 Y,
g Jd d d

) %_%-i-:;—?f-i-g—%g%-?%:sg,

do, T Fm T ie e

h 8 50 L i

e aoFx? . dolif ;< aoﬁ;? o

o [

P 00 1 Ol 4 B,

"Ji? + %i? + 5 % el 0
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Dabei stehen «, xp, x5, x, fir x, y, 2z, ¢Ct, und C bedeutet eine
Weltkonstante, nédmlich die resultierende Bewegungsgesciwindigkeit aller
Dinge der Welt — ob sie im Raume ruhen oder dort sicl irgend wie be-
wegen — im Raumzeitgebiet. Man setzt diese Konstante lxkanntlich gleich
der Verbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes im freien Raun, nach friiherer
Auffassung im freien Ather. Die Gleichungssysteme 19) und 23) fiir die
16 Spannungen gelten nach Minkowski auch wenn das F:ld und die Sub-
stanzen nicht in Ruhe verharren, sondern sich bewegen, die Verte der Grofen
9, €, B, D beziechen sich dann auf den Bewegungszustanl. Minkowski
hat gelehrt, diese Gleichungen so umzuformen, daf als Kéfte und Polari-
sierungen nur Grofen vertreten sind, die aus dem Ruhezstand abgeleitet
werden.

Es seien die elcktrischen und magnetischen K-ifte im Ruhe-
zustand €' und $’ entsprechend die Polarisierungen @ und %'
Wir setzen:

28) C€,. =@, CH:=W,, Ciad, = p., 0458, = ¥,;
% = 23"

so ist fiir isotrope Stoffe, und auf diese f0ll sich die
Rechnung beschrinken:

29) ¢x = K®,, ¢,=p¥.
Wir fiihren noch Werte fiir @, und %, ein nach] den Be-

ziehungen:

1 1 :
D, =— & (0:P1+8:Dy + 85 Dy), ¥y =— o (6: %1+ 6 Pa+ 95 Ps),
so dal} also
30) @@@) =0, %) =0
ist. Die g bedeuten die Geschwindigkeiten der Bevegung in den
vier Richtungen des Raumzeitgebietes, wobei als Zeit die Min-
kowskische Eigenzeit z zu benutzen ist, welche definiert wird
durch:
31) 1 C7 :dexf{-da:;’{—dxf—OWt;

80 dall wir haben:

__dz - dx __ dag __dz,
6 = e 92—%» 93—7;, 94—;”'
und es ist:

33) 6/ +6 +8/+9/ = —C2

32)
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Aus Minkowskis Relativitédtslehre folgt dann?):

3?) €, — l- (04 Dy — 0 Dy + 1 (85 Py — 8, V5) 7} ,1
€, = % (04 Dy — 0Dy + (8, %5 — 8 ¥1) 7} 612
6, = (0@ — 0 @y + 1 0T — 0 )i}
Do = K (3P — s o) + 7 (5 Fi— 8, 9]

= . b 1
Oy = {K (9 Py — 6, Dy) + 1 (8. Vs — 6, Py otk

Py i
9: = {K (8, Pa— g, Dy) 4 1(85 P, — 9, F5)) o

1 )
47D, = o (K (8P, —8: D) +1(8sF,—3:F5) |
47D, =

41!%, ==

1
i
. : 1
— (K (8, Py—3:Dy) + % (6, ¥s — 33 P1)) o2
X 1
~ (K (34 DP3s— 05 D,) + 1 (3., — 0, Py)} o2

1
(]
1§
7

o
4B, = {(82DPs— 8: Dy) + 1 (9. ¥y — 8, P1) 7} C

ol
4By = {(3s P, — 61 Ds) + 1 (3. ¥, — 9, Py) i) Iob)

f 1
34) 478, = {(0. Py — 0. D) + (3 ¥y — 0. %) 1) o

Fithrt man diese Werte in die Ausdriicke fiir die Spannungen
ein, 80 erhdlt man, wenn

81 92 U3 | 1 G 93 Gy | 1
20,0 | =48, 0,50 | =-_-8,
35) PP, P, | Y, }
G 9¢ 91 | s 91 Qs | 1
D, D, D, ’ = + 522, D, D, P, ‘ o S 8245
P W, P, L sk
und

36) =0+ )+ D}+ D) TI=V LU+ UL

1) Die vollstandige Ableitung habe ich in meinem Buche: Die Physik
der bewegten Materie und die Relativitiatslehre gegeben. Im folgenden ist
es mit Ph. d. b. M. bezeichnet.

Weinstein, Krifte und Spannungen. 9
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gesetzt wird:
37) C+X,= —1K(C:®2—1uC2 @24 K(C202— g2 d?)

v +p(C2¥!— g} ¥ — (1 + Kp)g, 24,
1Y, = —1KC1®?— 1y C2 P2 4 K(C2®2 — g2 D7)
+u(C2¥F— ;W) — (1 + Ku)gy &,

CiZ,= —1KC1@®—1u 22 4 K(C2D2 — g2 D7)
+u(Cr¥—g] P2 —(1 4+ Kp)gs 2,
CiT, = —1KC2@2— 1y Cr¥2 4 K(C2 D2 — g2 D7)

+u(C*W;—g; T)— (1 + Kp) g &,
C+Xy= K(C2®, D, — 4,8, D?) + u (C2 ¥, ¥, — 6, 6, 7?)
— 0,82 — Kpgy &,
C1X, = K(C2®, Dy — g, 85 D2) + u (C2 ¥, ¥ — 6, 3 F?)
— 0, 82— Kpgy £,
—i0+X, = K(C?*®,®,— ¢, 6, D?) + u(C2 ¥, P, —g,0,¥?)
— 082, — Kupg, &,

CtY,= K(C2 D, @, — 3,6, D)+ u(C2* ¥, ¥, — g, 6:¥?)
— 0282, — Kug, &,

CtY,= K(C?®y,P; —g,8, D) + u (C2 ¥, ¥ — 6,8, F?)
— a8 — Ku g3,

—10tY, = K(C?*®, D, — 3,8, D?) + p (C? ¥, ¥, — 3,4, P?)
— 0382, — Kpg, L,

CtZ, = K(C2D; D, — g3 6, P?) + u (C? ¥, ¥, — 356, F2)
—Q3Q1—Ky'gl £,

CtZ, = K(C2 P3P, — 633, D2) + pu (C2 W3 ¥, — 033, P
— 0382, — K u gy 23,

fic*Zt = K(C? D3 D, — g5 9, P?) + u (O ¥, — g5 6, ¥?)
— 082 — Kpg, L,

—iC L, = K(C*D, D, — 3,0, D) + u(C?* ¥, ¥, — g, 0, )
— 0,82, — Kug, £,

— 10Ty = K(C2®D, Py — 3,0, D) + u(C* ¥, ¥, —g,0,¥?)
— 0,8y — Kug, £,

— 1041, = K(C?* D, P; — 9,0 P?) + u (C* ¥, ¥y — g, 6, 7?)
37) — 0,8 — Kpgs 2,.
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Die Gleichungen sind trotz ihrer Liinge sehr iibersichtlich
gebaut. Es folgt aus ihnen:

3f) X,—Y, —1_K”’ (8221 — 6, 2y),
Yz—Zy=1_Ku(gs Ly — 62 2),
Z—-X%, =122t G0 _¢a)
T X, =it e,
5 —-Y= 1—701?—“ (8: 25 — 6, 2,),
31;3) I,— 4 = %‘“—'(gﬁ%—ga&)-

Im freien Ather, wo Ku = 1 ist, haben wir
Xyom P N B, BB Basile Top¥e Toee B
Gleiches wiirde gelten, wenn
G1:02:05:0, = 2, :82,:92,:2,
sein sollte. Da man aber aus 35) leicht erschlieft, dal

39) @59) =0
ist, so wiirde jene Beziehung ergeben:
0+ +o+al=0

was nicht sein kann, weil g, immer von Null verschieden ist.
Aus letzterem Grunde sind auch stets, in der Ruhe wie in der
Bewegung, 7, — X;, T,—Y,;, 1,—Z von Null verschieden,
wihrend X, —Y,, Y,— Z,, Z.— X, wenigstens im Ruhezustand
Null sind. ¢

Ich will hier die Ableitung der Spannungsgleichungen nachholen, die
Minkowski nicht gegeben hat und die auch in meinem S.12 genannten
Buche iibergangen ist, die Zwischenformeln brauchen wir spiater. Wir
haben nur die in den urspriinglichen Gleichungen 19) und 23) enthaltenen
Produkte €D, HB, €H, DB nach den Gleichungen 34) zu ermitteln. Als
Abkiirzungen dienen fiir 32 Determinanten aus den g und < und aus den
g und Y’:

8;8x | b 80

40) 4y = B Ohpiaw o P, |3
| | 1 |

Py wk=1,2 3,4,

2%
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von denen jedoch nur 12 in Frage kommen :

41) C44nG,D, = — (KA tpagy, + 1+ Ku) Aygagg),
Vo C4n 6D, = — (KA +ua + (1 4+ Ku) dy,a5),
C44n 6D, = — (KA, +ual, + (14 Ku) Ag4a10).

Can§,B, = war,+ KAL+ (14 K u) ay, Agg,
Chan 9,8, = wal, + K A3, + (14K u) ay, Ay,
Chan§,®,= ual, + K A%+ 1+ K u) ag Ay.

C44n 9, B, = K Agg Ag) + 1ty a9+ Agy a1+ K u Agg gy,
C44n 9, B, = K Agg Ay + 1 ay, agy + Ayp ayy+ K u Agg agy,
044"@!,531: K Agy Aoz + 1 agy ayy + Agg agy + K e Ay a4,
C4an 9,8, = K Ag Ay + pag, ag,+ Ayp ag4 + K u 4y, agy,
C4an B, = K Ayp Agz+ pagy 14+ Agg agy + K u Ayp a4y,
Ct4n,B, = KAy, Ag) + magy agy + Agy agy + K u Ayg ayy.

Ctan @x@y = — (uag ag + K Ay Agy -+ ag Ay + Kuagg Ayy),
C44n€, D, = — (uaggayy+ K Ay Ay + ayp 4y, + Kuagg A3y,
044”@y D, = —(uag agg+ K Agy A1y + agg Aoy + Kuag 4,y),
C+4n €, D, = — (uag ayg+ K Aoy Agy + ay9 Apy + K uag Ayy),
C44n 6, D, = —(uayagg+ K A3y A1y + ag3 A3 + Kuayg 4yy),
C447 6, D, = — (uay ag + K Azq Ay + ag Az, + K Ayy).
1
Ct 9,6, = — - (K Ay Ay + a5 a5y + gy a3y + K e 415 03)5
1
9,6, = — = (I Ay Ay + 1 ayg ayy+ Agy 0y + K u Agg ay9),
1
Cct 9, G, =— 2 (K Agy Ay + maggag, + Ay agq + K u Ay agg).
1
C 6,9, = — - (uaypapy+ K Agy Agy + a9y A3y + K110y A3),
1 £
C46, 9, = — 5 (1 aggagy + K Ayg Ay + agy Ay + K uagg Ayy),
Y 1 1
C46y 0, = — 5 (uag a,,+ K Ay Ayy + a14 A9y + K u ag Agg)-
1
Ct(An)p B, Dy = — - (K Agy Ayp+ pagy gy + Arp gy + K e Ay, agy),
1
Ct(4n)p B, D, = — - (K Ay dgg + 1 tygarg + Ags tyg + K A, a14);
' |
C4(Anp 8D, = — - (K Ay Agy + 1 ag, ags + Agy Ggs + K e Ay, a9
1 -
Ct(4n)? D, s‘By - '—7(!‘ gy ayg + K Agy Agy + ay Ay + K uagy 4zy),
1
A Ct(4n)D, B, = — — (uagyay3+ K Ay Ayp + ags dyy + K puag, 410,
i |
Al) Ct(4n)2 D, B, = — — (uay as + K Ay Ags+ a5 dgg + K ayy 4sy).
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Die Gleichungen sind sehr iibersichtlich gebaut, ich habe die Uber-
sichtlichkeit durch die Trennungsstriche zu erhéhen gesucht. Die beiden
durch einen schwachen Strich geschiedenen Systeme zwischen zwei starken
Strichen gehen durch Vertauschen von A und u und der 4 mit den a in-
einander iiber.

Aus den heiden ersten Teilsystemen bekommt man noch fiir
die beiden zur Bildung der X,, ..., Z, erforderlichen Energie-
dichten:

42) 4z R, = ‘-‘21’ €D) = —2—% [ (gl 9¥— O])
+u@P2—CP)+uCr¥24(1+ Ku)g,2,],
v s ik : S

43) 4=z, = 5 (H¥) = — 304 [e(ai ¥2—C2 %))

+ K(g2@2 — C20}) + KC202 + (1 + Ku)g, 2]

Bei der Ableitung dieser Ausdriicke hat man die Gleichungen 30)
und 33) zu beachten.

Man bekommt néimlich in dem Ausdruck fiir die elektrische Energie-
dichte als Faktor von — K:

AP AZ A2, = (8P — 8 P12+ (B2 Py — 9, Po)2 + (85 P, — g, By)?
= B2 (912 + gzg + 932) + 912 (‘l!f + 4’22 + ",’ai)
— 20, Py (91 P+ 82 Pyt 83 P3)
= — B0 -af)-k ol (¥ — D8 98 &
das gibt g2 2 —C2d2.
Der Faktor von — u ist:
ags + agy + a’y = — (82 s — 83 2)? — (93 ¥y — 8; ¥3)? — (83 W — g3 ¥%)?
= — ¥y (8’ + 6)— ¥ (6’ + 8) — 95 (85 + 7)
+ 85 W5 (8 Wy + 0, 1) + 61 1 (83 W5 + 82 W)
+ 8o W (854’5 + 6, ¥%).
Die Glieder in den letzten beiden Zeilen kann man auch schreiben:
— 035 (85¥'5 + 8, ) — 611 (8191 + 8404) — 8205 (82475 + 9, W),
also alle Glieder zusammen :
— Wi (o't od+ o) — 950+ o5+ o) — W(e'+ 0+ 0
— 84 Wy (8, ¥y + 82 Wy g3 %),
(02 07) (42 - 0 )+ 9 0
oder 4 (C24 g3 (W2 — WD)+ g2 W also + glU—C2uE4 Oy,
Endlich bekommt man fiir den Faktor von — (1 -+ K u):
Ayy agg + Aoy ag, + Aggayy = 0 [(8 Py — 84 Po) (8 W5 — 83 )
+ (8g Py — 84 P) (93 ¥ — 81 %) + (83 Py — 84 P3) (8 Ty — 89 W)
Nach der Ausmultiplizierung heben sich sechs Glieder paarweise auf
und der Rest gibt:
08y [81 (Pg Wy — Py illy) | go (P37 — Py W) + 83 (Py Fy — Py W),
was eben nach 35), S.17, gleich g, 2, ist. Ebenso leitet man Rm ab.

das gibt:
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Insgesamt ist die Energiedichte:
44) 47 C+R = K(C2®} — ] D?) + u (C2 ¥ — g ¥?)

— Lo L w14 Eyg2

Will man nun z B. Xz bilden, so hat man als Faktor von K aus
Cz Dz + HzBa:
Al — A2, = (8aP3— 83P9)2 — (8 Py — 34 P1)?
= gl P+ 05 Py — 7P — 9 P — 20583 Po Py + 20,8, Py Py
Die doppelten Produkte schreibe ich zufolge () = 0 in der Form:
— 28583 Py Py = + (8;P1+ 8P+ 8,Py) G3P5 + (8:P1 1 B2 P2+ 84Py) G2 P2,
+20,8,P, Py = — (8, P+ 83P2 + 85P5) 61P1 — (82Pa + 83P3 + 84,Py) 8Py
Sie geben also zusammen
8 Ps + 85 P — 0 P — 9l P,
so dafl man hat:
Ary— Al = (B3P (0 1 6) — (B P67k 60)
und zufolge 33), S. 16:
Ads— A, = — (P + P5) (CQ =g _(("1+ &) (87 + 95)
= — OF(r — b — b)) — 42 (g +-g0).
Vereinigt man das mit dem entsprechenden Gliede in — 47 &, so er-
geben sich die im Ausdruck fir C*X; mit K multiplizierten Glieder. Ent-

sprechend folgen die mit x« multiplizierten Glieder, da ja Symmetrie herrscht.
Fiir die (1 + K u) multiplizierten hat man als Faktor:

g Aoz — Ay 4093 = 0(8; 4 — 8,91 (8aP3—83P2) —1(81Py — 84 P1) (82 '3 — 85 %).
Nach Ausfithrung der Multiplikation und Hinzufiigung der Grofie 4 g, £2,
von dem Betrage der Energiedichte heben sich von den 14 Gliedern 8 paar-
weise auf und die 6 iibrighleibenden Glieder geben g; 2;. Ahnlich sind alle
anderen Druckkomponenten zu berechnen.
Zuletzt bemerke ich noch, dal die Differenz der Energie-
dichten die Beziehung gibt:

45) L = 4 T (ERm e Sie) = (I(q)2 - [L 21“‘9).

i

2 (2
Die Spannung 7 entspricht der elektromagnetischen Energie-

dichte it im Raume. Man hat nach 37), S.18 und 44), S.22:

1

46) ®=__T.

Die Spannungen T, 7, 7, sind proportional der Poynting-
schen Energiestromung im Raume. Bedeuten P,, P,, P. deren
Komponenten, so hat man:

| 1 \ 1 1 \
47) CS’BZ = 1z, '(_vl‘y = 11/’ Zv‘q)l = Tl'
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Die Spannungen X, Y;, Z; gleichen Poyntingschen Vektoren,
jedoch mit Polarisierungen statt der Feldintensitdten, abgesehen

vom Faktor = 2 @npC Im Ruhezustande und fiir isotrope Stoffe sind
sie den Poyntlngschen Vektoren proportional; es ist dann auch
Ttk s.p:C BB
x Ky' ty Yy y' z KM

Hiernach berechnen sich die aus der Annahme der vierten
Dimension folgenden sieben Spannungen nach dem Muster von
aus der Lehre des Elektromagnetismus bekannten Grofen.

Beziehen wir diese Spannungen statt auf die Zeitachse auf
die z,-Achse, so haben wir ihre Werte mit ¢ zu multiplizieren,
weshalb in dem System 37), 8.18 sogleich die Formeln fiir
— 1T, usf. gegeben sind.

Aus den Spannungen berechnet Minkowski die Krifte im
elektromagnetischen Felde nicht nach dem Muster unter 13), S.10
sondern er fiigt zu den nach diesem Muster anzusetzenden Kriften
noch besondere Krifte hinzu. Hat man pimlich nach diesem
Muster:

PR R L A TR

KI:?EF+ 8x2 T e .
48) e %% o 6x2 + aa%«,: s i iLg;:'),
K, = aail + gi i 2; 4 9(6—;44),

—iCE, = ”(E;ITx) s 8(5—;'2%) L a(fa—;;z;) & i; |

so nimmt Minkowski fiir die Kraftkomponenten nach den vier
Koordinatenachsen an:

E s 1 —
X, =X=K, + 2 G (g £),

> 1 S K
AL =— ) K2+D§ ﬂe(M)’
49)

: 1 —
‘\3 =1l K3+ '02’ ds (M)a

@ 1 e
34: T=K4+ﬁg4(g_l_()'
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Die Begriindung fiir diesen Ansatz werden wir spiter kennen
lernen. Wir schreiben in leicht verstdndlicher Abkiirzung:

X, Xy X, ""‘f\t‘ ‘ S S Sai Sa

D) o Y, —iYy| _ | S S S S

Zy Z, Zy —'@Zt‘ it Sis Sz Sss S
BRSSO
so ist die Energie aller Spannungen im Raumzeitgebiet ¥ gleich
f.‘.” dz, dz,dzs dz, gegeben durch

§iy P J‘[szsik%dxldxzdxsdx4; PR
. ik ¥

50)

6. Max Abrahams Ansiitze fiir das elektro-
magnetische Feld.

Max Abraham?) setzt in Beschriinkung auf die Verhiltnisse
im dreidimensionalen Raum:

3 Xr 0 X!/ 0 X, dG

ol e e 'a’z’ —’gu"—"zdwg
TR i ,aafj L 1@, L 2 dd(;l—Gydc'vg,
dG :
7 ‘. y S Z—
o— + 8 + . G, divg.

Die X, usf. haben die frither angegebenen Werte, g bedeutet
die Geschwindigkeit im Raum und in der Zeit ¢ G nennt
Max Abraham die Impulsdichte und definiert sie durch die
Gleichungen in Vektorschreibweise:

i T8 dx ¥ ;o dB A6 . dD
i <(’ dt 2 <@ F T4 = _B‘dt‘>’
54) [Gw:m@ww,

so dall fiir die drei Komponenten von G zwar vier Gleichungen
bestehen, von denen jedoch nur drei voneinander unabhiingig sind,
wenn die Feldintensititen und Polarisierungen der Bedingung
geniigen :

55) (¢[€D + HI]) =0,

1) Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 28 (1909), 2. semestre.
Vgl. Ph. d. b. M., S.242ff.
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was bei den bis jetzt aufgestellten Theorien im allgemeinen der
Fall ist. Man hat dann auch:

56) (GIED T HB)) = 0

als Gegengleichung zu 55) und bedarf von dem Satz von Glei-
chungen 54) nur einer Gleichung.

Beachtet man die Bedeutung von o , 8o folgt:

at
dG 28 oG 0g= , 29y , 09s
e+ Gaiog="01 4 xax+gvay +9-az+G(a—x‘+ +22)
e g ngy 6Gg,

o 8_t+ oz *

Die Gleichungen fiir die Krifte werden also auch.
X = a(X“’_ngi) i 0 (Xy—Gagy) & 0 (X;— Gags) _an
0x oy 02 ot’
5011y — 0 (XYa—Gygz) | 0(¥y—Gygy) | 0(¥:— Gygs) _0Gy
Wyl = e R T
g 0(Ze—Gygx) , 0(Zy—Gayg,) , 0(Z,—G,9;) 06,
ki ox g oy + 0% oyl

In der Form entsprechen diese Gleichungen den Minkowski-
schen fiir die Krifte K nach 48), S.23, und es wire namentlich:
57) O G = X OGE—ie s OlGI=— 7"

Aber die neuen Spannungen:

Xir—=" X — Gxgx Yo =1 Gyg, Z; —. Zy— G0z

58) Xy = X, — Gagy ‘ Y; = Y, — Gygy | Zy = Zy—G.gy

[x;_x — Gy, | Y = Y, —Gyg. | 2, = Z,— Gy,
wiirden nicht den Minkowskischen gleich sein, sie unterscheiden
sich von ihnen durch die Glieder Gg. Max Abraham nennt die
Spannungen X/, ... absolute, die X,, ... relative. Das relative
Spannungssystem X,, ... hat ein Drehungsmoment, da allgemein

X, = Y, usf. ist. Im absoluten Spannungssystem ist z B.:
Xy—Yo=X,— Y, + Gyg9.— Gagy

= 47”(@ Dy + DBy — €, Do — HyBa) — Gagy + Gy,

X, — Y, =—[Gg]+4x [ED+HB] =0
nach 54). Also wird:
59) X;: 44 =t =X

dih.
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das absolute Spannungssystem geniigt der Bedingung der elastischen
Spannungen. Wir werden spiter sehen (S. 38), dall Heinrich Hertz
der gleichen Bedingung auch fiir die relativen Spannungen mit
anderer Voraussetzung zu entsprechen sucht.

7. Spannungen und Striktion.

Wir kehren zu den Ausgangsgleichungen 12), S. 10, den Max-
wellschen fiir isotrope Stoffe, zuriick. In diesen Gleichungen ist auf
die durch die Spannungen selbst etwa verursachten Deformationen
der Stoffe keine Riicksicht genommen. Helmholtz und Kirch-
hoff haben sie darum abgeidndert, indem sie allgemeiner schreiben:

60) X = 8%(2 L X3~ L;Rg)'» XM= SLW(QL;,;X2 .5 )61)
v

Y= LQLV-LE) T = 817 (2 Ly Y3— Lo R3)

i Zz(m) e (2 Lm anl, _—L;n R12n)

1 ‘

(e) (e) "y VI wvim 7(m " v r

Xve = Ya:e e ELe X, le;Ay ) - I;):HLmlmlm
Balic {

YSE) p— Z’;e) p— Z;Z or Ye da | Yz(m) - Z!;m): 472Lm Ym Zm

20 = QL Z— LiRY)

1 | A
60) Z¥ = X0 = L 4K, 2= X = Ly Zu Xn 61)
47 i 4

Die L", I’ sind GroBen, die in folgender Weise zu bestimmen sind?).
Nennt man 4, 49, 23 die drei Hauptdilatationen, &, #, ¢ ihre Richtung und
E, H, Z die Komponenten der elektrischen oder magnetischen Krifte; setzt
man ferner in iiblicher Annahme fir die Komponenten der dielektrischen
Polarisierung in Richtung dieser Hauptdilatationen:

Pée) = (%, — 2, [+ ha+ 2] — 2] ) B,
62) P = (x,— =, [} + 4o+ 25] — 2} %) H,,
l PO = (x,— %, [l + 4o+ 3] — 2 29) 2,
und entsprechend fiir die magnetische Polarisierung:
(% P{M™= (2~ [+ Do+ 15] — 75 1) By
P = (#,— 2, [+ do + 25] — 2, 29) H,,

63)
IP(m)__ (,,m ,m [/ +Z2+7 ]——-7"173) m?

1) Vgl. meine Thermodynamik und Kinetik der Kérper 3, 1, S. 270 4f.
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"

4z
64,) Ly =1+4nx, + —5—, L, =1+tdnx, —dnx,

”

4n %
65,) L =1+4nx,+ 2"', L,=1+4az,—4nz

m?

und zugleich haben wir:

66) 1{-4n2, = K, 1+-4n2x, = u,
also
4 =)
64,) I,é':K+—2 ¥ L= —4mxl,
4n ;;z
659) D=t PR — TR

m m?
%', 2" bestimmen sich aus den oblgen Gleichungen.
Bilden wir nun die Kriifte, so ist fiir eine Raumeinheit:

B g2 AR eP P
o) 4= ( + 52>+}‘6‘i Ya_1j+ZW}
L'

_HRH; P-_—'X,I,Z; Z)Zx,y,z.
Im Fall die Krifte ein Potential besitzen, wird

,aP+Y +Z0P X%Jr 91+Za_4 1082,

p=x, 4

also
68y — 1 Bo: + (L”

af;:; B==XVZ n—wgy o

wo die freie Dichte o’ bestimmt ist durch

TR X R
= 2 iy e
Nach den Werten von L”, L' findet sich so:
682) AI’) — L’lPQI + ( H + 2 )?E

Bei Deformationen bestimmen sich also dle Krifte aus den
Spannungen anders als nach der Theorie der Fernkrifte. Die

" ’ 2
Unterschiede betragen ol i é;i Die Spannungen bewirken

; P P Lyl ; "1 24
hiernach eine akzessorische Kraft, die ein Potential 14 t X Re

hat. Die Anwesenheit einer Ladung oder eines Magnets bewirkt
so iiberhaupt in dem sie umgebenden Medium, ob dort andere
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Ladungen vorhanden sind oder nicht bestehen, deformierende
Krifte, die man bekanntlich der Elektrostriktion oder Magneto-
striktion zuschreibt?). Die modernen Theorien nehmen auf diese
aus den Deformationen flieBenden Kriifte keine Riicksicht. Man
kann sie jedoch auch hier in gleicher Weise in Rechnung nehmen.
Wir bediirfen dazu aber einer anderen Darstellung fiir die Span-
nungen. Indem wir von urspriinglichen Formeln 19) und 23),
S.13, 15, ausgehen, ersetzen wir sie durch folgendes System, das
dem Helmholtz-Kirchhoffschen entspricht:

09 Xx:475{N;’@I®z+N,§£éDz¥31—lNe’(@)—%1\ @3)],
yy:4x.{N:@y@,,+i,nnJ ——N(&?D) 1N ()
Z il {w 6, D, + Ni, B, — 5 N (ED) — %N;(@)},

1}_41{ N.(ED) + 5 Nm(sw)],

Xy =4 (Né' Q‘x@y —+ NG ﬁo. y)a
X, =4n (N €. D, + Ny H.B,),

Yy=47 (N'C, Do+ Nady B,),
Y, =4x (N6, D, N5, B),
Zy = 4m (N €, D, + N, 9. Bz),
Zy = 4x (N; €, D, + Nu 9, By),
a5 = M1 'Dz 6'y e JI2 '\Qy Qz,
1, =M 9.6, — M,9,E,,
T =M 5H,6.—MH.C,

X = (472 (M; B, D, — M; 3B, D),

Y = (4m)2(M;B.D, — M; 3B, D,),
6%) Zy = (472 (M;3B,D, — M; B, D,).

Die N, M sind die neuen Konstanten, und man hat wohl
M, — M, — 1 zu setzen. Die Ausdriicke durch die Ruhekrifte

erhiilt man durch Einfilhrung der Werte fiir die €, D, H, B usf.
nach den Gleichungen 34), S.17.

1) Eingehende Beispiele habe ich in meinem S.26 genannten Buche
gerechnet.
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8. Bedeutung der Spannungen.

Da die elektromagnetischen Stoérungen so verbreitet werden
wie das Licht, so ist der Sitz der Spannungen der Ather, der
freie oder der in den Korpern enthaltene. Nun war es bereits
Maxwell nicht zweifelhaft, dafl gewGhnliche greifbare Materie
Spannungen, wie sie z. B. durch seine Gleichungen 12), S.10, dar-
gestellt sind, von denen ja alle anderen nur Verallgemeinerungen
bedeuten, nicht standhalten kann, denn diese Spannungen zerren
die Materie sowohl lings den Kraftlinien als auch quer dazu.

Maxwells!) Ableitung besteht in folgendem. Ist S eine Niveaufliche
mit der an d S nach aullen gerichteten Normale n, so hat man

e e L dy o
B R el e 8
wo @, 8, v die Richtungskosinus der Normale n bedeuten. Also
p R? : R? R?
Xo =3 (@—f—p), Yy=g- F—r—a), Zi= - (P—c—p),
i z R & g it , R?
Xy = 1324—"5«, ),:Zy: 4—”)/#, Zg;:X,:‘l—”ay.

Da die Komponenten Nz, Ny, Nz der zu d S senkrechten Spannung N sind:
Ne=aXa+ pXy+yXsey, Ny =0aYatpYy+yYs,
L\'z = aZz+ﬁZy+yZ‘,
so erhilt man hiernach
R2 2 R? 5 R2 __R?

7,7 R ., J L &
Fx® e mguh N guay N ar,

Na.= y'—_—-s;lv

2
d. h. die Spannung zieht senkrecht zur Niveaufliche und mit der Kraft an

Nehmen wir fiir S eine Kraftfliche S’ mit der Normale »’ und den
Richtungskosinus ¢, #/, 9/, so ist z. B. die x-Komponente der Spannung
senkrecht zu d S’ gleich

i 7 1! 0 yY\2 0y\2 0y\2
Ny =X, +pX +9X,= S—H[al(b—j> —d ﬁ) —a’(%)
oy 0y dy oy
g bt
b dx dy+27’0x d:]
Andererseits mull

0 lp d Y 0 Y
" sl o i il —
g dx+‘3 0y+7 T
sein, die obige Gleichung und die ihr entsprechenden fiir N/, N, geben also
R? R2

5 R? i R? 4
A’;:—Ga’, Ny=-—§;ﬂ', N’:_B_n’y’; A':*f'

1) Electricity and Magnetism, deutsche Ubersetzung, Bd. I, 1, 156 f.
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N’ ist hiernach entgegengesetzt gerichtet zu NN; parallel den Niveau-
flichen besteht so ein Druck von gleicher Grife wie der Zug senkrecht
zu ihnen.

Ubertragen wir unsere Anschauungen von der greifbaren
Materie auf den Ather, so muB also dieser Ather unter dem
Einflu dieser Spannungen in Bewegung geraten. Helmholtz?)
hat fiir diese Bewegung die Gleichungszusiitze aufgestellt. Das
Problem ist aber sehr verwickelt, da die Bewegung die Spannungen
ihrerseits dndert?). Vermehrt werden die Schwierigkeiten, wenn
man mit Maxwell und Heinrich Hertz annimmt, da der Ather
in den Korpern unlosbar an diese Kérper gebunden ist. Das ist
wohl mit ein Grund, warum die Annahme von H. A. Lorentz
in seiner Elektronentheorie, daB niimlich der Ather iiberhaupt
unbeweglich ist und seinerseits zwar auf Korper wirkt, nicht aber
von Korpern irgend eine Gegenwirkung erfihrt, so viel Anklang
gefunden hat. Es geniigt dann die Aufstellung der Spannungen,
ohne daB es notig ist, zu untersuchen, wie sie den Ather beeinflussen,
denn er soll ja seiner Natur nach durch sie nicht in Bewegung
versetzt werden konnen. Indessen riickt dann die ganze Be-
trachtung in das formal Mathematische, denn von den elastischen
Verhiltnissen in absolut starren Stoffen wissen wir aus der Er-
fahrung nichts. Die mathematische Behandlung wird aber durch
die Annahme der Starrheit freilich sehr erleichtert.

9. Spannungen und Energie.

Die meisten elektrodynamischen Theorien, die man bisher
aufgestellt hat, fithren zu den Formelsystemen

70) + Ceurly, 9 = 4= 29 ”+41er,

71) — Ccurl, (,_47»:DD1:”, P =292,

72) 0 =did,

73) ==ty &

Dabei bedeutet D/Dt¢ die Operation

74) »DDI; __dF FV)gp + Fpdivg; F=19,B,

1) Wied. Ann. f. Phys. 53, 135 (1894).
»'Ph. d. b. M., 8.190fi.

http://rcin.org.pl



in der
d 0 0 0 0
=5t gz Tyt 95,

ist und g., gy, 9. die Komponenten der etwaigen Bewegungs-
geschwindigkeit im Raume nach der Zeit ¢ angeben!). Hiernach
haben wir

C[(Cearl D) — (P eurlC) — 4= [(@%%) % (@ %?)] + 4% (6J).
Die linke Seite dieser Gleichung wird nach w) in der Anm.,, S.12
Ol(C curl ) — (D eurl €)] = Cdiv[HE]) = — Cdiv[EH] = —div P,
WO

75) ClED, =%p; =292

den Poyntingschen Vektor bezeichnet. Die Glieder der rechten
Seite geben nach der Definition 74) und in etwas anderer An-
ordnung

¥/ a® dL ap
£ EEEY + 7 (6T + (057)—(2%7) - (27D
—m{(@(svww(@(W)g>,+4n{(€@+»9 )}dwy+4n(@)-

Setzen wir hiernach

LEDF D) = N,
1/-daD .08 .38 o .,
s(ET oD B =W

E@V)I FHEBV)g) =D

49!((5:]):@,

76)

s0 wird also

—diwP = dx %+m'_s:1+2mdivg>+ Q.
Da

1 ddv)
Wip % wp—uy
ist, wo dV ein Volumenelement darstellt, so hat man

M) —(divP+ Q) = 4= (led(Sft‘fV) +§R'—(D—$Rdivg))-

1) Ph. d. b. M., S.181f. und 242ff.,, wo auch die Bedeutung fiir die
verschiedenen Theorien behandelt ist.
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Das ist die Energiegleichung. Die Grofie %’ ist in der Maxwell-
Hertzschen Theorie gleich Null. Die Grofle & — R divg stellt die
mechanische Energie dar. Ausgeschrieben und etwas zusammen-
gezogen haben wir

0= (6D +9:8) 5%+ 6, D, +8,8) 5% + (60,4 5., o
+ (6. @ywwy)a%(@m + 9.9, >ag'+(@ D, +a‘gy%x>agy

+ (6,9, +s;y*&>ag"+(@ %+ 88) 52+ 6D +0.8) 50

Fiigen wir die Grofle — Rdivg hinzu, so wird die mechamsche
Energie in der Raumeinheit

y 80: ; 0Gy 8ys x, 99=

+Xagl+Y8qV+Yagy+Zagz Zy%{;

und die X, usf. haben die uns schon bekannten Werte. Fiir den
Raum V ist diese Energie

— Il (x. 29= 09y 99s 09«
M_m<x +1, 504+ 2% 4 x,%

£z 591+Y agy+Y aQV+Z 8(], +Zyaq')dxdyd2

78)

79;)

Nun hat man z B.

09z v 0 R L G
J‘U X e dz dy de = jjja—x(gz X,)dz dydz — ““ 9=z dz dy dz
= 'U Gz X, cos (n,z)d S — “-J g aa)fc“ dzdydz,

wo S die Oberfliche von V" bedeutet. Und #dhnlich fiir die anderen
Integrale. So bekommt man mit

851; T %y
81) U, =6.%, +yu Y, +g. by D=5y,
79) M= __‘.”(gx K.+9,K,+ 9: K,)a V.

+4 H (U cos (n,z) + U, cos (n,y) + U, cos (n, 2))d S.
Die K bedeuten also mechanische Kriifte, wie friiher.

BOY =

=X Vg ) — ey

http://rcin.org.pl



i

Ich habe nun einige Bemerkungen zu machen. In den
Theorien von Maxwell-Heaviside-Hertz und Cohn bedeuten
€, H, B, D die Feldintensititen und Polarisierungen im Zustande
der Bewegung, falls eine solche besteht. Das gleiche gilt fiir
Minkowskis Theorie, jedoch stellen hier die Formeln 70), 71), 74)
nur Annéherungen dar. In der vollstindigen Theorie Minkowskis
vermag man in der angegebenen Weise nicht zu rechnen. Min-
kowski hat aber seine Matrixrechnung (S.14) so eingerichtet,
dall fiir die Spannungen formal die gleichen Ansitze heraus-
kommen, die auch jene Gleichungen finden lassen. Diese Matrix-
rechnung gibt zugleich auch die Spannungen zur Beriicksichtigung
der Zeitdimension seines Raumzeitgebietes, die man sonst nicht
erhalten kann.

Fir die Theorie von H. A. Lorentz kann man zwar die
gleichen Formeln 70), 71), 74) benutzen, aber dann bedeuten nur
€, D, B die Werte dieser Grollen im bewegten Felde, $ dagegen
ist die magnetische Feldintensitit in diesem Felde, wenn keine
Bewegung stattfindet. Ist jedoch Bewegung vorhanden, so stellt
$ eine andere Grofle dar als die tatsdchliche magnetische Feld-
intensitit 7). Wird letztere mit $* bezeichnet und der Wert von
D in reinem Ather mit ®,, so hat man

p= 9"~ 4]

und dieser Wert wire in die Spannungsgleichungen einzutragen.
Nach einer von mir selbst aufgestellten Theorie?) wiirden im
reinen Ather Spannungen unter Umstinden, némlich wenn er sich
sollte bewegen konnen, iiberhaupt nicht vorhanden sein, sondern
nur im Ather, der die greifbaren Stoffe erfiillt. Es kommt darauf
hinaus, dal}, sofern Bewegung besteht, in den Spannungsgleichungen

alle elektrischen Gréfen mit dem Faktor l—k%, alle magneti-

schen mit dem 1 — k%‘—’multipliziert werden, wo K, u, sich auf

reinen Ather beziehen, & eine Konstante bedeutet, die auch 1
sein konnte.

1) Ph. d. b. M., S.210, 242, 253.
2) L c. S.188 und 249.

Weinstein, Krifte und Spannungen. 3
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Im ganzen ist die Begriindung der Gleichungen fiir die
Spannungen keine befriedigende. Ich fithre darum noch die
Theorie hieriiber von Heinrich Hertz an.

10. Theorie der Spannungen von Heinrich Hertz.

Heinrich Hertz) geht von dem Ausdruck fiir die Energie
aus. So ist die magnetische Energie

En=3[[(02B. 4+ 98y + 5,8, dwdyade.
Wenn das Medium sich bewegt, so kann es Translationen, Rota-
tionen und Deformationen erfahren. Nur die letzteren sollen in
Betracht kommen. Sie bewirken aber, dall selbst ein isotropes
Mittel sich entweder wie ein kristallinisches verhilt, oder dal} es
wenigstens Verdichtung oder Verdiinnung erfihrt. Also ist all-
gemein entsprechend 17), S.12

D2 Bz + Dy By, + D:Bs = 11 Oz + 1129 Oy +
= pn B2 4 l"’12§Bx‘s'By+ Y8
und die Anderung der magnetischen Energie im Raum d ¥V wird

1 d d xz ’ ’ ’
57510 + 8,8, + 5:2)aV] = [i; (@B, + uia®y + )
d%v(!"m% +H22%y+!‘28%1)+ (MslfB + u5eB, + uiB )]dV
duyy d 1‘12 d wi d ui o d s
T3 [%3 at BB + BB + BB+ B ]
d dV
+ 2 [0 + 5B, + 0,829

Darin setzt Heinrich Hertz w;x — ui,. Dann wird unter Be-
riicksichtigung von 17) und weil d(dV) = Vdtdivg ist:

ia d B, d a3y,
ﬁd_[(ébz%ﬁ@y%ﬁ%-%-)d”]:[bw P S ft]”

+ [%;dd“;‘+%3"15‘?+233d;‘;3+223,23,,"%”&%,”’“’%m n, 2]

@B+ 08+ 8.8) (3o + g + JZYar.

1) Ges. Abhandl. 2, 275 ff.; Wiedem. Ann. d. Phys. 41, 369 ff. (1890).
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Da die mechanische Arbeit nur fiir die Deformation zu be-
rechnen ist, behalten wir in den Gleichungen 71) zur Bestimmung
der % nur die von den Deformationsgrofen 09a usf. abhéngigen

0w
Glieder, setzen also nach 74) ein

y ;
655 a z a z o9y a

» ﬂTyz—Qiy(oZ-i'a-gx)‘i‘%l'—g‘"'"%zﬂ’
a3, 9. , 0gy 09s 99'

» dt’""‘—%'<ax+ >+23 Ui

Die Glieder in der ersten und die der letzten Zeile geben
nn:

1 4 S 0 z
HO. B — D, — 58) e+ 10y B — 08— 0.8) 00

Warszawgglogo

‘v

09s

+ (DB — 0: 8, — 9, B,) »a{,—
2 09 0 09 09s
+ 9By 57 + Dy Ba gt + 0. 8,75 + 9,0, 22

0 09,
+ 908, q”+@.sy gJ
Man schreibe z. B.:

5,2 —jo.n, (L4 20 (%= 2
— Do By =393, (by+ >+ Do By oy 8x>’

[

so héngt das zweite Glied von der Rotation _<6gz_%,> der

Teile des Medmms ab. Heinrich Hertz wirft dieses Glied ab,
dann kann man die zweite und dritte Zeile schreiben:

103+ 0,8 (50 + %) + 102 + 0.9 (P24 22)

54 (@,Bx+s:>x13)<a-"’ a&f)

Beide Zeilen geben, indem wir die X,, usf. iiberstreichen:

o 09z 09y 09s 09 byy
82) ' =X 3% ¢ Y, 475 +(X+Yx)( + %)

£ 30F, —}—Zy)(ag” 59->+ Z +A‘)<593 ag’>—|dV

8%
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entsprechend fritheren Darstellungen. Ob es zulissig ist, die von
der Rotation abhiingigen Glieder fortzulassen, kann fraglich er-
scheinen, man gewinnt aber dadurch die wiinschenswerten DBe-

ziehungen: R SRR N e
Es bleiben in der Theorie von Heinrich Hertz noch die

von den - abhingigen Glieder. Nennt man die elastischen Ver-

dt
schiebungen £, 7, {, so nimmt er die %‘tf als bestimmt an durch
die Zeitinderungen der Deformationen Qé, a_n 0t 08
o0y’ 02’ oy

6n+6§ of L 0&
o0y’ o0z ' 0z
¥y @, ¥, 1, man allgemein hat:

, so daB, wenn wir sie bezeichnen mit e, [3,

dy _opda  0pdp Opdy Oudp opdy owpdy
3t —3adt T3pai Toy dt Top dt T ow dt T oy at’
und da da a dg

— — — ——, usf.

dt ox dt

gesetzt werden darf, weil die £, 7, { nur kleine Grofen sein
werden, so hat man:
T =% Gt "oy dt s dl oy
dy agy 09, dy i o.()l 39::
A9 on. 3 P o
Hiernach treten zu den fritheren Gliedern weitere Glieder hinzu,
die von den Verzerrungsfaktoren in derselben Weise abhiingen wie
diese, und man hat nunmehr fiir die Spannungskomponenten:

83) Xi’”’=4n[@x%z—é@)+vw“’3p B,1,

80,,

Y PR S S L 31
7" = 4x[9.9,—;(®Y) + L3 My, B, ¥,
X" = @8+ 0% + 33 M3 B8,
Y™ — 4235 Oy B: + 9.8, + %}_‘ My, B,%),
o) 77 = @8+ 0.8 + I3 M7 B3,
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8) X =4x[6.2—}ED+ITED,0],
Y = 4n[6,D,—1(ED) + 23 ED, Dy,
7 = 4n (6,9, —}@D) + %é Eyy D),
q
X0 =€, + 6,9 + I3 B, D),

. S : ErE
Y =7 &+ 6D + 33 K, 9,9,),

q
! e
84) 8, == 4{ (€D 4 6D, + 53 ES 9,9,).
P q

Die entsprechenden Gleichungen fiir die elektrischen Druck-
komponenten mit €, ® und E® an Stelle von £, B und M®
sind gleich hinzugefiigt. Die M, E sind aus den je sechs Differen-
tialquotienten der y', K’ nach den GroBen «, ..., y zu bilden.
Die Gleichungen erinnern an die Helmholtz-Kirchhoffschen
Formeln unter 60), 61) S.26, in denen die Striktion beriick-
sichtigt ist. In der Tat weist Heinrich Hertz nach, dall sie
fiir Stoffe, die trotz der Deformation isotrop bleiben, in diese
Gleichungen der Form nach iibergehen. Doch sollen die in ihnen
mit L;, Ly, bezeichneten Konstanten gleich K und u werden.

11. Die mechanischen Kriifte.

Noch schwieriger wird die Lehre von den Spannungen, wenn
wir zu den mechanischen Kriiften iibergehen. An sich gelten fiir
alle Krifte, die ein Potential besitzen, die einfachen Maxwell-
schen Entwickelungen S.10. Wir konnten also die Maxwell-
schen Formeln 12), S. 10, ohne weiteres auch auf ein Feld iiber-
tragen, in dem z. B. lediglich die allgemeine Schwerkraft herrscht.
Und die Verhiltnisse sind hier noch besonders einfach, weil diese
Formeln dann allgemein gelten diirften, denn fiir die Schwer-
kraft ist, soviel wir wissen, in allen Stoffen K =1, u = 1. Auch
wiirden die Gleichungen zuniichst ebenfalls bestehen, wenn im
Medium Bewegung herrschen sollte. Davon sprechen wir noch
(8. 38). Diese Ubertragung der elektromagnetischen Verhiltnisse
auf mechanische hat man schon ziemlich friilh vorgenommen.
Allgemein aber verdanken wir ihre Ausbildung Minkowski, der
sie gleich fiir sein Raumzeitgebiet durchgefiihrt hat.
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MaBgebend fiir Minkowski ist, da jede Bewegung eines
Korpers im Raum oder im Raumzeitgebiet abhingt von Span-
nungen in seiner Umgebung, die unmittelbar auf ihn wirken und
80 ihn dridngen oder stofen.

Die Arbeit dieser Spannungen, die auch hier S;x; 7, bk = 1,
2, 3, 4 bezeichnen, fiir irgend welche virtuelle Verriickungen 0z,
k=1, 2,83,4 — Minkowski nennt diese Arbeit die Span-
nungswirkung — setzen wir entsprechend 51), S. 24:

85) 6W=—é““&k%%‘dzldx,dxad@.
Mit dieser Spannungswirkung und dem, was er Massen-
wirkung nennt, leitet Minkowski nach einem dem Hamilton-
schen Prinzip der klassischen Mechanik nachgebildeten Prinzip
seine bekannten Gleichungen der Raumzeitmechanik ab. Indem
er zugleich die Bedingung, daf in der fundamentalen Beziehung 31),
S.16, fiir die Eigenzeit v die Grofe C eine absolute Weltkonstante
sein soll, einfithrt, erhilt er fiir die Raumzeitkomponenten der
mechanischen Kréfte als Ausdriicke durch die Spannungen mit

e 95’11 6821 aS31 aSAl
e o0z, * 07,y 8x3+31‘4’
b 8812 aSgg 6832 a§4g
86) Yl—axl+ax2+ax3+ax"
N 08, , 08y, 08y /08,
2, = 0z, y 7 07, + 04 + 0x,
: i 08, , 08, , 08, , 08,
ZCTI —ax1+ax2+ars+ax4a
die Werte:
1 il
X Xl +6"291(g_1t1)a
1 e
Y — Y1+a92(9_Rl)s
87) G
o — +mgs(@)’
; - 1 s
zCT:zC’Tl—&—mGh(g_Rx),
wobei
88) (@)291X1+97Y1+93Z1+94i0171
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ist. Die Zusatzglieder zu X,, Y, Z,, T}, wir nennen sie Min-
kowskische Zusatzkréafte, ergeben sich aus der angefiihrten
Bedingung fiir die Weltgrofle C, und sie diirfen nicht fortgelassen
werden, ohne die Minkowskische Theorie grundsitzlich zu
dndern ). Dementsprechend sind die Gleichungen 48), 49), S. 23
fiir die elektromagnetischen Krifte angegeben.

Aber wie sind nun die Spannungen S.24 anzusetzen? Im
Vergleich mit den elektromagnetischen Spannungen haben wir
nach dem Schema auf S. 24:

Sn = Qg Srz = W ‘Sls = Zu, 814 o —Z:Txa
89) Sa = Xy, S = Y, S = 2y, 8y = —1T,,
|S31 =na ey Sz = Yo, Sss = Zs, Sy = — 1Tz,

Si = —1.&y, Spp=t—d e eSt— =7 S — T

Fiir die Spannungen im Raum allein konnte man, wie schon
hervorgehoben, die Maxwellschen Beziehungen 12), S.10 be-
nutzen. Max Abraham ?) hat darum diese Beziehungen auf das
Raumzeitgebiet schematisch erweitert. Es seien im Raumzeit-
gebiet Krifte RW, R®, ..., R™ mit den Gesamtkomponenten R,,
R,, R;, R, vorhanden; so setzt er:

90) 4% S; = Z (R} —1R?),
v 4: Sy = X (R, — 1 R9),
47 S;3 = X (R; — ;1 R?),
4n S,, = X (R, — 1 R?),

478 = 4 by = B(B, Ry,

47 S5y = 4n Sy = Z (R, R,),

4785 =— Amie — Z(R3R1)1

47.8; — dmSia— (It R
A 47 S,y — 4w S — 21U, Ky,
90) 47 S, — 47 85, = 2(F; BY),
hisi R* = R?+ R?+ R} + R}
ist.

Es mag sein, dafll diese Gleichungen auf die mechanischen
Krifte angewendet werden diirfen. Von den Ausdriicken fiir die
elektromagnetischen Spannungen sind sie weit entfernt, nament-
lich hinsichtlich der Zeitdimension und des Wegfalls der Unter-

1) Weinstein, Ann. d. Phys. 43, 929 (1914).
?2) Phys. Zeitschr. 1912, S.1, 310, 793.
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scheidung zwischen Feldintensitit und Polarisierung, zumal sich
bei den mechanischen Kriiften oft auch jedes Feld als isotrop
darstellt. Diejenigen Krifte, die sich momentan verbreiten, wie
abermals die Gravitation es zu tun scheint, sind auch von den
Bewegungen unabhéngig, fiir sie berechnen sich also die Span-
nungen wie im statischen Felde, wenn auch gerade hier die Be-
rechnung mehr formale als sachliche Bedeutung beanspruchen
kann (S. 44).

Eine andere von Max Abraham gewihlte Form fiir die
Spannungen ist vielleicht noch bedeutungsvoller. @ sei eine Funk-
tion von z, y, #, ¢, die aus folgender Gleichung zu bestimmen ist:

100020 0200 020 1 o rfl-0w
—;a’{axﬁwmzz—ﬁa(* )}

C ot

woselbst ¢ eine universelle Weltkonstante bedeuten soll. Es wird

B ehi=—{le) +o(ap) |+
8 = —[(55) + 0 (57) ] + 17
8o = —[(52)+ 5 (57 | +4 7

«Su=5[G2) + Gy) +3:)] + 20 (57) = 47
00 05 =0 e g;’ g;‘;
aSsgzochs:—g—Z%c:
usw:asu:—%z_‘;’%’,

dy  wsa=efu=—3 5052,

mit

)  W=C)+Go)+G) G
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Fir die Kraftkomponenten gelten in beiden Fillen die An-
siitze unter 52), S. 24, und es ist die Impulsdichte G im letzten
Falle bestimmt durch

00 0w 000w

L o et Sl s 2 b i

94,) «C2G, = 5t 02’ 0E O — 2% 09"
0w 0w
2 SR il S
dsh . e ot 0z’

942) GG» == ‘Su - Su, OGy S Sm = Sﬂu CG’: — 843 = Ssu
im ersten durch
95) G = PL it 2o U Gy s Sﬂ = S24a G, = S43 e Sa4~

Zu den Minkowskischen Ansitzen fiir die Kraftkomponenten

verhalten sich die Max Abrahamschen wiederum so, als wenn -

in jenen die Zusatzkrifte, die aus der angenommenen Konstanz
von C sich ergeben, fortfielen?). In der Tat lat auch, wie wir
noch sehen werden, Max Abraham C variabel.

Indessen ist die Abweichung von Minkowskis Schema fiir
die elektromagnetischen Spannungen doch gar zu grof und zu
wesentlich.

Da nun die einzigen Spannungen, fiir die Ausdriicke wenig-
stens mit einiger Wahrscheinlichkeit angesetzt werden konnen,
gerade die des elektromagnetischen Feldes sind, wird man besser
versuchen miissen, die mechanischen Krifte auf elektromagne-
tische zuriickzufithren, also ein System von elektromagnetischen
Kriiften aufzustellen, das im FErgebnis z B. solche Krifte dar-
stellt, wie die allgemeine Gravitation, oder die elektrische Kraft
von statischen Ladungen, oder die magnetische Kraft von ruhen-
den Magnetpolen. Dazu ist noch nicht einmal ein Anfang ge-
macht. Selbst Minkowski hat in dem allein von ihm be-
handelten Beispiel, ndmlich der astronomischen Bewegung fiir die
Newtonsche Gravitation, im Raumzeitgebiet einen bestimmten
Ansatz gemacht, ohne auf die Definition durch die Spannungen
einzugehen. Dariiber sprechen wir noch. Will man aber von
den gesicherteren Maxwellschen Formeln 12) wenigstens im Raum
Gebrauch machen, ohne auf Beriicksichtigung der Zeitdimension
ganz zu verzichten, so wird es einer Umrechnung der Raumkriifte

1) Ph. d. b. M., 8. 8781f., wo der Druckfehler bei S,, zu verbessern ist,
. L)""F"J”A ;

WATEN

~aretT MALS

b g\i}%f\hk

. —
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nach den Lehren der Relativitit bediirfen, indem man sie mit

o)
Stoffes im Raum allein bedeutet.
Minkowskis Lehre fiihrt zu der eigenartigen Folgerung, daf
im Raumzeitgebiet die Krifte ein Potential nicht haben konnen,
was im Raum von den Kriften gerade so oft angenommen wird.
Seine Mechanik ergibt ndmlich als Energiesatz:

i
96) X+ 0¥ +gZ+8T=—75 3 (0,
wo m die Malle des sich bewegenden Substanzpunktes bedeutet.
Nun soll aber C absolut konstant sein, also bleibt

97) WX+ Y +ul+eT=
Hétte nun die Kraft ein Potential @ im Raumzeitgebiet, so
wére hiernach

2
dem Faktor ‘/ 1 — 7 multipliziert, wo ¢ die Geschwindigkeit des

0D 0D oD
glax +g2ax+g36x+340x 0’
5.
id o0 _
.

Diese Gleichung kann aber nicht bestehen, da unter allen
Umstédnden mindestens g, von Null, also (—g von a—agj mindestens
um das Glied % 5 —2 verschieden ist. Nur wenn @ von z,, also

von der Zeit nlcht abhiingt, kann ein Potential wenigstens im
Ruhezustand im Raum bestehen. Unabhéngigkeit der Krifte von
der Zeit wurde frither fast immer angenommen, sie liegt aber
nicht im Sinne von Minkowskis Vierdimensionallehre, denn sie
konnte selbst bei grofter Allgemeinheit hier iiberhaupt nur vor-
handen sein, wenn die Bewegung im Raum konstant ist, also
nur in einem ganz besonderen Fall. In Minkowskis Lehre ist
die Verbindung der Kréfte mit den Bewegungen eine bei weitem
engere als in der fritheren Mechanik. Und das kann auch nicht
anders sein angesichts des Umstandes, dafl die Arbeit dieser
Krifte im Raumzeitgebiet immer Null ist, die Bewegung im Raum
mag sein wie sie will. Bis zu einem gewissen Grade trifft das
fir die Relativititslehre iiberhaupt zu. Der Begriff der konser-
vativen Krafte findet in diesen neueren Theorien keinen Platz.
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Sicher nicht in der Minkowskischen Theorie, wie ja schon die
Ausdriicke 87), S. 38 fiir die Kraftkomponenten unmittelbar lehren.

Wenn die Bewegungsgeschwindigkeit g im Raum allein gegen
die Weltgeschwindigkeit C (die also der Lichtgeschwindigkeit im
freien Ather gleichgesetzt wird) gering ist, kann man freilich

bis auf Gréfen von der Ordnung —g—z die X,, Y;, Z, an Stelle

von X, Y, Z ansetzen. Alsdann kann wenigstens fiir den im
Raum wirkenden Teil der Kraft ein Potential angenommen werden
(s. w). Die Kraft 7 wird aber unter gleicher Vernachlissigung

gleich <% X, + % Y.+ g—é Zl>, sie kann also an jenem etwaigen
Potential nicht teilnehmen.

Max Abraham hat in seinen Theorien nicht nur X, Y, Z
durch X,, Y,, Z, ersetzt, sondern auch 7' durch 7). Leicht ist
dann zu beweisen, dafl, wenn in dem Gleichungssystem 90), S.39
die R ein Potential besitzen, dieses Potential auch fiir die durch

die Spannungen darzustellende Kraft gilt, d. h. eigentlich, dafl
die Gleichungssysteme 90) und 86) widerspruchsfrei bestehen.

‘Wir nehmen nur eine Kraft und setzen
0P 0P od 0P
R, = — oz’ Ry = Bl T Ry = . B = —
mit der Laplace-Poissonschen Bedingung

BH AD  Pb L PP
41’—07c7+5§f+6x:+6—x}“_4""’

80 haben wir

- 0 P\2 1 e
4714\:1: - <B—T—l>'—'§R usf.
also nach 86):

X, 0288 0288 08 BB dv @b b AP
Tl % 0x, 02 T 0z 0xF Oxg 0x,0ay Oy 0, 0a5 Ox, Oy 0,
&02(1, od 02 +aq,02 b o 02 +@1,_()2q, ?i 02 &P
"0y 0xf " 0xg0x,02g ' Oy Oz ' Owg O, 0xg ' Oy 0xf ' O, 0,0,
Die Glieder rechts vom Gleichheitszeichen ziehen sich zusammen zu der
0 9 5]
dxz;'
also bekommen wir fir die X, Y;, Z;, 7, dieselben Ausdriicke wie fiir

die R multipliziert mit w.

Laplaceschen Grofe, die gleich — 47 u sein sollte, multipliziert mit

Nach der Minkowskischen Theorie ist aber der Ersatz von
T durch 7) unter allen Umstéinden, selbst fiir geringe Bewegungen,
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unzuldssig. Die modernen Theorien rdumen eben mit friitheren
fast selbstverstindlichen Annahmen von Grund aus und unnach-
sichtig auf.

12. Die Gravitation und das Gravitationsfeld.

Eine erschopfende Darstellung der Anschauungen iiber die
allgemeine Gravitation, fast bis zum Schlufl des vergangenen
Jahrhunderts, verdanken wir dem so liebenswiirdigen und leider
so friih dahingeschiedenen Drude?). Wir haben es hier nur mit
den neuesten, wesentlich diesem Jahrhundert angehorigen Ent-
wickelungen zu tun, miissen aber einiges aus friiherer Zeit wenig-
stens kurz dabei erwihnen. Am meisten Schwierigkeit bereitet,
daB fiir die Verbreitung der Gravitation eine endliche Geschwindig-
keit nicht hat nachgewiesen werden konnen. Alle seit je gemachten
Versuche hierzu haben lediglich das Ergebnis gehabt, dall, wenn
eine solche Geschwindigkeit vorhanden sein sollte, sie jedenfalls
selbst gegen die Geschwindigkeit des Lichtes auBlerordentlich grols
sein miisse. Die Astronomie, die hier die Entscheidung gibt, stellt
sie nach der niedrigsten Schitzung 10-millionenmal, nach anderen
Schiitzungen gar an 500-millionenmal so grof fest. Dadurch ist
die Auffassung der Gravitation als durch Spannungen in der
Umgebung verursacht, erschwert. Denn Spannungen in einem
Stoff bediirfen zu ihrer ordnungsmifiigen Herstellung Zeit, und
es ist kaum noch zu begreifen, wie sie sich bei der Bewegung
der Korper immer sofort bis in Huflerste Weiten so genau der
Lage der Korper entsprechend herstellen sollen, dal es nicht
moglich ist, irgend eine Abhéingigkeit von dieser Bewegung nach-
zuweisen. Gleichwohl wird gegenwértig angenommen, daf die
Verbreitung der Gravitation nicht mit absoluter Unendlichkeit
der Geschwindigkeit erfolgt, sondern mit endlicher; ja nicht
wenige halten die Verbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes fiir
diese Geschwindigkeit. Warum man sie im letzteren Falle gleich-
wohl nicht merkt, wird aus der Relativititslehre zu erkliren
versucht. Die konsequenteste derartige Theorie, die Einsteinsche,
wird bald dargestellt werden.

1) Ann. d. Phys. 62, 1 bis 49 (1897).
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Eine eigenartige Anschauung hat Jaumann?) entwickelt.
Er nimmt an, dal die Gravitation sich durch den Ather mit
ungeheurer Geschwindigkeit verbreitet, aber nicht wie das Licht
oder wie die elektromagnetischen Wellen, sondern wie die Wérme
in Stoffen, also diffundierend. Seine Theorie hingt noch mit
folgendem zusammen.

Seit langer Zeit weill man, dal die Planeten, Monde und
Kometen in ihren Bewegungen FErscheinungen bieten, die sich
aus dem Newtonschen Gravitationsgesetz nicht ableiten lassen,
die darum als Anomalien aufgefalit werden. So bleibt in der
Sakularbewegung des Perihels des Merkur ein so grofer Betrag
wie 40 bis 41 Bogensekunden auf das Jahrhundert unerklért.
Das gleiche gilt von einer Beschleunigung des Mondes in
seiner Bahn, die 6 Bogensekunden im Jahrhundert betrégt,
von Eigenheiten in der Bewegung der Knoten der Venusbahn,
von der jahrlichen Beschleunigung von 21/, Stunden des Encke-
schen Kometen usf. Aufller durch die Annahme von Stiérungen
durch Massen (Meteore, Staubwolken ust.), deren Vorhanden-
sein an den betreffenden Stellen aber noch nicht hat fest-
gestellt werden konnen, von Reibungswiderstand im Ather usf.
versuchte man durch andere Fassung des Gravitationsgesetzes
der Schwierigkeit Herr zu werden, indem man 2z B. den
Exponenten 2 vergroflerte oder einen Absorptionsfaktor hinzu-
tiigte oder Glieder, die von der Geschwindigkeit der Bewegung
abhidngen, einfithrte. Aber das hatte nur den vorausgesehenen
Erfolg, dall, was an dem einen Himmelskorper gebessert wurde,
an anderen Himmelskorpern zu einer Verschlechterung fiihrte.
Jaumanns Gedanke besteht darin, die Korrektion des Gravi-
tationsgesetzes sozusagen in die Himmelskorper selbst zu ver-
legen, sie jedesmal auf diese Korper unmittelbar zuzuschneiden,
was die Einfiihrung von Gliedern bedingt, die nur an diesen
Himmelskorpern einen angebbaren Wert haben, und zwar einen
von der Beschaffenheit dieser Korper abhiingigen. Dieser
Gedanke ist sehr anmutend. Jaumann fiigt aullerdem noch
ein Glied hinzu, welches die Verbreitung der Gravitation von
der Zeit in der schon angegebenen Weise abhiingig macht.

1) Sitzungsber. d. mathem.-naturw. Klasse der Kaiserl. Akademie der
Wissenschaften zu Wien 121, Abt. ITa, S.95 ff. (1912).
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Hiernach schreibt er an Stelle der Laplace-Poissonschen
Potentialgleichung
dD fe A i
98) ocgd—t+ﬁ®(lzv(g9)+4nkg:—z]n(D.
Darin ist ¢ die Dichte des Stoffes an der Stelle, fiir die das
Potential @ bestimmt werden soll, ¢ = ¢ — @,; wo g, die Dichte
des freien Athers feststellt, entspricht « einer Wirmekapazitit,

n einer Wéarmeleitungsfihigkeit, gibt Qn—a die Verbreitungs-

geschwindigkeit der Gravitation und hingt k& ab von der Gravi-
tationskonstante. Ist ¢ = g,, die Stelle im freien Ather gelegen,
so findet sich, da dann ¢ — g, sehr kleinen Betrag besitzt,
Ad® = 0. Also im freien Ather herrscht das gewshnliche
Newtonsche Gesetz. Nur in den Korpern, wo ¢ von g, ver-
schieden und erheblich ist, tritt Abweichung ein, die jedesmal
durch den betreffenden Korper selbst bestimmt wird. Die
schwierigen Storungsrechnungen, die Jaumann hiernach aus-
tithrt, muf} ich iibergehen. FEr gelangt aber zu dem, wenn seine
Theorie sich bestitigen sollte, hochst bedeutenden Ergebnis, dafl
die Weltsysteme gerade durch die in ihren einzelnen Korpern
liegenden Zusatzkrifte nach dem obigen allgemeinen Gesetz in
Stabilitit gehalten werden, selbst grofieren Stérungen gegeniiber.
»Wenn durch eine solche Storung die Elemente der Planeten-
bahnen ginzlich veréindert wiirden, doch so, dafl die Bahnen
nicht nahezu parabolisch werden, so wiirden die neuen Gravitations-
krifte betriichtliche Variationen der Bahngrofe und Exzentrizitit
von dem Sinne bewirken, dafl die Planetenbahnen im Laufe langer
Zeit genau in die Form zuriickkehren werden, welche sie gegen-
wirtig haben.“ Doch ist es schwer angesichts des Umstandes, daf
die Gravitation sich so sehr als von jeglicher Materie unabhingig
erwiesen hat, dal} sie fast mathematisch-symbolisch sich duflert,
einer solchen Theorie sich sofort anzuschlieffen. Was innerhalb
eines Stoffes alles geschehen kann, wissen wir freilich nicht, wie
ja auch nach der alten Theorie die Kraftberechnung im Inneren
der Stoffe durchaus willkiirlich ist. Jene Theorie verlangt eine
Aullerung der Stoffe aus sich heraus und verletzt damit das
Prinzip der Gegenwirkung. Das hebt aber Jaumann selbst
hervor, und an solche Abweichungen stofen wir uns nicht mehr
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seit der modernen Elektronentheorie, die das gleiche Prinzip bei-
seite schiebt.

Zu den anderen Theorien, die zum Teil auf der Relativitats-
lehre beruhen, ist folgendes vorauszuschicken. Die Relativititslehre
hatte zu dem Ergebnis gefiihrt, dafl die tréige Masse eines Stoffes
durch seinen Energieinhalt bestimmt ist. Wichst der Energie-
inhalt um d E, so betrigt die Zunahme der trigen Masse d £/ C2
Und man hat tiberhaupt die trige Masse als durch den Energie-
inhalt gegeben angesehen und sie geradezu gleich £/C? angesetzt.
Von der ,trigen“ Masse miissen wir unterscheiden die ,schwere
Masse. Es ist das auflerordentliche Verdienst von Eotvis?),
experimentell nachgewiesen zu haben, dall, wenn diese beiden
Massen von einer konstanten Proportionalitit abweichen sollten, die
Abweichung kaum ein Finfzigmilliontel ihres Betrages erreichen
diirfte. Mit Erlaubnis dieses Forschers drucke ich hier einen
Abschnitt aus einem Brief ab, den er an mich auf meine Bitte
geschrieben hat.

poetzen wir die Anziehung der Erde auf die Masseneinheit
eines Stoffes gleich £, auf die Masseneinheit eines anderen Stoffes
gleich §), so schreibe ich

9 =9H(1+k),
wo § und ' proportional sind den Gravitationskonstanten be-
treffend die Anziehung der Erde auf beide Stoffe. Als Normal-
substanz, fiir welche $ gelten sollte, wihlte ich Platin. Ihre
Frage bezieht sich nun darauf, wie grol der Wert von % ist, den
ich in meinen Beobachtungen noch erkennen konnte?

Die ersten Versuche, deren Ergebnisse ich 1890 bekannt
gemacht habe, geschahen mit #ullerst empfindlichen Apparaten.
Eine Drehung des Torsionskastens um 180° aus einer Ostwestlage

in eine Westostlage hiitte, wenn & = sein sollte, eine

10000000
Drehung des Wagebalkens um 1 Minute (gleich ein Skalenteil der
Ablesungseinrichtung) bewirken miissen. Der mittlere Fehler einer
Beobachtung betrug aber nur ungefihr die Hilfte einer Minute,

1) Mathem. u. Naturw. Berichte aus Ungarn 8, 65 ff., Berlin und Buda-
pest 1890; Ann. d. Phys. 59, 354 ff. (1896); Die Niveauflichen und die
Gradienten am Balatonsee, Budapest 1908; XV. u. XVI. Allgemeine Konferenz
der Internationalen Erdmessung 1907 und 1910.
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so daB ich die Grenze des bemerkbaren Wertes von % zu
ansetzte.

Heute und zur Zeit meiner Beobachtungen fiir die Géttinger
Preisschrift steht die Sache noch giinstiger. Im Laufe zweier
Jahrzehnte ist es mir gelungen, die Torsionswage zu einem Prii-
zisionsinstrument zu vervollkommnen, mit dem ich die Elliptizitét
der Niveauflichen und die Kriimmung der Schwerkraftlinien auch
unter freiem Himmel beobachten kann. Derartige Arbeiten ver-
anlafiten mich zur Benutzung von Apparaten etwas geringerer
Empfindlichkeit, aber bedeutend groflerer Prizision. Bei Be-
nutzung dieser Apparate miiite die Drehung von Ostwest nach

Westost, im Falle dall & =

1
20000000

1 ! ; :
10000000 O™ sollte, eine Drillung

von 40 Bogensekunden (ein halber Skalenteil der Ablesungs-
einrichtung) bewirken, der mittlere Fehler einer Beobachtung war
aber immer kleiner als ein Zehntel eines Skalenteiles, das ist
kleiner als 8 Bogensekunden. Der Grenzwert des noch feststell-
baren % darf also sicher als unter WOOIO—OOT) liegend angenommen
werden. Die nach diesem Verfahren erzielten Resultate waren
die folgenden.

Als Normalstoff Platin gewihlt, war in

D = Hpe[1+ (b —Fpo)]

Magnalimm's 000 wiy Tk ke = 43¢ 10 1 5c 1 07°
Schiangenhalz /) gl g = e s H059 522 5 100
Kaprer <=0 ool (on = — 00 510
WARRGE . sl i a = B S B0 09
Kupfersulfat in Kristallen ==kl S T0Y 80100
Kupfersulfatlosung . . . , = —38x10"24+3x10"°
ARBEREE o . == S 0= Bine 100
TalgiiS i oo e uk i et il == =2 1079135 107?

Die angegebenen Werte sind Mittelwerte aus je hundert
Einzelwerten mit ihren mittleren Fehlern. Diese Mittelwerte sind
in drei Fillen etwas grofer als ihre mittleren Fehler, berechtigen
aber doch nicht zu dem Schluf, daB % von Null verschieden ist.
Eine AusschlieBung herausfallender Beobachtung, selbst wenn
fremde Einflisse vermutet werden durften, hat bei der Mittel-
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bildung nicht stattgefunden. Erwdhnen mufl ich noch, dal un-
gliicklicherweise eben zur Zeit dieser Beobachtungen in unmittel-
barer Nihe des Beobachtungsraumes (15 m entfernt) ein Neubau
ausgefithrt wurde. Jedenfalls darf heute noch nicht das letzte
Wort in dieser hochwichtigen Frage ausgesprochen werden; die
von mir erprobten Methoden lassen eine noch vielfach ver-
groferbare Genauigkeit ihrer Beantwortung zu. Mit Bestimmtheit
getraue ich mich aber schon heute auszusprechen, daf fiir die

oben angefiihrten Stoffe & kleiner als — gei.% Die Unter-

L
100000 000
suchung radioaktiver Stoffe hat Eotvos begonnen, jedoch wegen
zu geringer ihm zur Verfiigung gestellter Mengen noch nicht
durchfithren konnen. Soweit Eotvos, dem die Wissenschaft fiir
seine miihseligen Versuche, die auch fiir die Bestimmung des
Geoids so grofie Bedeutung gewonnen haben, nicht dankbar genug
sein kann.

Einstein?) identifiziert hiernach schwere Masse und triige
Masse vollstindig, so dafl die schwere Masse in derselben Weise
dem Energieinhalt proportional (der Proportionalititsfaktor wire
1/C?) sich dndern wiirde wie die trige Masse. Er stellt dem-
zufolge als Aquivalenzhypothese auf, ,dal ein (unendlich
wenig ausgedehntes homogenes) Schwerefeld sich durch einen
Beschleunigungszustand des Bezugssystems physikalisch vollstindig
ersetzen lasse.“ Er driickt das anschaulich auch so aus: ,Ein
in einem Kasten eingeschlossener Beobachter kann auf keine
Weise entscheiden, ob der Kasten sich ruhend in einem statischen
Gravitationsfelde befindet, oder ob sich der Kasten in einem von
Gravitationsfeldern freien Raume in beschleunigter Bewegung
befindet, die durch an den Kasten angreifende Krafte aufrecht
erhalten wird.“

Wenden wir die Lagrangeschen Gleichungen in der Helm-
holtzschen Form auf die zweite Betrachtungsweise an, so ist
mit H als Bezeichnung fiir die Wirkungsfunktion
d oH oH e L

" FTR Tt v kT

1) Ann. d. Phys. 85, 898 ff. (1911); 38, 355 ff. u. 443 ff, (1912); Entwurf
einer verallgemeinerten Relativititstheorie und einer Theorie der Gravitation.
B. G. Teubner, Leipzig 1913.

Weinstein, Krifte und Spannungen. 4
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Im Falle eines einzelnen Punktes wird nach Max Planck
im Sinne der dlteren Relativititstheorie gesetzt

100) H=m%t§, ds = Y—da?—dy? —dz2 + C2dt?,
und so ergibt sich
oC
: m C—
101) i(*’"v’”f ) PSS i, P
dt\yC2— g2 YC2— g2 ;

Die GroBe rechts vom Gleichheitszeichen spielt die Rolle
einer Kraft, und diese Kraft hitte bis auf eine Konstante ein
Potential YC2—g¢2, wo C als Variable, g als Konstante zu be-
handeln wire. Fiir ¢ = 0, im Zustande der Ruhe, wire dieses
Potential geradezu C — C, selbst, die Differenz der Verbreitungs-
geschwindigkeit des Lichtes im freien Ather gegen einen Anfangs-
wert.

Friithere Berechnungen Einsteins?) hatten ein anderes Er-
gebnis zur Folge gehabt, indem im Ruhezustande }(C2— C?) das
Potential war.

Es geniigt, wenn ich Max Abrahams?) Ableitung anfithre. Er geht
von Minkowskis Energiesatz, Gl. 96), S.42, aus, lafit aber Minkowskis
Zusatzkrifte fallen. Dann ist ein Potential & zulissig (S.43), und es wird
nach diesem Energiesatz

<d¢ dx1+ & dx2+ P dxg 0P dxy\ _ m dC?
dr ' dzy d Omside 0@ Bc /. 2 at
oder
bl S ol B Btsis o P AL
dar dit. 0y aF | OF Wi a0t S 2ian |
d. h.
aw _ 14
8L SR
oder
102) @ — @, = }(C1— C)).
Diese Gleichung oder fiir statische Verhiltnisse die friihere
103) C—Cy= D—9Q,

stinde mit der alteren Relativititslehre in Widerspruch, wenn
man nicht annehmen will, daf} die Gravitation ein iiberall kon-
stantes Potential besitzt, also Kriifte nicht dullert. Die vollstindige
Minkowskische Theorie, unter Einbeziehung der Zusatzkriifte

1) In den erwihnten Abhandlungen in den Annalen.
2) Physik, Zeitschr. 1912, S.1 ff., 310 ff., 793 ff.
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(8. 39), gibt eine solche widersprechende Gleichung nicht. Selbst
wenn die R (S.43) ein Potential haben sollten, findet man 1)

v oP D dd
X' _”<Ox+()2 g2 d‘l:)

i 0D g, do
=—#{gy bt

104)

Und diese Gleichungen erfiilllen Minkowskis Energiesatz gerade
wenn C absolut konstant ist. w giebt die Masse des betreffenden
Kérpers fir Raumeinheit. Die Anwendung dieser Gleichungen
liegt aulerhalb der Aufgaben dieser Schrift. Will man die An-
wendung auf den Raum beschrinken, jedoch der Theorie Rech-
nung tragen, so sind die Gleichungen fiir z, y, z noch mit
dt/dt = Vl—» U‘; zu multiplizieren.

Eine andere Berechnung hat Max Abraham auf Grund
seines zweiten Ansatzes fiir die Spannungskrifte 92), S.40 aus-
gefithrt. Er setzt voraus, dall @ nur von C abhingen soll, also
so weit variiert, als diese Grofle veréinderlich ist. Alsdann gibt
eine einfache Rechnung fiir die Kréfte, bezogen auf Volumeinheit
des substantiellen Punktes:

1 0w 1 0w p 1 0w
W)= roDas v T ot BlEe @4 =i

WO
2w 2m 02w 10 <1 0w

06 De=saiton e G

ist. Die Grofe é O o vertritt die Dichte der betreffenden Materie

an dem Orte, wo die Kraft wirken soll. Wo Materie nicht vor-
handen ist, wird deshalb

107) Ow=20

) Ph..d. b, M., 8. 875,
4*
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gesetzt. Fiir den mit Materie erfiillten Raum ist 00w von Nulll
verschieden, und zwar soll

20
108) Oo=—19

sein, wo 7 die Dichte des Energieinhalts der Materie bedeutett.
Die Leistung £ der Krifte ist dann [Gleichung 91), S. 40]:

27 0w
109) — ?’7 =
Nun wird ot
110) w=1C

angesetzt. Dadurch erhélt man:

) oo =~z ((50)+ (&) + (52) -5 (0]

PSR L Sy

51/7, <0x2 6/2 02 (2 aw)'

L2 SRR O B T

Cox’ e C oy’ S O

und wenn man H den Gesamtenergieinhalt des substantielleen
Punktes nennt, fiir diesen ganzen Punkt als Kraftkomponenten

112) X=—

HoC - HaC
: HaC
T e T
Max Abraham setzt nun:
114) H= Mc, M___LC'I,

worin M eine Konstante und unabhiingig sein soll von C. Hieor-
nach wire die Kraft:

f® = —grad H = — M grad C,
d.;h.:
113,) &, _—MaC ,@,,—_—_M?ig @,:_M%g,
oder:
W 7. 00 5 Do o 0w
1135) Qx——,‘zﬂlmax, 8%-——2]‘1&)55, f;,=—2Mw o5t

C entspricht so einem Potential. Die Grole M ist dem
obigen zufolge so bestimmt, dall die Schwere eines Systems piro-
portional ist seinem Energieinhalt, und M ist der Proportionalitiits-
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taktor. Die trige Masse selbst wird fiir den Ruhezustand (wegen
der Ableitung ist auf die Abhandlung zu verweisen):

115) m— %—gcz
gesetzt, wo ¢ eine Zahl bedeutet, die in der fritheren Relativitéts-
theorie 1 sein sollte. Die obigen Gleichungen fiir die Schwerkraft
sollen fiir ein ruhendes wie fiir ein bewegtes Feld gelten. DafB
seine Ansitze mit der Relativititslehre nicht zusammenstimmen, hat
Max Abraham selbst hervorgehoben, und die Vergleichung mit den
Formeln der Einsteinschen Theorien lehrt dieses auch unmittelbar.
In diesen Theorien ist dem Gravitationsfeld ein Strahlenfeld
dquivalent an die Seite gesetzt, so daf} die Verbreitungsgeschwindig-
keit des Lichtes oder eine Funktion von ihr so variiert, wie das
Potential der Gravitation in dem Felde. Hiernach verhdlt sich
das Feld wie ein an verschiedenen Stellen verschieden brechender
Stoff, in dem also auch die Strahlen gekriimmte Wege einschlagen.
Was zunichst bildlich scheinen kinnte, ist als ein dem ruhenden
Beobachter wirklich Erscheinendes aufgefalit worden: die Licht-
strahlen sollen im Gravitationsfelde z. B. der Sonne krumme
Bahnen einschlagen wie etwa in der Atmosphire. In seiner ersten
Theorie berechnet Einstein die Ablenkung « eines Lichtstrahles
auf einer Wegstrecke s, bis s; nach der Formel:

"1 00
8
wo n die Normale an s bedeutet und die Ablenkung positiv sein
soll, wenn sie nach Richtung der wachsenden » erfolgt. In dieser
ersten Theorie hatte er nun als die dem Gravitationspotential @

dquivalente Grille bis auf eine Konstante % C2 gefunden, also war:

i b W
ot i) TillE

8
und indem er @ gleich dem gewdhnlich angenommenen Wert
setzte, erhielt er z. B. fiir das Gravitationsfeld der Sonne:

Jlber

C2 r2 on

81
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wo % die Gravitationskonstante, } die Sonnenmasse bedeutet. Fiir
einen Strahl, der an der Sonnenoberfliche vorbeigeht, ist hiernach:

89 M

| B

j‘ T dds,

81 :
wo & den Winkel bedeutet, den » bildet mit einem zum Strahl
senkrechten Sonnenradius. Und da man mit hinldnglicher Annéhe-
rung ds = rd#® und r = dem Sonnenradius /X und C konstant
setzen darf, wire die Ablenkung vom Herantreten des Strahles zur

Sonne bis zum Abgehen von ihr:

M 2%1‘1
o ?f—"cosﬂd&_m-
=

Mit den bekannten Werten fiir die einzelnen rechtsstehenden
Groflen findet Einstein « = 0,83 Bogensekunden, um welche ein
unmittelbar an der Sonne stehender Fixstern von ihr fortgelenkt
erscheinen wiirde.

Max Abraham hat zwar ebenfalls ein Strahlenfeld dquivalent
dem Gravitationspotentialfeld, allein es gilt fiir dieses Potential
eine andere Beziehung, als die iibliche Theorie voraussetzt, ndmlich
die Beziehung unter 108), die z. B. fiir statische Verhiltnisse gibt:

0’w +52co 0’0 2an
oz ' 9y ' 022 @

Im freien Raume gilt das gewohnliche Potential. Schreiben
wir es A + B/r, so folgt nach 113;) fiir die Gravitationskraft, dal
das Newtonsche Gravitationsgesetz die Form haben sollte:

4

i s~ |

r2 rs

wo B'/A' = 10—8 betriige, so dall das zweite Glied zu klein wiire,
um die Planetenbewegung merklich zu beeinflussen. Fir C
hétten wir:

o Js — B
V¢ = A-{—7 == VC;O—F?

wodurch die Variabilitdat von (' bestimmt ist.
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Einstein?) aber hat seine Gravitationslehre sehr erheblich
erweitert. Die Erweiterung kommt darauf hinaus, statt des Aus-
druckes unter 100), 8. 50, fiir ds in den Formeln 99) auf S.49
den allgemeineren zu setzen:

116) ds = ‘/Za,kdx, dag; iwk=1,234;
ik

Xy =Xy Xy = Y, Tg = & X, = 1,

wo die 6 Funktionen sollen sein konnen der z, und

117) Oix — O
ist. Hiernach wire
118) H= —m Vzﬁika‘:.’:tk,
ik

und es ist mit denselben Bedingungen:

oH dx
119) a.ﬁl‘l = Gi —7)l261k k

AR T 0 6% d x; dxy
e a_xl_‘q’——ﬁ’”z om ds dt’

) dxk

121) E:—Eak—+I{~—17zZG4k .

Die erste Gleichung gibt die Impulse, die zweite die Kriifte,
die dritte die Energie. Einstein dehnt diese Gleichungen auf
Aggregate unzusammenhiingender Substanzpunkte m aus und
rechnet hiernach auf Volumeneinheit um, dividiert also durch
das Volumen V" im Bewegungsgebiet. Fiir das Verhiltnis dieses
Volumens mit dem Ruhvolumen (in Minkowskis Theorie: dem
Volumen im Raumquerschnitt senkrecht zur Weltlinie) ¥, leitet
er die Beziehung ab:

g8 il

‘ AL g Bl

122) V= Iodtvj,

die eine Verallgemeinerung der in der gewohnlichen Relativitits-

lehre und auch in der Minkowskischen Lehre geltenden darstellt.
Indem er noch m/V, = g, setzt, erhilt er so:

D = |6/,

1) Siehe die S. 49 genannte Abhandlung.
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— dx, dzx
| N 06 du; da
ok sl i o 9°V DZ Ex;‘ ds dsk
a(f ; Wk =1,238,4;
ik —
:_Eg‘/_]) oo O =0 128
1 e dz; dx
k
Die Grofe:
d.T,' dx
126) O = 0s 55 Ge

wird von ihm kontravarianter Spannungs-Energietensor
der materiellen Strémung genannt. Marcel Grossmann,
dem der rein mathematische Teil zu Einsteins S. 49 an dritter
Stelle genannten Abhandlung zu verdanken ist, hat bewiesen, dal
die Divergenz dieses Tensors die Form hat:

127)  (div On), = EVD (V @) + 2 {kl} Oy,

woselbst

lkl} (5‘7!‘1" o ale)
2 Z Vim 89&1 + 0$k b:cm
ist und y;,, die zu G;,, ad]unglerte Unterdeterminante der Deter-

minante I angibt, dividiert durch . Diese Divergenz ist ein
kontravarianter Vektor. Bildet man dazu den reziproken ko-

varianten Vektor R, — z 61 (div Oyy),, in welchem die ¢ Stufen-

k
groflen (Skalare) sind 80 ﬁndet sich nach einiger Zwischenrechnung:
¢ a Gtk
198y R= Z VD (VI)Gu On) — 5 Z oz, O

Diesen Vektor setzt Einstein gleich Null und bekommt so:

0 = 1 e GO

) S 0=D a0~} S0
Die Gleichung stellt vier Gleichungen dar. Die drei ersten
Gleichungen (I = 1, 2, 3) sollen die Impulsgleichungen abgeben,
die letzte Gleichung (I = 4) soll der Energiesatz sein. Doch heilit
es: ,Man vermutet aus dem Vorhergehenden, dafll der Impuls-

@ — 4.
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Energiesatz die Form haben wird ... Zufolge der Gleichung 124)
ist hiernach weiter auch:

Il 0% v 0 e
130) — V.S“\z :gﬁ(V—Dﬁn@m) zga—%Z(V—DGu@zk)-

Die Grofle rechts setzt sich additiv aus einzelnen Differential-
quotienten zusammen. Nun besteht zwar auch der unmittelbare
Ausdruck 124), S. 56, fiir die Kréfte aus Gliedern, die Differential-
quotienten enthalten, diese sind aber mit den variablen Faktoren

Y —D © multipliziert. Einstein bemerkt aber, da z. B. in der
Elektrostatik die Krifte in der Form ausgedriickt werden konnen:

: 1 0 (0T OPT 1 0 [0W\?
di = — . N o e s o)
wie sich auch aus den Maxwellschen Gleichungen 12), 13), S. 10,
sofort ergibt. Hiernach stellt er die Forderung auf, daf in der
Gleichung 124), S.56, fir die Krifte & die Groen Y —2D @ so
bestimmt werden sollen, dafl diese Gleichung die obige Form fiir
die A; annimmt. Die Beziehung 129) oder 130) enthilt dann in
beiden Gliedern nur Differentialquotienten, die additiv mit kon-
stanten Faktoren aneinandergereiht sind. Der Tensor @ ist dabei,
weil die ¢ Skalare bedeuten, so daB auch Y —D einen Skalar
ergibt, ein solcher gewohnlicher Art, d. h. er verhalt sich gegen
lineare Substitutionen wie Produkte und Quadrate von Vektoren,
obwohl er von der Art einer Dichte ist. Die Frage, ob im
Gravitationsfeld der Tensor ® nicht hoherer Art sein kann, will
Einstein offen lassen. Es zeigt sich nun, dal in der Tat eine
Formel vorhanden ist, die eine Grofle, welche dem zweiten Gliede
der Gleichung 129) entspricht, in lauter Differentialquotienten mit
konstanten Faktoren auflost. Diese Identitit ist?):

c O [t ayty 86,9 i 38 0 : > a}’-zu 86,,,
131) u% 61",(‘/—1)%:"‘ 028 85:1) €§)'0“@<V Vas = 893 o >
= —7) 9% o i LR s 7.‘1;)
_%V Daxz{g‘/:-p_bgmz( Fa

Q¥ 0o . 1o RN >36198m]l_
ﬂz ["“”6"’"632 axﬂ_<§7“7’ff" g2 ) 5. x5 )]

1) Der Beweis findet sich in dem mathematischen Teile von Gross-
mann und ist auch sonst leicht zu fiithren.

INET IATEiATTES

7
- &

g

INY

W

http://rcin.org.pl _, ‘



S Y

y hat die frither angegebene Bedeutung. Hieraus folgt, dali
die in |} stehende Grofle bis auf einen konstanten Faktor 4 fiir
0. zu setzen sein wiirde. Das zweite Glied der Gleichung 129)
geht dann in die links vom Gleichheitszeichen geschriebene Grofie
iiber, die aber nur aus Differentialquotienten mit konstanten
Faktoren besteht. Und da alles nunmehr durch die y und o
bestimmt ist, so wire auch das Gravitationsfeld bestimmt.

Einstein fiihrt noch folgende Griflen ein:

1 ] 66 a 70
182) — A% = Z(@Y"mk—z”‘”’“ﬂ> 9% Das”
aB7Q 5 A

183) zzik<y>=zv—1_5%(y,,pv_ 22u)

apg
Z a'}’n 877»0
——aﬁ‘loya’id‘t() ax @xﬁ

und hat hiernach:

& wird als kontravariante Spannungs-Energietension
des Gravitationsfeldes bezeichnet, wihrend ® der Tensor war
der materiellen Stromung; jener also bezieht sich auf das statische
Gravitationsfeld, dieser auf die beschleunigte Substanzbewegung
in gravitationsfreiem Felde. Und die Gleichung zeigt, ,dall der
Tensor © des Gravitationsfeldes in gleicher Weise felderregend
auftritt wie der Tensor ® der materiellen Vorginge“, und damit
ist eine Forderung erfiillt, die nach Einstein ,an eine Rela-
tivititstheorie der Gravitation notwendig gestellt werden mub.
Diese Relativitiitstheorie lost eben alles in rein Erscheinendes
auf, ohne fiir sie eine Ursache zu statuieren.

Da man nach 134) hat:

135) A (y) = A (O~ Bir),
so geht die Identitdt 131) iiber in:

[y T 0;
136) Z%‘(V— D 6,;9:) = —- ZV D 0%k 2 O
ik
Dieses zusammen mit der Impuls-l*_.nergleg]elchung 129) gibt:
185 5 é% [V=D 6::i(@i + %) = 0; 4, k1=123,4
ik i

yHieraus sieht man, dafB fiir Materie und Gravitationsfeld zu-
sammen die Erhaltungssitze gelten.“
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Einstein gibt noch eine andere Form fiir seine Gleichungen
an. Setzt man:

138) o z Gia Oy Oup, g
8o geht zuniichst die Formel 129) itber in die entsprechend gebaute:

189) 3 (=D ra0i) + 3 V=D Lo =0,

und indem man entsprechend den Formeln 132) und 133) als
Abkiirzungen einfiihrt:

140) ____ll ”~ S Z <'El_ aﬁz() a,yze—‘ldik?ag 8619 871()),

aﬁzu

141) Atk(ﬁ) e Z V D az <v —D Yas %Z;:)

o 02
erhiilt man als Gegenstiick zu 134)
142) NOy = — iy (6) — A By,
ferner zu 135)
143) — A (6) = N (@ + B})
und zu 137)
144) zh 'a%,. (V=D i (O + ) = 0.

Die Gleichungen 135) oder 143), je 16 an der Zahl, sind
die Gravitationsgleichungen des Feldes und sollen der Laplace-
Poissonschen Potentialgleichung entsprechen. Da aber ®, ® von
der Art einer Dichte sind und 4, A’ durch die Gravitationskonstante
bestimmt werden, so entsprechen eigentlich die I'—= 4 (y) — 49,
I' = — 4'(6) — X 9'" der Laplaceschen Operation 4@, wie
iibrigens Einstein a. a. O. hervorhebt. Die je 16 Gleichungen
bestimmen die 6, wenn die Bewegungsbahn gegeben ist.

Als so grofartig diese Theorie bezeichnet werden muf, so
sehr widerstrebt die Unsicherheit ihrer Grundlagen und die fast
nicht mehr zu iibersehende Kompliziertheit der Formeln und
Ableitungen. Und dabei hat Einstein schon sehr viel zu ihrer
Vereinfachung getan und manches deshalb auch an Allgemeinheit
geopfert. Thr Wert wird erst gewiirdigt werden konnen, wenn

http://rcin.org.pl
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besondere Anwendungen vorliegen. Mit der Minkowskischen
Theorie 1afit sie sich nicht vereinigen, nach dieser ist eine Dar-
stellung der Krifte durch Reihen von Differentialquotienten mit
konstanten Faktoren nicht moglich, kénnen also Gleichungen
schon von der Form 131) nicht vorhanden sein. Das liegt an
den Zusatzkriften, die Minkowski im Sinne seiner Theorie hat
einfiihren miissen, und die fiir diese Theorie so kennzeichnend
sind.

Es ist auch noch nicht alles ganz klar in dieser Einstein-
schen Theorie. So sollen simtliche 6 Stufengriofen, Skalare, sein,
also auch die 6;; und die ihnen gleichen 6,;, Einstein sagt
ausdriicklich, dafl z, in Linge gemessen werden soll. Aber wie?
da nach ihm =z, lediglich fiir ¢ steht. Bei Minkowski ist
z, = tCt, wie in der ilteren Relativititslehre. Soll das doch
auch hier der Fall sein? Nehmen wir als Beispiel die &ltere
Relativititstheorie. Fiir diese ist 6,; = G4y = G35 = — 1, 0y
lassen wir noch so stehen, die anderen ¢ sind Null. Dem-

i
entsprechend haben wir 1, = ¥ = 75 = — 1, Yse = +
44
und die anderen y geben Null. Hiernach wire nach 132), S.58
00, 0y
— Ay = %(é’}’ui?ﬂk—"%k}’uﬁ) a;i 5%;
fia? 00y 00,
S 6f4 %(Qﬁ/az}’ﬂk 3 VikVap) Do E.t(g.

Sodann nach 133), S.58
i Gl ) — 0%k 07Yiz 09k,
i {/gf;ax ( Ay ) UZV‘“‘G” 0% 0%a’
d. h

4 (v) —V “2 o7, <VauV 44 8}/”> E Yau 6”<671,>,

1k (y) ] O, l> IL.
Uberhaupt bleibt nur

(7 0
4, (y) = E:ax <7aaV 44 744> Zyau 44( 7’44>
V 44 «
1 0 —3,00, —3 (004,
=—_::sz“ <’)’au644 a > g}’uaﬁu <ax >a

Vo, "~ .
alle anderen A (y) sind Null.
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Fassen wir 6,, als skalar auf, so kann hier (in der gewchn-
lichen Relativitidtslehre) kein anderer Wert stattfinden als 1. Dann
wiren aber alle & und 4 gleich Null, und es miiliten auch die ®
Null sein, was unzuldssig ist. Also darf hier 6,, nicht 1 sein
und 2, stinde in der Tat fiir ¢. Ist dieses aber der Fall, so
kann 6,, keine Stufengrofe bedeuten. Und wenn man die er-
weiterte Theorie Einsteins von der Annahme, dafl (' eine Variable
ist, freimachen will, so miissen die 64, 6,; entweder iiberhaupt
von C frei sein, wodurch die Bedeutung dieser Grifle fiir die
Relativititslehre verloren ginge, oder sie miissen fiir ¢ Z= 4 aufler
O, fir ¢ = 4 auller C2% noch einen Faktor enthalten, der skalare
Eigenschaften besife, und die Variabilitit bezoge sich auf diesen
Faktor. Ein Riickgang auf die gewohnliche Relativititstheorie
wire dann freilich ausgeschlossen. Ich weill nicht, ob der Er-
finder dieser Entwickelungen sich die Verhiltnisse so gedacht hat.

Minkowski stellt fiir die Gravitationskraft Ausdriicke auf,
welche die Form haben, die man ihr in der gewGhnlichen Mechanik
zuschreibt, mit Ausnahme der Kraft fiir die vierte, die Zeit-
dimension. Im Raum haben wir nach ihm, wenn die Anziehung
vom Koordinatenursprung ausgeht und z die Eigenzeit bedeutet,
wie in der gewohnlichen Mechanik

aie o mx
dz? ~ _(3«2 + 12 + 2o
d2y my

.. dee = T @iyt
adgnn me

Fiir die Zeitdimension gibt er als Gleichung

146) @ om  dfPtyte
d‘[2 g 22 + y2 + 22 dt _—

Die Grundgleichungen seiner Theorie sind durch diese Ansitze
erfiillt. Man kann diese Gleichungen schreiben

m m m m
do v aty. 2% met Ne o %

dv ~ Px’ dwt oy’ dv? 0z’ dv at’

147)
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so dal die Gravitation im Raumzeitgebiet das gleiche Potential
besile wie im Raumgebiet !).

Wisniewski?) hat die obigen Minkowskischen Ansitze fiir
die Krifte im Raum noch mit dem Faktor dt/dz multipliziert.
Das liegt nicht im Sinne der Minkowskischen Theorie 3).

13. Die Induktionskriifte in der Relativititslehre.

Nirgend spricht sich die Neigung der Relativititslehre, als
vorhanden Angenommenes durch Erscheinendes zu ersetzen, so
scharf aus wie bei den Induktionskriften. Die alten, klassischen,
Theorien fafiten diese Kriifte als real eintretend auf, sobald in
einem elektromagnetischen Felde irgend welche Verfinderungen
vorfallen, z B. Bewegungen. Demgegeniiber sieht die Relativitiits-
theorie von der Realitiit dieser Kriifte ab; die Krifte des Feldes
gleichen an sich trotz der Bewegung vollig den Kriften in der
Ruhe, wenn nur der Beobachter die riumlichen und zeitlichen
Abmessungen so vornimmt, wie sie fiir den Ablauf der Erschei-
nungen nun entscheidend sind. Diese Abmessungen sind aber nicht
diejenigen, die ein ruhender Beobachter von seinem Ruhezustande
aus zugrunde legt, sondern mit ihnen durch die Relativitits-
transformation (die Lorentz-Einsteinsche oder die Minkowski-
sche oder die jetzige Einsteinsche) verbunden. Urteilt ein
ruhender Beobachter nach Abmessungen, die seinem Ruhezustand
entsprechen, so erhiilt er nicht die Krifte, die im Ruhezustand
des Feldes herrschen, sondern verinderte Krifte, deren Abweichung
von jenen Kriften er als Induktionskriifte auffalit. Es seien die
Raumabmessungen und die Zeitabmessung, nach denen die elektro-
magnetischen Vorgiinge sich abspielen, wenn Bewegung besteht,
g, n', ¢; ' und die entsprechenden Abmessungen fiir den ruhenden
Beobachter, genommen wie in einer ruhenden Umgebung, z, ¥, #; t,

1) Ich habe aber Minkowskis Argumentation fir diese Gleichungen
nicht folgen kénnen und weill auch nicht, wie ich sie mit seiner voll-
staindigen Theorie vereinigen soll, da in dieser Theorie es einen festen
Punkt im Raumzeitgebiet iiberhaupt nicht gibt, so dall es nicht einmal
moglich ist, die Gleichungen auf einen Beobachter zu beschrinken, der die
Bewegung des angezogenen Punktes von dem im Raum als fest angenommenen
Anziehungspunkt verfolgt.

2) Ann. d. Phys. 40, 387 u. 668 (1913).

3) Weinstein, Ann. d. Phys. 43, 929 (1914).
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so ist z. B. nach der Lorentz-Einsteinschen Transformation
fiir jede gleichformige in Richtung der z-Achse erfolgende Be-
wegung von der Geschwindigkeit p:

f'—ﬂ(x—pt)a x—ﬂ(§'+lﬂ),
' ——Ja y =1,
148) le—aga gi—ntls
Ir'—_— (t——x) t = (t'-l-%g')'
=

Und die Relativititslehre ergibt, daf, wenn man mit &, y/, ¢; 7/
die elektrischen und magnetischen Krifte ¢/, ' des Feldes so
berechnet, als wenn Ruhe herrschte, d. h. nach den bekannten
Maxwellschen Gleichungen fiir diesen Fall, etwa noch unter der
Annahme des Leitungsstromes als Elektronenstrom im Sinne der
H. A. Lorentzschen Theorie, da alsdann der ruhende Beobachter
mit seiner Beurteilung der Abmessungen als z, y, z; t nicht
diese Krifte €', §' erhilt, sondern Kriifte ¢, $, die sich aus
jenen bestimmen durch

R <H>V—_—

Abgesehen vom Faktor 1 / V (, oy
Einsteinschen Lehre an sich eigen ist, stellen die GroGen

[g \)] + [ o (&] die Induktionskrifte dar. Sie wiren also

keine durch die Bewegung an sich neu auftretenden Kriifte, sondern
fiir einen Beobachter, der in einem Raumzeitgebiet &, 7, §'; '
lebte, iiberhaupt nicht vorhanden, und sie bestehen nur fiir einen
Beobachter, der alles von seinem Raumzeitgebiet aus beurteilt,
als Transformation der Erscheinung aus jenem Raumzeitgebiet
g, 7, ¢; v auf dieses sein Raumzeitgebiet. Man berechnet hier-
nach mit &, 7/, §’; v’ als Koordinaten und Zeit die Krifte so,
als wenn Ruhe herrschte, bestimmt darauf das Feld an allen
durch ¢, %', ¢; ' fixierten Stellen und transformiert nun mit

der der Lorentz-

http://rcin.org.pl



Sl YL

!

den Lorentz-Einsteinschen Beziehungen zwischen &, %/, &; 7
und z, y, z; 1, so erhdlt man das Feld des ruhenden Beobachters,
und dieser findet nun die Krifte wie oben angegeben und falit
den durch die Transformation neu hinzukommenden Teil als
neue, induzierte, Kraft auf.

Welchen aufierordentlichen Schwierigkeiten diese Auffassung
nicht allein der Anschauung, daran kann man sich ja schliefilich
gewohnen, sondern auch der objektiven Darstellung begegnet,
und wie viele Nebenhypothesen sie einschlieft, habe ich an
anderen Stellen auseinandergesetzt. Diese Schwierigkeiten sind
selbst in der Minkowskischen, konsequentesten, Theorie vor-
handen. Sie sind iiberhaupt nicht zu vermeiden, weil eine
mathematische Transformationslehre eine physikalische Vorgangs-
lehre nun einmal nicht ersetzen kann.
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