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VORWORT. 

Indem ich dem mathematischen Publikum den zweiten 
Theil von G. Sa lmon ' s Analytischer Geometrie des Rau-
mes übergebe, deren erster Theil im Herbst 1863 veröffent-
licht wurde, habe ich nur einige Worte über die Abwei-
chungen hinzuzufügen, welche denselben von der Original-
Ausgabe unterscheiden. 

Sie bestehen, abgesehen von Aenderungen der Bezeich-, 
nnng, die ich nützlich glaube, wie die consequente Durch-
führung der Indices bei den Differentialen der Functionen 
und bei den vier Veränderlichen insbesondere der homo-
genen unter ihnen, in Erweiterungen zum Theil von bedeu-
tenderem Umfange. Das Werk meines vortrefflichen Freun-
des, in welchem so wichtige Theile der Wissenschaft, wie 
die allgemeine Lehre von den Singularitäten der algebrai-
schen Flächen, die Theorie der Raumcurven und der deve-
loppabeln Flächen, insbesondere ihrer projectivischen Eigen-
schaften, die Theorie der Flächen dritter Ordnung etc., zum 
erstenmale im Zusammenhange vorgetragen wurden, hat 
seinen schönsten Erfolg darin gefunden, dass es Anlass und 
Ausgangspunkt geworden ist für die Veröffentlichung von 
Arbeiten, welche die Wissenschaft weiter geführt haben. 

Es genügt, zur Bezeichnung ihres Werthes auf die Ab-
handlungen von A. C l e b s c h über die Osculationsebenen 
imd die stationären Ebenen der Durchschnittscurven zweier 
Flächen und über die Doppelpunkte der Curve vierpunktiger 
Berührungen auf einer Fläche, und auf die von A. C a y l e y 
über die allgemeine Theorie der windschiefen Regelflächen 
imd die Hesse 'sche Fläche der Developpabeln hinzuweisen. 

Die Trennung des umfangreichen Materials in zwei 
Theile hat es möglich gemacht, die wichtigsten derselben 
nach ihrem wesentlichen Inhalte in das Werk aufzunehmen. 
Ich hoffe, dass in dem jetzigen Stadium der Entwickelung 
diese Rücksicht auf eine gewisse Vollständigkeit des Materials 
der Sache besonders nützlich sein und der Wirksamkeit kur-
zer aber ganz von dem wissenschaftlichen Standpunkte der 
lebenden Meister geschriebener Lehrbücher den Boden berei-
ten könne, die uns die Zukunft vielleicht schenkt. Darum 
sind auch einige Arbeiten berücksichtigt worden, welche wohl 
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in einem Werke dieser Art nur übergangen werden dürfen, 
wenn bestimmte Rücksichten auf den Umfang desselben unum-
gänglich sind. Ich zähle dahin K u m m e r ' s Theorie der Strah-
lensysteme, und Clebsch ' s analytische Theorie des Steiner'-
schen Pentaeders bei Flächen dritter Ordnung, sowie seine 
Abhandlung vom Normalenproblem bei Flächen zweiten Gra-
des. Dass ich aus älterer Zeit J a c o b i ' s Untersuchung über 
die Bestimmung der Flächen durch Punkte und aus neuerer 
Bo'ur's Veröffentlichungen über die Theorie der Deformation 
der Flächen berücksichtigt habe, wird wohl keiner Rechtfer-
tigung bedürfen. Bei den Raumcurven und den Developpabeln 
ist überall, obwohl bei dem schon so reichen Material mit Zu-
rückhaltung, auf die neuesten Fortschritte Rücksicht genom-
men, bei den Flächen vierter Ordnung sind ebenso Kum-
mer's werthvolle Beiträge zur Theorie derselben mitgetheilt 
worden, die wieder ihrerseits die schönen Arbeiten von 
S c h r ö t e r und C r e m o n a (vergl. „Jour. f. d. r. u. a. Math." 
Bd. LXIII , p. 315) über die dabei untersuchte Steiner'sche 
Fläche hervorgerufen haben. 

In den Zusätzen sind diese Ergänzungen theils durch 
Literaturnachweise fortgeführt, theils sind einzelne besondere 
Untersuchungsrichtungen bezeichnet worden. Unter ihnen 
hebe ich die Formeln von L a m é und die Untersuchung von 
C l e b s c h über die Verwendung der elliptischen iind 
Abel'schen Functionen in der Raumgeometrie hervor. Die 
Skizze über den Quaternionen-Calcul ist unverändert nach 
dem Original wiedergegeben. 

Besonders muss ich aber erwähnen, dass die lebhafte 
Theilnahme des verehrten Verfassers an der deutschen Ver-
öffentlichung seiner Arbeiten mich in den Stand gesetzt hat, 
die Erweiterung der Theorie der Invarianten der Systeme von 
Flächen zweiten Grades zu einer allgemeinen Erledigung der 
bezüglichen Hauptprobleme in ihren die betreffenden Partien 
des ersten Bandes ergänzenden Theilen hier vorzulegen, welche 
er für die zweite Auflage seines Werkes bestimmt hat. Sie 
bildet den Schluss der Zusätze (p. 593 f.) und wird als eine 
werthvolle Bereicherung der deutschen Ausgabe gewiss an-
erkannt werden. 

Möge denn das Werk so kräftig zur Förderung der 
analytisch-geometrischen Studien in Deutschland beitragen, 
wie die hohe Schätzung zu erwarten berechtigt, die es bei 
den Männern der Wissenschaft bereits erworben hat. 

P r a g , am 23. Februar 1865. 

Dr. Wilhelm Fiedler. 
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I. Kapitel. 

Allgemeine Theorie der Fliiclien. 

I. Abschnitt. Einleitung. 

1, Indem wir fü r ein späteres Kapitel eine mehr i n - d a s 
Detail e ingehende Untersnchnng der allgemeinen Eigenschaf ten 
de r Flächen vorbehal ten , gedenken wir hier einen Ahriss der -
jenigen Tlieile dieser al lgemeinen Theor ie zu gehen , welche sich 
mit der mindesten Midie ableiten lassen. 

Sei die allgemeine Gleichnng der Fläche in der F o r m : 

A 
+ Bx Cy Ą- Dz 

-I- Ex^ + F^/ - f Gz^ + IHyz + 2Kzx + 2Lxy 
+ etc. = 0 

geschr ieben ode r , wie es zur Abknrznng vorzugsweise geeignet ist : 

Wo + "ł" "2 ~ł" "3 "ł" ~ 

wo Un die Vereinigung der Glieder vom n*®" Grade in der Gleich-

ung bezeichnet . 
In dieser Ausdrucksforni besteht ans einem Gliede, u^ ent-

hä l t drei, u^ sechs Glieder, etc., und die Gesannnlzahl der Glie-
der in der allgemeinen Gleichung ist die Summe von (n -f- 1) 
Gliedern der Reihe 

1 , 3 , 6 , 10 , e tc . , 
d. i. 

_ (n -F 1) (n -F 2) [n + 3) 
1 . 2 . 3 

D i e Z a h l d e r z u r B e s t i m m u n g e i n e r F l ä c h e v o m 
Salnion, A n a l . Geom. d. Raumes. II. 
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„ten G r a d e n o t l n v e n d i g e n B e d i n g u n g e n i s t u m e i n s 
k l e i n e r a l s d i e s e A n z a h l , d. h . 

^ n (n^ + 6 n + 11) 

6 
Daher b e s t i m m e n 3 P u n k t e e ine E b e n e , 9 P u n k t e eine F läche 

zweiter , 1 9 eine F l äche dr i t ter , 3 4 eine F l ä c h e vier ter Ordnung. 
W e n n m a n in die a l lgemeine Gle ichung die W e r t h e 

X ~ mz a, y = nz b 
einse tz t , we lche P u n k t e n e iner g e r a d e n Linie e n t s p r e c h e n , so 
l ie fer t die f ü r z b e s t i m m e n d e Gleichung G r a d e s , welche da-
d u r c h en t s t eh t , die ar W e r t h e des z in den P u n k t e n , die der ge-
r aden Linie und de r F läche n'®"̂  O r d n u n g gemeinschaf t l ich s i n d : 
E i n e g e r a d e L i n i e s c h n e i d e t e i n e F l ä c h e O r d n u n g 
i n n ( ree l len , oder ganz oder zum Thei l imag inä ren ) P u n k t e n . 
Wi rd das Subs t i tu t ionsresu l ta t eine Iden t i t ä t , s o i s t d i e G e r a d e 
i n d e r F l ä c h e e n t h a l t e n . Somit ist eine F l äche O r d n u n g 

du rch eine in ih r gelegene Gerade und " — - — 1 
6 

P u n k t e auf ih r bes t immt . Die B e d i n g u n g , eine Ge rade zu en t -
h a l t e n , gilt f ü r {n - f 1) Bed ingungen . Daher be s t immen 3 Ge-
r a d e im R ä u m e eine F läche zweiten Grades .*) E ine ähn l iche 
E l imina t ion zeigt, d a s s d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e e i n e r F l ä c h e 
w O r d n u n g m i t e i n e r E b e n e e i n e C u r v e n ^er o i- d -
n u n g i s t . 

Die T h e o r i e de r El iminat ion lehr t a u c h , d a s s d r e i F l ä c h e n 
v o n d e n r e s p e c t i v e n O r d n u n g e n m , u, p s i c h i n mnp 
P u n k t e n d u r c h s c h n e i d e n , oder dass die Durchschni t t scurve 
zweier F l ächen von den O r d n u n g e n m und n von e iner F l äche 

O r d n u n g in w n ^ P u t i k t e n , von e iner Ebene also z. B. in mn 
P u n k t e n geschn i t t en wird . 

Man f indet f e r n e r : W e n n d u r c h b e l i e b i g e 

(n + 1) [n + 2) (n + 3) „ 

6 

*) Nicht alle Flächen enthalten gerade Linien; da die Gleichungen 
der Geraden vier Constante enthalten, so findet nur bei den Flächen 
zweiten Grades die Möglichkeit den Bedingungen zu genügen stets 
und bei denen dritter Ordnung in einer bestimmten Zahl von Fällen statt; 
die Flächen höherer Ordnungen enthalten nicht allgemein gerade Linien. 
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P u n k t e e i n e S c h a a r v o n F l ä c h e n O r d n u n g g e l e g t 
w e r d e n , s o s c h n e i d e n s i c h a l l e d i e s e F l ä c h e n i n e i n e r 
u n d d e r s e l b e n C u r v e . Denn sie sind alle durch die Gleichung 

V + = 0 

dars te l lbar , in welcher U und U^ diejenigen Polynome Gra-
des bezeichnen, welche mit Null verglichen die Gleichungen zweier 
un ter jenen F lächen darstellen. 

Sie enthal ten also alle die Curve 

== 0 , ą = 0. 

Jede von ihnen ist durch einen einzigen dieser Curve nicht 
ungehörigen Punk t bes t immt , den sie enthal ten soll. Diess ist 
der Grundcharac te r eines B ü s c h e l s v o n F l ä c h e n n'®*" O r d -
n u n g . 

Ein Büschel von Flächen dri t ter Ordnung ist bes t immt durch 
i 8 , ein solches von Flächen vierter Ordnung durch 3 3 Punkte . 

F e r n e r : A l l e F l ä c h e n O r d n u n g , d i e d u r c h 
(n + 1) [n 2) (n + 3) , 

6 ~ ^ 
b e l i e b i g e P u n k t e g e h e n , s c h n e i d e n s i c h a u s s e r i n j e n e n 
n o c h i n a n d e r e n 

«3 . O + 1) + 2) (n -ł- 3) n"' + 3 — — 6 
f e s t e n P u n k t e n . 

Beisp ie lweise alle Flächen zweiten Grades, die durch 7 Punkte 
gehen, in einem achten Punkte , 

Denn die Gleichungen aller dieser Flächen sind in der Form 

-f- Ař7, + f i ü , = 0 

enthal ten , in welcher U, U^, U^ diejenigen Polynome n*®« Grades 
bezeichnen, welche gleich Null gesetzt drei j ener Flächen reprä -
sentieren, Die Zahl der denselben gemeinschaft l ichen Punkte ist 
n^ und daraus entspringt der Satz. Da die Gleichung des Systems 
zwei Constanten explicite enthäl t , so kann durch jedes gegebene 
Paar von Punkten im Räume eine j ene r Flächen gelegt werden, 
-Man nennt die Gesammtheit dieser F lächen ein N e t z v o n F l ä -
c h e n O r d n u n g und dass je eine Fläche des Netzes durch 
zwei willkürlich gegebene Punk te g e h t , ist die characterist ische 
Eigenschaft der Netze von Flächen, Alle diejenigen Flächen eines 

1 * 
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Netzes , we lche d u r c h dense lben P u n k t des R a u m e s gehen , bi lden 
ein F l ä c h e n b ü s c h e l . Daran schliessen sich auch die Sä tze : W e n n 
u n t e r d e n Z w e i g e n d e r D u r c h s c h n i t t s c u r v e z w e i e r 
F l ä c h e n w^®" G r a d e s s o l c h e s i n d , d u r c h w e l c h e e i n e 
F l ä c h e v o m m'®" G r a d e g e l e g t w e r d e n k a n n , s o g e h t 
d u r c h d i e ü b r i g e n e i n e F l ä c h e v o m [n — m)*®" G r a d e . 
W e n n z. B. zwei F lächen dr i t t en Grades eine ebene Curve ent -
h a l t e n , so gellt d u r c h den Rest de r Durchdr ingungscu rve eine 
F l ä c h e zweiten Grades . Die E igenschaf ten des windschiefen Sechs-
ecks auf e iner F l äche zweiten Grades gehen da raus hervor .*) 

W e n n v o n d e n D u r c h s c h n i t t s p u n k t e n d r e i e r F l ä c h e n 
n*®" G r a d e s mn^ a u f e i n e r F l ä c h e »i^®" G r a d e s l i e g e n , s o 
g e h t d u r c h d i e ( n — m ) n^ ü b r i g e n D u r c h s c h n i t t s p u n k t e 
e i n e F l ä c h e {n—m)^«" G r a d e s . 

W e n n d r e i F l ä c h e n G r a d e s e i n e u n d d i e s e l b e 
C u r v e e n t h a l t e n , d i e a u f e i n e r F l ä c h e m^®" G r a d e s l i e g t , 
s o s c h n e i d e n s i c h d i e d r e i F l ä c h e n {n — m)^®" G r a d e s , 
w e l c h e d u r c h d i e z w e i t e n D u r c h s c h n i t t s c i i r v e n j e n e r 
F l ä c h e n g e h e n , i n e i n e r u n d d e r s e l b e n C u r v e . 

Man kann endl ich diese Be t r ach tungen for tse tzen auf F l ä c h e n 

O r d n u n g von de r a l lgemeinen Gle ichungsform 

ü + lU^ + fiU^ + vU^ = 0. 
Man ha t dami t F l ä c h e n , d e r e n j ede d u r c h je drei be l iebige 

P u n k t e bes t immt w e r d e n k a n n nach der Zahl der Cons lanten 
L, (I, V. Man ha t vorgeschlagen eine solche F lächenfami l ie als 
ein S y s t e m zu b e n e n n e n , und sieht l e ich t , dass alle die F l ächen 
des Sys tems , welche d u r c h dense lben P u n k t g e h e n , ein Netz, 
und alle d ie , welche dasselbe P a a r von P u n k t e n e n t h a l t e n , ein 
Biischel bi lden. 

2 . Man k a n n die a l lgemeine Gleichung in die F o r m e iner Po la r -

g le ic lmng ü b e r f ü h r e n , indem m a n die Subst i tu t ionen 

Q cos Q cos ß , cos 7 
f ü r 

X, y, z 

aus führ t , und erhäl t dadurch eine Gleichung vom G r a d e , aus 

der n W e r t h e des Radius vector bes t immt s ind , die e iner ge-

*) Vergl. Art. 112 im ersten Bande dieses Werkes. 
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g e b e n e » d u r c h die Winke l a, ß, y beze i chne ten Uich tung dessel-
ben en t sp r echen . 

W e n n de r Anfangspunkt der Coord ina ten in d e r F l äche liegt, 
so ist 

«0 = 0 

und e ine de r Wurze ln de r le tz tgedachten Gle ichung ist 

>̂ = 0. 

Eine zweite Wurze l derse lben Gle ichung n i m m t den Wer th 

Null a n , w e n n die Bedingung 

5 cos a + C cos jS 4 - i ) cos y = 0 

e r fü l l t i s t , die d u r c h MuUiplication mi t ^ in die F o r m 

Bx + Cy + = 0 
0 

ü b e r g e h t , we lche also a u s d r ü c k t , dass d e r Radius vector in der 

E b e n e 
«1 = 0 

en tha l t en sei. 
Es ist ke ine a n d e r e Bed ingung zu e r f ü l l e n , damit der f{a-

dius vector die F läche in zwei auf e inande r folgenden Punk ten 
schne ide . 

W i r e r k e n n e n s o , d a s s i m A l l g e m e i n e n d u r c h . e i n e n 
w i l l k ü r l i c h g e w ä h l t e n P u n k t e i n e r F l ä c h e u n e n d l i c h 
v i e l e R a d i e n v e c t o r e n g e l e g t w e r d e n k ö n n e n , w e l c h e 
i n i h m z w e i z u s a m m e n f a l l e n d e P u n k t e m i t d e r s e l b e n 
g e m e i n h a b e n , d. i. u n e n d l i c h v i e l e T a n g e n t e n d e r 
F l ä c h e ; a l l e d i e s e T a n g e n t e n l i e g e n i n e i n e r d u r c h d i e 
G l e i c h u n g 

ui — 0 

b e s t i m m t e n E b e n e , w e l c h e d i e T a n g e n t e n e b e n e d e r 
F l ä c h e i n j e n e m P u n k t e g e n a n n t w i r d . 

3. D e r D u r c h s c h n i t t e i n e r F l ä c h e m i t e i n e r i h r e r 
T a n g e n t e n e b e n e n i s t e i n e C u r v e , w e l c h e d e n B e r ü h r -
u n g s p u n k t z u m D o p p e l p u n k t h a t . * ) 

J e d e r Radius vec tor , welcher in d e r T a n g e n t e n e b e n e liegt, 
ist auch ein Radius vector de r d u r c h sie mit der F läche gebilde-
ten Schn i t t cu rve , und da j ede r von d iesen Radien die Schni t tcurve 

*) Diese Bemerkung ist wohl zuerst von C a y l e y gemacht worden; 
vergl. G r e g o r y ' s „Solid Geometry" Second Edition p, 141. 
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im Coorclinalenanfang in zwei zusammen fallenden P u n k t e n ichnei-
det (Artikel 2) , so ist dieser nach der Definition ein Doppdpunkt 
derselben. 

Man hat ein Beispiel dieses Gesetzes bei dem einfachm Hy-
perboloid kennen ge le rn t , als welches durch jede seiner Tingen-
tenebenen in einem Kegelschnitt mit einem Doppelpunkt , d. h. 
in zwei geraden Linien geschnitten wird. Der Berührungspunkt 
der Tangentenebene einer Fläche zweiter Ordnung von einer an-
dern Speeles ist ebenso als der Durchschni t tspunkt von zwei ima-
ginären geraden Linien zu betrachten. 

Aus unsere r jetzigen Betrachtung folgt u m g e k e h r t , d a s jede 
E b e n e , die eine Fläche in einer Curve mit Doppelpunkt schnei-
de t , als eine T a n g e n t e n e b e n e der Fläche anzusehen ist, wel-
cher jener Doppelpunkt als Berührungspunk t en tspr ich t ; d»ss sie 
eine d o p p e l t e T a n g e n t e n e b e n e heissen muss , wenn der 
besagte Durchschnit t zwei Doppelpunkte enthäl t , und eine d r e i -
f a c h e T a n g e n t e n e b e n e , wenn drei Doppelpunkte ihm ange-
hören. 

Da die Gleichung einer Ebene drei unabhängige Constanten 
enthäl t , so ist es immer möglich, eine Ebene so zu bestimmen, 
dass sie drei gegebenen Bedingungen genügt , und es kann daher 
eine endliche Anzalil von Ebenen gefunden w e r d e n , welche eine 
gegebene Fläche in einer Curve mit drei Doppelpunkten schnei-
d e n , d. h. j e d e F l ä c h e h a t i m A l l g e m e i n e n e i n e b e -
s t i m m t e Z a h l v o n d r e i f a c h e n T a n g e n t e n e b e n e n . 

Sie besitzt auch unendlich viele D o p p e Ü a n g e n t e n e b e -
n e n , und es wird durch dieselben als der O r t i h r e r B e r ü h r -
u n g s p u n k t e eine Curve auf der Fläche bestimmt. Der Grad 
dieser Curve und die Zahl der dreifachen Tangentenebenen wer-
den weiterhin untersucht . 

4. D u r c h e i n e n i n e i n e r F l ä c h e w i l l k ü r l i c h g e -
w ä h l t e n P u n k t k ö n n e n i m A l l g e m e i n e n z w e i L i n i e n 
s o g e z o g e n w e r d e n , d a s s s i e m i t d e r F l ä c h e d r e i z u -
s a m m e n f a l l e n d e P u n k t e g e m e i n h a b e n . 

Damit der Radius vector die Fläche in drei zusammen fal-
lenden Punkten schneide , muss nicht allein wie in Artikel 2 die 
Bed ingung 

B cos a 6" cos /> cos y = 0 , 
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sondern auch die andere 

E cos^ a F cos^ (3 + G cos^ y 
+ 2 cos /S cos y + 2 cos y cos a -f- 2 1 cos a cos = 0 
erfül l t sein. W e n n beide Bedingungen erfüll t s ind , .so ist die 
Gleichung des Grades , durch welche Q bes t immt wi rd , — 
da A auch gleich Null ist — durch theilbar und hat daher 
drei ihrer Wurzeln gleich Null. 

Nun drückt die erste Bedingung aus, dass der Radius vector 
in der Tangentenebene 

Mj = 0 

l iegt , und die zweite sagt , dass er, der Fläche 

u.̂  — 0 

(»der 

Ex^ + Ftß + Gz^ + + 2Kzx - f 2 i a : y = 0 

angehöre , welche ein Kegel zweiten Grades ist. 
Da jeder solche Kegel von einer durch seinen Scheitel gehen-

den Ebene in zwei geraden Linien geschnitten wi rd , so können, 
der Behauptung gemäss , stets zwei die vorgeschriebenen Bedin-
gungen erfül lende gerade Linien gefunden werden. 

Jede durch eine dieser Linien gehende Ebene — die Tan-
gentenebene ausgenommen, welche beide enthält — schneidet die 
F läche in einer Curve , welche den Berührungspunk t zum In-
jlexionspunkt h a t ; denn ein Inflexionspunkt ist ein P u n k t , dessen 
Tangente die Curve in drei zusammen fallenden Punk ten schnei-
det. Wir nennen deshalb die zwei ilurch jeden Punk t der Fläche 
gehenden geraden Linien, welche mit derselben in ihm drei zu-
sammen fallende Punk te gemein haben , die I n f l e x i o n s t a n g e n -
t e n d e r F l ä c h e i n d i e s e m P u n k t e . 

Die Existenz solcher Linien kann überdiess wie folgt nach-
gewiesen werden. Wir wissen, dass der Berührungspunk t in dem 
durch die Tangentenebene gebildeten Schnitt ein Doppelpunkt i s t ; 
es wird aber in der Theorie der ebenen Curven bewiesen, dass 
durch einen Doppelpunkt stets zwei gerade Linien gezogen wer-
den k ö n n e n , welche die Curve in dre i mit ihm zusammen fallen-
den Punkten schneiden. Das Gleiche gilt offenbar f ü r dieselben 
von der Fläche. 

5. Jenachdem das Paar seiner Tangenten reell und verschie-
den , zusammen fallend oder imaginär is t , gehört der Doppelpunkt 
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e iner von dre i ve r sch iedenen Klassen an. I h n e n en t sprechend ist 
d ie B e r ü h r u n g e iner E b e n e mit e iner F l ä c h e en tweder eine solche, 
f ü r welche de r B e r ü h r u n g s p u n k t ein K n o t e n p u n k t d e r S c h n i 11 -
c u r v e , d. i. e i n D o p p e l p u n k t m i t r e e l l e n T a n g e n t e n , 
ode r e ine so lche , f ü r welche de r B e r ü h r u n g s p u n k t eine S p i t z e 
o d e r e i n C u s p i d a l p u n k t , d. i. ein Doppe lpunk t mit zusam-
menfa l lenden T a n g e n t e n , oder e ine so l che , f ü r die der B e r ü h r -
u n g s p u n k t ein c o n j u g i e r t e r P u n k t i s t , d. h . ein Doppelpunkt 
mi t imag inä ren T a n g e n t e n ; mit a n d e r n W o r t e n , die Inflexions-
t angen ten des B e r ü h r u n g s p u n k t e s cha rac t e r i s i e r en die Art der Be-
r ü h r u n g . 

D u p i n , we lcher zuers t diese Untersch iede der B e r ü h r u n g 
beze ichne t h a t , * ) d r ü c k t sich d a r ü b e r in fo lgender Weise a u s : 
W e n n m a n n u r P u n k t e b e t r a c h t e t , die dem Anfangspunkt de r 
Coord ina ten so n a h e s ind , dass alle h ö h e r e n Po tenzen der Coor-
d ina ten von de r zweiten aufwär t s vernachläss igt w e r d e n können , 
so schneidet die T a n g e n t e n e b e n e in demse lben oder e ine ihr un-
endl ich n a h e Pa ra l l e l -Ebene die F l äche 

Wj + u.;̂  + "3 + etc. 

in derse lben C u r v e , in we lche r sie die F l äche zweiter O r d n u n g 

Mj - f «2 

schneide t . J e n a c h d e m diese le tz tere F l äche d u r c h E b e n e n , welche 
de r T a n g e n t e n e b e n e paral lel s i n d , in E l l ipsen , Hyperbe ln ode r 
Pa rabe ln geschni t t en w i r d , muss auch de r d u r c h die T a n g e n t e n -
ebene gebi ldete Schni t t als e ine unend l i ch kleine Ellipse, H y p e r -
bel oder P a r a b e l be t r ach t e t w e r d e n . 

Dieser unend l i ch kleine Schni t t wird von D u p i n die I n d i -
c a t r i x des B e r ü h r u n g s p u n k t e s g e n a n n t und er theil t die P u n k t e 
de r f ' l äche je nach der Na tur der i hnen en t sp rechenden Indica-
tr ix in e l l i p t i s c h e , h y p e r b o l i s c h e u n d p a r a b o l i s c h e 
P u n k t e . 

W e n n wir die Tangen t i a l ebene als die Ebene der xy vor-
ausse tzen , so ist d ie Gle ichung der F l äche von der F o r m 

X + Ax^ -H 2 Bxy -}- Cy"^ + IBxz 2Eyz + Fz^ + e tc . = 0 , 

und de r Anfangspunk t de r Coordinaten ist ein e l l ip t i scher , h y p e r -

*) Vergl. D u p i n ' s „Developpements de Geome'trie", p. 48. 
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bol i scher oder parabol i scher i^unkt , j e n a c h d e m 

^ j c 

ist.*) ^ 
6 . Aus d e r bekann ten Gleichung d e r T a n g e n t e n e b e n e f ü r 

den in de r F l äche gelegenen Anfangspunkt der Coordinaten leiten 
wir d u r c h e in fache T rans fo rma t ion de r Coordinaten die Gleichung 
de r T a n g e n t e n e b e n e in e inem bel iebigen P u n k t e der F l äche ab. 
W i r e r k e n n e n genau in derse lben A r t , wie im Art, 5 8 des ers ten 
Bandes , dass dieselbe in j ede r de r beiden F o r m e n 

und 
dU' , dU' dU' , dU' 

^ ZT' + y -7- ' + ^ TT' + ^ = ^̂  dx dy dz dw 

gesch r i eben werden kann , 

7 . W e n n h i e r n a c h ge fo rde r t i s t , die T a n g e n t e n e b e n e in einem 

dem Anfangspunk t unendl ich nahe l iegenden P u n k t e d e r F läche 

z + Jx'^ + IBxy + Cj/2 + 2DXZ + 2Eyz + Fz'^ + etc, = 0 

zu b e s t i m m e n , so haben wir x', y' als so klein voraus zu setzen, 

dass i h re Quad ra t e vernachläss igt w e r d e n k ö n n e n , während zu-

g le ich , da der nächs t fo lgende P u n k t d e r Tangen t i a l ebene angehör t 

z' = 0 

ode r genaue r g e s p r o c h e n , wie es die Gleichung de r F l äche 
ze ig t , z' e ine Grösse der näml ichen O r d n u n g mit den Quadra ten 
von x' und y' ist. Damit wird ebensowohl aus der F o r m e l des 
letzten Ar t ike l s , als d u r c h die d i rec te E i n f ü h r u n g von x -f- x', 

*) Diess kann auch so ausgedrückt werden: Wenn die Ebene der 
xy die Tangentialebene und die Gleichung der Fläche in der Form 

z = ^ {x,y) 
ausgedrückt ist, so ist der Anfangspunkt ein elliptischer, hyperbolischer 
oder parabolischer Punkt, je nachdem 

\dxdy) > \dx'') \dy^) 

ist; man findet leicht, dass dies mit dem im Text mitgetheilten Kenn-
zeichen äquivalent ist. Wir gehen nicht näher darauf ein, weil es selten 
vorkommt, dass die Gleichung der Fläche in der entsprechenden Form 
gegeben, d. h. z explicite als Function von x und y ausgedrückt ist. 
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y Ą- y' fü r x und y und Vergleichung des linearen Theils der 
t ransformier ten Gleichung mit Null, die Gleichung der nächst -
folgenden Tangentialebene in der Form 

^ + 2 [Ax -f- By) a: - f 2 [Bx Cy) y = 0 

gefunden. Nun bezeichnet aber 

{Ax + By') X - f {Bx - f Cy) y 

denjenigen Durchmesser des Kegelschnitts 

Ax"^ + 2 Bxy + = F, 

welcher dem nach dem Punkte {x\ y') gezogenen conjugier t ist 
(„Analytische Geom. d. Kegelschni t te" , Art. 96). Man hat also 
den Satz: J e d e T a n g e n t e n e b e n e e i n e r F l ä c h e w i r d d u r c h 
e i n e n ä c h s t f o l g e n d e T a n g e n t e n e b e n e d e r s e l b e n i n 
d e m j e n i g e n D u r c h m e s s e r d e r I n d i c a t r i x g e s c h n i t t e n , 
w e l c h e r d e r d u r c h d i e W a h l d e s n ä c h s t f o l g e n d e n 
P u n k t e s b e s t i m m t e n R i c h t u n g c o n j u g i e r t i s t . 

Diess ist aus D u p i n ' s Anschauung auch geometrisch evident. 
Denn wenn wir a n n e h m e n , dass die dem gegebenen nächstfol-
genden Punkte in einem unendlich kleinen Kegelschnitt liegen, 
so geht die Tangentenebene in einem von ihnen nothwendig durch 
die zugehörige Tangente dieses Kegelschnitts; diese Letztere fällt 
aber beim Uebergang zur Grenze mit dem Durchmesser des Ke-
gelschnitts zusammen, welcher zu dem durch den gewählten Punk t 
der Per ipher ie best immten conjugiert ist , weil sie diesem conju-
gierten Durchmesser parallel und unendUch wenig von ihm ent -
fern t ist. 

Darnach können alle Tangenten einer F läche , die in einen 
gegebenen Punkt derselben an sie gelegt s ind, in Paare so ver-
theilt werden , dass die Tangentenebene der Fläche in dem nächst-
folgenden Punkte einer jeden von ihnen die jedesmalige andere 
enthält . Die so auf e inander bezogenen Tangenten werden c o n -
j u g i e r t e T a n g e n t e n genannt . 

In dem Falle, in welchem die zwei Inflexionstangenten reell 
s ind, ist die Relation zwischen je zwei conjugierten Tangenten 
eines anderen Ausdrucks fähig. Wenn man nämlich die Inflexions-
tangenten als die Achsen der x und y wählt , welches mit der 
E in führung der Voraussetzungen 

A = 0 , C = 0 
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in die vorige Gle ichung ident isch i s t , so wird die Gle ichung der 
nächs t fo lgenden T a n g e n t e n e b e n e 

z + 2B {xy 4- x t / ) = 0. 
Und da die geraden Linien 

a; = 0 , y = 0, xy + xy' = 0, xy — xy — 0 
ein h a r m o n i s c h e s Büschel b i l d e n , so l e rnen w i r , d a s s j e d e s 
P a a r c o n j u g i e r t e r T a n g e n t e n m i t d e n I n f l e x i o n s t a n -
g e n t e n e i n h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l e r z e u g t ; d. i. die 
In f lex ions tangen ten sind die sich selbst con jug ie r t en S t rah len des 
involu tor ischen Büschels , welches von den P a a r e n d e r conjugier -
ten T a n g e n t e n gebi ldet wird. (Vgl. „Ana ly t i s che Geom. d. Regel-
s c h n i t t e " Art ikel 413.) 

8. In dem Fa l le , in welchem der Anfangspunk t der Coordi-
naten ein parabol i scher P u n k t is t , kann die Gle ichung der F läche 
in die F o r m 

z + Ay"^ etc. = 0 
g e b r a c h t w e r d e n und die Gle ichung e iner nächs t fo lgenden T a n -
g e n t e n e b e n e ist 

z + 2 A y ' y = 0 . 

Somit geh t die T a n g e n t e n e b e n e in j edem auf e inen parabo-
l ischen P u n k t nächs t fo lgenden P u n k t e d u r c h die In f l ex ions tangen te ; 
und w e n n de r nächs t fo lgende P u n k t in de r du rch 

y' = 0 
bes t immten R ich tung g e n o m m e n w i r d , so fällt die e n t s p r e c h e n d e 
T a n g e n t e n e b e n e mit d e r u r sp rüng l i chen z u s a m m e n . 

D e m n a c h i s t d i e T a n g e n t e n e b e n e i n e i n e m p a r a -
b o l i s c h e n P u n k t a l s e i n e D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e z u 
b e t r a c h t e n ; d e n n sie b e r ü h r t die F läche in zwei auf e inander 
fo lgenden Punk ten .* ) 

In dieser Hinsicht k ö n n e n parabol i sche Punk te in F lächen 
als Analoga de r Inf lex ionspunkte in ebenen Curven be t rach te t 
w e r d e n ; d e n n in de r Theo r i e der h ö h e r e n ebenen Curven wird 
b e w i e s e n , dass die T a n g e n t e im Inf lexionspunkt in ganz gleicher 
Art als eine Doppel tangente anzusehen ist. Eine wei te re Analogie 

*) Diess ward wohl zuerst bemerkt „Cambridge and Dublin Mathe-
matical Journal" Vol. III, p. 45. 
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zwischen parabolischen und Inflexionspunkten wird später darge-
legt werden. 

Da es zweckmässig ist , einen Namen zu haben zur Un te r -
scheidung von Doppel tangentenebenen , welche in zwei verschie-
denen Punkten be rühren , von den Doppel tangentenebenen der h i e r 
betrachteten Art , bei welchen die Berührungspunkte zusammeii 
fallen, so werden wir diese Letz teren s t a t i o n ä r e T a n g e n t e n -
e b e n e n nennen ; indem wir durch diess Wor l anzeigen wollen, 
dass die Tangentenebene bei der Bewegung, welche dem Ueber-
gang von einem Punkt der Fläche zu einem andern entspr icht , 
fü r einen solchen Punk t einen Augenblick in der nämlichen L a g e 
bleibt. 

Aus demselben Grunde hat man die Tangenten in den I n -
llexionspunkten ebener Curven stat ionäre Tangenten derselben ge-
nannt . 

9. Wenn durch die Transformat ion des Anfangspunktes de r 
Coordinaten in einen Punk t der Fläche nicht n u r , wie b isher 
allein vorausgesetzt w a r d , 

«0 = 0 
ist , sondern auch alle Glieder von 

versehwinden, so dass die Gleichung der Fläche die Form 
Ex^ + Fl/ + Gz"^ + IHyz + 2 Kzx Ą- 2Lxy + «3 + etc. = 0 
ann immt , so e rkennt man in derselben Art , dass jede durch die-
sen Anfangspunkt gehende gerade Linie in ihm zwei zusammen 
fallende Punkte mit der Fläche gemein ha t ; derselbe ist dann 
als ein D o p p e l p u n k t der Fläche zu bezeichnen. 

Man sieht auch , dass eine durch diesen Anfangspunkt ge-
zogene Gerade die Fläche in ihm in drei zusammen fa l lenden 
Punkten schneidet , wenn ihre Richtungscosinus der Bedingung 

E COS^ tt F cos^ ß + G cos2 y 
2 / r COS COS y 2K cos y^cos « -}- 2 Z cos « cos = 0 

genügen ; in andern W o r t e n , d u r c h e i n e n D o p p e l p u n k t d e r 
F l ä c h e g e h e n u n e n d l i c h v i e l e g e r a d e L i n i e n , w e l c h e 
n i i t d e r F l ä c h e d r e i z u s a m m e n f a l l e n d e P u n k t e g e m e i n 
h a b e n ; s i e b i l d e n e i n e n R e g e l zw e i t e n G r a d e s , d e s s e n 
G l e i c h u n g i s t 

«2 = 0. 
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U e b e r d i e s s s c h n e i d e n s e c h s v o n d i e s e n L i n i e n d i e 
F l ä c h e in v i e r z u s a m m e n f a l l e n d e n P u n k t e n , d i e D u r c h -
s c h n i t t s l i n i e n d e r b e i d e n R e g e l z w e i t e n u n d d r i t t e n 
G r a d e s 

«2 — 0 , "3 = 0. 

Die Doppelpunkte der Flächen können nach der Zahl dieser 
geraden Linien eingetheilt w e r d e n , welche reell s ind , nach dem 
Zusammenfal len von zweien oder m e h r e r e n unter i h n e n , e tc . ; wir 
wollen aber nicht in diese Einzelheiten eingehen. 

Der einzige specielle Fal l , welcher erwähnt werden muss, 
entspr icht dem Zerfallen des Kegels Wj in zwei E b e n e n , und der-
selbe schliesst den specielleren Fall e in , wenn diese beiden Ebe-
n e n zusammen fal len, d. i. wenn u^ ein vollkommenes Quadrat isl. 

10. Jede einen Doppelpunkt enthal tende Ebene kann in ge-
wissem Sinne als eine Tangentenebene der Fläche angesehen 
w e r d e n , weil sie die Fläche in einer Curve schneidet , die einen 
Doppelpunkt besi tzt ; i n b e s o n d e r e r A r t s i n d a b e r d i e T a n -
g e n t e n e b e n e n d e s K e g e l s u,̂  a l s T a n g e n t e n e b e n e n d e r 
F l ä c h e a n z u s e h e n . Jede derselben schneidet die Fläche in einer 
Curve, fü r welche der Anfangspunkt der Coordinaten eine Spitze ist. 

Dem Doppelpunkt einer F läche , welcher hiernach ein Punk t 
i s t , durch den unendHch viele Tangentenebenen derselben hin-
durch gehen , entspricht im Allgemeinen in der Reciprocalfläche 
eine Ebene , welche diese in unendlich vielen einem Kegelschnitt 
angehörigen Punkten berühr t . Wenn der Doppelpunkt von der 
speciellen Art ist , welche am Ende des letzten Artikels bezeich-
net w a r d , so entspricht ihm eine Doppeltangentenebene der Re-
ciprocalf läche, ^^eiche zwei Berührungspunkte besitzt. 

11. Die in den vorhergehenden Artikeln unter der speciellen 
Voraussetzung, dass der Anfangspunkt der Coordinaten mit dem 
betrachteten Punkte zusammen fal le , erhaltenen Resultate über -
tragen und erweitern wir nun auf den Fall einer beliebigen Lage 
dieses Punktes . 

Wir er innern zuerst den Leser d a r a n , dass immer eine be-
grenzte Anzahl gerader Linien best immt werden k a n n , welche vier 
Bedingungen genügen (als z .B . eine Fläche vierfach berühren) , weil 
die Gleichungen einer geraden Linie vier Constanten enthalten (Bd. I, 
Art. 46, Anmerk . ) ; während dagegen unendl ich viele gerade Linien 
gefunden werden können , welche drei Bedingungen erfüllen (z .B. 
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eine Fläche dreifach be rüh ren ) wobei dann diese Geraden eine 
gewisse Fläche erzeugen und die zugehörigen Berührungspunkte 
einen gewissen Ort auf der gegebenen Fläche bes t immen. 

Wir kommen in einem späteren Kapitel auf die allgemeinen 
Probleme zu rück , welche die Zahl der Auflösungen fü r vier ge-
gebene Bedingungen und den Grad der erzeugten F läche , sowie 
den Ort der Berührungspunk te f ü r drei gegebene Bedingungen 
zu best immen verlangen. 

In diesem Kapitel beschränken wir uns auf den Fal l , in 
welchem die gerade Linie durch einen gegebenen Punkt gehen 
muss , der in oder ausser der Fläche gelegen is t ; diese Bestim-
mung ist zweien Bedingungen äquivalent und es können daher 
unendlich viel gerade Linien so best immt werden , die einen Kegel 
bi lden, dass sie noch überdiess einer andern Bedingung genügen, 
während nur eine begrenzte Zahl von solchen geraden Linien 
möglich is t , die ausserdem zwei Bedingungen erfül len. 

Wir bedienen uns der Untersuchungsmethode von J o a c h i m s -
t h a l , welche in „Analyt ische Geom. d. Kegelschn." Artikel 107, 
überdiess aber auch im Artikel 71 des ersten Bandes von diesem 
Werke angewendet worden ist. 

Wenn die te t raedr ischen Coordinaten zweier Punkte durch 
X, y', z, w und x', y", z", w" bezeichnet w e r d e n , so findet 
man die P u n k t e , in denen ihre gerade Verbindungslinie eine 
Fläche schneidet , durch die Substitution von 

Xx -j- \iLx", Xy fty", etc. 
f ü r 

X , y > etc. 

in die Gleichung der Fläche. Das Resultat der Substitution ist 
eine Gleichung n̂ ®" Grades in Bezug auf das Verhältniss X : 
deren Wurzeln die Verhältnisse der Segmente bes t immen , nach 
welchen die Verbindungslinie der beiden gegebenen Punkte durch 
die ihr angehörigen P u n k t e der Fläche gelheilt wird. Und wenn 
X' : |ti' eine der Wurzeln dieser Gleichung ist , so sind die Coor-
dinaten des en tsprechenden Schni t tpunktes der Fläche mit dieser 
Fläche durch 

X'x' -f iix", X'y -f- ft'y"» + l " - " f " 
dargestellt. Alles das wird dem Leser keinerlei Schwierigkeit 
bere i ten , der die en tsprechende Theorie für ebene Curven be-
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wältigt ha t . Das Resultat der fragl ichen Substitution k a n n , wie 
bei diesen l e t z t e ren , in der Fo rm 

X»U' + + ^ ^ ^ + etc. = 0 
JL • ^ 

geschr ieben w e r d e n , wo das Symbol J die Operation 

d d , d d 
.T — , + y —, + z T-? + w — , 

dx dy dz dw 
bezeichnet . 

In Verfolgung der Analogie der ebenen Curven nennen wir 
die durch die Gleichung 

, dU , ,dU , , dU , ,dU 
X - — y - r + 2 — t = 0 

dx dy dz dw ^ 

dargestel l te Fläche die e r s t e P o l a r e d e s P u n k t e s [x', y', z', w); 
wir nennen 

^ + ^ ^ + ^ ^ + " ^ = « 
<lie z w e i t e P o l a r e und so wei ter . Die P o l a r e h e n e desselben 
Punktes ist 

dV , dV' , dV , dV 
X —r + y + z + w —r = 0. 

dx dy dz dw 

J e d e P o l a r f l ä c h e i s t a u c h e i n e P o l a r f l ä c h e d e s 
P u n k t e s [x'y'z'w) i n B e z u g a u f a l l e a n d e r e n P o l a r f l ä -
c h e n d e s s e l b e n , d e r e n G r a d e d e n i h r i g e n ü b e r s t e i g e n . 

Wenn ein Punkt in der Fläche l iegt, so be rühren alle seine 
Polaren die ihm entsprechende Tangentenebene der F l äche ; denn 
diese letztere ist seine Polarebene in Bezug auf die Fläche und 
somit auch die Polarebene in Bezug auf die verschiedenen andern 
Polar i lächen, also ihre gemeinschaft l iche Berührungsebene . 

Man e rkenn t diess auch , indem man die Polare des Coordi-
natenanfangs in Bezug auf 

Mqw" - f + u^w''-'^ - f etc. == 0 

nimmt (welche Gleichung durch E i n f ü h r u n g der neuen Veränder-
lichen w homogen gemacht worden ist). Die Polarf lächen werden 
durch Differentiation in Bezug auf diese neue Veränderl iche er-
hal ten, so die erste Polare in der F o r m 

nu^w''—^ - f (n — 1 ) + (« — 2) u^w"-^ -}- e tc . , 

und wenn daher 
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— 1 6 — 

t/o = O 

is t , so sind die Glieder des ers ten Grades sowohl im Ausdruck 
der Fläche als in dem der Polare die durch u^ repräsent ier ten. 

Wir wollen b e m e r k e n , dass die ers ten Polarflächen aller 
Punkte des Raumes in Bezug auf eine F läche Grades ein 
S y s t e m , die aller Punk te einer Ebene ein N e t z , die aller Punkte 
einer Geraden ein B ü s c h e l bilden. 

Wenn man die Polar e b e n e n speciell be t rach te t , so lässt 
sich erstens leicht ze igen , dass es fü r zwei Flächen vom m*®" und 

Grade respective [m - f w —2) — 1)^ + {n — 1)^} Punkte 
g ib t , welchen dieselbe Polarebene in beiden Flächen entspriclit. 
F ü r m = n wird diese Zahl = 4 (n — 1)^ und diese Punkte 
haben dieselbe Eigenschaft fü r alle Flächen des von ihnen be-
st immten Büschels vom Grade. Daraus folgt , d a s s e i n 
s o l c h e s F l ä c h e n b ü s c h e l 4 ( w — 1)^ D o p p e l - o d e r K n o t e n -
p u n k t e e n t h ä l t . Darum enthält das Büschel von Flächen zweiten 
Grades vier Kegelflächen, d. i. vier Doppelpunkte. 

Nach der Natur der Büschel muss ein P u n k t , der f ü r zwei 
seiner Flächen ein Doppelpunkt- is t , ein allen gemeinsamer Dop-
pelpunkt sein. F ü r drei unter ihnen ist derselbe ein Cuspidal-
punkt . 

Wenn ferner die Flächen eines Büschels sich in e inem Punkte 
b e r ü h r e n , so ist derselbe fü r eine unter ihnen ein Knotenpunkt . 

Was das N e t z von Flächen ŵ en Grades betriff t , so gehen die 
Polarebenen eines beliebigen Punktes P für alle F lächen eines 
Netzes durch einen Punkt P'. Und die Polarebenen eines Punktes 
bezüglich der jenigen von ihnen , die einen Doppelpunkt besitzen, 
umhüllen einen Kegel von der Klasse 4 (n — 1)^. 

Der Ort der Doppelpunkte der Flächen eines Netzes ist eine 
Curve vom Grade 6 (n — l)^. 

12. Wenn der Punkt [x y'z iv) in der Fläche l iegt , so ver-
schwindet U' und eine der Wurzeln der Gleichung in X : (i ent-
spricht dem ju, = 0. Die Gleichung besitzt eine zweite Wurzel 
fi — 0, die gerade Linie schneidet die Fläche in zwei in [x y z w) 
zusammen fallenden Punk ten , wenn der Coefficient von in 
der bezeichneten Gleichung verschwindet; und damit diess ge-
sch'ehe, ist es hinreichend und nothwendig , dass x', y", z', w" 
der Gleichung der Ebene 
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du' , dU . dU' , dU' 
SC —r-r + y —r-r + + w — O 

dx dy dz dw 

genüge; d. i. alle Tangenten einer Fläche, welche in einem ge-
gebenen Punkte sie berühren, liegen in einer Ebene, deren 
Gleichung die eben geschriebene ist. * 

Indem man von dieser Gleichung die Identität 
, dU' ^ , dü' , , dU' , dU' 

OC + y -r-r + 2 -7-,- + w —7- = 0 
dx dy dz dw 

sub t rah ie r t , erhäl t man die gewöhnliche Cartesische Gleichung der 
Tangentenebene 

„ dV , , . dü' , , . dU' 

und nach dem Art. 42 des I. Bandes kann man daraus unmittelbar 
die Gleichungen der Normale ableiten 

X — x' y — if' z — z' 
dU' dU' dU' 
dx' dy dz 

13. Die gerade Linie schneidet die Fläche in drei auf ein-
ander folgenden Punkten oder die Gleichung, welche wir be-
t r ach ten , hat drei dem Wer the jn = 0 entsprechende Wurze ln , 
weim ausser den Coefficienlen von X" und auch der Coef-
ficicnt von A ^ - ^ ^ ž verschwindet , d. h. wenn die gerade Linie 
nicht nur auf der Tangentenebene sondern auch in der Polar-
fläche zweiter Ordnung 

gelegen ist. Nach Artikel 11 b e r ü h r e n alle Polarflächen eines 
in der Fläche selbst gelegenen Punktes die Fläche in i h m ; die 
Tangentenebenc be rühr t somit die Polarfläche zweiter Ordnung 
und hat daher mit ihr zwei reelle oder imaginäre gerade Linien 
gemein ; sie sind die beiden Inflexionstangenten der Fläche. (Ar-
tikel 4.) 

14. D u r c h e i n e n P u n k t e i n e r F l ä c h e g e h e n 

(n + 2 ) . ( « - 3 ) 
g e r a d l i n i g e T a n g e n t e n , w e l c h e d i e F l ä c h e a u c h i n a n -
d e r e n P u n k t e n b e r ü h r e n . 

Damit die betrachtete gerade Linie in dem Punkte [x'y'z'w') 
die Fläche berühre , müssen wir wie vorher die Coefücienten von X" 

Salmon, Anal . Geom. d. Raumes II. 2 
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und verschwinden lassen, so dass sich die al lgemeine Gleichung 
auf eine Gleichung vom (n—2)^®" Grade r e d u c i e r t ; wenn die ge-
rade Linie die Fläche zum zweiten Mal b e r ü h r e n soll, so muss 
diese reducier te Gleichung ein Paar gleiche Wurze ln haben . Die 
Bedingung, un te r welcher diess stattfindet, die Discriminante der 
reducier ten Gleichung, enthält die Coefficienten dieser Gleichung 
im Grade (n — 3 ) , eines ih re r Glieder ist z. B. 

U'. uy-^. 

Indem wir dieses Glied be t rach ten , e rkennen wi r , dass die 
Discriminante die Coordinaten x, y', z, xv im Grade 

( n - 2 ) ( n - 3 ) 

und die Coordinaten x, y, z, %o im Grade 

{n+ 2) {n-3) 

enthält . Wenn also der Punkt {x' y' z' iv) als fest betrachtet wird, 
so bezeichnet sie eine F läche , welche von der Tangentenebene 
in (n + 2) [n — 3) geraden Linien geschnitten wird. 

Somit ist allgemein bewiesen , dass in jedem Punkte e iner 
Fläche unendlich viele Tangenten an dieselbe gezogen werden 
k ö n n e n ; dass dieselben im Allgemeinen in einer Ebene l iegen, dass 
zwei von ihnen durch drei auf e inander folgende Punk te der Fläcln^ 
gehen, und [n + 2) {n — 3) andere die Fläche noch in einem an-
deren Punkte be rüh ren . 

15. Wir gehen dazu wei ter , d i e d u r c h e i n e n n i c h t i n 
d e r F l ä c h e g e l e g e n e n P u n k t g e h e n d e n T a n g e n t e n d e r -
s e l b e n zu betrachten. 

Da wir in den vorigen Artikeln Relationen begründet haben, 
welche die Coordinaten irgend eines Punktes der Tangente mit 
denen ihres Berührungspunktes ve rknüpfen , so können wir durch 
den einfachen Wechsel der accentuier ten nnd der nicht accen-
tuier ten Buchstaben ausdrücken , dass der ers tere Punk t bekann t 
und der Le tz te re , der Be rüh rungspunk t , gesucht sei. 

Wir sehen z. B. , indem wir diesen Wechsel in der Gleichung 
des Artikel 12 vollziehen, dass die Berührungspunkte al ler Tan-
genten oder Tangen tenebenen , welche durch den I 'unkt [x'y z'w) 
an die Fläche gelegt werden können , in der ersten Polare liegen, 
welche vom Gj-ade [n — 1) ist , nämlich in der Fläche 

, dU ,dU dU ^ , dU 
X r y V z w —- = 0. 

dx dy dz div 
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Und (la die Berührungspunk te auch in der gegebenen Flüche 
liegen, so ist der Ort derselben eine Curve von der Ordnung n [ n — l ) , 
welche den Durchschni t t der Fläche mit der ersten Polarfläche 
des Punktes bezeichnet . 

16 . Die Gesammthei t der Tangenten, welche von dem Punkte 
[ x y ' z V)') an die F läche gelegt werden können, bildet einen K e g e l , 
dessen Tangentenebenen zugleich Tangentenebenen der Fläche sind. 
Die G l e i c h u n g d e s s e l b e n wird gefunden, indem man die Discri-
minante der Gleichung des n'®" Grades in X im Artikel 11 bi ldet ; 
denn das Verschwinden dieser Discriminante drückt aus , dass die 
Verbindungslinie des festen Punk tes mit dem Punkte [xyzw] die 
Fläche in zwei zusammen fallenden Punkten schneidet , d. i. {xy ziv) 
ist ein Punkt in i rgend einer der durch {x y z' w) gehenden Tan-
genten. Man sieht le icht , dass die fragliche Discriminante vom 
Grade w {n — 1) is t , und es ist auch aus andern Gründen ofl'enbar, 
dass dieses der G r a d d e s T a n g e n t e n k e g e l s sei; denn sein 
Grad stimmt mit der Zahl von Geraden übere in , welche eine 
durch seinen Scheitel gehende Ebene mit ihm best immt und eine 
solche Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, an welche von 
dem festen Punkte aus n {n — 1) Tangenten gezogen werden kön-
nen , die auch Tangenten dei' Fläche von diesem Punkte sind. 

17. D u r c h e i n e n n i c h t i n d e r F l ä c h e g e l e g e n e n 
P u n k t k ö n n e n i m A11 g e m e i n e n n { n — l ) — 2) I n f 1 e x i o n s -
t a u g e n t e n d e r s e l b e n g e h e n . 

Wir haben im Artikel 1 3 gesehen , dass die C.oordinaten 
eines beliebigen Punktes einer Inllexionstangente mit denen ihres 
FJerührungspunktes durch die Relationen 

ř/' = 0 , - ^U' = 0 , ^^t/ ' = 0 ^ 
verbunden sind. Wenn wir daher die Coordinaten eines beliebi-
gen Puid<tes {xyznĄ der Inflexionstangenle als bekannt voraus-
setzen, so ist ihr Berührungspunkt als einer der DiUThsehnitte der 
gegebenen Fläche U, die von der Ordnung ist , seiner ersten 
l 'olarfläche JU von der Ordnung {n — 1) und seiner zweiten Polar-
fläche /l '-U von der Ordnung {n — 2) best imuit ; es existieren somit 

n {n-1) {n — 2) 
solcher Durchschnit te . 

18. D u r c h e i n e n n i c h t i n d e r F l ä c h e g e l e g e n e n 
P u n k t k ö n n e n im A l l g e m e i n e n n {n—1) {n — 1) (" — 3) 
D o p p e 11a n g e n t e n d e r s e l b e n g e l e g t w e r d e n . 

2 * 
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Die B e r ü h r u n g s p u n k t e solcher Linien sind nach Artikel 14 
die Durchschnit te der gegebenen F läche , der ersten Polarlläche 
und der durch die in Artikel 14 erör te r te Discriminante klarge-
stellten F läche ; wir erkannten dor t , dass die Coordinaten des 
Berührungspunktes im Grade {n — 2) (n — 3) in diese Discrimi-
nante e ingehen , es giebt somit im Allgemeinen 

„ ( n - 1 ) ( n - 2 ) ( « - 3 ) 
derar t ige Berührungspunk te . Die Hälfte dieser Anzahl ist die 
Zahl der Doppel tangenten , weil jede derselben zwei Berührungs-
punkte enthält . 

Damit ist die Discussion der durch einen gegebenen Punkt 
gehenden Tangenten der Fläcjie vervollständigt; wir haben ge-
sehen , dass i h r e Berührungspunkte in der Durchschnittslinie der 
Fläche mit einer andern Fläche von der Ordnung ( « — 1) gelegen 
s ind , dass ihre Gesammtheit einen Kegel vom Grade fi (n — l) be-
stimmt, dass n ( n — 1 ) [ n — 2 ) von ihnen Inflexionstangenten und 

^ n [n - 1) (n - 2) {n - 3) 
andere Doppeltangenten sind. 

D i e s e D o p p e l t a n g e n t e n s i n d o f f e n b a r a u c h D o p p e l -
k a n t e n d e s T a n g e n t e n k e g e l s , weil sie demselben in Folge 
jeder B e r ü h r u n g angehören ; und längs einer solchen entsprccilLMI 
diesem Kegel z ^ e i Tangentenebenen, nämlich die Tangentenebeiien 
der F l ixhe in diesen Berührungspunkten . 

Die Inflexionstangenten .sind ebenfalls als Doppeltangenten 
der Fläche zu zählen , denn die gerade Linie durch drei auf ein-
ander folgende Punk te der Fläche ist eine Dopi)eltangente, da sie 
gleichzeitig die gerade Verbindungslinie' des ersten und zweiten 
und die des zweiten und dritten Punktes ist. D i e I n f l e x i o n s -
t a n g e n t e n s i n d s o m i t D o p p e l t a n g e n t e n , d e r e n B e r ü h -
r u n g s p u n k t e z u s a m m e n f a l l e n . Sie s ind e b e n d e s h a l b auch 
Doppelkanten des Tangenteid<egels, aber solche speciell, denen 
zusammen fallende Tangentialebenen en t sprechen , d. h. s i e s i n d 
C u s p i d a l k a n t e n d i e s e s K e g e l s . 

Es ist somit bewiesen, dass der Tangentenkegel der Fläche, 
welcher vom Grade n {n — ]) is t , n {n—1) [n — 2) Cuspidalkan-
ten und ^ n [n — 1) (?ř — 2 ) (« — 3) Doppelkanten besilzt; jede 
Ebene best immt also mit diesem Kegel eine Curve der Ordnung 
n [n — 1), welche ebenso viele Doppelpinikte und Cuspidalpunkte 
oder Spitzen besitzt. 
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19. Es wird genau in derselben Weise wie fü r ebene Curven 
bewiesen, d a s s d e r O r t e i n e s P u n k t e s d i e P o l a r e b e n e 
e i n e s f e s t e n P u n k t e s i n B e z u g a u f d i e F l ä c l i e i s t , w e n n 
d e r s e l b e i n j e d e m v o n d i e s e m l e t z t e r e n a u s g e h e n d e n 
R a d i u s v e c t o r so b e s t i m m t i s t , d a s s d e r r e c i p r o k c W e r t h 
s e i n e r E n t f e r n u n g v o n d e m s e l b e n d e m řł'«" T l i e i l d e r 
S u m m e d e r r e c i p r o k e n W e r t h e d e r n e n t s p r e c h e n d e n 
R a d i e n v e c t o r e n d e r F l a c h e g l e i c h i s t ; d a s s f ü r e i n e n 
P u n k t d e r F l ä c h e . d e r O r t d e r E n d p u n k t e d e r M i t t e l 
a u s d e n r e c i p r o k e n W e r t h e n d e r v o n i h m a u s g e h e n -
d e n (« — 1 ) R a d i e n v e c t o r e n d i e i h m e n t s p r e c h e n d e P o -
l a r f l ä c h e z w e i t e n G r a d e s i s t ; etc. 

Die einfache Vertauschung accentuier ter und nicht accenluier-
tcr Buchstaben in der Gleichung der Polarebene beweist , d a s s 
d e r O r t d e r P o l e a l l e r E b e n e n , w e l c h e d u r c h e i n e n g e -
g e b e n e n P u n k t g e h e n , d i e e r s t e P o l a r f l ä c h e d i e s e s 
P u n k t e s i s t . Der Ort der Pole einer Ebene , welche durch zwei 
feste Punkte geht, d. i. der Ebenen eines Büschels , ist eine Curve 
vom Grade {n — 1)-, nämlich der Durchschnit t der beiden ersten 
Polarilächen dieser Punkte. Die erste Polarfläche jedes Punktes in 
(h'r Verbindungslinie dieser Pimkte muss durch dieselbe Curve 
hindurch gehen. 

Ebenso best immen die ersten I*olarflächen von drei beliebi-
gen IMuikten, die nicht in einer geraden Linie l iegen, durch 
ihren Diuchschnil t {n — 1)" l 'unkte , deren jeder ein Pol der Ebene 
ist , welche jene besl innnen; die erste Polare jedes andern Punk-
tes dieser Ebene nn i ss -durch dieselben Punkte h indurch gehen. 

20 . Aus der Theorie der durch einen Pimkt gehenden Tan-
genten einer Fläche kann in doppel te r Weise d i e O r d n u n g d e r 
R e c i p r o c a l f l ä c h e abgeleitet werden . 

Zuers t : Die Zahl von P u n k t e n , in welchen eine willkürliche 
Gerade die reciproke Fläche schne ide t , ist der Zahl von Tangen-
tenebenen gleich, welche an die gegebene Fläche durch eine 
willkürliche Linie gelegt werden können. Betrachten wir nun 
irgend zwei Punkte A, B dieser Geraden und den Berührungs-
punkt C i rgend einer der en tsprechenden Tangen tenebenen , so 
liegt C in der ersten Polarf läche von A , weil die gerade Linie 
AC die Fläche b e r ü h r t ; und in der ers ten Polarfläche von B, 
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weil auch BC die F läche b e r ü h r t . Die B e r ü h r u n g s p u n k t e sind 
somit die Durchschn i t t spunk te de r gegebenen F läche mi t den bei-
den e r s t en Po la r l l ächen zweier wil lkürl ich gewähl ten P u n k t e der 
G e r a d e n ; i h r e Anzahl und somit die O r d n u n g de r Beciprocalf läche 
ist d a h e r = n (« — 1 ) ^ . 

21 . S o d a n n : Sei ein Tangen t enkege l von dem P u n k t e A als 
Scheitel an die F l ä c h e ge l eg t , so b e s t e h t , weil j ede Tangen ten -
ebene d e r F läche d u r c h A diesen Kegel b e r ü h r t , die Aufgabe 
d a r i n , die Zahl de r T a n g e n t e n e b e n e n dieses Kegels zu bes t immen, 
Avelche d u r c h eine ge rade Linie AB gelegt w e r d e n k ö n n e n ; und 
wenn wir den Kegel du rch eine E b e n e d u r c h s c h n e i d e n , die den 
P u n k t B en thä l t , so r educ ie r t sich das P rob l em f e r n e r auf die 
B e s t i m m u n g der Zahl von T a n g e n t e n , welche von B an diese Curve 
zu z iehen sind. Die Klasse e iner Curve von der O r d n u n g n [n — 1) 
mit n [n—l) (n—2) Cusp ida lpunkten , und \ n —1) [n—l) (n—3) 
Doppe lpunk ten ist abe r 

n{n-l) { « ( / « - ! ) - 1 } - 3 n ( w - l ) ( ; i - 2 ) - / i ( « - l ) ( n - 2 ) ( n - 3 ) 

= 71 

Der Schni t t der Reciprocal i läche mit e iner bel iebigen E b e n e 
en t spr ich t a l lgemein dem T a n g e n t e n k e g e l der OriginaKläche d u r c h 
i rgend e inen Punk t . Und m a n e r k e n n t le icht , dass der Grad des 
Tangen tenkege l s d e r Beciprocal f läche f ü r i rgend einen Punk t , ebenso 
wie de r Oi ig inal f läche, n ( « — 1) ist. 

2 2 . Indem wir zu der Bed ingung z u r ü c k k e h r e n , un te r wel-
che r e ine Linie die F läche b e r ü h r t , 

dU' , dV , dU' , dU' 
X -r-r + y -r-r + 2: - y ^ + w —r = 0 , 

dx dy dz dw 

sehen w i r , d a s s w e n n a l l e v i e r D i f f e r e n t i a l e f ü r d i e C o o r -
d i n a t e n e i n e s P u n k t e s i d e n t i s c h v e r s c h w i n d e n , j e d e 
L i n i e d u r c h d i e s e n P u n k t d i e F l ä c h e i n z w e i z u s a m -
m e n f a l l e n d e n P u n k t e n s c h n e i d e t ; der P u n k t ist somi t eiłi 
D o p i ) e l p u n k t d e r F l ä c h e . Die Bedingung, un te r we lche r e ine 
gegebene Fläche einen Doppelpunkt bes i t z t , wird durch E l iu j ina -
ti.on de r Veränder l i chen zwischen den vier Gleichungen 

dÜ ^ dU 
— = 0 , — = 0 , etc. 
dx dy 

gebi ldet u n d wird d i e D i s c r i n i i n a n t e d e r g e g e b e n e n F o r m 

http://rcin.org.pl



genannt .*) Da sie das Resul ta t de r El iminat ion zwischen vier Gleich-
ungen i s t , de ren Jede vom Grade {n — 1) i s t , so en thä l t sie die 
Coefficienten e iner j e d e n im Grade {n — und ist somit vom 
Grade 4 [n — in den Coefficienten de r Or ig ina lg le ichung. Aus 
dem Gesagten ist auch o f f e n b a r , das s , w e n n die F l äche e inen 
Doppe lpunk t bes i t z t , die e r s te Po l a r e jedes P u n k t e s d u r c h ihn 
h indurchgeh t . (Vergl. Art . 11.) 

E s k a n n a b e r g e s c h e h e n , dass die vier F l ächen 

f = 0 . elc . 
dx 

nicht n u r einzelne gemeinschaf t l i che P u n k t e h a b e n , dass v ie lmehr 
eine ganze ihnen gemeinschaf t l i che Curve exis t ier t . Sie ist dann 
eine D o p p e l c u r v e d e r F l ä c h e U und j e d e r P u n k t von ih r ist 
ein Doppe lpunkt . Da wir n u n aus Art ikel 3 w i s s e n , dass die d u r c h 
die a l lgemeine Car tes ische Gleichung vom Grade darges te l l te 
F l äche im Al lgemeinen unend l ich viele D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e n 
bes i tz t , so ha t die Reciprocal f läche im Al lgemeinen unend l ich 
viele D o p p e l p u n k t e , welche eine Curve bi lden. Die Exis tenz die-
ser Doppe lcurven ist dahe r u n t e r den gewöhnl i chen Singular i tä ten 
de r F l ä c h e n mit zu be t r ach ten . 

W e n n de r P u n k t [x y' z w) ein Doppe lpunkt i s t , so verscliw In-
den V ' u n d A U ' ident isch und jede d u r c h den Doi)pelpunkt g e h e n d e 
ge rade Lhiie schne ide t die F läche in d re i auf e inande r fo lgenden 
l*unkten, w e n n sie de r Gle ichung " 

A ' V ' = 0 
gen i ig t , we lche e inen Kegel zweiten Grades r e p r ä s e n t i e r t . 

2 3 . D i e P o l a r f l ä c h e zw e i t e n G r a d e s f i i r e i n e n p a r a -
b o l i s c h e n o d e r W e n d e p u n k t e i n e r F l ä c h e i s t e i n K e g e l . 

Die ( |uadra t i sche Polar f läche des Anfangspunk te s de r Coordi-
naten in Bezug auf i rgend eine F l ä c h e 

«„w" -f- -}- - f etc. = 0 
(wo wir wie im Art ikel 11 w e i n g e f ü h r t h a b e n , um die Gleich-
ung h o m o g e n zu machen) wird d u r c h (h — 2) mal ige Different ia-
tion in Bezug auf w e rha l t en ; die A u s f ü h r u n g de r se lben und die 
nachmal ige Division d u r c h [n — 2) (w — 3) . . . 3 g iebt die Gleich-
ung d e r .Po l a r f l ä che zweiten Grades in de r F o r m 

n — 1 ) «0 + 2 (?i — 1 ) «1 + 2M2 0 . 

*) Vergl. „Vorlesungen" Art. 62. 
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Wenn aber der Anfangspunkt der Coordinaten ein paraboli-
scher Punkt i s t , so ist nach Artikel 5 die Gleichung der Fläche 
von der Form 

z Jf. Cr/ Ą. IDzx 4- 2Eztj - f Fz"^ -j- etc. = 0 

oder es ist 
«0 = 0 

und von der Form 

Die quadrat ische Polarfläche wird daim 

2 ( n - 1 + IDx + 2Etj - f Fz) -j- Crf = 0. 
Jede Gleichung abe r , welche eine homogene Funct ion dreier 

Grössen vom ers ten Grade ist , repräsent ie r t nach Dand I, Art. 62 
einen Kegel ; die so eben geschriebene Gleichung bezeichnet also 
einen Kegel , welcher den Durchschii i t tspunkt der drei Ebenen 

2 0 , n - 1 + 2Dx - f 2Ey J^ Fz = 0, y = 0 
zum Scheitel h a t ; die zwei ers teren Ebenen sind Tangentenebenen 
dieses Kegels und 

y = 0 

ist die Ebene der ihnen entsprechenden ße rührungsse i t en . 
24 . Aus dem vorigen Arlikel ergiebt s ich, d a s s d e r O r t 

e i n e s P u n k t e s , d e s s e n q u a d r a t i s c h e P o l a r e n i n B e z u g 
a u f d i e F l ä c h e K e g e l s i n d , d i e F l ä c h e in i h r e n j ) a r a -
b o I i s c h e n o d e r W e n d e p u n k t e n d u r c h s c h n e i d e t . 

Dieser Ort wird durch die Bildung der Discriminante von 
^ ' W = 0 ausgedrückt . Wenn « , h , etc. die zweiten Dilferen-

iPV' (fV 
t ialquotienten —tt» d e . bezeichnen, so ist nach Band 1, 

dx^ dy~ 
Art. 6 3 die Discriminante 

ahcd + 2 {(dqr + bm^yr -f cnpq dhnn) 
— [adt^ + cdn"^ + bcp' ca(/ -j- abr^) 

+ ^^P^ + ni'^ff' + n'^r^ — Itmiqr — 2nlrp — llmpq 
= 0 

oder in der Schreibweise der Determinantentheor ie 

^ gl U' ,12 u ^ ^ 

dx'^ dy^ dz'^ dw"^ 
und in einer andern Abkürzung, welche die Anwendung der Indices-

bezeichnung auf die Unterscheidung der Coordinaten OC^f 
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statt X, y, z, w — voraussetzt, 
Z ± = 0. 

Sie bezeiclinct eine Fläche von der Ordnung 4 [n—'2) , welche 
nach der H e s s e ' s e h e n Determinante , welche ihren Ausdruck gieht, 
die H e s s e ' s e h e F l ä c h e , die D e t e r m i n a n t e n f l ä c h e , oder nach 
J a c . S t e i n e r ' s Bezeichnung die K e r n f l ä c h e der gegehcnen 
Fläche genannt werden kann. In derselben Ar t , wie in der Ebene 
die Inüexionspunkte einer Curve als die Punk te ihres Durchschnit ts 
nji t der durch die II e s s e ' s e h e Determinante ihrer Gleichung re -
präsent ier ten Curve best immt s ind, so best immt der Durchschnit t 
e iner Fläche mit der durch die I l e s s e ' s c h e Determinante ihrer 
Gleichung ausgedrückten Fläche eine "Curve von der Ordnung 

{n—1), welche der Ort ihrer parabolischen Punkte ist. (Art. 8.) 

Und wenn man b e m e r k t , dass in dem System von Gleich-
u n g e n , zwischen denen zur Bildung der Discriminante die Ver-
änderl ichen zu eliminieren siinl, der Tausch der Coordinaten des 
Pols und des Doppelpunkts der Polarl lächc geschehen d a r f , so 
zeigt sich die Keciprocität des Verhältnisses: H a t d i e P o l a r e e i n e s 
P u n k t e s e i n e n D o p p e l p u n k t , s o i s t j e n e r e i n D o p i i e l -
p u n k t i n d e r P o l a r e d e s l e t z t e r e n . Darum kann man mit 
S t e i n e r solche Punktepaare als rec iproke Pole bezeichnen. Der 
(h t der Doppelpunkte der INdaren ist die Ilesse'sche oder Kerniläche 
von der 4 [n — 2)'̂ "" Ordnung. Der Ort der Pole selbst eine andere , 
die c o n j u g i e r t e K e r n f l ä c h e nach S t e i n e r , von der Ordnung 
4 (« — 2)^. Dass fü r Flächen dri t ten Grades beide Kernllächen nicht 
verschieden s ind, kaim man schon hiernach schliessen. Dass es 
f e rne r imter den mit einem Doppel|»unkle begabten Polaren gewisse 
Schaaren g ieb t , deren Knoten in einen einzigen Punkt zusannnen 
fallen, während die zugehörigen Pole eine gerade Linie bi lden, soll 
später näher erör ter t werden. In der Tliat hat die Kerndäche selbst 
allgemein 10 ( « — 2)^ Doppelpuidite, denen 10 (« —2)^ Gerade in 
der conjugier ten Kernfläche als Ort der zugehörigen Pole ent-
sprechen. 

25. Aus d e m , was so eben bewiesen w a r d , ergiebt sich, 
d a s s d u r c h e i n e n g e g e b e n e n P u n k t 4 « { n — 1 ) {n — 2) 
s t a t i o n ä r e T a n g e n t e n e b e n e n a n d i e F l ä c h e g e 1 e g t w e r -
d e n k ö n n e n . 

Denn wenn die Tangentenebenc duich einen festen Punk t 
geh t , so liegt ihr Berührungspunkt in der ersten Polarl läche des-
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se lben , die von der Ordnung ( n — 1 ) is t , und der Durchschnitt 
dieser Fläche V und der im letzten Artikel bes t immten Fläche, die 
der Ort der Berührungspunk te s ta t ionärer Tangentenebenen ist, 
best immt die 4 n (w — 1) [n — 2) fragl ichen Punkte . 

Oder auch : Die durch irgend einen P u n k t gehenden statio-
nären Tangentenebenen der Fläche sind auch- stat ionäre Tangen-
tenebenen des durch ihn gehenden Tangentenkegels derselben; 
wenn man daher diesen Kegel durch i rgend eine Ebene schnei-
d e t , so best immt dieselbe mit den stat ionären Tangentenebenen 
die Tangenten in den Inflexionspunkten der Schnittcurve. Die 
Zahl der Inflexionspunkte einer ebenen Curve wird aber durch 
die Formel 

ř — X = 3 [v — (u) 

bes t innnt ; und da man im gegenwärtigen Falle nach Art. 18 die 
Wer the 

V z = n [n — l)''', fi = 71 (« — 1), 
% =z n (/i — 1 ) (« — 2 ) 

V fl == 71 [71 1) [71 2) 
ha t , also 

e rhä l t , so ist 
i z=z 4« (;< —1) (m —2), 

d. i. man findet die nändiche Zahl der s tat ionären Tangentenebe-
nen wie vorher . 

Die Zahl der D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e n d e s s e l b e n K e -
g e l s wird ebenso durch die Formel 

2 ( r - ó ) = [ v - ^ ) (v + f i - 9 ) 

bes t innnt , und ist durch 

= 71 ( « — 1 ) ( « — 2 ) (« — 3), 
V + jti — 9 = 

= 71 (n — l ) (n — 2 ) — - f « - 1 2 ) . 

Man kann also durch einen beliebigen Punkt x Doppeltan-
gtMitenebenen der Fläche legen, wenn r die eben berechne te 
Zahl ist. Wir werden weiterhin zeigen, dass die Berührungs-
l)unkte der Doppeltangentenebenen in dem Durchschnitt der Fläche 
mit einer Fläche von der Ordnung (n — 2) (n^ — n^ + 7i — 1 2 ) hegen. 

26 . W e n n e i n e g e r a d e L i n i e g a n z i n e i n e r F l ä c h e 
e n t h a l t e n i s t , so b e r ü h r t s i e d i e F l ä c h e i h r e r H e s s e ' -
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s e h e n D e t e r m i n a n t e u n d s o m i t d i e C u r v e * ) i h r e r p a r a -
b o l i s c h e n o d e r W e n d e p u n k t e . 

Sei die Gle ichung der F l ä c h e 

x(D i- tj^ = 0, 

so suchen wir das Resul ta t der Subst i tu t ion 

X = 0, rj = 0 

in d e r I l esse ' schen Dete rminan te d e r s e l b e n , um die Durchschni t t s -

p u n k t e de r Linie mit dieser F l ä c h e zu b e s t i m m e n . Da jede der 

Grössen 

cPU (fU d'ü 

dz^' dw"^' dzdw 

X oder ij als e inen Fac to r e n t h ä l t , so verschvvhiden dieselben 

u n t e r dieser Vorausse tzung , und die e n t s p r e c h e n d e Subst i tut ion 

rt = 0 , d = 0, r = 0 

in de r en twicke l ten F o r m der I lesse ' schen De te rminan te ve rwan-

del t d ieselbe in ein vo l lkommenes Quadra t 

{Ip — mqy-, 

d. i. die ge rade Linie b e r ü h r t die du rch die Hesse ' sche Deter-
m i n a n t e dargeste l l te F läche . 

Dass diese B e r ü h r u n g 2 { n — 2 ) fach is t , ei 'giebt sich bei e iner 
a n d e r e n Un te r suchung . 

F i i r 
X == 0, y = 0 

wird 
Ip — 7nq 

zu 
(W ^ ^ _ 
dz dw dw dz 

r e d u c i e r t . W e n n die T a n g e n t e n e b e n e längs e iner ganzen ge raden 
oder k r u m m e n Linie b e r ü h r t , so ist diese Linie ganz in der F läche 
de r I l esse ' schen De te rminan te en tha l ten . Der Leser k a n n diess 
ohne Schwier igke i t f ü r die F l äche 

x 0 + y ^ ' F = 0 . 
bes t ä t igen . 

*) Vergl. „Cambridge aiid Dublin Mathematical Journal", Vol. IV, 
p. 255. 
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n. Abschnitt. -Kriimmung der Flächen. 

27. Wir wollen die K r n ni in u n g d e r v e r s c h i e d e n e n e b e -
n e n S c h n i t t e u n t e r s u c h e n , w e l c h e d u r c h e i n e n P u n k t 
e i n e r F l ü c h e h i n d u r c h g e h e n . Wir er innern dabei zuerst, 
dass fü r eine Curve von der Gleichung 

Uy -f- ~ł~ "3 "ł" = O 

der Krümmungsrad ius im Anfangspunkt der Coordinaten der näm-

liche ist , wie der jen ige des Kegelschnitts 

i/j + = 0 ; 

denn der bekannte Ausdruck des Krümmungsrad ius enthüll nur 
die Coordinaten des Punk tes und die Werthe der ersten und 
zweiten Dinerentiaicoenicienten fü r diesen l ' unk t ; nach einer zwei-
maligen Dillerentiation der Gleichung enthalten die aus ii^, u^, etc. 
hervorgehenden Glieder der Entwickelung Potenzen von x und y 
und verschwinden dalier fü r denCoordinatenanfang, d. i . a; = y = 0 ; 
es sind somit die dem Coordinalenanfang entsprechenden Werihe 
der Dilferentialcoenicienlen dieselben, wie sie aus der Gleichung 
«j -{- = 0 allein erhal ten werden würden. 

In Folge dessen ist der Krümmungsradius der Curve 

y + ax"^ + "Ibxy + cy- + etc. — 0 

fü r leclangulüre Achsen und im Coordinatenanfang 

_ 
2 « 

(vergl. , ,Analyt. Geom. d. Kegelschni t te" Art. 242) ; dieser Werth 
kann leicht auch aus dem gewöhnlichen Ausdruck für den Radius 
der Krüuunung abgeleitet werden , wonach er 

— ř/, 1 — 2 f/,2 ą -i- f/22 
fü r Cartesische Coordinaten und fü r die homogene Gleicluuigsform 

-x^.H 
ist, wenn II die Hesse 'sche Determinante der Gleichung der Curve 
bedeutet . (Vergl. Art. 24.) 

28- Wir denken hiernach die Flüche, bezogen auf eine ihrer 
Tangentenebenen als Ebene xy und die zugehörige Normale als 
Achse der z, durch die Gleichung . 
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22 Ą. Ax^ Ą-l Bxy + + 2 i>xz + lEyz + Fz"^ + etc. = O 
dargestellt und untersuchen die einem beliebigen Normalschnitte, 
d. i. einem durch die Achse der z ge führ t en ebenen Schnitte, 
entsprechende Krümmung . 

Den speciellen Fällen der Schni t tebenen xz und yz entspre-
chen die respectiven Substitutionen 

y = 0, X = 0 
in die Gleichung der Fläche und daher nach dem Vorigen die 
Krümmungsrad ien der entsprechenden Schnit te 

1 1 1 und — 1 A 2 6 " 
und man findet sodann für einen Schni t t , dessen Ebene mit der 
Ebene der xz den Winkel ö bi ldet , dem also die Drehinig der 
Achsen x und y um den Winkel 0 oder die Substitution 

X cos ö — y sin 0, x sin ö + y cos 0 
fü r 

X und y 

entspricht (vergl. „Analyt . Geom. d. Kegelschni t te" , Artikel 9) ; 
durch die Voraussetzung 

y = 0 
ebenso, dass der Krümmungsradius mit dem hali)en reciproken 
Wer th des neuen Coefficienten von x- identisch is t , d. h. 

A cos" ö + 2 Z? cos 0 sin 0 + C sin^ 0. 
z li 

29. Der Leser wird nicht verfehlen zu bemerken , dass dieser 
Ausdruck fü r den Krümmungsradius eines Nornialschnittes der 
Form nach mit dem Ausdruck idjere ins t innnt , durch welchen das 
Quadrat des Durchmessers eines Centralkegclschnilts in Function 
der von ihm mit den Coordinatenachsen gebildeten Winkel ausge-
drückt wird. 

Wenn Q den I la lbdurchmesser des Kegelschnitts 

Ax"" + 2 Bxy -f Cy"^ = 

bezeichnet , welcher dem Wiidvel 0 en t spr ich t , so ist 
Ii = 

Man erkennt auch auf anderem Wege leicht, dass dje Krüm-
numgsradien der Normalschnitte mit ihren Il ichtungen durch das^ 
selbe Gesetz verbimden s ind, wie die Durchmesserquadrate eines 
Centraikegelschnitts. Sie hängen , wie wir sahen , nur von den 
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Gliedern in û ^ und u^ ab. Die Krümmungsrad ien der Schnitte von 

- f U2 + «3 + etc. = 0 

sind dieselben, wie die der Schnit te der F läche zweiter Ordnung 

u^ -f- «2 = 0 , 
und wir haben im Bd. I, Art. 204 bewiesen, dass die Krümmungs-
radien dieser letzteren den Durchmesserquadra ten des Centrai-
schnitts proport ional s ind , welcher der Tangentenebene parallel 
ist. Es ist k l a r , dass dieser Kegelschnit t , f ü r Avelchen die Qua-
drate der Radien den Krümmungsradien proport ional s ind, der 
Indicatrix ähnlich ist. 

30. AVir können hiernach auf die Theor ie dieser Krümmungs-
radien alle die Resultate übe r t r agen , welche fü r die Durchmesser 
der Centralkegelschnitte bekannt sind. 

So wissen w i r , dass die Grösse 

A cos2 0 + 2 ^ cos 0 sin ö + C sin- 0 
einen Maximalvverth und einen Minimalwerth annimmt für Wer the 
von 0, welche stets reell sind und einen Richtimgsuntcrscliied von 
90® bes t immen; W e r t h e , die überdiess durch die (ileichung (vgl. 
„Analy t . Geom. d. Kegelschni t te" Artikel 97) 

B cos2 0 — {A — C) cos 0 sin 0 — 7? sin'^ 0 = 0 . 

gegeben sind. 
In jedem Punkt einer Fläche t re ten somit unter den Nornial-

schnit ten zwei he rvor , welche dem Maximalwerth nnd dem Mini-
malwerth des Krümmungsradius en t sp rechen ; sie sind rechtwinklig 
gegen einander nnd entsprechen den Aclisemńcbtungen der Indi-
catrix ; ihre Ebenen halbieren die Winkel zwischen den Inflexions-
tangenten . Wir werden sie die I l a u p t s c h n i I t e und die ent-
sprechenden Krümmungsradien die I l a u p t r a d i e n nennen . 

Wenn wir die Achsen der cc und y mit den Richtimgen der 
Maximal- uiul Minimal-Krümmung zusanmicn fallen lassen, welche 
so eben bestimnit wurden , so geht die Grösse 

Ax~ + 2Bxy + Ctß 
bekanntl ich in die einfachere 

Äx'^ + B'tß 
über . Dęm Verschwinden des Coefficienten von xy entspricht aber 
nach Artikel 2 8 der Ausdruck 

^ = A' cos2 0 + B' sin2 0 
2R 
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f ü r den K r ü m m u n g s r a d i u s e ines bel iebigen N o r m a l s c h n i t t e s ; u n d 

da A' und B' die W e r t h e von s ind , welche den Subs t i tu t ionen 
2 R 

Ö = 0 , 0 = 90« 

e n t s p r e c h e n , so wird j eder bel iebige K r ü m m u n g s r a d i u s in Func t ion 

d e r be iden I laup t rad ien q und q und des Winke l s , welcl ien se ine 

E b e n e mi t den I l aup tebenen b i lde t , ausged rück t d u r c h die F o r m e l 

^ _ _ cos^ e sin^ g *) 
R — 

Beispielsweise erhält man fiir ö = 45®, 45® + — ^ 

= i (i + ?) • Ę = ^ f + + ? + 
^ = i sin2 (45® + a) + i cos2 (45® a) 

also + " T T ^ " " " ! " ~ ~ so dass dlcKrünimungsniillelpunkle 
Ri Q Q R(, 

mit dem Punkte der Fläche selhsl vier liannonisclie Punkte hilden. Die 
Krümmungsmittelpunktc für die Winkel (45® + ß) hilden damit eine In-
volution. 

Ganz wie in der „Analy t i schen Geometr ie d e r K e g e l s c l m i t t e " 

A' und R' oder , 

g e g e b e n , ih re S u m m e ist 
= A + C 

inid ih r P r o d u c t 
= AC — R'^. 

F ü r 

9 = 9 
sind auch alle a n d e r e n K r ü m n u n i g s r a d i e n — q ; die F o r m de r 
Gle ichung ist dann 

z + A (x'' -h tß) - f e tc . = 0 , 
d. h . die Indica t r ix ist ein Kreis. Der Coord ina tenanfang i.st dann 
ein Umbilicus, Nabel- oder Kre i spunkt . 

Aus dem in diesem Artikel gegebenen Ausdruck leiten wir 
a u c h , ganz wie in de r Theor i e de r Kegelschni t te a b , dass die 
S u m m e der r ec ip roken W e r t h e der K r ü m m u n g s r a d i e n zweier gegen 
e inander rech twink l ige r Nornia lschni t te cons tan t is t ; und ü b e r -

sind A' und R' oder ^ , du rch eine quadra t i sche Gle ichung 

*) Diese Formel mit ihren Folgerungen verdankt man E u l e r . 
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diess, dass die Summe ih re r Krümmungsrad ien constant is t , venu 
sie durch ein Paar conjugier te Tangenten h indurch gehen. (Vergl. 
Artikel 7-) 

Beispiel!. Eine Ilinglläche ist durch Umdrehung eines Kreises um eine 
in seiner Ebene gelegene Achse erzeugt. Man soll beweisen, dass einer der 
Ilaupikrümmungsradien in jedem Punkte der Fläche dem Verliältniss der 
Entfernung des Punktes von der Achse zu seiner Entfernung von der 
Cylinderlläche um dieselbe durch das Gentrum des gedachten Kreises 
proportional variiert. 

Sind [x—rt)2 -f- z^=r-, y = 0 die Gleichungen des um die Achse 
der z rotierenden Kreises, so wird die Gleichung der Ringüäehe 

(^2 ^ y2 J^ Ą. ^2)2 ^ 4^2 (^2 

Beispiell. Alle Polarflächen einer gegebenen Fläche für einen Punkt 
derselben haben in diesem Punkte dieselbe Indicatrix; die Krümmungs-
lialhmesser ihrer in derselben Ebene gelegenen Sclmitte sind den um Eins 
verminderten Graden der Fläclien umgekehrt proportional. 

31. Man wird b e m e r k e n , dass der Krümmungsradius als 
dem Quadrat des Durchmessers eines Centraikegelschnit ts propor-
tional nicht imaginär w i r d , sondern nur das Zeichen wechselt, 
wenn die Grösse 

A cos'- Ö + 2 cos ö sin Ö + C sin^ 0 
negativ wird. Wenn die Krümmungsradien auf der einen Seite 
der Tangentenebene als positiv betrachte t we rden , so sind sie 
auf der andern Seite derselben als negativ zu zählen; nnd das 
Zeichen wechselt somit , wenn der Sinn sich ände r t , in welchem 
die ( 'oncavität der Curve liegt. 

In einem elliptischen Punk te der F läche , d. i. f ü r 

i?2 < AC 
bleibt das Zeichen von 

A cos2 0 - f 2 ^ cos 0 sin 0 + C sin^ 0 
fü r alle Wer the von 0 dasselbe, und in einem solchen Punkte 
ist daher die Concavität aller durch ihn gehenden Schnit te nach 
derselben Seite gewendet. 

In einem hyperbolischen P u n k t , d. i. f ü r 

B'^ > AC, 
wechselt der Krümmungsrad ius zweimal das Zeichen nnd die Con-
cavität der Schnit te der einen Art ist entgegensetzt der Concavi-
tät derjenigen von der andern Art. 

Die Fläche schn(!idet die Tangentenebene in der Na thba r -
schaft des Berührungspunktes nnd die Inflexionstangenten bezeich-

http://rcin.org.pl



n e n die R i c h t u n g e n , in welchen sie die T a n g e n t e n e b e n e durchse tz t 
und t r e n n e n die Schn i t t e , de ren Concavität nach d e r e inen Seite 
gevvendet i s t , von d e n e n , f ü r welche sie nach de r a n d e r n Seite 
g e h t . * ) Und w e n n wir eine Hyperbel d e n k e n , f ü r we lche die Qua-
d r a t e der Durchmesse r der e inen Re ihe de r K r ü m m u n g s r a d i e n 
p r o p o r t i o n a l s i n d , so sind die der ande rn Reihe p r o p o r t i o n a l den 
Q u a d r a t e n de r Durchmesse r de r con jug ie r t en Hyperbe l . 

32 . Nachdem gezeigt worden is t , in w e l c h e r We i se de r 
K r ü m m u n g s r a d i u s eines Normalschni t t es zu f inden is t , gehen wir 
zu de r d u r c h ihn vermit te l ten Res t immung des K r ü m m u n g s r a d i u s 
e ines sch ie fen Schn i t t e s ü b e r , welcher gegen den Normalschni t t , 
d e r seine Durchschni t t s l in ie mit de r T a n g e n t e n e b e n e en thä l t , u n -
t e r dem Winkel cp geneig t ist. 

W i r s a h e n , dass der K r ü m m u n g s r a d i u s des d u r c h die E b e n e 
y = 0 

b e s t i m m t e n Schni t tes 
^ 1 

i s t ; wir denken dann die Achsen der y und z in i h r e r E b e n e 
u m den Winke l g) g e d r e h t , welches ge sch i eh t , i ndem wir die 
Subs t i tu t ion 

z cos <p — y sin (p, z sin q) y sin g) 

f ü r z und y 
vol lz iehen, u n d setzen das neue y gleich Nul l , d. i. wi r bes t im-
m e n die auf rech twinkl ige Achsen bezogene Gle ichung des Schni t -
tes , welchen die u n t e r dem Winke l cp gegen die alte E b e n e y = 0 
gene ig te und d u r c h die alte Achse de r x g e h e n d e Schn i t t ebene 
mi t de r F l äche e r z e u g t , in der F o r m 

z cos ę + Ax"^ 2 Bxz sin cp Cz^ sin^ (p 1 Dxz cos cp 
2 Ez- sin cp Fz^ cos^ cp - f etc. = 0 ; 

d u r c h dieselben Sch lüsse , wie v o r h e r , e rha l t en wir da r aus den 
K r ü m m u n g s r a d i u s 

cos qp , . 
= d- 1. = i ž COS <p, 

Ł A 
w e n n R den Radius de r K r ü m m u n g ^ d e s zugehör igen Normal -
schn i t t e s beze ichne t . Diess ist M e u n i e r ' s T h e o r e m , n a c h 
w e l c h e m d e r K r ü m m u n g s r a d i u s e i n e s s c h i e f e n S c h n i t t -
t e s g l e i c h d e r P r o j e c t i o n d e s K r ü m m u n g s r a d i u s d e s 

*) Das Bild eines Sattels kann diess erläutern. 
Sa lmon, Anal . Geom. d. Raumes. II. 3 
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d u r c h d i e s e l b e T a n g e n t e d e r F l ä c h e g e h e n d e n N o r m a i -
s c h n i t t e s a u f s e i n e E b e n e i s t . 

Oder nach dem Ausdruck von I Ia c h e I t e : Die Endpunkte 
der auf den Normalen aller durch dieselbe Tangente gehenden 
Schnit te abgetragenen Reciproken der Krümmungsha lbmesser der-
selben bilden eine zum Ilauptschnit t normale ( ie rade . 

Wir sehen daraus , dass von alleji Scini i t ten, welche durch 
eine in der Tangentenebene l iegende, den Berührungspunk t ent-
haltende Gerade geführ t werden k ö n n e n , der Normalschnil t den 
grössten Krümmungsradius hat , d. h . der jenige ist , welcher am 
wenigsten gekrümmt und am meisten der geraden Linie genäher t ist. 

Wi r haben das M e u n i e r ' s c l i e Theorem bereits in dem spe-
ciellen Falle der Fläche zweiter Ordnung bewiesen (Bd. I, Art. 204) 
und hät ten den hier gegebenen neuen Beweis ersparen können, 
weil wir gesehen haben , dass der Krümmungsrad ius eines belie-
bigen Schnittes der Fläche 

- f + "3 + etc. = 0 
mit dem des entsprechenden Schnittes der Fläche zweiter Ordnung 

J/j - f — 0 
übere ins t immt. 

33. Jede K u g e l , deren Centrum in einer Normale der Flächc 
enthalten i s t , während der Fusspunkt derselben in der Fläche 
ih re r Oberfläche angehör t , be rüh r t dieselbe. Die Berül i rnng wird 
aber insbesondere zu einer s t a t i o n ä r e n B e r ü h r u n g (Bd. L 
Art. 129) , w e n n d i e L ä n g e i h r e s H a l b m e s s e r s d e r I . ä n g e 
e i n e s d e r H a u p t k r ü i n m n n g s r a d i c n g l e i c h i s t . Denn wenn 
die Flächen 

z -{- A x'^ + 2Bxy .-f Cy"^ + etc. = 0 , 
2 -1- A'x^ + IB'xy + C'iß 4- etc. = 0 

sich b e r ü h r e n , so geht die Fläche 
[A — Ä) -f. 2 [B—B') xy -F [C—C] xß + etc. = 0 

durch ih re Durchschnittscurve und es ward im Bd. I, Art. ] 2 8 be-
wiesen, dass die aus den drei Anfangsgliedern gebildete Cle icbnng 

[A — Ä) x^ Ą- 2 [B—B') xy + [C—C) tß = 0 
die Tangenten der Durchschnit tscurve im Berührungspi inkle re-
p räsen t i e r t ; sie fallen zusammen, d. h. die Berührung ist stat io-
n ä r , wenn die Bedingung 

[A — Ä) [C—C) = [B-B')"^ 
erfüll t ist. (Bd. I, Art. 129.) 
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F ü r B = B' = O 

scliliesst diese Bedingung e in , entweder 

A Ä, 
oder C = C'. 

Die F läche 

z Ax^ + Cy^ + etc. = 0 

hat daher mit der Kugel 

. 2 r z Ą- x^ + y"̂  Ą- z^ = 

eine s ta t ionäre B e r ü h r u n g , wenn entweder 

oder 1 

ist , d. h. wenn der Halbmesser der Kugel dem einen oder andern 
l l aup tk rümmungs rad ius gleich ist. 

34. Die im letzten Artikel er läuter ten Pr incipien erlauben 
n n s , einen A u s d r u c k f ü r d i e I l a u p t k r ü m m n n g s r a d i e n i n 
j e d e m P u n k t e und fü r irgend eine Lage der Coordinatenachsen 
zu linden. Was wir bewiesen haben ist , dass fü r 

" j + + etc. = 0 , Wi + Vi + etc. = 0 
als ( l leichungen zweier sich be rührender Flächen der Durchschnit t 
der Ebene 

u^ =-• 0 
mit dem Kegel 

die beiden Tangenten der Durchdringungscurve g iebt ; dass also 
zwischen den Flächen selbst eine stationäre B e r ü h r u n g stattfindet, 
wenn die.se Ebene jenen Kegel be rühr t . 

Wenn wir nun die Cileichung zu einem beliebigen Punkt 

x', y, z' der Fläche t r ans fo rmie ren , so dass sie wird 
dü' , dU' . dU' 

oder wenn wir die ersten Differentialquotienten durch U^, U^, U^, U^ 
und die zweiten durch U^p U^o, U^^, etc. bezeichnen wie vorher , 

2 (U^x U,y + U,z) + + + 

-ł- + 2 U i ^ x z + + etc. = 0 , 
3 * 
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( f^l l - . Ux 
V,2 U23 , U2 

Un » ^23 » -X), u. 

Ui , U2 . 0 

so ist die Gle ichung e ine r Kugel mit de r se lben T a n g e n t e n e b e n e 

2 {U,x + U^y + U^z) + M ^ ' + y ' + z') = 0, 

und dieselbe ha t mit d e r F l äche zweiter O r d n u n g eine stat ionäre 

B e r ü h r u n g , w e n n A so b e s t i m m t w i r d , dass 

U^x - f U^y + U^z =z 0 
die F l äche 

x-^ + + { U , , - X ) 2 u^^yz + 2 ą , z x 

+ 2 Ui^xy = 0 i . 
b e r ü h r t , d. h . w e n n 

= 0 

i s t ; ode r entwickel t 

Somit ist X d u r c h die quadra t i sche Gle ichung 

- {(^^22 + U,,) ü,^ + ( ^ 3 + U,,) + (f^H + U22) 

— 2 ř/js - 2 f^l 3 £̂ 3 Ĉ l — 2 ř^l 2 f^l } ^ 

+ [UriVz,-Urł) U,' + ~ U,,^) + {U,, U,,-U,2') f ^ 
+ U2U, + U,U, 
+ 2 ( ^ 3 £ 7 i 3 - f ^ 3 3 f ^ i 2 ) = O 
be s t immt . 

Ist n u n r de r Radius de r Kugel 

I (0:2 + y2 + ^2) + 2 {U^x + ą y + U,z) = 0 , 
so ist 

£ 1 _ ± J I Ł ± I I 

und wir finden somit die Haupt rad ien de r K r ü m m u n g aus de r 
vo r s t ehenden quadra t i schen Gle ichung , i ndem wir die Subst i tu t ion 

f ü r 

in dieselbe vollziehen, 

]/{Ut'+ u?) 

r 

X 
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Das absolute Glied dieser Gleichung fü r A kann durch die 
E in führung der Wer the von U^, U.p U.̂  aus den Gleichungen 

(/ř — 1 ) Ul — U^ix + Ui^y + U^^z - f Ui^w, 
etc. 

vereinfacht werden und reducier t sich dadurch auf die F o r m 

[ n - W 
wo H die in dem Artikel 24 entwickelte H e s s e sehe Determi-
nante der Gleichung der Fläche bezeichnet. (Vergl. Art. 27.) 

Wir hät ten a priori sehen können , dass das absolute Glied 
fü r jeden der H e s s e ' s c h e n Deterniinantentläche angehörigen Punk t 
verschwinden muss. Denn da die Richtungen der Hauptschnit te 
die Winkel zwischen den Inflexionstangenten halbieren, so fällt 
fü r zusammenfal lende Inflexionstangenten ihre gemeinschaftl iche 
Richtung in einen der Hauptschnil te und der Krümmungsrad ius 
dieses Schnittes ist unendlich gross , weil drei auf e inander fol-
gende Punkte desselben in gerader Linie s ind; es muss somit 
e iner der Wer the von A, als reciproker Werth von r , ver-
schwinden. 

Indem wir fe rner den Coefücienten von I in der vorigen 
Gleichung mit Null vergleichen, erhal ten wir die Gleichung einer 
Fläche vom (3n —4)'®" Grade , welche in der gegebenen Fläche 
alle diejenigen Punkte bes t immt , für die die Hauptkrümmungs-
radien gleich und entgegengesetzt s ind , d. h. für welche die In-
dicatrix eine gleichseitige Hyperbel ist. 

Die quadratische Gleichung dieses Artikels hätte auch mit-
tels des Artikel 9 8 , Rand I gefunden werden können , welcher die 
Achsen eines der Ebene 

UiX + U^y + ř/gz = 0 

parallelen Schnittes der Fläche zweiten Grades 

+ + + 2 U^^yz + 2 U^.zx + 2 U^^xy = 1 
best immt. 

35. Aus den Gleichungen des letzten Artikels können wir 
den K r ü m m u n g s r a d i u s e i n e s N o r m a l s c h n i t t e s f i n d e n , 
w e l c h e r d i e T a n g e n t e n e b e n e i n e i n e r L i n i e v o n g e g e -
b e n e n R i c h t u n g s w i n k e l n s c h n e i d e t . 

Denn das Centrum der K r ü m m u n g liegt in der Normale und 
wenn wir aus ihm mit dem Krümmungsrad ius als Halbmesser 
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eine Kugel b e s c h r e i b e n , so b e r ü h r t sie ilie F l äche u n d i h r e Gleich-
ung ist von d e r F o r m 

2 [U,x -ł- U.,y -1- U^z) + A -I- / + z^) 

Der fo lgende P u n k t in diesem Schni t t der F l ä c h e , welche 

wir b e t r a c h t e n , g e n ü g t dieser Gle ichung u n d d e r a n d e r e n 

«1 + "2 = 0 ' 
U,y + U^z) + + + 2 U^^yz + 2 U^.zx 

so dass wir d u r c h Subt rac t ion erhal len 

_ ^lO:^ + + + 2 U,,yz + 2 Uy^zx - f 2 U^,xy 

eine h o m o g e n e Gle i chung , in de r x, y, z d u r c h die Hichtungsco-
sinus de r g e r a d e n Linie ersetzt w e r d e n d ü r f e n , we lche den An-
fangspunk t mi t dem nächs t fo lgenden P u n k t e v e r b i n d e t ; da zugleich 
wie im letzten Art ikel 

r 
i s t , so wird 

/ ( ř / , 2 + ą 2 + 

Ul 1 cos'-^a + f/22COs2/3 - f f^ssCOSV + 2 C/23COS^COSy -t- 2 C/j gcosycosa - f 2 ř/j jCOSßCOS^ 

So r educ i e r t sich das P rob lem der Bes t immung des Maxinial-

und Minimalradius der K r ü m m u n g .Tfif die Bes t immung des Maxi-

nu ims und Min imums der Grösse 

Un^^ + + + ^U,,yz -f lU^^zx - f 2 U^^xy 
u n t e r den B e d i n g u n g e n 

U^x -j- U,y -1- ą r = 0 , â ^ ^ ^ j . 
und wir e r k e n n e n , dass es genau mit dem P r o b l e m d e r B e -
s t i m m u n g d e r A c h s e n d e s C e n t r a l s c h n i t t e s e i n e r F l ä c h e 
z w e i t e n G r a d e s d u r c h e i n e E b e n e UiX -j- U^y + U^z = 0 
ü b e r e i n s t i m m t . 

36 . In de rse lben Weise s t immt das P r o b l e m , d i e R i c h t u n -
g e n d e r H a u p t s c h n i t t e i n i r g e n d e i n e m P u n k t z u f i n d e n , 
m i t d e m P r o b l e m d e r B e s t i m m u n g d e r B i c h t u n g e n d e r 
A c h s e n f ü r d e n d u r c h d i e E b e n e 

Uix -H ąy + U^z = 0 
i n d e r F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g 

-I- tr22y2 + ř/ggZ^ + 2 U,,yz +- 2 Ui^zx + 2 U^.^xy = 1 
e r z e u g t e n S c h n i t t ü b e r e i n . 

http://rcin.org.pl



Durch e inen gegebenen Durc lnnesse r e ine r F läche zweiten 
C.rades k a n n s te ts ein ebener Schn i t t gelegt w e r d e n , d e r ihn zur 
Achse h a t , und die a n d e r e Achse desse lben ist d e r Durchschni t t 
der zu ihm n o r m a l e n Ebene mit d e r E b e n e , welche ihm conju-
g ier t ist. Ist somit 

V = 1 
die cen t ra le F l ä c h e z^yeiter O r d n u n g und geh t de r f rag l i che Durch-
messe r d u r c h den P u n k t (x', y', z'), so ist de r zu ihm normale 
conj t ig ier te D u r c h m e s s e r der Durchschn i t t d e r E b e n e n 

dV ^ dV dV 
xx' + yy' - f = 0 , x' ~ ^ y' + z ' - = (3; 

und liegt de r e r s t e Durchmesse r in de r E b e n e 

U^x' + U^y' - f U^z' = 0 , 

so be sch re ib t de r zweite den Kegel , we lcher d u r c h die Vergleich-

ung der d u r c h Eliminat ion von x, y', z' aus diesen dre i Gleich-

ungen g e w o n n e n e n De te rminan te mit Null r e p r ä s e n t i e r t wird, 

nämlich d u r c h 
dV dV dV 

iU^z- U,y) — -f. {U,x-U,z) — - f {Ü,y-U,x) — = 0 . 

Dieser Kegel schneide t die E b e n e 

U,x -ł- ą y -f ą z = 0 
in den Achsen des d u r c h sie be s t immten Schni t tes . Die R ich tun-
gen de r l l aup t schn i t t e sind somit bes t immt als die Durchschn i t t e 
d e r T a n g e n t e n e b e n e 

U^x -ł- -f- U^z ~ 
mit dem Kegel 

-1- {U,y-U,x) - f U,,y + U,,z) = 0 , 
ode r 

x^' -f - U, U,,) y^- + [U, U , , - ^ U,,) z^ 

+ { U^U^, + U, {U,,-U,^) - zx 

+ { - + U, (u,, - U,,)} xy = 0. 
37 . Die im Artikel 3 4 a n g e w e n d e t e Methode e r l aub t uns 

a u c h , die B e d i n g u n g e n f ü r e i n e n K r e i s p u n k t zu finden.*) 

"" *) Wir könnten dieselbe durch l}ildung der Bedingung ermitteln, 
unter welcher die quadratische Gleichung des Artikel 34 gleiche Wur-
zeln hat. Da aber die Wurzeln dieser Gleichung stets reell sind, so 
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Wenn die E b e n e xy die T a n g e n t e n e b e n e in e inem Umbiliciis 
i s t , so ist die Gle ichung der F läche von d e r F o r m 

z A [x"^ iBxz + lEyz + Fz"^ + etc. = 0 , 

und wenn wir von ih r die Gle ichung e iner b e r ü h r e n d e n Kugel 

z + À (a:2 + + ^ 0 

s u b t r a h i e r e n , so ist es mögl ich , X so zu wählen — näml ich indem 

m a n es gleich A n i m m t — dass alle Glieder des Restes durch z 

thei lbar w e r d e n . W e n n also 

Mj -j- «2 + etc. = 0 
die F läche und 

+ Av2 = 0 

eine sie b e r ü h r e n d e Kugel beze ichne t , so ist es un te r de r Vor-
ausse tzung , dass der Anfangspunkt der Coordinaten ein Kre ispunkt 
s e i , mögl ich , A so zu wäh len , dass 

«2 — Xv2 

als einen Fac to r en thä l t . Durch eine wie in Artikel 3 4 voll-
zogene Trans fo rn ia t ion de r Coordinaten e r k e n n t m a n so , dass ein 
P u n k t [x', y', z') ein Kre ispunkt i s t , wenn man X so wählen kann, 
dass 

die Grösse 
U,x + U^y + U,z 

als e inen Fac to r en thä l t . W e n n diess geschehen soll , so muss 

der a n d e r e F a c t o r sein 

- + - u T ' ^ ^ 

und die Entwicke lung des P roduc t s und Verg le ichung de r Coef-
ficienten von yz, zx und xy l iefert die Bed ingungen 

h 

ist sie zu der in den „Vorlesungen über die Algebra" etc. behandelten 
Klasse gehörig und ihre Discriminante kann als Summe von Quadra-
ten ausgedrückt werden. Wollen wir also nur von reellen Kreispunkten 
sprechen, so ist das Resultat der Vergleichung der Discriminante mit 
Null zweien Bedingungen äquivalent, welche einfacher so wie im Text 
erhalten werden können. 
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"I + (̂ 11-̂ ) ^ = 
iUn-^) + ^ = 

man erhäl t somit durch Elimination von k zwischen diesen Gleich-
ungen die beiden Bedingungen 

Da nur zwei Bedingungen zu erfüllen sind, s o e n t h ä l t e i n e 
F l a c h e m^®' O r d n u n g a l l g e m e i n e i n e b e s t i m m t e Z a h l 
v o n K r e i s p u n k t e n ; denn jede derselben repräsent ier t eine Fläche 
und beide bestimmen mit der gegebenen Fläche zusammen eine 
Anzahl von Durchschnit tspunkten, welche Kreispunkte sein müssen. 
Es kann aber insbesondere auch geschehen , dass die durch beide 
Bedingungen repräsent ier ten Flächen sich in einer ganz auf der 
ursprüngl ichen Fläche gelegenen Curve schneiden; dann existiert 
somit in der Fläche eine Lin ie , deren sämmtliche Punkte Kreis-
punkte derselben s ind; man nennt eine solche Linie eine L i n i e 
s p h ä r i s c h e r K r ü m m u n g . 

Beispiel Man untersuche, ob in der Fläche 
(.T2 H- ^ ^2)2 ^ 4 ^ 2 + 

ein Kreispunkt enthalten ist. 

38- Es giebt e inen Fall , in welchem die Bedingungen des 
letzten Artikels nicht in der Form anwendbar s ind, in welcher 
sie geschrieben wurden. Sie sind erfül l t f ü r 

_ 0 rr - - 2 

und wir könnten daraus schhessen, dass die Fläche 

stets durch Kreispunkte der gegebenen Fläche hindurchgehe. Man 
erkennt aber geometrisch leicht , dass diess nicht der Fall ist; 
denn 

ą = 0 
ist die Polare des Punktes (y, z, w) in Bezug-auf die F läche , sodass. 
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wenn sie notlnvendig du rch Kreispunkte h indurch ginge, aus einer 
einfachen C.oordinateii-Trarisforniation gesclilossen werden müsste, 
dass die erste Polare j e d e s Punktes Kreispunkte der Fläche 
enthielte. 

Aus dem letzten Artikel geht dagegen h e r v o r , dass es eine 
stillschweigende Voraussetzung seiner Un te r suchung ist , dass keine 
der Grössen 

verschwinde; denn wenn diess statt f ände , so enthielte eine der 
gehrauchten Gleichungen unendliche Glieder. 

Setzen wir 
Û  = 0 , 

so müssen wir vielmehr direct die Bedingung bes t immen, unter 
der 

^iV + 

ein Factor in 

ist. 

Ollenbar muss dazu 

und wie man leicht s ieht , wie vorher '' u 2 

sein , während überdiess , damit die Glieder 

2 Uy^zx + 2 U^^^y 
durch 

U,y + ąz 

theilbar s ind , 

sein muss. 
Wenn man mit den so erhal tenen beiden Bedingungen 

ą == 0 

und die Gleichung der Fläche combinier t , so hat man vier Be-
dingungen, welche, specielle Fälle ausgenommen, nicht durch die 
Coordinaten eines Punktes erfüllt werden können. 

Wenn wir die im letzten Artikel gegebenen Bedingungen von 
Brüchen be f re i en , so finden wir , dass jede von ihnen U^, ü^ 
oder V^ als einen Factor enthäl t , und was wir in diesem Artikel 

http://rcin.org.pl



b e w i e s e n h a b e n , i s t , dass diese F a c t o r e n als der F r a g e nach den 
K r e i s p u n k t e n f r e m d beseit igt w e r d e n können .*) 

W i r gehen zur I le r le i tung e iniger a n d e r e r Fo lge rungen aus 
d e m in Artikel 3 3 Bewiesenen ü b e r , w o n a c h die beiden mit den 
l l a u p t k r ü m m u n g s r a d i e n b e s c h r i e b e n e n Kuge ln mit de r F läche sta-
t i o n ä r e B e r ü h r u n g h a b e n . 

*) Aus dem Entwickelten können wir die Zahl der Kreispunkte be-
stimmen, welche eine Fläche von der Ordnung im Allgemeinen 
haben kann. 

Die Kreispunkte sind, so sahen wir, als Durchschnittspunkte der ge-
gebenen Fläche mit einer Curve bestimmt, deren Gleichungen die Form 

^ _ Ä _ ^ 
Ä B' ~~ C' 

haben; sind A, B, C vom Grade l, A', B', C' aber vom Grade m, so 
sind 

AB' — ÄB = 0, AC' — A'C = 0 

vom Grade {l ?«) und durchschneiden sich in einer Curve vom Grade 
(/-j-Tw)'^; und da der Durchschnitt dieser zwei Flächen die Curve 

A = 0, A' = 0 
vom Grade bti einschliesst, welche die Fläche 

BC — B'C = 0 
nicht enthält, so ist die fragliche Curve von der Ordnung 

P + Im m«, 
cl. h. im gegenwärtigen Falle, wo I und m durch 

(3w — 4 ) und (271 — 2) 
respective zu ersetzen sind, 

= 19w2 — 46« - f 28, 
Das* discutierte System schliesst aber, wie wir gesehen haben, drei 

Curven ein, wie 
U, = 0 , {U^̂  + U,^) - 4 - - 0, 

welche die Kreispunkte nicht enthalten; man hat hiermit die Grösse 
3 (n — 1) (3 w — 4) 

von der vorher gefundenen Zahl zu subtrahieren, um zu finden, d a s s 
d i e K r e i s p u n k t e a l s D u r c h s c h n i t t e d c r g e g e b e n c n F l ä c l i e m i t 
e i n e r C u r v e v o n der O r d n u n g 

(lOn® — 25w + 16) 
N 

b e s t i m m t s i n d und d a s s s o m i t d i e A n z a h l d e r s e l b e n f ü r e i n e 
F l ä c h e w ter O r d n u n g a l l g e m e i n 

= 71 (10^2 — 25« + 16) 
i s t . 
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39. W e n n z w e i F l ä c h e n e i n e s t a t i o n ä r e B e r ü h r u n g 
h a b e n , s o b e r ü h r e n s i e s i c h i n z w e i a u f e i n a n d e r f o l -
g e n d e n P u n k t e n . 

Wenn die Gleichungen beider Flächen wie in Artikel 33 
geschrieben w e r d e n , so sind die Tangentenebenen im nächstfol-
genden Punkte nach Artikel 7 durch 

z + 2 [Ax %') X 2 [Bx - f Cy') y = 0 , 

z + 2 [Äx + B'y') X + 2 [B'x + Cy') y = 0 

dargestellt. Sie sind ident isch, wenn 

Ax + By = A'x + B'y', Bx + Cy' = B'x -f Cy 

ist , d. i. durch Elimination von x' : y', wenn 

[A — Ä) [C—C) ^ [B~ 
ist , d. h. unter der Bedingung der stat ionären Berührung. 

Die mit einem der Hauptkrümmungsrad ien beschriebene Kugel 
be rühr t somit die Fläche in zwei auf e inander folgenden P u n k t e n ; 
oder zwei auf einander folgende Normalen der Fläche sind auch 
Normalen der Kugel und durchschneiden sich folglich im Centrum 
derselben. 

Nun wissen w i r , dass bei ebenen Curven das Centrum des 
Krümmungskreises als der Durchschni t t zweier auf e inander fol-
gender Normalen der Curve be t rachte t werden kann. B e i d e n 
F l ä c h e n s c h n e i d e t d i e N o r m a l e in e i n e m P u n k t e d i e 
e i n e m b e l i e b i g e n b e n a c h b a r t e n P u n k t e e n t s p r e c h e n d e 
N o r m a l e i m A l l g e m e i n e n n i c h t . Wir sahen aber so eben, 
d a s s d i e z w e i a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n N o r m a l e n s i c h 
d u r c h s c h n e i d e n , w e n n d e r n ä c h s t b e n a c h b a r t e P u n k t 
i n d e r R i c h t u n g e i n e s d e r H a u p t s c h n i t t e d e s g e g e b e -
n e n P u n k t e s g e w ä h l t w a r d . D i e g e m e i n s c h a f t l i c h e 
L ä n g e b e i d e r N o r m a l e n g l e i c h t d a n n d e m e n t s p r e -
c h e n d e n H a u p t k r ü m m u n g s r a d i u s . 

Der Wichtigkeit dieses Theorems halber geben wir eine directe 
Untersuchung desselben. 

40. M a n s o l l u n t e r s u c h e n , i n w e l c h e n F ä l l e n d i e 
N o r m a l e i n i r g e n d e i n e m P u n k t e e i n e r F l ä c h e d u r c h 
d i e n ä c h s t f o l g e n d e N o r m a l e g e s c h n i t t e n w i r d . 

Wir wählen die Tangentenebene zur Ebene xy und setzen 
die Gleichung der Fläche in der Form 

z Ax"^ -it 2Bxy + Cy"^ 2Dxz + 2Eyz Fz"^ etc. = 0 
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voraus . In Artikel 7 sahen wir d a n n , dass die Gleichung e iner ' 
n ä c h s t f o l g e n d e n Tangen tenebene ist 

z + 2 (Ax' + By') X + 2 {Bx' + Cy') y = 0] 

eine N o r m a l e zu ihr d u r c h den P u n k t (a ' , y') ist somit 

x — x _ y — y' ^ 

Ax + By' Bx -f Cy' 

und diese lbe schneidet die Achse d e r z, d. i. die u r sprüng l iche 

N o r m a l e , w e n n man hat 

x _ y' 
Ax -f- By' Bx + Cy'' 

Die R ich tung nach einem nächs t fo lgenden P u n k t e , dessen 

N o r m a l e die gegebene Normale s c h n e i d e t , ist somit du rch die 

Gle ichung 

Bx"^ + {C—A) x'tj — = 0 

b e s t i m m t , d. i. du rch die Gle ichung des Artikel 3 0 , welche die 

R i c h t u n g e n des Maximums und des Minimums der K r ü m m u n g 

g ieb t . 
In j e d e m P u n k t e iner F läche giebt es somit zwei zu e inan-

der rechtwinkl ige R i c h t u n g e n , in denen die Norma le des nächs t -
fo lgenden P u n k t e s die u r s p r ü n g l i c h e Normale durchschne ide t . 
Diese R ich tungen sind die der be iden I lauptschni t te des Punktes . 

W e n n wir zur Vergrösse rung d e r E infachhe i t die Richtungen 
de r I l aup tschni t t e als Coord ina tenachsen w ä h l e n , d. h . in den 
vor igen Gle ichungen . 

5 = 0 

s e t zen , so wird die Gleichung e iner nächs t fo lgenden Normale 

X — x y — y — = 2 z , Ax Cy 

und m a n sieht le icht , dass die den P u n k t e n y ' = 0 , a:' = 0 
e n t s p r e c h e n d e n Normalen die Achse de r z in E n t f e r n u n g e n 

_ J _ ^ J ^ 

"" 2A' "" 2C 

respect ive du rchschne iden , d. h . in den E n d p u n k t e n de r en tspre-

chenden Haup tk rümmungs rad i en .* ) 

*) B e r t r a n d berechnet in seiner Theorie der Krümmung der Flä-
chen den Winkel , welchen die folgende Normale und die durch ihren 
Fusspunkt und die ursprüngliche Normale bestimmte Ebene bilden. 
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41 . W i r k ö n n e n ancii zu dense lben E r g e b n i s s e n gelangen, 
indem wir den O r t d e r j e n i g e n P u n k t e d e r F l ä c h e s u c b e n , 
d e r e n N o r m a l e n e i n e f e s t e z u r A c h s e d e r z g e n o m m e n e 
N o r m a l e s c h n e i d e n . 

Durch die Subst i tut ion o: = 0 , y = 0 in die Gleichung 
e iner a n d e r n Norma le e r k e n n e n w i r , dass d e r P u n k t der F läche , 
zu welchem sie g e h ö r t , de r Bed ingung 

X _ y 
dU d_U 
dx dy 

genügen muss . Die C u r v e , in we lcher diese F l äche die gegebene 
Fläche s c h n e i d e t , hat den E n d p u n k t der gegebenen Normale zum 
Doppelpunkt und die beiden T a n g e n t e n desselben sind die I l aup t -
tangenten de r F l äche in diesem P u n k t e . 

Der speciel le Fa l l , in welchem die feste Norma le einem Kreis -
punk le e n t s p r i c h t , verd ient besonde re E r w ä h n u n g . 

Da die Gle ichung der F läche von der F o r m 
z Ą- A (.-r2 -f- tß) - f e tc . == 0 

i s t , so ist flas n iedr igs te Glied de r Gle ichung 

dU dU 
X 

fin-
2 = 0 

vom dr i t t en Grade nnd der Kre i spnnk t ist ęin d re i f ache r P u n k t 
in der Or t scurve . W ä h r e n d also jede der Normale des K r e i s p u n k t e s 
nächs t fo lgende Normale die e r s t e r e schne ide t , giebt es d re i B ich-
tungen von ihm aus , längs welcher auch die darauf fo lgende Nor -
male die dem Kre i spunkte en t sp rechende Normale noch schne ide t . 

X — = V — 
dy dx 

Indem Avir immer die Richtungen der Hauptschnitte als Coordinaten-
achsen voraussetzen, sind die Richtungscosinus der folgenden Normale 
zu 2Ax', 2Cy', ^respect ive proportional, während die einer zum Radius 
vector normalen Tangente zu — y , x , 0 proportional sind. In Folge 
dessen ist der cosinus des "Winkels zwischen diesen beiden Linien oder 
der sinus des Winkels der folgenden Normale mit dem Normalschnitt 
zu {C — A) x'y proportional, oder proportional zu {C—A) sin 2 or, 
wenn u der Winkel ist, welchen die Richtung des nächstfolgenden 
Punktes mit einer der Haupttangenten bildet. Ist a = 0 oder a — 90", 
so verschwindet dieser Winkel und die folgende Normale liegt in der 
Ebene der ursprünglichen Normale. 
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42 . E ine K r i i m m u n g s l i n i e * ) in e iner Fläcl ie ist eine so 
auf de rse lben verze ichnete L in ie , dass die Norma len in i rgend 
zweien in ih r auf e inander folgenden P u n k t e n sich du rchschne iden . 

So können wir von i rgend e inem P imk te M der F l äche zu 
jedem der be iden fo lgenden P u n k t e N, N' ü b e r g e h e n , von d e r e n 
N o r m a l e n wir b e w i e s e n , dass sie die Normale in M schneiden . 
Die Norma le in N ih re rse i t s wird d u r c h die beiden fo lgenden 
N o r m a l e n in P, P' geschn i t t en , wob~ei wir das E l e m e n t NP als 
e ine For t se tzung von dem E lemen t MN d e n k e n , w ä h r e n d NP' 
nahezu r e c t a n g u l ä r zu demse lben ist. In de r näml ichen Art kön-
n e n wir vom P u n k t e P zu e inem a n d e r n b e n a c h b a r t e n P u n k t e Q 
ü b e r g e h e n und so eine Krümmungs l in i e MNPQ b i lden. 

Und wir h ä t t e n f e r n e r in de rse lben Weise vorschre i ten kön-
n e n , i ndem wir in der Rich tung MN' begannen . 

Durch j eden P u n k t M e iner F l äche gehen somit zwei K r ü m -
mungs l i n i en , welche sich in i hm rechtwinkl ig durchschne iden und 
von den e n t s p r e c h e n d e n be iden Haup t t angen ten b e r ü h r t w e r d e n . 

Eine Krümmungs l i n i e ist im Allgemeinen ke ine ebene Curve, 
und in dem speciel len Fal le selbst, in we lchem sie eben ist, fä l l t 
i l i re Ebene nicht no thwend ig mit de r eines Hauptschni t tes in 71/ 
zusammen , obgleich sie mi t demselben die gemeinschaf t l iche I l aup t -
(angen te hat . Der Hauptschni t t ist n o r m a l zur F l äche , die E b e n e 
d e r K r ü m m u n g s l i n i e kann geneigt gegen dieselbe sein. 

Die F l ä c h e n , welche du rch die U m d r e h u n g e iner ebenen 
Curve um eine in i h r e r Ebene en tha l t ene Achse en t s t ehen , bieten 
eine gu te E r l ä u t e r u n g verschiedener h ie r e inschlagender Umstände 
dar . 

In j edem P u n k t e P einer solchen F l ä c h e fällt die eine K r ü m -
mungsl in ie mit dem durch ihn und die Achse gehenden ebenen 
Schni t t oder mit de r e n t s p r e c h e n d e n Lage der e rzeugenden Curve 
zusammen . 

Alle Norma len dieser Curve sind a u c h Normalen der F läche 
und d u r c h s c h n e i d e n sich. Der e n t s p r e c h e n d e I l a u p t k r ü n n n u n g s -
rad ius ist auch d e r K r ü m m u n g s r a d i u s dieses ebenen Schni t tes . 

Die a n d e r e d u r c h P gehende K r ü m m u n g s l i n i e ist der Kreis , 

*) Die ganze Theorie der Krümmungslinien, der Umbilics, etc. ge-
bührt M o n g e . Vgl. seine „Application de l'Analyse à la Geome'trie" 
p. 124 (Liouville's Ausgabe). 

http://rcin.org.pl



welchen die durch ihn gelegte Normalebene zur Achse mit der 
Fläche bes t immt; denn die Normalen der Fläche in allen Punkten 
dieses Schnit tes durchschneiden die Achse derselben und daher 
sich selbst in dem nämlichen Punk te ; sein Abstand von den Punk-
ten der Pe r ipher i e , insbesondere von dem Punkte P ist der zweite 
Hauptkr i immungsradius der Fläche. 

Die durch P gehende erzeugende Curve (der Meridian) ist 
ein Hauptschnit t de r F l ä c h e , weil sie die Normale derselben ent-
hält und eine Krümmungsl inie b e r ü h r t ; der zur Achse normale 
Schnitt (der Parallelkreis) ist kein Hauptschni t t , weil er die Nor-
male der Fläche nicht enthäl t ; vielmehr ist der zweite Haupt-
schnitt der durch diese Normale und die demselben Kreise in P 
entsprechende Tangente bestimmte ebene Schnitt der Fläche, 

Gleichzeitig er läuter t dieses Beispiel 'das Theorem von Meu-
n i e r ; denn der Radius des durch P gehenden Kreises , d, i, eines 
schiefen Schnittes der F läche , ist die Projection des zwischen 
dem Punkte P und der Achse enthaltenen Stückes der Normale 
auf seine E b e n e , eines Stückes , von welchem wir so eben be-
wiesen haben , dass es der Krünmumgsradius des entsprechenden 
Normalsch nittes ist, 

43. Es ist im Artikel 36 bewiesen worden , dass die Hich-
tungscosinus der Tangente eines Hauptschnittes der Fläche die 
Relation 

( ř / j cos y — U^ cos ß) ( f / j i cos a -j- U^^ ^os ß + ř/jg cos y) 
4" [U^ cos a — ř/j cos y) (f/i2 cos u -J- U.^^ ^os ß + ř^js cosy) 
+ (ř/ j cos |3 — 1/2 cos a) (f7j3 cos a - f U22 cos ß + ř/33 cos y) = 0 
erfüllen. 

Wir wissen n u n , dass die Tangente des Hauptschnittes auch 
die Tangente der Krümmungsl inie ist, Ist ds das Bogenelement 
einer Curve und bezeichnen doc, dij, dz die Projectionen dessel-
ben auf die Achsen, so sind die cosinus der von ds mit den 
Achsen gebildeten Winkel zu 

dx dy dz 
ds' ds ' ds 

respective proport ional . Die Differentialgleichung der Krümmungs-
linie wird daher erha l ten , indem man 

dx, dy, dz 
f ü r 
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cos or , COS ß, COS y 

in die v o r h e r g e h e n d e F o r m e l subs t i lu ie r t . 
Diese Gle ichung k a n n d i rec t auch l 'olgendermassen abgelei te t 

werden.*) Sind a, ß, y die Coord ina ten eines zweien auf e inander 
fo lgenden N o r m a l e n gemeinschaf t l i chen P u n k t e s , so folgt aus den 
Gle ichungen de r Normale f ü r x, y, z als die Coordinaten ihres 
F u s s p u n k t e s in de r F l ä c h e die Rela t ion 

a — X ß — y y — z 

U, ř/o U, '1 

und w e n n wir den gemeinschaf t l i chen W e r t h dieser B r ü c h e durch 
0 beze ichnen 

a X + UY^, ß = y V^^, y = z + U^Q. 

W e n n abe r die zweite Norma le die F l äche in dem P u n k t e 

X + y dy, z Ą- dz 

d u r c h s c h n e i d e t , so e rha l ten w i r , i ndem wir a u s d r ü c k e n , dass 

a, ß, y den Gle ichungen der zweiten Normale g e n ü g e n , dieselben 

R e s u l t a t e , als w e n n wir die vorigen Gle ichungen different i ieren, 

indem wir cc, ß, y als constant b e t r a c h t e n , d. i. 

dx + f/jrfö + klU^ = 0, 
dy + U^d^ + MU^ = 0, 
dz + f/gdö + 0f/f73 = 0 , 

und d u r c h El iminat ion von ö, ans diesen Gleichungen die De-

t e r m i n a n t e des Artikel 3 6 

dx , 

U i , 
Uebr igens ha t m a n 

dU, = U,,dx 

dy 

dU^ 

dU^ = 

dU^ = 

11 
U^ifix 
U^^dx 

+ + + 

, dz 
, U, 
, dU, 

Uy^dy 
U^^dy 
U^^dy 

= 0 . 

+ + + U^^dz, 
U^^dz, 

soids 

zu finden. 

Beispiel. Die Dinerentialgleichung der Krümmungslinien des Elllp-

i ' + a- 62 + = 1 

*) Vergl. G r e g o r y ' s ,,Solid Geometry" p. 
Salmon, Anal . Geom. d. Raumes. IT. 
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Man hat 

Ui 
X y U, = 

dU^ 
dx 

— ^ • 

dy 
~ b^' 

dU, = 
dz 

und erhält durch Substitution in die vorige Gleichung und Entwickelung 
— c^) xdydz + (c^ — a?-) ydzdx + [a^—b"^) zdxdy ~ 0. 

Da wir wissen, dass die Krümmungslinien des Ellipsoids die Durch-
schnittslinien desselben mit einem System concentrischer Flächen zweiten 
Grades sind (Band I, Artikel 206), so können wir für das Integral dieser 
Gleichung die Form 

-f- By"^ + C22 = 0 

voraussetzen und die Constanten durch Substitution bestimmen. 
Wenn wir die Form des Integrals nicht als bekannt voraussetzen, 

so können wir z und dz mit Hilfe der Gleichung der Fläche eliminieren 
und so eine Differentialgleichung mit zwei Veränderlichen bilden, welche 
die Gleichung der Projection der Krümmungslinien auf die Ebene der xy 

ist. So erhalten wir nach Multiplication mit ^ und Reduction durch 

die Gleichung des Ellipsoids und ihr Differential 

{((.'-c') xdy + (e'-«') ydx) + 

= { ' - V ^ - t ) 
(I. i. für 

gl (62 —c2) _ »2 ^ 

eine Gleichung, deren Integral nach G. B o o l e ' s ,,Differential Equations" 
Ex. 3, p. 135 und 124 ist 

^ _ y^ _ I 
B AC~-f~l' 

Die Krümmungslinien werden somit auf die llauptebenc in eine Reihe 
von Kegelschnitten projiciert, deren Achsen a, b' durch die Relation 

«2 ^2) + ft2 (^2 _ — 1 

verbunden sind. 3Iau erkennt leicht, dass diess mit dem in Bd. I, Art.200 
gegebenen Abriss der Theorie der Krümmungslinien übereinstimmt. 
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44 . Das T h e o r e m , nach we lchem confocale F lächen zweiten 
Grades sich in Kr fnnnumgs l in i en d u r c h s c h n e i d e n , ist ein speciel-
1er Fall des T h e o r e m s von D u p i n , * ) we lches wir so a u s d r ü c k e n : 
W e n n d r e i F l ä c h e n s i c h i n e i n e m P u n k t e r e c h t w i n k l i g 
d u r c h s c h n e i d e n , u n d w e n n j e d e s P a a r d e r s e l b e n s i c h 
a u c h i n d e m n ä c h s t f o l g e n d e n g e m e i n s c h a f t l i c h e n P u n k t e 
r e c h t w i n k l i g s c h n e i d e t , s o s i n d d i e R i c h t u n g e n d e r 
D u r c h s c h n i t t e d i e R i c h t u n g e n d e r K r ü m m u n g s l i n i e i n 
j e d e r d e r s e l b e n . 

Wir denken den allen d re i F l ächen gemeinschaf t l i chen P u n k t 
als Anfang der Coordinaten und die d re i r ec tangulä ren T a n g e n -
t enebenen als C o o r d i n a t e n e b e n e n , so dass die Gleichungen d e r 
F lächen von d e r F o r m 

X -1- ^ 2hyz + cz^ + Idzx + etc. = 0 , 

y + a'z^ - f 2b'zx-\- c'x'^ -j- 2d'xy + etc. == 0 , 

2 + a"x^ + 2b"xy + c'y"^ 2d"yz etc. = 0 

s ind. In einem nächs t fo lgenden den e r s t en beiden Flächen gemein-

schaf t l ichen P u n k t e hat man 

X = {), y = {), z = z, 
wo z' no thwend ig sehr klein is t ; die nächs t fo lgenden T a n g e n t e n -

r l i cnen sind dahe r 

(1 - f 2dz) X - f 2bz'y + 2czz = 0 , 

2b'z'x + (1 + 2(tz') y + 2a'z'z = 0, 
und m a n e rhä l t 

b -h b' = 0 

als die Bed ingung , un te r we lche r dieselben rechtwinkl ig zu e in-
ander s ind , indem man n u r d ie jenigen Glieder berücks icht ig t , 
welche die kleine Grösse z' im ers ten Grade entha l ten . 

In gle icher Weise m ü s s e n , dami t die ande rn P a a r e von 
F l ä c h e n sich in e inem fo lgenden P u n k t e rechtwinkl ig du rchschne i -
d e n , die Bed ingungen 

b' -ł- b" = 0, 
b" b = 0 

er fü l l t s e i en , d. i. man muss zu r gleichzeit igen Bechtwinkl igkei t 
aller drei F l ä c h e n p a a r e 

*) ,.Developpements de Ge'ome'trie", cinqnième Me'moire. Der hier 
gegebene Beweis rührt von AV. T h o m s o n her; vgl. Gregory ' s ,, Solid 
Geometry," p. 263. „Cambridge Mathematical Journal," Vol. IV, p. 62. 

4 * 
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h — b' = b" = O 
h a b e n . Dann abe r zeigt die F o r m der Gle ichungen , dass die 
Achsen de r Coordina ten die Dich tungen de r Krümmungs l in i en in 
j e d e r von ihnen s ind. Man erliält also die von D u p i n gegebene 
F o r m des T l i eo rems : W e n n i n d r e i S y s t e m e n v o n F l ä c l i e n 
j e d e F l ä c h e d e s e i n e n S y s t e m s v o n a l l e n F l ä c h e n d e r 
b e i d e n a n d e r e n S y s t e m e r e c h t w i n k l i g d u r c h s c h n i t t e n 
w i r d , s o i s t d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e i r g e n d z w e i e r F l ä -
c h e n d e r s e l b e n , w e l c h e v e r s c h i e d e n e n S y s t e m e n a n -
g e h ö r e n , i n j e d e r v o n i h n e n e i n e K r ü m m u n g s l i n i e . 
Denn in j edem i h r e r P u n k t e ist es nach de r Voraussetzung mög-
l ich , e ine dr i t te F läche a n z u g e b e n , welche die beiden ersten 
rechtwinkl ig durchschne ide t . 

45 . W e n n z w e i F l ä c h e n s i c h r e c h t w i n k l i g d u r c h -
s c h n e i d e n , * ) s o i s t i h r e D u r c h s c h n i t t s c u r v e , w e n n s i e 
e i n e K r ü m m u n g s l i n i e d e r e i n e n i s t , z u g l e i c h a u c h e i n e 
K r ü m m u n g s l i n i e d e r a n d e r e n . 

Indem wir den Coordina tenanl 'angspunkt als e inen P u n k t der 
Durchschni t t scurve w ä h l e n , e rha l t en wir als die Bedingung des 
rech twinkl igen Durchschni t t s auf dem W e g e des letzten Artikels 

b Ą- b' = Q, 
d. i. w e n n 

b = 0, 
auch 

b' = 0. 

O d e r : Da die Bich tungscos inus de r Tangen t enebenen de r bei-
den F l ä c h e n zu 

U„ ą , ą; ü'^, U', 

propor t iona l s ind , so sind die Bichtungscos inus i h r e r Durchschni t ts -
linie p ropor t iona l zu 

U^U', — u'^u,, u^u', - U'.,U,, u,u'2 - U'^U^; 

und damit die so beze ichne te R ich tung die l i i cb t img einer K r ü m -
mungs l in ie d e r ers ten F läche sei , muss nach Artikel 4 3 die Be-
dingung: 

*) Der Satz gilt auch , wenn sie sich überhaupt unter einem con-
stanten Winkel durchschneiden. 
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U^U'.-U'^U,, 
u, , u, , u, 

dü^ , dU^ , dU^ 

oder 
{UyU\ -f- ą ř / ' ^ + [U^dUy + V^dU^ + ą d ą ) 

- w + + f^s') + ř / V ^ ą + = 0 
erfüll t sein. Sind beide Flächen rechtwinklig zu e inande r , so ist 

U,V\ + U^V'^ + = 0 . 
und die vorige Bedingung reducier t sich auf . 

V \dU^ + U\dU2 + V\dU^ = 0 ; 

wir folgern aus beiden Gleichungen die dritte 

UydU\ + U^dU'^ + U^dU\ = 0 , 

welche zugleich die Bedingung ist , unter der die Durchschiutts-

curve auch eine Rrümmungsl in ie der zweiten Fläche ist. 
46. Eine Krümmungsl inie hat nach der Definition den wesent-

lichen Charac te r , dass die Normalen der Fläche in zwei auf ein-
ander folgenden Punkten von ihr sich durchschneiden. D i e d u r c h 
a l l e N o r m a l e n d e r F l ä c h e l ä n g s e i n e r K r ü m m u n g s l i n i e 
g e b i l d e t e F l ä c h e i s t s o m i t e i n e a b w i c k e l b a r e F l ä c h e 
(Anmerkung des Artikel 109 im I. Bande) , denn je zwei auf ein-
ander folgende gerade Erzeugende derselben schneiden sich. Diese 
Abwickelungsfläche schneidet natürlich die gegebene Fläche unter 
rechten Winkeln. 

Der Ort derjenigen Punk te , in welchen zwei auf einander 
folgende Erzeugende dieser Fläche sich schneiden, ist eine Curve, 
welche wir als die C u s p i d a l - o d e r B ü c k k e h r k a n t e d e r 
F l ä c h e bezeichnen und deren Eigenschaften im nächsten Kapitel 
weiter bet rachte t werden sollen. 

Jede Erzeugende der besprochenen Fläche ist eine Tangente 
dieser Curve , weil sie zwei auf einander folgende Punk te dersel-
ben mit e inander verbindet , nämlich die P u n k t e , in denen sie 
selbst die vorhergehende und nächstfolgende Erzeugende durch-
schneidet . (Vergl. Band I, Artikel 119.) 

Denken wir nun die Normale in irgend einem Punkte M der 
F läche , so gehen durch diesen zwei Krümmungsl in ien MNPQ etc., 
M N ' P ' Q ' e tc . , und sind die Durchschnit tspunkte der auf einan-
der folgenden Normalen in M, N, P, Q, etc. 

C, D, E, etc. 
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und die der Normalen in M, N', P', Q', etc. 
C', D', E', e tc . , 

so ist die Curve CDE etc. die Cuspidalkante der Abwickelungs-
fläche, welche von der der Krümmungsl inie MNPQ etc. entspre-
chenden Normalen gebildet wi rd , und ebenso C' D'E' etc. die Cus-
pidalkante der Abwickelungsfläche der Normalen von MN'P'Q' etc. 
Die Normale in M b e rüh r t nach dem Vorigen diese Curven in 
den Punkten C, C' respective, welche die beiden dem Punkte M 
entsprechenden Krümmungscent ra sind. 

Wir haben somit bewiesen, was folgt: D i e C u s p i d a l k a n t e 
d e r d u r c h d i e N o r m a l e n e i n e r F l ä c h e i n d e n P u n k t e n 
e i n e r K r ü m m u n g s I i n i e e r z e u g t e n A b i c k e 1 u n g s f I ä c Ii e 
i s t d e r O r t d e s e i n e n S y s t e m s d e r K r ü m m u n g s c e n t r a 
w e l c h e a l l e n P u n k t e n d i e s e r L i n i e a n g e h ö r e n . 

47. Die Vereinigung der Krümmungscen t ra C, C aller P imkte 
einer Fläche ist eine Fläche von zwei Mänteln, welche man die 
F l ä c h e d e r C e n t r a d e r g e g e b e n e n F l ä c h e nennt . (Siehe 
Dd. I, Art. 208.) Die Curve CDE etc. liegt auf dem einen, die «Curve 
C' D' E' etc. auf dem anderen Mantel derselben. Jede Noirmale 
der gegebenen Fläche be rühr t beide Mäntel derse lben, derm es 
ist bewiesen, dass sie die auf ihnen respective gelegenen CUPVeil 
CDE e t c . , C'D'E' etc. berühr t . Wenn aber von einem nicht in 
der Fläche gelegenen Punkte zwei auf e inander folgende Tangen-
ten derselben ausgehen, so ist ihre Ebene eine Tangen tenebene 
der Fläche, weil sie den dem Punkte en tsprechenden Tangentcn-
kegel berühr t . Wenn dagegen zwei auf e inander folgende Tan-
genten sich in der Fläche selbst durchschne iden , so ist ihre Ebene 
nicht allgemein eine Tangentenebene der F läche , weil jeder ebene 
Schnitt der Fläche in seinen Tangenten in zwei auf e inander 
folgenden Punkten zwei gerade Linien dieser Art bestimmt, welche 
doch in seiner d. i. in einer die Fläche schneidenden Ebene liegen. 

Betrachten wir nun die zwei auf e inander folgenden Norma-
len in den Punkten M, N der F läche , so sind sie beide Tangen-
ten beider Mäntel der Fläche der Centra. Und da der P u n k t C, 
in welchem sie sich durchschneiden , dem ersten Mantel, aber im 
Allgemeinen nicht zugleich dem zweiten Mantel angehör t , so ist 
die Ebene beider Normalen eine Tangentenebene des zweiten 
Mantels der Fläche der Centra. 

Ebenso ist die Ebene der Normalen in den Punkten M iV" 
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die T a n g e n t e n e b e n e des e r s t e n Mantels der F l ä c h e de r C e n t r a ; 
nnd auf G r u n d d e r I lechtwinkUgkei t de r be iden d u r c h den P u n k t 
M gehenden K r ü m m u n g s l i n i e n e rg ieb t s i ch , dass diese beiden 
E b e n e n rechtwinkl ig zu e inande r s ind ; d. i. d i e T a n g e n t e n -
e b e n e n d e r F l ä c h e d e r C e n t r a i n d e n b e i d e n P u n k t e n 
C, C', w e l c h e e i n e N o r m a l e d e r F l ä c h e m i t i h r g e m e i n 
h a t , s c h n e i d e n e i n a n d e r r e c h t w i n k l i g . 

F ü r j eden K r e i s p u n k t der u r sp rüng l i chen F l ä c h e h a b e n die 
beiden Mäntel de r F l ä c h e de r Centra e inen gemeinscha f t l i chen 
P u n k t , oder in a n d e r e n W o r t e n , ha t die F l ä c h e d e r Cent ra einen 
D o p p e l p u n k t ; nnd w e n n die Originalf läche eine L i n i e s p h ä r i -
s c h e r K r ü m m u n g h a t , so besitzt die F läche de r Centra eine 
D o p p e l l i n i e , die de r se lben en t sp r i ch t ; i h r e be iden Mäntel schnei -
den e inande r l ängs de r se lben überal l rechtwinkl ig . 

48 . Es e r sche in t a n g e m e s s e n , an dieser Stel le zu e r k l ä r e n , 
was un te r e iner g e o d ä t i s c h e n L i n i e e i n e r F l ä c h e ve r s t anden 
wi rd , und die F u n d a m e n t a l e i g e n s c h a f t so lcher L in ien anzugeben , 
nach welcher die oscu l ie rende E b e n e derse lben in j e d e m ih re r 
P u n k t e eine N o r m a l e b e n e de r F läche ist. (Band I, Art ikel 119.) 

E ine geodät i sche Lin ie ist die F o r m , welche ein zwischen 
zw(;i P u n k t e n d e r F l äche in ih r und ü b e r sie h in a u s g e s p a n n t e r 
Faden a n n i m m t , sie ist d a h e r gewöhnl ich die kü rzes t e Lin ie in 
der F l ä c h e , welche zwischen den be iden gewähl ten P u n k t e n ge-
zogen w e r d e n k a n n . Da n u n die Uesul tante de r S p a n n u n g e n , 
welche längs zweien auf e inande r fo lgenden E l e m e n t e n de r du rch 
den Drah t gebi lde ten Curve s t a t t f inden , in der E b e n e dieser Ele-
men te l iegt , und die N o r m a l e der F l äche sein m u s s , um von dem 
Wider s t and de r se lben au fgehoben zu w e r d e n , so e n t h ä l t d i e 
E b e n e z w e i e r a u f e i n a n d e r f o l g e n d e r E l e m e n t e d e r 
g e o d ä t i s c h e n L i n i e d i e N o r m a l e d e r F l ä c h e i n i h r e m 
g e m e i n s c h a f t l i c h e n P u n k t e . * ) 

*) Ich bin in diesem Beweise M o n g e gefolgt, da die bei ihm ange-
wandten mechanischen Grundsätze so einfach sind, dass es pedantisch 
erschiene, ihre Benutzung zu beanstanden. Für diejenigen, die einen 
rein geometrischen Beweis vorziehen, wird die Fortsetzung im Texte 
genügen. 

Für die mit der Theorie der Maxima und Minima vertrauten Leser 
bedarf es kaum der Erwähnung, dass die geodätische Linie nicht noth-
wendig die kürzeste Linie sein muss, die auf der Fläche zwischen den 
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Das Näml iche k a n n auch geomet r i sch leicht bewiesen werden ; 
d e n n z u e r s t , wenn zwei P u n k t e A, C in ve rsch iedenen Ebenen 
mit e inem P u n k t e B der Durchschni t t s l in ie dieser E b e n e verbun-
den w e r d e n , so ist die S u m m e von AB und BC k l e ine r als die 
S u m m e j ede r a n d e r e n 

AB' + B'C, 

wenn AB und BC g leiche Winkel mit de r Durchschni t ts l in ie TT' 
e insch l i essen ; denn wenn die eine E b e n e um diese Letz tere bis 
zum Z^jsammenfal len mi t d e r a n d e r e n g e d r e h t w i r d , so fallen AB 
u n d ^ C in e ine g e r a d e Linie wegen de r vorausgesetzten Gleich-
hei t de r Winke l TB A und T'BC, und die Gerade ist die 
kürzes te L i n i e , d u r c h welche die P u n k t e A und C ve rb imden 
werden k ö n n e n . Sind demnach AB und BC auf e inander folgende 
E l e m e n t e e iner auf de r F läche verze ichneten Curve , so ist diese 
Curve die k ü r z e s t e Linie zwischen A und C, wenn AB und BC 
mit BT, de r Durchschni t t s l in ie de r T a n g e n t e n e b e n e n in A und C, 
gleiche Winke l b i lden. Somi t sind AB oder seine Ver längerung 
und BC auf e inander fo lgende Kanten eines ge raden Kegels , wel-
che r die Linie BT zur Achse h a t ; ih re E b e n e ABC ist eine T a n -
g e n t e n e b e n e des Kegels und als solche no rma l zu de r Ebene , 
welche die Achse und die B e r ü h r u n g s k a n t e en thä l t ; d. i. die E b e n e 
ABC, die oscu l ie rende E b e n e de r geodät ischen Lin ie , ist normal 
zu r E b e n e ABT, der T a n g e n t e n e b e n e in A, so dass das T h e o r e m 
dieses Art ikels bewiesen ist. 

B e r t r a n d hat b e m e r k t , * ) dass diese Fundamenta le igenscha f t 
de r geodät i schen Linie aus M e u n i e r ' s T h e o r e m folgt. (Siehe 
Artikel 32.) Denn es ist o f f e n b a r , dass f ü r einen unend l ich 
k le inen Bogen de r g e g e b e n e n Sehne de r Ueberschuss se iner Länge 
ü b e r die d e r S e h n e um so k le iner w i r d , je g rösser de r K r ü m -
mungs rad ius i s t ; de r kü rzes t e Bogen zwischen zwei unendl ich 
n a h e n P u n k t e n A, B e iner F läche ist somit d e r , welcher den 

beiden Punkten gezogen werden kann; beide Theile des grössten Krei-
ses, der durch zwei Punkte einer Kugel bestimmt ist, sind geodätisch, 
aber nur der unter 180" bleibende ist eine kürzeste Linie. Die geodä-
tische Linie ist aber zugleich die kürzeste, wenn die beiden Punkte 
hinreichend nahe gelegen sind. 

*) „ L i o u v i l l e ' s Journal", t. XIII, p. 73. C a y l e y , „Quarterly 
Journal", vol. I, p. 186. 
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grössten Krünimungsradius hat , und wir haben gesehen, dass diese 
Eigenschaft dem entsprechenden Normalsclinitt zukommt. 

49. Indem ich nun zur Fläche der Centra zurückkehre , sage 
ich , d a s s d i e C u r v e CDE (Artikel 47), d e r O r t d e r D u r c h -
s c h n i t t s p u n k t e e n t s p r e c h e n d e r N o r m a l e n l ä n g s e i n e r 
k r ü m m u n g s l i n i e , e i n e g e o d ä t i s c h e L i n i e f ü r d e n M a n -
t e l d e r F l ä c h e d e r C e n t r a i s t , w e l c h e m s i e a n g e h ö r t . 

Denn wir sahen (Artikel 4 7 ) , dass die Ebene zweier auf 
e inander folgender Normalen der Fläche, d, i. zugleich die Ebene 
zweier auf e inander folgender Tangenten dieser Curve, eine Tan-
gentenebene des zweiten Mantels der Fläche der Centra und nor-
mal zur Tangentenebene des Punktes C fü r den Mantel der Fläche 
i s t , auf welchem C liegt. Da sonach die osculierende Ebene der 
Curve CDE stets normal zur Fläche der Centra i s t , so ist die 
Curve eine geodätische Linie dieser Fläche. 

50 . Wir haben die auf die Theorie der Krümmungsliniervbe-
züglichen Gleichungen unter der Voraussetzung gegeben, dass die 
Gleichung der Fläche in der gewöhnlichen Form 

0 {x, y, z) =z 0 
b(>kannt sei. Damit jedoch der Leser hier auch die sonst üblichen 
Formeln vereinigt finde, schliessen wir diess Kapitel mit der Dar-
stellung der l lauptgleichungen in der durch M o n g e gegebenen 
und durch die meisten nachfolgenden Schriftstel ler beibehaltenen 
F o r m , w eiche sich auf die Gleichung 

z = O {x, y) 

als al lgemeine F o r m der Gleichung der Fläche bezieht. Wir ge-
brauchen die gewöhnlichen Bezeichnungen 

dz = pdx -f- qdy, dp = rdx + sdy, dq = sdx -j- tdy\ 

und könnten die Resul ta te , welche dieser Form entsprechen, aus 

den f r ü h e r gefundenen ablei ten, indem wir wegen 

V— (P{x,y)— z = { ) 
haben 

^ _ dU _ ^ _ 
Ix ~~ ~ 'dz ' 

mit den entsprechenden Ausdrücken fü r die zweiten DilTerential-
(fuotienten. Wir ziehen es vor, die bezüglichen Untersuchungen 
in der veränderten Form zu wiederholen. Die Gleichung der 
Tangentenehene ist 
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z — z = p [x — x) + q [y — y), 

und die Gleichungen der Normale sind 

{x ~ x ) -\r p {z — z) 0, y — y + q {z — z) =z 0. 
Ist somit (a, ß, y) ein Punk t der Normale und (a;, y, z) 

der Fussjjunkt derselben in der F läche , so hat m a n 
(« ^x) + p [y - z ) = {), i ß - y ) + q [y - Z) = 0. 

ünd wenn a, ß, y auch den Gleichungen einer zweiten Nor-
male geniigen, so müssen die Differentiale dieser Gleichungen 
verschwinden, d. i. 

dx -f- pdz = (y— 2) dp, dy -f- qdz = [y — z) dq\ 
daraus entspringt durch Elimination von [y — z) die Bedingungs-

gleichung 

[dx 4" P^^z) dq = [dy -f qdz) dp. 
Durch Substitution der fü r dz, dp, dq gegebenen W e r t h e 

und nachmahge Ordnung erhäl t man dann 

% { + " ^ J x + - (1 

- { ( ! + ; > ' ) « - p q r } = 0. 

Diese Gleichung best innnt die Project ionen der beiden Uicli-
tungen , in denen die nächstfolgenden Punkte l iegen, deren Nor-
malen die gegebene Normale durchschneiden, auf die Ebene x y . 

F ü r 

a = ß = 0 , p = q = 0 , 

d. h. die Normale als Achse der z , erhält man 

das Produc t der Wurzeln dieser Gleichung ist — 1 , d. h. die 
durch einen Punkt gehenden Krümmungslinien schneiden sich recht-
winkhg. 

51. Wir können aus den Gleichungen des vorigen Artikels 
auch die L ä n g e n d e r I l a u p t k r ü m m u n g s r a d i e n best inmien. 
Die Gleichungen 

dx -1- pdz = [y — z) dp, dy + qdz = [y — z) dq 

gehen nach der obigen Transformat ion in 

{1 + p"^ — [y — z) r ) dx - f {pq — (y — z) 5} rfy = 0 , 

{1 + q'^ — iy — Z) t ) dy + {pq — [y — z)s} dx = {) 
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über und die Elimination von dx : dy giebt 
{7-^? irt-s^) - { y - z ) { (1 + cß) r-2pqs + (1 + p'') 

+ (1 + p' ' + = 0. 
Nun ist [y — z) die Projection des Kri innnungsradius auf die 

Achse der z , und da der Cosinus des von der Normale mit diesem 
Radius gebildeten Winkels 

1 
/ u + y + q') 

ist', so haben wir 

R = [ y - z ] / { l + 4 . 

Indem man [y — z) mit Hülfe der letzten Gleichung elimi-

n i e r t , erhäl t man zur Best immung von R die Gleichung 

fi2 ^rl-s'^) _ Ä {(1 + ^ 2 ) r - 2pqs + (1 + 

+ + 0. 
Wenn man die Bedingung aufstell t , unter welcher diese 

Gleichung gleiche Wurzeln von einerlei Zeichen besitzt , so erhält 

man die Diflerentiaigleichung der F läche , f ü r welche überall die 

beiden I lauptkrüinmungscent ra zusammen fallen in der Form 

{(!+?') r — 2pqs - f (1 ( y _ 4 ^ + y + ^ 0, 

Man betrachte t zuerst den Special fall 

(1 + S—pqt = 0, (1 + p'')s—pqs ^ 0 , 
(1 + — ( 1 + = 0 

( jedes Paar dieser Gleichungen zieht die drit te nach sich) und 
tindet dann leicht , dass der allgemeine Fall nicht von ihm ver-
schieden ist. Henn f ü r die Substitution 

r [i + q-) — t (1 + / ) = s (1 + iň - P(ir = Y 
findet man 

^ r (1 -ł- q') - X ^ Y -f pqr 
1 + ' 1 + p t 

und somit durch Einsetzen in die Gleichung, deren ersten Theil 
man mit V bezeichnen k a n n , nach einiger Beduction 

V [l + = + 472 + (pZ -f 2qY)\ 

so dass V = 0 die Bedingungen X = 0, Y = 0 e r forder t . 

Schre ib t man die obigen Bedingungsgleichungen in der Form 

r s _ t 
1 - f p(j 1 + 5-2 

http://rcin.org.pl



— bü — 

oder 

v ^ l + p ' + q V ^ V i + + ? v ^ 

dx ' dy 

so gelangt man zur Gleichung der Kugel 
_ «)2 Ą- [ y - h f + {Z— C)2 = r2. 

Durch Substitution derselben Wer the in X, Y für s, 1 in 
die allgemeine Gleichung des Artikel 50 fü r die zwei sich in 
einem Punkte der Fläche schneidenden Krümmungsl in ien erhält 
man 
^ ^ (1 -{•p'') ± Vii -hp'} Ar' + (P^ + 2 ^ 

dx— Y [1 qi) Ą- pqX 
woraus zwei stets reelle Wer the entspr ingen. 

Nennt man fe rner R^ und R^ die beiden Wuizeln der die 
I lauptradien best immenden Gleichung, so hat man 

J L + 1 ^ (1 + y ) / — 'Ipqs + y V 
(1 + 

und wenn man den Halbmesser a einer Kugel so bes t immt, dass 

1 = J - + J -
n i ř , ^ 

ist , so findet man durch ihn das Centrum derjenigen Kugel be-
s t immt, welche die F läd ie osculiert und mit ihr im Berührungs-
punkt dieselbe Krümmung hat. Man hat diese die n i i t t l e r e 
K r ü m m u n g d e r F l ä c h e genannt . Aehnlich ist 

- (1 + y + q Y 
Wir wollen fe rner bemerken , dass der Ausdruck fü r 

' + ^ R, Rn 
in die Form 

^L ( p \ + ^ 

V i + + gy dy 

gebracht und durch 

) 
+ p' + 9 

_ UL dM 
\dx dy 

dargestellt werden k a n n , wenn L und M die cosinus der Winkel 
bezeichnen, welche der nach der positiven Achse der z ger ichtete 
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Thei l d e r N o r m a l e mi t den Achsen de r x und y m a c h t . Endl ich 
wird f ü r die a l igemeine Gle ichungsform 

U = 0 {x, y, z) = 0 

die näml iche Grösse d u r c h den Ausdruck 

g e g e b e n , wo das die d re i Glieder u m f a s s t , welche aus de r 
cyclischen Ver tauschung der Indices he rvo rgehen . 

52 . Aus den vorigen Ergebn issen kann das T h e o r e m von 
. J o a c h i m s t h a l * ) abgele i te t w e r d e n , w o r n a c h , w e n n e i n e 
K r ü m m u n g s l i n i e e i n e e b e n e C u r v e i s t , d i e E b e n e d e r -
s e l b e n u n d d i e T a n g e n t e n e b e n e d e r F l ä c h e i n j e d e m 
i h r e r P u n k t e e i n e n c o n s t a n t e n W i n k e l b i l d e n . 

Ist die E b e n e d e r K r ü m m u n g s l i n i e d u r c h 

2 = 0 

da rges t e l l t , so wird die Gle ichung des Art ikel 5 0 

{dx -f- pdz) dq — {dy -}- qdz) dp 

in die e in fachere ü b e r g e f ü h r t 

dxdq = dydp\ 
und da auch 

is t , so hat m a n 

d. h. 

pdx -j- qdy = 0 

pdp + qdq = 0, 

_j_ _ c o n s t . . 

oder das Quadra t de r T a n g e n t e des W i n k e l s , welchen die T a n -
gen tenebene mit de r E b e n e de r xy m a c h t , ist unveränder l i ch , 
denn es ist 

1 
cos y = , 

V{i + p ' + 

Oder auch s o : Es seien MM' und M'M" zwei auf e inande r 
folgende und e inande r gleiche E l e m e n t e e ine r Krümmungs l in ie , 
so sind die auf e inande r fo lgenden N o r m a l e n Perpendike l zu die-

*) „ C r e l l e ' s Journal", Bd. XXX, p. 347. 
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sen Linien in i i iren Mi t te lpunkten J, J', nnd d e r Durchscbni t t s -
punk t C derse lben ist von den Linien MM', M'M" gleich weit 
en t fe rn t . 

W e n n wir abe r von C die Normale CO auf die E b e n e MM'M" 
fä l len , so ist auch 0 gleich weit von dlQßen E l e m e n t e n en t fe rn t , 
d. i. 

i CJO = L CJ'O. 

Es ist somit bewiesen , dass die Ne igung d e r Normale zur 
E b e n e de r KrümmungsUnie u n v e r ä n d e r t b le ib t , wenn wir in die-
ser Linie von P u n k t zu P u n k t übe rgehen .* ) 

Ist a l lgemeiner die Krümmungs l i n i e n ich t e b e n , so m a c h e n 
wie vorhe r die T a n g e n t e n e b e n e n d u r c h MM' und M'M" mit der 
Ebene MM'M" gleiche W i n k e l , und de r W i n k e l , we lchen die 
zweite T a n g e n t e n e b e n e mit der nächs t fo lgenden oscu l ie renden 
E b e n e M'M"M'" b i lde t , d i f fer ier t von dem W i n k e l , we lchen sie 
ndt der ers ten b i lde t , um den Winke l de r zwei oscu l ie renden 
Ebenen . So e rha l ten wir L a n c r e t ' s T h e o r e m : L ä n g s e i n e r 
j e d e n K r ü m m u n g s U n i e i s t d i e V a r i a t i o n i n d e m W i n -
k e l z w i s c h e n d e r T a n g e n t e n e b e n e d e r F l ä c h e u n d d e r 
o s c u l i e r e n d e n E b e n e d e r C u r v e g l e i c h d e m W i n k e l 
z w i s c h e n d e n b e i d e n o s c u l i e r e n d e n E b e n e n . 

W e n n b e i s p i e l s w e i s e e i n e K r ü m m u n g s l i n i e z u g l e i c h 
e i n e g e o d ä t i s c h e L i n i e i s t , s o m u s s s i e e b e n s e i n ; denn 
dann vari ier t de r Winkel zwischen de r T a n g e n t e n - und d e r oscu-
l ie renden E b e n e n i c h t , weil e r s te ts ein r ech t e r is t , u n d die oscji-
l i e rende E b e n e selbst kann somit auch nicht var i ieren. 

Mit Hülfe derse lben Pr inc i iden e rha l t en wir e inen e infachen 
Beweis des im Artikel 4 5 gegebenen T h e o r e m s . 

53 . Wi r bes t immen endl ich noch u n t e r de r se lben Voraus-
se tzung übe r die F o r m der Gle ichung den K r ü m m u n g s r a d i u s 
e i n e s N o r m a 1 s c h n i 11 e s. 

Wei l das K r ü m m u n g s c e n t r u m { a , ß , y ) in der Norma le liegt, 
so ist 

( a - x ) + p i y - z ) = 0, i ß - y ) + q ( y - z ) = 0. 
Dann ist die Länge des gesuchten IJadius bes t innn t d iuxh 

+ iß — y)'^ + (y-z)^ = R\ 

*) ,, LI ou vi 11 e's .Jonriial", t. XI, p. 87. 
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und da diese Relation f ü r drei auf einander folgende Punkte des 
Schnit tes gi l t , welcher durch den betrachteten Kreis osculiert 
w i r d , so gelten zugleich die beiden Relationen 

(a — x) dx + { ß - y ) dy + [y — z) dz = 0, 
( a - x ) d'x + [ß — y] d'^y + [y — z] dh = dx'^ -f dy"^ -}- dz''. 

Wir erhal ten also durch Combination dieser letzten mit den 

vorigen Gleichungen 

a — X ß—y y — z R 

~ P ~ ~ 1 ~ }/[l + iJ + q') 

pd'^x qd'-y — d'^z 

Durch DilTerentiieren von 

dz = pdx -f qdz 
wird aber 

d'^z — pd'-x — qd'^y = rdx- + Isdxdy -j- Idy"^, 
also 

JL 1 T q } ^sdxdy + tdy^ 

Der Krümmungsrad ius eines Schnit tes , dessen Spur in der 
Rhene xy zu 

y z= mx 

parallel ist , wird daher best immt durch 

± ^P ^ q] + 2sm + tni' 

Die Bedingungen fü r die Existenz eines Kreispunktes erhalt 
u j a n , indem m a n a u s d r ü c k t , dass dieser Wer th von unabhängig 
sei , welches forder t 

1 ^ M ^ 1 + q" 

r s t 
In Folge dessen wird die Gleichung der Krümmungslinien 

für einen solchen Punk t unbest immt. (Vergl. Artikel 5 1 , für 
X = F = 0.) 

Für die Kugel ergiebt sich nach dem Obigen, das jeder ihrer 
Punkte ein Kreispunkt ist. 

Beispiel 1, Bestimme die Kreispunkte der Flüche 

xyz = a^ 
und zeige, dass der Krümmungsradius des Normalschnitls in einem sol-
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eben der Entfernung desselben vom Anfangspunkt der Coordinaten gleich 
ist. 

Beispiel 2. 3Ian soll zeigen, dass die aus dem Anfangspunkt der 
Coordinaten beschriebene Kugel vom Halbmesser r die Fläche 

in den Kreispunkteii berührt , wenn 
2n 2« 2« 

w —2 n—2 n — 2 n — 2 
r — a + ft + c 

ist; und dass der normale Krümmungsradius der Fläche in diesen Piud(-
r 

ten = ist. 
n—1 

Eine andere Richtung der Untersuchung kann auf die Be-
s t immung des osculierenden Rotationsellipsoids ausgehen, welches 
i rgend einem Punkte der Fläche entspr icht ; ein oscullerendes Ro-
tationsellipsoid unterl iegt und entspricht gerade sechs Redingungen 

[n - f ]) [n + 2) — allgemein forder t eine Berührung n ' " Ordnung 
2 

Bedingungen. Die Mittel dieser Untersuchung sind im F r ü h e r e n 
enthalten. 

F ü r die Fläche 

entspricht dem Schni t tpunkte der Achse der z ein elliptisches 
Paraboloid, welches in se inem Scheitel mit ihr eine Berührung 
dr i t ter Ordnung hat. 
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II. Kapitel. 

Gewundene Curven und abwickelbare Flächen. 

I. Abschnitt. Projectivische Eigenscliaften. 

54 . Es ward berei ts im ersten Bande dieses W e r k e s (Arti-
kel 19, II) bewiesen , dass zwei Gleichungen zwischen den Raum-
coordinaten eine Curve im Räume repräsen t i e ren ; so z. B. die 
Gleichungen 

U = 0, F = 0 

die Durchschnit tscurve der Oberflächen U und V. 
Die Ordnung einer Curve im Baume wird durch die Zahl von 

Punk ten gemessen, in welchen sie von i rgend einer Ebene geschnit-
ten wird. Wenn U und V respective von den Graden m und n 
s ind , so werden die von ihnen repräsen t ie r ten Flächen von einer 
beliebigen Ebene in Curven derselben Ordnungen geschnit ten, welche 
mit e inander mn Schni t tpunkte bes t immen; die Curve UV ist so-
mit von der mn^®" Ordnung. 

Indem man nach einander je eine der Veränder l ichen zwi-
schen den zwei gegebenen Gleichungen eUminiert , e rhäl t man 
drei Gleichungen 

9 (y. 2:) = 0 , = 0 , X y) — 
welche die Gleichungen der Projec t ionen der Curve auf die drei 
Coordinatenebenen sind. Jede einzelne der Gleichungen rep rä -
sentier t den Cylinder (Band I , Artikel 22) , welcher durch die 
Curve geht und dessen Erzeugende der jenigen un te r den Coordi-
natenachsen parallel i s t , welche nicht zu ihrer Ebene gehört . Die 
Theor ie der Ehminat ion zeigt, dass die Gleichung cp [y, z) = 0, 
welche durch Elimination von x zwischen den gegebenen Gleich-

Salmon, A n a l . Geom, d. Raumes. II. 5 
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ungen e rha l t en w i r d , vom mn^®" Grade ist. E s ist abe r auch 
geomet r i sch evident , dass ein ü b e r einer Curve O r d n u n g s tehen-
de r Kegel o d e r Cyl inder*) vom n^®" Grade i s t ; denn wenn wir 
i rgend e ine E b e n e durch den Scheitel des Kege l s oder paral le l 
den E r z e u g e n d e n des Cylinders legen, so s c h n e i d e t d ieselbe den 
Kegel in n L in i en , nämlich den geraden Verb indungs l in i en des 
Scheitels mit den n P u n k t e n , in welchen sie die Curve schneidet . 

55 . W e n n u m g e k e h r t eine Curve im R ä u m e gegeben ist und 
d u r c h Gle ichungen r ep rä sen t i e r t werden soll , so haben wir n u r 
die drei ebenen Curven d inch solche a u s z u d r ü c k e n , welche die 
P ro jec t ionen der Curve auf die drei Coord ina t enebenen s ind ; dann 
r e p r ä s e n t i e r e n i rgend zwei dieser Gleichungen 

cp [y, z) = 0 , ^ ( 2 , x) = 0 , I [x, y ) 0 

die gegebene Curve. Sie bi lden jedoch gewöhnl ich nicht das e in-
fachste System von Gle i chungen , durch welches d iese lbe a u s d r ü c k -
b a r i s t ; d e n n wenn r die O r d n u n g de r Curve b e z e i c h n e t , so ist 
auch j ede r de r p ro j ic ie renden Cylinder vom Grade und i rgend 
zwei de r se lben diu chschneiden sich daher in e ine r Curve von der 
O r d n u n g r - , d . h . n icht allein in der Curve r'®' O r d n u n g , welche sie 
bes t immen so l len , sonde rn ausserdem nocii in e ine r f r e m d e n ( j i r v e 
von der O r d n u n g ( r -—r) . Und wenn wir ein System von Gle ichungen 
ve r l angen , welches nicht nur f ü r die P u n k t e de r gegebenen Curve 
er fü l l t i s t , sonde rn auch alle ihr n icht angehör igen P u n k t e aus-
schl iess t , so müssen wir das System der dre i l^rojectionen fest-
ha l t en ; denn die Projec t ion der e rwähn ten f r e m d e n Curve , in 
welcher sich die beiden ers ten p ro j i c i e renden Cylimler unse re r 
Curve s chne iden , auf die dr i t te de r Coord ina tenebenen wird von 
de r en t sp rechenden Project ion de r gegebenen Curve verschieden 
sein. 

Es k a n n möglich se in , du rch die Combinat ion de r Gleich-
ungen der d re i P ro j ec t ionen zu zwei Gle ichungen 

[/ = 0 , F = 0 

zu g e l a n g e n , welche durch die P u n k t e der Curve und d u r c h keine 

a n d e r e n P u n k t e e r fü l l t w e r d e n ; a b e r es ist nicht im Allgemeinen 

w a h r , dass j e d e Curve im Raum d e r vollständige Durchschni t t 

*) Ein Cylinder ist offenbar der Grenzfall eines Kegels, dessen 
Spitze in unendlicher Entfernung gelegen ist. 
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zweier Oberf lächen ist. B e t r a c h t e n w i r , um das e infachs te Bei-
spiel zu w ä h l e n , zwei Ober f l ächen zweiten G r a d e s , we lche eine 
ge rade Linie geniein h a b e n , z. E . zwei Regel m i t e iner gemein-
schaf t l i chen E r z e n g e n d e n . Der Durchschn i t t d ieser F lächen , der im 
Allgemeinen von d e r O r d n u n g ist, muss aus dieser geme inscha f t -
l ichen ge raden Linie und e iner Curve d r i t t e r O r d n u n g bes t ehen . 
Und da die e inzigen ganzen F a c t o r e n von 3 die Drei und die 
Eins s i n d , so k a n n eine Curve d r i t t e r O r d n u n g n u r dann d e r voll-
s tänd ige Durchschn i t t zweier F lüchen s e in , w e n n die eine von 
ihnen eine E b e n e ist. Die von u n s be t rach te te Curve d r i t t e r Ord-
nung k a n n dagegen ke ine ebene Curve*) se in , weil sonst eine in 
ih re r E b e n e wi l lkür l ich gezogene ge rade Linie sie in d re i P u n k t e n 
schne iden m ü s s t e , w ä h r e n d doch eine solche jede d e r beiden 
Ober f lächen n u r in zwei P u n k t e n s c h n e i d e n , und somit auch mit 
i h r e r D u r c h d r i n g u n g s c u r v e nicht drei P u n k t e gemein haben kann . 

5 6 . W e n n e i n e C u r v e d e r v o l l s t ü n d i g e o d e r t h e i l -
w e i s e D u r c h s c h n i t t zw e i e r F l ä c h e n U, T i s t , s o i s t d i e 
T a n g e n t e d i e s e r C u r v e i n i r g e n d e i n e m i h r e r P u n k t e 
d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e d e r T a n g e n t e n e b e n e n b e i d e r 
F l ä c h e n i n d e m s e l b e n P u n k t e und somit d u r c h die Gleich-
ungen 

tW , (W , dU' , dV 
^ m ' y ^ - + — , = 0 , dx dy dz dw 

dV . dV , dV . dV 
X + y --r z y , Ą- IV = 0 

dx dy dz dw 

r e p r ä s e n t i e r t . Die Bichtungscos inus de r T a n g e n t e sind ofl'enbar 
den Grössen 

U^ V^ — ą , f/., f / / — ą ' f / , , Û  ą ' — U^ 

p r o p o r t i o n a l , in w e ichen U^, U^, etc. die e r s ten Differentialcoef-
ficienten vors te l len . 

Ein Ausnahmefa l l t r i t t e in , wenn die be iden F l ä c h e n sich 
b e r ü h r e n ; in d iesem Fal le ist de r B e r ü h r u n g s p u n k t ein Doppel-

*) Curven im Raum, welche nicht zugleich ebene Curven sind, wer-
den gewöhnlich als „Curven von doppelter Krümmung" bezeichnet. Wir 
werden im Folgenden oft das Wort „Curve" zur Bezeichnung einer 
Curve im Raum gebrauchen, welche im Allgemeinen'nicht eben ist; wir 
fügen etwa das Beiwort ,,gewanden" hinzu, w ênn wir die Curve aus-
drucklich als eine nicht ebene hervorzuheben wünschen. 
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punkt in der Durchdr ingungscurve , wie diess Alles im ersten Bande 
dieses Werkes (Artikel 128) auseinander gesetzt worden ist. 

Als ein specieller Fall des Vorigen ergiebt s ich , d a s s d i e 
P r o j e c t i o n d e r T a n g e n t e e i n e r C u r v e d i e e n t s p r e c h e n d e 
T a n g e n t e i h r e r P r o j e c t i o n is t ; wenn also die Curve als 
Durchschnit t der Cylinder 

y = cp ( 2 ) , X = tij (z) 

gegeben is t , so sind die Gleichungen der Tangente 

d(p f > d t \ ) 

y - y -^Tz 

Man kann das Nämliche auch aussprechen wie folgt: Be-
trachten wir irgend ein Element der Curve ds, welches auf die 
Coordinatenachsen in dx, dy, dz projiciert is t , so sind die Bich-
tungscosinus des Elements 

dx dy dz 
dl' ^ 

und die Gleichungen der Tangente 

X — X y — y' z — 2' 
dx dy dz 
ds ds ds 

Da die Summe der Quadrate der drei Cosinus der Einheit 

gleich is t , so hat man 

ds"^ = dx^ + dy"^ + dz'^. 

Indem wir die Theorie der Normalen, der Krümmungsradien , 
e tc . , überhaupt Alles das , was die Betrachtung von metr ischen 
Verhäl tnissen, insbesondere von Winkeln einschliesst, einem spä-
teren Abschnitt vorbehal ten , be t rachten wir in dem gegenwärt igen 
nur diejenigen Eigenschaften der Curven , welche als die descrip-
tiven oder die p r o j e c t i v i s c h e n E i g e n s c h a f t e n derselben 
bezeichnet werden können , d. i. diejenigen, welche sich auf die 
P u n k t e , Tangen ten , Osculationsebenen, die allgemeinen Singulari-
täten, die Bestimnmngsstücke und deren Relationen m i t ' d e n übrigen 
und die Classification der Curven beziehen. 

57. Die T h e o r i e d e r C u r v e n ist zu einem grossen Theile 
mit d e r T h e o r i e d e r d e v e l o p p a b l e n F l ä c h e n ident isch, und 
es ist deshalb nothwendig fü r sie, zugleich in diese le tz tere Theorie 
weiter einzugehen. Im Artikel 119 des ersten Bandes ist gezeigt 
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worden , dass einer Reihe von P u n k t e n , welche eine Curve bilden, 
nach dem Gesetze der Reciprocität eine Reihe von Ebenen ent-
spr ich t , welche eine abwickelbare Fläche u m h ü l l e n . ' 

Die Punk te der Curve, als ein System von Punkten 1, 2, 3, 
etc. be t r ach te t , geben einem System gerader L in ien , nämlich den 
Linien 1 2 , 2 3 , 3 4 , etc . , den U r s p r u n g , deren jede einen Punkt 
der Curve mit dem nächstfolgenden derselben verbindet und 
welche daher die T a n g e n t e n d e r C u r v e s ind; die Punk te der 
Curve bes t immen auch ein System von E b e n e n , nämlich die 
Ebenen 1 2 3 , 2 3 4 , e tc . , deren jede drei auf e inander folgende 
Punk te des Systems enthält und welche daher die o s c u l i e r e n d e n 
(oder Schmiegungs-) E b e n e n d e r C u r v e sind. 

Von der Gesammthei t der geraden Linien des Systems wird 
eine Fläche gebi ldet , deren Gleichung gefunden werden kann aus 
der gegebenen Gleichung der Curve. Denn die beiden Gleich-
ungen der Tangente der Curve enthalten die drei Coordinaten 
x, y', z des Be rührungspunk te s , welche als selbst durch zwei 
Relationen verbunden auf einen einzigen Pa ramete r reducierbar 
s ind ; durch die Elimination dieses Paramete r s aus den beiden 
Gleichungen der Tangente erhält man die Gleichung der abwickel-
baren Fläche. 

In anderen W o r t e n , man muss zwischen den zwei Gleich-
ungen der Tangente und denen der Curve die Grössen x, y', z 
el iminieren, um die G l e i c h u n g d e r a b w i c k e l b a r e n T a n g e n -
t e n f l ä c h e zu erhalten. 

Wir haben a. a. 0 . gesagt, dass die durch die Tangenten 
erzeugte Fläche eine a b w i c k e l b a r e Fläche sei , weil jede zwei auf 
einander folgende Lagen der erzeugenden Linie sich durchschnei-
den. Der N a m e , durch welchen diese Art von Flächen bezeich-
net w i rd , ist von der Eigenschaft abgelei tet , nach welcher sie 
ohne Uebere inander lagerung oder Zerreissung ungefaltet in eine 
Ebene ausgebrei tet werden können. Denken wir eine Reihe von 
Linien Aa, Bb, Cc, Dd, etc. ( für den Augenblick in endlichen 
Ent fe rnungen von einander) , deren jede die darauf folgende, in 
den Punk ten a, b, c, etc. respective durchschneide t , und be-
trachten wir die Vereinigung der Flächenstreifen ÀaB, BbC, CcD, 
etc. als eine F l ä c h e , so ist es offenbar , dass eine solche Fläche 
in eine Ebene entwickelt werden k a n n ; denn man vollzieht diess, 
indem man die Fläche AaB um aB als feste Achse d reh t , bis sie 
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eine For tse tzung von BbC b i lde t ; indem m a n darauf die beiden 
nun in einer Ebene vereinigten Elemente um cC d reh t , bi, sie 
in die Ver längerung des nächsten F lächens t re i fens fa l len, u. s. w. 
Wenn in der Grenze die Linien Aa, Bb, etc. e inander uaendlich 
nahe s ind , so bildet ihre Vereinigung eine developpable Fliehe, 
welche also nach den eben gemachten Ueber legungen in eine 
Ebene ausgebrei tet werden kann. 

Diejenigen Beispiele von abwickelbaren F l ä c h e n , mit tenen 
der Leser am meisten ver t raut i s t , nämlich der Kegel unr der 
Cylinder , dienen auch am einfachsten zur E r l äu t e rung dieser Ver-
hältnisse. Es ist ohne Schwierigkei t , ein Blatt Pap ie r in die Form 
i rgend einer solchen Obertläche zu falten und es dann wieder in 
eine Ebene auszubreiten. Aber man sieht le icht , dass es unmög-
lich i s t , ein Blatt Papier in die Form einer Kugelf läche, als einer 
nicht abwickelbaren Fläche , zu bringen oder u m g e k e h r t , die bei-
den Theile einer zerschnit tenen Kugelfläche in eine Ebene flach 
auszubrei ten. 

58 . Die zwei auf e inander folgende erzeugende Linien ent-
hal tende Ebene AaB ist offenbar beim Grenzübergang zu unend-
lich naher Nachbarschaf t eine T a n g e n t e n e b e n e d e r a b w i c k e l -
b a r e n F l ä c h e . Wir können die Fläche selbst als durcji die 
Bewegung der Ebene AaB nach einem gewissen Gesetze erzeugt 
d e n k e n , in der Art nämlich , dass die Enveloppe dieser Ebene in 
allen ihren Lagen die abwickelbare Fläche ist. Wenn wir die 
abwickelbare Fläche als durch die Tangenten einer räumlichen 
Curve erzeugt denken , so sind offenbar die Gleichungen d e r T a n -
gente in einem P u n k t [x, y', z) Funct ionen dieser Coordinaten, 
und die Gleichung der Ebene , welche eine Tangente und die auf 
sie nächstfolgende en thä l t , mit anderen Wor ten die Gleichung der 
Osculationsebene im Punkte [x', y', z') ist auch eine Function die-
ser Coordinaten. Weil aber x', y', z' durch zwei Belationen, näm-
lich die Gleichungen der Curve, verbunden s ind, so können wir 
i rgend zwei derselben eliminieren und gelangen so zu dem Er -
gebniss , d a s s e i n e a b w i c k e l b a r e F l ä c h e d i e E n v e l o p p e 
e i n e r E b e n e i s t , d e r e n G l e i c h u n g e i n e n e i n z i g e n v e r -
ä n d e r l i c h e n P a r a m e t e r e n t h ä l t . 

Um diese Ausdrucksweise vollständiger zu verdeutl ichen, wol-
len wir eine wichtige Differenz näher entwickeln, welche zwischen 
den beiden Fällen stat t f indet , wenn eine e b e n e C u r v e a l s d i e 
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E n v e l o p p e e i n e r b e w e g l i c h e n g e r a d e n L i n i e , und wenn 
e i n e F l ä c h e i m A l l g e m e i n e n a l s d i e E n v e l o p p e e i n e r 
b e w e g l i c h e n E b e n e bet rachte t wird. 

59. Die Gleichung der Tangente einer ebenen Curve ist eine 
Function der Coordinaten des Berührungspunk tes ; und da diese 
beiden Coordinaten durch die Gleichung der Curve verbunden 
sind, so können wir entweder eine von ihnen e l iminieren , oder 
auch beide in Gliedern einer dri t ten Veränderl ichen ausdrücken, 
so dass wir die Gleichung der Tangente als Funct ion eines ein-
zigen veränder l ichen Paramete r s erhal ten. Das umgekehr te P ro -
b l e m , die Enveloppe einer geraden Linie zu b e s t i m m e n , deren 
Gleiclmng einen veränder l ichen Pa ramete r einschliesst , wird durch 
folgende Bet rachtungen gelöst. 

Wenn w = 0 die Gleichung einer geradlinigen Tangente 
bezeichnet , so ist u in Bezug auf x und y vom ersten Grade 
und die Constanten sind Functionen eines Paramete r s a . Dann 
entspricht dem Wer the des Paramete r s [a - f h) die gerade Linie 

. du h . dhi h'^ , 
n + 7 + T^, , « + etc. = 0 , 

da 1 dct^ 1 . 2 

und der Durchschni t tspunkt beider Geraden ist durch die Gleichungen 
du . h d'^ii , 

" = rfS + I T 2 + = » 

best immt. Beim Uebergang zur Grenze ist daher der Durch-
schnit tspunkt einer Geraden mit der ihr nächst benachbar ten , 
oder in anderen Worten der Berührungspunk t derselben mit der 
Enveloppe durch die Gleichungen 

du 
= 0 , = 0 

da 

gegeben. Und wenn man aus diesen beiden Gleichungen die 
Grösse a e l iminier t , so erhält man die Gleichung fü r den Ort 
der Durchschni t tspunkte der geraden Linien des Systems mit den 
jedesmaligen nächs t fo lgenden, d, h. die Gleichung der Enveloppe 
aller geraden Linien des Systems. Man beweist le icht , dass das 
Resultat dieser Elimination eine Curve repräsen t ie r t , fü r welche 

= 0 eine Tangente i s t ; denn wenn in u der Pa ramete r a durch 
seinen Wer th in Funct ion von x und y ersetzt w i r d , wie er aus 

der Gleichung — = 0 he rvorgeh t , so haben wir 
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— l i -

du /cřwX du da 
dx \dx) da dx 

und 
du /du\ du da 
dy \dyJ da dy' 

f un te r der Voraussetzung eines constanten a 

gebildeten Differentiale von u sind ; und wegen ^ = 0 ist dann 

offenbar , dass ^ von den unter Voraussetzung eines con-
dx dy 

stauten u gebildeten Differentialen " nicht verschieden s ind. Daraus 
folgt a b e r , dass die fragliche Resultante eine von w = 0 berfdir te 
Curve bezeichnet . 

Wenn verlangt wäre , von einem beliebigen P u n k t e aus eine 
Tangente dieser Curve zu z iehen, so haben wir nu r die Coordi-
naten dieses Punktes in die Gleichung « = 0 e inzusetzen, und 
a so zu bes t immen , dass es der ents tehenden Bedingungsgleichuug 
genügt . Diese Aufgabe hat eine best immte Zahl von Auflösungen, 
welche offenbar die Zahl der Tangenten bes t immt, die von einein 
beliebigen Punk te an die Curve gezogen werden k ö n n e n , d. h. 
d i e K l a s s e d e r C u r v e . So ist z. B. die Enveloppe der ge ra -
den Linie 

aa^ + 4 . + d = 0 , 
in welcher Gleichung a, b, c, d l ineare Funct ionen der Coordi-
naten s ind, eine Curve der dri t ten Klasse. 

60 . In derselben Art wollen wir nun mit einer Fläche ver-
fahren . 

Die Gleichung der Tangentenebene einer Fläche ist eine 
Function der drei Coordinaten und enthält somit in i h re r ein-
fachsten F o r m , weil jene durch eine einzige Relation, nämlich 
die Gleichung der Fläche selbst verbunden s ind, zwei veränder -
liche Paramete r . 

Das umgekehr te Problem verlangt die Bestimmung d e r En-
veloppe einer E b e n e , deren Gleichung = 0 zwei veränder l iche 
Paramete r a, ß enthäl t . Die Gleichung einer anderen Ebene , die 
den Pa ramete rwer then (a -j- ä ) , k) entspr icht , ist sodann 
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Beim Uebergang zur Grenze bewahren h und k , obzwar un-
endlich klein w e r d e n d , ein endliches Verhältniss zu einander 
U — Ih. Wir sehen also, dass der Durchschni t t irgend einer 
Ebene mit einer darauf folgenden nicht eine best immte gerade 
Linie is t , sondern irgend eine der durch die Gleichungen 

du , ^ du 
" = + = 

als in welchen A, einen unbes t immten Wer th ha t , ausgedrückten 
Linien. 

Wir sehen auch , dass alle auf w = 0 folgenden Ebenen durch 
denjenigen Punkt gehen , den die coexistierenden Gleichungen 

du du 

best immen. 
Wir können zwischen diesen drei Gleichungen die Paramete r 

cc, ß eliminieren und finden so den Ausdruck des Ortes , welchem 
alle die Punkte angehören , in welchen eine Ebene des Systems 
durch die Reihe der darauf folgenden Ebenen geschnitten wird. 
Es wird genau wie im letzten Artikel bewiesen, dass die durch 
jene Resultante dargestellte Fläche von m = 0 b e r ü h r t ist. Wird so-
dänü ver langt , eine Tangentenebene zu dieser Fläche durch irgend 
einen Punk t zu legen, so haben wir nur die Coordinaten dieses 
Punktes in die Gleichung u = () zu substituieren und erkennen, 
dass die entspr ingende Gleichung, weil sie zwei unbes t immte a, ß 
en thä l t , auf unendlich viele Arten erfül l t werden k a n n ; oder dass, 
wie wir wissen, durch einen gegebenen Punkt unendlich viele 
Tangentenebenen an eine Fläche gelegt werden können , welche 
alle einen Kegel umhüllen. 

Setzen wir hingegen ß als constant oder als eine best immte 
Funct ion von a voraus, so enthält die Gleichung der Tangenten-
ebene in ih re r einfachsten Form nur e i n e n unbest immten Para-
meter , und die Enveloppe der besonderen Tangentenebenen , welche 
der angenommenen Bedingung genügen , ist eine a b w i c k e l b a r e 
F l ä c h e . 

Auf demselben Wege erkennen wir sehr deutlich die A n a l o g i e 
z w i s c h e n e i n e r a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e u n d e i n e r g e w u n -
d e n e n C u r v e . W e n n eine Fläche als Ort einer Zahl von Punkten 
bet rachte t wi rd , welche durch eine gegebene Relation verbunden 
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sind, so erhal ten wir durch Hinzufügnng einer zweiten die Punkte 
verbindenden Relation eine auf der gegebenen F läche verzeich-
nete Curve. Und wenn wir eine Fläche als Enveloppe einer Reihe 
von Ebenen be t rach ten , welche durch eine einzige Relation ver-
bunden s ind, so erhal ten wir durch Hinzufügung einer zweiten 
die Ebenen verbindenden Relation eine abwickelbare F läche , die 
die gegebene Fläche umhüllt . 

Diese zweite Bedingung kann darin bes t ehen , dass die be-
wegliche Ebene zugleich auch eine zweite feste Fläche stets be-
rühren soll. 

Dass man dann an Stelle der beiden Flächen zwei ebene 
Curven — Directr ixen, Querschnit te der abwickelbaren Flächc — 
setzen k a n n , leuchtet ein; durch jede Tangente der einen Curve 
ist die Lage der sie enthaltenden Ebenen bes t immt , die zugleich 
eine Tangente der anderen Curve enthalten. Das Problem der 
Beleuchtung einer Oberfläche durch eine andere in der darstel-
lenden Geometrie veranschaulicht diese En ts tehung; die gemein-
schaftlich umgeschriebene Abwickelungsfläche best immt die Cur-
ven auf der beleuchteten Fläche, welche die Regionen der vollen 
Beleuchtung, des Halbschattens und des Vollschattens von einan-
der t rennen. 

61. Sehen wir nun, welche E i g e n s c h a f t e n a b w i c k e l b a r e r 
F l ä c h e n aus ihrer Betrachtung als Enveloppen von Ebenen abge-
leitet werden können , deren Gleichungen einen einzigen verän-
derlichen Parameter enthalten. 

Es erhellt zuers t , dass durch einen beliebig gewählten Punkt 
nicht wie vorher eine Unendlichkeit von Ebenen des Systems hin-
durchgehen , sondern nur eine best immte Zahl solcher Ebenen . 
So ist es fü r die Enveloppe von 

aa^ + + 3 c « + f/ = 0 , 

wo a, b, c, d Ebenen bes t immen, of tenbar , dass nur je drei 
Ebenen des Systems durch einen gegebenen Punkt gehen , weil 
die Substitution der Coordinaten dieses Punktes in die Gleichung 
zur Best immung von a eine cubische Gleichung liefert . F e r n e r 
wird jede Ebene des Systems von der nächs tbenachbar ten in einer 
best immten geraden Linie geschni t ten, nämlich in de r durch 

du 
u = {), , = 0 

dcc 

http://rcin.org.pl



b e s t i m m t e n ; w e n n wir a zwischen diesen beiden Gleichungen eli-
m i n i e r e n , so e rha l t en wir die von al len so lchen Durchschni t t s -
l in ien e rzeug te F l ä c h e , welche die ve r l ang te Abwickelungsf läche ist. 

Es wi rd endl ich wie im Artikel 5 9 bewiesen, dass die E b e n e 
u = 0 die abwicke lba re F läche in j e d e m den Gle ichungen 

da 

g e n ü g e n d e n P u n k t e b e r ü h r t , d. h. längs der ganzen u en t sp re -
c h e n d e n g e r a d e n Linie des Systems. Im ers ten Bande dieses 
W e r k e s Art ike l 1 0 7 ward bewiesen , dass im Al lgemeinen , wenn 
e ine F l ä c h e eine g e r a d e Linie e n t h ä l t , die T a n g e n t e n e b e n e in 
j edem a n d e r e n P u n k t e de r ge raden Linie eine a n d e r e ist. In 
d e m Fal le de r abwicke lba ren F lächen ist h ingegen die T a n g e n t e n -
e b e n e in allen P u n k t e n e iner i h re r Geraden dieselbe. Ist x der 
Ausd ruck de r E b e n e , welche längs de r Linie xy die F läche be-
r ö h r t , so k a n n i h r e Gle ichung in die F o r m 

xcp + y'^ip = 0 
g e b r a c h t werden.*) (Siehe Artikel 1 0 7 des e r s ten Bandes.) 

6 2 . Be t r ach ten wir nun dre i auf e inander fo lgende Ebenen 
des Sys tems , so i s t , wie vo rhe r gewiss , dass ih r Durchschni t t s -
p u n k t den Gleichungen 

du dhi 
n = 0 , : r = 0 , = 0 da da^ 

*) Es erscheint unnöthig, des Weiteren auf die Theorie der Enve-
loppen im Allgemeinen einzugehen, Aveil das im Text Gesagte gleich-
massig gilt , wenn u, anstatt eine Ebene zu repräsentieren, eine Fläche 
darstellt, deren Gleichung einen veränderlichen Parameter einschliesst. 

M o n g e hat die Curve u — 0, ~ = 0, in welcher irgend eine Fläche 
dx 

des Systems durch die nächstfolgende durchschnitten wird, die C h a r a c -
t e r i s t i k der E n v e l o p p e genannt. Denn die Natur dieser Curve hängt 
nur von der Art ab, in welcher die Veränderlichen x, y, z in die Func-
tion u eingehen, nicht aber von der Art der Abhängigkeit, in welcher 
die Constanten zum Parameter stehen. Wenn also u eine Ebene re-
präsentiert, so ist die Characteristik stets eine gerade Linie und die 
Enveloppe ist der Ort eines Systems von geraden Linien. Wenn u eine 
Kugel darstellt, so ist die Characteristik als Durchschnitt zweier auf 
einander folgender Kugeln ein Kreis und die Enveloppe ist der Ort 
eines Systems von Kreisen. Enveloppen können also allgemein in Fa-
milien eingetheilt werden, je nach der Natur der Characteristik, 
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zugleich genüg t . F ü r jeden W e r t h von a wi rd so d e r Punk t be-
s t i m m t , in welchem eine gerade Linie des Sys tems von der nächst-
fo lgenden geschni t ten w i r d ; der Ausdruck des Or tes dieser Punkte 
wi rd e r h a l t e n , i ndem man a zwischen diesen Gle ichungen elimi-
n i e r t . W i r e rha l ten so zwei Gle ichungen in x, y, z, de ren eine 
die Gle ichung de r abwicke lbaren F läche ist. Durch beide Gleich-
ungen wird eine auf de r abwicke lbaren F l ä c h e verze ichne te Curve 
r e p r ä s e n t i e r t , und man sieht s o , dass m a n von de r Definition 
e iner abwicke lbaren Fläche als der Enve loppe e iner beweglichen 
E b e n e unmi t t e lba r zu i h r e r E r z e u g u n g als Or t de r Tangen ten 
e iner Curve ü b e r g e f ü h r t w i r d , denn die auf e inander folgenden 
Durchschn i t t e der Ebenen bilden eine Re ihe von g e r a d e n Linien 
u n d die Durchschni t te der auf e inander fo lgenden L in ien eine 
Re ihe von P u n k t e n , welche eine Curve b e s t i m m e n , d e r e n T a n -
g e n t e n j ene Linien sind. W i r werden ze igen , dass diese Curve 
e ine C u s p i d a l - oder R ü c k k e h r k a n t e * ) d e r F l ä c h e ist. 

63 . Vier auf e inander fo lgende E b e n e n des Systems schnei-
den sich n u r dann in einem P u n k t , wenn die vier Bedingungs-
g le ichungen 

^ du „ d^u „ d^u 
u = 0, — = 0 , T l = T ^ = Ö da da^ da-^ 

gleichzeit ig erfül l t sind. Es ist im Allgemeinen mögl ich , gewisse 
W e r t h e von a zu f inden , welche i hnen en t sp rechen . Denn wenn 
wir X, y, z e l iminieren , so erhal ten wir die Bed ingung , un te r 
we lche r die vier E b e n e n , deren Gle ichungen so eben geschr ieben 
w o r d e n s ind , sich in einem P u n k t e s chne iden ; diese Bed ingung 
ist e ine Funct ion von a, und indem m a n sie mit Null vergle icht . 

*) M o n g e hat sie die ,,arète de rebroussement" der abwickelbaren 
Fläche genannt. Es existiert in jeder Enveloppe eine ähnliche Curve, 
nämlich der Ort der Punkte, in welchen jede Characteristik von der 
ihr nächst benachbarten geschnitten wird. Der auf der einen Seite 
dieser Curve liegende Theil der Characteristik erzeugt den einen Man-
tel der Enveloppe, der auf der anderen Seite liegende den anderen 
Mantel. Beide Mäntel berühren sich längs dieser Curve, welche ihre 
gemeinschaftliche Grenze ist und eine Cuspidalkante der Enveloppe 
heissen muss. So bilden in dem sehr einfachen Falle eines Kegels die 
erzeugenden Linien auf entgegengesetzten Seiten des Scheitels ent-
gegengesetzte Mäntel des Kegels und die Cuspidalkante erscheint auf 
den einzigen Punkt des Scheitels reduciert. 
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e rhä l t man im Allgemeinen eine bes t immte Zahl von W e r t h e n 
von a , f ü r w e l c h e die Bed ingung e r fü l l t i s t . Es g iebt somit im 
Al lgemeinen eine gewisse Zahl von P u n k t e n des Sys t ems , durch 
we lche j e vier Ebenen des Sys tems h i n d u r c h g e h e n ; oder mit 
a n d e r e n W o r t e n , e ine gewisse Zahl von P u n k t e n , in d e r e n jedem 
d re i auf e i n a n d e r fo lgende Lin ien des Sys tems sich du rchschne i -
den . W i r w e r d e n d i e s e l b e n , wie in der T h e o r i e d e r höheren 
ebenen Curven geschieht , die s t a t i o n ä r e n P u n k t e d e s S y s t e m s 
n e n n e n , weil in dem besp rochenen Fal le de r als Durchschni t t 
zweier auf e inande r fo lgender Linien bes t immte P u n k t mit dem 
als Durchschn i t t des nächs t fo lgenden P a a r e s von Linien bes t imm-
ten P u n k t zusammen fällt . 

Es en t sp r i ch t dem Vorigen n a c h dem Gesetze d e r Reciproci lä t , 
dass es im Al lgemeinen eine gewisse Anzahl von E b e n e n des Systems 
g i e b t , we lche s t a t i o n ä r e E b e n e n g e n a n n t w e r d e n d ü r f e n , als 
E b e n e n , we lche vier auf e inander fo lgende P u n k t e des Systems 
e n t h a l t e n , u n d f ü r welche also zwei auf e inande r fo lgende Ebe-
n e n , wie 1 2 3 , 2 3 4 z u s a m m e n fa l len ;*) m a n n e n n t sie auch die 
W e n d u n g s b e r ü h r e b e n e n d e r Curve. 

6 4 . W i r zeigen n u n , wie nach P l ü c k e r ' s die gewöhnl ichen 
S ingu la r i t ä t en der ebenen Curven ve rb indenden Gleichungen*' ' ' ) 

*) Man vergleiche die klare und elegante Darstellung der Grund-
lagen einer allgemeinen Theorie der gewundenen Curven als Punkt-
reihen nach dem System der tetraedrischen Plancoordinaten in dem 
Werke von M ö b i u s - „Der barycentrische Calcul". 1827. (p. 114—124.) 

**) Diese Gleichungen sind die folgenden: Ist /i die Ordnung einer 
Curve, V ihre Klasse, 8 die Zahl ihrer Doppelpunkte, r die ihrer Dop-
peltangenten, % die Zahl ihrer Cuspidal- oder Kückkehrpunkte, i die 
ihrer Inflexionspunkte, so ist 

v = (i (fi — l ) — 2d — 3K-, 11= V (v—l)— 2z — 3l; 
I = 3(1 {(1 — 2) — 6 d — 8 m ; h = 3 Sf ( v — 2 ) — 6 t — 8t. 

Also auch 

t - x = 3 {v — (i), 2 (r—d) = {v—(i) {v Ą- (i — 9). 

Oder statt der Letzteren die P l ü c k e r ' s c h e n Gleichungen 

z = {(1 — 2) {(1^—9) — (2d - f 3x) \(i {(i — l) — 6 } 
4- 2d (d—1) + |m (M—1) + 6dH, 

d = {v—2) 9) — ( 2 r + 3 0 {v (v — l ) — 6 } 

+ 2z ( t — 1 ) -I- f t (i —1) -I- 6 t i . 
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C a y l e y * ) G l e i c h u n g e n abgelei tet ha t , w e l c h e z w i s c h e n d e n 
Z a h l e n d e r g e w ö h n l i c h e n S i n g u l a r i t ä t e n d e r a b w i c k e l -
b a r e n F l ä c h e n b e s t e h e n . 

Wir zählen zuers t diese Singular i tä ten auf. W i r sp rechen 
von , ,Punk ten des Sys tems" , von „ L i n i e n des S y s t e m s " und von 
„ E b e n e n des S y s t e m s " in dem S inne , welcher im Art ikel 1 1 9 
des ers ten Bandes gegeben ist. 

Sei m die Anzahl der P u n k t e des Sys tems , w e l c h e in i rgend 
e iner Ebene l i egen , oder in a n d e r e n W o r t e n , d i e O r d n u n g des 
Sys tems und der C u r v e , welche die abwickelbare F l ä c h e erzeugt . 

Sei n die Zahl der E b e n e n des Sys tems , welche du rch einen 
bel iebigen P u n k t gelegt s i n d , eine Zahl , von welcher im Artikel 
6 1 bewiesen i s t , dass sie bes t immt sein m u s s ; wi r w e r d e n diese 
Zahl die K l a s s e des Sys tems nennen . 

Sei f e r n e r r die Anzahl von Linien des Sys tems , welche eine 
wi l lkür l ich gewähl te ge rade I . inie schneiden . W e n n wir die Be-
d ingung b i lden , un te r we lche r die Gerade des Sys tems 

du 
u = 0, — = 0 

du 
und i rgend e ine a n g e n o m m e n e gerade Linie sich s chne iden , so 
ist das l i esu l ta t e ine F u n c t i o n von a , welche mi t Null Yprglichenj 
e ine bes t immte Zahl von W c r t h e n des a l i e f e r t , die j ene r Be-
d ingung e n t s p r e c h e n . Die Zahl der Auflösungen dieser Gleichung 
ist r . Wi r w e r d e n sie als den R a n g des Sys tems beze ichnen 
und es wird sich e r g e b e n , dass alle a n d e r e n Singular i tä ten des 
Sys tems sich vermit te ls t de r dre i eben aufgezähl ten Charak te re 
bes t immen lassen. 

Sei a die Zahl de r s t a t i o n ä r e n E b e n e n und ß die Zahl 
der s t a t i o n ä r e n P u n k t e . (Artikel 63.) ' 

Zwei n icht auf e inander fo lgende Linien des Systems können 
sich d u r c h s c h n e i d e n ; wenn diess gesch ieh t , so soll der Schni t t -
p u n k t als ein „ P u n k t i n zw e i L i n i e n " und die Ebene dieser 
Linien als e ine , , E b e n e d u r c h z w e i L i n i e n " bezeichnet we r -
den. Sei CC die Zahl der „ P u n k t e in zwei L i n i e n " , welche in 
e ine r gegebenen Ebene liegen und y die Zahl de r „ E b e n e n du rch 
zwei L in i en" , we lche d u r c h einen g e g e b e n e n P u n k t gehen. 

In de r se lben Art wollen wir die Verb indungs l in ie i rgend zweier 

Siehe „ L i o u v i l l e ' s Journal", Vol. X, p. 245; „Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal", Vol. V, p. 18. 
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Punkte des Systems eine „ L i n i e d u r c h z w e i P u n k t e " und 
den Durchschnit t i rgend zweier Ebenen des Systems eine „ L i n i e 
i n z w e i E b e n e n " nennen . Sei g die Z a h l d e r „ L i n i e n in 
z w e i E b e n e n " , w e l c h e in e i n e r g e g e b e n e n E b e n e l i e g e n 
und Ä die Z a h l d e r „ L i n i e n d u r c h z w e i P u n k t e " , w e l c h e 
d u r c h e i n e n g e g e b e n e n P u n k t g e h e n . 

Die abwickelbaren Flächen besitzen andere Singularitäten, 
welche in einem folgenden Kapitel best immt werden sollen, aber 
es sind die aufgezähl ten , welche P l ü c k e r ' s Gleichungen zu be-
st immen erlauben. 

65. Betrachten wir nun den D u r c h s c h n i t t d e r a b w i c k e l -
b a r e n F l ä c h e m i t i r g e n d e i n e r E b e n e . Es ist offenbar, 
dass die Punk te der Durchdr ingungscurve die Spuren oder Durch-
gangspunkte der , ,Linien des S y s t e m s " in ih re r Ebene und die 
Tangenten der Schni t tcurve die Spuren der „Ebenen des Systems" 
in derselben sind. Die O r d n u n g des Schnittes ist daher r, weil 
sie die Zahl der Punk te bezeichnet , welche eine willkürliche Ge-
rade in der Ebene des Schnit tes mit demselben bes t immt , und 
solche Punkte alle diejenigen s ind, in denen die gegebene Gerade 
eine „L in i e des S y s t e m s " schneidet . 

Die K l a s s e der Schni t tcurve ist offenbar durch /< bezeichnet; 
denn die Zahl der durch einen willkürlichen Punkt ihrer Ebene 
gehenden Tangenten der Schnit tcurve ist nothwendig dieselbe, 
wie die Zahl der „ E b e n e n des Sys tems" , welche denselben Punkt 
enthal ten . Ein D o p p e l p u n k t d e r S c h n i t t c u r v e entspringt über-
all d a , wo zwei Linien des Systems die Schnit tebene in demselben 
Punkte schne iden ; die Zahl solcher Punkte ist nach den vorigen 
Bes t immungen x. Die Tangenten der Schnit tcurve in einem sol-
chen Doppelpunkt sind im Allgemeinen verschieden; sie sind es 
so lange , als die zwei Ebenen des Systems, welche den beiden 
sich in ihm schneidenden Linien des Systems correspondieren, 
selbst verschieden sind. 

Die Zahl der D o p p e l t a n g e n t e n d e r S c h n i t t c u r v e ist in 
gleicher Weise g, weil eine Doppeltangente überal l da ents teht , 
wo zwei E b e n e n des Systems die Schnit tebene in derselben ge-
raden Linie schneiden . 

Die m Punk te des Systems, welche der Schnit tebene ange-
hören, sind C u s p i d a l p u n k t e d e r S c h n i t t c u r v e . Denn sie sind 
Doppelpunkte, weil j eder von ihnen der Durchschni t t zweier „Linien 
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des S y s t e m s " ist , und die Tangentenebenen in diesen Punk ten 
fallen zusammen , weil die zwei auf einander fo lgenden Linien, 
die sich in einem der Punkte m durchschne iden , in derselben 
Ebene des Systems liegen. Diess beweist, was f r ü h e r schon aus-
gesprochen i s t , dass die Curve , deren Tangenten die abwickelbare 
Fläche e r zeugen , eine Cuspidal- oder Rückkehrkan te dieser Letz-
te ren ist; denn jede Ebene schneidet die F läche in einer Curve, 
welche die Punk te zu Cuspidal- oder Rückkehrpunk ten h a t , in 
denen ihre Ebene jene Curve schneidet. 

Wir erhalten endlich einen I n f l e x i o n s p u n k t oder eine 
s t a t i o n ä r e T a n g e n t e überall da , wo zwei auf einander fol-
gende Ebenen des Systems zusammen fal len; die Zahl der Infle-
xionspunkte ist daher u. 

Wir haben daher in die P I ü c k e r ' s e h e n Gleichungen der 
Note zu Artikel 64 die folgenden Substitutionen zu m a c h e n : 

fi = r, V = ?i, Ó = X, X •=: g, K =z m, I = a, 

und erhal ten somit 

n = r ( r — 1 ) — l x — 3 m ; r = n [n—1) — l g ~ 3 « ; 

« = 3 r (r — 2 ) — 6ic — 8?«; m = 3 n {n — 2) — Qg ~ 8 « ; 

oder auch 

m — a = 3 ( r —n) ; 2 {x—g) = {r — 7i) [rn—ę); 
und 

g = ( r — 2 ) (r^—9) — {2x + 3m) { r ( r — 1 ) — 6 } + 2a: (o:—1) 

-I- I m (m—l) ßxm, 
xz=^n (n-l) ( n 2 - 9 ) — {2g - f 3«) {nin-l) — 6} + 2gig—l) 

+ I « ( « - 1 ) + ßga. 

66. Ein anderes System von Gleichungen wird gefunden, in-
dem man den R e g e l bet rachte t , d e s s e n S c h e i t e l e i n w i l l -
k ü r l i c h g e w ä h l t e r P u n k t i s t u n d d e r ü b e r d e r g e g e -
b e n e n C u r v e s t e h t , oder dieselbe zur Leitcurve hat . Man 
e rkenn t sofort aus der Betrachtung eines beUebigen ebenen Schnit-
tes eines solchen Kegels, dass die nämlichen Gleichungen die 
Zahlen der Doppelkanten, Doppel tangentenebenen etc. de l f 'Kegel 
ve rb inden , welche zwischen den Zahlen der Doppelpunkte, Dop-
pel tangenten etc. der ebenen Curven stattfinden. 

Die Kanten des Kegels, welchen wir jetzt be t rach ten , sind 
die geraden Verbindungslinien seines Scheitels mit allen Punk ten 
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des Sys tems , und die T a n g e n t e n e b e n e n des Kegels sind die von 
den „ L i n i e n des S y s t e m s " mit demse lben b e s t i m m t e n E b e n e n ; 
denn die E b e n e , welche zwei auf e i n a n d e r fo lgende Kanten des 
Kegels en thä l t , geht no thwend ig d u r c h zwei auf e inander folgende 
„ P u n k t e des S y s t e m s " . 

Die O r d n u n g des Kegels ist die nämUche , wie de r Grad der 
Curve und ist dahe r = m. 

Die K l a s s e des Kegels ist die Zahl der T a n g e n t e n e b e n e n , 
welche d u r c h eine bel iebige den Schei te l en tha l t ende Gerade an 
den Kegel gelegt werden k ö n n e n ; da abe r j ede T a n g e n t e n e b e n e 
e ine „ L i n i e des S y s t e m s " e n t h ä l t , so exis t ieren ebenso viele Tan-
g e n t e n e b e n e n unse res Kegels d u r c h die gedach te wi l lkür l iche Ge-
r a d e , als es „ L i n i e n des S y s t e m s " g i eb t , welche dieselbe schnei-
den , Die gesuchte Zahl de r se lben ist dahe r r .* ) 

Eine D o p p e l k a n t e des Kegels e n t s t e h t , wenn dieselbe Kante 
du rch zwei Punk te des Sys tems g e h t , oder es ist à = Ii. Die 
T a n g e n t e n e b e n e n längs diesei' Kan te s ind die E b e n e n , welche de r 
Schei te l des Kegels mit den „ L i n i e n des S y s t e m s " bes t immt, 
we lche j e d e m dieser P u n k t e en t sp rechen . 

E ine D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e des Kegels e n t s t e h t , wenn 
dieselbe E b e n e durch den Schei te l zwei , ,L in ien des S y s t e m s " ent -
h ä l t , ode r X = y. Eine s ta t ionäre oder eine Cuspidalkante des 
Kegels en t sp r ing t aus der Existenz e ines s ta t ionären Punk te s im 
S y s t e m , d, i. x = ß . 

End l i ch exist iert e ine s t a t i o n ä r e T a n g e n t e n e b e n e , wenn 
e ine E b e n e , welche zwei auf e inander fo lgende Linien des Systems 
e n t h ä l t , d u r c h den Scheitel des Kegels g e h t , d. i. t = n. 

W i r h a b e n also 

(i = m, V — r, 6 = h, x = y, x = ß, i == fi 

und e rha l t en somit aus den P l ü c k e r ' s e h e n F o r m e l n die Gleich-
u n g e n 

*) Man erkennt leicht, dass die Klasse dieses Kegels die nämliche 
ist, wie die Ordnung der abwickelbaren Fläche, welche den Punkten des 
gegebenen Systems nach dem Gesetz der Keciprocität entspricht. D i e 
O r d n u n g d e r d u r c h d i e T a n g e n t e n e i n e r C u r v e e r z e u g t e n a b -
w i c k e l b a r e n F l ä c h e i s t s o m i t d i e s e l b e , w i e d ie O r d n u n g der 
a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e , w e l c h e d i e R e c i p r o k e der P u n k t e 
der C u r v e i s t . (Siehe Note des Artikel 161 im ersten Bande.) 

Sa lmon, A n a l . Geom. d. Raumes 11. ß 
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r = m ( ? « - ! ) — 2 / < — 3|3; m= r ( r - 1) — 2 y — 3w; 
n = 3m ( m - 2 ) — 6Ä - 8/3; |3 = 3 r ( r - 2 ) — 6 y — 8 « ; 
also aucli 
(n — ß) = 3 (r — m) und 2 (y—h) = (r-m) (r + m - 9); 
und 

y = ^m{m-2) ( m 2 _ 9 ) - {2h + 3/3) {m ( m - l ) - 6 } 
+ 2 Ä ( Ä - 1 ) + 1 / 3 ( ^ ^ 1 ) + 6 / i ß ; 

Ä = ^ r (r - 2) - 9) - (2y + 3n) { r (r - 1) - 6 } 
+ 2 y ( y - 1 ) + ( n - 1 ) + 6yn . 

Die Vergleichung dieser Formeln mit den entsprechenden des 
vorigen Artikels zeigt das Entsprechen der beiden Reihen von Grössen 

m, r, n, g, h, a, ß, x, y, 
n, r, m, h, g, ß, a, y, x] 

und man d a r f , da dasselbe Ordnung und Klasse, „Lin ien in zwei 
E b e n e n " in einer Ebene» und „Linien durch zwei P u n k t e " aus 
einem P u n k t , stationäre Ebenen und stationäre Punkte , „ P u n k t e 
in zwei L in i en" in einer Ebene und „Ebenen durch zwei Lin ien" 
aus einem Punkte gegen einander setzt , diess Entsprechen als ein 
reciprokes bezeichnen. 

Und indem man diese Gleichungen mit den im letzten Arti-
kel gefundenen combinir t , e r h ^ i t m a n noch 

« — /3 = 2 (n — ?n); x — y = ?i — m; 
2 ig—h) = {n — m) [n + m — 7). 

P l ü c k e r ' s Gleichungen erlauben uns , wenn drei der Sin-
gularitäten einer ebenen Curve gegeben sind, alle übrigen zu be-
stimmen. Nun sind die Grössen r, m, ti den Gleichungen dieses 
und des letzten Artikels gemeinsam. W e n n a l s o i r g e n d d r e i 
d e r a u f g e z ä h l t e n S i n g u l a r i t ä t e n e i n e r C u r v e im R ä u m e 
g e g e b e n s i n d , so k ö n n e n d i e ü b r i g e n g e f u n d e n w e r d e n . 

So findet man zur Restimmung aus m, ß und h, welche l.etz-
tere man innerhalb der gehörigen Grenzen wählt, 

= m (m —1) — (2/1 + 3ß); n z= 3m [m — 2) — {6Ä + 8/3); 
u = 2m (3m — 7 ) — 3 (4Ä - f bß)\ 
g = ^m ( 3w — 7 ) ( 3 » i 2 _ 5 ? / » - 7 ) -ł- \ {Qh+Sß) (6Ä + 8 / 3 + 1) 

— 3 w (w — 2 ) (6Ä + 8/3) + 19Ä — 24/3; 
X = ^m {m — l ) (m2 — m - 4) + i (2Ä 3/3) {2h + 3 ^ -f l) 

— m ( m - 1 ) {2h - f 3/3) + Sh -f- 4 ^ ; 
y = ^rn (m — 2) ( ^ 2 - 9 ) - {2h + 3ß} {m ( m - l ) - 6 } 

+ 2h{h-l) + i ß { ß - D -ł- 6hß. 
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Man findet fü r m = 2 sofort 

n = 0 , Ä = 0 , ß = 0, r = 2 , 

einen Kegelschnitt und seine Ebene ; für m = 3 

ß:t=0, /i = l , r = 4, w = 3 , ff = l , ci = x = y~v', 

für m = 4 scheint zidässig 

Ä = 2, ß ^ 0; 
h = 3, ß = 0; 
/i = 2, ß = 1 

und finden sich die Wer the 

r = 8 . 6 , 5 ; n = 12 , 6 , 4 ; y = 8 , 4 , 2 ; 
= 16 . 6 , 2 ; « = 16 , 4 , 1 ; g = 3 8 , 6 , 2 respective. 

Wir bemerken , dass diess keineswegs ausreicht , um etwa 
als Basis einer Classification zu dienen. (Vergl. Art. 82.) 

67. Zur Er läuterung dieser Theorie betrachten wir die ab-
wickelbare F läche , welche die E n v e l o p p e d e r E b e n e 

+ kbt'^-^ + + = ® 

ist, wenn t einen veränderlichen P a r a m e t e r , k eine beliebige 
ganze Zahl bezeichnet und a, b, c, etc. Ebenen bestimmen. 

Die Klasse dieses Systems ist offenbar k, und die Gleichung 
der abwickelbaren Fläche ist als die Discriminante der vorher-
gehenden Gleichung nothwendig vom Grade 2 (Ar—1); man hat 
somit 

r = 2 (Ä:—1). 

Man erkennt auch leicht, dass diese abwickelbare Fläche 
keine stationären Ebenen besitzen kann. Denn damit zwei Ebenen 
identisch s ind , müssen im Allgemeinen, wegen der Gleichheit der 
Coefficienten in ihren Gleichungen, drei Bedingungen erfüll t sein. 
Wenn wir aber t so zu bestimmen suchen, dass irgend eine Ebene 
des Systems mit der darauf folgenden zusammen falle, so finden 
wir , dass zur Er fü l lung von drei Bedingungen nur eine Constante 
t zu unsere r V^erfügung ist. 

Aus den Wer then 

n ~ k, . r = 2 { k - \ ) , « = 0 

erlauben die Gleichungen der letzten zwei Artikel die Best immung 
der übr igen Singularitäten. Das Ergebniss ist 
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m = 3 {k—% ; /3 = 4 {k—Z) ; 
X = 1 {k — 2Y{k — Z)-, y = 1 {k—\) (Ä: —3); 

^ 1) ( ^ — 2 ) . ^ 5 3 ^ + 80 
^ 2 ' 2 ' 

Der grössere Theil dieser Wer the hätte auch nach der Theorie 
der höheren ebenen Curven unabhängig bestimmt werden können. 
Die Ordnung des Systems und seiner Rückkehrkante z. B. ist der 
Grad der Bedingung , unter welcher die Gleichung 

+ kht ' ' -^ + . . . = 0 oder T = 0 

drei gleiche Wurze ln ha t , d. h. es muss zugleich 

dT 
^ = « ' ^ = ä T = « 

sein. 
Und die s tat ionären Punkte sind durch die Bedingung be-

zeichnet , dass die vier auf einander folgenden Ebenen 

^ dT ^ d^T ^ d^T 

denselben Punk t enthal ten; 4 ( ^ — 3) entspricht dem Grade dieser 
Bedingung. Wir sparen den B a u m , welchen ein Eingehen in 
weitere Details fo rdern würde. 

68. Der im letzten Artikel bet rachte te Fa l l , als derjenige, in 
Avelchem der veränderl iche Pa ramete r nur rational in die Gleich-
ung eingeht , er laubt uns , in sehr einfacher Weise manche Eigen-
schaften der abwickelbaren Flächen zu bestätigen. 

Weil das System 

offenbar auf 

a t^ -^ -1- (Ar — 1 ) + etc. 0 , 
(Ar — 1 ) c t^ -2 -(- etc. = 0, 

und das System 

du ,, d'^u 
" = rfT = 5 ? = 0 

auf 
^ {k — 2) bt'^-^ - f etc. = 0 , 

, + {k—2) ct^-^ + etc. = 0 , 
cik-2 _j_ {k — 2) dt^-^ -1- etc. = 0 

sich r educ i e r t , so folgt , dass a selbst eine „ E b e n e des S y s t e m s " 
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g ieb t , nämlicb die dem W e r t h e t = oo e n t s p r e c h e n d e ; es ist ab 
die en t sp rechende Linie und abc de r e n t s p r e c h e n d e P u n k t . W i r 
wissen abe r aus der T h e o r i e de r Discr iminanten (vergl. „ Vor-
l e s u n g e n " , Artikel 6 8 ) , dass die Gle ichung der abwicke lbaren 
F läche von de r F o r m 

aq) b'^tp = 0 
i s t , wo ip die Discr iminante von u f ü r den W e r t h a == 0 be-
zeichnet . W i r b e w ä h r e n so , was im Artikel 61 ausgesprochen 
i s t , dass die Ebene a die abwicke lbare F l ä c h e längs de r ganzen 
E r s t r e c k u n g der Linie ab b e r ü h r t . F e r n e r ist aber i/; selbst von 
d e r F o r m 

bg)' c^ijj', 

und wenn wir den Durchschn i t t de r abwicke lbaren F läche mit 
e ine r de r „ E b e n e n des S y s t e m s " be t r ach t en — wir e rha l t en ihn, 
w e n n wir in der Gleichung de r abwicke lbaren F läche a = 0 
m a c h e n , — so bes teh t de r se lbe aus de r zweifach zu zäh lenden 
Linie ab und e iner Curve von der O r d n u n g (r — 2 ) , nnd diese 
Curve b e r ü h r t , wie die F o r m de r Gleichung zeigt , die Irinie ab 
im P u n k t e abc und schneide t sie folglich in [r—4) ande ren 
P u n k t e n ; diese alle sind „ P u n k t e in zwei L i n i e n " , als die Punk te , 
in w e l c h e n die Linie ab a n d e r e , ,L in ien des S y s t e m s " schneidet . 

U n d es ist al lgemein w a h r , d a s s , w e n n r d e r H a n g e i n e r 
a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e i s l , j e d e „ L i n i e d e s S y s t e m s " 
r — 4 a n d e r e L i n i e n d e s S y s t e m s d u r c h s c h n e i d e t . Der 
Ort d ieser P u n k t e ist e ine D o p p e l c u r v e der abwicke lba ren 
F l ä c h e , d e r e n O r d n u n g oc i s t , und de ren übr ige E igenschaf ten 
in e inem fo lgenden Kapitel gegeben w e r d e n so l l en , wo wir auch 
gewisse a n d e r e Singular i tä ten de r abwicke lba ren F l ä c h e bes t im-
m e n wol len. 

W i r f ü g e n eine Tafel de r S ingula r i t ä ten e iniger speciel ler 
Schni t te d e r abwicke lbaren F läche h inzu. Der L e s e r , welcher 
den Gegens tand weiter un t e r suchen wil l , wi rd keine Schwier igkei t 
da r in finden, sie vollständig zu b e g r ü n d e n ; * ) einige Andeu tungen 
w e r d e n g e n ü g e n . > 

1 . S c h n i t t d u r c h e i n e „ E b e n e d e s S y s t e m s " : 

IX = 2, v = n—1, t = a, K =i m — 3, "c = g — « + 2, 
d = — 2 r + 8. 

*) Vgl. „Cambridge and Dublin Mathematical Journal" Vol. V, p. 24, 
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Deiiii jede Ebene des Sysleiiis bei ülirl die Fläche längs einer 
Linie und schneidet sie daher in einer Curve (;• — 2)*"'" O r d n u n g ; 
immer fällt eine der durch einen Punkt des Schnittes gebenden 
Ebenen des Systems mit der Schnittebene zusammen; die Zahl 
der Inflexionspunkte bleibt als von der Zahl der stationären Ebe-
nen abhängig ungeänder t ; die Zahl der Spilzen als Zahl der 
Schni t tpunkte mit der Curve des Systems verminder t sich um 3 ; 
die gerade Linie des Systems in der Schnit tebene schneidet die 
Curve von der Ordnung ( r — 2 ) , da sie sie b e r ü h r t , noch in 
(r — 4 ) P u n k t e n , deren jeder für zwei Doppelpunkte der Schnitt^ 
figur zu zählen ist. 

2. K e g e l , d e s s e n S c h e i t e l e i n „ P u n k t d e s S y s t e m s " 
i s t : 

(i — m — l , V —r—2, i — n — Z, it = |3, t = y — 2 r + 8, 
8 ==h — m + % 

Die Zahl der Cuspidalkanten des Kegels ist die Zahl der 
s tat ionären Punkte des Systems; die Ordnung desselben ist die 
Zahl der Erzeugenden , welche eine durch die Spitze gehende 
Ebene bes t immt , also!)« — 1 ) . Die Klasse ist (v — 2), weil sie die 
Zahl der Linien des Systems is t , die eine Gerade durch die Spitze 
schneiden, durch welche selbst berei ts zwei dieser Linien gehen ; 
die Zahl der stationären Tangentenebenen ist i n — 3 ) als die Zahl 
der Ebenen des Systems durch den Scheitel , der selbst dreien 
solchen angehört . 

3. S c h n i t t d u r c h e i n e E b e n e , w e l c h e e i n e „ L i n i e 
d e s S y s t e m s " e n t h ä l t : 

fi = r — 1 , V = n, I = a ]_, % •=. m — 2 , t — (J — 1 , 
ö — X — r + 4. 

Die Zahl der Inflexionspunkte wächst \im Eins , weil eine 
„L in i e in zwei E b e n e n " in der Schnit tebene mit der gegebenen 
Linie des Systems zusammen fäll t ; darin liegt zugleich der Grund 
für die entsprechende Verminderung der Zahl der Doppeltan-
genten, 

4. K e g e l , d e s s e n S c h e i t e l i n e i n e r , , L i n i e d e s S y -
s t e m s " l i e g t : 

fi = tn, V — r — 1 , 1 = 11 — 1, % = ß 1, T = y—r+4, 
ö = h 
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5. S c l i n i L t m i t e i n e r „ E b e n e d u r c h z w e i L i n i e n " : 

fi — r— 2 , V = n, t = a + 2 , k = m — 4 , t = g — 2 , 
à = X — 1r 

6. K e g e l , d e s s e n S c h e i t e l e i n „ P u n k t i n z w e i L i -
n i e n " i s t : 

fi=:m, v = r —2, I = n — A, x = ß + 2, T — y — 2r + 9, 
8 = h —2. 

7. S c h n i t t d u r c h e i n e „ s t a t i o n ä r e E b e n e " : 

fx = r — 3 , v==n — 2 , i = cc — 1 , x = m — 4 , 
— 2 n - f - 6 , = — 3 r + 13. 

8. K e g e l , d e s s e n S c h e i t e l e i n „ s t a t i o n ä r e r P u n k t " 
i s t : 

fx = m — 2 , v = r — 3 , i == n — 4 , x — ß — 1, 
r = y - 3 r + 1 3 . ö = 2 m + 6. 

Die Grössen fi , v , i , x sind um eine Einheit kleiner als in 
den beiden ersten Fällen dieser Zusammenstel lung nach der Natur 
der s tat ionären Elemente . 

F ü r das System 

»1 = 3 , M = 3 , g = h = l , r = 4 , a = ß ~ x = t/==:0 
hat niäll für den Schnitt mit einer Ebene des Systems die Cha-

rac te re 

(j, = l , v = 2, i = K — t = ö==0, 
derselbe ist ein Kegelschnit t ; und der Kegel aus einem Punkte 

des Systems 

fi = 2, V = 1, iz=K — r = ó = 0, 
ein Kegel zweiter Ordnung. 

F ü r das System 

m = 4 , Ä = 2 , ß — 1 , n = 4 , r = 5 , 

g = x — y = 2, cc = l 
entsprechen denselben Fällen beidemale 

^ = 3 , v = 3 , i = l , x = T = d = 0 ; 
den beiden letzten Fällen der s tat ionären Ebene und des statio-
nären Punk te s die Wer the 

Anderes ist leicht hinzuzufüsen. 
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IL Abschnitt. Classification der Curven. 

69. Die folgende Darlegung be ruh t auf dem Pr incip , d a s s 
e i n e C u r v e d e r O r d n u n g r e i n e F l ä c h e ja t" O r d n u n g 
i n pr P u n k t e n d u r c h s c h n e i d e t . Die Gültigkeit desselben 
ist o l fenbar , wenn die Curve der vollständige Durchschnit t zweier 
Oberl lächen von den respectiven Ordnungen m und n ist. Denn wir 
haben dann r = m n und die drei Oberflächen durchschneiden 
sich in m n p Punk ten . Das Princip ist nach der Definition ebenso 
unmit te lbar w a h r , wenn die Fläche in p Ebenen zerfällt. Wir 
be t rach ten nach dem Gesetz der Continuität diess Pr incip als 
allgemein wahr . 

Ebenso sprechen wir aus, d a s s e i n e a b w i c k e l b a r e F l ä c h e 
d e r K l a s s e n m i t e i n e r F l ä c h e d e r K l a s s e q g e m e i n -
s c h a f t l i c h e T a n g e n t e n e b e n e n i n d e r Z a h l nq h a t . 

Der Gebrauch , welchen wir von dem Princip machen werden, 
ist dieser. Angenommen , dass in einer Curve von der Ordnung r so 
viel Punkte angenommen werden , als zur Best immung einer Fläche 
von der Ordnung p hinreichend sind, so muss, wenn die Zahl der so 
gewählten Punk te grösser als pr is t , die durch dieselben beschrie-
bene Fläche die Curve vollständig en tha l ten ; wäre diess nicht der 
Fal l , so erschiene das Princip verletzt. 

Und andererse i t s muss eine abwickelbare Fläche Klasse 
einer Fläche Klasse umgeschrieben sein, wenn sie m e h r als 
jiq Tangentenebenen mit derselben gemein hat. 

Wir setzen dabei voraus , dass die Curve eine e i g e n t l i c h e 
Curve der r^®" Ordnung ist ; denn wenn wir zwei Curven von den 
Ordnungen m und n angenommen hä t t en , wo m n = r is t , so 
könnten dieselben in ihrer Vereinigung als eine complexe Curve 
von der Ordnung r betrachtet w erden, und w enn jede ganz in irgend 
einer F läche von der Ordnung p enthal ten wäre, so könnten wir 
folglich in dieser Curve eine beliebige Zahl von Punkten wählen, 
welche der Curve und der Fläche gemein wären. Alles das wird 
hinreichend er läuter t werden durch die folgenden Beispiele. 

70. E s e x i s t i e r t k e i n e L i n i e d e s e r s t e n G r a d e s 
a u s s e r d e r g e r a d e n L i n i e . Denn durch i rgend zwei Punk te 
einer Linie des ersten Grades und einen dritten willkürlich an-
genommenen Punkt können wir eine Ebene beschre iben , welche 
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die Linie ganz enll ial ten m u s s , weil wir sonst e ine Linie vom 
e r s t e n Grade haben w ü r d e n , we lche die Ebene in m e h r als e inem 
P u n k t e durchschn i t t e . In de r se lben Art können wi r e ine zweite 
E b e n e b e s t i m m e n , welche die Linie ganz en thä l t ; die L in ie e rs ten 
G r a d e s muss dahe r der Durchschn i t t zweier E b e n e n , d. h . eine 
g e r a d e Linie sein. 

E s e x i s t i e r t k e i n e e i g e n t l i c h e L i n i e d e s z w e i t e n 
G r a d e s a u s s e r d e n K e g e l s c h n i t t e n . Denn d u r c h i rgend 
d r e i P u n k t e einer solchen Linie k ö n n e n wir e ine E b e n e legen, 
we lche aus dense lben G r ü n d e n wie v o r h e r die Lin ie ganz ent-
ha l t en muss . Dieselbe muss somit e ine ebene Curve des zweiten 
G r a d e s sein. 

Die am Ende des letzten Art ikels bezeichnete A u s n a h m e t r i t t 
h i e r e i n , wenn die Linie des zweiten Grades aus zwei ge raden 
L in ien b e s t e h t , die nicht in de rse lben E b e n e l i egen ; denn dann 
e n t h ä l t die E b e n e d u r c h dre i P u n k t e des Sytems n u r e i n e der 
g e r a d e n Linien. W i r ha l ten es f ü r unnö th ig , in dem Fo lgenden 
d ie Fäl le dieser Art f e r n e r ausd rück l i ch zu e r w ä h n e n , und we r -
d e n n u r von den e igent l ichen Curven i h r e r r espec t iven O r d n u n -
g e n s p r e c h e n . 

71 . E i n e C u r v e d r i t t e r O r d n u n g i s t e n t w e d e r e i n e 
e b e n e C u r v e v o n d e r d r i t t e n O r d n u n g o d e r d e r t h e i l -
w e i s e D u r c h s c h n i t t z w e i e r F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s , 
w e l c h e e i n e g e r a d e L i n i e g e m e i n s c h a f t l i c h h a b e n . * ) 
(Art. 55.) 

Denn wird d u r c h s ieben P u n k t e de r Curve und d u r c h zwei 
jiusser i h r wi l lkür l ich gewähl te P u n k t e eine F l äche zweiten Gra-
des b e s t i m m t , so m u s s d iese lbe , wie v o r h e r , die Curve ganz 

*) Nicht ebene Curven dritter Ordnung smd zuerst von M ö b i u s 
in seinem ,, barycentrischen Calcul", 1827, bezeichnet und einige ihrer 
wichtigsten Eigenschaften dargelegt worden. Zahlreiche andere Ei-
genschaften derselben wurden durch C h a s l e s in der XXXIII. Note 
seines „Aperęu historique" 1837 und in einer Abhandlung von L i o u -
v i l l e ' s Journal, 1857, p. 397 gegeben. Neuerdings sind die Eigen-
schaften dieser Curven behandelt worden von S c h r ö t e r , „Journal 
f. Math." Bd. LVI , und von L. C r e m o n a „Annali di Matematica", 
t. I, p. 164, 278 ; II, p. 19; V, 1. „Journal f, Math.", Bd. LVIII, p. 138. 
LX, p. 188. LXIII, p. 141. In den Artikeln, welche unmittelbar folgen, ist 
von den Ergebnissen der trefflichen Cremona' schen Abhandlungen 
(besonders „Journal f. Math.", Bd. LVIII) mehrfach Gebrauch gemacht. 
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entha l ten . W e n n die F lüche zweiten G r a d e s in 2vvei Ebenen 
zer fä l l t , so k a n n die Curve eine ebene Curve se in , die in e ine r 
dieser E b e n e n entha l ten ist. Da wir o f fenbar ebene Curven j e d e r 
O r d n u n g in analoger Weise e rha l ten k ö n n e n , so halten wir es f ü r 
u n n ö t h i g , diess in spä te ren Fäl len b e s o n d e r s hervorzuheben . 

Vorausgese tz t , dass die F läche zweiten Grades nicht in zwei 
E b e n e n z e r f a l l e , so können wir e ine zweite F läche zweiten Gra -
des d u r c h die sieben P u n k t e l egen , und die gegebene Curve ist 
dann no thwend ig ein Thei l der Durchschni t t s l in ie beider F lächen . 
Der vol ls tändige Durchschni t t muss , als von de r vierten O r d n u n g , 
ausser ih r n o c h eine ge rade Linie en tha l t en . Es ist somit be -
wiesen , dass die einzige nicht ebene Curve von der dr i t ten O r d -
nung die im Artikel 5 5 e rwähn te ist. 

72 . Der Kegel, welcher eine Curve .Ordnung enthäl t u n d 
dessen Scheitel ein P u n k t derse lben i s t , ist vom Grade [m — 1), 
somit ist de r Kegel , welcher eine Curve d r i t t e r O r d n u n g en thä l t 
und se inen Scheitel in e inem P u n k t e derse lben h a t , vom zweiten 
Grade.*) 

W i r k ö n n e n s o m i t e i n e C u r v e d r i t t e r O r d n u n g i m 
J l a u m e d u r c h s e c h s g e g e b e n e P u n k t e b e s c h r e i b e n . 
Denn wir k ö n n e n einen Kegel zweiten Grades b e s c h r e i b e n , f ü r 
welchen der Scheitel und fünf se iner Kanten gegeben s i n d , weil 
of fenbar so fünf P u n k t e des Schni t tes gegeben s ind , welchen eine 
E b e n e mi t diesem Kegel bes t immt . Wenn nun sechs P u n k t e 
«, h, c, d, e, f gegeben w e r d e n , so können wir aus dem P u n k t e 
a als Schei te l einen Kegel b e s c h r e i b e n , we lcher die I J n i e n ab, 
ac, ad, ae, af iw Kanten ha t , und in gle icher Art aus dem P u n k t e 

*) C l i a s l e s hatte behauptet, dass umgekehrt tler Ort des Scheitels 
eines Kegels vom 2'®" Grade, welcher durch sechs Puukte geht, die 
durch diese Punkte gehende Curve dritter Ordnung sei. Aber, wie schon 
W e d d l e im „Cambridge and Dublin Mathematical Journal'', Vol. V, 
p. 69 ausführte, der Ort dieses Scheitels ist nicht eine Curve, sondern 
eine Fläche, nämlich diejenige, deren Gleichung durch Elimination von 
/l, fi, v zwischen den vier Differentialen von S-{-XU-\-(iV-\-vTV erhalten 
wird, wo S, U, V, W beliebige durch die sechs Punkte gehende Flä-
chen darstellen. Der Ort des Scheitels für einen Kegel Ordnung, 
welcher durch sieben Punkte geht, ist eine Curve und von der 6'®" Ord-
nung. Wenn acht Punkte gegeben sind, so können vier Kegel durch 
sie beschrieben werden. Vgl. den Anfang des Kapitel VI ,, Ueber die 
Ordnung von Systemen von Gleichungen". 
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h als Schei te l e inen Kege l , f ü r welchen die Lin ien ba, bc, bd, he, bf 
die Kanten sind. Der Durchschn i t t d ieser Kegel bes teh t aus de r 
gemeinschaf t l i chen Kante ab u n d e iner Curve dr i t t e r O r d n u n g , 
welche die du rch die sechs P u n k t e g e h e n d e ver langte ist. 

Die Const ruct ion d e r Curve d u r c h a n d e r e Bed ingungen e r -
f o r d e r t die Kenntniss anderei- E i g e n s c h a f t e n ; d u r c h dre i P u n k t e 
und dre i ge rade Linien d u r c h zwei P imk te des Systems ist die 
Curve b e s t i m m t , weil j ene P u n k t e mit je zweien der Geraden ein 
Hyperboloid b e s t i m m e n ; d u r c h zwei P u n k t e und vier Linien d u r c h 
zwei P u n k t e , weil diese mit den Geraden zwei homograph i sche 
Büschel be s t immen (Artikel 77 ) , e tc . 

Der S a t z , nach we lchem die ge raden L in i en , welche sechs 
P u n k t e e ine r Curve d r i t t e r O r d n u n g mi t e inem s iebenten P u n k t e 
de r se lben Curve v e r b i n d e n . Kanten eines Kegels vom zwei ten 
Grade s ind , f ü h r t vermit te ls t des P a s c a l ' s c l i e n Satzes zu dem fol-
g e n d e n : D i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e n d e r E b e n e n 7 1 2 , 7 4 5 ; 
7 2 3 , 7 5 6 ; 7 3 4 , 7 6 1 l i e g e n i n e i n e r E b e n e . * ) 

W e n n diess Gesetz f ü r zwei E c k e n eines Siebenecks e r fü l l t 
i s t , so m u s s es auch f ü r alle ü b r i g e n ge l t en ; denn dann sind 
diese be iden E c k e n die Schei te l von Kegeln des zweiten Grades , 
welche die ü b r i g e n E c k p u n k t e enthal ten und diese müssen dahe r 
in d e r Curve d r i t t e r O r d n u n g l i egen , welche der Durchschni t t 
de r Kegel ist. 

73 . E i n e C u r v e d r i t t e r O r d n u n g , w e l c h e a u f e i n e m 
e i n f a c h e n H y p e r b o l o i d v e r z e i c h n e t i s t , s c h n e i d e t a l l e 
E r z e u g e n d e n d e s e i n e n S ' y s t e m s e i n f a c h u n d a l l e E r -
z e u g e n d e n d e s a n d e r e n S y s t e m s z w e i f a c h . 

J e d e E r z e u g e n d e e iner F läche zweiten Grades schneidet i h re 
Durchschn i t t s cu rve mi t e iner a n d e r e n F l ä c h e zweiten Grades in 
zwei P u n k t e n , näml i ch in d e n j e n i g e n , in welchen sie diese an -
de re F l ä c h e s c h n e i d e t ; w e n n n u n die Durchschni t t scurve aus e iner 
g e r a d e n Linie und e iner Curve d r i t t e r O r d n u n g bes t eh t , so ist 
o f f e n b a r , dass die E r z e u g e n d e n de r F l ä c h e , welche mit de r ge-
r a d e n Linie von demse lben System s ind , da sie diese eben des-
halb n ich t s c h n e i d e n k ö n n e n , die cubische Curve in zwei P u n k -

*) C r e m o n a fügt hinzu, dass wenn sechs Punkte als fest und ein 
siebenter als veränderlich angenommen sind, diese Ebene durch eine 
feste Sohne der Curve dritter Ordnung geht. 
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ten schneiden müssen , während die Erzeugenden der Fläche, 
welche dem anderen System angehören , weil sie deshalb jene 
gerade Linie in je einem Punkte schneiden, die cubische Curve 
nu r in einem Punkte schneiden können. 

Umgekehrt können wir ein System von Hyperboloiden durch 
eine Curve dri t ter Ordnung und eine beliebige ih re r Sehnen 
(welche sie zweimal schneidet) beschreiben. Denn wenn wir 
sieben Punkte in der Curve und einen achten in der i rgend zwei 
von ihnen verbindenden Sehne annehmen , so können durch diese 
acht Punkte unendlich viele Flächen zweiten Grades best immt 
werden . Weil aber drei von diesen Punkten in einer geraden 
Linie l iegen, so muss dieselbe allen so zu best immenden Flächen 
gemeinschaftl ich sein , ebenso wie auch die cubische Curve, wel-
cher die sieben Punkte angehören. 

74. Die Aufgabe, die Enveloppe von 

afi — -1- 3c< — d = 0 
zu bes t immen , wo a, b, c, d Ebenen repräsent ieren und t ein 

veränderUcher Parameter i s t , e rkennen wir als einen speciellen 

Fall der im Artikel 67 discutierten allgemeineren. Wir haben 

r = 4 , m=n = 3, a = ß = Q, ar = y = : 0 , g — h = 1. 

D a s d u r c h d i e G l e i c h u n g d a r g e s t e l l t e S y s t e m i s t 
a l s o v o n d e r n ä m l i c h e n N a t u r , w i e d a s n a c h d e m G e -
s e t z d e r R e c i p r o c i t ä t e n t s p r e c h e n d e S y s t e m , u n d a l l e 
a u f d a s s e l b e b e z ü g l i c h e n S ä t z e s i n d f o l g l i c h z w e i f a c h . 

Als ein System des drit ten Grades muss es von der Art sein, 
die wir eben betrachten und diess geht auch aus der Gleichung 
der Enveloppe 

[ad — hcf = 4 — ac) (c^ — hd) 

hervor ; denn sie zeigt sofor t , dass irgend ein Paar der Flächen 

ad — bc ~ 0, b'' — ac = 0, c'' — bd = 0 

eine gerade Linie gemeinschaftlich haben , während eine Curve 
dri t ter Ordnung ihnen allen zugleich gemeinschaftlich und somit 
eine Doppellinie der Enveloppe ist. 

Betrachtet man die Kegel 

ac = b'', bd = c^ 
fü r welche 

ft = 0 , c = 0 
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«lie T a n g e n t e n e b e n e n nach i h r e r gemeinschai ' t l ichen Kante und 

a = 0, d = 0 
die T a n g e n t e n e b e n e n d e r zwei ten Durchschn i t t skan ten dieser Ebe-

nen s ind , so ist f ü r e inen P u n k t de r r äuml ichen Curve dr i t t e r 

O r d n u n g 

a : b : c : d = (o^ : (o- : a : 1 

— den Schei teln de r Kegel en t sp rechen die P a r a m e t e r w e r t h e 

CO = oo, CÙ = 0. Die Lin ie d u r c h zwei P u n k t e co^, ro^ ist 

a — (wj + CO2) b + Q3i «2 c = 0, 

b — + coj) c + w^ojjrf = 0 

und die E b e n e d u r c h dre i P u n k t e ro^, Wj, coj 

a —^ (ojj + »2 + W3) b + (»^(»2 + öJjWg 4" «3<»i) C — C<Ĵ W2W3 d = 0.*) 

E ine Linie des Sys t ems is t dahe r 

a — 2cob + w^c = 0 , b — 2coc + co^d = 0 , 

und eine E b e n e desse lben 
a — 3cob + 3<»^c — co^d = 0. 

Die Gle ichung de r Enve loppe en t s teh t wie vo rhe r aus der 
E l imina t ion des P a r a m e t e r s zwischen den Gleichungen einer Linie 
des Sys tems . Dar in l iegen die Grund lagen der re in analytischen 
B e h a n d l u n g dieser Theor ie , 

Aus d e r oben g e g e b e n e n Tafel e r k e n n t m a n , dass j ede E b e n e 
eine „ L i n i e in zwei E b e n e n " e n t h ä l t , oder dass de r Schni t t der 
abwicke lba ren F l ä c h e mit e iner bel iebigen Ebene eine Doppel tan-
gen te b e s i t z t ; w ä h r e n d r ec ip rok en t sp rechend d u r c h j eden P u n k t 
eine Lin ie gezogen w e r d e n k a n n , welche die cubische Curve zwei-
nial s c h n e i d e t , so dass de r Kege l , welcher diesen Punk t zum 
Schei te l h a t und ü b e r de r Curve s t e h t , no thwendig eine Doppel-
kante besi tz t . In a n d e r e n W o r t e n giebt diess den Satz : E i n e 
C u r v e d r i t t e r O r d n u n g i m R ä u m e h a t z u i h r e r P r o j e c -
t i o n a u f i r g e n d e i n e E b e n e e i n e C u r v e d r i t t e r O r d n u n g 
m i t e i n e m D o p p e l p u n k t , 

Die d r e i Inf lex ionspunkte e iner e b e n e n Curve dr i t t e r O r d n u n g 
sind in e i n e r ge raden Linie, Da n u n im Artikel 6 6 bewiesen 
w a r d , dass die Inf lex ionspunkte den d re i E b e n e n des Systems 
e n t s p r e c h e n , die durch den Scheitel des Kegels gehen, so schliessen 

*) Vergl, „Analytische Geom, d, Kegelschn." Art, 295 f., 59, 
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w i r , d a s s d i e d r e i P u n i t l e d e s S y s t e m s , w e l c h e d e n 
d r e i d u r c h i r g e n d e i n e n P u n k t 0 g e h e n d e n E b e n e n 
d e s s e l b e n e n t s p r e c h e n , i n e i n e r d u r c h d i e s e n P u n k t 
g e h e n d e n E b e n e l i e g e n . * ) 

Dieser Doppelpunkt ist der ha rmonische Pol d e r Verb indungs -
linie de r Inf lexionspunkte in Bezug auf das Dreieck d e r Inf lexions-
t a n g e n t e n ; daher ist die E b e n e der s ta t ionären oder Inf lexions-
kan ten des ü b e r de r Curve s tehenden Kegels die h a r m o n i s c h e 
P o l a r e b e n e der Doppelkante des Kegels in Bezug auf die von den 
s ta t ionären T a n g e n t e n e b e n e n des Kegels gebi ldete dreisei t ige Ecke . 
J e n e s ta t ionären T a n g e n t e n e b e n e n sind abe r die d u r c h den P u n k t 
des R a u m e s gehenden E b e n e n des Systems und die Doppelkante 
ist die ihn en tha l tende Linie durch zwei P u n k t e , die E b e n e de r 
Inf lex ionskanten aber die Ebene der zugehör igen dre i P u n k t e des 
Systems. 

Andererse i t s bildet die Doppel tangente einer Curve viiirter 
O r d n u n g mit d re i R ü c k k e b r p u n k t e n , de ren T a n g e n t e n sich in 
e inem P u n k t e d u r c h s c h n e i d e n , die ha rmoni sche P o l a r e dieses 
Durchschn i t t spunk tes in Bezug auf das Dreieck der R ü c k k e h r -
punk te . D a h e r i s t d i e e i n z i g e „ L i n i e i n z w e i E b e n e n " , 
w e l c h e e i n e E b e n e e n t h ä l t , d i e h a r m o n i s c h e P o l a r e 
d e s j e n i g e n i h r e r P u n k t e i n B e z u g a u f d a s D r e i e c k d e r 
i h r a n g e h ö r i g e n P u n k t e d e s S y s t e m s , i n w e l c h e m s i c h 
d i e e n t s p r e c h e n d e n E b e n e n d e s S y s t e m s d u r c h s c h n e i -
d e n . * * ) 

F e r n e r ist b e k a n n t , dass wenn eine ebene Curve dr i t te r Ord-
n u n g e inen con jug ie r t en P u n k t h a t , ihre drei Inf lexionspunkte 
reel l s i n d , dass a b e r , wenn sie einen Doppelpunkt besitzt , dessen 
T a n g e n t e n reel l s ind , zwei der Inf lexionspunkte imag inä r sind. 
W e n n also die S e h n e , welche d u r c h einen P u n k t 0 gelegt wer-
den k a n n , die Curve dr i t t e r O r d n u n g im Räume in zwei reel len 
P u n k t e n s chne ide t , so sind zwei der Ebenen des Sys tems , welche 
d u r c h diesen P u n k t g e h e n , imag inä r . Und r e c i p r o k , wenn du rch 
eine gegebene Gerade zwei reel le Ebenen des Systems gelegt 
w e r d e n k ö n n e n , so schne ide t j ede du rch diese Gerade gehende 

*) C h a s l e s , Liouvme,1857. S c h r ö t e r , „Journal f.Math."Bd.LVI. 
**) C r e m o n a , Annali II, 1859. Diese Gesetze zeigen dieselbe Re-

ciprocität, die wir schon von den Charakteren der Curve im Allgemei-
nen bemerkt haben. 

http://rcin.org.pl



E b e n e die Curve in zwei i m a g i n ä r e n P u n k t e n und n u r in e inem 
ree l len Punkte ,*) 

75. Diese Sätze k ö n n e n a u c h le icht a lgebraisch b e g r ü n d e t 

w e r d e n . Denn der B e r ü h r u n g s p u n k t d e r E b e n e 

afi — + 3c< — rf = 0 , 

als du rch die Gle ichungen 

al = h, bi = c, et = d 

g e g e b e n , kann du rch die Coord ina ten 

a = 1, b = t, c ~ t^, d = ' 

beze ichne t werden . 
Da n u n die drei W e r t h e von t, welche den dre i du rch i rgend 

einen P u n k t gehenden E b e n e n des Sys tems e n t s p r e c h e n , durch 
die cubische Gleichung 

aP — 3ct — d' = Q 

bes t immt w e r d e n , so ist aus den eben g e f u n d e n e n W e r t h e n oflen-

h a r , dass die B e r ü h r u n g s p u n k t e in de r E b e n e 

ad — 3b'c -I- 3c b — rf'a = 0 

l i egen , welche ih re rse i t s den gegebenen P u n k t e n t h ä l t : D e r 

D u r c h s c h n i t t s p u n k t v o n d r e i E b e n e n d e s S y s t e m s l i e g t 

i n d e r E b e n e - d e r e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e d e s S y s t e m s . 

Da die eben geschr i ebene Gleichung d u r c h eine Ver tauschung 
de r accen tu ie r t en mit den nicht accen tu ie r t en Buchs taben unge-
ä n d e r t b l e i b t , so schliessen w i r : W e n n e i n P u n k t A i n d e r 
d e m P u n k t e B e n t s p r e c h e n d e n E b e n e l i e g t , s o l i e g t 
a u c h B i n d e r d e m P u n k t e A e n t s p r e c h e n d e n E b e n e . 
Und f e r n e r : Die E b e n e n , welche allen P u n k t e n e iner geraden 
l i inie AB e n t s p r e c h e n , gehen d u r c h eine feste ge rade Lin ie , näm-
lich du rch die Durchschni t ts l in ie der den P u n k t e n A und B ent-
s p r e c h e n d e n E b e n e n . Die Relat ion zwischen diesen ge raden Linien 
ist of fenbar r ec ip rok . J e d e r , , E b e n e des S y s t e m s " en t sp r i ch t in 
diesem S i n n e de r co r r e spond ie r ende P u n k t des Sys tems und e iner 
„ L i n i e in zwei E b e n e n " en t spr ich t e ine S e h n e , welche zwei P u u k t e 
verb indet . 

U e b e r h a u p t : Das System dr i t t e r O r d n u n g ist sich selbst r e -

*) J o a c h i m s t h a l , „Journal f. Math." Bd. LVI, p. 45. C r e m o n a , 
ibid., Bd. LVIII, p. 146. 
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c i p r o k , es ist h ins icht l ich de r T h e o r i e der Reciproci tät das voll-
s tändige r ä u m l i c h e Analogon d e r Kegelschnit ts l inien in d e r Ebene.'*) 

Die d re i P u n k t e , in denen e i n e E b e n e Aa Bb Cc Ą- Bd 
die Curve s c h n e i d e t , e n t s p r e c h e n den W e r t h e n des P a r a m e t e r s t, 
welche d u r c h die cubische G le i chung 

i ) / 3 Ą. Ct^ Ą- Bt A = 0 
bes t immt s i n d , und wenn diese ein vol lkommener Cubus i s t , so 
ist die E b e n e e ine „ E b e n e des S y s t e m s " . Daraus folgt sogleich, 
wie es J o a c h i m s t h a l b e m e r k t h a t , dass jede du rch d e n Durch-
schni t t zweier ree l len E b e n e n des Systems gelegte E b e n e die 
Curve n u r in e inem ree l len P u n k t e schneidet . Denn in solchem 
Fal le wird die eben gesch r i ebene cubische Gleichung die S u m m e 
zweier Guben und ha t d a h e r n u r e inen reel len F a c t o r . 

76 . W i r h a b e n im Art ikel 1 2 4 des I. Bandes g e s e h e n , dass 
eine d o p p e l t g e k r ü m m t e Curve d r i t t e r O r d n u n g der Or t de r Po le 
e ine r fes ten E b e n e in Bezug auf alle F lächen zweiten Grades ist, 
die eine gemeinschaf t l i che Durchschn i t t scurve haben . 

Al lgemeiner wird eine de ra r t i ge Curve durch das Resul ta t 
de r El iminat ion von X zwischen dem System der Gle ichungen 

Xa = a, Xb = b', Xc — c 

ausged rück t . Da n u n das Doppelschni t t sverhäl tn iss von vier Ebe -

n e n , de ren Gle ichungen von de r F o r m 

Xa = a, X'a = a', etc. 
n u r von den Coefficienten X, X', etc. abhäng t (vgl. „Analyt . Geom, 
d. Kege l schn , " Artikel 5 6 ) , so kann diese E n t s t e h u n g s a r t d e r 
Gle ichung de r Curve d r i t t e r O r d n u n g fo lgendermassen i n t e rp r e t i e r t 
w e r d e n : W e n n e i n S y s t e m v o n E b e n e n d u r c h e i n e g e -

*) In C r e m o n a ' s Abhandlungen 1.1 und II der „Annali" ist diese 
Keciprocität vollständig dargelegt, nachdem sie in den Abhandlungen 
von C h a s l e s und S c h r ö t e r näher erkannt war. Auch hier hat M ö -
b i u s in seiner Statik und in einer Abhandlung im X. Bande von 
„ C r e i l e ' s Journal" (p. 317) schon sehr früh tiefe Blicke gethan. 

Jedem Punkte im Räume entspricht eine Ebene — Focalebene, 
Nullebene des Punktes — und eine Gerade — Directrix; auch jeder 
Ebene ein Punkt — Focalpunkt, Nullpunkt der Ebene — und eine Ge-
rade. Einem System von Ebenen entspricht das System ihrer Focal-
punkte, einem Punktesystem das ihrer Focalebenen, und die beidersei-
tigen Directrixen sind auch reciproke Gerade in Bezug auf die Curve 
dritter Ordnung. 
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r a d e L i n i e aa' g e g e b e n i s t u n d d n r c l i e i n e a n d e r e L i n i e 
bb', s o w i e d u r c h e i n e d r i t t e cc' r e s p e c t i v e E b e n e n -
s y s t e m e g e l e g t w e r d e n , w e l c h e j e n e m e r s t e n e i n z e l n 
h o m o g r a p h i s c h s i n d , s o i s t d e r O r t d e s D u r c h s c h n i t t s -
p u n k t e s v o n j e d r e i e n t s p r e c h e n d e n E b e n e n d e r S y -
s t e m e e i n e d o p p e l t g e k r ü m m t e C u r v e 9 r i t t e r O r d n u n g . 
Die geraden Linien aa', bb', cc sind ofTenbar „L in i en durch zwei 
P u n k t e " oder Sehnen der Curve. Es gilt aber auch der rec iproke 
Satz : W e n n d r e i g e r a d e L i n i e n h o m o g r a p h i s c h g e l l i e i l t 
s i n d , s o u m h ü l l t d i e E b e n e v o n i r g e n d d r e i e n t s p r e -
c h e n d e n P u n k t e n d i e d u r c h e i n e d o p p e l t g e k r ü m m t e 
C u r v e d r i t t e r O r d n u n g e r z e u g t e a b w i c k e l b a r e F l ä c h e , 
u n d d i e d r e i g e g e b e n e n g e r a d e n L i n i e n s i n d „ L i n i e n 
i n z w e i E b e n e n " i n d e m S y s t e m . 

Die VerbindungsHnie je zweier en tsprechender Punk te von 
zwei homographisch getheilten Geraden umhüll t einen Kegelschnitt, 
wenn jene Geraden in einer Ebene liegen und erzeugt ein ein-
faches Hyperboloid, wenn sie es nicht thnn. Wenn also eine 
Reihe von Punkten in gerader Linie und eine homographische 
Reihe entweder von Tangenten eines Kegelschnitts oder von Er -
zeugenden eines Hyperboloids gegeben s ind, so umhüll t die Ebene, 
welche jeden Punkt mit der entsprechenden Geraden verbindet , 
eine abwickelbare F l äche , wie sie vorher bezeichnet ist. 

Beispiel. W e n n die v i er F l ä c h e n e i n e s T e t r a e d e r s d u r c h 
f e s t e g e r a d e L i n i e n g e h e n und d r e i s e i n e r Ecken s i c h in 
f e s t e n g e r a d e n L i n i e n b e w e g e n , so i s t der Ort der l e t z t e n 
E c k e e i n e d o p p e 11 g e k r ü m ni I e Curve d r i t t e r Ordnung . 

Eine beliebige Anzahl von Lagen der Basis bildet ein System von 
Ebenen, weiche die drei geraden Linien homographisch theilen, in 
denen die Basisecken sich ])ew'cgen; daraus folgt, dass die drei Ebenen, 
die sicli in der Spitze durchschneiden, die entsprechenden Ebenen von 
drei honiographischen Systemen sind. 

77. Aus den Sätzen des letzten Artikels folgt umgekehr t , 
d a s s d i e E b e n e n , w e i c h e v i e r f e s t e „ P u n k t e d e s S y s t e m s " 
m i t e i n e r v e r ä n d e r l i c h e n „ L i n i e d u r c h z w e i P u n k t e " 
v e r b i n d e n , e i n c o n s t a n t e s D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s 
b e s t i m m e n , u n d d a s s v i e r f e s t e „ E b e n e n d e s S y s t e m s " 
i r g e n d e i n e L i n i e i n z w e i E b e n e n i n c o n s t a n t e m D o p -
p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s t h e i l e n . 

Es ist sehr leicht , diese Sätze unabhängig zu beweisen. So 
Sa lmon, A n a l . Geom. <1. llaun.os, II. y 
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wissen w i r , dass der Durchschni t t der abwickelbaren F l ä c h e du rch 
e ine E b e n e A*) des Systems aus d e r doppel t zu zäh lenden ent -
s p r e c h e n d e n Linie a des Systems in Ve rb indung mit e inem Kegel-
schni t t bes teh t , welchen alle ande ren E b e n e n des Systems tangie-
r e n . Die homograph i sche Eigenschaf t de r Tangen t en eines Kegel-
schni t t s zeigt dann sogle ich , dass vier Ebenen des Sys tems i rgend 
zwei Linien in zwei E b e n e n AB, AC nach demse lben Doppel -
schni t tverhäl tn iss s c h n e i d e n , und e b e n s o , dass J C nach demse lben 
Verhäl tn iss gethei l t wird wie CD. 

Ein b e m e r k e n s w e r t h e r specieller Fal l dieser Sätze e rg ieb t sich 
aus dem U m s t ä n d e , dass die „ L i n i e n des S y s t e m s " gleichzeit ig „ L i -
nien in zwei E b e n e n " und „Lin ien d u r c h zwei P u n k t e " s ind : V i e r 
f e s t e „ E b e n e n d e s S y s t e m s " s c h n e i d e n a l l e „ L i n i e n d e s 
S y s t e m s " n a c h d e m s e l b e n D o p p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s ; 
u n d d i e E b e n e n , w e i c h e v i e r f e s t e „ P u n k t e d e s S y s t e m s " 
m i t a l l e n , , L i n i e n d e s S y s t e m s " v e r b i n d e n , b i l d e n S y -
s t e m e v o n c o n s t a n t e m D o ] ) p e l s c h n i t t v e r h ä l t n i s s . 

Manche specielle E rkenn tn i s se k ö n n e n aus diesen Sätzen 
ebenso erschlossen w e r d e n , wie es in de r , ,Anal . Geom. d. Ke-
g e l s c h n i t t e " Art ikel 4 0 6 f. geschehen ist. 

Be t rach ten wir z. B. vier P u n k t e des Sys tems cc, ß, y, 6, 
u n d d rücken a u s , dass die E b e n e n , welciie sie mit den Linien 
a, h v e r b i n d e n , und aß die Linie yè homograph i sch the i len ; neh -
m e n wir a n , die E b e n e n A, B s chne iden yó in den P u n k t e n i, l', 
die E b e n e n , welche die Linie a mit ß und die Linie b mit « 
v e r b i n d e n , schne iden yd in den P u n k t e n /c, k', so haben wir 

{tkyd} = {k't'yö} = {kk'yd). 

W e n n die P u n k t e t, k' z u s a m m e n fa l l en , so folgt aus der 
e r s ten G le i chung , dass auch die P u n k t e k, t' sich decken und 
aus der zwei ten , dass die P u n k t e t, t', y, ó ein ha rmoni sches 
System bi lden. So e rha l ten wir den Satz von C r e m o n a , d a s s , 
w e n n e i n e R e i h e v o n S e h n e n d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e 
e i n e r E b e n e A m i t d e r E b e n e , d i e d e n c o r r e s p o n d i e -
r e n d e n P u n k t « m i t e i n e r L i n i e b d e s S y s t e m s v e r b i n -
d e t , d u r c h s c h n e i d e n , s i e a u c h d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e 

Es ist oft zweckmässig, die Ebenen des Systems durch grosse, 
die entsprechenden Linien desselben durch kleine römische, und die 
entsprechenden Punkte durch griechische Buchstaben zu bezeichnen. 
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d e r E b e u e ^ m i t d e r E b e n e s c b n e i d , d i e d e r P u n k t 
m i t d e r L i n i e a b e s t i m m t ; d a s s s i e ü b e r d i e s s in d e n 
S c b n i t t p n i i k t e n m i t d i e s e n z w e i L i n i e n u n d i n i l i r e n 
f ) u r c h s c h n i t t s p u n k t e n m i t d e r C u r v e h a r m o u i s c i i g e -
t h e i l t w e r d e n . 

Der Leser wird ohne Schwierigkeit zu dem Falle übergehen, 
wo eine dieser Linien in unendl icher E n t f e r n u n g l iegt, nnd wo 
daher die andere Linie ein Durchmesser wird. 

78. Wii" haben gesehen , dass die Schnit te der abwickelbaren 
F läche , durch die Ebenen des Systems Kegelschnitte sind. Ihre 
Puuk te sind die Durchschni t tspunkte der Linien , ihre Tangenten 
die Schnittlinien der Ebenen des Systems mit der bezüglichen 
Ebene, und die Durchschuittslinie zweier Ebenen des Systems ist 
eine gemeinschaftl iche Tangente der beiden entsprechenden Ke-
gelschnitte. Daher : D i e E b e n e n , w e l c h e z w e i K e g e l s c h n i t t e 
b e r ü h r e n , d i e d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e i h r e r E b e n e n z u r 
g e m e i n s c h a f t l i c h e n T a n g e n t e h a b e n , s i n d 0 s c u 1 a t i o n s -
e b e n e n e i n e r H a u m c u r v e d r i t t e r O r d n u n g u n d v i e r t e r 
K l a s s e u n d T a n g e n t e n e b e n e n e i n e r a b w i c k e l b a r e n 
F l ä c h e v i e r t e r O r d n u n g u n d d r i t t e r K l a s s e . 

Wir können den O r t d e r C e n t r a a l l e r s o l c h e r K e g e l -
s c h n i t t e un te r suchen , oder allgemeiner den O r t d e r i n B e z u g 
a u f s i e g e n o m m e n e n P o l e d e r D u r c h s c h n i 11 s 1 i n i e n i h r e r 
K b e n e n m i t e i n e r f e s t e n E b e n e . Da wir in jeder Ebene 
eine Linie in zwei Ebenen ziehen können , so dürfen wir voraus-
setzen, dass die feste Ebene durch den Durchschnit t zweier Ebe-
nen des Systems A, B gehe. 

Betrachten wir nun den Schni t t , den i rgend eine andere 
Ebene C bes t immt , so sind die Spuren der Ebenen A und B in 
ihr Tangenten des Schnit tes und der Pol i rgend einer durch ihren 
Durchschnit t gehenden Linie in Bezug auf denselben liegt in ihrer 
Berührungssehne , d. h. in der geraden Verbiiulungslinie der Punkte, 
in denen die Linien des Systems a, b die Ebene C durchschneiden. 

'Da aber alle Ebenen des Systems die Linien a, b homographisch 
schneiden, so bilden jene Verbindungslinien ein einfaches Hyper-
boloid, von welchem die Linien « , b Erzeugende sind. Wenn 
also die Ebene durch die Linie AB gelegt w i rd , so ist der Ort 
der Pole eben dieses Hyperboloid. Es ist aber fe rner olfenbar, 
dass der Pol e iner durch die (If^rade AB gehenden Ebene in der 
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E b e n e l ieg t , welche ih re h a r m o n i s c h conjugier te in Bezug auf j e n e 
T a n g e n t e n e b e n e n ist. D e r von uns gesuchte O r t i s t s o m i t e i n 
e b e n e r K e g e l s c h n i t t , Es ist auch aus de r Construct ion offenbar , 
dass so wie die Pole in Bezug auf eine feste Ebene A IB = 0 
in e inem Kegelschni t t in d e r E b e n e A — IB = 0 l i egen , auch 
u m g e k e h r t de r Ort der Pole in Bezug auf die letztere als feste Po la r -
ebene ein in der e r s t e r en E b e n e en tha l t ene r Kegelschni t t ist.*) 

79 . Es ist endl ich of fenbar g e n u g , dass die b e t r a c h t e t e n 
C u r v e n d r i t t e r O r d n u n g i n v i e r S p e e l e s ze r fa l l en , j e 
nach der versch iedenen A r t , in we lche r die Curve du rch die 
E b e n e der unendl ich en t f e rn t en P u n k t e geschni t ten wi rd . Dieselbe 
k a n n die Curve en tweder in drei reel len Punk ten schne iden , o d e r 
in e inem ree l len P u n k t e und zwei i m a g i n ä r e n , oder in e inem 
ree l len und zwei zusammenfa l l enden P u n k t e n , so dass e ine „ L i n i e 
des S y s t e m s " in unend l i cher E n t f e r n u n g l ieg t , oder endl ich in dre i 
zusammenfa l lenden P in ik t en , so dass e ine Ebene des Sys tems mi t 
d e r unendl ich en t fe rn ten E b e n e zusammenfä l l t . Diese Speeles sind 
als c u b i s c h e H y p e r b e l , c u b i s c h e E l l i p s e , c u b i s e i l - h y p e r -
b o l i s c h e P a r a b e l und c u b i s c h e P a r a b e l benann t w o r d e n . * * ) 

Offenbar ha t die Curve , wenn sie reel le P u n k t e in u n e n d -
l icher E n t f e r n u n g bes i tz t , zum Unendl ichen fo r t sch re i t ende Zweige, 
und die „ L i n i e n des S y s t e m s " , welche den unendl ich en t f e rn t en 
P u n k t e n e n t s p r e c h e n , sind Asymptoten de r Curve, W e n n aber , wie 
im dr i t ten und vier ten Fa l l e , e ine Linie des Sys tems selbst im 
Unendl ichen i s t , so sind die Zweige de r Curve von pa rabo l i sche r 
F o r m , zum Unendl ichen f o r t s c h r e i t e n d , o h n e e iner angebba ren 
Asymptote u n b e g r e n z t sich zu n ä h e r n . 

Da die Kegel zweiten G r a d e s , welche die Curve enthal ten , 
zu Cyl indern w e r d e n , wenn ih re Schei te l in unend l i che E n t f e r -
n u n g h inaus r ü c k e n , so ist es m ö g l i c h , drei Cylinder zweiten 
Grades zu b e s c h r e i b e n , welche die Curve entha l ten und deren 
E r z e u g e n d e den Asymptoten derse lben respec t ive paral lel sind, h i 

*) Die Sätze dieses Artikels sind ans C r e m o n a ' s Abhandlung ge-
nommen. 

**) Die -central-projectivische Darstellung zweier Kegel zweiten 
Grades mit einer gemeinschaftlichen Erzeugenden durch diese Letztere, 
die Spitzen und ihre Fluchtlinien lässt diese Eintheilung ganz beson-
ders bequem übersehen, welche übrigens zuerst von S e y d e w i t z in 
„ G r u n e r t ' s Archiv", Bd. 10, p. 211 f. gegeben wurde. 

B I B L I O T E K A 
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dem Falle der cnhisclien KIlipse sind zwei dieser Cylinder imaginär, 
in dem Falle der l iyperhol is ihen Parabel existieren nu r zwei Cylin-
der, deren einer pai aboliscli ist, und in dem Falle der cnbisclien Pa-
rabel lässt sich nur ein paraboliscber Cylinder dnrcb die Curve legen. 

Es folgt aus dem Artikel 7 4 , dass in dem Falle der cubi-
schen Ellipse die unendlich ent fernte Ebene eine reelle „ I J n i e 
in zwei E b e n e n " en thä l t , dass dieselbe aber in dem Falle der 
ctd)ischen Hyperbel imaginär ist ; mit anderen W o r t e n , in dem 
ersten Fal le , aber nicht im zweiten, existieren zwei parallele 
„ E b e n e n des Sys tems" . Aus der homographischen Eigenschaft, 
welche im Artikel 77 entwickelt wurde , e rkennen w i r , dass in 
dem Fall der cuhischen Parabel i rgend drei feste „ E b e n e n des 
S y s t e m s " alle „ U n i e n des Sys tems" nach gleichem Verhältniss 
llicilen. In Folge dessen schneiden alle Ebenen des Systems die 
abwickelbare Fläche in Parabeln . Das System kann als die En-
veloppe von xl^ — + ^zt — d = {) betrachtet w e r d e n , wo 
d eine Constante ist. F ü r weitere Details verweisen wir auf die 
Abhandlung von C r e m o n a . 

Man kann aiulererseits nach den U m d r e h u n g s h y p e r b o -
l o i d e n f r a g e n , w e i c h e d u r c h e i n e g e g e b e n e C u r v e d r i t -
t e r O r d n u n g g e h e n . Wenn G, a', a" die drei unendlich ent-
fern ten Punkte der Curve s ind, so schneidet ihre Ebene das sie 
enthal tende Umdrehungshyperholoid in einem dem Dreieck a a ' a " 
umgeschr iebenen Kegelschnitt , welcher mit dem imaginären Kreis 
A' dieser Ebene eine doppelte Berührung ha t ; die Berührungssehne 
bezeichnet die Stellung der cyclisclien oder Paral lelkreisebenen 
dieser Fläche. 

Die Untersuchung dieser Frage geht daher auf ein einfaches 
planimetr isches Problem zurück , für welches die Ilai iptgrundlage 
der Lösung in dem Satze liegt, dass jede Sehne einer Schaar 
von Kegelschnit ten, welche in zwei festen Punkten einander dop-
pelt b e r ü h r e n , mit denselben eine Involution bes t immt , die in 
der Berührungssehne einen Doppelpunkt hat ; und wobei man 
f indet , dass vier dem Dreieck 6 6 a" umgeschr iebene Kegelschnitte 
einen gegebenen Kegelschnitt doppelt be rüh ren und dass die Be-
r ü h r u n g s s e h n e n ein vollständiges Viereck bilden, welches die Linien 
66, ö V , 6"6 zu Diagonalen hat. 

Also: D u r c h d i e c u b i s c h e H y p e r b e l g e h e n v i e r r e e l l e 
U m d r e h u n g s l i y p e r b o l o i d e ; w e n n m a n d u r c h e i n e n 
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P u n k i d i e s e c h s II a 1 h i e r u u g s l i u i e u d e r v o n d e i d r e i 
A s y m p t o t e n d e r C u r v e b e s t i m m t e n W i n k e l l e j t , s o 
s i n d d i e s e l b e n z u d r e i e n i n v i e r E b e n e n e n t h a l t e n , 
w e l c h e d i e S t e l l u n g e n d e r K r e i s s c h n i t t e d i e s e r H y p e r -
b o l o i d e b e z e i c h n e n . Der hyperbo l i schen Parabel en t s i r echen 
wie de r Ellipse zwei ree l le Un id rehungshype rbo lo ide , u id de r 
Pa rabe l ein einziges.*) 

80 . W i r sch re i t en n u n zur C l a s s i f i c a t i o n d e r C u r v e n 
h ö h e r e r O r d n u n g e n vor. W i r h a b e n im Artikel 69 bewie-
s e n , dass durch i rgend eine Curve zwei F lächen besc i r i eben 
w e r d e n k ö n n e n , f ü r welche in j edem Falle die niedrigsten Wer the 
i h r e r O r d n u n g e n leicht zu bes t immen sind. 

W e n n wir mit den e infachs ten W e r t h e n von ft und v be -
g i n n e n und alle die ve r sch iedenen Fäl le des Durchschni t t s zweier 
F lächen von den O r d n u n g e n n und v un te r suchen , so schlies?en wir 
tuHhwendig alle mögl ichen Curven bis zur r'®" Ordnung h inauf 
e i n , wo der W e r t h dieser Grenze r in j edem Falle le.cht zu 
l inden i s t , wenn ju, und v gegeben sind. W i r beginnen mit dem 
Hinblick auf eine solche Discussion, indem wir die C h a r a c t e r i -
s t i c a d e r D u r c h s c h n i t t s c u r v e z w e i e r F l ä c h e n u n t e r -
s u c h e n.' ' '*) 

Offenbar ist 7n = fiv, nnd wenn die F lächen sich nicht be -
r ü h r e n , wie wir diess zunächs t vorausse tzen , so ha t i h re Durch -
schni t t scurve ke ine vielfachen P u n k t e (Band I , Artikel 128) und 
es ist dahe r ß = 0. Um die Charac te re des Sys tems vollständig 
zu b e s t i m m e n , ist es nöt l i ig , von ih ren Singular i tä ten noch eine 
wei te re zu k e n n e n , und wir wählen r, die O r d n u n g d e r durch die 
T a n g e n t e n e rzeug ten abwicke lbaren F l ä c h e , zur Bes t immung. Nun 
wird die Gle ichung d ieser abwickelbaren F läche d u r c h El imina-
t ion von x , y , z zwischen den vier Gleichungen 

V' = 0 , V^x + V.^y + U^z U^w = 0 , 

V' = 0 , V,x + V^y + V^z - f V^w = 0 

e r h a l t e n , in we lche r U^, U^, etc. die ersten Differentialcoefl icien-

*) C r e m o n a , „Journal f. Math." Bd. LXIII, p. 141. Vergl. auch 
,,Annali di Mat." t. V. 

**) Die in dem nachfolgenden Theile dieses Abschnitts auseinander-
gesetzte Theorie ist einer vom Juli 1849 datierten Abhandlung ent-
nommen, welche der Verfasser im „Cambridge and Dublin Mathemati-
cal Journal", Vol. V, p. 23 veröffentlichte. 
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ten der Polynome der Fläcliengleicliungen sind. Diese Gleichungen 
sind otFenhar von den Graden jit, v, (fi — 1), (v—1) respective, 
und da nur die zwei letzten von - ihnen . r , y, z en thal ten , so 
gehen diese Variabein in dem Grade 

(IV (V 1 ) + (XV {(L—L) = (IV {FL - f V — 2 ) 

in das Resultat ein. 
Oder auch so : Die Bedingung, unter welcher eine „L in i e 

des Sys tems" die willkürliche Linie 

aa; + + yz + ötv = 0 , ax + ß'y + yz + ö'w = 0 

schne ide t , ist 

a 

U, 

ß 

u. 

7 
y u. 

d 
(T 

3 ' 

= 0, 

und dieselbe ist offenbar vom Grade (ft + v — 2). Diese Resul-
tante bezeichnet eine F l äche , welche der Ort der jenigen Punkte 
ist , für welche der Durchschni t t ih re r Polarebenen bezüglich der 
Flächen U und V die gegebene gerade Linie schneidet. Und die 
Punk te , in welchen dieser Ort die Curve UV schneidet , sind 
diejenigen P u n k t e , f ü r welche die Tangenten der Curve jene Ge-
i=ä(le schneiden. 

Aus m = (IV, ß = {), r = (IV {(X, v — 2) finden wir 
dann nach Artikel 66 

jtt 3 jttv {(I - f V — 3); 
« 2fiv {3(1 + 3»^ - 10) ; 

2Ä = fiv (jti — 1) (v — l ) ; 

2g = (IV {(IV [3(1 + 3 v - 9)2 — 22 (jit r) + 7 l } ; 

2a: = (XV {(IV {(I + V — 2)- — 4 (|ii - f v) - f s } ; 

2y = (iv {(XV (jn 4- V — 2)2 — 10 (fi + v) -f- 2 8 } . 

Man erhäl t für (i = v = 2 ; (i = v = 3; (i = 2. v = 3 
die respecliven Wer thg ruppen 

m = 4 , 9 , 6 ; n = 1 2 , 81 , 3 6 ; « = 1 6 , 1 4 4 , 6 0 ; 
^ = 0 , 0 , 0 ; = 3 8 , 3 0 5 1 , 5 3 1 ; h ==: 2, 1 8 , 6 ; 
a; = 1 6 , 5 7 6 , 126 ; y = 8 , 5 0 4 , 9 6 ; r = S, 3 6 , 18. 

81. Wi r bestätigen diese i tesultate durch die unabhängige 
Bes t immung der Zahl h der , ,L in ien durch zwei P u n k t e " , welche 
durch e inen gegebenen Punkt gehen k ö n n e n , d. h. der Zahl von 
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Lin ien , welche durch einen gegebenen Punkt so gelegt werden 
können , dass sie je durch zwei Punkte der Durchschnittslinie von 
V u n d r gehen. Dazu ist es nö th ig , an die Metbode zu er innern, 
welche im L Bande im 12. Beispiele des Arlikel 117 angewendet 
worden is t , um ;die Gleichung eines Kegels zu finden, dessen 
Scheitel ein beliebiger Punk t ist und welcher durch die Durch-
schnittslinie zweier Flächen U und V geht. Wir setzen voraus, 
der Scheitel des Kegels sei in der Curve g e n o m m e n , so dass wir 
ebensowohl ř7 = 0 als F = 0 fü r seine Coordinaten haben. 
Dann erhell t aus der ci t ierten Ste l le , dass die Gleichung des 
Kegels das Resultat der Elimination von X zwischen den Gleichungen 

+ à-^U -F è-^V 4- etc. = 0 , 

SV ^ d ^ r + ^ ^ è^V etc. = 0 

ist. Diese Gleichungen sind in X von den Graden (ft — l ) , (r — 1 ) ; 
èU, S-U, etc, enthalten die Coordinaten x, y', z, xyz in den 
Graden { ( i — 1 ) , 1 , ( f t — 2 ) , 2 , etc. Die Form der Glieder der 
Resultante zeigt das Glied (df/) ' ' -^ Man e rkenn t somit, 
dass dieselbe die Variabein x, y, z in dem Grade 

V— 1 + V l ) = jU,V— 1 

en thä l t , während sie x', y', z' im Grade — 1) ( v — 1 ) enthält . 
Jede Kante dieses Kegels vom Grade {fiv — 1), dessen Scheitel 
ein Punk t der Curve ist , ist nothwendig eine , ,Linie durch zwei 
P u n k t e " . Wenn wir nun die Coordinaten eines Punktes x, y, z auf 
dieser Kegelfläche als bekannt betrachten und x', y', ź als gesucht, 
so best immt diese Gleichung vom Grade {fi — 1) [ v — 1 ) durch ihre 
Combination mit den Gleichungen JJ — (i und V — O die Punkte , 
welche den durch den angenommenen Punk t gehenden , , I Jn i en 
durch zwei P u n k t e " entsprechen. Die Gesammtzahl solcher Punkte 
ist daher ^v [fi — 1) (v — 1) und die Anzahl der Linien durch 
zwei Punkte ist natürlich die Hilfte von ihr . 

Die in diesem Artikel bes t iumte Zahl werde ich die Zahl der 
s c h e i n b a r e n D o p p e l p u n k t e i n d e r D u r c h s c h n i t t s c u r v e 
z w e i e r F l ä c h e n nennen ; denn einem in i rgend einem Punkte 
gedachten Auge scheinen sich zvei Zweige einer Curve zu durch-
schneiden, wenn irgend eine von ihm ausgebende gerade Linie 
jene beiden Zweige schneidet. 
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S2. Wir bet rachten nun tlen Fali , wenn die Curve UV auch 
w i r k l i c h e D o p p e l p u n k t e besitzt , d. b . wenn die beiden 
Flächen sich in einem Punkte oder in mehre ren Punkten berüh-
ren . In diesem Falle bleibt die Zahl der scheinbaren Doppel-
punkte genay dieselbe, wie im letzten Art ikel , und der Kegel, 
welcher über der Durchschnit tscurve steht und einen beliebigen 
iNmkt des Kaumes zum Scheitel ha t , hat die Verbindungslinien 
des Scheitels mit den Berührungspunk ten und mit den schein-
baren Doppelpunkten überdiess als Doppelkanten. Denn es ist 
leicht zu zeigen , dass die Untersuchung des letzten Artikels die 
Verbindungslinien eines willkürlichen Punktes mit den Berührungs-
punkten nicht umfasst . Sie best immt die Anzahl derjenigen Fälle, 
in denen der Badius vector von irgend einem Punkte aus z w e i 
v e r s c h i e d e n e den beiden F lächen gemeinschaftl iche Wer the ha t ; 
der Badius vector eines Berührungspunk tes hat dagegen nur e i n e n 
fü r beide Flächen zugleich gel tenden W e r t h , weil der Berührungs-
punkt in keiner der Flächen ein Doppelpunkt ist. Jeder Berüh-
rungs[)unkt fügt somit zur Zahl der Doppelkanten des Kegels eine 
Einhei t hinzu und verminder t somit den Grad der abwickelbaren 
Fläche um zwei Einhei ten. Diess könnte auch aus Artikel 80 
abgeleitet w e r d e n , weil die von den Tangenten der Durchschnitts-
curve erzeugte Fläche die Tangentenebene in einem Berührungs-
jnmkt als einen Fac tor einschliessen muss , da jede Tangentenlinie 
in dieser Ebene die Durchschnittscurve be rüh r t . 

Wenn die Flächen in irgend einem Punk t eine s t a t i o n ä r e 
B e r ü h r u n g haben (s. Band I , Artikel 129) , so ist die Verbin-
dungslinie dieses Punktes mit dem Scheitel des Kegels eine Cus-
pidalkante dieses Letzteren. W e n n die Flächen in t Punkten ein-
fache B e r ü h r u n g und in ß Punk ten stat ionäre Berührung haben, 
so gelten die Fo rme ln 

m = (IV, ß = ß; 2h = (iv (fi—1) (v—1) + 2t', 
r = iiv {(I + V — 2) — 2t — 3ß, 

und der Leser kann unschwer b e r e c h n e n , wie dip übrigen Zah-
len des Artikel 8 0 modificiert werden. Man findet 

n = 3 f iv (fi + V — 3) ~ 6t — 8ß, 

a = fiv {6(fi + v) — 20} — 12t — 15ß, 

2g = fiv { 9 ifi + V - 3 ) - — 22 (ft + v) + 71 } 

+ 4 ( 1 1 / + 1 4 P > + 4 ( 3 / + 4 ^ ) { d t - \ - i ß - 3 f i v { f i - \ - v - 3)} . 
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2x = 'fiv {fiv ((U 4- r — 2)2 — 4 (ft + V) + 8 } + - f 11 /3 

+ (2/ + 3|3) {21 + (ft + v ~ 2 ) } , 

2 y = ^iv + V — 2 ) 2 — 1 0 ( f ł i- v)-\- 2 8 } + 20^ + 27ß 

+ {21 + 3i3) {2t -h3ß-2iiv{ii-{-v~2)}. 

Der Ausdruck für a zeigt, dass zwei Flächen zweiter Ord-
nung immer nur entweder eine einfache, oder eine stationäre 
Berührung hahen k ö n n e n , wenn nicht ihre Durchschnit tscurve 
eine uneigenthche Curve ihrer Ordnung werden soll. F ü r 

m = A, t = 1. ß = 0 
und 

m = 4 , Ź = 0 , ß = 1 
sind 

w = 6 , 4 ; g == 6 , 2 ; h = d, 2; a = 4 , 1 ; 
a; = 6 . 2 ; y = A, 2; r = 6 , 5. 

Andere Fälle sind nicht möglich. 
Wir körmen so eine G r e n z e d e r Z a h l v o n P u n k t e n e r -

h a l t e n , i n w e l c h e n z w e i F l ä c h e n s i c h b e r ü h r e n k ö n -
n e n , w e n n i h r e D u r c h s c h n i t t s c u r v e n i c h t i n C u r v e n 
n i e d r i g e r e r O r d n u n g e n z e r f ä l l t ; denn wir hahen nur die 
Zahl scheinbarer Doppelpunkte von der Maximalzahl der Doppel-
punkte zu sub t rah ie ren , welche eine Curve vom Grade fiv haben 
kann. 

Jene ist aber durch 

fiv (^ — 1) — 1 ) 
2 

diese durch 
i^v—l) {(IV—2) 

2 
ausgedrückt ; ihre Differenz, d. h. die Maximalzahl der aus Be-
rüh rungen hervorgehenden Doppelpunkte, ist also 

+ V — 4) . 
2 

fü r ju, = V = 2 also = 1 ; 
f ü r == V == s ' „ = 1 0 ; 
für |u, = 2 . V = 3 „ = 4 . 

83. W i r w o l l e n n u n z e i g e n , d a s s w e n n d i e D u r c h -
s c l n i i t t s c u r v e z w e i e r F l ä c h e n i n z w e i e i n f a c h e r e C u r v e n 
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z e r f ä l l t , d i e C h a r a c t e r i s t i c a d i e s e r C u r v e n so v e r b u n -
d e n s i n d , d a s s a u s d e n b e k a n n t e n d e r e i n e n d i e d e r 
a n d e r e n g e f u n d e n w e r d e n k ö n n e n . 

Es ward im Artikel 81 bewiesen, dass die Punkte der 
Durchschni t tscurve, welche zu den durch einen gegebenen Punkt 
gehenden „L in i en durch zwei P u n k t e " gehören, denDurchschni t t 
dieser Curve UV mit einer F läche von der Ordnung {(i—l) (î  — 1) 
bilden. Setzen wir nun voraus , dass die Durchschnittscurve in 
zwei Curven von den Ordnungen m und m' zerfäl l t , so dass 

m m = (IV 

i s t , so müssen die zwei Punkte in irgend einer von jenen Linien 
entweder beide der Curve m oder beide der Curve n i , oder es 
muss der eine jener , der andere dieser angehören. Sei die Zahl 
de r Linien durch zwei Punk te in der ersten Curve h, in der 
zweiten /«', und bezeichne / / die Zahl der Linien, welche je 
einen Punk t in jeder der Curven haben , oder mit anderm Aus-
druck die Zahl der s c h e i n b a r e n D u r c h s c h n i t t s p u n k t e 
beider Curven. Indem wir dann die Punkte betrachten, in denen 
jede der beiden Curven die Fläche von der Ordnung {(i — 1) [ v — 1 ) 
schneide t , e rhal ten wir offenbar die Gleichungen 

m (jii — 1 ) (v — l ) = 2A + / / , m ((tt — 1 ) (v — l ) = 2 h ' + 77; 

also 
2 [h — h') = [m — m) {(i — l ) [v—l). 

Wenn also m und h bekannt s ind, so können m' und h' ge-
unden werden . Um ein Beispiel zu n e h m e n , welches wir f rühe r 

discutiert h a b e n , denken wir den Durchschnit t zweier Flächen 
/wei ten Grades aus einer geraden Linie , für welche tn = 1, f i ' = 0 
i s t , und einer Curve dri t ter Ordnung bes tehen , also w = 3, und 
finden aus der vorher geschriebenen Gleichung h = 1. 

84. in gleicher Ait ward im Artikel 80 bewiesen, dass der 
Ort der P u n k t e , fü r welche die Durchschnittslinie der in Bezug 
auf U und V genommenen Polarebenen eine willkürlich gewählte 
Linie schneidet , eine Fläche von der Ordnung [fi + v — 2) ist. Die 
erste Curve schneidet diese Fläche in den / P u n k t e n , in welchen 
die Curven m und m' sich durchschne iden , weil U und V sich 
in diesen P u n k t e n b e r ü h r e n , und in den r l ' unk ten , für welche 
die Tangen ten der Curve die gegebene Linie schneiden. Man 
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hat dann 

»I (u - f V — 2) = r l , w ' (fi - f V — 2) — r Ą- t, 
[m — m) {fi V — 2) = r — r , 

eine Gle i chung , welche leicht als aus d e r des letzten Artikels 
he rvorgehend bewiesen w e r d e n k a n n . 

Der Durchschni t t de r concen t r i schen Kege l , welche ü b e r den 
Curven m , m' s t e h e n , wird gebildet von den t J^inien nach den 
wirkl ichen Durchscbu i t t spunk ten der Curven und den H Linien, 
die den sche inbaren Durchschn i t t spunk len e n t s p r e c h e n ; und die 
Gleichung 

H Ą- I = mm 

wird leicht d u r c h die W e r t h e bes l ä t ig t , die eben l'ür H und I 
gefunden w o r d e n s ind , indem man e r i n n e r t , dass auch die l le -
lat ionen gel ten 

m = fiv — m, r — m (m — I) — 2 h. 

85. Nachdem nun die zur A n w e n d u n g konnuenden Pr inc ip ien 
b e g r ü n d e t s i n d , wenden wir u n s zur Aufzählung der verschiede-
nen S p e e l e s v o n C u r v e n d e r v i e r t e n O r d n u n g . 

J e d e d o p p e l t g e k r ü m m t e C u r v e v i e r t e r O r d n u n g 
l i e g t a u f e i n e r F l ä c h e z w e i t e n G r a d e s . Denn die d u r c h 
neun P u n k t e de r Curve bes t immte F l äche zweiten Grades muss 
nach Artikel 6 9 die Curve vollständig en tha l ten . Aber es ist 
n icht al lgemein w a h r , dass d u r c h eine solche Curve eine zweite 
F läche zweiten Grades beschr i eben w e r d e n kann. Es giebt dahe r 
z w e i H a u p t f a m i l i e n v o n C u r v e n v i e r t e n G r a d e s , n ä m -
hch d i e j e n i g e n , w e l c h e D u r c h s c h n i t t s c u r v e n z w e i e r 
F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s s i n d , und d i e a n d e r n , d u r c h 
w e l c h e n u r e i n e F1 ä c h e z w e i t e n G r a d e s g e 1 e g t w e r d e n 
k a n n . * ) 

W i r beg innen die B e t r a c h t u n g mi t den Curven d e r e r s t en 
Familie. 

D i e C h a r a c t e r e d e r D u r c h s c h n i t l s c u r v e z w e i e r 
F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s , d i e s i c h n i c h t b e r ü h r e n , sind 
nach Artikel 80 

tn = 4, 71 = 12, r = 8, a = 16, ß = 0, x = 16, 
y = 8 , ö' = 3 8 , = 2. 

*) Die Existenz dieser zweiten Familie von Curven vierten Grades 
ward zuerst in der vorher angezogenen Abhandlung bewiesen. 
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Mehre re von diesen Resu l ta ten können u n a b h ä n g i g b e g r ü n d e t 
werden . So h a b e n wir im Art ikel 1 6 0 des I. B a n d e s die Gleich-
u n g der abwicke lba ren F läche g e g e b e n , welche d u r c h die Tan -
gen ten der Gurve gebi ldet w i r d , und die vom ach t en Grade i s t ; 
eben dor t ist auch b e w i e s e n , dass die abwicke lba re F l äche in 
j ede r der vier F l ä c h e n des gemeinschaf tHchen sich selbst conju-
g ie r ten T e t r a e d e r s e ine Doppell inie von d e r v ier ten O r d n u n g h a t ; 
in Folge dessen ist x = 16 .*) 

Jede von diesen Curven vier ter O r d n u n g geh t d u r c h die vier 
P u n k t e der R a u m c u r v e , in d e n e n sie von E r z e u g e n d e n des jenigen 
die Curve en tha l t enden Kegels zwei ten Grades b e r ü h r t wird , des-
sen Spitze der Pol i h r e r E b e n e ist. Die e n t s p r e c h e n d e n B e r ü h -
r u n g s e b e n e n desse lben sind die s ta t ionären Oscula t ionsebenen der 
Curve. 

F e r n e r ist im Artikel 1 6 0 des 1. Bandes gezeigt worden , 
dass die Gle ichung d e r Oscula t ionsebene von de r F o r m S'U=SV 
i s t , wenn U und V die T a n g e n t e n e b e n e n zu U und V in dem 
P u u k t e b e z e i c h n e n ; sie en thä l t die Coordinaten des B e r ü h r u n g s -
l)unktes im dr i t ten Grade . 

W e n n d a n n g e f o r d e r t w i r d , durch i rgend einen a n g e n o m -
m e n e n P u n k t e ine Oscula t ionsebene zu l egen , so sind die B e r ü h -
r u n g s p u n k t e diu'cli die Durchschn i t t e der Curve UV mit e iner 
F läche vom dr i t t en Grade b e s t i n n n t , und die Aufgabe n iunn t da-
h e r zwölf Auflösungen a n , d. i. man ha t 7i = 12 . 

Endl ich ist o f fenbar j ede gerade E rzeugende e iner die Curve 
en tha l tenden F l ä c h e z\^eiten Grades eine , ,Linie d u r c h zwei P u n k t e " 
(Artikel 73) ; und da wir d u r c h e inen beliebigen P u n k t eine F läche 
zweiten G r a d e s von d e r Fami l ie U kV = 0 b e s c h r e i b e n können , 
so sind die be iden d u r c h diesen P u n k t g e h e n d e n ge r adhn igen 
E rzeugenden de r se lben zwei „ L i n i e n d u r c h zwei P u n k t e " , d. i. 
h = 2. 

Die „ L i n i e n d u r c h zwei P u n k t e " können übe rd i e s s d u r c h 
folgende Cons t ruc t ion ge funden w e r d e n , de ren B e g r ü n d u n g leicht 
zu e r k e n n e n i s t : Man legt d u r c h den gewähl ten P u n k t 0 und 
durch die Durchschn i t t s l in ie se iner Po l a r ebenen in Bezug auf die 

*) Es hätte aucli ausgesprochen werden mögen, dass die zweien 
Flächen zweiten Grades gemeinschaftlich umschriebene abwickelbare 
Fläche einen Kegelschnitt in jeder der Ilanptebenen als Doppellinie 
hat; siehe Band I , Artikel 158. Die Zahl y 8 geht daraus hervor. 
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beiden F lächen zweiten Grades e ine E b e n e ; sie bes t immt mit der 
Cnrve vier ter O r d n u n g vier I ' u n k t e , we lche in zwei sich in 0 
durchschne idenden g e r a d e n Linien l iegen. 

Eine Curve d ieser Art wird nach Hand Artikel 120 durch 
acht P u n k t e bes t immt . 

86 . W e n n zwei tens d i e b e i d e n F l ä c h e n z w e i t e n G r a -
d e s s i c h b e r ü h r e n , so besitzt nach Art ikel 8 2 der ü b e r der 
Curve s tehende Kegel eine Doppelkante m e h r als im ers ten Falle 
und die abwicke lbare F läche ist von e inem u m zwei Einhei ten 
n iedr ige rem Grade . 

Also hat man 

»1 = 4 , n = 6 , r = 6 , g ~ Ä = 3 , « = 4 , 
= 0, X = y = A. 

Die Doppelcurve sechster O r d n u n g wird von zwei ebenen 
Curven dr i t t e r O r d n u n g gebi lde t , die in den Po la r ebenen de r 
Spitzen der be iden Kegel zweiten Grades l i egen , welche die Cm've 
en tha l ten — abgesehen von d e m j e n i g e n , welcher aus dem Doppel-
punk t beschr i eben ist und dessen Po la rebene na tür l ich du rch 
diesen selbst g e h t ; j ede de rse lben begegne t de r Curve in zwei 
P u n k t e n , denen als zugehör ige T a n g e n t e n e b e n e n des Kegels sta-
t ionäre Ebenen en t sp rechen . 

D r i t t e n s k ö n n e n s i c h d i e F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s 
i n e i n e m s t a t i o n ä r e n P u n k t b e r ü h r e n , u n d w i r h a b e n 

?rt = 4 , n = 4 , r — g = h = et — 
ß = X = 1, y = % 

Die E b e n e des Doppelkegelschni t t s ist die P o l a r e b e n e des 
Scheitels von dem einzigen Kegel zweiten t i r a d e s , d e r , ausser 
dem vom R ü c k k e h r p u n k t b e s t i m m t e n , die Curve en thä l t ; der 
Kegelschni t t schneide t die Curve in dem der s t a t ionä ren E b e n e 
en t sp rechenden P u n k t e . 

Diess System kann als die Enveloppe von 

at^ - f 6c/2 -1- 4 - ß = 0 

angesehen w e r d e n , wo / einen veränder l ichen P a r a m e t e r beze ich-

net.^) Die Enve loppe ist 

[ae + 3c2)3 = 2 7 [ace — ad\ — 

welche in entwickel te r F o r m den allen Gliedern geme inscha f t -

Die.sc Keinerkmig verdankt der Autor A. C a j ' l e y . 
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liehen Factor a anszAischeiden gestattet und sich so auf den fünf-
ten Grad reducier t . Die Cuspidalkante ist der Durchschnit t von 
ae 4 - 3c'- 0 mit 4ce — = 0. 

Weil ein Kegel vom vierten Grade nicht mehr als drei Dop-
pelkanten haben k a n n , so können zwei Flächen zweiten Grades 
sich nicht in m e h r als einem Punk te b e r ü h r e n , ohne dass ihre 
Durchschnit tscurve in einfachere Curven zerfällt . Wenn sie sich 
in zwei Punkten derselben geraden Erzeugenden b e r ü h r e n , so ist 
dieselbe nothwendig den Flächen gemeinschaft l ich, und der Durch-
schnit t zerfällt in eine gerade Linie und eine Curve drit ter Ord-
nung. Wenn sie sich in zwei Punk ten b e r ü h r e n , die nicht der-
selben Erzeugenden angehören , so zerfällt die Durchscbnit lscurve 
in zwei ebene Kegelschnit te, deren Ebenen sich in der geraden 
Verbindungsl inie j ener Punkte durchschneiden. 

87. Wir e r innern hier an die am Schlüsse des Artikel 60 ge-
machte Bemerkung von der Erzeugung der abwickelbaren Flächen 
durch die gemeinschaft l iche Berührungsebene zweier Directr ixen; 
sie ist schon bei dem System dri t ter Ordnung bestätigt worden 
(Art. 78), und wir wollen hier das der vierten Ordnung im Rückblick 
auf Artikel 160 des ersten Bandes nach Massgabe derselben Idee 
kurz bet rachten. Wir fügen so zu dem Vorigen die reciproken 
(Üesichtspunkte. 

Derdien wir zwei Kegelschnitte k, k^ in parallelen Ebenen , be-
zogen auf ein Coordinatensystem aus der Ebene des ersten und 
den Ebenen der parallelen conjugierten Durchmesser b, c und b', c' 
bei dem in der Achse der x gemessenen Abstände a von beiden, 
und sind ri, f ; ti', ^ die Coordinaten der derselben „Linie 
des Systems" angehörigen Punkte der Directr ixen, so hat man 

« ^'2 yt 
S = 0 . I + = l ; r = « , + = 

der Parallelismus der Tangenten forder t 

C^ 7] C ^ 7] 

¥ t ^ r 

und die Gleichungen der Linien des Systems sind 

also für c = 0 
(r - t ) y v^- nt, oc = - al 
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Die Elimination von r^, rf, ^ zwischen diesen Gleichungen 
l iefert 

nnd ähnlich 
«2 .2 _L ^ _ — _ n 

^ t " 1-2 I ,"> 

Diese Curven sind Doppelcurven der F l äche , wie die Direc-
t r ixen selbst und können zugleich als Kegelschnitte durch /c^, k^ 
bezeichne twerden. Sie liegen in den Ebenen der parallelen con-
jugierten Durchmesser der ersten und haben ihre Centra in der 
Verbindungslinie der Centra von j enen , etc. Man hat die Abscisse 
des Centrums von k^ und die halben Längen der den Achsen x 
und y parallelen conjugierten Durchmesser 

ac"- „ ö ' c ' c 2 o 2 

" ~ — C'2 ' ^ " " {c' - C'Y ^ c' - C'2 

Die Gleichungen der Linie des Systems zeigen le icht , dass 
das Doppelverhältniss der vier Punkte constant ist , welche eine 
solche mit den vier Doppelcurven der abwickell)aren Fläche ge-
mein hat. Wenn die zw ei Kegelschnitte k^, k^ concentrisch sind, 
so liegt eine der Doppelcurven im Unendl ichen, während die 
letzte gleichfalls mit jenen concentrisch ist und tlas besagte Dop-
pelverhältniss verwandelt sich in ein einfaches Verhältniss. 

Die Ebene 
Ax + By + Cz = \ 

ist eine Ebene des Systems, wenn sie die Tangenten der Directri-

xen in zwei l 'unkten derselben Linie des Systems en thä l t , also fiir 

Eine Fläche zweiter Ordnung , deren Centrum der Achse x 
angehört 

+ 4 + 4 = 1 

be rüh r t diese Ebene für 
{p _ + B'ii -j- ^ 2 — 1 = 0. 

Die Ehmination von r], tJ, ^ aus dieser Gleichung mit Hilfe 
des F r ü h e r e n liefert die Bedingungen, unter welchen alle Ebenen 
des Systejns diese Fläche zweiter Ordnung b e r ü h r e n , in der Form 
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~ 1 1 3 — 

r- = _ «a;., = ft^ ^ ^ 
a a 

o Ö 9 I '9 v' = c' + c', 
a a 

und ihre E in führung in die Gleichung der Fläche zweiter Ordnung 
die allgeniehie Gleichung der Flächen zweiter Ordnung, welche 
der Ahwickelungsfläche eingeschrieben s ind , 

_ -f- ^^ i p _ + ab'' x^ (c'2 — c^) + ac2 

Ordnet man diese Gleichung nach Potenzen von x^, 

Ax^^ + Bx^'' Ą- Cx^ + B = 

B ^ V i L l z l l j ^ l ^ f l a:' + (2 c ' - O y' + {2 b' —b'') z' 
a y 

{2x—«, 
a 

^ ^ b-'c'' + b-'c"'— 2&V _ 2 _ _ ^2^2 (g a: _ «), 
a 

D = b''c'x'', 

so liefert die Elimination von Xy zwischen ihr und der der ivier ten 
Gleichung 

dAx^'' + 2 Bx^ C = 0 
in der Form 

21 A''D'' — ISABCB — B'C -f- iB^B + ĄCA = 0 
die Gleichung der abwickelbaren F läche , vom achten Grade, 

Die Rückkehrkan te derselben ist durch 
52 _. ^jc = 0 , C — 3BB = 0 

dargestellt . 
Verschiedene bekannte Resultate lassen sich hiermit verbin-

den , z. B, dass die Pole einer beliebigen Ebene in Bezug auf 
alle der Abwickelungsfläche eingeschriebenen Flächen zweiter Ord-
nung in e iner geraden Linie hegen ; dass jede solche eingeschrie-
bene Fläche mit ihr acht gerade L in ien , vier von jedem System 
der E rzeugenden , gemein hat. 

Wenn die drit te Directrix die Ebene der ersten b e r ü h r t , so 
ha t man 

Salmoii, Anal. Geom. d. Raumes. II. Q 
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und die zweite der Directr ixen deckt die erste von ihnen uiiÉ 

die vierte b e r ü h r t gleichfalls die Ebene der ersten. Man hat 

a = 0 , = 

d. h. alle die eingeschriebenen Flächen be rühren einander und 
die Ebene der vereinigten Directrixen im Anfangspunkt. Man 
findet 

c2 .p. J>2 

P p P^ 
ö2 — &2 f.2 _ 9 7*2 

B — c-'x'- + cY- + — 2 ^ — c^o:, 
p' P 

fjl _ 9 7,2 
C = Cc-'x, C' = ^ ^ .T - 2b\ p 
D = b'^c'^x^ 

und kann die allgemeine Gleichnng der Fläche danach modificieren. 
Da eine zweite e ingeschriebene Fläche zweiten Grades im allge-
meinen Fall durch ihre Parameter X', fi', v und den Abstand 
J x i ihres Cent rums von dem der ersten Fläche mit telst der 
Formeln 

= [x^ + — 4 - A t j ) a, 

(I '2 = 62 __ + (62 _ 

x^ - f Jx^ 
a 

(C2 — C' /2\ 

best immt is t , so gehen umgekehr t aus den Gleichungen zweier 
solcher eingeschriebenen Flächen die Charactere der Abwickelungs-
fläche hervor . Die Flächen unterliegen dabei der Bedingung, 
dass die der Verbindungslinie ihrer Centra conjugierten Diametral-
ebenen e inander parallel s ind; aber durch die Bildung eines 
centralcol l inearen Systems erhalten wir ohne Veränderung der Re-
sultate den allgemeinen Fa l l ; die vier Doppellinien zweiten Gra-
des in der abwickelbaren Fläche liegen in E b e n e n , de ren jede 
in Bezug auf beide gegebene Flächen den Durchschnit tspiuikt der 
drei übrigen zum Pol hat . 

Denkt man sich die beiden gegebenen Flächen als confocal, 
also concentr isch, von gleichen Achsenrichtungen und denselben 
Brennpunkten der Hauptschni t te , so findet m a n , dass die umge-
schriebene Abwickelungsfläche den imaginären Kreis in der un-
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endl ich e n t f e r n t e n E b e n e zu e iner Doppelcurve ha t . (Vgl. Band I, 
Art ikel 156 f.) 

88 . Diese Umhül lungsf läche en tspr ich t d e r r ä u m l i c h e n Curve 
v ier ter Ordnung , we lche aus dem Durchschni t t zweier F l ä c h e n zwei-
ten Grades h e r v o r g e b t , nach dem Gesetze de r Beciproc i tä t . Die 
E igenschaf ten der e inen l ie fern dahe r auch E igenscha f t en de r 
a n d e r n . 

Die B ü c k k e h r k a n t e dieser F l ä c h e ist von de r O r d n u n g 12 
u n d de r Klasse 4 . Da die F l äche selbst von de r achten O r d n u n g 
i s t , so wird ih r Durchschn i t t 16 '® ' 'Ordnung mi t e iner e ingeschr ie-
b e n e n Fläche zwei ten Grades von jenen 8 E r z e u g e n d e n und d e r 
doppel t zäh lenden B e r ü h r u n g s c u r v e O r d n u n g zwischen beiden, 
die auch von j enen b e r ü h r t w i r d , zusammengese tz t . 

Der be t r ach te t en E r z e u g u n g d u r c h zwei Kegelschni t te gemäss 
wi rd j ede r de r vier Kegelschni t te von vier E rzeugenden der F läche 
b e r ü h r t , ih re B e r ü h r u n g s p u n k t e sind s ta t ionäre P u n k t e d e r F läche . 
Die E b e n e n , welche d u r c h die von demselben P u n k t e ines Kegel-
schni t ts ausgehenden E r z e u g e n d e n paarweis be s t immt s i n d , u m -
hül len den aus dem Pol se iner E b e n e besch r i ebenen Kegel 4'®'' 
Klasse. Der ebene Querschn i t t de r F l äche ist von der O r d n u n g 8, 
de r Klasse 4 , und besitzt 8 Doppe lpunk te , 1 2 B ü c k k e h r p u n k t e , 
2 Doppel tangenten . Der Kege l , der aus e inem [ ' unk te d e r B ü c k -
k e h r k a n t e der F l äche von den d u r c h ih re E rzeugenden bes t imm-
ten E b e n e n u m h ü l l t w i r d , ist von der Klasse 8 und de r Ord-
nung 12 und hat 4 In f l ex ions tangen tenebenen , 16 H ü c k k e h r t a n -
g e n t e n e b e n e n , 16 Doppe l t angen tenebenen und 3 8 Doppelkanten .*) 

Den be iden speciel len Fäl len de r Curve v ier ter O r d n u n g en t -
s p r e c h e n si)ecielle Fä l le der un igeschr iebenen Abwickelungsf läche ; 
sie en t sp r ingen aus d e r e infachen und der s ta t ionären B e r ü h r u n g 
d e r d i r ig ie renden F l ächen . Die e r s t e r e ist von der O r d n u n g und 
Klasse 6 , zeigt ebene Schni t te de r se lben Art mit 4 R ü c k k e b r -
p u n k t e n u n d In f lex ions tangen ten und 6 Doppe lpunkten und Dop-
pe l t angen ten . 

Die a n d e r e ist von der 5̂ ®" O r d n u n g und der 4'®" Klasse, 
ha t e ine In f l ex ionse rzeugende , eine R ü c k k e h r k a n t e 4'®' O r d n u n g (C') 

*) Von den Curven vierter Ordnung aus zwei Flächen zweiten 
Grades und den entsprechenden abwickelbaren Flächen hat C h a s l e s 
gehandelt in „Comptes rendus", t. LIV. p. 317, 418, 715. 
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mit e inem s t a t ionä ren P u n k t e (a), die von j e n e r Inf lexionskante 
in h b e r ü l i r t w e r d e , und eine Doppelcurve 2'®*" O r d n u n g . Schnei-
de t die In f lex ionserzeugende dann die dem P u n k t e a en t sp rechende 
E b e n e des Systems C in c, und die E r z e u g e n d e der F läche aus a 
die d u r c h b g e h e n d e E b e n e des Sys tems C in d, so ist abcd ein 
T e t r a e d e r , dessen F lächen acd und bcd T a n g e n t e n e b e n e n und 
dessen Kan ten ad, bc E r z e u g e n d e de r abwicke lbaren F läche sind. 

J e d e E r z e u g e n d e der F l äche schneide t e ine a n d e r e , und 
m a n k a n n s ie , wie die zugehör igen B e r ü h r u n g s e b e n e n de r F l äche 
und die zugehör igen B e r ü h r u n g s p u n k t e der R ü c k k e h r k a n t e als 
c o n j u g i e r t e L i n i e n , E b e n e n und P u u k t e respec t ive beze ichnen .*) 

Die ge raden Verb indungs l in ien con jug i e r t e r P u n k t e gehen 
d u r c h c und bi lden e inen die R ü c k k e h r k a n t e doppel t b e r ü h r e n -
den Kegel zweiten Grades . Denselben Kegel umhül l t die E b e n e 
zwe ie r con jug i e r t e r G e r a d e n ; dabei beschre ib t d e r Durchschni t t s -
p u n k t derse lben in de r E b e n e abd den Doppelkegelschni t t de r 
F l ä c h e ; derse lbe wi rd von der Durchschni t t s l in ie con jug ie r t e r 
E b e n e n umhül l t .**) Das E b e u e n b ü s c h e l , we lches die P a a r e con-
j u g i e r t e r P u n k t e n d t de r Kante ad b e s t i m m e n , ist involutorisch 
u n d acd, abd s ind seine Doppe l - oder B r e n n e b e n e n ; dieselben 
E b e n e n bi lden in de r In l lex ionserzeugenden bc eine Involut ion 
von den Doppe lpunk ten b und c. 

Dass die F l äche die abwicke lbare Umhül lung zweier Kegel-
schn i t t e i s t , die e inen geme inscha f thchen P u n k t h a b e n und von 
d e n e n d e r e ine die Durchschni t t s l in ie i h re r Ebenen b e r ü h r t , folgt 
aus d e m Vorigen. 

8 9 . W e n n e ine Curve vier ter O r d n u n g n icht der Durchschn i t t 
zweier F lächen vom zweiten Grade i s t , so muss sie de r t h e i l -
w e i s e D u r c h s c h n i t t e i n e r F l ä c h e z w e i t e r u n d e i n e r 
F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g sein. Wir haben be re i t s gesehen , 
dass sich eine F l ä c h e zweiten Grades i m m e r du rch die Curve 
l egen läss t ; wenn wir a lsdann d u r c h dreizehn P u n k t e in i h r und 
d u r c h sechs andere , welche nicht in der näml ichen Ebene l iegen 
dür fen ,***) eine F l ä c h e dr i t t e r O r d n u n g b e s c h r e i b e n , so m u s s 

*) L. C r e m o n a , „Comptes rendus", t. LIV, p. 604. 
**) Wie sich darauf ein System geometrischer Verwandtschaft grün-

den lässt, vergleiche man in der interessanten Ausführung a. a. O. 
***) Diese Einschränkung ist deshalb nothwendig, weil sonst die 

Fläche dritter Ordnung aus einer Ebene und einer Fläche zweiten Gra-
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dieselbe die gegebene Curve vollständig en tha l t en . Der D u r c h -
schni t t dieser cubischen mit der v o r h e r b e s t i m m t e n quad ra t i s chen 
F läche muss die gegebene Curve v ie r te r O r d n u n g in V e r b i n d u n g 
mit e iner Linie zweiten Grades sein, und die s c h e i n b a r e n Doppel-
p u n k t e der be iden Curven sind d u r c h die Relat ion h — h ' = 2 
v e r b u n d e n , wie man d u r c h Einse tzung d e r W e r t h e 

m = 4 , rn = 2 , = S , v = 2 
in die F o r m e l n des Art ikel 8 3 e r k e n n t . W e n n die Linie zweiten 
Grades e ine ebene Curve i s t , d. h . ein Kegelschni t t ode r ein 
P a a r sich schne idende g e r a d e L in ien , so ist / / == 0 und d a h e r 
h = 2; die Curve vier ter O r d n u n g ist somit e ine von d e r v o r h e r 
b e s p r o c h e n e n A r t , welche zwei s che inba re Doppe lpunkte besi tzt . 
Es ist ausse rdem leicht zu e r k e n n e n , dass i m m e r , w e n n eine 
cubische und eine quadra t i sche F l äche eine e b e n e Curve gemein 
h a b e n , d u r c h den ü b r i g e n Theil de r Durchschn i t t s cu rve e ine 
zweite quadra t i sche F l ä c h e gelegt w e r d e n k a n n ; denn die Gleich-
u n g e n der F lächen sind respect ive von den F o r m e n 

zw = lą, ZV 2 = 

sie du rchschne iden sich also in 

xw. 

W e n n d a g e g e n d i e q u a d r a t i s c h e u n d d i e c u b i s c h e 
F l ä c h e z w e i g e r a d e L i n i e n g e m e i n h a b e n , d i e n i c h t 
i n d e r s e l b e n E b e n e l i e g e n , so b i lden diese ein System mi t 
e inem sche inba ren D o p p e l p u n k t , weil d u r c h jeden P u n k t e ine 
be iden Geraden gemeinschaf t l iche Transve r sa l e gezogen w e r d e n 
k a n n . Wei l somit ä ' = 1 , so ist h — Z, d. h . d i e s e C u r v e n 
v i e r t e r O r d n u n g h a b e n d r e i s c h e i n b a r e D o p p e l p u n k t e 
und sind dahe r wesent l ich von den v o r h e r d i scu t ie r ten versch ie -
d e n , welche d e r e n n ich t m e h r als 2 h a b e n k ö n n e n . 

Die n u m e r i s c h e n Cha rac t e r e dieser Curven sind genau die 
n ä m l i c h e n , wie die de r e r s ten Speeles in Art ikel 86, da de r ü b e r 
e iner solchen Curve s t ehende Kegel d re i Doppelkanten besitzt , 
und d e r Unterschied bes teh t n u r d a r i n , dass eine de r Doppei-

des bestehen könnte. So kann, wenn eine Curve fünfter Ordnung 
in einer Fläche vom zweiten Grade liegt, nicht bewiesen werden, dass 
eine von jener verschiedene Fläche dritter Ordnung die gegebene Curve 
enthalten könne; siehe „Cambridge and Dublin Mathematical Journal", 
Vol. V, p. 27. 
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kanten in dem einen Falle aus einem wirklichen Doppelpunkte 
hervorgeht , während sie im anderen ebenso wie die iibrigen aus 
einem scheinbaren Doppelpunkte entspringt , 

Diess System von Curven vierter Ordnung ist das reciproke 
von dem durch die Enveloppe von 

al^ + ihfi + 6c/2 + + e = 0 
gegebenen, Diess letztere System hat ausser seiner Cuspidalcurve 
der sechsten Ordnung noch eine Nodaicurve oder Knotenlinie der 
vierten Ordnung , welche von der jetzt behandelten Art ist. Um-
gekehrt ist die Doppelcurve unseres Systems von der Ordnung 6. 
Sie best immt in der Uückkehrkante die 4 P u n k t e , denen statio-
nä re Ebenen en t sprechen ; ausser diesen existieren 4 Schnit tpunkte 
beider Curven, welche fü r die Doppelcurve stationär sind. 

Es wird wie im Artikel 73 bewiesen, dass diese Curven vier-
ter Ordnung durch alle diejenigen Erzeugenden der durch sie 
möglichen quadrat ischen Fläche in drei Punkten geschnitten wer-
den , welche mit den geraden Linien von demselben System sind, 
die beiden Flächen gemeinschaftlich angehören; dass sie aber von 
den Erzeugenden des jedesmaligen andern Systems i m m e r in nur 
einem Punkte geschnitten werden. D a r a u s f o l g t , d a s s d a s D o p -
p e l v e r h ä l t n i s s v o n v i e r E b e n e n , w e l c h e d u r c h v i e r 
P u n k t e d e r C u r v e u n d e i n e j e n e r s i e d r e i f a c h s c h n e i -
d e n d c n E r z e u g e n d e n b e s t i m m t s in(1 , v o n d e r L a g e d i e -
s e r l e t z t e r e n u n a b h ä n g i g i s t . 

Der über der Curve stehende Kegel, welcher zugleich einen 
ih re r Punkte zum Scheitel ha t , ist dann ein Kegel dr i t ten Grades 
mit einer Doppelkante, welche eine der beiden durch den Scheitel 
gehenden Erzeugenden der quadratischen Fläche i s t , die durch 
die Curve gelegt werden kaim. 

Während so eine beliebige Curve drit ter Ordnung als die Pro-
jection des Durchschnit ts zweier quadratischen Flächen angesehen 
werden kann , können Curven vierter Ordnung , welche dieser zwei-
ten Familie angehören , nur in Curven drit ter Ordnung mit einem 
Doppelpunkt projiciert werden. Die Fläche zweiten Grades kann 
als die Fläche be t rachte t werden , welche durch die sämmtl ichen 
„L in ien durch drei P u n k t e " der Curve erzeugt wird. 

Da die Linien dr i t ter Ordnung mit Doppelpunkt 3 Intlexions-
pnnkte in einer Geraden haben, welche die harmonische Polare 
des Doppelpunktes in Bezug auf das Dreieck der Inflexionstangenten 
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ist (Art. 74), s o g e h e n d u r c h e i n e n b e l i e b i g e n P u n k t u n s e -
r e r C u r v e 3 E b e n e n i h r e s S y s t e m s , d e r e n B e r ü h r u n g s -
p u n k t e m i t d e m g e g e b e n e n i n d e r s e l b e n E b e n e l i e g e n , 
w e l c h e d i e h a r m o n i s c h e P o l a r e d e r d u r c h d e n g e g e -
b e n e n P u n k t g e h e n d e n d r e i f a c h s c h n e i d e n d e n E r z e u -
g e n d e n i n B e z u g a u f d i e d r e i s e i t i g e E c k e j e n e r E b e n e n 
d e s S y s t e m s i s t . 

Aus dem Gesagten ist endlich of fenbar , d a s s j e d e C u r v e 
v i e r t e r O r d n u n g , w e l c h e d r e i s c h e i n b a r e D o p p e l p u n k t e 
h a t , a l s d e r D u r c h s c h n i t t e i n e r F l ä c h e z w e i t e n G r a -
d e s m i t e i n e m K e g e l d r i t t e n G r a d e s b e t r a c h t e t w e r -
d e n k a n n , f ü r w e l c h e n e i n e d e r E r z e u g e n d e n d e r F l ä c h e 
z w e i t e n G r a d e s e i n e D o p p e l k a n t e i s t . 

90. C a y l e y hat bemerk t , dass es möglich is t , d u r c h a c h t 
P u n k t e e i n e C u r v e v i e r t e r O r d n u n g v o n d i e s e r z w e i t e n 
F a m i l i e zu b e s c h r e i b e n . Das Problem erforder t , dass wir durch 
die acht Punkte einen Kegel dri t ten Grades legen, welcher einen von 
ihnen zum Scheitel hat und eine Doppelkante besi tz t , welche zugleich 
eine Erzeugende einer durch diese acht Punkte gehenden Fläche 
zweiten Grades ist. Nun ward im Artikel 85 bewiesen, dass wenn 
ein System von Flächen zweiten Grades durch acht Punkte ge-
legt w i rd , alle durch irgend einen dieser Punkte gehenden Er -
zeugenden seiner Flächen in einem Kegel dri t ten Grades liegen, 
welcher durch die von denselben acht Punkten best immte Curve 
vierter Ordnung von der ersten Familie h indurchgeht . Wenn sodann 
5 = 0, S ' = 0, S"=0 drei cubische Kegel sind, welche den näm-
lichen Scheitel besitzen und durch sieben andere Punkte gehen , so 
ist XS + fiS' 4" vS" = 0 der allgemeine Ausdruck fü r einen diesel-
ben Bedingungen erfüllenden Kegel, und wenn derselbe eine Dop-
pelkante haben soll , so geht 

dx ^ dx ^ dx 
durch diese Kante. Wenn man daher X, [i, v zwischen den drei 
Differentialen e l iminier t , so ist der Ort der Doppelkanten der 
Kegel vom sechsten Grade 

dS fdS' dS" dS" dS^\ , 
— ( — • — — • — ) 4 - etc. = 0. 
dx \ dy dz dy dz / 

Der Durchschnit t dieses Kegels vom sechsten Grade mit dem 
andern vom dr i t ten Grade best immt gerade L in ien , durch deren 
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j ede eine Kegelf läche zweiten inid e ine Kegel f läche dritten Grades 
be sch r i eben w e r d e n k ö n n e n , welche die vo rgesch r i ebenen Bedingun-
gen e r fü l l en . 

Man wi rd endlich b e m e r k e n , dass die g e r a d e n Linien , welche 
den a n g e n o m m e n e n Schei te l mit den s ieben a n d e r n Punkten ver-
b i n d e n , e in fache Kan ten eines dieser Kegel und Doppelkanten des 
a n d e r n s i n d , und dass s i e , mit v ierzehn Durchschni t t s l in ien gleich-
w e r t h i g , d e r Auflösung des P r o b l e m s f r e m d sind. I n F o l g e d e s -
s e n k ö n n e n v i e r C u r v e n v i e r t e r O r d n u n g v o n d e r z w e i -
t e n F a m i l i e d u r c h d i e g e g e b e n e n P u n k t e b e s c h r i e b e n 
w e r d e n . * ) 

91 . In de r Ausdehnung dieser Classification auf Curven h ö h e r e r 
O r d n u n g e n liegt ke ine wesent l iche Schwier igke i t . 

D i e C u r v e n f ü n f t e r O r d n u n g bes t ehen aus drei Famiüen ,« 
welche v i e r , fünf oder sechs s che inba re Doppe lpunkte besi tzen, 
w ä h r e n d die ers te Famil ie überdiess e inen oder zwei, und die zweite 
e inen w i r k h e h e n Doppe lpunkt oder Cuspida lpunkt haben k a n n . 

Curven O r d n u n g im R ä u m e en ts tehen näml ich zuers t als 
t h e i l w e i s e r D u r c h s c h n i t t e i n e r F l ä c h e z w e i t e r u n d 
e i n e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g , w e l c h e e i n e G e r a d e g e -
m e i n h a b e n . Ist dieselbe du rch 

X = 0, y = 0 
darges t e l l t , so sind 

xw — yz = 0 

und xV — yU = 0 

die Gle ichungen dieser F lächen f ü r 
V = 0. und U = 0 

als Gle ichungen von F lächen zweiten Grades . Daraus erhel l t , dass 
die Curve auch auf d e r F läche d r i t t e r Ordnung 

zV — wU = 0 

gelegen i s t , welche mi t j e n e r die Curve vier ter O r d n u n g 

U = 0, F = 0 
gemein hat . 

Die Curve ha t 4 sche inbare Doppe lpunkte , kann also 0, 1 , 2 
Doppel- oder R ü c k k e h r p u n k t e bes i t zen , so dass man dre i Klassen 
de r se lben e rhä l t . 

*) Die Theorie dieser Curven ist ausführlich dargestellt von L. C r e -
m o n a in ,,Annali di Matematica" t. IV p. 71 f. 
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Setzt man voraus , dass 

xV — yU = 0 und xw — yz z= 0 
noch eine zweite Erzeugende desselben Systems gemein haben, so 
erhält man statt de r Curve Ordnung eine Curve Ordnung 
zweiter Art, 

Eine Curve Ordnung entsteht ferner als D u r c h s c h n i t t 
e i n e r F l ä c h e 2'®" G r a d e s m i t e i n e r F l ä c h e 4 ^ ® ' ' O r d n u n g , 
d i e m i t i h r 3 E r z e u g e n d e d e s s e l b e n S y s t e m s g e m e i n 
h a t , Ist jene durch 

xw — yz t= 0 

und sind die Erzeugenden durch 
X —• Xy = 0, Xw — z = 0; X — = fiw — z = 0; 

X — vy = 0, VW — 2 = 0 
dargestel l t , so ist die Gleichung der Fläche vierter Ordnung eine 
nach [x — Xy), [Xw — z); (x — ^y), (fivj — z); etc, l ineare Function, 
deren Coefficienten l ineare Funct ionen der Veränderl ichen sind. 
Diese Curve hat 6 scheinbare Doppelpunkte. 

Sie entsteht dann als D u r c h s c h n i t t z w e i e r F l ä c h e n d r i t -
t e r O r d n u n g , d i e e i n e C u r v e d r i t t e r O r d n u n g u n d e i n e 
s i e n i c h t s c h n e i d e n d e G e r a d e g e m e i n h a b e n . Wenn hierbei 
p, q, r, s, t, u, P, Q hneare Functionen der Coordinaten und 

ß> y, ß'> V l ineare Funct ionen von P, d. i. a = 0, ^ = 0 , . . . 
die Gleichungen von sechs die Gerade (P, Q) enthaltenden Ebenen 
beze ichnen , so haben die Flächen dr i t ter Ordnung 

| / ) , s , o ; | p, s, ci 
\q, t, ß\ == q, t, ß' = 0 
\ r, u, y \ r, u, y 

ie Curve dr i t te r Ordnung 
r 

I 5, t, u 

und die Gerade [P, Q) gemein und ihr übr iger Durchschni t t ist 
die bezeichnete Curve 5'®.'' Ordnung, Sie besitzt 6 scheinbare 
Doppelpunkte, 

Sie wird endlich erhal ten als p a r t i e l l e r S c h n i t t z w e i e r 
F l ä c h e n d r i t t e r O r d n u n g , w e l c h e e i n e C u r v e 4'®"̂  O r d -
n u n g z w e i t e r Ar!t m i t e i n a n d e r g e m e i n h a b e n . W e n n 
man die letztere als Schnitt einer F läche 2*®"" und Ordnung 
ann immt , die die Geraden 

= 0 
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— J 2 2 — 

y — O', z = O, w = O 
gemein h a b e n , so sind 

xw — yz — 0, {U = 0), 
axz -f- hyz + cxw + dyiv = 0 , . {V = 0), 

wo «, b, c, d l ineare Func t ionen der Coord ina t en s ind. 
Denn f ü r 

V = {ax by) z -{- {ex + dy) 
U — — y^ xw 

erl iäl t m a n 

xV + {ex + dy) U = z ^ {b c) xy — d t / } ; 

und f ü r V = {az cw) x [bz dw) y 

U = wx — zy 

zV {bz + dw) U = X {öz2 + (ft + c) zw 4 - dw"^} 

u n d sieht somi t , dass den Vorausse tzungen 

U = 0, V = 0 
die Gle ichungen 

ax"^ {b c) xy — dy"^ = 0, 
az"^ [b e) zw dw^ = () 

e n t s p r e c h e n , so dass sich die F l ächen U, V in der Curve vierter 
O r d n u n g zweiter Art und den Geraden x = y = 0; z = lo = {) 
s c h n e i d e n , von denen die F lächen 

ax"^ + {b c) xy — dy"^ — 0, 
az"^ + {b c) zw Ą- dw^ = 0 

n u r je e i n e , die e rs te und zwei te , en tha l ten . I h r ü b r i g e r Durch-

schni t t ist eine Curve der be t r ach te t en Art . 
Da diese F l ächen je eine doppel te Gerade en tha l t en , so sind 

sie Regelf lächen. Die Curven dieser Art h a b e n 5 sche inbare Dop-
p e l p u n k t e , e r sche inen abe r v e r s c h i e d e n , je n a c h d e m sie a n d e r e 
S ingular i tä ten n ich t h a b e n , oder e inen Doppe lpunk t oder e inen 
R ü c k k e h r p u n k t besitzen.*) 

92 . W i r werden abe r diesen Abschni t t schUessen, i n d e m wir 
einige de r vorher e rha l t enen Resul ta te zur Auflösung e iner Auf-
gabe v e r w e n d e n , welche sich gelegentl ich derse lben da rb ie t e t . 

D r e i F l ä c h e n v o n d e n r e s p e c t i v e n O r d n u n g e n 9 
h a b e n e i n e g e w i s s e C u r v e g e m e i n s c h a f t l i c h ; w i e v i e l e 

*) Vergl. „Cambridge and Dublin Mathem. Journ.", Vol. V, p. 41. 
„Comptes rendus" t. LIV, p. 672. 
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i l i r e r (IVQ D u r c h s c h i i i t l s p u n k t e w e r d e n v o n d i e s e r 
C a i r v e a b s o r b i e r t , oder mit anderen W o r t e n , in wie vielen 
Punkten durchschneiden sich diese drei F lächen noch ausser der 
gemeinschaf tüchen Curve? 

Nehmen wir an , die beiden ersten Flächen durchschneiden 
sich in der allen dreien gemeinsamen Curve von der Ordnung m und 
in einer anderen ergänzenden Curve von der Ordnung {fiv — m), so 
sind die Durchschnit tspunkte aller drei F lächen , welche nicht der 
e rs te ren Curve angehören , nothwendig in den ((ttv — m) Q Durch-
schni t tspunkten der letzteren mit der dri t ten Fläche mit inbegrif-
fen. Einige der gemeinschaft l ichen Punkte aber liegen in der 
Curve m, weil im Artikel 84 bewiesen ward , dass die letztere 
Curve die Ergänzungscurve in tn [fi v — 2) — r Punkten schnei-
det. Indem wir diese Zahl von (ftv — tn) Q abz iehen, finden wir, 
dass die drei P'lächen sich in 

fivQ — m (fi -j- V + 9 — 2) + r 
Punk ten schneiden, welche der Curve m nicht angehören ; oder 
dass die gemeinschaftl iche Curve 

m ifi + V Q — 2) — r 
Durchschni t tspunkte absorbier t . 

Auf demselben Wege lösen wir die en tsprechende Aufgabe, 
w e n n d i e g e m e i n s c h a f t l i c h e C u i' v e i n s b e s o n d e r e i n 
d e r F l ä c h e Q e i n e D o p p e l c u r v e i s t . Wir haben dann von 
der Zahl [^v — tn) Q die Zahl von 

2 {m (ft -{- V — 2) — r } 
Punkten zu subtrahieren und finden, dass die gemeinschaftl iche 
Curve die Zahl der Durchschni t tspunkte um 

m + 2itt - f 2 v — 4) — 2 r 
vermindert . 

Diese Zahlen mit Hilfe der Anzahl der scheinbaren Doppel-
punkte der Curve m ausgedri ickt , sind respective 

tn (jw- + V + p — m — 1) 2 h 
und m (() + 2(tt + 2 v — 2 m — 2) -t- 4/i . 

93- Der letzte Artikel erlaubt uns , die F rage zu beantwor-
t en : W^enn d e r e i n e T h e i l d e s D u r c h s c h n i t t s z w e i e r 
F l ä c h e n e i n e C u r v e d e r m^®" O r d n u n g i s t , w e l c h e e i n e 
D o p p e l c u r v e i n e i n e r d i e s e r F l ä c h e n i s t , i n w i e v i e l 
P u n k t e n d u r c h s c h n e i d e f s i e d e n a n d e r n T . h e i l d e r 
D u r c h d r i n g u n g s c u r v e ? 
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So schneiden sich in dem zuletzt bet rachte ten Beispiel die 
Flächen jit, p in einer Doppelcurve m und e iner complenieiitären 
Curve [nQ — 2 m), und die Zahl der Durchschni t tspunkte der drei 
Flächen wird e rha l t en , indem man von {̂ IQ — 2 m ) v die Zahl der 
Durchschnit tspunkte abz ieh t , welche die Doppelcurve mit der 
complementären Curve best immt. Also ist 

[(IQ — 2m) V — I = fivQ — rn [q 1(1 l v — 4) + 2 r , 
und 

I = m [q + 1(1 — 4) — 1r. 

Wir können diese Formel p rü fen , indem wir annehmen, die 
Curve m sei der vollständige Durchschnit t zweier Flächen ř^,und V 
von den respectiven Ordnungen k und /. Alsdann ist Q von der Fo rm 
AU^ + BVV - f CV^, wo A vom Grade [Q — 1k) ist, e tc . ; und 
(I ist von der Fo rm DU -j- EV, wo D vom Grade [(i — k) ist. 

Die Durchschnit te der Doppelcurve mit der complementären 
Curve sind die Punk te , fü r welche eine der Tangentenebenen der 
einen von den Flächen in einem Punkt der Doppelcurve mit der 
Tangentenebeuß der anderen Fläche zusammenfäl l t ; sie sind da-
her die Durchschni t tspunkte der Curve UV mit der Fläche 

AE^ — 1BDE -1- CI)\ 
welche von der Ordnung {(i-f- 1(i—1{kĄ- / )} ist. Die Zahl der Durch-

schnit tspunkte ist somit kl { p - f 2f t — 1 [k l ) } , welches mit 

der vorher erhal tenen Formel übereinst immt, indem man darin setzt 
k l = m , k l [k + I — 1)' = r . 

94. Aus dem vorigen Artikel können wir endlich ableiten, 
i n w e l c h e r W e i s e d i e S i n g u l a r i t ä t e n e i n e r C u r v e , d i e 
d e n t h e i l w e i s e n D u r c h s c h n i t t z w e i e r F l ä c h e n b i l d e t 
u n d i n d e r e i n e n v o n i h n e n e i n e D o p p e l c u r v e i s t , m i t 
d e n S i n g u l a r i t ä t e n d e r c o m p l e m e n t ä r e n C u r v e v e r -
b u n d e n s i n d . 

Die erste Gleichung des Artikel 84 hör t auf anwendbar zu 
se in , weil die Fläche jn - f v — 2 die Doppelcurve ganz enthä l t ; 
aber die zweite Gleichung giebt uns 

m' (jii + V — 1) = 2 t + r r + I m ((i + l v — 4) — 4 r , 
also 

4r — r = (2m — m') [(x -j- v — 2) -f- 2 m (v — 2). 
In gleicher Weise finden wir , dass die Anzahlen de r schein-

baren Doppelpunkte beider Curven durch die Relation 
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8 / j _ 2Ä' = (2 m — m') {(i — 1) (v — 1) — 2 m (v — 1) 

v e r b u n d e n sind. 

W e n n z. B. e ine F l ä c h e zweiten Grades d u r c h eine Doppel-
l inie e iner cubischen F läche g e h t , so ist de r ü b r i g b le ibende 
Durchschni t t von d e r vier ten O r d n u n g , vom Bange sechs und hat 
d re i sche inbare Doppelpunkte .*) 

EL Abschnitt. Nicht-projectivische Eigenschaften der Curven. 

95 . Da wir in diesem Abschni t t wiederhol t Anlass haben 
w e r d e n , ge rade Linien zu b e t r a c h t e n , welche e inander unendl ich 
n a h e s i n d , so e r sche in t es p a s s e n d , dass wir dami t beg innen zu 
ze igen , wie e inige de r im ers ten Kapitel des e r s ten Bandes ge-
f u n d e n e n F o r m e l n d u r c h die Vorausse tzung der u n e n d h c h e n An-
n ä h e r u n g modif ic ier t w e r d e n . W i r bewiesen (Artikel 13 ) , dass 
der Neigungswinkel zweier Lin ien durch die F o r m e l 
sin^ö = (cosjS cos / — cos ß' cos y)^ -f- (cosy cos a ' — cos / cos«)"'' 

+ (cos a cos ß' — cos a cos 
gegeben ist. W e n n die Lin ien e inander u n e n d h c h nahe s ind , so 
können wir f ü r cos a subs t i tu ie ren (cos « -j- ^ cos « ) , etc. und 
haben sin Q = 6 0 , e rha l t en also 

6$' = (cos(3 á c o s y — c o s y öcos ß)^ + (cosy d c o s « — cos« d cosy)^ 
+ (cos a ö cos ß — cosß Ó cosaf. 

*) Besondere Aufmerksamkeit ist den auf dem einfachen Hyperbo-
loid und andern Regelflächen gelegenen räumlichen Curven neuerdings 
gewidmet worden; das Coordinatensystem auf dem Hyperboloid war 
schon von P l ü c k e r (,,Crelle's Journal", Bd. 34; 1847) erörtert, von 
C a y l e y (,,Philosophical Magazin", Juli 1861) eine wichtige Eigenthüm-
lichkeit der darauf bezüglichen Gleichungen entdeckt worden, als C h a s -
l e s in wiederholten Mittheilungen (,,Comptes rendus", t. LH, p. 1103, 
LIII, p. 985, 1077, 1203) dieselben behandelte. Die Ergebnisse lassen 
sich mit Leichtigkeit aus der allgemeinen Theorie ableiten, welche hier 
entwickelt ist. Vergleiche besonders L. C r e m o n a , ,,Comptes rendus", 
t. LH, p. 1319. 

Eigenthümliche Betrachtungen über die Raumcurven gab noch Cay-
l e y , „Comptes rendus", t. LIV, p. 55, iJni/f^^ji 
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Wenn die Richlungscosinus einer geraden Linie durch 

I m n 
» , 

r r r 

ausgedrückt s ind , wo + + n"̂  = r"^ i s t , so giebt die 
vorige Formel 

[mön — nömf + [nöl — Utif + [l8m — mdlf. 

Aus den Relationen 

cos^ a + cos^ ß + cos^ y = 1, 
cos a (J cos « + cos jS d cos ß + cos y ö cos y == () 

ergiebt sich durch Quadrieren der letzteren Gleichung und Addi-
tion derselben zu dem für dö^ gefundenen Ausdruck die nützliche 
Formel 

= (J COS (V)2 - f {ö COS ßf + (á cos y)2. 

Es ward im Artikel 14 bewiesen, dass 

cos ß cos / — cos ß' cos y, etc. 
den Riclitungscosinus der Senkrechten zur Ebene zweier Linien 
proport ional s ind ; wir folgern jetzt da raus , dass die Richtungs-
cosinus der Senkrechten zur Ebene zweier auf einander folgenden 
Linien, wie sie eben betrachtet w u r d e n , zu 

mdti — nöm, n8l — lön. Um — m8l 
proport ional s ind , wobei der gemeinschaftl iche Divisor = r^JÖ ist. 
Endlich ist im Artikel 43 bewiesen, dass die Richtungscosinus 
der Linie , welche den von zwei geraden Linien gebildeten stum-
pfen Winkel halbier t , proportional sind zu 

cos a — cos cos ß — cos ß^, cos y — cos y', etc. 

Wenn also zwei Linien einander unendlich nahe s ind, so 
sind die Richtungscosinus einer Geraden in ihrer Ebene und 
senkrecht zu ih re r gemeinschaftl ichen Richtung proport ional zu 
ö cos « , d cos ß, Ó cos y mit dem entsprechenden gemeinschaft-
lichen Divisor 6$. 

96. W'ir bewiesen im Artikel 56 dieses Bandes, dass die 
Richtungscosinus der Tangente einer Curve respective gleich 

dx dy dz 
ds' ^ 

sind, weil dieselben, wenn die Curve als Durchschnittslinie zweier 
Flächen gegeben is t , den W-erthen 
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ąř/'3 - u,u\ - • u,u\ - u\u, 

proport ional s ind, wo U^, U^, etc. die ersten Differentialcoefficien-
ten bezeichnen. 

In jedem Punkte einer Curve können zu ihr unendlich viele 
Normalen gelegt werden . Zwei von ihnen sind durch specielle 
Namen unterschieden und hervorgehoben worden ; nämlich die in 
der Osculationsebene gelegene Normale , welche gewöhnlich die 
H a u p t n o r m a l e genann t wi rd , und die zu dieser Ebene senk-
rech te Normale , welche als normal zu zwei auf e inander folgen-
den Elementen der Curve von de S a i n t - V e n a n t die B i n o r m a l e 
genannt worden ist. 

Alle Normalen liegen in der zur Tangente senkrechten Ebene 

[x — x) dx {y ^ y') dy [z — z') dz = 0, 
nach der e inen , oder 

[U^V,- U'^U,) {x~x') + {U,U',-U'M i y - y ' ) 
+ i U . U ' ^ - U ' . U ^ ) [ z - z ' ) = 0 

in der anderen Bezeichnung. 

Beispiel 1. Finde die Gleichungen der Tangente von 

x"^ y'^ z^ x^ y^ . 

Beispiel 2. Ebenso diejenigen der Tangente von 

= ax — x"^, z^ = — 

Beispiel 3. Die Coordinaten des Fusspnnktes der vom Anfang der Co-
ordinaten auf eine Tangente der Curve in (.r, y, z) gefällten Normale sind 

d£ 
ds, 

y = 

dx C dx , dy , dz 
X — — y Z—H z -r 

ds \ ds ds ds 
dy ( dx , dy , dz\ 

dz / 
ds ^ ~ds ^ dsj' 

Wie bestimmt man den Ort dieser Fusspunkte für eine gegebene 
Curve ? 

97. Bet rachten wir nun die Gleichung der O s c u l a t i o n s -
e b e n e . Weil sie zwei auf einander folgende Tangenten der 
Curve en thä l t , so sind ihre Richtungscosinus (Artikel 95) propor-
tional zu 

dyd'^z — dz(Py, dzd'^x — dxd'^z, dxd-y — dyd'^x, 
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Grossen , we lche wir zur Abkürzung d u r c h Z , F, 2 beze ichnen 
wollen. Die Gle ichung de r oscuHerenden E b e n e ist d a h e r 

X [x - x ' ) Y [ y ~ y] + Z (z - 2') = 0 . 

Dieselbe Gle ichung w ü r d e nach Artikel 2 6 des e r s t en Bandes 
e rha l t en worden se in , i ndem m a n die Gleichung der E b e n e bil-
de t e , welche die dre i auf e inande r fo lgenden P u n k t e 

[x, y', z); [x + dx, y' -f dy, z' + dz); 

[x 2 dx + d V , y' 2 dy' + d^y', 4- 2 dz! + dV) 

enthäl t . 
Bei A n w e n d u n g dieser F o r m e l n k a n n m a n eine Vere in fachung 

e r r e i c h e n , indem m a n wil lkürl ich eine de r Coordinaten als u n a b -
hängige V e r ä n d e r h c h e wäh l t und so d'x, d'y oder d'^z — 0 mach t . 

Die V e r b i n d u n g ' d i e s e r Gleichung de r Oscula t ionsebene mit 
de r der Norma lebene l iefer t die Gleichung de r H a u p t n o r m a l e . 

98 . Um im S tande zu s e in , d u r c h ein Beispiel die Anwen-
dung der F o r m e l n dieses Abschnit tes zu e r l ä u t e r n , ist es passend , 
h ier die Gle ichungen der S c h r a u b e n l i n i e o d e r H e l i x , de r 
d u r c h die Schä r f e e iner S c h r a u b e gebildeten Curve . aufzus te l len 
und einige de r E igenschaf ten dieser Curve zu en twickeln . 

Die Helix kann als die von e iner ge raden Linie in e ine r E b e n e 
a n g e n o m m e n e F o r m definiert w e r d e n , wenn diese E b e n e u m die 
F l äche eines g e r a d e n Cylinders aufgewickel t wird.*) 

Nach dieser Definition werden die Gle ichungen de r Curve 
leicht ge funden . Die Gle ichung e iner ge raden Linie y — mx 
d r ü c k t a u s , dass die Ordina te dem von i h r em F u s s p u n k t in der 
Achse der x beze ichne ten Abschnit t p ropor t iona l ist. Denken wir 
die E b e n e der g e r a d e n Linie um einen ge raden Cyl inder so auf-
gewickel t , dass die Achse d e r x mit de r k r e i s fö rmigen Basis zu-
s a m m e n fä l l t , so wird die g e r a d e Linie zur Sch rauben l i n i e , und 
die Ord ina te i rgend eines P u n k t e s de r Curve ist dem längs des 
Kreises gemessenen Abschni t t p ropor t i ona l , w e l c h e n , von e inem 
festen P u n k t e aus g e r e c h n e t , seine Ord ina te in de r k r e i s fö rmigen 
Basis mach t . 

Somit sind die Coordina ten der P ro jec t ion i rgend eines P u n k -
tes d e r Schrauben l in ie auf die E b e n e der Basis von d e r F o r m 

*) Umgekehrt verwandelt sich die Helix in eine gerade Linie, wenn 
der Cylinder, auf welchen sie gezeichnet ist, in eine Ebene abgewickelt 
wird, sie ist daher eine geodätische Linie des Cylinders. (Art. 48.) 
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X = a cos y z= a sin 
wenn a iler Radius der kreisförmigen Basis ist. Die Hölie z ist 
aber als proportional dem Bogen 0 gezeigt worden. Die Gleich-
ungen der Schraubenlinie sind daher 

X = a cos y = a sin , , also auch x"^ -}- _ 
n n 

Wir erhalten offenbar dieselben Wer the fü r x und y, wenn 
der Bogen um 27t oder wenn z um 2nh wächst ; d. h . das Fnter-
\ldl zwischen den Gängen der Schraubenlinien ist 2'Jth. Weil 
wir haben 

, a . , y , 
ilx = sm - dz = — — dz, 

h h h 
a z x 

dl! = — cos — dz ~ - dz, 
h h h 

so haben wir auch 

h-

Es folgt daraus , dass ^ constant is t , oder dass der von 
° ds 

der Tangente der Schraubenl inie mit der Achse der z , d. i. 
n)it der Richtung der Erzeugenden des Cyhnders , gebildete Win-
kel unveränderl ich ist. Es ist leicht zu sehen , dass diess der-
selbe Winkel ist , wie d e r , welchen die Erzeugenden mit der ge-
raden Linie m achen , in die durch die Abwickelung des Cyhnders 
in eine Ebene der Schraubenl inie sich verwandelt . 

Die Länge des Curvenbogens ist offenbar in einem constan-
ten Verhältniss zu der Ste ighöhe, die demselben entspricht . 

Die Gleichungen der Tangente sind (Artikel 56) 
X — x' y — ij' z — z' 

y' x h 

Wenn alsdann x und y die Coordinaten des Punktes sind, 
in welchem die Tangente die Ebene der Basis schneidet , so haben 
wir aus den vorigen Gleichungen 

l ' _ 2 ^ 

oder die En t fe rnung zwischen dem Fusspunkt der Tangente und 
der Project ion des Berührungspunktes ist dem Bogen gleich, wel-
cher längs des Kreises von dieser Project ion bis zum Anfangs-

Salmon,,Anal, fienni. il. Raninps II. Q 

- x'f + (y - y'f = (a^'^ + y'^) ^ = ^ 
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punkt gemessen wird. Diess kann auch geometrisch bewiesen 
werden ; denn wenn wir den Cylinder in die Tangentenebene ab-
gewickelt denken , so fällt die Schraubenlinie mit der Tangente 
zusammen und die Verbindungslinie des F'usspunktes der Tangente 
mit der Project ion des Berührungspunktes ist der in eine gerade 
Linie abgewickelte Bogen des Kreises. S o m i t i s t d e r O r t d e r 
P u n k t e , i n w e i c h e n d i e T a n g e n t e d i e B a s i s s c h n e i d e t , 
di{; I n V o l u t e o d e r E v o l v e n t e d e s K r e i s e s . 

Die Gleichung der Normalebene ist 

xy — y'x = h [z — z). 

Um die Gleichung der osculierenden Ebene zu fnulen, haben wir 

= — ^ xdz\ d'-y = — p ydz\ d'z = 0 , 

so dass diese Gleichung ist 
h [y'x — xy) = a? {z — z). 

Die Form der Gleichung zeigt, dass die osculierende Ebene 
mit der Ebene des Grundkreises einen constanten Winkel bildet. 

Wir überlassen es dem Leser als eine Uebung, die Tangente , 
die Normalebene und osculierende Ebene der Durchschnittsciu ve 
zweier centr ischen Flächen zweiten Grades zu bestimmen. 

Beispiel. Die s p h ä r i s c h e E l l i p s e hat die Gleichungen 

^ + S + | = + + 
Wenn man z ' zwischen beiden Gleichungen eliminiert und x^, y^ 

als zwei entsprechende Werthe von x und y betrachtet, so hat man 

und daher 
— _ y'' — y^' ^ z'' — z^^ 

«2 (^2 _ c2j (^2 _ ^ . («•' - b'') 

eine symmetrische der Gleichung der Geraden analoge Gleicluuigsform. Die 
Gleichungen der Tangente im Punkte x, y', z' sind 

a: [x - x) _ y {y' — y) • _ ^ {z — z) 
a' {b'' — c') b' {c' — a') c'' («2 _ h')' 

oder 
^ i ' yy—y\- zz — z^' 

„2 (//i _ 2̂̂  — (^2 _ — ^2 _ ' 
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(lic der Normalcbenc » 
«2 (^2 _ c2) ^ 4 - 62 (c2 _ «2) ^ + ^2 («2 _ ^ Q 

' a ; y z 

— Sie gellt also durch das Centrum der Kugel ; für 
al [1,1 _ c2) = A, (^,2 _ „2) ^ c2 („2 _ ^ (J 

Cr/ — Bz^' = Cy^"^ — Bz^' L, 
Az"^ — Ca:2 ^ _ ^ j^j 

ist die Gleichung der osculierenden Ebene 

T M N 
_ - X ) + - (y' _ y) + _ _ = o. 

99 . Wir k ö n n e n die G l e i c h u n g d e r o s c u l i e r e n d e n o d e r 
S c h u l i e g u n g s e b e n e in e iner m e h r p rak t i schen For in geben, 
indem wir die Curve als Durchschn i t t von zwei F lachen 

u = 0, V = 0 

gegeben be t r ach ten . Sie r ü h r t von 0 . H e s s e her*) und wir 
benutzen bei i h r e r En twicke lung und f ü r das Nachfolgende eine 
neuer l iche Abhand lung von A. C l e b s c h * * ) , um uns zugleich 
der Hezeichnungsweise zu b e d i e n e n , welche sich so vorzüglich den 
Hilfsmitteln der n e u e r e n Algebra a n b e q u e m t und auf die dahe r 
noch m e h r f a c h zu rück zu k o m m e n sein wi rd . Nach ihr sind 
n und V h o m o g e n e Po lynome u n d Grades in vier Ver-
i inderl ichen x^ , x^ , 0:3, oTj —• an Stel le der x, y , z , iv die sonst 
g e b r ä u c h l i c h sind — und es beze ichnen Ui, v,, Uik, Vik die Grössen 

1 du 1 dv 
Ui — Vi = , , m dxi n dxi 

1 dhi 1 d'^v 
«/A- = ^ TT .—. i'/A- = m ( m — 1 ) dx idxk ' n [n — 1) d x j d x k ' 

so dass m a n ha t 

u i = ZkUikXk, u = S.UkXk, 
Vi = ZkVikXk, V = SvkXk. 

Die Gle ichung de r S c h m i e g u n g s e b e n e , d. h. die Ebene de r 
drei auf e i n a n d e r fo lgenden P u n k t e x, x + dx, x -}- - f d-x, 
(Art. 97) ist d u r c h 

*) „ C r e l l e ' s Journal", Bd. XL, p. 283. 
**) „Journal f. Math.", Bd. D O I I . p . I . . 
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— 132 — 

X^, 
x^, OC^y x^. 

dx^, dx^, dx^, dx^ 
d'^x^, rf^^g, d'x^ 

(largeslellt . Die Differentiation von u = 0, v = 0 l iefert aber 
f ü r die dx, d'^x die Rela t ionen 

a) 0 = Z u i d x i , 0 = ZvidXi , 
0 = Zuid'xi 4 - (m — l ) SZuikdxidxk, 

0 = Zvid'^Xi + (n — l ) Z Z v i k d X i d x k 

und nach de r Relat ion 

kY ^^ ^^ ^^ • • — 1 f 

welche die homogenen Coordinaten ve rb inde t , 

a*) Z k i d x i == 0 . Z k i d ' x i = 0. 

Daher sind die dx den De te rminan ten p ropor t i ona l , welche 

das System 
" i , U2> W3, «4 
Vi , 

k„ ^3, ^4 
l iefert . W e n n man dann die De te rminan te de r Gleichung d e r 
Schmiegungsebene mit der De te rminan te 

« l ' M3, "4 

«2, «3 , «4 

nmi t ip l i c i e r t , in de r die a , ß bel iebige Grössen b e d e u t e n , so e r -
häl t man 

ZuiXi 
0 
0 

0 
0 

ZttiXi , 
ZciidXi, 

ZßiXi 
ZßiXi 
ZßidXi 

Zuid'Xi, Zvid:'xi, Zuid'^Xi, Zßid'Xi 

d. h . mit U e b e r g e h u n g eines überf lüss igen Fac to r s 

Z v i X i . Z u i d - X i — Z t i i X i . Zvid-Xi = 0 

oder n a c h den obigen Rela t ionen 

(m — l ) ZZu ikdXidxk . Z v i X i = { n — l ) ZZviudXidXk . Z m X i . 

W e n n h ie r an Stelle von d x i , dxk die ihnen p ropor t iona len 
W e r t h e e inge füh r t w e r d e n , so t re ten an die Stelle d e r Doppel-
s u m m e n die De te rminan ten 
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»11' "12' «13' "14' Mj, 
M21, "22' "23' "24' «2' Vi, K 
"31' "32' "33' "34' "3 ' v^, h 
"41' "42' "43' "44' " 4 ' v^. k, 

«1 , . " 2 ' "3 ' "4 ' 0 , 0 , 0 

Vi , H ' 0 , 0 , 0 

h ' ^ 4 ' 0 , 0 . 0 

^12' ^13' K 
^21' ^22' ^23' ^24' Vi, Mo' k. 

2̂ 31' Hl' ^33' ^34' H' " 3 ' h 
^41' ^42' ^̂ 43' ^44' ^4. "4 ' K 

0 , 0 , 0 

«1 , "2 ' "3 ' «4 ' 0 , 0 , 0 
k,. ^4 ' 0 , 0 , 0 

Wenn man in diesen die ersten vier Horizontal- nnd Verti-
calreihen mit x^ , Xo, . . . mult ipl iciert , nnd die Prodncte von 
der fünf ten abzieht , so verscliwinden die Reihen der m in der er-
sten, die der vi in der zweiten Determinante , an Stelle der Nullen 
t re ten 

0, 0, - 1, 
0, 0, 0, 

— 1, 0, 0 
und die Determinanten werden sonach mit 

| " i i ' "12' "13' "14' ^11' ^12' ^13' ^14' "1 
"21' «22' "23' "24' ^21' ^22' ^23' ^24' "2 
"31' «32' "33' "34' ^3 ' — ^32' ^33' ^34' "3 
"41' "42' "43' "44' ^41' ^42' ^43' ^44' "4 

. V2 . ̂3 ' ^4 ' 0 , tH , "2 ' "3 ' " 4 ' 0 

identisch und man erhä l t , wenn man diese Determinanten (Cova-
rianten) durch — , — ^ - respective bezeichnet, die Gleich-

' m — 1 — 1 

ung der Schmiegungsebene in der Form von H e s s e 

U [v^X^ + "I" ^4^4) 
= V {u,X, + + « 3 Z 3 + U,X,). 

100 . Wenn wie f rüher řJj, JJ^, U.̂ , U^ die ersten und U^^, 
U^^, die zweiten Diffe-^22» ^33' ^44' ^12' ^ t 3 ' ^14' ^23' '34 

rent ialquotienten der Gleichung der ers ten Fläche selbst und 
ř / / , U^, . . . die entsprechenden Differentialquotienten der Gleich-

http://rcin.org.pl



ung der zweiten Fläche bezeichnen, so er l iäl t man die Gleichung 
der Schmiegungsebene in der Form 

wobei S und -S' die Determinanten 

Uu> U U' u: 1 u,,', ř ^ i s ' . U, 
Un' U^o, ř / , 3 . U2V U,' i Uo 

Uw u,' u. 
^ 4 4 ' u, 

Us u ; , 0 0 
bezeichnen. Die bezügliche Determinantenreduct ion ist vollkon^ 
men analog der oben angegebenen. Sie gehen aus 

Un> u u,'. 
Uw U,,, U24> ř / / , k. 

U-y,, u,. h 
Uu^ u,. u:, K 

U, , ą . U, , U, , 0 , 0 , 0 
u;, ą ' . U,', u;, 0 , 0 . 0 . k, , k, , . 0 , 0 . 0 

und der entsprechenden hervor. 
In dieser Form und für Flächen zweiten Grades ist die Gleich-

ung in einer Anmerkung des Artikel 160 im ersten Uaiide verifi-
ciert worden. 

Beispiel 1. Man soll die Scinniegungsebene von 
ax' + ^ + dw'' = 0, ax'' - f b'y'' + c'z'' -f- d'w'' = 0 
bestimmen. 

Sic ist 
[ah'—ab) [ac—a'c){ad'—a'd)x"''^x-\- (ba'—b'a) [bc'—b'c) [bd'—b'd)y'^y 

[ca'—c'a) [cb'—c'b) [cd' — cd) z'^z 
+ [da'—d'a) [db'—d'b) [dc'—d'c) w"^w = 0. 

Beispiel 2. Die Schmiegungsebene der Krümmungslinie 

+ ^ + «2 -t- ^2 ^2 
zu bestimmen. 

Sie ist 

+ 

0, 

b''b'' 

^ + y + _ 1 '2 ~ j/2 ~ ^'2 ^ 

+ c ^zz 
7272" 

101. Die Bedingung, unter welcher vier Punkte in einer Ebene 
l iegen, oder in anderen Wor ten , d a s s e i n P u n k t d e r C u r v e 
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d e r B e r ii h r u n g s p u n k t e i n e r s t a t i o n ä r e n o d e r W e n d e -
b e r ü h r e b e n e s e i , wird durch die Substi tut ion der Coordinaten 
eines nächsten vierten Punktes in die Gleichung der Osculations-
ebene oder durch die Vergleichung zweier auf einander folgenden 
Schniiegungsebenen ermittelt . Aus Artikel 97 folgt die geforder te 
Bedingung in der Fo rm 

iPx [dyd'^z — dzdhj) -{- d^y {dzd''x—dxd''z) -j- d'h [dxd'^y-dyd'x] = 0 ; 
oder die Schmiegungsebene im Punkte x muss mit der im Punkte 
X Ą- dx zusammen fal len, d. h, 

0 = Z Xi [Uvi — Vu^) und 
0 = ZXi {{U + dU) {Vi + dv,) - {F+ dV) {ui + dui)} 

müssen identisch sein. Die bezüglichen Bedingungen sind mit 
Hilfe eines willkürlichen Differentials dt in den vier Gleichungen 

b) VidU Vdvi — UidV— Vdui = {Vvi — Vu,) dt 
enthalten , welche vier l ineare Gleichungen für dx^, dx^^, dx^, dx^, dl 
s ind, zwischen denen ausserdem noch die Belationen a) und a*) 
bestehen. 

Durch Elimination jener fünf Grössen wird man daher auf 
drei Gleichungen g e f ü h r t , welche die Lage der fraglichen Punkte 
X völlig bes t immen ; zwei derselben sind aber 

M = 0 , V = 0 
selbst , da mit Hilfe derselben sich die Gleichungen b) auf zwei 
allein verschiedene reducieren. Da nämlich aus 

Z u i d X i = 0 , ZvidXi = 0 
auch Z x i d u i = 0 , Zx idv i ~ 0 
fol^'en, so verschwindet die Summe der Producte der Gleichungen 
1») m i t a : i , x^ , oc^, x^. Die analoge Multiplication und Addition 
mit dx^, etc. giebt 

0 = UZdXidVi — VZdXidui 
= VZS {n — 1) Vikdxidxk — VZZ [m — 1) uikdxidxk, 

wo die Doppelsummen zu V und U proport ional s ind, so dass 
auch diese Combination verschwindet. An Stelle der Gleichungen 
b) dür fen also zwei Combinationen derselben gesetzt werden . 

Wir denken U und V geordnet nach Gliedern einer Keihe 
U = ZvkAk, V = ZukBk, 

wo ZAiUi = 0 , Z A i d u i = 0 , 
ZBiVi = 0 , ZBidv i = 0 

die Coefficienten bes t immen. 
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Miiltipliciert m a n m m die Gieiel inungen b) beziehungsweise 
. mit J y , A^, . . . oder mit B^, B^ , . . . so e rhä l t m a n , mit Weg-

lassung je e ines Fac to r s 

dU ZAidvi = Udt, 
dV + SB i diu = Vdt. 

Setzen wir 

U = 1 ^ v = 1 
3 m -»r 2 n — 'è dXi ' ' 3?« + 2 m — 8 dXi ' 

so e rha l t en wir aus diesen Gle ichungen die n e u e n 
ZdXi { ( 3 m + 2 n - 8) Ui -j- [fi—l) SA^ViĄ = Udt, 

Sdx i { ( 3 n + 2 m — 8) Vi - f ( m — l ) ZBkUik] = Vdt, 

und k ö n n e n nun aus diesen mi t den Gle ichungen a) des vorigen Ar-

tikels dx^, dx.^,..., dt e l imin ieren . Wir e rha l t en die De te rminan te 

{3m+2n-S)Uy-\-{n—l)SAkVa-, ( 3 M + 2 m — 8 ) -{-(m-JjZ '^ / .Mu- , Wj, r , , ky 

{ S m + 2 n ~ 8 ) U 2 + { n - l ) Z J / , V 2 k . ( 3 « - | - 2 m - 8 ) K2-i-(m—DZZ?;,«,^-, U2> v.̂ , k., 

U , V , 0 , 0 , 0 
= 0. 

Sie kann du rch Multiplication de r e rs ten vier Reihen mit 

Xy, X2, x.^, x^ respect ive und Subt rac t ion von d e r mit ( 3 m + 3« —9) 

mul t ip l ic ier ten letzten Reihe in folgeiule e infachere verwandel t we rden 

{ 3 m - ^ 2 n - 8 ) U y - \ - { n - l ) Z A k V u c , ( 3 „ - f 2 m - 8 ) + Uy, Vy 

{^àm^27i-8)U2 + {n — \)ZA,,V2k, {3n-\-2m—8)V2-\-[m—l)EBuii2k, 

= 0. 

D i e s s i s t d i e G l e i c h u n g e i n e r F l ä c h e (Gm -f- 6n — 2 0 ) ' " 
O r d n u n g , w e l c h e d i e C u r v e = 0 , v = i) i n d e n 
mn ( 6 m -f- 6w — 2 0 ) B e r ü h r u n g s p u n k t e n v o n W e n d e -
b e r ü h r e b e n e n d u r c h s c h n e i d e t . (Man vergleiche den W e r t h 
v o n ö t i m Art ikel 80.) 

F ü r F l ächen 2'®*" O r d n u n g sind die ZAkVik, SB^i i ik von 
Ui, Vi nicht verschieden und m a n erhä l t die e in fachere Gle ichung 

S ± Uy V2ti^i\ = 0 

zur Lösung des l ' r ob lems . 
Ist die be t r ach te t e Curve e b e n , so ist die hier b e t r a c h t e t e 

Bed ingung du rch die Coord ina ten jedes P u n k t e s in i h r e r fü l l t . 
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102. Wir betrachten hiernach den durch drei auf einander 
folgende Punkte der Curve best immten Kreis , we lche r , wie bei 
ebenen Curven, der K r ü m m u n g s k r e i s genannt wird. Er liegt 
ofl'enbar in der Osculationsebene, sein Centrum ist der Durch-
schnitt der in dieser Ebene durch zwei auf einander folgende 
Normalebenen best immten S p u r e n , und sein Radius wird gewöhn-
lich der R a d i u s d e r a b s o l u t e n K r ü m m u n g genannt , um 
ihn von dem R a d i u s d e r s p h ä r i s c h e n K r ü m m u n g zu 
un te rsche iden , welcher der Radius der durch vier auf einander 
folgende Punkte der Curve best immten Kugel i s t , und welcher 
alsbald untersucht werden soll. 

Wenn durch das Centrum eines Kreises eine zu seiner Ebene 
normale Linie gezogen wi rd , so hegt j ede r P u n k t in ihr von 
allen Punkten des Kreises gleichweit entfernt und kann als der 
l 'ol desselben bezeichnet werden. Nun ist die Durchschnittslinie 
zweier auf einander folgenden Normalebenen offenbar senkrecht 
zur Ebene des Krümmungskre ises und geht durch seinen Mittel-
punkt . M o n g e hat deshalb die Durchschnit tsl inien je zweier auf 
e inander folgenden Normalebenen die P o l a r Ii n i e n d e r F l ä c h e 
genannt . Es ist offenbar , dass alle Normalebenen eine abwickel-
bare Fläche umhül len , für welche diese Polarlinien die Erzeugen-
den sind und welche daher auch wohl die P o l a r f l ä c h e genannt 
worden ist. Wir werden zunächst einige Eigenschaften dieser 
Fläche darlegen. 

Die Polarlinie ist offenbar zu der als Rinormale bezeichneten 
Linie parallel. (Artikel 96.) 

103 . Um den Krümmungsradius zu e rha l t en , berechnen wir 
zuerst den W i n k e l d e r R e r ü h r u n g , d. h. den Winkel , wel-
cher von zwei auf einander folgenden Tangenten der Curve mit 
e inander gebildet wird (Contingenzwinkel der Tangenten) . Da die 
Richtungscosinus der Tangente 

dx dy dz 
ds ' ds' Tis 

s ind , so folgt aus Artikel 9 2 , dass der Winkel zwischen zwei 
auf e inander folgenden Tangenten rfö durch eine der Formeln 

rfzV 
ds) ' 

oder 
- = f ) + I T -

dsUl^'^ = -j- Y'^ + Z2, 
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wo 
Z = (hjcfz — dzd-y, e t c . ist.*) 

Die W a h r h e i t de r le tzteren F o r m e l k a n n geomet r i s ch gezeigt 
w e r d e n : Die r e c h t e Seite de r Gle ichung b e z e i c h n e t das Quadra t 
von dem Doppel ten des Inhal ts des von den dre i auf e inande r 
fo lgenden P u n k t e n gebildeten Dreiecks (Band I, Artikel 2 7 ) : und 
da zwei se iner Seiten die Länge ds h a b e n und den Winkel rfö 
e insch l iessen , so ist sein do|)pel ter Inha l t ds 'dO. 

W e n n n u n ds das Bogene lement i s t , f ü r welches d ie T a n -
gen ten in den E n d p u n k t e n den W i n k e l ř/0 mit e inander b i lden , 
so g i l t , weil de r Winkel zwischen zwei T a n g e n t e n eines Kre i s e s 
dem von i h r e n B e r ü h r u n g s p u n k t e n am C e n t r u m bes t immten Win-
ke l gleich i s t , die Belation Qd$ = ds; u n d da das B o g e n e l e m e n t 
u n d die beiden Tangen ten de r Curve u n d dem Krümmungrskre is 
gemeinschaf t l i ch s i n d , so ist de r K r ü m m u n g s r a d i u s durcdi die 

ds 
F o r m e l o = — bes t immt , somit 

d9 

= 
ds' 

oder 

= -j- F'' -j- Z 

Beispiel. Den Krümmungsradius der Schraubenlinie zu lindem. 
Mit den Formeln des Artikel 98 finden wir 

*) Indem man die in der ersten Formel angezeigten Differentiattionen 
vollzieht, wird ohne Schwierigkeit ein anderer AVerth für dO'̂  gefu:nden: 

r/^VÖ« = {d*xf + {d^yf -i- {cPzY — {(Psf, 
welcher geometrisch abgeleitet werden kann. 

Sind AB, BC zwei auf einander folgende Elemente der Curvie und 
bezeichnet AD eine mit BC gleiche und parallele Gerade, so fo lgt aus 
den Werthen der Projectionen von BC auf die Achsen 

dx -f d^x, dy -f dhj, dz d^z, 
dass die Projectionen der Diagonale BD auf die Achsen durch d^x,d^y,dh 
dargestellt werden, so dass man hat 

Bm — (fPx)^ - f {(Pyf (d^z)^. 
Aber es ist BD, auf das Bogenelement projiciert, = d^s umd auf 

eine zu demselben senkrechte Linie = dsd$-, man hat also 
+ {ds = {d^xy + {d^yy + 
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— 139 — 
+ 

^ = — — ' 

oder der Kriiiumutigsradiiis ist constant. 
Die Ebene 

enthäl t die Durchscbnittslinie zweier auf e inander folgenden Nor-
malebeiien und ist selbst normal zur ersten derselben; der Krüm-
mungsradius ist die vom ersten Punkte der Curve auf sie gefällte 
Normale. 

104. Nachdem wir so die Grösse des Krümmungsradius be-
st immt haben , sind wir durch die Formeln des Artikel 95 auch 
im Stande, seine L a g e zu best immen. Denn die Richlungscosinus 
einer in der Ebene zweier auf e inander folgenden Tangenten 
senkrecht zu ih re r gemeinschaft l ichen Richtung gezogenen Gera-
den sind nach diesem Artikel 

Ld— L i^y L 
m ds' rfö ' ds' dQ ' ds' 

oder ' , dx , dy dz 
^ :r ^ -r ^ y ds ds ds 

^ -dT' ^ -dT' ^ ds ' 
Wenn cc', y', z' die Coordinaten eines Punktes der Curve 

s ind, und x, y, z die des Krümmungscen l rums bezeichnen, so 
sind X — x, y — y, z — ź die Project ionen des Krünmumgs-
radius auf die Achsen; aber sie sind auch cos « , Ę cos ß, q COS y. 
Indem wir daher für cos cos ß, cos y ih re so eben gefundenen 
Wierthe einsetzen, finden wir die Coordinaten des Krümmungs-
cenl rums bestinnnl durch die Gleichungen 

^ ds , ^ ds 
= ' o-'-i = -W 

n ds 
Z — Z ~ ——. 

ds 
Der Ort de r Krünnnungscentra der Schraubenlinie ist eine 

SchraubenUnie von derselben Achse; ihre Tangenten bilden die 
Polarf läche d e r ersteren. Diese Relationen sind gegenseitig. 

105 . W e n n eine Curve als der Durchschnit t zweier sich 
rechtwinklig schneidenden Flächen gegeben is t , so kann ein Aus-
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druck fü r den Radius der Krüinnnnig leicht erhalten werden. 
Sind r und r ' die Krümmungsrad ien der Normalschnitte jener 
zwei F lächen , welche längs der Tangente der Curve gelegt sind, 
und ist cp der Winkel , den die Osculationsebene mit der ersten 
Normalebene macht , so haben wir nach M e u n i e r ' s Theorem 

Q = r cos (p und ^ = r ' sin 9), 
so 

Dieselben Gleichungen best immen die Osculationsebene du rch 
die Formel 

tan qo = — . 

Wenn der von den Flächen mit einander gebildete Winkel w 
ist , so wird die entsprechende Formel 

sin^ w 1 
— ^2 + 

2 cos 03 
r r 

W'ir können auch einen Ausdruck fü r den K r ü m m u n g s -
r a d i u s e i n e r C u r v e erhal ten , die a l l g e m e i n a l s D u r c l u -
s c h n i t t z w e i e r F l ä c h e n g e g e b e n i s t . Wir können nach 
f rühe ren Bezeichnungen 

+ u,^ + u^^ = R', v;'' + r/2'2 + up = iž'2 
setzen und haben 

cos (ö = - J - J ' 2 2 
BR' 

K'R"' 

Wir müssen daher in die Formel dřs Artikel 33 die W e r t h e 

s n r oj 

cos a 
UjU./— U^'ü^ 

RR' sin (o 
cos ß ~ 

RR' sin (0 

cos y — 
RR' sin w 

substi tuieren und der Nenner der F o r m á verwandelt sich in 
u. 1 2 ' 

U, . U2 ' 

Ui. 

U', 
u. 
u, , 

13' 
23' 
33' 

u,' 

0 
0 
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welche De te rminan te , wie im Artikel 100 r educ i e r t , a u f . — - — -
{m — 1, 

gebracht wird. Wir erhal ten so 

_ ( m - l ) 2 R^Ił"' s in^c j 
r — g , 

und in gleicher Art 
, _ R'R'-^ sin^M 

also 
1 S ' 

2 SS' cos ro 
" " ( ;«—1)2 (« — 1)2 R'^R'^ sin« a ' 

106 . Wir bet rachten fe rner d e n W i n k e l , w e l c h e n z w e i 
a u f e i n a n d e r f o l g e n d e 0 s c u1 a t i o n s e b e n e n m i t e i n a n -
d e r b i l d e n , einen Winkel, den wir den T o r s i o n s w i n k e l nen-
nen und den wir mit drj bezeichnen werden. 

Die Richtungscosinus der Osculationsebene sind proportional 
zu Ä, Y, Z und die zweite Formel des Artikel 95 giebt 

(.1-2 -1- p-2 + Z2)2 = [YdZ — ZdYf -1- {ZdX — XdZf 
-f [XdY— YdX)'. 

Nun ist 
Y = dz dfx — dxdh, Z = dxdhj — dijd'x, 

dY = dzd^x— dxd^z, dZ = dxd^y— dyd^x', 
daher (vergl. „ V o r l e s u n g e n " , Artikel 17) 

Yd Z — ZdY = Mdx, 

wo M die Determinante 

Xd-^x + Yd')/ + Zd^z 

bezeichnet. Darnach ist 

(.1-2 -j- 7 2 + Z2)2 dri' = mis' 
und 

Mds 
drj = 

X' + Y' -{-Z'' 
eine F o r m e l , welche auch eines einfachen geometr ischen Bewei-
ses fähig ist. Denn ßl bezeichnet das sechsfache Volumen der 
Pyramide , welche von vier auf einander folgenden Punkten der 
Curve gebildet Avird, während X' -{- Y' + Z' das vierfache 
Quadrat der Fläche des Dreiecks i s t , welches drei auf e inander 
folgende Punk te »1er Curve bilden. Wenn nun A die dreiseitige 
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Basis e iner P y r a m i d e , A' die an l i egende F l ä c h e derselbei un te r 
dem Winkel TI gegen die Basis , s die be iden F'Iächen jemein-
schaf t l iche Sei te und p die von de r Spi tze auf dieselbe gefällte 
Senk rech t e b e z e i c h n e t , so dass ^A' = sp i s t , so haben « i r fü r 
das Volumen d e r P y r a m i d e 3 V = Ap sin i] u n d 

Q Vs = 2 Aps sin ł/ = 4 AÄ sin rj. 
In d e m b e t r a c h t e t e n Fal le ist a b e r die gemeinsclnf t l iche 

Seite ds und be im U e b e r g a n g zur Grenze A = A', so da^s man 
e rhä l t 

6 Vds = AA'^dt], 
wie zu beweisen wa r . 

ds 
Nach Analogie des K r ü m m u n g s r a d i u s , we lche r gleich — ist, 

d9 
ds 

haben n e u e r e f ranzös i sche Schr i f t s te l le r die Grösse*) — dur :h den 
dl] 

Buchs taben r und mit dem Namen H a d i u s d e r T o r s i o n liezeich-
ne t . Der Lese r wird j edoch b e m e r k e n , dass diese Grösse nicht , 
gleich dem Radius de r K r ü m m u n g , den Radius eines reel len 
Kreises beze ichne t , we lcher mit de r Curve eng vereinigt ist. 

F ü r die Sch rauben l in i e ist auch die Tors ion cons t an t , sie iirJt 
in sich selbst ve r sch iebbar . 

dv 
W e n n das Maass de r Tors ion sein Vorzeichen WechselI, 

ds 
wenn sein W e r t h Nidl oder Unendlich w i r d , so e rhä l t man be -
sondere P u n k t e de r Curve , die leicht n ä h e r zu charac te r i s ie ren 
s ind. Der Nul lwer th cha rac t e r i s i e r t , wenn er f ü r alle P u n k t e 
der Curve s ta t t f inde t , die ebene Natur d e r s e l b e n ; diess K e n n -
zeichen s t immt mit dem in Artikel 1 0 1 gegebenen Kennze ichen 
zusammen . 

d$ 

In g le icher Weise kann m a n das Maass der K r ü m m u n g -

be t r ach t en . 

Endl ich lassen sich an die B e m e r k u n g , dass die Gestalt d e r 
Curve von i h r e r Lage unabhäng ig bes t immt is t , wenn ih re K r ü m -
m u n g und Tors ion als Func t ionen ihres Bogens gegeben s ind , 
U n t e r s u c h u n g e n anknüpfen .**) 

dt] *) Die Grösse —̂  wird auch zuweilen als die z w e i t e K r ü m m u n g 
ds ^ 

der Curve bezeichnet. 
**) R. H o p p e , „Journal f. Math." Bd. LX, p. 182. LXIII, p. 122. 
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107 . In derse lben Art a b e r , wie wir einen Oscnlat ionskreis 
als dn rcb drei auf e inander fo lgende , , P u n k t e des S y s t e m s " be-
s t immt angesehen h a b e n , können wir e inen o s c u l i e r e n d e n 
g e r a d e n K e g e l b e t r a c h t e n , w e l c h e r d u r c h d r e i a u f 
e i n a n d e r f o l g e n d e , , E b e n e n d e s S y s i t e m s " b e s t i m m t 
w i r d ( S c h m i e g u n g s k e g e l ) . Denken wir von dem P u n k t e des 
Sys tems, in welchem die drei E b e n e n sich s c h n e i d e n , als Cen-
t r u m eine Kugel b e s c h r i e b e n , welche von den d u r c h j enen 
P u n k t gehenden Linien des Systems in A u n d B und von den 
en t sp rechenden Ebenen des Systems in AT, BT geschni t ten wird , 
nnd beschre iben wir auf dieser Kugel e inen du rch A und B gehen-
den und von AT, BT ber idu ' ten Kre i s , so osculiert no thwend ig 
d e r Kege l , we lcher das C e n t r u m zum Scheitel ha t und der ü b e r 
diesem kleinen Kreise s t eh t , die gegebene Curve. Uns ist damit 
das P rob lem g e g e b e n , aus dem Wiiikel dt] zwischen zwei auf 
e inande r folgenden T a n g e n t e n eines kleinen Kreises e iner Kugel 
und dem en t sp rechenden Bogen des Kreises dO den Badius des-
selben H zu f inden. 

Ist C das Cent rum des Kre i ses , so l iefert das rech twinkl ige 
Dreieck CAT die Relation 

tan AC 
sm AT = , —; 

tan ATC 
ist dann 93 der äussere Winke l zwischen zwei T a n g e n t e n eines 
Kre i ses , s die Länge d e r s e l b e n , so ist de r Radius des Kreises H 
d u r c h die F o r m e l 

tan H = ^ 
tan \ (p 

gegeben . Beim Uebergang zur Grenze wird s das Bogenelement 
des Kreises und somit 

TT tan ff = d(p 
oder nach der geb rauch ten Beze ichnung 

tan ff = f = 
dri ę 

108 . Denken wir durch jede Linie des Systems zur ent -
s p r e c h e n d e n Osculat ionsebene eine N o r m a l e b e n e ge leg t , so erzeugt 
die Vere in igung dieser E b e n e n eine abwicke lbare F l ä c h e , welche 

*) Es ist durch R e r t r a n d bewiesen worden, dass für ein constan-
tes Verhältniss r : Q die Curve nothwendig eine auf einem Cylinder ver-
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die r e c t i f i c i e r e n d e Abwickelungsf läche g e n a n n t wird . Die Ter-
anlassung dieser B e n e n n u n g ist der U m s t a n d , dass die gegel)ene 
Curve eine geodät ische Linie d ieser Abwickelungsf läche i s t , neil 
nach der gegebenen Construct ion i h r e Oscula t ionsebene in jedem 
P u n k t e no rma l zu dieser F läche liegt. W e n n die abwckel l iare 
F l äche in eine E b e n e ausgebre i te t w i r d , so ve rwande t sich in 
Folge dessen die gegebene Curve in e ine g e r a d e Linie. 

Der Durchschn i t t zweier auf e i n a n d e r fo lgenden Eb3nen d e r 
rec t i f ic ie renden Abwickelungsf läche ist die r e c t i f i c e r e n d e 
L i n i e . 

Da n u n die d u r c h die Kante e ines g e r a d e n Kegels lenkrecht 
zu se iner e n t s p r e c h e n d e n T a n g e n t e n e b e n e gelegte Ebe ie no th-
wendig seine Achse e n t h ä l t , so gehen die rect i f ic ierendei Ebenen 
d u r c h die Achse des zuletzt b e t r a c h t e t e n oscul ie rendei Kegels 
und d i e r e c t i f i c i e r e n d e L i n i e i s t s o m i t d i e A c i s e d e s 
o s c u l i e r e n d e n K e g e l s . Sie kann daher construierf werden , 
indem m a n in de r rec t i f ic ierenden E b e n e eine Linie ziehl, welche 
mi t de r T a n g e n t e einen Winke l H b i l de t , wo H den in letzten 
Art ikel bes t immten W e r t h bezeichnet . 

D i e r e c t i f i c i e r e n d e F l ä c h e i s t d i e F l ä c h e d i r C e n -
t r a d e r u r s p r ü n g l i c h e n a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e . Denn es 
wa rd im Artikel 4 7 bewiesen , dass die Normalebenen d<r O r i g j : 
nalf läche längs der zwei I l aup t t angen ten die F läche de- Cen t ra 
b e r ü h r e n ; da n u n die e rzeugende Linie selbst in j edun i h r e r 
P u n k t e eine der I l aup t t angen ten is t , so b e r ü h r t die r ec t i f c i e r ende 
E b e n e die F läche der Cen t r a , welche die Enveloppe a lhr d ieser 
rec t i f ic ie renden E b e n e n ist. 

Das K r ü m m u n g s c e n t r u m i rgend e ines P u n k t e s f ü r den an-
d e r n zur e rzeugenden Geraden rechtwinkl igen Hanp tsc ln i t t de r 
abwicke lbaren F l ä c h e , ist der P u n k t , wo diese E b e n e die ent-
sp rechende rect i f ic ierende Linie s chne ide t ; denn die S p u r e i zweier 
auf e inander fo lgender rec t i f ic ie render Ebenen in diestr E b e n e 
sind zwei auf e inande r folgende N o r m a l e n der Schni t t curv i . W e n n 

zeiclinete Schraubenlinie, und durch Puiseu-x , dass für «onstante 
Werthe von r und Q sie die Schraubenlinie speciell eines K:eiscylin-
deri? sein muss. Immer lässt sich eine Schrautenlinie finden, die mit 
einer räumlichen Curve eine Berührung zweite: Ordnung nath Krüm-
mung und Torsion bildet; die Schraubenlinie ersetzt in diestm Sinne 
den Kreis in seiner Rolle als Krümniungskreis ebener Curven. (A.rt, 106). 
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daher / die längs der Erzengenden gemessene En t f e rnung irgend 
eines Punktes der abwickelbaren Fläche von der Cuspidalkante 
ist, so wird der Krümmungsrad ius des t ransversalen Schnittes 
durcli I tan / / ausgedrückt . Wenn I verschwindet , so wird auch 
dieser Krümmungsradius Null oder der Punkt ist eine Spitze. 

In dem Fall der Schraubenl inie ist die rectificierende Fläche 
offenbar der Cylinder, auf welchen) die Curve gezeichnet ist. 

109 . M a n s o l l d e n W i n k e l z w i s c h e n z w e i a u f e i n -
a n d e r f o l g e n d e n K r ü m m u n g s r a d i e n b e s t i m m e n . 

Seien AB, BC die in einer Kugeltläche vom Hadius Eins von 
zwei zu der Osculations- und der Normalebene parallelen Ebenen 
gebildeten S p u r e n , so giebt der IJadius des Punktes B die llich-
tung des Hadius der K r ü m m u n g ; wenn sodami AB', B'C die 
nächstfolgenden Positionen der Osculations- und der Normalebene 
bezeichnen, so liegt B' vom Centrum aus in der Richtung des 
dem vorigen nächstfolgenden Krümmungsrad ius und der Rogen 
BB' misst den Winkel zwischen beiden. Sei dann 0 der Durcli-
schnit tspunkt der Bogen AB', BC, so haben wi r , da das Drei-
eck BOB' ein sehr kleines rechtwinkliges Dreieck is t , 

BB"^ = 502 + 0B"\ 

Der Winkel ABC ist aber ein rech te r , BO misst folglich 
JfAB , ^Velclies dt], der Winkel zwischen zwei auf einander folgen-
den Osculationsebenen is t ; und OB' misst OCB', d. i. d^, den 
Winkel zwischen zwei auf e inander folgenden Normalebenen. Der 
geforder te Winkel ist somit durch die Formel 

BB"^ = dif + 

gegeben, in welcher dr} und d9 die f r ü h e r gefundenen Wer the 
haben. 

Die Folgen der Krümmungsrad ien in allen Punkten einer Curve 
erzeugen eine Fläche , auf deren Eigenschaften näher einzugehen 
uns hier der Raum nicht erlaubt . Sie ist offenbar eine wind-
schiefe F läche (vgl. Anmerkung des .Artikel 109 im ersten Bande), 
weil zwei auf einander folgende Krümmungsha lbmesser sich im 
Allgemeinen nicht schneiden. 

Beispiel 1. Die Gleichung der Fläche der Krümmungsradien in dem 
Fall der Schraubenlinie zu finden. 

Der Radius der Krümmung als der Durchs«hnitt der Osculations- und 
der Normalebene hat zu seinen Gleichungen (Artikel 98) 

xy = y'x, z = z' 
Salmon, A n a l . Geom. d. Raumes. II. - J^Q 
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wir haben aus denselben mit Hilfe der Gleichungen der Curve x , y , z 
zu eliminieren. Aus den Gleichungen der Schraubenlinie 

X = a cos nz, y = a sin tiz 

folgt so die Gleichung der verlangten Fläche 

y cos nz = X sin nz. 

Die Gleichung ihrer Tangentenebene im Punkte [x', y, z') ist 

sin nz [x — x ) — cos nz [y' — ?/) + ^ cos nz -f- y sin nz) [z— z) = 0, 

oder mit Hilfe der Gleichung der Fläche reduciert 

x'y — xy n [x' + (j' _ _ o. 

Beispiel 2, Die Gleichung der durch die Tangenten einer Schrauben-
linie erzeugten abwickelbaren Fläche zu finden. 

Die Gleichungen der Tangente 

X — a cos nz' = — na sin nz [z — z'), 
y — a sin nz — na cos nz [z -— z') 

liefern durch Elimination von z' das Ergebniss 

X cos { n z + ^ } + y sui {nz ± } = 

Da diese Gleichung für x ' y ' a^ imaginär wird, so schliessen 
wir, dass kein Theil der Fläche innerhalb des Cylinders liegen kann, auf 
welchem die Schraube gezeichnet ist. 

Ihr Schnitt mit der Ebene der x, y ist die Evolvente des GrundkFei^ 
ses. Die Neigung ihrer Tangentenebene gegen jene ist constant, der 
Cosinus des Neigungswinkels nämlich 

(1 + 
/ 

Die Schraubenlinie ist die Hückkehrkante <ler Fläche, Denn der Form 
der Flachengleichung 

X cos 0 y sin ö = a 

entsprechen als Derivierte nach x, y, z respective 

cos 0 — ^ (y e — a: sin g) ^ _ y (y cos g — a: s^n j ) 

« [x' + y' - ' ' a (.t2 y' — a')^ ' 

n [y cos ö — a: sin 

weiciie alle wegen 

y cos ö —^x sin 0 = (a;̂  -j- y^ — a')^ 

für die Punkte der Schraubenlinie gleichzeitig verschwinden und so den 
Ort singulärer Punkte bezeichnen. Der Tangentenkegel jedes Punktes in 
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ihr degeneriert in ein Ebenenpaar, denn seine Gleichung ist in der Form 
bestimmt 

{xx -)r yy) [xy — xy + nci^z) = 0. 

110. Wir handeln im Folgenden von der a b w i c k e l b a r e n 
P o l a r f l ä c h e , die du rch die Normale^enen der gegebenen Curve 
erzeugt wird. F o u r i e r hat bemerk t , dass der „Tors ionswinke l " 
des einen Systems gleich dem „ W i n k e l der B e r ü h r u n g " des an-
dern is t , wie vollkommen deutlich w i r d , weil die Ebenen des 
neuen Systems senkrech t zu den Linien des alten s ind , und um-
kehr t . Der Leser wird dagegen b e m e r k e n , dass ^daraus nicht 

folgt , die Grösse des einen Systems sei gleich der Grösse 
^ d s ' ds 

des a n d e r n , weil ds in beiden Fällen nicht dasselbe ist. 

Weil der Durchschni t t der Normalebenen in zwei auf einan-
der folgenden Punkten K, K' der Curve die Achse eines Kreises 
i s t , welchem K, K' als Punkte angehören (Artikel 102) , so folgt, 
dass die Verbindungsl inien eines beliebigen Punktes D in ihr mit 
K, K' gleich lang sind und mit der Achse gleiche Winkel machen. 

Ofl'enbar durchschneiden sich drei auf einander folgende Nor-
malebenen in dem Cent rum der osculierenden Kugel : D i e C u s -
p i d a l k a n t e d e r a b w i c k e l b a r e n P o l a r f l ä c h e i s t s o m i t 
d e r O r t d e r C e n t r a d e r s p h ä r i s c h e n K r ü m m u n g . 

In dem Falle e iner ebenen Curve reducier t sich diese ab-
wickelbare Polarfläche auf einen über der Evolute der Curve s tehen-
den Cyhnder . 

D i e H a u p t n o r m a l e n b e i d e r L i n i e n s i n d p a r a l l e l ; 
denn sie liegen in derselben Ebene , der Normalebene der ers ten 
Curve, die eine oscul ierende Ebene der zweiten ist , und sind 
beide rechtwinklig zu J e r Polarlinie der ersten Curve, welche 
eine Tangen te der zweiten ist. 

Beispiel. Die Flächc der Tangenten der Sciirauhenlinie B, welche 
nach Artikel 104 der Ort der Krümmungsmittelpunkte einer Schrauben-
linie A ist, ist die Polarfläche der Curve A\ die Sciiraube B ist die Mck-
kehrkante dieser Polarfläche. Zwischen den Curven A und B besteht eine 
vollkommene Reciprocität. Die Osculationsebenen, welche entsprechen-
den Punkten der beiden Schraubenlinien angehören, scheiden sich recht-
winklig in der gemeinschaftlichen Ilauptnormalc. Die Punkte, in welchen 
diese die beiden Schraubenlinien schneidet, sind jeder das Krümmungs-
centrum der Schraubenlinie des andern für ihn. Der gemeinschaftliche 
Krümmungsradius der Schraubenlinien A und B ist die mittlere geome-
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Irische Proportionale zwischen ihren Radien der Torsion nach der Erklä-
rung des Artikel 100. 

I I I . J e d e C u r v e h a t e i n e u n e n d l i e h e Z a h l v o n E v o -
l u t e n , d i e i n d e r a b w i c k e l b a r e n P o 1 a r 11 ä c h e l i e g e n ; * ) 
d, h . die gegebene C u r v e ^ a n n in unend l i ch vielen Arten erzeugt 
w e r d e n , indem m a n e inen auf eine Curve in d ieser abwickelbaren 
F läche a u f g e w u n d e n e n F a d e n abwickel t . 

Bezeichnen MM', M'M", etc. die success iven Elemente der 
Curve , K, K', e tc . die Mit telpunkte d ieser E l e m e n t e , so sind die 

Fig. 1. 

S J'SL 

durch die P u n k t e K s enk rech t zu den E l e m e n t e n gelegten E b e n e n 
die Normalebenen , 

Die Linien AB, ÄB', etc, sind die L in i en , in welchen j e d e 
N o r m a l e b e n e d u r c h die darauf folgende geschni t ten w i rd ; sie sind 
die E rzeugenden der abwicke lba ren Pola r l l äche und dahe r T a n -
gen ten der Cuspidalkante S ^ S ' dieser F läche , Ziehen wir nun will-
kin-lich eine Linie KB in der e r s ten N o r m a l e b e n e , welche die 
e rs te E r z e u g e n d e in D s chne ide t , und DK', welches als in der 
zweiten Normalebene die zweite E r z e u g e n d e ÄB'in D' s c h n e i d e t ; 
ebenso K" D", welches A"B" in D" schneidet . Dann e rha l t en wir 
eine in de r abwicke lba ren Polar l läche l iegende Curve DD'D", 
welche eine Evolute d e r gegebenen Curve ist. Denn die Lin ien 
DK, D'K', e t c . , die T a n g e n t e n der Curve DD'D", s ind Norma len 
der Curve KK'K", und die Längen DK = DK', D'K' = D'K", 
etc, (siebe Artikel 110), W e n n somit DK ein Thei l e ines um 
DD'D" au fgewundenen Dra thes ist , so bewegt sich bei se iner Ab-
windung de r P u n k t K l ängs der g e g e b e n e n Curve. 

*) Siehe M o n g e , p. 396. 
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W e g e n de r Wil lki i r l ichkei t der e r s t en Linie DK besi tzt die 
Cin've eine unend l iche Zahl von Evolu ten . So hat e ine ebene 
Curve u n e n d ü c h viele Evo lu ten , welche alle in d e r F l äche des 
Cyl inders l i egen , de r ü b e r de r in i h r e r e igenen E b e n e gelegenen 
Evolu te s teht . In dem speciellen Fa l l e , in welchem die Evolute 
sich auf e inen P in ik t r e d u c i e r t , d. h. in dem «les Kre i ses , sehen 
wir in de r T h a t , dass die Curve d u r c h Abwickelung e ines Drathes 
von cons tan te r Länge aus e inem bel iebigen P u n k t e d e r d u r c h das 
C e n t r u m des Kre i ses gehenden Achse beschr i eben w e r d e n kann . 

Im a l lgemeinen Fal le sind d i e s ä m m t l i c h e n E v o l u t e n 
DD'D", e tc . g e o d ä t i s c h e L i n i e n d e r a b w i c k e l b a r e n P o -
l a r f l ä c h e . 

Denn wir wissen (Artikel 48 ) , dass eine Curve eine geodäti-
s che Linie is t , wenn zwei i h r e r auf e inande r fo lgenden Tangen-
ten mi t dem Durchschn i t t d e r e n t s p r e c h e n d e n T a n g e n t e n e b e n e n 
de r F l ä c h e gleiche Winke l b i lden , und es ist so eben (Art. 110) 
bewiesen w o r d e n , dass DK, DK', welches zwei auf e i n a n d e r fol-
g e n d e T a n g e n t e n der Evolute s ind , mi t AB, d. i. dem Durchschni t t 
zweier auf e inander fo lgenden E b e n e n de r abwicke lba ren Fläche, 
g le iche Winkel e inschl iessen. Eine Evolute kann d a h e r gefunden 
w e r d e n , indem man einen F a d e n als t angierend zur abwickelba-
r e n Po la r f läche von K aus legt und die Fo r t se t zung dieser Tan -
ifcnte um die abwicke lba re F läche auf windet . 

112 . D e r O r t d e r R r ü m m u n g s c e n t r a i s t e i n e i n d e r 
a b w i c k e l b a r e n P o l a r f l ä c h e g e l e g e n e C u r v e , a b e r n i c h t 
e i n e s o l c h e , w e l c h e d e m S y s t e m d e r E v o l u t e n a n g e -
h ö r t . * ) 

Die ers te oscu l ie rende E b e n e MM'M" schne ide die e rs ten 
zwei N o r m a l e b e n e n in KC, K'C, so ist C das e r s t e K r ü m -
m u n g s c e n t r u m ; in g le icher Art ist C , de r Durchschn i t t spnnk t von 
K'C u n d K"C', den Durchschni t t s l in ien de r zweiten oscul ieren-
den E b e n e M'M"M'" mit de r zweiten und dr i t ten Norma lebene , 

*) Das ,,Resume des leęons d'analyse" von K a v i e r giebt (t. I, 
n. 247 der Ausgabe von \ Y i t t s t e i n ) falsche Vorstellungen von dem Zu-
sammenhang dieser Polarfläche mit der Abwickelungsfläche der Curve 
und der Linie der Rrümmungscentra. Man vergleiche die soeben er-
scbienene treff"liche neue Ausgabe dieses Werkes von de S a i n t -
V e n a n t . 
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das zweite K r ü m m u n g s c e n t r u i n . Nun sind die Radien K'C, K'C 
v e r s c h i e d e n , weil sie die Durchschni t t e derselben Norma lebene 
mi t zwei verschiedenen oscu l ie renden E b e n e n s ind; K'C schnei-
det dahe r die Linie AB in e inem P u n k t e / , welcher von C ver-
schieden ist. Die zwei K r ü m m u n g s r a d i e n KC, K'C in den Ebenen 
P, P' haben ke inen gemeinschaf t l i chen P u n k t in der Durchschni t t s -
l inie AB d ieser E b e n e ; zwei auf e inande r folgende K r ü m m u n g s -
rad ien schne iden sich d a h e r n i c h t , ausser in dem speciel len Falle, 
wo zwei auf e inande r fo lgende oscul ie rende Ebenen sich decken . 

Da somit die Cen t ra de r K r ü m m u n g nicht als die Durch-
schni t te der auf e inande r fo lgenden Radien gegeben sind, so sind 
diese auch nicht T a n g e n t e n des Or tes de r Centra , I rgend ein 
Radius KC ist dahe r nicht die Fo r t s e t zung eines u m CC'C" auf-
gewundenen Dra thes und die Abwickelung eines solchen Dratbes 
b r ing t nicht die Curve K K ' K " h e r v o r , a u s g e n o m m e n in dem 
F a l l e , wo diese Le t z t e r e e ine ebene Curve ist.*) 

Man kann f e r n e r ze igen , d a s s b e i d e r E n t w i c k e l u n g 
d e r P o l a r f l ä c h e d e r C u r v e i n e i n e E b e n e d e r O r t d e r 
K r ü m m u n g s c e n t r a s i c h i n d i e e i n e m b e s t i m m t e n U r -
s p r u n g 0 e n t s p r e c h e n d e F u s s p u n k t e n c u r v e d e r A b -
w i c k e l u n g s g e s t a l t d e r R ü c k k e h r k a n t e t r a n s f o r m i e r t ; 
s o d a s s d i e E n t f e r n u n g e n e n t s p r e c h e n d e r P u n k t e d e n 
R a d i e n d e r S c h m i e g u n g s k u g e l u n d d e s K r ü m m u n g s -
k r e i s e s r e s p e c t i v e g l e i c h s i n d , w e l c h e d e m e n t s p r e -
c h e n d e n P u n k t e d e r O r i g i n a l c u r v e a n g e h ö r e n . 

Denn wenn s s ' s " c c ć'... die t r ans fo rmie r t en von SS'S"... 
( R ü c k k e h r k a n t e de r Po la r f l äche ) und CC'C" . . . (Or t de r K r ü m -
mungscen t ra ) s i n d , so geh t die Curve DD'])" . .. (Evolute) in eine 
g e r a d e Linie ü b e r und d a h e r fallen alle die P u n k t e K, K', K",.,. 
in einet) P u n k t 0 z u s a m m e n . Die P u n k t e C findet m a n vor der 
En twicke lung abe r d u r c h N o r m a l e n MC von den M auf die ver-
l änge r t en E l e m e n t e SS' und die E n t f e r n u n g e n MC, MS sind von 
den Ha lbmesse rn des K r ü m m u n g s k r e i s e s und de r Schmiegungs-
kugel unendl ich wenig ve r sch i eden ; und da die MC und MS in 

*) Die Charactere der abwickelbaren Polarfläche können durch 
einfache Schlüsse untersucht werden; so ist leicht zu sehen, dass die 
Klasse dieser abwickelbaren Fläche ist m r, wo m und r die im 
Artikel 64 ihnen beigelegte Bedeutung haben. 
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der Ebene von zwei Nachbarelementen der Rnckkehrkan te liegen, 
so ist die Entwickelung der Linie der Centra eine Fusspunkten-
curve der I lückkehrkan te nach dem obigen Gesetze. 

Auch die IJmkehrung des Satzes ist wahr. 
113. D e n R a d i u s d e r d u r c h v i e r a u f e i n a n d e r f o l -

g e n d e P u n k t e b e s t i m m t e n K u g e l z u f i n d e n . (Schmie-
gungskugel.) 

Ist R der Radius einer Kugel , Q der Radius des von ihr mit 
einer E b e n e , die gegen die Normalebene in irgend einem Punkte 
den Winkel rj bi ldet , best immten Schni t tes , so ist nach dem Satze 
von M e u n i e r 

R cos r] = Q; 

und für eine darauf folgende Ebene , welche den Winkel rj - f èr] 
mach t , 

dp = — R sin 
Also ist 

In diesen Ausdruck sind nun die f r ü h e r (Artikel 103, 106) ge-

fundenen Wer the von o und dr] einzusetzen. — ist offenbar die 

dr] 
Länge der senkrechten Ent fernung des Kugelmittelpunktes von 
der Ebene des Krümmungskre ises . 

114. D i e C o o r d i n a t e n d e s C e n t r u m s d e r o s c u l i e -
r e n d e n K u g e l zu f i n d e n . 

Sei die Gleichung einer Normalebene 
(« - x) dx + [ß — y) rfy + (y — z) dz = 0, 

fü r [x, y, z) als einen Punkt der Curve und {a, ß, y) als einen ver-
änderl ichen P u n k t in der E b e n e , so giebt die Gleichung der dar-
auf folgenden Normalebene durch ihre Verbindung mit der vorigen 

(« — x) d'^x + [ß — y) d'^y -f (y — z) d^z == 

und die Gleichung der dri t ten Ebene giebt 

(a —a;) d^x + [ß—y] d'-^y -f (y — z) d^z = 3dsdh. 
Rezeichnen wir nun wie vorher dydH — dzdhj, etc. durch 

X, Y, Zdyà^z — dzd^y, etc. durch X', Y', Z' und die Deter-
minante 

Xd^x + Ydhj + zd^z 

durch M, so giebt die Auflösung der vorigen Gleichungen 
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M [a — x] = — X'ds'' + -ĄXdsdh, 
M — r'ds' + SYdsdh, 
31 {y —z) = ~ Z'ds'' + SZdsdh. 

Indem wi r diese Gle ichungen q u a d r i e r e n u n d a d d i e r e n , e r -

ha l t en wir f ü r iř^ e inen a n d e r n A u s d r u c k , welcher mit dem des 

le tz ten Art ikels ü b e r e i n s t i m m t , wenn man dar in f ü r o und — ihre 
dr] 

W e r t h e subst i tu ier t . 

Dieselben Gle ichungen von dre i auf e i n a n d e r folgenden Nor-

ma lebenen b e s t i m m e n die R ü c k k e h r k a n t e d e r Polar f läche und lie-

f e r n d u r c h die le icht da raus en t sp r ingenden Relat ionen 

dxda -f dydß + dzdy = 0 , dxd'a + dyd'^ß + dzd'^y = 0, 
dx dy d'ß — dß d'y dy da d^y — dy d'^a 
d^ ~ dßd'^a — dad'ß' di " dßd'a — dad'ß 

die Sätze w i e d e r : Die Tangen t en in e n t s p r e c h e n d e n Punk ten der 
Curve und der R ü c k k e h r k a n t e ih re r Po la r f läche s ind or thogonal . 
Die Tangen te der e inen und die Oscula t ionsebene der andern 
Curve in en t sp rechenden Punk ten sind or thogona l . 

W i r fügen eine Re ihe a n d e r e r Ausdrücke h i n z u , d e r e n grös-
s e r e r Thei l e infacher geomet r i scher Deweise fäh ig ißt, d e r e n De-
tails wir der R a u m e r s p a r n i s s wegen u n t e r d r ü c k e n . 

Beispiel 1. Wciui ß den Bogen der Curve bezeichnet, die den OrL 
der Centra der absoluten Krümmung bildet, so ist 

d o ' — dQ' 4" Q ' d t f , oder da == Bdij. 
Beispiel 2. Ist Z die Länge des Bogens des Ortes der Centra der 

, • , wr . . RflR . dQ , sphärischen Krummung, so liat man d Z — — j r - . wo o = — die 
0 d f j 

Distanz zwischen den Centren des osculierenden Kreises und der osculie-
renden Kugel ausdrückt. Wir erhalten aus diesem Ausdruck unmittelbar 
Werthe der Badien der Krümmung und Torsion dieses Ortes, indem wir 
er innern, dass der Torsionswinkel desselben der Winkel der Berührung 
des Originals ist und umgekehrt. 

Beispiel 3. Der Winkel zwischen zwei auf einander folgenden recti-
ficierenden Geraden ist dH. 

Beispiel 4. Der Winkel ip zwischen zwei auf einander folgenden 
Lagen von R ist durch die Formel 

R^ifj^ = rls' + — dR' 
bestimmt.*) 

*) Vgl, W. B e s a n t , „Quarterly Journal of Mathem.", Vol.VI, p.l4u. 
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Beispiel^. Die kürzeste Entfernung zwischen den Tangenten zweier 
auf einander folgenden Punkte der Curve ist 

AR • ' 

115 . Und eine ande re an den vorigen Abschni t t a n k n ü p f e n d e 
Seite der Unte r suchung sei beze ichnet d u r c h folgende Sä tze : 1) Die 
en twickelbare Polar f läche de r Durchschni t t scurve zweier F lächen 

*) Der Leser wird weitere Details über die in diesem Abschnitt 
behandelten Gegenstände in einem Memoir von de S a i n t - V e n a n t im 
,,Journal de l'e'cole polytechnique", Call. XXX finden, welcher in einer 
Tafel an hundert Formeln der Transformation und Reduction der Be-
rechnungen in Bezug auf die Theorie der nicht ebenen Curven ver-
einigt hat; und in einer Abhandlung v o n F r e n e t , „Liouville's Journ.", 
t. XVII, p. 437. Ich entnehme die folgende historische Skizze dem Me'm. 
von de Saint-Venant: Unebene krumme Linien sind nach einander studiert 
worden durch C l a i r a u t (,,Kccherches sur les courbes à double Cour-
bure," 1731), welcher den zu ihrer Bezeichnung gebräuchlichsten Na-
men in Anwendung braclite (den jedoch vorher schon P i t o t in Ge-
brauch hatte) und für die Projectionen dieser Curven, für ihre Tangen-
ten , Normalen, Bögen, etc. Ausdrücke gegeben liat; durch M o n g e 
(,,Me'moir sur les de'veloppe'es," etc. 1771 vorgelegt und im t. X , 1785 
der „Savants dtrangers" aufgenommen; auch in seinem „Applications 
de l'Analyse à la Ge'ome'trie"), welcher Ausdrücke gab für die Normal-
ebene, das Centrum und den Radius der Krümmung, die Evoluten, die 
Polarlinien und abwickelbaren Polarflächen, das Centrum der osculie-
renden Kugel, für das Kriterium der Punkte einfacher Inflexion, in 
welchen vier auf einander folgende Punkte in einer Ebene liegen, und 
der Punkte doppelter Inflexion, wo drei auf einander folgende Punkte 
einer geraden Linie angehören; durch T i n s e a u („Solution de quelques 
problemes", etc. vorgelegt 1774, ,,Savants e'trangers", Vol. IX, 1781), 
der zuerst die Osculationsebene und die durch die Tangenten erzeugte 
Abwickelungsfläche betrachtete; durch L a c r o i x („Calcul differentiel"), 
der der erste war, welcher den Formeln durch Einführung der Diö'eren-
tiale der drei Coordinaten symmetrische Gestalt gab ; und durch L an er e t 
(„Me'moire sur les courbes à double courbure," gelesen 1802 und im 
t. I, 1805 der ,, Savants e'trangers de l'Institut" veröffentlicht), wel-
cher den Torsionswinkel berechnete und die Betrachtung der rectificie-
renden Linien und der rectificierenden Fläche einführte. In neuester 
Zeit sind zwei besondere Werke über diese Theorie erschienen, welche 
man mit Vortheil studieren mag, nämlich W. S c h e l l , „Allgemeine 
Theorie der Curven doppelter Krümmung in rein geometrischer Dar-
stellung", Leipzig 1859. und P. S err e t , „The'orie nouvelle ge'ome'trique 
et me'canique des lignes a double courbure", Paris 1860. 
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von der w*®" und n'®" Ordnung ist durch eine Gleichung vom 
Grade mn (3 m + 3n — 4) dargestellt . 

Diese Gleichung entsteht durch Elimination zwischen den 
Gleichungen der Fläche und den Gleichungen von zwei unendlich 
nahen Normalebenen , die von den Graden (m -f~ n — 1) und 
(2 m + 2 « — 3) sind. 

2) Die Gleichung der durch die Tangente der Curve und die 
Normale ihrer Osculationsebene im Berührungspunkt bestimmten 
Ebene ist vom Grade (3 m + 3 n — 5); sie umhüll t eine abwickel-
bare Fläche, deren Gleichung vom Grade 3ffm (2m -j- 2n — 3) ist. 

3) Die Fläche der I lauptnormalen ist eine Regelfläche von 
der Ordnung 2mn (2m -J- 2n — 3); ebenso die Fläche der Nor-
malen zu den Osculationsebenen in den Berührungspunkten . 

4) Die Bückkehrkante der abwickelbaren Polarl läche ist auf 
einer Fläche gelegen, deren Gleichung vom Grade m n i ^ m -f 5 « — 8) 
ist. 

IV. Abschnitt. 'Die Curven auf den Flächen. 

116. Es bleibt uns übr ig . Einiges von den Eigenschaften 
der Curven zu sagen , insofern man sie als auf einer besondern 
Fläche gelegen betrachtet . 

Wir wissen, dass die Kugel ihre eigene Geometrie ha t , in 
welcher die grössten Kreise die Stelle der geraden Linien in einer 
Ebene ver t re ten; i n d e r s e l b e n A r t h a t j e d e F l ä c h e i h r e 
e i g e n e G e o m e t r i e , i n w e l c h e r d i e g e o d ä t i s c h e n L i n i e n 
d e r F l ä c h e d e n g e r a d e n L i n i e n e n t s p r e c h e n . 

Wir haben f r ü h e r durch Anticipation die Fundamentale igen-
schaft der geodätischen Linien gegeben (Artikel 48). Aus dieser 
Eigenschaf t , nach welcher die Normale der Fläche in der Ebene 
zweier auf einander folgender Elemente der Curve liegt und den 
Winkel zwischen ihnen halbier t , ergiebt sich die Differentialgleich-
ung der Curve; ř7j, U.̂ , ř/g, welche den Richtungscosinus der Nor-
male proport ional s ind , müssen nach ihr zu 

dx dy dz 
ds ds ds 
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propor t i ona l se in , die die Uicl i lungscosinus der Halb ie rungs l in ie 
sind (Artikel 95). W e n n d a h e r d i e T a n g e n t e n e i n e r g e o -
d ä t i s c h e n L i n i e m i t e i n e r f e s t e n L i n i e g l e i c h e W i n k e l 
b i l d e n , s o s i n d d i e N o r m a l e n l ä n g s d e r s e l b e n e i n e r 
f e s t e n E b e n e p a r a l l e l , u n d u m g e k e h r t . * ) Denn aus der 
Gle ichung 

dx , , d y dz 
« - — = cons t . , 

ds ds ds 

welche a u s d r ü c k t , dass die T a n g e n t e n mi t e iner fes ten Linie e inen 
Constanten Winke l b i l d e n , können wir die a n d e r e 

aV^ - f bU^ + cř/g = 0 

ab le i t en , we lche den Para l le l i smus der Norma len mi t e iner festen 
E b e n e bezeichnet . 

117 . W e n n d u r c h e i n e n b e l i e b i g e n P u n k t e i n e r 
F l ä c h e z w e i u n e n d l i c h n a h e u n d g l e i c h l a n g e g e o d ä t i -
s c h e L i n i e n g e l e g t s i n d , s o i s t d i e V e r b i n d u n g s l i n i e 
i h r e r E n d p u n k t e r e c h t w i n k l i g z u b e i d e n . * * ) 

Sind AB = AC die be iden unendl ich n a h e n gleichen geodä-
t ischen Linien, und ist dem Satze en tgegen der Winke l bei B n ich t 
ein r e c h t e r , s o n d e r n = 0, so n e h m e man auf BA e inen P u n k t 

BC 
D so an, dass BD r i s t ; dann darf man das Dreieck BCD, 

cos 0 
da alle se ine Sei len unend l ich klein s i n d , als ein ebenes Drei-
eck b e h a n d e l n , so dass L D C B ein r e c h t e r ist. Daher h a b e n 
wir DC < DB, AD + DC < AB und dahe r < AC, d. h . AC 
ist n icht d e r kü rzes t e W e g auf der F l äche von A nach C, was 
de r Vorausse tzung von d e r geodät i schen Natur d e r , be iden Curven 
en tgegen ist . 

Oder der Beweis kann auch g e f ü h r t w e r d e n , wie fo lg t : Die 
kü rzes t e L i n i e , welche man von e inem P u n k t e A n a c h e iner ge-
gebenen Curve in e iner F l äche z iehen k a n n , schneide t diese Curve 
rech twinkl ig . Denn wenn s ie es n ich t t h ä t e , so n e h m e n wir in 
dem Rad ius vec tor von A und unend l i ch nahe de r Curve einen 

*) D i c k s o n , „Cambridge and Dublin Mathematical Journal", Vol. 
V, p. 168. 

**) Diess Theorem gebührt G a u s s , welcher es durch die Variations-
rechnung bewiesen hat; siehe den Anhang zu L i o u v i l l e ' s Ausgabe 
von M o n g e , p. 528. 
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Punk t 7) und fällen von ihm eine Senkrechte zur Curve (indem 
•wir längs BC ein Stück = BD cos ö abtragen und den so ge-
fundenen Punk t mit D verbinden). Wir können dann von D auf 
kürze rem Wege zur Curve gelangen, indem wir längs der Senk-
rechten g e h e n , als indem wir den angenommenen Radius vector 
verfolgen, welcher daher nicht die kürzeste Linie ist. 

Wenn also jede geodätische Linie durch A die Curve recht-
winklig durchschne ide t , so ist die Länge der geodätischen Linie 
von A bis zu ihr constant. Es ist auch mechanisch offenbar, dass 
der auf einer Fläche von einem festen Punkt aus durch einen ge-
spannten Faden beschriebene Kreis überall rechtwinklig zur Rich-
tung des Fadens ist. 

118. Der eben bewiesene Satz ist das Analogen des Funda-
mentalsatzes der Methode des unendlich Kleinen in ihrer Anwen-
dung auf [gerade Linien („Analyt. Geom. der Kegelschni t te" Art. 
219) ; alle die am angeführ ten Orte mit Hilfe dieses Princips be-
wiesenen Sätze bleiben daher w a h r , wenn wir in ihnen von geo-
dätischen Linien auf irgend einer Fläche statt von geraden Linien 
in der Ebene sprechen. Z. B. W e n n w i r a u f i r g e n d e i n e r 
F l ä c h e d i e e i n e r E l l i p s e o d e r H y p e r b e l e n t s p r e c h e n d e 
C u r v e c o n s t r u i e r e n , d. h. den Ort eines Punktes , für wel-
chen die Summe oder Differenz seiner geodätischen Ent fe rnungen 
von zwei festen Punkten der Fläche constant ist , so h a l b i e r t 
d i e T a n g e n t e i n i r g e n d e i n e m P u n k t e d e s O r t e s d e n 
W i n k e l z w i s c h e n d e n g e o d ä t i s c h e n L i n i e n , w e l c h e d e n 
B e r ü h r u n g s p u n k t m i t d e n b e i d e n f e s t e n P u n k t e n v e r -
b i n d e n . Die ü m k e h r u n g dieses Satzes ist nicht minder wahr . 

F e r n e r , w e n n z w e i g e o d ä t i s c h e T a n g e n t e n e i n e r 
C u r v e d u r c h i r g e n d e i n e n P u n k t P m i t d e r T a n g e n t e 
e i n e r C u r v e , l ä n g s w e l c h e r s i c h P b e w e g t , g l e i c h e 
W i n k e l b i l d e n , so i s t d i e D i f f e r e n z zw i s c h e n d e r S u m m e 
d i e s e r T a n g e n t e n u n d d e m v o n i h n e n a u f d e r b e r ii h r -
t e n C u r v e b e g r e n z t e n B o g e n c o n s t a n t . (Vergl. a. a. 0 . 
Artikel 262.) 

Oder , w e n n m a n i n d e n g e o d ä t i s c h e n N o r m a l e n 
e i n e r C u r v e g l e i c h e S t ü c k e a b t r ä g t , s o s c h n e i d e t d i e 
V e r b i n d u n g s l i n i e i h r e r E n d p u n k t e a l l e d i e s e r e c h t -
w i n k l i g . W e n n z w e i v e r s c h i e d e n e C u r v e n e i n S y s t e m 
g e o d ä t i s c h e r L i n i e n g l e i c h z e i t i g r e c h t w i n k l i g s c h n e i -
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( l e n , s o f a s s e n s i e a u f j e d e m V e c t o r d e r R e i b e e i n e 
c o n s t a n t e L ä n g e z w i s c h e n s i c h . 

Wir werden zunächst diese Principien auf die T h e o r i e d e r 
g e o d ä t i s c h e n L i n i e n a u f F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s an-
wenden. 

119 . So wie die Krümmung einer ebenen Curve durch das 
Verhältniss gemessen wird , in welchem der Winkel zwischen zwei 
auf einander folgenden Tangenten zum Bogenelement s t eh t , so 
wird auch die g e o d ä t i s c h e K r ü m m u n g einer auf einer Fläche 
verzeichneten Curve durch den Grenzwerth des Verhältnisses ge-
messen zwischen dem Element des Bogens und dem Winkel zwi-
schen zwei auf einander folgenden geodätischen Tangenten. Die fol-
gende B e s t i m m u n g d e s R a d i u s d e r g e o d ä t i s c h e n K r ü m -
m u n g verdankt man L i o u v i l l e ; * ) sie enthält gleichzeitig einen 
Beweis von M e u n i e r ' s Theorem. 

Seien m«, np zwei auf einander folgende und gleiche Ele-
mente der Curve , so verlängere man mti nach iit = mn und 
fälle die Senkrechte tq auf die Ebene mnp', ist dann 0 der Win-
kel der B e r ü h r u n g , so ist 

tp = Ms. 

Nun ist nq das zweite Element des Normalschnittes und für 

tnq = 0' 

ist 0' der Winkel der Berührung des Normalschnittes und 

tq =z ^'ds. 

Der Winkel qtp (= cp) ist aber der Winkel zwischen der 
Osculationsebene der Curve und der Ebene des Normalsrhniltes, 
und da 

iq = tp cos qp 

ist , so haben wir 

und 

0 = 0 cos 95 

1 cos (p 
R Q ' 

d. i. M e u n i e r ' s T h e o r e m ; R ist der Krümmungsradius des Nor-
malschnittes und Q der der gegebenen Curve. 

*) Siehe den Anhang zu M o n g e , p. 576. 
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In derse lben Art haben w i r , da pnq = ö" der geodä t i sche 
Winke l d e r B e r ü h r u n g i s t , 

pq = ^'ds und pq = tp sin gp, 
ode r 

1 sin qo 
r ~~ Q ' 

Der geodät i sche*) Radius de r K r ü m m u n g ist also ^ . Man 

sieht l e ich t , dass dieser geodät ische Badius mit dem Badius de r 
absolu ten K r ü m m u n g der jen igen ebenen Curve ü b e r e i n s t i m m t , in 
welche die gegebene Curve t r a n s f o r m i e r t w i r d , wenn die längs 
derse lben de r gegebenen F läche u m s c h r i e b e n e Abwickelungsf läche 
in eine E b e n e ausgebre i te t wird . 

120 . Man k a n n die Theor i e de r geodät ischen Linien auf den 
F lächen zwei ten Grades von J o a c h i m s ! h a l ' s Fundamen ta l sa t z 
abhäng ig m a c h e n , n a c h w e l c h e m i n j e d e m P u n k t e i n e r 
s o l c h e n C u r v e d i e G r ö s s e pD c o n s t a n t i s t , wo p wie im 
Artikel 1 7 4 des e r s ten Bandes die S e n k r e c h t e auf die T a n g e n t e n -
ebene des P u n k t e s und D den zu r Tangen te der Curve in dem-
selben P u n k t paral le len Durchmesse r der F l äche zwei ten Grades 
beze ichnet . 

Derselbe kann von folgenden zwei Pr inc ip ien aus bewiesen 
w e r d e n : 

1) W e n n m a n von i rgend e inem P u n k t e aus an e ine F l ä c h e 
zweiten Grades zwei Tangen ten z ieht , so sind ihre L ä n g e n den 
paral le len Durchmesse rn p ropor t iona l (vergl . Art. 7 0 , Bd . I ) ; 

2) W e n n m a n von zwei P u n k t e n J , B e iner F läche zweiten 
Grades von einem auf die T a n g e n t e n e b e n e des j edesmal igen an-
de ren Pe rpend ike l fä l l t , so sind die L ä n g e n derse lben d e n e n de r 
s enkrech ten Abstände des Cen t rums von dense lben E b e n e n p r o -
por t ional . Denn die Länge der S e n k r e c h t e n von {x", y", z") auf 
die T a n g e n t e n e b e n e in [x, y, z) ist 

- C ; + + ^ - ^ 
*) Icli habe den durch O. B o n n e t eingeführten Namen ,,zweite geo-

dätische Krümmung" nicht angenommen. Es ist beabsichtigt, die Grenze 
des Verhältnisses auszudrücken, welches durch das Bogenelement und 
den Winkel der Normale des einen Endpunktes gegen die Ebene des 
Elementes und der Normale am anderen Endpunkte bestimmt ist. 

http://rcin.org.pl



und die der Senkrec l i t en von [x', y', z') auf die T a n g e n t e n e b e n e 

in {x", y", z") 
/xw; / / - iV 

VVenn nun von den P u n k t e n J, B n a c h i rgend e inem P u n k t e 
in der Durchschni t t s l in ie de r T a n g e n t e n e b e n e n in A und B die 
Geraden AT, BT gezogen w e rden und AT mit j e n e r Durchschni t t s -
linie den Winkel i b i lde t , w ä h r e n d die T a n g e n t e n e b e n e n selbst 
einen Winke l oj e inschUessen, so ist die S e n k r e c h t e von A auf 
die Durchscbni t t s l in ie der E b e n e n AT sin2 i und die von A auf 
die T a n g e n t e n e b e n e in B AT sin i sin w; ebenso ist die Senk-
r ech t e von B auf die T a n g e n t e n e b e n e in A BT sin i' sin co. 

W e n n nun die Linien AT, BT mit der Durchscbni t t s l in ie 
d e r E b e n e n gleiche Winke l b i l d e n , so sind ih re L ä n g e n den senk-
rech ten E n t f e r n u n g e n der Punk te A und B von beiden E b e n e n 
})ro|)ortional. AT und BT s ind aber p ropor t iona l zu i> und I)' 
nnd d\e beze ichne ten s e n k r e c h t e n E n t f e r n u n g e n sind propor t iona l 
zu den S e n k r e c h t e n vom Cen t rum p nnd p'. Also ist 

Dp = D'p\ 

In Art ikel 4 8 >vard abe r b e w i e s e n , dass die successiven Ele-
m e n t e AT, BT e iner geodät ischen Linie mit der Durchschni l t s -
llniö der T a n g e n t e n e b e n e n in A und B gleiche Winke l b i l d e n ; in 
Folge dessen b le ib t die Grösse Dp u n v e r ä n d e r t , w e n n wir in 
e iner geodät i schen Linie von P u n k t zu P u n k t g e h e n ; q. e. d.*) 

Diese B e m e r k u n g des Artikel 48 kann , g e n a u e r festgestell t , 
eine a n d e r e Be t r ach t img b e g r ü n d e n . W e n n die Norma len de r 
F läche in zwei auf e inander folgenden P u n k t e n de r Curve gegen 
die be t re f fende Schmiegungsebene derse lben gleich geneig t sind, 
so bilden sie auch gleiche Winkel mit j e n e r Geraden und die 
Winke l , welche derse lbe Thei l dieser Linie mit ihnen oder den 
Elementen selbst b i lde t , sind gleich oder s u p p l e m e n t ä r , j e nach 
dem die Norma len auf derse lben Seile der Schmiegungsebene 
liegen oder nicht . Liegen sie auf derse lben Sei te , so du rchschne i -
den sie sich und die be t r ach te t en E l e m e n t e gehören e iner R r ü m -
mungsl inie an . I h r e Lage auf versch iedenen Sei ten wird beim 
Uebergang zur Grenze zur Lage in de r S c h m i e g u n g s e b e n e selbst 

*) Dieser Beweis rührt von ( x r a v e s her, , , C r e l l e ' s Journal", Bd. 
XLII, p. 279. 
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und die Curve zur geodätischen Linie. A u f e i n a n d e r f o l g e n d e 
E l e m e n t e e i n e r R r ü m m u n g s 1 i n i e m a c h e n »1 s o m i t d e n -
s e l b e n S e i t e n d e r S c h n i t t l i n i e d e r b e z ü g l i ( h e n T a n g e n -
t e n e b e n e n d e r F l ä c h e g l e i c h e W i n k e l , l o l c h e e i n e r 
g e o d ä t i s c h e n L i n i e s u p p l e m e n t ä r e W i n k t l . Daraus er -
giebt sich die Bündigkei t der Schlüsse dieses Ar.ikels f ü r beide 
Fälle. Aber auch so : 

Sind also MN, NP auf einander folgende Elemente , NO die 
Schnittlinie der Tangen tenebenen , so hat man entweder 

i ONM = L ONP, oder L ONM + L ONP = 180" ; 
ist dann Cn der zu NO parallele Halbmesser des Ellipsoids und 
legt man durch n parallel zur Schmiegungsebene MNP eine Ebene, 
so schneidet diese" das Ellipsoid in einer El l ipse, welche der in 
der Schmiegungsebene enthaltenen ähnlich ist und die auf einan-
der folgenden Tangenten derselben nm, np sind zu MN, NP re-
spective paral le l , also 

i Cum = L Cnp oder L Cnm + L Cnp = 180". 

Daher sind die Perpendikel von C auf rnti, np gleich lang 
und wenn man also parallel der Tangentenebene in einem I 'unkte 
der Curve eine Ebene durch das Centrum legt , so ist die Senk-
rechte vom Centrum auf die der Tangente der Curve paräüt 'h ' 
Tangente des Centraischnitts constant = q. Dann ist pdq das 
Volumen des umhüllenden Paral lelepipeds, d. h. constant und 
somit pd auch eine constante Grösse. 

121. Aber einige a n d e r e F o l g e r u n g e n ergeben sich mit Leich-
tigkeit f ü r F l ä c h e n j e d e r O r d n u n g . W e n n e i n e K r ü m -
m u n g s l i n i e e b e n i s t , s o b i l d e n d i e N o r m a l e n d e r F l ä c h e 
l ä n g s d e r s e l b e n m i t e i n e r f e s t e n G e r a d e n d e n s e l b e n 
W i n k e l . Denn die auf einander folgenden Normalen sind gleich-
geneigt zur Ebene der Curve, also auch zu ihrer Normale , und 
schneiden sich. 

W e n n d i e N o r m a l e n e i n e r F l ä c h e l ä n g s e i n e r g e o -
d ä t i s c h e n L i n i e e i n e r f e s t e n E b e n e p a r a l l e l s i n d , s o 
b i l d e n d i e T a n g e n t e n d e r C u r v e m i t e i n e r f e s t e n G e -
r a d e n g l e i c h e W i n k e l . Denn eine Normale jener Ebene ist 
zu allen Tangentenebenen, also auch zu ihren Schnittlinien parallel, 
zu denen ja die Elemente der geodätischen Linie supplementä re 
Winkel bilden. 

http://rcin.org.pl



W e n n d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e z w e i e r F l ä c h e n e i n e 
K r ü m m u n g s l i n i e f ü r b e i d e i s t , s o s c h n e i d e n s i c h d i e s e 
u n t e r c o n s t a n t e m W i n k e l . * ) 

S ind MN und NP auf e inander folgende E l e m e n t e de r Durch-
d r i n g u n g s c u r v e , so beschre ibe man aus N mit NM = NP als 
H a l b m e s s e r eine Kuge l , welche die Durchschni t t s l in ien de r T a n -
g e n t e n e b e n e n be ider F l ä c h e n in 0 und Q respec t ive du rchschne i -
det . D a n n sind nach der Na tur der K r ü m m u n g s l i n i e die Bogen 
OM = OP, QM = QP, u n d da OQ den sphä r i s chen Dreiecken 
OMQ u n d OPQ gemeinsam i s t , so ist L OMQ = i OPQ, d. h . 
der W i n k e l der T a n g e n t e n e b e n e n beider F lächen d u r c h dasselbe 
E l e m e n t ist constant .**) 

Das Näml iche gilt f ü r e ine geodät ische L i n i e , abe r die F lä -
chen b e r ü h r e n d a n n e inande r oder schne iden sich in e iner Ge-
r a d e n . 

Denn d a n n sind die Bogen 031 und OP, QM und QP sup-
p l e m e n t ä r ; hegen dann die Linien 3fN, NO und NP nicht in 
e iner E b e n e , d. h . ist MNP n icht g e r a d e , so fal len no thwendig 
NO, NQ zu sammen und die F lächen b e r ü h r e n e inande r . W e n n 
aber die E l e m e n t e MN, NP in dieselbe Gerade fa l l en , so decken 

*) Derselbe Satz kann auch aus der Gleichung 
{dx + pdz) dq = {dy qdz) dp 

des Artikel 50 gesclilossen werden. Denn für 
z = ^ {x,y) , z = {x, y) 

sind 
dz = pdx -f- qdy, dz = p^dx -f Qidy, 

somit 

dx q — (// 
durch Einsetzen in die obige Gleichung von M o n g e 

(^i — "7 + p^yi — ppiq) fk + {pi — p 4" — pqqi) dp = o, 
{q — <71 + Pi^q — pPiQ\) fi<h + ip — Pi + P'h^ — Piqqd dPi o. 
Aus ihrer Addition erkennt man aber das Verschwinden des voll-

ständigen Differentials von 

1 + + ggj 

d. h. die Unveränderlichkeit des Winkels der beiden Flächen. 
**) Man kann daraus schliessen, dass für jede Krümmungslinie die 

Grösse ^ den Werth Null hat. (Vergl. Artikel 106.) 

Salmon, A n a l . Geom. d . Raumes . II. U 
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sich auf e inande r fo lgende T a n g e n t e n e h e n e n j e d e r F l äche und 
die F l ä c h e n schne iden e inander in e iner Ge raden u n t e r cons tan-
tem Winkel . 

Als specielle Fäl le t r e t en hinzu die Sä t ze : 
W e n n eine Krün imungs l in i e e iner F l äche ehen oder sphär i sch 

i s t , so schneidet die F läche die E b e n e ode r Kugel längs dersel-
ben u n t e r cons tan tem Winkel und un igekehr t . 

F ü r e ine k re i s fö rmige K r ü m m u n g s l i n i e bi lden die an ihr auf-
s t ehenden Normalen de r F l äche und ebenso die T a n g e n t e n e b e n e n 
derse lben einen Drehungskege l . 

W e n n zwei F lächen sich u n t e r cons tan tem Winke l du rchschne i -
den, w ä h r e n d die Durchschn i t t scurve eine Krümmungs l i n i e der e inen 
i s t , so ist sie auch eine Krümmungs l in i e d e r a n d e r n . (Art. 4 5 ) 

Wenn zwei F l ächen e inande r b e r ü h r e n , w ä h r e n d die B e r ü h r -
ungscurve eine geodät ische Linie der e inen i s t , so ist sie auch 
eine geodät ische Linie der ande rn . 

Dieselbe Grund idee giebt noch zu fo lgenden a l lgemeinen f ] r -
gebnissen Anlass. 

Die Durchschni t t s l in ie der auf e inander fo lgenden T a n g e n t e n -
ebenen de r F läche in P u n k t e n der Curve und die T a n g e n t e der 
Curve selbst sind con jug ie r t e T a n g e n t e n de r F läche . (Vergl. Ar-
tikel 7.) Sie alle b i lden eine der Curve zugehör ige Al)wickel-
ungsf läche. F ü r eine geodät ische Linie ist sie von so lcher Be-
schalTenheit , dass diese bei i h r e r Abwickelung g e r a d e wird oder 
die geodät ische Linie ist auch f ü r diese abwicke lba re F läche eine 
geodät ische Linie. 

Die I t ückkehrkan te der en twicke lbaren F läche der con jug ie r -
ten T a n g e n t e n in P u n k t e n e iner K r ü m m u n g s l i n i e ist e ine geodä-
t ische Linie auf de r en twicke lba ren Polar l läche de rse lben . 

122 . AV^egen der Wicht igkei t des J o a c h i m s t h a r s c h e n Satzes 
wollen wir überd iess ze igen , wie er aus den Dilferent ialgleicb-
ungen einer geodät ischen Linie abgelei tet werden k a n n . * ) 

Indem man die Gle ichung 

^ 4. 4 . £ 1 ' - 1 

in we lcher f / j , U.̂ , U^ÚIQ Different ialcoeff icienten s ind , d i l ferent i ier t 

*) Siehe . J o a c h i m s t h a l , , , C r e l l e ' s .Journal", Bd. XXVI, p. 155. 
B o n n e t , ,,Journal de l'e'cole p'^lytechnique," t. XIX, p. 138. U i c k s o n , 
,,Cambridge and Dublin Mathematical Journal", Vol. V, p. 1G8. 
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— 163 — 

(Joe 
und dann fü r U^, etc. d — , etc. (Art. 116) substituiert , erhäl t man 

Wir bemerken dabei , dass diese Gleichung auch fü r eine 

Krümmungsl inie wabr ist , deini da etc. die Richtungscosinus 
K 

der Normale s ind , so sind die Richtungscosinus einer Linie in 
derselben Ebene mit zwei auf einander folgenden Normalen und 

senkrecht zu ihnen (Artikel 9 5 ) zu d et«*. |n 'oportional; es 

sind also die etc. einer Krümmungsl inie den d > etc. 

es \ / \ ij i * • A 
dx 
ds 

proport ional . 
Wenn wir aber ferner 

d^' df- dz^ _ 
ds"- ds' ds' ~~ 

(lx differentiieren und fü r den eben gegebenen Wer th e inführen, 
llo 

so erhalten wir die Gleichung 

Durch wirkliche Ausführung der angedeuteten Differentiationen 
nnd Reduction des Resultats mittelst der Differentialgleicinmg der 
Fläche 

Uidx + U.,dy + U^dz = 0 
ih re r Conseciuenz 

dü\dx + dU.ydy + dU^dz = — {Uyd-x + U^d^y + U^d-z) 
erhalten wir 

{dU^dx + dU^dy + dU^dz) {dEds — Rdh) 
+ [dU^d'^-x + dU^d-y -H dU^d-z) Rds = 0, 

oder 
dU^d'^x + dU^d-y + dU._^d-z 
~dl\dx + dU^dy + (/t/grfz ~R ~ l š ~ 

Diese Gleichung ist das Product der beiden folgenden 
{U.4z — U^dy) d'^x + {U-^dx — U^dz) dhj + [U^dy— U^dx) d-z = 0 , 
{U^dz — U^dy) dUi + [U^dx — U^dz) dV^Ą- [U^dy— U^dx) dU^^O. 
von denen die ers te die Gleichung der geodätischen Linien, die 
andere die Gleichung der Krümmungsl in ien i s t ; da jene ausdrückt, 
dass die I lauptnormalc in der durch die Tangente gelegten Nor-

i i * 
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ina łebene d e r F l ä c h e l iegt , oder dass zwei auf e inander folgende 
E l emen te und die F l ä c h e n n o r m a l e in e iner Ebene l i egen , w ä h r e n d 
diese sag t , dass zwei auf e inander folgende N o r m a l e n in e ine r 
E b e n e l iegen. (Vergl. Art ikel 43.) 

1 2 3 . Die vor ige Gle ichung ist also f ü r eine geodät ische ode r 
eine K r ü m m u n g s l i n i e in e iner bel iebigen F läche w a h r ; wenn abe r 
die F l ä c h e n u r vom zweiten Grade i s t , so kann ein e rs tes In tegra l 
der Gle ichung ge funden w e r d e n . In der T h a t , wir haben 
dV^d^x + dU.^d'^y + dU^d'^z = \ d [dU^dx + dU^dy -j- dU^dz), 
wie man leicht d u r c h Anwendung de r a l lgemeinen Gleichung d e r 
F l ä c h e n zweiten Grades oder e in facher duÄ;h die d e r Gle ichung 

x"^ y'^ I ^^ 

^ P c2 ^ 

bes tä t igen k a n n ; im le tz te ren Fal le ist 

U, 
X 

U2 = 
y z 

dUy 
dx 

9 ' dU^ = 
dy 
&2' dU, 

dz 

und d u r c h Subs t i tu t ion dies'er W e r t h e ist die obige Gle ichung be-

g r ü n d e t . Somit bes teh t die Gle ichung des vor igen Art ikels aus 

The i l en , welche ehizeln i n t eg r i e rba r sind. Die In tegra t ion liefert 

[dUydx + dU^dy + dU^dz) = Cds^. 

Nach den v o r h e r g e h e n d e n W e r t h e n ist abe r 

dUy dx dU^ dy dU.^ dz 
ds ds ds ds ds ds 

Die r ech t e Seite dieser Gleichung bezeichnet n u n den reci-
p r o k e n W e r t h von dem Quadra te eines Cen t ra i r ad ius , dessen 

Rich tungscos inus du rch die Grössen — , — gegeben sind. 
ds ds ds 

Die geomet r i sche Bedeu tung des In tegra l s bes teh t d a h e r darin, 
dass pD e iner Cons tan ten gleich sei.*) 

*) H a r t beweist den Satz folgendermassen: Betrachten wir irgend 
einen ebenen Schnitt eines Ellipsoids, bezeichnen durch co die Senk-
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124 . D i e C o n s t a n t e pD h a t f ü r a l l e g e o d ä t i s c h e n 
L i n i e n , w e i c h e d u r c h d e n s e l b e n K r e i s p u n k t g e h e n , d e n 
n ä m l i c h e n W e r t h . 

Denn in dem Kre i spunk te ist die Grösse p allen gemein und 
ba t den W e r t h 

ac _ 
T ' 

da abe r übe rd ie s s d e r der T a n g e n t e n e b e n e des Kre i spunk tes pa ra l -
lele Centra ischni t t ein Kreis i s t , so ist der de r T a n g e n t e der geo-
dät ischen Linie para l le le D u r c h m e s s e r constant , näml ich stets gleich 
d e r mi t t le ren Achse h. W i r h a b e n dahe r f ü r eine du rch e inen 
Kre i spunk t g e h e n d e geodät i sche Linie 

pD — ac. 

Denken wir nun e inen bel iebigen P u n k t de r F läche zweiten 
Grades mi t zwei K r e i s p u n k t e n de r se lben d u r c h geodät i sche Linien 
v e r b u n d e n , so m u s s , we i l wir z e i g t e n , dass pD f ü r be ide geodä-
tische Linien das n ä m l i c h e i s t , utul weil in i h r e m Durchschni t t s -
punk t die Grösse p f ü r be ide dense lben W e r t h h a t , auch das D 
f ü r be ide den nämUchen W e r t h h a b e n ; d. h . die Durchmesse r , 
welche den T a n g e n t e n de r geodät i schen Linien in ihrem Durch -
schn i t t spunk te para l le l gezogen s i n d , h a b e n gleiche Länge . Zwei 
gleiche Diu-chmesser eines Kegelschni t t s m a c h e n abe r gleiche 
Wlidicl mit den Achsen des se lben , und wir wissen anderse i ts , 
dass die Achsen eines de r T a n g e n t e n e b e n e eines gewissen P u n k t e s 
paral le len Cent ra l schn i t t es e iner F läche zweiten Grades den Rich-
tungen der K r ü n n n u n g s l i n i e n in diesem P u n k t e paral lel s ind. O d e r : 
D i e g e o d ä t i s c h e n L i n i e n , w e l c h e i r g e n d e i n e n P u n k t 
i n e i n e r F l ä c h e zw e i t e n G r a d e s m i t z w e i K r e i s p u n k t e n 

rechte vom Centrum des Schnittes auf die Tangente, mit d den zu die-
ser Tangente parallelen Durchmesser des Schnittes und mit i den Win-
kel, welchen die Schuittebene mit der Tangentenebene in einem seiner 
Punkte bildet; so ist längs des ganzen Schnittes ad constant und es 
ist offenbar, dass pd in einem festen Verhältniss zu ad sin i ist. Die 
Grösse pd variiert also längs der Schnittcurve wie sin i und ist da ein 
Maximum, wo die Ebene die Fläche rechtwinklig schneidet. Eine geo-
dätische Linie osculiert aber eine Reihe von Normalschnitten, deshalb 
ist für eine solche Linie pd constant imd seine Differentiale verschwin-
den. „Cambridge and Dublin Mathematical Journal," Vol. IV, p. 84. 
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d e r s e l b e n v e r b i n d e n , b i l d e n m i t d e n d u r c h d i e s e n 
P u n k t g e h e n d e n R r ü m m u n g s l i n i e n g l e i c h e W i n k e l . * ) 

E s folgt daraus , dass von den be iden geodät i schen Linien, we lche 
i r g e n d e inen P u n k t der F l ä c h e mit den be iden entgegengese tz ten 
Kre i spunk ten v e r b i n d e n , welche in demse lben Durchmesse r l iegen, 
die e ine die Fo r t se t zung der a n d e r n i s t ; denn die Scheitehvinkel s ind 
gleich g r o s s , welche diese geodät ischen Linien mi t j eder K r ü m -
mungs l in ie d u r c h diesen P u n k t b i lden. 

Nach Artikel 1 1 9 e rg ieb t sich a u c h , d a s s d i e S u m m e o d e r 
D i f f e r e n z d e r g e o d ä t i s c h e n E n t f e r n u n g e n v o n z w e i 
K r e i s p u n k t e n f ü r a l l e P u n k t e d e r s e l b e n K r ü m m u n g s -
l i n i e c o n s t a n t i s t . Die S u m m e ist cons tan t , wenn beide Kreis-
punk te in Bezug auf die Krümmungs l i n i e i n n e r h a l b gewähl t sind, 
die Dif ferenz , w e n n d u r c h E i n f ü h r u n g des en tgegengese tz ten f ü r 
e inen de r Kre i spunk te de r eine de rse lben i n n e r h a l b , der a n d e r e 
ausserha lb de r Krümmungs l in i e ist. 

Sind Ä, A' zwei en tgegengese tz te Kre i spunk te und beze ichne t B 
einen a n d e r n Kre i spunk t , so folgt aus der Constanz der S u m m e 

PA + PB und der der Diflerenz PA' — PB 
a u c h , dass PA + PÄ cons tant i s t , d. h . a l l e g e o d ä t i s c h e n 
L i n i e n , w e l c h e z w e i e n t g e g e n g e s e t z t e K r e i s p u n k l g 
v e r e i n i g e n , s i n d v o n g l e i c h e r L ä n g e . In der That , es ist 
o l l enba r , dass zwei unendl ich nahe geodät ische L i n i e n , welche 
dieselben be iden P u n k t e in i rgend e iner F l ä c h e v e r b i n d e n , von 
gle icher Länge sein müssen . 

Die geodät ischen T a n g e n t e n PQ, PR e iner Krümmungs l in i e 
vom P u n k t e P aus m a c h e n mi t den d u r c h P g e h e n d e n K r ü m -
mungsl in ien gleiche Winkel . 

Denn das P r o d u c t pD ist f ü r die K r ü m m u n g s l i n i e QR und 
die geodä t i schen Linien PQ, PR von gle ichem W e r t h e . Im P u n k t e 
P ist abe r p f ü r beide geodät ischen Linien dasselbe u n d daher 
auch B f ü r be ide gleich gross oder die T a n g e n t e n zu PO, PR in 
P sind g le ichen D u r c h m e s s e r n des Diametra l schni t t s des Ellipsoids 
p a r a l l e l , m a c h e n also mi t den Krünnnungs l in i en d u r c h P, welche 
den Achsen dieses Cent ra ischni t t s para l le l s ind (vergl . Band I, 
Artikel 1 7 1 ) , gleiche Winke l . 

*) Diess Tlieorem und seine in den folgenden Artikeln entwickelten 
Consequenzen gab M i c h a e l R o b e r t s , ,,Liouville's Journ.", t. XI, p. 1. 
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125 . D i e C o n s t a n t e j^J) h a t f ü r a l l e g e o d ä t i s c h e n 
L i n i e n , w e l c h e d i e n ä m l i c h e K r ü m m u n g s l i n i e b e r ü h -
r e n , d e n s e l b e n W e r t h . 

Im Artikel 1 7 4 des 1. Bandes ward gezeigt, dass pD längs e iner 
ganzen K r ü m m u n g s l i n i e den näml ichen W e r t h b e h a l t e ; in den 
P u n k t e n , in denen eine Krümmungs l in i e von i rgend welchen geo-
dät i schen Lin ien b e r ü h r t w i r d , haben be ide Grössen p und I) f ü r 
die geodät ische u n d f ü r die K r ü m m u n g s l i n i e denselben W e r t h . 

In Folge dessen hat ein System von Krümmungs l in i en in 
e iner F l äche zwei ten Grades E i g e n s c h a f t e n , welche vollständig 
denen eines Sys tems confocaler Kegelschni t te in e iner E b e n e ana-
log s ind , i ndem die Kre i spunkte den B r e n n p u n k t e n en t sp rechen . 
Z. B. Z w e i g e o d ä t i s c h e T a n g e n t e n , d i e v o n i r g e n d 
e i n e m P u n k t e d e r e i n e n a n e i n e a n d e r e g e z o g e n s i n d , 
m a c h e n m i t d e r T a n g e n t e d e r e r s t e r e n i n d i e s e m 
P u n k t e g l e i c h e W i n k e l . Auch der Satz von G r a v e s f ü r 
e b e n e Kegelschni t te („Analyt ische Geomet r i e der Kege l schn i t t e " , 
Ar t ike l 262) b le ib t fü r ein System von K r ü m m u n g s l i n i e n gü l t ig : 
Der Ueber schuss der S u m m e zweier T a n g e n t e n e iner K r ü m m u n g s -
linie ü b e r den von ihnen gespann ten Bogen derse lben ist con-
s t an t , so lange de r Durchschn i t t spunk t de rse lben eine K r ü m m u n g s -
linie de r näml ichen Art durch läuf t . 

126 . Die Gle ichung = const . ist von L i o u v i l l e in e iner 
a n d e r e n vor the i lhaf ten F o r m geschr ieben worden .*) 

Seien d, a" die p r i m ä r e n Halbachsen zweier confocaler F lä-
chen du rch i rgend einen P u n k t der" Curve und bezeichne i den 
W i n k e l , welchen die T a n g e n t e de r geodät ischen Linie mit e iner 
d e r I l a u p t t a n g e n t e n m a c h t , so i s t , weil n a c h Band I, Artikel 1 7 2 

die Halbachsen des zur T a n g e n t e n e b e n e paral le len Centra lscbni t -
tes s i n d , j e d e r a n d e r e Ha lbdurcbmesse r dieses Schni t tes d u r c h 
die Gle ichung 

1 cos2 i ^ sin2 i 
D' «2 — «"2 ' «2 _ „'2 

g e g e b e n , und überd iess 

*) S. ,,Journal de Mathem.", t. IX, p. 401. 
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Die Gleicł iung 

p B — cons t . 

ist dat ier mi t d e r a n d e r e n 
(«2 _ a'2) cos^ i + {a' — a"^) sin^ i = cons t . 

oder 
a'2 cos^ i + sin'^ i = const . 

identiscti . 
127 . D e r O r t d e s D u r c h s c h n i t t s p u n k t e s z w e i e r g e o -

d ä t i s c h e r T a n g e n t e n e i n e r K r ü m m u n g s l i n i e , w e l c h e 
s i c h r e c h t w i n k l i g s c h n e i d e n , i s t e i n s p h ä r i s c h e r K e -
g e l s c h n i t t . 

Dieser Satz kann in de rse lben A r t , wie der e n t s p r e c h e n d e 
Satz f ü r ebene Kegelschni t te bewiesen werden . W i r h a b e n f ü r 
a', a als die dem Durchschn i t t spunk t e n t s p r e c h e n d e n Halbachsen 

rt'2 cos^ i Ą- a"2 sin^ i = cons t . , 
sin^ i -f- a"2 cos^ i = cons t , , 

also auch 
a'2 Ą. fi"2 — const , 

in Folge dessen ist die E n t f e r n u n g des Durchschn i t t spunk te s 
vom C e n t r u m der F l ä c h e constant (Bd, I , Art , 1 6 9 ) ; u n d d e r Ort 
desse lben ist die Durchschn i t t s cu rve d e r gegebenen F l ä c h e zwei-
ten Grades mit e iner concen t r i s chen Kugel . 

Der Beweis bleibt gü l l ig , wenn die geodät ischen L in i en T a n -
gen ten ve rsch iedener K r ü m m u n g s l i n i e n s ind; und als e inen spe-
ciellen Fall e rha l t en wir den Sa tz , dass der Ort des F u s s p u n k l e s 
de r geodät i schen S e n k r e c h t e n von e inem Kre i spunkt zu den T a n -
gen ten e iner K r ü m m u n g s l i n i e ein sphä r i sche r Kegelschni t t ist, 

1 2 8 . D e n O r t d e s D u r c b s c h n i l l s p u n k t e s d e r j e n i g e n 
g e 0 d ä I i s c h e 11 T a n g e n I e n e i n e r K r ü m m u n g s 1 i n i e z u b e -
s t i m m e n , w e l c h e s i c h u n t e r e i n e m g e g e b e n e n W i n k e l 
s c h n e i d e n . * ) 

Die T a n g e n t e n e ine r gegebenen Krümmungs l in i e von i rgend 
e inem P u n k t e a', u" aus sind d u r c h die Gleichung 

a'' cos^ i + sin^ i = ß 

b e s t i m m t , und da sie mit j edem d e r d u r c h den P u n k t g e h e n d e n 

Haupt rad ien gleiche Winke l b i lde t , so ist der Winke l i , den sie 

mit dem einen dieser Radien einschl iess t , die Hälf te des von 

*) B e s g e , ,,Liouville's Journal", t, XIV, p, 247. 
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beidem mit e inander gebildeten Winkels. W'ir haben daher 

tao 1 0 - K Ł l L l J tan 6 - 2 - Q ^ - ß) 
^ ® - na'' - ß Y ® - a 2 _ ' 

(a'2 a"' - 2ßr tan2 0 = 4ß (a' -f a'') — 4a''a"' - 4ß^. 

D u r c h die Gleichungen (Band 1, Artikel 168, 169) 

a'' + cc' + t/' + z' + b' + c' - a', 

(J, II — rt F 
a^ 

wird diese Gleichung auf gewöhnliche Coordinaten reducier t und 
man e r k e n n t , dass der fragliche Ort der Durchschnit t der gege-
benen Fläche zweiten Grades mit einer Fläche vierter Ord-
nung ist. 

M i c h a e l R o b e r t s hat („Liouvil le 's J o u r n a l " , t. XV, p. 
291) durch die Methode des Artikel 197 im Bande I bewiesen, 
dass die Project ion dieser Curve auf die Ebene der Kreisschnitte 
der Or t des Durchschni t ts der imter constantem Winkel sich 
schneidenden Tangenten fü r den Kegelschnitt i s t , in welchen die 
Krümmungsl inie proj icier t wird. 

W e n n man also von einem beliebigen Punkte des Ellipsoidf 
zwei geodätische Tangenten an eine Krünmiungslinie zieht, so ist 
der von ihnen gebildete Winkel demjenigen Winkel gleich, wel-
chen die von der Project ion des Pimktes durch Parallelen zur 
kleinsten Achse auf die cyclische Ebene an die entsprechende 
Project ion der Krümmungsl in ie gehenden Tangenten bilden. 

Da die Kreispunkte als Durchschnit te der Fläche mit einer 
Grenzlläcbe der Familie confocaler Hyperboloide (Band [, Artikel 
166) eine Krünummgsl in ie repräsen t ie ren , so über t räg t sich die-
ser Satz auf die geodätischen Linien, welche einen Punkt nüt 
zwei Krelspuukte ve rb inden , und ihre Project ionen. Fü r die Con-
sta nz des Winkels wird der Ort der Project ion des Punktes ein 
Kreis ; insbesondere fü r den Fall des Artikel 127 der I lauptkreis 
der Project ion der Krümmungsl in ie . Auch ist der Winkel , wel-
chen die geodätische Tangente einer Krümmungsl inie aus P mit 
dei- geodätischen Verbindungslinie des Punktes P mit einem Kreis-
punk t bi ldet , gleich seiner Project ion; und der Winkel, welchen 
die geodätischen Tangenten zweier Krümmungsl inien aus einem 
Punkte b i lden , dem Winkel gleich, welchen die von der Projec-
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t ion des P u n k t e s an die P ro jec t ionen dieser Kri immungsl inien 
gel lenden e n t s p r e c h e n d e n T a n g e n t e n bi lden. 

1 2 9 . Im Art ikel 18*6 Band I, w u rde bewiesen, dass zwei confocale 
F l ächen ex i s t i e ren , we lche eine gegebene g e r a d e Linie b e r ü h r e n ; 
dass , w e n n die Achsen de r d re i du rch i rgend e inen Punkt der 
Linie g e h e n d e n confocalen F l ächen d u r c h a, a, a" und die Win-
kel , w eiche die Linie mit den dre i Normalen in diesem P u n k t e 
b i lde t , d u r c h /3, y beze ichne t w e r d e n , die g rosse Achse der 
b e r ü h r t e n confoca len F l äche d u r c h die quadra t i s che Gleichung 

cos'-̂  a. cos^ ß cos- y 

bes t immt wi rd . » 
Setzen wir n u n vo raus , die gegebene Linie sei eine Tangen te 

der F läche von de r Achse a, so ist cos a = 0 , w eil die Linie 

dann zur Normale de r e r s t en F l äche s enk rech t ist und wir haben 

cos ß = sin y, 

weil die T a n g e n t e n e b e n e der F l äche a ebensowohl die Linie als 
auch die be iden ande rn Normalen enthäl t . Der W i n k e l y ist 
d e r s e l b e , den wir in den unmi t t e lba r v o r h e r g e h e n d e n Artikeln i 
g e n a n n t h a b e n . Die Achse der zweiten von u n s e r e r ge raden 
Linie b e r ü h r t e n confocalen F l äche wird d u r c h die Gle ichung 

sin^ i cos^ i t t 
., + -TT^ ö = 0 , oder á' cos- % o"^ sin^ i = a^ 

a'— a^ a 2 _ gi 

bes t immt . W e n n wir nun die Gle ichung einer geodät i schen Linie 
nach Artikel 1 2 7 in der F o r m 

cos^ i -f sin^ i = a^ 
s c h r e i b e n , so erhel l t aus diesem Art ike l , dass diese Gleichung 
den Satz aus sp r i ch t : A l l e T a n g e n t e n l ä n g s d e r n ä m l i c h e n 
g e o d ä t i s c h e n L i n i e b e r ü h r e n e i n e c o n f o c a l e F l ä c h e 
v o n d e r p r i m ä r e n A c h s e a.*) 

Die geodät i sche Linie selbst b e r ü h r t die Krümmungs l in ie , in 
we lcher diese confocale die u r sp rüng l i che F l äche d u r c h s c h n e i d e t ; 
denn die T a n g e n t e der geodät i schen Linie in dem P u n k t e , in 
welchem sie die confocale F l ä c h e s chne ide t , b e r ü h r t nach dem 
eben Bewiesenen auch die confocale F läche selbst in diesem 

*) Die Sätze dieses Artikels sind einem Me'moir von C h a s l e s , 
,Liouville's Journ.", t- Xl, p. 5, entnommen. 
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Punkte. Somit haben die geodätische Linie und die Durchschnitts-
curve der urs))rünglichen mit der confocalen Fläche eine gemein-
schaftliche Tangente. 

Die osculierenden Ebenen der geodätischen Linie sind offen-
bar Tangentenebenen derselben confocalen Fläche, weil sie die 
Ebenen zweier auf einander folgenden Tangenten dieser Fläche 
sind. 

Nach Artikel 124-ist Werth von p D , welcher einer durch 
einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie entspricht = ac 
und die entsprechende Gleichung ist daher 

a'2 cos^ i -f- sin^ i = a^ — h"^. 

Die confocale Fläche, deren primäre Achse = ^(a^ — h"̂ ) 
ist, reduciert sich aber auf den durch die Kreispunkte gehenden 
Focalkegelschnitt. Wir erhalten somit als einen speciellen Fall 
des eben bewiesenen Satzes den folgenden: A l l e T a n g e n t e n 
e i n e r g e o d ä t i s c h e n L i n i e , d i e d u r c h e i n e n K r e i s p u n k t 
g e h t , d u r c h s c h n e i d e n d e n F o c a l k e g e l s c h n i t t , w e l c h e r 
d i e K r e i s p u n k t e e n t h ä l t . 

Wenn umgekehrt von irgend einem Punkte 0 dieses Focal-
kegelschnitts an die Fläche geradlinige Tangenten gezogen und 
dieselben auf der Fläche geodätisch verlängert werden, so gehen 
die so erzeugten Linien durch den entgegengesetzten Kreispunkt 
und die Gesammtlängen derselben von 0 bis zu diesem letzteren 
gerechnet, sind gleich gross. 

130. Aus dem in Band I, Artikel 186 bewiesenen Satze, dass die 
Tangentenebenen, welche durch irgend eine gerade Linie zu den 
zwei sie berührenden confocalen Flächen gelegt werden, zu ein-
ander rechtwinklig sind, hätten wir , genau so wie im Artikel 49 
direct erkennen mögen, dass die Tangenten einer geodätischen 
Curve eine confocale Fläche berühren. Denn da die Ebene zweier 
auf einander folgender Tangenten einer geodätischen Linie zur 
Fläche normal ist, so berührt sie die confocale Fläche, welche 
von der ersten jener Tangenten berührt wird. Die zweite Tan-
gente der geodätischen Linie berührt in Folge dessen diese näm-
liche confocale Fläche und in derselben Art thun es alle folgen-
den Tangenten derselben. Von dieser Begründung des im letzten 
Artikel gegebenen Satzes aus hätten wir durch Umkehrung der 
Schritte des Beweises zu einem unabhängigen Beweis des Satzes 
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~ 172 — 

pB == const. 
gelangen können. 

131. Die e i n e r F l ä c h e z w e i t e n G r a d e s l ä n g s e i n e r g e o -
d ä t i s c h e n L i n i e u m g e s c h r i e b e n e a b w i c k e l b a r e F l ä c h e 
h a t i h r e C u s p i d a l k a n t e i n e i n e r a n d e r n F l ä c h e z w e i -
t e n G r a d e s , w e l c h e f ü r a l l e d i e s e l b e K r ü m m u n g s l i n i e 
b e r ü h r e n d e n g e o d ä t i s c h e n C u r v e n d i e n ä m l i c h e i s t . 

Denn jeder Punkt der Cuspidalkante ist der Durchschnitt von 
drei auf einander folgenden Tangenlenebenen der gegebenen Fläche 
zweiten Grades und die drei Berührungspunkte bestimmen nach 
der Voraussetzung eine Osculationsebene einer geodätischen Curve, 
welche nach Artikel 129 eine feste confocale Fläche berührt . Der 
Punkt in der Cuspidalkante ist der Pol dieser Ebene in Bezug 
auf die gegebene Fläche zweiten Grades und der Pol der Tan-
gentenebene einer Fläche zweiten Grades in Bezug auf eine an-
dere Fläche zweiten Grades liegt in einer dritten festen Fläche 
vom zweiten Grade. 

132. C h a s l e s hat an das im Artikel 124 gegebene Theo-
rem von M i c h a e l R o b e r t s die folgende Erweiterung ange-
schlossen : W e n n e i n i n z w e i f e s t e n P u n k t e n e i n e r F1 ä c h e 
z w e i t e n G r a d e s A b e f e s t i g t e r F a d en d u r c h e i n l ä n g s 
e i n e r c o n f o c a l e n F l ä c h e z w e i t e n ( i r a d e s B s i c h b e -
w e g e n d e s G e w i c h t g e s p a n n t w i r d (sodass derselbe in geo-
dätischen Linien aufgewunden ist, wo er die Flächen berührt 
und in geraden Linien in dem Baume zwischen beiden), so b e -
s c h r e i b t d e r s c h w e r e P u n k t d e s s e l b e n e i n e K r ü m -
m u n g s l i n i e d e r F l ä c h e z w e i t e n G r a d e s B. 

Denn die zwei geodätischen Linien der Fläche B, welche 
sicii in dem zum Orte gehörigen Punkte P schneiden, machen 
daselbst mit dem Orte von P gleiche Winkel; diese geodätischen 
liinien haben aber die geradlinigen Theile des Fadens, welche 
beide dieselbe confocale Fläche berühren, zu Tangenten und in 
Folge dessen ist nach Artikel 129 die Grösse pD für beide geo-
dätischen Linien dieselbe und die Ilalbiei ungslinie des von ihnen 
gebildeten Winkels demnach eine Krümmungslinie. 

Ein specieller Fall dieses Satzes ist derjenige, nach w elchem 
die Focalellipse einer Fläche zweiten Grades mittelst eines in zwei 
festen Punkten in entgegengesetzten Zweigen ihrer Focalbyperbel 
befestigten undchnbaren Fadens beschrieben werden kann. 
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133. E l l i p t i s c h e C o o r d i n a t e n . Die in den Artikeln 127, 
128 angewendete Methode, in welcher die Lage eines Punktes 
auf dem Ellipsoid durch die primären Achsen der beiden Hyper-
boloide bestimmt wird, welche sich in ihm schneiden, wird die 
Methode der elliptischen Coordinaten genannt. (Vgl. Artikel 197, 
Band L) Um Accente zu vermeiden, folge ich L i o u v i l l e in der 
Bezeichnung der bisher durch a, a" ausgedrückten Grössen durch 
die Buchstaben {i, v.*) 

In dieser Bezeichnung ist die G l e i c h u n g e i n e r K r ü m -
m u n g s l i n i e des einen Systems vor^ der Form 

u — const., 

und die einer Krümmungslinie des andern Systems von der Form 

V = const. 

Die G l e i c h u n g e i n e r g e o d ä t i s c h e n L i n i e (Artikel 126) 
wird 

fi' cos- i + v' sin^ i — fi', 
und für eine geodätische Linie, welche durch einen Kreispunkt 
geht, hat man speciell 

= « 2 ^ 12 ^ 

Man erinnert sich (Artikel 166, Band I) , dass ^ zwischen 
den Grenzen h und k, v zwischen den Grenzen k und 0 enthal-
ten ist. 

Indem man die Gleichung einer geodätischen Linie in die 
Form 

lA,' + v2 ian2 i = fi'' (1 + tan^ i) 

bringt , erkennt man, dass die Werthe 
ju,2 = v', tan2 f = — 1 

unabhängig von ju,'ihr genügen; es folgt daraus, d a s s d a s n ä m -
l i c h e P a a r v o n e i n e m K r e i s p u n k t e a u s g e h e n d e r i m a g i -
n ä r e r T a n g e n t e n a l l e K r ü m m u n g s l i n i e n b e r ü h r t — 
worin eine weitere Analogie dieser Punkte mit den Breimpunkten 
ebener Keuelscbnitte erkannt ist.**) 

*) Ich kann ihm dagegen nicht darin nachahmen, die Achse des 
Ellipsoids Q nnd die Grössen â  — b̂ , (P — c® (die ich k'̂  nennen 
werde), b̂  und ĉ  zu nennen, weil ich das verwirrend finde. 

**) M. R o b e r t s , „Liouville's Journal", t. XV, p. 289. 

http://rcin.org.pl



134- M a n s o l l d a s B o g e n e l e m e n t i r g e n d e i n e r C u r v e 
i n d e r F l ä c h e in e l l i p t i s c h e n C o o r d i n a t e n a u s d r ü c k e n . 

Wir hetrachten zuerst das E l e m e n t e i n e r K r ü m m u n g s -
l i n i e 

jn = const. 

Sei diese Linie von den beiden auf einander folgenden Hy-
perboloiden mit den Achsen v und (v + di^) geschnit ten, so ist, 
weil sie von denselben rechtwinklig durchschnitten wird, das zwi-
schen ihnen liegende Element derselben zugleich die Differenz 
zwischen den centralen Senkrechten auf die Tangentenebenen der 
beiden Hyperboloide. Nach Artikel 190, Band I ist 

(p" -f dpy — p'"' = (v + dv)' — V-', 
oder 

p" dp" = vdv. 

Da aber nach dem Vorigen 

dp" = da 

dem Element des betrachteten Bogens ist , so haben wir 

_ a"'b"'c"' _ v' ih'' - v') jk' - v'} 
^ ' {a' — a"') {a'' — a'"') "" {a' - v') {fi' - v') ' 

also 

^^^ — ( / , 2 _ _ • 

In derselben Art linden wir das Element des Bogens der 
Krümmungslinie 

- V z= const. , 

durch die Formel gegeben 

Wenn man nun durch die Endpunkte des Bogenelements 
irgend einer Curve Krümmungsliiden beider Systeme legt , so 
entsteht ein elementares Bechteck, von welchem da, da' die Sei-
ten s ind, während ds die Diagonale ist. 

Man erhält daher für das B o g e n e l e m e n t i r g e n d e i n e r 

— {^-^—h') {k' — (X') ^ {h' - v') {k' - v') 

135. In gleicher Art können wir den I n h a l t i r g e n d e i n e s 
d u r c h v i e r K r ü m m u n g s l i n i e n f t j , (itj» ^i» b e g r e n z t e n 
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F l ä c h e n t l i e i l s ausdrücken. Für das Fläclienelement erhält man 

und das Integral dieses Ausdrucks ist 

r f t^ _ ^ 2 ) / ' yjd' — 1-2) d v 

So können wir ferner die D i f f e r e n t i a l g l e i c l i u n g d e r 
o r t h o g o n a l e n T r a j e c t o r i e e i n e r C u r v e tinden, deren Dif-
ferentialgleichung 

Mdfi + Ndv 
ist. 

Demi die orthogonale Trajectorie zu 

Pda + Oda 
ist olfenbar 

da da 
~P ~ 

weil da, da' ein System rechtwinkliger Coordinaten bilden; wenn 
man also 

Md^ + Ndv 

durch die Formeln des letzten Artikels in die Form 

Pda + Qdö 
bringt, so wird die Gleichung der orthogonalen Trajectorie ge-
funden; wir erhalten sie in der Form 

«2 — jU,2 d^l «2 — V- dv 
( j n 2 _ / < 2 ) {/c'^ — fxi) M ~ [Il^ — V^) [ 0 — v^) ^ 

136. Das erste Integral einer geodätischen Linie 
jll2 C0S2 i -j- 1/2 sin2 i = jU,'2 

kann in eine Form gebracht werden , in welcher die Veränder-
lichen getrennt sind und aus der sich das zweite Integral ableiten 
lässt. 

*) So ward der Inhalt der Flüche des Ellipsoids zuerst durch L e -
g e n d r o ausgedrückt, „Tratte' des Fonctions elliptiques", t. I, p, 352. 
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- 176 — 

Diese Gleichung giebt 

Anderseits ist aber 

und man erhält somit durch Vergleichung beider Werthe die 
Gleichung 

0, 
deren Glieder getrennt integriert werden können.*) 

Wenn die geodätische Linie diucli die Kreispunkte geht, so 
haben wir 

fi'^ = 7̂ 2 (Artikel 133) 

nnd die Gleichung derselben wird 

137. Einen Ausdruck für die L ä n g e e i n e s T h e i l s e i n e r 
g e o d ä t i s c h e n L i n i e zu entwickeln. 

Das Element der geodätischen Linie ist die Hypotenuse 
eines reciitwinkligen Dreiecks, dessen Catheten da, da' sind und 
welches i zum Basiswinkel hat. Wir haben daher 

ds — sin i da' + cos i da, 
und erhalten durch Einführung der Werthe 

^ ~ ' ' " " w _ ^2;) 

mid der im Artikel 1 3 ^ gegebenen Werthe von da, da' 

=ŷ ŝ Em̂ ^ ± -
Wenn q das Element einer durch die Kreispnnkte gehenden 

Linie bezeichnet, so ist ferner 

- ^̂  / ( ö ) ± -
*) Die Gleichung einer geodätischen Linie Avard zuerst durch J a -

c o b i ,,Crelle's Journal", Bd. XIX, p. 309 integriert. 
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und es mag bemerkt werden, dass Avir, wenn dem Radical im 
letzten Artikel das Zeichen + gegeben ist , dem Radical dieses 
Artikels das Zeichen — geben miissen; diess erhellt , indem man 
nach Artikel 135 die DifFerentialgleichung der orthogonalen Tra-
jectorie einer durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie 
bildet, eine Gleichung, welche mit dQ ~ 0 äquivalent sein muss. 
(Artikel 118.) 

138. Anstatt die Lage eines Punktes auf einem Ellipsoid 
durch die elliptischen Coordinaten f t , v zu bezeichnen, können 
wir g e o d ä t i s c h e P o l a r c o o r d i n a t e n anwenden und einen 
Punkt durch seine geodätische Entfernung q von einem Kreispunkt 
und den Winkel oj bestiunnen, welchen der Radius vector mit 
der Verbindungslinie der Kreispuukte bildet. 

Die Gleichung einer durch einen Kreispunkt gehenden geo-
dätischen Linie (Art. 136) giebt die Summe zweier Integrale gleich 
einer Constanten. Diese Constante kann nicht eine Function von q 
sein , weil sie längs derselben geodätischen Linie sich nicht än-
der t ; sie muss also eine Function von co allein sein, und wenn 
wir von irgend einem Punkte zu einem unendlich nahe gelegenen 
übergeben, der nicht in dem nämlichen geodätischen IJadius vector 
liegt, so haben wir 

•>) . /{a^-v^) . dv , , , 
+ — = 0 CO) da. 

( f i - ' — A 2 ) yuii—^-i) ~ [h'—v') y[k' — v"') 
Wir hestimnieu die Form der Fiuiction durch Berechnung 

ihres Werthes für einen Punkt , der dem Kreispunkt ^ = v = h 
unendlich nahe ist; dann wird die linke Seile der Gleichnnc; 

— r ( . ' <>" \ 
^ [ k ' - e ) + ň^-V')' 

und für 
f.1 = h •)!, V — h — £ 

ist die Grösse, deren Grenze wir zu finden wünschen, 

d)] de 

~2ht] + / / - " " 2h£ — £ 2 ' 

welches, wenn t] uiul £ unbegrenzt abnehmen, in 

1 tiln _ 
2 A £ / 

übergebt, dessen Grenze 
Salmon, A n a l . Geom. d. Raumes Ii. 
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h" ł 
ist. 

Pa nim der Anssemvinkel des Scheilehvinkels in dem von 
den Verbindungslinien eines beliebigen Punktes mit zwei Kreispunk-
ten gebildeten Dreieck durcb die Ricbtung der Krünimungslinie hal-
biert wi rd , so ist derselbe das Doppelte des Winkels i in 

Ii' cos^ i -f v' sin^ i ~ h'. 

Wenn beim Uebergang zur Grenze die Spitze des Dreiecks 
sich dem Kreispunkt näher t , so wird der Aussenwinkel desselben 
gleich CO und im Kreispunkt gilt die Gleichung 

{h + rj)' cos' ^co - t - (Ä — e)' sin' ^ co = h', 

also fü r verschwindende rj, s 

t a n 2 4 03 = ^ • 
' s 

Die linke Seite der Gleichung ist somit in der Grenze 

2 
Wir haben daher 

dfi ^(gZ — d v 

ifi' — h') y{k'' — (i') {h'—v') y{k'~v') 

da 1 J 
h y \k'—h') Sil sm 03 

Und die Constante, welche in der integrierten Gleichung der 
durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie auftr i t t , ist 
von der Form 

139. Wenn P, Q zwei auf einander folgende Punkte einer 
Curve .sind, und wenn PP' zu dem geodätischen Radius vector 
OQ rechtwinklig i s t , so ist offenbar 

PQ-i = / > p ' 2 + p ' ^ 2 

Weil aber nach Artikel 117 

OP = OP' 
is t , so ist auch 

P'Q = dQ, 
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wälirend PP' als das Bogenelement eines geodätischen Kreises, 
für welchen q constant d. h. rf^ = 0 ist , von der Form 

Pda 

sein muss. D a s B o g e n e l e m e n t e i n e r C u r v e i n i r g e n d 
e i n e r F l ä c h e kann somit durch eine Formel 

ds"- = dQ"- + PMco'' 
ausgedrückt werden. Wir untersuchen die Form der Function P 
für den Fall der durch den Kreispunkt eines Ellipsoids gehenden 
Radien vectoren, indem wir die Krümmungslinie 

fi fi' 

betrachten. Wir haben dann (Artikel 137) 

und nach demselben Artikel 

do- = dv' " 
- k-'—v'' 

also 

I-aco _ ^^ • 

Aber nach Artikel 138 ist für ft als eine Constante 

— dv _ —Ą-A (/CJ 

[h'^ — v'') j/{k'' — v'') ~~ h ' W — W sin co' 

und man erliält somit durch Sid»stitution 

_ ^ _ 
s i n i c o ib'' - _ h'l) sin2 CO {b'' — ( 6 2 _ c') sin2 w 

y' 
s m ^ 03 

(Band I, Artikel 1G8); daher 

sm CO 

Es ist bei dieser Untersuchung nicht unumgänglich, das Re-
sultat des letzten Artikels vorauszusetzen. Wenn wir für die 
rechte Seite der Gleichung desselben eine unbestimmte Function 
von CO subst i tuieren, so wird in derselben Art bewiesen, dass 

P == y0 (co) 

ist. Wir best immen dann die Form der Function durch die Be-
merkung , dass in der Nachbarschaft des Kreispunktes die Ober-

1 2 * 
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fläche sich iler Form einer Kngel näl ier t ; da für die Kngel die 
Formel der Heclification 

ds- = g fl^l 
ist , so muss 

P z = sin Q 

sein und da für dieselbe überdiess 

y = sin Q sin co 

ist, so bat die y multiplicierende Function den Werth 

1 
sin CO 

140. Betrachten wir nun das durch Verbindung eines Punktes 
P mit den beiden Kreispunkten 0, 0' gebildete Dreieck, so haben 
wir für den Dogen OP die Finiclion 

SMt a) 

und für den P mit dem andern Kreispunkte vereinigendfiu Bogen 
O'P die Funcliou 

f = J .. sni 0) 
d. i. 

P : P' = sin CO : sin co'; 

eine Gleichung analog derjenigen, welche ausdrückt , dass 'die 
Sinus der Seiten eines sphärischen Dreiecks den Simis der Gegen-
winkel proportional sind, da P und P' in der Hectlficalion der 
elliptischen Bogen den sin q, sin q' auf der Kugel entsi)rechen. 

141. Ist ferner P ein Punkt einer Krümmungslinie, so haben 
wir (Artikel 124) 

dQ + dQ = 0, 

wo Q und q' die Entfernungen von den Kreispunkten bezeichnen; 
ist dann 0 der Winkel , welchen der Badius vector OP mit (b.'r 
Tangente bildet, so ist das normale Element Pda oflenbar 

dq tan 0. 

Da aber der Radius vector 0'P auch den Winkel ö mit der 
Tangente bildet, so haben wir 

Pdco + P'da' = 0 , d. i. + = 0 ; 
sin CO sin co 

oder tan ^ co . tan ^ co' ist constant , wenn die Summe der Seiten 
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des Dreiecks gegeben ist, und tan ^ co ist zu tan ^ in einem 
gegebenen Verhältniss, wenn die Differenz der Seiten gegeben 
ist. W i r d d i e E n t f e r n u n g z w i s c h e n z w e i K r e i s p u n k t e n 
a l s D a s i s d e s D r e i e c k s g e n o m m e n , so i s t d e r O r t s e i -
n e s S c h e i t e l s e i n e K r ü m m u n g s l i n i e , e b e n so w o h l w e n n 
d a s P r o d u c t a l s w e n n d e r Q u o t i e n t d e r T a n g e n t e n s e i -
n e r h a l b e n B a s i s w i n k e l g e g e b e n i s t . * ) 

Aus diesem Satze entspringen mehrere Zusätze, z. B. W e n n 
e i n e g e o d ä t i s c h e L i n i e d u r c h e i n e n K r e i s p n n k t 0 e i n e 
K r ü n i m u n g s l i n i e in P u n k t e n P, P' s c h n e i d e t , so i s t 
j e n a c h d e r A r t d e r K r ü m m u n g s l i n i e e n t w e d e r d a s 
P r o d u c t o d e r d e r Q u o t i e n t v o n tan ^ PO'O u n d tan ^ P' 0' 0 
c o n s t a n t . 

Ferner : W e n n d i e g e o d ä t i s c h e n L i n i e n , w e l c h e z w e i 
K r e i s p u n k t e m i t i r g e n d e i n e m P u n k t e P e i n e r K r ü n i -
m u n g s l i n i e v e r b i n d e n , d i e s e l b e ü b e r d i e s s in d e n 
l ' u n k t e n P', P" s c h n e i d e n , so i s t d e r O r t de s D u r c h -
s c h n i t t s p u n k t s d e r t r a n s v e r s a l e n g e o d ä t i s c h e n L i n i e n 
O'P', OP" e i n e K r ü n i m u n g s l i n i e d e r s e l b e n Ar t . 

142. M. B o b e r t s ' Ausdruck für das Element des zu einer 
umbilicalen geodätischen Linie normalen Bogens ist von H a r t 
in folgender Art erweitert worden: Sind OT, 0 7 " zwei auf einan-
der folgende geodätische Linien, welche die im Durchschnitt der 
Fläche mit einer confocalen Fläche B gebildete Krünimungslinie 
berühren , und ist da der Winkel, unter welchem sie sich durch-
schneiden, so berührt die Tangente in dem Punkte T einer von 
ihnen die Fläche B in einem Punkte P (Artikel 129), und wenn 
TT' als conjugiert zu TP genommen ist, so geht die Tangenten-
ebene in T' d u r c h ' y P (Artikel 7), und die Tangente der geo-
dätischen Linie in T' berührt die confocale Fläche B in dem-
selben Punkte P. Wir wünschen nun die normale Entfernung 
von T' und TP in der Form Pda auszudrücken. Vorausgesetzt, 
dass die Tangenten der geodätischen Linien in den nächstfolgen-
den Punkten sich in P^ unter einem Winkel dcp̂  schneiden, dass 

*) Dieser Satz ebenso wie die in Art. 138 u. f. enthaltenen Sätze, 
von denen sein Beweis abhängt, gehört M. R o b e r t s , welchem dieser 
Theil der Geometrie so viel vcrdanlit. ( , ,Liouville's Journal", t. XIII, 
p. I und t. XV, p. 275.) 
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fe rner die Normalen in den Punkten T^, J / die Tangenten PT, PT 
in den Punkten T^, T^ schneiden, so s ind, da die Diflerenz zwi-

Fig. 2. 

sehen T^ T / , T^ T^ ein unendlich Kleines der dritten Ordnung ist, 
PT^d(p und P^T^dcpi mit demselben Grade der Annäherung ein-
ander gleich, und da PT^, P ^ T j den Durchmessern D, B^ der 
Fläche B proportional sind, welche den zwei auf einander fol-
genden Tangenten der geodätischen Linien parallel laufen, so ist 

Bd(p — B^ f / g p j , 

d. i. diese Grösse bleibt unveränder t , wenn wir längs der geo-
dätischen Linie vorwärts gehen. Nun ist in dem Punkte 0 

dcp = dco; 

wenn also B^ den Durchmesser der Fläche B bezeichnet, welcher 
der Tangente der geodätischen Linie in 0 parallel ist, so hat 
man 

Bd(p = B^do), 

und daher die auszudrückende Entfernung 

PTdcp = ^ tda, 

wenn / ( = PT) die Länge der von T an die confocale Fläche B 

gehenden Tangente, oder ^ t das Mittel zwischen den Segmenten 

einer durch T parallel der Tangente in O gehenden Sehne von 
B ist. 

Wenn die geodätische Linie durch einen Kreispunkt geht , so 

reducier t sich die Fläche B auf die Ebene der Kreispunkte und ~ t 
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ist die durch T parallel der Tangente in 0 bis zum Durchschnitt 
mit dieser Ebene gezogene Gerade, d. h. man erhält den Aus-
druck von R o b e r t s wieder. 

Durch einen Beweis, der mit dem für die entsprechende 
Eigenschaft der Kegelschnitte („Analytische Geometrie der Kegel-
schnitte", Artikel 264) übereinstimmt, erhält man von hier aus 
den Satz: W e n n e i n g e o d ä t i s c h e s P o l y g o n e i n e r K r ü m -
m u n g s l i n i e u m g e s c h r i e b e n b l e i b t , w ä h r e n d a l l e s e i n e 
E c k e n b i s a u f e i n e s i c h i n K r ü m m u n g s l i n i e n bew e g e n , 
so d u r c h l ä u f t a u c h d i e s e e i n e K r ü m m u n g s l i n i e u n d 
d e r U m f a n g d e s P o l y g o n s i s t u n v e r ä n d e r l i c h , w e n n 
d i e s e K r ü m m u n g s l i n i e n v o n d e r s e l b e n A r t s i n d . 

143. Wenn eine geodätische Linie, die einen Kreispunkt mit 
dem diametral entgegengesetzten verbindet, und einen Winkel co 
mit der Ebene der Kreispunkte macht, fortgesetzt wird, bis sie zu 
ihrem Ausgangspunkt zurückkehrt , so geht sie damit nicht zugleich 
wie in dem Fall der Kugel auf ihren ersten Weg zurück, d. h. sie 
bildet bei ihrer Rückkunft einen von co verschiedenen W'inkel mit 
der Ebene der Kreispunkte. 

Um diess zu beweisen, werden wir einen Ausdruck für den 
Winkel 0 untersuchen, den die Ebene der Kreispunkte mit der oscu-
lierenden Ebene in irgend einem Pujikte dieser geodätischen Linie 
macht. 

Dabei ist es nützlich, das folgende Lemma vorauszuschicken. 
Wenn in einem sphärischen Dreieck eine Seite und der an-

stossende Winkel endlich bleiben, während die Basis unbegrenzt 
abnimmt, so kann die Grenze des Verhältnisses der Basis zur 
Differenz der in demselben Sinne gemessenen Basiswinkel bestimmt 
werden. Die Formel 

der sphärischen Trigonometrie giebt in der Grenze, also für das 
Dreieck von den Seiten a , dcp und dem eingeschlossenen Winkel 
0, in welchem der Winkel djjj der Seile dg) gegenüber liegt und 
(0 + d$) den der Seite a gegenüber liegenden Aussenwinkel be-
zeichnet 

dO = cos a dtp; 
es ist aber auch 

sin adi{j = sin Od(p, 
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also 
äO dcp 

sin 6 tan a 

Nun wissen wir (Artikel 129), dass die Tangente in einem 
Punkte der durch einen Kreispunkt gehenden geodätischen Linie 
die Ebene der Kreispunkte in einem Punkt der Focalhyperbel schnei-
det, und die osculierende Ebene der geodätischen Linie in die-
sen Punkt ist daher die durch den Punkt und die entsprechende 
Tangente der Focalhyperbel bestimmte Ebene. 

Wir wissen auch, dass der einem Ellipsoid aus einem Punkt 
der Focalhyperbel umgeschriebene Kegel ein gerader Kegel ist. 
(Hand 1, Artikel 194.) 

Sei dann PP' ein Element der geodätischen Linie durch 
einen Kreispunkt, w elches verlängert in H die Focalhyperbel schnei-
det, und schneide die Verlängerung des nächstfolgenden Elements 
P'P'' dieselbe in I I ' , so sind PHH, P'II'II zwei auf einander 
folgende osculierende Ebenen, wenn I l h , I i 'U die zwei entspre-
chenden auf einander folgenden Tangenten der Focalhyperbel 
sind. Denken wir jetzt um II' eine Kugel beschrieben und be-
trachten das sphärische Dreieck, welches die Hadien nach den 
Punkten H, H', P' bestinnnen, so ist, wenn DTP den ^Vinkel HLL'H', 
den Heridu'ungswiidtel der Focalhyperbel, und 0 den Winkel zwi-
schen der osculierenden Ebene und der Ebene HLL'H' der Kreis-
punkte bezeichnet, während HWP' der halb Winkel « des Kegels 
ist, das sphärische Dreieck das in dem Lennna betrachtete und 
wir erhalten 

dfp 
sin 0 tan u 

Um diese Gleichung zu integrieren, müssen wir rfgo in Func-
tion von a ausdrücken und diess können wir als ein Problem der 
ebenen Geometrie betrachten; denn « ist die Hälfte des zwischen 
den von H an den in der Ebene der Kreispunkte enthaltenen Ilaupt-
schnitt gelegten Tangenten enthaltenen Winkels, während dcp der 
Herührungswinkel der Focalhyperbel it) demselben Punkte isl. 
Wenn nun D, &'; D', H" die Achsen je einer durch H gehenden 
zu einer Ellipse von den Achsen a und h confocaleti Ellipse und 
Hyperbel sind, und wenn 2 « der von den Tangenten der letzte-
ren Ellipse von II aus eingeschlossene >Vinkel ist , so haben wir 
(vgl. „Analyt. Geometrie der Kegelschnitte", Art. 228, Aufg. 10) 
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t a n ^ a = 
á^ — a'-

Durch Di(Terentiieren uuler der Voraussetzung, dass a" con-
stant sei (da Mir zu einem benachbarten Punkte der Focalhyper-
bel fortschreiten), erhalten wir 

a da 
da = — tan a • 

a ^ — a ^ 

Wenn aber p, p' die vom Centrum auf die Tangenten der 
Ellipse und Hyperbel in H gefällten Senkrechten sind, so haben 
wir (Artikel 134) 

a'da' = jnlp', 

dp ist das Bogenelement der Focalhyperbel , und es ist , wenn q 
den Krümmungshalbmesser in demselben I 'unkt bezeichnet, 

dp = Qdif, 

a' — a"' 
und P = — ; 

P 
1 . P'^^ also da = — tau a — 

P 
a'h'dcp 

oder da = tau a - — • 
a b 

Da aber 

fl'2 « 2 - f ( « 2 _ b'' = h' + {a' — a"') coi' a 

ist , so hat man 
dg) a"h" da 

tan a ~ ] / { a ' ' ^ ~ a " ' -j- y j ^ i _ «"2 ^ b ' l a n ' ^ ) ' 
In dem betrachteten Falle sind die Achsen der berührten 

Ellipse a , c , während die Quadrate der Achsen der confocalen 
Hyperbel sind {a' — b'), {b'—c')-, wir haben also die Gleichung 

rfö^ _ }/{a' — b') ]/{b' — c') da 
sin ö «2 ^ 0-2 tan^a) 

Indem wir sie integrieren und die eine Grenze des Integrals 
in dem Kreispunkt wählen, wo 

0 = 0), a = ^ 7t 
ist, so erhalten wir 

a 
tan^ö /• i/{a' — b') Y{b'~ c') da 

log 
tan J y^p-i ^ ^̂ 2 ta„2 ^^ j/n^-i ^ ta„2 ' 
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und wenn J den Werth dieses Integrals bezeichnet, so haben wir 

tan ^ ö = Ä tan ^ w, 
wo j 

k = e 
ist. 

Jenes Integral behält zwischen den Grenzen + ^ t t und 
— 7t, d. h. beim Uebergang von einem Rreispunkt zum an-
dern, sein Vorzeichen. 

Ist also ca' der Werth von ö für den Kreispunkt, welcher 
dem entgegengesetzt ist, von welchem wir ausgingen, so hat an 
dieser Grenze das Integral J einen von Null und k einen von 
Eins verschiedenen Wer th , und wir erhalten 

tan ^ (o' z= k' tan \ w, 
d . h . co' ist stets von co verschieden. E b e n s o k e h r t d i e g e o -
d ä t i s c h e L i n i e zu d e m u r s p r ü n g l i c h e n K r e i s p u n k t z u -
r ü c k u n t e r ' e i n e m W i n k e l ro", f ü r w e l c h e n 

tan ^ cö" = F tan ^ co; 

s i e g e h t u n d k e h r t z u r ü c k , i n d e m s i e e i n e R e i h e v o n 
W i n k e l n b i l d e t , f ü r w e l c h e d i e T a n g e n t e n i h r e r H ä l f -
t e n in s t e t i g e r P r o p o r t i o n s ind.*) 

144. Für alle Kanten desselben Tangentenkegels aus einem 
Punkt H in der Focalhyperbel- ist a und daher k constant, die 
Gleichung 

tan ö = 'k tan a 
giebt 

d ö dco 
sin 0 sin CO 

Da nun die osculierende Ebene der geodätischen Linie nor-
mal zur Fläche is t , somit auch normal zum Tangentenkegel, so 
geht sie durch die Achse dieses Kegels und wenn wir den Kegel 
durch eine zur Achse normale Ebene schneiden, so ist der Schnitt 
ein Kreis vom Radius 

y 
sin 0 

*) Die Sätze dieses Artikels gehören H a r t an, ,,Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal", Vol. IV, p. 82; in der Beweismethode bin 
ich W. K o b e r t s Darstellung, „Liouville's Journal", t. II (1857) p. 213, 
gefolgt. 
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und das Bogenelement ist 

rfÖ , doa 
• y -.—-A oder w 

sm 0 sm 03 

Diess Element aber, als die Entfernung zweier auf einander 
folgenden Seiten des Berübrungskegels im Berührungspunkt, ist 
das, was wir im Artikel 139 durch 

Pda 

bezeichnet haben und wir haben so aus der Untersuchung des 
letzten Artikels einen unabhängigen Beweis des für P dort ge-
fundenen Werthes. 

145. N i v e a u l i n i e n . Die Verschiedenheiten der Höhe eines 
Landes können in einer Karte durch eine Reihe von Curven dar-
gestellt werden, welche die Punkte von gleicher Höhe verbinden. 
Wenn eine Reihe solcher Curven verzeichnet sind, welche gleichen 
Höhendifferenzen entsprechen, so bezeichnet die dichtere Zusam-
mendrängung dieser Curven die Stellen, wo die Höhe des Lan-
des am schnellsten wechselt. 

Allgemein sind die Niveaulinien einer Fläche die Durchschnitte 
derselben durch eine Reihe von Horizontalebenen, welche wir 
der Ebene der xy parallel voraussetzen dürfen. Die Gleichungen 
der Ilorizontalprojectionen einer solchen Reihe erhält man durch 
die Substitution 

z =• c 

in die Gleichung der Fläche; und eine Dilferentialgleicbung, 
welche allen diesen Projectionen gemein ist, entspringt aus der 
Annahme 

dz — 

in der Differentialgleichung der Fläche, d. i. man hat 

dU , . dU , 
— dx + dy = Q. 
dx dy 

Man kann sie auf eine Function von x und y allein redu-
cieren, indem man die in den Differentialquotienten enthaltene 
Veränderliche z mit Hilfe der Gleichung der Fläche eliminiert. 

146. L i n i e n d e r g r ö s s t e n N e i g u n g . Die Lin e der grössten 
Neigung durch irgend einen Punkt ist die Linie, welche alle 
Niveaulinien normal durchschneidet, die Differentialgleichung ihrer 
Projection ist somit 
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dU , d U 
- - dy — —~dx = 0. 
dx dy 

Die Linie der grössten Neigung wird gewölinlicli als diejenige 
Linie definiert, für welche die Tangente in jedem Dunkle den 
grössten Winkel mit dem Horizont macht ; es ist in der That 
olfenbar, dass d i e F a l l l i n i e d e r T a n g e n t e n e b e n e , d. h. 
die Linie in ih r , welche die grösste Neigung gegen den Horizont 
hat , normal ist zur horizontalen Spur dieser Ebene. Wir erhal-
ten die nämliche Gleichung wie vorher , indem wir ausdrücken, 
dass die Projection des Curvenelenients, dessen lUchtungscosinus 
zu dx, dy proportional sind, normal zu der Spur ist, deren 
Gleichung durch 

dü , , dU . dU , 

dargestellt wird. 

Beispiel. Die Fiillliiiio der Fläche zweiter Ordnung 

Ax"^ + By\ + Cz^ = D 
zu linden. 

Üie iJiirerentialgleicliung isl 

Axdy = Bydx, 

welche durch hitegration giebt 

wo die Constante durch die Bedingung besliniint ist, dass die Linie durch 
den Punkt 

X = x, y = y' 

gellt. Somit ist die Falllinie die Durchschniltslinie der Fläche zweiler 
Ordnung mit dem (Zylinder, dessen Gleichung so eben geschrieben ward, 
ist also eine Curve doppelter Krümmung, so lange nicht der Punkt [x'y') 
in einer der Ilauptebenen liegt, als wodurch die eben gefundene Gleith-
ung sich auf »t = 0 oder y = 0 rcduciert. 

*) Die Differentialgleichung der Curve, die immer normal ist zur 
Durchschnittslinie der Tangentenebene von den Richtungscosinus ř/^jř/jji^a 
mit einer festen Ebene von den Richtungscosinus «, b, c, ist offenbar 

dx, dy, dz 
U^, U 3 

a , b , c 
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V. Absclinitt. Die Theorie der Krümmuiig und Deformation 
der Flachen und die der geradlinigen StraUensysteme. 

147. Wir werden diess Kapitel beendigen, indem wir einen 
Abriss von G a u s s ' T h e o r i e d e r K r i i m m u n g d e r F l ä c h e n 
und von den mit ihr eng verbundenen Lehren von der D e f o r -
m a t i o n d e r F l ä c h e n und von den g e r a d l i n i g e n S t r a h l e u -
s y S t e r n e n geben.*) 

In ebenen Curven messen wir die Krümmung eines Bogens 
von gegebener Länge durch den Winkel zwischen den Tangenten 
oder den Normalen in seinen Endpunkten; in andern Worten, 
wenn wir einen Kreis vom Radius Eins und in ihm Radien parallel 
den Normalen in den Endpunkten des Bogens denken, so bietet 
das Verhältniss des von ihnen begrenzten Kreisbogens zu dem 
Bogen der Curve ein Maass der Krümmung des Bogens dar. 

Wenn wir einen durch eine geschlossene Curve begrenzten 
Theil einer Fläche haben, und parallel den Normalen in den 
Punkten der begrenzenden Curve Badieu einer Kugel vom Halb-
messer Eins ziehen, so ward in gleicher Art der Itdialt des ent-
sprechenden Theils der Kugellläche durch G a u s s als die t o t a l e 
K r ü m m u n g des betrachteten Flächentheils bezeichnet. Und wenn 
wir in einem Punkte der Fläche die totale Krüuunung des an-
liegenden Flächenelements durch den Inhalt des Elements selbst 
dividieren, so ist der Ouotient das, was als das M a a s s d e r 
K r ü m m u n g f ü r d i e s e n P u n k t bezeichnet wird. 

148. Wir gehen dazu über , d a s Maass d e r K r ü m m u n g 
d u r c h e i n e F o r n i e l a u s z u d r ü c k e n . 

Weil die Tangentenebenen in irgend einem Punkt der Ober-
fläche und in dem entsprechenden Punkt der Kugel vom Halb-
messer Eins der Voraussetzung gemäss parallel sind, so sind die 
Flächen irgend welcher elementaren Theile von beiden ihren Pro-
jectionen auf eine der Coordinatenebenen proportional. Betrachten 
wir also ihre Projectionen auf die Ebene der xy inid setzen \\ir 
die Gleichung der Fläche in der Form 

*) Der Leser findet seine Abhandlung wieder gedruckt im Anhang 
zu L i o u v i l l e ' s Ausgabe von M o n g e . Auch in ,,Nouvelles Annales de 
Mathematiques", t. XI, p. 195 — 252 in französischer LTebersetzung auf 
Grund dieses Abdrucks. x 
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— 190 — 

z = 0 {x, y) 
gegeben voraus. 

Wenn dann x, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punktes 
der Fläcbe und X, Y, Z die des entspreebenden Punktes der 
Rugeleinheit sind, und x + dx, x + 8x, X + dX, X -f èX, etc. 
die zweier benachbar ter Punkte in jeder bezeichnen, so sind die 
Flächen der durch die betrachteten Punkte gebildeten elementaren 
Dreiecke offenbar in dem Verhältniss 

[dX8Y — dY8X) : {dx8y — dy8x). 
Da aber dX, dY, 8X, 8Y mit dx, dy, etc. durch dieselben 

linearen Transformationen vereinigt s ind, nämlich 

dx dy dx dy 

dX . ^ dX - dY . , dY . 
= rf^ + 7ly 

so erhält man nach der Theorie der hnearen Transformationen 
oder durch wirkliche Multiplication 

und die Grösse 

dx dy dy dx ' 

ist somit das M a a s s d e r K r ü m m u n g . 
Da aber X, Y, Z die Projectionen der der Normale paral-

lelen Lineareinheit auf die Achsen sind, so sind sie den Cosinus 
der Winkel proportional, welche die Normale mit den Achsen 
bildet; wir haben daher 

X = ^ , r = 
/ { I + p' + / ( I + P^ + ł ) 

dX _ _ ( 1 + g^) r — pqs dX _ ( 1 + g - ) ^ — pqt 
dx ~~ (1 + + ' dy ~~ {1 -i- p' + q')i 

dY __ (1 - f jo-) s — pqt dY _ _ (1 + P') t — pqs ^ 
dx " (1 - f p' - f q')^ dy — {1 + p' + ( f f ^ ' 

also 
dX dY dX dY {rt — s') 
dx dy dy dx (1 + p' + 

Damit geht aus einer Gleichung des Artikel 51 hervor, 
d a s s d e r f ü r d a s M a a s s d e r K r ü m m u n g g e f u n d e n e W e r t h 

http://rcin.org.pl



_ J _ 

RR' 

i s t , wo R u n d R' d i e b e i d e n I l a i i p t k r ü m m u n g s r a d i e n 
d e s P u n k t e s b e z e i c b n e n . 

149. Es ist leicht, d e n s o g e f u n d e n e n W e r t h g e o m e -
t r i s c h zu b e s t ä t i g e n . 

Wir betrachten dazu das elementare Rechteck, dessen Seiten 
die Richtungen der Ilaupttangenten haben. Seien die Längen der-
selben X, X', so dass sein Inhalt durch XX' ausgedrückt ist. Die 
Normalen in den Endpunkten von X durchschneiden sich, und 
wenn 0 den von ihnen gebildeten Winkel bezeichnet, so ist 

0 = A 
R' 

wo R den entsprechenden Krünunungsradius ausdrückt. 

Die entsprechenden Normalen der Kugel bilden mit einander 
denselben Winkel und ihre Länge ist die Einheit; für die Länge 
ju, des dem Element X entsprechenden sphärischen Elements haben 
wir daher 

X 
^ = 

ebenso ist 

also auch 
^^ — A XX RR" was zu beweisen war. 

150. G a u s s hat bewiesen, d a s s , w e n n e i n e b i e g s a m e 
a b e r n i c h t a u s d e h n b a r e F l ä c h e a u f i r g e n d e i n e W e i s e 
d e f o r m i e r t w i r d , d. i. w e n n d i e F o r m d e r F l ä c h e so 
v e r ä n d e r t w i r d , d a s s d i e l ä n g s d e r F l ä c h e g e m e s s e n e 
D i s t a n z z w i s c h e n i r g e n d zw e i P u n k t e n d i e s e l b e b l e i b t , 
d a s M a a s s d e r K r ü m m u n g in j e d e m P u n k t e u n v e r ä n -
d e r t b l e i b t . 

Wir haben ein Beispiel einer solchen Veränderung in dem 
Falle einer abwickelbaren Fläche in ihrer Ausbreitung in eine 
Ebene kennen gelernt (Artikel 57); und das Maass der Krümmung 
verschwindet sowohl für die abwickelbare Fläche als für die Ebene, 
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da in jedem Fall einer der Hanplkrümmungsradien nnendlicli gross 
ist (Artikel 108). 

Um den Satz allgemein zu beweisen, setzen wir voraus, dass 
ein Punkt der F läche , anstatt durch drei durch die Gleichung der 
Fläche bedingte Coordinaten gegeben zu sein, durch zwei unab-
hängige Coordinaten' bestimmt ist. Sei 

dx = adu -1- a dv, dy = hdu h'dv, dz — cdu c'dv, 

so ist 

ds' = dx' + dy' + dz' 
= [a' + b' + c') du' + 2 {aa -j- bb' + cc) dudv - f {a' + b'' - f c') dv'. 

Wir schreiben diese Gleichung in der Form 
ds' — Edu' 4- 2 F du dv -f Gdv' 

und haben zu beweisen, d a s s d a s M a a s s d e r K r ü m m u n g 
o d e r d a s P r o d u c t d e r H a u p t k r ü m m u n g s r a d i e n e i n e 
F u n c t i o n v o n E, F, G i s t . 

Sei {x', y', z') der Punkt der deformierten Fläche, welcher 
dem Punkt {x, y, z) der gegebenen Fläche entspricht , so sind 
x', y', z' gegebene Functionen von x, y, z und können somit 
auch in Gliedern von ii und v ausgedrückt werden. Das Bogen-
element der deformierten Fläche kann in der Form 

ds' — E'du' -f- 2 F'du dv + Q'dv' 

dargestellt werden , und die Bedingung, dass dasselbe durch die 
Transformation nicht verändert sei, fordert oOenbar 

E ~ E', F ^ F', G = G'. 

Jede Function von É, F, G bleibt somit bei einer Deforma-
tion, wie die von uns betrachtete, unverändert. 

Nun sind in Artikel 34 die l lauptkrümmungsradien durch 
eine (piadratische Gleichung gegeben worden, in welcher der 
Coefficient von 

(f7,2 + U,' + U,') 

und das absolute Glied 

- U,,') U,' + - U,,') U,' -f (ř/n u,,-u,,') u,' 
+ 2 + 2 { U M - - U , , U , , ) 
+ U,U, 

ist. Wir werden jede dieser Grössen einzeln in Function von 
E, F, G ausdrücken. 
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151. Wenn wir in die Gleicliung der Fläche 

Uydx + ü^dy + U^dz = (), 
die im letzten Artikel gegebenen Werthe von dx, dy, dz substi-
tu ieren, und er innern , dass die Coefficienten von du und dv ge-
t rennt verschwinden müssen, weil u und v unabhängige Verän-
derliche sind, so haben wir 

Uyü + UJb - f f /gC = 0 , U yd + u^h' + ř/gC = 0 , 

somit 

Uy = I [bc — b'c), ř/a = A [cd — cd), Z/g = A [ab' — db), 

wenn k ein unbestimmter Coefficient is t , und 

152. Wir untersuchen nun das Ergebniss derselben Substi-
tution 

Uy = k [bc — b'c), etc. 

in den Ausdruck des absoluten Gliedes im Artikel 150. 
Eine Gleichung, welche in der Theorie der Kegelschnitte 

Anwendung findet, erlaubt uns , diess Resultat in einfacherer 
Form zu schreiben. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte", 
Artikel 331, 3 6 5 ; 400 , Reispiel 2.) 

Sei 

aa:2 _j_ _j_ q^i ą, ^lyz -j- 2mra: -f- Inxy = {) 

die Gleichung des Kegelschnitts und sei das Resultat der Sid>sti-
tution 

a -j- kd, b -{- kb', c -}- Are' fü r x, y, z 

S + 2kV + k'^S', 
so ist 

SS' - F2 = ( b c - 1 ' ) [bc' — cb')'^ -i- (ca —m2) [cd — ac')'^ -}- e tc . ; 

*) Vergl. ,,Vorlesungen", Artikel 14. 
Die Gauss'sehen liezeichnungen werden vervollständigt durch die 

folgenden Angaben: 
hc — b'c A, cd — cn = B, ab' — ab = C, 

so dass 
7/2 _J_ = EG — F^ = J 

ist; und 
, dK , , flG 
^ dv du 

Sal inoa, Anal . G e o m . d, Raumes . 11. 1 O 
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denn jede Seite dieser Gleichung drückt durch ihre Gleichsetzung 
mit Null die Bedingung aus , unter welcher die Verbindungslinie 
der Punkte abc, ab'c den Regelschnitt b e rüh r t . Die Gleichung 
kann überdiess durch wirkliche Multiplication bestätigt werden. 

In unserm Falle soll die Grösse 
;i2 ^ss' — V) 

berechnet w e r d e n , wo 
S = ^ jj^^c^ _}_ 2 ü^^bc + 2 U^^ca + 2 U^^ab, 

S' = + U^'ib"' + ř733c'2 + 2 V^^b'c + 2 U^^ca + 2 U^^^^'b', 
V = U^^hb'i- ü^^ lb'c + b'c) + ř/31 (ca + c'a) 

ist, 
Differentiieren wir die Gleichung 

U^dx + U^dy + U.^dz = 0 , 
so erhalten wir 

U^d'^x + U^d'^y + U.ß'^z 
= — [V^^dx'' Ą- U^̂ dy"̂  + U^^dz^ + 2 U^^dydz + 2 U^^dzdx 

+ lUy^dxdy)-, 
und wenn wir schreiben 

Mit den nachher auftretenden 
d-^x 

= ß, 
dh 

= y. 

d^x 
du dv 
dhj ^ 

du dv 
dH _ 

du dv 

. d^x 

O' <py _ o" 

. d^z 
— y du^ 

bildet man dann noch 
Aa 4- nß + Cy ü , 
Aa + Bß' -f Cy = D' , 
Aa + Bf + Cy" = D". 

Mit diesen Bezeichnungen erhält man das Maass der Krümmung in 
der Form 

_ DD" — n'^ __ DD"— 7/2 
+ + (72)2 ~ ' 

Man hat in den Symbolen A, B, C, D^ />', D" die Determinanten-
form erkannt und kann auch in diese Form leicht übertragen; es ist 

a , Ä , c 
Vd — a , b\ c' 

A, B, C 
« » ß, y a ' , ß ' , y ' . a " , V 

D ^ a , b, c a , C a , b , c 
d, Ć d, b', c ' b' , c' 
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a , 
a , 

ř 
j 

d'x = a du' + et du dv + a." dv', 
d'y = ß du' + ß'dudv + ß"dv', 
d'z = ydu' + y'du dv + y" dv', 

und diese Substitutionen in die linke Seite der vorigen Gleichung 
vollziehen, während wir zugleich für dx, dy, dz nach Artikel 150 
ihre Wer the einsetzen, so erhalten wir durch Vergleichung der 
Coefficienten von du', du dv, dv' 

V.cc + V^ß + ąy = - S, + U^ß' + U,y' = - F, 

U,a" + ü^ß" + U,y" = — S', 

und haben den Wer th von 

A2 U,y) {U^-b U,ß"-\- U,y") - U,y')'} 
zu berechnen , wenn für E/j, U^, U^ die Werthe des Artikel 151 
substituiert werden. 

Das Resultat ist das Product aus in die Grösse 

ß, y ß'\ y" ß', y 
b, c X a , b , c — a, b, c 
b', c' a', b' , c' a', b', c' 

Nach dein Multiplicationsgesetz der Determinanten*) giebt die 
Entwickelung dieser Producte die Differenz zwischen 

au" ßß" yy", aa" -f" f^ß" + cy", a'a" + b'ß" + cy" 
aa bß cy , a' b' + c' , 
a a + b'ß + cy , aa + bb' + cc , a 

und 

a' + ß'' + y' , aa + bß' + cy', a'a + b'ß' + c'y' 
aa' bß' + c/ , a' + b' c' , aa + bb' + cc 
a a + b'ß' + c y , aa + bb' + cc , a'' + b'' + c'' 

153. Die Elemente dieser Determinanten werden aber leicht 
als Functionen von U, F, G und ihren Differentialen erkannt . 
Mit Er innerung an die Definitionen von a, b, c, a, a', a", etc, 
(Artikel 150. 152) ist offenbar, dass 

da , da da' „ da' 
a = —, a = y = —, a == —, etc. 

du dv du dv 

sind, so dass man durch 

aa' + bb' cc 
'2 b ' ' + c ' 

*) Die Bemerkung, dass die Anwendung dieser Eegel das Ergeb-
niss in einer die Wahrheit von Gauss ' Theorem beweisenden Form 
bestimmt, verdanke ich W i l l i a m s o n , 
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E == a' h' Ą- é , F= aa + bb' + cc, G = a' + h'' + c'' 
erhält 

«« + ft/3 + cy = I au + bß' + c / = | 
du ^ dv 

a'a' + b'ß' + c'y - i aa" + b'ß" + c'y" = ^ 
dli dl) 

" _J_ / / ? " I " ^ ^ / ' ' I I ' a ' . ' 'N ^ ^ , d G aa +bß +cy = ^ - («« + ^/3 + c y ) = - -

aa + + cy = - -(aa + bß = 

Man sieht, alle Elemente der beiden vorigen Determinanten, 
mit Ausnahme der leitenden Elemente von ihnen 

aa" + ßß" + yy", a'' + ß'' + y', 

sind in diesen Gleichungen in Function von E, F, G ausgedrückt. 
Um auch diese so darzustellen, diHerentiiereu wir die letzt-

"•eschriebene Gleichunw in Bezug auf v und erhalten 

+ ßß"+yy" = ^ ^ 1 ^^ _ f ^ + // ^^^ + e''^) . - r PP -TY? ^^^^^ t V dv ^ dv ^ dvj ' 

1 sodann die Gleichung 

da + b'ß' -f c'y' = I 

wir diHerentiieren sodann die Gleichung 

du 
in Bezug auf u und erhalten 

In Folge der Belationen 

da da' ^^^ 
dv du 

sind die in den Parenthesen der letzten beiden Gleichungen ent-
haltenen Grössen gleichwerthig und man erkennt aus der Ent-
wickelung der beiden Determinanten sofort , dass die Producte, 
in welche diese Grössen eintreten, in der Diflerenz verschwinden, 
weil auch ihre anderen Factoren übereinstinunen — sie sind 
beide gleich 

E, F 
F, G 

— dass somit die gesuchte Entwickelung die mit A"* multiplicierte 
Diflerenz der Determinanten 
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und 

(fF 
du dv 

ł 

du 

du 

_ 1 ^ 

dF __ ^ dO^ 
^ ^ Ibi' ^ 

E , 

dv 

F 

1 
"5" 

d'^G 
du'' ^ dv ' ^ dti 

ł 
dE 
dv' 

E , F 

ł 
dG 

F , G 

ist. 
Indem wir die so gebildete Grösse durcb den im Artikel 151 

gegebenen Werth von 

[u;^ + u.^ + u^Y 

dividieren, erhalten wir das Maass der Krünmiung; da der ge-
meinschaftliche Factor verschwindet, als eine Function der 
Grössen E, F, G und ihrer Diflerentiale, womit G a u s s ' Theo-
rem bewiesen ist. 

Wir fügen dem Beweis die wirkliche Entwickelung der De-
terminanten hinzu. Indem wir das Maass der Krümmung durch 
K bezeichnen, erhalten wir 

du dv ^ \duj f 
„ (dE dG dE dG ^dE dF , dF dF ^ dF dG ) 

IrfM dv dv du " dv dv 
, ^ (dE dG ^dE dF 

6r < 2 
I du du du dv + 

du dv " du du j m 
(Vergl. L i o u v i l l e ' s Ausgabe von M o n g e , p. 523.)*) 

*) B e r t r a n d , D i g i x e t und P u i s e u x (vergl. ,,Liouville's Journ.", 
t. XIII, p. 80; Appendix zu M o n g e , p. 583), haben das Theorem von 
G a u s s durch Berechnung des Umfangs und Inhalts eines geodätischen 
Kreises in einer beliebigen Fläche bewiesen, dessen Radius .v unendlich 
klein gedacht ist. Sie finden für den Umfang 
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1 5 4 . Man k a n n zwei Sys t eme von C u r v e n auf j e d e r Fläc l ie 
b i l d e n , f ü r d e r e n e ines u, und f ö r d e r e n a n d e r e s v c o n s t a n t i s t ; 
j e d e r P u n k t d e r F l ä c h e ist de r D u r c h s c h n i t t z w e i e r s o l c h e r Cur -
v e n , e ine r aus j e d e m Sys tem. 

Der Ausdruck 
ds'' ~ Edu' + 2 Fdu dv + Gdv' 

ze ig t , dass 
l/{E) du 

das E l e m e n t de r d u r c h den P u n k t g e h e n d e n Curve i s t , f ü r we lche 
V cons t an t i s t ; w ä h r e n d zugle ich 

/(G) dv 

2jts — 

und für den Inhalt 
RH' 

12 RR' 
Die Voraussetzung, dass beide durch die möglichen Deformationen 

der bezeichneten Art unverändert bleiben, fordert, dass RR' constant sei. 
Man kann die allgemeinen Gleichungen der Krümmungslinien und 

der Hauptkrümmungsradien mit den eingeführten Bezeichnungen leicht 
folgendermassen ausdrücken. Wenn rj, ^ die Coordinaten eines Punk-
tes der Normale in x, y, z ausdrücken und durch R die Entfernung bei-
der Punkte bezeichnet wird, so hat man 

Damit dann {x, y, z) einer Krümmungslinie angehöre, müssen die 
Derivierten der vorigen Gleichungen für rj, ^ als Constanten nach 
den Veränderlichen u, v bestehen und R wird dann ein Krümmungs 
halbmesser sein. Man hat also 

dx , , dx u 

dz , . dz 
^ u 

du 

du dv ' 

du 

Indem man aber diese Gleichungen der Reihe nach erst mit 
dx dy . dz 

du' dii' 
dann mit 

dx dy dz 
dv ' dv' dv 

multipliciert und die Producte addiert, erhält man die beiden Summe u 
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das E lemen t der e n t s p r e c h e n d e n Curve beze ichne t , in welcher u 
cons tant ist. W e n n diese beiden Curven sich u n t e r dem Winke l 

0) d u r c h s c h n e i d e n , so h a b e n w i r , da ds die Diagonale des Para l -

l e log ramms i s t , we lches ]/[E) du und '\/[G) dv zu Se i ten h a t , 

F 
cos w = 

J/Teg) 

und f ü r den Inha l t des Pa ra l l e logramms 

d6dö' sin 0) = -/{EG — F') du dv. 

W e n n die Curven des Systems u die des Sys tems v r ech t -
winklig d u r c h s c h n e i d e n sol len , so muss 

F = 0 
se in . 

Es ist ein speciel ler Fal l dieser F 'ormeln, w e n n wir geodä-

Eu Fv — {Du + D'v ) = 0, 
y ^ 

Fu Gv — {D'u + D"v') = 0, 
y ^ 

zwischen denen man nun entweder R oder das Verhältniss u : v elimi-
nieren kann; jenes liefert die Gleichung der Krümmungslinien in der 
Form 

{Eu + Fv) {D'u + D"v') — {Fu -ł- Gv) {Du - f D'v) = 0; 
dieses die Gleichung der Krümmungsradien in der Form 

~ F ^ ) i j i - y ^ ) - { T t - f i ) = 
oder 

I f)G —2 n'F + D"E DD" — D'^ _ 
R y j h ~ ' 

Man erkennt hier den Ausdruck für das Krümmungsmass wieder, 
den wir in der Anmerkung des Artikel 151 gaben und erhält ferner 

J_ — DG —2 D'F -j- D"E 

Die Bedingungen für die Existenz eines Kreispunktes sind 
E D = FD' — GD"\ 

Gleichheit der Hauptkrümmungsradien findet statt für die Relation 
{DG — 2 D'F + D"EY = 4 — F^) {DD"— />'«) 

oder für die auch aus der Gleichung der Krümmungslinien hervor-
gehende identische 

{GD — ED'y = 4 {FD — ED') {GD' — FD"). 
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dätische Polarcoordinaten anwenden;*) .wir haben lann immer 
einen Ausdruck von der Form 

ds' — dQ' + P'dco'. 

Und wenn wir in der allgemeinen Formel des letzten Artikels 

F = 0, E = const. 

se tzen, so erhalten wir 

also für 

*) Man kann diese sich an den Ausdruck des Curvenelements an-
schliessenden Betrachtungen mit denen des Artikel 118 vereinigen und 
erhält damit Bestätigungen und Vervollständigungen der dort gegebe-
nen Sätze. Denken wir auf einer krummen Fläche eine Linie A und 
durch jeden ihrer Punkte eine zu ihr normale geodätische Linie /?, 
zählen wir die Längen v von jener von einem festen Punkte in ihr, 
nennen u die Längen von diesen, so ist 

V == const. 
die Gleichung einer zu A normalen geodätischen Linie, 

II = const. 
die Gleichung einer Curve <7, die den Ort der Enden gleich langer B 
bildet. Die Curven B und C sind orthogonal; denn es ist 

ds^ = Edu^ 4- 2 Fdu dv -f Gdv\ 
und für den betrachteten Fall erhält man die Gleichung einer beliebi-
gen geodätischen Linie, die mit B {v = const.) den Winkel $ macht, 
in der Form 

y j do = - du - \ ^ dv. 
du dv 

Damit also A eine geodätische Linie sei, muss 

F also eine Function von v sein, und man hat daher F — 0, d. h. die Cur-
ven B und C sind orthogonal. Man erhält von da aus die G a u s s ' s e h e n 
und die Sätze des Artikel 118 wieder, die auch B e t t i wohl gleichzeitig 
gegeben hat („Annali di Matematica," t. III, p. 336; vgl. W e i n g a r t e n , 
„Journ. f. Math.", Bd. LXII, p. 160) und kann sie vervollständigen: Auf 
einer beliebigen Fläche durchschneiden sich confocale geodätische Ellip-
sen und Hyperbeln rechtwinklig. Auf einer beliebigen Fläche bildet die 
Tangente einer geodätischen Parabel gleiche Winkel mit dem geodäti-
schen Radius vector und der geodätischen Normale zur Directrix. Vergl. 
auch B o k l e n , „Grunerts Archiv", Bd. 39, p. 189 u. 204, wo am letz-
teren Orte die Gauss ' sche Lehre vom Entsprechen zwischen Linien 
auf den Flächen und sphärischen Linien etwas weiter ausgeführt ist. 

B I B L I O T E K A 
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— 2 0 1 — 

E = l , Q = u = Q, ^ = 

do" RR' ^ 
eine Gleichung, welche für je'de Fläche durch die Function P 
erfüll t sein muss, wenn 

Pdco 

das Bogenelement eines geodätischen Kreises ausdrückt. 
R o b e r t s hat gezeigt („Cambridge and Dublin Mathem. Jour-

na l " , Vol. III, {). 161), dass dieser Gleichung für eine Fläche 
zweiter Ordnung durch die Function 

y 
sm CO 

Genüge geleistet wird. 
Der allgemeine Ausdruck des Linienelements 

= Edii'^ -f 2 F du dv + 
kann in v e r s c h i e d e n e r Weise vereinfacht werden. Wemi die 
Curven u — 0 g e o d ä t i s c h e L i n i e n sind, so ist = 1, sind die 
Curven i« = 0 , = 0 orthogonal zu einander , so ist F = 0, 
wie wir sahen. Das Linienelement für ein System geodätischer 
Linien u und das ihrer orthogonalen Trajectionen v ist also 

= 

Die Linien v können in diesem Falle nicht selbst geodätisch 
se in , den einzigen Fall entwickelbarer d. h. auf eine Ebene ab-
wickelbarer Flächen ausgenommen. 

Wenn man 
i r = 0 , E = G — X 

setzt , so ist 
= X + dv^). 

wie G a u s s gezeigt hat; es giebt unendlich viele orthogonale Cur-
venfamilien dieser Art auf jeder Fläche ( I s o t h e r m e n ) ; sie theilen 
die Fläche in unendlich kleine Quadrate. Durch die Substitution 

u iv = 2x, u — iv = 2y 
giebt man dem Ausdruck des Linienelements dann die Form 

rfs^ _ ĄXdxdy. 
3Ian kann überdiess x durch eine beliebige Function von 

X und y durch eine solche von y ersetzen, ohne die Form die-
ses Ausdrucks zu ändern. 
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155. G a u s s wendete diese Formeln auf die B e s t i m m u n g 
d e r t o t a l e n K r ü m m u n g — in seinem Sinn des Ausdrucks — 
f ü r e i n g e o d ä t i s c h e s D r e i e c k e i n e r b e l i e b i g e n F l ä c h e an. 

Da 
PdcodQ 

den Inhalt und 

_ - L ^ 
P dQ'' 

das Maass der Krünunung ausdrücken, so wird die totale Krüm-
mung durch zweimalige Integration von 

gefunden; nun giebt die erste Integration in Bezug auf q 

und das Integral verschwindet für p — 0, wenn die Radien von einer 
Ecke des Dreiecks aus gemessen werden; auch muss für (» = 0 

dP 
dQ 

sein, weil für ein der Null sich näherndes q die Länge des zu 
dem Radius normalen Elements der Grenze 

Qdco 

zustrebt. Das erste Integral ist somit 

dm 

Fig, 3. Es kann in einer passenderen Form, 
wie folgt, geschrieben w e rden : Sei ö der 

^ Winkel , welchen ein Radius vector mit 
dem Element der geodätischen Linie ab 
macht , so ist , weil 

aa == Pda, bb' = (P + dP) da 

und wenn 
cb = aa', 

m 
b c dPdco, 

l_ bac — — d(o. 
dQ 

Da aber b'ac die Verminderung ist, welche der Winkel 0 beim 
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Uebergang zu einem folgenden Punkte erfährt , so hat man damit 
dP 

= da, 
dQ 

und das gefundene Integral ist somit 

da + dO, 
und Uefert durch die zweite Integration 

a +$' - r , 
wenn a der von den zwei äussersten Iladien vectoren, welche wir 
betrachten, eingeschlpssene Winkel ist und ö', die entsprechen-
den Werthe von ö sind. 

Wenn wir durch A, B, C die inneren Winkel des durch die 
zwei äussersten Radien und die Basis gebildeten Dreiecks bezeich-
nen, so ist 

a = A, 0' = B, = 7t — C, 

und die t o t a l e K r ü m m u n g ist 
A ^ B C ~ n. 

Der Ueberschuss der Winkelsumme eines geodätischen Drei-
ecks über 180° wird somit durch den Inhalt desjenigen Theils einer 
Kugel vom Halbmesser Eins gemessen, welcher den Richtungen der 
Normalen längs den Seiten des gegebenen Dreiecks entspricht. 

Der Theil der Kugel vom Halbmesser Eins, welcher dem durch 
eine in sich selbst zurückkehrende geodätische Linie umschlosse-
nen Inhalt entspricht, ist die Halbkugel; denn wenn der Radius vom 
Ausgangspunkte bis in denselben zurück sich bewegt, so sind die 
äussersten Werthe von ö', ö" einander gleich, während w um 27C 
gewachsen ist. Das Maass der Krümmung ist daher für diesen 
Fall d. i. die halbe Oberfläche der Kugel.*) 

156. Die Frage, ob eine Fläche auf eine gewisse andere 

*) Für einige andere interessante Sätze, welche auf die Deforma-
tion der Flächen bezüglich sind, vergleiche man J e l l e t ' s Abhandlung 
, , 0 n the Properties of Inextensibles Surfaces", „Transactions of the 
Royal Irish Academy", Vol. XXII. 

Die Theorie der auf einander applicabeln Flächen betraf die Preis-
frage der französischen Academie für 1860, und der Bericht der ent-
scheidenden Commission giebt Anlass zu glauben, dass die zur Bewer-
bung eingesendeten Abhandlungen bei ihrer Veröffentlichung zu dem 
was bisher bekannt war, Bemerkenswerthes hinzufügen werden. 

Diese Arbeiten liegen auch jetzt (Sommer 1864) noch nicht voll-
ständig vor. 

http://rcin.org.pl



Fläche ohne Verdoppelung und Dehnung ausgebreitet oder abge-
wickelt werden kann, findet ihren analytischen Ausdruck nach 
Artikel 150 durch die Gleichung 

ds' = Edu'' -f 2 Fdu dv + Gdv'', 
von deren Coefficienten E, F, G das Ki iiuiniungsniaass allein ab-
hängig war. Ist also für die neue Fläche 

^ E^fj^-i iFydudv + Gydv'', 
so muss gleichzeitig 

E Ey, F = Fy , G Gy 
sein, d. h. die neuen Coordinaten X, Y, Z müssen die Gleichungen 

dx' , ^ , ^ ^ _ ^ 
du'' du'' dl? ~~ ' 

dx dx dy dy dz dz ^ 
du dv du dv du dv 
dx' dy'' dz'' _ 
dv'' dv'' dv'' ~ ' 

ebenso erfül len, wie die alten x, y, z. Man hat a lso, um das 
Problem zu lösen, drei Functionen X, Y, Z von zwei Veränder-
lichen u, v so zu bestimmen, dass sie mit den gegebenen Grössen 
E, F, G durch diese Gleichungen vereinigt sind. 

Denken wir das Linienelement in die Form 
ds'' = 4 A dx dy 

t ransformiert , so dass E = 0, F = G = {) s ind , so bat 
man die Gleichungen zu integr ieren, 

dX'' dY^ ^^^ — 0 
du'' du^ — 
dX d^ ^ dY ^ _ 2A 
du dv du dv du dv 

dv'' ^ dv'' ^ dv'' 

Sind dann p, q die partiellen Derivierten von Z in Bezug auf 
u und v; r, s, t aber die zweiten Derivierten derselben Grössen, 
so können wir durch Einführung zweier HilfsIWnJcel ö, setzen 

dX . , dX . 
— = ip cos ö, — = tq cos 0., 
du dv ^ 
dY . ^ dY . . ^ 

= e n sm 9 , -— = lo sm 6,; 
du dv ^ 
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denn die Elimination der $ liefert die vorigen Gleichungen wie-
der und 

k = pq sin^ ^ (ö — z=: pq sin^ 

für 0 — = 2 d a r a u s aber durch Differentiation 

dip , f r ^ s cř log X\ 
^ = — ł t a n i p l - - f - — , 
du ' du J 

diJj , (s , t d log k\ 
- f = — ^ tan ( - + . — . 
dv ^ \P q dv J 

Differentiiert man aber die Substitutionsgleichungen mit 6 
nach u, die mit nach v, so erhält man aus der Vergleichung 

(l^cc d^tj 
der Doppelwerthe von und , , die Relationen 

du dv du dv 

• A dO . . ^ dO. 
s cos 0 — p sm 0 — = s cos 0. — q sm 9. — 

dv ^ ^ du 

^ d$ . ^ , ^ d^i 
s sm 0 -j- cos 0 — = s sm -j- cos 0. 

dv 1 ^ j jj^ 
und daraus 

p — — .<? tan tt, q —- = s tan ii;, 'dv T I 

mittelst welcher die vorigen Gleichungen für ^ und ^ in die 
du dv 

neuen 

ř/0 f r rflogA , , rf0, s , , 
_ I l a n i ^ , = - tan 

\ n du / du q 
dQ, f t J l o g A 

du \ p 

^ — _ 1 
dv p ^ ' dv \q 

Übergehen. Man eliminiert aus ihnen 0, 0, durch Differentiation, 
ip durch die vorigen Gleichungen und erhält 

IN 'og A „ / d log A\ / d log . 

als die Dilferentialgleicbung, welche zu integrieren wäre. 
Sie hat die Gleichung erster Ordiumg 

pq = X 
zur singulären Lösung. 

Will man die Flächen von der Krümmung = 1 untersuchen, 
so erhält man 

= + du dv 
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und als ihr Integral 

^ ^ _ <30' (m) (v) 

also 

nnd für 

also 

{9) (u) + fiv)}-'' 

2 — 4 <p' (u) (v) du dv 

(p {u) = tp (v) = ri, 
(p' (u) du = d^, ip' (v) dv = dt], 

(I + v ? 

Alle Flächen, deren Krümmung constant = 1 ist, sind auf 
einander abwickelbar, z. B, auf die Kugel, 

Fü r abwickelbare Flächen hat man ebenso 

d ' log A _ ~ 
du dv 

und erhält 
ds'' = idu dv. 

157. Hätte man andererseits 

E = 1, F = 0, 
also 

ds'' = du'' + Qdv'', 

oder für 

ds'' = du'' + g''do''; 

so seien / , m, n die Bichtungscosinus der Normale der Fläche 
in u, V, ebenso X, (i, v und X^, v^ diejenigen der Tangenten 
der beiden Curven u — const, , v = const. , die als normale 
Trajectorie einer geodätischen Linie und als geodätische Linien 
bekannt sind. Dann sind 

dx , dy • dz 
= cos A, = cos jit, —— t = cos v; 

gdv gdv gdv 
dx , dy dz 

iTu Tu Tu 

man eUminiert x, y, z durch Differentiation und findet 
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h) 

d cos A, d cos A 
9 dv du 

d cos (i^ d cos (1 
9 dv du 

d cos Vi d cos V 
gdv du 

+ ^ cos X, 
9 

+ ^ cos a, 
9 

+ — cos V. 
9 

Daraus aber durch Multiplication mit cos Ap cos jit^, cos 
und Addition nach bekannten Relationen 

, cř cos A. , d cos w . d cos V 
cos A, — ; + cos w, — I — ^ + cos V, — ; = 0, 

^ du ^ du ^ du 
so dass die cos cosju-j, cos eliminiert werden können. 

Setzt man 

2 (d cos A y fd cos f ł V / d cos v V 

so ist 
^ , d cos V d cos w 
T cos K, = cos U- ; cos V 

^ du 
_ d cos X 
T cos (Ii = cos V — 7 - — cos X 

T cos V. = cos X -

du 
d cos (i 

also 

T H 

du 

cos X, 

cos (l, 

cos V, 

— cos (l 

du 
d cos V 

du 
d cos A 

du 

d cos A d cos A 
gdv du 

d cos (1 d cos ft 
gdv du 

d cos V d cos V 
gdv du 

ju, = sin <1 sin b, cos 
wird 

und man kann setzen 

da db 

also 

sin b "" = T cos Ö, - - = T sin 0, 
du du 

cos Aj = — sin a sin 0 — cos a cos b cos 0, 
cos jttj = cos a sin 0 — sin a cos b cos 0, 
cos v^ = sin b cos 0, 
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„ dh . ^ da 
cos ö — — sm 0 sm & — = o . , 

dv dv 
und cos Z = — cos a cos ft sin 0 -f- sin a cos 0, 

cos m = — sin a cos & sin 0 — cos a cos 0, 
cos 71 = • sin b sin 0, 

deren absolute Wertbe sich dann aus ihrer Hechtwinkligkeit 
gegen die Geraden X, . . , Xy, . . bestimmen. Man kann gleichzeitig 

cos X = 1, cos fiy = l , cos a = 1, 
sin & = 1, sin 0 ~ 1, cos n = 1 

machen, d. h. die drei Linien mit den Achsen eines dreirecbt-
winkligen Systems zur Deckung bringen. 

Von den Gleichungen b) erhält man dann 
. da ^ 

— cos b - - = T.*) . 
g dv gdv 

158. Führen wir endlich zwei neue Functionen ff, H^ ein, 
welche durch 

A db , da 
sin 0 — - -f cos 0 sin b = — ff, 

gdv gdv 

^ HHy 
g du 

detiniert sind, so kann man die Derivierten von a, b, 0 nacb'M 
und v, sowie die neun Cosinus mittelst derselben ausdrücken. 
Diess giebt 

, da ^ . da ,, . . „ 
sin b — = r cos0 , sm b = — / ř cos 0 — — sin0, 

du gdv g 

^ = 7 ' s i n 0 , ^ s i n 0 + C O S 0 , 
' du gdv g 

— r c o s 0 c o t ! > , = (7rcos0 + ^ s i n 0 ) c o t i ; 
du ^ gdv ^ g 

*) Auf die weiterenTJntersuchmigen von E. B o u r („Journal de l'^cole 
polyteclmique", t. XXII) , O. B o n n e t (ibid., t. X I X ) , W e i n g a r t e n 
(„Journal für Math.", Bd. LIX, p. 382; Bd. LXII), ist zu verweisen; wir 
widmen jenen nur noch die beiden nächsten Artikel; von ihnen knüpft 
die letztere insbesondere an die Eigenschaft der Krümmuiigslinien an, 
dass die abwickelbare Fläche der in ihren Punkten errichteten Normalen 
die Fläche der Krümmungsmittelpunkte in einer geodätischen Linie 
schneidet und führt zu dem Resultate, dass die Flächen der Krümmungs-
centra aller der Flächen, bei denen in jedem Punkte der eine Hauptkrüm-
mungsradius eine Function des andern ist, auf einander abwickelbar sind. 
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Wenn man ausser g und ihren Derivierten die H, H^, T 
kennt, so findet man durch Integration von e) die Werths der 
neun Cosinus und durch Quadraturen die Endgleichungen der 
entsprechenden Fläche mittelst der Relationen a). Damit jene 
Integration möglich sei , müssen die Functionen H, H^, T ge-
wisse Bedingungsgleichungen erfüllen, die man durch Bildung der 
zweiten Derivierten erhält. Sie sind 

oder 
Salmon, Ana l . Geom. d. [{aumes. II. 
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f*) 

1 J fHi , 
g du 

Die Bestimmung eines Systems von \Verthen der H, H^, T, 
welche diesen Gleichungen genügen, lost das Problem; sie giebt 
die analytische und geometrische Definition einer auf die gegebene 
Fläche abwickelbaren Fläche ' oder einer Famihe von solchen 
Flächen. 

159. Ist dann R einer der Ilauptkrümmungsradien in einem 
beliebigen Punkte der Fläche, sind also die Gleichungen der ent-
sprechenden Krünimungslinie 

d Z -f Ä d cos Z = 0 , dY + R d cos m = 0 , 
dZ R d cos n = 0, 

so ersetzen wir die Differentiale durch ihre Werthe aus den Grup-
l)en a) und e) und erhalten 

1 du 
g dv 

— cos A + J cos Aj 

— H ^ cos Aj + r cos A 

— 7/^ cos (t T cos jtłj 

—77i^ cos Hl + T c o s ( i 

^ ^ cos V + r cos Vj 

H^ cos i'j + T cos V 

also auch 

1 du 
g dv 

n - " •T 

Daraus folgt, dass die beiden Ilauptkrümmungsradien der 
Fläche die Wurzeln der Gleichung 

http://rcin.org.pl



1 ^ [ H + H,) \ Ą. [HH, 

sind, dass also ihr Product 
{HH^ — T') 

oder 

^ g du 
ist. 

Indem man ferner bemerk t , dass — - die Tangente des Win-
gdv 

kels ist , den eine Krümmungslinie mit der Coordinatenlinie bil-
de t , welche wir die perpendiculare genannt haben, und durch 
Wj, CO2 die den beiden Krümmungslinien entsprechenden Winkel 
dieser Art bezeichnet, hat man 

2 T 

tan 2a ) j = tan = 

und erhält ferner f f ^ I cos2 fi)^ - f sin 
- f i j j i . ) 

Hi = ^ sin2 »1 + cos'^ 

\ /?2 b J 
sin Wj cos cö .̂ 

Diese Formeln geben die geometrische Bedeutung der Grössen 
ff, B^, T a n : H ist die Krümmung des Normalscbnittes, wel-
cher die Tangente zu [u) enthält ; H^ die Krümmung des zum 
vorigen rechtwinkligen Normalschnittes, welcher die Tangente der 
geodätischen Coordinate [v) enthält , oder die Krümmung der 
geodätischen Linie; T ist die Torsion derselben geodätischen Linie, 
Mittelst dieser erkannten Bedeutungen liefern die vorigen Gleich-
ungen S ä t z e ü b e r d e n Z u s a m m e n h a n g d e r K r ü m m u n g e n 
b e i m V o r g a n g d e r D e f o r m a t i o n . 

Die Krümmung eines beliebigen Normalschnitts der Fläche, 
der gegen die Perpendiculare um den Wirikel w geneigt ist, er-
hält man 

= H cos^ 03 H^ sin^ co — 2 T sin w cos co 
_ H^du' — IT g du dv -}- Hg'dv' 

du' -j- g'dv' 
und damit sie gleich Null sei, muss 
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du _ T ± /T' — j f f f f j 
gdv Hy 

sein; diess ist die Differentialgleicliuiig der Linien auf der Fläche, 
in deren Punkten die Krümmung gleich Null ist. 

160. Eine mit der Theorie der Krümmung der Flächen nahe 
zusammenhängende und sie als einen speciellen Fall enthaltende 
Theorie ist die T h e o r i e d e r g e r a d l i n i g e n S t r a h l e n s y -
s t e m e , d. i. der Systeme gerader Linien, welche einen Raum 
so er fü l len , dass durch jeden Punkt ein Strahl oder eine gewisse 
Anzahl von Strahlen hindurchgeht. Sie ist in voller Allgemein-
heit zuerst durch R. H a m i l t o n in einem Anhang zu einer den 
optischen regelmässigen Strahlensystemen gewidmeten Abhand-
lung*) und später mit grosser analytischer Eleganz vollständiger 
durch E. K u m m e r * * ) behandelt und damit der analytischen 
Geometrie angeschlossen worden. 

Der letzteren Darstellung schliessen wir uns hier an. Wir 
denken einen Strahl durch die Coordinaten x, y, z eines Punk-
tes in ihm und seine Richtungscosinus l, m, n und einen zwei-
ten benachbarten durch die Werthe 
X -j- Jx, y + Jy, z /Iz I Jl, m -j- żim, n -|- An 
best immt, und bezeichnen den Winkel beider Strahlen durch öj 
ihre kürzeste Ent fernung durch e und durch X, fi, v ihre Richtungs-
cosinus, endüch durch r die längs desselben gehende Abscisse des 
Fusspunkts derselben im ersten Strahl. Das Gesetz, welches die 
Geraden zum System verbindet, wird gegeben, indem man die 
Grössen x, y, z, l, m, n als Functionen zweier Veränderlichen 
u , V betrachtet. Dann gelten nach den Elementen (vergl. be-
sonders Band I , Artikel 14 , 49) die Formeln 
sin2 0 = {mAn — nAmY + [n/H—Unf + [Um —mAlf, 

e sin 0 = [rtiAn — nAm) Ax + [nAl—lAn) Ay -f- [lAm — mAl) Az, 
^ rtiAn — nAm nAl — lAn lAm — mAl 

sin 0 ' ^ sin 0 ' ^ ' s i n l ' 
e = lAx + (lAy -f vAz, 

r sin0 = (m - f Am) — An)| Ax 

-{-{X{n + Ati) — v{l+Al)jAy-\- {(x{l-\-Al) — X{m + Am)jAz', 

*) „Transactions of the Eoyal Irish Akademy,'' Vol. XVI. 
„Journal f. Math.", Band LVII, p. 189 f. 
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und wegen 

f + m^ + «2 = 1, + Alf + {m + Jmf + (« + Jn)' = 1, 
also 

Ul + m/im + nJn = — i + ^m' + /In'), 
cos ö = 1 — + Jm' + Jn'), 
sin2$ = Jm' {Jf + ^dm' + An')', 

e s in ' ö = — [Jx Al + Ay Am + Az An) 
+ ^ ( + Am' + An') {Axil+ Al) + Ay {m + Am) + Az^n + An) }. 

Ist ferner p die Länge einer von einem beliebigen Punkte 
des zweiten Strahles nach dem ersten gezogenen Senkrechten und 
Jł die Abscisse ihres Fusspunktes in diesem, sowie k', fi', v ihre 
nichtungscosinus, so sind für 

P = lAx + mAy + nAz, 

pfi = Ay — Rm + 

pv = Az — Rfi + 

cos 0 

[R- -P) {m-\-Am) 
cos 0 

{R- •P) (n + All) 
cos 0 

Und wenn der zweite Strahl dem ersten unendlich nahe 
rück t , so dass die Differenzen in Dilferentiale 

dx, dy, dz, dl, dm, dn 
übergehen , so werden e, p und 9 zu de, dp, d$ und man er-
hält (vergl. Artikel 95) 

^ dl' H- dm' + dn'-, 

mdn — ndm ndl— Idn Idm — mdl ' ^ = 

dx dl + dy d7n dz dn 
+ + ś = ap + dm^+dn- ' 

X'dp dx Rdl — I [Idx + mdy + tidz), 
fidp == dy Rdm — m {Idx mdy ndz), 
v'dp == dz Rdti — n [Idx + mdy + ndz). 

Wendet man nun die G a u s s ' s e h e n Bezeichnungen der Ar-
tikel 150 und 152 , also 

a, a, b, b\ c, c, A, B, C, E, F, G 

an und bildet ihnen analog die andern 
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dl ~ B.du -f 9!dv, dm — hdu Vdv, dn •= cdu cdv, 
bc' — b'c = A , ca' — c'a = B , ab' — a'b = C, 

a2 + b2 + c2 = E , aa ' + bV -f cc' = F , a'2 + b'^ + c'2 = G, 
A2 + B2 + C2 = EG — F2 = 

ř/a + řvb + cc = e . a 'a + b"b - f c'c = f , 
«a' -f b\)' - f cc'= f , «'a + b'h -f ćc = g, 

und setzt man endlich 

du '' 
so erhält man aus 

durch Differentiation nach u und v 
l2i + m\) Ą- na = 0, l^' + wib' + «c' = 0 , 

und somit 

I = - m = - n = -
J' A' á 

161. Mit diesen Bezeichnungen kann nun zuerst der Werth 
der Abscisse r des kürzesten Abstands zweier unendlich naher 
Strahlen in der Form 

_ _ 8 + (f + r ) ^ + 
E + 2 F / + G/2 

dargestellt werden. Für einen bestimmten W'erth des l giebt 
dieser Ausdruck den Abstand des ersten Strahls von einem be-
stimmten unendlich nahen Strahle und für alle Werthe von t von 
— oc bis + cx) erhält man die Werthe r für alle nächstbenach-
barten Strahlen; da nach der Natur des Nenners — weil 

EG — F2 == A2 + B2 -}- C2 
nie negativ sein und nicht Null werden kann , ohne den speciel-
len hier auszuschliessenden Fall A = B = C = 0 herbeizu-
führen — r nie unendlich werden kann, so liegen alle r zwi-
schen bestimmten Grenzen: sie werden durch Vergleichung des 
nach t gebildeten Differentialquotienten von r mit Null gewonnen, 
sind also die Wurzeln t̂  und der Gleichung 
{ g F - ^ ( f + f ' ) G } ů - ( e G - g E j < + { i ( f + f ' ) E - e F } = 0, 
so dass 

t A. t - , , __ 1 (f + f ) E - eF 
1 ' — gY - ^{f + f')G' " g F - ^ (f + ń G 

sind. Ebenso findet man dié entsprechenden Abscissen r^ und r^ 
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= _ ® + J ^̂  + ^ l A == _ ł (f + n + g/. 
1 E + F ř , F + G^i ' 

. = ^ + ^ I h = _ ł (f + fP + Sh 
2 É + F/2 F + G/2 

und durch EUmination der t^, t̂  hieraus 

( E G - F^) r2 -I- / g E - (f + f ) F + eG} r + eg - i ( f + f')^ = O 

oder _ g E - ( f + n F + eG _ e g - i ( f + f T 

Die k ü r z e s t e n A b s t ä n d e e i n e s S t r a h l e s von d e n i h n 
r i n g s u m g e b e n d e n u n e n d l i c h n a h e n S t r a h l e n l i e g e n 
a l s o i n e i n e m d u r c h z w e i P u n k t e b e g r e n z t e n T h e i l e 
d i e s e s S t r a h l e s . 

162. Wenn man sodann in die für X, fi, v gewonnenen 
Ausdrücke des Artikel 160 für die dx, dy, dz, dl, dm, dn die 
partiellen Differentiale du, dv und ihren Quotienten t einführt, 
so erhält man 

^ mc — «b 4- ('«c' — nh") t 
~ (E + 2 F / + ' 

/ia — /c + [no! — IQ) t 
fi — 

und wegen 

[E + 2 F / + G/2)ł 

/b —- 7na - f (/b' — ma') i 

~~ (E + 2 F / -f 

A B C 

sowie 

Bc — Cb = a'E — a F , Bc' — Cb' = a 'F — aG, etc., 

^ _ a' (E + Ff) - a (F + GQ 

z/ (E + 2 F / + G/2)ł ' 

b ' J E + Ff) ^ b (F + Gl) 

z / (E + 2Ff + G<2)ł 

_ c' (E + F/) — c (F + Gf) 

• ~ z/ (E + 2Ff + 

Die besonderen Werthe in den Grenzpunkten sind für 

Fl = (E + 2F<i + G/,2)ł, F j = (E + 2F/2 + G^^)^ 

ft = 
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_ _ (a + a g (F + G/,) 
— AV. 
_ (b + b'/^) (F + Gty) 

.u, = — 

_ (c + c y (F + Gty) 
Z r ^ ' 

und da ans den Ergebnissen des vorigen Artikels die Relationen 

E + 2F<i + ^ — g (F + Gl,), 
(F + Gl,) (F + G .̂,) = - AK 

(E + 2Fři + Gři^) ,E + 2F/2 + Gt^") = ^^ _ 
E + F + t̂ ) -f = 0 

hervorgehen, so erhält man 

also 

a + a'^2 b + b'̂ 2 c -f c 'u 
= H = y . n = y—' Kj a - f a ' / j b + b'^j c + ^2 - , fA,2 — 1 

und somit für den Ausdruck 

den Werth 

_ (a + + + + c'M 
FyV~2 ' ' ' " ^ ^ ' 

oder 
_ E + 2 F (l, -f- (2) + Glyl,^ j . ^ 

d. h. d i e k ü r z e s t e n A b s t ä n d e e i n e s S t r a h l e s v o n d e n -
j e n i g e n u n e n d l i c h n a h e n S t r a h l e n , f ü r w e l c h e s i e i n 
d e n G r e n z p u n k t e n l i e g e n , s i n d zu e i n a n d e r r e c h t -
w i n k l i g . 

Man nennt die zu ihnen normalen den Strahl enthaltenden 
Ebenen die Hauptebenen desselben, sie sind auf einander recht-
winklig und auf sie bezieht man naturgemäss die Richtung der 
kürzesten Abstände. Nennt man co den Winkel, welchen ein 
solcher kürzester Abstand mit dem im Grenzpunkt r^ stattfinden-
den bildet, so ist 
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also 

sin CO 

und mittelst tan co 

cos CO = Aj A -}- fi^fi -j- VyV 

= _ ^ + F / t + / (F -KG/ i ) 

Fl (E + 2F^ + G O i 

_ (E + Gt,)it,-t) , 

Ti (E + + 

^ { t - h ) 
Kl (E + 2 F / + 

All ^os CO + (F + G<i) <2 sin co 
zř cos CO - f (F + G/j) sin co 

Wenn man diess in den Ausdruck von r im Artikel 161 
substi tuiert , so erhält man 

z/2 F 2 
E + 2 F / + Qt ' = ^ 2 ' 

( ^ cos CO -j- (F + G^i) sin co| 

e + (f + f ) < + ^ t ' = 

{ e + ( f + f 0 1 , + g l i ' y o s ' g y + (F + G/j) {e + (f + f ) <2+ gt^^} sin^ 

I z/ cos CO + (F + G/J sin co | 

und durch Division und mit Rücksicht für die Ausdrücke von 

r j und r2 r = r^ cos^ CO + r2 s in ' co. 

Diese Formel drückt eine sehr einfache B e z i e h u n g d e r 
G r e n z p u n k t e e i n e s S t r a h l s z u m k ü r z e s t e n A b s t ä n d e 
e i n e s b e l i e b i g e n u n e n d l i c h n a h e n S t r a h l s aus. 

Es ist offenbar, dass dieselbe eine a l l g e m e i n e E i g e n -
s c h a f t d e r N o r m a l e n e i n e r F l ä c h e ausspricht. 

163. Der kürzeste Abstand de zweier unendlich nahen Strah-
len und der unendlich kleine Winkel dö, den dieselben mit ein-
ander bi lden, sind gegeben durch 

de = du (E + 2F^ + G«')^ 

du / ( f + gt) (E + Fl) - (e + ft) (F + Gt} 
dO = i ; 

z/ (E + 2F< + GO^ 
so dass 

ist. 

^ _ (f^ + gl) (E - f Ft) - (e + Ù) (F + Gl) 

de A CE + 1Ft + Gi')^ 
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Für 
( f + gl) (E + Yt) - (e + f/j (F + GO = 0 , 

oder die aus 

(gF — fG) l ' + { g E - (f — f ) F — e G } i + f ' E — eF = 0 
hervorgehenden Werthe von t wird der betrachtete Strahl von 
den betrelTenden unendlich nahen Strahlen geschnitten. Siinl 
T^, t2 die Wurzeln dieser Gleichung, so ist 

_ - gE + (f - f ) F + eG 
g F - fG 

_ f E — eF 
+ - g F - fG • 

Sie sind j e nach den Gesetzen, welche die Strahlen zu einem 
System verbinden, reell oder imaginär und darnach sind die 
Strahlensysteme in Gattungen zu unterscheiden. 

Man nennt diese Punkte die B r e n n p u n k t e d e s S t r a h l . s 
und findet ihre Abscissen (>1, Q2 dem allgemeinen Werthe 
von r durch Einführung der Werthe von Tj, r.^ für t 

e + (f + f ') r , + gvi^ 

+ = 

oder 

Q2 = -

Qi = — 

E + 2 F r i + Gri2 ' 
6 + (f + f ) r^ + gr^^ 

E + 2Fr2 -}- Gr22 ' 

6 + f r i f - f g r , 

E + F t j F - f GT, ' 

^ _ 6 + _ + g^2 
E + F r j " " F + G r j ' 

Wenn man zwischen diesen Werthen t , oder r^ eliminiert, 
so erhält man die Gleichung 

(EG - F2) ^2 _ (f + f ) F + eG} + eg — f f ' = 0, 

deren Wurzeln ^Iso die Relationen 
g E — ( f + f ' ) F + eG eg - ff^ 

+ = — ' ?2 = — — 

erfül len; so dass man aus der Vergleichung mit den Werthen 
r,, r^ der Abscissen der Grenzpunkte 

. ( f - f ' f 
>̂1 + 92 = + ^2' QiQ2 = + 

findet. Setzt man noch 
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— 219 — 

2 2 
so fiiulel man 

so dass die Sätze gelten: D e r M i t t e I p u n k t d e r B r e n n p u n k t e 
e i n e s S t r a h l s f ä l l t m i t d e m j e n i g e n d e r G r e n z p u n k t e 
d e r k ü r z e s t e n A b s t ä n d e z u s a m m e n . Man nennt ihn daher 
den M i t t e l p u n k t d e s S t r a h l s . 

D e r A b s t a n d d e r B r e n n p u n k t e v o m M i t t e l p u n k t e 
i s t n i e g r ö s s e r , a l s d e r A b s t a n d d e r G r e n z p u n k t e d e r 
k ü r z e s t e n E n t f e r n u n g e n v o n ^ d e m s e l b e n . 

Die beiden den Strahl durchschneidenden unendlich nahen 
Strahlen bestimmen mit ihm zwei Ebenen, die als seine B r e n n -
oder F o c a l e b e n e n bezeichnet werden. Ihre Lage bestimmt die 
Gleichung 

r = /'i cos^ w -j- r j sin- w, 
durch 

, — r r — r^ 
cos^ CO = , s n r w = , 

indem für r = und r = Q.^ die Winkel coj, «2 der ersten 
und zweiten Focalebene mit der ersten Hauptebene daraus her-
vorgehen 

cos^ w, = — sm2 tö. = ^ ' , 
r^ — r^ ^2 — r j 

r., — p., . . . Q — r, 
cos^ CO., = s n r co, — — 

^2 — ^1 
welches endlich in 

. -./d - 8 
cos Wj = sm CÚ2 — 1/ , sin w^ = cos cô  — 1/ — 

r Jd (I f Ł Id 
übergeht , so dass 

% 

2 

ist, und nach der senkrechten Lage der Hauptebenen gegen ein-
ander der Satz entspringt: D i e b e i d e n F o c a l e b e n e n d e s 
S t r a h l s l i e g e n s y m m e t r i s c h g e g e n d i e H a u p t e b e n e u 
i n d e r A r t , d a s s d i e H a l b i e r u n g s e b e n e n d e s W i n k e l s 
d e r F o c a l e b e n e n m i t d e n e n d e s r e c h t e n W i n k e l s d e r 
H a u p t e b e n e n z u s a m m e n f a l l e n . 
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also 

Der Winkel der Focalebeiien y = m̂  — ŵ  liefert wegen 
^ TC = CÔ  CO., 

sin y = cos 2 Wj = cos' Wj — sin ' coj, 
cos y = sin 2 Wj = 2 sin o)̂  cos , 

á T/f/2 _ 
sin y = —, cos y = ^ 

164. Als die g e o m e t r i s c h e n O e r t e r d e r f ü n f in j e d e m 
S t r a h l so b e s t i m m t e n P u n k t e für alle Strahlen des Systems 
erhält man f ü n f F l ä c h e n , die mit dem Strahlensystem in engen 
Beziehungen stehen. 

Die b e i d e n F1 ä c h e n »jT ,̂ F^, in w e l c h e n d i e G r e n z -
p u n k t e d e r k ü r z e s t e n A b s t ä n d e l i e g e n , t h e i l e n d e n 
g a n z e n B a u m i n d e r W e i s e a b , d a s s z w i s c h e n d e n s e l -
b e n d i e k ü r z e s t e n A b s t ä n d e a l l e r u n e n d l i c h n a h e n 
S t r a h l e n d e s g a n z e n S y s t e m s l i e g e n , a u s s e r h a l b d e r -
s e l b e n a b e r k e i n e . 

Wenn man von einem Strahle des Systems zu dem unend-
lich nahen Strahle übergeht, dessen kürzester Abstand von ihm 
in der Fläche F^ liegt und von diesem zum nächsten in dersel-
ben Weise, und so fort , so bilden alle diese auf einander folgen-
den Strahlen eine Begelfläche Oj, welche in F^ die aus den kür-
zesten Abständen der auf einander folgenden Strahlen gebildeten 
Curve a^, in F^ eine andere Curve h^ bestinnnt. Dieselbe Ope-
ration in der Fläche F^ erzeugt eine Begelfläche die in F^ 
die aus den kürzesten Abständen der auf einander folgenden 
Strahlen a^ und in F^ eine andere Curve b̂  bestimmt. Da alles 
das für jeden beliebigen Strahl auszuführen ist, so existiert eine 
Schaar von Begelflächen und eine Schaar der von dem 
nämlichen Charakter. 

Sind X, y, z die Coordinaten des ersten Grenzpunkts in 
dem durch {x, y, z) gehenden Strahl, so sind 

X = X Ą- Tyl, y = y Ą- Vyin, 2' = z r^n, 

d. i. die Coordinaten jedes Punktes als Functionen von u und v, 
die Gleichungen der Fläche F^; und ebenso 

x' = X r^l, y' = y z' = z r^n 

die Gleichungen der Fläche F.^. Integriert man die beiden Gleich-
ungen 
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dv ^ dv ^ 
~ du ~~ ''' 

so erhält man die Schaaren der Ilegelflächen 0 , , O.̂ . Sind ihre 
vollständigen eine willkürliche Constante enthaltenden Integrale 
gefunden und eliminiert man mittelst eines derselben aus den 
Gleichungen 

x — X y — y z — z 
I m n 

die Grössen u und v, so erhält man eine Gleichung in x', y, z' 
mit einer willkürlichen Constanten, welche die ganze Schaar der 
Hegelllächen Oy, darstellt, je nachdem die eine oder die an-
dere Integralgleichung angewendet wurde. Die Schaaren der 
Curven a^, hy, a^, b^ geben aus den drei Gleichungen einer der 
Flächen F y , F^ durch Verbindung mit der einen oder andern 
Integralgleichung hervor. 

Die B r e n n f l ä c h e n d e s S t r a h l e n s y s t e m s Oy, i-
die Flächen der Brennpunkte seiner Strahlen, sind natürlich nur 
mit diesen selbst reell. Wenn man von einem beUebigen Strahle 
aus zu demjenigen fortgeht, der ihn in dem auf 0y gelegenen 
Brennpunkte schneidet, von diesem zum nächsten in derselben 
Weise und so fort , so erhält man in den Strahlen die Erzeugen-
den einer abwickelbaren Begelfläche deren Bückkehrkante 
ay in 0y liegt und die auch Curve jSj schneidet. 
Daraus entspringt eine Schaar abwickelbarer Flächen deren 
Bückkehrkanten eine Schaar von Curven ß-j in 0y und welche in 
(^2 tlie Schaar von Curven ß2 bestimmen; und eine Schaar ab-
wickelbarer Flächen 5̂ 2> deren Bückkehrkanten eine Schaar von 
Curven a^ auf Schaar von Curven ß^ be-
stimmen. D i e s e M ö g l i c h k e i t , d i e S t r a h l e n d e s S y s t e m s 
in d o p p e l t e r W e i s e zu e i n e r S c h a a r a b w i c k e l b a r e r 
F l ä c h e n z u s a m m e n zu f a s s e n , d i e i h r e B ü c k k e h r c u r -
v e n in d e n B r e n n f l ä c h e n h a b e n , c h a r a k t e r i s i e r t d i e 
S t r a h l e n s y s t e m e m i t r e e l l e n B r e n n f l ä c h e n . Man sieht 
auch: A l l e S t r a h l e n e i n e s S y s t e m s m i t r e e l l e n B r e n n -
f l ä c h e n s i n d g e m e i n s c h a f t l i c h e T a n g e n t e n d e r B r e n n -
f l ä c h e n ; ein solches System kann also als das System der ge-
meinschaftlichen Tangenten zweier Flächen oder als das System 
der Doppeltangenten einer Fläche, endlich als das System aller 
Tangenten einer auf einer P'läche [ F ] liegenden Schaar von Cur-
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ven (a) geometrisch definiert werden. Da jede der beiden Schaa-
ren abwickelbarer Flächen, in welche alle Strahlen des Systems 
zusammen gefasst werden können, eine der Brennflächen einhüllt, 
so s c h n e i d e n s i c h d i e b e i d e n S c h a a r e n von C u r v e n , 
w e l c h e d u r c h d i e b e i d e n S c h a a r e n d e r a b w i c k e l b a r e n 
F l ä c h e n a u f d e n B r e n n f l ä c h e n d e s S y s t e m s b e s t i m m t 
w e r d e n , in c o n j u g i e r t e n R i c h t u n g e n . Endlich ist die 
Schnittcurve der beiden Brennflächen die Enveloppe für alle auf 
den beiden Brennflächen hegenden Rückkebrcurven der abwickel-
baren Flächen, die die Strahlen des Systems umfassen. 

Die Gleichungen der Brennflächen 02 erhält man in 
den Systemen 

X = X + ę^l, y' == y Q^tn, z' = z + ę^n, 
x' — X + y = y -{- Z' ^ Z + 

die der abwickelbaren Flächen ^ 2 Curvenschaaren 
« j , «2, ß2 durch die Integration der Difl'erentialgleichungen 

dv dv 
du ^' du 

wie oben. 
Eine stets reelle Fläche ist endlich der Ort der Mittelpunkte 

aller Strahlen, d i e M i t t e l f l ä c h e d e s S y s t e m s . Wenn man 
von ihr aus die Abscissen der Punkte in den Strahlen reebnet, 
so hat man 

= - rj. Qi = - 92' gE - (f -f f ) F + eG = 0, 
also wesentliche Vereinfachung. 

Ihre Gleichungen sind aus der Abscisse des Mittelpunktes 
M _ + _ _ gE - (f + f ) F + eG 
' ' ' — 2 2 

in der Form 

x = X -{- Ml, y' — y Ą- Mm, Z' — z Mn 

zu bilden. 
Durch die Degeneration einer oder mehrerer unter diesen 

Flächen zu Linien oder Punkten, ihr Zusammenfallen oder ihr 
Verschwinden im Unendlichen werden G r e n z f ä l l e d e s a l l g e -
m e i n e n S t r a h l e n s y s t e m s characterisiert. Ein solches ist das 
System 

z/ = 0, A = 0, B = 0, 0 = 0, 
das von der allgemeinen Untersuchung ausgeschlossen ist (vergl. 
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Artikel 161); die Grenzflächen der kürzesten Abstände, die Mittel-
fläche und eine der Brennflächen sind unendlich entfernt , die 
andere existiert. Die eine der Flächenschaaren deren Bück-
kehrkanten auf der unendlich entfernten Brennfläche liegen, ist 
eine Schaar cylindrischer Flächen und das System kann somit 
definiert werden als das System aller der Tangenten einer Fläche, 
welche den Tangenten einer bestimmten Curve in ihr parallel sind. 

165. Wenn man die Grössen / , m, n , welche die Relation 
f m' -i- ?̂ 2 = 1 

er fü l len , als recbtwiidilige Coordinaten einer Kugel vom Radius 
Eins be t rachte t , so ist nach dem in Artikel 147 dargelegten Grund-
gedanken von G a u s s jedem Strahl des Systems ein Punkt der 
Kugel zugeordnet , und wenn man durch einen Punkt des Strahls 
eine zu ihm normale Ebene und in ihr um jenen eine unendlich 
kleine geschlossene Curve denkt , so entspricht ihr mittelst der 
durch die Punkte ihrer Peripherie gehenden Strahlen auf der 
Kugel eine gleichfalls einen unendhch kleinen Flächenraum (p ein-

schliessende Curve. Das Verhältniss y beider unendlich kleiner 

Flächen heisst das D i c h t i g k e i t s m a a s s d e s S y s t e m s . Seine 
Berechnung lässt sich auf Grund der im Artikel 160 gegebenen 
Formeln 

l'dp = dx -t- Rdl — I [Idx + mdy + ndz), 
fidp = dy Rdm — ni [Idx + mdy ndz), 
v'dp = dz -f- Rdn — n [Idx -}- mdy -}- 7idz) 

aus führen , wenn in ihnen dp den unendlich kleinen Abstand eines 
Punktes der Curve f von dem durch x, y, z, l, m, n, R ge-
gebenen Fusspunkte des Strahls in ihrer Ebene , A', v aber 
seine Richtungscosinus bedeuten; ist dann a der Winkel des dp 
mit der Normale der ersten I lauptebene, so ist 

cos a = Â A' -j- jtijj«,' 4" shi u = AjA' -j- jitjfi' - f Vjv', 

und darnach auf Grund der vorigen Gleichungen und wegen 

l^l -f- fłjm 4- Vjn = 0 , A.̂ / 4" ~ł" = 0 , 
dp cos cc =z l^dx 4" i^-idy -j- v^dz - f R (A,f// 4- i^^dm 4- v^dn), 
dp sin u — l^dx 4- ^^dy - f v^dz 4 - R + jHjf/w« 4" v.^dn); 

hieraus aber nach den im Artikel 162 für A^, fi^, v^, Aj, {i^' 
gefundenen Wer then und für die Substitutionen 
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_ e + i't, + R(E-\- Ft,) _ e + + i? (E + Fl^) 
A - y^ ^ 

j, _ f - \ - + + Gty) f 4- + ^ (F + G/2) 

dp cos a = — A.^du — B2dv, dp sin a = A^du -j- B^dv, 
also 

A. BA A. cos a A^ sin u 
tan tt — j i_ f — ^ * • 

+ ^2^ ' ^os a B2 sin a ' 
ferner 

_ [A,B2~A.,B,)da ^ [AyB, - A,B,) du ^ 
[By cos « + sin By cos a B.̂  sin 

also 
dp'^da = [AyB^ — A^By) du'^dt. 

Diese Formel verbindet man mit der, wie folgt, für die Kugel 
erhaltenen Endgleicliung. Entspricht den dp auf der Kugel das 
Bogenelement da , so ist aus den Coordinaten 

l, m, n\ I dl, m dm, n du 

seiner Endpunkte 

da = {dfi + dm'' + dti'')^ = rfw (E + 2 F / 4-

und seine Bichtungscosinus sind 

^ a + a ' / dm b + Vi 

da ~~ (E + 2F/ + da ~~ (E + 2F/ + G/2)i 
dn c et 
da "" (E + 2F< + 

Ist dann der Werth des t für « = 0 , also 

- T y ' 
und cc der dem Winkel cc entsprechende Bogen auf der lüigel, 
so hat man 

cos a ' = ( a+a^0) (a + a + + b ' ^ ( b + V Q + ( c + c ( c + et) 
(E + 2 F/o + (E + 2 F/ + G/2)i 

^ E + F<„ + iF + G/o)< 
iE + 2F/,) + Ê -f 2F/ + G/2)ł' 

also 
A(t—t..) , Adt 

tan « . da = 
E + + (F + G g E + 2 F / G f ' 

und somit 
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da'da = A du'dl, 

joiio (iloiclrnng für die Kugel. Die angedeutete Verbindung giebt 

da'-da = ^ . ^ dp'da. 

Man bat aber für die r iäcl ien f und (p die Ausdrücke 

2n -in 

f = l- I dp'da , (p = l- I da'da. 

so (lass man erliält 

f -

und durcb Umformung nach den Werthen der J und B und den 
Ausdrücken des Artikel 163 fiir die Abscissen pj , p j der Drenn-
p unkte 

0 = ^ 
- B) [Q, - By 

d a s D i c h t i g k e i t s m a a s s in j e d e m P u n k t e e i n e s S t r a h -
l e s i s t g l e i c h d e m r e c i p r o k e n W e r t h e d e s P r o d u c t s 
d e r E n t f e r n u n g e n d i e s e s P u n k t e s v o n d e n B r e n n p u n k -
t e n d e s S t r a h l s . 

Das Dichtigkeitsmaass ist daher stets reell. Es ist für Strah-
lensysteme mit reellen Brennflächen für alle zwischen ihnen ge-
legenen Punkte negativ, für alle ausserhalb gelegenen positiv, 
hat in dem Mittelpunkte jedes Strahls den grössten negativen 
Wer th und ist in den Brennpunkten unendlich gross. » Sind die 
JJrennflächen imaginär, so ist es stets positiv und hat in dem 
Mittelpunkte eines jeden Strahls sein Maximum. Die Strahlen, 
welche der Peripherie von f angehören, bilden ein u n e n d l i c h 
d ü n n e s S t r a h l e n b ü n d e l und ist der der Abscisse B ent-
sprechende Querschnitt. Ist dann f der der Abscisse R ' ent-
sprechende Querschnitt desselben, so bleibt cp unverändert und 
man findet, d a s s d i e F l ä c h e n i n h a l t e z w e i e r Q u e r s c h n i t t e 
e i n e s u n e n d l i c h d ü n n e n S t r a h l e n b ü n d e l s s i c h u m g e -
k e h r t , w i e d i e D i c h t i g k e i t s m a a s s e d e r e n t s p r e c h e n -
d e n S t e l l e n v e r h a l t e n . Diess rechtfertigt die Benennung 
Dichtigkeitsmaass, da hiernach die Dichtigkeiten in demselben Ver-
hältniss s tehen, wie die Dichtigkeitsmaasse. 

Wenn man verschiedene Strahlen be t rachte t , so gelangt mau 
Salmon, Anal . Geom. d. Raumes, II, j r ^ 
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/li tleni HegrifT eines Gries von l 'nnklen gleichen Kichtigkeits-
niaasses nnd daniil, zn dein einer S c h a a r v o n F l ä c h e n g l e i -
c h e n D i c h f, i g k e i t s in a a s s e s. 

Da 

- i9i + ^ + 92 == 

also 

ist , so sind für diese heiden Werthe von R 

X -- a; Ą- RI, y = rj Rm, z = z Rn 
die (loordinalen der Piinkle des Systems, deren Dichligkcitsmaass 
<len Werlli 0 ha t ; die Coordinaten jedes I 'nnktes einer Fläche 
jener Schaar sind als Functionen von u nnd v heslinnnt. 

Die heiden IJrennflächen gehören zu den Mächen gleichen 
l>ichtigkeitsmaasses, sie entsprechen dem Wer the 0 == o o ; die 

Flächen sind reell , so lange nicht negativ und grösser als 

is.. 

Nach der Constanz des I 'roducts der Abstände von den Drenn-
punkten sind aus den bekannten ßrennflächen die Flächen glei-
cher Dichtigkeit leicht zu construieren. 

166. Ein für die Untersuchung der Strahlensysteme wichtiger 
Hegrilf ist der des D r e h u n g s w i n k c 1 s e i n e s z w e i t e n S t r a h 1 s 
g e g e n d e n e r s t e n f ü r e i n e b e s t i m m t e S t r e c k e a h \ es 
ist der Winkel der zwei aus Punkten des zweiten Strahls gegen 
den ersten gefällten Normalen, die in a und h diesen t rcf len; 
also entspricht der ganzèn unbegrenzten Geraden der Drelnmgs-
winkel von zwei Rechten. Wir zählen die Drehungswinkel vom 
Ausgangspunkte des Strahls, d. i. von dem Punkte der Abscisse 
7? = 0 ; ist dann dp die Länge der Normale im Punkte der 
Abscisse R, a der Winkel , den es mit der Normale der ersten 
llaiiptebene macht , und entsprechen die Werthe dp̂ ^ und u^ dem 
Perpendikel im ersteren Punkte , so gelten nach Artikel 165 die 
Gleichungen 

dp cos a = — A^du — R.^dv, 
dp sin a — Al du -f- B^ dv 

und nach den eben dort gegebenen Wertben von A^, A.,, etc. 
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e -f f'/., , f + ff/a , 
dlh '•'o = y- Y^ ' 

dm sin = — — — ilu H — (lv, 

also aiicli 
7?(E + F g , R (F + G/,1 

(Ip cos ct — (lp^^ COS (Ŷ  = — du — — dv. 
''l 1 

dp sni a — dp^) Sin «y = - - i du + — — dv, 
' l 

und dalier 
dp sin a — dpf, sin a,, dp cos a — dp^ cos 

dn = 
R J\ R V, 

(dp sin Ci — (//)„ sin «„) {dp cos a — cos 
_ ~—BV-

Dnrcli Einfi ihrnng dieser Werihe in die vorher für 

cos (Y,). ř/7)o sin «„ 

gefundenen Ausdrücke und durch Heduclion erhalt man dann 

R dp^^ cos «,) = — r^ [dp cos « — dp^^ cos «„) 

+ S'" « — f^/'o si» 

R dpf^ sin = — " ^^^ 

— r^ [dp sin « — dp(^ sin 

dp cos « = M — — - 1 dp,) cos (Vfl dp(f siu tv^, 
\ QiQ2/ Qi 

dp sin a — — dpQ cos (v̂  + ( 1 — — - I sin 

und 

tan a = + (gi "0 . 
(?I92 — COS Off, — Rj/d' — siiif^Q 

Setzt man nun 

ß = a — a^, a = ß + 

so erhält man den Ausdruck des Drehunjjswinkels 

Qi^j — (ri cos2 + r j sin'^ «„) 
1 5 * 
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Daraus erkennt man den Werth tan ß = 0 als zugehörig 
den in den Focalebenen gelegenen Strahlen («q = co^, a^ = co^), 
was auch aus dem Begrilf des Drehungswinkels seihst hervorgeht. 

In den Strahlensystemen mit imaginären Brennflächen kann 
der Drehungswinkel für endliche Strecken nie Null werden, d. h. 
die Drehung der Strahlen kann ihren Sinn nicht ändern. Bei 
den Strahlensystemen mit imaginären Brennflächen hat man da-
her solche mit Bechtsdrehung von solchen mit Linksdrehung zu 
unterscheiden. 

Fü r reelle Brennpunkte erhält man die Drehungsvvinkel ß^, ß., 
vom Ausgangspunkte his zu den Brennpunkten für die Substi-
tutionen 

R — Qi, B = 

und mittels der Relation 

Ty cos ' -j- r.y s in ' Uq — 31 — d cos 2«,) 

P' - ^ + d c o s 2 s ' ' 

j/d^^' - d sin 2^0 
P ' - - 8 + d cos 2 ^ ' 

d. i. nach den Formeln des Artikel 163 

tan ßi = tan (w^ — ß^), tan ß2 = tan ( « j — «o). 
oder 

— = «2 — «1 = r. 

d. h. d i e D r e h u n g s w i n k e l v o n e i n e m B r e n n p u n k t e e i n e s 
S t r a h l s h i s z u m a n d e r n B r e n n p u n k t e d e s s e l b e n h a b e n 
f ü r a l l e u n e n d l i c h n a h e n S t r a h l e n d e n s e l b e n W e r t h , 
d e m N e i g u n g s w i n k e l d e r F o c a l e b e n e n g l e i c h . 

Man leitet ferner aus dem allgemeinen Werthe von tan ß 
den Ausdruck der Abscisse ab 

^ ^ sin ß 
M sin ß -ł- yd'—8' cos ß — d sin (2^0 + ß) 

nnd erkennt , dass für constantes ß den Grenzen 

s i n ( 2 a o + 13) = + 1 , a . ^ i T T - ^ ß , a , = i 7 t - i ß 

der grösste Werth Třj und der kleinste Werth der Abscisse 
erhalten werden , nämlich 
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iř . = 

— 229 -

sin ß 

^ M siu ß + d'' cos ß — d' 

/řo = Q1Q2 si" ß 
sin ß + /d'' — cos ß + d' 

woraus sich durch Bestimmung von 

( i - i , ) - F ) 
der Wer th ergiebt 

R Ry R^ 

speciell für 
„ ' n 1 cos^ OTQ sin^ 
r > n "1" 2 R Ry R2 

WeiHi man also von einem beliebigen Punkte eines Strahls 
ausgehend jeden unendlich nahen Strahl in d e r Länge ninnnt, 
in welcher er mit diesem einen gegebenen constanten Drehungs-
winkel macht , so wird diese Länge jedes unendlich nahen Strahls 
aus der Länge des grössten und des kleinsten und aus dem Win-
kel , welchen die Bichtung seines Ausgangspunktes mit der Bich-
tung des Ausgangspunktes des grössten Strahls macht, durch die 
nämliche Gleichung best immt, wie der Krümmungshalbmesser 
eines Normalschnittes einer Fläche durch den grössten und klein-
sten Krümmungshalbmesser und durch den Winkel, den dieser 
Normalschnitt mit einem der Ilauptschnitte macht — d. i. durch 
die E n i e r ' s e h e Gleichung. 

167- Von den Gleichungen des vorigen Artikels aus 

/ i?ri \ R -/d^T' ^ . 
dp COS cf = ( 1 — I dpQ cos a„ — — rfp,, sni 

\ Q2/ 

. R / d ^ J ' ^ , / Rr^\ ^ . 
dp sin a = — rfpo cos -{- I 1 — — - I dp^ sin «(,, 

iti denen dp und a als Polarcoordinaten der der Abscisse R ent-
sprechenden Querschnittscurve des unendlich dünnen Strahlen-
bündels , dp^, als die Coordinaten der dem Ausgangspunkte 
entsprechenden anzusehen s ind, kann man zu rechtwinkligen 
Coordinaten übergehen, die auf die Hauptebenen des Strahls be-
zogen s ind , durch die Substitutionen 
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dp cos Ci = X , dp sin cc = y , 
dp^^ cos = dp,y sin or̂  

und e rhä l t 
/ Rr.\ R r/d' — d' 

a; = ( 1 Ł L y 

y = — + ( 1 - — y , .0, p., \ 01 Po/ Q'i \ 

mit en t sp rechenden W e r t h e n von D i e u m g r e n z e n d e n 
C u r v e n d e r Q u e r s c h n i t t e e i n e s u n e n d l i c h d ü n n e n 
S t r a h l e n h ü n d e l s s i n d s o m i t C u r v e n d e s s e l b e n G r a d e s 
u n d s t e h e n z u e i n a n d e r i n d e r H e Z i e h u n g d e r C o l l i -
n e a t i o n , a l s E l e m e n t a r t h e i l e i n s b e s o n d e r e i n d c r s p e -
c i e l l c r e n d e r A f f i n i t ä t . * ) 

Die Onerschn i l t e in den beiden B r e n n p u n k t e n , fü r welche 
das Dicht igkei tsmaass unendl ich gross war (Artikel 1 6 5 ) , die also 
unendl ich Kleine e iner h ö h e r n O r d n u n g sein m ü s s e n , t inden sich 
du rch R = Qi, R = n^ch der dann e in t r e t enden Ident i tä t 
de r Gle ichungen f ü r x uiul y, au sged rück t d u r c h 

sie sind also u n e n d l i e h k l e i n e g e r a d e L i n i e n , d i e B r e n n -
l i n i e n d e s B ü n d e l s . 

Durch Rückgang zu den Po la rcoord ina ten zeigt m a n , d a s s 
s i e i n d e n F o c a l e b e n e n g e l e g e n s i n d . Ih re L ä n g e n kön-
nen n u r Nul l , d. h . in e iner h ö h e r n als der ers ten O r d n u n g un-
endl ich klein s e i n , w e n n rf = 0 , also auch ö = 0 i s t ; oder 
f ü r r^ — r^ , — >vcnn die Grenzpunk le d e r kü rze -
sten Abs tände und die B r e n n p u n k t e mit dem Mit te lpunkte zusam-
m e n fal len. Man n e n n t solche S t rah len I l a u p t s t r a b l e u und 
s i eh t , dass sie n u r da s ta t t h a b e n , wo die Grenzf lächen und mi t 
ihnen zugleich die Brenn f l ächen gemeinschaf t l iche P u n k t e haben . 
Es giebt n u r e i n S t rah lensys tem aus lauter I l a u p t s t r a h l e n , bei 
we lchem sämmt l i che S t rah len du rch einen P u n k t g e h e n . Es 
giebt abe r unend l ich viele S t rah lensys teme , deren I l aup t s t r ah len 

*) Ein System von Geraden, deren jede zwei nicht in derselben 
Ebene liegende Gerade trifft, schneidet je zwei zu diesen (Geraden zu-
gleich parallele Ebenen in zwei affinen Systemen von Punkten, 
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eine Fliiclie der I[auptstralileii bilden nnd nnendlicli viele solche, 
Avelcbe isolierle llaiiplslralilen haben; von jener Art ist das System 
der gemeinschartlichen Tangenten zweier confocaler Flächen zwei-
ten Grades, seine Ilauptstrablen sind die Tangenten der Durch-
schnittscurve beider Flächen. Im Allgemeinen aber bat ein Strah-
lensysteni keine Ilauptstrablen, weil die Unbestimmtheit der Ilaujit-
ebenen nach Artikel 162 den beiden unabhängigen Veränderlichen 
u und V die für zwei zählenden Bedingungen 

g F — J - ( f - l - f ' ) G = 0 , e G - g E = 0 , | : f f ) E — e F = 0 

und dazu wegen 6 = 0 die dritte Bedingung 

f = f 
juiferlegt. 

Mit grosser Einfachheit hat neuestens M ö b i u s in einer in 
den Berichten der „Königl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften 
zu L e i p z i g M a t h e m a t . phys. Klasse im XIV. Bande abgedruckten 
Abhandlung, die Eigenschaften unendlich dünner Strahlenbüudel 
aus der a priori nothwendigen^Aftinität ihrer Querschnitte abgeleitet 
und dabei einige neue Resultate erhalten. 

168. Es bleibt übrig, d i e Z u s a m m e n h ä n g e d i e s e r L e h -
r e n m i t d e r T h e o r i e d e r K r ü m m u n g d e r F l ä c h e n näher 
zu bezeichnen, an die schon einzelne Ergebnisse eiinnert haben. 

Wenn es eine Fläche giebt, für welche jeder durch 
X, y, z, l, m, n 

bestimmte Strahl eine Normale (im Punkte x, y', z) ist, so hat 
man 

x' •= x rl, y' z=. y Ą- rm, z' ~ z rn, 
Idx' - f mdy -f- ndz = (); 

also 

Idx -j- mdy -f ndz + dr [l' m' + n') -f r [Uli + mdm -f ndn) = 0, 

und somit idx -f- mdy -j- ndz — — dr, 
d. i. 

[lu -j- mb -}- nc) du [Id -f nih' -{- nc) dv = — dr. 
Die linke Seite dieser Gleichung muss also ein vollständiges 

Dillerential einer Function — r von u und v sein, oder 

d [la + mb nc) d [Id mh' -f nc) 
¥v ~ ' 

und somit wegen 
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da öa cb ob' cc de 
dv du ' dv du' do du' 

aa,' -f bh' -}- cc = «'a + b'h + cc, 
f := f 

eine Itlenliläl sein. Diese IJetlingung ist nötliig und liini'eiclieud, 
damit die Strahlen des Systems Normalen einer Fläche sind. 

Wenn sie erfüllt ist, so werden die quadratischen Gleich-
ungen der Artikel 161 mid 163 von den Wurzeln 

Tj, Tj und 

uiid ebenso die derselben .\rtikel von den Wurzeln 

Qi' Qo nntl ^i» 
mit einander identisch: Die Focalebenen eines Strahls fallen mit 
den llauptebenen, die Brennpunkte mit den Grenzpuiikten der 
kürzesten Abstände zusammen. Für eine der Flächen, deren 
Normalen die Strahlen des Systems sind, sind die Grenz- und 
Brennpunkte die beiden Ilauptkrüminungscentra und d i e T h e o r i e 
(1 e r K l' ü m m u 11 g i s t a l s o e in s p e c i c 11 e r F a 11 d e r T h e 0 r i (; 
d e r S t r a h l e n s y s t e m e, o h n e d a s s j e d o c h i h r e n L e h r e n 
w e s e n t l i c h n e u e E r g e b n i s s e a n z u s c h l i e s s e n w ä r e n . 

Die Existenz der Brennlinien kann so ausgesprochen werden: 
Die b e i d e n H a u p t n o r m a l e b e n e n e i n e s P u n k t e s e i i ie i " 
F l ä c h e w e r d e n v o n a l l e n d i e s e m P u n k t e u n e n d l i c h 
na h e n N o r m a le n d e r s e l b e n so g e s c h n i t t e n , d a s s d i e E n t -
f e r n u n g e n d e r S c h n i t t p u n k t e vom g e g e b e n e n P u n k t e 
d e r F l ä c h e in d e r e i n e n H a u p t e b e n e g l e i c h d e m g r ö s s -
t e n , i n d e r a n d e r n g l e i c h d e m k l e i n s t e n K r ü m m u n g s -
h a l b m e s s e r s i n d . 

Aber die Sätze der Theorie der Krümmung sind in der all-
gemeineren Theorie enthalten. Den Hauptnornialschnitten in einem 
Flächenpunkte entsprechen die Hauptebenen und die Focalebenen 
des unendlich dünnen Strahlenbündels; von ihren Eigenschaften 
erhalten jene die beiden, stets reell und zu einander normal zu 
sein, diese die andere, die schneidenden unendlich nahen Strah-
len zu enthalten. Den Hauptkrümmungsmittelpunkten entsprechen 
die Grenzpunkte und die Brennpunkte des unendlich dünnen Bün-
dels und ihren Flächen die Flächen Fy, F.,, (P^, Grenz-
llächen erhalten die in ihrem Namen ausgesprochene Eigenschaft; 
die Brennllächen die Eigenschaft, von allen Strahlen des Systems 
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tangiert zu werden. Die beiden schönen Eigenschaften der Flä-
chen der Hauptkr iunniungscent ra , dass ihre Umrisse sich stets 
rechtvNinklig schne iden , von welchem Punk te des ISaumes man 
sie auch betrachten mag und dass die Uückkehrcurven der ab-
wickelbaren P'lächen, in welche die Normalen sich zusannnen 
fassen lassen, geodätische Linien auf den Flächen der ILiuptkriim-
mungsmit telpunkte s ind , gehören dem System der Normalen einer 
Fläche speciell an und fehlen in der allgemeinen Theorie. Die 
Schaaren von Flächen Oy, 0 ^ , i i ^ , f^Ucn mit den Flächen 
der Normalen der Kriimmungslinien zusanmien. Die Normalen 
der Kreis- oder Nal)elpunkte sind I laupts t rahlen des Systems. 
Die E u l e r ' s c h e Gleichung ist fü r 

ß = J'- = = 92 

in der allgemeinen Gleichung des Artikels JG6 enthalten. Die 
dor t ge führ te Untersuchung liefert fe rner fü r die Theorie der 
Krünnnung den Satz: W e n n m a n a n z w e i u n e n d l i c h n a h e n 
P u n k t e n e i n e r F l ä c h e d i e N o r m a l e n z i e h t u n d i h n e n 
d i e b e s t i m m t e L ä n g e g i e b t , i n w e l c h e r i h r D r e h u n g s -
w i n k e l g l e i c h e i n e m R e c h t e n i s t , s o s t e l l e n s i e d i e 
K r ü m m u n g s h a l b m e s s e r d e r F l ä c h e i n d e n b e i d e n u n -
e n d l i c h n a h e n P u n k t e n f ü r d e n d u r c h s i e g e h e n d e n 
N o r m a l s c h n i t t d a r . Man sieht endl ich , dass der Ausdruck 
des D i c h t i g k e i t s m a a s s e s im Artikel 165 auf das G a u s s ' s c h e 
K r ü m m u n g s m a a s s zurück kommt. 
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III. Kapitel. 

Familien von Flächen. 

169. Wenn die (lleitinnigen einer Cinve 
CT) {x, y, z, q , c.^, . . . c„) = 0 , 
W [x, y, z, Cj, Cj, . . . c„) = 0 

71 i ' a rameter oder unbestimmte Constanten enthalten, so wird die 
Curve vollständig best immt, wenn n durch diese Parameter zu 
erfül lende Gleichungen gegeben sind. Wenn dagegen nur {71 — 1) 
Gleichungen zur Bestinmumg der n Parameter gegeben sind, so 
können die obigen Gleichungen unendlich viele Curven ^leich-
mässig repräsentieren, und die Vereinigung aller dieser Curven 
bestimmt eine Fläclie, deren Gleichung dnrcb Elimination der 
n Parameter zwischen den (n + ] ) gegebenen Gleichungen — 
nämlich den (?/ — 1) Belationen und den zwei Gleicbungen der 
Curve — gefunden wird. Wenn z. B. die beiden obigen Gleich-
ungen eine veränderliche Curve bezeichnen, deren Bewegung durch 
die Bedingung bestimmt ist , dass sie [71 — 1) feste Leitcurven 
stets durchschneidet , so ist die Bestimmung der erzeugten Flächc 
ein Problem der gedachten Art. Denn durch Elimination der 
Veränderlichen x, y, z zwischen den zwei Gleichungen der ver-
änderlichen Cui've und den beiden Gleicbungen einer der Leit-
curven drücken wir die Bedingung aus, unter welcher diese Cur-
ven sich schneiden und erhalten damit eine Relation zwischen 
den 71 Parametern; mit ( n — 1 ) Relationen dieser Art erhalten 
wir die Gleichungen der erzeugten Fläche in der angegebenen Art. 

Wir haben im L Rande Artikel 109 f. einen speciellen Fall 
dieser allgemeinen Aufgabe behandelt. 
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Flächen , lüi' welche die Fortn der Fnncl iunen O und ' f 
die nändiche ist, werden als von d e r s e l b e n F a m i l i e bezeich-
ne t , wenn auch die die Parameter verbindenden tlleiclumgeii ver-
schieden s ind ; d. i. wenn z, 13, dieselbe veränderl iche Curve mit 
verschiedenen Reihen von Leitcurven verbunden wi rd , so sind 
alle so zu erzeugenden Flächen als zu derselben Familie gehörig 
anzusehen. 

In verschiedenen wichtigen Fällen können die Gleichungen 
aller zu derselben Familie gehörigen Flächen in eine einzige 
Gleichung vereinigt werden , welche eine willkürliche Function 
oder mehre re solche Functionen en thä l t ; die Gleichung jeder in-
dividuellen Fläche der Familie wird dann durch Specialisierung 
der Fo rm dieser Functionen erhalten. 

Wenn wir dieselben durch Differentiation el iminieren, so er-
halten wir eine p a r t i e l l e D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g , d i e a l l e n 
F l ä c h e n d e r F a m i l i e g e m e i n s a m a n g e h ö r t u n d g e w ö h n -
l i e h d e r A u s d r u c k i r g e n d e i n e r g e o m e t r i s c h e n , a l l e n 
F l ä c h e n d e r F a m i l i e g e m e i n s a m e n E i g e n s c h a f t i s t ; sie 
leitet directer als die Functionalgleichung zur Lösung für einige 
Klassen von Aufgaben. 

170. Es ist der einfachste Fal l , w e n n d i e G l e i c h u n g e n 
d e r v e r ä n d e r l i c h e n C u r v e zw e i C o n s t a n t e n e i n s c h l i e s -
s e n . Denn wenn sie nur eine Constante enthiel ten, so würde die 
Elimination derselben die Gleichung einer best immten Fläche, aber 
idcht die einer FlächeufamiUe liefern. 

Weiui man nach einander für jede dieser Constanten auf-
löst, so br ingt man die beiden gegebenen Gleichungen in die Form 

II z= c^, V — c^, 

wo u und V bekannte Functionen von x, y, z sind. 
Wenn diese Curve eine Fläche erzeugen soll, so müssen die 

c'j, c'2 durch eine gegebene Relation verknüpf t se in , die von der 
Form 

Cl = (C2) 
sein wird; iiulem man für c^ und c^ ihre Wer the setzt , e rkennt 
m a n , dass die allgemeine Gleichung der erzengten Fläche von 
der F o r m 

u = 0 [v] . • 
ist. 

Wir können in diesem Falle auch leicht die partielle DilTe-
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renl ia lg le ichung b i l d e n , welcher von allen F l ä c h e n d e r Fami l ie 
genüg t werden muss . Demi wenn ř7 = 0 e ine F l äche d e r Fa-
milie dars te l l t , so kann ü n u r d u r c h e inen cons tan ten F a c t o r 
von u — (P [v] verschieden s e in , d, h . m a n h a t 

XU = u — 0 [v] 

und d u r c h Dill 'erentiation 

, (lU du ^r , s dv I _ (P' y 

dx dx dx 

nebst zwei ana logen Gleichungen l'ür die Dil lerent ia le nach y u n d z. 
Durch El iminat ion von X und 0 ' ( y ) e r h ä l t man dann die 

part iel le DiHerent ialgleichung in der D e t e r m i n a n t e n f o r m 

tu 
VO 

= 0 , 

in welcher zur Abkürzung U^, l \ , U^, . . . f ü r 

dU_ d£ (ł£ 

dx ' dy' dz' '' ' 

gesetzt s ind. In diesem Falle sind u und v als bekann te F u n o 

t ionen de r Coord ina len vorausgesetzt und die eben geschriebene 

Gleichung b e g r ü n d e t eine Relat ion e r s t en Grades zwischen den 

, dU dU dU 
Dillerentialen — — , 

dx dy dz 

W e n n die Gleichung der F läche in de r F o r m 

z — O {x, y) = 0 

geschr ieben w u r d e , so wä re 

dU ^ dU dU 
- r = l> - r = ~ P' T' — ~ q' 

dz dx dy 
nach den schon wiederhol t beze ichne ten Bedeu tungen von p und q, 
und die par t ie l le DilTerentialgleichung de r Fami l ie w ä r e von d e r 

F o r m 
Pp + Qq = R, 

wo P, Q, R b e k a n n t e Func t ionen d e r Coord ina ten sind. 
Und u m g e k e h r t r e p r ä s e n t i e r t das In tegra l e iner solchen pa r -

tiellen Different ia lgle ichung,*) welches von der F o r m 
*) Vgl. G e o r g e B o o t e , ,,A Treatise on differential Equatioiis" — 

Cambridge 1859 — Kapitel XIV, insbesondere p. 322 f. 
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is t , geometriscli eine F läche , welche durch die Bewegung einer 
Curve von den Gleichungen 

tc = Cy, V — C2 
erzeugt wird. 

Die part iel le Differentialgleichung bietet das einfachste Mittel 
d a r , um zu p r ü f e n , ob eine gegebene Fläche zu einer best imm-
ten Famil ie gehöre . Wir haben nur die aus der Gleichung der 
F läche hervorgehenden Wer the von U^, U^, U^ darauf zu prüfen , 
ob sie die partielle Differentialgleichung der Familie identisch er-
fü l l en ; geschieht diess, so gehört auch die betrachtete Fläche 
dieser Familie an. 

171. Wenn ge fo rde r t is t , eine specielle Fläche der gege-
benen Familie 

u = 0 {v) 

d u r c h die Bedingung zu bes t immen, d a s s d i e s e l b e e i n e g e -
g e b e n e C u r v e e n t h a l t e , so kann die Form der Function in 
diesem Falle gefunden werden , indem man die Gleichungen 

n = c^, V = C2 

bildet und zwischen diesen und denen der festen Curve die 
Grössen x, y, z ehmin ie r t ; man erhäl t eine Belation zwischen 
Cy und Cj oder zwischen u und v, welche die Gleichung der ver-
langten Fläche ist. Die geometrische Bedeutung dieses Verfahrens 
bes teht d a r i n , dass wir die Bewegung einer veränderlichen Curve 

u Z= CY, V = c., 

durch die Bedingung vorschre iben, dass sie die gegebene feste 
(lurve immer durchschneidet . Dann sind alle Punkte der letzte-
ren auch Punk te der erzeugten Fläche. 

172 . Ist ge fo rde r t , eine Fläche der Familie 
u 0 [v) 

so zu b e s t i m m e n , d a s s s i e e i n e g e g e b e n e F l ä c h e u m h ü l l e , 
so wissen w i r , dass in jedem Punkte der Berührungscurve die 

Uy, U2, U^. etc. 
dieselben Wer the f ü r die feste und die umhüllende Fläche be-
sitzen. Wenn wir also in die partielle Differentialgleichung der 
gegebenen Familie fü r Uy, U2, U^ ihre aus der Gleichung der 
festen Fläche bes t immten Werthe subst i tuieren, so erhalten wir 

http://rcin.org.pl



eine Gleichung, weleho fü r jeden Punkt, der Perührnngsrnrvc er-
füllt sein muss nnd welche daher in Verbindung mit der Gleich-
ung der festen Fläche diese Curve best immt. Das Problem ist 
damit auf das Vorhergehende zu rückge füh r t , welches eine Fläche 
der gegebenen Familie durch eine gegebene Curve zu legen ver-
langt. 

Diese Theorie wird besser verstanden werden durch die fol-
gende Delrachtung der Beispiele der wichtigsten Flächenfamilien 
der hier besprochenen Klasse, d. h. de r jen igen , deren Gleichungen 
in der Form 

u = O iv) 
ausgedrückt werden können. 

173. C y l i n d r i s c h e F l ä c h e n . Eine cylindrische Fläche wiid 
diu'cli die Bewegung einer geraden Linie erzeugt , wenn dieselbe 
ohne Bichlungsänderung fortschrei tet . Da die Gleichungen einer 
geraden Linie vier unabhängige Constanten en tha l t en , und die 
Bestimmung der Bichtimg zwei dieser Constanten feststell t , so 
bleiben nur die zwei übrigen unbest immt und die Familie der 
cylindrischen Flächen gehört zu der Klasse von F l ä c h e n , welche 
in den letzten zwei Artikeln betrachte t wurden . 

Wenn die Gleichungen der geraden Linie in der Form 
X — Iz p, y = viz + q 

gegeben s ind, so dass I und m, welche die Richtung best immen, 
gegeben s ind, und wenn die Bewegung der Geraden durch irgend 
eine Bedingung geregelt ist — wie dass sie sich längs einer ge-
wissen festen Curve bewege oder eine feste Fläche b e r ü h r e — 
so begründet diess eine Relation zwischen p nnd q und die Gleich-
ung der Fläche wird in der Form 

X — Iz — O [y — mz) 
erhalten. 

AVenn allgemeiner die erzengende gerade Linio der Dnrcli-
schnittslinie der beiden Ebenen 

ax hy cz = 0, dx + h'y -f- c'z = 0 

parallel bleiben soll, so dass ihre Gleichungen von der For in 

ax by cz = a, dx -f b'y -j- c'z = ß 

s ind, so wird die Gleichnng der erzeugten Fläche in der Form 

ax -j- by -j- cz = 0 (a'x -f b'y -f c'z) 
erhal ten. 
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Indom wir in dio r.lcicliung dos Artikol 171 fü r u imd v 
die Wer the 

ax + hy -j- cz nnd dx + h'y -}- dz 
e i n f ü h r e n , eriialten wir die partielle Difl'ercntialgleichung der Cy-

lindcrllächen 

[bc — b'c) + {cd — cd) ą + {ab' — db) = 0, 

oder nach der dri t ten Aufgabe des Artikel 4 1 im I. Bande 

• ř7j cos ß -{- U^ cos ß U^ cos y = 0, 

wenn ci, ß, y die Bicbtnngswinkel der erzengenden Geraden sind. 
Wenn wir e r i nne rn , dass ř7,, ü^, U^ den llichtnngscosinus 

der Normale der Fläche proportional s ind , so erkennt man, dass 
d i e g e o m e t r i s c h e B e d e u t u n g d i e s e r G l e i c h u n g darin be-
s teh t , d a s s d i e T a n g e n t e n e b e n e d e r F l ä c h e d i e B i c b -
t u n g d e r e r z e u g e n d e n G e r a d e n i m m e r e n t h ä l t . 

Die I lanptschnit te und zugleich die Krümmungsl inien in jedem 
Punkte einer Cylinderfläcbe sind der Normalschnit t und die Fr -
zcMigende; die eine der I lauptkrümmungen ist gleich Null. 

Beispiel 1. Man soll die Gleicliung des Cylinders beslimmeii, dessen 
l'rzougende parallel zu 

X = Iz, y = mz 

sind und welcher die ebene Curve 

z = 0, (p {x, y) = 0 
zur Leitcurve hat. 

Aull ö s ung. 
O [x — Iz, y — mz) = 0. 

Beispiel 2. Man soll die Cdoicliiuig des Cylinders hoslinimeu, dessen 
Krzeugcnde zur Durclischulttslinie von 

ax by Ą- cz — i), dx -f h'y + dz — 0 

pnrflliel ist und die Schiiiltliiiie von 

ax ßy yz = ö, F (a;, / / , z) — 0 

ziu- Leitcurve hat. 

Man löse die Gleichungen 

(tx hy cz = u, dx + h'y + cz v, ax -j- ßy -i- yz = Ó 

für X, y, z auf und sü])stituiere die erhaltenen Werihe in die Gleiclnuig 

F {x, y, z) 0. 
Beispiel 8. Die Gleichung des Cylinders zu heslinimen, dessen Er-

zengende die Ilichtungscosinus / , in, n haben und dessen Leitcurve dit; 
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nurclisclinlUslinio der Flächcn 

ř 7 = 0 , V=0 
ist. 

Die Eliiiiination kann zweckmässig folgendermassen vollzogen wer-
den: Wenn x\ y', z die Coordinaten des Piinktes sind, in dem wne Er-
zeugende des Cylinders die Leilcurve sclmeidet, wälircnd x, y, z die 
Coordinalen eines beliebigen Punktes derselben Erzeugenden sind, so 
gelten die Relationen 

x — x y—y' z —z 
I m n 

und wenn ö den gemeinsamen Werth dieser Quotienten bezeichnet, so ist 
x' == X — y' = y — ni^, z' == z — nO. 

Durch die Substitution dieser Werthe in die Gleichungen 
U==0, V^O, 

denen die x', y', z' geniigen müssen, erhält mau zwei Gleichungen, zwi-
schen welchen 0 eliminiert werden kann. Die Resultante ist die Gleiclunig 
des Cylinders. 

Beispiel 4. Den Cylinder zu bestimmen, dessen Erzeugenden die 
Richtungscosinus l , m , n entsprechen und welcher die Flächc zweiter 
Ordnung 

Ax' + Biß Cz' = I 
umhüllt. 

Nach der partiellen Dillerentialgleichung ist die ßerülirungscurve der 
Durchschnitt der Flächc mit der Ebene 

Alx + Bmy + Cnz = 0. 
Indem man dann wie im letzten Reispiel verfährt, erhält man die 

Gleichung des Cylinders in der Form 

[AP + Brn'' + Cn'') [Ax'' + Brß + Cz' - l ) = [Alx + Bmy + Cnz)''. 

Allgemein für die Gleicluuig der Fläche zweiter Ordnung 

O [x,y, z) = 0 , [u z:= 0) 

und die Richtungscosinus l , m, n ist die Gleichung des umhüllenden Cy-
linders durch 

d''ti d''u . „ d''u , ^, d''u , ^ d'u 
-r-Ty + m' - — + n' - f 2 Im - f 2 mn —-
dx' dy' dz' dxdy dy dz 
, , dhi } (du , du , 

4- 2nl —— ^ = I -j -f m -- + n - } 
dzdxj I dx dy dz j 

gegeben. 
174. C o n i s c h e o d e r K e g e l f l ä c h e n . Kegelfläclien wer-

den erzeugt durch die IJewegung einer geraden Linie, welche 
stets durch einen festen Pinikt geht. Indem wir ausdrücken, dass 
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die Coordinaten dieses Piniktes den Gleichungen der geraden Linie 
geni igen, erhalten wir zwei. Relationen zwischen den vier Con-
stanten der allgemeinen Gleichungen der ge raden Linie. Da somit 
die Gleichungen der erzeugenden Linie nu r zwei unbest immte 
Constanten entha l ten , so ist das Problem von der im Artikel 170 
discuticrtcn Klasse, 

Seien die (Gleichungen der erzeugenden Linie 

X — « ^ y — ß z — y 
I 7)1 n 

wo a, ß, y die bekannten Coordinaten des Scheitels des Kegels 
und 771, 71 den Richtungscosinus der erzeugenden Geraden pro-
port ional s ind; so enthalten diese Gleichungen, obwohl dem Scheine 
nach dre i , in AVahrheit nur zwei unbest immte Constanten, weil 
sie nur die Verhältnisse der Grössen L, 771, 71 best immen. 

Schreiben wir die Gleichungen in der Form 

X — cc I y — ß 171 

z — y 71 z — y n' 

so sehen wi r , dass die Redingungen des Problems eine Relalion 

zwischen — und — begrfinden müssen und dass daher die Gleich-71 71 
u n s des Kegels von der Form 

( B f ) z •— y \z — y/ 
sein wird. 

Man e rkenn t leicht, dass diess gleichbedeutend ist damit, 
dass die Gleichung des Kegels eine homogene Function der drei 
(i rossen 

X — ci, y — ß, z — y 
sei ; man kann diess auch direct aus der IJemerkung schliessen, 
dass die l lediugungen des Problems eine Uelation zwischen den 
Il ichlungscosinus der (Jeneratrix begründen müssen und dass eine 
solche, da diese Cosinus durch 

I 
etc. 

+ 17l', 71') 

ausgedrückt s ind , nothwendig eine homogene Function von l, m, n 
und daher von den zu ihnen proport ionalen Grössen 

X — a, y — ß, z — y 
sein wird. 

Salmon, A n a l . Geom. d. Raumes If, 2 6 
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W e n n der Scheitel des Kegels im AnfangspuiilU, der Coordi-
naten l iegt , so ist seine Gleichung von der Form 

= 0 

oder sie ist eine homogene Finiction von a:, y, z. 
Die partielle Didcrentialgleiclinng wird gel'nnden, indfm m;ni 

in die Gleichnng des Artikels 170 

u = ^ ~ " V — y 

^ z — y' z —y 

snhsti lniert nnd ist daher von Ih i ichen hefrei t 
ř/, , ą , ą 

— y , O , — (x — ft) = 0 
0 , (z — y), - ( y — ß) 

, dU , , dU . . , dU 
oder {x — (V) + _ _ + (c _ y) = 0. 

Sie drückt ofl'enbar aus , dass die Tangentenebene in jedem 
Punkte der Fläche durch den festen Punkt («, ß, y) gehen muss. 

Im Artikel 117 (Beispiel 12) des ersten Bandes ist die Me-
Ihode zur Bildung des über einer gegebenen Curve stehenden 
Kegels und im Artikel 16 dieses Bandes die zur Bildimg der 
Gleichung desjenigen Kegels gegeben, welcher eine gegebene 
Fläche umhüllt . 

Die Hauptschnil te einer Kegellläche sind die Erzeugende des 
Punktes und der zu ihr normale Querschnit t . Die Krümmungs-
linien sind die Erzeugenden und ihre orthogonalen Trajector ien . 

Beispiel. Für die Gleichung der Fläche zweiter Onhiinig 
0 [x, y, 2) = 0 

ist die fdeicliuMg des unihüllenden Kegels vom Scheitel [a, ß, y) für die 
Rczeichnung 

0 (a, ß, y) = u 
. f/ d^U d-U , , _ d'u 

- f 2 i.r-a) ( y - ß ) - f 2 ( y - ß ) ( z - y ) 
dadß ' ^ ' 

1/ X • / a du , , . du)" 
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175- C o n o i d f l ä c h e n . Dieselben werden durch die Bewe-
gung einer geraden Linie erzeugt , die eine feste Achse stets 
schneidet und zu einer festen Ebene immer parallel bleibt. Diese 
Bedingungen lassen zwei von den vier Constanten in den allge-
meinen Gleichungen der Geraden unbes t immt und diese Flächen 
gehören daher zu der im Artikel 170 be t rachte ten Klasse. 

Wenn die Achse die Durchschnittsl inic der Ebenen 

« = 0, ß = 0 
ist und die Erzeugende der Ebene 

y — 0 

parallel bleibt , so sind die Gleichungen der Erzeugenden 

« = ciß, y = C2 

und die allgemeine Gleichung der (ionoidflächen ist offenbar 

(y). 

In derselben Art lindet man die allgemeine Gleichung der 
F lächen , welche durch die Bewegung einer Geraden längs zweier 
festen geraden Linien 

« = 0 , ß = 0 ; y = 0 , 8 = 0 

en ts lehen , in der Form 

Die partielle Dilferentialgleicbung der Conoidnächen is( nach 
Arlikel J 7 0 

r/, , z7o , I/o l ' <-'2 > 
— ß^a, ßa.y — ß.si, ßa^ — 

y\ ' y-i . y% 

= 0 , 

wo 
« = ßj.r -}- ^̂ iV + + etc. 

sind. Wir b e m e i k e n , dass die linke Seite dieser Gleichung als 

die Dilferenz zweier Determinanten darstel lbar is t , so dass sie 

ß - « ( f^ i^^ya ) = 0. 

IHese Gleichung kann auch direct abgeleilet werden , indem 
man ausdrück t , dass die Tangentenebene in irgend einem Punkte 
der Fläche die Erzengende enihäl t , so dass die Tangentenebene 

16='= 
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eines Piinkles der F läche , die durch ihn gehende Parallelehene 

zur Directorebene und die durch ihn und die Achse gelegte Ehene 

a'ß — aß' = 0 

eine gemeinschaft l iche Durchschnittslinie haben. Die Elemente 
der oben geschr iebenen Determinante sind die Coefficienten von 
X, y, z in den Gleichungen dieser drei Ebenen. Diejenigen 
Conoide, welchen man in den Anwendungen am häufigsten be-
gegnet , sind ge rade , d. h. die feste Achse oder Directrix ist nor-
mal zur festen Directorebene. 

Wenn man fü r diesen Fall die Directrix als Achse z und die 
Directorebene als Ebene xy wähl t , so wird die Functionalgleich-
ung der Fläche 

y = x0 {z) 

und ihre partielle Differentialgleichung 

dU , dU 
X -r + y -r-dx dy 

Die Linien grosster Neigung werden in diesem Falle in 
Kreisen proj ic ier t ; denn in Folge der eben geschr iebeneu partiel-
len Differentialgleichung wird die Gleichung des Artikels 146 

dü , dlJ , 
- - dx — dy 7= 0 
dy dx 

in die Form 
xdx + ydy ~ 0 

gebrach t , welche eine Reihe coucentr ische Kreise repräsent ier t . 
Das Nämliche erkennt man auch geometr isch , denn die Ni-

veaulinien sind die Erzeugenden des Systems und da sie in eine 
Heihe von St rahlen aus dem Anfangspunkt proj icier t werden , so 
sind sie durch die Reihe concentr ischer Kreise orthogonal ge-
schnit ten. 

Beispiel 1. Die Gleicliung des geraden Conoids zu fnidcn, welclins 
diu'cli die Achse der z und durch eine ehene Curve von den Gleichungen 

x = a, F{y,z)=Q 
bestimmt ist. 

Indem wir x, y, z zwischen diesen Gleichungen und 

y = ClX^, 2 = 

eliminieren, erhalten wir 
F C2) = 0 

oder die verlangte Gleichung 
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Ist (lic feste Curve ein Kreis 

x = a, ^ _ 

so ist die Gleichung der Fläche (Cono-cuneus von W a l l i s ) 

a}iß -j- x'z' = r'x'. 

Sie liegt zwischen den Ebenen 

z = + r , 

ihre Tangentenebene 

txH + na-'y - (r2 _ z 2 ) == 

schneidet die Fläche in einer Erzeugenden und einer Curve dritter Ord-
nung. 

Da die ersten Diflerentiale derselben für x ~ y = 0 unabhängig 
von I verschwinden, so ist die Achse der z eine singulärc Linie in dieser 
Fläche. Der Tangentenkegel eines in ihr gelegenen Punktes wird nach 
den Werthen der zweiten Dillercntialquotienten durch 

a h ß - (c2 — z2) = 0 

dargestellt, d. h. er degeneriert in ein Ebenenpaar. 
Beispiel 2. Sei die Leitcurve eine Schraubenlinie und die gerade 

Directrlx die Achse ihres Cylinders. Das gerade Conoid ist die untere 
Flächc einer Wendeltreppe oder es bildet die flachgängige Schraube. 
Seine Gleichung ist im 1. Beispiel des Artikel 109 gegeben. 

176 . I J m d r e h u n g s f l ä c h e n . Es ist die Fundamentaleigen-
schaft einer Umdrehungsf läche , dass jeder zu ihrer Achse normale 
ebene Querschnit t ein Kreis ist , dessen Centrum in der Achse 
l iegt , oder aus mehre r en solchen Kreisen besteht (Parallelkreise). 
In Folge dessen kann man eine solche Fläche betrachten als er-
zeugt durch die Bewegung eines Kreises von veränderlichem Halb-
messer , dessen Centrum eine feste gerade Linie (Achse) durch-
läuf t , während seine Ebene stets zu ihr normal bleibt. 

Sind 
X — a y — ß z — y 

I m n 

die Gleichungen der Achse, so kann der erzeugende Kreis in 
irgend einer seiner Lagen dargestellt werden als der Durchschnitt 
der zur Achse normalen Ebene 

lx my -j- nz = Cy 

mit der aus i rgend einem festen Punkte der Achse beschriebenen 
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Kugel 
- (o: - cv)2 + (y _ ßy^ + ( z - y? = 

Da diese Gleicliungeii zwei uiibesliinuite Coiislauleii eiillial-
len , so ist das l ' roblem von der im Artikel 170 betrachteten 
Klasse und die Gleichung der Fläche nuiss von der Form sein 

(a; _ Cif + (y — ßf + — 7? = {lx + my + nz). 

Ist die Achse der z die rmdrehungsachse und wählen wir 
den Anfangspunkt der Coordinaten als den Puidvt («, ß, y), so 
wird diese. Gleichung in die F o r m 

^ .2 ^ 0 (j)^ oder z = W [x' -j- y') 

i i i tergeführt. 

Die partielle Dillerenlialgleichung ist nach der Formel des 
Arlikel 170 

U, , ą , U, 
I , m , n = U, 

X — ct, y — ß, z — y 
O l l e r 

[m ( z - y ) ... (lU + { « ( . r - c v ) — / ( c - ; ^ ) } -

ilU 
+ { l { y - ß ) - ^ n { x - a ) \ ~ ^ 0 , 

und fü r die Achse der z als IJnulrebungsachse 

= 0. 

dU 

¥ 

-dU dU 
y : a-

dx " dy 
Sie drückt aus , dass die Noruude der Fläche stets die Achse 

derselben durchschneidet . Demi wenn wir die Bedingung aus-
drücken wollten, unter welcher (li(! beiden Geraden 

_ y — ß _ 2 — y 
I ~~ 

X—X y ^ y 
ř/., 

n 
z — z' 

U, 'i 
sich durchscli i ieiden, so können wir die gemeinschalt l ichen Wei llie 
dieser Brüche respective durch 0' bezeichnen. Indem wir 
aber fü r x, y, z aullösen und die aus den Gleichungen jeder von 
beiden Geraden erhaltenen Wer the einander gleich se tzen, er-
halten wir 

« - f ö/ = a;' -ł- ß - f dm — y' Ą- U./, y - f (In = z' UJ/ 

und duiaus duj'ch Elimination von^ö, (i' die Deterndnante 
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, U., , ř/., 
L , 711 , 71 = 0. 

a - ' . - « , 7/ —(3, 

Die Kiüiiiiiuingsliiiieii sind der Meridian nnd der Piirallel-
Ivreis des P u n k t e s ; die I lauptkrünnnungsl iaihinesser dei- Knini-
inungslialbniesser des Meridians und der von der Achse begrenzte 
Theil der Normale des Punktes. 

177 . Die Gleichung einer F läche , welche durch die Um-
drehung einer gegebenen Curve um eine lesle Achse erzeugt 
wi rd , ündet man nach Artikel 171 durch Elimination von x, 7j, z 
zwischen den Gleichungen 

lx + 71UJ + 7iz = u, [x — ay 4- {y — ß}- + — = v, 
und den beiden Gleichungen der Curve, indem man sodann u und v 
durch ihre W e r t h e ersetzt . 

' Wi r haben ein Deispiel dieses Verfahrens im ersten liande 
Artikel 117 gehabt uinl wählen als ein weitci'cs die Aufgabe: Itie 
(deichuug der Flächc zu besl innnen, welche durch Umdiehung 
eines Kreises 

7J = {), [x - «)- + = r-' 

um eine in seiner Ebene gelegene Achse c erzeugt wiid. 
Indem man 

c u, X - ß = V 

setzt uiul zwischen diesen Gleichungen und denen des Kreises 
el iminiert , erhäl t man ^ 

oder von der Wurzelgrösse befrei t (Artikel 3 0 , Beispiel 1) 

+ + + - r')-' = 4 « - (a;- - f 7f}. 

Die Fläche liegt zwischen den Ebenen 

z = ± r, 
und man e rke i in l , dass ihre Gestalt verschieden ist für die Vor-
aussetzungen 

«l'-
Wenn der lo t i e rcnde Kreis die Achse nicht schneidet (« > /•), 

so thut diess auch diess auch die Fläche seihst nicht , sie hat die 
Form eines lUnges, der die Achse frei umschliesst. Schneidet 
der Kreis die Achse, so erzeugen die Segmente , in welche er 
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tliircli sic zerlegt w i rd , verschiedene Mäntel der F läche , indem 
sie die Achse in Punkten 

^ = / p ^ 

schneiden, welche Knotenpunkte der Fläche sind. 
Die Schnit te der i l inglläche durch der Achse parallele Ebe-

nen sind durch Einf id i rung von 

y = const. 

in die vorige Gleichung ausgedriickt und ihre Gleichung kann so-
l'ort in die Fo rm 

SS' = const. 
gebracht werden , wo 

S = 0 , = 0 
Kreise beze ichnen; es sind Lemniscaten verschiedener .Art. Mau 
erkennt geometr isch , dass die von der Achse sich cni rernende 
Schni t tebene zuerst die Fläche in zwei ge t rennten Ovalen, dann 
in dem Augenblicke, wo sie die Fläche b e r ü h r t {y = a — r) in 
einer Curve mit einem Doppelpunkte , der Lemniscate von D e r -
n o u i l l i , weiterhin in einer einfach geschlossenen Ctu've schneidet. 

ücisjjiel 1. Bestätige, dass 

a;-' -ł- y'̂  + z'̂  — ^ccyz = P 
eine Unidrchungsllüchc darstellt. 

Die Aciise derselben ist 

Beispiel 2. Welches ist die (lleichung einer l'nidrehungsll.iclio, 
deren Achse die Achse c ist inid welche das Botationscllipsoid 

+ [ y - J l , {Z-7Y , 
iindiüill? 

Sic ist 

{VW^TJ^} + , { z - r f _ , 
" c ' ~ 

178. Mau kann auch voraussetzen, dass die Puuk te einer er-
zeugenden Curve sich auf Kreisen bewegen, deren Centra in einer 
festen Geiaden l iegen, die zu ihren Ebenen nicht normal , son-
dern un te r einem constauten AVinkel geneigt ist. 

Sind dann l, m, n die Dichtungscosinus der Achse, X, f.i, v 
die der Kre i sebenen , so gelten für r als den Halbmesser eines 
Kreises und e als den Abstand seines Centruins von einem festen 
Anfangspunkt («, ß, y) in der Achse die Gleichungen 
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l{x — ci) + ^{y—ß) + v{z-y) = e [IX-^ nv). 

Aus ihnen e rhä l t man durch Dillerentiation 

(x — « — el) dx [y — ß— ein) dy -}- ( j — y— en) dz •= 0, 
Xdx ^ dy V dz — 0, 

so dass dx, dy, dz zu 

^ [z — y) — V {y — ß) Ą- c {mv — n^), 
V (x—a) — X [z—y) + e [tiX — lv), 
^ iV — ß) — ^i'ix — ci) + e {Ifi —tnX) 

respective proport ional sind und in 

U^dx + U^dy + U^dz = 0 , 

unter IJenutzung von 

^ ^ X [x — a) + ^ [y — ß] + V jz — y) 
IX -J- Wju -j- nv 

eingesetzt die üill 'erentialgleichung der Familie solcher Flächen 
ergehen. 

Fü r X = l, = v = n kommt man auf die Gleichung 
des vorigen Artikels zurück. 

Man erhäl t daraus nnt i^eichtigkeit z. I{. die Jjest imuumg 
de r Lage «ler Kreisschnil te d(!r Flächen zweiten Grades und hat 
hier die hezügliche Generat ion derselben. 

170. Die Flächenfamil ien , welche wir bet rachte t haben , sind 
die I jeachtenswerlhesten unter denen , deren Gleichungen in der 
Foi in 

u = (p (v) 

ausgedrückt werden können. 
Wir gehen zu dem Falle wei ter , w o d i e G l e i c h u n g e n 

d e r e r z e n g e n d e n C u r v e m e h r a l s z w e i w i l l k ü r l i c h e 
l ' a r a n i e t e r e n t h a l t e n . 

I>a wir innuer mit Hilfe der sie verbindenden Gleichungen 
alle diese Pa rame te r in Function eines un te r ihnen darstellen 
können , so lassen sich die Gleichungen der erzeugeiulen Curve 
in der Fo rm 

F {a;, y, z, c, g? (c), t f j (c), . . .j = 0, 

C { x , y, z, c, cp (c), Ip (c), . . . } = 0 
setzen und die Gleichung der erzeugten Fläche wird erhalten. 
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i lidem man zwischen ilinen die ( Irössc c eüminier t . Und \\ie 
sclion iViilier gezeigt is t , alle F lächen , für welche die Form der 
Funct ionen F, f diesellje is t , gleichgültig wie die Formen der 
Funct ionen q), ip, . . . sie un te rsche iden , werden als zu derselben 
Familie gehörig bezeichnet. 

Da aber otlenbar die Elimination von c nicht vollzogen wer -
den kann , ohne dass bestimmte Formen der Funct ionen rp, ip, ... 
iestgesetzt w e r d e n , s o i s t e s n i c h t i m A l l g e m e i n e n m ö g -
l i c h , e i n e e i n z i g e F u n c t i o n a l g l e i c h u n g zu b i l d e n , 
w e l c h e a l l e F l ä c h e n d e r F a m i l i e u m f a s s t ; wir können sie 
nur durch ein Paar von Gleichungen dars te l len , aus denen eine 
Constante zu eliminieren bleibt. 

Wir können aber die willkürlichen Funct ionen durch Dilfe-
rentiation eliminieren und eine p a r t i e l l e D i f f e r e n t i a l g l e i c h -
u n g e rha l t en , d i e a l l e n F l ä c h e n d e r s e l b e n F a m i l i e g e -
m e i n s a m i s t . Die Ordnung dieser Gleichung ist , wie gegen-
wärtig bewiesen werden soll, der Anzahl der willkürlichen Func-
tionen g}, tp, . . . gleich. 

Es ist dabei zu bemerken wichtig, dass im Allgemeinen die 
Ordnung der partiellen Diflerentiaigleichung, welche man d u n h 
Elimination einer Anzahl willkürlicher Funct ionen aus einer (ileich-
iing e rhä l t , höher als die Anzahl der eliminierten FunctioiUMi ist. 
Wenn z. D. eine Gleichung zwei willkürliche Functionen cp, i{j 
en thä l t , so liefert die Diflerentiation nach a-, y , die wir als un-
abhängige Veränderl iche ansehen, mit der Originalgleichuiig ein 
System von drei Gleichungen mit vier unbekannten Funct ionen 

g), ip, g>, ip . 
Die zweite Diflerentiation d. b. eine zweifache nach x , eine 

solche nach y, eine nach x nnd y in Succession — giebt uns 
drei neue Gleichungen nnd es ist im Allgemeinen nicht möglich, 
die sechs Grössen g), g), ip', g)", unter den sechs Gleich-
ungen des Systems zu eliminieren. Wir müssen daher zur dri t ten 
Diflerentiation schre i ten , um die Elimination vollziehen zu köimen. 

In derselben Art findet man leicht , dass die Elimination von 
n willkürlichen Funct ionen die {2n — 1) fache Diflerentiation er-
fordert . Und wenn im gegenwärtigen Falle die Ordnung der 
Diflerentiaigleichung geringer is t , so entspringt diess daraus, dass 
die zu eliminierenden Funct ionen sämnitlicli Funct ionen der näm-
lichen Grösse sind. 

http://rcin.org.pl



180. Um diess nachzuweisen, ist es geeignet , den speciellen 
Fall zuerst zu be t rach ten , in welchem eine Familie von Flächen 
durch eine einzige Functionalgleichung dargestell t werden kann. 

Diess wird daim stat tf inden, wenn es möglich is t , du icb 
Conddnation der Gleichungen der erzeugenden Curve eine der 
Constanten so zu t r ennen , dass die Gleichungen die Form 

u = c^, F [x, y, z, Cl, Cj, . . . c„) = : 0 

erhal ten. Indem man dann mittelst der Iledingungsgleichimgen 
die übrigen Coustanlen in Function von ausdrück t , erhält mau 
das Elindnationsresultat in der Form 

F ^x, y, z, II, (p [ii], (w), . . = 0. 

Wem) nun (buch ř7, das Dillerential der Gleichung der Fläche 
nach X uiul durch das in der Voraussetzung 

II = const. 

gebildete Dillerential, ndt U^, F.^, . . . aber die entsprechenden 
Dillereidiale nach y uml z bezeichnet w e r d e n , so gelten die (Gleich-
ungen 

(IF 

(IF 
U, = F, + - »3; nur in das Glied - e ingehen, aus denen sie daher ndt diesem 

Gleichungen, in welche die derivierten Functionen (p', ifj', . . . 
(IF 
du 

sämmtlicb zugleich eliminiert werden können. Mau erhält so die 
in U^, U.y, U.̂  houjogene Gleichutjg 

u,, u,, u, 
F,, F.,, F, 

«1 ' «2 ' "3 
welche nur die ursprüngl ichen Funct ionen 9 , 1/;, . . . enthält . 

IJezeichnen wir sie durch 

V = 0, 
so können wir in gleicher Weise die neue Gleichung ' 

= 0 , 
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— 252 — 

V„ V.,, V, = o 
Ul , «2 , Mg 

bi lden, welche ausser den ursprüngl ichen cp, tj), . . . keine will-
kürl ichen Funcl ionen en thä l t , in die aber in F j , V2, V^ die 
zweiten DilTerentialquotienten von V eingehen. 

Aus dieser Gleichung können wir in derselben Art eine neue 
bilden und so fo r t fahren , bis wir aus der Reihe der so gebilde-
ten Gleichungen — wenn die letzte von ihnen von der n'®" Ord-
nung der Differentiation ist — die n Functionen gp, ip, . . . eli-
ndnieren können. 

Wenn wir die letzte dieser Gleichungen un te rd rücken , so 
können wir die willkürlichen Functionen alle bis auf eine elimi-
nieren und können je nach unserer Wahl der zu bewahrenden 
Function n verschiedene Gleichungen der [n—1)"=" Ordmmg er-
hal ten , von denen jede eine willkürliche Futiction enthält . Sie 
sind die ersten Integrale der endlichen Dilferentialgleichung der 

n^en Ordmmg. In derselben Art können wir ^^ Gleichungen 

der zweiten Ordmmg bilden, deren jede zwei willkürliche Functio-
nen enthäl t , u. s. w. 

181. Wenn wir a; und y als die unabhängigen Veräudei lii hen 
betrachten und wie gewöhnlich 

dz = pdx (jdy, dp =• rdx + sdy, etc. 
schre iben , so kann der Dildutigsprozess dieser Gleichungen zweck-
mässig wie folgt bezeichnet werden : ,,Man nehme das totale Dif-
ferential der gegebenen Gleichung in der Voraussetzung, dass u 
constant is t , 

l\dx + F^dy -f F.^ [i^dx + qdy) = 0; 
setze dy = 7?idx und sidistituiere fü r m seinen aus dem Dill'e-
rential von u = 0, nämlich 

u idx "ł" {pdx -}- qdy) = (J 
abgeleiteten Wer th . 

Denn wenn wir die gegebene Gleichung in Bezug auf x und y 
dilferenti ieren, so erhal ten wir 

dF 

Fy + PF^ + («1 + P H ) = 0 , 

dF Ą + qF-s + {U2 + !Z"3) = 0 , 
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tlF 
1111(1 (las IJesiillat der Elimination von — ans diesen Cleirlninoen 

au 
ist dasselbe, wie das Resnllat der Elimination von m zwischen 
den Gleichungen 

F, pF^ + m [F, + qF,) = 0 . 

" i + pi^s + m (»2 + qii-i) — 0. 
Es ist practisch, für eine der Gleichungen, welche die er-

zeugende Curve darstellen, ihre Projection auf die Ebene ccy zu 
wählen; da diese Gleichung z nicht enthält, so gehen in den 
aus ihr abgeleiteten Werth von m die Grössen p und q nicht ein 
und die erste Dilferentialgleichung ist von der Form 

p qm = R, 
wo R auch eine Function ist, die p und q nicht enthält. Dann 
sind die einzigen Glieder der zweiten Diflerentialgleicbung, welche 
r , s oder t enthalten, diejenigen, welche aus der DilVerentiation 
von p Ą-qm hervorgehen, und diese Gleichung ist von dci'J'orm 

r -f Ism -f Im- = S, 
wo S die Grössen x, y, z, p, q, aber nicht r, s oder I enthal-
len kann. 

AVenn wir nun zwei Functionen zu eliminieren hätten, so 
würden wir für diese Constanten aus der ursprünglichen Finiclio-
nalgleicbung der Fläche und aus der Gleichung 

p qm = R 

auflösen, diese Werlbe in m und in S einsetzen und die l'oini 
der endlichen zweiten Dilferenlialgleichung würde bleiben 

r + 2 s?«' + Im'- = S', 

wo m' und S' die Grössen x, y, z, p, q enthalten können. 
In derselben Weise würde, wenn drei willkürliche Fiuictio-

nen zu eliminieren wären, und die parliellen Dilferentiah; dritter 
Ordnung von z din-ch a , ß , y , ö bezeichnet werden, die partielle 
Dinerentialgleichung von der l<'orm 

a -j- 3mß 3m''y -f w^cJ = T 

sein. Und in analoger Weise für höhere Ordnungen. 
Die folgenden Beispiele werden zur näheren Erläntenuig 

dieser Theorie nützlich sein. 
182. R e g e l f l ä c h e n m i t e i n e r D i r e c t o r e h e n e . Di(^ss 

ist eine Familie von F lächen , welcher als ein specieller Fall auch 
die Conoidflächen angehören. 
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Nehmen u i r zuerst die feste Ebene als Ebene XTJ a n , so 
sind die Gleiclinngen der erzengenden Geraden von der Form 

z = C^, IJ = C^X + C3. 

Die Functionalgleichung der Fläche wird gebildet , indem man 
in die letztere Gleichung fü r c^ und c^ respective (p (2) und (?) 
einsetzt. 

Da bei der Bildung der partiellen Differentialgleichung z als 
constant zu bet rachten i s t , so können wir die Gleichungen in der 
Form 

z = Cj, y = c^x + 

lassen und erhalten 

p + (J>» = 0 , m — c.y. 
Je nach dem wir dann c.̂  oder e l iminieren, geben diese 

Gleichungen die andern 

P + ^c-z = 0 , px + fjy == qc^. 
Es existieren daher zwei Gleichungen ers te r Ordnung, deren 

jede eine willkürliche Fimction enthäl t , nämli.cb 

p + (79p (r) = 0 , px Ą- qy z= qt\) (j). 

Um die willkürlichen Functionen vollstäitidig zu eliminieren, 
dilTerentiieren wir 

p + qm — 0 , 

in E r inne rung , dass wegen 

m — C2 

diess als eine Constante zu betrachten isl; wodurch wir erhal ten 

r -f- 2sm -f- inr — 0 , 

und woraus durch Elimination von m ndllelsl 

pq - f m = 0 

die geforder te Gleichung hervoi'geht 

( f r — Ipqs + p'l = 0. 

Ist dagegen die Directorebene din-cb 

ax hy Ą- cz = 0 

dargeslel l l , so sind die Gleichungen der Erzeugenden 

ax + hy + cz = Ci, y = c.^x + rj; 
Die Functionalgleichung der Familie der Flächen wird er-

ha l ten , indem man fü r r , und c^ Functionen von (ax -j- hy -f- cz) 
einsetzt. Durch Differentiation erhält man 
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a + cp + m {b Ą- cq) = , m = c^. 

Die durch die Elimination je einer der willkürlichen Func-
tionen ents tehenden Gleichungen sind daher 

a -j- cp + (ö + cq) (p {ax + bi/ -j- cz) = 0, 
{a - f cp) X + {b cq) y — {b + cq) {ax by + cz). 

Wenn man aher 

a -|- bm -j- c (/? 4- mq) = 0 
dilTerentiiert, indem man m als eine Constante be t rachte t , so 

wird 

r -j- Ism -f im' = 0 
und durch E in führung des f rühe r fü r m gefundenen Werthes 

{b + cq)' r — 1{a -f cp) {b + cq) s + (« + cp)' t = 0. 
183. Man kann auch zu dieser Gleichung gelangen, indem 

m a n ausdrückt , dass die Tangentenel)enen der Fläche in zwei 
Punk ten derselben Erzeugenden sich in dieser Erzeugenden durch-
schneiden. 

Sind a, ß, y die laufenden, x, y, z die Coordinaten des 
Berührungspunktes , so ist jede Erzeugende der Durchschnitt der 
Tangentenebene 

y — z = p {a — x) -1- q {ß — y) 

nut einer durch den Berührungspunkt gehenden Parallelehene 

a {a - x ) + b{ß - y ) + c {y — z) = 0 
zur festen Directorebene, und somit 

(« + cp) (« — a') -ł- {b -f cp) { ß ~ y ) = {). 

Wenn wir nun zur Dur-chschnittslinie dieser Tangentenebene 
mit einer folgenden Ebene übe rgehen , so ändern sich x, y, z, p, q 
während a, ß, y unveränder t bleiben. Die Dilf(u-(!ntiation der 
Gleichung der Tangentenebene giebt 

{rdx + sdy) {a — x) -f {sdx + Uly) {ß — y) () 

und die Elimination von (a — o;), {ß — y) 

{b -f- cq) {rdx -f sdy) — {a -f cp) {sdx -f idy). 

Da aber der Berührungspunkt sich längs der Erzeugenden 

bewegt , welche einer festen Ebene parallel i s t , so haben wir 

adx -f bdy -f cdz == 0 
oder 

{a + rp) dx {b + cq) dy — 0. 
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Die Elimination von dx, dy aus der letzten Gleichung liefert 
dann wie vorher 

[b + cqf r — 2{a + cp) {b + cq) s + (« + cp)'' t == (). 
184. R e g e l f l ä c h e n m i t e i n e r f e s t e n A c h s e o d e r g e -

r a d e n D i r e c t r i x . 
Auch diese Klasse schliesst die Familie der Conoide ein. 
Nehmen wir zuerst an , die feste Achse sei die Achse der r, 

so sind die Gleiclnnigen der erzeugenden Linie von der Form 

y = C^x, Z = C.yX -1- C3 

nnd die Gleichung der Familie dieser Flächen wird e rha l t en , in-
dem wir in die letztere Gleichung für c.̂  und c^ willküiliche 

Functionen von — e inführen . Durch DiiTerenliation hahen wir 

also 

px 

X 
m — c^, p mq = c^, 

X + qy = X(p (^"T^ " — — ^y ~ 0 0 ' 

Durch nochmalige Diflerentiation ei'halten wir 

r -t- 2 s/« + inv = 0 

und durch E inführung des Wer thes 

y m ~ c, = — , 
' X 

die verlangte Dilfcrcntialgleichung in der Form 
rx' -}- 2sxy 4" ty'' = 0. 

Dieselbe Gleichinig wär(! auch erhallen worden , indem man 
ausdrückte , dass zwei a u f e i n a n d e r folgeinle Tangentenehenen sich 
in einer Erzeugenden durchschneiden. Wie im Artikel 183 er-
halten wir für den Durchschnitt zweier auf e inander hdgenden 
Tangentenehenen 

[rdx -f sdy) (« — x) + [sdx -j- Idy) (ß — y) ~ i). 

Aber irgend eine Erzeugende liegt in der Ebene 

ay z= ß.r 
oder es ist 

[a — x) y = [ß — y) x, 
und die Elimination liefert 

X [rdx -f- sdy) -f y [sdx + tdy) = 0; 
nnd da 
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^ = ž == K 

dx a X 

ist, so erhalten wir wie vorher 

rx' + 2sxy + iy"- = 0. 

Wenn allgemeiner die Erzengende durch die Linie 

a = 0, |3 = 0 
geht , wo 

a = ax by cz d, ß — a'x -f b'y cz + d' 

ist , so sind die Gleichungen der Erzeugenden 

a = Cyß, y = c^x + C3, 

und die Gleichung der Familie von Flächen ist 

a a y = -ß + j -

Daraus entspringt durch Dillerentiation 

m = Cj, 

a c p -f- m (b -i- cę) = Cy | a' -f c'p + tfi (b' + J.; 

und durch weitere Differentiation 

r + 2sm + Im' = (), 

d. h. nach Einführung des für m aus der letzten Gleichung ent-

sj)ringenden \>'ei thes die geforderte partielle Differentialgleichung 

^(a + cp)ß — (a' + c'p) ay/ — 2l(a + cp)ß — (a'+c'p)aj X 

J(b + C9)ß- (b' + «Vy) a } + {(b + cq)ß — (b' + c'g) a }2 r = (). 
185. Wenn die Gleichung einer Flächenl'amilie n willkürliche 

Functionen derselben Grösse enthält , und wenn verlangt wird, 
eine Fläche der Familie zu best immen, welche dmxh n feste Cur-
ven geht , so schreiben wir die Gleichungen der erzeugenden C.urve 

u = Cy, F (x, y, z, Cy, C2, . . .) = 0, 
und erhalten eine zur Elimination von Cy, c.^, • • • hinreichende! 
Anzahl von Gleichungen, indem wir ausdrücken, dass die eizeu-
gende (^urve jede der festen Curven schneidet. Sei z. D. die (Gleich-
ung der Fläche der Familie 

X + y(p(z) ip (z) = 0 

zu best immen, welche durch die festen C.urven * 

y = a, F(x, z) == {)] y = — a, Fy (x, z) = () 

hindurchgeht . Sind dann 
Salmon, Ana l . Geom, d. Raumes. U, j y 
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2 = c , , X ~ yc^ -j- C3 

die Gleichnngeii der erzengenden Linie; so erhalten wir durch 
Substitution 4 

F («C2 + C3', Ci) = Or Fy (Č3 ac^, c,) = 0 , 

oder durch Ersetzung der q , C3 durch ihre Werthe 

F {a; + C2 (« — y)' = Fii {x ^ C2 (0 + y), z j = 0 ; 

(Gleichungen, aus denen durch Elimination von c^ die (ileichung 
der Iraglichen Fläche gefunden wird. 

Beispiel I. Sind die üirectrixcurven insbesondere ' 
x' z' 

so eliminieren wir c^ zwischcji 

+ + f , = 1 , - 0 , („ + + = 

lind erlialleii, indem wir c^ aus jeder von beiden beslimmen, 

c ^ ' X — y{c' — z') 

« — y " " « + 
Das Hesultat ist scheinbar vom achten Grade; es ist aher in zwei 

Factoren auflösbar, welche — durch die Gleichheit oder den Gegensalz 
dt'r Vorzeichen der Hadicale der letzten Gleichung unterscliieden — zwei 
(Konoide darstellen. 

Beispiel 2. Die Erzeugende soll die Achse 2 und tlie Uaiuncurve 
rf- + .t2 = r', z' + .t2 = R' 

in zwei Punkten durchschneiden. 
Wir eliminieren zwischen den Gleichungen der Geraden 

y = cix, z = C2.x- + C3 
und denen der Gurve y und z und erhalten die Gleichungen in x 
[Ci' + l) x' — r' {c^' -I- 1) a; + 2^2030; + c.^' — R' =z 0. 

Die Bedingung des zweifachen Durchschnitts mit der Gurve fordert 
die Uebereinstimmung heider Wurzelpaare dieser Gleichungen, d. h. die 
Bedingungen 

_ R' — c^' r' 

Die ei^te giebt entweder 03 = 0 oder c^ — 0, und dann die zweite 
im ersten Falle 

«2 ( c , - ' + I) = r 2 ( c 2 ' - f t) , y = c i x , z = C2X, 
also 

h'{x' + y') = r' {x' + z'), 
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eine Kegellläche zwcileii Giailes, für welche der Anfangspiinkl der (loor-
(linnleii der Scheitel ist. hn zweiten Falle aher 

Co/) ( e r + 1) = y = CiX, z = 
also 

eine Fläche vom vierten Grade, deren Erzeugende stets der Eheiie xj/ 
parallel Ideibl. 

Es mag ferner bemerkt werden, dass die oft auftretende hediiigung 
für die Erzeugende, mit einer festen Geraden einen hestimmteii Winkel zu 
liilden, identisch isl mil der andern, stets einer Erzeugenden eines ge-
wissen Drehungskegels |»arallel zu sein, welcher diese Gerade zur Achse 
hat, oder den unendlich entfernlen l'arallelkreis dieses Kegels zur Leif-
curve zu hahen. So w i r d a l l g e m e i n e r e i n e u n e n d l i c l i e n i -
le r n i e L e i l c u r v e durc i i e i n e n D i r e c l o r - K e g e l v e r t r e t e n . * ) 
Und manchc andere Hediiiguiigeii konmien darauf zurück. So erzeugt eine 
Gerade, welche zwei feste Gerade so schneidet, dass das Segment der 
Schniltpuidvlc von unveränderlicher Länge is l , eine llegeltläclie Gra-
des, welche einen Direclorkegel hat, drssi'u Achse zu der zu beiden Leit-
linien parallelen Ebene normal isl. 

Die zu ihr normalen Qiiersclinille der Flächc sind Elli[)sen, wehlie 
in der Linie des kürzesleii Ahslandcs beider Leilgeiaden ihre Centra 
haben; d<!r cnlsprechende niieiitllicli ferne Querschnitt isl ein Kreis. 
(Vergl. a. a. 0 . p. l-'S, |:}0.) 

18G. Wir haben nun g e s e h e n , dass es zur Bildung der p a r -
tiellen Dilferenl ia lgleichung eiin-r i ' l ächcnfau i i l i e , de ren Gleichung 
eine Anzahl wil lküi l ichei ' l ' uuc l ionen derse lben Grösse enthäl t , 
zweckmässig is l , f ü r die Gleichung de r Flächc die beiden Gleich-
ungen der e r zeugenden (-urve zu suhs l i lu ie ren . 

Es isl abe r leicht zu e r k e n n e n , dass d ieser Prozess gleich-
mässig a n w e n d b a r b le ib t , wenn die F lächenfami l ie nicht durch 
eine einzige l 'uncl icnialgleichung ausge i l rückl werden kann . 

Die wi l lkür l ichen Fuiu i l ionen , welche in <lie Gle ichungen des 
Artikel 179 e i n g e h e n , sind sämmll ich Func t ionen derse lben Grösse, 
obwohl der Ausdruck dieser Grösse in Funct ion der Coordinaten 
unhekann l isl. W e n n wir diese (Irösse dilVerentiiercu, so e rha l -
ten wir 

dy = mdx, 

und k ö n n e n die unbekann te Grösse m zwischen den totalen Dif-

*) Ein reiclie.s Uebungsmaterial kann man in M a g n u s ,,Sammlung 
von Aufgaben uiul Lelnsatzen aus der analytischen Geometrie des Rau-
mes", p. -125—517 vereinigt linden. 
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r«;renlialeii der beiden Gleichungen der erzeugeiulen Curve elimi-
nieren und so die verlangte partielle DilTerentialgleicbung bilden. 
Es ist vor thei lhaf t , fü r eine der Gleichungen dieser Cnrve die 
Gleichung ihre r Project ion in der Ebene xy zu wühlen. 

Sei z . B . die a l l g e m e i n e G l e i c h u n g d e r B e g e l f l ü c h e n 
zu f inden, d. h. die Gleichung aller der F lächen , welche durch 
Bewegung einer geraden Linie erzeugt werden können. 

Die Gleichungen der erzeugenden geraden Linie sind 

z = Cja.' + Cg. y = c^x + c^, 

nnd die Familie der Flächen wird erhalten, indem man f ü r c^, c^, c^ 

willkürliche Functionen von c^ substituiert . 
Die Differentiation liefert 

p -j- mq = 6*1, m — c^. 

Aus der Dilferentiation der ersten dieser Gleichungen geht, 
da 7)1 als eine Constante dnrch die zweite characteris ier t ist, 

r + '2sm + Im' = 0 
hervor. ' Da diese Gleichung noch immer oder C2 enihäl t , des-
sen Ausdruck in Function der Coordinaten uidiekannt ist , so 
müssen wir nochnuds dilferenti ieren und erhal ten 

« + 3ßm - f Sym' - f óm'^ 0 , 
wenn a , ß , y , 8 die dritten Dilferentialf|Uoti«>nlen bezeichnen. 
Die Elimination von m zwischen dieser cubischen und der vori-
gen quadratischen Gleichung liefert die verlangte partielle Dille-
rentialgleichung. 

Sie löst sich olfenbar in die zwei l inearen Gleichungen drit-
ter Ordnung auf , welche man e rhä l t , indem man nach einander 
in die cubische Gleichung die beiden Wurzeln der quadrat ischen 
Gleichung fü r m einsetzt. 

Man erhält dieselbe Gleichung auf geometr ischem Wege , in-
dem man ausdrückt , d a s s d i e T a n g e n t e n e b e n e n i n <1 r e i a u f 
( e i n a n d e r f o l g e n d e n I M i n k t e n e i n e r E r z e u g e n d e n s i c h 
in d e r s e l b e n d u r c h s c h n e i d e ' n . Die Gleichung 

(lx = pdx -j- qdy 
ist eine Belalion zwischen den (Grössen 1 , p, q, die den Bid i -
Inngscosinus einer Tangentenebene proport ional s ind , während 
dx, dy, dz ihrers(!its den Bichtungscosinus irgend einer Linie in 
dieser Ebene proportional s ind, welche durch den Berührungs -
punkt geht. 
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Wenn wii' zu ciuer zweiten Tangentenel»ene ül tergehen, die 
diucli einen näclistrolgenden Punkt derselhen Linie geht , so las-
sen wir p, q var i ieren, während die gegenseit igen Verhältnisse 
von dx, dy, dz unveränder t bleiben. Diess giebt 

rdx' + 2 s dxdy + tdy' = 0. 

Um dann zu einer dri t ten Tangentenebene überzugehen, dil-
le ient i ieren wir nochmals , indem wir dx : dy als conslant be-
trachten und erhal ten so 

udx^ - f 'dßdxhly + 3ydxdy- -j- èdy^ = 0. 

Die Elimination des Verhältnisses dx : dy zwischen diesen 
beiden (lleichungen liefert dieselbe allgemeine Gleichung der 
Uegelllächen wie vorher. 

>Ian e ihäl t sie in der Form 

3/3 , 3 ^ 
{)ßs — + 3yr, 6ys ör. 

a , 
3ßr, 

r , 
0 , 

2 5 
r 

i 
2s 

Ó 
2ds 

0 
I 

= 0, 

welche noch reducierbar ist; entwickelt 
Ą. áV^ 9r/ {ß'h -f y'r) + (3r/ - 46-2) 

+ 6 (2 6-2 — rt) [ayt - f ßör) — (js (aßt' + yó/-') - 18ßyrst = 0. 

Die ersten Integrale dieser Gleichung werden nach der An-
gabe des Artikel 180 ge funden , indem man die letzte der vori-
gen Gleichungen un te rdrück t und alle Gonstanten bis auf eine 
eliminiert. Wir haben so die Gleichung 

p -f t/iq = Cy, 

aus welcher hervorgeht , dass eines der Integrale 

p -j- mq = cp (m) 

ist, fü r m als eine der Wurzeln von 

r + 2sm + Im- = 0. 

Die aiulern l)eiden ersten Integrale sind 

y — mx Ip (m), z — px — mqx = i (m). 

Die drei zweiten Integrale werden gebildet , indem man m 
zwischen je einem Paar dieser Gleichungen eliminiert. 

187. E n v e l O p p e n . Wenn die Gleichung einer Fläche ti Pa-
rameter en thä l t , welche durch (/« — 1) Helationen verbinulen sind, 
so können wir in Function irgend eines von ihnen alle übr igen 
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ausdrücken und die fileiclnnig in die Form br ingen 

z = F {a.-, y,c,cp [c), f (c), . . 

Weim wir dann c zwischen dieser Gbdcbung luid 

f = '> de 

eHminieren, so erhallen wir die Enveloppe aller der Flächen, 
welche den verschiedenen Wer then von r en t sp rechen . Die so 
gefundenen Enveloppen sind von derselben Famil ie , so lange die 
Form der Funct ion F dieselbe bleibt , wie aucli die Fo rmen der 
Functionen (p, . . . sich verändern . 

Die Durchschnit lscurve der gegebenen Fläche mit 

de 

wird die ( ] b a r a c t e r i s t i k genannt (vergl. die Anmerkung des 
Artikel 62); sie isl die Diu'chschnitlslinie zweier auf e inander 
folgender Flächen des Systems. 

Wenti man die Cliaracteiistik als eine bewegliche (lurve be-
t rach te t , die durch die beiden Gleichungen dargestellt ist , zwi-
schen denen man c zu eliminieren ha t , so"e rkenn t m a n , dass 
das Problem der Enveloppen in dem enthalten is t , welches wir 
im Artikel 179 und den folgenden discutiert haben. 

Weim die Function F eine Anzahl n von willkürlichen Func-
tionen qp, i f j , . . . en thä l t , so wird nach jener Discussion, weil 

dF 
dann ^^ die g)', i// , . . . enthalten muss , die partielle Differen-

tialgleichung dei' Familie von der Ordiumg 2 n ; bei nähere r He-

Irachtung der Art j edoch , in welcher diese i 'uucl ionen in die 

(ileichungen e ingeben , findet man , dass jene Ordnungszahl sich 

aid" n reduciert . Denn wir erhal len durch Dilferenlialion vorł 

I = F 

^^ + d^T ^̂  = + rfc" 
also wegen 

dF 
äc = " 

p = Fl, q — F^-, 
und da F^, F., die unter der A'oraussetzung c = const. gebilde-
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ten Diflerentiale s i n d , so ciitliallen diese (Grössen nur die Origi-
iialfinictionen cp, tp, . . . alter nicht ihre Derivierlen (p', ip', . . . 

Aus diesem Paar von (ileichungen können wir wie im Arti-
kel 186 andere bilden und so for t fahren und erhalten eine zur 
Klimination aller Pa rame te r hinreichende Zahl von Gleichungen, 
wenn wir bis zur m'®" O r d m m g aufgestiegen s ind, wie aus dem 
Folgenden noch näher bewiesen wird. 

188- Wir haben den Fall nicht weiter zu be t racblcn , wn 
die gegebene (Gleichung nur einen Paramete r - enthäl t , «eil die 
F>litnination desselben zwischen der (Gleichung und ihrem Hilferen^ 
lial nur der (Gleichung einer best immten F läche , nicht aber der 
einer Flächenfannlie Ursprung giebt. 

Wenn aber die (Gleichung zwei Pa ramete r a und b enthält, 
welche durch eine (Gleichung verbunden, s ind, die b als eine 
Function von a bes t immt , so können wir zwischen den (Gleich-
ungen 

2 = F, p = Fy, <1 = F^ 
die (Grössen a und b el iminieren und erhal ten die Uesultante in 

der Form 
f [x, y, z, p, q) = (». 

Untersuchen Mir z. 1>. die Enveloppe einer Kugel von un-
veränderl ichem Halbmesser , deren (lenti inu eine in der Ebeni^ xy 
gelegene Cm ve beschre ib l ; ein specieller Fall der allgemeinen 
Masse der Höhrenf lächen, von dem gleich nachher zu handeln 
sein wird. 

Da die (Gleichung einer solchen Kugel 

{.r - + (y - ß)' - f = 
ist uml die Bedingungen des Problems eirien Oit bezeichnen, 

längs dessen der Punkt {cc, ß) sich bewegt , also ß in Function 

von cc bes t immen, so wird die Gleichung der Enveloppe gebildet, 
indem man die Grösse cc zwischen den Gleichungen 

(x — (v)' -j- — ę^W}^ + z' = r', 
{x—cc) -f {y—95'»} cp {a) = 0 

eliminiert . Da die Elimination nicht ohne die Bestinnnung der 
F^orm der Function cp ausgeführ t werden k a n n , so lässt sich diese 
Familie von Flächen eben nur durch die Combinat ion-der beiden 
eben geschr iebenen Gleichungen definieren. 

Wi r hät ten dieselben Gleichungen auch bilden kömien , in-
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(lem wir aiisdriu k l en , dass dii; Fläche durch einen Kreis erzeugt 
werde , welcher sich S(ł bewegt , dass seine Ebene immer normal 
zur Bahn seines Centrums bleibt. Denn die Gleichung der Tan-
gente des Ortes von (a, ß) ist 

y — ß = ^^ (x — a) oder y — cp (a) = cp' (a) [x — a), 

und die Normalebene zu ihr wird durch 

{x — a) (p' («) { y — cp (ß)} = 0 
ausgedrückt . 

Um die partielle Dillerentialgleichung zu e rha l l en , dilVereii-
liieren wir die Gleichung der Kugel unter der Voraussetzung der 
« und ß als Conslanlen, und erhalten 

X — c( pz = 0, y — ß qz = 0. 

Lösen wir diese fü r [x — «), [y — ß] auf inul substituieren 
die Werthe in die Gleichung der Kugel , so ents lehl die fragliche 
Gleichung in der Form 

(1 + j r + q') = 
Wir hät ten diese Gleichung auch bilden können als den Aus-

druck der geometrischen Wahrhe i t , d a s s d i e L ä n g e d e r N o r -
m a l e c o n s t a n t n n d g l e i c h r i s t . 

189. Ehe wir weiter gehen , soll gezeigt werden , wie die 
willkürlichen Funct ionen , welche in der Gleichung einer Familie 
von Envelopj)en erscheinen, durch die Bedingung bestimmt wer-
den können , d a s s d i e f r a g l i c h e F l ä c h e d u r c h g e g e b e n e 
C u r v e n h i n d u r c h g e h e n m ü s s e . 

Die Tangente einer der gegebenen Curven in irgend einem 
Dunkle ihres Laufes liegt in der Tangentenebene der betrachte-
ten F l ä c h e ; und da die imihüllende Fläche in jedem ihrei-J 'unkle 
die nämliche Tangcnlenebene h a t , wie di(! umhüll te Fläche, welche 
durch diesen Punkt geb t , so folgt, dass jede der gegebenen (^lur-
ven in jedem ihrer Punkte die umhüll lc Fläche be rüh r t , welche 
durch diesen Punkt geht. 

Ist dann die Gleichung der unjhüllten Fläche 

z = F (x, y, c^, c^, . . . c„), 

so kann sie durch ( « — 1) gegebene Curven geführ t werden ; 
denn indem man ausdrückt , dass die durch diese Gleichung be-
stimmte Fläche jede der gegebenen Curven b e r ü h r t , erhält man 
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[n — 1) Reliilioneii zwisilieii den (konstanten r , , c^, . . . welche 
nnt den beiden (j leichnngen der CliaracteristiU verbunden diese 
Constanten zu eliminieren gestatten. 

So enthält z. H. die Gleichung der im letzten Artikel discu-
t ier ten Flächenfamilio nur zwei t^lonstaidcn und eiiu^ willkiiilichc 
Function und man kann sie daher durch eine gegebene Curve 
h indurchgehen machen. 

Sei die Envelopite der Kugel 

(x - Jr [ y - ß)' z' = r' 

zu l inden, welche stets durch die gerade Linie 

X = mz, y = 0 
gebt . Da die Durchschnit tspunkle dieser J.iidc mit der Kugel 

durch die (juadratische Gleichung 

[mz — af + ß' + z' r' 
oder 

(1 + ni-i) z'i _ 2mzci + + ß' — /" = 0 

gegeben s ind , so ist die Bedingung der Berührung der Geraden 
mit der Kugel 

(1 + m') (a' + ß' — r') = m'a', 
d. h. der Ort der (Leutra der jene Linie be rüh iendeu Kugeln ist 
eine Ellipse. Die fragl iche Enveloppe ist <lann eine Art von 
(•lli|itischer l l inglläche, deren Gleichung erhalten wird, indem 
man a, ß zwischen den (ileichungen 

+ (y — ßj' -Ą- z ' = r', (1 -1- m') {a' -f- ß ' - r') = m'a', 

[x - a) da { y - ß ) dß = 0 , ada - f (1 - f m') ßdß = 0 
eliminiert , aus deren beiden letzten 

(1 -f- m') ß ( x - a ) = a ( y - ß) 

hei-vorgeht. Die Kesultante bezeichnet eine Fläche der achten 

Ordnung. 
190, Sei ferner ge fo rde r t , die willkürliche l'^unction so zu 

best iunnen, d a s s d i e u m h ü l l e n d e F l ä c h e z u g l e i c h e i n e 
g e g e b e n e F l ä c h e u m h ü l l e . 

In jedem l 'unkte der Berührung zwischen der geCoiderten 
Fläche und der festen Fläche 

z = f {x, y) 

hat die bewegliche Fläche 

z = F {x, y, c,, . . ,), 
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Meiche durch diesen Punkt geht , die nämliche Tangentenebene 
mit der Testen Fläche; d. h. die aus den Gleichungen der festen 
und der beweglichen Fläche abgeleiteten W e i t h e von p und q 
nnissen dieselben sein. So erhal ten wir 

A = U = V'V 
iuhI wenn wii- zwischen diesen Gleichungen und den beiden 
Gleichungen 

z =z F, z = f , 
welche fü r den Berührungspunkt erfüll t s ind, die Grössen x, y, z 
el iminieren, so stellt die Besultante eine Relation der Paraniei' 
ter dar. 

In Folge dessen kann eine Enveloppe durch die l lndndhing 
ebenso vieler fester Flächen näher best immt werden , als ihre 
Gleichung willkürliche Funct ionen enthält . 

Sei z, B. verlangt, eine Köbrenlläche der im .Artikel 189 
discutierten Art zu bes t immen, welche die Kugel 

^ y2 _J. .2 ^ Jf 

b e r ü h r e ; so muss die Fläche 

(X - ctf Ą- [y — ßp + ^ ^2 

berühren und wir erhalten 

X X — « y y — ß 

z z ' z z ' 

Betlingungen, welche f o r d e m 
.T X — cx 

2 = 0 , — = oder ßx = ay. 
y y — ß 

Wenn wir mit Hilfe dieser Gleichungen die Grössen x uml y 
zwischen den (ileichuugen der festen und der beweglichen Kugel 
e l iminieren, so erhalten wir 

4 («2 _f- ß1) R^ = (Ri _ + + ^2)2. 

Die Wurzeln dieser quadratischen Gleichung fü r [a- + ß'^) sind 

( ß ± l2 

und zeigen, daśs das Gentrum der beweglichen Kugel sich in 
einem von zwei Kreisen bewegen muss, deren Radien sind 

R ± r. 
Die fragliche Fläche ist daher einer oder der andere tou 

zwei Ringen , deren Oeflnungen den eben bezeichneten Werthen 
entsprechen, 
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1 9 J . Wir riigrn ein Paar weilere Heispiele von Flächenfa-
niilien l i inzn, deren Gleichungen nur eine willkürliche Function 
enthal ten. 

Man soll die Knveloppe eitles geraden Kegels l inden, dessen 
. \chse der Achse der r parallel ist und dessen Scheitel eine ge-
gebene Curve in der Ehene xy durchläurt . Ist die Gleichung 
des Kegels in seiner ursprünglichen Lage 

= ni' {x' + y'), 
so wird sie heiin l ' ehergang des Scheitels nach dem l 'uukte («, ß) 
in die Form 

vc iä i ide i l , und wenn die Curve gegeben ist , längs \>elclier der 
Scheitel sich be\^egt, so ist ß in Function v<ui a bestiiunit. 

Die Dirtereiitialioii giebt 

pz = m^ (x — a), qz = in' [y — ß) 

und die Elimination sodann 

p' -f = mr. 
Diese C.leichung drückt aus , dass die Taugentenebene der 

Fläche einen constauten Winkel mit der Ebene der xy bildet, 
wie diess aus der Erzeugungsar t sich ergiebt . Man kann leicht 
auch beweisen, dass der Inhalt eines Theils der Fläche zu seiner 
r ro jec t iou auf* die Ebene xy in einem constauten Verhältniss steht. 

1<)2. Die in den Artikeln 1 8 8 , 191 betrachteten Flächenfa-
milien sind beide in der folgendermassen characterisierten Familie 
von Flächen enthal ten: M a n s o l l d i e E n v e l o | ) p e e i n e r F l ä c h e 
f i n d e n , w e l c h e s i c h o h n e H o t a t i o n so b e w e g t , " d a s s e i n 
g e g e b e n e r P u n k t d e r s e l b e n l ä n g s e i n e r b e s t i n u n t e n 
C-u rve f o r t s c h r e i t e t . 

Ist 
z = F {x, y) 

die Gleichung der Fläche in ihrer ursprüngUchen Lage , so ist 
ihre Gleichung für die neue ohne Drehung e ingenommene Lage, 
in der der zuerst im Anfangspunkt der Coordinaten befindliche 
Punkt nach («, /? , 'y) übergegangen ist, 

. z — y = F {x-—a, y - ß). 

Wenn dann eine Curv^i gegeben ist längs welcher der Punkt 
((V, ß, y) sich Ifewegt, so können wir ß i n ' F u n c t i o n von y 
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aiisilrüclien, und das l ' roblem ersclieint als zn der im nächslen 
Artikel zu helraclileinlen Klasse von Problemen gehör ig , bei wel-
cher die Gleichung der Enveloppe zwei wil lküil iche Funcliouen 
enthält . 

Ist dagegen bestimmt, dass diese Leilcurve auf einer gewis-
sen liekaniiten Fläche liegt, so ist von den beiden Gleichungen 
derselben die eine bekannt und nur die andere willkürlich und 
die Gleichung der Envelopi)e enthält nur e ine 
Funct ion. 

Wenn wir dann ß als eine willkürlicln! Funct ion von a an-
sehen, so giebt die Gleichung der festen Fläclie y als eine be-
kannte Function von ß. 

Man lindet leicht, wie in diesem Falle die parlielle Differen-
tialgleichung zu bilden isl. Löst man die drei Gleichungen 

z — y = F [x — a, y — ß), p = F^ [x — a, y — ß), 
q = F., [x — ci, y — ß) 

fü r 
X — Ci, y — ß, z — y 

und erhält 

X et == f [p, q), y — ß = y [p, q), z — y = V (p, q), 

und ist 

r {a, ß, y) = 0 
die Gleichung der Fläche, auf welcher der Punkt («, ß, y) sich 

bewegt , so ist die verlangte parlielle Dilferenlialgleichung 
r { x - r ip, q), y - y [p. q). ^ — 7 {i>> q)} = <>. 

Die drei Functh)nen f , Y , sind olfenhar durch die Ke-
lalion 

= pdf -f qd'f 

mit einander verbunden. 
Man e rkennt , dass die eben gefundene parlielle Dilferenlial-

gleichung das geometrische Facliim ausdrückt , d a s s d i e T a n g e n -
t e n c b e n e i ii j e d e ni P u n k I e d e r E n v e I o p p e d e r j e n i g e i i i m 
e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e d e r O r i g i n a 1 f l ä c h e p a r a l l e l i s l . 

Beispiel. Die parlielle UiUercnlialgleichung der l';nveloj)pe einer 
Kugel von conslanlein llalliniesser zu linden, welche sich so hewegl, dass 
ihr Ccnlruni längs einer auf einer feslen gleichen Kugel 

+ y' -1- = 
gelegenen Curve for lschreilel. • 
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Die Gleicliung der licwogliclion Kugel ist 

also 
a: — a -f- (z — y) = 0, y — ^ + <7 (z — y) = 0, 

nnd daher 

V - ? -
(1 + p ' + 'ň^' ( ' + p' + '/•)+' 

r 

p' + 
Schreiben wir 

] + p^ + r/- = 

so zeigt sich durch wirkliche Dillerentiation leicht die l'elation 

erfüllt. 
Die partielle Dillerentialgleichung ist 

[XQ + pr)' + [yo + qrf + (2^ — rf = q'r', 
oder 

[cc' Ą-yiJ^z^- r') (1 + p' 4- łt^ + [ p x + ryy - 2) r = 0. 

Der eine der beiden Hauj)lkrünininngsradien hat in allen Punkten 
der Fläche denst'lhen Werth r. 

193. Wir gehen dazu weil e r , die Form der partiellen Dille-
reiitialgleicbiing der Enveloppe für den Fall zu un te rsuchen , in 
welchem die (ileichung der beweglichen Fläche drei (konstanlen 
enthäl t , die durch zwei ndatioiUMi verbunden sind, 

Ist die (ileichung der Fläche 

z = F [x, y, a, b, c), 
so haben wir 

p = F„ q = F^. 

Ihirch fe rnere Dilferenlialion wie im Artikel 1 8 1 erhalten wir 

r - f sm = 4- mF^^' ^ + = ''12 + 

und durch Eliudnation von in die geforder te (ileichung in der 

Form 
(r - [t - F,,) = [ s -

Die Funclionen , F^^, F.,2 enthalten a, b, c, für welche 
ihre Wer the in Function von p, q, x, y , 2, wie sie aus den 
vorigen drei Gbdcbnngen hervorgeh(>n, zu substituieren sind. Wir 
erhallen dadurch eine Gleichung von der Form 
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Er Ą- 2Ss + n U [rl — s"-) = V, 

in we icher die Coefficienten d u r c h die Kelation 

RT -f UV = S'' 

ve rbunden sind. Diese Ergebnisse liat G. B o o l e in e iner n e u e r -

dings veröffent l ichten A b h a n d h n i g b e g r ü n d e t , auf die wir fü r 

das Wei t e re verweisen. 

194 . Aus den wichtigsten luiter den F ä l l e n , wo die Gleichung 
drei P a i a n i e t e r en thä l t , wählen wir die fo lgenden Beispiele. 

E n t w i c k e l b a r e F l ä c h e n . Sie sind Enveloppen der E b e n e 

z = ax 4* by + 

wenn wir f ü r b und c die W e r t h e cp [a] und i/; (a) setzen d ü r f e n . 

I lurch Differentiation e rha l ten Mir 
• p = rt, q = b, 

also 
q = (p ip). 

Somit ist eine F läche abvMckelbar, wenn p und q du rch 
eine von x, y, z unabhäng ige Kelation vereinigt s ind. So ist 
die Familie des Artikel 1 9 1 , f ü r welche wi r 

P^ + = vi' 

g e f u n d e n h a b e n , e ine Famil ie von en twicke lba ren F l ächen . 
Wi r e rha l t en auch 

z — }>X ~ qy = ę ip), 
welches das a n d e r e erste Integral der endl ichen Ditferentialgleicli-

ung ist. Diese letztere wird e rha l ten d u r c b Differentiation der 

Gle ichungen 
p = a, q = b, 

d. h. 
?• 4 - S7n = 0 , s Im = 0 

und somit du rch Eliu)iualion von m 

rt — s'' = {)**} 
als die f rag l iche Gleichung. 

*) „Journal f. Math." Bd. LXI, p. .'JÔ  f. 
**) Scłireiht man sie in der Form 

r : s = s : ( 
oder 

dp _ dp d(/ dq 
dx ' dy dx ' dy' 

so sagt auch sie aus, was vorher bemerkt ward (Artikel 58 f.). 
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Nach Artikel 148 , 150 thiici<l diese GIcichimg die abwickel-
bare Natur der Fläcbc aus, nach Artikel 5 1 sagt sie, dass in 
jedem Punkte der Fläche eine der I lauptkr i imnłungen gleich Null 
isl. Die andere variiert längs der Erzeugenden. Die Hauptschnil te 
siiul die Erzeugende und der zu ihr normale Schni t t , die Krüm-
mungslinien dieselben und ibre orlbogonalen Tra jec to r i en ; die zwi-
schen ihnen enthal tenen Theile der I^rzcugenden sind gleich lang. 
Isl eine dieser or thogonalen Tia jec tor ien sphärisch oder noch spe-
cieller eben , so schneidet die entsprechende Kugel oder Ebene 
alle Erzeugende unter gleichen Winkeln. In Folge dessen sind 
dann auch alle andern Linien dieser Art sphärisch oder eben, 
nändich in concentr ischen Kugeln oder parallelen Ebenen gelegen. 
Solche Flächen sind nothwendig einer Kugel umgeschr ieben. Dem 
speciellen Falle der Parallelebcnen entspricht die abwickelbare 
Schraubenfläche. • 

Im Rückblick aul' die Artikel 3 4 , 51 e rkennt m a n , d a s s 
d i e R e d i n g u n g 

rl = S' 

i n j e d e m p a r a b o l i s c h e n P u n k t e i n e r b e l i e b i g e n F l ä c h e 
e r f ü l l t i s l . Diess hätte sich auch direct erweisen lassen, indem 
man die Gleichung 

rt — = 0 

in eine Funct ion der Diflerentiahpiolienten von U t r ans fornder te , 
ndttelst der Relationen 

ř/, + pU.^ = 0 , U., + 0 , 

ř^ii + 2ř/,3/> + = - r U , , 
Uvi + pU^z + + PqU,^ = - sU.^. 
U,, -f. + = - tu,; 

die Function 
rt — s' 

wird dadurch mit der H e s s e ' s c h e n Determinante der Fläclie 
idenlisch. 

Wir sehen daraus , d a s s j e d e r P u n k t e i n e r a b w i c k e l -
b a r e n F l ä c h e e i n p a r a b o l i s c h e r P u n k t i s t , wie diess auch 
daraus hervorgehl , dass nach Artikel 68 die Tangentenebene irgend 
eines Punktes die Fläche in zwei zusammenfallenden geraden Linien 
schneidel , so dass die Indexionstangenten des Punktes in eine 
einzige zusammenfallen. 
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IMc H e s s e ' s e h e Deleniiinaiile einer ahwiekelhareii Fläche 
enthäl t daher die (ileichung der Fläche seihst als einen Factor 
inid da die erste für eine Fläche Ordnung von der (Ordnung 
(4?i — 8) i s t , so ist sie für eine ahwickelhare Fläche aus dieser 
seihst und einer Fläche (3?« — 8)""'' Ordnung zusaniniengeselzt. 
Wir werden später auf diesen Unistand zurückkoinmcn. 

195. K ö h r e n f l ä c h e n . Man soll die Dilferentialgleichung 
der Enveloppe einer Kugel von unveränderlichein Radius hestiin-
nieii, deren Centruin sich in einer Curve bewegt. 

Wie im Artikel 192 ist 

[x-aY '+ {y - ßY + ( z - y f B', 
OC — a + p {z — y) = 0, y —ß + 7 — y) = 0 , 

also 

1 + p' + — y) ^ + {p'J 4- (z — y) s } = 0 , 

pr/ + (2 - y) ^ + {1 + ( z — y ) f j = 0. 

Und daher 

{1 +P'+ ( z - y } r } ll + r / + ( z - y ) i } = { p q + ( : - y ) s y . 

Indem man für z — y seineu Werth 

: ^ r (Arlikel 192) 
(1 + p ' + 

subst i tuier t , wird 

( W - 0 - /? {(1 + - 2pqs + (1 + p^) / } / ( H V T ? ) 
+ (1 + p ' + 9 ' ? = 0 , 

welche Cleichung ausdrückt (vergl. Arlikel 51) , dass in jedem 
Punkte der fraglichen Enveloppe einer der beiden l lauplkrüni-
mungshalbmesser gleich R ist, wie diess geometrisch evident er-
scheint. 

196. Wir wollen in der Kürze zeigen, welches die Form 
der Din'crenlialgleichung der Envelopjte dann is t , wenn die (lleich-
ung der umhüll ten Fläche vier Constanten enthält . 

Wie vorher gellen ausser der Gleichung der Fläche die drei 
Gleichungen 

p = F„ (j = F^, [r - F,,) [I - F,2\= [s ~ 
Schreiben wir zur Abkürzung die letztere Gleichling in der 

Form 
QT = o ' 

und setzen 
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« — ^111 = A, ß - = 
y — = C, Ö — F220 = D, 

SO entstel l t d u r c h Differentiat ion von 

QT — ö' 

[A + Bm) T [C + Dm) Q —2 {B Cm) ö = 0. 

Und i n d e m wi r f ü r m den aus der Gle ichung 

a -{- rm = 0 

abgele i te ten W e r t h subs t i tu ie ren und e r i n n e r n , dass 

QT = a' 

i s t , e rha l t en wir 

At^ — 3012 _,_ ^ Q o ' t — j9ff3 = 0 , 
in we l che r Gle ichung f ü r die implici te in sie e in t re tenden Pa ra -
m e t e r i h r e aus den vorigen Gleichungen abgele i te ten W e r t h e ein-
zuse tzen s ind. Die Gleichung ist dahe r von d e r F o r m 

a 3ßm + 3ym' -1- ötn^ = U, 

wo m u n d U F u n c t i o n e n von x, y, z, p, q, r, s, t sind. 

In derse lben Art kann die Different ia lgleichung gebildet wer -
d e n , w e n n die Gle ichung de r bewegten F läche eine g rösse re Zahl 
von P a r a m e t e r n en thä l t . 

1 9 7 . Nachdem wir in den vorigen Artikeln dargelegt haben , 
wie die par t ie l len Di l lerent la lgle ichungen gebi ldet w e r d e n , zeigen 
wir n u n , wie aus e iner gegebenen jiart iellen Different ialgleichung 
e ine a n d e r e D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g abgelei te t we rden kann , 
w e l c h e r d u r c h j e d e C h a r a c t e r i s t i k d e r d u r c h j e n e d a r -
g e s t e l l t e n F a m i l i e v o n F l ä c h e n g e n ü g t w i r d . " ^ ) 

Sei zuers t die g e g e b e n e Gle ichung von d e r e r s t en Ordnung , 
d. h . von d e r F o r m 

f [x, y, z, p, q) = 0. 

W e n n diese Gle ichung der Enveloj ipe e iner bewegten F läche 
a n g e h ö r t , so wi rd sie n icht n u r du rch die Enve loppe , sondern 
auch d u r c h die bewegl iche F l äche in j ede r i h r e r Lagen e r fü l l t ; 
denn die Enve loppe b e r ü h r t diese F l äche und in dem B e r ü h r u n g s -
punk te sind X, y, z, p, q f ü r be ide F lächen dieselben Grössen. 

Sind speciell x, y, z die Coordinaten eines Punk tes de r 
Charac te r i s t ik , so muss die Gleichung 

*) Vergl. M o n g e , p. 53. 
S a l m o n , Ana l . Geom. d. Raumes . U 

http://rcin.org.pl



f [x, y, z, p, q) = a 
durch diese Wer the von x, y, z e r fü l l t se in , ob p und q die 
aus einer Lage der bewegten Fläche oder der nächstfolgenden 
Lage derselben abgeleiteten Wer the besi tzen, weil j eder Punk t 
der Characteristik Durchschnit t zweier auf e inander folgender 
Lagen der bewegten Fläche ist. Wenn wir also die gegebene 
Gleichung nach p und q als den allein Veränder l ichen differen-
t i ie ren , so müssen die Punk te der Characteristik der Gleichung 

Pdp -f- Qdq = {) 
genügen. 

Oder in andere r Darstel lung: Ist die Gleichung der bewegten 
Fläche 

z F [x, y, ß), 

wo wir die Constanten sämmtlich als Funct ionen eines einzigen 
Pa ramete r s « ausgedrückt d e n k e n ; so haben wir nach Artikel 187 

p = Fy [x, y, u), q F^ [x, y, a), 

Werthe von p und q, die in die gegebene Gleichung substi tuiert 
werden. Dann wird die Characteristik ausgedrück t , indem man 
mit der gegebenen Gleichung ihr nach u genommenes Differential 
combinier t ; da aber « in die gegebene Gleichung nur eingeht, 
weil es in den Wer then von p und q enthalten i s t , so haben wir 
wie vorher 

P + . ö ^ = 0 . da da 

Da fe rner die Tangente der Characteristik in irgend einem 
Punkte in der Tangentenebene von jeder der beiden Flächen 
l iegt, welche sich in diesem Punkte schneiden , so wird die 
Gleichung 

dz = pdx -}- qdy 

e r fü l l t , ob p und q die einer best immten oder die der nächst-
folgenden Lage der beweglichen Fläche entsprechenden Wer the 
haben und es ist daher 

Die Combination dieser Gleichung mit der vorher gefundenen 

giebt endlich die Differentialgleichung der Characteristik 

Pdy — Qdx = 0. 
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W e n n beispielsweise die gegebene Gle ichung von der F o r m 

Pp Qq = R 

i s t , so genüg t die Character is t ik der Gle ichung 

Pdij — Qdx = 0 , 

aus welcher d u r c h Combinat ion mit d e r gegebenen Gleichung 

u n d mit 
dz = pdx -j- qdy 

abgelei te t wird 
Pdz = Rdx, Qdz — Rdy. 

Es ist b e k a n n t , welcher Gebrauch von diesen Gleichungen 
bei der In tegra t ion dieser Klasse von Difl 'erentialgleichungen ge-
m a c h t wird.*) 

W e n n das obige System s imul taner Gle ichungen d u r c h Inte-
gra t ion giebt 

u = Cy, V •= c 

so sind diess die Gle ichungen de r Character is t ik oder e rzeugen-

den Curve in i r gend e iner i h r e r L a g e n , wei l , damit v cons tant 

se i , sobald u cons tan t i s t , eine Helation 
ti = q) (v) 

bes t ehen muss. 
Beispiel. Sei die Gleichung die im Artikel 188 belrachtete, d. i. 

z2 (1 + 4 . ^2. 

Jede Characteristik genügt dann der Gleichung 
pdy — q dx, 

die nach Artikel 14(3 anzeigt, dass die Characteristik immer eine Linie 
grösstcr Neigung in der Fläclie ist, wie diess auch geometrisch erhellt. 

1 9 8 . Die eben g e f u n d e n e Gleichung der Character is t ik ent-
häl t im Allgemeinen die Grössen p und q\ m a n kann dieselben 
abe r e l imin ie ren , indem m a n mi t j e n e r die gegebene par t ie l le 
Dif lerent ia lgle ichung und die Gle ichung 

dz = pdx qdy 

combin ie r t . So lei ten wir in dem le tz tbe t rach te ten Deispiel aus 

den Gle ichungen 

z' (1 + + q') = r', qdx — pdy 

die neue Gle ichung ab 

2' [dx' -f dxß -f d£') = [dx' Ą- dy'). 

*) Vergl. G. B o o t e , „Differential Equations", p. 322. 
1 8 * 
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Es ist bekann t , dass es zwei Klassen von Differentialgleichun-
gen ers ter Ordnung giebt , von denen die eine aus der Gleichung 
einer einzigen F läche , z. B. durch die Elimination einer Constan-
ten aus einer Gleichung und ihrem Differential 

U = {), U^dx - f U^dy -f- U,dz = 0 , 
abgeleitet is t ; während die andere durch Combination der 
Gleichungen zweier Flächen gebildet w i rd , z. B. indem man 
zwischen den Gleichungen 

f/ = 0 , r = 0 

und ihren Differentialen drei Constanten eUminiert. 
Eine Gleichung von jener Klasse drückt eine zwischen den 

Bichtungscosinus irgend einer Tangente der Fläche stattfindende 
Relation a u s ; während eine Gleichung der zweiten Klasse eine 
Relation darstel l t , welche durch die Richtungscosinus einer Tan-
gente von irgend einer der Curven erfüll t werden , die das System 

U = F = 0 
darstellt . 

Die hier zu be t rachtenden Gleichungen gehören zur le tz teren 
Klasse. So ist die geometrische Bedeutung der als Beispiel ge-
wählten Gleichnng d i e , dass die Tangente jeder der durch sie dar -
gestellten Curven mit der Ebene xy einen Winkel macht , dessen 

Cosinus gleich — ist. Diese Eigenschaft ist für jeden in einer 
r 

Verticalebene gelegenen Kreis e r fü l l t , dessen Radius r is t , und 
die gedachte Gleichung hätte in der That gebildet werden kön-
n e n , indem man die Constanten a , ß , m zwischen den Gleichungen 

[cc-uf + (y + = cc- a + m[y — ß) = 0 

eliminiert . 
199. Die Differentialgleichung, welche nach dem angegebenen 

Verfahren gefunden wird , ist nicht nur fü r jede Characteristik 
einer Flächenfamilie wahr , sondern weil jede Characteristik die 
Cuspidalkante der erzeugten Fläche b e r ü h r t , so sind die Verhält-
nisse dx : dy : dz f ü r i rgend eine Characteristik und die entspre-
chende Rückkehrkan te dieselben und die gefundene Gleichung 
wird daher fü r die Rückkehrkante jeder Fläche der bet rachte ten 
Familie gleichfalls erfüllt . 

So ist in dem gewählten Beispiel die durch die Differential-
gleichung ausgedrückte geometrische Eigenschaft nicht nu r fü r 
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einen in einer Vertiealebene gelegenen Kreis vvałir, sondern sie 
bleibt ancb w a h r , wenn dieser Kreis auf einen vertiealen Cylin-
der aufgewickelt wi rd , und die i Jückkehrkante der dadurch ge-
gebenen Familie von Flächen gehör t immer zu der Familie so 
erzeugter Curven. 

Ebenso wie die partielle Dilferentialgleichung m p, q, welche 
eine Relation zwischen den Richtungscosinus der Tangentenebene 
ausd rück t , sowohl fü r die Enveloppe als fü r die einzelnen um-
hüll ten Flächen wahr ist , so sind die hier betrachteten totalen 
Dilłerentialgleichungen zugleich wahr fü r die Rückkehrkante und 
f ü r die Reihe der Character is t iken, welche dieselbe be rühren . 
Dieselbe Wahrhe i t kann auch so ausgesprochen werden : Das 
System der Gleichungen 

du 

welches , vvenii u als Constante betrachtet wi rd , die Characteristik 
r ep räsen t i e r t , stellt die Rückkehrkante da r , wenn u eine neue 
bekann te Funct ion der Veränderlichen ist, welche mittelst der 
Gleichung 

d'v 
= » 

zu eliminieren ist. Aber die Gleichungen 

£/ = 0 , ' ^ = 0 du 

haben oflenbar dieselben Difl'erentiale, wenn u als veränderlich 
und dieser Bedingung unterworfen oder wenn es als constant be-
t rachtet wird. 

So sind im Beispiel des letzten Artikels, wenn wir in die 
Gleichungen 

{x — c<Y + [y — ßf + = (a:-«) + m {y — ß) = 0 

ß =. (p {u) und m — (p' («) 

einsetzen und diese mit der Gleichung 

1 + c p ' H ^ = { y - ß ) ^"{c^) 

verbinden, die Differentiale der ersten und zweiten Gleichungen 
dieselben, wenn u gemäss der dri t ten Gleichung veränderlich als 
wenn es constant ist; und daher bleibt die Differentialgleichung, 
welche durch die Elimination u, ß, m zwischen den ersten bei-
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den Gleichungen und ihren un te r der Voraussetzung der Constanz 
dieser Grössen gebildeten Differentialen ents teht , gleichniässig 
w a h r , wenn dieselben nach den dargelegten Gesetzen veränder-
lich wären . Und wir erhalten die Gleichungen einer Curve, die 
dieser Dilferentialgleichung genüg t , indem wir eine Form etwa 
(p (ß) willkürlich wählen und dann zwischen den Gleichungen 

( x - a f + { ž Z - ę ^ W } ' + _ r2, 
x — a + (p [a) {y — g p ( « ) } = 0 , 

1 + > ' ( « ) } ' = 
die Grösse a eliminieren. 

M. H u b e r t s hat b e m e r k t , dass durch die Substitution von 
X Idx, y + My, z Idz für x, y, z 

in die Gleichung einer Fläche und nachmalige Bildung der Discri-
minante in Bezug auf X ein Besultat erhal ten w i r d , welches die 
Differentialgleichung der Bückkehrkante einer der gegeljenen Fläche 
umgeschr iebenen abwickelbaren Fläche darstellt. In der That ist 
es nach Artikel 16 of fenbar , dass die Discriminante die Bedin-
gung ausdrückt , unter welcher die durch die Gleichung darge-
stellte Curve die gegebene Fläche be rüh r t . 

So ist die allgemeine Gleichung der Rückkehrkante der einer 
Kugel umgeschriebenen Abwickelungsllächen 
[X' + _j_ 2-2 „ ^ ^ ^ Y^Y ^ 

oder 
[ydz — zdyY + [zdx — xdz)' + [xdy — ydx)'' 

= a'' [dx'' + dy'' -{- dz''). 
Die letztere Fo rm zeigt a n , dass dieselbe Gleichung fü r jede 

geodätische Linie eines Kegels erfüll t ist , der den Scheitel im 
Anfangspunkt der Coordinaten bat . Demi bei der Entwickelung 
des Kegels auf eine Ebene wird die geodätische zur geraden 
Linie , und wenn die En t fe rnung derselben vom Anfangspunkt 
gleich a is t , so ist die Fläche des Dreiecks, welches durcb Ver-
bindung des Elements ds mit dem Anfangsjiunkt gebildet wird, 

= und diess ist offenbar die durch die vorige Gleichung 

ausgedrückte Eigenschaft . 

Beispiel. Allgemeiner ist die Diflerentialgleicbung der Rückkehrkante 
der einem Ellipsoid 
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*) Vergl. Artikel 47. M o n g e hat bewiesen, dass wenn eine Fläche 
V mit einem dreiachsigen Ellipsoid zusammen den Ort der Krüm-
mungscentra einer andern Fläche bildet, die geodätischen Linien jener 
Fläche V, welche ihre Durchschnittscurve mit dem Ellipsoid berühren, 
der Gleichung 

{ydz — zrfy) + Ä« {zdx—xdz) + c« {xdy—ydx) ~ b^c^dx^+c'a^dy^ + a^b^dz'^ 
genügen. 
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Ordnung his zu ihren respectiven Durchsclinittspunkten mit den zu ilinen 
normalen Tangentenehenen derselben Fläche verlängert , so erhält man 
Punkte einer mit ihr concentrischen Kugel; hir alle geodätischen Linien, 
welche dieselbe Krümmungsliide berühren , bleibt sie die nämliche. 

2 0 0 . Die Differeut ia lgle ichung der Charac ter i s t ik k a n n in 
derse lben Weise g e f u n d e n w e r d e n , wenn die gegebene Gle ichung 
von der zweiten O r d n u n g ist.*) 

Wir k ö n n e n in diesem F'alle zwei auf e inande r f o l g e n d e 
F l ächen d e n k e n , welche d e r gegebenen Different ia lgle ichung ge-
nügen und e inander längs i h r e r Durchschni t t s l in ie b e r ü h r e n . 
Weim wir z. B. eine Oberf läche h a b e n , die d u r c h die Bewegung 
e iner Curve e rzeugt w i r d , w ä h r e n d dieselbe zwei feste Di rec t r ix-
curven s te ts s chne ide t , so denken wir eine n e u e d u r c h dieselbe 
Curve e rzeugte F l ä c h e , w ä h r e n d diese zwei neue Di rec t r ixcurven 
bes tändig schne ide t ; w e n n dann diese le tz teren Lei tcurven die 
e r s t e r e n in den P u n k t e n b e r ü h r e n , wo die e rzeugende Curve sie 
s c h n e i d e t , so b e r ü h r e n sich die be iden F lächen längs dieser Linie . 

In diesem Fal le h a b e n die beiden F l ächen längs i h r e r Durch -
schni t ts l in ie die Grössen x, y, z, p, q gemein und k ö n n e n n u r 
in Bezug auf r , s, t von e inander abweichen . 

Dilferent i ieren wir d a h e r die gegebene Different ia lgleichung, 
i ndem wir diese Grössen als allein veränder l i ch b e t r a c h t e n , so sei 

Rdr -f- Sds + Tdi = {S 

das Ergebn i s s . Da n u n p und q längs dieser Linie cons tan t sind, 
so sind 

drdx -f dsdy — 0, dsdx -j- dtdy ~ 0 , 

und die El iminat ion von dr, ds, dt l ie fer t die Gleichung der 
Character is t ik 

Rdy' — Sdxdy -F Tdy' = 0 . 

In den Fäl len von Gle ichungen zweiter O r d n u n g , welche 
wir f r ü h e r be t r ach te t h a b e n , e rg ieb t sich diese Gleichung als ein 
voHständiges Quadra t . W e n n diess n ich t de r Fall i s t , so zerfäll t 
sie in zwei F a c t o r e n , we l che , wenn sie ra t ional s i nd , zu zwei 
unabhäng igen Charac ter i s t iken g e h ö r e n , welche d u r c h ge t r enn te 
Gle ichungen r e p r ä s e n t i e r t w e r d e n ; die d a g e g e n , wenn sie nicht 

*) Siehe M o n g e , p. 74. 
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ra t ional s ind , zwei Zweige derse lben Curve b e z e i c h n e n , welche 
sich in dem be t rach te ten P u n k t e der F l ä c h e durchschne iden .* ) 

201 . In der T h a t , wenn die B e w e g u n g e iner F l äche du rch 
einen einzigen P a r a m e t e r geregel t ist (vergl . Art ikel 60) , so 
enthäl t die Gleichung ih re r Enve loppe , wie wir s a h e n , n u r F u n c -
t ionen e iner einzigen Grösse und die DitTerentialgleichung gehör t 
zu der e i n f a c h e m eben vorhe r be t r ach te t en Art . 

W e n n aber die Bewegung der F läche d u r c h zwei P a r a m e t e r 
ge rege l t i s t , so ist der Ort i h r e r B e r ü h r u n g mit de r Enve loppe 
nicht eine Curve , sondern ein P u n k t ; die Gle ichung der Enve-
l()p[)e enthäl t im Al lgemeinen F u n c t i o n e n von zwei Grössen und 
die Dilferentialgleicbung ist von der a l lgemeineren F o r m . 

W i r wählen als ein Beispiel des V o r k o m m e n s de r le tz teren 
Klasse von Gleichungen in geomet r i schen Un te r suchungen die 
Gle ichung der FamiUe von F l ä c h e n , f ü r welche ein System der 
Krümmungs l in i en e iner fes ten E b e n e 

y = mx 

paral lel ist. I n d e m man in die Gle ichung des Art ikel 5 0 die 
Subst i tut ion 

chj = mdx 

vollzieht , e rhä l t m a n die Dil lerent ialgleichung de r Fami l ie 

{ ( 1 -i- , / ) s - p q t ) m { (1 + ^ _ ^ ^2) iK 

— { ( 1 + p'') s—pqr) = 0. 

F ü r eine seh r in te ressan te Discussion dieser Gleichung ist 
auf M o n g e p. 1 6 1 zu ve rwe i sen , da die L e h r e von der In te-
gra t ion solcher Gle ichungen n ich t in den P l an dieses W e r k s ge-
hör t . Um zu ze igen, wie solche Different ia lgle ichungen in de r 
Geometr ie selbst sich dars te l l en , wollen wir n a c h w e i s e n , wie 
diese Gleichung aus der El iminat ion von a, ß zwischen de r 
Gle ichung 

[x — a)^ ( y - ß ) ^ + + mß)y == f {ß - ma)^ 

und ih ren nach a und ß gebi ldeten Different ia len en ts teh t . 

Zu neuer Darlegung und Vervollständigung der Theorie von 
M o n g e erscheint soeben (Sommer 1864): P. du B o i s - R e y m o n d ,,Bei-
träge zur Interpretation der partiellen Differentialgleichungen mit drei 
Variabein. I. Die Theorie der Characteristiken". 
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Jene Dillerentiale sind 

{x — a) -f {z — (p)q)' = m^'ilf, 
[y — ß) + m{z — cp) (p — i p ' f , 

so dass 
( x - a ) + m { y - ß ) + (1 + m )̂ {z-cp) q>' = 0 

ist . Es ist aber aueb 

{ x - a ) + p{z-g,] = 0, {y — ß ) ^ q { z — <p) = 0, 
also 

[x — u) + 7}i [y—ß) + (i) + i7tq) {z — (p) = 0. 

Die Vergleichung mit der vorigen Gleichung liefert dann 

p ^ mq = [1 in') (p' (« + tiiß), 

und wenn wir (« -{- Tuß) durch y e r se tzen , so ist noch üb r ig , die 

Elimination von y zwischen den Gleichungen 

X + my — y + {p mq) {z — g> (y)} = 0 , 

p ^ mq == {I + m^) (p' {y) 

zu vollziehen. Die Differentiation nach x und y giebt 

(1 +P' + »ipq) + {r + ms) {z — (p{y)} - { l + + mq) <p'} yi, 

{ m (1 + + + mt) ^ z - c p [ y ) } - { l + {p + mq) cp'\ y^, 

und nach der zweiten Gleichung hat m a n 

r ms : s mt = y, : y^, 

so dass das Resultat ist 

(1 + p'' + mpq) (s + m/) = { m (1 + q^) + pqj (r + fns), 

wie zu beweisen war, 
2 0 2 . Als ein Beispiel der Anwendung der hier nach e inander 

entwickelten Begrifle wollen wir hier eine Untersuchung füh ren , 
welche die Leh re D u p i n s von den conjugier ten Tangenten (Art. 7) 
als einen besonderen Fall enthäl t und sonst neue Einblicke in die 
Theor ie der K r ü m m u n g der Flächen eröffnet . 

Ist 

u = / (x, y, z) = 0 

die Gleichung einer F läche , bezeichnen 
Wj , Mj, Uß, Mjj, «22, W3J, 1(^2, 

i h re Differentialquotienten und stellt 

TJ = F [X, Y, Z, Cy, C2, Cg) = 0 

die Gleichung einer Flächenfamil ie d a r , so sollen zunächst die 

Pa rame te r derselben Cj, C2, c^ so best immt werden , dass U und u 
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sich im l ' u n k t e x, y, z in e r s te r O r i h u m g b e r ü h r e n . Sind 
JJ^, U.̂  die betrelTenden W e r t h e d e r Dil lerent iale von U, so 

nu'issen 

F [x, y, z, Cj, C2, C3) = 0, U^ : U.^ : U^ = Uy : u^ : "3 
— setzen Avir für später 

^ ^ El ^ ^ = k, 
"1 «2 "3 

woraus 
k' {u,' + + u,') = V,' + + U,' 

folgt — sein und man erhäl t 

Cy = (p [x, y, z), €2 = 11^ (x, y, z), c^ — % [x, y, z), 

d. h. die Gle ichung der b e r ü h r e n d e n F läche 

U = F {X, Y, Z, cp, tp, x) = 0. 
Sind dann 

X = fi [s], y = f2{s) = z = Ą (s) 
die Gle ichungen e iner auf der F läche u ge legenen Linie L fü r s 
als i h r en B o g e n , so wird J7== 0 die Fami l ie der F lächen J / r e -
p r ä s e n t i e r e n , we lche ti l ängs dieser Curve in e r s t e r O r d n u n g be-
r ü h r e n , wenn m a n in 

F {X, Y, Z, cp, np, x) 

in die F u n c t i o n e n ip, ip, x diese W e r t h e von x, y, z subst i tuier t 
denk t . Aus 

V = F 0 

und dem n a c h s gebi ldeten volls tändigen Dillerential derse lben 
Gle ichung 

F' = 0 

e rhä l t man die Gleichung der Enve loppe dieser F l ä c h e n , wenn 
m a n s zwischen be iden e h m i t d e r t , und dieselben Gleichungen re -
p r ä sen t i e r en die Character is t ik d ieser E n v e l o p p e , w e n n m a n s als 
Cons tan te be t r ach te t . 

D e n k e n wir f e rne r die l aufenden Coordina ten X, Y, Z als 
F u n c t i o n e n des Bogens S de r Cha rac t e r i s t i k , so gel ten die Be-
la t ionen 

clX dS dY eis dZ dS ^ ' ^ dS + • • — 

d. h. f ü r X = X, Y = y, Z = z und Aj, jitj, als die 

Cosinus de r W i n k e l , welche die T a n g e n t e d e r Character is t ik C 
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— 284 — 

im P u n k t e {x, y, z) mit den Achsen h ih l e t , 

wenn in de r l e tz te ren Gle ichung die in K l a m m e r n gesetzten Dif-
dF' 

ferent ia le die W e r t h e h e z e i c h n e n , welche den , . , . f ü r 
dX 

X = X, . . . en t sprechen . 
Mit den b e k a n n t e n Beze ichnungen f / , j e tc . kann m a n dann 

die nach s g e n o m m e n e n Dilferentiale von 

Uy = kuy, U2 = ku^, U^ = ku^ 

fo lgendermassen sch re iben 

+ U^yX + Uy^y' + U^iZ = ^'«11 + k {uiiX - f Uy^y + M312'). 

( dF'\ 

— j + Ui^x + u^^y + U23Z — k'u22 + k + «22^' + v ) ' 

dF'\ J2 ) + + + U^^z = A:'m33 + k + U^-^y + M332'), 

wo die Indices Derivier te nach s b e z e i c h n e n , u n d aus ihnen durch 
Multiplication mit Aj, S u m m i e r u n g der Resul ta te mit 
Rücks ich t auf die Gle ichungen a) und f ü r , /Hy, v^ als die Co-
sinus de r Winke l , welche die Tangen te de r Lin ie L in der F l ä c h e 
im P u n k t e {x, y, z) mit den Achsen bi ldet , die Rela t ion e rha l t en 

( f / j i—ÄMji ) A1A2 + {U^S — kii^^) {(i^iv^—^i^vy) 

J^) + ( — ^^22) ( — ^"31) ^2 — ^2^1) 
+ (f^33 —^"33) VjV2 + —^"12) ihH — hl^l) = 0, 

als welche die Cosinus der T a n g e n t e e iner Lin ie Z d e r F l ä c h e 
und die der Tangen te der Character is t ik C de r Enveloj ipe f ü r 
i r gend e inen P u n k t verbindet .*) 

F ü r den Fall der U als R e r ü h r u n g s e b e n e n u n d der U als 
de r en t sp rechenden abwicke lbaren Envelo]jpe wird m a n auf die 
Relat ion der con jug ie r t en T a n g e n t e n von D u p i n z u r ü c k k o m m e n 
müssen . Der W e g dazu f ü h r t d u r c h die B e t r a c h t u n g der K r ü m -
mungsverhä l tn i sse de r F läche u, U, d ie*wir n u n kurz dars te l len 
wollen. **) 

*) Vgl. B o r d o n i , ,,Opuscoli matematici e fisicl", t. I, Milano 1832. 
**) Vgl. L. C r e m o n a , „Annali di Matern.", t. III, p. 328 f. 
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-Denken wir durch die gemeinschaft l iche Normale der Flächen 
II und TJ und die Tangenten von L und C im Punkte [x, y, z) 
die Ebenen und E^ und bezeichnen wir durch r^ , r^ und 
R^ , ^lie Krümmungshalbmesser der entsprechenden Normal-
schnit te von u und V, so gelten die Formeln 

'•i 
= UiiXi^Ą- + 2 «23 f^l^l + 2 tl^iViki - f 2 Mjj^ifti, 

C) 
= V + + " 3 3 V + 2 W23ft2V2 + 2^31 VjÀj -}- 2 ' 

R. 

R, 

und nach ihnen mit Uücksicht auf die Identität 

die Relationen 

- i - ( ř722- ÄTMjiKH 2 ( ą 1 - 1) Vi 

Wenn man diese beiden Gleichungen multipliciert und das 
Quadrat der Gleichung b) davon subt rah ie r t , so erhält man mit 
den bekannten Relationen 

s i n « 
Un 

sin 0) 

sin (0 
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das Resultat in der Form 

rJ rJ sin2 (Ù 

« l ' ř ^ i i — U y ^ — k u y ^ , ř / g i — I 
"2 ' ^ 1 2 — ^ 2 2 — k l l 2 2 , ^Ti ^"23 
"3 ' ^"31' ^^23—^"23' ^^33—^"33 

wenn man es nach den Potenzen von k ordnet . Sind dann pj, ^2 
beiden I lauptkrümmungsbalbmesser der Fläche u, so ist nach G a u s s 

0 _ K i 

und da (P die entsprechende Bedeutung fü r die umhüllende Fläche 
ha t , so ergiebt sich fü r die Voraussetzung, dass diese im Punkte 
( x , y, z) einen Kreispunkt besitzt , 

wenn R , == R.̂  = R 
ist. Die Grösse 

+ 2 «31 {"2(^31"2 — + f^22"3«l } 
— t /33(ř /22«l '+ — 2 Uy^UiUi) 
+ 2Mi2 {W3(f^l2"3— ^23^1— ^U^h) + 

erhält man dann mit Hilfe der die Kreispunkte cl iaracteris ieren-
den Relat ionen (Art. 37) 

UßßU,^ + U-ZjU.;'— 2 ^23^2^3 

"2^ + «3^ 

W2M3 

«3"l 
U^i^x' + — 2 ř^i2"i"2 

u y' + «2^ 

Uyll2 R 
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in der Form 

R 

{("22 + «33) + ("33 + "11) + ("11 + "22) 
— 2 «'23"2"3 2 — 2 } 

= _ ^ K ^ + t y + ^ v ) - l ' 1 . 1 \ 
R i J ' 

d. h . als Endresul tat die Formel 

Aus denselben Relationen leitet man aber aueb die Gleicliung ab 

— ^ cos CO = « i iAjAj + FLI(JI2 + ^^33^1^2 

+ «23 + + «31 + ^1^2) + «12 i h n + f t i ^ ; 
und durcli die Subtract ion ihres Quadrats von dem Product der 
beiden ersten Gleichungen der Gruppe c) die Gleichung 

1 cos^ 0) sin'- CO gj — . 
Q1Q2 

Aus d] und e) aber folgt die Gruppe 

1 , 1 2 . 2 / 1 , 1 2 \ 

1 1 • 2 f I l ^ 

( I + i ) f J - _ n _ i ( i + 1 _ 2 ) 
V i r 2 / i ř v r i r 2 Q2 

. 1 / 1_ , _1 I S ) 
R \Rq^ Rq2 

die letztere durch Elimination von sin^ co zwischen den beiden 
ers teren. 

Die Tangenten (Aj, (Łt̂ , v^), (Aj, (I2, v ^ dürfen nach der vor-
ausgesetzten Natur der Enveloppe als s p h ä r i s c h c o n j u g i e r t 
bezeichnet werden . 

F ü r CO = 90® zeigen die ersten Gleichungen f) die Identi tät 
von r j , r2 mit , (»j, d. h . d i e d u r c h e i n e n P u n k t g e h e n -
d e n K r ü m m u n g s l i n i e n e i n e r F l ä c h e — und zwar sie allein 
unter allen or thogonalen Systemen — h a b e n s p h ä r i s c h c o n -
j u g i e r t e T a n g e n t e n . 
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Denken wir die G e r a d e n (A^, fiy, v^), (Aj, v^) gegen die 
Kr fnnmnngs l in ie d e r F l ä c h e u n t e r den Winke ln 0j , geneigt, so 
ist nach dem Satze von E u l e r 

1 _ c o s ' s i n ' Ol J_ _ c o s ' j 2 

und n a c h der e r s t en Gle ichung der G r u p p e f) 

1 _ 1 
tan t a n $2 = — j j . 

w o r n a c h e rs tens das P r o d u c t de r T a n g e n t e n der bezeichneten 
Winke l cons tant ist in j edem P u n k t e de r F l ä c h e , und zweitens 
die P a a r e sphär i sch c o n j u g i e r t e r T a n g e n t e n eine Involution bil-
d e n , d e r e n Doppels t rah len die T a n g e n t e n zweier Normalschni t te 
s ind , die gegen die K r ü m m u n g s l i i d e gleich geneigt den K r ü m -
mungsha lbmesse r R bes i tzen. F ü r 

e rhä l t man die Gesetze von D u p i n , die den ebenen Borüh rungs -
flächen en t sp rechen . Man e r k e n n t f e r n e r d i e K r ü n i m u n g s -
l i n i e n a l s d i e e i n z i g e n L i n i e n a u f d e n F l ä c h e n , w e l c h e 
z u g l e i c h s p h ä r i s c h u n d e b e n c o n j u g i e r t s i n d . * ) 

2 0 3 . B e g e l f l ä c h e n . W e g e n der h e r v o r r a g e n d e n Wichtig-
keit der Begelf lächen schliessen wir h i e r f e r n e r einige Details 
aus i h r e r besonde ren Theo r i e an. **) 

Die T a n g e n t e n e b e n e in i rgend e inem P u n k t e der F läche ent -
hä l t no thwend ig die e r z e u g e n d e G e r a d e , welche d u r c h diesen 
P u n k t h i n d u r c h g e h t , weil dieselbe eine der Inf lexionstangenten 
de r F l äche in demse lben ist. (Vergl. Artikel 4.} J edem ande-
r e n P u n k t e de r E r z e u g e n d e n en t spr ich t e ine ande re T a n g e n t e n -
ebene (Band 1, Artikel 107 ) , welche wie folgt cons t ru i e r t werden 
k a n n : Bekannt l ich geht d u r c h j eden P u n k t des B a u m e s eine ge-
r ade L in ie , welche zwei beliebig im B a u m e ge legene Gerade 

*) Wir verweisen auf die elegante Cremona'sehe Abhandlung. 
**) Die Theoreme dieses Abschnitts sind vorzüglich aus Cl ias les ' s 

Me'moir im XI. Bande der „Correspondance" von Q u e t e l e t (p. 50) 
und aus C a y l e y ' s Abhandlung, „Cambridge and Dublin Mathematical 
Journal," Vol. VII, p. 171 entnommen. ' 
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schneide t , nämlich die Durclischniltslinie der beiden Ebenen, welche 
durch den Punkt und jene beiden Geraden bes t immt sind. Den-
ken wir daher drei auf e inander folgende gerade Erzeugende der 
F läche , und durch einen P u n k t e in einer von ihnen eine gerade 
Linie gezogen, welche die beiden andern schne ide t ; so ist die-
se lbe , da sie drei auf einander folgende Punkte der Fläche mit 
e inander verbindet , die zweite Inllexionstangente in A, und die 
Ebene dieser Linie und der Erzeugenden durch A ist daher die 
Tangentenebene der Fläche in A. 

Es ist in dieser Construction vorausgesetzt , dass, wie diess 
im Allgemeinen stets der Fall is t , je zwei auf e inander folgende 
Erzeugende sich nicht schneiden. Giebt es jedoch in der Fläche 
s i n g u l ä r e E r z e n g e n d e , welche durch eine nächstfolgende Er -
zeugende geschnit ten werden , dann ist die E b e n e , welche beide 
en thä l t , eine Tangentenebene in jedem Punkte der Erzeugenden. 
Insbesondere können endlich zwei auf einander folgende Erzeu-
gende zusammenfal len, und dann ist diese Gerade eine d o p p e l t e 
L i n i e d e r F l ä c h e . 

Die Berührungsebenen in den unendlich ent fernten Punkten 
bilden eine developpable Fläche, die der Begellläche selbst eng 
verbunden ist. 

204 . D a s D o p p e l v e r h ä l t n i s s (anharmonische Verb.) v o n 
v i e r T a n g e n t e n e b e n e n , w e l c h e d u r c h d i e s e l b e g e r a d e 
E r z e u g e n d e g e h e n , i s t d e m D o p p e 1 v e r h ä 11 n i s s i b r e i" 
v i e r B e r ü h r u n g s p u n k t e g l e i c h . 

Denken wir die drei festen Linien A, B, C durch vier ge-
radlinige Transversalen in den Punkten 

f 'r /ff , r rr rrr 
aaa a , hhb b , CCC c 

geschni t ten, so gilt zunächst die Doppelverhältnissgleichheit 
{bh'b"b"'} = {cc'c'c"}, 

da jedes von diesen beiden Doppelverhältnissen das Doppelver-
bältniss der vier Ebenen misst , welche durch A und die vier 
Transversalen gehen. Ebenso ist 

{ c c W " } = { ö ö W " } , 

als Ausdrücke des Doppelverhältnisses der vier Ebenen durch B. 
(Vergl. Band I , Artikel 112.) 

Wenn nun die drei festen Linien die auf einander folgenden 
Erzeugenden e iner Begellläche s ind , so schneiden nach dem letz-

Salmon, A n a l . Geom. d. Raumes 11. J Q 
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ten Artikel die Ti-ansversalen eine dieser Erzeugenden A in vier 
Punk ten , fiir welche die durch A und die Transversalen bestimm-
ten Ebenen die Tangentenebenen sind. Und es ist also hierdurch 
bewiesen, dass das Doppelverhältniss der vier Ebenen dem Dop-
pelverhältniss der vier Punkte gleich ist, in denen die Transver-
sale A schneidet. 

205. Wenn eine Erzeugende einer Regelfläche gegeben ist, 
so können wir ein e i n f a c h e s H y p e r b o l o i d construieren, w e l -
c h e s d i e s e E r z e u g e n d e m i t d e r R e g e l f l ä c h e g e m e i n u n d 
l ä n g s d e r s e l b e n in a l l e n P u n k t e n d i e n ä m l i c h e n T a n -
g e n t e n e b e n e n m i t i h r b e s i t z t . 

Denn aus der Construction des Artikel 203 folgt, dass die 
Tangentenebene in jedem Punkte der Erzeugenden bestimmt ist 
durch die zwei nächstfolgenden Erzeugenden der Regelfläche und 
also, dass zwei Regelflächen sich längs einer Erzeugenden be-
r ü h r e n , wenn sie diese und die zwei nächstfolgenden Erzeugen-
den gemein haben. Irgend drei sich nicht durchschneidende ge-
rade Linien bestimmen aber ein einfaches Hyperboloid (Rand 1, 
Artikel 76), und das durch die betrachtete Erzeugende und die 
zwei nächstfolgenden Erzeugenden bestimmte Hyperboloid berühr t 
also die Fläche wie vorgeschrieben ist. 

Setzen wir , um die volle Retleutung des ausgesprochenen 
Satzes zu er läutern , voraus, dass die Achse der z ganz in der 
Fläche Grades liege, so muss jedes Glied ihrer Gleichung 
entweder x oder y enthalten, so dass diese, nach den Potenzen 
von X und y geordnet und von der Form 

tl„_]_x -f- Vn-iy + + Vn-2Xy + V'n-'iy' -f CtC. = 0 
sein wird, wo Un - i , Functionen von z vom Gi'ade {n — 1), 

solche Functionen vom Grade (« — 2) , etc. be-
zeichnen. 

Dann ist (vergl. Rand I , Artikel 107) die Gleichung der Tan-
gentenebene in irgend einem Punkte der Achse 

ii„-ix -f- v„-xy — 0 , 
wenn wir durcli n'„_i und v'n~i das Resultat der Substitution der 
Coordinaten des IJerührungspunktes in xi„—i, respective be-
zeichnen. 

Umgekehrt folgt, dass eine Ebene 

y =. mx 
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die F l äche in (n — 1) P u n k t e n b e r ü h r t , we lche d u r c h die Gleichung 

Un-l + mvn-\ = 0 ' 
bes t immt w e r d e n . 

W e n n aber Un- \ , Vn~i einen gemeinschaf t l i chen Fac lor Up 
h a b e n , so dass die Glieder vom ers ten Grade in x und y in der F o r m 

Up \Un-p-\X - I - V n - p - i y ) = 0 

geschr ieben w e r d e n können, so ist die Gle ichung de r T a n g e n t e n e b e n e 

u'n-p-lX + ün-p-iy = 0, 
u n d eine E b e n e 

y = mx 

b e r ü h r t die F läche {n — p — 1) P u n k t e n . 
Man e r k e n n t l e i ch t , dass die P u n k t e d e r Achse , f ü r welche 

Up = 0 

i s t , D o p p e l p u n k t e d e r F l ä c h e dars te l len . 
N u n ist in dem T h e o r e m dieses Art ikels ausgesprochen , dass, 

so l ange die Achse der z n icht eine isol ierte ge rade Linie der 
F l ä c h e i s t , sondern v ie lmehr eine von e inem System von ge raden 
E r z e u g e n d e n , welche die F l ä c h e bes i tz t , die F o r m der Gle ichung 
sein müsse 

t/„_2 {ux vy) + . . . = 0, 
so dass die T a n g e n t e n e b e n e d e r F l ä c h e in i rgend einem P u n k t e 

de r Achse die näml iche ist wie f ü r das Hyperboloid 

nx + vy = 0, 
nämlich 

tix + vy = 0. 
I rgend eine E b e n e 

y z=z mx 

b e r ü h r t somit die F läche in n u r e inem P u n k t e . Der Fac to r 
zeigt abe r a n , dass in jeder E r z e u g e n d e n [n — 2) Punk te 

l i egen , we lche Doppelpunkte de r F l äche s ind. 

2 0 6 . W i r k ö n n e n diess f ü r e ine wicht ige Klasse der Regel-
flächen b e s t ä t i g e n , nämlich f ü r d i e j e n i g e n , de ren geradl inige E r -
zeugende d u r c h zwei Gle ichungen 

a r« - f + c p - 2 -I- . . . = 0 , 
rt'P 4 - c'/'^-ä + . . . = 0 

a u s g e d r ü c k t w e r d e n k ö n n e n , in denen a , d, b, b', . . . l ineare 
Func t ionen d e r Coordinalen und t e inen veränder l i chen P a r a m e -
ter vors te l len. 

Die d u r c h Eliminat ion von i e r h a l t e n e Gle ichung der F läche 
1 9 * 
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kann nach den Gesetzen der E l imina t ion* ) in d e r F o r m einer 
De te rminan te dargeste l l t w e r d e n , de ren e rs te Vert ical- und Hori-
zonta l re ihe ident isch s i n d , nämlich 

{ah'), {ac), {ad'), . . . 

Nun ist die Linie 
, a = 0 , a ' = 0 

eine E r z e u g e n d e , näml ich flie dem P a r a m e t e r w e r t h t = oc en t -
s p r e c h e n d e , und wir s ahen e h e n , dass jedes E lemen t der e rs ten 
Horizontal- und Ver t ica l re ihe en tweder a oder a' en thä l t ; da nun 
jedes Glied der En twicke lung der Dete rminan te e inen F a c t o r aus 
der e r s t en Ver l ica l re ihe sowohl als aus de r e rs ten Hor izonta l re ihe 
en thä l t , so ist diese En twicke lung vom zweiten Gr^ade in a und u', 
den jen igen Thei l n u r a u s g e n o m m e n , welcher mi t dem e r s t en Ele-
m e n t e in be iden D e i h e n , d, i. mi t {ab') mul t ip l ic ier f ist. Dieser 
Thei l d e r Gle ichung a b e r , der in a, a' n u r vom erá len Grade 
i s t , b e s t immt die T a n g e n t e in i rgend e inem P u n k t e de r ge raden 
Lfnie aa, und die Regelf läche wird daher längs d ieser E rzeugen -
den von dem Hyperbolo id 

ab' — ab — 0 ' 

b e r ü h r t . 
W e n n 

« = 0 , = 0 
oder 

ö ' = 0 , 6 ' = 0 

dieselbe E b e n e da r s t e l l en , so du rchschne ide t die b e t r a c h t e t e E r -

zeugende die nächs t fo lgende und die E b e n e 

rt = 0 

b e r ü h r t die F läche nach ih re r ganzen Länge . 
W e n n 

b ka, b' = ka' 
s ind , so verschwinden die Gl ieder , welche in a, a vom ers ten 
Grade s i n d , aus de r Gle ichung der F läche und die E r z e u g e n d e 
aa' ist e ine Doppell inie de r se lben . 

207 . Indem wir zu r a l lgemeinen Theor i e de r Regelf lächen 
z u r ü c k k e h r e n , e r k e n n e n w i r , dass jede du rch e ine Erzeugende 
gehende E b e n e mi t de r F l ä c h e ausser dieser Geraden eine Curve 
vom {n — 1)'®" Grade gemein halben w i r d , die die E rzeugende in 

*) Vergl. ,,Vorlesungen", Artikel 46 f. 
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[łi — 1) P u n k t e n schneidet . J e d e r dieser P u n k t e ist als ein Dop-
pe lpunk t in de r Schn i t t curve nach Artikel 2 0 5 in gewissem Sinne 
ein B e r ü h r u n g s p u n k t der Ebene mit der F läche . Aber nacb Ar-
t ikel 2 0 5 h a b e n wir gesehen , dass n u r e iner von i h n e n ein 
e igent l icher B e r ü h r u n g s p u n k t der E b e n e i s t , dass dagegen die 
ü b r i g e n [n — 2) feste P u n k t e de r E rzeugenden s i n d , welche mit 
de r D r e h u n g de r E b e n e um dieselbe n ich t var i ieren . Es sind 
die P u n k t e , in welchen diese E rzeugende a n d e r e n ich t nächs t -
folgende E r z e u g e n d e du rchschne ide t , also P u n k t e e iner Dop-
pe lcurve auf d e r F läche . E i n e w i n d s c h i e f e B e g e l f l ä c h e 
h a t d a h e r i m A l l g e m e i n e n e i n e D o p p e l c u r v e , w e l c h e 
j e d e E r z e u g e n d e i n [n — 2) P u n k t e n d u r c h s c h n e i d e t . 
Es k a n n g e s c h e h e n , dass zwei oder m e h r e r e von diesen [n — 2) 
P u n k t e n zusammenfa l l en und dass die vielfache Curve der F läche 
von e iner h ö h e r n als der zweiten O r d n u n g ist. In dem im letz-
ten Artikel be t r ach t e t en Fal le kann bewiesen w e r d e n , * ) dass die 
vielfache Curve von der O r d n u n g 

(m - f n — 1) [m + 11 — 2) 

1 . 2 
ist und dass in i h r 

(m -{- n — 2) (m + n — S) (m + n — 4) 

1 . 2 . 3 

dre i fache P u n k t e exist ieren. 
Eine Bege l f l äche , welche eine Doppellinie bes i t z t , wird im 

Al lgemeinen ke ine Cusp ida l - oder B ü c k k e h r k a n t e h a b e n , ohne 
dass sie abwicke lba r ist und ihr ebener Querschni t t ist daher 
e ine Curve mi t D o p p e l p u n k t e n , abe r ohne Spi tzen. 

2 0 8 . B e t r a c h t e n wir nun den Kegel , der aus i r gend einem 
P u n k t e als Schei te l der Begelf läche umgesch r i eben ist. 

Da j ede E b e n e , welche eine E rzeugende en thä l t , die F läche 
in e inem P u n k t e b e r ü h r t , so sind die T a n g e n t e n e b e n e n des Ke-
gels die E b e n e n , welche seine Spitze mit den E r z e u g e n d e n der 
F l äche bes t immt . Der Kegel ha t im Al lgemeinen keine s ta t ionä-
r en T a n g e n t e n e b e n e n , da eine solche E b e n e e r f o r d e r t , dass zwei 
auf e inande r fo lgende Erzeugende in e iner E b e n e l i e g e n , die zu-
gleich die Spi tze des Kegels en thä l t ; es l iegen abe r n u r in spe-

*) Vergl. die Untersuchung ,,Ueber die Ordnung von Systemen von 
Gleichungen." im letzten Kapitel dieses Werkes. 
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ciellen Fäl len zwei anf e inander fo lgende E rzeugende in e iner 
E b e n e , -die Zahl solcher E b e n e n ist somit b e s c h r ä n k t u n d im 
Allgemeinen kann nicht eine von i h n e n d u r c h einen bel iebigen 
P u n k t des R a u m e s gehen . Die Klasse des Kege ls , da sie ausge-
d r ü c k t ist d u r c h die Zahl se iner T a n g e n t e n e b e n e n , welche d u r c h 
e ine beliqj)ige seine Spitze en tha l t ende Gerade g e h e n , ist in Folge 
dessen gleich der Anzahl der E r z e u g e n d e n der F l ä c h e , welche 
diese Linie s chne iden , d. h. gleich der O r d n u n g o d e r , wie wir 
wegen dieser Z u s a m m e n s t i m m u n g sagen wol len , gleich dem G r a d e 
de r P l ä c h e . (Vergl. Rand I , Artikel 1 6 1 , Anmerkung . ) 

Wi r h a b e n n u n bewiesen , dass die Klasse des Kegels' dem 
-Grade oder der O r d n u n g eines ebenen Querschn i t t s der F l äche 
gleich is t , und dass der e r s te re keine s ta t ionären T a n g e n t e n e b e -
n e n , der le tz tere ke ine s ta t ionären oder Cuspidalpunkte hat . 
Dann beweisen abe r die Gle ichungen , welche die Anzahlen von 
i rgend dre ien de r Singular i tä ten e iner Curve v e r b i n d e n , dass die 
Zahl der Doppe l t angen tenebenen des Kegels de r Zahl der Doppel-
p u n k t e eines Schid t tes der F läche gleich sein m u s s ; mit a n d e r n 
W o r t e n , dass die Zahl de r d u r c h e inen a n g e n o m m e n e n P u n k t 
g e h e n d e n E b e n e n , welche zwei E rzeugende e n t h a l t e n , gleich der 
Zahl der Durchsc lnd t t spunk te zweier E r z e u g e n d e n i s t , welche in 
e ine r a n g e n o m m e n e n E b e n e liegen.*) 

209 . W i r e r l äu te rn die vorige Theor i e d u r c h Aufzählung e iniger 
von den S i n g u l a r i t ä t e n d e r R e g e l f l ä c h e , w e l c h e d u r c h 
e i n e g e r a d e L i n i e e r z e u g t w i r d , d i e s t e t s d r e i f e s t e L e i t -
c u r v e n s c h n e i d e t , de ren respect ive Grade m^, m^, m^ sind.**) 

Der Grad oder die Ordnung der e rzeugten F l äche ist de r 
Zahl der E r z e u g e n d e n gle ich , welche eine a n g e n o m m e n e g e r a d e 
Linie d u r c h s c h n e i d e n , also gleich der Zahl de r Durchschn i t t s -
| )unkte de r Curve m^ mit der Rege l f l äcbe , welche die Curven 
m^, und die a n g e n o m m e n e Gerade zu Leit l inien h a t , d. h . 
das 7/řj fache des Grades der le tz tern F läche . Dieser le tz tere ist 
f e r n e r in gle icher Weise das m j fache vom Grade e iner Regel -
l l äche , welche zwei ge rade Linien u n d die Curve m^ zu Lei t -
linien h a t , und der Grad der le tzten endl ich aus demse lben G r u n d e 

*) Diese Theoreme verdankt man C a y l e y . ,,Cambridge and Du-
blin Math. Journ.", Vol. VII, p. 171. 

**) Der Verfasser gab eine Discussion dieser Fläche im „Cambridge 
and Dublin Math. Journ.", Vol. VIII, p. 45. 
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= : 2 »«3- Somit ist der Grad der Regelfläche von den Directrix-
curven m^, m.,, rn^ 

Die drei Curven niy, m^, ni.̂  selbst sind vielfache Linien in 
der F läche , deren Ordnungen respective » i j ' niyin.̂ ^ sind. 
Denn durch i rgend einen Punk t der ers ten Curve gehen m^ni.^ 
Erzeugende , die Durchschnittslinien der über den Curven m.,, m.^ 
s tehenden Regel , welche diesen Punkt zum Scheitel haben. 

210 . Aus der Ordnungszahl der Regelfläche und dem Artikel 
207 folgt , dass jede Erzeugende von 

[Imym.^m^ — 2) 

andern Erzeugenden geschnitten wird. Da sie aber in den Punk-
ten , die sie mit den Leitcurven gemein ha t , 

{rn^in^ — 1) + — 1) + ~ 1) 

andere Erzeugende schneidet , so muss sie ausserbalb der Leit-

curven noch 

Im^m^m^ — ('"2"'3 + '"2) "1" i 

Erzeugende durchschneiden. 
Wir können diess Resultat unabhängig b e g r ü n d e n , indem 

wir die Zahl der Erzeugenden unte rsuchen , welche eine gegebene 
Erzeugende durchschneiden. Wir best innnen zuerst den Grad der 
Regelf läche, deren Leitlinien die Curven , und die gegebene 
Erzeugende s ind , d. h. eine gerade Linie , welche beide durch-
schneidet. 

Diese gerade Linie ist zuerst eine vielfache Linie, von der 
Ordnung [mym., — 1), weil oll'eid)ar durch jeden Punk t in ihr 
diese Zahl von geraden Linien — die gegebene Gerade selbst 
ungerechnet — gezogen werden kann , welche die Curven 
durchschneiden. Dann ist der Schnitt der Fläche mit einer durch 
jene Gerade gelegten Ebene zusammengesetzt aus der [mym., — 1) fach 
gezählten Geraden selbst und den (m^ — 1) [m.^ — 1) Erzeugenden, 
die man erhä l t , indem man einen der Durchschnit tspunkte der 
Ebene mit der Curve my mit einem ihre r Durchschni t tspunkte mit 
der Curve řnj verbindet ; somit ist der Grad dieses Schnit tes und 
damit der Grad der Fläche selbst 

= {tiiyin., — 1) [my — 1) (w^ — 2 ) = 2 — — m.,. 

Indem wir diese Zahl mit /«g mul t ip l ic ieren, erhal ten wir 
die Zahl der P u n k t e , in denen diese Regellläche durch die Curve Wo 
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geschnitten wi rd , un ter ihnen jetloch den (»^wij — I j f a c h gezähl-
ten P u n k t , in welchem die Curve m, die bet rachte te Erzeugende 
schneidet. Die Subtract ion dieser Zahl lässt » 

als die Zahl der Punk te der Curve m , , durch welche eine Ge-
rade so gezogen werden k a n n , dass sie die Curven m^, m^ und 
die angenommene Erzeugende *chneiden, d, b. die gesuchte Zahl. 

211. Die Kegellläche wird eine gewisse Anzahl von d o p p e l t e n 
E r z e u g e n d e n entha l ten , diejenigen nämHch, welche die eine 
der Lei tcurven zweifach, die beiden übrigen aber einfach durch-
schneiden. 

Die Zahl solcher Geraden , welclffc die Curve Wj zweifach 
schneiden , wird durch ganz den vorigen 'ähnliche Schlüsse als 
das fache des Grades der IJegelfläche e rkann t , welche durch 
eine Gerade erzeugt wi rd , die die Curve zweifach und ausser-
dem eine ml lkür l i che Gerade schneidet, ist nun h^ die Zahl der 
scheinbaren Doppelpunkte der C.urve m^, d. h. die Zahl der Ge-
r a d e n , die durch einen angenommenen Punkt so gezogen werden, 
dass sie die Cnrve zweimal schneiden , so erhel l t , dass die ange-
nommene Gerade in dieser Kegellläche eine vielfache Linie vom 
Grade h^ sein würde und dass also der Schnit t einer sie enthal-
tenden Ebene mit der Fläche aus der Aj fach gezählten Geraden 

und den (wj — 1) Geraden bestehen w ü r d e , welche die Durch-

schnit tspunkte der Ebene mit der Curve niy paarweise verbinden. 
Der Grad dieser Regelfläche ist daher 

= ^ K - 1 ) + 

und die Gesammtzahl doppelter Erzeugenden in der ursprüngl ichen 
Regelfläche ist somit 

HijWig {Äj + (wj — 1 ) | -f- {Äj + ^»12(^2 — 1 ) } 

+ rtiim^ {A3 + 
Die Ordnung der Doppelcurve im Allgemeinen ist durch eine 

andere Richtung der Betrachtung zu bes t immen , für welche man 
die letzten Artikel dieses Bandes vergleichen wolle; aber in dem 
speciellen Fal le , in welchem eine der Leitcurven eine gerade 
l.inie ist , während die beiden andern Curven von den respectiven 
Ordnungen m^, m.̂  s ind, besteht ofl'enbar der durch jene Gerade 

http://rcin.org.pl



g e h e n d e ebene Schni t t aus der m^^ i j fach zu zäh lenden Geraden 
z u s a m m e n mit rnym^ G e r a d e n , die sich in ^ i r iym^ (wj — 1) [ in^—1) 
P u n k t e n d u r c h s c h n e i d e n , welche nicht in den Le i t cu rven l iegen. 
Diese letztere Zahl ist also in diesem Falle die O r d n u n g de r Kno-
t e n - oder Doppe lcurve , sobald sie nicht die gerad l in ige Direc-
t r ix in einer gewissen Zahl von P u n k t e n schne ide t , we lche dann , 
w e n n diess ge sch i eh t , zu de r Ordnung der Curve add ie r t w e r d e n 
muss . Es giebt übr igens ausse rdem doppel te E rzeugende , wie es 
im ers ten Thei l dieses Art ikels bes t immt ist. 

Man e r k e n n t in gleicher Weise , dass die F l ä c h e , we lche 
d u r c h eine gerade Linie e rzeugt w i rd , die eine Curve von der 
O r d n u n g m zweifach und überd iess eine feste Gerade schne ide t , 
ausser ih ren doppel ten E rzeugenden eine Doppelcurve en tha l t en 
wi rd , de ren Ordnung mindes tens = ^ m {m — 1) [m—2) {m — 3) ist . 

2 1 2 . Der Grad der Rege l f läche , wie man ihn nach Art ike l 
2 0 9 b e r e c h n e t , r educ ie r t s i ch , sobald ein P a a r de r Le i t cu rven 
gemeinschaf t l iche P u n k t e besitzt. '^) 

Wenn die Curven rn^, m.̂  einen Punk t gemein h a b e n , so ist 
of fenbar der Kegel , de r aus diesem Punk te d u r c h m^ besch r i eben 
w i r d , ein Theil des Systems und die O r d n u n g d e r e igent l ichen 
Regelf läche wird dahe r um Wj verminder t . Und a l lgemein , w e n n 
die drei Lei tcurven m^, m^, m^ respect ive eine Anzahl von a, ß, y 
P u n k t e n paarweis gemein h a b e n , so wird die O r d n u n g der e igent -
l ichen Regelf läche um 

+ m^ß + m^y 
reduc ie r t . W e n n also z, B. die LeitUnien zwei g e r a d e Linien 
und eine Curve dr i t ter O r d n u n g s i n d , so ist die F l ä c h e im All-
gemeinen von der sechs ten O r d n u n g ; aber i h re O r d n u n g ist vier, 
w e n n jede der Geraden die Curve dr i t ter O r d n u n g s c h n e i d e t ; sie 
ist zwei , w e n n j ede der Geraden sie zweifach d u r c h s c h n e i d e t ; 
wenn die eine derse lben die Curve d r i t t e r O r d n u n g zwe i fach , die 
a n d e r e sie einfach schne ide t , so ist die F l äche von de r d r i t t e n 
Ordnung und die ers te de r be iden Geraden ist in ih r e ine Dop-
pell inie. Denken wir f e r n e r als die Le i tcurven i rgend d re i ebene 
Querschni t t e eines e infachen Hyperboloids . Nach d e r a l lgemeinen 
Theor i e müss t e die en t s tehende F läche von de r s echzehn ten O r d -

ř *) Des Verfassers Aufmerksamkeit ward durch C a y l e y auf diese 
Eeduction gelenkt. 
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nung se in ; da aber jedes Paar der Leitcurven zwei Punkte mit 
e inander gemein b a b e n , nämlich die P u n k t e , in welchen die 
Durchschnittslinie ihrer Ebenen das Hyperboloid durchschneidet , 
so enthäl t die Fläche der sechzehnten Ordnung sechs Kegel zwei-
ten Grades , die durch die doppelt zählende Originallläche zweiter 
Ordnung zur sechzehnten Ordnung ergänzt werden. Dass diese 
doppelt zählen muss , geht aus dem Umstände he rvor , dass (Tie 
vier Erzeugenden , welche durch einen Punk t in einer der Leit-
curven h indurchgehen , aus zwei Kegelseiten und zw e i Erzeugen-
den des Hyperboloids bestehen. 

Wenn wir allgemeiner drei ebene Schnit te einer Regellläche 
als Leitcurven wählen , so enthält die Gleichung der erzeugten 
Regellläche ausser den die Kegelflächen und die Originalfläche 
darstel lenden Factoren einen Fac tor , der eine andere durch die 
gegebenen Curven gehende Regelfläche darstellt . Denn es ist im 
Allgemeinen möglich, gerade Linien, welche alle drei Curven 
durchschne iden , zu bes t immen, die nicht unter den Erzeugenden 
(łer Originalfläche sind. 

213 . Wir kehren zu der allgemeinen Theor ie der Regel-
flächen zurück. Es ist bekann t , dass die Ebenen eines Büschels 
und die durch ihre gemeinsame Scheilelkante gehenden Normal-
ebenen derselben ein involutorisches System bi lden, so dass das 
Doppelverhältniss von beliebigen vier Ebenen desselben stets dem 
Doppelverhältniss ihrer conjugierten gleich ist. Daraus folgt nach 
Artikel 2 0 4 , dass das System der Rerührungspunkte einer um 
eine Erzeugende sich drehenden Ebene uiid der zu ihr stets nor-
malen E b e n e , welche dieselbe Erzeugende enihäl t , ein involuto-
risches System is t ; in andern Wor t en , d i e S y s t e m e d e r R e -
r ü h r u n g s p u n k t e d e r E b e n e n e i n e s R ü s c h e i s m i t d e r 
R e g e l f l ä c h e u n d d e r P u n k t e , i n w e l c h e n d i e s e l b e n 
E b e n e n z u r F l ä c h e n o r m a l s i n d , b i l d e n e i n e I n v o l u t i o n . 
Das Centrum des Systems ist derjenige P u n k t , in welchem dieje-
nige E b e n e , welche die Fläche in unendlicher En t fe rnung be-
r ü h r t , zu ihr normal ist. Nach den bekannten Eigenschaften der 
Involution bilden die Ent fe rnungen dieses Punktes von den Punkte-
paa ren , in denen eine und dieselbe Ebene die Fläche be rüh r t und 
zu ihr normal is t , Rechtecke von constanter Fläche. 

2 1 4 . D i e N o r m a l e n e i n e r R e g e l f l ä c h e in d e n P u n k t e n 
e i n e r E r z e u g e n d e n b i l d e n e i n h y p e r b o l i s c h e s P a r a b o l o i d . 
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Denn sie sind zuerst alle einer Ebene , nämlich der Normal-
ebene der erzeugenden Geraden , parallel. Man kann von dem 
Doppelverhältniss von vier zur nämlichen Ebene parallelen Gera-
den sprechen , indem man das von vier Paral lelen durch densel-
ben P u n k t meint . In diesem Sinne ist dann das Doppelverhält-
niss von vier Normalen dem der vier en tsprechenden Tangenten-
ebenen gleich, d. i. gleich dem ihrer Berührungspunk te nach 
Artikel 2 0 4 und dem der Fusspunkte der Normalen in der E r -
zeugenden nach Artikel 212. Aber ein System von Linien , die 
einer gegebenen Ebene parallel sind und eine gegebene Gerade 
schne iden , erzeugt ein hyperbolisches Parabolo id , wenn das Dop-
pelverhältniss von beliebigen vier unter ihnen dem Doppelverhält-
niss der Punkte gleich i s t , welche sie in jener Geraden best im-
men. Die Umkehrung des Satzes ist leicht zu erweisen und dar-
aus ergiebt sich auch seine Bichtigkeit. 

Die P u n k t e , in welchen vier Erzeugende eines hyperbolischen 
Paraboloids von der ersten eine Erzeugende der zweiten Art 
durchschneiden , sind die Berührungspunkte der vier Tangenten-
e b e n e n , welche sie en tha l ten , und das Doppelverhältniss der vier 
Punk te ist daher dem dieser vier Ebenen gleich. Das Letztere 
wird aber durch das Doppelverhältniss der vier Linien gemessen, 
in denen diese vier Ebenen durch eine den vier Erzeugenden 
parallele Ebene geschnit ten werden, und diese Geraden sind den 
Erzeugenden parallel. 

Man beweist leicht den Salz: Wenn man eine Regelfläche 
durch eine Schaar von Paral lelebenen schneidet , so bilden die 
in Punkten einer Erzeugenden gelegten Tangenten der Schnit t -
curven ein hyperbolisches Paraboloid. Denkt man den von Pa-
rallelen der Erzeugenden gebildeten Kegel, der als Ricbtungskegel 
bezeichnet werden da r f , so haben seine Tangentenebenen die 
gleiche Stellung mit den Tangentenebenen der Regelfläche in den 
unendlich entfernten Punk ten der parallelen Erzeugenden. 

Daher lassen sich zu einer jeden Regelfläche längs einer 
Erzeugenden unendlich viele be rührende Paraboloide best immen, 
die zu einer Richtungsehene die entsprechende Tangentenebene 
des Ricbtungskegels der Fläche haben , während die andere will-
kürlich ist; n immt man sie in einer der zu jener rechtwinkligen 
Lagen, so wird das Paraboloid gleichseitig. 

Bei einer Drehung um 90® um die Erzeugende wird das 
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Berühr i ingsparabolo id normal zur F l ä c h e ; die feste R ich tungsebene 
ist die en t sp rechende Norma lebene des Richtungskegels . Das P a r a -
boloid der Norma len ist gleichseitig. 

Der Cen t ra lpnnk t der E rzengenden (Artikel 213) ist der Schei-
tel des Parabolo ids de r Normalen . 

2 1 5 . Der Cent ra ipunkt de r im Artikel 2 1 3 be t rach te ten In -
volution ist d e r P u n k t , in we lchem jede E rzeugende der nächs t -
fo lgenden E r z e u g e n d e n am meis ten genähe r t is t , d. h. der Punk t , 
in dem sie d u r c h die kürzes te E n t f e r n u n g der beiden E rzeugen -
den geschni t ten wird. 

Der Ort de r P u n k t e der E rzeugenden einer Regelf läche , in 
denen jede der nächs t fo lgenden Erzeugenden am nächs ten ist, 
wird die S t r i c t i o n s l i n i e d e r F l ä c h e genannt . Um einen 
nahe l i egenden Fehlsch luss zu cor r ig ie ren ,*) wollen wir b e m e r k e n , 
dass die kürzes te E n t f e r n u n g zweier auf e inander fo lgenden E r -
zeugenden kein E lement der Str ict ionsl inie i s t ; denn w e n n 

Ja, Bb, Cc 

drei auf e inander folgende E rzeugende s ind , während ab die 
kürzes te E n t f e r n u n g der be iden ers ten von ihnen is t , so schnei -
det diese die kürzes te Distanz der zweiten und dr i t ten b'c im 
Allgemeinen n i ch t , weil diese Bb in e inem von b verschiedenen 
P u n k t e b' t r i f f t , und das E lement de r Str ict ionslinie ist nicht ab, 
sondern ab'. 

Beispiel 1. 3Ian soll die Strictionslinie des hyperbolischen Para-
boloids 

/2 y 
—ö — ^ — z bestimmen. 
a' b' 

Die Gleichungen 

a b ' a b X ' 

a b a b fi 
drücken ein Paar Erzeugende aus; sie sind der Ebene 

X y 
f = 0 a b 

parallel und ihre kürzeste Entfernung ist daher zu dieser Ebene normal 
und liegt in der Ebene 

*) Vergl. L a c r o i x , t. III, p. 668. 

B I B L I O T E K A 
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+ { f - l - i } = 0 . 

welche die erste Erzeugende im Punkte 

- b' J _ 
a' + b' 

durchschneidet. Wenn beide Erzeugende dem Zusammenfallen sich unbe 
grenzt nähern, so erhalten wir für die Coordinaten des Durchschnitts-
punktes derselben mit der kürzesten Distanz 

a' — b ' l ^ a' - b' 1 

und also 

oder 

a' + b' k'' a ^ b a' -[- b' k' 

^ = 0 
«3 ^ 

Die Strictionslinie ist daher die Parabel, in welcher diese Ebene die 
Fläche durchschneidet. Wenn man dieselbe Fläche als durch die Erzeu-
genden des andern Systems gebildet denkt, so hat sie eine zweite Stric-
tionslinie in der Ebene . 

£C y 

Für das gleichseitige Paraboloid werden die dem Scheitel entspre 
eilenden Erzeugenden die Strictionslinie. 

Beispiel 2. Man soll die Strictionslinie des Hyperboloids 

_U _ - — 1 
«2 b' c' ~~ 

bestimmen. 
Sie ist die Durchschnittslinie der Fläche mit der durch 

^ f i + l U ^ f i + - ^ f - - - ' l 
0:2 t- -t- Vc2 ^ a'J ~ 22 a'J 

dargestellten Fläche. 
2 1 6 . W i r h a b e n bei den Be t r ach tungen dieses Kapitels viel-

fach auf die T h e o r i e der K r ü m m u n g z u r ü c k g e w i e s e n , welche in 
den vorigen Kapi te ln entwickel t w o r d e n ist. F ü r die B e g e l -
f l ä c h e n wollen wir in sbesondere die F r a g e d e r D e f o r m a t i o n 
oder d e r Abwickelungsfähigkei t auf a n d e r e F l ächen noch n ä h e r 
e rö r te rn .* ) W i r k n ü p f e n sie an die F o r m e l n f*) des Art ikel 158 . 

*) Sie ist zuerst von M i n d i n g im XVIII. Bande von ,,Crelle's 
Journal", dann von O. B o n n e t in t. XIX des „Journal de l'e'cole po-
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Besitzt die be t rach te te Fläclie geradl in ige E r z e u g e n d e , so 
bilden diese ein Sys tem geodät i scher L i n i e n , welches f ü r die 
Coordinatenl in ien (i;) gewäh l t w e r d e n k a n n ; dann ist nach den 
Schlussergebnissen des Art ikel in j e n e n F o r m e l n H^ = 0, 
und m a n erhä l t aus der letzten de rse lben d u r c h In tegra t ion 

Tg' = A, 

wo A eine Func t ion von v allein i s t ; dami t abe r aus de r e rs ten 

dit'~~ g^ 

und du rch In tegra t ion und Er se t zung de r Constanten d u r c h F u n c -
tionen von V f ü r G die F o r m 

G = Lu' Mu N, 

in welcher Z = 1 , Z = 0 die be iden einzig zu un t e r sche iden -

den W e r t h e des Coefficienten von u' s ind. 
D a m i t a l s o a u f e i n e g e g e b e n e F l ä c h e B e g e l f l ä c h e n 

a b w i c k e l b a r s e i e n , i s t e s n ö t h i g u n d h i n r e i c h e n d , d a s s 
d a s Q u a d r a t d e r E n t f e r n u n g z w e i e r P u n k t e a u f d e r 
F l ä c h e i n d i e F o r m 

ds' = du' -f Gdv' 

g e b r a c h t w e r d e n k a n n , w o G e i n P o l y n o m z w e i t e n G r a -

d e s i n u i s t . 
Besch ränk t m a n sich auf den Fa l l , in welchem die F läche 

reel le ge rade E r z e u g e n d e bes i t z t , so k a n n man diesen Ausdruck 
f ü r das Quadra t von ds d i rec t geomet r i sch nachweisen. Sei OOj 
die kürzes te E n t f e r n u n g zweier unendl ich nahe b e n a c h b a r t e n E r -
zeugenden OG, OjG, — also 0 de r Cen t ra ipunk t der e r s t e ren — 
sei Oj G' paral lel zu OG und von einem P u n k t e M der le tz teren 
auf G'O^Gi die Normale MP gefä l l t , sowie von T aus PQ nor -
mal zu O j C j , so dass MQ auch normal zu O^G^ ist. Ze ichnen 

lytechnique" und zuletzt von E. B o u r (ibid. t. XXII, p. 31 f.) speciell 
untersucht worden. 

O. B o n n e t hat auf Grund von allgemeinen Formeln, welche Co-
d a z z i bei Gelegenheit des Concurs von 1860 gegeben hat, die Frage 
untersucht, ob die Regelflächen bei jeder Deformation ihre geradlinigen 
Erzeugenden behalten müssen und ob diese nicht etwa in ungerade 
geodätische Linien übergehen können und sie ist natürlich auch so da-
hin entschieden, dass das erstere stets stattfinden muss, (Vgl. ,,Comptes 
rendus" t. LVJI, p. 805.) 
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wir dann auf der Fläche eine beliebige Curve M M , und beziehen 
sie auf ein System geodätischer Coordinaten, das von den gera-
den Erzeugenden (v) und ihren orthogonalen Tra jec tor ien (m) ge-
bildet wird, so dass also « die Länge der Erzeugenden zwischen 
dem be t rach te ten Punkt und einer Anfangstrajector ie und v der 
P a r a m e t e r der allgemeinen Gleichung der geradlinigen Erzeugen-
den ist. Wi r denken zur näheren Best immung den Richtungs-
kegel der F läche , d. h. den von Parallelen zu ihren Erzeugenden 
gebildeten Kegel , und schneiden ihn durch eine concentr ische 
Kugel vom Radius Eins ; dann ist v der Bogen der ents tehenden 
sphär ischen Curve von einem gewissen Anfangspunkt aus , also 
der unendl ich kleine Winkel = dv. 

Ist dann u = a die Gleichung der Str ict ionslinie, also et 
eine bei der Deformation unveränderl iche Funct ion von v und 
[u — a) die En t fe rnung des gewählten Punktes M vom zugehöri-
gen Cent ra ipunkt , so ist 

OM = OjP = 0,0 ~ u — a, 
PQ = [u — a] dv, QM, = du. 

Aber es ist auch 

MM^^ = ds'' = du'' -f MQ' = du'' + (u — af dv'' + MP'', 
und die Grösse MP als die kürzeste En t fe rnung zweier benach-
bar ten Erzeugenden katm durch ßdv ver treten w e r d e n , wo ß 
eine bei der Deformation unveränderte Function von v ist. Man 
hat also 

G = [ u - ay -f ß''. 

Die Bedeutung von ß giebt sofort fü r den Winkel der Tan-
gen tenebene in einem beliebigen Punkt gegen die Tangentenebene 
im entsprechenden Centralpnnkt den Ausdruck von C h a s l e s 

u — a 
tan / = 

ß 

Da man fe rner findet, dass die Krümmung der bet rachte ten 
Fläche 

_ 1 dy ^ ß' 
9 du'' 

i s t , so e rkenn t m a n , d a s s f ü r d i e a u f e i n e E b e n e e n t -
w i c k e l b a r e n R e g e l f l ä c h e n i n s b e s o n d e r e ß = 0 u n d G 
e i n v o l l s t ä n d i g e s Q u a d r a t s e i . F ü r alle andern Regelflächen 
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mit reellen geraden Erzeugenden ist d i e K r ü m m u n g w e s e n t -
l i c l i n e g a t i v , d. Ii. es sind die beiden Hauptkrümmungen jedes 
Punktes wesentlich entgegengesetzt; es sind d i e w i n d s c h i e f e n 
F l ä c h e n , welche dem entsprechen. 

Wenn an Stelle von ß in dieser Formel + ß ]/— 1 treten, 
so sind die Erzeugenden imaginär , aber die Fläche selbst kann 
in dem Falle der Zulässigkeit beider Vorzeichen, d. h. des Vor-
handenseins zweier Systeme gerader Erzeugenden oder in dem 
einzigen Falle der Flächen zweiten Grades reell sein. Dem Falle 
X = 0 entspricht endlich allein das elliptische Paraboloid. 

217 . Die beiden letzten allgemeinen Formeln sind der nähe-
ren Betrachtung w er Ib. Die erste von ihnen 

V— cc 
t a n / = - — -

zeigt , dass die Tangentenebene im unendlich entfernten Punkte 
der Erzeugenden rechtwinklig zu der im Centraipunkte ist und 
zwischen beiden Grenzen alle möglichen Lagen gegen diese an-
nimmt. (Artikel 213.) Für jene ist sie parallel der entsprechenden 
Tangentenebene des Bichtungskegels. 

Ist der Winkel der Tangentenebene im Centraipunkt und der 
zweiten durch dieselbe Erzeugende gehenden Tangentenebene 
+ 45^, so erhält man als Berührungspunk te der Letzteren die 
Brennpunkte oder D o p p e l p u n k t e d e r I n v o l u t i o n d e s A r -
t i k e l 213 . 

Dagegen zeigt die zweite ^ 

_ I f l ^ ß' 
g du-' {{v-v)^ + ß ' y 

d a s s d i e K r ü m m u n g i m C e n t r a i p u n k t e i n e n M a x i m a l -
w e r t h d e r a b s o l u t e n G r ö s s e b a t u n d n a c h d e m u n e n d -
l i c h e n t f e r n t e n P u n k t e d e r N u l l z u s t r e b t . Nimmt man 
auf zwei Erzeugenden Punkte in gleicher En t fe rnung von den 
Centra ipunkten , so hängen die entsprechenden Krümmungen nu r 
von ß ab , von dem auch die gegenseitige Lage der Tangenten-
ebenen abhängt und das bei der Deformation unveränderl ich ist. 

F ü r die developpabeln Flächen ist die Grösse ß für alle E r -
zeugenden gleich Null; im Allgemeinen ist sie es nur f ü r eine 
gewisse Anzahl von Erzeugenden; in der nächsten Nähe derselben 
hat die Fläche die Eigenschaf t , auf eine Ebene entwickelbar zu 
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se in , weil in ih r die K r ü m m u n g gleich Null ist. Die Verb in-
dung be ide r Fo rme ln heb t auch den s che inba ren W i d e r s p r u c h , 
der f ü r die Cenl ra lpunkte dieser le tz teren E rzeugenden stat t f indet , 
da f ü r diese u — a = 0 , also die K r ü m m u n g sche inbar u n e n d -
lich wi rd . Diese P u n k t e vergleichen sich den R ü c k k e h r p u n k t e n 
der developpabeln F l ä c h e n ; sie t re ten h ie r isoliert au f , w ä h r e n d 
sie dor t die R ü c k k e h r c u r v e bi lden. Die T a n g e n t e n e b e n e ist in 
ihnen unbest immt.*) Alle Curven der sche inbaren Umrisse e iner 
windschiefen F läche gehen durch diese P u n k t e und tangieren in 
ihnen die en t sp rechenden Erzeugenden . 

Die K r ü m m u n g ist f e r n e r Null f ü r die E r z e u g e n d e n , denen 
ß = oo e n t s p r i c h t ; und f ü r dieselben W e r t h e ist tan / = oo, 
so lange nicht [v — « ) selbst unendl ich wird. Diese Erzeugenden 
sind zu allen Curven der s che inba ren Umrisse asymptot isch. J e n e 
P u n k t e und diese Geraden e rsche inen also wie Ecken und Kanten 
eines Po lyeders stets im sche inbaren Umriss .**) 

In j e d e r windschiefen l iegel f läche bes t immen i rgend vier 
asymptot i sche Linien auf den ge raden Erzeugenden Punktesystenu'; 
von cons tan tem Doppelverhäl tn iss , oder die asymptot ischen Linien 
bes t immen in den ge raden Erzeugenden homograph i sche T h e i h m -
gen. Hat die F läche eine D i r e c t o r e b e n e , so werden diese The i -
lungen propor t iona l . Die wohlbekann ten Eigenschaf ten der F lä-
chen zweiten Grades sind hier in enthalten.***) 

218 . F ü r das P rob l em der Abwickelung der Regelf lächeu 
.sind die {v) Gerade und somit die , (i^, Vj f ü r die ganze E r -
s t r eckung e iner (w) cons t an t , also von v allein abhängig . Die 
Coordinaten F^ , Z^ der P u n k t e de r Str ict ionslinie werden 
Funct ionen von v allein s e in , de ren W e r t h . man aus den allge-
me inen Ausdrücken von Ä, Y, Z findet f ü r u = a. Umgekehr t 
gehen aus die T , F , Z h e r v o r , indem man jenen 
die P ro jec t ionen der Länge {u — a) nach der R ich tung (A,, (Uj, v,) 
h i n z u f ü g t ; d. h . die a l lgemeinen Gle ichungen der windschiefen 
F lächen sind 

*) Das allereinfachste Beispiel bietet die Spitze des Kegels. 
**) Diese Beziehungen der scheinbaren Umrisse der Regelflächen 

zu gewissen Punkten und Linien sind von de la G o u r n e r i e (,,Journal 
de l'ecole polytechnique", t. XX) zuerst gegeben. 

***) Vergl. P. S e r r e t , ,,Tlieorie nouvelle des lignes a double 
courbure", p. 1G7, 1G9. 

Salmon, Ana l . Geom. d. Raumes. U. 2 0 
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J' (n /v̂  nf\a 
a) 

X = {u —a) cosA^ + X^^, F= (?/ — «) cos,«, + Fq, 
Z = [u — a) cos Vj Zq. 

Durch Differentiation erhält man daraus 

dX = cos Xydu - f | (m — ß ) 
d cos A, 

dv 
da 
dv 

cos A, + dx,-^ 
dv f 

dv, 

d F = cos f i j d « -}- —«) 
d cos ft, 

dv 
dcc 
dv 

cos jU, + dv j 
dv, 

dZ = cos Vj du + — a) 
d cos î , 

dv 
dcc 
dv 

cos 1', + dZ,l 
dv i dv. 

Wegen der Relation 

dX' + dF' + dZ' = du- + {(?< — «) ' + ß ' j dv ' 
müssen somit zwischen den Coefficienten der allgemeinen Gleich-
ungen und den Paramete rn a , ß die folgenden Gleichungen statt-
finden: 

/d cos /rf cos ju,,y . (d cos v^V' 

l>) 

dX^ , • ^/Z,) dcc 
+ cos (iti + cos V, = — , 

dv ^ dv ' dv dv 
d cos Aj dX(^ d cos ft, d cos v, rfZ^ ^ 

do dv dv dv dv dv 
/ d x , \ ' ^ fdF.y , ^dz 
\ dv 

Da die drei Cosinus nur zwei verschiedene Funct ionen re-
präsent ie ren , so kann man setzen 

cos A , c o s ö, sin b^, cos fi, = sin «, sin , cos v, = cos &,, 

und die ers te der vorigen Gleichungen geht über in 

dbi' -f- s in ' fc , = dv'. 

Dahei hieiht der eine der Winkel , fc, willkürlich und da 
diese Gleichung einfach ausdrückt , dass dv der Bogen der sphä-
rischen Schnittcurve sei, welche der Richtungskegel hest immt, 
so kann dieser letztere völlig heliehig gewählt w e r d e n , so lange 
man die gesuchte Fläche nur der Bedingung un te rwi r f t , dass sie 
auf eine gegebene Fläche (or, ß) abwickelbar sei. M a n k a n n 
a l s o e i n e B e g e l f l ä c h e i m m e r in d e r A r t d e f o r m i e r e n , 
d a s s i h r e E r z e u g e n d e n d e n e n e i n e s b e l i e b i g e n B i c h -
t u n g s k e g e l s p a r a l l e l w e r d e n ; i n s b e s o n d e r e a l s o a u c h 
e i n e r E h e n e . 
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dv 

2 1 9 . Hat man diesen Kegel willkiirl ich g e w ä h l t * ) , so kenn t 
man cos l , , cos/Łt^, cos in Funct ion von v; a und ß sind ge-
geben und m a n leitet aus den drei v o r h e r nicht benutz ten Be-
d ingungsg le i chungen f ü r die d re i Unbekann ten die Fo rme ln ab 

da , rf cos V, rfcosuA 
= - - cos A, -ł- /3 ( cos tt, — - — i — cos V, ; — - I, 

dv ^ \ ^ ^ dv ^ dv J 
, dYr. da , r, { d cos X, , d cos 

= + ^ l ' ' " ' — v - - ^ - j ' 
dZr. da , r, / , J cos « , d c o s A A * ^ ' ' ) 
^ = - cos V, + ř (cos - c o s „ . 

Die b inomischen F a c t o r e n von ß sind b ier die Bichtungs-
cosinus A,), fi,), Vf, de r gemeinschaf t l i chen Normalen de r E r -
z e u g e n d e n [v] u n d der nächs t fo lgenden E r z e u g e n d e n . Diese Ge-
rade ist die T a n g e n t e de r o r thogona len T ra j ec to r i e der Erzeugen-
d e n , welche d u r c h den be t r ach te t en Cent ra ipunkt g e h t , während 
die Grössen 

d cos l , d cos |U.j d cos v, 
dv ' dv ' dv 

die Rich tungscos inus e iner zur vor igen und zur E rzeugenden 
(A,, f i , , Vj) no rma len Geraden s ind , die die äussere Normale im 
Cen t r a ipunk t i s t ; und sie können dahe r analog zu Artikel 1 5 7 
d u r c h /„, m„, Uf̂  beze ichne t werden . .Jene Gleichungen werden 

dXf^ da , , o 1 — = cos A, - f /3 cos dv dv 1 ' r u 

, řř F,) da 
V,.; = ß cos^<„, 
dv dv 

d^ _ da 
dv dv 

cos l', ß cos V, 

'*) Man kann statt dessen die Erzengende einer andern Bedingung 
unterwerfen, z. B, eine gegebene gerade oder krumme Directrix zu 
schneiden; oder eine gegebene Fläclie stets zu tangieren. Denn die 

fi,, repräsentieren die Winkel der Erzeugenden (?>) mit den Ach-
sen und sind daher nur den zwei Bedingungen 

co.s2 -)- co.s^ ft, co.s'̂  = 1, 
/ d cos A,Y / d cos iu,,Y / d cos yA^ 

^ / \ / \ ) 
unterworfen. 

**) Die Substitution ihrer Integrale in die Gleichungen a) führt zur 
Darstellung aller auf einander abwickelbaren Regelflächen. 
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und es ist zu b e m e r k e n , dass du rch — ß ersetzt werden kann, 
unter g le ichmässiger E r fü l lung der Gleichungen a) . Die beiden 
F l ä c h e n , welche diesem Zeichenwechsel e n t s p r e c h e n , sind auf 
e inander abwickelbar und können als symmet r i sche F lächen be-
zeichnet werden . Man erhä l t daraus f e r n e r 

^cosA = jScos -j- (n — a) cos , g cos I = ßcos Iq — [u—a) cos Aq, 
ff cos = ß cos fif) -j- (u — a)cosm,), g cos m—ßcos m^— (u—a) cos/i^, 
g cos V = ß cos Vq + [u — ßf) cos , ff COS n = ß cos «ö — c o s Vq, 

und durch E i n f ü h r u n g des "Winkels J, den die Tangen tenebene 
im P u n k t e [ti, v) mit der im Cent,raipunkte b i lde t , (Artikel 216) 
wegen ß = g cos J, u —a — — ö' sin J, also 
cos X = cos Aq co s / — cos Iq sin / , cos 1 — cos /q c o s J -}- cos Â  sin / , 
cos;«. = c o s f x , , , c o s / — c o s s i n / , cos»j = cos?MqCos / - | - cos f t ^ s in / , 
cos V = cosvq cos /—cos? iQ s i n / , cosn = cosnyCos / - j - cosv,, s i n / . 

Mit Hilfe der Formeln der Artikel 157 , 158 k a n n man dann 
die W e r t b e von ff, / / j , T bes t innnen und erhäl t f ü r v^ als eine 
willkürl iche Funct ion von v 

g' gdv 
odei' 

g^ 

Somit e r f äh r t die Torsion der geradl inigen Erzeugenden 
du rch die Deformation keinerlei V^cränderung, während in den 
Ausdruck von ff die von der Wahl des Richtungskegels abhängige 
Grösse dv^ e in t r i t t , welche geometr isch als der AVinkel der k ü r -
zesten Entfernuirg 00^ gegen die Jiächstfolgende Lage der kü rze -
sten E n t f e r n u n g , der Contingenzwinkel des Ricbtungskegels , das 
Element des sphär i schen Schnit tes des Suppicmenta rkege l s und 
analyt isch durch die Formeln definiert ist 

dv^ = cos Aq d cos -j- cos (Uq d cos -j- cos v^ d cos 

= -—• cos /q d cos Aq — cos ?«Q d cos (Wq — cos «q d cos Vq 

= [d cos2 Aq -}- d cos^ jitQ -}- d cos' Vq)"̂  

= ((/ cos- /q -f- d cos^ Wq -Ą- d cos^ Wq)̂ . 

Da ff die Ivrümmung des zur Erzeugenden normalen Schnit-
tes und gdv der Bogen dieses Schnit tes i s t , so ist — [dJ - f dv^ 
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sein Contingeuzwinkel ; es veränder t sich aher J nicht hei der 
Deformation der F läche , und man erhäl t nach dem eben er läu-
ter ten Wesen der Grösse dv^ den Satz: W e n n m a n e i n e w i n d -
s c h i e f e F l ä c h e d e f o r m i e r t , so v a r i i e r t d e r C o n t i n g e n z -
w i n k e l a l l e r z u r n ä m l i c h e n E r z e u g e n d e n n o r m a l e n 
S c h n i t t e g e n a u n a c h d e r G r ö s s e , u m w e l c h e d e r e n t -
s p r e c h e n d e C o n t i n g e n z w i n k e l d e s R i c h t u n g s k e g e l s 
w ä c h s t o d e r a b n i m m t . 

2 2 0 . W e n n man die gef imdenen Wer the von / / , / / j , T in 
die Schlussgleichung des Artikel 159 einsetzt , so erhält man 
einerseits die geraden Erzeugenden , anderersei ts Curven von der 
Dilferentialgleicbung 

d{J + v^ 
gdv I ß 2 cos / dv ' 

oder 

^ J_ r ^ d_l J^ßldjh ßdax 
dv 2ß Irfř' ^ ' ^ dv ^ ' ^ ^ dv ^ ^ dvi 

als Ort der Punk te von der Krümmung Null, Wir setzen 

tan ö = ——, 
gdv 

indem wir § als den Winkel dieser Linie mit der Perpendicularen 
betrachten. Man kann die Gleichung der Krümmungsl inien nicht 
allgemein in tegr ie ren , kann aber fü r den Fall der Regelflächen 
an ihrer Statt gewisse andere Curven be t rach ten , welche in jedem 
Punkte die Elemente der Krümmung der Fläche bestinmien. Ih re 
Gleichung ist 

J v^ ~ rv, 

mit w als e iner willkürlichen Constanten; nennt man y den W'in-
kel , un ter welchem diese Linien [iv] die Perpendiculare schnei-
den , so ist 

d [J + V,) 

tan y 

und somit 

dv dv 1 d [J v^ 
gdu dJ cos J dv 

^dJc 

tan (5 ^ tan y , 

d. Ii. d i e R i c h t u n g d e r P e r p e n d i c u l a r e n u n d d i e d e r 
L i n i e {w) s i n d i n j e d e m P u n k t e d i e R i c h t u n g e n v o n 
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T a n g e n t e n d e r h y p e r b o l i s c h e n I n d i c a t r i x d e r F l ä c h e 
n a c h z w e i c o n j u g i e r t e n D u r c h m e s s e r n . 

Wenn man also die Linie w gezeichnet d e n k t , so k e n n t man 
fü r den betreffenden Punkt der Fläche zwei conjugier te Durch-
messer der Indicatrix und erhält die Richtungen der Asymptoten 
und der Hauptachsen, und selbst die Grösse dieser Letzteren, 
da ihr P roduc t bekannt ist. 

Denken wir beispielsweise eine F läche , deren Erzeugende 
einer festen Ebene parallel sind und diese Ebene in einen Kegel 
t ransformiert . Sei OM die Erzeugende , MN die Perpendicu la re 
bis zu nächsten Erzeugenden O^N, M N ' die Tangente der Curve 
[iv) und MP die zweite Asymptote der Indicat r ix , d. h. P die 
Mitle von NN'. Man kann nun die Ebene der wagerechten Achsen 
in zweierlei Art auf einen Kegel auf ro l len ; nämlich im positiven 
Sinne, so dass H auf Grund des negativen — dv^ verni indert 
wird , und im negativen Sinne, mit wachsendem iT und also unter 
Annäherung der Linien MN', MP an MO. 

Dreht man innner im nämlichen S inn , indem man die Con-
tingeuzwinkel des Kegels stetig wachsen lässt , so schneiden sich 
(he Asymptoten der Indicatrix unter einem stetig abnehmenden 

Winkel , welcher wegen der ünbeschränkthe i t von un te r jeden 

beliebigen Wer th gebracht werden kann . Wi r haben also hier 
eine unbeschränkte Annähe rung , obwohl nie vollständiges Zusam-
menfallen mit einer developpabeln Fläche, je m e h r der Hichtungs-
kegel sich zusammenzieht. 

221 . Wir haben gesehen , dass während der fortschrei tenden 
Deformation der Fläche die zweite Asymptote der Indicatrix um 
den Punkt M drehend alle möglichen Lagen annehmen kann. 
Unter allen F o r m e n , die man der Fläche in der Nachbarschaft 
der Erzeugenden M geben k a n n , ist daher immer eine, in wel-
cher diese Asymptote mit der Tangente MN der Perpendiculare 
zusammenfäll t . Dann ist in diesem Punkte M der Erzeugenden 
die Krümmung II gleich Nul l , die Osculationsebene der Pe rpen-
diculare fällt in die Tangentenebene der F l äche , und die Erzeu-
gende ist die l lauptnormale derselben Curve (i<). 

F ü r jede Erzeugende einer beliebigen Uegellläche giebt es 
zwei Punk te , in welchen sie mit der l l auptnormale von [u) zu-
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saninienfällt. Die Gleicliung für II im Artikel 220 giebt für 
/ / = 0 

t X dß \ , oo dv, , ß da 
^ ( « - « ) - + ^ ( " - " ) + + = 

eine Gleichung vom zweiten Grade für w. F ü r dv, = 0 ist eine 
ihrer Wurzeln unendlich gross, d. h. einer jener Punkte ist in 
jeder Erzeugenden unendlich ent fernt , wenn der Fläche der be-
sondere Fall einer Uichtungsebene entspricht. Wenn die zweite 

Wurzel gleichfalls den Werth Null haben soll, so muss = 0 
® dv 

sein. 
Man kann mit B e r t r a n d die Frage aufwerfen, u n t e r w e l -

c h e r B e d i n g u n g d i e s e E i g e n s c h a f t f ü r a l l e P u n k t e 
e i n e r g e w i s s e n o r t h o g o n a l e n T r a j e c t o r i e d e r E r z e u -
g e n d e n s t a t t f i n d e n k a n n ? Dazu ist nöthig, dass eine der 
Wurzeln der obigen Gleichung von v unabhängig sei. Sind diess 
beide Wurzeln, so sind die Erzeugenden der Fläche gleichzeitig 
die Ilauptnormalen zweier Curven, Ist die Gleichung eine Iden-
tität, so besitzen die Erzeugenden der Fläche diese Eigenschaft 
in Bezug auf alle ihre orthogonalen Trajectorien. Ein constanter 
Wer th , also wegen der Willkürlicbkeit des Anfangspunktes u = 0, 
befriedigt die Gleichung für 

dv 

oder 

da dß 
dv, ß ß 

' — dv dv 

+ ß' 

a 
v, - f arc. tan — = const . , 

d. h. m a n k a n n d i e s e r B e d i n g u n g s t e t s d u r c h s c h i c k -
l i c h e A n n a h m e d e r F u n c t i o n v̂  g e n ü g e n , v o n w e l c h e r 
d e r R i c b t u n g s k e g e l u n d d i e s p e c i e l l e F o r m d e r F l ä c h e 
a b h ä n g t . 

Hat man sie e r fü l l t , so wird die Gleichung der Curven von 
der Krünmiung Null (Artikel 220) 

2ß = « (u-1.) + f ] , 
dv Idv dv) 

also linear, wenn man — zur Veränderlichen macht. 
u 
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Damit ilie E r z e u g e n d e n die Haup tuo rma len zweier Curven 
se i en , sind die Bed ingungen 

zu e r f ü l l e n , in denen p und n wil lkürl iche Constanten beze ich-
nen . Die In tegra t ion f ü h r t zu 

a = p ^ 171 cos 2 , ß = q in s\n 

mit m u n d q als Cons tan ten , die du rch die Relat ion n' = vi' — q' 
v e r b u n d e n sind. 

Die P a r a m e t e r der F läche « und ß müssen dann die De-

d ingungsg le ichung « 

( a - p ) ' + [ ß - q f = 

e r fü l l en f ü r dre i schickl ich gewähl te Cons tanten p , q , m. 
Die Grundg le ichung wird endl ich eine Ident i tä t f ü r die gleich-

zeit igen Red ingungen 

dv dv 

welche nu r f ü r die flachgängige Sch raubenf l äche e r fü l l t s ind. 
Alle Lin ien der K r ü m m u n g Null sind dann solche o r thogona le 
T r a j e c t o r i e n , welche die E rzeugenden zu I l aup tno rma len haben .* ) 

2 2 2 . Man kann als S c b r a u b e n - R e g e l f l ä c h e n alle die-
jen igen F lächen beze ichnen , welche d u r c h diejenige R e w e g u n g 
e iner Geraden längs e iner gegebenen Schraube id in ie e rzeugt we r -
den k ö n n e n , bei der sämmtl iche Punk te der Geraden S c h r a u b e n -
linien de rse lben Neigung und von gleicher Achse du rch l au fen . 
F ü r dieselben ist die Str ic t ionsl inie e ine Sch rauben l i n i e , un te r 
allen auf ihr hegenden d ie jen ige , deren Cylinder den kle ins ten 
Ha lbmesse r hat.**) Dieser Ha lbmesse r , die geme insame S te igung 
de r Schrauben l in i en und de r Winkel der E rzeugenden gegen die 
Achse des Cylinders , d. h . die Grösse b^, bes t immen die S c h r a u b e n -
Regelf läche. 

*) Für die Theorie der Linien auf den windschiefen Flächen ver-
gleiche man P. S e r re t ' s ,, The'orie nouvelle des lignes à double cour-
bure" (p. 143 f.). 

**) Für den sehr speciellen Fall der scharfgängigen Schrauben 
der Technik ist dieser Halbmesser gleich Null und der Cylinder auf 
seine Achse reduciert, die dadurch zur Directrix wird. 

http://rcin.org.pl



Der Ricli t i ingskegel ist ein ünu l r eh i ingskege l um jene Achse. 
Die Cen t r a i ebene f ü r jede E r z e u g e n d e , d. h. die en t sp rechende 
N o r m a l e b e n e des Rich tungskege l s , ist z u r Achse para l le l , also 
den Cylinder des s che inba ren Umrisses t ang i e r end . Die Str ic t ions-
l inie d e r F l ä c h e ist i h r e B e r ü h r u n g s l i n i e mi t diesem Cylinder. 

Lässt man b^ von Null bis 180® w a c h s e n , so e rhä l t man 
alle mögl ichen F l ächen dieser Art. Man ha t daher f ü r diese 
H ä c h e n 

Cr = [u — rvY -1- ßl 

mit r und ß als l inearen Cons tan ten , von denen ß wesentl ich 
positiv ist. Sie sind deshalb auf e infache Umdrehungshyperbo lo ide 
a b w i c k e l b a r , welchen dieselbe F o r m von G e n t s p r i c h t ; diese ge-
h ö r e n als speciel le Fäl le der Fami l ie an . 

In der T h a t f ü r et = rv, ß = cons t . , db^ = 0 , also 
dv = sin byday l iefer t die In tegra t ion der Gle ichungen c) 
des Art ikel 2 1 9 die Gle ichungen der Str ict ionsl inie in der F o r m 

JTjj = (— ß cos by + r sin b^} sin sin a , , 
Fq — — (— ß cos by + r sin fej) sin cos a , , 
Zq = ( ß sin by + r cos fe,) sin fe, (a, - f c). 

Um die gewöhnl iche F o r m der Gle ichungen der Sch rauben-
linie zu e r h a l t e n , ha t man an Stelle des die R ich tung des Grund-
r isses der E r z e u g e n d e n bes t immenden Winke l s den en tspre-
c h e n d e n Winke l des Radius des Cylinders oj e i n z u f ü h r e n , fü r den 

TC , , V . • . 
a, = 1- (», 0) = -1- — s m «1 = cos co, cos a, •=— sm co 

^ 2 — sm ^ 1 

sind. F ü r 

i? = ( — cos + r sin ft,) sin ft, u. ^ •= {ß sin + r cos &,) sin è , 
2 TC 

sind sie dann 

Xq = R cos 0), F„ = R sin co, Zq = ^ co. 

Man e rhä l t aus den E l e m e n t e n R, h, è, die Constauten 
r und ß des Bogene lemen t s ds' 

Ä + ^ cot ft, = + r , ^ iž cot ft, = ß*) 

*) Für ß = 0 entsteht die entwickelbare Schraubenfläche. 
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Kennt man nur r und ß, so ist eines der drei Elemente 
der Schrauben-Regelfläclie unbestinmit . Die folgende Construction 
ersetzt die R e c h n u n g : Man trägt auf OÄ die Länge O A = = : + r , auf 
OZ die Länge OB ^ + ß ab und beschreibt die vier Kreise OAB. 
Zieht man dann durch A eine beliebige Sekante AM, welche den 
Kreis AOB in M schneidet ; so erhäl t man eine Schrauben-Regel-
l läche, f ü r welche 

B = OP, ^ = MP, L MAP = hl 
2 Tt 

i s t , wenn P den Fusspunkt der von M auf OX gefällten Senk-
rechten bezeichnet. Jeder Lage der Sekante entsprechen zwei 
Lösungen, u n d , da die durch den zweiten Punkt A parallel zur 
ersten gehende Sekante auch zu berücksichtigen ist, eigentlich 
vier Lösungen des Problems fü r jeden Winkel h^', jedoch hat man 
nur auf die in der positiven Achse projicierten Punkte M Rück-
sicht zu nehmen nöthig, da sonst jede Lösung zweimal vorkonimt. 
Unter den besonderen Fällen kann man hervorheben 

]) = 90", die Schraubenregelf läche mit Richtungsebetie; 

cot = 0 , iž = r , ~ ^ -f 
^ 275 

2) tan b, — + —, R ^^ = + ß; die Schrau-
— r 27t — 

benregell läche mit geradliniger Directiix. 

T 
3) tan = R = r, ä = 0 ; eine Umdrehungs-

r 
lläclie, nämlich ein einfaches Hyperboloid. 

Die allgemeinen Formeln liefern die folgende Form der 
Gleichungen der Schraubenregell lächen fü r 

PM — Q = (k — rv) sin b,. 

X = R cos 0) — Q sin co, Y R sin w + p cos w, 

h 
Z = ^ CO 4- cot hl. 

2 Tt 
Dann, ist 

cosAi = — s i n f t i s i n « , c o s = + cos w, cos Â  = + cosö^ sin w, 
c o s j t t i = s in^i cosw, c o s m Q = + sinto, cosjito = + cosž^icosro, 
cosvi= cos&i , cos«o = 0 , cosv„ = + sinfti ; 

dvi == + cot bi dv = cos b^ dco ; 
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11= ^ i^oih, ßr 
g'^' gdv g g^ 

Die Gle ichung der Linien von der K r ü n m i u n g Null ist 

du Hg'^ r ^ cot 6, 
dv ~ ~ ^ " " "2 — ^ ' ß ' 

welche d u r c h E i n f ü h r u n g de r Grössen 9 und w in 

ü b e r g e h t und a l lgemein in tegr ie r t werden kann . 
Die Gle ichung der Krümmungs l in i en wird 

ßdQ' + ((>2 cot ft. — ßR) dcùdQ — ; - 4- ß2 siu2 ftj) d a ' = 0 
2 7t 

und in t eg r i e r t sich im Allgemeinen durch ell iptische F u n c t i o n e n ; 
du rch gewöhnl iche Func t ionen aber für h = 0 oder cot = 0, 
welches den Umdrehungs f l ächen und den F l ä c h e n mi t R ich tungs-
ehene en tspr ich t .* ) 

2 2 3 . Einige ande re B e m e r k u n g e n widmen wir noch den 
F lächen des Art ikel 182 und den Conoidf lächen des Art ike l 175, 
um das dor t Gegebene zu e rgänzen . 

Die beze ichne ten F lächen sind windschiefe Rege l f lächen mi t 
Hich tungsebenen . Von den Schraubenrege l f l ächen gehö r t die der 
flachgängigen S c h r a u b e zu i hnen und zwar in sbesonde re zu den 
g e r a d e n Cono iden , denn ih re ge rade Directr ix ist n o r m a l zu ih re r 
R ich tungsehene . Das Paraboloid ist ein Conoid in zweier lei Ar t ; 
deshalb hat es auch zwei St r ic t ions l in ien . (Artikel 215 , Beisp. 1.) 
Nach Artikel 2 1 4 ist die R ich tungsebene die gemeinschaf t l iche 
l i i cb tungsebene aller b e r ü h r e n d e n Parabolo ide der Regelf läche 
mit R ich tungsebene . Jede F läche dieser Art ha t e ine unend l i ch 
en t f e rn te E r z e u g e n d e , die Stel lung i h r e r R ich tungsebene . 

Die G e r a d e n , in welchen die kürzes ten E n t f e r n u n g e n de r auf 
e inander fo lgenden E r z e u g e n d e n en tha l ten s i n d , b i lden einen zu r 
Uichtungsebene no rma len Cyl inder , welcher der F l äche nach ih re r 
Strict ionslinie umgesch r i eben ist. Diese giebt also den s i ch tba ren 
Umriss de r o r thogona len Pro jec t ion d e r F läche auf die Rich tungs-

**) Für die Abwickelung der Umdrehungsflächen verwei en wir auf 
das Memoir von E. B o u r , a. a. O. p. 78 f. 
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e b e n e ; sie wird umhüll t von den Project ionen der Erzeugenden. 
Die Berührungsebenen der Fläche in den Centraipunkten der Er -
zeugenden sind normal zur Richtungsebene. 

Die Conoide mit geradliniger Directrix (Artikel 175) , normal 
zur Richtungsebene , haben die letztere zur StrictionsUnie; die 
Cent ra ipunkte der Erzeugenden liegen also in dieser. 

Die nähere Er läu te rung dieser Verhältnisse giebt am bequem-
sten die darstellende Geometrie. 
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IV. Kapitel. 

Von den Flächen, welche aus Flächen zweiter 
Ordnung- abgeleitet werden. 

224 . Es erscheint angemessen, vor dem Uehergang zur 
Theor ie der Flächen drit ter Ordnung einige mit dem Inhalt der 
vorigen Kapitel näher verbundene Flächen zu un te r suchen , welche 
aus den Flächen zweiten Grades abgeleitet werden. Ableitungen 
dieser Art sind sehr mannichfalt ig und es ist geboten, sich auf 
die wichtigsten zu beschränken. So erwähnen wir nur gelegent-
lich der folgenden: In einer auf ihre Hauptachsen bezogenen 
Fläche zweiten Grades fällt man von den Coordinatenfusspunkten 
eines Punktes der Fläche auf seinen centralen Hadius vector Nor-
malen und sucht den geometrischen Ort der Fusspunkte der-
selben. 

Man lindet le icht , dass ans der Gleichung 

f [x, Ž/, z) = 0 

der Originallläche allgemein die Gleichung des fraglichen Ortes 

in der Foiin 
f [xu, %ju, zu) ~~ 0 

hervorgeht fih' 
• _ x' Ą- iß Ą- z' 

" ~ + y' 

bei Betrachtung der Fusspunkte der z ; f ü r 

x' y' z' 
" = + z^ 

bei der der x , etc. Und f e r n e r , dass die successive Ableitung 
einer dr i t ten, vier ten, etc. Fläche aus der so erhal tenen zweiten, 
etc. auf die allgemeine Gleichung 

http://rcin.org.pl



f [xii", yu", zu"") = O 

fiilirt . I n sbesonde re f ü r das dre iachs ige Ellipsoid al lgemein 

nnd speciell 

+ ^ + + y ' + = + y ' ) ' ' 

f ü r die Kugel vom Uadius r 
(^2 + y2 ^2)3 ^ ^2 (^2 

2 2 5 . W i r bande ln b ie r zuers t von de r W e l l e n f l ä c h e von 
F r e s n e 1. *) 

W e n n m a n auf de r E b e n e eines beliebigen Centra ischni t tes 
e iner F l ä c h e zweiten Grades eine Normale im Cen t rum e r r i ch te t 
imd auf ihr von diesem aus die Acbsenlängen des Querschni t t s 
a b t r ä g t , so ist de r Or t der e rha l t enen E n d p u n k t e eine F läche 
von zwei Män te ln , die Wel lenf läche . Ih re Gleichung wird daher 
di rect aus de r F o r m e l der Artikel 97 , 9 8 des ersten Bandes ab-
gele i te t , in welcher die Längen der Achsen eines Querschni t t s 
in Funct ion der von d e r Normale desselben mi t den Achsen der 
F läche gebi ldeten Winke l dargestel l t w u r d e n . Die näml iche Gleich-
ung d r ü c k t die l{elalion a u s , in welcher die Länge des Radius 
vectors der Wel lenf läche zu den Winkeln s t e h t , die e r mit den 
Achsen bildet. Die Gle ichung de r Wel lenf läche ist dahe r 

a'x'' b^y' c'z' 
+ r r - ^ + 3 -9 = 0 , 

f ü r 
= x'' + y- + z'. 

Oder entwickel t 
[X'' + _,_ .2) («2^2 _,_ ^2^2) 

— [a''x'' [b' - f c') + V'y'' {c' -j- a'') + c^z^ + b'')} - f a''b''c'' = 0.* ' 

*)• Memolres de l'Institut, t. VII, p. 13G; 1827 veröffentlicht. 
'**) Man erhält dieselbe Gleichung auch als diejenige der Enveloppe 

einer Ebene ' 
!x my nz cp, 

deren Coefficienten den Bedingungen 
p ,„2 -1- „2 = 1, 

_ ^ _ _ 
cp^'— «2 «̂••ä — b^ 9a — c2 ~~ 

unterworfen sind. 
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Aus d e r ers ten F o r m erhel l t zug le ich , dass d e r Durchschni t t 
der W e l l e n n ä c h e mit e iner concen t r i s chen Kugel ein sphä r i sche r 
Kege lschni t t ist. 

2 2 6 . D e r Q u e r s c h n i t t d e r F l ä c h e d u r c h e i n e d e r 
I I a u p t e h e n e n , z. B. die E b e n e de r z, z e r f ä l l t i n e i n e n 
K r e i s u n d e i n e E l l i p s e ; denn seine Gle ichung ist 

(a;2 4 . _ («2^2 ^ _ «2^2) ^ Q. 

Diess erg iebt sich auch geome t r i s ch ; denn w e n n wir e inen 
die Achse de r z en tha l t enden Schni t t de r e r zeugenden F läche 
zweiten Grades b e t r a c h t e n , so ist e ine der Achsen desselben 
gleich c, w ä h r e n d die a n d e r e Achse in d e r E b e n e xy liegt. W e n n 
wir d a h e r im Cen t rum eine Normale zu r Schn i t t ebene e r r i ch ten 
und auf ih r die Längen dieser Achsen a b t r a g e n , so beschre ih t 
d e t e ine E n d p u n k t einen Kreis vom Halbmesse r c, w ä h r e n d den 
Ort des a n d e r n der I l aup tschn i t t der e rzeugenden F läche zweiten 
G r a d e s , n u r um 90" g e d r e h t , wiedergiebt . 

D i e F l ä c h e b a t d a h e r i n j e d e r d e r H a n p t e h e n e n 
v i e r D o p p e l ] ) u n k t e , nämlich die Durchschn i t t spnnk te des Krei-
ses u n d de r El l ipse , die oben e r w ä h n t sind, W'enn x', y' die 
Coord ina ten eines dieser Durchscbn i t t spnnk te s ind , so hat der 
T a n g e n t e n k e g e l , we lcher diesem Doppe lpunkt en t sp r i ch t , nach 
Artikel 9 die Gleichung 

4 [xx + yy' — c') («W + b'y y' — a^'')'+ («^ _ c'') {b'' — c'') = {). 

W e n n wir die e r zeugende F läche zweiten Grades als ein 
Ell ipsoid vorausse tzen , so ist o f f e n b a r , dass in dem Falle des 
d u r c h die Achse z g e f ü h r t e n Schni t tes de r Kreis vom Radius c 
ganz inne rha lb der Ell ipse von den Achsen a nnd h , und im 
Fal le des durch die Achse x g e f ü h r t e n Schni t tes de r Kreis vom 
Radius a ganz ausse rha lb der Ellipse von den Achsen b und c 
l i eg t ; in Fo lge dessen e rsche inen nu r in den d u r c h die Achse y 
g e f ü h r t e n Schn i t t en ree l le Doppelpnidvte, ofl'enbar die Punk te , 
welche den Kre isschni t t en des e rzeugenden Ellipsoids e n t s p r e c h e n ; 
denn man e rhä l t 

*) Für diese Wertlie und y = 0, r ' = ft® verschwinden die drei er-
sten Differentiale der Gleichung der Fläche zugleich mit dieser selbst, 
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Die iinendlicli en t fe rn ten P u n k t e der F l ä c h e , d. i, ih ren 
Schni t t mit de r unendl ich e n t f e r n t e n E b e n e , stell t das Prot luct 
der Fac to ren 

- I - y 2 ^ 2 ^ 2 

d a r , und j ene r Schni t t kann daher als die V e r b i n d u n g eines ima-
g inä ren Kreises und e iner Ellipse angesehen w e r d e n , welche vier 
imaginäre Doppelpunkte der F läche in unend l i che r E n t f e r n u n g be-
dingt, D i e W e l l e n f l ä c h e h a t d a h e r i n A l l e m s e c h s z e h n 
D o p p e l - o d e r c o n i s c h e P u n k t e , j edoch sind n u r vier von 
ihnen reell . Sie sind nach der vorausgesetzten E n t s t e h u n g die 
gemeinschaf t l ichen P u n k t e beider Mäntel der F läche . 

2 2 7 . Die Wellenfläche gehör t zu e iner Klasse von F lächen , 
welche man als A p s i d a l f l ä c h e n beze ichnen k a n n . 

W e n n i rgend eine F läche gegeben i s t , und d u r c h e inen be-
liebigen als Pol g e n o m m e n e n P u n k t ein ebene r Schni t t de r F läche 
g e f ü h r t w i rd , um dann die A p s i d a l - H a d i e n , d. h, den Maximal-
und Minimalwerth der Hadien vectoren auf der im Pol e r r i ch te -
ten Normale der Schni t t ebene a b z u t r a g e n , so ist de r Or t der 
E n d p u n k t e dieser Normalen die aus der gegebenen F läche h e r -
vorgeheiule Apsidallläcbe. 

Die Gleichung der Apsidall läcbe kann innne r so wie in» Ar-
tikel 9 8 des e rs ten Handes ge funden werden . Man bildet zuers t 
die Gle ichung der Kegel f läche , welche den Pol zum Scheitel hat 
und die Diu'chscbnittsl inie de r gegebenen F läche mit e iner Kugel 
vom Hadius r enthäl t . Wie am a n g e f ü h r t e n Orte wird bewiesen, 
dass jede Kante dieses Kegels ein Apsidalradius des mit de r F läche 

{«2 —c») + (fix^ 4 - 4 - f V } . etc. 
zum Zeiclien der Singularität der Punkte. 

Die zweiten Differentiale werden 

• = ^22 = - 2 [a^-b^) {h^-c«), 

U,, = U,, = U,, = 0 , 

Aus ihnen entspringt die Gleichung des zugehörigen Tangentenke-
gels in der Form 

_ _i I + _ 0 4 , J T - r _ e2)} i «Ĉ  
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Fig. 4. 

d u r c h die zugehör ige T a n g e n t e n e h e n e desse lben gebi lde ten Schni t -
tes ist. W e n n m a n dann die Gle ichung des Reciprocalkegels 
b i lde t , dessen Kan ten zu den T a n g e n t e n e b e n e n des e r s t en n o r -
mal s i n d , so e rhä l t man alle die P u n k t e der Apsidalf läche, welche 
den T a n g e n t e n e b e n e n des a n g e n o m m e n e n Kegels en t sp r echen . 
Be t r ach t e t m a n r in der Gleichung dieses le tz te rn Kegels als 
v e r ä n d e r h c h , so stellt sie die Gle ichung d e r Apsidalf läche da r . 

2 2 8 . W e n n OQ ein Radius vector der e r z e u g e n d e n F läche 
und OP die Norma le zur T a n g e n t e n e b e n e derse lben im P u n k t e Q 
i s t , so ist OQ ein Apsidalradius des jenigen Schni t t es d e r F läche , 
welcher d u r c h OQ und d u r c h die zur E b e n e POQ n o r m a l e Gerade 
OB. h i n d u r c h g e h t . Denn die T a n g e n t e n e b e n e in Q geh t d u r c h PQ 
und ist zur E b e n e POQ normal , die 
T a n g e n t e des Schni t tes QOR liegt 
in der T a n g e n t e n e b e n e und ist da-
h e r auch n o r m a l zur E b e n e POQ. 
Weil endl ich OQ zur T a n g e n t e im 
Schni t t QOB n o r m a l is t , so ist sie 
ein Apsidal radius dieses Schni t tes . 
Daraus folgt a u c h , dass der dem 
P u n k t Q en t s j i r echende Radius der 0 F 
Apsidalfläche in der Ebene POQ l iegt , und n o r m a l und gleich 
mit OQ ist. 

2 2 9 . D i e N o r m a l e d e r T a n g e n t e n e b e n e d e r A p s i d a l -
f l ä c h e i n T l i e g t a u c h i n d e r E b e n e POQ u n d i s t n o r -
m a l z u u n d g l e i c h m i t OP.*) 

Ret r ach t en wir zuers t e inen zu OT unendl ich n a h e n Radius 
OT' der Apsidalf läche in der zu POQ no rma len E b e n e TOR, so ist 
nach de r Definit ion OT' e inem Apsidalradius des Schni t tes de r 
Originalf läche d u r c h eine zu OT' n o r m a l e E b e n e gleich und diese 
E b e n e muss d u r c h OQ gehen . F e r n e r ist ein Apsida l radius eines 
Schni t tes d e m nächs t fo lgenden Radius gleich und de r Apsidalra-
dius e ines d u r c h OQ gehenden und der E b e n e QOR unendl ich 
nahen Schni t tes also gleich OQ. Daraus fo lg t , dass OT = OT' 
und somit die T a n g e n t e des Schni t tes TOR no rmal zu OT und 
somit n o r m a l zur E b e n e POQ ist. Die Normale der T a n g e n t e n -

*) Die.se Sätze verdankt man M a c - C n l l a g h , „Transactions of 
the Royal Irish Aeademy", vol. XVI. 

Salmon, Anal . Geom d. Raumes. II. 2 1 
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ebene in T muss daher in der Ebene POQ l iegen, welches «1er 
erste Theil der Hehanptnng ist. 

Wir bet rachten dann zweitens einen unendl ich nahen Hadins 
OT" in der Ebene POQ; er ist einem Apsidalradiiis des Schnittes 
ROQ' gleich, wo OQ' unendlich nahe bei OQ ist. Und da dieser 
Apsidalradins wie vorher als unendlich nahe OQ' diesem gleich 
is t , so ist OT" sowohl gleich als normal zu OQ'. Daher ist der 
Winkel T"TO dem Winkel Q'QO gleich und die Normale OS 
gleich und normal zu OP. 

Die Symmetr ie der Construction zeigt, dass , wenn eine Fläche 
A die Apsidalfläche von B i s l , umgekehr t B die Apsidallläche 
von A sein nmss. 

230 . D i e r e c i p r o k e P o l a r e e i n e r A p s i d a l f l ä c h e i n 
B e z u g a u f d e n A n f a n g s p u n k t 0 i s t i d e n t i s c h m i t d e r 
A p s i d a l f l ä c h e d e r r e c i p r o k e n P o l a r e d e r O r i g i n a l f l ä c h e 
i n B e z u g a u f 0. 

Wenn wir in OP, OQ Stücke Op, Oq ab t r agen , die zu jenen 
indirect proport ional s ind, so erhal ten wir in diesen einen Badius 
vector und die entsprechende Normale zur Tangentenebene der 
Beciprocalfläcbe der gegebenen Fläche. 

Und wenn wir diesen gleiche Stücke in den Linien OS, OT 
ab t ragen , welche in ihrer Ebene liegen und auf ihnen res|)ective 
rechtwinklig s ind, so haben wir nach dem letzten Artikel einen 
Badius vector und die entsprechende Normale zur Tangentenebene 
der Apsidallläche der Beciprocallläche bestimmt. Aber dieselben 
Längen sind als indirect proport ional zu OS, OT auch ein Badius 
vector und eine Normale zur Tangentenebene der Reciproken 
der Apsidalfläche. Die Apsidalfläche der Beciproken ist daher 
identisch mit der Iteciproken der Apsidallläche. 

I n s b e s o n d e r e i s t d i e B e c i p r o k e d e r a u s e i n e m 
g e g e b e n e n E l l i p s o i d a b g e l e i t e t e n W e l l c n f l ä c h e d i e 
W e l l e n f l ä c h e d e s R e c i p r o c a l - E l l i p s o i d s . 

Man erkennt auch in anderer Weise, dass die Reciproke 
einer Wellenfläche eine Fläche vierter Ordnung sein muss. Dem) 
die Reciproke einer Fläche vierter Ordnung ist nach Artikel 2 0 
im Allgemeinen von der sechs und dreissigsten Ord n u n g ; diese 
Ordnungszahl wird aber durch jeden Doppeli)unkt der Fläche um 
zwei Einheiten reducier t und k(Hnmt sonnt durch die sechszehn 
Doppelpunkte der Wellenfläche auf vier herab. 
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Beispiel. Man beweist leicht den folgenden Satz: D ie b e i d e n 
M ä n t e l d e r W e l l e n f l ä c h e s i n d r e c i p r o k e P o l a r e n i n B e z u g 
a u f d a s E l l i p s o i d 

r + bc 
yi 
ca 

Manche andere Ergebnisse folgen aus ihm. 
Da e inem K n o t e n p u n k t oder coniscben P u n k t e iner F läcbe , 

als e inem P u n k t e , we lchem unendl ich viele e inen Kegel zwei ten 
Grades u m h ü l l e n d e T a n g e n t e n e h e n e n de r se lben e n t s p r e c h e n , eine 
T a n g e n t e n e b e n e de r Reciprocal i läche e n t s p r i n g t , welche mi t die-
ser e ine unend l i che Zahl von B e r ü h r u n g s p u n k t e n in e inem Kegel-
schni t t gemein h a t , so folgt aus der Existenz von vier reel len Dop-
pe lpunk ten de r W e l l e n ü ä c h e und der W a h r h e i t , dass die Bec ip roke 
e iner Wel len l l äche wiede r eine Wel lenf läche i s t , d i e E x i s t e n z 
v o n v i e r r e e l l e n T a n g e n t e n e h e n e n d e r W e l l e n f l ä c h e , 
w e l c h e d i e s e i n j e e i n e m K e g e l s c h n i t t b e r ü h r e n . * ) 

2 3 1 . Die fo lgenden Hilfssätze fö rde rn den Beweis : 1) W e n n 
zwei zu e i n a n d e r n o r m a l e und d u r c h einen festen P u n k t gehende 
Gerade sich in fes ten E b e n e n b e w e g e n , so umhü l l t die E b e n e 
derse lben e inen Kegel zweiten Grades , welcher von den fes ten 
E b e n e n in P a r a b e l n geschn i t t en wird . 

W e n n wir die E b e n e der Zeichnung als paral lel zu de r einen 
fes ten E b e n e vo rausse t zen , w ä h r e n d 
die a n d e r e fes te E b e n e d u r c h die 
L in ie M N in d ieser g e h t , und de r 
feste D u r c h s c h n i t t s p u n k t 0 der Ge-
r a d e n ü b e r de r se lben vorausgesetz t 
w i r d , so dass P den Fus spunk t de r 
von ihm auf die E b e n e de r Zeich-
n u n g gefäl l ten S e n k r e c h t e n bezeich-
n e t , so sei OB e ine d e r Lagen de r 
G e r a d e n , die sich in de r E b e n e OMN 
b e w e g t ; dann ist die a n d e r e Gerade OA, welche der E b e n e der 

Fig. f.. 

*) Die Existenz der vier Knotenpunkte, deren Tangentenehenen 
Kegel zweiten Grades umhüllen und der vier nach Kreisen berührenden 
Tangentenebenen der Wellenfläche ward zuerst von R. H a m i l t o n ge-
zeigt. („Transactions of the Royal Irish Academy", Vol. XVII, p. 132.) 
Dr. L l o y d bestätigte experimentell die daraus entspringenden optischen 
Ergebnisse. Die hier folgenden geometrischen Untersuchungen verdankt 
man M a c - C u l l a g h (p. 248). 
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Zeichnung parallel bleibt und normal zu OB, zugleich auch zu 
OP i s t , no rmal zur f lbene OBP. Aber die Ebene OAB schneidet 
die Ebene der Zeichnung in einer zu OA paral le len Geraden BT, 
welche daher zu BP normal ist. Und die Enveloppe von BT ist 
somit eine Pa rabe l , fü r welche P der B rennpunk t und MN die 
Tangente im Scheitel ist. 

2) W e n n eine Gerade OC zur Ebene OAB no rma l bleibt, so 
erzeugt sie einen Kegel , dessen Kreisschnitte den festen Ebenen 
parallel sind. (Vergl. Beispiel 5 im Artikel 117 des ersten Ban-
des.) Wie im Artikel 1 4 3 , Band 1 wird bewiesen, dass der Ort 
von C die rec iproke Polare der Enveloppe von BT in Bezug auf 
den Punk t P ist; er ist also ein durch P gehender Kreis. 

3) W e n n ein Centrairadius einer Fläche zweiten Grades 
.sich in einer festen Ebene bewegt , so bleibt die Normale zur 
en t sprechenden Tangentenebene auch in einer festen Ebene . 
Nämlich in der Normalebene des zur ersten Ebene conjugier ten 
Durchmessers , als welchem die Tangentenebene stets parallel ist. 

232 . Setzen wir nun voraus , dass die Ebene OQB (wo OR 
zur Ebene POQ normal ist) ein 
Kreisschnitt einer F läche zweiten 
Grades sei , so ist OT der Badius 
des Knotenpunktes der Wellenfläche, 
und bleibt unveränder t , während OQ 
sich in der Ebene des Kreisschnit tes 
bewegt. Uns bleibt der durch OS 
erzeugte Kegel zu bes t immen. Aber 

^ ^ OS ist normal zu OR, welches sich 

in der Ebene des Kreisschnit tes und zu OP, welches sich in 
e iner festen Ebene bewegt nach dem 3. Ililfssatz; somit erzeugt 
OS e inen Kegel , dessen Kreisschnitte den Ebenen POR, QOR 
paral lel sind. Nun ist T ein fester Punk t und TS der Ebene POR 
paral le l , somit der Ort von S ein Kreis. 

Der dem Knotenpunkt entsprechende Tangentenkegel ist offen-
bar de r Reciprocalkegel des von O S erzeugten Kegels und ist 
daher ein Kege l , der von den Parallelen derselben Ebenen in 
Pa rabe ln geschni t ten wird. Setzen wir zweitens voraus , dass die 
Linie OP von constanter Länge sei, welches stat tf indet , wenn 
die Ebene POR der Querschnit t eines der zwei geraden Cylinder 
i s t , welche dem Ellipsoid umgeschrieben werden können , so ist 
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der P u n k i S ein fes ter P u n k t und m a n beweist ganz in de r se lben 
W e i s e , dass der Ort von T ein Kreis ist.*) 

2 3 3 . Die Gle ichungen des Artikel 231 im e rs ten IJande lie-
f e rn so fo r t eine a n d e r e F o r m de r Gleichung d e r Wel len i läcbe . 
Offenbar sind die Längen des Radius vectors f ü r den e inen Mantel 
der W^ellenfläche, w e n n 0, 0' die Winke l b e z e i c b n e n , welche ein 
Radius vector mit den Linien nach den Kno tenpunk ten bi ldet , d u r c h 

I _ cos2 ^ (g _ y) sin2 ^ (0 — 0') 

— c2 + d' 

und f ü r d e n a n d e r n Mantel de r se lben durch 

J _ _ cos2 ^ (0 0') s i n ^ j J M ^ ' ) 

q' C' d' 

a u s g e d r ü c k t , also dass 

1 1 ( 1 • Ú . ń' 
- T Tö = ( — — ) Ö s i " Ö 
q' q^ \C- a'J 

ist . Aus diesen Gle ichungen fo lg t , dass die Durchschn i t t e de r 
Wel lenf läche mit e ine r Reihe concen t r i scher Kugeln e ine Schaa r 
confocaler sphä r i s che r Kegelschni t te b i lden. Denn w e n n Q und Q 
in dense lben cons tan t gedach t w e r d e n , so erhäl t man 

0 + 0' = const. 

2 3 4 . D i e G l e i c h u n j g d e r W e l l e n f l ä c h e k a n n nach W. 
R o b e r t s in fo lgender Weise in el l i p Ii s c h e n C o o r d i n a t e n 
ausged rück t w e r d e n . 

Die F o r m de r Gle ichung 

(i'x' h'y'' c''z' 
äi^r^i + b' - r2 c2 - r^ — 

zeigt a n , dass sie als l{esultat de r El iminat ion von r' zwischen 
den Gle ichungen 

+ T~2 + = + y2 , 2 _ ,2 r^ — a^ r'- — b'- r^ — c' 

zu e rha l l en ist. W e n n man abe r dem r' e ine Re ihe cons tan te r 
W e r t h e beilegt , so beze ichne t die e rs te Gleichung e ine Re ihe von 
confocalen F l ä c h e n zweiten G r a d e s , fü r welche die Achse z die 

*) Die analytische Untersuchung liefert für das Halbmesserquadrat 
dieses Kreises den Ausdruck 

(ffl'' — — c') 
W 
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p r i m ä r e und die Aclise de r x die kleinste Achse ist . Da r^ s tets 
k le iner als a' und grösser als c' i s t , so beze ichnet die Gle ichung 
stets ein Hyperbo lo id , und zwar ein e infaches o d e r zwe i faches , j e 
nachdem r ' g rösse r oder k le iner als h'' ist. Die Durchschn i t t e 
de r Hyperbolo ide der e r s t en Re ihe mit den concen t r i s chen Kugeln 
e rzeugen den e i n e n , d ie jenigen der a n d e r n Re ihe mit dense lben 
den a n d e r n Mantel der Wel len l l äche . 

W e n n n u n die F l ä c h e ein e infaches Hyperbolo id beze ichne t , 
und l , [i, V die p r i m ä r e n Achsen de r d re i confoca len F l ä c h e n 
des be t r ach t e t en Systems f ü r i rgend e inen P u n k t s ind , so g iebt 
uns die Gle ichung 

r^ — c^ = 

und da nach Band I , Art ikel 1 6 9 
r2 = + ft2 + v' - h'' — k'' 

i s t , so e rg ieb t sich die Gle ichung des e inen Mantels d e r F l ä c h e 
in ell iptischen Coordinaten 

-I- z = c2 + -ł- k'' = a' + h'' — c'. 

In gleicher Weise ist die Gleichung des a n d e r n Mantels 

+ fł2 ^ „2 ^ /,2 _ c2. 

Die a l lgemeine Gle ichung der Wel lenl läche giebt auch 

(lt2 4- v2 _ fP 4 - ft2 _ 

e ine Gle ichung j e d o c h , welche einen imag inä ren Or t beze ichne t . 
Da f ü r cons tan tes A auch jit f ü r den einen und v f ü r den 

a n d e r n Mantel der F l ä c h e constant ist, so folgt, dass, w e n n d u r c h 
i rgend einen P u n k t de r F l äche ein demse lben System angehör iges 
Ellipsoid gelegt w i r d , diess den einen Mantel in e iner K r ü m m u n g s -
l in ie des e inen Systems u n d den a n d e r n Mantel in e iner solchen 
des a n d e r n Sys tems schneidet .*) 

*) W. R o b e r t s hat auch die Cubatur der Wellenfläche elegant 
gegeben in den ,,Annali di Matem.", t. IV, p. 345. 

Die Volumen beider Mäntel sind nach unseren Bezeichnungen 
it n 

Vi — % J ^ j ^ («2—^2)^ sin adadß, 

7t 1t 
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W e n n die Gle ichnngen zweier F l ä c h e n in Func t ion der fi, v 
ausgedr i i ck t s i n d ; so g ieht die Dil lerentiat ion derse lben 

Pia + Qd(i + Rdv = 0 , P'dX + Q'dfi + R'dv = 0 

und die B e d i n g u n g , u n t e r welcher sie sich rechtwinkl ig d u r c h -

schne iden , ist nach Artikel 1 3 5 

PP' (A2 — j X ^ — k') — {k' —ix') 

" ( A ' - ^ ' j l X ' " - ^ ' ) ~ + (>12 - (l') { ( . ' - v') 

RR' {h'- v') {k'—v') __ 

eine B e d i n g u n g , welche f ü r P = 0 , 0 = 0 , .ß' = 0 er fü l l t 
ist. Daher schneide t e ine F l äche 

V = const . 

e ine a n d e r e F l ä c h e von der Gle ichungsform 

0 {X, jit) = 0 

l echtwinkl ig . Das Hyperboloid 

V = const . 

wenn a und ß die Itichtungswinkel der Normiile des Ellipsoids im 
Punkt (i, V bezeichnen. 

Da nun das Fliichenelement des Ellipsoids durch 
a^ (a' — h^) — k^) sin ada dß 

p' 

und andererseits in elliptischen Coordinaten durch die Formel des Ar-
tikel 135 ausgedrückt wird, so erhält man nach dem Werthe von (î  für 

sin adadß 
den Ausdruck 

(«2 — A«) («2 — /fc2) (/A® — v«) diidv 
(«2 - fi«)! («2 — {(,ll2 — A2) {B — fi«) ijfi — ł/2) (A2 — V )̂ 

Seine Substitution, die Trennung der Veränderlichen und die Re-
duction auf die elliptischen Functionen durch die complementären Mo-
duli ?«, 7h', m, n', wo 

2 _ («2 — _ A-2 _ Ifi 
"" ~ k^ («2 - Ä2) ' " k^ 

sind, giebt endlich die eleganten Ausdrücke 
ö (,,2 , lf2 = L {F(m)E{n)-{-F{n)E{m)-nm)Fi7i)-- Eim)E{n)}, 

{F{m)E{n)^Fin)Eim') - Fim')F{7t) 
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schneidet somit den einen Mantel der Wellenf läche rechtwinklig, 
während es mit dem andern eine Krümmungsl in ie auf dem Hyper-
boloid gemein hat . ' 

235 . D i e E b e n e i r g e n d e i n e s R a d i u s v e c t o r s d e r 
W e l l e n f l ä c h e u n d d e r e n t s p r e c h e n d e n N o r m a l e a u f 
d i e T a n g e n t e n e b e n e b i l d e t g l e i c h e W i n k e l m i t d e n 
E b e n e n , w e l c h e d e n R a d i u s v e c t o r u n d d i e K n o t e n -
l i n i e n e n t h a l t e n . 

Denn nach Artikel 228 ist die erste Ebene normal zu OR, 
welches eine Achse des Schnittes QOR des erzeugenden Ellipsoids 
bezeichnet , und die beiden andern Ebenen sind normal zu den-
jenigen Radien dieses Schni t tes , deren Länge die mittlere Halb-
achse h des Ellipsoids ist; diese aber bilden mit der Achse gleiche 
Winkel . 

Offenbar sind diejenigen Ebenen rechtwinklig zu einander , 
welche durch irgend einen Radius vector und durch je eine der 
Normalen der Tangentenehenen bestimmt s ind, die den Endpunk-
ten des Radius vectors in beiden 31änteln der Eläcbe entsprechen. 

Nach dem Gesetz der Reciprocität ergiebt sich aus dem 
Theorem dieses Artikels, dass die E b e n e , welche durch einen 
Radius vector nnd je einen der Punkte best immt is t , in denen 
die Tangentenebene der Fläche zu diesem Radius vector normal 
s ind, mit denjenigen Ebenen gleiche Winkel bildet, welche durch 
denselben Radius vector mit den vom Centrun) auf die Ebenen 
der kreisförmigen Rerührung gelallten Normalen best immt sind, 
(Artikel 232.) 

236 . AVenn x, y', z die Coordinaten eines I^uiktes des er-
zeugenden Ellipsoids, nnd n , d ' die p r imären Achsen der durch 
ihn hindurchgehenden confocalen Flächen ausdrücken , so sind 
(«2 — d''), {d' — d'') die Quadi'ate der Achsen des der Tangen-
tenebene parallelen Schni t tes ; wir wollen sie durch Q', Q"' be-
zeichnen. Sie geben die beiden Wer the des Radius vectors der 
Wellcnfläche an , deren Richtungscosinus 

px' p^ ^ ' 
« 2 ' ft2 ' 

sind. Rerechnen wir die Länge und die Richlungscosinus der 
Normale der Tangentenebene in jedem der Punk te , in denen 
dieser Radius vectoi- die Fläche schneidel. 
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Nach Artikel 2 2 9 wissen wi r , dass die verlangte Normale 
gleich und normal ist zu der Normale in demjenigen l 'unkte, 
wo das Elli{)soid durch eine der Achsen des Schnittes getroll'en 
wi rd ; die Ilichtimgscoslnus dieser Achse sind 

px p'y pz 
d ' ' d ' ' c'2 • 

Die Coordinaten dieses End])unktes sind die Producte dieser Hich-
tungscosinus ndt Q uikI die Richtungscosinus der entsprechenden 
Normale des Ellipsoids sind respective 

^ p'x' „ p'd ^ p'z 
Pq PQ Èk' PQ l'd'' b'b''' d'c'' 

wenn 

1 — 2-2 . ^ 4_ _i!l 
P' ~ Wd^ b'b'^ cV^J 

ist. Das Product der in den Klanmiern stehenden Grösse mit 
{d' — d'}' ist aber 

p'' ^ P ' 
SO dass 

1 _ p' + p' ^ P'Q' 

P' P'Q' ' p' + p' 

Diess giebt die Länge der Normalen auf die Tangentenebene 
in dem betrachteten Punkte der Wellentläche. Ihre Ilichtungs-
cosinus werden aus der Bemerkung abgeleitet , dass sie zu den 
zwei Linien normal is t , welche die respectiven Richtungscosinus 

^ IMi / V . p p V ^ / z ' 
d''' b"' ' d''' ^ d'd'' ^ b'b''' ^ c'c' 

besi tzen; indem man nach der Formel des Artikel 14 im ersten 
Rande die Richtungscosinus ihrer gemeinschaft l ichen Normalen 
bes t immt , erhält man nach einigen Reductionen 

PQ \ a V PQ \ b J PQ \ c ^J 
Die Richtigkeit des Ergebnisses kann leicht bestätigt werden. 

Daher ist die Gleichung der Tangentenebene in demselben Punkt 

( i - ę ) + 'jy ( i - + ( i - ę ) 

In derselben Art findet man die Gleichung der Tangenten-
ebene der Fläche in demjenigen Punk te , wo der nämliche Radius 
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veclor zum zweiten Male die Fläche schneidet , durch 

( i _ r ę ^ + y,y ( l - f ; : ) + « ( l - ę ) = 

ausgedrückt . 
237 . Wenn ö den Winkel bezeichnet , welchen die Normale 

der Tangentenebene mit dem Radius veclor b i lde t , so ist 

P = ^ cos 0; 

und da nach dem letzten Artikel 

/>2 = 
p' + p' i s t , so muss 

cos2 0 = - i - T ^ ' 0 = ^ 
p' + p^ p' 

sein. Mittelst der im Artikel 173 des ersten Randes iur p und p' 
gegebenen W e r t h e erhalten wir 

2 __ «W _ {(i' - Q') {b' — Q') (C' - Q') 

P - P - Q'{q'-Q"') 

und somit 

lan2 0 = 

Q " 

in dieser Fo rm ist der Ausdruck das Analogon desjenigen, 
welchen die Theor ie der Kegelschnit te fü r den Wiidad bildet, der 
von der Normale und dem centralen Radius vector des Punktes 
einer Ellipse eingeschlossen wi rd , nämlich 

tan' - - ( • - S O - : : ) -
In dem Falle der Wellenfläche isl ofl'enbar, dass 0 für die 

Special fälle 

Q = a, Q z=. b, p = c 

verschwindet , und fü r den Fall 
Q = Q = b 

imbes l immt wird. 
2 3 8 . Der Ausdruck 

lan 0 = ^ 
P 

f ü h r t zu einer C o n s t r u c t i o n f ü r d i e N o r m a l e n d e r T a n -
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g e i l t e n e b e n e n , w e l c h e d e n P u n k t e n e n t s p r e c h e n , i n 
d e n e n e i n g e g e b e n e r R a d i u s v e c t o r d i e z w e i M ä n t e l 
d e r F l ä c h e s c h n e i d e t . 

Die Normalen müssen in der einen oder andern der zwei 
festen Ebenen der Artikel 235, 2 3 6 l iegen, und wenn eine Ebene 
normal zum Radius vector in der En t fe rnung p gelegt w i r d , so 
ist aus dem Ausdruck f ü r tan ö offenbar , dass p die En t f e rnung 
des Radius vector von dem Punkte ist , wo die Normale zur Tan-
gentenebene diese Ebene schneidet. So erhal ten wir diese Con-
s t ruc t ion: „Man lege normal zu dem gegebenen Radius vector 
eine Tangentenebene des erzeugenden EHipsoids, fälle von ihrem 
Berührungspunk t Normalen auf die festen Ebenen des Artikel 2 3 5 ; 
dann sind die Ge raden , welche die Fusspunkte dieser Normalen 
mit dem Centrum verb inden , die fraglichen Normalen der Tan-
gen tenehenen . " 

Nach dem Gesetz der Reciprocität erhäl t man h ieraus eine 
analoge Construction zur Bestimmung der P u n k t e , in welchen 
die einer gegebenen Ebene parallelen Tangentenebenen der F läche 
ihre be iden 'Mänte l be rüh ren . 

239 . Es ist zuweilen von Vortheil, die Gleichung der F läche 
— analog zu Artikel 180 des ersten Bandes — so zu transfor-
mie ren , dass der i rgend einem Punkte der Fläche en tsprechende 
Hadius vector die Achse der z ist und die Achsen des entspre-
chenden Schnit tes des erzeugenden Ellipsoids die Achsen x und y 
sind. Wir schre iben die Gleichung der Fläche in der F o r m 

{a\x' -ł- bhß + ch' — b'c' — c'a' — a'b') [x' y' z') 

+ ( $ + f . ; + $ + 1 ) = o ; 
nun bleibt 

+ y' + z' 

durch Transformat ion ungeänder t und in den Artikeln 1 8 3 , 184 
des ersten Bandes sind die Transformat ionen von 

^ , , ^ 

«2 b' c2 
und 

a'x' -f b'y' + c'z' 

gegeben. Folglich ist die t ransformier te Gleichung 
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{p'z' + (p'H^V'H Q"')/ + 2ppxz + 2pp"yz -}- 2pyxij} 

= 0. 

Dabei ist die a. a. 0 . mit y ' bezeichnete Grösse durch i luen 
aus der Gleichung 

J _ _ J _ J _ 1 _ J _ _ i . 
y2 — a-' 62 + ^2 

bestimmten Werth ersetzt und die Identität 

b'c' + C2«2 + «2^2 ^ ^2 (^2 „'2) ^ + ^"2^2 

benutzt worden. 
Man erkennt leicht, dass für x = ü und y =: 0 diese 

transformierte Gleichung für z ' die Wierthe q' , q ' ergiebt . wie 
zu erwarten war. . 

Wenn wir die Gleichung zu parallelen Achsen durch den 
Punkt z ~ Q t ransformieren, so wird der lineare Theil der 
Gleichung 

2pQ {q' — q"') ipz + px) 

und die vorher über die Lage der Tangentenebene abgeleiteten 
Uesultate können daraus unabhängig begründet werden. 

Die analoge Entwickelung der Glieder vom zweiten Grade 
er laubt , die Werthe der I laupikrümmungsradien mnl die Dich-
tung der Krümmungen zu bestimmen, ohne dass Uesultate voti 
besonderer AVichtigkeit sich ergäben. 

240. Die G l e i c h u n g d e r I l e c i p r o c a l f l ä c h e d e r W e l -
X' 

l e n f l ä c h e wird erhal ten , indem man — für a , etc. in die 
a 

Gleichung der Wellcnfläche substituiert; wenn das Resultat nach 
der Methode des vorigen Artikels transformiert wird , so entsteht 
die Gleichung 

(^2 -f y2 ^2) X 
+ pYy'-2pp q"'xz~2pp" q'yz 

+ 2X^p'p 'xy + 2 X^ppxz + 2X'^ppyz -{- A» = 0. 

Wir wissen, dass die Fläche durch die Ebene 

— Ü 
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b e r ü h r t w i r d , und e r h a b e n in der T h a t durc l i E i n f ü h r u n g dieses 
W e r t h e s von z in die Gle ichung den Ausdruck einer Curve, die in 

y = 0 . X = 
PQ 

einen Doppe lpunk t bat. W e n n wir f e r n e r in d e r Gleichung d e r Curve 
y = 0 

m a c h e n , so e rha l t en wir 

und l e r n e n d a r a u s , dass die Sehne des äussern Mantels d e r We l -
lenf läche , welche i rgend e inen P u n k t des Innern Mantels derse l -
ben mit dem F u s s p u n k t der Normalen vom Cen t rum auf die T a n -
gen tenebene v e r b i n d e t , in diesem P imkte des Inne rn Mantels 
ha lb ier t wird . 

Die Inf lex ions tangenten sind para l le l zu 
} ^p'p'Q'xy + IPY + 

ein E r g e b n i s s , dessen geomet r i sche B e d e u t u n g wir nicht e rha l l en 
haben.*) 

*) Eine irrthümliche Bemerkung von Zec l i über die Krümmungs-
linien der Wellenfläche im ,,Journal für Math.", Bd. LIV, p. 72 hat zu 
einer interessanten mathematischen Discussion den Anlass gegeben, 
bei welcher B e r t r a n d ,,Comptes rendus", Nov. 1858, B r i o s c h i , 
,,Annali di Matem." t. IV, p. 135, 245, C o m b e s c u r e , ibid. p. 278 zu 
bemerkenswerthen Ergebnissen gekommen sind. (Vergl. auch C a y l e y , 
„Quarterly Journ.", Vol. III, p. 16.) 

Wir eitleren die Bemerkung von B r i o s c h i , dass die Ebene 
lx -f- my nz = <p, 

in deren Gleichung t, m, n, cp Functionen zweier unabhängigen Verän-
derlichen u, V sind (wie im Artikel 150), eine Fläche umhüllt, in wel-
cher die Curvenfamiiien 

u = const., V const. 
in ihren Durchschnitten durch conjugierte Tangenten der Fläche be-
rührt werden, wenn 

I , m , n , cp 
l , , W!, , n , , qp, 

h ) "h j "2 5 92 
1,2, »«12, «12, 9,2 

lind auf einander normal sind, wenn 
(l^ + 4" + + "i'h) ~ i^h + »"«1 + ««i) (^'a-f- »«»«2+ ""2) 
ist; wobei l^, / j , . . /12 die Dift'erentiale nach u und v bezeichnen, wie 
früher. 

= 0, 
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2 4 1 . Es ist d e r I l a u p t c h a r a c t c r der W e l l e n f l ä c h e , von de r 
vierten O r d n u n g zu sein und sechszehn Doppe lpunk t e zu h a h e n , 
von denen vier in e iner I l aup tehene l iegende r ee l l , ach t in den 
beiden a n d e r n I l aup tebenen l iegende i m a g i n ä r , und vier in d e r 
unendl ich en t f e rn t en E b e n e en tha l ten s ind. 

Darum ist ih re I lec iproke stat t von der 36'®" auch n u r von 
der vierten Ordnung . 

Durch col l ineare Trans format ion] ge langt man von i h r zu d e r 
a l lgemeineren Auffassung e iner F lächenfami l ie mit sechszehn s in-
gu lä ren P u n k t e n , die zunächs t in vier E b e n e n ver thei l t s ind . E s 
ist a l l geme ine r , von de r Lage dieser Punk te gegen e i n a n d e r ab -
zusehen , und d i e a l l g e m e i n e n E i g e n s c h a f t e n d e r F l ä c h e n 
v i e r t e r O r d n u n g m i t s e c h s z e h n s i n g u l ä r e n P u n k t e n 
zu un te r suchen .* ) 

Die Be t r ach tung des Tangen tenkege l s de r F läche aus e inem 
i h r e r s ingulä ren P u n k t e giebt die fo lgenden Resul ta te . E r ist 
f ü r die a l lgemeine Lage seines Schei te ls vom zwöl f t en , f ü r die 
im s ingulä ren P u n k t e vom sechsten G r a d e ; die f ü n f z e h n Geraden , 
die den s ingulären P u n k t mit den f ü n f z e h n a n d e r n P u n k t e n die-
ser Art ve rb inden , sind nothwendig Doppe lkan ten , und da e r als 
e igent l icher Kegel se ines Grades n ich t m e h r als zehn Doppelkan-
ten haben k a n n , so muss er aus Kegeln n i ed r ige re r Grade zu-
sammengese t z t , und zwar insbesondere aus sechs E b e n e n zusam-

Für 
fi m^ Ą- 71̂  1, qp = n 

werden jene Bedingungen 
'2 ł "2 
'l2) " l2 "' 1 5 1 " 1 2 

d. Ii. 
u = const., V = const. 

bezeichnen Kriimmungslinien , wenn 

I2 1112 "2 
sind. Da der Wellenfläche die Werthe 

entsprechen, so sind jene Curven für sie nicht Kriimmungslinien, son-
dern nur orthogonal. 

K u m m e r , ,,Monatsbericht der königl. Preuss. Akademie der 
Wissenschaften zu Berlin", 1864, p. 246 f. 
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mengesetzt s e in , die dnrcli denselben Punkt geben. Jede dieser 
Ebenen muss eine s ingulare Tangentenebene der Fläche sein, und 
sie in einem Kegelschnitt be rüh ren . Ebenso liegen in jeder die-
ser Ebenen sechs von den singulären Punk ten und man hat den 
Satz: J e d e F l ä c h e v i e r t e r O r d n u n g m i t 1 6 s i n g u l ä r e n 
P u n k t e n h a t z u g l e i c h 1 6 s i n g u l ä r e T a n g e n t e n e h e n e n , 
u n d d i e s e P u n k t e u n d E b e n e n l i e g e n s o , d a s s j e d e d e r 
1 6 E b e n e n 6 v o n d e n P u n k t e n e n t h ä l t u n d d u r c h j e d e n 
d e r 1 6 P u n k t e 6 v o n d e n E b e n e n h i n d u r c h g e h e n . 

Da die sechs in einer Ebene liegenden singulären Punkte 
dieser und der Fläche gemeinschaft l ich s ind , so müssen sie in 
einem Kegelschnitt l iegen. Ebenso müssen die sechs singulären 
Tangen tenehenen , welche durch einen singulären Punkt gehen, 
Tangen tenehenen des Kegels zweiten Grades se in , welcher die 
Fläche in dem singulären Punkte osculiert . 

242 . Zur Bildung der allgemeinen Gleichung solcher Flä-
chen denken wir vier der singulären Tangentenebenen so ge-
wähl t , dass die Ecken ihres Te t raeders vier s inguläre Punkte sind 
und lassen 

a;, = 0 , a;2 = 0 , = 0 , = 0 
ihre Gleichungen sein. Dann ist 

aVx^' + h'x^'xy' - f + cf'xi^y + e'x^'x^'^ r-x^'x,;' 
-f- Ibcx^'x^x^ — 2«0^1^:22.1:3 — labxyx^x^' — 2cdxl•x.,x^ 

Icexyx^'x^—2dexyX2X^'' 2bdxy'x^x^ + Ibfx^x^'x^ 
-f- + 2aexe^x^x^ + Infx^x^x^ + lefx^x^x^^' 
—• Agxyx^x^x^ z= 0 

ihre allgemeine Gleichung. Denn da die Ecken des Te t raeders 
s inguläre Punk te s ind, so muss die linke Seite der Gleichung mit 
ihren vier ersten Derivierten zugleich verschwinden, wenn drei 
der Veränderl ichen OC'Y f cc 2 j ^ 3 ' ^ j 

gleich Null gesetzt werden 
und sie Jiaim daher weder Guben noch vierte Potenzen der Varia-
bein en tha l t en ; da fe rner die Ebenen x^ = 0, 0:2 = 0 , etc. 
singuläre Tangentenehenen s ind , die in Kegelschnitten b e r ü h r e n , 
so muss f ü r das Verschwinden einer der Veränderl ichen die linke 
Seite der Flächengle ichung das vollständige Quadrat einer homo-
genen Funct ion zweiten Grades der drei übr igen we rden ; damit 
die Zahl der s ingidären Punkte gerade 16 sei , muss dann die 
gegebene Fo rm gewählt werden. Sie enthält 18 Constanten. Man 
kann ihr fü r 
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und in g l e i cherwe i se fünf andere entsprechende Formen gehen, in 
denen rechts an Stelle von iĉ â j die Prodticte 

http://rcin.org.pl



— 3 3 7 — 

Mit d e r vorigen Fo rn i ident isch ist die i r r a t iona le 

j / k x ^ y , + y { k + 1) x^y^ - f ] / — x^y^ = 0. 

W e n n in y , , y^, y^ , y^ f ü r k die dre i zugehör igen W e r t h e 

nach e inander suhs t i tu ie r t w e r d e n , so e rhä l t m a n in 

Vi = 0 , y^ — 0 , yg = 0 , 2/4 = 0 
die zwölf ü b r i g e n s ingulä ren T a n g e n t e n e b e n e n , ausser den F lächen 
des F u n d a m e n t a l t e t r a e d e r s . 

W ä h l t m a n die vier E b e n e n 

X, = 0 , x^ = 0 , = 0 , ?/2 — 0 

als F u n d a m e n t a l e b e n e n , so k a n n man die Gle ichung der F lächen 
in de r F o r m 

da r s t e l l en , wo 

O = + x^ + y^ y i Jf. 2a [x.^y, + 
+ 2 ö [x,y, + x^y^ Ą-2c [x^x^ + y^y^), 

u n d 
iiT = a2 + &2 c2 _ 2ahc — 1 

s i n d ; h ie r e r sche inen nu r d re i Constanten expl ic i te , zu den 15, 
we lche in den Gle ichungen de r vier F u n d a m e n t a l e b e n e n enthal -
ten sind. 

Die s ingulä ren P u n k t e , T a n g e n t e n e b e n e n und Derühr imgs -
kege lschni t t e w e r d e n sämmtl ich r ee l l , wenn m a n die sämmt l i chen 
Cons tan ten reel l und a, b, c i nsbesondere numer i sch g rösse r als 
E i n s a n n i m m t . * ) 

2 4 3 . Die F l ä c h e n vier ter O r d n u n g mit 16 s ingulären P u n k -
t en sind doch noch h in re ichend a l lgemein , um als ebene Schni t te 
alle mögl ichen Curven vier ter O r d n u n g zu e rzeugen . 

Von d e r a l lgemeinen Gleichung der Curven vier ter O r d n u n g 
a u s , we lche be i Gelegenhei t se iner Un te r suchungen ü b e r ih re 

*) Für ö = 6 = c = 2 und ein reguläres Fundamentaltetraeder 
werden die vier Berührungskegelschnitte in den Fundamentalebenen 
Kreise; von den singulären Punkten liegen 12 in den Endpunkten der 
um gleiche Stücke verlängerten Tetraederkanten und in der Kegelfläche 
der Berührungskreise, die 4 übrigen in den über die Spitzen verlänger-
ten Höhen des Tetraeders. Die übrigen zwölf Berührungskegelschnitte 
sind Hyperbeln. Die Fläche selbst besteht aus 12 gesonderten Theilen, 
die unter einander nur mittelst der 16 singulären Punkte in Verbindung 
stehen; etc. 

Salmon, A n a l . Geom. d. Baumes. U, 2 2 
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Doppe l t angen ten von H e s s e * ) g e g e b e n i s t , beweist man**) den 
Sa tz : D n r c h j e d e g e g e b e n e e b e n e C u r v e v i e r t e r O r d -
n u n g k a n n m a n s e c h s v e r s c h i e d e n e v i e r f a c h u n e n d -
l i c h e S c h a a r e n v o n F l ä c h e n v i e r t e r O r d n u n g m i t 16 
s i n g u l ä r e n P u n k t e n h i n d u r c h l e g e n . 

J e d e s ingu la re T a n g e n t e n e b e n e d e r F lüche schneidet dann 
aus der E b e n e der Curve eine Doppeltang^ente derse lben aus und 
wenn man alle sechs F lächen dieser Ar t d u r c h eine solche Curve 
h i n d u r c h l e g t , so be s t immen ih re s ingu lä ren T a n g e n t e n e b e n e n alle 
2 8 Doppe l t angen t en derse lben in m e h r f a c h e r Wiederho lung . 

Durch j e d e n P u n k t des I l aumes geh(3n (Artikel 1 8 ) 12 Ge-
r a d e , welche die a l lgemeine F l äche v ie r t e r O r d n u n g zweimal be-
r ü h r e n . Alle solche Lin ien bi lden ein S t r a h l e n s y s t e m , das 
man als von de r 12*®" O r d n u n g beze ichnen kann und welches 
die F l äche v ie r t e r O r d n u n g zur Brenn f lüche ha t . Wird die F l ä c h e 
d u r c h eine bel iebige E b e n e geschn i t t en , so en thä l t dieselbe 2 8 
St rah len des Sys tems , die 2 8 Doppe l t angen ten der bezügl ichen 
S c h n i t t c u r v e ; m a n kann also das S t rah lensys tem als von der 
28*°" Klasse beze ichnen , 

Ist i n sbesonde re die B r e m d l ä c h e des S t rah lensys tems von de r 
h ie r b e t r a c h t e t e n Ar t , so kann m a n die S t rah len a u s s o n d e r n , 
we lche die 1 6 s ingulären T a n g e n t e n e b e n e n vollständig e r fü l len , 
da jede Linie in e iner solchen eine Doppel tangente is t ; u n d das 
S t r ah l ensys t em wird dann ebenso von der 12*®" Klasse wie von 
de r 12*®" O r d n u n g , Die Un te r suchung zeigt f e r n e r , dass dieses 
S t rah lensys tem zusammengese tz t ist aus vier S t rah lensys temen 
2*®*" O r d n u n g und Klasse und e inem St rahlensys tem v ie r t e r Ord-
n u n g und Klasse. D a s v o l l s t ä n d i g e S t r a h l e n s y s t e m 12*®'' 
O r d n u n g u n d 28*®"̂  K l a s s e , w e l c h e s e i n e a l l g e m e i n e 
F l ä c h e 4*®«̂  O r d n u n g z u r B r e n n f l ä c h e h a t , b e s t e h t , 
w e n n d i e s e 1 6 s i n g u l a r e P u n k t e e n t h ä l t , e r s t e n s a u s 
16 e b e n e n S t r a h l e n s y s t e m e n , zw e i t e n s a u s 4 S t r a h l e n -
s y s t e m e n 2*®' O r d n u n g u n d K l a s s e u n d d r i t t e n s a u s 
e i n e m S t r a h l e n s y s t e m 4*®*" O r d n u n g u n d K l a s s e . 

F ü r die F r e s n e l ' s c h e Wellenf läche u n d i h r e Col l inearver-

*) „Cr e i l e ' s Journal", Bd, IL, p, 301. 
**) Vgl. K u m m e r , a. a. O, p. 255. 
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wandten zerfäll t das Stralilensystem Ordnung und Klasse noch 
in 2 Strahlensysteme 2 * " Ordnung und Klasse. 

Denkt m a n die beliehige E b e n e , in welcher die 12 Strahlen 
der 4 Systeme und des Systems Ordnung und Klasse 
l i egen , als eine Tangentenebene der Brennf läche, so fallen je 
zwei der 12 Strahlen zusammen und man erhäl t die sechs Tan-
genten der Fläche in jenem Berührungspunk te , welche sie zu-
gleich noch an je einem zweiten Punkte be rüh ren . 

2 4 4 . Wir betrachten fe rner die P a r a l l e l f l ä c h e e i n e r 
F l ä c h e z w e i t e n G r a d e s , d. h. die F läche , welche als Enve-
loppe der jenigen Ebenen zu defmieren ist , die den Tangenten-
ehenen der Fläche zweiten Grades parallel und in einem gegebe-
nen normalen Abstände von ihnen liegen; oder auch als der Ort 
der P u n k t e , welche auf den Normalen der Fläche durch eine 
constante Ent fe rnung von ihr bezeichnet werden. 

Offenbar b e r ü h r t die Kugel von einem dieser En t fe rnung 
gleichen Badius stets die Originall läche, so lange ihr Centrum 
der Parallell läche angehör t . Und wir bilden am einfachsten die 
Gleichung der Paral lel l läche, indem wir nach Artikel 127, Band I 
die Bedingung ausd rücken , unter welcher die Fläche zweiten 
Grades 

+ ^ + 4 _ 1 = 0 
r r b^ c' 

d u r c h die Kugel 

b e r ü h r t wird. Diess geschieht durch die Bildung der Discrimi-
nan te nach t von einer biquadratischen Gleichung, deren Coeffi-
cienten Band I , Artikel 147 gegeben worden sind, welche sich 
a b e r in der einfachen Fo rm 

a' t ^ b' i- t ^ c' + t 

schre iben lässt. 
Das Besultat repräsent ier t eine Fläche von der zwölften Ord-

nung . 
F ü r den speciellen Fall k = 0 reducier t sie sich auf die 

doppelt zu zählende Fläche zweiten Grades und die imaginäre 
abwickelbare Fläche, welche alle der gegebenen confocalen Flä-
chen zweiten Grades umhüll t (vergleiche Band I , Artikel 203). 

2 2 * 
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Diess gellt d i rec t aus d e r F o r m h e r v o r , in welcher soeben die 
f r ag l i che b iquadra t i sche Gle ichung g e s c h r i e b e n worden ist.*) 

Man erhä l t dabei die Gle ichung d e r F läche in d e r F o r m 

= 11 T^, 

w e n n S und T die Invar ian ten der b iquadra t i schen F o r m be-
ze ichnen . 

2 4 5 . Der Ort de r F u s s p u n k t e d e r N o r m a l e n , die man von 
e inem festen P u n k t e auf die T a n g e n t e n e b e n e n e iner F l ä c h e fällen 
k a n n , wi rd als d i e F u s s p u n k t f l ä c h e d e r O r i g i n a l f l ä c h e 
(Podaire bei den F r a n z o s e n , Peda l bei den engl ischen Schr i f t -
stel lern) beze ichnet . 

Beispiel. Fiir das auf seine Achsen a, b, c bezogene Ellipsoid und 
den Punkt («, ß, y) als Pol erhält man die Gleichung der Fusspuuktfläche 
durch Elimination von y , , z , aus den Gleichungen des Ellipsoids, der 
Tangentenebenen desselben und der Normale der letztem vom Pol in der 
Form 
i ^ x { x - a ) + y { y - ß ) + z { z - y ) y = a \ x - a Y + b \ y - ß Y + c ' { z - y ) \ 

üie Fusspunktflächen der Cylinderfläclien reducieren sich auf ebene 
Curven, die Fusspunktcurven ihrer Normalscbnitte; die der Kegelfliicluin 
auf spliärische Linien der aus dem Pol beschriebenen Supplementarkegel 
und derjenigen Kugel , welche über der V'erbindungsliuie der Spitze mit 
dem Pol s teh t ; elienso die aller abwickelbaren Flächen auf Curven, die 
auf dem Supplementarkegel des Pols liegen. 

W e n n man aus der Fusspunk t f l äche n a c h demselben Ve i fah-
r e n eine neue F läche ablei tet und auf diese wiede r das näml iche 
Ver fah ren a n w e n d e t , so e rhä l t man eine Re ibe der iv ie r te r F l ä c h e n , 
die man als die e r s t e , z w e i t e , d r i t t e , etc. F u s s p u n k t f l ä c h e 
bezeichnet . Wenn man f e rne r die Enveloppe d e r zu den Rad ien 
vec toren der F läche in ih ren E n d p u n k t e n - ^ i o r m a l e n E b e n e n , d. i. 
e ine F l ä c h e , von welcher die gegebene F l ä c h e die e r s te Fuss -
punkt f l äche i s t , die e r s t e n e g a t i v e F u s s p u n k t f l ä c h e n e n n t , 
so kann man von dieser nach derselben Methode z u r zwe i t en , d r i t -
t e n , etc. negat iven Fusspunkt f l äche for tschre i ten .**) 

*) Vgl. C a y l e y , „Annali di Matern.*', t. III, p, 345, wo auch eine 
andere interessante Auflösung von W. R o b e r t s mitgetheilt ist. Oder 
die Abhandlung des Herausgebers im „Archiv der Mathem. und Physik", 
Bd. XXXIX, p. 19 f. 

**) Von der reichen Literatur der Fusspunktflächen sind zu nennen 
die Arbeiten von W. R o b e r t s , „Journal de Mathem.", t. X , XII; 
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Von d e n a l l g e m e i n e n E i g e n s c h a f t e n s o l c h e r F l ä c h e n 
m ö g e n h i e r die wesent l ichsten dargeste l l t w e r d e n , sofern sie n ich t 
die Q u a d r a t u r , Cubatur , etc. derse lben be t r e f f en . 

W e n n Q der Fusspunk t d e r Normalen i s t , welche von 0 auf 
die T a n g e n t e n e b e n e im P u n k t e P gefäl l t w i r d , so b e r ü h r t die 
ü b e r OP als Durchmesse r be sch r i ebene Kugel die Fus spunk t f l ä che 
in Q ; d a h e r geht die Normale de r FusspuHktf läche in i r gend 
e inem P u n k t e Q du rch den Mit te lpunkt des e n t s p r e c h e n d e n Ra-
dius vector OP. 

Daraus folgt auch so fo r t , dass die Normale OR auf die T a n -
g e n t e n e b e n e in Q in der E b e n e POQ h e g t , u n d dass die W i n k e l -
g le icbhei t 

i QOR = L POQ 
\ 

b e s t e h t , so dass die rechtwinkUgen Dreiecke QOR und POQ e in-
a n d e r ähnl ich s ind. F ü r die Reze ichnung des Winke l s QOR d u r c h 

B. T o r t o l i n i , „Journal für Matliem.", Bd. XXXI; T. A. H i r s t , 
„Annali di Matem.", t. II; ,,Quarterly Journal of Math.", Vol. III; 
,. Journal für Math.", Bd. LXII. Die letztere Arbeit kann die beson-
dere Literatur der Quadratur und Cubatur, etc. der derivierten Flächen 
repräsentieren, auf die hier nur hingedeutet werden kann; die vorletzte 
behandelt besonders die Krümmungsverhältnisse derselben. In der letz-
ten Vierden die Sätze von S t e i n e r („Journal für Math.", Bd. XXI, 
p, 57) und R a a b e (ibid. Bd. L, p. 193) über die Fusspunktcurven auf 
Flächen ausgedehnt. Wenn man unter Volumen der Fusspunktfläche 
den Inhalt des Kegels aus dem Anfangspunkt versteht, dessen Basis 
der Theil der Fusspunktfläche ist, welcher dem betrachteten Theil der 
gegebenen Fläche entspricht, so zeigt H i r s t : D i e A n f a n g s p u n k t e 
f ü r a l l e F u s s p u n k t f l ä c h e n von c o n s t a n t e m V o l u m e n l i e g e n , 
w e l c h e s a u c h d i e N a t u r der O r i g i n a l f l ä c h e s e i , auf e i n e r 
F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g . 

D e r Ort d e r s e l b e n P u n k t e f ü r a l l e g e s c h l o s s e n e n F l ä -
c h e n i s t v o m z w e i t e n G r a d e und a l l e O e r t e r d i e s e r Art b i l -
d e n e i n S y s t e m ä h n l i c h e r und ä h n l i c h g e l e g e n e r F l ä c h e n , 
d e s s e n C e n t r u m der A n f a n g s p u n k t d e r F u s s p u n k t f l ä c h e d e s 
k l e i n s t e n V o l u m e n s i s t . 

Zahlreiche specielle Satze entspringen dem sehr einfachen Beweise 
noch für die Flächen zweiten Grades. Vgl. auch M a g e n e r , ,,Cubatur 
des Fusspunktenkörpers eines Ellipsoids", , , G r u n e r t ' s Archiv", Bd. 34, 
p. 450 f. und F i s c h e r „de superficierum pedalium theorematibus qui-
busdam." Berlin 1859. TJebrigens geht der Ursprung der Theorie der 
successiven Derivation auf M a c - L a u r i n zurück. (Vergl. , ,Philoso-
phical Transaetions" vom Jahre 1718, No. 356.) 
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a ist somit die e r s te Norma le OQ mit d e m Radius vector durch 
die Gleichung 

p = Q cos a 

v e r b u n d e n ; die zweite Normale OR ist s o d a n n 

= ę cos^ a 

u. s. w. Der Rad ius vector der n*«" F u s s p u n k t f l ä c h e ist d u r c h 

Q cos' ' a 
gegeben , und bi ldet mi t dem Radius vec tor des Originals den 
Winkel na .*) 

W e n n wi r die r ec ip roken Po la ren e i n e r F l ä c h e A u n d ih re r 
Fusspunk t f l äche B b i l d e n , so e rha l ten wi r e ine F l äche a und eine 
F läche b, welche le tz te re j ene zur Fusspunk t f l äche hat . Die Re-
ciprocalf lächen e ine r F l ä c h e S u n d i h r e r auf e inander fo lgenden 
Fusspunkt f lächen S , , S^, . . . » S« bi lden somit eine Re ihe 

S', S'^i, S'_2, . . ., , 

da offenbar die le tz ten Derivier ten zu den negat iven Fusspunk t -

flächen gehören . 
Man e r k e n n t a u c h , dass die ers te Fusspunk t f l äche die inverse 

F läche der r ec ip roken Polare der g e g e b e n e n F l ä c h e is t , d. h . die 
F l äche , welche aus ih r durch die Subs t i tu t ion des r ec ip roken 
W e r t h s des Radius vector an Stelle des l e tz te rn in ih re Gleichung 
h e r v o r g e h t ; so dass die Reibe der F l ä c h e S^, S^, . . . , Sn d u r c h 
Invers ion die a n d e r e Reihe S', S'_2, . . . » e rzeugt . 

*) Nach dieser Definition der Ableitung, die wir betrachten, hat 
W. R o b e r t s die Theorie auf gebrochene Derivierte so zu sagen aus-
gedehnt. Für n •= \ erhält man aus dem Ellipsoid eine Fläche, der 
er den Namen C a s s i n o i d e giebt, weil sie den Cassini'schen Curven 
ganz entspricht, die für denselben Werth aus der Ellipse abgeleitet 
werden. Ihre Gleichung ist für das Ellipsoid 

yi 
+ + ^ ^ ' 

^ _ 
~r I »,2 1 „2 ,.2 ' ' r« 4 - Ö« r« + r2 4 - c2 

wenn 
r^ — x^ y^ z^ 

ist. Man sieht daraus, dass sie der Ort eines Systems sphärischer 
Kegelschnitte ist, das durch confocale Ellipsoide bestimmt wird. Ueber 
die interessanten Eigenschaften dieser Fläche vergleiche man die schöne 
Arbeit von W. R o b e r t s , „Annali di Matem.", t. V, p. 133—153. 
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Man k o m m t so zu den a l lgemeinen S ä t z e n : Die I leciprocal-
l läche d e r n'®" Fusspunkt f läche von S ist die —w^« Fusspunk t -
l läche de r Reciprocal f läche von iS und die ( — w — 1 ) * ° F u s s p u n k t -
Iläche de r inversen F läche von S. Die inverse F l ä c h e der n*®" 
Fnsspunk t l l ä che von S ist die —n"^" Fus spunk t f l ä che de r inversen 
F l ä c h e von S u n d die (— n + 1 ) F u s s p u n k t f l ä c h e der Rec ipro-
calf läche von S. 

W e n n S vom zweiten Grade i s t , so ist es auch die inverse 
F l äche S' und ebenso sind S^n und von derse lben O r d n u n g 
und Sn ist dahe r die Rec ip roca l f l äche , S „ ^ i die inverse F läche 
e iner F l ä c h e von derse lben O r d n u n g . 

Die cen t r a l en Fus spunk t f l ächen des Ell ipsoids geben dazu 
eine gute E r l ä u t e r u n g ; seine e r s te posit ive Fusspunk t f l äche ist die 
E l a s t i c i t ä t s f l ä c h e v o n F r e s n e l , die ers te negat ive eine von 
T o r t o l i n i u n d C a y l e y un t e r such t e Fläche'. Wi r k o m m e n auf 
be ide sogleich zurück . (Artikel 2 4 7 u. 248.) 

246 . Zuvor s te l len wir übers ich t l ich d i e a l l g e m e i n e n E i -
g e n s c h a f t e n d e r i n v e r s e n F l ä c h e n zusammen.*) 

1) Drei P a a r e e n t s p r e c h e n d e r P u n k t e in zwei inversen Flä-
chen l iegen in d e r n ä m l i c h e n Kugel f läche , sowie zwei P u n k t e ent -
s p r e c h e n d e r P u n k t e in dem nämUchen Kre i se ; j ene schneidet die 
mi t e inem der E inhe i t gleichen Ha lbmesse r aus dem Anfangspunkt 
beschr i ebene Kugel o r t h o g o n a l . 

2) Nach der Eigcenschaft eines dem Kreise e ingeschr iebenen 
Vierecks bildet die getrade Verbindungs l in ie i rgend zweier P u n k t e 
a, h e iner Curve mit: dem Radius vector Oa denselben Winke l , 
wie die gerade Verb indungs l in ie d e r e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e a', b' 
mit dem Radius vector Ob'. W e n n also ab die Tangen te in i rgend 
e inem P u n k t e a i s t , so schUesst sie dense lben Winke l mit dem 
Radius vector von a e i n , wie die T a n g e n t e der inversen Curve 
in dem e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e a'. 

3) Die ana logen E igenschaf ten e r g e b e n sich f ü r die F lächen . 
E n t s p r e c h e n d e T a n g e n t e n e h e n e n sind gleich geneigt gegen den 
Radius v e c t o r ; die e n t s p r e c h e n d e n Norma len liegen mi t i hm in 
de rse lben E b e n e . Sie bi lden mi t ihm ein gleichschenkliges Drei-
e c k , we lches den Abschni t t des Radius vec tors zur Basis ha t . 

4) Der W i n k e l , we lchen zwei Curven in i rgend e inem P u n k t e 

*) Vergl. H i r s t , „Annali di Matemat.", t. H , p. 165 f. 
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mit e inande r bilden , ist stets dem Winke l de r if iversen Curven 
im e n t s p r e c h e n d e n PuidUe gleich. Diess folgt aus 2). 

5) Der W i n k e l , welchen zwei F lächen mit e i nande r in i rgend 
e inem P u n k t e b i lden , ist dem Winkel g le ich , we lchen die in in -
versen F l ächen im e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e e inschl iessen. Diess 
folgt aus 3). 

6) E i n e r ge raden Linie und e iner E b e n e en t sp r ingen d u r c h 
Invers ion ein Kreis und eine Kugel r e spec t ive , die den Anfangs-
punk t en tha l ten . 

7) Da ein Kreis stets als Durchschn i t t e iner E b e n e und e iner 
du rch den Anfangspunk t g e h e n d e n Kugelf läche Ä angesehen we r -
den k a n n , so ist die inverse Curve stets ein Kre i s ; derse lbe ist 
e iner de r Kre isschni t te zweiter Art des jenigen Kege l s , we lcher 
aus dem Anfangspunkt über dem gegebenen Kreis besch r i eben ist. 

8) Das Cen t rum des zweiten Kreises liegt in der g e r a d e n 
L i n i e , welche den Anfangspunk t mit dem Schei te l a des ge raden 
Kegels ve rb inde t , der der Kugel A nach dem ers ten Kreise u m - ' 
geschr ieben ist. 

Denn A ist das C e n t r u m einer Kugel B, we lche die Kugel A 
or thogona l durchschne ide t . Die E b e n e , welche d u r c h Invers ion 
aus A e n t s p r i n g t , schneide t die Inverse B' von B o r thogona l , 
d. b . in e inem gröss ten Kre i se , dessen Cen t rum mit dem ih ren 
also zusammenfä l l t . Aber die Centra von B und von B' l iegen 
no thwend ig in e iner den Anfangspunkt en tha l tenden (Geraden. 

Dieser Satz ist d i eCr imd lagc der s t e reograph i schen Project ion.*) 

9) E inem Kre i se , welcher eine Curve oscul ie r t , en t sp r i ch t 
ein Kre i s , welcher die inverse Curve osculier t . 

10) F ü r inverse F lächen Hegen die K r ü m n u m g s c e n t r a zweier 
e n t s p r e c h e n d e r Normalschni t t e in ge rade r Linie mit dem Anfangs-
punk te . Dem Normalscbni t t « in i rgend einem P u n k t e m en t -
sp r i ch t eine Curve et auf e iner d u r c h den Anff lngspunkt . ,gehenden 
Kugel A', der oscul ierende Kreis ć von d ist die inverse Curve 
des oscul ie renden Kreises c von a . Ist nun o-j der Normalschni t t , 
welcher u' im P u n k t e m b e r ü h r t , so ist nach dem T h e o r e m von 

*) Sein letzter Theil ist wohl von C l i a s l e s zuerst ausgesprochen 
worden (1817). Uebrigens haben W. T h o m p s o n , „Journal de Mathe'm.", 
t. X und L i o u v i l l e ,,ibid,", t. XII, die nämliche Methode der Trans-
formation, der letztere als Methode der reciproken Radien vectoren in 
analytischer Form studiert. 
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M e u n i e r das Centrum von c' die Projection des Centrums von 
c, ode r vom osculierenden Kreise von auf seine Ebene. Aber 
die Normale m'c, be rühr t offenbar die Kugel A in m, so dass c, 
der Scheitel des ihr nach c' , umgeschr iebenen Kegels i s t ; somit 
e rg iebt sich 10) aus 8). 

11) Den beiden Normalschnitten in m, deren Krümmungs-
cent ra äusserste Lagen in der Normale von m e innehmen , ent-
sprechen nothwendig zwei Schnitte der inversen Fläche von der-
selben Eigenschaft . Die beiden I lauptschnit te der einen Fläche 
entsprechen daher den Ilauptschnit ten der andern und einer Krüm-
mungslinie der einen Fläche entspricht eine Krümmungsl inie der 
andern . Dadurch lassen sich auch die Krümmungsverhäl tnisse 
dieser Fläcbenfamilie allgemein erledigen. 

247 . Die erste Fusspunktf läche des Ellipsoids 

1_ 4- z = 1 
^ 62 - f ^ 

hat als Inverse des rec iproken Ellipsoids die Gleichung 

«2^2 _,_ l^lyl + ^2^2 ^ (^2 y2 ^2)2. 

Sie ist die E l a s t i c i t ä t s f l ä c h e von F r e s n e l . Das inverse 
System einer Reihe von confocalen F lächen , welche sich recht-
winklig schneiden, ist ofl'enbar eine Reihe von Elasticitätsflächen, 
die zu einander orthogonal sind. Die Krümmungsl inien der Ela-
sticitätsfläche sind daher best immt als die Durchschnittslinien der-
selben mit zwei Flächenfamil ien derselben Na tu r , die aus con-
cyclischen Flächen zweiten Grades abgeleitet sind. 

Der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt der Fläche und der 
imaginäre Kreis , welchen eine beliebige Kugel mit der unendlich 
ent fernten Ebene gemein ha t , ist eine Doppellinie derselben. 

248 . Die Gleichung der e r s t e n n e g a t i v e n F u s s p u n k t -
f l ä c h e e i n e r F l ä c h e z w e i t e n G r a d e s , d. h. der Enveloppe 
der Ebenen , welche zu den centralen Radien vectoren derselben 
in ihren Endpunkten normal s ind, ist zuerst von C a y l e y gegeben 
worden. 

Wenn wir durch das Centrum der Fläche zweiten Grades 
eine Kugel beschr ieben denken , welche dieselbe in einem Punkte 
[x', y', z') b e r ü l i f t , so ist offenbar der Punkt [x, y, z) der deri-
vierten F läche , welcher dem Punkte [x, y', z') entspricht , der 
Endpunkt desjenigen Durchmessers dieser Kugel , welcher durch 
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das Centrum der Fläche geht . Wir erhaltten also fiir 

t = x'' + y'' + 
die Ausdrücke 

. = . ( 2 - 1 ) . 

Die Aullösung dieser Gleichungen f ü r x , y', z und die Sub-
stitution der erhal tenen W e r t h e in die be iden Gleichungen 

XX + yy + zz = x' -f y'' + z', 

4 . ^ _L ^ 1 
a2 h' c' ~~ ^ 

l iefert die Gleichungen 

+ - / — ^ + . = ^ 
( ^ - i ) 

xr y' z' 
+ T ^ TT + 7 PT = 1-

«'(^-ž) 'K^-p) 
Da die zweite dieser Gleichungen durch Differentiation der 

ersten nach t en ts teh t , so ist die be t rachte te Fläche durch die 
Discriminante dieser Gleichung darstellbar. Wir bilden dieselbe 
le icht , da die Gleichung vom vierten Grade ist. Sie ist 

— 2{a'+h'+c')t^-\- {4{h'c'Ą-c'a'Ą-a'h')-\- a'x'+h'y'Ą-c'z'y' 

— {Sa^èV + 2[h' + c')a'x' Ą-2{c'-\- a') h'y'+ 2 {a' b')c'z'} t 

+ 4a'b'c'{x'-\-y'Ą-z') = 0. 

Wenn wir sie in der F o r m 

At^ + + 6^2 + + E = 0 
schre iben, so sehen wi r , dass A und B die Grössen x, y, z 
nicht enthal ten, während jede der Grössen C, B, E sie im zwei-
ten Grade enthält . Nun ist die Discriminante vom sechsten Grade 
in den Coefficienten und von der F o r m 

A0 B'^F-, 

sie kann also x , y , z nur im zehnten Grade enthal ten und diess 
ist daher die Ordnungszahl der betrachteten F läche . 

Ihr Querschnit t in einer der Hauptebenen besteht aus der 
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e r s t en negat iven F n s s p u n k t c n r v e des e n t s p r e c h e n d e n Hauptschni t -
tes des El l ipsoids , e iner Curve sechs te r O r d n u n g , und e inem 
zwei fach zu zäh lenden Kege lschn i t t , we lcher e ine Doppelcurve der 
F l ä c h e ist. 

Die Doppe lpunk te in den Haup tebenen e n t s p r e c h e n den P u n k -
ten des El l ipso ids , f ü r welche 

_j_ y"i + z'2 = 2a', oder t = 2&^ t = ' 2 c 2 

respec t ive i s t , wie diess leicht aus den oben f ü r x, y, z gege-

b e n e n Ausdrücken he rvo rgeh t . Ueberdiess besi tzt die F l ä c h e e inen 

Cnspidalkegelschni t t in unend l i che r E n t f e r n u n g und e ine endl iche 

Cnspida lcurve von de r sechszehnten Ordnung . Dieselbe en t sp r i ch t 

de r Durchschn i t t s cu rve des Ellipsoids mit der F l äche vier ter Ord-

n u n g 

^ (S + C + + à' + AO 
+ 3 (.r'^ + y ' ' + z ' ' ) = 0.*) 

2 4 9 . Das näml i che P r o b l e m ist von W. R o b e r t s auf e inem 
a n d e r e n W e g e gelöst worden . E r ha t bev^iesen, dass die Be-
s t i m m u n g d e r e r s t en negat iven Fusspunkt f läche ident isch ist mit 
de r Bi ldung de r Gle ichung de r Para l le l f läche. J e n e s f o r d e r t die 
Bes t immung der Enve loppe d e r E b e n e 

XX 4- yy -f- ZŹ — x' + y"' + z', 
wo X, y', z der Gle ichung der F l äche g e n ü g e n ; dieses , als die 
Bes t immung de r Enve loppe einer Kuge l , de ren Cen t rum in der 
F l ä c h e heg t und d e r e n Radius = a i s t , f o rde r t die Enve loppe 
von 

(o: - x')' + [ y - y')' + - z? = ^^ 
oder 

2xx' -f 2yy' 2zz' = x" + y' z'— k"" Ą- x^ + xß + z'' 
darzus te l len . Rei d e r Bes t immung dieser Enveloppe sind die n ich t 

accen tu ie r t en Buchs t aben als Constante zu behande ln und es geh t 

da raus h e r v o r , dass beide P r o b l e m e specielle P'älle des jen igen 

s ind , in we lchem u n t e r dense lben Bed ingungen di'e Enveloppe von 

*) Eine Discussion der Fläche mit Untersuchung der verschiedenen 
Formen, die sie und die Cuspidal- und Doppelcurven derselben für ver-
schiedene "Werthe von a«, i«, c« annehmen, gab C a y l e y . (Vgl. „Phi-
losoph. Transactions", 1858, oder „Annali di Matem.", t. II, p. 168.) 
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ax + by + cz = x' + z"' d 

verlangt wird. Und f e rne r , dass ans der Gleichnng der Parallel-
fläche die Gleichung der ersten negativen Fusspunklfläche hervor-
geht , indem man in ihr für W, x, y, z die Substitutionen 

+ + \ y , 
respective vollzieht. 

Wenn wir so nach Artikel 244 die Gleichung der Parallel-
fläche einer Fläche zweiten Grades erhalten habe n , so können 
wir durch die hier angegebenen Substitutionen die Gleichung der 
ersten negativen Fusspnnktfläche finden, für einen beliebigen An-
fangspunkt eben so wohl als für den im Centrum gedachten. 

Wenn wir ferner für k die Substitution k k' und dann 
für k die vorige Substitution machen, so erhalten wir die einen» 
beliebigen Anfangspunkt entsprechende erste negative Fusspunkt-
fläche der Parallelfläclie der Fläche zweiten Grades, d, h. die 
Lösung eines Problems, welches schwerlich in anderer Weise zu 
lösen sein möchte. 

Haben wir wie oben die Gleichung der ersten negativen 
Fusspunklfläche der Fläche zweiten Grades gefunden, so brauchen 
wir nur die Gleichung der inversen Fläche derselben zu bilden, 
um nach Artikel 245 darin die Gleichung ihrer zweiten posilivcii 
Fusspunklfläche zu bilden. 

Beispiel 1. Man soll die Enveloppe der Ebenen beslininien, welciie 
normal zu den Radien vectoren der Ebene 

ax by Ą- cz d = 
iij ihren Enden gelegt sind. 

Da die Parallelfläche hier aus einem Ebenenpaar besieht, dessen 
Gleichung 

{ax Ą- by Ą- cz + df = k' 
ist , so ist die der Enveloppe 

{ax Ą- by + cz + df = x' y' Ą- z'. 
Beispiel 2. Man soll die erste negative Fusspunklfläche der Kugel 

+ { y - ß f + 
bestimmen. 

Die Parallelfläche besteht aus dem Paar von concenlrischen Kugeln 

— {y~ß)''+ { z - y f ^ i r ± k f - , 

die Enveloppe ist daher 
{x—2af 4- {y-'iß?+{z-2y)2 = : { 2 r + Y{x' + y' + z'}', 
d. h. eine Uradrehungsfläche zweiten Grades. 
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2 5 0 . Durch D u p i n isl die F läche s tud ie r t worden ,* ) welche 
die Enve loppe aller de r j en igen Kugeln i s t , welche d re i gegebene 
Kuge ln b e r ü h r e n . E r ha t i h r den Namen C y c l i d e gegeben . Die 
E igenscha f t en derselben können mit Leichl igkei t d u r c h Invers ion aus 
denen d e r Ringfläche abgele i te t w e r d e n , welche d u r c h Drehung 
eines Kre ises um eine in se iner Ebene gelegene Achse e rzeugt 
wird. (Vergl. Artikel 177.) Denn aus den a l lgemeinen Grund-
sätzen d e r Inversion im Artikel 2 4 6 geh t sofor t h e r v o r , dass eine 
G r u p p e von drei Kugeln stets in eine G r u p p e von dre i ande rn 
Kugeln t r ans fo rmie r t w e r d e n k a n n , de ren Centra in e iner gera-
den Linie l iegen. Der Or t de r Anfangspunk te de r Invers ion ist 
die P e r i p h e r i e des Or thogonalkre i ses de r in de r E b e n e i h r e r 
Cenl ra l iegenden gröss ten Kreise der Kugeln. Sind abe r die 
Centra de r Kugeln in g e r a d e r L in ie , so ist die Enve loppe der 
b e r ü h r e n d e n Kugeln olfenbar aus vier Kre is r ingf lächen z u s a m m e n -
gese tz t , f ü r welche j ene Gerade die gemeinschaf t l iche Achse ist. 
Die B e r ü h r u n g s p u n k t e der fes ten Kugeln mit de r ve ränder l i chen 
bilden Kre ise im speciellen wie im a l lgemeinen Fall . Daher bes teh t 
die Cyclide im Allgemeinen aus vier Mänte ln ; dieselben schneiden 
sich paarweise nach Kre i spe r iphe r i en , welche Krümmungs l in i en 
der F läche s i n d , un te r cons tanten Winkeln. 

Alle Krümmungs l in i en de r Cyclide sind Kre i se ; denn auf 
j e n e n Ringf lächen sind sie Meridian und Para l le lkre ise . Die Ebene 
e iner Krümmungs l in i e schneide t die F l äche un te r cons tan tem 
Winkel . 

Da m a n du rch einen bel iebigen P u n k t des Raumes stets 
zwei Kugelf lächen legen k a n n , welche die Ringf läche b e r ü h r e n 
und zwar nach je zwei C u r v e n , näml ich nach Meridianen oder 
Pa ra l l e lk re i sen , so besitzt die Cychde no thwendig zwei T a n g e n t e n -
e b e n e n , welche sie nach Krümmungs l i n i en b e r ü h r e n . 

W e n n m a n ebenso die Kugeln b e t r a c h t e t , welche d u r c h e inen 
bel iebigen P u n k t des R a u m e s und die Kreise de r Ringf läche be -
s t immt s ind , so findet m a n , dass sie zwei Schaa ren bi lden, de ren 
jede eine Kreisl inie gemeinschaf t l ich en thä l t und e rhä l t den Sa t z : 
Die E b e n e n d e r k r e i s fö rmigen K r ü m m u n g s l i n i e n de r CycÜde bil-
den zwei B ü s c h e l , de ren Schei te lkanten zu e inander rechtwinkl ig 
sind. Die Cent ra d ieser Kre ise b i lden zwei ebene Curven , welche 

*) Vergl. „Applications de Ge'ome'trie", p. 200. 
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F u s s p u n k t c u r v e n von Kegelschni t ten s ind. Die Kr i iminungscent ra 
der Cychde b i lden zwei Kegelschni t te in E b e n e n , welche zu ein-
a n d e r no rma l sind. • 

Da die Kre i s r ingüäche d u r c h j ede doppe l t b e r ü h r e n d e Ebene 
in zwei Kre isen geschni t ten w i r d , so m u s s j ede die Cychde dop-
pe l t b e r ü h r e n d e Kugel sie in zwei Kre isen d u r c h s c h n e i d e n , deren 
E b e n e n selbst die Cychde doppel t b e r ü h r e n . 

Die Gleichung de r Cyclide ist 

— «2)2 = 4 ( ß 4 - 2hcax) 

f ü r et als e inen wi l lkür l ichen P a r a m e t e r und 

A = x' y' + z' b' + c\ 

B = {b' Ą- c') x' 4- c'y' 4 - b'z' 4- b'c'. 

(Vgl. den Anhang „ U e b e r die Sys teme de r Or thogonal f lächen" , 

Art ikel S f á ) -

i h r e ers te negative Fusspunk t f l äche wird du rch Substitution 
von {a -f- k) f ü r a und nach dem T h e o r e m des vorigen Artikels 
in d e r F o r m 

|(ß2_62_c2) ^2 _}. ^a' — c') y' 4 - {a' —b'') z' - iabcx 

+ a^ — 2a' {b' 4- c') 4 - {c' - = 

4 {bcx 4 - ab' 4- ac2 — {x' + y' + z') 

e rha l t en . Durch die Subst i tut ion von x — x, y — y', z — z' f ü r 

X, y, z respect ive e rhä l t m a n sie s tat t f ü r den Anfangspunkt der 

Coord ina ten f ü r e inen bel iebigen P u n k t im Räume. 
2 5 1 . Die Ergebn i sse des vor igen Artikels können vervoll-

s t änd ig t werden du rch eine a l lgemeinere T h e o r i e d e r F l ä c h e n 
v i e r t e r O r d n u n g , a u f w e l c h e n S c h a a r e n v o n K e g e l -
s c h n i t t e n g e l e g e n s i n d . * ) 

W e n n eine F läche v ier ter O r d n u n g einen Kegelschni t t ent-
h ä l t , so muss die E b e n e desselben aus ihr noch e inen zweiten 
Kegelschni t t h e r a u s s c h n e i d e n ; die vier reel len oder imag inä ren 
P u n k t e , welche beide Kegelschni t te mit e inander geme in haben , 
m ü s s e n no thwendig e n t w e d e r Doppelpunkte der F l ä c h e oder Be-
r ü h r u n g s p u n k t e de rse lben mi t de r E b e n e der Kegelschni t te sein. 
Ande re r se i t s bed ing t die Existenz von vier Doppelpunkten im 
e b e n e n Schni t t e iner F l ä c h e vier ter Ordnung die Z u s a m m e n -

*) Man verdankt diese Theorie Kummer . Vgl. „Monatsberichte 
der kön. Preuss. Akad. d. W. zu Berlin", 1863, p. 324. 
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Setzung derselben aus Curven niederer O r d n u n g e n , da eine eigent-
liche Curve vierter Ordnung nur drei Doppelpunkte haben k a n n ; 
liegen dre i von den Doppelpunkten in gerader Linie, so sind 
jene eben diese Gerade und eine Curve dr i t ter Ordnung. Bei 
m e h r als vier Doppelpunkten ist der betrachtete Schnitt nothwen-
dig eine Verbindung zweier Geraden und eines Kegelschnitts, als 
welcher Fall f ü n f , oder eine Verbindung von vier Geraden , als 
welcher Fall sechs Doppelpunkten entspricht. 

Die uneigentl ichen Flächen vierter Ordnung , welche durch 
die Verbindung zweier Flächen zweiter Ordnung repräsent ier t 
w e r d e n , und die Kegelllächen vierten Grades, als welche fü r a l l e 
durch einen Punkt (im letzteren Falle die Spitze) gehende Ebenen 
Kegelschnit tpaare e rgeben , bleiben hier ausgeschlossen. 

Es bleiben folgende Fälle zu unterscheiden: 1) Die Schaar 
der Ebenen der Kegelschnit tpaare be rüh r t die Fläche nicht. 

2) Sie besteht aus einfachen Tangentenehenen der Fläche. 
3) Sie besteht aus Doppeltangentenebenen der Fläche. 
Die Fälle der dreifach berührenden Ebenen und der längs 

einer Geraden be rüh renden Ebenen sind unwichtig, der Letztere 
insbesondere beschränkt auf die osculierenden Ebenen der ab-
wickelbaren Flächen vierter Ordnung. 

252 . 1) W e n n d i e E b e n e n d e r K e g e l s c h n i t t p a a r e 
d i e F l ä c h e n i c h t b e r ü h r e n , so enthält jede derselben noth-
wendig vier Doppelpunkte der Fläche. Ist keiner dieser Doppel-
punkte fü r alle Ebenen der Schaar gemeinschaft l ich, so besitzt 
die Fläche eine Doppelcurve vierter Ordnung und muss aus zwei 
Flächen zweiten Grades bestehen. 

Ist e iner der Doppelpunkte allen den Ebenen der Kegel-
schnit tpaare gemeinschaf thch , d. h. bilden dieselben ein Netz, so 
besitzt die F läche nothwendig eine Doppelcurve dri t ter Ordnung, 
die jenen Punk t nicht enthäl t ; auch diess ist nur möglich in den 
ausgeschlossenen Fällen der uneigentl ichen Flächen vierter Ord-
nung. 

Die Gemeinsamkeit von zwei Doppelpunkten fü r alle Ebenen 
der Schaar oder die Voraussetzung, dass diese ein Büschel bil-
den , e r forder t eine Doppelcurve zweiten Grades , welche jene 
festen Punkte nicht enthält . Und die Existenz einer solchen Dop-
pelcurve und zweier Doppelpunkte ausser ihr macht die Ebenen 
des durch diese best immten Büschels zu Ebenen der Kegelschnitt-
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p a a r e , wenn nicht die Verbindungslinie j e n e r Doppelpunkte den 
Doppelkegelschnitt schne ide t , wo sie dann der Fläche ganz an-
gehört . 

Die Gleichung einer solchen F läche ist von der F o r m 
= 

wenn <p und ip ganze rat ionale Funct ionen zweiten Grades und p 
eine l ineare Function der drei Veränder l ichen bezeichnen. Nimmt 
man hier als Produc t der l inearen Func t ionen g und r, also 

<pi = 4 p'qr, 

so hat man die al lgemeine Gleichung der F l ä c h e n v i e r t e r 
O r d n u n g , d i e a u s s e r d e m D o p p e l k e g e l s c h n i t t z w e i 
D o p p e l p u n k t e h a b e n , ohne dass ihre gerade Verbindungshnie 
der Fläche angehört . Hier ist 

9) = 0 , = 0 

die Doppelcurve und die Punkte 

q = 0. r = 0 , cp = 0 , 
die Schnit te einer Geraden mit e iner F läche zweiten Grades, sind 
die Doppelpunkte der Fläche. Alle Ebenen des Büschels 

^ = 0 , r = 0 

schneiden Kegelschni t tpaare , die Ebenen 

g = 0 , r = 0 

selbst sind singuläre Tangen t enebenen , denn sie b e r ü h r e n die 

Flächen nach den Kegelschni t ten , welche sie enthalten. 
Denken wir a u s s e r d e m D o p p e l k e g e l s c h n i t t z w e i 

P a a r e v o n D o p p e l p u n k t e n i n d e r F l ä c h e , so entspringen 
zwei Büschel von Ebenen der Kegelschni t tpaare ; man hat die 
allgemeine Gleichung solcher Flächen 

(p2 ^ qr — stY = 4p\r, 

oder was dasselbe ist 

[pi — qr + sty == 4 phi, 
odei' 

p + y^r yvt = (i 

wenn p, q, r, s, t l ineare Funct ionen der Veränderlichen sind. 
Die Ebenenbüschel 

^ - f Ar = 0 , s fit — 0 

sind die Ebenen der Kegelschni t tpaare , die vier Ebenen 
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q = r = o, 5 = 0, ^ = O 
b e r ü h r e n die Fläche nach Regelschnit ten. 

Die Doppelcurve ist du rch 

p = qr — st = 

best immt und die vier einzelnen Doppelpunkte sind in Paaren 

durch 
q = 0, r = 0 , p' — st = {), 
5 = 0, i — p' — qr= 0 

dargestel l t . Bei genauerer Untersuchung ih re r Lage findet man, 
dass von den sechs Geraden , welche sie ve rb inden , vier die Dop-
pelcurve zweiten Grades schneiden und also der Fläche selbst 
angehö ren , so dass eben nu r die übrigen zwei Verbindungslinien 

^ = 0 , r = 0 ; s = 0 , t = 0 

als Achsen der Ebenenbüschel der Kegelscbnit tpaare bleiben. 
Z u d i e s e r G r u p p e v o n F l ä c h e n g e h ö r t d i e D u p i n 

s e h e C y c l i d e , wie die Vergleichung mit den Sätzen des Arti-
kel 2 5 0 zeigt; ihre Doppelcurve liegt ganz im Unendlichen und 
von den vier Doppelpunkten sind stets zwei imaginär. Ih re r 
Gleichung kann die Fo rm 

b' = {(«a; — ek)' - f h'y'}^ -j- {{ex - ak)' — b'z')i 

gegeben werden. 

253- Wenn jede Ebene der Kegelschnittpaare durch m e h r 
als zwei feste Doppelpunkte geht , so muss die gemeinsame Achse 
ihres Büschels der Fläche selbst als eine gerade Doppellinie an-
gehören. A u s j e d e r F l ä c h e v i e r t e r O r d n u n g m i t e i n e r 
g e r a d e n D o p p e l l i n i e s c h n e i d e n d i e E b e n e n , w e l c h e 
d i e s e l b e e n t h a l t e n , K e g e l s c h n i t t e a u s . Die Gleichung 
solcher Flächen hat die F o r m 

p'cp -f 2pqq)i -ł- = 0, 
wenn <p, q)^, (p^ Funct ionen zweiten Grades , p, q hneare Func-
tionen der Veränder l ichen sind. Die Doppellinie ist 

/> = 0 , g = 0. 

Es bleibt h iernach nur die Untersuchung der Fälle übr ig , 
wo die Kegelschnit tpaare der Fläche als einander be rührend vor-
ausgesetzt werden. Daraus entspringt zuerst eine specielle Art 
der Flächen 

cp' = 4 p'qr , 

Salmon, Anal , Geom. d. Raumes. II. 2 3 
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bei we lche r die be iden e inzelnen Doppe lpunk te sich unendl ich 
n a h e l iegen. B e m e r k e n s w e r t h e r ist die Fami l i e von F lächen , de ren 
Kege l schn i t tpaa re e ine doppel te B e r ü h r u n g h a b e n , F lächen also, 
die in zwei ve r sch iedenen P u n k t e n sich selbst b e r ü h r e n . Alle 
d u r c h diese be iden S e l b s t b e r ü h r u n g s p u n k t e gehenden Ebenen 
schne iden die F l äche in K e g e l s c h n i t t p a a r e n , die sich in ihnen 
b e r ü h r e n . Sie h a b e n die Gle ichung 

9)2 — (ip^ 4 ß c p ' q ' + 4 dpq^ + eq'^, 

wo cp eine Func t ion zweiten G r a d e s , p, q l ineare Func t ionen , 

a, h, c, d, e Cons tanten beze ichnen . Die Schn i t tpunk te der F läche 

zweiten Grades und de r Geraden 

<p = 0, p = 0, q = 0 

sind die P u n k t e de r B e r ü h r u n g . 
Die vier E b e n e n , de ren a lgebra i sche Ausdrücke die l inearen 

F a c t o r e n de r F u n c t i o n vierten Grades s ind , die die i ' echte Sei te 
der Gle ichung b i lde t , sind s ingu lä re Tangen t enebenen der F l ä c h e ; 
sie schne iden aus ih r Kege lschn i t tpaare aus , welche sich decken . 
W e n n die beze ichne te b iquadra t i sche Funct ion zwei gleiche l i nea re 
Fac to ren h a t , so fallen zwei j e n e r E b e n e n zusannnen und die 
F l äche besitzt dann in dieser e ine Doppelcurve. 

Diess ist abe r das a l lgemeine Besultat de r U n t e r s u c h u n g ; 
A l l e F l ä c h e n v i e r t e r O r d n u n g , a u s d e n e n S c h a a r e n 
v o n n i c h t b e r ü h r e n d e n E b e n e n K c g e l s c h n i t t p a a r o 
s c h n e i d e n , k ö n n e n a l s e r z e u g t d u r c h D r e h u n g e i n e s 
v e r ä n d e r l i c h e n K e g e l s c h n i t t s u m e i n e f e s t e A c h s e a n -
g e s e h e n w e r d e n . 

Es liegt h ie r n a h e , an die U m d r e b u n g s f l ä c h e n zu den -
k e n , w e l c h e d u r c h D r e h u n g e i n e s K e g e l s c h n i t t s u m 
e i n e n i c h t i n s e i n e r E b e n e g e l e g e n e A c h s e e r z e u g t 
w e r d e n . * ) Sie besi tzen einen doppel ten Para l l e lk re i s , d e r zu 
e inem conjug ie r ten und zu e inem imaginären Kreise w e r d e n k a n n . 
Eine zweite Schaa r von g e n e r i e r e n d e n Regelschni t ten wird be-
s t immt d u r c h den zu e inem von de r ersten Schaar in Bezug auf 
eine beliebige Mer id ianebene symmet r i schen Kegelschni t t . .Jede 
E b e n e , welche einen Kegelschni t t de r ersten Schaa r en thä l t , schnei-

lieber die aligoineino I'̂ Iilche dieser Art, mag man die Note von 
de la G o u r n e r i o vergleichen, ,,Ijiouville's .Tonrn.", t. VITT, Serie 
p. 52. 
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det die F läche ferner in einem Kegelschnitt der zweiten Schaar 
und b e r ü h r t sie in zwei Punkten , Jede Fläche zweiten Grades, 
welche einen dieser Kegelschnitte und den Doppelkreis enthält, 
geht durch einen Kegelschnitt der andern Reihe und be rüh r t die 
F läche in den zwei Schni t tpunkten beider. 

Die doppelt be rührenden Ebenen der Fläche theilen sich in 
dre i Schaaren nnd jeder solchen Schaar entsprechen zwei Reihen 
ident i scher erzeugender Kegelschnit te; es gehen also durch jeden 
P u n k t der Fläche sechs Kegelschnitte ausser dem Parallelkreis 
des Punk te s ; etc. 

W e n n eine der . \chsen des erzeugenden Kegelschnitts bei 
der Rotation eine Ebene beschre ib t , so ist der Doppelparallelkreis 
unendUch en t fe rn t ; etc. 

Man kann durch die collineare Transformation zum allge-
meineren Falle übergehen. 

254 . 2) Wenn die Ebenen der Kegelschnittpaare die Fläche 
einfach b e r ü h r e n , so gehen sie nothwendig durch drei Doppel-
punkte der Fläche hindurch und diese Bedingung ist zugleich 
h in re ichend , wenn nicht der Berührungspunkt mit zweien dieser 
Doppelpunkte in einer Geraden liegt, die dann ganz der Fläche 
angehören muss. Weim die Ebenen der Schaar* nicht sämmtlich 
einen festen Doppelpunkt der Fläche enthal ten, so muss der Ort 
der drei Doppelpunkte, welche jede enthäl t , eine Doppelcurve 
dr i t te r Ordnung in der Fläche sein. Der Fall,* dass der Berüh-
rungspunk t mit zweien der übr igen Doppelpunkte in einer Gera-
den liegt, t r i t t stets und nur dann ein, wenn die Fläche eine 
Regelfläche ist. Alle Flächen vierter Ordnung also, welche eine 
Doppelpunktscurve dri t ter Ordnung haben , werden von ihren 
sämmtlichen Tangentenehenen in Kegelschnittpaaren geschni t ten; 
aus den Regelllächen vierten Grades schneiden die einfach be-
r ü h r e n d e n Ebenen stets Gerade mit Curven dri t ter Ordnung aus. 

Die Doppelcurve kann entweder eine Raumcurve dri t ter Ord-
n u n g , oder die Vereinigung einer Geraden und eines Kegelschnitts 
oder die von drei Geraden sein. Die Flächen der ersten Art 
sind nothwendig Regelllächen. Die Flächen der zweiten Art sind 
ebenfalls Regelllächen und es ist nölhig, dass die gerade Doppel-
linie den Doppelkegelschnitt in einem Puukte schneidet. 

Drei Do[)pelgerade können existieren im Falle der Regelflächen, 
einmal als zusammenfallend in eine dreifache Linie der F läche ; 

2 3 * 
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das ande rema l als ein P a a r G e r a d e , die n icht in e iner E b e n e 
l i egen , abe r von der d r i t t en geschni t ten werden . Nur der Fall , 
d a s s d i e d r e i D o p p e l g e r a d e n d u r c h e i n e n P n n k t g e h e n , 
b le ibt zu b e t r a c h t e n . Die a l lgemeine Gleichung de r F läche ist dann 

+ i?rV + Cp'f + IDpqrs = 0 

mit p, q, r, s als l inearen Func t ionen de r Coordinaten und 

A, B, C, D als Constanten . Die dre i E b e n e n 

p = g = 0 , r = 0 

schne iden sich in den Doppelgeraden de r F läche und bes t immen 

den dre i fachen P u n k t derse lben . 

Unendl ich viele S c h a a r e n von Kegelschni t ten l iegen auf die-
ser F l äche . Durch j eden bel iebigen P u n k t des R a u m e s geht e ine 
Schaa r von E b e n e n , welche Kege lschn i t tpaare aus ih r s chne iden ; 
alle E b e n e n e iner solchen Schaa r umhül len e inen Kegel sechsten 
G r a d e s , we lche r die F l äche einhül l t . Durch j eden P u n k t auf de r 
F l ä c h e gehen unend l i ch viele Kegelschni t te de r se lben , deren E b e -
n e n einen Kegel v ier ten Grades e inhü l l en ; w e n n der Punk t auf 
e iner de r drei Doppell inien l i eg t , so wird derse lbe zu e inem 
Kegel zweiten Grades . 

Diese m e r k w ü r d i g e Art von F lächen hat te J . S t e i n e r en t -
deckt und ih re I l aup te igenschaf ten e rkann t . An den Satz a n k n i i : 
p f e n d : W e n n m a n d u r c h einen P u n k t e iner F läche zweiten Gra -
des dre i S e h n e n » paral le l zu e inem System con jug ie r te r Durch-
m e s s e r e iner a n d e r n F l äche zweiten Grades z ieh t , so liegen i h r e 
E n d p u n k t e in e iner E b e n e , die s tets du rch e inen festen Punk t p 
geh t*) — be t r ach te t e e r die P u n k t e p, welche den F lächen eines 
Rüscheis en t sp rechen und f a n d , dass sie e inen Kegelschnit t bil-
den . Denkt m a n d a n n drei F l ächen zweiten Grades und d u r c h 
die Schni t t l in ie der be iden ers ten eine neue gelegt , sodann wie-
de r e ine d u r c h den Durchschn i t t dieser und der d r i t t en , so e r -
häl t man ein System von F lächen zweiten G r a d e s , die den P u n k -
ten e iner E b e n e so e n t s p r e c h e n , dass j e d e r Geraden in ihr ein 
Büschel von F l ächen en t sp r ich t . Die Pole derse lben bi lden eine 
F l ä c h e , auf de r unend l i ch viele Schaa ren von Kegelschni t ten lie-

*) Von H e s s e bereits 1837 bewiesen in „Crelle's Journal", Bd. 
X V n i , p. 110. Im I. Bande, Artikel 117, Beispiel 9 ist ein specieller 
Fall desselben gegeben, von dem man durch Transformation zum all-
gemeinen leicht übergehen kann. 
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g e n , o d e r die anf nnendlicli viele Arten d u r c h Bewegung e ines 
Kegelschni t t s erzeugt w e r d e n kann.*) 

Die Gle ichung 

yH' + zV + xY — Icxyz = 0 

giebt e ine solche S t e i n e r ' s e h e F l ä c h e , in de r die dre i Doppel-
g e r a d e n auf e inander s e n k r e c h t s t e h e n , und gleiche Abschni t te 
in de r se lben bes i tzen ; sie setzen sich wei te rh in als isol ier te Lin ien 
fo r t . Die vier s ingulären T a n g e n t e n e b e n e n , w eiche sie nach Kre i -
sen b e r ü h r e n , — d. i. in zwei zusammenfa l l enden Kege lschni t t en 
s chne iden — t r ennen d u r c h diese die convex-convexen The i l e d e r 
F l äche von den convex-concaven ; die T a n g e n t e n e b e n e n in j e n e n 
The i l en bes t immen mi t der F l äche n u r i m a g i n ä r e , die in diesen 
The i l en reel le Kegelschni t tpaare . Die a l lgemeinste S t e i n e r ' s c h e 
F l ä c h e geht h ie raus d u r c h col l ineare T r a n s f o r m a t i o n h e r v o r ; i h r e 
Gle ichung enthä l t f ü n f z e h n wesent l iche Constanten . 

255 . Die Vorausse tzung , d a s s d i e S c h a a r d e r T a n g e n -
t e n e b e n e n d e r K e g e l s c h n i t t p a a r e e i n e n f e s t e n D o p -
p e l p u n k t d e r F l ä c h e e n t h ä l t , b e d i n g t d i e E x i s t e n z 
e i n e r D o p p e l c u r v e z w e i t e n G r a d e s i n d e r F l ä c h e . I h r e 
a l lgemeine Gleichung ist 

cp' = 4 p'tp, 
w e n n 

= 0 

e inen Kegel zweiten Grades und 

cp = 0 

e ine du rch seinen Scheitel gehende F l ä c h e zweiten G r a d e s d a r -
stellt. Der Scheitel des Kegels ist ein Doppe lpunkt d e r F l ä c h e 
u n d die Schaa r de r den Kegel zweiten Grades b e r ü h r e n d e n E b e -
n e n schne ide t Kege lschn i t tpaare aus de r se lben aus und b e r ü h r t sie. 

Der B e r ü h r u n g s k e g e l zweiten G r a d e s , welcher d e r F l ä c h e 
f ü r den Doppe lpunk t en t sp r i ch t , kann auch als ein so lcher b e -
t r ach te t w e r d e n , dessen T a n g e n t e n e b e n e n zugleich die F l ä c h e — 
jedoch sämmtl icb im Doppelpunkte — b e r ü h r e n ; die von i h n e n 
in der F l ä c h e bes t immten Curven h a b e n in diesem P u n k t e e ine 

*) Eine synthetische Untersuchung dieser Fläche ist von S c h r ö -
t e r ausgeführt worden; ,,Monatsberichte der kön. Preuss. Akad. d. W. 
zu Berlin", 1863, p. 520. 
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Spitze und ausser ihm zwei Doppelj)unkte, sind also eigentliche 
Curven vierter Ordnung. 

Der Fall des Büschels einfach b e r ü h r e n d e r Ebenen durch 
zwei Doppelpunkte kann nur statt h a b e n , wenn die gerade Ver-
bindungslinie der Doppelpunkte der Flächc ganz angehör t , uiul 
giebt keine neue Art solcher Flächen. 

256. Wenn eine zweifach be rüh rende Ebene aus der Fläche 
ein Regelschnit tpaar schneiden soll, so muss sie durch zwei Dop-
pelpunkte der Fläche gehen ; und soll eine Schaar von Ebenen 
dieser Art exist ieren, so muss die Fläche eine Dojipclcurve zwei-
ten Grades besitzen. 

D i e F l ä c h e n v i e r t e r 0 r d n u n g , w e l c h e e i n e D o p -
p e 1 c u r V e z w e i t e n G r a d e s b e s i t z e n , w c i" d e n v o n a l l e n 
d o p p e l t b e r ü h r e n d e n E b e n e n in K e g e l s c h n i I t p a a r c n 
g e s c h n i t t e n . Man kann die Gleichung solcher Flächen 

in der Form 

{(p + ^ 4 

dars te l len, in der X eine beliebige Constante bedeutet . Best injmt 
man diese so, dass 

iJ -h X<p + l'p' = 0 
eine Kegelfläche darstel l t , so wird die Fläche vierter O r d m m g 
von derselben doppelt eingehüll t ; jede ihrer Tangentenebenen 
ist eine Doppeltangentenebene der Fläche und schneidet ein Kegel-
scbnit tpaar aus ihr heraus. 

Die Bedingung, un te r welcher 

f + i<p x y = 0 

eine Kegelfläche i s t , führ t auf eine Gleichung fünf ten Grades fü r 
X, d. h. e s g i e b t i m A l l g e m e i n e n f ü n f v e r s c h i e d e n e 
K e g e l z w e i t e n G r a d e s , d e r e n T a n g e n t e n e b e n e n e i n e 
F l ä c h e v i e r t e r O r d n u n g m i t e i n e r D o p p e l c u r v e z w e i -
t e n G r a d e s z w e i f a c h b e r ü h r e n u n d K e g e l s c h n i t t p a a r e 
a n s i h r s c h n e i d e n . 

Einer imaginären Wurzel dieser Gleichung entspr icht eine 
Schaar imaginärer Ebenen dieser Ar t ; der Gleichheit zweier W u r -
zeln derselben entsprechen an Stelle der Schaaren doppelt be-
r ü h r e n d e r Ebenen zwei singuläre Tangen tenebenen , welche sie 
in Kegelschnitten b e r ü h r e n , oder eine Schaar einfach be rühren -
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dei» Ehei ie i i , weiche durcl i einen festen Doppe lpunk t de r F läche 
g e h e n . Hat die F läche ausser der Doppe lcurve noch ein oder 
zwei P a a r von Doppe lpunk ten , de ren Verb indungs l in ien sie nicht 
s c h n e i d e n , und daher e ine oder zwei S c h a a r e n von nicht b e r ü h -
r e n d e n E b e n e n , welche Kege lschn i t tpaare aus ih r s c h n e i d e n , so 
b le iben von den fünf Schaaren doppel t b e r ü h r e n d e r E b e n e n stets 
n u r drei oder eine übr ig und die ü b r i g e n w e r d e n zu s ingulä ren 
T a n g e n t e n e b e n e n der F läche . 

F ü r die D u p i n ' s e h e Cyclide hat j ene Gle ichung zwei P a a r e 
g le icher W u r z e l n , denen die vier — zwei sind s te ts imag inä r — 
s ingu l ä r en T a n g e n t e n e b e n e n e n t s p r e c h e n ; die f ü n f t e Wurze l giebt 
e inen ree l l en doppel t b e r ü h r e n d e n Kegel zw eiten G r a d e s , dessen 
T a n g e n t e n e b e n e n Kegelschni t tpaare — es s ind Kreise — aus der 
F l ache schne iden . Sie s ind von denen ve r s ch i eden , d e r e n Exi -
s tenz im Art ikel 2 5 0 e r k a n n t worden ist. 

Die Regel f lächen vier ter O r d n u n g besi tzen doppe l t b e r ü h r e n d e 
E b e n e n , die ausser den beiden E r z e u g e n d e n , die sie enthal ten , 
Kegelschni t te auf der F l ä c h e bes t immen . 

2 5 7 . E ine in te ressan te G r u p p e von F l ä c h e n ve rb inde t sich 
mi t e ine r F l äche zweiten Grades du rch die a l l g e m e i n e T h e o -
r i e , w e l c h e d a s N o r m a l e n p r o b l e m a l s e i n e n s p e c i e l l e n 
F a l l e n t h ä l t . Wi r haben im I. Bande n u r gelegent l ich dieses 
P r o b l e m s gedach t (Art. 135) und die a l lgemeinere Un te r suchung 
e r w ä h n t , de ren auf F lächen bezügl iche Resul ta te h i e r h e r gehören , 

iMan wird finden, dass die im I, Bande in den Art ike ln 2 0 8 — 
2 1 0 ku rz gegebene T h e o r i e d e r F l ä c h e d e r K r ü m m u n g s -
c e n t r a h ie r in e inen a l lgemeineren Z u s a m m e n h a n g t r i t t .**) 

*) A. C l e b s c h , ,,Ueber das Problem der Normalen bei Curven 
und Oberflächen zweiter Ordnung," „Journal f. Math.", Bd, LXII, 
p. 64 f. 

**) Zu der im Artikel 208 des ersten Bandes gegebenen Methode 
zur Bestimmung der Gleichung der Fläche der Centra fügen wir die 
folgende hinzu, Avelche aus den Artikeln 129 Band I und 33 des gegen-
wärtigen ihre Begründung empfängt. Man bilde die Discriminante von 

für ř/ = 0 als die Gleichung der Fläche; sie ist vom vierten Grade in 
I und ihre beiden Invarianten seien S und T. Dann entspringt aus 

S = 0, 7' = 0 
durch Elimination von k"̂  die Gleichung der Fläche der Centra, 
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W e n n iiiaii das P rob lem der Norma len f ü r F l ä c h e n lÄch 
den Geselzen de r T rans fo rma t ion v e r a l l g e m e i n e r t , so wie diess 
in den Artikeln 478 , 4 7 9 de r „Analyt . Geom. de r Kege l schn i t t e " 
f ü r Curven zweiter O r d n u n g gezeigt w o r d e n i s t , so en t sp r ing t 
die Aufgabe : A u f d e r O b e r f l ä c h e zw e i t e r O r d n u n g U=0 
s o l l e i n P u n k t Z s o g e f u n d e n w e r d e n , d a s s d i e P o 1 a r e 
e i n e s g e g e b e n e n P u n k t e s x i n B e z u g a u f d e n v o n X 
a n d i e F l ä c h e z w e i t e r O r d n u n g = 0 g e h e n d e n T a n -
g e n t e n k e g e l m i t d e r T a n g e n t e n e b e n e v o n U = 0 i m 
P u n k t e X z u s a m m e n f ä l l t . 

Die F läche v = 0 vertr i t t den imag inä ren Kreis de r u n e n d -
lich en t f e rn t en E b e n e , in Bezug auf welchen die B ich tung de r 
Noi ina le und die Ste l lung de r T a n g e n t e n e b e n e Pol und Pola re sind. 

Bezeicbnen U, V homogene Func t ionen zweiten Grades mit 
den Veränder l i chen X — näml ich X,"^ X^, Zg , X^ s tat t X, Y, Z, W 
— und u, V dieselben mit den Veränder l i chen x und sind 

f / , , ř / j , • . . , V,, . . u,, . . V,, . . . 

i h r e d u r c h 2 dividierten par t ie l len Differentiale nach diesen Ver-
ä n d e r l i c h e n , so ist das P rob l em d u r c h die Gle ichungen 

t;̂  = XU, -1- llV,, 
v^ ~ IU2 + i«' , 
Vß = XUß + fiVß, 

= XU, fi V, 

mit X, ju, als u n b e s t i m m t e n Fac to ren ausged rück t . Die El imina-
tion von Z j , X^ , A3, X , zwischen ihnen f ü h r t auf eine Gle ichung 

sechs ten Grades f ü r —, welche in der den confocalen F l ächen 

en t sp rechenden F o r m von J o a c h i m s t h a l u n t e r s u c h t w o r d e n ist.*) 
Sind Ui/c und die Coefficienten von u, v und J die aus 

den E lementen [Xuik + f^Vik) gebildete D e t e r m i n a n t e , abe r 
i h re U n t e r d e t e r m i n a n t e , so folgt aus den vor igen Gle ichungen 

A . X , = + v ^ d , ^ + i ' a ^ i s + «'4^14' 

J . X^ = - f 1^2^42 + «^3^43 + 1^4^44 

*) Vergl. ibid. Bd. LIII, p. 153 f., dazu die schöne letzte Arbeit 
J o a c h i m s t h a l ' s , ibid. Bd. LIX, p. III f. 
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initl soni i l d u r c h E i n f ü h r u n g in IJ 0 die gesuch te Endgle ichung 

ZZSZUikVpApiVqAqk = 0 . 

B e m e r k t m a n , dass f ü r eine U n t e r d e t e r m i n a n t e zweiter Ord-

n u n g Aik,qp 
^ip^qk = ^ik^qp — ^ ' ^ik,qp*)> 

SO geh t sie ü b e r in 

Z Z U i k A i k . ZZVqVpAqp z/ . Z Z Z ZUjk Vq Vp Jik,qp = 0 . 

Da f e r n e r Uik als Differential des E l e m e n t s + fiVik) 
nach I e r s che in t , so ist 

und f ü r 
.0, == ZZVqVpJqp 

d a h e r die Endgle ichung 

r. dJ dSl 
' dX dX 

Bet rach te t man X, fi als Cons t an t e , die x als Veränder l iche , 
so ist de r Ausdruck l inks eine h o m o g e n e Func t ion zweiten Gra-
des u n d die Gle ichung bezeichnet e ine F l äche zweiten Grades 
von fo lgender E n t s t e h u n g : W e n n man d u r c h die Schni t tcurve von 
M == 0 , V = 0 die F läche des Büschels Xu + fiv = 0 legt, 
in Bezug auf sie die Po la ren der P u n k t e von u = Q und die 
Pole d e r L e t z t e r e n in Bezug auf t; = 0 n i m m t . 

2 5 8 . Soll die Gle ichung 1) zwei gle iche Wurze ln besi tzen, 
so muss ih r Different ialquot ient nach X zugleich mi t ih r selbst 
v e r s c h w i n d e n , d. h. 

^ d'J ^ d'Sl ^ ^ -

sein. Die Bed ingungen 

ß = 0 , A = 0 
er fü l l en be ide Gle i chungen , und m a n sieht d a r a u s , d a s s d i e 
D i s c r i m i n a n t e v o n 1) d e n A u s d r u c k a l s F a c t o r e n t h ä l t , 
w e l c h e r g l e i c h N u l l g e s e t z t d a s R e s u l t a t d e r E l i m i -
n a t i o n a u s ^ ;= 0, J =: 0 b i l d e t . 

Ist wie h i e r , de r Grad von um Eins ge r inge r als der von 
z / , so lässt s ich de r ü b r i g b le ibende F a c t o r leicht bi lden. Nach 

*) Vergl. „Vorlesungen", Artikel 19. 
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Potenzen von I geordnet hat man 

a = - f (« — 1) + . . 

J = bX" + . . 

also statt 1) 

2) 0 = ab. + 2 ( n - 1) + . . . 

und fü r zwei gleiche Wurze ln durch Differentiation nach X und jit 

^ ( f J d'Sl 
0 = ß — J 

3) 

dX' dX' 

= 2 ( n — 1 ) 2 (n —1) ( 2 « — 3 ) dbX^'^-^fi + . . . 

0 = ^ " , — = 2 ( n - l ) + . . . 
Da die beiden letzten Gleichungen fü r jit = 0 , ft = 0 ver-

schwinden, so ist b ein fe rnerer Factor der Discriminante. 
Und , wenn der Fall ß = 0 , ^ ••= 0 als Bedingung von 

zwei gleichen Wurzeln ausgeschlossen werden soll, so folgt aus 
2) und der ersten 3) 

_ ^ ^ _ rfz/ 

" ~ "iü rfX^ Ix 

= n[n— 1) abX^"-^ + 2 n (n— 1) [n — 1) + . . . , 

wodurch in Verbindung mit der ersten Gleichung 3) die durch fi 
theilbare Gleichung 

f r . d'J / „, dJ\ d'Sl 
0 = { n S l - 2 X - ) - (nJ - 2X 

= 2n (n — 1) + . . . 

entspringt . Mit ih re r Hilfe geht auch aus der zweiten Gleichung 
3) eine solche Gleichung hervor , in der die Division durch /i 
nach den Formeln für homogene Functionen Si, J und ih re 
Differentialquotienten ausgeführ t wird, 

dJ . dSl\ 
d'J 

/ dSl\ 

dfi (I \ dX / 

+ ' ' ä j ) 

dJ\ d'Sl 
'W 

Man erhält die drei Gleichungen {2n— 4)^"" — in unserem 
Falle — Grades 

http://rcin.org.pl



eliminiert Averden, die für die Coefficienten von sowohl als 
von J von der Ordnung 3 (" — 2) ist. ist dann = 0 die aus 
Sl =. 0, J = i) erhaltene Endgleichung, so ist 

R = h.F.Q 

die gesuchte Determinante; sie ist im Allgemeinen von der Ord-
nung ( 4 « — 6 ) i» den Coefficienten von ß und J , in unserem 
Falle von der lO^''" Ordnung. 

259. D i e G r o s s e F i s t d a s v o l l s t ä n d i g e Q u a d r a t 
e i n e s in l i n e a r e F a c t o r e n z e r f ä l l b a r e n A u s d r u c k s , 

Denn man kann die Gleichung = 0 bilden, indem man 

die aus J = 0 für — entspringenden Werlhe in den Ausdruck f* 

ZEJpqVpVq = 

einführt und alle so erhaltenen Werthe von ß mit einander mul-
tipliciert. Wenn J = 0 ist, kann man aber stets Zahlen « so 
best immen, dass 

^pq = dp .aq 

ist und damit geht Ä in das Quadrat eines in den x linearen 
Ausdrucks über . 

Diese l inearen Ausdrücke aber haben zugleich die Eigen-
schaft , dass durch sie beide Functionen u, v gleichzeitig in die 
Summen ihrer Quadrate übergeführ t werden. Denn ist fü r ^j, ••• 
als solche l ineare Functionen der x 
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w = Pik' + + • • • + Pnin', 

^ = '/l + (72 + • • • + In i ' , 
SO w i r d , wenn A, SI f ü r die | ebenso wie v o r h e r f ü r die x ge-
bildet w e r d e n , 

J = {Xpi -I- fiqi) {Xp2 + M2) • • • i^P 

U p i + (iqi + fiq2 J 

und somi t , w e n n man die Wurze l 

- HL aus A = {) 
(I Pi 

e i n f ü h r t , SŁ mit ^ i ' p ropor t iona l . Nach d e r Theo r i e der Inva-
r ian ten k a n n abe r d e r so e rha l t ene Ausdruck von dem u r s p r ü n g -
l ichen n u r d u r c h e inen cons tau ten Fac to r versch ieden se in , und 
es sind also die ^ von den oben g e f u n d e n e n l inea ren Ausdrücken 
nu r ebenso verschieden. Diess en thä l t f ü r u n s e r e n Fall n = 4 
den Sa tz : D i e P u n k t e , f ü r w e l c h e z w e i L ö s u n g e n d e s 
P r o b l e m s z u s a m m e n f a l l e n , b i l d e n d a s d o p p e l t g e r e c h -
n e t e g e m e i n s a m e P o l a r t e t r a e d e r d e r O b e r f l ä c h e n 
u — 0, V = 0 (vgl. Band I , Art ikel 1 2 6 , 1 4 6 ) , u n d a u s s e r -
d e m e i n e F l ä c h e z w ö l f t e r O r d n u n g G = 0 . Macht man 
w = 0 , = 0 confoca l , so wird die F l ä c h e G mi t der F l äche 
der H a u p t k r ü m m u n g s c e n t r a von u ident i sch . Im Fal le des ebenen 
Kegelschni t ts t r i t t an ih re Stelle die Evolute desselben. 

2 6 0 . E ine a n d e r e Bildung de r Gle ichung G = 0 wi rd wei-
te res Licht ü b e r die F r a g e ve rbre i t en . 

Die Gle ichungen des Artikel 2 5 8 , aus denen G 0 abge-
leitet w o r d e n , k ö n n e n in de r F o r m 

A (imSl = 0 , 
dA dSl ^ d'A . d'Sl 
- + = + f ^ ^ ^ = 0 

geschr ieben w e r d e n und e r sche inen so als B e d i n g u n g e n , un te r 
denen eine Zahl m so b e s t i m m b a r i s t , dass die Gleichung 4*®" Grades 

A - f mfiSl = 0 
dre i gleiche W u r z e l n besitze. Die Exis tenz von dre i gleichen 
Wurze ln de r b iquadra t i schen Gleichung wi rd aber d u r c h das Ver-
schwinden be ide r Fundamen ta l inva r i an t en angezeigt.*) 

*) Vergl. des Herausgebers ,,Elemente der neueren Geometrie der 
Algebra der binären Formen", p. 206. 
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F ü r 
A = bk* + Ab'iy + + 4 -

aX^ -f- Zdxy + 3«"Aft2 + a"y 

sind sie 

i = 6 (6"" + ma'") + 4 + m (b'" + 3 m 

/ J ' L " J . " I 

J = b' + m j , b" + m b'" + 3 m ^ 

6"+ b'" + 3m j , b"" + ma'" 

nnd w e n n m a n sie in der ku rzen F o r m 

i = A 2mJ, + tn'A^, 

y = 5 + 3mB, + + 

dars te l l t , so ist G = 0 als das El iminat ionsres id ta t von 

« = 0 , y = 0 

zu b i lden , d, i. 
A, 2 A,, A^, 0 , 0 
0 , A , 2A,, 0 
0 , 0 , A , 2Ay, A^ 
B, 3B,, 3^2» ö 
0 , B , 3B,, 3 ^ 2 ' ^ 3 

oder aucb in de r äquivalenten F o r m * ) als Resul tante von dre i 
quadra t i schen Gle ichungen 

3B,A — 2A,B, ^B^A — A^B, B^A 

5) G = 0 = 

6) a = {s == BAo 
A , 2A, 

Da endl ich unse re Gle ichung 

z/ — — i i — = 0 
dX dX 

ausd rück t , dass die Gleichung 

A + m / i Ü = 0 

*) Vergl. für beide die „Elemente", p. 107, 110 f. 
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zwei gleiche Wurzeln h a b e , so kann sie durch die Discriminante 
dieser Gleichung vierten Grades r^ — 2 7 / ^ = 0 ersetzt werden, 
d. i, durch 

7) {A +2 mA^ + m'A^f — 27 ( 5 + 3 + 3 m'B^ + m^B^f = 0. 

261 . Diese Fo rm f ü h r t auf einige Fäl le , in denen das Pro-

blem algebraisch lösbar ist. Zuerst fü r 

AA^ — A^^ = 0. 

Denn die vorige Gleichung giebt mit A multipliciert das 

Product der beiden cubischen Gleichungen 

{A + rnA^Y = ± A.{B + Z B^m + 3 B^m' + B^m^). 

Dem entsprechend giebt der Wer th von G mit A'^ multi-
pliciert 

{BAi^ — S B ^ A A ^ + SB^Ä'A^ — B^A^f = 0. 

Diess giebt den Satz: D a s P r o b l e m i s t a l g e b r a i s c h 
l ö s b a r f ü r a l l e P u n k t e e i n e r F l ä c h e v i e r t e r O r d n u n g .T 

AA^ — A^' = 0 , 
w e l c h e d i e F l ä c h e G = 0 i n e i n e r C u r v e ! ) ' b e r ü h r t , 
d u r c h d i e e i n e F l ä c h e s e c h s t e r O r d n u n g 

BAi^ — SB^AAi ' + 'SB^A'Ai — B^A^ = 0 

s i c h l e g e n l ä s s t . 
Sodann fü r 

B : Bi = B^ : B2 = B^: B^ oder B^ = BB^, B^B2 = B^B. 

Denn dann giebt die Gleichung durch Midtiplication mit B^ 
das Produc t der drei quadratischen Gleichungen 

{A + 2 A^7n A^m') yW^ = 3 + mB^f, 

und G = 0 verwandelt sich mit B^ multipliciert eben dadurch in 

[B'A^ — 2 BB^A^ -j- B ^ ' A f = 0 , 
so dass man den Satz e rhä l t : D a s P r o b l e m i s t a l g e b r a i s c h 
l ö s b a r - f ü r a l l e P u n k t e e i n e r C u r v e v i e r u n d z w a n z i g -
s t e r O r d n u n g , d i e s i c h a l s S c h n i t t z w e i e r F l ä c h e n 
v i e r t e r u n d s e c h s t e r O r d n u n g 

_ BB^ = 0 , B^B^ — BB^ = 0 

d a r s t e l l t ; s i e b e r ü h r t d i e F l ä c l i e G = 0 d r e i p u n k t i g 
i n d e n s e c h s n n d n e u n z i g P u n k t e n , i n d e n e n s i e i h r 
b e g e g n e t u n d d i e B e r ü h r u n g s p u n k t e l i e g e n a u f d e r 
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F l ä c l i e v i e r t e r O r d n u n g 

B'A.^ — 2 BByAy + By 'A = 0. 
Endlich f i i r d e n F a l l , w o d i e s e c h s W u r z e l n d e r 

G l e i c h u n g 7) e i n e I n v o l u t i o n b i l d e n . Man kann dann die 
ungeraden Potenzen der Unbekannten durch eine l ineare Trans-
formation verschwinden machen ; aber durch die Substitution 

yfi + ö 

geht die Gleichung in die neue 

{% + - f V Y — 27 (23 + 393,|it + 3 9921̂ 2 _,_ gg^^syi ^ Q 

übe r und man erhäl t also die Fläche durch die El iminat i |n von 

« , ß , y , d ans dem System 

= 2 7 S 2 3 i , + = 27(33233 + 95Bi232), 

= 27232®.,, 
welches die Eliminationsresultanten der Systeme 

= 0 , 23 = 0 , 232 = 0 ; = 0 , 93i = 0 , 233 = 0 

als Factoren enthal ten muss , weil diese Systeme auch jene Gruppe 
erfül len. 

262 . Wir betrachten fe rner die Werthsysteme der x , für 
welche drei Lösungen des Problems zusammenfallen. 

Ersetzt man die Gleichung 

A - — iL - ~ — 0 
dl dk 

durch die beiden Gleichungen 

8) ^ + mSl = 0 , 7« ^ = 0 ( f t = 1 gesetzt), 
dK dK 

so hat jene zwei gleiche Wurze ln , wenn diese noch bestehen, 
während man von A und m zu k + dk und m -j- dm übergeht . 
Diess giebt die Dedingungen 

= I r f T T + l i p - j + T T = 

und man erhält daraus entweder 

J = 0, — 0, 
d. h. 

oder 
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dJ , dSl ^ > 
^ + » . « = 0 , ^ + m 

, ^^ „ j u r. ^ + ^ = O, d. h. C = 0. 

Sollen drei Wurzeln gleich werden , so kann man in dem 

vorigen System der Bedingungen vsieder X und m durch 

A -}- (7A, m dm 
ersetzen und erhält 

f + = 0 , + 

so dass es zwei Klassen von Werthsystemen giebt, denen drei 
gleiche Wurzeln X en tsprechen. Die erste genügt den ersten Be-
dingungen beider Gruppen durch 

i i = 0 , rfm = 0 , 
die andere durch 

dm = 0, rf^m = 0; 
jene liefert ferner 

dJ , dSl ^ 
ß = 0 , z/ = 0 , — - f m — = 0 , 

dX dX 
^^^ d^z/ ^ d'Sl 

fü r sie verschwinden also gleichzeitig F und G und sie stellen 
somit den unvollständigen Schnitt des Polar te t raeders mit der 
Fläche G = 0 dar . 

Die zugehörigen Werthsysteme der x besitzen 'eine merk-
würdige allgemeine Eigenschaft . Setzen wir 

Sf = ^ dx^ + ^ dx2 + . . . dx„, 
dx^^ dx2 dx„ 

so folgt aus den Gleichungen 5) das Paar 

Sldm -f möSl = 0 , 

und hier reducier t sich die zweite Gleichung auf 

dSl dSl 
dX dm + = 

wenn man sich so for tbewegt , dass die x stets der Gleichung 
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Q = {) gciiilgoň; somit erhäl t man für diesen Fall ans beiden 
Gleichungen 

dl - dl 

Die Tangentenebene der Fläche = ü ist daher durcli die 
Formel 

12) = 0 ' dl dXi dl dxi 

dargestellt . Diese Gleichung wie die vorige wird aber für gewisse 
Systeme der x, welche den Gleichungen 0 , ( ? = - ( ) zu-
gleich genügen , i l lusorisch, da fü r sie ß zu einem vollständigen 
Quadrat w i rd , und daher mit Ä zugleich verschwindet. 

Gehen wir daher in 11) zu unendlich kleinen Grössen höherer 
Ordnung ü b e r , so erhalten wir mit Il inweglassung der verschwin-
denden Glieder 

dm dl md ~ . dl 4- ?nó(LQ = 0 , dl dl 

welches nach der zweiten Gleichimg der Gruppe 11) auf 

ö ö ^ = 0 

reducier t wird. Und diess ist für 

Sl = 4- «^.T^ + . . -F ar,x„)'\ 

wie es in diesen Punkten is t , wenn man statt dx die Veränder-

liche Z ' setzt , 
K ^ V + «2^2 ' + • • + C^n^nJ = 0 , 

oder für einen Theil der Wer thsys teme , welche zugleich F = {), 
G = 0 e r fü l len , fallen beide Gleichungen bis auf Grössen zwei-
ter Ordnung zusammen; und fü r u = 4 : D i e S c h n i t t c u r v e n 
d e r F l ä c h e ć; = 0 m i t d e m P o l a r t e t r a ed e r s i n d z u m 
T h e i l e b e n e U ü c k k e h r c u r v e n R d e r F l ä c h e n , d e r e n 
T a n g e n t e n e b e n e n d i e l ' ^ l ä c h e n d e s T e t r a e d e r s s e l b s t 
s i n d . 

Die zweite Gruppe 
(7m = 0, d-m = 0 

liefert f e rner 
> . ^ rfz/ , dSl 

A - f m ß = 0 , - - - + m = 0 , 
. dl dl 

' ^ d'A . d'Sl d^A d^Sl 

Salmon, Anal . Geom. d. Raumes II. 2 4 
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was sich kürz dadurch ersetzen lässt, dass bei passender Bestim-
mung von m die Gleichung 

z/ - f m ß = 0 

vier gleiche Wurzeln besitze. 
Die analoge Untersuchung der Wertbsysteme von x, fü r 

welche vier Lösungen des Problems zusammenfal len, führ t zu 
der Einsicht, dass diess fü r w = 4 nur möglich ist in den Schnitt-
punkten der Curven des vorher besprochenen Systems mit denen 
des so eben aufgestellten. (Vergl. Artikel 266.) 

263. Die Werthsysteme der x, für welche zwei Wurzelpaare 
der gegebenen Gleichung zusammenfallen, sondern sich in drei 
Klassen, je nachdem für beide Wurzelpaare F , oder für beide G, 
oder für das eine F und für das andere G verschwindet. 

Der ersten Klasse entspricht der Satz: F ü r d i e P u n k t e 
d e r K a n t e n d e s P o l a r t e t r a e d e r s f a l l e n z w e i m a l z w e i 
L ö s u n g e n d e s P r o b l e m s z u s a m m e n . 

F ü r die zweite Klasse sind die Gleichungen 9) im Artikel 262 
auf doppelte Weise erfüllbar und man kann fü r beide Wer the 
von I dann die Gleichung 11) bilden, d. h. man erhält zwei Tan-
gentenebenen , d i e b e t r e f f e n d e n P u n k t e b i l d e n e i n e D o p -
p e l c u r v e Z> v o n G — 0. 

Die zweite Determinantenform von G im Artikel 260 setzt 
als drit te der Gleichungen 

A + 2^1?« + A^m' = 0 

voraus, diese muss somit in der cubischen Gleichung 

B + SB^m -j- •èB^ni' + B^m^ = 0 

als ein Factor enthalten sein, d. h. man hat für den andern Factor 

[P + <im) 
die Bedingungen 

B = 3^1 = 2M + qA, 
dB., = pA., -I- IqA' = 

und kommt damit durch Elimination der p, q zu den Gleichungen 
\P = B (4^^^ _ _ ^B^AA^ - f 3 ^ 2 ^ - = 0 , 

IBA^A^ — SB^AA, + B^A' = 0. 

S i e s i n d G l e i c h u n g e n v o n F l ä c h e n v i e r t e r u n d 
s e c h s t e r O r d n u n g , d e r e n D u r c h s c b n i t t s l i n i e d i e D o p -
p e l c u r v e v i e r u n d z w a n z i g s t e n G r a d e s v o n G = 0 i s t . 
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Mail kann in Folge dessen G darstellen wie folgt 

A' . G = A^P' — lA^PQ + AQ'. 

Aber diese Curve P = 0 , C) = 0 bat noch eine andere 
E igenschaf t , welche wir bemerken wollen. Es ist 

A^G = [AQ — A,P)' + [AA^ — A^') P', 

d. h. d i e C u r v e P = 0 , 0 = 0 l i e g t m i t d e r C u r v e P', 
i n w e l c h e r d i e F l ä c h e AA., — Af = 0 (Artikel 261) d i e 
F l ä c h e G = 0 b e r ü h r t , a u f d e r n ä m l i c h e n F l ä c h e 
s e c h s t e r O r d n u n g AQ — A^P = 0. 

Die drit te Klasse von Sys temen, für welche zwei Wurzel -
paare zusammenfa l len , bildet mit den aus der Gruppe 10, Arti-
kel 2 6 2 e rha l tenen Systemen zusammen den v o l l s t ä n d i g e n 
S c h n i t t d e s P o l a r t e t r a e d e r s m i t G = Q. Derselbe zerfällt 
in vier Paar ebener Curven, von denen je eine eine l l ückkehr -
curve der F läche ist. F ü r die zweite Gruppe jener Curven liefert 
die e rwähn te Gruppe 1 0 , Artikel 2 6 2 , ausser = 0 , = 0 
noch 

dJ d'Sl __ d'J dSl _ 
~cä ~dX' dJ!' dT 

F ü r I als eine Wurzel von J = (), also ß = t f , e rhäl t 
man ausser ł̂  = 0 , d. i. der Gleichung einer Fläche des Polar -
te t raeders noch in dieser letzten Gleichung die Gleichung einer 
Fläche zweiten Grades und d i e v i e r R ü c k k e h r c u r v e n R s i n d 
a l s o K e g e l s c h n i t t e . 

264 . Die anderen Curven erhäl t m a n , indem man die Gleich-
ungen 

d A dP. d' J d'Sl 
15) ^ + ,„^ = 0. ^ + _ + = 

aus welchen G he rvorg ing , mit 

A ' = 0 , ß ' = 0 , 

in denen k', verschieden von k, an Stelle von k gesetzt gedacht 

ist. Setzt man 

^ — T ^ ' " " ' ^ -

so giebt die vorige Gruppe 

- . — d j ^ da ,, d'j d'si j + rnsi= 0, ~ + - ^ = 0, ^ + »» = 0. 
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Das Desullat der Eliiiiinalioii isl eine Fläche sechsler Ord-
nung , welche von der Ebene ł/ = 0 in der fraglichen Curve 
geschHillen wird. 

Die vier Curven sechsler Ordnung S, f ü r deren Punkle so 
zweimal zwei Lösungen A zusammenfal len , sieben mil den l iück-
kehrcurven in einfacher Verbindung; jede von ihnen schneidel 
die drei Kegelschni l le , welche nichl in ihrer Ebene l iegen, in je 
zwei Dunklen , in denen nämlich, in welchen die Gleichungen 

J' = 0, Sl'==0, A = 0, = 0, 
16) d J d ' S l dSl d - A _ 

Ii 'W 
gleichzeitig bestehen. Sie liegen wegen ß ' = 0 , ß = 0 in 
den Kanten des Polar te l raeders und s o m i t h a t j e d e d e r C u r -
v e n s e c h s t e r O r d n u n g s e c h s K ü c k k e h r p u n k t e , d e r e n 
T a n g e n t e n d r e i K a n t e n d e s P o l a r t e l r a e d e r s s i n d u n d 
w e l c h e z u z w e i m a l z w e i a u f d e n s e c h s K e g e l s c h n i t t e n 
l i e g e n . D i e D u r c h s c h n i t t s p u n k t e d e r s e l b e n ( h i r v e n 
m i t d e r D o p p e l c u r v e P = 0 , Q = l i e f e r n f ü r j e d e 
v o n i h n e n v i e r D o p p e l p u n k t e . 

Ebenso gehören zum Schnitt einer Flächc des Polar te l raeders 
mit der Doppelcurve die zwölf Punk le , in denen die betref lende 
Curve sechster Ordnung den entsprechenden Kegelschnitt schnei-
det. Denn fü r sie bestehen die Gleichungen 15) für zwei Wer th -
systeme l , m und die Gleichungen A = 0, = 0 , in denen 
X einen der beiden gedachten •Werthe selbst ann immt , d, h . die 
Bedingungen der Doppelcurve, sind zugleich erfüllt . Andere Schnit t-
punkte der Doppelcurve mit dem i 'o lar te t raeder existieren nicht, 
und in der Thal zeigt die nähere Untersuchung, d a s s j e d e d e r 
v i e r C u r v e n s e c h s t e r O r d n u f i g S d e n i h r e n t s p r e c h e n -
d e n K e g e l s c h n i t t R i n v i e r v e r s c h i e d e n e n P u n k t e n T 
b e r ü h r t , i n d e n e n b e i d e a u c h v o n d e r D o p p e l c u r v e b e -
r ü h r t w e r d e n . 

Diese Berührungspunkte zählen doppelt ; die übrigen vier 
Schnit tpunkte P des Kegelschnitts mit der Curve sechsler Ord-
nung sind Bückkehrpunkle der Doppelcurve und daher dreifach 
zu zäh len , so das» die richtige Zahl 24 = 4 4- 4 . 2 + 4 . 3 e r -
hallen wird. 

D i e D o p i » e l c u r v e w i r d v o n j e d e r S e i t e n f l ä c h e d e s 
P o l a r t e l r a e d e r s i n v i e r P u n k t e n b e r ü h r t ; s i e h a t ü b e i -
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( H e s s s e c l i s z e l i n K i i c k k e h r p i i i i k t e , d e r e n i m m e r v i e r 
i n e i n e r F l ä c h e d e s P o l a r t e t r a e d e r s l i e g e n , m i t d i e -
s e r F l ä c h e a l s g e m e i n s a m e r T a n g e n t e n e b e n e . * ) 

265 . Ks gieht ausser den I Jückkehrcnrven noch a n d e r e , fü r 

de ren P u n k t e drei Wurzeh i k zusanimenfal len. Sie sind du rch 

die Gle ichungen 13) des Artikel 2 6 2 h e s t i m m t , oder f ü r sie wird 

J + mSl == {p + cjXy. 

Sind r , . . . , r " die W u r z e l n von J = 0 und . . . , r)""' 

die en t sp rechenden W e r t h e von so hat man diu'ch Subst i tut ion 

17) t / j/m = {p + qxy, . . ., n" = {p + q^""? 

und «lie El iminat ion von p-, Ipq, q' aus diesen vier Gle ichungen 
giebt 

Ń . 1 , X' , A'2 

1 , X" , 

Ń". 1 , r ' . r ' 2 
/ / / / 

N ' 1 , X"", r " 2 

= 0; 

sie re[)räsent ier t fü r alle Vorzeichenwechsel der ij acht verschie-
dene E b e n e n , in welchen die f ragl ichen Puidvte Curven bi lden. 
Man bildet abe r aus i lenselben Gleichungen auch 

1 , r 

1 , 

1 , 

= 0, 

wo i, k, h i rgend dre i verschiedene der Indices ', 
z e i chneu ; d. h. 

/f tu nft be-

+ V 

+ - - 2 - _ 0. 

Das ist die Gleichung eines Kegels zweiter O r d n u n g von d e r 

Spitze 0 , = 0 , 0) in e iner Ecke des Po la r -

*) Man vergleiclie die im Band I, Artikel 209 entwickelten Be-
ziehungen der Fläche der Hauptkrümmungscentra zu den Hauptebenen 
und der unendlich entfernten Ebene. Betreffs der Realität fügen wir 
hinzu: Von einem Punkte lassen sich an ein Ellipsoid sechs, vier oder 
zwei Normalen ziehen, je nachdem er innerhalb beider Theile der 
Fläche der Rrümmungscentra oder innerhalb des einen und ausserhalb 
des andern, oder ausserhalb beider gelegen ist. 
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t e t raeders , vvelclier durch alle Punkte jener Art geh l , die in 
zweien der obigen acht Ebenen l iegen, nändich in d e n e n , welche 
durch das Vorzeichen des vierten rj unterschieden sind. E s e x i -
s t i e r e n a l s o a u s s e r d e n IJ ü c k k e h r c u r v e n a u f d e r F l ä c h e 
Q = 0 n o c h a c h t K e g e l s c h n i t t e C, f ü r d e r e n P u n k t e 
d r e i W u r z e l n A z u s a m m e n f a l l e n . V o n i h r e n a c h t E b e -
n e n ^ s c h n e i d e n s i c h v i e r m a 1 z w e i i n j e d e r F 1 ä c h e d e s 
T e t r a e d e r s , u n d d i e i n z w e i s o l c h e n F l ä c h e n e n t h a l -
t e n e n K e g e l s c h n i t t e l i e g e n a u f e i n e m K e g e l z w e i t e r 
O r d n u n g , d e s s e n S p i t z e d i e g e g e n ü b e r l i e g e n d e E c k e 
d e s T e t r a e d e r s i s t , s o d a s s v o n j e d e r E c k e d e s T e -
t r a e d e r s v i e r K e g e l a u s g e h e n u n d j e d e r K e g e l s c h n i t t 
i n v i e r K e g e l n e n t h a l t e n i s t , d e r e n S p i t z e n d i e v i e r 
E c k e n d e s T e t r a e d e r s s i n d . 

' Die gegenseitige Abhängigkeit solcher Ebenen kann man so 
dars te l len: Ist E eine derselben und sind E^, E^, E^, E^ die 
Ge raden , die sie mit den Flächen des Tet raeders bes t inunt , so 
best immt jede von ihnen mit der Gegenecke des Te t r aede r s eine 
Ebene und man sucht zu den drei so durch diese Gerade gehen-
den Ebenen die vierte harmonische Ebene , was vier Ebenen er-
g iebt ; indem man dann die Schni t tpunkte der ersten Ebene E 
mit zwei Gegenkanten des Te t raeders durch eine Gerade verbin-
de t , durch diese und je eine der besagten Kanten zwei Ebenen 
l eg t , um dann zu diesen drei Gruppen von drei Ebenen eines 
Düschels die vierten harmonischen Ebenen zu suchen , so sind 
diese die drei letzten Ebenen des Systems. 

266. Diese acht Ebenen enthal ten zugleich f e rne re Punkte , 
für welche das Problem algebraisch lösbar ist. Denn ihre Gleichung 
ist die Bedingung, unter der 

z/ + mSl — 0 
zwei Paar gleiche Wurzeln besi tz t , d. h. 

18) ^ + mSl = \p + -f rX'f 

ist. Da aber jede Doppelwurzel dieser Gleichung eine Wurzel von 

J --- — Sl — = 0 dX dl 
i s t , so hat man zwei Wurzeln dieser Gleichung, welche demsel-
ben łn en t sp rechen , ohne dass die entsprechenden A einander 
gleich sind. 
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Uetraclilen wir ferner zwei der acht E b e n e n , die sich in 
einer Ebene rj schneiden; da die auf ihnen hegenden Kegelschnitte 
einem Kegel angehören , so schneiden sich beide Kegelschnitte 
in zwei r u n k t e n der Ebene ł?. AVenn man aber ihre Coordinaten 
aus den Gleichungen 17) bes t immt , indem man das r) verschwin-
den lässt , durch dessen Vorzeichen jene Ebenen sich unterschei-
d e n , so ergeben sich aus ihnen fü r die übr igen rj eindeutige Ver-
hältnisse: V o n d e n a c h t K e g e l s c h n i t t e n b e r ü h r e n s i c h 
v i e r m a l z w e i i n j e d e r T e t r a e d e r s e i t e , s o d a s s j e d e r 
K e g e l s c h n i t t s ä m m t l i c h e F l ä c h e n b e r ü h r t . ^ Die so auf 
jeder Tetraedersei te ents tehenden vier Berührungspunkte sind die-
selben Punkte T, in denen die en tsprechende Curve sechster Ord-
nung den in derselben Ebene liegenden Bückkehrkegelschni t t be-
rühr t . 

E s g i e b t s e c b s z e h n P u n k t e , f ü r w e l c h e v i e r L ö -
s u n g e n d e s P r o b l e m s z u s a m m e n f a l l e n ; v o n i h n e n l i e -
g e n j e v i e r i n j e d e r T e t r a e d e r s e i t e , u n d s i e s i n d d i e 
B e r ü h r u n g s p u n k t e j e d e s R ü c k k e h r k e g e l s c h n i t t s m i t 
d e r b e t r e f f e n d e n C u r v e s e c h s t e r O r d n u n g . 

Wenn man die Richtung des Elements in dem betrelTenden 
INudvte un te r such t , so findet man für die Rückkebrcurven aus 
dem System 10) des Artikel 262 die Bedingungen 

dSl d'Sl dP. d'Sl 
^^ = dl ^ dX' - ^ I x - d X ' - ' ' ' 

und fü r die Kegelschnitte aus dem System 13) an demselben Orte 

dSl dSl 
ÖSl + Sldm = {), d + _ rfm = 0, 

dl dl 
d'Sl d'Sl 

^ dl' + ^ = 
d. i. für ß = 0 dieselben Gleichungen, die den Punkten selbst 
entsprechen. 

Also: D i e v i e r G e r a d e n t , i n d e n e n s i c h a u f e i n e r 
T e t r a e d e r s e i t e i m m e r z w e i d e r a c h t E b e n e n s c h n e i -
d e n , ' u n d i m m e r z w e i d e r a c h t K e g e l s c h n i t t e C b e r ü h -
r e n , s i n d T a n g e n t e n d e r B ü c k k e h r c u r v e R i n d e n B e -
r ü h r u n g s p u n k t e n d e r s e l b e n m i t d e r b e t r e f f e n d e n 
C u r v e s e c h s t e r O r d n u n g S u n d m i t d e r D o p p e l c u r v e . 
Sie bilden ein Viereck, dessen Diagonalen die drei entsprechen-
den Kanten des Te t raeders sind. 
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2G7. Die Dni ikte , in welchen dre imal zwei Wurze ln de r ge-
gebenen Gle ichung z u s a m m e n f a l l e n , l iegen en twede r auf Q = 0 
oder auf dem P o l a r t e t r a e d e r . Sollen sie n u r auf der e r s t en Fläche 
l i egen , so muss auch die Gleichimg in m dre i P a a r e g le icher 
Wurze ln zulassen nnd da solche gleiche Wurze ln f ü r P u n k t e von 
^ = 0 ü b e r h a u p t aus de r Coexistenz der Gle ichungen 

A + 2Aim + Ąm' = 0, 
B + 3 Bym + S B ^ m ' + B^in^ = 0 

h e r v o r g e h e n , so kann diess d re i fach nu r geschehen f ü r das gleich-
zeitige Verschwinden aller Coefficienten in der e rs ten von ihnen , 
d. h . es ist im Allgemeinen nicht mögl i ch , da A constant ist.*) 
Solche P u n k t e l iegen also nu r auf dem Polartet i-aeder und zwar 
en tweder in seinen E c k e n , fü r die drei Wurze ln von z/ = 0 
Doppelwurzeln d e r Gleichung sechsten Grades siiul; oder in den 
Schn i t t punk t en se ine r Kanten mit G = ü oder denen se iner F l äche 
mi t der Doppelcurve . Unte r den Letz te ren zählen die P u n k t e 
idch t , in denen sie die F lächen des T e t r a e d e r s b e r ü h r t , d e n n 
sie geben vier zusanmienfa l lende L ö s u n g e n , und d ie jenigen nicht , 
in denen die R ü c k k e h r c u r v e u von den en t sp rechenden Curven 
sechs ter O r d n u n g geschni t ten werden — ihnen e n t s p r e c h e n eine 
doppel te und eine dre i fache Wurze l . Also: E s g i e b t z w a n z i g 
P u n k t e , f ü r d i e d r e i m a l z w e i L ö s u n g e n d e s P r o b l e m s 
z u s a m m e n f a l l e n ; s i e s i n d d i e v i e r E c k e n d e s T e t r a e -
d e r s n n d s e c h s z e h n P u n k t e , d i e z u v i e r a u f s e i n e n 
F l ä c h e n l i e g e n u n d d i e D o p p e l p u n k t e d e r C u r v e n 
s e c h s t e r O r d n u n g s i n d . 

Die P u n k t e der F läche G = Q in den T e t r a e d e r k a n t e n sind 
je vier d re ipunk t ige D e r ü h r u n g s p u n k t e und ihnen e n t s p r e c h e n 

*) Ist A = 0, so bestimmen die vier Wurzeln der Gleichung z/ = 0 
ein Doppelverhältniss, dessen Werth eine imaginäre Cubikwurzel aus 
— 1 ist , oder eine Keihe, deren fundamentale Doppelverhältnisse ein-
ander gleich sind. Dann wird 

G = BA^^ — ßBiAiA./ - f 12B.iAi^Ao — SB^A^^ = 0; 
die Fläche G hat also eine dreifache Curve im Durchschnitt der Flä-
chen zweiter und vierter Ordnung A, = 0, A.^ = 0. In diesem Falle 
hat jede der vier Curven ihre vier Doppelpunkte im Durchschnitt 
des entsprechenden Kegelschnitts C mit einem anderen Kegelschnitt 
und diese zwei Kegelschnitte berühren in ihnen die zugehörigen Tan-
genten von S'. 
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nacli den (ileiclningeii 1 6 ) , die sie re[tr; isentieren, eine Win'zel 
von A = 0 als Doppelwnrzel nnd eine andere als dreiraclie 
Wurzel. 

268- Punk te dieser Art — mit einer doppelten und einer 
drei lachen Wurzel — hilden die lelzte Klasse von hesondern Lö-
sungen des Pi'ohlems. Sie liegen einersei ts notlnvendig aul' den 
Kückkehrcurven oder auf einem der acht Kegelschnitte, anderer-
seits auf der Doppelcurve oder auf den Curven sechster Ordnung 
oder auf den Tet raederkanten . Von den so bezeichneten Punkten 
gehören die wirklich hierher , in denen die Dückkehrcurven, die Cur-
ven sechster Ordnung , die Kegelschnitte und die Doppelcurve sich 
b e r ü h r e n , so wie die sonstigen Schni t tpunkte der le tz tem mit 
den acht Kegelschni t ten, welche in den fe rneren Schnittcurven 
der acht Ebenen mit der Fläche G = () liegen müssen. 

In folgender Weise lassen sich diese Verhältnisse aufhellen. 
Die Cleicliung 18) des Artikel 266 liefert durch E inführung 

der verschiedenen Zeichen der Wurzeln fü r die Ebenen die Grupi)e 
der vier Gleichungen 

j / m = : p + 2qX' + rX'' , • . • , 

ri"" j/m = p + 2qX"" + r 

Nach ihnen kann man p, q, r als Coordinaten eines Punk-
tes in einer der acht Ebenen ansehen , bezogen auf ein in ihr 
liegendes Coordinatensystem. Wir untersuchen den Schnitt einer 
solchen Ebene mit der Fläche G = 0. Wird [p - f IqX + r/l-)'^ 
ein Dicpiadrat, so erhält man den betreflendćn Kegelschnitt , des-
sen Gleichung also 

pr — q' = 0 = D 

ist; er wird von ;> = (), q = {) in den Punkten von /• = 0 
be rühr t . Die Identität 

ip + 2qX -f rX') (p -F 2qfi + r^') — { p + + ft) -f rX^i}' 
= [pr - qi) (A _ 

zeigt , dass er auch von den vier Geraden seiner Ebene in den 
Tetraedersei ten b e r ü h r t wi rd , \^ie schon nachgewiesen ist. 

Den Schnitt der bet rachte ten Ebene mit G •= 0 (indet man 
im Allgemeinen durch die F o r d e r u n g , dass für einen gewissen 
Wer th von ?n die Gleichung 

J -I- m S l = 0 
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drei gleiclie Wurzein habe. Diess geht, weil für die betrachtete 
Ebene 

J m^ = {p + 2ql + rA2)2 

identisch is t , in 

J + 3k {p + '2qX rA2)2 = 0 
t m 

ü b e r , für — und fü r (Ue Gleicliheit dreier Wurzeln 

in dieser Gleichung müssen ihre beiden Invarianten verschwin-
den ; d. h. es sind 

/ = (ö + 3x^2) [b"" + 3JC/-2) _ 4 {b' -j- Snpq) {b'" + 3x^r ) 
-j- 3 {b" + n{pr + 2 r / ) } 2 = 0 , 

J = 
6 +3V . , b" +K{prĄ-2q'] 

+ 3 Kpq , b" {pr-{- 2 q'), b'" - f 3 y^qr 
b" + K{pr-\-2 Kq)\ b'" + nqr , b'"' + 3 x ; -

= 0 

die betrelTenden Bedingungen. 
269 . F ü r 

A = bb""— Ąh'b'" - f 3 b"' = A, 
2 A, = 3 { br' — 4 b'(jr +2 b" {pr + 2 q ' ) - 4 b'"pq + b'"p' } = 

A , = 12 {pr-q')' = 12i>2, 
B = bb"b"" + 2 b'b"b'" — bb'"' - b""b'' — b"^ 

3 B , = 3 

h , b' , b" , P\ 
b', b" , b'". q\ 
b", b'". b"", r 

P . q > 0 
3B., = 3J).V, % = 

erhäl t man 

+ {pr — q')A= - 3 & + AD, 

19) 
p = ^ -f 3Mx + \2D'%'= 0, 
\ j = B + {AD —3 &) K + SDiW + 9 i > V = 0. 

Durch Elimination von m zwischen beiden entspringt die 
(l leichung des Schnit tes in der Form 

D'. 
A'D — 3 A0 — 3BM, 3ADM — \2BD', QD'^A 

AB , AD —12® , 3DM 
A , 3M , 12Z)2 

= 0. 

Bildet man erst die (juadratische Gleichung 

Aj — 3Di=ABJt {AD _ 12 0) X + SDMn' = 0 , 

so lindet man du i ch Combination mit i = 0 für den zweiten 
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Factor die Form 

0 = Z>. {\[nBM —A'D + 12A&) {UJr-— AS -'S M') 
— D{IQBD -

so dass 
0 = D K ip 

die vollständige Gleichung des Schnittes ist f ü r 

- ^ = = 4 [\2BM—Ä'D -1- nAB) x 
{ĄAB'- 4SB&-3 M') — B{ieBB — AM)\ 

Also: J e d e d e r a c h t E b e n e n b e r ü h r t d i e F l ä c h e 
= 0 l ä n g s d e s i n i h r l i e g e n d e n K e g e l s c h n i t t s C u n d 

d i e s e B e r ü h r u n g i s t v o n d e r z w e i t e n O r d n u n g . 
Die E in führung von i> z = 0 in = 0 giebt 

0 = il/2 {BM + A&), 
d. h. d i e C u r v e s e c h s t e r O r d n u n g S', w e l c h e m i t j e d e m 
K e g e l s c h n i t t C i n e i n e r E b e n e l i e g t , b e r ü h r t t l e n s e l -
b e n i n v i e r P u n k t e n u n d s c h n e i d e t i h n i n v i e r a n d e r n 
P'. J ene liegen auf i l / = 0 und sind die vier Punk te , in denen 
auch das Tet raeder b e r ü h r t wird. Die letzteren aber geben den 
Satz : E s g i e b t z w e i u n d s i e b z i g P u n k t e , f ü r w e l c h e 
e i n m a l z w e i u n d e i n m a l d r e i W u r z e l n d e s P r o b l e m s 
z u s a m m e n f a l l e n ; e s s i n d d i e v i e r u n d zw a n z i g P u n k t e , 
i n d e n e n d i e C u r v e n s e c h s t e r O r d n u n g i n d e n T e t r a e -
d e r f 1 ä c h e n V 0 n d e n K a n t e n d e r s e l b e n b e r ü h r t w e r d e n , 
d i e s e c h s z e h n P u n k t e , i n d e n e n j e n e C u r v e n s i c h m i t 
d e n e n t s p r e c h e n d e n B ü c k k e h r k e g e l s c h n i t t e n s c h n e i -
d e n , u n d d i e z w e i u n d d r e i s s i g P u n k t e , i n d e n e n d i e 
a c h t B e r ü h r u n g s k e g e l s c h n i t t e v o n d e n i n i h r e n E b e n e n 
l i e g e n d e n C u r v e n g e s c h n i t t e n w e r d e n . 

Die Gleichung = 0 lässt d i e v i e r D o p j i e l p u n k t e Q' 
leicht bes t immen , welche diese Curven sechster Ordnung besitzen. 
Denn die <|uadratischen Gleichungen 

i = 0 , Aj — dBi = 0 , 

aus denen sie en tsprangen , geben zwei gemeinsame Wurzeln für 

AB : A = {AB — 12 0) : SM = M : AB, 
oder 

16 BB — AM = {), A'B — 12A&— 12 MB == 0 , 

A AB' — 48 0/> — 3 M' = 0 ; 
dann lehr t die Vergleichung der Fo rm ifj = 0, dass die Doppel-
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piiiikte die Dii ici isclmil le der Curven zweiten G r a d e s 

16Z?i) — AM = 0 , A'D — 12&A — 12 MB = 0 
s ind. Sie vervol ls tändigen das P u n k t s y s t e m , in dem jede de r 
acht Ehenen die Doppelcurve trilTt, auf 2 4 , w e n n m a n die He-
r ü h r n n g s p u n k t e mit den U ü c k k e h r c u r v e n dre i fach zählt . 

Endl ich sei b e m e r k t : 
Die Curve B' des Artikel 2G3 b e r ü h r t die G e r a d e n t in den 

P u n k t e n T, geh t d u r c h die P u n k t e Q, Q', und b e r ü h r t die Ebe -
nen E in de r zweiten O r d n u n g in den P u n k t e n P'; in den P u n k -
ten P ha t sie i h r e K ü c k k e h r p u n k t e und b e r ü h r t die T e t r a e d e r -
sei ten. 

2 7 0 . D i e s e c h s G e r a d e n , w e l c h e v o n d e m P u n k t e x 
n a c h d e n s e c h s P u n k t e n A', d e n L ö s u n g e n d e s P r o -
b l e m s , g e z o g e n w e r d e n , l i e g e n i i i i m e r i n e i n e m K e g e l 
z w e i t h e r O r d n u n g . * ) 

Da fü r die P u n k t e x die Gleichungen 

Xüi + ^Vi — Vi 

s ta t t f inden , so g e n ü g e n sie der Kedingung 

K = = 0 ; 

da abe r f ü r X = x zweinu\l zwei Keihen dieser Dete rminan te 
ident isch w e r d e n , so verschwindet nicht nu r K se lb s t , s o n d e r n 
auch seine Difl 'erentialquotienten sind Null, und d i e s e c h s P u n k t e 
X l i e g e n a l s o a u f e i n e m K e g e l zw e i t e n G r a d e s , d e s s e n 
S p i t z e i n x l i e g t . 

D e r s e l b e K e g e l g e h t d u r c h d i e E c k e n d e s P o l a r -
t e t r a e d e r s . Denn wenn X in eine solche Ecke r ü c k t , so Mird 

XUi -I- tiVi = 0 , 

f ü r — als e ine W u r z e l von A = 0. Es werden also zwei Keihen 

von K propor t iona l und K mit Null ident isch. 
K ü c k t X a u f e i n e r G e r a d e n n a c h e i n e r E c k e d e s 

T e t r a e d e r s f o r t , s o s c h n e i d e n d i e e n t s p r e c h e n d e n 
K e g e l d i e g e g e n ü b e r l i e g e n d e S e i t e d e s T e t r a e d e r s i n 

*) Vergl. Band I, Artiliel 135. 
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« l e m s c l b c n R e g e l s c l i n i t t u n d e i n e g e w i s s e d u r c h j e n e 
E c i i e g e l l e n d e E h e n e i s t g e m e i n s a m e T a n g e n t e n e b e n e 
d e r s e l b e n . 

Denn bezeichnet x eine Tetraederecke, so hat man, um aus 
K das System solcher Kegel zu finden, nur x durch o; -}- ęS zu 
ersetzen; dadurch geht /iT = ü in die Form 

0 = ^ ± f^i V^u^v, + ? ± f^i V^u^v, + ^ ± ř î 
+ Q'. Z ± UyV^ü.v, 

f iber, wo das letzte Ghed nach den die Tetraederecke delinieren-
den Gleichungen 

Xüi + iiVi = 0 
verschwindet. Daher schneiden sich sämmtliche Kegel in der 
Schnittcurve der F lächen , welche durch das Verschwinden des 
ersten Gliedes und des Coefticienten von Q dargestellt werden. 
IJetrachtet man ferner die unentwickelte Form von K nach der 
Substitution 

0 ^ ± ą («3 + (fü.,) {v, + q-v,), 
multipliciert die einzelnen Ueihen der Determinante mit Ici und 
addiert , so entsteht die Ileihe 

ZV^i, ZVixi, ZuiXi + qZTi[xi, Zv^Xi + QZviXi 
oder Z ü i X i , Z 'v iXi , ZTii { x i q x ^ (x,• + 

In der Tetraederl läche, welche x gegenüber liegt als der 
Polare dieses Punktes für u und v, verschwinden die beiden er-
sten Glieder, die beiden andern kann man durch passende Wahl 
von q nach 

lUi -f-, iivi = 0 
gleichzeitig verschwinden machen. Wenn mau also diesen Werth 
von Q in die durch Substitution aus K gebildete Determinante 
einsetzt , so zerfällt der Kegel in zwei Ebenen, deren eine 

ZTiiXi = 0 oder Z ' v iX i — 0 , 
d. i. eine Tetraederseite ist, während die andere durch x und 
(he Tetraederecke gehend die Schnittcurve der Tetraederl läche 
mit K = 0 berühr t . 

Speciell: D i e s e c h s v o n e i n e m P u n k t e a n e i n e F l ä c h e 
z w e i t e r O r d n u n g g e h e n d e n N o r m a l e n l i e g e n in e i n e m 
K e g e l , w e l c h e r d a s Gen t r u m e n t h ä l t u n d d r e i d e n H a u p t -
a c h s e n p a r a l l e l e K a n t e n h a t , u n d d e r a l s o u n e n d l i c h 
v i e l e S y s t e m e v o n d r e i a u f e i n a n d e r r e c h t w i n k l i g e n 

\ 
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K a n t e n b e s i t z t . R ü c i i t d i e S p i t z e d e m C e n t r u m i n g e -
r a d e r L i n i e z u , s o b l e i b t d e r K e g e l s i e b s t e t s p a r a l l e l ; 
r ü c k t s i e i n e i n e r P a r a l l e l e n z u e i n e r A c h s e f o r t , s o 
e n t h ä l t d e r K e g e l s t e t s e i n e n i n d e r e n t s p r e c h e n d e n 
I l a u p t e b e n e g e l e g e n e n K e g e l s c h n i t t . * ) 

Endl ich ist h i n z u z u f ü g e n , wie der U e b e r g a n g zu E b e n e n -
coord ina ten zeigt , d a s s d a s P r o b l e m v ö l l i g u n g e ä n d e r t 
b l e i b t , w e n n m a n f ü r w = 0 e i n e F l ä c h e z w e i t e r O r d -
n u n g s e t z t , d i e v o n d e n z u = 0 , v — 0 g e m e i n s a m e n 
T a n g e n t e n e b e n e n b e r ü h r t w i r d . Desballf ist es f ü r das 
.engere Norma lenprob lem gle ichgül t ig , welche zu w = 0 confocale 
F l ä c h e man an Stelle von v = 0 w ä h l t , um se ine Lösung zu 
entwickeln und e r l aub t , den imag inä ren Kreis im Unendl ichen 
als solche zu n e h m e n , der der abwicke lbaren F l ä c h e des Sys tems 
der Confocalen als eine Grenzl läche e ingeschr ieben ist. (Vergl. 
Art ikel 8 8 , und Band I , Artikel 203 . ) 

*) Für die Erörterung der Ausnahmefälle, manche analytische Par-
tien und allgemeine Betrachtungen, verweisen wir auf die Originalab-
handlung. Man lindet in ihr auch die gründliche Erledigung des Nor-
malenproblems der Kegelschnitte. 
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V. Kapitel. 

Von den Fläclien dritter Ordnung-. 

271 . Die allgemeine Theor ie tler F l ächen , wie sie in den 
Art ikeln 15 f. entwickelt worden i s t , l iefer t , auf Flächen drit ter 
Ordnung angewendet , die folgenden Resultate. 

Der aus einem beliebigen Punkte des Raumes beschriebene 
T a n g e n t e n k e g e l d e r F l ä c h e ist im Allgemeinen von der 
sechsten Ordnung und besitzt sechs Rückkehrkan ten , aber keine 
eigentl iche Doppelkante ; er ist daher von der zwölften Klasse 
und hat vier und zwanzig stationäre und sieben und zw:anzig Dop-
pel tangentenebenen. 

Die R e c i p r o c a l f l ä c h e ist im Allgemeinen von der zwölf-
ten Ordnung. Ih re Gleichung wird erha l ten , indem man die 
Bedingung such t , unter welcher die Ebene 

ax ßt/ yz öw = 0 
die Fläche be rüh r t . Multipliciert man die Gleichung der Fläche 
mit und eliminiert öw mit Hilfe der Gleichung der Ebene, 
so ist das Resultat eine in x, y, z homogene cubische Gleichung, 
welche auch a, ß, y, ö im dri t ten Grade enthält . Die Discri-
minante dieser Gleichung ist vom zwölften Grade in ihren Coef-
ficienten und daher vom sechs und dreissigsten Grade in a, ß, y, ö, 
und sie ist das P roduc t der Gleichung der Reciprocallläche mit 
dem der F r a g e f r e m d e n Factor d'^. 

Die F o r m der Discriminante einer homogenen Function drit-
ten Grades in x, y, z ist 

64 ö3 = Ą 

und diess ist daher auch die Form der Gleichung der Reciprocal-
lläche einer F läche dr i t ter O r d n u n g , oder die Gleichung einer 
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solclien F l äche in E h e n e n c o o r d i n a t e n . Die Funct ion ff ist vom 
vier ten , die Func t ion r vom sechs t en Grade in ß, 6, d. h. 
sie s ind beide Cont ravar ian ten de r g e g e b e n e n Gleichung der F läche 
von den angegebenen Graden . Man e r k e n n t le icht , dass .sie auch 
in den Coefficienten der g e g e b e n e n Gle ichung von denselben Gra-
den sind.*) 

2 7 2 . F ragen wir nach den v i e l f a c h e n P u n k t e n o d e r 
L i n i e n d e r F l ä c h e . 

W e n n eine F l ä c h e ehie Doppel i inie von der Ordnung j j ent -
hä l t , so ist der Sciniit t de rse lben mit j ede r E b e n e nothwendig 
eine Curve mit p Doppe lpunk ten ( . \r t ikcl 2 5 1 f.). Die O r d n u n g 
der Doppelcurve in einer F l ä c h e ti^"" O r d n u n g ist daher ganz iu 
derse lben Weise b e s c h r ä n k t , wie die Zahl der Doppelpunkte iu 
e iner Curve m'®*" Ordnung . Weil also eine Curve d r i t t e r O r d n u n g 
n u r e inen Doppe lpunkt haben k a n n , so k a n n d i e D o p p e l l i n i e 
e i n e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g , s o f e r n s i e e i n e s o l c h e 
e n t h ä l t , n u r e i n e g e r a d e L i n i e s e i n , ' ^ * ) 

*) Sie stellen selbst nach Ehenencoordinaten interpretiert durch 
Gleichsetzung mit Null Flächen dar. 

Wenn S und T die entsprechenden Invarianten der Gleichung der 
ebenen Curve dritter Ordnung bezeichnen, so schneiden die Tangenten-
ebenen der Fläche 

ö = 0 
die Fläche dritter Ordnung in Curven, für welche 

5 = 0 
ist, d. h. für welche die Inflexionstangenten zu dreien durch einen 
Punkt gehen; ebenso schneiden die Tangentenebenen der Fläche 

T = 0 
dieselbe in Curven, für welche 

0 
ist, d. h. für welche die Inflexionstangenten der Curve die Hesse ' s che 
Determinante derselben und die der letzteren die erste berühren. (Vgl. 
A. C l e b s c h , „Journal f. Math.", I5d. LVIII, p. 238.) Die gemein-
schaftlichen Tangentenebenen der Flächen o, x sind auch Tangenten-
ebenen der Fläche dritter Ordnung selbst. Für solche verschwinden 
für ihre Schnittcurve mit der Fläche S und T gleichzeitig, und dieselbe 
hat daher im Berührungspunkte einen Ilückkehrpunkt, d. h, diese 
letzteren Punkte bilden die Curve der parabolischen Punkte der Fläclie. 
(Ibid. Bd. LIX, p. 59.) 

**) In dem Falle , in welchem die Fläche eine doppelte oder an-
dere vielfache Linie enthält, verschwindet die nach der Methode des 
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Eine F läche dr i t te r O r d n u n g , welche eine Doppellinie en t -
h ä l t , ist e ine Regelf läche,*) da jede die Doppe lge rade en tha l t ende 
E h e n e die F l ä c h e ausser i h r , als welche doppel t zu zählen ist, 
n u r in e iner Geraden schneiden k a n n ; diese Geraden bi lden ein 
System von E r z e u g e n d e n , welche die Doppell inie du rchschne iden . 
Denken wir die Doppell inie als Achse der z , so ist die Gle ichung 
d e r F l äche no thwend ig von der F o r m 

+ + -f dy"^) 2 {ax' -f 1b'xy -f cy') 

-j- {a"x' + 2b"xy + c"y') = 0, 

welches a b k ü r z e n d in der F o r m 

W3 -j- zx^ V2 = 0 

geschr ieben w e r d e n kann . In i rgend e inem durch die Coordina te 
z b e s t i m m t e n P u n k t der Doppellinie ist das P a a r der T a n g e n t e n -
e h e n e n d u r c h 

Z'U2 + — ^ 
darges te l l t , und mi t der V e r ä n d e r u n g des z' en t spr ing t d a r a u s 
e in Büschel von E b e n e n in Involution. D a s P a a r d e r T a n -
g e n t e n e h e n e n i n i r g e n d e i n e m P u n k t e d e r D o p p e l l i n i e 
i s t e i n P a a r v o n c o n j u g i e r t e n E b e n e n e i n e s i n v o l u t o -
r i s e h e n S y s t e m s . F ü r zwei reel le oder imag inä re W e r t h e von 
z' wird (z'mj + ^2) vollständiges Q u a d r a t , d. h. es giebt zwei 
P u n k t e in d e r Doppel l in ie , de ren beide T a n g e n t e n e h e n e n zusam-
menfa l l en ; j ede d u r c h einen dieser P u u k t e g e h e n d e E b e n e schne i -
det die F läche in e iner C u r v e , die in ihm einen Cuspidalpunkt ha t . 

W e n n Ä'' u n d Y' die W e r t h e dieser Quadra te s ind , so k a n n 
ol lenbar jede der be iden Grössen «2 und V2 in der F o r m {lÄ'-\-mY') 
dargestel l t w e r d e n . Denken wir also zu den Ebenen X—O, Y—() 
oder den T a n g e n t e n e h e n e n de r Cusp ida lpunkte als Coord ina ten-

vorigen Artikels gebildete Grleiehung der Reciprocalfiäcbe identisch, weil 
dann j e d e Ebene der Fläche in einer Curve mit Doppelpunkt schnei-
det, d. h. berührt, so dass die Ebene 

ax ßy yz Ą- 8w = 0 
unabhängig von irgend einer zwischen a, ß, y, á bestehenden Relation 
als Berührungsebene anzusehen ist. Man findet in diesem Falle die 
Reciprocalgleichung durch Elimination von w, y, z, w zwischen den 
Gleichungen 

ř/ = 0 , [ / , = ß, = 1/4 = 8. 
*) Flächen dieser Art sind im Artikel 91 bei Gelegenheit der Classi 

tication der Curven ö'®*" Ordnung erwähnt worden. 
Salmon, Anal . Geom. d. Raumes . II. 2 5 
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cl)eiien t r a n s f o r m i e r t , so wird jedes Glied d e r Gleichung d u r c h 
oder iß the i lbar und d iese lbe k a n n in d e r F o r m 

zx' = wy' 
darges te l l t werden.*) 

In dieser F o r m e r k e n n t m a n , dass die F l äche dui-ch Gerade 

y — l x , z = l'w 

e rzeug t w i r d , we lche die zwei g e r a d e n Direc t r ixen 

X ~ 0, y = 0; z = 0, w = d 
so s c h n e i d e n , dass die P u n k t e des Sys tems zw d u r c h sie mit den 
nach gle ichem Doppelverhä l tn i ss e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e p a a r e n 
e iner Involut ion in xy v e rbunden w e r d e n . 

J ede T a n g e n t e n e b e n e der F l ä c h e s chne ide t sie in e iner ge-
raden E r z e u g e n d e n u n d einem Kege lschn i t t , we lcher j ene im Be -
r id i rnngspunk te und in de r Doppell inie du rchschne ide t . Diese 
Doppellinie schne ide t alle in d e r F läche ge legenen Kegelschni t te . 
Man e r k e n n t da raus die E n t s t e h u n g d e r F l ä c h e d u r c h B e w e g u n g 
e iner G e r a d e n , welche zwei Kegelschni t te K , K^ und eine Ge rade 
D stets d u r c h s c h n e i d e t , welche je e inen P u n k t paarweise gemein 
haben . Die O r d n u n g e iner solchen F läche ist in de r T h a t 

= 2 . 2 . 2 . 1 — 2 — 2 — 1 = 3 . 
J ede du rch z = 0 , w = 0 g e h e n d e E b e n e schne ide t die 

F l ächc hl e inem P a a r von ge raden Linien nnd ist als e ine T a n -
g e n t e n e b e n e d^r F l ä c h e in den P u n k t e n zu b e t r a c h t e n , wo diese 
Geraden 2 = 0 , ^ = 0 du rchschne iden . So wie also die Linie 

*) Es ist dabei vorausgesetzt, dass die Ebenen X und JT, die Dop-
pelebenen der Involution, reell sind. Die Reduction auf die Form 

w ± + 2 zxy = 0 
ist dagegen stets ausführbar, und in ihr entspricht das untere Zeichen 
den imaginären, das obere den reellen Doppelebenen. Im ersteren Fall 
liegt die Doppellinie ganz als reelle Gerade in der Fläche, im letzte-
ren Falle findet diess nur für einen begrenzten Theil der geraden Linie 
statt. In jenem Falle schneidet jede Ebene die Fläche in einer Curve 
mit reellem Doppelpunkt, in diesem findet diess nur für diejenigen 
Schnitte statt, welche die Doppelgerade in jener Strecke treffen, wäh-
rend für alle andern diese Linie einen conjugierten Punkt des Schnit-
tes bestimmt. Die Cuspidalpunkte begrenzen diese Strecke der Doppel-
linie. Eine gerade Linie, in welcher jeder Punkt ein Cuspidalpunkt 
ist, kann nur dann in der Fläche dritter Ordnung existieren, wenn die-
selbe eine Kegelfläche ist. 
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X = O, y = O eine Gerade Mst, in welcher jeder Punk t ein 
Doppelpunkt ist, so ist die Linie z = 0 , iv • = 0 eine Gerade, 
fiir welche jede sie enthal tende Ebene eine Doppeltangentenebene 
ist. Die Reciproke dieser F läche , welche im Artikel 212 er-
wähnt worden is t , ist von gleicher Natur mit ihr selbst. 

Der vorigen Erzeugung entspr icht die andere durch die Re-
wegung einer Geraden , die einen festen Kegelschnitt Z und zwei 
feste Gerade D und E stets schneidet , wovon die eine D den 
Kegelschnitt K einfach schneidet. 

Der aus irgend einem Punkte des Raumes best immte Tan-
gentenkegel , welcher die Fläche umhül l t , besteht aus der den 
Punk t mit der Doppellinie verbindenden Ebene , welche doppelt 
zu zählen ist und einem eigentlichen Tangentenkegel vierter Ord-
nung. Wenn der Punkt in der DoppeUinie gewählt wird, so re-
ducier t sich dadurch der Kegel auf die zweite Ordnung. 

273 . Die erste Polarl läche eines Punktes in Bezug auf eine 
Regelfläche drit ter Ordnung ist ein die Doppelhnie D enthal ten-
des Hyperboloid (Artikel 11). Die Rerübrungsebenen der Fläche 
in den Rückkehrpuukten der Doppellinie be rühren stets auch die-
ses Hyperboloid. 

Da die ebenen Querschnitte der Fläche im Allgemeinen Cur-
ven dr i t ter Ordnung mit einem Doppelpunkte, also von der vier-
ten Klasse sind, und bei solchen Curven die Verbindungslinie des 
Doppelpunktes mit dem Pol und die Tangente der conischen Polare 
den Tangenten der Cnrve im Doppelpunkte harmonisch conjugiert 
s ind, so folgt, dass die Tangentenebenen der Fläche in einem 
Punkte der Doppellinie D mit den beiden Ebenen , welche als das 
Polarbyperboloid l^erührend und durch den Pol gehend best immt 
s ind , ein harmonisches Büschel b i lden ; dass die gerade Directrix 
E durch die Tangentenebenen der Rückkehrpunkte und das Polar-
hyperboloid eines beliebigen Punktes harmonisch getheilt wi rd ; 
und dass also diese Gerade E die Polarhyperboloide aller der 
Punkte b e r ü h r t , welche in einer der durch die Rückkehrpunkte 
und E selbst best immten Ebenen liegen. 

Das Polarhyperboloid wird insbesondere zu einem Kegel zwei-
ten Grades fü r die Punkte der die Fläche in den Rückkehrpunkten 
be rührenden Ebenen und diese Punkte selbst sind ihre Scheitel. 
Jene beiden Ebenen bilden somit die Fläche der H e s s e ' s c h e n 
Determinante oder die Kernlläche der Regellläche dri t ter Ordnung 

2 5 * 
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(Artikel 24). Die zweite oder ebene Polare eines Punktes schneidet 
die Directrix D in demjenigen P u n k t e , - i n welchem eine den Pol 
enthal tende Ebene die Fläche berühr t . 

Wir e rör te rn noch die F rage nach den besonderen Kegel-
schni t ten, d. h. den Pa rabe ln , Kreisen und gleichseitigen Hyper-
beln , welche unter den ebenen Schnittcurven der Regelfläche 
dri t ter Ordnung auf t re ten , die eine Erzeugende enthal ten. 

Die unendlich ent fern ten Punkte der Fläche bilden eine 
Curve dri t ter Ordnung und vierter Klasse mit einem Doppelpunkte, 
der Richtung von D. Diese schneidet den unendlich entfernten 
imaginären Kreis in sechs i^unkten, welche paarweis drei reelle 
Gerade bes t immen; jede der Letzteren schneidet die Curve in 
einem dri t ten reellen P u n k t e , der als Richtung einer Erzeugen-
den der Fläche gefasst mit ihr eine Tangentenebene der Fläche 
bes t immt , die diese offenbar nach einem Kreise schneiden muss. 
Unter den einer Regelfläche dri t ter Ordnung eingeschriebenen 
Kegelschnitten sind also drei Kreise. Hat die Fläche eine E r -
zeugende in unendlicher En t f e rnung , so reducier t sich die Zahl 
der Kreisschnitte auf zwei. 

In ähnlicher Weise erkennt m a n , dass drei gleichseitige Hy-
perbeln unter jenen Kegelschnitten sind. 

Die Bemerkung , dass jede Gerade ah, welche jene unendlich 
ent fern te Curve in einem Punkte a b e r ü h r t , sie noch in einem 
andern Punkte b schneidet , und dass eine Ebene von der durch 
ab bezeichneten Stel lung, welche die Erzeugende von der Rich-
tung b en thä l t , die Fläche in einem Kegelschnitt schneidet, wel-
cher ab in a b e r ü h r t , zeigt uns , dass durch jede Erzeugende 
zwei Ebenen parabolischer Schnitte gelegt werden können. Alle 
diese Ebenen umhüllen eine abwickelbare Fläche von der Ord-
nung sechs und der Klasse vier , welche der Fläche selbst nach 
einer Raumcurve sechster Ordnung umgeschrieben ist. 

Wenn die paraboUschen Schnit tebenen reell sind, so best im-
men ihre Berührungspunkte in ihrer Erzeugenden ein Segment , 
dessen inneren Punkten nur elliptische uiul dessen äusseren Punk-
ten nur hyperbolische Schnitte en t sprechen; fallen sie zusammen, 
so sind alle Schnit te , den einen parabolischen ausgenommen, 
hyperbol isch; sind sie imaginär , so giebt es nur hyperbolische 
Schnitte. 

Je nachdem der Doppelpunkt der unendlich fernen ebenen 
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Schni t tcurve ein Kno tenpunk t oder ein isoUerter P u n k t ig t , e rhä l t 
m a n zwei Gal tungen von Regei f lächen dr i t t e r O r d n u n g , die man 
als solche mit zwei ree l len R ü c k k e h r p u n k t e n ' u n d solche ohne 
reel le R ü c k k e h r p u n k t e un t e r sche iden kann . (Artikel 272 . ) Sind 
c , d j e n e P u n k t e , so k a n n en twede r die zwischen a u n d b ge-
legene S t recke oder die ausserha lb dieser P u n k t e ge legene der 
Ort der Schn i t tpunk te je zweier ree l le r E r z e u g e n d e n s e i n , und 
in j enem Fal le gehen du rch j edę E r z e u g e n d e de r F l ä c h e zwei 
parabol i sche E b e n e n ; in diesem geschieh t diess n u r f ü r die auf 
das unendl iche Segmen t der Doppe lgeraden sich s tü tzenden E r -
zeugenden und es giebt dann zwei d e r Doppel l inie para l le le E r -
zeugende , durch welche n u r je ein parabo l i scher Schn i t t mögl ich 
ist. Sind die R ü c k k e h r p u n k t e n icht r ee l l , so ist j ede r P u n k t der 
Doppellinie der Durchschni t t von zwei ree l len E r z e u g e n d e n , von 
denen i m m e r die eine zwei parabol i sche Schni t t e g i eb t , mit Aus-
n a h m e der be iden ih r pa ra l l e l en , de ren j e d e r ein pa rabo l i scher 
Schni t t entspricht .*) 

2 7 4 . Es giebt e inen von C a y l e y zuers t h e r v o r g e h o b e n e n 

Fa l l , in welchem die Reduct ion auf die F o r m 

zx' = wy' 

nicht möglich ist. W e n n die im Artikel 2 7 2 mit t / j 
beze ichne ten Po lynome e inen gemeinschaf t l i chen l inearen Fac to r 
h a b e n , so kann man die Gle ichung de r F l ä c h e , indem m a n die 
du rch j enen Fac to r r ep rä sen t i e r t e Ebene zu e iner Coord ina ten-
e b e n e m a c h t , auf die F o r m 

X [zx wy) = 0 

b r ingen . Die E b e n e o; = 0 b e r ü h r t dann die F läche längs der 
ganzen E r s t r e c k u n g der Doppellinie und schne ide t die F l ä c h e zu-
gleich in ih r in drei zusammenfa l l enden Geraden . Die a n d e r e 
T a n g e n t e n e b e n e in i rgend e inem P u n k t e de rse lben fällt mit de r 
T a n g e n t e n e b e n e des Hyperbolo ids 

zx ivy •= 

zusammen . Dieser Fall kann als ein Grenzfa l l des vor igen Art i-

*) Man vergleiche die hier mit benutzten trefflichen Arbeiten, 
welche L, C r e m o n a über diese Fläche veröffentlicht hat. ,,Atti del 
E. Istituto Lombarde di scienze, lettere ed arti". Vol. II, 1861. ,,Jour-
nal für Mathematik", Bd, LX, 

http://rcin.org.pl



kels hetraclitet worden; nämlich als ileijenige Fall desse lben, wo 
die Doppeldirectrix D oder x — y = {) mit der einfachen E 
oder w = z = 0 zusannnenfällt . 

Diese Fläche kann folgendermassen erzeugt w e r d e n : Man 
nehme in o: = y = 0 eine Reihe von Punkten und lege durch 
diese Gerade eine dieser Reihe nach gleichem Doppelverhältniss 
enlsprecheride oder homographische Reihe von Ebenen. Dann 
liegt die Erzeugende der Fläche drit ter Ordnung , welche von 
i rgend einem Punkte der Doppellinie ausgebt , in der jenem Punkte 
entsprechenden Ebene und schneidet eine ebene Curve dri t ter 
Ordnung , welche den Durchschnit tspunkt ibrer Ebene mit der 
Doppeldirectrix zum Doppelpunkt hat. 

Oder die Kegelschnitte K , k \ besitzen in ihren Scbni t tpunk-
ten mit D Tangen ten , welche sich schneiden. Dann existiert ein 
einziger Rückkehrpunkt in D , der Berührungspunkt der Ebene 
jener Tangenten mit der F läche; er theilt die Gerade D in zwei 
unendliche Segmente , in deren einem sie von den Erzeugenden 
mit zwei reellen parabolischen Querschnit ten getroffen wird. 

275 . Die Gründe , welche beweisen, dass eine eigentlicbe 
(ku've dri t ter Ordimng nicbt mebr als einen Doppelpunkt haben 
k a n n , sind auf Flächen nicht anwendbar . Allerdings muss die 
V^erbindungslinie zweier Doppelpunkte, weil sie als eine Gerade 
zu be t rachten is t , welche die Fläche dri t ter Ordnung in vier 
i*unkten schneidet , ganz in der Fläclie enthalten sein. Daraus 
folgt jedoch nicht , dass die Fläche nun in Flächen ger ingerer 
Ordnung zerfallen müsste. 

Die Betrachtung des Tangentenkegels hefer t aber fü r die 
Zahl der Doppelpunkte irgend einer Fläche eine Grenze ; denn 
wir sahen im Artikel 18 , dass der Tangentenkegel nothwendig 
eine gewisse Anzahl Doppelkanten und Rückkehrkan ten besitzt, 
nnd da jeder Doppelpunkt der Fläche die Zahl der Doppelkanten 
des Tangentenkegels um Eins vermehr t , so kann die Fläche nie 
mehr Doppelpunkte besi tzen, als welche die Gesammtzahl der 
Dopj)elkaiiten des Tangentenkegels zu der Maximalzahl ergänzen, 
welche ein solcher Kegel haben kann. Nun kann eine Curve 
sechster Ordnung mit sechs Rückkehrpunk ten höchstens vier Dop-
pelpunkte besitzen und d i e F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g k a n n 
also, weil ihr Tangentenkegel vom sechsten Grade ist und sechs 
Rückkehrkan ten h a t , h ö c h s t e n s v i e r D o p p e l p u n k t e h a b e n . 
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Wenn eine Fläche einen Dopi)el[)nnkt h a t , so ist die Gerade, 
die diesen mit einem willkürlich gewählten Punk t verbindet, eine 
Doppelkante des Tangentenkegels aus diesem Punkt und die Tan-
gentenebenen desselben längs dieser Doppelkante s ind, wie man 
leicht e rkennt , die Ebenen , welche durch diese Linie so gelegt 
s ind , dass sie den durch die Tangenten der Fläche im Doppel-
punkt erzeugten Kegel be rühren . Wenn daher dieser Kegel in 
zwei Ebenen zerfällt, so muss der bezügliche Doppelpunkt in den» 
durch den angenommenen Punkt gehenden Tangentenkegel eine 
Dückkehrkante erzeugen. Eine Fläche dri t ter Ordnung kann da-
her nicht mehr als drei solcher Doppelpunkte besitzen, deren 
Tangenten in zwei Ebenen enthalten sind. 

Die Reciprocalfläche kann also, je nachdem ein Doppel-
|)unkt oder mehrere derselben vorhanden s ind, von irgend einer 
Ordnung zwischen zehn und drei sein, da jeder gewöhnliche 
Doppelpunkt diese Ordnungszahl um zwei, jeder solche specielle 
biplanare um drei Einheiten erniedrigt. 

Wenn die beiden Ebenen der Berührung in einem solchen 
biplanaren Doppelpunkt in eine Ebene zusammenlallen, so erzeugt 
dieser Punkt im Tangentenkegel eines beliebigen i 'unktes eine 
dreifache Kante und die Ordnungszahl der Reciprocalfläche wird 
um sechs Einheiten reduciert . 

Beispiel 1. Welches ist die Ordnung der Reciprocalfläche von 

xyz =r 

Da diese Fläche in der Ebene iv = 0 drei biplanare Doppelpunkte 
enthält, so ist ihre Rccij)rocalflächc von der dritten Ordnung. Für ein 
constantes w , d. h. die Lage jener Doppelpunkte in unendlicher Entfer-
nung, ist diese Fläche der Ort der Durchschnittspunkte der Geraden, welche 
die Paare der Gegenkanten aller der Tetraeder halbieren, die — von den 
Coordinatenehenen mit einer veränderlichen Ebene gebildet — einen con-
stanten Inhalt haben. 

Beispiel 2. Welches ist die Reciprocalfläche von 

1 + ^ = 
X y z IV 

Da diese Flächc dritter Ordnung die Eckpunkte der Pyramide 

a: = 0, y 0, z = 0, w = 0 

zu Doppelpunkten hat, so muss die Reciprocalfläche von der vierten Ord-
nung sein. 
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Belrachlel uiaii tlanii die Gleicliung der Tangentenebene der Fläche 
in einem Punkte [x', tj, z , v / ) , welche in der Forin 

'•> ~T~ >•> r řo " r '9 — ^ 
X - Y^ Z^ W~ 

darstellbar ist, so erhält man als die Bedingung, unter welcher die Ebene 

ax + ßy yz 6w = 0 

die Fläche berührt, d. h. als Gleichung der Ueciprocallläche 

(/«ji + [mß)^ + (ny)^ + == 0 , 

die als vom vierlen Grade durch Beseitigung der Wurzelgrösseu erkannt 
wird. 

Allgemein ist die Gleiclmng der Rcciprocalfläche von 

ax ' ' - f hy" + er" + i m " = 0 
von der Form 

A a ' ' - ^ _j_ Bßn-i ^ Qyn-i 0 . 

Eine Fläche dritter Ordnung mit zwei Doppelpunkten ist auch die 
Enveloppe von 

aa' + bß' + cy' + 2lßy + 2mya Ą- 2 naß— 

wo rt, h, c, l, in, 11 durch Gleichsetzuiig mit Null Ebenen repräsentieren 
und a :y, ß :y zwei veränderliche Parameter sind. Die Envelopjie ist 
oH'enbar von der dritten Ordnung, und dass sie von der vierten Klasse 
ist , geht daraus hervor, dass wir für die Substitution der Coordinaten 
zweier Punkte vier Ebenen des Systems aus der Gleichung erhalten, wel-
chen dieselben angehören. 

Der aus irgend einem Punkte der Fläche aus einem beliebigen Punkte 
derselben entliält vier Doppelkimten und zerfällt daher, weil er vom vier-
ten Grade is l , nothwendig in zwei Kegel zweiten Grades. 

276 . D i e G l e i c h u n g e i n e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g 
o h n e v i e l f a c h e n P u n k t k a n n i n d i e F o r m 

ax^ -}- by^ -j- cz^ dv^ -j- evß" — 0 
g e b r a c h t w e r d e n , w o 

X = 0, y = 0, z = 0, V = 0, w = 0 
E b e n e n r e p r ä s e n t i e r e n u n d d i e i m p l i c i t e i n i b n e n e n t -
h a l t e n e n G ö n s t a n t e n s o g e w ä h l t s i n d , d a s s d i e i d e n -
t i s c h e R e l a t i o n , w e l c h e nach Rand I, Artikel 34 d i e G l e i c h -
u n g e n v o n f ü n f b e l i e b i g e n E b e n e n m i t e i n a n d e r v e r -
b i n d e t , i n d e r F o r m 

x - \ - y + z + v-{- w = 0 

g e s c h r i e b e n w e r d e n k a n n . 
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In de r T h a l en lhä l l die a l lgemeine Gleichung dr i l len Grades 
zwanzig Glieder und somil neunzehn unahhäng ige Conslanlen , und 
die gedachle F o r m fünf Glieder mit vier imahhäng igen Conslanlen, 
w ä h r e n d übe rd ie s s j edes dieser Glieder dre i a n d e r e Conslanlen 
imphci le en lhä l l . Die Zahl der Cons lan len ist also in be iden 
F o r m e n die näml i che . Damit ist j edoch die Möglichkeit der Re-
duct ion der a l lgemeinen F o r m in die specielle nicht s t r e n g e r -
wiesen.*) Das von S y l v e s t e r 1851**) ohne Entwicke lung seines 
Beweises nu r mit dem B e m e r k e n veröffent l ichte T h e o r e m , dass 
er e inen solchen Beweis bes i tze , aus dem h e r v o r g e h t , wie die 
Reduc t ion in e iner einzigen Weise vollzogen werden k ö n n e , ist 
dann von C l e b s c h * * * ) zuers t bewiesen worden und wir k o m m e n 
auf diesen Beweis z u r ü c k . 

Die so reduc ie r t e F o r m ist f ü r die Un te r suchung de r E igen-
schaf ten der F lächen d r i t t e r O r d n u n g die zumeis t vor thei lhaf te . 

2 7 7 . W e n n wir die Gleichung der e r s ten Pola re i rgend eines 
Puidctes in Bezug auf die F l ä c h e m'®'' O r d n u n g ř7 = 0 in der 
F o r m 

x'Uy + y'U^ + z U ^ + w U ^ = 0 

s c h r e i b e n , so wird die Existenz eines Doppelpunktes in ihr d u r c h 

die E r f ü l l u n g de r Gle ichungen 
+ Uy^y + + = 0 , 

TJy^x - f u^iy + U^^z 4 - U^^w = 0 , 
Uy^x -j- U^^y' 4 - U^^z 4 - ü^^w = 0 , 
Uy^x 4- U^^y + 4- = 0 

in diesem P u n k t e bedingt . (Vergl. Artikel 24.) W e n n man zwi-
schen denselben die Grössen x, y', z', w e l imin ie r t , welche in 
den zwei ten Different ia len ř J j j , . . . a u f t r e t e n , so ist die Resul-
t a n t e , weil j ede de r vier Gle ichungen vom Grade (« — 2) i s t , in 
X, y', z', w vom Grade 4 (n — 2)'' und r e p r ä s e n t i e r t , gleich Null 

*) Vergl. A. C l e b s c h , „Ueber Curven vierter Ordnung," „Journ. 
f. Math.", Bd. LIX, p. 143. 

**) Vgl. Cambridge and Dublin Math. Journ.", Vol. VI, p. 199. 
***) Vgl, „Journal f. Math.", Bd. LIX, p. 193. J. S t e i n e r gab das-

selbe Theorem 1856 (ibid. Bd. LIII, p. 133) in der inhaltreichen Ab-
handlung, „Ueber die Flächen dritten Grades". Doch waren die mei-
sten der schönen Resultate, die er fand, eine Reihe von Jahren vorher 
von englischen Geometern gefunden, die sich schon früher mit dem 
Gegenstande beschäftigt hatten. (Vergl. Artiker85.) 
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gesetzt, den Ort der jenigen P u n k t e , deren erste Polaren Doppel-
punkte besitzen. (Vgl. Artikel 24 , p. 25.) Oder auch: Repräsen-
tieren wir die e r s t e re , d, i. die I l e s s e ' s c h e F läche , durch 

/ / = 0 

nnd die le tztere , die conjugierte Kerniläche S t e i n e r ' s , mit 

K = 

so ist jene der Ort der P u n k t e , deren quadrat ische Polaren Ke-
gelllächen sind und diese der Ort der Scheitel solcher Kegel. In 
dem Fall der Flächen dr i t ter Ordnung sind die vier obigen Gleich-
ungen nach X, y, z, w und x, y', z w symmetrisch und daher 
die beiden Flächen H und K ident isch, d. h. w e n n d i e P o l a r -
f l ä c h e z w e i t e n G r a d e s v o n e i n e m P u n k t e A i n R e z u g 
a u f e i n e F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g e i n K e g e l v o m S c h e i -
t e l B i s t , s o i s t d i e P o l a r f l ä c h e z w e i t e n G r a d e s v o m 
P u n k t e B i n R e z u g a u f d i e s e l b e e i n K e g e l v o m S c h e i -
t e l A. Die Punkte A und B sind entsprechende Punkte der 
H e s s e - S t ei n e r ' s e h e n Fläche vierter Ordnung oder reciproke 
Pole. 

278- D i e T a n g e n t e n e b e n e d e r H e s s e ' s c h e n D e t e r m i -
n a n t e n f l ä c h e d e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g i m P u n k t e A 
i s t d i e P o l a r c b e n e v o n B i n B e z u g a u f d i e s e F l ä c h e 
d r i t t e r O r d n u n g . 

Denn wenn wir i rgend einen dem Punkte A unendlich nahen 
Punkt A' der H e s s e ' s c h e n Fläche be t rach ten , so muss der Pol 
irgend einer durch A A' gehenden Ebene in der Durchscbnit ts-
linie der ersten Polaren von A und A' gelegen sein und da diese 
einander unendlich nahe nnd zugleich beide Kegel sind, so muss 
der Scheitel B dieses Kegels der Pol einer durch A, A' gehen-
den , d. h. der Pol der Tangentenebene in A sein. 

U n d e b e n s o i s t d i e P o l a r e b e n e e i n e s P u n k t e s A 
d e r H e s s e ' s c h e n F l ä c h e H a l l g e m e i n d i e T a n g e n t e n -
e b e n e d e r c o n j u g i e r t e n K e r n f l ä c h e ^ i m e n t s p r e c h e n -
d e n P u n k t e Insbesondere sind die Tangentenebenen der 
Fläche U längs der Curve parabolischer Punkte derselben Tan-
gentenebenen der F läche K , d, h, in dem Falle der Fläche drit-
ter O r d n u n g : ' D i e d e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g n a c h d e r 
C u r v e i h r e r p a r a b o l i s c h e n P u n k t e u m g e s c h r i e b e n e 
a b w i c k e l b a r e F l ä c h e i s t z u g l e i c h a u c h i h r e r H e s s e ' -
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s e h e n F l ä c h e [ H , A') u m g e s c h r i e b e n . * ) W e n n eine gerade 
Linie diese H e s s e ' s c h e F l ä c h e in zwei e n t s p r e c h e n d e n Punk ten 
A und B und überd iess in zwei ande rn P u n k t e n C und D schnei-
d e t , so du rchschne iden sich die T a n g e n t e n e b e n e n in A und B 
nach de r Verbindungsl in ie de r beiden P u n k t e , welche den Punk-
ten C und D en t sp rechen . 

2 7 9 . W i r wollen die vo rhe rgehenden Sätze auch mittelst der 
r educ ie r t en Gle ichungsform u n t e r s u c h e n . 

Die Gle ichung de r quadra t i schen Po la re eines Punk te s in 
Bezug auf 

ax'^ - |- by^ cz^ + dv^ -f" — 0 , 

wird nach den gewöhnl ichen Begeln gebi ldet , wenn m a n an Stelle 
von w seinen W e r t h 

— [x + y z + v) 

subs t i t u i e r t , da dann die Gle ichung in Funct ion von vier Verän-
der l ichen ersche in t . Wi r finden so 

ax'x' + by'y' + cz'z' -f dv'v' -f ew'w' — 0. 
Die Differentiation dieser Gle ichung nach x g i e b t , weil 

dw = — dx 
ist 

ax'x — cw'xo, 

und da der Schei te l der conischen Polarf läcbe den vier nach 
X, y, z, V gebi ldeten Difl 'erentialen genügen m u s s , so e r k e n n e n 
w i r , dass die Coordina ten x', y , z', v, iv eines Punk tes A der 
H e s s e ' s c h e n F läche mit den Coordinaten x, y, z, v, w des en t -
s p r e c h e n d e n P u n k t e s B , des Schei te ls de r Polarkegel f läcbe du rch 
die Rela t ionen 

ax'x = by'y = cz'z = dv'v = eiv'w 
v e r b u n d e n sind. W e n n wir den gemeinschaf t l i chen W e r t h dieser 
Grössen gleich E ins se t zen , was e r laub t is t , weil es sich nu r um 
die Verhäl tnisse de r Coordinaten h a n d e l t , so k ö n n e n wir die 
W e r t h e der Coordina ten von B d u r c h 

1 1 1 1 1 
ax by cz dv ew 

*) Der Satz gilt allgemein: D i e e i n e r F l ä c h e n a c h i h r e m 
D u r c h s c h n i t t mi t der H e s s e ' s c h e n F l ä c h e d e r s e l b e n u m g e -
s c h r i e b e n e a b w i c k e l b a r e F l ä c h e i s t a u c h der S t e i n e r ' s e h e n 
K e r n f l ä c h e d e r s e l b e n u m g e s c h r i e b e n . 
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— 396 — 

ausdrücken und e rha l t en , da sie der Identi tät 

genügen m ü s s e n . 

1 + 1 1 + ± = 0 . 
ax hy cz dv ew 

oder 

bcdeyzvw + cdeazvwx + deahvv;xy eahcwxyz + abcdxyzv = 0 

als Gleichung der H e s s e ' s c h e n Fläche. 
Die Form dieser Gleichung zeigt, dass z. B. die Gerade 

V z = 0 , w — 0 ganz in der H e s s e ' s c h e n Fläche liegt und dass 
der Punkt .T = 0 , y = 0 , z = 0 ein Doppelpunkt in ihr ist. 
Da aher die fünf Ebenen = y = 0, z = 0, v = 0, w = 0 
zehn Combinationen e r lauben , sowohl wenn sie zu zweien als 
wenn sie zu dreien genommen werden , so entspringt S y l v e s t e r ' s 
T h e o r e m , nach welchem d i e f ü n f E b e n e n e i n P e n t a e d e r 
b i l d e n , d e s s e n z e h n E c k p u n k t e D o p p e l p u n k t e d e r 
H e s s e ' s c h e n F l ä c h e u n d d e s s e n z e h n K a n t e n g a n z i n 
d e r s e l b e n e n t h a l t e n s i n d . 

Die quadrat ische Polare des Punktes a; = y = z = 0 ist 
nach dem Obigen 

dvv' -j- eiv'w' = 0 

und zerfällt also in zw ei E b e n e n , w eiche sich in der den Ebenen 
V = 0, w — 0 gemeinschaft l ichen Geraden durchschne iden ; jeder 
P u n k t dieser Linie kann daher als der dem Punk t A ( x = y = z = 0 ) 
entsprechende Punkt ^ angesehen werden. E s e x i s t i e r e n a l s o 
f ü r e i n e F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g z e h n P u n k t e , d e r e n 
q u a d r a t i s c h e P o l a r f l ä c h e n i n P a a r e v o n E b e n e n d e g e -
n e r i e r e n ; d i e s e l b e n s i n d D o p p e l p u n k t e d e r H e s s e ' s c h e n 
F l ä c h e u n d d i e D u r c h s c h n i t t s l i n i e n d e r e n t s p r e c h e n -
d e n P a a r e v o n E b e n e n l i e g e n i n d e r s e l b e n ; d i e E b e n e n -
p a a r e s i n d h a r m o n i s c h c o n j u g i e r t i n B e z u g a u f d i e 
e n t s p r e c h e n d e n F l ä c h e n d e s P e n t a e d e r s . 

Die Gleichung der Tangentenebene der H e s s e ' s c h e n Fläche 
in i rgend einem Punkte kann in der Form 

J L A. ^ A. I ^ I ^ — n 
hy' cz'^ dv"' ew'' ~~ ^ 

dargestell t w e r d e n , welche für die Substitutionen . . . fůr 
, . ax 

X, . . . m 
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ax'x -f hy'y + cz''z + dv'v + ew'w — 0 
ü b e r g e h t ; lUess ist aber nach Artikel 2 7 8 die Po la rebene des 

e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e s in Bezug auf V. 
Indem m a n diese Sätze unabhäng ig bewe i s t , * ) gelangt mau 

zu dem Nachweis , dass die Reduct ion d e r a l lgemeinen Gleichung 
auf d ie F o r m einer S u m m e von fünf Guben innner möglich ist. 

2 8 0 . Diesen Beweis geben wir h ie r nach C l e b s c h ' s Dar-
s te l lung,**) bevor wir zu wei teren Un te r suchungen schre i ten , weil 
das P e n t a e d e r f ü r das Vers tändniss de r Theo r i e de r F lächen 
d r i t t e r O r d n u n g von de r g röss ten Wich t igke i t ist. 

W i r gehen von den Gle ichungen des Artikel 2 7 7 a u s , indem 
wi r X, y, z, w d u r c h x^, x^, x^, x^ nnd x', y', z', ro du rch 
Vi» Vi ' ^ 3 ' Vk Operat ion mit De te rminan ten m e h r en t sp rechend 
erse tzen . Wenn j ene vier Gle ichungen sich d u r c h besondere 
W e r t h e der x auf zwei von e inander versch iedene r e d u c i e r e n , so 
l iegt der Pol im Durchschn i t t zweier E b e n e n an bel iebiger Stelle. 
F ü r e inen solchen P u n k t x verschwindet abe r ausser der Deter -
m i n a n t e H auch das System ih re r zehn Un te rde t e rminan t en 

1) Hik = 0. . 

Es ist zu u n t e r s u c h e n , wie viele gemeinschaf t l iche Lösungen 
diese zehn Gleichungen zulassen, und m a n kann von den gemein-
schaft l ichen Lösungen i rgend dre ie r un te r ihnen ausgehen , um 
zu zeigen, welche von ihnen auch den sieben übr igen ent-
s p r e c h e n . 

W ä h l e n wir als solche die von 

A, Hyy = 0 , H22 = 0 , //12 = 0 , 

welche als Ober f lächen 3 (n — 2)'®"̂  O r d n u n g darstel lend 27 [n — 2)^ 

Schn i t tpunk te e rgeben . Die Belat ionen der Un te rde te rminan ten 

s e h e n dann 

*) Der Abschnitt des letzten Kapitels ,,Ueber die Ordnung eines 
Systems von Gleichungen" beweist , dass eine symmetrische Determi-
nante von p Reihen und Zeilen , deren Elemente sämmtlich Functionen 
der n'®" Ordnung in den Veränderlichen sind, eine Fläche von der 
Ordnung darstellt, welche \ p (p^ — 1) 71̂  Doppelpunkte enthält; dass 
somit die H e s s e ' s e h e Fläche für eine Fläche w'®'' Ordnung stets 10 {11—2)' 
Doppelpunkte enthält. Die Vergleichung mit dem hier Folgenden ist 
von Interesse. 

**) Vergl. „Journ. f. Math.", Bd. LIX, p. 193. 
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" 3 1 ^ 3 1 . + "41^41 = «̂ 31 ^32 + "41^42 = O, 
«32^31 + "42 = O , "32 ^32 + «42^42 = 
"33^31 + "43^41 = O , "33^32 + "43-^42 = O' 
«34^31 + "44^41 = O , «34^32 + "44 iT^j = O-

Diese Gle ichungen k ö n n e n im Allgemeuien n u r bes tehen f ü r 

2) = 0 , Ä31 = 0 , H , , = 0 , = 0 , ^42 = 0 ; 

Ausnahmen b i lden n u r die Fä l l e , in denen j edes de r Systeme 
a) , b) sich auf ein P a a r von Gle ichungen zur Bes t immung de r 
vier le tz tern Grössen r e d u c i e r t , bei d e r e n e iner wenigs tens r e c h t s 
n icbt Null s t e h t ; diess kann nu r f ü r 

3) « 3 3 = 0 , W34 = 0 , W44 = 0 

der Fall sein. Es müss te denn Zř = 0 s e i n , und jedes de r 
Systeme a) , b) sich auf e i n e Gle ichung r e d u c i e r e n , was n u r 
möglich is t , w e n n eine Grösse l sich so be s t immen läss t , dass 

4) W31 = AM44, M32 = AM42, ?/33 = A?<43, M34 = ÀM44 

wird . 
Von den dre i Möglichkeiten gemeinschaf lHcbcr Lösungen ent -

spr icht de r e r s t e n , bei welcher die Gle ichungen 3) b e s t e b e n , die 
Anzahl (w — 2)^ e infacher Lösungen d e r Gle ic inmgen A, olnu; 
eine gemeinsame Lösung von 1). 

Denn wenn das gleichzeitige Bes teben de r Gle icbungen 1) 
du rch das Verschwinden von 

" 1 1 ' " 1 2 ' " 1 3 ' " 1 4 ' y\ 
« 1 2 , « 2 2 ' " 2 3 » " 2 4 ' yi 

0 = : " 1 3 . " 2 3 ' " 3 3 ' " 3 4 ' 1/3 

" 1 4 . " 2 4 ' " 3 4 ' " 4 4 . 

y^ . y^ ' y^ ' 0 

e r s e t z t w i r d . SO z e i g ! , d i e a u s 3 ) e n t s p r 

" 1 1 . " 1 2 ' " 1 3 ' " 1 4 . y\ 
" 1 2 ' " 2 2 ' " 2 3 ' " 2 4 ' y-i 

0 = « 1 3 ' " 2 3 ' 0 , 0 , 

" 1 4 ' " 2 4 ' 0 , 0 , 

^ 3 ' VA ' 0 

dass n u r die Coefficienten von y ^ , y.^, y^y^ verschwinden. 

2 8 1 . Den Gle icbungen 4 ) en t sp r i ch t das Verschwinden von 
/ / . Q, H , H n t . H,^ so dass nu r H.^^, H^^, ^44 von Null ver-• 1 3 ' ^ ^ 2 3 ' ^^24 

schieden b le iben ; die El iminat ion d e r x aus 4) giebt eine Besul-

http://rcin.org.pl



t an te , welche fü r die Coefficienten jeder der Gleichungen vom 
Grade (n — 2)^ also fü r die Coefficienten von u und fü r A vom 
Grade 4 (n — 2)^ ist , d. h . sie geben 4 (n — 2)'̂  Werthsysteme 
der X. Dieselben gehören aber überdiess den Gleichungen Ä) 
mehrfach an. Denn wenn man die Differentiale von H^^, H^^^ ^12 
bi ldet , indem man etwa in 0 die Grössen y^, y^ durch Null er-
setzt , so dass 

0 = - { H n v ł + H ^ ^ y ł + I H . ^ y . y ^ } 

wi rd , und d& bildet, so entspringt mit Rücksicht auf 4) 

dQ 

«11,' •^12 ' «14- «11' «12' «13' y\ 
"12' «22' <̂ «23 ' «24' i «12' «22' «23 ' dW24' y% 
«13' «23' «34' 0 + «13' «23' «33. d/<34 , 0 

«14. «24' <^«43' «44' 0 «14' «24' «34' ^«44, 0 

y \ ' y-l ' 0 , 0 , 0 y\ ' ^2 ' 0 0 , 0 

+ 

«11' «12' ' «14' yi 
«12' «22' </»23 ' «24' y-l 
«13' «23' «34' 0 

0 , 0 , 
dř/33 

1 ' 0 , 0 

y i ' !/2' 0 ' 0 , 0 

«11' «12' «13' '̂ «14 y\ 
«12' «22' «23- y% 
«13' «23' «33' dxt^^ 0 

0 , 0 , 0 , 
dn^i 

0 

y-l ' 0 , 0 0 

- ^ ^ « 4 4 - 2 
du 34 + i 

' 1 2 ' 

»12» 
'13 ' 

W , 22' 
<23, 

M3' 

'33' 
y\ ' y% > 0 

y\ 
y% 

0 
0 

Die Differentialien von H^ i , unterscheiden sich also 
für die Gleichungen 4) nur durch einen Factor und die drei 
durch Gleicbsetzung dieser Grössen mit Null dargestellten Ober-
lläcben haben in jedem den 4) entsprechenden Schnit tpunkte eine 
gemeinsame Tangen tenebene ; daraus folgt , dass diese Punkte 
vierfach zu zählen s ind , da in einem Berührungspunkte dreier 
Flächen im Allgemeinen vier Schni t tpunkte derselben zusammen-
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fallen.*) Die Gle ichungen 4 ) ve r t re ten also 16 [n — 2)^ gemein-
schaf t l iche P u n k t e de r A. 

W e n n wede r die Gle ichungen 3) noch die 4) s t a t t f inden , so 
geben die letzten Gle ichungen de r Sys teme a ) , b) 

^ 1 3 = 0 , ^ 2 3 = 0 , H , , = 0 , ^24 = 0 , 
also 

/ / = 0 ; 

also k a n n m a n zu a ) , b) noch h inzufügen 

"33-^33 + ^34^34 = 0 , «33Ä34 + tl^^u = 0 , 
«43^33 + ^44^34 = 0 , «43^^34 + = 0 . 

SO dass nothwendig 

^ 3 3 0 , ^34 = 0 , H , , = 0 
s ind , d. h . s ämmt l i che Hu, verschwinden . Und die Anzahl solcher 
Lösungen ist 

= 2 7 [ n - l f — (w—2)3 - 16 [ n - l f = 1 0 (n — 2 ) ^ ; 

also speciell f ü r F l ä c h e n dr i t te r O r d n u n g = 10 . 

2 8 2 . E b e n f ü r diese k a n n die Gle ichung de r zehn Kno ten -
punk te in E h e n e n c o o r d i n a t e n leicht aufgestel l t w e r d e n . Sind 
V,, v^, Vß, v^ die Coordina ten e iner du rch den K n o t e n p u n k t 

ge legten E b e n e , so ist 
5) VyX, + i;2.-r2 - f VßXß + v^x^ = 0. 

Multipliciert m a n diese Gleichung mi t den zehn Quadra ten 
und P roduc ten de r x , so e rhä l t m a n zehn in den P r o d u c t e n 
XiXkXh l ineare Gle ichungen und kann aus ihnen zusammen mit 
den zehn in dense lben Grössen l inearen Gle ichungen //,vt = 0 
die zwanzig Grössen 

Xi Xk X/i e l imin ie ren . Die en t sp r ingende Deter-
minan te ist das P r o d u c t der Gleichungen der zehn Kno tenpunk te . 

Setzt m a n 

Vi = tti - f Xbi {i = 1 , 2 , 3 , 4 ) , 

wo die a , h bel iebige Constanten s ind , so dass n a c h 5) 
^ _ _ + «2^2 + <^3^3 + «4^4 

+ &2^2 + ^3^3 + is t , so verwande l t sich j e n e Gle ichung in eine Gle ichung zehn ten 

*) Wir wollen bemerken, dass die drei Tangentenpaare der Sclmitt-
curven der gemeinschaftlichen Tangentenebene mit den Flächen ein 
involutorisches Büschel bilden, dessen Doppelstrahlen den möglichen 
stationären Berührungen entsprechen. 

Y B I B L I O T E K A 
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Grades für X, 
6) F[X) = Q, 

deren Wurzeln vorläufig durch 

^123' ^124» ^125' ^134' ^135' ^145' ^234' ^235' ^245» ^345 
bezeichnet werden mögen. 

F ü r fi als einen unbestimmten Factor hat man zugleich 

7) iiXy == fi (A)!, (ix^ = f2 {X), (ix^ = /"a (A), (ix^ = f^ (A). 
Sie ist auflösbar mit Hilfe einer Gleichung fünften Grades. 

Ihre Eigenschaften geben geometrische Eigenschaften der Fläche 
dritter Ordnung wieder. 

Ist X einer der zehn Knotenpunkte, so ist die Gleichung 
seiner Polare 

ZEu' ikXiXk = 0 , 
weim u'ik das bezeichnet, was durch Substitution der Coordinaten 
von x' aus Uik hervorgeht; diese Polare ist ein Ebenenpaar , weil 
die aus den u'ik zu bildenden Part ialdeterminanten sämmtlich ver-
schwinden, so dass stets 

ist ; da für die Schnittlinie des Ebenenpaars die Differentialquo-
tienten links wie rechts nach sämmtlichen x verschwinden, so 
bestehen die auf zwei verschiedene zurückkommenden vier Gleich-
ungen 

8) UiyXy + M',-2^2 + + " ' '4^4 = 0, 

die Gleichungen der dem Knotenpunkte entsprechenden Geraden. 
Diess giebt den Hauptsatz des Artikel 279. 

In jenen Geraden hegen aber selbst Doppelpunkte der Fläche 
H = {). Der durch die Gleichungen 7) nicht völlig bestimmte 
Punkt X lässt sich so wählen, dass für ihn selbst sämmtliche Hik 
verschwinden, oder dass die synmietrische Determinante 0 des 
Artikel 280 utabhängig von den Werthen der y gleich Null 
wird. Multiphciert man die Determinante 0 mit dem Quadrate von 

X y f X 2 f X ^ f X Ą, U 

Pl> P2 ' P3 ' Pi' 0 
= . <12 ' QS ' ?4 ' 0 

Ti , r2 , r3 , r^ , 0 
0 , 0 , 0 , 0 , 1 

wo die />, q, r Constanten sind, für welche D nicht verschwin-
de t , so erhäl t iian für 

Salmon, A n a l . G;om. d. Raumes. II, 2 6 
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ip^ = EZuikPiqk, Vp = Vslh + tJilh + y-iPi + 

0 . 7)2 

0 , 0 0 , 0 , y.' 
0 , II pp> Upq, tlpr. yp 
0 , Upą, Uqq, Uqr, yq 
0 , U p1-> Uqr , Urr, yr 
y j , yp' yq. , yr , 0 

Upp , Upq, Upr 

{yJf llpq , Uqq , Uqr 
Upr , Uqr, Urr 

d. li. man erhält bei Geltung der Gleichungen 8) die Erfül lung 
sämmthcher Gleichungen Hu, — 0 fü r die Gleichheit der letzt-
geschriebenen Determinante mit Null f ü r beliebige AVerthe von 
p, q, r. Da jene beiden linear sind und diese vom dri t ten Grad(^ 
is t , so genügen ihnen drei Werthsys teme, d, h . es giebt auf jeder 
der zehn Geraden drei Knotenpunkte . Auch muss x' nach 8) auf 
der dem Knotenpunkt x entsprechenden Geraden l iegen, mithin 
auf allen drei Geraden, welche den so eben bes t immten Punkten 
entsprechen. Denken wir das Coordinaten-Tetraeder so gewählt, 
dass für den Knotenpunkt x^ — X2 = x^ = 0 und f ü r die ent-
sprechende Gerade iCg = 0:4 = 0 ist , so kann man die zehn 
Gleichungen Hu, — 0 durch das System 

9) Uik = CCißk + ßiC^k 

ersetzen, wo a , ß Constante und 

« l^ i + «2^2 + + «4^4 = 0 , 

ß i^ i + ßiOc^ + ßsX.̂  4- ß^x^ = 0 

die Gleichungen der Ebenen s ind, in welche die Polare des aus 
8) gefundenen Knotenpunktes zerfällt. 

Darnach liegen dann auf den durch einen Knotenpunkt a 
gehenden Geraden im Ganzen sieben Punkte und die zugehörige 
G e r a d e « enthält die drei übrigen b, c, d; denken wir ihnen die 
Geraden ß, y, d en tsprechend, so gehen durch b, c, d noch je 
zwei andere Gerade, die zu zweien auch durch die ausser a auf 
ß, y, Ó l iegenden Punkte gehen. Die durch b gehenden Geraden, 
welche den auf ß liegenden Punkten en t sp rechen , dürfen die 
Linie ß selbst nicht t reffen, jede von ihnen geht durch einen 
Punk t in y und einen in d, so dass beide zusammen beide Punkte 
von y und beide von ö IrelTen. Ebenso treffen die durch c gehen-
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den Geraden die Pnni \ te von ß und S, die durch d gehenden die 
Punk te von ß und y. So entstehen drei volisländige Vierecke, 
gebildet aus je zweien der Geraden ß, y, ö uud aus je einem 
der durch b, c, d gehenden P a a r e ; zu ihnen treten dann noch 
zwei eben solche, die durch a gehen und von den durch b, c, d 
gehenden andern Geraden immer je eine enthal ten. Sie bilden 
das Pentaeder . 

Sind 1 , 2 , 3 , 4 , 5 die Ebenen desselben, so sind 
1 2 3 , 1 2 4 . 1 2 5 , 1 3 4 , 135~ 1 4 5 , 2 3 4 , 2 3 5 , 245, 3 4 5 

und 4 5 , 3 5 , 3 4 , 2 5 , 2 4 , 2 3 , 15 , 1 4 , 13. 12 
die entsprechenden Ecken und Kanten. Jene entsprechen den 
Wurzeln der Gleichung. 

283 . Die Eigenschaften dieser Gleichung ergeben sich dar-
nach mit Leichligkeit. 

Dezeichnen X', X", X'" drei Wurzeln entsprechend drei Punk-
ten derselben Geraden und X die Wurzel fü r den entsprechenden 
P u n k t , so finden zwischen den Coordinaten eines der ersten drei 
Gle ichungen, zwei l ineare und eine cubische , s ta l l , deren Coef-
licienlen nu r von den zu A gehörigen Coordinaten abhängen. Ver-
bindet man etwa die zu X' gehörigen drei Gleichungen mit 
0 = 4* X' {b,Xi-{-b2X2-\-b^x^'-\-b,x^') 
und ehminier t erhält man für X' eine cubi-
sche Gle ichung, deren Wurzeln X', X", X" s ind ; ihre Coefficienten 
hängen von den Coordinaten von X oder ihren Verbältnissen ab 
und lassen sich mit Hilfe der Gleichungen 7) <lurch X ausdrücken. 
M a n k a n n a l s o a l l e s y m m e t r i s c h e n V e r b i n d u n g e n v o n 
A', A", A'" a l s r a t i o n a l e F u n c t i o n e n v o n A d a r s t e l l e n . 
U n d e b e n s o f ü r d i e n e u n ü b r i g e n C o m b i n a l i o n e n d i e -
s e r A r t , also jede symmetrische Function 

von Ai23, Ai24, Ai25 duixli A345, 
von Ai3^, Al35, A,32 durch A215, e tc . ; 

endlich von A351, A352, Agĝ  durch A124 
und von X^^,, ^453 A123. 

Ist dann 
_ X'2^ 4 . _ (A) = 0 

die cubische Gleichung von den Wurzeln A', A", A'", so besieht 
eine ähnliche Gleichung, die ebenfalls A' zur Wurzel ha t , fü r 
jedes A, dessen entsprechende Gerade durch den zu A' gehörigen 

2 6 * 
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Punkt geh t ; solcher Geraden giebt es drei und wenn X, Aj, Aj 
die entsprechenden Wurzeln s ind , so gelten auch die Gleichungen 

A's _ A'2ę, (A,) + A > (A )̂ - i (A,) = 0 , 
A'3 - (A2) + A > (A2) - I (A2) = 0. 

Aus ihnen best immt sich A' vollständig, denn es giebt nur 
einen P u n k t , welcher auf den drei zu A, A^, X̂  gehörigen Gera-
den liegt. Man erhäl t aber 

A' = ß (A, A ,̂ A2), 
wo ß eine rationale symmetrische Function ist , d. h. j e d e W u r -
z e l d e r G l e i c h u n g 6 ) i s t e i n e r a t i o n a l e s y m m e t r i s c h e 
F u n c t i o n v o n d r e i a n d e r n . 

Wenn nun tp eine symmetrische Funct ion von vier Ai gumen-
ten bezeichnet und 

y\ = ^ (^234' ^235' ^245' ^345)' Vi — f (^134' ^135' ^145' ^345)' 
Vi — ^ (^124' ^125' ^145' ^245)' Vi — 9 (^123' ^125' ^135' ^235)' 
Vh ~ ^ (^123' ^124' ^134' ^234)' 
SO können mit Hilfe des vorletzten Satzes diese Grössen y t rans-
formiert we rden ; man kann z. ß , y^ ebensowohl als eine symme-
tr ische Funct ion von 

^234' ^235 unJ zugleich von A245, A345, 

als von A234, A245 und zugleich von A235, A345 

und von A234, A345 und zugleich von A245, A235 
ansehen, also nach jenem Satze als eine symmetr ische Funct ion 

von A451, A23,, von A351, A42,, von A251, A341, 
so dass 

y^ = (A451 , A231) = (A351, A421) = Sl (A251, Agj^) 
und somit 

Zyn = A231) + Ä^lAgs,, A421) + i i ^ ^ z s i ' -̂ 341) 

ist. Ebenso findet man 

3t/2" = hu) + •^"(^124. -̂ 235) + '^"(^123. ^245)' CtC., 

und daraus die Summe 
+ + ^ y-j') 

= Sl'' {A123» ^145) + (^123' ^245) + (^123' ^345) 
+ ß" (Ai24 . ^135) + '^"(>^124. ^235) + ^435) 

+ (^345. -̂ 312) + (^345. >̂ 412) + (^345 » ^512) > 
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in welcher sich die Zeilen der rechten Seite nach eben jenem 
Satze als je eine symmetr ische Function von ^,23, ^,24, etc. er-
g e b e n , so dass die ganze rechte Seite auf rat ionale Weise durch 
die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrückbar ist. Da 
nun also die Potenzsummen der y sich fü r jedes cp durch be-
kannte Grössen ausdrücken lassen, so kann man stets eine 
G l e i c h u n g f ü n f t e n G r a d e s 

10) f [ y ) = y^ — Ay* + By^ - C y ' + D y - E 

aufstellen, deren Wurzeln y^, y^, y-^, y^ , y ,̂ sind. N a c h A u f -
l ö s u n g d e r s e l b e n s i n d a b e r s ä m m t l i c h e W u r z e l n A d e r 
G l e i c h u n g z e h n t e n G r a d e s 6 ) b e k a n n t . Denn man kann 
fünf Gleichungen ' 

Xi — + — y,X + = 0 , 

_ _j_ _ y ^ i = 0 , 

X^ - + ß^X' - y , X - { . ó , = Q 

bilden von den respectiven Wurze lgruppen 

^234' ^235» ^245» ^345» ^134' ^135» ^145» ^345' 

^123» ^124' ^134' ^234' 

um z. B. die cc zu be r echnen , bildet man die Summe 

(In = y i "«! + y2"«2 + + + 

in welcher jedes Glied eine "sytumetrische Function derselben Art, 
wie vorher cp is t , so dass sich die Sumnie wie vorher die aller 
y" durch die Coefficienten der gegebenen Gleichung ausdrückt 
und man also erhält 

\ 

«0 = «1 + <̂ 2 + «3 + «4 + «5 ' 
«1 = + «2^2 + «3Ž/3 + «4^4 + «5^5 ' 

«4 = «iŽ/l^ + «2^2^ + ^ '^ył + + «sž/s"' 

Gleichungen, deren linke Seiten sich durch bekannte Grössen 
rational ausdrücken lassen. Mittelst derselben drückt man die cc 
durch die y und die Coefficienten der gegebenen Gleichung aus ; 
durch ähnliche Systeme die ß , y , ö. Man kann also, wenn 
sämmtliche Wurzeln von 10) bekannt , »lie fünf gedachten Gleich-
ungen bilden und ihre Wurze ln , d, h. die sämmtlichen Wurzeln 
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der Gleichung zehnten Grades bes t immen , da je zwei von ihnen 
stets eine nnd nnr eine gemeinsame Wurzel haben. 

284 . Sind nun x, x, x" drei in einer Geraden gelegene 
Kimtenpunkte , so hat man nach 9) folgende drei Systeme von 
zehn Gleichungen 

Uik = «i^A- + Uik = (iißk + i^ iW, 
n " o " f o" " 

Uik = « i PA- + Pi « A . 

in denen die cc, ß die Coordinaten der drei Ebenenpaare sind, 
in welche die i^olaren der Punkte x, x', x" zerfallen. Da diese 
Punkte aber in einer Geraden l iegen, so giebt es Factoren fi, jn', jit", 
so dass für jedes i (ixi + fi'x/ + (i"xi" = 0 

und somi t , da die Uik l ineare Funct ionen der x s ind, auch 

fiUik + fi'uik + {-"uik" = 0 
ist. Setzt man hier die W e r t h e von etc. e in , nniltipliciert 
die Gleichung mit den laufenden Coordinaten XiXk und sunnniert 
nach i und k, so erhält man fü r 

A = di^i + + " 3 ^ 3 + " 4 ^ 4 = 0 , 
B= ß^X, + ^ 2 ^ 2 + ß A + ^ 4 ^ 4 = 0 . 

etc. als die Gleicbungen der E b e n e n , in w eiche die Polaren zer-
fallen, 

11) fxAB -H fi'A'B' - f (i"A"B" = 0 , 
welche fü r alle Wer the der X bestehen muss , also eine der 
gegenseitigen Lage der sechs Ebenen zukommende Eigenschaft 
ausspricht. In der That kann man aus ihnen mit Beachtung 
dessen, was man von dieser Lage schon weiss, drei l ineare Aus-
drücke E, E', E" so bes t immen, dass 

AB == fi'E"' — (i"E'\ A'B' = — fiE"', 
A"B" = (iE'' - fi'E' 

ist , oder darf setzen 

A = E" -f E' j/t7', B = E" j/7 — E' }/7', 

A' = E yV' -f E" y ^ , B' = E ]/7' — E!' / i T , 

Ä' == E' y ü + E , B" = E' ]/ü — E j / 7 , 

d. h. man hat den letzten Satz des Artikel 279 . 
Man kann die Coefficienten der Ê" und x so bes t immen , dass 

in ihnen nur Summen und Differenzen der E erscheinen. Setzt 
man dann 
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so erhäl t man aus 9) das System der zehn Gleichungen 
123^123 _ ^(4)^(4) _ ^(5)^(5) C. C, 124 124 (5) (5; lt.. ö = c\ 'c\' 

12) 
345 345 

U., 6 t k ' 'ik " ^k 

in welchen die a constante Fac toren bedeuten und stets 

x';^^ = - ^ etc. 
ist , überdiess aber 

so gebildet i s t , dass [aßyöe) eine positive Perniuta t ion der Reihe 
(1 2 3 4 5) ist. 

Sie sind aus vieren unter ihnen, die vermöge der passenden 
Annahnie der absoluten Wer the der c angenommen werden kön-
n e n , best immt durch die in den Gleichungen 

13) . x f ' + . x f + . x f ' = 0 

gegebenen Bedingungen, dass zehnmal drei Punk te x in einer 
Geraden liegen. 

Dass die ö diesen Gleichungen gemäss bes t immbar sind, 
zeigt folgende Betrachtung. Man kann die absoluten Wer the der 
X so bes t immen , dass unabhängig von den Wer then der z 

womit zugleich die obige Bedingung erfüll t is t , dass durch Ver-
tauschung zweier Indices die Coordinaten eines Punktes x ibr 
Zeichen ändern sollen. Dann aber reducieren sich die Gleichun-
gen 13) auf die für alle 2 erfüll te Relation 

= 0. 

. ^3 ' ^4 
Cl , r « C3«, 
c / , C./, c / 

r ^ Cj , C3 , -4^ 

a 
c, , 

a 
' Ol 

a 
' + 

a 
c^ , + cld"^' 

Diese e r fo rder t die Voraussetzungen 
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. + + + + = 0. 
Damit sind die absoliilen W e r t h e der x his auf einen in den 

T enthal tenen allen gemeinsamen Factor fixiert und ebenso kön-
nen die c nur noch die Quadratwurzel dieses Factors enthal ten. 
Die Polare von x"^^ geht in die Form 

^ pW) (p(cr) _ ^ 0 

ü b e r ; diese beiden Ebenen sollen die Ebenen F heissen, nnd wir 
wollen ebenso die Ebenen G, H, J diejenigen nennen , deren 
Gleichungen in den Formeln 

j .(0 jpW _ ^ 

p ( « ) _j_ p { h ) p ( m ) _ Q 

respective enthalten sind. Dann erhält man die von C l e b s c h 
zuerst ausgesprochenen Sätze: 

S o l c h e 6 E b e n e n F, i n w e l c h e d i e P o l a r e n d r e i e r 
i n e i n e r G e r a d e n l i e g e n d e n K n o t e n p u n k t e z e r f a l l e n , 
s c h n e i d e n s i c h v i e r m a l zu d r e i i n e i n e r G e r a d e n f \ 
s o l c h e r G e r a d e n g i e b t e s 4 0 , j e d e d e r E b e n e n F e n t -
h ä l t 3 P a a r e d e r s e l b e n . B e t r a c h t e t m a n z w e i d u r c h 
e i n e G e r a d e f g e h e n d e E b e n e n F a l s z u g e o r d n e t h a r -
m o n i s c h , s o g e h t d i e d e r d r i t t e n z u g e o r d n e t e v i e r t e 
h a r m o n i s c h e i m m e r d u r c h e i n e v o n 6 0 G e r a d e n g, i n 
w e l c h e r d i e m i t d e r d r i t t e n in e i n e r P o l a r e v e r e i n i g t e 
E b e n e F v o n d e r d u r c b d i e D o p p e l l i n i e n d e r j e n i g e n 
P o l a r e n g e l e g t e n P e n t a e d e r f l ä c b e g e s c h n i t t e n w i r d , 
w e l c h e i n d e n b e i d e n e i n a n d e r z u g e o r d n e t e n E b e n e n 
d e s h a r m o n i s c h e n B ü s c h e l s l i e g e n . D i e s e GiO G e r a -
d e n g l i e g e n i n d e n 4 0 E b e n e n G, j e d e i n zw e i e n d e r -
s e l b e n ; j e v i e r E b e n e n G g e h e n d u r c h j e d e E c k e d e s 
P e n t a e d e r s , u n d j e z w e i s o l c h e r v i e r , d i e m i t e i n e r 
E b e n e F u n d e i n e r E b e n e E s i c h d u r c h s c h n e i d e n , 
b i l d e n m i t e i n a n d e r e i n h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l . D i e 
E b e n e n G w e r d e n ü b e r d i e s s v o n d e n E b e n e n E in 
8 0 G e r a d e n h g e s c h n i t t e n , d u r c h w e l c h e a u s s e r d e m 
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n o c h i m m e r z w e i d e r 4 0 E l ) e n e n / / g e h e n ; u n d 4 s o 
d u r c h e i n e G e r a d e ä g e h e u d e E b e n e n b i l d e n s t e t s e i n 
h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l . 

E s s c h n e i d e n s i c h 1 8 0 m a 1 z w e i E b e n e n G in e i n e r 
E b e n e i?'. D i e v i e r t e h a r m o n i s c h e zu s o l c h e n 3 E b e n e n 
g e h t i m m e r d u r c h e i n e v o n 6 0 G e r a d e n i, i n d e n e n 
s i c h z w e i • E b e n e n H m i t z w e i E b e n e n F s c h n e i d e n ; 
und zwar gehen durch jede Gerade i vier Ebenen der 
g e d a c h t e n A r t , d i e z u g l e i c h i m m e r m i t e i n e r E b e n e ZT 
u n d d e n b e i d e n E b e n e n F e i n h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l 
b i l d e n ; a u c h b i l d e n d i e z w e i E b e n e n F i m m e r m i t d e n 
z w e i E b e n e n H s e l b s t e i n h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l . D i e 
G e r a d e n i, f b i l d e n m i t d e n K a n t e n d e s P e n t a e d e r s 
d a s v o l l s t ä n d i g e S y s t e m d e r S c h n i t t l i n i e n d e r E b e n e n 
F. D i e E b e n e n H w e r d e n v o n d e n E b e n e n E a u s s e r 
i n d e n h i n 4 0 a n d e r e n G e r a d e n k g e s c h n i t t e n , d i e 
z u g l e i c h u n t e r d e n D u r c h s c h n i t t s l i n i e n d e r E b e n e n J 
s i n d , u n d z w a r b i l d e n s o l c h e d u r c h e i n e G e r a d e k 
g e h e n d e v i e r E b e n e n i m m e r e i n h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l . 
D i e s e E b e n e n / d u r c h s c h n e i d e n s i c h a u s s e r d e m n o c h 
i n 8 0 G e r a d e n / , d e r e n j e d e z u g l e i c h e i n e r d e r E b e n e n 
F u n d e i n e r d e r E b e n e n C a n g e h o r t , w e l c h e d a n n m i t 
d e n d u r c h d i e S c h n i t t l i n i e g e h e n d e n E b e n e n J e i n 
h a r m o n i s c h e s B ü s c h e l b i l d e n . A u f j e d e r E b e n e F 
l i e g e n v i e r , a u f j e d e r G z w e i d i e s e r G e r a d e n . 

285 . Endlich ergiebt sich aus den Gleichungen 12) die Dar-
stellung der Function u als Summe von fünf Guben. Bestimmt 
man fünf Grössen ^v so, dass sie fü r alle z 

15) = 
. (2) 

. (5) 

(1) 
1 ' 

(2) 

(5) 

(1) 
2 ' 

(2) 

(5) 

(1) 
3 ' 

(2) 

(5) (5) 

machen , so nehmen die Gleichungen 12) mit Bücksicht auf 14) 
die Form an 

WiVci , Uik2, Uik^ , Uiky 
(1) . (1) . l-O C, (1) (1) 

(2) ^ (2) ^ (2) ^ (2) 

(3) ^ (3) (3) (3) 
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wo m einen unbesUiiimten Factor bedeutet. Siebt nian in diesen 
Gleiclnnigen die Grössen c als bekannt , die u als unbekannt 
an , so muss Uifch sich immer als lineare Function von c,c/v dar-
stellen, ebenso auch von CiC/, und von CkC/, und zwar können bei 
jener Darstellung die Coefficienten nur noch vom Index h , bei 
der zweiten von k, bei der dritten von i abhängig sein. Diess 
ist nur möglich, wenn UM die Form annimmt 

17) = EaQ^^^cl^^Ck^^^^ct'. 
Durch Einführung in 16) erhält man 

Cj , C3 , C 

\ 
Ł-2 , c 1-3 » C 

Ci , c -z , ^3 ' '4 
1 Ci , 

Ci , 
<-2 » 
t-2 > 

C 
C3 , 

C3 , 

«'2 f c ^̂^ 1-3 » C ^̂^ 

e tc . , oder nach 15) 

- ^c^c^ 
,.(5) 

(4) (5) V) ' yy ' 

für alle Werthe von t und k , d. h. 
(4) 

_ 

Ck 

etc. . 
m m 

Aus 17) erhält man somit, indem allen Gleichungen 16) ge-
nügt ist, 

1 (a) (a) (a) (a) 
Uikh = ^aW^ 'd^ 'c,l 

m 
und durch Multiplication mit Xi, Xk, XĄ und Summierung nach 
i, h, k 

u = — - — { w^^^ + m/̂ ^ 

f3 ^Tt 
d i e D a r s t e l l u n g a l s S u m m e von f ü n f G u b e n . Zwischen 
den fünf Grössen E besteht eine lineare Beziehung, denn indem 
man in 15) die Substitution 
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vollzieht, verschwindet die rechte Seite der Gleichung und bleibt 

0 = U P E ' ' ^ + v P e ' ' ^ + V P E ' ' ' + v ^ E ^ ' ^ + 

(Vergl. Artikel 276.) 

286 . Wir geben in der am Ende des Artikel 270 abgebroche-
nen Betrachtung der Eigenschaften der F läche dri t ter Ordnung 
weiter. 

D i e P o l a r e b e n e n a l l e r P u n k t e e i n e r E b e n e u m -
h ü l l e n e i n e F l ä c h e , w e l c h e z u g l e i c h d e r O r t d e r 
P u n k t e i s t , d e r e n P o l a r f i ä c h e n z w e i t e n G r a d e s d i e 
g e g e b e n e E b e n e b e r ü h r e n . Da die Parameter im zweiten 
(Jrade in der Gleichung der veränderl ichen Ebene auf t re ten , so 
ist das Pj-oblem das im 2 . Beispiel des Artikel 275 betrachtete 
und d i e E n v e l o p p e i s t e i n e F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g m i t 
\ i e r D 0 p}) e 1 p u n k t e n , a l s o v o n d e r v i e i' t e n K l a s s e . 

Da die Polarebenen der Durchschnit tspunkte der Ebene mit 
der Fläche dri t ter Ordnung selbst die Tangentenebenen derselben 
in diesen Punkten s ind , so ist diese cubische Polarfläche der ge-
gebenen Ebene der abwickelbaren Fläche eingeschrieben, welche 
die Tangentenebenen der Fläche dr i t ter Ordnung längs ihres 
Schnittes mit der gegebenen Ebene erzeugen. 

Die Polarebene i rgend eines Punktes A des Dmchschni t ts 
der Ebene mit der H e s s e ' s c h e n Fläche b e r ü h r t nach Artikel 278 
diese Letztere urfd ist daher eine gemeinschaftl iche Tangenten-
ebene derselben mit der hier betrachteten cubischen Polarfläche. 
Da aber die Polarfläche zweiten Grades von dem entsprechenden 
l 'unkte B ein Kegel vom Scheitel A und somit als die betrachtete 
Ebene b e r ü h r e n d anzusehen is t , so ist auch B der Berührungs-
punkt dieser Polarebene mit der cubischen Polarfläche. D. h. 
wir erhal ten den S t e i n e r ' s e h e n Satz: D i e c u b i s c h e P o l a r -
f l a c h e i r g e n d e i n e r E b e n e b e r ü h r t d i e H e s s e ' s c h e 
F l ä c h e l ä n g s e i n e r g e w i s s e n C u r v e . Diese Curve ist der 
Ort der P u n k t e B , welche den Punkten der Schnittcurve der 
H e s s e ' s c h e n Fläche mit der gegebenen Ebene entsprechen. 

Wenn aber Punkte in einer Ebene 

lx -f my -f- nz Ą- pv Ą- qw ^ 

l iegen, so l iegen die en t sprechenden Punkte in der Fläche vier-
ter Ordnung 
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1 + + + ^ + - 0 ; 
ax by cz dv ew 

ller Durchschn i t t dieser F l äche mit der Kernl läche ist von der 

sechszehn ten O r d n u n g und enthäl t die zehn Geraden 

X = y = 0, z = w = 0, etc. 

Die üb r igb l e ibende Curve sechs ter Ordnung ist d a h e r die 
Curve , längs we lche r die cubische Polarf läche de r gegebenen 
F b e n e die Kernf läche b e r ü h r t . Die vier Doppelpunkte j e n e r Po la r -
l läche l iegen in dieser Curve , sie sind diejenigen P u n k t e , . d e r e n 
Polar f lächen zweiten Grades Kegel s i m l , welche die gegebene 
Ebene b e r ü h r e n . 

2 8 7 . W e n n wir in de r ge raden Veib indnngs l in ie zweier 
P u n k t e {x'y'z), [x"y"z) e inen P u n k t [x' -j- Xx", y' -j- Xy",...) 
willkürl ich a n n e h m e n , so ist die Gle ichung se iner Po l a r ebene 
von der F o r m 

P n + + = 0 , 
wenn P^j = 0 , -P22 = 0 Po la r ebenen der g e g e b e n e n P u n k t e 
da r s t e l l en , und P , , = 0 die Po la rebene des e inen P u n k t e s in 
l lezug auf die quad i a t i s che Polar f läche des ande rn beze ichne t . 
W e n n man X als ve ränder l i ch b e t r a c h t e t , so ist die Enve loppe 
de r be t r ach t e t en Po la rebene of fenbar ein Kegel zweiten Grades , 
welcher den Dnrchscbn i t t spunk t d e r drei bezeichneten Ebenen 
zum Scheitel hat . 

Dieser Kegel ist Tangen tenkege l de r cubischen l 'o lar f läche 
i rgend e iner d u r c h j ene gerade Linie g e b e n d e n Ebene und sein 
Schei te l ist ein P u n k t in dieser Polar f läche . 

Sind die be iden a n g e n o m m e n e n P u n k t e e n t s p r e c h e n d e P u n k t e 
d e r H e s s e ' s c h e n F l ä c h e , so verschwindet ident i sch , denn 
die Gleichung de r P o l a r e b e n e des Sche i t e lpunk tes eines Kegels in 
Bezug auf diesen selbst ist eine Ident i tä t . iMan ha t also den Sa tz : 
D i e P o l a r e b e n e e i n e s b e l i e b i g e n P u n k t e s i n d e r g e r a -
d e n V e r b i n d u n g s l i n i e z w e i e r e n t s p r e c h e n d e n P u n k t e 
d e r H e s s e ' s c h e n F l ä c h e g e h t d u r c h d e n D u r c h s c h n i t t 
d e r T a n g e n t e n e b e n e n d e r H e s s e ' s c h e n F l ä c h e i n d i e -
s e n P u n k t e n . * ) 

*) J. S t e i n e r sagt (a. a. O. p. 141), dass es 100 Gerade gebe, 
deren zweite Polare sich auf eine Gerade reduciert. Der Satz im Texte 
scheint an Stelle dieses Ausspruchs treten zu müssen. 
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In einer bel iebigen E b e n e l iegen dre i g e r a d e L i n i e n , welche 
e n t s p r e c h e n d e P u n k t e de r I l e s s e ' s c h e n F l ä c h e mit e inander ver-
b i n d e n , d e n n die im le tz ten Art ikel b e t r a c h t e t e Curve sechs ter 
O r d n u n g schneide t j ene Ebene in drei P a a r e n en t sp r echende r 
P u n k t e . Somit en thä l t die cubische Po la r f läche einer Ebene im-
m e r d re i ge rade Linien. W i r werden aus d e r a l lgemeinen Theoi ' ie 

' de r ge raden Linien in F lächen dr i t t e r O r d n u n g , zu der wir uns 
nun w e n d e n , das Nämliche bes tä t igen. 

2 8 8 . Schon in der A n m e r k u n g , Artikel 1 , ist b e m e r k t wor -
d e n , dass eine F l äche d r i t t e r O r d n u n g no thwendig ge rade Linien 
entha l ten m ü s s e ; wir sind je tzt im S t a n d e , d i e Z a h l d i e s e r 
G e r a d e n im a l lgemeinen Fal le zu bes t innnen .* ) 

W i r b e m e r k e n zue r s t , dass jede d u r c h eine solche in der 
F läche en tha l t ene Gerade gehende E b e n e eine Doppel tangenten-
ebene de r F l äche sein m u s s , weil sie die F l äche in e iner Gera-
den und einem Kege lschn i t t , d. h . in e iner Curve mit dre i Dop-
p e l p u n k t e n , du rchschne ide t . Somit sind die E b e n e n , welche einen 
bel iebig a n g e n o m m e n e n P u n k t mit den ge raden Linien der F läche 
v e r b i n d e n , Doppe l t angen tenebenen der F l ä c h e und somit auch 
Doppe l t angen tenebenen des aus dem gewähl ten Punk te an die 
F l ä c h e g e h e n d e n Tangentenkege ls . Die Zahl solcher Ebenen ist 
a b e r im Art ikel 2 7 1 nach der a l lgemeinen Theo r i e (Artikel 15 f.) 
bes t immt w o r d e n , sie ist sieben und zwanzig und diess somit die 
Anzahl de r f ragl ichen Geraden . 

Diess Resul ta t kann aber f e r n e r wie folgt b e g r ü n d e t werden . 
Angenon i rnen , dass eine F läche dr i t t e r O r d n u n g eine gerade Linie 
en tha l t e , so un te r suchen w i r , in wie vielen Lagen eine du rch die-
selbe g e h e n d e E b e n e die F läche in e inem in zwei ge rade Linien 
d e g e n e r i e r t e n Kegelschnit t schneidet . 

Sei = z = 0 diese ge rade Linie und 

wU = zV 

*) Die Theorie der geraden Linien auf Flächen dritter Ordnung 
ward zuer.st im Jahre 1849 in einer Correspondenz zvrischen C a y l e y 
und S a l m o n studiert, und die Ergebnisse derselben sind im „Cambridge 
and Dublin Math. Journ.", Vol. IV, p. 118, 252 verötYentlicht worden. 
Von C a y l e y ward zuerst die Bemerkung gemacht, dass eine bestimmte 
Zahl von geraden Linien in der Fläche liegen müsse; die Bestimmung 
dieser Zahl in der im Text gegebenen Art und die Discussion des Ar-
tikel 291 ward von S a l m o n gegeben. 
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die Gieiclmng der Fläche, so suhstituieren wir w = jttz, divi-
dieren durch z und hilden die Discriuiinante der resul t ierenden 
Gleichung zweiten Grades in x, y, z. Die Coefficienten von 
x', xy, y' in derselben enthalten fi nur im ersten Grade , die 
von xz und yz enthalten dieselbe Grösse im zweiten und das 
Glied von z' enthält sie im dri t ten Grade. Die Gleichung, welche 
man durch Gleichsetzung der Discriminante mit Null e rhä l t , ist 
daher vom fünf ten Grade und man erhält den Satz : D u r c h j e d e 
g e r a d e L i n i e i n e i n e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g g e h e n 
f ü n f E b e n e n , w e l c h e d i e F l ' ä c h e i n e i n e m a n d e r n P a a r 
v o n g e r a d e n L i n i e n d u r c h s c h n e i d e n . Also auch : . J ede 
g e r a d e L i n i e i n e i n e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g w i r d 
v o n z e h n a n d e r n G e r a d e n i n d i e s e r F l ä c h e g e s c h n i t t e n . 

Betrachten wir nun den Schnitt der Fläche mit einer der 
eben gefundenen Ebenen. Jede gerade Linie in der Fläche muss 
in irgend einem Punkte diesen Schnitt t re f fen , d. h. i rgend eine 
der drei geraden Linien dieser Ebenen durchschneiden. Jede 
dieser Linien wird aber von acht geraden Linien in der Fläche 
geschni t ten, ausser den be iden , die mit ihr in j ene r Ebene lie-
gen ; es liegen also ausser der p]bene vier und zwanzig Gerade 
in der F läche , d. h. dieselbe enthält in Allem sieben und zwanzig 
Gerade. 

Wir werden nachher zeigen, wie eine Fläche neunter Ord-
nung gebildet wi rd , welche die gegebene Fläche in dieser Gera-
den durchschneidet . 

289. Da die Gleichung einer Ebene drei unabhängige Con-
stanten enthäl t , so kann eine Ebene durch irgend drei Bedingun-
gen best immt werden , und es giebt d a h e r . e i n e endhche Zahl von 
E b e n e n , welche eine gegebene Fläche in drei Punk ten be rüh ren . 
Wir können diese Zahl in dem Falle einer Fläche dri t ter Ordnung 
best immen. Denn wir s a h e n , dass durch jede der sieben und 
zwanzig geraden Linien fünf dreifach b e r ü h r e n d e Ebenen gehen, 
da jede Ebene , welche die Fläche in drei geraden Linien schnei-
de t , sie in den drei Ecken des von ihnen gebildeten Dreiecks 
b e r ü h r t , weil dieselben Doppelpunkte des Schnit tes sind. 

Die Zahl 5 X 27 muss aber durch drei dividiert werden, 
weil jede der bet rachte ten Ebenen drei Gerade enthäl t . E s e x i -
s t i e r e n d a h e r i n A l l e m f ü n f u n d v i e r z i g d r e i f a c h b e -
r ü h r e n d e E b e n e n . 
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290 . J e d e E b e n e , w e l e b e e i n e g e r a d e L i n i e d e r 
F l ä c h e e n t h ä l t , i s t e i n e D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e u n d 
d i e P a a r e d e r B e r ü h r u n g s p u n k t e b i l d e n e i n i n v o l u t o -
r i s c h e s S y s t e m . 

Wenn wir a n n e h m e n , dass die Achse z in der Fläche ent-
halten ist uud dass der Theil ihrer Gleichung, welcher in x und y 
vom ersten Grade is t , 

X (az' -f- bz -i- c) -j- y [dz' + b'z c) 

sei , so werden die be iden Ber idnungspunkte der Fläche mit der 
Ebene 

y = HX 
durch die Gleichung 

[az' + i z -H c) - f ,1t [dz' + b'z -i- c) = 0 

bes t inmit , welche ein involutorisches System bezeichnet. (Vergl. 
,,Analyt. (Jeom. d. K<egelschnitte", Artikel 423.) Aus den bekann-
ten Eigenschaften de;r Involution ergiebt sich dann , dass durch 
eine gerade Linie deif Fläche zwei Ebenen gelegt werden können, 
welche sie in zwei zusammenfal lenden Punkten b e r ü h r e n , d. b. 
welche sie ausser i h r in einem Kegelschnitt durchschneiden , der 
sie berühr t . Die Be rüh rungspunk te dieser besonderen Doppeltan-
gentenebenen mit de r F läche gehören nothwendig der paraboli-
schen Curve der F läche an und es ist im Artikel 26 bewiesen 
worden , da.ss die geraden Linien diese Curve b e r ü h r e n ; wir 
baben hier die erste Bestätigung d a f ü r , dass diese Berührung 
2 [n — 2) fach sei. ' D i e b e i d e n P u n k t e , i n w e l c h e n e i n e d e r 
s i e b e n u n d zw a n z i g G e r a d e n d i e p a r a b o l i s c h e C u r v e d e r 
F l ä c h e b e r ü h r t , b i l d e n m i t d e n B e r ü h r u n g s p u n k t e n 
i r g e n d e i n e r d u r c h s i e g e h e n d e n E b e n e e i n h a r m o n i -
s c h e s S y s t e m . Sie sind entsprechende Punkte der H e s s e ' s c h e n 
oder Kernlläche. Diese beiden Berührungspunkte können übrigens 
imaginär werden. 

291. Die Zahl der geraden Linien kann auch in folgender 
Weise best immt werden. 

Die Form 
ace = bdf, 

wo a = 0, b = 0. etc. Ebenen repräsen t ie ren , ist eine der 
F o r m e n , auf welche die allgemeine Gleichung der Fläche dri t ter 
Ordnung reducier t werden kann , da sie implicite neunzehn un-
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abhängige Constanten en thäU; m a n findet specie l l , dass diese Re 
duct ion in 1 2 0 versch iedenen Arten mögl ich is t .*) 

Nach j ene r Gleichungsforni en thä l t die P'läche die nenn ge-
raden Linien 

a = ö = 0 , c == d = {i, etc. 

E ine d u r c h die ers te von ihnen gelegte E b e n e 

a = (ib, 
welche die F l äche in ge raden Linien schne ide t , schne ide t offen-
ba r das Hyperboloid 

(ice = df 

in den näml ichen G e r a d e n , dieselben sind also E r z e u g e n d e dieser 
F läche von verschiedenen Sys temen. Die eine von ihnen schnei-
det die Ge raden 

c=:<? = 0, e = f = Q, 

die a n d e r n die Geraden 

c = f ~ rf = e = 0. 

Und da ft dre i W e r t h e h a t , so giebt es dre i L in i en , welche 

fl = & = 0 , c = rf=0, e = f = 0 

durchschne iden . Das Nämliche ergiebt sich auch d a r a u s , dass 

das d u r c h diese Geraden bes t immte Hyperboloid die F läche in 

drei wei te ren Geraden schne iden muss . (Artikel 83. )**) 

*) Dem entspringen die = 120Paare conjugierterTrieder von 
b . Ù 

S t e i n e r (a. a. O. p. 137). Die Scheitel irgend eines Paares derselben 
sind entsprechende Punkte der Kernfläche. 

**) Die Entstehung der Hyperboloide als Durchschnittsort collinea-
rer Ebenenbüschel leitet zu der Erzeugungsart der Flächen dritter Ord-
nung aus den Grundgebilden der Geometrie der Lage. Wenn man den 
Inbegriff aller durch einen Punkt gehenden Ebenen ein Ebenenbündel 
und zwei Ebenenbündel projectivisch nennt, wenn jeder Ebene des 
einen nur eine Ebene des andern entspricht und umgekehrt, eine Be-
ziehung, welche durch vier willkürlich als entsprechend angenommene 
Paare von Ebenen (von denen sich nicht je drei in derselben Geraden 
schneiden) vollständig bestimmt ist, so gilt der Satz: D r e i b e l i e b i g 
im R ä u m e l i e g e n d e c o l l i n e a r e E b e n e n b ü n d e l e r z e u g e n e i n e 
a l l g e m e i n e F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g a l s Ort d e s S c h n i t t p u n k -
t e s j e d r e i e r e n t s p r e c h e n d e r E b e n e n . Die Ableitung der 27 Ge-
raden aus dieser Entstehungsart beruht auf dem allgemeinen Satze: 
B e i d r e i b e l i e b i g g e g e b e n e n c o l l i n e a r e n E b e n e n b ü n d e l n 
k o m m t e s im A l l g e m e i n e n s e c h s m a l v o r , d a s s d r e i e n t s p r e -
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Es exis t ieren aber sechs de ra r t ige Hyperbo lo ide , näml ich 
ab, cd, ef', ab, c f , de', e t c , , 

d u r c h welche somit achtzehn gerade Lin ien bes t immt werden zu 
den n e u n , welche in de r F o r m de r Gle ichung direct enthal ten 
s i n d ; d. h. sowie vorher sie enthäl t s ieben und zwanzig Gerade.*) 

W e n n wir j ede der achtzehn Ge raden du rch die drei u n t e r 
j e n e n n e u n b e z e i c h n e n , welche sie s c h n e i d e t , so können die sie-
ben u n d zwanzig Ge raden fo lgendermassen aufgezähl t we rden . 
Die u r s p r ü n g l i c h e n neun sind 

ab, ad, a f , cb, cd, c f , eb, ed, ef\ 

dazu k o m m e n die drei Linien wie 

[ab . cd . ef)y, [ab . cd . ef)^, [ab . cd . ef).^ 

von j ede r de r sechs G r u p p e n 

[ab . cd . e f ) , {ab . cf . de), [ad . bc . e f ) , 
[ad . be . c f ) , [ a f . bc . de), [af . be . cd). 

Die fünf E b e n e n , welche durcli e ine der Geraden z. B. ab 
g e h e n , sind die Ebenen a und b, welche die F läche respect ive 
in den L in i enpaa ren ad, af-, bc, be schneiden , und die drei Ebenen , 
welche sie in 

[ab . cd . e f ) , , [ab . cf . de)^; 
[ab . cd . ef)^, [ab . c f . de)^, 
[ab . cd . ef)ß, [ab . cf . de)^ 

schne iden . Die fünf E b e n e n , welche d u r c h eine der üb r igen Ge-
r a d e n , z. B. [ab . cd . e f ) , g e h e n , schne iden sie in den P a a r e n 

ab, [ab . cf . de),', cd, [af . cd . be),', e f , [ad . bc . e f ) , 
und in 

[ad . be . cf)^, [ a f . bc . de)^; [ad . be . cf)^, [ a f . bc . de)^. 

c h e n d e E b e n e n s i c h in e i n e r G e r a d e n s c h n e i d e n . Man ver-
gleiche die schöne Abhandlung von S c h r ö t e r im LXII. Bde. des 
„Journal für die Mathematik" (p. 265 f.). In dieser Entstehung liegt 
der einem bekannten Satz der Planimetrie analoge Satz: W e n n d i e 
v i e r F l ä c h e n e i n e s T e t r a e d e r s d u r c h f e s t e P u n k t e g e h e n 
und die d r e i K a n t e n e i n e r F l ä c h e auf f e s t e n E b e n e n s i c h 
b e w e g e n , so b e s c h r e i b t d i e ihr g e g e n ü b e r l i e g e n d e E c k e 
e i n e F l ä c h e d r i t t e r Ordnung . (Vergl. das Beispiel des Artikel 76 
oben und im I. Bande dieáes Werkes Artikel 117, Beispiel 23.) 

*) Andere Betrachtungen über das System dieser Geraden gaben 
H a r t und B r i o s c h i . (Vergl. „Annali di Scienze matem.", t. VI.) 

Salmon, A n a l . Geom. d. Raumes. II. ^ 2 7 
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292 . Eine neue A n o r d n u n g der Lin ien des Systems, welche 
zu e iner e infachen Beze ichnung u n d e iner k l a r en V'orstellung des-
selben le i te t , ist von S c h l ä f l i gegeben worden .* ) 

W e n n wir die be iden G r u p p e n von nicht s ich schneidenden 
Geraden wie folgt s ch re iben 

ab, cd, e f , (ad . be . cf)y, {ad . be . c/)^, [ad . be . cf)^, 
c f , be, ad, {ab . cd . ef)^, {ab . cd . ef)^, {ah . cd . ef)^, 

so wird leicht e r k a n n t , dass i rgend eine Linie d e r e inen G r u p p e 
die mit ih r in derse lben Vert icale s t ehende Linie der a n d e r n 
n i c h t , abe r alle üb r igen Linien derse lben durchschne ide t . Schre i -
ben wir diese beiden Gruppen 

ÖJ, «2. «3 ' «4 ' «5- «6 ' 
by, Ö2, b^, fcg, 

sie b i l d e n , was S c h l ä f l i e inen D o p p e l s e c h s genann t hat . Man 
sieht leicht aus de r vo rhe rgehenden Beze ichnung , dass die Linie , 
welche in der E b e n e von « j , b^ l i eg t , die nämliche is t , welche 
in der E b e n e von a^, by l ieg t ; dahe r k ö n n e n die fün fzehn an-
d e r n ge raden Linien durch die Beze ichnung Cj2, c^^, etc. da rge -
stell t w e r d e n , wo Cŷ  die in der Ebene von a^, b^ ge legene Ge-
r a d e beze ichne t . Es giebt of fenbar f ü n f z e h n Combina t ionen zu 
zweien aus den sechs Zahlen 1 , 2 , 3 , etc. Die f ü n f Ebenen , 
welche du rch Cŷ  so gelegt w e r d e n k ö n n e n , dass sie in P a a r e n 
von g e r a d e n Linien die F läche s c h n e i d e n , enthal ten als solche 
die P a a r e 

^34^56' ^35^40' ^36^45' 

Es giebt dreissig E b e n e n , von denen jede eine d e r Geraden 
von den Sys lemen a, b, c en thä l t , und fünfzehn E b e n e n , welche 
d re i Ge rade c en thal ten . Aus den sieben und zwanzig Geraden 

k ö n n e n sechs und dreissig —^^^ Doj)pelsecbssystcme gebil-

2 7 16 
det w e r d e n , denn es giebt — 2 1 6 L i u i e n p a a r e , die sich 

n ich t s chne iden . 

293 . W i r können nun ein S y s t e m v o n s i e b e n u n d zw a n -
z i g G e r a d e n , w e l c h e s z u e i n e r F l ä c h e d r i t t e r ( 3 r d n u n g 
g e h ö r t , g e o m e t r i s c h c o n s t r u i e r e n . 

*) Vergl. .,Quarterly Journal of Mathem.'S Vol. II p. 116, 
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Wir wählen eine Gerade « j wi l lkür l ich nnd ebenso fünf an-
d e r e , welche sie d u r c h s c h n e i d e n , h^, h^ , b^, b^. Dieselben 
b e s t i m m e n eine F läche d r i t t e r O r d n u n g , d e n n wenn wi r e ine 
solche' F l ä c h e d u r c h vier von den P u n k t e n beschr ieben denken , 
in d e n e n a^ d u r c h die a n d e r n Geraden geschni t ten w i r d , und 
d u r c h dre i we i t e re P u n k t e in j ede r d ieser G e r a d e n , so en thä l t 
diese d u r c h n e u n z e h n P u n k t e b e s t i m m t e F l äche alle diese G e r a -
d e n , weil j e d e Linie vier P u n k t e mi t d e r F läche gemein ba t . 
W i r können a b e r , wenn vier Linien gegeben s ind , von denen 
keine zwei sich d u r c h s c h n e i d e n , im Al lgemeinen zwei T r a n s v e r -
salen b e s t i m m e n , welche alle vier d u r c h s c h n e i d e n ; denn das din 'ch 
d re i von ihnen bes t immte Hyperboloid schne ide t die v ier te in 
zwei P u n k t e n , d u r c h welche die f r ag l i chen Transver sa len als E r -
zeugende der a n d e r n Art gehen.*) D u r c h jede vier de r Lin ien , 
z. B. feg, b^, &5, feß k ö n n e n wir dahe r ausser der Linie « j e ine 
a n d e r e Transve r sa le a^ l egen , welche auch in de r F läche l iegen 
m u s s , da sie vier P u n k t e mit de r se lben gemein hat . In d ieser 
. \ r t cons t ru ie ren wir die fünf neuen Ge raden a^ , Og, Ö4, 05, «g. 

*) Wenn das Hyperboloid der drei ersten die vierte Gerade berührt, 
so giebt es nur e i n e solche gemeinschaftliche Transversale; und es ist 
offenbar, dass das durch irgend drei andere unter ihnen bestimmte 
Hyperboloid die letzte ebenfalls berührt, — was von C a y l e y zuerst 
bemerkt zu sein scheint. 

Wenn wir die Linien durch 1, 2, 3, 4 und die Bedingung des Durch-
schnitts von zweien unter ihnen z. B. 1 und 2 dąrch (12) bezeichnen, 
so ist die Bedingung, unter welcher vier Gerade nur eine gemeinschaft-
liche Transversale besitzen, durch die Vergleichung der Determinante 

0 , (12), (13), (14) 
(21), 0 , (23), (24) 
(31),. (32), 0 , (34) 
(41), (42), (43), 0 

mit Null dargestellt. Das Verschwinden der in derselben Art aus fünf 
Geraden gebildeten Determinante ist die Bedingung, unter welcher sie 
alle eine gemeinschaftliche Transversale besitzen. Das Verschwinden 
der gleichen Determinante für sechs Linien drückt eine Relation dieser 
Linien aus , welche man als ,,Involution der sechs Linien" bezeichnet 
hat lind welche dann immer erfüllt ist, wenn diese Linien die Wir-
kungslinien von sechs Kräften sein können, die Gleichgewicht hervor-
bringen. Verschiedene interessante Mittheilungen über diesen Gegen-
stand gaben S y l v e s t e r , C a y l e y und C h a s l e s in den ,,Comptes ren-
dus", 1861, I. 
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Wenn wir dann i rgend eine Transversale bes t immen, welche die 
vier ersten unter diesen Geraden schneidet , so zeigt die vorher 
auseinander gesetzte Theor ie , dass sie eine Linie b^ sein wird, 
welche auch die fünf te schneidet. Damit ist ein Doppelsechs-
system construiert . 

Alle übrigen Geraden gehen aus demselben h e r v o r , denn 
indem man die Ebene a^b^ n i m m t , erhält man in ih ren Schnit t-
punkten mit den Linien a^, b^ Punk te , welche in der Linie c^c^ 
liegen. 

294 . D i e v e r s c h i e d e n e n A r t e n d e r F l ä c h e d r i t t e r 
O r d n u n g i n B e z u g a u f d i e R e a l i t ä t d e r s i e b e n u n d 
z w a n z i g G e r a d e n sind gleichfalls von S c h l ä f l i (a. a. 0.) un te r -
sucht worden. E r erhält fünf Ar ten , nämlich: 

A) Alle Linien und Ebenen sind reell. 
B) Fünfzehn Linien und fünfzehn Ebenen sind reel l ; die 

zwölf imaginären Geraden bilden ein Doppelsechssystem, in des-
sen beiden Gruppen je eine von zwei conjugierten sich findet, so 
dass neun der imaginären Linien einen reellen Punkt besitzen. 
Zwei Paare von conjugierten imaginären Linien werden durch 
eine reelle Gerade geschnitten. 

C) Sieben Linien und fünf Ebenen sind reell. Es gieht 
nämlich eine reelle Gerade , /durch welche fünf reelle Ebenen 
gehen , von denen aber nur drei reelle Dreiecke en tha l ten ; in 
j eder der beiden andern bestehen die Dreiecke aus der reellen 
Originallinie und zwei imaginären L in i en , die sich in einem reel-
len Punkte durchschneiden. 

D) Drei Linien und dreizehn Ebenen sind reel l ; j ene bilden 
ein reelles Dreieck, durch dessen Seiten ausser der seinen je vier 
reelle Ebenen gehen. 

E) Drei Linien und sieben Ebenen sind reel l ; jene bilden 
ein reelles Dreieck, durch dessen Seiten ausser der seinen je zwei 
reelle Ebenen gehen. 

Bezüglich der Gleichungsform 
ace — bdf 

gehen daraus dreizehn verschiedene Fälle der Realität und der 
imaginären Zuordnung der l inearen Polynome derselben hervor. 
Sie können sämmtlich reell sein in den Arten A und a und b;' 
c und d, e und f sind einander conjugier t in den Arten B und C; 
d und f sind einander conjugier t , die übr igen reell in den Arten 
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D und E-, c und e, d und f sind c o n j n g i e r t , o, b reel l in C und 
E-, etc. Alle sind i m a g i n ä r und n ichl c o n j n g i e r t , a und b h a b e n 
e inen ree l l en P u n k t , c und d so wie e und f eine reel le G e r a d e 
mi t e i n a n d e r gemein im Falle C\ etc. Alle sind imag inä r und 
n ich l con jng i e r t und a, b\ c, d; e, f haben je e inen ree l len 
P u n k t gemein in E. 

Der Verfasser ba t f r ü h e r * ) eine Aufzäh lung der M o d i f i c a -
t i o n e n g e g e b e n , w e l c h e d i e a l l g e m e i n e T h e o r i e d e r 
F l ä c h e i n d e m F a l l e e r f ä h r t , w e n n d i e F l ä c h e e i n e n 
D o p p e l p u n k t o d e r m e h r e r e D o p p e l p u n k t e b e s i t z t . Dass 
die F'läche d r i t t e r O r d n u n g s ieben und zwanzig ge rade Lin ien 
e n t h ä l t , und fünf und vierzig dre i fach b e r ü h r e n d e E b e n e n hat , 
b le ibt w a h r , w e n n man eine Linie oder E b e n e zweifach zähl t , 
die d u r c h e inen Doppe lpunkt g e h t , e ine solche v i e r f a c h , die 
d u r c h zwei Doppelpunkte g e h l , und die jenige ach t f ach , welche 
d re i Doppe lpunk te en thä l t . 

W e n n die F läche e inen Doppelpunkt bes i tz t , so giebt es 
sechs g e r a d e Linien in i h r , welche ihn en tha l ten und f ü n f z e h n 
a n d e r e Ge rade in den d u r c h dieselben paarweis bes t immten E b e n e n ; 
f e rne r f ü n f z e h n dre i fach b e r ü h r e n d e E b e n e n , die jenen P u n k t 
nicht en tha l t en . Man hat so 

2 . 6 + 15 = 27, 2 . 15 + 15 = 45. 
W e n n die F läche vier Doppe lpunkte en thä l t , so w e r d e n die 

Linien von den sechs sie ve rb indenden G e r a d e n , welche v ie r fach 
z ä h l e n , und von drei a n d e r n in e iner E b e n e l iegenden Geraden 
gebi lde t , de ren jede zwei Gegenkan ten der P y r a m i d e de r Doppel -
| )unkte schne ide t . Die d re i fach b e r ü h r e n d e n E b e n e n sind die 
Ebene d ieser dre i G o r a d e n , welche einfach zäh l t , die sechs E b e -
n e n , welche je eine dieser Geraden und eine Kante der P y r a m i d e 
e n i b a l t e n , welche zwei fach , und die vier F l ächen der P y r a m i d e , 
welche ach t fach gezählt we rden nnissen.**) 

Beispiel. Eben diese Fläche mag hier noch als Beispiel dienen. 
(Vergl. Artikel 275, Beispiel 2.) Nimmt man die vier Doppelpunkte als 
Ecken des Fundamentaltelraeders, so ist 

*) Vergl. „Cambridge and Dublin Mathem. Journ.", Vol. IV, p. 256. 
**) Die andern Fälle vergleiche man in der angeführten Abhand-

lung. 
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la' mb' ^ lic' ^ pd' ^ 
X y z V) 

ihre Gleichung. Sie enlhiilt die acht und zwanzig Punkte, welche die den 
Punkten einer Ebene 

lx Ą- my Ą- nz pw = 0 

conjugiert harmonischen Puukte der Verbindungslinien der acht Punkte 
hezeichnen, deren Coordinaten die nachioigcnden Verhältnisse haben 

a:b:c:d ; — a:b:c:d ; a: — b:c:d ; a:b: — c:d ; 

a:b:c: — d; — a:b:c: — d; — a:b: — c:d; — a: — b:c:d.^-) 

Für eine Tangentenebene der Fläche im Punkte {x, y, z, iv) hat 
man 

[mb'zw + nc'vnj -[- pd'yz) X [la'zw + nc'wx -f- pd'xz) Y 
-\-[ln'yw -\-mb'wx-\-pd'xy)Z-{-[la'yz mb'zx Ą- 7ic'xy) W = 0 , 

wenn X, Y, . . die laufenden Coordinaten hezeichnen; also für die don 
Kanten x — y = Q, z = iv = 0 entsprechenden respective 

X Z W __ 
l^' ' nc' ^ 

welche einerseits zeigen, d;iss die Durchscluiittslinien der drei entspre-
chenden Paare von Tangentenebenen in der einen Ebene 

la' + nc' pd' ~ ' 

als auch, dass sie in der Fläche drit ter Ordnung selbst gelegen sind.**) 

*) Für a — f) =: c d werden jene Punlcte die Centra der acht 
eingeschriebenen Kugeln des Doppelpunkttetraeders. Die Mittelpunkte 
der 28 Segmente zwischen ihnen gehören der Fläche 

X y z w 
an. (Vergl. B e l t r a m i , ,,Giornale di Matern.", t. I, p. 208.) 

Dieser Satz verbindet sich der Theorie der conjugierten Tetraeder. 
Man erhält dieselbe Fläche, wenn man die jene für sieben zählenden 
acht Centra der Kugeln enthaltende Fläche zweiten Grades bestimmt 
und den Ort ihrer Centra sucht. (Vgl. Band I,̂  Beispiel 2, Artikel 147.) 
Und allgemeiner: AVenn eine Schaar demselben Tetraeder conjugierte 
Flächen zweiten Grades durch denselben Punkt gehen, so beschreibt 
der Pol einer festen Ebene in Bezug auf dieselben eine Fläche dritter 
Ordnung, die die Kanten des Tetraeders enthält und seine Ecken zu 
Doppelpunkten hat. (Vergl. P a i n v i n , ,,Journal f. Math.", Bd. LXIII, 
p. 88. Theorem XVII.) 

**) Vergl. C a y l e y , ,,Liouville's Journ.", Vol. IX. 
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Die vier Kegel zweiten Grades, welciie aus den Doppelpunkten der 
Fläche umgeschrieben sind, werden durch die Gleichungen 

mb' ^ iic' ^ 
ij z 

la' ^ mh' ^ 

pd' _ 
0, 

la' + nc' + pd' 
0, 

w X 
+ z + w 

pd' 
0, 

la' + mb' + nc' 
0 

w X y + z X y 

repräsentiert; sie schneiden sich also paarweis in sechs ebenen Kegel-
schnitten, deren Ebenen mit den Tctraederfläclien und der Tangenten-
ebene der Fläche längs der betrellenden Kante harmonische Büschel bil-
den; diese sechs Elienen gehen durch einen Punkt. Die Kegelschnitte, 
welche jene Kegeliläciien in den respectiven Gegenilächen des Tetraeders 
bestimmen, gehören sämmtlich einer Oherfläciie zweiter Ordnung an, die 
tlem Tetraeder umgeschrieben ist. Die Tangentenehenen dieser Letzteren 
in den Eckpunkten schneiden die Gegenflächen in vier Geradèn, welche 
in einer Ebene liegen; etc. 

Insbesondere noch: Die Fusspunkte der von einem Puidde der 
Fläche auf die Flächen des Tetraeders gefällten Normalen sind in dersel-
ben Ebene. (Vergl. „Analyt. Geometrie d. Kegelschn.", Artikel 134.) 

Ein anderes Beispiel liefern die Flächen dritter Ordnung, deren 
Gleichung von der Form 

A V' u^) + fi + fi y> + P"''^ = ^ 
ist , wenn f,^, f ^ , fx homogene Functionen von den respectiven Graden 
3, 2, 1 bezeichnen. Diese Gleichung isl reducierbar entweder auf die eine 
oder die andere der heiden Formen 

{x + Jy) {x' + By') = ziv', 
{x + Jy Cw) {x' + By') = zw' 

nnd giebt, weil in beiden Fällen die Din'erenüale ř/^g, U^^, ř/33 ver-
schwinden, die I l e s sc ' s che Fläche als zerfallend in eine zweifach zu 
zählende Ebene und einen Kegel zweiten Grades. 

I n v a r i a n t e n u n d C o v a r i a n t e n e i n e r F l ä c h e d r i l l e r 
0 r d n u n g. 

295 . Bei den Enlwickelungen, welche folgen, müssen einige 
elementare Eigenschaften der Invarianten als bekannt vorausge-
setzt werden ; wir verweisen fü r ihr Studium auf die „Vorlesun-
gen zur E inführung in die Algebra der l inearen Transforma-
l ionen". 

AVir e r inne rn , dass nach jenen eine Invariante der Gleichung 
einer Fläche eine Function der Coefficienten derselben ist , de ren 
Verschwinden irgend eine pe rmanen te , d. i. von der Lage des 
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Coordinatensystenis unabliängige Eigenschaft der Fläche bezeich-
ne t , wie z. B. die Existenz eines l)op|)elj)nnl<tes; dass eine Co-
variante derse lben, wie es beispielsweise die H e s s e ' s c h e Deter-
ndnante is t , dnrch ihr Verschwinden eine Fläche darstel l t , die 
mit der gegebenen eine von der Wahl des Coordinatensystems 
unabhängige Beziehung ha t ; dass eine Conlravariante oder zuge-
ordnete Form eine Belation zwischen den Grössen a, ß, y, ó ist, 
welche ausdrückt , dass die Ebene 

ccx ßy yz ów = 0 

zur Fläche in einer permanenten Belation s teht , z. B. sie be rüh r t . 

Von einer Eigenschaft dieser Grundformen machen wir im 

Folgenden zumeist Gebrauch; nämlich von de r j en igen , nach wel-

cher die Substitution von — , etc. für a, ß, etc. in eine 
dx dy 

Contravariante und die Ausführung der so bezeichneten Operatio-
nen an der Originalfunction oder einer ihrer Covarianten stets 
eine neue Covariante erzeugt , welche zur Invariante wi rd , wenn 
die Veränderl ichen aus dem Ergebniss verschwinden. (Vgl. a. a. 
0 . Artikel 94.) 

Wenn man in der nämlichen Art in eine Covariante] fü r 
X, y, etc. die Symbole — , etc. substituiert und an einer 

da dß 
Contravariante die bezüglichen Operationen aus füh r t , so erhäl t 
man eine neue Contravariante. 

Wir benutzen bei dieser Discussion die als allgemein erwie-
sene F o r m der Gleichung, in welcher sie als Summe von fünf 
drit ten Potenzen erscheint . (Vergl. Artikel 276, 285.) 

Die H e s s e ' s c h e Determinante ist im Artikel 279 für diese 
Voraussetzung bereits gegeben worden und es wäre nicht schwer, 
andere Covarianten zu berechnen. 

Es bleibt übr ig zu zeigen, in welcher Weise in dieser Vor-
aussetzung Contravarianten berechnet werden können. 

Setzen wir voraus , dass TJ eine in Gliedern von vier unab-
hängigen Veränderlichen dargestellte Function und irgend eine 
Contravariante derselben in a, ß, y, 8 entwickelt sei , so un te r -
suchen wir die F o r m , welche dieselbe an iummt , wenn die Func-
tion in fünf Veränderlichen ausgedrückt , die durch eine l ineare 
Relation verbunden sind. 
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W i r können offenbar die Funct ion von fünf Veränder l ichen 
auf eine solche von vier Veränder l ichen r educ i e r en , indem wir 
f ü r die fün f t e Variable ihren durch die übr igen vier ausgedrück-
ten Wer th einsetzt , nämlich 

w = — [x + y z v). 

Um also die Bedingung zu finden, un te r welcher die E b e n e 

ax ßy yz 8v iw — (i 

eine bes t immte Beziehung zur F läche h a t , hat man nu r diejenige 

Bedingung aufzustel len, un t e r welcher die Ebene 

{a — s) X + (ß — s) y + (7 —£) z + (d — e) v = 0 
die nämliche Beziehung zur F läche h a t , deren Gleichung in F u n c -
tion von vier Veränder l ichen dargestell t is t ; d, h. die Contrava-
r iante in Funct ion von fünf l inear verbundenen Veränder l ichen 
wird aus der in vier unabhängigen Veränder l ichen gegebenen 
du rch die Substitution von [a—e), {ß—e), [y — s], [8—e) f ü r 
a, ß, y, (J respective abgeleitet . 

J ede solche Contravar iante ist daher eine Funct ion der Dif-
fe renzen zwischen den Grössen a, ß, y, d, s. 

Das folgende Beispiel wird zum vol ls tändigem Verständniss 
der Methode bei t ragen. 

Beispiel. Sei 
ax' + by' + cz2 + dv' + ew' = 

bei 
x-\-y-\-z-\-v-\-w = (i 

die Gleichung einer Fläche zweiten Grades; so soll die Bedingung ent-
wickelt werden, unter welcher die Ebene 

ax ßy Ą- yz 8v Ą- £w = 0 

dieselbe berührt. Wenn wir die Gleichung der Fläche auf eine Function 
von vier Variabeln reducieren, indem wir für w seinen Werth als nega-
tive Summe der übrigen substituieren, so werden die Coefficienten von 

y', respective [a e), {b e), (c + e), (d + e), wäh-
rend jeder andere Coelficient gleich e ist. Substituiert man diese Werthe 
in die bekannte Bedingungsgleicliung (vergl. Band I, Artikel 75), so erhält 
man die Bedingung für die Ebene 

ax -{- ßy yz -{- ÓV 0 
in der Form 

a' [bcd -j- bce -j- cde -j- dbe) -f ß' [cda -j- cde -f- dae -f acé) 
-f- y' [dab 4- dae -j- abe -f- bde) -f- [abc -f- abe bce cae) 
— 2e [adßy -f bdya + cdaß + bcad -j- caßd -f abyd) = 0. 
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man kann sie in der Form abgekürzt darstellen 
Zcde [a — ßf == 0. 

296 . Es ist auf den Satz Bezug genommen worden, nach 
welchem aus einer Contravariante in vier Veränderlichen durch 
die Substitution 

d d d d 
dx' dy' dz' dw 

für a, ß, y, ó und Ausführung der Operationen an irgend einer 
Covariante eine neue Covariante erhalten wird. Wir suclien die 
Form, in welcher diess Gesetz auf die vorausgesetzte Darstellung 
in fünf linear verbundenen Veränderlichen x, y, z, v, %o ange-
wendet werden kann. 

Da X in dieselbe in zwei Arten, nämlich explicite und über-
diess implicite durch w eintritt, so ist das Differential nach x 

Wir sahen aber im letzten Artikel, dass die Conlravariante 
in fünf Veränderlichen aus einer in vier Veränderlichen abgeleitet 
wird, indem man für 

cc , ß , y , à 

a — f , ß — £, y—£, ö—e 

substituiert. Daraus folgt sofort, d a s s a u s j e d e r C o n t r a v a -
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r i a i i t e i n f ü n f V e r ä n d e r l i c h e n d u r c h d i e S u b s t i t u t i o n 
v o n 

d d d d (1 

dx' dy' dz' dv' dw 
f ü r 

u, ß , y , ö , e 
e i n O p e r a t i o n s s y m b o l h e r v o r g e h t , w e l c h e s d u r c h A n -
w e n d u n g a u f d i e O r i g i n a l f u n c t i o n o d e r i r g e n d e i n e 
C o v a r i a n t e d e r s e l b e n n e u e C o v a r i a n t e n o d e r I n v a r i a n -
t e n e r z e u g t . 

Wenn also eine Contravariante der Form in fünf Veränder-
lichen gefunden ist, so können aus ihr ohne den mühsamen Ueber-
gang zu der Darstellung in vier Veränderlichen neue Covarianten 
abgeleitet werden. 

Beispiel. Wir haben 
Zcde [a — ßf 

als eine Contravariante von 
ax' -f l y ' -}- cz' -f- dv' -f- eiv' = 0 

gefunden. Wenn wir daher an der quadratischen Form ndt dem Symbol 

idx dy ) 

operieren, so ist das Resultat, welches nur durch einen numerischen 
Factor von 

hcde -}- cdea deab eabc -j- (^bcd 

verschieden sein kann, eine Invariante derselben. Es ist in der That ihre 
Discriminante und würde aus dem Ausdruck derselben im Artikel 63 des 
ersten Randes erhalten worden sein, indem mau für die Coefficienten 
a, b, c, d die Summen a e, b Ą- e, c - j - e , d e einführte, wäh-
rend man alle andern Coefficienten durch e ersetzt. 

297 . In derselben Art wird bewiesen, dass man in eine 
Covariante der Form für x, y, z, v, w DilTerentialsymbole nach 

ß, y, ö, e substituieren und mit dem so erhal tenen Symbol 
an einer beliebigen Contravariante operieren da r f , um eine neue 
Contra Variante zu erhalten. 

Denn wenn wir die Function zuerst in eine Funct ion von 
vier Veränderl ichen verwandeln und dann die en tsprechende Sub-
stitution der Differentiale vollziehen, so sind fü r 

X , y , z , V und w 

da' dß' dy' dö \da dß ^ dy dd J 
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snbstiliiiert worden. Da aber die Contravariante in fünf Verän-
derliclien aus der in vier durch die Substitution ( « — s) für a, etc. 
erhaUen wurde , so ist offenbar , dass die Differentiale von beiden 
nach a, ß, y, 6 die nämlichen s ind, während das Differential der 
in fünf Veränderlichen ausgedrückten nach s der negativen Summe 
der Differentiale den in vieren gegebenen nach a, ß, y, ö gleich 
ist. Diess begründet aber das Theorem. 

Durch diess und das Theorem des letzten Artikels können 
wir , wenn irgend eine Covariante und Contravariante gegeben 
s ind, andere Formen dieser Art e rzeugen, welche wieder mit 
jenen combiniert immer neuen Formen derselben Art den Ur-
sprung geben. 

298 . Die quadratische Polarfläche i rgend eines Punktes in 
Bezug auf die Fläche dri t ter Ordnung 

acc^ + by^ + cz^ dv^ - f rfw» = 0 , (l) 
ist 

axx"' + byy' -f czz' 4" (Ivv' eiviv' = 0. 

Die H e s s e ' s e h e Determinante als die Discriminante dieser 
quadrat ischen Fo rm ist daher nach dem Beispiel des Artikel 2 9 6 

Zbcdeyzvw = 0 , (2) 

wie schon im Artikel 2 7 9 bewiesen ist. 
Die F o r m , welche wir im Artikel 286 als die cubische Polare 

einer Ebene 
ax ßy y z 8v ev) = 0 

bezeichnet h a b e n , d, i. die Bedingung, unter welcher diese Ebene 
die quadratische Polarfläche b e r ü h r t , ist nach dem Beispiel des 
Artikel 295 

Scdezvw [a — ßY ^ 0. 

Sie ist eine gemischte Concomitante oder Zwischenform, weil 
sie beide Beihen von Veränderlichen x, y, etc. und a, ß, etc. 
zugleich enthält . 

Wenn wir in ihr die Substitution 

— , etc. fü r a, ß, etc. 
dx dy 

vollziehen und die angedeuteten Operationen an der cubischen 
Originalform vollziehen, so erhalten wir die I l e s s e ' s c h e Deter-
minante. 

Behandeln wir diese Letztere auf dieselbe Weise, so entsteht 
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eine Covarianle von de r f ü n f t e n Ordnung in den Veränder l ic l ien 
und von de r s iebenten in den Coeff ic ienten , welche wir als die 
Covariante ^ bezeichnen wol len , 

0 =z abcdeSahx-y'z. 

Um die in den Art ikeln 2 9 6 , 2 9 7 entwickel te Methode an-
z u w e n d e n , ist es no thwend ig , eine Cont ravar ian te zu bes i t zen ; 
f ü r diesen Zweck entspr icht die B e r e c h n u n g de r Contravar iante ff, 
welche in der Gleichung de r Beciprocalf läche e r s c h i e n , d i e , wie 
wir im Art ikel 2 7 1 s a h e n , von der F o r m 

ist. Die Contravar iante a d r ü c k t , mit Null g le ichgesetz t , die Be-
d ingung a u s , un te r welcher i rgend e ine E b e n e 

ax ßy + etc. = 0 
die F läche in einer Curve d r i t t e r Ordnung schne ide t , f ü r die die 
A r o n h o l d ' s c h e Invar ian te S verschwindet , Sie ist in a, ß, e tc . 
ebenso wie in den Coefficienten der cubischen F o r m vom vierten 
Grade , 

In dem Falle von vier Variabein ist das lei tende Glied das 
P r o d u c t von in das S der t e r n ä r e n cubischen F o i i n , die f ü r 

= 0 aus der Gleichung de r F iäche hervurgeht . Die üb r igen 
Glieder werden mit / I l i l fe de r Dif lerent ialgleicbung der Invar ian ten 
b e r e c h n e t . (Vgl. , ,Vor lesungen" , p, 150 f.) Aus der fü r vier Ver-
änder l i che ge fundenen F o r m ' w i r d dann nach Artikel 2 9 5 die f ü r 
fünf l inear ve rbundene Veränder l iche abgelei tet . Wir u n t e r d r ü c k e n 
die Einzelhei ten der B e r e c h n u n g , welche weitläufig abe r o h n e 
Schwier igkei t ist. Das Besul ta t ist 

G = Zabcd {a — e) (ß - e) (y — e) {d - e). [l]*) 

Nach dem Vorigen k ö n n e n wir n u n als aus e iner gegebenen 
Covariante und Contravar iante eine neue F o r m dieser Art e rzeu-
g e n , indem wir in die jenige, welche die Veränder l ichen in den 
n iedr ige ren Dimensionen e n t h ä l t , DifTerentialsymbole fü r dieselben 
einsetzen und die damit ge fo rde r t en Opera t ionen an de r a n d e r n 

Zur leichtern Verweisung sollen die Contravarianten durch Ord-
nungsziffern in eckigen, die Covarianten durch solche in runden Klam-
mern bezeichnet werden. 

Dabei betrachten wir die cubische Form selbst und ihre H e s s e ' -
sche Determinante als die Covarianten (1) und (2) respective. 
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vollziehen. Das Resultat ist von der Differenz ihrer Grade in den 
Veränderl ichen und von der Summe derselben in den Coefticien-
ten. Wenn beide von derselben Dimension s ind , so ist es gleich-
gfdtig, mit welchem von beiden wir oper ie ren ; das Resultat ist 
in diesem Falle eine Invariante von der Summe ihrer Grade in 
den Coefficienten. 

Die Ergebnisse dieses Verfahrens sind im nächsten Artikel 
vereinigt. 

299 . a) Indem wir (1) und [1] combinieren , erwarten wir 
eine in den Veränderl ichen lineare Contravariante vom Grade fünf 
in den Coefficienten zu f inden; aber dieselbe verschwindet iden-
tisch. 

b) Die Combination von (2) und [1] giebt eine Invariante, 
welche wir als die Invariante A bezeichnen wol len, 

A = Zb'cH'e' — lahcdeZabc. 

Nach der symbolischen Methode, welche in den „Vorlesun-

gen", p. 163 f. entwickelt is t , wird der Ausdruck derselben 

A = (1235) (1246) (1347) (2348) (5678) ' . 

c) Indem wir [1] mit dem Quadrat von (1) ve rb inden , er-
halten wir eine quadrat ische Covariante von der sechsten Ordnung 
in den Coefficienten 

abcde [ax' + by' -f- cz' -1- dv' + evP). (3) 

Ihr synrbolischer Ausdruck ist 

(1234) (1235) (1456) (2456). 

d) Die Verbindung von (3) und [1] giebt eine cpiadratische 
Contravariante 

a'b'c'd'e'Z [et—ß)'. [2] 

e) (1) und [2] geben eine lineare Covariante von der elften 
Ordnung in den Coefticienten 

u'b'c'd'e' {ax by cz dv - f ew). (4) 

f ) (3) und [2] geben eine Invariante B 

B — [a b + c Ą- d + e). 

g) Die Combination von (3) mit der gemischten Concomitante 
im Artikel 2 9 8 giebt eine cubische Covariante von der neunten 
Ordnung in den Coefficienten 

abcde Zcde [a -j- b) zvw. (5) 
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Ii) Die Combinat ion von (5) um) [ J ] g iebt e ine l inea re Con-

t ravar ian te de r dre izehnten O r d n u n g , näml ich 

abcdeZla — b) (a —ß) {(« + b)cW— abcde {cd+de+ ec)) *). [ 3 ] 

E s scheint u n n ö t h i g , we i te re Details zu dieser Ablei tnngs-
me lhode de r covarianten F o r m e n zu geben nnd wir k ö n n e n uns 
daher zu den hauptsächl ichsten Resul ta ten w e n d e n . 

300 . J ede Invar iante ist eine symmet r i sche Func t ion der 
Grössen a, b, c, d, e. N e n n e n wir die S u m m e dieser Grössen 
p, die S u m m e i h r e r P r o d u c t e in Paa ren q, die S u m m e i h r e r 
P roduc te zu dreien r , die i h r e r P r o d u c t e zu vieren s und ihr 
P roduc t t, so k a n n jede Invar iante in Func t ion dieser fünf Grös-
sen dargeste l l t werden und sie geben also sämmtl ich aus den 
fo lgenden fünf P 'undamenta l invar ianten h e r v o r , die man du rch 
das Ver fah ren des letzten Artikels b i lde t : 

A = s' — Art, B = f p , 
C = th, D = f q , E = t^, 

also auch 
C — AE = 4<V 

Es g iebt jedoch auch Inva r i an ten , welche nicht selbst rat io-
nal in Func t ion dieser fünf Fundamenta l inva r i an ten dars te l lbar 
s ind , obgleich ihre Quadra te diese Darstel lung ges ta t ten . (Vergl. 
„Vor l e sungen" , p. 216.) 

Die e infachs te Invar iante dieser Art wird e r h a l t e n , indem 
man die Discr iminante de r Gle ichung , deren Wurze ln a, b, c, d, e 
s ind , in Func t ion ih re r Coefficienten ausdrück t . Man findet, dass 
diess e inen Ausdruck fü r das P roduc t von in das P roduc t der 
sämmt l i chen Differenzen der Grössen a, b, c, d, e in Funct ion 
der Fundamenta l inva r i an ten A, B, C, T), E e rg iebt . Da diese 
Invar iante ein vollständiges Quadra t is t , so giebt i h re Quadra t -
wurzel eine Invar iante F der F o r m vom Grade hunder t .**) 

Die Discr iminante kann unschwer in Funct ion de r F u n d a -
menta l invar ian ten dargeste l l t w e r d e n . Sie wird d u r c h El iminat ion 

*) Der Coefficient von a in derselben Ist 
uhr.de ^A — bF-c^d^e^ babcde [hcd + cde -j- bce -f- hde))-

**) Für ihren Ausdruck in Function der Fundamentalinvarianten 
verweisen wir wegen seiner Länge auf die in den ,,Philosoph. Trans-
aetions", 1860, gegebene Abhandlung (p. 233). 
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der Veränderl ichen zwischen den vier Differentialen nach x, y, z, v, 
d. h. 

ax' = by' = cz' = dv' = ew' 

erha l ten , d. h. x', y', etc. sind den Producten bcde, cdea, etc. 
proport ional . Die Substitution dieser Wer the in die Gleichung 

X Ą- y z V w = 0 

giebt die Discriminante in der Form 

[bcde)^ + [cdea]^ + {deab)^ -f [eabc]^ + [abcd]^ = 0, 

und die Entwickelung dieses Ausdrucks in Funct ion der Invarian-
ten giebt 

{A'—6AB)' ^ 16384 {D - f 
301- Die cubische Form hat vier fundamentale l ineare Co-

varianten, d. h. Covarianten-Ebenen, welche respective von den 
Ordnungen 11, 19, 27, 43 in den Coeflicienten s ind; nämlich 

L = a'b'c'd'e' {ax by + cz dv ew^ = i'Zax, 
L'=t^Zbcdex, L" = t^Za'x, L"' = t^Za^x. 

Jede andere Covariante, die Form selbst eingeschlossen, kami 
im Allgemeinen in Function dieser vier Covaiianten ausgedrückt 
w e r d e n , so dass die Coefhcienteu Invarianten sind. Die Bedin-
gung , unter welcher diese vier Ebenen sich in einem Punkte 
schneiden, ist die Invariante F vom Grade hunder t . 

Es existieren lineare Contravarianten, von denen die ein-
fachste , vom Grade dre izehn, in den Coefficienten vorher schon 
gegeben is t ; die nächste , vom Grade ein und zwanzig, ist 

t^Z {a — b) (a — ß); 

dann folgt , vom Grade neun und zwanzig, diese 

Zcde [a —b) (a — ß); etc. 

Es giebt quadrat ische Covarianten der sechs ten , vierzehnten, 
zwei und zwanzigsten, etc. Ordnung und Contravarianten der 
Ordnungen z e h n , ach tzehn , etc. , so zwar , dass die Ordnungen 
um acht wachsen. Jene sind 

t Zax', t'Z ab [cd de + ec) xy, 
t^Za'x', t^Zx', etc. 

f 

Diese sind 

[2] Artikel 2 9 9 , fiZcde (a — ß)^. etc. 
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Cubisclie Covarianten sind von der n e u n t e n , s iebenzehnten 
Ordnung e tc . , näniUch 

Z cde [a + h) izvw, 
t ^ Z é x ^ , etc. 

Wenn wir die urspriingliclie cnbiscbe Form durch U und 
diese letztere Covariante durch T b e z e i c h n e n , und eine Covarianle 
oder invariante von 

V + XV 

bi lden, so sind die Coefficienten der verschiedenen Polenzen von 
X in derselben nothwendig Invarianten und Covarianten der cubi-
schen Fo rm. Es folgt da raus , dass aus einer gegebenen Cova-
rianle oder Invariante der cubischen Form eine neue Fo rm der-
selben Art gebildet werden k a n n , deren Grad in den Coefficienten 
um sechszehn höher i s t , indem man die Operation 

\ da db de dd de J 

' a n ihr aus führ t . 
Von den Contravarianlen der dri t ten Ordnung ist die ein-

fachste aus der Invariante A als Evectanle (vergl. „Vorlesungen", 
p. 139, 148) abzuleiten 

Z c W ( a — 6 ) {a—ßf — tZde (2a—ß-y) (2ß—y—a) (2y—a—ß); 

dann folgt 

t' Zbcde [a — b) (a — y) (a — ó)(a — e). 

Eine biquadrat ische Covariante ist 

fZa\x\ 
während die einfachste biquadrat ische Contravariante die f r ü h e r 
erwähnte Contravariante G ist. Die Conlravarianle sechsten Gra-
des T, welche mit ihr die Gleichung der Reciprocalfläche consli-
tu ier t , ist 

T ^cW («—— 2Zbcdh' [a — ß)^ (« —y)® 
-f 2iZe {£—£'} — 

wo 

e = ( a - y ) ( ß - 0 ) , e'^ [a-ö) ( y - ß ) , s" = ( a - ß ) ( ó - y ) . 

Von Covarianten fün f t e r Ordnung erwahnęn wir mu' ausser 
(P (Artikel 298) die Covariante 

xyzvw 

vom Grade fünfzehn in den Coefficienten, welche die fünf Ebenen 
Salmon, Ana l . Geom. d. Raumes. II. 2 8 
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des Pentaeders dars te l l t ; und eine Covariante neunter Ordnung 0 , 
welche der Ort aller der Punk te is t , deren Polarehenen in Bezug 
auf die H e s s e ' s c h e Determinantenfläche ZT ihre quadrat ischen Polar-
flächen in Bezug auf die Fläche dri t ter Ordnung TJ seihst be rüh-
ren . Darnach ist (vgl. Artikel 7 5 , Band I) ihr Ausdruck durch 
die Determinante 

Uu^ Jh 
Un- f/20. Uu' Ih 

Urs' Uu, 
Uu^ 
th . Hl > I I , , H,, 0 

gegeben. 
Die Gleichung einer Covariantenfläche, deren Durchschnit t 

mit der gegebenen Fläche dr i t ter Ordnung die sieben und zwanzig 
geraden Linien derselben bes t immt , ist 

0 = 

wo O die im Artikel 298 gegebene Bedeutung hat. 
Ehe wir den vollständig aligemeinen Beweis da fü r geben, 

seien die folgenden einfachen Betrachtungen ange füh r t , welche 
zuerst auf die Erkenntniss dieser Form geleitet haben. Wenn 
man als Ebenen x und y die Tangentenehenen der Fläche dri t ter 
Ordnung in den zwei P u n k t e n , in denen irgend eine der Gera-
den die i)arabolische Curve der Fläche schneidet , und irgend 
zvvei best immte durch diese Punkte gehende Ebenen zu Ebenen 
w, z wähl t , so erhäl t die Gleichung der Fläche die F o r m 

z'y iv'x -}- Ixyz -j- Ixyw + ax'y -f by'x -j- cx'z + dy'w 
+ extv' -f fyz' = 0. 

F ü r dieselbe ist der jenige Theil der I l e s s e ' s c h e n Determi-
n a n t e , welcher a:, y nicht enthäl t , 

z'w'-, 

die en tsprechenden Theile von cE> und 0 sind 

— 2 [cz^ + div^), 
— Sw'z' (cz^ + dur'), 

und die Fläche 

0 — = 0 oder S = 0 

zeigt somit in ih re r Gleichung keine Glieder, welche nicht ent-
weder X oder y en tha l ten , d. h. die Linie x = y = {) liegt 
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ganz in i ł i r , und in derse lben Weise die Schaa r d e r üb r igen 
sechs unil zwanzig Geraden .* ) 

*) Dieser Abschnitt giebt den Hauptinhalt einer Abhandlung des 
Verfassers in den „Philosophical Transactions", 1860, p. 229 f. , ,0n 
Quaternary Cubics" wieder, die im Juni 1860 gelesen ward. Mehrere 
Resultate derselben, namentlich die Aufstellung der fünf Fundamental-
invarianten und der Ausdruck der übrigen durch sie, so wie die Gleich-
ung der Fläche S = 0 , welche die sieben und zwanzig Geraden der 
Fläche bestimmt, wurden durch zwei nahe gleichzeitige (März 1860), 
aber vor jener publicierte (,, Journal für Math.", Bd. LVIH, p. 93 f., 
109 f.) Abhandlungen von C l e b s c h vorausgenommen. Die von ihm 
befolgte Methode war jedoch wesentlich verschieden, die Discussion 
der Covarianten und die Entdeckung der Invariante F blieben jener 
vorbehalten. 

Die letzten vier Invarianten sind von C l e b s c h als Functionen der 
Coeflicienten der H e s s e ' s c h e n Determinante gegeben. Die zweite ist 
die Invariante (1234)^ derselben. 
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VI. Kapitel. 

Allgemeine Theorie der Flächen. 

3 0 2 . Indem vvir uns zur a l lgemeinen En twicke lung z u r ü c k -
w e n d e n , sche in t es e r f o r d e r l i c h , die Erör terui>g e in iger P r o b l e m e 
vorauszusch icken , welche schon in dem F r ü h e r e n nahege leg t und 
d e r e n E rgebn i s se f ü r den Fo r t s ch r i t t de r U n t e r s u c h u n g fo rder l i ch 
s ind . 

Sie be t re f fen zuers t die ř > a g e v o n d e r B e s t i m m u n g 
d e r F l ä c h e n d u r c h g e g e b e n e E l e m e n t e , s a g e n w i r 
d u r c h P u n k t e , die ihnen a n g e h ö r e n ; eine F i ' age , welche in 
den e r s t en Artikeln dieses Bandes b e r ü h r t , aber n ich t e r schöpf t 
ist. Im Folgenden geben wir das Wesent l ichs te von d e m , was 
J a c o b i in e iner schönen Abhandlung f ü r dieselbe geleis tet hat,*) 

Im Artikel l ' i s t gezeigt , dass die Durchschn i t t s cu rve von 
zwei F lächen n ^ " O r d n u n g d u r c h 

{n + 1) + 2) [n + ^ _ 
2 . 3 ^ 

i b r e r P u n k t e völlig bes t immt i s t ; wir e rwe i t e rn die U n t e r s u c h u n g 
zunächs t auf die Durchschni t t scurve von F lächen und Ord-
n u n g (unter de r A n n a h m e m ^ ti). I ndem man die Gle ichung 
de r F l ä c h e n * " O r d n u n g d u r c h eine Func t ion (m — Grades 
mit wi l lkür l ichen Coefficienlen mul t ip l i c ie r t , e rhä l t m a n eine 
Gle ichung w'®" G r a d e s , die zu der gegebenen Gleichung m*®" Gra-
des so add ie r t w e r d e n k a n n , dass so viele Glieder aus der S u m m e 
v e r s c h w i n d e n , als wi l lkür l iche Constanten e inge füh r t w u r d e n , also 

*) Vergl. „ C r e l l e ' s Journal", Bd. XV, p. 285. „De relationi-
buä" (1835). 
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— 437 — 

(m — n - f 1) (m — n + 2) (m — w + 3) 
2 . 3 

Die reducier te Gleichung enthidt also 

(m + 1) {m + 2) (m + 3) _ {m — n+ 1) (m — n + 2) (m — 3 ) 
2 . 3 2 . 3 

Glieder und ihre Best immung erfolgt durch eine um Eins kleinere 
Anzahl von P u n k t e n ; d. h. d i e S c h n i t t c u r v e e i n e r F l ä c h e 

mit einer Fläche mOrdnung [m ^ n) ist durch 

(m + 1) (m + 2) {m + 3) 
2 . 3 

(/n — w + 1) (m — n + 2) (m — + 3) 
— 1 

2 . 3 

i h r e r P u n k t e b e s t i m m t . Oder alle Flächen Ordnung, 
welche durcb so viel Punkte einer Fläche Ordnung gehen, 
haben mit dieser dieselbe Schnit tcurve gemein. 

303. An demselben Orte haben wir gezeigt, dass alle Flächen 
/jt®"" Ordnung , die durch 

[n + 1) (n -f 2) {n + 3) _ 
2 . 3 

feste Puidite g e h e n , ausser derselben 

„3 . o (» + 1) in + 2) jn + 3) 
" + ^ 2 7 3 ' 

d. b. 
(n — 1) n — 1 2 ) 

2 . 3 

Punkte gemein h a b e n ; oder wie der algebraische Ausdruck lauten 
wi rd : Sind Systeme von Wer then dreier Unbekannten gegeben, 
so müssen , damit man durch dieselben drei Gleichungen 
Grades genügen kann , zwischen den Wer then jener Unbekannten 

(n — 1) (5n2 — n - 12) 

2 
Bedingungen stattfinden. 

Wir dehnen jetzt die Untersuchung auf den Durcnschnut von 
Flächen verschiedener Ordnungen aus und nehmen zunächst an, 
dass zwei der Flächen von der n" ' " und die dri t te von der m 
Ordnung fü r m > n sind. Die 'vor igen Bet rachtungen lassen 
dann zunächst schliessen, dass man mit Hilfe der zwei Gleichun-
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gen n*®" Grades aus der Gleichung m^e« Grades 
(ot — n + 1) (ot — n + 2) (m — n + 3) 

^ • 2 . 3 
Gheder beseitigen k a n n ; diess ist jedoch nur richtig fü r m — «< n. 
Sind nändich 

g) = 0 , t = 0 

die beiden gegebenen Gleichungen und ist 
/ • = 0 

die Gleichung m'®" Grades , bezeichnen u,v Funct ionen (?n— 
Grades mit willkürlichen Coefficienten, so kann man zu f den 
Ausdruck [u(p + vip) addieren und dadurch in f + u(p Ą- vip 
viele Glieder ze r s tö ren , als {uq) + vip) willkürliche Constanten 
enthäl t ; ist aber m — n^n, so änder t sich {u<p + vip) nicht, 
wenn man an Stelle von u und v die Ausdrücke u -j- lip und 
V — l(p se tz t , in denen I einen beliebigen Ausdruck (m—2«)'®" 
Grades mit willkürlichen Coefficienten bezeichnet. Es muss also 
von der Anzahl der Coefficienten in u und v die Anzahl derjeni-
gen in A abgezogen w e r d e n , damit man die wahre Anzahl der 
Grössen e rhä l t , welche in (wqo + vip) willkürlich sind. Somit ist 
f ü r m ^ 2 « die Zahl der Glieder , welche in einem Ausdruck 
m*"" Grades mit Hilfe zweier Gleichungen Grades zerstört 
werden können , gleich 

(m — n + 1) (OT — « + 2) (m — n + 3) 
3 

_ (OT — n + 1) j m - n + 2) (w — n -f- 3) 
3 

(OT —_2n - f 1) (m — 2n + 2) {m — 2n - f 3) 
2 . 3 

d. i. = n2 (m — w - f 2). 

Ist aber OT < 2 n , so ist die Zahl dieser Glieder gleich 
(ot — n + 1) (m — w + 2) (ot — « 3) 
. _ _ 

Daraus folgt , dass für m^n, OT < 2 « der Ausdruck ot"'" 
Grades mit Hilfe zweier Gleichungen Grades auf eine Anzahl 
von 

U + 1) [m 4- 2) (ot + 3) _ [m — n + 1) (m - n + 2) (m — n -j- 3) 

2 . 3 3 

„2 _ 

+ 

2 .. , ( 2 « - OT 4- 1) {2n — vi -j- 2) (2n — ot + 3) 
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Gliedern reduciert werden kann . Man e r k e n n t , dass die Anzahl 
?i- [m ~ n Ą- 2) auch für ^ 2 n — 3 richtig ist. Man hat also 
den Satz: I s t rn > n u n d i s t d i e S c h n i t t c u r v e z w e i e r 
F l ä c h e n n 0 1 ' d n u n g g e g e b e n , s o d ü r f e n v o n d e n i n 
d e r s e l b e n g e 1 e g e n e n P u n k t e n , d u r c h w e l c h e e i n e F1 ä c h e 
m*®'" O r d n u n g s i c h l e g e n l ä s s t , d i e d i e C u r v e s e l b s t 
n i c h t e n t h ä l t , n i c h t m e h r w i l l k ü r l i c h g e w ä h l t w e r -
d e n , a l s 

n' {m — n + % — 1 f ü r m > 2 n — 3 , 

und nicht mehr als 

Z . ö 

f ü r m < 2?j ; 

u n d u m g e k e h r t k a n n 

f ü r OT ^ 2 « — 3 d u r c h n' [m — n Tj — 1 

u n d f ü r m <i In d u r c h 71' (m — 7J + 2) 

(2» — m — l ) (2» —OT — 2 ) ( 2 « — m — 3) _ 
2 . 3 

b e l i e b i g g e w ä h l t e P u n k t e a u f d e r s e l b e n e i n e F l ä c h e 
O r d n u n g g e l e g t w e r d e n , d i e d i e C u r v e s e l b s t n i c h t 

e n t h ä 11. 
304 . Drei Flächen von den Ordnungen m, 7I und n (m > 71) 

schneiden sich in 71' Punkten . Ist dann 1) m > 2?« — 3 , so sind 
nach dem vorigen Artikel diese m n ' Punkte durch 

n' [m — n 2) — 1 

von ihnen bes t immt , die in der Schnittlinie zweier Flächen n'®'" 
Ordnung l iegen, und zwischen ihren Coordinaten müssen also 

2 { „ . ( , „ _ „ + 2) - ^ 

Bedingungen erfül l t se in ; denn 

[n H- 1) [n + 2) [n + 3) _ 
2 . 3 

Punkte bestimmen die Schnit tcurve zweier Flächen n*" Ordnung. 
Die Gesammtzahl der Bedingungen , welche zwischen den Coordi-
naten aller mn' Punkte stattfinden müssen , ist daher 
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3 {mn' — «2 [m — w + 2) + 1} 

+ 2 [ n ^ + 2) - (" + 1) (" + _ j ) + , } 

3 
Ist aber 2) m < 2 w , so sind alle mn' Schni t tpnnkte durch 

2 / , 1 (2n — m — 1 ) ( 2 n — m — 2 ) (2n — » i — 3 ) n' [m — n + 2) + — — — — 1 
2. 3 

von ihnen bes t immt, welciie in der Schnittlinie zweier Flächen 
Ordnung liegen nnd es müssen zwischen den Coordinaten 

2 ( „ 2 ( „ - „ + 2) + ( 2 n - » , - l ) ( 2 . . - , » - 2 ) 
V 2 * 3 

_ [n + !)(» + 2) (n + 3) \ 
2 . 3 / 

Relationen stat tf inden; also in allem zwischen den Coordinaten der 
m7i ' Punk te 

+ 2 { . 2 - n + 2) + ( 2 ^ - ^ - 1 ) 2) 

_ (n + 1) (n + 2) (n + 3) X 
2 . 3 i 

(n + 1) {n + 2) {n + 3) , , 
3 : + ^ 

= o „,„2 _ (m + 1) (m + 2) (m + 3) 
2 . 3 

(m-ni-l) {m-n + 2){?n—n-{-3) (n + 1) (n + 2) (n + 3) , , + 3 3 + 5 

F ü r m = fi wird 

( , „ + 2) + ( 2 » — n - 2 ) ( 2 . - ^ . - 3 ) _ ^ 
2 . 3 

_ (« + 1) (n + 2) {n + 3) 
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welche Anzahl von Punkten immer in der Schnittlinie zweier 
Flächen fî ^" Ordnung liegen k a n n , da diese durch 

(?i + 1) (n + 2) (n + 3) • , 

2 . 3 ^ 

Punk te best immt ist. Daher ist hier die Anzahl der Bedingungen 

2 I n ' + 2) + 2) ( 2 . - ^ - 3 ) 
i. 2 • 3 

_ jn + 1) (n + 2) (n + 3) ^ _ 2 
2 . 3 J 

inul für m = n muss also die vorher gegebene Gesammtzahl der 
Bedingungen um 2 vermehr t werden. Sie war 

= 3mn2 — 
2 (m + l ) ( m + 2 ) ( / n + 3 ) 

2 . 3 
+ ( m - n + 1) [rn-n + 2) [m—n + 3) _ ( n + 1 ) ( n + 2 ) ( n + 3 ) ^ 

3 (n + 1) (n + 2) (« + 3) , ^ — ß n ' ^ — l l n + 8 
o n r̂ -f~ ' 

3 
2 

2 
5 « ^ — 6 n 2 — l l n - f - 1 2 oder = ! — 2. 

JL 

305. Wir bet rachten jetzt den Fal l , in welchem eine der 
Flächen von der w'®" Ordnung ist , während die beiden andern 
von der m'®" Ordnung sind (m ^ n). Dann können in der Gleich-
ung einer Fläche Ordnung durch die Gleichung der Fläche 
n̂®*̂  Ordnung 

[m — n + 1) [m - n + 2) [m — n + 3) 
2 . 3 

(ülieder zerstört werden , und es ergiebt sich durch den vorher-
gehenden ganz äbnUche Be t rach tungen , dass fü r m > n in einer 
Fläche n̂ ®'" Ordnung 
(m-ł -1) (m + 2) (m + 3) _ [m-n + l ) {m-n + 2) [m-n + 3) _ 

f . 3 2 . 3 

und nicht m e h r Punkte angenommen werden können , durch 
welche eine Schnittcurve von zwei Flächen m^®'' Ordnung gelegt 
werden k a n n , die nicht ganz in jener Fläche Ordnung liegt. 
Man kann also m'n Punk te f ü r m y- n als Schni t tpunkte einer 
Fläche n*®'" Ordnung mit zwei Flächen m*®'" Ordnung ansehen, 
sobald zwischen ihren Coordinaten 
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; i^yihi (m + 1) ( m + 2 ) ( m + 3 ) 
2 . 3 

{m — n + D (m — « + 2) (m — n - f 3) 1 
2 . 3 

(m + 1) (ot + 2) ('« (OT — + ( m — n + 2) (OT — n - | - 3 ) 
2 . 3 2 . 3 

(« + !) (« + 2) (« + 3) 
2 . 3 

1 

(o t+I ) ( 'm + 2)(»I + 3) ( o t — « + 1 ) ( o t — n + 2 ) ( O T - « + 3 ) 

o 
( ^ - ł - J ) ( « + 2 ) ( n + 3 ) . , 

2 7 3 + ^ 

= mn (2ot + n — 4) _ 
Jà 

Bedingungen erfüllt . Und die Anzahl dieser Bedingungen muss 
für OT = n um 2 vermehrt werden. 

306. Sind endlich alle drei Oberflächen von verschiedenen 
Ordnungen n , OT, l, so gehen wir davon a u s , dass 

, ,„„ _ « + 1) ( ' + 2 ) J L t j ) + 1 
2, . o 

Bedingungen erfüll t sein müssen , damit Imn Punkte in einer 
Fläche Ordnung liegen. Die Gleichung der Fläche Ord-
nung kann durch diejenige der Fläche Z'®*" Ordnung auf 
in - f 1) (n + 2) (n + 3) _ [n - I + 1) jn — I + 2) jn — ł + Z) 

2 . 3 2 . 3 
Glieder reducier t werden; und damit daher dieser Gleichung die 
Coordinaten von Imn Punkten genügen , müssen 

Imn ~ + (" + 3) • (n-l+l) {n-l+2) jn-l+d) 
2 . 3 2 . 3 

Bedingungen erfüllt sein. Was endlich die Gleichung OT*®" Grades 
betr iff t , so sind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Es sei 1) OT > ?i + 1. Dann wird durch dieselben Betrach-
tungen wie vorher bewiesen, dass die Gleichung OT'®" Grades auf 

(OT + 1) (m- f 2) (ot + 3) _ [m — n + i] {m — n + 2) (ot — n - l - 3 ) 
2 . 3 2 . 3 

_ ^ + 1) im — l + 2) (ot — / 3) 
2 . 3 

{m—n—l+1) {7n-n—I+2) {m—n—l+3) _ nli2m—n — l + 4) 
+ — 2 
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Glieder reducier t werden könne. Und damit einer solchen Gleich-
ung durch Imn Punk te genügt werde , müssen 

nl{2m — n~l A) . , nl {n l — A) , , 
hnn + 1 = 2 + ^ 

Bedingungen erfül l t sein. Daher wird die Gesammtzahl der Be-
d ingungen , welchen Imn Punkte genügen müssen , damit sie als 
die gemeinsamen Schni t tpunkte von drei Oberflächen Z'®"", r«̂ ®"" 
und n*®' Ordnung betrachtet werden k ö n n e n , die keine gemein-
schaftliche Schnit tcurve h a b e n , für n > m ^ -j- / 

[l + ! ) ( ? + 2) (/ + 3) [n + 1) [n + 2) (n - f 3) 
= llmn — 

2 . 3 2 . 3 
. {n~l + 1) ( n - Z - f 2) [n-l + 3) , nl (n + / - 4) , „ 

2 . 3 2 

= 1„nn + n P - A.l - - " - ^ X ' - S ) . 
3 

Diese Zahl muss fü r n = I um die Einheit vermehr t wer-
d e n , damit sie mit der oben für diesen Fall gefundenen Zahl 
übereinst inmit . Denn fü r n = I kann die Gleichung Grades 
durch die vom Grade auf eine um Eins kleinere Gliederan-
zahl reducier t w e r d e n , nämlich auf 

{I + 1) + 2) (/ + 3) _ . 
2 . 3 

und die Zahl der Bedingungen, die erfül l t sein müssen , damit 
die Coordinaten von Imn Punkten solcher Gleichung g e n ü g e n , ist 

_ ( L ^ i H L t A i L + l ) 2, 
2 . 3 

d. h . um Eins grösser als vorher. 
Es sei 2) m < + l. Dann bleibt alles übrige wie vor-

h e r ; nu r ist die Zahl 

{m~n — l + 1) {m — n~l + 2) {m — n—l 3) 

nicht abzuziehen. Die Zahl der Bedingungen wird daher 

= + - inl - - + + 
O 

_ + l — m—\) [n + l — m — T) [n -}- ? —m —3) 
2 T 3 

Diese Zahl ist f ü r m ^ n oder n = I um Eins , für n = m = l 
um Drei zu vermehren . 
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nl 

Ist m > « + so wird die Zahl der P u n k t e , die man in 
der Schni t tcurve zweier F lächen n̂ ®'' und Z'®*" O r d n u n g a n n e h m e n 
d a r f , damit d u r c h dieselbe eine F läche w^®'' O r d n u n g möglich sei, 

= „ ( „ + 2 - ü f i ) _ 1, 

Ist W > n , m > / und w < n + so wird de ren Anzahl 

(n -}- i — m - 1) (n + / — m - 2) {n -f Z — m - 3) _ 

2 . 3 ^^ 

307 . Sie bet ref fen f e r n e r die F r a g e n a c h der O r d n u n g v o n 

S y s t e m e n v o n G l e i c h u n g e n . * * ) 
W i r zeigten im Artikel 80, wie die Charac te re e iner Curve 

zu bes t innnen s ind , welche als Durchschn i t t zweier F lächen ge-
geben i s t , ha t t en abe r schon vo rhe r im Artikel 5 5 bemerk t , 
dass es Curven g ieb t , welche nicht als solclie Durchschni t te zweier 
F lächen dars te l lbar sind. Es giebt abe r ke ine a lgebra ische Curve, 
welche n ich t mit tels t der Gle ichungen eines Systems von F lächen 
volls tändig dargeste l l t w e r d e n k ö n n t e , weil n a c h Artikel 6 9 bei 
zweckmäss iger W^abl von m s te ts eine Zahl von F lächen Ord-
n u n g g e f u n d e n w e r d e n k a n n , welche die Curve ganz enthal ten . 
Dagegen wird die Curve dann d u r c h i rgend zwei F l ächen des 
Sys tems n icb t b e s t i m m t , weil de r Durchschni t t de rse lben im All-
gemeinen aus dieser und e iner a n d e r n Curve bes tehen wii-d; so 
dass die f rag l iche Curve nicht der vollständige Durchschni t t von 
i rgend zweien u n t e r diesen F l ä c h e n , sonde rn n u r der jen ige Thei l 
desse lben i s t , welcher auch allen übr igen F lächen des Sys tems 
angehö r t . Und so ist es der nächs te Zweck dieser Un te r suchun-
g e n , zu ze igen , w i e d i e C h a r a c t e r e e i n e r C u r v e b e s t i m m t 

*) Ueber die algebraische Bedeutung dieser Ergebnisse vergleiche 
man die oben erwähnte Abhandlung, namentlich Artikel 10 und die im 
14. Bande von ,,Crelle's Journal", p. 281 veröffentlichte Abhandlung 
J a c o b i ' s , „Theoremata nova algebraica"; für) den ganz allgemeinen 
Beweis des Hauptsatzes, den J a c o b i nur für den speciellen Fall von 
drei Gleichungen ohne Beweis ausgesprochen hat, sehe man die neuer-
liche Abhandlung von A, C l e b s c h , ,,Ueber die Anwendung der A b e l ' -
schen Functionen in der Geometrie." („Journal für Mathem.", Bd. C3, 
p. 224 f.) 

**) Vergl, „Quarterly Journ,", Vol. I, p. 246 f. 
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w e r d e n k ö n n e n , w e l c h e a l s d i e g e m e i n s c h a f t l i c h e C u r v e 
a l l e r d u r c h e i n S y s t e m v o n G l e i c h u n g e n b e s t i m m t e n 
F l ä c h e n g e g e b e n i s t . 

Ebenso können wir , wenn r Punkte im Räume gegeben sind, 
i m m e r , indem wir m gross genug wählen , eine Anzahl von Flä-
chen m̂®"" Ordnung bes t immen, welche durch diese Punkte gehen. 
Gewöhnlich wird aber der Durchschnit t von irgend dreien unter 
diesen Flächen ausser den gegebenen Punkten noch andere Punkte 
enthal ten , so dass wir die gegebenen Punkte eben nur durch ein 
System von mehr als drei Gleichungen definieren köimen, als 
diejenigen, welche a l l e n diesen Gleichungen genügen. 

Es ist umgekehr t die Aufgabe dieser Untersuchung, f ü r e i n 
g e g e b e n e s S y s t e m v o n G l e i c h u n g e n d i e Z a h l d e r P u n k t e 
zu b e s t i m m e n , w e l c h e i h n e n a l l e n z u g l e i c h e n t s p r e c h e n . 

308 . Die einfachste Er läuterung hierzu liefert die Betrachtung 
der vier Ebenen 
ö + Aa = 0 , & + A|3 = 0 , c + Ay 0 , rf + A5 = 0, 
wo a, a, h, ß, etc. gleich Null gesetzt Ebenen repräsent ieren 
und A ein unbes t immter Coefficient ist. Wenn wir die Bedingung 
bi lden, unter welcher diese vier Ebenen sich in einem Punkte 
schneiden, so ist dieselbe ofl'enbar vom vierten Grade in Bezug 
auf A. Man kann somit vier Wer the von A bes t immen, für welche 
diese Gleichungen Ebenen darstel len, die durch einen Punkt gehen. 
Die so gefundenen vier Punkte müssen nun nothwendig gleich-
zeitig den sechs Gleichungen von der Form 

aß = ha 
genügen , welche durch Elimination von A zwischen irgend zweien 
unter den gegebenen Gleichungen entstehen. Dieselben repräsen-
t ieren aber Flächen zweiter Ordnung , von denen je drei sich in 
acht Punkten durchschneiden. Das System von Gleichungen, wel-
ches wir durch 

a, h, c, d\ 
a, ß, y, cřj 

darstellen — dieser Ausdruck bezeichnet das Verschwinden aller 
der Determinanten, welche aus irgend zwei Verticalreihen der 
zwischen den Klammern vereinigten Elemente gebildet werden 
können — stellt also ein System von Flächen dar , welche vier 
Punkte gemeinschaftlich haben , während jede drei unter densel-
ben sich in vier weiteren Pimkten durchschneiden. 

= 0 
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Allgemeiner also, wenn wir (i - f 3) Gleielumgen als gegeben 
voraussetzen, welche « P a r a m e t e r enthal ten , so erhel l t , dass durch 
Elimination der Veränderlichen eine Zahl von Gleichungen gewon-
nen werden k a n n , welche h inre icht , Systeme von Wer then der 
Paramete r zu bes t immen, fü r welche jene Gleichungen Flächen 
dars te l len, die einen gemeinschaftlichen Punkt haben . Solche 
Punk te genügen nothwendig auch den Gleichungen, welche durch 
Elinduation der i Parameter zwischen i rgend [i + 1) der gege-
benen Gleichungen entstehen. Und irgend drei dieser letztern 
Gleichungen bezeichnen F lächen , welche sich nicht n u r in diesen 
Punkten durchschne iden , die allen Flächen gemeinschaft l ich sind, 
sondern in einer Anzahl anderer Punk te überdiess. 

309 . Ebenso geben die drei Ebenen 

a + A« = 0 , b Xß = 0, c + Xy — 0 
für jeden best immten Wer th von X einen Punkt als ihnen gemein-
schaftlich und die unendliche Reihe der Wer the von X giebt als 
die Aufeinanderfolge derselben eine räumliche Curve. Dieselbe 
ist nothwendig den drei Flächen zweiter Ordnung gemeinschaf t -
l ich, deren Gleichungen 

aß — ba = 0, by — c/3 = 0 , ca — ay ~ 0 
durch Elimination von X zwischen i rgend zweien der vorigen ent-
springen. Wir haben im Artikel 55 gesehen , dass , obgleich 
i rgend zwei derselben sich in einer Curve vierter Ordnung durch-
schne iden , doch nur eine Curve dr i t ter Ordnung ihnen allen ge-
meinschaftl ich ist. 

Allgemeiner also kann , wenn [i -ł- 2) Gleichungen mit « P a -
ramete rn gegeben s ind , eine Unendlichkeit von Wer then dieser 
Pa ramete r best immt werden , für welche die Gleichungen Flächen 
mit einem gemeinschafthchen Punkte repräsent ieren . Der Ort 
dieser Punk te ist eine Curve, welche allen den Flächen gemein-
schaftlich ist , deren Gleichungen durch Elimination der i Pa ra -
meter zwischen [i -f-" 1) der gegebenen Gleichungen gebildet wer -
den. Irgend zwei unter diesen Flächen durchschneiden sich aber 
nicht nur in dieser Curve, sondern überdiess in einer andern 
Curve, die den übr igen nicht angehört . Setzen wir voraus, dass 
(/ + 1) Gleichungen mit i Pa ramete rn gegeben s ind , welche nur 
im ersten Grade in jene e ingehen, so giebt die Elimination der-
selben einem Determinantensystem 
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. — 447 — 

^00 ' ^10 ' 
•^01 ' ^21 ' • . . A l 

^02 ' -^12 , -^22 ' • . . Af9 

Ao,i—i, Ai,i-1, A2,i-1 , . . • • Aij^i 

= o 

den U r s p r u n g , in welchem die Anzahl der I lorizontalreihen der 
Voraussetzung gemäss i, die der Verticalreihen aher [i + 1) ist. 
Wi r setzen uns vor , die Charactere der Curve zu hesl immen, 
welche allen den durch das Verschwinden dieser Determinanten 
repräsen t ie r t en Flächen gemeinschaft l ich ist. 

310 . Um die h leen zu f ixieren, be t rach ten wir den Fal l , in 
welchem die Matrix der Determinanten aus vier Horizontal- und 
fünf Vert icalreihen bes teh t , d. h. 

^00» ^10 ' ^20 ' ^30 ' ^10 
^11. ^21 ' ^31' 

Aq2> ^12 ' ^22 ' ^32 ' ^42 
•^03' ^23 , ^33 ' ^43 

i s t ; die auf diesen Fall anzuwendende Methode wird fü r den all-
gemeinen Fall gültig bleiben. 

Wir setzen die Funct ionen Jf^Q, etc. von beliebigem 
Grade voraus , nehmen aber a n , dass die Grade der entsprechen-
den Func t ionen in derselben Horizontalreihe ebenso wie in der -
selben Vert icalreihe gleiche Differenzen geben. Wenn also die 
Duchstaben J^^, A^o' ^^c. zugleich die Grade dieser Funct ionen 
anze igen , so setzen wir die Grade der Funct ionen A^^, A^^, etc. 
als respect ive gleich -}- Â ^̂  -j- «q, e tc . , und die von 

^02» ^12 ' ^^^ ^00 + '^h' ^10 + " l ' voraus. Sind 
dann S^ und S^ .̂ Summe der Grössen A^^ ,̂ A^q, etc. und die 
Summe ih re r P roduc te in P a a r e n , und bezeichnen äj , s^, diesel-
ben Summen f ü r die Grössen a^, a^, e tc . , so gilt der Satz : D i e 
O r d n u n g d e r C u r v e , w e l c h e a l l e n d u r c h d i e D e t e r m i -
n a n t e n d e s S y s t e m s b e s t i m m t e n F l ä c h e n g e m e i n s c h a f t -
l i c h a n g e h ö r t , i s t 

= «12 + {Si + 5i) - 512-

Wir bemerken zuers t , dass aus der vorausgesetzten Wahrhe i t 
dieser F o r m e l sich e rg ieb t , dass fü r 

+ a'o, Aę^. + a\, ^02 + «o» 
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als die Ordnungen der Functionen ^^q , A^^, e tc . , 

A o + A l + « ' i ' + etc. 
als die der Funct ionen A^f^, A.^^, A^^, e tc . , etc. und f ü r S\, S',2, 
als Summe der Grössen A^^^, Aq^, A^^, und als Summe ihrer 
Producte zu zweien, sowie s ' j , s'^^ als die ents | ) rechenden Sum-
men fü r die Grössen ö 'q, a\, etc. die Ordnung der untersuchten 
Curve 

= ^'12 + («'l + -^'i) — - '̂12 
sein müsste. Denn da die Elemente der ers ten Verticalreihe von 
den respectiven Graden 

Ao» AQO «O' -̂ 00 « l ' Ao « 2' -̂ 00 "1" « 3 
s ind , so werden S^ und S^^ respective gleich 

5^00 + «'l 10 + 4 ^00 «'l + «'l 2' 
während die Grössen Sj und Sjj» t̂ ie^ Dilferenzen zwischen 
den Ordnungen der Elemente der ersten und der folgenden Ileihe 
gleich 

^01 ^00 ' ^02 '^00 • -^03 ^00 
s i n d , die respectiven Wer the 

S\ — 4 ^ 0 0 ' — ^^'i'^oo + 
erhal ten. Die Substitution dieser Wer the in den Ausdruck 

^12 + «1 (^1 + «1) - «12 
giebt aber 

«'12 + ( / i + 5 ' , ) — 
In dem allgemeinen Fal le , wo die Zahl dęr Reihen durch i 

bezeichnet werden mag, ist 

5, = {t + 1) A,, -f , == ł i (i + 1) ^00' + + «'12' 
«1 = — « A l ' «12 = - '̂12 — («—1) + 1 ( ' — 1 ) 

und die eine Formel geht aus der andern h e r v o r , wie vorher . 
311 . Um nun die Wahrhe i t der Formel zu b e g r ü n d e n , reicht 

es b in , zu zeigen, dass aus ihrer Gültigkeit fü r ein System von 
(?•—l)^Reihen die Gültigkeit fü r ein System von ? Reihen hervor -
geht. Die Curve, welche wir be t r ach ten , ist ein Theil des Durch-
sclmitts der F l ächen , welche durch das Verschwinden der Deter-
minanten 

(^00 1 ^22 A s ) ' (^00 1 -^22 A 4 ) 
dargestellt we rden ; diese Flächen gehen aber beide durch die 

Curve 
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4 4 9 

^00' ^01 ' ^02 ' ^03 
^10» •^12' ^13 
^20' ^21 ' ^22' ^23 

= o. 

welche den übrigen durch die andern Determinanten des Systems 
best immten Flächen nicht angehört . Bezeichnen wir nun die 
Summe der Grössen Jqq, A^n und die Summe der Prodncte 20 

derselben in Paaren durch S'\, S",^ respective, so sind die Ord-
nungen der beiden Determinanten respective 

+ + ^30, + s, + A, 40 > 

während nach dem letzten Artikel die Ordnung der f remden 
Curve durch 

»12 + S ' + - S ' 12 

ausgedrückt wird. Subt rahieren wir aber diese Grösse von dem 
Product der beiden vorigen Grössen , so bleibt 

"1" ^30^40 
oder 

S12 + + ^l) — ^12-
Nun ist die Wahrhe i t des Satzes fü r eine Matrix von zwei 

Horizontal- und drei Verticalreihen leicht zu e rkennen und e r ist 
daher allgemein gültig. 

Es mag gut sein zu b e m e r k e n , dass die Formel eben durch 
Vorschreiten von dem einfacheren zum allgemeinen Fall gefunden 
worden ist. Denn 

Ann, Ain< An '00' ^10' ^20 
Ar,, , A4 t , A., 

= 0 
»Ol» ^11' ^21 

repräsent ier t drei Gleichungen von den respectiven Graden 

*oo + ^10 + «( + A.,. + a 0» 2̂0 + Ąo + « O' 

die Durchschnit tscurven der bezüglichen F lächenpaare , welche der 
allen gemeinsamen Curve f remd sind, haben also die Ordnungen 

und die Ordnung dieser letzteren ist daher 

= K o + ^10 + «0) (^10 + ^20 + — Ao (^10 + -
— etc. 

'00^10 + 10^20 "ł" ^20^00 00 + ^10 "1" -^20) "1" = Ą d. i. 

= - f ( ą + s j ; 
in Uebereinstininiung mit der ^allgemeinen Forme l , da S j j = 0 ist. 

Salmon, Anal . Geom. d. Raumes. 11. 2 9 
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W e n n alle Horizontalreihen von der nämlichen Ordnung sind, 
so ist 

fljj = 0 , = 0 , etc. und somit Sy = s^^ == 0 

und die Ordnung des Systems ist daher 
= Sy^. 

312 . Wir stellen uns f e rne r die Aufgabe, die Ordnung der 
Ahvvickelungslläche zu finden, welche von den Tangenten der in 
den vorigen Artikeln betrachte ten Curve gebildet wi rd , d. i. nach 
der f rühe ren Bezeichnung d e n B a n g d e s S y s t e m s . 

Ist iS'̂ 23 Summe der Produc te von je dreien der Grössen 
Ayf), A^q, etc. (Artikel 310) und die entsprechende Pro-

ductensumme fü r die Grössen a^, ö j , a^, e tc . , so wird die Ord-
nung der f ragl ichen Abwickelungsfläche durch die Formel 

{ ^12 + (^1 + ^1) - ^̂ 12} + 2 2) [S , + Sy) - f Ą23 + ^123 
ausgedrückt . 

Wi r bemerken zuers t , dass bei Voraussetzung der Wahrhei t 
der Formel und für S\, 8^2 , ^^^ Vertre ter der analog aus 

A^y, ^02' ^ 3 ' Ordnungszahlen der Elemente der ersten 
Vert icalreihe, gebildeten Aggregate , e tc . , die grossen und die klei-
nen Buchstaben der Formel einfach ihre Plätze ver tauschen, so 
dass die Ordnung der abwickelbaren Fläche durch 

{s\2 + S'i (A + S\) - S'12} ( A + - 2) 
- S\2 {s\ + S'i) + s'i23 + ^'123 

gegeben wird. Der Beweis dafür wird genau in derselben Art 
g e f ü h r t , wie im Artikel 310. Wir wissen fe rner aus Artikel 84, 
dass die Bangzahlen zweier Systeme, welche zusammen den Durch-
schnit t zweier Flächen bilden, durch die Belation 

Q — Q = [jn — m) {(A + V — 2) 
verbunden sind. Nach den Ergebnissen des vorhergehenden Ar-
tikels haben wir aber für f t , v , m , m die folgenden Wer the zu 
substi tuieren 

fi = + -t- A,„ V = + - f 
m = Sy2 + sy + Sy) — ^12, m = 8^2 + { S ' \ + s j — S"i2, 
sowie fü r 

9 = {^12 + + ^1) - S ' \ 2 } {s, + 2 - 2) 
— -^"12 + + S"I23 + ^123; 

wenn wir diese Substitutionen vollziehen und die Identitäten 
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= -^''l + Ąo + ^40 ' ^12 = + (^30 + ^4o) + ^30^40« 
^123 123 (^30 "1" -^40) 12 "ł" ^ 3 0 ^ 4 0 ^ 1 

zur l leduction benutzen , so erhalten wir 

? = {5 i2 + + ^ i ) - S,^} {S, + - 2) - + S,) 

+ "̂ 123 ^123-
Daraus geht he rvo r , dass die Formel f ü r eine Matrix von 

{i -f- 1) Reihen gültig is t , wenn sie fü r eine solche von i Reihen 
als wahr erwiesen war . Da sie nun fü r drei Reihen unschwer 
als wahr erkannt wi rd , so ist sie allgemein gültig. 

Man findet in diesem Falle den fraglichen Rang direct 

= (Ao + Ao + «0) K o + ^20 + «ü) K o + 2^10 + Ąo + 2ao — 2 ) 
— A o {Ao + «0) ( 2 ^ 0 + «0 — 2) = etc. 

~ {Moo-^10 "1" ^10^20 "1" ^20-^00) "1" Moo -^10 "1" -^20) ~ł~ "ü^} 
(^00 "ł" -^10 ~ł~ ^20 + 200 2) + 

= {«12 + + ^1)} (Si + 2^1 - 2) + ^ 2 3 . 
d. h. in Uebereinst immung mit der allgemeinen Formel wegen 

^12' = ^123 — ö. 

Beispiel. Die Ehenenbüschel 

^ + AA = 0 , 5 + AB = 0 

und das Büschel von Flächen 2'®" Grades 

S + AS=:=0 

erzeugen als Durchschnitt der entsprechenden Flächen eine Curve 
A, B, S 
A, B, S 

für welche wegen 

= ^12 = ^123 ^ ^ ^ ^ ^12 ^ ^ 
die Ordnung = 5 und der Rang = 12 ist. 

313. Wir wollen hiernach weiter eine Matrix von der Fo rm 

0, 

Si23 2 

' 0 0 ' A o ' -^20' *30' 
^01» ^11' ^21 ' ^31» ^41 

40' ^50 
A 51 

'^02' ^12 ' ^22 ' ^32' ^42 ' ^ 2 
'03' ^13' ^23 ' ^33' 

be t rach ten , in welcher die Anzahl der Horizontalreihen von der 
der Verticalreihen um zwei übertroffen w i r d ; wir wollen un te r -
suchen , wie viele Punk te allen den durch die Determinanten des 
Systems best immten Flächen gemeinschaft l ich sind. 

2 9 * 
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I rgend drei Flächen 

M 0 0 A 1 A 2 A 3 ) ~ (^QOAI A 2 A3) (̂ QQ ^J 1 ^22 A3) ~ 0 
haben die Curve 

Ann, -Am, Anty, An '00' ^01 ' ^02 ' -^03 
Ao» A l ' ^12 ' ^13 
Ao» A l ' A 2 ' A 3 

= 0 

gemein , und wenn m, n, p die Ordnungen der F lächen, und 
(he Ordnung und der Rang dieser Curve s ind, so durchschneiden 
sich diese Flächen in einer Anzahl von nicht zu dieser Curve 
gehörigen Punk ten , welche nach Artikel 92 durch 

mnp — fx, [m -{• n p — 2) + 

ausgedrückt ist. 
Wir baben aber unter Anwendung der vorigen Rezeichnungs-

weise die Substitutionen 

m — 5", - f + n — + A^^, p = S'\ + + A^^^, 
= + S", {S\ + .1) -

0 = {«12 + + «1) - 5^12} («1 + 2 - 2) - + 

+ 123 + «123 
ZU vollziehen und das dadurch nach der Reduction entspringende 
Resultat ist 

^123 + + («1^-«12) + — 2^1512 + «123 
oder 

^123 + «123 + «1 (-̂ 12 — «12) + (^1 + «1) («1̂  - «12)-
Wenn die Ausdrücke 5^2' <̂ 123» Elemente 

der ersten Verticalreihe A^^q, A^^^, Aq^, ^93 bezogen werden , so 
entspr ingt ein Resultat, das einfach durch Vertauschung der grossen 
und kleinen Ruchstaben von dem Vorigen verschieden ist. 

Wenn die Elemente der verschiedenen Ilorizontalreiben die-
selben Grade h a b e n , d. h. wenn öq, a^, etc. sämmtlicb gleich 
Null s ind , so ist die Anzahl der durch das System dargestellten 
Punkte gleich ^123. 

314. Man beweis t , d a s s d i e d u r c h e i n e s y m m e t r i s c h e 
D e t e r m i n a n t e d a r g e s t e l l t e F l ä c h e i m m e r e i n e b e -
s t i m m t e A n z a h l v o n D o p p e l p u n k t e n b e s i t z t . 

Sind die S u m m e , die Summe der Producte zu zweien und 
die Summe der Producte zu dreien von den Graden der Leit-
glieder ö j i , «22' «33' t^ei' bet rachte ten Determinante durch 
S j , r ep räsen t i e r t , so ist die Zahl solcher Doppelpunkte 
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= ł ^12 S123). 
Nun gilt nach Autikel 19 der „ V o r l e s u n g e n " die ident ische 

Gleichung 
D11D22 - (D12)' = D11.22 • D ' 

w e n n D , , die Minorde te rminan te beze ichne t , welche durch Un te r -
d r ü c k u n g der Horizontal- und der Vert icalreihe des E lements a , , 
aus der gegebenen De te rminan te en t s teh t , D die De te rminan te 
selbst und Dii,22 zweite Minorde te rminante i s t , welche de r 
Un te rd rückung der Reihen von a , , , «22 entspr icht . Es ist offen-
b a r , dass die durch 

r ep rä sen t i e r t e F läche die Durchschni t t spunkte von 

Di l = 0 , D22 = Di2 = 0 

zu Doppelpunkten h a t , u n d da die Grade dieser Gleichungen r e -

spective 

s i nd , so ist die Zahl de r Doppelpunkte das P r o d u c t dieser dre i 
Zahlen. Sind die S u m m e und die S u m m e der P r o d n c t e zu zweien 
von den E lementen mit Ausschluss von J^q und A^, d u r c h s \ und s"i2 
beze ichne t , so ist das P r o d u c t 

[S, AJ (5i - ^01) {S, - ł (Ąo + Al)} 

d u r c h ^ { S i 5 i 2 + + - /'12) + — « ' > " 1 2 } 

entwickelt dargestell t . Diess ist die Zahl der Doppelpunkte des 

zusammengese tz ten Systems 

Dil,22 . D = 0 . 

also eine Zahl , die aus der Zahl der Doppelpunkte in Du,22 = 0, 
de r Zahl der Doppelpunkte in D = 0 und einer Zahl von P u n k -
ten der Curve Dii,22.D = 0 zusammengesetz t sein kann . W e n n 
wir aber in der De te rminan tenmat r ix die ers ten be iden Hor izon-
talreihen u n t e r d r ü c k e n , so besitzen die durcb die De te rminan ten 
des übr igble ibenden Systems bes t immten F l ä c h e n , un te r d e n e n 
Dl 1,22 = 0 sich f indet , e ine Anzahl gemeinschaf t l icher P u n k t e , 
welche mittelst der F o r m e l des letzten Artikels b e r e c h n e t w e r d e n 
k a n n , indem man 

ł K 2 + A o ) ' ł (A2 + A l ) ' e t c . , 
ł Mos + A o ) ' ł K s + ^01) ' etc. 

f ü r die Grade der Hor izonta l re ihen n immt . Das Ergebniss ist 
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i + + + ( . ' V _ 2 . V - 2 + ^"123)}. 

Diese Punk te a b e r , deren Anzahl so eben best immt worden 
ist , sind P u n k t e , in welchen die Flächen 

Dji = 0 , D22 = 0 , Di2 = 0 
sich be rühren und sie zählen daher als je vier unter den Durch-
schnitten dieser Flächen (vergl. Artikel 281). Indem man aber 
das vierfache der eben gefundenen Zahl von der Gesammtzahl der 
Schni t tpunkte sub t rah ie r t , erhäl t man 

1 12 123 "ł" '^123)' 

und e rkennt daraus , dass, wenn die Anzahl der Doppelpunkte 
der F läche , welche die symmetrische Determinante Di^,22 
s t immt , gleich ^ — ^"123) die Anzahl der Doppel-
punkte der Fläche D = 0 durch ^ {Ŝ  Sy^ — S^^s) dargestellt 
wird. Da aber jenes in dem einfachsten Falle leicht b e r ü h r t 
werden k a n n , so gilt das Letz tere , d. h. der Satz dieses Artikels 
allgemein. In Artikel 279 ist eine Anwendung von diesem Satze 
be rühr t . 

315. In Bezug auf die im Artikel 310 betrachteten Curven 
kann aber noch eine andere Aufgabe gestellt werden. 

Denken wir die Gleichungen von vier Flächen von den re-
spectiven Graden Aj, A3, A^, deren Coefficienten eine neue 
Veränderl iche in den Graden (ly, fij» 1̂ 3» respective enthalten, 
so tritt diese letztere Veränderl iche in die Uesultante dieser Gleich-
ungen — durch deren Verschwinden die Existenz eines allen ge-
meinschaft l ichen Punktes bezeichnet wird — im Grade 

iNh + + ^3^4 + 

ein. Nun sind A^Aj, A3, Â  die Ordnungen der Durchschnit ts-
curven der ersten und zweiten und der drit ten und vierten F l äche ; 
und wenn wir die Grössen 

als die G e w i c h t e d e r s e l b e n C u r v e n bezeichnen, so können 
wir den Satz aussprechen: D a s G e w i c h t d e r B e d i n g u n g , , 
u n t e r v v e l c h e r z w e i C u r v e n s i c h d u r c h s c h n e i d e n , i s t 
d i e S u m m e d e r P r o d u c t e d e s G e w i c h t s e i n e r j e d e n i n 
d i e O r d n u n g d e r a n d e r n C u r v e . 

Nun haben wir entwickelt , wie die Ordnung der durch ein 
Determinantensvstem nach Art des Artikel 3 1 0 best immten Curve 
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gefunden wird und es bleibt jetzt zu zeigen, in welcher Weise man 
das Gewicht desselben Systems best immen kann . 

Man sieht leicht, dass das Gewicht einer complexen , d. h . 
aus Curven einfacherer Arten zusammengesetzten Curve der S u m m e 
der Gewichte seiner Componenten gleich ist. Darnach kann m a n 
wie im Artikel 310 stufenweis vorgehen und erhäl t folgendes Re-
sultat. Enthalten die Funct ionen J^q, A^q, ^20• ^30 ' 
neue Veränderliche in den respectiven Graden Aqq, Ajq , e t c . , die 
Funct ionen A^i, A^^, ^21, etc. in den Graden Ago + ^o» -^ lo+^o» 
bezeichnen S j , S^j, 8423 die Summe der Grössen A^^, A ^ , etc., 
die Summe ihre r Produc te zu zweien und die Summe ih re r P ro -
ducte zu d re i en , und s^, s^ j . »123 die entsprechenden Aggregate 
f ü r die Grössen «q, a^ , e tc . , stellt endlich 2 die Summe aller 
(^qoAjo) d a r , d. h . die Summe aller Produc te , in denen ein 
Ai^ mit allen Ajq mult ipl ic ier t i s t , so dass 

is t , und 6 die Summe aller («o^i), welche in derse lben Art die 
Relation 

giebt ; so ist das Gewicht des Systems durch 

— ö + - f S i « ! 84 

ausgedrückt , was auch in der Form 

(S4 + ^4) (S4 - f si) + ^ (ao«o) — ^ (^ooAüo) 

geschrieben werden kann. 
Wenn wir S^ zur Bezeichnung der Summe der Grade fü r 

die Elemente der ers ten Verticalreihe statt f ü r die der ers ten 
Ilorizontalreihe gebraucht hä t t en , etc . , so würde die Formel mit 
der entsprechenden Buchstabenvertauschung auch dann noch 
gültig sein. 

Man findet in ähnhcher Weise das Gewicht des Systems einer 
Matrix wie im Artikel 3 1 3 , in welcher die Zahl der Vertical-
reihen diejenige der I lor izontalre ihen um 2 überschre i t e t , in fol-
gender F o r m e l : 

{ ^ 1 2 + ( S i + S4) —(54-1-54) ( Z ^ o A o o —-^«o^o) 

^ ^ o ' A o o + 
Und wenn die Matrix ebenso viel I lor izontalreihen als Verti-

calreihen en thä l t , so ist Ordnung und Gewicht respective durch 
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die Summen 
- f Si + S^ 

gegeben. 
316 . Diese Ergebnisse sind einer grossen Menge wichtiger 

Anwendungen fähig. 
Wir untersuchen zuerst O r d n u n g u n d G e w i c h t d e s 

S y s t e m s v o n B e d i n g u n g e n , u n t e r w e l c h e n d i e b e i d e n 
G l e i c h u n g e n 

ttę^i"" + a ^ r - i + a^t"'-^ - f etc. = 0 , 
a\i" + + « ' + = 0 

z w e i g e m e i n s c h a f t l i c h e W u r z e l n b e s i t z e n . 
Damit diess der Fall se i , müssen offenbar zwei Bedingungen 

erfüll t se in , und wenn t ein Parameter ist , a^, a^, etc. aber Func-
tionen der Coordinaten bezeichnen, so best immen diese Bedin-
gungen eine Curve im Baume. 

In der Tha t aber erhal ten wir nicht zwei Bed ingungen , son-
dern ein System von solchen, von denen keine zwei h inre ichen, 
um jene Curve zu best immen. Diese Bedingungen sind nach dem 
Artikel 45 der „Vor lesungen" die Determinanten des Systems 

«0 . «1 . «2 ' / • • 
) , «O' . . . . 
) , 0 , «„, ... 
r / 

fO' « l ' 
/ 

1 , « 0 , 

in welchem die erste Linie ( n — 1 ) fach , d i ezwe i t e (w — 1) fach 
wiederholt ist, die also (m -f- n—2) Ilorizontalreiben und [m -\-n—1) 
Verticalreihen hat. 

Das Problem ist somit ein specieller Fall des im Artikel 3 1 0 
bet rachte ten. 

Wir setzen die Grade der e ingeführten Funct ionen als äqui-
different voraus, d. h. wenn die Grade von a^, a\ res|)ective 
gleich X und (i s ind , so sollen die Grade von a , , a\ gleich 
A -f- a , jn -}- or, die von a^, d^ gleich X -f 2 « , (11 + 2 « s e in , etc. 

Um die Ordnung des Systems zu f inden , benutzen wir die 
Formel des Artikel 310 

«12 + («1 + Sl) - -Si '12-
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In derselben ist die Summe von (m -f- n — 2) Gliedern 
der Reihe cc, 2 « , 3 « , e tc . , d. h. f ü r m + n = 

_ j k - l ) {k-% 
' ' ~ 1 7 2 

Ebenso ist die Summe der Producte derselben Grössen 
zu zweien, d. h. 

_ [ k - \ ) [k-% ( A r - 3 ) ( 3 A : - 4 ) 
~ 1 T 2 . 3 . 4 

F e r n e r ist S^ die Summe von (n — 1) Gliedern der Reihe 
K, X — cc, X—2cc, etc. und von {m — l ) Gliedern der Reihe 
f i , (I — o , (I — 2 « , etc. , also 
Sj = (n—1) A + ( m - 1 ) ( n - 2 ) + {m—l) (m—2)} . 

EndHch iSj2 die Summe der Producte derselben Grössen in 
P a a r e n , also 

3 = ^ (w—l) (n—2) + ^ (m—l) (m —2)ft2 + (m—l) (n—l) X^ 
— ^Xu { ( n — l ) {n-2)' + (n — l ) {m-1) (m —2)} 

— I f t « { ( m - 1 ) {m-2)' + ( m - 1 ) ( n - l ) ( n - 2 ) } 

+ [m — D (m — 2 ) ( n - l ) (n — 2) 
{ m - D (m — 2 ) ( m - 3 ) ( 3 ^ - 4 ) ^2 

1 . 2 . 3 . 4 
( n — l ) ( n - 2 ) (n — 3 ) ( 3 n — 4 ) 

1 . 2 . 3 . 4 

Durch Vereinigung dieser Glieder erhält man d i e O r d n u n g 
d e s f r a g l i c h e n S y s t e m s 

= ( n - l ) X' + ^m (m — l ) + (m — l ) ( n - l ) X^i 
+ I n (n — l ) ( 2 m — 1 ) Xa Ą- \ m (m — l ) (2w — 1 ) fta 
Ą. \rnn{m — 1) (n — l ) «2. 
Wenn die Resultante der Gleichungen 

+ ayt""-^ + etc. = 0 , a ' f f" + + etc. = 0 

eine Fläche bes t immt , so ist die hier betrachtete Curve eine 

Doppelcurve in derselben. 
Wenn alle die Funct ionen a^, etc. vom ersten Grade 

s ind , so ist die erzeugte Fläche eine Regelfläche und indem man 
A = ft = 1 und a = 0 in die vorige Formel einsetzt , e rhäl t 
man die Ordnung der Doppelcurve 

= ^ (m + n - 1) (m + n — 2). 

Setzen wir beide betrachteten Gleichungen als von demsel-
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ben Grade m — n voraus, so können wir k -f- fi = p, kfi = q 
setzen und die nämliclie Formel giebt für die Ordimng der Dop-
pelcurve die Formel 

^ n {ti —l){p-{- na) { p + (n — 1) « } — [n — 1) q. 

317. In derselben Weise können wir d i e O r d n u n g d e s S y -
s t e m s v o n B e d i n g u n g e n bes t immen, u n t e r w e l c h e n d i e 
G l e i c h u n g e n 

a ^ f ' + etc. = 0 , dęf" + etc. = 0 
d r e i g e m e i n s c h a f t l i c h e W u r z e l n h a b e n k ö n n e n . 

Geometrisch in terpre t ier t best immen diese Bedingungen drei-
fache Punkte in der durch die Besultante beider Gleichungen dar-
gestellten Fläche. Sie werden durch ein System von Determinan-
ten gegeben , deren Matrix ganz wie im letzten Artikel gebildet 
i s t , nämlich so, dass die Beihe a , , a^ in [n — 2) facber. 
die Beihe a\, a\, a\ in (m — 2) facber Wiederho lung erscheint 
und die Matrix [m n — 2) Vert icalreihen, aber (m + n — 4) 
Horizontalreihen enthält . In Folge dessen ist die Ordnung des Systems 
nach der Formel des Artikel 313 zu berechnen und wird gefunden 

n{n — l ) (n — 2 ) 3 m ( m - l ) ( m - 2 ) 3 
= 1 . 2 . 3 1 . 2 . 3 ^ 
+ \{n — l ) (n — 2 ) ( m - 2 ) - f (m — 2) (« — 2) 
+ ł — 1 ) n { n - l ) ( n - 2 ) k'a - f | ( n - 1 ) m ( m — ] ) (m—2)(tt2« 
+ ł H — 2 ) (n — 2 ) {m (n — 1) + n (m — 1 ) } kfxa 
+ {^n (n — 1) ( n - 2 ) m (w - 2) + ^ n (n — 1) (n — 2 ) } a U 
- f m (w — 1 ) (m - 2) n (n — 2) + \ n (m— 1) (m - 2 ) } a ' f i 

^m {m — 1) (m — 2) n ( n — 1 ) ( n — 2 ) a®. 

In dem Falle, wo die Fläche eine Begellläche i s t , d. h. fü r 
A = |it = l , a = 0 erhal ten wir als die Zahl der dreifachen Punkte 

(;n + n - 2 ) [m + n _ - 3 ) {m + n - 4 ) ^ ^^^^^^^ Ar t ikeL207. ) 
1 . 2 - 3 

Die Ordnung der durch die Doppelcurve des Artikel 316 er-
zeugten Abwickelungsfläche, der Rang des Systems ist in dersel-
ben Weise nach der Formel des Artikel 3 1 4 zu be rechnen ; je-
doch muss die so gefundene Zahl um das Vierfache der eben 
gefundenen Zahl der dreifachen Punk te , welche auch dreifache 
Punk te dieser Curve s ind, verminder t werden. 

So ist in dem Fall der Begelfläche der Rang der Doppelcurve 
= 2 (m + n — 2) (m -f n - 3). 

http://rcin.org.pl



Um das Gewicht desselben Systems zu finden, haben wir 
n u r dieselbe Methode auf die F o r m e l des Artikel 3 1 5 anzuwen-
den . Enthä l t das Glied a^ die zu e l imin ie rende Veränderl ic l ie im 
Grade X und die n icht e l iminier te im Grade X', und n e h m e n diese 
Grade f ü r die Gheder « j , a ^ , etc. rege lmäss ig ab in den ers te-
r en und ebenso zu in den l e t z t e ren , so dass i h re Grade respect ive 

X — 1, X — 2, X' + 1, X' + 2, etc. 

s i nd , so ist das Gewicht des Systems 

= n (n — 1) XX' -H ni ( m — 1 ) (i(i' + (w — 1 ) (n — 1) ( V + X'fi) 
- f ł « (n - 1) (2m - 1) (A—A') + ^ m [m -1) (2n — 1 ) {(i - fx') 
— mn [m — 1) (n — 1). 

318 . Das nächs te Sys tem, welches wi r discut ieren wollen, 
ist das jen ige , welches d u r c h die B e d i n g u n g e n gebildet wird, 
u n t e r d e n e n d i e d r e i G l e i c h u n g e n 

a^ t i -t- a i t ^ -^ + etc . = 0 , « V " ' + a '^ t ' " -^ - f etc. = 0 , 
d ' ^ t " + + etc. = 0 -

e i n e n g e m e i n s c h a f t l i c h e n F a c t o r b e s i t z e n . 
Das System kann d u r c h die d re i Gleichungen r ep rä sen t i e r t 

w e r d e n , welche man d u r c h die El iminat ion von ł zwischen den 
l ' a a r en der gegebenen Gle ichungen e r h ä l t , und ist zwei Gleich-
ungen äquivalent. Sys teme von Gleichungen von ge r inge rem Grade 
können e rha l ten w e r d e n , indem man die gegebenen Gleichungen 
mit t , f , etc. mul t ip l ic ier t , e t c . ; ohne dass doch ih re r eine zur 
dialyt ischen Elimination aller Po tenzen von t h in re ichende Anzahl 
zu e r langen wäre . Die Ordnung des Sys tems kann ge funden wer -
d e n , indem man aus den Gle ichungen x, y, z e l imin ier t , welche 
implici te in a^ , a^ entha l ten s i n d , wobei die O r d n u n g der 
resu l t i e renden Gleichung in t die O r d n u n g des Systems bes t immt . 

Setzen wir voraus , dass die O r d n u n g e n von a^, «'g, gleich 
X, jtt, V und die von a^, a\, d'^ respect ive gleich X—1, fi — 1, 
etc. s i nd , so findet man die O r d n u n g des Systems 

= Xfiv — (A — l) {fjk — m) (v — n) 
und sein Gewicht 

= I {fiv -j- (tt'v) -j- m (vX' -f- v'X) -j- 71 [Xfi' -f- X'(i) -|- mn (A — A') 
+ 7il (ft —jit') + Im [v — v') — 2//nn.*) 

*) Der Verfasser bemerkt, dass diess Letztere durch Induction er-
halten ist. Vergl. „Quarterly Journ." a. a. O. 
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319. Es ist ein specieller Fall der vorhergehenden Aufgabe, 
d a s G e w i c h t u n d d i e O r d n u n g d e s S y s t e m s v o n B e d i n -
g u n g e n zu finden, w e l c h e s e r f ü l l t s e i n m u s s , d a m i t e i n e 
G l e i c h u n g 

a^t" -ł- a j ž« - ! - f etc. = 0 

d r e i g l e i c h e W u r z e l n h a b e . Denn diese Bedingungen werden 

g e f u n d e n , indem man ausdrück t , dass die drei zvveiten Differential-

gleichungen einen gemeinschaft l ichen Factor besitzen. Man hat 

daher in die vorigen Ausdrücke die Substitutionen 

n — 2 fü r l, m und n\ X — 1 fü r ^ und X — 2 fü r v 
zu machen und findet die Ordnung des Systems 

= 3 > - 2 ) X [X—n] - f n (n — 1) (n — 2) 

und sein Gewicht 

= 6 ( n - 2 ) XX' Ą- 3 w ( n — 2 ) [X — X') — 2n {n — 1) (n — 2). 
Um ferner Ordnung und Gewicht des Systems von Bedin-

gungen zu finden, fü r welches dieselbe Gleichung zwei verschie-
dene Paare gleicher Wurzeln ha t , bilden wir zuerst nach Arti-
kel 316 die Ausdrücke fü r Ordnung und Gewicht des Systems 
von Bedingungen, fü r welches die zwei ersten DilTerentiale 

öo/"- ! + etc. t = 0 , a^t"-^ + etc. = 0 

zwei gemeinschaftl iche Factoren besi tzen, und subtrahieren nach-
he r respective Ordnung und Gewicht des im ersten Theil dieses 
Artikels betrachteten Systems. Das Ergebniss is t , dass die Ordnung 

= 2 {n — 2) (n — 3 ) X {X-n) ^ n ( n — 1 ) ( n — 2 ) (n — 3 ) 

und das Gewicht 

= 4 ( n - 2 ) ( n - 3 ) XX' - f 2n (n — 2) (n — 3 ) {X—X') 
— n (n — 1) ( n - 2 ) ( n — 3 ) 

ist. 
Es ist eine Ausdehnung der vorigen Untersuchungen nach 

mehre ren Richtungen möglich. Man kann algebraisch-homogene 
Gleichungen mit einem Paramete r mehr als zwei Bedingungen 
un te rworfen denken , z. B. das System von Bedingungen un te r -
suchen , un ter welchen zwei Gleichungen drei gemeinschaft l iche 
Factoren h a b e n ; es wäre aber besonders wünschenswer th , in 
derselben Art die Ordnung und das Gewicht der Systeme von 
Bedingungen aufzustellen, un ter welchen drei Curven zwei ge-
meinschaf thche Punkte besi tzen, oder vier Curven sich in einem 
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Punk te durchschne iden , oder un te r denen eine Curve einen Cus-
p ida lpunkt , oder zwei Paare von Doppelpunkten ha t , e tc . ; aher 
diese Prob leme sind bis jetzt nicht gelöst worden . 

320 . Wir fügen aber gleich hier noch f ü r jede der beiden 
Hauptprobleme der Best immung der Ordnung und des Gewichts 
in den Artikeln 310 und 313 ein geometrisches Beispiel hinzu, 
aus der Theor ie der Begelflächen e n t n o m m e n , auf welche wir 
später noch ausführl ich zurückkommen müssen . M a n s o l l d i e 
O r d n u n g e i n e r B e g e l f l ä c h e b e s t i m m e n , d e r e n g e r a d e 
E r z e u g e n d e i h r e a l s v o l l s t ä n d i g e r D u r c h s c h n i t t z w e i e r 
F l ä c h e n U u n d V g e g e b e n e D i r e c t r i x c u r v e d r e i f a c h 
d u r c h s c h n e i d e t . M a n s o l l s o d a n n d i e Z a h l d e r G e r a -
d e n b e s t i m m e n , w e l c h e d i e s e l b e C u r v e v i e r f a c h d u r c h -
s c h n e i d e n . 

Das erste dieser Probleme füh r t zur Betrachtung einer Ma-
t r i x , in welcher die Zahl der Verticalreihen die der Horizonlal-
re ihen um Eins über t r i f t t . Sind 

z = 0 , r = 0 

die Gleichungen der zwei Oberflächen ja*"- und Ordnung, 
welche jene Curve erzeugen, Xy, x^ , x , , x^ die Coordinaten eines 
Punktes der Curve, so substituieren wir in jene fü r diese Coor-
dinaten die Ausdrücke 

Xy + x^ -f Qoc'^, cc, + qx,, X^ -f QX\, 

und schre iben die Entvvickelungen mit Hilfe des Symbols J f ü r 
die Operat ion 

U + h + + y 
in der F o r m 

J'U . J^U , APU 

^ ^ + 1 7 2 ^ + r x 3 ^ + + r i T T i ; = 

+ T r 2 ^ + 1 7 2 . 3 + + 1 : 2 : : : ^ = 

Denken wir nun x\, x\, x\, als die laufenden Coordi-
naten eines Punk tes in der durch ( 

) gehenden Ge-
r a d e n , welche die Curve in zwei weiteren Punk ten schneidet, so 
müssen die beiden Gleichungen in q zvvei gemeinschaft l iche W u r -
zeln bes i t zen ; daraus entspringt ein System von Bedingungen 
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JU, J'U, 
JU , 

JV, J'V, = o, 

v o n ( y — 2) + (i3 — 2 z=[p q —4) hor izonta len und ( p - f ? — 3) 
vert icalen Reihen , in d e r e n E lementen die Grade von x , , x^ , x.^, x^ 
die O r d n u n g u n d die von X , , X 2, das Gewicht bes t im-
men . W e n n m a n n u n aus diesem S y s t e m , welches zwei Gleich-
ungen äquivalent i s t , und den Gleichungen ř7 = 0 , 0 die 
Veränder l ichen e l imin ie r t , so e rhä l t man eine 
Gleichung 

R = 0 

in den Veränder l i chen x\, x'^, x\, welche die Gleichung 
de r Regelf läche in d e r Art da r s t e l l t , dass die O r d n u n g derse lben 
ein Drittel i h r e r O r d n u n g ist. Indem m a n b e m e r k t , dass die 
Coordina ten x \ , x\, etc. n ich t in die Func t ionen U, V e ingehen, 
e r k e n n t m a n , dass der Grad von R dem Gewicht des Sys tems 
gleich i s t , aus we lchem sie d u r c h El iminat ion h e r v o r g e h t , d. h . 
gleich dem P r o d n c t e de r Grade von U und V in das Gewicht des 
obigen De te rminan tensys tems . Man findet f ü r diess Letz tere *) 

s, s, = pq — 2 [p + q) + ^ = pq — 4 , 

— -^«o^o = — i p s i p + 9) + 5 (/) + ?) — 12, 
also das Gewicht se lbs t 

= ł ( M — 2) {2pq — dp — 3q + 4); 

und damit die f r ag l i che O r d n u n g der Regel f läche 

= i P Q {pq - 2) ( 2 M — Z p — 3 q + 4). 
F ü r p — q = 2 exist iert dahe r e ine solche Regelf läche 

nicht . F ü r die Curve sechs ter O r d n u n g , die de r vollständige 
Durchschni t t zweier F l ächen zweiter und dr i t t e r O r d n u n g ist, 
wird sie von de r v ier ten Ordnung . 

3 2 1 . F ü r die a n d e r e Aufgabe von de r Bes t immung der Zahl 
von G e r a d e n , welche die Curve viermal d u r c h s c h n e i d e n , gehen 

Man vergleiche die nähere Ausführung bei C a y l e y , „On skew 
surfaces", „Philosoph, Transactions", 1863, p. 477. 
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wir von denselben Gleichungen a u s ; wir denken aber 
als die Coordinaten eines Punktes der Curve, durch welchen eine 
j ene r Geraden geht und haben dann offenbar die Bedingungen 
aufzustellen, unter denen die beiden Gleichungen in ^ drei ge-
meinschaftl iche Wurzeln bes i tzen; das System derselben ist drei 
Gleichungen äquivalent und liefert eine Matrix von 

( q - S ) + ( p - 3 ) = (P + ę - 6 ) 

horizontalen und (p + ę — 4) Vert icalreihen, d. h. ein Deter-
minantensystem von der im Artikel 3 1 3 betrachteten A r t , in wel-
cher die Grade der Elemente in iK^, x.,, etc. das Gewicht und 
die Grade in x\, x\, etc. die Ordnung bes t immen. Es ist das 
System 

JU, A'U, . . 
JU , 

AV, A'V, 
AV , 

= 0. 

Man kann aus ihm die Coordinaten ^ j ^ 2 ' ^ 3 ' ^ 4 
ehnd-

n ie ren ; wenn man mit ihm die Gleichung einer beliebigen Ebene 
verbindet 

a i x \ + «2 + a ^ x \ + a ^ x \ = 0 

und el iminiert , so ist das Resultat von der Form 

(a^x^ + «2^2 + «3^3 + S = 0 , 

wo S eine Funct ion von ^j^f ^ 2 ' ^4 
allein ist. indem man 

den Grad von x ^ , x^ , x^ , x^ als das Gewicht be t r ach te t , ist ö die 
Ordnung des Systems, der Grad des Products [uiXi + e t c . ) ^ S i n 
x ^ , etc. das Gewicht des Systems und daher der Grad von S be-
st immt durch die Differenz von Gewicht und Ordnung des Systems 
der Determinanten. Die drei Gleichungen U = 0, F = 0, S = 0 
best immen dann die Punkte der Curve, durch welche vierfach 
schneidende Gerade gehen , die Anzahl solcher Geraden ist also 
der vierte Theil des Products von pq in jene Differenz. Zur Be-
rechnung derselben kann die Fo rm dieneri 
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lp-1, . . 

I g - l » 2^—2, . 
, Igi—l, • 

in welcher in (ja + g' — 3 ) Verticalreihen und in (q—3) + (p — 3) 
Horizontalreihen die Grade der Eleinenle der Matrix in den Ver-
änderl ichen ic'i, etc. und in .Tj , etc. durch die Zifl'ern 
und ihre Indices bezeichnet s ind ; sie liefert 

= 2(q — 3 ) - i ( ę - 3 ) ( g - 2 ) + 2 ( p - 3 ) - i i p — 3 ) ( p - 2 ) , 
St = i ( p + ę - 5 ) (p + ę - 4 ) , 

= l p Y + f { - ( p + s)'+10(p + ę)-45} + i ( p + g)' 

- f l ( p + + + + 

Sn = Up+^Y- i + ^ ^P + 'i? - + 

«123 = W + q? + ^ (;> + ? ) - y } 

+ pq { ł [P + qY-^[P + q? 

- f 1 0 7 1 + — 1 5 6 0 , 
^123 + + + ^ + 

, 5 0 8 1 , , , , 1270 , , , , 1050 + - ^ { p + q? ^ [p + q] + — » 
e tc . , daher 

- = -1p'q' + pq { ł ip + qY~^{p + q) + f } 

— + 36 b + — 1 2 6 , etc. 

und das Gewicht des Systems also 

- 66 (p + ?) + 108] 
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und die Ordnung 

= ł I p ^ ł + i > V { - 3 (p + + 2 } 

+ pq {2 {p + q ? - ^ { p + q) + 1 3 } - 3 6 ] , 

so dass endlich die Zahl der fraglichen Geraden 

- 66 (/> + ?) + 144] 
wird. In der Curve des vorigen Artikels existieren daher keine 
Geraden dieser Art. Erst bei den Durchschnit tscurven der Flä-
chen dr i t ter Ordnung mit denen vierter und fünf te r Ordnung 
existieren sie in den respectiven Anzahlen 27 und 135. Jene 
sind z. B. die 27 Geraden der Fläche drit ter Ordnung , die die 
Curve = 0 , H = 0 zweifach berühren . 

Die folgenden Artikel werden mehrfach weitere Beispiele fü r 
die Anwendung dieser Methoden he fe rn . 

322. D e r O r t d e r P u n k t e , d e r e n P o l a r e b e n e n i n 
B e z u g a u f v i e r F l ä . c h e n 

M = {i, N = 0 , P = {), 0 = 0 
v o n d e n r e s p e c t i v e n O r d n u n g e n m, n, p, q s i c h i n e i n e m 
P u n k t e s c h n e i d e n , i s t e i n e F l ä c h e v o n d e r O r d n u n g 

m + 71 p q — 4. 
Denn die Gleichung dieses Ortes wird e rha l ten , indem man 

die Determinante mit Null vergleicht , welche die vier Differentiale 
jeder der vier Flächen zu ihren Elementen hat 

My, M^, M,, M^ 
N,, N^, Ą , AV _ 
Py, P,, i>3, P, , • 

Qx> 0-2' Os' Oi\ 
Wenn eine Fläche des durch M, N, P best immten Netzes, 

d. h. eine der durch die Gleichung 

aM bN cP = 0, 
in welcher a, b, c willkürliche Constanten s ind , bes t immten 
Flächen die F läche 

0 = Q 
b e r ü h r t , so ist der Berührungspunkt nothwendig ein Punk t des 
eben betrachte ten Ortes und alle Berührungspunkte solcher Art, 
d. h. alle die Punk te , in welchen Flächen des Netzes 

Salmon, Anal . Geom. d. ftaumes II. 3 0 
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aM Ą- hN + cP = O 

die F l ä c h e Q = O b e r ü h r e n , l iegen in der Curve de r 

q {m Ą- n p q — 4)'®" 

O r d n u n g , in we lche r die vorige Ortsfläche und die F läche = O 

sich s chne iden . F ü r m — n — p, d. h . für alle d u r c b 

{n + 1) + 2) [n + 3) _ , 

1 . 2 . 3 

feste P u n k t e gebende Flächen erhäl t man eine Curve q q—4)*®'" 
O r d n u n g als Ort de r P u n k l e , in denen sie eine F läche von der 
Ordnung q b e r ü h r e n . 

In gle ichor Ar t giebt e.?, pq [m n p q — 4) F lächen 
des Büschels 

aM + hN — 0, 
welche die Durchschni t t scurve der F lächen = 0 , 0 = 0 be-
r ü h r e n , Denn de r B e r ü h r u n g s p u n k t muss no thwendig einer der 
Durchschn i t t spunk le se in , welche die vorhe r be t rach te te Ortsf läche 
mit der beze ichne ten Curve bes t immt ,* ) • 

Es e rg ieb t sich auch l e ich t , dass die Bed ingung , u n t e r wel-
che r zwei de r Durchschn i t t spunkte der drei F lächen 

M = {i, N = {), = 0 
zusammenfa l l en , d. h. un te r welcher die Durchschni t t scurve von 
zweien u n t e r ihnen von der dr i t ten b e r ü h r t w i r d , die Coefficien-
ten der Gleichung einer jeden dieser F lächen im Grade 

np [Im n Ą- p — 4) 
enthält .**) Denn wenn m a n in diese Bedingung f ü r jeden Coef-
ficienten a der Gleichung von M die S u m m e [a + Xu) subst i-
tu ie r t , in we lcher a '»de r en t sp rechende Coefficient der Gle ichung 
einer a n d e r n F läche M' von demselben Grade m i s t , so ist no th-
wendig de r Grad des Subst i tu t ionsresul ta ts in X gleich de r An-
zahl der F l ä c h e n des Büschels M + XM' = {), welche die Durch-
schni t t scurve der F lächen iV" = 0 , = 0 b e r ü h r e n . 

*) Für m — M = 1, d. Ii. ein Ebenenbüsche], kommt man auf den 
Satz zurück, dass durch eine Gerade pq {p q — 2) Tangentenebenen 
an die Schnittcurve zweier Flächen von den Ordnungen p und q gehen, 

**) Vergl. M o u t a r d , „Nouvelles Annales de Mathem.", t. XIX, 
p, 58 und E. de J o n q u i è r e s , ,,Annali di Matematica", t. V, p. 24 f. 
,,Etudes sur les courbes à double courbure". 
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Derselbe Satz lässt sich auch in fo lgender Art b e w e i s e n : * ) 
Es fallen zwei Durchschn i t t spunk te z u s a m m e n , wenn die D u r c h -
schni t t scurve von M und N die Durchschn i t t s cu rve von M und P 
b e r ü h r t . In diesem B e r ü h r u n g s p u n k t h a b e n sodann die T a n g e n -
t e n e b e n e n der drei F l ächen eine ge rade Linie g e m e i n , d. h . sie 
bes t immen mit e iner bel iebigen vierten E b e n e 

einen Punk t . F ü r den B e r ü h r u n g s p u n k t ve rschwinden also die 
D e t e r m i n a n t e n [ a ^ M ^ N ^ P j ^ , de ren ers te Hor izonta l re ibe die Ele-
m e n t e «4, «2' "3 ' e n t h ä l t , während die fo lgenden von den 
Different ialen der Po lynome M, N, P gebi ldet s ind. Die Bedin-
g u n g , un te r welcher dieses Verschwinden de r De te rminan te f ü r 
e inen den dre i F lächen gemeinschaf t l ichen IHmkt s ta t t f indet , wird 
offenbar du rch Eliminat ion zwischen ihr und den Gle ichungen de r 
dre i F l ächen M — Q, N = 0, P — e rha l t en und die f r ag -
liche Besul tante en thä l t die Coefficienten a ^ , a^ , etc. im Grade 
mnp, die Coefficienten von M aber im Grade 

np [m -j- n p — 3) + mnp. 

A b e r diese Besul tante en thä l t als einen Fac to r den Ausdruck de r 
B e d i n g u n g , un te r we lcher die E b e n e a^x^ + etc. = 0 d u r c h 
e inen der Durcbschn i t t spunk te der F lächen 7 1 / = 0 , N = 0 , P = 0 
h i n d u r c h g e h t , und diese le tz tere en thä l t die Coefficienten 0,,, ö i , e t c . 
im Grade mnp und die Coefficienten von M im Grade np. Be-
seit igt man diesen Fac to r d u r c h Division, so enthä l t d e r Quo t i en t 
die Coefficienten von M im Grade np (2 m n -j- p — 4 ) , wie 
oben gezeigt war . 

Daraus fo lg t : Die Enveloppe aller F l ä c h e n der O r d n u n g |n, 
de ren Coefficienten Func t ionen m*®" Grades von dre i v e r ä n d e r -
l i chen , d u r c h zwei Gle ichungen u n d Grades v e r b u n d e n e n 
P a r a m e t e r n s i n d , ist eine F läche von d e r O r d n u n g 

finp (2m -j- n -j- p — 4). 

323 . D e r O r t d e r P u n k t e , d e r e n P o l a r e b e n e n i n 
B e z u g a u f d r e i F l ä c h e n U = V = 0, W = e i n e 
g e m e i n s c h a f t l i c h e G e r a d e e n t h a l t e n , ist nach den Be-
t r a c h t u n g e n des letzten Artikels die d u r c h das De te rminan tensys tem 

*) Vgl, S a l m o n , „Quarterly Journal", Vol. I, p. 339. 
3 0 * 
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ř^i, ą , ą , ą 
V,, V, = 0 

bes t immte Ciirve — wenn wie b isher schon die U^, V^, etc. 
die Differentiale der Po lynome U, V, W nach x ^ , etc. beze ichnen. 

Diese Curve ist nach der vo rhe r gegebenen Entwicke lung 
von de r O r d n u n g 

m' + n' -j- p' + m'n np + pm, 

w e n n m, n, p' die respect iven O r d n u n g e n von JJ^, V^, etc., d. h . 
die Grössen m — 1 , etc. beze ichnen . Die O r d n u n g de r ih r ent -
s p r e c h e n d e n Ahwickelungsf läche wird ebenso g e f u n d e n 

2 [m n p' — 1) [m' + n' p'' + m'n -{- n'p' -f- p'm') 
— [m'n + n'p -j- p'm') [m' -}- n 4 - p') + mnp' 

und würde ihre Charac ter i s t ik vollenden. 
W e n n eine F l äche des Büschels 

aM + bN — die F l äche P = 0 
b e r ü h r e n soll , so gehör t der B e r ü h r u n g s p u n k t no thwendig d ieser 
Curve an und die Zahl der F lächen des Büsche l s , welche e ine 
F l äche P = 0 b e r ü h r e n , ist dahe r die Zahl der Schn i t tpunk te , 
welche diese F l äche mit j e n e r Cnrve b e s t i m m t , d. h . das jofache 
von de r O r d n u n g dieser Curve. Durch eine der im letzten Arti-
kel gegebenen analogen Schlussre ihe e r k e n n e n wir d a r a u s , dass 
die B e d i n g u n g , u n t e r we lcher zwei F lächen M und N sich be -
r ü h r e n [m' — p'), die Coefficienten de r Gle ichung von M im 
Grade 

n [n' -1- 2 m'n + 3ni'') 
oder 

n [n' + Imn + 3m' — An — 8 w + 6) 

= n {(n -ł- — 3)2 — (m — 1) [m + 2n — 3)} 
= n {2 [m — 1)2 + [m + « — 2)^} 
= n \{n — 1)2 + 2 [n — 1) [m — 1) - f 3 {m — 1)2} 

en thä l t ; ebenso die de r Gle ichung von N im Grade 

m {m' + 2mn -j- 3ti' — Am — 8n + 6) 

= m {(m -j- 2n — 3)- — {n - l) (n + 2m — 3)}^*) 

*) In einer neuerlichen Mittheilnng der ,,Comptes rendus" (t, LVIII, 
p. 1074), hat S y l v e s t e r diese Formel als einen sehr speciellen Fall 
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Und f e r n e r : Die Enveloppe aller F l ä c h e n Ordnung , de ren 
Coeff icienten Func t ionen vom Grade ?n von dre i ve ränder l i chen , 
u n t e r sich d u r c h eine Relat ion n*®" Grades v e r h u n d e n e n P a r a m e -
tern s i n d , ist eine F läche der O r d n u n g 

ftn («2 - f 2 m n + 3 ^ 2 — 4 n — g m - f 6). 

W e n n also ein P u n k t leine F läche O r d n u n g durch läuf t , 
so ist die Enveloppe seiner Po la r f l ächen von de r O r d n u n g [ p — m ) 
in Bezug auf eine gegebene F läche /j*̂ ®' O r d n u n g eine F läche de r 
O r d n u n g 

[p — m) n {«2 _}_ 2 m + 3 ^ 2 — An — 8 m + 6 } , etc. 

324 . Wi r wollen in der F o r m von Beispielen h ie r eine Be ihe 
von Ergebn i s sen vere in igen , die mit den vorigen Untersuchunge 'n 
z u s a m m e n h ä n g e n . 

einer allgemeinen Lehre aufgezeigt, die auch die der Resultanten und 
Discriminanten umfasst. Sind , U^, . . . , Uj Functionen von n Ver-
änderlichen und gelten die Gleichungen 

= 0, = U i ^ 0, 
l^dU^ + k.ßü^ 4 - . . . -f- = 0 

für X als unbestimmte Grössen und 

so dass die n Veränderlichen 
(n — t - f 1) - f z = n 4 - i 

homogenen Gleichungen zu genügen haben, so muss eine gewisse Func-
tion ihrer Coefficienten verschwinden, welche zu den Combinanten, d. h. 
einer bestimmten Klasse von Invarianten gehört (vgl. ,,Vorlesungen", 
Artikel 157), und die S y l v e s t e r die O s c u l a n t e nennen will. Für 
i = 1 erhält man die Discriminante, für i = n die Resultante; w = 4, 
I = 2 entspringt der gemeinschaftlichen Berührung dreier Flächen in 
einem Punkte (siehe oben) und w = 4, i — 2 der Berührung von zwei 
Flächen. Sind thj , Třjj, . . ., m^ die Ordnungen der i Functionen in den 
Veränderlichen, und ist für 

'«1 = 1 + f^i, m^ 1 + (i2, • • m^ = 1 fi-
^Jrv • • • . f^i) 

die Summe der Potenzen und homogenen Producte von (î z, 1̂ 3, . • . , fi^, 
so ist Gf̂ , der Grad der Osculante in Bezug auf die Coefficienten der 
Function U/. durch Formeln bestimmt wie 

^ = ^^n-i (ft2. . . • , ř î) + (fi2, . . . , fi,) fti 
2 3 • • • i 

+ ^Hn-i-2 • • • , . . . -ł- ( n - 0 (fŁ2, . . . , fl,.) 
- f (n - £ + 1) , . ,«-1, 

und die entsprechenden. 
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Beispiel 1. Zwe i l a c h en Z 7 = 0 , r = O v o n den r e s p e c -
t i v e n O r d n u n g e n m und n d u r c h s c h n e i d e n s i c h und man s o l l 
d i e A n z a h l der T a n g e n t e n ihrer IJ u r c h s c h n i t t s c u r v e b e -
s t i m m e n , w e l c h e z u g l e i c h I n f l e x i o n s t a n g e n t e n d e r e r s t e n 
F l ä c h e sind. 

Die Inflexionstangenten in irgend einem Punkte der Fläche Z7 = 0 
sind die geraden Erzeugenden der quadratischen Polarfläche dieses Punk-
tes, jede durch sie gehende Ebene berührt also diese Letztere. Wenn wir 
daher die Bedingung bilden, unter welcher die Tangentenebene der Fläche 
F = 0 die quadratische Polarfläche in Bezug auf U berührt, welche 
Bedingung die zweiten Differentiale von U im dritten und die ersten Dif-
ferentiale von V im zweiten Grade enthält (vergl. Band I, Artikel 75), so 
erhallen wir die Gleichung einer Fläche der (3OT -j- 2n—8)te» Ordnung, 
welche die Durchschnittscurve in den gesuchten Punkten schneidet, deren 
Tangenten Inflexionstangenten von U = 0 sind. Die Zahl dieser Punkte ist 

= mn (3 m + 2n — 8),, 

Beispiel 2. M a li s o l l d i e O r d n u n g der F l ä c h e b e s t i m m e n , 
w e l c h e durch d ie I n f l e x i o n s t a n g e n t e n der F l ä c h e U == 0 in 
d e n P u n k t e n i h r e r D u r c h s c h n i t t s c u r v e m i t e i n e r F l ü c h e 
ř ^ = O e r z e u g t w i r d . 

Man hat die X ,, X ^ 3> zwischen den Gleichunsen 

ř/' = 0, V ' = 0 , J U ' = 0 , z/2f/' = 0 (Artikel 11) 

zu eliminieren, welche in ihnen von den respectiven Graden 

m , n, tn — 1, m — 2; in x,, x^, x^, x^ 

aber von den Graden 0, 0, 1, 2 sind. Das Besultat ist daher vom Grade 
tmi (3 m — 4), 

Beispiel^. Man s o l l d i e O r d n u n g der a b w i c k e l b a r e n 
F l ä c h e f i n d e n , w e l c h e e i n e F l ä c h e m̂®"" O r d n u n g l ä n g s der 
S c h n i t t c u r v e mit i h r e r H e s s e ' s c h e n D e t e r m i n a n t e n f l ä c h e 
b e r ü h r t. 

Die Tangentenebenen der Fläche in zwei auf einander folgenden 
Piuikten ihrer parabolischen Curve durchschneiden sich nach Artikel 8 in 
einer bifle.xionstangente. Da nun hier n = 4 [m — 2) ist, so wird die 
Ordnung der durch diese Inflexionstangenten erzeugten Fläche 

= 4m (m — 2) (3m —4) . 
Und weil die beiden Inflexionstangenten in den Punkten der parabolischen 
Curve zusammenfallen, so decken sich auch die beiden Flächen, die je 
eine durcb eine jede von ihnen sonst erzeugt werden; d. h. die eben ge-
fundene Zahl ist durch 2 zu dividieren, oder die fragliche Ordnung ist 

= 2 m ( m — 2 ) (3m — 4). 

Beispiel 4. Die C h a r a c t e r i s t i k der a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e 
zu f i n d e n , w e l c h e e i n e r F l ä c h e m*®'' O r d n u n g l ä n g s i h r e s 
e b e n e n Q u e r s c h n i t t s u m g e s c h r i e b e n i s t . 
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Der Schnitt der Ahwickelungsnäclic mit der Ebene des Querschnitts 
ist zusammengesetzt aus dem Schnitt der gegebenen Fläche, d. i. einer 
Curve m'®*" Ordnung, und den Tangenten in ihren 3 w (m—-2) Inflexions-
punkten. Wir finden daher gemäss den Bezeichnungen der Artikel 65 f. 
die Ausdrücke 

fi = i5m [m — 2), v = m [in — 1), r = m (3 m — 5), 
« 1 = 0 , j3 = 2m (5m —11), etc. 

Beispiel 5. Man s o l l d ie C h a r a c t e r i s t i k der a b w i c k e l -
b a r e n F l ä c h e b e s t i m m e n , w e l c h e e i n e r F l ä c h e m'®*" O r d n u n g 
l ä n g s i h r e s D u r c h s c h n i t t s mi t e i n e r F l ä c h e n'®"" O r d n u n g 
u m g e s c h r i e b e n i s t . 

A n t w o r t , v — mn (m —.1), « = 0, r = mn (3wi -j- n — G), 
so dass die übrigen Singularitäten nach Artikel 67 sich ergehen. 

Beispiel^. Man s o l l d i e C h a r a c t e r i s t i k der z w e i e n F l ä -
c h e n m*®"" und n'®''Ordnung g e m e i n s c h a f t l i c h u m g e s c h r i e -
b e n e n a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e u n t e r der V o r a u s s e t z u n g b e -
s t i m m e n , d a s s k e i n e der F l ä c h e n v i e l f a c h e L i n i e n hat. 

A n t w o r t . 
v = mn[m'—1)^ (n — t)^, a = 0, r=-mn[m — 1) ( ; i — i m n — 2). 

Beispiel'. W e l c h e s s ind .die C h a r a c t e r e der D u r c h -
s c h n i t t s c u r v e z w e i e r a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e n ? 

Die Flächen sind von den respectiven Ordnungen r und r, und da 
jede von ihnen eine Doppel- und Rückkehrcurve von den respectiven Ord-
nungen X und m, x' und m' besitzt, so hat die Durchschnittscurve re-
spective [rx' + r'x), [rm' -f r'm) wirkliche Doppel- und Rückkehrpunkle. 
Der aus einem beliebigen Punkte des Raumes über der Curve beschriebene 
Kegel hat daher ausser den im Artikel 81 betrachteten noch Doppel- und 
Rückkehrkahten, welche aus jenen entspringen, und die dort gegebenen 
Formeln müssen darnach modificiert werden. 

Wir haben wie dort 
ju- = rr, 

aber der Grad der Beciproken dieses Kegels isl 

Q — rr [r + r —2) — {'ix -j- 3m') — r' {2x + 3m) 

oder nach den Formeln des Artikel 65 

Q = n'r + nr'. 

In derselben Art findet man 
V = ar -f- a'r 3 r / . 

Beispiel 8. Di e B e s l i m m ung der Ch a r a c l e r e der ah wi c k e l -
b a r e n F l ä c h e , w e l c h e d u r c h e i n e Gerade e r z e u g t w i r d , d i e 
z w e i g e g e b e n e Curven s t e t s s c h n e i d e t , ist die der vorigen nach 
dem Gesetze der Reciprocität entsprechende Aufgabe. Man erhält somit 

V = rr, Q — rm' r'm, (tt — j3r' -j- |3'r + 3 rr'. 
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V o n d e n s i n g u l ä r e n T a n g e n t e n d e r F l ä c h e n u n d i h r e n 
B e r ü h r u n g s p u n k t e n m i t d e n s e l b e n . 

325. Die Untersuchung der Tangenten einer Fläche hat ge-
zeigt, dass jedem Punkte derselben unendlich viele' Tangenten 
entsprechen, unter ihnen zwei, welche eine dreipunktige Berüh-
rung mit ihr bestimmen; dass ferner diese Letzteren für eine 
gewisse Curve in der Fläche, die parabolische Curve, zusammen-
fallen. 

Und wir haben bereits im Artikel 10 die Klasse von Pro-
blemen, zu deren Betrachtung wir uns nun von Neuem wenden, 
durch die Aufgabe bezeichnet: Die Ordnung derjenigen Curve zu 
bestimmen, welche in einer Fläche durch die Berührungspunkte 
derjenigen Tangenten gebildet wird, die drei Bedingungen er-
füllen. 

Diejenigen Fälle des Problems, welche wir betrachten wer-
den, sind folgende: 

A) D i e C u r v e d e r B e r ü h r u n g s p u n k t e d e r G e r a d e n 
zu f i n d e n , w e l c h e d i e F l ä c h e in v i e r a u f e i n a n -
d e n f o l g e n d e n P u n k t e n s c h n e i d e n . 

Wenn eine Gerade die Fläche in einem Punkte dreipunktig, 
d. h. als Inllexionstangente, in einem andern aber einfach berührt, 
so gilt es , 

B) d i e C u r v e d e r P u n k t e z u b e s t i m m e n , in w e l c h e n 
s i e I n f l e x i o n s t a n g e n t e u n d 

C) d i e C u r v e d e r P u n k t e , i n w e l c h e n s i e e i n f a c h e 
T a n g e n t e i s t . 

Dazu tritt 
D) d i e C u r v e d e r P u n k t e , in w e l c h e n d i e F l ä c h e 

T a n g e n t e n b e s i t z t , w e l c h e s i e a u s s e r d e m n o c h 
i n z w e i a n d e r n P u n k t e n e i n f a c h b e r ü h r e n . (Drei-
fache Tangenten.) 

Mit ihnen sind zugleich die Fragen nach d e r O r d n u n g 
d e r B e g e l f l ä c h e n aufgeworfen, a) welche durch die Geraden 
in A), b) welche durch die Geraden in B) und C), und c) welche 
durch die Geraden in D) erzeugt werden. 

Wir beginnen die Untersuchung ndt dem Problem A) der 
vierpunktigen Tangenten. Wenn eine gerade Linie die Fläche in 
vier auf einander folgenden Punkten schneiden soll, so müssen 
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im Berii ł ir imgspunkt gleichzeitig die vier Relationen erfül l t sein 

U' = 0 , AU' = 0 , A'u' = 0 , A^U' = 0. 

Die Tangente desselben muss den durch die drei letzten 
Gleichungen best immten Flächen gemeinschaftlich sein. Man kann 
die Bedingung, un ter welcher diess möglich ist, durch dieselbe 
Methode aufstellen, welche in der Theorie der algebraischen ebenen 
Curven zur Rest immung der inflexionspunkte und der Berührungs -
punkte der Doppeltangenten führ t . 

326. Wenn die Gleichungen von drei Flächen U, V, W die 
Veränderl ichen den respectiven Graden A, l', l" 
und die anderen x '^ , x '^ , x '^ , x , in den Graden ft , [x, fx" ent-
halten und die l l ' l " Durchschnit tspunkte dieser Flächen sämmt-
lich mit dem Punkte (oC ^ y OC 2 9 2 9 ^ 4 

) zusammenfal len, so f ra-
gen wir nach der ferneren Bedingung, welche erfüllt sein muss, 
damit sie eine gerade Linie gemeinschaftlich enthalten. In die-
sem Falle muss offenbar eine beliebige Ebene 

stets einen Punkt mit den drei Flächen gemeinschaftlich haben, 
nämlich den jen igen , in welchem sie jene Gerade durchschneidet , 
und die Besultante der Elimination zwischen U, V, W und der 
Gleichung der Ebene muss daher verschwinden. Diese Besultante 
ist aber vom Grade ll'l" in a^, a^, a , und vom Grade 

l ' l " f i -f- l " l ( i ' -}" l l ' f i " in X,, x'^, x'ß, x' 
Da sie gebildet w i rd , indem man nach einander die Coordinaten 
der Durchschni t tspunkte ' von U, V, W in die l ineare Gleichung 
einsetzt und die Substitutionsresultate mit einander multipliciert, 
so muss sie von der Form 

n . {a,x'i + a^x'.^ + a^x'.^ + a^x'^^^^ 

sein. Von den beiden Fac toren derselben ist aber die Bedingung 

öj.T'J + a^x'^ + «gO '̂g + a^x, = 0 

nur der Ausdruck des I lmstandes, dass die willkürliche Ebene 
durch den Punk t {x', , x '^ , x '^ , x'^) gehe , weil sie dann einen 
den drei Flächen gemeinschaftl ichen Punkt enthäl t , ob diese nun 
eine gerade Linie gemein haben oder nicht; sie ist also der 
Frage f remd. Die Bedingung, unter welcher jene Flächen eine 
gerade Linie gemein haben , ist also 

77 = 0 
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und ist somit von dem Grade 

Á,'k"fi l" kfx' -f- n ' j i i " — XX'k". 

In unse r em Fal le a lso , wo den Ausdrücken de r Polynome 
/ f U ' , / i ' V ' , / l ' ^ü ' en t sp rechend 

X = 1, X' = r = 3 ; 

fi = n — 1 , II == 71 — 2 , fł" = n — 3 , 

i s t , e rg ieh t sich f ü r den Grad von II die Zahl 

l l n — 2 4 , 

d. h. d i e B e r ü h r u n g s p u n k t e d e r G e r a d e n , w e l c h e d i e 
F l ä c h e i n v i e r a u f e i n a n d e r f o l g e n d e n P u n k t e n s c h n e i -
d e n , o d e r w i e m a n s i e n e n n e n m a g , d e r D o p p e l - I n -
f l e x i o n s t a n g e n t e n , l i e g e n i n d e m D u r c h s c h n i t t d e r 
F l ä c h e m i t e i n e r d e r i v i e r t e n F l ä c h e S v o n < l e r O r d -
n u n g ( l l n — 2 4 ) . * ) (Vergl. oben p. 434 , 435. ) 

3 2 7 . Die A u s f ü h r u n g d e r b e z e i c h n e t e n E l i m i n a t i o n 
kann e r re ich t w e r d e n , indem wir die Coordina ten der be iden 
P u n k t e b e s t i m m e n , in denen die^ \ \ i l lkür l iche E b e n e , die T a n g e n -
t e n e b e n e J ü ' = 0 und die quadra t i sche Pola r l l äche Ä ' U ' = 0 
sich s c h n e i d e n ; diese Coord ina ten nach e inande r in J"^!!' substi-
tu ie ren und das P roduc t de r Subs t i tu t ionsresu l ta te bi lden. W i r 
w e r d e n die Coordinaten des B e r ü h r u n g s p u n k t e s mit 
die laufenden Coordinaten mit y j , y j» !/3> !/i beze ichnen und den 
schon geb rauch ten Dilferentialsymbolen die damit vers tändl ichen 
^12 ' ^123' Le tz te rn f ü r die dr i t ten Different ia le , h inzu-
fügen . Durch jede der Durchschni t t s l in ien von JU' = 0 und 
J ' U ' — 0 k ö n n e n wir eine Ebene l e g e n , d. i, bei en t sp r echen -
de r Bes t immung von t . , io, t, kann m a n in unendl ich vielen 

*) Dieser Satz ward zuerst vom Verfasser im Jahre 1849 im „Cam-
bridge and Dublin Math. Journ." (Vol. IV, p. 260) gegeben. Er ent-
wickelte sodann im ,,Quarterly Journal of Math.", Vol. I, p. 336, die 
Gleichung von S in einer unvollkommenen und in ,,Philosoph. Trans-
actions", 1860, p. 239 in einer schicklicheren Form. Statt dieser Unter-
suchung theilen wir im Texte die schöne, auch fiir die Behandlung an-
derer Probleme lehrreiche Durchführung der geforderten Elimination 
mit, welche A. C l e b s c h im LVIII. Bande des „Journal f. Math." p. 
93—108 gegeben hat. AVir verbinden damit weiterhin die wichtigen 
Ergänzungen, welche in der gleichnamigen Abhandlung im LXIII. Bande 
desselben Journals (p. 14 f.) von ihm hinzugefügt wurden. 
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Arten eine iclentiscl« erfüllte Gleichnng bi lden, wie folgt 

+ + i^tjo + hv^ + t^y^) AU' 

= {piyi-\-P2y2 + + Piyi) iQ^yi-^Q2y2 + + Q^Vi)•• • a). 
Wir setzen voraus , dass diese Transformation vollzogen sei, 

haben aber nicht nöthig, die wirklichen Wer the der t zu best im-
m e n , da sich findet, dass diese Grössen aus dem Ergebniss ver-
schwinden. 

Ist die willkürliche Ebene durch 

+ c^y^ + C3I/3 + c^y^ = 0 
dargestel l t , so sind offenbar die Coordinaten der Durchschnit ts-
punkte der willkürlichen E b e n e , der Tangentenebene 

UiVi + U2y2 + u^y^ + u^yi = 0 
und der Fläche 

A ' U ' = 0 

durch die vier Determinanten der beiden Systeme 

U,. ą , ą , 'U, 

Pi > P2 ' Pz> P\ 
Uv 

/ 2 . 

I2 ' 
U, 

best immt. Wir haben nun diese Coordinaten in die P'orm J ^ U ' 
einzusetzen, welche wir in der symbolischen Gestalt 

(aiž/l + «2^2 + «3^3 + 

schreiben können , wenn die a^, a^, etc. die Symbole 

d d 
dx^ ' dx^ 

etc. 

bezeicbnen, so dass wir nach der Entwickelung fü r i rgend ein 
Glied «1 «2 032/1^2^3 Product ?7i23 substituie-
ren haben. 

Es ergiebt sich daraus , dass das Resultat der Substitution 
der Coordinaten des ersten Punktes in / i^U' als die dritte Potenz 
der symbolischen Determinante 

dargestell t werden kann , wenn nach der Potenzierung fü r die 
Potenzen der a in der eben angeführ ten Weise dri t te DifTerential-
quotienten eingesetzt werden , nämlich 

d^U 
für aiUkUm das Differential U ihm = 

dxidxkdx,^ 
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In derselben Weise bezeichnen wir das Resnltal der Substi-
tution der Coordinaten des zweiten Schnittpunktes durch 

[ZbiC^U^q,?, 

wo ftj ein in derselben Weise wie «j gebrauchtes Symbol ist.*) 

Dann kann die fragliche Resultante in der Form 

[ Z ü . c ^ V . p . f [ Z b . c ^ U . q . f = 0 

geschrieben werden. Man kann diess Ergebniss in mehr symme-

trischer Gestalt schreiben 

{Za.c^U^p^f [ZbiC^U^q.f -i- {Za.c^U^q.f = 0 ; 

denn da die Grössen a und p nach der Entwickelung durch Dif-
ferentiale ersetzt werden , so ist es gleichgidtig, ob das ursprüng-
lich gebrauchte Zeichen a oder b war und die linke Seite des 
letzten symmetrischen Ausdrucks ist somit nichts Anderes als das 
Doppelte der linken Seite des Vorigen. 

Wir haben die Entwickelung zu bilden und sie von den noch 
unbekannten Grössen jo^und q ndttelst der Gleichung A) zu be-
freien. 

328 . Wir setzen 

F={Za,C2V.,p,) [Zb,C2ll,q,), G = [Zb^c^U-^p^) [Za.c^U^q,), 

so dass die Resultante durch 

+ g3 ^ 0 oder {F + Gf — 3FG {F + G) = 0 
dargestellt wird, und untersuchen nun getrennt [F + G) und FG, 
um die p und q zu entfernen. Da die Factoren von F und G 
in Bezug auf die p und q linear sind, so würde die Trennung 
dieser Grössen in denselben ihnen die Form 

F— {miPi + m2P2 + m^P^ + m^p^) + «2Ö'2+ ^h^ù' 

G = {n^pi -f- n^Pi + HP^ + ^ipj {m^q^ + »»2 5'2+»'sS's + ^i^i) 

g e b e n , in welcher die Coefficienten m und n aus den Werthen 

von F und G zu entnehmen sind, so dass z. B, 

»i^ = Za^c^U^, = Zb^ Cj U^ 

ist. Daraus folgt, dass der Coefficient von einem Gliede ntiiij in 

*) AVir benutzen für die Symbole ^ , etc. in beiden Determinanten 
dx 

verschiedene Zeichen, um das scheinbare Auftreten sechster Potenzen 
von a, d. h. sechster Differentiale zu vermeiden. Die hier gebrauchte 
Methode ist im Wesentlichen m i t C a y l e y ' s ,,Rechnung mit Hyperdeter-
minanten" (vergl. „Vorlesungen", p. 163—192) identisch. 
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der Entwickelung von {F H- G) 

~'piqj + Pjli 
i s t , so dass wir schreiben können 

F G = ZSmiHj [Piqj + pjq,), 

WO die Summe sich über alle Werthe erstreckt, welche den Coef-
ficienten 1 bis 4 entspringen. 

Aus der Vergleichung der Coefficienten in der Gleichung A) 
folgt aber 

Piqj + Pjqi = {tiUj -ł- i j ^ , 
also 

F G — 2ZlmifijUij -j- ZZmuij [hUj + tjü,). 

Wenn man sodann für jedes Glied von der Form [piqj -f- pjq^) 
den Ausdruck (ř,- Uj + tj U,) substituiert, so ist das Resultat offen-
bar dasselbe, als wenn in F und G die Grössen p und q mit 
t und JJ vertauscht werden. Durch die Vertauschung der q mit 
den ř/verschwinden aber die Determinanten 
weil sie dadurch zwei identische Reihen enthalten; es verschwin-
det somit in {F + G) die letzte Reihe der Glieder und man 
erhält 

^ (Z?' -}- G) = ZZmuij Uij, 

was in Erinnerung der Werthe von m, und iij in der Determi-
nantenform 

Un> U,,. Uw «1, u, 
Un' u 23' «2' Co, u. 

ř/32. Uss, U w «3, C3, Us 
U,2, u, U U' «4. C4. Ui , h . 0 , 0 , 0 

Cy , C2 , C3 , C4 . 0 , 0 , 0 
U; , U, , U, , 0 , 0 , 0 

geschrieben werden kann. Denn da diese Determinante aus jeder 
der letzten drei Horizontal- und Verticalreihen enthält, so ist sie 
vom ersten Grade in U^y, etc. und der Coefficient irgend eines 
Gliedes ist 

oder 
— ^^Za^c^U^ZbyC^U, + Za^c^U^Zb^c^UĄ 

— + 
In der eben geschriebenen Determinante ist die Matrix der 

I l e s s e ' s c h e n Determinante mit den vertiealen und horizontalen 
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Elementenreihen der a, c, U; b, c, U verbunden, man kann 
sagen gesäumt. Da wir solche Determinanten noch oft benutzen 
werden, so scheint es zweckmässig, eine Abkürzung für sie ein-
zuführen, und wir wollen durch solche das eben gewonnene Re-
sultat in der Form 

darstellen, 
329. In gleicher Art kann die Grösse FG transformiert wer-

den. Sie ist das Product von 

{rn^pi + WJ2P2 + »hPs + ^iPd ('"iS'i + + + 
und • 

(«iPi + + ^hP3 + ("iS'l + ^2 0-2 + ^h^s + ^hQi)-
Wenn man das erste dieser Producte entwickelt und für 

jedes [Piq-i + Pi^lx) seinen aus der Gleichung A) abgeleiteten 
Werth einsetzt, so ergiebt sich wie vorher, dass die Glieder 
sämmtlich verschwinden, welche t enthalten, so dass das Resultat 
durch 

EEmiUj Uij 
oder wie vorher durch 

(a, c, U\ 
\a, c, u) 

dargestellt ist, d. b, durch eine Determinante, welche aus der 
H e s s e ' s c h e n durch Hinzufügung der nämlichen horizontalen und 
verticalen Elementenreihen hervorgeht. Die Transformation des 
zweiten Products giebt ein ganz analoges Resultat und wir finden 
so, dass die Gleichung 

{F + - 3FG {F + G) = 0 
oder 

{F -ł- G) {{F + G)' — SFG} 0 
in 

übergeht. Es bleibt übrig, diesen symbolischen Ausdruck so 
umzuformen, dass er die c in einem dem Ganzen gemeinsamen 
Factor [c^x^ + c^x^ + 03 :̂3 -j- c^x^) enthält. Wir werden dabei 
an Stelle der Aggregate 

- f a^x^ + a^x^ - f a^a r j , {b^x^ + . . . ) , [cxx\ -j- . . .) 

die Ruchstaben a, h, c verwenden. 
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330. Der Anblick der durcb 

c , ü^ (a, c, V\ 
\b, c, u) 

bezeicbneten Determinante des Artikel 328 zeigt , dass nacb den 
Kelationen 

+ + ^13^3 + ^14^4 = [ n — 1 ) etc. 

eine Reduction derselben dadurch möglich is t , dass man die er-
sten vier Reihen respective mit x , , x^ , x^ , x^ multipliciert und 
die Summen der Prodncte von den entsprechenden mit [n — 1) 
multiplicierten Elementen der letzten Reihe abzieht ; man erhäl t 
dadurch 

« — 11 

Uw Un- «1. 0 

Un' 0 

^32' ög, Cg, 0 

Uw «4. C4, 0 

h ' b, , 0 . 0 , — b 
Ci , C2 , Cg , C4 , 0 . 0 , — c 
0 , 0 , 0 . 0 , — c. 0 

-f ab 

welches durch theilweise Entwickelung giebt 

wenn nämlich die Determinante beze ichnet , welche, durch 

Verbindung der Matrix der I l e s s e ' s c h e n Determinante mit einer 
Verticalreihe der a nnd einer Ilorizontalreihe der b en ts teht , etc. 

In der nämlichen Weise erhalten wir 

C, VJ {n — D 

\ ^ 
b, c, Uj {n — i y I 
b, c, U^ 

fc' 

Zur Vereinfachung dieser Ausdrücke behufs der Substitutio-
nen bei den a setzen wir 

di = cbi — bci, 
so dass also 

d == dyX, d^x^ -}- dßXß -j- d^x^ 

wird, und erhal ten dann 
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O - ^ O - C ) . 
o 

somit aber 
(b, c> 1 
\b, c, u) (« — !)' \d)' 

so (lass die am Ende des Arlikel 239 gegebene Gleichung der 
Fläche sieb in die Fo rm 

übe r führ t . 

331. Auf Grund .d i e se r Fo rm können wir zur Entwickelung 
schreiten und für jedes Glied a^a^a-i, etc. derselben den ent-
sprechenden Differentialquotienten substi tuieren. Dann ist zuerst 
ofl 'enbar, dass 

«3 = n (n — 1) (n — 2) U—{), a^a^ = (n — 1) (n — 2) U^, etc. 

is t , also 

( : ) = ( , , - 1 ) ( « - 2 , ( i ) . 

Aber hier ist die letzte Determinante wie in vielen ähnl ichen 
Fällen dadurch reduc ie rba r , dass man die Producte der Elemente 
der vier ersten Reihen mit rcj , arg, von denen der fünf t en 
Reihe sub t rah ie r t ; so erhal ten wir 

(o) = - ffo. 

F e r n e r ist nach dem Artikel 161 der „Vorlesungen" 

C) 
^ äff 

. — -T-ir— (Imü, 

SO dass wir haben 

« ( " ) = - ( n - 2 ) Umn = - -4 ( « - 2 ) II. 
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Endlich ist a zu berechnen. Bezeichnen wir mit 

H,nn die durch Un te rd rückung der Horizontal - und Verticalreihe 
des Elements TJmii ans der H e s s e ' s c h e u Determinante entsprin-
gende Minordeterminante , so e rkennt man l e i c h t , dass 

a = — ( n — 2 ) SH„,pHnqV„„iCpdq 

is t , wenn in der Summe die Zahlen m, n, p, q alle möglichen 
W e r t h e von 1 bis 4 empfangen. Aber nach dem Artikel 19 
der „Vor lesungen" ist 

UV TT TJ TJ ^^Hpq J^m'p^nq ^mn-^pq (1TJ ' 
" U 71171 

SO dass durch Substitution dieses Wer thes und in Er innerung , 
dass 

i s t , 

erhal ten wird. Indem man die so gewonnenen Substitutionen 
vollzieht, erhäl t man 

- 3 ( n - 2 ) Hcd 

fC)-"(:)} (:)} 

Indem man die Bedeutung der Symbole dy, etc. betrachtet , 
sieht m a n , dass d oder dyXy + d^x^ + + d^Xy identisch 
verschwindet ; wenn man also in die zu reduc ie rende (ileichung 
die eben erhal tenen W e r t h e einsetzt , so wird sie durch c^ theil-
bar und k o m m t dadurch auf die F o r m 

^ c y - 3 0 0 0 = 0. 

332 . Um diese F o r m weiter zu ve re in fachen , setzen wir fü r 
d seinen W e r t h e in , wodurch sie wird 

Salmon, Anal . Geom. d. Ranmcs. U. 3 1 
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{ ^ ^ O — O -
Diess ist aber genau die nämliche F o r m , welche im letzten 

Artikel reducier t worden is t , mit dem einzigen Unterschiede , dass 
h an Stelle von a und a an Stelle von d steht. Wir können da-
her auf Grund desselben Verfahrens schreiben 

: i ^ , , 

t \ a / \a/ 

= 4 {o» ( ' j ' + 3 ( - , - 2 ) HC^ ( : ) ( : ) - 3 ( » - 2 ) HC. 

während der noch übrige Theil der Gleichung 

wird, in beiden Ausdrücken können endhch die letzten Glieder 
mit i i i lfe des Artikels 331 auf 

12 (n —2)2 H ' c Q 

reducier t werden. Subtrabieren wir d a n n , so erbal ten wir nacb 
Division durch c® allen das von der Frage frenulen Factoren be-
frei te Endresul tat in der synd>olischen Form 

333. Es bleibt übr ig nachzuweisen, wie dasselbe in der ge-
wöhnlichen ßezeichnungsweise dargestellt werden kann. Dazu 
t ransformieren wir es durch die bekannte Identi tät (vergl, „Vor-
lesungen", Artikel 19) 

und erhal ten 

0 0 O - ^ O C ; :) = «• 
Iiier d rückt nun ( ) ( " ) | f ) die f r ü h e r im Artikel 301 

\a/ \a/ \b/ 
mit & bezeichnete Covariante aus ; denn weim H,„„ dieselbe IJe-
deutmig behält wie vo rhe r , so kann die Entwickelung des sym-
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bolischen Ausdrucks durch 

Z Hmn Hpq Hrs Umnr U^qg 

dargestell t w e r d e n , wo jeder der Indices alle die Wer the von 
1 bis 4 zu erhal ten hat . Nun ist der DilTerentialquotient von H 
in Bezug auf x,. 

dff _ rr 
ClXr 

SO dass 

dXr dXs 

ist , d. h. in abweichender Bezeichnung dasselbe, was im Artikel 
301 durch & bezeichnet ward. 

Die Covariante S ist daher auf die Form 

0 — AffO 
reduc ier t , in welcher 

ist , wenn wir mit Hpq^rs eine zweite Minordeterminante bezeich-
nen, die aus der Matrix der H e s s e ' s c h e n Determinante durch 
Unte rdrückung von zwei Cohunnen hervorgeht . 

In ihr ist 0 vom Grade (117j — 24) und vom Grade 

5 (n — 2) + (2n — 3 ) = In — 16. 
F ü r die Oberflächen dri t ter Ordmmg reducier t sich auf 

die e infachere Fo rm 

ZH 
dX,ndOCn 

wie vorher e rwähnt ist. 
Wir fügen die Bemerkung von C a y l e y hinzu, dass die 

Gleichung der Fläche S ganz in derselben Weise die Transfor 
mation der im Artikel 186 gegebenen allgemeinen Gleichung ist, 
welche fü r jeden Punk t einer Regelfläcbe erfüll t i s t , wie di(! 
Gleichung der H e s s e ' s c h e n Determinantenfläche als Transforma-
tion der DilTerentialgleicbung der developpabeln Flächen 

rt — s' = {) 

im Artikel 1 9 4 nachgewiesen worden ist. 
334 . D i e O b e r f l ä c h e 5 = 0 b e r ü h r t d i e H e s s e ' s c h e 

D e t c r m i n a n l e n f l ä c h e H == {) l ä n g s e i n e r C u r v e . 
3 1 * 
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F ü r den Schnit t mit H = 0 reducier t sich die Gleichung 
von S auf 

0 = 0 
und man hat zu zeigen, dass diese Fläche die F läche H = 0 
berühr t . 

Nun wird 0 gebildet , indem man die Matrix der I l e s s e ' -
schen Determinante mit horizontalen und verticalen Elementen-
reihen ans den Differentialen der I l e s s e ' s c h e n Determinante e r -
wei te r t , d. h. 0 = 0 ist dem symbolischen Ausdruck 

0 

äquivalent. Da nun nach einer mehrfach benutzten identischen 
Gleichung 

- C ; = © 0 - ( ! ) ' 
is t , für ein willkürliches c , so beridir t 0 = 0 die F l ä c h e 0 
längs ihres Durchschnitts mit der Fläche 

( f ) = 0. 
welche von der Ordnung { I n — 15) ist. Somit be rüh r t die Fläche 
5 = 0 die Fläche / / = 0 und durch die Derührnngscurve gehen 
imendlicli viele Flächen der Ordnung (7n — 15). 

335 . Die Schnit tpunkte dieser Curve mit der Fläche ř 7 = 0 
sind bemerkenswer th . Sie sind zuerst die Pmikte der Curve 

= 0 , t^ = 0 , 
in denen beide Haupt - oder Inflexionstangenten zusammenfal len, 
da diese Eigenschaft allen Schnit tpunkten von / / = 0 , ř7 = 0 
zukommt. 

Sie sind aber zugleich die einzigen P u n k t e , in welchen die 
parabolische Curve 

^ 0 , U = Q 
eine Curve der I laupt tangenten , d, h. eine Krümmungsl inie be-
rüh ren kann. F ü r solche Punkte sind nämlich die Gleichungen 

ZUidXi = 0 , ZUikdXidxu = 0 , Z k i d x i = 0 , 

die Gleichungen der I laupt tangenten , zugleich mit 

dH = H,dx, -j- Hc^dx^ -f H^dx^ -f- H,dx^ 

zu er fü l len , so dass durch die Elimination der dx die Bedingung 
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H, , H^ 

31-

U VI' 
U,,, 

^32' 

U, U. 2 ' 

ř7; 
U 
IL 
u' 

3 3 ' 

2 1 ' II 

4 3 ' 

^34' 
4̂4 > 

3 ' ^ 4 
U, 

H 
O 
O 
O 

4 ' u,, 
o , 
o , 
o , 

^3 

o 
o 
o 

= o 

sich e r g i e b t , die mau mit Hilfe von 
V 

(« — 1 ) [Ii = UiiXi + C/i'jX^ + UisX.j + UiiXy 

reducieren k a n n , so dass sie wegen H — Q 
0 = 0 {kyXy + k^X^ + A-giTg "f 

l iefert . Die Schni t tpunkte von 

H ^ U = {), 0 = 0 
sind also die einzigen Punk te dieser Art. Man hat also den Sa tz : 
D i e C u r v e d e r p a r a b o l i s c h e n o d e r W e n d e p u n k t e d e r 
P ' l ä c h e b e r ü h r t d i e C u r v e d e r B e r ü h r u n g s p u n k t e v i e r -
| ) u n k t i g e r T a n g e n t e n ü b e r a l l , w o s i e i h r b e g e g n e t u n d 
z w a r i n In {n — 2) ( l l n — 2 4 ) v e r s c h i e d e n e n P u n k t e n ; 
nämlich in der Hälfte der Zahl der Schni t tpunkte von 

ř/ = 0 , 0 = 0 , S = 
D u r c h d i e s e P u n k t e l a s s e n s i c h u n z ä h l i g v i e l e 

F l ä c h e n ^ ^ ^ d e r O r d n u n g (7n — 1 5 ) l e g e n , w e l c h e d i e 

C u r v e d e r W e n d e p u n k t e n o c h i n 

4 n (n — 2) (7n — 1 5 ) - 2 n (« — 2) ( l l n — 2 4 ) = 6 n (« — 2)2 

u n d (1 i e C u r V e d e r v i e r p u n k t i g e n B e r ii h r u n g e n h o c h i n 

n (7n — 1 5 ) ( l l n — 2 4 ) — 2 n (n — 2) ( l l n — 2 4 ) 

= n (5n — 1 1 ) ( l l n — 2 4 ) 

a n d e r n P u n k t e n s c h n e i d e n . In diesen Punktesys temen wird 

jede der beiden Curven durch andere Curven b e r ü h r t , welche 

sie ausserdem nicht mehr schne iden , nämlich die Curve der 

Wendepunk te durch den Schni t t von f/ = 0 und der Oberfläche 

3 (n — 2)'®"" Ordnung = 0 und die Curve der vierpunkt igen 

B e r ü h r u n g e n durch den Schnit t von U == Q mit der Fläche 
'aff^ 
kuHJ 

( lOn —22)*®'" Ordnung = 0. Daraus folgt s o d a n n , da jede 
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d w a in der Fläche U = {) gelegene Gerade zugleich der Fläche 
S = 0 angehör l und mit der Fläche ff = 0 PuidUe in der Zahl 
4 {n — 2) gemein hat, der Satz: W e n n e i n e F1 ä c h e e i n e g e r a d e 
L i n i e e n t h ä l t , s o i s t d i e s e e i n e 2 (n — 2) f a c h e T a n g e n t e 
d e r p a r a b o l i s c h e n C u r v e . (Vergl. Arlikel 26.) 

Und e i n e O b e r f l ä c h e n*®'" O r d n u n g k a n n i m A l l g e -
m e i n e n n i c h t m e h r a l s ? ^ ( l l n — 24) G e r a d e e n t h a l t e n , 
da die Zahl der Berührungspunkte mit der parabolischen Curve 
nicht 2 « {n — 2) (11 w — 2 4 ) übersteigen kann. 

F ü r die Fläche dri t ter Ordrmng ist S von der Ordnung neun, 
die Curve der vierpunktigen Berührungen zerfällt hi Gerade nnd 
die Zahl derselben ist sieben und zwanzig. Sie be rühren die 
parabolische Curve in 2 « (n — 2) (11 n — 2 4 ) = 54 Punk ten , den 
A s y m ] ) t o t e n p u n k t e n nach S t e i n e r ' s Beneinumg oder den 
Doppeljiunkten der in j ener Geraden gelegenen Involutionssysteme. 
(Artikel 290.) 

336 . Die Gleichung der F l ä c h e , w e l c h e d u r c h d i e v i e r -
l ) u n k t i g e n o d e r D o p p e l i n f l e x i o n s t a n g e n t e n erzeugt wird, 
erhäl t man durch die Elimination von x \ , x'^, x^ zwischen 
den Gleichungen 

r = 0 . JU' = 0, = A^U'= 0; 

die Besultante ist nach der gewöhnhchen Regel vom Grade 

n(n—2)(n —3) + 2 n ( n - l ) ( n —3) + 3 n ( n - l ) ( « —2) 
= 6nS — 22n2 + 1 8 « . 

Nun characterisiert diess Ergebniss offenbar den Ort der 
Puidite, deren ers te , zweite und drit te Polarflächen sich in der 
Fläche selbst durchschneiden und enthält sondt die Fläche U 
selbst sechsfach, da f ü r jeden Punkt der letztern die drei ersten 
Polaren sich in sechs in ihr gelegenen Puiditen durchschneiden. 

Denken wir also die Eliudnationsresullante 

= U^M, 
so ist 31 vom Grade 

2n ( « - 3 ) ( 3 n — 2 ) . 

Die betrachte te Fläche ist eine Regelfläche uml ihre Ordnung 
daher gleich der Zahl von Ei zeugenden , welche eine willkürlich 
angenommene Gerade durchschneiden. M a n k a n n a l s o d u r c h 
e i n e g e g e b e n e G e r a d e i m A l l g e m e i n e n 2 « [n—>3) 3 « — 2) 
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g e r a d e L i n i e n l e g e n , w e l c h e e i n e g e g e b e n e F l ä c h e 
/i'®"̂  O r d n u n g v i e r p u n k t i g b e r ü h r e n . 

337. Wir können in analoger Weise das Problem B) von dei-
Aufsuchung derjenigen T a n g e n t e n un te r suchen , w e l c h e in 
e i n e m P u n k t e d r e i p u n k t i g u n d z u g l e i c h in e i n e m a n -
d e r n e i n f a c h b e r ü h r e n . 

F ü r den Berührungspunkt einer Inllexionstangente gelten die 
drei Gleichungen 

U' = 0, AU' = 0 , A'ü' = 0 ; 

uiul wenn dieselbe die Fläche fernerhin be rühren soll , so muss 

ausserdem 
W = 0 

se in , wenn W ' die Discriminante der Gleichung vom {?i — 3)'®" 
Grade in A : ft bezeichnet , welche nach dem Verschwinden der 
drei ers ten Glieder von der Fundamentalgleichung des Artikel 11 
und 320 übrig bleibt. F ü r W sind also 

r = (n - f 3) (n - 4) , fi" = (« - 3) (« - 4) , 

und da wie im letzten Artikel 

A = 1 , jit = ?i — 1 ; A' = 2 , fi' = n — 2 

s ind , so erhalten wir den Grad von 77 

2 (n — 3 ) ( n - 4 ) + ( n - 2 ) {n -f- 3) (n — 4 ) 
+ 2 ( n - l ) (n - f 3) (n — 4 ) - 2 (n + 3) ( n - 4 ) ; 

die O r d n u n g d e r F l ä c h e , w e l c h e d u r c h d i e P u n k t e B) 
g e h t , ist somit 

= {n —4) (3^2 + 5 n — 2 4 ) . 
Die Gleichung der F läche , welche durch die Linien b) erzeugt 

wi rd , die an der einen Stelle Inllexionstangenten und überdiess 
an einer zweiten einfache Tangenten s ind, wird gebildet , indem 
man die x'^, x \ , x'^, x'^ zwischen den vier Gleichungen 

U' = 0 , AU' = 0 , A'U' = 0 , W 0 
e l iminier t ; und aus dem, was eben über den Grad der Veränder-
lichen in jeder dieser Gleichungen gesagt worden is t , ergiebt sich 
der Grad der Besultante 

= n {n — 1) (« — 3) (n — Ą) -j- In ( n — 1 ) (n — 3 ) (n — 4 ) 
+ n ( n — 1 ) { n - 1 ) (n -f- 3) (n — 4 ) 

= n ( n — 4 ) (n» + 3 n 2 _ 2 0 n + 18). 
Man e rkenn t aber wie im letzten Artikel, dass diese Besul-
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lanie die Form ü in der Polenz 2 (« + 3 ) — 4j als Factor 
enthalten muss , und erhält nach Ausscheidung desselben die O r d -
n u n g d e r F l ä c h e b) 

= n (;i — 3 ) (n — 4 ) - f 6 n — 4 ) . 

338 . D a m i t e i n e T a n g e n t e i m P u n k I e (ic'i, ic ' j , aj'g, a:'^) 
a n e i n e r a n d e r n S t e l l e e i n e I n f l c x i o n s t a n g e n l e v v e r d e , 
isl nöthig, dass 

J V = 0 

sei — eine Gleichung, fü r welche A = 1 , fi = n — 1 ist — 
und dass überdiess das System der zwei Bedingungen erfül l t sei, 
welchen genügt sein muss , damit die Gleichung (n^—•2)^®" Grades 
in k : II, die nach dem Verschwinden der zwei ersten Gheder aus 
der Fundamentalgleichung hervorgehl , drei gleiche Wurzeln habe. 
Wenn dann k', fi'k", die Grade bezeichnen, in welchen diese 
zwei Bedingungsgleicbungen die Variabein enibal ten , so wird die 
Ordnung der durcb die Punk te C) gehenden Fläche 

= + A'V + ( « — 2 ) k'k". (Vergl. Artikel 326.) 

Nach Artikel 319 sind aber 

k'k" = ( n - 4 ) (n2 - f n + 6 ) , 

AV + A'V = [n — 1) (n — i) {n—6). 

Die O r d n u n g d e r F l ä c h e C ist daher 

= ( n — 2 ) ( n - 4 ) (n^ -f- 2 n - f 12). 

339. Der O r t d e r B e r ü h r u n g s}) u n k t e d e r d r e i f a c h e n 
T a n g e n t e n wird in derselben Art un te r such t , indem wir nur 
statt der Bedingungen für die Gleichheit dreier Wurzeln in der 
eben betrachleten Gleichung die andern Bedingungen zu benutzen 
h a b e n , un ter welchen dieselbe zwei verschiedene Paare von glei-
chen Wurzeln besitzt. Es ist im Artikel 3 1 9 bewiesen worden, 
dass für dieses System von Bedingungen 

k'k" = ^ (n — 4 ) (/? - 5 ) [n' + 3 „ + 6), 
AV" + A'V = ( " - 2 ) ( « - 4 ) (n —5) [n + 3) 

ist. Daher wird die Ordnung der F läche , welche die Punkte D) 
bestimmen, 

= i [n-2) [n-4) [n — h) [n' + 5 n + 12). 

Um die G l e i c h u n g d e r d u r c h d i e d r e i f a c h e n T a n -
g e n t e n e r z e u g t e n B e g e l f l ä c h e zu f inden, haben wir die 
Gl 'össen X,, X 2, x'^, x'^ zwischen den beiden gedachten Be-
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diiigiii igsgleiclumgcn iiiid den Gleichungen 

V' = O, ^ř/' = O 

zu e l iminieren . Da die Ordnung des Uesul ta ts 

= n^'^i" + n [n — 1) [X'^i" - f ^ " fO 

ist und dasselbe den Fac to r 
u'''" 

enthtält , so dass von der vor igen Zahl die Zahl nX'X" abzuziehen 
i s t , um die O r d n u n g der F läche c) zu finden, so e rha l ten wir 
din-cli Subst i tut ion der obigen Wei ' the för X'X", X'fi" X"fi,', und 
weil 

= i {n-2) (« — 3) {n — i ) (n — 5 ) 

i s t , j e n e O r d n u n g von c) 

= n ( n - 3 ) (n — 4 ) ( n - 5 ) {n' + 3 n — 2 ) , 

welche Zahl wohl d u r c h drei zu dividieren sein mag.*) 
340 . Es bleibt ü b r i g , eine a n d e r e G r u p p e von P r o b l e m e n 

zu u n t e r s u c h e n ; man kann ku rz sagen , d i e P r o b l e m e v o n d e r 
l ^ e s t i m m u n g d e r A n z a h l d e r T a n g e n t e n e i n e r F l ä c h e , 
w e l c h e v i e r B e d i n g u n g e n g e n ü g e n . 

Wi r zählen sie auf. Man soll bes t immen 
die Zahl der Punkte cc der F l ä c h e , in denen eine 

f ü n f p u n k t i g e B e r ü h r u n g m ö g l i c h i s t ; 
d i e Z a h l d e r P u n k t e ß, i n w e i c h e n b e i d e I n f l e x i o n s -

t a n g e n t e n v i e r p u n k t i g e T a n g e n t e n d e r F l ä c h e s i n d ; 
d i e Z a h l d e r P u n k t e y i n d e r C u r v e v i e r p u n k t i g e r 

B e r ü h r u n g e n , d e r e n D o p p e l i n f l e x i o n s t a n g e n t e z u -
g l e i c h a n e i n e r a n d e r n S t e l l e e i n e e i n f a c h e T a n g e n t e 
i s t ; 

d i e Z a h l d e r G e r a d e n ó , w e l c h e a n z w e i v e r s c h i e -
d e n e n P u n k t e n I n f l e x i o n s t a n g e n t e n s i n d ; 

d i e Z a h l d e r G e r a d e n e, w e l c h e a n e i n e r S t e l l e a l s 
I n f l e x i o n s t a n g e n t e n o d e r d r e i p u n k t i g u n d a n z w e i a n -
d e r n S t e l l e n e i n f a c h b e r ü h r e n ; 

d i e Z a h l d e r G e r a d e n w e l c h e a n v i e r v e r s c h i e -
d e n e n S t e l l e n e i n f a c h b e r ü h r e n . 

*) Alle diese Ergebnisse sind in der angeführten Abhandlung 
,Quarterly Journal of Mathem.", Vol. I entwickelt. 
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3 4 1 . Zur Aullösuug dieser P r o b l e m e bie ten wir die Iblgen-
deu Ergebn i s se und l l e t r acb tungen . Zue r s t : 

Es giebt in der Curve 8 = 0 , ř/ = 0 P u n k t e a, in denen 
eine f ü n f p u n k t i g e Bei üb rung möglich ist. F ü r dieselben müssen 
die Durchschn i t t spunk te von 

JU' = 0 , AW = 0 

und e iner wil lkür l ichen E b e n e zugleich den Bed ingungen 

A ^ ü ' = 0 . A^U ' = 0 
genügen . Die vorhe r ve rwende te Methode der El indnat ion kann 
auch auf diess P rob l em angewende t werden und ha t zur Ausschei-
dung des Fac tors c*̂  ans dem Resul ta t g e f ü h r t , * ) w ä h r e n d jedoch 
de r e rha l t ene Ausdruck die c noch im zweiten Grade enthäl t . 
Da derse lbe vom Grade ( 1 4 n — 30) in den Veränder l i chen ist, 
so schliesst m a n , dass d u r c h diese P u n k t e — wir wollen sie als 
die Ptuikte a beze ichnen — unendl ich viele F lächen von der 
O r d n u n g ( 1 4 n — 30) gelegt w e r d e n k ö n n e n und d a s s d i e A n -
z a h l s o l c h e r P u n k t e « n i c h t g r ö s s e r s e i n k a n n a l s 

n (11 « — 24) ( 1 4 « — 30). 

Es scheint nicht mögl ich , dieselben als vollständige Scludt t -
punk tesys t eme d re ie r F lächen darzustel len. 

Andere r se i t s ist o f f enba r , dass eine solche Linie fün fpunk t i -
ger B e r ü h r u n g die F läche 5 = 0 b e r ü h r e n m u s s , weil sowohl 
im e r s t en als im zweiten der fünf unend l ich nahe benachbar t en 
P u n k t e eine Linie v ie rpunkt iger B e r ü h r u n g gezogen werden kann . 
Nennen wir a die Zahl solcher P u n k t e , so sind sie also solche 
P u n k t e d e r Curve 

U = 0, S = 0, 
in denen die T a n g e n t e d ieser Curve mit e iner d e r l id lexionstan-
gen ten von U — {) zusannnenfä l l t . Nach dem Beispiel 1) des 
Artikel 3 2 4 liegen diese P u n k t e also in e iner der iv ier ten F läche 
von der O r d n u n g 

{Sn + 2 ( l l n — 2 4 ) — 8 } = 2 5 « - 56 . 

In derse lben F läche liegen abe r auch die P u n k t e ß; denn 
sie sind Doi)pelpunkte de r Curve [ 1 = 8 — 0 , d. h. Punkte , 
in welchen diese F lächen e inande r b e i ü h r e n ; in diesen Punk ten 
geht dahe r auch die T a n g e n t e n e b e n e von S = 0 du rch eine 

*) Vergl. a. a. O. p. 106. 
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Iiillexioiislaiigeiile von TJ = 0. Man erhä l t damit e ine Gleichung 

a + = « (11 n - 24) ( 2 5 « - 5 6 ) , 
in welcher I ein n u m e r i s c h e r Fac tor i s t , der gleich 2 sein mag, 
mögl icherweise aber auch grösser sein kann . 

Zur Bes t immung der Zahl d e r P u n k t e ß w e r d e n wir sogleich 
i ibe rgehen . Wir b e m e r k e n n u r n o c h , dass die Zahlen d e r Puid i te" 
a und y beide in der Zahl de r Durchschni t t spunkte de r F lächen 

= 0 , S = 0 , r = 0 

en tha l t en sein m ü s s e n , von denen die Le tz te re den Ort de r 
P i m k t e B) (Artikel 337) beze ichnet . Uml wenn wir die Punk te 
s u c h e n , in denen die Tangen te der Durchschn i t t scurve de r F lächen 

řA = 0 , T = 0 
eine Inl lexionstangeide von TJ i s t , so enthäl t die Anzahl derselben 
die der P u n k t e y, ö, E und es ist zu b e a c h t e n , dass (he IMinkte 
e Doppe lpunk te , die P u n k t e ö s ta t ionäre P u n k t e de r Curve 

U = 0, T = Q 
siiul. Solche Relat ionen sind n ich t h i n r e i c h e n d , um die Zahl 
dei- P u n k t e zu b e s t i m m e n , die den verschiedenen i ' r o b l e m e n en t -
s p r e c h e n . 

342 . Aber in der T h a t lässt s i ch , wie A. C l e b s c h gezeigt 
ba t ,*) d i e Z a h l ß d e r D o p p e l p u n k t e d e r C u r v e 

ř/ = 0, S = 0 

s t r e n g bes t immen und damit fester Fuss zur Lösung dieser P ro -

b leme fassen. 
Auch diese En twicke lung n i m m t ihren Ausgang von dersel-

b e n Fundamenta lg le ichung des Artikel 1 1 , die h ier schon iuuner 
b e m d z t ward . 

Be t rach te t man wie vorher 

A U = 0 , A ' U = 0 , A^U = 0 
als Gle ichungen von F l ä c h e n , d e r e n laufende Coordinaten die y 
s i n d , so müssen diese zwei Gerade mit e inander gemein haben , 
d. h . die zwei G e r a d e n , in welchen die T a n g e n t e n e b e n e die Polar-
l läche zweiten Grades s c h n e i d e t , müssen in der Pola r f läche dri t -
ten Grades l iegen. Darnach uuiss man stets solche Func t ionen 
A und B vom ers ten und zweiten Grade in den y bes t immen 

*) Vgl. ,,Journal für Mathem.", Band LXIII, p. 14 f. 
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k ö n n e n , dass in Bezug auf die y eine Idenlilät 

J-iU = A . J'U B . JU 
stattf indet, welche zwanzig Gleichungen ver t r i t t , die aus der Coef-
ficientenvergleichung hervorgehen. Denken wir a,-, ßik als die Coef-
ficienten in A, B, d. h. setzen wir 

A = Z cny i, B = Zßikyiyk, 
so ist 

1) 3 Uhuc = Uiu + «i Ukh - f «A- Uhi + ßhi Uk + ßik Uh + ßkh Ui 
der Bepräsentant dieser Gleichungen, und ihre Verbindung mit 
U = 0 muss zur Best immung der fraglichen Doppelpunkte füh ren . 

Setzt man 
a ~ cc,x, -j- ff2 iTj + . . • , 
ß = + ^2^2 + 
ßi = + ßi^X^ -h . . . , 

so liefert die Multiplication von 1) mit .T/t und Sunnnierung nach 
k zunächst 

SUňi = a/^Ui + aiU/, + UUm + ßi,Ui -J-

und wenn man nochmals mit Xi multipliciert und nach i summier t , 

^Uh = 2oiUh + ßUn, 
welches forder t 

3 = 2ff + 
da nicht alle Uh verschwinden können. F ü r die Bezeichnung be-
merken wi r , das stets für tp als eine Function ju.*®" Grades von 

1 d(p 
(pjc — — ju, dXk 

gesetzt ist. 
Ist dann wieder ff die ans den Uik gebildete H e s s e ' s c h e 

Determinante und sind V i t ihre Unterdeterni inanten, so ist 

4 {n-2} ff A = ZZVik {n-2) Uikh, 
oder 

AHh = ZZViu Uikh-, 

durch E inführung der Werthe 1) also 

\ 2 f f h = a^ZZVikUik + 2ZZaiVikUkh 
+ UhZZUikßik + 2ZZUiUikßkh-

Aber es ist nach bekannten Sätzen 

ZZVikUik = 4H, ZZaiVikUkh = d h f f , 
ZZUiVikßkA = ZZZUi,,x,,Vikßkh = ßkH, 
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daher 
= + Iß^H + ÜAZZVaßik 

und in Abkürzung 

2) 12 / / / . = (6«Ä - f 2ßA) / / + 4 U,, . M , 

daraus aber durch Multiphcation mit x/^ und Summierung nach h 

12 H == (6« + 2ß) H, d. h. G = da ß, 
so dass nun « = 3 , ß = — 3 sein muss und in der obigen 
Gleichung für 3 ř̂ /» das Um ganz herausfäl l t , oder 

0 = («A + ßk) Ui + («,• + ßi) Uh 

wird. Diess zeigt fü r h = i 

«t = — ßi 
nnd 2) giebt 

- MUA 
a, = 

343 . Füh r t man die erhal tenen Wer the in 1) ein und setzt 
man 

Hßi^— M Uik = 3yik, 
so erhäl t man 

3) I f . U;m = Hn Uik + Hi Ukh + Hk Um + Unyik + Uiyku + Ukym, 
wo mu' die y noch als unbest immte Coefticienten auf t re ten. Und 

die Combination der vorhergehenden Gleichungen liefert 

yi - Hi. 

Midtipliciert man die Gleichung 3) mit ytijkUh nnd sunnuiert , 
so erhä l t man als Zusammenfassung dieser Gleichungen die eine 

4) H. J^U = ZJH .J'U JU. 

Diese f ü r die y identische Gleichung muss auch dann noch be-
s tehen, wenn man fü r die y die Coordinaten eines Punktes setzt, 
der auf JU = 0 und auf der Verbindungslinie zweier beliebiger 
l ' uuk te a, h hegt. Dann ist 

Vi = kai + iihi 

und das Verhältniss A : ft geht aus der Gleichung 

kZciiUi + iiSbiUi — 0 

hervor , so dass für l , (i selbst die . \usdrücke (n — Grades 

Z b i Ui und — Z u i Ui 
gesetzt werden können. Setzt man dieselben in 4) ein, so stellt 
diese Gleichimg eine Fläche der (8n — 14)*®" Ordnung dar, welche 
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jene Doppelpunkte enthäl t , die wir suchen. Diess giebt bei der 
Unbestimmtheit von a und h den Satz: D u r c h d i e D o p p e l -
p u n k t e d e r C u r v e v i e r p u n k t i g e r B e r ü h r u n g e n g e h e n 
u n e n d l i c h v i e l e F l ä c h e n (8« — 14)*®' O r d n u n g . 

Beachtet man f e r n e r , dass 

/ I U = 0 , A'U = J^U — 0 

respective die (n — 1)'°, [ti — 2)'®, {n — 3)'® Polare des Punktes .t 
in Bezug auf die Fläche ř7 = 0 darstel len, während J H — 0 
die letzte Polare desselben Punktes in Bezug auf die H e s s e ' s c h e 
Determinantenfläche ist , so giebt 4) ferner den Satz: D ie T a n -
g e n t e n e b e n e d e r F l ä c h e in e i n e m D o p p e l p u n k t e d e r 
C u r v e v i e r p u n k t i g e r B e r ü h r u n g e n s c h n e i d e t d i e (n—3)*® 
P o l a r e d i e s e s P u n k t e s i n d r e i g e r a d e n L i n i e n , n ä m l i c h 
i n d e n b e i d e n H a u p t t a n g e n t e n d e s P u n k t e s u n d e i n e r 
G e r a d e n , d i e i n d e r l e t z t e n P o l a r e d e s D o p p e l p u n k t e s 
i n B e z u g a u f d i e H e s s e ' s c h e F l ä c h e l i e g t . 

344 . Dieser Satz ist in dem allgemeineren enthal ten: D i e 
E b e n e d e r P u n k t e , d e r e n i n B e z u g . a u f d i e H e s s e ' s c h e 
F l ä c h e g e n o m m e n e P o l a r e d u r c h e i n e n g e g e b e n e n 
P u n k t d e r F l ä c h e U = () g e h t , s c h n e i d e t d i e S c h n i t t -
c u r v e d e r d i e s e m P u n k t e e n t s p r e c h e n d e n F l ä c h e d r i t -
t e r O r d n u n g U = 0 u n d d e r T a n g e n t e n e b e n e v o n 
ü — 0 in d i e s e m P u n k t e in d e r V e r b i n d u n g s l i n i e d e r 
d r e i W e n d e p u n k t e d e r S c h n i t t c u r v e d r i t t e r O r d n u n g , 
w e l c h e n i c h t i n d e n B e r ü h r u n g s - o d e r D o p p e l p u n k t 
f a l l e n . 

Da in diesem Satze idcht höhere als dri t te Dilferentialquo-
tienten von ü = 0 benutzt werden , so kann man' die Fläche 
dri t ter Ordnung ^^U — 0 an Stelle von U=0 betrachten und 
hat den Satz in der für Flächen dri t ter Ordnung gültigen Fassung 
zu bevAeisen: D i e E b e n e d e r P u n k t e , d e r e n in B e z u g a u f 
d i e H e s s e ' s c h e F l ä c h e g e n o m m e n e P o l a r e d u r c h e i n e n 
g e g e b e n e n P u n k t d e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g U = 0 
h i n d u r c h g e h t , s c h n e i d e t d i e S c h n i t t c u r v e d e r F l ä c h e 
m i t d e r T a n g e n t e n e b e n e d e s P u n k t e s i n d e r V e r b i n -
d u n g s l i n i e d e r j e n i g e n d r e i i h r e r W e n d e p u n k t e , d i e 
n i c h t i n d e n B e r ü h r u n g s p u n k t f a l l e n . 

Zum Beweise denken wir unter m = 0 die Gleichung der 
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Tangentenebene des Punktes x, unter a = 0, b = {) zwei durch 
seine Haupttangenten gelegte Ebenen , unter c = 0 die Gleichung 
einer durch die drei Wendepunkte der Curve dri t ter Ordnung 
U = 0, = 0 gehenden Ebene ; dann muss fü r m = 0 die 
Gleichung 

U = 0 auf a3 ^ Qabc = 0 

zu rückkommen , d. h. es muss 

f/ = 3mr + «3 -f- + ßabc 
idenlisch se in , für V als eine Function der zweiten Ordnung. 
Dann ist 

Ui = rriiV -f 2m Vi + a'ai + b% + 2 abc, + 2acbi + 2eben, 
Uik= miVk + rrikVi + aaiUk + bbfbk + a [biCk + 6a-c,) 

+ b {ciUk -f Cktt,) + c {üihk + ttkb,). 
F ü r den Punkt x ist 

a = b = m = 0, 

also wirklich Ui mit m,- proport ional , d. h. m = 0 die Tangen-
tenebene in x\ zugleich aber ist 

Uik = miVk + mkVi + c [üibk + (ikb^. 

Setzt man daher 

r = Z + 

so ist für den Punkt x 
H = c'r', 

2 f dr dr dr , ( , d?' dr \ 
~ ^ * ~ ^ ^ dmk dVi) dbk^ d^k rf^/ ' \dmi dVk 

345. Bezeichnet man alles einem beliebigen Punkte ~ Enl -
sprecbende durch einen übergesetzten Horizontalstrich, so ist die 
Gleichung der letzten Polare von x in Bezug auf II oder die 
Gleichung der Ebene , für deren Punkle die in Bezug auf H ge-
nommene Polare durch x h indurchgeht . 

AZxiHi = SIlUikXiik = 0 

^^ f ^^ dr dr f ^^^ dr dr ^ 
~ dn. d^ rfFT/ ^ W (^k duk Wi) J 

X {mi Vk + mkVi -f m Vik -f aciiUk + bbibk + « {biCk + &/tc,) 

+ b [Cicik + Cküi) -f "c [üibk + rtA-ř'/)} 

oder diuxh AusführunG der Summen einfacher 
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- dr 
O =cr2JVi 

dVi 
-f- cm SE Vik 

dr 

dr dr _ dr dr 
h m Z12j Vik — — 

dmi dVk düi dbk 
dr . _ 

4 - vTiZci — + r b Z c i — + e r ' . 
dcii 

Da aber die De te rminan te 

5) 

V,, F j , Tg , F4 , 

' l ' 
' 

'1 ' 
' 

^3 ' 
'3 ' 

m 2Jci 
dr 

dmi 
— ZViXiUck 

dbi 

Tn 

H 
b 

dr _ ^ dr - (?r 
— a 2]Ci- hEci — 
d Vk ddi dbi 

ident isch ve r schwinde t , so geb t die vorige Gle ichung in die fol-
gende ü b e r 

6) 0 = 2 č r 2 + Mm -f r S ^ r Z V i — E V i X i S c k 

in welcher de r Ausdruck de r Func t ion M g le ichgül t ig ist. Durch 
;en 

0 , V = 0, a = 0, & = 0 

dr 

Auflösung de r Gle ichungen 

findet man 

rxi = V 

also ist auch 
dVi' 

u n d dieser Ausdruck ve rschwinde t , wie man e r k e n n t , wenn man 
in 5) die x an Stelle der x setzt. In 6) ble iben somit n u r die 
mi t Č" und m mult ip l ic ier ten Glieder ü b r i g , die f ragl iche E b e n e 
geb t also d u r c h die Verbindungsl in ie de r in I lede s tehenden dre i 
W e n d e p u n k t e 

Č = 0 , m = 0 . 

Auch wird d e r Beweis nicht a u f g e h o b e n , wenn die Schni t t -
curve n ich t e ine Gle ichung der F o r m 

«3 _j_ Qft^c _ Q 

a n n e h m e n k a n n , d. i. e r s t en s , wenn sie in einen Kegelschni t t 
und eine Gerade zer fä l l t oder f ü r 

a^ + 60ÖC = 0 , 
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und zweitens, wenn x selbst der iiaraboliscben oder Wendecurve 
angehört und seine Berührungsebene also in e iner Curve mit 
Bückkehrpunk t schneidet , oder fü r 

é + Zb 'c = 0 
als Gleichung der Curve. Die Anschauung dieser Gleichungen 
zeigt die Wahrhei t der beiden besonderen Sätze: L e g t m a n 
d u r c h e i n e d e r 27 G e r a d e n e i n e r F l ä c h e d r i t t e r O r d -
n u n g e i n e E b e n e , d i e d a n n n o c h i n e i n e m K e g e l s c h n i t t e 
s c h n e i d e t , s o s t e h e n d i e b e i d e n S c h n i t t p u n k t e d e s -
s e l b e n m i t d e r G e r a d e n u n d d i e T a n g e n t e n d e s s e l b e n 
i n i h n e n in s o l c h e r W e c h s e l b e z i e h u n g , d a s s d i e in 
B e z u g a u f d i e H e s s e ' s c h e F l ä c h e g e n o m m e n e P o l a r e 
j e d e s P u n k t e s d e r e i n e n T a n g e n t e d u r c h d e n a n d e r n 
S c h n i t t p u n k t h i n d u r c h g e h t . 

Zerfäll t der Kegelschnitt in ein Linienpaar , so erhält man 
den Satz des vorigen Artikels, weil die nach dem Wendei)unkte 
gehende Gerade jetzt unbest immt wird. 

U n d l e g t m a n i n e i n e m P u n k t e d e r p a r a b o l i s c h e n 
C u r v e e i n e r F l ä c h e d r i t t e r O r d n u n g a n d i e s e e i n e 
T a n g e n t e n e b e n e , s o s c h n e i d e t d i e s e in e i n e r C u r v e 
m i t B ü c k k e h r p u n k t , d i e a u s s e r d i e s e m n u r n o c h e i n e n 
e i n z i g e n W e n d e p u n k t b e s i t z t . D i e P u n k t e d e r V e r -
b i n d u n g s l i n i e d i e s e r b e i d e n P u n k t e h a b e n d i e E i g e n -
s c h a f t , d a s s i h r e P o l a r e n in B e z u g a u f d i e H e s s e ' s c h e 
F l ä c h e d u r c h d e n B ü c k k e h r p u n k t g e h e n , , o d e r d a s s 
d i e T a n g e n t e n e b e n e d e s B ü c k k e h r p u n k t e s f ü r d i e 
Hesse'sche Fläche und die Tangente der Fläche U 
s e l b s t s i c h i n d i e s e r G e r a d e n s c h n e i d e n . 

Diese Sätze über t ragen sich auf die Flächen n^er Ordnung, 
wenn man statt der Schnit tcurve der Tangentenebene J U — 0 
mit ü = 0 ihren Schnitt mit /l^U == 0 setzt; ob man die 
H e s s e ' s c h e Fläche fü r U = () oder fü r zl^U = 0 anwendet , 
bleibt im Resultat gleichgültig. 

346. Mit Hilfe dieser Sätze gelangt man zur geometrischen 
Interpretat ion des Curvensystems, in welchem die im Artikel 343 
best immten Flächen (8n — 14)*®'' Ordnung die Fläche ř / = 0 
durchschneiden. 

Denken wir uns in jedem Punkte x der Fläche U — 0 die 
entsprechende Fläche ^ ^ f / = 0 cons t ru ier t , deren Punkte die 

Salmon, Ana l . Geom. d. Ranmcs. 11. 3 2 
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Eigenschaft bes i tzen , dass ihre drit te Polare durch x geht. Die 
Tangentenebene von a: an U = Q fällt mit der an A^U = 0 
zusammen und schneidet letztere Fläche in einer Curve mit Dop-
pelpunkt . Denken wir dann die noch übrigen Wendepunk te die-
ser Curve mit x verbunden, so definiert die Bedingung, dass 
eine dieser Geraden eine best immt gegebene Gerade t re f fe , den 
Punk t X als der Curve angehör ig , welche eine der Flächen 
( 8 " — 14) ' " Ordnung mit U = 0 best immt. 

Demi ist ab diese Gerade , so muss dann der Wendepunkt 
y Coordinaten von der Fo rm A«, + u&j + qxi b a b e n , wenn 
Idi -J- juft, die Coordinaten des Punktes s ind, in dem die von x 
nach y gezogene Gerade die Linie ah schneidet. Der Wende-
punkt soll auf 

AU = 0 , All = 0 , A"^ = 0 

liegen oder man ha t , bei Angabe der in den Operat ionen A ein-
geführ ten Inc remente , 

A , (//) = [H] + p / r 0 , 
[V) = Au^^, [U) = 0, 

= z/Va+^i)^ [U] + [U) = 0 , 

d. h. nach Elimination von q 

f = 0 , 

^ (ri) - ( / / ) . ( f O = 0 . 

l i ier best immen sich aus der ersten Gleichung k und ganz 
wie im Artikel 3 4 8 nnd ihre Substitution in die zweite giebt die 
Gleichung derselben Fläche f8« — 1 4 ) " " ' O r d m m g , die oben be-
nutzt ward. 

Die geometr ische Defiidtion zeigt a u c h , dass alle Flächen 
dies(!r Art durch die Doppelpunkte der Curve vierpunkt iger Be-
rüh rung gehen. Die Ebene AU= 0 schneidet die Fläche A^U=0 
fü r solche Pimkte in drei Geraden; der Schnit tpunkt von zweien 
unter ihnen ist der Doppelpunkt und jede von ihm nach der 
dri t ten gezogene Gerade ist als nach einem Wendepunkte gezogen 
zu be t rach ten ; also giebt es stets eine solche Gerade, die ah 
schneide t , wie auch diese Gerade gelegen sei. 

So hat das Curvensystem der Fläche U = 0, welches aus 
den Flächen [Sn — H)'®'" Ordnung entspr ingt , eine Anzahl Schnit t-
])mikte gemein mit der Curve vierpunktiger Berührungen U = 0, 
S — {). Unter ihnen sind <lie Dop|)elpunkte, welche wir .suchen 
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nnd überdiess eine Anzahl o anderer Schni t tpnnkte , welche näher 
zu character is ieren sein vverden, und man hat 

2ß a = ?i (8n — 1 4 ) (11 w - 24). 

347 . Das Bedenken, ob nicht vielleicht die Doppelpunkte ß 
auch fü r die Curve des Systems Doppelpunkte se ien , erledigt sich, 
wenn man die Doppelpunkte dieser Letzteren selbst characterisiert . 
Sie können offenbar nur en ts tehen , wenn von einem Punkte der 
Fläche mehre re Gerade nach der Linie ab gezogen werden können, 
die durch Wendepunkte des Schnit tes von A U = 0 , A^U = 0 
h indurchgehen. 

Diess ist möglich in den Schnit tpunkten der Geraden ab mit 
U = 0, zweitens d a n n , wenn ab in der Tangentenebene von x 
l iegt ; dr i t tens , wenn mebr als ein Wendepunkt tier Curve 

z/ř / = 0 , A^U = 0 
mit X in einer Geraden heg t , d. h. wenn x entweder ein Bück-
kehrpunk t oder ein Punk t von H = 0 is t , oder wenn die Ge-
rade ab von einer vierpunktig be rüh renden Tangente geschnit ten 
wird und damit die Curve dri t ter Ordnung in eine Gerade und 
einen Kegelscbnilt zerfällt. Zu keiner dieser Abtheilungen ge-
hören die Punkte ß, d. h. sie sind einfache Punkte der F läche 
(8w —14)'®^ Ordnung. 

F ü r die übrigen Schni t tpunkte dieser Fläche mit der Curve 
vierpunktiger Berührung muss eine der Geraden durch ab gehen, 
welche nach einem entsprechenden Wendepunkte gezogen wird. 
Die en tsprechende vierpunktig be rüh rende Gerade muss daher der 
Curve dri t ter Ordnung ganz angehören , d. h. diese muss in 
eine Gerade und einen Regelschnitt zerfal len, und da für eine 
solche Curve alle Wendepunkte in der Geraden l iegen, so muss 
diese selbst die Gerade ab schne iden; man erhj'dt also die Zahl 
dieser Schni t tpunkte g, indem man die Zahl der vierpunktig be-
rüh renden Tangenten bes t immt , welche eine gegebene Gerade 
ab schneiden. Diese ist im Artikel 33C best immt worden und 
führ t zu der Relation 

2ß + 2 / i ( « — 3 ) {dn — 2) = n ( 8 « — 1 4 ) ( l l n — 2 4 ) . 

Man hat nur noch zn zeigen, dass die letztbesprochenen 
Berührungspunkte nicht zu den vielfachen Punkten der Curve 
n (8« -— 14)̂ ®'" Ordnung gehören. Die Elimination von X uinl /x 
ans den Gleichungen ß^) gieht. die Gleichung der Fläche (8«—14)'®"" 

' 3 2 * 
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Ordnung in der durch die Abkürzung 

Uaaa, U^, CtC. fÜr J^a^U, JaU, CtC.̂  

vereinfachten Form 

I I (Uaaa Uô  — 3 U„ab U,,' C/« + 3 UM U, _ 2 U m UJ) 
— 3 [Ha Ui - H, Ua) {Uaa U,' - 2 U/, ř7„ + U^ Ua') = 0. 

Nehmen wir a n , der Schni t tpunkt der vierpunktig he rüb ren -
den Geraden mit ab falle in a, so ist 

Ua = 0 , U„a = 0 , Uaaa = 0 

und die Tangentenebene der Fläche im Punkte x hat die Gleicliung 

0 = ^ {(n — 3) JUaaa f^i — 3 (n — 1) Uaah^Ua) 
— % Ul>JUaa — 2{n-l) UabJUa), 

welche weder unbest immt wi rd , noch in der Nähe von x mit dem 

Elemente der Curve vierpunktiger Berübrung zusammenfäll t . 

Daher gilt die obige Belation und man findet 

ß = n { ( 4 n — 7 ) ( l l n — 2 4 ) — 3 {n — 1) ( n — 3 ) } 

= n (41^2 — 162 n + 162). 
F ü r n = 3 wird ß = 0 und die Fläche ( g n — 14)̂ ®'", hier 

zehnter Ordnung schneidet die sieben und zwanzig Geraden der 
Fläche, die Curve ihrer vierpunktigen Berührungen in den 
3 . 5 . 9 = 135 Schni t tpunkten , die sie mit e inander bes t immen. 

V o n s i n g u l ä r e n T a n g e n t e n e b e n e n d e r F l ä c h e n . 

348 . Man kann eine analoge Untersuchungsmethode auf die 
verschiedenen Fälle der berührenden Ebenen anwenden. 

Jede Ebene , welche eine Fläche b e r ü h r t , schneidet sie in 
einer Curve, die einen Doppelpunkt besitzt; und da die Gleichung 
einer Ebene drei Constanten enthäl t , so kann eine best immte Zahl 
von Tangentenebenen gefunden werden , welche zwei weiteren 
Bedingungen entsprechen. 

"Wenn aber nur eine solche andere Bedingung gegeben ist, 
so umhül len die Tangentenebenen , welche ihr genügen , eine ab-
wickelbare Fläche und ihre Berührungspunkte bes t immen in der 
Fläche seihst eine Curve. 

Daraus entspringen die hehlen Aufgaben: D i e B e s t i m m u n g 
d e r Z a h l d e r A u f l ö s u n g e n , w e l c h e d r e i R e d i n g u n g e n 
e n t s p r e c h e n . 
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und d i e B e s t i m m u n g d e r N a t u r d e r C u r v e n u n d 
h e v v i c k e l u n g s f i ä c i i e n , w e l c h e a u s z w e i B e d i n g u n g e n 
A n t s p r i n g e n , s o f e r n i m m e r d i e e i n e d e r s e l b e n d i e d e r 
B e r ü h r u n g i s t . 

Von den Aufgaben der letzteren Klasse werden wir nur zwei 
näher un te rsuchen , nämUch die Frage nach den E b e n e n , d e r e n 
S c h n i t t c u r v e m i t d e r F l ä c h e e i n e S p i t z e b e s i t z t und 
die F rage nach den E b e n e n , w e l c h e d i e F l ä c h e i n e i n e r 
C u r v e m i t z w e i D o p p e l p u n k t e n d u r c h s c h n e i d e n . 

Andere Fälle sind in dem vorigen Abschnitt gelegentlich zur 
Sprache gekommen, z. B. die Frage nach den E b e n e n , w e l c h e 
d i e F l ä c h e so b e r ü h r e n , d a s s d i e e i n e T a n g e n t e d e s 
D o p p e l p u n k t e s e i n e L i n i e v i e r p u n k t i g e r B e r ü h r u n g 
i s t . Die Untersuchung der Doppelpunkte der Curve vierpunktiger 
B e r ü h r u n g ist leicht denselben Gesichtspunkten un te rzuordnen . 

349 . Sind X^yX^tX^yX^', X y, X 2' X ,, OC y', Xy , X2, X,, Xy 
die Coordinaten von drei Puidvten, so sind die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der durch sie best immten Ebene 

Ix'y + ^x"y + VXy , Xx'2 + ^iX"2 + VX2 , 
Xx\ + VcTg, Xx'^ -f- ^ix"y + vx^, 

und wenn wir diese W e r t h e fü r die laufenden Coordinaten in die 
Gleichung einer Fläche subst i tuieren, so erhalten wir diejenige 
Belation, welche für alle Punkte des Schnittes j ener Ebene mit 
dieser Fläche erfüll t sein muss. 

Sei [Z7] = 0 das Besultat der Substi tution; man kann es 
in der Fo rm 

i n j j ' ^ A'^-iftz/^^ E7 '+ X '^-^vJU' + ^ {iiJ^^n + r -f-etc. 
1 . 2 

= 0 
darstel len, wenn 

z/ = x^ 

sind. 
Die betrachtete Ebene wird die Fläche b e r ü h r e n , wenn die 

Discriminante dieser Gleichung in X, fx, v verschwindet . Wenn 
wir zwei der drei Punkte als fest und den drit ten als veränder-
lich be t r ach ten , so repräsent ier t diese Discriminante alle die 

d + „ d + „ d d 
dXy + 2 dX2 + ^ dx, ^ dXy 
d + d + d + Xi 

d 
dx'i + 2 dx'2 + dx'. + Xi dx^ 
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Tangeiileiiebeiien der F l äche , welche durch die gerade Verblu-
dungsll ide jener beiden Puidite gelegt werden können. 

Wir wollen den Punk t {a;\, . r ' j , x 'g , x ' ^ als in der Fläche 
selbst und den Punkt ( ) als in der en tsprechen-
den Tangentenebene derselben gelegen voraussetzen, so dass 

U' = 0 . U' = Q 
ist und die Discriminante durch das Quadrat von J U ' theilbar 
w i rd , weil von den durch eine Tangente der Fläche gehenden 
Tangentenebenen derselben zwei mit der ihrem Berührungs])unkt 
en tsprechenden Tangen tenebene selbst zusammenfallen. 

Wenn die Tangentenebene in [x^ , 
CC 2 f CC ß y cc ^ ) aber eine 

Doppel tangentenebene ist , so muss die betrachtete Discriminante 
anstat t wie sonst das Quadrat des Ausdrucks der Tangentenebene 
vielmehr den Cubus derselben als Factor enthalten. Um die Be-
dingung zu un te r suchen , unter welcher diess der Fall sein wird, 
schreiben wir abkürzend die Gleichung [ ř / ] = 0, in welcher wir 
die Coefficienten von als verschwunden d e n k e n , wie 
folgt Ą {Jfi' 2 B{iv + Cv') + etc. = 0 ; 

1 . 2 

dann repräsent ier t T = 0 die Tangentenebene der F läche in 
dem betrachteten Punk te , C = 0 die quadratische Polar l läche 
desselben Punktes und ^ = 0 die Bedingung, unter welcher der 
P u n k t {x"i, x"oc"^, x"^) in derselben liegt. 

Dann ist die Discriminante von [17] = 0 von der Fo rm 

T'A {B' — AC)'Q> + T3 ( ) = 0 , 

wo (t> den Wer th der Discriminante fü r das Verschwinden von 
T mit U' und U' bezeichnet. Damit also die Discriminante 
durch theilbar sei, muss einer der Factoren von T' ver-
schwinden oder selbst T als Factor enthalten. 

350. Wir nehmen zuerst an, dass der Factor A gleich Null sei. 
Diess spricht aus , d a s s d e r P u n k t x"^, x"^ , x '^) in der 
(juadratischen Polarf läche von [x '^ , x '^ , x '^ , x'^) gelegen sei, 
oder da er auch in der Tangentenebene enthalten is t , dass er 
i n e i n e r d e r I n f l e x i o n s t a n g e n t e n d e r F l ä c h e i n 
{x'i, x '2 , x '^ , < , ) l i e g e . 

Wir b i s s e n , dass von den p Tangentenebenen , welche durch 
eine einfache Tangente an eine Fläche p»®*̂  Klasse gelegt werden 
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können , zwei mit der Tangentenebene i lnes l i e rüb rnngspnnk te s 
zusammenfal len, so dass ausser dieser noch {p — 2) anilere solche 
Tangentenebenen exis t ieren, und lernen b i e r , dass von den durch 
eine Inflexionstangente gehenden Tangentenebenen drei mit der 
Tangentenebene des Beridirungspunktes zusammenfal len und nur 
[p — 3) ausser ihr existieren. 

Nehmen wir a n , dass ( ) nicht in einer 
hif lexionstangente gelegen sei , so verschwindet der Factor A nicht 
und wir können diesen Fac to r , als der gegenwärt igen Discussion 
f r e m d , unberücksichtigt lassen. 

Daim können wir gleichzeitig die Bedingungen untersuchen, 
unter welchen T ein Factor in 

B' — AC oder in O 

sein kann. Beiden Fällen entspricht nämlich folgendes P rob lem: 
Setzen wir voraus, dass eine Funct ion V gegeben sei , deren 
respective ( i rade in den {x\, x\, x^, in {x'\, x \ , x'\yx'^ 
und 

) durch X, fi, V bezeichnet s ind, und dass 
dieselbe eine Fläcbe bes t imme, welche die Verbindungslinie der 
beiden ersten Punk te zu einer vielfachen Linie der ft'®" Ordnung 
ha t , oder in andern W o r t e n , dass sie ein Ebenenbüschel sei, 
welche diese Linie' zur Schei telkante ha t ; so ist die Bedingung 
zu l inden, unter welcher eine dieser Ebenen mit der Tangenten-
ebene T zusammenfäl l t , f ü r die die entsprechenden Grade 1, 0, 1) 
sind. 

Wenn diess der Fall is t , so muss eine beliebige Gerade mit 
T auch V durchschneiden und wenn man zwischen ihren Gleich-
ungen 

"ł" "1" ^'3^3 <^4^4 = 0 , 
-j- d^x^ + ^^'3^3 «'4^4 = 0 

und den Gleichungen 
T = 0 , r = 0 

eliminiert , so muss deshalb die Resultante R identisch verschwinden. 
Diesellie ist in den Grössen [a^, a^, «3, a^, {a\ , d^, a\, d^ und 
[x\, x'2, x".^, x"^ vom Grade ju, und in den {x\, x\, x\, x ^ 
vom Grade ( n — 1) + 

Wenn aber die willkürlich angenommene Gerade die Verbin-
dungslinie der Punkte {x\, x'^, x\, l ^ ' i » ^ " 2 ' ^"4) 
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(lurchsclineidet, so verschwindet die Uesuitante i? auch ohne dass 
T ein Factor in V wäre ; da nun die Bedingung il/ = 0 , unter 
welclier diese Geraden sich schneiden, in den bet rachte ten Grössen 
gleichniässig vom ersten Grade is t , so e ikennen wi r , dass die 
Form von R durch Mf^R' darzustellen ist , wo R' eine Function 
von [x\, x\, x'.^, x'^ allein und vom Grade [n — 2) + A | isl. 

351 . Indem wir diess auf den von uns betrachte ten Fall an-
wenden , ergiebt sich, weil die Discriminante von [?7] ein Ebenen-
büschel von der Scheitelkante [x\, x\, sc\, x ' [ x ' \ , x\, x".^, x" 
darstel l t , dass auch {B' — AC) und (P gleichniässig Ebenen re-
präsen t ie ren , welche durch diese Linie gehen. 

Nun ist die erstere Grösse von den respectiven Graden 

2 {n — 2), 2 , 2 , 

während O von den Graden 

( „ _ 2 ) — 6 ) , ( « 3 - 2 ^ 2 + n — 6), (n^ —2/1^ + „ — 6 ) 
is t , wie sich e rg ieb t , indem man die Summe der Grade von T', 
A und {B'— AC) von den Graden der Discriminante von [U], 
d. h. von n (n — 1)^ fü r alle Veränder l ichen, subtrahier t . 

Dann ergiebt sich aus dem letzten Artikel , dass die Bedin-
gung 

II = 0 

— denn sie ist nichts Anderes als die H e s s e ' s c h e Determinante 
— unter welcher T ein Factor in {B' — AC) ist , vom Grade 
4 (n — 2), und die Bedingung 

Tif = 0 , 

unter welcher T ein Factor in 0 ist , vom Grade 

(n — 2) (n3 — n'-\-n — 12) 
sein muss. 

I n a l l e n P u n k t e n d e r C u r v e 

U = 0, ff = 0 

i s t a l s o d i e T a n g e n t e n e b e n e a l s e i n e D o p p e l t a n g e n t e n -
e b e n e zu z ä h l e n ; in der T h a t , die Tangentenebene in jedem 
Punk te des Durchschni t ts der Fläche best immt mit ih re r I F e s s e ' -
schen Determinantenfläche eine Schnittcurve mit Bückkehr - oder 
Cuspidalpunkt und ist als doppelt zu betrachten (Artikel 8). 

D i e C u r v e 
- U = {), K = 0 
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i s t d a g e g e n d e r O r t d e r B e r ü h r u n g s p u n k t e v o n E b e -
n e n , w e l c h e d i e F l ä c h e i n z w e i v e r s c h i e d e n e n P u n k -
t e n b e r ü h r e n . Die Schni t t curve einer solchen T a n g e n t e n e b e n e 
der F l ä c h e besitzt zwei Doppe lpunkte oder isol ier te P u n k t e . Liegt 
der e ine derse lben in de r parabol i schen Curve de r F l äche , so ist 
er ein B ü c k k e h r p u n k t und die B e r ü h r u n g ist an dem einen 
P u n k t e s ta t ionär . Sie ist es an be iden P u n k t e n , wenn beide d e r 
parabol i schen Curve angehö ren . Fal len endlich beide Doppe lpunkte 
in e inen z u s a m m e n , d. h. b e r ü h r e n sich zwei Zweige der Curve 
in d iesem P u n k t e , so dass die gemeinschaf t l iche T a n g e n t e eine 
v ie rpunkt ig b e r ü h r e n d e is t , so ist die T a n g e n t e n e b e n e s ta t ionär 
in zwei auf e inander fo lgenden P u n k t e n der pa rabo l i schen Curve. 

Die T a n g e n t e n e h e n e n der le tzten Arten b e g r ü n d e n den Uebe r -
gang zu den d r e i f a c h e n , die de r vorletzten Art speciell sind eine 
be sonde re Art von vierfachen Tangen tenehenen .* ) 

3 5 2 . Be t r ach ten wir zunächs t die Beihe de r T a n g e n t e n e h e -
n e n , welche die F l ä c h e längs der Curve 

U = 0, H = 0 

b e r ü h r e n . (Vergl. Artikel 2 7 8 und se ine Anmerkung . ) Sie bi l-

den e ine abwicke lbare F l ä c h e von der O r d n u n g 

Q = 2 n (n — 2) (3n — 4 ) 

nach dem 3. Beispiele des Artikel 324 . Die Klasse de rse lben 

oder die Zahl von Ebenen des Sys tems , welche d u r c h einen will-

kü r l i ch a n g e n o m m e n e n P u n k t g e h e n , ist 

V = 4 n (n - 1) (n — 2) ; 

denn die B e r ü h r u n g s p u n k t e sind offenbar die Durcbscbn i t t spunk te 

der Curve U = 0, II = 0 mit der ers ten Polar f läche des be -

t rach te ten P u n k t e s . 

Wir k ö n n e n auch die Zahl der s ta t ionären T a n g e n t e n e h e n e n 

des Sys tems b e s t i m m e n . Ist die Gleichung d e r F läche U u n t e r 

der Vorausse t zung , dass die E b e n e 2 = 0 sie in e inem P u n k t e 

der Curve U = 0, II = 0 b e r ü h r e , du rch 

z + y' Ą. II, etc. = 0 

da rges t e l l t , so kann m a n leicht ze igen , dass die Dichtung de r 

T a n g e n t e de r Curve řJ = 0 , -ff" = 0 durcli 

*) Vergl. die Darstellung von E. de . J o n q u i e r e s in „Nouv. An-
nales de Mathe'm.", t. XXIII, p. 5 f. 
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d'un 
~ 0 

dx' ' 

best immt ist. Nun sind die Tangentenebenen von U in zwei in 
der Richtung der Inflexionstangente y = 0 auf e inander folgen-
den Punkten identisch. Wenn daber u^ kein Glied x^ enthält, 
d. h. wenn die Inflexionstangente die Fläche in vier auf e inander 
folgenden Punkten schneidet , so ist die Richtung der Tangente 
der Curve TJ = 0, H = 0 dieselbe wie die der Inflexionstan-
gente und die Tangentenebenen in zwei auf e inander folgenden 
Punk ten der Curve ü = jy = 0 sind identisch. Die Zahl 
der stationären Tangentenebenen ist daher gleich der Zahl der 
Durchschnit tspunkte der Curve U = 0 , H = mit der Fläche 
5 = 0 und da diese Curve nach Artikel 335 diese F läche be-
r ü h r t , gleich 

« = 2 « {n — 1) ( l l n — 2 4 ) . 

Nunmehr können alle Singularitäten der abwickelbaren Fläche, 
welche einer Fläche U — 0 nach ihrem Durchschnit t mit der 
I l e s s e ' s c h e n Determinantenfläche umgeschrieben w i r d , nacb Ar-
tikel 66 dargestellt werden. Diess giebt die Fo rme lg rnppe 

fi = n {n — 1) (28« — 6 0 ) , 
V — in (n — l ) {n — 1); 
Q = 2 n {n — 1) (3m — 4 ) ; 

« = 2n {n-1) ( l l n — 2 4 ) , ß = n{n-2) ( 7 0 n - 1 6 0 ) ; 
2g = n ( n - 2 ) {16n* — Mn^ -j- SOn^—-108« + 156) , 
2 h = n (n — 2 ) (784 n^ — 4 9 2 8 n^ -f- 10320 «2 — 7444 n + 5 4 8 ) . 

Z. B. fü r die Fläche drit ter Ordnung 

fi = 72, V = 2 4 , Q = 3 0 , « = 5 4 , ß = 1 5 0 , 
g = 1 8 0 , h = 2 3 1 6 , ic = 315 , y = 363. 

Die hier betrachtete Abwickelungsfläche entspricht einer Rück-
kehrcurve in der Reciprokalf läche, deren Singulari täten durch 
Vertauschung der Buchstabenwerthe 

ju,, v ; a, ß-, g, h', etc. 
erhal ten werden. 

Die Klasse der der Fläche U nach der Curve 

V = 0, K = 

umgeschr iebenen Abwickelungsfläche, welche zugleich die Ord-
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n u n g e iner Doppelcurve in der Reciprokal l läcl ie ang i eb t , isl wie 
oben bes l innn l* ) 

= (n — 1) ( n - 2 ) ( n ^ - n ^ + n — 1 2 ) 
— f ü r n = 3 z. B. = 27 . Die ü b r i g e n Singular i tä ten dieser 
F l äcbe werden bei den Un te r suchungen des fo lgenden Abschni t t s 
n d t bes t immt w e r d e n , wo auch die Zahl de r Lösungen in einigen 
Fäl len sich e rgeben w i r d , in denen m a n eine T a n g e n t e n e b e n e 
s u c h t , welche zwei a n d e r e Bed ingungen e r fü l l en soll. 

^yir wollen noch b e m e r k e n , dass die S u m m e der Zahl von 
D o p p e l t a n g e n t e n e b e n e n , de ren e iner B e r ü h r u n g s p u n k t in der pa -
rabol ischen Curve h e g t , der zweifachen Zahl so l che r , deren Be-
r ü h r u n g s p u n k t e sich decken — d. h . + 4 n ( n — 2 ) ( 1 1 — 2 4 ) — 
und de r sechsfachen Zahl so l che r , de ren beide B e r ü h r u n g s p u n k t e 
der parabol i schen Curve angehören 

= 4 n (n — 2 ) 2 ( n ^ - n ^ + n — 1 2 ) 

sein muss . Da die le tz teren Punk te nicht zu den a l lgemeinen 

Singular i tä ten g e h ö r e n , so muss die e rs te Zahl 

= 4 n (n — 2) ( « — 3 ) [n^ + 3 n — 1 6 ) 
sein. 

T h e o r i e d e r R e c i p r o k a l f l ä c h e n . 

3 5 3 . W e n n wir un te r den gewöhnl ichen Singular i tä ten e iner 
F läche diejenigen ve r s t ehen , welche im Allgemeinen en tweder in 
der F l ä c h e selbst oder in ih re r Reciprokal f läche ex i s t i e ren , so 
können wir von dense lben die folgende Aufzählung machen . 

E ine F l äche kann eine D o p p e l c u r v e v o n d e r O r d n u n g 
b und eine R ü c k k e h r c u r v e v o n d e r O r d n u n g c besi tzen. 

Der im Artikel 15 bes t immte Tangen tenkege l enthäl t den 
ü b e r d e r Doppelcurve s t ehenden Kegel zweifach und den ü b e r 
der R ü c k k e h r c u r v e s t ehenden d r e i f a c h , so dass f ü r a als Grad 
des e i g e n t l i c h e n T a n g e n t e n k e g e l s die Rela t ion ents teht 

rt -1- 2 ö + 3 c = n (n — 1). 

*) Das Doppelte derselben und das Dreifache der Zahl der statio-
nären Tangentenebenen, d. h. von 

4« (n—1) (n—2) 
giebt zur Summe 

{ n - 1 ) { ( „ _ l ) 3 _ i 
die Gesammtzahl der durch einen beliebigen Punkt möglichen Doppel-
tangentenebenen beider Arten. 
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Die Klasse des Kegels a ist der Ordnung der Reciprokalf läche 
gleich. Wir nehmen a n , derselbe habe d doppelte und k Rück-
keh rkan ten , die Curve b besitze k scheinbare Doppelpunkte und 
I drei fache Punk te , welche auch dreifache Punkte der Fläche 
selbst sind, und die Curve c endlich habe h scheinbare Do])pel-
punkte . Wir finden die Zahl der P u n k t e , in denen sich die 
Curven b und c durchschneiden , als die Summe von drei Zahlen, 
nämlich einer Zahl y von P u n k t e n , welche stat ionäre Punk te der 
e r s t en , einer Zahl ß von P u n k t e n , welche stat ionäre Punk te der 
zweiten, und einer Zahl i von Punk ten , welche singuläre Punk te 
in beiden Curven sind. Wir denken endlich ę als die Zahl der 
Schni t tpunkte der Berührungscurve des eigentlichen Tangenlen-
kegels a mit der Doppelcurve und ß als die ih re r Schni t tpunkte 
mit der Rückkehrcurve c. 

Ueberdiess sollen die nämlichen Buchstaben in accentuier ter 
Form die Singularitäten der Reciprokalfläche bezeichnen. 

354 . Wir haben im Artikel 17 gesehen , dass die Punkte , 
in welchen die Rerührungscurve des Tangentenkegels 

J ' U = 0 

schneidet , den Rückkehrkan ten des Tangentenkegels angehören . 

Wenn aber die Berührungscurve die complexe Curve 

a + 2& + 3 c 

i s t , so sind ofienbar die Punk te , in welchen die Curven b und c 
die Fläche A ' U ~ 0 schneiden, der F rage nach den Bückkehr -
kanten des Kegels a f remd. Auch werden nicht alle die Durch-
schni t tspunkte von a mit A'U = 0 Rückkehrkan ten des Kegels 
e rzeugen , weil eine den Kegeln a und c gemeinschaft l iche Kante 
wohl als eine Rückkehrkante des complexen Kegels, aber nicht 
als eine solche der beiden einzelnen Kegel anzusehen ist. 

Die folgenden Formeln enthalten die Analyse der Durch-
schnit te der Curven a, b, c respective mit der Fläche J'U = 0 

a (n —2) = Jt -f 9 + 2ö 
b ( n - 2 ) == Q + 2ß 3y 'di . . . . A). 
c (n — 2 ) = 2o+ 4ß + y 

Es ist nicht schwer , zu e rkennen , dass die in diesen F o r -
meln bezeichneten Punkte q, 6, ß, y in den Durchschnit ten 
der F läche J'U = 0 mit den Curven a, b, c respective ent-
halten s ind; aber es scheint so leicht n i ch t , den Grund zu ent-
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d e c k e n , weslialb sie ge rade mit den numer i s chen F a c t o r e n ein-
t r e t e n , die s ie zeigen. Obgleich es wahrsche in l i ch nicht u n m ö g -
lich i s t , d iese G r ü n d e a p r io r i zu e r k e n n e n , so ziehen wir es 
doch v o r , die Methode zu e r k l ä r e n , d u r c h welche d e r Ver fasse r 
auf dem W e g e de r Induct ion zu ihnen gelangte."^) 

3 5 5 . W i r wissen aus Artikel 2 7 1 , dass die Reciprokal l läcbe 
e iner F l ä c h e dr i t te r O r d n u n g eine F läche zwölf ter O r d n u n g ist, 
die e ine R ü c k k e h r c u r v e von der vier und zwanzigsten O r d n u n g 
bes i tz t ; denn die F o r m ih re r Gleichung ist 

6 4 = t2, 

und a ist vom v ie r t en , r vom sechsten in den Verände r l i chen . 
.Teder d e r s ieben und zwanzig Geraden in de r F l äche en t -

spr ich t e ine Doppellinie in der Ueciprokalf läche (Artikel 272) . 
Der e igent l iche Tangen tenkege l als die I lec iprokal l läche e ine r 
ebenen Schni t t curve de r u r sp rüng l i chen Fläche besi tzt neun R ü c k -
k e h r k a n t e n und ist von der sechsten Ordnung . 

W i r h a b e n also 

«' = 6 , b' = 2 7 , c ' = 2 4 , « ' = 1 2 , a' -j- 2b' -f- 3 c ' = 1 2 . 1 1 . 

Die Durchschn i t t e der Curven c' und b' mit de r B e r ü h r u n g s -
curve des Kegels a', der e inem beliebig gewähl ten P u n k t e en t -
s p r i c h t , sind die Rec iproken der Tangen t enehenen de r Original-
fläche, d e r e n B e r ü h r u n g s p u n k t e die Durchschni t te e iner ange-
n o m m e n e n Ebene mit der parabol ischen Curve U ~ 0 , H = {) 
und mi t den 2 7 Ge raden s ind. Es giebt also 12 P u n k t e g und 
2 7 P u n k t e q von den le tz teren Punk ten liegt je e iner in j e d e r 
der 2 7 G e r a d e n , von denen die Doppell iuie de r Bec iproka l f läche 
gebi ldet wi rd . 

*) Der erste Versuch, die Wirkung der Doppelcurven und Rück-
kehrcurven auf die Ordnung der Reciprpkalfliiche zu bestimmen, ward 
im .Jahre 1847 in zwei Abhandlungen gemacht, welche der Verfasser 
zu dem ,,Cambridge and Dublin Mathem. .Journal" (Vol. II, p. 65 und 
IV, p. 188) beitrug. Erst am Ende des Jahres 1849 leitete ihn jedoch 
die Entdeckung der 27 Geraden in der Fläche dritter Ordnung, welche 
zuerst eine klare Anschauung der Natur der Reciprokalfiäche einer 
Fläche dritter Ordnung vermittelte, zu der hier aus einander gesetzten 
Theorie. Sie ward zuerst vollständiger in einer Abhandlung im Vol. 
XXIII der ,,Transactions of the Royal Irish Academy" (p. 461 f.) be-
kannt gemacht. 
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Nun bestehen die 60 Durchscbnil tspunkte der Curve d mit 
der zweiten Polarf läche, als welche von der zehnten Ordnung 
is t , aus den 9 Punkten n , den 27 Punkten q' und den 12 INmk-
ten 6 . Es geht daraus he rvor , dass die letzteren Punkte dopjielt 
gezählt werden müssen , weil einer Gleichung von der Fo rm 

9 « + 21h + 1 2 c = 60 
durch ganze Wer the von a, h, c nur für den Fall 1 , 1 , 2 ge-
nügt werden kann, Diess giebt die erste Gleichung A). 

Betrachten wir nun die Punk te , in welchen i rgend eine der 
27 Linien h dieselbe Fläche zehnter Ordnung durchschneidet . 
iUe Punkte |3' entsprechen den Punk t en , in denen die 27 Gera-
den die parabol ische Curve be rüh ren und wir wissen aus Artikel 
2 9 0 , dass in jeder dieser Geraden zwei solche Punkte existieren. 
In jeder derselben liegen fe rner 5 Punkte t und wir haben eben 
gesehen , dass je ein IMmkt q ihr angehör t . Da nun die Gleichung 

« 4- 2ö + 5 c = 10 
nur die Lösungen (1, 2 , 1) und (3, 1 , 1) in ganzen Zahlen be-
sitzt , so müssen die zehn Durchscbnittsj)unkte einer der Linien 
mit der zweiten Polarfläche entweder durch 

p' - f 2/3' + r oder durch 3 ? ' + + 
dargestell t se in , uiul hier ist die letztere F o r m olTenbar unzu-
lässig, Wenn man nun die Curve h' als von den 2 7 Geraden 
gebildet be t rach te t , so e rkennt man noch , dass die Punk le t' je 
dreien derselben angehören und ist so zu der Formel 

h' {n — 2) = Q + 2/3' + 3t' 
geführ t . 

Das betrachte te Beispiel er laubt uns n ich t , den Coefficienten 
von y in der zweiten der Formeln A) zu best immen, weil Punk te 
y in der Reciprokalfläche einer Fläche dri t ter Ordnung nicht 
existieren. Endlich werden die 2 4 0 P u n k t e , in welchen die Curve 
c die zweite Polare schneidet , von den 12 Punkten o' und den 
54 Punkten ß' gebildet; und da die Gleichung 

1 2 « + 5ih = 240 
nur die ganzzahligen Auflösungen ( 1 1 , 2 ) und (2 , 4 ) er laubt , 
deren Letztere natürlich vorzuziehen ist, so sind durch die Be-
t rachtung dieses Beispiels alle Coeflicienten der Gleichungen A) 
mit Ausnahnu; des Coefficienten von y in der zweiten von ihnen 
gefunden. 
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356 . Wir wollen nun auf demselben Wege die Reciprokal-
fläche einer Fläche n*®"̂  Ordming un te r suchen , welche keine viel-
fachen Punkte besitzt. 

Wir haben dann 

n' = n { n - \ f , « ' — 2 = (n — 2 ) + 1), a' = n{n — \)\ 

uml nach Artikel 25 für die Doppelcurve und die Rückkehrcurve 

b' [ 7 1 [ n - 2) (n3 — n'̂  + „ _ i 2 ) , 
c' = 4 « [n — l] ( n - 2 ) . 

Die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels der Reci-
prokal f läche , welche der Zahl der Inflexionspunkte eines ebenen 
Schnit tes der Originalfläche en tspr ich t , giebt 

% = 3?^ [n — l). 

Die Punk te q nnd o', entsprechend den Durchschni t tspunk-
ten e iner angenommenen Ebene mit den Curven 

ř/ = 0 , /i ' = 0 und U = 0, II = 0 (Artikel 351) 

werden gehnulen 

o' = n (n — 2 ) — n 2 -}- n — 1 2 ) , a' = An ( n — 2 ) . 

Die Substitution dieser W e r t h e in die erste der Formeln A 
n' ( n — 2 ) = / / + + 2ö ' 

macht dieselbe zu einer Identität und bestätigt sie somit. Wir 

wollen fü r denselben Fall zunächst die dri t te der Formeln A) 
untersuchen. 

Wir haben im Artikel 352 gefunden , dass die Zahl der 
Punkte ß ' 

= 2 n (n — 2 ) ( l l n — 2 4 ) 
ist. Nun entsprechen die Dm'chscbriitte der Doppel- und Rück-
kehrcurve der Reciprokalfläche den Ebenen , welche die Original-
fläche in den Durchschnit tspunkten der Curven 

U = {), H = {)-, U = ^ = 0 
be rüh ren . Wenn aber eine Ebene die Fläche in einer Curve 
schneidet , die einen eigentlichen Doppelpunkt nnd einen Rück-
keh rpunk t besi tzt , so ist sie schon wegen ih re r Re rührung im 
letzteren Punk te allein eine Doppeltangentenebene und gehört 
daher dem System der längs der Curve ř/ = 0 , AT = 0 berüh-
reiulen Ebenen zweifach a n , oder in anderen W o r t e n , sie ist 
eine stat ionäre Ebene dieses Systems. Und da ofl'enbar die 
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Punkte ß' unter den Durchschnit tspunkten der Doppel - und der 
Hückkehrcurve s ind , so müssen die Punkte 

U = 0, H = 0, 

entweder Punkten ß' oder Punkten y' entsprechen. Indem wir, 

wie es na turgemäss ist , die Punk te ß' unter den Durchschni t ten 

der drei F lächen doppelt zählend denken, erhal ten wir 

y = n {4(n —2)} {(n—2) — + n-1%) 

— (« — 2 ) (11« — 2 4 ) = 4 n {n — l ) (« — 3) («^ + 3 « —16) . 

W e n n wir aher die vorher fü r c', n, g, ß' gefundenen Wer the 
in die Formel 

/ = c' ( n — 2 ) — 2G' - 4|3' 
subst i tuieren, so erhal ten wir für y' den eben gefundenen Wer th 
wieder und haben dadurch die drit te der Formeln J ) bestätigt. 
Es wäre hinreichend gewesen, anzunehmen, dass die Punkte ß 
unter den Durchschnit ten von U == 0, /f = (), üf = 0 als 
ju fach und die Punkte y als A. fach zu zählen wären , so dass 

c (N'—2) = 2G' + FIß' + LY 

wäre , und man würde gefunden haben , dass die Formel die 

Wer the A = 1 , |ii = 4 fo rde r t , um erfüll t zu werden . 
Niu' die zweite der Formeln A) bleibt noch zu un te rsuchen . 
Wir haben aber die Wer the aller in sie eingehenden Grössen 

bis auf t' bereits gegeben. Durch Substitution finden wir dann, 
dass die Zahl der dreifachen Tangentenebenen der Fläche Ord-
nung durch die Formel 

Qt' = n {n — 2) (»^—4«" + 7n®—45«^ + IHn^—IHm^ 
+ 5 4 8 « - 960) 

gegeben ist. Man findet fü r = 3 

6ř ' = 3 . 9 0 , d. i. t' = 45 
wie bekannt . 

Man kann dieselbe allgemeine Formel direct bestät igen durch 
folgende Schlüsse. Die dreifachen Tangentenebenen der Fläche 
U = Q sind diejenigen nach der Curve U = 0, K = {) sie 
be rührenden Ebenen , welche sie noch in einem andern Punkte 
be rühren . 

Nach .Artikel 25 gehen durch einen beliebigen Punk t 

i « (« — 1) (« — 2) ^ n — 1 2 ) 

.solcher Ebenen und somit ffiebt es 
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| n (n — 1 ) (n — 2) ( n ^ - « 2 + n — 1 2 ) + n ( n — 1 ) ' 

u n t e r i h n e n , >Yelche zugleich eine zweite F l ä c h e n*®"" O r d n u n g 

b e r ü h r e n . 

Denken wir beide F lächen sich ohne E n d e n ä h e r n d und 

endl ich z u s a m m e n f a l l e n d , so e r sche in t j ede dieser E b e n e n drei -

ma l u n d f ü r t" als i h re Zahl gilt die Relat ion 

3t" = \n{n — 2) ( n ' — 4 n 6 + Tn^ — I Q n ^ H - 4 0 « ^ — 3 7 n 2 + 1 2 n ) . 

Von ih r ha t m a n die Zahl der Durchschn i t t spunk te d e r Curve 
ř7 == 0 , K = Q mit der Schni t tcurve be ider noch verschieden 
gedach ten F l ächen O r d n u n g , also 

n2 ( n - 2 ) («3 - n2 n - 1 2 ) 

zu s u b t r a h i e r e n u n d e rhä l t 

3 ř = ^ n ( n — 2 ) ( n ^ - 4 n 6 + n * - f - 4 2 n ^ — 3 9 n ^ + 36n) . 

Man ha t f e r n e r die Zahl der Doppe l t angen tenebenen abzu-
z i e h e n , d e r e n e ine r B e r ü h r u n g s p u n k t der parabol i schen Curve 
de r F läche a n g e h ö r t und die eine Klasse fü r sich b i lden ; also, 
da j ede d ieser Ebenen dre i fach zähl t , die Zahl 

1 2 n (n — 2 ) 2 (n^ — «2 + n — 1 2 ) 
ode r 

^ n ( n - 2 ) ( 2 4 n 4 - 7 2 n 3 - f 7 2 n 2 _ 3 3 6 n + 576) . 

Man ha t endl ich die Zahl 

2 . 4 n (n — 2) ( l l n — 2 4 ) 
a b z u z i e h e n , die doppel te Zahl der E b e n e n , welche den B e r ü h -
r u n g e n de r pa rabo l i schen Curve und de r Curve v ie rpunkt iger Be-
r ü h r u n g e n e n t s p r e c h e n , und eit iäl t 

t = ^ 7 i ( n - 2 ) (n^—4n«-f- 7 n 5 - 4 5 n ^ + I H n ^ — l l l n 2 - | - 5 4 8 n - 9 6 0 ) 

wie oben.*) 

3 5 7 . Es ist im Artikel 1 8 bewiesen w o r d e n , dass die Be-
r ü h r u n g s p u n k t e de r j en igen Erzeugenden des Tangen tenkege l s aus 
e inem gegebenen P u n k t e , welche die F läche in zwei versch iede-
n e n P u n k t e n b e r ü h r e n , auf e iner F läche von der (n — 2) (n—3)'®" 
O r d n u n g l iegen. 

W e n n n u n wie vorher de r Tangen tenkege l ein z u s a m m e n g e -
se tz ter Kegel (a 4 - 2 ö + 3c) i s t , so sind offenbar u n t e r diesen 
Doppe l tangen ten ' d ie jenigen gemeinschaf t l i chen E r z e u g e n d e n der 

*) Vergl, E. de J o n q u i e r e s ' Abhandlung a, a, O. 
Salmon, A n a l . Geom. d. Raumes. II. 3 3 
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Kegel a, h\ b, c; c, a mi t g e z ä h l t , welche die Curven a. und h 
etc. in zwei ve r sch iedenen P u n k t e n schne iden . W e n n wi r daher 
d u r c h [afe] die Zahl der s c h e i n b a r e n Durchschn i t t spunk te der 
Curven a u n d b b e z e i c h n e n , d. h . die Zahl de r P u n k t e , in wel-
chen diese Curven von einem beheb igen P u n k t e des R a u m e s aus 
gesehen sich zu du rchschne iden s c h e i n e n , ohne diess doch in 
AVirklichkeit zu t h u n , so geben die fo lgenden F o r m e l n die Ana-
lyse der Durchschn i t t spunk te d e r Curven a, b, c m i t d e r F läche 
von de r {n — 2) (n — O r d n u n g : 

a {n — 2) ( « - 3 ) = 2(5 + 3 [ac ] + 2 [«&], 
b {n-2) {n-3) = ik + [«&] + 3 [ ö c ] , 
c {n - 2) (n — 3 ) = 6Ä + [öc] + 2 [èc ] . 

Nun e rg ieb t sich aber die Zahl der s c h e i n b a r e n Durchschn i t t e 
zweier Curven aus de r Zahl i h r e r wirkl ichen D u r c h s c h n i t t e , denn 
wenn aus e inem gemeinschaf t l ichen Schei te l ü b e r be iden Curven 
Kegel b e s c h r i e b e n w e r d e n , so e n t s p r e c h e n die gemeinschaf t l i chen 
E r z e u g e n d e n derse lben no thwendig en twede r den s che inba ren ode r 
den wirk l ichen Durchschn i t t spunk ten der Curven ; dahe r ha t m a n 
die Relat ionen 

*) [ftfe] = afc — 2 ^ » , [ a c ] = « c — 3 e , [bc] = bc — 3 ß— 2y — t. 

Durch Subst i tut ion e rgeben sich dann die F o r m e l n 

a{n-2){n—3) = 2 ^ + + 3 « c — 4 p —9«? , 

b{n-2){?i—3) = 4k-\- ab ^ 3bc— 9 ß—6y - 3i—2ę,[ . . . B). 
c ( n — 2 ) ( n — 3 ) = 6 Ä + rtc + 2bc — Qß—4y—2i—3G, • 

Die e r s te und dr i t te u n t e r diesen Gle ichungen w e r d e n iden-
tisch e r fü l l t d u r c h die Subst i tut ion der in den letzten Art ikeln 
f ü r ß, y, Q, <?, etc. g e f u n d e n e n W e r t h e , w e n n man zu dense lben 
h inzufüg t 

2Ó = n {n — 2) {n' — 9), i = 0 
und den im Artikel 3 5 2 gegebenen W e r t h von h, nämlich 

2h = n ( « — 2 ) (16n4 — 6 4 « ' ^ + S O n ^ — 1 0 8 n + 156). 

*) Wenn die Fläche nnr eine Doppelcurve aher keine Rückkehr-
curve besässe, so existiert doch eine bestimmte Anzahl i von Rück-
kehrpunkten in der Doppelcurve und die obige Gleichung erleidet die 
Modification 

[öJ] = ab — 2 9 — i. 
Indem man dann die Ordnung der Reciprokalfläche bestimmt, wird 

die Grosse ab eliminiert. 
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Die zweite Gle ichung er laubt uns k zu h e s t i m m e n ; man er-

hä l t die Gleichung 

Sk=^n {n — 2) — + Ißn» —54«^ + 164n6 —288«^ 

-ł- 5 4 7 « ^ - 1058«=^ + 1 0 6 8 n 2 — 1 2 1 4 « + 1464) . 

, Beispielsweise f ü r n = Z ist /t = 2 1 6 , was mi t den 1 3 5 wi rk -

27 .26 
l iehen Doppe lpunk ten die Zahl von gemeinschaf t l i chen 

X • ^ 
K a n t e n e r fü l l t . 

Aus diesem Ausdruck lässt sich de r B a n g de r Abwickelungs-
fläche, von welcher b die B ü c k k e h r k a n t e ist — e r m u s s f ü r ti = 3 
gleich Null sein — mit te ls t der F o r m e l 

R = b' — b - 2k — 6t — 3y 

b e s t i m m e n , und man erhä l t du rch Subst i tut ion d e r ge fundenen 

W e r t h e 
R = An (n — 2) ( n - 3 ) {n' + 2n — A). 

Diess ist dahe r der Bang der abwicke lbaren F l ä c h e , welche 
die Doppe l t angen tenebenen de r gegebenen F läche erzeugen.*) 

3 5 8 . Aus den Forme ln A) und B) k ö n n e n wir die Vermin-
d e r u n g de r Ordnungszah l de r Beciprokal f läche b e r e c h n e n , welche 

*) Um die Theorie zu bestätigen, wäre nöthig, zu zeigen, dass diese 
Zahl R mit derjenigen zusammenfällt, welche aus dem 5. Beispiel des 
Artikel .324 abgeleitet wird. Zuerst entspricht die Abwickelungsfläche, 
welche durch die Rückkehrcurve der Reciprokalfiäche erzeugt wird, 
derjenigen, welche die gegebene Fläche U —0 nach ihrer Schnittcurve 
mit der Determinantenfläche / / = 0 umhüllt, und die nach dem citier-
ten Beispiel von der Ordnung 28 (w — 2)^ sein muss; wenn wir aber 
von dieser Zahl die Zahl ß subtrahieren, so erhalten wir in der That 
den vorher bestimmten Werth. 

In gleicher Art betrachten wir die Abwickelungsfläche, welche der 
Fläche [/ — 0 nach ihrem Durchschnitt mit A' = 0 umgeschrieben 
wird (Artikel 351); wenn wir aber von der nach der Regel des erwähn-
ten Beispiels bestimmten Ordnungszahl die Summe 4y -j- ß 
ziehen , so erhalten wir nicht II, sondern ^ Vielleicht ist diess des-
halb der Fa l l , weil alle die Tangentenebenen, welche diese Abwicke-
lungsfläche nmhüllen, Doppeltangentenebenen sind; es muss aber zu-
gleich ausgesprochen werden, dass es noch einige Punkte in dieser 
ganzen Theorie giebt, welche weiterer Erklärung bedürfen. In seiner 
Abhandlung in ,,Quarterly Journal of Mathem.", Vol. II gab S c h l ä f l i 
die Relation 

4f l -1-6<'=«(«—2) {n7_4; j6^7„5_45 , j i_ |_ i i8M3_i l5H»- | -508n—912} , 
welche diese Werthe bestätigen. 
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durch die im Artikel 3 5 3 aufgezählten Singularitäten der Original-
fläche erzeugt wird. 

Wenn der Grad eines Kegels von m auf [m — /) vermin-
der t wi rd , so geht der der Reciprokalen von m ( m — 1 ) auf 
[m — l) [m — I — 1) zu rück , d. h. er wird um / (2 m — I — 1) re-
duciert . Nun ist der Tangentenkegel einer Fläche im Allgemeinen 
vom Grade n [n — 1) und wir haben gesehen, dass dieser Grad um 
[ I b -1- 3c) verminder t wi rd , wenn die Fläche Doppel- und Rück-
kebrcurven , wie angenommen , besitzt. Daraus entspringt dann 
eine Verminderung in der Ordnungszahl der Reciprokalfläche um 

D = {2b + 3c) (2«2 — 2 « — 2b — 3 c — 1). 

Aber die Existenz der Doppel- und Rückkebrcurven der 
Fläche bewi ik t auch eine Verminderung der Zahl der Doppel-
und Rückkehrkanten des Tangentenkegels . Man muss von der 
eben angegebenen Zahl D die doppelte Verminderung der Anzahl 
der Doppelkanten und die dreifache von der der Rückkehrkan ten 
sub t rah ie ren , um die wahre Verminderung der Ordnungszahl der 
Reciprokalfläche zu finden. Nun ist nach den Formeln A) 

^ ^ [a — b - c ) [n-2) + 6/3 + 4 y + Zt, 
und wenn die Fläche keine vielfachen Linien besässe, so wäre 
die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels 

= (« + + 3c) (« — 2) ; 
die Verminderung der Anzahl der Rückkehrkanten ist daher 

Z = (3ö + 4c) (n — 2 ) — 6/3 — 4 y — 3<. 

F e r n e r erhalten wir nach dem ersten System der Formeln 
des Artikel 357 

[a—2b — dc) [n — 2) (n — 3) = 2 d — 8Ä — 18Ä — 12 [bc] 

und du rch Einsetzen des Werthes von [6c] daraus 
2Ö = [a - 2b— 3.c) [n — 2) [n — 3) + 8Ä: - f ISh 

+ 12bc — 36ß—2iy—12i. 

Hätte die Fläche keine vielfachen Lin ien , so wäre 

2S = [a 2b + 3c) [n - 2) [n - 3); 

die Verminderung in der Anzahl der Doppelkanten wird daher 

durch die Formel 

2H = [ib + 6c) ( n — 2 ) ( n - 3 ) — 8 ^ — ISh — 12bc - f 36/3 
+ 2 4 y + 12 i 

best immt. 
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Und die ganze Verminderung de r Ordnungszahl der Reci-
prokallläche oder 

D — 

wird nach en tsprechender Reduction 

= n(7& + 12c) — — 9 c 2 — - 1 5 c + + 18Ä 
— 18(3 — 1 2 ^ — 1 2 / + 9 ř . 

Sie giebt für die Fläche 1 2 O r d n u n g , welche die Reciproke 
der Fläche drit ter Ordnung is t , wirklich die Verminderung um 
1 4 4 9 Einhei ten , welche nöthig is t , damit die Ordnungsz-ahl i h re r 
Reciprokall läcbe von 1 2 . 11^ = 1452 auf 3 zurückkomme. 

359. Die Formeln A) und B) können in eine der Anwendung 
m e h r bequeme Gestalt gebracht werden . 

In Er innerung d a r a n , dass 

a + + 3 c = n (n — 1) 

i s t , kann nämlich die erste der Formeln B) in der Gestalt 

+ a ( _ An + 6) = 2<J — 4 ? — 9(? 
geschrieben w e r d e n , und indem man das Dreifache der ers ten 
Formel A) hinzu addier t , erhält man 

a' — na = 1d + 3 x — ? — 3 ö. 

Aber es ist 
— « _ 2 á — 3Jt = n , 

der Ordnung der Reciprokalf läche, und somit 

( n — 1 ) rt + ^ + 3(y. 
Die Wahrhei t dieser Gleichung kann auch überd iess aus der 

Bemerkung e rkannt werden , dass a , die Curve der einfachen 
Berührungen für e inen beliebigen P u n k t , die erste Po la re eines 
beliebigen andern Punktes ausser in den n Berührungspunk ten 
der durch die beiden betrachteten Punkte gehenden Tangenten-
e b e n e n , in den q Punk t en , in denen die Curven a und b sich 
durchschne iden , und in den ú Punkten des Durchschni t ts von 
a und c schneiden muss , weil jede erste Polarfläche durch die 
Curven b und c gehen muss. 

Wenn wir die zweite der Formeln B) zu dem Vierfachen 
der zweiten Formel A) addieren und mit R die in Artikel 3 5 7 
gegebene Bedeutung verbinden, so erhalten wir in gleicher Art 

2 ? = 2 i ? + ^ + 3 J . 

eine Gle ichung, deren geometrische Er läu te rung uns nicht be -
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kannt i s t ; wie auch ofienbar die R Punkte in h, deren Tan-
genten eine behebige Gerade schneiden , unter den q Punkten in 
b mit gezählt s ind, welche die Berührungspunkte der durch diese 
Linie gehenden Tangentenebenen sind. 

W e n n die letzten Formeln beider Gruppen in derselben Art 
behandelt werden , und wenn wir durch S die Ordnung der ab-
wickelbaren Fläche bezeichnen, welche durch die Curve c er-
zeugt w i rd , d. h . 

S =z c' — c — 2h — 3ß, 
so erhal ten wir 

c (n — 6 ) = 1 2 S + y + 8 i — 18(?. 

360 . Der Einfluss der vielfachen Linien auf die Verminderung 
der Oi'dnung der Reciprokalfläche k a n n noch in anderer Weise 
untersucht werden. Die Berührungspunkte der Tangentenebenen, 
welche durch eine gegebene Gerade an die Fläche gelegt vverden 
können , sind die Durcbschni t t spunkte der Fläche mit derjenigen 
Curve von der Ordnung (n — 1)^, welche der Durchschnit t der 
ersten Polarflächen von i rgend zwei Punkten der Linie ist. Be-
t rachten wir nun zuerst den F a l l , in welchem die Fläche nur 
eine gewöhnliche Doppelcurve von der Ordnung b hat . Da die 
ersten Polaren beider Punkte diese Curve enthal ten müssen , so 
zerfällt die Durchschnit tscurve derselben in diese Curve und 
eine complementäre Curve Ordnung. Als Berührungspunkte 
der durch die gegebene Gerade gehenden Tangentenebenen erhäl t 
man nun zuerst nicht die sämmtl ichen Punkte der Fläche auf 
der complexen Curve (i -j- rf), sondern nur die der Curve d an-
gehörenden ; daraus entspringt eine Reduction der Ordnung der 
Reciprokalfläche um bn. Aber auch nicht alle die Punkle zählen 
als solche, in welchen die Curve d die Fläche schneidet ; man 
hat diejenigen unter ihnen auszuscheiden, in welchen die Curve 6 
von der Curve d geschnitten wird. Dire Anzahl ist nach Arti-
kel 8 1 

= 2b (« — 2) — r , 

wenn r den Rang des Systems der Curve b bezeichnet. Nun be-
stehen diese Punkte aus den r Punk ten der Curve b, deren Tan-
genten die willkürlich gewählte Gerade schneiden, welche die 
Scheitelkante des Tangentenebenenbüschels ist , und aus den 

{2b {n — 2) - 2r} 
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P u n k t e n , in weichen die be iden Po la r f l ächen sich b e r ü h r e n ; die 
le tz teren sind R ü c k k e h r p u n k t e in de r Doppelcurve h , d. h . Puidi te , 
i n welchen die be iden T a n g e n t e n e h e n e n de r F l ä c h e n zusammen-
fa l l en , und sie zählen d re i fach un te r den Durchschn i t t en der 
Curve d mit der gegebenen F l ä c h e , da die d re i F l ä c h e n sich in 
j edem solchen P u n k t e b e r ü h r e n ; dagegen sind die r P u n k t e ein-* 
fache P u n k t e der Doppelcurve u n d zählen dahe r f ü r zwei. Die 
Gesammtreduc t ion ist dahe r * 

nö + 2r + 3 {2& (n - 2) — 2r} = h (7n —12) — Ar, 

was mit der v o r h e r g e h e n d e n T h e o r i e übe re ins t immt . 
W e n n die Curve h n icht e ine Doppe lcu rve , s o n d e r n eine 

vielfache Linie de r F läche ist und de r Grad d e r Vielfachhei t durch 
^ p beze ichnet w i r d , so f indet m a n f ü r die Reduct ion de r Ordnungs -

zahl der Reciprokal f iäche*) 

h [p— 1) [Zp - f 1) 71 - 2 b p [p' - - l ) — p ' [ p — 1) r . 

Man erhä l t a u c h f ü r die Reduc t ion in de r Zahl de r Rück-

k e h r k a n t e n des Kegels de r e in fachen B e r ü h r u n g den Ausdruck 

b { 3 [ p - \ r - 7 i ~ p [ p - l ) ( 2 p - l ) } - p { p - \ ) [ p - 1 ) r , 

u n d f ü r das Doppelte de r Beduc t ion in der Zahl se iner Doppel-

kan ten 

Ihp [p — l ) i i ' ' - h [ p - l ) ( 1 4 i > - 8 ) « - f bp ( p — 1 ) (8/) — 2 ) 
- p' [p — \)'b' + p [ p - l ] ( 4 ; > — 6 ) r . 

Zur B e w ä h r u n g de r F o r m e l denken wir uns die F läche 
O r d n u n g aus p F l ächen m*®"" O r d n u n g geb i lde t , die e ine gemein-
schaf t l iche Curve O r d n u n g als ih ren vollständigen Durchschni t t 
bes i t zen , also ein Büschel b i lden. Dann ist 

b = m', 11 = pm, r ~ Im' [m—-1) 

und die Reduc t ion der O r d n u n g d e r Reciprokal f iäche wird 

m2 { p ( p - l ) [3p - f 1) m — 2 i > — 1 ) _ 2p' [ p - l ) ( m - l ) } 

= P [P'~\) m^ - 2/J b —1) rn', 
also 

= mp [mp—1)' — mp [p — 1)^, 
wie es sein muss. 

Es e r ü b r i g t , die Methode dieses Art ikels auf den Fall anzu-
w e n d e n , in we lchem die F läche eine R ü c k k e h r c u r v e besitzt . 

*) Vergl. „Transactions of the Royal Irish Academy", Vol. XXIII, 
p. 485. 
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3 6 1 . Die entwickel te Theor i e gestat te t u n s , bei i h r e r A n -
w e n d u n g a u f d i e a b w i c k e l b a r e n F l ä c h e n zuers t das 
F a c t u m zu e r k l ä r e n , wonach die O r d n u n g d e r Reciprokal f läche 
e iner solchen sich auf Null r e d u c i e r e n m u s s ; sie e r l aub t uns 
übe rd i e s s , einige der S ingular i tä ten so lcher F l ä c h e n zu bes t im-
m e n , welche in d e r f r ü h e r e n Dars te l lung i h r e r T h e o r i e n ich t ge-
geben w e r d e n konn ten . (Vergl. Art ikel 68.) W i r geb rauchen 
die Reze ichnungen j enes Abschnit ts . 

Der Tangen tenkege l e iner abvvickelbaren F l ä c h e bes teh t aus 
n E b e n e n und besitzt dahe r ke ine R ü c k k e h r k a n t e n , abe r ^ n (n—1) 
Doppelkanten . Die Linie der e infachen R e r ü h r u n g bes t eh t aus 
n G e r a d e n , n Linien des Sys tems , von denen j ede die Rückkehr- , 
kante in m und die Doppelhnie a: in (r — 4) P u n k t e n du rchschne i -
det. Die Linien m und x d u r c h s c h n e i d e n e inander in den a P u n k -
ten , in welchen sie die s ta t ionären E b e n e n des Sys tems b e r ü h r e n ; 
denn da in denselben drei auf e inande r fo lgende Linien des Sy-
s tems in der näml ichen E b e n e h e g e n , so giebt de r iDurcbschn i t t s -
p u n k t de r e rs ten und de r dr i t ten u n t e r ihnen einen P u n k t de r 
Linie a:.*) 

W e n n wir also links die Reze ichnungen des gegenwär t igen 

Kapitels und r ech t s die des Kapitels II a n g e b e n , welche du rch 

sie ver t re ten w e r d e n , so erhal ten wir die fo lgende Tabe l l e : 

n == r, a = n, b — x, c = m, ę :=z n [r—4), 

Gz=n, K = 0, ß = ß , h — h, t = a; 

und die Grössen t, y, k b le iben zu bes t immen . 
I n d e m wir diese W e r t h e in die F o r m e l n A) und B) de r Ar-

tikel 3 5 3 und 3 5 7 e inse tzen , e rha l t en wir das folgende System 
von Gle i chungen : 

n ( r - 2 ) = n { 2 - f ( r - 4 ) } , 

a: ( r - 2 ) = n ( r - 4 ) + 2 ^ + 3 r - f 3 

m ( r — 2 ) ^ 2 ? i + 4ß + y , 

n ( r - 2 ) ( r - 3 ) = n { (n—1) + 2a; + 3m — 4 ( r — 4 ) — 9 } , 

X ( r—2) ( r—3) 4k+nx + 3mx—9ß—ey—3a—2n ( r — 4 ) , 

m{r—2} ( r — 3 ) = 6h + tnti + 2mx — 6ß — 4y — 2c(—3n. 

...q 

*) Das Hervortreten dieser Punkte i in dem Beispiel der abwickel-
baren Flächen veranlasste den Verfasser zu ihrer Einführung in die 
allgemeine Theoria. 
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Von diesen sechs Gleichungen ist die ers te eine Identität und 
die vierte wird zu einer Identität auf Grund der im Artikel 65 
bewiesenen Relation 

r (r — 1) = 2a; + Z m + n. 

Die Elimination von y zwischen der dri t ten und sechsten 
Gleichung liefert die Gleichung 

n, ( r - 1) r = 6Ä + 1 0 ^ — 2 « + n (m + 5) + 2 m (a: + 1), 

welche durch die vorige auf 

6/ i + 10/3 — 2 « + 5 n — m (3m — 2 ) = 0 

oder auf die Summe von 

6A -}- 8|3 + n = 3 m [m - 2) und 2 (jS — « ) = 4 [m~n) 

reducier t wi rd , die unter den Relationen des Artikel 66 stehen. 
Die drei übrig bleibenden Gleichungen best immen die drei 

Grössen, deren Wer the f r ü h e r nicht gegeben werden konnten, 
nämlich t, die Zahl der „Punk te in drei L in i en" , die dem System 
angehören ; y, die Zahl solcher Punk te des Sys tems, durch welche 
je eine nicht zunächstfolgende Linie des Systems h indurchgeh t ; 
und k die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte in der Knotenlinie 
der abwickelbaren Fläche. 

Wenn diese Grössen best immt s ind , so kann man durch 
Buchstabenver tauschnng die reciproken Singular i tä ten , nämlich 
die Zahl der „Elbenen durch drei Linien", die dem System ange-
hören , etc. , e rhal ten . 

Nach Artikel 359 ergiebt sich auch der Rang der Abwicke-
lungsfläche, welche die Curve x zur Rückkehrkan te hat. Denn 
es ist 

1R = In {r - A) — ß — 3 « . 

Beispiel 1. Man s o l l d ie v o r h e r e n t w i c k e l t e T h e o r i e auf 
d e n F a l l d e s A r t i k e l 67 a n w e n d e n , d.h. a u f d i e E n v e l o p p e von 

a/^ - f Ä&i^-i + i ü ^ i l c/^-2 - f etc. = 0. 
X • 3 

Man findet 

y = 6 (Ä: —3) (Ä: —4) , 3i = 4 (/f — 3) (Är —4) [k — b). 
k — {Jc—Z) ( 2ä :3 -18ä2 4- 57^ — 65), /ř = 2 (^ — 1) (Är —3). 

Und für die reciproken Singularitäten 

/ = 2 [k-~2) [k — Z], 2>t' = 4 {k — 2) {k — Z) (Ä —4), 
(Ä —2) (Ä: — 3 ) (2yt2 — 1 0 ^ 4- 11), = 6 ( ^ — 3)2. 
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Die Ordnung der Bedingungen, unler welciien die Gleichungen 
fl/^-i + (Är—l) 6/Ä-2 + etc. = 0 / 
ft/A-i _]_ cik-2 eic. = 0 . 

drei gemeinschaftliche Factoren besitzen, ist 

_ (2Ar — 4 ) l2k~b) {2k —ß) 

1 . 2 . 3 ~ ' 

in der That die Summe der drei Zahlen ß, y, i. 

Beispiel^. F ü r d i e D u r c h s c h n i t t s c u r v e z w e i e r F l ä c h e n , 
f ü r w e l c h e d i e S u m m e d e r O r d n u n g s z a h l e n = p und d a s 
P r o d u c t d e r s e l b e n = i s t , e r h ä l t man 

y = q {pq — 2q — Qp + 16). 
Diess folgt aus den Formeln des Artikel 80, kann aber auch direct 

Bewiesen werden. Denn sind U = 0, V = 0 die Gleichungen derselben 
von den respectiven Graden m und n und bildet man die Bestimmungs-
gleichungen der Punkte, in welchen die Verbindungslinie zweier beliebi-
gen Punkte die Flächen schneidet, 

im—2 „ 2 
X'nu x n i - i ^ j u ^ A ' u + etc. = 0 , 

A T + A ^ - V ^ ř - ' + ^ ^ etc. = 0 , 

so ist für jene Gerade als eine Linie des Systems und (a,'̂ , x^, x.^, x^) 
als ihren Berührungspunkt zugleich 

U = 0 , r = o , J U = 0 , J V = 0 . 

Die Substitution dieser Werthe und die Elimination von X, (i giebt 
die Bedingung, unter welcher dieselbe Linie die Curve U = 0 , V = 0 
ferner durchschneidet, als vom Grade {m — 2) {ti — 2) in (a:̂ , 
und vom Grade {mn — 4) in {x\, x'^, x \ , x'Da sie aber für jeden 
Punkt der Linie erfüllt sein muss, so wird das Resultat der Elimination 
von x\, x\, x\, Xzwischen ihr, den beiden Gleichungen der Linie ^ 
/JU = 0 , JV = 0 und der Gleichung einer beliebigen Ebene 

a ^ X ^ - j - 0 2 ^ 2 "ł~ — ö 

von der Form 
n {aiXi + a^x^ + öa-Tg + a^x^)"*"-^ 

sein, so dass JT vom Grade 

(m —2) ( n — 2 ) - f (mn — 4 ) (m -j- n — 3 ) 

ist. Die Durchschnitte der Fläche II = 0 mit U = 0, V 0 sind 
aber die Punkte y und ihre Zahl ist also für m -j- n = p , mn = q, 

= Q {pq—2q—6p - f 16). 
Ferner ist 

R = { p - 2 ) 
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Beispiel 3. Man s o l l d i e S i n g u l a r i t ä t e n d e r a b w i c k e l -
b a r e n F l ä c h e f i n d e n , w e l c h e d u r c h e i n e G e r a d e e r z e u g t 
w i r d , d i e e i n e g e g e b e n e G u r v e s t e t s z w e i m a l s c h n e i d e t . 

Die Ebenen dieses Systems sind „Ebenen durch zwei Linien" des 
Originalsystenis, so dass die Klasse desselben gleich y ist. Die übrigen 
Singularitäten sind die reciproken von den Singularitäten des Systems, 
dessen Rückkehrkante x i s t , und die oben berechnet worden sind. Der 
Rang des Systems oder die Ordnung der abwickelbaren Fläche ist daher 
durch die Formel 

2R' = 2 m (r —4) — a — Sß 
gegeben. 

362 . D a d i e O r d n u n g d e r R e c i p r o k e n e i n e r R e g e l -
f l ä c h e i m m e r d e r O r d n u n g d e r O r i g i n a l f l ä c h e g l e i c h 
s e i n m u s s , s o h a t d i e T h e o r i e d e r R e c i p r o k a l f l ä c h e n 
d i e s e R e d u c t i o n z u e r k l ä r e n . 

W i r beg innen mi t speciel len Fäl len dieser T h e o r i e , um so-
d a n n al lgemeine Ergebn i s se d a r z u b i e t e n , die in neues te r Zeit 
d u r c h eine U n t e r s u c h u n g von C a y l e y * ) gewonnen worden s ind. 

Die Gle ichung de r F l ä c h e en tspr inge aus d e r El iminat ion des 
P a r a m e t e r s t zwischen den Gleichungen 

at ' ' + bt ' ' -^ + etc . = 0 , «V + b ' i ' -^ -f- etc. = 0 , 

in welchen « , a , etc. h n e a r e Func t ionen der Coordinaten s ind. 

Man hat (II = Ä - f / als O r d n u n g der en t s tehenden Rege l -
l l äche ; sie besitzt e ine Doppellinie von der O r d n u n g 

1) (ř̂  — 2 ) , 
in welcher d re i fache P u n k t e in der Anzahl 

( f t - 3 ) f f t - 4 ) 

exis t ieren. Die Anzahl i h r e r sche inbaren Doppelpunkte wird ge-
f u n d e n durch 

2k =:= i i f i - 2 ) ( f ^ - 3 ) + 8) 

und die a b w i c k e l b a r e F l ä c h e , welche du rch sie erzeugt w i r d , ist 
von der O r d n u n g 

2 {(1-2) (ř^-3). 
Man findet dann 

a ^ 2 { ( i - l ) , & = 1) (ft — 2 ) , x = 3 ( f t — 2 ) , 
d = 2 { f i - 2 ) ( f t - 3 ) ; 

*) Vgl. „Philosophical Transactions", Vol. CLIII, 1863, p. 453—483. 
Der Herausgeber verdankt der Güte ihres Verfassers die rechtzeitige 
Kenntniss dieser Abhandlung. 
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W e r t h e , welche mit der Theor ie übe re ins t immen , nach welcher 
(Artikel 358) die Zahl der Rückkehrkanten des Tangentenkegels um 

3 6 ( f i - 2 ) - 3 f 

und die der Doppelkanten um 

2h (n — 2) (n — 3) — 4k 
verminder t werden . Bei der P r ü f u n g der Formeln B) muss die 
Anmei 'kung des Artikel 357 (p. 514) berücksichtigt werden . 

Wenn fe rner die Regelfläche durch eine Gerade erzeugt wird, 
die in zwei festen Geraden und einer Curve von der Ordnung (n 
sich fort bewegt , so ist sie von der Ordnung 2/ii (Artikel 209) 
und jede der beiden Geraden ist vielfach im Grade Nun ist 
die Wirkung zweier vielfachen Linien , welche sich nicht durch-
schne iden , auf die Verminderung der Ordnungszahl der Recipro-
kalfläche nothwendig die Summe ihrer Einzelwirkungen. In Folge 
dessen sind die Formeln des Artikel 358 anzuwenden und man 
erhäl t f ü r 

p = fi, n = 2fi 

die Reduction der Ordnungszahl der Reciprokalfläche 

= Sfi i i ^ - l ) . 

welches eben wie es soll die DilTerenz zwischen 

2f* (2iit — 1 ) 2 und 2[ i ist. 
Man muss jedoch bemerken , dass die f ragl iche Regelfläche 

eine Anzahl vielfacher Erzeugenden ausser den vielfachen Direc-
tr ixen besitzt (Artikel 211), und bat zu beweisen, dass diese auf 
die Ordnungszahl der Reciprokalfläche keinen Einfluss haben. Ist 
A die Anzahl solcher Geraden, so ist der Grad des Tangenten-
kegels um 2A. kleiner als er sonst gewesen sein w ü r d e ; aber 
zugleich ist auch die Zahl der Rückkehrkanten dieses Kegels 
um 6 X kleiner als sie sonst gew^isen wäre. Denn es ist ge-
zeigt w o r d e n , dass die Zahl der Rückkehrkanten um das Drei-
fache der Zahl von Punkten vermindert wi rd , wo eine Doppel-
linie die zweite Polarf läche, hier von der Ordnung {2fi — 2), 
durchschne ide t ; da aber die Directrixen vielfache Linien in dieser 
Fläche vom Grade {(i — 2) s ind, so haben wir das Doppelte dieser 
Zahl von {2 f i— 2) zu subtrahieren und erhal ten 2 als die Zahl 
der Punk te jeder Doppelhnie, welche die Zahl der Rückkehrkan -
ten beeinflussen. Da nun die Zahl der s tat ionären Tangenten-
ebenen nach wie vor gleich Null ist , so bleibt der Grad de r Re-
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ciproken des Kegels unveränder t , weil gleichzeitig der Grad des-
selben um eine Anzahl und die Zahl seiner Rückkehrkanten u m 
das Dreifache derselben Anzahl vermindert werden. 

363 . Wir benutzen fü r die a l l g e m e i n e U n t e r s u c h u n g die 
Bezeichnungen der Artikel 209, 211, so dass die Ordnungen der Di-
rectr ixcnrven respective m , , m^, etc. sind und wollen fü r die en t -
sprechenden Rangzahlen die analoge Bezeichnung r , , r^, etc. h ie r 
e inführen . 

Die Un te r suchung , die wir hier h inzufügen , hat als Haupt -
zweck die B e s t i m m u n g d e r D o p p e l c u r v e n im a l l g e m e i n e n 
F a l l e , also die Ergänzung dessen, was im Artikel 207 gelehrt ist. 
Dann ergiebt sich nach dem Vorigen die Anwendung auf die Theor ie 
der Beciprokalf lächen. 

Wenn man die Begelfläche bet rachte t , deren drei Directr ix-
curven von den Ordnungen m , , m^, m^ sind, und jede derselben 
nacb dem Grade ih re r Vielfachheit zähl t , so bildet man die Summe 
HD [m,, m^, wjg) = m^Ąm^rn^ [m^m^ — 1) - f m.^.^m^m, (m^m,—1) 

+ {m^m^—1) 
= ^Tn^m^m^ (m^mj + m^m^ -j- m^rn, — 3 ) . 

Soll dagegen jede Erzeugende eine ( ^ r v e m, doppelt und 
eine Curve m^ einfach durchschneiden , so werden die aus einem 
Punkte der ers teren respective beschriebenen Kegel von den Ord-
nungen (;»! — 1) und m^ und best immen die erste Curve als 
[m, — 1) m^ f a c h ; aus einem Punkte der Curve tn^ geht ein Kegel 

nach m , , welcher h , oder ^^»»^(»ř i — 1 ) — Doppelkanten 

besi tz t , so dass die zweite Curve in diesem Grade vielfach ist. 
Dieselbe Bildung wie vorher giebt nun 

DZ> m^) = m, Ą [m, — 1) m^ {(»ij — 1) — 1 } 

+ » ' 2 - ł { ł » ' i K - i ) — { ł ^ i K - 1 ) — y — i } 

= ffi2 { i w i (m, —1) {m, —2) (»«1 —3) + m, K —1) {m, — 2) 

- ^ Q m i K - D - i ] _ 

+ '«2 K — 1 ) K - 1 ) (»'1 — 2) + (m^ — 1 ) } . 
Die F läche der Linien durch drei Punkte bei einer Curve m, 

zeigt durch die B e m e r k u n g , dass die Zahl der Doppelkanten eines 
Kegels vom Grade {m, — 1) 
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= (mj — 1 ) — Wj + 2 — ^^ 

is t , j ene Curve als vielfach von demselben Grade nnd daher 

HD (m.S) == ^ ^ . ^ ^^ _ 1) _ ^^ + 2 - X 

= K—1) K - 2 ) { i K - 3 ) K — 4 ) + m4-2} 

K - 2 ) + 

Die Bezeichnung der Factoriellen 

n (n — 1) (n — 2) . . . (n —« — 1 ) = [nj 

gestaltet diese wie die folgenden Formeln etwas bequemer. Man hat 

BD [m,', m^) = m^ { i [m,]^ + _ ^ ( [ ^ J 2 - 1) + 

+ ( ł + ł ["h]^)-

DD ( m , 3 ) = I + 1 J 4 + ^ J 3 _ h + 

Die speciellen Wer the von 

DZ) (1, 1 , m j , BD (1 , m^, m^), BD (1, »^2) 

bildet man darnach leicht. 

364 . W e n n wir die Durcbschnit tspunkte einer Curve m^ mit der 
Begellläche be t r ach ten , welche die Directrixcurven m^, in^, m^ hat, 
so geht durch jeden dieser Punk te , deren Anzahl das m^ fache der 
Ordnung der Begelfläche is t , eine Gerade , die die vier Curven 
»i l , » j j , Wg, m^ schneidet. Bezeichnen wir durch G {m^, m^, ni^, m^ 
die Zahl jener Geraden und durch R [m^, m^, m ^ diese Ordnungs-
zahl, so ist 

G (m^, OTj, »«3, w j = m^.R [m^, m^, m^. 

Daraus folgen 

R [m^, m^, m^ = G [\, m^, m^, m^ = ni^ . R (1, m^, m,) 
= m^ .G [1, 1 , m , , »ij) = WjWj. R (1, 1 , m^) 
= m.^m^.G (1, 1, 1, OTj) = mgř/ijWi . i? (1, 1, 1) 
= m^in^m^.G (1, 1, 1, 1) = Im^m^rn^, 

das Besultat des Artikel 2 0 9 , und damit 

G (»ip m^, ni^, m^) = Im^m^m^m^. 
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Ebenso ist 

G {my', m^, m,) = m^m, G {1, 1, rriy') — m^m, . iř (1, m'). 
Die Best immung der Zahl von Geraden , welche zwei Gerade 

'e infach und eine Curve m/'"'" Ordnung zweifach schneiden, lässt 
sich an dem Fall der ebenen Curve dieser Ordnung erläutern. 
Die Ebene der Curve schneidet die beiden Geraden in zwei Punk-
t e n , deren Verbindungshnie mit der Curve m^ Punk te gemein 
hat und die daher \ m^ [m^ — 1) Gerade ver t r i t t , welche die bei-
den Geraden einfach und die Curve zweifach schneiden. Ausser-
dem geht durch jeden Doppelpunkt der Curve eine Gerade dieser 
Art und die gesuchte Zahl ist daher in diesem Falle 

G (1, 1 , = h, + ^m, K - 1 ) 
und daher allgemein nach der Anzahl der scheinbaren Doppel-
punkte 

h = ł K - 1) - y , 

G (1, 1 , < - ) = m, K - 1 ) -

Also auch 

G mj, mg) = m^m, (m^—1) — • 

Eine ähn l id i e Betrachtung führ t noch zur Best immung von 
G tn^'). 

Sind beide Curven eben und h^, Tî  die respectiven Anzahlen 
ih re r Doppelpunkte , so schneidet die Schnittlinie beider Ebenen 
die Curve m^ in m^, die Curve m^ in ni.̂  P u n k t e n , sie ist also 
als Vertreter in von 

^ niy [my — 1) . ^ [m^ — 1) 

Geraden zu be t r ach ten , die die Curven je zweimal schneiden; zu 
ihnen kommen die hih^ Lin ien , welche die Doppelpunkte der einen 
mit denen der andern Curve verbinden; man hat also nach den 
W e r t h e n von h^, h^ fü r räumliche Curven 

G = I OTj (/«i — 1) [m^ — 1) — ^ ^ni^ [m^ — 1) 

- i ( » , -1) + -Y' • 
365. F ü r die Ermit te lung der Ausdrücke für G (1, m,^) und 

G {rtiy*) dienen gewisse Functionalgleichungen, welche die Aus-
drücke G erfüllen müssen. Wenn die Curve niy durch das System 
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zweier Curven ni j , m / ersetzt wi rd , so tri t t an Stelle von r^ die 
Summe von (r^ Bezeichnet G dann eine der Func-
tionen G (m^, m j , m^, m^, G [m^, m^, m^, G (wj , m^), so ist 
immer 

a) G (m^ + m{) = G (mj) -f G (w/) . 

Ebenso ist für G (OT,^) als Vertreter von G {mi', m^, mg), 

G {mi', m^') 

b) G [(m, + mi'}'] = G (m,^) + C m / ) + G (/n/^); 

f ü r G {mi^} als Vertre ter von G {my^, m^) 

c) C[(mi + m / ) 3 ] = G{mi^) + G { m i ' , m i ' } + G{mi,m^'} + 

und endlich 
d) G [(mj - f mi')'] = G (w^^) + G (m^s, m / ) + G {mi', m/2) 

-ł-' G [mi, m/3) G 
Man kann diese Gleichungen durch die gegebenen W e r t h e 

bes tä t igen; sie füh ren aber zur Best immung der G Formeln unter 
der Voraussetzung, dass diese Zahlen als Funct ionen der m und r 
allein erscheinen müssen. Denn die Gleichung a) ist von der 
Form 

9? {mi -f mi) = (p (m,) + (p (m/), 

und die allgemeine Lösung derselben ist 

q) (mj) = ami + ß .Tii 
die Gleichungen b), c) und d), die respective voraussetzen, dass 
G ( w j , mi'), G {m^', m / ) und G (m^, w / ^ ) , G m / ) und 

G {mi', my') und G , bekannt se ien , sind von der Fo rm 

cp {mi -f- mi') = q)mi g?»?/ -j- funct. (w^, m / ) 
und aus einer par t iculären Lösung ergiebt sich daher die allge-
meine Lösung cp (wj) durch Addition von {ami + ß r i ) . 

Wi r bestätigen zunächst den vorher gefundenen Ausdruck 
fü r G (1, 1 , m,2). 

Bezeichnet G {mi') eben den fraglichen Ausdruck, so ist 
G {mi, mi) der Ausdruck f ü r G (1, 1 , m / ) , somit gleich 
2 mi mi ' . Also ist 

G [{mi + mi)'] - G {mi') — G {m^'') = 2 m i m / 

und diess ist durch 

G '\^mi') — mi {mi — 1) 
befr iedigt , so dass 

G (1 , 1 , mi ') — mi {mi — 1) + umi + ßr^ 
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sein muss . Ist aber die Curve m, ein System von m, Geraden, 
so dass 

VI, = 'm,, r j = 0 
i s t , so wird 

G{1, 1 , in,') = m, K —1) 
und fü r die Curve als einen Kegelschnit t , oder m, = 2 , r , = 2 
ist G ( 1 , 1 , m^) = 1 ; daher sind « = 0 , )3 = — ^ die Wert l ie 
der Constanten und man erhält wie im Artikel 364 

G (1, 1 , m,') = m, (»H —1) -

Bezeichnen wir ferner G (1, in,^) durch G [m,^), so stehen 
G {m,\ m / ) , G [rn,, ?n,"') fü r G (1, m,') und G (1, m,, 
deren W e r t h e 

== m,' | m i ( ^ 1 — 1 ) — und 

= m, | m / ( ? « / — 1) — y } 

s ind , und wir haben 

G [{m, + ~ G (m,^) - G [m,'^) 

= m,' | m i {m, " 1) — y } + { » ' i ' — 1) - y } ' 

eine Gle ichung, die die part iculäre Lösung 

G [m,^) = (m, —1) {m,-2) - m, ^ 

zulässt. Es ist also 

G (1, m,^) = ^m, im, — l ) {m,-2) — + ßr,. 

F ü r ein Liniensystem oder mj = : 0 , = 0 ist nun 

G(l.m,^) = im, (m,-l){m, — 2) 

und fü r eine gewundene Curve dri t ter O r d n u n g , oder m, = 3, 
r , = 4 

G (1, V ) = 0 , 
also a = 0 , = 1 und somit 

G (1, m,^) = m, ( m , ~ l ) - (m, - 2 ) 

366 . Daraus ergeben sich die Wer the fü r 

G (m,^ m,'), G {m,'. in{') und G [m,, m/») , 
nämlich 

Salmon, Ana l . Geom. d. Raumes, II, 3 4 
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— 530 — 

m ; j i m i — K - 2 ) , 

i m / ( m / - 1) ( m ^ - 1) — - ' l {m, {m, - 1) - r , } , 

K - 1 ) - y } K - 2 ) ; 

daraus also als die Summe dieser Grössen der Wei lb von 

G [(m, - f - G M - G 

und dem entsprechend die allgemeine Auflösung 

G M = i^h - 1) i^h - 2) 

- Y K - 1) - 2 } + ' f + + 

Zur Best immung der Constanten bemerken wi r , dass fü r ein 
System gerader Linien oder tn^ = = 0 sich 

^ M = ^ K — 1 ) K — 2 ) { m , - 3 ) + 

ergeben m u s s , also a = l ; während fü r einen Regelschnitt oder 

OTj = 2 , r j = 2 , G (mj^) = 0 sein muss , so dass ß— — ^ 

ist. Daher ist 

G i O = ^ ^h K — 1 ) ( » h - 2 ) (^1 — 3) + 

- y K — 1 ) - + 2 2 - r , } . 

Unter den speciellen Fällen dieser Formel ist die Curve der 
Ordnung pq, welche der vollständige Durchschnitt zweier Flächen 
von den Ordnungen p und q ist , und fü r die daher 

ri = pq {p + q — 2) 

ist. (Artikel 80). Wi r haben berei ts im Artikel 321 von ganz 
anderen Dctrachtungen aus dasselbe Ergebniss gefunden , welches 
der Vollzug dieser Substitutionen in die jetzt erhal tene allgemeine 
Formel hefer t . 

Sei fe rner die Curve auf einem einfachen Hyperboloid ge-
legen und ihre Ordnung ?ny = p q, wo p und q die An-
zahlen der Punkte bezeicbnen, welche sie nnt den Erzengenden 
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der ersten und zweiten Art respective gemein h a t , so ist = ^ p q 
und man findet 

G { < ) = ( / ^ - l ) iP-% ( P - 3 ) + ^ ( ^ - 1 ) [q-D ( ^ - 3 ) } 

- u { p - l ) { p - T ) { p - 3 ) - 2 p { q - l ) [ q - % { q - 3 ) . 
Die Formel ist anwendbar auf die Fälle p = q z= oder 

den Kegelschnit t ; auf die Curve dri t ter Ordnung ^ = 1 , ^ = 2 ; 
die Curve vierter Ordnung aus zwei Flächen zweiter Ordnung 
p = = 2 ; die Curve vierter Ordnung aus der Fläche dr i t ter 
und der zweiter Ordnung = 1 , = 3 ; die Curve fün f t e r 
Ordnung aus denselben Flächen p — 1, ^ = 3 und die Curve 
sechster Ordnung , welche aus ihnen als vollständiger Schnitt he r -
vorgeht. Sie l iefert fü r alle diese Curven den Wer th Null , wie 
es sein muss, und ist auf alle Curven höherer Ordnung auf dem 
Hyperboloid nicht anwendbar , da bei diesen die Erzeugenden des 
Hyperboloids selbst unendhche Schaaren solcher Geraden geben, 
die also nicht in best immter Anzahl existieren. 

Zudem liefert die nämliche Betrachtung die Anzahl der dop-
pelten E rzeugenden , welche der Regelfläche angehören und damit 
theils Bestä t igung, theils Ergänzung des im Artikel 2 1 1 Gegebe-
nen, Man hat offenbar 

DG [rriy, m^, '«3) = Gr [in^, m^, m,) -j- G [m^, m^, m,) 
-j- G (MJ, m j , »Iß'), 

DG (mi', mj) = 3 G (m^^ m.̂ ) ' + G (my', m^'), 
DG (mi3) = K ^ ) ; 

also durch Einsetzen 

DG [my, »?2, W3) = Wj W3 (»jj m^ — 3) 

- '«3 Y Y - ^ ' 

nu r der Form nach verschieden von dem Resultate des Artikel 211 . 
Sodann 

DG [my', m^) = m^ [m, - 2) jm^ [m, -1) -

-ł- ,«2 ('«2 - 1) { ł '«1 ('«1 - 1) - T } ~ 2" ~ ^^ ~ 2 } ' 

DG (/«i») = ^ K — 1) ( '»1—2) — 3 ) + 

- ^ {3my K - 1 ) - 1 2 m , - f 33 - • 
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Insbesondere also 

DG (1, 1 , niy) ^ m y K - 1 ) — 

DG (1, itiy, m^) — »i^mj [m^ + — 2) — y m.̂  — ~ m 1' 

DG (1, m,') = { m , (m^ _ 1) _ [m, - 2). 

F ü r Curven dri t ter Ordnung ist also beispielsweise 
DG (3, 3 , 3) == 1 0 8 , DG (3^, 3) = 1 0 , DG (3^) = 0 , 
DG (1, 3 , 3) 24 , DG (1 , 3^) = 0. 

367. Bei der Unte rsuchung der vorigen Artikel sind über-
diess die folgenden s p e c i e l l e n F ä l l e d e r B e s t i m m u n g d e r 
O r d n u n g e i n e r B e g e l f l ä c h e mit erhalten worden 

n [ m f , m ^ = m^ j ^ i (niy — 1) — ^ } , 

7? K 3 ) = - ( m , - 2 ) . 

Man hat speciell 

i ř ( i , V ) == »H K - 1 ) - Y ' 

fü r die Curve dr i t ter Ordnung = 4. 
Setzt man die Curve als auf einem Hyperboloid gelegen vor-

aus , so dass m^ — p q, r^ ~ Ipq is t , so wird 

die Fläche ist das p{p — i) {p — % + \ q [q — l] (? — 2 ) } fach 

zu zählende Hyperboloid. Ist die Curve ein Liniensystem, oder 

My My, T i 0 , SO ist 

die Fläche ist von den ^ m^ {m^ — 1) {m^ — 2) Hyperboloiden ge-
bildet , welche aus den möghchen T e m e n dieser Linien ent-
stehen können. 

Ist die Curve der vollständige Durchschnit t zweier Flächen, 
also THy = pq, r^ = pq [p + q — 2 ) , so erhält man dieselbe 
Formel für die in Bede stehende Ordnungszahl , wie sie im Arti-
kel 320 durch directe Untersuchung hergelei tet worden ist. 

Ist sie fe rner von solcher Beschaffenhei t , dass zwischen den 

Coordinaten jedes Punktes in ihr die Relationen 

I OC2 > ' 'A. \ ß \ C/ \ I) 
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bes t e l l en , wo A, B, C, D ra t ionale ganze F u n c t i o n e n eines Pa -
r a m e t e r s 0) s i nd , so k a n n ebenfal ls die aus den d a n n gel tenden 
W e r t h e n h = \ (»» — 1) (m — 2) und r , = 2 (w — 1) hervor -
g e h e n d e F o r m e l 

R (m3) = ^ (m —1) (m-2) (m —3) 

di rec t bes tä t ig t Averden. W e n n m a n die Gle ichung e iner E b e n e 

l l ^ l + + IgO ĝ + = 0 
so b e s t i m m t , dass d re i de r S c h n i t t p u n k t e , we lche sie mit der 
Curve e r z e u g t , in g e r a d e r Linie s ind , so e rhä l t m a n zwischen 
den I e ine Gleichung eines gewissen Grades , welche die Gleichung 
de r Uegelf läche in E h e n e n c o o r d i n a t e n i s t ; j e n e r Grad ist die 
Klassen- und somit auch die Ordnungszahl de r Regel f läche . 

Ist n u n CÙ aus de r Gle ichung 

4 - I2B + + = 0 
b e s t i m m t , so sind die Wurze ln co,, co^, . . . , (o„, de r se lben die 
den Durchschn i t t spunk ten de r E b e n e und de r Curve en t sp rechen -
den P a r a m e t e r , und w e n n dre i u n t e r ihnen in g e r a d e r Linie, 
d. h, mit e inem wil lkür l ichen vier ten P u n k t e ^2', ^3'» l / ) i« 
e iner E b e n e s i n d , so ist 

Śi'» ' Š3 ' ^4 
A,, B,, C,, I _ Q 

A2, B2 , C2 , -^2 j 
Aß, Bß, Cg , Z>g i 

Rildet m a n dann das P r o d u c t J7 aller den mögl ichen T e m e n 
d e r m W u r z e l n en t sp rechenden Gleichungen dieser A r t , so ist 
dasselbe in Bezug auf alle Wurze ln symmet r i sch und die dar in 
e r s c h e i n e n d e n symmet r i schen F'unctionen derse lben k ö n n e n d u r c h 
i h r e W e r t b e in den Coefficienten ersetzt w e r d e n ; m a n e rhä l t also 
die ve r l ang te Relat ion zwischen den Sie en thä l t 

^ m (m — 1 ) (m — 2) 

Gl iede r , wovon ^ [m — 1) (m — 2) die Func t ionen A,, B,, C,, D, 

d e r Wurze l (o, e n t h a l t e n ; die F o r m von II ist d ahe r 

(S,'. I / . I,', D ^ w . . . 
o d e r nach de r Subst i tu t ion 

(! , ' , I . ' . I / . i ; ) " " ^ ' ( I i , fe. I , . i j ^ t ' " ^ ' . 
Die obige De te rminan te ist nach i h r e r F o r m d u r c h 
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— w )̂ («2 — <̂ 3) (<»1 — tlas Product n also durch 

n (<»1—0)2) («1—W3) («2—<«3) 
thei lbar , und da diess Product ^m [m — 1) (?n — 2) hneare Fac-
to ren , und das Produc t der Differenzenquadrate der Wurze ln 
tn {m — 1) l ineare Fac toren en thä l t , so dass nach den Gesetzen 
der Discriminanten 

77(0)1 — 0)2) (»1—W3) («2 —W3) = (Śl> Š2. 

i s t , so bleibt nach Unte rd rückung dieses Factors 77 von der ^'orm 

Š / , l / ) * ' " ' ' ( i , . y i N ' - t » - ' ) ' . 

F e r n e r verschwindet die Determinante f ü r 

Śi', Ś2', I3'. I4' = iA' 7)i), [A^, B^, C2, n^), 

und das Produc t 77 enthält daher ferner den Factor 

+ + Š3'l3 + 

so dass endlich 77 als von der F o r m 

übrig bleibt und der Grad der Hegellläche also ^ [w — l ] ^ ist. 
l>ass in der Tha t für diese Curve die Zahl der scheinbaren 

Doppelpunkte = \ [m — 1) [ m — 2 ) sei, bestätigt die folgende 
Untersuchung. Angenommen eine Gerade durch den Punk t 

^2 = Ś3 = 0 habe mit der Curve zwei Punkte von den 
Paramete rn (a^, gemein , so sind diese durch die Gleicbungen 

^2 -^2 ^2 
best immt. Schreibt man diese in der Fo rm 

^ 2 ^ 2 Q ^2 ^2 „ Q 

0)i — 0)2 ' 0)i — 0)3 

und behandel t die Pa ramete r als Coordinaten, so gehört jede die-
ser Gleichungen zu einer Curve der Ordnung 2 [ m — 1 ) , die je 
einen [m — 1) fachen Punkt in den unendlich ent fernten Punk ten 
der Achsen hat. Die Zahl i h r e r Schni t tpunkte ist somit 

= 4 ( m —1)2 — 2 ( m - l ) 2 = 2 ( m - l ) 2 , 

und sie bes teht aus den gesuchten und den m [m—1) f r emden 
Punk ten , fü r welche = 0 , .^2 — 0 und f ü r welche 0)1 = 0)2 
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i s t ; die Zaid der scheinbaren Doppelpunkte ist daher 
^ ^ [m — l] ( m — 2 ) . 

Endhch kann auch R (1, m') fü r diese Curve direct best innnt 
we rden ; es ist die Zahl l ler Geraden , welche zwei gegebene Ge-
rade Xy — x^ — ^ , X, Xjy — 0 und die Curve selbst zwei-
fach durchschneiden. Man ha t f ü r sie die Bedingungen 

A 2 B2 ^2 

und kann sie in der Form 

AyB2 - A2By ^ ^^ CyD2 " A _ Q 
OJj — COj ' <»1 — <»2 

schreiben und coy, coj als Coordinaten behandeln. Die Zahl der 
Schni t tpunkte beider Curven ist 2 [m — 1)^ und die Zahl der f rag-
lichen Geraden oder 

R (1 , m2) = (m —1)2. 

368 . Wir kommen nun zur U n t e r s u c h u n g d e r K n o t e n -
l i n i e n , welche die Regeiflächen ausser den vielfachen Leitcurven 
und den doppelten Erzeugenden besitzen können.. Die d i r e c t e 
B e s t i m m u n g ihre r Ordnungen kaim in den Fäl len der 

R (1, My, ni^ und R (1, my') 

geleistet werden. In den al lgemeineren Fällen 

R [rtiy, m2, m,), R [my', m^ und B [m^) 

führ t eine i n d i r e c t e U n t e r s u c h u n g zum Ziel. 
Bezeichnen wir die gesuchte Ordnungszahl im ers ten Falle 

durch D (1, my, wij) — im zweiten durch D (1, m, ' ) — und 
denken durch die geradlinige Directrix eine Ebene gelegt , welche 
die erste Curve in my, die zweite in ^2 Punk ten schneidet , so 
sind die Ge raden , welche einen Punk t der ersten Gruppe mit 
irgend einem der zweiten ve rb inden . Erzeugende der Begelfläche 
R (1, my, m^ und ihre Schni t tpunkte sind Punkte der Doppel -
curve D (1, my, ^2) , an Zahl = 2 . ^ m ^ [my— 1) ^ m 2 (mj —1) . 
Diese Zahl wird zur Ordnungszahl der Doppelcurve ergänzt, wenn 
man die a Punk te noch h inzufüg t , welche der geraden Directrix 
selbst in der Doppelcurve angehören. Dann ist 

D (1, my, m^ t=: ^ my [my — 1) m2 K — 1 ) + a. 

J ene Punkte a sind unter deji Rückkehrpunk ten in der ge-
raden Direct r ix , deren Gleichungen £=: 0 sein mögen; 
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(la sie e ine m^Wj fache Linie i s t , so ist die Gle ichung der Regel-
l läche von de r F o r m 

{A, . x^y'i^'z = 0, 

w e n n A, . . . F u n c t i o n e n der Coordinaten vom G r a d e m^Wj sind. 

Dahe r ist die Zahl der R ü c k k e h r p u n k t e in j e n e r Direc t r ix 

2 mĵ  m j (/«i m2 — 1 ) ; 
abe r diese Zahl bes teh t aus vier ve r sch iedenen S u m m a n d e n , 
näml ich der Zahl a de r P u n k t e , in denen die G e r a d e die Doppel -
curve schne ide t , d e r Zahl der P u n k t e , in denen sie die Rege l -
l läche R {niy', mj) und der Zahl d e r e r , in d e n e n sie die Regel -
fläche R {my, m^), endl ich der Zahl d e r e r , in d e n e n sie die ab-
wicke lba re F l äche {my, m ^ schneidet . Die zweite und dr i t t e u n t e r 
diesen Zahlen sind 

R {my', m^) = mj ^my K —1) — 

R {my, m,^) = my ^^ {^h—1) — 

die O r d n u n g de r abwicke lbaren F läche is t*) 

S = OTjr^ -j- myT^, 
- u n d m a n findet d a h e r 

*) C a y l e y a. a. O. p. 482 sagt zur Erläuterung und Demonstra-
tion Folgendes: Die Schnittcurve zweier Flächen von den Ordnungen 

•p und q ist von der Klasse pq {p q — 2) oder pq {q — 1) -j- qp {p — 1); 
reciprok ist die gemeinsam umgeschriebene Ahwickelungsfläche zweier 
Flächen von den Klassen p und q von der Klasse pq und der Ordnung 
PQ IQ — 1) QP (P — t)« Ebenso wie eine Fläche Ordnung in eine 
Abwickelungsfläche Ordnung degeneriert, wird die Fläche p^" Klasse 
in eine Curve dieser Klasse übergehen; von Singularitäten abgesehen, 
ist dann ihre Ordnung = {p — 1) p. Ersetzt man mm p und p (p — 1) 
durch r, und ra,, und ebenso q und q {q — 1) durch r^ und »ig, so erhält 
man + m^r^ als Ordnungszahl der Abwickelungsfläche, die von 
den Tangentenebenen der Curven von den Ordnungen und vî  
erzeugt wird; dabei ist als Tangentenebene der Curve jede Ebene be-
trachtet , die eine Tangente derselben enthält und der Durchschnitt 
zweier auf einander folgender Tangentenebenen ist eine Erzeugende 
der Abwickelungsfläche S (otj, M^. Er bestätigt diess Raisonnement 
dann noch durch die Betrachtung des Falles zweier ebenen Curven von 
den Ordnungen mj, m̂  und den Klassen rj, r .̂ Sind die Curven wz,, m̂  
die Durchschnitte von Flächen der Ordnungen m, n\ p, q respective, so 
hat man mnpq {pi -f- n p q — 4) als Ordnung der Developpabeln, 
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a = m,m2 [m^m^—1) — m^ni, {m, — 1) — m^rn^ [m^ — 1) 

— ni, [m,-—1) m j ini^—l) 

mul tlle Ordnungszah l d e r Doppelcurve 

D (1, m , , m^) = I m,m2 [m, — 1) (»12—l) . 
Sodann f ü r die F l ä c h e E (1, m,'). W i r denken d u r c h die 

ge rade Direc t r ix e ine E b e n e , welche die Curve m, in m, P u n k -
ten schneidet . Denken wir i rgend vier dieser P u n k t e , so l ie fern 
die dre i P a a r e g e r a d e r L i n i e n , die man zwischen ihnen zieht, 

d re i P u n k t e d e r Doppelcurve und wir e rha l ten so 
3 

— m, K — 1 ) K — 2 ) K — 3 ) 

P u n k t e de r se lben in j e n e r Ebene . Ausserdem liegen a P u n k t e 

de rse lben in d e r g e r a d e n Directr ix selbst und dahe r ist 

D (1, = I + 

Die P u n k t e a s ind u n t e r den R ü c k k e h r p u n k t e n der Fläche, 

die in de r g e r a d e n Direc t r ix hegen . Stellen wir diese d u r c h 

= = 0 d a r , so ist wegen de r Vielfachheit derse lben im 

Grade [ » h ^ j — ^^ | die Gle ichung de r Regelf läche von der 

F o r m 

{A, . . x^^ ' ^ 2 „ Q^ 

wo A, . . . F u n c t i o n e n de r Coordinaten vom Grade ^ [ '»jJ^ s i nd ; 
die Zahl der R ü c k k e h r p u n k t e in j ener Linie ist daher 

= K — 1 ) {i- % (n^i — i ) — 1 — y I • 

Sie be s t eh t abe r aus dre i S u m m a n d e n , nämlich dem Dop-
pel ten von a, d e m Drei fachen der Zahl von P u n k t e n , welche die 
ge rade Direct r ix mi t de r Regelf läche R [m,^), und der Zahl de r -

weil r^ := mn (m n — 2) und = pq (p -{- q — 2), mj = mn, »«2 = PI 
sind. (Vergl. Artikel 322.) 

Die Curve m̂  ist r.̂  fach und tk, ist r, fach in der Fläche und die 
Klasse derselben mr^r^. Es ist nicht schwer, die Zahl ihrer Wendungs-
berührebenen und ihrer dreifachen Tangentenebenen , sowie die Ord-
nungen ihrer Rückkehr- und Doppelcurve zu bestimmen. 
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jciiigen Punkte , weiche sie mit der abwickelbaren Mäche 5 (wj^) 
gemein hat. Da nun jene Anzahl als die Ordnung der Kegellläche 
R M 

= ł K — 1 ) K — 2 ) — ^ K — 2 ) 

und ilie Ordnung der bezeichneten abwickelbaren Fläche nach 
Artikel 3 6 1 , Beispiel 3 , wegen /3 = 0 

- = m ( r — 4 ) — 

also weil 

r = 7)1 [m—1) — 2h, == n — m — 3 » j ( m — 2 ) — 6Ä — m 

(Artikel 66) 

= r^ (mi — 3 ) 

ist , so finden wir nach leichter Beduction 

2 « = i M ^ + 

und also 

D (1, m,') = i 7n, {m, — l ) — { 3 (mj — 3 ) + 1 } 

^ ('"1 — 2) = ^ { i (»»1 — 1) (3»«!—5j — r i j . 

Man erhält noch fü r die gesammten vielfachen Linien der 
Fläche an Leit l inien, Erzeugenden und Doppelcurve die Summen 

[DG + DZ) + Dj (1, m^) = ED (1 , m^, ni.,) 

= Im^m^ {niim^—l) ' ^ \ 

(DG + DZ) - f D^ (1, mi2) = ^-D (1, m/^) 

= i (m, + 1) 771, ( m i - 1 ) ( m i - 2 ) - ^ { i m , ' - l i - r , } . 

Bezeichnet R die jedesmalige Ordnung der Begell läche, so 
kann man schreiben 

Z D (1, = I Zř2 _ Zř - ^ ( m ^ - l ) . 

369 . Um die O r d n u n g e n d e r D o p p e l c u r v e n d e r B e -
g e l f l ä c h e n R [m,, m^, m^), R {m,', m^), Z? {m,^) zu bestimmen, 
bedienen wir uns einer ähnlichen Funct ionaluntersuchung wie im 
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Artikel 365 . W i r bez iehen sie auf die S u m m e n d e r Ordnungen 
aller Doppell inien der F l äche ^ D [ruy, m^, m ^ , etc. 

Bezeichne R ( w i ) e ine der Begelf lächen R {m^, m^, m,), 
R [niy, m.^) und a n g e n o m m e n , dass an Stelle d e r e infachen 
Curve my die zusammengese tz te Curve [m, -j- m / ) t r e t e , so zer -
fällt R [my + My) in die Begelf lächen R [in^ u n d R ( w / ) und 
ihr Durchschn i t t ist ein Glied der S u m m e 2/1) [my + my), so 
dass f ü r R [my), e tc . als Ver t r e t e r der Ordnungszah len der be-
t r e f fenden Begel f lächen 

Z D [my -I- m / ) = ZT) [tny) + Z D [my') R [m,) . R (m/) 

i s t ; und ebenso bei der Anwendung von R [my') f ü r R [my'^ m^) 

Z D [[my + my')'] = ZB [lUy') + z u [my, my) + ZT) [tn,') 
+ C2{R[my'), R[my.my), R[my'')}, 

wenn C j die S u m m e de r Combina t ionen zu zweien aus den ein-

geschlossenen dre i Grössen bedeute t . Endl ich ist ebenso 

ZB [[my + mi')3] = ZT) (m^ )̂ + ZB [my', m^) + ZB [tity, w/^) 
-f ^D (m/3) + C^ {R {my^), R [my', my), R [my, m^'), R 

Setzen wir n u n voraus , wie es den schon e rha l t enen E r g e b -
nissen gemäss i s t , 

so e r g e b e n sich nach 

, R [my - f m{) = R [my) + R [my), e tc . 

aus den vor igen Gle ichungen 

cp [my + ?ny') = cp ) -j- cp ( m / ) , 

(p [my + my)' = cp qp („j^^ 

cp [my + = cp K ^ j -I- cp [my', w / ) cp [my, in,'') + 

Sie s ind , wenn man in de r zweiten <p [m,, w / ) tmd in der 
dr i t ten cp [m,', my) und g) [my, my') als bekann t vorausse tz t , alle 
von de r F o r m 

f [my + my) — f[my) — f [my) = Func t . (mj , my), 

so dass aus e iner b e k a n n t e n speciellen Lösung die a l lgemeine 
Lösung d u r c h Addition von [amy + /3rJ e rha l t en w i r d , so lange 
man vorausse tz t , dass f [my) als abhängig von der Curve my e ine 
Func t ion von my und ry allein ist. 

W e n n n u n zuers t cp ( m j f ü r cp [my, m^, m,) s t e h t , so erhal -
ten wi r 
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Setzt man daher m.̂  = 1 , so giebt die Vergleichung mit 

dem bekannten Wer the von Z D (1, m ' ) 

a = 0, ß = \ 

und da wir sehen werden , dass y = 0 , 5 = 0 s ind, so ist 

cp {mi\ wij) = ^ tn^r, —mj — j m, (»«1 —1) — y } , 

und somit 

^D m2) — ^ R' — R -{- (p {nii\ m^) 

= { i [mj^ + 2 _ !i + _ I) + rix 

+ { ł ['«i]^ + 2 + + 

Zur Best immung von (p {m,^) erhalten wir dann durch Sub-
stitution der Wer the von g) {tn^'fm,) und (p {tn,, tn,') 

I 
cp {m, + tn,')^ — (p {tn,^) — cp = m,' (|—-mi) 

welcher Gleichung durch 

<pM = ^ ( ł m i - i K B -1-

genügt wi rd ; der allgemeine Wer th ist somit 

<P M == Y (ł^^i-ł ['"i]') + ^ + + ßr,. 

und daher 

f ü r 

R ^ R M = i [mi]3 - ^ K - 2 ) . 

370. Betrachten wir insbesondere die C u r v e a u f d e m 
H y p e r b o l o i d , fü r welche m, = p q, r, = 2pq hi, so 
wird R {m,^) auf das { M ® + M ^ } oder k fach zu zählende 

Hyperboloid reducier t und seine Ordnung also = 2Ar; daher 

Z D = 4 . i [kf + cp {tti,% 

2 
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F ü r alle Werl l ie von p und q, die nicht grösser als 3 sind, 

muss (p [m^) verschwinden, also a = 3 , ß ~ — ^ sein, daflann 

9 M = - ł [ p - 1 ? + P 
ist. 

Daraus geht fü r g) (m,^) im allgemeinen Fall der Wer th 

( ł M ^ - ł ' « ! + 11) + 

he rvor , den wi r , weil er f ü r die sechs Curven 

p = q Z= l; p = q == 2; p = q := S; 
p = l , q 2- p = l , q = p 2, q — 3 

bestätigt ist , für correct ansehen dürfen . 

Wir bemerken dann , dass fü r eine Vermehrung des vorigen 
Wer thes von g) {m,, m^, m ^ um Qar^r^r^ eine Vermehrung des 
Wer thes von (p (mj^, m.^ um Soir^'r., und des Wer thes von cp (/Wĵ ) 
um a r j 3 hätte e intreten müssen ; und f e r n e r , dass aus dem Wachs-
thuni von cp [m^, in^ um [ym^r^ + nothwendig das von 
cp (mj^) um yni,r, + ör^' hervorgehen musste. Denn es ist 

q) [m,^) = ym,r, - f ör^^ + ar,^, 
cp = -f + 

cp (?«!, in,') = y m , r , -j- ö r , r , -f dar^r,'', 

= + ör^ + « r / 3 ; 

und die Summe dieser Ausdrücke ist 

= y [m, + m{) {r, + r / ) + d (r^ + r,')' + « (r^ + r i ' ) 3 , 

das correspondierende Glied von gp (mi3). 
Da aber der Wer th von <p {m,^) ohne die vorige Vermehrung 

richtig is t , so müssen « = y = ö = 0 se in , zur Bestätigung 
der vorhergehenden Wer tbe von cp [m,, m.,, m.^) nnd cp [m,', m,^. 

Man erhäl t also schliesslich 
2 

2 u iJ Z I . . 4 

+ i + ł - ł + 13) 

+ ( ł [ "h]^ - ł + 3). 
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Und die entsprechenden O r d n u n g e n d e r D o p p e l c u r v e , 
welche in jeder dieser Flächen zu den vielfachen LeitUnien und 
den doppelten Erzeugenden hinzutritt, 
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sclmeidet jene in einem Punkte und diese in zwei P u n k t e n , sie 
schneidet endlich die Doppelcurve in ^ {m,—2) {m,—3 ) Punkten, 
die doppelten Erzeugenden aber nicht. Es ist aber 

i m, {m, — l ) _ ^ _ 1 + 2 {m, — 1) + ^ (m, — 2) {m, — 3) 

= i? — 2. 

In den übr igen Fällen finden wir auf Grund dieses Satzes 
die Zahl der P u n k t e , welche jede Erzeugende mit der Doppel-
curve gemein hat. Sie ist für die Regelfläche /?J {m,, m.^, m^) 

= Im^m^yriß — {fn^m^ + mi^m^ + 1 ; 

f ü r die Regellläche E m ^ 

= {m.'-Zm, + 2 - - i m, [m,-l) + 1 -

nnd endlich f ü r R [m^) 

^ \ [ " h ] ' - ł K l ' + 3 m , - 5 - ^ K - 5 ) . ^ 

Sie ist also insbesondere fü r R (1, 1 , m j gleich Null. (Ar-
tikel 211.) 

372. Es ist h ier zu erwähnen, d a s s d i e H e s s e ' s c h e D e t e r -
m i n a n t e n f l ä c h e e i n e r R e g e l f l ä c h e d i e s e s e l b s t n u r i n 
i h r e n v i e l f a c h e n L i n i e n u n d in d e n e r z e u g e n d e n G e -
r a d e n d u r c h s c h n e i d e t , d e r e n j e d e v o n e i n e r n ä c h s t -
f o l g e n d e n E r z e u g e n d e n g e s c h n i t t e n w i r d . 

Denn nach Artikel 205 ist fü r aj = 0 , y = 0 als eine 
solche Erzeugende der Theil der Gleichung, welcher in Bezug 
auf X und y vom ersten Grade ist , von der Fo rm 

[xz -j- yw) 0. 

Dann ist nach Artikel 2 6 der Theil der H e s s e ' s c h e n De-
te rminan te , welcher x und y nicht enthäl t , 

(frr. • d0\ / d0\ d0 

was sich auf reducier t . Aber die Gerade x — 0, y — 0 
durchschneidet 0 = 0 nur in solchen Punk ten , in welchen sie 
vielfache Linien durchschne ide t ; und wenn die Gleichung von der 
Form ux + vy' ist (Artikel 26) , so enthält die Determinanten-
fläche die Linie x =: y ^ 0. So findet man in dem im Artikel 
362 betrachte ten Falle der Fläche 
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al ' ' + ht' '-^ + etc. = O, «V + b'i^-'^ + etc. = O 
die Zald der Erzeugenden , Avelclie eine näclistfolgende durch -

, schne iden , gleich 2 (jti — 2); die Curve ř 7 c = : 0 , / / = O von der 
Ordnung 4fJi (jtt—2) besteht aus diesen Geraden , deren jede fü r 
zwei zu zählen i s t , und der Doppellinie, de ren Ordnungszahl 

4 

is t ; man hat 

4 {{i—D ( f t - 2 ) + 4 {fi — 2) i i i {(1 — 2). 

Wenn fe rner die Fläche eine vielfache Linie von der Ord-
nung 7)1 und dem Grade der Vielfachheit p h a t , so ist dieselbe 
eine Linie von der Ordnung 4 {p — 1) in der H e s s e ' s c h e n 
Fläche und ist äquivalent 4 m/? (/> — !) in der Curve 

U 0, ^ = 0. 

Nun ist die durch zwei Gerade und eine Curve m""" Ordnung, 
die wir ohne wirkhche vielfache Punkte voraussetzen, als Directri-
xen best immte Ilegellläche von der Ordnung 2 m und die geraden 
Directrixen sind in ihr vom m'®" Grade der Vielfacbheit ; sie hat 
I ^ m (m — 1 ) - j - d o p p e l t e Erzeugende und 2 r Erzeugende, 
welche eine nächstfolgende Erzeugende durchschneiden. Verglei-
chen wir also die Ordnung der Curve U 0 , H 0 mit der 
Summe der Ordnungen der Curven, aus welchen sie gebildet 
wi rd , so haben wir 

1 6 m ( m — 1 ) = 8 m ( m — 1 ) + 4 m (m — 1 ) -f- 8 ä + 4 r 

und diese Gleichheit ist nach Artikel 84 allerdings eine Identität . 

373 . W e n n wir die H e s s e ' s c h e Determinante der Gleichung 
der developpablen Fläche xu -j- yv' = : 0 b i lden, so e rkennen 
wir in gleicher A r t , dass wir als solche das Produc t der Gleichung 
selbst in eine Ileihe von Gliedern e rha l ten , in denen der von x 
und y unabhängige Theil 

d'u _ / d'u Y l 
dz' ^ \dzdw) J 

ist. Diess beweis t , dass die ergänzende H e s s e ' s c h e Fläche 
(Artikel 194) jede Erzeugende erstens in ihren Durchschnit ten 
mit der Fläche w = 0 schneidet , d. h. zweifach in dem in der 
Curve 7)1 gelegenen Punkte und in ( r — 4 ) Punkten der Curve x; 
und zweitens d a , wo sie die Determinantenfläche von « = 0 
schneidet , d. h . in der H e s s e ' s c h e n Determinante des Systems, 

Salmon, Ana l . Geom. d. Raumes. U. 3 5 
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das aus diesen (r — 4) P u n k t e n mit dem dreifaeli zäl i lenden P u n k l e 
in m zusammengese t z t i s t , in welcher H e s s e ' s e h e n De te rminan t e 
de r le tz tere P u n k t vierfach entha l ten i s t , so dass i h r e O r d n u n g 
2 (^—3) wird . Der Durchschn i t t der E r z e u g e n d e n mi t de r e r -
gänzenden H e s s e ' s c h e n F läche bes teht dahe r aus dem s e ^ i s f a c h 
zäh lenden P u n k t e in m, den [r — 4) l^unkten in x und 2 [r — 5) 
ande ren P u n k t e n , d. h . in zusammen ( 3 r — 8) I ^ m k t e n ; diess 
ist d a h e r die Ordnungszah l der e rgänzenden H e s s e ' s c h e n F läche . 
Zu r D e w ä h r u n g und E r l ä u t e r u n g dieser Gesetze ba t neues tens 
A. C a y l e y dankenswer the Beiträge*) ge l ie fe r t , denen wir Ein iges 
e n t n e h m e n . Sie schliessen sich an die developpabeln F l ä c h e n 
d e r im Artikel 67 zuers t be t rach te ten Art a n , welche die E n -
veloppe von 

at ' ' + k h t ' ' - ^ + etc. = 0 
s i n d , wenn / e inen ve ränder l i chen P a r a m e t e r und a, h, c . . . 
l ineare F u n c t i o n e n der Coordina ten bedeu t en , und die (^aher du rch 
den Nul lwer th de r Discr iminante dieser Gle ichung darges te l l t wer -
d e n ; so dass ih re Ordnung**) im Allgemeinen 2 [ k — 1 ) i s t , wäh-
r e n d sie sich doch auf (2/f — 3 ) r e d u c i e r t , sobald der zwei te (oder 
d e r vorletzte) Coefficient de r Gle ichung en tweder ve r schwinde t oder 
ein numer i s ches Vielfaches des e rs ten (oder letzten) ist. 

Dem Fal le ^ = 3 ohne B e s c h r ä n k u n g en t spr ich t die Gleich-
u n g de r developpabeln F läche 

+ 4öc3 + Abhl— — Q,ahcd = 0 ; 

und wenn wi r « = 0 , = c = 0 , rf = O a l s die F u n d a -
rnenta lebenen x , = 0 , a^j = 0 , Xg = 0 , = 0 be t r ach ten , 
so sind die von numer i schen t ' a c t o r e n f re ien Derivier ten und die 
aus ihnen gebi ldete H e s s e ' s c h e De te rminan te successive 

= ad'—dbcd -f 2c3, u^ — — dacd + (jb'd — Sbc', 
Uß = — 3abd + 6ac' — 3b'c, u, = a'd — 3abc + Ib'^l 

*) Vgl. , , 0 n certaiu developpable surfaces". In der „Royal So-
ciety", Nov. 1862 gelesen, abgedruckt im ,,Quarterly Journal", Vol. 
VI, p. 108 f. 

**) Wir wollen dabei erinnern, dass nacb der Definition der Arti-
kel 64 f. die Ordnung des Systems zugleich die Ordnung der Curve (?«), 
der Rang des Systems (r) einerseits gleich der Klasse der Curve ande-
rerseits gleich der Ordnung der Developpabeln, und endlich die Klasse 
des Systems gleich der Klasse der Developpabeln ist. Die Ordnungszahl 
unseres Falles ist daher das des Artikel 67. 
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d' , —'dcd , —dbd+Qc', 2ad—Sbci 
, nbd — dc', —3(id—ßbc, —3ac+6b' 

— 3 M + 6 c 2 , —'Sad~6bc, 1 2 « c — — 3 a b 
'2ad—3bc,-'—3fic-\-Qb', —'Sab , a' 

und die Entwicke lung derse lben giebt wirkl ich 
2 7 {a^d^ — 12 aHcd^ + 8aW^ ^ SQa'b'c'd'— iSa'bc^d 

+ 16 o V — 4 - 6 8 (ib^c^d — 2 4 (cb'c" 

d. i. u', so dass man e rhä l t 
H*u u a'd' + 4«c3 -f 4bhl — Sb'c' — 6abcd, 

wie voraus zu sehen w a r , da Tür r == 4 die Ordnungszah l 
3 r — 8 = 4 ist. 

374 . In analoger Weise lässt sich die En twicke lung f ü r die 
developpabeln F lächen d u r c h f ü h r e n , welche den Gleichungen 

al* -I- i 8 c i 2 — 2 7 e * ) = 0 . 
oder {a,2b,3c,0, — 21elt,l)* = 0 
und [a, b, 0 , d, e\t, 1)^ = 0 
entsi»rechen. W i r be t r ach ten in diesem Artikel die E r s t e r e . Ih re 
Gle ichung ist als Discr iminante de r gegebenen nach Aussche idung 
f r e m d e r Fac to r en 

u = a^e' + ßd'c'e — 24 ab'ce + 9ac* - f lO^^c — 8b'c^ = 0. 
Ih re Derivier ten sind f ü r a, b, c, d als Coordinaten 

e ines t e t r aed r i schen Sys tems 
Uy = 3a'e' + I2ac2e — 24 b'ce + OcS 
M, = — 4Sabce + 64bh — 166c^ 
«3 = 12 a'^ce — 24ab'e + 3 6 «c^ — 2 4 ^ ^ ^ , 
ti^ — 2ah-\- Qa'c' — 24«^^^c + 16 b\ 

uiul die H e s s e ' s c h e De te rminan te also 

«11 . « 1 2 . " 1 3 . "14 

<21' " 2 2 ' " 2 3 ' "24 

<3,, 2/32, 2/33, M34 

' 4 1 ' " 4 2 ' " 4 3 ' "44 

oder «11?'22"33"44' 

wo 

Mj^ = = 6(2ace — 2b'e + 3c^), ?/23 = "32 = 24(— abe — bc'), 
u,, = 6{a'e+ 'èac' — 4b'c), uiy = u^y = 3{a'e-^2ac' — 4b'c), 
M24 = e<42 = 8 ( — + u,y = uy, = 6{a'c — 2ab'), u^^—dK 

*) Die numerischen Coefficienten sind so gewählt, dass ihre Summe 
Null ist. 
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Die Enhvickelung giel)t nach Ausscheidung des Factors 1152 
und Division durch u 

m = 3 a'^ce' + IQa^ch — 24 a'b'c'e + 3 — 2 4 ab'ce + 2 4 
+ 32&®e — 2 4 & V . 

Die nähere Discussion liat dann Folgendes hervorzuheben. 
Nach der Ents tehung der Gleichung der developpabeln 

Fläche ist 
cu = 27^ {{ae — c')^ + {ib'e — 3ace~cY}, 

und da 
ih'e — 3ace — c^ = c [ae — c-) — 4 e [ac — b') 

i s t , so wird als Rückkehrkan te der developpabeln Fläche die Curve 

ae — c^ = 0, ac — h' — 0 

Ordnung ers ter Art e rkannt . (Artikel 86.) 

Man schreibt ferner 

« r= a [ae + 30^)2 — ^b' [3 ace — 2b'e + c^) = 0 

und sieht , dass der Kegelschnitt 

b — 0, ae + 3c2 = 0 

eine Doppelcurve der Fläche ist. Nach 

n = c3 [Qac—Sb') + e [ah + 6aV — 2ab'c -f- 166^) = 0, 

endlich gehört der Kegelschnitt 

e = 0 , 9«c — 8b' — 0 

als einfache Curve der Fläche an. 

375. Man kann I f * in der Form einer quadratischen Funct ion 

(3a'c, —db'c, e [ac + 2b')l[ae — c'), 4 [ac — b'))' = 0 

schreiben und erhäl t als ihre Discriminante 

3 c {[a'e + 3 b'c) [ac — b') + 3 ab' [ae — c')}-, 

daher ist die Curve 4*®*" Ordnung ers ter Art 

ae — c2 0 , ac — ^2 = 0 

auch Rückkehrcurve von H * . 

Es ist f e rner 
H-^^[ac—b') {i6e[ac — b')' + 3a{ae — c')')+b'u 

~ [ac—b') {a[ae-\- 3c') (3ac + c2) — 32 ab'ce + IQb'e)} -\-b'u, 

und erkennt nach der Letz teren, dass der Doppelkegelscbnitt der 
Developpabeln ae -j- 3c2 0 , 6 = 0 als einfache Curve der 
Fläche H* angehört . 
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Zur Vervollständigung betrachten wir endlich den Durchsclniitt 
der Flächen Mr= 0 , = 0 , der von der 35'"" Ordnung sein muss. 

Ihm entspricht die Darstellung 
> [ac — h') { 3 c («e—c2) - 4e [ac—h'')) = 0 , w = 0 , 

oder was dem äquivalent ist 

11 = 0, ac — h' — O-, 3 c (aß —c2) — 4 e (ac—&2) — 0. 

Aus dem Ersten entspringt die 4 fach zu zählende Rückkehr-
curve ac—h' = 0, ae—c' = 0 (16) und die ebenfalls 4 fach 
zu zählende Gera'de a = 0 , & = 0 (4); aus dem Zweiten 

[ae — c') { 4 c [ac — h') - f a [ae — c^)} = 0 , 
Ae [ac — b') — 3 c [ae — c') = 0 , 

d. h. die Rückkehrcurve ae — c^ = 0 , ac — b' = 0 einfach (4) 
und die gerade Linie c = = : 0 , ß = 0 zweifach (2), und überdiess 

4 c (ac —62) + a [ae—c') == 0 , 
Ae [ac — b') — 3 c [ae — c') = 0 , 

welches die Rückkehrcurve ac — h'' ^ 0, ae — c^ = 0 einfach 
enthält (4) und worin man überdiess nach der Schreibart 

c [ae + 3c2) — Ab'e == 0 , a [ae - f 3c2) — Ah'c = 0 , 
die Doppelcurve ae -j- 3c2 = 0 , 6 = 0 zweifach (4) und die ge-
rade Linie c = 0 , <? = 0 einfach (1) erkennt. Es ist aber die 
Summe der in Parenthese gesetzten Ordnungszahlen 

4 . 4 + 4 + 4 + 2 + 2 . 4 + 1 = 35. 
376. Die zweite der Gleichungen des Artikel 374 giebt eine 

developpable Fläche von der Gleichung 

{ae — Abdf — 27 (— ad' — h'e)'' = 0 oder 

u = a^e^ — 12 a'bde' — 27 a'd'^ — 6 ah'd:'e — 27 b^e' — 64 6-^3 = 0. 

Man sieht, dass ihre Rückkehrcurve eine Curve sechster Ord-
nung ist. 

Die I l e s s e ' s c h e Determinante derselben ist 

S i 
wo 

= ae^ -f- 4bde' -F 9rf^), «12 = '̂ 21 = 4 (2ade' + bcfe), 
«22 = A{ade'-\-21b'e' + 32bd% u,^=u^, = A{2ahe'Ą-l%ad^-{-b'de), 
«23 = M32 = 4(a2e2+2rt6(?e4-4862d2), «33z=4(27a2rf2-{-a62e+3263rf), 
u^^ = = ( _ 3 rt2ß2 j 6 - f 2 b'dP), 
u^^ = «42 = 4 (2 a'de -j- abd' + 18 b^, W34 = 1 /43=4 (2 a%e + ab'd), 
«44 = 2 (— a^e + 4 a'bd + 9 6^) 
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uml die Division der Entwickelung durch u giebt 

B * = a V + IGa 'bde ' — 108 a W — 5 2 4 « W 2 e 3 _ 
— 1 0 8 a W + ß b Q a ' b ^ d h ' + 1512 a W — ' 
+ l l l a b ' d h + 1512&®rfV 
= — 108 [a'e' + Aabde — Ub'd') {ad' + b'e) 
+ {a'e' + 2Sabde — 200^^2) («e — Ąbdf. 

Aus der letzteren Form sieht man , dass die Rückkehrcurve 
ae — Abd ~ 0, ad' b'e = 0 

der developpabeln Fläche auch die Rückkehrcurve der ergänzen-
den H e s s e ' s c h e n Determinantenlläcbe ist. Schreibt man jene in 
der Form A^ — 21 B' = 0, so ist für diese die Form 

CA^ — 108 DB' = 0 
zulässig und man erhält B' {C' — 4i>) == 0 , d. h. = ^2 = 0 
oder der Durchscbidtt wird von der sechsfach zu zählenden Rück-
kehrcurve (36) und der Curve A^ — 21 B'=0, C — AB = () (24) 
gebildet. Nun ist aber durch Substitution C — AB identisch mit 
{ae + 2bd) {ae — Qbd) = 0, oder die letzte Curve wird vom 
Durchschnitt der developpabeln Fläche mit den beiden Flächen 
zweiten Grades ae 2bd = 0, ae — 6 bd — 0 gebildet. Die 
Combination von ae -f- 2&</ = 0 mit der Gleichung der deve-
loppabeln Fläche giebt aber wegen der aus der andern Relation 
entspringenden Gleichheit {ae — Abdf •= — — lOSab'd'e 
das Resultat {ad' — b'e)' = 0 , oder wir erhalten die Curve 

ae + 2bd = 0 , ad' — b'e = 0 
zweifach (12), Vielehe aus den Geraden a — b = 0, d = e = 0 
und einer Curve vierter Ordnung zweiter Art , der Doppelcurve 
der developpabeln Fläche besteht. 

Die Combination von t̂  = 0 mit ae — 6bd == 0 giebt we-
gen {ae — Abd)^ = = f ab'd'e 

{a'd' + b'e')' - ^ ab'(fe = 0 , 
81 

d. h. ad' + Ob'e ^ 0 und ad' + - b'e ^ 0, wenn 

ö , 1 158 . , 
' + T == ^ 

Die Curve ae — 6hd = 0, ad' - f öb'e = Q besteht aber 
aus den Geraden a = b 0, d e 0 und einer Curve 
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vier ter O r d n u n g zwei ter A r t , und ebenso bes t eh t die Curve 

ae — Qbd = 0 , ad' + = 0 

aus dense lben Linien und e iner eben solchen Curve. J ene Linien 
zählen also jede v ie r fach , und zu der sechsfach zäh lenden Riick-
k e h r c u r v e O r d n u n g t r e t en noch zwei e infache und eine Dop-
pe lcurve vier ter O r d n u n g zweiter A r t , um den Schni t t 60'®*" Ord-
n u n g z u s a m m e n zu setzen. 

J ede E r z e u g e n d e schneidet die Fläche H * in 1 0 P u n k t e n 
( 2 r — 1 0 ) , näml ich in dem sechsfach zählenden P u n k t e in de r 
H ü c k k e h r c u r v e , d e m zweifachen in der Doppelcurve und den 
zwei e in fachen in den e infachen Schni t t curven v ie r te r O r d n u n g 
zwei ter Art.*) 

377 . Die P o l a r e n eines P u n k t e s einer F l ä c h e in Bezug auf 
dieselbe b e r ü h r e n diese und e inander in diesem P u n k t e und 
w e r d e n von de r le tz ten Po la re o d e r de r T a n g e n t e n e b e n e in Cur -
ven g e s c h n i t t e n , w elche die nämUchen Geraden zu T a n g e n t e n in 
j e n e m als e inem Doppe lpunk te haben . W e n n dann f ü r i rgend 
e inen P u n k t der F l ä c h e die vorletzte Po la re ein Kegel is t , so 
b e r ü h r t die letzte ode r die T a n g e n t e n e b e n e dense lben längs e iner 
E r z e u g e n d e n , u n d die Schni t tcurve derselben mit e iner bel iebigen 
Po la re wie mi t d e r F l ä c h e selbst hat in ihm e inen R ü c k k e h r p u n k t . 
Die analyt ische B e d i n g u n g f ü r die Kegelna tur der vor le tz ten Po la re 
ist j y = 0 und somi t f ü r j eden P u n k t e iner abwicke lba ren F läche 
e r fü l l t , da f ü r e ine solche H = H* . ü ist. (Artikel 194.) Insbe-
s o n d e r e abe r zerfäl l t f ü r die developpabeln F lächen j e n e Schni t t -
cu rve aus d e r zweifach zählenden E r z e u g e n d e n de r F läche im 
be t r ach t e t en P u n k t e und e iner Curve , deren O r d n u n g um 2 n ie-
d r ige r ist als die de r F läche . Ist dann (a:,, x.^, x ^ , o r j ein P u n k t 
d e r developpabeln F l äche m = 0 , sind u , , , u , ^ , etc. i h r e zweiten, 
Derivier ten nach j enen Veränder l ichen und K ih re Dete rminan te , 
d. i. K ^ Hu ^ 0 und beze ichnet m a n die e n t s p r e c h e n d e n 

*) Von der developpabeln Fläche der allgemeinen Gleichung 
(fl, b, e, d, e^t, 1)̂  = 0 

oder 
(ae — ibd -j- 'ác^f — 27 {ace + 2bcd — ad^ — b^e — c®)« = 0 

handelt A. C a y l e y in einer Note des „Philos. Magazine", 1864, p. 437. 
Ihre Kückkehrkante ist offenbar von der sechsten Ordnung und ihre 
Doppelcurve eine Curve vierter Ordnung zweiter Art. (Artikel 89.) 
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Elemen te der ReciprokaUleterminante derselben durch TJ,,, ü , ^ , . . . , 
so sind die Coordinaten a , , «g, f ü r den Scheitel jenes Ke-
gels durch 

«1 • «2 : (Vg : = ü„ : : Uiz : üu 
== : ř/22 : 
== Un : ř/32: Uss : 

: ř^42 : ř̂ 43 : ř̂ 44 
a u s d r ü c k b a r , und fü r k , , L,, Ag, Â  als willkürliche Multiphcato-
ren und 

[X,, x^, x^, X^ .— 
14 

u, 
( A j , A j , Ag, A4) 

^42' ^43' ^44 
s tehen die Coordinaten des Scheitels in den durch X , : X 2 ' . X ^ : X ^ 
gegebenen Verhältnissen und man erhält f ü r die Coordinaten eines 
beliebigen Punktes der Erzeugenden ) die 
Wer the x, X,, x^ ^3 + ^3' ^4 + ^4-

Für die im Artikel 3 7 3 betrachte te developpable Fläcbe 
Ordnung erhäl t man für die Grössen X,, X^, X^, welche 
die Verhältnisse der Coordinaten des Scheitels vom Polarkegel 
zweiten Grades bes t immen, die Coefficienten der cubischen Co-
variante der Form (a , b, c , , l)^. 
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Z u s ä t z e . 

I. Zu den Abschnitten des zweiten Kapitels. 

1. Zur Literatur der Raumeurven dritter Ordnung (Artikel 71—70) 
ist nachzutragen eine an interessanten Resultaten reiche Aljhandlung von 
L. C r e m o n a , ,,Nuove ricerche di geometria pura sulle cuhiche gobbe ed 
in specie sulla parabola gohba", verötrentlicbt in den Abhandlungen des 
„Istituto di Dologna", t. III (serie 2^). 

2. Zur Note des Artikel 94 füge ich bei, dass die Untersuchungen 
über die Raumeurven von A.Cay ley in „Comptesrendus", t.LVIII, p.994 
fortgesetzt und auf die Curven 5*®'' Ordnung erstreckt worden sind. 

3. Zu Artikel 112 bemerke ich, dass es J a c o b i war, der zuerst 
gegen die trotz Monge ' s richtiger Angabe noch von L a g r a n g e in der 
„Theorie der Functionen" besprochene Möglichkeit, dass die Curve der 
Krümmungsmittelpunkte zur Evolute der gewundenen Curve werde, be-
stimmt nachweist, wie diess nur bei ebenen Curven stattfinden könne. 
Diess geschah in dem kurzen aber sehr lesenswerthen Aufsatz: „Zur 
Theorie der Curven", „Creile's Journal", Bd. XIV, p. 56—63. 

4. Zu der historischen Uebersicht in der Note des Artikel 114 mag 
noch hinzugefügt werden, dass die Osculationsebene einer Raumcurve 
wohl zum erstenmale von Joh . R e r n o u l l i betrachtet worden ist; näm-
lich in dem Problem („Opera omnia", t. IV, p. 113) „In superficie quacun-
que curva ducere lineam inter duo puncta brevissimam", dessen Lösung 
aus dem Jahre 1728 herrührt. 

5. Zu den Formeln des dritten Abschnitts fügen wir eine Gruppe 
von Diflerentialformeln, die oft nützlich sein können. 

Sind « , ß, y die Richtung.swinkel der Tangente, l , (i,v der zuge-
hörigen Haupt- und rj, ^ die der Binormale der Curve und bezeichnet 

man durch — und die beiden Krümmungen der Curve, so sind (Ar-

tikel 104) 
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7* J ds 
d cos a = — cos A, d cos p = — cos a, d cos y — cos v. 

Q Q Q 
Denken wir dann durcli den Anfangspunkt der Coordinaten Normalen 

von der Länge Eins zu zwei auf einander folgenden Osculationsebenen 
gelegt, so ist die Verbindungslinie ihrer Endpunkte der Ilauptnormale 
parallel und nach den Coordinaten jener Punkte 

(cos cos iq, cos §•), (cos | + f/ cos ^, cos -j-rf cos ł;, cos f -j- cř cos Ś") 

gelten die Formeln 
d cos ^ 

cos h 

cos jtt = 

cos V 

]/{d cos 'if + {d cos nf + {d cos t f ' 

d cos 7) 

/ ^ s {d C0Sł?)2 + {d cos 

d cos ^ 

•/{d^os if + {d cos riY + {d cos 

Da aber der Winkel zweier unendlich naher Osculationsebenen (Ar-
likel 106) gleich 

fjg 
- = yid cos if -j- {d cos rif + {d cos t f 

ist , so erhält man 

^ fc ^^ 1 ^ ^̂ ^ ^ i. ds 
rt cos § — cos A,, a cos « = : — cos ii, rf cos c = — cos v. 

r ' r r 
Und wegen 

C O S ^ A - } - C O S ^ A 4 - C O S ^ | = 1 

oder 
cos a d cos ct + cos A rf cos A - f cos | d cos ^ = 0 , 

cos a cos ř 
rf cos A d cos n d cos | , 

cos A cos A 

7 1 / cos « cos A 
d cos A = — ^ 1- J ds; 

ebenso aber 
/cos ß cos 1]\ 

d cos - + - y J ds, 

/cos y cos 
rf cos V = — J ds. 

Diese Formelgruppe ist wohl von S e r r e t zuerst gegeben. 
6. Zu den Beispielen des drillen Abscbnilts sei hier ein weiteres 

hinzugefügt, welches eine andere bedeutende Richtung der Untersuchung 
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hezeichnen mag. Wir liclrachlen die IHirciischnitlscurve eines elli])lischen 
Cylinders 

y' . . 

a b' 

mit einem coaxialen Umdrehungs-Paraboloid 

x' + _ 2 pz. 

Sei („Analyt. Geom. der Kegelschnitte", Artikel 23t f.) 

a: = « cos y = & sin 0, 

2pz — a' cos^ 0 + gin2 $ 
so ist 

und 
(lx — — a sin örfö, dy = b cos $dO, 

a' — h' 
dz = sin ö cos 

P 
d'x — — a cos örfö-, d'y = — b sin 9(1$', 

2 /i2 
( P z = - (C0s2 0 - S in2 0) 

P 
(Px = a sin ř/̂ y _ _ ^ ^os 

— - sin ö cos 

Also 

= - + (^2 + a ' - b ' ) sin20 -

dO 
j/^b'p' + p-i{a'—b') sin2 0 + [a' — b'f sin2 0 cos20}. 

Sodann die Grössen X, Y, Z des Artikel 97 

Z = _ eos3 0rf03, sin3 0^0^. 
P P 

Z ^ a b d O ^ . 

welche in die Gleichung der Osculationsebene eingehen; und die Summe 
(Artikel 103) 

X' Y' + Z' 
(0 

= ^ {a2&2̂ 2 _{_ 2̂ ^a'—b')' Sin6 0 + b' (a' —b')' coŝ  0}, 

so wie daraus der Krümmungshalbmesser 

{ ' ' V + P' ((l' — b ' ) sin2 0 + («2 — sin2 0 cos2 
^ p' {a'b'p' + «2 ((l' —b') sin60 + b' (a' —b')' cos«0}ł ' 

http://rcin.org.pl



(1. i. in (len Scheilclseiten des Cylinders oder für Ö = O, O = ^ 

== - / o o • . •>—To:^' j/a'p' + {a' — b'f ^ /b'p' + {a' - b')' 

Man erhält ferner die Grösse M des Artikel 106 oder 

Xd^x + Yd^y - f ZdH und identisch -dXd'x—dYd'y-dZd'z 

= ^ sin ö cos 
P 

und den Radius der Torsion 

__ ^ _ a'b'p' + a' {a' - h')' sin^ g + h' {a'—b')' cos^ g ' 
dri Sabp {a' — b') sin 0 cos 0 

Die Formeln des Artikel 114 geben für die Bestimmung der osculie-
renden Kugel die Gleichungen 

— X'ds' -f ^Xdsd's cosO , „ , , , 5 ,,, 
= ^ —{a'p' + {a'- b')'cos*$} , 

_ Y'ds' + 3 Ydsd's sinÖ „ , ^ 2 • 

y—z — 

M bp' 

— Z'ds' + ^Zdsd's 
M 

= + a'-b') cos2 Ö + + b'-a') sin^ 0} 

— — + 4pz 

^ P 
man erhält daraus 

y ^ p + 5z — 

(a' —b')' . ^ ^ {a' —b')' . , ^ 
a — ^ cos® 0. sin^ 0, 

ap^ bp^ 
a' + b' 

P 
und als eine der Projectionen der Rückkehrkante der Polarfläche auf die 
Coordinatenebenen 

( _ a f c c _ ú , f bp'ß _ 
\(a'-.b')'i \{a'-b')'i ^ • 

eine Curve vom zehnten Grade. Diese Curve selbst wird aus dem bezüg-
lichen Cylinder von der Achse z als Richtung der Erzeugenden durch eine 
Fläche Ordnung geschnitten. 

Die Summe der Quadrate von {a — x), (ß — y), {y — z) in Function 
von 0 giebt das Quadrat des Halbmessers der oscuherenden Kugel. 
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Man berechnet endlich aus 
{2pz — h'fdz^ _25a2 {a^^ — 2pzf dz' 

{a' — b') ' ^ ^ a'b'p'(a' —b') ' 
dy' = 25 dz' 

das Bogenelement der Rückkehrkante der Polarfläche. 
Für die aus dem Durchschnitt des hyperbolischen Cylinders 

_ ^ — 1 
a' 'b' 

mit dem Paraboloid hervorgehende Curve und die Substitutionen 
a: r=3 a sec ö, y & tan 0 

findet man 
2pz cos' 0 = a2 + fe2 sin2 0 

und ganz analoge Resultate; für die Rückkehrkante der Polarfläche z. B. 
(a' + 0^)2 («24. b')' _ ^ 

a r=: — ^ — s e c ^ 0, ß ==> — -—. ^ ' tan^ 0. 
ap' bp' 

a'-b' 
y = p + 5 2 ^ 

Aehnliche Beispiele liefern die Durchschnitlscurven anderer Special-
fälle der Flächen zweiten Grades. Was wir aber besonders liier bemer-
ken wollen, ist diess. dass die Reclificalion der obigen Curven selbst, 
wie die der Rückkehrkanten ihrer Polarfläcl^en nur von elliptischen Func-
tionen abhängt. In der That, wenn man den Ausdruck 

ds' {bY + ia' — b') {p' 4- «2 _ b') sin' 0 — {a' - b')'sin* 0} 

integriert , so wird 

s = — jdO {P + Q sin' 0 + E sin* 0)^, 
P *y 

und indem man das Trinom in der Klammer als Product zweier quadrati-
schen Factoren 

{A + B sin2 0) {C— B siir 0) 
betrachtet, 

AC = b'p', C — A=p'-\- a' —b', B = — b'; 
setzt man nun 

tan^ 95 = — 4 — tan2 0, 

so wird 

AC 

p}/'C{A + B) / J B 2 i j / BfA+C\ . 2 

und man findet durch Entwickelung, dass die Rectification der fraglichen 
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Curve nur von ellipliischen Integralen tler ersten, zweiten und dritten Art 
abhängt. In diesem Sinne hat ,1. Hoot l i die Durchschnittscurven der 
Flächen zweiten Grades untersucht in einem besondern Werke: „The 
Theory of Elliptic Integrals, and thc Proj)crŁies of Surlaces of the second 
Order" 185t und einer grossen Abhandlung der „Philosoph. Transactions" 
von 1852 (p. 311 — 410) und 1854. Auch B. T o r t o i in i, der schon in 
früheren Arbeiten (von 1844 an) sich damit beschäftigt, ist in seinen 
„Annali" mehrfach auf diese Untersuchungen zurückgekommen. (Vergl. 
t. 11, 1859; t. III, 1800; ]>. 183. t. IV, 1862; p. 204. t. V, 1803; p. 305.) 
Die beiden Curven, welclie hier näher betrachtet wurden, sind von Booth 
mit dem Nauien „Logariliunischc Ellipse und Hyperbel" belegt worden. 

Von hier aus ist zu verweisen auf die höchst benicikeiiswerlhe Ab-
handlung von A. C l e b s c h , „lieber die Anwendung der Aberschen 
Funclionen in der Geometrie" im 63. Bande des „.lournal f. Math." Die 
Raumcurven betreflen besonders die §§ 11 — lO. In den §§ 17 und 18 
sind Anwendungen auf die Raumcurven 4'®'' und Ordnung gegeben ,*) 
welche als vollständiger Durchschnitt von Flächen 2'®'' und 3'®' Ordnung 
entstehen. Jene führen auf elliptische Functionen, und wir wollen aus 
beiden Paragraphen einige Sätze anführen, um zum Studiuni der Abhand-
lung zu veranlassen. Durch jeden Punkt der Curve 4*®"' Ordnung kann 
man 0 Schinieguiigsebencn an die Curve legen (vergl. Artikel 85); durch 
je zwei Punkte der Curve ebenso 4 Tangentenebenen derselben. Es giebt 
vief Systeme von Ebenen, die die Curve zweimal berühren und durch jede 
Tangente geht eine Ebene jedes Systems. Durch zwei Punkte der Curve 
und die Berührungspunkte der durch sie an dieselbe gelegten Tangenten-
ebenen lässt sich eine Schaar von Flächen zweiter Ordnung legen, welche 
in den gegebenen Punkten die Curve berühren. Wenn man einen Punkt 
der Curve mit den 9 Punkton verbindet, in denen eine durch ihn gehende 
Scinniegungsebene die Ciu-ve berührt, so schneidet jede Ebene diess 
System von 9 Strahlen in einem Punktesystem, welches das System der 
Wendepunkte einer Curve 3'̂®'" Ordnung sein kann. (Vergl. in demselben 
Bande des „.lournal f. Math.", j). III.) ,lcne 0 Punkte liegen auf einer 
Schaar von Flächen 3'®*' Ordnung, die in dem gegebenen Punkte die Curve 
dreipunktig berühren. 

Es giebt 120 Ebenen, welche eine Raunicurve 6*®"' Ordnung in drei 
verschiedenen Punkten berühren. Es giebt 255 Sysleine von Flächcn 2̂®*" 
Ordnung, welche die Curve in 6 verschiedenen Punkten berühren; die 
Berührungspunkte je zweier Flächen desselben Systems liegen auf einer 
Fläche 2*®' Ordnung. In jedem dieser Systeme kommen 28 Fläclien vor, 
welche in Paare dreifach berührender Ebenen zerfallen. Die 12 Rerühr-
ungspunkte je zweier solcher Paare liegen auf einer Raumcurve 4'®' Ord-
nung. Solcher Curven 4*̂ ®'' Ordnung giebt es 32130. Es giebt ferner 

*) Die vorhergehenden §§ sind der Theo'rie der ebenen Curven ge-
widmet und enthalten unter anderen als IJeispiel eine sehr schöne Dar-
stellung der Theorie der Doppeltangenten der Curven Ordnung. 
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0561 Raumcurven Ordnung, welche die Curve O'**'' Ordnung in vier 
verschiedenen Punkten dreipunktig berühren. Legt man durch die Be-
rührungspunkte zweier solcher Curven eine Fläche Ordnung, so 
schneidet sie die Curve 6'"' Ordnung noch in den Berührungspunkten 
einer dritten Berührungscurve. 

Bei diesen Untersuchungen ist A. C l e b s c h noch zu einem andern 
merkwürdigen Resultate gelangt, das wir unter Verweisung auf seine 
Mittheilung im 64. Bande des „Journals f. Math.", p. 98 hier kurz ange-
ben. Man kann die Curven in Geschlechter theilen nach der Klassenzahl p 
der A bel 'schen Functionen, auf welche sie führen. Wenn man aber von 
der betrachteten Curve zu einer andern übergeht, welche ihr so ent-
spricht, dass ein Punkt und eine Ebene der einen einem Punkte und einer 
Ebene der andern respective entsprechen, so führen beide Curven auf die-
selben A b e r s c h e n Integrale, oder gehören dem nämlichen Geschlechte 
mit demselben p an. Man hat aber mit den Bezeichnungen des Artikel 64 
für p die folgenden Ausdrücke und damit Identitäten, welche sich nach 
den a, a. 0 . gegebenen Gleichungen leicht bestätigen 

m — l . m — 2 , - r — l . r — 2 
p = h — ß — y — n 

l . r — 2 « — I . — 2 
= X — ?n = g — a. 

Bezeichnen dann dieselben Buchstaben mit Strichen die nämlichen 
Charactere eines in der angegebenen Weise abgeleiteten Systems, so hat 
man 

7n — 1 . )ti — 2 . 7)1 — 1. T/i — 2 , ^ 
- T h - ß ^ h — ß, 

7-'—1 . r — 2 , , r—i.r — 2 
y — n ^ y —n. 

r — l . r ' — 2 , , r — - l . r — 2 
X 771 X 771, 

2 2 
n' — \ .71 — 2 , , 71 — \ . 71 — 2 
— ^ g — a - g «, 

es genügt hiernach für ein solches Gebilde, zwei der characteristischen 
Zahlen zu kennen, von denen im Allgemeinen (Artikel 66) drei erforder-
lich sind, um alle übrigen zu bestimmen. 

7. Zu Artikel 122 sei bemerkt, dass die Theorie der geodätischen 
Linien auf dem dreiachsigen Ellipsoid neuerdings Gegenstand einer licht-
vollen analytischen Darstellung von W e i e r s t r a s s gewesen ist; man 
vergleiche ..Monatsberichte der Akad. d. Wissensch, zu Berlin" vom Jahre 
1861 (p. 986 — 997). Sie erfordert bekanntlich die Kenntniss der A b e r -
schen Transcendenten. Für die in der Geodäsie so wichtige geodätische 
Linie des' Umdrehungsellipsoids findet man die zur Berechnung zweck-
mässigsten Formeln zusammengestellt von J a c o b i und abgeleitet von 
L u t h e r im 53. Bande des „Journal f. Math.", p. 335 uud p. 342. 
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8. Zu Artikel 148 in seinem Zusammenliang mit Artikel 27 f. tragen 
wir nach eine neuliche Bemerkung Gruner ! ' s („Archiv", Bd. XLI, p. 
294—296) in der kurzen Fassung, welche iiir E. B e l t r a m i („Archiv", 
Bd. XLII, p. 117) gegeben hat. 

Wenn die Indicatrix in einem Punkte der Fläclie eine Ellipse ist, 
d. h. wenn das absolute Glied in der quadratischen Gleichung des Artikel 
34 positiv ist, so sei q einer ihrer centralen Iladien vectoren, also der 
Krümmungsradius des entsprechenden Normalschnittes; dann hat man für 
das arithmetische Mittel aller Radien um den Punkt herum 

n 
in 1 / ' 
m (fi) = - / ^V/o). 
0 TT t / 

Ü 

Nun ist d(ù das Doppelte der Fläche des elliptischen Sectors zwi-
schen den unendlich nahe benachbarten Vectoren q (oo) und ^ (w + rfw) 
und das 

7t 

da 

isl daher der Totalinhalt der Ellipse oder 

= n y R . R', 
so dass man hat 

27t 
M {R) = yR.R', 
0 

d.h . das a r i t h m e t i s c h e Mit te l a l l e r K r ü m m u n g s r a d i e n um 
e i n e n P u n k t h e r u m i s t dem g e o m e t r i s c h en Mi 11e 1 d e r b e i -
d e n I l a u p t k r ü m m u n g s r a d i e n g l e i c h . 

Man kann dasselbe als Halbmesser einer Kugel betrachten und leicht 
die Coordinaten ihres Miltelpunktes bestimmen. Nach G r u n e r t soll sie 
den Namen „Kugel der mittleren Krümmung" erhalten. (Vergl. dazu Ar-
tikel 51 einerseits und die Gauss'schen Definitionen anderseits.) 

9. Zu der in den Artikeln 160—168 dargelegten Theorie der Strahlen-
systeme, wollen wir für ihre optischen Anwendungen verweisen auf die 
Note von K u m m e r in „Monatsherichle der Kön. Preuss. Akad. d. W. zu 
Berlin", 1860, p. 496 f. nnd eine Abhandlung von 0. M e i b a u e r , „Theorie 
der geradlinigen Strahlensysteme des Lichts", Berlin 1864, 4. Weitere 
VerölTentlichungen von Kummer sind zu erwarten. In Bezug auf die im 
Artikel 243 berührten Strahlensysteme, welche Flächen 4^" Ordnung mit 
16 singulären Punkten zu Brennflächen haben, bringt eine solche Jlitthei-
lung das Juli-Heft der „Monatsberichte", p. 495. Nach ihr zerfällt das 
Strahlensystem 4̂ ®'' Ordnung und Klasse bei solchen Flächen stets in der 
Weise vom Schluss des Artikel 243; das vollständige Strahlensystem aller 
doppeltberührenden Geraden einer solchen Fläche besteht stets wie bei 
der Fresnel ' schen Wellenlläche aus 6 Straldensystemen zweiter Ord-
nung und Klasse. 
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II. Zu den Kapiteln III, IV, V. 
Zu Artikel 212 bemerken wir, dass A. C a y l e y die Gleichung der 

Regeltläche von den Directrixen 
(«3 - f ^y — -{- «jS = 0 , X — mt = 0 , tj — nz — 0, 

X — or = 0, y — ß = 0 

hihlete, indem er die Grössen A,B,x,y ans dem System von Gleichungen 

(ß3 -f xy — {x^ + y^) aß = 0, 

X = x + AZ, Y = y - { - B Z , 

(n — B) X — {m—A) y = 0, B (x — a) — A (y — ß) = 0 

eliminierte. Er fand das Ergebniss in der Form 

{„2 ( Z - a ) + ß' (F—ß)} (Ä'-mZ) [F-nZ) 

-f { X - a ) — « ( r - ^ ) } {a [X—mZY — ß ( F - f i Z ) ' } = 0 , 

welche die Leitlinien sehr deutlich erkennbar macht. 
Zu Artikel 274 (p. 390, Zeile 4 f.) von der Erzeugung der besondern 

RegeKläche dritter Ordnung ist zu bemerken, dass die homograpbischen 
Heihen von Punkten und von Ebenen in und aus der Geraden x = y = 0 
einander so entsprechen müssen, dass dem Doppelpunkt als einem Punkte 
der Reihe eine der durcii seine Tangenten als Punkte der Curve gehenden 
Ebenen als Ebene des Büschels entspricht. 

Zu Arlikel 270 und den Anwendungen der dort eingeführten canoni-
sclien Form, namentlich auch in den Artikeln 295 f. liefert die Fläche 

cix'-^ -h by^ + c (z^ + + w^) = 0 
nül 

X y -j- z V -j- w = 0 

ein interessantes Beispiel. Sie ist, wie A. C a y l e y in einer Note des 
„Philos. Magazine", 18U4, (1, p. 493) nachweist, mit der Form 

AX-^ + BF^ + 6CBST=0 
für 

X F-\-R + S+ T = i ) 

stets zu identificieren nnd hat daher folgende besondere Eigenschaften: 
Jode der Ebenen R = 0, S = 0, Z ' = 0 ist eine dreifaclie Tangenten-
ehene, welche mit der Fläche drei durch einen Punkt gehende Gerade 
gemein bat; umgekehrt sind die Ebenen. 

AX'^ + B F ^ = 0 

dreifache Tangentenehenen der Fläche, die sich in einer Geraden durch-
schneiden. 

Zu Artikel 294. S c h l ä f l i hat seine Untersuchung über die Eintbei-
hing der Flächen dritter Ordnung in Species nach der Healitiil iin-er Ge-

Salmoii , Anal , Geom. il. Raumes. U. 3 6 
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laden und singulären Punkle wieder aufgenommen und weiter ausgeführt 
in einer Abhandlung in „Philosoph. Transactions", Vol. 153, (1863) p. 
193 — 241. Er erhält 22 Species, unter denen je zwei von der,?'®", 8'®" 
und 3'®" Klasse, je fünf von der 6'®" und 4'®" und drei von der 5'®" Klasse 
sind. Wir verweisen auf die Abhandlung selbst und erwähnen nur noch 
die Discussion der Arten conisclier Punkte, welche eine Fläche dritter 
Ordnung haben kann; es sind ausser dem einfachen conischen Punkt, der 
die Klasse der Fläche um zwei vermindert, 4 Arten conischer Punkle mög-
lich, deren Berührungskegel in ein Ebenenpaar degeneriert und denen die 
Reductionen der Klassenzahl um 3, 4, 5 , 6 Einheiten respective entspre-
chen, je nachdem nämlich die Durchschnittslinie jener beiden Ebenen der 
Fläche nicht angehört, oder ihr angehört, ohne dass eine der beiden 
Ehenen längs derselben die Fläche berührt, oder endlich die Linie der 
Berührung oder zuletzt Osculation einer dieser Ebenen ist; und es sind 
conische Punkte möglich, deren Tangentenkegel in ein Paar zusammen-
fallender Ebenen degeneriert, welche nun entweder die Fläche in drei 
verschiedenen Graden schneidet, oder sie längs einer Geraden berührt 
oder osculiert; drei Fälle, denen die Reduction der Klassenzahl luii 6, 7 
und 8 Einheiten entsprichf. 

tO. Zu dem Beispiel des Artikel 312 bemerke man, dass die übrigen 
Charactere des helrachteten Systems sich ergeben, wie folgt 

A = 4 , ? / = r 2 1 , y = 32. .'C = 48, a = 32. ^ = 156, 

und vergleiche damit Artikel 91, Das System ist das der Curve 5'®' Ord-
niuig von der ersten der dort aufgeführten Arten. (Vergl. Artikel 201.) 

III. lieber die Systeme der Orthogonalfläclien. 
1. Man möchte vielleicht aus D u p i n ' s Theorem den Schluss ziehen, 

dass zu einer beliebigen Reihe von Flächen, welche einen veränderlichen 
Parameter enthalten, inuner zwei andere Flächensysleme mit je einem 
solchen Parameter gefunden werden können von solcher Besonderheit, 
dass sie die Flächen des gegebenen Systems rechtwinklig und in ihren 
Krüinmungslinien schneiden. Diess ist aber keineswegs der Fall. Viel-
mehr, damit eine gegebene Familie von Flächen mit einem Parameter ein 
dreifaches Orthogonalsyslem erzeugen köiuie, müssen gewisse Bedingun-
gen erfüllt sein. 

.1. A. S e r r e t hat*) den Schluss begründet, dass die Gleichung 

F [x, y, z) — a, 
in welcher « ein veränderlicher Parameter ist . dann einem Orthogonal-
systeme den Ursprung gebe. wenn die Function zwei partiellen Difleren-
tialgleichungen der sechsten Ordnung genügt. Wir geben seine Unter-
suchung des speciellen Falls, in welchem die gegebene Function die 
Summe von drei Functionen von x, y, z respective ist. 

Vgl. „ L i o u v i l l e ' s .Journal", t. XII, p. 241. 
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Sei also die gegebene Gleichung von der Form 
X + Y + Z = a 

und suchen wir die Bedingung, unter welcher die durch sie repräsentierte 
Flächenfamilie ein Paar conjugierte Systeme von Ortliogonalflächen besitzt 
Vorausgesetzt, dass 

Fi(x,t/, z) = ß, F2{x.y,z) = y 
die Gleichungen dieser Systeme sind, so folgt aus den Bedingungen des 
Problems und für Ä\ Y', Z' als die ersten Derivierten von den Functio-
nen X, F, Z die Gruppe 

dx dy dz 

r f + = 
dx dy dz 

dy dß dy dß dy ^ ^^^ 
dx dx dy dy dz dz 

Wenn wir zur Integration der ersten beiden Gleichungen dieser 
Gruppe die gewöhnlichen Methoden der partiellen Diflerentialgleichungen 
auwenden, so finden wi r , dass |3 und y Functionen von xi und v sind, wo 

J 'dx j'dy _ l'dx _ i'dz 

T' ~~Jy" j r ~ j z' 
sind. Daher wird die dritte Gleichung der Gruppe 

(dß dß\ (dy 
^du dv) \du dv) Y'' du du Z'' dv dv 

Da nun u und v Functionen von x, y, z sind, so können wir?/ und c: 
als Funclionen von ii, v und x helrachlen. Daher gehl x in die vorige 
(ileichung als ein unbestimmter Parameter ein und die Grössen ß und y 
müssen nicht nur ihr , sondern auch ihren Derivierten genügen, welche 
man unter der Voraussetzung bildet, dass x die einzig Veränderliche isl. 
Wir linden unter dieser Voraussetzung und mit Beachtung der Relationen 

dy _ Y' dz _ Z' 
dx X" dx X' 

die Gleichung 
X"— r' <lß dy X" — Z" dß dy 
^ ~~Y'' du du Z'' (lv dv ~~ ' 

in welcher X", Y", Z" die zweiten derivierten Funclionen von X, F, Z 
sind. Die nochmalige Dill'erenlialion giebt für X'", Y'", Z'" als die drit-
ten derivierten Funclionen 

X'X'"— Y' Y'" —2 Y" jX"- Y") dß dy 
Y'' du du 

X'X'" — Z'Z'" — 2Z" {X"—Z") dß dy 

http://rcin.org.pl



Daraus resultiert sogleich die gesuchte Bedingungsgleichuiig in der 
Form 

x'Ä'" {Y"~z") + Y'r'" (z"—z") + Z'Z'" (X"— r") 
+ 2 ( Z " — r") iY"-Z") {Z" — X") = 0. 

Diese Relation drückt die Bedingung aus , unler welcher eine Familie 
von Flächen von der in der Gleichung 

X + r + Z = a 

gegebenen Form eine von einem dreifachen Orlhogonalsystem sein kann. 
Sie ward zuerst v o n . B o u q u e t („Liouville's Journal", t. XI, p. 446) ge-
geben, aber der milgelheilte Beweis isl aus S e r r e l ' s Abhandlung ent-
nommen. 

2. Aber aus der Erfüllung der Bedingungsgleichungen ergiebt sich 
noch nicht so leicht die Bestimmung der beiden conjugierten Systeme. 
So bemerkte B o u q u e t , dass die eben gefundene Bedingung für 

x'"y"zP = u 

als das gegebene System erfüllt isl, aber er gab nicht den Weg zur Ent-
deckung der conjugierten Systeme. Diese Lücke isl durch S e r r e t voll-
ständig ausgefüllt worden , welcher viel Scharfsinn und analytische Kunst 
in der Ableitung der Gleichungen der conjugierlen Systeme nach Erfüllung 
der Bedingungsgleichung olfenbarle. Die wirklichen Ergebnisse sind von 
einem sehr complicierlen Character und wir müssen uns beschränken, 
den einfachsten unler den durch ihn ei hallenen Fällen zu e r u ä h n e n , der 
auch ohne Schwierigkeit a posteriori beslätigl werden kann, indem wir im 
llehrigen auf seine Abhandlung verweisen.*) 

Die drei Gleichungen 
yz 

- = a, 
X 

{x' Ą- y')^ + + 
+ ž/2)^- _ (^2 + z')i = y 

repräsentieren ein dreifaches System von Orlliogonalflächen. In denselben 
sind die Flächen (a) hyperbolische Paraboloide; das System {ß) wird von 
den geschlossenen und das System (7) von den unbegrenzten Manlel-
llächen des Flächensystems vierler Ordnung 

_ 2ß2 (2x2 ^ y ^ + z') + ß* = 0 

gebildet. S e r r e t hat bemerkt, wie aus dem oben Gesagten sich sofort 
ergiebt, dass in einem hyperbolischen Paraboloid, dessen llauptparabeln 
gleich sind, die Summe oder Differenz der Entfernungen jedes Punktes 
derselben Krümmungslinie von zwei feslen Erzeugenden constant isl. 

*) Zuletzt hat Comb es e u r e im V. Bde. der „Annali di Matema-
tica", p. 47 f. diese Systeme untersucht, besonders das specielle, wel-
ches die nächsten Formeln enthalten. 
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3. W. R o b e r l s hal die Melhode der eiliplischen Coordinalen auf 
das Problem angewendet und l)emerliens\verthe Ergebnisse erhalten.*) 

Sei 
1) j'C^,) + = « 

die fdeichung einer der Flächenfamilien und et ein veränderlicher Para-
meter , während zwischen den elliptischen Coordinalen q, fi, v die Rela-
tionen zu den x, y, z bestehen 

+ 1 - f _ t - ^2 _ — ^ ' . 

x' y' z' 
7̂2 f TTZZ~r2 A _ »2 ~ fi' fx' — b' c' — (i 
9 O y- z 

b' — v' c' — v' 

Ist dann 
PdQ + Mdfi Ndu = 0 

(las Uifl'erential jener (Ileichung, so dass P, M, N Functionen von q, fi, v 
respective sind, so werden alle dem System angehörigen Flächen durch 
die eines andern Systems von dem totalen Differential 

P'dQ -f M'dfi + N'dv = 0 

orthogonal geschnit ten, wenn 

PP' [Q' — h') [q'—c^ MM' iii'—b') [ c ' - f i ' ) 
-{q' - p ) {ę'-v') + {q'-)i') i f x ' - v ' ) 

NN'{b'-v') {c^v^ __ 
+ i(ji' — v') 

is i ; deiui die Elemente ds, ds', ds" der Kriimmungslinien von drei con-
focalen Flächen q, (i, v 

<" — <"> y 

*) Vgl. „Comptes rendus", 1861, t. LIII, p. 546 u. weiterhin ibid. 
u. 1864, t. LVIII, p. 291. Vervollständigt im LXII. Bde. (p. 50) des „Jour-
nal f. Mathem," 
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Man genügt jener Bedingung ollenbar durch 

Q'^ — b' jtf' — b' b^ — v^ 
und durch 

PP' = MM' = NN' =: - . . 
— c^ c^ — ^^ c^ — v^ 

Setzt man also 

,, _ f + f ^ + f 

l' ^^ u I -i. T — — — 

und hezeichnen ß , y zvvei willkürliche Constanten, so repräsentieren die 
Gleichungen 

u = ß. V — y, u Ą- ßv ==i y 

drei Systeme, welche das gegebene System 1) rechtwinklig schneiden. 
Alle Flächensystcme dieser Art liefert die Integration der partiellen 

Differentialgleichung 
[f — ęi) _ — dQ 

(p2 - (^2 __ ^2) (^2 - - 2 ) 

^ iV [b'— v') \c'~v') llQ __ 
[q' — v') (fl' — v'f ^ 

Da sie M + ßv= y zum particulären Integral hat, so ist das allge-
meine durch O {u, v) = 0 gegeben. 

4. Wir bestimmen den Fall, in welchem zwei Familien von Flächen, 
deren jede durch eine lineare Relation zwischen u und v gegeben ist, 
gegenseitig orthogonal sind. Wir setzen 

u + f v ~ ß, u + gv:=:y 

mit f , g als Constanten und setzen voraus, dass die Familien [ß] und (y), 
sich selbst imd die Familie (a), 1) rechtwinklig schneiden. Die Differen-
tiation der Gleichung von ß für ß als Constante giebt 

2 _ + f b ' c ' + f b ' _ 2 
9 1 4 . / - 1 + 

9\ 
p [q' - b'). — c') ^ M iiA,' — b'') {c' - fi') 

_C' + fb' 

und ebenso entspringt aus (y) 
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dQ ^ 1 + 9__ d^t l g ^ 
P {Q'—b') {q^-c') M b') (c'—(l') 

+ ^ 1 _ o 
^ iV (b' — v') (c' —v') 

Nehmen wir dann 

1 + /• ' 1 
so ergiebt sieli nach Bemerkungen von L i o u v i l l e (vergl. „.lournal", 
t. Xli, p. 418, 420), dass die Gleichungen der Systeme (ß) und (y) sich mit 
den Abkürzungen 

- ( Q ' - b ' ) ( q ' - C ' ) ' 

in der Form 

" l'^ /' m'dfi • r _n'dv _ 
J Pj^' - X') J M (u' — X') J N (X' — v') ~ 

r fdQ r rn'dfi _ r n'dv _ 
J P (Q'-O') J M iO' - II') J N (O'- v') ~ ^ 

integrieren lassen. Die Bedingung der ürtbogonalilät dieser Systeme ist 

-) p2 M' ^ - N' ' 

Die von W. R o b e r t s betrachteten Fälle, in welchen diese Bedin-
gungen erfüllt sind, wollen wir zusammenstellen. Sie sind 

. l' m' 7i' 
' P''" N'' 

was identisch ist mit 
I m n ^ 

~P W ~ ' 
1,) Q'P'=:1', (I'M' = M', v'N' = N'' 

l' m' 
h + V ' h + k(i'' h + kv"" 

für h, k als beliebige Constanten, die den Bedingungen der elliptischen 
Coordinaten genügen. 
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. — 5 6 8 — 

5, Dem Falle a) entspricht das dreifache System 

^ Idg +J md^ + J iidv = or, 

r ^dQ • r '^t^ l ' _ f, 
J Q' — X' " ^ J p - A ^ J l ' - v ' — P' 

jldg r nidfi /' ndv 

- J p — p - J W ^ ' " " 

die Flächen a) sind initer sich parallel und hahen zwei durch die Constan-
ten 0, A repräsentierte confocale Flächen zweiten Grades zur Fläche der 
Centra; die Flächen ß), y) setzen sich aus den developpabeln Flächen der 
Normalen von a) längs ihren Krümmungslinien zusammen. Für 

0 = c . k = h 

reducieren sich jene confocalen Flächen auf die Focalkegelschnitte des 
gegebenen Systems und die Flächen a) sind Cycliden (vergl. Artikel 250), 
während die Flächen ß) und y) Umdrehiingskegel werden, welche ihre 
Scheitel in der Focalellipse (Focalhyperbel) haben und über der Focal-
byperbel (Focalellipse) stehen. Die Gruppe 

(g — g ) (c —f^) jc — v) _ 
(p + e)(c + ft) {c + v) ^ 

gieht ihre Gleiclnnigen. Aus der ersten derselben folgt die früher im 
Artikel 250 gegebene Gleichung der Cycliden und diese Construction der-
selben: Man heschreiht aus einem der Brennpunkte der Focalellipse oder 
Hyperbel einen Kreis, zieht in ihm einen Radius und beschreibt aus sei-
nem Durchsclmittspunkt mit der Focalcurvc und durch den Schnitt mit 
jenem Kreise eine Kugel, so ist die Enveloppe der sämmtlichen so er-
zeugten Kugeln eine Cyclide; die Krümmungscentra derselben liegen in 
den Focalcurven.*) 

*) Die Cyclide ist als ein Beispiel zu der im Artikel 249 gegebe-
nen Methode von W. R o b e r t s für die Bestimmung der ersten negati-
ven Fusspunktfläche schon benutzt worden. Hier fügen wir bei, dass 
wegen 

V + v^ = x^ if + - f c« 
auch 

p + fi, - f V = a -j- 4- - f _ A2 _ 
oder 

Qf, + liv VQ - a (q + v) i (a^ h^ - f = 0 
diese Fläche darstellt, als die dem System der elliptischen Coordinaten 
entsprechende einfachere Form. 
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Der P'all I») giebt das System 

ridQ ^ jmdfi ^ ^^ 
J Q ~ J l-i' ~ J V 

i'IgdQ l'tn(idi.i l'nvdv 
J ± J + J — P' 

y ' l g dg /'ni(idfi l* nvdv + J w^' + J ^ 
ein System, welches keine i'arailelllächen und keine develop[tabeln Flä-
chen entliält. 

Für 0 z= c und À < jti > v wird die Gleichung ßj algebraisch 
integrierhar und die Durchscbiiiltscurven der mit den a) sowohl als den 
y), d. h. die Ivrümmungslinien von ß) sind algebraisch, obwohl die Flä-
chen o;) und y) diess nicht sind. 

Für ö = : 0, I == b werden die obigen Difterentialgleichungen 

g — fi — V 
gdg j i d f i vd^> __ 

Qdg — fidfi vdv __ 
2 + „2 + ..2 _ „2 • —C' C — f l 

ü. Sie geben z. B. das System 
/ / iW/,2_ ^2) U' —lA,'] {c' —p') 
^2-1^2 — 

nuttelst der Belationen 

bcx — gfiv, b j/c' — b' y = j/[gi — b') {(i'—b') (b''^^), 

. c ]/c'^b' z — /{g' — c') {c' —u') {c' — v') 

siebt man, dass das System mittelst einer Function g von x, y, z 

x' y' , z' 
^2 + ^rzrßi + — ' 

in der Form 
X l y \ z 1 
p"* a' g' — b' ß ' g' — c' y 

dargestellt werden kann. Daraus folgt der Salz: I s t e i n e B e i h e von 
c o n f o c a l e n E l l i p s o i d e n g e g e b e n , e i n P u n k t w i l l k ü r l i c h auf 
e i n e r d e r A c h s e n g e w ä h l t , u n d b e t r a c h t e n w i r d i e s e n a l s 
den S c h e i t e l von K e g e l n , d i e den F l ä c h e n d e r R e i h e u m g e -
s c h r i e b e n s i n d , so i s t fler O r t d e r B e r ü h r u n g s c u r v e n d i e s e r 
L e t z t e r e n e i n e b e s t i m m te F l ä c h e u n d bei d e r B e w e g u n g d e s 
S c h e i t e l s in s e i n e r A c h s e e n t s p r i n g t dem ein S y s t e m von 
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Fl äc Ii en m i l e i n e m w i 11 k ü r l ich en P a r a m e t e r . A n a l o g d i e s e m 
e n t s t e h e n z w e i a n d e r e S y s t e m e von F l ä c h e n , w e l c h e d e n 
b e i d e n a n d e r n A c h s e n d e s c o n f o c a l e n S y s t e m s e n t s p r e c h e n . 
D i e s e S y s t e m e b i l d e n e in d r e i f a c h e s 0 r th o go n aI s y s I e m. 

Man kann leicht zeigen, das s die K r ü m m u n g s l i n i e n der v o r -
e r w ä h n t e n F l ä c h e n — sie sind von der d r i t t e n O r d n u n g — 
K r e i s e s i n d , d e r e n E b e n e n zu den Hau|»tebenei i d e s E l l i p -
s o i d s n o r m a l s ind. Denken wir A, B als zwei feste Punkte respective 
auf zweien der Adisen des confocalen Systems gewählt, so entsprechen 
ihnen zvvei Flächen, welche sich rechtwinklig durchschneiden und ihre 
Durchschnittscurve ist der Ort von Punkten M der confocalen Ellipsoids, 
deren Tangentenebenen durch die Linie gehen. Sei dann P der Punkt, 
in welchem die Normale zu einem der Ellipsoide in M die Ilauptehene 
schneidet, welche die Gerade AB enthält, so ist derselbe als Pol von AB 
in Bezug auf den Focalkegelschnitt dieser Ebene (vgl. Bd. I, Art. 177, 182) 
ein gegebener Punkt. Der Ort von M oder eine Krümmungslinie des 
Systems ist daher ein Kreis in einer zu der AB enthaltenden Ilauptehene 
normalen Ebene. Man beweist das Analoge aucb für die andern Krüm-
mungslinien. 

Die Gleichungen 

a ax — b^ az — c^ 

+ ^ + • 3 = 1. ß!/ + b' ^ ß ^ ßy + b'-c' 

+ • ^ , , + - 1 yz yz -i- c' — b' y 

stellen das System dar. 
Dem Falle c) entspricht für die Voraussetzung 0 = c , A. = 6 ein 

System, in welchem die Flächen a) algebraisch sind, während wenigstens 
noch die Krümmungslinien von o auf algebraischen Flächen überdiess ge-
legen sind, obgleich ß) und y) diess im Allgemeinen nicht selbst sind. 

7. Andere algebraische Orthogonainächensysteme hat W. R o b e r t s 
in einer spätem bereits angeführten Note der „Comi)tes rendus" bezeichnet. 
Endlich wollen wir bemerken, dass 0. Bon net in Mittheilungen der 
„Comptes rendus" t. LIV, p. 554, 655 einen andern Weg zur Untersuchung 
der Orthogonainächensysteme eingeschlagen hat, und zugleich der ein-
schlagenden Kapitel des Werkes von Lame , ,,Lecons sur les coordonnées 
curvilignes" Erwähnung thun. Mit besonderer Böcksicht auf die Relatio-
nen von Lame — die übrigens lange vor den „Lecons" von ihm gegeben 
worden waren — hat C o m b e s c u r e in der oben angeführten Abhand-
lung (p, 43 f.) das Beispiel behandelt, bei welchem oben seine Arbeit 
citiert ist und dessen geometrische Bedeutung direct ersichtlich isl: Die 
zwei ersten Flächensysteme sind die Ortsflächen von Punkten, für welche 
einmal die Summe, das anderemal die Differenz der Abstände von densel-
ben zwei festen Geraden in einer Ebene constant ist; das dritte System 
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isl gchildel von Paralioioitleii, welclie jene beiden Geraden zu solchen Ei-
zeugenden haben, von denen jede alle Erzeugenden des andern Systems 
rechtwinklig durchschneidet. 

8. Jene Formeln von Lame stehen in einem wichtigen Zusammen-
hange mit den Lehren des Abschnitts von den Linien auf den Flächen und 
wir wollen denselben hier darlegen, indem wir der schönen These von 
A. P i c a r t , „Essai d'une théorie géométri(|ue des surfaces" (Paris 1863) 
Einiges entlehnen. Denken wir zwei Systeme von ebenen krummen Li-
nien, und a, b' als die Schnittpunkte von zwei nächsthenachharten Paaren 
derselben, so dass ad und dm zwei auf einander folgende Elemente einer 
Linie des einen, ab und bn zwei solche von einer Linie des andern sind, 
während bb' und db' die Anfangselemente der nächstfolgenden Linien der-
selben sind; bezeichnen wir ad durch dx, ab durch d'y, indem wir durch 
die Zeichen d, d' die Variation nach x und y unterscheiden, nennen wir 
V den Winkel, welchen sie bilden und Qx, Qy ihre Krünunungshalbmesser 
im Punkte a, so ergiebt eine einfache Betrachtung die Formel 

smv.dd'y = dxdy cos v ) — dxd'v — d'ydv cos v , 
\Qy Qx / 

für constantes v uml speciell für v = 90" respective 

sin V . dd'y = dxd'y ( — cos v ) 

und 

a) ddy= dxdy — und ebenso d'dx = — dydx • 
Qi/ Qx 

9. Betrachtet man dann die Linie ab' und ihr nächstfolgendes Ele-
ment b'c nnd bezeichnet die Winkel b'aa' und cb'p (b'p ist das zweite 
Element von bb') durch i und [i -f- di), bezeichnet das Element ab' durch 
ds und den Krümmungshalbmesser von ab'c durch QS> SO ist 

h) 
Qs Qx Qy 

Für den Fall, dass der Winkel v der beiden Curvensysteme unver-
äinlerlich ist, verschwindef d'v aus der Gleichung. 

Soll jede Linie des einen Systems alle Linien des andern unter dem-
selben Winkel schneiden, so muss in dem Elementarviercck adb'b die 
Summe der Contingenzwinkel der Seiten gleich Null sein, 

Qx \Qy Qy / \Qx Qx / Qy 

oder 

a.'!J. — d'—= — ddy + dyd i - — - ddx — dxd—=i\ 
Qy Qx Qy Qy Qx Qx 

Damit es orthogonale Curvensysteme sind, müssen die Werthe a) in 
diese Gleichung eintreten und wir erhalten 
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c) _ _ / l y . / l y 
(i'tj dx \Q.r/ 

10. Für eine Linie auf einer beliebigen Fläche heissl die geodätische 
Krümmung in einem ihrer Punkte die Krümmung ihrer Projection auf die 
Tangentenebene der Fläche, so dass sie das Product ihrer eigenen Krüm-
mung in den Cosinus des Winkels ist, den die Osculationsebene mit der 
Tangentenebene bildet; auch heisst das Product des Elements ds der 
Linie in die geodätische Krümmung der geodätische Contingenzwinkel 
derselben, so dass dieser der Winkel zweier Normalebenen der Fläche 
ist , die durch benachbarte Elemente der Curve gehen. Dann hat eine 
geodätische Linie überall die geodätische Krümmung Null. (Artikel 48.) 

Die Formeln a) des Artikel 8 bleiben gültig für ein System von Or-
thogonalcin-ven auf der Fläche, wenn Q^ die geodätischen Krümmun-
gen derselben bezeichnen. Sie zeigen, dass bei der Deformation einer 
Fläche die geodätische Krümnumg einer beliebigen Linie auf ihr nicht 
verändert wird. Aus ihnen ergeben sich leicht die Sätze: Die kürzeste 
Linie zwischen zwei Punkten ist die geodätische Linie, die sie verbindet. 
Von allcK gleichlangen Linien umschliesst die grössle Fläche diejenige, 
deren geodätische Krümmung constant isl. Damit die Fläche durch das 
System in quadratische Elemente zerfalle, muss 

1 1 
d cf ~ = 0 

Q.v Qy 
sein. 

Wenn QS, QJ;, die Radien der geodätischen Kriimmimg ihrer 
Curven bezeichnen, so gilt auch die Formel b) des vorigen Artikels, ins-
besondere für constantes v 

ds dx d'y 
Qs Qx Qy ' 

ds 
und für — = 0 oder eine geodätische Linie 

rf, + ^ + ^ ^ = 0. 
Qx Qy 

11. Vergleicht man nun eine Linie der Fläche und die entsprechende 
sphärische Linie, so gellen für diese und jene die Formeln 

ds dx d'y ds, dx, d'y, 

Qs Q.V Qy ' ^ Qs, Qx, Qy, ' 

sofern x und y die beiden Krümmungslinien der Fläche sind; wegen 

*) Diese Quotienten sind nicht Differentiale; d —, etc. sind die 

Variationen der bezüglichen Krümmungen einer Curve von einer Curve 
des andern Systems bis zur nächstfolgenden. 
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isl dann 

und 

dx dx, d'y (ty, 

Qx Qxi ' Qy Qy, 

di —— = di — 
Qs ^ Qsi 

I ds .„ I'ds, 
t —t — I — =1, — — I -J, 

J , Qs J , 9.S-, 
.V 

also für eine geschlossene Contour wegen i" == i, = i,' 

l'ds rds, 

J Qs J Qsi ' 
d. h. die Summe der geodätischen ConLingenzwinkel ist für beide Con-
touren die nämliche. Ist S die umschlossene sphärische Fläcbe, so ist 
dieser Werth 

= 27T.~ S*) 

Handelt es sicli um ein kruniudiniges Polygon von den Winkeln 
A, B, C , . . . , und das entsprechende sphärische von den Winkeln 

, C, , . . . , so isl 

A+ B + C + . . . - ... -
tJ Qs »y (»il 

und wegen 

Davon ist eine interessante Anwendung inflglich, welche die 
Lehre von den Regeiflächen mit dieser nnd der Theorie der Curven 
verbindet. Denken wir eine beliebige geschlossene Curve , so bilden 
ihre Jiinormalen eine windschiefe liegelfläche, für welche sie die Stric-
tionslinie i s t , und da sie alle Erzeugenden derselben rechtwinklig 
schneidet, so ist sie zugleich eine geodätische Linie der Fläclie. 

Nach dem obigen Satze ergiebt sich daher: W e n n m a n in e i n e r 
K u g e l zu den H a u p t n o r m a l e n e i n e r g e s c h l o s s e n e n C u r v e 
p a r a l l e l e R a d i e n z i e h t , so t h e i l t d e r Ort i h r e r E n d p u n k t e 
d i e K u g e l f l ä c h e in z w e i g l e i c h e T h e i l e . ( . lacobi . ) Und: Die zu 
den Normalen einer windschiefen Regelfläche längs der Strictionslinie 
derselben jiarallelen Radien einer Kugel bestimmen auf ihr eine ge-
schlossene Curve, welche die sphärische Fläche in zwei gleiche Theile 
theilt; mit andern Worten: Die Summe der geodätischen Contingenz-
winkel der Strictionslinie einer windschiefen Regelfläche ist gleich Null. 

Denn dass der Inhalt einer geschlossenen sphärischen Curve gleich 
2TT weniger der ^umme der geodätischen Contingenzwinket der Curve 
ist, kommt darauf zurück, dass die Endpunkte berührender grösster 
Kreise der sphärischen Curve, auf die man in einerlei Sinn vom Be-
rührungspunkt aus die Länge des Quadranten abträgt, die Kugelfläche 
in zwei gleiche Theile zerlegen. 
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- Pil 
i'ds 

(I) A Ą- B + C + — ( n — 2) ji — — == S; 
J Qs 

also iiisbesoiulere für eine durcli geodätische Linien gehihlele Contour, 
wie Gauss zuerst zeigte: In einem durcli geodätisclie Linien gebildeten 
11 Seit ist der Ueberschuss der Winkelsumme über (2« — 4) Rechte der 
Fläche des entsprechenden sphärischen Polygons gleich. 

12. Wenn man die Formel d) des vorigen Artikels auf ein unendlich 
kleines Rechteck aah'h anwendet, so erhält man 

Qx Qy ) \QX QX) Qy RR' 

oder 
^d!y dx dx d'y 

Qy Qx RH' 

Man sieht, wenn beide Systeme von Linien, die sich unler gleichen 
Winkeln durchschneiden, geodätische Linien sind, so muss die Krümmung 
der Fläche den Werth Null haben; diess isl also nur bei developpabeln 
Flächen möglich. Die Verbindung mit den Formeln a) verwandelt die 
vorige Gleichung in 

r — I — 
C) / I . / 1 . 1 

dx (o^) ( p v ) (ty dx \QX/ ^Qy Y 

sie isl die Bedingung, unler welcher zwei Liniensysleme auf einer Fläche 
sich überall orthogonal schneiden. (Vergl. oben 9, c.) 

13. Belrachlen wir die beiden Systeme der Krümmungslinien einer 
Fläche und die Variation, welche eine Ilaupikrümmung beim Uebergang 
von einer Krümmungslinie zur nächslbenachbarlen erfährt. Kinem unend-
lich kleinen Rechteck adb'b entspricht auf der Kugel ein Rechteck mm'n'n; 
bezeichnen wir tyim und nn durch £ und ^ respective, so sind die Ilaupl-

krümmungen nach an und bb' respeclive —, , und wenn R' 
a a y 

die Hauptkrümmungsradien nach den Linien x und y sind, so ist 

J_ J ^ ^ . (id — £ • bb' 

R^ bb' aa' aa'. bb' 

und nach der zweiten der Formeln a) im Artikel 8, p. 571 

Ž: = s — f . mn .Rx' — 
Qx 

bb = aa — aa .ab . — , 
Qx 
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also durch Suhslitution 

und wegen 

B.ad — £.an . mn . R^ 
Qx 

— f . ad -f- E.ad.ab . — 
Qx 

ad . bb' 

mn = ab . 
R\ 

ebenso 

f) 
R 

e = aa . 
Rx' 

1 1 ̂ 1 1 ^ 

Ry'J 

I 1 ̂  1 1 ^ 

RxJ 
dx. 

14, Diese Formeln lassen sich auf die Orthogonalflächen anwenden, 
die sich bekanntlich in ihren Kriimmungslinien durchschneiden. Sind 
f x , Fy> Fz drei solche Flächen, die sich nach den Liuien A^, Ay, Â c 
durchschneiden, so sollen Ry, R / die Ilauptkrümmungsradien der Fläche 
Fx, Rz, Rx' die von Fy und R.r, R,,' die von F^ sein. Nach dem Theo-
rem von Hache t te sind die Itadien der geodätischen Krümmung der Id-
nien x, y, z auf den Flächen Fy, F^, Fz, Fa:\ F^, Fy die Ilauptkrüm-
mungsradien Rj: Ry, Ry'-. Rz, R~- Die Anwendung der Formeln f) 
giebl daher die 6 Cdeichungen 

' ' i = ' f - L - M " " " 
dy RJ V«^ ; 

g) 

ä l 

dx 

dx 
1 

^ 1 f l 1 

\Ry' Rx 

^ 1 f 1 1 

RM 

1 1 f 1 1 

\Rx Rz 
Da die Krümmungslinien sich orlhogonal durchschneiden, so isl die 

Formel e) (Arlikel 12) auf sie anzuwenden und man erhält 

1.) 

1 I 
Rx' 
dy 

d 

dz 
I 

dx 

+ 

+ 

+ 

^ = f-Y 
lx \RjJ dx 

I 

+ 

dy \R/J 'ly 
1 

dz \Rz'J 

+ 

+ (tJ' 

+ 

+ 

+ 

1 

RxR, 

Ry R:' 

Rz Rx" 
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Diucli die paarweise V'erl)indiing der Gleicliungen der ersten Gruppe 
erhält man ferner 

1 
d-

_ J _ r L . 1 \ Jj^B/^ 1 1 
\Ry ^ J dx R^RyRz ^ RjRy'R-

1 
^ 1 ^ J L . M _ 

R:,RJ \R: R^'J dy 
1 

= _ J L _ r J _ . 
RyRj \Rx Ry) dz ' 

nd durcli Addition der drei Gleichungen der zweiten 

+ k ) , + ' i k + á/) ^ 
dx dy dz 

R~RJ Rccf^J 
Diess sind die Formeln von Lame.®^) 

'*) Man vergleiche „Leęons sur les coordonne'es curvilignes", § XLVI, 
XLVII (p. 79, 82); namentlich auch wegen der ausdrucksvollen Termi-
nologie Lame"s, die im Artikel XXIX daselbst erläutert ist. Die letzte 
der Formeln giebt den Satz: Wenn man vom Quadrat der sphärischen 
Krümmung jeder Coordinatenfläche die Variation dieser sphärischen 
Krümmung nach dem zur Fläche normalen Bogen abzieht, so wird die 
Summe dieser drei Differenzen der Summe der drei Prodncte gleich, 
die man durch Multiplication der beiden Krümmungen jeder Fläche mit 
einander erhält. 

Wir erinnern an die Gleichungen f) des Artikel 1.58, welche noch 
allgemeiner Relationen der Krümmungen der Flächen enthalten. Die 
zweite unter ihnen steht in einer Beziehung zu der Gruppe g) der 
obigen Formeln, die diess näher erläutert. Diese Formeln drückt 
L a m e durch den Satz aus: Die Variation einer Krümmung nach dem 
zu ihrer Ebene normalen Bogen ist das Product der ihr nach dem Bo-
gen conjugierten Krümmung in den Ueberschuss dieser Letztern über 
die ihr nach der Flüche conjugierte. („Leęons", p. 81.) Man erhält 
diess Theorem aus der zweiten Formel f) Artikel 158, indem man vor-
aussetzt, dass in einem Punkte die Coordinatenlinien die Krümmungs-
linien tangieren, so dass / / , die Hauptkrümmungen repräsentieren 
und die Torsion 7', sowie ihre Variation nach dv gleich Null ist. 

Denn — — ist die geodätische Krümmung der Normalen oder die zu / / 
y 
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15. Betracliteii wir endlich die Variation des zwischen zwei Paaren 
nnendlicli naher Ortliogonalflächen gelegenen Flächenelements, so wird 
dxdy in 

übergeführt und die Variation ist 

oder durch Einführung des Elements 

d . (o~= — dz . W; 

ebenso 

d. R)^ = — dx. Wa; + , 

Man erkennt daraus, dass unter allen durch dieselbe Contour be-
grenzten Flächen diejenige die Minimalfläche hat, deren mittlere Krüm-
mung Null ist oder für welche die llauptkrümmungsradien gleich und von 
entgegengesetztem Zeichen sind. Und unter allen von derselben Contour 
begrenzten Flächen derselben Ausdehnung ist diejenige, welche den Maxi-
malinhalt giebt, die Fläche von constanter mittlerer Krümmung. 

IV. Zur Tlieorie der Inversion und der Ortliogonal-
flächen. 

In den Artikeln 245, 246 sind die allgemeinen Beziehungen der durch 
Inversion oder durch die Transformation mittelst reciproker Radien vecto-
ren abgeleiteten Flächen zu den Reciprocal- und den Fusspunktflächen 
dargestellt und im Artikel 250 sind dieselben zur Untersuchung der Du-
pin'schen Cyclide verwendet worden.*) 

Dass die Inverse einer Fläche ŵ ®'' Ordnung im Allgemeinen von der 
Ordnung 2 n ist, ist bekannt und erleidet nur Ausnahme, wenn der Pol 
oder das Centrum der Inversion ein vielfacher Punkt der Fläche oder der 

nach dem Bogen conjugierte Krümmung. Während also der L ame''sche 
Satz sich nur auf Hauptkrümmungen bezieht, erweitert ihn jene Gleich-
ung von B o u r auf die Krümmung eines beliebigen Normalschnittes 
durch Hinzufügung eines von der Torsion der berührenden geodätischen 
Linie abhängigen Gliedes. 

Die erste der Gleichungen f) Artikel 158 sagt darnach aus, dass 
das Product der Krümmungen von zwei beliebigen rectangulären geo-
dätischen Linien mit dem Product ihrer Torsionen eine bei der Defor-
mation constante Summe bildet. 

*) Vergl. M a n n h e i m , ,,Nouvelles Annales", t. XTX, p. G7. 
Salmon, Anal . Geom. d. Raumes. II. 3 7 

http://rcin.org.pl



unendlich entfernte Kreis eine vielfaclie Linie der Fläche ist. Ist jene 
Vielfachheit p, diese q und sind n,p', q die entsprechenden Zahlen für 
die inverse Fläche, so gelten die Relationen 

n = in — p — 2 5' > p = n — 2q, q — n — p — q 
und umgekehrt 

n = 2 « ' — p' — 2q', p = n — 2q', q = n — p' — q. 
Für p 2q = n erhält man gleichzeitig n = n , p = p , q = q', 

d. h. die Ordnung der Fläche und die Grade der Vielfachheit des Pols und 
des imaginären Kreises bleiben unverändert. *) Eine Fläche kann insbe-
sondere für entsprechende Wahl des Centrums und des Parameters der 
Inversion mit ihrer inversen sich decken. Nennen wir einen solchen Pol 
H a u p t p o l * * ) und die entsprechende Kugel H a u p t k u g e l , so kann 
eine Fläche dieser Art eine Fläche dritter Ordnung sein, welche den un-
endlich entfernten imaginären Kreis enthält , oder eine Fläche vierter Ord-
nung (Artikel 297), welche ihn als Doppellinie enthält. Für jene müssen 
die Hauptpole derFläche angehören, für diese können sie es nicht. Es giebt 
für beiderlei Flächen je fünf Hauptpole, von denen wenigstens drei reell 
sind. Die fünf Hauptkugeln schneiden sich paarweis or thogonal , so dass 
die Gerade, welche zwei der Hauptpole verbindet, normal ist auf der 
Ebene der drei andern, oder der fünfte llauptpol immer der Durchschnitts-
punkt der vier Höhen des Tetraeders der vier übrigen ist.***) 

Diejenigen Kugeln, welche eine solche zu sich selbst inverse Fläche 
dritter oder vierter Ordnung doppelt berühren, schneiden sie nach zwei 
Kreisen und bilden mit einander fünf verschiedene Systeme. Da man jede 
sich seihst inverse Fläche als den Ort der Durchschnitte auf einander fol-
gender Kugeln ansehen kann, die der Hauptkugel orthogonal sind und 
deren Centra eine gewisse Fläche bilden, so ist bemerkenswerth, dass 
für die sich selbst inversen Flächen vierter Ordnung diese Ortsflächen der 
Centra confocale Flächen zweiten Grades sind und dass für die bezüglichen 
Flächen drit ter Ordnung das Centrum dieses confocalen Systems unend-
lich entfernt ist. Den geradlinigen Erzeugenden dieser Flächen entspre-
chen circuläre der sich selbst inversen; sind jene abwickelbar, so werden 
die Kreise zu einem System der Krümmungslinien in dieser. 

Jeder Hauptpol einer solchen Fläche vierter Ordnung ist Scheitel 
eines Kegels vom zweiten Grade, welcher der Fläche doppelt umgeschrie-
ben ist; die Berührungscurve desselben mit der Fläche liegt auf einer 
Kugel aus dem Centrum jenes Systems von confocalen Flächen. Durch 
jeden Punkt der Fläche gehen zehn Kreisschnitte oder die Doppeltangen-

*) Vgl. M o u t a r d , „Nouvelles Annales", t. XXIII, p. 306. 
**) Vgl. M a n n h e i m , ibid. t. XX, p. 218. 

***) Die zehn Höhendurchschnitte der Flächen dieser Tetraeder 
sind Pole, für welche die Transformierte zur gegebenen Flächc sym-
metrisch wird für die Tetraederfläche als Symmetrieebene. Auch sie 
liegen bei den Flächen dritter Ordnung in der Fläche. 

http://rcin.org.pl



lenebenen hililen fünf Kegel zweiten Grades. Die llauptkugeln schneiden 
die Fläche in Curven, die unter andern die Kreispunkte der Fläche ent-
hal ten; sie schneiden die hezeichneten confocalen Flächen zweiten Grades 
in Curven, die den Namen Focallinien verdienen. Sie können als Oerter 
der Centra doppelt berührender Kugeln vom Radius Null betrachtet wer-
den, oder sie sind Doppellinien der developpabeln Fläche, welche der 
Fläche und dem imaginären Kreis im Unendlichen umgeschrieben sind. 
Ilaben zwei solche Flächen eine derartige Focallinie gemein, so haben sie 
dieselben fünf llauptkugeln und dieselben fünf Focallinien und sollen con-
focal heissen. 

Zwei confocale sich selbst inverse Flächen vierter Ordnung schnei-
den sich überall rechtwinklig und ihre Schnittcurve ist eine Krüm-
mungslinie für beide. Durch jeden Punkt im Raum gehen drei solche 
Flächen und die Vereinigung aller solcher confocalen sich selbst inversen 
Flächen vierter Ordnung bildet ein dreifaches Orthogonalsystem. Die ge-
meinsamen Focallinien schneiden die Flächen in ihren Kreispunkten.*) 

V. Ueber den Quaternionen-Calctil. 
1. Der Quaternionen-Calcul ist von seinem Erfinder W. R. H a m i l -

t o n erfolgreich zur Ilerleitung geometrischer Sätze angewendet worden 
nnd es mag daher gerechtfertigt erscheinen, einen Abriss dieser Methode 
dem hinzuzufügen, was in diesem Buche über die Methoden zur Unter-
suchung der Eigenschaften des Rainnes von drei Dimensionen entwickelt 
worden ist. Dabei beschränken wir unsere Absicht darauf, dem Leser zu 
zeigen, was Quaternionen sind und ihm eine Idee von ihrem Gebrauch in 
geometrischen Untersuchungen zu gehen, indem wir für Begründung 
weiterer Einsicht auf W. R. l l a m i l t o n ' s Abhandlungen „On Symbolical 
Geometry" im „Cambridge and Dublin Mathematical Journal", auf seine 

*) Vgl. M o u t a r d , „Comptes rendus", t. LIX, p. 243. Dazu die 
a. a. O. unmittelbar vorausgehende Note von D a r b o u x , welche die 
Ausdehnung der Focaleigenschaften der Orthogonalcurven auf Systeme 
von Orthogonalflächen von dem singulären Integral der Gleichung der 
Krümmungslinien 1 -f- lŷ  = 0 herleitet. Wenn man an die Fläche 
Tangentenebenen parallel denen des Kegels x^ -{- y'̂  ẑ  — d legt, so 
bilden ihre Berührungspunkte eine Krümmungslinie und die durch die 
Gleichung 1 -f" = 0 dargestellten developpabeln Flächen haben 
die Eigenschaft (wie die Kugel), dass jede auf ihnen gezeichnete Linie 
eine Krümmungslinie ist; alle solche Linien haben die Rückkehrkante 
zur gemeinsamen Evolute. Die Flächen eines dreifachen Orthogonal-
systems haben in Folge dessen eine Fläche der Familie \ p^ Ą- q̂  — 0 
zur Enveloppe; sie berühren sie nach einer Curve und schneiden sie 
nach Tangenten derselben in ihren Schnittpunkten mit der Rückkehr-
kante. Die Existenz von solchen geraden Erzeugenden, die dem 
Asymptotenkegel der Kugel parallel sind, ist den Flächen eines Ortho-
gonalsystems wesentlich. Etc. 
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„Leclures" und auf die in Aussicht stehenden „Elements of Quaternions" 
verweisen. 

V e c t o r e n . In der algebraischen Geometrie treten die Symbole 
X, y, z, etc., obwohl .sie mit Bezug auf in bestimmter Bichtung gemes-
sene Linien gebraucht sind, doch nur als die Grössen der von ihnen dar-
gestellten Linien in die Rechnung, d.i. in die Gleichungen ein, mit denen 
sie zu thun bat; diese Gleichungen drücken nur aus, dass gewisse arith-
metische Operationen mit den Zahlen zu vollziehen sind, welciie die Ver-
hältnisse jeder der Linien x, y, z zur Lineareinheit bezeichnen. Wenn 
wir die Summe x y z von drei bekannten Linien bilden, so isl das 
Resultat eine Linie von bestimmter Länge, aher ohne bestimmte Ricbtung. 
Die consequente Entwickelung der algebraischen Geometrie scbliesst in dieser 
Beziehung mit dem Gegensatz des Sinnes innerhalb derselben Richtung ab. 

Im Quaternionen-Calcul muss jedes Symbol, das eine Linie be-
zeichnet, sowohl ihre Länge als ihre Richtung darstellen; und wenn wir 
z. B. die Summe x y z bilden wünlen, so muss dadurcli sowohl 
die Bichtung als die Länge der resultierenden Linie bestimmt werden. 

Die Zeichen und — werden daher in diesem Calcul nicht als 
Zeichen numerischer Addition oder Subtraction, sondern zur Bestimmung 
der Bichtungen verwandt — die Art und Weise dieser Verwendung er-
klären wir sogleich — und bezeichnen so zu sagen geometrische Addi-
tion und Subtraction. 

2. Wenn die Linie oder der Vector AB den Uebergang vom Punkt 
A nach dem Punkte B bezeichnet, so wird in gleicher Weise BC den 
Uebergang von ^ nach C darstellen; das Zeichen + kann naturgemäss 
gebraucht werden, um die auf einander folgende Ausführung dieser bei-
den Operationen auszudrücken, d. h. AB drückt aus, dass nach 
einander von A nach B und von B nach C gegangen werde. Da aber 
das Besultat dieser Operationen der Uebergang von A nach C ist, so gilt 
die Relation 

AB BC = AC, 

oder die Summe zweier Vectoren ist die Diagonale des Parallelogramms, 
welches diese zu benachbarten Seiten hat. 

Wenn AB und BC Strecken derselben 
^ G e r a d e n sind, so ist ihre Summe die ge-

wöhnliche algebraische Summe beider Li-
nien; und durch successive Addition er-
kennt man, dass für a als einen beliebigen 
Vector und m als einen numerischen Factor 
7na einen in der Richtung mit a zusammen-
fallenden, in der Länge im Verhältniss m • 1 

^ D zu ihm stellenden Vector darstellt. 

Man nennt zwei Vectoren einander gleich, wenn der eine ohne 
Drehung mit dem andern zur Deckung gebracht werden kann, d. Ii. zwei 
gleiche in parallelen Linien gemessene Längen sind gleich. Auf Grund 
dieser Uebereinkunft können wir die Gleichung 
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a h a 
erläutern. Ist der Vector a durcli jede der gleiclien Linien AE, EC und 
der Vector b durch jede der gleiclien Linien DE, EB dargestellt, so ist 
mit Voraustritt von a 

« -f ö = AB, 
und mit Voraustritt von b 

ft 4- rt = CB, 

und da AB und CD gleiche Linien von derselben Richtung sind, so sind 
beide Resultate einander gleich. 

Aus der Interpretation der Gleichung ist auch offenbar, dass 
(« + ft) + c = « + (ö + c) 

ist. , 
Wenn also das Zeichen -j- geometrisch in der hier dargelegten 

Weise interpretiert wird, so gelten für seine Anwendungen die beiden 
Grundregeln der algebraischen Addition, nämlich das c o m m u t a t i v e 
G e s e t z « + b = b + a und das a s s o c i a t i v e G e s e t z 

(« + è) + c = a + (6 + c). 
3. Wenn man durch AB den Uebergang von A nach B bezeichnet, 

so bezeichnet natürlich — AB di'e Rückwärtsvollzichung dieser Opera-
tion, somit den Uebergang von B nach A, so dass 

AB + BA (i 
ist. Man beweist leicht, dass aus 

a 4 - 6 = : c auch a — c — b 
hervorgeht. 

Da die Addition von Linien nach der eben aus einander gesetzten 
Methode der Zusammensetzung der auf einen Punkt wirkenden Kräfte in 
der Statik genau entspricht, so beweist man ganz ebenso wie in der 
Statik, dass jede Linie als die Summe dreier Linien dargestellt werden 
kann, deren Richtungen die Richtungen dreier zu einander rectangulären 
Achsen sind. Wenn nun die nacli den drei Achsen gemessene Linearein-
heit respective durch i, j, k bezeichnet wird , und wenn die numerischen 
Verhältnisse der Coordinaten eines Punktes P im Räume zu dieser Linear-
cinheit wie in der algebraischen Geometrie durch x, y, z bezeichnet wer-
den. so sind jene Coordinaten in der hier entwickelten Methode durch 
ix, Jy, kz respective dargestellt, und der Vector, welcher den Anfangs-
punkt des Systems mit dem Punkte P verbindet, ist durch 

ix + jy -f kz 
ausgedrückt. Und da einem beliebigen Vector ein ihm paralleler und 
gleicher durch den Anfangspunkt entspr-icht, so k a n n j e d e r V e c t o r 
in d e r F o r ni [ix + jy -j- kz) a u s g e d r ück t w e r d e n . 

Wenn a, ß zwei Vectoren von demselben Anfangspunkt bezeichnen, 
so erkennt man leicht, dass 

la + mß 
I + tn 
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* 

ein von ileiuselhen Anfangspunkt ausgeliender Vector ist , der in dem 
Punkte der Verbindungslinie der Endpunkte der beiden ersten Vectoren 
endigt, iu welchem sie im Verhältniss l.\ m getheilt wird; und dass 
el)enso 

la -f- + ny 
I 7)1 -f- 71 

einen in der Ebene der Endpunkte der Vectoren a, ß, y endigenden Vector 
darstellt. 

Wenn sowohl a als auch ß von der Länge Eins sind, so macht 
{la + 77iß) mit a und ß Winkel, deren respective Sinus in dem Verhält-
niss I : 771 stehen. 

Diese Grundsätze können zur Entwickelung geometrischer Wahrhei-
ten vielfach angewendet werden; so z. 15. ist 

ß ^ y 8) 
der Vector des Schwerpunkts eines Tetraeders, dessen Ecken durch die 
Enden der Vectoren a , /3, y , è bestimmt sind, und man kann daraus wie 
im Bd. 1, Artikel 9 geschehen ist, weitere Schlüsse ziehen. 

4. Q u a t e r n i o n e n . Nachdem gezeigt ist, wie Linien nach Richtung 
und Grösse addiert und subtrahiert werden können, ist ihre Multiplication 
und Division darzulegen. 

Es isl nicht unmittelbar klar, welchen Sinn man dem Product zweier 
Linien beizulegen haben wird, aber es ist naturgemäss, den Quotienten 

a 

ß 
als den Ausdruck der Operation anzusehen, durch welche die Linie ß in 
die Linie a verwandelt wird, so dass 

j ß = ci ist. 

Sind die Vectoren a und ß Strecken derselben Geraden, so ist ihr 
Quotient eine numerische Constante, oder wie W, R. H a m i l t o n sagt, 
ein Scalar; aber wenn diess nicht der Fall ist , so hat man, um ß in a 
überzuführen, nicht nur seine Länge zu verändern, sondern auch eine 
Drehung um einen bestimmten Winkel in einer bestimmten Ebene zu 
vollziehen. 

Wenn wir nun sahen, dass jeder Vector auf eine Summe von drei 
Gliedern zu reducieren ist, uud erwägen wollen, wie diess vorauszusehen 
war auf Grund der Ueberlegung, dass drei Dinge zu seiner Bestimmung 
nöthig siml, nämlich seine Längg und die Richtungscosinus seiner Gera-
den, welches zweien weiteren Bedingungen äquivalent ist; so schliessen 
wir aus dem Umstände, dass zur Bestimmung eines geometrischen Quo-
tienten vier Dinge offenbar gehören, nämlich das numerische Verhältniss 
der Längen der verglicheneu Vectoren, der Winkel zwischen beiden und die 
Bichtilngscosinus seiner Ebene, welches zwei weiteren Bedingungen ä(pii-
valent ist; dass also ein solcher Quotient durch vier irreducible Glieder aus-
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drückbar ist. Wir werden diess zunäclist streng beweisen und bemerken 
liier, (lass darin der Grund zur Walil des Namens Q u a t e r n i o n e n liegt. 

Es ist darin bereits ausgesprocben, dass die vier eben erwähnten 
Elemente zur Bestimmung eines solchen Quotienten hinreichen, d .h. dass 
zwei Quotienten dieser Art einander gleich sind 

a y 
"p" ~ T' 

wenn 1) die Längen der Linien in Proportion sind, 

a : ß t=r y : ö; 

wenn 2) der Winkel zwischen a und ß dem Winkel zwischen y und d 
gleich ist; und wenn 3) alle vier Linien derselben Ebene parallel sind. 

Das geometrische Verhältniss zweier Linien wird also als unverän-
dert angesehen, wenn sie beide in demselben Verhältniss wachsen oder 
abnehmen und auch dann, wenn sie in ihrer Ebene so gedreht werden, 
dass der von Urnen bestimmte Winkel unverändert bleibt. 

5. Zwei geometrische Brüche, die einerlei Nenner haben, können 
durch Addition ihrer Zähler addiert werden; d. h. es gilt wie in der Al-
gebra die Relation 

l — 
d Ó " ó ' 

Man kann dadurch jeden derartigen Bruch in einen gleichwerthigen 
verwandeln, dessen beide Linien rechtwinklig zu einander sind. Denn 
wenn y der Zähler und ó der Nenner des Bruches ist , so kann man im-
mer y als die Summe zweier Linien a -f- ß darstellen, von denen die 
eine die Richtung von á (sie ist die Projection von y auf ó), die andere 

die zu ihr normale Richtung hat. Dann ist aber das Verhältniss j wegen 

der gemeinschaftlichen Richtung beider eine reine Zahl (scalar), während 

das Verhältniss ^ das Verhältniss zweier rectangulären Linien ist. Wir 

können also jede Quaternion als eine Summe [S -}- V) zweier Glieder 
darstellen, deren eines eine reine Zahl, das Scalen-Glied, ist, während 
das andere als das Verhältniss zweier rectangulärer Linien als das Vector-
glied bezeichnet werden mag, weil das Verhältniss zweier rectangulären 
Linien durch den zu ilirer Ebene normalen Vector dargestellt werden 
kann. 

Eben dieses Letztere ist hier noch zu begründen. Eine Quaternion 
kann noch in anderer Weise aufgelöst werden, nämlich in das Product 
eines numerischen Factors in das Verhältniss zweier gleicher Linien. 

Oflenbar ist 
a ß, a 

ß r y' 
denn wenn wir zuerst y in |3 und dann ß in a überführen, so ist das 

http://rcin.org.pl



Resultat ollenbar die Ueberfidirung von y in a. Denken wir daher ß als 
eine zu y gleiche Linie in der Richtung von or, so ist das Verhältniss 
a cc 
— eine reine Zahl uiul das Verhältniss — ist als das Product derselben in ß y 
das Verhältniss zweier gleichen Linien ß und y dargestellt. 

W. R. H a m i l t o n bezeichnete diese Darstellung als das Product aus 
Tensor und Versor; der Tensor sei die Zahl, welche ausdrückt, in wel-
chem Verhältniss die Linie y wächst oder abnimmt, um der Linie ß gleich 
zu werden, und der Versor bezeichne den Winkel, um welchen sie zu 
drehen ist. 

Setzen wir nun voraus, dass das Symbol 7 die Operation der Drehung 
einer Linie um einen rechten Winkel in einer zum Vector i normalen 
Ebene bezeichne (wobei wir festsetzen mögen, dass der Drehungssinn 
dem der Zeiger einer Uhr entspricht, die wir in der Richtung von i be-
trachten, während das Zilferblatt in die zugehörige Normalebene fällt), 
so stellt mJ die Operation derselben Drehung vor unter gleichzeitiger 
Veränderung der Länge im Verhältniss m : 1. 

Ist daher der Nenner eines geometrischen Rrucbes eine Linie von 
der Länge Eins, der Zähler eine solche von der Länge /, ist ö der Winkel 
zwischen ihnen und Q der zu ihrer Ebene normale Vector von der Länge 
Eins, so können wir zuerst I in die Theile 

/ cos 0, I sin 0 

zerlegen, welche in der Ricbtung des Nenners und normal zu ihr gemes-
sen sind; wenn dann V die Operation der Drehung um einen rechten 
Winkel um die Achse Q ohne Veränderung der Länge ausdrückt, so ist 
der gegebene Bruch in die Form / cos $ + ł sin 0 . V gebracht. 

Wären Zähler und Nenner mit einander vertauscht worden, so findet 
man I cos 0 — I sin 0 . V als Ausdruck der Drehung um denselben 
Winkel im entgegengesetzten Sinne. 

G. Bezeichnen q, a, ß drei Vectoren solcher Art, dass 

= « + /3 
ist, und F, A, B rechtwinklige Drehungen normal zu diesen Vectoren, 
wie sie vorher bezeichnet sind, so ist 

V = A B. 
Denn die Figur 4 (vergl. Artikel 228) 

zeigt für 
Q=:OS, a=^OT, ß— TS 

und unter der Voraussetzung, dass OP, 
OQ, QP einander gleich und auf diesen 
Linien rechtwinklig sind, und dass OR 
eine zur Ebene desPapiers normale Linie 
von der Länge gleich OS isl, die Bela-
lioncn 

Fig. 4. 
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o z ^ r , qp^^^ 
OR OR OR 

also 
V=z A B. 

Es folgt daraus, dass die Symbole der rectangulären Drehung in 
genau derselben Weise aufgelöst werden können, wie die Vectoren im 
Artikel 3 , und dass also für I, J, als Symbole von Rotationen um die 
drei Achsen ohne Veränderung der Längen die gleiche Drehung um die 
Achse Q von den auf sie bezogenen Richtungswinkeln a, ß, y in der Form 

I cos a -j- / cos /3 Ą- K cos y 
dargestellt wird. 

Dann giebt die vollständige Aullösung des im letzten Artikel be-
trachteten Verhältnisses die Form 

/ cos 0 + Z sin 6 ( / cos a + / cos |3 - f K cos y) 

und der allgemeinste Ausdruck eines geometrischen Bruches ist somit die 
viergliedrige Summe 

a + hl cJ dK, 

in welcher a, h, c, d numerische Constanten sind. 

7. MuUiplication von Brüchen bezeichnet, wie früher angedeutet 

i s l , den successiven Vollzug der durch die Factoren dargestellten Opera-

tionen. So drückt — • — aus, dass wir zuerst die Operation der Ueber-

ß y 
führung von y in ß, dann die von j3 in a ausführen ; das Ergebniss isl also 
die Ueherführung von y in a. 

cc y Um zwei beliebige Brüche mit einander zu mulliplicieren ' ^ 'st y eine Zvvischenoperalion nöthig. Man hat seiner Ebene so zu 
0 

drehen, dass sein Zähler mit dem Durchschnitt der Ebenen beider Brüche 

zusammenlallt, ^ hingegen in seiner Ebene so, dass sein Nenner mit r 
jenem Durchschnitt zusammenfällt. 

Es ist offenbar, dass bei der Multiplication zweier Quaternionen die 
Ordnung der Factoren nicht gleichgültig ist. Denken wir A, B, C, D in 
Figur 8 als vier Punkle einer Kugellläche Fig. 8. 
vom Centrum 0 , so ist das Resullal der 
nach einander folgenden Drehungen von OD 
um einen Winkel b nach OE und von OE 
um einen Winkel a zu OC die Ueherführung 
von OD zu OC. Hätten wir aher mit der 
Drehung um den Winkel a begonnen, welche 
die Ueherführung von OA zu bezeichnet, . . 
und dann OE nach OB um den Winkel b ^ ^ 
gedreht, so isl das Resultat die Ueherführung von OA zu OB. Obwohl 
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nun ller l'ogen AB ileui Dogen CD gleich is l , so isl doch die Ebene von 
AB im Allgemeinen von der Ebene von CD verschieden und also das 
Product 

OC OE . , , . , OB OE 
OE • ED ÖE-ÖÄ^ 

obwohl das Letztere das Product zweier gleicher Factoren in entgegen-
gesetzter Ordnung isl. 

Pig 8, Wenn die Winkel a und b beide je 90" 
^ s i n d , so ist die Ebene von AB wohl die-

selbe wie die Ebene von CD, aber der 
Drehungssinn des einen Products ist dem 
des andern entgegengesetzt. Wenn wir also 
zwei rectanguläre Quaternionen A, B (d. b . 
deren Drehung rechtwinklig ist) mit einan-
der multiplicieren, so folgt aus Artikel 5, 
dass der Form von A. B 

/ cos 0 + / sin 0 . V 
die Form von A . B 

/ cos 0 — / sin 0 . V 
entspricht. Zwei so auf einander bezogene Quaternionen heissen conju-
giert; wenn die eine von der Form S V i s t , so entspricht der andern 
die Form S — V. 

Dem speciellen Falle 0 = 90" entspricht das Gesetz: Das Product 
zweier rectangulären Quaternionen, deren Ebenen zu einander normal 
sind , giebt A.B = — B .A. 

Seiner Wichtigkeit wegen wollen wir diess Gesetz unabhängig be-
weisen. 

8. Man erkennt unschwer, dass die Multiplication von Quaternionen 
eine distributive Operation ist; so dass das Product 

{cc ß + y + à ix) X 
X (JL 

die Summe der Producte ^ • —, -7 • ^ , etc, giebt. Ebenso wenn die 
X (i' X fi 

Ordnung der Multiplication die umgekehrte ist. 
Wenn wir also zvvei Quaternionen*) multiplicieren, die in ihrer 

Normalform ausgedrückt sind 

{a + i / 4 . r / + rf^ir) {d - f b'J + cJ + d'K), 

so ist ihr Product die Summe der IG Glieder, welche man erhäl t , indem 
man jedes der ersten vier Glieder mit jedem der letzten vier Glieder com-
biniert , mit Rücksicht jedoch auf die Ordniuig der Multiplication. 

Wir haben die Bedeutung der Glieder II, IJ, etc. zu untersuchen, 

*) Auch für das stetige Product von drei Quaternionen ist 
(99') = 9 W<l")' 
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welche in diesem l'ioducl auftreten. Dazu erinnern wir , dass / eine 
rectanguläre Drehung um die Achse der x bezeichnet, und dass die Wir-' 
kung einer solchen Drehung eine Linie von der Richtung der Achse y in 
die Richtung der Achse z und eine Linie von der Richtung der Achse z 
in die der Achse — y überführt; in Folge dessen schreiben wir die Re-
lationen I j — k, Ik — — j . 

Ebenso erhalten wir 
Jk = i, Ji — — k\ K i = j , K j ~ — i. 

Wir betrachten nun die Wirkung zweier solcher Operationen in 
ihrer successiven Ausführung. Wenn wir zuerst an j ndt I und sodann 
an dem Resultat k mit / operieren, so erhalten wir 

I'j = — j , oder P = — 1. 
Ebenso folgt — 1, E ' = — l. 
Und weil offenbar für jede beliebige Achse der Drehung wahr ist, 

dass die Wirkung zweifacher rechtwinkliger Drehung die Umkehrung der 
Linie is t , an welcher man operiert, so ergiebt sich, dass das Quadrat 
jeder rectangulären Quaternion gleich — 1 sein nmss. 

Ferner sahen wir, dass I j = k, Jk = i, also auch J l j = i ist; 
wegen Kj =• — i ist also JI =i — K. 

Ebenso schliessen wir aus den Gleichungen Ji = — k, Ik = —j, 
Ki — j I J = K. 

Also ist auch IJ K = — JI. 
Ebenso findet man Jk = I = — KJ-, kl = J — IK. 
Vergleichen wir dann die Relationen 

I j = k, IJ— K, etc., 

so erkennen wir , dass die Gleichungen, welche die Wirkung der Opera-
tionen I, J, K an den Linien i , j , k darstellen, genau von derselben Form 
sind, wie die, welche die Wirkungen der successiven V^ollziehung dieser 
Operationen bezeichnen. Und da wir in dem practischen Gebrauch des 
Caiculs weit mehr mit den Gesetzen zu thun haben, nach welchen sich 
die Symbole mit einander combinieren, als mit ihrer Interpretation, so 
ist es unnöthig, weiter auf die Unterscheidung der Bezeichnung 

/ , J, K; i, j , k 

einzugehen. Alle Sätze, welche für die Symbole der einen Gruppe wahr 
sind, gelten auch für die der andern; und indem wir eine Gruppe der 
Vectoren als Linien und eine andere als Rotationen iterpretieren, ent-
springen für eine und dieselbe Gleichung eine grössere Anzahl gleich-
mässig wahrer Bedeutungen. 

Wir können i nach VVillkür als Ausdruck einer Linie Eins nach der 
Richtung der Achse x oder als eine Rotation um 90" um dieselbe Achse 
ansehen; ebenso ist eine Rechtwinkel-Drehung um den Einheitsvector « 
durch den Ruchstaben « so dargestellt, wie früher in Artikel 5 angezeigt 
ward. 
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Wir schreiben die allgemeine Foirm einer Quaternion 

a bi cj dk 

und combinieren die darin auftretenden Symbole nach den Gesetzen 

Wenn man das Product einer Anzaid von Factoren bildet, so ist die 
Ordnung derselben stets zu beachten; nur wenn einer der Factoren eine 
reine Zaid ist, so ist seine Ordnung indilferent und er kann als Factor 
des Ganzen links vorgesetzt werden. Wenn z. B. a, ß, y drei Einlieit-
Vecloren sind (oder irgend drei rectanguläre Quaternionen), und mit 
aß multipliciert wird, so ist das Resultat aß'y gleich — a y , weil 
|3- = — 1 ist. 

Beispiel 1. Das Quadrat des Einheit-Vectors 
i cos a j cos ß Ą- k cos y 

zu bilden. 
Die wirkliche Multiplication liefert 

i' cos^ a -f- J' cos' ß k' cos' y + (jk -f- kj) cos ß cos y 
-1- (Ai -f- ik) cos y cos a -f- (ij -j- j'i) cos a cos ß 

und diess reduciert sich in Folge der zwischen i, j , k bestehenden Rela-
tionen auf 

— (cos^ a -}- cos'^ ß + cos^ y) oder — 1, 
wie es sein muss. 

Wenn der Vector nicht von der Länge Eins is t , so findet man das 
Quadrat von {ix -}- jy -f- kz) in derselben Art — {x' + y' -j- z'), 
d. h. als das negative Quadrat der Länge der Linie, welche den Vector 
darstellt. Wir können diess ausdrücken, indem wir sagen, dass das Qua-
drat irgend eines Vectors das negative Quadrat seines Tensor's ist. 

Beispiel 2. Das Product der beiden Einheit-Vectoren 
(i cos a y cos jS + Ä cos y), (i cos a' -{- j cos ß' -j- k cos / ) 

zu finden. 
Es ist 

— (cos a cos a' cos ß cos ß' -j- cos y cos / ) 
+ i (cos ß cos / — cos y cos ß') -1- j (cos y cos d — cos a cos / ) 

-j- k (cos a cos (3' — cos ß cos d). 
Man sieht, für 0 als den Winkel zwischen den beiden Vectoren und 

a", /3", y" als die Richtungscosinus der Normalen zu ihrer Ebene kann 
das Product in Uebereinstimmung mit Artikel 5 in der Form 

— cos 0 sin 0 {i cos a" j cos ß!' -j- k cos / ' ) 

geschrieben werden. Wären die Vectoren von ilen respectiven Längen 
l, z', so würde diess Product mit II' multipliciert sein. 

Wenn die Factorenordnunc des Products umj'okchrt worden wäre, 
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so wäre der numerische oder Scala-Tlieil — coś 0 gebhehen, aber der 
Vector-Theii würde sein Zeiclien geändert liaben, d. Ii. wenn die Zeiclien 
S und V die Operation der Bildung dieser beiden Theile bezeichnen, 

S {aß) = S{ßa) = cos 0, V {aß) = — V {ßa) 
und ferner 

aß + ßa = 2S{aß). 

Sind die beiden Vectoren rechtwinklig zu einander, so verschwindet 
cos 0 oder der Sealentheil des Products; die Bedingung, unter welcher 
zwei Vectoren a, ß zu einander rechtwinklig sind, ist S {aß) = 0. 

Es kann also, wenn g einen veränderlichen Vector durch den An-
fangspunkt und a einen feslen Vector bezeichnet, die Gleichung 

S{ga) = 0 

als die Gleichung einer Ebene -angesehen werden, welche normal zu a 
durch den Anfangspunkt gehl; denn g ist in dieser Ebene begrenzt. 

Wir nehmen an , es sei die Gleichung einer andern Ebene zu finden. 
Bezeichne or nach Länge und Richtung die vom Anfangspunkte auf 

diese Ebene gefällle Normale und sei g der Radius vector irgend eines 
Punktes in der Ebene; dann isl (p — a) der Vector, welcher den End-
punkt dieses Radius vector mit dem Fusspunkl der Normalen verbindet, 
und da diese Linie nach der Voraussetzung zu a normal ist , so isl die 
fragliche Gleichung 

S (g — a) a = 0 oder S {ga) = a'. 

Da aber a' eine reine Zahl ist , so können wir mit ihm unter dem 
Zeichen S dividieren und die Gleichung also in der Form 

.schreiben. Dieselbe Gleichung kann auch aus dem im vorigen Artikel 
nachgewiesenen Umstände abgeleitet vverden, dass der Scalenlheil des 
obigen Bruches die Projection der Linie g auf die Linie a bezeichnet. 

In derselben Art bezeichnel die Gleichung 

(7) = 
welche ausdrückt, dass die Projection der feslen Linie a auf die Richtung 
g die Länge g habe, die Gleichung einer ül)er dem Vector a als Durch-
messer beschriebenen Kugel. 

Ferner repräsentiert die Gleichung 

1 
9 ' 

einen Kegel, weil sie, wenn irgend ein Werth von g ihr genügt, auch 
für jeden Werth mg für m als eine beliebige Constante erfüllt ist; insbe-
sondere aber geht derselbe durch 
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(1. h. er ist der Kegel, dessen I5asis der durch die eben geschriebenen 
Gleichungen bestimmte Kreis ist. 

Beispiel 3. Man soll das Product zweier Quaternionen bestimmen. 
Wir multiplicieren 

a Ą- hi cj dk mit d - f h'i c'j -f- d'k. 

Um aber eine klarere AulTassung des Products zu begründen, schrei-
ben wir beide Quaternionen in der Form 

S + V. S' -i- V 
und ihr Product also 

SS' + SV' + S' V VV. 

Der Sealentheil des Products ist also, da SV' und S ' r reine Vecto-
ren sind, 

SS' + S {VV) 

oder er ist die Summe aus dem Product der Scalentheile der Factoren 
und dem Scalcntheil des Products der Vectoren. 

Sind z. B. a, ß, y drei Radien vectoren einer Kugel, so besteht die 
a CL y 

identische Gleichung — — — • • ß y ß 

Wenn dann o, h, c die Seiten des sphärischen Dreiecks sind, welches 
die Enden dieser Vectoren bestimmen, so sind cos a, cos h, cos c die 
Scalentheile der drei bezüglichen Quaternionen; und der Sealentheil des 
Products der Vectoren der rechten Seite der Gleichung ist das Product 
ihrer Tensoren sin a, sin h in den Cosinus des von ihnen gebildeten 
Winkels, d. h. es ergiebt sich die Grundformel der sphärischen Trigono-
metrie 

cos c = cos a cos ö -f- sin a sin b cos C. 

9. Wir können in derselben Art das Product von drei Vectoren bilden. 
Die Multiplication von 

ix -ł- jxj -f kz, ix -f jy + kz , ix" -f jy" + kz" 

zeigt , dass der Sealentheil des Products die Determinante 

X , y , z 
x , y' , z 

ff ff fi 
X , y , z 

ist. S i n d a, ß, y d i e d r e i V e c t o r e n , so i s t d i e B e d i n g u n g , u n -
t e r w e l c h e r s i e in e i n e r E b e n e g e l e g e n s i n d , 

S{aßy)=:=0.*) 

*) Vergl. Bd. I , Anmerkung zu Artikel 27. 
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Diess ergiebt sieli auch aus folgender Bemerkung. Wenn (a/3y) 
gleich Null ist, so ist aßy ein reiner Vector und da diess 

aßy z=a . S (ßy) + a. F (ßy) 

ist, so muss aV (ßy) ein reiner Vector. d. b. a normal zu V (ßy) oder 
in der Ebene von ßy gelegen sein. Das war zu beweisen. 

So können wir die Gleiclmng der Ebene finden, welche die End-
punkte der drei Vectoren a, ß, y enthält. Die Verbindungslinien des End-
punktes eines veränderlichen Vectors Q, der der Ebene angehört, mit den 
Endpunkten von a, ß, y liegen in der fraglichen Ebene, d. h. man hat 

S(Q-a) (Q-ß) (Q-y) = Q. 

Bei der Entwickelung können Glieder wie Sq^y vernachlässigt wer-
den, weil Q ein Sealentheil und Q^y ein reiner Vector ist. dessen Sealen-
theil verschwindet; das entwickelte Product ist daher 

S(Qßy + dQy aßq) = Saßy, 

und der zur Ebene normale Vector ist 

r(ßr + y« + 
Geht man zu dem Product der drei Vectoren zurück, so ergiebt sich 

auch durch wirkliche Multiplication, dass 

F (aßy) = aS (ßy) — ßS (ya) + yS (aß) 

ist , eine Gleichung von grosser Anwendbarkeit, 
In Verbindung hiermit mag die folgende identische Gleichung ge-

geben 
ÖS (aßy) = aS (ßyö) - ßS (yaö) + yS (aßö) 

und bemerkt werden, dass der Vectortheil des Products Faß . Fyö in 
den beiden Formen 

aS (ßyö) — ßS (yaö) oder y S (aßö) — ö S (aßy) 

gleichmässig geschrieben werden kann. Denn Faß bezeichnet eine zu 
a und ß normale Linie; der fragliche Vector muss daher zugleich in der 
Ebene von a und ß und von y und ö liegen. . 

10. Als ein Beispiel für die Art und W'eise der Anwendung dieses 
Caiculs auf ein geometrisches Problem untersuchen wir die Aufgabe von 
der Bestimmung der Gleichung der Regelfläche, welche drei gerade 
Directrixen hat. 

Wir können dazu zuerst ein Verfahren verfolgen, das der Coordina-
lenmethode analog ist. Wenn man für a in die Gleichung der durch drei 

Punkte bestimmten Ebene" — ^ — (la -}- ma') substituiert^ so erhält 
I -i- m 

man die Gleichung einer Ebene durch den Endpunkt des eben geschriebe-
nen Vectors und eine gewisse feste Gerade, nämlich welche die Endpunkte 
der Vectoren ß und y verbindet, in der Form U -t- mB = 0, wo A 
die Ebene durch aßy und B die Ebene durch a'ßy bezeichnet. 
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Wenn wir also irgend einen Piiidd des Vectors aa mit den andern 
beiden Linien verbinden, so erlialten wir die Oleicliung zweier Ebenen in 
den Formen 

lÄ-{-7nB = 0, lA'-{-mB'=0, 

und durch Elimination von I und m aus ihnen die Gleichung des Ortes in 
der Form 

AB' = BÄ. 

Sodann. Wir drücken die Bedingung aus, unter welcher die Ebenen, 
die einen beliebigen Punkt des Ortes mit den drei Linien verbinden, eine 
gemeinschaftliche Gerade entlialten; die zu diesen Ebenen normalen Vec-
toren sind dann derselben Ebene parallel. Ist dann die erste Linie zur 
Linie a parallel und durch den Endpunkt eines Vectors a' gelegt, so ist 
der zu einer sie enthaltenden Ebene normale Vector als normal zu a und 
zu a' — q 

Va {a' — q) 
und die fragliche Gleichung ist 

{a'-q). V ß { ß ' ~ q ) . F y { / - q ) } = 0 - , 

sie kann mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen Artikels reduciert und ent-
wickelt werden. 

l t . Wir geben ein weiteres Beispiel, um zu zeigen, wie das Unend-
lichkleine in diesen Caiculus einzuführen ist. 

Die Gleichung einer Kugel ist 

q' == - c\ 

Ist dann dq die Linie, welche den Endpunkt von q mit einem un-
endlich nahe gelegenen Punkte verbindet, so ist q - f dq der entspre-
chende nächstfolgende Badius vector und wir haben 

+ dq)' = - c\ 

oder durch Entw^ickelung und Vernachlässigung des Quadrats von dq 

qdq dq .q = 0, oder S (q . dq) = 0 , 
welches ausdrückt, dass der Radius q zur Tangente dq normal ist. 

Es wäre eine viel weitere Entwickelung nöthig. um einen vollstän-
digen Abriss dieses Caiculs zu geben, und z. B. auch zu zeigen, wie die 
Gleichungen von Tangenten und Normalen, von Krümmungslinien und 
geodätischen Linien etc. gebildet werden können. 

Aber wir glauben genug gegeben zu haben, um der Bemerkung Zu-
trauen zu sichern, dass der betrachtete Calcul auf alle geometrischen Pro-
bleme anwendbar sei, dass er sehr reich an Transformationen ist und 
dass sein Verfahren, obgleich immer den Analogien der Coordinateu-
methoden folgend, doch in keiner sclavischen Abhängigkeit von dem Ver-
fahren dieser Letzteren steht. 
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YI. Von den Invarianten und Covarianten der 
Systeme von Flächen zweiten Grades. 

1. Die En t w i c k e l u n g und A n w e n d u n g d e r I n v a r i a n t e n und 
C o v a r i a n t e n der S y s t e m e von F l ä c l i e n z w e i ten G r a d e s lässt 
sich einfach an die Bedingung anknüpfen, unter welcher die Fläche 
zweiter Ordnung eine Kegelfläche wird. Sie ist (Bd. I. Art. 63) das Ver-
schwinden der Discriminante, also für 

V = : -f- «22^2^ + + + + etC. 
= ^Z^üijXiXj = 0 

als (lie Gleichung der Fläche . 

/i = 

»11, '12- '13' Hi 
f j l . «22» «23« «24 
•31' «32. «33' «34 

«42. «43' «44 

= 2 ± «1, «22 «33 «44 = 0. 

Ist nun XU ř7' = 0 die Gleichung eines einfachen Systems von 
Flächen, so ist die Discriminante des Systems 

Xa 

Xa 

11 + «11 

41 + «4l' 

Xa,2 + «12 ^«13 + '13 Xa,, + a 14 

Xa, Ui + «44 
= Z (A«1, + a,,) (^«22 + «22') (^«33 + «33') (^«44 + «44') 

in X vom vierten Grade und kann durch Zerlegung der Determinante nach 
den Summanden ihrer Elemente entwickelt werden. Ihr Verschwinden 
liefert die vier Werthe von X, welche den Kegelflächen des Systems ent-
sprechen ; wir schreiben die bezügliche Gleichung in der Form 

+ X^e + X'0 + A0' + z/' = 0 
und haben 

«11«22«33«44' = ± «1/022'«33'«44'' 
«11 «22 «33 «44' + ± «ll'«22«33«44 
«11 «22'«33 «44 + ± «11 «22«33'«44' 
«ll'«22'«33'«44 + ^ ± «11 «22'«33'«44' 
«11 «22«33 «44 «11 «22 «33«44 ' 
«1 1 «II «09 4 + + a,/ö„oaQQO. 

/ ! = Z ± 
& = Z ± + 

&' = Z ± + 
0 = Z ± + 

+ ^ + 

11 "22 "33 "44 
«11 «22«33«44 

Ml "22"33 "44 
+ «11«22'«33«44 

_r "11 "22 "33 «44 + + «11 «22«33 «44' 
Die Werthe von A, welche die Gleichung XU U' = 0 zur 

Gleichung einer Kegelfläche machen, sind unabhängig von dem Coordina-
tensystem, nach welchem U und U' interpretiert werden, und die Coeffi-
cienten der Gleichung in A, d i e G r ö s s e n 0 , 0 ' , s i n d da h e r 
I n v a r i a n t e n d e s S y s t e m s . Die folgenden Beispiele ihrer Berechnung 
schliessen einige der am häufigsten vorkommenden Fälle ein. 

Salmon, A n a l . Geom. d. Raumes. II. - ß g 
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Beispiel 1. Wenn beide Flächen auf das ihnen gemeinschaflliche 
sich selbst conjugierte Tetraeder bezogen sind (Bd. I, Art. 146), so kann 
man ihre Gleichungen in der Form 

U' = X,' + 0-22 + 0:32 + 
schreiben, indem man in der zweiten Gleichung die Producte 

durch die einfachen Symbole x , , x^, x^, x^ ersetzt; und man erhält 
durch das Verschwinden aller ajj und a'jj für verschiedene i und y und 
die Gleichheit der a ii mit Eins 

^ ~ '''ll''22''33^44' ^ = 1 » ® = ^11^22^33 "ł" ''22^33^44 
+ a33a44aij + a44ajja22. 0 = a , , - f + 333 + 844, 

0 = ajja22 + '122333 + '''33'''44 + ''l 1^33 + '''ir''44 "1" %2'''44-
Beispiel 2. Sei wie vorher U' = xP' + xp + x^ + xp = 0 

und U = 
etc. -j- 2034^^30^4 — 0 die allgemeine Gleichung. 

Man hat dann z/ = + 1'''22"33^44 ~ ferner 
Ay,, Ay2, etc. die den Elementen üy,, «,2, öjg, etc. der Discriminante 
J entsprechenden Minoren (vergl. „Vorlesungen", Artikel 15—18) und 
ebenso A,,', Ay2> etc. die den Elementen a , / . a,^, etc. der Discriminante 
J ' entsprechenden für den allgemeinen Fall, so hat man für diesen Letztern 0 = -f- a.22'^22 + «33 '43 + « 4 / ^ 4 4 - + 2a,2'^i2 

' + 2 «,3'^,3 + 2«, 4 -4J4 
2^23^23 + ^"24^24 2 «34 ^34. 

&' = ayyAyy + «.22^.22' "h «33^33' + «44^44' + 20 ,2^ ,2 ' 
+ 20 ,3^ ,3 ' + 2« ,4^ ,4 ' + 20.23^23' + «24^24' + 2^34^34', 

und man erhält für diesen speciellen Fall wegen «„•' = 1, ttij = 0, und Aii c=: 1 , Aij = 0 
® = ^11 + ^22 + ^33 + ^44« == «11 + «22 + «33 + «44-

Die Determinanten von 0 reducieren sich für ihn auf einfachere zwei-
reihige und geben entwickelt 

0 = (rt33fl^^_a34)2 + (rt^^fljj _ ^ (0,1022 — «12^) 

+ («22«33 —«23^) + («IIÖ33 — «13^) + («22«44 " «24^)' 
Wäre U = -a^x,' + 322̂ 2̂'' ''33^3^ + 4̂40:42 = 0 und ř / ' = : 0 

die allgemeine Gleichung, so erfahren die vorigen Ausdrücke nur durch 
Eintreten der gestrichenen Coefficienten an Stelle der ungestrichenen und 
durch Hinzutreten der Factoren a u , etc., 8^322, etc. Veränderungen. 
Es ist 

f = 3,1322333344, = Z ± 
& =01,322333344 -f- «22''33'''44^11 "ł" «33 344^1l''22 «44 3ll322'''33' 
& = 3 l l ^ l l -f- 322-^22 "ł" '''33^33 ~ł" '"'44^44' 
0 = 3I,322 (a33'«44' " «31^) + •''22-''33 («44 «! l ' " «u'^) 

+ •'33''44 («11 «22 «12 + '"'44311 («22 «33 ' «23 
-f 322344 («j,'«33' — ai3'2) + 31,333 (022 — «24'^). 
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Beispiel 3, Sind f/ = 0 und ř/' = 0 die Gleichungen zweier Ku-
geln, also respective 
0:2^ y2 ^ { x - a f -t- {y-ßY^- [ z - y f — 

so erhält man für B = (a' -i- ß' -j- als die Entfernung beider 
Centra 

— q', a' ^ — q', 0 : = B' — Zq' — p' ' , 
&'= B' — q' — ZQ', O = 2B' — 3()2 _ 

Die biquadratische Gleichung zur Bestimmung von A erhält die spe-
cielle Form 

(X -1- 1)2 { - ,̂2^2 + (D' ~ q ' - q') X - Q'} = 0. 

Beispiel 4. Sei 
x' v' z' 

' und 
a' c' 

U ' ^ ( x - a)' + ( y - ß)' - \ - ( z - y)' - q ' ^ 0 , 
so erhält man 

0 = + + + b' -f c2)}. 

, ß'^ v^ o / 1 1 1 \ 

I' = + - q') -i- ( f + -

Die bi(piadratische Gleichung für X aus dem Verschwinden der Dis-
criminante von Ař7 -j- u' = 0 ist in der speciellen Form 

/v2 ß1 yl p2 
+ T T V T + = 1 + 4 -«2 + A ^ 2̂ _j_ -T- c2 ^ ^ -r X 

darstellbar. 

Beispiel 5. Ist ř 7 = 0 das Paraboloid ax' hy' 2r2 = 0 
und Z7' = 0 eine Kugel in der Gleichnngsform des letzten Beispiels, so 
erhält man 

— abr', A' =Z — Q', S = — r'(n-i- b) 2ahry, 
&'= ad' -f bß' 2ry — (a + h) Q', 
0 = ab (a' -j- /32 — (»2) 2 (a h) ry — r'. 

Die biquadratische Gleichung für A ist 
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2. Da die B e d e u t u n g e n von J = 0, Ä = 0 lieliannt sind, so ist 
übrig, die geometrisclie B e d e u t u n g der B e d i n g u n g e n d e s Ver -
s c b w i n d e n s der d r e i ü b r i g e n I n v a r i a n t e n zu untersuchen. Wir 
untersuchen zuerst die Bedeutung von 0 = 0 . Das Beispiel 2 des vorigen 
§ zeigt, dass für die Beziehung der Flächen auf ein für ü = 0 sich selbst 
conjugiertes Tetraeder 

® — ^22^33^44 "ł" '̂'22̂ 33̂ 44̂ 1̂1 + ^33^^44'* 11 ̂ 22 + ®44 ^11^22^33 
ist; es verschwindet also & für o.,, — 0, «22'=^ 0, 0 3 3 ' = 0 , 
d, b. wenn die Form der Gleichung von JJ' — 0 durch ZuijXiXj = 0 
mit Ausschluss der gleichen Werthe von i und j dargestellt ist. Man 
sieht, 0 ist gleich Null, wenn es möglich ist, in die Fläche TJ' — 0 ein 
Tetraeder einzuschreiben, welches in Bezug auf die Fläche Z7 = 0 sich 
selbst conjugiert ist. Ebenso verschwindet 0', wenn die Minoren 
^ii'- ^22 ' ^33 ' ^44' verschwinden und nach Bd. 1, Art. 75 ist A, , ' = 0 
die Bedingung, unter welcher die Ebene = 0 die Fläche TJ' = Q be-
rührt. Also verschwindet 0 ' immer dann, wenn es möglich ist, der 
Fläche TJ't=^0 ein Tetraeder zu umschreiben, welches zugleich in Bezug 
auf TJ — Q sich selbst conjugiert ist. Aber nach dem Vorigen ist 0 
zugleich die Bedingung, unter welcher es möglich ist, in die Fläcbe 
f/ = 0 ein in Bezug auf U' = 0 sich selbst conjugiertes Tetraeder ein-
zuschreiben, und es muss also, wenn die eine dieser beiden geometrischen 
Constructionen möglich ist, stets auch die andere möglich sein. Endlich 
isl nach Bd. I, Art. 76 die Invariante (2> gleich Null, wenn die Kanten 
eines in Bezug auf die eine Fläche sich selbst conjugierten Tetraeders 
sämmtlich die andere Fläche berühren. 

Beispiel 1. Die Ecken z w e i e r in B e z u g auf e i n e F l ä c h e 
z w e i t e n Grades s i c h s e l b s t c o n j u g i e r t e n T e t r a e d e r b i l d e n 
e in S y s t e m von P u n k t e n von s o l c h e r A r t , d a s s j e d e F l ä c h e 
z w e i t e n Grades , w e l c h e s i e b e n von i h n e n e n t h ä l t , a u c h 
durch den a c h t e n h i n d u r c h g e h t . ( H e s s e , „Crelle's Journal", Bd. 
XX, p. 297.) 

Denken wir eine Fläche zweiten Grades durch die vier Ecken des 
einen Tetraeders und durch drei Ecken des zweiten beschrieben, dessen 
Flächen wir als die Fundamentalebenen des Coordinatensyslems betrach-
ten, so isl nach § 1, Beispiel 1 die Invariante 

0 ' = a^i + a22 + a33 + a44 = 0, 
weil die Fläcbe dem ersten Tetraeder umgeschrieben ist; da sie aber durch 
drei Ecken des Fundamental-Tetraeders geht, so müssen etwa 

^11 — ^22 = ^33 = ^ 
sein und ist also in Folge der vorigen Bedingung auch â ^ = 0, oder die 
Fläche enthält auch die vierte Ecke des Fundamental-Tetraeders, d. i. den 
achten Punkt der Gruppe. In der nämlichen Art wird bewiesen, dass eine 
Fläche zweiten Grades, welche von den acht Seitenfläciien der beiden Te- ^ 
traeder sieben berührt, auch durcb die achte berührt wird. 

Beispiel 2. \Venn e ine Kuge l e i n e m in B e z u g auf e i n e 
F l ä c b e z w e i t e n Grades s i c h s e l b s t c o n j u g i e r t e n T e t r a e d e r 
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u u i g e s c h r i c b e i i i s l , so i s l d ie L ü n g e der an s i e vom Cenlrum 
der Fi äcii e g e z o g e n e n T a n g e n l e c o n s l a n t . Denn nach dem 4. Bei-
spiel in § 1 giebt die Bedingung 0 = 0 für das Quadrat der bezeichneten 
Tangenle {a' + /Ŝ  y' — Q^) den Werth {a' - f b' + c'). Man kann 
auch sagen, die einem solchen Tetrae'der umgeschriebene Kugel schneide 
die Kugel stets orthogonal, welche für die Fläche zweiten Grades der Ort 
der DurchschniUspunkte von je drei zu einander rechtwinkligen Tangen-
tenebenen ist. (Bd. 1, Art. 89.) Diess entspricht Faure's Theorem von'den 
Kegelschnitten („Analyt. Geom. d. Kegelschn." p. 603). 

Beispiel 3. Wenn für e in l l v p e r b o l o i d d i e R e l a t i o n 

e r f ü l l t i s t , so i s l das C e n t r u m der K u g e l , w e l c h e e i n e m in 
B e z u g a u f d a s s e l b e s i c h s e i h s t c o n j u g i e r t e n T e t r a e d e r e i n -
g e s c h r i e b e n i s t , s t e t s e i n P u n k t der F l ä c h e . Diess ergiebt sich 
aus der Bedingung 0 ' = 0 im 4. Beispiel des § 1. 

Beispiel 4. Der Ort des Centrums einer Kugel, welche einem in 
Bezug auf ein Paraboloid sich selbst conjugierten Tetraeder umgeschrie-
ben ist, isl eine Ebene. Nach dem Beispiel 5 des § 1. 

3.-Man soll die B e d i n g u n g aufstellen, u n t e r w e l c h e r z w e i 
F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s s i c h b e r ü h r e n . Wie in dem Falle der 
Kegelschnitte („Anal. Geom. d. Kegelschn.", Art. 364), so hat auch hier die 
dem Verschwinden der Discriminante des durch beide bestimmten einfachen 
Systems entsprechende Gleichung ein Paar gleiche Wurzeln im Falle der 
Berührung der Flächen. Man beweist diess am leichtesten, indem man 
den Anfangspunkt der Coordinaten im Berührungspunkt und die gemein-
schaftliche Tangentenebene als Coordinatenebene 2 = 0 annimmt. Dann 
ist für beide Flächen ö j j = = «j^ = 0 oder cř = 0 , p = 0, §' = 0; 
die Discriminante der Fläche reduciert sich also auf r' {71' — ab) (Bd. I, 
Art. 63) oder auf «3,2 («j^^— a^, a.,^ und somit für das einfache System 
die aus ihr hervorgehende biquadratische Gleichung auf 
(A«34 + «3/)2 {(Äff,2 + 0 , 2 ? — (^«11 + «11') (^«22 + «22')} = 
welche olTenbar zwei gleiche Wurzeln hat. 3Ian findet also die geforderte 
Dedingung allgemein, indem man die Discriminante der biquadratischen 
Gleichung AM + + X'^ + A0' = 0 bildet. Sie ist nach 
dem B e z o u t'schen Eliminalionsverfahren („Vorlesungen", p. 82) gebil-
det allgemein 

— , 0 0 ' 
6 ^ 0 ' — &(D, 4 ^z/ ' - f 2 0 0 ' — — 

6 z / ' 0 — 0'<2> , S J ' ( I > — 3 0 '^ | 

oder entwickelt und reduciert (2)2\3 / 0'V 
U j j ' — 0 0 ' + — j 
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Beispiel 1. Die Bed i n gu ii g d e r B e r ü h r u n g z \v ei e r K ug e 1 n zu 
finden. Nach § 1 Beispiel 3 liat die hiquadratische Gleichung, welche diesem 
Falle entspricht, stets zwei gleiche Wurzeln; diess findet statt, weil-zwei 
Kugeln stets einen ebenen Querschnitt in unendlicher Entfernung gemein, 
und also stets eine doppelte Berührung mit einander haben. (Bd. I, Art. 
133.) Die Bedingung, unter welcher sie überdiess eine Berührung im end-
lichen Räume mit einander haben, wird erhalten , indem man die Gleichheit 
der beiden andern linearen Factoren der biquadratischen Gleichung be-
dingt, und ist daher {D' — Q' — Q')' = AQ'Q', d. h. — + Q. 

Im A l l g e m e i n e n ha t d i e b i q u a d r a t i s c h e G l e i c h u n g in k 
e i n P a a r g I e i c h e VV u r z e 1 n, w e n n b e i d e F1 ä c h e n e i n e g e m e i n -
s c h a f t l i c h e E r z e u g e n d e b e s i t z e n . 

Beispiel 2. Man soll den Ort des Centrums einer Kugel von con-
stantem Halbmesser bestimmen, welche eine Fläche zvveiten Grades be-
rührt. 

Die durch Gleichsetzung der Discriminante der entsprechenden bi-
quadratischen Gleichung des Beispiels 4 im § 1 erhaltene biquadratische 
Gleichung ist in x, y, z — denn diese treten an die Stelle von a. ß, y — 
vom zwölften Grade. Wenn wir in ihr p = 0 machen, so reduciert sie 
sich auf ein Product aus dem Quadrat der Gleichung der Fläche in eine 
Gleichung vom achten Grade, welcher wir noch weiterhin begegnen wer-
den. (Vgl. § 19.) Das in diesem Beispiel betrachtete Problem isl mit dem 
von der Bestimmung der G l e i c h u n g der P a r a l l e l f l ä c h e d e r F l ä c h e 
z w e i l e n G r a d e s identisch, d.i. der Fläche, welche der Ort von Punkten 
is l , die man durch Abtragen der constanten Länge Q auf allen Normalen 
der Fläche von ihren Fusspunkten aus erhält. Die Gleichung ist in 
vom sechsten Grade und liefert die Längen der sechs Normalen, welche 
man von einem beliebigen Punkte {x, y, z) aus an die Fläche ziehen 
kann. • 

Um den Schnitt der Fläche mit einer der llauplebenen zu finden, 
benutzen wir das Princip, wornach die Discriminante eines algebraischen 
Ausdrucks von der Form {k — «) 9)(A) in Bezug auf k die Form eines 
Products von mit der Discriminante von g? (A) haben muss. 
(„Vorlesungen", Art. 67.) Macht man also in der Gleichung (§ 1, Beisp. 4) 
z = 0, so giebt die Discriminante von 

den doppelt zählenden Kegelschnitt 
x' , y' Q' 

a — c 0 — c c 
welcher also eine Doppellinie der Fläche ist, zusammen mit der Discriini-
nante der zwischen den Klammern siebenden Function; diese repräsentiert 
aber die Curve achler Ordnung, welche die Parällelcurve des Kegelschnitts 
isl. Sie ist die Enveloppe einer Reihe von Kegelschnitten, deren jeder sie 
in den vier Punkten berührt, wo sie die Curve 
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schneidel; und da der Kegelschnill 

+ ^ ^ ^ 1 - ^ = 0 
a — c h — c 

der dem System für A = — c entsprechende Kegelschnitt ist, so berührt 
auclierdieCurveaciiter Ordnung in vier Punkten. (Vgl. die nach Clebsch's 
Abliandlung gegebenen Entwickelungen der Art. 257 f. des Textes.) 

x' y' 
Es sei für die E l l i p s e ^ + -j^ — 1 = 0 und mit der Abkürzung 

c'^a' — b' („Analyt. Geom. d. Kegelschn.", Art. 161) d i e G l e i c h u n g 
d e r P a r a l l e l c u r v e vollständig angegeben; sie ist 

c — 2 c'q^ { c2 («2 f,') + {a' —2 b') x' + (2 «2 _ (,2) y21 
+ { («4 4 a'b' + b^) _ 2 c2 (a^ — a'b' - f 3 b^) x' 
+ 2 c' (3 a'—a'b' ^ b*) y'{a^—d a'b'' + öö^) a;̂  
+ {Qa* — (ia'b' +b*)y* + (6«"-10^262 + 6&4)a:2y2| 

1 _ 2 a'b'c* {a' + b') + 2 c2a:2 (3 - a'b' + b*) 
— 2c'y'{a* — a'b'-\-Zb*)—b'x^Ůa^~ I0a''b' + i5b*} 
— a'y*{Qa*—lOa'b' + ()b*) + x'y'{4a^ — &a*b' — Qa'b*-i-U^) 

262(«2 _ 2b') X>^ — 2XY («« — a''b' -f Zb*) - 2a;2yi (3ai— a'b''-\- b^) 
*+ 2 a'y^ {b' — 2 a')} + {b'x' + a'y' - a'b')' {{x — c)' + y''} 
{(a:-f.c)2 + y 2 | = 0 . 
Nach ihr ist der Ort eines Punktes ein Kegelschnitt, für welchen die 
Summe der (Juadrate seiner normalen Entfernungen von der Curve gege-
ben ist. Durch die Bildung der Bedingung, unter welcher die Gleichung 
in Q' gleiche Wurzeln hat, erhält man eine Gleichung, vvclche das Pro-
duct der Quadrate der Achsen mit dem Cubus der Evolute darstellt. Für 
ę = 0 erhalten wir die Curve selbst doppelt gezählt und überdiess die 
Brennpunkte der Curve als Punkte, deren normale Entfernung von der 
Curve verschwindet. (Vergl. die Abhandhmg des Herausgebers im 39'®" 
Bande p. 33 von G r u n e r t ' s ,,Archiv.") 

Beispiel e. Die G l e i c h u n g d e r P a r a l l e l f l ä c h e e i n e s P a r a -
b o l o i d s wird in der nämlichen Art gebildet, indem man die Discriminante 
der biquadratischen Gleichung des 5. Beispiels im § 1 aufstellt. Das Resultat 
repräsentiert eine Fläche vom zehnten Grade und reduciert sich für ę = 0 
auf die Verbindung des zweifach zu zählenden Paraboloids mit einer weiter-
hin zu betrachlenden Fläche sechsten Grades (§ 20). Die Gleichung ist in 
Q' vom fünften Grade zum Beweis, dass man von irgend einem Punkte 
aus nur fünf Normalen an die Fläche ziehen kann. Wie im letzten Beispiel 
sieht man, dass der Schnitt der Fläche mit einer jeden der Hauptebenen 
eine zweifach zählende Parabel mil der Parallelcurve einer Parabel zu-
sammen ist. Die Letztere hat für y' = 4ma: als Gleichung der Parabel 
die Gleichung 
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Q^ — (3^2 + o;' + 8 mx - 8 m') 
+ — + 'iO/n^) -f- 8mx^ + Sm'x'— Sim^x + 16m^} 

4. Iin Arlikel 128 Bd. I isl nachgewiesen, dass für die Berührung 
zweier Flächen der ßerührungspunkl ein Doppelpunkt in der Durch-
schnittscurve derselben ist und man bat daran auch die Bestimmung der 
beiden bezüglichen Tangenten derselben geknüpft; aus ihrem Zusammen-
fallen ist ebenda im Art. 129 die B e d i n g u n g der s t a t i o n ä r e n B e r ü h -
r u n g entwickeil und bewiesen worden, dass dieselbe in dem gleichzeitigen 
Verschwinden der Invarianten S' und T der biquadratischen Gleichung 
des § 1 besteht, die in den dort vorausgesetzten Verhältnissen wegen 
r ~ r oder «34 = «34' die Wurzel — 1 dreifach besitzt. 

Dadurch verbindet sich die T h e o r i e der I I a u p t k r ü m m u n g s r a -
d i e n und Centra für F l ä c h e n z w e i t e n Grades mit diesen Unter-
suchungen. Eine durcb den Fusspunkt gehende Kugel aus einem Punkte der 
Fläcliennormale berührt die Fläche stationär, wenn der Radius einem der 
llauptkrümmungslialbmesser gleich ist (Art. 33 des Te.vtes). Machen wir die 
Tangentenebene zur Ebene xy und die beiden Richtungen der grössten 
und kleinsten Krümmung zu Achsen x und y, so erscheint das Glied xy 
nicht in der Gleichung, da diese Richtungen den Achsen der parallelen 
Schnitte parallel sind, d. h. diese Gleichung ist von der Form 

z -f- ax' - f hy' 4- etc. = 0 , 
und nach dem Vorhergehenden hat eine Kugel 

z X{x' + y' ^ z') 
eine slalionäre Berührung mit der Fläche, wenn (A — a) (l — b) = 0 isl; 
also muss X entweder gleich a oder gleich b sein. Für y 0 aher ist 
der Kreis z Ą- a {x' z') ^ 0 osculierend zu dem Schnitt 

z -ł- ax' -j- etc. = 0, 

und in gleicher Weise der Kreis z b [y' z') = 0 osculierend zu 
dem Schnitte z - f btj' + etc. = 0. Wenn man nun^ um die Gleichung 
der Fläcbe der Centra zu bilden, für die biquadratiscbe Gleichung im 
4. Beispiel des § 1 die Invariantengleichungen S = 0 , 0 aufstellt, 
so verbinden diese die Coordinalen a , y der Krümmungscenlra der 
llauptschnitte mit dem Krümmungsradius; die eine der Gleichungen ist 
in Q' vom zweiten, die andere vom dritten Grade und die Elimination 
von Q' zwischen ihnen liefert die G l e i c h u n g d e s O r t e s der Krüm-
m u n g s c e n l r a a l l e r Haup I s c b n i t t e . Wenn Z7 = 0, J / ' = 0 irgend 
zwei algebraische Gleichungen von demselben Grade sind und k einen ver-
änderlichen Parameter bezeichnet, so kann stets k so bestimmt werden, 
dass die Gleichung U kU' = i) zwei gleiche Wurzeln habe; man kann 
aber nur dann k so bestimmen, dass dieselbe Gleichung drei gleiche 
Wurzeln habe, wenn eine gewisse invariante Relalion zwischen den Coef-
ficienten von U und U' besteht. Diess Problem enthält als einen speciel-
len Fall das gegenwärtige," denn es ist die Bedingung zu finden, unter 
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welclier die biquadratische Gleichung 

drei gleiche Wurzeln in X hat. Im Folgendem sind die Ilauptglieder des 
Resultats gegeben, diejenigen, aus welchen die übrigen durch die Sym 
metrie hervorgehen und es ist dabei vorausgesetzt 

b' — c' = a, c'' — a' = ß, a' — b' = y 
und anstatt ax, by, cz sind respective x, y, z gesetzt. 

_)_ 3 („2 „4 ^10^2 3 („4 4 3 ^ „2 

+ 3 ( 2 « ^ + 3 a ' ß ' + 3 a ' y ' ~ - ß ' y ' ) a ' x Y z ^ + ( « 6 + 6 

+ 3(«6 + 6a*ß' + 3 « V - + + ßY - 21 ci'^ßY) xYz' 
+ d{a*ß'+ß*a' + ßY + ß'y* + y*a' + y'c(* — Ma'ß'y')x*yh^ 
— 3(ß' + y2)ß V « — 3 (2 ß* + Zß'y' + 3ß'a'—ly'a'') ci\vhj' 
— 31/3« -f G|34a2 + SßY + 'iß'a* + «V — 
+ 3 / 1 4 {a*ß' ^ a ' ß i + ß Y + ß Y + r^c^'^-h A ^ ) + 20a2|32y2| ct'xY^^ 

3 1 4 y 8 _ i y ^ ( a ' + ß ' ) — l 9 8 y * a ' ß ' + O a ' ß ' y ' { a ' + ß ' ) +42a*ß*jxYz' 
+ 3(ß* + 3ß'y' + y*) a^x^ 

+ 9(«4j32 + a2|34 + ßY + ß'y*-{-y*cc'-\-y'a*- 14a'ß'y')a'ß'xY 

— 3{4a^-7a^ß'+y')~l98a*ß'y'+68cc'ß'y'{ß'+y')+42ßY}(x'^xyz' 
— I ß e ^ y G ^ O ßY + 9 ß'y*) a^x^ 
_ 3 ( y ß + 6y*ß' + 3y*a' + 3y'ß* + a'ß*- 21 a'ß'y') a*ß'xY 
+ 3{ +20«2^2y21 

.+ 3 ißi + 3ß'y'+y*)a^ß'y^x* + 3{2y*+3y2a2 ^ 3y'ß'—7a'ß'yßYx'y'' 
— 3(ß' + y'} a^ßYx' + a<^ßY = 0. 
Für 2 = 0 wird diese Gleichung auf 

( a 2 a ; 2 - j - ß Y — a'^ß')^ {(a;2 + y'—y')^ + 27x'y'y'}. 

(Vergl. Bd. 1, Art. 209.) Der Schnitt der Flächc mit der unendlich ent-
fernlen Ebene ist den Schnitten mit den ilauplebenen ähnlich, da die 
höchsten Glieder der Gleichung den Ausdruck bilden 

(.-c2 -\-y'-\- 22)3 | ( „ 2 ^ 2 + ß2y2 ^ y ^ ^ ^ ^ s _ 2 7 a ' ß ' y ' x ' y ' z ' j . 

D i e G l e i c h u n g der F l ä c h e d e r C e n t r a für e i n P a r a b o l o i d 
ax' + by' + 2rz = 0 

erhallen wir für « — b = m, a + b = p, ab = q, bx' -j- ay' = V, 
x' y' Q', qz' prz r' = W in der Form 

8 {q'zV qr {b'x' + a'y') + 2m'rPFy + 27 T = 0 
mit 
T=YrV* — \ßm'q*rWx'y' + ßmYr'^zV^ — 56 m 2 / v 2 z ra;2y2 

+ 8 m Y r ' ^ ^ Y 12mVV322 F2-f- 0 ni'q^r^Q' V'—l52m'qWy'ę' 
+ 48 m'pq^r^x'y' VĄ-8 mY^^^^ V + 24 mY^W ^ + 24 mYr^Q^z' 
4-12 + 43 m^q'r'^x'y' + 24 m^zr^q [ax' + by') 
+ 8m^[a'x'-\-b'y')r\ 
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Der Schiiill der Fläche mit der Ebene x oder y ist eine dreifach 
zälilende Parabel und die Evolute derselben. 

5. Im Artikel 152 des ersten Bandes ist die Bedingung aufgestellt, 
unter welcher zwei Flächen zweiten Grades durch die Relation verbunden 
sind, dass zwei Paare von Gegenkänten des Tetraeders in der einen ent-
halten sind, während die andere von den vier Seitenlläcben desselben be-
rührt wird. Noch einfacher ergiebt sich die B e d i n g u n g , u n t e r w e l -
c h e r die e i n e F l ä c h e dem T e t r a e d e r u m g e s c h r i e b e n i s t , 
d e s s e n z w e i P a a r e G e g e n k a n t e n der a n d e r n a n g e h ö r e n . 
Für die Voraussetzung des Coordinatentetraeders in solcher Relation zu 
beiden Flächen ist die Gleichung der einen 

und die der andern enthält die Quadrate der Veränderlichen nicht. Man 
hat also 

'2 0 = 2a23'«14' («23'«14 + , «14'«23)' '14 
& = 2 (0,4023 — «13«24 — «12«34) («23'«14 + «I4'«23)' 
0 = (a23'«i4 + «14'«23) + 2 «23«! t' («14«23 " «13«24 " «12«34) 

und die fragliche Bedingung ist ganz analog der a. a. 0. erhaltenen 
AJ&O = © 3 4 . 8Z/2@', 

6. W e n n ü'= 0 e i n e K e g e l f l ä c h e r e p r ä s e n t i e r t , so ist 
J' = 0 und wir wollen die Bedeutung von &, O, &' in demselben Falle 
untersuchen. Wir denken vereinfachend den Scheitel des Kegels in der 
Ecke des Fundamenlaltetraeders x, = x^ — x^ = 0 oder im Anfangs-
punkt der Cartesischen Coordinaten, d. i. setzen 

und erhalten 
« 4 4 ' = 0, aj4 ' = 0, 024' = ^ ' *34 = 0 

& = a 44 

' "32 

= «44 {«ll'«22'«33' + 2«,2'a23'«13' — «11'«23'^" «22«13'^ — «33«i2'^} ' 
d. h. 0 ' verschwindet, wenn entweder der Kegel in zwei Ebenen zerfällt 
oder wenn der Scheitel des Kegels in der Fläche U == 0 liegt. 

Schreiben wir die Gleichung des aus dem Coordinatenanfang der 
Fläche ř7 = 3 0 umgeschriebenen Kegels 

— («14^1 + «24^2 + «34^3)^ 

'13 
^23 
*33 

in der Form 
2 -j- 822^2 

so kann O in der Form 

' l i («22 « 3 3 
'2 

'23 ) + »22 («33«! — a 13 + a 33 

+ 2 323 («13'«12' — «ll'«23') + 2 313 (0,2023' — 
Ml "22 

öoo'ö 
'12 

22 "13 
-j- 2a 12 ^«13 «23 «33 «12) . 

http://rcin.org.pl



geschrieben werden. Man erkennt leiclit die geometrische Bedeutung die-
ser Bedingung; denn wenn die Kegelfläciie Z7' = 0 auf ein in Bezug auf 
sie sich selbst conjugiertes System bezogen wäre, so würden die Coeffi-
cienten «23', «13'. «12' verschwinden und 0 würde auf 

f ' _i / t I r t 
»11 «22 "33 "T »22%3'''ll "r333®'ll«22 

reduciert, würde also für die gleichzeitige Erfüllung von 
a j j==:0 , a22 = 0 , 833 = 0 oder 

«11«44 = «14^' «22«44 = V > «33«44 = V 
identisch verschwinden, d. h. nach Bd. I, Art. 76, wenn die durch 

oOt^ • — CC'^ ••• •-* Oj "" — ' ^ ' ' 0 
dargestellten Kanten jenes Systems zugleich die Fläche ř/ = 0 berühren. 

In derselben Weise findet man 

«44® = «11' (^22^33 — =»23̂ ) + «22' (»33311 " h ł ) + ^IC. 
und erkennt, dass & verschwindet, sobald drei Tangentenebenen zu 
V = 0 aus dem Scheitel des Kegels möglich sind, welche ein in Bezug 
auf den Kegel U' = Q sich selbst conjugiertes System bilden. 

Die Discriminante der cubischen Gleichung in A verschwindet, wenn 
der Kegel U' = 0 die Fläcbe U = o'berührt. 

Repräsentiert U' = 0 zwei Ebenen, so verschwindet sowohl A' 
als auch 0 ' und sind die Ebenen = 0 , otj = 0 diese Ebenen, so re-
duciert sich U' auf das Glied a^^XyX^ und somit 0 auf 

^iP («34^ — «33«44)' 
(I. h. O versclivvjndel, wenn die Durchschnittslinie beider Ebenen die 
Fläche Z7 = 0 berührt. Wir haben ferner 

0 = «12'^12 
und 0 = 0 drückt daher aus, dass die beiden Ebenen in Bezug auf 
ř/ = 0 einander conjugiert sind, d. h. dass der Pol von jeder derselben 
in Bezug auf U = 0 in der andern liegt; denn die Coordinaten des Pols 
der Ebene a:, = 0 sind zu A^^, A^^, y/j^ proportional und für 
^ , 2 = 0 liegt daher der Pol in der Ebene x^ = 0. 

Wenn jede der beiden Ebenen die Fläche ř/ = 0 berührt, so wird 
di^ Bedingung 

02 — 4 J0 
erfüllt. 

7. Die unendlich entfernte Ebene schneidet jede Kugel in einen imagi-
nären Kreis, welcher durch den aus dem Coordinatenanfang über ihm be-
schriebenen Kegel in tler Gleichung 

4- y2 ^ ^ 0 

dargestellt wird. Da diese Gleichung auch eine unendlich kleine Kugel 
re])räsentiert, so ist jetler Durchmesser derselben und desselben zu der 
ihnen conjugierten Ebene normal. Bilden wir also die Invarianten von 

x ' z ' 
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und der allgemeinen Gleichung der Fläche zweiten Grades, so erhalten 
wir fiir 0 = 0 den Ausdruck 

als d i e B e d i n g u n g , u n t e r vve l che r d e r A n f a n g s p u n k t d e r C o o r -
d i n a t e n e i n P u n k t von s o l c h e r L a g e i s t , d a s s v o n i h m d r e i 
zu e i n a n d e r r e c h t w i n k l i g e T a n g e n t e n e h e n e n an d i e F l ä c h e 
g e l e g t w e r d e n k ö n n e n , und 0 = 0 oder 

«11«44 — + «22«44 " + «33«44 " «34^ = ^ 
als die B e d i n g u n g ' , u n t e r w e l c h e r a u s d e m C o o r d i n a t e na n -
f a n g d r e i zu e i n a n d e r r e c h t w i n k l i g e T a n g e n t e n an d i e 
F l ä c h e g e z o g e n w e r d e n k ö n n e n . 

Wenn insbesondere der Coordinatenanfang das Centrum der Fläche 
ist, so dass a^ ,̂ a^,, Ö34 den Werth Null haben, während nicht auch zu-
gleich «44 = 0 ist, so lange die Fläcbe keine Kegellläclie ist, so wird 
die cubische Gleichung in \ dieselbe, welche in Bd. 1, Art. 78 aufgestellt 
worden ist. Die Bedingung (P = 0 reduciert sich auf 

«11 + «22 + «33 = 
als die B e d i n g u n g , u n t e r d e r es m ö g l i c h i s t , S y s t e m e von j e 
d r e i zu e i n a n d e r r e c h t w i n k l i g e n a s y m p t o t i s c h e n L i n i e n 
z u r F l ä c h e zu z i e h e n ; und die Bedingung 0 = 0 wird 

«44 («11«22 + «22«33 + «33«11 — «12^ — «23^ " «is'" )̂ = 0 , 
die B e d i n g u n g , u n t e r w e l c h e r S y s t e m e von j e d r e i zu e i n a n -
d e r r e c h t w i n k l i g e n a s y m p t o t i s c h e n E b e n e n z u r F l ä c h e 
m ö g l i c h s i n d . 

Die beiden so bezeichneten Arten von Hyperboloiden entsprechen den 
gleichseitigen Hyperbeln in der Theorie der ebenen Curven. (Vgl. § 2, Beisp.3.) 

Beispiel. Jede durch drei feste Punkte gehende gleichseitige Hyper-
bel enthält überdiess bekanntlich einen vierten festen Punkt. (Vgl. unten 
§ 26.) Welches Gesetz entspricht dem in der Theorie der Flächen zwei-
ten Grades? 

Die Untersuchung des Theorems über die gleichseitige Hyperbel 
lehrt, dass seine Wahrheit von dem Factum abhängt, wonach die Bedin-
gung, unter welcher die allgemeine Gleichung zweiten Grades eine gleich-
seitige Hyperbel repräsentiert, in den Coefficienten linear ist. In dersel-
ben Weise findet man für die gleichseitigen Hyperboloide der Gattung 
«11 ~ł" «22 "ł" «33 — ^velchen Systeme von je drei zu einander recht-
winkligen asymptotischen Linien entsprechen, den Satz, dass jede Fläche 
dieser Art, welche durch sieben Punkte geht, eine feste Curve und jede, 
welche durch sechs feste Punkte gebt, zwei feste Punkte überdiess enthält. 

Denn die Bedingungen, unter denen die Fläche durch sieben feste 
Punkte geht, in Verbindung mit der gegebenen Belation erlauben die 
Bestimmung aller Coefficienten der allgemeinen Gleichung bis auf einen; 
die Gleichung der Fläche enthält daher eine unbestimmte Grösse k und 
ist von der Form ü +kU' = 0, welche die feste Curve {ü=0, U' = 0) 
enthält. Wenn aber sechs Punkte gegeben sind, so beweist die Unbe-
stimmtheit von zwei Coefficienten, dass man die Gleichung auf die Form 
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U -f- kü' -f- l)ringen kann, welche Flächen darstellt, die durch 
acht feste Punkte gehen. 

8. Da jede Tangentenebene des Kegels x ' _ _ q durch 
eine Gleichung xx' + VV + 22' = 0 au.sdrückbar ist für , 

X + y ' ' + z'2 = 0 

und da alle zu einander parallelen Ebenen durch dieselbe unendlich ent-
fernte Gerade gehen, so ist offenbar u' ß' y'=0 die B e d i n g u n g , 
u n t e r w e l c h e r e i n e E b e n e 

ax ßy yz d =: 0 
d u r c h e i n e d e r T a n g e n t e n d e s i m a g i n ä r e n K r e i s e s im Un-
e n d l i c h e n g e h t , den alle Kugelflächen enthalten. 

In Folge dessen kann 
„2 _f. y2 _ 0 

als die T a n g e n t i a l g l e i c h u n g d i e s e s K r e i s e s angesehen werden. 
Bildet man nun die Invarianten für diese Gleichung und die allge-

meine Tangentialgleichung der Fläche (Bd. 1, Art. 75) 
' l i ) "12' "13' "14' 
^21' «22' «23' «24' 

'31 ' "32' "33 ' 
«42' «43' 

'34' 
^44' 

= 0, 

SO erhält man 
0 = z/2 (flj, + «22 + 033)' 

0 = d {a^^ci^^ — «232 + 033«,! — «,32 -f Ö 11 " 2 2 - «12') 
und die geometrische Bedeutung ihres Verschwindens ist im vorhergehen-
den Artikel bereits angegeben. 

Da die Bedingung (Bd. 1, Art. 24) ad -f- ßß' - f yy = 0, unter 
welcher zwei Ebenen 

ax + ßy yz -h 6 = 0. dx -f ß'y yz 6' = 0 

zu einander rechtwinklig sind, ofl'enbar identisch ist mit der Bedingung, 
unter welcher diese Ebenen in Bezug auf 

«2 ^ ^2 y2 ^ 0 
einander conjngiert sind, so erkennt man, dass zwei zu einander recht-
winklige Ebenen als in Bezug auf den imaginären Kreis im Unendlichen 
einander conjngiert anzusehen sind. 

9. Allgemein drückt die T a n g e n t i a l g l e i c h u n g e i n e r C u r v e im 
B a u m e die Bedingung aus, unter welcher eine Ebene durch eine der Tan-
genten der Curve hindurchgeht. Wenn z. B. Bd. 1, Art. 76 die Bedingung 
gegeben ist, unter welcher die Durchschnittslinie der Ebenen 

ax ßy yz 8iv = 0, a'x + ß'y yz -ł- è'w = O 

eine Fläche zweiten Grades berülfrt , so kann man dieselbe auch als die 
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Tangenlialgleichung des Kegelschniüs betrachten, in welchem diese 
Fläche durch die Ebene 

a'x + ß'y + y'z + ö'w = 0 
gescJinitten wird. 

Nach Bd. I, Art. 119 ist die Beciproke einer ebenen Curve eine 
Kegelfläche und sowie eine gewöhnliche Gleichung zweiten Grades einen 
Kegel darstellt, wenn ihre Discriminante verschwindet, so repräsentiert 
eine Tangentialgleichung zweiten Grades einen ebenen Kegelschnitt, wenn 
ihre Discriminante verschwindet. Nach der bekannten Bezeichnung der 
Minoren der Discriminante /I 

dJ 
~ 3 — ' etc. 

da,, 
ist die allgemeine Tangenlialgleichung zweiten Grades durch 

A , , ^ , ' + + . . . + = 0 
dapslellbar. Aus einer solchen Tangentialgleichung können wir die ge-
wöhnliche Gleichung der Curve ableiten, indem wir zuerst die Reciproke 
der Tangentialgleichung nach den gewöhnlichen Regeln bilden, d. i. 

(^22 -^33 ̂ 44 • • •) X,' -f- . . . = : 0; 
sie isl ein vollständiges Quadrat, nämlich das Quadrat der Gleichung der 
Ebene der Curve. Wir bestimmen sodann den Kegelschnitt selbst, indem i 
wir diese Gleichung mit der Gleichung 

X,' (^22^33 ^23^) + (^33^11 + ^3^ (^11^22 ^12^) ^ 

+ '^X^X^ (^13^12 -^11^23) "1" ^iTgir, (^12^23 "^22^13) 
+ 'iX,X2 (^23^13 ^33^12) ^^ 

combinieren, die den Kegel repräsentiert, der aus dem Punkte 
. r j = 0 , 0:2 = 0 , 0:3 = 0 

über ihm beschrieben wird. 
10. Man s o l l d ie G l e i c h u n g d e s K e g e l s b e s l i mmen, der 

e i n e F l ä c h e z w e i t e n Grades U = 0 in der Curve b e r ü h r t , in 
der die Ebene 

s i e s c h n e i d e t . 
Die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche ř7 = 0 in die-

ser Schnittcurve berührt, ist von der Form 
kU-\- + + + ^4^4)' = 0 

und man hat hier k so zu bestimmen, dass diese Gleichung einen Kegel 
darstellt; man erhält aber in diesem Falle 

<ř = 0, ©' = 0, J ' = 0 , 
nnd wenn man 

G = A , , ^ , ' + ^22^2^ "ł" ^33^3^ + • • • 
setzt, d. h. durch 6 die Grösse ausdrückt, deren Verschwinden die Be-
rührung der Ebene mit der Fläche bedingt, so ist die vierte Wurzel der 

http://rcin.org.pl



BesUmniungsgleicliung für k zu den drei Wurzeln gleicli Null, welche sie 
in diesem Falle hat, aus 

+ ö = 0 
zu entnehmen. Die Gleichung des fraglichen Kegels ist somit 

aU= J i^iXy + + + 
Berührt die betrachtete Ebene die Fläche, so ist (Bd. F, Art. 75) 

<y = 0 und die Gleichung des Kegels reduciert sich auf die der doppelt 
zählenden Berührungsehene. 

Unter dem hier behandelten Problem ist das von der Bestimmung 
der G l e i c h u n g d e s A s y m p t o t e n k e g e l s der durch die allgemeine 
Gleichung gegebenen Fläclie zweiten Grades mit eingeschlossen. Man hat 
nur die Ebene als die Ebene der unendlich entfernten Punkte zu speciali-
sieren, d. h. die Coefficienten ihrer Gleichung den Flächenzahlen der Seiten 
des Fundamentaltetraeders proportional zu setzen. (Bd. I, Art. 34.) 

11. Die B e d i n g u n g ö = 0 , u n t e r w e l c h e r die E b e n e 

l l ^ l + "ł" ^3^3 "I" ~ ^ 
die F l ä c h e U = 0 b e r ü h r t , i s t e i n e C o n t r a v a r i a n t e (vgl. „Anal. 
Geom. d. Kegelschn.", Art. 377, 378. „Vorlesungen", Art. 92, 93) von der 
O r d n u n g dre i in den C o e f f i c i e n t e n von U. Wenn man für jeden 
Coefficienten Uij die Summe {aij + ka;/) substituiert, welche der Bildung 
der Systems gleicliung U kU' = 0 entspricht, so erhalten wir die Be-
dingung, unter welcher dieselbe Ebene eine Fläche dieses Systems berührt; 
sie ist von der Form 

ö - f Ar - f Xh' - f AV = 0, 
w i e hian hinslclulich des ersten Gliedes durch die Zerlegung der Deter-
minante 

«11 + ^«i/« «12 + '^«12'' «13 + ^«13'' «14 + ^«14'' ^ 
«21 + A«2i'» «22 "ł" ^«22 ' «23 ^«23 ' «24 "ł" ^«24 ' ^2 
«31 + ^«3l'. «32 + ^«32' «33 + + ^«34'. Ś3 
«41 + ^«41'' «42 + ^«42'' «43 + ^«43'' «44 + ^«44'' h 

I i . Š2 . h ' Š4 ' 0 
nach ihren Summandendeterminanten leicht bestätigt, während man zu-
gleich dadurch die entwickelten Formen von R und T' erhält. 

Sie ist in A vom dritten Grade, weil und zum Beweise dass unter 
den Flächen eines einfachen Systems mit gemeinschaftlicher Durchschnitts-
curve drei sind, die eine gegebene Ebene berühren. (Bd. I, Art. 130, 131.) 

Die Functionen G, o', T, T' enthalten die Grössen , §2» Is» Ś4 bii 
zweiten Grade und die Coefficienten von U und U' im dritten Grade und 
vermittelst derselben kann die Bedingung ausgedrückt werden, unter 
welcher die Ebene 

ś i^l 4" ^2^2 ^3^3 ~ł~ ^4^4 ^ ^ ^ 
irgend eine permanente Beziehung zu den beiden gegebenen Flächen 
U = 0, U' — 0 hat; z. B. dass sie dieselben in Curven ti = 0, u' = 0 
schneide, welche durch solche permanente Relationen verbunden sind. 
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die durch die Coefficienten der Discriminante von n -f- hi = 0, d. Ii. 
durch die Invarianten des einfaclien Systems von Kegelschnitten ausdrück-
bar sind. Wenn wir von 

6 + h + kh' - f 
die Discriminante nach X bilden, so erhalten wir in dieser Weise durch 
das Verschwinden derselben die Bedingung, unter welcher die Ebene 

yZyiiXi —1 0 
die beiden Flächen in Curven schneidet, welche sich berühren, oder mit 
andern Worten die Bedingung, unter welcher diese Ebene eine Tangente 
der Schnittcurve von U=0 und U' ~0 enthält. Sie ist („Vorlesungen", 
Art. 85, 136) 

4 (3<y'T — T"') {Z6T' — t2) = (9 ad — t t ^ , 
also in den | vom achten und in den Coefficienten von jeder der beiden 
Gleichungen der Flächen vom sechsten Grade. Ebenso drückt r = 0 die 
B e d i n g u n g aus, u n t e r w e l c h e r die E b e n e d ie F l ä c h e n in z w e i 
Curven s c h n e i d e t , in deren e i n e e in D r e i e c k e i n g e s c h r i e b e n 
w e r d e n kann , w a s in B e z u g auf d i e a n d e r e s i c h s e l b s t c o n -
j u g i e r t ist; etc. 

Die Gleichung 0 = 0 kann als d i e T a n g e n t i a l g l e i c h u n g d e r 
F l ä c b e U=0, d. h. als ihre Gleichung in tetraedrischen Plancoordinaten 
(Bd. I, Art. 38) , , etc. angesehen werden; ebenso ö ' = = 0 als die 
Tangentialgleichung von U' = 0. In derselben Weise sind dann 

T = 0 , T ' = 0 

die Tangentialgleicbungen von Flächen zweiten Grades, die zu den Flächen 
U r= 0, U' = 0 gewisse unveränderliche Relationen haben. So ist 
T = 0 die Enveloppe einer Ehene, welchc die beiden Flächen stets in 
Curven scimeidet, die zu einander in der eben angeführten Beziehung 
stehen, also die Tangentialgleichung einer Fläche zweiten Grades, die 
durch diese Belation characterisiert ist. Die Discriminante von 

6 + Xr + Xh' + AV = 0 
ist ebenso die T a n g e n t i a l g l e i c h u n g der D u r c h s c h n i t t s c u r v e 
der F l ä c h e n U = 0, U' = 0. 

Man kann endlich 6 = 0 als die G l e i c h u n g der R e c i p r o c a l -
f l ä c h e von U = 0 in B e z u g auf die F l ä c h e 

+ + .Tĝ  -ł- .T42 = 0 
ansehen (Bd. I, Art. 75. 59), und bat dann in derselben Art 

a + XT + Xh' + X^d = 0 
als die G l e i c h u n g der R e c i p r o c a l f l ä c h e von U XU' = 0 zu be-
trachten. Da bei Veränderung von X die Gleichung U-\- XU'=0 ein System 
von Flächen zweiten Grades bezeichnet, welche durcb eine gemeinschaft-
liche Sclmittcurve gehen, so bezeichnet die Reciprocalgleichung ein System, 
welches einer gemeinschaftlichen develop[»abeIn Fläcbe eingeschrieben 
ist, die die Reciprocalform der Curve U = 0, U' = 0 ist. Die Discri-
minante von c -f- Ar + X'x -f- A%' = 0 kann daher ebensowohl als 
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die Tangentialgleiclmng der Curve U = ú, U' = 0 wie als die Gleichung 
der zu ihr reciproken developpabeln Fläche angesehen werden; sie ist 
wie erwähnt vom achten Grade in den neuen Veränderlichen und vom 
sechsten in den Coefficienten jeder der Gleichungen der Flächen. 

12. Wir können zu dem im letzten Artikel betrachteten Verfahren 
das reciprok entsprechende befolgen. Sind 

<j = 0, c c = 0 
die Tangentialgleichungen der beiden Flächen zweiten Grades, so können 
wir in gewöhnlichen Coordinaten die Gleichung bilden, welche der 
Systemsgleichung 

ff - f Ac' = 0 
entspricht. Man eliminiert zwischen 

( Ą , + XA,,') + . . . + 2 {A,, + XA,;) + etc. = 0 
oder kürzer 

A h Ś I ' + . . . + ^Kkk + - . . = 0 
und den Gleichungen eines beliebigen Punktes 

+ + + == 0 
die Grösse , so dass man die Gleichung des Tangentenkegels der Fläche 
aus ihm erhält, und stellt die Bedingung auf. untej- welcher dieser in 
ein Paar (zusammenfallender) Ebenen degeneriert; sie ist die gesuchte 
Gleichung in Punkt-Coordinaten, und man kann sie in der Form 

= 0 

darstellen. Setzt man endlich in ihr an Stelle der Aij die Binome 

K l + ^ ^ i i ' ) . 
so entwickelt man diese Determinante durch Zerlegung in ihre Summan-
den nach Potenzen von k in der Form 

J'U XJT + X'J'T' + X^J'^U' == 0 
und hat in dieser die G l e i c h u n g e i n e s S y s t e m s von F l ä c h e n 
z w e i t e n G r a d e s in P u n k t - C o o r d i n a t e n , w e l c h e s ä m m t l i c h 
e i n e g e m e i n s c h a f t l i c h e D e v e l o p p a b l e b e r ü h r e n , deren Gleich-
ung man durch das Verschwinden der Discriminante dieser Letzteren aus-
drückt. Ihre Gleichung ist also mit Unterdrückung des Factors 

4 {ZJV'T — r'2) {ZJ'UT' - T') = {^JJ'UU' — TT')' • 
oder 
ilJ'J'Vü"' -f -f iJU'T^ = T^T' + ISJJ'UU'TT'. 

Wir sprechen von ihr weiter, nachdem wir die Bildung der Gleichung 
des Svstems 

A'U - f XJT -H X'J'T' -f- = 0 
Salmon, Anal . Geom. d . Raumes» U. 3 9 

0 . a r j . ' 

Xl, A u > A l 2 , A I 3 » A I 4 

X29 • ^ 2 1 » A 2 2 , A 2 3 i A 2 4 

a^g, A 3 I » A 3 2 , A 3 3 ' A 3 4 

A 4 I . A 4 2 , A 4 3 ' A 4 4 
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und die Bedeutung der in ihr auftretenden Grössen durch Betrachtung 
reducierter Gleichungsformen näher beleuchtet haben werden. Wenn 
beide Flächen U = 0, U' =^0 auf ein sich selbst conjugiertes Tetraeder* 
bezogen sind, so dass die Coefficienten und mit ungleichen Indices 
sämmtlich Null sind, so verschwinden die Minoren der Discriminanten mit 
Ausnahme der Hauplminoren („Vorlesungen", Art. 22) und diese sind 

«22«33«44' ^22 «33«44«11 
^44 «11«22«33' «22 «33 «44 

^33 «44«ll' '22-
etc.; 

die Tangentialgleichungen der beiden Flächen sind 

(T = + + ^33^3' + ^44^4' = 0. 

a' = + 0 
und die Reciprocalgleichung von 

0 + Ac' = 0 
ist, da auch alle für ungleiche Indices verschwinden, durch 

+ U,,', 
0 , A 
0 
0 

22 

0 
+ XA. 
0 
0 

22 ' 

'33 

^3 
0 
0 

-f- A^33 
0 '44 

0 
0 
0 

+ kA 44 

= 0, 

d. h. durch die Entwickelung nach Potenzen von A in der Form 
{ ^ + ^33^44^1 + ^ 4 4 1 ^ 2 2 ^ 3 ^ " 1 " 1 ^22^33^4^ } 

-j-A /(^22^33^44 + ^ 3 3 ^ 4 4 ^ 2 2 "1"^44^2^33 1 } 

+ e l c . | = 0 

dargestellt. Die Substitution der oben für die Aij, A; / entwickelten 
Werthe liefert aher für das absolute Glied der Gleichung 

^22^33^44' + etc. = J ' U 
uud für den Coefficienten von A' ebenso 

+ etc. = 

*) Man hat allgemein für die Discriminante 
«il» • • • «In 

^ — CI22, • • . Oin 

«nl, fln2, • • . «nn 
der quadratischen Form ü von n Variabein a?,, . . . a;„ und ihre Mino-
ren Al l , Ai2, etc. die Gleichung 

0 , a:, , , 
Alf, A,2, 

U = — Jn-2 

Xn 
A,„ 
Azn -̂ 21» A22, 

^n, Ant, AfiZf A 
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dagegen ist der Coefficient von X 

^ { « i i « i i ' («22'«33'«44 + «33'«44'«22 + «44'«22'«33) + e t c .} 
und der von 

Z/' { « H « ! ! ' («22 «33 «44' + «33 «44 «22' + «44 «22 «33') + etC.}. 
So wie alle Contravarianten des Systems o + t̂» = 0 in Function 

der zwei festen Contravarianten r , T' und von 6 , d ausgedrückt werden 
können, lassen sich alle Covarianten des Systems ř7 4 - A Z 7 ' = 0 in 
Fimction der beiden Covarianten T, T' verbunden mit JJ, U' und den In-
varianten darstellen. Die reciproken Betrachtungen zu den entsprechenden 
des letzten Artikels zeigen, dass die Fläche zweiten Grades j = 0 der 
Ort eines Punktes ist, für welchen die von ihm den Flächen 

f / = 0 , ř / ' = 0 
umgeschriebenen Kegel in solcher Beziehung zu einander stehen, dass 
drei Kanten des pinen bestimmbar sind, welche ein in Bezug auf den an-
dern sich selbst conjugiertes System bilden, und drei Tangentenebenen-
des zvveiten, welche ein in Bezug auf den ersten sich selbst conjugiertes 
System bilden. 

13. In der analytischen Geometrie der Kegelschnitte entsprechen 
diesen Entwickelungen diejenigen, welche sich auf die G l e i c h u n g der 
v i e r g e m e i n s c h a f t l i c h e n T a n g e n t e n in P u n k t c o o r d i n a t e n 
u n d a u f d i e der v i e r g e m e i n s c h a f t l i c h e n S c h n i t t p u n k t e 
z w e i e r K e g e l s c h n i t t e in T a n g e n t i a l c o o r d i n a t e n beziehen. 
Man erhält für . 2 ' = = 0 , Z ' = 0 als die Tangentialgleicbungen zweier 
Kegelschnitte S = 0, 5 ' = 0 als die der Gleichung U + XZ' = 0 
entsprechende Punktgleichung 

AS + XF-^ X'J'S' = 0 , 
wo 

+ (-^33^11 ^33 ^11 2^13-^13) ^2^ 

4 - 2 ^13^12 •^11-^23 ^23) ^2^3 

2 (-^12-^23 "ł" -^12-^23 — -^22^13 ~ -^22^13) 
4 - 2 (^23^13 ^ 2 3 ^ 1 3 -^33^12 ^33^12) 

ist. Die Enveloppe des Systems AS'-^- Af ' - f X'J'S' = 0 (vgl. „Analyt. 
Geom. d. Kegelschn,", Art.400, Aufg.3), d.i. die Vereinigung der vier ge-
meinschaftlichen Tangenten von S = 0 , S ' = 0 ist i\\irdi F'—'lJA'SS' 
dargestellt, und man sieht, dass der Kegelschnitt F = 0 durch die acht 
Berührungspunkte hindurchgeht. (Ibid. Aufg. 2.) Endlich zeigt man 

denn die Entwickelung liefert die Producte zweiten Grades der Varia-
bein in die ersten Minoren der Reciprocaldeterrainante der Discrimi-
nante; diese Letztern sind aber den Producten der entsprechenden 
Elemente der Discriminante in die (w —2)'^ Potenz dieser Discriminante 
gleich. 
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leicht, dass dieser Kegelschnitt F = 0 der Ort der Punkte ist, für welche 
das Büschel der entsprechenden zwei Tangenten an S' = 0, S' = 0 har-
monisch ist. Ebenso ist für S -1- XS' = 0 die entsprechende Gleichung 
in Tangentialcoordinaten 

2- -f k ' Z ' = 0 
mit 
O = ( a 2 2 « 3 3 ' + « 2 2 ' « 3 3 - 2 « 2 3 « 2 3 ' ) ^ l ^ + ( « 3 3 « l l ' + « 3 3 « ! 1 - ' - « 1 3 « ! 3') ^2^ 

+ («11022' + «n '«22—2«12«12') l i 
+ 2 ( A , 3 « I 2 ^ + « 1 3 « 1 2 — « 1 1 « 2 3 ' — « l l ' « 2 3 ) ^ 3 

+ 2 (AIJÖOS' + a i 2 ' « 2 3 — « 2 2 « 1 3 ' — « 2 2 ' « 1 3 ) Ś3Š1 

+ 2 ( a 2 3 « 1 3 ' + « 2 3 ' « 1 3 — « 3 3 « 1 2 ' — « 3 3 ' « 1 2 ) ^1^2 

und der Tangentialgleiclmng der vier Schnittpunkte = so dass 

(p = 0 ein Kegelschnitt ist, der von den acht Tangenten in den Schnitt-
punkten beider Kegelschnitte berülirt wird. Er ist zugleich die Enveloppe 
der Geraden, welche mit beiden Kegelschnitten je vier harmonische Schnitt-
punkte bestimmen, (ibid. Art. 430.) 

Mit H i l f e d i e s e r C o v a r i a n t e n k ö n n e n d i e G l e i c h u n g e n 
a l l e r a n d e r n m i t S = 0 und <S' = O c o v a r i a n t e n K e g e l s c h n i t t e 
a u s g e d r ü c k t w e r d e n . So ist der Ort der Pole der Tangenten von 
S 0 in Bezug auf 5 ' = 0 oder der Polarkegelschnitt von S in Bezug 
auf S' durch &S' = F und der von S' in Bezug auf S tlurch &S = F 
dargestellt. Üie Gleichung = 0 oder die der Enveloppe der harmo-
nisch von S = 0 , S' = 0 geschnittenen Geraden ist 0 5 ' - f - 0'S—/==0. 
Die Enveloppe der Basis eines Dreiecks, welches in 5 = 0 eingeschrieben 
ist und von welchem zwei Seiten S' = 0 berühren, ist 

(0'2 _ 4 s + 4 J J ' S ' = 0, 

und der Ort des Scheitels eines Dreiecks, welches S = 0 umgeschrieben 
ist und von welchem zvvei Ecken auf S ' = 0 liegen, ist 

16 — 4 J — F S {iJS' — 0')' = 0. 

Und wenn man den Ort vom Scheitel eines Dreiecks sucht, von welchem 
zwei Seiten S = 0 berühren, während die dritte aS + bS' = 0 be-
rührt und die Basisecken in S' = 0 liegen, so ist er der eine oder andere 
der Kegelschnitte /l/l'k'S' + kfiF -j- fi'S = 0, welche die gemein-
schaftlichen Tangenten von 5 = 0, S ' = 0 berühren und wo k : fi aus 
der Gleichung 
a ^AJJ'b k' + a {4 Ja -f- 206} kfi — b'fi' 

bestimmt wird; auf dasselbe reduciert sich das allgemeine Problem von 
der Bestimmung des Ortes der freien Ecke eines Polygons, dessen Seiten 
5 = 0 berühren und dessen Ecken bis auf jene vier in 5 ' = 0 sich be-
wegen. Man findet F = 0 und 0 = 0 ah ein Paar von geraden Linien 
und ein Paar von Punkten, wenn für die Kegelschnitte 5 = 0 und 5 ' = 0 
die Invarianten-Relation besteht 0 0 ' = J J ' ; sie ist z. B. erfüllt, wenn 
sie zwei sich rechtwinklig schneidende Kreise sin(l; dann isl jede durch 
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einen der Mittelpunkte geliende Gerade durch beide Kreise harmonisch 
getheilt, etc. 

An die Bemerkung, dass der Kegelschnitt F=:0 mit -5?= 0, S'—O 
ein gemeinschaftliches sich selbst conjugicrtes Dreieck besitzt, da für 

als die Gleichungen beider Keg^schnitte 

«11 ( « 2 2 + «33)^1^+ « 2 2 ( « 3 3 + «11)^2^+ « 3 3 ( « 1 1 + «22)^3^ = 0 
wird, knüpft sich endlich die R e d u c t i o n d e r a l l g e m e i n e n G l e i c h -
u n g e n z w e i e r K e g e l s c h n i t t e a u f d i e F o r m von S u m m e n d e r 
Q u a d r a t e d e r V e r ä n d e r l i c h e n . Da nämlich für jene Form die Inva-
rianten des Systems die einfachen Werthe 

z/ = 1, J' z= aiia22«33' ® = «11 + «22 + «33' 
0 ' = 023033 + «33«11 + «11«22 

annehmen, so sind die Constanten a,,, «22» «33 Werthe von I aus _ _ ^ 

und die Lösung der drei quadratischen Gleichungen 
x p + oc '̂ = 5 , + 022̂ 2̂̂  + «33^3^ = 

«11 («22 + «33) + etc. = F für x p , x^^, x^'' 
giebt die Werthe dieser Grössen in Function der bekannten Ausdrücke 
S, S', F. Genau gesprochen müsste man S und S' vorher durcb die 
Cubikwurzel von J dividieren, aber es kommt auf das Nämliche heraus, 
S und S' unverändert zu lassen uiul F, wie es aus ihnen sich ergiebt, 
durch J zu dividieren. 

Für die Kegelschnitte 
'ix'—Qxy-\-di/ — 2x-\-^y=0. bx''— Hxy8y'—Gx —z = 0 

findet man die Coeflicienten der Tangentialgleichungen oder die Minoren 
der Discriniinanten A ^ , A^^, -̂ 33» -^23' -^13' -^12' "^4' i'cspective 
= — 4, — 1, 18, — 3, 3, — 2; — 16, 19, — 9 . 21, 24, — 14; 
dann ist J = — 9, 0 = : — 54, 0 ' == — 99, J' :=: — 54, so dass 
öji = 1, «22 = 2, O33 E=: 3 gefunden wird. Es ist 

if '== — 9 (23a;2 — 50a'y + 44?/2 _ isa; + 12y — 4), 
und aus 

. ^ - f F2 + = 3a:2 _ ^ccy -f- 9y2 _ 2a; 4 -
+ 2 7 2 3 ^ 2 _ 5^2 _ 8y2 _ 6a; _ 2, 

5 ^ 2 + 8 7 2 ^ 9 2 2 ^ 23a;2 — hOxy + 44y2 _ i8 .r - f I2y - 4 
findet man 

X' = {Zy + 1)2, 7 2 = (2ar - y f , Z ' ' = { x + y + 1)2. 
Die Analoga alles dessen bei Flächen zweiten Grades werden sich im 

Laufe der Entwickelung ergeben. 
14. Man kann an Stelle der Covarianten r = 0 , T ' = 0 die bei-

den Flächen zweiten Grades S = 0, S ' =a 0 benutzen (Bd. I, Art. 155), 
deren erste der Ort der in Bezug auf Ú gehommeuen Pole der Tan-
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geiitenebenen von ř/' = O und die zweite der Ort der in Bezug auf 
ř/' = 0 genommenen Pole der Tangentenebenen von U = 0 ist. Mit 
Hilfe der canonischen Form der Gleichungen können die einfachen zwi-
schen S und S' mit T und T' bestehenden Relationen leicht nachgewie-
sen werden. Man hat 

S = + «33«44«11«22''V + «44«ll«22«33''^3^ 

(uul kann T' nach dem oben gegebenen Werthe in der Form 

(«22«33«44«ll' + «33«44«11«22' + «44«11«22«33' + «ll«22«33«44'^ 
(«ll '^l^ + « 2 2 ' V + etc.) — («22«33«44«ll'^^l^ + el«-) 

darstellen, d. i. man hat 
T' = QU' — S. 

In derselben Weise erhält man 
T = & ' U ~ S ' . 

Man erkennt daraus, dass die Flächen U 0, S ' = 0 und T==0 
eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve besitzen, etc. 

Beispiel 1. Man soll den Ort eines Punktes bestimmen, dessen in 
Bezug auf die Fläche U = (i genommene Polarebene die Fläche 

U + kU' = 0 
berührt. 

Wir haben dann in ff + Ar + Xh' -f 0 für ^^, » ^3 • Ś4 
die Differentiale U,, U U - ^ , Û  zu substituieren, und können das Re-
sultat mittelst der canonischen Formen 
U=Xi' + + oc^^ + U'= «iia^i^ + a^^x^^ -f- -f a^^x^' 
in Function der Covarianten darstellen. Denn es ist 

+ etc. + A {(«22 + «33 + « 4 4 ) X,' + etc.} 
+ ^^ | ( « 2 2 « 3 3 + « 3 3 « 4 4 + « 4 4 « 2 2 ) + C t C . } 

+ ^̂  {«22«33«44 + e^C.} = 0 , 
oder 

dU + X{0U—JU') - f k'{0U—T') + A3(0'C/—r) = 0. 
Ebenso ist der Ort eines Punktes, dessen Polarebene in Bezug auf 

U' = 0 die Fläche U -f- XU' = 0 berührt, dargestellt durch 
SU'—T' -I- X{0U' — T) + X'iSU'—J'U) + X^J'U' = 0. 

Beispiele. Man soll den Ort eines Punktes finden, dessen Polar-
ebenen in Bezug auf die Flächen ř7 = 0, ř/' = 0 ein in Bezug auf 
U -}- AZ7' = : 0 conjugiertes Paar bilden. In derselben Weise, in der die 
Bedingung 

die harmonisch conjugierte Lage zweier Punkte x, a;' in Bezug auf die 
Fläche j7 = 0 ausdrückt, ist die Bedingung der harmonisch conjugierten 
Lage zweier Ebenen in Bezug auf diese Fläche 

^ i i l i š i ' + Ąi^i^i + ^33^3^3' + ^44^4^4' = ' 
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Wenn man diess auf den Ider vorliegenden Fall anwendet, so erhält 
man für die canonische Form 

etc. + X {(«22 + « 3 3 + «44) 
+ etc .} 

oder 
Jü' + Xr + X'T + X^JU=(i. 

15. lUe Gleichung der zweien Flächen ? 7 = 0 , ü'= 0 gemein-
schaftlich umgeschriebenen developpabeln Fläche 

-h + 4 = T'T'' + ISJJ'TT'UU' 
ist vom achten Grade in den Veränderlichen und vom zehnten in den Coef-
ficienten der Gleichung jeder Fläche, bidem man ř/ == 0 setzt in ihrer 
Gleichung, erkennt man, dass die developpable Fläche sich mit ü = 0 
in der Curve berührt und dass sie diese Fläche überdiess 
schneidet in dem Durchschnitt von 

ř ^ = 0 und — 
Der letztere Ort repräsentiert acht gerade Linien, reelle oder imaginäre 
Erzeugende der Fläche zweiten Grades U = 0. 

Was die Berflhrungscurve der developpabeln Fläche mit U = 0 ist, 
erkennt man leicht; denn der Berührungspunkt von ř7 = 0 mit einer ge-
meinschaftlichen Tangentenebene von ř/ = 0, ř/' = 0 ist der in Bezug 
auf U = 0 genommene Pol einer Tangentenebene von U' = 0 und da-
her ein Punkt der Fläche S' = 0, und wir haben im letzten Artikel be-
wiesen. dass die Curvén ü = 0 , S' = 0; r = 3 0 , U=0 dieselben 
sind. 

Der Schnitt der developpabeln Fläche mit einer der Hauptebenen 
a:̂  = 0 wird am leichtesten gefunden, indem man den Entwickelungs-
prozess der Gleichung derselben wiederholt. Die gemeinschaftlich umge-
schriebene Developpable zu den Flächen 

+ + + = 0 , 
»n^i' + «22^2^ + «33^3' + « = ^ 

wird als Discriminante von 

A + « 1 1 A -1- « 2 2 ^ + « 3 3 ^ + « 4 4 

erhalten. Wenn man also = 0 macht, so ist wie im § 3 die Discri-
minante das Product von 

^ « 1 1 — « 4 4 « 2 2 — « 4 4 « 3 3 " « 4 4 ^ 

in die Discriminante von 

^ + «11 ' A -}- «22 ^ A - f «33 
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— 6 1 6 — 

Uli) die Letztere zu bilden, differentiiereu wir in Bezug auf 1 und 
erhalten 

( ' l + «22)' ( ^ + « 3 3 ) ' 

[k + a,,)'-'^ {X + «22)' + «33)' 
also 

«33^3^^ „ f . . 

und durcb Substitution in die gegebene Gleichung erhält man 

{ « 1 1 ( « 2 2 — « 3 3 ) ± ^ 2 { « 2 2 ( « 3 3 — « 1 1 ) ± { « 3 3 ( « 1 « 2 2 ) = 0 . 

Der fragliche Schnitt besteht daher aus einem zweifach zählenden 
Kegelschnitt und vier geraden Linien. 

16, Man soll die B e d i n g u n g linden, u n t e r der e i n e g e g e b e n e 
g e r a d e L i n i e d u r c h d i e S c h n i t t c u r v e z w e i e r F l ä c h e n z w e i -
ten G r a d e s U =0, Z7' = 0 h i n d u r c h g e h t . 

Angenommen, dass man wie in Bd. I, Art. 76 die Bedingung 9 = 0 
gebildet habe, unter welcher jene Gerade die Fläclie = 0 berührt, so 
wird durch die Substitution a , , Acřjj für « j , , etc. (heselbe in 

- f An; + A V = 0 
übergeführt. Wenn also die Gerade willkürlich gegeben ist, so bestimmt 
man durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung für A zwei Flächen, 
welche durcb die Curve £/ — 0, £/' = 0 gehen und diese Gerade be-
rühren. Geht aber diese Letztere selbst durch die Curve, so müssen beide 
Flächen zusammenfallen, da die Linie im Allgemeinen nur in dem Punkte 
durch eine Fläche des Systems berührt werden kann, wo sie die Curve 
ř^=rO, Z7' = 0 schneidet. Die gesuchte Bedingung ist daher 
sie ist von der zweiten Ordnung in den Coefficienten jeder der Flächen 
und von der vierten in den Coefficienten jeder der die gerade Linie be-
stimmenden Ebenen. 

Die Bedingung 7t 0 wird erfüllt, wenn die gerade Linie durcb 
beide Flächen in vier harmonischen Punkten geschnitten wird. In dem 
Falle, in welchem beide Flächen durcb Gleichungen von der Form 

+ + «33^3^ + — 

«i i '^ i^ + a^^x^ ' + + = 0 
gegeben sind, wälu-end die gerade Linie durch 

+ + ^3^2 + = O, 
+ + + = o 

dargesteht ist, ist nach Bd. 1, Art. 1% q = Za^^a^i (Ś3Ś4'— 3̂ ̂ 4)̂ ' ^' h. 
die Summe von sechs Gliedern dieser Form, wie «33044 ( l i l j — ^ t c . 
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Aisdana ist 
TC = 2" (an«22' + «ll'«22) 

und man hat ' 

4 QQ = H (öl,«22' — «ll'«22)^ — 

+ 22'(aiia22'—«ll'«22) («11«33'—«ll'«33) ( ^ 3 ^ 4 ' — ( ^ 4 ' — 
+ 2 2 { (rt,,a j / — rt, ,0J.,) («33a22'— «33'«22) ^ ^ 
+ («U«33' —«n'«33) («44«22'—«4 ł'«22)} (̂ 1 vZ—^i'^a)'^ 

17. Man soll d i e G l e i c h u n g der d e v e l o p p a b e l n F l ä c h c f i n -
d e n , w e l c h e d u r c h d i e T a n g e n t e n der D u r c h s c h n i t t s c u r v e 
von U = 0, J7' = 0 g eb i 1 de t w i r d. 

Wenn wir irgend einen Punkt in einer Tangente dieser Curve be-
trachten, so geht die Polarebene desselben in Bezug auf Z 7 = : 0 oder 

= 0 nothwendig durch den Berührungspunkt der Tangente, in wel-
cher er liegt; die Durchschnittslinie beider Polarebenen schneidet also die 
Curve U = 0, U' = 0. Wir erhalten daher die Gleichung der fraglichen 
Developpabebi, indem wir in die Bedingung des letzten § für I j ' etc., 

I2', etc. die Differential(piotienten U^, U.^, etc., ř//, U^, etc. substi^ 
tuicren; sie ist vom achten Grade in den Variabein und vom sechsten in 
den Coefficienten jeder Fläche. Unter Anweiulung der canonisclien Form 
der Gleichungen der Flächcn ergiebt sich das Endresultat, wie folgt: 

Z (rti,rt22' — «ll'«22)^ («33«44' " «^'«44)' 

+ 2Z(ö, 1 «22'—«1 l'«22)(«l 1 «33 ' -«! l'«33)(«33«44'—«33« 14)(«22«44'—«22'«44) 
X - f <J («,,a^^'— «,i'«22) («33«44'— «33'«41) 

— («11 «41'—«11'«4 1) («22«33'—«22'«33) } 
X { («11«44'—«11'«44) («22«33'—«22'«33)-(«22«44'—«22'«44) («33«! l'—«3.{«11) } 
X { («22«4 l' «22'«44) («33«! l '"«33'«1 l )~(«l 1 «22'—«! l'«22) («33«4l'—«3;/« Ii)} 
X 'Zxpx.pxpx,' = 0, 

Setzen wir in dieser Gleichung x, = 0, so erhalten wir ein voll-
ständiges Quadrat, d. h. jede der ^ier Ebenen 

iCj = 0, ^2 = 0 , .-Tg = 0, o:, = 0 
schneidet die developpable Fläche in einer ebenen Curve vierter Ordnung, 
wclche eine Doppellinie der Flächc ist. 

Djess ist a priori oflenbar, weil die Symmetrie der Figur es bedingt, 
dass durch jeden Punkt in einer dieser vier Ebenen, welcher einer Tan-
gente der Curve 0, £/' = 0 angehört, auch eine zweite Tangente 
derselben gehen muss. 

Man kann mit Hilfe der canonischen Form das vorige Ergebniss in 
Function der Covarianten ausdrücken, und erhält als Gleichung der be-
trachteten Developpabeln 

4 [&UU'— T'U— AU'') i&UU'— TU'— A'U') 
= {OUü'— TU—T'U')'. 

Die Curve ř7=:0, U' = 0 ist offenbar in dem durch diese Gleichung 
dargestellten Orte eine Doppellinie, wie auch sonst erkannt werden kann; 
und der Ort schneidet die Fläche U — 0 üherdiess in der Linie achter 
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Ordnung, welche die Flächen U = 0 und T'' — 0 mit einan-
der gemein hahen. Es ist dieselbe Curve, die wir schon im § 15 fanden. 

Wie es dort ausgesprochen ist, so kann leicht geometrisch bewiesen 
werden, dass eine Erzeugende der Fläche U = 0 in jedem der acht 
Durchschnittspunkte der drei Flächen U=0, U' = 0, S'= 0 oder 
U ~ 0 , U ' = 0 , T = 0 auch eine Erzeugende der developpabeln 
Fläche ist und dass daher diese acht Linien den Ort von der achten Ord-
nung bilden, den die Gleichungen U= 0, T'' — 4JTU' = 0 dar-
stellen. Denn da die Fläche S' = 0 der Ort der Pole der Tangenten-
ebenen von U' ~ 0 in Bezug auf die Fläche U=0 ist, so isl die 
Tangentenebene zu U' = 0 in einem dieser acht Punkte auch eine Tan-
gentenebene zu ř7 = 0 und gehl dahér durch eine der Erzeugenden von 
J7 = 0 in diesem Punkle. Diese Erzeugende ist also die Durchscbnitts-
linie der Tangentenebenen von U = 0, U' = 0 und daher auch eine^ 
Erzeugende der fraglichen developpabeln Fläche. 

18. Die Berechnung des vorigen § kann auch in folgender Weise 
ausgeführt werden : Wenn wir die Bedingung der Berührung einer gera-
den Linie mit der Fläche ř/ = 0 (Bd. I, Art. 76) mit der Discriminante 
J mulliplicieren, so erhalten wir 

(^ i i ś i ' + elc.) [A,,^;' + etc.) = + elc.)'. 
Wir bilden dann die entsprechende Formel für die Bedingung, Unter 

welcher der Durchschnitt von zwei Polarebenen U kU' = 0 berührt, 
multipliciert mit der Discriminante dieser Fläche; dadurch finden wir 
nach den Beispielen 1 und 2 des § 14 

Z/Z7 -f A {eU—JU') + k' {0U—T'} -f P [0'U—T)\ 
\QU'—T') + k [OU'—T) + k' {@U'—d'U) + k-^Ju'} 

= [AU' + kT' + k'T -I- k^j'U)'; 
diess Besultat isl, wie es sein muss, durch 

(z/ + A0 + k'0 + -f k*A') 
theilbar und der Quotient isl 

{0UU'— T'U— AU'') -F k [OUU'— TU — T'U') 
+ k' i&'UU'— TU'- J'U') = 0. 

So erkennen wi r , dass 0UU' = T'U JU'' die Bedingung isl, 
unter welcher die Durchscbnittslinie von zwei Polarebenen die Fläche 
U = 0 berührt , während OUU ^ TU + T'U' die Bedingung isl, 
unler welcher sie durch die Flächen U U' = 0 harmonisch ge-
llieilt wird. Endlich isl die Gleichung der developpabeln Fläche 

4 {@ÜU'- T'U— AU'') {&UU'— TU'— A'U') 
= [OUU'- TU - T'U')'. 

19. Die Gleichung ax' + by' - f cz' + k [x' y' + z') = \ 
bezeichnel nach Bd. I, Art, 100 ein System von concentrischen Flächen 
zweiten Grades mil gemeinschaftlichen Ebenen der Kreisschnitte. Die 
Form der Gleichung zeigt, dass die Flächen des fraglichen Systems die 
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imaginäre Curve gemeinschaftlicli lialien, in welcher die unendlich kleine 
Kugel x ' ^ _ Q irgend eine unter ilmen schneidet. * 

Da ferner die Gleichung eines Systems confocaler Flächen zweiten 
Grades 

— 1 ^— + — 1 

in Tangentialcoordinaten 
al' + bri' et' + X (Ś^ + V' + ř^) = 1 

ist, so ergieht sich reciprok, dass ein System von confocalen Flächen 
zweiten Grades durch eine gemeinschaftliche imaginäre Developpable um-
hüllt ist; eine Developpable nämlich, welche durch die Tangentenebenen 
irgend einer Fläche des Systems gebildet wird, die je eine der Tangenten 
des imaginären Kreises im Unendlichen enthalten. 

Wenn man die Discriminante der Gleichung des Flächensystems m 
Bezug auf k bildet, so erhält man die Gleichung dieser developpabeln 
Fläche; sie ist für b — c = f , c — a = g, a — b — h die folgende 
[x' +y' + z')' {f'x* H- g'y* + h'z*— 2ghy'z' — 2hfz'x' - 2fgx'y') 
Ą.2f'{g-h)x^+ 2g'{h-f)y^+2h'{f-g)z^-\- 2 f {fh -'èg') x^ 
- 2 g (gh — '6f') x'y* - 2 f{fg— Zh') x'z' + 2 h [gh — Z f ) x'z' 
-f- 2g{gf-Zh')y'z'-2h[hf-Zg')y'z' + ' i { f - g ) [g-h)[h-nx'y'z' 
+ {f'—^fgh)x^+ {gi—^g'fh)y' + [h*—ůh'fg)z^ + 2fg [fg-^h') x'y' 
+ 2gh [gh - S f ) y'z' - f 2 hf{hf~ Zg') z'x' + 2f'gh [h - g) x' 
+ 2g'fh i f - h)y' + 2 h'fg (g - f ) z ' - \ - f'g'h' = 0. 

Aus dieser Gleichung oder auch wie in § 3 kann abgeleitet werden, 
dass die Focalkegelschnitte und der imaginäre Kreis in unendlicher Ferne 
Doppellinien in der Fläche sind. 

20. Wenn ff = 0 die allgemeine Gleichung einer Fläche zweiten 
Grades ist, so erhalten wir in derselben Art durch Bildung der Recipro-
ealform von ff -f- ^ + + y') 
J'U - I - IJ c)—m' — n']x' Ą-{bic'\- a)--n' - l'^y' 

+ [cia-\-b) — f — m''\z'Ą-[dia-\-b+c)—p' — q' — r''] 
-j- 2 xy ( cn—Im) -\-2zx ipm — Zn) -f- 2 y2 (« /—mn) 

2x\_ib Ą- c)p — nq — mr] -f 2y[_{c-\- a)q — np — lr] 
+ 2z[{a-\-b)r-lq -mjo]} 
4- X' {Dix'-\-y'Ą-z')-\-A-lf-B-\-C—2Px—2Qy—2Rz)-\-

wobei A, B, C, B, P, Q, R die nach a, b, c, d, p, q, r gebildeten Mino-
ren der Discriminante (Bd. I, p. 76) bezeichnen, 

a, n, m, p 
n, b, I , q 
m, I , c , r 
p, q, r , d 
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Diess isl die Gle ic l i u n g e i n e r Re i l i e von c o n f o c a l e n F l ä -
c l ien iTnd ihre Discriniinanle in Bezug auf X repräsenlierl, gleich Null 
geselzl, die im lelzlen § hetrachlete Developj)able. 

Bezeichnen wir die Coefficienlen von X und Â  respective durch T 
und T', so ist T = 0 der Ausdruck für den Ort der Punkte, von welchen 
aus drei zu einander rechtwinklige Tangenten an die gegehene Fläche 
zweiten Grades gezogen werden können, und Z'' = 0 die Gleichung des 
Ortes von Punkten, von welchen aus drei zu einander rechtwinklige Tan-
gentenehenen an dieselbe gehen. 

Wenn man die Gleichung des Paraholoids f- -— + 2 2 = 0 
a b 

in derselben Weise behandelt, so erhält mau die Gleichung des Systems 
der confocalen Flächen in der Form 

{bx' + mß + 2abz) Ą. X {x' y' ^ 2 {a b) z — «6} 
- f X' { 2 z — (« -f ö)} — A-̂  = 0, 

und die sie alle berührende Developpable ist für a — b = m durch die 
Gleichung ausgedrückt 

4 {x' + y')' {x' + + z') + 16mz {x' + y' + z') {x'—y') 
-f 42 + y'^) {ax' by') + 16^224 S2m'z' {x' + ij') 
+ 24m {bx' + ay') z' - f {ax' + by')' + 8m {bx' + ay') {x' — y') 

12 m'x'y' + 16 (a - f 6) m'z {x' + y' + z') — 12 m^z {ax' + by') 
-f 12 mabz { x ' - y ' ) + i m'z' {a' -{-4 ab + b') Am' {b'x' + a'y') 
+ 2abm {ax' — by') + 4m'ab {a b) z + a'b'm' = 0. 

Der Ort der Durchschnitte von drei zu einander rechtwinkligen 
Tangentenehenen des Paraholoids ist die Ebene 2z=:a -{- b, und der 
Ort des Schnittes von drei zu einander rechtwinkligen Tangenten dessel-
ben ilas Umdrehungsparaboloid 

^^ + y'̂  + 2 (rt - f ft) 2 — «6 = 0. 
21. Verschiedene wiclitige Eigenschaften von confocalen Flächen sind 

besondere Fälle derEigensciiaften vonFlächen, welche in eine gemeinschaft-
liche Developpable eingeschrieben sind. Es ist zweckmässig, zuerst die 
reciproken Eigenschaften von Systemen auszusprechen, die eine gemein-
schaftliche Schnittcurve besitzen. Da die Bedingung, unter welcher eine 
Fläche zweiten Grades eine Ebene berührt (Bd. 1, Art. 75), die Coeffi-
cienten ihrer Gleichung im dritten Grade enthält, so folgt, dass es unter 
den Flächen eines solchen Systems mit gemeinschaftlicher Schnittcurve 
drei giebt, welche eine gegebene Ebene berühren, und reciprok daher, 
dass unter den Flächen eines derselben Developpabeln eingeschriebenen 
Systems stets drei durch einen gegebenen Punkt geben. So wie in dem 
ersteren System durch jeden Punkt des Baumes eine Fläche, so gebt im 
letztern zu jeder Ebene des Raumes berührend eine Fläcbe. In beiden 
Systemen existieren stets zvvei Flächen, welche eine gegebene Gerade 
berühren, da die Bedingung, unter welcher solche Berührung stattfindet 
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(Bd. I, Art. 76), die Coefficienten der Fläclie im zweiten Grade enthält, 
(Vergl. Bd. I, Art. 130, 131.) Und da (Bd. 1, Art. 132) stets drei concen-
trische und concyclische Flächen zweiten Grades bestimmt werden kön-
nen , welche eine Ebene berühren und die drei Verbindungslinien der Be-
rührungspunkte mit dem Anfangspunkt der Coordinaten rechtwinklig zu 
einander sind, so gehen in dem zu einem solchen System reciproken 
Svstem confocaler und concentrischer Flächen drei Flächen durch einen 
Punkt und schneiden einander rechtwinklig. Da endlich die Polarebenen 
eines Punktes in Bezug auf ein System S - f I [x' iß z') = 0 
durch eine gerade Linie gehen, welche mit dem Anfangspunkt eine Nor-
malebene zu der Geraden bestimmt, die jenen Punkt selbst mit dem An-
fangspunkt verbindet — wie diess aus der Betrachtung der speciellen 
Fälle x ' Ą- y ' z ' 0 am directesten hervorgeht — so ist reciprok 
der Ort der Pole einer gegebenen Ebene in Bezug auf ein System voir 
Confocalen eine zu dieser Ebene normale Gerade. 

22. Wir sahen, dass ff + A («^ - f = 0 die Tangential-
gleichung eines Systems von confocalen Flächen ist; wenn die Discrimi-
nante dieser Gleichung verschwindet, so stellt dieselbe somit einen der 
Focalkegelschnitte jener Flächen dar. Man kann also die T a n g e n t i a l -
g l e i c h u n g d er F o c a l k e g e l s c h n i t t e einer gegebenen Fläche finden 
indem man A aus der Gleichung 

-j- [ab + bc-\- ca — f—m'— n') AX' -\-{ai-b+c) A'X = 0 
hestimmt. 

Sei 
lx' + Qy' + bz' — 4yz — 4xy 10a; + -f- 6^ + 4 = 0 

dieGleichung derFläche, so ist ^ = — 972 und die cubische Gleichung 
ist 162^3 - f mX'A + 18XA' H- = ihre Factoren sind 

SX - f 6A -j- J , 9A + A, 
d. h. A = 108, 162, 324. Die durch 6 dividierte Tangentialgleichung der 
gegebenen Fläche ist 
«2— 8/32— lly2+ 27^2+ 2()ßy-{-4(\ya-{-Zlaß—Mc(ö—f>4ßö—Myö = 0. 
Man erhält somit die Tangenlialglcichiingen der drei Focalkegelschnitte 
der Fläche, indem man die ersten drei Glieder der letztgeschriebenen 
Gleichung verändert in 
J9a2 + 10,32 28^2 _j_ 19/32 - f lOy', 55^2 -}- 46^2 ^ 43^2 
respective. Die Punktgleichungen derselhen werden ebenso wie in § 9 
gefunden als durch die Paare 
2 a : — 2 ^ + z-f- w = 0, Ux'-\-'i\y'+\\z'—Z2yzĄ- 2zx—40a-y = 0; 
X -ł- 2y Ą-2z-\-bw — 0, 67x' + 68»/2-f- 83x2— 24^z—622:a;— S2xy^0; 

2a:-h y'-2z-^ w = 0, bx'— 3y2_|_ 9.2^. 2yz—mzx-{- 2xyt=z0 
dargestellt. 

23. Um in tetraedrischen Plancoordinaten die Gleichung der Confo-
calen zu einer gegebenen Fläche zu finden, ist es nothwendig, die der 
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Gleichung y'i _ q entsprechende Gleichung in solchen 
telraedrischen Ebenencoordinaten zu bilden, d. h. die Gleichung, welche 
ausdrückt, dass der normale Abstand eines Punktes von jeder der Bedin-
gung genügenden Ebene unendlich gross ist. 

Repräsentieren a:, = 0 , iCj = 0, 0:3 = 0 , a:̂  = 0 irgend vier 
nicht durch denselben Punkt gehende Ebenen, welchen bezogen auf ein 
System rectangulärer Achsen die Gleichungen 

X cos A + Y cos B Z cos C = p 
entsprechen, so ist der Coefficient von X in 

il^i + + + 
gleich 

cos A, + I2 ^2 "ł" eos A.^ + cos Aj, 
und die Summe der Quadrate der Coefficienten von X, Y, Z isl durch 

ä ^ s C O s C a r j a r s ) — c o s ( a : 3 a ; i ) —2|,§2Cos(a:ia:2) 
— 211I4 cos (a:,a:4)—2 2̂̂ 4 ^os (a:2a:4) — 213I4 cos (0̂ 33:4) 

dargestellt, wenn (x,£Cj) den Winkel der Ebenen x j = 0 mit ein-
ander darstelll. Die Gleichselzung dieses Ausdrucks mit Null repräsentiert 
daher die Tangenlialgleichung des imaginären Kreises im Unendlichen. 
Wenn man also die in den letzten §§ entwickelten Operationen unler 
Ersetzung des Trinoms (a' -h ß' -i- y') durch diesen allgemeinen Aus-
druck wiederholt, so erhall man ohne Schwierigkeil die Bedingungen, 
unler denen die allgemeine Gleichung zweiten Grades in telraedrischen 
Plancoordinaten eines der beiden rectangulären Hyperboloide darslelll; 
ferner die Gleichungen der Orte von Punkten, von welchen aus Systeme 
von je drei zu einander rechtwinkligen Tangenten oder Tangenlenebenen 
der Fläche möglich sind; die Gleichungen der Focalkegelschnitte, elc. 
Die Bedingung für das hyperbolische Paraboloid isl die Bedingung der Be-
rührung mit der unendlich enlfernten Ebene. 

24. In § 7 isl bemerkt, dass die Bedingung, unter welcher für recht-
winklige Coordinaten zwei Ebenen 

aa: -ł- ßy + yz = 0, a'x + ß'y + yz ^ 0 
rechtwinklig zu einander sind, nämlich die Bedingung 

aa' + ßß' + yy' = 0, 
idenlisch ist mit der Bedingung, unter welcher dieselben Ebenen in Bezug 
auf den unendlich entfernten imaginären Kreis zu einander harmonisch 
conjugiert sind. Daraus folgt, dass die Bedingung der Orlhogonalilät in 
telraedrischen Coordinaten, abgeleitet als Bedingung der harmonischen 
Belalion zu dem durch die allgemeine Gleichung dargestellten imaginären 
Kreise, erhallen wird in der Form 

+ —Š2COs(ar,ar2)—^3COs(a:ja:3) - ^4COs(a:ia:4) } 

+ Š2 j — cos (a:ia:2) + I j — Ś3 cos (a-ja^g) — Š4 cos (a:2ar4)} 
+ Ś3' { — COS (ar,a;3)—Ś2 cos (a:2a;3) + Ś3 —14 cos (3:33:4)} 
+ Ś4' { — I i cos(a:,a:4)—|2Cos(a:2a:4) —|3COs(a:3a:4) -}- I 4 I = 0; 
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Salze, welche sich auf orlhogonale Ebenen beziehen, können daher pro-
jectivisch generalisiert werden, indem man an Stelle des imaginären un-
endlich fernen Kreises irgend einen festen Kegelschnitt substituiert; an 
Stelle einer Geraden und einer Ebene, die zu einander rechtwinklig sind, 
erhält man so eine Gerade und eine Ebene,, welche die Ebene jenes festen 
Kegelschnitts in einem Punkte und einer Geraden schneiden, die harmo-
nisch conjugiert sind in Bezug auf diesen Kegelschnitt, d. i. Pol und Po-
lare in Bezug auf denselben. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.", 
Art. 478.) Man kann die erhaltenen Theoreme sodann noch weiter gene-
ralisieren, indem man an Stelle des festen Kegelschnitts eine Fläche 
zweiten Grades setzt; die Relation der Orlhogonalität zwischen einer 
Geraden und einer Ebene geht dann in die Beziehung einer Linie und 
einer Ebene über, bei welcher jene durch den Pol von dieser in Bezug 
auf die feste Fläche zvveiten Grades geht. Jedoch sind Theoreme, welche 
man so erhält, damit allein nicht bewiesen, sondern nur eben gebildet. 

Beispiel. Jede Tangentenebene einer Kugel ist normal zum Radius 
des Berührungspunktes. 

Jeder ebene Schnitt einer Fläche zweiten Grades wird durch eine 
Tangentenebene derselben und durch die Gerade, welche den Berührungs-
punkt derselben mit dem Pol der Schnillebene in Bezug auf sie verbindet, 
in einer Geraden und einem Punkle geschnitten, welche in Bezug auf ihn 
Polare und Pol sind. 

25. Die T a n g e n l i a l g l e i c h u n g e i n e r K u g e l für ein rechtwink-
liges Coordinatensystem schreibt man am einfachsten als Ausdruck der 
Bedingung, unter welcher jede Tangentenebene vom Centrum constante 
Entfernung hat; also für r als den Halbmesser und x\ y', z als Coordi-
naten des Centrums in der Form 

[ax + ßy + yz -f 8f = r^ («2 -f- |S2 + y'). 
Wenn dann x^ , x ^ , ar '̂, x ^ die Coordinaten des Centrums einer 

Kugel sind, so muss die Tangentialgleicbung der Kugel in tetraedrischen 
Coordinaten, ^j» Śs» Ś4 sein 

(Śi^i ' + + + 
= { | j 2 + _f. ^̂ 2 _ cos (ar̂ rr̂ ) - e tc . } . 
Wenn die Kugel insbesondere die vier Ebenen o-j = 0 , etc. berührt, 

so müssen die Coefficienten von verschwinden und die 
Tjingentialgleichung einer solchen Kugel muss daher die Form haben 

(Ś1 ± I2 ± Ś3 ± Š4)' = + Ś2- + I3' +* Ś4' - cos (a îa:̂ ) - etc. 
Es; existieren daher acht Kugeln, welche die Flächen eines Tetraeders 
berühren. Indem man insbesondere alle Zeichen positiv nimmt, erhält 
man die Tangentialgleicbung der eingeschriebenen Kugel 

Ś1Ś2 C0S2 ^ (XyX^) + C0S2 ^ (0:20:3) + C0s2 ^ (0:3 :̂1) 
4 - ŚiŠ4 cos2 I (iTj.rJ - f Ś2Ś4 cos2 ^ (a:,.^^) - f cos ' | = 0. 

Wenn man zu ihr die Reciprocalgleichung bildet und die Coefficien-
ten der Gleichung durch «12» «23» «13' «14» « 2 4 » «34 bezeichnet, so er-
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— 624 — 

hält man die enlsprecliende Punktgleicluing in der Form 

+ «13« «12«23«13 ^4 
+ («12«14 — «23«24 — «13«34) ( 
+ («23«24 — «13«34 " «12«14) («23^2^4 + «24^1^3) 
+ («13«34 — «12«14 —«23«24) («13^'3^4 + «34^1^2) = 

Die Gieiclmng der dem Tetraeder umgeschriebenen Kugel ist in 
Bd. 1, Art. 153 abgeleitet worden und hat dazu gedient, die Bedingungen 
aufzustellen (ibid. Art. 154), unter welchen die allgemeine Gleichung in 
tetraedrischen Punktcoordinaten eine Kugel darstellt. 

26. Es ist im § 11 gezeigt worden, dass man in der Bedingung, unter 
welcher die Ebene + ^2^2 + ^3^3 "ł" 14^4 == ^ die Fläche 
U -}- XU' 0 berührt, eine Gleichung dritten Grades in k erhält, deren 
Coefficienten die Invarianten J, a', 0, 0' der Schnitte jener Ebene mit den 
beiden Flächen U 0 und ř/' = 0 sind. Wenn man nun, wie in den 
§§ l , 2 für die Flächen zweiten Grades geschehen ist, für eine Curve 
zweiten Grades und das Paar der unendlich fernen imaginären Kreispunkte 
ihrer Ebene die Invarianten 0 und 0' bildet, so ist 0 = 0 die Bedingung, 
unter welcher der betrachtete Kegelschnitt eine Parabel und 0 ' = 0 die 
Bedingung, unter welcher er eine gleichseitige Hyperbel ist; es ist end-
lich 0 ' 2 = 4 0 die Bedingung, unter welcher der Kegelschnitt durch jeden 
von den imaginären Kreispunkten im Unendlichen gebt, d. i. unter der 
er ein Kreis ist. Zur Ergänzung dessen, was in der „Analyt. Geom, d. 
Kegelschn." hierüber entwickelt ist, mögen die Ergebnisse einer solclien 
Berechnung für tri metrische Coordinaten angegeben werden. Es ist 
0 ' = ÖJJ «22 + «33 2023 2^13 cos A2 2«j2 COS 
0 = Ayy sin'' Ay A22 sin^ ^2 + ^33 ^3 + 2^33 sin A2 sin A , 

-j- 2 ^ j 3 sin A, sin A, 2^j2 sin A, sin 
nnd die Relation 4 0 = 0 ' ' lässt sich auf mehrerlei Art in eine Sumnue 
von Quadraten zerlegen, welche Quadrate getrennt gleich Null sein mflsi-
sen, damit die Curve ein Kreis sei; sie ist nur für Kreise erfüllt, d. i. füir 
Kegelschnitte, welche durch be ide Kreispunkte der Ebene gehen. 

Für den dem Fundamentaldreieck umgeschriebenen Kegelschnitt, alsto 
für (lyy = 0, «22 = 0, «33 = 0 wird die Bedmgung der gleichseitigem 
Hyperbel a^s cos A, -j- 0J3 cos A2 + öjj cos ^̂ 3 = 0, d. b. diesie 
gleichseitige Hyperbel geht durch den Punkt 

.Tj cos Ay = X2 cos A2 = cos A, 

oder durch den Durcbscbnittspunkt der Höhen. (Vergl. „Analyt. Geomi, 
d. KegelsCim.", Art. 230.) Für das sich selbst conjugierte Dreieck odeir 
«23 = 0, «13 = 0, «12 = 0 ist dieselbe Bedingung a,, -j- «22 "ł" «33 = 0), 
d. h. die Curve geht durch die Punkte 
iCj ' ' ' """ — ~ * '"" ~ """ ' " ' ' 

d. h. die gleichseitige Hyperbel geht durch die Centra der vier Berübi-
rungskreise eines Drciecks, welches in Bezug auf sie sich selbst conjugier't 
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ist. Die Ausführung der entsprechenden Operationen für Cartesische Coor-
dinalen führt auf die bekannten Bedingungen für Parabel, gleichseitige 
Hyperbel und Kreis zurück. 

In Erinnerung an die Entwickelungen des § 13 in Bezug auf die 
Theorie der Kegelschnitte sei noch hinzugefügt, dass die Covarianle 

= 0 in Bezug auf ein System, welches aus einem Kegelschnitte und den 
Kreispunkten seiner Ebene bestellt, den Ort derjenigen Punkte gibt, von 
welchen aus zwei zu einander rechtwinkelige Tangenten an den Kegel-
schnitt ergehen, also nach der bekannten Theorie einen mit ihm concen-
trischen Kreis, im Falle der Parabel die Directrix (und die unendlich ent-
fernte Gerade). Für Cartesische Coordinaten sind Ay, — ^22 = 1 
^ 1 2 ' = ^13' = »'so 

^ — ^33 i^'+y') — 2^13^ — 2^23?/ + ^11 + ^22 = 0 
und für die Parabel wegen ^33 = 0 

2 [Ai^x + ^23^) = ^11 + ^22 
als Gleichung der Directrix. In Irimelrischen Punktcoordiualen dagegen 
(^22 + ^33 + 2^23 cos Al) x P -I- ( ^ 3 + A,, + 'iA,^ COS A )̂ x.p 

- f (^11 ^22 + 2^12 cos A^) x^'' 
2 (^11 cos A, — ^23 ^13 cos A^ COS ^2) X2 0-3 

-j- 2 {A22 cos A2 -^12 cos A, — ^23 cos A^) x^ x , 
-f- 2 (^33 cos A^ — vi,2 -̂ 23 COS ^2 — ^13 COS A )̂ X, afj = 0, 
was man in die den Kreis bezeichnende Form 

/ • j , • j . • j \ M22 + "+• 2^21 cos A. (a:, sin X2 sm A2 + 0:3 sin A^) ! ^ — ^ i x. 
1 

, -̂ .33 + + 2 ^ 1 3 cos A 2 ^ + ^22 + 2^,2 cos ^3 ^ \ 
sin A2 ' sin A^ 

= (0:2 :̂3 sin A, - f x^x, sin A^ + x,X2 sin ^3) X 
A^i sin ^ 2 2 s i n V 2 + " ł " 2 ^ 2 3 s i i i - ^ 2 sin^3 + ,3sin^g sin.̂ ,̂ 

-j- 2.4,2 sin ^2 
sin A, sin ^2 sin ^3 

bringen kann, in wejcher die Bedingung der Parabel und die für ihre Er-
füllung hervortretende Directrix, verbunden mit der unendlich entfernten 
Geraden deutlich erscheinen. 

Von Werth isl die Bemerkung, dass die Gleichung dieses Ortes der 
Schnittpunkte orthogonaler Tangenten in den Coelficienten der Reciprocal-
gleichung linear ist, denn aus ihr geht hervor, dass der bezügliche Kreis 
für alle durch dieselben vier Geraden berührten Kegelschnitte durch 
zwei feste Punkte geht. 

Wenn man dann dieselben Principien auf eine beliebige Fläche zwei-
ten Grades in rectangulären Coordinaten 

ax' -J- hy' Ą- cz' -j- 2lyz -j- 2mzx 4- 2nxy px qy Ą- rz Ą-
und die entsprechende Tangentialgleichung des unendlich fernen imaginä-

Sa lmon, A n a l . Geom, d, Raumes, 11. 4 0 
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ren Kreises u' ß' y' = O anwendet, so erhält man die Bedingung 
0 = 0, unter welcher irgend ein ebener Schnitt derselben eine Parabel 
ist, in der Form 

(bc — f ) « 2 + ( c a _ m') ß' + [ah — n') y ' + 2 [mn — alj ßy 
2 ( W Z — bm) Y « + 2 {Im — cn) aß = 0; 

die Bedingung 0 ' = o , unter welcher derselbe eine gleichseitige Hy-
perbel ist 

{b -I- c) «2 + (c -1- a) ß' + {a-{- b) y' — 2lßy — 2wya — 2naß=0; 
während endlich = 40 {a' -j- ß' + y') die Bedingung ist, unter 
welcher die Schnittebe'ne durch einen der vier unendlich entfernten Schnitt-
punkte geht, welche der Fläche zweiten Grades mit jeder Kugel gemein-
sam sind. 

27. Wenn 2; = 0 die Tangentialgleichung eines Kegelschnittes, uml 
=2 0 die Tangenlialgleichung der imaginären Kreispunkte seiner Ebene 

bezeichnet, so isl Z' -}- 12' = 0 die T a n g e n l i a l g l e i c h u n g e i n e s 
z u m e r s t e n c o n f o c a l e n K e g e l s c h n i t t e s , d. i. eines Kegelschnittes, 
der mit jenem die nämlichen von denKreispunklen ausgehenden Tangenten, 
und also die nämlichen Schnittpunkte dieser letztem, d. i. die nämlichen 
Brennpunkte hat. Die Brennpunkte selbst entsprechen den aus der Discrimi-
nante von Z"-)-A,.2'=0, d.i. für Cartesische Coordinaten aus derGleichung 

^ (a,ia22 — a,.-') ^2 + ^ («^ + a.,^) k J ' = 0 
entspringenden Werthen von A; für solche zerfällt die Gleichung 
2 X2' = 0 in lineare Factoren 

+ Vy + i^oc" + rjy" + tz") 
und die Brennpunkte sind durch 

x y' x" y" 
~T> ~7 > ~7> 
Z Z Z Z 

bestimmt, durch den einen derWerlhe von A die reellen, durch den andern 
die imaginären Brennpunkte. 

So findet man die Brennpunkte von 
2x' — 2xy -ł- 2y' — 2x — Sy + 1 1 - = 0 

durch die Werthe 

3 
aus der Gleichung 

3A2 + 4Az^ + z/2 = 0 
und wegen z/ = — 9 für A = 3 die Gleichung 

6^2 + 2Ui' + i^' + ISt/ř + m + mv + 3 (§2 + ,(') 
3 iv + ř) (3Ś + + ř) 

also für die Brennpunkte die Coordinaten 1, 2; 3, 4. Der Werth A = 9 
ergibt die imaginären Brennpunkte 2 + ^ 3 ^ i. 

Wenn allgemein + A (̂ 2 _ q ejjien zu = 0 confo-
calen Kegelschnitt darstellt, so erhält.man dieselbe insbesondere für Car-
tesische Coordinaten in der Form 
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AS + A {^33 ix' + y') - 2Ay,x — 2Ą0 - f + A,^} + k'=0 
und daraus die Gleichung der gemeinschafUichen Tangenten 
{^33 + y') — — 2^23^ + + ^22} ' = ^JS' 
welclie in Factoren zerlegbar ist 
{{X - a)' + (y - { ix - d)' + i y - ß^)' } 
und in a, ^; d ß' die Brennpunktscoordinaten bestimmt. 

Für die Parabel in der Gleichung in triraetrischen Coordinaten ist 
die das Paar der Brennpunkte repräsentirende Gleichung 

+ I22 + - 2 I 3 ŚJ C0S^2 —2^il2C0S^3) 
und da die Coordinaten des unendlich entfernten Brennpunktes als Coor-
dinaten des Pols der unendlich entfernten Geraden bekannt sind, so sind 
die Coordinaten des endlichen Brennpunktes 

— J Q'^22 — ^ 
Ayy s i n^ i -f- .,4i2sin^2 + ^ i3 s in^3 ' ^2 i s i n ^ i -1- ̂ 22 s i n ^ j "ł" ^23®'"^3' 

0 '^33 —J 
^31 sin Ay Â .̂  sin A^ -f- ^33 sin A^ 

28. Nun ist die Tangentialgleicbung des Punktepaares, in welchem 
der imaginäre Kreis i' rj' t' 0 von der Ebene 

dx -j- ß'y -f- yz -f- 6'w = 0 
geschnitten wird, 

(„'2 ß'2 + y'2) („2 + ^2 ^ y2) _ ßß' ^ ^ 0 

und die Tangentialgleicbung aller zu dem Schnitt von 
dx -f- ß'y -f- y'z -j- b'w 0 

mit der Fläche 
ax' + hy' 4- cz' - f div' == 0 

confocalen Kegelschnitte ist daher 
/ {cdp + dhy' -ł- hcd') A iß'' -f y') 

-I- ß' hday' + ac^' - f cdd') - f A i/' + « 2 ) } 
-ł- y' {(a&(J'2 + bdd' -1- daß'') + A {d' - f /3'2)} 
-I- d' ibcd' -f- caß'' 4- ahy') — 2 (ad 4- A) ß'y'ßy 
— 2 {bd + A) / « V « — 2 {cd 4- A) dß'aß — 2 bcdd'ad 
— 2 caß^ö'ßö — 2 aby'ö'yd = 0. 

Wenn man nach den gewöhnlichen Regeln die Reciproke dieser 
Gleichung bildet, so erhält man sie als das Product des Quadrats von 
(dx - f 4- y'z -|- 6'w) in 

4-"'A^0' 4- A2 («2 4 . |32 4- y') ©}, 
wo = 0 die Bedingung ausdrückt, unter der die Ebene 

dx 4" jS'y 4" y'^ + = o 
die gegebene Fläche zweiten Grades berührt. Indem man den bezeichneten 
zweiten Factor gleich Null setzt, erhält man diejenigen zwei Werthe von 
A, welche den Tangentialgleicbungen der Brennpunkte des fraglichen 
ebenen Schnittes entsprechen. 
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Beispiel Man soll die Brennpunkte des Sclinittes von -}- y' 
— 4^2 -}_ 1 — 0 mit X -)r y Ą- z = 0 bestimmen. 

Die Gleichung für X wird gefunden als 3A' + 2A — 16, so dass 
X = 2 oder = — f ist. Die Gleichung des Artikels für a' = ß' = y' 
= 1 und die gegebenen Werthe von a, h, c, d ist 
«2 ( _ 3 4- 2X) + 2A|32 4- (5 + 2X) y' — IGá̂  _ 2 (4 - f X) ßy 

— 2 (1 + X) ya - f 2 (4 — X)^aß = 0 
und gibt durch Substitution von X = 2 

(« + 2ß — 2y)' — 10(J2 = 0. 
d. h., die Coordinaten der Brennpunkte respective gleich i f » + f -
Der andere Werth von A gibt die imaginären Brennpunkte. 

Beispiel 2. Man soll den Ort der Brennpunkte aller Centralschnitte 
der Fläche zweiten Grades ax' + by' -j- cz' -f- 1 = 0 bestimmen. 
Indem man = 0 setzt, wird die Gleichung für X gefunden wie folgt: 

«'2 ß'2 y'2 
H- + — r - T = 0. a Jf- X ö+A ' c + A 

Mit Hilfe dieser Relation wird die Tangentialgleichung der Brennpunkte auf 

4- 4 . yy Y — c a p + a W ' 
\a X^ b + X'^ c Xj (a + A) (6 + A) (c- fA) 
reducirt, und die Coordinaten des Brennpunktes sind daher 

a' ß' y' 2 bca'' + caß'' -f" aby' 
'^T+l' ^ + ~ + X) {b + A) (c + A)' 

Wenn man aus den ersten drei Gleichungen für a', ß', y' auflöst und in 
die Gleichung für A substituirt, so erhält man 

[ax' + by^ + cz') + A [x' + ^ O; 
die Auflösung der letzteren Gleichung für A und Substitution in den Aus-
druck für vj' giebt endlich bie Gleichung des Ortes 
{x' + ?/2 + [bcx'{{a — b)y'-\-[a-c)z'y + cay'[ [b - c) z' 

+ {b—a)x'Y + abz' {{c—a)x'-\-{c-b)y'Y 

= rv'{ [a —b) y' + («—c) z'} 
-f {b-a) a:2}{(c-«) a;2 ^(c-b) y'} ; 

der Ort ist also eine Fläche achter Ordnung, die das Centrum der Fläche 
zweiten Grades zu einem vielfachen (Ofachen) Punkte bat. Die linke Seite 
der Gleichung kann in der einfacheren Form 
(a;2 ^ y'^ z') {ax'+ by'-\-cz'){a [b - cfy'z' + b {c - a)' z'x' 

+ c (a—b)'x'y'} 
geschrieben werden. Die Tangentenehenen im vielfachen Centraipunkt 
bilden 3 Paare, von denen eines, das der cyclischen Ehene der Fläche 
zweiteil Grades, allein reell ist. Die Achsen der Fläche zweiten Grades sind 
doppelte und isolirte Gerade in der Fläche und sie enthält überdies noch 
eine andere imaginäre Gerade. Jede cyclische Ebene schneidet sie nach 
einer doppelten und zwei dreifachen geraden Linien. Die Fläche bat drei 
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asymplolisclie Kegel, deren einen aus dem Cenlrum über dem imaginä-
ren unendlich enlfernlen Kreise, den zweiten als den Asymplolenkegel 
der Fläche zweiten Grades, und den drillen als einen Kegel vierten Gra-
des, für welchen die Achsen Doppelerzeugende sind, beide letzleren reell 
in dem Falle der Hyperboloide. (Für die Discussion vergleiche eine Ab-
handlung von P a i n v i n in „Nouvelles Annales" t. XXIII, p. 481.) 

Beispiel 3. Man soll den Ort der Brennpunkte der zu einer Achse 
der Fläche parallelen Schnitte bestinnnen. 

(«' = 0.) Die Gleichung, welche in diesem Falle in Factoren zer-
fallen muss, ist 

{(c + - f (& + X) y' + ftc^} -f /32{(« - f X) y'' + acd''\ 
+ y' {(« + + abö''} + d'a [cp + by') - 2 (« + X) ß'y'ßy 

— 2caß'ö'ß0 — 2abyÖ'yd = 0 
und die Bedingung der Zerlegbarkeit 

{a + X) (by' 4- cß'') -ł- abcó'' = 0. 
Dieser Bedingung unterworfen wird die Gleichung 

so dass ß^ = by, y' = cz, ab' = (o A) rv isl und durch Subslilulion 
dieser Werthe in die Bedingungsgleichung {a-{-X)w'Ą- acz' aby'=iO 
erhallen wird. Man erhält also endlich durch Subslilulion in 

bc{a + X)x'={c A) + (ö -j- A) y' - f bcd'' 
die Gleichung des verlangten Ortes 
{by' + cz') {b'[a—c)y' Ą- c'[a-h)z'—abcx'} — w' \b'[a—c)y' 

- f c 2 [a—b) z''j. 
Olfenhar können die Methoden dieser letzten Artikel direct auf Gleichun-
gen in telraedrischen Coordinaten angewendet werden. 

29. W e n n v i er F l ä c h e n z w e i t e n Grades g e g e b e n s i n d , so 
i s l der Ort e i n e s P u n k t e s , d e s s e n P o l a r e b e n e n in B e z u g auf 
d i e s e l b e n s i c h in e inem P u n k t e s c h n e i d e n , e i n e F l ä c h e , 
w e l c h e a l s die J a c o b i ' s c h e F l ä c h e d e s S y s t e m s b e z e i c h n e t 
vverden kann. Denn man hat zur Bildung derGleichung dieses Ortes 
zwischen den Gleichungen der vier Polarebenen in Bezug auf die Flächen 

U=0. U' = 0, U" = 0, U'" = 0 
^ U,x, + U^x^ + U^x^ + UiX, = 0 , 

U\x, + U\x2 + U\x^ + U'^x, = 0, etc. 
die 

eliminiren und erhält als Ausdruck des Ortes das 
Verschwinden der Determinante ^ i ř/j U'^ U"^ U " \ ' d. i. der 
.lacobi'schen Funclionaldelerminante des Systems der Flächengleichungen. 
(Vergl. „Analyt. Geom. der Kegelsch." Art. 353). 

Der fragliche Ort ist also eine Fläche vierten Grades. Es isl otlen-
bar, dass, wenn die Polaren eines beliebigen Punktes in Bezug auf die vier 
Flächen Z7 = 0, U'= 0. U" = 0, U'" = 0 sich in einem Punkte 
schneiden, die Polare in Bezug auf XU - f fiU' -j- vU" -f- nU'" = 0 
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durch denselhen Punkt gehen wird. Die Jacobi'sche Fläche des Systems 
ist auch der Ort aller der Punkte, welche die Scheitel«der im System 
XU + Iii]' Ą- vU" Ą- TtU'" = 0 enthaltenen Kegel sind. 

Deshalb ist der Ort der Scheitel aller Kegel zweiten Grades, weiche 
durch sechs gegebene Punkte gehen, eine Fläche vierter Ordnung (vergl. 
Art. 72. Anm.); denn für U = 0, £/' = 0. U" = O, U'" = O, als die 
Gleichungen von vier Flächen zweiten Grades, welche durch sie hindurch-
gehen, kann jede andere Fläche zweiten Grades, welche sie enthält, durch 
XU(lU' vU" - f 7cU"' = 0 dargestellt werden, als welche die drei 
unabhängigen Constanten enthält, die zur vollständigen Bestimmung der 
Fläche nothwendig sind. 

Wenn die Gleichung XU + (lU' Ą- vU" = 0 zwei Eheneu 
darstellen kann, so liegt die Durchschnittslinie derselben in der Jacobi'-
schen Fläche. 

Ilaben die vier gegebenen Flächen ein gemeinsames sich selbst con-
jugiertes Tetraeder, so reducirt sich die Jacobi'she Fläche derselben auf 
die Gruppe von vier Ebenen, welche dasselbe bilden; denn dann sind die 
Gleichungen der vier Flächen von der Form 

+ a^^oĉ ' + «330̂ 3̂  + == 0, etc., 
die Dillerentiale, U, = a^^x, etc. und die Jacobi'sche Determinante wird 

y _L r 't t" 
• X^X^X^X^. ^ I «11«22 «33 «44 * 

Wenn eine der Functionen U das vollständige Quadrat eines 
linearen Factors L wäre, so isl L ein Factor in den Ditferentialen dersel-
ben und somit besteht die Jacobi'sche Fläche aus einer Ebene und einer 
Fläche dritten Grades. Wenn die vier gegebenen Flächen vier Punkte in 
einer Ebene gemein haben, so ist geometrisch evident, dass diese Ebene 
ein Theil der Jacobi'schen Fläche ist. Ilaben sie aber sämmtlich eine ebene 
Schnittcurve gemein, so zählt die Ebene derselben doppelt in der Jacobi'-
schen Fläche und diese besteht aus ihr und einer Fläche zweiten Grades, 
welche jenen enthält. Darum ist die Jacobi'sche Fläche von vier Kugeln 
eine Kugel, welche die gegebenen überall rechtwinklig durchschneidet. 
(Vergl. „Analyt. Geom. der Kegelschn." Art. 355.) 

Wenn eine Fläche des Systems XU Ą- (lU' vU" — 0 die 
Fläche U'" — 0 berührt, so ist der Berührungspunkt nothwendig ein 
Punkt des hier betrachteten Ortes und kann daher nur in der Curve lie-
gen, welche die Fläche U'"= 0 mit der Jacobi'schen Fläche des Systems 
gemeinsam hal. Wenn ferner eine Fläche des Systems XU (lU' = 0 
die Durchschnittscurven von U" = 0 und U " ' 0 berühren, d. Ii. 
wenn in einem der Punkte, wo XU-\- die Curve Z7"=0, U"'=0 
schneidet, die Tangentenebene der ersten Fläche die Durchschnittslinie 
der Tangentenebenen der beiden letzten Flächen enthält, so ist der Berüh-
rungspunkt offenbar ein Punkt in der Jacobi'schen Fläche des Systems. 
Es existieren daher sechzehn Flächennom System XU-{- fiU'=0, welche 
die Curve U" — 0, U'" = 0 berühren, denn die Jacobi'sche Fläche der 
vierten Ordnung schneidet die Schnittcurve zweier Flächen zweiter Ord-
nung in sechzehn Punkten. (Vergl. a. a. 0 . Art. 353.) 
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W ä r e n d r e i F l ä c l i e n z w e i l e n G r a d e s g e g e b e n , so i s t d e r 
Ort e i n e s P u n k t e s , d e s s e n P o l a r e b e n e n in B e z u g a u f d i e -
s e l b e n s i c h i n e i n er Gera d e n s c h n e i d e n , e i n e C u r v e s e c h s t e r 
O r d n u n g , w e l c h e d i e J a c o b i ' s c i i e C u r v e d e s S y s t e m s g e n a n n t 
w e r d e n kann . Denn jeder Punkt dieser Art muss den Gleichungen 
genügen, welche das Delerminantensvsleni 

ą , u;, ur, u," 

u,, ą ' , ą " , u; 
durch Gleichsetzung mit Null ergibt. Ein solches System repräsenlirl aber 
nach Art. 310 eine Curve sechster Ordnung. 

30. Man s o l l d i e G l e i c h u n g e n z w e i e r F l ä c h e n z w e i t e n 
G r a d e s U = 0, £/' = 0 auf d i e e i n f a c h s t e F o r m 

+ + + 0, üyyXy' + -I- 0330:32 + = 0 
r e d u c i e r e n . 

Nach den Werthen der Invarianten des Systems U l U ' im Bei-
spiel 1 des § 1 sind die Werihe der Constanten a^y, «j.^, «33, a^^ als die 
Wurzeln der biquadratischen Gleichung 

A l ' — -f- 0 1 ' — -I- zř' = 0 
gegeben. Man findet sodann durch Auflösung der vier Gleichungen 
Xi'-\-X2' + 0:32 + U, üyy (ö22«33+ «33Ö44 + «44«22) + = T, 

« i i ( « 2 2 + « 3 3 + «44)^1^+ etc. = T', Uy^Xy' + etc. = V 
die Werihe von Xy', x^', x^', x^' in Gliedern der bekannten Functionen 
U, u', T, T'. Genau gesprochen müsste man zuerst U und U' durch 
die vierte Wurzel von à dividieren, um sie auf eine Form zu reducieren, 
in welcher die Discriminante von gleich Eins ist, es kommt aher auf 
dasselbe Resultat hinaus, bei unverändertem U und U' die T und T' als 
aus ihren Coeflicienten berechnet durch A zu dividieren. 

Beispiel 1. Man soll die Gleichungen — f l ^ T j ^ — — 
+ 24^:2X3 -}- 22x30:1—r20o;io;2 -1- S.rjo:^ -f- 40-30:4 = 0 , 
25a:j' — 10o;22 — löo^g^ — 50:42 -}- 380-30:3 + ^x^xy — 30a:ix.^ — 1 Oa:ix^ 

100:20:4 -j- 180:3X4 = 0 auf die Normalforui reducieren. 
Die Reciproken dieser Gleichungen sind 

bbOiy' -f- 1036^2' + 850^32—324^42 ^ 212OŠ2Ś3 + 500^3^1 —52OI1Ś2 
- 18OŠ1Ś4 + 2088Ś2Š4 + 198OŠ3S4 = 0, 

3950^,2 -}- 80052^ -1- 275OI32 — 972OI42 -j- 11200§2§3 + 4900^3^^ 
— 4160^1^2 + 25020^2^4 + 1 «200^3^4 = 0 . 

Die biquadratische Gleichung zur Beslinnnung von A ist 
8100 ^ l ' — - f 35A2 — 50A + 24} = 0 

es sind also a^y, «22. «33. «44 respective gleich 1, 2, 3, 4. 
Darnach sind T und T' zu berechnen nach den Formeln 

7 ; = <(^22'(«11«22—«12^)+^33'(«11«33-«13') + ^ 4 4 ' («11«44-«14*) 
+ 2 ^ 2 ' («11«23 — «13«12) + 2^24' («11Ö24—«12« 1 4 ) + 2 ^ 3 4 ( « 1 1 « 3 4 
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Beispiel 2. Nachdem gezeigt worden ist, dass die Grossen x.^, 
x^, x^ in Function der Ausdrücke V, U', T, T' ausdrückhar sind, so 
folgt, dass das Quadrat der Jacobi'sclien Determinante des Fläcliensyslems 
ebenfalls aus jenen mit Hilfe der hivarianten bestimmt werden kann. Das 
Resultat der Berechnung ist 
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Wenn man in der Tlieorie der Kegelscimille die Jacobi'sclie Deter-
minante zu den drei Curven S = 0, S ' = 0, = : 0 bildet, so erhält 
man ebenfalls das gemeinschaftliche sich selbst conjugierte Dreieck und 
die dem Vorigen entsprechende Relation 

/2 _ _ F'i0S' + QS) + F{/I'QS' + JQ'S'') 
+ (00' _ 3JA) FSS' 

31. Sowie die Betrachtungen der früheren §§ von der Invarianten-
Natur der Coefllcienten in der Discriminante von C/-f-AZ7'=!0 ausgingen, 
so kann eine andere Reihe von Entwickelungen an die D i s c r i m i n a n t e 
vonAř/"-}- fiU' vU" = 0 geknüpft werden; die Coefficienten der 
verschiedenen Potenzen von X, fi, v sind Invarianten des Systems. Unter 
ihnen sind zwei, welche eine besondere Aufmerksamkeit verdienen, inso-
fern sie auch Invarianten von irgend dreien unter den Flächen des Systems 
XU fiU' + 0 sind. Wir wollen sie durch I und / bezeichnen. 

Die I n v a r i a n t e / v e r s c h w i n d e t i m m e r , w e n n v i e r von 
den S c h n i t t p u n k t e n der F l ä c h e n U=0, U' = 0, U"=:Oin 
e i n e r E b e n e l i e g e n , oder in anderen Worten, wenn es möglich ist, 
Werthe von X, ft, v au bestimmen, für welche XU -f- (lU' -j- vř7" = 0 
der Ausdruck zweier Ebenen ist. Wenn wir, wie Art. 295, die Gleich-
ungen der Flächen in der Form 

Uz= a^x^' + a^x^^ + a^x^^^ + a^x^', 
+ a^x^- + a^x^' + - f 

U"=a^'x, 2 + a^x^^ -f- -f a^'x^' + a^'x^' 
schreiben, wo ô ^ iCj + x^ +0:4 a-'j = 0 ist, so ist zu zeigen, 
dass / das Product der zehn Determinanten [a, a^ a^') etc. Denn es ist 
{a^a.^ + («4 Ö 2 ' 0 3 " ) + («5 «2'«3") = ^ Fläche 

des Systems XU^U' Ą- vU" = 0, welche sich auf das System zweier 
Ebenen reduciert, sobald eine der Determinanten («102 03"). verschwin-
det. Daher ist / von der zehnten Ordnung in den Coefficienten von jeder 
der Flächen. Ehen diess kann auch in folgender Weise eingesehen vver-
den: Sind ř/ = 0, U' = 0 , U" = (i, U'" = O, vier Flächen zweiten 
Grades, welche durch dieselben sechs Punkte gehen, so hat das Problem, 
X, (i, V so zu bestimmen, dass U -j- XU' {lU" vU'" = 0 ein Paar 
von Ebenen darstelle, zehn Lösungen, da durch sechs Punkte zehn Paare, 
von Ebenen gelegt werden können. 

Man kann aber die Grösse X auch bestimmen, indem man die Inva-
riante I des Systems XU fxU' -f- v Z7" = 0 bildet und darnach für 
jeden Coefllcienten a, von U die Verbindung a, + Xa, substituirt. Das 
Substitutionsresultat muss X im zehnten Grade enthalten, da dem Problem 
zehn verschiedene Werthe von A als Lösungen entsprechen; also muss I 
die Coefllcienten von U in diesem nämlichen Grade enthalten. ' 

Die I n v a r i a n t e d e s S y s t e m s , w e l c h e w i r J n e n n e n w o l -
l e n , v e r s c h w i n d e t s t e t s , w e n n i r g e n d z w e i v o n den *acht 
D u r c h s c h n i t t s p u n k t e n der F l ä c h e n ř 7 = 0, U'= 0. U" = 0 
z u s a m m e n f a l l e n , d. i., wenn diese drei Flächen in einem ihnen^e-
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meinschafllichen Punkle Tangentenebenen haben, welche sich in einer 
Geraden durchschneiden. C a y l e y hat diese Invariante d i e B e r ü h r u n g s -
(Tact-) I n v a r i a n t e d e s S y s t e m s v o n d r e i F l ä c h e n genannt; die 
in § 3 betrachtete ist die Berührungs-Invariante für zwei Flächen. (Vgl. 
Art. 323.) Jeder Punkt dieser Art ist der Scheitel eines Kegels, welcher 
dem System Ař/ + (lU' -f- vU'' = Q angehört. Denn wenn wir ihn als 
Anfangspunkt der Coordinaten und die bezüglichen Tangentenebenen als 
.r = 0, y = 0, ax -\r hy •= 0 nehmen, so sind die Gleichungen der 
Flächen ar + Mj = 0 , y ti^ = Q, ax + by u^'- = 0, wenn 
Uo, «2 , "2" Gliefler zweiten Grades bezeichnen; alsdann ist aber 
a'u bü'— Z7" = 0 ein Kegel zweiten Grades, welcher den Anfangs-
punkt der Coordinaten zum Scheitel hat. 

Diese Invariante/ ist vom sechzehnten Grade in den Coefficienten von 
jeder der Flächen. Denn wenn wir in den Ausdruck J für jeden Coeffi-
cienten a von ü das Binom a -j- Xa' substituiren, wo a' der entsprechende 
CoetTicienl der Gleichung einer anderen Fläche = 0 ist, so ist offen-
bar, dass der Grad des Resultats in A mit der Zahl der Flächen des Systems 
U Af/' = 0 übereinstimmen muss, welche die Durchnitlscurve der 
Flächen ř / ' = 0, U ' = O berühren; er muss also nach dem, was in 
§ 29 gefunden ward, gleich sechzehn sein. 

32, Wenn a, x p - f öj + + + == 
eine Kegelfläche darstellt, so genügen die Coordinaten »des Scheitels den 
vier Gleichungen, welche durcb Vergleichung der f^ilferentiale nach 
x , x^ mit Null gebildet werden, d. h. wegen 

a î + ^2 + + ^4 + = 0 
den Gleichungen a^x = â Xr̂ , a^x.̂  = «50:5, etc. 

Man kann also durch —, —, —, —, — die Coordinaten des 
«1 «2 «3 «4 «5 

Scheitels darstellen, und erhält durch Substitution derselben in die Re-
lation, welcher die x ^ . . . x^ stets genügen, die Discriminante der Fläche 
in der Form 

i + i + i + i + i = „. 
«1 «2 «3 «4 

Wenn wir also die Gleichungen JJ =0, ř/' == 0, V" = 0 in der 
hier gebrauchten Form schreiben, so ist die Discriminante von 

Xü - f iiV' -ł- v ř / " = 0 

„ H 7, - f etc. = 0. 
A«! -f- (tlöj 4" + "r ^«2 

Und wenn XU-{-fiU' vü"= 0 einen Kegel repräsentiert, so erhalten 
wir durch Substitution der Coordinaten des Scheitels in die Gleichungen 
von einer der Flächen 

+ r; . . » , 2 + etc. = 0, (A«! - f fia, - f vüi'y (Aöj + fiOi + va^")' 

n — W ^ + n — . + elc. = 0, etc.. {Xa, H- fia, -ł- va, [Xa^ + na^ - f va^ Y 
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Gleichungen also, welche die Differentiale der Discriminante in Bezug auf 
A, (i, V sind. 

Wir erhalten also den Satz: Wenn man die Discriminante von 
XU fiU' + vř7" = 0 und darnach die Discriminante derselben in 
Bezug auf A, (i, v bdde t , so ist J ein Factor im Resultat. Man erkennt 
leicht, dass auch I ein Factor im Resultat sein muss , es ist in der That 
dasselbe gleich 7V.* ) 

*) C a y l e y hat ein ^entsprechendes Theorem für ü und F a l š ho-
mogene Functionen zweier Veränderlichen vom Grade n gegeben. Wenn 
wir die Discriminante von U XV und nachher die Discriminante 
derselben in Bezug auf A bilden, so ist das Resultat gleich AB^CP, 
wenn A das Resultat der Elimination zwischen U ~ 0 und F — 0 ist; 
wenn B eine Fimction vom Grade 2 (n — 2) (n — 3) in beiden Reihen 
von Coefficienten ist, welche verschwindet, sobald A so bestimmt wer-
den kann, dass 1/ IV zwei Paare von gleichen Factoren hat; und 
wenn C eine Function vom Grade 3 (w — 2) ist, welche verschwindet, 
sobald [/ IV = 0 drei gleiche Factoren hat. Wenn U und K homo-
gene Functionen von drei Variabein sind, so ist die Discriminante nach 
X von der Discriminante von U X V stets gleich AB^C^, wenn A die 
Function vom Grade 3« (n—1) in den beiderlei Coefficienten ist, welche 
die Bedingung der Berührung zwischen Z 7 0 und V = 0 giebt; wenn 
B stets verschwindet, sobald A so bestimmt werden kann, dass 
U XV = 0 zwei Doppelpunkte hat, und C, sobald es so bestimmt 
werden kann, dass ü XV =^0 eine Spitze habe. Wenn 7̂ = 0, F ö O , 
W = 0 die Gleichungen von drei Kegelschnitten sind, so ist die Dis-
criminante der Discriminante von XU-{-(iVvJV = 0 in Bezug auf 
A, fi, V-gleich AB*, wenn A = 0 die Bedingung ist, unter welcher die 
Curven sich durchschneiden, und B = 0 diejenige, unter welcher 
XU Ą- y i V v W = 0 ein vollständiges Quadrat ist. 

NB. Zu den Literatur-Nachweisungen tragen wir als sehr beachtens-
werth nach die Note von A. C a y l e y über die Fläche vierter Ordnung 
von S t e i n e r („Journal f. Mathem.", Bd. LXIV, p. 172.) (Vergl. oben 
p. 356 u. die §§ 6, 1 im Zusatz VI); und; die inhaltreiche Abhandlung 
von E u g . B e l t r a m i , „Ricerche di Analisi applicata alla Geometria" 
im II. u. III. Bde. des „Giornale di Matematiche von Neapel (1864, 1865). 
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Verzeichniss bemerkter Druckfehler. 

Seite , 39 Zeile 5 von unten lies yz statt y. 
„ 46 Anmerkung Zeile 9 von unten lies I statt p. 
„ 57 Zeile 16 von oben lies Krümmungslinien statt Krümmungs-

Unie. 
„ 64 Zeile 2 von unten lies seinem statt seinen. 

80 „ 17 „ „ „ (r + n — 9) statt (r + n — g). 
„ 80 „ 5 ,, „ „ der statt den. 
,, 82 ,, 21 , , oben „ erhält statt erhlät. 
„ 125 Anmerkung letzte Zeile füge hinzu „Comptes rendus" t. 

LVIII, p. 994. 
„ 131 Anmerkung **) lies Bd. LXIII statt Bd. XLIU. 
„ 136 Zeile 7 von unten lies a statt x. 
j, 149 die Hinweisung auf die neue Ausgabe von de Saint Venant 

ist zu streichen, 
en lies und ihrer statt ihrer. 

124 statt 129. 
134 „ 137. 
Hilfswinkel statt Hilfsmittel, 

streiche den Punkt am Ende der Formel. 
159 statt 158. 
Artikel 5 p. 568. 
Fläche statt Flächen. 

statt b'l'^-'fi. 
B j statt Äj. 
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