O TRZECH KLASYFIKACJACH
funkcji przedstawialnych analitycznie.
Napisal

Stefan Kempisty (Wilno).

Funkej¢ zmiennej rzeczywistej zbudowang w calym obszarze
zmiennosci wedlug jednego prawa przy -pomocy dodawania, mno-
zenia i przejscia do granicy nazywa Lebesgue przedstawialng
analitycznie i dowodzi, ze,jedynie do takich funkeji daje sig¢ sto-
sowa¢ klasyfikacja Baire’al)

Na wzdr tej klasyfikacji utworzone zostaly dwie inne przez pp.
Younga i Sierpinfiskieg0, przyczem punktami wyjdcia staly sig
dwie réine co do formy definicje klas Baire’a.

W monografji Baire’a p. t. ,Legons sur les fonctions dis-
continues“ 2) znajdujemy nastgpujace okreslenie:

1° funkcje ciggle tworzgq klase¢ zerows,

29 funkcja nalezy do klasy a jesli jest gmmcs, ciggu funkeji
nalezageych do klas < @, o ile sama nie nalezy do jednej z tych
klas.

Otéz mozemy zamiast o ,granicy ciggu“ moéwié o ,sumie
szeregu®. gdyz suma skoriczonej ilodei funkeji klasy @ jest réwniez
funkeja klasy a. Zastgpujge dalej slowo ,szereg“ przez ,szereg
bezwzglednie zbiezny“, dochodzimy do klasyfikacji Sierpin-
skiego. w ktérej klasa pierwsza sklada si¢ z réznic funkeji na-

1) H. Lebesgue: Sur les fonctions représentables analytiquement, Journal
de Math. 1905, str. 152—3.
3) R. Baire, Paris 1905, str. 126.
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wpbleiaglych gérniet). W celu wyrézinienia nowych klas nazywaé
je bedziemy klasami bezwzgle¢dnemi.

Young, wychodzae z pierwotnej definicji Balrea tworzy nows
klasyfikacje przy pomocy eiagéw monotonieznych, skad powstaje
koniecznosé rozrézniania typéw odpowiadajacych ciggom nierosna-
cym i niemalejgeym. Granice ciagéw nierosngeych funkeji cigglych
nazywa funkcjami typu w, gdyz sg to funkeje nawpéleiggle gérnie
(upper semi-continuous functions) za$ granice ciggéw niemaleja- °
ecyeh — funkejami typu ! (lower semi-continuous funetions). Gra-
nice ciggéw nierosngeych, ktérych wyrazami sy funkeje typu I ozna-
cza Young przez ul it. d., stawiajac zawsze na poezatku litere od-
powiadajaes ostatniemu ciggowi2). Symbolika taka jest dla Yonnga
wystarczajacs, gdyz rozpatruje on tylko funkeje otrzymane przy po-
mocy skonezonej ilodei przejsé do granicy.

Ogdlng definicje klasyfikacji Y ounga podalem w tomie II czas.
Fundamenta Mathematicae®) moina ja jednak uproscié. usuwajge
wymaganie, aby wyrazy ciggu byly jednego typu, gdyz zawsze
znajdzie sig w ciggu nieskonczenie wiele wyrazéw jednego typu.
Podobne okreslenia znajdujemy wilasnie w niedawno wydanem dziele
H. Hahna p. t. ,Theorie d. reellen Funktionen“), gdzie funkeje
Younga klasy « nazwane sy funkcjami rzedu @ (¢ — ter Ordnung).

Okre$lenie. Funkeje ciagle sa rzedu zero. Granice ciggéw
monotonicznyeh funkeji rzedu < sy rzedu @, o ile same nie sy
nizszego rz¢du. Funkeje rzedu @ bywaja dwdéeh typdw: w i [, za-
leznie od tego, czy sg gramcaml ciggéw nierosngeych, czy tez nie-
malejgeych.

Nowe klasyfikacje nie doprowadzaja nas oczywiscie do fun-
keji nie objetych klasyfikacja Baire’a, obejmujg jednak ze swej
strony wszystkie funkeje przedstawialne analityeznie, jak to wy-
nika z nastgpujgcych wlasnosei:

1. Wszelka funkeja klasy @ jest conajwyzej rzedu e—+41 1 to -
obu typow.

1) W. Sierpinski: Sar les fonctions devéloppables... Fund. Math. 1I.
(1920) str. 18.

3 W.H. Young: On functions and their associated sets of points. Proc.
-Sond. Math. 12 (1914) str. 260.

3) 8. Kempisty: Sur les séries itérées... str. 68,

4) Berlin 1921 (v. J. Springer). Kap. b, § 3, str. 328.

http://rcin.org.pl



43

2. Wszelka funkeja rzgdu a jest conajwyzej klasy bezwazgle-
dnej a!).

Pierwsze z tych twierdzen daje sig odwrdeié przy pomoey
zbiordw Borela?®). Otrzymamy réwniez owo odwrotne twierdzenie
na innej drodze, jako wynik dalszych rozwazan.

Przedmiotem niniejszej rozprawy jest ustalenie nowych zale-
znosei migdzy klasami Baire'a z jednej strony a klasami bezwzgle-
dnemi i rzgdami z drugiej.

Zaleznosei te wynikaja z uogdlnienia nastgpujgcych twierdzen:

3. Warunkiem konieeznym i wystarezajacym, aby funkeja
byla rozwijalng na szereg bezwzglednie zbieiny funkeji cigglych,
jest, aby byla réznicg funkeji nawpéleiagglyeh gérnie 3).

4. Jesli g(x) jest funkeja dolnie nawpdleiagly zad h(z) — gor-
nie nawpdleiggla, przyczem

\

9(®) = h(2),
wowezas istnieje funkeja ciggla f(z) spelniajgca warunek

9(2) = /(@) = h@) 4.

5. Funkeja klasy pierwszej Baire'a daje si¢ przyblizyé jedno-
stajnie zapomocsg réznicy funkeji nawpdleiaglych gérnie ).

Bedziemy opieraé¢ si¢ ua lematach, ktérych dowody znajdzie
czytelnik we wspomnianym dziele Hahna®)

Lemat 1. Jesli f(z) jest funkejy typu u rzedu @, wéwezas
funkeja

{/(I) ==,(x)’_};’f (Z);

jest conajwyzej rzedu @ tegoz tvpu, co f(z).

1) 8, Kempisty, loc. cit tw. V[ i V str. 712,

?) W. H. Young, loc. cit. str. 286 (dla a skonezonych) oraz" H. Hahn,
loc. cit. tw. 1 str. 346.

%) W, Sierpinski, loe. cit. p. 18, warunek konieczny podany zostal przez
p. S. Glassa,

4 H. Hahn: Uber halbstetige u, unstetige Funktionen. Sitzungsberichte
k. Akad. in Wien. Abt, ITa B. 126 (1917) str. 103.

§) 8, Mazurkiewicz: Sar les fonctions de classe 1, Fund. Math, II (1920)
str. 732, nogblnienie na funkecje nieograniczone — 8. Kempisty str. 131,

) Kap. V. § 3 twierdzenia: VI-IX i XL
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Lemat 2. Granica ciggu nierosngcego (niemalejacego) funkeji
typu u (I) rzedu << e jest funkejs rzedu << a, tegoz typu co wy-
razy ciggu. 3

Lemat 3. Funkeja typu # (I) rzedu @ jest granica nierosng-
cego (niemalejgcego) ciagu funkeji typu ! (u) rzedu <a.

Lemat 4. Suma funkeji typu u () rzedu << e jest funkeja
rzedu < @ typu u(l).

Lemat 5. Jesli /() jest funkejg typu u (/) rzedu @, wéwezas
— f(z) jest typu I (u) tegoz rzedu.

Twierdzenie 1. Funkcja klasy bezwzglgdnej @ jest réznicy
funkeji typu u rzedu < ea.

Dowéd. Funkeja f(z) klasy bezwzglednej @ jest sumg sze-
szeregu bezwzglednie zbieinego funkeji f,(z) nalezgeych do klas
bezwzglednyeh < a.

Niech

¢”(x)=___£(w)—2|ﬁ.(xl| w”(x)zzwl:!fu(x_ﬂ

&

wowezas

fa(2) = @.(2) — ¥, (x)

oraz

(P,.(I), w,.(z) <0

Poniewaz za$
lpa(@) |, |.(2)| <|/i(@®)],

wige z bezwzglednej zbieznosei szeregu

f@)= Y /i@

n=1

wynika, Ze istniejy sumy:

(1) p@)= Y 9.@)
@) Y@= Y v.()
przyczem

/(@) = g(a) — ().
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Funkcje 7,(2), jako nalezgce do klas bezwzglednych < @, na-
lezg oczywiscie i do klas Baire'a < @ a zatem ¢, (z) oraz ¢, ()
beds na moey okreslenia réwniez klasy Bairea < a.

Oté% zgodnie z tw. 1, przytoczonem wyzej, wszelka funkeja
klasy 8 < @ jest rzedu g+ 1<Ce obu typéw, a wige funkeje ¢, (2)
P, () sa w szezegblnodei typu u rzeddw < a.

Suma skonezonej ilosei wyrazéw w kazdym z szeregéw (1) (2)
jest na mocy lematu 4 funkejy typu u tegoz rzedu, co i wyrazy.
Poniewai za§ owe wyrazy sg niewigksze od zera, wige sumy ko-
lejue tworza ciagi nierosngce a wige zmierzajgce, wedlug lematu 2,
do granic @(z) i Y(x) typu u rzedn <ea.

Twierdzenie IL Réznica funkeji typu u () rz¢du « jest funkc]a,
klasy bezwzglednej <a.

Dowéd. Réznica funkeji typu u jest réwniez réznieg funkeji
typu /, mamy bowiem

p(x) — 9(2) = [—9@)] — [— 9(@)],

gdy zaé @(z) i ¢(x) s typu u, wowezas na mocy lematu b funkcje
— () i — @(x) sa typu I. Mamy wige wladciwie tylko jeden wy-
padek do rozpatrzenia.

Twierdzenie jest oczywiscie prawdziwe, gdy @==1, jest to
bowiem czgéé przytoczonego twierdzenia 1. Aby mozna bylo za-
stosowa¢ zasadg indukeji pozaskoriezonej, pozostaje udowodnié, ze
jesli nasze twierdzenie jest prawdziwe dla @ <<, wowezas zachodzi
réwniez przy a=[.

Niech

D1y Par PasPaseves Pusye oy
Yy, Yo, Yoy Waye ooy Yy

beds ciagami nierosngcemi funkeji klas monotonieznyeh a < f typu /
a zmierzajgcemi do danyeh funkeji @(z) i @(2) rzedu § typu w
(por. lemat 3).

Utwoérzmy cigg

P — Y1, Ps — W1, P — Wos Pg — Yoy vy Pu— Yoy Pupr — Y- - -
zmierzajacy do réinicy @(x)— (). Wyrazy tego ciagu sy kolej-
nemi sumami skonczonej ilo$ei wyrazéw szeregu
(3)

P — P, +(‘P1 @) — (Y3 — )+ (Pogr — Po) (W1 — W)+ e
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znakozmiennego, gdyz na moey zalozenia
¢n+l—¢n>o ¢n+1—¢n>0~
Szereg wyrazéw dodatnich ‘

¢ —Y+ | @ — oy
2

Py — 1/}1)—— (¢l 9% wz)+---— (¢..+1 o "pu)+ oo
jest zbiezny, gdyz posiada sumeg

P — 1+ |91 — Y|
2

g, 2 w+¢xv

podobniez zbieznym jest szereg wyrazéw ujemnych

?—’:-?%Jw-’--l F(@2s — ) + (92— @)+ A+ (Prrs — P+

ktérego sumg jest

St o b S, AT

g
Zatem szereg (3) jest bezwzglednie zbieiny.
Poniewaz zalozylismy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla rze-
déw a < B, wige réznice:

Pug1 = Pn sy el | PAE

sg funkcjami klas bezwzglednyeh a < 3.

Suma szeregu (3), jako szeregu bezwzglednie zbieznego takich
réznie, jest wige klasy bezwzglednej 8.

Whiosek 1. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym, aby
funkeja nalezala do klasy bezwzglednej <@, jest, aby byla réznicg
funkeji rzedu <<e jednego typu.

Twierdzenie III. Jesli migdzy funkejami g(x) i A(z) rzedu
@+ 1 a nalezgcemi odpowiednio do typéw ! i u zachodzi stosunek

g(@) > h(z),

wéwezas istnieje funkeja f(z). ktdra jest réinica funkeji jednego
typu rzedu <Ce i spelnia warunek

9(@) = () = h(=).
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" Dowéd. Funkeja g¢(x), na zasadzie lematu 3, jest granicy
. ciggu niemalejgcego

(4) 9“9)!98'--1.9-1'--

funkeji typu u rzedu <Ca. Podobnie funkeja A(x) jest granics nie-
rosngcego ciggu

®) N Y TRy R

funkeji typu  rzgdu << a.

Utwérzmy szereg
(6)
b —g1) —{h—g2) Hhs—9:} —he—gal - dha—gu) — tha— Gy}t
stosowany przez Hausdorffat) przy dowodzie twierdzenia Hahna
(tw. 2), zakladajge wraz z Hausdorffem

hn — Im !hu Do lnil
(Rt g_}=____.-"_+_2___ ml
t. j. wiekszej z liczb : zero'i h,—g.,.
Jedli

g(@) > h(2)?),

wéwezas moze istnie¢ w danym punkeie z tylko skonezona ilodé
wyrazéw ciggu (D) lub (4) spelniajgeyveh nieréwnosé

h(x)=g.(2),

zatem szereg (6) posiada w kazdym punkeie skonezong iloéé wy-
razéw 1 jest niewatpliwie bezwzglednie zbieiny. Sumg tego szeregu
mozemy wige przedstawié w postaci roznicy sum dwdch szeregéw:

p={h—g)+{hy—9:} + ... +{h—g )+ -
O=—g (b — g} —gs)+. . Fth—gup)+ .-

Wyrazy obu szeregéw s, na zasadzie okreslenia oraz lematéw
b, 4 i 1, fankejami typu ! rzgdu <<a. Poniewaz wyrazy te, précz
— gy, muszag byé na mocy tegoz okredlenia nie mniejsze od zera, '
wige eiagi sum skoniczonyeh bedg niemalejyce i jako niemalejgce

1) F. Hausdorff; Uber halbstetige Funktionen, Math. Zeit. b (1910)
str. 295,
*) Przy g(z) = h(x) nie jestefmy pewni bezwzglednej zbieénobei szeregu (6).
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ciagi sum funkeji typu ! rzedéw <Cea, bedsg zmxerzaly do granie
@) 1 px) typu I rzedn e (Iematy 41 2). A wiec suma sze-
regu (6) jest réznicg @ — funkeji typu 7 klasy <ea.

Poniewaz, jak zaznaczyliSmy wyiej, szereg (6) posiada w ka-
zdym punkcie skonczong ilo$¢ wyrazéw, wige suma jego przybiera
wartosci g,(x) lub A, (x) zaleinie od tego czy pierwszym wyrazem
mniejszym od zera w ciagu

hl"“‘.% hy =085 hy — 9s; h: —Jsy--- ; hn‘—.%, hn—gn+1" ..
jest h,—g, czy tez h,—g,,,. W pierwszym wypadku mamy
9(@) 29.() > hu(2)=h (@),

w drugim

9(2) 2 guga() > h, (2) 2= h(2)

a wiegc w obu razach
9(@) = ¢(x)— (@) = h().

Zatem wymieniong w twierdzeniu funkejs f(2) bedzie réinica

9 (@) — ().

Whiosek 2. Jesli F'(z) jest funkejg obu typéw rzedu a1
za$ & liczbg dodatnia, wowezas istnieje funkeja f(z), ktéra jest ré-
znicy funkeji rzedu e jednego typu i spelnia warunek

| F(z) — f@)| < e
(Wystarezy zalozyé g(x) =F(x)+ & zas h(x)=F(z) — ¢).
Whiosek 3. Jesli F'(x) jest funkcja obu typéw rzedu e 1
za$ ¢ liczba dodatnia, wéwezas istnieje funkeja f(z) klasy bez-
wzglednej <Cea, spelniajgca nieréwnosé
F@)—f@)]| <e
(na mocy tw. II).
Whiosek 4. Funkeja obu typéw rzedu e@-1 jest granics
ciggu jednostajnie zbieznego funkeji klas bezwzglednyeh <a
(Obieramy malejacy cigg liczb dodatnich
1, s s Bl s
zmierzajacy do.zera. Odpowiednie przyblizenia

S1(@), 3(2)... /(@) ...

tworzg cigg jednostajnie zbiezny o granicy F'(x)).
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Whiosek 5. Funkeja obu typéw rzedu @ -1 jest conajwyzej
klasy a Baire’a.

(Poniewaz funkcje f,(z) sy na mocy Wn. 4 klasy bezwzgle-
dnej =a, a wige a fortiori klasy =e Baire’'a, korzystamy
z twierdzenia Lebesgue’a?), wedlug ktérego granica ciagu je-
dnostajnie zbieznego funkeji klasy <@ nalezy do klasy < a.

Whiosek 6. Jesli F'(x) jest funkeja klasy ¢ Baire'a zas e
liczbg dodatnig, wéwezas istnieje funkeja f(z) klasy bezwzglednej
<@, spelniajaca nieréwnosé

| F(x) — f(x) < &.

(Opieramy si¢ na przytoczonym twierdzeniu Younga — tw. 1).

Whiosek 7. Funkeja klasy @ Baire’a jest granicg ciggu
jednostajnie zbieznego funkeji klas bezwzglgdnych <Ce.

Whiosek 8. Warunkiem koniecznym i wystarczajacym nale-
zenia funkecji do klasy =<« Baire’a jest, aby byla granics ciggu
jednostajnie zbieznego funkeji klas bezwzglednych <Ca.

1) H. Lebesgue loc. cit, th, IIIL

\NSI'},)

g Wl <
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Dodatek do Rocz. pol. Tow. matem. 4
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