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1. — WiLLis W swoich « Principles of Mechanism» (London, 1841 i 1870) pierwszy poruszył 
kwestyą oznaczenia kształtu i stosunku kół zazębionych w tym przypadku ogó lnym, jeżel i osie nie są 
ani równoleg łe , ani się przecinają. Usiłując rozwiązać powyższg. kwesty^, popełni ł był Wil l is błę, d 
zasadniczy, poprawiony przez OLLIYIERA, który posługiwał się m e t o d a m i Geometryi Wykreślnej, i 
dał pochop i n n y m matematykom do głębszego zbadania całej sprawy. Pomiędzy tymi pracownikami 
w y m i e n i ć należy przedewszystkiem p a n ó w : W E I S B A C H , R E U L E A U X i HATON DE LA GOUPILLIERE. Prace 
lycłi g e o m e t r ó w , powyższćj kwestyi poświęcone , nie opierały się na twierdzeniach ogólnej nauki 
o ruchu, lecz wychodzi ły częstokroć z pewnych założeń specyalnych, niezawsze ściśle uzasadnionych, 
z czego wynik ło , że rozwiązania przez nich podane nie wyczerpały kwesty i postawionej i pozostawiły 
niektóre wg. tpl iwości pod w z g l ę d e m zastósowania tychże do kwesty i kół zazębionych. Z tego krót-
kiego przedstawienia rzeczy widać, że wyczerpujące rozwi§zanie powyższej kwesty i ze stanowiska Cy-
nematyki jest bardzo pożadane, tak dla teoryi , jak dla konstrukcyi kół zazębionych. 

W toku dalszego rozumowania przekonamy się, że powyższa kwestya tkwi w następujęcem ogól-
n e m zagadnieniu Gynematyki czystej : 

Ciału r u c h o m e m u 2 o kształcie n iezmiennym udzielamy równocześnie ruchy obrotowe 
około dowoln ie w przestrzeni położonych osi Oi, 0^, O 3 , . . . O ; , . . . 0„ z odpowie -
d n e m i chyżościami k^towemi oi„ w ĵ . . . , . . . o),i_,, o),^: oznaczyć e l ementa ruchu w y -
padkowego . 

W lym ce lu odnieśmy dany układ osi obrotów do d o w o l n e g o układu prostokątnego osi spółrzęd-
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nych Ay, Az, i niechaj 

(2) 

będ? równania osi Oi wzg lędem {Axyz), przyczem wskazówka i może przybrać wartości wszystkich 
liczb całkowitych ( i , 2, 3, . . . . n — { , n). Zowi^c dowolny płaszczyznę Wi\Oi płaszczyzna obrotu 
około tej osi, odetni jmy ze śladu osi Oi na II,- na tejże osi przynależną, chyżość kątow§ m w takim kie-
runku, aibyśmy, patrząc z punktu końcowego tego odcinka na płaszczyznę obrotu, widzieli cbrót każ-
dego punktu na U. w kierunku obiegu wskazówki u zegara. Tym trybem postępując, przedstawimy 
dane ruchy obrotowe za pomocą odcinków coj, oĵ , . . . ok, o)„ w e właśc iwych kierunkach, 
z dowolnych punktów początkowych y, , z )̂-, . . . . z.); {^n, Un, 

Przez punkt początkowy A układu osi spółrzędnych poprowadźmy pęk promieni 0'i, O j, O 3, 
0'i, 0 '„_ i , 0'„, z których każdy 0'i || O., i udzielmy ciału 2 około każdego z tych promieni jako osi 
dwa obroty równoczesne z chyżościami kątow^emi m i — w,, przezco w n iczśm nie zmienimy ruchu 
ciała, a lbowiem każde dwa obroty ojj i — Wj nawzajem się znoszą. Z dodania tego układu obrotów 
równoczesnych do pierwotnego wynika system ruchów obrotowych 

(3) 

około osi (0'i, o ; , . . . . . . 0 ' „ _ „ 0'„), przecinających się w punkcie A, i system par wirujących 
(couple de rotation) 

(4) 

których płaszczyzny przez punkt A przechodzą. Ponieważ każda z par wirujących równow^arta jest ru-
chowi pos tępowemu w kierunku prostopadłym do płaszczyzny pary z chyżością równą m o m e n t o w i 
pary, przeto wypadkową systemu (4) będz ie ruch postępowy z pewną, późniśj oznaczyć się mającą 
chyżością V, podczas gdy system obrotów równoczesnych (3) daje jako wypadkową ruch obrotowy 
z chyżością kątową około pewnćj osi O, której kierunek i położenie później oznaczymy. Rozkładając 
postęp wypadkowy V na dwie składowe V' i V", z których V' || O, V ' 1 0 , otrzymamy ze złożenia po 
stępu V" z obrotem ruch obrotowy z chyżością kątową SI około osi S || O, tak, że system danych pier-
wotn ie ruchów obrotowych równowarty jest ruchowi o b r o t o w e m u i i około osi S w połączeniu z ró-
wnoczesnym ruchem postępowym V' w kierunku tejże osi, czyli : ruchowi śrubowemu około osi S. 
Oś S wypadkowego ruchu śrubowego nazwiemy osią centralną ruchu ciała 2 . Mamy tedy następujące 
twierdzenie zasadnicze : 

Dowolne róionoczesne ruchy obrotowe, udzielone ciału stałemu 2, równowarte są ruchowi śrubo-
wemu około osi centralnej, 

W celu obliczenia e l e m e n t ó w ruchu śrubowego , oznaczamy przez fw,-, w,-, w,) składowe ruchu 
obrotowego o)f około osi_0'f odnośnie do Ax, Ay, Az, to kładąc 

(6) 

otrzymamy 

(7) 

z ( zego na oznaczenie składowych chyżości ką towych il^, i l , wypadkowego ruchu obrotowego 
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12 około osi o wynikaj^ następujące war tośc i : 

(8) 

Niechaj (X, \t., v) będ^ kęty k ierunkowe osi O wzg lędem {Axyz), to mamy 

(9) 

gdzie 

(10) 

Oznaczmy przez S.- najkrótszą odległość punktu A od osi Oj, to Mi = o)A będzie l iczebną wartością 

m o m e n t u pary wirującej (w,-, — w/), gdzie 

(11) 

Aby m o m e n t Mi przedstawić geometrycznie , wyprowadźmy w punkcie A prostopadłą do płaszczy-
zny pary wirującej (wj, — Wi)» ^ odetnijmy na tej prostopadłej z punktu A odległość Mj w takim kie-
runku, abyśmy, patrząc z punktu końcowego tego odcinka na płaszczyznę pary (wj , — oj,- ), widziel i 
strzałkę kierunkową odcinka obracającą punkt początkowy odcinka — ŵ  w kierunku obiegu wska-
zówki u zegara. Oznaczając przez (ki, v,) kąty k ierunkowe odcinka M,- wzg lędem {Axyz\ mamy na 
m o c y ( U ) : 

z czego na oznaczenie składowycti m o m e n t u Mj wynika : 

(12) 

Z tych równań dostaniemy, znacząc przez Mj;, Mj,, Mi składowe m o m e n t u wypadkowego M, a przez 
(X', [i , v') j ego kąty kierunkowe wzg lędem {Axyz): 

(13) 

(14) 

( 1 5 ) 
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Moment M jest niczeni innem, jak żądaną chyżością V ruchu p o s t ę p o w e g o , o k t ó r y m poprzednio 
była m o w a . 

Ponieważ w zrównania (8) wchodzą tylko takie i lości , które zupehiie niezależne są od położenia 
punktu A, przeto wnos imy, że tak położenie osi O, jak wie lkość chyżości kątowej pozostają te same, 
do któregokolwiek punktu A sprowadzimy pierwotny system ruchów obrotowych. W zrównania 
(13), ( i 4 ) i (15) wchodzą jednak takie ilości, które zawisłe są od punktu A, zdaje się tedy, że tak kie-
runek, jak wie lkość m o m e n t u wypadkowego M dla każdego punktu A będą inne. Aby to przypuszcze-
nie uzasadnić, sprowadźmy pierwotny system ruchów obrotowych do punktu A', ktorego spółrzędne 
wzg lędem {kxyz) niechaj będą ę). Przesunąwszy przez A' układ osi spółrzędnych (A V) zgodny 
z p ierwotnym, oznaczmy przez (x', y', z ) składowe dowolnego punktu a przez 

zrówuiania osi O. wzg lędem {A'x'y'z'), to ze wzorów transformacyi 

wynika 

z czego otrzymamy 

(16) 

( I R 

gdzie Mi, względnie M' oznaczają moment pary (oj,-,—w,), a względnie m o m e n t pary wypadkowej , 
odnośnie do punktu A'. Z porównania wzorów (17) z wzorami (13), (14) i (15) wynika, że w o g ó l n o -
ści tak wielkość , jak kierunek momentu w y p a d k o w e g o zawisłym jes t od punktu, do którego dąny 
system ruchów obrotowych sprowadzono. 

Oznaczywszy przez (M', kąt, jaki oś O zamyka z kierunkiem m o m e n t u wypadkowego M', mamv 
z (9) i (14): 

(18) 

wstawiając w to równan ie wartości na M':,, . . . , . . . , M' i 12, przekonać się łatwo, że kąt (M', il) 
jest zmienny i zależy od położenia punktu A'. Z poprzedniego określenia osi centralnej S ruchu 
ciała ^ wiemy, że odnośnie do każdego punktu tejże musi być cos(M', Q) = ± 1, z czego wynika , 
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Że w punktach osi centrahiej musi być na mocy (18): 

który-to warunek w y m a g a koniecznie spółistnienia następujących d w ó c h zrównali: 

(19) 

jeżeli założymy 

Wstawiając w te dwa zównania wartości z (17), i wyrażając I i r, jako funkcye ę, otrzymamy, 
kładąc 

(20) 

jako zrównania p,rosiej, której każdy punkt A' czyni zadość warunkowi cos(iM', ii) = ± l , czyli zró-
wnania żądanej oisi cenlralnćj rucliu S. Z (9) i (20) wynika, że oś centralna równoległa jest do osi O, 
wpadającej w promień w y p a d k o w y pęku promieni (wj, oî , . . . oj„), przesuniętego przez dowolny 
punkt A . 

Aby oiznaczyć m o m e n t wypadkowy V' odnośnie do punktu A' na osi centralnej, podstawmy 
w (17) ta!kie trzy wartości na (i, ri, <;), które czynią zadość zrównaniom (20), a dostaniemy 

(21) 

które-to zrównanie zapowiada, że m o m e n t wypadkowy V' dla każdego punktu A' osi centralnćj 
jest i lością stałą. Z w i a d o m y c h własności par wirujących wynika bezpośrednio, że Y' jest chyżością 
postępową ruchu śrubowego około osi centralnćj. 

Pos tawione pod (1) zagadnienie ogólne jest tedy wyczerpująco rozwiązane, zrównania b o w i e m (10), 
(20) i (21) pozwalają obl iczyć wszystkie e l ementa żądanego ruchu w y p a d k o w e g o . 

2. — Aby pokazać, jak na podstawie powyższego zagadnienia cynematycznego rozwiązać się daja 
wszystkie kwestye o kształcie i wza jemnym stosunku kół zazębionych, załóżmy, że dwie osie Oi, 
które się ani przecinają, ani są równoleg łe , m a m y połączyć za pomocą kół zazębionych R^, R ,̂ przy-
czem stosunek 

(22) 

chyżości kątowych ich ruchów obrotowych ma być ilością stałą. Jeżeli Uj jest ko łem pędzącem, R, 
zaś pędzonem, to kształt o b y d w ó c h kół zawis łym jest j edynie od ruchu koła pędzonego ivzględem pę-
dzącego, mus imy tedy przedew^szystkiem ten ruch w zględny ściśle oznaczyć. Używając w t y m celu 
ogólnej metody , jaką nauka o ruchu wzg lędnym podaje, udzie l imy o b y d w o m ko łom R^ i R, ruch 
obrotowy około osi z chyżością kątową — ojj : w skutek tego obrotu koło pędzące przejdzie w stan 
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spoczynku, a ruch wynikający Z obydwóch o b r o t ó w równoczesnych —w^ i koła R^ około osi 
Ol, względnie O2, będzie żądanym ruchem wzg lędnym tegoż. Na mocy założenia o położeniu wza-
jemnóm o b y d w ó c h osi wynika z poprzedniego, że ruch koła pędzonego wzg lędem pędzącego jest ru-
chem śrubowym około osi centralnej. 

Celem oznaczenia e l ementów tego wzg lędnego ruchu śrubowego, obierzmy oś Oi trzeciorzędną 
osią Az układu {kxyz)^ i niechaj 

(23) 

będą równaniami analitycznemi osi O2. W takim razie m a m y : 

gdzie 

(S>4) 

(25) 

Zrównania (24) pokazują, że oś centralna S równoległa jest do płaszczyzny, przesuniętej przez punkt 
A równoległe do obydwóch osi, że zatem kierunek osi centralnej z danych kierunków Oj i Og za po-
mocą konstrukcyi płaskiój łatwo oznaczyć się daje. 

Dalej m a m y : 

(26) 

(27) 

Po wstawieniu tych wartości w (20) dos tan iemy: 

(28) 

jako zrównania osi centralnej S. 

Oznaczmy przez A najkrótszą wzajemną odległość danych osi, przyczćm Oj = (a-j, .Vi, 2i), 
0 ,^(5:2 ,^2 ,^2) niechaj będą punkta spotkania się prostśj A z osią Oi, względnie O2, to 

( 1 5 ) 
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są zrównania prostej o ą . Podstawiając w zrównfinie (28), otrzymamy 

z czego ze względu na (29) wnioskujemy, że oś cent^-arm przecina najkrótsza loząjemną odległość danych 

osi. Niechaj będzie punktem spotkania się obydwóch prostych S i ô ô , to m a m y 

(30) 

gdzie 

(31) 

z czego wynika 

(32) 

Punkt p można łatwo oznaczyć konstrukcyą. Z (30) i (31) m a m y b o w i e m 

(33) 

a ponieważ 

(34) 

gdzie (S, Oj), względnie (S, O î oznaczają kąl. zawarty między osią centralną a osią Oj, wzg lędn ie 

OJ, przeto będzie 

(35) 

Oznaczywszy tedy konstrukcyą płaską kierunek osi centralnśj , m o ż e m y za pomocą stosunku (35) ozna-
czyć punkt p, przyczóm zauważać należy, że długości pOj, względnie po^ są najkrótszemi wzajem-
nemi odległościami prostych S i O), względnie S i 0^, a lbowiem 

Pozostaje jeszcze do obliczenia chyżość postępowa V' wzg lędnego ruchu śrubowego. Podstawia-

jąc wartość na {bm — anf z (32) w zrównanie (27), o trzymamy 

co na mocy , 

daje 

co podstawiwszy vv (21), dostaniemy ostatecznie : 

(36) 
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Aby na podstawie powyższej analizy wysnuć ostatecznie wnioski co do kształtu kół R^ i R ,̂ za-
łóżmy, zgodnie z praktyką mechanizmu kół zazębionych, że nietylko stosunk (22), ale nadto tak 
chyżość kątowa wi, jak o)̂  zachowują wartości stałe, to znaczy, że ruch jednostajny koła pędzącego 
ma być przeniesiony jednostajnie n a p ę d z o n e . Zrównania (24) i (35) pokazują, że w takim razie oś 
centralna wzg lędnego ruchu śrubowego jest n ieruchoma w przestrzeni, a z (25) i (36) widzimy, że 
tak postęp, jak obrót podczas ruchu wzg lędnego odbywają, się jednostajnie . Z t e g o wynika, że miej-
scem geometrycznem ciągle po sobie następujących położeń osi centralnej lozglrdem osi Oj jest hy-
perboloida obrotowa H,, której osią geometryczną jest O), rodzącą zaś prosta S ; że tak samo druga 
hyperbolo ida obrotowa H^ o osi 0^ i tej samej rodzącej S wyobraża miejsce geometryczne ciągle 
po sobie następujących położeń osi centralnej względem osi O .̂ Obie hyperboloidy, osadzone na doty-
czących osiach Ol i Og, dotykające się wzajemnie wzdłuż nieruchomej w przestrzeni prostej S, 
mogą, służyć jako części składowe mechanizmu, mającego przenieść ruch obrotowy z osi 0^ na O, 
pod danymi warunkami. Ponieważ koła zazębione wypełn iać mają te same funkcye , co dotyczące 
mechanizmy pierwotne Hi i Hj, przeto boki ich zębów muszą się zazębiać na powyższych d w ó c h 
hyperboloidach, a koła ich podziałowe muszą być równoleżnikami o b y d w ó c h hyperboloid Hi i H^, 
dotykającymi się wzajemnie w dowolnym punkcie prostej S. Z tego powodu nazywamy koła zazę-
bione , osadzone na dwóch osiach ani równoległych, ani przecinających się, kołami hyperboloidalnemi. 
Długości poi i poj wyobrażają promienie kół szyjnych o b y d w ó c h hyperboloid p ierwotnych, kładąc 
tedy Ri=/>Oj, R2=po2, widzimy, że najmniejsze koła podziałowe, jakie tylko pod powyższymi 
warunkami do konstrukcyi kół zazębionych mogą być użyte, należy opisać z punktów Oj i ô  pro-
mieńmi Rj i Rj, których długości z poprzedzających formuł łatwo obl iczyć się dają. Używając kół 
szyjnych jako pierwotnych, otrzymamy kołahyperbolo idalne , które dla odróżnienia od innych często 
kołami śrubowemi nazywane bywają. 

Jeżeli osie Oi, 0^ są równoległe , to na mocy (36) znika postęp, a pozostaje tylko obrót podczas 
ruchu względnego, którego chyżość kątowa jest różnicą danych chyżości . Oś centralna wzg lędnego 
ruchu obrotowego przybiera w tym razie kierunek równoległy do danych osi, a punkt p dziel i naj-
krótszą wzajemną odległość tychże w odwrotnym stosunku dotyczących chyżości kątowych. Każda 
z hyperboloid Hj i przechodzi w walec obrotowy o osi 0^, względnie 0^, a koła zazębione przy-
bierają z tego p o w o d u miano kół czelnych. 

.Jeżeli osie Oi i O2 przecinają się w punkcie C, to także ruch wzg lędny koła pędzonego jest obro -
towy, a lbowiem A = 0. Oś S tego ruchu obrotowego przechodzi przez punkt stały G.i pada na 
płaszczyznę przesuniętą przez obydwie dane os ie ; kierunek jej wyznacza taka sama konstrukcya, jak 
w przypadku ogólnym. Każda z hyperboloid Hi i H2 przechodzi w stożek obrotowy o osi Oj, względnie 
0.2, a koła zazębione przybierają z tego powodu miano kół s tożkowych . 

Gdybyśmy w przypadku ogólnym założyli, że przy niezmienności s tosunku X każda z chyżości 
kątowych i o)̂  jest funkcyą czasu, t o i w takim razie oś centralna, w której o b y d w a koła zazębione 
ciągle się dotykają, pozostaje nieruchoma w przestrzeni, a tylko chyżość pos tępowa V' wzdłuż tejże 
osi jest zmienną. Możemy tedy zapomocą danej pary koł zazębionych niejednostajny ruch obrotowy 
zamienić na niejednostajny, byle tylko stosunek chyżości kątowych tych ruchów nie podlegał żadnej 
zmianie . 

3. — Oznaczywszy kształt pierwotny kół zazębionych, pozostaje nam jeszcze do obliczenia każdora-
zowy ich stosunek. Pod stosunkiem dwóch kół zazębionych będziemy rozumiel i w ogólności stosunek 
długości promieni ich kół podziałowych. Załóżmy, że dla konstrukcyi d w ó c h kół zazębionych hyper-
boloidalnych c h c e m y użyć kół szj^jnych hyperboloid Hi i H^ jako kół p ierwotnych (podziałowych), 
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i niechaj Ilj, Rj będą promienie Łych ostatnich, to ze zrównania (3o) wynika bezpośrednio : 

(37) 

Połóżmy = sin (O,, O2), to z podstawienia w i a d o m e g o stosunku chyżości kątowych w (37) 

o trzymamy : 

(38) 

co na m o c y (25) daje ostatecznie : 

(39) 

Zrównanie to pokazuje, że stosunek dwóch kół śrubowych w ogólności r()żni się od odwa-olnego 

stosunku przynależnych chyżości kątowych, czyli, co na jedno wychodz i , od stosunku odwrotnego 
przynależnych ilości obrotów równoczesnych. Założywszy : 

mamy tylko w przypadku X==: 1 : 

bez wzglęUu na położenie danych osi. Dla kół czelnych mamy zawsze m = 0, co na mocy (38) daje ; 

bez względu na wzajemną odległość danych osi . 

Jeżeli do przenoszenia ruchu nie chcemy użyć koł szyjnych, lecz jakichkolwiek d w ó c h odpowie -
dnych równoleżników r, i r̂  na hyperbolo idach pierwotnych, które dotykają się wzajemnie 
w punkcie M osi centralnej, to promienie i r̂  można łatwo następującym oznaczyć sposobem. 
Przcsuiimy przez punkt M dwie płaszczyzny P i i O i , P^IO^, to ślady m ,̂ m^ osi na tych płaszczyznach 
są środkami żądanych kół. Przesuwając przez wiadomy punkt p dwie proste px 1| Oj, py || 0^, 
oznaczmy przez ślad prostej px na Pi, przez zaś ślad prostej py na P,, to z uwagi, że proste 
px^ S, py na jedną padają płaszczyznę, wynika, że : 

m 

z których-to zrównań łatwo oznaczyć się daje stosunek kół rj, dla każdej wartości na B. Wyrażając 
s i n ( S , 0 , ) i s in(S, O2) przez m, dostaniemy z (40) przy założeniu : 

( 1 5 ) 
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bez wzg lędu na X zawsze S = a o , co pokazuje, że w ogólności nie istnieje para kół ł iyperboloi-
dalnych, spełniająca warunek (41). Z (40) widać , że dla kół s tożkowych, dla których R, = 0 , R , = 0 , 
m a m y zawsze : 

(42) 

bez względu na obraną wartość na S. 

Lwów, w lutym 1873 r. 
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