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MÉMOIRE 

SUR LE TÉTRAÈDRE 

POINTS ET CERCLES DE LEMOINE ET DE BROCARD. 

f . Le point K du plan d'un triangle A.AÎA-, dont les dis-
tances aux côtés sont proportionnelles aux longueurs ai, tti, ttr, 
de ces cotés, jouit de nombreuses propriétés, dont les plus 
remarquables sont dues à M. E. Lemoine (*). Nous le désigne-
rons, dans la suite, sous le nom de point de Lemoine {**). 

A ce point se rattachent intimement deux autres points w, w', 
qui ont reçu la dénomination de points de Brocard (***), du nom 
du géomètre qui les a étudiés pour la première fois. Ils sont 
définis par les égalités d'angles 

Les angles WAJA Î , W'ASA, ont une valeur commune a {angle 

(*) Comptes rendus de l'Association française pour l'avancement des 
sciences, congrès de Lyon (1873) el de Lille (1874); Nouvelles Annales de 
mathématiques, 1873, p. 36 i ; 1883, p. 430; 1884, p. 28; Nouvelle Corres-
pondance de Catalan, t. I, p. 47, el t. VI, p. 364; MATHESts, t. I, p. 153. 

(**) Les Allemands emploient le terme de point de Grèbe. 
{**") Nouvelle Correspondance, t. 111, IV, V e l VI; Nouvelles Annales, 

1875, p. 286; Congrès d'Alger, 1881 ; MATHESIS, t. I, p. 174, el t. II, p. 75; 
Journal de Bourget, I. VII ; Congrès de Rouen, 1883, 
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de Brocard) qui vérifie des relations trigononiétriques impor-
tantes, telles que 

Il nous a paru intéressant d'étendre à l'espace les proposi-
tions concernant les points de Lemoine et de Brocard, Ces 
recherches présentaient certaines difficultés : les systèmes de 
trois droites concourantes sont souvent remplacés par des 
quadruples hyperboloïdiques (**), la considération des figures 
semblables construites sur les faces du tétraèdre fait défaut, 
et parfois les analogies entre le triangle et le tétraèdre sont 
peu apparentes ou même manquent complètement. Plusieurs 
questions sont restées sans réponse; mais nous espérons y 
revenir prochainement. 

Ces études nous ont conduit à approfondir certaines notions 
peu répandues et à nous occuper de problèmes qui n'ont pas 
de rapport direct avec l'objet principal de ce Mémoire, Nous 
sommes ainsi parvenu à un assez grand nombre de résultats 
nouveaux qui ne manqueront pas d'offrir un certain intérêt. 
Ces digressions se rapportent aux transformations arguésiennes, 
aux quadruples hyperboloïdiques, à quelques tétraèdres par-
ticuliers et à quelques minimums. 

Pour entrer en matière, nous croyons utile de réunir ici 

(*) On peul ajouter la suivante, qui est nouvelle : 

sin A, cos (At + sin A, cos (Aj -t- a) -+- sin Aj cos (Aj + «) == 0. 

(**) Système de quatre droites telles que toute autre droite reucontraul 
trois lij?nes du système s'appuie aussi sur la quatrième. Ces droites sont les 
génératrices, d'un même système, d'un hyperboloïde. L'expression de « qua-
druple hyperboloïdique » a été proposée par Hermes {Journal de Crelle, 
t. LXVII, p, 171). 
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les principaux théorèmes dont nous avons cherché la généra-
lisation. 

I. K est le point dont la somme des carrés des distances 
aux côtés de AjAjAj est minimum. 

II. Les droites AjK, A^K, A3K, appelées médianes antiparallèles 
ou symédianes {*), sont symétriques des médianes AjG, AjG, A5G 
par rapport aux bissectrices des angles A), A2, A,; elles passent, 
respectivement, par les milieux des antiparallèles à un côté 
du triangle par rapport à l'angle opposé. 

m . Ces lignes partagent les côtés correspondants en seg-
ments proportionnels aux carrés des côtés adjacents; autre-
ment dit, K est le centre de gravité des points A|, A2, A3 chargés 
de masses proportionnelles à al, al, al. 

IV. K est le centre de gravité du triangle KiR^Kj déterminé 
par ses projections sur «,, a.2, a^. 

V. Les côtés du triangle K,K.,K3 sont perpendiculaires aux 
médianes de AiA^A,; les droites qui joignent les projections 
de G sur les côtés AjA^A, sont perpendiculaires aux médianes 
antiparallèles AjK, A^K, A3K. 

VI. Les points K et G sont les foyers d'une ellipse inscrite 
à AiAîAj; leurs projections sur a , , Ui, «3 appartiennent à une 
même circonférence qui a pour diamètre l'axe focal de l'ellipse. 

VII. Le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs 
distances aux côtés de AiA2A3 est constante, est une ellipse qui 
a pour centre le point K. 

VIII. Soit BiBJÎs le triangle formé par les tangentes aux 
points A,, Aî, A3 à la circonférence AjAjAj. Le centre d'homo-
logie des triangles AjAjAs, B1B2B3 coïncide avec K ; leur axe 
d'homologie est la polaire de K par rapport au cercle AjAjAj 
et, par conséquent, perpendiculaire à la droite KO qui passe 
[)ar le centre 0 . 

IX. Les parallèles aux côtés de A1A2A3, menées par le point K, 
rencontrent le périmètre en six points d'un même cercle {cercle 
de Lemoine), dont le centre est au milieu de la droite KO. Les 

Nouvelles Annales, 1«83, p. 450, ol 1884, p. 25 (articles de M. d'Ocagne . 
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cordes interceptées par le cercle sur les côtés sont proportion-
nelles à Oj, tt®, a\ (*) ; les arcs interceptés par les angles . 
mesurent le double de l'angle de Brocard (**). 

X. Si par K on mène des antiparallèles aux trois côtés de 
les portions de ces lignes comprises dans les angles 

sont égales, et leurs extrémités sont sur un cercle, 
de centre K. Ces droites étant, deux à deux, les diagonales de 
trois rectangles inscrits à AiAaAj, K est à l'intersection des 
droites qui joignent les milieux des côtés du triangle aux 
milieux des hauteurs correspondantes. 

XI. Les côtés de tout triangle C1C2C3 homothétique à 
par rapport au point de Lemoine déterminent sur les côtés 
de AjAgAs six points d'une même circonférence dont le centre 
est sur la droite KO. 

XII. Les côtés de tout triangle DiD^D; homothétique à 
par rapport à K rencontrent ceux de AjA^Aj en six points d'une 
même circonférence. 

Les circonférences des théorèmes XI et XII sont identiques 
et comprennent comme cas particuliers celles des théorèmes IX 
et X. 

XIII (***). Soient Ei, Ej, E3 les projections de K sur les per-
pendiculaires élevées aux milieux des côtés de AjA^Aj : les 
triangles isoscèles A^AjEj, A3A1E2, AjAjEs sont semblables et 
l'angle à la base est égal à l'angle de Brocard. 

Les triangles AiAjAs, E1E2E3 sont inversement semblables et 
ont même centre de gravité G. Ils sont triplement homolo-
giques : les droites AiEs, A^Ei, A3E2 se coupent dM premier point 
de Brocard w; les droites A2E3, A3E1, A1E2 concourent au second 
point de Brocard w'; enfin, les lignes A,Ei, A^E ,̂ A3E3 se ren-

(*) Kn raisou de cette propriété, M. Tiicker, qui avait éluJié le cercle de 
Lemoine sans connaître les travaux du géomètre français, avait proposé la 
dénomination de « Triplicate ratio circle » (Qunterly Journal, vol. XIX et XX ; 
Appendix lo the Proceedings of tlie London Mathemalical Society, vol. XIV). 

(**) Cetle dernière propriété est due à M. Tiicker. 
(***) ^'ous rapportons ici quelques-unes des propriétés des points de 

Hrocard, bien que notre Mémoire n'en contienne pas la généralisation. Mais 
nous espérons revenir prochainement sur ces propriétés. 
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contrent en un même point oj". Les points o), o/, w" ont pour 

coordonnées barycentriques 

L'axe d'homologie qui correspond à w" est perpendiculaire 
à la droite Ow". Le centre des moyennes distances du triangle 
ww'to" coïncide avec G. 

XIV. Les sept points w, w', 0 , K, E,, E^, Ej sont sur un 
même cercle (cercle de Brocard) ayant pour diamètre la droite 

(K est le rayon du cercle AiA^Aj). L'angle 
est égal à 2a et la corde ww' est perpendiculaire à KO. 
. Le cercle de Brocard rencontre les médianes antiparal-

lèles AïK, A2K, A3K en trois points F,, Fa, F3, qui sont les cen-
tres de similitude de trois figures semblables dont 
A3A, sont des lignes homologues. 

Les triangles EiEîEj, F j F î F s ont mêmes médianes, de sorte 
que G en est le centre d'homologie. L'axe d'homologie est 
perpendiculaire à la droite joignant G au milieu de KO. 

TRANSFORMATIONS ARGLÉSIKNNES (*I. 

3. Pour éviter les redites, nous indiquerons ici les nolu-
tions dont nous ferons constamment usage dans la suite : 

Tétraèdre fondanienlal 
Volume el aires des faces de T; i 
Longueurs des arêtes 

Centre el rayon île la sphère AjAjAjA^; 
— — du cercle circonscrit à T„; 

(*) Comparer : S A L M O N , Higher plane curves, 2 ' édition, pp. 2 8 3 - 2 { ) 6 ; 

S A L T E L , Mémoires couronnés et autres Mémoires de l'Académie royale de 
Belgique, t. X I I el X I I I ; M A N S I O N , Bulletins de l'Académie de Belgique, 
t. X X X V I ; M A N S I O N , Nouvelle Correspondance, t. 1 , p. 3 4 ; S O H O U T T E , Bul-
letin de Darboux, 1882, p. 1 3 2 . 
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Tétraèdre formé par Jes plans tangents en A,, 
Aj, A3, A^ à la sphère 0 ; 

Les hauteurs A^Hj, AjHg, A3H5, A^H ;̂ 
Centre et rayon de la sphère inscrite à T; 
Points de contact de la sphère I avec les faces 

de T; 
Centre et rayon de la sphère exinscrite louchant 

T„ intérieurement el les trois autres faces 
extérieurement; 

Points de contact de la sphère J „ avec les faces; 
Points de Lemoine des faces de T; 
Centres de gravité de T et de T„. 

Les dièdres de T sont désignés par la même lettre que leur 
arête. 

4. Pour déterminer un point M du plan d'un triangle 
nous emploierons, suivant les cas, ses coordonnées normales 
ou ses coordonnées barycentriques. 

Les coordonnées normales de M sont trois quantités 
proportionnelles aux distances de M aux côtés du triangle de 
référence AiA^Aj, ces distances étant positives ou négatives sui-
vant la position du point. 

Les coordonnées barycentriques de M sont trois quantités 
, proportionnelles aux aires des triangles 
, aftectées de signes convenables, de sorte que 

Les droites AiM, AjM, A3M rencontrent les côtés ai, O2, Oz en 
trois points m,, m^, m^ qui satisfont aux égalités 

Ces relations montrent que M est le centre de trois forces 
parallèles, proportionnelles à iji), {ji.2, pis et appliquées en 

Les côtés homologues des triangles A1A2A3, mimimi se ren-
contrent en trois points m,', m'̂ , wi, conjugués harmoniques 
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(le Mil, Mî, mj par rapport à deux sommets de AiA^Aj. Ces 
points sont sur une même droite, appelée polaire trilinéaire 
de M. Les distances de cette droite aux sommets de référence 
{coordonnées tangentielles) sont inversement proportionnelles 
'« l^h H-i, 

5. Les coordonnées normales d 'un point M, par rapport à un 
tétraèdre de référence T, sont des quantités 8i, S3, pro-
portionnelles aux distances de M aux faces de T, ces distances 
prenant le signe -t- ou — d'après une règle connue. Pour tous 
les points d 'un plan mené par A4A3, le rapport : S2 est inva-
r iable; de même, les coordonnées S,, S^, Bj conservent les 
mêmes rapports, lorsque le point se déplace sur une droite 
menée par Ai. 

On passe, des coordonnées normales planes d'un point du 
plan AiAîAs, à ses coordonnées tétraédriques ôj, o ,̂ §3, en mul-
tipliant les premières par sin a,, sin a^, sin «3. 

Les coordonnées barijcentriqiies d 'un point M, par rapport 
à AjAîAjA,, sont des quantités [Xj, [̂ 3, proportionnelles 
aux volumes MA^AsA ,̂ MAsA^A,, MA^AIAÎ, MAJAJA,; on a évi-
demment 

Désignons par M„ le point de rencontre du plan T„ avec la 
droite passant par 31 et le sommet opposé de T; par m„, le 
point de rencontre de a„ avec le plan passant par M et l'arête 
opposée à Les relations suivantes sont souvent utiles : 

On peut les résumer en disant que M est le centre de quatre 
forces parallèles, proportionnelles à UJ, et appliquées 
(în 

Le plan d'homologie des tétraèdres 
rencontre les arêtes du premier aux conjugués harmoniques 
des points mi, m^, . . . , par rapport à ces arêtes, et il coupe les 
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faces de T suivant les polaires trilinéaires de M,, Mj, par 
rapport à ces faces. Nous l'appellerons plan polaire de M 
par rapport au tétraèdre T. Ses coordonnées ou distances aux 
sommets de référence sont inversement proportionnelles à 

1̂ 3, l^i-

Deux points M, N peuvent être appelés conjugués isogo-
naux (*) par rapport à un triangle ou un tétraèdre, lorsque 
les coordonnées normales de l'un sont inversement propor-
tionnelles à celles de l'autre point. 

Pour établir les premières propriétés de ces points, on 
peut adopter la marche suivante, que nous nous contentons 
d'esquisser. 

A. Lorsque deux points M, N du plan d'un angle AOB sont 
tels que les angles MON, AOB ont même bissectrice, ils sont 
dits conjugués isogpnaux par rapport à AOB ; ON est la polaire 
isogonale de M et les rayons OA, OB, OM, ON forment un 
faisceau isogonal. 

Si Ma, Mb, Na, Nh sont les projections, sur les côtés de l'angle 
AOB, de deux points conjugués isogonaux M f / N : 1° les pro-
duits MM,. NN„ -MMfa. NNb sont égaux; OM, ON sont perpen-
diculaires aux droites N^NT, M^M ;̂ 3» les points M„ MB, N,, NB 
appartiennent à une même circonférence dont le centre est au 
milieu de la droite MN ; 4" M et N sont les foyei^s d'une conique 
tangente à OA et OB. 

B. Étant donnés un triangle AiAjA. et un point M de son plan : 
1° les polaires isogonales de M par rapport aux angles du triangle 
concourent en un même point N ; 2° les produits des distances de 
Met^à un côté quelconque de AjA^Aj sont égaux entre eux; 3° les 
projections de ces points sur les côtés sont six points d'une même 
circonférence; 4" les droites A,M, AjM, A3M {ou A.N, A^N, A3N) 
so7it perpendiculaires aux lignes qui joignait les projections de N 

(*) Pour plus de précision, nous remplaçons ici les termes généraux de 
« points arguésiens, récii)roques ou inverses » par les dénominations de 
« points conjugués isogonaux » et « points conjugués isotomiques ». 
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{ou M) sur les côtés de AiA^Aj ; 4° M et N sont les foyers d'une 
conique inscrite à AiA^As (*). 

C. Lorsque deux dièdres ont même arête et même plan bis-
secteur, leurs plans forment un faisceau isogonal; deux points 
quelconques, pris dans les faces de l'un des dièdres, sont dits 
conjugués isogonaux par rapport à l'autre dièdre. 

M et N étant deux points conjugués isogonaux par rapport aux 
plans A, B, et se projetant sur ceux-ci en M», Mb, N», Nb : 4" les 
produits MMa. NN^, MMb. NNb sont égaux ; 2° les projections 
appartiennent à une sphère dont le centre est au milieu de la dis-
tance MN ; 3° les plans menés par l'intersection des plans A. et B 
et par l'un ou l'autre des points M, N sont, respectivement, per-
pendiculaires aux droites NaNb, MaMb", 4° les plans X et B sont 
tangents à une même surface de révolutio7i du second ordre, dont 
M et N sont les foyers de la méridienne. 

La démonstration de ce théorème devient facile si l'on pro-
jette M et N sur les plans NN^Nb et MM^Mb-

D. Étant donnés un trièdre OABC et un point quelconque M : 
1° les plans polaires isogonaux de M par rappoint aux trois dièdres 
du trièdre se coupent suivant une même droite ON ; les pro-
duits des distances de deux points quelconques M, N des droites 
conjuguées isogonales OM, ON, à une même face du trièdre, sont 
égaux entre eux; 3° les projections de M, N sur les trois faces 
sont situées sur une même sphère dont le centre est au milieu de 
la droite MN; 4° les lignes OM et ON sont perpendiculaires aux 
plans qui passent, respectivement, par les projections de N et M 
sur les faces du trièdre 0 ; M et N sont les foyers d'une surface 
de révolution du second ordre, inscrite au trièdre. 

E. Étant donnés un tétraèdre quelconque et un point M : 1° les 
plans polaires isogonaux de M par rapport aux six dièdres du 
tétraèdre concourent en un même point N ; 2" les distances de M 
aux faces du solide sont inversement proportionnelles à celles de N 

{*) Comparer ; Annales de Gergonne, U XIX, p. 57, ou Steiner's Gesam-
melte Werke, L I, p. 189; C A T A L A N , Théorèmes et Problèmes, G' édition, p. 52; 
Nouvelles Annales, 1863, p. 393 (F.-J.-A. Mathieu). 
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aux mêmes plans; 3° les projections de M et N sur ces plans sont 
situées sur une même sphère dont le centre est au milieu de la 
droite MN ; 4° M et N sont les foyers d'une surface de révolution 
du second ordre, inscrite au tétraèdre; la droite qui joint 
à un sommet du tétraèdre est perpendiculaire au plan qui passe 
par les projections de N sur les faces du trièdre correspondant. 

Soient Mj, M ,̂ M3, Mi les projections de M sur les faces du 
tétraèdre AjA^A^A .̂ Si l'on transporte le tétraèdre M.M^MsM* 
parallèlement à lui-même, la dernière partie du théorème (Ei 
conduit à la proposition suivante qui a été signalée pour la 
première fois par Steiner (*) : 

Si les perpendiculaires menées par les sommets d'un tétraèdre 
MjMiMjMi sur les faces homologues d'un autre tétraèdre A.A^AsAs 
concourent en un même point, les perpendiculaires abaissées des 
sommets de AjAaAjAt sur les faces de MiMjMjMi jouiront de la 
même propriété. 

Nous donnerons plus loin (88) une généralisation de cette 
proposition. Un cas particulier, qui mériterait un examen plus 
approfondi, est le suivant : Les perpendiculaires abaissées des 
sommets d'un tétraèdre AjA^AjAi sur les faces homologues du 
tétraèdre OiO^OsO,, qui a pour sommets les centres des cercles 
circonscrits aux faces du premier, concourent en un même point 0'. 

Les propositions (B) et (E) donnent lieu à deux cas par-
ticuliers remarquables qui correspondent à la parabole et au 
paraboloïde de révolution. 

La droite de l'infini et le cercle AiAaAj ont pour équations 

l 'une de ces lignes est donc la transformée isogonale de l'autre. 
Par conséquent, les polaires isogonales d'un point M de la cir-
conférence circonscrite au triangle AjAjAs, prises par rapport aiu-
angles A,, Aj, A3, sont parallèles entre elles; ces droites sont des 

(*) Journal de Crelle, I. I l , p . 2 8 7 ; Sleiner's Gesammelte Werke, I , p. l î i f ) . 
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(Hamètres de la parabole inscrite au triangle et ayant M pour 
foyer. La démonstration de ce théorème par la géométrie pure 
ne présente pas de difficulté. 

De même : Si par les six arêtes d'un tétraèdre on mène des 
plans parallèles à une même droite A, les plans polaires isogo-
naux de ces plans par rapport aux dièdres correspondants du 
tétraèdre concourent en un même point M ; les projections de M 
sur les faces du solide sont dans un même plan peqmidiculaire 
à A ; le lieu de M est une surface du troisième ordre passant par 
les arêtes du tétraèdre (*). 

H. 11 existe des surfaces du second ordre circonscrites au 
tétraèdre de référence et restant invariables par une transfor-
mation isogonale (**). L'équation générale d'une anallagmatifiue 
isogonale est de la forme 

Elle est vérifiée par les coordonnées des points J,, J^, J4. 
La proposition suivante, qui est assez curieuse, s'établit 

aisément : Toute surface du second degré qui passe par sept 
des points A,, A2, A,, A*, J, , h, h, h passe aussi par le hui-
tième et est une anallagmatique isogonale par rapport au tétraèdre 
AiA^A-Ai-

En particulier, il existe trois hyperboloides analkujmatiques, 
représentés par les équations 

Le premier a pour génératrices d'un système les droites AiAj, 

(*) Comparer : Journal de Crelle, t. LXIX, p. 197 (Ceiser). 
Le lieu de M a pour équalion 

(") Il serait plus excct de dire que la U-ausformée isogonale de la sur-
fare (i) se compose de ceue surface el des plans de référence. Car A4, par 
exemple, est conjugué isogoi>al avec chaque point du p!au AiA^A-. 
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AjAi, JJs, et pour génératrices de l'autre les lignes JjJ,, 
JJ^^ A^Aj, AiA,. 

L'équation (1) peut représenter une sphère, lorsque les arêtes 
opposées du tétraèdre sont égales. Donc la sphère circonscrite 
à un tétraèdre isoscèle (*) passe par les centres des sphères exin-
scrites et renferme une infinité de couples de points conjugués 
isogonaux par rapport au tétraèdre. 

9. Nous dirons que deux points 31, N sont conjugués isoto-
miques par rapport à un triangle AjAjAs, lorsque les droites 
A„M, Â„N rencontrent a„ en deux points équidistants du milieu 
de Si p.;, p.j, u-s sont les coordonnées barycentriques de M, 
celles de N seront — , — , —. Mt M-3 

De même, deux points M, N dont les coordonnées barycentri-
ques par rapport à un tétraèdre de référence sont (|ji,, (JCJ, {j.3,1JI4), 
( : r , r ^ iT' y peuvent être appelés conjugués isotomiques rela-I r*t r-i rs rtl 
tivement à ce tétraèdre. Les droites A^M, AiN rencontrent le 
plan AjAjAj en deux points conjugués isotomiques par rapport 
au triangle T* ; les plans AiAjiM, A1A2N coupent AjA, en deux 
points équidistants du milieu de A3A4. 

Deux transversales peuvent rencontrer un côté quelconque 
du triangle de référence en deux points symétriques par rap-
port au milieu de ce côté; nous les appellerons conjugués 
isotomiques. Les coordonnées de l 'une de ces droites sont 
inversement proportionnelles à celles de l 'autre; ces lignes 
sont les polaires trilinéaires de deux points conjugués isoto-
miques. 

Deux plans sont dits conjugués isotomiques par rapport au 
tétraèdre de référence, lorsque leurs intersections avec une 
arête quelconque sont équidistantes du milieu de celle-ci. Les 
coordonnées de ces plans sont encore inverses les unes des 

(*) Le tétraèdre isoscèle (ou équifacial) a été étudié par M. Lemoiiie 
{Congrès de Nanles, 187S, et Nouvelles Antiales, 1880, p. 133). Voir aussi: 
Archives de Grunert, t. LVII; Nouvelle Correspondance, t. I l , p. 144; 
Nouvelles Annales, 1880, p. 403. 
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autres ; leurs pôles relativement à la figure de référence sont 
également conjugués isotomiques (*). 

1 0 . Une surface du second ordre circonscrite au tétraèdre 
fondamental peut coïncider avec sa transformée isotomiqae. 
L'équation générale d'une anallagmalique isotomique est de la 
forme 

Toute surface du second ordre circonscrite au tétraèdre fonda-
mental et ayant pour centre le centre de gravité de celui-ci est 
une anallagmatique isotomique. 

1 1 . Soient M un point quelconque, M' son conjugué isoto-
mique par rapport au tétraèdre AiAjAjAt, M" le conjugué iso-
gonal de M', M'" le conjugué isotomique de M", M" le conjugué 
isogonal de M'", et ainsi de suite. Désignons par . . . . . 

les coordonnées barycentriques de 
, Nous aurons : 

Coordonnées barycentriques 

— normal< s i 

— barycentriques 

Par analogie, si a,, Oj, aj, â  sont les coordonnées barycen-
triques du point 

L'élimination de n conduit aux équations d'une courbe qui 

{*) La transformation par droites isotomiques et par plans isotomiques 
a été étudiée par MM. G. de Longchamps (Nouvelles Annales, 1866, p. 118, 
et Congrès du Havre, 1877) et Amigues (Nouvelles Annales, 1879, p. 548). 
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passe par tous les points dérivant de M par un nombre pair 
de transformations : 

Les équations d'une courbe passant par les points déduits 
de M par un nombre impair de transformations sont les 
mêmes, sauf à changer ^ en 

Si l'on prend pour M le centre de gravité de AiA^AjAt ou 
pour M' le centre de la sphère inscrite, les coordonnées nor-
males ou barycentriques des points M, M', M", ... sont toujours 
proportionnelles à des puissances semblables de T,, T,, T.,, Ti. 
Ces points jouissent de la propriété de rendre minimum la 
somme des puissances semblables, d'un certain degré, de leurs 
distances aux faces du tétraèdre, ou de rendre maximum la 
somme des inverses de telles puissances (**). 

P O I N T DU MINIMUM DE LA SOMME DES CARRÉS DES DISTANCES 

A DES PLANS DONNÉS. 

1». Soient ô,, 82, S3, 84 les distances d'un point quelconque 
aux faces du tétraèdre A J A Î A J A , , et posons 

L'identité 

qui revient à 

(*) CeUe notation indiijue qu'il f:iul égaler à î r̂o les déterminants formés 
avec trois quelconques des colonnes. 

('*) Comparer : une communication de M. Lemoine au Congrès de lu 
Rochelle (1882); une de M. Brocard au Congrès d'Alger un articl» 
de M. d'Ocagne dans les Nouvelles Annales, 1883, p. 450. 
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montre que le minimum de S a lieu lorsque les carrés qui 
entrent dans le second membre sont nuls. Le point corres-
pondant L est donc défini par les proportions (*) 

qui donnent 

Les coordonnées barycentriques de L sont 
ce qui revient à dire que le plan LAsA* partage Varête AiAa en 
segments proportionnels aux carrés des faces passant par A3A4, 
que les plans A^AiL, A^A^L, AiArX divisent en trois trian-
gles p?^oportionnels aux carrés des faces adjacentes (4 et 5). 

13. Les coordonnées normales de G sont inversement pro-
portionnelles à T., Ti, T3, Ï4. Donc les points G et L sont conju-
gués isogunaux, et on peut leur appliquer les propriétés énon-
(îées au n® 6 (E). 

Soient L,, L^, L3, L* les projections de L sur les faces de T 
D'après une formule connue, 

Les trièdres A* et LLiLjL3 étant supplémentaires, on a aussi 

On déduit de là : ' 

Donc L est le centre de gravité du tétraèdre LjL^LîLi. 

(*) Comparer : Simon LHLILIER, Éléments d'analyse, p. 297. 
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Cette proposition peut être démontrée a priori. En effet, si 
\J„ est la projection, sur le plan T„, d'un point quelconque L', 
la définition du point L donne 

d'où, à plus forte raison, 

Donc le point L est tel que la somme des carrés de ses dis-
tances aux sommets du tétraèdre LiL^-X-i est minimum ; par 
suite, il est le centre de gravité de ce tétraèdre (*). 

t-4. Soient N,, N2, N3 les points de rencontre des droites 
AiA,, AtAa, A4A3 avec les plans menés par L parallèlement aux 
faces AikiAz, A^AsA,, A^AIAÎ. Dans le parallélipipède ainsi 
obtenu, la diagonale AiL passe par le centre de gravité N du 
triangle NiNjNj. Les hauteurs du parallélipipède sont égales 
aux distances de L aux faces du trièdre A* ou proportion-
nelles à T,, Ta, T3; en considérant trois expressions diffé-
rentes du volume de ce solide, on obtient les égalités 

A cause de l'analogie de cette relation avec celle qui a lieu 
entre les segments des côtés d'un angle coupé par deux anti-
parallèles, nous dirons que les triangles AjAjAj et NiNjNs sont 
des sections antiparallèles, de seconde espèce, du trièdre A,. 

(*) Nous empruntons ce raisonnement aux Théorèmes el Problèmes, par 
E. Catalan, 6« édition, p. 230. On peut l'appliquer à la même question traitée 
pour des plans el des droites en nombre quelconque. 

Un système de n forces concourantes, perpendiculaires aux faces d'un 
polyèdre et proportionnelles à leurs aires, e.sl toujours en équilibre (Nou-
velles Annales, 1877, p. 146, et Nouvelle Correspondance, t. IV, p. 130). 
Mais dans le cas de il n'existe pas toujours de point dont les distances 
aux faces du polyèdre soient proportionnelles à ces faces, de sorte que le 
point L doit être déterminé par des considérations difTérentes ( t s ) . 
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Le théorème II du § 2 aura alors pour analogue dans l'espace 
la propriété suivante : Les droites AjL, AjL, AjL, A^L passent 
par les centres de gravité des sections antiparallèles de seconde 
espèce. 

Les égalités (2) peuvent encore s'écrire ainsi : 

1 5 . Considérons n plans quelconques ne passant pas par 
un même point [n > 3), et soient 

leurs équations par rapport à trois axes rectangulaires MX, 
MY, MZ. Pi, P,2, P3, ... P„ sont les distances du point {x, y, z) à 
ces plans. Si l'on pose 

les conditions du minimum de S sont 

On en déduit aisément que le lieu des points dont la somme 
des carrés des distances à des plans donnés est constante est un 
ellipsoïde ayant pour centre le point L qui rend cette somme 
minimum. 

Soient Lj, L2, L3, ... les projections de L sur les plans 
donnés. Les équations (3) expriment que les projections de 
LL|, LLj, LL3, ... sur un axe de coordonnées ont une somme 
nulle. Par conséquent, les peq)endiculaires abaissées de L sur 
les plans représentent un système de forces en équilibre; autre-
ment dit, L est le centre des moyennes distances de ses projections 
Li, Li, L3, ... sur les plans. 

Désignons par ... les angles que font les nor-
males aux plans donnés avec une droite quelconque MU; la 
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somme des projections de LLi, LL^, LLj sur MU étant 
nulle, on a 

Cette équation représente un plan passant par le point 
cherché L. Développée, elle devient 

Multiplions les deux membres par et posons 

Nous aurons ainsi 

équation du plan polaire du point {Xi, y,, Zi) par rapport à 
une certaine sphère. La signification des quantités Xt, yi, Zi, p 
résulte des égalités (o) et conduit au théorème suivant : 

D'un point quelconque M, on abaisse des perpendiculaires 
MM,, MMa, . . . , MM„ sur n plans donnés P^, . . . , P„. Soient 
M' le centre de gravité des points M,, Ma, . . . , M„; M" la projec-
tion de M' sur une droite quelconque MU ; M'" le centre de gravité 
des projections de M" sur les droites MM,, MMa, ... , MM„. Le 
plan polaire de M'" par rapport à la sphère décrite de M comme 
rentre avec le rayon MM", passe par un point fixe L qui ne dépend 
que des plans P,, Pj, ..., P„. 

Pour simplifier, faisons coïncider MU avec 3fM' et bornons-
nous au cas du triangle. Nous aurons alors la proposition que 
voici : 

Soient M,, M ,̂ M, les projections d'un point quelconque M sur 
les côtés du triangle A,A2A3, M' le centre de gravité du triangle 
MiMsRIj, et N celui du triangle formé par les projections de M' sur 
les droites MM,, MMj, MM3. La polaire de N par rapport au cercle 
qui a pour centre M et pour rayon MM' passe constamment par 
le point de Lemoine du triangle AjAaAj. 

En faisant usage du théorème sur la multiplication des 
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déterminants rectangulaires, on peut indiquer la solution des 
équations (3) au moyen des formules : 

Pour trouver le point dont la somme des carrés des dis-
tances à des droites données dans l'espace est minimum, on 
peut substituer à chaque droite deux plans rectangulaires 
menés par cette droite; la question est alors ramenée à celle 
que nous venons de traiter. 

Ce problème offre un certain intérêt quand on l'applique à 
trois droites situées d'une manière quelconque dans l'espace 
ou aux six arêtes d'un tétraèdre. 

QUADRUPLES HYPERBOLOÏDIQUES. 

Nous venons d'étendre au tétraèdre les théorèmes I à VU 
(lu n° 2. Avant de passer à la généralisation des propriétés 
V I I I à X I I I , nous croyons utile d'entrer dans quelques dévelop-
pements au sujet des sections antiparallèles du tétraèdre, et 
des quadruples hyperboloïdiques. 

te. Une sphère quelconque passant par A,, Aj, As rencontre 
les arêtes A4A„ A4A2, A^A, du tétraèdre T en des points N„ N^, N, 
tels que les droites N.Ns, N3N,, NiN^ sont antiparallèles à A,A3, 
AjA,, AiAî par rapport aux angles AjA^Aj, A3AiAj, AjAiA?. Ces 
droites sont donc parallèles aux tangentes menées aux cercles 
Oi, Oj, O3 par le point A,; le plan N.N2N3 est parallèle à BjE^Bj 
ou perpendiculaire au rayon OA* de la sphère circonscrite 
à T, et 
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Nous dirons que N.NjNj est une section antiparallèle à AjA^A; 
par rapport au trièdre A,. Il est évident que le centre de la 
sphère A^NiN^Ns est situé sur la hauteur A^Hi de T. 

Les circonférences A.AjAj, N.NaN, sont des sections anti-
parallèles d'un même cône du second degré dont le sommet 
est Ai. Si l'on mène les plans tangents le long des arêtes 
AiA,, AiAî, AiAs, on forme un trièdre circonscrit tel que les 
plans conduits par les arêtes de ce trièdre et les arêtes oppo-
sées du tétraèdre se coupent suivant la droite A^Ki. Donc la 
droite qui joint un sommet d'un tétraèdre au point de Lemoine de 
la face opposée, passe aussi par le point de Leynoine des sections 
antiparallèles correspondantes. 

Rappelons aussi cette proposition connue (*) que les droites 
A,B,, AjBi, A3B3, AiBi passent par les centres des sections anti-
parallèles correspondantes du tétraèdre. 

Les triangles semblables 
donnent les proportions 

d'où l'on déduit aisément : 

Donc les côtés d'une section antiparallèle quelconque sont pro-
portionnels aux produits des arêtes opposées du tétraèdre (**). Les 

(*} E. CATALAN, Théoremes el iVoft/èmes, 6« édition, p. 401 ; ROUCHÉ et 
DE COMBEROUSSE, TroUé de Géométrie, 4® édition, t. H, p. 224. 

(**) Théorème connu, d'où Von Slaudt a déduit l'expression de R en fonc-
tion des arèles. Voir, par exemple. CATALAN, Théorèmes el Problèmes, p. 4o2. 

Ce théorème exprime une propriété remarquable de la figure inverse des 
sommets d'un triangle, propriété qu'on peut énoncer ainsi : Étant donné un 
quadrangle quelconque ABCD, les inverses de trois des sommets par rap-
port au quatrième sont les sommets d'un triangle dont les côtés sont pro-
portionnels aux produits des côtés opposés du quadrangle. Nous revien-
drons sur cette proposition intéressante. 
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sections antiparallèles des quatre trièdres d'un tétraèdre sont sem-
blables entre elles. 

17, Soient quatre points Q^, Q ,̂ û^, Q* pris respectivement 
dans les faces du tétraèdre AiA^AjA*. Si les droites 

sont des génératrices, d 'un même système, d'un 
hyperboloïde, la génératrice du second système, qui passe par 

est située dans les plans AiA.Qi, A^A^Q ,̂ A^AJOS- Récipro-
quement , si les plans AiA.Q,, A^A^Qj, A^A^Qj se coupent sui-
vant une même droite A^Ql, celle-ci s'appuie sur 

si, de plus, les sommets A,, A^ satisfont à des conditions 
analogues, les droites A.Qj, A^Q ,̂ A3Q3, AiQ* forment un qua-
druple hyperboloïdique. 

Par exemple, si l'on considère les hauteurs du tétraèdre, les 
plans AiAjH,, A^A^HÎ, A4A5H3, menés par une arête du 
trièdre A4 perpendiculairement à la face opposée, se coupent 
suivant une droite; donc les hauteurs d'un tétraèdre forment un 
quadruple hyperboloïdique. (Théorème connu.) 

De même, si Q„ est le centre du cercle inscrit à T„, les plans 
passent par une arête du trièdre A^ et la 

bissectrice de la face opposée ; donc les divites joignant les som-
mets d'un tétraèdre aux centres des cercles inscrits aux faces 
opposées constituent un quadruple hyperboloïdique. 

18. Prenons pour Q„ le point de Lemoine de T„. Les droites 
; partagent A2A3, A3A1, dans les rapports 

dont le produit est égal à — 1 ; donc les plans 
AiAjKj, dont les traces sur le plan AiA2A5 fje coupent en un 
même point, passent par une même droite. Par conséquent, 
les lignes qui joignent un sommet d'un tétraèdre au point de 
Lemoine de la face opposée appartiennent à un même hyperbo-
loïde. 
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19. Considérons maintenant les droites qui vont d'un 
sommet au point de contact de la face opposée avec la sphère 
inscrite. 

Soit ti l'aire des triangles égaux A2A3I4, A2A3I, ; soient aussi 
les aires des triangles analogues qui ont pour base 
(*). Les plans AjA,!,, A^AJ,, A4A3I3, divisent les arêtes 
dans les rapports 

dont le produit égale — 1 ; donc ils se coupent suivant une 
même droite. On déduit de là que les droites 
AJi co7istituent un quadruple hyperboloïdique. 

La démonstration précédente rappelle celle que l'on donne 
ordinairement de la proposition analogue sur le triangle. On 
peut aussi s'appuyer sur ce dernier théorème, en observant que 
les traces des plans A^A,!,, A4AJ2, A4A5I3 sur le plan 1,1 J j sont 
les médianes antiparallèles du triangle I.LLv Ln changement 
de notations conduit alors à la proposition suivante : Les droites 
qui joignent les sommets homologues des tétraèdres 
B1B2B5B4 sont des génératrices, d'wi même système, d'un hyper-
boloïde', les droites qui unissent les sommets du second tétraèdre 
aux points de Lemoine des faces homologues du premier sont des 
génératrices, du second système, de la même surface. 

«O. Les distances des points I,, J44 aux côtés du triangle 
sont respectivement 

On en conclut que les points U, J^ so7it conjugués isogonaux 

(*) Les aires ii, onl pour mesure ^ a,r col î fl„ i a^r col - a„. . . Il serait 
iniéressant d'avoir leurs expressions en fonction des arêtes seules ou en fonc-
tion de r et des dièdres. 
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par rapport à AjA^Aj; ce sont donc les foyers d'une ellipse inscrite 
à ce triangle et ayant pour petit axe 21 / /-r,. La droite AJ cou-
pant le plan T4 en ?, les points Hi, I ,̂ i, Ji.» forment, évidem-
ment, une division harmonique. 

On vèrrait, de la même manière, que les points Ju, hiy J31 
sont conjugués isogonaux avec les points où le plan AiAjAj 
touche les sphères inscrites aux combles. Lorsque l'une de 
celles-ci disparaît, le point de contact d'une sphère exinscrite 
tombe sur la circonférence AjA^Aj (î). 

Ces résultats étant mis en rapport avec un théorème de 
M. Hermary (*), on aura ce théorème assez curieux de géo-
métrie plane : 

Trois circonférences décrites des points Ai, A 2, A5 comme 
centres se coupent, deux à deux, aux points (U,, Uj), {U2, U;), 
(Us, U3). Si l'on partage ceux-ci en deux groupes de trois points 
tels que 7 

les centres des deux circonférences passant par les triples d'un 
même groupe sont les foyers d'une conique inscrite au triangle 
AjAjAs, et sont en ligne droite avec le centre radical des cercles 
Al, A2, A3. Si le centre de la circonférence UiU^Ui, par exemple, 
tombe sur la circonférence AjAjAs, les points Ui, U2, U3 sont sur 
une même droite. 

Le tétraèdre isoscèle donne lieu à cette jolie remarque : Les 
points où une face touche la sphère inscrite et les sphères exin-
scrites sont : le centre du cercle circonscrit à cette face, les points 
de ce cercle diamétralement opposés aux sommets, et le point de 
concours des hauteurs. 

«i. Soient pris, sur les côtés d'un triangle sphérique A,A2A3, 
les points I, et J„, L et J22, I3 et J33 équidistants du milieu du 
côté correspondant. Si les arcs Ail., A^I ,̂ A3I, concourent en 
im même point, il en sera de même des arcs A|J„, A Ĵ̂ ?, 

(*) Voir Nouvelle Correspondance, l. VI, p. 8. 

http://rcin.org.pl



( 26 ) 

et si les arcs perpendiculaires sur les côtés de 
aux points I,, I^, I3 se rencontrent en un même point I, les arcs 
perpendiculaires sur les mêmes côtés aux points 
se coupent en un même point V. En particulier, les points 

; peuvent être les points de contact des côtés du triangle 
avec le cercle inscrit; alors les points J», J22, J53 seront 

ceux où les côtés sont touchés intérieurement par l'un des 
cercles exinscrits J,, J2, J3 (***). 

La figure sphérique que nous venons de considérer est pré-
cisément celle qui résulte de l'intersection d 'une sphère décrite 
du sommet A4 du tétraèdre A,A2A3A4 comme centre, avec les 
droites joignant A4 aux points désignés précédemment dans 
le tétraèdre par les mêmes lettres A,, A2, A3, I, I,, I2,13, J,, etc. 

Il en résulte que les plans AiAiJ,,, A4A2J22, A4A3JÎ5 se cou-
pent suivant une même droite. Par conséquent (17), les droites 
qui joignent un sommet d'un tétraèdre au point de contact inté-
rieur de la face opposée avec une sphère exinscrite sont des géné-
ratrices, d'un même système, d'un hyperboloïde. 

On voit aussi que les plans AiJiJj,, A4J2J22, A4J3J33, menés par 
les intersections des bissecteurs extérieurs d'un trièdre 
peipendiculairement sur les faces de ce trièdre, se coupent suivant 
une même droite AjV. 

D Car 

(*•) Pour que ces arcs concourent en un même point, il faut et il suffit que 

(**') De là résulte une seconde démonstration de la propriété que les points 
de contact d'une face d'un tétraèdre avec les sphères tangentes aux quatre 
faces sont, deux à deux, conjugués isogonaux par rapport à celle face. 

Comme en géométrie plane, le pôle J du cercle inscrit au triangle sphé-
rique AjAjAg est le point de concours des hauteurs du triangle JjJjJj formé 
par les pôles des cercles exinscrits; il est aussi le conjugué isogonal, par 
rapport au triangle J.JjJj, du point d'intersection V des arcs 
perpendiculaires aux côtés du triangle orthocentrique AiA^A .̂ Mais le point V 
n'est pas le pôle du cercle circonscrit 
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Si l'on veut aller plus loin dans la voie des analogies du 
triangle et du tétraèdre, on est tenté d'admettre que les rayons 

des sphères exinscrites concourent en 
un même point ou forment, au moins, un quadruple hyper-
boloïdique. Mais il n'en est pas ainsi : la droite A^V qui ren-
contre les trois premiers rayons ne coupe pas le quatrième. 
Pour s'en convaincre, il suffit d'observer que les droites A^V, 

ne changent pas avec la direction du plan AjA^A,, de sorte 
que la droite JiJ« n'est pas nécessairement située dans le plan 

La droite A4V et les droites analogues des trièdres 
ne forment pas non plus un quadruple hyperboloïdique; car 

rencontre trois de ces lignes sans s'appuyer sur la qua-
trième. 

Voici la généralisation d'un théorème de Steiner, que 
nous avons annoncée à la fin du n° 6 : Si deux tétraèdres 

sont tels que les lignes gt, g^, g^, g^ menées 
par les sommets du premier peiyendimlairement aux faces du 
second, constituent un quadruple hyperboloïdique, la même pro-
priété appartient aux lignes g\, g'^, g\ menées par les sommets 
du second tétraèdre perpendiculairement aux faces du premier. 

En effet, les plans (A^A,, f/,), (AiA„ g^), (A4A3, g^) se coupent 
suivant la génératrice du second système qui passe par A*. 
Soient 8,, 02, S, les distances d'un point de cette droite aux 
faces du trièdre AtAïA^Aj, nous aurons 

d'où : 

(*; Comment concilier ces conclusions avec un théorème énoncé par 
Steiner dans les Annales de C.ergonne, t. XVIII (Gesammelte Werke, t. I, 
p. 224)? 
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Réciproquement, cette égalité est suffisante pour qu'il passe 
par Ai une droite s'appuyant sur g^ g^, g„ g^. Si l'on observe 
maintenant que (*) 

les mêmes égalités expriment que l 'un ou l'autre système 
f/2, (Ji, [g'iy g'i, g'z, g\) est hyperboloïdique. 

En particulier, les perpendiculaires abaissées des sommets d'un 
tétraèdre sur les faces correspondantes du tétraèdre qui a pour 
sommets les pieds des hauteurs du premier, ou les points de con-
cours des hauteurs des faces, constituent î(n quadruple hyperbo-
loïdique. 

«3. Voici deux autres propositions du même genre, qu'il 
nous suffira d'énoncer : Si quatre droites menées par les som-
mets d'un tétraèdre forment un quadruple hyperboloïdique, leurs 
polaires isogonales par rapport aux trièdres correspondants du 
tétraèdi^e jouissent de la même propriété. 

Soient Q,, Q^, Q3, Q^ quatre points des faces d'un tétraèdre 
et soient Q',, Q;, Qâ, Ql leurs conjugués isogonaux ou 

isotomiques par rapport à ces faces. Si les droites 
appartiennent à un même hyperboloïde, il en sera de 

même des droites 

D R O I T E S CONCOUKANTES. 

«4. Examinons maintenant les conditions nécessaires pour 
que les droites considérées dans les numéros précédents con-
courent en un même point. 

(*) T;, t ; , T3, T; désigneul les faces de W^MjMjM,. 
(**) Par exemple, de ce que les droites A,I,, AJj, Aj^ forment un 

quadruple hyperboloïdique, on peut conclure que les droites AiJ„, A,J„, 
Aĵ ss'A«.l44Sont également des génératrices, d'un même système, d'un hyper-
boloïde («i). 
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S'il s'agit des hauteurs, les droites AiHi, A2H2 étant dans un 
même plan perpendiculaire à AjA*, les arêtes opposées 

sont rectangulaires. Les lignes A J H Î , A Î H I sont perpendi-
culaires à AjAi en un même point h tel que 

donc 

Si l 'on exprime que les rapports des distances des points 
aux faces Tj, T* sont égaux entre eux, on trouve 

Donc : si les hauteurs d'un tétraèdre concourent en un même 
point : 4® les arêtes opposées sont perpendiculaires ; 2° les carrés 
des arêtes opposées donnent des sommes égales; 3° les produits 
des cosinus de deux dièdres opposés sont égaux entre eux. 

H étant le point de concours des hauteurs du tétraèdre, les 
plans HA;Hi, HA^H,, HA^H, sont respectivement perpendicu-
laires aux plans HA2A4, HAsA ,̂ HA2A3. Donc, pour que quatre 
droites menées par un même point soient les hauteurs d'un même 
tétraèdre, l'une des droites doit être rintersection des plans-hau-
feurs du trièdre formé par les trois autres. 

Ces théorèmes sur les hauteurs sont assez connus. 

3Ï5. Pour ([ue les droites joignant Aj, A2 aux centres 
(les cercles inscrits aux triangles T,, ï j se coupent, les bissec-
trices A1Q2, A.U, (les angles A^AjAj, A4A2A3 doivent rencontrer 

au même point; ce qui exige 

f . a même condition exprime aussi que les médianes antiparal-
lèles AjKî, AsK, sont dans un même plan. 

Nous appelons tétraèdre isodynamique {*) celui dans lequel les 

(*) C'est-à-dire : tétraèdre aux produits égaux des arêtes. 
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produits des arêtes opposées sont égaux. Cette dénomination 
étant adoptée, on peut énoncer le théorème suivant : Dans tout 
tétraèdre isodynatnique, les droites allant d'un sommet au centre 
du cercle inscrit à la face opposée se coupent en un même point ; 
les droites qui joignent un sommet au point de Lemoine de la face 
opposée, se coupent également en un même point K, et passent par 
les sommets du tétraèdi^e circonscrit BiB^BsBi. 

La dernière propriété résulte de ce que les droites A„B,„ 
K„B„, qui, dans le cas général, sont des génératrices, de sys-
tèmes opposés, d'un hyperboloïde, doivent maintenant coïn-
cider ( t»). 

» 6 . Supposons les droites A,I,, AJÎ, Ajlj, A J , concourantes. 
Les lignes Ailj, AÏIJ doivent rencontrer l'arête A3A4 au même 
point i ; d'où 

On déduit de là : 

Mais 

donc l'égalité (6) donne aussi : 

ou, à cause de la relation (*) 

{*) Pour démontrer la relation (7), on peut multiplier, terme à terme, les 
proportions 
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Enfin, si l'on divise les équations (6) et (8), membre à membre, 
on obtient 

Examinons maintenant les conséquences qu'on peut déduire 
du théorème de M. Hermary. Nous faisons tourner les faces 

autour de f/i, ch, (h de manière à écraser la sphère I; 
soient alors U,, U2, U3 les trois rabattements de A, sur le plan 

Les points I,, U, h viennent coïncider avec h, et l'on a 
De ce que les droites AJ, et A^Ii rencontrent 

l'arête A2A3 au même point, on peut conclure que les points 
sont en ligne droite; de même les points (Aj, U2) 

et (As, It, U3) seront en ligne droite. iVIais A,U2 = AiU, = «4, 
donc la droite AjUJi est perpendiculaire au milieu 

de la ligne U2U3. Les droites A2U2I1, A3U3l4 étant également per-
pendiculaires aux milieux des lignes U3U1, U1U2, le triangle 

est nécessairement équilatéral, et Î  est le point d'où 
l'on voit les côtés du triangle AiA2A3 sous le même angle 
de 120®. 

Pour résumer ces résultats, nous énoncerons le théorème 
suivant : 

Si les droites qui joignent un sommet d'un tétraèdre au point de 
contact de la face opposée avec la sphère inscrite, concourent en 
un même point : 1® les cosinus des moitiés des dièdres opposés don-
nent des produits égaux ; 2® les produits des aires des triangles qui 
ont pour sommet commun le centre de la sphère inscrite et pour 
bases deux arêtes opposées, sont constants ; 3® la sphère inscrite 
touche chaque face au point d'où l'on voit les côtés sous des angles 
égaux. 

La dernière propriété est susceptible d'une autre démonstra-

el observer que, dans les trièdres A,, Aj : 

On parvient encore très simplement h la formule (8) en égalant les rapports 
des distances des points Ij ou Ij aux plans T,, 
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tion très simple. Toute section S du trièdre I J j I J s par un 
plan parallèle à AiAjAj est un triangle équilatéral ; car c'est une 
section antiparallèle du tétraèdre isodynamique I,l2l3l4. Les 
traces des plans AiAjI,, AiAJî, AiAjIj sur celui de S, étant les 
médianes antiparallèles d'un triangle équilatéral, font entre 
elles le même angle de 420''. 

Nous reviendrons plus loin sur le tétraèdre satisfaisant aux 
égalités (6), (7), (8). 

27. Supposons maintenant que les droites A,J,,, ASJJÎ, 

A3J33, AiJ« concourent en un même point. 
Les distances de J44 à AjA^ et à A,A3 étant égales à r^ tg ^ «3, 

î'i tang ~ «2, le rapport des distances de ce point à T3 et Tj est 
exprimé par 

En l'égalant à celui des distances de Jj, aux mêmes plans, on 
trouve 

donc les conditions cherchées sont 

Pour en trouver une interprétation géométrique, observons 
que la distance de I à l'arête a„ égale ^y^TT^ '•> ^lonc : si les 
droites qui joignent un sommet d'un tétraèdre au point de contact 
intérieur de la face opposée avec une sphère exinscrite concourent 
en un même point, le produit des distances du centre de la sphère 
inscrite à deux arêtes opposées est constant. 
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TÉTRAÈUKIÎ ISODYNAMIQUE. 

Nous avons appelé tétraèdre isodynaniique un tétraèdre 
dans lequel les produits des arêtes opposées sont 

égaux, de sorte que 

Dans tout tétraèdre isodynamique : 1° les sections antiparal-
lèles sont des triangles équilatéraux (16); 2° les droites qui 
joignent un sommet au centre du cercle inscrit à la face opposée 
se coupent en un même point ; 3° les droites 

qui unissent un sommet au pôle de la face opposée par rap-
port à la sphère circonscrite, passent par les points de Lemoine 

des faces, par les centres des sections antiparallèles 
correspondantes, et se coupent en un même point K («s) ; 4° des 
points A,, Aî, A,, A ,̂ on voit les côtés des triangles 

_ sous des angles égaux (ifi). 
Le point K jouit, par rapport au tétraèdre AjAjAjAi, de pro-

priétés analogues à celles que nous avons énoncées au n" 2, 
v m à x i L 

SÎ9. Cherchons les coordonnées de K. 
Les distances de K, aux arêtes â  étant proportionnelles 

ù ai, «2, le rapport des distances de ce point aux faces T ,̂ T̂  est 
exprimé par 

Donc les coordonnées normales de K sont proportionnelles aux 
rayo7is des cercles circonscrits aux faces du tétraèdre. 

Menons par K des plans parallèles aux faces du tétraèdre et 
rencontrant les droites 0 0 , , OO2, OO3, OO4 respectivement en 

les droites KE,, KE2, KE3, KE, seront paral-
lèles aux lignes K,0„ K2O2, K3O3, K4O4. Les cônes qui ont pour 
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sommets les points E,, E^, Es, E* et pour bases les cercles cir-
conscrits aux faces correspondantes du tétraèdre sont semblables. 

Désignons par (S,, Oj, 85, S,) les distances de K aux faces de 
AiAîAjA', par a l'angle E^AiOr, nous aurons 

iVIais 

par suite 

Les coordonnées barycentriques de K sont proportionnelles 
aux produits 

ou à 

Elles conduisent facilement aux rapports 

30. Menons quatre plans parallèles aux faces du tétraèdre 
à des distances proportionnelles aux rayons des 

cercles circonscrits à ces faces ; nous obtiendrons un nouveau 
tétraèdre CiCjC^C* dont les sommets sont situés sur les droites 

et les partagent en parties proportionnelles. 
Les plans des trièdres A,, C, forment un parallélipipède 

la diagonale A^Ct passe par les centres de 
gravité N, N' des triangles NjNjN;, NlN^Nj, dont les sommets 
sont situés, respectivement, sur les arêtes 
et CtC,, QCj, C^Cj. Mais la droite AtC^K passe aussi par le 
centre de gravité de toute section antiparallèle des trièdres 
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et C4. On conclut de là aisément que NjNjNj et NjNjNi sont des 
triangles équilatéraux, dont N et N' sont les centres. 

Soit 0 ' le centre de la sphère CiGACi; ce point est situé 
sur KO, et O'C, est parallèle à OA4. Les points N et N' divisent 

en trois parties égales; par suite, si 0 " et 0 " ' sont les 
pomts qui divisent 0 0 ' en trois parties égales, les droites 

sont perpendiculaires aux plans 

Désignons par S* et Si les triangles NiN^Nj, NINjNs, et par 
les triangles analogues qui résultent de la 

combinaison des trièdres A, et G,, Aj et G ,̂ A3 et G3. Les plans 
de Si, S2, S3, Si sont à la même distance de 0 " et divisent 

dans le même rapport ; ils forment donc un 
tétraèdre D.D^DsD, homothétique à 6,626564 par rapport à K 
et circonscrit à une sphère de centre 0 " . 

Les triangles S,, S^, S3, S4 sont égaux entre eux ; car les côtés 
de Si et S|, interceptés entre les angles AjAiA,, AiAjAa, font 
avec AiA, un angle égal à AiAaA, et sont compris entre Aij et 
une parallèle à AiA,. 

11 résulte de là que les triangles S sont inscriptibles à une 
même sphère ayant son centre en 0" . Le même raisonnement 
peut s'appliquer aux triangles S'. Par conséquent : 

Si deux tétraèdres isodynamiques AiA^AjAi, G,G2G3Gi sont 
homothétiques par rapport à K, les arêtes du premier sont ren-
contrées par les faces du second en douze points, sommets de 
quatre triangles équilatéranx égaux et inscrits à une même 
sphère 0 " ; les faces du premier rencontrent les arêtes du second 
en douze points d'une seconde sphère 0 " ' ; les centres 
divisent la distance des centres des sphères 
trois parties égales. 

Autrement dit : Étant donnés un tétraèdre isodynamique 
et le tétraèdre circonscrit 6,626364, si l'on construit 

un troisième tétraèdre DjDiDjDi homothétique à 6,626364 par 
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rapport au point K, les faces de DjDjDsD, coupent les trièdres 
correspondants de AtAjAsA* suivant quatre triangles équilatéraux 
égaux et inscrits à une même sphère. 

81. Les faces des tétraèdres CjCaCsC,, D.DjDjD, peuvent être 
menées par K, ce qui donne des cas particuliers remarquables. 

A. Les plans menés par K parallèlement aux faces du tétraèdre 
isodynamique AiA^AjA, rencontrent les arêtes en douze points 
d'une même sphère, dont le centre divise KO en deux parties 
dont l'une est double de l'autre. 

B. Les droites menées par K pai'allèlemejit aux arêtes d'un 
tétraèdre isodynamique rencontrent les faces en douze points 
d'une même sphère dont le centre divise KO en deux segments 
dont l'un est la moitié de l'autre. 

C. Les sections antiparallèles menées par K sont égales entre 
elles et inscrites dans une même sphère dont le centime est en K. 

11 serait intéressant de déterminer les rayons de ces sphères. 
Si p est celui de la sphère (C), ceux des sphères (A) et (B) sont 
égaux à 

Pour terminer ce qui est relatif à ces sphères de douze 
points, nous ferons observer que les théorèmes des n°® 30 
et 31 peuvent se déduire directement de la proposition XI 
du n» 2. 

En effet, si nous désignons par N les points où les arêtes de 
AiAaAîAi sont coupées par les faces de G.CiCA, les points N 
situés sur a,, ai, a^ appartiennent à une même circonférence ; 
car ils sont déterminés par les intersections des côtés de deux 
triangles homothétiques par rapport à K,. De même, les points 
N de «1, «5, «6 sont sur une seconde circonférence. Par ces 
deux circonférences qui ont deux points communs sur «i, on 
peut faire passer une sphère 0 " . Celle-ci contiendra aussi les 
circonférences des six points N des faces Ts, T3, comme ayant 
déjà quatre points communs avec chacune de ces lignes. 
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QUADRANGLE ISODYNAMIQUE. 

8 » . Lorsque quatre points Ai, Aj, Aj, A^ d'un même plan 
satisfont aux relations 

nous dirons qu'ils forment un quadrangle isodynamique, de 
puissance P. Chacun des points A est un centre isodynamiqm 
du triangle déterminé par les trois autres. 

Un triangle AiAjA, a deux centres isodynamiques A4, Ai, qui 
ont des relations très simples avec deux autres points remar-
quables déjà connus. Ces derniers sont les points d'où l'on 
voit les trois côtés de AiA^A, sous des angles de 120" ou de 60®; 
nous les appellerons centres isogones du triangle. 

Construisons sur les côtés de A1A2A3, extérieurement et inté-
rieurement, six triangles équilatéraux 

Le premier centre isogone Z est situé 
sur les droites A,X,, AÎXJ, A3X3 et sur les circonférences 

; si les angles Aj, Aj, A3 sont inférieurs 
à 120®. il tombe à l'intérieur du triangle et les angles 

sont égaux entre eux. C'est ce que nous suppo-
serons pour fixer les idées. Nous ferons aussi 

on sait que Z rend la somme Xi l^k^L-^k^Z minimum (*). 
Le second centre isogone TJ est situé à la fois sur les droites 

et sur les circonférences 
Oans l'hypothèse de (A^ —60°) (A,—60°) > 0, il tombe à l'inté-

(*) Voir E. CATALAN, Théorèmes et Problèmes, 6« édition, pp. 55 et 228. 
Si AJ > 120°, Z tombe dans l'angle opposé au sommet à A,AjA,. 
Le problème classique du point de la somme minimum des distances aux 

trois sommets d'un triangle demande, nous semble-t-il, un complément de 
solution : le point Z' peut rendre minimum la quantité 
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rieur de l'angle AjAjAs, mais du côté opposé à A, par rappoi t 
Nous ferons encore 

le signe ± correspondant à 
Il n'y a pas d'autre centre isogone que Z et Z', car les cii -

conférences AjAjX, et AJAJYÎ OU A2A3Y, et AjAiXj, à l'intei-
section desquelles un tel point devrait se trouver, se coupent 
sur AiAî, au pied de l'une des obliques menées par A3 et fai-
sant avec AjAî un angle de 60° (*). 

3 3 . Soient m et h la médiane et la hauteur partant de A,, 
«1, tti et tti les côtés de A J A Î A J , T la surface, a l'angle de Brocard, 
R le rayon du cercle circonscrit. Le triangle A,X,Yi donne les 
égalités 

par suite 

A cause de 

on peut encore écrire 

Soient les distances de Z aux côtés de 

(*) Lorsque A1, A2, A3 est équilatéral, Z coïncide avec le centre de la circon-
férence circonscrite, et Z' devient un point quelconque de cette circonférence. 
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les projections de X, sur AiÂj et A, A,; les triangles 
donnent 

Par conséquent 

Les coordonnées normales de Z sont donc inversement propor-
tionnelles à sin Les 

coordonnées barycentriques (*) sont 

ou plus simplement 

Pour avoir celles de Z', il suffit de remplacer 60 par — 6 0 . 

34. En mettant les égalités (9) sous la forme 

on trouve immédiatement trois lieux géométriques à l'intersec-
tion desquels se trouve le centre isodynamique A, du triangle 

Soient V1, Vj, Vj, V, ', Vî, V, les pieds des bissectrices 
mterieures et des bissectrices extérieures du triangle 
les circonférences décrites sur V, Vi, V^Vi, VsVj comme diamè-
tres se coupent aux deux mêmes points A„ Al. Ces courb<'!s 

(•) l.ps aires des triangles A^ZA,, AjZA,, AjZA, sont proportionnelles aus 
produits ZA,. ZAj, ZAj.ZAj, ZAj .ZA, ; donc les coordonnées barycentriques 
de Z sont encore inversement proportionnelles à 
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rencontrent la circonférence AjA^As orthogonalement; car les 
diamètres VjV',, V. 2V2, VjVi sont partagés harmoniquement par 
les côtés du triangle. 

Par conséquent, si v^,v<i, v^, 0désignent les centres des quatre 
cercles, les rayons v^Xi, V3A3 touchent le cercle 0 ; les 
points V sont donc sur l'axe d'homologie du triangle AiA^As et 
de son polaire réciproque 6,8283 par rapport au cercle 
iVIais cet axe est aussi la polaire du point de Lemoine K de 

de plus, la droite AjAl, étant la corde commune aux 
trois cercles v,, lu, v^ qui sont orthogonaux au cercle 0 , passe 
par 0 et est divisée harmoniquement par la circonférence 
En résumé : 

Les trois circonférences qui ont pour diamètres les distances des 
points oîi un côté du triangle AjAaAs est rencontré par la bissec-
trice intérieure et la bissectrice extérieure de l'angle opposé, se 
coupent aux jnémespoints At, Al, centres isodynamiques du triangle. 
Ces points sont en ligne droite avec le centre 0 du cercle circon-
scrit et avec lepoiiit de Lemoine K. At et Al, K et le milieu M de lu 
distance AjAl forinent deux systèmes de points conjugués harmo-
niques par rapport au cercle 

3 5 . Soient N2, N3 les homologues de A,, A2, A3 dans 
une transformation par rayons vecteurs réciproques, dont le 
pôle est un point quelconque A. Les triangles semblables 
et AN2N,, AA2A3 et AN3N2, AA3A, et AN,N-, donnent facile-
ment (16) : 

Ainsi, si NjNjNj est le triangle formé par les inverses des som-
mets d'un triangle A I A 2 A 3 , les côtés de ce triangle sont proportion-
nels aux produits des côtés opposés du quadrangle > 
désigna7it le pôle d'inversion. 

Le pôle peut être dans le plan A I A Î A S OU extérieur. Dans le 
dernier cas, les circonférences NiNjNs, A|AîA3Sont des sections 
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untiparallèles d'un même cône. Menons les plans tangents le 
long des arêtes AÂ,, AA5, AA3; les premiers principes des 
projections centrales conduisent aux théorèmes suivants, qui 
sont encore applicables, lorsque le pôle A est dans le plan 
A,A,A, : 

Si l'on soumet à une inversion les sommets d'un triangle, les 
points de Lemoine de ce triangle et de son transformé sont en 
ligne droite avec le pôle d'inversion ; les pieds des médianes anti-
parallèles et les pôles des côtés homologues par 7 ' a p p o r t aux cercles 
circonscrits à ces triangles jouissent de la même propriété. 

Lorsque le pôle d'inversion coïncide avec un centre isody-
namique Ai (ou A't), le triangle transformé NiN^INj devient 
équilatéral. Donc, si l'on transforme par inversion trois sommets 
d'un quadrangle isodynamique, le pôle d'inversion étant placé au 
quatrième sommet, on obtient les sommets d'un triangle équila-
téral (*). 

En particulier, les droites qui joignent les sommets d'un triangle 
AjAjAj à l'un des centres isodynamiques rencontrent la circonfé-
rence circonscrite aux sommets d'un triangle équilatéral. 

Réciproquement, les inverses des sommets d'un triangle équi-
latéral et le pôle d'inversion sont les sommets d'un quadrangle 
isodynamique. 

8». Soient maintenant Nj, N ,̂ N3, Ni les inverses des som-
mets d'un quadrangle quelconque AjA^xXsAi, le pôle d'inver-
sion étant placé en un point arbitraire A. On trouve facile-
ment les proportions 

AA< A A ^ . A A , 

(*) Plus généralerneiH, si l'on transforme trois sommets d'un quadrangle 
quelconque en plaçant le pôle d'inversion au quatrième, on obtient quatre 
séries de triangles semblables entre eux. 
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d'où, en désignant par u la puissance d'inversion, 

Le quatrième terme de cette proportion est symétrique par 
rapport à A,, Aj, Aj, A,; par conséquent 

Donc, si l'on transforme par inversion les sommets d'un qua-
drangle quelconque, les produits des côtés opposés du quadrangle 
transformé sont proportionnels aux produits homologues de In 
figure primitive. 

En particulier, tout quadrangle isodynamique engendre, par 
inversion de ses sommets, un nouveau quadrangle isodynamique. 

Le quadrangle isodynamique le plus simple est formé par 
les sommets d'un triangle équilatéral NjNjNs et son centre 
Si l'on soumet ces quatre points à une inversion dont le pôle est 
un point quelconque Ai, on obtient les sommets d'un nouveau 
quadrangle isodynamique AJAÎASA,. Mais le pôle Ai forme aussi 
avec le triangle AiA^Aj, transformé du triangle équilatéral 

un système isodynamique. L'existence des deux centres 
isodynamiques pour un même triangle A1A4A3 devient ainsi 
manifeste. De plus, si l'on choisit convenablement la puissance 
d'inversion, les deux triangles NiN^N;, AjA^A, seront inscrits à 
la même circonférence 0 , et l'on voit ({ue le produi t . 
est égal à la puissance de Al par rapport à cette circonférence. 

3 7 . Désignons par fli, ttj, A|, A2, A3 les côtes et les a n g l e s 

du triangle A1A2A3, par o,, O5, â  les distances des somiTiets au 
centre isodynamique A,, par P et P' les puissances des quadran-
gles AiAîAjAi, AjAiAsAl, enfin par Nj, N2, N3 les points d'inter-
section du cercle AiA2A3 avec les droites 
triangle NiN^Njest équilatéral ; si l'on suppose A, intérieur à ce 

http://rcin.org.pl



( 43 ) 

triangle, on trouve facilement que les angles A^A^Aj, AjA^A,, 
AiA^Aj valent respectivement 

Donc te premier centre isodynaniique A, (*) est à l'intersection 
des arcs de trois segments capables des angles A, 60°, A2-+- 60°, 
Aj -t- 60°, décrits respectivement sur les côtés a,, a^, as. De même, 
le second centre Ai est déterminé par trois segments capables des 
angles A, — 60°, A^ — 60°, A^ — 60°. 

Cette construction est applicable à tous les cas, pourvu que 
l'on convienne de remplacer un segment capable de 180° a 
ou de — a par un segment capable de 180° — a, tourné du 
même côté de la corde (**). 

38. L'aire du triangle A2A4A5 a pour mesure 

De même 

Par suite, les coordonnées barycentriques de A* sont 

et les coordonnées normales sont 

Ces dernières étant inversement proportionnelles à celles du 

(*j Les points A, el A'̂  sont, l'un intérieur et l'autre extérieur à la circon-
férence AjAjAj. Nous appelons premier centre celui qui est intérieur. 

(**) Pour étudier les modifications de la figure, ou peut se donner le triangle 
équilatéral N,ÎV,Nj et placer ensuite le point ou A', dans toutes les posi-
tions possibles. 
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centre isogone Z, on voit que les points A4 et Z sont C07ijugués 
isogonaux par rapport au triangle AiA^Aj ; ce sont donc les foyers 
d'une co7iique inscrite à ce triangle (*). Les points Al et Z' 
jouissent de la même propriété. 

Les lettres X, Y, s ayant la même signification qu'au 32, 
les triangles équiangles A.AjXj, AjAjA, donnent 

par conséquent 

Si l'on fait la somme des aires AjA^A,, A3A4A,, A.A.Aa, on 
trouve 

En remplaçant P par ^ et en observant que 

on parvient à la relation 

dont la vérification directe ne présente pas de difficulté. 
Le second centre isodynamique Al donne 

(•) Cette conique sera étudiée plus loin (»o). 
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La comparaison des formules relatives à A, et Ai conduit à 
des égalités curieuses telles que 

Les proportions (10) montrent que la circonférence AJAÎAS est 
le lieu des points dont les distances à A, et Ai sont dans le rap-
port s' : s ; par conséquent, elle divise la distance A^Al additive-
ment et soustractivement dans ce même rapport. 

Nous avons encore à signaler les formules concernant les 
distances des points en ligne droite : 0 , K, A ,̂ Ai, M (milieu 
de A^Ai). On a vu que 

de là on déduit : 

39. Les théorèmes énoncés au n° 28 peuvent être trans-
portés, en partie, au quadrangle isodynamique. Ainsi : 1° les 
droites joignant un sommet d'un quadrangle isodynamique au 
centre du cercle inscrit au triangle qui est formé par les trois 
autres sommets se coupent en un même point ; en ce point se 
croisent aussi les lignes qui joignent, sur les côtés opposés du 
quadrangle, les pieds des bissectrices intérieures de ces triangles ; 
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les droites qui unissent un sommet au point de Lemoine du 

triangle déterminé par les trois autres sommets (ou au centre du 
cercle circonscrit) passent par un même point {*). 

Il serait intéressant de préciser la position de ces nouveaux 
points remarquables. Il doit aussi exister des relations curieuses 
entre les centres des cercles circonscrits, les points de Lemoine, 
et les seconds centres isodynamiques des quatre triangles 

TÉTRAÈDRE ISODY.NAMIQUE (suite). 

40, Considérons de nouveau un tétraèdre isodynamique 
A J A Î A J A , . Désignons par V „ et \'„ les points où l'arête a„ est 
rencontrée par la bissectrice intérieure et par la bissectrice 
extérieure des angles plans opposés; par v„ le milieu de V „ V „ , 

par W„ et W^ les centres isodynamiques de la face T,̂ . 
Étant donné le trièdre A4, il est facile d'obtenir la direction 

du plan AiAaAj : on cherche une section équilatérale NiN^Nj 
du trièdre, et le plan tangent à la sphère AiN.NjNs au point A4 
est la direction cherchée. Autrement dit, si l'on transforme par 
inversion les sommets d'un triangle équilatéral en prenan t le pôle 
hors du plan, ce pôle et les points transformés sont les sommets 
d'un tétraèdre isodynamique. 

41. Lorsqu'on donne la face AjA^As, le lieu du point A4 
est le cercle [34, intersection des sphères v^, v-j, Vs qui ont pour 
diamètres VjV',, V^V ,̂ VjV,. Ce cercle a pour diamètre la droite 
W4\Vi, et son plan, perpendiculaire à celui de A1A2A3, passe 
par le centre O4 du cercle AjAjAj et par le point de Lemoine K4. 

De même, les sphères qui ont pour diamètres V,V;, VjV;, 
VgVfi se coupent suivant une circonférence (3, passant par 
Al, Wi, w ; . Les circonférences jB,, [î , tracées sur la même 

(*) La dernière partie de cette proposition sera étendue plus loin (54) 
à d'autres points du pian AjAjA, que les centres isodynamiques. 
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sphère Vi, ont deux points communs Aj, Ai qui appartiennent 
aussi à la sphère décrite sur Y^'i comme diamètre et aux 
circonférences (îa, l^j, intersections des sphères {Vi, V4, l'e) et 

Les sphères v sont orthogonales à la sphère 0 ; leurs centres 
sont à l'intersection de deux arêtes homologues des tétraèdres 
AjAjAsAi, BjBîBîBi et sont situés dans un même plan qui est 
à la fois le plan d'homologie des deux tétraèdres et le plan 
polaire de K par rapport à la sphère 0 . 11 résulte de là que 
les points A», Aj sont sur la droite KO perpendiculaire au plan 
lUVsV̂ , qu'ils sont symétriques par rapport au pied M de KO sur 
c,e plan, et conjugués harmoniques relativement à la sphère 0 , 
(i'est-à-dire 

Le point As appartenant au cercle {B̂ , le tétraèdre AsAïAjAs 
est isodynamique, et les droites AjA,, A5A2, AsAj rencontrent 
la sphère 0 aux sommets d'un triangle équilatéral N.N^Ns. 
La même propriété subsistant pour les faces T,, Ts, T., nous 
résumerons ainsi les résultats obtenus : 

Étant donnés un tétraèdre isodynamique AiAsA^A^ et son 
polaire réciproque BiB^BsBij^ar rapport à la sphère circonscrite 0, 
les six sphères qui ont pour centres les intersections de deux arêtes 
homologues des deux tétraèdres et qui passent par les extrémités 
des arêtes opposées du premier tétraèdre, se coupent aux deux 
mêmes points A», Aj de la droite KO. Les droites qui joignent A» 
uni Aĵ  aux points A,, A2, A5, A4 rencontrent la sphère 0 aux 
sommets d'un tétraèdre régulier N,NiN.jVi. CMcune des faces de 
AiAîAjAi forme avec A» {ou Aj) un tétraèdre isodynamique. 

4 8 . On peut confirmer ces conclusions par une autre mé-
thode. Tout quadrangle isodynamique, plan ou gauche, 
engendre, par inversion des sommets, un nouveau quadrangle 
isodynamique (3««). Le tétraèdre isodynamique le plus simple 
est le tétraèdre régulier NiN2N3N4; on peut le décomposer 
en quatre autres tétraèdres isodynamiques en joignant son 
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centre Ng aux quatre sommets. Si l'on soumet à une inversion 
les points N,, N^, Nj, N,, N», le pôle d'inversion étant en un 
point arbitraire Aj, on obtient un nouveau système isodyna-
mique complet de cinq points A,, A2, As, A4, A», tels que quatre 
quelconques d'entre eux sont les sommets d'un tétraèdre iso-
dynamique. Un tel système complet est encore formé par les 
points A„ A2, A2, Ai, a ; . 

Lorsque la puissance d'inversion égale celle du point Aj 
par rapport à la sphère NiN.NsN^, le tétraèdre A1A2A3A4 sera 
inscrit à la même sphère. 

Chacun des points d'un système isodynamique complet peut 
être appelé centre isodynamique du tétraèdre des quatre autres. 
Le rôle de ce centre peut être défini ainsi : Les plans menés 
par ce point et les arêtes du tétraèdre décomposent celui-ci en 
quatre tétraèdres isodynamiques ; ou encore : Le centre isodyna-
mique étant pris pour pôle d'inversion, le tétraèdre inverse devient 
régulier. 

On peut encore remarquer les propriétés suivantes : 
sont les inverses des sommets d'un tétraèdre 

isodynamique AiA^AjA* par rapport à un pôle quelconque A, les 
centres isodynamiques des tétraèdres AiA^AjA 4, AJ Ai A3 A4 se cor-
respondent dans l'inversion. Les points de Lemoine de deux faces 
homologues, les sommets homologues des tétraèdres 
HiBiBîBi, polaires réciproques de AiA^AjAt et AiA^AjAI relative-
ment aux sphères circonscrites, les centres d'homologie de 

sont, respectivement, en 
ligne droite avec le pôle d'inversion A. 

43. Pour les relations métriques que nous allons établir, 
il est commode de considérer la figure suivante. Après avoir 
tracé le triangle A, A Î A S et le cercle circonscrit O4, déterminons 
le point de Lemoine K4, la polaire de K4 et la projection M 
de K4 sur cette polaire; de M comme centre, avec un rayon 
égal à la tangente Ma- menée au cercle O4, décrivons un cercle (*) 

(*) Le cercle Wo-W coupe le cercle AjAjAj orlhogonalement; l'axe radical 
de ces cercles passe par le point de Lemoine. 
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qui coupe la droite K^O, aux points W, W . Ce second cercle 
étant relevé autour de W W dans une position perpendiculaire 
au plan AjAjAs, est le lieu des sommets des tétraèdres isodyna-
miques construits sur AiA^Aj. 

Désignons par P la puissance du tétraèdre AjA^AjA,, par p 
et p ' celles des quadrangles AjAjAjW, AjAjAsW, et par H le 
pied de la hauteur menée par A,. Le théorème de Stewart, 
appliqué au triangle AiWW et à la ligne A^H, donne 

Mais 

donc, si l'on multiplie les deux membres de (11) par AjAj , on 
obtient 

L'égalité (12) démontre, de nouveau, que le cercle W a W , 
placé dans un plan perpendiculaire à A^AjAs, est le lieu des 
sommets des tétraèdres isodynamiques construits sur AjA^Aj ; 
car le premier membre ne dépend pas particulièrement du 
point A, qui a servi à établir la formule. 

Cette formule conduit aisément aux suivantes : 

La valeur de V est susceptible de quelques transformations 
plus ou moins curieuses. 

Il existe aussi une relation très simple entre 

(•) E. CATAI.AN, Théorèmes et Problèmes, fi' édition , p. 45i. 
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Le maximum e l l e minimum de P sont égaux, respective-
ment, à p ' etjw; ils correspondent aux tétraèdres isodynamiques, 
de hauteur nulle, AjAiA^W et AjAîAsW. 

Le maximum de V a lieu lorsque H est au milieu de W W ; 
dans ce cas 

(Xi étant l'angle de Brocard relatif au triangle AjA^Aj. 
Le pied de la hauteur abaissée de A, peut coïncider avec Ki; 

alors la sphère AiAsAsA, aura pour centre 0^, et 

44. La droite OK occupe une position remarquable : elle 
passe par les centres isodynamiques As, Aj du tétraèdre 
AjAjAsAi, est une génératrice de l 'hyperboloïde des hauteurs 
et est perpendiculaire au plan d'homologie des tétraèdres 
AiAîAjAi et BiBiBjBi. K et le milieu M de AsA» sont conjugués 
harmoniques par rapport à la sphère 0 ; il en est de même de 
As et Aj. Ces relations permettent d'exprimer les quantités OM, 
M As en fonction de OK et du rayon R de la sphère 0 . 

Les points A4, K, K4, B4 forment une division harmonique ; 
si on les joint au point 0 , et qu'on coupe le faisceau ainsi 
obtenu par la droite AiH, parallèle au rayon O4B4, on aura une 
nouvelle division harmonique dont un point est à l'infini ; 
c'est-à-dire la droite O4K4 passe par le milieu H, de la hauteur 
A4H4. Donc : dam le tétraèdre isodynamique, les droites qui 
passent par le centre du cercle circonscrit à une face et par le 
milieu de la hauteur correspondante, se coupent en K. 

Convenons de désigner par cône A„ le cône qui a pour som-
met le sommet A„ du tétraèdre et pour base le cercle circon-
scrit à la face opposée. La droite O^Hi passe par les milieux des 
axes des cylindres droits inscrits dans le cône A, ; car un tel 
axe est parallèle à A^H, et a ses extrémités sur les lignes O4A4 et 
O4H4. 11 résulte de là que le point J\ est le centre commun de 
quatre cylindres droits inscrits dans les cônes A,, Aj, A3, A,. 
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T É T R A È D R E ISOGONE. 

45. Lorsque les droites joignant un sommet d'un tétraèdre 
AjAîAsAi au point de contact de la face opposée avec la sphère 
inscrite I, concourent en un même point, le contact a lieu au 
centre isogone de chaque face (»6); à cause de cette propriété, 
le tétraèdre peut recevoir la dénomination de « isogoiie ». 

Dans le tétraèdre isogone : 

La seconde de ces relations est une conséquence de la sui-
vante : 

qui caractérise le tétraèdre isodynamique I | I ; car 

Ilj et II2 étant perpendiculaires aux plans T, et Ta. 
Désignons par A „ A J , A J , A ; les angles A I A J A J , A . A ^ A S , 

AîAjA^, AjAjA*. D'après les valeurs des coordonnées barycen-
triques du centre isogone (38), on a 

Pour introduire les arêtes, on peut observer que 

Mais le résultat ne présente pas une forme suffisammeïit 
simple. 
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Le tétraèdre isogone conduit à deux problèmes d'algèbre 

que nous nous contentons de poser : 
1° Résoudre par rapport à /j, t^, ... le système d'équations 

2" Éliminer p,, p ,̂ p,, p, entre les équations 

On a posé 

4«. Étant donnés une sphère I et un trièdre circonscrit, il 
est facile de trouver un plan tangent qui forme avec le trièdre 
un tétraèdre isogone. La construction peut se traduire en cette 
élégante proposition : 

Une sphère I touche les faces d'un trièdre A^AtAjAs aux points 
. On construit, dans ces faces, les angles 

le plan AiA^Aj touche la sphère I en un point I*, 
d'où l'on voit A,Aî, A^Aj, AjA, SOUS le même angle de 420°. De 
plus, les droites A,Ii, AJ», A5I3, KU se coujjent en un même point. 

47. Supposons maintenant les droites 
concourantes ; le tétraèdre peut être dit isogone relative-

ment à la sphère exinscrite J,. Au moyen des sections antipa-
rallèles du tétraèdre isodynamique J^J^îIisJ*?, on démontre 
facilement que est le premier centre isogone de T,, que 

; sont les seconds centres isogones des autres faces. 
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Les distances de J„ et J« aux plans Tj, Tj sont égales à 

Le rapport des deux premières doit être égal à celui des deux 
autres, pour que les droites A4J44 et AiJ^ soient dans un même 
plan. En exprimant, de cette façon, que les quatre droites 

concourent en un même point, on obtient les égalités 

48. Soit J5 une sphère inscrite au comble qui a pour ligne de 
faîte l'arête A^Ai. Les points de contact Jg, et Jjj sont situés 
entre les prolongements des droites 
à l'extérieur des faces T^, T, ; les points Js2 et Igj sont à l'exté-
rieur des faces T,, Tj, mais à l'intérieur des angles 

Si les droites A„Js„ concourent en un même point, les 
points Jsi et Jg, sont les premiers centres isogones de T,, T,, ce 
qui exige que les angles A^AjAg, AîAiA* soient supérieurs à 120°; 
les points J52 et Jgj sont les seconds centres isogones de 
Les dièdres de AiA^AjA* vérifient les relations 

4». Étudions maintenant le lieu (A,) du sommet d'un 
tétraèdre isogone construit sur une base donnée A1A2A3, dont 
les angles sont inférieurs à 120°. 

Soient Z (ou I,) le premier centre isogone de la base, et Z,, 
les intersections des droites AiZ, AjZ, A5Z avec 

, Construisons une sphère quelconque I touchant le 

(*) La relation 

comprend loiis les cas, si l'on convient de désigner par Oj, o , . ... les dièdres 
qui sonl tournés vers la sphère coiLsidérée. 
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plan A1A2A3 en Z, et menons, par les côtés de A1A2A3, des plans 
touchant cette sphère aux points I1, I2, I3. L'intersection de 
ces plans est un point du lieu cherché. Mais les triangles 
AïAjZ, AiAjIi sont égaux entre eux et les droites AiZ, AJ, ren-
contrent AjAs au même point Z|. Donc le point A, est sur le 
cône Zi engendré par la droite ZjZA, tournant autour de A2A3; 
le lieu de I, est la circonférence engendrée par Z dans ce mou-
vement. 

D'après cela, le lieu (A )̂ est l'intersection commune de trois 
cônes de révolution qui ont pour sommets Z,, Z ,̂ Z3 et pour 
axes a,, ai, «3- Le plan AjA^A? renferme d'abord les trois géné-
ratrices Z,Z, ZiZ, Z3Z, puis trois autres symétriques des pré-
cédentes par rapport aux axes Oi, a,, Oz et se coupant en un-
même point W. Le sommet A3, qui est sur la bissectrice de 
l'angle ZjZZ^, est le centre d'une sphère inscrite à la fois aux 
deux cônes Z, et Z2 suivant deux cercles que nous désignons 
par Vj et y,. Soient cp,, cp̂  les'points d'intersection de ces cercles 
avec les génératrices A^Z,, A^Zj. Les droites A^cp,, sont 
égales comme tangentes à la sphère Aj et leurs inclinaisons 
sur les plans de y, et ŷ  sont constantes. Par conséquent, Â  
est dans le plan dont les distances aux plans de y, et y^ sont 
dans le rapport constant cos ZZtA3 : cos ZZjAj. 

Ainsi la courbe cherchée est plane et se compose d'une 
hyperbole dont les sommets sont Z et W. La branche qui 
j)asse par Z et qui est l'intersection des nappes des cônes Z,, Zj 
tournées vers Z, est le lieu du sommet d'un tétraèdre qui est 
isogone par rapport à une sphère inscrite; la seconde branche 
est l'intersection des deux autres nappes et convient à des 
tétraèdres isogones par rapport à une sphère exinscrite. Si l'on 
combine autrement les nappes, on obtient une seconde conique, 
intersection des deux cônes, mais il est inutile de la consi-
dérer ici f ) . 

( * i On peut encore tronver faciloinent trois hvperboîoïdes de révolution 
ayant pour foyers deux des points Z,, Z,, Z3, et i»assanl par le lieu (A, ). 
Kn fllVt, les droites KJjx, A « Z , ont une dillerence constante Z , J), — Z J J J J , etc. 

I.cs sphères décrites des points A,, A,, AJ, Â  comme centres, avec les 
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30. La considération du lieu (A,) nous permet de compléter 
les propriétés du centre isodynamique d'un triangle. 

On sait que le lieu des sommets des cônes de révolution 
construits sur une conique donnée^ (ellipse ou hyperbole) est 
une seconde conique (hyperbole ou ellipse) ; les plans de ces 
courbes sont perpendiculaires et les foyers de l'une sont les 
sommets de l'autre (et réciproquement). D'après ce théorème, 
les sommets Z,, Z ,̂ Z3 des trois cônes de révolution qui ont 
servi à déterminer le lieu (A4) sont sur une ellipse ayant pour 
foyers les points Z et W. Les côtés o,, a^, «3 touchent cette 
courbe, car ce sont les bissectrices extérieures des angles ZZjW, 
ZZjW, ZZjW. Par suite, Z et W sont conjugués isogonaux par 
rapport au triangle AjAsAs et W est le premier centre isodyna-
mique (38). 

Soient Zi, Zi, Zj les intersections des côtés homologues des 
triangles ZiZaZj, AjAaA;. La droite Zzi étant conjuguée harmo-
nique de ZA, par rapport à l'angle Z2ZZ3 est la bissectrice exté-
rieure de cet angle et, par conséquent, perpendiculaire à ZAj. 
On déduit de là que la droite est la directrice de l'ellipse 
considérée. 

En résumé : Si X,, Xj, X3, Yi, Yj, Yj sont les sommets des 
triangles équilatéraux construits extérieurement et intérieurement 
sur les côtés d'un triangle AjA^Aj, et que Zi, Zj, Z3 désignent les 
points de rencontre de ces côtés avec les droites AjXj, AjX?, A5X3, 
les dernières droites se coupent au premier centre isogone Z, et les 
lignes Z,Y,, Z^Yj, Z3Y3 concourent au premier centre isodyna-
mique W. Les points Z et W sont les foyers d'une ellipse touchant 
les côtés de A,AiA3 en Z,, Zj, Z3; une directrice coïncide avec la 
polaire trilinéaire de Z par rapport au triangle AjA^As. 

Réciproquement, si les côtés d'un triangle ZiZjZj inscrit à une 

rayons A,Z, A,Z, A,Z, A^I, se cou[)enl, deux à deux, sous l'angle de 120®, 
Les trois premières étaut fixes, la quatrième enveloppe une cyclide et son 
centre décrit une conique. 

On parvient à des résultats analogues en remplaçant Z par le second centre 
isogone de A,A,^,. 
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C07iique sont vus d'un foyer Z sous des angles de 60° ou 120°, les 
tangentes en Z , , Z J , Z J forment un triangle A J A J A S tel que Z est le 
centre d'homologie et que la directrice correspondante est l'axe 
d'homologie des triangles 

T É T R A È D R E INVOLUTIF, 

&1. Dans le tétraèdre isodynamique, nous avons rencontré 
six sphères dont les centres étaient situés sur les arêtes et qui 
passaient par les extrémités de l'arête opposée. 

En généralisant les conditions de la figure, nous avons 
obtenu quelques résultats qui offrent déjà un grand intérêt, 
bien que la question soit susceptible de plus grands déve-
loppements. 

Soient Vj, v„ ... les points où les arêtes a,, flj, ... du tétraèdre 
AiAaAjAi sont rencontrées, respectivement, par les plans per-
pendiculaires aux milieux M*, Mg, ... des arêtes opposées. 
Pour que les points Vi, Vt, Vz soient en ligne droite, il faut que 

Mais, si f, et /« sont les projections de Aj et Aj sur l'arête 
AjA,, les triangles AjAjA,, A^AjA, donnent 

d'où : 

Par analogie : 

L'égalité (13) peut donc être remplacée par celle-ci : 

Elle exprime que six points en ligne droite dont les abscisses 
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sont proportionnelles aux carrés des arêtes du tétraèdre sont 
en involution. On peut lui donner la forme symétrique 

Par conséquent, la même égalité sufiît pour que les triples de 
points {Vi, Vs, Ve), (Vî, V6, Vi), (Vs, Vi, Vs) soient également en ligne 
droite. Ainsi : lorsque les carrés des arêtes d'un tétraèdre sont 
proportionnels aux abscisses de six points en involution, les 
points où chaque arête est rencontrée par le plan perpendiculaire 
au milieu de l'arête opposée sont les sommets d'un quadrilatère 
complet. 

De même, lorsque les six côtés d'un quadrangle complet véri-
fient la relation (14), les points oii un côté quelconque est ren-
contré par la perpendiculaire au milieu du côté opposé sont les 
sommets d'un quadrilatère complet. 

Ces tétraèdres et ces quadrangles peuvent être appelés invo-
lutifs. 

Considérons un tétraèdre involutif AiA^AjA^. Nous don-
nerons le nom de plan d'involution au plan des points v, et 
nous désignerons par sphèi'e v„ la sphère qui a pour centre le 
point v„ et qui passe par les extrémités de l'arête opposée. 

Les sphères v^ v^, Vz, dont les centres sont en ligne droite 
et qui passent par un même point Aj, se coupent suivant un 
cercle p*. Tout point de ^^ est sommet d'un tétraèdre involutif 
construit sur la base A J A J A Î et dont le plan d'involution passe 
par la droite ViV̂ Vs. 

De même, les sphères Vj, Vi, v̂  passent par un même cercle 
Les cercles (3,, ^^ se rencontrent en deux points A», Aj qui 

appartiennent aussi à la sphère Vg, attendu que les sphères Vi, 
Vg, Ve ont pour intersection un cercle pt et que les deux pre-
mières surfaces contiennent déjà les points Ag, Aj. 

Donc les six sphères v se coupent aux deux mêmes points A ,̂ 
Ag qui sont symétriques par rapport au plan d'involution. Ces 
points sont des centres involutifs du tétraèdre AiAsAjA^, et 
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forment, chacun, avec les points A,, A ,̂ A,, A, un système invo-
lutif complet : quatre points quelconques d'un système cotnplet tel 
que A|, AJ, A3, Ai, As sont les sommets d'un tétraèdre involutif, 
et les plans d'involution de deux quelconques des cinq tétraèdres 
ainsi obtenus se coupent sur la face commune à ces deux tétraèdres. 

53. La disposition des points v d'un système complet a des 
conséquences très curieuses. Dans les trois tétraèdres 

les plans perpendiculaires aux milieux 
des arêtes AjA^, A2A3, A1A3 rencontrent l'arête opposée A^Aj au 
même point v ; mais ces plans se coupent aussi suivant l'axe 
du cercle AjA^Aj. Donc dans tout système involutif complet, l'axe 
du cercle qui passe par trois des points s'appuie sur la droite 
qtii joint les deux autres points; les dix points ainsi obtenus sont, 
six à six, les sommets d'un quadrilatère complet. 

D'après cela, dans le tétraèdre involutif AjAjAsÂi, l'axe 00* 
du cercle AjA^As s'appuie sur les droites A^Ag, A^Aj; donc le 
plan du cercle [Bi qui contient déjà la hauteur A^Ht et la ligne 
AjAs, passe aussi par OOi. Par analogie, la droite AsAj ren-
contre également les hauteurs AjHj, A^HÎ, A3H3 et les axes 
OOi, OO2, OO3 des cercles circonscrits aux faces T,, T^, Tj du 
tétraèdre. On conclut de là que dans tout tétraèdre involutif, 
le centre de la sphère circonscrite et les deux centres involutifs 
sont situés sur une même génératrice de l'hyperboloïde des hau-
teurs ; cette génératrice est perpendiculaire au plan d'involution. 

Réciproquement, si l'hyperboloïde des hauteurs d'un tétraèdre 
passe par le centre de la sphère circonscrite, ce tétraèdre sera 
involutif. 

Sâr. Le plan AiAjAj coupe les sphères f, , t'j, t'3 suivant trois 
cercles qui se rencontrent aux deux mêmes points Ai, A'i, 
extrémités d'un diamètre du cercle La droite A^AÏ est évi-
demment perpendiculaire à la droite ViV̂Vz et passe par le 
centre O4 du cercle AjA^Aj. Les quadrangles . 
sont involutifs. 

Désignons par 0,', Oj, O3 les centres des cercles circonscrits 
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) 
aux triangles AîAjA;, AjAjAi, AiAjAi. Les côtés du quadrangle 
OjOâOâOi sont perpendiculaires aux milieux des côtés du qua-
drangle AiAjAsAi et rencontrent les côtés opposés de ce dernier 
en six points lu, v^, Vz, v\, vî, vé qui sont, trois à trois, en ligne 
droite. De même que la ligne AiO* est perpendiculaire à la 
droite viv^v,, de même les lignes A,Oi, A^Oâ, A3O3 seront per-
pendiculaires aux droites viv^vê, v^vèPÎ, v^vlvi De plus, puisque 
les côtés homologues des triangles A.AJAÎ, OlO^Os se coupent 
sur la droite v̂ ViVs, les droites AïO;, AsOâ, A3O3 concourent en 
un même point 0 ' ; par analogie, les droites 
se rencontrent aussi au même point 0 ' . 

Donc : dans tout quadrangle involutif, les droites qui joignent 
un sommet au centre du cercle passant par les trois autres som-
mets concourent en un même point. Ces droites sont perpendi-
culaires aux côtés du quadrilatère complet formé par les points v. 

55. Considérons de nouveau un tétraèdre involutif i 
Les plans perpendiculaires aux milieux des arêtes 
AtAj rencontrent le plan AjA^Às suivant trois droites passant 
par Vi, Vi, l's et formant un triangle C1C2C3 dont les sommets 
appartiennent aussi aux droites 0 0 , , OOj, OO3. Les triangles 

, admettant un axe d'homologie ViV -̂h, ont aussi 
un centre d'homologie D,. On conclut de là que les plans 

se coupent suivant la droite OD,. 
Si l'on répète ces raisonnements pour les autres faces du 
tétraèdre, on verra que les quatre plans 

se coupent, trois à trois, suivant quatre droites 
passant par 0 ; par conséquent ces quatre droites se confon-
dent en une seule s 'appuyant sur les hauteurs du tétraèdre, 
et passant par 0 . 

Nous retrouvons ainsi, par une autre voie, une partie des 
résultats du n°53; en même temps, nous avons une signification 
géométrique des points où la droite OAgAj rencontre les faces 
du tétraèdre. 

Etudions maintenant le lieu 1A4) des sommets des 
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tétraèdres involutifs de même base AjA^Aj, et sa trace (Ai) sur 
le plan AiA^Aj. 

Pour simplifier l'écriture, nous désignerons maintenant le 
cercle AiA^AÏ par (3, le centre du cercle AiAjAj par o, le point 
de concours des hauteurs, le point de Lemoine et les centres 
isodynamiques du triangle AjA^Aj par h, k, W, W , enfin la 
droite ViViVz par V. 

Les principales variétés du tétraèdre involutif vont nous con-
duire à des propriétés intéressantes des lieux (A,) et (Ai). 

L'équation (14) admet la solution 

Donc tout tétraèdre orthogonal est involutif. Le lieu du som-
met d'un tel tétraèdre est la droite hE perpendiculaire au plan 
AjAjAj; donc la droite hU fait partie du lieu (A,). Le plan d'in-
volution s'est transporté à l'infini. 

Le déterminant (14) s'annule comme acquérant deux colonnes 
identiques, lorsqu'on pose 

Donc tout tétraèdre isodynamique est involutif. Le lieu du 
sommet d'un tel tétraèdre est le cercle isodynamique construit 
sur la distance W W comme diamètre, dans un plan perpendi-
culaire à AjAjAj. Soient BjBîB, le triangle polaire réciproque 
de AiAjAj relativement au cercle o, et M,, M,, W, les intersections 
des côtés homologues des triangles AjA^A,, BiB^Bj. La droite 
UtUiUz, polaire du point de Lemoine k du triangle AiAjAj par 
rapport au cercle o, est la position de la ligne V qui correspond 
aux tétraèdres isodynamiques construits sur AiAjAj. 

L'équation (14) étant vérifiée par 

tout tétraèdre formé par deux triangles isoscèles de même base est 
involutif. Lorsque cette base est A^A,, le lieu du point A, est la 
circonférence décrite par A» en tournant autour de AjA». 11 
résulte de là que la courbe (Ai) passe par les sommets du triangle 
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fondammtal et par leurs symétriques relativement aux côtés 
opposés. 

Désignons par q„, le point de rencontre du côté a„ avec la 
perpendiculaire élevée au milieu de a,. Lorsqu'on fait coïncider 

avec Al, Aj ou Aj, la ligne V tombera sur les droites q^qn, 
par conséquent, les symétriques de 

pris respectivement par rapport aux droites 
appartiennent à la courbe (Al). 

0 7 . L'équation (14) admet la solution 

Donc Vaxe Oo du cercle A.AjAj fait partie de la surface (AJ. 
Les tétraèdres correspondants donnent une construction très 
simple des droites V. En effet, les plans perpendiculaires aux 
milieux des arêtes égales A^A,, A^A ,̂ A^Aj, rencontrent le plan 

J suivant les côtés d'un triangle CiCaCj qui est homothé-
tique, par rapport à o, du triangle 6,6^65 formé par les tan-
gentes en A,, Aj, Aj au cercle AtAjAj. Les côtés homologues des 
triangles AiAjAs, CjCjCj se rencontrent en trois points 
situés sur la trace V du plan d'involution. Lorsque A, se déplace 
sur Oo, la droite ViVîVz occupera toutes les positions possibles, 
et marquera sur les côtés de AiAjAj des divisions semblables; 
car les lignes C,CÎ, Ĉ CJ se meuvent parallèlement à elles-
mêmes en se coupant constamment sur OB,. 

On déduit de là que la droite V enveloppe une parabole (V) 
tangente aux côtés de 

Ces résultats peuvent se résumer dans le théorème suivant : 
Étant donné un triangle quelconque A J A Î A J inscrit au cercle O , 

tout triangle CjCjCj dont les côtés sont perpendiculaires aux 
rayons oA,, oAj, oAj et équidistants du centre o, est homolo-
gique avec AjAîAj. Les cercles qui ont pour centres les points v,, 
Vj, Vs où, se coupent les côtés correspondants et pour rayons les 
distances v,A„ v^Aj, VjAj se coupent aux deux mêmes points Ai, 

La corde commune A'ik'i passe par o, et la droite ViVjV, enve-
loppe une parabole inscrite au triangle 
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58. Passons à la détermination des éléments de cette para-
bole. 

La directrice est la droite ho qui passe par le centre du cercle 
circonscrit au triangle A1A2A3 et par le point de concours des 
haideurs. Car o est le point de concours des hauteurs des 
triangles A, </„</3i, AîÇj. ry 13, X-zq^qn formés par trois tangentes 
à la parabole. 

Le foyer F est à l'intersection des circonférences 
etc. On peut remarquer, en passant, cette élé-

gante proposition : Dans tout triangle AiAjAj, les perpendicu-
laires élevées aux milieux: des côtés rencontrent les autres côtés en 
six points q^, q<n, ... tels que les circonférences 

se coupent en un même point de la circonférence 
La direction des diamètres de (V) étant connue, le foyer F 

résulte de l'intersection des polaires isogonales, prises relative-
ment aux angles A,, Aj, Aj, des perpendiculaires abaissées de 

sur la droite ho. Autrement dit, le point F', symé-
trique de F par rapport au point o, a pour polaires isogonales 
des parallèles à ho. 

Cherchons les points pi, p^, p^ où la parabole touche les 
côtés de A1A2A3. Lorsque la droite V s'approche indéfiniment 
de AîAj, les points v^, v^, Vi ont pour limites A ,̂ A3, j»,, et les 
cercles v^, v^ tendent à se couper aux sommets X,, Y, des 
triangles équilatéraux construits sur A^Aj. Donc la courbe 
passe par les sommets X„ Y,, X„ Yj, X3, Yj des triangles équila-
téraux construits sur les côtés du triangle AiAîAj, et les points de 
contact de ces côtés avec la parabole (V) sont les centres des cercles 

Voici encore une proposition assez curieuse, qui se rattache 
à la dernière figure : Le point d'intersection Z des droites 

, et celui des droites joignant A,, A„ A, aux centres 
des triangles équilatéraux AîAjX , , AjAjXî, A .AîXj sont 

en ligne droite avec le centre o du cercle AjA^Aj. Car les points 
Xi, Xz sont les centres des cercles A J A B Z , A S A J Z , A , A , Z ; les 

droites AtX ,̂ A^Xi, AJT, concourant en un même point, le qua-
drilatère A J A J A J Z est involutif. 
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Nous faisons encore ressortir, à cette occasion, deux autres 
cas particuliers du théorème du n° 54 : 1° Les droites qui 
joignent Ai, A^, A^ aux centres des cercles circonscrits aux triangles 

J se coupent sur la ligne ho au centre du 
cercle des neuf points de A,A,A3 ; 2° les droites joignant 
aux centres des cercles circonscrits aux tiiangles 
A,oA, se rencontrent en un même point {*). 

5». La parabole (V) admet un autre mode de génération 
très simple. Lorsqu'un point parcourt une droite quelconque 
A, sa polaire trilinéaire enveloppe une conique inscrite au 
triangle fondamental. Si la droite A passe par le centre de 
gravité G du triangle, la conique est tangente à la droite de 
l'infini, polaire de G. 

D'après cela, la parabole (V) est l'enveloppe de la polaire tri-
linéaire d'un point parcourant la droite Gk qui passe par le centre 
de gravité et par le point de Lemoine du triangle . 

«O. L'étude analytique des lieux (A*), (Ai) amène des déve-
loppements intéressants. 

Désignons par 
coordonnées des points A,, A,, Aj, A3, et posons 

L'équation (14) prend la forme 

(*) La première de ces pro|)ositions est connue; voir, par exemple, C A T A L A N , 

Théorèmes el Problèmes, p. 28. La seconde est susceptible d'un autre énoncé, 
si l'on considère comme triangle primitif le triangle BiB^Bj formé par les 
tangentes au cercJe 0 en A ,̂ A„ Â  : les circonférences A^OA,, A^OA,, A,OA^ 
passent, respectivement, par 
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Les égalités P, = 0, Pj = 0, P j = 0 représentent les plans 
car elles expriment que les carréa des dis-

tances du point [x, y, z) aux extrémités d'un côté du triangle 
ont même différence que les carrés des côtés adjacents. 

L'équation (46) établit une relation très simple entre les dis-
tances d'un point du lieu (A,) aux sommets du triangle fonda-
mental et aux plans Ai/iH, AJiE, Aj/iH. Elle montre aussi que 
la droite /tH est située tout entière sur la surface. 

Si l'on décompose le déterminant (45) ainsi : 

et qu'on développe, respectivement, suivant les éléments de la 
première et de la troisième colonne, on trouve 

résultat d'où l'on conclut aisément que la droite oO fait partie 
de la surface (A*). 

L'équation (45) est de la forme 

étant respectivement des fonctions du premier et du 
second degré en x, y, z. 

Par conséquent, la surface (A,) passe par le cercle imaginaire 
à l'infini ; c'est donc une anallagmatique du troisième ordre. La 
courbe (AI) est une cubique circulaire. 

Nous connaissons vingt et un points remarquables de cette 
courbe, savoir : les sommets du triangle fondamental, les 
symétriques de ces points relativement aux côtés opposés et 
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aux lignes q^q^î, q^qiz, q^q^i', les sommets des triangles équila-
téraux construits sur a^ «2, «3; le centre du cercle circonscrit 
au triangle AjAjAs, le point de concours des hauteurs, les deux 
centres isogones et les deux centres isodynamiques. 

« f . Comme (A,) passe par les droites oO, AH et par le cercle 
imaginaire à l'infini, tout plan mené par oO rencontre cette 
surface suivant un cercle ,3, et tout plan mené par hU donne 
également une section circulaire y ; toute sphère passant par 
l 'un des cercles ^ ou y coupe (A,) suivant un second cercle y 
ou 

Pour tirer ces conclusions directement de l'équation (15), 
nous considérons celle-ci comme la résultante des équations 

qui représentent trois sphères ayant pour centres Ai, Aj, A3 et 
pour carrés des rayons 

£ et 7] étant deux paramètres variables. 
Si l'on élimine e entre les égalités (17) prises à deux, on 

obtient les équations de trois nouvelles sphères : 

Ces surfaces se coupent suivant un cercle, lieu des points A4 
qui correspondent à une valeur fixe de •r\ et à des valeurs 
variables de e. Leurs centres ont pour coordonnées barycen-
triques 
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et les équations (18) sont vérifiées, respectivement, par 

Les sphères (18) ont donc leurs centres sur les côtés du 
triangle AjAjAj et elles passent par les sommets A,, A ,̂ A3; 
ce sont donc celles qui ont été désignées par Vi, Vi, Vz, et leur 
intersection est un cercle p de la surface (A,). 

L'équation de la droite ViViVz, axe du cercle p, se déduit des 
coordonnées (19) des points Vi, v-i, v^; on trouve 

ou, sous forme entière, 

De là, on conclut facilement l'équation de l'enveloppe de la 
droite 

ou 

En coordonnées tangentielles, cette enveloppe est repré-
sentée par 

Ces résultats montrent que l'axe du cercle (3 enveloppe une 
conique tangente à la droite de l'infini, c'est-à-dire une para-
bole. Nous reprendrons plus loin l'étude analytique de cette 
courbe. 

OS8. Par le cercle (3, il passe une infinité de sphères ayant 
leurs centres sur la droite ViV̂ Vz. Pour obtenir l'équation géné-
rale de ces surfaces, il suffit d'ajouter les égalités (17) multi-
pliées par des indéterminées dont la somme est nulle. On 
trouve ainsi 
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sous la condition 

Les coordonnées barycentriques du centre de la sphère(20) (*) 
sont : 

Ce centre passe à l'infini, lorsque y, -+- y, -f- ̂ 3 = 0 ou 

Les valeurs de \ qu'on tire de (21) et (22) font repré-
senter à l'équation (20) un plan qui est nécessairement celui 
du cercle (B, Ce plan est donc défini par 

ou, si l'on veut, par 

On voit qu'il passe par une droite fixe ayant pour équations 

Celles-ci étant vérifiées par S, = Ŝ  = S5, le plan de (B contient 
la droite oO. Ue plus, les égalités (23) admettent, respective-
ment, les solutions 

(*) Si 

sonl les éqiiations de trois sphères dont les centres sont Aj, Ag. A3, l'équation 

représente une sphère dont le centre a pour coordonnées barycentriques par 
rapport au triangle A,A,A, les coefficients ).,, c'est ce que l'on voit 
facilement en développant l'équation. Lorsque Aj = 0, (A) repré-
sente un plan perpendiculaire aux droites qui ont pour équations 
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qui conviennent aussi au cercle isodynamique et à la ligne hE ; 
donc elles représentent les plans Ook, Eho. Si on les considère 
comme représentant deux sphères dont les centres sont à l'in-
fini, on trouve que les coordonnées barycentriques des points 
à l'infini sur les directions perpendiculaires à ok et oh sont 

«3. La sphère (20) passe par le cercle qui a pour équations 

Ce cercle est situé sur la surface (A4); car l'élimination de 
X„ l i , \ entre les égalités (21) et (24), fait retomber sur l'équa-
tion (15). La seconde des équations (24) représente un plan 
mené par /iH ; nous retrouvons donc, par voie analytique, les 
cercles y. 

L'équation (20) peut être considérée comme étant celle d'une 
sphère tangente à la surface (A4), aux points d'intersection des 
cercles [3 et y. Elle dépend de deux paramètres variables ; car 
les quantités ^t, Iz, qui ont une somme nulle, ne comptent 
que pour un seul paramètre, et on peut les remplacer par 

, en prenant pour 
les coordonnées de deux points fixes situés à l'infini. 

On trouve ainsi pour l'équation générale d'une sphère bitan-
gente : 

pourvu que l'on pose 

Toutes les sphères qui correspondent à une valeur constante 
de Yi passent par un même cercle (3 ayant pour équations 
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et le lieu de ce cercle, lorsque o vient également à varier, est 
la surface définie par l'équation 

De même, lorsque e est constant, les sphères passent par le 
cercle y dont les équations sont 

et l'élimination de e entre les égalités (27) conduit encore à (26). 
Il résulte de là que (A,) admet deux séries de sections circu-
laires, ainsi que nous l'avons déjà démontré plus haut. 

On parvient encore à ces conclusions en multipliant le 
déterminant (15) par le suivant : 

dans lequel nous supposons II A, = 0, ï Ai = 0. On retrouve 
récjuation (26), et en considérant celle-ci comme étant vérifiée 
par les hypothèses 

ou reconnaît encore l'existence de deux séries de sections cir-
culaires. 

Les axes des cercles [i ou y enveloppent la même para-
bole. Car les coordonnées barycentriques du centre de la sphère 
bitangente (25) sont 

p étant un facteur de proportionnalité. On peut prendre les 
valeurs 
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qui satisfont aux conditions 

alors 

Inéquation de l'axe d'un cercle [3 s'obtient par l'élimination 
de p et e; celle de l'axe d'un cercle y résulte de l'élimination 
de p et T|. Dans les deux cas, on obtient la même équation. 

Les centres des cercles [3 et y parcourent deux strophoïdes 
obliques ayant pour points doubles les points o et k, car les 
lieux de ces centres sont les podaires de la parabole (V), les 
pôles étant placés sur la directrice. 

Une sphère bitangente est coupée par le plan XiA^X^ suivant 
un cercle qui passe par les extrémités de deux diamètres des 
cercles correspondants [3 et y ; ces extrémités appartiennent à 
la courbe {XI). Donc toute droite passant par o {ou h) rencontre la 
cubique circulaire {Al) en deux points tels, que tout cercle passant 
par ces points coupe la courbe en deux nouveaux points qui sonl 
en ligne droite avec h (ou o). 

Cette propriété assez curieuse est un cas particulier du théo-
rème de Maclaurin sur les courbes du troisième ordre : Toute 
conique passant par quatre points fixes M,, Mj, M;, M, d'une 
courbe du ordre rencontre celle-ci en deux nouveaux points N,, 
Nî qui sont en ligne droite avec un point jixe N de la cubique. 
Prenons pour Mj, M, les points circulaires à l'intini, qui font 
partie de (Ai), et soit iM le troisième point de rencontre de la 
droite M,Mj avec (Ai). 11 est facile de voir que les rôles des 
points M, N peuvent être échangés; donc deux sécantes quel-
conques menées, l'une par M et l'autre par N, rencontrent la 
cubique (Al) en quatre points d'une même circonférence. 

Ces dernières considérations nous paraissent susceptibles de 
nombreuses conséquences. 
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65. Pour terminer la théorie des figures involutives, nous 
déduirons, de l'équation 

quelques propriétés de la parabole (V). 
l.a forme de cette équation indique que les droites représen-

tées par 

sont deux tangentes et la corde de contact de celles-ci. Les deux 
premières lignes sont la droite de l'infini et la polaire trilinéaire 
MjMîMs du point de Lemoine; par conséquent, la troisième est le 
diamètre mené par le point de contact de M,MjM5. En écrivant 

on voit que ce diamètre passe par l'intersection des polaires 
trilinéaires des points de Brocard, et est parallèle à la conju-
guée isotomique de la droite UiiitUz. 

Soient F et F, les deux foyers de (V). Le dernier, déterminé 
par l'intersection des droites 

a pour coordonnées barycentriques 

le foyer proprement dit F étant le conjugué isogonal de F„ a 
pour coordonnées normales 

ou 
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On peut conclure de là que les distances FA,, FAs, FA, sont 
proportionnelles à 

Les droites A,/),, X^pi, A p̂̂  qui aboutissent aux points de 
contact de (V) avec «j, â  sont représentées par 

Par conséquent, le centre d'homologie r. des triangles AiA^As 
et PiPiPz a pour coordonnées 

11 est conjugué isotomique avec le point à l'infini des dia-
mètres de (V); de plus, il appartient au cercle A,A2A3 et à 
l'ellipse minimum circonscrite au triangle de référence. 

Les points F et - se rencontrent souvent dans la théorie 
du triangle et jouissent de propriétés intéressantes. 

L'axe d'homologie des triangles A.A^Aa, PiPiPz représenté 
par l'équation 

forme, avec les polaires trilinéaires des points de Brocard et 
avec le diamètre de (V) conjugué avec u,iiiUs, un faisceau har-
monique. 

EUKATA. 

Page 6, 1" note, lisez Quarterly, au lieu de Qualerly. 
— 7, note, lisez Schoule, au lieu de Schoiilti-. 
— 1 1 , 1 " ligne, lisez ou de M, au lien de ou M. 
— 50, § 44, supprimer le troisième alinéa el remplacer la proposition 

du deuxième alinéa par la suivante : 

Dans le tétraèdre isodynamique, la droite qui joint le point K au centre 
du cercle circonscrit à une face partage la hauteur correspondante en deux 
segments dont l'un est double de l'autre. 

Ce théorème résulte de la relation 

qu'il faut substituer à la division harmonique (A,K,KB, i dont il est fail 
mention dans le texte. http://rcin.org.pl
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