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Inżyniera, byłego ucznia Szkoły Dróg i Mostów w Paryżu. 

Przedstawione na posiedzeniu T o w a r z y s t w a dnia 4 czerwca 1874 roku. 

Teorya rozkładu ciśnienia (repartition des pressions) na przecięcia danego ciała płasczyznami nor-
malnemi do liierunku sił na to ciało działających, rozwijana w kursach « Wytrzymałości Maleryałów « 
daje wzory, za pomocy których wyznaczonem być może ciśnienie w każdym punkcie podstawy, na 
którój spoczywa dana budowa. Niektóre z tych wzorów są przytoczone w T. III Pamiętników To-
warzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, na str. 345-347. Figura 76 daje kształt podstaw najczęściej uży-
wanych i kontur poza obręb którego nie powinna padać wypadkowa sił działających na budowlę 
ażeby w każdym punkcie podstawy jćj ciśnienie było dodatiićm, to jest, ażeby żaden punkt podstawy 
nie był rozciąganym. 

Prócz podstaw o powierzchni ciiujłeJ (pleine), budowa może spoczywać na podstawie obrączkowej 
lub opróżnionej (ćvidće), a w ogólności, na pewnćj liczbie podpór (kolumn, filarów i t. p.) wyznaczają-
cych na gruncie powierzchnie, jedne od drugich niezależne. Często się zdarza, że podpory są umie-
szczone w wierzchołkach wielokątów foremnych. Brak wzorów do obliczania ciśnienia w tym przy-
padku, staraliśmy się usunąć obecnie przedstawioną pracą. 
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2 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISŁYCH W PARYZL'. — TOM VI. 

Mechanika Rozumowa, rozpatrując systema niezmienne (imariable), nie posiada dostatecznych da-
nych do wyznaczenia ciśnienia na podpory kiedy ich liczba jest większy od/rsecA (*). Mechanika 
Stosowana, wprowadzając do rachunku nowy element : odkształcanie się ciał (deformation), czyni 
podobne zadanie najzupełniśj wyznaczonem; ogólny sposób jego rozwiązania znajdujemy w dziele 
p. Sonnet (**). Praca nasza ma za przedmiot wyprowadzenie wzorów szczególnych dla figur fore-
mnych : trójk^ita, kwadratu, sześciok^ta, ośmiokgta i pięciokg,ta, i wyznaczenie obwodu maj^icego 
zawierać w sobie punkt przebicia gruntu przez wypadkowę sił na budowę działających tak, 
ażeby ciśnienie wywarte na każdę z podstaw było dodatne. Wzory niżśj potlane, a które, o ile nam 
jest wiadomśm, dotychczas nie były wyprowadzone, daj^i ciśnienie na podstawy w funkcyi pro-
mienia koła opisanego na figurach i spółrzędnych punktu, w którym wypadkowa spotyka płasczyzn^^ 
tych figur; uproszczę one o wiele rachunki które napotykamy przy zastosowaniach. 

Zaczniemy niniejszy pracę od rozbioru najogólniejszego przypadku. 

Ciało, poddane działaniu siły P normalnej do płasczyzny gruntu, spoczywa na n podporach ; znaleźć 
ciśnienie każdej z podpór na grunt, czyli oddziaływanie gruntu na te podpory. 

Punktem wyjścia do rozwiązania tego zadania jest ściśliwość (compressibilitó) gruntu i zgodne 
z doświadczeniem przypuszczenie, że podpory pozostawiają na gruncie ślady, czyli wyciski (em-
preintes), których objętość jest proporcyonalną do parcia wywieranego na podpory. 

Niech : 

(.)', co", w'", 0)" oznaczają powierzchnie, któremi podpory spoczywaja na gruncie, 

z", z", oznaczają głębokość wycisków, które mogę być uważane za proste pryzmy, 

H', R", R'", R" oznaczają ciśnienie na grunt, czyli opór (oddziaływanie) gruntu na odpo-
wiednie podpory, 

k oznacza spółczynnik, dany przez doświadczenie, i zależny od natiu-y gruntu. 

Rodziemy mieli : 

Zadanie polega na znalezieniu wartości dla ilości : c", r 

Nazwijmy : 

(') Kms Mechaniki Rozumowej, Niewęgłowski. 1873, str. 72-76. 
C") Diciionnaire des Mathemaiigues Appliquees, Sonnet. f807, [). 115i. 
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i załóżmy : 

< 

gdzie h oznacza wysokość jaka z tego równania wypadnie. 

Niech będ^ : 
{xy'), {x"y")^ {x"'i/"'), spółrzędne środków powierzchni w', o)", w'", w", 

(k, 6)spółrzędne punktu, w którym wypadkowa P przebija płasczyznę zawieraj^ic^ w sobie te środki. 

Ponieważ istnieje równowaga między siłami równoległemi : R', li", R" i P, zatóm summa 
algebraiczna momentów tych sił, względem jakiejkolwiek osi poprowadzonej na płasczyznie prosto-
padłej do kierunku sił, jest zero. Rior^c więc momenta względem osi Y, mamy : 

czyli : 

(1) 
gdzie spółczynnik k już nie wchodzi. 

Podobnież, biorąc momenta względem osi X, będzie : 

(2) 

Mamy nadto : 

zatćm otrzymamy : 
(3) 

Otóż, środki powierzchni : c./,oj', w" zostają w jednej i tćjże samej płasczyznie, która nic jest 
płasczyzną pionową; zatem jój równanie może być wyrażonćm przez : 

a ponieważ środki o których mowa leżą na tćj płasczyznie, więc będzie : 

Jeżeli liczba podpór jest n, liczba równań (4) będzie n; więc liczba wszystkich równań będ/.ie 
n H- 3. Otóż, mamy właśnie n + 3 niewiadomych, mianowicie : n głębokości : z", i 3 
spółczynniki: A, R, G; zadanie nasze jest więc wyznacz,onem. 

Takie jest ogólne rozwiązanie. Zastosujemy go teraz do przypadków szczególnych, gdzie zazwyczaj 
powierzchnie; to', o/', (o« są sobie równe, tak że : 
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4 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK SCISŁYCH W PARYZL'. — TOM V I . 

I. Trójkęit foremny (fig. 1). — Rozbierzmy najprzód przypadek w którym ciało spoczywa na 
trzech podporach, środki których znajduj\i się w wierzchołkach trójk^ila foremnego DEF. Oznaczmy 
ciśnienia w punktach D, E, F, przez R', R ', R". » 

Niech pioinieii koła opisanego na trójkycie DEF będzie R; bok trójkąta wyrazi się wtedy przez 

a jego apotema przez Biorąc środek koła O za początek spółrzędnych, i oznaczając spółrzę-

(Ine punktów 1), E i F przez .ri/, x"y'\ x"'y'\ będziemy mieli : 

Zakładając w ' = to"—w" = w, zkądI2=:3o), i oznaczając przez a i S spółrzędne punktu Q, w któ-
rym wypadkowa normalna P przebija płasczyzne DEF, otrzymamy z (1), (2) i (3) następujące ró-
wnania : 

Jlównania zaś (4) dadzą : 

{'h 
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Wstawiając wartości (rf) w równania (a) (d) i (c), znajdziemy : 

a zatóm : 

Otóż wiemy że: 

mamy nadto : 

a zatem : 

podobnież : 

w skutek czego ot iz jmamy : 

czyli ostatecznie szukane wartości U', R" i R'" wyraża się w sposób następujący : 

(O 
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Ciśnienie podpór D, E i F na grunt jest więc najzupełnićj wyznaczonym, albowiem siła P. pro-
mień R i spółrzędne punktu Q s§ ilościami danemi. Summa ciśnień : R' -f- R" -+- R"' jest oczywiście 
równą całkowitemu ciśnieniu P. 

Roztrząsanie wzorów {t). — Punkt Q może przybierać zozmaite położenia na płasczyznie DEF. Jeżeli 
znajduje się on na osi X, wtedy 6 = 0, i wzory (t) stają się w tym przypadku : 

( y 

R' jest więc równe R", to jest że ciśnienia w punktach D i F położonych na prostćj prostopadłej 

<lo osi X są sobie równe, i łatwo można dostrzedz że są one większe od ciśnienia R", o ilość P 

Jeżeli punkt O leży na osi Y, czyli a = 0, wtedy wzory dające ciśnienia na podpory będą : 

ity) 

Ciśnienie R" na punkt E jest więc niezależne od położenia punktu O na osi Y. Ze zmianą rzędnej 5, 
zmieniać się tylko będą ciśnienia li' i R"'. 

Jeżeli a = O i 6 = 0, co znaczy że punkt Q pada w środku ciężkości figury, wtedy: 

co być powinno. 

Rozpatrzmy teraz jakim warunkom winny zadość czynić spółrzędne « i 6, ażeby ciśnienie w ka-
żdym z punktów D, E i F było dodatnem. W tym celu zauważmy, że punkt Q może się znajdować 
w jednym z czterech kątów utworzonych przez osie X i Y, a zatćm rozmaitych przypadków, co do 
znaku ilości a i 6, może być cztery; każdemu z nich odpowiadają następujące wzory, w których a i 6 
przedstawiają wartości somoiste. 
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Oczywiście, dostatecznćm będzie rozpatrzenie tylko dwóch pierwszych przypadków; albowiem 
w przypadku trzecim, R" jest takie samo jak w przypadku drugim, czyli R 2 " = R3"; co się zaś tyczy 
R' i R'" to mamy : R2' = R3"'; R^"^ : R3'. Podobnież, porównywając przypadek czwarty z pierwszym,, 
znajdujemy że R j " = R,/'; R/ — R/ '; R = R^'. 

\ ) Uważając przypadek kiedy a jest dodatne a 6 odjemne, widzimy, że R' nie może być ani zerem,, 
ani ilością odjemną; że zaś zakładamy ażeby ciśnienia były wszędzie dodatne, najmniejszą wartością, 
jaka może przypaść na R" i R"' będzie zero. W tym razie będziemy mieli jednocześnie : 

co wymaga ażeby : 

więc jeżeli punkt O znajduje się w punkcie D wtedy : R" = 0 , R " ' = 0 ; zaś R' jest równem P. 

Gdyby punkt O padał w punkcie F, mielibyśmy: R' = 0, R" = 0, R ' " = F. 

Widzimy wiec że punkt O nie powinien wychodzić po za linię DF, gdyż wtedy a > ^ , i ciśnienie ł r 

byłoby odjemnćm. Jeżeli a < R" jest dodatnem; lecz ażeby R " było również dodatnem, potrzeba 

żeby : 1 J minimum jakie przyjąć możemy jest R"' = 0; w tym razie spółrzędne a i 6 

powinny zadość uczynić równaniu : 

to jest że punkt Q winien się znajdować na prostćj : 

tą prostą będzie bok EF trójkąta DEF, albowiem : 

W pierwszym przypadku, to jest wówczas kiedy punkt Q znajduje się w punkcie L, otrzymujemy 
dla ciśnień następujące wartości; 
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gdyby zaś ten punkt leżał w punkcie M, mielibyśmy : 

2) Jeżeli a jest odjemne a 6 dodatne, czyli jeżeli punkt Q leży w kęcie YOE, wtedy R" zawsze 
będzie dodatnćm; żeby R' i R'" były jednocześnie zerem, potrzeba mieć : a = R i 8 = 0, to jest punkt 
0 powinien się znajdować w wierzcliołku E. Założeniu a = R musi k't)niccznie towarzyszyć warunek : 
6 = 0, albowiem przy a =:R, otrzymujemy : 

co sprawdza w-arunek : R' + R"-+- R " = P, ale nie odpowiada naszemu założeniu, które wymaga dla R' 
1 R'" wartości dodatnych. 

Ażeby się zapewnić, że wszystkie ciśnienia będę dodatnemi, dosyć jest żeby spółrzędne a i 6 nie 
przewyższały tycb wartości które wypadnę z równania: 

czyli, ażeby punkt O nie padał po za linię : 

to jest, po za prosto EL; gdyż 

Gdyby punkt O znajdował się w kacie EOM, granicę po za którę nie powinien on przechodzić, będzie 
prosta EM. 

Z powyższego rozbioru wnosimy, że : jeżeli duło spoczywa na trzech podporach 1), E t F, ciśnienie na 
każda z nich bodzie dodatnem, jeżeli punkt w którym wypadkowa normalna do płasczyzny DEF prze-
bija tę płasczyznę, nie wychodzi po za obręb trójkąta DEF ; obicód tecjo trójkata jest zatem obicodem ciś-
nienia dodatnego. 

Uwaga. — W razie trzech podpór ciśnienie bardzo łatwo może być wyznaczonem wprost, bez po-
mocy ogólnych wzorów (1), (2), (3) i (4). I tak, niech D, E i F (fig. 2) będę punkta zetknięcia ciała 
z gruntem na którym ono spoczywa; Q punkt spotkania płasczyzny DEF przez wypadkowe normalną P ; 
R', R", R'" opór gruntu wywierany odpowiednio w punktach D, E i F. Ponieważ istnieje równowaga 
miedzy siłami R', R", R'" i P, więc summa algebraiczna ich momentów, wziętych względem jakiej-
kolwiek osi poprowadzonćj na płasczyznie prostopadłej do kierunku tych sił, jest zerem. Jeżeli zatem 
weźmiemy za oś momentów prostę przechodzącą przez punkta przyczepienia dwóch jakichkolwiek 
z pomiędzy trzech sił R', R"iR"', wtedy momenla tych dwóch sił względem takiój osi będę zerem, i 
równanie będzie zawierać jedne tylko niewiadomy, to jest trzecia z szukanych sił. Biorąc wirc za oś 
prostę EF, momenta sił R" i li"' względem tój osi będą zerem ; lak że wy[)r()wadzając z punktów 
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Q i D prostopadłe Qir i DK' do linii EF, i urażając moment siły P za dodatny, a siły R' za odje-
mny (oddziaływanie), równanie momentów wszystkich sił R', R", R'" i P względem osiEF sprowadzi 
się do : 

zkąd : 

Podobnież, biorąc momenta względem prostśj DF, będziemy mieli : 

ztąd : 

nareszcie, równanie momentów względem prostej DE będzie : 

ztąd : 

1 

Tak się wyrażą szukane wartości dla R', R" i R'". Należy zauważyć 1) że ponieważ : 

zatćm : 

zkąd wypływa następujące twierdzenie geometryi :jeżdi z jakiegokolwiek punktu, wziętego wewnątrz 
trójkąta, wyprowadzimy prostopadłe na jego boki i każde z tych prostopadłych podzielimy przez równoległą 
do niej wysokość trójkąta, summa trzech zląd otrzymanych ilorazów równą jest jedności; 

i ) że łącząc punkt (j z wierzchołkami trójkąta D, E, F otrzymamy trzy trójkąty : QEF, (JDF i UED; 
oznaczając ich powierzchnie przez S', 5" i S'",. a powierzchnię trójkąta DEF przez S, będziemy mielr : 

http://rcin.org.pl



1 0 1'AMięTNlK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM VI . 

W skutek czego, ilości R', R''i R'" mogą być wyrażone tak : 

a ztąd : 

więc, jeżeli ciało spoczywa na trzech podporach, ciśnienie na jakakolwiek z nich jest proporcyonalnern do po-
wierzchni trójkąta otrzymanego z połnczenia punktu Q z innemi dwiema podporami. 

II. K w a d r a t (fig. 3). — Weźmy teraz przypadek, w którym ciało spoczywa na czterech podporach, 
środki których stanowię wierzchołki kwadratu DEFH. Ciśnienie w punktach D, E, F i H niech będzie 
odpowiednio: R',R", R'" i R"'. 

Jeżeli promieii koła opisanego na kwadracie nazwiemy R, to bok kwadratu będzie równy l\yj2 a jego 
ju/^ 

apotema będzie . Oznaczając spó Jś 
punktu (j przez a i 6, będziemy mieli: 
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Kładąc oi' = o)"=o)"=o>iv = w, otrzymamy i2=4co, i równania ogólne (i), (2), (3) i (i) staną się 

w uważanym przypadku : 

(a) 

{b) 

(c) 

Wstawiając wartości {d) w równania (a), (6) i (c) otrzymamy trzy równania, z którycli wyznaczymy 

spółczynniki A, B i G. 
Wartość ich wyrazi się tak^amo jak dla trójkąta foremnego, to jest znajdziemy : 

W : 

zatóm z równań (5) będziemy mieli 

a że : 
nia R', R", R ", R'^ wyrażą się tak : 

(A) 

więc szukane ciśnie-
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Roztrząsanie wzorów (/,). — Dodając do siebie R i R'", R" i R^^ ^ znaidnjemy : 

więc, jeżeli ciało spoczywa na czterech podporach, summa ciśnień icywieranych na d rie j o lpory znaj-
dujące sip w luierzchołkach przekątnej kwadratu jest rótcną połowie całkowitego ciężaru lego ciała. Własność 
ta stosuje się nie tylko do kwadratu, ale i do wszelkiego prostokąta. 

Jeżeli punkt Q leży na osi X, wtedy 6 = O, i wzory (/i) stają się : 

to jest ciśnienia w punktach D iU, E i F, położonych na prostopadłej do osi X, są jednakowe. W tym 
pi'zypadku będziemy mieli również : 

Gdy punkt Q znajduje się na osi Y, czyli a = O, wtedy : 

jednakowe ciśnienia będą teraz sprawiane na punkta D i E, F i H leżące na prostopadłej do osi Y. 
Mamy nadto : 

Jeżeli punkt Q pada w środku ciężkości kwadratu, czyli a = 0 i 6 = 0, wtedy wszystkie podpory 
p 

zostają pod jednakowem ciśnieniem, równćm - , co jest wiadomśm zgóry. 

Zobaczmy teraz gdzie powinien padać punkt Q, ażeby ciśnienia na wszystkie podpory były doda-
tnemi. Niech naprzykład punkt ten znajduje się w kącie MOK; w takim razie wzory {k) wskazują, że 
najmniejszą wartością jaką możemy przypuścić na R'" jest zero; pnnkt O nie powinien wychodzić po 
za prostę: 

(//O 

to jest po za linię MK, otrzymaną łącząc środki M i K boków danego kwadratu. W samej rzeczy, powyż-
sze równanie da j e : 
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P P Jeżeli punkt O leży na prostej MK, wtedy R " = O, a zatóm R' = gdyż jak wiemy R' + R " ' = - ; 
Z 2 

a wprost o tem przekonać się możemy, wstawiając w wyrażenie na R' wartość: ~\/2 = 1 — wycią-
R R 

gniętą z równania (/»). 

Co się tyczy dwóch innych ciśnień będą one : 

i ich summa jest oczywiście równą i , mamy bowiem na mocy {m) 

Jak widzimy ciśnienie R jest niezależne od położenia punktu Q na linii MK. Jeżeli punkt U pada 

w punkcie K, czyli jeżeli 6 = 0 , wtedy całkowite ciśnienie P rozdzielonćm będzie tylko na dwie pod-

pory D i H , z których każda ponosić będzie c i śn ien ie^ ; jeżeli zaś punkt ten znajdzie się w M, 

punktami ciśnionymi będą punkta D i E, dla których R ' = R " = ł ! . 

Jest takie położenie punktu O, przy którem ciśnienia R" i R^̂ ' są sobie równe; to ma miejsce 
wtedy, kiedy punkt Q znajduje się w punkcie d, — przecięcia się prostej MK z przekątną DF, — 
w tym bowiem razie : 

i ciśnienia na podpory D, E, F i H będą : 

Z powyższego rozbioru i z symetryi ligury wnosimy, że obwodem ciśnienia dodatnego będzie 
kwadrat KMLN, otrzymany z połączenia środków K, M, L, N boków danego kwadratu. Roztrząsanie 
przypadku kiedy punkt O znajduje się w kącie MOK możemy zastosować do trzech innych kątów ; 
i w każdym razie wartość ciśnień R', R", R'" i R^^ otrzymamy ze wzorów (/.), nadając spółrzędnym 
A i 6 znak odpowiedni położeniu punktu O-

Uwaga. —Przykład praktyczny, a ogólniejszy od poprzedniego będzie ten, kiedy punkta D, E, F i H 
znajdują się w wierzchołkach prostokąta (fig. 4). Oznaczając boki prostokąta przez 2a i m a m y : 
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i równania do rozwiązania będą następujące : 

Znajdziemy ztąd: 

a zatćm na ciśnienia w wierzchołkach prostokąta DEFH otrzymamy wyrażenia : 

które pokazują że 

Z rozbioru otrzymanych wzorów łatwo jest dostrzedz, że wszystkie ciśnienia będą dodatne, to jest że 
ciało wywierać będzie parcie na wszystkie punkta : D, E, F i K, jeżeli punkt Q pada wewnątrz ukoś-
nego kwadratu KMLN, powstałego z połączenia środków: K, M, L,N boków danego prostokąta; lub, co 
najwyżćj, jeżeli punkt ten znajduje się na obwodzie KMLN; w tym ostatnim przypadku ciśnienie na je -
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dnę z podpór zawsze jest zerem, a przy szczególnem położeniu punktu Q, może ono być zerem jedno-
cześnie i dla dwóch podpór. I tak, naprzykłaid, jeżeli punkt Q znajduje się na linii MK, wtedy : 

R"' jest zerem, a wartości trzech innych ciśnień są : 

Gdyby punkt Q padał w punkcie K, wtedy mielibyśmy : 

jeżeli zaś pada on w punkcie M, to mamy : 

Może się zdarzyć, że punkt Q znajduje się w punkcie d, na przecięciu się linii MK z przekątną DE; 
w tym razie spółrzędne a i 6 mają. wartość: 

i całkowite ciśnienie P rozdzieli się na podpory w sposób następujący : 

a dla punktu U padającego w punkcie m, mielibyśmy : 

zatćm : 

a 6 Gdyby punkt Q znalazł się w trójkącie MKD, wtedy - f - - > 1, więc R"' byłoby odjemnem, to jest, 

że w punkcie F nie byłoby żadnego zetknięcia ciała z płasczyzną prostokąta DEFH. Ciało miałoby 
wtedy tylko trzy punkta oparcia, i dla znalezienia ciśnienia w D, E i H wypadłoby uważać trójkąt DEH,. 
a ten przypadek był już powyżćj rozpatrzonym. 

III. Sześciok§,t foremny (fig. 5). — Jeżeli środki podstaw znajdują się w wierzchołkach sze-

ściokąta foremnego DEFHIK, wtedy zważywszy że apotema takiego wielokąta równą jest , bę-
2 

dziemy mieli na spółrzędne ?/,.•• , następujące wartości : 

dla punktu D ... y ' = 0 , 

http://rcin.org.pl



16 PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NADK ŚCISŁYCH W PARYŻC. — TOM VI . 

dla punktu E ... 

Przypuszczamy zawsze, że powierzchnie o/, w", . . . o)'̂ ^ zetknięcia ciała z płasczyzną sześciokątasą 

Y! 

sobie równe, w skutek tego i i=Go) , i równania służące do wyznaczenia łiśnień H', R", . . . R^', wy-
wieranych w punktach I), E, ...K, będą następujące : 
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Z równali tych znajdziemy na spółczynniki A, B, C wyrażenia : 

17 

a zatćm znane nam będą ilości : z , Że zaś R' = /io):;', R " = / v W , ... R ^ ' = / i w ; ^ ' , a 
= wiec dla sześciokąta foremnego ciśnienia na podstawy wyrażą się w następujący 

sposób : 

Roztrząsanie wzorów («). — Dodając R' z R^ ,̂ R" z R^ i R'" z R^i, otrzymujemy : 

to jest iM summa ciśnień na dwie podpory znajdujace się na średnicy kola jest ilością stała i równa dwóm 
szóstym całliowitetfo ciśnienia. 

Jeżeli punkt (J leży na osi X, wtedy ciśnienia w punktach E i K, F i 1, znajdujących się na pro>itopa-
dłej do tój osi, są jednakowe, a mianowicie : 

bumma zaś ciśniiiii na dwie podpory położone na linii równoległej do osi X jest stałą, tak że : 

INDdobnic/, w razie gdy punkt U leży na osi Y znajdujemy: 
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ii summa ciśnień na podpory E i K, F i I, położone na linii równoległej do osi Y będzie : 

oprócz tego : 

gdyż punkta D i 11 leżą na średnicy koła. 

Jeżeli punkt Q pada w punkcie O, wtedy 

Porównywając w^zory (s) z temi, które znalezione były dla trójkąta foremnego mającego położenie 
wskazane na fig. 1, a które na fig. 5 jest El]Iv, i przypuszczając, że tak w przypadku sześciokąta jak 
leż i trójkąta siła P m a jednakową wartość, a punkt Q to samo położenie, znajdujemy : 

gdzie litery R', R", R"' w nawiasie oznaczają ciśnienia w razie ciała spoczywającego na trzech pod-
l)orach : E, H, K (fig. 5), a bez nawiasu —jeżeli to samo ciało ma sześć punktów oparcia. 

Ztąd już wnieść możemy, że uważając trójkąt FDI i oznaczając w tym razie ciśnienia na podpory 
F, 1), I przez [R'], [R"] i IR"'], będziemy mieli : 

(O 

Wzory te dla trójkąta FDI mogłyby być napisane nie udając się do wzorów (s): otrzymują się one 
z wartości znalezionych dla trójkąta DEF (fig. i), lub EHK(fig. 5), zamieniając w nich a na —a, albo-
wiem trójkąty EHK i FDI są symetrycznie położone względem osi Y. 

]Vf/znaczenie obwodu powierzchni obejmującej punkt — Łatwo jest okazać, że obwodem ciśnienia 
dodatnego będzie sześciokąt LMNSTU, otrzymany z dwóch trójkątów EHK i FDI, których jest on czę-
ścią spólną; tak że ciało będzie miało sześć punktów oparcia, jeżeli punkt O nie wychodzi ze środko-
wej części sześciokąta" gwiaździstego otrzymanego z danego nam sześciokąta DEFHIK. W samej rze-
czy zobaczymy natychmiast, że jeżeli punkt O znajduje się w kącie LOD, nie powinien on padać po 
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za linią łamaną LMV, gdyż najmniejszą wartością jąką przyjąć możemy dla jest zero, co daje-: 

a zląd dla oc=;Omainy : a dla a = 11 wypadnie 6 = 0. 

Punkt Q nie powinien więc wychodzić po za prostę LD. Nadto, nie powinien on przekraczać pt^-
wnego punktu tśj prostej, gdyż znajdując się na linii LD, spowoduje on następujący rozkład ci-
śnienia : 

Zkąd wnosimy że S nie może być = O, to jest że punkt Q nie może padać w punkcie D, albowiem mie-
p 

libyśmy wtedy ——; najmniejszą zatćm wartością 6 może być tylko ta która daje = to jest: 

tak że skrajnem położeniem liunktu Q na linii LD będzie punkt M. 

Dla uzupełnienia tego rozbioru podajemy wartości ciśnieii dla trzech szczególnych położeń punktu 
O na prostej LD, mianowicie: 1) dla punktu L, 2) dla punktu M i 3) kiedy punkt Q znajduje sic 
w punkcie e, na przecięciu się linii LD ze średnicą lE. 
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SyincUya figury względem osi spółrzędnych czyni zbytecznym rozbiór tych przypadków, kiedy 
punkt O pada w jednym z lrxcch imiych kątów ulworzonych przez te osie. Wartości dla H', 11 

, znajdą sio z całą łatwością w każdym z pozostałych przypadków. 

IV . Ośmiok f i t f o r e m n y (fig. 6). — Jeżeli punkta zetknięcia ciała z gruntem znaj(hiją się w wierz-
chołkach ośmiokąta roremncŁ^o, wtedy będziemy mieli : 

Równania monientów ciśnieii H', R", ... R^'" i siły P względem osi Y i X bodą 
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równanie zaś wyrażające że summa ciśnień na podpory: R' + R" + ... -ł- R^'"' równą jest sile P, daje : 

prócz tego będziemy mieli ośm równań odpowiadających ośmiu punktom : D, E, ... M : 

Z tych jedenastu równań znajdziemy najprzód w'artości trzech spółczynników : 

a następnie ciśnienia R', R ' , . . , R^i" na punkta D, E ... M. Będą one : 

o) 

Iioztrząsanie iczorów (o). —Podobnie jak dla foremnego sześciokąta, widzimy że summa ciśnień na 

(lwie podpory znajdujące się na średnicy koła jest ilością stałą i równą | całkowitego ciśnienia, to 
o 

jest że : 
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Jeżeli punkt 0 leży na osi X, ciśnienia w punktach znajdujących sie na linji prostopapadłt j do 
tej osi są jednakowe : 

ciśnienia w punktach F i L leżących na osi Y są więc niezależne od położenia punktu O na osi X. Co 
zaś do summy ciśnieii wywieranych na podpory znajdujące się na linii równoległej do osi X, jest 
ona ilośjcią stałą, tak że : 

Podohnnież, dla punktu Q położonego na osi Y, będzie : 

Porównajmy teraz wzory dla ośmiokąta ze wzorami (/c) znalezionymi dla kwadratu DEFH na ilg. 3, 
lub ElIKM na fig. 6. Oznaczając ciśnienia w punktach E, H, K, M, kiedy ciało spoczywa na czte-
rech tylko podporach, przez (11), (R"), R'"), (R'^), znajdujemy : 

Pozostałe cztery ciśnienia : R', R'", R^ i Rvn ^ punktach D, F, I, L ośmiokąta odpowiadać będą 
ciśnieniom [R'], [R"], [R'"], [Riv] w tychże punktach, wtenczas kiedy ciało ma tylko te cztery pun-
kta oparcia, to jest dla kwadratu DFIL ; tak że dla takiego kwadratu wzory będą następujące : 

Przekonamy się o tem rozpatrując wprost przypadek kwadratu DFIL, dla którego równania do 
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rozwiązania będą : 

są one prostsze od tych, które służyły dla kwadratu DEFII, na fig. 3. 

Wyznaczenie obwodu ciśnienia dodatnego.—Kontur, po za który nie powinien padać punkt Q, 
będzie ośmiokątem otrzymanym w następujący sposób : wykreśliwszy dwa kwadraty EHKM i DFIL 
połączywszy środki ich boków, utworzymy dwa inne kwadraty : fild i ehlwi; część spólna tych osta-
tnich stanowić będzie szukany obwód. Dla okazania tego dosyć będzie (z powodu symetryi figury) 
ograniczyć sic znalezieniem konturu dla jednego jakiegokolwiek z czterech kątów utworzonych przez 
osie X i Y. 

I tak, niech np. punkt Q znajduje się w kącie FOD, to jest a i 6 są dodatne; powiadamy że w tym 
razie punkt Q nie powinien wychodzić po za linię łamaną NSTU. W samej rzeczy, powinniśmy zape-
wnić się najprzód że R^i nie staje się odjemnem, czyli że najmniejszą jego wartością może być tylko 
zero ; a to pociąga za sobą warunek żeby punkt Q nie padał po za prostą : 

którą będzie linia 

l.ecz ażeby teraz i wszystkie inne ciśnienia były dodatnemi punkt (J, znajdując się na linii fd, nie 
powinien przekraczać po za pewne jej punk ta ; gdyż dla takiego położenia punktu Q otrzymujemy 
następujące wyrażenia : 

które pokazują że największą wartością jaką przyjąć możemy na a jest a = = OU, albowiem dli 
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' byłoljy odjemnćm; tak' żo punkt T będzie jednóm ze skrajnych położeń punktu i) na 

linii fd. 

Jeżeli zaś wyrazimy ciśnienia na podstawy w funkcyi 6, to znajdziemy : 

ztąd wnosimy że 6 nie powinno przewyższać gdyż wtedy byłoby odjemnem. Punkt S 

będzie zatem drugiem skrajnóm położeniem punktu Q na prostćj fd. 

Nie trudno jest obaczyć z ogólnych wzorów (o), że inne położenia punktu Q w kącie FOD, dające 
wartości dodatne na wszystkie ciśnienia, będą proste TU i SN równoległe do osi Y iX. Pomijając dal-
szą dyskussyę, podajemy wartości ciśnień znalezione dla pięciu szczególnych położeń punktu O, a 
mianowicie : dla punktów U, N, T, S i punktu e powstałego z przecięcia się prostej ST ze średnicą 
koła EG. 
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Porównanie wypadków zawartych w tej tablicy z figurą 6 pokazuje, że ciśnienia na podpory znaj-
dujące się na prostopadłej do linii łączącśj punkt O ze środkiem koła są sobie równe. 

Zastosowanie liczebne wzorów (o). — O ile wyprowadzenie wzorów dla wielokątów foremnych upra-, 
szcza rachunki, zdarzające się przy zastosowaniach praktycznych, okaże następujący liczebny przy-
kład. 

W jednym z projektów, zbiornik dla przechowywania wody spoczywał na ośmiu słupach (mon-
tiuits) jednakowego poprzecznego przecięcia, osadzonych w ośmiu wrytych w ziemię ciosach umie-
szczonych w wierzchołkach ośmiokąta foremnego. Odległość osi pionowej budowli od środków cięż-
kości powierzchni zetknięcia słupów z odpowiedniemi kamieniami była : R = 2"',537 (fig. 7); a ciężar 

F i g . 7. 

całćj budowli wraz z wodą napełniającą zbiornik, był równym P = 91340 . Siła P nie przecho-
dziła przez punkt O, albowiem wziętem było pod uwagę działanie wiatru na tę konstrukcyę; w sku-
tek tego, biorąc kierunek wialiu za oś X, punkt Q, w którym wypadkowa spotykała płasczyznę 
ośmiokąta, znajdował się na odległości 0Q =0 ' " ,295 . Podpory były zatćm ciśnione nie jednakowo i 
zadanie polegało na znalezieniu największego ciśnienia, na jakie każda z nich, przy zmianie kierunku 
wiatru, mogła być wysławioną. 

Nie mając przygotowanych ŵ  tym celu wzorów, należało zastosować do uważanego przypadku 
wzory ogólne (i), (2), (3) i (4) podane na wstępie niniejszego artykułu, w skutek tego wypadło wy-
konać przygotowawczo rachunki, które przy wzorach (0) zostają usunięte. I tak, biorąc 
t!os 45° = 0,70711 znajdujemy najprzód : 

x' = 2'",537, 

x" = 1,704, y" = 1,791, 

x"' = 0, 2,537, 

= - l , 7 G 4 , 

= - 2 , 5 3 7 , 

= - 1,794, 1:794, 

= 0, 2,537, 
.̂YIII = 1,794, = — 1,794, 
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Zważywszy Że a = — 0,295, a 6 = 0 , i że powierzchnie w", co",... są sobie równe, równania (i), 
(2) i (3) stają się : 

(«) 

a równania (4) dadzą ośm równań : 

odpowiadających spółrzędnym ośmiu wierzchołków wielokąta. 

Z tego szeregu wzorów znajdziemy : 

C — h, B = 0, A = —0,091667^, 

a następnie, po wykonaniu rachunków otrzymamy : 

Ponieważ wyrażenie ogólne dla ciśnienia jest : l l ( " ) = A-oĵ i"), a z założenia P — kOh =8koihy więc 

że = ^=11417 ' ' , 0 , zatem uskuteczniwszy rachunki tym wzorem wskazane i uporządko-
8 8 

wawszy otrzymane ciśnienia podług liczebnej ich wartości, otrzymamy ostatecznie : 
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Podpora I, znajdująca się w kierunku wiatru, będzie więc ponosić największe ciśnienie; przewyższa 

ono ciśnienie średnie Ę- , na jakie wszystkie podpory byłyby wystawione, gbyby nie było działania o • 
p 

wiatru, o co stanowi około 0,23 - ; tak, że w naszym przykładzie, wprowadzenie w ra-

cłiunek siły wiatru pociąga za sobą, przy obliczaniu powierzchni podpór , zwiększenie działającego na 

nie ciężaru tak dalece że można go uważać jako prawie r ó w n y : 

Gdyby, nie mając wzorów (o), znaną nam była sama tylko własność figur foremnych iż dla nich : 

nie mielibyśmy wtedy potrzeby pisania trzech pierwszych równań {a), zważywszy że 13 = 0, albowiem 
6 = 0 i obrachowawszyA, przeszlibyśmy wprost do równań (b). 

Przy wzorach zas (o) zgóry przygotowanych, rachunek jest daleko prostszym, albowiem znajomość 
z' 

spółrzędnych staje się zbyteczną; gdyż w a r t o ś c i - , . . . , to jest ilości w na-

wiasie we wzorach (o), są wyrażone w funkcyi promienia koła i spółrzędnych samego tylko 

punktu 0 . 
V . Pięc iokfLt f o r e m n y . — Przy systemie osi X i Y wskazanym na figurze 8, spółrzędne rozmai-

tych punktów wyrażą się w następujący sposób : 
Y! 
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wskutek czego równania nasze będą : 

Rozwiązując pierwsze trzy równania, znajdziemy na trzy spółczynniki wyrażenia : nie mają one formy otrzymywanśj w poprzednich przykładach, ale przekonamy się natychmiast, że 
ta różnica jest pozorną, wstawiając wartości kątów 6 i cp . I tak, ponieważ O = 18% a cp = o4°, więc : 

a zatem 

Zkąd znajdujemy na A, B, G, znane już nam wyrażenia : 
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a na ciśnienia w punktach D, E, . . . I następujące wzory : 

2 9 

ip) 

Otóż, zważywszy że 

i ograniczając się trzema tylko dziesiętnemi cyframi, powyższe wyrażenia, po wstawieniu w nie warto-
ści na wst i dos, staną się łatwiejszemi do zastosowań i będą : . 

Uwaga. — Gdyby pięciokąt odniesionym był do systemu osi wskazanego fig. 9, spółrzędne punk-
tów I, D,... H, przybrałyby postać : 

dla punktu ] 
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U Oznaczając a i b spółrzędne punktu O, przy teraźniejszym systemie osi X i Y, i postępując jak za-
zwyczaj, przyszlibyśmy do następującycli wyrażeii na A, B i G : 

które, po wstawieniu wartości na wst i dos kątów i 2-l>, gdzie ^ = 36°, sprowadzą się do : 

albowiem ' a mianowaiik w wyrażeniach na A i C bę-

( 

dzie równym; 

Z pięciu zaś równań : 
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otrzymamy następujące wartości ciśnień R,, R^... Rg : 

3 1 

Gdybyśmy chcieli wyrazić te ciśnienia w funkcyi spółrzędnych a i 6, należałoby we wzorach ( p j 
wstawić : — p za^a, i « za i (fig. 8 i 9 ) ; otrzymalibyśmy ztąd : 

co być powinno, [albowiem na fig. 8 i na fig. 9 punkt Q ma to samo położenie, a ciśnienia R^ i R^ , 
Rj i R' , . . . R3 i są ciśnieniami tychże samych wierzchołków pięciokąta. 

Roztrząsanie wzorów {p). — Dodając do siebie R' i R'", R^^i otrzymujemy dla wszelkiego położe-
nia punktu Q : 

Jeżeli punkt U znajduje się na osi X, wtedy całkowite ciśnienie P rozkłada się na pięć podpór 
w ten sposób że : 

W razie zaś jeżeli punkt ten leży na osi Y, wtedy ciśnienia w punktach D i F, II i I znadujących się 
na linii prostopadłej do tej osi, są sobie równe i mają wartość : 

Jeżeli punkt Q pada w środku ciężkości O figury, wszystkie podpory są ciśnione jednostajnie ciśnie-
P 

mem rownem - . 

Wyznaczenie obwodu ciśnienia dodatnego. — Obwodem ciśnienia dodatnego dla pięciokąta 
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32 PAMięTNiK TOWARZYSTWA NALK SCISŁYCH W PAKYZD. — TOM VI. 

foremnego będzie podobny mu pięciokąt (fig. 10), otrzymany w następujący sposób :poprowa-

Kig. 10. 

dziwszy przez punkt L, w którym bok DI danego nam pięciokąta przecina oś X, linię LM równole-
gle do DE, zakreślmy promieniem Oe okrąg koła, przecinający LM w dwóch punktach e i d, i dający 
linię de, k tóra stanowić będzie bok szukanego pięciokąta. Albo inaczćj : poprowadziwszy apotemę OK 

danego pięciokąta, weźmy Ok = przez punkt k poprowadźmy równoległą LM do DE, która prze • 

tnie oś Y w punkcie e; zakreślając jak poprzednio promieniem Oe okrąg koła, otrzymamy szukany bokec/. 
•Prosta de, nie tylko có do wielkości, i co do położenia, stanowić będzie j ednęz linij szukanego ob-
wodu. Dla udowodnienia tego dosyć będzie, z powodu symetryi figury DEFHI względem osi Y, roze-
brać tylko dwa przypadki : 1) kiedy punkt Q pada w kącie EOX i 2) kiedy on znajduje się w kącieXON. 

• Jeżeli punkt Q pada w kącie EOX, to jest jeżeli we wzorach f/>) a i g są dodatne, należy wtedy dobrać 
takie wartości na a i S, ażeby II'", R'^ i R^ były dodatnemi, albo co najmniej , równemi zeru. Uważając 
przypadek kiedy Riv = O, spółrzędne a i S powinny zadość czynić równaniu : 

czyli punkt Q winien się znajdować na prostej LM; gdyż łatwo się przekonać, że : 

W s:imćj rzeczy, z t rójkątów Oke i ORE otrzymujemy : 

czyli : 
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CIŚNIENIE PODPÓR JAKICnKOI.WlEK BUDOWLI NA ICH PODSTAWY. 3 3 

zk§d : 

z trójkąta zaś OALmamy : 

ztąd : 

U W A G A . — Geometryczne znaczenie spółrzędnych Oe i OL okaże się z następujących znanych z geo-
metry! związków (*) : 

w skutek czego będziemy mieli : 

więc Oe jest połową linii r̂  zadość czyniącśj p roporcy i : 

Podobnież : 

gdzie ę zadość czyni związkowi : 

Wartości OL i Oe mogą więc być wykreślone geometrycznie, i linia otrzymana z połączenia punktów 
L ie będzie równoległą do boku DE danego nam pięciokąta. 

Ażeby znaleźć na linii eL granicę, którćj punkt Q przechodzić nie powinien, należy obaczyć jak się 

(*) G.-H. N I E W Ę G Ł O W S K I , Gccmctrya, wydanie drugie. Paryż, 1869 r., str. 257. 
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wyrażają wartości R^ i R"'. Otóż, z warunku (a) wypada : 

więc ze wzorów [p), po wstawieniu tej wartości, znajdziemy że : 

zatem R^ będzie dodatnem dla wszelkiego czyli że położenie punktu O na prostej eL nie wpływa 
na znak ciśnienia R'^'. 

Przejdźmy teraz do R'" i na mocy warunku (a) wyraźmy wartość R'" w funkcyi 6. Ponieważ : 

zatem : 

w skutek czego znajdziemy : 

Ponieważ najmniejszą wartością na R " może być tylko zero, najmniejszą wartością 6 może być 
tylko ta, która zadość czyni równaniu : 

więc skrajna wartość na 6 jest : 

a to jest nic innego jak rzędna dS, gdyż z trójkąta rfOS mamy : 

punkt d będzie zatem skrajnćm położeniem punktu O na linii CL. 

Ale niżej zobaczymy że R " będzie dodatnem przy rzędnej 6 mniejszej od dS; tylko wtedy R'^'nie 
będzie zerem, to jest punkt Q nie znajdzie się na prostej eL. Rozbierzmy przypadek kiedy punkt Q znajduje się w kącie XON. Jeżeli we wzorach (p) zamienimy 
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C I Ś N I E N I E PODPÓR JAKICHKOLWIEK B U D O W L I NA ICH PODSTAWY, 3 5 

6 na — 6, w otrzymanych przez to wyrażeniach na II', R", . . . Rv , spółrzędne a i ? będą wartościami 
samoistemi, i zobaczymy że R '̂ zawsze będzie doda tn im, zaś inno cztery ciśnienia wyrażą się : 

Najmniejsza wartość na R'", czyli zero, daje równanie : 

zkąd dla a = O znajdujemy 

gdzie wartości ON i OT otrzymają się prowadząc przez punkt linię r/N równoległą do boku DI da-
nego nam pięciokąta. 

Istotnie, wyprowadziwszy apotemę OU, będziemy mieli : = ^ , i trójkąty podobne 0(/S i 

OwN dadzą : 

czyli : 

zkąd : 

z trójkątów zaś OdS i OTN wypada : 

czyli : 

z t ą d : 
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Nadmieńmy że linie ON i OT mogą być otrzymane wprost z geometrycznego wykreślenia, gdyż : 

i prosta wynikająca z połączenia punktów T i N będzie równoległą do boku DI. 

.leżeli punkt Q nie wychodzi po za linię (/N, ciśnienie R'" będzie dodatnem. Należy teraz obaczyć 
jaldch punktów tćj linii punkt Q przekraczać nie powinien, ażeby inne trzy ciśnienia: R', R"i R'^ były 
również dodatnemi. 

Co do wartości R', wyrazi się ona na mocy związku : 

wynikającego z warunku (b), w sposób następujący: 

R'staje się zerem dla 6 = ON; dlaS < O N , ciśnienie R' jest dodatnćm; więc położenie 
^ 2 wst 18" 

punktu Q na prostej nie wpływa na znak wartości R', i to ciśnienie zostaje dodatnćm nawet dla 
C odjemnego, to jest , kiedy punkt Q pada na część prostej Td, położoną w kącie EOX. 

Ale wartość 6 jesl skrępowaną innymi jeszcze warunkami. I tak, nic powinna ona być większą 

od albowiem przy 6 > ^ ciśnienie R" byłoby odjemnćm. Maximum wartości 6 jest więc : 6 = -

=zOJ, co na linii rfN wyznacza punkt i; zatem punkt Q nie powinien przekraczać punktu i, czyli że 
cześć iN linii f/N wchodzić w szukany obwód nie będzie. 

Pozostaje zbadać wartość na R^^. Zważywszy że : 

otrzymujemy : 

Minimum wartości 6 będzie zatem wartość wyciągnięta z równania : 

czyli : 
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zkąd : 

Otóż, widzieliśmy wyżej że : 

znak— oznacza że rzędna ? liczoną jest wgórę nad osią 0X ; więc skrajnóm położeniem punktu Q na 
linii t/N będzie punkt d. 

Łatwo jest przekonać się z ogólnych wzorow (yo), że jeżeli punkt Q leży na linii ?J, wszystkie ciśnie-
nia są dodatne; tak że dla punktu Q padającego po prawćj stronie osi Y, konturem ciśnienia do-
datnego będzie linia edi^ ; konturem zaś całkowitym będzie pięciokąt defhi. 

Gdyby punkt Q padał po za obręb pięciokąta defhi, i gdyby zatem jedna lub dwie z pięciu war-
tości R', R " , . . . R'̂  były odjemnemi, należałoby wtedy zwrócić się do ogólnych wzorów podanych 
na wstępie niniejszego artykułu, i wyznaczyć z nich ciśnienia w pozostałych cztei'ech lub trzech 
punktach, uważanych za jedyne punkta któremi ciało spoczywa na gruncie. 

W celu dopełnienianaszego rozbioru, szukaliśmy wartości ciśnień R', R " . . . Rv dla szczególnych po-
łożeń punktu Q na obwodzie defhi, a mianowicie : 1) dla trzech wierzchołków : e, d, i, pięciokąta; 
2) dla punktów : k, u, środków boków pięciokąta; nareszcie 3) dla punktów T, J , w których boki di, ik 
przecinają się z osiami X, Y. Otrzymane wypadki podajemy w następującej tablicy : 
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Z tej tablicy i z fig. 10 widzimy, że przy wszelkiem położeniu punktu Q, wierzchołki danego pięcio-
kąta, znajdujące się na prostopadłćj do linii łączącćj punkt Q ze środkiem koła, ponoszą ciśnienia je-
dnakowe. 

Na zakończenie obecnego artykułu, porównajmy powierzchnię utworzonego przez podpory wie-
lokąta z powierzchnią objętą odpowiednim mu konturem dodatnego na te podpory ciśnienia. Ozna-
czając pierwszą z tych powierzchni przez Sj, a drugą przez Sj^, otrzymamy dla podanych powyżej fi-
gur następujące wyrażenia : 

Trójką t . . 

Kwadrat, 
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Sześciokąt . . 

Ośmioką t . . . , 

Pięciokąt . . . 

Biorąc zaś stosunek tych powierzchni, znajdujemy : 

dla trójkąta . . . 

)) kwadratu . . . 

)•' pięciokąta. . . 

)) sześciokąta. . . 

» ośmiokąta 

Nareszcie, dobrze będzie zauważyć stosunki następujące : 
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