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VORWORT.

Die eigentliche Vorrede zu dieser Arbeit ist zu ihrem ersten Teile
angewachsen. Sie soll die kopfschiittelnde, vielleicht auch vorwurfsvolle
Frage ,Wozu?% mit der man im Falle n > 10 die (n + 1)-te Behand-
lung eines Gegenstandes zu begriifien geneigh sein wird, mit einer zu
ihrer Kiirze umgekehrt proportionalen Ausfiihrlichkeit dahin beant-
worten, daB ein groBes n zuweilen gerade ein Zeichen noch nicht rest-
los iiberwundener Sprodigkeit des betrachteten Gegenstandes sein kann.
Solche Spridigkeit ist, wenn anch objektiv vorhanden, so doch nicht
objektiv meBbar, vielmehr der GroBe nach eine Funktion des Lesers,
seiner Veranlagung und Ubung und deren Stiirke und Richtung. Aus-
gesprochenen Algebraikern und routinierten Rechnern kommt sie im
vorliegenden Falle kaum zum Bewufitsein; daraus erklirt es sich, dal
die meisten Autoren sie gar nicht beriicksichtigen, anderen ihre Be-
wiiltigung trotz bester Absichten nicht villig gelingt. Ihren Ursachen
kommt man am ehesten durch Beobachtung der Hindernisse auf die Spur,
die der Anfinger am Gegenstand selbst oder an verwandten Aufgaben
besonders schwer bewiiltigt; solchen Beobachtungen wiihrend meiner
Titigkeit an dem mathematischen Seminar der Universitit Bonn ver-
dankt der Plan zu diesen Blittern seine Entstehung. Mogen sie den
Kollegen Study, London, Kowalewski, Hausdorff, Schmidt,
Carathéodory und Miiller ein GruB und dieser ein Zeichen sein,
dab ich dankbar der anregenden Stunden in ihrem liebenswiirdigen
Kreise gedenke. '

Breslau, im Dezember 1911.,

DER VERFASSER.

a*
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Erster Teil.

Zur Methodik der Beweisanordnung.

I. Der ,,Deus ex machina‘* im Transzendenzbeweis.

1. Eine Zahl heiBt bekanntlich ,algebraisch, wenn sie einer alge-
braischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten geniigt. Nichtalge-
braische Zahlen heiflen transzendent; zu ihnen gehéren als bekannteste
Beispiele die Zahlen ¢ und z. IThre Transzendenz ist in folgendem all-
gemeinen Satze von Lindemann enthalten:

Fine ,, Exponentialform*, d. h. ein Ausdruck von der Gestalt

(1) FE = Cle"l + 026"* + .. _|_ Onec”,

hat einen nicht verschwindenden Wert, wenn folgende vier Voraussetzungen
erfiillt sind:

(Vy) Je zwei der Exponenten c, sind voneinander verschieden.

(V,) Nicht alle Koeffizienten C, sind null.

(Vy) Die Exponenten c, sind algebraische Zahlen.

(V) Die Koeffizienten C, sind algebraische Zahlen.

Der ersten Voraussetzung kann man unter allen Umstiinden ge-
niigen, indem man etwa vorhandene Glieder mit gleichen Exponenten
zusammenzieht; dann schlieBt (V) den trivialen Ausnahmefall aus, daB
I bereits unabhiingig vom Sinn des Zeichens ,,¢“ den Wert Null besitzt.
(Vy) und (V,) beziehen sich also nur auf die Formulierung des Pro-
blems, sie sind , formale“ Voraussetzungen.

Das Schwergewicht des Satzes liegt in den ,zahlentheoretischen®
Voraussetzungen (V) und (V). Da die rationalen, speziell die ganzen
Zahlen zu den algebraischen gehéren'), so gilt die Behauptung E < 0
des Lindemannschen Satzes auch dann, wenn (V) oder (7,) oder auch
beide zugleich durch die engeren Fassungen ersetzt werden:

(V§*) Die Exponenten c, sind ganze Zahlen.

(Vy¥) Die Koeffizienten C, sind ganze Zahlen.

1) Sind @ und b ganze Zahlen, so geniigt die Zahl a:0 der ganzzahligen
Gleichung ersten Grades bz — a = 0.

Hessenberg: Transzendenz von ¢ und 7. 3
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2 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

2. Die Exponentialform ¢° + ¢ geniigt den Voraussetzungen (V;),
(V) und (V#). Da sie den Wert Null hat, kann (V) nicht erfiillt sein,
und da der Exponent O algebraisch ist, mull w¢ eine transzendente Zahl
sein. Daraus folgt, daff auch x transzendent ist.")

Dasselbe Resultat folgt allgemeiner aus dem Verschwinden der
Form 0 | ¢ e3¢ L . .. 4 e fijr ¢ — 22 2.

3. Noch direkter ergibt der Lindemannsche Satz die Transzen-
denz von e. Ist

a,+ o x + a2’ + -+ a, 2" =0, a;+0
eine algebraische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten, so sind fiir
die Exponentialform
(2) E=a,&+ a,e' + ae* + - - - 4 a,€"
(Vy), (Vy), (V5*) und (V,*) erfiillt. Daher ist £+ 0: ¢ geniigt keiner
ganzzahligen algebraischen Gleichung.

Der Beweis wird fiir diesen besonders einfachen Fall nach Hilbert
folgendermaBen gefiihrt?): Es sei f(z) eine ganze rationale Funktion und

)

(3) F(z)=¢& ;”f(t) dt (Hermitesches Integral),

(4) H(w) — ej.‘e“‘ fit)dt, also e F(0)= F(z)+ R(z),
0

(5) P=a,F(0)+a,F(1)+ ay F'(2) + - - - 4 a, F(m),
(6) Q@=0a,R(0)+ a,R(1) + ayR(2) 4 - - - + a,, R(m),
also
(7) E-FO)=P+ Q.

Man setze fiir f(x) die ,Abschitzungsfunktion ein:
(8) f(@)=ar-t(z—1)?(x —2)*...(x — m)?.

Dann ist P ein ganzzahliges Vielfaches von (p — 1)!.
Man setze weiter fiir p eine in aym! nicht aufgehende Primzaal,
so wird P durch p unteilbar, ist also nicht null. Daraus folgt

() P 2(p-1).
Wird endlich noch p hinreichend grofl gewiihlt, so ist
(10) Q< (p—1)

d. h.

(11) Q< |P].

1) Ein Produkt algebraischer Zahlen ist algebraisch (§ 249), und die Zahl ¢
ist algebraisch. Mit = miite also auch w7 algebraisch sein.

2) Wir geben nur den Gedankengang, und diesen mit einigen formalem,
unserer spiiteren Bezeichnung angepafiten Abinderungen.
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I. Der ,,Deus ex machina** im Transzendenzbeweis. 3

Dagregen wiirde aus £/ = 0 nach (7) P = — @, also P = ¢ folgen.
E iist also von Null verschieden.

Der Beweis des Lindemannschen Satzes beruht auf einer Verall-
gemeinerung derselben Hilfsmittel und SchluBweisen.

4. Nicht nur die hier gegebene Skizze, sondern durchweg alle be-
kannten Darstellungen des Beweises zeigen spiitestens von derjenigen
Stellle an, an der die ,Abschitzungsfunktion® f(z) eingefithrt wird, jene
typiische Anordnung, die eine boshafte Legende den Vortriigen Ennepers
naclhsagt: Sie beginnen mit ,Sefzt man ...“ und endigen wit ,s0 folgt ...«
Die: Folgerungen sind dabei alle von hdchst einfacher Art; dagegen
bleitbt die Entstehung der véllig unvermittelten und unvorbereiteten ,Set-
zunigen dem Anfiinger zumeist problematisch. Sie sind, wie Schopen-
hawer an einem unpassenden Beispiel sagt: ,Schlingen, die sich uner-
wartet zuziehen und den Assensus des Lernenden gefangen nehmen, der
num verwundert zugeben mufl, was ihm seinem innern Zusammenhang
nach volligc unbegreiflich bleibt.“ Seminarvortriige iiber Transzendenz-
beweise machen nach meiner Erfahrung stets den Eindruck von Berg-
bestteigungen im dicken Nebel, die man sich ohne kundigen Fiihrer —
scilicet ohne Vortragsmanuskript — auszufiihren nicht getranen wiirde.
Weder der Horer noch auch der Vortragende kommt aus dem Staunen
iiber die genialen Kunstgriffe heraus. Die Abschitzungsfunktion spielt
die Rolle eines richtigen ,Deus ex machina“: Wie Pallas Athene dem
Hawupte des Zeus, scheint sie villig gewappnet und geriistet einer genialen
Intwition entsprungen zu sein. So tritt sie zu Beginn des Beweises oder
nach einigen harmlosen Priliminarien in die Rechnung ein und ent-
faltet nacheinander ihre teils analytischen, teils zahlentheoretischen Eigen-
schaften, deren Bedeutung fiir die einzelnen Schritte des Gedankenganges
in der Fille der Gesichte zu erfassen oder gar abzuwiigen dem Anfinger
nicht maéglich ist.

5. Liegt es aber nicht im Wesen des Genialen, daB der Durch-
schmittsverstand ihm nicht in die Werkstatt zu blicken vermag? Ist
niclht oft genug der Entdecker selbst sich unklar, warum er diesen oder
jenen Ansatz versuchte? Ist es nicht letzthin ,,profane Neugier, die an-
gesiichts der fertigen Leistung noch Fragen iiber die Entstehungsge-
schiichte zu stellen hat?

In jenen schénen Zeiten, da wir noch nach blendenden Thesen fiir
die IPromotion fahndeten, diskutierten wir auch das Thema: , Die Existenz
der Mathematil: beweist einen Mangel unseres Verstandes.“ Diese blasphe-
mische Paradoxie 16ste sich als Tautologie, die Beleidigung der Majestiit
der Mathematik ward zu ihrer Verherrlichung durch die Konstruktion
einer ,idealen Intelligenz“, an deren MaBstab gemessen der normale Ver-
stamd sich als zu kurz erweist. Die ideale Intelligenz beherrscht nim-
lich: ihre eigenen Hilfsmittel vollstindig; nur die Gesetze der #@uleren
Natur konnen ihre Probleme sein. Die Erkenntnis der mathematischen

1#

www.rcin.org.pl
[N




4 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

Gesetze, die ja nach Kant der inneren Natur angehdren, ist also not-
wendig, um jener idealen Intelligenz niher zu kommen.

Bei dieser Argumentation beriefen wir uns jedoch auf ein psycho-
logisches, nicht dialektisches Argument: Je vertrauter uns eine mathe-
matische Betrachtung ist, desto selbstverstindlicher erscheint sie uns;
Kriterium volliger Beherrschung eines Gegenstandes ist seine Trivialitiit,
diese natiirlich nur im Sinne verstandesmiBigen Denkens, nicht als
dsthetische Bewertung gedacht.

6. Das Streben nach einer mehr als formallogischen Einsicht, nach
einem Verstindnis nicht nur der Folgerungen, sondern auch der ,heuri-
stischen® Griinde der Ansiitze, entspringt also der Ubeueugung, daB
auch das Komplizierteste sich letzthln als einfach erweisen mufl. Nicht

mprofane Neugier” ist es, die das Leitwort ,Simplez sigillum ver:* ge-
plarrt hat, und die Lelstungen der Antike verblassen nicht dadurch, daB
ihre gdandlose Einfachheit sie uns heute schon in jungen Jahren als
wElementarmathematil* zuginglich macht.

Ebensowenig wird man auch in den neueren Versuchen, die Tran-
szendenzbeweise fiir ¢ und  an vertiefte Darstellungen der Elementar-
mathematik abschlieBend anzugliedern, eine Profanierung des Gegen-
standes oder auch nur eine uerdfecis eig éido pévog sehen wollen. Viel-
mehr erkennen sie alle ausdriicklich das Bediirfnis an, die sprode Materie
einem breiteren Publikum niiher zu bringen; wobei freilich unsere An-
sicht dahin geht, daB sie dieses Bediirfnis in sehr wesentlichen Punkten
noch keineswegs befriedigen.

7. Herr Vahlen betont vor allem den elementaren Charakter der
von ihm benutzten Hilfsmittel (Konstruktionen und Approximationen,
Teil VIII, S.321 f. und SchluBwort) und Herr Klein im Riickblick auf
seine Darstellung des Hilbertschen Beweises die Einfachheit aller
Schliisse (1 lementarmathematlk vom hoheren Standpunkte aus, Bd. I,
Anhang 1, S. 545). Die Erschwerung des tieferen Verstandnlsses dmch
den Ansatz selbst wird aber hiervon gar nicht berithrt. Uber ihn sagt
Herr Klein a. 0. O.:

,GediichtnismiBig braucht man sich eigentlich nur das Hermite-
sche Integral zu merken.“

Gerade dieses Integral wird nun in der Einleitung des Beweises
(a.0.0.8.521) als das , Haupthilfsmittel“, als ,der Schliissel zum ganzen
Beweis“ bezeichnet. Wenn wir diese Charakterisierung in das angefiibrte
SchluBwort einsetzen, so gewinnt die Aussage, daf man sich gediichtnis-
miiBig ,,nur das Haupthilfsmittel zu merken habe, einen vom Verfasser
gew 1B mcht beabsichtigten ironischen Belgeschmack Sinngemifer wird
man sagen diirfen: ,Das Haupthilfsmittel, den Schliissel zum ganzen Be-
weis muﬂ man sich Ieulm gediichtnismdf3ig merken.

In der Enzyklopidie der Elementarmathematik von Weber und
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I. Der ,Deus ex machina* im Transzendenzbeweis. 15

"Wellstein (Bd. I, Abschnitt 26) wird die Integraldefinition von F'(x)
wrsetzt durch die heuristisch viel leichter zugingliche rationale

F@)=f@+f@+f @+
«es Herrn Hurwitz. Damit reduziert sich der , Beweisschliissel auf die
_Abschiitzungsfunktion /(). Sie tritt aber auch hier ganz ohne Vermitt-
llung in Aktion. :

8. Unserem Empfinden nach muf die Lésung des Problems, wie
man aus dem umfangreichen mathematischen Schliisselbunde den fiir
unsere Aufgabe passenden Schliissel herausfindet, anderswo_als in der
Mnemotechnik gesucht werden.

Hierfiir kann uns das Bild des ,Schliissels“ ein niitzliches Symbol
werden, wenn wir uns nur unter der Abschiitzungsfunktion f(z) (oder dem
Hermiteschen Integral) nicht einen simplen Hausschliissel vorstellen.
‘Treffender diirfte der Vergleich mit dem Tresorschliissel einer GroBbank
ausfallen; wenigstens vermute ich, da ich mit einem solchen zuniichst
nicht das Geringste anzufangen wiilte, wenn man mir ihn in die Hand
giibe. Kunstschlosser besitzen Sperrungen und Riegel, die sich der Haus-
schliisselmethode des Einsteckens und 7-maligen Umdrehens nicht er-
geben.

Wir kdnnen uns aber vorstellen, daf ein Schlosser sich aus duBeren
Merkmalen des Schlosses ein Bild von der ungefihren Form und GriBe
des Schliissels macht und danach zunichst eine Rohform desselben her-
stellt. Wenn er sodann mit einfachen Sperrhaken die einzelnen Federn
und Riegel des Schlosses sondiert, kann er dem Befunde gemiil an der
Rohform des Schliissels durch Ausfeilungen die nétigen Zungen und
Zacken herausarbeiten, bis alle , Fingriffe“ richtig spielen und das SchloB
sich 6ffnet. Ob diese unsere Vorstellung der wirklichen Praxis des ge-
lernten Schlossers adiiquat ist, das kommt hier natiirlich nicht in Be-
tracht. Wesentlich ist vielmehr, daB sie sich bildlich auf unser mathe-
matisches Problem anwenden lift.

9. Die ,,Rohform* unseres ,, Beweisschliissels“ mufy ein Abschitzungs-
verfahren fiir Exponentialformen sein, das ausgiebiger modifiziert wer-
den kann als die unmittelbar dafiir gegebene, aber fiir unsere Zwecke
nicht geniigend vielseitige, weil keine willkiirlichen Bestimmungsstiicke
enthaltende Exponentialreihe. Immerhin dient sie uns als niichstliegen-
der Ausgangspunkt: durch eine ungezwungene Verallgemeinerung ge-
langen wir sogleich zu der rationalen Form F'(z) = f(2) +f"(x) + 1" (z) + -
des Hermiteschen Integrals als einem bei passenden Verfiigungen iiber
f(z) brauchbaren Ausdruck zur niherungsweisen Darstellung von F'(0)e".
Diese Verfiigungen stellen nunmehr die , dusfeilungen® dar, die sich zu-
gleich mit und aus den im Beweisgang auszufithrenden , Fingriffen er-
geben; und zwar treten die Eingriffe hervor durch sukzessive Heran--
ziehung der einzelnen Daten der gestellten Aufgabe. Dadurch erhilt die
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6 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

Betrachtung eine ,, Anordnung nach fortschreitender Spezialisierung®, iber
die es sich vor Eintritt in den Transzendenzbeweis verlohnt, noch einiges
Allgemeine zu sagen. Ihre Bedeutung fiir die Ubersichtlichkeit der Dar-
stellung beschriinkt sich nicht auf unser spezielles Problem. Und da
wir einmal Fragen der Darstellungsmethodik anschneiden muBten, tun
wir gut, an dem unliebenswiirdigen Geschiift der Kritik den positiven
Teil nach Méglichkeit herauszuheben, indem wir die gewonnenen all-
gemeinen Gesichtspunkte auf ihre Berechtigung und praktische An-
wendbarkeit nachpriifen. Dadurch gewinnen wir zugleich einen objelk-
tiveren MaBistab ihres Wertes als durch den immerhin problematischen
Anspruch, die Behandlung -der besonderen vorliegenden Aufgabe mit
ihrer Hilfe verbessert zu haben.

I1. Die fortschreitende Spezialisierung.

10. Die Vorteile der Behandlung nach ,fortschreitender Spezialisie-
rung“, d. h. der schrittweisen Heranziehung der einzelnen Daten einer
gestellten Aufgabe, sind von verschiedener Art. Der allgemeinste Ge-
sichtspunkt scheint uns folgender zu sein: Je weniger Voraussetzungen
wir benutzen, desto kleiner ist der Inhalt der betrachteten Begriffe.
Begriffe kleinen Inhalts sind leicht verstéindlich und geben nur zu
wenigen, darum meist naheliegenden und ungezwungenen Folgerungen
AnlaB. Andererseits ist der Umfang eines Begriffes um so griBer, je
kleiner sein Inhalt ist. Um so gréBer ist daher die Allgemeinheit, um
so vielseitiger die Anwendbarkeit der gezogenen Folgerungen. Hierauf
in erster Linie diirfte beispielsweise der eigene Reiz mengentheoretischer
Betrachtungen beruhen.

11. Zweitens ergibt die fortschreitende Spezialisierung eine natiir-
liche Gliederung des GGedankenganges, besonders dann, wenn es uns ge-
lingt, vor jeder Neueinfiihrung einer Voraussetzung ein einigermaBen
abschlieBendes Zwischenresultat herauszuheben, auf dem die niichsten
Schritte sich aufbauen kénnen. Dadurch entstehen Zisuren, die im psy-
chologischen Sinn als Ruhepunkte wirken. Sie gestatten einen Riick-
blick auf das Erreichte und entlasten durch dessen Zusammenfassung
das Geddchtnis.

12. Darum sollte das Arbeiten mit problematischen Annahmen nach
Moglichkeit vermieden werden. Denn alle aus ihnen gezogenen Folge-
rungen sind selbst problematisch, darum keine ,, Resultate” im mathema-
tischen und keine , Ruhepunl:te im psychologischen Sinne. Die hiiufigste
Form der problematischen Annahme ist die Annahme des Gegenteiles
der zu beweisenden Behauptung im indirekten Beweis. Man verwendet
sie am besten nur in heuristischem Sinne als Wegweiser fiir die weitere
Ausgestaltung der Betrachtung. Muf man dagegen Folgerungen aus
ihr ziehen, so geschehe es moglichst gegen Ende des Beweises, danit
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II. Die fortschreitende Spezialisierung. T

die Widerlegung in einem Zuge erfolgen kann, der kurz genug ist, um
einer Gliederung entraten zu konnen.

13. Drittens zwingt uns die fortschreitende Spezialisierung zur
Nachpriifung der Tragweite der einzelnen Voraussetzungen und gedank-
lichen Hilfsmittel und schiitzt uns dadurch vor einem keineswegs sel-
tenen Fehler: vor der ungerechtfertigten Betonung nebensichlicher Dinge
und vor der formalen Einfiihrung von Annahmen, die de facto gar nicht
benutzt werden. Solche MiBgriffe lenken die Aufmerksamkeit des Lesers
oder Horers von der Hauptsache ab oder fithren sie geradezu irre, wiih-
rend die korrekte Hervorhebung der wahren Zusammenhinge bei fort-
schreitender Spezialisierung allein in der Anordnung bereits ihren Aus-
druck findet.

14. Immerhin diirfen wir in der Methode fortschreitender Spezia-
lisierung, so viel wir sie auch in diesen Blittern angewandt finden wer-
den, keine (wie etwa die logische Strenge) allen anderen Riicksichten
grundsitzlich iiberzuordnende Forderung sehen. Sie ist eine von Fall zu
Fall auf ihren Anwendungswert zu priifende praktische Maxime, die
anderen Maximen dhnlichen Charakters koordiniert und im Falle eines
Widerstreites je nach den Umstiinden vorzuziehen oder zu verwerfen ist.
Vor allem sind es zwei Prinzipien, mit denen wir gerade hier in Kolli-
sion geraten: Der elementare Standpunkt und das Bestreben nach Kiirze
des Ausdrucks. :

15. Der elementare Standpunkt, d. h. das Bestreben, moglichst
wenig an Vorkenntnissen beim Leser vorauszusetzen, nitigt uns, eine
Reihe von Betrachtungen, ohne Riicksicht auf die eigentliche Stelle
thres Eingriffs in den Beweis, diesem voranzustellen. Es sind das Ent-
wicklungen von selbstindiger, allgemeiner Bedeutung, deren Anwendung
im Transzendenzbeweis nur eine gelegentliche ist. Sie gehéren von
Rechts wegen zu den Vorkenntnissen, sind jedoch erfahrungsgemif nicht
jedem Leser und nicht alle zu jeder Zeit gegenwiirtig. Hauptsichlich
handelt es sich um Sitze der Algebra; so haben wir dem Lindemann-
schen Satz eine Theorie der algebraischen Zahlen und symmetrischen
Funktionen vorangestellt, die uns zugleich als Versuch verlockend schien,
einmal einen anderen Gesichtspunkt in den Vordergrund zu riicken.

Es ist klar, daB in dem Beweisgang selbst die Einschaltung solcher
wAuffrischungen der Kenntnisse ad usum delphini* bei einigem Umfang
sich von selbst verbietet. Aber auch wenn sie knapp gehalten sind, sind
sie fiir den Leser, der ihrer nicht bedarf, eine listige Unterbrechung,
withrend der Leser, dem sie gerade helfen sollen, dazu neigen wird, den
Einbau in den Transzendenzbeweis als organische Zugehorigkeit zu
deuten und in Sitzen von allgemeiner methodischer Bedeutung beson-
dere Kunstgriffe des vorliegenden Problems zu sehen. (Wir haben diesen
Fall miterlebt.) Die Voranstellung erméglicht dem Leser erster Art die
Uberschlagung oder fliichtige Durchsicht bekannter Dinge, dem Leser
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8 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

zweiter Art ihre Aneignung und Beurteilung unabhingig von der spi-
teren Anwendung.

Von dem Leser zweiter Art setzen wir immerhin voraus, daB er
die Elemente der Infinitesimalrechnung, der komplexen Zahlen und der
Rechnung mit Polynomen aus der iiblichen Vorlesung iiber Differential-
und Integralrechnung behalten hat. Das Rechnen mit Kongruenzen wird
er von der Schule her schon kennen.

16. Von wesentlich allgemeineren Ursachen bedingt ist die Kolli-
sion zwischen fortschreitender Spezialisierung und Kiirze des Ausdrucks.
Wird die Kiirze als oberste Richtschnur der Darstellung gewihlt, so
darf jede Vereinfachung, auch wenn sie nur durch méoglichst sofortige
Heranziehung aller Daten und weitgehendste Spezialisierung zu er-
reichen ist, ausgenutzt werden. Solche Fille, bei denen von vornherein
die Entscheidung im Kollisionsfalle zuungunsten der fortschreitenden
Spezialisierung getroffen ist, diirfen darum nicht nach dieser Maxime
beurteilt werden. Als Beispiele nennen wir die vier durch ihre Kiirze
ausgezeichneten Transzendenzbeweise von Hilbert, Hurwitz, Gordan
und Vahlen.?)

Anders liegen die Dinge, wenn das Bestreben nach Kiirze nicht
bevorzugt wird. Dann kommt es, vielfach unbewuBt, zum Ausdruck in
dem Versuch, moglichst viele Daten der Anfgabe formelmifig im An-
satz unterzubringen und dadurch ihre Formulierung in Worten entbehr-
lich zu machen. So wihlt man zum Beweise der Transzendenz von ¢
fast durchweg den Ansatz (2) des § 3 an Stelle des allgemeineren (1)
in § 1, weil er die Voraussetzungen (7)), (V,*) und mit a, = 0 auch
(V,) formal zum Ausdruck bringt, so daB nur (V,*) in Worten aus-
gesprochen zu werden braucht. Gerade dieses Beispiel kann uns einige
Bedenken illustrieren, die gegen zu weit gehende Spezialisierung des
Ansatzes bestehen.

17. Eine Voraussetzung, die im Ansatz steckt, nimmt formal an
allen Entwicklungen teil; ihre eigentliche , FEingriffsstelle“ tritt also
nicht von selbst hervor, wenn sie auch unter Umstiinden leicht aufzu-
finden sein mag. Aus der formalen Teilnahme kann aber eine sachliche
werden. Dann triigt die im Ansatz steckende Voraussetzung dazu bei,
die Aufmerksamkeit von den eigentlich aktiven, ausschlaggebenden An-
nahmen abzulenken. Sie spezialisiert zudem die Zwischenergebnisse,
wodurch diese an Einfachheit oder Bedeutsamkeit einbiifen konnen.

Ist der Ansatz besonders inhaltsreich und ,elegant®, so ist stindig
eine grofle Zahl von Voraussetzungen in Aktion, und die fortschreitende
Spezialisierung kann teilweise oder véllig unterbunden werden. Wir
kommen damit zu dem Ergebnis: Je besser der formelmdifige Ansatz

1) Math. Ann. 43 und 53. Die drei letztgenannten sind im wesentlichen
Umarbeitungen des Hilbertschen Beweises.
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II. Die fortschreitende Spezialisierung. 9

dem Problem sich anschmiegt, desto grifier ist die Gefihrdung der Durch-
sichtigkeit der Beweisfithrung. So paradox diese Behauptung klingen
mag, sie lifit sich leicht an Beispielen bestitigen. Mit dem Hermite-
schen Integral, das einen fiir Kiirze und Priignanz geradezu muster-
giiltigen und uniibertroffenen Ansatz des Transzendenzbeweises darstellt,
kann man die Identitit (7) des § 2 ohne jede Vermittlung der Hilfs-
zeichen F, f(x), F(z), R(x), P und @ sofort folgendermaBen anschreiben:

[ja,.e’:‘ '/cf:—‘”xl’—l('a; — 1P (x—2)P... (2 — m)de =
i=0 1.0
Slud [+ Dud

2=0

DaB aber hiermit eine durchsichtige Beweisfiihrung nicht mauguriert
wird, das haben alle Bearbeiter des Beweises durch Verzicht auf gleich
ausdrucksvolle Ansiitze und die Interpreten des Beweises durch lange
textliche Erlauterung des Sinnes dieser Identitéit anerkannt. Zum vollen
GenuB und zu vollwertiger Wiirdigung des Hermiteschen Integrals ge-
langt man erst, wenn man den Beweis in breiteren Darstellungen durch-
gearbeitet und verstanden hat.

18. Was nun den Ansatz (2) fiir F betrifft, so besitzt er ebenfalls
Nachteile, die uns veranlassen, bereits bei der Transzendenz von ¢ den
allgemeinen Ansatz (1) mit den textlich formulierten Voraussetzungen
(1), (Vy), (V5*) und (V*) unterzulegen. Zuniichst spezialisieren nim-
lich die in (2) steckenden Annahmen (7)), (V,*) die Abschiitzung des
Fehlergliedes ¢ unserer Niherungsformel fiir 2. Der Erfolg ist in allen
bekannten Darstellungen der, daB beim Beweis der Transzendenz von x
diese Abschiitzung neu aufgenommen werden und, da man hierbei die
speziellen Werte ;=1 im Ansatz unterbringt, beim Beweise des Linde-
mannschen Satzes nochmals wiederholt werden muB. Der Ansatz (1)
wird demgegeniiber zeigen, daf die Abschiitzung von ¢ an keinerlei
zahlentheoretische Eluenschaften der ¢, und C, gebunden ist, nicht ein-
mal an ihre Realitiit. Sxe kann also bei der Transzendenz von e sogleich
vollstiindig erledigt werden, so daB nur die Untersuchung von P unter
den vem]]gememerten Zahlenthemetlschen Annahmen w1eder aufzuneh-
men ist.

19. Man konnte dem entgegenhalten, daB mit den gleichen Argu-
menten sich die Ubergehung der Transzendenz von e und die sofortige
Imangrifinahme des Lindemannschen Satzes rechtfertigen lieBe. ‘)

1) So verfithrt in der Tat Herr Vahlen (Konstruktionen und Approxima-
tionen); jedoch bereitet auch er den Beweis durch Spezia.lf'alle vor, und zwar
durch eine iiberaus grofe Zahl: Irratlonahtat von m, nd e, €2, ™ ( games m) und

Nichtverschwinden von ae® 4 ae” — ¢, wenn a, ¢, a—i—a und «o’ ganze Zah-
len sind.
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10 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

Der Unterschied zwischen den allgemeinen zahlentheoretischen Voraus-
setzungen (V3), (V) und den speziellen (V3*), (V,*) ist jedoch ein sehr
tiefgreifender hinsichtlich der vorauszusetzenden Vorkenntnisse, und er
findet emen adiquaten Ausdruck in der zahlentheoretisch verlaufenden
Untersuchung von P. Dagegen kann die Abschiitzung von ¢ durch die
zahlentheoretischen Voraussetzungen gar wicht. durch die Realitit der
¢,, C; nur ganz unwesentlich abgekiirzt werden. Die bewufite Aus-
nutzung der speziellen Werte ¢,, C; (z. B. in der Enzyklopiidie der Ele-
mentarmathematik) nimmt sogar mehr Raum in Anspruch als die all-
gemeinste analytische Methode, und sie ist auch gedanklich nicht ein-
facher. Selbst der in § 15 beschriebene Leser zweiter Art kennt die
Mittelwertsitze der Differential- und Integralrechnung, die Reste der
Taylorschen, der geometrischen und der Exponentialreihe und weil,
daB der absolute Betrag einer Summe nicht grofer ist als die Summe
der absoluten Betrige. Das Interesse an einer Einschrinkung dieser
Hilfsmittel scheint uns darum ein rein akademisches zu sein. Eine solche
Einschriinkung provoziert geradezu das, was sie zu vermeiden beab-
sichtigt: die Anwendung von ,,Geistesgymnastik®. Je beschrinktere Schiit-
zungsmittel wir anwenden, desto leichter konnen wir vorbeischiitzen,
wihrend bei den allgemeinen Mittelwertsiitzen und den Reihenresten
schon Kunst dazu gehort, wenn man wickt zum Ziel gelangen will. Die
Abrundung von ¢ wird mit ihnen ohne jedes Raffinement, so grob als
moglich und rein nach Schema F ausgefiihrt; dabei liefert sie als obere
Schranke fiir @ :(p—1)! ein beliebig zu verkleinerndes &, obwohl
wir nur der endlichen Schranke 1, also gar keiner , Epsilontik* bediirftig
sind. Selbst die geometrische Interpretation des Ergebnisses halten wir
fiir eine unndtige Betonung. Ein Studierender vom dritten Semester an
kennt bei einiger Intelligenz die Zusammenhinge der Reihenreste und
Mittelwertsiitze und mufl imstande sein, die auf einem Wege richtig
verstandene Abschitzung auf dem anderen selbstéindig zu wiederholen.

20. Ein anderer Nachteil des Ansatzes (2) ist das Auftreten nume-
rischer Exponenten. Eine Griofle, die mit einem Buchstaben bezeichnet
wird, ist an jeder Stelle der Entwicklung als Individuum wiederzuer-
kennen. Eine numerisch gegebene Zahl kann untertauchen und sich dem
Blick entziehen. Beispielsweise ist es zwar leicht zu erraten, aber nicht
selbstverstiindlich, daB die Nullstellen von f(z) dieselben Individuen
sind wie die Exponenten in F. Beim Ansatz (1) wird sich dieser Zu-
sammenhang dagegen von selbst verstehen, und daraus wird sich ganz
zwanglos ergeben, in welcher Richtung die Lindemannschen Verall-
gemeinerungen der Transzendenz von e, nicht nur ihre Beweise, zu
suchen sind.

Das Produkt !, in dem p nicht aufgehen darf, ist nur zufillig
das Produkt der p-fachen Nullstellen von f(z). Im allgemeinen Ansatz
erkennt man, daBl seine Faktoren als Individuen die Differenzen der
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III. Der indirekte Beweis. 11

p-fachen Nullstellen gegen die (p —1)-fache, 0, bedeuten. DaB die Null
hierbei eine bevorzugte Rolle spielt, wird man daraus zu erkliiren suchen,
daB sie iiberhaupt unter den Zahlen eine Ausnahmestellung einnimmt.
Tatsiichlich ist aber ihre Bevorzugung willkiirlich, und es ist klar, daB
der Ansatz (1) mit lauter gleichberechtigten Exponenten dies ganz von
selbst zum Ausdruck bringen wird. Obwohl er also durch einen griBeren
Aufwand an Worten erginzt werden muB, ist er, was die Rolle der ein-
zelnen Werte ¢, betrifft, ausdrucksvoller und, was die Abschitzung des
Fehlers betrifft, auch skonomischer als der Ansatz (2).

III. Der indirekte Beweis.

21. Unsere Skizze des Transzendenzbeweises in § 3 liBt erkennen,
daB er in seinem Grundgedanken ein direkter Beweis ist. Jedoch ist
die Fassung in den meisten Darstellungen, besonders ausgepriigt in
denen von Klein und Weber, eine indirekte. Es wird eine Gleichung
von der Form I/ = 0 als bestehend angenommen. Die Zerlegung 'der
linken Seite in zwei Summanden verschiedenen Absolutbetrages ergibt
alsdann einen Widerspruch. Dieser an sich unbedeutenden gedanklichen
Nuance stehen groBe Bedenken entgegen, sowie man die darstellungs-
methodische Seite betrachtet (§ 11 ff.).

22, Die problematische Annahme E = 0 als Ausgangspunkt zer-
stort die psychologischen Ruhepunkte. Uber allen Ergebnissen hiingt
das Damoklesschwert der Herleitun gaus falschen Priimissen. Richtiges
und Falsches lauft durcheinander, an Stelle einfacher Identitiiten, wie (7),
treten falsche Relationen zwischen HilfsgroBen. Das Hauptobjekt E
tritt in den Gleichungen nicht mehr auf, weil ihm ein numerischer Wert
beigelegt ist. Und in der Tat ist eine ausgesprochene Ruhelosigkeit des
Gedankenganges der typische Eindruck bei erstmaliger Lektiire gerade
der ausfiihrlicheren Darstellungen, und ein ganz ungerechtfertigter Ge-
brauch des Konjunktivs das Kennzeichen von Seminarvortriigen iiber
unser Thema.

Lassen wir daher die problematische Annahme F = 0 beiseite und
versuchen wir, ohne sie vorzugehen, um die Eingriffsstelle bloBzulegen.
Dann finden wir, was uns die Skizze in § 3 deutlich zeigt, daf ein-
schlieflich des Ergebnisses P > @', worin E = 0 bereits enthalten ist,
alles aus den Voraussetzungen (V,) bis (V) und nichts, aber auch gar
nichts, aus der Annahme E = O geschlossen wird. Thre Einfiihrung an
erster Stelle veranlaBt also den Horer oder Leser, seine Aufmerksamkeit,
statt auf den Dialog der handelnden Personen des Dramas, auf das
»Rhabarber-Gemurmel eines Statisten zu richten, dessen ganze Aufgabe
darin besteht, unmittelbar vor dem Fallen des Vorhangs von dem sieg-
reichen Helden wehrlos niedergestochen zu werden.
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12 Ersfer Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

23. Nach dem Vorbild des Transzendenzbeweises miiBite der pytha-
goreische Lehrsatz folgendermaflen bewiesen werden: Wir nehmen an,
in dem bei C rechtwinkligen Dreieck 4 BC sei a® + b* von ¢* verschie-
den, und leiten daraus folgendermaBen einen Widerspruch her: Wir
zerlegen das Hypotenusenquadrat durch das Lot von C auf A B in zwei
Rechtecke, von denen wir in bekannter Weise zeigen, dafl sie mit den
Kathetenquadraten gleiche Flicheninhalte besitzen. Da sie andererseits
zusammen das Hypotenusenquadrat ausmachen, welches von der Summe
der Kathetenquadrate verschieden ist, ergibt sich ein Widerspruch gegen
das Axiom ,Gleiches zu Gleichem addiert ergibt Gleiches“. Unsere Vor-
aussetzung war daher falsch, es muB vielmehr ¢ = a® 4 b? sein, quod
erat demonstrandum.

Das Beispiel ist grotesk, aber im Prinzip nicht verschieden von fol-
gendem Beweis der Umkehrung des ,Pythagoras“: Es sei ¢*=a®+ 07
aber der Winkel  von 90° verschieden. Wir konstruieren ein bei €’
rechtwinkliges Dreieck A’B’C’ mit den Katheten C’A"= b, C'B’'= a.
Seine Hypotenuse ist nach dem pythagoreischen Lehrsatz gleich ¢, es -
stimmt also mit A BC in drei Seiten iiberein, nicht aber in den Win-
keln 7 und ', gegen den Dreiseiten-Kongruenzsatz.

Da dieser Beweis — in noch viel schlechterer Fassung — sich in
Lehrbiichern vorfindet?), sei darauf hingewiesen, dal man ihn wortlich
ebenso ohne die Annahme y =4 90° fithren kann. Dann folgt aus der
Ubereinstimmung der drei Seiten direkt: y — "= 90°.

24.  Pseudo-indirekte“ Beweise, die, wie die vorstehenden, ledig-
lich durch Ungeschicklichkeit indirekt frisierte, tatsiichlich direkte Be-
weise sind, mogen einen groBen Teil des MiBbehagens verschulden,
das erfahrungsgemiB indirekte Beweise dem Schiiler verursachen. Der
Schiiler ahnt, daB eine , Vorspiegelung falscher Voraussetzungen® vorliegt;
gewiB ist thm nur, daB er den Zweck der Annahme des Gegenteils nicht
zu erkennen vermag, und das macht ihn unsicher. Aber auch an Be-
weisen, die ihrer Natur nach indirekt sind, findet man recht verbesse-
rungsbediirftige Anordnungen. Die indirekten Beweise des Elementar-
unterrichts beruhen fast ausschlieBlich auf dem logischen Schema der
einfachen Umkehrung, d. h. auf dem Ubergang von der Aussage ,Aus
a folgt b zu der ihr inhaltlich gleichwertigen ,,Aus non-b folgt non-a“.
Ausfiihrlich vollzogen erfordert dieser Ubergang die Anwendung des
Satzes vom Widerspruch, stellt also einen indirekten Beweis dar. Bei-
spielsweise folgt aus dem Verschwinden eines Faktors das des Produktes.
Umgekehrt kann daher ein nichtverschwindendes Produkt nur von Null
verschiedene Faktoren enthalten: ,Denn wenn einer seiner Faltoren null
wiire, so wire auch das Produkt null, gegen die Voraussetzung.

1) Z.B. Spieker, Lehrbuch der ebenen Geometrie, 18. Auflage, 1888, § 146.
Weitere Beispiele pseudo-indirekter Beweise ebenda in §§ 59, 161, 215, 224 u. a.
Das Lehrbuch darf trotzdem als eines unserer besten gelten.
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III, Der indirekte Beweis. 13

Es ist zuniichst klar, daB fiir mathematisch begabte Schiiler, aber
auch fiir alle logisch denkenden iiberhaupt, die Handhabung der ein-
fachen Umkehrung keine ernsthafte Schwierigkeit bietet. Dem Mathe-
matiker von Fach ist sie ja derart geliufig, dal er sich die pedantischen
Konjunktivsitze mit ,Denn, wenn .. .“ gemeinhin spart und infolge-
dessen das Indirekte der SchluBweise gar nicht mehr empfindet. Gelingt
es also, einen indirekten Beweis so anzuordnen, dafl alles spezifisch
Mathematische in direkten Schliissen verlduft und der indirekte Teil als
logisches Schema mdoglichst rein hervortritt, so sind jedenfalls die
Schwierigkeiten des Verstindnisses auf das unvermeidliche Minimum
reduziert. Und fiir diejenigen Schiiler, deren Denken noch der Disziplin
entbehrt, ergibt sich ein UUbungsmaterial, dessen Bedeutung iiber die
Mathematik hinausgeht, weil ja die einfache Umkehrung auch im tig-
lichen Leben vonniten ist und an Beispielen dieses tiglichen Lebens
angewandt nnd geiibt werden kann. Wie weit man dabei in der ab-
strakten Herausarbeitung des logischen Schemas gehen kann, muf ich
kompetenten Kennern dieser Unterrichtsstufen zu beurteilen iiberlassen.
Schon wenn der Schiiler nur empfindet, daf) alle indirekten Beweise nach
einem gemeinsamen einfachen ,Rezept gearbeitet sind, ist viel ge-
wonnen.

25. Ein Beispiel mag dies erliutern. Der Beweis des vierten Kon-
gruenzsatzes (A BC ~ A’B'C’, wenn a =a’, b =1V, « = ¢ und a > b)
verliuft in der iiblichen Fassung mit einigen Modernisierungen folgen-
dermaflen:

Wir tragen A'B’ von A aus nach B hin auf A B ab; der Endpunkt
heiBe B* Dann ist A'B'C'>~ AB*( aus zwei Seiten und dem ein-
geschlossenen Winkel, ins-
besondere also

CB* = da —0B

nach Voraussetzung, und
X CB*4 = 4.

Angenommen nun, die Dreiecke 4 BC und A'B’C’ seien nicht kon-
gruent, so muf} inshesondere A’B’= 4 B* von A B, also B von B*, und
B von B verschieden sein. Die Figur C BB* ist daher ein Dreieck, und
zwar ein gleichschenkliges, woraus 8+ = 180° folgt. Einer der beiden
Winkel g, #’ ist somit stumpf, daher grofer als «, so daBl b > a gegen
die Voraussetzung sein miifite. Ergo ...

Dieser Gedankengang wird an der Hand einer Figur entwickelt, in
der der Voraussetzung gemil a > b gewihlt zu sein pflegt, so daB
weder die Glelchschenl\lml\elt von O BB* noch die Stumpfheit eines
der beiden Winkel 8, * zur Darstellung gelangen kann. Dieser Wider-
streit von Anschauung und Logik mag von manchen Lehrern fiir eine niitz-
liche und lehrreiche Erschwerung gehalten werden. Unserem Empfinden
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14 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

nach bedeutet er eine fiir diese Stufe gewaltsame Geistesgymnastik. Thr
zu entgehen griff ich schon als Schiiler zu folgender Selbsthilfe:

Lassen wir zuniichst die Annahme a > b fallen, dann hindert uns
nichts, den ganzen Beweis wortlich ebenso bis zur Konsequenz b > «
' durchzufiihren,diesmal aber
nicht im Widerstreit mit der
Figur, sondern unter Anlei-
tung einer korrekt gezeich-
neten, in der C B B* gleich-
schenkhfJr einer der kael
B, B stumpf und, wie die bchluBfolgeruug bestahgt b > a ist. Damit
ist folgendes posztwe Resultat gewonnen:

Wenn a=a', b=1"0, « =o' ist, und wenn dic Dreiecke ABC,
A'B'C’ nicht kongruent sind, so ist b > a.

Der Schritt, der nun von hier aus zum vierten Kongruenzsatz fiihrt,
ist zwar ganz abstrakt, aber, da er rein logisch durch em/ache Umkehrun(/
erfolgt, ist er der Anschauung nicht bediirftig und wird daher auch nicht
gewaltsam im Widerstreit mit ihr oder gar mit einer Figur ausgefiihrt.

Auch fiir unseren Vorschlag, problematische Voraussetzungen mog-
lichst spiit einzufiihren, ist unser Beispiel lehrreich. Es wird zwar nicht
die problematische Annahme des urspriinglichen Beweises, 4 BC sei mit
A’B’C" nicht kongruent, an eine spdtere Stelle verschoben; dafiir aber
wird durch logische Umkehrung des Satzes diejenige Voraussetzung,
die am spdtesten zom Eingriff gelangt, niimlich a > b, zur problemati-
schen gemacht. Der mathematische Teil der Betrachtung verliuft nun-
mebr in direkten Schliissen und positiven Ergebnissen, seine (redanken-
arbeit wird ,6konomisch®; und der indirekte Teil reduziert sich auf ein
allgemeines Schema, womit ebenfalls eine Ersparnis erzielt wird

26. Im Gegensatz zur emnfachen Umkehrung des Satzes ,Aus «
folgt b die rein logisch aus ihm folgt, ist seine ,wollstindige Umkeh-
rung ,,Aus b folgt a* ein selbstiindiger Satz, der, sofern er wahr ist,
eines neuen Beweises bedarf. Es l1eot darum kemeswegs in der Natm
der vollstindigen Umkehrung, da sie indirekt bewiesen werden miifite.")

Ein Fall jedoch existiert, wo auch fiir sie der indirekte Beweis
nachweislich der kiirzeste und gedanklich einfachste ist, dort nimlich,
wo auBler dem Satz ,Aus a folgt b auch seine , Erganzung® ,Aus non-a
folgt non-b* bewiesen ist. Ersichtlich ist die vollstindige Umkehrung
des ersten die einfache des zweiten Satzes; von der Erginzung zur voll-
standlgen Umkehrung ist darum nur ein ganz schematlscher[ bergang
rein logischer Art zu vollziehen.

1) Sollte etwa eine Verwechslung der einfachen und vollstiindigen Umkeh-
rung die Ursache der auffallenden Tatsache sein, daB die meisten Beispiele
pseudo-indirekter Beweise sich bei vollstindigen Umkehrungen (wie beim Bei-
spiel des § 23) vorfinden?
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Angenommen, man habe neben dem pythagoreischen Lehrsatz
,Wenn py = 909 so ist ¢ = a® + b*“ noch die beiden anderen Siitze be-
wiesen: ,Wenn » < 90°, so ist ¢ < a®+ b% wenn y > 90°, so ist
¢ > a® + b*“, was mit den Methoden des ersteren oder auch aus ihm
selbst leicht geschehen kann. Dann sind je zwei dieser drei Siitze die
Ergiinzung des dritten, so daB alle drei vollstindig umkehrbar sind.

Aus dem Satz von der Gleichheit der Basiswinkel im gleich-
schenkligen Dreieck leitet man in bekannter Weise ab, da der griBeren
von zwei Seiten der grofiere Winkel gegeniiberliegt. Da wiederum von
den drei Aussagen: ,,Aus a > b folgt « > B, aus a = b folgt « = f3, aus
a < b folgt « < B je zwei die dritte ergiinzen, lassen sie sxch auf rein
loglschem Wege vollstandlg umkehren. D1e Lehrbuchex bevorzugen je-
doch in dlesem Falle wie an iihnlichen Beispielen die umstiindlicheren
konstruktiven Beweise.!) In der logischen Methodik diirften sich dem-
nach noch manche, fiir den Elementarunterricht nutzbringende An-
regungen finden, und es sollte insbesondere der Hochschulunterricht in
dieser Richtung vorbildlich zu wirken bestrebt sein.

27. Man konnte versucht sein, die auffallende indirekte Fassung
des Transzendenzbeweises auf gewisse, dem ,elementaren Standpunkt®
eigentiimliche formale Gewohnheiten zuriickzufiihren, die der ,hohere
Standpunkt“ noch nicht abgestreift hat. Da ist zuniichst der Horror vor
demjenigen Vacuum, das durch das Fehlen des Gleichheitszeichens hinter
einem Rechenausdruck entsteht. Er ist auch psychologisch verstindlich;
denn im Gegensatz zu der die Anschauung anregenden und damit wenig-
stens Wahrnehmungserkenntnis erzeugenden geometrischen Figur bleibt
ein Rechenausdruck eine problematische Vorstellung, solange nichts iiber
ihn ausgesagt, solange er nicht einer Gleichung einverleibt ist. Eine
solche erhiilt man aber faute de mieux jederzeit vermittels der Zeichen
»= 0% Daher auch die ungliickliche negative Fassung des Lindemann-
schen Satzes, der wir zumeist begegnen, und die den indirekten Beweis
geradezu provoziert: ,Eine Gleichung Cyer + - -+ C e = 0 kann nicht
bestehen, wenn usw.“ Das ,, funktionale Denken® wird ja in einer hoffent-
lich nicht allzufernen Zeit im Elementarunterricht die einseitige Be-
tonung der ,Gleichungen® verdriingen. Vorliufig hat der akademische
Lehrer noch immer hartniickig gegen die Zerlegung der ,Gleichung®
#* —Bax + 6 = 0 in Linearfaktoren, gegen die ,Gleichung

L=V (2, — x) + (y, — ys)?

des Abstandes zweier Punkte, gegen die Berechnung des Abstandes eines

1) Fiir den Satz von der Gleichheit der Basiswinkel ist dies z. B. bei Spieker
(a.0.0. § 49) dadurch geboten, daB seine Umkehrung vor seiner Ergiinzung durch
den Satz von den Gegenwinkeln ungleicher Seiten gebracht wird. Kiir letzteren
gibt Spieker sowohl den rein logischen wie einen konstruktiven Beweis der
Umkehrung (a. 0. O. § 51).

%

,"\\ -

e“ , W
$\ 2940

WWW.rcin.org. pIG‘

At

.

= W ®



16 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

Punktes von einer Geraden durch Einsetzen seiner Koordinaten in ihre
,Gleichung® usw. anzukiimpfen, und als Trost bleibt ihm lediglich die
Méglichkeit, den um die Fortschritte seines Sproflings besorgten Vater
mit den Worten zu beruhigen: ,Ihr Sohn ist jetzt im vierten Semester
bereits bei den Gleichungen fiinften Grades; wenn er so fortfihrt, wird
er bald sein Examen bestehen konnen.“

Immerhin, auch wir beugen uns dem Horror vacui vermittels des
Zeichens ,,— E“, haben dabei indes den Vorteil, auf direktem Wege
E > 0 zu erhalten, withrend derjenige, der fiir /7 eine Null schreibt, zu
dem Widerspruch O > 0 und damit zu dem indirekten Beweise gelangt.

28. Der klassische Formalismus der Darstellung durch , Voraus-
setzung, Behauptung, Beweis“ verlangt fiir jeden Lehrsatz die hypothe-
tische Form: ,Wenn..., so...“ Fiir den Satz ,e ist transzendent” kann
sie durch folgende Fassung gewonnen werden: ,, Wenn ¢ eine algebraische
Zahl ist, so ergibt sich ein Widerspruch®, womit dann der Beweis von
vornhereln auf das indirekte Geleise gelenkt ist.

Dieser Erklirungsversuch ist ebenso unliebenswiirdig und haftet
nicht minder an der Oberﬁache der Dinge wie der vorangehende. Immer-
hin aber sind wir in dem klassischen Formalismus einer brauchbaren An-
regung niher gekommen.

Es ist einmal der Vorschlag gemacht worden — ich kann mich

leider nicht mehr darauf besinnen, wann und wo —, man solle, iihnlich
wie den Konstruktionsaufgaben, auch den Beweisen der Lehrsiitze eine
Analysis voranschicken. Eine ,Analysis des Beweises®, eine methodische
Anleitung, zu einem gegebenen Satze den Beweis zu suchen, das be-
deutet, logisch gesprochen ein Verfahren, Griinde zu einer O'egebenen
Folgerung aufzufinden. Folgerungen aus gegebenen Griinden findet man
durch die Operation des Schlieflens. Was hier gefordert wird, wiire eine
zum Schliefen gewissermafen ,inverse Operation. Gibt es eine solche?
Dann ist sie jedenfalls so wenig bekannt, daB die Sprache noch kein
Wort fiir sie geprigt hat.

Durch die Operation des SchlieBens findet man die Lehrsiitze selbst;
soll also der Schiiler selbstindig Wahrheiten suchen, so ist das leichtere
Problem die Auffindung des Safzes, nicht die Auffindung des Beweises
zu einem gegebenen Satze. Beispielsweise ist die Frage: ,Was lifit sich
aus der Gleichheit zweier Seiten eines Dreiecks folgern® schon ihrer
groBeren Allgemeinheit wegen einfacher als die andere: ,,Wie kann man
aus der Gleichheit zweier Seiten die der gegeniiberliegenden Winkel
beweisen.“

Diese Er wagun(r gilt allgemein fiir die mathematische Forschung.
Solange wir uns rein im Gebxet des Folgerns bewegen, etwa beim Ausbau
einer 'lheorle befinden wir uns in der Lage eines Mannes, der die Um-
gebung seines Aufenthaltsortes auf lohnende Wanderungen untersucht.
Ohne riumliches Ziel wandernd, ist er in der Lage, an jeder Wegeteilung
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III. Der indirekte Beweis. 14

die Fortsetzung nach Belieben zu wihlen. Gehen wir dagegen auf die
Suche nach dem Beweise eines vorgegebenen Satzes, so gleichen wir
dem Wanderer, der einen ganz bestimmten Punkt erreichen will. Wie
diesem sein Vorhaben durch falsche Entscheidung iiber die Fortsetzung
an einer Wegeteilung vereitelt werden kann, so kann der Forscher auf
eine SchluBkette geraten, aus deren Sitzen das angestrebte Ergebnis
itberhaupt nicht zu erschliefen ist.

Die Forderung der Analysis des Beweises ist somit fiir das, was
sie leisten soll, ndamlich fiir die Férderung heuristischer Denkweise im
Elementarunterricht, zu eng gestellt, und wir gehen wohl nicht fehl,
wenn wir die Ursache dieser Einseitigkeit in dem Versuch sehen, mit
dem klassischen Formalismus , Voraussetzung, Behauptung, Beweis® aus-
zukommen. Nicht durch seine Erweiterung, nicht durch Hinzufiigung
eines Mittelgliedes, sondern nur durch Emanzipation von seiner véllig
auf die Darstellung fertiger Ergebnisse zugeschnittenen Methode kann
man dem heuristischen Denken nach allen Seiten gerecht werden.

29. Selbstverstiindlich bestreiten wir hiermit keineswegs, daB in
zahlreichen Fillen die Aufgabe tatsiichlich dahin gestellt ist, einen ge-
gebenen Satz zu beweisen bzw. zu widerlegen. Die geometrische An-
schauung legt uns oft genug bestimmte Vermutungen nahe; auch bei
dem Versuch, einen Satz umzukehren, ist die zu beweisende Behauptung
von vornherein bekannt. Vor allem aber gehért gerade die Transzendenz
von ¢ und 7 zu denjenigen Tatsachen, die lange, ehe man sie beweisen
konnte, vermutet, ja fiir fast gewi gehalten wurden. Wir nehmen daher
die vorhin gestellte Frage auf, wie man sich eine Analysis des Beweises
zu denken hat, wie inshesondere die zum SchlieBen inverse Operation
auszufiihren ist.

Das Schema der einfachen logischen Umkehrung liBt sich fol-
gendermaflen aussprechen: ,Wenn a ein Grund von b ist, so ist non-a
eine Folge von non-b“. Wir konnen also die Aufsuchung von Griinden
in einfacher, rein logischer Weise auf Negationen und Folgerungen zu-
riickfibren. Um einen Grund fiir die Wahrheit von 4 zu finden, kann
ich so verfahren, daB ich aus der Annahme des Gegenteils, non-b, Fol-
gerungen ziehe und untersuche, ob eine von diesen widerlegbar, d. h.
ob ihr ,Negai“ eine als wahr feststehende oder erweisliche Tatsache ist.

Was wir hier beschrieben haben, ist der indirekte Beweis. In ihm
haben wir also eine Beweisanalysis zu sehen und konnen das an Bei-
spielen leicht im einzelnen verfolgen.

30. Angenommen, wir wollten von irgend einem Ausdruck E, der
numerisch vollig bestimmt ist, nachweisen, daB er nicht verschwindet.
Wir nehmen an, er sei null, und betrachten die F olgerungen, die sich
daraus ziehen lassen. Beispielsweise: Jedes Produkt, das F als Faktor
enthiilt, verschwindet. Wird E als Produkt dargestellt, so verschwindet
mindestens ein Faktor. Nach jedem Modul ist £ zu Null kongruent.

Hessenberg: Transzendenz von ¢ und 7. 2
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18 Erster Teil. Zur Methodik der Beweisanordnung.

Ist es Differenz zweier Zahlen, so sind diese selbst, ist es Summe zweier
Zahlen, so sind deren absolute Werte einander gleich.

Das Nichtverschwinden von F kann daher bewiesen werden, erstens
durch Angabe eines nichtverschwindenden Produktes mit dem Faktor F;
zweitens durch Zerlegung von F in nichtverschwindende Faktoren; drit-
tens durch Angabe einer Zahl, von der E kein ganzzahliges Vielfaches
ist; viertens durch Darstellung von F als Differenz zweier ungleicher
Zahlen oder ‘fiinftens als Summe zweier Zahlen von verschiedenen ab-
soluten Betriigen. Letzteres geschieht beispielsweise durch Abschéitzung.

Diese Hilfsmittel, deren Liste sich beliebig weit fortsetzen liefe,
sind uns so geliufig und finden so mannigfache Anwendung, daBl wir
sie in praxi niemals indirekt ab ovo herleiten werden. IThre Anwendung
im Transzendenzbeweis rechtfertigt also dessen indirekte Fassung in
keiner Weise.

In der Tat kann ja auch keine der genannten Methoden, auch die
Abschiitzung nicht, als ,Grundgedanke® des Transzendenzbeweises an-
gesprochen werden. Dafiir sind sie viel zu allgemein. Der Kernpunkt
des Beweises ist vielmehr die Abschiitzungsfunktion f(z), und bei ihrem
schrittweisen Aufbau erst treffen wir auf eine wirklich ungezwungene
und naheliegende Anwendung des indirekten Verfahrens. Wir stofen
auf eine von f(x) abhiingige Zahl B und bemerken, daBl diese im Falle
F = 0 verschwinden miiBte. Die noch verfiigharen Bestimmungsstiicke
von f(x) gestatten jedoch, f(z) so zu wiihlen, daB B nicht Null wird,
und damit haben wir einen in der Tat zuniichst indirekten Beweis fiir
die Behauptung £ > O erbracht.

Diesen kinnen wir aber sofort in einen direkten verwandeln, indem
wir mit der gewonnenen endgiiltigen Gestalt der Abschiitzungsfunktion
die Schiitzung wirklich zu Ende fiihren, die nunmehr ohne jede An-
nahme iiber F das Ergebnis E > 0 liefern mul.

31. Unter ,, Rudimenten” versteht man Teile eines Organismus, die
keinen ersichtlichen Zweck besitzen, deren Existenz jedoch entwick-
lungsgeschichtlich durch die Hypothese einer in friiheren Stadien vor-
handen gewesenen organischen Funktion erklirt wird. In diesem Sinne
glauben wir die heute noch iibliche indirekte Fassung des Transzen-
denzbeweises als ein Rudiment verstindlich machen zu diirfen: Thr
leicht rekonstruierbarer Zweck, die Aufstellung der Abschiitzungsfunk-
tion, ist hinfiillig geworden, seit man es vorzieht, die Abschitzungs-
funktion als fertiges Ganze unvermittelt in den Beweis einzufiihren.
An deren Charakter als ,Deus ex machina“ bleibt daher das Rudiment
der indirekten Beweisanordnung ein peinlicher Erdenrest, ein verriiteri-
sches, aber dem heuristischer Anregungen bediirftigen Leser erfreuliches
Abzeichen einer Entstehung, die nicht, rein géttlichen Ursprungs, nur
in genialer Intuition, sondern auch in der Mitwirkung der miihevolleren
menschlichen Arbeit geistiger Zeugung zu suchen ist.
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Zweiter Teil.
Allgemeine Vorbereitungen.

IV. Ganze Funktionen.
A. Wertegleichheit und formale Gleichheit.

32. Fiir das Verstiindnis des Transzendenzbeweises selbst ohne Be-
lang, dagegen grundlegend fiir die Einsicht in die Zusammenhiénge
seiner verschiedenen Fassungen, ist die Tatsache, daB der Rechenapparat
der Differentialrechnung, solange er auf ganze rationale Funktionen be-
schriinkt bleibt, eine rein formale Auffassung zuliBt und in dieser auf
elementare Weise, niimlich ohne Heranziehung des Grenzbegriffs, be-
griindet werden kann. Man bedarf dazu lediglich des sogleich noch
schiirfer zu priizisierenden Satzes, daB eine ganze Funktion nur auf
eine Weise nach Potenzen ihres Argumentes entwickelt werden kann.
Wir geben fiir ihn eine Ableitung, die formalen Rechnungen so weit
aus dem Wege geht, wie es uns moglich war. Wir wollen dabei zu-
gleich eine nicht immer richtig beachtete Seite des Satzes hervorheben
und benutzen andererseits den AnlaB, um zwanglos die aus der Theorie
der ganzen Funktionen fiir den Transzendenzbeweis zu entlehnenden
Hilfsmittel zusammenzustellen.

33. Eine ,,Funktion” kann auf zwei inhaltlich verschiedene Weisen
definiert werden. Nach der ilteren, ,formalen® oder ,Eulerschen® Auf-
fassung ist sie ein formaler Rechenausdruck mit unbestimmten (varia-
blen) GroBen, nach der neueren, ,abstrakten oder \Dirichletschen® Auf-
fassung dagegen eine Zuordnung von Werten, die unter Umstinden
durch einen analytischen Ausdruck definiert sein kann, aber nicht mug.
Jedenfalls ist nach dieser Auffassung der analytische Ausdruck nur
eine Darstellung der Funktion. Die dltere Auffassung ist geniitigt, um
die Funktion kalkulmiBig untersuchen zu kénnen, in gewissen Umfor-
mungen des analytischen Ausdrucks keine Abiéinderung der Funktion zu
sehen. Beispielsweise ist 2* — 1, dieselbe Funktion wie (z—1) (x+1).
Die konsequente Durchfithrung der ilteren Auffassung zwingt daher zu
emer genauen Angabe der in jedem Fall zulissigen Umformungen; die
unbefangene Anwendung der formalen Rechenhilfsmittel involviert da-
gegen einen verschleierten Ubergang zum Dirichletschen Funktions-
begriff.

2*
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20 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

34. Es sei € ein Bereich von endlich oder unendlich vielen reellen
oder komplexen Zahlen ¢. Wenn zwei formale Rechenausdriicke 4 (x),
B (z) mit einer Variablen z an jeder ,Stelle“ (d.h. fiir jeden speziellen
Wert des Argumentes) 2 = ¢, die dem Bereich € angehort, gleiche
Werte, 4 (¢) = B(c), annchmen, so heiflen sie ,wertegleich fiir den Be-
reich €% Enthilt € alle reellen und komplexen Zahlen iiberhaupt, so
heiBen A und B ,wertegleich* schlechthin. Wir setzen natiirlich voraus,
daf die Werte von A und B an jeder Stelle eindeutig bestimmt sind.

Zwei fiir € wertegleiche Ausdriicke stellen fiir diesen Bereich ,dic-
selbe Funktion* im Dirichletschen Sinne dar.

35. AuBer den Wertegleichheiten 1 + 2 = 3 usw. des gemeinen
Rechnens gelten noch eine Reihe von halbformalen und reinformalen
Wertegleichheiten fiir irgendwelche Ausdriicke 4, B, C. Als ,halbfor-
male seien genannt:

ALO=—id A A=A A0
Aus AB =0 und 4+0 folgt B=0.

Als reinformal® bezeichnen wir die bekannten fiinf Rechengesetze:

(la) A+(B+C)=(4+B)+C, A(BC)=(4B)C, (1b)
(2a) A BBt A, a8, (2h)
(3) A(B+C)—=AB + AC

Die beiden ersten, die ,assoziativen® Gesetze, gestatten die klammer-
freien Schreibarten 4 + B+ C, ABC und mit (2a), (2b), den ,kom-
mutativen® Gesetzen, zusammen die Umstellung der Glieder in Summen
und der Faktoren in Produkten. Das ,distributive Gesetz (3) gestattet,
die Multiplikation einer Summe durch eine Addition von Produkten zu
ersetzen und umgekehrt gemeinsame Faktoren ,auszuklammern®.

36. Unter , Potenzen* schlechthin verstehen wir hier Potenzen mit
nichtnegativen ganzen Exponenten. Sie sind definiert durch die Be-
zeichnungsvorschriften:

An+i— AmA, A% =1.

Die zweite gilt auch fiir 4 = 0. Die Unbestimmtheit des Zeichens 0°
tritt erst bei Erweiterung des Potenzbegriffs auf.

Unter einer ,endlichen Potenzreihe“ des Argumentes z, auch, Reihe
schlechthin genannt, verstehen wir eine Summe von Gliedern der
Form az* mit konstantem a. Eine Reihe ist ,reduziert”, wenn je
zwei Glieder verschiedene Exponenten bhesitzen, so dafl der konstante
Faktor von 2 mit a, bezeichnet werden kann. Die Summe ‘Eaﬂx“
kann alsdann formal iiber beliebig viele Werte u von 0,1, ... an er-
streckt werden, indem man fehlende Potenzen mit dem Koeffizienten O
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1V. Ganze Funktionen. 21

multipliziert und als ,unechte“ Glieder hinzusetzt. Es ist also a, fir
jedes ganze nichtnegative w eindeutig definiert.

37. Eine nlchtreduzwrte Reihe A () kann durch Zusammenfassen
von Gliedern mit gleichen Exponenten (wozu — nitigenfalls — das
Umstellen der Glieder und das distributive Gesetz in der besonderen
Anwendung’) a'z* + a”2" = (@’ + a”)z* erforderlich sind) in eine re-
duzierte, A(x) = Sa, 2", verwandelt werden. Die Konstanten a, heifien
die ,,reduzwrten Koefﬁzzmten“ von A (x). Zwei Reihen heifien ,,loeffz.zzenten-
gleich®, wenn sie entsprechend gleiche reduzierte Koeffizienten besitzen
(@,=b, fir u=0,1,2,..).

- Der hichste in echten Gliedern auftretende Exponent m der redu-
zierten Darstellung von A (z) heiBt ,,Grad“, a,a™ heiBt ,hichstes Glied*
der Reihe A (). Als Grad der ,unechten” Reihe, die nur unechte Glieder
besitzt (a, = a, = a; = - - - = 0) gilt im allgemeinen Null.

38. Ein formaler Rechenausdruck heift ,ganz“, wenn er eine end-
liche Anzahl von Additionen und Multiplikationen (also auch Subtrak-
tionen, da 4 — B= 4 4 (—1)B) auf 2 und irgendwelche Konstanten
auszuiiben vorschreibt. Zwei ganze Ausdriicke heiBen umformungsgleich,
wenn sie durch eine endliche Anzahl von Anwendungen der in § 35
genannten Rechenregeln ineinander umgeformt werden kinnen. Potenz-
reihen sind ganze Ausdriicke, koeffizientengleiche Potenzreihen sind um-
formungsgleich, umformungsgleiche Ausdriicke sind wertegleich. Ist 4
zu B, so auch B zu 4, ist 4 zu B, B zu C, so auch 4 zu C umfor-
mungsgleich. :

39. Auf Grund des distributiven Gesetzes kann jeder ganze Aus-
druck so umgeformt werden, daf zuniichst nur Multiplikationen, sodann
nur Additionen auszufithren sind. Durch die Multiplikationen konnen
nur Produkte der unmittelbar gegebenen variablen und konstanten
GroBen, also Glieder der Form az“ entstehen. Durch deren Addition
entsteht eine Potenzreihe: Jeder ganze Ausdruck ist zu einer Potenzreihe
umformungsgleich.

40. Die ,ganze Funltion* wird abstrakt definiert als eine Funk-
tion, die durch einen ganzen Rechenausdruck dargestellt werden kann.
Sie ist also insbesondere durch eine Potenzreihe ihres Argumentes dar-
stellbar.

Eine ganze Funktion ist eindeutig definiert fiir jeden reellen oder
komplexen Wert des Argumentes. Ersetzt man das Argument durch
eine ganze Funktion eines neuen Argumentes, so geht die Funktion in
eine ganze Funktion dieses neuen Argumentes iiber.

41. Man trifft vielfach noch formale Definitionen der ganzen Funk-
tion in Lehrbiichern an. Und zwar wird sie entweder ,engformal® als
eine Potenzreihe oder allgemeinformal® als ganzer Rechenausdruck de-

1) Es werden nur Variable ausgeklammert und Konstante eingeklammert.
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22 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

finiert. Erklirt man wumformungsgleiche Ausdriicke fiir ,gleiche” Funk-
tionen, so kann wegen § 38 nur die allgemeinformale Definition in Frage
kommen. Umgekehrt sind daher bei der engformalen Definition nur
koeffizientengleiche Potenzreihen als ein und dieselbe ganze Funktion
anzusehen.

Mangelnde Schiirfe in der Unterscheidung der Begriffe ,wertegleich®,
,umformungsgleich und , koeffizientengleich* fiihrt in vielen Darstellungen
zu mehr oder weniger versteckten Erschleichungen, die gliicklicherweise
keine fehlerhaften Konsequenzen haben und darum leider nicht hin-
reichend beachtet werden; denn die drei genammten Gleichheitsbegriffe
decken sich im Gebiet der ganzen Funktionen.

42, Um dies zuniichst fiir die Begriffe umformungsgleich und koef-
fizientengleich einzusehen, definieren wir als , formale Summe A + B
und als , formales” Produkt A-B zweier Reihen 4 = Za,y z", B=Zb’“ z"

die Reihen S = 281”90/‘ und P = 2})4“90“ mit den Koeffizienten
S‘u s a‘u + 1)11:7 plu =3 a,u Z)O + a"u—lbl + a,u—2b2 + P + aob/,-

Sodann beweisen wir durch Ausrechnen der Koeffizienten (beispielsweise
von A-(B-C) und (4-B)-C), daf3 auch hier die reinformalen Rechen-
gesetze des § 35 gelten, und zwar als Koeffizientengleichheiten. Ver-
stehen wir unter O die unechte Potenzreihe, unter 1 die Reihe 4 mif
ay=1, a, = ay = --- = 0, so gelten offenbar auch die drei ersten halb-
formalen Regeln. Die vierte behauptet kurz gesagt, dab das formale
Produkt zweier echten Reihen wieder echt ist; zum Beweis zeigt man,
daB wenn A4 und B echt von den Graden m, n sind, A-B echt vom
Grade m + n, nimlich p,, ., = a,b, wird: das hochste Glied des for-
malen Produktes ist das Produkt der hichsten Glieder der Faktoren.
Ein gleiches gilt von den niedersten Gliedern und beweist ebenfalls die
vierte halbformale Regel.

43. Ist nun G (4, B,C,...) ein ,formalganzer Ausdruck, der end-
lichviele formale Additionen und Multiplikationen auf die Argumente
A, B, C, ... auszuiiben vorschreibt, so definiert er eindeutig eine ganz
bestimmte Potenzreihe in #, wenn die Argumente als Potenzreihen in z
definiert werden, da ja der Sinn der Zeichen 4 4 B, A-B eindeutig
feststeht. Und da die formalen Rechenregeln hier Koeffizientengleich-
heiten bedeuten, definieren alle mit ¢ umformungsgleichen Ausdriicke
koeffizientengleiche Potenzreihen.

Es ist aber jede Konstante a deutbar als Potenzreihe a,z* mit
ay=a, a, =ay=---=0, xselbst mit a, =1, @, = @, = a4 =...=0,
und es wird alsdanmn a 4+ b =a+b, a4+ 2z =a+2, a-b=ab,
a-x =ax, z-x=xz® usf. Daher ist jeder ganze Ausdruck in z, a,b,...
deutbar als formalganz, und wmformungsgleiche Ausdriicke definieren
koeffizientengleiche Potenzreihen.
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B. Formale Darstellung und Werteverlauf.

44. AuBer dem soeben bewiesenen Satze

a) Umformungsgleiche Potenzreihen sind Loeffizientengleich,
gilt noch der bereits in § 41 angekiindigte:

b) Wertegleiche Potenzreihen sind wmformungsgleich.

Der erste enthilt die Ubereinstimmung der beiden formalen Gleichheits-
begriffe untereinander, der zweite (der wegen § 38f. nur fiir Potenz-
reihen an Stelle von ganzen Ausdriicken iiberhaupt ausgesprochen zu
werden braucht) ihre Ubereinstimmung mit dem abstrakten. Beide
Sitze ergeben zusammen und folgen, da ex definitione (§ 38) die logi-
schen Umkehrungen gelten, aus:

c) Wertegleiche Potenzreihen sind koeffizientengleich.
Dieser Satz kann bewiesen werden in der genaueren Fassung:

d) Zwei Potenzreihen wiederen als n-ten Grades sind koeffizienten-

gleich, wenn sie an n verschiedenen Stellen wertegleich sind,

und statt dessen geniigt der Spezialfall:

d") Eine Reihe niederen als n-ten Grades, die n-mal den Wert Null

annimmt, hat lauter verschwindende Koeffizienten,

ndmlich nach d), weil sie mit der unechten Reihe an n Stellen werte-
gleich ist. Sind umgekehrt Zaﬂx‘“ und Zbllx“’ von niederem Grade
als n, so gilt das gleiche von S(a, b, )x". Diese Reihe verschwindet
aber an jeder Stelle, an der die beiden ersten wertegleich sind, und ist
daher nach d’) unecht, d.h. @, = b,, wenn diese Wertevlemhhelt n-mal
eintritt. Die Aussanren d), d") sind also glelchbedeutend Mit d”) gleich-
bedeutend ist noch seine logische Umkehrung:

d”) Fine echte Reihe m-ten Grades hat hichstens m Nullstellen.

45. Um d) zu beweisen, beachten wir, daB die » in den Unbe-

kannten a, linearen Gleichungen Sa, ,¢!~'=p, (L v=1,2,...n)

die Determinante |¢;~!| besitzen, die nach Vandermonde gleich dem
Produkt II(( —e¢,) der {n(n—1) Differenzen ¢, — ¢, ¢, —¢,, ...

>
€,— ¢, usw. bis ¢, —¢, , ist. Sind daher die Werte ¢, alle verschieden,
so sind die Gleichungen eindeutig und unbeschrinlt (d. h. fiir beliebig
gegebene p,) nach den «, auflésbar, und es gibt daher genau ecine redu-
zierte Potenzreihe A (z) = a, + @,z + az2® + --- + a,_, 2"~ niederen
als n-ten Grades mit vorgeschricbenen Werten A(c,) —p, an n ver-
schiedenen Stellen. Hiermit ist auBer d) noch bewiesen:

d¥) Fs qibt stets eine Reihe niederen als n-ten Grades, die an n vor-
geschriebenen Stellen vorgeschriebene Werte annimmd.

46. Da beim Beweis des Vandermondeschen Satzes zumeist
Dinge als bekannt vorausgesetzt werden, die hier erst zu beweisen sind,
so wollen wir ¢) noch durch einen’ anderen Beweis fiir d”) erhiirten.
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24 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

Ist f(z) eine ganze Funktion, und B(y) = S'b“ y* eine Potenzreihe
fiir die nach § 40 in y ganze Funktion f(c+y), so ist f(z) werte-
gleich mit B(z —¢), weil f(¢+ @ —¢)) = f(x). Die Reihe Zbﬂ (x—c)y
LeiBt eine , Entwicklung von f(z) an der Stelle z — ¢“. lhr erster Koef-
fizient ergibt sich durch z = ¢ als b, = [ (¢), ist also durch den Werte-
verlauf allein bestimmt.

Ist A(x) = Sa,z" eine Potenzreihe vom Grade m fiir f(x), d. h.
eine Entwicklung an der Stelle Null, so kann eine Entwicklung an der

Stelle ¢ durch formale Umrechnung (§ 42) von Xa, (¢ + y)" gefunden
werden. Dabei ist y hochstes Glied von ¢ 4 y, also nach § 42 y»“
hichstes von (¢+y)* und a,y™ hochstes von A(c+y), d. h. endlich:
a,, (x—c)" hiochstes von B(xz—c). Ist ¢ eine Nullstelle von f(z), so
wird hiernach, weil b, = f(¢) = 0:

1) fa)=@—=0b@—0+bz—0"+ - +a,-" ],

und die eckige Klammer kann formal wieder in eine Reihe A4, (z) vom
Grade m — 1 umgeformt werden.

47. Soll die Reihe a,2° echt, so muB @, 4 0 sein, womit d”) fiir
den Grad O bewiesen ist. Sei ferner d”) fiir den Grad m — 1 bewiesen
und ¢ eine Nullstelle!) der Reihe m-ten Grades A(z). Dann wird nach
(1) A(x) umformungsgleich, also wertegleich mit einem Produkt
(#—¢) A, (z), worin A, (z) vom Grade m — 1 ist. Jede von ¢ verschie-
dene Nullstelle von A (x) muf aber Nullstelle von A4, (z) sein, und da
A, (z) hochstens m — 1 Nullstellen besitzt, besitzt A (x) deren héch-
stens m, w.z b.w.

48, Nachdem nunmehr c¢) bewiesen ist, diirfen wir auch von ,dem
Grade einer ganzen Funktion sprechen, was vorher nur auf Grund der
engformalen Definition zulissig ist. Wir konnen ferner in bekannter
Weise schlieBen, daff eine ganze Funktion, die an den » Stellen ¢, ¢, ... ¢,
verschwindet, durch die » Faktoren x — ¢,, also auch durch

(2 g@)=(x—¢)(—05) -+ (x—¢,)
teilbar sein muB, vorausgesetzt, daB es sich um » voneinander verschie-

dene Werte ¢, handelt. Zwei an den n Stellen ¢, wertegleiche Funk-
tionen y(z), 7(«) stehen also in einer Beziehung von der Form

3) 1(@) = 2 (@) + g (2) h(2),

worin (z) eine ganze Funktion oder die Null ist, letzteres sicher, wenn

72(z) und z(z), also auch ihre Differenz von niederem Grade als n sind.
49. Um noch das Korollar d) zu beweisen, betrachten wir die

n Funktionen g¢,(z), die durch Unterdriickung je eines Linearfaktors

aus ¢ (x) hervorgehen:

1) Hat A (x) gar keine Nullstellen, so hat sie a fortiori auch nicht mehr als m.
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IV. Ganze Funktionen. 25

(4) 9 () = (x—¢;) g:(2).
Es wird g,(z) vom Grade n — 1, ferner
(%) 91(¢,) =0 fir u+1,

und ¢,(c,) sicher von Null verschieden. Die Funktion

3
(6a) 1(@) = 2 m,

ist daher erstens ganz, zweitens von niederem Grade als n, drittens
nimmt sie die beliebig vorschreibbaren Werte

(6b) 1(e:)
an. Thre Darstellung durch diese Werte in der Form (b) ist bekannt
als ,,Interpolulwnsfw mel von Lagrange. Die allgemeinste mit y(z) an
den Stellen ¢; wertegleiche ganze Funktion ist in der Form (3) dar-
stellbar.

Anmerkung. Aus (3) und (6) folgt noch die als ,, Partialbruchdar-
stellung® bekannte Umformungsgleichheit:

B0 e B
A

g(@) gle) z—e

50. Wir verallgemeinern die wichtigsten Ergebnisse noch auf ganze
Funktionen von /& Variablen. Ein formaler Ausdruck heifit ,ganz“, wenn
er eine endliche Anzahl von Additionen und Multiplikationen auf irgend-
welche Variablen und Konstanten auszuiiben vorschreibt. Eine Funk-
tion f(z,, ,, . .. ;) heiBt ,ganz“, wenn sie darstellbar ist durch einen
sganzen Rechenausdruck. Eine ganze Funktion ist daher eindeutig de-

finiert fiir jede ,Stelle, d h. fiir jedes spezielle Wertesystem ¢,, ¢,, ... ¢,
der Argumente. Ersetzt man nur einen Teil der Argumente durch feste
Zahlen, so geht sie iiber in eine ganze Funktion der iibrigen Argumente.
Ersetzt man die Argumente durch ganze Funktionen neuer Argumente,
so geht sie iiber in eine ganze Funktion von diesen.

51. Wir schreiben zur Abkiirzung kleine gotische Buchstaben fiir
»Folgen” mehrerer Zahlen, d. h. fiir Systeme von % Zahlen in vorge-
schriebener Reihenfolge. Um ein solches System explizite anzugeben,
setzen wir seine Elemente in der vorgeschriebenen Anordnung zwischen
eckige Klammern. So sei y das System [z, ,, .. xkj der Argumente
wo Mleerstandmsse ausgeschlossen sind, nennen wir das System auch
wdas Argument* schlechthm und schrelben Al forfitel o, oz Hine
oOtelle ¢ des Argumentes ist eine Folge [¢,, ¢, ... ¢] von gegebenen
reellen oder komplexen Zahlen; sie heiBt eine ,, Nullstelle, wenn f(¢) =0 ist.

Zwei Zahlfolgen y und v gelten als ,gleich”, wenn z,=y,, 2,=1v,,
s y=uf 18k, Als Potenz ™ mit der ,Basis“ y und dem , Exponen-
ten m = [uy, Wy, . . . w,] definieren wir das Produkt

P ety el M je
™ = 2ok . .. ok,
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26 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

Wird als Summe bzw. Differenz y + 1 zweier Folgen die Folge
[z, +vy,, s+ Yy, ... 2, +vy,] bezeichnet, mit o die Nullfolge [0, O, ... 0],
so wird
Im+nzgmzn7 A0t 1’

und die Aussagen r =1 und y — 1 = 0 sind gleichbedeutend.

52. Ein ganzer Rechenausdruck ist umformungsgleich einer ,, Potenz-
rethe des Argumentes 1, die wir ,reduziert denken konnen und dann
als Saux™ (ay = a,,, .., ,.,) iber beliebig viele Folgen m aus ganzen
nichtnegativen Zahlen erstrecken diirfen. Der hochste in echten Gliedern
auftretende Wert u, bei festem 4 heiit , Relativgrad® der Reihe in be-
zug auf x,, der hochste Wert von w, + uy + -+ - + w, = u der ,Gesami-
grad® der Reihe. Sind alle Glieder unecht, d.h. mit verschwindenden
Koeffizienten multipliziert, so heifit die Reihe selbst unecht; als ihre
Relativ- und Gesamtgrade konnen Nullen gelten.

53. Die Reihe A(r) = Sa,x™ kann nach Potenzen irgendeines
Einzelargumentes z, etwa z,, geordnet werden. Dann ist der Koeffizient
von z* eine Potenzreihe 4, (r) des Argumentes I = [z, 2,,...2,_,]
Der Koeffizient a,,, ., ..., ist Koeffizient von x'l"x;" A tckin Aﬂk(i).
Ist daher A () eine unechte Reihe, so sind alle 4 () unecht und um-
gekehrt.

Es sei bewiesen, daB eine echte Reihe von % — 1 Einzelargumenten
Stellen besitzt, die nicht Nullstellen sind. Fiir Reihen eines einzigen
Argumentes st dies bewiesen. Sodann sei A(r) eine echte Reihe von
k Einzelargumenten und s der Relativgrad in bezug auf z — z,, also
A, (%) echt. Ist T= [c, ¢,, ... ¢,_,] eine Stelle, an der A4,,(¥) nicht ver-
schwindet, 4, (¢) 4 0, so wird ZA/, (¢) 2" eine echte Reihe des einen
Argumentes z. Es gibt also einen Wert ¢,, fiir den sie nicht ver-
schwindet, und ¢ = [¢,, ¢,, ... ¢,] st eine Stelle, an der A(c) von Null
verschieden ausfdllt. Demnach kann eine Reihe mit beliebig vielen Ar-
gumenten nur dann an jeder Stelle verschwinden, wenn sie unecht ist,
und es folgt wie in § 44, daf3 wertegleiche Potenzreihen gleiche reduzierte
Koeffizienten besitzen.

C. Der Ableitungskalkul.

54. Es sei f(z) eine ganze Funktion des Argumentes z und viel-
leicht irgendwelcher weiterer Argumente. Ersetzen wir x durch die
ganze Funktion z + § der Argumente 2 und §, so wird f(z+ £) eine
ganze Funktion in den alten Argumenten und in £ Nach Potenzen
von & entwickelt, sei

f@+E) =g+ AE+ 4B+
Fiir £ =0 ergibt sich 4, als wertegleich mit f(z), es ist also auch
formal 4, = f(z).
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A, wird eine Funktion von z und den anderen urspriinglichen Ar-
gumenten. Wir nennen sie die ,nach z abgeleitete zu f(z) gehorige
Funktion, kiirzer die , Abgeleitete von f(x) nach x“ und bezeichnen sie

a) mit f'(z), wenn Zweifel iiber das Argument, nach dem abzu-
leiten ist, nicht bestehen und die Angabe der andern Argumente sich
eriibrigt, z. B. wenn z einziges Argument ist,

b) provisorisch mit f,(z, 7, ...), wenu die soeben genannten Be-
dingungen nicht erfiillt sind.

Hiernach wird

f@+§ =f(2)+ & (2) + (. ),

worin ,,(...)“ eine ganze Funktion bezeichnet, die uns nicht weiter
interessiert.

Das Wort ,,Ableitung” reservieren wir fiir die beschriebene Rechen-
operation, durch die die ,Abgeleitete gebildet wird.

55. Ist f(z,y) eine Funktion von mindestens zwei Argumenten z, y,
so wird

fa+Ey+n)=Ff@y+n)+EiL@y+n)+8(..)

=@ y) +uf, (%, y) + Ef. (@ y) + &nf,, (2, )
+EC.)+9(. ).

Entwickelt man zuerst nach %, dann nach & so erhilt das Glied mit &y
den Faktor f,,(z, y):

Bei wiederholter Ableitung nach verschiedenen Argumenten ist die
Reihenfolge ohne Bedeutuny.

56. Ist @(u) eine'Funktion von & Argumenten u,, u,, ... u,, so
wird ganz ebenso wie in § 55:

D(u+v) = D(n) —f—f;:cbul(u) -0, +12' stk

e

Sind die Argumente w, ihrerseits Funktionen eines Argumentes x
(wobei ebenso wie in @ noch beliebige weitere Argumente auftreten
konnen, die jedoch nicht variiert werden), so wird:

%, (% + &) = u,(z) + v;, darin v, = Eu,'(x) + E2(...).

In der Entwicklung von @ (1t +v) werden alle Glieder v,v, von der
Form £2(...). Als Glied ersten Grades in & bleibt 2@241 ~u; - &, und
wir erhalten damit die bekannte Formel der ,partiellen Ableitung®, die
in nuce die ganze Differentialrechnung enthiilt:

Ist f(x) = @ (u), darin u, = u,(x), so ist

0 @)= 30,0 /@)
Insonderheit: Ist f(z) = ¢ (u), darin uw = u(x), so ist
(@) = ¢'(w) - w'(2).
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28 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

5%, Fir die einfachsten Fille: f(z) = 4,2° und f(z) = A,2" er-
hilt man ohne weiteres f"(z) = 0 und f'(z) = A,, wobei A, und A,
von z unabhiingig sein sollen, aber beliebige andere Argumente ent-
halten diirfen.

Damit folgt weiter aus (1) fir @ (1) = 3'4,u, und D (1) = Uy uy:
(2) Ist- fx) = ;Azul(a}), so.ist f'(x) =127Aluz'(x).
Die Ableitung ist eine ,Jlineare Operation.

(3) Ist f(x)=u,(x)us(x), soist f'(z)=u, (2) uy' (2) + u, () uy ().
(4) Ist f(x)=2", soist f'(z)=ma™=1,

Der Satz (4) ist richtig fir m — 0 und m = 1. Ist er richtig fiir 2,
so folgt aus der Produktformel (3) seine Giiltigkeit fiir 27+ — 2" . x,
indem man u, (z) = 2", uy(z) = x setat.

58, Wir definieren die hoheren Abgeleiteten in bekannter Weise
als Ergebnisse wiederholter Ableitungen, speziell fiir cine Variable durch
die Bezeichnungsvorschriften:

fO@) =f@), [e+r9()=r@().

Fiir % Variable bezeichnen wir das Ergebnis von je o, Ableitungen
nach z,, wobei die Reihenfolge nach § 55 belanglos ist, mit

/'(i‘n{’zw-(’k) (xu (o a‘k),
kiirzer fir v = [g,, 0, . . . 0,] mit

[®(x), speziell f(x) mit ().
Die Zahlen g, sind die , Relativordnungen® der Abgeleiteten [®)(x),
0 = 0 + 9y + - -+ + o, ist ihre , Gesamtordnung®.
59. Die o-te Abgeleitete von z™ ist m (m —1)...(m—o+ 1)zm~¢
fir o > 1. Um auch ¢ = 0 zu beriicksichtigen und eine geschlossene
Darstellung zu gewinnen, schreiben wir sie als

A \ m T — O
(O a) 0. <9) X ’
wobel ¢! und (7:) in’ bekannter Weise definiert sind durch:
(6) 0!=1, (e+1)!=0p!(e+1);
m Lo m ol m\m—o 3
(7) (0>_1’ (9+1)—(9>0—|—1
Fiir 0 < ¢ < m folgt daraus noch
p m m! m . m
(8a) (9) S ay i S (m_g), speziell (m) = 1.
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IV. Ganze Funktionen. 29

Denn diese Fakultitendarstellung ist richtig fiir ¢ = O und ferner fiir
o + 1, wenn sie fiir ¢ richtig ist.?)

Die m-te Ableitung von 2™ wird konstant, gleich m!, daher jede
hohere Null, was sich durch das Verschwinden von (':) fiir 0 > m
nach (7) formal zeigt.

60. Nunmehr wird auch fiir f(x) =™, wenn wir folgende Be-
zeichnungen einfiihren:

®) 1 =1[0,,0: .- 0l' =o' 0! ... 0}y ol=1,
MY (Ballaye-- ) (W) (Hs) [ N e
L e AR L W W e il
die allgemeine Abgeleitetete darstellbar als
(3h) o) =1t (7).
Wenn eines der g, grofier ist als sein zugehoriges w;, wenn also

einer der Einzelexponenten w, — o, negativ wird, so verschwindet zu-

gleich mit (:’) auch (T)' Andernfalls ist wieder

(8b) (’]rl) BT {n:n!— o (mni r)’ speziell (;:) o g

61. Da z, eine ganze Funktion des Argumentes y, = z; — ¢, ist,
wird £(x) = f(c+Y) eine ganze Funktion des Argumentes y =y —¢
und gestattet daher eine , Entwicklung an der Stelle ¢, d.h. nach Po-
tenzen von ¢ — c:

(11a) TOEPINET

Da es gleichgiiltig ist, ob nach ; oder y, =z, —¢; abgeleitet wird
(denn die Abgeleitete von y, nach z, ist gleich 1), so wird

o) = et (§) balg— O

m

Glieder mit g, > u, fallen iiberhaupt heraus, Glieder mit einem
9, < u, verschwinden durch den Faktor (z, — ¢,)"*"** fiir x =c¢. Es
wird also £®(¢) nur aus dem einen Glied bestehen, in dem ¢, = u, fiir
2=t bigk, d. h m=— v ist:
(11b) f®(c) = t!b.

Dies ist die allgemeine Taylorsche Darstellung der Entwicklungs-

1 ( m ) i3 ,".‘! M O A a A 7",!,('"' 7—7-79174_'*7
e+1 elm—o)! o1 " ollofl)clm—=0d—Llm—0
m!

Tt Dim—e+ D!
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30 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

koeffizienten, die zumeist in der aus (11a) und (11b) folgenden , Taylor-
schen Formel“ wiedergegeben wird:

()
(12) ro =250 a—or

62. Auf Grund unserer Definition der Abgeleiteten in § 54 ist:
f@+8)—f)=E[f (@) + &(. ),
[+ 8 —flx)
§

daher
lim =f'(z),
=0
d.h. unsere formale Definition der abgeleiteten Funktion deckt sich mit
derjenigen der hoheren Analysis.

D. Ganzzahlige Funktionen.

63. Eine ganze Funktion f(x) heibt ,ganzzahlig“, wenn die redu-
zierten Koeffizienten ihrer Potenzentwicklung (an der Stelle o) ganze
Zahlen sind. Aus dieser Definition folgt:

a) Ordnet man f(x) nach Potenzen cines Teiles der Argumente, so
sind die Koeffizienten ganzzahlige Funktionen der iibrigen Argumente,
sofern f () ganzzahlig ist, und wmgelehrt.

b) Setzt man fiir cinen Teil der Argumente einer ganzzahligen Iunl:-
tion ganze Zahlen ein, so entsteht eine ganzzahlige Funktion der iibrigen
Argumente. An jeder gamzzahligen Stelle ¢ (cy, ¢y, ..., ¢, ganze Zahlen)
hat eine ganzzahlige Funktion einen ganzzahligen Wert. (Nicht umkehr-
bar! Z.B. hat auch die nicht ganzzahlige Funktion 1z (x — 1) an jeder
ganzzahligen Stelle einen ganzzahligen Wert.)

64. Man iiberzeugt sich miihelos, daB Summen, Differenzen und
Produkte ganzzahliger Funktionen ebensolche Funktionen sind. Dar-
aus folgt:

¢) Setat man fiir die Argumente einer ganzzahligen Funktion ganz-
zahlige Fumlktionen neuer Arqumente, so entsteht eine in diesen neuen Ar-
gumenten ganzzahlige Funlktion.

d) Die Entwicklung von f(x) an einer ganzzahligen Stelle hat ganz-
zahlige Koeffizienten, sofern f(x) eine ganzzahlige Funktion ist, und wm-
gekehrt; denn z; ist alsdann eine ganzzahlige Funktion von y, =z, —¢,
und umgekehrt.

Dies erkennt man auch aus folgendem allgemeineren Satze:

e) Ist [(x) eine ganzzahlige Funktion, so auch f®(x): v! und damit
f®(x). Denn f(x+y) ist eine ganzzahlige Funktion der Argumente , 1,
hat aber, nach Potenzen von Yy geordnet, die Koeffizienten f®(x): 1!,
woraus nach § 63a) die Behauptung folgt.

65. Anmerkung: Jede ganze Funktion f(r), ob ganzzahlig oder
nicht, ist eine ganzzahlige Funktion ihrer Argumente und Koeffizienten ;
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1V. Ganze Funktionen. 31

das gleiche gilt daher von den Funktionen f®(y):v!: die Zahlen (‘;‘)
miissen ganz sein. Wir werden dies noch auf andere Weise verifizieren.

66. Die Funktion y = x, + 2, + - -- + «, ist ganzzahlig in 1, daher
auch [ (1) = [S,|" als ganzzahlige Funktion von y. Wir errechnen
ihre Entwicklung nach Potenzen von 1, d.h. an der Stelle o.

Da die Abgeleiteten von y nach jedem x; gleich 1 sind, wird
() = o! (?) y"~¢, darin ¢ =9, + @3 + -+ + ¢, die Gesamtordnung
von f®(r). Fiir x = o ist y = 0, daher auch f®(0) =0, auBer wenn
o =m, [®(0) =m! ist. Es wird also

m

Bk
1
(1&) ILEYI,VJ zym gt — 2' g Qm 7 '~T1QL~T20‘ 1“
- T e |

01, Qa5 - 1

die Summe zu erstrecken iiber alle nichtnegativen ganzen Zahlen g¢,, o,,
o+ 04 Tiir die
(1b) Ottt o=m
oilt.
Diese Formel enthilt den sogenannten ,polynomischen Lehrsatz*,
dessen Spezialfall fiir & = 2 als ,binomischer Satz“ allgemeiner bekannt
ist. Fiir diesen wird

m

! n S' L it
Q3 = M — 0y, e ( )7 (@ +25)" = > (0)96;’.%{_,“ i
0o=0 >

0! 0! (O

Da f(x) ganzzahlig ist, sind die in Bruchform dargestellten Koeffi-
zienten, speziell die , Binomialkoeffizienten* (':), ganze Zahlen, was sich
auch independent aus (1b) allein zahlentheoretisch beweisen 1:iBt.

67. Der Polynomialkoeffizient

m!
0k o e tog!
ist nur dann gleich 1, wenn eines der g, gleich m ist und alle anderen
gleich Null sind; anders ausgedriickt, wenn r* eine der reinen Potenzen
z,", keine gemischte Potenz ist.

Wenn m eine Primzahl p ist, so kann es sich gegen den Nenner

nur heben, wenn ein g, gleich p ist. Denn andernfalls sind alle Fak-

toren des Nenners kleiner als p. Es sind daher die Koeffizienten aller
gemischten Potenzen durch p teilbar, d. h. fiir eine Primzahl p ist

k —p k
@) 3o [~ S0,

v=1

darin G (x) eine ganzzahlige Funktion.
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82 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

68. Setzen wir fiir die z, ganze Zahlen ¢, ein, so folgt

k ’]p
[4 20 ? (mod p).

k= r=1

Setzen wir alle ¢, = 1, so wird D¢, = S'¢? =k, also
(3a) =k (mod )
fiir jede Primzahl p und jede positive ganze Zahl &; es kann aber I
auch negativ oder Null sein, da es, sofern es ganz, zu einem positiven
k, kongruent, daher & = k» =k, = I (mod p) ist.

Ist % durch p unteilbar, so folgt aus (3a):
(3b) k*~'=1 (mod p).
Die Formeln (3a), (3b) enthalten einen bekannten zahlentheoretischen
Satz von Fermat.

V. Absolutbetriige und Mittelwertsiitze.

A. Absolutbetrage.

69. Unter dem Absolutbetrag | 4| von A=A, +1i4, (4,, 4, reell)
versteht man die positive Quadratwurzel aus 4,% 4+ 4,%; im Falle 4 =0
und nur dann ist 4| = 0. Ist 4 reell, so ist | 4| = + 4, wenn 4 po-
sitiv, | 4| = — A, wenn A negativ ist. Ist 4 der zu 4 konjugiert kom-
plexe Wert A, — i Ay, so ist [A| =|4| und 44 = |A]>

Es ist AB|=|4| B|, |4:B|=|4|:|B|. Auf Grund dessen

ist auch

1 A eyl ds vl =%
und allgemeiner kann die Aussage

(2a) 4| <|B
ersetzt werden durch die beiden Aussagen:
@b) A=1B, |11,

was besonders dann vorteilhaft ist, wenn ein Teil A eines umfang-
reicheren Ausdrucks abgeschitzt werden soll.

70. Bekanntlich ist |4, + 4, + A3+ ---| < |4,| + | 4s| + | 43| + -+,
woftir wir allgemeiner sagen konnen:

Sind qy, 2y, s,y -« . absolut genommen wicht grofier als 1, so ist:

(Ba) B+ wBy + 3By + - = q(|B|+|By|+|Bs|+ ), [w|£1.
Aus der Definition des Integrals als Grenzwert einer Summe folgt

hieraus fiir eine komplexe Funktion /(z) des komplexen Argumentes
und irgendeinen Weg von a nach b:

(41) [f@) dz = [if@)]|dz], |y <1,
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V. Absolutbetriige und Mittelwertsiitze. 33

71. Bekanntlich ist || 4|—|B|| < |4 — B|, wofiir wir schreiben
kénnen :
(3h) |4| —|B|=9(4—B), |4|<1.

Hierna(;_h wird (|f®)| — |f@]): (b —a) = 7(f®) — f@): (b — a)
und durch Ubergang zur Grenze fiir b = a — z, falls die Abgeleiteten
nach # von f(x)| und f(z) existieren:

(4b) f@)'=f'(2), [y <1.

B. Die Mittelwertsétze.
72, Sind a, b komplexe Zahlen, so durchliiuft der Wert
(5) z=a+tb—a), 0Lt<L1

die ,,gerade Bahn*“ von @ mnach b in der Ebene der komplexen Zahlen,
im Falle reeller a, b das Intervall von a bis b. Den Werten 1 =0, ¢ — 1
entsprechen die Endpunkte @, , den Werten ¢ zwischen 0 und 1 die
»Mittelwerte z zwischen a und b.

73. Wird auf gerader Bahn von a mnach b integriert, und ist die

komplexe Funktion @ () daselbst einschlieBlich der Endpunkte stetig,

s0 1st
b

(62) [op(x)dz =n(b—a)pa+db—a), 0<d<1, g <1.

Fiir reelle Funktionen reellen Arguments kann 5 — 1 gesetzt werden.
Der Satz wird fiir diesen Spezialfall als ,/ileiner’ oder weimfacher Mittel-
wertsatz der Integralrechnung in jedem brauchbaren Lehrbuch der hiheren
Analysis bewiesen. Die allgemeinere Fassung (6a) folgt aus ihm, wenn
wir nach (5) das reelle Argument ¢ einfiihren und vermittels (4a) zu
dem reellen Absoluthetrag des Integranden iibergehen. Wir setzen
glat+tb—a) =y (t), so wird:

1 1
./qy(x)(lx=(b—a)'/:p(f) dt=n (b—a)f|lp@®)|dt, || <1
a 0 0
=1]l(b—a):1/1(3) =1](l;—a)(p(a+ﬂ(b—a)), inlély O<ﬂ<17
womit (6a) bewiesen ist.

74. Sind @ (z) und @’(z) auf der geraden Bahn von @ nach b ein-
b

schlieBlich der Endpunkte stetig, so ist @ (b) — @ (a) =l/)d>’(x) dz, also

nach (6a): i

(6b) @(b) — D(a) =n(b—a) P(a+ob—-a), 0<o<1, < 1.
Umgekehrt folgt auch (6a) aus (6b), da fiir ein unbestimmtes In-

tegral @ (x) von ¢ (z):

Hessenberg: Transzendenz von ¢ und 7. 3
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b

¢ (@) = @(a), ,llp(x)d:c= ®(b) — @ (a)

ist. Die Sitze (6a) und (6b) sind hiernach nur verschiedene Fassungen
derselben Tatsache.

75. Fiir das reelle Gebiet wird (6b) als ,, Rollesches Theorem* oder
einfacher Mittelwertsatz der Differentialrechnung ohne Anwendung des
Integralbegriffs mit = 1 in jedem brauchbaren Lehrbuch abgeleitet.
Mit (5), (1) und (4b) konnen wir auf diesen Spezialfall wiederum den
allgemeinen Fall zuriickfithren. Wir setzen

P(t)=d(a+tb—a)— ®(a), also P0O)=0,
so wird:
(b)— B (a)— W(1)—,(|W(L)|— W(0) )=, | B@)[, |my|=1, 0<8<1,
=P () =nb—a)d (a+db—a)), In|<L1.

Allgemeinere Mittelwertsiitze als diese, z B. die Taylorsche For-
mel, werden im folgenden nicht benutzt.

VI. Die Exponentialfunktion.

A. Konvergenz der Exponentialreihe.

76. Die formal iiber unendlich viele reelle oder komplexe Grofen w,
erstreckte Summe heiBt | konvergent* und W ihr , Wert“, in Lelchen

WAy 9 W 0,

wenn mit wachsendem m die Werte W, ihrer , Abschnitte

m

m

T Sty y e u
W,=w,+w, +wy+ -+ w, = Ewg

=0

gegen W konvergieren. In diesem Falle ist wegen w, = W, — W, _;:

m

Iim w,, = 0.

77. Sind die w, reell und nicht negativ, so ist W, < W, ,,; d
mit W,, mit wachsendem m nicht beliebig grofl werde ist notwendw
und hinreichend die Existenz einer oberen ,,Schranke“ N (fﬁr
jedes m). Alsdann’existiert aber nach bekannten Sitzen lim W, und es
ist W, << W (wobei das Gleichheitszeichen offenbar nur dann gilt, wenn
von w,, ., an alle w, verschwinden). Hieraus folgt noch: Ist fiir jedes o:
0<w <w@ so ist mit Z@Q auch \u/ konvergent,da W>W. >W/ ,
also W eine Schranke fiir W/ ist.

78. Fiir reelles posmves oder negatives w, ist von den beiden
Zahlen w,’= 4 (|w,| +w,) und w,”=4%(|w,|—w,) die eine gleich Null,
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die andere gleich |w,|, daher 0 <uw,"<|w,|, 0 <w,” <|w,|. Mit le I
konvergieren daher 2200, 2@0“ ,und well W, = w —w,,", also W, =
W, — W ist, existiert lim W, , d.h. auch _Jt konvewlert

Ist w, =u, + iv, komplex, so ist lun|<‘u y 9] < |w,|; mit
le ] konvergleren dahel 5’|u,|, 2]1} [, _uo, 21’ und damit
S@L = S'HQ o} Lév,,

Wenn >lw, A konverglext so heiBt die nach dem soeben Bewiesenen
ebenfalls konvergente Rethe _> ':' »absolut” konvergent. Nach § 70 ist

m m

>w <1 2[20,,], also auch Zu,, <2|1L,,|

o= 0 l)-
79. Die nnendhche Potenzreihe
23 o w? S y
(1) E@=1+g+5+2+..= D%

0=0 £

hat fiir > O nur reelle nichtnegative Glieder. Ferner kann man fiir
ihre Abschnitte

o i 20 & ¥

eine obere Schranke finden. Fiir i = m + % ist niimlich
z? a*

E’“ (1}) E’" (x) * [m—{— 1 % (m-4-1) (m—+2) (m—+1)-. (m—}-/):l

@ k
’“("T> n'[m—}—l i (1n+l) ¢ by (m—l—l)]
Auf Grund der elementaren Identitit
(1= e+ 2% ) el ~¢)
ist aber fiir 0 <gq < 1:

2 WL Dol S 35
qg+q ++q—1_q(1 Q)<1_1l’

+o

und daher, wenn m > x gewihlt wird:

3) E@) S B @)+ gingi=s < ®2220)
fiir jedes #m > m und a fortiori auch fiir m <m. Damit ist, da die rechte
Seite von i unabhingig ist, die behauptete Schranke gefunden: E (z)
konvergiert fiir x > 0 nach § 17

80. Fiir komplexes z ist die Summe der Absolutbetriige |z[¢: o!
gleich F (|z|). Es konvergiert also die Reihe (1) in der gamzen Zahlen-
ebene absolut und stellt eine eindeutige Funktion von z dar. Als An-
wendungen der § 76 und 78 erhalten wir sogleich

3*
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36 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

an

(4) lim =0 fiir jedes 2,

sowie:
®) |E@| <E(al), dh BE@=—nE(z), 151
Analog ist auch fiir den Reihenrest R, (z) = E () — E,(2):
®) R,(z) = uR,(a)), In| <1.
Hierin kann R ( 2 ) fir m > z nach (3), zweckmiBiger aber fiir
jedes m wie folgt geschiitzt werden:
R ( ) (m—{—z) [1 g - m|j—2 ¥ (m—}—;ﬂ(lm+3;+ ; ]< (]:‘
Da R, (|z]) < R,_,(|z|) ist, erhalten wir hiermit auBer

™ E(e) = B @) + 120 E(lal), 11l <1
noch die meist bequemere Darstellung

B. Additionstheorem und Abgeleitete.

81. Aus (2) folgt unmittelbar
) E,(@)=E,_,(z), also EQ(z)=E,_,(2).

Daher wird nach der Taylorschen Reihe fiir ganze Funktionen:;

E,(a+y)= 2 @5

=2E<x;>f— n@(';' ST E (=), Il €1

! 1
ay 0)leo!

— E(z) 2 s

— E(2)E, <y>+o,L‘<|x|>””‘+‘y“"‘,

m!

I‘Z'm 0 Ul(‘

(m—e)‘o"

7| £ 1.

wenn wir (8), § 70 und den binomischen Satz anwenden. Fiir lim m = oo

folgt nach (4)]

(10) E(z+y) = E() E(y).
Bezeichnen wir, wie iiblich, E(1) mit e, so folgt E(m) = ¢* fir
m=20,1,2. Es wird dahel ganz allcemem i fur E (z) geschrieben.

Die Funktlon e1 heifit die Exponenhalfunktwn die Reihe (1) die Ez-
ponentialreihe, die Relation (10) das Additionstheorem.
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82. Die Exponentialfunktion ist differentiierbar, also stetig, und
zwar wird fiir & == 0 nach (10) und (7) (fiir m = 1):

-e.’l:+h "aib e:t e/t sy h
— = =l g e["1:|, g < 1.
Da nun ¢ " fiir |h| <1 kleiner als e wird, folgt:
e s ! :
(11) }13(1) ey o e e o

C. Werteverlauf und Periodizitit.

83. Fiir 2 > 0 ist auf Grund der Exponentialreihe ¢ > 1, daher
0<er<1 fiir <0 wegen ¢fe=*= ¢® = 1. Fiir reelles x ist also stets
€ positiv und wdchst infolgedcssen monoton mit z, weil nach (11) und
dem Rolleschen Theorem ¢ —¢* = (b —a) e+ 7¢~ mit b — a gleiches
Vorzeichen hat. Mit 2 zugleich wiichst bereits E,, w1 (@) 1™ unbeschrinkt,
d. h. tiber jeden vorgegebenen Betrag, fiir positives z daher a fortiori
wegen ¢" > E_ ., (x) auch ¢ :2™; anders ausgedriickt ist fiir jede Po-
tenz, also auch fiir jede ganze Funktion F(x):

(12a) lim e~ *F(g) = 0.
=+ ®

84. Fiir reelles y sind E, (yi) und E, (—yi), daher auch ¢/’ und
¢~¢% konjugiert komplex, wegen e’'¢~¥' — ¢ =1 also vom Absolut-
betrage 1, und allgemein:

e+ =[] 6] — .
Auch fiir komplexes z ist daher ¢ niemals Null. Dagegen ist
: e =% R0

rT=4»
weil dies von dem Absoluthetrag ¢~ gilt, einerlei ob und wie y mit
variiert. Ist /'(z) eine ganze Funktion, so ist allgemeiner
(12b) lim e~ F'(2) = 0,

z=+4>
worin z =+ oo bedeutet, daB der reelle Teil z von 2 gegen + oo geht,
withrend der imaginiire Teil yi absolut unter einer oberen Schranke %
bleibt. Denn alsdann wird

| +iy)"| < (@ + B
und nach (12a) lim e~*(z + k)" = 0 fiir z = + 0.
Aligemeiner gilt (12b) auch, wenn y mit z unendlich, aber nicht
stirker unendlich wird als eine Potenz von z. .

85. Nach (1) wird
(13) ¢v = A(y) + 1B(y),
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38 Zweiter Teil. Allgemeine Vorbereitungen.

darin
2 4 6

(13a) Apy=1-%L+%5-L+..,
3 5 ¢

(13b) Bl 2SS

wissen wir daher, daB dies die Reihen fiir die trigonometrischen Funk-
tionen Kosinus und Sinus sind, so geht (13) iiber in die Eulersche
Formel

(14) €Y =cosy + isiny,

und es ist klar, daB ¢ jeden komplexen Wert vom Absolutbetrag 1,
¢ +iv jeden komplexen Wert aufier Null annehmen kann. Wir wollen
indessen dieses Ergebnis ohne die genannten Vorkenntnisse zu gewinnen
suchen.

86. Nach (13) ist 24 (y) = €Y + e %, 2 B(y) = €Y — e~ '¥; daher
sind die Funktionen A (), B(y) ableitbar und damit stetig; und zwar wird
24'(y) =i€¢¥ —ie"'V = — 2B(y),

d. h:
(15) A'(y) = — B(y) und ebenso B'(y) = + A(y).

Nach dem Rolleschen Theorem nimmt daher A(y) monoton ab oder
zu, je nachdem B(y) positiv oder negativ ist, B(y) nimmt monoton za
oder ab, je nachdem A (y) positiv oder negativ ist.

87. Mit der Exponentialreihe konvergieren nach § 77 auch die
Reihen (13a, b) absolut fiir jedes y. Schreiben wir die erste in der Form:

S PR R LT B TN o TR RS AL |
417 . 8! 12! = ’

so erweisen sich fiir y = 2 alle Klammern positiv, daher A4 (2) als negativ.
Weil andererseits 4(0) = 1 positiv ist, besitzt 4 (y) als stetige Funk-
tion im Intervall 0 < y < 2 mindestens eine Nullstelle.

Schreiben wir nunmehr (13b) in der Form:

gz(2'3—y2)+ ?7/';(6'7_92) + 1y1!(10'11—~y3') s

so sehen wir, daf im Intervall 0 <y < 2 stindig B(y) > 0, also A4 (y)
monoton ist. Es besitzt also A(y) genaw eine Nullstelle o zwischen O und 2
und durchliuft fiir 0<y <o abnehmend alle positiven Werte von 1 bis 0.

88. Daraus folgt, daB B(y) im Intervall 0 <y < @ monoton zu-
nimmt, also wegen B(0) =0, |B(w)| = ¢° =1 alle positiven Werte
von O bis 1 durchliuft. Im gleichen Intervalle durchliuft somit e'? alle
komplezen Werte a + bi des Absolutbetrages 1 mit nichtnegativen Kon-
ponenten a, b.

Nunmehr ist aber mit 4(0) =0, B(o) = 1:

(16) fo — i, also P .l edio — i) e4im Al 1,

)
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daher

(17) grime e — Bl PRl IRENT = — Afy) 4 B(Y),
e£y+3im= B(y) s 'lA(y), eiy-}-4=i(u o ciy’;

woraus zu ersehen ist, dafy ¢V im Intervall 0 <y < 4w alle komplezen

Werte vom Absolutbetrag 1 durchliuft. Zugleich ist die Periode 4oi

der Exponentialfunktion entdeckt, und damit entsteht die Frage nach
dem Wert von o.

89. Aus 4A(2y)+iB(2y) = e*'v = (¢V)? = [A(y) + ¢ B(y)]? erhilt
man durch Entwickeln und Vergleich der reellen Teile:

A(2y) = 4A*(y) — B*(y).

1 = 4%(y) + B(y),

kann man im Falle 0 <y <@ hieraus A(y) und B(y) als positive
GroBen eindeutig finden. Genau ebenso werden aber cos @, sin ¢ aus
cos 2@ berechnet, und da cos tnw = A(w) = 0 ist, wird hiernach auch

(18) A(@:2") =cos(47:2"), B(w:2") =sin({x:2")
fiir jedes ganze » > 1. Nun folgt aus (13b) miihelos

Mit (¢ — 1, d.h.

(19) lim 2Y — 1, also lim2"B(0:2") = 0.
y=0 n=ow

Ferner ist nach elementaren geometrischen Siitzen :

(20) lim Sij;" —1, also lim 2" sin(}m:2") — L,
p=0 n=w

woraus sich nach (18), (19) ergibt:

(21) © = 4.

90. Anmerkung. Aus (20) und den Additionstheoremen des Ko-
sinus und Sinus beweist man auf bekannten Wegen, daf

d(cos @ + ising) =i(cosp + ising)de

ist. Da nun jedes z vom Absolutbetrag 1 auf genau je eine Weise in
den beiden Formen

z=¢Y, 0<y<2w; z=cosp+tising, 0< o< 2x
darstellbar ist, erhiilt man durch Ableitung
dz = izdy = izdp, also dy=dg,
und, weil y und g fiir 2z = 1 zugleich verschwinden:

Y=
womik (14) und (21) gewonnen sind.
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D. Allgemeine Exponentialfunktion und Logarithmus.

91. Ist u eine positive Zahl, so gibt es nach § 83 genau ein reel-
les z, so daB e¢” = w wird. Dieses x heiBt der ,natiirliche Logarithmus“
von u, zur Unterscheidung von der allgemeineren Definition fiir kom-
plexes « auch der ,matiirliche Hauptlogarithmus® von u, in Zeichen:

2 =Lnu.
Aus dem Additionstheorem folgt
Lnu 4+ ILnv = Ln (u+ v).
Wird die komplexe Zahl u + v¢ = w dargestellt in der Form

w=|w| (cosy +1i8iny) —a<y<L+m,
so ist
z2=1Ln w + yi+ 2kni (k ganz)

die allgemeine Lisung der Gleichung ¢ = w. Jede Losung wird ein
ynatiirlicher Logarithmus“ von w genannt. Das entsprechende Zeichen
2z =Inw ist vieldeutig, was wohl zu beachten ist, wenn nicht der

lati
Relstion Inw+ Inw = Inwuw
sinnlose Deutungen untergeschoben werden sollen.

92. Die ganze Funktion f(z) = ¢~ ist eindeutig, stetig, ableitbar,

durch die fiir jedes reelle oder komplexe z absolut konvergente Reihe

o

2:‘: z* darstellbar und besitzt dasselbe Additionstheorem
=0 : 3 ;
f@+y) =@ +r@)

wie die Exponentialfunktion. Sie wird daher ebenfalls als Exponential-
funktion, und zwar zur Unterscheidung von ¢* als allgemeine, ¢* als natiir-
liche Exponentialfunktion bezeichnet. Die Zahl « wollen wir die ,,Cha-
rakteristik von e¢“* nennen; gewohnlich wird 1 : ¢ der Modul, e* =«
die Basis genannt. Fiir ganzes m ist f(m)=a"; f(1:«) hat den Wert e;
f'(z) ist gleich «f (z).

93. Ist « reell, so ist die Basis positiv. In diesem Falle kann f'(x)
mit a® bezeichnet werden, da die Basis die Charakteristik « = Lna ein-
deutig bestimmt. Da die Funktion wiederum monoton (wachsend fiir
a > 1, fallend fiir a <1, der Ausnahmefall a =1, f(x) =1 ausge-
schlossen) alle positiven Werte durchliuft, existiert fiir jedes positive u
genau eine reelle Losung der Gleichung a* = u, der ,,Hauptlogarithmus
von w zur Basis a“, “Logu. Wiire nicht die Basis 10 von so eminenter
Bedeutung fiir das praktische Rechnen, so wiirde sich die Einfiihrung
einer besonderen Bezeichnung nicht verlohnen. Denn die Gleichungen
¢“ = a, ¢** =y haben die Losungen « = Lna, «z = Lnu, aus denen

Z=""Logtw=Inu:Ilna
folgt.
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94. Bei komplexer Charakteristik darf das Zeichen a” nur unter
besonderen Kautelen benutzt werden, da die Basis @ ihren Logarithmus
nicht eindeutig bestimmt. Die Funktionen e“***79% haben fiir ganzes I
samtlich die gleiche Basis, sind aber alle zusammen wertegleich nur fiir
ganzes x. Das Zeichen a® ist daher zulissig erstens, wenn nur ganz-
zahlige Argumente betrachtet werden, zweitens, wenn a nicht numerisch,
sondern buchstabenmdfig, d. h. als Funktions-, nicht als Zahlzeichen be-
nutzt wird, wobei dann fiir Funktionen verschiedener Charakteristik
verschiedene Zeichen zu verwenden sind, ganz einerlei, ob die Basen
numerisch verschieden sind oder nicht. So hat zwar e +279* die Basis ¢,
¢*"iz die Basis 1, aber niemand wird ernsthaft daran denken, diese
Funktionen mit ¢* oder 1% zu bezeichnen.?)

VII. Exponentialformen.
A. Funktionalformen. Echtheit.

95. Was iiber die in den formalen Voraussetzungen (V,), (V,) des
§ 1 geforderte , Reduziertheit und ,Echtheit einer , FExponentialform®

E(a) = Oleacl + 028‘”'2 + R C"(‘,”C"

zunichst zu sagen ist, betrifft nur die Koeffizienten und Exponenten
und gilt daher allgemein von dem formalen Ausdruck

K(p)=Cip(e)+ Go(e) + -+ Cp(c,),

in dem @(z) eine an den Stellen ¢, eindeutig definierte Funktion be-
zeichnen soll, und den wir kurz eine , Funltionalform* nennen wollen.

Wenn nach , Reduktion von K(g), d. h. nach Zusammenfassung
etwa vorhandener Glieder gleichen Argumentes ¢,, nicht alle Koeffi-
zienten null sind, so heiit K(¢) ein echter Ausdruck. Unechte Funk-
tionalformen haben den Wert Null fiir jedes ¢ ().

1) Dennoch fand ich einmal in einem Lehrbuch einen ,, punktierten'* Ast

der Exponentiallinie, der Werten wie = I ]V; entsprechen sollte. Und —
ich glaube, noch in diesem Jahrhundert — wurde in einer Unterrichtszeitschrift
die Frage erortert, ob *log(—2)=1 sei oder nicht. Fiir andere als positive
Basen und Numeri ist das Zeichen “log w geradezu gemeingefiihrlich und sollte,
wie L. Fuchs an einem anderen Beispiel zu sagen pflegte: ,,bei Todesstrafe ver-
boten werden. Denn weder a noch w bestimmen im komplexen Gebiet den Sinn
von “logw eindeutig. Wihlen wir als Charakteristik von 4% wie es sich gehort,

Ln 4, so ist It = -} 2 und nichts anderes. Fiir die komplexen Charakteristiken

Ind4+ 2kne ist e =42 oder — 2, je nachdem %k gerade oder ungerade ist.
Die Frage, ob *log (— 2)==1 sei, ist also keine Tatsachenfrage, sondern eine
Frage der Bezeichnung, und zwar, da iiber die zweckmiiBigste Bedeutung von a”
bei positiver Basis kein Zweifel bestehen kann, eine Frage der wnzweckmdifigen
Bezeichnung.
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96. Und wumgelehrt: Ist K (@) echt, so gibt es Funktionen ¢ (z), fiir
die K (¢) nicht Null ist. Und zwar befinden sich darunter ganze Funk-
tionen, unter diesen ganzzahlige, darunter wieder Potenzen und zwar min-
destens eine der m ersten, @ (z) = 2", v =0 bis n — 1. Ist ndmlich K (¢)
reduziert, so daB (V) und (7}) gelten, so wird fiir die Funktionen g, (z)
des § 49: K(g,) = C,9,(c,), darin nach (V) kein g,(c,) und nach (V)
nicht jedes C, also auch nicht jedes K(g,) Null.

Sei ferner K (@) fiir ¢ (x) = 2" mit K, bezeichnet. Dann ist fiir
jede ganze Funktion

o (2) = ay2® + a,8* + ag2® + .- 4 a,2™:
(1) K(p)=a,K,+a, K, + a, K, +---+a,K,.
Mit K, bis K,_, miiBte also K (¢) fiir jede ganze Funktion vom Grade
m<n—1 verschwmden Die Beispiele g, (z) lehren, daB das nicht
zutrifft; unter den Werten K, bis K, , ist daher mlndestens einer
nicht Null
9%, Anmerkung 1. Mit Vorstehendem ist noch bewiesen, daf die
Formen K (¢) und K*(¢), letztere mit den Koeffizienten 0;* = C,g,(c,),

zugleich echt und reduziert sind.
Anmerkung 2. Ist w(z) = u(z)v(x) und v(c) = 0, so ist

w'(c) = u(e)v'(c),

insbesondere

2) g'(¢;) = g:(c;),

ferner fiir @ (z) = g(z) ¥ (x):

(3) ¢'(e,) = 9 (c) ¥(c;) = g:(c;) v (¢y),
und

(4) K(¢') = K*(v).

Man kann also Funktionen ¢ angeben, fir die K(¢) gliedweise ver-
schwindet, withrend K (¢’) # 0 ausfillt.

98. Anmerkung 3. Wenn (V) erfiillt ist, so gibt es » Zahlen «;, so,
daB 3'C,a,+ 0. Beispielsweise fir C,+0:a,=1, ay=ay="--=a,=0.
Wenn (7)) erfiillt ist, kann man alsdann nach §§ 45, 49 eine Ga.nze
Funktion y(z) bilden, so daB y (¢;,) = a;, also K(x) =+ 0 wird.

Wenn K bis K 5 a ve1schwmden, so muB in den » linearen Glei-

n

chungen fiir die C;: 20.0"'1 = 0 entweder die Determinante |¢;~'|,

(4, v =1 bis n) 0de1 ]edes einzelne (', verschwinden. Die erste Mog-
lichkeit wird durch (7)) nach § 45, die zweite durch (V,) unterbunden.

Wir haben diese beiden Beweise zu § 96 anhangsweise aufgefiihrt,
weil sie besonders klar die Eingriffsstellen der Voraussetzungen (1),
(V,) zeigen:
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B. Exponentialformen.

99. Wihlen wir ¢ () = e*” und schitzen e*” nach § 80 mit
L, (exz) und einem Rest R (az) ab, so wird K (p) zu einer Exponen-
tialform E(a) = E,(«) + P, (), darm nach § 96 (1) wegen

’I'It

E (ex)=1 + l'x +—2"x~ 4 ™

m!

(5) Em(a) bl K + K + K + + 2! m’
und nach (7) des § 80:

. m+1 ;
(62) P(@) = 29@%<m+n,|‘, NEST

Diese Darstellung des Restes wollen wir, lediglich der besseren
Ubersichtlichkeit halber, durch Vergriberung der Abschitzung noch
etwas vereinfachen. HEs sei ¢ eine Zahl, die nicht kleiner ist als jeder
der Absolutbetriige ¢,|, z. B. der grofite von ihnen, und

0— G| £G4 =110,
dann wird nach § 70:|
| m+1

(6D) Pale) =00 (s efeel, g} <4,
und nach § 80 Gl (4) konvergiert P, («) mit wachsendem m gegen Null,
was selbstverstindlich bereits an (6a) zu erkennen ist.

100. Hiernach wird >'C,e*% dargestellt durch die fiir jedes & ab-
solut konvergierende Potenzreihe

; K A L
E(e) =K, + e+ g1e* + 5y +
und kann daher nach einem allgemeinen Potenzreihensatz nicht fiir
jedes ¢, auch nicht fiir jedes reelle, d.h. es kann
Cl a + Ggaca + oo s + C"acn

nicht fiir jedes @ verschwinden, es sei denn, daB jedes K, Null, die be-
trachtete Form also unecht ist. Wir erwihnen dies nur der Vollstindig-
keit halber. Zeigte § 96, daB eine echte Form}

E=Cer+ Cyer +--- 4 C e

nicht unabhiingig vom Sinn des Funktionszeichens e” verschwindet, so
wissen wir jetzt, daB dies auch nicht unabhingig vom Sinn des Zahl-
zeichens e geschehen kann. Dafl eine echte Form trotzdem numerisch
Null sein kann, versteht sich an Beispielen wie e+ ¢™* oder 3el2?—2¢n?
von selbst.
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C. Ein Satz von Liouville.

101. Im Jahre 1840 bewies Liouville, daf e keiner echten ganz-
zahligen quadratischen Gleichung

Ci+ G+ Cat=0, C=|Cl|+|C|+]Gl>0

geniigt. Fiir C; =0 ist darin die bereits frither von Fourier auf dem
gleichen Weg erkannte Irrationalitit von e enthalten. Der Beweis von
Liouville beruht auf der Abschiitzung des vorigen Abschnitts und ist,
von unwesentlichen Modifikationen abgesehen, der folgende:

Mit

C, + Cye + Cyé?
ist auch
E=Ce '+ Cye + Cyet

zugleich Null oder nicht Null. Da hier, wie kiinftig stets, « gleich 1 zu
withlen, auflerdem aber auch ¢ = 1 ist, erhalten wir aus § 99 Gl (6b),
wenn jetzt P, E, fiir P, (1), E, (1) geschrieben wird:

m?

P = 1005
also fir m = eC > C:
(M Pl
102. Die Zahlen K, sind ganz; speziell ist
K1=K3=K5=---=C3—Cl,
Mo R =R o O L i)

Abgesehen von dem Trivialfall C; = C; = O einer eingliedrigen Form,
die, sofern sie echt, niemals Null ist, mufl daher mindestens fiir alle ge-
raden oder alle ungeraden m

[ Kol >0
sein. Andererseits ist K, | < C; fiir m > C also
(3) 0< |K,|<m.

Der Wert E,, ist rational. Auf den Nenner m! gebracht, erhilt er
den Zihler:

m!Em=m!K0—{:(2-3--'))1)1(14—(3-4~--m)K2+---+me_l—{—Km;

dieser ist ganz und modulo m zu K,, kongruent, daher nach (8) dwrch m
unteilbar und darwm als ganze Zahl mindestens vom Absolutbetrage 1.

Hieraus folgt
1

m| = ,'n!

3
und mit (7): P, < E, , womit £ 4 O erwiesen ist.
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103. In dieser Anordnung zeigt der Liouvillesche Beweis bereits
zwel charakteristische Ziige des Transzendenzbeweises: die analytische
Abschiitzung des Fehlers und die zahlentheoretische Gewmnung einer
unteren Schranke fiir den Niherungswert. Jedoch ist eine direkte Uber-
tragung des Verfahrens auf Gleichungen beliebigen Grades bisher nicht
gelungen. Ausschlaggebend fiir den Erfolg im vorliegenden Falle ist
namlich die Tatsache, daB ¢ = 1, d. h. kein Exponent absolut griofer
als 1 ist, und das wird durch Betrachtung von Cie~* 4 C, + C;e an
Stelle von O, + C,e+ C,e* erreicht. Dagegen wird im allgemeinen Falle

m+1
(m+1)!
nicht mehr absolut kleiner als 1:m! mit wachsendem m, und m!'E
ist zwar kongruent zu K, modulo m wie zuvor, aber K, wiichst mit m
stirker als m selbst.!) Es versagen also die wesentlichen Hilfsmittel
des oben benutzten Verfahrens, und wir werden daher den Transzendenz-
beweis damit beginnen, dal wir an Stelle der Exponentialreihe ein ver-

allgemeinertes Abschitzungsverfahren aufsuchen, das vielseitiger modi-
fiziert werden kann.

=217 C’

1) Fir E=C,e"*+ C,e°+ Cye® und m>1 wird
r" 2 (C + ___1)1710 ) 5)7!‘

also bei hinreichend grofiem m von den Formen m=2k+ 1 oder (im Falle
C, =) m=2(2k -+ 1) durch m unteilbar. Da das hieraus folgende Ergebnis
m!|E, | > 1 nicht geniigt, beachten wir weiter, was leicht zu sehen ist, daB
m!E,, gliedweise teilbar ist durch die hochste Potenz 2" von 2, die in m! auf-
geht, und schliefen daraus, daB m! | E,|> 2“ sein muB. Wiihlt man nun % als Po-
tenz von 2, so lifit sich zeigen, was wir hier nicht ausfiihren wollen, daff p—=m—2,
also m!P,,= n2“2%Ce®: (m+1) wird. Fir m>2%Ce? ist daher |P, | < |E,|, und
das Verfahren ist gerettet. Jedoch versagt auch dieser Kunstgriff wieder fiir
¢>2 und fiir den Fall C e~ *+C,e 4 C; 4 C e} Cye?, ganz abgesehen davon,
daB seine Umstiindlichkeit in keinem Verhiiltnis zu der geringen Bedeutung des
Spezialfalles steht, der durch ihn erledigt wird.
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VIII. Verallgemeinerung der Exponentialreihe.

A. Aufstellung des Naherungswertes.

104. Wenn mehrere empirische Messungsergebnisse X,, X, bis X,
fiir eine GroBe & bekannt sind, so bildet man aus ihnen mit ,, Gewichten® p,,
die die Zuverlissigkeit der einzelnen Messungen zahlenmiBig ausdriicken,
einen Mittelwert

X ___P1X1 Sape Xy e A
i ek .

z. B. bei gleicher Zuverliissigkeit aller Messungen (p, = py = - = p,)
das arithmetische Mittel. Sind alle Werte X, einander gleich, so ist
auch X = X . Andernfalls ist X bei beliebig variablen Gewichten an
sich jedes Wertes fihig. Seine Eigenschaft als Mittelwert und dadurch
als brauchbarer Niherungswert fiir 5 folgt erst daraus, daB die Ge-
wichte ihrer Bedeutung gemiB positiv sein miissen.

105. In Analogie hierzu wollen wir aus endlich vielen der Niihe-
rungswerte fiir e°:

einen neuen Niiherungswert mit Gewichten p, bis p, bilden. Der Zihler
wird eine ganze Funktion von ¢:
(1a) F(e) = poEy(0) + p By (0) + pyEo(c) + -+ + p Ey(0),
der Nenner p, + p, + p, + -+, wegen E (0) =1 darstellbar sein
als F(0). Uber die (Jrew1chte miissen besondere Verfiigungen getroffen
werden, damit F'(c) : '(0) einen brauchbaren Niherungswert fux e ab-
gibt; denn bei beliebig variablen p, kann nicht nar wiederum F(c): F(0)
Jeden Wert, sondern auch F'(c) jede ganze Funktion vom Hochstgrade I
darstellen, was sich sogleich zeigen wird.

106. Die ganze Funktion % (c) entsteht aus ihrem hochsten Gliede
¢": v! dadurch, daf man ihm seine simtlichen Abgeleiteten nach ¢ hin-
zufiigt. Ebenso entsteht daher F'(¢) aus der ganzen Funktion

(1b) f©)=by+pe+ Bt 4 Bip
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VIII. Verallgemeinerung der Exponentialreihe. 47

durch die Operation:

(&8 Fle) =)+ (@ +f () + -+ ¥ ).
Hieraus folgt und hat umgekehrt wieder (2a) zur Folge:
(2b) f(e) = F(c) = F'(c).

Um also eine beliebig gegebene ganze Funktion F'(¢) in der Form (1a)
darzustellen, bilden wir das zugehdrige f(¢) nach (2b). Dessen Koeffi-
zienten geben nach (1b) mit Fakultiten multipliziert die Gewichte der
Darstellung (1a) von F'(¢) an.

107. Statt nach Verfiigungen iiber die Gewichte selbst fragen wir
zweckmiBiger nach solchen iiber die ,, Abschatzungsfunktion® f(c), die uns
ja die Gewichte unmittelbar angibt. Mit der Beschriinkung auf positive
Gewichte brauchen wir uns dabei nicht aufzuhalten; denn im Gegensatz
zam Empiriker sind wir hier im Besitz des abzuschiitzenden Wertes e
und konnen daher an Stelle des ,wahrscheinlichen Fehlers den wahren
Fehler ec— F(¢): F(0) zum Ausgangspunkt nehmen. Dabei ist noch fol-
gende Formulierung der Beziehung (2a) von Bedeutung:

Entwickelt man f(x) an der Stelle c:

]
(B8) @) =yt a,@—0) + a0+ = Sa,@—cy,

und ersetzt hierin die Potenzen (x—c) durch die Fakultdten ihrer Ex-
ponenten, so erhdlt man I'(c):

k
(3b) FlO)=a,+a,- 1!+ a,21 4 ... = Sa!.
r=0
Es ist niimlich nach dem Taylorschen Satz a,v! = f®)(c).
2\

W 1} B. Abschitzung und Beeinflussung des Fehlers.

T “/108. Setzen wir
\_G‘a/; F0)er = F(e) + R(e),

so ist R(c): F7(0) der ,absolute’, R(c): F'(c) der ,relative Fehler des
Nitherungswertes F'(c) : F'(0) fiir ¢°.
Schreiben wir R (¢) mit Herrn Hurwitz als
R(c) =—e°[e°F(c) — L F(0)],
s0o konnen wir die Klammer nach dem Mittelwertsatz der Differential-
rechnung abschiitzen. Nach (2b) ist

35 d AR o

(Da) a5l F ()] = — e *f(a),

daher wird nach § 74

(4h) Re) =qed~f(@e), 0<P<l, g/ 1.

109. Da die Niherungswerte %, (¢) um so besser sind, je grofer »
ist, empfiehlt es sich jedenfalls, moglichst viele der ersten Gewichte,

(“‘Y‘ 9
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48 Dritter Teil. Die Transzendenz von e.

etwa p, bis ; . gleich Null zu wiihlen. Dies liuft darauf hinaus, f(z)
durch ¢ tellbar d. h. die Stelle z = 0 zu einer Nullstelle moglichst
hoher Ordnung von f(z) zu machen.

Dies 1liBt sich an der Abschitzung (4b) verifizieren. Sei etwa

flz)e At 4 Aottt - At F gy
also

F(0)=A4ds0! + A;(e+ 1)1 + As(e+2)! + - - -
nach (3a, b), so wird der Absolutfehler R (c): F'(0) zu
o Ay + A, @ec+ 4,924
ot Ayt Aie+ )+ At DFD+ -
Darin ist der Wert der eckigen Klammer absolut kleiner als ¢ el°l.
Der Faktor ¢¢: o! kann durch ein hinreichend grofies ¢ beliebig klein
gemacht werden. Wenn wir gleichzeitig durch passende Wahl der 4,
noch den letzten Bruch an iibermiiigem Wachstum verhindern’), so
werden wir den Fehler beliebig klein machen konnen.

110. Die Symmetrie von R(¢) = ¢ F'(0) — " F'(c) in bezug auf die

Werte 0 und ¢ 1Bt vermuten, daB auch die Stelle ¢ von @hnlicher Be-
deutung sein wird. In der Tat, sei jetzt:

f@ = A= + A/ (5= + 4 =+ o,

F(c) = 4, o! Foilod 3 s lo N e
nach (3a, b), so wird der Relativfehler E(c): F'(c) zu
< Biora™ $hg € A/—A'(1—c+ 4, (1—8)—4--
[red =28 — 1) o 4 F 4 e D+ 4 eF DB+

und es gelten dieselben Schliisse wie zuvor. Ceteris paribus ist es also
vorteilhaft fiir die Genawigkeit der Abschiitzung von e, wenn die Ab-
schétzungsfunktion f(x) an der Stelle ¢ eine Nullstelle hoher Ordnung
besitzt.

[neett=9ege]

also

C. Anhang. Vergleichende Ubersicht anderer Anordnungen.

111. In dem anschlieBenden Transzendenzbeweis wird sich der
zahlentheoretische Teil ausschlieBlich auf die Beziehung (3a, b) des
§ 107, der analytische ausschlieBlich auf (4a, b) des § 108 stiitzen. Im
wesentlichen ebenso verfahren die Beweise von Hilbert, Hurwitz,
Gordan und Weber. Sie unterscheiden sich daher untereinander und
von unserer Darstellung nur durch die Methoden, mit denen der Zu-
sammenhang zwischen (3a, b) und (4a, b) gewonnen wird, genauer ge-
sagt: durch den Umfang, in dem dabei Hilfsmittel der héheren Analysis
herangezogen und angewandt werden.

1) Dies geschieht z. B. durch die Verfiigung 4, >0, 4, > 0, ....

www.rcin.org.pl



ILNY

ﬁ__?!rarv MATEMATTUC

p—

"N

5.‘540) Ric) = qei°lf (lePs gl = 1.

VIIL. Verallgemeinerung der Exponentialreihe. 49

112. Das Minimum an analytischen Mitteln ist die Konvergenz der
Exponentialreihe. Denn die Exponentialfunktion tritt in (4a) auf, und
die einfachste Art, sie zu definieren, ist die Exponentialreihe. Mit diesem
Minimum kommen die Beweise von Gordan und Weber auch wirk-
lich aus. Zuniichst beruht allein auf der Konvergenz der Exponential-
reihe die Restschitzung in § 8() Mit dieser aber erhalten wir aus
unserem Auscranorsansat7 la) > 100¢

T(C)—Zp (ee—R,(¢)) = c”Zp —Z P, ﬁ—e‘\

=0 r=0

e St Pk
= e I'(0) — ye 2 permg | {1 i

=0
Die letzte Summe geht aus f(¢) hervor, wenn man Argument und Koef-
fizienten durch ihre Absolutbetriige ersetzt. Nennen wir sie daher f( ¢ ),
so wird mit (4a):

15

IA

2 Diese Abschiitzung geniigt, wenn sie auch nicht mit (4b) gleich-

§welt1g ist, vollkommen fur den Transzendenzbeweis; jedoch laBt sie
“micht so unmlttelbal wie (4b) in § 110 die Bedeutuna des Verschwin-

’Jdens von f(¢) an der Stelle ¢ erkennen, da das hier auftretende f(le])

“Aiir f(¢) = O offenbar nicht zu velschwmden braucht. Wir haben daher

Strotz des gemeinsamen Ausgangspunktes (1a) in unsere Darstellung
“diese Fehlexsehatzunfr nicht iibernommen.

- 113. Den 7usammenh’1n0‘ zwischen (1a, b) und (3a, b) vermittelt

=Herr Weber durch die Bez1ehung (2a); genau ebenso sind wir ver-

Sfahren. Dabei bedeutet die Verwendung g der Abgeleiteten keine Herein-

szichung der hiheren Analy ysis. Denn es wird nur mit ganzen Funktionen

c’dpe) dert, und fiir diese ist der Ableitungskallul formal begriindbar
(I\ap IV C). Dem entspricht auch die Stelle, an der in der Enzyklo-
pidie de1 Elementarmathematik der Transzendenzbewels steht: Hinter
den unendlichen Reihen, aber vor der Differentialrechnung.

114, Auch diesen formalen Ableitungskalkul noch zu umgehen,
unternimmt der Gordansche Beweis, indem er mittels des binomischen
Satzes direkt von (1a,b) zu (3a,b) ubergeht Schreiben wir % fiir z — ¢,
also ¢ + h fiir z, so w1rd nach (1bh):

f(c+h)—2p' (c+h) = Zp 29,‘(:"_';,.

Setzen wir nach § 107 hierin (1/—@)‘ fiir 4"~ ¢, so entsteht:

4.;1’2 ZpE(c)—F(c)

¥=10 0=

nach (1a), womit die Beziehung (3a, b) bewiesen ist.

Hesscnberg: Transzendenz von ¢ und 7. 4
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115. In Herrn Gordans Darstellung ist die Vorschrift, 2 durch u!
zu ersetzen, dem Sinn des Zeichens & selbst einverleibt®, d. h. es soll
unter A ganz direkt w!, unter f(¢+7%) derjenige Ausdruck, nimlich
F(c) in unserer Bezeichnung, verstanden werden, der aus der Entwick-
lung von f(c) in eine lineare Verbindung der GriBen h“ hervorgeht,
wenn diesen Grofen der Sinn ! beigelegt wird. Wer mit dem Unter-
schied des formalen und abstrakten Funktionsbegriffes vertraut ist, dem
macht es keine Schwierigkeit, unter dem Zeichen f(c 4 /) lediglich eine
lineare Form der Argumente A° %', ... J* zu denken; und fiir diese Ar-
cumente kénnen irgendwelche GroBen /g, ky, ...k, z. B. auch O, 11, .. /!
eingesetzt werden.!) Aber, wie wir schon frither einmal feststellen
muBten: die verschiedenen Funktionsbegriffe werden de facto nicht hin-
reichend scharf gesondert, und so nimmt es nicht Wunder, daB die
Gordansche Symbolik gemeinhin ein gelindes Gruseln zu erwecken
pflegt, nicht zuletzt auch darum, weil die Zumutung, unter /* sich u!zu
denken, mit der Gewohnheit kollidiert, beim Rechnen iiberhaupt nichts
zu denken.

116. Als Gegenmittel gegen diese Gewohnheit, gewissermafien als
., Gefahrwarnungen” des Inhalts: , Vorsicht! Hier muBl gedacht werden !
hat man Zeichen wie ,symb f(c+ h)* oder ,&,f(c+ h)“ vorgeschlagen.
ZweckmiiBiger erscheint uns dann schon das Zeichen ! an Stelle des
Gordanschen h. In dem Symbol f(¢+!) bezeichnet es, dazu noch mit
einem unverkennbaren Pathos, die gefihrliche Stelle selbst; ferner ver-
sucht es nicht, einen Sinn vorzutiuschen, ehe nicht nach seinen Po-
tenzen entwickelt ist, und endlich vergiBt man an !“ nicht so leicht die
Bedeutung u! wie an /".

Die Rechnung des § 114 sieht alsdann so aus:

L e 4 y’l'——(l k1 2 o0
3 P ; O AR c
Flet) =) Bietty = Do, D= 'n, D s
v! o!(v—o)! 0!

=0 y=0 0=0 r=0 0=0

und hieran kann unmittelbar die Fehlerschiitzung des § 112 anschliefien,
deren Ergebnis zu schreiben ist:

fe=rfl+h)+qef(e), [nl<1

Uber die weiteren Vereinfachungen des Rechenapparates, die sich
aus der Gordanschen Symbolik ergeben, verschafft man sich leicht
einen Uberblick, wenn man die geringe Miihe nicht scheut, den Gor-
danschen Beweis in die iibliche Formelsprache zu iibersetzen.

1) Wer freilich im formalen Rechnen so sattelfest ist, daB sein RoBlein
vor einer Symbolik nicht scheu wird, der wird auch um die formale Begriind-
barkeit des Ableitungskalkuls fiir ganze Funktionen Bescheid wissen; dann wird
aber die Ausschaltung dieses bequemen Kalkuls und umsomehr sein Ersatz durch
eine unbequeme Symbolik fiir ihn iiberflissig sein.
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117. Die Restabschitzung der Exponentialreihe ist ein Spezialfall
der allgemeinen Taylorschen Restabschitzung fiir Potenzreihen iiber-
haupt und kann daher als bekannt gelten, wenn man die Kenntnis der
Hilfsmittel der Differentialrechnung voraussetzt. Es ist aber in diesem
Falle zweckmiBiger, den Mittelwertsatz der Differentialrechnung direkt
anzuwenden, da erstens die Taylorsche Restabschitzung aus ihm ab-
geleitet zu werden pflegt, und da er zweitens im vorliegenden Falle den
geschlossenen Ausdruck R(c) an Stelle der einzelnen Reihenreste ab-
zuschitzen gestattet.

Dadurch wird nun der Ubergang von (3) zu (4) durch (2) allein
vermittelt, withrend (1) nicht mehr, wie bei Gordan-Weber, die Rolle
eines Bindegliedes spielt. Diese Methode des Hurwitzschen Beweises
haben wir unter anderen Griinden uns auch darum zu eigen gemacht,
weil die Beziehung (2) sowohl analytisch, als Gleichung zwischen Grenz-
werten, wie auch formal, da sie nur ganze Funktionen enthilt, gedeutet
werden kann und darum das beste Mittelglied zwischen der rein analy-
tischen Beziehung (4) und der rein formalen (3) darstellt. Wiihrend aber
Herr Hurwitz, die Darstellung (1) ganz beseite lassend, aus einer zu-
nichst willkiirlichen ganzen Funktion /() nach (2a) F'(z) bildet und
durch Abschitzung von F'(0) e — F'(¢) nach (4) bemerkt, daB man ¢
bei passender Wahl von f(2) mit F'(c): /'(0) anniihern kann, haben wir
F(z) in der Absicht, einen Niherungswert fiir ¢¢ zu erhalten, zunichst
durch (1) definiert und sodann, als wir aus (2) sahen, daB jede ganze
Funktion derart darstellbar ist, mit Hilfe von (4) nach zweckmifBigen
Spezialisierungen gesucht.

118. Fiir eine. noch weitergehende Heranziehung analytischer Hilfs-
mittel in Gestalt der Integralrechnung spricht der Umstand, daB der
Mittelwertsatz der Differentialrechnung mit deren Begriffsbildungen
allein nicht gerade einfach, jedenfalls nicht entfernt so einfach zu be-
weisen ist als der ihm gleichwertige, aber aus dem Integralbegriff un-
mittelbar folgende Mittelwertsatz der Integralrechnung. Dies gilt ganz
besonders fiir das komplexe Gebiet, und in der Tat hat Herr Hurwitz
seine Methode nur auf die Transzendenz von e, nicht auch auf die von
7« angewandt.

Nach § 74 haben wir lediglich (5a) nach Integration in der Form
zu schreiben:

b
(5b) e F(b) — e F(a) — — [e*f(a) da;
dann erhalten wir fiir @ = ¢, b = O den Rest dargestellt als:
(4d) R(e) = ¢ [e*f (@) du
0

und kénnen daraus (4b) sofort anschreiben. Es geniigen aber — und
4%
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darin liegt ein weiterer Vorteil der Integraldarstellung — fiir den Tran-
szendenzbeweis sehr viel gribere Abschitzungen des Integrals.

119. Noch einheitlicher wird nun diese Methode, wenn wir mit
(5b) fiir a = ¢, b = oo nach § 83, 84 (GL 123 b)) F(x) selbst durch
das Hermitesche Integral darstellen

(he) Fc) = ec./:s— 2f(n)d2.

Dann gewinnen wir (4a, d) als einfache Identitit:

¢ [erf@)da = ¢ [ef(2)dz + ¢ e f(z) da,
0 € 0

und der AnschluB an den analytischen Teil des Transzendenzbeweises
ist auf dem denkbar kiirzesten Wege erreicht. Dies ist das charakteri-
stische Verfahren des Hilbertschen Beweises. Da Herr Hilbert F'(c)
durch (Hc¢) definiert, haben wir noch zu fragen, wie man von (H¢) zu
der formalen Beziehung (3a, b) gelangt.

120. Der niichstliegende Weg ist die Umkehrung der Integration,
durch die wir zu (Hc) gelangten; bilden wir aus (5(') die Ableltung
nach ¢, so entsteht

F'(c) = F(c) — (o),
also (2b), woraus (2a) und damit (3a, b) folgt.

121. Integrieren wir den Faktor ¢~* unter dem Integral partiell,
so erhalten wir

Fee)=1f(c) + ei/;"’f'(x) de,

und durch Wiederholung des Verfahrens entsteht auf direktem Wege (2a).
Diese partielle Integration wird in der Theorie der Gammafunlition
benutzt und ergibt dort fiir den Spezialfall f(®)=2™, ¢=0:

/c ’x"‘u’x—m/w"w’" ldz,
.
0

also mit

®

./é""da; =lim [—e“+ =1
0

U=

fiir jedes ganze m > 0O:

o

(6) '/‘e“*x"'dx — ml

0

122. Setzen wir nun die Theorie der Gammafunktion als bekannt
voraus, so konnen wir mit Herrn Hilbert unmittelbar von (5¢) zu
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(3a, b) iibergehen. Entwickeln wir f(z) nach (3a) an der Stelle z = ¢
und schreiben abkiirzend y fiir z — ¢, so wird nach (6):

k

I(c)—\/e J/‘(c—i—./)dJ~20 /e vy dJ-Za,,v!.

r=0 0 =0

123. Einen Uberblick iiber die beschriebenen Zusammenhinge soll
das folgende Schema geben. Die beiden gefiederten Pfeile geben die

Zahlentheoretischer Teil des Transzendenzbeweises
A
Ist fil)— 5 =a(z—c),
so ist F(c) =Sa,v!

Gammafunktion Formaler Ab- Binom. Satz
3 leitungskalkul (Symbolik)
a0 (e fi

+§119 « § 106 ]1‘(c)=2p W s (C)
F(c)=e| e=f(x)dz +§120f> F(c)=2f" ()< g kT
©) / f(a)c (=) Pecle A

l§118 l§108 l§112
¥ ¥

Integral- Difterential- Konvergenz der
rechnung rechnung Exponentialreihe

Abschiitzung von ¢¢ F'(0) — F'(¢)
¥
Analytischer Teil des Transzendenzbeweises.

allen Beweisanordnungen gemeinsamen Anschliisse an die beiden Teile
des Transzendenzbeweises an. Die starken vertikalen ungefiederten Pfeile
bezeichnen die Wege, auf denen Hilbert (links), Hurwitz (in der
Mitte) und Gordan (rechts) diese Anschliisse erreichen, ausgehend
von je einer der drei Definitionen des Zusammenhangs zwischen I'(x)
und f(z), die in der Mittelzeile des Schemas nebeneinander stehen. Und
zwar ist die Hilbertsche rein analytisch, die Hurwitzsche gemischt,
die Gordansche rein formal.

Die punktierte Linie gibt die Webersche Modifikation des Gor-
danschen Beweises, die geschliingelte die wnsrige des Hurwitzschen
an. Kleine Pfeile bezeichnen endlich den Zusammenhang des Hilbert-
schen Beweises mit dem von Hurwitz, und die angegebenen Para-
graphen weisen nochmals darauf hin, wo in diesen Blittern der betref-
fende Ubergang bheschrieben ist.
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124. Historisch ist zu bemerken, daBl die Beweisanordnung von
Hilbert als erste weitgehende Vereinfachung der Beweise von Her-
mite, Lindemann und Weierstral von den hier beschriebenen die
fritheste ist. Sodann hat Herr Hurwitz die Integralrechnung, Herr
Gordan auch die Differentialrechnung ausgeschaltet; den formalen Ab-
leitungskalkul hat Herr Weber zur Umgehung der Symbolik wieder
eingefiihrt. AuBerdem hat Herr Vahlen dem Gordanschen Beweis
eine Darstellung gegeben, in der weder symbolische Bezeichnungen
noch Ableitungen verwandt werden. Durch explizites Rechnen mit
Summenzeichen verfillt er dem in § 17 beschriebenen Nachteil des allzu
ausfiihrlichen Ansatzes, so daB beispielsweise die Gliederung in den
analytischen, den zahlentheoretischen und den fiir unser Schema maB-
gebenden allgemeinen Verbindungsteil verwischt wird. Auch der groBe
Umfang der Rechnungen macht uns eine organische Eingliederung
dieses Beweises in unser Schema unmdglich, obwohl er, wie die anderen
hier betrachteten Beweise, eine direkte Umarbeitung des Hilbert-
schen ist.

125. Auch der Beweis von Mertens?) kann seiner umfangreichen
Rechnungen wegen — er benutzt als formales Werkzeug statt des Ab-
leitungskalkuls oder des binomischen Lehrsatzes die Differenzenrech-
nung — hier nicht besprochen werden, vor allem aber auch darum
nicht, weil er von dem Hilbertschen und seinen Varianten wesentlich
abweicht. Er erstrebt auBer dem analytischen auch ein zahlentheoreti-
sches Minimum, indem er die Verwendung von Kongruenzen vermeidet,
durch die gerade Hilbert den Transzendenzbeweis so auBerordentlich
vereinfacht hatte. Abgesehen von diesem Riickschritt ist jedoch der
Ausgangspunkt des Mertensschen Beweises sehr beachtenswert. Er
geht niimlich darauf aus, die Gewichte p, in unserem § 105 so zu be-
stimmen, daB in dem Fehlerglied S'p, R, (¢) die Glieder der niedersten
Grade in moglichst weitem Umfange herausfallen, wodurch die Rest-
schiitzung erheblich verschiirft werden kann. Praktisch liuft dieses Ver-
fahren genau auf unsere Nullstellenmethode hinaus.

IX. Analytischer Teil des Transzendenzbeweises.
126. Um die Exponentialform
E=Cer+ Cyerr 4 - - - + C e

abzuschiitzen, werden wir nach § 110 eine Abschiitzungsfunktion wihlen,
die an den Stellen ¢, bis ¢, verschwindet, und zwar von einer Ordnung m,
iiber die wir uns die Verfiigung vorbehalten. Die erste , Ausfeilung des
Beweisschliissels“ besteht daher in dem Ansatz:

1) Wiener Berichte 1896.
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(1) f(@) = o (a);
darin soll ¢ (x) eine ganze Funktion und
2 ¢a)=0, p(¢) =0,...9(c) =0

sein. Nach § 109 kénnen wir, wenn die Null nicht schon unter den
Werten ¢; vorkommt, auch noch ¢ (0) = 0 fordern; wir kommen aber
mit den Nullstellen ¢, allein aus.

127. Unter Verwendung des Zeichens K(I') = 20 F(c;) (§ 951)
wird jetzt nach GL (4a), § 108:

3) F(0)E = K(F) + K(B)
fiir F'(x) = f(2) + ' () + , und darin nach (4b):
K(R,'=2_Cz’hcz‘9( g '-q;({))_cl)'“, OB <L Iyl L1,

Wir bezeichnen wie in § 99 mit ¢ einen Wert, der nicht kleiner ist als
le |, [e| bis |¢,|, z.B. den gréBten dieser Absolutbetriige, und mit €' die
Summe || + |Cy| + -+ |C,|. Ferner sei M, eine obere Schranke
aller in Betracht kommenden Werte |@(#,¢,)|, z. B. das Maximum von
|@(2)| im Bereich |z| < ¢. Fiir ¢* ist nach § 80 GL (5) ¢ dieses Maxi-
mum. Hiernach wird

4) K(R)=nMM;, |9/<1,

worin M = Cce von m und ¢(z), M, von m unabhingig ist.
128, Fiir die meistbenutzte Variante des Beweises wird der all-
gemeinere Ansatz zugrunde gelegt:

(%) f(@) = o(2)" 1(2).
Darin ist y(z) eine von @(z) und m unabhiingige ganze Funktion, und
@ (x) geniigt wiederum den Bedingungen (2). Die I ehlerschatzuno hefert
formal dasselbe Ergebnis (4), wenn jetzt M = Cce* M, und dmm fiir
M, eine obere Schranke von |y(z)| fiir || < ¢ gesetzt “wird.

129, Ist f(2) = u(z) v(z), so beweist man leicht durch Ausrechnen -
der Koeffizienten von f(x), daB f(|z|) < w(|2|)#(/»|) wird. Infolge-
dessen liefert auch die Gordansche Fehlerschitzung sowohl fiir den

Ansatz (1) wie fiir (1%) formal das Ergebnis (4), wenn wir nur M,
durch M7 und M durch Cef bzw. durch Ce M; ersetzen.

130. Wie nun auch (4) gewonnen wird, Jedenfalls gibt es einen
Wert my, so daf stets

(®) |K(R)| < m! fiir mZ=>m,

wird. Wir haben nur dafiir zu sorgen, daB m, > M, und
Zl[(;"": AR XY

ausfillt, und nach Gl (4) in § 80 ist dies stets moglich.
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Anmerkung. Die Bedingungen (2) sind hierbei nicht benutzt worden.
Ihr EinfluB ist aber jetzt bereits zu erkennen. Jeder der Werte F'(c,)
wird, weil f(z) formal durch (z —¢;)" teilbar ist, formal durch m! teil-
bar sein, so daB wir hoffen diirfen, es werde K(F) unter den notigen
Kautelen von der GroBenordnung m!, also grifer als K(R) werden.
Es ist aber klar, daB dies nur auf Grund besonderer Annahmen iiher
die Koeffizienten und Exponenten gelingen kann.

X. Zahlentheoretischer Teil des Transzendenzbeweises.

A. Ganzzahligkeit.
131. Die Funktion ¢(z) enthilt wegen (2) den Faktor

9(@) = (@—c)@—a) - (w—c) (§48).

Dieser ist auf Grund der zahlentheoretischen Voraussetzung (V,;*) des
§ 1 eine gamzzahlige Funktion. Es liegt nahe, auch fiir den anderen
Faktor ¢(z) in
(6) ¢(2) = g9(@)v(2)
eine ganzzahlige Funktion zu withlen, ebenso fiir y () im Ansatz (1%).
Dann wird das Gleiche gelten von /(z), seinen simtlichen Ableitungen
(§ 64) und damit von F'(x).

132. Die Entwicklung von f(z) an der Stelle ¢, hat die Gestalt:

(Ta) f(2) = d;o(@—c)" + Ay (@—c)"*' + Ady(@—c)™ 2 + -
gemiifl § 107 wird darum
(Th) F(c)=A;ym! + 4;;(m+1)! + 4;3(m+2)! +

Die Zahlen A, sind ganzzahlige Funktionen von ¢, (§ 64), haben also
ganzzahlige Werte Daher sind die Zahlen F'(c,) : m' und auf Grund
der zahlentheoretischen Voraussetzung (V#) (§ 1) auch K(F):m! ganz.

133. Wie die Untersuchung weiterzugehen hat, lehrt uns im
Zweifelsfalle die Annahme F = 0, aus der nach (3) des § 127 sich
K(F)= — K(R), also mit (5) fiir jedes m > m,

| K(F):m!| <1

ergibt. Dies bedeutet aber mit der soeben bewiesenen Ganzzahligkeit
zasammen K (F) =0 fiir m > m,, und diese unendlich vielen Glei-
chungen sind diophantische, da alle Koeffizienten der betrachteten Funk-
tlonen und Entwicklungen ganze Zahlen sind. Diophantischen Glei-
chungen sucht man mun selt altersher durch Teilbarkeitsfragen, seit

GrauB vor allem mit dem Rechenapparat der Kongruenzen beizukommen.
Ob wir daher K (F) selbst oder, im Falle eines unstillbaren Bediirf-
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nisses nach Gleichheitszeichen (§ 27), die problematische Gleichung
K(F) = 0 betrachten, jedenfalls wollen wir uns nach einem passenden
Modul umsehen und damit jenen Weg einschlagen, auf dem Hilbert
den Beweis so ungemein vereinfacht hat.

Die Entwicklung (7b) gibt uns den Modul m + 1 unmittelbar an
die Hand, weil alle Glieder von K (F'):m! bis auf das erste durch ihn
teilbar sind. Diesen Gedanken verfolgen wir im iiberniichsten Abschnitt C
als ,zweite Variante“ des Transzendenzbeweises. Zunichst jedoch setzen
wir den Hebel etwas tiefer, nimlich am Ansatz (1) an. Hiernach ist
f(x) Potenz eines Polynoms, und der polynomische Lehrsatz gibt fiir
einen Primzahlexponenten p AnlaB zu einfachen Kongruenzen nach
dem Modul p; auf diesen Kongruenzen wollen wir die erste Variante
aufbauen.

B. Die erste Variante des Beweises.

134. Wir wiihlen fiir m eine Primzahl p, was uns bekanntlich
nicht hindert, der Bedingung p > m, zu geniigen.
Die Entwicklung von ¢(z) an der Stelle ¢, hat die Gestalt:

(8a)  ¢@) =a,(@—0¢) +au@@—c) +- -+ ay (T —c))s

darin sind die Koeffizienten

(8b) a,, = ¢"(c,) : v!, speziell a,; =@'(c,),

ganzzahlige Funktionen des Arguments ¢; (§ 64).

Bilden wir nach § 67 f(z), indem wir dort in Gl (2) a,,(z—
fiir 2, einsetzen, so wird ((x) eine Funktion des Argumentes (z — ),
deren Koeffizienten nach § 64e¢ und § 63a O'amzalllltre Funktlonen
der a;,, also auch des Argumentes ¢, sind. Dlese hoefﬁz1enten B, (¢,
sind also hier ganze Zahlen b, . In

x
(Ya) f(z) = Zaf,(x_c;.)”’ +p 20, ,(@—c

v=1 T
durchléuft der Zeiger ¢ keine kleineren Werte als p, da ja niedere Po-
tenzen als (z—¢,) iiberhaupt nicht in f(x) auftreten. Nebenbei be-

merkt ist sogar ¢ > p + 1, da die niederste Potenz (z—¢,)? in der ersten
Summe in (S)a) steht.

135. Nach § 107 wird jetat:

? 3
(9b) F(e) : p! = gaf,,(o/p)! :pY) + p2b,,(a! : p)),

und die Zahlen 6!: p! sind ganz. Ebenso ist (vp)!: p! ganz und auBer-
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dem durch p»—1!teilbar.!) Modulo p fallen also die ganze zweite Summe

und alle Glieder der ersten bis auf das zu dem Zeiger » — 1 gehirige
heraus. Es bleibt:

(10a) F(c,): p!=a}, (mod p)

und nach dem Fermatschen Satze mit (8b):

(10b) F(e):p!=a,, = ¢'(c)) (modp),
womit wir erhalten:

(11) K(F):p! = K(g) (mod p).

136. Ziehen wir jetzt nochmals die Annahme = 0 heran, so
folgt, wie wir aus § 133 wissen, K (F') =0 fiir p > m,, d.h. K(¢') =0
(mod p). Nun ist K (¢’) von p unabhiingig, es kann also p > | K(¢")| ge-
wiithlt werden. Dann ist aber die Kongruenz K(¢') = 0 gleichbedeutend
mit der Gleichung K(¢') = 0. Im Falle E = 0 muf also jede Funktion
@(2) =g(x) ¥ () bei ganzzahligem ¥ (x) fiir K(¢") den Wert Null ergeben.

Hieraus folgt indessen nach § 96 ff. bei reduziertem F seine Un-
echtheit, und umgekehrt ergibt bei reduziertem echtem £ mindestens
je eine der Funktionen g(z)2*~! und g(z)g,(z) (v=1Dbisn) als @(z)
ein nichtverschwindendes K (¢"). Aus (V,), (V3), (V5¥), (V,*) folgt also
E = 0; damit ist die Transzendenz von e bewiesen.

C. Die zweite Variante des Beweises.

137. Wie wir bereits in § 133 bemerkten, reduziert sich F'(c;): m!
modulo (m + 1) auf das Glied 4,,, und zwar lediglich auf Grund der
Tatsache, daB die Entwicklung von f(z) mit 4,,(z —c,)™ beginnt, also
auch im Falle des allgemeinen Ansatzes (1%).

Nun beginnen die Entwicklungen von ¢(z) und y(z) frithestens
mit den Gliedern ¢'(¢,) (z—c¢,) und y(c;), daher die Entwicklung von
f(z) frithestens mit ¢'(¢c,)" (z—¢c,)"y(c,), d.h. es wird ausfiihrlich:

(12) F(c):m! = ¢'(¢;)"x(c;) (modm + 1).

138. Um auch hier wieder die rechte Seite der Kongruenz vom
Modul unabhiingig zu machen, werden wir diesen als Primzahl p, nun-
mehr also m = p — 1 wiihlen. Dann ist ¢'(c;)» 1= 0 oder 1 (mod p),
je nachdem ¢'(c;) durch p teilbar ist oder nicht. Die Unterscheidung
dieser beiden Fille liBt sich durch folgende Kunstgriffe (oder auch all-
gemeinere) umgehen:

1) Auf Grund des Primzahlcharakters von p ist (vp)!:p! auch genaw durch
p" ! teilbar, worauf es hier indessen nicht ankommt. Wir wollen auch nicht
unerwithnt lassen, daB der Primzahlcharakter von p nur bequem, aber nicht not-
wendig fiir diese Betrachtung ist. Das Ergebnis (10a) gilt fiir jede ganze Zahl p.
was in der zweiten Variante leicht zu bemerken sein wird.
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Erstens: Wir wihlen y(z) = ¢'(2), also f(z) =@ (z)?~'¢'(x), dann
ist, einerlei ob ¢’(c;) durch p teilbar ist oder nicht:

(13) Fe): (p—1)!=¢'(c)! = ¢'(c,) (modp),
also
K(F):(p—1)!=K(g) (modp),
woran sich wortlich die Schliisse des § 136 anschliefen lassen.
189. Zweitens: Wir sorgen dafiir, daB p in keinem der Werte ¢'(c;)
aufgeht. Das 1Bt sich (z. B. durch die Forderungen p > |¢'(c)| fiir
4 =1 bis n) stets und nur erreichen, wenn kein ¢’(c;) verschwindet,

und dessen versichern wir uns mittels (¥,) am radikalsten durch die
Wahl ¢(z) = g(%), also f(z) = g(«)?~'y(x). Alsdann ist:

(14) Fle): (p—1)!=g(e)*~"x(c) = 2(c2) (mod p),
also

K(F):(p—1)!=K(y) (modp).

Auch hieran konnen sich wortlich die Schliisse des § 136 an-
schlieBen, da nach § 96 fiir K () = O gesorgt werden kann.

140. Anmerkung 1. DaB die Anordnung des § 138 in die erste
Variante einmiindet, ist kein Zufall. Die Abschitzungsfunktionen
f(@) = @(x) und fy(x) = p(z)'~'¢'(z) stehen in dem Zusammenhang
f'(z) = pfy(x). Wegen f(c;) = 0 ist daher

F(e) = pFy(e) wd K(F):p!= K(Fp): (p—1),

weshalb natiirlich auch die Reste modulo p dieselben sind. Hierbei be-
stiitigt sich die Bemerkung zu § 135 (FuBnote), daB die Kongruenz
F(c,): p'=g¢'(c;)” (mod p) unabhingig von dem Primzahlcharakter
von p besteht.

141. Anmerkung 2. Beachten wir, daB von allen benutzten Funk-
tionen nur ihre Werte an den Stellen ¢, und diese Werte nur modulo p
in Betracht kommen, so erweisen sich auch die Kunstgriffe in § 138
und § 139 als nicht wesentlich verschieden. Wie wir niimlich bereits
in § 97 bemerkten, wird ¢'(c,) = ¢'(¢;) ¥(¢;), so daB wir in (13) mit
teilweiser Anwendung des Fermatschen Satzes schreiben konnen:

Fey: (p—1)! =g pu() (modp).
Dieselbe Kongruenz entsteht aber aus (14), wenn wir fiir y(z) eine

Funktion mit den Werten y(c,) = ¢'(¢,)¥(¢;), z. B. nach der Lagrange-
schen Interpolationsformel (§ 49, vgl. auch § 97, G1. (2)):

1(@) = Z0(0)9,(@)
ansetzen. Der Ansatz des § 138 kann also immer durch einen an den

Stellen ¢, und modulo p gleichwertigen von der Form des § 139 ersetzt
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werden. Hierzu gilt noch die Umkehrung. Wiihlen wir niimlich bei ge-
gebenem y(z):

v(@) = (e g (e g, (),
v(e) = 2(c) g ()P~
also nach dem Fermatschen Satz:
¥(e)g'(e;)) = x(c;) (modp)
und mit ¢ (a) — g(2)v(@): _
' K(y) = K(¢') (modp).

so wird

D. Ubersicht der Ergebnisse.

142. Wenn wir zu einer gegebenen Exponentialform, die den
Voraussetzungen (V)), (V,), (V;*), (V,*) geniigt, eine passende Ab-
schitzungsfunktion aufstellen wollen, so haben wir nach dem Vor-
stehenden zuerst die ,,Hauptfunktion” g(z) = (z—¢)) (—¢,) . .. (z—¢,)
und alsdann eine ganzzahlige , Zusatzfunltion” ¢ (x) oder y(z) zu bilden,
derart, daB K(g'v) bzw. K(y) einen von Null verschiedenen Wert I3
erhéilt. Dies ist auf Grund von (V) und (V,) stets méglich. Beispiels-
weise kann fiir den Fall ('} 4= 0 sowohl y(z) wie y(z) gleich ¢, (z) ge-
nommen werden, wodulch B einen der Werte CIJNCI) oder (g Jl(c)
erhiilt.

Unter allen Umstinden wird B eine ganze Zahl.

143. Bezeichnen wir g(z) v (z) oder im Falle des § 139 g(z) selbst
mit ¢(z), so geniigt ¢(z) den Anforderungen:

L. Die Koeffizienten von ¢ (z) sind ganze Zahlen.

IL. Dic Werte g(c,) bis ¢(c,) sind Null.

Diese beiden Anforderungen sind stets und nur vertriiglich, wenn
die Zahlen ¢, algebraisch smd Diese Bedingung ist nach (V“) a for-
tiori erfiillt. Wir erkennen dabei die Rlchtung, in der die Lindemann-
schen Verallgemeinerungen zu suchen sein werden.

144. Wir bestimmen sodann die bchranken M, und M, (§1271)
und erhalten aus ihnen einen Wert m, nach § 130.

Sodann bestimmen wir eine Zahl p, die

IIL. Primzahl ist,

IV. in B nicht aufgeht,

V. grifer als m, ist.

Im Falle des § 139 ist IV. dahin zu ergiinzen, daB p auch in ¢'(¢,)
bis g'(c,) nicht aufgeht. B und alle ¢'(c;) sind ganz und nicht Null,
daher ist IV. erfiillbar.

145. Wiihlen wir nunmehr die Abschitzungsfunktion f(z)= ¢ (2)*
im Falle der ersten, f(x) = @(x)?~'y(z) im Falle der zweiten Variante,
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bilden F'(x) i f@) 4+ f' (@) + 1" (z) + - - - und zerlegen F(0) E in die
Teile K(I") und K(R), so ergeben sich folgende Tatsachen:
Erste Variante. | Zuwcite Variante.
a) Auf Grund von I. und (V;*) sind die Zahlen 7'(¢,) ganz.
b) Auf Grund von IL ist F(c,) teilbar durch m!, worin

m = p. m=p—1.
¢,) Auf Grund von IIL ist c,) Es ist
F(c;):m!= ¢'(c;)* (mod p) ]F(c,) :m!=g'(c;)?~*x(c;) (modp),
(Eingreifen despolynomischen Lehr- | hierin entweder 7 (¢,)—¢'(¢,) (§ 138)
satzes). oder ¢'(¢;)==0 (§ 139).

d) Auf Grund von III ist nach dem Fermatschen Satze:
F(c) :m!=g¢'(¢;) (modp), | F(e,):m!=y(e,) (mod ).
e) Daher wird auf Grund von (V,#) (Ganzzahligkeit der C'):
K(I'):m!=B (modp).

f) Auf Grund von IV. ist somit K(F'):m! eine durch p nicht teil-
bare, also nicht verschwindende ganze Zahl, darum

| K(F)| = m!
g) Auf Grund von V. ist (nach § 130):
|K(R)| < m!

h) Aus (f) und (g) folgt |K(F)| > | K(R)|. Der Relativfehler der
Schiitzung ist absolut genommen kleiner als 1, daher F - F(0) und so-
mit I selbst nicht null.

146. Die Analogie der einzelnen Schritte ist nur beim dritten, c),
unterbrochen. Und zwar ist ¢,) zweifellos komplizierter als ¢,). Jedoch
ist das Hereinziehen des polynomischen Lehrsatzes durch die Finfach-
heit des Ansatzes f(x) — @ (z)" zwanglos gegeben, withrend der Schritt c,)
zu seiner erfolgreichen Durchfithrung den komplizierteren Ansatz f(z) =
@(x)"y(x) und dessen geschickte Spezialisierung erfordert.

Diese Unterschiede sind an sich bedeutungslos; man lift aber viel-
fach den polynomischen und Fermatschen Satz nicht als zahlentheore-
tische Hilfsmittel vollig elementaren Charakters gelten, und dann ist
allerdings die zweite Variante nicht nur sparsamer im Gebrauch héherer
Hilfsmittel, sondern sie gestattet sogar ihre villige Vermeidung, da der
Fermatsche Satz in beiden Varianten durch Spezialisierung der Zusatz-
fumktionen wmgangen werden Lann.

147. Diese Spezialisierungen sind die in § 142 genannten: 3 (z)
bzw. y(z) gleich g, (z). Dadurch verschwinden ¢'(z) bzw. () an den
Stellen ¢, bis ¢,, und da y(z) entweder gleich ¢'(z) oder gleich g, (z)

www.rcin.org.pl



62 Dritter Teil. Die Transzendenz von e.

und alsdann () = g(2) ist, wird z(¢,) = ¢'(¢,); daher folgt in allen
Varianten aus ¢) unmittelbar

K(F)=C,¢'(¢)’ (modp).

Zugleich wird B = C,¢’(¢,), und es leuchtet ein, dafl jeder Primfaktor
von C,¢'(¢,)? entweder in C; oder in ¢'(¢,), also beidemale in B auf-
gehen muB. Hiermit ist auf elementarem Wege aus IV. der Schritt f)
geleistet, und der Beweis liuft wie oben zu Ende.

148. Die Verfiigung ¢ () = g(z), 1(®) = g,(), also

fl@) = @— e~ (@ — )t (3—a) - (w—e)

liegt dem Hilbertschen Beweis zugrunde und ist von allen Bearbeitern,
Hurwitz, Gordan, Weber und Vahlen, unveréindert iibernommen.
DaB der Primzahlcharakter von p bei dem Verfahren des § 147 nicht
mehr erforderlich ist — es geniigt z. B. fiir p ein hinreichend grofes
Vielfaches einer in B nicht aufgehenden Primzahl zu withlen —, zeigt
nur die Hilbertsche Fassung des Beweises. Die anderen Autoren haben
p als Primzahl beibehalten, wohl darum, weil diese Verfigung die be-
quemste bleibt.
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Vierter Teil.
Algebraische Vorbereitungen.

XI. Mengen und Folgen.
A. Formale und numerische Verschiedenheit.

149. Die Zusammenfassung von % Dingen (Elementen) ¢, ¢, bis ¢,
zu einer Menge € werde durch eine geschweifte Klammer, die Menge
selbst durch einen groBen Frakturbuchstaben bezeichnet:

R S 8

Die Elemente, um die es sich handelt, miissen irgendwie, minde-
stens formal — z. B. durch die Indizes —, voneinander unterschieden
sein. Vor allem betrachten wir Mengen, deren Elemente Zahlen sind,
und miissen dabel zulassen, daB unterschiedliche Elemente denselben
Zahlenwert darstellen.) Dies zwingt uns zu einer sorgfiltigen Termino-
logie, damit die formale Unterscheidbarkeit nicht mit der numerischen
verwechselt werde.

150. Wir sagen von formal unterschiedenen Dingen, sie seien
wdifferent®.  (Als deutsche Termini kiimen etwa ,unterschieden oder
wunterschiedlich in Betracht.) Den Gegensatz dazu bezeichnet das Wort
identisch.

Die Worte gleich und verschieden dagegen beschrinken wir auf den
numerischen Sinn. In {¢;, ¢y, ... ¢} ist also ¢; mit ¢, identisch, wenn
A gleich u ist; dagegen sind ¢; und ¢, different, wenn 1 von w ver-
schieden ist. :

Da wir verschiedene Zahlenwerte nicht mit dem gleichen Zeichen
belegen diirfen, so sind wverschiedene Zahlen stets different, identische
Elemente stets gleich, dagegen kinnen differente Zahlen gleich sein, und
umgekehrt. Bei allen Erweiterungen der Bedeutung dieser Termini wird
diese Relation beibehalten werden.

1) Wir betrachteten z. B. in § 95 die Moglichkeit, dal mehrere der Argu-
mente ¢; des Ausdrucks A(p) denselben Zahlenwert besitzen. Ferner konnen
numerisch gleiche Elemente vorkommen unter den Primfaktoren einer Zahl,
unter den Wurzeln einer Gleichung, unter den Ziffern, mit denen eine ganze
Zahl im Dezimalsystem geschrieben wird usf.
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64 Vierter Teil. Algebraische Vorbereitungen.

B. Allgemeine Mengen.

151. Zwei Mengen heilen identisch, wenn jedes Ding einer jeden
mit einem Ding der anderen identisch ist. Andernfalls — wenn minde-
stens eine ein Ding enthiilt, das mit keinem Ding der anderen identisch
ist — heiflen sie different; inshesondere total different, wenn jedes Ding
einer jeden von jedem Ding der anderen different ist.

152, Sind €, €, bis €, zu je zweien total differente Mengen von
je ky, ky bis &, Elementen, so entsteht durch Zusammenfassen aller ihrer
Elemente eine Menge € von %k =¥k, + k, + - - - + k, Elementen. Die
Mengen €, G,,... ¢, bilden eine ,Zerlegung” von C: Jedes Element
von € ist in genau einer der Mengen €, enthalten.

153. Besteht eine Zerlegung von € aus zwei Mengen €, G,, so
heiBt jede das ,,Komplement“ der anderen in bezug auf €. Es ist emp-
fehlenswert, auch eine ,leere“ Menge 0, die gar keine Elemente enthiilt,
einzufithren. Sie ist das Komplement von € in bezug auf € und bildet
mit € zusammen die unechte Zerlegung von €. Eine Menge mit zwei
oder mehr Elementen besitzt echte Zerlegungen, die leere Menge oder
eine Menge mit nur einem Element dagegen nicht.

154. Die Glieder €,, €, einer echten Zerlegung heilen Zeile von €.
Ist jedes Element von € mit einem von € identisch, so ist € ein Teil
von € oder mit € identisch.

Enthiilt € % Elemente und der Teil €' deren #n, so ist €" dem iib-
lichen Sprachgebrauch nach eine ,, Kombination der Elemente von € zur
n-ten Klassc®, d.h. eine Auswahl von » differenten Elementen ohne Riick-

sicht auf die Anordnung. Es gibt (i) differente Kombinationen zur
n-ten Klasse. :

155. Zwei Mengen mit gleichvielen Elementen kann man einein-
deutig aufeinander abbilden, beispielsweise durch die Indizes, die ja
selbst nichts weiter darstellen als eine Abbildung von € auf die Menge
(1,2,...%}. Dadurch wird zugleich jedem Teil der einen ein Teil der
anderen eineindeutig zugeordnet.

156. Insbesondere kann jede Menge eineindeutig auf sich selbst
abgebildet werden. Eine solche Abbildung heifit eine Permutation.”)
Da zugleich jedem Teil von n Elementen wieder ein solcher zugeordnet
wird, bewirkt jede Permutation der Menge eine Permutation innerhalb
jeder Kombinationenklasse.

1) Diese Begriffsbildung hat zuniichst mit einer Anordnung der Elemente
nichts zu tun. Wird aber die Menge geordnet, so gehort zu jeder Permutation
in obigem Sinne eine Anderung dieser Ordnung, d. h. eine Permutation im
engeren Sinne, und umgekehrt.
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C. Numerische Mengen.

157, Sind die Elemente von € Zahlen, so sagen wir von irgend-
einer Zahl z, sie sei in € ,n-fach” oder ,n-mal vertreten®, wenn genau
n differente Elemente von € den Wert 2 haben. Dabei darf » gleich
Null sein, wenn némlich kein ¢, den Wert z hat.

Der Wert z ist in € vorhanden, wenn er mindestens einmal, er ist
mehrfach vorhanden (€ besitzt ,mehrfache Elemente“), wenn er minde-
stens zweimal vertreten ist.

Die Gesamtheit der verschiedenen in € vorhandenen Zahlen bildet
den Wertevorrat von G.

158. Ist kein Zahlenwert in € &fter als in € vertreten, so nennen

wir G eine , Unlermenge von €. Ist € Untermenge von €, € von G,

s0 ist € Untermenge von G.

Ist € Untermenge von € und § Untermenge von G, so ist jeder
Zahlenwert in beiden gleich hiiufig vertreten. Wir nennen dann ¢ und
€ ,gleiche* Mengen.

Ist G nicht gleich €, ist also mindestens ein Zahlenwert in € in
anderer Hiufigkeit als in € vertreten, so heifen € und € verschieden,
speziell total verschieden, wenn jedes Element von € von jedem von ©
verschieden ist.

Eine Untermenge von € ist entweder gleich € oder gleich 0 oder
gleich einem Teile €, von .

Amnmerkung. Verschiedene Mengen sind stets different, total ver-
schiedene stets total different. Dagegen kénnen differente (auch total
differente) Mengen gleich sein. Eine Menge mit mehrfachen Elementen
besitzt Teile, die different, sogar total different, und gleich sind.

159. Eine Menge ist ,bestimmt“, wenn von jeder Zahl feststeht,
wie oft sie in ihr vertreten sein soll.

Jede Untermenge €, von € ,bestimmt“ ein Komplement €, von @,
in bezug auf €. Ist niimlich z in €, m fach, in € n fach vertreten, so
ist m, <, und €, durch die Forderung bestimmt, dab jedes z genau
(n,—m,)-fach in €, vertreten sein soll. Zu gleichen Untermengen gehiren
gleiche Komplemente.

160. Irgend » Mengen G,, G, bis €, ,bestimmen” eine Menge D,
ihren ,, Durchschnitt*, folgendermaBen: Es sei z in €, £ -fach vertreten
und §, der kleinste der Zahlenwerte & bis §,. Zu jeder Zahl 2 gehort
eine solche ganze nichtnegative Zahl &), und die Forderung, jedes z solle
genau £-fach in D enthalten sein, ,bestimmt“ D.

Der Durchschnitt von S, C,, ... €, ist Untermenge jedes G,, und
jede Menge von gleicher Eigenschaft ist Untermenge des Durchschmitts.

Denn £, ist nicht groBer als irgend ein &, d. h. kein Zahlenwert
ist in D ofter als in §, vertreten. Und umgekehrt kann keine gemein-

Hessenberg: Transzendenz von ¢ und 7. 5
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66 Vierter Teil. Algebraische Vorbereitungen.

same Untermenge von €, bis €, die Zahl z 6fter als £;-fach, d.h. 6fter
als ® enthalten, weil ja £ einer der Werte &, ist.

Zusatz. Der Wertvorrat des Durchschnitts von €, bis €, ist der
Durchschnitt der Wertevorrite von €, bis €,.

Anmerkung. Nach der hier gegebenen Durchschnittsbildung suchen
wir im Elementarunterricht aus den Primfaktorenzerlegungen mehrerer
Zahlen ihren groBten gemeinsamen Teiler.

D. Allgemeine Folgen.

161. Wenn den Elementen einer Menge € eine Anordnung vor-
geschrieben wird, so entsteht eine ,geordnete Menge“ oder , Folge*
¢ =g, ¢, ... c]. Wir bezeichnen sie mit einem kleinen Frakturbuch-
staben oder durch Anschreiben der Elemente in der vorgeschriebenen
Reihenfolge zwischen eckigen Klammern. Die Folge ¢ , gehirt“ zur
Menge {¢,, ¢y, ...} und umgekehrt.

Folgen aus verschieden vielen Elementen gelten als different; Folgen
aus gleichvielen Elementen sind identisch, wenn das v-te Element der
einen mit dem v-ten der anderen (fiir jedes in Betracht kommende v)
identisch ist.

162. Auch aus den Teilen von € konnen Folgen gebildet werden;
sie heiBen die , Variationen zur n-ten Klasse“ von €, wenn n die An-
zahl ihrer Elemente ist. Es gibt & (k—1)---(k—n-+1) oder (fl )n! dif-
ferente Variationen von % Elementen zur n-ten Klasse. Die aus € selbst
zu bildenden Folgen, die Variationen zur %-ten Klasse, sind die Permu-
tationen von € im iiblichen Sinne. Jede Permutation im Sinne des § 156
oder jeder Ubergang von einer Anordnung ¢ zu einer anderen, ¢, per-
mutiert alle Variationen einer Klasse unter sich.

E. Zahlfolgen.

163. Zwei Zahlfolgen ¢ = [¢,...¢], ¢ = [¢y, ... ¢;] heiBen gleich,
wenn fiir v =1 bis k stets ¢, = ¢, ist. Andernfalls heiflen sie verschieden.
Zu gleichen Folgen gehiren gleiche Mengen.

164, Gehoren umgekehrt zwei Folgen ¢ und ¢ zu gleichen Mengen,
so heiBen sie ,verwandt“. Sie enthalten gleiche Zahlen in gleicher Hiufig-
keit, nicht aber notwendig in gleicher Anordnung, brauchen also nicht
gleich zu sein.

Die Gesamtheit aller untereinander verschiedenen und verwandten
Folgen heift eine ,Familic“. Sie ist durch jedes ihrer Mitglieder oder
seine zugehdrige Menge bestimmt.

165. Anmerkung 1. Sind in € n verschiedene Zahlen in den Hiufig-
keiten k,, k,, . .. k, vertreten, so besitzt die zugehorige Familie

s (k! . K
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verschiedene Mitglieder. Dafl diese Anzahl ein Polynomialkoeffizient ist,
ist kein Zufall; vielmehr beruht auf dieser Anzahlbestimmung ein be-
kannter Beweis des polynomischen Satzes.

Anmerkung 2. Zahlenfolgen verwenden wir bei der dezimalen
Schreibweise, in der Koordinatengeometrie, in der Theorie der Determi-
nanten und Matrizen usw. Auch die komplexen Zahlen @ - hi werden
arithmetisch am einfachsten als geordnete Paare [a, ] reeller Zahlen ge-
deutet. Im gleichen Sinne sind Folgen von » Zahlen ,Jomplexe Zahlen
hiherer Ordnung®, wie das im folgenden noch deutlicher hervortreten wird.

XII. Die Verkniipfungssiitze.
A. Subtraktion und Division.

166. Als , Verkniipfungssiitze“ bezeichnet man die in § 35 genannten
sremformalen’ und halbformalen” Rechengesetze, von denen wir die
letzteren noch ausfiihrlicher darstellen und auf ihre Tragweite unter-
suchen wollen.

Die Subtraktion wird postuliert durch den Satz: Die Gleichung
A + B = C hat bei gegebenen A, C stets genaw eine Lisung B; sie wird
mit C — A bezeichnet.

Hieraus folgen ohne weiteres die Klammerregeln

4+ (B O) =4+ B .0, A O wlth=B) — O i

Speziell wird B+ (4—A4) = (B+ A) — A= B, d.h. die Losung 0
der Gleichung A4 4+ 0 = A 15st auch die Gleichung B + 0 = B, ist
also von A, B unabhiingig. Sie heiBt die ,Null“. Es ist 4 — B=0
stets und nur, wenn 4 = B.

Die Losung A" von A 4+ A" = 0 heiBt die ,, Entgegengesetzte von A
und wird mit (—A4) bezeichnet. Es ist 4 — B = A + (—B). An Stelle
der allgemeinen Subtraktion geniigt es also, die Existenz der Null und
der Entgegengesetzten zu postulieren.

Da A(B+0) sowohl gleich 4B wie gleich AB+ A -0 wird,
ist 4-0=0, ebenso 0-A4 =0 fiir jedes 4. Da (4— A)B sowohl
gleich 0 wie gleich AB + (—A)B ist, ist (—4)B= — AB.

167. Die Ausfiihrbarkeit der Division postulieren wir in mehreren
Schritten. Zuniichst ist klar, daB die Null eine Ausnahmestellung ein-
nimmt, sofern die Division iiberhaupt ausfiihrbar ist. Denn die Gleichung
OB = O hat fiir C =0 jede beliebige Zahl B zur Losung, andernfalls
keine.

In den geliufigen GriBenbereichen gilt nun der ,Eindeutigheits-
satz“: Ein Produkt verschwindet stets und nur dann, wenn einer seiner
Falitoren verschwindet. Ist alsdann A4 = 0, so folgt aus A B, = A B,:

A(B,~B) =0, also. B =8,
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d. h. die Division durch eine von der Null verschiedene Grifie ist, wenn
iiberhaupt, so nur auf eine Weise moglich.

168. Wir werden GriBenbereiche kennen lernen, in denen A = 0,
A+ 0, aber AA"= 0 sein kann. Dann heibt A ein , Teiler der Null®,
A’ ein zu A ,konjugierter Teiler der Null. Mit A ist auch AB fiir
jedes B ein Nullteiler oder die Null selbst, denn es wird

A(AB)=(4'4)B=0-B=0.

Ist umgekehrt 4 B ein Nullteiler, B aber nicht, so ist 4 ein Nullteiler,
denn es wird A’(AB) =0, also (4’4)B = 0, und da B kein Nullteiler
ist, 4’4 = 0. An Stelle des Eindeutigkeitssatzes tritt hier der Satz:

Fin Produlit ist stets und nur Teiler der Null, wenn einer seiner
Falitoren Teiler der Null st.

Hat die Gleichung A B = (' zwei verschiedene Losungen B, B,,
so ist A(B,—B,) =0, also sind 4 und C zu B, — B, konjugierte Null-
teiler. Ist umgekehrt B, Losung von 4 B=C und A Nullteiler, 4 4"=0,
so ist auch B, = B, + A’ Losung von AB = C, und eine solche ist
sicher unmoglich, wenn nicht C' ein zu A" konjugierter Nullteiler ist.

169. Hat fiir mindestens ein 4, das nicht Nullteiler ist, die Glei-
chung AE = A eine Losung F, so wird

A(EB—B)=AEB— AB=AB— AB=0,
also EB = B fiir jedes B. Die GriBe E heiBt die Eins, 1. Definitions-

gemiB kann sie kein Nullteiler sein.

Hat die Gleichung A A" = 1 eine Losung A4’, so hat AB = C fiir
jedes C genau eine Liosung B = A'C. A’ heibt die ,Reziproke® A~'
von A. Die Reziproke von A-'ist A. Nur wenn 4 weder Null noch
Nullteiler ist, kann es eine Reziproke besitzen.

B. Teilbarkeit.

170. Ein Bereich von GréBen, der eine Eins und zu irgend zweien
seiner Elemente, 4, B, auch deren Produkt 4B enthilt, heifie ein ,7eil-
barkeitsbereich®. Nach § 168 bleibt ihm seine Eigenschaft erhalten, wenn
man etwa vorhandene Nullteiler und die Null aus ihm entfernt. Haben
irgend endlich- oder unendlichviele Teilbarkeitsbereiche A, B, ...ge
meinsame Elemente 4, B, ... und haben die Zeichen 1, A B in allen
Bereichen denselben Sinn, so bilden die gemeinsamen Elemente einen
Teilbarkeitsbereich T. Denn T enthiilt 1 und mit 4, B auch 4B, da
1 und mit 4 und B auch A B allen Bereichen 2, B, ... gemeinsam an-
gehort (, Durchschnitissatz").

171. Wenn A4, B, also auch 4 B= C einem Teilbarkeitsbereiche 2
angehoren, so heiBen 4 und B ,Teiler von C in A5 C heiBt ,,durch A
und B in A teilbar®. Ist C durch 4, D durch B, so auch C'D durch 4B,
ist ¢ durch B, B durch 4, so auch C durch A teilbar in . , Einheits-
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teiler”, d.h. Teiler der Eins, sind diejenigen GriBen von ¥, die in 9
Reziproken besitzen. Ein Produkt aus Einheitsteilern ist ein Einheits-
teiler. Jeder Einheitsteiler ist Teiler jeder GriBe des Bereiches. Die
Teilbarkeitsbegriffe werden daher trivial (wenn auch nicht falsch) fiir
solche Bereiche, in denen jede GroBe (sofern sie nicht die Null oder
ein Nullteiler ist) eine Reziproke besitzt.

172. Ist A Teiler von A’, A’ von A, so ist A’'= AE, E ein Ein-
heitsteiler. Jeder Teiler von A ist Teiler von A’, jede durch A teilbare
GriBe ist durch A’ teilbar, und umgekehrt; 4 und A’ heifen daher 5, dqui-
valent in A“. Ist 4 zu A', Bzu B, so auch C=AB zu C'= A'B iqui-
valent, und Zerlegungen, wie diese, niimlich fiquivalenter GriBen ', ¢’ in
(zwei oder mehr) entsprechend fiquivalente Faktoren, heiBen , iguivalente
Zerlegungen und gelten (ebenso wie fiquivalente GroBen) als , nicht wesent-
lich verschieden®, insofern sie in allen Teilbarkeitsfragen einander ver- .
treten kéunen. In diesem Sinne nennt man unter den gemeinsamen Tei-
lern zweier GroBen A4, B einen solchen, der alle zu Teilern hat, Haen
grifiten, da er seine definierende Eigenschaft nur mit den zu ihm dqui-
valenten Grofen (und mit diesen offenbar stets) teilt. Denn von zwei
grofiten gemeinsamen Teilern ist ex definitione jeder ein Teiler des
andern. Ubrigens braucht ein groBter gemeinsamer Teiler von 4 und B
nicht notwendig zu existieren (vgl. § 174d); er existiert aber sicher und
kann gleich 1 gewihlt werden im Falle feilerfremder A, B, die nur
die Einheitsteiler zu gemeinsamen Teilern haben.

173, Jede mit A oder 1 iquivalente GroBe ist Teiler von A und
gilt als ,uneigentlicher Teiler von A. Zerlegungen in lauter uneigent-
liche Teiler gelten ebenso als ,uneigentlich“. GroBen ohne eigentliche
Teiler heiBen ,einfach®, ,unzerlegbar® oder jirreduzibel“ (scil. in A), die
anderen ,zusammengesetzt“,  zerlegbar® oder ,reduzibel“. Von dieser Unter-
scheidung werden die Einheitsteiler als besondere GroBenklasse ausge-
nommen. Eine einfache Grofe ist teilerfremd zu jeder GriBe, von der
sie nicht Teiler ist. Ist sie auch teilerfremd zu jedem Produkt aus zu
ihr teilerfremden Grifen und daher umgekehrt Teiler mindestens eines
Faktors in jedem durch sie teilbaren Produkt, so heiBt sie eine , Prim-
grofe’. Eine in PrimgroBen zerlegbare GroBe ist ,im wesentlichen®
(§ 172) nur auf diese eine Art in einfache GriBen zerlegbar. Ist 4 Ein-
heitsteiler, zerlegbar, einfach oder prim, so gilt das gleiche von allen
zu A iquivalenten GriBen.

174, Einige Beispiele mégen vor allem auf die Relativitiit des Teil-
barkeitsbegriffes hinweisen, dessen Inhalt fiir dasselbe GroBenpaar je
nach dem zugrundeliegenden Bereich ganz verschieden sein kann.

a) Im Bereich der ganzen Funktionen mit rationalen Koeffizienten
sind alle echten Funktionen nullten Grades, z, B. 22°, Teiler der Eins, 2°.
Daher ist z fiquivalent zu 22 und 2z Teiler von z2

b) Im" Bereich der ganzzahligen Funktionen sind nur 2° und — z°
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Einheitsteiler. Daher ist 2 eigentlicher Teiler von 2z, und z* ist durch
22z nicht teilbar, da der Quotient 4z dem Bereich nicht angehort.

¢) Im Bereich der Dezimalzahlen, d. h. der rationalen Zahlen von
der Form a: 10" (a ganz), der den Bereich der ganzen Zahlen umfalt,
sind alle Zahlen 275" Einheitsteiler, so daB beispielsweise 3, 6,12, 15 usf.
zueinander iiquivalent und, wie leicht zu sehen, PrimgroBen werden.

d) Im Bereich derjenigen ganzen Zahlen, die, wie 4, 6, 9, 16, 36,
Produkte einer geraden Anzahl gewihnlicher Primzahlen sind, sind die
Produkte zweier Primzahlen, wie 4, 6, 9, 10, 15, unzerlegbar, aber nicht
PrimgriBen. Denn beispielsweise ist 6 Teiler von 4-9, ohne Teiler eines
der Faktoren zu sein, so daB 36 zwei wesentlich verschiedene Zerlegungen
in einfache GréBen, 4-9 und 6 -6, besitzt. Ferner haben 60 und 90 die
gemeinsamen Teiler 6, 10 und 15, aber keinen grofiten.

175. Ein GroBenbereich, der eine Eins und zu irgend zweien seiner
Gropen A, B auch A + B, A — B, AB und daher jede ganzzahlige
Funktion irgendwelcher seiner Grofen enthilt, heift ein ,Ganzheits
oder ,, Integrititsbercich“. Enthilt er auBerdem zu jedem A =0 auch
A-1, 50 heiBt er ein , Kirper” oder , Rationalititsbereich”. Wie in § 170
beweist man, da die gemeinsamen Elemente irgendwelcher Integritits-
(Rationalitits-)Bereiche wieder einen Integritits-(Rationalitiits-)Bereich
bilden. Einfache Beispiele sind der Integrititsbereich der ganzen, der
Rationalititsbereich der rationalen Zahlen.

C. Das Rechnen nach einem Modul.

176. Die Verkniipfungssiitze finden Anwendung beim Rechnen nach
einem Modul. Das einfachste Beispiel dieser Rechnungsweise erhalten
wir derart, daB wir die Achse der reellen Zahlen auf einen Kreis vom
Umfange u aufgewickelt denken und nunmehr zwei Zahlen a, a’ als
Jkongruent modulo u¢, a = a’ (mod u), bezeichnen, wenn ihre reprisen-
tierenden Punkte zusammenfallen, ,kongruieren®, d.h. wenn a'= a +mu
und m eine ganze Zahl ist. Die letzte Fassung liBt anch komplexes u zu.
Beispielsweise sind alle Werte von Ina kongruent modulo 2.

177. Allgemein nennen wir zwei GroBen A, A" ,kongruent mo-
dulo U“, A= A'(mod U), in bezug auf einen Integritiitsbereich I,
wenn A= A+ MU und M eine GroBe aus M ist. Aus A=A, B=D
folgt stets A + B= A"+ B und, wenn U, 4, B zu M gehiren, auch
AB= A'B’. Wir schlieBen sogleich den Trivialfall aus, daf U Ein-
heitsteiler in M, also stets 4 =0 ist. Dann bilden beim Rechnen
modulo U die GroBen von M einen Integrititsbereich , M modulo U*,
in dem jetzt nur inkongruente GroBen als verschieden zu gelten haben.
Die Eins von 9 und jede ihr kongruente Gréfe ist auch Eins in
M mod U.

A werschwindet modulo U“, wenn 4 =0, d.h. 4 durch U teilbar
ist. A, B sind ,konjugierte Nullteiler modulo U*, wenn A =0, B0, aber
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AB=0 (mod U) ist. Indem wir sogleich fiir I den Eindeutigkeits-
satz als giiltig annehmen, schliefen wir aus, daB ein Nullteiler in
M mod U schon in M selbst Nullteiler ist.

178. Je nachdem ein Nullteiler mod {7 zu U in M teilerfremd ist
oder nicht, heiit er ein Nullteiler ,zweiter oder ,erster Art. Nullteiler
erster Art setzen einen in I zerlegharen Modul U= VW voraus und
existieren dann stets. Denn jeder echte Teiler ¥V von U ist Nullteiler,
und eine zu U nichtteilerfremde GréBe A = MV ist mod U null oder
Nullteiler, weil AW = MU =0 (mod U) wird.

179. Ist U in M unzerlegbar, fehlen also Nullteiler erster Art
mod U, so ist U entweder Primgrofe in I oder nicht. Im ersten Falle
fehlen Nullteiler mod U iiberhaupt, da die charakteristische Eigenschaft
der Primgrifle U, Teiler eines Faktors zu sein, wenn sie Teiler eines
Produktes ist, genau den Eindeutigkeitssatz fiir den Bereich 9t mod U
ausspricht. Im zweiten Falle ist daher U Teiler mindestens eines Pro-
duktes zu U teilerfremder GriBen, die damit als Nullteiler zweiter Art
in M mod u gekennzeichnet sind. So 4 und 9 mod 6 in dem Beispiel
§ 1744, das allerdings nur einen Teilbarkeits-, keinen Integrititsbereich
darstellt.

180. Wenn unter den gemeinsamen Teilern irgend zweier GriBen
A, U von M stets ein gréfter, T, vorhanden und mit GréBen A’, U aus
M als 7= AA + UU’ darstellbar ist, so wird, wenn A zu U teiler-
fremd, d. h. kein Nullteiler erster Art mod U ist, 7'=1, also 4 4'=
mod U, d.h. 4 ein Einheitsteiler mod U und darum berhaupt kein Null-
teiler sein. Eine unzerlegbare Grifle U von It ist dann stets PrimgroBe,
und M mod U wird ein Kérper, indem jede mod J nichtverschwindende
GroBe A eine Reziproke A" modulo U besitzt.

181. Im Bereich & der ganzen Zahlen gilt die Betrachtung des
§ 180, da hier der Euklidische Teileralgorithmus anwendbar ist. Daher
gibt es nach einem Primzahlmodul p keine Nullteiler; die Reziproke
mod p der mod p nicht verschwindenden Zahl % liefert der Fermat-
sche Satz in der expliziten Darstellung £?~2. Nach einem zerlegharen
Modul existieren Nullteiler erster Art (so 2, 3 und 4 modulo 6; 2- 3=
3:4=0 mod6) und die Division ist bekanntlich weder durchgiingig
moglich noch eindeutig. Dieses elementare Beispiel zeigt, dafl der Null-
teilerbegriff sehr zu Unrecht zuweilen fiir abstrus gehalten wird.

Auch im Bereich der ganzen Funktionen ist der Euklidische Algo-
rithmus anwendbar. Nach einem funktionalen Modul gibt es also keine
Nullteiler zweiter Art, wohl aber sind beispielsweise z — ¢, bis z — ¢,
Nullteiler erster Art modulo g(z) = (z—¢,) (z—¢,) - -- (z—c¢,). Im Falle
n verschiedener Nullstellen ¢, kennen wir die funktionale Kongruenz

2(@) = z(z) (mod g(2)
bereits als ,, Wertegleichheit“ an diesen Stellen. In diesem Sonderfalle
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T2 Vierter Teil. Algebraische Vorbereitungen.

besitzt ¢’ (z), weil zu g () teilerfremd, eine Reziproke mod g(x); diese
wird man, unter gleichzeitiger Verwendung des numerischen Primzahl-
moduls p, in der Betrachtung des § 141 leicht wiedererkennen.

D. Verkniipfung von Zahlfolgen.
182. Die Summe zweier Zahlfolgen

m= [y, gy .- ], M= [, vg5 . - - %]
haben wir schon in § 51 als
m+ 1= [+ vy, G+ vy, .o W]

definiert. Diese Summe ist kommutativ und assoziativ. Es existiert die
Null 0 =[0, 0,...0], die Entgegengesetzte zu m, —m = [—u;, — g, ... — 4]
und daher auch dieDifferenz m—n=/[u,—v,, tg— Vs, ... t— v, ] =M+ (—1).

183. Analog definieren wir ein Produkt — zum Unterschied von
anderen Produktbildungen das ,gliedweise Produkt genannt — durch

mu = [u, vy, vy, . - - WV

Es ist assoziativ, kommutativ und distributiv. Die Rolle der Eins iber-
nimmt die Folge e = [1,1,...1], und zu jeder nullfreien Folge m exi-
stiert eine Reziproke, m~' = [u7%, uzY, ... ui ']; dagegen ist jede Folge,
die eine Null enthilt, ein Nullteiler und konjugiert zu jeder Folge, die
an denjenigen Stellen Nullen hat, wo die erste mit nichtverschwinden-
den Zahlen besetzt ist. So gilt von den Folgen mit einer Eins neben
lauter Nullen, den ,Haupteinheiten®

e, —[1,0,0,...0], ¢=1[0,1,0,...0],...¢=[0,0,0,... 1]
das System von Relationen:

(1) e6, =0 fiir A4p, ¢¢=2¢.

184, Unter dem Produkt am einer Zahl @ mit einer Folge m ver-
stehen wir die Folge

aluy, by, - - ] = [apy, agy, .. aw].
Dann ist insbesondere :
(2) m4+m=2m, nm+4+m=m+1)m,
also nm fiir positiv ganzes n eine Summe # gleicher Folgen m.

In zahlreichen Anwendungsgebieten, z. B. in der Physik, werden
Zahlfolgen als ,vektorielle GroBen, einzelne Zahlen im Gegensatz hierzu
als , Skalare“ bezeichnet. Das Produkt am hat zwei heterogene Fak-
toren, einen skalaren und einen vektoriellen, und ist selbst ein Vektor.

185. Ist p,, p,,... D, ein System ,linear unabhingiger” Folgen
Po = [Py15 Dys) ... Py, d.h. ist die Determinante |p,,| nicht Null, so sind
5 N k

die % linearen Gleichungen >'p, a,= u, nach den a, unbeschriinkt und

o=
0=1

www.rcin.org.pl



XII. Die Verkniipfungssiitze. 73

eindeutig auflésbar. Andererseits lassen sie sich zusammenfassen in die
eine Gleichung

3) Py T APy + -0 T @GP =M.
Es ist also jede Folge m linear aus den Folgen p, zusammensetzbar.
Beispielsweise wird fiir die ,Haupteinheiten® e, des § 183:
4) [y ey - - ] = € + wg8 + - - - + 8.
186. Fiir unsere Zwecke wichtiger sind die ,,Grundeinheiten:
gy = f170,0, .01, gp == {B 000 B v g {158, 1, 51,
Der Ansatz (3) liefert fiir p, = g, die Gleichungen:
®) ata+-ta=p, Gt -to=p ... 0, =,
die nach den @, elementar aufgelost werden kdnnen; sie ergeben:
6) ay=p,—pg, G=po— g . .. G_y =l 1 — Wy OG=k
Diese Darstellung von m = [uy, Uy, . .. W]:

(1) m = (uy—pg) 8y + (12— 0g)8s + - -+ (Weo1— 88) By + MaBis

erhiilt man auch unmittelbar aus (4) und den Beziehungen:

& =8 =870 o GG — o

187. Unter der ,,Spur“ ©m einer Folge m versteht man die Summe
@y + ug + --- + w, threr Elemente, unter der ,Norm“ 9tm ihr Produkt
Byl .. u,. Esist Rm = O stets und nur, wenn m = o oder ein Null-
teiler ist. Ferner ist ©(m+1n) = Sm + Sn, N(mn) = RmAn. Von
der Norm machen wir wenig Gebrauch.

188, Die Spur &(mmn) des gliedweisen Produktes heiit nach GraB-
mann das innere Produkt®

S(mn) = wy v, + pavy + - + W,
der Folgen mn. Da sie ein ,,Skalar® ist, so hat das innere Produkt von

mehr als zwei Folgen keinen Sinn, und damit entfillt das assoziative
Gesetz. Dagegen gilt das kommutative und das distributive Gesetz:
S(mn) =S (nm) und S(m@p+q)=Smp)+ S(mq).

189. Sind «,% a7, ...a, &k Exponentialfunktionen mit den Charak-
teristiken «,, «y, ..., so verstehen wir fiir ¢ = [, z,, ... x,] unter
a* das Produkt

at = a5, . .. a7,
Es ist
a°=1 und ata¥=aith,

Man konnte in Analogie zum gliedweisen Produkt die Exponential-
funktion zunichst durch die Folge [a,™, a,™, . .. @] definieren, deren
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Norm dann unser a* ist. Ferner ist noch at = ¢®¥), wenn ¢ die ,,Charak-
teristik” (e, ay, ... ] der ,,Basis“ a bezeichnet.

190. Anmerkung 1. Die Bezeichnung ,, Multiplikation wird im all-
gemeinen auf irgendwelche Operationen mit Folgen angewandt, die sich
distributiv verhalten und das Herausziehen skalarer Faktoren gestatten.
Infolgedessen wird das Produkt zweier durch linear unabhingige Fol-

gen p_ dargestellter Folgen m — > WPy M= b, v, allemal darstell-
» (I g

2

bar als > a,b,p,9,, so daff man sich darauf beschriinken kann, den
Sinn der #? Produkte p,p, festzusetzen. In der Tat definieren die Rela-
tionen (1) das gliedweise, die Relationen S(ee,) =0, (A+pu), S(e;e,)=1
das innere Produkt vollstéindig.

191. Anmerkung 2. Das Produkt ist nur in zwei Fillen so definier-
bar, daB Korper entstehen; erstens, wenn die Folgen aus ganzen Zahlen
bestehen, mit denen nach einem Primzahlmodul gerechnet wird. Diese
Korper werden als ,,Galoissche Felder” bezeichnet. Zweitens, wenn die
Folgen Paare reeller Zahlen sind und unter ihnen zwei solche existieren,
da p,p, = p;, PP, = — P, ist. Damit erhilt man offenbar die kom-
plexen Zahlen. Auflerdem gibt es noch ein System von Folgen, dessen
Multiplikation wenigstens frei von Nullteilern, doch nicht mehr kom-
mutativ ist. Dieses System ist das der ,,Quaternionen®; sie sind, wie der
Name besagt, Folgen aus vier (reellen) Zahlen.

192. Anmerkung 3. Auch der Determinanten- und Matrizenkalkul
ist als Multiplikation darstellbar; diese heifit nach GraBmann: ,dufere
Multiplikation®. Die definierenden Relationen sind zuniichst ¢,¢,=—e,¢,,
e,6, =0, wodurch das kommutative Gesetz zu mn = — nm, mm = 0,
und jedes Produkt aus linear abhiingigen Folgen (z. B. mit mehr als %
oder mit zwei gleichen Faktoren) zu Null wird. Die Produkte

bl o6, (156, <6< <<k m<h)

smd sodann die Haupteinheiten €, (¢ =1,2,... M) eines neuen Systems
von Folgen aus (;) = M Elementen. Die wertvollen geometrischen

Anwendungen dieses Kalkuls liegen dem Rahmen dieser Arbeit zu fern,
um eine Besprechung zu rechtfertigen.

XIII. Die Anordnungssiitze.
A. Transitive und additive Eigenschaft.

193. Die ,, Anordnungssitze“ handeln von der Beziehung a < b. Es
sind folgende vier, die zunichst fiir reelle Zahlen gelten:

Der Disjunktionssatz (Satz der dreifachen Disjunktion): Sind a, b
zwel Zahlen, so ist entweder b < a oder a = b oder a < b.

Das transitive Gesetz: Ist a < b, b <¢, so ist a < c.
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Das additive Gesetz: Ist a < b, so ist @ + ¢ < b + ¢ fiir jedes c.

Das multiplikative Gesetz: Ist a < b, 0 < ¢, so ist ac < be.

Von dem letzten Gesetz machen wir hier keinen Gebrauch.

194. Aus dem additiven Gesetz folgt mit Hilfe des transitiven der
Satz: Aus a <b und ¢ < d folgt a +c<b+d, und swar gilt das
Gleichheitszeichen in der IFolgerung nur, wenn es in beiden Voraus-
setzungen gilt.

Gilt in einer der Voraussetzungen das Gleichheitszeichen, so haben
wir das additive Gesetz vor uns. Es sei daher ¢ < b, also nach dem
additiven Gesetz @ + ¢ < b + ¢, und ¢ < d, also ebenso b + ¢ < b + d.
Dann folgt aus dem transitiven Gesetz a + ¢ < b + d.

Nicht nur das additive, sondern auch das transitive Gesetz ist um-
gekehrt in diesem Satz enthalten. Denn aus a <<b und b < ¢ folgt durch
Addition @ + b < b 4 ¢ und durch Addition von —b: a < c.

195. Aus dem additiven Gesetz folgt, daB die Gleichung o 4+ z =1,
aus dem multiplikativen, dal axz = b hochstens eine Losung besitzen
kann. In der Tat schlieBt das multiplikative Gesetz die Existenz von
Nullteilern aus.

Ein System von Grifien, in dem das additive Gesetz gilt, mufl un-
endlich viele Elemente enthalten, denn es wird, wenn @ >0 ist, 2a >a>0
und ebenso na>(n—1)a >0 fiir jedes ganze n. Daher konnen die An-
ordnungssitze nicht auf Zahlsysteme nach einem Modul iibertragen
werden, da hier ua =0 modu wird. Dagegen werden wir sie auf Zahl-
folgen iibertragen.

B. Die Anordnung von Zahlfolgen.

196. Wenn die Folgen m = [, tg, ... ], 1 =1[7, vg,...%]
nicht gleich sind, so gibt es mindestens einen und darum speziell einen
kleinsten Index «, fiir den u, 4 v, ist. Gilt nun im Bereiche der o) Y,
der Disjunktionssatz (§ 193), so ist entweder u, < v, oder u, > v,. Im
ersten Falle heiflt n, im zweiten m die hohere Folge, entsprechend die
Jeweils andere die niedere, in Zeichen m < n bzw. m > 1, und wenn
nicht m = n ist, ist entweder m < n oder m > n, d. h. der Disjunltions-
satz ist auf Folgen ibertragen.

197. Nunmehr sei [ < m, d.h. es gebe einen Index ¢, fiir den

1) Ao <u, und, falls o <a: 1, =g, (2)
gilt. Ferner sei m < u, d.h. es gebe einen Index g, fiir den
3) py<wv; und, falls 6 <p: p,=v, 4)

gilt. Nun ist entweder « < oder f < & oder ¢ = 8. Im ersten Falle
ist « und jedes ¢ ein ¢, daher u, = v,, u, = v, nach (4). Mit (1) und
(2) folgt: B

A< w . und  fallssoredives e

o= ey

dihii
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Im zweiten Falle ist § und jedes ¢ ein ¢, daher nach (2): 4;=u, und
Ay = W,, also mit (3) und (4):
L, <vy; und, falls 6 <B: i,=vw, dh I<n

Im dritten Falle ist 1, < u, <w, d h. nach dem tramsitiven Gesetz:
1, < v,, und fiir jedes o< @: 4, , d. h. wiederum [ < m.
Das transitive Gesetz ist damet ebenfalls auf Folgen iibertragen.
198, Aus [ <m folgt, unter Beibehaltung der Bezeichnung (1)
und (2) in § 197, fiir eine nunmehr beliebige Folge nu: Ersfens
Ay + v, < u,+ v, aus (1) nach dem additiven Gesetz, zweitens
byt vy =, + v, fallso <« aus (2). Esgiltalso [+ n<m + n
Auch das addztwe Gesetz und mit ihm endlich der Satz des § 194
ist hierdurch von Zahlen auf Zahlfolgen iibertragen.
199. Anmerkung. Dieses Prinzip der ,,Ordnung nach ersten Unter-
schieden (ersten ,Differenzen”, Hausdorff) ist fiir die Mengenlehre
von fundamentaler Bedeutung. Wir wenden es aber schon in den Ele-

menten an: DaB z kleiner ist als 2, erkennen wir aus

[x=3,14159 ..
|22 —3,14285 ...
Auch die komplexen Zahlen sind, als geordnete Paare reeller Zahlen,
nach diesem Verfahren so geordnet, dall die drei Sitze des § 193 gelten,
und darum bleiben die Betrachtungen dieses Abschwitts wieder giiltig
fiir Folgen aus komplexen Zahlen. Wir haben definitionsgeméfl unter
a + bi < c + di zu verstehen, dall entweder a < ¢ im gewdshnlichen
Sinne oder ¢ = ¢ und b < d im gewdhnlichen Sinne zutreffen soll.
Fiir die geometrischen Anwendungen — konforme Abbildung,
Vektoranalysis usw. — kommt dieses Anordnungsverfahren natiirlich
nicht in Betracht, weil dort bereits eine vollig verschiedene mehrdimen-
sionale Anordnung gegeben ist.

ond 1 < 2;

C. Grundfolgen und Familien.

200. Unter den Gliedern einer Familie, d. h. unter allen verschie-
denen Folgen, die man aus einer Menge I = {u,, uy,...u,} bilden
kann, ist eines das hichste, da eine Familie nur endlich viele Glieder
besitzt. Dieses hochste Glied soll das ,,Grundglied“ der Familie heiflen.
Wenn wir uns fragen, wie man die Elemente von 9 anordnen muj,
um das Grundglied zu erhalten, so nehmen wir dabei bereits an, daf
das Grundglied als solches durch die Anordnung seiner Elemente charak-
terisiert werden kamn, ohne dafl man es mit den anderen Gliedern der
Familie auf erste Differenzen zu vergleichen braucht. Dies gilt es nun-
mehr nachzuweisen.

201. Es sei in einer Folge m kein Element kleiner als ein nach-
folgendes, es gelte also
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>y fir «<p

(oder, was hierfiir hinreicht, g, = uy = - -+ = u,); dann nennen wir m
eine Grundfolge. Aus dem additiven Gesetz folgt sogleich:

Die Summe zweier Grundfolgen ist eine Grundfolge,
ein Satz, dessen wir erst spiter bendtigen. Sodann aber gilt:

In jeder Familie ist genaw eine Grundfolge enthalten, und diese ist
das Grundglied der Familie.

202, Zum Beweise betrachten wir zwei verschiedene Glieder m —
[w, ... @] und m=[g,,...u] der zu M gehorigen Familie. Es sei
m < m, also fiir ein bestimmtes « als Index:

(5) o < i, zugleich, falls ¢ <a: u,=pu,. (6)
Aus (6) folgt, daB die Komplemente der Mengen

Sﬁa={ya7ua+l?“‘y’k} und 9J2a= {ﬁa’ﬁa-{-l)"'p‘k}
in bezug auf I gleich sind. Im Falle ¢ = 1 sind insbesondere beide
leer. Es ist darum (§ 159) auch M, gleich M, und speziell muB w,
einem Element u; von M, gleich sein. Da w, nicht gleich w, selbst ist,
st ¢ < ﬁ, zugleich aber wegen (5): u, <wg;. Wenn es also zu einer
Folge m eine holzefre Verwandte gibt, so ist m sicher keine Grundfolge.

203. Wenn umgekehrt m = [u,, ... u,] keine Grundfolge ist, so
gibt es zwei Indizes «, B, so daB u, < u; und « < B ist. Durch Ver
tauschuna von w, und u, entsteht aus m eme Folge T ==[g,, Bsy --- Bil;
und es erd W, = Wz, Wy = u,, sonst aber, insbesondere also filr 0t
stets u, = u, sein. exl zugleich u, < ya ist, ist m < m, d. h. zu jeder
Folge dze keine Grundfolge ist, gibt es eine hohere Ver wandte

Demnach muB das Grundglied einer Familie eine Grundfolge sein,
und da es nach § 202 auch nur e/ne Grundfolge in einer Familie geben
kann, ist unsere Behauptung in vollem Umfange erwiesen.

204. Die Grundeinheiten sind Grundfolgen. Wenn irgendeine Folge n
durch die Grundeinheiten dargestellt ist, so kénnen wir aus den Zahlen a,

§ 186, (5), (6), (7), mehrere Elgenschaften von mt ablesen.

a) Ist m eine Folge ganzer Zahlen, so sind die «, ganz, und um-
gekehrt. ¢

b) Ist m eine Grundfolge, so sind a, bis @, , nicht negativ, und
umgekehrt.

c¢) Ist m eine Grundfolge nichtnegativer Zahlen, so ist auch noch
a, = 0, und umgekehrt.

205, Nennen wir 0, 1, 2, 3, ... die ,natiirlichen” Zahlen, so kinnen
wir Folgen natiirlicher Zahlen als ,natiirliche Zahlfolgen“ bezeichnen.
Aus a), b), ¢) zusammen ergibt sich dann, daf§ m = a, g, + a,8; +---+ @, 4,
stets und nur dann eine natiirliche Grundfolge ist, wenn die a, natiirliche
Zahlen sind. Nach § 184 und 186, (5) ist darum jede natiirliche Grund-
folge m eine Summe von genaw a, + ay+ --- + a, = w, Grundeinheiten.
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206. Priizisieren wir dieses Ergebnis noch etwas genauer. Zuniichst
schlieBen wir die triviale Nullfolge aus der Betrachtung aus, die dem
Fall u, = O entsprechen wiirde. Ist sodann g, =1, so ist m als un-
eigentliche Summe ,einer Grundeinheit offenbar selbst eine solche. Erst
wenn w, > 2 wird, findet eine wirkliche Zerlegung von m statt. Ist nun
m =y + q, und sind P, q natiirliche Grundfolgen, so sind sie gewif
héher als 0, also ist m > p und m > q. Damit erhalten wir den wich-
tigen Satz: Jede natiirliche Grundfolge, die keine Grundeimheit ist, ist
zerlegbar, d. h. als Summe niederer Folgen gleicher Art darstellbar;
diese Zerlegung kann bis auf Grundeinheiten als letzte unzerlegbare Ele-
mente gefiilnt werden. Beispielsweise wird

[57 37 ?7()] =293 o Os +2gl

XIV. Allgemeine Exponentialformen.
A. Das formale Rechnen mit Exponentialformen.

207. Es seien a,® bis ¢, &k Exponentialfunktionen mit verschie-
denen Charakteristiken. Dann soll

mn

M= %’Mga'"e, a = [ay, ag, ... @],

eine , Erponentialform zur Basis a genannt werden. Glieder mit dem
Koeffizienten Null heiBen ,unecht“ und kionnen nach Belieben hinzu-
gesetzt oder getilgt werden. Durch Zusammenziehen von Gliedern mit
gleichen Exponenten gewinnt man die ,reduzierte Schreibweise fiir M,
in der je zwei Exponenten verschieden sind. Die Anzahl der echten
Glieder der reduzierten Darstellung sei m, dann heifit die Form m-gliedrig.
Sie heiBt ,echt®, wenn m > 1; die nullgliedrigen Formen heiflen ,unecht.
208. Zwei Exponentialformen heilen gleich, wenn ihre reduzierten
Darstellungen in den echten Gliedern iibereinstimmen, d.h. wenn sie
dieselben Exponenten mit gleichen zugehorigen Koeffizienten enthalten.
Alle unechten Formen sind gleich.
Summe, Differenz und Produkt zweier Formen
M=3Ma", N=IN,a"

werden definiert als
M+ N =M™ + S N,a",
g g

MN=3MN,a"""
60

Diese Darstellungen sind im allgemeinen nicht reduziert, auch wenn M
und N reduziert dargestellt sind.

Die unechte Form O spielt die Rolle der Null. Es ist M 4+ 0= M
MO=0.Ist M= N, so ist M — N = O, und nur dann.
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Die Form a° spielt die Rolle der Eins: Ma® = M.

209. Der Bereich ¥ aller Exponentialformen zur Basis a, deren
Koeffizienten einem Grioflenbereich &, deren Exponenten einem Bereich Mt
von Folgen entnommen sind, wird ein Integrititsbereich sein, wenn &
ein solcher ist, und wenn 9t die Folge 0 und zu je zweien, m, n, seiner
Elemente auch m + n enthilt. Denn ¥ muB die Eins, a°, und mit den
Formen Ma°, Na° auch (M £ N)a°, MNa°, mit a® und a* endlich
auch a™* " enthalten. Hierzu fiigen wir die weiteren Annahmen:

L Im Bereich St gelte der Eindeutigheitssatz (§ 167), d. h. unter den
Koeffizienten soll es keine Nullteiler geben.

1. Im Bereich MM existiere eine Anordnung, die dem additiven Ge-
setz (§ 193) gehorcht.

Dann gelten folgende beiden Siitze, die wir unten beweisen werden:

HIL. Ein Produkt echter Exponentialformen ist echt, d. h. auch im
Bereich A gilt der Eindeutigkeitssatz.

IV. Ein Prodult von Exponentialformen ist nur — und offenbar auch
stets — dann eingliedrig, wenn alle Faktoren eingliedrig sind.

210. Unter den Exponenten echter Glieder der reduzierten Dar-
stellung M = "M, 0" einer echten Form ist nach IL. einer der hchste;
das zugehorige Glied heiBe das hichste Glied von M. Wir denken es
kiinftig stets an die erste Stelle gesetzt, so daB folgende drei Bedingungen
erfiillt sind:

a) M, ist nicht null.

b) Ist M, < 0, so ist m, < m,.

¢) Hierbei gilt m, — m, nur fiir o — 1.

Diese Bedingungen fordern nur, daB m,, my usw. von m, verschieden,
nicht auch, dal sie untereinander verschieden seien; sie konnen also auch
in nichtreduzierten Darstellungen von M erfiillt sein. Es ist aber klar,
daB bei weiterer Reduktion das Glied J/,a™ nicht mehr verindert wer-
den kann, daB es inshesondere hochstes und echt bleibt. Darum ist jede
Form echt, die eine den Forderungen a), b), ¢) geniigende Darstellung
besitzt.

Entsprechendes gilt iiber das ,miederste Glied von M, wobei
wiederum jede echte Form und nur eine solche ein niederstes Glied be-
sitzt. In eingliedrigen Formen und nur in solchen ist das hichste Glied
mit dem niedersten identisch.

211. Anmerkung. Wenn man auf a und m ein und dieselbe Per-
mutation ausiibt, so vertauscht man in dem Produkt
0" = a{"af* ... al*
lediglich die Faktoren a;». Da dies eine rein formale Abiinderung der
Darstellung ist, wird man auch eine Exponentialform, die aus M —
> M,a" durch Ausiibung ein und derselben Permutation auf alle Fol-
gen a und m, hervorgeht, nur als formal unterschieden von 1/ ansehen.
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In der Tat hingen Reduziertheit, Echtheit, Gliederzahl und mit ihnen
die Sitze III, IV. in keiner Weise von der Anordnung der Elemente
in a ab, wohl aber ist diese ausschlaggebend fiir die Rangordnung der
Exponenten m,, so daB die Begriffe des hichsten und niedersten Gliedes
stets auf eine, an sich willkiirliche, aber festzuhaltende Schreibweise der
Basis zu beziehen sind.

212. Sind M, N echte Formen, die den Bedingungen a), b), ¢) ge-
niigen, so ist M, N, 4 0 nach a) und I. Ist ferner M, N, a"e " irgend-
ein echtes Glied des Ploduktes MN, also M,N_,=0, d. h. ]V[ =0, N =0,
so ist m, < m,, n, <n nach b), also nach. § 194 (addltlves Gesetz
vgl. IL) m, + n, < m, + n;, worin das Gleichheitszeichen nur im Falle
m, = m, n =1, d.h. nach ¢) nur fir p =6 =1 gilt. Das Glied
M N,a™+m" des Produktes M N geniigt hiernach') den Anforderungen
a), b), ¢):

Das hichste Glied eines Produlites ist das Produlit der hiochsten Glie-
der der Falktoren.

Zusatz. Sind also die Formen M, N, P den Anforderungen a), b), ¢)
entsprechend dargestellt, so folgt aus M N = P sogleich M, N, = P,,
m 4 no=p,.

213. Hiermit ist zuniichst Satz III. bewiesen, da nur echte Formen
hichste Glieder besitzen. Ferner ist klar, dall man wortlich ebenso das
Analoge fiir die niedersten Glieder von Produkt und Faktoren beweisen
kann. Sind also m,, 1, die Exponenten der niedersten Glieder von M, N,
so ist m, + 1, Exponent des niedersten Gliedes von M N. Falls M N ein-
ohedrlg ist, muB m, 4+ ny = m, + n;, nach soeben Bewiesenem also

=1, ﬁ—l d. h. auch in M und N miissen die niedersten Glieder zu-
glelch die hiochsten sein. Damit ist der Beweis fiir IV. erbracht.

214. Ist etwa & der Bereich der ganzen Zahlen modulo 4, so ist L
nicht erfiillt, vielmehr 2 ein Nullteiler. Das Produkt der eciten Form
2a° mit ihr selbst, 4a°, ist alsdann wunecht, das Produkt a® — 4a*™ der
zweigliedrigen Formen av + 2a™ ist eingliedrig.

Rechnen wir mit den Exponenten nach dem Modul 2z, so ist II.
nicht erfiillt (§ 195). Die echten Formen ¢° + e haben das wunechle
Produkt ¢° — e*7¢, die zweigliedrigen Formen 2¢° + ¢™* haben das ein-
gliedrige Produkt 4e° = e*%%.—3el,

Jede einzelne der Annahmen I, IL ist also notwendig fiir den Be-
weis der Sitze III, IV.

B. Teilbarkeitsfragen.
215. Die Eins, a°, ist als eingliedrige Form nur durch eingliedrige
Formen teilbar (§ 209, 1V); ein Trivialwerden der Teilbarkeitsbhegriffe

1) Bei sinngemiiBer Beriicksichtigung der Tatsache, daB die Glieder von
M N hier durch zwe: Indizes ¢, ¢ gekennzeichnet sind.

www.rcin.org.pl



'

XIV. Allgemeine Exponentialformen. 81

(§ 171) tritt also nur in belanglosen Ausnahmefillen ein. Soll £ = E, a¢
ein Einheitsteiler in ¥ sein, also eine Reziproke E- *a~¢ besitzen, so muf}
—ein M, E;' in & enthalten sein. Die Darstellung M = > M a" ¢
sei kiinftig stets reduziert, von unechten Gliedern befreit und nach fal-
lenden Exponenten geordnet (m, > m, > - =}=0) Sind dann M
und M = EM in U aquivalent, so ist Jl[ = E l[,,, m =e+ m,
216. Von der Relativitit des Texlbarkeltsbearlﬁes befreit uns in
gewissem Umfange der ,, Rationalititssatz: P ist durch M, wenn iiber-
haupt, so im Rationalitiitsbereich der Koeffizienten P, » M, teilbar. Ge-
nauer: Ist & ein Korper, und enthdlt N die pronenten von M und N,
so enthalt A mit M und P = MN auch N. Denn nach § 212 ist N
gleich M ' P,, also in & (wie in jedem, M, und P, enthaltenden Kﬁrper
iiberhaupt) enthalten. Gilt gleiches von N, bis N,, so ist die Form
N'=N,a"+---+ N,a"™, also auch M(N,, 0"+ +...)= M(N—N') =
P—MN'in¥, und darum, genau wie N, zuvor, jetzt N,_, in & enthalten.
217. Es sei & der Korper der rationalen Zahlen. Wie dieser den
Integritiitsbereich & der ganzen Zahlen, so umfaBt der Bereich U der
yrationalzahligen® Formen den Bereich * der ,ganzzahligen®. Beide sind
Integrititsbereiche (§ 209). Eine ganzzahlige Form, deren Koeffizienten
keinen von + 1 verschiedenen gemeinsamen Teiler besitzen, heiBit , pri-
mitiv“. Der Bereich U der primitiven Formen ist,’ wie wir in § 222
zeigen werden, ein Teilbarkeitsbereich. Das gleiche gilt von dem Bereich
AD der , Hauptformen®; so mogen die Formen mit dem Koeffizienten 1
im hochsten Gliede genannt werden. Aus P = MN und M, = N, = 1
folgt néimlich P, = 1 nach § 212. Auch der Bereich A® der ganzzah-
ligen Hauptformen, die offenbar zugleich primitiv sind, ist nach § 170
als gemeinsamer Bestandteil von UA* und A" ein Teilbarkeitsbereich.
218, E,a° ist Einheitsteiler in A, also E, M = M’ zu M i#quiva-
lent, wenn F, eine rationale Zahl <= 0 ist (da alsdann E ! zu & gehort).
Setzen wir E, = M, so ist M’ eine Hauplform M®. Sei E, der
Hauptnenner H, der Koeffizienten von M, so ist M’ eine ganzzahlige
Form M*. Ist Ty der grifte gemeinsame Teiler ihrer Koeffizienten,
8o ist 7', ' M* = M eine primitive Form (iibrigens gleich M®W#), Zu
jeder Borm M in A gibt es also iiquivalente Formen in A®, 9* und 3.
Daher gibt es auch zu jeder Zerlegung P = M N in aquivalente Zer-
legungen P’ M’'N’ in irgendeinem, ', der genannten Bereiche. Denn
sind die zu M, N in ¥ #iquivalenten Formen M’, N" in %’ enthalten, so
enthiilt A" als Teilbarkeitsbereich auch das nach § 172 zu M N in U diqui-
valente M'N’. Wir wollen diesen Sachverhalt dahin formulieren, dafl A
zu jedem der Bereiche 2%, 3, AV , dquivalent ist
219. Ein Einheitsteiler /2= F,a¢ von A ist in A* enthalten, wenn
E, eine ganze Zahl ist; Einheitsteiler in A* ist er jedoch nur, wenn
E,=+1, d.h. Einheitsteiler in & ist. In ihren Aquivalenzen ,korrespon-

Hessenberg: Transzendenz von e und 7. 6
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dieren® daher die Bereiche 2 und A* nicht; in U dquivalente GroBen
von A* z B. a® und 2a° (vgl. auch § 174, a, b) brauchen in A* nicht
iiquivalent zu sein. Dagegen korrespondiert A mit A und Y. Ein Ein-
heitsteiler £ aus 9 ist nimlich in AD nur fir £ =1, in A nur fir
E, = + 1 enthalten; dann gilt aber gleiches von E~!, es ist also E,
wenn in AO oder A enthalten, auch Einheitsteiler daselbst. Sind ferner
zwer in U dquivalente Formen M und M = E DM Hauptformen, so sind
sie in AN, sind sie primitiv, so i A dquivalent. Denn aus M,'= M, =1
folgt nach § 215 sogleich £, = 1, und auf gleichem Wege, nur etwas
umstindlicher, folgt ¥, = 4 1, wenn M und M’ beide primitiv sind.

220, Infolge des Zusammentreffens von Aquivalenz und Korrespon-
denz konnen alle auf 9 beziiglichen Teilbarkeitsfragen bequemer an
dem engeren Bereich ¥ (bzw. A®") erledigt werden: Nicht nur existiert
zu jeder Zerlegung in 9 eine fiquivalente in 9, sondern heide sind auch
zugleich eigentlich oder nicht, und in ¥ fiquivalenten Zerlegungen ent-
sprechen in ¥ fiquivalente und umgekehrt. Diese Zuordnung kann tref-
fend als , Isomorphismus® von A und A bezeichnet werden. Insbesondere
ist eine in A zerlegbare primitive Form auf dquivalente Art in U selbst,
d h. in primitive Formen, zerlegbar.

221. Hieraus folgt noch das Analoge fiir AV, d. h. eine rational
zerlegbare primitive Hauptform P ist dquivalent in primitive Haupltformen
zerlegbar. Denn jedenfalls ist P in primitive Formen M, N zerlegbar;
(§ 220); weil aber (§ 212) M, N, = P, =1 und M,, N, ganz sind, ist
M, = N, =+ 1,d.h. M und N, oder aber — M und — N sind primi-
tive Hauptformen.

222. Um noch einzusehen, daB A ein Teilbarkeitshereich ist, be-
trachten wir @ nach einem Primzablmodul p. Eine ganzzahlige Form M
ist ,echt mod p*, wenn nicht alle M, mod p verschwinden, d. h. durch p
teilbar sind (§ 177). Da p Primzahl, also in & modp der Eindeutig-
keitssatz giiltig (§ 179) und somit (§ 209) ein Produkt mod p echter
Formen echt mod p ist, bilden die mod p echten Formen einen Teilbar-
keitshereich . Es sind aber genau die primitiven Formen echt nach
Jedem p, also ist A als gemeinsamer Bestandteil aller A, ein Teilbarkeits-

bereich (§ 170), d.h. ein Produkt primitiver Formen ist primitiv.*)

XY. Algebraische Zahlen.
A. Symmetrische Funktionen.

223. Ganze Funktionen sind Exponentialformen mit natiirlichen
Folgen als Exponenten. Wir schreiben  fiir die Basis, die Angabe der

1) In dieser Fassung, unter Spezialisierung auf ganze Funktionen eines
Argumentes, beweist man seit GauB den Satz durch wortliche Durchfiihrung
des § 212 an den ,mod p hichsten' Gliedern.

www.rcin.org.pl



XV. Algebraische Zahlen. 83

Charakteristik eriibrigt sich (§ 94). Die Koeffizienten sollen reelle oder
komplexe Zahlen sein. Sie haben keine Nullteiler, es gibt also auch
unter den ganzen Funktionen keine solchen. Daher werden auch dann,
wenn nur ein Teil der Argumente zu einer , 7eilbasis“ ¢ zusammen-
gefaflt ist, in der Darstellung

h(x) = hyx™ + hyx™ + - - - + b, x™m

unter den ,relativen” Koeffizienten h, als ganzen Funktionen der iibrigen,
in ihnen ,wersteckten Argumente keine Nullteiler vorkommen. Der hochste
Exponent m,; heifit die »Ordnung® von h(x) relativ zu y. Das Wort
»Grad® ist nicht verwendbar. Erstens hat es schon einen anderen Sinn;
es bezeichnet ndmlich den gréBten der Werte @me. Zweitens ist die
Ordnung von der Darstellung nicht unabhiingigs fiir eine verwandte
Basis ¢ kann ja ein anderes Glied das hochste werden (§ 211).

224. Ist ¥ mit y verwandt, so kann %(z) auch als Funktion A(y)
von p dargestellt werden und heift als solche mit 2(y) ,verwandt“. Die
von h(x) und untereinander verschiedenen Verwandten von %(x) bilden
mit /(x) eine Familie von hochstens %! Mitgliedern.

Ist etwa h(r) = & = %9 =2 so gibt es & verwandte Funk-
tionen: z,, @,, . .. z,. Eine Funktion kann, wie man nebenbei bemerkt,
einen Teil ihrer Argumente nur formal enthalten. In der Tat ist ja r°
von allen Argumenten unabhiingig.

225, Eine ganze Funktion A(r) heilt ,symmetrisch in 1 wenn sie
allen ihren Verwandten gleich ist; d.h. wenn sie durch jede Permuta-
tion von y in sich selbst {ibergeht.

Enthilt die symmetrische Funktion %(r) das Glied ax™, so enthiilt
sie auch ay® fiir jede mit m verwandte Folge m. Denn ar™ lift sich
darstellen als ay™ fiir ein mit y verwandtes ¥ und ist dergestalt Glied
der Funktion % ()= h(x), die nach Voraussetzung gleich % (x) ist.
Die Ordnung von %(x) muf daher als hchster Exponent insbesondere
hsher sein als alle von ihr verschiedenen Verwandten, die ja simtlich
als Exponenten in %(x) auftreten: Sie ist eine Grundfolge, also auch un-
abhdngig von der Anordnung der Basis .

226. Zugleich folgt, daB %(x) eine Summe von Gliedern der Form
a >'t"™ sein muB, wobei in der Summe m alle Glieder einer Familie

durchliduft. >'x™ ist eindeutig beschrieben durch Angabe des Grund-
gliedes m und der Basis x. Wir kénnen diese Summe kurzerhand mit
m(x) bezeichnen. Sie ist selbst symmetrisch und heifit eine ,emtypige”
Funktion. Jede symmetrische Funktion in y ist eine lineare, und wenn
wir 0(x) =1 mitrechnen, homogene Verbindung eintypiger Funktionen:

h(x) = Shym,(x).
¢
6*
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84 Vierter Teil. Algebraische Vorbereitungen.

227, Auch das Produkt m(r)mn(x) zweier eintypiger Funktionen
muB dergestalt darstellbar sein. Das hochste Glied von m(x) bzw. n(x)
ist x™ bzw. 1", von m(x)n(x) also nach § 212: y™+". Da m + n nach
§ 201 wieder eine Grundfolge ist, ist es zugleich die Ordnung derjenigen
eintypigen Funktion, in der das Glied y™*+™" auftritt. Es wird daher

m(z)n() = m+u(x) + ),
darin f(r) eine symmetrische Funktion von einer Ordnung niederer als
m -+ 1. Schreiben wir das Ergebnis:

mAn(x) = m@)nx) — ),
so sehen wir: Jede eintypige Funktion von zerlegbarer Ordnung ist dar-
stellbar als ganzzahlige Funktion von eintypigen Funkiionen niederer
Ordnung.

228. Unterhalb einer natiirlichen Grundfolge liegen nur endlich-
viele natiirliche Grundfolgen, da unterhalb einer natiirlichen Zahl nur
endlichviele natiirliche Zahlen liegen. Eine endliche Anzahl von Zer-
legungen der beschriebenen Art fithrt daher schlieBlich auf eintypige
Funktionen unzerlegbarer Ordnungen. Solcher Ordnungen gibt es aufler o,
wie wir aus § 206 wissen, nur die £ Grundeinheiten. Zu ihnen gehoren
die symmetrischen ,,Grundfunktionen® oder ,elementarsymmetrischen‘
Funktionen:

91@)"—“2‘1'(:? <9= 1, 27I‘>7

gg(!}) e 21‘,!.’12,,, (97 03 1 2 ; 9<6)7

l) a

nsW.IhisE ot e = iy
Sie sind dadurch charakterisiert, daf in ihren Ordnungen nur Einer
und Nullen auftreten, d. h. daB sie in jedem der Argumente z, vom
ersten Grade sind.

229. Aus den Ergebnissen der §§ 227, 228 folgt nun der Funda-
mentalsatz der symmetrischen Funltionen:

Jede eintypige Funktion ist darstellbar als ganzzahlige Funktion der
Grundfunktionen.

Jede in x symmetrische Funktion >h,m o(¥) diberhaupt ist darstellbar
als ganzzahlige Funktion der Grundfunkt?oneﬂ und der Koeffizienten h,.

Insbesondere ist also jede ganzzahlige symmetrische Funltion eme
ganzzahlige Funktion der Grundfunktionen.

Zum Beispiel erweist sich die symmetrische Funktion

9@)=@—2)(@—7) - (z—x)
mit dem Parameter z als

g@) =t — g, () 2* 1 + g (x) 2 — 4 - + (— L)', (D),
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was man durch direktes Ausrechnen oder auch dadurch leicht erkennt,
daB g (z) in den Argumenten z, vom ersten Grade, daher eine lineare
Funktion der Grundfunktionen ist.

Anmerkung. Aus der Zerlegung des § 206 schlieft man leicht, daBl
eine symmetrische Funktion von der Ordnung m = [u,, u,, ... ] als
Funktion der Grundfunktionen betrachtet vom Gesamtgrade u, ist.

230. Eine ganze Funktion H(x,v,3,...) kann ,mehrfach sym-
metrisch®, d.h. in jedem der Systeme 1, 9, 3, ... symmetrisch sein. Dann
ist sie zuniichst eine ganzzahlige Funktion der Grundfunktionen von g
und der relativen Koeffizienten in bezug auf y. Von diesen sieht man
aber ohne weiteres ein, daf sie ihrerseits in 1) symmetrisch sein, also
ganzzahlige Funktionen der Grundfunktionen von 1 und der relativen
Koeffizienten in' bezug auf ) sein miissen. So fortschlieBend erkennt
man, da H(x,v,3,...) als ganzzahlige Funktion seiner Koeffizienten
und der Grundfunktionen der Systeme 1,1, 3, ... darstellbar ist.

231. Es bezeichne p =[x, Ly, ... 2] eine Folge ,zweiter Stufe®,
deren & Elemente y, selbst Folgen [z,,, z,,, ... z,,] zu je n Elementen
sind. Diese Folgen bilden das Zeilensystem der Matrix |z, ;| (v =1 his £,
4A=1 bis n), deren Kolonnen [z, ,,x,,,...z,,] wir die ,Querfolgen” des
Systems r nennen wollen. Permutieren wir die Elemente 1, so geht
in eine ,werwandte Folge zweiter Stufe, r, iiber; das gleiche gilt im
alten Sinne von jeder Querfolge. Ist m = [m,, m,,...m,| das Zeilen-

system einer Matrix |u,,| von ebenfalls & Zeilen und » Kolonnen, so

werden wir konsequenterweise unter 1™ das Produkt yiyT=. ..y ver-
stehen.

232. Wenn die ganze Funktion H(r) der & Argumentensysteme 1,
bei jeder Permutation derselben unveriindert bleibt, so nennen wir sie
wsymmetrisch in r¢. Wir schlieBen wortlich wie zuvor, da sie zu jedem
ihrer Glieder K™ auch alle Verwandten, K 1™, enthalten und daher als
ganzzahlige Funktion 'K, m (1) ihrer Koeffizienten K, und gewisser
wemntypiger® Funktionen my\(g)\ darstellbar sein mufl, die ebenfalls in r
symmetrisch, zugleich aber als Summen >'t"¢ verwandter Potenzen
ganzzahlig sind.

Anmerkung. Dergestalt ,von zweiter Stufe symmetrisch in p ist
beispielsweise jede ganze Funktion der £n Argumente z,,, die in jeder
Querfolge von y im gewdhnlichen Sinne symmetrisch ist. Nach § 230
ist sie eine ganze Funktion der Grundfunktionen dieser Querfolgen.

Ist ferner f(x) eine beliebige ganze Funktion von » Argumenten,
so ist jede symmetrische Funktion A(y) der % Argumente y, = f(x,)
symmetrisch in y. Wiihlen wir f(r) =1%, also y, =z, ,, so ist A(}) eine
symmetrische Funktion der Querfolge [, ,, %,,,... ;] und als solche
auch dem zuerst gegebenen Beispiel unterzuordnen.
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B. Reduzibilitit und Irreduszibilitit.

233. Die ganzen Funktionen eines Argumentes # mit reellen oder
komplexen Koeffizienten bilden einen Teilbarkeitsbereich 8. Seine Ein-
heitsteiler sind die Funktionen nullten Grades; die Funktionen ersten
Grades sind seine Primgrofen; denn sie, und nach dem sogenannten
yFundamentalsatz der Algebra® auch nur sie, sind in B unzerlegbar, und
die Zerlegung einer Funktion %-ten Grades in % Linearfaktoren kann
auf ,nur eine* Art (§ 172) ausgefiihrt werden.

234. Die Gesamtheit aller zueinander #quivalenten Funktionen,
unter diesen die , Hauptfunktion®, wie wir in Ermangelung eines besse-
ren Wortes nach § 217 wiederum die Funktion mit dem Koeffizienten 1
im hochsten Gliede nennen wollen:

g@) =2+ az*" + -+ o= (@—n) (@—n) - @—n),
und die Gesamtheit der Koeffizienten der Hauptprimfaktoren:

€= {717 Vay: - - 7’/:}
bestimmen sich gegenseitig eindeutig.

235. Die Teilbarkeitsverhiltnisse in B spiegeln sich in besonders
einfacher Weise in den Beziehungen zwischen den zu den Funktionen
9(z), 7(2), g,(z), ... gehorigen Zahlenmengen €, €, ¢, .

a) Dem Produkt zweier Funktionen g(z), 7(z) entspricht die Ver-
einigung {7y, ys, --- ¥4y 71) 72, --+ ;| der zugehirigen Mengen G, G.

b) Einem Teiler g,(x) von g(x) entspricht eine Untermence ¢,
von €. Thr Komplement entspricht dem Quotienten g(z): g,(2).

¢) Dem grioBten gemeinsamen Teiler g,(z) von g(z) und 7(x) ent-
spricht der Durchschnitt €, von € und G.

d) Ist insbesondere y(z) die Abgeleitete ¢'(z) von g(z), so ent-
spricht in ¢) dem Quotienten ¢(z):g,(z) der Wertevorrat von €. Ist
niimlich # — y ein genau n-facher Linearfaktor (n 1) von g(x), so ist
es genau (n— 1)-facher von ¢'(z), also auch von g, (x); daher enthilt
g(z) : g,(x) alle verschiedenen Linearfaktoren von g(z), und jeden genaw
einmal.

236. Ist & ein Rationalitiitsbereich reeller oder komplexer Grifen
und ¥ der Bereich aller ganzen Funktionen mit Koeffizienten aus &, so
enthiilt 2 zu irgend zweien seiner Funktionen

a) als Teilbarkeitsbhereich das Produkt,

b) auf Grund des Rationalitiitssatzes, wenn eine ein Teiler der
andern ist, den Quotienten,

¢) auf Grund des Euklidischen Telleralgouthmus den grofiten ge-
meinsamen Teiler, inshesondere nach § 235d:

d) zu jeder Funktion ¢(z) mit mehrfachen Linearfaktoren diejenige
Funktion, die jeden Teiler von g(z) zum einfachen Teiler hat. Nach
§ 180 sind die in A irreduziblen Funltionen Primgrifen in A.
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237. Es sei speziell & der Bereich der rationalen Zahlen, 9 der
der rationalzahligen Funktionen. Die zugehorigen Zahlenmengen € sollen
»Biindel“ heifien; die Elemente eines ,,Biindels“ sind ,werbunden® durch
die Eigenschaft, Worzeln derselben algebraischen Gleichung ¢(z) = 0
mit rationalen Koeffizienten zu sein. Sle sind daher algebraische Zahlen.
Besteht € aus einer einzigen Zahl ¢, so ist g(z) =z — ¢, © also stets
und nur dann ein Biindel, wenn ¢ rationa.l ist.

238, Aus § 235 1. lesen wir sofort folgende Sitze ab:

a) Die Vereinigung zweier Biindel ist ein Biindel.
b) Ist ein Teil eines Biindels ein Biindel, so auch sein Komplement.
¢) Der Durchschnitt zweier Biindel ist ein Biindel, oder er ist leer.
d) Der Wertevorrat eines Biindels ist ein Biindel.

Ein Biindel heiBe ,irreduzibel“, wenn keiner seiner Teile ein Biindel
ist, andernfalls ,reduzibel“. Nach d) hat ein irreduzibles Biindel keine
mehrfachen Elemente; nach ¢) sind zwei verschiedene irreduzible Biin-
del total verschieden. Jede algebraische Zahl ist also in genau eifiem
irreduziblen Biindel enthalten. Zahlen desselben irreduziblen Biindels
heifien 7.'onjugiert“

239. Nach § 238b) ist jedes reduzible Biindel C in irreduzible Teile
zerlegbar, nach ¢) nur auf eine Art, da diese Teile durch die Elemente
von G eindeutig bestimmt sind. Dem entspricht der PrimgroBen-
charakter der in 2 irreduziblen ganzen Funktionen; denn es ist klar,
daB zu einer in U irreduziblen Funktion ein 1rreduz1bles Biindel gehort
und umgekehrt.

C. Algebraisch-ganze Zahlen.

240. Wenn die Grundfunktionen eines Biindels ¢ ganze Zahlen
sind, d. h. wenn seine Hauptfunktion ganzzahlig ist, so heift € ein ganz-
zahliges Biindel. Da die ganzzahligen Hauptfunktionen den Bereich ()
innerhalb 9 bilden, ist nach § 221 eine in U reduzible ganzzahlige
Hauptfunktion innerhalb A selbst reduzibel; ist also ein Teil cines
ganzzahligen Biindels ein Biindel, so ist er ein ganzzahliges Biindel.

241. Die Fihigkeit, Element eines ganzzahligen Biindels zu sein,
ist hiernach an die einzelne algebraische Zahl gebunden, da das durch
sie vollig bestimmte dérreduzible Biindel bereits ganzzahlig sein muB.
Ist ¢ rational, so ist die Hauptfunktion z — ¢ von [¢) stets und nur
ganzzahlig, wenn ¢ eine ganze Zahl ist. Allgememer nennen wir daher
eine algebraische Zahl ,algebraisch-ganz“, wenn sie mit ihren konju-
gierten zusammen ein ganzzahliges Biindel bildet. Dann ist irgendein
Biindel stets und nur dann ganzzahl;g, wenn es aus alcebralsch ganzen
Zahlen besteht. Eine zugleich algebraisch-ganze und ratlonale Zahl ist
eine ganze Zahl im gewohnhchen Sinne. e
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242, Machen wir mit 2 =y:2 und Multiplikation mit 2* die Haupt-
funktion g(«) eines beliebigen Biindels € homogen:

zkg(%) =Y—r)Y—92) - W—no =y +azy '+ -+ ad,

und setzen darin fiir z den Hauptnenner N der Koeffizienten a,, a,, ... a,,
so werden die Zahlen @, N, a, N bis @, N, und a fortiori a,N* ganz.
Die Hauptfunktion des Biindels {y, N, N, ...y N} ist also ganz-
zahlig, die Zahlen y, N sind algebraisch ganz: Jede algebraische Zahl ist
Quotient eines algebraisch-ganzen Zihlers und eines rational ganzen Nen-
ners. Fiir jedes Biindel liBt sich ein gemeinsamer Nenner angeben,
natiirlich auch ein kleinster, der nicht immer der Hauptnenner der
Koeffizienten zu sein braucht. Wir haben weiter kein Interesse daran,
ihn aufzusuchen.

D. Symmetrische Funktionen eines Biindels.

243. Die Definition des Biindels besagt bereits, daB seine Grund-
funktionen, daher auch alle seine ganzzahligen symmetrischen Funk-
tionen iiberhaupt, rationale Werte annehmen, speziell ganzzahlige, wenn
das Biindel ganzzahlig ist. Die allgemeinste symmetrische Funktion
wird ,rational in ikren Koeffizienten darstellbar, d.h. eine rationalzah-
lige (und zwar lineare) Funktion ihrer Koeffizienten, speziell wieder
eine ganzzahlige, wenn das Biindel ganzzahlig ist. Das gleiche gilt von
einer mehrfach symmetrischen Funktion, wenn fiir jedes Argumenten-
system, in dem sie symmetrisch ist, ein Biindel eingesetzt wird.

244, In der Formel (2) des § 67 ist G(r) eine ganzzahlige und
offenbar symmetrische Funktion in y. Setzen wir fiir r ein ganzzahliges
Biindel €, so wird G'(€) und ebenso Sy, und >/ je eine ganze Zahl,
und auf Grund des Fermatschen Satzes ist

2y =2y, (modp).
¢ ¢

Das Biindel €, iiber dessen simtliche Elemente die Summen zu er-
strecken sind, muB ganzzahlig, p eine Primzahl sein. Das Ergebnis ist
eine Verallgemeinerung des Fermatschen Satzes.

E. Symmetrische Funktionen und Biindel zweiter Stufe.

245, Eine Folge zweiter Stufe ¢ = [, ¢y, ... ¢], d.h. eine Folge
von Folgen ¢, = [¢,,, ¢,s,...¢,,] aus je n Elementen heifit konsequenter-
weise ein ,Biindel zweiter Stufe“, wenn jede ganzzahlige symmetrische
Funktion zweiter Stufe H(r) fiir y = ¢ einen rationalen Wert annimmt.
Die allgemeine symmetrische Funktion zweiter Stufe wird dann fiir
== in eine rationalzahlige lineare Funktion ihrer Koeffizienten iiber-
gehen.
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Ehe wir zeigen, daB es Biindel zweiter Stufe gibt, beachten wir,
daB insbesondere die symmetrischen Funktionen der Querfolgen (§ 231)
rational werden. Es miissen also alle Zahlen ¢, , algebraisch sein. Wir
beweisen daraufhin genauer, daf jede Folge algebraischer Zahlen Element
emes Biindels zweiter Stufe ist. Um einiger Nebenresultate willen, die
wir nur durch Anschneiden der Korpertheorie einheitlich gewinnen
konnten, geben wir zwei Beweise.

246. Erster Beweis. Es seien 1, = [z;,a;,,.. -&;;, ] insgesamt n Ar-
gumentensysteme; 1 sei das irgendwie geordnete System zweiter Stufe
der k = Iy ky ... I, Folgen, die entstehen, wenn jedes 7, in

L=[2,%,...7,]
unabhiingig die Elemente von r; durchliuft. Permutieren wir in irgend-
einem der Systeme y; die Elemente, so permutieren sich auch in 1 die
Elemente t. Eine in 1 symmetrische Funktion H(r) bleibt dabei un-
veriindert; sie ist daher, als Funktion H*(y;, 1,,...1,) der einzelnen

Systeme 1, betrachtet, in jedem einzelnen (von erster Stufe) symmetrisch.
Setzen wir fiir jedes r, ein Biindel €, ein, so wird hiernach

0, o e 8]
rational in seinen Koeffizienten darstellbar; also wird v zu einem Biin-
del ¢ zweiter Stufe, und dieses enthiilt eine vorgeschriebene F olge ¢ =
[¢1 €y, ... ¢,] algebraischer Zahlen, wenn €, bis €, so gewiihlt werden,
daB sie je eine der Zahlen ¢, bis ¢, enthalten.
247, Zweiter Beweis. Es sei p =[2,2,,...,] ein System von % Ar-
gumenten, r das irgendwie geordnete System der n! <2) Variationen

zur n-ten Klasse aus 1. Permutiert man g, so permutieren sich (§ 162)
die Variationen ¢ untereinander; eine in t symmetrische Funktion H (1)
bleibt dabei unveriindert und ist daher auch, als Funktion H#(x) von g
betrachtet, symmetrisch. Setzen wir daher fiir 2, bis z, die Elemente 7
bis y, eines Biindels G, so ist das System ¢ zweiter Stufe, in das y iiber-
geht, ein Biindel zweiter Stufe, weil jede symmetrische Funktion H (c)
in ihren Koeffizienten rational darstellbar wird. Eine vorgeschriebene
Folge ¢ = [, ¢, ... ¢,] ist Element von r, wenn sie Untermenge von ©
ist. C kann dementsprechend z. B. durch Vereinigung von # Biindeln,
deren jedes je ein ¢, aus ¢ enthilt, gebildet werden.

248. Zusitze. Die Biindel €, in § 246 kann man folgenden Forde-
rungen unterwerfen: 1) Ist ¢, algebraisch-ganz, so ist €, ein ganzzah-
liges Biindel. 2) Ist ¢, nicht null, so enthiilt €, die Null nicht. Ist ¢,
nicht rational, so enthiilt €, keine rationale Zahl. 3) €, enthiilt keine
mehrfachen Elemente. 4) Ist ¢, zu ¢, konjugiert, so ist 6,— G, andern-
falls sind €, und G, total verschieden. ’

Denn alle diese Forderungen sind erfiillt, wenn fiir €, speziell das
¢, enthaltende #rreduzible Biindel gewiihlt wird.
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In § 247 kann € den Forderungen unterworfen werden: 5) Sind
alle ¢, algebraisch-ganz, so ist € ganzzahlig. 6) Ist kein ¢, Null, so
enthiilt € die Null nicht; ist kein ¢, rational, so enthillt € keine ratio-
nale Zahl. 7) Enthiilt ¢ keine mehrfachen Elemente, so auch € nicht.

Den Forderungen 5), 6) geniigt die Vereinigung € der irreduziblen
Biindel €,, denen die Elemente ¢, von ¢ angehoren, der Forderung 7)
wenn nicht € selbst, so sein Wertevorrat.

249. Ist ¢ =[c,, ¢y, ... ;] ein Biindel zweiter Stufe, f(z) eine ganz-
zahlige Funktion, so bilden die Werte f(c,) ein Biindel erster Stufe.
Denn ihre ganzzahligen symmetrischen Funktionen sind symmetrisch
in ¢, also rationalwertig; sie haben insbesondere ganzzahlige Werte,
wenn alle Folgen ¢, aus algebraisch-ganzen Zahlen bestehen.

Demnach hat eine ganzzahlige Funktion f(y) fiir jedes System
algebraischer Argumentwerte einen algebraischen, unter Beachtung der
Zusitze 1), 5) fiir algebraisch-ganze Argumente einen algebraisch-ganzen
Wert. Insbesondere sind Summen, Differenzen und Produkte algebra-
ischer (algebraisch-ganzer) Zahlen wieder algebraische (algebraisch-
ganze) Zahlen.

Korollar. Sind {e,a,...a,}, {B,, Bay - - B,} zwei Biindel, so
ist das System der mn Folgen [e,, 8,] ein Biindel zweiter, das der
Zahlen «, + f, eines erster Stufe.

250. Ist A(y) eine in vy symmetrische Funktion, so ist fiir eine
Variation ¢ von t = [, 2,, ... z,| die Funktion 7(Y) bereits vollig be-
stimmt durch Angabe der Kombination X, = {z,,x,,,...x, |, deren
Elemente in T vorkommen. Auch die Kombinationen permutieren sich,
wenn p permutiert wird (§ 156). Eine symmetrische Funktion der
Werte 2(xt), in denen I von allen verwandten Variationen immer nur
je eine durchliuft, wird daher bereits in r symmetrisch, und die Werte
h(X) bilden ein Biindel, wenn fiir 1 ein Biindel eingesetzt wird. So sind

z.B. die ('>7ahlena A e - +a,,,(1_\1<92< T 0, S kS
die Elemente eines Biindels ?I(") wenn AV = {«,, &, ..., } ein Biin-

del ist.
F. Lineare Funktionen.

n

251. Es sei A(c, r) = yc .2, eine lineare Form der Argumente z,

mit algebraisch -ganzen Koefﬁmenten ¢ sei ein Biindel zweiter Stufe,
dem ¢ = [¢, ¢,, . ..c,] angehort. Durchléuft C=[E,, 2y,...C,] dieses
Biindel, so wird jede ganzzahlige symmetrische Funktion der Argu-
mente /(C, t) als in ¢ symmetrische Funktion S(c,t) eine ganzzahlige
Funktion in r werden, insbesondere das Produkt H(x) aller Formen
h(c, r), wobei man sich nach § 248 leicht davon iiberzeugt, daB bei
passender Wahl von ¢ mit %(c, r) jede der Formen A (T, x), also auch
H(x) echt ist.
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252, Bilden wir ¢ nach § 246, und sind dabei einige der ¢,, etwa
¢, bis ¢, konjugiert, so kénnen wir nach § 248, Zusatz 4, ¢, bis ¢,, das-
selbe Biindel durchlaufen lassen. Dann vertauscht eine Permutation der
Argumente z, bis z, die Formen (¢, ) untereinander, wobei H(x) un-
veriindert bleibt. In diesem Falle, insbesondere wenn ¢, = c, =---=¢,
ist, wird daher H(Y) symmetrisch in den Argumenten x, bis x,,.

253. Es seien & bis ¢ die sogenannten ,ki-fen Emheitswurzeln®,
d.h. die Wurzeln der Gleichung z* = 1. Die Null kommt unter ihnen
nicht vor, dagegen hat die abgeleitete Funktion £z*~* von 2* — 1 nur
2z = 0 zur Nullstelle. Daher ist 2* — 1 von mehrfachen Linearfaktoren,
€ =|¢, &, ... &) von mehrfachen Elementen frei. Die Einheitswurzeln
sind algebraisch ganz.

Durch Homogenmachen (wie in § 242) ergibt sich die Identitit:

Y—as)(y—&2) - (y—ae) =y — 2
254. Ist ¢, eine I-te Einheitswurzel, etwa ¢, = 1, und wihlen wir,
wiederum nach § 246 verfahrend, e als das von ¢, zu durchlaufende
Biindel, so wird H(x) in z,* ganz sein, d.h. 2, nur in den Potenzen
af % ... enthalten. Denn bereits je & Formen

h(C,t) =¢,2, + (Cotg ++--+ C,2,), »=1Dhisk,

die in den Koeffizienten ¢, bis ¢, iibereinstimmen, ergeben nach § 253
das in z* ganze Produkt
(521'2 ghis - Enxn)k = <_1)kx1k'

255. Durchlaufen daher ¢, bis ¢, alle das Biindel e, so ist H(x)
eine ganze Funktion H,(y) des Argumentes y = (2%, z,/, ... z,}]. Weil
eine der k-ten Einheitswurzeln gleich 1 ist, ist z, 4+ 2, + - - - 4 7, ein
Teiler yon H(r). Ferner ist nach § 252 H(x) symmetrisch in 1, also
auch H,(y) symmetrisch in y, weil jede Permutation von Yy durch eine
solche von ¢ bewirkt werden kann.

XYVI. Exponentialformen mit algebraischen Bestimmungsstiicken.

256, Wir kehren wieder zu dem engeren Begriff der Exponentialform
E=Cer+ Cyer+ - - - + Cen
zuriick. Wenn die Koeffizienten und Exponenten je einem Integritiits-
bereich angehoren, so bilden nach § 209 die zugehdrigen Exponential-
formen wiederum einen Integrititsbereich. Nach § 209 ist fiir die Ex-
ponenten sogar erheblich weniger gefordert.

Integrititsbereiche sind nun die Bereiche der algebraischen, der
algebraisch-ganzen, der rationalen und der rational-ganzen Zahlen. Ist
daher f(r) eine ganzzahlige Funktion, und setzen wir fiir ihre Argumente
Exponentialformen ein, deren Koeffizienten oder Exponenten einem der
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genannten vier Bereiche angehéren, so entsteht eine Form, von der das
gleiche gilt. g

25%. Wir miissen die so sich ergebenden Bereiche von Exponential-
formen noch um einen weiteren vermehren. Wir betrachten zunichst
die Zahlenmenge ‘A = {en e®, ... e%} als exponentiales Bild“ der
Menge U = { e, &y, ... «,} und untersuchen speziell die exponentialen
Bilder von Biindeln, da zu erwarten steht, daB sie bei der Betrachtung
von ¢“ bei algebraischem « eine Rolle spielen werden. Man kdnnte
solche Bilder ,, Exponentialbiindel nennen; doch wird dadurch leicht der
Anschein erweckt, als handle es sich um eine besondere Art von Biin-
deln, withrend gerade nach dem Lindemannschen Satze e* nur im
Falle « — 0 mit « zugleich algebraisch, daher ‘% nur im Falle % —
{0,0,...0} mit A zugleich ein Biindel sein kann. Da wir ein kurzes
Wort mit Vorteil gebrauchen kinnen, sei die Bezeichnung ,Schein-
biindel“ fiir das exponentiale Bild eines Biindels gestattet. Unter einer
,Spur schlechthin wollen wir, da wir das Wort in seinem allgemeinen
Sinn (§ 187) nicht zu verwenden brauchen, die Spur eines Scheinbiin-
dels, S°U = e 4 = + - - - -+ e% verstehen.

258. Ein Biindel € kann reduzibel sein und ist alsdann in kleinere
Biindel, z. B. irreduzible, €,, G,, ... zerlegbar, unter denen, falls € mehr-
fache Elemente besitzt, jedes einzelne mehrfach, €, etwa C,-fach vertreten
sein kann. Dann wird &C = (,6°C, + (,&°C, + - - -; die Zahlen C,
sind ganz und positiv. Umgekehrt kann eine lineare Verbindung von
Spuren mit ganzzahlig-positiven Koeffizienten als eine einzige Spur auf-
gefaBt werden, da die Vereinigung zweier Biindel wieder ein Biindel
ist (§ 238).

259. Eine lineare Verbindung irgendwelcher Spuren

1) E = 0,66, + 0,66, + - - + &G,

mit irgendiwelchen Koeffizienten heiBt konsequenterweise eine ,Spuren-
form*“. Durch Zerlegung und Zusammenfassung einzelner Spuren nach
§ 258 kann man mehrfache Darstellungen der Gestalt (1) gewinnen.
Eine Darstellung heiBt reduziert, wenn folgende Voraussetzungen er-
fiillt sind:

(V") Je zwei Biindel §,;, €, sind total verschieden.

(V") Kein Biindel €, enthiilt mehrfache Elemente.

DaB solche Darstellungen méglich sind, beweist die ,irreduzible”,
bei der alle Biindel bis auf 1hre irreduziblen Telle gespalten und Glleder
mit gleichen Biindeln in eines zusammengefaBt sind (§ 238). Sind die
Koeffizienten in irgendeiner Darstellung ganze Zahlen, so sind sie es
nach § 258 auch in jeder reduzierten. Die Form heifit alsdann ganz-
zahlig. Sind in einer reduzierten Darstellung nicht alle Koeffizienten
Null, so gilt das gleiche von jeder Darstellung iiberhaupt, und die Form
heillt echt.
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260. Eine Spurenform ist eine Exponentialform, und zwar ist sie
auch als solche reduziert, wenn sie es als Spurenform ist: Zwei Ex-
ponenten «, # sind verschieden nach (¥,’), wenn sie in verschiedenen,
nach (7,”), wenn sie im gleichen Biindel stecken. Die Voraussetzungen
V), (Vy"”) ergeben also zusammen (V,). Daher deckt sich auch der
Begriff der ,, Echtheit* fiir beide Auffassungen.

Ist die reduzierte Exponentialform

E=Cer 4 Cyer + - - - + Cen
eine Spurenform, so konnen wir die einfachen Indizes 1 bis % derart
durch Doppelindizes, 4 =1 bis I, o =1 bis n, (n,+ny+---+n, = n)
ersetzen, daB die I Mengen €, = {¢,;, ¢;s, ... C1a,| Biindel und die zu-
gehorigen Koeffizienten C,, bis C, ., €inander gleich sind. Dabei denken
wir uns im folgenden stets die urspriingliche Bezeichnung so gewihlt,
daB ¢, fiir 2 = 1 bis I dem Biindel €, angehért (etwa ¢, — ¢,,), so daB

€, fiir C;, geschrieben werden kann. Dann ist £ durch eine Doppel-
summe dargestellt:

1 kit
E = 201266}'07 P
i=1 g=1

deren innere Summen die Spuren &€, sind.

%61. Die Spurenformen bilden cinen Integrititsbereich. DaB die
Summe und Differenz zweier Spurenformen wieder eine Spurenform
ist, ist ohne weiteres klar. Fiir das Produkt ergibt sich das gleiche
daraus, daf das Produkt zweier Spuren,

S 3o = St
u v

My v
nach § 249 (Korollar) eine Spur ist.
Hieraus folgt, daB jede symmetrische Funktion eines Scheinbiindels

eine Spurenform ist. Denn sie ist zuniichst eine ganze Funktion der
Grundfunktionen, diese aber,

gm(e%r) = Eea(’l(}”(’* R g 26"(‘1+u(’2+“'+a9m,
lza<a< <<k

sind nach § 250 die Spuren der Scheinbiindel (A™). Eine ganzzahlige
symmetrische Funktion %(“U) wird zu einer ganzzahligen Spurenform.
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Der Lindemannsche Satz und die Transzendenz vonar.

XVII Die Spezialisierung der Problemstellung.

A. Spezialisierung auf algebraisch-ganze Zahlen.

262. Es sei
E =Cer+ Cyer 4 --- 4 Cre

eine Form mit algebraischen Koeffizienten und N ein gemeinsamer Nen-
ner fiir diese. Die Form N E hat alsdann algebraisch-ganze Koeffizienten,
ist mit E zugleich echt und reduziert und gehort jedem Integritiits-
bereich an, dem E angehort. Insbesondere ist sie eine Spurenform, wenn
E eine solche ist. Sie hat den Wert Null stets und nur dann, wenn E
gleich Null ist. Fiir unser Problem bedeutet es also keine Einschriin-
kung der Allgemeinheit, wenn wir algebraische Koeffizienten von vorn-
herein als algebraisch-ganz annehmen.

263. Es sei

FE = Clgcx -k 02301 + -+ C"g"n
eine Form mit algebraischen Exzponenten, und I ein gemeinsamer Nenner
fiir diese. Die 4" Formen
E, = Cie, e + C’2¢sgge°2 4+ Cneynecﬂ,

worin jedes ¢ unabhingig von den anderen die /-ten Einheitswurzeln
durchliuft, sind simtlich reduziert und echt, wenn dies von FE gilt.
E ist eine von ihnen. Ihr Produkt E ist daher wieder eine echte Ex-
ponentialform. Nach § 255 ist sie darstellbar als ganzzahlige Funktion
H,(y) der Argumente y, = (C,e%)* = Cfé%. Da die Zahlen ke, alge-
braisch-ganz sind, hat auch E algebraisch-ganze Exponenten. Die Ko-
effizienten von E gehiren als ganzzahlige Funktionen der Werte CF
jedem Integrititshereich an, der €, bis C, enthilt. Sie sind also alge-
braisch (-ganz bzw. rational), wenn diese algebraisch (-ganz bzw. ratio-
nal) sind.

264. Zusatz. H,(y) ist symmetrisch in y (§ 255), daher auch in
jedem Teil von v, inshesondere in Y, =[y;,,...¥;, ], falls E eine Spuren-
form ist und entsprechend der Bezeichnung des A§ 260 Ofgekc"-i’ mit y;,
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bezeichnet wird. Da nun C,, = C, ist, wird H,(y) auch symmetrisch
in g = [¢"*, ... ¢'*m]. Mit G, ist aber auch kG, = [kc;,,...kc,, ] ein
Biindel, also 3, ein Scheinbiindel, “(kS,). Aus § 261 folgt damit: Ist £
eine Spurenform, so auch E.

B. Spezialisierung auf symmetrischen Bau.

265. Es sei
E=Cier+ Cyer+ --- + C en

eine Form mit algebraisch-ganzen Koeffizienten. In
E =02+ Cyer+ - + O e

durchlaufe jedes C, ein ganzzahliges Biindel, dem C, angehért, und das
die Null nicht enthilt, wenn C; &= 0 ist.

E ist unter den Formen I enthalten. Jede einzelne ist reduziert
und echt, wenn dies von £ gilt. Ihr Produkt ist daher eine echte Ex-
ponentialform E. Nach § 251 ist sie eine ganzzahlige Funktion H(r)
der Argumente x, — ¢%, also eine ganzzahlige Form. Ihre Exponenten
gehoren jedem Integrititsbereich an, der die Exponenten ¢, von E ent-
hilt, sind also algebraisch usw., wenn die von E es sind.

266. Zusatz. Ist 1) eine Spurenform, so auch E. Denn H(y) ist,
unter Verwendung der Bezeichnung des § 260, nach § 252 symmetrisch
in jedem der Scheinbiindel ¢, .

267. Es sel

E=Cer+ Coer 4 --- + C e

eine Form mit algebraischen Exponenten. Sie sei reduziert und

€ ={r, % %)

ein Biindel ohne mehrfache Elemente, dem alle ¢; angehéren (§ 248, 7).
Ist [y, @, ... ¢,] eine Variation von € zur n-ten Klasse, so ist

E = Ciei + Cies +--- + C en

eine reduzierte und, wenn F echt ist, echte Form. Das Produkt aller
(Z) Formen E ist daher eine echte, durch E teilbare Exponentialform E.
Sie ist eine ganzzahlige Funktion der beiden Argumentensysteme
[Cy, Gy, ... C,] und €, und zwar in letzterem (iibrigens auch in erste-
rem) eine symmetrische; d.h., da ‘C ein Scheinbiindel ist: E st eine
Spurenform. Sind die Exponenten ¢, von I algebraisch-ganz, so kann
€ ganzzahlig gewiihlt werden (§ 248, 5), es werden also auch die Ex-
ponenten von E algebraisch-ganz sein. Die Koeffizienten von E sind, als
ganzzahlige Funktionen derer von E, in jedem Integritiitshereich ent-
halten, der diese enthiilt.
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C. Zusammenfassung und Zusitze.

268, Auf Grund der vorstehenden Erorterungen kann man zu jeder
echten Exponentialform F mit algebraischen Koeffizienten und Ex-
ponenten vier weitere echte Formen FE,, I, F;, E, bilden, so daB
E Teiler?) von E,, E, von E,, E, von E,, E, von F, ist, und daf jede
der Formen gegen die vorhergehende eine der vier Vereinfachungen:
algebraisch-ganze Koeffizienten, algebraisch-ganze Exponenten, rationale
Koeffizienten, ,gespurten Bau aufweist. In welcher Reihenfolge diese
Vereinfachungen angebracht werden, ist gleichgiiltig; denn unsere Me-
thoden zu ihrer Gewinnung sind, wie wir jeweils ausdriicklich gezeigt
haben, so beschaffen, daB keine bereits vorhandene der vier Spezialisie-
rungen durch Hinzufiigung einer neuen wieder aufgehoben werden kann.
Die Form E, = E besitzt daher alle vier Spezialisierungen, und wenn
E selbst bereits iiber eine oder mehrere von ihnen verfiigt, so ver-
ringert sich die Zahl der Schritte, die zu E fiihren.

269. Hiernach geniigt es, den Lindemannschen Satz fiir ganz-
zahlige Spurenformen mit algebraisch-ganzen Exponenten
zu beweisen. Denn mit irgendeiner echten Exponentialform F mit alge-
braischen Exponenten und Koeffizienten miifite auch eine Form E der
besonders einfachen genannten Art verschwinden, von der I ein Teiler
ist. Die Spezialisierungen von E gestatten uns, sein Nichtverschwinden
durch wortliche Ubertragung der Abschiitzung des zweiten Teils zu er-
weisen.

270. Anmerkung. Die Vereinfachungsmethoden der §§ 262 ff. er-
heben nicht den Anspruch, bei praktischer Durchfiihrung der Rechnung
die einfachsten moglichen zu sein. Es kommt aber auch hier nicht
darauf an, wie man am schnellsten zu einer F als Faktor enthaltenden
Form E einfacher Bauart gelangt, sondern nur darauf, daf} es eine
solche Form sicher gibt. Um die einfachste zu finden, hitten wir in
Kap. XV, E das kleinste Biindel zweiter Stufe bestimmen miissen, das
eine gegebene Folge ¢ = [¢,¢,,...c,] algebraischer Zahlen als Element
enthiilt, und bereits dort hoben wir hervor, da dies ohne (offenes oder
verstecktes) Hereinziehen der Theorie der algebraischen Korper uns
nicht durchfiithrbar erscheint.

271. Infolge dieser Beschriinkung haben wir auch da auf rechne-
risch kiirzere Verfahren verzichtet, wo sie mit unseren Mitteln durch-
fithrbar gewesen wiiren. Wir erwiihnen wenigstens die wichtigsten Fille.
In § 263 kann man an Stelle des Generalnenners & die Einzelnenner
ky, kg, ...k, der Exponenten ¢, ¢,, ... ¢, verwenden, indem man ¢, die
k,-ten Emheltswurzeln durchlaufen laBt. Die Anzahl der Formen I,
wird dann kk,...%,, also im allgemeinen kleiner als " Ihr Produkt
wird eine ganze Funktlon der Argumente ¢*2°.

1) Im Bereich der Formen mit algebraischen Exponenten und Koeffizienten.
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Ist hierbei die Bezeichnung bereits umstindlicher, wie in § 263, so
gilt dies umsomehr von dem Nachweis, daB E eine Spurenform wird,
wenn £ eine solche ist. Jedoch bietet er keine prinzipielle Schwierigkeit.

272. In § 265 kann man zunichst alle Glieder mit gleichen Ko-
effizienten zusammenfassen, und dann erst die konjugierten Formen
bilden. Speziell, wenn E eine Spurenform

E= (686, 4 C,66C, + .- 4+ CBC,
1st, wird auch
E=C,66,+ C,&Cy+ .- + C,&°6C,
eine solche, und es leuchtet unmittelbar ein (§ 261), daB auch das Pro-

dukt E aller E eine Spurenform wird.

273. Bemerkenswert ist noch, daB in den meisten Darstellungen
die Operation des § 263 iiberhaupt unterlassen und statt dessen die Ab-
schitzungsmethode soweit verallgemeinert wird, daB sie auch auf ge-
brochene Exponenten pafit. Wenn wir uns hier, im Anschlusse an Herrn
Vahlen, entschlossen haben, die Zahl der vorbereitenden Schritte um
einen zu vermehren, so geschah es erstens, um die Analogie zwischen
Kap. XV und Kap. XVIII moglichst weit durchzufiihren, und zweitens,
weil das Mitschleppen eines Nenners in den Exponenten die Durch-
sichtigkeit der jetzt folgenden Rechnungen wesentlich beeintriichtigt.
Wir zeigen jedoch an dem speziellen Beispiel & weiter unten, wie das
Verfahren fiir gebrochene Exponenten zu modifizieren ist.

XVIII. Der Beweis des Lindemannschen Satzes.

274. Wenn die Exponentialform
E=Cier 4 Cyes + --- + C e

eine Spurenform mit algebraisch-ganzen Exponenten ist, so wird bei
reduzierter Darstellung, (V}), die Funktion

(1) 9(@)=(z—¢)(®—gq)- - (z—¢,)

ganzzahlig sein, da das System € = {¢, ¢,,...c,} als Vereinigung ganz-
zahliger Biindel selbst ein solches ist. Wiihlen wir daher auch v (z)
ganzzahlig, so werden die Funktionen

2) ¢(@)=9(@)¥(2), f(@)=9@)", F@)=f(z)+f @)+f" @)+

genau wie frither ganzzahlig sein. Ist I eine echte Form, so kann v (z)
nach § 97 wieder derart gewihlt werden, daf

3) K(p)=209'(c;) = 20,9 (e)w(e) =B, (A=1,2,...n),
von Null verschieden ist. Auflerdem wird B eine ganze rationale Zahl.

Hessenberg: Transzendenz von ¢ und 7. '
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275. Nunmehr wird die Identitat (vgl. § 127 ff)

(4) FO)E = K(F) + K(R)
und hierin fiir hinreichend grofes m (m > m):
(5) [K(B)| < m),

weil es unabhiingig von allen speziellen Annahmen iiber F zutrifft, ge-
nau wie friither gelten. Fiir die Betrachtung von K(F') werden wir dabel
zweckmiiBig die gewiihlte Bezeichnung nach § 260 in eine Doppelindizes-
bezeichnung abiindern. Dann stellen sich £ und K(F') dar als Doppel-
summen:

7 ﬂl
(6) L 20;. e
=1 - g=1
! 21
© K(F) = 30, 3 F(cy,).

276. Wortlich, bis auf den Ersatz des Index A durch den Doppel-
index [1, o], wiederholt sich jetzt die Betrachtung des § 134: An der
Stelle ¢,, hat ¢(z) die Entwicklung:

k
(8 a‘) (p(x) =0 gaig,v<x_clg)v7
darin sind die Koeffizienten
(8b) Bz, = P(C1p) 1 7Y, speziell a,,, = ¢'(¢;,)

ganzzahlige Funktionen von c;,. Fiir eine Primzahl m = p wird daher
nach dem polynonnschen Satz:

92  f@)= Za,g,,%c,@wpzz?u(cm(x 610)’;

darin ist ¢ > p und B,(c;,) eine ganzzahlige Funktion von ¢; .

27%. Die Werte F(c,,) p! summieren wir sogleich iiber das Biin-
del €,. Dann wird wie in § 135:

o
O8) SFe):p! - Soptip) S, +9 (000 ) 3B, (e

o= o= [ o=

Die iiber o zu erstreckenden Summen rechts sind ganzzahlige sym-
metrische Funktionen der ganzzahligen Biindel €,, haben also gaiz-

zahlige Werte. Daher ist >'F(c;,): p! eine ganze Zahl und, da modulo p

wieder der zweite Teil der rechten Seite und alle Glieder des ersten
mit v = 2 bis v = k wegfallen:

2 n
(10a) SFy)p'= 3¢ (6,)" (modp).
¢= 0=
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Nach der Erweiterung des Fermatschen Satzes in § 244 folgt

ny

22
(10D) SF(ep):pl= 3¢ (e) (modp)
e=1

o=1

und, da die Koeffizienten ; ganze Zahlen sein sollen, nach (7):
(11) K(F):p!=K(¢) (modp).
Die Zahl K(¢') = B ist ganz und, wie bereits in § 274 angenommen,
nicht null. Ist daher p > |B|, so ist, wie friiher K (F'): p! eine ganze,
durch p unteilbare, also nichtverschwindende Zahl:

E(F)| >,
und fiir p > m,:|K(F)|>|K(R)| nach (5), womit das Nichtverschwin-

den von F erwiesen ist.

XIX. Varianten des Beweises,
A. Varianten des allgemeinen Beweises.

278. Die Kongruenz (10a) gilt auch hier unabhiingig von dem
Primzahlcharakter des Moduls. Gehen wir nimlich von dem Ansatz

(@) = p(@)"y(x)

aus und wihlen, wie in § 137, m + 1 als Modul, so wird
(12) ZF(CZQ) :ml= Z'qz'(c,.?)’”x(clg) (mod (m + 1)).
¢ ¢

Fiir y(x) = ¢'(z) erhilt man der Sache nach (vgl. § 140) wieder (10a).
Um jedoch von (10a) zu (10b) iiberzugehen, bedarf man der Er-
weiterung des Fermatschen Satzes in § 244, und diese wird mittels
des polynomischen Satzes gewonnen. Eine Vereinfachung der Hilfsmittel
wird also auf diesem Wege jetzt nicht mehr erreicht. (Vgl. z B.: Lehr-
buch der Algebra von H. Weber, Bd. 11, § 228).
279. Der Versuch, wie in § 148 ¢(z) =g¢(z), 1(z) =g(2):(z—¢,)
(fir € 4 0) zu wiihlen, scheitert zunichst daran, daB y(z) auf diese
Weise im allgemeinen nicht ganzzahlig wird, es sei denn, daf einer der
Exponenten, der dann mit ¢, = ¢, bezeichnet sei, rational ist. In diesem
Falle ist er eine ganze Zahl, und es kann angenommen werden, daB
€, ={¢} aus ¢ allein bestehe; y(z) = g,(z) = g(2): (z—¢,) ver-
schwindet alsdann fiir jedes ¢, o auber ¢, es wird daher nach (12)
(13) K(F):m!= C,¢(c,)"t* (mod (m + 1)).
Wenn nun m + 1 einen in C,¢ (¢,) nicht aufgehenden Primfaktor ent-
hiilt, so ist C,¢'(¢,)"** und damit K(F'):m! durch m + 1 unteilbar,
womit fiir m = m, (§ 275) das Nichtverschwinden von £ ohne den poly-

nomischen und Fermatschen Satz erwiesen ist.
7*
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280. Um auch im allgemeinen Falle diese elementare Variante an-
wenden zu konnen, nehmen wir F als Form an, in der positive Koeffi-
zienten vorkommen. Andernfalls betrachten wir — E. Die Glieder mit
positiven Koeffizienten bilden eine ganzzahlige Spurenform A, die nach
§ 258 als Spur, >¢™, dargestellt werden kann. Die iibrigen Glieder
bilden eine Form — B, und B ist entweder Null oder ebenfalls eine

Spur, >¢”. Im letzteren Falle ist jedes a, von jedem b, verschieden.

_ Es sei jetst 4 — e™™; dann ist auch A eine Spur. Die Form
EA = AA — BA ist wieder eine ganzzahlige Spurenform, denn 4.4

und BA sind Spuren nach § 261. In BA = 3¢~ " kommt der ratio-

nale Exponent Null sicher nicht, dagegen in 4.4 = D¢" ™ sicher fiir
uw—=v und vielleicht noch ofter, jedenfalls also mit einem von Null ver-
schiedenen reduzierten Koeffizienten vor. Auf die Form EA ist daher
die elementare Variante in § 279 amwendbar, und mit E A =0 ist auch
E 40 bewiesen. Die Reduktion von ¥ A ist iibrigens fiir diese Variante
nur soweit notig, daB alle Glieder mit dem Exponenten Null in eines
zusammengefaBt werden. Denn dann ist ¢'(0) sicher nicht null, und die
anderen Werte ¢'(c;,) treten in (13) nicht auf.!) Die Darstellung

E—Ze“—Ze + ae,

die z. B. Herr Vahlen verwendet, spart die Zeichen C; und verringert
die Zahl [ der Biindel €, auf dre1 wecren der Bevmzugung der Null
genau genommen auf zwei, {a, a,,...| “und Phoashe <ot

B. Die Transzendenz von .

281. Fiir die Transzendenz von z geniigt der Nachweis des Nicht-
verschwindens der (unter Ausschluf des Trivialfalles « = 0) zweiglied-
rigen ganzzahligen Form ¢® + e* mit algebraischem «. Die Operationen
der §§ 262, 265 werden hierbei gegenstandslos, diejenigen der §§ 263, 267
vereinfachen sich folgendermaBen: N sei ein Nenner von «, also Na =g
algebraisch-ganz; & bis ¢y seien die N-ten Einheitswurzeln, €= (—1)¥*!
ihr Produkt. 8 = {f,, By, ... B} sei ein ganzzahliges, B enthaltendes
Biindel, B, die Spur des Scheinbiindels *(B®), §§ 236, 257, 261. Die
Produkte

= (& + &%) (" + ge®) - (&0 + exe”) = e+ Ce?,
E = (e + CePr) (¢4 CePr) .- (0+ Cefk) =+ OB, + C* By ++-- + C* B,
sind ersichtlich durch e° 4 ¢“ teilbare, ganzzahlige Formen mit alge-
braisch-ganzen Exponenten; E ist reduziert und echt, E eine Spuren-

form. Die Darstellung von E durch die Spuren B, braucht nicht redu-
ziert zu sem, jedoch ist bei ungeradem N (fir C'=+ 1) zweifellos der

1) Die Echtheit von F ist auch offenbar dann bereits gewiihrleistet, wenn
der Exponent eines echten Gliedes von allen anderen verschieden ist.
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reduzierte Koeffizient von ¢ mindestens 1, also E echt und seine Ab-
schiitzung nach der elementaren Variante des § 279 durchfiihrbar. Da-
gegen kann bei geradem N (fiir C=—1) die Echtheit von E nur nach
dem allgemeinen Schlufl von den Faktoren auf das Produkt (§ 209)
und die elementare Abschitzungsvariante nur durch einen weiteren vor-
bereitenden Schritt (§ 280) gewonnen werden. Denn der Exponent O
kann herausfallen, beispielsweise fir £ =3 und 8, + 8, + 8; = 0, und
von den anderen Exponenten weil man nichts néheres.

282. Dieser unbequemen Fallunterscheidung mitsamt ihrem Utr-
sprung, der Operation des § 263, konnen wir nun ausweichen, indem
wir mit einem, « enthaltenden Biindel A = {«,, «,, ... @} socrlexch fol-
gende ga.nzzahhge Spurenform mit dem Faktor ¢’ 4 e~ bilden:

E = (e"+6%) ("4 %) - (e0+ £%) = 9+ G (AD) + S(AD) + .. + S¢(AW).

In ihr wird (genau wie zuvor bei ungeradem N in E) der reduzierte
Koeffizient 4 von € sicher positiv sein, sie ist also echt. Und da der
Exponent 0 rational ist, die von ihm verschiedenen differenten Elemente
a, bis a, der Biindel A® also ein Biindel bilden (§ 237f.), versuchen
wir nunmehr, dem allgemein iiblichen Transzendenzbeweise fiir z fol-
gend, unser Abschétzungsverfahren in der elementaren Variante unmittel-
bar auf E anzwwenden, ohne erst zu algebraisch-ganzen Ezponenten iiber-
zugehen. Wir beginnen mit F'(0) E = K(F') + K(R) genau wie bisher,

wobei zu setzen ist:
E=AL+ ¢n 4+ et .o + e,
(14) K(F) = AF(0) + F(a,) + F(a) + - + F(a,)
F(@)=f@) +f @) + @)+
flx) =a2m[(z —a,) (x—ay): - (x—a,)]"*+*

283. Die Funktionen f(z) und F'(z) werden rationalzahlig, nicht
notwendig aber ganzzahlig sein. Es sei N ein gemeinsamer Nenner der
Zahlen a,; dann fithren wir folgende Bezeichnungen ein:

Y= IVx, b;_ i J\Ta,-_,
Z&(y) _— ym[<y S bl) (y — bg) e (y pube b")]m +1

Die Zahlen b, sind algebraisch ganz, /i (y) ist also eine ganzzahlige Funk-
tion. Bezeichnen wir ihren Grad mn + m + n mit k, so wird

I(y) = N f(z), also NehO(y) — N*f@(z),
und daher fiir b = Na:
k
(15) N*F(a) = h(b) + NK (b) + N1 (b) +-+- = 2 eh@(b).
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Man erhdlt also den Wert N*F(a), wenn man h(y) an der Stelle b = Na
entwickelt und (y —b)¢ durch N¢o! ersetzt.

284. An der Stelle b, ist

A =B (0T k By bt T i,
darin ist B, eine ganzzahlige Funktion B, (b,) von b,, niimlich
hm+1(b,) : (m+ v)!.
Infolgedessen wird nach (15)
Nt 3'F(a) = (m+1)IN*+ [ 3B, + (m+2)N 3By +---].
i=1 e =1

Die Summen in der Klammer sind ganzzahlige symmetrische Funk-

tionen des Biindels {b,,b,,...b, |, also ganze Zahlen. Daherist N* S'F(a,)
eine durch (m + 1)! teilbare ganze Zahl.

285. An der Stelle O hat A(y) als ganzzahlige Funktion eine Ent-
wicklung mit ganzzahligen Koeffizienten:
h(y) = Byy™ + Biy™* " + -+

darin ist By= [(—1)"bb,...b,]"*", und die eckige Klammer hat einen
ganzzahligen, von Null verschiedenen Wert, den wir zur Abkiirzung b,
nennen. Nunmehr wird nach (15):

NtF(0) = N™m![bp+t + N(m+1)B, + --+]
und nach (14) und § 284: .
NK(F):m!=AN™pp+' (mod (m+1)).

Enthdlt m + 1 einen Primfaktor, der in 4 Nb, nicht aufgeht, so
ist hiernach N* K (F'): m! eine ganze, nicht verschwindende Zahl, also

K. > mEN=~
5y 286. Fiir ein hinreichend groBes m, m > m,, ist aber andererseits
l At h;K(R) :m!| < &, speziell fiir ¢ = N-R&
| K(R)| < m!N-%,
also |K(I")| > |K(R)|, womit das Nichtverschwinden von ¢° 4 ¢* fiir
jedes algebraische «, also wegen ¢° + ¢"* = 0 die Transzendenz von =
erwiesen ist. :

Es hilt nicht schwer, diese Verallgemeinerung des Verfahrens auch
auf den allgemeinen Beweis des Lindemannschen Satzes zu iibertragen.

ST __CABINETMATEMATYCZNY
! o Towarzystwa Jiteqweon Wares: iskiego
\%, / -
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Berichtigung.
In § 286 muB die zweite Zeile statt:
| K(R): m!| < & speziell fir ¢ = N-*%:

lauten:
| N+ Dm K(R) : m!| < &, speziell fiir ¢ = N-*:

/
Hessenberg: Ttanszendenz.
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| Potenzreihe, endliche 36, 52 u. a.

— — an einer Stelle 46, 61 u.a.
—, unendliche 79 ff., 85 ff., 100.

| Primgrofen 173, 179, 236, 239.

Primitive Expon.-Formen 217 ff.

Primzahl als Exponent 67, 134, 276.

— als Modul 68, 135, 138, 181, 191, 222,
244, 277.

Problematische Annahmen 12, 22, 25.

Produkt, duberes 192.

| —, formales 42, 46.

—, gliedweises 183, inneres 188.
héchsterund niederster Glieder 42, 212.
von algebraischen Zahlen 249.

von Expon.-Formen 208.

von Spuren 261.

von Zahl und Folge 184.

| Pseudoindirekte Beweise 24.
Pythagoreischer Lehrsatz 23.

‘guadra‘tische Gleichung 101 f.

uaternionen 191.

| Quotient 235 f.

' Rationalitiitsbereich 175.

Rationalitiitssatz 216.
Rationalzahlige Expon.-Formen 217.
— ganze Funktionen 237.
Reduktion 36 f., 52, 95, 207, 259 f.
Reduzibel s. irreduzibel.

Reihe s. Potenzreihe.

Reinformal 35.

Relative Koeffizienten 223.
Relativgrad 52.

Relativordnung 58.

Restschiitzung s. Abschitzung.
Reziproke 169.

Rohform des Beweisschliissels 8, 9.

| Rollesches Theorem 75.

Rudimente 31.

Scheinbiindel 257.

Schliissel zum Beweise 7, 8, 9, 126
Schopenhauer 4.

Skalar 184, 188.

Spur einer Folge 187.

— eines Scheinbiindels 257 ff.
Spurenform 259 ff.

| Stelle 34, 50.
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Summe, formale 42.

— von Expon.-Formen 208.

— von Folgen 51, 182.

— von Spuren 261.

Symmetrische Funktionen 225 ff. |
— eines Biindels 243.

— eines Scheinbiindels 261.

—, mehrfach s. F. 230. |
— von zweiter Stufe 232.

Taylorsche Reihe fiir ganze Funktionen |
61, 81, 107, 283. ‘

— —mit Restglied (T.sche Formel) 75.117.

Teil einer Menge 154.

Teilbarkeitsbereich 170.

Teiler 171.

—, Aquivalente 171.

— der Eins 171 ff., der Null 168.

—, groBter gemeinsamer 160, 172, 180 f,
285 ff.

—, uneigentliche 173.

Teileralgorithmus 181, 236.

Teilerfremde GroBen 172, 180.

Total different 151, t. verschieden 158.

Transitives Gesetz 193, 197.

Transzendente Zahl 1.

Alphabetisches Verzeichnis.

| Unzerlegbare GroBen, die nicht Prim-
— von algebraischen Zahlen 249 t. ]

grofen sind 174.

Vahlen 7, 16, 19, 124, 273, 280.

Vandermondesche Determinante 45f.,
98.

Variationen 162.

Vektor, vektoriell 184.

Verkniipfung von Folgen 182 ff.

Verkniipfungssiitze 166 ff.

Verschieden 150, 158, 163.

—, total 158.

Verschwinden nach einem Modul 177.

Verwandte Folgen 164.

— Funktionen 224.

| Vollstiindige Umkehrung 26.

Vorspiegelung falscher Voraussetzungen
24.

Weber 21, 112f., 123 f., 278.
— und Wellstein 7.
Weierstrall 124.

 Wertegleichheit 34, 141, 181.
| Wertevorrat 157, 238.

Zahlentheoretische Hilfsmittel 125, 146.
— Voraussetzungen 1.
Zahlfolgen 163 ff.

| Zerlegbare Grofien 172.

Umformungsgleich 38. ‘
Umkehrung, einfache logische 24 ff.

—, vollstiindige 26. i
Unecht s. echt.

Uneigentlich s. eigentlich.

Untermenge 158.

Unzerlegbare Grofen 173.

| Zerlegung, eigentliche und uneigentliche

173.

einer Grofie 171.

einer Menge 152.

— —, unechte 153.

von Grundfolgen 206.
Zusammengesetzte Grofe 173.
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Ahrens, Dr. W., mathematische Unterhaltungen und Spiele. 2. Auflage.
In 2 Binden. gr. 8. In Leinwand geb.

I. Band: Mit 200 Figuren. [IX u. 400 S.] 1910. # 7.50.
I — [In Vorbereitung.]

Kleine Ausgabe: Mathematische Spiele. Mit 69 Figuren. [VI u.118 Figuren.] 8. 1907.
Geh. M 1.—, in Leinwand geb. J// 1.25.

Scherz und Ernst in der Mathematik. Gefliigelte und ungefliigelte

Worte. [X u. 522 S.] gr.8. 1904. In Leinwand geb. 4 8.—

Bachmann, P., Zahlentheorie. Versuch einer Gesamtdarstellung dieser Wissen-
schaft in ihren Hauptteilen. In 6 Teilen. gr. 8. In Leinwand geb.

I Teil: DieElementeder Zahlentheorie. [XII u. 264 S.] 1892. Anastatischer Neudruck 1910.
Geh. J 6.40, M T.20.

II. — Die analytische Zahlentheorie. [XVIII u.494 S.] 1894. Geh. J/ 12.—, M 18.—

III. — DieLehrevon der Kreisteilung und ihre Beziehungen zur Zahlentheorie.
Mit Holzschnitten und 1 Tafel. ]XII u. 300 S.] 1872. Geh. # T.—, M 8.—

IV. — Die Arithmetik der quadratischen Formen. I Abt. [XVI u. 668 S.] 1898.
Geh. M 18.—, M 19.—

V. — Allgemeine Arithmetik der Zahlenkorper. [XXII u.548 S.] 1905. Geh. J 16.—,
M 1T, —

Vorlesungen iiber die Natur der Irrationalzahlen. [X u. 151 S.]
1892. In Leinwand geb. # 4.—

niedere Zahlentheorie. In 2 Teilen. gr. 8.
I Teil: [X u.402 S.] 1902. Geh. J 13.—, in Leinwand geb. J/ 14.—
II. — Additive Zahlentheorie. [X u.480 SJ] 1910. Geh. J/ 16.—, in Leinwand
geb. S 17.—
Mathematische Bibliothek. Gemeinverstindliche Darstellungen aus der
Elementar-Mathematik fiir Schule und Leben. Herausgegeben von
Dr. W. Lietzmann und Dr. A. Witting. Kartoniert je # —.80

Zunichst sind erschienen:

1. E. Loffler, Ziffern u. Ziffernsysteme der Kulturvdlker in alter u.neuer Zeit.
2. H. Wieleitner, der Begriff der Zahl in seiner logischen u. histor. Entwicklung. Mit 10 Figuren.

3. W. Lietzmann, der pythagoreische Lehrsatz mit einem Ausblick auf das For-
matsche Problem. Mit 44 Figuren.

4. 0. Meifiner, Wahrscheinlichkeitsrechnung nebst Anwendungen. Mit 6 Figuren.

Bocher, Dr. M., Professor an der Harvard University Cambridge, Einfiihrung
in die hohere Algebra. Deutsch von H. Beck. Mit einem Geleitworte von
E. Study. [XII u. 348 S.] gr. 8. 1910. In Leinwand geb. # 7.—

Bonola, R., Professor an der Scuola Normale zu Pavia, die nichteuklidische
Geometrie. Historisch-kritische Darstellung ihrer Entwicklung. Deutsche
Ausgabe von Dr. H. Liebmann, Professor an der Universitiit Miinchen.
Mit 76 Figuren. [VIII u. 245 S.] 8. 1908. In Leinwand geb. # 5.—

Cantor, Geheimer Hofrat Dr. M., Professor an der Universitiit Heidelberg, Vor-
lesungen iiber Geschichte der Mathematik. In 4 Biinden.

I Band. Von den éltesten Zeiten bis zum Jahre 1200 n. Chr. 8. Aufl. Mit 114 Figuren
u. 1 lithogr. Tafel. [VI u. 9418.] gr. 8. 1907. Geh. 4 24.—, in Halbfranz geb. JL 26.—

I — Vom Jahre 1200 bis zum Jahre 1668. 2, verb. und verm. Aufl. In 2 Abteilungen.
Mit 190 Figuren. [X u.943 S.] gr. 8. 1900. Geh. J 26.—, in Halbfranz geb. JL 28.—

oI — Vom Jahre 1668 bis zum Jahre 1753. 2., verb. und verm. Aufl. In 3 Abteilungen.
Mit 146 Figuren. [X u.923 S.] gr.8. 1901. Geh. 4 25.—, in Halbfranz geb. JL 27.—

Iv. — Von 1759 bis 1799. Bearbeitet von V. Bobynin, A. von Braunmiihl, ¥. Cajori,

M. Cantor, S. Ginther, V. Kommerell, G. Loria, E. Netto, G. Vivanti
und C. R. Wallner. Mit 100 Figuren. [VI u. 1113 S.] gr. 8. 1908. Geh. £ 32.—,
in Halbfranz geb. J£ 35.—
politische Arithmetik oder die Arithmetik des tiglichen
Lebens. 2. Auflage. [X u. 155 S.] gr.8. 1903. In Leinwand geb. 4 1.80.

Czuber, Hofrat Dr. B., Professor an der Technischen Hochschule zu Wien, Ein-
fiihrung in die hohere Mathematik. Mit 114 Figuren. [X u 382 S.]
gr. 8. 1909. In Leinwand geb. 4 12.—
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Dickson, Leonard Eugene, Ph. D., Assistant Professor of Mathematics in the
University of Chicago, Linear Groups with an Exposition of the Galois
Field Theory. [X u. 312 S.] gr.8. 1901. In Leinwand geb. 4 12.—

Engel, Dr. Fr., Professor an der Universitiit Greifswald, und Dr. P. Stéckel, Professor
an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe, Urkunden zur Geschichte
der nichteuklidischen Geometrie. Mit vielen Figuren. 2 Binde.

I. Band: Nikolaj Iwanowitsch Lobatschefskij, zwei geometrische Abhand-
lungen, aus dem Russischen iibersetzt, mit Anmerkungen und mit
einer Biographie des Verfassers von Friedr. Engel. I. Teil: Die

bersetzung. Mit einem Bildnisse Lobatschefskijs und 194 Figuren.
II. Teil: Anmerkungen. Lobatschefskijs Leben und Schriften. Mit
67 Figuren. [XVI, IV u. 476 S.] 1898. Geh. # 14.—, in Halbfranz
geb. J 15.40.

II. Band: Wolfgang und Johann Bolyai, geometrische Untersuchungen,
herausgegeben von Paul Stickel. Mit einem Bildnisse Wolfgang
Bolyais. [Unter der Presse.]

Foppl, Dr. A., Professor an der Techn. Hochschule in Miinchen, die Geometrie
der Wiri)elfelder. In Anlehnung an das Buch des Verfassers iiber die
Maxwellsche Theorie der Elektrizitit und zu dessen Ergiinzung. [X u. 108 S.]
gr. 8. 1897. Geh. # 3.60, in Leinwand geb. ./ 4.40.

Fricke, Geh. Hofrat Dr. R., Professor an der Technischen Hochschule zu Braunschweig,
kurzgefaBte Vorlesungen iiber verschiedene Gebiete der hdheren
Mathematik mit Beriicksichtigung der Anwendungen. Analytisch-
funktionentheoretischer Teil. Mit 102 Figuren. [IX u. 520 S.] gr. 8.
1900. In Leinwand geb. £ 14.—
[Der II (SchluB-) Teil iiber Algebra und Geometrie ist in Vorbereitung.]
u. Regierungsrat Dr. F'. Klein, Professor an der Universitit in Gottingen,
Vorlesungen iiber die Theorie der automorphen Funktionen. 2 Biinde.
I Band: Die gruppentheoretischen Grundlagen. *Mit 192 Figuren. [XIV u. 634 S.]
gr.8. 1897. Geh. ./ 22.—

II. — Die funktionentheoretischen Ausfiithrungen und die Anwendungen.
1. Hiilfte: Engere Theorie der automorphen Funktionen. Mit 34 Figuren
[282 S.] gr.8. 1901. Geh. . # 10.—

Grafmann, H., gesammelte mathematische und physikalische Werke.
Auf Veranlassung der mathematisch-physikalischen Klasse der Kgl. Siichsischen
Gesellschaft der Wissenschaften herausgegeben von Friedrich Engel. In
3 Biinden. I Band. In 2 Teilen. gr. 8. Geh. 4 28.—

I. Band. I. Teil: Die Ausdehnungslehre von 1844 und die geometrische Analyse.
Mit dem Bildnis GraBmanns und 85 Figuren. [XVI u. 435 S.] 1894. £ 12.—
I — IIL. — Die Ausdehnungslehre von 1862. Mit 37 Fig. [VIII u.511 S.] 1896. /. 16.—

Grundlehren der Mathematik. Fiir Studierende und Lehrer. In 2 Teilen.
Mit vielen Figuren. gr. 8. In Leinwand geb.
I. Teil: Die Grundlehren der Arithmetik und Algebra. Bearbeitet von
E. Netto und C. Fiirber. 2 Biinde.
I. Band: Arithmetik. Bearbeitet von Dr. Carl Firber, Professor an der Luisenstiidtischen

Oberrealschule in Berlin. Mit 9 Figuren. [XV u. 410 S.] 1911. o/ 9.—
I — Algebra. Von E. Netto in GieBen. [In Vorbereitung.]

1L Teil: Die Grundlehren der Geometrie. Bearbeitet von W. Frz. Meyer
und H. Thieme. 2 Binde.

I. Band: Die Elemente der Geometrie. Von Professor Dr. Hermann Thieme, Direktor
des Realgymnasiums zu Bromberg. Mit 323 Figurer. [XII u. 394 8] 1909. £ 9.—

II. — Die geometrischen Gebilde vom Standpunkte der Verwandtschaften.
Von Frz. Meyer in Kdnigsberg i. Pr. [In Vorbereitung.]

Héfler, Dr. A., Professor an der Universitit Wien, Didaktik des mathematischen
Unterrichts. Mit 2 Tafeln und 147 Figuren. [XVIII u. 509 S.] gr.8. 1910. In
Leinwand geb. J# 12.—
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Jahnke, Dr. E., Professor an der Kgl. Bergakademie zu Berlin, Vorlesungen iiber
die Vektorenrechnung mit Anwendungen auf Geometrie, Mechanik
und mathematische Physik. Mit 32 Figuren, [XII u. 235 S.] gr. 8. 1905.
In Leinwand geb. 4 5.60.

u. F. Emde, Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Mit
53 Figuren. [XII u. 176 S.] gr.8. 1909. Geb. # 6.—

Klein, Geheimer Regierungsrat Dr. F'., Professor an der Universitiit Gottingen, Vor-
lesungen iiber das lkosaeder und die Aufléosung der Gleichungen
vom finften Grade. Mit 1 Tafel. [VIIT u.260 S.] gr.8. 1884. Geh. # 8.—

autographier'te Vorlesungshefte. 4. Geh.
Ausgewiithlte Kapitel der Zahlentheorie.
Heft 1. [391 8.] (W.-S. 1895/96)) 2. unveriinderter Abdruck 1907.
Heft 2. [354 S.] (S.-S. 1896) }zusammen M 14.50.

Kowalewski, Dr. G., Professor an der deutschen Technischen Hochschule in Prag,
Grundziige der Differential- und Integralrechnung. Mit 31 Figuren.
[VI u. 452 8.] gr.8. 1909. In Leinwand geb. # 12.—

Einfiihrungin die Infinitesimalrechnung mit einer histor. Ubersicht.
Mit 18 Figuren. [IV u.126 S.] 8. 1908. Geh. # 1.—, in Leinw. geb. J 1.25.

Loria, Dr.. G., Professor an der Universitit Genua, spezielle algebraische und
transzendente ebene Kurven Theorie und Geschichte. Deutsche
Ausgabe von Prof. Fritz Schiitte, Oberlehrer am Stiftischen Gymnasium zu
Diiren. 2. Aufl. In 2 Teilen. gr. 8.

I Teil. Die algebraischen Kurven. Mit 142 Figuren auf 14 Tafeln. [XVIII u. 488 S.]
1910. Geh. # 16.50, in Leinwand geb. 4 18.—

II. — Die transzendenten und die abgeleiteten Kurven. Mit 80 Figuren auf
6 Tafeln. [VIII u.384 8.] 1911. Geh. J/ 12.50, in Leinwand geb. J// 14.—

Mehmke, Dr. R., Professor an der Techn. Hochschule zu Stuttgart, Vorlesungen
iiber Punkt- und Vektorenrechnung. 2 Binde. gr. 8. Geb.
Band I, Punktrechnung, Teil I erscheint im Frithjahr 1912.

Mikami, Y., mathematical Papers from the far East. With 15 Figures. [IV
u. 229 S.] gr.8. 1910. Geh. # 10.—, in Leinwand geb. 4 11.—

Netto, Dr. B., Professor der Mathematik an der Universitiit GieBen, Vorlesungen
iber Algebra. 2 Binde. gr.8. Geh. .t 28.—, geb. 4 80.40.
L Band: [X u.388 S] 1896. Geh. ./ 12.—, geb. ¢ 13.—
IL —  [XII u.519 S 1899. Geh. ./ 16.—, geb. J¢ 17.40.
elementare Algebra. Akademische Vorlesungen fiir Studierende der
ersten Semester. Mit 19 Figuren. [VIII u. 200 S.] gr. 8. 1904. Geb. ./ 4.40.

die Determinanten. [VIu.130 S.] 8. 1910. Geh. £ 3.20, geb. # 3.60.

Pascal, Dr. E., Professor an der Universitiit Neapel, die Determinanten. Eine
Darstellung ihrer Theorie und Anwendungen mit Riicksicht auf die Gesamtheit
der neuesten Forschungen. Deutsche Ausgabe von H. Leitzmann. [XVI u.
266 S.] gr.8. 1900. In Leinwand geb. 4 10.—

Repertorium der héheren Mathematik. Von Ernst Pascal, Professor an der
Universitiitt Neapel. Zweite, umgearbeitete deutsche Ausgabe. Unter Mit-
wirkung zahlreicher Mathematiker herausgegeben von P. Epstein, Professor
an der Universitit StraBburg, und H. E. Timerding, Professor an der Technischen
Hochschule Braunschweig. 2 Biinde in 4 Teilen. gr.8 In Leinwand geb.

I. Teil: Die Analysis. Unter Mitwirkung von R.Fricke, Ph. Furthwingler, A.Guldberg,
H. Hahn, E. Jahnke, H. Jung, A. Loewy, E. Pascal, HLE. Timerding herausge-
geben von P. Epstein. I. Hilfte: Algebra,Differential-und Integralrechnung.

[XV u. 527 8.] 1910. 4 10.— [Die IL Hilfte folgt 1912.]

DieGeometrie. Unter Mitwirkungvon L. Berzolari, R.Bonola, E.Ciani,M.Dehn,

F. Dingeldey, F. Enriques, G. Giraud, G. Guareschi, L. Heffter, W. Jacobs-

thal, H. Liebmann, J. Mollerup, J. Neuberg, U. Perazzo, O. Staude, E.

Steinitz, H. Wieleitner und K. Zindler herausgegeben von H. E. Timerding.

I. Hilfte: Grundlagen und ebene Geometrie. Mit 54 Figuren. [XVI u. 534 S.}
1910. % 10.— [Die IL Hilfte folgt 1912.]

I —
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Rudio, Dr. ¥, Professor am Polytechnikum zu Ziirich, Geschichte des Problems
von der Quadratur des Zirkels von den #ltesten Zeiten bis auf unsere Tage.
Mit vier Abhandlungen iiber die Kreismessung von Archimedes, Huygens,
Lambert, Legendre. Mit Figuren. [VIII u.166 S.] gr.8. 1892. Geh. # 4.—,
in Leinwand geb. /£ 4.80.

Salmon-Fiedler, analytische Geometrie der Kegelschnitte mit besonderer
Beriicksichtigung der neueren Methoden. Nach George Salmon frei bearbeitet
von Dr. Wilhelm Fiedler, vorm. Professor am Eidgendssischen Polytechnikum
zu Ziirich. 2 Teile. gr. 8. In Leinwand geb. # 19.—

I. Teil. 7.verbess. Aufl. [XXXIV u. 444 S.] 1907. £ 10.—
IL — 6 Auflage. [XXIV u. S.445—854.] 1908. £ 9.—

Serret, J.-A., Handbuch der hoheren Algebra. Deutsch von G. Wertheim,
Lehrer an der Realschule der israelitischen Gemeinde zu Frankfurt a. M.
2 Biinde. gr. 8. Geh. #£ 19.—

I. Band. [VIII u.525 S.] 2. Auflage. 1878. 4 9.—
I — [VIII u. 574 8.] 2. Auflage. 1879. J¢ 10.—

Sommer, Dr. J., Professor an der Technischen Hochschule zu Danzig, Vor-
lesungen iiber Zahlentheorie. Einfithrung in die Theorie der algebraischen
Zahlkérper. Mit 4 Figuren. [VI u. 361 S.] gr. 8. 1907. In Leinwand
geb. M 11.—

Stickel, Dr. P., Professor an der Technischen Hochschule zu Karlsruhe und Dr.
F. Engel, Professor an der Universitit Greifswald, die Theorie der Parallel-
linien von Euklid bis auf GauB. [X u.325 S.] gr. 8. 1895. Geh. 4 9.—,
in Leinwand geb. # 11.—

Study, Dr. E., Professor an der Universitiit in Bonn, Vorlesungen iiber ausge-
wihlte Gegenstiinde der Geometrie.

I. Heft. Ebene analytische Kurven und zu ihnen gehdrige Abbildungen. Mit
9 Figuren. [IV u.126 S.] gr.8. 1911. Geh. J# 4.80.

" Urkunden zur Geschichte der Mathematik im Altertum. 1. Heft: Der Bericht
des Simplicius iiber die Quadraturen des Antiphon und des Hippo-
krates. Griechisch und deutsch von Professor Dr. Ferdinand Rudio in Ziirich.
Mit einem histor. Erliiuterungsbericht. Im Anhange ergiinzende Urkunden, ver-
bunden durch eine Ubersicht iiber die Geschichte des Problems von der
Kreisquadratur vor Euklid. Mit 11 Figuren. [X u. 184 S.] 8. 1907.
Kart. 4 4.80.

Vahlen, Dr. K. Th., Professor an der Universitit Greifswald, Konstruktionen und
Approximationen in systematischer Darstellung. Eine Ergiinzung
der niederen, eine Vorstufe zur héheren Geometrie. Mit 127 Figuren.
[XII u. 849 S.] gr.8. 1911. Geh. 4 11.—, in Leinwand geb. 4 12.—

Wallenberg, G., Dozent an der Techn. Hochschule zu Charlottenburg, Theorie der
linearen Differenzengleichungen. Unter Mitwirkung von Prof. Alf Guld-
berg in Christiania. Mit 5 Figuren. [XIV u.288 S.] gr.8. 1911. Geh..# 10.—,
geb. M 11.—

“Weber, Dr. H., und Dr. J. Wellstein, Professoren an der Universitit StraBburg i. E.,
Encyklopiidie der Elementar-Mathematik. Ein Handbuch fiir Lehrer und
Studierende. In 3 Binden. gr.8. In Leinwand geb.

I.Band. Elementare Algebra und Analysis. Bearbeitet von H. Weber. 3. Auflage.
Mit 40 Figuren. [XVIII u.532 S.] 1909. £ 10.—

I — Elemente der Geometrie. Bearbeitet von H. Weber, J. Wellstein und
W.Jacobsthal 2. Auflage. Mit 251 Figuren [XII u.596 S.] 1907. J 12.—
III. — Angewandte Elementar-Mathematik. Bearbeitet von H. Weber, J. Wells'tein

und R. H. Weber (Rostock). In 2 Teilen. 2. Auflage. TeilI. Mathematische Physik.
Mit einem Buch iiber Maxima und Minima von H. Weber und J. Wellstein. Bearbeitet
von Rudolf H. Weber, Professor in Rostock. Mit 254 Figuren. [XII u. 536 S.]
1910. Geh. Jf 12.— Teil II. Praktische Mathematik und Astronomie.

[Erscheint Anfang 1912.]
Zeuthen, Dr. G. H., Professor an der Universitiit Kopenhagen, Geschichte der
Mathematik im 16. und 17. Jahrhundert. Deutsch von Raphael Meyer.
[VII u. 434 S.] gr. 8. 1903. Geh. # 16.—, in Leinwand geb. # 17.—
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