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P R Z E D M O W A 

Piie podręczniki, ale dzieła naukowe klassyczne 
są same tylko zdolne rozprzestrzeniać granice wie-
dzy ludzkiej w umysłach najwięcej wykształconych 
każdego oświeconego narodu. 

Podajemy zaraz na wstępie krótk§ wiadomość historyczny 

o rozwoju teoryi wyznaczników, której wykład stanowi drugi 

tom naszej Algebry. Wiadomość tę skreśliliśmy podług BAL-

T Z E R ' A Theorij of determinants i S P O T T I S W O O D E ' A Theorems rela-

ting \x)determimnń, oraz podług naszych własnych poszukiwań. 

Dirichlet zauważył, że pierwsza myśl o wyznacznikach należy 

się Leibnitzowi (Lubienieckiemu). W jego liście do \Hospital'a, 

z 26 kwietnia 1693 roku, jest pierwszy przykład formacyi tych 

funkcyi, z zastosowaniem do zrównań linijnych; użyty jest 

nawet podwójna notacya wskaźników. 

Metoda jednak zaniechany została i Crarner, w 1750 roku, 

rzec można, raz drugi odkryć jy musiał. W swej Introduclion 

d Canaiyse des lignes courbes, obliczył wyznaczniki linijnych 

zrównań o dwóch i trzech zmiennych, i wskazał prawo ich 

formacyi w razie większej ilości zmiennych. 

Równoważność przemiany wskaźników została potem dowie-

dziony przez Bezout i Laplace. Pierwszy w Histoire de l'Acade-

mie lioyale des sciences de 1766, oznaczał stopień zrównania 

wynikajycego z wyrugowania nieznanych z układu danego, 

a zarazem zaznaczał wypadki \v^znaczników, nie wdajyc się 

jednak ani we własności, ani w ogólne prawo tworzenia się 

tych funkcyi. Taż publikacya na rok 1772, zawiera prace La-

place'a i Vandermonde'a odnośne do wyznaczników drugiego, 

trzeciego, czwartego i wyższych rzędów. Laplace rozbierajyc 
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V I P R Z E D M O W A . 

układ spółczesnych różniczkowych zrównań^ podał prawo two-

rzenia się wyznaczników, i odkrył że przemiana drugicłi ko-

lumn lub linij sprowadza zmianę znaku wyznacznika, icli zaś 

równość czym go zerem. Yandermonde użył znakowania zwa-

nego potem przez P. Sylwestra, umbral-nołation. 

Lagrange w Pamiętniku o piramidach {Mem. de VAcademie de 

Berlin, 1773), używa wyznaczników trzeciego rzędu, i dowo-

dzi że kwadrat takiego wyznacznika, może być sam wyrażonym 

jako wyznacznik. 

Gauss w Disguisitiones arithmeticce (1801), spostrzegł, że dla 

drugiego i trzeciego rzędu, iloczyn dwóch wyznaczników jest 

wyznacznikiem, i rozebrał dokładnie wyznaczniki drugiego 

rzędu pochodzące od kształtu b"^ — ac. 

Binet Journ. delEcole Polyt. tome IX, cahier 16), 

dowodzi głównych twierdzeń o wyznacznikach drugiego, trze-

ciego i czwartego rzędu i stosuje je dokwestyi geometrycznych. 

W tomie X tegoż dziennika, Cauchy podaje pracę o funk-

cyach zmieniaj9,cych znak przez przełożenia zmiennych. Druga 

część pracy odnosi się do wyznaczników i zawiera wiele twier-

dzeń ogólnych. Cauchy stanowczo wprowadza nazwę wyzna-

czników dawniej przez Gauss'a używany do wyznaczników dru-

giego stopnia. 

Jacobi od roku 1826, w dzienniku CreWa po mistrzowsku 

wyznacznikami włada. Pamiętniki jego z roku 18^1, de forma-

tione et proprietatibus dełerminantium, oraz de determinantibus 

functionalibus, naukę wyznaczników przystępny dla każdego 

matematyka uczyniły. 

Ostatnią ważny w tym przedmiocie pracy s§ wyznaczniki 

skośne P. Cayle'a. {CreWa, tomy XXXII i XXXVm.) 

http://rcin.org.pl



PRZEDMOWA. VI! 

Najważniejsze dzieła elementarne sg : 

Społłiswoode, Elementary theorems relating to determinants. 

London, 1851. 

Brioschi, la theoria dei determinanti. Payia, 185^i. 

Baltzer, Theorieund Anwendung der Determinanten. Leipzig, 
1857. 

Drugie i trzócie tłumaczone na francuzki. 

Po ostatnicli Jacobiego pięknycli badaniacłi nad wyznaczni-

kami, w roku 18^1, nast§pił wkrótce cały szereg prac wielu 

znakomitych matematyków, z których przytoczymy następujące 

najwybitniejsze nazwiska, a mianowicie, z angielskich : 

Cayley, Syhoesłer, Boole, Salmon, SpoUiswoode, bracia lioberts, 

it. d . ; 2°z frmcm]i\ch:Hermitte, Combescure, Painvin, Bertrand, 

Catalan i inni; 3° z włoskich : Brioschi, Betti,Bellavitis, Genoc-

chi, Fradi Bruno, Trudi, it . d . ; /i" z niemieckich : Clebsch,Aron-

hold, Kronecker, Kummer, Borchardt, Joachimsthal, Hess i inni. 

W Polsce spotykamy niektóre badania nad wyznacznikami, 

lub też ich zastosowania w głównych pracach PP. Babczyń-

skiego, Zajączkowskiego i Żmurki. Oprócz tego, w roku 1870, 

na końcu pierwszego tomu Rachunku r6iniczkowego przez 

P. Folkierskiego, ukazał się dodatek P. Wł. Trzaski o wyzna-

cznikach, o której to pracy wszyscy recenzenci podzielili zdanie 

wyrażone przez P. Folkierskiego w przedmowie, twierdząc, że 

nacechowana sumiennem wypracowaniem, głęboką znajomoś-

cią rzeczy i wysoką erudycyą, zawiera wszystko, co jest godnego 

uwagi w tej pięknej teoryi i co można było streścić w szczu-

płym zakresie, a nadto wiele jeszcze całkiem oryginalnych do-

wodzeń dla twierdzeń, na których prostem- wysłowieniu inni 

autorowie zwykli poprzestawać. 
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Z pomiędzy dzieł wykładowych w obcycli językacłi, dwie bo-

gate l i teratury: włoska i angielska, s§ sanie tylko pod tym 

względem obficie uposażone. Nic więc dziwnego, że pisarze 

innych narodów, których literatura tego rodzaju dzieł własnych 

dot§,d jeszcze nie posiada, zastępuję, zwykle ten swej literatury 

niedostatek wiernym przekładem na język ojczysty znakomitych 

dzieł wykładowych b§dź to włoskich, b§dź angielskich. Zt^d 

wielka sława i wziętość pięknych dzieł o wyznacznikach Brio-

scKego i Salmona. Przystępne i" klassyczne dzieło Salmona : 

Lessons introductory to the modern higher Algebra^ by George 

Salmon, second edition. Dublin, Hodges, Smith et C, 1866, 

od dawna już tak w Anglii jak we Francyi do wykładu wyzna-

czników powszechnie przyjęte, a obecnie z oryginalnego tekstu 

angielskiego bez żadnych zmian i dodatków, na język polski 

w całej obszerności najwierniej przez nas przełożone zostało 

w mniemaniu, że na jakiś czas przynajmniej korzystnie posłu-

żyć zdoła do zastąpienia dotkliwego nieraz w naszej literaturze 

niedostatku. Teorye zaś użyte przez P. Salmona do wykładu 

wyznaczników, stale się opierały albo na jego własnych odkry-

ciach, albo też na odkryciach zawartych w źródłach autentycz-

nych wielu innych obecnie żyjących pierwszorzędnych mate-

matyków. Pierwsze, nietknięte w całości przechowaliśmy; 

do drugich zaś pozwoliliśmy sobie wprowadzić lekkie zmiany 

i niektóre proste ulepszenia, czerpię,c do tego potrzebne nam 

wiadomości z tychże samych co autor źródeł autentycznych, 

z stałę uwag^ i dążeniem, aby te zmiany były zawsze zgodne 

z główną myślą przyjętego przez nas wykładu, t. j. z zadaniem 

skreślenia obszernego, systematycznego i przystępnego dla 

uczących się wykładu wyznaczników P. Salmona. Nieraz też 
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PRZEDMOWA, IX 

uważaliśmy za rzecx dla początkujących potrzebną dopełnić 

lub całkiem rozwinąć rachunki bądź przerwane, bądź w wielu 

zastosowaniach, zaledwie tylko wskazane. Te lekkie zmiany 

i proste przez nas do wykładu wprowadzone ulepszenia, po-

służą nam przynajmniej za przekonywający dowód, żeśmy nie 

tyle nad poprawnem tłumaczeniem klassycznego dzieła, zawsze 

i usilnie pracowali, ile nad porządnem wyjaśnieniem głównej 

myśli znakomitego autora. To jest jedyna naszej pracy zaleta. 

Słabą i ujemną naszej pracy stroną jest niewątpliwie termi-

nologia przez nas użyta przy obszernym i systematycznym 

wykładzie ważnej teoryi wyznaczników. W każdej ścisłej nauce, 

do wysłowiema nowych pojęć, potrzeba koniecznie nowych 

technicznych wyrazów. Nie przeczymy, iż niektóre podane 

przez nas nazwiska są niewłaściwe, z duchem naszego języka" 

niezgodne, a nawet być może zupełnie u łonme; ale te nazwiska 

są zarazem tak ściśle przez nas określone, iż jakąkolwiek na-

dalibyśmy im nazwę, to bynajmniej w niczem nikomu nie 

przeszkodzi do jasnego zrozumienia obszernego i systematy-

cznego wykładu wyznaczników P. Salinom. Wreszcie, dyskusyi 

nie unikamy. Przeciwnie prosimy uniżenie naszych zasłużonycli 

w kraju erudytów o udzielenie nam w tym ważnym przedmiocie 

ich światłego zdania. Wzywamy zaś uprzejmie P. Wł. Trzaskę, 

dawnego naszego współpracownika,. o zrobienie nad naszą 

świeżą pracą utniejętnie krytycznego w Pamiętniku Towarzystwa 

Nauk Ścisłych rozbioru. Wszelkie ze strony szanownego recen-

zenta zrobione nam postrzeżenia przyjmiemy z wdzięcznością. 

Za udzielenie kilku światłych uwag dotyczących wykładu wy-

znaczników, szanownemu menui koledze w Towarzystwie Nauk 

Ścisłych P. Folkienkienm, nieskończenie jesieni obowiązany. 
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Vfll PRZEDMOWA. 

Lecz przedewszystkiem winienem otwarcie oświadczyć, że tak 

w przekładzie wyznaczników Salmona, jak i w utworzeniu tomu 

poprzedniego, był mym gorliwym współpracownikiem od tylu 

lat zacny mój przyjaciel i kolega w Towarzystwie Nauk Ści-

cłych, ś. p. Seweryn Elzanowski. Wszystko co jest pięknie i 

porządnie w dwóch pierwszych tomach wykładu zupełnego 

mej Algebry prawdziwie wykończonem, to usilnym staraniom 

ś. p. Elzanowskiego zawdzięczam. 

Do historyi rozwoju teoryi wyznaczników należy wreszcie 

rehabilitacya niektórych prac matematycznych Hoene Wroń-

skiego, lubo późno, bo aż w kilkanaście lat po jego śmierci 

dokonana. Lat kilka temu, uczony T ^ ^ e m P ^ e , Francyi, a 

świeżo znakomity Cayley w Anglii, zrehabilitowali zaszczytnie 

w oczach potomności niektóre matematyczne prace naszego 

współziomka. Dwie więc piękne i tak żywo publiczność polsk§ 

interesujące noty, starannie przez swych znakomitych twórców 

w ich oryginalnych tekstach wykończone, a najwierniej i bez 

żadnych zmian w znakowaniu i w formie przez nas na język 

polski przełożone, na końcu tego tomu, dla wiadomości na-

szych czytelników przedstawiamy, 

. Na zakończenie byłem tu zamieścił słowa mej osobistej ser-

decznej wdzięczności i publicznego uznania dla czcigodnego 

wydawcy tego dzieła a naszego Przewodniczącego w Towarzy-

stwie Nauk ścisłych; lecz na wyraźne jego żądanie, widzę się 

zmuszonym cały ten ustęp z wielkim mym żalem opuścić. 

Paryi, dnia 17 maja 1874 r« 

ADOLF S A G A J Ł O . 
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W Y K Ł A D ALGEBRY 

C Z Ę Ś Ć D R U G A . 

A L G E B R A W Y Ż S Z A 

TEORYA WYZNACZNIKÓW I ICH PRZEDNIEJSZE 
ZASTOSOWANIA. 

R O Z D Z I A Ł P I E R W S Z Y . 

WYZNACZNIKf. — WIADOMOŚCI WSTĘPNE. 

1. Jeżeli mamy n zrównań jednorodnych pierwszego sto-
pnia pomiędzy n zmiennemi, to możemy wyrugować zmienne 
i otrzymać na wypadek wyrażenie zawierające same tylko spół-
czynniki. Otrzymany wypadek nazywa się właśnie loyznaczni-
kiem tych zrównań. Podamy później prawidła na utworzenie 
tych wyznaczników, i udowodnimy niektóre ich przedniejsze 
własności; lecz teorya ogólna zdaje nam się, będzie lepiej 
objaśnioną przytoczeniem naprzód kilku przykładów zastosowań 
do przypadków najprostszych. 

Pocznijmy więc od dwóch zrównań między dwiema zmien-
nemi : 
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2 ROZDZIAŁ I . 

Wyrugujemy zmienne dodając do pićrwszego zrównania 
pomnożonego przez drugie pomnożone przez — bi; otrzy-
muje się aj). i — 0 . 2̂ 1 = 0, zrównanie którego pićrwszym człon-
kiem jest wyznacznik szukany. Znakowanie zwykle używane 
dla oznaczenia tego wyznacznika jest 

lecz piszemy często, dla skrócenia, (a1 b2), zostawiając czytel-
nikowi przywrócenie odjemnego wyrazu widoczny jest rzeczy 
że przy tem znakowaniu, (a, 62) = — [a-i bC) (*). Spółczynniki 

bi,. . . , które wchodzą do wyrażenia jakiegokolwiek wy-
znacznika, sg elementami tego wyznacznika; wieloczyny a^ b. 2,... 
stanowia jego różne wyrazy. 

2. Można rozpoznać bezpośrednio że otrzymalibyśmy tenże 
sam wypadek rugujjic zmienne między zrównaniami 

(*) Możnaby wreszcie tę równość tym sposobem wyprowadzić : Niech 
będzie 

zastępiijgc a przez 6 i b przez a, otrzymamy 

Otóż, wedle skróconego znaiiowania, mamy 

a t(5m sarnim, 
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WYZNACZNIKI. — WIADOMOŚCI WSTEPNE. 

innemi słowy, 

to jest że wartość wyznacznika nie zmienia się pisząc pionowo 
linie poziome, i odwrotnie. 

3. Jeżeli mamy dwa zrównania jednorodne między trzema 
zmiennemi, 

to zrównania te wystarczą do oznaczenia stosunków x,y i z; 
tak więc, rugując na przemiany y i x, znajdziemy x i y 
w funkcyi z, co się da wyrazić 

albo, opuszczając dla skrócenia, ostatnie wyrazy spółczynników 
trzech zmiennych, te same dwa zrównania będzie można na-
pisać 

zk§d : 

innemi słowy x, y, z są odpowiednio proporcyonalnemi do 
[a-ih-i), {a^bi), (ajó,); podstawiając te wartości w zrównania 
pierwotne, mamy tosamości : 
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u ^ ROZDZIAŁ I . 

związki te sprawdzają się bezpośrednio zastępując wyznaczniki 
przez ich wyrażenia rozwinięte, na przykład 

Znakowanie 

w którćm liczba kolumn pionowych przewyższa liczbę linij 
poziomych, jest używane dla oznaczenia trzech wyznaczników 
które się otrzymuje znosząc kolejno każdą kolumnę, to jest 
trzech wyznaczników świeżo przez nas zauważanych {a-jb^), [a^bi), 
(oA)-

U. Przejdźmy teraz do układu trzech zrównań : 

pomnożmy pierwsze przez {a^bs), drugie przez (a^bi), trzecie 
przez {aib-i), i zróbmy summę; spółczynniki x i y zniszczą się 
na mocy tosamości n™ 3, i wyznacznik szukany jest 

albo, rozwijając, 

można także napisać go pod jednym lub drugim z dwóch 
kształtów : 
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"WYZNACZNIKI. — WIADOMOŚCI "WSTĘPNE. 5 

Ten "wyznacznik jest przedstawiony za pomocy znakowania 

oznaczać go będziemy często, dla skrócenia, przez {aib-iCi). 
Pożyteczny jest rzeczy zauważyć że 

W rzeczy samćj , podług analogii znakowania, mamy, 

co się stosuje do (aj^oCa); gdy tym czasem 

co się stosuje do 

5. Otrzymalibyśmy tenże sam wypadek wykonywajyc r u g o -
wanie między trzema zrównaniami : 

gdyż, jeżeli postąpimy jak poprzednio, mnożyć pierwsze przez 
{b-iCi), drugie przez (co^s), trzecie przez {a-jbz) i dodajyc, 
spółczynniki y i z zniszczy się i otrzymamy wyznacznik pod 
kształtem 
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^ R O Z D Z I A Ł I . 

który, rozwinięty, wyda tak samo {aihc^); zkąd 

to jest że wyznacznik nie zmienia się pisząc pionowo linie po-
ziome, i odwrotnie : własność która zostanie dowiedzioną dla 
każdego wyznacznika. 

6. Oznaczmy przez 

układ wyznaczników które się otrzymuje, opuszczając kolejno 
każdą z kolumn : te cztery wyznaczniki są połączone z sobą 
przez związki 

Te związki mogą być sprawdzone rozwinięciem wyznaczni-
ków, albo też udowodnione za pomocą sposobu odpowiedniego 
temu który został wskazany w n ^ 3. Weźmy trzy zrównania 
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W Y Z N A C Z N I K I . — WIADOMOŚCI W S T E P N E . 7 

możemy, jak w 5, wyrugować y i z mnożąc zrównania 

przez (iocs), (c f̂la), (ao^a) i tlodaj§c, co daje] 

tak samo, mnożąc przez (63C1), (CSA,), {â h )̂, przyjdzie 

i tak samo jeszcze 

odnosząc się zaś do uwag zrobionych nad znakami w n"* ĥ  te 
zrównania na jedno wychodzą co 

z k ą d : 

to jest że x, y, z i v są odpowiednio proporcyonalnemi do 
a podstawiając te 

wartości w zrównania pićrwotne, otrzymuje się tosamości po-
wyższe. 

7. Jeżeli (zechcemy teraz wykonać rugowanie między czte-
rema zrównaniami 
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to dosyć będzie dodać je do siebie mnożęc pierwsze przez 
drugie przez — [azb^Ci), trzecie przez {a^bic-^, czwarte 

przez — (fli^oCa); spółczynniki x,y i z stany się zerami, i 
otrzymamy, na oznaczenie wyznacznika, 

albo, rozwijając, 

8. Można bez żadnej trudności rozciągnąć do liczby j a k i e j -
kolwiek zrównań, sposób któregośmy dopićro użyli. Czytelnik 
zauważy, że wyrażenie ogólne jakiegokolwiek wyznacznika jest 

w którem każdy wieloczyn powinien zamykać 
wszystkie litery i wszystkie wskaźniki, bez powtórzenia anłi 
opuszczenia : wyznacznik zawićra w sobie wszystkie wieloczyny 
tej samśj natury jakie jest tylko podobna utworzyć. Co do znaku 
którym każdy wyraz jest oznaczony, prawidło jest następujące. 
Damy znak -]- dla wyrazu afi^c^d^,..., który się otrzymuje czy-
tając wyznacznik poczynający się u kąta wyższego lewego (pa 
lewej 

stronie położonego) a kończący na niższym prawym (po 
prawej stronie położonym), i , to przypuściwszy, znak każdego 
wieloczynu będzie albo — , według tego jak pochodzi od 
tego pierwszego wyrazu przez poczynienie w nim parzystej lub 
nieparzystej liczby przemian wskaźników. Tak więc, w ostatnim 
przykładzie, drugi wyraz afi^c-idi^ nie różni się od pierwszego 
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jak tylko samą przemianą wskaźników b \ c jest przeto z nim 
znaku przeciwnego. Trzeci wyraz â b̂̂ iĈ d̂  różni się od dru-
giego samą tylko przemianą wskaźników a i c : jest tem sa-
mćm z nim znaku przeciwnego, lecz ma on tenże sam znak 
jak pierwszy wyraz, gdyż może być uważany jako pochodzący 
przez wykonanie podwójnćj przemiany na wskaźnikach. 

PRZYKŁAD. — JaJd jest, w wyznaczniku (aib-ic^diei), znak wy-
razu 

Zamieniajgc, w pićrwszym wyrazie, wskaźniki a i c, otrzymujemy 

aibiCidies, wieloczyn którego pierwszy element jest tenże sam co element 

wyrazu danego; zamieniajgic potóm wskaźniki b i e, mamy wieloczyn 

036501^462, który ma dwa elementa spólne z wyrazem danym; potćm 

zamieniając c i e, przyjdzie a^br^Cid^ei; i nakoniec, zamieniając d i e, 

mamy wyraz dany aibsC-idiCi. Więc, ponieważ przeszedł on przez liczbę 

parzyst? (Zi) przemian, znak wyrazu jest W rzeczy samćj, szereg w y -

razów z ich znakami jest : 

9. Przemiana kołowa wskaźników zmienia znak kiedy liczba 
wyrazów wieloczynu jest parzystą : nie zmienia znaku kiedy 
liczba wyrazów jest nieparzystą. I tak a^bi, wywodząc się 
z aib.2 przez jedyną przemianę wskaźników, ma znak z nim 
przeciwny ; lecz a-ib̂ Ci ma tenże sam znak co aib-ic^ z którego 
pochodzi przez podwójną przemianę. Gdyż, zmieniając] wskaż-

(*) Porównywaj^c wyrazy aibiCidie-^, a^b-^c-idiei, widzimy że wskaź-
nik 1, który się przedstawił pierwszy w pierwszym wyrazie, znajduje się 
w drugim poprzedzony trzema elementami; że wskaźnik 2 jest poprze-
dzony dwoma elementami i wskaźnik Zi jednym elementem, które to e le-
menta przychodziły pot^m w wyrazie pierwotnym. Liczba całkowita prze-
stawień wykonanych jest męc sześć. Prawidło na znaki dane jest niekiedy 
pod tym kształtem : znak każdego wyrazu jest -f- lub — według tego 
jak liczba całkowita przestawień wykonanych względem porzgdku wskaź-
ników pierwotnego wyrazu jest parzyst? lub nieparzysty. 
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niki a i b, afi-ic^ staje się a-ib^c^, który zmieniając wskaź-
niki b i c, staje się Podobnież a.J)ic4\ nia znak prze-
ciwny znakowi pierwotnego wyrazu aib.^c^di z którego pochodzi 
przez trzy przemiany, to jest a^biC^di, a^biCid^, o îbiC^di. 

10. Możemy teraz podstawić w miejsce naszej pierwszej 
delinicyi wyznacznika, nową defmicyą, która stanie się p o d -
stawą teoryj następujących. W rzeczy samśj , ponieważ wy-
znacznik jest DO prostu funkcyą elementów a,b,c \ nie zawiera 
w sobie zmiennych x,y,z, jest oczywiście rzeczą właściwszą 
podać deiinicyą nie robiącą wzmianki o zrównaniach między 
temi ilościami x, y, z (*]. 

Weźmy więc JÎ  ilości urządzonych w kwadrat mający n 
kolumn pionowych i n linij poziomych; wyznacznikiem tych 
ilości jest summa wszystkich wieloczynów możebnych (ozna-
czonych znakami odpowiedniemi, jak to już wyłożyliśmy 
w n"e 8) jakie można utworzyć za pomocą n elementów bio-
rąc z nich tylko jeden w każdej kolumnie (pionowćj) i w każdej 
linii (poziomej): ten wyznacznik jest nazwany rzędu. Dwa 
elementa są sprzężone kiedy każdy z nich zajnmje, w liniach 
poziomych, też same położenie co drugi w kolumnach piono-
wych. Kiedy elementa sprzężone są sobie równe, wyznacznik 
jest symetryczny. Przykład: 

(*) Moglibyśmy byli wyjść wprost z defiiiicyi wyznacznika, a twie r -
dzenia poprzedzające nie potrzebiiemi dla rozwinięcia umiejętnego 
teoryi. Mniemaliśmy jednak że te objaśnienia zrobiły teory? ogóln? ł a -
twiejszji do zrozumienia, i że ważność badania wyznaczników dala się 
uczuć więcej, skoro zostało okazanem że wszelkie rugowanie ziniennycli 
pomiędzy układem zrównań pierwszego stopnia, i każde rozwigzanie 
podobnego układu, daje początek wyznacznikom : układy zrównań p i e r -
wszego stopnia daj? się napotykać stale we wszystkich gałęziach Matema-
tyki czyst«^j i 7,astosowant?j. 
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11. Przy wykładzie pierwszych Bozdziałów klassycznój Teoryi 
Wyznaczników P . S A L M O N A ^ pisać będziemy, tak jak to już zro-
biliśmy w przykładach poprzedzających, wszystkie elementa 
tejże samej linii poziomćj z t^ż sara§ litery, a wszystkie elementa 
tejże samćj kolumny pionowśj z tymże samym w^skaźnikiem. 
Lecz znakowanie najwięcój użyte zależy na przydaniu do każ-
dego e lementu podwójnego wskaźnika, pierwszy wskaźnik 
oznacza rz^d poziomy a drugi kolumnę pionow§ do której on 
należy. Wyznacznik trzeciego rzędu napisze się tym sposobem : 

albo jeszcze 

wskaźniki, w tej sumraie, powinny być przemienione wszel-
kiemi sposobami możebnemi. Modyfikuje się niekiedy znako-
wanie poprzedzające opuszczając literę a, i wyznacznik pisze 
się wtedy 

P . S Y L W E S T E R przedstawił jeszcze inne znakowanie {umbral 
noiatioriy znakowanie cieniowe Sylwestra). Niech będzie, na przy-
kład, wyznacznik 
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którego elementami są aa., i a , . . . ; a, b, nie są ilościami, 
lecz w niejaki sposób cieniami albo pozorami ilości, to jest że 
litery nie mają znaczenia same przez się a przyjmują je tylko 
przez ich połączenia z połączeniami innego szeregu S, 
na przykład jeżeli «, 6, y, S przedstawiają wskaźniki 1, 2, 3, i , 
elementa, podług znakowania jakieśmy przyjęli, zostaną otrzy-
mane łącząc jedną z liter z jednym ze wskaźników 1, 2, 3, h. 
P. SYLWESTER pisze wyznaczniki pod formą więcej skupioną 
(skoncentrowaną) : 

która wskazuje summę wszystkich wieloczynów auM.cy.dS 
jakie można otrzymać przemieniając wyrazy drugiej linii wszel-
kiemi sposobami możebnemi, i zmieniając znaki każdej prze-
miany według prawidła zwyczajnego. 
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UPROSZCZENIE I RACHUNEK WYZNACZNIKÓW. 

12. Poznaliśmy, w pierwszym Rozdziale, prawidło tworzenia 
się wyznaczników i wskazaliśmy, na przykładach szczególnych, 
niektóre ich własności. Dowiedziemy, w obecnym Rozdziale, 
sposobem ogólnym tych własności i niektórych innych jeszcze, 
bardzo często używanych dla uproszczenia i rachunku w y -
znaczników. 

Wartość jakiegokolwiek wyznacznika nie zmienia się pisząc 
poziomo kolumny pionowe i odwrotnie (2,5). To wypływa 
bezpośrednio z prawa tworzenia się (10), które jest doskonale 
symetrycznćm względem kolumn pionowych i linij poziomych. 
Jedng, z głównych korzyści używania wskaźników podwójnych 
do znakowania, jest okazanie jasno tej symetryi. 

13. Przez przemianę dwóch linij poziomych albo dwóch 
kolumn pionowych, wyznacznik zmienia swój znak. 

Gdyż skutkiem tśj zmiany jest oczywiście jakakolwiek prosta 
przemiana dwóch liter albo dwóch wskaźników, która według 
prawa tworzenia się, daje miejsce zmianie znaku. 

\k . Kiedy dwie linie albo dwie kolumny "staj^ się jednakiemi, 
wyznacznik sprowadza się do zera. 

W rzeczy samej, przemiana dwóch linij, pociąga za sobą (13) 
zmianę zoaku; lecz przemiana dwóch linij tosamych nie może 
zmodyfikować wcale wartości wyznacznika : ta wartość pozo-
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s t a j e w i ę c t § ż s a i T i § m i m o z m i a n ę z n a k u , a w i ę c j e s t r ó w n ^ 

z e r u . 

To twierdzenie wypływa jeszcze bezpośrednio z definicyi 
wyznacznika uważanego jako wypadek otrzymany z rugowania 
nieznanych pomiędzy n zrównaniami linijnemi. Gdyż to rugo-
wanie odbywa się rozwi§zuj§c n — 1 zrównań względem 
zmiennych i podstawiając w n" wartości tym sposobem zna-
lezione. Lecz, jeżeli to ostatnie jest jednakie z j e d n ś m innych, 
to musi stać się tak samo zerem kiedy się w nie podstawi war-
tości nieznanych. 

15. Jeżeli wszystkie elementa jakiejkolwiek linii lub jakiej-
kolwiek kolumny są pomnożone przez tenże sam czynnik, 
wyznacznik jest pomnożony przez ten czynnik. 

Ta własność wynika bezpośrednio ztąd, że każdy wyraz w roz-
winięciu wyznacznika zamyka w sobie jako czynnik, jeden ele-
ment należący do tejże samej linii albo tejże samej kolumny, 
i zamyka jeden tylko. 

I tak, na przykład, ponieważ każdy wyraz wyznacznika 

Ol bi Cl 

h ^C-l 

b. c-i 

z a w i e r a w s o b i e O j a l b o a . , a l b o a ^ , w y z n a c z n i k m o ż e s i ę 

n a p i s a ć p o d k s z t a ł t e m A j A j - [ - o - I A Ł - f O S A J ( g d z i e A , , A 2 i A ; , 

n i e z a w i e r a j ą w s o b i e ż a d n e g o e l e m e n t u k o l u m n y a), a j e ż e l i 

O l , a - l i </3 s ą p o m n o ż o n e m i p r z e z t e n ż e s a m c z y n n i k k , w y -

z n a c z n i k z o s t a n i e p o m n o ż o n y p r z e z t e n c z y n n i k . 

WNIOSEK. —Jeże l i elementa jakiejkolwiek linii albo jakiejkol-
wiek kolumny różnią się samym tylko mnożnikiem stałym od 
e lementów którejkolwiek innćj linii albo kolumny, wyznacznik 
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przywodzi się do zera. I tak 

15 

/ca.2 a-l 03 (h a-l « 3 

kb. b-i = k b. h h = 0 (14) 

kc.2 C-i C3 C o C3 

16. Jeżeli w jakim wyznaczniku, znosi się pewn^i liczbę linij 
poziomych i tak§ż sam^ liczbę kolumn pionowych, to wyznacz-
nik utworzony z pozostałych linij jest jakimkolwiek wyznaczni-
kiem mniejszijrn wyznacznika danego. 

Mniejsze otrzymane przez zniesienie jednej linii i jednej ko-
lumny nazwane pićrwszego rzędu, otrzymane przez zniesie-
nie dwóch linij i dwóch kolumn ŝ i nazwane drugiego rzędu, 
i tak dalej. 

Zauważyliśmy, w ostatnim numerze, że jeżeli elementami 
jakiejkolwiek kolumny s^ Oi, a^, 03,..., to wyznacznik może się 
napisać-pod kształtem o . A j , < ' 3 ^ 3 4 - i jest rzeczy 
oczywist^że Al, jest wyznacznikiem mniejszym otrzymanym przez 
zniesienie linii i kolumny które zamykają w sobie Oi,... W rze-
czy samej , wszystkie wyrazy wyznacznika które zamykają w so-
bie o, nie moga zamykać innego elementu kolumny albo linii 
którego ' jest częścią, i element Oj musi być pomnożonym 
przez wszystkie kombinacye możebne n — 1 elementów wzię-
tych w innych liniach i kolumnach, a zbiór tych wieloczynów 
iworzy właśnie wyznacznik A, (8). Podobnież wyznacznik pier-
wotny może się także napisać OiA, -{- -f- ^^iCi,---; Bj jest 
więc wyznacznikiem mniejszym jaki się otrzymuje zmazuj^c 
lini^ i kolumnę które zamykają w sobie ^i,..'-

17. Jeżeli wszystkie elementa jednćj linii lub jednej kolumny 
wyznacznika n"^" rzędu całkowicie zniszczał się wyjąwszy j e -
dnego, to rachunek tego wyznacznika sprowadza się do rachunku 
wyznacznika (n — 1)"?" rzędu. W rzeczy samej, jest rzeczy 
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widoczną że gdy a.2, a^,... stają się zerami, wyznacznik aiA, 
-|-a-2A.2-|- ••• sprowadza się do jedynego wyrazu aiAj, i A, 
jest istotnie wyznacznikiem mającym jedną linią i jedną ko-
lumnę mniój jak wyznacznik dany. 

18. Jeżeli wszystkie elementa jednego rzędu lub jednej ko-
lumny dają się rozłożyć na summę dwóch innych, wyznacznik 
rozkłada się tak samo na summę dwóch wyznaczników. 

Ta własność wypływa z zasady z którćj zrobiono już użytek 
w n"® 16. I tak, w przykładzie danym powyżej jeżeli napiszemy 
«i + aij ^ i + y n zamiast ai, ^i, <?i, wyznacz-
nik stanie się 

Mamy więc 

Podobnież, jeżeliby wszystkie elementa jakiejkolwiek ko-
lumny były summami pewnej liczby innych wyrazów, wyznacz-
nik rozłożyłby się na równą liczbę innych wyznaczników. 

19, Jeśliby, w przykładzie poprzedzającym, elementa drugiej 
kolumny były także summą dwóch innych (gdyby, na przykład, 
pisało się a.2-\-a-i, ô + '̂•a + yi w miejsce a-i, b-i, c.^, 
to każdy z wyznaczników drugiego członka ostatniego zrówna-
nia zamieniłby się sam przez się w summę dwóch innych, a 
tem samem widzimy bez trudności że 
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Jeśliby każdy z elementóvv pierwszej kolumny mógł się za-
mienić w summę m innych^ i każdy z elementów drugiej 
w summę n innych, wyznacznik mógłby więc być rozłożo-
nym na liczbę mn innych wyznaczników. Gdyż rozłożyłoby się 
go naprzód, jak w numerze poprzedzajg.cym, na m innych, 
biorąc, zamiast piśrwszej kolumny, każdg, ko lumnę wchodzącą 
do składu m kolumn częściowych : każdy z tych wyznaczników 
rozłożyłby się potśm na n innych działając tak samo na dru-
giej kolumnie. I, ogólnie, jeżeli każdy element składa się z sum 
my pewnej liczby wyrazów, w taki sposób aby każda kolunma 
mogła się zamienić w summę oznaczoną kolumn częściowych 
(pierwsza w m kolumn, druga w n, trzecia w /), i t. d.) , 
to wyznacznik będzie równym summie wszystkich wyznaczni-
ków jakie można utworzyć biorąc, zamiast każdej kolumny, 
jedną z kolumn częściowych z których się ona składa; t liczba 
tych wyznaczników będzie równą wieloczynowi mnp... 

20. Jeżeli elementa jednej linii lub jednej kolumny są odpo-
wiednio równemi summie elementów odpowiednich innych 
linij albo kolumn, pomnożonych odpowiednio przez czynniki 
stałe, to wyznacznik sprowadzi się do zera. Gdyż, w tym przy-
padku, może on być rozłożony na wyznaczniki częściowo które 
się zniszczą o'ddzielnie. 1 tak 

lecz te dwa ostatnie wyznaczniki zniszczą się (n" 15, wn.). 

21. Wyznacznik nie zmienia wartości gdy się dodaje do każ-
dego elementu jednej linii albo jednej kolumny, elementa 
innych linij lub kolumn pomnożonych odpowiednio przez czyn-

ił. — 2 
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lecz o s t a t n i w y z n a c z n i k s p r o w a d z a się d o zera ( n " 20) (*). P r z y -

k ł a d y n a s t ę p u j ą c e o k a ż ^ w j a k i s p o s ó b zasady k t ó r e ś m y d o p i ś r o 

wy łoży l i m o g § p o s ł u ż y ć d o u p r o s z c z e n i a r a c h u n k u w y z n a c z -

n i k ó w . 

F^IiZYKŁAD I. — Wyrachować wartość wyznacznika 

Drugi wyznacznik wyciąga się z pierwszego odcigigaj^c od pi^rwszćj, 
drugiej i trzeciej kolumny, dwa razy, trzy razy i czlźry razy, elementa 
odpowiednie oslatniej kolumny. Trzeci wyznacznik wyci?ga się z drugiego 
odci3gaj?c tak samo summę trzech pierwszych kolumn od ostatniej, l le-
kolwiek zatem razy natrafimy, jak teraz, na wyznacznik w którym wszyst-

(*) Początkujący będę się starali baczyć pilnie, że gdy wyznacznik nie 
zmienia wartości przez podstawianie w pi^rwszćj linii Oj -f- ka.2 -f- /as 
w miejsce Oi,.. . , to rzecz się dzieje inaczi^j kiedy się położy w miej-
sce a-,,..., loż same podstawienie w drugiej linii, albowiem mnoży się 
wledy wyznacznik przez k. a kiedy się wykona lo podstawienie w trze-
ciej, mnoży się go (to jest wyznacznik dany) przez L 
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kie elementa jednaj linii s? sobie równe, możemy, przez odciiiganie, wy-
prowadzić z niego ipny, w którym wszystkie elementa, tejże sam^j linii 
zniszcz? się wyjąwszy jednego, i przywieść tym sposobem racliimek do 
rachunku wyznacznika rzędu niższego (17). Tak więc, 0dci{)gaj§ic pićr-
wszę kolumnę od każdćj z trzech innych, ostatni wyznacznik staje się 

Trzeci wyznacznik togo szeregu wyprowadza się z poprzedzającego, 

odci§gaj?c od pi^rwsz^j kolumny podwójngi ostatnię, i pozostanie nam 

tylko do obliczenia wyznacznik drugiego rzędu którego wartości? szukanji 

jest - 8 — 7 = — 15. 

PRZYKŁAD II. — Wyrachować Włjznacznik Jiastępujący 
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Pierwsze przekształcenie odbywa się [odciągając podwójny trzecią ko-
lumnę od drugie j i dodając summę drugie j i t r z e c i j d o czwart^^ oacią-

gnąwszy wreszcie w drugi(5j linii naprzód pierwszą kolumnę od podwój-
nej trzeciej, potem potrójną czwartą od trzecidj, zakończymy, w danym 
przykładzie, pi(5rwsze przekształcenie. Zauważmy potćm że dwa wyrazy 
aib. 2Cidi i aib-2C; id. i są z sobą znaków przeciwnych, a C4 jest jedynym 
elementem czwarK^j kolumny który się nie niszczy, że więc wyznacznik 
sprowadza się do — Ci{aibidi). Dodajmy następnie do siebie, drugą i trze-
cią kolumnę, wyłączmy czynnik 5 spoiny drugiej kolumnie i znak — 
spoiny drugi(5j linii poziomej; odciągnijmy nakoniec, pierwszą linią od 
drugiej i ośm razy pii^rwszą od trzeciej; reszla rachunku jest oczywistą. 

PRZYKŁAD III. 

PRZYKŁAD IV. 

PRZYKŁAD V. — ając done n ilości a, 6,-^..., znaleźć wartość 
wyznacznika 
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Jest rzecz? oczywisty (14) że ten wyznacznik sprowadza się do zera 

gdy X = 6; a zatem, przyjmuje on jako czynnik a — g ; toż samo na-
leży rozumieć o każdej inn^j różnicy między ilościami a, S,. . Wyznacz-
nik jest więc równy wieloczynowi 

W rzeczy samćj, jeżeli mu nie jest równy, to zawiera go w sobie jako 
czynnik ; lecz nie może przypuszczać innych czynników zamykających 
a, 6 , . . . , ponieważ zawićra już w sobie a^—i, 6"—',... i że te ilości nie 
mog? być podniesione do potęgi wyższej w wyznaczniku; porównywając 
spółczynniki ilości a'i—i, widzimy oprócz lego że wyznacznik nie może 
zamykać w sobie czynnika liczebnego. Ten przykład może być także 
traktowany w tenże co następujący sposób. 

PRZYKŁAD Vf, — Wyrachować wartość unjznafznika 

Odci^gajęc ostatni? kolumnę od każdej z Irzech innych, wyznacznik 
stanie się podzielnym przez (a — (S — "J) — a iloraz będzie 

Odci?gaj§c także ostatnią kolumnę od dwóch pićrwszych, wyznacznik 
stanie się podzielnym przez (a — -f) (€ — i znajdziemy bezpośrednio 
na jego wartość 

PI17A'KŁAD VII. — Rozwiązanie pewnego zagadnienia Geometryi 
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wymaga oznaczenia X za pomocą zrównania 

Oddsignijmy pi^rwsz§i lini§ od drugiej i podzielmy przez X; odciągnijmy 

następnie ośm razy pierwszą linigi od trzeciej i podzielmy przez X; po-

tćm odciągnijmy drugg linig od trzeciej i podzielmy przez 3 , i nakoniec 

odcisignijmy tę ostatni? od drugiej i prdzielmy przez X, wyznacznik 

stanie się 

Odciągnijmy leraz piórwsz? kolumnę od drugiej i od trzeciej, pot^m 

drug? od trzeciej, i podzielmy przez 6 — a, c — a, c — 6 ; odcią-

gnijmy od pićrwsz^j kolumny druggi pomnożon^i przez a i dodajmy trze-

ci? pomnożon? przez ab\ nakoniec odciągnijmy od drugiej kolumny 

trzeci? pomnożon? przez a + 6. Po wykonaniu powyżćj wskazanych 

przekształceń przyjdzie 

albo, uprościwszy 

PRZYKŁAD V i n . 
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PRZYKŁAD IX. 

n 

PRZYKŁAD X. 

PRZYKŁAD Xl. 

PRZYKŁAD XII. — Wiele z tych przykładów może się zastosować do 

obrachowania powierzchni trójkątów, przypominając sobie że podwójn? 

powierzchni?i trójkąta utworzonego przez trzy punkla maj?ce za spół-

rzędne cc', y ' y , jest 
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podobnież trójkąt utworzony przez trzy prosie majgce za zrównania 
ax by c = O,..., daje na wyrażenie sw^j podwójnej powierzchni 
kwadrat z wyznacznika 

podzieiony przez 

Tak samo powierzchnia trójkąta utworzonego przez środki krzywości 
w trzech punktach paraboli (wiedząc że, dla paraboli y^ = 2px, i zespół-

rzędneml środka krzywości s% ^p + — j sprowadza się 

ostatecznie do wynalezienia wartości wyznacznika 

Można obrachować także powiorzchni^t trójkąta utworzonego przez 
trzy normalne albo trzy inne linie majgce związki znane z krzywą. 

fiiZYKŁAD XI[I. 
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PRZYKŁAD XIV. — Dowieść równości 

25 

PRZYKŁAD XV. — Wyrażenie 

w którćni wszystkie elementa sgi równe, wyjęwszy elementów przekątnej , 

sprowadza się do jest wieloczynem ( 
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MNOŻENIE WYZNACZNIKÓW. 

22. Wykażemy, w tym rozdziałe, że wieloczyn dwóch wy-
znaczników może być położony pod kształtem jakiegokolwiek 
wyznacznika, mającego za elementa summy wieloczynów z ele-
mentów każdej linii jednego z dwóch wyznaczników przez ele-
menta odpowiednich linij drugiego. 

I tak, wieloczynem {aib-ic^) przez (ai62y3) jsst 

Dowodzenia jakie damy dla tego przypadku szczególnego 
zastosują się zupełnie do przypadku ogólnego. Ponieważ każdy 
element wyznacznika powyższego jest summą trzech wyrazów, 
wyznacznik może (19) się rozłożyć na summę dwudziestu sied-
miu wyznaczników jakieby się otrzymało biorąc jedną kolumnę 
częściową w każdćj z trzech kolumn powyższych. Nie potrze-
bujemy pisać tych dwudziestu siedmiu wyznaczników, dosyć 
jest wskazać dwa lub trzy pierwsze : 

Należy zauważyć teraz że, we wszystkich, każda kolumna 
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ma jeden czynnik spólny który (15) może być wyłączony za 
nawias jako czynnik wyznacznika. Wyrazy dane powyżćj mog^ 
więc się napisać 

lecz piśrwszy z »tych wyznaczników sprowadza się do zera, 
gdyż ma dwie kolumny jednakie ; drugi nie jest czem innśm 
tylko wyznacznikiem (0,6203), a trzeci (13) jest — (oi^s) - Tak 
samo, każdy inny wyznacznik częściowy mający dwie kolumny 
jednakie zniszczy się, i rozpozna się łatwo że wszystkie wy-
znaczniki nie znoszące się są równe wyznacznikowi ("i^aCa), 
gdy tymczasem czynniki mnożące je są wyrazami wyznacznika 
(fi^iys) ' 

Możnaby było, tymże samym sposobem, rozłożyć wyznacznik 
na szereg wyrazów równych wyznacznikowi (oct̂ -̂ ys) p o m n o -
żonemu przez jeden z wyrazów (0162^3). 

23. Z powodu ważności tego twierdzenia, damy inne dowo-
dzenie, oparte na naszśm pićrwszćm określeniu wyznacznika. 

Wyznacznik jakiśmy zauważyli w numerze poprzedzającym 
jest wypadkiem rugowania zmiennych między zrównaniami 
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Zrobiwszy teraz 

trzy zrównania poprzedzające mogą się napisać 

Rugując X, Y, Z, widzimy bezpośrednio że {a^b^ią) po-
winien być jednym z czynników wypadku. Lecz można także 
znaleźć, dla x, y, z, jakikolwiek układ wartości zadosyć czy-
niący trzem zrównaniom danym, byleby tylko można było 
otrzymać jakikolwiek układ zadość czyniący zrównaniom 
X = O, Y = O, Z — 0. Więc wyznacznik (aię^ys) = 0 , przed-
stawiający warunek konieczny ażeby te ostatnie zrównania stały 
się możliwemi, jest zarówno czynnikiem wypadku. A ponieważ 
widzimy bez trudności że stopień wypadku względem spół-
czynników jest ściśle tenże sam co stopień wieloczynu tych 
dwóch ilości, ten wypadek nie jest przeto czem innćm tylko 
wieloczynem (aię^ys)-

Wynika z tego co poprzedza że twierdzenie dotyczące mno-
żenia wyznaczników może się wyrazić pod formą następującą, 
jakićj nadal często użyjemy. 

Kiedy jakikolwiek układ zrównań 
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fcst przekształcony za pomocą podstawień 

wyznacznik układu przekształconego jest równy {aib-ic^), to 
jest wyznacznikowi układu pierwotnego rozmnożonemu przez 
[a-i^iys), jaki nazwiemy modułem przekształcenia. 

24. Twierdzenia numerów poprzedzającycłi mogą być uogól-
nione w sposób następujący. Możemy mieć dwa szeregi ele-
mentów, w których liczba linij poziomych jest różną od liczby 
kolumn, na przykład : 

i możemy z nich złożyć, jak w numerze poprzedzającym, wy-

znacznik 

którego zamierzamy sobie znaleźć wartość. 
Przypuśćmy naprzód, jak w przykładzie powyższym, liczbę 

kolumn większą od liczby linij poziomych, tak że każdy ele-
ment nowego wyznacznika jest summą jakiejkolwiek liczby 
wyrazów przewyższającej liczbę tych linij. ^Postępując jak 
w n«o 22, wartość tego wyznacznika jest 
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to jest Że nowy wyznacznik jest summ^ wieloczynów wszyst-
kich wyznaczników jakie można utworzyć z jedego szeregu 
elementów pomnożonych każdy przez wyznacznik odpowiedni 
utworzony z elementów drugiego szeregu. 

25. Przypuśćmy teraz, powtóre, liczbę linij poziomych prze-
wyższającą liczbę kolumn. I tak, za pomocą dwóch szeregów 
elementów 

utworzymy wyznacznik 

Rozkładając go podobnież na wyznaczniki częściowe^ roz-
poznamy że jest rzeczą niepodobną utworzyć z nich żadnego 
któryby nie miał dwóch kolumn jednakich. Wyznacznik spro-
wadza się więc jednako (identycznie) do zera. Możnaby jeszcze 
było o tem się przekonać bezpośrednio dodając do każdego 
szeregu jakąkolwiek ko lumnę zer i mnożąc, co daje wyznacznik 
powyższy jako wieloczyn dwóch wyznaczników równych poje-
dynczo zeru. 

26. Przypadek szczególny bardzo użyteczny n'" 22 zależy na 
tćm że kwadrat z któregokolwiek wyznacznika jest jakimkol-
vviek wyznacznikiem symetrycznym (10). I tak kwadrat z wy-
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znacznika jest 

Wynika także z n'" że summa kwadratów z wyznaczników 

jest wyznacznikiem 

PRZYKŁAD I. — Jeżeli oznaczymy przez a ^ 61, Cj, a-i, b-2, c-i do-

stawy trzech kętów stanowiących kierunek dwóch linij w przestrzeni, 

a przez 0 kgit tych dwóch linij, wiadomo że mamy 

a tosamość dowiedziona przez nas powyżćj da je 

PRZYKŁAD II W teoryi zrównań, jest pożytecznie wyrazić, pod 
kształtem wyznacznika, wieloczyn kwadratów z różnic pierwiastków. 
Wieloczyn z różnic n ilości był już położony pod kształtem wyznacznika, 
przykład V, n " 2 1 ; jeżeli podniesiemy go do kwadratu, przyjdzie 

Sp oznacza summę potęg p ilości a , 6 , . . . 

http://rcin.org.pl



32 ROZDZIAŁ III. 

PRZYKŁAD III. — N " 24 dowodzi podobnież że 

Utworzymy tym sposobem jakikolwiek szereg wyznaczników z których 

ostatni jest wieloczynem kwadratów z różnic a, g , . . . ; wszystkie wyznacz-

niki podobne po za tym ostatnim zniszczy się identycznie (PP. Zajączkow-

ski, Skiba i inni piszą : toźsamościowo) (25). Ten szereg wyznaczników 

jest nader wielkiego znaczenia w teoryi równań algebraicznych. 

PRZYKŁAD IV. — Weźmy początek spółrzędnych w środku kola opi-
sanego na trójkącie ; niech będzie, R promieniem kola i M powierzchnią 
t rójkąta, mamy 

Mnożąc te wyznaczniki według prawidła powyższego, pierwszy wyraz 

staje się r ó w n j zcrii; drugi 

c jest jakimkolwiek bokiem trójkąta. A żalem 
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zkad fornuila znana 

PRZYKŁAD V. — Można użyć tegoż samego sposobu dla znalezienia 
promienia sfery opisan(5j na czworościanie. Wychodzgic z wyrażenia ob-
jętości czworościanu 

znajduje się, jak powyżej że, a , d ; 6, e; c, f s? parami krawędzi prze-
ciwnych czworościanu, 

zkąd, oznaczywszy ad -{- be cf .przez 2S, wyciąga się, .według 
wzoru podanego w przykładzie XIII, n''" 21, 

PRZYKŁAD VL — Dowodzenia powyższe zostały natchnione P. BURN-
SJDE'OWI przez dowodzenie następujące dane przez P. JOACHIMSTHAL'A 
na wyrażenie powierzchni trójkąta wpisanego w elipsę. Mnóżmy zrów-
nania 

Wieloczyn jest jakimkolwiek wyznacznikiem symetrycznym w którym 
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y/2 
wyrazy przek^tnćj SG kształtu -O + TT ^ ^ zerami kiedy 

Qł O 

punkta sgi iia krzywćj; inne punkta s? Teraz jest 

łatwo dowieść że oznaczając przez 7 jakikolwiek bok trójkąta, a przez 6" 
pólśrednicy równoległej, otrzymamy 

Mamy więc 

PRZYKŁAD VII . - - P. CAYLEY otrzymał, sposobem następującym {Cam-
bridge and Dublin Mathemalical Journal, tom II, str. 270), związki 
łączące odległości czterech punktów branych po dwa, a leżących na ja-
kiemkolwiek kole lub pięciu punktów leżących na jakiejkolwiek kuli. 

Podstawmy spółrzędne każdego punktu w jzrównanie ogólne jakiego-

kolwiek koła 

i wyrugujmy A, B, C, otrzymamy jakikolwiek wyznacznik z czterech 

prostych takich jak 

Pomnóżmy przez jakikolwiek inny wyznacznik, nieróżni§cy się od tego 
lylko samym czynnikiem liczebnym, i jaki utworzymy za pomocni czterech 
tinij kształtu 1, x', y', ccf'^ Ą-y'"^: pierwszy wyraz wieloczynu zniszczy 
się, drugi jest (cc' — {y' — y")'^. A zatćm, jeżeli (12)2 oznacza 

kwadrat z odległości miętłzy dwoma punktami, wieloczyn pod kształtem 
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wyznacznika jest 

jestto związek szukany. Tak więc jak to już widzieliśmy, ten wyznacznik 
rozwinięty daje związek 

Zwi?izek łgczgcy odległości pięciu punktów na jakiejkolwiek kuli jest 
wyznacznikiem odpowiednim pięciu liniom. 

PRZYKŁAD V n i . — Znaleźć związek między odległościami trzech 
punktów branych po dica a leżących na jakiejkolwiek prostej, czterech 
punktów leżących na jakiejkolwiek płaszczyznie lub pięciu punktów 
położonych w przestrzeni. 

Przydajmy jedność i zera do dwóch wyznaczników z których zrobi-
liśmy wieloczyn w przykładzie poprzedzającym, przyjdzie 

Mamy teraz pięć linij poziomych a tylko cztćry kolumny; wieloczyn, 
rozwinięty jak w n«e 25, musi więc być zerem. Lecz tea wieloczyn nie 
jest czćm innćm jak wyznacznikiem 
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jcslto związek szukany. Przemazuj^c ostatni? linią i ostatnią kolumnę, 
otrzymamy związek między odległościami trzech^ punktów leżących na 
jakiejkolwiek prostej ; przydając, przeciwnie, nową linią 1, (51)" ,̂ (52)-,..,, 
otrzymamy związek między odległościami pięciu punktów położonych 
w przestrzeni. Możemy^ przy wykonaniu i-achunku tych wyznaczników 
odciągnąć drugą kohinłnę od każdćj z następujących, a potem odciągnąć 
zarówno pierwszą linią od każdej z następujących, co daje 

Możnaby wyznaczniki wprost otrzymać pod tym kształtem uproszczo-
nym, lecz nie symetrycznym, kładąc początek w punkcie (1) i tworząc, 
jak w 25, z elementami cc', y', ?/",.••, wyznacznik następujący 
kióry powinien być identycznie zerem, 

Rozpoznaje się bez trudności że jest on równoważny wyznacznikowi, 
który już był ustanowiony powyżej. 

PRZYKŁAD IX. — Znaleźć związek między lukami łączącenii cztery 
punlcta wzięte na jakiejkolwiek kuli. 

Weźmy początek w środku kuli i utwórzmy, z dostaw oznaczających 
kierunek promieni wodzących poprowadzonycli do każdego punktu 
dosa ' , dos€' , dos7', dosa" , . . . , jakikolwiek wyznacznik który będzie 
identycznie zerem, przyjdzie 
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jeżeli zastąpimy dostawy przez ich rozwinięcia na szeregi 

i przypuścimy promień r nieskończony, wyznacznik sprowadza się do 
wyznacznika przykładu poprzedzającego względem czt(5rech punktów 
położonych na jakiejkolwiek plaszczyznie. 

PiiZYKf.AD X. — Niech bedzie wiiznncznik 

za pomocą teqo wyznacznika chcemy obrachoioaó wieloczyn cp(x) of—>-). 

Wyznacznik przedstawiający wieloczyn jest legoż samego kształtu jak 
poprzedzający, X jest zastąpionym przez A2, zaś A,. . . , II, przez wartości 

Rozwijając i równając zeru, mamy 

zrównanie w którem 

i N jest równe kwadratowi wyznacznika pierwotnego w którym zrobiło 
się X = O; L, M i N są ilościami konieczniie dodatnemi. Podobnież, 
jeżeli się utworzy cp(X) za pomocą wyznacznika symetrycznego jakiego-
kolwiek, wieloczyn i?(X) (p(— x) równy zeru, dostarczy jakiegokolwiek 
zrównania na X2 którego wyrazy są na przemiany, dodatne i odjemne, 
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które, według reguły DESKARTA, nie może mieć pierwiastku odjemnego. 

Tymto właśnie sposobem P. S Y L W E S T E R dowiódł rzeczywistości p ier -

wiastków zrównania (p(X) = 0. Jest rzecz? oczywisty, według tego 

cośmy powiedzieli powyżćj, że to zrównanie nie może mieć pierwiastku 

kształtu 6 yj— 1 , i zobaczymy łatwo że ono nie może mieć lakże w swym 

składzie pierwiastku kształtu a 6 \ /— 1 ; dosyć na to napisać 

a — a = rt', b — 0. = b', c — n — c' i wróci się napowrót do przy-

padku poprzedzaj?icego. 

UWAGA. — Pan Edward COMBESCURE, znakomity tłomacz na język 

francuzki głęboko pojętej i pięknie wykończonej Teoi-yi Wyznaczników 
BRrosKiEGO ( B R I O S C H I . La teorica dei determinanti, Pavia, IS5U), po-

daje w ićm dziele o powyżej przytoczonym odkryciu, obok wiernie prze-

łożonych ważnych nad tym wynalazkiem uwag włoskiego geometry, swe 

własne następujące spostrzeżenia : 

Zrównanie trzeciego stopnia na jakie się natrafia, w Geometry! przy 

oznaczeniu osi głównych jakiejkolwiek powierzchni drugiego rzędu, 

w Mechanice przy szukaniu osi momentów głównych bezwładności jakie-

gokolwiek ciała, w Fizyce matematycznej przy poznawaniu sił głównych 

sprężystości lub osi głównych elipsoidy sprężystości, i t . d . , można położyć 

pod kształtem jakiegokolwiek wyznacznika w sposób następujący : 

Pierwiastki tego zrównania s? rzeczywiste. To podanie, już uzasadnione 

przez PP. C A D C H Y ' E G O , K U M M E R A , B O R C H A R D T A , J A K O B I E G O , odebrało lat 

temu dwadzieścia o d P . S Y L W E S T R A (*) nowe dowodzenie bardzo proste i ele-

ganckie, oparte na prawidle odnoszjicćm się do mnożenia wyznaczników. 
Mnożgc pićrwszy członek tegoż zrównania przez wyznacznik /'(X), 

(*) Pkilosophical Muf/azine, -1852. 
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Otrzymuje się rzeczywiście 

gdzie się zrobiło, dla skrócenia, 

39 

ma się więc 

i zauważy się że spółczynniki L, M, N s? dodatne, albowiem te spół-

czynniki mogą łatwo być położone pod kształtem 

Zrobiwszy 

funkcya /(— X) stanie się 
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a zrównanie będzie kszlahu 

spółczynniki Lj, Mj, N,, s§ dodatne. Stosujgic do niego regułę znaków 
DESKARTA, rozpozna się że żadna z wartości na nie może być od-
jenmą, lo jest że nie można będzie mieć a, lóm 

samćm, Jest więc dowiedzionym że pierwiastki 
zrównania sg istotnie rzeczywistemi. 

Zauważmy że to dowodzenie, zarówno jak dowodzenia PP. JAKO-
BIEGO i BORCHARDTA, rozci§ga się do zrównań N"?" stopnia będgicych 
tegoż samego kształtu, jak to zobaczymy w jednym z rozdziałów lYe® lo-
mu nasz(!j algebry. 
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WYZNACZNIKI ODWROTNE I MNIEJSZE. 

27. Widzieliśmy (16) że wyznaczniki mniejsze są połączone 
z elementami odpowiedniemi przez związek 

są one związane z innemi elementami przez zrównania jednakie 

W rzeczy samej, wyznacznik jest równy 
i A „ A2... nie zawierają w sobie o,, Oo,...; wyrażenie 
A i A , - f - 6 . 2 A 2 . . . jest tem czemby się stał wyznacznik ro-
biąc a.2 = b . , , . . . l e c z miałby on wtedy dwie k o -
lumny jednakie, a tem samem sprowadzałby się do zera (U). 

28. Możemy teraz napisać pod kształtem skróconym rozwią-
zanie jakiegokolwiek układu zrównań 
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gdyż, mnoż§c pierwsze przez Aj, drugie przez A.2,..., i doda-
jąc, spółczynniki y, z,..., zniszczą się, gdy tym czasem 
spółczynnik x będzie równy O j A i - f - a o A 2 t o jest wy-
wyznacznikowi utworzonemu ze wszystkich spółczynników 
pierwszych członków zrównań : nazwiemy go A. Mamy więc 

29. Wyznacznikiem odwrotnym jakiegokolwiek wyznacznika 
danego jest wyznacznik maję,cy za elementa, mniejsze wy-
znacznika piórwotnego; i tak odwrotnym [a^b-ic^ jest 

gdzie maj§ znaczenie wyłożone powyżej. Gdy na-
zwiemy go A' i pomnożymy przez wyznacznik pierwotny 
przyjdzie, według prawidła 

lecz, według n" ' 27, 
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w y z n a c z n i k s p r o w a d z i s i ę w i ę c d o 

zkąd 

i, ogólnie, 

30. Jeżeli weźmiemy drugi układ zrównań n™ 28, i roz-
wiążemy go na nowo względem wfunkcyi Aar, Ay,..., 
mamy 

gdzie CI,..., są Mniejszemi wyznacznika odwrotnego. 

Lecz te wartości ilości łj, ę,... powinny być jednakie ze 
zrównaniami pierwotnemi; zkąd; zauważywszy że = 
otrzymamy, przez porównanie spółczynników, 

zrównania wyrażające w funkcyach spółczynników pićrwotnych. 
Mniejsze wyznacznika odwrotnego. 

31. Widzieliśmy że, wziąwszy pod uwagę jedną kolumnę a 
jakiegokolwiek wyznacznika, każdy wyraz zamyka w sobie jako 
czynnik jeden z elementów tśj kolumny; a tem samćm wyznacz-
nik może się napisać pod kształtem HapAp. Podobnież, jeżeli się 
weźmie pod uwagę dwie kolumny jakiekolwiek a i b wyznaczni-
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ka, ten wyznacznik może być położony pod kształtem 
gdzie summa S oznacza wszystkie wyznaczniki możebne jakie 
można utworzyć biorąc dwie linie poziome z dwóch kolumn 
danych, i, 

W rzeczy samej, każdy wyraz wyznacznika zamyka w sobie 
jako czynnik jeden z elementów z kolumny a i inny który-
kolwiek z kolumny b-, a, według prawidła na znaki, każdemu 
wyrazowi a^b^fr odpowiada jakikolwiek inny —ajĄcrd, , . . 
Zkąd widzimy że kształt wyznacznika jest Aj,,, i, przez 
toż samo rozumowanie jak w iF̂ ® 16, widzimy także że mno-
żnik Ap,, jest Mniejszy otrzymany przez zniesienie dwóch linij 
i dwóch kolumn w których się znajdują Up i b,,. 

W ogólności, gdy się zauważy p kolumn jakichkolwiek 
wyznacznika, można wyrazić go jako summę. wszystkich wie-
loczynów jakie się otrzymuje tworząc wszystkie wyznaczniki 
możebne z p linij poziomych wziętych z pomiędzy tych linij, 
i z p kolumn, i mnożąc Mniejszy tym sposobem otrzymamy 
przez swój dopełniający, to jest przez Mniejszy wynikający ze 
zniesienia tychże samych kolumn i tychże samych linij; na 
przykład : 

Znak każdego wyrazu w wyrażeniu poprzedzającem oznacza 
się bez trudności przez prawidło podane na znaki (8). Jest rzeczą 
oczywistą, jak w n''̂ ® 27, że gdy w summie powyższej zastąpimy 
wszędzie literę b przez literę c, summa (CS^A) spro-
wadzi się do zera, gdyż ta summa przedstawia to czemby się 
stał wyznacznik, jeśUby kolumna c była równą kolumnie b. 
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32. Twierdzenie n '" 30 może być uogólnione w sposób na-
stępujący : każdy Mniejszy rzędu p jaki można utworzyć 
z elementów wyznacznika odwrotnego Aj, B,... równa się, 
Mniejszemu dopełniającemu w wyznaczniku pierwotnym, po-
mnożonemu przez potęgę p — 1 tego wyznacznika. Na przy-
kład, w przypadku gdzie wyznacznik pierwotny jest piątego 
rzędu. 

Sposób dowodzenia ogólnego zrozumie się dostatecznie sto-
sując go do pierwszego przykładu; mamy 

Więc 

Lecz możemy otrzymać jakiekolwiek inne wyrażenie na x 
w funkcyi pięciu ilości y, w, v\ w rzeczy samćj, uważtny 
zrównanie pierwotne : 

rugując IV i u, przyjdzie. 
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a ponieważ, z określenia, [aiąd^e^) = B2, porównywając to 
zrównanie ze zrównaniami jakieśmy już otrzymali, mamy 

PRZYKŁAD. — Gdy jakikolwiek wyznacznik sprowadzi się do zera, 
mniejsze Ai, A-j,..., są odpowiednio proporcyonalne do 

W rzeczy samśj, dowiedliśmy że 

C jest drugim mniejszym jaki się otrzymuje znoszgic dwie pierwsze ko-
lumny. Więc, gdy A = O, ma się 
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F U N K C Y E S Y M E T R Y C Z N E . 

33. Przypuszczać będziemy że czytelnik zna teory§ funkcyj 
symetrycznych pierwiastków zrównań, taką jaka jest zwykle 
przedstawianą w dziełach o teoryi zrównań traktujących. Przyj-
miemy przeto że zna on także wzór N E W T O N A dla obrachowania 
summ z potęg pierwiastków zrównania 

to jest 

zkąd się wyciąga 

jakoteż inne formuły 

Jeżeli mamy jakąkolwiek funkcyą jednorodną spółczynników 
PuPi- ) - - ) tej funkcyi będzie równym, według znaczenia 
najwięcśj używanego, liczbie czynników zawartych w każdym' 
wyrazie; jeżeli, na przykład, yOjpajOg jest j ednym wyrazem 
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funkcyi, ta będzie rzędu r -[- s Jeżeli funkcya nie jest 
jednorodną, rzęd będzie określony przez rzęd wyrazu najwyż-
szego. Nazwiemy wainosm jakiejkolwiek funkcyi summę wskaź-
ników każdego czynnika; i tak ważnością wyrazu będzie 
summa r 2s -f- Zt. Wyraz pĄhpt byłby trzeciego rzędu, a 
jego ważnością byłaby r -f- s W przepadku funkcyj jakie 
mamy do zauważania, ważność będzie taż sama dla wszystkich 
wyrazów. 

36. Jeżeli rozważymy wyrażenia dane powyżej dla Si, So, S3,... 
w funkcyi spółczynników, to oczywiście, ważność każdego wy-
razu jest równą 2 w s-i, 3 w S3, a przez indukcyą, n w s». 
Podobnież, ważność 'LaKi' jest m -f- p, tak samo jak ważność 

jest m-\-p-\-q... 
Można to dowieść następującym ogólnym sposobem. Jeżeli 

się zastąpi pierwiastki a, 6, y,. . . przez Xa, funkcya 
jest widocznie pomnożoną przez Lecz wia-

domo że mnożąc każdy pierwiastek przez X, mnoży się Pi 
przez A, p-i przez przez Wyrażenie lloT^fyi wfunk-
cyi spółczynników powinno więc być lakiem, że, jeżeli się 
zastąpi p^ przez Ip^, p.̂  przez l^p-i,..., każdy wyraz znajdzie się 
pomnożonym przez + + 7; co się wyrazi mówiąc że ważnością 
każdego wyrazu jest m p -j- q. 

35. Ponieważ mamy, 

a żaden ze spółczynników pz, p^... nie zawiera a w jakiejkol-
wiek potędze wyższej nad pierwszą, jest więc rzeczą oczywistą 
że rzęd funkcyi symetrycznej jakiejkolwiek [m przy-
puszcza się "> p \ q) musi być przynajmniej równy m; w rze-
czy samej, potrzeba przynajmniej m czynników zawierających 
każdy a w pierwszym stopniu ażeby wieloczyn zamykał oT. 
Wzajemnie, wszelka funkcya symetryczna rzędu m zawierać 
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będzie a"* w jakimkolwiek wyrazie. Oznaczywszy bowiem 
przez <71 summę pierwiastków y, <5,..., przez summę 
ich wieloczynów wziętych po dwa,..., będziemy mieli, 

a spółczynnik najwyższej potęgi pierwiastku a w jakimkolwiek 
wyrazie plp^pl będzie i nawzajem, czynnik nie 

może pochodzić jak tylko z wyrazu plf^f^ . Nie może więc 
sprowadzić się do zera przez przydanie innych wyrazów; zkąd 
wypływa że rzęd funkcyi symetrycznej jest równy naj-
większej z liczb m, p, q : dowiedliśmy w istocie że ten rzęd 
nie może być mniejszym i tenże nic może być także większym, 
ponieważ funkcya jakiegokolwiek bądź stopnia wyższego za-
wierałaby w sobie potęgi z pierwiastku a wyższe jak a"". 

Za pomorą tych dwóch zasad, można napisać bezpośrednio 
część wyrażoną literami jakiejkolwiek bądź funkcyi symetrycz-
nej, i pozostaną do oznaczenia same tylko spółczynniki. Jeżeli 
chcemy utworzyć — y f , widzimy bez trudności że idzie 
tu o funkcyą której ważność jest U a rzęd 2, to jest że każdy 
wyraz może mieć tylko dwa czynniki. Jedyne wyrazy mogące 
w niej figurować są p j ^ p z p u p l , i, dla uzupełnienia rachunku 
funkcyi, pozostaje nam tylko oznaczyć spółczynniki liczebne 
tych trzech wyrazów. 

36. Funkcye symetryczne z różnic pierwiastków, są to funk-
cye któremi najwięcćj będziemy się zatrudniali, jest więc po-
żytecznie dać tu poznać twierdzenie za pomocą którego summy 
z potęg tych różnic mogą się wyrazić w funkcyi summ z potęg 
samychże pierwiastków. Jlozwińmy {x — «)'" za pomocą wzoru 
dwumianu, rozwińmy także {x — Sj"*,..., i doda jmy; będzie : 
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Teraz, jeżeli zastąpimy x przez a w tern wyrażeniu, to ono 
staje się 

jeżeli zastąpimy x przez to ono staje się 

i tak dalej. Dodajmy wypadki wszystkich tych podstawień : 
jeżeli m jest nieparzystem, summa jest zerem, ponieważ wy-
razy (a — S)"*, (6 — ot)"* zniszczę, s ię ; jeżeli m jest parzystćm, 
to rozwinięcie staje się, przeciwnie, 22(a — lecz toż samo 
podstawienie wykonawszy w drugim członku zrównania, otrzy-
mamy dodając 

Jeżeli m est nieparzystem, ostatni wyraz będzie — 6VnS"o> 
niszczący pierwszy, i wszystkie inne wyrazy zniszczy się także ; 
lecz, jeżeli m jest parzystem, ostatni wyraz będzie j ednakim 
z pierwszym i tak dalej , i zrównanie stanie się podzielnem 
przez 2. Mamy więc, gdy m jest parzystem, 

spółczynniki spółczynnikami dwumianu , oprócz spółczyn-
nika środkowego, na którym się zatrzymamy dzielg.c go przez 2. 
Na przykład, 
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37. Wszelka funkcya z różnic pierwiastków musi oczywiście 
pozostać niezmienny, gdy się powiększy lub zmniejszy wszyst-
kie te pierwiastki o tęż samy ilość; jeżeli, na przykład, zast§-
piemy w zrównaniu, x przez x — to ono staje się, w tym 
przypadku. 

Lecz funkcya jakakolwiek spółczynników /)2,. gdy 
zamienierny na / j j - f ^ / ^ u na Sp-2,... staje się 

Zastypmy więc przez p^ -f- p^ przez 

i uporządkujmy wypadek względem potęg X, ten wypadek 
staje się 

Widzieliśmy że wszelka funkcya z różnic nie powinna się zmie-
niać przez podstawienie, jakkolwiek małem będzie X; taż 
funkcya więc, gdy wyrazimy ją w funkcyi spółczynników, 
powinna zadosyć uczynić zrównaniu różniczkowemu 
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PRZYKŁAD I. — Utworzyć 

Wiemy że rzęd i ważność tej funkcyi s? równe 2 ; la funkcya powinna 

więc być l^ształtu A p 2 . - \ - B p \ . Oznaczmy j? przez tp i zastosujmy do 

ni(5j zrównanie różniczkowe, tali postępując otrzymamy 

A ponieważ 

zkyd 

podstawiajcie te wartości w zrównanie powyższe, przyjdzie 

albo, wyi§czaj?c czynnik spoiny p , za nawias, 

a że Pi nie jest zerem, przeto drugi czynnik [ ( n — l )A + 2nB] musi 

być koniecznie ze r em; czyli, iiiuemi słowy, B musi być stale propor-

cyonalnćm do ( n — 1), zaś A do ; co do funkcyi, ta może się tylko 

różnić jakimkolwiek czynnikiem wyrażenia {n — — 2np2. 

Dostrzeżemy że ten czynnik jest równym jedności, przypuszczając 

ly. = 1, wszystkie zaś inne pierwiastki robi?c bez wyjątku każdy odrębnie 

zerem, zkąd pi = '\., p 2 = 0 , co sprowadza wyrażenie powyższe do 

n — l , jak to łatwo można było przewidzieć. 

PRZYKŁAD II, — Utworzyć, dlc jakiegokolwiek bądź zrównania 
trzeciego stopnia, wieloozyn kwadratów z różnic ( a — a ) 2 . 

Rzęd funkcyi jest k, j»5j ważność jest 6 , i ta funkcya musi być kształtu 
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Oznaczajac j? przez m i stosiijgic do niej zrównanie różniczkowe, mamy 

A że 

zk^d 

3) 

Pl) 

po podstawieniu tych wartości w zrównanie powyższe, wykonaniu wska-
zanych działań i uporzgidkowaniu symetrycznym uproszczonych wyrazów, 
przyjdzie, 

I 

to wyrażenie powinno być tożsamościowo zerem, zk§d 

a więc funkcya może się różnić tylko jakimkolwiek czynnikiem wyra-
żenia 

Można dostrzedz że czynnik jest równym jedności gdy się przypuszcza 

że a tćm samćm pi , majg każdy odrębnie za sw? wartość zero. 

38. Będziemy używali, w dalszym ciągu, zrównań jedno-
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rodnych. Pisząc - zamiast x i znosząc ułamki , zrównanie 
y 

jakiegośmy użyli staje się 

Przydajmy dla symetryi, jakikoKyiek spółczynnik pierwszemu 
wyrazowi : należy, nadto, dać różnym wyrazóm spółczyn-
niki rozwinięcia dwumianu {x - j - yY"-, i napisać wypadek 
w ten sposób rozwinięty pod kształtem 

Korzyść jaką otrzymujemy przez użycie spółczynników d w u -
mianu zależy na tem, że we wszystkich funkcyach z różnic 
pierwiastków wyrażonych w funkcyi spółczynników zrównania, 
summa spółczynników liczebnych jest zerem. W rzeczy samój, 

.znajdziemy tę summę robiąc (7o = = 02 = ••• = 1; lecz, 
w t śm przypuszczeniu, wszystkie pierwiastki stają się równemi, 
a tem samem ich różnice niszczą się. 

Rozumieć będziemy, przez funkcyą symetryczną pierwiastków 
jakiegokolwiek bądź zrównania jednorodnego, funkcyą syme-

oc tryczną pierwiastków zrównania w - , utworzonego po po-
y 

dzieleniu przez Oo?/". ze spółczynników — , — , . . . , i po-
Oo 

mnożonego przez najwyższą potęgę ilości Oo znaj<bijącej się 
w mianowniku mającym posłużyć do zniesienia ułamków. Tym 
sposobem, wszelka funkcyą symetryczna będzie jakąkolwiek 
bądź funkcyą jednorodną ilości a^j ai, . . ; w rzeczy samśj , 
przed zniesieniem ułamków, ta funkcyą była jednorodną i sto-

http://rcin.org.pl



FUNKGYE SYMETRYCZNE. 5 5 

pnia zero, i przetrwa ona w tym stanie, jeżeli się pomnoży 

wszystkie jej wyrazy przez tenże sam czynnik. Możemy także 

ustanowić teory^ funkcyj symetrycznych pierwiastków jakiego-

kolwiek b§dź zrównania jednorodnego nie potrzebując prze-

kształcać go poprzednio na jakiekolwiek b§dź zrównanie w 

Niech będzie a j ednym z pierwiastków tego ostatniego, oczy-
wiście że zrównaniu jednorodnemu zadosyć uczynią wszelkie 
wartości na x', y' dla których znajdzie się x' = ay', ponie-
waż nie ma tu oczywiście innego pytania jak tylko o stosun-

x' ku —,; zrównanie podzielone przez rozkładać się daje n j 
y 

czynniki, a tak zrównanie jednorodne da się przywieść do ja-
kiegokolwiek wieloczynu 
Mnóżmy i porównajmy ze zrównaniem pierwotnem, przyjdzie 

Jeżeli zrobimy >/, y",... równemi jedności, te wyrażenia spro-
wadzają się do wyrażeń zwykłych spółczynników jakiegokolwiek 
b§dź zrównania w funkcyi pierwiastków x', x"Nawzajem, 
wszelka funkcya symetryczna napisana pod kształtem zwyczaj-
nym z pierwiastkami x\ x"... może przywieść się do drugiego 
kształtu, przypuszczając każd§ wartość x' podzielony przez 
jakakolwiek wartość odpowiednią y' i ogół t. j . wszystkie wy-
razy funkc j i pomnożone przez jakakolwiek bydź potęgę ilości 
y'y"... dosyć podniesionej aby można było znieść ułamki. 1 tak 
summa kwadratów z różnic — x")- staje się 

i , ogólnie, wszelkie funkcye z różnic dadzę się sprowadzić do 
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jakiejkolwiek smiiniy wieloczynów wyznaczników takich jak 
przez potęgi z ilości 

39. Zrównanie różniczkowe jakieśmy podali dla funkcyj 
z różnic pierwiastków wymaga aby było nieco zmienionem 
kiedy się pisze zrównanie ze spólczynnikanii dwumianu. 

Jeżeli, w zrównaniu 

zastąpimy x przez x -]- staje się o, -]- x«i, a-i staje się 
•a-l 4 " 2«iX a-i staje się a^ - f 3Xa.2 -f- 3x2aj , . . , 
i wszelka funkcya <p spółczynników przekształca się na nastę-
pującą 

Wszelka funycya z różnic pierwiastków powinna więc, ponie-
waż ta funkcya nie zmienia się jeżeli się zastąpi x przez x 1, 
zadosyć uczynić zrównaniu 

Podobnież, wszelka funkcya nie zmieniająca się gdy się za-
stąpi y przez y + x, powinna zadość uczynić zrównaniu 

Funkcye tego rodzaju są funkcyami wartości odwrotnych 
pierwiastków, i, w znakowaniu jednorodnem, zależą od wielo-
czynów kształtu x'y"—x"y'... pomnożonych przez potęgi 
ilości x', x",... Funkcye samych wyznaczników x'y" — x"y\... 

http://rcin.org.pl



FUNRCYE SYMETRYCZNE, 57 

riiepomnożone przez potęgi ? / , . . , będą zadosyć cKrnUy 
obu zrównanióm różniczkowym. 

40. Potrzeba zauważyć że warunek 

I - - - ^ j 

jest nie tylko koniecznym, ale dostatecznym ażeby cp nie zmie-
niło się przez podstawienie x -f- ^ za x. Widzieliśmy że spół-
czynnik w zrównaniu' przekształconem, sprowadza się do 
zera, i znajduje się bez trudności, za spółczynnik 

gdzie Ol,..., pokazujące się wyraźnie, nie powinny być 
różniczkowanemi w ostatnim symbolu. Lecz ten wypadek nic 
jest różnym od tego jaki się otrzymuje wykony wając na funkcyi 

działanie gdyż to działanie dostarczy 

z jednćj strony, wyrazów jakie się otrzymuje* różniczkując 
Ul, a.2,.., które się pokazują sposobem wyraźnym w symbolu, 
a z drugiej wyrazów jakie się otrzymuje zostawiając w tój funk-

cyi tti, a-2,... stałemi : summa Oo-r-^-[-• • • sprowadza się 
(10 { 

do zera, stanie się podobnież ze spółczynnikiem i ze spół-
czynnikami innycłi potęg X. 
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PRZYKŁAD, — Utworzyć, dla zrównania trzeciego stopnia 

funkcya 

Można wyprowadzić to zadanie z przykłada II, n™ 37, lub otrzymać 
je sposobem następującym : funkcya jest czwartego rzędu, j^j ważność G; 
ta funkcya powinna więc być kształtu 

Wykonywajgic działanie 

ma się 

równajcie odrębnie z zerem spółczynnik każdego wyrazu i robięc A ~ i , 
przyjdzie 

U\. P. S E R R E T działanie wskazane przez A ^ ^ -j- ... pisze 

pod kształtem przedstawiającym niekiedy korzyści. Wyobraźmy 
sobie jakąkolwiek bądź zmienną pomocniczą ^ którćj spół-
czynniki floj są funkcyami takiemi, żeby było 
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mamy oczywiście 

Można podobnież napisać na, - f .. . pod kształtem skró-
aoo 

conym n jest jakąkolwiek zmienną której spółczynniki 
wyj 

są funkcyami takiemi, żeby było 

hi. Należy też dać poznać spostrzeżenie zrobiono przez 
B R I O S K I E G O względem znaczenia pierwszego z tych działań gdy 
się wyraża je w funkcyi pierwiastków. U ważmy jakąkolwiek 
funkcyą spółczynników pi, p.^, pz,...', wyraźmy te spółczynniki 
w funkcyi pierwiastków i rozważmy ich pochodne względem 
pierwiastków. 

Oznaczywszy jak powyżej przez qi summę, przez summę 
wieloczynów wziętych po dwa, i t. d . , wszystkich pierwiastków 
mniej jednym z nich mamy oczywiście 

i 

Mamy także Wyrażenia odpowiednie dla pochodnych względem 

innych pierwiastków; dodając je do siebie, spółczynnik 

staje się równym n. Spółczynnik — staje się | 
dp=i 

http://rcin.org.pl



6 0 ROZDZIAŁ V. 

W rzeczy samej, ponieważ (71 = — a, dociajęc, spółczynnik 
ż§dany stanie się npi — [o. y . . .) — [n — \ )p^. Po-

dobnież spółczynnik ^ jest równy ( n — 2 ) 1 ^ , i m a m y 
dpi 

Widzimy teraz jasno, czemu, stosując działanie wskazane przez 
drugi członek do jakiejkolwiek funkcyi z różnic pierwiastków, 
wypadek sprowadza się do zera : albowiem działanie równo-
ważne - ^ 4 - . . . , zastosowane do różnicy jakiejkolwiek, do-

da 
starczy wypadek tożsamościowo równy zeru. 

Podobnież gdyby zrównanie było napisane ze spółczynnikam, 
dwumianu , mielibyśmy byli 

zk§d, jak poprzednio. 
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W Y Z N A C Z L M K I Z W A N E W Y P A D K O W Y M I {RESULTANTS). 

43. Jeżeli mamy k zrównań jednorodnych o k zmiennych, 
albo, co na jedno wychodzi, k zrównań niejednorodnych 
0 k — 1 zmiennych, jest zawsze podobna połączyć je w sposób 
taki aby można było z nich wydobyć jedno tylko zrównanie 
A = O niezawierające w sobie żadnej zmiennćj. Mówi się wtedy 
że zmienne są wyrugowane a A jest luypadkowym (le i^esul-
tant) (*) układu zrównań. Weźmy przykład najprostszy, ten 
jaki już przytoczyliśmy w pierwszym rozdziale, to jest dwóch 
zrównań pierwszego stopnia 

Mnożąc pićrwsze przez a', drugie przez a, i odciągając pier-
wsze od drugiego, przyjdzie 

1 ilość — db jest rugownikiem dwóch zrównań. Potrzeba 
teraz zauważyć że nie można ztąd wywieść równości ab'— db— O 
dopóty, dopóki dwa zrównania dane nie staną się jednocze-
snemi, to jest dopóki te zrównania nie zostaną sprawdzone 

{*) Wypadkowe odebrały lakże nazwisko rugowników {śliminants). 
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przez jedn^ i tęż sam§ wartość na x. W rzeczy samej, nie ulega 
wg.tpliwości, że gdy łączymy dwa zrównania 

= O 

dla wydobj^cia z nich równości 

+ m^ [X) = . O, 

przypuszczamy wyraźnie że x przedstawia tęż sam^ ilość 
w dwóch zrównaniach. Wynika zt§d że równość 

ab' — a!b = Q 

przedstawia warunek konieczny ażeby dwa zrównania mogły 
być sprawdzone przez jedn^ i tęż sam^ wartość na x, jak 
można także widzieć to bezpośrednio rozwiązując oba wzglę-
dem X i równając między sob^ wartości tak otrzymane. I, ogól-
nie, maj^c dan^ liczbę ilukolwiek zrównań 

U = O, V = O, W = : O, 

możemy połączyć je i wyciągnąć z nich jakąkolwiek równość 
taką aby było 

/U + mV - f nW = O, 

byleby tylko zmienne miały też same wartości we wszystkich 
zrównaniach. A jeżeli, kombinując je , przyjdziemy do jakiego-
kolwiek wypadku niezawićrającego w sobie więcej zmiennych, 
sprowadzi się go do zera skoro te zrównania bedą mogły być 
sprawdzone przez jakikolwiek spólny układ wartości, i tylko 
w tym przypadku. Rugownik, czyli raczćj wypadek otrzymany 
z rugowania zmiennych w danym układzie zrównań, może 
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więc być określony : Funkcya jakakolwiek spółczynników da-
nego układu zrównali dajęca się sprowadzić do zera byleby 
tylko zrównania dane przyjmować ciągle nie przestały jakiego-
kolwiek b§dź układu rozwiązań spójnych. 

Uk. Mamy teraz pokazać w jaki sposób rugowanie może się 
wykonać i jaka jest natura wypadku do którego zostaje się 
przywiedzionym. Poczniemy od dwóch zrównań napisanych 
pod kształtem niejednorodnym 

X'" - - piw""-^ - j- ... — o albo f{x) = O, 

xn — -f- . . . O albo = O. 

Rugownik przedstawia, jak to już widzieliśmy, warunek k o -
nieczny ażeby dwa zrównania miały jakikolwiek pierwiastek 
spólny. Jeżeli to ma miejsce, którykolwiek z pierwiastków 
pierwszego zrównania musi zadość uczynić d rug iemu; niech 
będą więc a, 6, y, . . . pierwiastki pićrwszego zrównania, i pod-
stawmy je kolejno w drugie, jeden z wypadków 
musi stać się zerem, i ich wieloczyn jest koniecznie w tymże 
samym przypadku. Lecz ten wieloczyn jest jakąkolwiek funk-
cya symetryczną pierwiastków piśrwszego zrównania, i odtąd 
może się wyrazić w funkcyi swych spółczynników; mamy tym 
sposobem wypadek szukany. Prawidło postępowania dla 
wyrugowania według tego sposobu jest więc wzięcie m czyn-
ników 

4,(6) = - + — 

^(y) = r — ę i r " + — 

pomnożenie ich wszystkich razem, i podstawienie na miejsce 
funkcyj symetrycznych pierwiastków 6, y,..'. ich wartości 
w funkcyi spółczynników piśrwszego zrównania. 
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PRZYKŁAD. — Wyrugować x miedzy dwoma zrównaniami 

Mnóżmy (a2 — <jf,oc + g.i), przez (P2 — + <l-2), przyjdzie 

zaślepmy a ^ przez p i , o& przez p-i, afi - j - przez p® — 

mamy 

albo 

takim jest wypadek szukany. 

1x5. Otrzymałoby się tenże sam wypadek (niezważając na 
znak) przez podstawienie pierwiastków pićrwszego zrównaniu 
w drugie, albo przez podstawienie pierwiastków drugiego 
w pierwsze. 

Innemi słowy, oznaczywszy przez y',... pierwiastki 
drugiego zrównania, wypadek może się napisać zarówno pod 
jednym albo drugim kształtem 

teraz, jeżeli przypomnimy że 

pierwszy kształt wychodzi na 
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a drugi na 

W dwóch przypadkach mamy więc wieloczyn ze wszystkich 
różnic między jakimkolwiek pierwiastkiem piśrwszego zrówna-
nia i jakimkolwiek pierwiastkiem drugiego, i te dwa wielo-
czyny nie mogą różnić się między sobą jak tylko ich znakiem. 

UG. Jeżeliby zrównania były danemi pod kształtem jedno-
rodnym, ze spółczynnikami lub bez spółczynników dwumianu . 

przywiodłoby się je do kształtu poprzedzającego dzieląc przez 

i otrzymałoby się /;, Pod 
flo 

stawiłoby się te wartości w wypadek otrzymany za pomocą spo-
sobu numeru poprzedzającego, i zniosłoby się ułamki mnożąc 
przez najwyższą potęgę a^ i b^ znajdującą się w mianowni-
kach ; rugownik dwóch funkcyj 

wyprowadzony w ten sposób z wartości otrzymanej powyżej (/i/i) 
staje się 

Uugownik jest zawsze jakąkolwiek funkcyą j ednorodną spół-
czynników dwóch zrównań. W rzeczy samćj, przed znicsie-

II. — 5 
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niern mianowników, był on oczywiście funkcyą jednorodną 
stopnia zero, a tem samśm pozostanie jeszcze jednorodnym 
kiedy się pomnoży wszystkie wyrazy przez jedną i tęż samą 
ilość. Można to także widzieć stosując wprost do zrównań 
sposób n'" kU. Niech będą x', t/'; :c",y"y.., wartości zadosyć 
czyniące pićrwszemu; jeżeli dwa zrównania przypuszczą jak i -
kolwiek czynnik spólny, niektóre z tych wartości powinny za-
dosyć uczynić drugiemu. Wykona się więc wieloczyn 

i zastąpi się funkcye symetryczne, pierwiastków przez ich w a r -
tości w funkcyi spółczynników pierwszego zrównania, jak 
w n̂ '̂ " 38. 

47. Rugownik dwóch zrównań stopni m i n jest n"^" stopnia 
względem spółczynników pierwszego, i m*'̂ ' względem spół-
czynników drugiego. 

W rzeczy samej, może się on napisać, bądź to jako wielo-
czyn z m czynników . zawierających każdy w piór-
wszyni stopniu spółczynniki drugiego zrównania, bądź to jako 
wieloczyn z n czynników fi^)... zawićrających każdy 
w pierwszym stopniu spółczynniki piśrwszego. Biorąc pod 
uwagę jedynie sam kształt *j;(ę),..., możemy zarówno wi-
dzieć że ten kształt, zawierający oczywiście spółczynniki dru-
giego zrównania w stopniu m, zamyka spółczynniki pierwszego 
w stopniu n, ponieważ funkcye symetryczne tam się znajdu-
jące zamykają każdy pierwiastek w potędzę n i nie zamykają 
go podniesionego do potęgi jakiejkolwiek wyższej (35). 

48. Ważność rugownika jest mn, to jest że summa wskaźników 
w każdym wyrazie jest stałą i równą mn. W rzeczy samśj> 
jeżeli się pomnoży każdy z pierwiastków a, 6 , . . . ; a', 6',... przez 
tenże sam czynnik X, każda z mn różnic a — a' (45) będzie 
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pomnożoną przez tenże sam czynnik, a rugownik przez 
Lecz, dla pomnożenia pierwiastków przez X, dosyć zastąpić 

przez Igr, p.,, ą. i przez X'ju, i, przy wy-

konaniu tej zmiany w rugowniku, każdy wyraz będzie znajdo-
wał się pomnożony przez co znaczy że summa wskaźni-
ków każdego wyrazu jest równą mn. 

Można znaleźć to samo za pomocy zasady n'" 3/ł. 
"NV funkcyi summa wykładnika każdego wyrazu i 

wskaźnika spółczynnika odpowiedniego jest n, to jest że i 
jest summ^ pewnej liczł)y wyrazów kształtu qn-iXi. Jeżeli 
weźmiemy więc pewn^i liczbę wyrazów w każdym z czynni-
ków J;(a) wyrazem odpowiednim wieloczyiiu będzie 

a jeżeli połączymy ten wieloczyn ze wszyst-
kiemi wieloczynami w którycli sio przedstawiają! też same 
spółczynniki, będziemy mieli Summ^ 
wskaźników spółczynników q jest 

albo, ponieważ znajduje się m czynników. 

Lecz, podług n"' ok, summy wskaźników spółczynników /> 
w wyrażeniu jest i - j - 7 + ~h ••• summy dwóch 
szeregów wskaźników jest więc mn, czego właśnie cticieliśmy 
dowieść. 

Wypadek do któregośmy świeżo doszli można jeszcze wysło-
wić tym sposobem (*): Jeżeli JD,, qi zamykajy w sobie jakykol-

{*) Albo też jeszcze w sposób iiaslępnjgicy : Jeżeli się pods tawi wru-
gownik i i , na miejsce każdego spółczynnika /;„, wyraz cc' jaki len 
spółczynnik mnoży w z r ó w n a n i u p i e r w o t n y m , każdy wyraz riigownil^a 
s ta je się podzie lnyni przez cc""', albo też, pod ksz ta ł tem j e d n o r o d n y m , 
jeżeli się zast^ipi każdy spółczynnik a® przez \Vszyslkie w y -
razy r i igownika s tan? się podzie lnemi przez 
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wiek nową zmienną z w pierwszym [slopniu, gdy m, za-
mykają leż zmienną w drugim i 'piśrwszym, w trzecim 
i w stopniach niższych, i tak dalej, rugownik będzie ją zawierał, 
ogólnie, w stopniu rnn. 

Jest rzeczą oczywistą, że te wypadki pozostałyby zarówno dla 
zrównań napisanych pod kształtem jednorodnym a^ ' ^ + 
ponieważ wskaźniki są sobie odpowiedniemi w dwóch kształ-
tach Widzimy także że z powodu symetryi byłyby one jeszcze 
prawdziwemi gdyby zrównania zostały położone pod kształtem 

gdzie wskaźuik każdego spółczynnika równa się wykładnikowi 
zmiennej x zamiast być równym wykładnikowi zmiennej y. 

Ponieważ rugownik jest jakąkolwiek funkcyą z różnic 
między pierwiastkiem jakimkolwiek jednego ze zrównań i pier-
wiastkiem jakimkolwiek drugiego, pozostanie on niezmiennym 
jeżeli się powiększy o tęż samą ilość pierwiastki dwóch zrów-
nań, to jest jeżeli w nich zastąpimy x przez Wynika 
ztąd, jak w n"® 37, że rugownik powinien zadosyć uczynić 
zrównaniu różniczkowemu 

albo, jak w n ' " 39, pisząc zrównania ze spółczynnikami dwu-
mianu 
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50. Mając dane dwa zrównania jednorodne o trzech zmien-
nych stopni m i n, liczbą układów wartości mogących za-
dosyć uczynić zarazem tym dwóm zrównanióm jest mn (*). 

Niech będą 

dwa zrównania urządzone według potęg x', jeżeli wyrugu-
jemy X, spółczynnik jest jakąkolwiek funkcyą jedno-
rodną pierwszego stopnia y i z, spółczynnik jakąkol-
wiek funkcyą podobną drugiego stopnia, i tak dalej, widzimy 
podług 48 że rugownik będzie jakąkolwiek funkcyą jedno-
rodną y i z stopnia mn. 

Można więc znaleźć mn wartości na y i z (**) robiących ru-
gownik równy zeru. Jeżeli podstawimy jedną którąkolwiek 
z pomiędzy nich w zrównania dane, będą one miały, ponie-
waż ich rugownik staje się zerem, jakikolwiek j pierwiastek 
spoiny jeżeli się rozwiąże je względem x : ta wartość na x, 
połączona z wartościami na y i z już otrzymanemi, daje układ 
wartości zadość czyniących zrównanióm d a n y m ; mamy więc 
razem mn układów podobnych wartości. Podamy dalej sposób 
za pomocą którego można, gdy dwa zrównania mają jakikol-
wiek pierwiastek spólny, oznaczyć go bezpośrednio. 

f ) Te zrównania moggi się uważać za przedstawiające dwie krzywe 
stopni m i n . Twierdzenie zawarte w tym numerze tlómaczy się geome-
trycznie mówigic że krzywe przecinaj? się w mn puniitacli. Sprowadza 
się te zrównania do kształtu zwyczajnego robigic z = i. 

(**) Czytelnik winien sobie przypomnieć że gdy używamy zrównań je-
dnorodnych, stosunek zmiennych stanowi wszystko co nas w t^m miejscu 
najwięcej zajmować powinno. I tak, w tym przypadku, z' może być 
wzięte dowolnie, wartość odpowiednia na y jest oznaczona przez 

?/ zntwnanio - • 
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PnZYKŁAD. — Znaleźć spółrzędne czterech punktów V}ynikających 
z przecięcia dwóch sekcyj konicznych przedstawionych przez zrównania 

Uporządkujmy zrównania według potęg x i wyrugujmy to zmienną ; 
wypadkiem jest, podług n™ 

gdzie napisaliśmy, jak w pierwszym Rozdziale, (al/) zamiast ab' — a'b. 

To zrównanie, rozwiązane względem ^ , da wartości odpowiednie dla 

czterech punktów stanowiących przecięcia dwóch sekcyj konicznych. 

Znalazłszy je i podstawiwszy jedno z nich w dwa zrównania, o t rzymamy, 

szukając ich spólnego pierwiastku, wartość odpowiednią na - . Mo-

gliśmy byli oznaczyć od razu cztery wartości na ^ rugując y, lecz 

podstawienie jest potrzebnćm dla poznania jaka jest wartość na y odpo-

wiadająca każdćj wartości na x. Robiąc = = 1, wszystko co poprzedza 

znajduje się wyrażonćm w zwyczajnym układzie spólrzędnych. 

51. Wszelka funkcya symetryczna z liczby mn wartości za-
dosyć czyniących jednocześnie dwóm zrównaniem może się 
wyrazić w funkcyi ich spółczynników. Jest rzeczą widoczną że 
możemy tym sposobem wyrazić funkcye symetryczne zamyka-
jące w sobie tylko jedną ze zmiennych. Gdyż wyrugowawszy y, 
mamy jakiekolwiek zrównanie w x , i wszelkie funkcye sy-
metryczne z liczby mn wartości zadosyć czyniących dwóm 
zrównanióm danym mogą się wyrazić w funkcyi spółczynników 
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tego zrównania : tak samo rzecz się ma dla y. Na przykład, 
w przypadku dwóch sekcyj konicznych, oznaczywszy przez 
a?!, y i , . , . spółrzędne punktów przecięcia, widzimy bezpośre-
dnio w jaki sposób można wyrazić funkcye symetryczne takie 
jak 

i jedyny punkt wymagający niektórych objaśnień jest wiado-
mość jakim sposobem dadzą się wyrazić funkcye symetryczne 
w które wchodzą dwie zmienne, takie jak 

Dla osiągnięcia tego, wprowadźmy jakąkolwiek nową zmienną 
? = + u.y, i za pomocą tego zrównania dowolnego, wyru-
gujmy X \ y ze. zrównań danych. I tak y ruguje się bezpo-
średnio podstawiając jego wartość wyciągniętą ze zrównania 
t — \xĄ- fł//, i mamy wtedy dwa zrównania w x stopni min: 
ich rugownik będzie stopnia mn względem t, i jego pierwiastki 
będące oczywiście -]-juyi, lx.i-\-^y-i,..., Xi, yi, x.i, 
są wartościami na a? i ?/ spólnemi dwóm zrównanióm. Spół-
czynniki lego zrównania w ł będą zawierały w sobie X i n. 
Jeżeli utworzymy summę potęg k z jego pierwiastków, która 
będzie [lx, ^ p//,)^ + {lx.i -[- ^ly-if spółczynnikiem 
w tej summie będzie a spółczynnik XJ-V da i tak 

dalej. 
Kilka słów wystarczą dla przełożenia tego co poprzedza na 

język zrównań jednorodnych. Widzimy bezpośrednio w jaki 
sposób można utworzyć funkcye symetryczne zamykające w so-
bie tylko dwie zmienne, takie jak SyiSaZs^i? gdyi v»'yciąga się" 
je (jak w n™ 38) ze zrównania jednorodnego otrzymanego 
rugując drugą zmienną. Jedyny punkt pozostający do wyjaśnie-
nia jest wiadomość w jaki sposób dadzą się utworzyć funkcye 
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symetryczne obejmujące w sobie trzy zmienne , i przychodzi 

s ię do tego właśnie , jak powyżej , kładąc 

f l̂ RZTKŁAD. — Utworzyć funkcye symetryczne spółrzędnych czterech 
punktów stanowiących przecięcia dwóch sekcyj konicznych. 

Zrównanie otrzymane w ostatnim przykładzie daje. bezpośrednio 

f , według symetryi, 

Dla wzięcia za przykład jakiejkolwiek funkcyi zamykającej w sobie trzy 
zmienne, utwórzmy ^(cCiJ/iZgZjZp, odpowiadającą i:(x'y') gdy zrównania 
są napisane pod kształtem niejednorodnym. 

Według teoryi poprzedzającej, mamy do wykonania rugowanie między 
zrównaniami danemi i zrównaniem t =Xx [ly, i funkcya ezukaiia 
będzie połową spółczynnika X(i. w rozwinięciu Jeżeli wy-
padkiem rugowania jest 

otrzyma się 

i 

Rugowanie daje 

http://rcin.org.pl



WYZNAflZNIKl ZWANE WYPADKOWEMl (RESULTANTS). 73 

52. Utworzyć rugownik z trzech zró\Ynari jednorodnych o 
trzech zmiennych stopni m, n, p. 

l lównaj§c rugownik zeru, wyraża się warunek konieczny do 
znalezienia jakiegokolwiek układu wartości na x, //, z zadosyć 
czyniących trzem zrównaniem (*). A więc, jeżeli takim jest 
obecny przypadek, to rozwiązując dwa zrównania i podsta-
wiając kolejno w trzecie wartości znalezione dla x, y, z, je-
den z tych układów wartości powinien zadość uczynić temu 
zrównaniu. Odt§d wieloczyn wszystkich wypadków podstawie-
nia powinien być równy zeru. Niech więc będ§ x', y', z', 
x%y",f,... układy wartości zadosyć czyniące dwóm zrówna-
nióm i których liczba jest (50), podstawmy te wartości 
w pierwsze i zastosujmy mnożenie do wszystkich np wypad-
ków ogólnie oznaczonych , y', z'), <^[x", y\ z"),... Wielo-
czyn tym sposobem otrzymany zamyka w sobie oczywiście, 
same tylko funkcye symetryczne (rozwiązań czyli pierwiastków 
spólnych dwóm ostatnim zrównanióm) x', y', z',..., które, 
podług n '" 51, mogą wszystkie wyrazić się w funkcyach spół-
czynników dwóch ostatnich zrównań : wyrażając je tym sposo-
bem, otrzymuje się rugownik szukany. 

53. Rugownik jest jakąkolwiek funkcyą (jednorodną stopnia 
np względem spółczynników pierwszego zrównania, stopnia 
mp względem spółczynników drugiego, i stopnia mn wzglę-
dem spółczynników trzeciego. 

W rzeczy samej, każdy z np czynników (f{x', y\ :;')... jest 
fimkcyą jednorodną pierwszego stopnia spółczynników pier-
wszego zrównania, i wyrażenie funkcyj symetrycznych za po-
mocą spółczynników zamyka w sobie same tylko spółczynniki 
dwóch ostatnich zrównań których rozwiązanie dało x\ ij', z',... 

(*) Jeżeli irzy zrównania przedstawiaj? krzywe, warunek że rugownik 
jest równy zeru wskazuje że trzy krzywe powinny przejść przez jeden 
punkt spoiny. 
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Hugownik jest w stopniu np względem spółczynników pier-
wszego zrównania : jego stopień względem spółczynników 
dw^óch innych oznaczy się tak samo. 

5/t. Ważnością rugownika jest mnp, to jest że jeżeli wszyst-
kie spółczynniki mnożące pierwszą potęgę jakiejkolwiek zmien-
nej z mają wskaźnik 1, spółczynniki mnożące z^, wskaź-
nik 2, i tak dalej, summa wszystkich wskaźników w każdym 
wyrazie rugownika będzie mnp. Innemi słowy, jeżeli wszystkie 
spółczynniki mnożące s zawierają jakąkolwiek nową zmiernią 
w pićrwszym stopniu, jeżeli wszystkie spółczynniki mnożące 
zawierają tę zmienną w drugim stopniu i pićrwszym, i t. d., 
rugownik zawierać będzie tę zmienną w stopniu mnp. 

To twierdzenie dowodzi się jak w /-i8. A naprzód, jest 
rzeczą oczywistą że, jeżeli jakiemukolwiek zrównaniu jediio-
rodnenui stopnia m zadosyć czynią wartości x', y', z', i jeżeli 
się odmieni to zrównanie mnożąc każdy spółczynnik przez jaką-
kolwiek potęgę / równą potędze 2 jaka mnoży ten spółczynnik, 
zrównanie tak pizekształcone będzie sprawdzoiiem przez wfll': 
tości z'; albo, ogólnie, że wypadek podstawienia 
Iz', \y', z' w zrównanie przekształcone równa sio wypadkowi 
podstawienia x', y', z', w zrównanie pierwotne pomnożo-
nemu przez I tak, weźmy zrównanie 

zrównaniem przekształconćm danego jest 

i wypadek podstawienia \x', >-?/', z', w to ostatnie jest 
oczywiście równym wypadkowi podstawienia x',y\ z \s zrów-
nanie dane pomnożonemu przez A zatem, jeżeli się prze-
kształci trzy zrównania dane mnożąc każdy spółczynnik przez 
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jakakolwiek potęgę X równę, potędze z jaka mnoży ten spół-
czynriik^ i jeżeli x, y', z' przedstawiają jakikolwiek układ war-
tości zadosyć czyniący dwóm ostatnim zrównanióm pierwo-
tnym^ zrównania przekształcone będę sprawdzone przez wartości 
\x', z', i wypadek podstawienia tych nowych wartości 
w pierwsze zrównanie będzie y', z'). Rugownik który 
jest wieloczynem o np czynnikach kształtu <f>{x'^ y', z'),... bę-
dzie ponnnożonym przez I^^^P. Niech będzie więc aubiCm... 
jakikolwiek wyraz rugownika , każdy wskaźnik jest oczywiście 
odpowiadajacym potędze z jaka mnoży spółczynnik ; ponieważ 
zmiana au na bi na >.'6/,... daje w skutku mnożenie tego 
wyrazu przez summa A J^st koniecznie rów-
n? mnp, 

55. Dowodzi się podobnież że trzy równania są, w ogólności, 
sprawdzone przez innp układów wartości ; że wszelka funkcya 
symetryczna tych wartości może sie wyrazić za pomoc§ spół-
czynników^ i że można utworzyć rugownik czterech zrównali 
rozwiązując trzy jakiekolwiek z pomiędzy nich, podstawiając 
kolejno układy wartości tak otrzymane w czwarte, tworząc 
wieloczyn wypadków podstawienia, i nakoniec wyrażając ten 
wieloczyn za pomoc§ spółczynników zrównań przez metodę 
funkcyj symetrycznych. Utworzymy tym sposobem rugownik 
z liczby ilukolwiek zrównań, i będziemy mieli twierdzenie 
ogólne następujące. Rugownik k zrównań o A- — 1 zmiennych 
niezależnych jest jak§koKviek funkcyg. jednorodną spółczynni-
ków każdego zrównania którego stopień jest równy wieloczy-
nowi stopni wszystkich innych zrównań. Jeżeli się oznaczy 
każdy spółczynnik we wszystkich zrównaniach jakimkolwiek 
wskaźnikiem równym wykładnikowi jednej ze zmiennych jak(i 
ten spółczynnik mnoży, summa wskaźników w każdym wyrazie 
rugownika będzie równę wieloczynowi stopni we wszystkich 
zrównaniach. 1 nakoniec, jeżeli ma się k zrów^nań o k zmien-
nych, liczba układów wartości zadość czyniących wszyst-
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kim tym zrównanióm jest równą wieloczynowi ich stopni. 

56. Jeżeli rugownik ilukolwiek zrównań niszczy się , te 
zrównania przyjmują jakikolwiek układ rozwiązań spólnych, 
i pokażemy w jaki sposób można go znaleźć nie rozwiązując 
zrównań. Sposób jest tenże sam jakakolwiek bądź jest liczba 
zmiennych: dlawiększćj prostoty, poczniemy od dwóch zrównaii 

Przypuśćmy że jakikolwiek pierwiastek x — a drugiego 
zrównania zadosyć czyni pierwszemu i że, tem samem, rugo-
wnik R staje się zerem. Możemy w cp zmienić spółczynniki 
a,n na Om-[-Am, Om-i na - f A • i ziównanie 
przekształcone 

bądzie jeszcze sprawdzonem przez wartość x = a , byleby 
tylko ilości Am, Am-i, ••• były związane warunkiem 

ponieważ reszta pierwszej strony zrównania znika z założe-
nia kiedy się robi X = ot. Zrównanie przekształcone ma więc 
jakikolwiek pierwiastek spólny z i];, i tem samem, nowy r u -
gownik jaki się otrzymuje łącząc go (t. j. ten pierwiastek) z ^ 
jest także zerem. Lecz ten rugownik wyprowadzi się z rugo-
wnika <p i zmieniając w nim am na cim —)- Am, ... lak działając 
przyjdzie 
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R jest zerem z założenia, a ilości A,„, . . . mogące być tak ma-
łemi jak się tylko podoba, wyrazy zawieraj.nce w pierwszej 
potędze powinny zniknąć odrębnie. Mamy więc 

związek który powinien być jednaki z warunkiem 

jedyny, jak to już widzieliśmy, któremu Am, Am-i ••• powinny 
zadość uczynić. Wynika ztąd że pochodne powinny być pro-
porcyonalne do a™, ot'"-^, . . . , i że można znaleźć a dzieląc 
jedną z nich przez następującą. 

W N I O S E K I. — Niech będą a,,, a>i dwa spółczynniki jakie-
kolwiek cp, powinniśmy mieć, gdy R jest zerem. 

ponieważ stosunkiem dwóch pierwszych pochodnych jest a^ 
i że to samo stosować się zupełnie powinno do dwócli innych ; 
wypada ztąd że różnica 

jest zerem gdy R jest niem także, i tem samem, przyjmuje 
jako czynnik : innemi słowy, funkcya 

zawiera R jako czynnik gdy mamy 
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W N I O S E K J I . — Podobnież, jest rzeczą oczywistą, że pochodne 
rugownika względem spółczynników ^ są proporcyonalne do 

. . . ; wynika ztąd, jak we wniosku poprzedzającym, że 

gdy U jest zerem, i że funkcyą 

est podziclną przez U gdy 

W N I O S E K I H . — Nakoniec, jeżeli podstawimy w drugie 
zrównanie wartości ... dane powyżej, gdy R jest 
zerem, 

1'ierwsza strona tego równania nie może oczywiście przypuścić 
czynnika R, ponieważ spółczynniki ę powyższego wyraienia 
znajdują się w stopniu niższym o jedność jak w samun/c 
R. Powinno więc to wyrażenie sprowadzić się tożsamoścbwo 
do zera. 

57. j Wypadki numeru poprzedzającego mogą się spiaw-
dzić obliczając wartości pochodnych R. Wiemy [kii że 

Lecz, ponieważ ©(«) jest rówiem 
mamy 
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a leni samem 

Jeżeli a jest jakimkolwiek pierwiastkiem w, 

1 ^ sprowadza się do 

ponieważ. 

a tóm samem 

Mnożąc, przyjdzie także 

i łatwo widzieć że funkcyą mnożącą R jest 

— , — , , 

odciągnijmy teraz wyrazy niezależne od R zniszczą 
Cl Cif Cl da 

się jeżeli ' ' i pozostanie tylko 
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Zobaczymy lak samo że ^ jest potizielnćm 
CtOp 

t 
przez R ; lecz iloraz nie jesi 

58. Sposób n̂ ó̂w 56 i 57 stosuje się jbez trudności do liczby 
ilukolwiek zmiennych. Dla większej jasności, ograniczymy się 
na trzech zmiennych, a toż samo dowodzenie da się zastosować 
słowo w słowo do przypadku ogólnego. 

Niech będę. trzy zrównania 

gdzie <p jest równćm 
oznaczaję. wartości zadosyć czyniące trzem zrównanióm ; te 
wartości zadosyć im czynić będy jeszcze, jeżeli zmienimy 
w (p, a,„00 na a„,ooA,„oo, "aiy na byleby tylko 
było 

lecz, jak w n"^ 56, powinniśmy otrymać także 

i, porównywajyc te dwa zrównania, widzimy że każdy wyraz 
powinien być proporcyonalnym pochodnej II wzglę-

dem swego spółczynnika : będziemy więc mieh wartości na 
x', y', z' bioryc stosunki pochodnych H względem spółczyn-
ników wyrazów których stosunkiem jest x' albo y' albo z': 
można to sprawdzić jak w n"^ 57. Podstawmy, w rzeczy sa-
mśj, w zrównanie (p pierwiastki spólne zrównonióm ij/ i 
i niech będy <p', wypadki tych podstawień; wiemy że 

i 
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Jeżeli przypuścimy 9' = O, wartość tego wyrażenia sprowadzi 
się do swego pierwszego wyrazu i widzimy, jak powyżśj, że 
pochodna względem każdego spółczynnika jest proporcyonaln? 
wyrazowi jaki ten spółczynnik mnoży. Można zt^d wyprowa-
dzić też same wnioski jak w n"« 56. 

59. Jeżeli jakikolwiek układ zrównań przyjmuje dwa układy ' 
pierwiastków spólnych, nie tylko rugownik R zniszczy się, 
lecz dzieje się podobnież z jego pochodnemi względem wszyst-
kicli spółczynników. Gdyż jest rzecz§ oczywisty że wartości 
pochodnych danych w n"e 57 zniszczę, się wszystkie jeżeli <p(a) 
i (9(3) są zerami, albo, jak w n"® 58, jeżeli <p' i są oba ze-
rami. W tym przypadku, wartości pierwiastków spólnych otrzy-
mują się za pomocą jakiegokolwiek bądź zrównania drugiego 
stopnia gdzie figurują drugie pochodne R. Wskazania nastę-
pujące jakie, dla skrócenia, damy tylko w przypadku dwóch 
zrównań, zastosują się dosłownie do przypadku ogólnego. 

Mamy (57) 

wyrażenie które, gdy ^(a) i ^((3) są zerami, sprowadzi się do 
jednego wyrazu 

Otrzyma się podobnież 
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a jeżeli rozwiążemy względem - zrównanie drugiego stopnia 

jego pierwiastki dadzą stosunki 

Jeśliby zrównania przyjmowały trzy układy pierwiastków 
spólnych, wszystkie drugie pochodne ilości R byłyby zerami, 
i pierwiastki spólne otrzymałyby się posuwając rachunek do 
pochodnych trzecich i rozwiązując jakiekolwiek bądź zrówna-
nie trzeciego stopnia. 
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W Y R A Ż E N I E R U G O W N I K Ó W L 'OD K S Z T A Ł T E M W Y Z N A C Z N I K Ó W . 

60. Metoda rugowania za pomocę tunkcyj symetrycznych j e s t , 
z punk tu widzenia teoretycznego, n ierównie lepsza niż wszelka 
inna , ponieważ s tosuje się do jakiejkolwiek bądź liczby zmien-
nych ; wszelako, gdy jest ona nie dosyć skorą do wykonania 
w praktyce i nie dostarcza wypadków pod kształ tem najdogo-
dniejszym, wskażemy, w tym rozdziale, inne metody rugowania . 
Nas tępująca przedstawia się na jna tura ln i ś j : jes t ona , w g run-
cie , j ednaka z metodą zwaną największego spólnego dzielnika. 
Widziel iśmy już że rugownik iem dwóch z równań Unijnych 

jest wyznacznik ab' — a'6 = 0. Jeżeli m a m y teraz dwa zrówna-
nia drugiego stopnia 

mnóżmy pierwsze przez a', drugie przez a i odciągni jmy, 
przyjdzie 

Mnóżmy piśrwsze przez c\ drugie przez c, odc iągni jmy 
i podzielmy przez przyjdzie także 
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Zagadnienie zostaje więc przywiedzione do wyrugowania 
zraiennśj między dwoma zrównaniami linijnemi, i wypadek 
otrzymany z rugowania daje 

61. Jeżeli założymy sobie wyrugować x między dwoma zrów-
naniami trzeciego stopnia 

mnóżmy pierwsze przez a' , drugie przez a i odciągni jmy; 
mnóżmy także pierwsze przez rf', drugie przez rf, odciągnijmy 
i podzielmy przez x : zagadnienie sprowadza się do wyrugo-
wania zmiennej między zrównaniami drugiego stopnia 

lecz, według n u m e j u poprzedzającego, [wypadek otrzymany 
z rugowania daje 

Potrzeba teraz zauważyć że mamy tożsamościowo 

a zatśm, jeżeli wykonamy mnożenia, wypadek staje się po-
dzielnym przez {ad'} i sprowadza się do 

Wprowadzenie czynnika obcego (ad') t łómaczy się tem pro-
s tśm spostrzeżeniem że, jeżeli mamy ad' = a'd, to jest jeżeli 
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a i a ' s§ w tymże samym stosunku jak d i d', wypadki jakie 
się otrzymuje, już to odciągając od piśrwszego zrównania po-
mnożonego przez a' drugie pomnożone przez a, już to odciągając 
od pierwszego zrównania pomnożonego przez d'^ drugie pomno-
żone przez d, nie powinny różnić się od siebie tylko jakimkol-
wiek bądź czynnikiem. I tak, przez założenie [ad') =z O, aczkol-
wiek dwa zrównania pierwotne trzeciego stopnia nie mają 
czynnika spólnego, dwa zrównania drugiego stopnia do których 
sprowadziliśmy je mają zawsze jeden czynnik taki. W ogólno-
ści, ten sposób rugowania wprowadza czynniki obce, a tśm 
samćm, lepiej jest użyć innych metod. 

6 2 . M E T O D A E U L E R A . — Jeżeli dwa zrównania stopni m i N 

mają jakikolwiek czynnik spólny pierwszego stopnia, otrzymać 
będzie można wypadki jednakie, bądź to mnożąc pierwsze 
zrównanie przez n — 1 innych czynników drugiego, bądź to 
mnożąc drugie przez m — 1 innych czynników piśrwszego. 
Więc , pomnożywszy pierwsze przez jakąkolwiek funkcyą do-
wolną stopnia n — \ wprowadzającą n stałych dowolnych, 
drugie przez jakąkolwiek funkcyą dowolną stopnia m — 1 
wprowadzającą m stałych, i równając, wyraz po wyrazie', 
w dwóch funkcyach stopnia m - \ - n — 1 tak utworzonych, 
znajdziemy m-\-n zrównań, między któremi będziemy mogli 
wyrugować m Ą - n stałych wprowadzonych które w nich figu-
ru ją wszystkie tylko w pierwszym s topniu; i otrzymamy tym 
sposobem, pod kształtem wyznacznika, rugownik, albo raczćj 
wypadek otrzymany z rugowania zmiennych dwóch zrównań 
danych. 

PRZYKŁAD. — Wyrugować \ i y miedzy zrównaniami 

Mamy zrównać, wyraz po wyrazie. 
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cztery zrównania wynikające zt^d s? 

Rugując A, B, A', B', otrzyma się wyznacznik 

( 

l 

( 

( 

63. Ta metoda może być uogólnioną w sposób taki aby zna-
leźć warunki konieczne dla którychby zrównania miały dwa 
czynniki spólne. W tym przypadku, jest jeszcze rzeczą oczy-
wistą że powinniśmy otrzymać tenże sam wypadek, bądź to 
mnożąc piśrwsze przez n — 2 innycli czynników l^ugiego, 
bądź to mnożąc drugie przez m — 2 innych czynników pier-
wszego. Więc, jak poprzednio, pomnożywszy piśrwsze przez 
jakąkolwiek funkcyą dowolną stopnia n — 2 wprowadzającą 
n — 1 stałych, a drugie przez jakąkolwiek funkcyą dowolną 
stopnia m — 2, i równając, wyraz po wyrazie, dwa wielo-
miany stopnia m -\-n — 2 tym sposobem otrzymane, mamy 
m-\-n — 1 zrównań, rugując zaś między m -\-n — 2 jakie-
mikolwiek z pomiędzy nich m - \ - n — 2 stałych wprowadzo-
nych, znajdziemy tw -f- w — 1 warunków równoważnych oczy-
wiście tylko dwóm warunkóm niezależnym. 

PRZYKŁAD. — Znaleźć warunki konieczne ażeby zrównania 

i 

miały dwa czynniki spólne. 
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Połóżmy 

przyjdzie 

rugując A, B, A', B', mamy (używając znalcowania n™ 3) układ w y -

znaczników 

64. METODA P . SYLWESTRA (*). — Ta metoda jest jednaka, co 
do wypadków, z metody EULERA, lecz jest ona daleko prostszy 
w zastosowaniach i dajycy się łatwićj uogólnić. Mnóżmy zrów-
nanie m*'̂ " stopnia przez a?"-', j ? " - ^ , . . , , a zrówna-
nie stopnia przez iC"-', mamy tym 
sposobem m n zrównań między któremi możemy wyrugo-

(*) P. Sylwester dał swćj metodzie nazwisko metody rozprzęgalnej 
[diahjtique), gdyż rozprzęga ona w niejaki sposób związki istniejące 
między potęgami zmiennych i traktuje te potęgi jako zmienne niezależne. 
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uważanych 
jako niewiadome niezależne. I Łak, w przypadku dwóch zrów-
nań drugiego stopnia, mnóżmy je przez x i przez y, a otrzy-
mamy zrównania 

między któremi rugując i/, otrzymujemy tenże 
sam wyznacznik jak powyżśj , 

W ogólności, jest rzeczą oczywistą że ta metoda dostarczy 
rugownik pod kształtem jakiegokolwiek wyznacznika w którym 
n linij są utworzone ze spółczynników pierwszego zrównania a 
m innych ze spółczynników drugiego : znajdujemy tym sposo-
bem prawidło już otrzymane powyżśj na stopień rugownika 
względem spółczynników dwóch zrównań. , 

65. M E T O D A B E Z O U T A . — Ta metoda daje także rugownik pod 
kształtem jakiegokolwiek wyznacznika; lecz ten (rugownik) 
przedstawia się pod kształtem łatwiój obliczać się dającym jak 
poprzedzający. 

Metoda ogólna da się pojąć lepićj stosując ją naprzód do 
przypadku szczególnego dwóch zrównań czwartego stopnia 
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mnożąc pierwsze przez a', drugie przez a i odciągając, pier-
wszy wyraz każdego z nich znajduje się wyrugowanym i wy-
padek, będąc podzielnym przez y, daje 

mnożyc na nowo pierwsze zrównanie przez a'x b'y, drugie 
przez ax -(- by, dwa pićrwsze wyrazy z każdego sa wyrugo-
wane i wypadek, podzielony przez y^, daje 

mnożyć teraz piórwsze przez a'x^ - f b'xy'-\- dy''-, drugie przez 
, odciygajyc i dzielyc przez y^, ma się 

Nakoniec, mnożyć pierwsze przez i 
drugie przez ax'̂  -}- bx'̂ y cxy'̂  dy^, odciygajyc i dzielyc 
przez y'̂ , przyjdzie 

Możemy, 'między czterema zrównaniami tak utworzonemi, 
wyrugować jak w n"® x^y, xy'̂ , y^, i znajdziemy na 
wypadek wyznacznik 

! 

( 

66. Sposób jakiegośmy użyli tak oczywiście stosuje się do 
dwóch zrównań jakichkolwiek n f̂" stopnia, że jest niepo-
trzebnem ustalenie go za pomocy dowodu ogólnego. Po ścisłem 
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przejrzeniu wyznacznika otrzymanego w numerze poprzedza-
j§cym, prawo tworzenia wyraźnie się objawia, i możemy bez-
pośrednio napisać wyznacznik który byłby wypadkiem rugowa-
nia zmiennych między dwoma zrównaniami pi§tego stopnia, 
kontynując po prostu szeregi wyrazów i pisząc [ a f ) po [ae')... 
Owoż, wypadek otrzymany z rugowania zmiennych dajęcy się 
przywieść do zera nazwaliśmy także rugownikiem (43). Na 
mocy przeto tego objaśnienia, rugownik szukany dwóch zrów-
nań piątego stopnia sprowadza się oczywiście do formy dobrze 
znanćj wyznacznika tychże zrównań. Można więc ten rugownik 
wyrazić pod kształtem 

{ah') {ac') {ad') {ae') [af) 

{ac<) {ad') + {hc') {ae') {bd') {af) + {be') {bf) 

MO {bf)^{ce') {cf) 

{ae') («/') + {he>) {hf) + (ce') {cf) + [de') {df) 

m m {cf) { d f ) [ef) 

Widzimy że wszystkie wyrazy rugownika powinny zawierać 
w sobie a albo a', co już było widocznśm a priori, gdyż, jeże-
liby te dwa spółczynniki były oba zerami, dwa zrównania 
miałyby czynnik spólny y = 0. 

Widzimy również, że wyrazy zawićrające w sobie a albo a' 
tylko w piśrwszym stopniu, sprowadzają się do {ab') pomno-
żonego przez rugownik zrównań jakieby się otrzymało robiąc 
a i a ' = O w zrównaniach danych. Gdyż każdy wyraz wyznacz-
nika poprzedzającego powinien zawierać w sobie jeden element 
z piśrwszćj linii poziomej i jeden z pićrwszej kolumny; lecz, 
gdy wszystkie elementa pićrwszćj linii i pierwszej kolumny 
zawierają w sobie a lub a', jedyne wyrazy które będą zamy-
kały w sobie a i a! tylko w piśrwszym stopniu sprowadzą się 
do {ab'] pomnożonego przez wyznacznik mniejszy odpowiedni . 
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który nie różni się, robi§c a i o' = O, od rugownika stopnia 
bezpośrednio niższego. 

67. Pozostaje tylko okazać, że sposób któregośmy użyli da 
się jeszcze zastosować do zrównań stopni różnych, i, jak po-
wyżej, poczniemy od przykładu szczególnego, to jest od zrów-
nań . 

bx'^y -}- dxi/ - f ey^ = O, b'xy cUf = 0; 

mnożęc pierwsze przez o', drugie przez ax^ i odcięgając, 
mamy 

{ba')x^ {ca')xiy {da')xy'^ -f {ea')y'^ — 0. 

Podobnież, mnożąc pierwsze przez {a'x -f- b'y, a drugie przez 
-j- by)x^, przyjdzie 

{ca')x^ -I- [{cb') + {da')]x'^y [{db')-[-{ea')]xy^ + {eb')y^ = 0. 

Ten sposób nie może być dłużćj kontynuowanym; lecz, jeżeli 
przyłączymy do dwóch ostatnich zrównań dwa nowe jakie się 
otrzymuje pomnożywszy drugie ze zrównań pierwotnych przez 
X i przez y, mamy cztćry zrównania do wyrugowania 
x } f , y\ 

ogólnie, kiedy stopnie zrównoń sę nierówne, m będ§c 
największym, znajdzie się że sposób n'" 65 daje nam n zrów-
nań stopnia m — 1, zawierajęcych w piśrwszym stopniu spół-
czynniki każdego z dwóch zrównań pierwotnych ; potrzeba do 
nich przydać m — w zrównań jakie się otrzymuje mnożąc 
drugie przez a r " - " - ! , i można wtedy wyrugo-
wać m ilości ar™-', między m zrównaniami w ten 
sposób otrzymanemi. Każda linia wyznacznika zawiera w sobie 
spółczynniki drugiego zrównania, lecz nie ma w nich tylko 
n linij zawieraj§cydi w sobie spółczynniki piśrwszego. Rugów-

http://rcin.org.pl



9 2 ROZDZIAŁ VII . 

nik jest więc, jak to być było powinno, w""" stopnia względem 
spółczynników pierwszego zrównania, i m*'̂ ' względem spół-
czynników drugiego. 

6 8 . M E T O D A B E Z O U T A Z ZAPROWADZONĄ ZMIANĄ PRZEZ P . G A Y -

LEY. —Jeżel i dwa zrównania tf[x, y), y) maj^ jakikolwiek 
pierwiastek spólny, można zadosyć uczynić zrównaniu (p-[-Xxj/—O, 
dla jakiejkolwiek b§dź wartości wziętej na X. "Weźmy więc 
zrównanie 

które, przez założenie ie (p i maj? jakikolwiek czynnik spólny, 
może być sprawdzone niezależnie od wszelkićj wartości szcze-
gólnej na x', y': możemy, naprzód, podzielić je przez xy'—yx' 
który jest oczy wiście jakimkolwiek czynnikiem, potem zrównać 
zeru spółczynniki potęg x' \ y \ nakoniec rugować potęgi x i y 
jak gdyby one były zmiennemi niezależnemi, i wypadek przed-
stawi się pod tymże samym kształtem jak przez metodę n^" 65. 

PRZEKŁAD. — Wyrugować x t" y między zrównaniami 

Wyrażenie 

podzielone przez xy' — yx\ daje 

równając zeru spółczynniki względem x' i y' i rugujgic x i y, mamy 

69. Przystąpmy teraz do teoryi funkcyj trzech zmiennych 
których rugownik, wyjąwszy w kilku przypadkach szczególnych. 
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nie zos ta ł j e s z c z e w y r a ż o n y p o d k s z t a ł t e m w y z n a c z n i k a , acz-
k o l w i e k m o ż e o n z a w s z e i s t n i e ć j a k o i loraz z j e d n e g o w y z n a c z -
n i k a przez d r u g i . 

P o k a ż e m y n a p r z ó d w jaki s p o s ó b t w o r z y s i ę p e w n a f u n k c y a 
m a j ą c a w i e l k i e z n a c z e n i e w teory i r u g o w a n i a . Mając d a n e k 
z r ó w n a n o k z m i e n n y c h u = o , y = ^ = 0 , . . . , o z n a c z m y 

, , du du du 
przez Ml, M3,... p o c h o d n e ^ w y z n a c z n i k 

Ml U.i Ma 

Vi V-2 

lVi IV.I 

b ę d z i e o z n a c z o n y , w d a l s z y m c i ą g u , przez l i t e r ę J (*). 

70. J e ż e l i i l e k o l w i e k z r ó w n a ń s p r a w d z i t e n ż e s a m u k ł a d 
w a r t o ś c i , t o u k ł a d t e n s p r a w d z i t a k ż e J , i b ę d z i e s i ę dz ia ło 
j e s z c z e p o d o b n i e ż d la j e g o p o c h o d n y c h w z g l ę d e m każdćj ze 
z m i e n n y c h , j e ż e l i z r ó w n a n i a b ę d ą t e g o ż s a m e g o s t o p n i a . 

D o w o d z e n i e w p r z y p a d k u t rzech z m i e n n y c h b ę d z i e o g ó l n e m . 
M a m y , w e d ł u g t e o r y i f u n k c y j j e d n o r o d n y c h , 

- f y^-2 = WM, 

+ y^i + — 

O z n a c z m y teraz , jak w IV rozdz ia le , przez U i , V i , . . . w y z n a c z -
n ik i m n i e j s z e j a k i e b y s i ę o t r z y m a ł o z n o s z ą c l i n i ą i k o l u m n ę 

C) Ten wyznacznik, użyty przez Jakobiego, jest niekiedy oznaczony 
pod nazwiskiem Jakobiowego zrównań danych (domyśla się wyznacz-
nika). 
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zawierające Mj, otrzymamy, rozwięzuj§c te zrówna-
nia (28), 

zk§d widzimy bezpośrednio że, jeżeli u, v, w,... zniszczy się, 
stanie się toż samo z wyznacznikiem J. Różniczkując to ostat-
nie zrównanie, przyjdzie 

lecz, przypominając (27) że 

widzimy że, jeżeli u, v, iv,..., a tem samem J zniszcz;^ się, 

dzieje się toż samo z pochodnemi 

71. Możemy teraz wyrazić, pod kształtem wyznacznika, ru-
gownik trzech zrównań drugiego stopnia, gdyż J jest trzeciego 
stopnia, a tem samem, jego pochodne s§ drugiego. Mamy tym 
sposobem trzy nowe zrównania drugiego stopnia które będą 
sprawdzone przez układ jakikolwiek wartości spólny zrówna-
nióm danym. 

rf . . . . di di di L szesciu zrownan możemy więc 

wyrugować sześć ilości 372, y"^, z^, yz, zx, xy, i utworzyć tym 
sposobem wyznacznik szukany. 

Jeżeli wszystkie trzy zrównania s§ trzeciego stopnia, J jest 
szóstego a jego pochodne piątego. I jeżeli pomnożymy każde 
z trzech zrównań danych przez y^, z^, yz, zx, xy, mamy 
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ośmnaście zrównań które, połączone z trzema pochodnśmi J, 
pozwolą nam wyrugować za pomoc? metody P . Sylwestra ^yfn-
dzieścia jeden ilości wchodzących do jakiegokolwiek 
zrównania pię.tego stopnia. Ten sposób wszelako nie może być 
posunięty dalej bez zaprowadzenia pierwćj potrzebnćj w nim 
zmiany. 

72. P. Sylwester dostrzegł że rugownik trzech zrównań tego 
samego stopnia, daje się wyrazić jako ich wyznacznik. Weźmy, 
na przykład trzy zrównania czwartego stopnia, i pomnóżmy 
każde z nich przez sześć wyrazów xy, y-, etc.) zrównania 

1 
drugiego stopnia, (albo w ogóle, przez ^ n{n — 1) wyrazów 

zrównania stopnia n — l). Utworzymy w ten sposób 18 [w ogóle 
n(2n— 1) zrównań]. Zrównania te, jako będące stopnia szó-
stego (a w ogóle stopnia 2w — 2) , zawierają 28 [w ogóle n(2n—1) 

I 

wyrazów]. Użyjemy 10 [w ogóle ^ n{n + 1)] zrównań pomocni-

czych do wyrugowania wszystkich potęg ilości zmiennych. 

Zrównania pomocnicze otrzymują się w następujący sposób : 

trzy zrównania dane, można napisać pod kształtem 

- h By + Cz, + B'y + C'z, A."x' + B"// + C"z ; 

a wyznacznik (AB'G"), szóstego stopnia względem zmiennych, 
musi być sprawdzonym przez wszelką wartość sprawdzajyc<j 
zrównania dane. Otrzymamy zaś dwa wyznaczniki podobnej 
natury, nadajęc zrównaniem danym kształt Ay^ -[- ^ ^ "h 
albo Az^ •Ą-Bx-\-Gy. Możemy nadto położyć zrównania dane 
pod kształtem 

+ By'^-f-Cz, - I - B y 2 - f Cz, A"^^- f B ' y - f - C " z , 

(gdyż każdy wyraz niepodzielny przez lub musi być 
podzielnym przez z), a tak otrzymamy nowy wyznacznik 
(AB'G") który sprawdzaj? ilości sprawdzające zrównania dane. 
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Widoczna że zmieniając miejsce zmiennych z przy roz-
kładaniu zrównań danych, otrzymamy sześć wyznaczników 
ostatniego kształtu. Wreszcie, rozkład zrównań danych na 
zrównania kształtu -{- ^ip- -}- Cz^, da nam dziesiąty i ostatni 
wyznacznik szukany. W ogólności rozkładamy zrównania dane 
na zrównania kształtu gdzie a - j - j S - j - y 

i tworzymy wyznacznik AB'C"; łatwo zaś dowieść że zupełna 
1 

liczba rozwiążań zrównania cx~\-^-{-y = n-{-2 jest 2 1)) 

czyli taka jakeśmy powyżej założyli. 
73. Jeżeli zrównania dane stopni różnych, to nie można 

t^ drog^ otrzymać wyznacznika dajęcego rugownik wolny od 
obcych czynników. Następna teorya p. Cayley pokazuje dla czego 
pojawiają się te czynniki, i jakim sposo-'-S:ii pozbyć się tako-
wych można. Dla ułatwienia dowodzenia, weźmy trzy zrów-
nania, u, V i Wj drugiego stopnia. Mnożąc je przez x, y i z, 
dla wyrugowania zmiennych w ich różnych potęgach, otrzy-
mamy dziewięć zrównań niezdolnych wyrugować dziesięciu 
ilości elc. Jeżeli zaś pomnożymy każde zrównanie 
przez sześć ilością x\ xy, etc., otrzymamy ośmnaście zrów-
nań, która to liczba jest więcej aniżeli dostateczną do wyru-
gowania piętnastu ilości oĉ , x'^y, etc. Jeżeli weźmiemy do-
wolnie piętnaście z tych ośmnastu zrównań i utworzymy ich 
wyznacznik, to otrzymamy tem samśm rugownik ponmożony 
przez obcy czynnik. Gdyż wyznacznik jest piętnastego stopnia 
w swych czynnikach, a rugownik tylko dwunastego (Art. 53). 
A pochodzi to zt.^d że ośmnaście naszych zrównań nie są nie-
zależnemi, owszem, zależą od trzech Unijnych zrównań. Jeżeli 
bowiem napiszemy tosamość uv = vu, i zastąpimy w niśj, 
naprzód pierwsze u przez jego wartość ax^by"- etc., 
powtóre, drugie v przez wartość podobną, to otrzymamy : 

ax'̂ v -f- 2/yzy otc. -j-

4 - c'zhi -j- 2f"yuz 4 - ctc. 
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Podobnież, tosamości vw = wv, wu=uw, dadzą dwa inne 
związki zawierające ilości ^^u, y-u, xkv, etc. Rwestyawięc 
sprowadza się do następującego pytania: « Jak wyrazić naj-
prostszy warunek czyniący równemi zeru, 7n-\-p linijnych 
zrównari między m zmiennemi, gdy równania te połączone 
są przez p linijnych związków, sprowadzających je do m zrów-
nari niezależnych?)) W obecnym przypadku, 

74. Dajmy = 3 , ^ = 1, czyli weźmy cztery zrównania 
w których 

związane warunkiem 

Otóż mówię naprzód, że wyznacznik (a1 b-iĈ ) trzech zrów-
nari s, ł, u, zawiera D4 jako czynnik. Bo jeżeli D4 = O, to 
s, t, u, musi łączyć taki Unijny związek, iżby takowy w razie 
zadosyć uczynienia zrównaniom s i t, czynił zarazem zadość 
zrównaniu u\ tak więc przypuszczenie D. i = 0, uczyni zerem 
wyznacznik 

Mówię, powtóre, że dzieląc (aî .̂ Ca) przez D4, albo 
przez D3, otrzymamy wypadki równe, lub różniące się znakami 
tylko. Gdyż (Art. 15) D4(nî >.2C4) równa się wyznacznikowi któ-
rego pierwsza Unia jest a,, ci, druga «.>, b.y, c-i, trzecia 
D4a4, D4A4, Gi^i; wiemy zaś że Djfli — Diai — D.2a.2 — D^aj, 
więc wartość tę, jako i wartości na D464 i Die4 podstawmy 
w trzecią linią. Wyznacznik zamieni się (Art. 18) na summę 
trzech innych, z których dwa, jako mające jednę linią wspólną, 
są równe zeru; zostanie D4(aî '.2C4) = — D3(aî .2 '̂3)- Wynika ztąd 
że rugownik danego układu otrzymuje się biorąc którekolwiek 
z równoważnych kształtów danych przez tworzenie wyznacznika 

trzech który chkolwiek zrównari, i podzielenia go przez 
pozostającą stałą D4. 

Dajmy teraz że mamy pięć zrównań, s, t, u, v, w, połączo-
nych dwoma linijncmi warunkami. 

Rugując 

http://rcin.org.pl



98 nozi-ziAŁ VII. 

w otrzymamy + (D.Es)^ -j- (DsEs)?^ + DiEj)^^: O, gdzie, 
(jak poprzednio), przypuszczenie D4E5 = O, zniesie wyznacz-
nik [â b-iCs), tak że do tego samego dochodzimy wypadku, 
dzieięc [aib-ic-i) przez (DjEs), lub też dzieląc Wyznacznik trzech 
jakichkolwiek zrównań danych przez wyznacznik uzupełniający 
i odpowiedni ( D 4 E 5 ) . Rozumowanie to rozci§gniętem być może 
do jakiejkolwiek liczby zrównań połączonych z jak^ikolwiek 
liczb§ warunków, i daje następujące ogólne prawo tworzenia 
rugownika : Napisz, jedne pod drugiemi, stałe m - \ - p zrów-
nań danych, i uzupełnij je (do formy kwadratu) pisząc obok 
stałe zawarte w p warunkowych zrównaniach. 

A rugownik, w najprostszym swym kształcie, jest wyznaczni-
kiem którychkolwiek m linij lewego oddziału zrównari (a wi(!c 
linij znajdujących się po lewśj stronie przedziału), podzielonym 
przez wyznacznik otrzymany przez wykreślenie, odpowiednich 
linij położonych po lewśj stronie przedziału, a więc przez wy-
znacznik z pozostałych tamże linij po prawej stronie przedziału. 

Tak, w przykładzie Art. 73 bierzemy wyznacznik piętnastu 
którychkolwiek z pomiędzy ośmnastu zrównań, i dzielimy go 
przez wyznacznik trzech pozostałych warunków ; otrzymany 
rugownik powinien być, i będzie dwunastego stopnia. 

75. W ogóle, majęc trzy zrównania stopni w, n i / ? , otrzy-
mamy zrównania stopnia m-\-n-\^ p — 'J, mnożnie pierwsze 
z danych przez i t. d. Ilość zrównali tych 

http://rcin.org.pl



W Y R A Ż E i M E ULGOWNIKUW FOD KSZTAŁTEM WYZNACZNIKÓW. 9 9 

l)ędzie : 

Lecz liczba wyrazów elc., które z Łych zrównań 
\ 

wyrugować należy jest - (m - f n -{- — 1) ("i + w + p), a więc 

mniejszy od liczby zrównań samych. Jeżeli zaś weźmiemy tosa-
mość uv = vu, która jest stopnia m -[- n, i pomnożymy ję przez 

i 
wyrazy xp~-, etc., to będziemy mieli ^ iP — związków 

identycznych między otrzymanemi zrównaniami; podobnież, in-
1 1 

netosamości kształtu uv = vu, dadzą ^ — — l)m 

związków identycznych. Liczba tych związków odciągnięta od 
liczby zrównań, daje na resztę liczbę zmiennych którą wyru-
gować należy, i oznacza stopień rugownika. 

76. "W ten sam sposób postąpimy z czterema zrównaniami 
o czterech zmiennych, i wpadniemy na przypadek m « zrów-
nań linijnych, mających m zmiennych, i to zrównań zależnych 
od n-\-p związków (warunków) połączonych przez p nowych 
związków. Aby znaleźć rugownik uproszczony tego układu, 
podzielimy wyznacznik którychkolwiek rn zrównań przez ilość 
będącą ilorazem dwóch wyznaczników. 

Większe szczegóły byłyby zbytecznemi; to co poprzedza^ 
dostatecznie wyjaśnia podaną powyżej, jedyną ogólną metodę 
wyrażania rugowników jako wyznaczników. 
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OZNACZENIE PIERWIASTKÓW SPÓLNYCII. 

11. Jeżeli rugownik pewnej liczby zrównali staje się zerem, 
to zrównaniom tym zadosyć czyni pewien spólny układ war-
tości, a w tym rozdziale okażemy że można oznaczyć układ ten 
bez właściwego rozwiązywania zrównań. Metoda postępowania 
niezależną jest od ilości zmiennych, dla ułatwienia jednak po-
jęcia zaczniemy od układu dwóch zrównań. 

Przypuśćmy że pewien pierwiastek drugiego zrównania, na 
przykład : x = a, zadosyć czyni pierwszemu, a więc zamienia 
na zero rugownik układu. Lecz możemy zmienić czynniki zrów-
nania <p, (a,,, na «„, na am_,- j -Am_i , etc .) ; zmie-
nionemu w ten sposób zrównaniu 

zadosyć czyni widocznie x — u, jeżeli tylko przyrosty A„,, 
Am_i, etc. , połączone są jedynym związkiem 
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gdyż przypuściliśmy że x=a. czyni zerem pozostały część 
zrównania. Zrównanie przeobrażone ma spoiny pierwiastek 
z a więc rugownik tych dwóch zrównań staje się zerem. 
Ilugownik ten otrzymuje się przez zamianę am na Om Am, etc., 
w R (rugowniku ? i Eugownik przeobrażony j e s t : 

Przypuściliśmy R = 0 ; więc przyrosty km, etc. , mog§ być 
tak małe jak się tylko podoba, a wyrRzy zawierające ich pier-
wsze potęgi, staj§ się pojedynczo równemi zeru. Mamy przeto 

Ta wartość musi być równoważny wartości 

gdyż widzieliśmy że ta ostatnia sianowi jedyny warunek któ-
remu przyrosty koniecznie zadosyć czynić powinny. Wynika 
ztąd że spółczynniki różniczkowe s§ proporcyonalnemi do 
a'", etc., a więc że otrzymamy bioręc iloraz dwóch 
tuż po sobie następujących spółczynników tych. 

W N I O S E K I . Jeżeli a,,, a<i, s§ spółczynnikami w zrównaniu cp, 
to dla R = O będzie 

a iloraz pierwszego wyrazu przez drugi, lub trzeciego przez 
czwarty będzie — a^. A więc . 
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sianie się zerem gdy R = 0, czyli zawierać musi 11 jako czyn-
nik. Czyli innemi wyrazy, 

zawiera R jako czynnik, jeżeli tylko mamy p q s. 

W N I O S E K I I . Podobneż rozumowanie przekona że spółczyn-
niki różniczkowe rugownika, będą do spółczynników w sto-
sunku a", a"-' , e tc . ; z tąd dla R = 0, będzie : 

że wreszcie wyrażenie 

zawiera H jako czynnik gdy p q = r s. 

W N I O S E K I I I . Jeżeli zaś, dane powyżćj na A " , A " etc., war -
tości, podstawimy w drugie zrównanie, to dla R = O, otrzy-
mamy 

R nie może być spółczynnikiem pierwszćj strony tego zrów-
nania, gdyż ta, zawiera widocznie spółczynniki <p w stopniu 
niższym o jedność od stopnia w jakim wchodzą do B, Ta strona 
musi być tosamościowo 0. 

78. W^ypadki Art, 77 sprawdzić możemy obliczając is totne 
wartości spółczynników różniczkowych rugownika R. Wiemy 
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(Art 44) że 

Lecz mamy 

zkąd 

a więc 

Jeżeli a sprawdza będzie 

Podobnież 

A zt§d jak poprzednio 

Mnożąc zaś wartości, które dopiero dzieliliśmy przez siebie, 
przyjdzie : 

gdzie widoczna że szereg mnożący R jest 
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, . . , . . dR.tlll , . . „ Jeżeli zas odejmiemy » to wyrazy me mające R za 

czynnik, zniosą się nawzajem jeżeli p q = r s ) pozo-
stanie 

W podobnyż sposób przekonać się możemy że 

jest podzielnem przez R, lecz że iloraz różnić się musi od 

79. To co dopiero powiedzieliśmy, stosuje się do układu 
zrównań o ilukolwiek zmiennych, jak to zobaczymy poniżej. 
Obecnie podamy mefodę prostszą, lecz tylko do układu dwóch 
zrównań zastosować się dającą, Widzieliśmy (Aryt. 65) że ru< 
gownik może być wyrażonym w kształcie wyznacznika wynika> 
jącego z wyrugowania x etc., z układu zrównań 
Unijnych względem tych ilości. Jeżeli wyznacznik ten stanie się 
zerem, zrównania będą wchodziły jedno w drugie; opuścimy 
jedno, a z drugiego wyciągniemy wartości na x. Jeżeli więc 
6,,) 1̂2) etc., wyrażają Mniejsze w mowie będącego wyznacznika, 
to etc. , będą proporcyonalnemi do 6u, 6,2,613, etc., 
albo do &2i> >̂2, 2̂3. etc., etc. Wartości te są prostszymi od zna-
lezionych za pomocą metody poprzedniej, gdyż są o jeden sto-
pień niższemi od spółczynników dyskryminanta któregokolwiek 
ze zrównań; przeciwnie wartości znalezione przez różniczkowa-
nie dyskryminanta (*) są niższemi, jedynie od spółczynników 

{*) Zobacz Kozdzial następny. 
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jednego ze zrównali. I tak weźmy zrównania 

Postępując według ostatniej metody, przekonamy się że 
sprawdza je wartość 

gdy metoda poprzedzająca wymagała 

Obie zaś wartości te, są równemi w skutek warunku 
= [ab'){bc'), któremu zadosyć czynią wedle przypuszczenia. 

80. Jeżeli w którekolwiek ze zrównań użytych w Art. 79, 

podstawimy za etc., to wartości czyniące 1 1 = O, 
ddm—i 

sprawdzić muszą zrównanie to, a wypadek podstawienia będzie 
podzielnym przez R. Innemi słowy 

będzie podzielonym przez R, jeżeli an, ai2, i t . d., są elemen-
tami jednśj linii wyznacznika z artykułu 65. Zastanawiając się 
zaś nad an, arj, etc., spostrzeżemy że an jest wyznacznikiem 

dv 
{amhn-r), ctc., a więc że funkcya a^ -j 1 - . m a s w e spół-

czynniki w ilości b, stopniem o jedność wyższe od R, gdyż 
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ich ważność przewyższa ważność R o ilość = n — -]-1. Wy-
nika zt§d że pozostały po podzieleniu czynnik musi być 
pomnożony przez jakiś czynnik liczebny. Dla obliczenia czyn-
nika tego przypuśćmy że wszystkie czynniki ij; stały się zerami, 
z wyjątkiem + Wynika zarazem, (według metody rugo-
wania za pomocą funkcyj symetrycznych), że jeżeli ^ składa 
się z czynników V, W, etc., to rugownik cp i ^ jest wieloczy-
nem rugowników V; ę, W^ etc. Gdyż jeżeli 

to rugownik a rugownik 
iloczyn zaś tych rugowników będzie rugownikiem 

Jeżeli znowu redukuje się do pojedynczego wyrazu 
z powodu że rugownik iest rugownik 
jest to rugownik będzie Tylko jeden 

z pomiędzy szeregów złożonych z wyrazów etc., nie zni-

knie, wtedy gdy wszystkie spółczynniki ^ (z wyjątkiem b) 

zniosą się; jest nim spółczynnik zaś o którym mowu 

Lecz w rozważanym przypadku mnożone 

jest przez zkąd w ogóle dla będzie 

PRZEKŁAD. Dla uczynienia zrozumialszćra tego co powiedzieliśmy, 
weźmiemy dwa sześciany 
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Wyniknie (Art. 65) układ zrównań 

Podstawiwszy w drugie na przykład zrównanie, to otrzymana ilość 

będzie podzieion§ przez R. Lecz rzęd i ważność funkcyi t^j przekonywa 
że pozostający czynnik musi być ?>> pomnożone przez pewien liczebny 
spólczynnik. Dla wyznaczenia takowego, dajmy że />„, i znikły 
zarazem, co obcłiodzęc^ nas ilość zamienia na 

Lecz uczynione przypuszczenie czyni R ® funkcya, 

któr§i obliczamy, znakiem jedynie różnić się może od 

81. Zastosowanie metody artykułów 77 i 78 do ilukolwiek 
zmiennych, żadnśj nie przedstawi trudności. Dla jasności ogra-
niczymy się do trzech zmiennych, zwracając jednak uwagę na 
to, że ich ilość w niczem postępowania nie zmienia. 

Niech tf = 0, <{( = 0, ^ r = 0 , będą zrównaniami danemi, 

w których «p = Onioô ?'" -f- ••• - h . . . , a którym za-

dosyć czynią wartości x',y\z'. Jeżeliby te ostatnie tylko f spraw-

dzać miały, toby zamieniły Omoo, na «'»oo + Aŵoo? 

4" A«S/, etc., byle tylko było 
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lecz (Art. 77) zrównanift 

współcześnie sprawdzonćrn być powinno; a więc wartość wy-
razów zawierających i-î ^y^zf^^ proporcyonalną będzie do róż-
niczki rugownika w odniesieniu do mnożącego ją społczynnika. 
Otrzymujemy wartości x', y', z', biorąc stosunki różniczek R 
ze względu na spółczynniki wyrazów będących w stosunku do 
X', y\ z'. Daje się to sprawdzić jak w Art . 78; gdyż wspólne 
pierwiastki (ĵ  i podstawione w 9 dadzą etc. Tak więc 
R ^ ę W " , . . a 

Jeżeli <p' zniknie, to wartość tego spótczyniiika różniczko-
wego zredukuje się do pierwszego wyrazu, a zatem, widzimy 
jak poprzednio że spółczynnikij są proporcyonalnemi do mno-
żących je wyrazów. 

82. Ogólniś j : jeżeli spółczynniki ę są funkcyami 
które nie wchodzą do i jf, to będziemy mieli 

byle X', y\ z\ różniczki x, y, z, sprawdzały wszystkie trzy 
zrównania. Gdyż, albo jak w Art 78, mamy = O, i 
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albo, jeżeli jak w Art. 77, a, b, c, takie przybrały wartości, że 
ten sam układ wartości zmiennych sprawdza f , to będziemy 
mieli 

a że w tym przypadku rugownik przeobrażonego i innych 
zrównań, nie przestaje być zerem, przeto będzie 

a dwa te zrównania powinny być identycznemi. 

83. Formuły stają się zawilszemi, jeżeli weźmiemy różniczki 
rugownika w odniesieniu do a, 6 , . . . które wchodzą do wszyst-
kich zrównań. Ilościom tym nadawać będziemy jak poprzednio 
zmiany zgodne z przypuszczeniem według którego rugownik 
zerem być nie przestaje; będzie przeto 

W przypadku, gdy a, b, c,... wchodzą tylko w jedno ze 
zrówaań, zmiana ich wartości nic nie wpływa na zmianę spól-
nych pierwiastków, gdyż spółczynniki są stałemi w innycli 
zrównaniach, których układ spólnych pierwiastków zostaje 
przez to ściśle oznaczonym. Lecz to się nie stosuje do zrównań 
przeobrażonych, których pierwiastki spólne różnić się mogą 
od takichże pierwiastków zrównań danych. Niech x'-\-Sx', 
j/ Sy', z + Sz',... będzie nowym układem pierwiastków 
spólnych; ich zmiany zadosyćczynić powinny warunkom : 
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Jeże l i j e s l k z r ó w n a ń w a r u n k o w y c h , to z a w i e r a j ą o n e k — I 

z n i i e n y c h k t ó r e w y r u g o w a ć m o ż e m y ; p o z b y w s z y się w t e n 

s p o s ó b Sy ' , . . . , p o z o s t a n i e z r ó w n a n i e w a r u n k o w e m i ę d z y 

Sa, Sb,.., k t ó r e g o s p ó ł c z y n n i k i są p r o p o r c y o n a l n e m i do 

PRZYKŁAD I. Weźmy dwa zrównania o jednej zmiennej. Ostateczny 
zwigzek będzie : 

w nim zaś spółczynniki proporcyonalne do — Jeżeli dunc 

zrównania s? jednorodnymi, możemy uważać x za stnłgi, i w poprzedza-

jącej formule, zastąpić przez l\ic to nie zmie-

nia rzeczy, gdyż dowiedliśmy (Art. 70) że spoiny pierwiastek zadosyć 

czyni Jakol)iowemu wyznacznikowi, czyli daje 

PRZYKŁAD U. W razie trzech zrównań, ^a ma za spókzynnik 

W tym spólczynnikii oi, 925 oznaczaj^) spółczynniki różniczkowe o 
w odniesieniu do x i »/, etc. 
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SU. Jeżeli układowi zrównań danych, zadosyćczynią dwa 
układy spólnych wartości, natenczas nietylko rugownik R, lecz 
i jego różniczka w odniesieniu do każdego z czynników obu 
zrównań, staje się ze rem; gdyż widocznie, wartości wszystkich 
tych różniczek niknę, jeżeli (Art. 78) mamy zarazem y(a) = O, 
i ĉ (g) O, albo też (Art. 81) = i / = 0. W tym przy-
padku wartości obu spólnych pierwiastków wyrazić się dadzą 
za pomocą drugich różniczek R w postaci zrównania kwadra-
towego (ąuadratic). To co następuje, chociaż odnosi się do 
przypadku dwóch zrównań^, najogólniej jednak da się zastoso-
wać. Mamy (Art, 78), 

które to wyrażenia, «p(a) = ^^ » fi^) — ^^ mamienia na jedyny 
wyraz 

Podobnież 

Rozwiązując zaś kwadratowe zrównania względem 
przyjdzie : 

pierwiastki dadzą nam stosunki 

Jeżeli zrównania dane mają trzy układy pierwiastków spól-
nych, natenczas znikną wszystkie drugie różniczki R, pierwiastki 
zaś te znajdziemy biorąc trzecie różniczkowe spółczynniki i roz-
wiązując zrównanie kubiczne (cubic). 
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DYSKRYMINANTY (DlSCRLMINANTS). 

85. Przed zajęciem się dyskrymipantami, damy poznać nie-
które wyrazy i symbole nowe które będ^ często używanemi 
nadal. W Algebrze zwyczajnćj zajmujemy się tylko zrównaniami, 
cel jaki sobie zakładamy zwykle jest znalezienie wartości na x 
robiących jakąkolwiek funkcyą daną równą zeru. Przeciwnie 
w tem co następuje, rzadko tylko będziemy traktowali o zró-
wnaniach, przedmiotem poszukiwań najczęstszym, k tórym zaj-
miemy się począwszy od rozdziału następującego, będzie odkry-
cie własności jakiejkolwiek funkcyi niezmieniających się przez 
przekształcenia linijne. Należy wiec znaleźć jakikolwiek wyraz 
specyalny na oznaczenie funkcyi samój, nie będąc zmuszonym 
mówić o zrównaniu jakie się otrzymuje robiąc ją równą zeru 
jakikolwiek wyraz^ na przykład, na oznaczenie 

-j- bxij -J- cij'^ 

nie potrzebując mówić o zrównaniu drugiego stopnia 

aa-^ -f bxy -[- _ 0. 

Nazwiemy kształtem (*), w ogólności, jakąkolwiek bądź łunk-

{*) P. CAYLEYdaje fuiikcyom jednorodnym w ogólności nazwisko ilostek 
(qiiantic), oznaczając wyrazami kwadratów (qua(lnc), sześcianów (cubic), 
czwórek (ąuarlio), pinłek (quinlic), i l. d . , kszlally drugiego, trzeciego, 
czwarlcgo, pi?lego, i l. d. , stopni. 
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cyę. jednorodną która będzie mogła być drugiego, trzeciego, 
czwartego,.. . stopnia. Rozróżniać będziemy kształty na podioójne, 
potrójne, poczwórne, i t . d . , podług tego jak te kształty zawie-
rają dwie, trzy, cztery, i t. d. , zmienne. I tak, przez kształt 
sześcienny podwójny, rozumieć będziemy jakąkolwiek funkcyą 
taką jak 

przez kształt kwadratowy potrójny, jakąkolwiek funkcyą taką 
jak 

1\ R.AYLEY używa skrócenia {a, b, f , d){x, y f na oznaczenie 
kształtu 

w którym, jak to ogólnie jest więcej odpowiedniem do zrobie-
nia, wyrazy przyjmują też same spółczynniki liczebne jak w roz-
winięciu (a;-f- y f - Kształt kwadratowy potrójny powyższy na-
pisałby się, według tego znakowania, {a, b, c, f , <j, h][x, y, z f . 
Jeżeli wyrazy nie przyjmują tych spółczynników liczebnych, 
P. G A Y L E Y przydaje strzałę do nawiasu, pisząc na przykład 

' za 

Nakoniec, jeżeli nie jest potrzebnóm oznaczenie spółczynników, 
kształt ntego stopnia pisze się (x, y)", [x, y, z)". 

80. Jeżeli się różniczkuje jakikolwiek kształt o k zmiennych 
względem każdćj z tych zmiennych, rugownik t. j . wypadek 
otrzymany z rugowania tych k pochodnych zowie się dyskry-
minantem kształtu danego. 
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Jeżeli kształt jest stopnia n, dyskryminaiit jest jakakolwiek 
bądź funkcyą jednorodną spółczynników k{n — ; w rzeczy 
samej ,dyskryminan t j es t rugownikiem k zrównań stopnia «— 1 
i (55) powinien zawierać spółczynniki każdego z tych zrównań 
w stopniu równym wieloczynowi ze wszystkicli innych stopni, 
to jest (n — Te zrównania zawierają wszystkie spółczyn-
niki kształtu pierwotnego w pierwszym stopniu, więc dyskry-
minant zawierać je będzie w stopniu k{n — Dyskryminant 
kształtu podwójnego będzie więc stopnia 2 ( n — 1 ) , dyskrymi-
nant kształtu potrójnego stopnia 3(M — 1)-, i t. d . 

87. Jeżeli, w kształcie pierwotnym, daje się spółczynnikoni 
mnożącym pierwszą potęgę jakiejkolwiek zmiennej x wskaźnik 1, 
spółczynnikom mnożącym drugą potęgę wskaźnik 2, i tak da-
lój, summa wskaźników w każdym wyrazie dyskryminanta będzie 
stałą i równą nin — Było już dowiedzionym (55) że, jeżeli 
każdy spółczynnik w jakimkolwiek układzie zrównań jest ozna-
czony wskaźnikiem odpowiednim potędze x który on mnoży, 
summa wskaźników w każdym wyrazie rugownika jest równą 
wieloczynowi m/ip... stopni zrównali. Przypuśćmy teraz że, 
w pierwszem z tych zrównań, wskaźnik ic" zamiast być O jest / ; 
że wskaźnik x' jest 1, i tak dalej, jest rzeczą oczywistą żo 
ta zmiana będzie przedstawiała w skutku powiększenie summy 
wskaźników o tyle razy l ile się znajduje spółczyimików pier-
wszego zrównania w każdym wyrazie rugownika, a, ponie-
waż (55) każdy wyraz zawiera ich np . . . , summa całkowita 
wskaźników stanie się 

mnp... Inp... = {m -[- l)np... 

Teraz, w przykładzie zajmującym nas, oczywista jest że 
każdy spółczynnik w — 1 pochodnych Ui, U . 2 , . . . ( '; mnoży 

r ) Oznaczymy jak powyżej prze/ Ui, U:, U3,... pochodne wzj,'!';-
d e m X , P, IJ,.,. 

http://rcin.org.pl



D Y S R R Y M I N A N T Y . 1 1 5 

tęż samą potęgę x jak w kształcie pierwotnym U ; lecz, w po-
chodnej Ul, każdy spółczynnik mnoży jakakolwiek b^dź potę-
gę X mniejszą o jedność niż w U, i spółczynnik mnożący jaki-
kolwiek wyraz w tej pochodnćj powinien być oznaczony 
wskaźnikiem I ponieważ pochodzi on z wyrazu x'- '' 
w kształcie pierwotnym. Wynika ztąd że summa wskaźnikóvi 
dyskryminanta powinna być 

(H _ Yjk _]_ (H _ i)k-i albo n{n — 

Wyrażać będziemy zbiorowo wypadki otrzymane w dwóch 
numerach poprzedzających, mówiąc że porządkiem dyskrymi-
nanta jest — d i ivażnościa n[n — I / - 1 . Tak więc, 
dla jakiegokolwiek kształtu podwójnego, ważnością dyskrymi-
nanta jest n(n — 1). 

88. Jeżeli jakikolwiek kształt podwójny zawiera którykol-
wiek czynnik kwadratowy, dyskryminant sprowadza się, j a k 
wiadomo, do zera, gdyż dwie pochodne, zawierają każda len 
czynnik w pierwszym stopniu, i ponieważ mają one odtąd czyn-
nik spólny, ich rugownik jest zerem. Podobnież, jeżeli jakikol-
wiek kształt potrójny może się rozłożyć w sposób następujący 

+ XY.: + 

gdzie X jest równem ax Ą-by -[- tz, Y zaś a'x -{- l/ij c'z, 
dyskryminant musi także sprowadzić się do zera, ponieważ ka-
żdy wyraz pochodnych zawiera jako czynnik X albo Y, i że, 
odtąd, te pochodne mają wspólnie pierwiastki zrównań 

X = = 0 , Y = 0. 

Dzieje się jeszcze podobnież z dyskryminantem jakiegokolwiek 
kształtu poczwornego, jeżeli ten kształt mużc byc wyrażonym 
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jak jakakolwiek bądź funkcya drugiego stopnia trzech funkcyj 
linijnych X, Y, Z zmiennych •*). Nazwiemy pierwiastkami szcze-
gólnemi kształtu te wartości robiące pochodne równemi zeru. 

89. Rozbierzemy teraz własności dyskryminanta kształtu po-
dwójnego 

Rugownik U i Ui jest równy dyskryminantowi pomnożonenm 
przez Co, a rugownik U i U.2 jest równy dyskryminantowi po-
mnożonemu przez ttn (**). W rzeczy samej, ponieważ 

wypadkiem z podstawienia jakiegokolwiek pierwiastku U, 
w nU jest y'U'2; mnożąc wypadki ze wszystkich podsiawień 
podobnych, wieloczynem będzie \f\fy'"..., czyli (>̂ 8) po-
mnożone przez wypadki jakie się otrzymuje podstawiając te 
same pierwiastki w Uo, i ten wieloczyn nie jest czćm innem 
jak dyskryminantem. 

90. Wyrazić dyskryminant za pomocą wartości y, , y-h---
robiących kształt równy zeru. 

Niech będzie 

(*) Innemi słowy, sprowadzenie do zera dyskryniinanta jakiegokolwiek 
b§dź zrównania algebraicznego wyraża warunek konieczny ażeby to zrów-
nanie niialo pierwiastki równe, a sprowadzenie do zora dyskryminania 
jakiejkolwiek krzywćj lub jaki(5jkolwiek powierzchni, ażeby ta krzywa 
lub la powierzchnia miała punkt podwójny. 

{**) Nie zważajcie na czynniki czysto liczebne. 
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mamy 

wypadkiem z podstawienia jakiegokolwiek pierwiastku yx 
kształtu U w Ul jest 

wypadkiem z podstawienia wartości jest , podobnież, 

jeżeli więc pomnożymy wszystkie te wypadki, wieloczynem jest 

Co daje właśnie rugownik U i Ui, a jeżeli podzielimy go 
przez «o które jest równem y^y-iy^..., znajdziemy, na wartość 
dyskryminanta, 

Jeżeli przypuścimy wszystkie y równemi jedności, otrzymamy 
twierdzenie pod kształtem dobrze znanym : Dysh^ymimnt jest 
równy icieloczynoioi Imadratów z różnic "pierwiastków zrównania. 
Dla większej prostoty, zachowamy twierdzenie pod tym osta-
tnim kształtem. 

91. Dyskryminant wieloczynu dwóch funkcyj jest równy 
wieloczynowi z ich dyskryininantów pomnożonemu przez kwu-
drat z ich rugownika. Gdyż wieloczyn k>radratów z różnic 
wszystkich pierwiastków składa się oczywiście z wieloczynu 
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kwadratów z różnic obu pierwiastków należących do tegoż sa-
mego zrównania, pomnożonego przez kwadrat wieloczynu ze 
wszystkich różnic między jakimkolwiek pierwiastkiem jednego 
i jakimkolwiek pierwiastkiem drugiego, i ten ostatni wieloczyn 
est rugownikiem (45). Jako przypadek szczególny, dyskrymi-
nant wieloczynu dwóch funkcyi {x — a) (f{x) jest równy dys-
kryminantowi funkcyi (f{x) pomnożonemu przez kwadrat funk-
cyi <p(a). Gdyż jeżeli 6, y, . . . s§ pierwiastkami zrównania 

równa się kwadratowi wieloczynu 
utworzonego z różnic pierwiastków (a — 6)(a — y)... który nie 
jest czem innem jak cp(a) pomnożone przez wieloczyn kwadra-
tów z różnic niezawierających 

92. Dyskryminant funkcyi 

jest kszlallu 

jesl dyskryminanlem funkcyi stopnia w — 1, 

Gdyż winniśmy oczywiście otrzymać tenże sam wypadek, 
bądź to przypuszczając a « = 0 w dyskryminancie, bądź to 
robiąc = O w kształcie samym i obliczając potem dyskry-
minant . Lecz jeżeli zrobimy a„ = O w kształcie, sprowadzi się 
on do kształtu stopnia n — l napisanego powyżej, pomnożonego 
przez X, i (91) jego dyskryminant jest równy dyskryminantowi 
lego ostatniego kształtu pomnożonemu przez kwadrat z wypadku 
jaki się otrzymuje robiąc w nim a; = O, to jest Zoba-

zymy tak samo że dyskryminant jest kształtu (*•• 
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93. Dyskryminant jako będący jakąkolwiek funkcyą wyzna-

czników Xiy.i — powin ien zadość czyn ić r ó w n a n i o m 

różniczkowym numeru 37. 

albo też, jak w numerze 39, jeżeli zrównania p ierwotne były 
napisane ze spółczynnikami d w u m i a n u , 

PRZYKŁAD. Utworzyć dyskryminant funkcyi 
którą przypuścimy urządzoną według potęg a,). 

Wiemy (92) że wyraz niezależny od Oo jest a^ D, gdzie D jest dyskry-
minantem fmikcyi stopnia n — 1, Dyskryminan 
jakiego szukamy jest więc kształtu 

(*) Twierdzenie to było podane po raz pićrwszy przez JOACHIMSTHALA. 
P. SALMON przecież został przywiedziony poprzednio przez proste rozwa-
żania geometryczne do twierdzenia następującego w którym jest ono za-
warłam : Jeżeli Oi zawiera jakikolwiek czynnik i gdy a^ zawiera 
czynnik z^, dyskryminant będzie podzielny przez z^. Jeżeli Ui zawiera s 
jako czynnik, gdy a , zawiera z"̂ , i a,,, dyskryminant będzie ogólnie 
podzielnym przez z^. I tak dalój, jeżeli 03 zawiera ai , z'̂ -, a , , 
i a )̂, s S dyskryminant będzie podzielny przez \ 
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Wykonywnjąc na nim działanio 

będziemy mogli zrobić równym zeru spólczynnik każdej potęgi ag. Wy -
razami niezależnemi od a^ 

albo, zauważywszy że 

I 

otrzymamy na wartość dyskryminanta 

Można tak samo oznaczyć za pomoc? spółczynniiia a , ; lecz wypa-
dek nie jest dosyć prostym ażeby go można było tu przedstawić. 

9/i. Jeżeli dyskryminant jakiegokolwiek kształtu podwójnego 
sprowadza się do zera, ten kształt ma dwa pierwiastki równe, 
i wartości tych pierwiastków mogą być otrzymane przez sposób 
odpowiedny temu, jakiegośmy użyli w VI rozdziale. Niech 
będzie 

jakimkolwiek kształtem którego dyskryminant jest zerem i 
który przyjmuje przeto jakikolwiek czynnik kwadratowy 
Funkcya 
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będzie także podzielną przez x — a , byleby tylko 
zadosyć czyniły warunkowi 

I w tym przypadku U XV będzie podzielnem przez a: — a. 
Niech więc będzie 

Wynika z n''« 91 że dyskryminant U XV jest równy 
dyskryminantowi funkcyi między nawiasami, pomnożonemu 
przez kwadrat z wypadku jaki się otrzymuje podstawiając « 
na miejsce x w tśjże samej funkcyi. Ten wypadek jest nie 
innym jak X\{;(a). Dyskryminant U-f-XV jest więc podzielnym, 
w tym przypadku, przez Lecz, ponieważ U -f- wywo-
dzi się z U zmieniając a^ na a"-[-XAo,. . . , dyskryminant 
U - j - XV powinien się wywieść z dyskryminanta U przez toż 
same podstawienie, a t e m samem, jest 

Przez założenie A = O : potrzeba jeszcze, aby dyskryminant 
był podzielnym przez żeby spółczynnik X zniknął. Zwią-
zek tym sposobem otrzymany powinien być identycznym ze 
związkiem Aoa" -f- - j - . . . = 0 , który jest , jak to już 
widzieliśmy, jedynym warunkiem któremu powinny zadosyć 
czynić Ao, A„ . . . ażeby dyskryminant U- ł -XV był podzielny 
przez Ilości a", a""^ , . . . są więc proporcyonalnemi 

do dzieląc jedna z tych ostatnich przez 
doo aai aa^ 

ilość która po niej następuje, otrzymamy wartość na a ; tak 
więc możemy uważać za dowiedzione twierdzenie następujące : 
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kiedy dyskryminant sprowadza się do zera, jego pochodne wzglę-
dem ao, a , , . . . są proporcyonalnemi do pochodnych kształtu wzglę-
dem tychże samych spółczynników. 

95. Ten wypadek dowiedzie się również tworząc wartości 

na w funkcyi pierwiastków, co się daje wykonać 
da^ 

rozwiązując n zrównań 

Znamy wyrażenia na A, ao,... w funkcyi pierwiast-
ków (42, 90); możemy więc wyciągnąć z tych n zrównań, 

n ilości tak działając przyjdzie, 

wyrażenie, w którem wieloczyn kwadratów z różnic niezawie-
rających a jest pomnożony przez summę wieloczynów wzię-
tych po n — 2 z różnic zawierających a. 

Przez przypuszczenie a = te wyrażenia stają się propor-
cyonalne czynnikom 1, a, a^, a ^ . . . , i, jak w n"® 56, wi-
dzimy że, podług twierdzenia numeru poprzedzającego. 
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jest podzielnem przez A gdy p q = r s. Jeżeli się znaj-
duje więcej jak dwa pierwiastki równe, wszystkie te pochodne 
znikną, i otrzymamy pierwiastki równe uważajac pochodne 
drugie dyskryminanta. ^ 

96. Dowodzenie następujące twierdzenia n^" stosuje się 
do przypadku jakiegokolwiekb^dź kształtu o liczbie ilukolwiek 
zmiennych. Dla większśj prostoty, ograniczymy się na przy-
padku dwóch zmiennych niezależnych, metoda jest ogóln§. 
Przypuśćmy że spółczynniki U s§ funkcyami pewnych ilo-
ści a, b,..., i że można zmienić te ilości tak ażeby dyskrymi-
nant był jeszcze zerem, co daje warunek 

Jeżeli zmiana wykonana na b, ... zmienia x na 
y na nowe wartości pierwiastków powinny za-
równo zrobić zerami pochodne U,, U2, U3, mamy więc : 

Mnóżmy te zrównania przez x, y, z, i d o d a j m y ; ponieważ 
mamy nil = a^U,-[-i^U-i + 2U3, spółczynnik ia sprowadzi 

. , rfU . . się do > a ponieważ 

spółczynnik l)ędzie (n — 1)0,, ten zaś znika, ponieważ U, 
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przyjmuje pierwiastki szczególne. Dzieje się podobnież z innemi 
spółczynnikami; mamy więc 

i pochodne A względem n, b, . . . są przporcyonalnemi do 
pochodnych U względem tychże samych ilości, przypuszcza-
jąc że litery x, y, z, w tych ostatnich, oznaczają pierwiastki 
szczególne. 

97. Twierdzenie dowiedzione dla kształtów podwójnych (92), 
może się rozciągnąć do wszystkich kształtów. Niech będzie a 
spółczynnikiem najwyższej potęgi jednej ze zmiennych; 
b, c, cl,... spółczynnikami wyrazów gdzie figuruje potęga bez-
pośrednio niższa; dyskryminant będzie 

I tak, w przypadku jakiegokolwiek bądź kształtu' potrójnego, 
na którym ograniczymy się dla większśj prostoty, jeżeli a jest 
spółczynnikiem z", b, c spółczynnikami z^—^j, i jeżeli 
zrobimy a = O w dyskryminancie, reszta z jego wyrażenia 
będzie kształtu 

Dla dowiedzenia tego, niech będzie U jakikolwiek kształt 
którego dyskryminant jest zerem, V jakakolwiek inna funkcya 
przyjmująca pierwiastki szczególne kształtu U, dyskrymi-
nant U -f- będzie podzielnym przez Niech będą, w rze-
czy samej. 
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spółczyiinik X w dyskryminancie U b ę d z i e 

i, podług n'" 96, będą proporcyonalnemi do 

2", 2 " - % . . . Spółczynnik X jest więc proporcyonalnym do wy-
padku z podstawienia pierwiastków szczególnych kształtu U 
w funkcyą V, a tćm samśm, zerem. 

Teraz, w przypadku który nas zajmuje, dyskryminant musi 
być zerem jeieli a, b i c są zerami, ponieważ wtedy wszystkie 
pochodne zniszczą się dla pierwiastków szczególnych x—Q,y={}. 
Wszelki inny kształt V zniszczy się dla tychże samych wartości, 
byle tylko było A = 0. Kształt ogólny dyskryminanta powi-
nien więc być takim aby po zastąpieniu b przez 

, i zrobieniu potem 

wypadek był podzielonym przez ; innemi słowy, jeżeli za-
stąpimy b przez xB, c przez xG i a przez zero, wypadek będzie 
podzielnym przez co było do^dowodzenia. 

98. Pozostaje nam jeszcze, względem dyskryminantów 
w ogólności, pokazać że dyskryminant jakiegokolwiek bądź 
kształtu poczwórnego o liczbie ilukolwiek zmiennych wyraża 
się bezpośrednio pod kształtem jakiegokolwiek wyznacznika 
symetrycznego. I odwrotnie, mając dany wyznacznik symetry-
czny jakikolwiek, można oznaczyć kształt poczwórny którego 
ten wyznacznik jest dyskryminantem. Znakowanie najprostsze 
dla jakiegokolwiek kształtu poczwórnego zależy na użyciu po-
dwójnych wskaźników, oznaczając przez Oii, «'33.>" spół-
czynniki kwadratów y-, 2', . . . , a przez Oj-i, "13, •.., spół-
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czynniki wieloczynów są uważane za 
równoważne w tym układzie znakowania. Dyskryminant jest 
oczywiście wyznacznikiem symetrycznym 
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PRZEKSZTAŁCENIA LINIJNE. 

9 9 , N I E Z M I E N N I K I . — Dyskryminant jakiejkolwiek formy po-
dwójnej, jako będący jakąkolwiek bądź funkcyą różnic p ier -
wiastków, nie zmieni się oczywiście gdy te różnice powięk-
szymy lub zmniejszymy wszystkie o tę samą ilość. Podstawienie 

za jest tylko przypadkiem szczególnym przekształcenia 
Unijnego ogólnego, które zależy na zastąpieniu, w jakiejkolwiek 
bądź funkcyi jednorodnej , każdej zmiennej przez jakąkolwiek 
funkcyą linijną nowych zmiennych ; na zastąpieniu, na przy-
kład, w jakiejkolwiek formie podwójnej , x przez KX - j-
a y przez 

Na wyjaśnienie uwag w które wejść winniśmy, rozbierzemy 
naprzód jaki jest skutek podobnego podstawienia na dyskry-
minancie jakiejkolwiek formy kwadratowej o dwóch zmiennych 

Przekształcając zmienne, ta forma staje się 

a jeżeli oznaczymy funkcyą przekształconą przez 
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będzie 

i sprawdza się bez trudności że 

to jest że dyskryminant przekształconej jest równy dyskrymi-
nantowi formy pierwotnej pomnożonemu przez kwadrat z wy-
znacznika ().p/ — xV), jaki się zowie modułem przekształcenia. 

100. Istnieje twierdzenie podobne dla dyskryminanta formy 
podwójnej jakiejkolwiek. Można wiedzieć a priori że tak się 
dziać powinno, gdyż jeżeli jakakolwiek forma dana przyjmuje 
jakikolwiek czynnik kwadratowy, jej przekształcona przyjmie 
zarówno jakikolwiek czynnik kwadratowy, tak dalece że, jeżeli 
dyskryminant jakiejkolwiek formy danej jest zerem, dyskrymi-
nant jej przekształconej jest zarówno zerem. Ten ostatni zawiera 
więc pierwszy jako czynnik. Twierdzenie to może się ściśle 
dowieść w sposób następujący. Niech będzie 

forma pierwotna, jej dyskryminant (90) jest 

Czynnik linijny — yXi formy pierwotnej staje się, przez 
przekształcenie. 
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a jeżeli położymy go pod kształtem Y,X — AjY, mamy 

przeto, jeżeli się napisze przekształconą jako wieloczyn z czyn-
ników linijnycli (YiX — XiY)(Y2X — X2Y)..., będzie się miało 
wyrażenie podobne dla Y , , Xi; Yg, X2, ... w funkcyi 
yi> Xl) yi- 3^2,... Możemy, bez trudności, rozpoznać że znaj-
duje się 

a, tem samem, że wyrażenie 
jes t równe wyrażeniu — [y^^^ — ^iy^y. . . pomno-
żonemu przez potęgę czynnika X[a' — x'(x równą liczbie czyn-
ników zawartych w wyrażeniu dyskryminanta w funkcyi 
pierwiastków. Twierdzenie podobne jest prawdziwem dla dys-
kryminanta jakiegokolwiek bądź kształtu o liczbie iiukolwiek 
zmiennych. 

Ogłoszenie, w Dzienniku matematycznym Kembrydzkim (Cam-
bridge, listopad 1841), pamiętnika w którym P. BOOL przed-
stawił zasady powyższe i zrobił z nich ważne zastosowania, 
było poniekąd stanowiskiem z którego utworzyła się algebra 
nowa. P. GAYLEY założył sobie oznaczyć a jakie są funkcye 
spółczynników jakiegokolwiek zrównania danego posiadające 
tę własność niezmienności; własność zależącą na tem że, jeżeli 
się przekształci zrównanie przez jakiekolwiek podstawienie 
linijne, funkcya podobna spółczynników w zrównaniu prze-
kształconem jest równą funkcyi pierwotnej pomnożonej [.rzez 
jakąkolwiek ilość niezależną od spólczynników\ Wypadkiem 
jego poszukiwań było odkrycie, że ta własność nie jest szcze-
gólną dla dyskryminantów, i poznanie innych funkcyj ważnych 
posiadających j ą za równo; niektóre z nich zawierają nie tylko 
spółczynniki, lecz i zmienne same, zachowując ze zrównaniem 
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pierwotnśm związki których podstawienie jakiekolwiek Unijne 
nie zmienia wcale. Przy wykładzie tej teoryi, dla większej 
zwięzłości będziemy brali trzy lylko zmienne, lecz czytelnik 
powinien rozumieć że te same sposoby stosują się do ilukol-
wiek zmiennych. 

101. Przypuśćmy więc że zmienne funkcyi jednorodnej ja-
kiejkolwiek o k zmiennych zostały przekształcone przez p o d -
stawienia 

i oznaczmy przez A moduł przekształcenia, to jest wyznacznik 
mający za elementa spółczynniki przekształcenia Xi, pi, vi , . . . . 

Oczywiście że jest niepodobna, w ogólności, oznaczyć spół-
czynniki Xl, pi , . . . w ten sposób aby jakakolwiek funkcya 
dana przybierała, przez przekształcenie, inną j aką -
kolwiek formę równie daną fl'X" ... W rzeczy samej, jeżeli 
wykonamy podstawienie w ••• ^ jeżeli zrównamy 
spółczynniki tym sposobem otrzymane ze spółczynnikami 
a 'X ' i - l - . . . , będziemy mieli jak w numerze 99, szereg zrównań 
a ' « X i " • • • których liczba będzie równą liczbie wyrazów 
jakie zamyka jakakolwiek funkcya ogólna ntego stopnia o k 
zmiennych. Lecz, dla zadosyć uczynienia tym zrównaniom, 
mamy tylko do rozporządzenia liczbą k'̂  stałych Xi, l i , . . . , 
i ta liczba będzie, ogólnie, niższą od liczby zrównań którym 
należy zadosyć uczynić (*). Wypada z tego że, jeżeli jakakol-

Liiczba wyrazów kształtu ogólnego n"?" stopnia o k zmiennych jest 

http://rcin.org.pl



PRZEKSZTAŁCENIA U N I J N E . 1 3 4 

wiek funkcya aa;"-(-. . . może być przekształcona na inną ja-
kąkolwiek funkcyą powinny istnieć związki między 
spółczynnil;ami a, b,..., a', b\... W rzeczy samej, potrzebujemy 
tylko wyrugować liczbę stałych nieznanych między zrówna-
niami a' = . . . , i otrzymamy jakikolwiek szareg związ-
ków między a, a',..., których liczba będzie oczywiście równą 
różnicy znajdującej się między liczbą zrównań a k .̂ I lak, 
w przypadku jakiójkolwiek formy podwójnej, liczbą wyrazów 
jakiejkolwiek funkcyi jednorodnćj stopnia n jest n -f- 1. Więc, 
jeżeli w jakiejkolwiek formie ... zastąpimy x przez 
XiX-|-|unY, rj przez X.2Xf^-iY, i jeżeli zrównamy spółczyn-
niki przekształconej ze spółczynnikami będziemy 
mieli nĄ-i zrównań zamykających a, a',..., Xi, pi, . . . , i ru-
gując cztery ilości Xi, X.2, pi, otrzymamy pewien układ 
warunków równoważnych dla n — 3 związków niezależnych 
między a, b,..., a\ b\... Zobaczymy później że te związki mogą 
się napisać tym sposobem : 

innemi słowy, że znajduje się funkcya spółczynników a, b,... 
zachowujących tę samą wartość przy przejściu z formy 

a łatwo si)o.sirzodz że jedynemi przy-

padkami w których ta liczba nie przewyższa gdy 

(w tym przypadku, liczba ta sprowadza się do wartość 

mniejsza jak k"^, gdyż k jest całkowiićm); 2° gdy k = 1, n = Z, (dwie 
liczby mają wtedy tę samą wartość U); to jest że jedyne przypadki w któ-
rych jakakolwiek funkcya dana jest zdolną przybrać przez i)rzckszlalccpic 
kształt jakikolwiek, są : 1° przypadek kształtu kwadratowego o liczbie 
ilukolwiek zmiennych, 2" przypadek kształtu sześciennego o dwóch 
zmiennych. 
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pierwotnćj do jej przekształconśj. Sposób jaki wskazaliśmy 
nie jest ten jakiego użyjemy dla znalezienia tych funkcyj lecz 
daje on zrozumieć a priori ich istnienie, i pokazuje kiedy na-
leży rachować na znalezienie tych funkcyj które są niezależne 
j edne od drugich. 

102. Nazywa się niezmiennikiem wszelka funkcya spółczyn-
ników jakiejkolwiek formy takiej że, jeżeli się wykona na 
kształcie jakiejkolwiek podstawienie l inijne, funkcya podobna 
spółczynników przekształconej jest równą funkcyi pierwotnćj 
pomnożonśj przez jakąkolwiek potęgę modułu przekształcenia, 
to jest że mamy 

Gdy /> = O, funkcya jest jakimkolwiek niezmiennikiem bez-
względnym, to jest nie zmienia się przez przekształcenie, wtedy, 
nawet gdy A jest róźnem od jedności. Jeżeli j a k i k o l w i e k 

kształt ma dwa niezmienniki zwyczajne, jest łatwo w y p r o w a -

dzić z nich jakikolwiek niezmiennik bezwzględny. W rzeCZy 
samej, jeżeli mamy jakikolwiek niezmiennik ę który, w prze-
kształceniu, znajduje się pomnożony przez AP, i inny jakikol-
wiek niezmiennik który znajduje się także pomnożony przez 
ó, jest rzeczą oczywistą że iloraz z podzielenia ilości przez 

będzie jakąkolwiek funkcyą która pozostanie niezmienną 
pomimo przekształcenia. 

Wynika z tego co poprzedza, że jakikolwiek kształt podwójny 
kwadratowy albo sześcienny nie ma innego niezmiennika tylko 
swój własny dyskryminant (100). Gdyż, gdyby był inny jaki-
kolwiek, możnaby było wyprowadzić z połączenia dwóch nie-
zmienników jakikolwiek związek 

Lecz widzieliśmy (101) że nie można wtedy otrzymać zró-
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wnania warunkowego między a, b,..., a', b',..., ponieważ za 
pomocą czterech stałych Xi,... któremi rozporządzamy, m o -
żemy przekształcić jakąkolwiek funkcyą kwadratową albo 
sześcienną w ten sposób że spółczynniki przyjmą wartości, jakie 
się tylko podoba. Zobaczymy, tymże samym sposobem, że 
jakikolwiek kształt kwadratowy o iiukolwiek zmiennych nie 
ma innego niezmiennika tylko swój własny dyskryminant . 

103. Tak samo jak jakikolwiek kształt jedyny, tak i jakikol-
wiek układ kształtów może mieć niezmienniki. Przypuśćmy 
pewną liczbę funkcyj a ' ^ " . . . Jeżeli się wykona 
we wszystkich toż samo podstawienie linijne, to funkcye te 
staną się - j - . . . A 'X"- f - • • • • j^^l^al^olwiek funkcya spół-
czynników będzie jakimkolwiek niezmiennikiem jeżeli funkcya 
podobna, złożona z nowych spółczynników, jest równą funk-
cyi pierwotnćj pomnożonej przez jakąkolwiek potęgę modułu 
przekształcenia, to jest jeżeli mamy 

Przykład najprostszy niezmienników tego rodzaju napotyka 
się w przypadku jakiegokolwiek układu zrównań iinijnych : 
wyznacznik podobnego układu jest niezmiennikiem; widzimy 
to bezpośrednio odnosząc się do defmicyi niezmiennika i do 
dowodzenia twierdzenia na mnożenie wyznaczników (23). 

Jeżeli mamy niezmiennik jakiegokolwiek kształtu jedynego, 
można z niego wyprowadzić jakikolwiek szereg niezmienników 
dla układów kształtów tegoż samego stopnia. Aby dać poznać 
ducha metody zastosujemy ją naprzód do przykładu bardzo 
prostego. Widzieliśmy (99) że ac — b^ jest niezmiennikiem 
kształtu kwadratowego 2bxy wyprowadzimy 
z niego jakikolwiek niezmiennik dla jakiegokolwiek układu 
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dwóch kształtów podobnych. Przypuśćmy że, przez jakiekol-
wiek przekształcenie Unijne, -[-- -{- cy"- staje się 
AX2 4 - 2BXY + GY^ i że a^T^ -j- Wxy - f staje się po-
dobnież A'X- 2B'XY 4" oczywiście, przez toż same 
przekształcenie, kształt 

{k jest stałą jakąkolwiek) stanie się 

Tworząc niezmiennik tego ostatniego (99), przyjdzie 

Lecz k jest dowolnem, a spółczynniki różnych potęg k 
powinny być równemi po obu stronach, mamy przeto tym 
sposobem, nietylko dwa związki już znane, 

lecz jeszcze 

zrównanie jakie można także sprawdzić za pomocą wartości 
A, B,.. . danych w numerze 99. Ilość ac'-{-a'c — 266' jest 
więc również niezmiennikiem. 

Idąc zupełnie tą samą drogą, jeżeli mamy niezmiennik ja-
kiegokolwiek kształtu ... i żądamy wyprowadzić z niego 
niezmienniki dla jakiegokolwiek układu dwóch kształtów 
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to zastąpimy tylko w niezmienniku da-
nym, a przez a-\-ka', b przez b-\-kV.... a spółczynnik ka-
żdśj potęgi k w rozwiązaniu będzie niezmiennikiem. Wyko-
nywając to rozwinięcie za pomocą wzoru T A Y L O R A , twierdzenie 
do którego juz byliśmy przy wiedzeni może się wysłowić tym 
sposobem : Jeżeli mamy niezmiennik jakiegokolwiek bądź 
kształtu aa?" i jeżeli wykonamy na tym niezmienniku 

działanie H" H~ •••» otrzymamy jakikolwiek niezmien-

nik układu dwóch kształtów aa;" .. . , + ... Można 

powtórzyć toż samo działanie, i będziemy mieli inny jakikol-

wiek niezmiennik układu, lub też jeszcze można wykonać 

działanie a" ̂  co da nieżmiennik jakiegokol-
tlCl (,lu 

wiek układu trzech kształtów, i tak dalćj. Ten ostatni sposób 
daje niezmienniki jakie się otrzymuje zastępując a przez 
rt - j- ka' la" i biorąc spółczynniki różnych potęg k i 1. Otrzy-
mamy tak samo niezmienniki dla liczby ilukolwiek kształtów. 

lO/i. Spółzmienniki. — Jakikolwiek spółzmiennik jest jaką-
kolwiek bądź funkcyą obejmującą nie tylko spółczynniki, lecz 
także zmienne jakiegokolwiek kształtu; i taką że, jeżeli wyko-
namy w kształcie jakiekolwiek podstawienie linijne, nowa 
funkcya spółczynników i zmiennych w przekształconym kształ-
cie jest równą funkcyi pierwotnej pomnożonćj przez jakąkol-
wiek potęgę modułu przekształcenia, to jest że jeżeli wy-
rażenie aa;"-j-?... staje się, przez przekształcenie, AK"^-[-... 
niezmiennik (*) musi zadosyć uczynić zrównaniu 

(*) W geometryi linij krzywych i powierzchni, wszelkie przekształcenia 
spółrzędnych odbywają się przez podstawienia linijne. Niezmiennik jakie-
gokolwiek kształtu potrójnego lub poczwórnego jest więc jakąkolwiek 
funkcy? spólczynników, której sprowadzenie do zera wyraża jakąkolwiek 
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Wszelki niezmiennik jakiegokolwiek spółzmiennika jest ja-
kimkolwiek niezmiennikiem kształtu pierwotnego. To wynika 
bezpośrednio z defmicyi. Niech będ^ ... kształt dany, 
a'x»- 4 - . . . jego spółzmiennik, AX" + . . . , - f . . . to czem 
się stajni te funkcye przez jakiekolwiek podsjawienie l inijne. 
Niezmiennik spółzmiennika jest jakakolwiek b^dź funkcy§ 
swych spółczynników, tak§. że 

Lecz/-przez fdefmicy§, A', B', . . . s^ mniej niż o jakakolwiek 
potęgę modułu złożone z A, B , . . . ; tak samo jak a'. U, .. . 
złożonemi s§ z a, b, ... Przeto, jeżeli wyrazimy te funkcye 
za pomocy spółczynników formy pierwotnej i je j przekształco-
nej, będziemy mieli 

B, = b, .. .), 

to jest że funkcya jest jakimkolwiek niezmiennikiem. Tak 
samo wszelki spółzmiennik jakiegokolwiek spółzmiennika jest 
jakimkolwiek spółzmiennikiem kształtu pierwotnego. 

105. Położymy, w dwóch numerach następujących, nowe 
zasady prowadz§ce do ważnego szeregu spółzmienników. 

Jeżeli , w jakimkolwiek kształcie u, zastąpimy x przez 
X - h kx', y przez y -[- ky', i t . d . , ponieważ x', y\ z', powin-
ny być przekształcone przez toż same podstawienie jak x, y, z, 

własność krzywćj lub powierzchni niezależnej od wyboru osi, tak? jest 
istnienie punktu podwójnego; spółzmiennik przedstawia jakakolwiek 
inn^ krzyw? lub jakakolwiek inn? powierzchni?, którćj wszystkie punkla 
maj? z krzyw? lub powierzchni? dan? jakikolwiek zwi?zek niezależny od 
wyboru osi. Zt?d wynika ważność geometryczna teoryi niezmienników i 
spółzmienników. 
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więc spółczvnniki różnych potęg k, które s§ wszystkie kształtu 

+ y ' ^ b ę d § pierwszemi, drugiemi, trze-

ciemi, i t. d , emanantami [emanants] (*) t. j . wypływami i pe-
wnego rodzaju pochodnemi kształtu. Każdy z nicłi jest jakim-
kolwiek spółzmiennikiem. Otrzymamy, w rzeczy samej., tenże 
sam wypadek, będź to zastępując x przez x kx'... i prze-
kształcaję,c potem x, a;', . . . przez podstawienia linijne, bądź 
to wykonywając naprzód to podstawienie i zastępując potem 
X przez X kX', ... Gdyż mamy oczywiście 

X,X + 4 - v.Z + k{\,X' - f + v,Z') 

= X,(X 4 - kX') + - h kT) - f v.(Z + k7Ą 

Więc, jeżeli przez przekształcenie u staje się U, znajdziemy 
tenże sam wypadek bądź to zastępując w u, x przez x-^kx'... 
i wykonywając potem podstawienia, bądź to zastępując w U, 
X przez X -4- . . . . a ponieważ k jest nieoznaczonem, 
spółczynniki k będą równemi po obu stronach, co prowadzi 
wprost do związku 

106. Jeżeli się weźmie pod rozwagę emanant dając że jest 
funkcyą samych zmiennych x', ij'uważając na chwilę 
X, y,... jako stałe, i jeśli się obliczy jego niezmienniki w t śm 
założeniu, każdy z nich, uważany jako funkcya zmiennych 
Xy y , . . . , będzie spółzmiennikiem kształtu pierwotnego. 

(*) W geometryi, emananty przedstawiają krzywe i powierzchnie bie-
gunowe jakiegokolwiek punktu względem jakićj krzywej lub powierzchni 
danćj. 

http://rcin.org.pl



1 3 8 "ROZDZIAŁ XI.' 

Widzieliśmy źe emanant + • • • staje się 

kiedy się zastąpi x' przez XiX' - f u J ' + . . . a x przez 
Jest oczywiście obojętnćm czy dwa podsta-

wienia są jednoczesne lub po sobie następujące. Więc , jeżeli 

przekształcając same, wyrażenie - { - . . . staje 

się a X ' P s p ó ł c z y n n i k i a , . . . będą funkcyami x, y,... 

które, gdy się przekształci a?, y,..., staną się ^ Lecz 

niezmiennik emananta danego, uważany jako funkcya x', y ' , . . . , 
jest z defmicyi funkcyą jakąkolwiek swych spółczynników, 
różniącą się od funkcyi odpowiedniej spółczynników przekształ-
conych a,... tylko potęgą jakąkolwiek modułu. Ponieważ, tak 

jak to widzieliśmy, spółczynniki «, . . . stają się ^ ^ kiedy 

się przekształci x , y , . . . , niezmiennik dany będzie jakąkolwiek 

funkcyą ^ l^^ry, gdy się przekształci będzie 

się różnił tylko jakąkolwiek potęgą modułu funkcyi odpowie-

dniej — ,. . . Ten będzie więc właśnie jakimkolwiek spół-

zmiennikiem kształtu pierwotnego. 

I tak, na przykład, było już dowiedzionśm (99) że, jeżeli 
kształt podwójny -\-2bxy-[- cy''- ma za swój przekształ-
cony 

znajduje się 

wynika ztąd że uważając drugi emanant 
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kształtu i stopnia jakiegokolwiek, ma się także 

139 

twierdzenie którego podamy jeszcze inne dowodzenia. 

107. W ogólności, jeżeli się weźmie drugi emanant jakie-
gokolwiek kształtu o liczbie iiukolwiek zmiennych i jeśli się 
obliczy jego dyskryminant, otrzyma się spółzmiennik nazwany 
funkcyą Hess'ego, albo wyznacznikiem Hess'ego, albo po prostu 
H E S S ' O W Y M [Hessian). 

Zauważyliśmy (98) że dyskryminant wszelkiśj funkcyi kwa-
dratowej może się napisać pod kształtem wyznacznika. I tak, 
używając, jak to już zrobiliśmy gdzieindziej, wskaźników 1, 2, . . . 
na oznaczenie różniczkowania względem x, y,..., w ten sposób 

d^u 

że Uii przedstawia ^ emanant drugiego stopnia będzie 

a jego dyskryminant napisze się 

H = 

108. Widzieliśmy (103) że wyznacznik jakiegokolwiek układu 
zrównań Iinijnych jest jakimkolwiek niezmiennikiem układu. 
Jeżeli więc, mając kształty u, v, iv,..., utworzy się ich pierw-
sze emananty .. . , wyznacznik 
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będzie jakimkolwiek spółzmiennikiem. Jest to właśnie wyzna-
cznik Jakobiego wzmiankowany już powyżśj (69): wyznacznik 
Hessego jest nie innym jak funkcyą J obliczoną dla układu po-
chodnych wi, W3V tegoż samego kształtu. 

1 0 9 . P R Z E C I W Z M I E N N I K I . — Jeżeli się przekształci Unijnie ja-
kąkolwiek grupę zmiennych zdarza się często że inne 
zmienne związane ze zmiennemi y,... są także przekształ-
cone Unijnie, lecz za pomocą jakiegokolwiek podstawienia in-
nego. Jeżeh, jak powyżój, zrównania wiążące x, y, z, nowemi 
zmiennemi są 

wtedy to jakiekolwiek zmienne r,, ^ sę. nazwane przekształ-
conemi przez podstawienie odwrotne, jeżeli nowe zmienne 
X„ Yi, Zj wyrażają się w funkcyi dawnych przez zrównania 

w których spółczynniki są elementami wyznacznika (Xi|i2V3) 
czytanemi pionowo, podczas gdy w podstawieniu wprost były 
one czytanemi poziomo : w pierwszem podstawieniu, dawne 
zmienne są wyrażone w funkcyi nowych, a w drugiem, nowe 
w funkcyi dawnych. Tak ustalony, związek jest widocznie od-
wrotnym. Wyciągając w rzeczy samćj wartości yj, j; z funk-
cyi Y., Z., przyjdzie (28) 
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Lj, Ml,. . . są wyznacznikami mniejszemi wyprowadzonemi 
z przez zniesienie linii i kolumny zawierających Xi 
albo |Ai,... 

Jeżeli dwie grupy zmiennych y, z \ Ę, y>, C będą prze-
kształcone, jak powyżej, przez podstawienia odwrotne , jedną 
z nich będziemy oznaczać nadal przez litery greckie, a zwyczaj-
nie przez litery a, S, y. Wyłożymy naprz^ód dwa przypadki 
najważniejsze w których się używa podstawienia odwrotnego. 

110. Kiedy się przekształci linijnie jakąkolwiek funkcyą 
X, y, z na inną funkcyą X, Y, Z, pochodne względem no-
wych zmiennych wyrażają się linijnie za pomocą pochodnych 
względem dawnych, lecz przez podstawienie odwrotne. Ma 
się, w rzeczy samej. 

Lecz, z wyrażeń y, w funkcyi X, Y, . . . , wyciąga się 

zkąd 

podobnież 

Jeżeli się więc przekształci linijnie y, z, to symbole 

znajdą się przekształconemi linijnie przez pod-

http://rcin.org.pl



1 4 2 R O Z D Z I A Ł X . 

stawienie odwrotne, według prawidła numeru poprzedniego. 

Owoż oznaczywszy, jali powyżej, przez Ui, u-i,... pocłiodne 
jakiejkolwiek funlccyi M, a przez Ui, U2,... pochodne je j prze-
kształconej U, dowiedliśmy że się otrzymuje 

A więc, jeżeli u^, û i, Uj, sprowadzą się do zera, stanie się 
podobnież z pochodnemi Uj, [J.2, U3; lecz wiemy że u^, u-,, u^ 
nie sprowadzą się wszystkie do zera tylko gdy dyskryminant 
układu jest zerem, a w tym przypadku, widzimy że dyskrymi-
nant układu przekształconego będzie także zerem i zawierać 
tem samem musi pierwszy jako czynnik, jak to jużeśmy udo-
wodnili (87). 

111. W geometryi płaskiej, jeżeli x, y, z przedstawiają 
spółrzędne trzylinijne {trilineaires) jakiegokolwiek punk tu , 
a -[- - F CJ: = O zrównanie jakiejkolwiek prostej , n, C 
mogą być nazwane spółrzędnemi stycznemi, lub właściwiej 
styczneczkowemi {tangenticlles) tej prostej. Jeżeli się odniesie do 
nowych osi robiąc a;=>.jX - f . . . , zrównanie prostćj staje się 

jakie można napisać pod kształtem 

robiąc 

Inneini słowy, jeżeli spółrzędne jakiegokolwiek punktu so 
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przekształcone przez jakiekolwiek podstawienie linijne, spół-
rzędne styczneczkowe jakiejkolwiek prostej s§ przekształcone 
przez podstawienie odwrotne. Podobnież, w geoinetryi o trzech 
wymiarach, spółrzędne styczneczkowe jakiejkolwiek płaszczy-
zny, i spółrzędne jakiegokolwiek punktu są przekształcone 
przez podstawienia odwrotne. Gdy się odniesie do nowych osi, 
wszystkie spółrzędne y, z, w \ x y\ z', w', przedstawia-
jące punkta, są przekształcone przez toż samo podstawienie 
X - - XiX -[-••• , = + • • • ; gdy tymczasem spółrzędne 
styczneczkowe stają się niemi przez podstawienie odwrotne. 

Będziemy się posługiwali często zasadą wyłożoną powyżćj, 
że funkcya 

w której x, y, z powinny być przekształcone przez podstawie-
nie wprost X = XiX - f (̂ -lY viZ, a t), przez podstawie-
nie odwrotne Xi = X i ę + pozostaje niezmienną przez 
to podwójne przekształcenie. 

112. Jeżeh jakikolwiek kształt staje się przez prze-
kształcenie A X ' i p r z e c i w z m i e n n i k i e m {contre-
variant) f ) jakąkolwiek funkcyą zawierającą spółczynniki 
kształtu i zmiennych które są uważane jak istotnie 
przekształcone przez podstawienie odwrotne, jeżeli ta funkcya 
różni się tylko jakąkolwiek potęgą modułu od funkcyi odpo-
wiednej spółczynników i zmiennych przekształconśj, to jest 
jeżeli mamy 

{*) Pierwszy przykład przeciwzmiennika był podanym przez GAUSSA 
w jego Disq. arithm. Oznacza on pod nazwiskiem formy przybranej 
przeciwzmiennik kształtu kwadratowego potrójnego* Geometrowie nie-
mieccy przechowali całkowicie nazwanie podobne, żugehoirige formę. 
Nazwanie przeciwzmiennika jest lepsze. 
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Funkcye lego rodzaju przedstawiają się często w geometryi. 
Jeżeli mamy, na przykład, jakiekolwiek zrównanie wyrażające 
warunek konieczny aby jaJcakolwiek prosta lub jakakolwiek 
płaszczyzna miała z jaką krzywą lub z jakąkolwiek powierzchnią 
daną jakikolwiek związek niezależny od wyboru osi, jak na-
przykład, jakikolwiek warunek zetknięcia się, i jeżeli odnie-
siemy wszystko do nowych osi, jest oczywiście rzeczą obojętną 
czy przekształcimy związek o którym tu mowa zastępując da -
wne spółczynniki przez ich wartości w funkcyi nowych, albo 
też wyprowadzając ten związek ze zrównania przekształconego 
krzywej tymże samym sposobem jak to było wydobytem ze 
zrównania pierwotnego. Dwa wyrażenia tego warunku 

różnią się więc tylko jakimkolwiek czynnikiem. 

113. Oprócz spółzmiunników i przeciwzmienników można 

jeszcze wystawić sobie funkcye zawierające dwa szeregi zmien-

nych i różniące się tylko jakąkolwiek potęgą modułu od funk-

cyj przekształconych odpowiednich, to jest funkcye takie żeby 

było 

Nazwiemy je spółzmimnikami mieszanemi [awariants 
mixtes) (*). Funkcyą najprostszą tego rodzaju jest 

{*) Te funkcye, jakie możnaby było, jak to proponował p. SALMON na-
zwać poprosili zmiennikami {divariants), s? oznaczone w pracach 
pp. A R O N H O L D A i G L E B S C H ' A pod nazwiskiem międzykształtów {zwischen-
formen). P. S Y L W E S T E R , który używa wyrazu ogólnego niezmiennika 
{concomitant) na oznaczenie ogółu wszystkich funkcyj którycłi związki 
z kształtem pierwotnym nie s? zmienione przez jaldekolwiek przekształ-
cenie linijne, przyjmuje nazwanie niezmienników mieszanych {concomi-
tanls mixtes). 
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funkcya ta jest niezmienną, przez przekształcenie (111), a tem 
samem, jest jakimkolwiek spółzmiennikiem mogącym być przy-
danym do kształtu jakiegokolwiek. 

11/4. Niech będzie I jakikolwiek niezmiennik jakiegokolwiek 
bądź kształtu 

można ztąd wyprowadzić jakikolwiek przeciwzmiennik według 
metody użytej w numerze 103. Jeżeli kształt dany staje się 
przez przekształcenie, A o X ' ^ f u n k c y a y r . z ^ 
staje się sama przez się XX, -j- YY, -f- 2 Z „ wynika ztąd że 

Lecz jakikolwiek niezmiennik kształtu pierwotnego dopełnia 
warunku 

Obliczając podobnyż niezmiennik dla nowego kształtu, otrzy-
mamy 

c 

a ponieważ k jest dowolnem, możemy więc zrównać spółczyn-
niki tychże samych potęg k po obu stronach : te spółczynniki, 
wedle twierdzenia T A Y L O R A , są wszystkie kształtu 
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Dowiedliśmy Że powyższe spółczynniki różnię się tylko jakąkol -
wiek potęg^i modułu od funkcyi odpowiedniej wyprowadzonej 
ze zrównania przekształconego. to więc właśnie przeciw-
zmienniki, ponieważ było stale przyjętem że n, C powinny 
być przekształcone przez podstawienie odwrotne. P . S Y L W E S T E R 

daje nazwisko przewoźnikóta [evectans) przeciwzmiennikom wy-
prowadzonym z jakiegokolwiek niezmiennika, według prawidła 

powyższego, I tak + -7 - - j - • • • jest pierwszym 

przewoźnikiem. Należy zauważyć że przypuszcza się że spół-
czynniki, w kształcie pierwotnym, przybierają, też same czynniki 
liczebne jak spółczynniki rozwinięcia - \ -y -{- z)'S gdy tym-
czasem tak nie jest w przewoźniku. 

Porównywając z nerm 103, widzimy że funkcya ^ 4 " ••• 

może być uważany, b§dź to jak jakikolwiek przeciwzmiennik 
kształtu danego, b§dź to jak jakikolwiek niezmiennik układu 
jaki się otrzymuje przez połączenie jej (t. j. funkcyi danej) 
z funkcyą Unijną - f y r j T e o r y a przeciwzmienników 
może być zamkniętą w teoryi niezmienników. 

Wykonywając działanie ^ ... na jakimkolwiek spół-

zmienniku, otrzymuje się jakikolwiek spółczynnik mieszany, 
gdyż dowiodłoby się, tymże samym sposobem, że wypadek, 
będący oczywiście jakąkolwiek funkcyą zawierającą w sobie 
dwie grupy zmiennnych, przekształci się na jakąkolwiek funk-
cyą podobną. 

PRZYKŁAD I. — Jeżeli wyrażenie abc — 2fgh — ap — bg^ — ch'^ 
jest dyskryminantem, atćm saraćm, jakimkolwiek niezmiennikiem kształtu 
potrójnego 

aas^ by"^ -f- cz' -f- 2fyz 2gxz + ^hxy, 

to funkcya 

( 6 c + ( c a — - h ^ P 

2 3/» - a f H -h 2(/»f- bg)ll + 2{fy - chî r. 

http://rcin.org.pl



PRZEKSZTAŁCENIA LINIJNE. 1 4 7 

będzie jakiinliolwiek przeciwzmiennikieiii. Geometrycznie, jest to zrów-
nanie styczneczkowe sekcyi konicznśj przedstawionej pod kształtem 
danym. 

PRZYKŁAD II. — Majgic dane dwa kształty kwadratowe potrójne 
wiemy że wyrażenie a'{bc — P) -{- . . . jest 

jakimkolwiek niezmiennikiem spójnym (103) i wykonywajg,c działanie 

. , przyjdzie 

Ten przeciwzmiennik mógłby się jeszcze otrzymać wykonywajgc działanie 

na przeciwzmienniku przykładu poprzedniego. 

Geometrycznie, wyraża on warunek który musi być sprawdzony, ażeby 
jakakolwiek prosta była przeciętni harmonicznie przez dwie sekcye ko-
ni czn 

115. Jeżeli dyskryminant jakiegokolwiek kształtu zniszczy 
się, istnieje jakakolwiek grupa pierwiastków szczególnycłi 

} y'•> (geometrycznie są to spółrzędne punktu podwójnego, 
krzywej lub powierzchni przedstawionej pod tym kształtem), 
i w tym przypadku, pierwszy przewoźnik dyskryminanta będzie 
potęgą nią wyrażenia 

W rzeczy samej, ponieważ przewoźnik nie zmienia się przez 
przekształcenie, dosyć wiedzieć co się zdarzy w jakimkolwiek 
przypadku szczególnym. Lecz, jeżeli dyskryminant jest równy 
zeru, forma może być przekształconą w taki sposób że nowe 
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spółczynniki zmiennych sian^ się zerami, i że 
pierwiastkiem szczególnym będzie y = O, z = O (co znaczy 
geometrycznie że przypuszczamy początek spólrzędnych w punk-
cie podwójnym); lecz było dowiedzionem (97) że dyskryminant 
jest kształtu 

flop + a? V + ^ił 

Jeżeli ao, flj, bi zniszczą się, nie tylko dyskryminant, lecz 
dl 

wszystkie jego pochodne zniszczą się także, wyjąwszy 

Przewoźnik sprowadzi się więc do ^ pomnożonego przez 

wyraz jedyny do którego się sprowadzi wyrażenie -f-1/'"^ 
zj;)" gdy się zrobi x' = y' — O, c' = 0. 

Tak więc, jeżeli dyskryminant jakiegokolwiek kształtu kwa-
dratowego potrójnego jest zerem, zrównanie przedstawia dwie 
linie proste; przeciwzmiennik 

staje się kwadratem zupełnym, i otrzyma się spółrzędne x', y', z', 
punktu przecięcia, identyfikując go z wyrażeniem 

+ + 
Jeżeli kształt przyjmuje dwie grupy pierwiastków szczegól-

nych, wszystkie pierwsze pochodne dyskryminanta sprowadzą 
się do zera, i jego drugi przewoźnik staje się jakąkolwiek po-
tęgą dokładną wyrażenia 

gdyż x', y', z'; x", y", 2" oznaczają dwie grupy pierwiastków 
szczególnych, i tak dalej. 
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TWOnZENIE SIĘ NIEZMIENNIKÓW I SI'ÓŁZMIENNIKÓW. 

116. Poznawszy dokładnie co rozumieć należy przez nie-
zmienniki, spółzmienniki, etc., wskażemy metody za pomocni 
których można tworzyć te funkcye : trzy metody będą wyło-
żone w tym Rozdziale, a czwarta w Rozdziale następnym. 

FUNKCYE SYMETRYCZNE. — Ta metoda stosuje się tylko do 
kształtów podwójnych. Wszelka funkcya symetryczna z różnic 
pierwiastków jest jakimkolwiek niezmiennikiem, byle tylko 
każdy pierwiastek w nim figurował tęż samą liczbę razy(*). 
Oczywiście że jakikolwiek niezmiennik musi być jakąkolwiek 
funkcyą z różnic pierwiastków, ponieważ ten niezmiennik nie 
zmienia się kiedy się w nim zastąpi x przez x A. Przekształ -
cenie linijne najogólniejsze prowadzi do zmiany każdego pier-
wiastku a na i " , i, w tem'działaniu, różnica <lw6ch 

/. a + fx 

(*) Oznaczywszy w równaniu przez a^ spólrzynnik najwyższy polęgi cc, 
potrzeba podzielić przez ten spólczynik dla otrzymania wyrażenia summy, 
wieloczynów, etc., pierwiastków, i wszelkie funkcye symetryczne są 
ułamkami zawierajgicemi w mianowniku polęgi ilości Oo- Gdy mówimy 
że jakakolwiek funkcya symetryczna pierwiastków jest jakimkolwiek nie-
zmiennikiem, rozumiemy przez to że ta funkcya została zrobiona całko-
wity mnożjicj? przez jakakolwiek potęgę dostatecznie podniesiony ilości Oo, 
lub, co na jedno wychodzi, że utworzywszy funkcy? symetryczny przy-
puszczając spółczynnik x"- równy jedności, robi się jy potćm jednorodny 
mnożyć każdy wyraz przez jakykolwiek potęgę odpowiedniy ilości ao. 
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pierwiastków « — g staje się (V + ^ M) (« — €) 
(A a + p ) (X 6 + fi j 

koiwiek b§dźfunkcya z różnic mogła, po swem przekształceniu, 
nie różnić się od swej wartości pierwotnśj tylko przez jakikol-
wiek czynnik, potrzebnem jest żeby mianownik pozostał tenże 
sam dla wszystkicłi wyrazów : funkcya musi więc być jakim-
kolwiek wieloczynem z różnic w którym każdy pierwiastek 
przedstawia się tęż samg liczbę razy. I tak, dla jakiegokolwiek 
kształtu dwukwadratowego, funkcya 

2(a — (y -

jest jakimkolwiek b§dź niezmiennikiem, gdyż po przekształce-
niu, wszystkie wyrazy summy maj§ tenże sam mianownik. Lecz 
nie dzieje się podobnież z wyrażeniem S(a — €)", ponieważ 
mianownikiem wyrazu (« — jest 

a mianownikiem wyrazu {y' — S f 

117. Możnaby jeszcze wyprowadzić to twierdzenie sposobem 
być może nieco prostszym, pisząc zrównanie pod kształtem 
jednorodnym. Widzieliśmy (87) że zmieniając x na lx - f 
y na -{- ilość — ^oyj staje się 

— XV) — 

i że, tem samem, wszelka funkcya wyznaczników x^y.i — Xiyi 
jest jakimkolwiek niezmiennikiem. Lecz (38) wszelka funkcya 
pierwiastków wyrażona sposobem zwyczajnym sprowadza się 
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do kształtu jednorodnego, zastępując a, b,... przez — 5 — 

i mnożąc potem przez jakąkolwiek potęgę wieloczynu ze wszy-
stkich czynników y dostatecznie podniesioną dla zniesienia 
ułamków. Jeżeli się działa w ten sposób na jakiejkolwiek fank-
cyi z różnic w której pierwiastki nie przedstawiają się wszystkie 
tymże samym sposobem, to po wykonaniu mnożenia, pozo-
staną czynniki y na widoku, i funkcya nie będzie mogła być 
jakimkolwiek niezmiennikiem. I tak, dla jakiejkolwiek funkcyi 
czwartego stopnia, 2(a — €)- staje się 

'^ylyli^m — > 2 y l ) ^ 

gdy tymczasem funkcya 2(a — 6)2 (y — 5)2, w którśj figurują 
wszystkie pierwiastki, staje się 

ta funkcya zawiera w sobie same tylko wyznaczniki, a tem sa-
mćm jest jakimkolwiek niezmiennikiem. 

Dowiedzie się, podobnież, że wszelka funkcva symetryczna 
utworzona z różnic pierwiastków między sobą, i z różnic mię-
dzy X a jednym lub wielu pierwiastkami, jest jakimkolwiek 
spółzmiennikiem, byle tylko każdy pierwiastek nie zaprzestat 
figurować tęż samą liczbę razy. I t ak , dla jakiegokolwiek kształtu 
trzeciego stopnia, S(a — 6)̂  (a? — y)-̂  jest jakimkolwiek spół-
zmiennikiem. 

118. Możemy, za pomocą metody poprzedniej, utworzyć 
niezmienniki i spółzmienniki sprowadzające się do zera w zało-
żeniu jakiego warunku równści między pierwiastkami. Przy-
puśćmy zatem że chcemy mieć jakikolwiek niezmiennik niszczący 
się gdy trzy pierwiastki stają się równemi : jest rzeczą widoczną 
że każdy wyraz musi zawierać jedną z trzech różnic a — 6, 
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f i y — ij samo, dla wszelkićj innej grupy Jak^ 
można utworzyć z trzech pierwiastków. W jakiemkolwiek 
zrównaniu czwartego stopnia, znajduje się cztery grupy tego 
rodzaju : różnica a — 6 należy do dwóch grup, różnica y — 5 
do dwóch innych; przeto, S(a — ^f {y — Sf- {*) będzie j ak im-
kolwiek niezmiennikiem przywodzącym się do zera gdy trzy 
pierwiastki będ§ równemi. Podobnież, dla jakiegokolwiek 
zrównania piątego stopnia, jest dziesięć grup z trzech pier-
wiastków; a — S należy do trzech grup, y — 3 do trzech in-
nych ; czterema ostatniemi grupami są ocyt, ocSi, Syt, SSt, pomię-
dzy któremi dwie zawierają y — e a dwie inne S— c. Funkcya 
2 ( a — € ) * ( y — —i)^ (y — t)̂  b"ędzie więc jakimkolwiek 
niezmiennikiem przywodzącym się do zera kiedy trzy pier-
wiastki będą równemi. Ten niezmiennik (3li, 35) jest czwartego 
rzędu, a jego ważnością jest 10. 

Jeżeli chcemy utworzyć jakikolwiek spółzmiennik jakiego-
kolwiek kształtu dwukwadratowego który sprowadza się do 
zera gdy istnieją dwie pary pierwiastków równych, jego wy-
rażenie zawierać będzie jakąkolwiek różnicę każdój z grup 

a — ę, y — o; a — y, 6— (J; a — 5 — y : będzie więc ono 

albo 

2(a — 6) (a — y) (a — — 6)2 {x — yf {x - ; 

6 spólzmienniki są czwartego i szóstego stopnia względem 
zmiennych, czwartego i trzeciego względem spólczynników, 

(*) Wyrażenie s ( a _ 6) _ przywiodłoby się tosamościowo do 
zera. 
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a każdy z ich wyrazów sprowadza się do zera kiedy zrównanie 
przyjmuje dwie pary pierwiastków równych. 

1 1 9 . R Ó Ż N I C Z K O W A N I E W Z A J E M N E S P Ó Ł Z M I E N N I K Ó W I P R Z E C I W -

Z M i E N N i K ó w . — Kiedy się mówi że funkcya b,..., l, y,,...) 
jest jakimkolwiek niezmiennikiem, oczywiście że ŝ i 
ilościami jakiemikolwiek jakie się przypuszcza tylko przekształ-
cone przez podstawienie odwrotne. Lecz pokazaliśmy (110) że 

symbole ^ ^̂  przypadku. Możemy więc 

podstawić, w jakimkolwiek przeciwzraienniku, te symbole na 
miejsce yj,.,., a otrzymamy jakikolwiek symbol działania 
nie zmieniający się przez podstawienie, i który, zastosowany do 
kształtu pierwotnego lub do jednego z jego spółzmienników, 
da jakikolwiek spółzmiennik, jeżeli zmienne przechowają sio 
jeszcze po różniczkowaniu, lub jakikolwiek niezmiennik jeżeli 
one zniknę,. Stosując ten symbol działania do jakiegokolwiek 
spółzmiennika mieszanego, da on jakikolwiek przeciwzmiennik 
lub jakikolwiek spółzmiennik mieszany, według tego jak zmien-
ne znikną lub nie znikną przez różniczkowanie. Zamiast zastą-
pienia yj, w jakimkolwiek przeciwzmienniku, przez 
d d 

utworzenie jakiegokolwiek bądź symbolu dzia-

łania, możemy jeszcze zastąpić je przez ^ ^ ^ , . . . (U jest 

kształtem pierwotnym albo jednym z jego spółzmienników), 

i otrzymać tym sposobem jakikolwiek nowy spółzmiennik. Zwią-

zek między dwoma szeregami zmiennych x, y, z,... i n, j;,... 

jest odwrotnym, więc możemy również zastąpić, w jakimkol-

wiek spółzmienniku, x, y, z,. . . , przez 
i otrzymamy jakikolwiek symbol działania który, zastosowany 
do jakiegokolwiek przeciwzmiennika, da jakikolwiek nowy 
praeciwzmiennik lub jakikolwiek niezmiennik. 
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Tak więc, maj§c dane jakikolwiek spółzmiennik i jakikol-
wiek przeciwzniiennik, można, podstawiając w jednym z nich 
symbole różniczkowe i wykonywając potóm działanie na d r u -
gim, otrzymać jakikolwiek nowy przeciwzmiennik lub spół-
zmiennik, jaki można również połączyć z pićrwszymi, dla wy-
dobycia z nich innych, i tak dalej. 

120. W przypadku kształtów " podwójnych, ta metoda się 
upraszcza. Wzorami przekształcenia prostego s§ 

a; = XjX -f- f̂ î ł̂ y = -f- f^^Y, 

wzorami przekształcenia odwrotnego są (109) 

X, = - j - ^ , Y t = hĘ + |̂ 2>3, 

zkąd 

= — X2Yi, A7I = — 4 -

wyrażenia mogące się napisać 

A„ = hYi 4 - X0, M - O = ^Y, - h X,). 

Widzimy że niezważając na czynnik A, zmienne n i Ę przekształ-
cają się zupełnie według tegoż samego prawidła jak y, imożna 
powiedzieć że y i a?, 2 jednej strony, x\y, i drugićj, przekształ-
cają się przez podstawienia-odwrotne. Tak więc, w kształtach 
podwójnych, spółzmienniki i przeciwzmienniki rzeczywiście nie 
dają się odróżnić, i dosyć jest zastąpić, w jakimkolwiek spół-
zmienniku, x i y przez*? i — ^ dla utworzenia jakiegokolwiek 
przeciwzmiennika, i vice versa. W rzeczy samój, przypuśćmy 
że, przez przekształcenie, jakakolwiek funkcya jednorodna 
(f{x, y) staje się $(X, Y), wzory powyższe pokazują że r),—Ę) 

stanie się — $(Yi, — Xi), p jest stopniem funkcyi na x i y. 
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Więc, jeżeli y) jest jakimkolwiek spółzmieimikiem, to jest 
jakakolwiek funkcy§ która, po przekształceniu, różni się tylko 
jakakolwiek potęgy czynnika A od jakiejkolwiek podobnej 
funkcyi co do X i Y; oczywiście cp(yj, — b ę d z i e się różnić 
podobnież, po przekształceniu, tylko jak§kolwiek potęgg. czyn-
nika A od jakiejkolwiek funkcyi podobnej co do Xi i Yi. To 
będzie więc właśnie jakimkolwiek przeciwzmiennikiem. 

Zamiast mówić że symbole różniczkowe przekształcają się 
przez podstawienie odwrotne względem x, y, możemy więc 
powiedzieć że te symbole przekształcają się przez toż same pod-
stawienie jak y \ — x \ a jeżeli, w kształcie pierwotnym lub 
w jednym z jego spółzmienników, zastąpimy x i y przez 

^ , — ^ ' otrzymamy jakikolwiek symbol który będzie mógł 

być użytym dla dania początku nowym spółzmiennikóm, jak 

to wyłożyliśmy powyżćj. Możemy także podstawić ^ , — — 
dy dx 

na miejsce x \ y , \ otrzymać tym sposobem jakikolwiek nowy 
spółzmiennik. Przykłady następne dadzg dostatecznie zrozumieć 
ducha tej metody. 

PRZYKŁAD I. — Znaleźć jakikolwiek niezmiennik jakiegokolwiek 
kształtu kwadratowego lub jakiegokolwiek układu dwóch kształtów 
kwadratowych. 

Przypuśćmy że, przez przekształcenie, ax^ - ł - 2bxy - f - cy"^, stanie się 

AX2 + 2BXY - h CY2; 

ponieważ A ^ , ^ ^ przekształcaj? się według legoż Samego pra-

widła jak X i y, symbol 

\ df' " dxdy ' dx^J 
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Stanie się, przez przekształcenie. 

Stosując go do kształtu samego, mamy 

co daje widzieć że ac — jest jakimkolwiek niezmiennikiem; stosując 

go do 

i do jego przekształconego, mamy 

i widzimy że ac' - j - a'c — Ihh' jest jakimkolwiek niezmiennikiem. Można 

widzieć także że funkcya 

jest jakimkolwiek spółzmićnnikiem, V c z to jest po prostu kształt sam 

pomnożony przez ac — 

RZYKŁAD n . — Wszelki kształt podwójny stapnia parzystego ma 
mkikolwiek niezmiennik drugiego rzędu względem spółczynników. 

" Mamy tyłko podstawić ^ , — n a miejsce cc i y i wykonać 

potćm działanie na kształcie. I tak, dla kształtu dwukwadratowego 

* znajdujemy że ae — Ubd + dc^ jest jakimkolwiek 

niezmiennikiem ; podobnież dla kształtu ogólnego 

http://rcin.org.pl



TWORZENIE SIĘ NIEZMIENNIKÓW I SPÓŁZMIENNIKÓW. 1 5 7 

jest jakimkolwiek niezmiennikiem ; spółczynniki liczebne sgi spółczynnir. 
kami dwnmiann, lecz wyraz środkowy jest podzielonym przez 2. 

Jeżeli zastosujemy tę metodę do jakiegokolwiek kształtu stopnia niepa-
rzystego, na przykład do kształtu sześciennego 

i jeżeli wykonamy działanie 

wypadek jest identycznie zerem. Znajdujemy przecież że jakikolwiek 
układ dwócli kształtów sześciennych ma jakikolwiek niezmiennik 
{ad' — a'd) — 3{bc' — b'c), i, ogólnie, że jakikolwiek iiklad dwóch 
kształtów stopnia nieparzystego ma za niezmiennik wyrażenie 

kióre sprowadza się do zera gdy dwa kształty są identyczne-

121. Kiedy się otrzymało, za pomocy metody powyższój, jaki-
ivolwiek b§dź niezmiennik dla kształtu stopnia jakiegokolwiek, 
wyciąga się zt§d bezpośrednio, przez metodę n™ 106, jakikol-
^viek spółzmiennik dla kształtu jakiegokolwiek stopnia "więcej 
podniesionego. I t a k , wiedząc że ac — łP' jest niezmiennikiem 
jakiegokolwiek kształtu kwadratowego, utwórzmy niezmiennik 
emananfa kwadratowego funkcyi jakiejkolwiek; wyrażenie 

będzie jakimkolwiek spółczynnikiem dla 

wszelkiej funkcyi stopnia wyższego nad drugi. Podobnież 
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jest niezmiennikiem jakiegokolwiek kształtu czwartego stopnia; 
wyciągniemy ztąd że wyrażenie 

będzie jakimkolwiek spółzmiennikiem dla wszelkiego kształtu 
stopnia wyższego nad czwarty. Widzimy tym sposobem że 
wszelki kształt ma, ogólnie, jakikolwiek szereg spółzmienni-
ków, drugiego rzędu wzgledem spółczynników, a stopni 2(n—2), 
2(n — ti), 2(n — 6),... względem zmiennych. Te spółzmienniki 
mogą się połączyć potóm, bądź to z kształtem pierwotnym, 
bądź to między sobą, dla przywiedzenia do nowych spółzmien-
ników albo niezmienników. 

PRZYKŁAD 1. — Jakikolwiek kształt czwartego stopnia ma jakikol-
wiek niezmiennik trzeciego rzędu względem spółczynników. 

Wiemy, w rzeczy samćj, że wyznacznilc Hessowy 

lub 

jest jaliimlcolwiek spółzmiennikiem. Wykonywajgc na nim działanie 

i dzieląc przez 72, otrzymujemy ilość 

która, tem samćni, jest jakimkolwiek niezmiennikiem. 
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PRZYKŁAD II. — Wszelki kształt stopnia nieparzystego ma jakikol-
loiek niezmiennik czwartego rzędu lozględem spółczynników. 

W rzeezy samćj, ma on jakikolwiek spółzmiennik kwadratowy 

'f^^n—i • d y ^ - i ~ • • • drugiego rzędu względem spółczynników. Dyskry-

minantem tego kształtu kwadratowego będzie jakikolwiek niezmiennik 
kształtu pierwotnego (10/i) i będzie czwartego rzędu względem spółczyn-
ników. Wreszcie, to dowodzenie wykazuje że wszelki kształt ma jaki-
kolwiek niezmiennik czwartego rzędu ; gdyż, jeżeli weźmiemy jeden ze 
spółzmienników stopnia parzystego otrzymanych powyżej, jego niezmien-
nik drugiego rzędu będzie czwartego stopnia względem spółczynników 
kształtu pierwotnego. Lecz, jeżeli kształt jest stopnia parzystego, może 
się zdarzyć że niezmiennik lym sposobem otrzymany jest po prostu kwa-
dratem z jakiegokolwiek niezmiennika drugiego rzędu. 

liZYKŁAD III. — Znaleźć niezmiennik czwartego rzędu jakiegokol-
wiek kształtu sześciennego. 

Wyznacznikiem Hessowymjest 

{ax 4- by) {ex dy) — {bx -f cy)'^, 

albo 

Wyrażenie 

(ac — - f {ad — bc)xy {bd -

{ad — 6c)2 — k{ac — b^ {bd — c^) 

jest jakimkolwiek niezmiennikiem kształtu sześciennego; w rzeczy sam^j, 
ten niezmiennik jest, właściwie raówigic, jakiegokolwiek kształtu sześcien-
nego dyskryminantem 

a^d'^ + Uac^ -ł- [idb^ — 3^)2c2 — 6abcd, 

122 . Wsze lk i n i e z m i e n n i k j a k i e g o k o l w i e k k s z t a ł t u p o d w ó j -

n e g o m o ż e d a ć poczętek- j a k i e m u k o l w i e k s p ó ł z m i e n n i k o w i . 
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Możemy, w rzeczy samej [lik), zt§d wyciągnąć przewoźnik 

który jest jakimkolwiek przecmzmiennikiem, i, 

zastępując w nim ^ i yj przez y i — x , mamy jakikolwiek 
spółzmiennik. I tak," dyskryminanta powyższego jakiegokolwiek 
kształtu sześciennego, wyciągniemy przewoźnik 

a tem samćm, kształt sześcienny przyjmuje spółzmiennik 

1 2 3 . ZRÓWNANIE RÓŻNICZKOWE. — Niecłi będzie, N stopień 
jakiegokolwiek kształtu podwójnego, 9 stopień jednego z jego 
niezmienników względem spółczynników; ivażność (33) każdego 

1 { 
wyrazu niezmiennika jest stałą i równą ^ Jeżeli zmienimy 

X na nie zmieniając y, co jest jakiśn)kolwiek przekształce-
niem linijnem, niezmiennik powinien, przez detinicyą, pozostać 
tymże samym lub przynajmniej być po prostu pomnożonym 
przez jakąkolwiek potęgę ilości >• która, w tym przypadku, 
jest modułem przekształcenia. Dowiedzie się, jak w n 34, że 
summa wskaźników każdego wyrazu jest stałą. 

Niezmiennik musi także pozostać tymże samym jeżeli się 
zmieni x na y a y na przekształcenie Unijne którego modu-
łem jest — 1. To podstawienie prowadzi do zamiany każdego 
spółczynnika a« na Mamy więc, na summę wskaźników, 
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zkąd 

W N I O S E K , N i 9 nie mogą być oba nieparzystemi, ponieważ 
ich wieloczyn jest parzystym, to jest że jakikolwiek kształt 
podwójny stopnia nieparzystego nie może mieć niezmiennika 
nieparzystego stopnia. 

124. Zasady powyższe pozwolą nam napisać bezpośrednio 
część literalną jakiegokolwiek niezmiennika którego rzęd jest 
znanym; gdyż, rzęd mając dany, ważność jest zarówno znaną. 
Jeżeliby się żądało, na przykład obliczyć dla jakiegokolwiek 
kształtu czwartego stopnia jakikolwiek niezmiennik trzeciego 
rzędu, jego ważność byłaby 6, a jego wyrazy 

gdzie spółczynniki A, B, . . . pozostają do oznaczenia. Czytelnik 
zauważy że jest tyle wyrazów w niezmienniku ile się znajduje 
sposobów różnych złożenia liczby 6 z trzech liczb zawartych 
między O i 4 ; i, ogólnie, że jakikolwiek niezmiennik zamyka 

1 

tyle wyrazów ile jest sposobów złożenia liczby ^ przedsta-

wiającej ważność, z 9 liczb zawartych między O i n. 
Oznaczymy spółczynniki według tej uwagi, że jakikolwiek 

niezmiennik nie mogąc się zmienić jeżeli się zastąpi x przez 
a : - f >> albo y przez y - | - A ; powinien jak w n"® 39, zadosyć 
uczynić dwóm zrównanióm różniczkowym : 
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(zrównanie pierwotne jest za uważane napisane ze spółczynni-
kami dwumianu). W praktyce, którekolwiek z tycli zrównań 
wystarczy, gdyż drugie wyciąga się zmieniając każdy spółczynnik 
ffa na a„_a. Dosyć więc zrobić użytek z jednego z nich, byleby 
tylko miało się staranie uczynić z góry funkcyą symetryczną 
względem x \ y', to jest byleby tylko ta funkcya nie zmieniła 
się lub najwięcćj zmieniła znak (*) kiedy się w niej zastąpi 
«a przez ttn-a, i ten warunek będzie zawsze dopełnionym jeżeli 
się na to pilnie zwróci baczenie żeby ważność niezmiennika 
była ważnością jaką dopićro wskazaliśmy. I tak, w przykładzie 
poprzedzającym, jeżeli wykonamy na wyrażeniu Aai«.2«o-f ••• 

działanie przyjdzie 
dcii 

owoż,biorąc A = 1, ma się dla innych spółczynników 
i dla zmiennika 

samego 

125. Chcąc tą metodą oznaczyć jakikolwiek bądź niezmien-

(*) Zmiana a; na y a ?/ na x prowadzi do jakiegokolwiek przekształ-
cenia linijnego mającego za moduł 

Wszelki niezmiennik który, w przekształceniu, znajduje się pomnożony 
przez jakąkolwiek potęgę nieparzystą modułu, zmienia więc znak gdy się 
robi zamianę x i y; niezmienniki tego rodzaju są nazwane niezmienni^ 
kami skośnemi {invariants yauches). 
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nik rzędu danego, należy obliczyć spółczynniki nieznane 
A, B, C,..., i przychodzimy do tego za pomocy pewnćj liczby 
warunków wyci^gnionych ze zrównania różniczkowego. Jeżeli 
liczba tych warunków przewyższa liczbę spółczynników niezna-
nych, tworzenie się niezmiennika będzie niepodobnem w ogól-
ności; jeżeli jest jej równ^, znajdzie się tylko jeden niezmien-
nik; jeżeli jest niższy, otrzyma się ich wiele. Lecz widzieliśmy 
łe liczba wyrazów niezmiennika, przewyższająca o jedność 
liczbę'spółczynników. jest równa liczbie rozłożeń Imożebnych 

ważności - n9 na Q liczb zawartych między O i n. Skutkiem 

działania a ^ - ^ Ą - . . . następuje oczywiście zmniejszenie waż-

ności o jedność; liczba warunków do spełnienia jest więc 

równa liczbie rozłożeń - n9 — 1 na 9 liczb zawartych między 
Z 

O i n. I tak, w przykładzie n''^ 124,j liczba warunków użytych 
przy znalezieniu A, B,... jest równa liczbie rozłożeń może-
bnych liczby 5 na jakakolwiek summę z trzech liczb zawartych 
między O i h włócznie. Przeto, aby rozpoznać w ogólności czy 
można znaleść, dla jakiegokolwiek kształtu podwójnego, jaki-
kolwiek niezmiennik rzędu 9, i czy jest ich więcej jak jeden, 

1 1 należy rozebrać iloma sposobami dwie liczby -w9, - n9 — 1 ^ Jt 
mog§ być rozłożone na 9 liczb zawartych między O i n : na 
tej to zasadzie P . CAYLEY oparł swe poszukiwania o liczbie nie-
zmienników kształtów podwójnych 

126. Też same rozumowania slosuj§ się do spółzmienników. 
Jakikolwiek spółzmiennik, równie jak i samźe kształt pier-
wotny, powinien pozostać niezmiennym jeżeli się zmieni x 
na i, jednocześnie, każdy spółczynnik a , na Jeżeli 
spółczynnik jakiejkolwiek potęgi z ilości x, w spółzmien-
niku, jest to'iest rzeczą widoczny że, jak powyżej. 
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summa fi « + ^ + •• • niusi być stałą dla wszystkicliwyrazów, 
i możemy nazwać ją ważnościa spółzmiennika. 

Nadto aby się spółzmiennik nie zmienił gdy się robi zamianę 
X y, potrzeba mieć 

p jest stopniem spółzmiennika w a; i y ; przeto, ponieważ 0 
jest rzędem spółzmiennika względem spółczynników, ma się 

I 
bezpośrednio za jego ważność - (w9 + p). Jeżeli żądamy otrzy-
mać, na przykład, jakikolwiek spółzmiennik kwadratowy jakie-
gokolwiek kształtu sześciennego któryby był zarazem drugiego 
rzędu względem spółczynników, ma się 
a ważnością jest 4. iMa się więc, dla wyrazów które mnożą 

atemi wyrazami będą GOOO i ooO,; podobnież, 
wyrazami które mnożą xy będą OgOo, a^a^, a wyrazami które 
nmożą a-̂ ai, â â i', oznaczy się tym sposobem część lite-
ralną jakiegokolwiek spółzmiennika : spółczynniki znajdą się 
jak to zobaczymy poniżej. 

127. Wynika z detinicyi spółzmiennika że powinno się dojść 
do tegoż samego wypadku, bąd? to zmieniając w nim x na 

bądź to wykonywając naprzód to podstawienie 
w kształcie pierwotnym, i obliczając potem spółzmiennik formy 
przekształconej. Lecz ta zmiana w kształcie pierwotnym przy-
wodzi (39) do zamiany Oj na ff, -f- >-ao, ą-i na a.i -j- -J -
Podstawienie x-\->-y zamiast x w spółzmienniku przywiedzie 
więc także do zastąpienia w nim «, przez a, 4 - ^ o v Niech 
będzie spółzmiennik 

wyraźmy że te dwa sposoby działania są równoważnemi, i ogra-
niczmy się tylko do wyrazów mnożących Oznaczywszy, jak 

http://rcin.org.pl



T W O R Z E N I E SIĘ N I E Z M I E N N I K Ó W 1 S P Ó Ł 7 M I E N N I K ( H V . 1 6 5 

W 41, przez skrócenie ^ działanie 

' c? I „ d , • 

przyjdzie ' 

Oznaczywszy podobnież przez ^ działanie 
dn 

otrzymamy także 

Widzimy tym sposobem że przypuściwszy Ao oznaczone w spo-

sób zadosyć czyniący równaniu ^ ^ = O [innemi słowy, ^ 

przypuściwszy że Ao powinno być jakakolwiek funkcy^ z róż-
nic pierwiastków (39)], wszystkie inne wyrazy spółzmiennika 
będ§ znane. Spółzniiennikiem będzie, w rzeczy samej. 

Potrzeba zauważyć że gdy ważnością spółzmiennika jest 
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, ważnością wyrazu Ao będzie - (n9 — p), ponie-
waż dodając do niego p musi się odzyskać wyraz spółzmien-
nika. Ten wyraz Ao, z którego wszystkie inneSpochodzą, został 
nazwanym przez P. ROBERTS'A źródłem spółzmiennika. P. Ro-
BERTS dostrzegł także że źródło wieloczynu dwóch spółzmien-
ników jest niczem innśm tylko wieloczynem ich źródeł bez-
względnych. Gdyż, jeżeli pomnożymy spółzmiennik powyższy 
przez 

mamy, jak to jest łatwo sprawdzić, 

Przeto, jeżeli mamy jaki związek między ilukolwiek funkcyami 
Ao, Ro» Co,... z różnic pierwiastków, tenże sam związek prze-
chowa się jeszcze między spółzmiennikami ztąd pochodzącemi. 

P R Z Y K Ł A D f . — Znaleźć spółzmiennik kwadratowy jakiegokolwiek 
kształtu sześciennego. 

Widzieliśmy, numer 126, że Ao jest kształtu a-jao 4 - Ba,Oi. Wyko-

najmy działanie 

przyjdzie 

zkąd 
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Wykonajmy teraz na Ao działanie 

mamy 

Wykonajmy na nowo toż samo działanie na Ai, ztąd przyjdzie 

Spółzmiennikiem szukanym jest więc 

PRZYKŁAD II. — Znaleźć, dla jakiegokolwiek kształtu sześciennego, 
jakikolwiek spółzmiennik trzeciego rzędu względem zmiennych i spół-
czynników. 

1 
W tym przypadku, mamy n = 3, 6 = 3 , ^ + = 6. Summą 

wskaźników w spółczynniku mnożącym jest 3, i len spółczynnik bę-
dzie kształtu 

Wykonajmy działanie 

przyjdzie 

Biorąc A = 1, otrzymamy 
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Wykonywając na Ao trzy razy jedno po dnigi^m działanie 

otrzymamy inne spółczynniki i spółzmiennikiem będzie (122) 

128. Widzieliśmy że jakikolwiek kształt ma tyle spółzmienni-
ków stopnia p względem zmiennycłi, i rzędu 9 względem spół-
czynników, ile się w nim znajduje funkcyj Ao których ważnością 

I 
jest - (n9 — p), i które zadosyć czynią zrównaniu 

A 
i, tak samo jak w n̂ ze 125, spostrzegamy że liczba tych funkcyj 
jest równą różnicy między liczbami rozłożeń 

na 9 liczb zawartych między O i n włącznie. Można zauważyć 
że p nie może być nieparzystym tylko gdy n i 9 są oba niepa-
rzystemi. Kształty stopnia nieparzystego mają więc same spół-
zmienniki stopnia nieparzystego względem spółczynników, i ie 
spółzmienniki są także stopnia nieparzystego względem zmien-
nych. 

129. Wypadki n"̂ " 127 mogą być przedstawione nieco inaczej. 

Działanie y ^ , wykonane na kształcie jakimkolwiek, jest 

równoważnem pewnemu działaniu wykonanemu przez różnicz-
kowanie na spółczynnikach. I tak, dla kształtu 
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otrzymuje się tenże sam wypadek, wykonywając jedno lub 

drugie z dwóch działań y ^ , «o 4 - - f • • • Oznacz-
dx dtti ' da-i ' 

my to ostatnie przez znakowanie i^j ^ ^ : własność dowie-

dziona powyżćj dla współzmienników może być przedstawioną 

przez równość ^ ^ — { y Innemi słowy dwa działania 

albo O o ^ - j - w y k o n a n e na jakimkol-
utty dci-i 

wiek spółznńenniku, prowadzą do tegoż samego wypadku. 
P. GA-YLEY wyszedł z tej własności przyjmując ją za detinicyą 
spółzmienników (*); ta własność zawiera w sobie także nie-
zmiennik, ponieważ ma się, dla jakiegokolwiek niezmiennika 1, 

a tem samóm także, 

130. Można dowieść tak samo że kształty o ilukolwiek 
zmiennych zadość uczynią zrównanióm różniczkowym mogą-
cym się napisać 

I tak, dla kształtu (a, b, c, / , g, h\x, y, z)'- mamy 

i każdy spółzmiennik musi zadość uczynić tym dwóm zrówna-

(*) Zob. Pamiętniki P. CAYLEY, on Quantics, Philosophical Transac-
łions, ogłoszone w roku 185Zi i następnym. 
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nióm : każdy niezmiennik zadość uczyni także zrównanióm 

« 
jak to można łatwo dowieść uważając że niezmiennik musi 
pozostać tymże samym jeżeli się zastąpi x przez x -f- ^ lub 
przez 
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P R Z E D S T A W I E N I E S Y M B O L I C Z N E N I E Z M I E N N I K Ó W 

I S P Ó Ł Z M I E N N I K Ó W . 

131. Pozostaje nam jeszcze dać poznać czwartę metodę znaj-
dowania niezmienników i spółzmienników; ta metoda, podana 
przez p. CAYLEY W roku 1 8 4 6 {Cambridge and Dublin Mathema-
tical Journal, t. I, str. 104, i w Dzienniku p. Crelle, t. XXX), 
nie tylko przyczyni się skutecznie do otrzymania tych funkcyj, 
lecz jeszcze dostarczy w jakimkolwiek układzie zasad rachunku 
regularnego za pomocą którego te funkcye mogą być między 
sobą porównane i zidentyfikowane. 

Niech będą ajj, y , , ; a?2> dwa układy zmiennych mogą-
cych być przekształconemi przez jedno i toż same podstawienie; 

było dowiedzionym że pochodne 

przekształcone przez podstawienie odwrotne (110); że symbol 

nie zmienia się przez podstawienie (90); nakoniec, że jeżeli się 
wykona na funkcyi jakiśjkolwiek względem ar„ y^) Xi, y^ 
działanie wskazane przez jakąkolwiek potęgę tego symbolu, 
otrzymuje się jakikolwiek spółzmiennik (119). Oznaczymy wy-
rażenie przez znakowanie skrócone 
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Przypuśćmy teraz że się daje dwa kształty podwójne U, V, 
możemy bezpośrednio ustalić spółzmienniki tego układu kształ-
tów. Mamy tylko napisać zmienne w kształcie U z wskaźni-
kiem 1, a w kształcie V z wskaźnikiem 2, i wykonać potem 
działanie wskazane przez potęgę jakakolwiek symbolu 12 : wy-
padek będzie jakimkolwiek niezmiennikiem lub jakimkolwiek 
spółzmiennikiem. 

Niecłi będ^ na przykład, 

U = ax\ 4 - 1bx,y, + _ V = dx\ - f 1b'x-iy.i + , 

2 

zastosujmy do tych kształtów symbol 12 kióry, rozwinięty, 
daje 

f i f —1 ^^^ 
dx\ dyl dx\ dy\ dx4y\ dx-Ąy-i' 

wypadek oe' Ą- ca! — Ibh' będzie jakimkolwiek niezmienni-
kiem spólnym dwóm kształtom. Ogólnie, jest rzecz§ widoczną 
że różniczkowe oznaczone wskaźnikiem 1 stosuję się tylko do 
kształtu U, a różniczkowe oznaczające się wskaźnikiem 2 tylko 
do kształtu V, i jest niepotrzebnym zachowanie wskaźników po 

2 
różniczkowaniu (*); tak że symbol 1 2 , zastosowany do dwóch 

(*) JeżeJi W jest jakąkolwiek funkcy§ zawierajęcy j/i, cco, yo? otrzy-
mamy tenże sam wypadek bądź to przekszialcnjąclinijnie te zmienne i 
znosząc polćm wszystkie wskaźniki w fimkcyi przekształconej, bądź to 
znosząc naprzód wskaźniki i wykonywając potćm przekształcenie co do 
X i y. To wynika bezpośrednio z lego że ajj, yi, x-2, y-i, x, y są prze-
ksztakonemi przez toż same podstawienie. Wynika ztąd że jeżeli W na-
pisane jako funkcya względem cc,, | / „ X2, y-i jest jakimkolwiek spół-
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kształtów stopnia jakiegokolwiek, daje spółzmiennik 

/ 2 I dip ' dif' dx^ dxdy dxdy' 

Jeżeliby został po prostu zastosowanym symbol 12, otrzy-

małoby się wyznacznik Jakobiego ^ d^ 
dx dy dydx ^ 

jest jakimkolwiek spółzmiennikiem dwóch kształtów (108). 
— 3 

Slosujyc symbol 12 do dwóch kształtów sześciennych, 
otrzymuje się niezmiennik 

[ad' _ a'd) — 3 {hc' — b'c), 

a, stosując go do dwóch kształtów jakichkolwiek, spółzmiennik 

dx'^ dy^ dxMy dxdf~^ dxdf dxMy dy^ d^' 

i lak dalśj dla innych potęg z 12. 

132. Możemy także, za pomocy tej metody, otrzymać nie-
zmienniki i spółzmienniki jakiejkolwiek funkcyi jedynej U. 
Dosyć, w rzeczy samśj, przypuścić U i V identycznemi. Tym 
sposobem, zróbmy, w przykładzie dwóch kształtów kwadrato-
wych danym w numerze poprzedzającym, a—a', b = U, c = c', 
niezmiennik staje się 2(«c — T a k samo, wyrażenie dane 

zmiennikiem kształtów U i V, to jest jeżeli wyrażenie spółczynników W 
w funkcyi spółczynników kształtu U i V nie zmienia się przez prze-
kształcenie, W jest zarówno jakimkolwiek spółzmiennikiem kiedy się 
zupełnie usunie z racłiunku wskaźniki. 
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— 2 
za spółzmiennik 12 jakiegokolwiek układu dwóch kształtów 
U, V staje się, robi§c U = V, spółzmieniiikiem jakiegokol-
wiek kształtu jedynego 

rf^U d^W _ / d-^u y 
d]p- \dxdyj ' 

Ogólnie, jeżeli chcemy, za pomocą tej metody, ustanowić 
spółzmienniki jakiejkolwiek funkcyi jedynśj, uciekamy się do 
podejścia następnego : ustanowimy naprzód spółzmiennik ja-
kiegokolwiek układu kształtów odrębnych, potem przypuścimy 
że wszystkie te kształty staj§ się identycznemi. Jeżeli użyjemy, 

—n 
nadal, symboli takich jak 12 nie wskazując do jakich funkcyj 
one się stosują, rozumieć będziemy po prostu że rzecz idzie 
o jakąkolwiek funkcyą jedyną U. Wykonamy działanie na 
ilukolwiek kształtach podobnych Ui,U.2v..j w których zmienne 
będą oznaczone przez yj, x.i, y-i,..., zamiast x, y, i bę-
dziemy przypuszczali że po różniczkowaniu opuści się wszystkie 
wskaźniki i że wszystkie zmienne, jeśliby te jeszcze pozo-
stały, są zastąpione przez x i y. 

133. Ponieważ opuszcza się wszystkie wskaźniki po różnicz-
kowaniu, widzimy bezpośrednio że wypadek jest tenże sam, 

—n —n 
jakiemikolwiek by były litery pierwotnie użyte, i że 12 i 31 
oznaczają jakąkolwiek jedyną i toż [samą rzecz. Przy zastoso-
waniu tej metody, będziemy stale robili użycie z przekształ-
ceń opartych na tej zasadzie. I tak, możemy Jwykazać że, je-

—n 
Żeli n jest nieparzystćm, wypadek działania 12 , zastosowany 
do jakiegokolwiek kształtu jedynego, sprowadzi się do zera. 

—n —n —• — 
Gdyż, według tego cośmy powiedzieli, 12 = 2 1 , lecz 12 i 21 
maję znaki przeciwne, jak to widzimy bezpośrednio pisząc 

wyraźnie wyrazy jakie przedstawia symbol skrócony 12; wy-
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nika ztęd że 12 musi się sprowadzić do zera gdy n jest nie-
— 3 

parzysteni. Tym sposobem, rozwinięcie 12 dane na końcu 
numeru 131 sprowadzi się oczywiście do zera jeżeli się zrobi 

—2 —4 —6 
U = : V . Szereg 1 2 , 1 2 , 12 wydaje niezmienniki i spół-
zmienniki już otrzymane (120, 121). Łatwo dostrzedz że działa-

—n 
nie 12 , zastosowane do funkcyi yY, daje, 
gdy n jest parzystym, 

, n{n — 1) 
a^^a„ — - f -L-^ ' aMn-^i — 

ostatni spółczynnik powinien być podzielonym przez 2, jak to 
pokazuje sposób tworzenia się. 

13^1. Wypadki poprzednie rozci^gn§ się, bez t rudności , do 
liczby jakiejkolwiek funkcyj. Możemy wziąć ilekolwiek kształ-
tów U, V, W , . . . , i daj§c zmiennym w pierwszym wskaźnik 1, 
w drugim wskaźnik 2, w trzecim 3, i tak dalej , wykonać na 
nich działanie wskazane przez wieloczyn z liczby jakiejkolwiek » g ^ 

symboli 21, 23, 31, 14 23 jest , jak powyżej, przed-
stawieniem skróconem wyrażenia 

d d d d 
dx-i dyi dxi dy-i 

Zniesiemy wskaźniki po różniczkowaniu, i otrzymamy tym 

sposobem jakikolwiek spółzmiennik układu kształtów danych 

sprowadzający się do jakiegokolwiek niezmiennika, jeżeli się 

zdarzy że nie pozostanie więcej żadnej potęgi co do a: i y po 

różniczkowaniu; te kształty o liczbie jakiejkolwiek, U, V , W , . . . , 

mogą być identycznemi, i, w przypadku jaki uważamy na j -

częściej, to jest jeżeli rzecz idzie o jakikolwiek jedyny kształt, 
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funkcye Ui, U.,, Ug, .- , na których się wykonywa działanie, 

będę się tylko między sobę różniły przez wskaźniki zmiennych. 

Rzecz jasna że, w tej metodzie, stopień wypadku względem 
spółczynników będzie zawsze równym liczbie figur znajdują-
cych się w symbolu. Gdyż, jeżeliby wszystkie funkcye były 
odrębnemi, funkcya tym sposobem otrzymana zawierałaby 
widocznie w pierwszym stopniu spółczynniki każdego ze kształ-
tów U, V, W , . . . , a, kiedy te ostatnie dadzę się przypuścić 
identycznemi, stopień względem spółczynników będzie równym 
liczbie funkcyj Ui, U-i, Ug , . - , których wykonywamy działa-

nie. I tak, wyrażenia takie jak 12 , uważane powyżej, będ.j 
wszystkie drugiego stopnia wszględem spółczynników. 

Przypuśćmy teraz że rzecz idzie o znalezienie stopnia wzglę-
dem ^ i y , i że kształty s§ naprzód odrębnemi, U jest sto-
pnia n, V stopnia W stopnia n", i tak da le j ; przypuśćmy 
jeszcze że, w symbolu, figura 1 napotyka się a razy, figura 2 
e razy, e t c . ; ponieważ U jest różniczkowanem a razy, V 6 ra-
zy, e tc . , wypadek będzie stopnia 

Kiedy kształty sę identycznemi, znajduje się p figur w symbolu 
na którym wykonywamy działanie, stopieii wypadku w x i y 
będzie 

n/> — (a - [ - 6 - ) - y - f - . . . ) , 

a jeżeli r oznacza liczbę czynników takich jak 12 składających 
symbol, widocznie że 

« + > + = 

Nakoniec, jeżeli chcemy otrzymać jakikolwiek niezmiennik. 
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powinno się mieć 

135. Aby rzucić więcćj światła na zasady poprzednie, roz-
poczniemy poszukiwać jakiemi są wszystkie niezmienniki mo-
żebne trzeciego stopnia względem spółczynników. Ponieważ 
ich symbol nie może zawierać w sobie tylko trzy figury, jego 

— — g —y 
kszlałtcm najogólniejszym 12 . 23 . 31 , i, aby otrzymać jaki-
kolwiek niezmiennik, potrzeba żeby było 

Kształt ogólny jaki mamy rozebrać jest więc 
Jeżeli a jest nieparzystem, wypadek sprowadzi się tożsamo-
ściowo do zera; gdyż robiąc zamianę, jak w numerze 133, 
ligur 1 i 2, mamy 

lecz te dwa wyrażenia mają znaki przeciwne. Wynika ztąd że 
wszystkie niezmienniki trzeciego rzędu są zawarte we wzorze 

gdzie a jest parzystem. Tak więc 
jest niezmiennikiem jakiegokolwiek kształtu czwartego stopnia, 
ponieważ różniczkowania podnoszą się do czwartego rzędu, 

jest niezmiennikiem jakiegokolwiek kształtu ósme-
— o - _ G — G 

go, 12 . 23 . 31 jakiegokolwiek kształtu dwunastego, i tak da-
lej, kształty stopnia hm mają same niezmienniki trzeciego rzędu 
względem spółczynników. Jeżeli żądamy teraz obliczyć jeden 

—2 —2 —.2 
Z nich, na przykład 12 .23 . 31 , napiszemy, dla większej pro-
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stoty, yji,..., zamiast , i będziemy jmieli do 
axi ayi 

wykonania wieloczynu 

W wypadku, nic będziemy liczyli wskaźników i zasląpimy 

przez ; albo, jeżeli będziemy wykonywali działanie 
UJb 

na jakimkolwiek kształcie czwartego stopnia, przez â  spół-
czynnik potęgi X''. Rozwinięcie może być skróconem przez 
różne podejścia, jakie cokolwiek praktyki natchnie bez trudno-
ści, lecz nie myślimy aby było potrzebnem przytaczać je tutaj, 
i przestaniemy na podaniu rozwinięcia z trzech niezmienników 

—2 —2 — 2 

O których rzecz idzie. 12 .23 . 31 jest niezmiennikiem jakie-
gokolwiek kształtu czwartego stopnia (121, Przykład I, i 124): 

« 
d a j e 
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136. Lubo nie ma innego typu niezmiennika trzeciego rzędu 
jak ten jakiśmy świeżo wskazali, istnieje przecież liczba nieogra-

—2 — 
niczona spółzmienników; najprostszym jest 1 2 . 1 3 , którego 
rozwinięcie ma za swe wyrażenie 

Kiedy zastosuje się go do jakiegokolwiek kształtu trzeciego 
stopnia, daje on przewoźnik już otrzymany (122). 

Typem ogólnym niezmienników czwartego rzędu, względem 

spółczynników jest ( 1 2 . 3 4 ) ( l 3 . 24 )^(14 . 2 3 7 . Tym sposo-
bem dyskryminant jakiegokolwiek kształtu sześciennego jest 

przedstawiony przez znakowanie ( 1 2 . 3 4 ) ( 1 3 . 2 4 ) ; lecz nie 
możemy wejść tu w większe szczegóły o tym przedmiocie. 

137. Zasady jakieśmy świeżo położyli posłużą za dowód łatwy 
twierdzenia znakomitego, należnego p. H E R M I T E ' O W I , i jakie 
oznaczymy pod nazwiskiem prawa lozajemności: Liczba nie-
zmienników n'®^'' rzędu lozgledem spółczynników jaką posiada 
jakikolwiek {kształt podwójny stopnia p jest równa liczbie nie-
zmienników rzędu p jaką posiada jakikolwiek kształt stopnia n. 

Już widzieliśmy że jeżeli jakikolwiek symbol 
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przedstawia, jakikolwiek niezmiennik rzędu p względem spół-
czynników jakiegokolwiek kształtu stopnia n, liczby figur 
1, 2, 3 , . , . , jest p, i każda z nich znajduje się w n im (to jes t 
w niezmienniku) powtórzony n razy. Lecz możemy obliczyć 
przez metodę n u m e r u 116 jakikolwiek niezmiennik S(a — 
(6 — — S)"..., zastąpić każdy symbol taki jak 34, przez 
różnicę z dwóch pierwiastków (y —5). Ten ostatni jest n i e -
zmiennikiem jakiegokolwiek kształtu stopnia p , ponieważ znaj-
du je się w nim p p ierwiastków, i jest on rzędu n względem 
spółczynników tego kształtu (35). 

I tak, na przykład, jakikolwiek kształt kwadra towy m a tylko 
j eden niezmiennik niezależny (a — 6)^, lecz wszystkie jego 
potęgi sy, widocznie niezmiennikami których typem ogólnym 
jes t (a — 6)*". Przeto, kształty stopnia parzystego majy same 
niezmienniki drugiego rzędu względem spółczynników, a ich 

—2ni 
symbolem jes t 12 . Podobnież, kształty sześcienne nie majy 
innego niezmiennika jak dyskryminant (« — ę)^ (g — y)'-(y — «)-
i jego po tęg i ; len dyskryminant jest czwartego rzędu wzglę-
dem spółczynników. Przeto, Jkształty s topnia hm inajy .sa-
me niezmienniki sześcienne których typem ogólnym jest 
—2m —2m —2m 
12 . 2 3 . 31 . Dowiedziemy że kształty czwartego stopnia 
majęi dwa niezmienniki niezależne, jeden drugiego, drugi t rze-
ciego rzędu względem spółczynników, a t em s a m ś m wszelka 
potęga jednego pomnożona przez jakakolwiek potęgę drugiego 
jes t jakimkolwiek bydź niezmiennikiem. Wywodz i się ztyd że 
kształty czwartego stopnia majy tyle n iezmienników rzędu p 
ile zrównanie lx -{- Zy =p przybierze rozwiązań całkowitych. 
Jest to przeto zarówno liczbę niezmienników czwartego rzędu 
jakie może mieć jakikolwiek kształt s topnia p. 

138. P. HERMITE dowiódł że jego twierdzenie s tosuje się za-
równo do spółzmienników jakiegokolwiek stopnia danego 
w X '\ y\ to jes t że jakikolwiek kształt stopnia n posiada tyle 
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spółzmienników rzędu p względem spółczynników ile j ak ikol -
wiek kształt stopnia p posiada spółzmieniiików rzędu n. W rze-

— X —\>- —» 
czy samej, zauważmy jakikolwiek symbol 12 . 23 . 3 4 . . . , za-
wierający p figur, figura 1 wchodzi weń a razy, figura 2 b razy, 
i tak dalćj. Dowiedliśmy że stopniem tego spółzmiennika w x 
i ? / j e s t (n — a)-(-(w — + ; lecz możemy utworzyć 
funkcy^^ symetryczny 

• (ę — i f (y - 5)'... {x ~ «)»-" {X — e)"-^.. 

ta funkcya będzie (117) jakimkolwiek spółzmiennikiem kształtu 
stopnia jo, mającym za pierwiastki a, 6 , . . . ; każdy pierwiastek 
wchodząc do tego wyrażenia w stopniu n, ten spółzmiennik 
będzie rzędu względem spółczynników, i zawierać będzie 
widocznie x \ y tymże samym stopniu jak poprzednio, to 
jest (n — a) -f- (ĵ  — 6) ••• ^ tak, na przykład, jedyne spół-
zmienniki jakie posiada jakikolwiek kształt kwadratowy otrzy-
mu ją się mnożąc jakąkolwiek potęgę kształtu przez jakąkolwiek 
potęgę swego dyskryminanta, a ich typem ogólnym jest 

(a — ?)•-'/' {X ~ a)'l {x — 

Ich stopień względem spółczynników jest 2p a wzglę-
dem X i y, Ig. Wniesiemy ztąd że wszelki kształt stopnia 
2/j -{- ma jakikolwiek spółzmiennik drugiego rzędu wzglę-
dem spółczynników, a stopnia Ig względem x i y, symbolem 

_2p 

tych spółczynników jest 12 . Gdy <7 = 1, wracamy do twier-
dzenia numeru 121 : wszelki kształt słofmia nieparzystego ma ja-
kikolwiek spółzmiennik kwadratowy. 

139. Znakowanie symboliczne poprzednie dostarczy jaki-
kolwiek układ rachunku zupełnego za pomocą którego można 
przekształcić niezmienniki i spółzmienniki, i rozpoznać tosamość 

http://rcin.org.pl



1 8 2 ROZDZIAŁ X I I . 

pewnych przekształceń. Damy poniżej kilka przykładóvv tych 
przekształceń; pokażemy naprzód w jaki sposób można, z wy-
rażenia symbolicznego jakiejkolwiek funkcyi, wyprowadzić wy-
rażenie jakiejkolwiek innej funkcyi wypływającej z pier-
wszej przez nowe działania. Widocznie że jeżeli mamy jaką-
kolwiek funkcyą wzgledem a-j, przyjdziemy do 
tegoż samego wypadku, bądź to znosząc wszystkie wskaźniki 
i różniczkując potśm względem x , bądź to tworząc summę 
pochodnych częściowych względem i znosząc 
potem wskaźniki. Pochodna względem x z jakiegokolwiek 
wyrażenia symbolicznego zawiera figury 1 , 2 , 3 , . . . , 
otrzyma się więc wykonywając na tem wyrażeniu działanie 

Metoda pojmie się łatwiej stosując 

ją do jakiegokolwiek przypadku szczególnego. Załóżmy sobie 
na przykład obliczyć wyznacznik Hessowy wyznacznika Hesso-

— 8 

wego jakiegokolwiek kształtu danego. Wiemy że Hessowy 12 
otrzymuje się wykonywając na dwóch kształtach identycznych 
Ul, U2 działanie wskazane przez symbol (̂ IYĴ  — W któ-
rym $ i vj oznaczają, jak powyżej, różniczkowania względem x 

i y. Dla utworzenia Hessowego 12 , będziemy mieli do wyko-
— 2 - - 2 

nania to działanie na dwóch funkcyach podobnych 12 , 34 , li-

tera przedstawia tą razą nie już ^ lecz ^ ^ , CtXi ClXi (1X2 

litera $-2 przedstawia podobnież ~ ^ Widzimy tym 

sposobem bez trudu że wyrażeniem szukanem jest 

lub, rozwijając. 
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Dla wzięcia jakiegokolwiek przykładu więcej zawikłanego, 

wyznaczymy jeszcze wyrażenie syuiboliczne wypadku jaki 
2 2 2 

otrzymałoby się wykonywając działanie 12 . 23 . 31 na trzech 
— 2 

funkcyach H, T i U, H jest Hessowym 12 , T spółzmienni-
— 2 —2 

kiem 12 . 23 . 31 , a U kształtem pierwotnym. 

Będziemy musieli naprzód użyć figur różnych dla II i T, i, 
w tym celu, napisać 

będziemy mieli potem do wykonywania na trzech funkcyach 
działanie wskazane przez symbol 

w którym Ęi musi być zastąpionem przez , przez 

; a $3 przez Znajduje się tym sposo-

bem, rozwijając, wyrażenie 

140. Metody poprzednie rozciągną się do liczby jakiejkolwiek 
zmiennych. Niech będę ?/i, z,; x-i, y-i, Z2; ^3, y^, z^ trzy 
układy zmiennych mogących być przekształconemi przez ja-
kiekolwiek toż samo podstawienie. Według prawidła na mno-
żenie wyznaczników, wyznacznik 
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jest jakimkolwiek niezmieimikiem który, przez przekształcenie, 
wydaje jakąkolwiek bądź funkcyą podobną pomnożoną przez 

moduł przekształcenia. Otoż, jeżeli zastąpimy x przez 

wo przez i , . . . , otrzymujemy jakikolwiek bądź symbol jaki na-
dy^ 

piszemy 123. Kiedy chcemy mieć niezmienniki lub spółzmien-
niki jakiejkolwiek bądź funkcyi danej U, mamy tylko wykonać 
na ilukolwiek funkcyach Ui, U2, U3, . - , U,, działanie wskazane 

a g y 

przez wieloczyn ilukolwiek symboli, takich jak 123 .124 . 235 . . . , 
znosząc wszystkie wskaźniki po różniczkowaniu. Na przykład, 
jeżeli Ul , U.2, U3 są kształtami kwadratowemi potrójnemi, 
i gdy a, 'b, c, 1f, Ig., 1h oznaczają, jak w numerach 85 i 114, 

spółczynniki kształtu Uj, symbol 123 rozwinięty daje 

wyrażenie sprowadzające się, przypuszczając trzy kształty iden-
tycznemi i dzieląc przez 6, do 

Zastępując a, spółczynnik potęgi przez ^ , . . . , otrzy-
— 2 

mamy rozwmięcie ze 123 zastosowane do funkcyi potrójnej 
jakiejkolwiek. Ten spółzmiennik jest wyznacznikiem Hessowym 
funkcyi. 
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Łatwo dostrzedz, jak w numerze 133, że potęgi nieparzyste, 

symbolu 123 sprowadzają się do zera kiedy ten symbol stosuje 
się do jakiejkolwiek jedynej funkcyi. Weźmy za drugi przykład 

4 
rozwinięcie ze 123 zastosowane do kształtu czwartego stopnia 

— 4 
Wartością ze 123 jest 

1/tl. Możemy wyrazić tak samo funkcye zawierające zmienne 
a, 6, f , przekształcające się przez podstawienie odvvrotne; 
w rzeczy samej, ponieważ te funkcye przekształcają się przez 

toż same podstawienie jak pochodne ~ , , Ą- , wy-
dx ay dz 

znacznik symboliczny 
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jaki oznaczymy, dla skrócenia, przez a l2 , będzie nam mógł 
posłużyć do u tworzenia przeciwzmienników lub spółzmienników 
mieszanych. Tak więc gdy Ui, U2 przedstawiają kształty kwadra-

— 2 
towe potrójne, a l 2 rozwinięty daje 

4 - h"^ — 7 f ' f " ) 4 - ^Ąda" -I- f^a' - Itfg") 

Ą. y^.{a'b" + ci'b' — 1h'h") 

i znajdujemy przeciwzmiennik obliczony w numerze 114 (Prz. II). 
Otrzyma się tak samo przeciwzmiennik kształtu czwartego 

— 4 

stopnia powyższy, rozwijając symbol al 2 . 

Mamy tylko zastąpić, w tycli dwóch funkcyach, spółczynnik (Jn 

każdej potęgi zmiennej x przez ^ dla otrzymania sym-

bolu dostarczającego jakikolwiek spółzmiennik mieszany kiedy 

ten symbol zastosowanym być może do jakiegokolwiek kształtu — 2 
więcej podniesionego. Tym sposobem a l 2 rozwinięte da j e 

" dz^ [fiydz] 

wyrażenie które, zastosowane do jakiegokolwiek kształtu kwa-
dratowego, daje po prostu jakikolwiek przeciwzmiennik, lecz 
które, dla jakiegokolwiek kształtu stopnia wyższego, zawiera 
X, y, z jak a, 6, y, a tem samćm, jest jakimkolwiek spół-

' zmiennikiem mieszanym, 
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Ogólnie, jeżeli mamy wyrażenie symboliczne niezmiennika 
jakiegokolwiek kształtu podwójnego, dosyć tylko położyć przed 
każdym wyrazem symbol przeciwzmiennika a, aby otrzymać 
przeciwzmiennik jakiegokolwiek kształtu potrójnego tegoż 
samego stopnia. 

IU2. Jeżeli, w przeciwzmienniku, zastąpi się y przez 

^ , ^ , 4 ł i gdy wykona się potem działanie na U, otrzy-
(IX dy (tz 

muje się jakikolwiek spółzmiennik (119) którego symbol 
wyprowadzi się z symbolu przeciwzmiennika piszęc w nim 

2 2 
nową figurę na miejsce «. I tak z a23 wyciąga się 123 ; 

z a23 . alU, 123 .124 , . . . Odwrotnie, jeżeli, w symbolu jakie-
gokolwiek niezmiennika, zastąpi się jakąkolwiek bądź figurę 
przez symbol a przeciwzmienników, otrzymuje się przewoźnik 
tego niezmiennika. I tak wyrażenie 

1 2 3 . 1 2 4 . 234 . 3 U 

będąc niezmiennikiem jakiegokolwiek bądź kształtu sześcien-
nego, jego przewoźnikiem będzie 

W przypadku jakiegokolwiek kształtu podwójnego, to pra-

widło się upraszcza : jeżeli zastąpi się figurę 1 w 12 przez 

s-ymbol przeciwzmienników, to wyrażenie staje się rozwijając 

lecz ^ i -n będąc przekształcone przez toż same 

podstawienie jak —yi x, powyższe wyrażenie przywodzi się do 

i może wtedy być zupełnie zniesionśm gdyż ono 

tylko wprowadza do wypadku jakikolwiek czynnik liczebny. 
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Przeto, jeżeli ma się symbol niezmiennika w jakimkolwiek 
kształcić podwójnym, symbol jego przewoźnika zt§d się wy-
ciąga znosząc czynniki zawierające jakąkolwiek toż samą figurę. 
I tak symbol 

2 2 __ 
1 2 . 3 4 . 1 3 . 2 ^ 1 

przedstawiając dyskryminant w jakimkolwiek kształcie sześ-
ciennym, jego przewoźnikiem, znosząc czynniki ząwierające l\, 
będzie 

— 2 

1 2 . 13. 

Jeżeli w przeciwzmienniku zastąpi się a, 6, y, przez ~ , 

^ ^ , ma się jakikolwiek spółzmiennik którego symbol 
dy dz 
wyciąga się z symbolu przeciwzmiennika pisząc na miejsce 

2 

każdej litery « nową figurę różną : i tak z a^h wyciąga się 

13^1.234, i tak dalej. 

1Zi3. Sposób postępowania użyty w numerze 139 dla kształtów 
podwójnych stosuje się bez trudności do liczby jakiejkolwiek 
zmiennych. Przypuśćmy na przykład że się żąda, dla jakiego-
kolwiek kształtu sześciennego potrójnego, wyrażenie niezmien-
nika jaki się otrzymuje wykonywając działanie na wyznaczniku 
Hessowym z przewoźnikiem 

123. a l 2 . a 2 3 . a 3 1 

numeru \ h 1 : otrzymamy je zastępując w tym ostatnim symbolu 
a przez 5 -j- fi i wykonywając potem działanie na funkcyi 
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^56 . Rozwijając i znosząc wszystkie wyrazy zawierające więcej 
niż trzy razy figury U, 5j 6, znajduje się dla wyrażenia szuka-
nego 

1 2 3 . 1 2 4 . 2 3 5 . 3 1 6 . 456. 

144. Pokażemy teraz na niektórych przykładach w jaki spo-
sób znakowania symboliczne pozwolą przekształcić wyrażenie 
niezmienników i spółzmienników. Zasadą tych przekształcęii 
jest, dla kształtów podwójnych, tożsamość następna 

D I 2 3 + D . , M 4 - D 3 T 2 = O, 

w której Dj przedstawia, przez skrócenie, y ^̂  
dxi cbji 

Łatwo jest dojrzeć w rzeczy samej że rozwijając, spółczynniki 
co do a? i y sprowadzają się do zera. Aby dać lepiej zrozumieć 
użycie tej tożsamości, wskażemy jej pierwsze zastosowanie 
więcej po szczególe rozwinięte jak będzie to potrzebnem do 
dalszych przytoczonej powyżej zasady zastosowań. 

Kładąc zrównanie pod kształtem 

D , ^ = D.,?3 — Dsil 

i podnosząc do kwadratu, przyjdzie 

2 2 2 
D | 1 3 - f D ^ 1 2 - DJ23 = 2 0 . 2 0 3 1 2 . 1 3 , 

związek który jest prawdziwym wtedy nawet gdy trzy kształty 
Ul, U.2, U3 na których jesteśmy obowiązani wykonywać dzia-
łanie są różnemi. Lecz będziemy uważali tu tylko przypadek 
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jakiegokolwiek jedynego kształtu i przypuścimy że Uj, Uo, U3 
stają się identycznemi kiedy się zniesie wskaźniki zmien-
nych ; w tym przypadku widzieliśmy (133) że trzy wyrażenia 

2 2 2 
Df23 , oznaczają, jedyną i toż samą rzecz. Działa-

nie poprzednie sprowadzi się do 

D ^ 1 2 ^ = 2 D . 2 D 3 l 2 . 1 3 . 

Lecz na mocy twierdzenia znanego o funkcyach jednorodnych, 
działanie D wykonane na jakiejkolwiek bądź funkcyi nie ma 
innego skutku jak pomnożenie jej przez jakikolwiek czynnik 
liczebny : w pierwszej stronie zrównania, D | przybierając tylko 
U2, które nie jest różniczkowanym, tym czynnikiem będzie 
n(n — 1); w drugiej stronie, Do, D3 przyjmując funkcye już 
różniczkowane raz jeden, wprowadzają czynnik n — 1. Przeto, 
rozwijając, znosząc wskaźniki i dzieląc przez 2(n - - 1), mamy 

nU 
W ^ _ / Y 

dy'^ \dxdyl 

d^ m y _ rfu ^ ^ /cmy-^ 
dx- \dy ] dxdy dx dy ' dy"^ \dx j 

Potrzeba zauważyć że w każdym razie gdy przekształce-
nie ma za skutek zmniejszenie liczby figur w symbolu, kształt 
pierwotny U musi pokazać się jako czynnik w wyrażeniu funk-
cyi. W rzeczy samej, widzimy za pomocą przykładu powyższego 

że 1 2 . 1 3 i 12 różnią się tylko między sobą jakimkolwiek 
czynnikiem liczebnym; lecz gdy wykonamy działanie na trzech 

— 2 
funkcyach Uj , Uo, I J 3 i gdy symbol 12 nie przyjnuije U^. 
funkcya U musi pozostać jako czynnik, kiedy się znosi wskaź-
niki» 
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1^6. Ogólnie, wszelki symbol może być przekształconym tak 

ażeby potęga najwyższa czynnika jakiegokolwiek 12 była pa-

rzystą; w rzeczy samej, kierunek nie będąc zmienionym przez 

zrobienie zamiany figur 1 i 2, mamy 

a, za pomocą tożsamości numeru funkcya cpi — tp-i może 
być przekształconą w sposób taki aby się stała podzielną przez 

Tak więc , gdy m jest nieparzystem, dwa wyrażenia 

różnią się tylko między sobą jakimkolwiek 
czynnikiem; gdyż ma się 

lub też, n będąc stopniem funkcyi U na której wykonywa się 
działanie, 

\(xl. Możemy przydać do tożsamości numeru związek 
następujący, jaki jest łatwo sprawdzić. 

i, za pomocą tych dwóch zrównań, sprowadzić wszystkie sym-
bole do pewnej liczby kształtów typowych jakie wskażemy 
przez litery szczególne. Dla dwóch czynników, przyjmiemy 
jako typ wyznacznik Hessowy 
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dla trzech czynników 

dla czterech czynników, 

lub 

dla pięc iu czynników, 

dla sześciu czynników, 

lub 

lub leż 

lak dalej. Przykłady następujące dadzą zrozumieć sposób po-
stępowania dla otrzymania tych uproszczeń. 

PRZYKŁAD I. — Dowieść że jeżeli sic zastąpi to funkcyi U, x przez 

spółzmiennik tym sposobem otrzymany jest 

podzielnym przez U. 

Oznaczmy naprzód wyrażenie symboliczne lego spółzmiennika. Funkcya 

dana U może się napisać pod ksitałtem y ^'^y ^̂ ^ 

zrobi w nidj podstawienie wskazane, każdy z n czynników przyjmuje 
d d ^ M . •, 

kształt j - j - - j—. Spółzmiennik - r— I j - ) —••• wyrazi 
ax dy-1 dy dx-i dx^ \dy ] 

się więc symbolicznie jako wieloczyn z n czynników 12.13.1/i..., jeden 
z symboli (ten klóry w rozwinięciu daje pochodne rzędu n) pozostaje 
tymże samym we wszystkich czynnikach, gdy tymczasem drugi musi być 
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różnym dla każdego czynnika, ażeby po rozmnożeniu miało się tylko 
potęgi pochodnych pierwszego rzędu. Oznaczywszy więc 12.13 przez 
1 2 . 1 3 . 1 4 przez Oj, 1 2 . 1 3 . 1 Z i . l 5 przez O4, eic., mamy wyrazić 

w funkcyi kształtów wybranych jako lypy. 

1" Wartość 0-2 była już daną {lUU); obliczymy Os- Mnóżmy zrów-
nanie 

numeru IZi/i przez IZi; dwa pićrwsze wyrazy drugićj strony stają się 
identycznymi, trzeci zniszczy się, i przyjdzie 

lub też 

Ogólnie, wszelki symbol może być skupiony zastępując każdą parę 
czynników prostych mających jakąkolwiek figurę spólną takich jak 

, przez jakikolwiek jedyny czynnik kwadratowy za pomocą zrów-
nania poprzedniego. 

2" Obliczmy teraz OJ. Pomnóżmy dwa zrównania 

przyjdzie, zbierając wyrazy podobne. 
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2 2 

l'ozostaje nam tylko wyrazić 1'2 . 1 3 w funkcyi kszlallów typów, 
Podnieśmy do czwartej potęgi zrównanie 

mamy, grupując wyrazy podobne, 

lecz, jak w numerze 146 ma się 

przeto podstawiając 

więc nakoniec 

Znajdzie się wartości O5 ' Oa obliczone, Cambridge and Dublin Ma~ 
thematical Journal, t. IX, str. 23. 

Pi\Z\KŁAD II. — Dowieść że wyznacznik Hessowy Hessowego jest 
jakąkolwiek funkcyą Unijną co do SII i TU. 

Znaleźliśmy (139) że wyrażeniem tej funkcyi jest 

i potrzeba dowieść że każdy z tycli trzech wyrazów jest przywiedlnym do 
kształtów aSH - f gTU. 
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1° Zaczniemy od 12 . 3^". 13^. Pomnóżmy przez Th wieloczyn 
dwóch zrównań 

przyjdzie 

lecz podnosząc do kwadratu tosamość numeru ili7, mamy 

a tćni samem, pierwsza strona zrównania poprzedniego staje się 

zkąd, sprowadzając, 

albo też 

2° Przejdźmy'do wyrazu 12 . oZi . 13, 2Z|. Pomnóżmy przez 12 wie-
loczyn dwóch zrównań 
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mamy 

zk^d, zastępując przez wartość znalezionsi powyżćj, 

30 Uważmy nakoniec wyraz 12 .Zh . 1 3 . 1 4 . Mamy tylko zast^ipic 

przez wartość wyciggniętii z tosamości numeru 144, toż przyjdzie 

a, podstawiajcie jak powyż(5j, 

Zbierajęc trzy wyrazy, ma się więc dla wyrażenia szukanego jakakol-

wiek funkcyi linijn? co do SII i TU. / 

148. Metody poprzednie s tosują s ię d o kształtów zawierają-

c y c h l iczbę jakąkolwiek z m i e n n y c h . Dla kszta ł tów potró jnych , 

użyje się t o samośc i 

do których przyda się związki o d p o w i e d n i e dla s p ó ł z m i e n -
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ników 

P oznaczając, dla skrócenia, funkcyą 

PRZYKŁAD I. — Znaleźć jakikolwiek związek między spólzmien-
nikami czwartego rzędu jakiegokolwiek kształtu potrójnego czwartego 
stopnia. 

Wiech będ? a, 6, ^ ilości jakieliolwielc połączone zwigizkiem 

Podnosząc dwa razy do kwadratu, jest łatwo dostrzedz że ma się 

Stosując ten wzór do zrównania identycznego 

mamy 

jest to właśnie związek szukany. 

PRZYKŁAD II. — Dowieść że jeżeli się zastąpi w emanantach jakiego-

bądź kształtu potrójnego, x, y, z przez 

związki otrzymane są kształtu 
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Łatwo dostrzedz że wyrażeniem symbolicznym tycli wypadlców jest 

Obliczmy wartości 

I " Dla otrzymania wartości a l 2 . a l 3 , mamy tylko podnieść do kwa. 
dratu zrównanie 

tek działając przyjdzie 

lub też, oznaczywszy przez II wyznacznik Hessowy 123 a prerz G Iles-

sowy z funkcyi a zespolony 

2° Obliczmy teraz Z tosamości poprzedniej, wyciągamy 
również 

mnożąc prz<^z dwa wyrazy sprowadzaj? się do zera i pozostaje 

by dowieść że sprowadzi się do zera, mamy tylko po-

(*) Ta kwestya przedstawia się przy poszukiwaniu podwójnych stycz-
nych do linij krzywych płaskich {zobacz dzieło p. SALMONA, Higher piane 
Curves, str. 81). 
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mnożyć przez 1'23 zrównanie identyczne 

i jego irzy wyrazy, różnigce się tylko przemianami figur 1 , 2 , 3, muszą 

się sprowadzić odrębnie do zera. 

149, Przy wyłożeniu poprzedniem metod symbolicznych wska-
zaliśmy znakowanie i sposoby pierwotnie użyte przezP. CAYLEY. 
Damy teraz poznać niektóre zmiany wprowadzone przez 
PP. ARONHOLD'A i CLEB3CH'A, którzy władali metodami symbo-
licznemi z wielkiem powodzeniem, lecz być może nie zdając 
sobie zupełnie sprawy z tosamości ich sposobów z temi jakie 
utworzył poprzednio P. CAYLEY. Oznaczają oni zmienne przez 
Xx, Xi, a spółczynniki przez wskaźniki odpowiednie 
zmiennym jakie te wskaźniki mnożą. Tym sposobem kształty 
potrójne trzeciego i czwartego stopnia, są oznaczone przez zna-
kowania 'Zaik,xiVkXi, I.aiumXiXkXtXm, gdzieliczby i, k, l, m, mogą 
przyjąć wartości 1, 2, 3, 4. Potrzeba zauważyć że w t e m zna-
kowaniu ttiki = Uiik = ttkii, tak dalece że wykonywając summy 
wskazane otrzymuje się jakikolwiek kształt napisany ze spół-
czynnikami dwumianu. Tak więc robiąc summę 'LaiuiXiXkXi, trzy 
wyrazy axnXiXxX-2, a.mX îXiXx są identycznemi : 
dzieje się podobnież z sześciu wyrazami ^ 

tak dalece że sum-
mą rozwiniętą jest 

I tak dalćj ogólnie. P . ARONIIOLD używa nadto, dla oznaczenia 
sposobem skróconym kształtu jakiegokolwiek bądź, wyrażenia 
symbolicznego 
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W którem powinno się, po rozwinięciu, zastąpić wieioczyny 
takie jak ojoto/ przez spółczynniki odpowiednie aiu. Tym sposo-
bem kształt sześcienny potrójny powyższy napisze się 

wyrazy S a j a i G ^ a - i ^ i ^ ^ w rozwinięciu sześ-
cianu mogą być zastąpionemi przez 
kształt mógłby się zarówno napisać 

wieioczyny mogą także być zastąpionemi przez 
spółczynniki A , , , , Prawidło podane przez P. A R O N H O L D A 

dla utworzenia niezmienników zależy na utworzeniu z aj, a-2, 03, 
^i. pewnej liczby wyznaczników, na pomnożeniu 
ich i na zastąpieniu po odbytem mnożeniu wieloczynów 
makai, hmbnbp,...y przez spółczynniki am, Tak to właśnie 
postępując P. A R O N H O L D pierwszy odkrył niezmiennik główny 
kształtu sześciennego potrójnege tworząc wieloczyn z czterech 
wyznaczników 
i wykonywając potem podstawienia jakie poprzednio wska-
zaliśmy. Tenże sam niezmiennik w znakowaniu P. C A Y L E Y 

napisałby się (142) 

150. Dla pokazania że dwie te metody są w gruncie identy-
cznemi, dosyć zauważyć że, według twierdzenia znanego o funk-
cyach jednortrdnych, funkcya jakakolwiek u stopnia n różni 
się tylko jakimkolwiek czynnikiem liczebnym od 
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tak dalece że pisząc ją pod kształtem 

symbole ai, a-i, różnią się tylko jakimkolwiek czynnikiem 

liczebnym od symboli różniczkowych ^ , , ~ 
(lX\ (iX'i dx^ 

Przyjdziemy więc widocznie do tegoż samego wypadku, bądź 
to tworząc, jak P . C A Y L E Y , wyznaczniki z symboli różniczko-
wych , ^ bądź to tworząc, jak P. A R O N H O L D , 

axi ax-2 ax3 
z s y m b o l i Oj, 0-2, 03,-•• 

Obadwa nadto używają tegoż samego podejścia. Jeżeli się 
pomnoży pewną liczbę symboli różniczkowych 

i wykona potem działanie na U, wypadek będzie jakąkolwiek 
funkcyą Unijną pochodnych z U jakiegokolwiek rzędu równego 
liczbie czynników symbolu, i w ten sposób postępując nie 
otrzymałoby się nigdy spółczynnika różniczkowego podniesio-
nego do jakiejkolwiek potęgi wyższej nad pierwszą. Wtedy 
więc gdy się żąda złożyć symbol z jakiejkolwiekbądź funkcyi 
zawierającej potęgi tych pochodnych, podejście do którego 
udałby się P . CAYLEY zawisło na napisaniu ze zmiennemi róż-
nemi, czynników wieloczynu 

dla wykonania działania na ilukolwiek funkcyach U„ U 2 , . . . , 
potem ne zidentyfikowaniu tych zmiennych po odbytem mno-
żeniu. Podobnież, P. A R O N H O L D używa w swych wieloczynach 
symbolicznych symboli odrębnych odzyskujących toż same 
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znaczenie byleby tylko raz mnożenie zostało wykonanem. Mno-
żąc symbole <7/, cik, a,,..., mogłoby się otrzymać tylko wyrazy 
zawierające spółczynniki am w pierwszej potędze. Aby wyrazić 
symbolicznie funkcye zawierajęce spółczynniki w stopniu wię-
cej podniesionym, podejście zależy więc na zrobieniu użytku 
z ilukolwiek szeregów symboli a,, au, ar, h, bk, bi,..., iloczy-
nów ttittkai, bibkbi, cickci,,.., oznaczających wszystkie tenże sam 
spółczynnik a, 

151. Po wyłożeniu we wszystkich szczegółach metody 
P. GAYLEY, niepotrzebnem rozciągać się dłużej nad rozwinię-
ciem innej metody różni§cej się od pierwszej samem jedynie 
znakowaniem. Damy tu tylko poznać w jaki sposób P. GLEBSCII 

udowodnił że wszelki niezmiennik może się wyrazić za pomocę 
wieloczynów symbolicznych. Niech będzie f{a, b, c,...) nie-
zmiennik jakiegokolwiek kształtu jedynego; było dowiedzio-

nem (103) że wykonywajęc na nim działanie 

otrzyma się jakikolwiek niezmiennik spoiny dwóch kształtów 
mających jeden a, b, c,..., drugi a', b', c',... za spółczynniki 
odpowiednie. Wykony wajgc podobnież na tym nówymniezmien-

niku działanie a"-{- b " . . . , otrzymamy niezmiennik 
(((l Cl u 

trzech kształtów i będziemy mogli to działanie powtórzyć tyle 
razy ile razy spółczynniki a, b, c,..., będę figurowały w nie-
zmienniku. Można więc, jeżeli ma się niezmiennik jakiegokol-
wiek kształtu jedynego zawierajęcy spółczynniki stopnia p, 
wycięgnęć ztęd niezmiennik jakiegokolwiek układu o p kształ-
tach który będzie zawierał spółczynniki każdego z nich w pier-
wszym stopniu, i przychodzi się wreszcie do niezmiennika 
pierwotnego, przypuszczajęc że p kształtów staję się identy-
cznemi; gdyż działanie - \ - b - j j - \ - .. . wprowadza tylko do 

nich jakikolwiek czynnik liczebny. Jeżeli przypuścimy, nadto, 
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Że wszystkie kształty nowe tym sposobem wprowadzone s^ 
potęgami ntemi doskonałemi, przychodzimy do tego wypadku 
że z niezmiennika danego jakiegokolwiek kształtu jedynego, 
można wyciągnąć niezmiennik jakiegokolwiek układu o p 
kształtach 

{aiXi 4 - - j - . . . y , - f + . . . ) " , M ^ i + 

i jak to już powiedzieliśmy, przychodzi się do niezmiennika 
pierwotnego zastępując każdy spółczynnik nowych kształtów 
przez jego odpowiedni w kształcie pierwotnym, zastępując na 
przykład a;', b^, c;,..., przez spółczynnik x; w kształcie pier-
wotnym. Niezmienniki funkcyj 

. . . ) " , ( M l + 

s^ widocznie niezmiennikami funkcyj Unijnych 

Jest więc dowiedzionem że wszelki niezmiennik rzędu p ja-
kiegokolwiek kształtu jedynego może być wyrażonym symbo-
licznie jak niezmiennik jakiegokolwiek układu o p kształtach 
linijnych ; jeden punkt który nam pozostaje teraz do dowie-
dzenia jest że ten ostatni niezmiennik musi być koniecznie 
jakakolwiek b§dź f u n k c y j wyznaczników utworzonych ze spół-
czynników tych funkcyj linijnych. Odeszlemy czytelników chcą-
cych poznać dowodzenie P . GLEBSCH'A, do Dziennika P. CRELLE, 

t. LIK, str. 7 ; to dowodzenie, nie przedstawiające prawdziwych 
trudności, wymaga dosyć długich rozwinięć i wiele przestrzeni. 
Można jeszcze z tego zdać sobie sprawę uważając pilnie zró-
wnania różniczkowe niezmienników. I tak, dla jakiegokolwiek 
układu kształtów linijnych ax b y . . . , wszelki niezmiennik 
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musi zadosyć czynić zrównaniu 

. d\ I / / I ; , / d\ I . 

które, zcałkowane jak zrównanie zwyczajne względem różnic 
częściowych, daje dla I jakąkolwiek funkcyą wyznaczników 
ab' — a b " — a"by,, i tak samo w ogólności. 
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KSZTAŁTY KANONICZNE. 

152. Ponieważ niezmienniki i spółzmienniki zachowuję ich 
związki wzajemne jakiemikolwiek byłyby przekształcenia Unijne 
jakim się zwykle poddaje wzięta pod uwagę funkcya, widoczna 
że, dla zbadania tych związków, wystarczy roztrzęsnąć ją pod 
kształtem najprostszym do którego ona może być przywiedzioną. 
Rozciągnie się tym sposobem do funkcyj zawierających liczbę 
jakąkolwiek zmiennych metodę z którą czytelnik jest już oswo-
jony dla kształtów o trzech i czterech zmiennych; kiedy chcemy, 
w rzeczy samej, uczyć się własności jakiejkolwiek krzywej lub 
jakiejkolwiek powierzchni, wszyscy geometrowie wiedzą jakie 
korzyści dostarcza jakikolwiek wybór osi spółrzędnych pozwa-
lający przywieść zrównanie krzywej lub powierzchni do swego 
kształtu najprostszego (*). Ten kształt najprostszy do którego ^ 
jakakolwiek funkcya może być przywiedzioną nie tracąc swej 
ogólności, jest to co się właśnie nazywa jej kształtem kano-
nicznym. Możemy, licząc po prostu slałe, rozpoznać czy jaka-
kolwiek funkcya przedstawiona, jest dosyć ogólna aby była 
wziętą jako kształt kanoniczny jakiejkolwiek innej funkcyi da-

(*) Potrzeba przecież przyznać że postępy analizy dozwalające trakto* 
wać łatwićj funkcye pod ich kształtem ogólnym, do ściśnienia ko-
rzyści ich przywi. dzeuia do jakiegokolwiek kształtu najprostszego. 
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n e j ; gdyż, jeżeli nie zawiera ona domyślnie lub wyraźnie tyle 
stałych jak ta ostatnia wzięta pod jój kształtem najogólniejszym, 
uproszczenie nie będzie zawsze możebnem (*). I tak, jakikol-
wiek kształt sześcienny podwójny może być przy wiedzionym do 
kształu - f Y'', gdyż ten ostatni, będ^c równoważnym wyra-
żeniu 

[lx + wy)^ -f (/'X -f miyf, 

zawiera rzeczywiście cztery stałe, a tem samem, jest również 

(* ) ] \ i e j e s t w s z e l a k o p r a w d z i w y m a b y o d w r o t n i e j a k i k o l w i e k k s z t a ł t 
z a w i e r a j ą c y l i c z b ę o d p o w i e d n ? s t a ł y c l i b y ł k o n i e c z n i e j e d n y m z t y c h d o 
k j ó i j c h m o ż e s i ę p r z y w i e ś ć f u n k c y a o g ó l n a . G d y ż j e ż e l i s z u k a m y , " p r z e z 
p o r ó w n a n i e s p ó l c z y n n l k ó w , z i d e n t y f i k o w a n i a j ć j z t ? o s t a m i ? , p o m i m o ż e 
l i c z b a z r ó w n a l i j e s t r ó w n g , l i c z b i e i l o ś c i d o o z n a c z e n i a , m o ż e s i ę z d a r z y ć 
ż e s t a ł e f i g u r u j ? w n i c l i w t e n s p o s ó b a b y z r ó w n a n i a n i c m o g ł y b y ć w s z y -
s t k i e s p r a w d z o n e m i . I t a k k s z t a ł t 

(cc _ a)2^^ (»/ — 2)2 =: lx H- my + n 

z a w i e r a p i ę ć s t a ł y c h , a p r z e c i e ż n i e j e s t o n j e d n y m z t y c h d o k t ó r e g o 
m ó g ł b y s i ę p r z y w i e ś ć k s z t a ł t k w a d r a t o w y p o t r ó j n y w z i ę t y w c a ł t ^ s w ^ j 
o g ó l n o ś c i . W r z e c z y s a m ^ j s t a ł e f i g u r u j ? w n i m w t e n s p o s ó b ż c , p o m i m o 
ż c i c h l i c z b a j e s t w i ę c ( 5 j j a k d o s t a t e c z n a d l a z i d e n t y f i k o w a n i a s p ó ł c z y n n i -
k ó w w z g l ę d e m x , y i w y r a z u n i e z a l e ż n e g o o d z m i e n n y c ł i w k s z t a ł c i e 
j a k i m k o l w i e k , n i e m a m y j e d n a k ż a d n e g o s p o s o b u d o z i d e n t y f i k o w a n i a 
t a k s a m o s p ó ł c z y n n i k ó w w z g l ę d e m x y i 

P r z y k ł a d w i ę c t ? j w a ż n y j e s t n a s t ę p u j ą c y : 

. c i - ł - n - I - + ({'• + u i , 

ź , n , V s ? f u n k c y a m i l i n i j n e m i . W p r z y p a d k u j a k i e g o k o l w i e k k s z t a ł t u 
p o t r ó j n e g o , t e n k s z t a ł t z a w i e r a d o m y ś l n i e c z t e r n a ś c i e s t a ł y c h n i e z a l e ż n y c h , 
i o d t ? d z d a j e s i ę b y ć j e d n y m z t y c h d o k t ó r y c h m o ż n a p r z y w i e ś ć k s z t a ł t 
o g ó l n y c z w a r t e g o s t o p n i a . P . C L E B S C I I j e d n a k w y k a z a ł ż e i s t n i e j e w a r u n e k 
k t ó r y m u s i b y ć s p e ł n i o n y m a ż e b y u p r o s z c z e n i e b y ł o m o ż e b n e m i ż e t e n 
w a r u n e k z a l e ż y n a t e r n ż e p e w i e n n i e z m i e n n i k m u s i s i ę s p r o w a d z i ć d o 
z e r a ; 
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Ogólnym jak 

(a, b, c, y f . 
r 

Podobnież, jakikolwiek kształt sześcienny potrójny zawiera, 
ogólnie, dziesięć stałych, lecz kształt 

- f Y^ 'P - f ()i\IXYZ 

zawiera ich również dziesięć, ponieważ, niezależnie od stałej M 
pokazującej się wyraźnie, każda z ilości X, Y, Z zawiera do-
myślnie trzy inne. Ten ostatni może więc być wziętym jako 
kształt kanoniczny jakiegokolwiek kształtu sześciennego po-
trójnego, i, w rzeczy samej, postępy najważniejsze które zostały 
zrobionemi świeżo w teoryi linij krzywych trzeciego stopnia, 
s^ należne użyciu tego wyrażenia prostego i dogodnego. 

153. Funkcya kwadratowa (a, b, yf może być przy-
wiedziona niezliczonem mnóstwem sposobów do kształtu 

-]- rf-, ponieważ ten ostatni zawiera cztery stałe a pierwszy 
tylko trzy. Kształt kwadratowy potrójny, zawierający sześć 
s tałych, może tak samo być przywiedzionym niezliczonem 
mnóstwem sposobów do kształtu - j - y- który zawiera 
ich dziesięć, i ogólnie, jakikolwiek kształt kwadratowy o liczbie 
zmiennych jakiejkolwiek może być przywiedzionym niezliczo-
nem mnós twem sposobów do jakiejkolwiek summy kwadratów. 
Potrzeba jednak zauważyć że, poriiimo że to uproszczenie do 
jakiejkolwiek summy kwadratów mogłoby się wykonać niezli-
czonem mnóstwem sposobów, a przecież liczba kwadratów 
dodatnych i odjemnych jest oznaczona. I tak, jakikolwiek 
kształt podwójny który może być przywiedziony do kształtu 

- j- U'-, odrzuciłby przez to samo kształt u- -{- y-; dwa wy-
rażenia y^, ii' — nie mog^i być identycznemi, ponie-
waż czynniki jednego z nich są. urojone, podczas gdy czynniki 
drugiego ŝ i rzeczywiste. Podobnież, dla kształtów potrójnych ̂  
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nie możemy znaleźć 

gdyż otrzymałoby się t śm samem 

+ _ 22 ul yi 

lub, innemi słowy, 

4 - y^ = z' + {lx -f my + uzf + [l'x + m'y + u'zf 

a jeżeli zrobimy x = O \ y = jedna strona tosamości nie-
wątpliwie się zniszczy, podczas gdy druga, sprowadzając się 
istotnie do summy czterech kwadratów dodatnych, nie mo-
głaby z tego powodu w żaden sposób być zerem; toż same 
rozumowanie stosuje się ogólnie. 

15/i. Poczniemy od pokazania że jakikolwiek kształt sześ-
cienny potrójny może zawsze, jak to już zapowiedzieliśmy, 
sprowadzić się do jakiejkolwiek summy dwóch sześcianów. 
To uproszczenie stanowi istotnie rozwiązanie zrównania trze-
ciego s topnia , ponieważ kształt przywiedziony do summy 
X3 Y3 rozłoży się bezpośrednio na czynniki Unijne. Jeżeli 
kształt dany 

{a, b, V, yf 

staje się, przez jakiekolwiek przekształcenie, 

( A , B , C , T ) J X , Y ) 3 , 

Wyznacznik Hessowy (106) 

{ax -f Oy) {ex + dy) - {bx -f cyf 
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będąc jakimkolwiek spó łzmiennik iem, win ien , przez defi-

n i c y ą , przekształcić s ię na jakąkolwiek podobną funkcyą 

z A, B, G, D, X, Y, to jest że p o w i n n o się otrzymać 

Jeże l i , w formie przekształconej, B i C zniszczą się, spół-

zmiennik sprowadzi się do ADXY, i widz imy bezpośrednio że 

s ię m u s i wziąć dla X i Y dwa czynniki l inijne wyznacznika 

H e s s o w e g o ; X i Y b ę d ą c znane, wystarczy zidentyfikować kształt 

dany z wyrażeniem 

dla oznaczenia A i D. 

mZYKŁAU. — Sprowadzić + - j - IScc + 17 do kształtu 
AX3 + l)Y3. 

Wyznacznikiem llcssowym jest 

alix) 

jego czynnikami linijnemi ŝ i x + 3 , 1. Identyfikując kszlait dany 
z wyrażeniem 

mamy 

zkgd 
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A i D S2i w ięc w s tosunku 5 d o 1 , a zaś kształt sześcienny dany różni s i ę 

lylko jak imko lwiek c z y n n i k i e m ( tym czynn ik i em jest 8) od 

5 ( 0 ; + 3 ) 3 + ( 3 a ; + l ) 3 ; 

widoczna że pierwiastki będ? dane za p o m o c ? zrównania 

+ i + (07 + 3) \ 5 = 0. 

155. Oczywiście że jakikolwiek kształt sześcienny nie może 
zawsze być przywiedzionym do kształtu przez ja-
kiekolwiek przekształcenie rzeczywiste, ponieważ to ostatnie 
ma jeden czynnik rzeczywisty a dwa czynniki urojone, a tćin 
s amem, nie może się zidentyfikować z jakimkolwiek kształtem 
któregoby trzy czynniki były rzeczywistemi. Dyskryminant 
Hessowy 

h{ac — b-^) {bd — c^) — {ad — ic)2 

jest , ze znakiem przeciwnym, tenże sam jak dyskryminant 
kształtu sześciennego. Kiedy ten ostatni jest dodatnym, Hessowy 
przyjmuje dwa czynniki rzeczywiste, a kształt sześcienny jeden 
czynnik rzeczywisty i dwa uro jone ; kiedy jest on odjernnym, 
dwa czynniki Hessowego s^ urojonemi, a kształt sześcienny ma 
trzy pierwiastki rzeczywiste. Kiedy dyskryminant sprowadzi się 
do zera, Hessowy i kształt samże maj^i dwa czynniki równe, i 
można sprawdzić wprost że Hessowym funkcyi Y jest (*). 

Dobrze jest zauważyć że jakikolwiek kształt nie może zawsze 
być przywiedzionym do swego kształtu kanonicznego. Nicpo-

ni k 
wyni 
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dobieńslwo uproszczenia wskazuje wtedy istnienie jakiejś szcze-
jilólnej własności w funkcyi. I tak, jakikolwiek kształt sześcienny 
majacy czynnik kwadratowy nie może być przywiedzionym do 
jakiejkolwiek summy z dwóch sześcianów, jego kształtem na j -
prostszym jest 

156. Tak samo jak jakikolwiek kształt sześcienny może być 
przywiedzionym do jakiejkolwiek summy z dwóch sześcianów, 
wszelki kształt podwójny stopnia nieparzystego 1 może 
się sprowadzić do jakiejkolwiek summy z n potęg stopnia 
2 « — 1 , twierdzenie należne p. SYLWESTROWI. W rzeczy samej, 
liczby stałych w jakimkolwiek kształcie podwójnym jest zawsze 
przewyższającą o jedność s topień; w przypadku który nas zaj-
muje, tą liczba jest 2n, i mamy właśnie jak potrzeba tęż samą 
liczbę stałych biorąc n wyrazów kształtu [lx Prze-
kształcenie może się wykonać przez jakąkolwiek metodę będącą 
uogólnieniem metody numeru 154. Dla większej prostoty, 
zastosujemy ją do piątego stopnia, lecz jest ona ogólną. Kwe-
stya sprowadza się do oznaczenia v, w, w ten sposób że 

(a, /), c, d, e, f yf = lu^. 

Dowiedziemy że, jeżeli się utworzy wyznacznik 

ax by hx cy ex - j - dy 

bx cy ex dy dx -f- ey 

ex -\~dy dx cy ex f y 

trzema ezynnikami^tej funkcyii trzeciego stopnia będą n, v, w. 
Niech będą, w rzeczy samej, 

u = lx -[• my, o = l'x -j- m'//, tu — l"x -[- in"y, 
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różniczkując tosamość 

(«, h, c, d, e, yf = u^ yS ^ ^b 

cztery razy kolejno względem x i dzieląc przez 120, mainy 

ax by = + ;• 

różniczkując podobnież trzy razy względem x a raz tylko 
względem y, przyjdzie 

ł,x + cy thnu -f- m'v + 

i lak dalśj . 

Wyznacznik poprzedzający może więc się napisać 

Zauważmy teraz że spółczynniki u, w każdej kolumnie, sg, 
proporcyonalnemi do Im, przeto, jeżeli rozłożymy ten 
wyznacznik na wyznaczniki częściowe, jak w numerze 22, 
wszystkie wyznaczniki z tych wyznaczników które będę zawie-
rały dwie kolumny gdzie wchodzi u zniknę jako majęce dwie 
kolumny identyczne; dziać się będzie podobnież z wyznaczni-
kami które będę zawierały dwie kolumny gdzie wchodzi v 
albo w. Wyznacznik sprowadzi się więc do wieloczynu uvw, 
pomnożonego przez jakikolwiek czynnik liczebny (*). 

Rozłóżmy wyznacznik napisany iia poczętku tego numeru na 

(*) Tym czynnikicm jest {Im' — l'in)-{l'm" — — 
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wiemy że rozwiązując jakiekolwiek zrównanie trzeciego sto-
pnia, w, V, w mogą się różnić od tych czynników tylko spół-
czynnikami liczebnemi; położy się 

{a, h, e, rf, e , f yf 

= k{x 4- \yf 4- \i[x -f fj^yY' + C{x -f vy)^ 

i oznaczy się A, B, G rozwiązując jeden z układów zrównaił 
jaki się otrzymuje porównywając trzy spółczynniki wzięte 
w dwócłi stronach tej tosamości. 

Wyznacznik z którego zrobiliśmy użytek jest jakimkolwiek 
spółzmiennikiem; nazwiemy go spółzmiennikiem kanonicznym 
kształtu danego. 

157. Ten spółzmiennik może się napisać pod innym kształ-
tem, być może nieco prostszym, to jest 

f — 

a h c d 

h c d e 

c d e f 

Bylibyśmy przywiedzeni do tego ostatniego kształtu jeżeli-
byśmy poszli drogą przedstawiającą się jak najnaturalniej sta-
rając się o wyznaczenie wprost sześciu ilości A, B, C, X, p., v, 
za pomocą sześciu zrównań jakie dostarczy porównanie spół-
czynników w tosamości numeru 156. Nie możemy poświęcić 
tu dosyć miejsca dla rozwinięcia rozwiązania pod tym kształ-
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tem, i odsyłamy czytelnika do Pamiętnika P. SYLWESTRA 

{Philosophical Magazine, listóp. 1851). Tosamośó ostatniego 
wyznacznika z wyznacznikiem numeru poprzedzającego była 
dowiedzioną przez P . CAYLEY W sposób następujący. Mamy, na 
mocy prawidła mnożenia wyznaczników (22), 

y' — y'^ 0 — X 1 0 0 U 

n h c d X y 0 
X 

h c. d e 0 X y 0 

c (l (i f 0 0 X y 

f 0 0 0 

0 ax ^y bx cy ex -j- '^y 

0 hx -f- cy ex • 
V 

dx - j - ey 
ł 

1 0 ex dy dx ey ex -f f y j 

dzieląc obie strony przez y'^, otrzymuje się tosamość żą'daną, 

158. Mamy jeszcze wymienić inną metodę dla znalezienia 
spółzmiennikakanonicznego. Niech będzie (A, B, G, yf 
tym spółzmiennikiem, gdzie musi się oznaczyć A, B, G, I); 

id 
widzieliśmy (120) że symbol (A, B, C, , — do-

starczy także jakikolwiek spółzmiennik. Lecz, jeżeli zastosuje 

się to działanie do {x hj)", x będąc jakimkolwiek 

czynnikiem z (A, B, G, D ^ ^ , y f^ wypadek sprowadzi się do 
zera, ponieważ jednym z czynników symbolu jest ^ — ^ ^ ' 

Więc, ponieważ kształt dany jest, przez założenie, summą 
trzech wyrazów takich jak {x - j - l y f , wypadek jaki się otrzy-
muje stosując do niego to działanie będzie zerem. Mamy tym 
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sposobem 

A{d, e, tjf — B ( c , d, yf 

+ C.{b, c, d j x , yf - Dia, b, yf 0. 

Równając odrębnie zeru spółczynniki względem xy, y^, 
przyjdzie 

Arf — Bc -}- Gó — Drt = O, 

Ae ~Bd-\-Cc — m = O, 

A/"—Be + Cc?—De = 0 . 

Przeto (28), A jest proporcyonalnśm do wyznacznika jaki 
się otrzymuje znosząc kolumnę A, to jest do 

a h c 

h c d 

c d e 

podobnież, dla B, C, D; tak więc otrzymuje się spółzmiennik 
pod kształtem danym w numerze poprzedzającym. 

159. Przejdźmy teraz do kształtów stopnia parzystego 2n. 
Ponieważ kształt zawiera 2n -[- 1 wyrazów, jeżeli porównamy 
go do jakiejkolwiek summy z n potęg stopnia 2n, znajdujemy 
jedno zrównanie więcej aniżeli mamy stałych do oznaczenia. 
Z drugiej strony, jeżeli przydamy potęgę 2n««'« więcój, mamy 
jedną stałą za nadto, i kształt dany może być [przywiedzionym 
niezliczonym mnóstwem sposobów. Jest przecież łatwo ozna-
czyć warunek który musi być spełnionym aby liształt był przy-
wiedlnym do jakiejkolwiek summy z n potęg stopnia 2n. I tak, 
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warunki konieczne aby jakikolwiek kształt czwartego s topnia 
i jakikolwiek kształt szóstego były przywiedlnemi, pierwszy do 
summy z dwóch, czwartych potęg, drugi do s u m m y z trzech 
szóstych potęg, wyrażają się robiąc równemi zeru wyznacz-
niki < 

a h c a b c d 

b c d » b 0. d e 

c d e c d e r 
d e f 9 

i tak dalej. W rzeczy samćj , w przypadku czwartego s topnia , 
e lementami wyznacznika są pochodne czwartego kształ tu, i , 
wyrażając je w funkcyi u i v, jak w numerze 156, ła two jes t 
dostrzedz że wyznacznik sprowadzi się do zera jeżeli kształt 
może być przywiedzionym do summy dwóch wyrazów u^ - f d*. 
Podobnież dla innych przypadków. Wyznacznik rozwinięty 
dla przypadku czwartego stopnia jest niezmiennik już dany 
( 1 2 1 , PRZYKŁAD I ) . 

ace Ibcd — adt^ — ebi' — c^. 

160. Kiedy ten warunek nie jest spe łn ionym, kształt jes t 
przywiedlnym do s u m m y z n potęg , z jak imkolwiek wyrazem 
doda tkowym. I tak, kształtem kanonicznym jest , dla czwartego 
stopnia, - j - 6XmV. Poczniemy od tego ostatniego przy-
p a d k u ; metoda jak i ś j użyjemy nie jest naj łatwiejszą w tym 
przypadku szczególnym, lecz jest ta k tóra pokazuje na j lep iś j 
w jaki sposób uproszczenie musi się odbyć ogólnie. Niech w i ę c 
będzie (A, B, C^^a?, y)~ wieloczyn i u \ v jaki staramy się 
oznaczyć, wykona jmy działanie 

(A, B, C) 
dy' 

±x-
dx} 
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po obu stronach tosamości 

Tak samo jak powyżćj ( 1 5 8 ) , działanie wykonane na u* i 
da wypadek równy zeru ; na 6 X M V , to działanie prowadzi do 
1 2 X ' M Y , X' jest równem 2 ( A G — B2)x. Równając spółczynniki 
względem a?^ xy, po wykonaniu działań, mamy trzy zrów-
nania 

Rugując A, B, C, ma się dla obliczenia X', wyznacznik 

który rozwinięty, daje zrównanie trzeciego stopnia 

którego spółczynniki są niezmiennikami. Istnieje więc znaczna 

(*) Dyskryminant tego (zrównania jest tenże sam jak dyskryminant 
kształtu czwartego stopnia. 
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różnica w przywiedzeniii kształtów podwójnych do ich kształtu 
kanonicznego, według tego jak stopień jest parzystym lub nie-
parzystym. W tym ostatnim przypadku, uproszczenie jest j e -
dynśm, i układ u, y, w,... nie może być oznaczony tylko 
jednym sposobem. Kiedy stopień jest parzystym, otrzymuje się 
ilukolwiek układów rozwięzań. I tak, w przypadku który nas 
zajmuje, jakikolwiek kształt czwartego stopnia może być przy-
wiedzionym trzema sposobami do swego kształtu kanonicznego, 
a jeżeli weźmiemy za X' j eden z pierwiastków trzeciego stopnia, 
podstawiajęc jego wartość w układ zrównań poprzedni, bę -
dziemy mogli oznaczyć A, B, G. 

161. Jeżeli teraz przejdziemy do uproszczenia kształtu ogól-
nego (Oo, Ol, y)-'', kształt kanoniczny który zdaje się 
najnaturalniejszym jest w-" -j" + + ... + , 
liczbę, ilości m, y, iv... jest n. Lecz uproszczenie jest połączone 
z trudnościami które jeszcze nie zostały przezwyciężonemi tylko 
w przypadku gdy n = 2 i n = k. Ponieważ metoda poprze-
dnia może być jeszcze zastosowań? jeżeli weźmiemy za kształt 
kanoniczny funkcyę. 

yin ^ -iNuyw..., 

w którćj jest wieloczynem równym 

(A„, Al , ?/)", 

V jest jakimkolwiek spółzmiennikiem tej ostatniśj funkcyi 
takim, że, jeżeli się wykona na Ywyw;... działanie 

wypadek jest proporcyonalnym do wieloczynu uvw Przy-
puśćmy na chwilę że znaleźliśmy jakakolwiek funkcy§ V 
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spełniającą te warunlii, postępując jak w numerze poprzedza-
jącym, i wykonywając z symbolem wskazanym powyżój działa-
nie na tosamości jaką się znajduje równając kształt dany ze 
swym kształtem kanonicznym, mamy układ zrównań 

V 

zkąd, rugując Ao, Aj, A^,..., wyciąga się wyznacznik 

{*) Ten wyznacznik może jeszcze być otrzymanym sposobem następu-
jącym. Niech będą x', y' dwie zmienne przekształcające się przez toż 
same podstawienie jak x, y; utwórzmy funkcyą 

zmieniającą się przez jakiekolwiek podstawienie linijne na jakąkolwiek 
funkcyą podobną (105 i 111); weźmy n -f- 1 spółczynników potęg 
o-", i wyrugujmy linijnie n 1 ilości £c'",' 
otrzymamy wyznacznik szukany. 
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Znalazłszy x równając ten wyznacznik zeru (zrównanie znako-
mite, którego wszystkie spółczynniki s^ niezmiennikami), 
zrównania poprzednie pozwolą oznaczyc wartości Aoj Aj , . . . 
odpowiednie n - { - \ wartościom na X. 

162. Przy stosowaniu t ś j teoryi do przypadku jakiegokol-
wiek kształtu szóstego stopnia, kształtem kanonicznym jest 

y6 YwdW, 

gdzie uviv będ^c wieloczynem równym 

(Ao, A „ A2, y f , 

V jest przewoźnikiem dyskryminanta tćj ostatnićj funkcyi , 
którćj podaliśmy wyrażenie rozwinięte (122). Damy poznać 
wyborny przykład użycia kształtów kanonicznych pokazując że, 
dla kształtu sześciennego jakiegokolwiek, wypadek działania 

(d d y 

wykonanego na wieloczynie kształtu samegoż przez przewoźnik 
jaki dopiero co wymieniliśmy, jest proporcyonalnym do kształtu 
pierwotnego. Gdyż dosyć dowieść to dla przypadku w którym 
kształt sześcienny jest przywiedziony do swego kształtu kano-
nicznego - f ^ przewoźnik do — jak widzi się to 
robiyc 6 = ^ = 0 a przytem a = o? = 1 w wyrażeniu da -
nem (122). Wieloczynem z kształtu przez swój przewoźnik będzie 

a, odbywając działanie z symbolem 

d,/ dx^' 

otrzymuje się widocznie wypadek proporcyonalny do 
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To twierdzenie będgc niezależnem od przekształceń linijnych, 
jest prawdziwie ogólnem jeżeli jest prawdziwćm dla jakiegokol-
wiek kształtu szczególnego. Wziąwszy więc jak powyżej kształt 
kanoniczny, postępować będziemy jak w numerze poprzedzają-
cym, i wyciągniemy x ze zrównania 

Cli + ̂  

tti — X 

1 

ct-. 

= 0, 

które, rozwinięte, zawiera tylko] potęgi parzyste z nieznanej x. 
Jeżeli przypuścimy wieloczyn nviv przywiedziony do swego 
kształtu kanonicznego +!/"% l^tórego trzema czynnikami są 

^ + -{- wu> X 4 - l uh j , 

w będąc jakimkolwiek pierwiastkiem sześciennym z jedności , 
widoczna, wedle tego co poprzedza, że kształt kanoniczny 
odpowiedni dla fnnkcyi szóstego stopnia będzie 

- I - yY + - V w uf + VĄx - f lo^^jf - j - — 

Można dowieść że, jeżeli u, v, w są czynnikami wyrażenia 
sześciennego, czynnikami przewoźnika, z których zrobimy uży-
tek poniżej, są u—v, v — w, lo — u, w ten sposób że kształt 
kanoniczny powyższy może się także napisać 

Ą. yj _L -f •Kuvw{u ~v){ v — w) [w — m). 

163. W przypadku ósmego stopnia, kształtem kanonicznym 
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jest 

y i f 8 - I - + 28 - f l u h h o ^ z ^ ; 

gdyż, jeżeli wykonamy działanie na uh^^w-ź'- z jakimkolwiek 
symbolem utworzonym według metody numerów poprzedza-
jących, wypadek będzie proporcyonalnym do mwz. 

Go do kształtów kanonicznych więcej podniesionych, poprze-
staniemy na wzmiankowaniu kształtu kanonicznego otrzymanego 
z kształtu sześciennego potrójnego należnego p. HESSOWI 

-f- y^ + ^mxyz, 

i kształtu kanonicznego jaki p. SYLWESTER dał dla kstzałtu 
sześciennego poczwórnego 

" h 4 " ^^ H~ 

166. Kiedy się przyjmuje, jak zrobiliśmy to (156, 163), dla 
kształtu kanonicznego jakiejkolwiek funkcyi o n zmiennych, 
nową funkcyę o n-\-\ zmiennych (te ostatnie s§ związane 
jakiemkolwiek zrównaniem linijnem), można starać się do -
wiedzieć jaki kształt wezmą wtedy przeciwzmienniki, i w jaki 
sposób można wywieśdź spółzmienniki i przeciwzmienniki 
jedne z drugich przez różniczkowanie wzajemne (119) nie po-
trzebując przechodzić na nowo przez kształt ogólny o n zmien-
nych. 

Przypuśćmy że mamy przeciwzmiennik jakiegokolwiek bądź 
kształtu potrójnego, możemy ( l U ) uważać go jak jakikolwiek 
niezmiennik spólny tego kształtu i funkcyi linijnej y-n 
Jeżeli się wprowadzi w wyrażenie kształtu jakąkolwiek nową 
zmienną v przywiązaną do x, y, % związkiem identycznym 

A' - f - // - ] - 2 + = ^^ 
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i gdy się napisze przez analogią (wnosząc o rzeczach nieznanych 
ze znanych a im pokrewnych) funkcyą linijną ze zmienn 
więcej, ta się staje 

albo, zastępując w niej v przez 

Wyrażenie przeciwzmiennika o czterech literach 
wyciągnie się więc z wyrażenia pierwotnego o trzech literach, 
zastępując yj, ^ przez ? — 9, »j — 9, C — 9, i, pod tym 
kształtem, przeciwzmiennik będzie funkcyą z różnic między 
temi czterema ilościami. 

PRZYKŁAD. — Uważmy kształt kwadratowy potrójny 

połóżmy go pod kształtem acc^ -f-6)/2 .-j- cz^ -f. <2̂ 2, który przycłiodzi, za-

stępując V przez 

i starajmy się wyszukać, pod tym nowym kształtem, cz(?m się staje prze-

ciwzmiennik {bc — Z"');^-!-... (114). Według tego cośmy dopiero powie-

dzieli, mamy zastąpić w wyrażeniu { b c — . . . , a, b, c, przez 

przed d ; nakoniec n, I przez 

a po odbytćm działaniu przyjdzie 

albo upraszczając 
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albo, wreszcie pod kształlem skróconym, 

165. Wiadomo że możemy zastąpić w przeciwzmiennikach, 

przez Ą-, Ą-, 4- dla wykonania działania na ja-
^ dx dy dz ' 

kimkolwiek spółzmienniku; jeżeli ten ostatni jest wyrażony 
z czterema zmiennemi x, y, r, v, zmienna x wchodząc zara-
zem wyraźnie i domyślnie jako zawarta w ilości v, pochodną 
względem x jest + ^ ^ alho, na mocy związku łą-

u tZ' (XV (XX 

czącego v Ao x, y, z, ^ — ^ ; podobnież dla 

Przeciwzmiennik stanie się więc symbolem właściwym ao wy-

konania działania na jakiejkolwiek funkcyi o cztćrech lite-

rach, zastępując w nim n, C przez 

lecżT niedawno widzieliśmy że zastępując ^ 

przez ^ — 0, »! — 0, C — 9, dawało się przeciwzmiemiikowi 
kształt o czterech literach. Wystarczy więc zastąpić, w tym 

ostatnim kształcie, yj, 9 przez 

mamy tym sposobem sposobność, gdy raz znajdziemy jaki-
kolwiek bądź przeciwzmiennik o czterech literach, wywieśdź 
z niego inny spółzmiennik bez uciekania się niepotrzebnego 
do rachunków mozolnych jakieby wymagały powrotu do 
kształtu o trzech literach. 

P1\ZYKŁAI). — Przeciwzmiennikiem kształtu potrójnego 

jeżeli się zastąpi w nim I przez 

/ d d \ 
i gdy się wykona działanie z symbolem ^odl^-j^ ~ d Ą i ) kształcie 
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gamymże, przyjdzie, usunąwszy: jakikolwiek czynnik liczebny. 

Jest to właśnie, pod tym nowym kształtem, wyrażeniem dyskryminanta, 
jak to można sprawdzić bez trudności zastępując w ogólnt^j wartości tćj 
ilości a, 6, c przez a b - { - d , c-^d, azaś f , g , h przez d. 

Dowiedziemy podobnież że możemy zastąpić jakimkolwiek 
,, . d d d d ,, 

spółzmienniku x,y,z,v przez ^ dla wy-
konania potćm działania na jakimkolwiek przeciwzmienniku; 
w rzeczy samśj, widoczna że możemy naprzód zastąpić y, z 

d d d 
przez — , ^ , ^ , a zas V przez 

rfę drt dQ 
lecz przeciwzmiennik o czterech literach wywodzi się z prze-
ciwzmiennika o trzech literach zastępując *), ^ przez ^ — G, 
n — 0, i pochodne względem Ę, n, C są też same pod jednym 
i drugim z tych dwóch kształtów, podczas gdy pochodna pierw-
szego względem 0 jest równą summie wziętej ze znakiem — 
pochodnych drugiego względem 

Zobaczymy, w rozdziałach następnych, liczne zastosowania 
tego twierdzenia. 

ALGEBRA I I . — 1 5 
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UKŁADY CZYLI SYSTEMATA KSZTAŁTÓW. 

166. Pozostają nam do zbadania niektóre własności układów 
kształtów. Poświęcamy temu niniejszy rozdział. Niezmiennik 
układu nazywa się kombinantem, jeżeli nietylko Unijne przeo-
brażenie zmiennycli, ale nawet podstawienie za niektóre kształty 
ich Unijnych funkcyj , nie zmienia go wcale, a najwięcej stały 
czynnik wprowadza. Zt§d rugownik układu kształtów u, v, w, 
jest kombinan tem; widoczna bowiem że wypadek podstawienia 
spólnych pierwiastków z uw, czy to w t < - j - + f*^'; czy 
Łeź w M, będzie ten sam, a dalej że m Ay -f- ^w, v, w, m ieć 
musz^ nie inny rugownik jak uvw. Nadto w zrównaniach róż-
niczkowych, którym zadosyć czynią zwyczajne niezmienniki, 
kombinanty musz§ widocznie zadosyć czynić zrównaniu 

flWI ^ c ^ , — 

Zt^d wynika że dla dwóch kształtów czwartego stopnia kom-
binant jest f u n k c y j wyznaczników {ab'), [ad], etc. , dla 
trzech takichie kształtów, f u n k c y j wyznaczników {ab'c"), e tc . , 
a w każdym razie niknie tosamościowo, jeżeli dwa kształty staną 
się równemi . Jeżeli \u \'u -(- fi'v, podstawimy za u, v, 
to każdy z wyznaczników {ab') zostanie pomnożonym przez 
{Xfi — \'fi), a więc kombinant pomnożonym przez potęgę 

— X'fx), równą rzędowi kombinanta w spółczynnikach kształ-
ów. Stosuje się to do jakiejkolwiek liczby kształtów. Ztąd mo-
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żna mieć w podobny sposób kombinantowe spółzmienniki, które 
się nie zmienią gdy zamiast niektórych kształtów weźmiemy ich 
liiujne funkcye. I tak w Jakobiowy (69), 

podstawmy m - } - m V - f n W , za U, / ' U - f m ' V w ' W , za 
V, etc. Wedle własności wyznaczników, iloczyn wyznaczni-
ków [Im^n") stanie się (UiY^Wa). A więc spółczynniki kombi-
nantowego spółzmiennika są funkcyami wyznaczników {ab' 
{ac% iflbic"), etc. 

167. Jeżeli U = {a, b, y]n, V = («', b', yY, są 
kształtami podwójnemi tego samego stopnia, to U kN, albo 
{a-\-ka'y b yY, w razie nadawania rozmaitych 
wartości ilości k, stanowić będą układ kształtów tworzących 
inwolucyą z U, V. W ogóle układ ma 2(n — 1) kształtów, 
z których każdy posiada kwadrat za spółczynnik. Gdyż dyskry-
minant kształtu stopnia n, ma spółczynniki rzędu 2(n — 1). 
Jeżeli teraz podstawimy a-\- ka' za a, b-\- kb' za b, etc., to k 
mieć będzie widocznie 2{n — 1) wartości czyniących dyskry-
minant zerem. 

Przypuszczenie y = i we wszystkich kształtach tych, ozna-
cza n punktów na osi x. Dowiedliśmy że w 2 ( n — 1 ) przy-
padkach, dwa z n punktów oznaczonych przez U -f- kY w je-
dno przypadają miejsce; czyli, innemi s łowy, znajduje się 
w inwolucyi 2{n — 1) punktów podwójnych. 

Jeżeli ma czynnik kwadratowy x — t o wiemy że « 
zadosyć czyni dwom ze zrównań otrzymanych przez różniczko-
wanie, to jest Ul -j- kNi = O, Uo + kN^ = O, a więc zadosyć 
czyni zrrównaniu otrzymanemu przez wyrugowanie k między 
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niemi. To zrównanie UiV2 — UiYj = O stopnia 2[m — \) jest 
Jakobiowym dla U, V; równając go zeru otrzymamy 
podwójnych punktów inwelucyi, danych przez U, V. 

168. Czynnik spólny u i v, zamienia się na czynnik kwadra-
towy w ich Jakobiowym. Zauważmy że jeżeli 

to uczyniwszy UiV<i — = J , przyjdzie 
Różniczkując te 

zrównania, 1° względem x, 2° względem y, otrzymamy 

Wynika ztąd że każda wartość a na czyniąca m i y ze-
rami, sprowadzi do zer nietylko J lecz i różniczki Jj, J2, a więc 
że X — a musi wchodzić do J jako czynnik kwadratowy. Da 
się to daleko prościej dowieść. Dajmy u — v = a nadto 

więc 

zkąd 

Wynika z tego co powiedziano, że dyskryminant ilości u i y, 
zawiera jako czynnik ich wyznacznik wypadkowy (resultant) R, 
gdyż jeżeli R niknie, Jakobiowy musi mieć dwa pierwiastki 
równe. Weźmy dwa kształty drugiego stopnia. 
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ich Jakobiowy {ab')x^ -f- {ac')xy -[-

ma za dyskryminant {a.b') {bc'] — k{ac'f] 

a ten jest rugownikiem danych kształtów kwadratowych. 
W przypadku kształtów stopni wyższych, dyskryminant Jako-
bowiego zawierać będzie inny czynnik, którego naturę poniżej' 
wykażemy. 

169. Widzieliśmy, że można nadać dla k tak^ wartość, aby 
u -\-kv zawierało czynnilc kwadratowy. Lecz jeżeli k ma być 
takiem aby wprowadzało do u-\-kv czynnik trzeciego stopnia, 
to jego wartość musi być zależng od spółczynników u i u. 
Warunek zależności tej będzie stopnia 3(n — 2) względem 
jednych i drugich spółczynników. 

Jeżeli {x — a)^ jest czynnikiem u -f- Iw, io x — a 
będzie czynnikiem trzech drugich różniczkowych spółczynni-
ków, czyli sprawdzi zrrównania 

a po wyrugowaniu k \ l , toż x — a sprawdzi zrrównanie 

U-n, ^22, 

= 0. 

Widoczna że zrównanie to daje punkta potrójne układu 
u ko + Iw, a że jest stopnia 3(n — 2), tyleż więc będzie 
tych pnnlctów. Liczbę ich inaczej znaleźć możemy : dajmy 
warunek wedle którego u -f- kv daje punkt potrójny jes\ 
rzędu p względem spółczynników a. Podstawiwszy a - j- Id' 
za a w każdym spółczynniku u, otrzymamy zrównanie sto-
pnia p względem l, k tóremu zadosyć czynić będ§ p wartości 
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na l; innemi słowy, p kształtów układu u kv Iw {)o-
siadaj§ punkta potrójne. Wynika zt§d że - 2 ) , i że 
warunek którym się zajmujemy jest rzędu 3(n — 2) względem 
spólczynników v. 

Warunek ten jest kombinantem, gdyż jeżeli k może przybrać 
wartość u -{-kv majęc§ czynnik trzeciego stopnia, może też 
przybrać wartość tak^ aby {u av) - j - kv takiż zawierało 
czynnik. 

170. Jeżeli u-\-kv ma [x — a)^ za czynnik, to czynnikiem 
Jakobiowego ilości u i v będzie {x — a)^. Gdyż różniczki 

kvx, W2-|- Ay-ii zawierają widocznie ten kwadrat za czyn-
nik, a więc Jakobiowy da się wyrazić przez (w, kvx)v-i 
— («2 + kv.^vi ~ O- Jeżeli 8 = 0 wyraża warunek niezbędny 
aby u = kv posiadało czynnik sześcienny, S będzie czynni-
kiem w dryskryminancie Jakobiowego, gdyż dla S = O, Jako-
biowy ma dwa pierwiastki równe, a jego dyskryminant staje 
się równy zeru. 

Jeżeli R jest wyznacznikiem wypadkowym, to dyskrymi-
nant Jakobiowego, tylko o czynnik liczebny różnić się może 
od RS. Jeżeli bowiem Jakobiowy jest stopnia 2(n — 1), jego 
dyskryminant będzie stopnia 2 { 2 ( n — 1 ) — 1} w spółczynni-
kach swych, które będą pierwszego rzędu względem spółczyn-
ników u i y. Lecz każdy spółczynnik R jest rzędu n, spół-
czynnik S rzędu 2(w — 1), dyskryminant ma H i S za swe 
czynniki, a więc za rzęd 

n -[-- 3(n — 2) = 2{2(n — 1) — 1}. 

171. Dyskryminant ilości u-\-kv uważanej jako funkcya 
posiada czynnik kwadratowy, jeżeli w skład u i v wchodzi jaki 
czynnik spólny. Jakoż (88), dyskryminant ten jest postaci 

+ + lecz spólny czynnik u i v, pozwala 
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je przeobrazić w ten sposób aby czynnikiem tym było y, co 
wymaga a = O, a' = 0. Zt§d czynnikiem kwadratowym dys-
kryminanta będzie {b + kUf', a w tym razie dyskryminant 
pozostaje niezmiennym mimo Unijnych przeobrażeń jego zmień 
nych. 

A zatem jeżeli dyskryminant ilości « + uważać będziemy 
za funkcy^ k, to czynnikiem tego k będzie R, czyli wyzna-
cznik wypadkowy u i v. Dowiedliśmy bowiem że w razie 
R = O, funkcya k p rzyjmuje dwa pierwiastki równe, a więc 
je j dyskryminanty znikaj§. I tak w kształcie drugiego stopnia 
ac — b^ zamieniając a na a -4" ^^c., przyjdzie : 

(ac — k{ac' 4- ca — Ibb') -f k\a'c' — b"-), 

która to ilość ma za dyskryminant 

(^ac — 62) (aV — b''^) — U{ac' + ca — 2bb'Y'. 

W tej to jedynie postaci powinien być pisanym według 
D " Boole, wyznacznik wypadkowy kształtu drugiego stopnia 
{a, b, y f , {a!, b', , y f , gdyż składowe części 
tej postaci s§, niezmiennikami w działaniach bardzo dogodnemi. 
W kształtach wyższych stopni dyskryminant dyskryniinanta 
ma R za czynnik (inne czynniki już znikły). 

172. Jeżeli mamy czynnik trzeciego stopnia lub dwa oddzielne 
czynniki stopnia drugiego, dyskryminant ilości u - j- kv będzie 
podzielny przez Bo jeżeli M ma A za dyskryminant , u-Ą-hj 
będzie miało za takowy 

Jeżeli u posiada czynnik drugiego stopnia, A zniknie, i albo 
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trzy pierwiastki a, y będą równe , albo istnieć będ§ dwie pary 

pierwiastków równych (94); więc znikn§ różniczki A, •>"• > 

a zatem cały spółczynnik mnożący k w dyskryminancie ilości 
u -\-ky, a k^ będzie czynnikiem dysk rym i n anta. Widoczna że 
jeżeli u av ma czynnik sześcienny lub dwa kwadratowe, jego 
dyskryminant będzie podzielnym przez [k — a)^ gdyż u-\-kv 

u a v [ k — d)v. Dajmy że S = O i T = O, wyrażają 
warunki podzielności u -{- kv, pierwszy przez czynnik sześ-
cienny, drugi przez dwa czynniki kwadratowe, tak T jak S 
będą czynnikami dyskryminanta ilości u-\-kv ze względu na k, 
gdyż S = O lub T = O są oznaką podzielności dyskrymi-
nanta przez czynnik kwadratowy. Dowiedliśmy (171) że R jest 
czynnikiem dyskryminanta, który (według P . Gayley) nie może 
być innym jak RS^T^. 

W ogóle nie istnieje inny przypadek w którymby dyskrymi-
nant u -[- kv, posiadał czynnik kwadrotowy. Znaleźliśmy że 
w rasie trzeciego i czwartego stopnia S i T stają się S^ i T^, 
a to daje się w ogóle stosować ze względu na rzędy. Gdyż dys-
kryminant u k v rzędu 2(w — 1) co do k, ma czynniki 
rzędu O, 1, . . . 2 ( n — 1 ) względem spółczynników kształtów 
danych ; spółczynniki dyskryminanta będą przeto względem 
tychże rzędu 1[n — l) (2n — 3). Wiemy zaś że R jest rzędu n, 
S rzędu 3(n — 2), a T , jak dowiedziemy poniżej, rzędu 
2(« — 2)(n — 3), i 

2(n — l ) (2n — 3) = n -4-9(n— 2) k{n — 2) (n — 3). 

173. Wiemy (166) że każdy kombinant u, v, przybiera czyn-
nik będący potęgą — w razie gdy u, v, zamienimy 
na \u - j - (iv, \'u -f- Dowiedziemy obecnie że rugownik tę 
samą własność posiada. Zauważmy że jeżeli w pewne j liczbie 
kształtów danych, jeden jest iloczynem kilku innych, na prziC-
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kład : u, v, ivw'w", icłi wyznacznik wypadkowy jest iloczynem 
wyznaczników wypadkowych {mw), {uvw'), [uviv"). "Wpro-
wadźmy weń spólne pierwiastki u, v, i pomnóżmy otrzymane 
wypadki, nowy iloczyn będzie równym iloczynowi wynikłemu 
z pomnożenia w, w', iv", po podstawieniu w nie rzeczonych 
pierwiastków. Nadto wyznacznik wypadkowy u, y, kiv, jest 
takimże wyznacznikiem u, v, w, rozmnożonym przez W , 
gdyż wchodzą weń spółczynniki w w stopniu mn. Niech R(M, V) 
będzie wyznacznikiem wypadkowym m, y, ilości stopnia n, 

zkąd 

W tenże sam sposób dowiedziemy źc M, V, ?V, ma za rugo-
wnik, rugownik 
wzięte razy 

174. Dajmy że U, V, są funkcyami rzędu m i n względem 
M i y, te zaś funkcyami rzędu p względem x, y, i że wypad-
kiem wyrugowania u, y, pomiędzy U, V, jest D; rugując x, y, 
między U, V, otrzymamy DP pomnożone przez wyznacznik 
wypadkowy w, y, wyniesiony do potęgi mn. Gdyż U da się 
rozłożyć na czynniki, u — «y, u — ę y , . . . , V zaś na w — a'y , 
u — 6'y,..., (173), wyznacznik wypadkowy U, V, jest iloczy-
nem wszystkich pojedyriczych wyznaczników wypadkowych 

(*) u - f - kv, V, i t a ż ilość po odjęciu od ni^j u, v, wzięte razy mają 
ten sam wyznacznik wypadkowy (166). 
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Jednym z nich jest (a — a')pR(w, v), a ich 
hczba równa się mn, jeżeli je zatem pomnożymy, otrzymamy 
R(u, v) do potęgi mn, pomnożone przez 
wyniesione do potęgi p, jest to zaś rugownik U, V, wzglę-
dem u , V. 

175. Szukajmy dyskryminanta U względem ar, y, gdy to U 
jest funkcyą u, v. Dyskryminant wieloczynu dwóch kształtów 
podwójnych u, v, równa się (96) iloczynowi dyskryminantów 
ilości u i V rozmnożonemu przez ich wyznacznik wypadkowy 
wyniesiony do kwadratu. 

Jeżeli U = (w — av){u — gy)..., dyskryminant U równa się 
iloczynowi dyskryminantów u — aw, M — . . . , rozmnożo-
nemu przez kwadrat pojedynczych wyznaczników wypadko-
wych u — ay, u — gy,... Lecz, jak powiedziano, niektóre z nich 
są (a — 6 ) P R ( M , y). Jeżeli U uważane za funkcyą u , v , jest 

stopnia m, będzie ^ (m — 1) pojedynczych wyznaczników wy-

padkowych, kwadrat ich iloczynu stanie się : 

lecz (a — ( a — y f jest dyskryminantem U uważanego 
za funkcyą u, v. Oznaczmy go przez A, a wiemy że iloczyn 
kwadratów pojedynczych wyznaczników wypadkowych będzie 

^Veźmiemy teraz iloczyn dyskryminantów u — av, 
u — et',..., który jest wypadkiem wyrugowania a między dy-
skryminantem u — av (będącym kształtem rzędu 2(p — 1) 
względem aj, a kształtem rzędu m wynikającym z podstawie-
nia u — av w U. Ten to iloczyn p. Sylwester w inny przed-
stawił sposób : niech a ,̂ BO, będą spółczynnikami XP W U, y, 
wyznacznik wypadkowy u — aw, u—ai', będzie (flo—a^o) razy 
wziętym u — a.v dyskryminantem (89). Lecz 
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Wedle 168, J = WjWo — daje ?/J =p{UiV — m^), a^ — ab^ 
= R(m — av, y), a dyskryminant u — av różni się tylko o 
czynnik liczebny od wyznacznika wypadkowego (u — av, J) 
podzielonego przez R{M, U). Przeto iloczyn wszystkich dyskry-
m-nantów będzie wyznacznikiem wypadkowym J przez iloczyn 
u—av, u — So,..., albo wyznacznikiem wypadkowym U, J , 
podzielonym przez R(m, V) do potęgi m"*. Przychodzimy do 
wypadku p. Sylwestra [Compte?, Rendus, tom. LYIII^ str. 1078), 
że dyskryminant U względem xy jest APR(M, J), 

wyrażenie daj§ce się skrócić z powodu ze R(U, J) ma H(M, y)™ 
za czynnik 

'176. Rzecz o potrójnych i poczwórnych kształtach, jako 
w geometryi ważna, do dzieł geometrycznych, odesłaną byf 
powinna. Wskażemy jednak w tem miejscu co w przypadku 
tych kształtów odpowiada dopiero co wyłożonym teoryom (*). 

Niech u i v będą dwoma potrójnemi kształtami, i dajmy 
że napisaliśmy dyskryminant ilości u-\- kv', ten uważany jako 
funkcya ma czynnik kwadra towy; najprzód, jeżeli krzywe 
przedstawione przez t/ i y są do siebie stycznemi. Gdyż wi-
dzieliśmy (97) że zrównanie ... = 0 , 
przedstawiające pewną krzywą ma dyskryminant formy 
ći9 bc-if -[- ^ ^vięc dyskryminant ilości u Iw 
przybierze postać (a -{- ka!) 0 -}- kb')<f -f- Biorąc za 

(*) Pierwsza edycya wyższtłj algebry p. Saltnona, tłumaczona na język 
Francuzki przez p. Bazin {Leęons cfalgebre supórieure par G. Salmon, 
professeur au College de la Trinite d Dublin. Traduit de fanglais par 
M. Bazin, ingenieur des Ponts-et-Cliaussees. Paris, 1866, chez Gauthier 
Yillars), t raktuje w dwóch osiatnicli lekcyach o kształtach potrójnych 
i poczwórnych. Druga, angielska edycya tegoż dzieła {Lessons intro-
ducłory to the modtrn higher. algebra, by łhe rev George Salmon. 
Dublin, 1866), przedmiot ten do geometryi odsyła. Jakoż autor traktował 
};o obszernie w dziele : Geometry of three dimensions. W niniejszem 
thimaczeniu poszedłem za drugiem, to jest angielskiem wydaniem. 

{Przyp, tłumacza.) 
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punkt xij spólny u \ v, a \ a! znikng; a jeżeli przyjmiemy y, 
za spóln§ styczny, b i b' znikną także, pozostanie dyski'ymi-
nant formy { c k c ' ) " ^ ' w którym widocznie występuje czyn-
nik drugiego stopnia. 

177. Dyskryminant ma powtóre wyznacznik drugiego stopnia, 
jeżeli u posiada punkt zwrotu, albo punkt podwójny. Dyskry-
minant A potrójnego kształtu zamyka w sobie warunek nada-
jący dla iti, Wo, W3, jeden spólny układ wartości ; lecz w ob-
chodzącym nas przypadku, dwa takie układy (równe lub różne) 
istnieć muszą, a więc zniknie (85) nietylko A, lecz jego różniczki 
w odniesieniu do spńłczynników u. Dyskryminant ilości u-\-kv 

ma formę -]- ^ ^ + i da się w tym razie 

podzielić przez a nadto (172) jest podzielnym przez [ k — a f , 
jeżeli krzywa u av ma punkt podwójny lub zwrotu. Dajmy 
że R = O wyraża warunek styczności u\ v\ S = O, warunek 
aby pomiędzy krzywemi danemi przez u kv, znajdowała się 
jediia mająca punk t zwrotu; wreszcie T = 0, warunek aby 
między temiż była jedna o punkcie potrójnym; wiemy zaś że 
R, S, T, są czynnikami dyskryminanta dyskryminanta ilości 
u-\-kv uważanej jako czynnik k, a którym jest RS^T" .̂ 

Można tego dowieść biorąc pod uwagę rzęd dyskryminan-
ta (172), który dla kształtu potrójnego u-\-kv jest rzędu 3(n — 
w A", a którego wyrazy skrajne mają spółczynniki tego samego 
rzędu jak u i v. Tego dyskryminanta utworzymy dyskryminant 
uważany jako funkcya k) przykład wyrazów tego ostatniego 
dostarczy iloczyn skrajnych wyniesiony do potęgi 3(n — 1)^ — 1. 
Ztąd rzęd dyskryminanta tego w spółczynnikach u i v jest 
3(w — l)2(3n- — 6w- | -2) . Będzie zaś dowiedzionem że R jest 
rzędu 3w(w— 1 ) , S rzędu 1 2 ( n — 1)(n — 2) , T rzędu 

I (n — 1) (n — 2) (3n2 _ 3n — 11). 
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Lecz : 

237 

178. Podamy lu jedynie dowód na rzęd R, którą to ilość 
jako wyrażającą styczność krzywych danych przez u i nazwał 
P. niezmiennikiem styczności. P. Salmon podał, w r. 1836, 
{(Juarterly Journal, t. I, str. 339) następujący sposób obliczania 
go. Znajdźmy wyznacznik 

a otrzymamy miejsce punktów, których polarne względem 
u \ V, przecinają się wedle linii dowolnej 
Jeżeli między temi punktami znajduje się jeden spólny obu 
krzywym, ich polarne będą stycznemi w tym punkcie; a każda 
z nich może mieć punkt spólny z ax ^y yz, tylko 
w przypuszczeniu przechodzenia przez punkt spólny dwom 
krzywym, lub gdy obie styczne na jedną prostą się zamienią. 
Wyrugujmy zmienne między u, v, i wyznacznikiem powyżej 
napisanym (rzędu m + n — 2 w swych zmiennych, a rzędu 
pierwszego w spółczynnikach każdej z krzywych), a wypadek 
będzie R rozmnożone przez wypadek wyrugowania zmiennych 
między u, v \ clx ^y yz. Całkowity wyznacznik wypad-
kowy jest rzędu mn w a , 6, y, a zawiera spółczynniki u 
w rzędzie n(m w — 2) - f mn = n(2m n — 2), spółczyn-
niki zaś V w rzędzie /n(2n-|-m — 2). Wyznacznik wypadkowy 
u, V, a.x-\-ty y2, zawiera a, ę, y w stopniu mn, spółczyn-
niki u w stopniu n, a spółczynniki v w stopniu m. Więc 
spółczynniki u i v wchodzą do R, pierwsze w stopniu w(2m 
+ — 3), drugie w stopniu m(2n m 3). W razie m = n 
wpadamy na znaną ilość 3w(n — 1). 
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W y p a d e k t e n i n a c z e j o t r z y m a ć m o ż n a : rzęd n i e z m i e n n i k a 
s t y c z n o ś c i w s p ó ł c z y n n i k a c h v, j e s t w i d o c z n i e r ó w n y m l i c z b i e 
k r z y w y c h k s z t a ł t u u \ v - j - ^w m o g ą c y c h b y ć s t y c z n e m i d o u . 
g d y M; i y s § k r z y w e m i j e d n e g o r z ę d u . L e c z p u n k t a s t y c z n o ś c ; , 
u s^ w i d o c z n i e p u n k t a m i J a k o b i o w e g o i l o ś c i u, v, w, k t ó r y 
j a k o b ę d ą c y k r z y w ą r z ę d u m-\-2n — 3 d a m{rn - f - 2n — 3) 
p u n k t ó w s t y c z n o ś c i z u . 

1 7 9 . T w i e r d z e n i e o d y s k r y m i n a n c i e i l o c z y n u d w ó c h k s z t a ł -
t ó w p o d w ó j n y c h (91 ) , d o p o t r ó j n y c h z a s t o s o w a ć s i ę n i e da ; 
g d y ż i c h d y s k r y m i n a n t z n i e s i e s i ę t o s a m o ś c i o w o . W r z e c z y sa-
m e j , d y s k r y m i n a n t j e s t w a r u n k i e m a b y j e d n a z k r z y w y c h m i a ł a 
p u n k t p o d w ó j n y , k r z y w a zaś w y n i k ł a z d w ó c h i n n y c h , m a 
p u n k t a p o d w ó j n e w m i e j s c a c h p r z e c i ę ć k r z y w y c h s k ł a d o w y c h . 
A p o m i j a j ą c g e o m e t r y c z n e w z g l ę d y , d y s k r y m i n a n t uv, j e s t 
w a r u n k i e m p o z w a l a j ą c y m z n a l e ź ć z m i e n n e s p r a w d z a j ą c e zara-
z e m r ó ż n i c z k i : uvx + W ) + vu. i , . . . O d p o w i a d a j ą z a d a n i u 
t e m u w s z e l k i e w a r t o ś c i z a d o s y ć c z y n i ą c e s p ó ł c z e ś n i e u i v, 
a z n a j d z i e m y j e z a w s z e , j e ż e l i t y l k o w i ę c e j n i ż e l i d w i e z m i e n n e 
w c h o d z ą w s k ł a d z r ó w n a r i . 

N a d t o t w i e r d z e n i e p a r a g r a f u 91 d a s i ę b e z p o ś r e d n i o z a s t o s o -
w a ć d o n i e z m i e n n i k ó w s t y c z n o ś c i . W a r u n e k , a b y l i n i a u b y ł a 
s t y c z n ą d o vw z o s t a n i e s p e ł n i o n y m , j e ż e l i u d o t y k a tak w j ak v, 
l u b p r z e c h o d z i p r z e z i c h p r z e c i ę c i e ; g d y ż t o p r z e c i ę c i e o z n a c z a 
p u n k t p o d w ó j n y , a l i n i a p r z e z t a k o w y p r z e c h o d z ą c a u w a ż a s i ę 
p o d w ó j n i e za s t y c z n ą . J e ż e l i w i ę c T(w, v) j e s t n i e z m i e n n i k i e m 
s t y c z n o ś c i d l a u, v, p r z y j d z i e : 

T(m, VW) = t{u, v)T{v, v, W ; ) } ^ 

g d z i e R(w, v, w) j e s t w y z n a c z n i k i e m w y p a d k o w y m u, y , łv. 
T e n w y p a d e k d a s i ę s p r a w d z i ć p r z e z p o r ó w n a n i e r z ę d ó w iv 
j a k i c h d o ń w c h o d z ą s p ó ł c z y n n i k i u, v l u b w, i tak c o d o u 
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m a m y : 

(n 4 - / ) ) { n 4 - j o + 2 m — 3) = - ( - 2 m — 3) + + 2 m — 3 ) 4 - 2 n / ? . 

1 8 0 . T o c o ś m y p o w i e d z i e l i (178) ętosuje s i ę d o u k ł a d u trzech 
p o c z w ó r n y c h , l u b k — \ k s z t a ł t ó w p o k b r a n y c h . N i e z m i e n -
nik s t y c z n o ś c i t r z e c h p o c z w ó r n y c h k s z t a ł t ó w o z n a c z a w a r u n e k , 
że d w a z p o m i ę d z y mnp p u n k t ó w p o w i e r z c h n i przez t e ksz ta ł ty 
d a n y c h , p r z y p a d a j ą r a z e m , czy l i ż e p łaszczyzny s t y c z n e w n i c h 
d o p o w i e r z c h n i d a n y c h m a j ą s p ó l n ą linig. p r z e c i ę c i a . P r z y c h o -
d z i m y d o t e g o d z i e l ą c (178) w y z n a c z n i k w y p a d k o w y u, v, w, 
oraz 

Ml, U3„ 1/4 

W^, W^, W^ 

a, 6, y, S, 

przez w y z n a c z n i k w y p a d k o w y u, v, w, - [ - Ẑ/ - f - • • • T a k 
p o s t ę p u j ą c p r z e k o n y w a m y s i ę że w y z n a c z n i k s t y c z n o ś c i z a w i e r a 
s p ó ł c z y n n i k u w s t o p n i u np{2mnp — h), w y p a d e k p o -
t w i e r d z o n y u w a g ą że takaż j e s t l iczba p u n k t ó w w k t ó r y c h J a -
k o b i o w y u, u', v, w, s p o t y k a p r z e c i ę c i e vw. P o d o b n i e ż n i e -
z m i e n n i k s t y c z n o ś c i k — l k s z t a ł t ó w (M, V, W,...) p o k b r a n y c h , 
zawiera s p ó ł c z y n n i k i n w s t o p n i u r ó w n y m i l o c z y n o w i n , /> , . . . 
r o z m n o ż o n e m u przez Im n p Ą. . . — k. 

1 8 1 . Dla u z u p e ł n i e n i a p r z e d m i o t u p o d a m y t e o r y ą n i e z m i e n -
n ika s t y c z n o ś c i d w ó c h p o c z w ó r n y c h k s z t a ł t ó w , d o c z e g o u ż y ć 
m u s i m y p r a w d , k t ó r e n i e c o p ó ź n i e j u d o w o d n i m y . D o w o d z e n i e 
p o p r z e d n i o u ż y t e p r z e k o n y w a , że rzęd s p ó ł c z y n n i k ó w U w n i e -
z m i e n n i k u s t y c z n o ś c i U, W , j e s t r ó w n y l i czb ie k s z t a ł t ó w u k ł a d u 
U - [ - XV d a j ą c y c h punkta s t y c z n o ś c i z W , p r z y p u ś c i w s z y że U i V 
są j e d y n e g o r z ę d u . Lecz p o r ó w n y w a j ą c s p ó ł c z y n n i k i p łaszczyzn 
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stycznych do U -f- i W, spostrzeżemy że punkt styczności 
musi zadosyć czynić układowi równoważnemu dwom warunkom 

W rozdziale o rzędzie układów zrównań, zobaczymy że układ 
nasz jest rzędu 

gdzie X, V, są rzędami Ui, Y,, Wj, a temi są w naszym 
przypadku m — 1, m — 1 , n — 1. llzęd układu jest więc 

a rzęd niezmiennika styczności równa się tej cyfrze wziętej razy 
n ; wypadek ostatni kombinując z W = O, które sprawdzić się 
musi, otrzymamy punkt styczności. 

182. »Po tych szczegółach, przedstawienie ogólnej teoryi ob-
chodzących nas obecnie niezmienników nie ulega żadnej tru-
dności. P. Sylwester zowie je osculants, wyraz równoważny 
użytemu, niezmienniki styczności. Weźmy i kształtów U, V, W, . . . 
o k zmiennych; oskulant zawiera warunek aby układ wartości 
który sprawdza U, V, W. . . . , i kształty styczności a;U'i-|-yU'2-|-... 
były związane tosamościowo przez 

innemi słowy, warunek że zrównania 
układ. 
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m o g ? b y ć s p ó ł c z e ś n i e s p r a w d z o n e m i . Ostatni u k ł a d j a k o m a j ę c y 
k k o l u m n , oraz i l in i j , o d p o w i a d a k — i z r ó w n a n i o m , 
a w i ę c p o r ó w n a n y z l i c z b ą i z r ó w n a ń d a n y c h j e s t r ó w n o w a ż -
n y m A ; - j - 1 z r ó w n a n i o m o k z m i e n n y c h . W i s t o c i e j e d n a k 
n i e o d p o w i a d a o n jak k z r ó w n a n i o m , g d y ż j e ż e l i n a p i s z e m y U , 
V , . . . w p o s t a c i = 4 - . . . = 0 , e t c . , 
to w a r t o ś ć z a d o s y ć c z y n i ą c a w y z n a c z n i k o w i i k s z t a ł t o m d a n y m 
U , V , W , . . , p r ó c z j e d n e g o , i t e m u o s t a t n i e m u z a d o s y ć c z y n i ć 
m u s i . U k ł a d r ó w n o w a ż n y k z r ó w n a n i o m o k z m i e n n y c h , u l e g a 
p e w n e m u w a r u n k o w i w raz ie s p r a w d z e n i a ; r z ę d t e g o w a r u n k u 
w s p ó ł c z y n n i k a c h U , z n a j d z i e m y jak w p a r a g r a f i e 1 8 1 . Za U 
n a p i s z e m y U \ u , a p r z e k o n a m y s i ę i l e z p o m i ę d z y w a r t o ś c i 
z m i e n n y c h z a d o s y ć c z y n i ą i — 1 z r ó w n a n i o m V , W , . . . , i 
u k ł a d o w i 

U o Uo, Us, . . . 

U\, "-2, W3> ••• 

V . , V2, Ya, . . . 

W . , W , , W 3 , . . 

= 0, 

r ó w n o w a ż n e m u k — \ z r ó w n a n i o m . R z ę d e — 1 z r ó w n a ń 
V , W , . . . , j e s t i l o c z y n e m i ch s t o p n i , n, p,..., a r z ę d o s k u l a n t a 
w s p ó ł c z y n n i k a c h U j e s t i l o c z y n e m tej l i c z b y przez r z ę d u k ł a d u 
w y z n a c z n i k ó w , d o z n a l e z i e n i a k t ó r e g o p o d a m y p r a w i d ł o w roz-
d z i a l e t r a k t u j ą c y m o r z ę d z i e u k ł a d ó w z r ó w n a ń . 

D l a j e d n e g o k s z t a ł t u d a n e g o , o s k u l a n t j e s t d y s k r y m i n a n t e m , 
d l a k k s z t a ł t ó w o k z m i e n n y c h j e s t o n w y z n a c z n i k i e m w y -
p a d k o w y m . T w i e r d z e n i e p a r a g r a f u 91 s t o s u j e s i ę d o n i c h ; d a j m y 
ż e s z u k a m y o s k u l a n t a k — 1 k s z t a ł t ó w o k z m i e n n y c h , i ż e 
o s t a t n i z t y c h k s z t a ł t ó w r ó w n a s i ę i l o c z y n o w i d w ó c h k s z t a ł t ó w 
U , V ; w i d o c z n a że o s k u l a n t c a ł e g o u k ł a d u b ę d z i e i l o c z y n e m 
o s k u l a n t a U i /t — 2 p o z o s t a ł y c h k s z t a ł t ó w , o s k u l a n t a V i t y c h ż e 
k — 2 k s z t a ł t ó w , o r a z k w a d r a t u w y z n a c z n i k a w y p a d k o w e g o 
w s z y s t k i c h k s z t a ł t ó w d a n y c h . 

ALGEBRA. I I . — 1 6 
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N a l e ż a ł o b y za jęć s i ę f o r m ę d y s k r y m i n a n t a J a k o b i o w e g o 
i l o śc i xU + + v W , w razie g d y U , V , W , sa k s z t a ł t a m i 
p o t r ó j n e m i , oraz f o r m ą d y s k r y m i n a n t a ze w z g l ę d u n a X, fj., v. 
P r z y p a d e k g d y U , V , W , s ę p o c z w ó r n e m i w r o z d z i a l e X V I 
t r a k t o w a n y m b ę d z i e ; w i n n y c h razach ostatni d y s k r y m i n a n t 
znos i s i ę t o s a m o ś c i o w o . 
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ZASTOSOWANIA DO KSZTAŁTÓW PODWÓJNYYCH. 

1 8 3 . W y ł o ż y w s z y g ł ó w n e p u n k t u teoryi o g ó l n e j , o b j a ś n i m y 
j e w r o z d z i a l e n i n i e j s z y m najpros t szen i i p r z y k ł a d a m i n i e z m n -
n i k ó w i s p ó ł z m i e n n i k ó w r o z m a i t y c h z r ó w n a ń . M e t o d a para-
grafu 101 p o k a z u j e że kształ t p o d w ó j n y p o s i a d a w o g ó l e u — 2 
n i e z a l e ż n y c h n i e z m i e n n i k ó w ; g d y ż tamże d o w i e d z i o n e m z o s t a ł o 
że w t y m razie m a m y n — 3 n i e z m i e n n i k ó w b e z w z g l ę d n y c h , 
a p o n i e w a ż (101) j e d e n taki n i e z m i e n n i k w y w o d z i s ię z d w ó c h 
z w y c z a j n y c h , w i ę c i l o ś ć t y c h os ta tn ich j e s t n — 2. Jeże l i 
S i T d w o m a n i e z m i e n n i k a m i tego s a m e g o s topn ia , t o 
S - j - aT, g d z i e a j e s t c z y n n i k i e m l i c z e b n y m , b ę d z i e t a k ż e n i e -
z m i e n n i k i e m , k t ó r e g o j e d n a k ż e u w a ż a ć n i e m o ż e m y za n o w y , 
n i e z a l e ż n y o d S i T n i e z m i e n n i k . P o d o b n i e ż w z g l ę d e m S 
d r u g i e g o , i T t r z e c i e g o s t o p n i a , S^ aT- w t y m ż e s a m y m 
z n a j d u j e s ię p r z y p a d k u . Lecz n i e z m i e n n i k n i e daj(icy s i ę w y -
m i e r n i e w y r a z i ć w f u n k c y i S i T, na przykład U d a n y przez 
z r ó w n a n i e R'̂  = S^ - f - j e s t r ó ż n y m o d S i T , l ecz z a -
l e ż n y m o d n i c h n i e z m i e n n i k i e m . Tak że g d y n — 2 w y r a ż a 
l i c z b ę n i e z m i e n n i k ó w n i e z a l e ż n y c h kształ tu d a n e g o , l i czba n i e -
z m i e n n i k ó w o d r ę b n y c h (przeszed ł szy 62 s top ień ) b ę d z i e n i e -
o g r a n i c z o n y . 

W e ź m y u k ł a d z ł o ż o n y z d w ó c h k s z t a ł t ó w s t o p n i ??? i / i ; p o -
s t ę p u j ą c w e d l e p a r a g r a f u 1 0 1 , p r z y j d z i e m y d o w - f n - f - 2 
z r ó w n a ń k t ó r e s p r a w d z o n e m i b y ć p o w i n n y , a że ty lko cz tery 
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s ta łe u l e g a j ą n a s z e m u r o z p o r z ą d z e n i u , u k ł a d p r z e t o p o s i a d a 
7n - f - ?ł — 2 b e z w z g l ę d n y c l i , a m - { - n — \ z w y c z a j n y c l i n i e -
z a l e ż n y c ł i n i e z m i e n n i k ó w czyl i że u k ł a d z d w ó c h k s z t a ł t ó w 
z ł o ż o n y , p o s i a d a trzy n i e z m i e n n i k i n i e z a l e ż n e w i ę c e j , an iże l i 
icl i p o s i a d a ł y kszta ł ty p o j e d y n c z o w z i ę t e , m a j ą c e m — 2 i n — 2 
n i e z m i e n n i k i tak ie . G d y b y j e d n a k j e d e n z k s z t a ł t ó w b y ł p i e r w -
s z e g o l u b d r u g i e g o s t o p n i a , t o b y t y l k o d w a n o w e n i e z m i e n n i k i 
n i e z a l e ż n e p r z y b y ć m o g ł y ; a to d la t e g o ż e t y m razie 
n ie n — 2 lecz w — 1 w y r a ż a i ch i l o ś ć , która j e s t O d la kszta ł tu 
U n i j n e g o , a 1 d la ksz ta ł tu d r u g i e g o s t o p n i a . P r z e t o l iczba i n n y c h 
n i e z m i e n n i k ó w b ę d z i e o 1 m n i e j s z ą o d i lośc i w s k a z a n e j pra-
w i d ł e m o g ó l n y m . 

N i e z m i e n n i k i p e w n e g o k s z t a ł t u i u k ł a d u l i n i j n e g o 
(114 ) , m o g ą b y ć u w a ż a n e za p r z e c i w z m i e n n i k i k s z t a ł t u d a n e g o , 
a t e z n o w u w k s z t a ł t a c h p o d w ó j n y c h z a m i e n i a j ą s i ę na s p ó ł -
z m i e n n i k i przez z a m i a n ę ^ \ y na y i — a:. W i d z i e l i ś m y że 
ksz ta ł ty p o d w ó j n e p r ó c z n i e z m i e n n i k ó w d w a ty lko n i e z a l e ż n e 
s p ó ł z m i e n n i k i p o s i a d a j ą ; a że ksz ta ł t s a m m o ż e b y ć u w a ż a n y 
za j e d e n ze s w o i c h s p ó ł z m i e n n i k ó w , w i ę c w s z y s t k i e s p ó ł z m i e n -
niki d a d z ą s i ę w y r a z i ć w f u n k c y i ksz ta ł tu , j e g o n i e z m i e n n i k ó w 
i j e d n e g o s p ó ł z m i e n n i k a ; w y r a ż e n i e to n i e z a w s z e j e s t w y m i e r -
n e m . 

P r z y s l ę p u j e m y d o w y m i e n i e n i a n i e z m i e n n i k ó w i s p ó ł z m i e n ^ 
n i k ó w z a s a d n i c z y c h d la n a j p r o s t s z y c h k s z t a ł t ó w . 

1 8 / I . K S Z T A Ł T DRUGIEGO S T O P N I A . P o d a l i ś m y j u ż g ł ó w n e p u n k t a 
o d n o s z ą c e s i ę d o teory i kszta ł tu 

[a, b, yy; 

m a o n j e d e n t y l k o n i e z a l e ż n y n i e z m i e n n i k (102) , b ę d ą c y zara-
z e m d y s k r y m i n a n t e m ac — b-. K a ż d y i n n y n i e z m i e n n i k m u s i 
b y ć p o t ę g ą [ac — b"^)"^. "Widzie l i śmy także (137) że w e d ł u g 
p r a w a w z a j e m n o ś c i p . H e r m i t a , t y l k o kszta ł ty s t o p n i parzy-
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ZASTOSOWANIA DO KSZTAŁTÓW PODWÓJNYCH. 2 4 5 

slych mają niezmienniki drugiego rzędu których formułą sym-
—2m 

boliczną jest 12 . Uczyniwszy y = 1 w' kształcie danym, 
będzie on oznaczał dwa punkta na osi które razem przypadną 
gdy dyskryminant stanie się = O (167). 

W podobny sposób układ dwóch kształtów 

—2 

ma za niezmiennnik 12 = ac' -{-a'c — 2bb'. Jeżeli każdy z da-
nych kształtów wzięty osobno pznacza dwa punkta na osi 
to zniknięcie niezmiennika będzie poznaką że mamy cztery 
punkta w stosunku harmonicznym, i to takie że dwa odpowia-
dające jednemu kształtowi, są sprzężonemi dwóch innych od-
powiadających kształtowi drugiemu. Dowiedliśmy również że 
spółzmiennik 12 (czyli wyznacznik Jakobiowy układu) przed-
stawia ogniska układu inwolucyjnego danego przez cztery punk-
ta (167). 

Rugownik układu może być napisany pod jedną z postaci : 

albo 

W razie trzech kształtów drugiego stopnia 

sprowadzenie do O wyznacznika 
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wyraża warunek że trzy pary punktów danych przez trzy kształty 
są w inwohicyi (*). 

185. K S Z T A Ł T T R Z E C I E G O STOPXNIA. Weźmy 

jedyny niezmiennik tego kształtu jest jego dyskryminantem : 

Hessowy 12 jest : 

można go napisać jako wyznacznik 

który ma jednaki z kształtem samym dyskryminant. Jeżeli 
kształt trzeciego stopnia ma a, (3, y za pierwiastki, natenczas 
jego Hessowy będzie (117) : 

Spółzmiennik trzeciego stopnia, czyli przewoźnik dyskrymi-

(*) Wszystkie szczegóły geometryczne w tym paragrafie przytoczone, 
wyjęte są z dzieła p. Salmona o stożkowycli {The conics), str. 291-296. 
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nanta (122) j e s t : 

{n^-d — ^abc + W, abd Ą- b^c — 2aci, 2b-^d - ocd— bc^, 

— Zbcd ~ nd'^ — y f . 

M o ż e m y g o p r z e d s t a w i ć g e o n i e t r y c z i i i e w s p o s ó b n a s t ę p u j ą c y : 
w e ź m y trzy p u n k t a o z n a c z o n e przez kształt d a n y , i z n a j d ź m y 
p u n k t h a r m o n i c z n y o d p o w i e d n i k a ż d e m u z n i c h w o d n i e s i e n i u 
d o d w ó c h p o z o s t a ł y c h , a o t r z y m a m y trzy n o w e p u n k t a b ę d ą c e 
p r z e d s t a w i e n i e m g e o m e i r y c z n e m w m o w i e b ę d ą c e g o s p ó ł -
z m i e n n i k a . B o jeże l i ksz ta ł t d a n y z a m i e n i s i ę na xy{x y), 
to p r z y p u s z c z e n i e a = d=.i), i b = c -=1 p o k a ż e le x — y 
b ę d z i e c z y n n i k i e m s p ó ł z m i e n n i k a . L e c z a - f - y , x — y są sprzę-
ż o n e m i h a r m o n i c z n e m i w z g l ę d e m x \ y, [i o z n a c z y w s z y przez 
a, (3, y , S o d l e g ł o ś c i t y c h c z t e r e c h p u n k t ó w o d p o c z ą t k u , m i e -
r z o n e na os i x, p r z e k o n a m y s i ę źe w s z e l k i m i ę d z y n i e m i , 
h a r m o n i c z n y s t o s u n e k , w y r a ż a j ą c y się przez s t o s u n e k i l o c z y n ó w 
(ot — P) (y — i (a — y) ((3 — S) n ie b ę d z i e n a r u s z o n y przez 

p r z e o b r a ż e n i e l i n i j n e z a l e ż ą c e na p o d s t a w i e n i u "f" ^ , za « . 

A j e ż e l i d o w i e d z i e m y że dla j e d n e g o p r z y p a d k u i s t n i e j ą s t o -
s u n k i k t ó r y c h p r z e o b r a ż e n i a l i n i j n e b y n a j m n i e j n io z m i e n i a j ą , 
t o t e m s a m e m d o w i e d z i e m y że ta w ł a s n o ś ć j e s t o g ó l n ą . I n n e 
c z y n n i k i p r z e w o ź n i k a i l o ś c i xy{x-\-y] 2x-\-y, 
tak ż e nasz w y p a d e k m o ż e b y ć n a p i s a n y s y m e t r y c z n i e j a k o 
p r z e w o ź n i k i lośc i xyz ( w której x, y, z p o ł ą c z o n e są z w i ą z -
k i e m l i n i j n y m x y z — {i)-, p r z e w o ź n i k t en j e s t 

— y) (// — z) (s — 

U w a g i p o w y ż s z e p r o w a d z ą n a s d o w y r a ż e n i a c z y n n i k ó w s p ó ł -
z m i e n n i k a w f u n k c y i p i e r w i a s t k ó w kształ tu d a n e g o ; b o d a w s z y 
że <J p r z e d s t a w i a o d l e g ł o ś ć o d p o c z ą t k u p u n k t u s p r z ę ż o n e g o 
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Z ff względem S i y, wyciągnijmy warlość na S ze zrównania 

przyjdzie 

zkąd otrzymamy na wartość spółzmiennik 

Wartość tę sprawdzić można uskuteczniając mnożenie i pod-
stawienia w funkcyi wyrazów zrównania. 

486. Usiłować teraz będziemy znaleźć związek między po-
przedniemi spółzmiennikami i niezmiennikami za pomocą ka-
nonicznych form które dla = dy^ są : dyskryminant 

Hessowy ]A.-^adxy, i spółzmiennik trzeciego stopnia 
J = ad{ax^ — dy^). Dyskryminant ilości J jest trzecią potęgą 
dyskryminanta ilości U, gdyż dla kształtu kanonicznego staje 
się on aH^. W paragrafie 183 przewidywaliśmy że J nie jest 
niezależnem od U i H, za pomocą zaś kanonicznego kształtu 
łatwo przyjść możemy do zrównania otrzymanego przez p. Cay-
ley, a wykazującego związek między niemi zachodzący : 

Pan Cayley użył tego zrównania do rozwiązania U przez 
rozłożenie na linijne czynniki. Bo gdy J^ — DU^ jest sześcia-
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nem zupełnym, wnosić możemy że czynniki J ± U V D takiemiż 
sześcianami będę; i w rzeczy samej, sę one dla formy kano-
nicznej 

Ponieważ zaś x\ a—y y ~d jest jednym z czynników formy 
kanonicznej, widoczna przeto że czynnik ogólny jest propor-
cyonalny do 

funkcya stająca się zerem dla U = a. 

PliZYKŁAD. — Powróćmy do zrównania paragrafu 125 

mamy 

zk^d 

a czynniki s? ' ' 

1 8 7 . U K Ł A D ZŁOŻONY Z K S Z T A Ł T U DRUGIEGO I T R Z E C I E G O S T O P N I A . 

Dajmy 

^ Najprostszy niezmiennik otrzymuje się kombinując kształt 
drugiego stopnia z Hessowym kształtu trzeciego stopnia, i obli-
czając pośredni niezmiennik dwóch kształtów kwadratowych ; 
otrzymamy 
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Wyznacznik wypadkowy obliczony wedle paragrafów UU i 67 
będzie 

J i R uważać możemy za zasadnicze niezmienniki uk ładu; 
dla łatwiejszego porównania z niemi innych spółzniienników 
przypuszczamy A = G = O, czyli bierzemy za x i y dwa 
czynniki kształtu drugiego stopnia. W tym razie mamy 

Wyznacznik Jakobiego jest 

Prócz tego istnieją spółzmienniki l ini jne; wprowadźmy 
symbole różniczkowe w stopień drugi i wykonajmy na stopniu 
trzecim działania wskazane, a otrzymamy 

działając podobnież przez Lj na kształt stopnia drugiego przyj-
dzie 
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Wartości na Li i Lo wyrażone w funkcyi ę, y, pier-
wiastków zrównania trzeciego stopnia, oraz 6', pierwiastków 
zrównania drugiego stopnia, zamienią się na 

Wyznacznik wypadkowy ilości Li i L.2 w razie A C = O 
jest proporcyonalny do B^bc. Oznaczywszy przez A dyskry-
minant AG — B^ kształtu drugiego stopnia, przekonamy się 
że wyznacznik wypadkowy ilości Li, i L2 wyrażony w funk-
cyi niezmienników zasadniczych jest R - } - 8 A L 

Otrzymamy inne linijne spółzmienniki, zastępując w Li i L. 
spółczynniki kształtu trzeciego stopnia przez spółczynniki odpo-
wiednie spółzmiennika tego kształtu (122). 

Rugując między L, i kształtem drugiego stopnia, lub między 
Lj i L2, do jednego dochodzimy wypadku j lecz rugując 
między Li i kształtem trzeciego stopnia, nowy otrzymujemy 
niezmiennik, po uczynieniu A = C = O, a będzie on db^), 
ilość nie dająca się przywieść do żadnej z form poprzednich. 
Kwadrat jednak z tej ilości łatwo się do nich sprowadzić daje. 
Albowiem dyskryminant kształtu trzeciego stopnia jest 

kwadrat zaś z naszego niezmiennika pomnożony przez 16. 

uczyniwszy w nim 

otrzymamy wyrażenie w funkcyi niezmienników zasadniczych. 

188. U K Ł A D D W Ó C H S Z E Ś C I A N Ó W . Układ taki I 

,ma za najprostszy niezmiennik ( 
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(120, przykład 2), który jest k o m b i n a n t e m , i który uważać należy 
jako niezmiennik P . Własnośc i układu naj lepie j się rozpoznaj§i 
gdy go przywiedziemy do fo rmy Au^ + By^ 
-[- 4- k tóra wie loma sposobami o t rzymać się daje, 
gdyż każdy z układów trzeciego stopnia zawiera cztery stałe, 
a układ cały zawiera ich o ś m ; kształt przeto dopiero napisany 
zawiera sześć stałych wyraźnych, wreście u, v, w, po j edne j 
domyś lne j , gdyż u zastępuje a ? - ] - - h • • • Drugi kształt ró-
wnoważny jest kształtowi z dziewięcioma stałemi, a więc ma 
jedn§ stał§ więcej aniżeli potrzeba do zamienienia go na kształt 
ogólny. 

Trzy zaś podwójne kształty pierwszego s topnia , połączone 
s§ związkiem tosamościowym kształtu 
Stałe a, S, y, lak zostały oznaczone aby dla 

było 

Pods tawia jąc za w j ego wartość, i pisząc sześciany, p rzy j -
dzie 

niezmiennik P układu będzie i 

Dla znalezienia wyznacznika wypadkowego układu , rozwią-
żemy zrównania A m ^ B y ^ 4 " ^^^^ = = 
co nam da t<3 = (BG'), = (GA'), i pods tawimy 
w tosamość u-\- v w = zkąd 

Oznaczmy przez U, "V, dwa kształty trzeciego s topn ia ; wie-
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my (169), że istnieje niezmiennik trzeciego rzędu we względzie 
spółczynników obu kształtów trzeciego stopnia, wyrażający 
warunek możności oznaczenia x w taki sposób aby U -[- W 
było sześcianem zupełnym. Oznaczmy przez Q ten niezmiennik, 
będzie on równym iloczynowi (AB')(BC')(CA'), i będzie miał 
spółczynniki tego co ten iloczyn stopnia. Bo jeżeli jaki czynnik 
(AB') zniknie w iloczynie, to AV ~ A'U, zamieni się widocznie 
na sześcian zupełny (AG')?6'®, a wyznacznik wypadkowy przy-
bierze formę P^ — 27Q. 

189. Dla bezpośredniego znalezienia niezmiennika Q kształ-
tów {a, b, c, yY, {a', h\ c', y f , postąpimy jak 
następuje. Jeżeli U - j - W ma być doskonałym sześcianem, to 
spółcześnie zadosyć czynimy trzem drugim różniczkom; będzie 
więc 

Rozwiążmy linijnie te zrównania względem Xy y, x//, 
i zróbmy x X "^y = y X '>x, otrzymamy na żądany warunek 

albo : 
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Nadajmy na a, b,..., wartości A, — C, — G,... a otrzyma-
my (188), — (AB')(BG')(GA') ; rozmnożywszy przez 27 wypa-
dek ten, i dodawszy doń \{nd') — otrzymamy w y -
znacznik wypadkowy w formie 

wypadek zgodny z wypadkiem paragrafu 61, rozebrawszy go 
na trzecie potęgi napisane bez dwumianowych spółczynników. 

190. Otrzymaliśmy niezmiennik P układu A a ? ^ B y ^ - j - C z ^ 
-)- G'z3, przywodząc zrównania do dwóch zmien-

nych i obliczając wartość a d ' — ( 1 8 8 ) . Dla podania 
ogólnej zasady, innym sposobem obliczenie to wykonamy. 

Wiemy że podstawiając ^ — ^ , za a? i y w jakikolwiek 

kształt podwójny, otrzymamy niezmienny a dogodny w działa-
niach symbol. Jeżeli ta zmiana uczyniona jest w funkcyi zło-
żonej z wyrazów zależnych od x, y,z, a gdzie z = — { x - \ - y ) , to z 

stanie się — jeżeli zaś działania wykonywać będziemy 
tL%jb (lij 

na funkcyi podobnież wyrażonej, to ponieważ różniczka ze 

względu na x jest, A i ^ ^ albo — ^ (w skutek 
d x ^ dz dx d£ dz ^ 

związku łączącego x, y, z), prosto we wszelkim spółzmienniku 
zastąpić możemy 

a otrzymamy symbol w działaniach dogodny, dający się zasto-
sować do każdego spółzmiennika, w którego skład wchodzą 
wyrazy zawierające y , z , i to bez uprzedniej zamiany 
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spółzmiennika tego na funkcyą dwócli zmiennycli. W przypadku 
obecnym działamy na oraz na 

a wypadek tylko o liczebny czynnik różnić się bądzie od otrzy-
manego powyżej 

W podobnyż sposób znajdziemy, że w symbolicznem znako-

waniu, 12 zastosowane do funkcyi w wyrazach .r, y. z wyra-

żonej, oznacza 

191. Jakobiowy układu 

może być znalezionym za pomocą ostatniej formuły, albo ł)ez-
pośrednio. Co do drugiego sposobu; związki łączące z z x i y, 
sprawiają że różniczki U ze względu na a; i y są proporcyo-
nalne do 

Jest to kształt dwukwadratowy, dla którego łatwo obliczyć 
dwa niezmienniki paragrafu 97, to jest 

Wstawiwszy z-, (x • pomnożywszy Jakobiowy przez 
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6 (dla unikuienia ułamków), otrzymamy 

z k ę d S = 3P^ T = 5;iQ — P^. Więc dyskryminant kształtu 
dwukwadratowego jest S^ — 27T2, a dyskryminant Jakobio-
wego proporcyonalny do Q(P^ — 27Q), wypadek zgodny z pa-
ragrafem 169. 

192. Utworzywszy niezmiennik ilości U - f a polem nie-
zmiennik tegoż uważanego za funkcyą x, wypadek będzie 
kombinantem układu U, V, a więc nie zmieni się przez pod-
stawienie /U - f mV, IV -j- m'N, za U, V. Gdyż to podstawie-
nie daje nam niezmiennik odpowiedni ilości 

równoważny Unijnemu przekształceniu w którem 
niezmienniki funkcyi zależnej od >• nie uległy zmianie. Dajmy, 
w razie dwóch kształtów trzeciego stopnia, że U W ma za 
dyskryminant A - f + k W - f Ex'', i że mamy ob-
liczyć niezmienniki tego kształtu dwukwadratowego; możemy 
za (j i V wziąć dwa kształty układu U xV mające czynniki 
kwadratowe, i wstawić x i y za te czynniki. Przyjdzie 

dalej 
a wyznacznik wypadkowy 

Lecz dla tej formy kształt dwukwadratowy jest : 

a mnożąc przez 6 dla uniknienia ułamków, będzie 
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z t § d 

a więc dyskryminant dwukwadratu S^ — 271^ jesl propor-
cyonalny do Q3(P3 — 27Q) (172). Paragraf 101 przekonał nas 
(przy obliczaniu stałych) że układ dwóch kształtów trzeciego 
stopnia nie może mieć więcej jak pięć niezmienników nieza-
leżnych, a widzimy teraz że P i Q dają się oznaczyć chociaż 
niewymiernie w wyrazach A, B, C, D, E. 

193. Możemy przeto przy badaniu niezmienników nie będą-
cych kombinantami używać kształtu lbx-y, -[" 
potrzeba jednak okazać że stosunki znalezione w szczególnym 
przypadku są ogólnemi. Wszystkie niezmienniki są tego samego 
rzędu względem spółczynników układu, tylko kombinant P nie 
ulega temu prawu. Znajdziemy kilka niezmienników czwartego 
rzędu. Hessowym ilości U - j - jest 

gdzie wyraz ogólny jako spółczynnik jest Hessowym, pier-
wszy ilości U, drugi ilości V ; spółczynnik zaś X jest spół-
zmiennikiem pośrednim. Możemy utworzyć niezmiennik dru-
giego stopnia którejkolwiek ilości / ł a y — 2 ( a y ' - | - ( « ' y — 6S',..., 
lub którejkolwiek pary tych ilości, a będą one niezmiennikami 
układu. Jeżeli przypomnimy sobie że dyskryminant Hessowego, 
równa się dyskryminantowi samegoż kształtu, i w skutek tego 
zrobimy równemi ilości 

i (A, B, C, D, E j ^ l , X)S zrównamy tem samem wszystkie nie-
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zmienniki z A, B, \), E, wyjąwszy dwa 
, zwane J, K, które łączy związek z 

Dla kształtu - f -)- \(?)cxi/ -}- di/) Hessowy jest 

znajdziemy nadto J = — K = _ Qabcd - f b^c^; 
posiłkując się zaś wartością 6C = dhl- — (jabcd — otrzy-
mamy 6G = 4 " 6J, K = - j - ^J, wartości łatwe w ogóle 
do sprawdzenia. 

Utwórzmy wreszcie spółzmiennik trzeciego stopnia kształtu 
U -[- ^wedle paragrafu 122); nadto spółczynniki X dostar-
czą czterech spółzmlenników tego gatunku co U i V, i dwóch 
spółzmienników pośrednich. Utworzywszy kombinant każdej 
pary tych kształtów trzeciego stopnia, znajdziemy sześć nie-
zmienników szóstego rzędu w spółczynnikach, cztery z nich są, 
PA, PB, PD, PE, dwa zaś pozostałe utworzene z dwóch skraj-
nych i dwóch pośrednich spółzmienników będą 

19^1. KSZTAŁT CZWARTEGO STOPNEA. Ma on ( 9 7 ) dwa niezmien-
niki. 

Widzieliśmy że kształt ten przywieść można do formy kano-
nicznej dla której S = l - j - 3 m ^ , T = m —m®. 
Niezmienniki te wyrażone jako funkcye symetryczne pierwiast-
ków, staną się 
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albo 

ostatnie wyrażenie pokazuje że gdy T = O, cztery punkta dane 
przez kształt będą w stosunku harmonicznym. Widzieliśmy zaś 
że gdy T = O kształt da się wyrazić jako summa dwóch czwar-
tych potęg (*), i że T można napisać jako niezmiennik 

Oznaczmy przez M moduł podstawienia, S i T staną ąię po 
uskutecznieniu przeobrażenia M^S, M®T (102); przeobrażenie 
to nie zmienia ich stosunku S^ : T-. 

195. Każdy niezmiennik kształtu dwukwadratowego daje się 
wyrazić jako funkcya wymierna ilości S i T. Bo gdy kształt 
dany przez stosowne podstawienie zamienia się na formę ka-
noniczną -f- i to bez zmiany niezmienników, 
wystarczy przeto gdy podane twierdzenie dla tej dowiedziemy 
formy. Zauważmy że niezmiennik stający się zerem dla 
będzie zerem i dla 

staje się 

będzie — ea^Y'-}- / / j ^ zatem niezmiennik 

1*) P. Sylwester nazywa katalekłykantem niezmiennik sprawiający że 
liształt stopnia 2u da się wyrazić jai<o summa n ilości stopnia 2n. 
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podzielny przez rn, ma lakże m- — m za czynnik, więc i 
przez m —m^ czyli przez T podzielnym będzie. 

Niezmiennik wyrażony w funkcyi a, b, c, rf, e, spólczynni-
ków kształtu ogólnego, niezmieniaj^cy się na zero dla A = O, 
c = O, d — ^ , ma część która nie znikła przez podstawienie 
tycli wartości, podzielny przez ae', w rzeczy samej część ta 
musi być symetryczny względem a i e, nie może zaś być 
kształtu a'' - f ^̂  z powodu że wszystkie wyrazy jedną ważność 
mieć powinny. Dajmy że część niknącą jest a h ^ ; odcięgnijmy 
j§ od niezmiennika danego 

:ae — h k l ^ 'óc-y, czyli od S^ 

a reszta stanie się zerem dla b = c=:d=(); nadto będzie ona 
zerem dla formy kanonicznej w której 0 z= d= ()_, gdy przy-
puścimy m = 0. Podług tego co powiedzieliśmy wyżej, część 
la będzie podzielny przez T, czyli że niezmiennik przybiera 
postać SA;'- |-Tę; w podobnyż sposób dowiedziemy że v jest 
kształtu S/.:' i lak dalej, tak iż ostatecznie otrzymamy 
niezmiennik w postaci funkcyi wymiernej ilości S i T. 

196. Wyraźmy dyskryminant w funkcyi ilości S i T. Wiemy 
że dyskryminant kształtu danego niknie (92) gdy a = b = Q 
bo w tym razie kształt, jako podzielny przez y ' , posiada czynnik 
kwadratowy. Zkydinyd niezmiennik równy O dla a = b = 0 
ma dyskryminant za czynnik. W rzeczy samej ten niezmiennik 
musi się stać zerem, jeżeli kształt jest podzielny przez kwadrat 
(x — ay)'^, gdyż za pomocy Unijnego przeobrażenia możemy 
ten czynnik wziyć za y, co uczyni a = 0 ; lecz niezmien-
nik stajycy się zerem dla dwóch pierwiastków równych, za-
wierać musi, gdy go wyrazimy w funkcyi pierwiastków zawie-
rajęcych różnice dwóch pierwiastków jakichkolwiek jako 
czynnik, a więcjest podzielnym przez dyskryminanla. 

Znając 8 i T, łatwo z nich wyprowadzić niezmiennik który 
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przez przypuszczenie a = b = sianie się także zerem; bo 
w razie tym mamy S = Sc^, T = — c^, a w następstwie 
S3—27T^ = 0. Niezmiennik ten w odniesieniu do spółczynni-
ków jest [szóstego rzędu, a więc rzędu dyskryminanta (86), 
Jest to więc dyskryminant, a nie iloczyn jego przez inny czyn-
n ik ; otrzymujemy przeto na wartość szukaną 

Różnemi sposobami sprawdzić możemy ten wypadek, a mia-
nowicie biorąc ogólniejszą formę kanoniczną to jest biorąc 

i przypuszczając w niej -)- y - = Otrzymamy bez naj-
mniejszej trudności rachunkowej 

a niezmienniki S i T staną się : 

-Dyskryminant jest po prostu wyznacznikiem wypadkowym 
dwóch pochodnych — By^—Cz^; równając je zeru 
możemy przypuścić że i/, z^, są proporcyonalne do BC, 
CA, AB. Podstawiając te wartości w zrównanie 

przyjdzie 

zkąd 

http://rcin.org.pl



2 6 2 ROZDZIAŁ II. 

i ostatecznie olrzyniujeniiy dyskryminant pod postacią S^ - 27T-. 

197. Możemy jeszcze ten wypadek wyprowadzić od kształtu 
p3 _ 27Q wyznacznika wypadkowego układu złożonego z dwóch 
zrównań trzeciego stopnia (188). Kombinant P układu Ui, 11-2, 
czyli zrównań 

będzie {ae — bd) — 3(M — c^), a więc nie różni się od nie-
zmiennika S dwukwadratowego kształtu. Q musi być dosko-
nałym kwadratem niezmiennika T. Można dowieść to a priori, 
gdyż Q = O wyraża warunek że między wartościami na p., 
Ul fjiUa znajduje się sześcian zupełny. A skoro tak jest, mo-
żemy (110) go przeobrazić linijnie w ten sposób aby był 
względem x różniczką zupełnie sześcienną, na przykład, 
(a; 4 " ').yf' A zatem samże kształt będzie formy 
dla której U-I — AUI, być musi sześcianem zupełnym. Więc 
0 = 0 wyraża warunek aby kształt czwartego stopnia był 
summą dwóch ('.zwartych potęg, w którym to przypadku 
xUi w dwojaki sposób być może sześcianem zupełnym. 

Możemy łatwo zastosować teoryą układu dwóch kształtów 
trzeciego stopnia, pisząc kształt czwartego stopnia pod formą 
ogólniejszą od kanonicznej S^y x - | - y - | - z = 0 . 
W tym przypadku, a = A - | - C , e = B - j - C , = 
a łatwo obliczyć S = BC + GA + AB, T = ABG. Lecz jeżeli 
dwie różniczki A r ^ — G z ^ , By^ — Gz^, uczynimy równemi 
otrzymamy na y'\ z^ wartości proporcyonalne do BG, GA, 
AB, a wprowadzając w x Ą- y z — otrzymamy dyskry-
minant pod formą 

albo 

albo 
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198. Z wyrażenia dopiero co danego na riyskryminant kształtu 
czwartego stopnia w wyrazach S i T, możemy wyprowadzić 
związek łgcz^cy spółzmienniki kształtu trzeciego stopnia (186). 

Jeżeli pomnożymy razem dwa kształty, niezmienniki nowego 
kształtu będ^i niezmiennikami układu zawierającego dwa kształty 
pierwotne. Jeżeli jeden z nich tylko pomnożymy przez 
to niezmienniki nowego kształtu będ^ przeciwzmiennikami 
kształtu danego (114); a zamiana w nich yj i ^ na — x \ y uczyni 
z nich spółzmienniki tegoż kształtu. Zastosujmy to postępowa-
nie do kształtu trzeciego stopnia, a spółczynniki kształtu czwar-
tego stopnia w ten sposób otrzymanego będa : 

dalej niezmienniki S i T tego kształtu, będą spółzmiennikami 

kształtu trzeciego stopnia. Lecz dyskryminant 

pewnego kształtu rozmnożonego przez x i y-ny staje się (91; 
dyskryminantem U rozmnożonym przez U'̂ . Wyrażając przeto 
dyskryminant kształtu danego czwartego stopnia, w wyrazach 
w skład S i T wchodzących, otrzymamy związek łączący H, J, 
i dyskryminant kształtu trzeciego stopnia. 

199. Wyznacznik Hessowy kształtu dwukwadratowego jest 
przewoźnikiem ilości T ; będzie to : 

a dla formy kanonicznej zamieni się na 
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Jeżeli kształt zawiera czynnik kwadratowy z znajdziemy 
go w Hessowym. Gdyż druga pochodna U2-2 zawiera czynnik 

pochodna Uu zawiera x, a w skutek tego wyrażenie 
— Ul' zawi<3ra czynnik r - . A zatem jeżeli kształt dwii-

kwadratowy jest podzielny przez dwa czynniki drugiego stopnia, 
odnajdą się one w Hossowym, który jako będący czwartego 
stopnia, tylko o czynnik liczebny od kształtu różnić się może. 
W rzeczy samej, weźmy za i ^^ dwa czynniki, a kształt 
dwukwadratowy da się napisać c.r^a-; czyniąc zaś w Hessowym 
a = b = d = : e = z O , stanie się on 

Jeżeli więc kształt dwukwadratowy różni się od Hessowego 
tylko o czynnik liczebny, następujący układ warunków jest 
koniecznym aby tenże kształt l)ył podziel nym przez dwa czyn • 
niki kwadratowe; mianowicie 

który to układ dwa odrębne zawiera warunki , jak tego rozma-
itemi sposobami dowieść możemy. 

W paragrafie 118 innemi sposobami do tego samego przy-
szliśmy wypadku. Jeden z nich zasadza się na utworzeniu spół-
zmiennika 

którego wszystkie wyrazy zamieniają się na zera, w razie gdy 
dwie pary pierwiastków są sobie równemi. Ten spółzmiennik 
zwany J jest : 
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S p ó l z m i e n n i k J j e s t J a k o b i o w y m ksz ta ł tu a l b o j e g o H e s s o -
w e g o , i z a m i e n i s i ę na z e r o , g d y t e d w i e f u n k c y e o c z y n n i k 
ty lko r ó ż n i ć się o d s i e b i e b ę d ^ ; tak w i ę c s p ó ł c z y n n i k i J daj^ 
n a m , w innej w p r a w d z i e f o r m i e w a r u n k i o t r z y m a n e p o w y ż e j . 
W i d z i e l i ś m y także że w t y m razie ( 1 1 8 ) , s p ó ł z m i e n n i k 

S(a — — y)Hy - — 

staje s i ę z erem. Lecz t e n s p ó ł z m i e n n i k j e s t S T U — 2 S H , i ł a t w o 
s p o s t r z e g a m y że z a m i e n i a s i ę na zero w razie g d y kszta ł t d a n y 
przyjmuje d w a c z y n n i k i k w a d r a t o w e . Gdyż c z y n i g c a — 
= k s z t a ł t s t a n i e s ię a n a d t o przy jdz ie H = 
T = — ff^ S = i p r z e k o n y w a m y s ię że w d a n y m p o w y ż e j 

oT u k ł a d z i e w a r u n k ó w , s p ó ' n a w^artość u ł a m k ó w j e s t ^ . 

200 . W i d z i e l i ś m y ( 1 7 2 ) jak kszta ł t d w u k w a d r a t o w y d o k a n o -
n i c z n e g o s p r o w a d z i ć , z a g a d n i e n i e to z a w i e r a w s o b i e rózwi{)za-
nie z r ó w n a n i a d a n e g o , g d y ż to p r z y w i e d z i o n e d o f o r m y aw'̂  

b c x h / - - { - e y ^ rozwinznje s io jak p r o s t e z r ó w n a n i e s t o p n i a 
d r u g i e g o . S p r o w a d z e n i e to m o ż e s i ę w y k o n a ć za p o m o c y S i T . 
D a j m y że z m i e n n e zos ta ły p r z e o b r a ż o n e przez p o d s t a w i e n i e 
l in i jne m o d u ł u 1, ŵ  t en s p o s ó b że s p ó ł c z y n n i k i b i d zn ik ły 
w z r ó w n a n i u p r z e o b r a ż o n e m , b ę d z i e m y m i e l i S = ae - j - 3c- , 
T = ace — c^, a n o w e j w a r t o ś c i c d o s t a r c z y z r ó w n a n i e 
Złt̂  _ Sc T rr: 0. Z r ó w n a n i a 

U = - f + eij\ H = acx'' -{- {ne — + cey\ 

d o s t a r c z ę w a r t o ś c i na n o w e z m i e n n e x i y w c l i o d z ą c e d o 
f o r m y k a n o n i c z n e j . Z r ó w n a n i a t e daja 

cU — H = — a e ) x Y ' ' 

M e t o d a nasza"zasadza s ię na w y c i ą g n i ę c i u w a r t o ś c i na c z d a -
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iiego powyżej zrównania stopnia trzeciego, i na utworzeniu, za 
pomoc§ jednej z wartości c, wyrażenia na cU — H, które 
musi być kwadratem zupełnym. Wyciągając pierwiastek i roz-
kładając go na czynniki, otrzymamy nowe wartości na. x i y, 
a tem samem poznamy zrównanie przeobrażone, zdolne zamie-
nić zrównanie dane na formę kanoniczną. Nadawszy zaś zró-
wnaniu danemu postać - f - f możemy, (jeżeli 
przekładamy postępowanie takie), uczynić spółczynniki 
równemi jedności pisząc 

PRZYKŁAD. — Rozwigizać zrównanie 

Olrzymamy S = — 216, T = — 756, a za zrównanie siopnia trze-
ciego 

mające trzy za jeden z pierwiastków. Hessowy jest 

zkęid 

Zmienne formy kanonicznej będ§ 

które to wartości wstawiając w kształt dany, otrzymamy na formę kano-
niczny 
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Wartości pierwiastlców dostarczą zrównania 

201. P . Cayley podaje pierwiastki zrównania stopnia czwar-

tego pod inną , bardziej symetryczną formą. Niech c^, c-i, c-i 

będą pierwiastkami zrównania stopnia trzeciego o którym m o w a 

w paragrafie 2 0 0 ; dowiedl i śmy że H — C j U , H—CoU, H—C3U 

są kwadratami zupełnemi , mającemi x i y za pierwiastki dru-

giego stopnia. Lecz wyrażenie 

jest także kwadratem zupełnym mającym za pierwiastek czynnik 

d w u k w a d r a t o w e g o kształtu. Wystarczy gdy dowiedziemy że ta 

i lość jest kwadratem, gdyż staje się ona widocznie zerem gdy 

W e ź m y formę kanoniczną czyniąc dla uproszczenia 

Rozwiążmy zrównanie 

jego trzy pierwiastki będą 

a trzy wartości na będą 

W i e m y że aby i lość formy 
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była k w a d r a t e m z u p e ł n y m , p o t r z e b a m i e ć 

w a r u n e k m a j ą c y r z e c z y w i ś c i e m i e j s c e , p o n i e w a ż j e s t 

PHZYKŁAD. — Stosując lę metodę do poprzedzającego przykładu (200), 
znajdziemy że inne wartości c sgi: 

kwadraty zaś z czynników linijnych kształtu dwukwadratowego będgi 

— 2 (a;2 — 2xy — 8?/2) 

2 0 2 . Z b a d a ć n a l e ż y w j a k i c h razach z a m i a n a na f o r m ę k a n o -
n i c z n y u s k u t e c z n i a s i ę za p o m o c y r z e c z y w i s t e g o , a w j a k i c h za 
p o m o c y u r o j o n e g o p o d s t a w i e n i a . D y s k r y m i n a n t tej f o r m y j e s t : 
ae(ae — a że p r z e m i a n a l in i jna n ie z m i e n i a j e g o z n a k u , 
p r z e t o g d y b ę d z i e d o d a t n y m , s p ó ł z m i e n n i k i a i e f o r m y k a n o -
n i czne j j e d e n z n a k m i e ć b ę d y , g d y zaś b ę d z i e o d j e m n y m też 
s p ó ł c z y n n i k i b ę d y z n a k ó w przec ivvnych . W p i e r w s z y m razie 
f o r m a - j - fic^-^^ ey* rozkłada s i ę na d w a czynn ik i : 

+ a lbo , - -

a w i ę c p i e r w i a s t k i sy, a l b o w s z y s t k i e r z e c z y w i s t e m i , a l b o w s z y s t -
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k i e u r o j o n e m i . W d r u g i m raz ie c zynn ik i te b ę d § 

a kształt d w u k w a d r a t o w y m a d w a p i erwias tk i r z e c z y w i s t e i d w a 
uro jone . W i ę c g d y d y s k r y m i n a n t jes t u j e m n y m , czyl i S 3 < 2 7 T 2 
d w a p i e r w i a s t k i s§ r z e c z y w i s t e a d w a u r o j o n e : g d y zaś je s t 
d o d a t n y m , w s z y s t k i e cztery s§ r z e c z y w i s t e , a l b o w s z y s t k i e cz tery 
u r o j o n e (*) . L e c z d y s k r y m i n a n t z r ó w n a n i a 

Z,c3 _ Sf - f T = O 

j e s t 27T"- — S ^ a w i ę c ( 1 5 5 ) , g d y S^ < 27T^ z r ó w n a n i e na c 
p o s i a d a j e d e n p i e r w i a s t e k r z e c z y w i s t y o b o k d w ó c h u r o j o n y c h ; 
p r z e o b r a ż e n i e zaś t y l k o w j e d e n r z e c z y w i s t y s p o s ó b u s k u t e -
c z n i ć s i ę daje g d y z r ó w n a n i u o d p o w i e d a j ę i d w a p i e r w i a s t k i r z e -
c z y w i s t e i d w a u r o j o n e . G d y a i e s§ p o p r z e d z o n e t e m i s a i n e m i 
z n a k a m i , m o ż e m y w z i ^ ć za f o r m ę k a n o n i c z n f i Ą-
a ł a t w o p o s t r z e g a m y że d o t e g o kszta ł tu na d w o i s t e j d r o d z e 
przyjść m o ż e m y . Z a s t ę p u j ą c b o w i e m x i ij przez x y '\ x— y, 
przyjdz ie 

(1 - f 4 - 6(1 — 4 - (1 - f l m r y \ 

z a s t ę p u j ą c przez x y \J — 1 i x — y\j — 1 przyjdz ie także 

(1 + - j - 6{m — l ) x - V + (1 - f -

(') Znaki niezmienników nie pozwalają odróżnić przypadku czlerech 
pierwiastkóvv rzeczywistycli od przypadku czterech urojonycli; lecz 
twierdzenie Sturma pokazuje że, przy dyskryininancie dodatnym, dwie 
ilości b'^ — ac, 3aT — 2 — ac)S sg dodalnemi gdy wszystkie pier-
wiastki m a j j łjyć rzeczywistemi; dla wszystkich zaś pierwiastków urojo-
nych, jedna z tych ilości staje się odjemn? (Cayley, Quarterly Journal, 
tom IV, str . 10). 
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Więc gdy forma dwukwadratowa ma cztery pierwiastki rze-
czywiste lub cztery urojone, chociaż przyjmuje trzy wartości 
rzeczywiste na c, jednak tylko jedna z nich odpowiada wartoś-
ciom urojonym na x i na y, i nie więcej nad dwa podsta-
wienia rzeczywiste istnieje. 

Inaczej jeszcze przekonać sit? o tem można. Bo rozłóżmy 
kształt dwukwadratowy na dwa czynniki rzeczywiste drugiego 
stopnia(a, b, yY,{o!, b\ y)'^. Te dwa czynniki U i V, 
mogą przez spółczesne przeobrażenie, być przywiedzionemi do 

-[- BY'̂  i A'X2 - f B'Y2, gdize A^ i Y"̂  są wartościami 
xU + V odpowiadającemi dwom wartościom x danym przez 
zrównanie 

Aby wartości x były rzeczywistemi potrzeba aby wyznacznik 
wypadkowy dwóch funkcyi drugiego stopnia 

był dodatnym. Gdy kształt dwukwadratowy ma cztery pier-
wiastki rzeczywiste, z których a i 6 są dwoma większemi, a' i e' 
dwoma mniejszemi, albo a i 6 dwoma skrajnemi, a' i (i'dvvoma 
średniemi, x przybiera wartości rzeczywiste; w innych razach 
będzie urojonem. Jeżeli jedno z wyrażeń drugiego stopnia ma 
pierwiastki urojone, ich wyznacznik wypadkowy jest dodatnym 
a X przyjmuje wartości rzeczywiste. 

203. Widzieliśmy (199) że kształty dwukwadratowe posiadają 

inny spółzmiennik J mający za formułę symboliczną 
Jest on trzeciego stopnia co do spółzmienników, a szóstego co 
do zmiennych. Dla formy kanonicznej Qmx'^y -J- y^ za-
mienia się on na (1 —'dm})xy{x^ — y^) : jest to Jakobiowy 
kształtu pierwotnego lub jego Hessowego. W ogóle czyniąc 
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d y s k r y m i n a n t U - | - > - V = 0 , j e ż e l i U i V sg k s z t a ł t a m i d w u -
k w a d r a t o w e m i , A p o s i a d a ć b ę d z i e s z e ś ć w a r t o ś c i t a k i c h aby 
U - j - p o s i a d a ł o c z y n n i k k w a d r a t o w y . B ę d z i e w i ę c s z e ś ć 
c z y n n i k ó w t a k i c h , i s t n i e j ą c y c h także w p o c h o d n y c h i lośc i 
U + W , j a k o i w J a k o b i o w y m . Gdy V j e s t H e s s o w y m dla 
U , X t y l k o trzy w a r t o ś c i p r z y b r a ć m o ż e ; d a n e są przez z r ó w -
n a n i a 

i s§ t a k i e m i że >.U — H = O przybiera d w a c z y n n i k i k w a d r a -
t o w e . L e c z p o d ł u g t e g o c o p o w i e d z i e l i ś m y n i e c o w y ż e j , te 
s z e ś ć c z y n n i k ó w są. c z y n n i k a m i J a k o b i o w e g o , a w i ę c s p ó ł z m i e n -
n ik J m a za czynnik i w a r t o ś c i z f o r m y k a n o n i c z n e j d la x i y 
w y p ł y w a j § c e . W y t ł u m a c z y m y g e o m e t r y c z n i e w y p a d e k t e n . 
Cztery p u n k t a w y r a ż o n e przez kształ t d a n y , o z n a c z a j ą trzy r ó ż n e 
u k ł a d y w r n w o l u c y i ( j e d e n z p u n k t ó w y i 5 m o ż e m y u w a ż a ć 
za s p r z ę ż o n y p u n k t u a) , a o g n i s k a t r z e c h u k ł a d ó w daje s p ó ł -
z m i e n n i k J. ' 

P o n i e w a ż (200) k w a d r a t z i l o c z y n u pary w a r t o ś c i d o s t a r c z o -
ne j przez f o r m ę k a n o n i c z n y d l a ar i y j e s t n a m d a n y przez 
w y r a ż e n i e Ci U — H, p r z e t o J^ j e s t p r o p o r c y o n a l n e d o 

(GiU — H) (CoU — H) (G3U — H) 

a l b o c d n o s z ^ c s i ę d o z r ó w n a n i a w c, przyjdz ie 

U s k u t e c z n i a j ą c r a c h u n e k na f o r m i e k a n o n i c z n e j o t r z y m a m y 
— J^ na w a r t o ś ć o s t a t n i e g o w y r a ż e n i a . 

2 0 4 . P o n i e w a ż H j e s t s p ó ł z m i e n n i k i e m U, w i ę c a i g 
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oznaczają dwie stałe, alJ 66H (*) będzie spółzmiennikiem 
dla U, a niezmienniki tej ilości będą także niezmiennikami 
tegoż U. Wreszcie S^T i dyskryminant R dane są przez nastę-
pujące zrównania : 

Ostatnia z tych wartości jest kwadratem zupełnym, gdyż, jak to 
zauważyliśmy, zamiast sześciu przypadków w których funkcya 

zawiera czynnik kwadratowy, mamy obecnie trzy 
przypadki w których jest podzielną przez dwa czynniki takie. 

P. Hermite dostrzegł, oznaczywszy przez G ilość 
— będącą funkcyą «• \ Z, że wartości dane powyżej 
na niezmienniki S i T kształtu aU - f 6&H, są Hessowym i 
spółzmiennikiem trzeciego stopnia ilości G : dyskryminant 
ilości -G tylko liczebnym czynnikiem różni się od dyskrymi-
nanta ilości U. 

Funkcya «U eSH ma te same co U spółzmienniki. Jej 
Hessowy jest : 

Jest to Jakobiowy dwóch wyrażeń G i aU -f- 6ęH uważa-
nych za funkcye a i g. J dla aU - f 6ęH jest to samo co J 
dla U, lecz pomnożone przez czynnik liczebny G. Hessowy 

(*) Spólczynnik liczebny 6 ma na celu uniknięcie u łamków w naslęp-
nycti formułach. 
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i lośc i J j e s t 

S^U-̂  — 36TUII 4 - 1 2 S H I 

j e s t to w y z n a c z n i k w y p a d k o w y d w ó c h i l o śc i , aU 66H i H e s -
s o w e g o i l o śc i G. P . Gayley n a d a ł m u f o r m ę 

( s u - ~ (S3 - 2 7 T i ) H ^ 

która p o k a z u j e że w y z n a c z n i k t e n staje s i ę kvvadratem z u p e ł -
n y m g d y d y s k r y m i n a n t j e s t z e r e m . 

2 0 5 . W t e m m i e j s c u n a l e ż y z r o b i ć u w a g ę że w e d l e zasady 
w paragra f i e 121 p o d a n e j , t w i e r d z e n i a dotycz^ice n i e z m i e n n i -
k ó w i s p ó ł z m i e n n i k ó w p e w n e g o ksz ta ł tu , da j^ p o c z ą t e k t w i e r -
d z e n i o m o d n o s z ą c y m s i ę d o n i e z m i e n n i k ó w k s z t a ł t ó w w y ż s z y c h 
s t o p n i . I tak, d o w i o d ł s z y (20/ł) że I l e s s o w y I l e s s o w e g o ksz ta ł tu 
d w u k w a d r a t o w e g o p r z y b i e r a p o s t a ć aTU gSH, w n i e ś ć n a m 
ztąd w o l n o że to s a m o m a m i e j s c e dla j a k i e g o k o l w i e k k s z t a ł t u . 
B o H e s s o w y w y r a ż e n i a UnU^-i — z a w i e r a d r u g i e , t rzec ie i 
c z w a r t e p o c h o d n e u . W i e m y zaś ż e za p o m o c ą z r ó w n a n 

(n — 3)M,h rrr - f yU^tl-

m o ż n a w y r a z i ć p o c h o d n e d r u g i e g o i t r z e c i e g o r z ę d u w f u n k c y i 
p o c h o d n y c h r z ę d u c z w a r t e g o , i n a p i s a ć H e s s o w y w f u n k c y i 
t y c h o s t a t n i c h i z m i e n n y c h x i y k t ó r e w r a c h u n e k w p r o w a -
d z i l i ś m y a które z n a j d o w a ć s i ę m u s z ą i w p o c h o d n y c h c z w a r t o -
r z ę d n y c h . B ę d z i e to w i ę c s p ó ł z m i e n n i k e m a n a n t a c z w a r t e g o 
r z ę d u . Lecz k a ż d y s p ó ł z m i e n n i k kszta ł tu d w u k w a d r a t o w e g o 
j e s t f u n k c y ą U i H ( 1 8 3 ) , a g d y j e s t c z w a r t e g o s t o p n i a ta 
f u n k c y ą l in i jną b y ć m u s i ; s p ó ł z m i e n n i k przybiera prze to p o -
stać a T U ęSH, g d z i e S i T są n i e z m i e n n i k a m i e m a n a n t a 
c z w a r t e g o rzędu i, jak w paragraf ie 1 2 1 , s p ó ł z m i e n n i k a m i 
k s z t a ł t ó w s t o p n i w y ż s z y c h . 

ALGEBRA. I f . 1 8 
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206. U K Ł A D UWÓGH K S Z T A Ł T Ó W C Z W A R T E G O STOPNIA. Zamierzamy 
wyliczyć kombinanty tego rodzaju kształtów. Utwórzmy S i T 
dla XU (/,V; można je napisać. 

a niezmienniki tych kształtów trzeciego i czwartego stopnia, 
będ^ kombinantami U, V (192) (*). 

Łatwo znaleźć dyskryminant kształtu czwartego stopnia, 
jest on : 

i ma związek z kombinantem A. 

Kombinanty o spółczynnikach jednego rzędu, w inny sposób 
znaleźć można; i tak Jakobiowy dla U i V j e s t : 

(*) Wspomnieliśmy że wyznacznik clwócii kształtów czwartego stopnia, 
może być napisanym jako dyskryminant, czy lo ilości 

czy leż Jakobiowego 

dodać należy że pierwsza ilość zamienia się Unijnie na dnig? bioiitc 
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a tego spółzmieimik kombinantowy 

Dyskryminanl zaś tej ilości, i niezmiennik kształtu czwartego 
stopnia (105), będą kombinantami tego rzędu co A, lecz nie-
równemi temuż A. Napiszmy nowy kombinant B, 

a znajdziemy że niezmiennik czwartego stopnia Jakobiowego 
będzie A h S B , dyskryminant zaś drugiego spółzmiennika 
A — 12B. } 

207. Wyrażając te kombinanty w wyrazach wyznaczników 
{ab'),..., użyjemy skróceń 

a otrzymamy 

Wyznacznik wypadkowy dla U V otrzymany przez rozwi-
nięcie wyznaczników będzie : 
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Wyrazy kombinanta dawniej T przez nas zwanego, a który 
odt^d dlą uniknięcia pomyłek przez G oznaczać będziemy daj^ 
się napisać w wyrazach dopiero co otrzymanych kombinan lów: 
G oznacza warunek że kształt czwartego stopnia układu U-f-^Y 
może mieć dwa czynniki kwadratowe, znika zatem gdy 
V = : W takim razie y, znikają także, i bę -
dzie 

a zt^id widoczna że (A — hSB)'^ — R, j es tkombinan tem nikną-
cym w przypuszczeniu naszem. A że jest tego rzędu (172) co T, 
więc jest mu równym. Używajęc wartości w tym paragrafie 
na A, B, R otrzymanych, przyjdzie 

Jeżeli zaś chcemy napisać niezmiennik zwany I (187) kształ 
tów trzeciego i czwartego stopnia, to znajdziemy 
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208. Inne kombinanty układu o których wspomnieć wypada 
s^ : D, wyznacznik wypadkowy kształtów trzeciego i czwartego 
stopnia i E, dyskryminant trzeciego stopnia. D jest niezmien-
nikiem zwanym S (133); do metod podanych do znalezienia 
go, now§ dodamy. Idzie o naznaczenie na X takiej wartości aby 
niweczyła spółcześnie + Mno-
żąc każd§ z tych trzech ilości przez każdy z 2(n — 2) wyrazów 
kształtu stopnia 2n — 5, otrzymamy ^n — 2) zrów-
n a ń , z których możemy wyrugować 6(n — 2) ilości a;^'^-'' 

a więc otrzymać S w kształcie wyznacznika, czyli D. 
Przyjdzie : 
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209. W rozpatrywaniu związków zachodzących']'między temi 
kombinantami, przypuśćmy (192) iż pierwszy z danych kształ-
tów niema dwóch pierwszych wyrazów, a drugi dwóch ostat-
nich, czyli że mamy 

Uczyńmy 
otrzymamy 

wreszcie I, D, E 

Te wartości pozwolą nam sprawdzić zrównanie 
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Teraz, jeżeli za zasadnicze niezmienniki układu, weźmiemy 
spółczynniki kształtóv/ trzeciego i czwartego stopnia (206), to 
kombinanty A, D, E, I przedstawią się jako funkcye wyraźne 
tychże i lości ; teraźniejsze zaś zrównanie daje B w tychże w y -
razach, i pokazuje że wszystkie przez nas użyte kombinanty 
mogą być wyrażone w tychże samych niezmiennikach. 

Jakobiowemu, nie dostaje pod tą formą wyrazów ostatnich; 
nie ulega jednak trudności obliczenie jego dyskryminanta, co 
służy do sprawdzenia twierdzenia paragrafu 170. 

210. Przypuszczenie, że kształt czwartego stopnia jest summą 
dwóch czwartych potęg, tak że dla każdej niknie niezmien-
nik T dogodnem nieraz bywa. Weźmy kształty au'̂  -)-

, zkąd u = anx -j- Użyjemy znaku (12) za 
i skróceń 

gdzie mamy L M - f N = 0. Otrzymamy niezmiennik S 

podstawiając — ~ za a; i y w czwartą potęgę i na 

niej działając. Działając z u na u otrzymujemy wypadek 0; 
lecz działając na V znajdziemy że S dla XU -j- î Y jest : 

Kombinant zwany A będzie 

Niezmiennik T wyniknie z kształtu i jego Hessowego. U ma 
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za Hessowy < 

Zt§d otrzymamy bezpośrednio E, D, I : 

za pomocy których sprawdzimy wartości otrzymane powyżej. 

2 1 1 . K S Z T A Ł T P I Ą T E G O S T O P N I A . Przy badaniu kształtu tego 
używać będziemy formy kanonicznej 

do której, jak to dowiedliśmy (162) da się zawsze przywieść 

http://rcin.org.pl



ZASTOSOWANIA DO KSZTAŁTÓW PODWÓJNYCH. 281 

kształt ogólny, {x~\-y Ą - z uważamy jako równy zeru). Róż-
niczkując kolejno względem x i y mamy 

Wyznacznik wypadkowy Ui i u-i jest dyskryminantem kształtu 
piątego stopnia, a ich kombinanty niezmiennikami tegoż. To 
ostatnie wyprowadza się bezpośrednio z wyrażeń paragrafu 210, 
zastępując w nich a i c przez a \ b, b \ — c przez a! i b'. 
Mamy (24) = 0, zkąd M = 0 , (13) = 1, ( 1 2 ) = — 1 , ( 3 ^ ) = : — 1 , 
( lZt )=r — 1 , (23) = 1. Spostrzegamy że B znika, a obliczając 
stałe, widzimy że każde dwa sześciany dają się przez linijne 
przekształcenia przywieść do dwóch różniczek pojedynczego 
kształtu czwartego stopnia, z których dwie nie dadzą się zmienić 
na różniczki kształtu piątego stopnia, chyba że B = : 0 . Kombi-
nant A będzie 

Ten najprostszy niezmiennik kształtu piątego stopnia, zwany 
J , inną drogą otrzymać możemy. Kształt taki, ma (jak widzie-
liśmy) dwa spółzmienniki o spółczynnikach drugiego rzędu : 

—2 
Hessowy 12 , będący dla formy kanonicznej 

—4 
i spółzmiennik czwartego stopnia 12 (S emananta czwartego 
stopnia) będący dla tejże formy 
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Dla formy ogólnej (a, b, c, cl e, y)\ te spółzmienniki są : 

Otrzymujemy niezmienniki różniące się od najprostszego tylko 
o czynnik liczebny, formując albo dyskryminant z ostatniego 

— 6 

spółzmiennika, albo niezmiennik drugiego stopnia 12 z Hesso-
wego. W obu razach mamy 

212. Dyskryminant kształtu piątego stopnia otrzymuje się, 
albo tak jak przy czwartym stopniu, albo przez bezpośrednie 
rugowanie między różniczkami ax'' — cz'', by'' — cz^. Jeżeli te 
znikają razem, to bierzemy abc za spólną wartość i ? / , 

ztąd 

Wartość ta równoważna jest P — 128K, gdzie K jest nie-
zmiennikiem o spółczynnikach osmego rzędu. Dla formy kano-
nicznej mamy 
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Ten nowy niezmiennik inaczej określić można ; podaliśmy 
(121 i 122) wyrażenie na spółzmiennik trzeciego stopnia, któ-
rego pierwiastki y, z, wchodzą w skład formy kanonicznej. 
Spółzmiennik ten, będący T emananta czwartego stopnia, ma 
na wyrażenie ogólne 

Wartość ta zmienia się dla formy kanonicznej na abcxrjz. 
Podstawiając, jak zwykle, symbole różniczkowe, i działając 
kwadratem kanonizanta na Hessowy, otrzymujemy niezmien-
nik K, jak to sprawdzić łatwo na formie kanonicznej. Można 
jeszcze toż K otrzymać, tworząc niezmiennik I (187) ze spół-
zmiennika bcyz - f- cazx abxyy i z kanonizanta. Znajdziemy : 
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Dyskryminant wyprowadza się albo z K, albo z formuł na 
wyznacznik wypadkowy dwócli kształtów czwartego stopnia. 
Otrzymamy : 

Dyskryminant może przeto być wyrażony jak następuje . 
Dajmy : 
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Dajmy nadto że C i D' są funkcyami dopełniającemi G i D 
(które stają się zerami gdy trzy pierwiastki będą równemi), 
a dyskryminant będzie równy trzy razy wziętej ilości : 

213. Kształty piątego stopnia mają nadto niezmiennik dwó-
nastego stopnia który jest dyskryminantem kanonizanta. Forma 
kanoniczna kanonizanta jes t : abcxyz, dyskryminantazaś —a^b^c*. 
Oznaczmy go przez L. Pan Fua de Bruno obliczył dla przy-
padku ogólnego : 
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Ten niezmiennik staje się zerem gdy 

Wynika zt§d że formuła + bex''y f i f , do której pan 
Jerrard sprowadził formę ogólną przez nielinijne przekształce-
nia, nie może mieć miejsca jak tylko dla L = 0. 

2H* Weźmy J , K, L, za niezmienniki zasadnicze kształtu, 
i zobaczmy czy inne niezmienniki w ich wyrazach napisać się 
dadzą. Zauważyć naprzód należy źe zamiana x na y, lub x na z, 
stanowi przeobrażenie Unijne mające — 1 za moduł . Ztąd 
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jeżeli mamy taki niezmiennik, że po przeobrażeniu znajduje się 
pomnożonym przez potęgę parzystą modułu przeobrażenia, to 
dla formy kanonicznej nie ulegnie zmianie przez przemianę 
między sobę a , i?*, c; a więc jest ich funkcy§ symetryczną. 
Jeżeli zaś niezmiennik rozmnożony jest przez potęgę nieparzystą 
modułu dla formy kanonicznej, zmieni on znak, gdy przemie-
nimy między sobą dwie z trzech ilości a, b, c; czyli będzie 
iloczynem różnic (a — l)){b — c)(c — a) przez funkcyą syme-
tryczną z a, b, c. Zauważpny nadto że w przeobrażeniu nie-
zmiennik znajduje się pomnożonym przez potęgę modułu 

mającą wykładnik równy jego ważności, czyli - n (123) dla 
A 

niezmiennika rzędu n, kształtu piątego stopnia : kształt ten nie 
może mieć niezmiennika rzędu nieparzystego; jeżeli rzęd n po-
mnożymy jest przez h, ważność będzie liczbą parzystą, a prze-
miana między a; i y w niezmienniku nie zmieni jego znaku; 
przeciwnie zaś, jeżeli rzęd niezmiennika nie jest podzielnym 
przez'Zt, niezmiennik będzie śkośnym, czyli zmieni znak w sku-
tek przemiany między x i Zbadajmy najprzód niezmienniki 
pierwszego gatunku, które jak wiemy są, dla formy kanonicznej 
funkcyami symetrycznemi a^ b, c. Mamy : 

i = {bcĄ. ca Ą- aby^ — kabc{a + ^ + c), 

L = a^b^c'. 

Zrównania te dają : 

H = 1 (K'-' — JL) = + 6 + c) f ) ; 

(*) Czytelnik pilnie baczyć powinien, że chociaż w przypadlcu Icano-
nicznej formy, Ą - h c ) jest podzielnem przez a*b*c^, nie 
mamy prawa wnosić że II jest w ogóle podzielnem przez L, wyjąwszy 
przypadku dla któregoby dowiedziono że abc{a 6 + c ) jest także nie-
zmiennikiem. 
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wynika zl§(i, że jeżeli kształt piątego stopnia sprowadzimy do 
formy kanonicznej przez podstawienie mające jedność za mo-
duł, nowe wartości dla a , b^ c będą pierwiastkami zrównania 
trzeciego stopnia 

H , , K ' ,, 
a ^ — a — U = 0 . 

L4 IJ 

Ponieważ rzęd funkcyi symetrycznej z a, O, c, jest ze względu 
na spółczynniki równym jej ważności, podzielnej przez cztery, 
więc funkcya sama będzie wymierną względem J, K, L. 

Jeżeli więc mamy niezmiennik ze spółczynnikami rzędu po-
dzielnego przez cztery, to dowiedliśmy, że dla formy kano-
nicznej, możemy napisać funkcyą wymierną J, K, L, mającą 
tą samą wartość co pierwsza, a więc równą jej tosamościowo. 
Byłoby niedorzecznem przypuszczać że funkcya całkowita spół-
czynników może być równą ułamkowi nie dającemu się uprościć; 
wynika ztąd że każdy niezmiennik, prócz skośnycłi jest funkcyą 
całkowitą J, K, L. 

Uczyńmy a = b = c = 0, J , K, L znikną. Więc jeżeli trzy 
pierwiastki kształtu piątego stopnia są równemi, trzy jego nie 
zmienniki nikną (*). Jeżeli a, b, e, f są równe O, będzie 
J = — L = — a w i ę c J^ —20Zi8L = 0. Ztąd 
kształty piątego stopnia mające dwie pary pierwiastków rów-
nych, mają dyskryminant równy O, oraz J^ = 20^i8L. 

215. Najprostszy skośny niezmiennik otrzymuje się tworząc 

(*) W ogóle wszystkie niezmienniki kształtu danego nikng, jeżeli jest 

więcej jak - n pierwiastków równych między sobji; łatwo bowiem 

dostrzedz, że w razie zniknięcia więcej niż polowy spólczynników, licząc 
takowe od jednego końca, nie pozostań? one w liczbie dostatecznej do 
utworzenia wyrazu ważności ż^ulanej (123). 
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wyznacznik wypadkowy kształtu hjf''cz-\ i jego ka-
nonizanta abcxijz. Podstawiając trzy pierwiastki ostatniego 
w kształt dany, i'mnożąc te dwie ilości przez siebie, otrzymamy 
niezmiennik ośmnastego rzędu : 

Przed tem odkryciem P. llermita {*), możliwość istnienia 
niezmienników skośnych nie była dowiedzioną. Philosophical 
Transactions (1858, str. /i55 zawierają ten niezmiennik o dzie-
więciuset wyrazach obliczony przez P. Salmona. Pierwsze wy-
razy są : a^rf'/̂  — a jest to istotny skośny niezmiennik, 
bo wyrazy dopełniające się są znaków przeciwnych, a wyrazy 
symetryczne znoszą się. Dowodzenie użyte w paragrafie 2\k 
pokazuje że każdy niezmiennik skośny kształtu piątego stopnia, 
jest iloczynem jego niezmiennika .1 przez funkcyą wymier-
ną J, K, L. 

216. Kwadrat 1 jako będący trzydziestego szóstego stopnia 
da się wymiernie wyrazić w funkcyi .1, K, L ( 2 1 h a t w o no 
napisać. 

Formując dyskryminant ilości (2U), 

(*) {Cambridge and Dublin wathematical Journal, lo in IX, sir. 172; . 
P. ll(M'a)itc działa na nowej formie kanonicznej , której x i y d w o m a 
czynnikami spółzmiennika czwartego s lopnia, a jest on taki ż e : 
i bf — hce-Ą- nikną razem, a spółzmiennik czwartego stopnia, staje 
się xij. Metoda la przcdsiawia lo u la lwienie żo symbo l 2 niej wynikający 

jest ' ^^ wiele spólzmicnnikóvv jakim daje początek są n a d z w y -

czaj prosiomi. Mimo to l'. Salmon użył melody I'. S y l w e s l i a do oblicze-

nia niezmici iuika skośnego kształtu piątego slo[)iiia. 
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otrzymujemy iloczyn z kwadratów różnic a, h, c, w funkcyi 
J, R, L, czyli 

1 

a wstawiwszy - (K'-̂  — JL) za H, i podzieliwszy przez L przyj-

dzie 

217. Nie mam zamiaru wchodzenia w szczegóły dotyczące 
niezmienników kształtów piątego stopnia. Najciekawszemi po 
wzmiankowanych są linijne spółzmienniki. Działając dwa razy 
spółzmlennikiem czwartego stopnia hcyz -[- cazx abxy na 
kształt dany, otrzymamy wypadek pierwszego stopnia, który 
dla formy kanonicznej będzie 

Uugownik między tym niezmiennikiem a kanonizantem daje 
nieznłiennik I p. Hermi te ; rugowanie zaś między tymże nie-
zmiennikiem a kształtem danym da I(J'f— 3K). Tak więc jeżeli 
I zniknie, zrównanie piątego stopnia rozwiąże się natychmiast , 
bo spółzmiennik linijny wydaje jeden pierwiastek ; toż samo ma 
miejsce dla J'̂  — 3K = 0. 

Działając spółzmiennikiem linijnym na spółzmiennik czwar-
tego stopnia, otrzymamy inny linijny spółzmiennik siódmego 
rzędu 
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D o w i e d l i ś m y że w s z y s t k i e s p ó ł z m i e n n i k i w y r a z i ć m o ż n a 
w f u n k c y i d w ó c h z p o m i ę d z y n i c h i n i e z m i e n n i k ó w . P . H e r -
m i t ę w y k o n y w a p r z e o b r a ż e n i e b iorąc za x i y d w a l in i jne 
s p ó ł z m i e n n i k i , a s p ó ł z m i e n n i k i p r z e o ] ) r a ż o n e g o k s z t a ł t u b ę d ^ 
n i e z m i e n n i k a m i . Tch w a r t o ś ć j e d n a k n ie j e s t p r o s t g , a o t r z y m a -
n i e w y p a d k u n i e p o d o b n e m w razie g d y b y d w a s p ó ł z m i e n n i k i 
b y ł y r ó w n e n i i s o b i e , c o m a m i e j s c e g d y i c h w y z n a c z n i k w y -
p a d k o w y JK 9L = 0. F o r m u j ą c w y z n a c z n i k J a k o b i o w y 
d w ó c h s p ó ł z m i e n n i k ó w , z k t ó r y c h j e d e n c z w a r t e g o s t o p n i a a 
d r u g i j a k i e g o k o l w i e k , o t r z y m a m y s p ó ł z m i e n n i k t e g o s a m e g o 
c o os ta tn i c o d o z m i e n n y c h s t o p n i a , a w y ż s z e g o o d w a c o d o 
s p ó ł z m i e n n i k ó w . W t e n to s p o s ó b w y w o d z i s i ę ze s p ó ł z m i e n -
n i k a k a n o n i c z n e g o , i n n y s p ó ł z m i e n n i k t r z e c i e g o s t o p n i a 

abĄ 6ć(?y2z — YZ^) -f- — ab[X'-hj — TA/) j ^ 

ł a t w y także d o o t r z y m a n i a , dz ia łając s p ó ł z m i e n n i k i e m k a n o -
n i c z n y m n a H e s s o w y . Kształ ty p i ą t e g o s t o p n i a majg, s p ó ł z m i e n -
n ik i l i n i j n e w s z e l k i c h s t o p n i nieparzystych w y ż s z y c h nad t r z e c i ; 
w y n i k a zt^d, p r a w e m w z a j e m n o ś c i , że kszta ł ty s t o p n i n i e p a -
r z y s t y c h , w y ż s z y c h nad trzec i , posiadąjgi s p ó ł z m i e n n i k i l i n i j n e 
za s p ó ł z m i e n n i k i p i ą t e g o s t o p n i a . 

2 1 8 . W i e m y że znak d y s k r y m i n a n t a daje b e z p o ś r e d n i o p o -
z n a ć , czy kszta ł t z k t ó r e g o p o c h o d z i , p r z y j m u j e parzys ty czy też 
n i e p a r z y s t y l i c z b ę p i e r w i a s t k ó w u r o j o n y c h . R o z ł ó ż m y kształ t 
d a n y n a r z e c z y w i s t e c z y n n i k i d r u g i e g o s t o p n i a , a j e g o d y s k r y -
m i n a n t (91) r ó w n y j e s t i l o c z y n o w i d y s k r y m i n a n t ó w w s z y s t k i c h 
c z y n n i k ó w d r u g i e g o s t o p n i a , r o z m n o ż o n e m u przez k w a d r a t 
z i l o c z y n u w y z n a c z n i k ó w w y p a d k o w y c h w s z e l k i c h par c z y n n i -
k ó w . T e w y z n a c z n i k i s y r z e c z y w i s t e m i , a d o d a t n e m i ich k w a -
d r a t y , w i ę c znak d y s k r y m i n a n t a za l eży j e d y n i e o d d y s k r y m i -
n a n t ó w c z y n n i k ó w d r u g i e g o s topnia . L e c z k w a d r a t r ó ż n i c y 
d w ó c h p i e r w i a s t k ó w z r ó w n a n i a d r u g i e g o s t o p n i a , j e s t d o d a t n y n i 
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l u b o d j e m n y m , w m i a r ę jak p i e r w i a s t k i s î r z e c z y w i s t e m i lub 
u r o j o n e m i , a i l o c z y n k w a d r a t ó w z r ó ż n i c p i e r w i a s t k ó w z r ó w -
n a n i a j a k i e g o k o l w i e k , j e s t d o d a t n y m g d y z r ó w n a n i e p r z y j m u j e 
parzys tą l i czbę par p i e r w i a s t k ó w u r o j o n y c h , o d j e m n y m z a ś g d y 
l i c z b a t y c h par j e s t n i e p a r z y s t ą . P i s z e m y d y s k r y m i n a n t d a j ą c 
znak w i ę c e j i l o c z y n o w i d w ó c h s k r a j n y c h w y r a z ó w ; b ę d z i e o n 
m i a ł t e n s a m z n a k c o i l o c z y n k w a d r a t ó w z różn ic p i e r w i a s t k ó w , 
k i e d y kszta ł t b ę d z i e s t o p n i a km l u b km z n a k zaś prze-
c i w n y g d y s t o p i e ń t e n r ó w n y k m 2 l u b kmZ. A z a t e m 
d la ksz ta ł tu p i ą t e g o s t o p n i a , jeże l i d y s k r y m i n a n t j e s t d o d a t n y , 
i s tn i e ją cz tery p i e r w i a s t k i u r o j o n e l u b ż a d e n ; g d y z a ś d w a 
takie p i e r w i a s t k i i s t n i e j ą d y s k r y m i n a n t j e s t o d j e m n y m . 

P o z o s t a j ą n a m d w a p r z y p a d k i d o z b a d a n i a : g d y w s z y s t k i e 
p i e r w i a s t k i są r z e c z y w i s t e m i , l u b g d y j e d e n t y l k o j e s t t a k i m . 

219 . Dla r o z r ó ż n i e n i a t y c h p r z y p a d k ó w r o z m a i c i e p o s t ę p o w a ć 
m o ż n a . N a s t ę p u j ą c y s p o s ó b j e s t n a j p r o s t s z y m (*); o p i e r a o n 
s ię n a t w i e r d z e n i u S t u r m a . W e ź m y jak z w y k l e J za n i e z m i e n -
n i k ; m a m y 

Yi — b'' — ac, 

S kbdĄ-^Zc^, 

T = = ace + Ibcd — ad} — eb"^ — 

M = — adfĄ- Zabcf— Mbde + kacd^ — kac^e 

— W f Ą - W-ce -f 'Ib^d^ — Uc^d + Zc\ 

P i e r w s z e w y r a z y S t u r m a są p r o p o r c y o n a l n e d o i lośc i 

a, a, H, 5 H S - f - 9 a T , - HJ + 1 2 S M + ZiS^ - 2 1 6 1 ^ 

(*) Wartości te obliczył I'. Roberts {Quarterly Journal, tom IV, str . 173). 
Tablica funkcyj Sturma obliczona przez P. Gayley {Philosuphical Tran-
sactions, tom CXLVil, str. 735), zawiera w odniesieniu do czwartej i pią-
tej funkcyi, biędy w znakacli na które czytelnik baczyć powinien. 
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Z k t ó r y c h os ta tn ia j e s t d y s k r y m i n a n t e m , a w a r u n k i p o d a n e p r z e z 
t w i e r d z e n i e S t u r m a w c e l u o d r ó ż n i e n i a p r z y p a d k u d a j ą c e g o 
c z t e r y p i e r w i a s t k i u r o j o n e , o d p r z y p a d k u w k t ó r y m m a m y s a m e 
p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e , z a l e ż ą na t e m że w d r u g i m raz ie , tak 
d y s k r y m i n a n t jak i i l o ś c i 

H, S H S - f 9 a T , - HJ - [ -

są d o d a t n e m i . 

2 2 0 . Z a s t o s u j m y t e w a r u n k i d o f o r m y k a n o n i c z n e j 

{c — nf + 1 -f- 1 {)cx'Y + 5cx}/^ + — f>)y\ 

w k t ó r e j r ó w n o ś ć s p ó ł c z y n n i k ó w , z w y j ą t k i e m d w ó c h , c z y n i 
ł a t w y m r a c h u n e k b e z p o ś r e d n i . Z n a j d u j e m y s p ó ł c z y n n i k i e — a, 
c—fl, uc — a ż e o s t a t n i j e s t w i d o c z n i e o d j e m n y m , n i e 
p o t r z e b u j e m y p o s t ę p o w a ć d a l e j i w i d z i m y ż e z r ó w n a : } i e d a n e 
p o s i a d a ć m u s i p i e r w i a s t k i u r o j o n e . W i d z i m y n a d t o ż e k i e d y 
n i e z m i e n n i k L z r ó w n a n i a p i ą t e g o s t o p n i a j e s t d o d a t n y m , z r ó w -
n a n i e n i e m o ż e m i e ć s a m y c h t y l k o r z e c z y w i s t y c h p i e r w i a s t k ó w . 

J e ż e l i z a ś L j e s t o d j e m n e m , c z y n n i k i k a n o n i z a n t u b ę d ą 
u r o j o n e m i , a f o r m a k a n o n i c z n a z a m i e n i s i ę n a 

c z y l i n a 

(Itf -j- 5cy*x — \Odfx- — -f ^dyx* + (c — 

D a j m y , d l a s k r ó c e n i a c- d^ = r, a s t a ł e m i f u n k c y i S t u r m a 
b ę d ą 

d, d, Un^d^ + + 5r<), 
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a p o n i e w a ż d y s k r y m i n a n t j e s t d o d a t n y m , p i e r w i a s t k i b ę d ą 
r z e c z y w i s t e m i j e ż e l i d i — + l^acr^-^ s§ d o d a t -
n e f ) . 

2 2 1 . W p r a k t y c e , p o z n a k i i s tn i en ia p i e r w i a s t k ó w u r o j o n y c h , 
w y n i k a j ą c e z t w i e r d z e n i a S t u r m a są d o g o d n i e j s z e m i o d in -
n y c h (**), b o f u n k c y e k t ó r e o b l i c z y ć w y p a d a m a j ą s p ó ł c z y n n i k i 
czy l i m V e m d a n e w w y r a z a c h n i e z m i e n n i k ó w ; d o k o n a l i t e g o 
P P . H e r m i t e i S y l w e s t e r . Z a c z n i e m y o d p r z e d s t a w i e n i a n a d z w y -
czaj d o w c i p n e j m e t o d y t e g o o s t a t n i e g o . 

W i e m y że m a j ą c d a n e n i e z m i e n n i k i J , K, L, m o ż e m y o z n a -
c z y ć a, b, c f o r m y k a n o n i c z n e j przez z r ó w n a n i e t r z e c i e g o s t o -
p n i a , i że n i e z m i e n n i k o m d a n y m o d p o w i a d a p e w i e n kształt 
p i ą t e g o s t o p n i a , k t ó r y j e d n a k n i e z a w s z e j e s t r z e c z y w i s t y m . 
W i d z i e l i ś m y b o w i e m (216) że , a b y to m i a ł o m i e j s c e J , K, L 
p o w i n n y b y ć tak ie aby G b y ł o d o d a t n e m , zkąd 

G J K ^ - F 8 L K ^ ~ 2 J 2 L R 2 — i m M - k ^ U + P L \ 

D o w i e d l i ś m y że G j e s t k w a d r a t e m z u p e ł n y m f u n k c y i r z e c z y -
w i s t e j s p ó ł c z y n n i k ó w ksz ta ł tu o g ó l n e g o b ę d ą c e j 
r u g o w n i k i e m a z a r a z e m k a n o n i z a n t e m k s z t a ł t u d a n e g o , p r z e t o 

(*) Dajgc len wypadek, podejrzywam jego prawdziwość, gdyż zdaje mi 
się być w sprzeczności z wypadkami innych metod. 

{Przyp. P. Salmon.) 
(**) Criteria te sg liczne, gdyż każda symetryczna fiinkcya kwadratów 

z różnic pierwiastków 2(a — I f musi być dodatngi gdy wszystkie pier-
wiastki s^ rzeczywistemi. Napiszmy funkcyg będącą niezmiennikiem, a 
jeżeli ta jest odjemn?, zrównanie przyjmuje pierwiastki urojone. Ale dla 
pierwiastków takich funkcye mogą być dodalnemi; idzie więc o znalezie-
nie jednego criterium lub ich układu, któryby się sprawdzał w razie gdy 
nie wszystkie pierwiastki są rzeczywistemi, 
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k o n i e c z n i e d o d a t n e j . M o ż e m y z a s t a p i ć K przez j e g o w a r t o ś ć 
w y c i ą g n i ę t ą z .1' — 128R = D. Przyjdzie 

G = JD'' — h i P - f 28L)D3-f - (6JS - 29.2»oL)J2D2 

W e ź m y J, K, L za s p ó ł r z ę d n e p u n k t u w przes t rzen i (* ) ; 
G b ę d z i e p o w i e r z c h n i ą . P u n k t a p o ł o ż o n e z j e d n e j s t rony jako 
c z y n i ą c e G d o d a t n e m , o d p o w i a d a j ą k s z t a ł t o m r z e c z y w i s t y m 
p i ą t e g o s t o p n i a , p u n k t a zaś p r z e c i w n e , c z y n i ą c G o d j e m n e m , 
o d p o w i a d a j ą k s z t a ł t o m p i ą t e g o s topn ia o s p ó ł c z y n n i k a c h u r o -
j o n y cł i {**). 

2 2 2 Teraz z a m i e r z a m y d o w i e ś ć , że j eże l i s p ó ł c z y n n i k i z r ó w -
n a n i a z m i e n i a j ą s i ę w s p o s ó b c i ą g ł y , to na p r z e j ś c i u z p i e r -
w i a s t k ó w r z e c z y w i s t y c h d o u r o j o n y c h z n a l e ź ć m u s i m y p i e r -
wias tk i r ó w n e . D a j m y że przez b a r d z o m a ł ą z m i a n ę 
s p ó ł c z y n n i k ó w staje s ię - f ^ i a j i ^ j e s t n i e s k o ń c z e n i e 
m a ł y m p r z y r o s t e m , a p r z y r o s t k i e m p i e r w s z e g o z r ó w n a n i a , 
a h d r u g i e g o . B ę d z i e p r z e t o h) + = O, a j e ż e l i 
<p(a) = O, to ho{a^) = o, da w a r t o ś ć r z e c z y w i s t ą na h. 
N a s t ę p n y p i e r w i a s t e k a - f - h m u s i b y ć r z e c z y w i s t y m . Lecz 
j e ż e l i <p'(a) zn ika wraz z (p(a), t o n a j m n i e j s z y w y r a z w r o z w i -
n i ę c i u cp(a h) j e s t h^, a h m o ż e b y ć u r o j o n e m . Czyl i ż e g d y 
kształ t m a p i e r w i a s t k i r ó w n e , kształt p o c h o d n y m o ż e m i e ć 
p i e r w i a s t k i u r o j o n e . 

(*) P. Sylwester bierze L za cc, J za y, D za z. 
(**) Punkta dla których G = 0. odpowiadają kształtom rzeczywistym; 

w razie tym, zrównanie będzie rozbieżnem. Dowiedliśmy bowiem że dla 
G = O, dwa ze spólczynnilców kształtu kanonicznego s? równem! między 
sobą, a ztąd zrównanie przybiera kształt + mf' + h{x -\-y)^ = 0. 
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W y n i k a ztąd / o przcds l i iw ia jac , jak w paragraf ie 2 2 1 , u k ł a d y 
w a r t o ś c i na J, J), L , przez p u n k t a w przes trzen i , o d p o w i a d a ć 
o n e będę, k s z t a ł t o m piritego s t o p n i a m a j ą c y m tęż s a m ą l i c z b ę 
p i e r w i a s t k ó w r z e c z y w i s t y c l i , b y l e ś m y o d j e d n e g o d o d r u g i e g o 
prze j ść m o g l i b e z na i )o tkan ia p ł a s z c z y z n y D i p o w i e r z c h n i G. 
Jeże l i pui ikta leżą z o b u s t r o n D, t o na przejśc iu z j e d n y c h d o 
d r u g i c ł i m o ż e l e ż e ć p u n k t D = O, w k t ó r y m z m i a n a c h a r a -
k t e r u p i e r w i a s t k ó w zajść m o ż e . D w a p u n k t a c z y n i ą c e G d o -
d a t n e m , p r z e d z i e l o n e przez p ł a c h t y p o w i e r z c h n i G, n i e p o z w a -
lają a b y ś m y w k s z t a ł c i e s a m y m przesz l i z j e d n e g o d o d r u g i e g o 
b e z n a r u s z e n i a c i ą g ł o ś c i , g d y ż j eże l i w p u n k c i e s p o t k a n i a p o -
w i e r z c h n i m a m y G u j e m n e , to o d p o w i e d n i kształt przypuszcza 
p i e r w i a s t k i u r o j o n e . Dla d w ó c h zaś p u n k t ó w nie p r z e d z i e l o n y c h 
w z m i a n k o w a n y m s p o s o b e m , m o ż l i w e j e s t z a w s z e ( w s p o s ó b 
c i § g l y ) prze j śc i e z j e d n e g o d o d r u g i e g o , bez spo tkan ia z m i a n y 
w o d p o w i e d n i m ksz ta ł c i e . 

Ostatnia m e t o d a P . S y l w e s t r a p o l e g a na p r z e p r o w a d z e n i u 
d y s k u s y i n a d G, p o k a z u j ą c e j że p u n k t a dla k t ó r y c h G j e s t d o -
d a t n e m (*), dadzą s ię p o d z i e l i ć na trzy c z ę ś c i p o p r z e d z i e l a n e 
przez 1) i G. W i d o c z n i e p r z e t o kształ ty p i ą t e g o s t o p n i a r o z p a -
dają s i ę na trzy g a t u n k i , ( to j e s t mają^ cz tery , d w a l u b z e r o 
p i e r w i a s t k ó w u r o j o n y c h ) , a p u n k t a trzech c z ę ś c i o d p o w i a d a j ą 
t y m t r z e m g a t u n k o m . N i e m a m y c z a s u w d a w a n i a s ię w r o z b i ó r 
p o w i e r z c h n i G za p o m o c ą której P . S y l w e s t e r p r a w d t y c h do-
w o d z i , l ecz n a s t ę p n e r o z u m o w a n i e przekona c z y t e l n i k a ż e są 
o n e n i e z b i t e m i . 

2 2 3 . J e d n a z t r z e c h c z ę ś c i p o s i a d a j ą c a p u n k t a na s t r o n i e o d -
j e m n e j D , o d p o w i a d a k s z t a ł t o w i m a j ą c e m u d w a p i e r w i a s t k i 
u r o j o n e . W e ź m y n a p r z ó d D d o d a t n e : w i d z i e l i ś m y (222) żo 
z m i a n a c h a r a k t e r u p i e r w i a s t k ó w m a n i i e j s c e t y l k o dhi D = O, 

(*) P. Sylwester nazywa je puuklaini ułatwiajęicemi. 
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CO z w r a c a n a s z a u w a g ę na p r z o c i o c i c ( i przez j). Czyn iąc l) = () 
w (1 w y p r o w a d z a m y na j a w c z y n n i k k w a d r a t o w y (221) , i i)o-
każe s i ę że G d o t y k a I) w z d ł u ż k r z y w e j — 2L", przec ina 
zaś toż D w z d ł u ż J'' — 27.2'f'L. Jeże l i p o w i e r z c h n i a p r z e c i n a 
t y l k o p ł a s z c z y z n ę , l inia p r z e c i ę c i a n i e b ę d z i e l in ią p r z e d z i a ł u 
m i ę d z y p u n k t a m i l e ż ą c e m i z j e d n e j s t r o n y p o w i e r z c h n i . P r z e -
t n i j m y na p r z y k ł a d s tó ł , a p u n k t a l e ż ą c e z j e d n e j s t rony p r z e -
c i ę c i a , w o l n y m i ę d z y s o b ą z a c h o w u j ą z w i ą z e k . T o ż s a m o d z i a ć 
s i ę będz ie z p u n k t a m i l e ż ą c e m i z d r u g i e j s t r o n y p r z e c i ę c i a . 
Lecz j eże l i p łaszczyzna d o t y k a p o w i e r z c h n i , j e ż e l i n a p r z y k ł a d 
w a l e c p o s t a w i m y na s t o l e , t o t y l k o p u n k t a z e w n ą t r z w a l c a 
z n a j d u j ą c e s i ę , w o l n y związek m i ę d z y s o b ą m a j ą , l in ia 
ze tkn ięc ia s t a n o w i l in ią g r a n i c z n ą , p r z e c i n a j ą c ą z w i ą z e k m i ę -
dzy p u n k t a m i z e w n ę t r z n e m i w z g l ę d e m w a l c a , a p o ł o ż o n e m i 
z j e d n e j l u b z d r u g i e j s t r o n y l ini i g r a n i c z n e j . 

P . S y l w e s t e r t w i e r d z i , że n a k r e ś l i w s z y w ć w i a r t c e d la której 
.1 i L są o d j e m n e m i , na p ł a s z c z y z n i e xy k r z y w ą J^ — 2 " L , 
w s z y s t k i e p u n k t a u ł a t w i a j ą c e l e ż ą c e p o za przes trzen ią o z n a -
c z o n ą przez tęż k r z y w ą i o ś L = O, t w o r z ą c z ę ś ć o d d z i e l n ą od 
i n n y c h , a o d p o w i a d a j ą c ą p i ę c i u p i e r w i a s t k o m r z e c z y w i s t y m . 

Tik. D la b l i ż s z e g o r o z p a t r z e n i a s i ę w tej p o w i e r z c h n i , t w o r z ę 
d y s k r y m i n a n t G u w a ż a n y za f u n k c y ą K ; b o d z i e 

K = - + 2 7 1 . ) 3 . 

J e ż e l i J i L są o d j e m n e d y s k r y m i n a n t t a k i m ż e b ę d z i e , a d l a 
z r ó w n a n i a w K z n a j d z i e m y d w a ty lko p i e r w i a s t k i r z e c z y w i s t e . 
K a ż d e m u p r z e t o u k ł a d o w i w a r t o ś c i na J i L , o d p o w i a d a j ą 
d w i e w a r t o ś c i na K i d w i e na D, a p o w i e r z c h n i a s t a n o w i j e d n ą 
z d w ó c h p ł a c h t . M ó w i ę że m i ę d z y p ł a c l i t a m i z n a j d u j e s i ę prze -
s trzeń d la które j G d o d a t n e m . C o jeże l i G = J 1 ) ' - | - " -
r o z ł o ż y w s z y na c z y n n i k i przyjdz ie 

G = J ( n - « ) ( ! ) - ę j (1) - y Y - f ; 
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a J o f l j e m n e , poci^iga d la D w o b c h o d z ą c e j n a s przes trzen i , 
w a r t o ś ć p o ś r e d n i ą mi^idzy a i j a k o j e d y n i e z d o l n § u c z y n i ć 
G dodatnern: Ostatni w y r a z z r ó w n a n i a b ę d ą c y 

(J3 — 2 " L ) 3 ( J ' — 2 7 . 2 ' « L ) , 

przyb ierze z n a k p r z e c i w n y L, w razie zb l i żan ia s i ę J^ d o 2 " L , 
a w i ę c s t a n i e s i ę d o d a t n y m . A p o n i e w a ż s p ó ł c z y n n i k D ' j e s t 
o d j e m n y m , z j e d n e j p r z e t o s t r o n y l in i i J^ = 2 " L w a r t o ś c i 
b ę d ą d o d a t n e , a o d j e m n e z drug ie j , c zy l i że j e d n a z p ł a c h t p o -
w i e r z c h n i l e ż y n a d , a d r u g a p o d D . L e c z g ó r n a p ł a c h t a d o t y k a 
D w z d ł u ż J^ = 2 " L , g d y ż znak p r z e d o s t a t n i e g o w y r a z u z r ó -
w n a n i a d la D p r z e k o n y w a że g d y os tatni w y r a z r ó w n y z e r u , 
d w a p i e r w i a s t k i s tają s ię O l u b o d j e m n e . W i ę c w y ł o ż o n a t e o r y a 
p o k a z u j e że k r z y w a J^ = 2 " L t w o r z y l i n i ą g r a n i c z n ą p r z e c i -
n a j ą c ą p o ł ą c z e n i e p u n k t ó w u ł a t w i a j ą c y c h na g ó r n e j s t ron ie D . 
L O toż s a m o c z y n i w d r u g i m k i e r u n k u , g d y ż L d o d a t n e 
d y s k r y m i n a n t d o d a t n y m c z y n i , i s p r a w i a że D m a cz tery p i e r -
w i a s t k i r z e c z y w i s t e l u b cz tery u r o j o n e . Że zaś p i e r w s z a s ta ła 
f u n k c y a S t u r m a j e s t p r o p o r c y o n a l n a d o L(J^ 1.2L), w i ę c d l a 
— J a - | - L b a r d z o m a ł e g o , ta s ta ła b ę d z i e o d j e m n ą . Tuż za L , 
z r ó w n a n i e d la D p r z y j m u j e c z t e r y p i e r w i a s t k i u r o j o n e , a w i ę c 
p o w i e r z c h n i a przes ta j e i s t n i e ć . U ł a t w i a j ą c e p r z e t o p u n k t a l e -
ż ą c e w e w n ą t r z p o w i e r z c h n i czyl i m i ę d z y jej p ł a c h t a m i , p r z e c i n a 
p ł a s z c z y z n a L, n a której ł ą c z ą s i ę d w i e p ł a c h t y , i o d o s o b n i ą 
j e o d p u n k t ó w p o za n ią l e ż ą c y c h , jak t o p o w y ż e j w i d z i e l i ś m y . 

W y p a d a ł o b y w p o d o b n e w e j ś ć s z c z e g ó ł y dla d o w i e d z e n i a że 
w s z y s t k i e i n n e u ł a t w i a j ą c e p u n k t a m a j ą w o l n y m i ę d z y s o b ą 
z w i ą z e k . L i n i a s t y c z n o ś c i — n i e s t a n o w i l ini i p r z e d z i a ł u 
w ć w i a r t c e w której J i L są d o d a t n e m i , g d y ż w i d o c z n a że 
p u n k t a u ł a t w i a j ą c e l eżą p o za p ł a c h t a m i , a n i e m i ę d z y p o -
w i e r z c h n i ą a p ł a s z c z y z n ą d o n ie j s t y c z n ą . 

W y p a d e k o s t a t e c z n y p o s z u k i w a ń n a s z y c h j e s t w i ę c , że a b y 
w s z y s t k i e p i e r w i a s t k i b y ł y r z e c z y w i s t e m i , i l o ść — J^ m u s i 
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być dodatn^ (*); L zaś, a więc i J od jemnem. Jeżeli nie istnieje 
żaden z tych warunków, pierwiastki staj§ się urojonemi, 
D, w obu razach jest dodatnem. 

225. Walec równoległy do osi 2 a stojgcyna krzywej 2"L—J^, 
nie spotka G po za D, gdyż dwie wartości na z s§, jedna 
równa O, druga odjemna. Inna powierzchnia stoj§ca na tej 
samej krzywej i nie dotykająca G może zarówno służyć za 
wał dzielący dwa rodzaje punktów ułatwiających. Gdyż wszy-
stkie punkta leżęce między walcem a powierzchnię jako nie-
ułatwiaj^ice nie należni do kwesty i. P. Sylwester postrzegł że 
2 " L — m o ż e m y zastąpić przez 'Ź̂ L̂ ~ J^-f-(AJD, byle to 
ostatnie zrównanie nie wyobrażało powierzchni spotykajęcej G 
po za D. Aby [J. mogło zadosyć czynić temuwarunkowi , musi 
być zawartem między 1 a — 2. 

Używa on skutecznie criterijóio wyrażonych jako symetryczne 
funkcye pierwiastków. Naprzód 

jest niezmiennikiem (116), a że jest tego samego rzędu i wa-
żności co J , więc tylko czynnikiem liczebnym różnić sie od 
niego m o ż e , i to czynnikiem odjemnym, ponieważ funkcya 
jest dodatnę z natury a J od jemnem w razie gdy wszystkie 
pierwiastki s§ rzeczy wistemi. Po wtóre, funkcya symetryczna 

2:(a - — - - -

p I'. Sylwester twierdzi że tym warunkiem jest odjemiiość (2'»L — J3). 
Widoczna to pomyłka. Wyraźnym jego dowodzeń wynikiem jest dodatność 
tej ilości. Gdyż płaclita klórgi się zajmuje, leży z tej strony krzywej 
'2"L — w pobliżu osi L = 0. A gdy L = 0, i J odjemne, ("iiiiL—JS) 
będzie dodatnem. 
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(której związek z pierwsza jasno się pokazuje gdy tanitę napi-
szemy pod formą 

m{a — - — -

w której D jest. dyskryminantem), jest niezmiennikiem dwu-
nastego rzędu. Toż samo więc ma miejsce względem 

Biorąc w pomoc kształt piątego stopnia (*), 

obliczymy łatwo funkcyą symetryczną i wykażemy jej toż-
samość z niezmiennikami, będzie ona proporcyonalną do 

2"L — ^^jn. A że czynnik liczebny ilości JU zawarty 

jest w granicacłi wyżej oznaczonych, więc może służyć za cri-
teńum; P. Sylwester znalazł, że dwie wzmiankowane funkcye 
symetryczne, nietylko są razem dodatnemi dla pierwiastków 
rzeczywistych (co widoczna), lecz nadto że jeżeli te funkcye 
i D są dodatne, pierwiastki rzeczywistemi być muszą. Można 
to sprawdzić bezpośrednio w razie gdy jedno zrównanie da 
cztery pierwiastki urojone. 

226. P. Salmon usiłował sprawdzić wypadki, badając nie-

(*) Formuła w tym lar.ie bezpiecznie użyt?i być może, często jednak 
wystrzegać się jej należy. Bo gdy czynnik linijny kształUi pięlego stopnia, 
jest zarazem czynnikiem Jakobiowego dla pozostałego kształtu czwartego 
stopnia, to niezmienniki związek ścisły łgczyć musi. Lecz obliczenie go 
jest nadzwyczaj t rudne, daje bowiem na J , D, L ilości bardzo wysokich 
stopni. 
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z m i e n n i k i i l o c z y n u ł i n i j n e g o c z y n n i k a i k s z t a ł t u c z w a r t e g o s t o -

p n i a 

niezmienniki te s î koniecznie spółzmiennikami czwartego s to ' 
pnia (198). Spólczynniki piątego stopnia s^ 

Wszystkie zaś pierwiastki będ^ rzeczywistemi dla — m, wr.iz 
z > 1. Lecz m odjemnemu odpowiadają Nvszystkie wyra-
zy odjenine prócz jednego. Granicg. odjemnych na m wartości 

jest - ; wartość ta, a tern bardziej wszelka wyższa odjemna 
O 

wartość czyni J odjemnem. Przypuszczenie 6 = 0 to samo 
pokaże, biorąc pod uwagę sam spółczynnik najwyższej potygi « 
w 8SH — STU, który jest — ac)S - 3Ta. Nazwijmy 
A, B, C, trzy stałe funkcyi Sturma, to jest 

będzie J = 6AS — B, wartość odjemna w razie pierwiastków 
rzeczywistycłi. 

W obrachunku tym wypada 
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zk§d 2"L — P różnić się tylko będzie czynnikiem stałym 
mnożącym ilość 

Czyniąc % — d^d— Zabc + spółczynnik najwyższej po-
tęgi a będzie 

J)la pierwiastków rzeczywistych, wszystkie wyrazy s§ dodatne, 
prócz jednego, lecz gdy jeden jest odjernnym zbyteczna formułę 
przyoblekać w formę prawa. Dosyć powiedzieć że gdy formuła 
jes tdodatn§ a J odjemnem pierwiastki musz^ być rzeczywistemi. 
Nie ma więc wątpliwości że roztrząsania powyższe są niejako 
dowodem na prawo P . Sylwestra, a ściślejszego podać niepo-
dobna {*). 

Ĉ ) Sprawdzenie jest jednak łalweni w szczególnym przypadku 

Mamy bowiem 

wreszcie — proporcyonalne do 

Więc jeżeli mamy mniej m i będzie J i L, odjemiio a 
— J3 dodaUie, Ostatnia ilość jest dodatn^ i dla pierwiastków uiujo-
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227. Nie może wchodzić w zakres niniejszego dzieła opowia-
danie poszukiwań którym dało początek zagadnienie rozwią-
zania kształtów pi^itego stopnia (*). Następujące poszukiwanie 
zamieszczamy tu jednak z powodu zv^i§zku jaki ma z teoryą nie-
zmienników. Wiadomo że Lagrangc czyni zależnem rozwiązanie 
zrównari piątego od rozwig,zania zrównań szustego stopnia, 
łatwo bowiem dowieść że funkcye o pięciu literach, mog§ 
przybierać sześć wartości przez przeobrażenie hter. I tak niech 
12345 będzie funkcyą cykliczn^i pierwiastków piątego stopnia, 
tąkę, na przykład jak iloczyn 

widoczna że 23Zi51 jak 15432 oznaczają to samo co 12345, że 
zatem możemy napisać naszą funkcyą dwunastoma sposobami. 
Te dwanaście funkcyj dzielą się na pary, a między niemi znaj-
dziemy funkcye tylko sześć wartości przybrać zdolne. Na przy-
kład : 12345 + 13524 , 12435 + 14523, 13245 + 12534 
13425 + 14532, 14235 + 12543, 14325 + 13542. Takie 
uszykowanie kształtu szóstego stopnia mającego wartości swych 

u y c ł i , lecz; w l y m r a z i e J z o s t a n i e d o d a t n e m . K a ż d a w i ę c z m e t o d u ż y -
t y c h w y k a ż e i s t n i e n i e l y c l i p i e r w i a s t k ó w . 

Dyskiisyą o cliarakteracli rzeczywistości pierwiastków zrównań, zasa-
dzajgc^i się na niezniiennikacti, rozpoczął P. ilerniite roku 1854 w Cam-
bridge and Dublin Mathematical Journal. Streścił j? tegoż roku w zna-
komitej pracy przedstawionej Akademii francuzkiej. Wyraziwszy 
w naszym sposotiie znakowania wypadnie że gdy wszystkie pierwiastki 
są rzeczywiste, a dyskryminant dodatny, dodatnemi też Ijędgi 

Critoria P. Sylwestra prostotgi swój? mają pierwszeństwo przed lym 
wypadkiem. 

(*) 1)0 najznakomitszych nowycli odkryć, tego przedmiotu dotyczęicycli 
należy zastosowanie do niego przez Pt ' , llermite i Kronecker leoryi Cunk-
cyj eliptycznych. 
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pierwiastków, jest niesłychanie Irudnem. Jednakoważ P. Iler-
mite uważa że jeżeli funkcja 123ZtD jest iloczynem z różnic kwa-
dratów pierwiastków (« — ę)'-̂ , . . to wszystkie spółczynniki 
kształtu będ î niezmiennikami, a przeto icłi obliczenie podo-
bnem (*). Jest sŁosownem utworzyć to zrównanie w chwili 
przejścia do kształtów szóstego stopnia, aby jasno wykazać 
cechy oparte na niezmiennikach kształtu szóstego stopnia, któ-
rych rozwiązanie opiera się na rozwiązaniu zrównań piątego 
stopnia, i nieraz dogodnćm być może posiadanie pewnej liczby 
pierwszych wynikłych z dyskusyi nad drugiemi (**). Biorę 
prosty przykład 

gdyż jeżeli to zrównanie da dwie pary pierwiastków równych, 
a znakami przeciwnycli, funkcyy. różnic łatwo napisać przyj-
dzie. Znajdujemy że kształt szóstego stopnia jest iloczynem 

l)rzez k w a d r a t z i lości , 

(*) VV nieioclzie Pl>. Harley i Cociiic, 12365 jest 

a dany kształt szóstego stopnia ma za pierwiastki 12345 — 13524 
Wypadek len obliczył l>. Cayley (Philosophical Transactions, 1861, 
str. L>63). Staje się on bardzo prostym, gdy w kształcie nie dostaje dwócli 
wyrazów, lecz spółczynniki nie są niezmiennikami. 

! Kształt otrzymany przez P l \ Kronecker i Briosctii jest 

Przy pomocy iornud danych wyżej, obliczają sir niezmiennilu lego zrów-
nania, a rugują ilości u, b, c. 
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Lecz pomnóżmy pierwszy kształt piątego stopnia przez 5, 
a jego niezmienniki s^ 

Dla uniknienia ułamków, dajemy 

Utwórzmy kształt szóstego stopnia i wyraźmy jego spółczyn-
nikł w wyrazach niezmienników, a otrzymamy 

Ilość ta jest kwadratem doskonałym i musi nim być z po-
wodu D O (*). 

228. P . Hermite szczegółowo rozbierał niezmienniki wyra-
żone w zrównaniach pierwiastków. Przekształca on zrównanie 
tak, aby pierwszy i ostatni wyraz zniknął, to jest tak aby jeden 
pierwiastek był O, a drugi oo. Rachunek taki zasadza się na 
utworzeniu funkcyi symetrycznej z pierwiastków zrównania 
stopnia trzeciego. Dyskusya zagadnienia z parag. 227 doprowa-

(*) Chociaż kształt na który działaliśmy nie jest ogólny, wypadek je-
dnak ogólnym się zdaje, gdyż sadzić należy że jedynie przyjęte spółczyn-
niki w jednaki sposób powstają z wyrazów niezmienników. 

ALGBbliA. II, — 20 
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dzila P . Salmon'a do tego samego przekształcenia, lecz otrzymał 
on je w taki sposób że nie upraszczało zagadnienia. Potrzeba 
przekształcić zagadnienie trzeciego stopnia na takie zrównanie 
szóstego stopnia, aby jego pierwiastki były sześcioma wartoś-
ciami ilości 

a wypadek zrównać z kombinacyami kształtów jakie przybierają 
niezmienniki zrównania piątego stopnia, gdy a i f staną się 
zerami. Z wypadków P. Hermite podamy tylko wartości jego 
własnego niezmiennika L. Weźmy 

ich iloczyn jest symetrycznym względem wszystkich pierwiast-
ków prócz a, a jeśli go pomnożymy przez iloczyny podobne, 
otrzymane dla czterech innych pierwiastków, będziemy mieli L. 

229. K S Z T A Ł T Y SZÓSTEGO S T O P N I A . Mało dotąd nad niemi ro-
biono postrzeźeń. Mają one cztery niezmienniki niezależne 
oznaczone przez A, B, G, D, rzędów 2, h, 6, 10; i piąty nie-
zmiennik skośny E , piętnastego rzędu, u którego kwadrat jest 
całkowitą i wymierną funkcyą czterech innych. 

— c 

Pierwsza A, jest niezmiennikiem 12 otrzymanym wedle ar-
tykułu 96; forma jego ogólna 

Podaliśmy (262 i 163) kanoniczną formę kształtu szóstego 
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stopnia, lecz użyjemy tu (210) formy równie dogodnej 

prowadzi nas do niej teorya kształtów piytego stopnia, które 
nie daj§ się prościej wyrazić jak tylko jako summa czterecłi 
pi§,tych potęg. Dla formy tej mamy (210) 

— 6 
Hessowy 12 kształtu szóstego stopnia jest osmego stopnia, 

a ogólne jego spółczynniki s§ 

Hessowy zaś formy nowo podanej będzie 

Kształt szóstego stopnia posiada inny spółzmiennik, będący J 
emananta czwartego stopnia, o spółczynnikacli drugiego rzędu, 
ze spółczynnikami 

a który dla formy kanonicznej jest 
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Wspomniemy jeszcze współzmiennik trzeciego rzędu, (jest to 
T emananta czwartego stopnia) mający za spólczynniki 

a k tó ry jest dla formy kanonicznej 

230. Niezmiennik B (P. Sylwester zowie go catalectkan), 
który wyraża warunek aby kształt szóstego stopnia mógł być 
sprowadzonym do summy trzech szóstych po tęg ; jest on wy-
znacznikiem 

który rozwinięty da 

Utworzywszy niezmiennik drugiego stopnia wyznacznika Hes-
sowego, znajdziemy go proporcyonalnym do 
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spółzmiennika S znajdziemy A - — 3 6 B , a działając za pomocą 
T na kształcie danym wrócimy do B. Zastosowawszy to dzia-
łanie do formy kanonicznej znajdziemy 

ilość równą O, jeżeli niektóre z ilości a, b, c, d, staną się ze-
rami, lub jeżeli którekolwiek z funkcyj u, v, iv, z będą sobie 
równemi. 

231. Weźmiemy za niezmiennik zasadniczy szóstego stopnia 
C, ten który nie zawiera potęgi pierwszego spółczynnika a 
wyższej nad drugą. 

Inne niezmienniki szóstego stopnia dadzą się wyrazić w funk-
cyi poprzednich. I t<ik niezmiennik trzeciego stopnia spółzmien-
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nika czwartego stopnia jest 

a niezmiennik trzeciego stopnia Hessowego 

niezmiennik wreszcie czwartego stopnia dla spółzmiennika 
stopnia szóstego będzie 

Ten ostatni łatwo obliczonym być może za pomocą formy 
kanonicznej. Mamy działać przez 

na tejże samej ilości. Jeżeli działamy przez na 
wypadek będzie proporcyonalny do (12fMN, gdzie M i N mają 
to samo znaczenie jak w paragrafie 210. Otrzymamy w ten 
sposób — (12)''^(23)^(31)^; a niezmiennik szukany będzie 

232. Gdy a, b, c stają się zerami, będzie k — — lOfi?-̂ , 
B = c?̂ , G = — A więc jeżeli kształt dany ma za czynnik 
sześcian zupełny, powinno być 

Jeżeli uczynimy a=b = f = g — ii, niezmienniki staną się 
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a następnie jeżeli kształt szóstego stopnia przyjmuje za czynniki 
dwa zupełne kwadraty, to niezależnie od warunku dostarczo-
nego przez dyskryminant, być musi 

(A3 _ 300A.B + 250C)2 5(A2 — 100B)3. 

233. Jeżeli b — d — f = (i w równaniu danem, dyskrymi-
nant będzie ag rozmnożone przez kwadrat z dyskryminanta 
ilości 

{a, 5e, 5e, g'Jx,yY\ 

a jeżeli znikną wszystkie wyrazy prócz a , d^ g, dyskry-
minant będzie d^g''- rozmnożone przez sześcian dyskryminanta 
ilości 

[a, lOrf, g j j c , y f . 

Znając te wyraz y dyskryminanta^ obliczymy resztę za pomocą 

zrównania różniczkowego i znajdziemy wartość na A | P . Sal-

mon [Lessons introductive to the modern higher Algebra, Dublin. 

1866, rozd. XVII, str. 205-207), podaje wypadek obliczania A 

z 246 wyrazów złożony}. 

234. Zamiast dyskryminanta A możemy szukać, niezmien-
nika D, do którego skrajne spółczynniki a i g nie wchodzą 
w potęgach wyższych nad czwartą i który nadto nie zawiera 
iloczynu I^ość mnożąca w D jest [eg — f'Y\ A zaś 
i D łączy związek 

A = A^ — 375A3B — 625A2G 3125D. 

(P. Salmon w dziele zacytowanem w poprzednim paragrafie, 
na stronach 207-209, podaje wypadek obliczania D z 298 wy-
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razów złożony. Sądziliśmy zbytecznem przytaczać w niniejszem 

tłómaczeniu odnośnego rozdziału P. Salmon'a, wartości przez 

niego na A i D otrzymany cli.) 

235. Teorya P . Cayley o liczbie niezmienników kształtu szós-
tego stopnia pokazuje że kształty te posiadają prócz czterech 
niezmienników wskazanycli, nie:zmiennik skośny piętnastego 
stopnia zwany E. Niezmiennik piątego stopniaj est wyznaczni-
kiem wypadkowym dwóch spółzmienników, lecz nie wiemy czy 
E d a się w podobny sposób wyprowadzić z dwóch spółzmienni-
ków szóstego stopnia. Możemy je wyrachować za pomocą zró-
wnania różniczkowego. Czynnik a nie wchodzi w potędze 
wyższej nad szóstą; toż a ma za czynnik 

Wyrażenie E w funkcyi innych niezmienników daje się 
otrzymać za pomocą następujących uwag. Jeżeli b, d, f są 
zerami, mamy E = : 0 ; gdyż ważność jego jest U5 (123) a więc 
ważność jednego przynajmniej z czynników każdego wyrazu 
musi być nieparzystą, ztąd gdy czynniki z ważnością nieparzystą 
staną się zerami, będzie E = 0. Wynika ztąd że E = O jest 
warunkiem aby pierwiastki zrównania szóstego stopnia stano-

• wiły układ w inwolucyi. Dajemy przeto b =zd = f = 0 w wy-
rażeniach A, B, C, D, i wyrugujemy a, c, e, g, a związek 
jaki otrzymamy między A, B, C, D będzie sprowadzonym przez 
E = O, które przeto jako czynnik zawierać musi (*). 

Uczyńmy ag = X, ce = ae^ ge^ = v, a zarazem 

(*) P . Salmon w dziele swem tyle razy wspominanem podaje wypadek 
obliczenia E, w dodatku na str. 253-265. Wypadek ten zawiera 1241 
wyrazów. 
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otrzymamy 

Wyrugujmy v , a dwa ostatnie zrównania statig się : 

Wyrugujmy następnie |A za pomocy pierwszego zrównania 
przyjdzie : 

Hugownik tych dwóch zrównań będzie miał spółczynniki 
trzydziestego stopnia, i , , jak wiemy, tylko spółczynnikiem li-
czebnym różnić się może od E'-. 

136. Paragraf 218 uczy, że w razie dyskryminanta dodatnego 
kształt szóstego stopnia ma sześć albo dwa pierwiastki rzeczy-
wiste, cztery zaś lub zero gdy dyskryminant jest odjemnym. 
Możemy z góry twierdzić że rozbiór E prowadzi nas do tych 
samych wypadków odnośnie do przypadków rzeczywistości 
pierwiastków, jak rozbiór G przy pi§tym stopniu. Przez analo-
gią sadzimy także, że przypuszczenie A = O E może być obfi-
tem w następstwa ważne; a chociaż obliczenie E jest nader 
pracowitem, jego część niezależna od A łatwo się otrzymuje, 
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jest ona iloczynem 

przez kwadrat wyznacznika wypadkowego kształtów trzeciego 
i czwartego stopnia 

Analogia także sądzić każe że tylko drugi z tych dwóch czyn-
ników jest ważnym w poszukiwaniu rzeczywistości pierwiastków. 

Czyniąc lOOB = B', 125C = C', znalazłem (to jest P. Sal-
mon) że czynnik kwadratowy różni się od 

tylko o czynnik stały. 

Analogia też pozwala wnosić że criteria dające poznać liczbę 
pierwiastków rzeczywistych zależą od znaku tej ostatniej ilości, 
jako też od ilości, 

które, jak widzimy, stają się zerami w razie równości pier-
wiastków. 
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o RZĘDZIE RESTRYKCYJNYCH UKŁADÓW ZRÓWNAN (*). 

237. Zagadnienia które w tym rozdziale nas zajm^ s^ czysto 
algebraiczne, i nie wymagają pomocy prawd geometrycznych. 
Dla uniknienia jednakomówień, i dla pokazania w jaki sposób 
znane twierdzenia o potrójnych i poczwórnych kształtach, do 
wszelkich w ogóle kształtów zastosować się dadz^, zapożyczy-
łem od geometryi kilku wyrazów. 

Wiemy (59) że dla k zrównań o k zmiennych niezależnych (**), 
liczba układów spójnych wartości zmiennych, sprawdzających 
je spółcześnie,jest równ^ iloczynowi rzędów zrównań. 

W geometryi dwa lub trzy wymiarowej układ wartości x = a, 
y — hy lub x = a, y — h, z = Cy oznacza, punkt zamiast więc 
wyrażenia układ wartości ilości zmiennych, użyjemy wyrazu 

(*) W pierwszem wydaniu Wyższej Algebry p. Salniona {Lessons intro-
ductory to the modern higher Algebra), i w jego francuzkiem tłumacze-
niu przez p. Bazin, rozdział ten zastąpiony jest rozdziałem O kształtach 
potrójnych ; lecz ponieważ przedmiot ten wymaga obszernycłi rozwinięć, 
a wszystkie jego wypadki znajduj? zastosowanie w geometryi, przeto 
p. Saimon wyrzucił go z drugiej edycyi a do dzieł geometrycznych włj-
czył, z którycli jednak, a mianowicie swej Geometryi o trzecłi wymiarach 
{Geometry of Three Dimensions), wyj?ł i wcielił do Wyższej Algebry to 
wszystko co jest w zwigzku z przedmiotem traktowanym w tem dziele. 

(**) Używa się zwykle zrównań jednorodnych, mających A;-j-l zmien-
nych. 
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punkt; i tak twierdzenie o którem mowa wysłowi się jak na-
s tępuje : ((Układ A'zrównań o k zmieńnycli stopni l, m, n, 
oznacza lmnpq... punktów,» co znaczy że ahnnpg... układów 
wartości ilości zmiennycli » zadosyć czyni zrównaniom. Liczbę 
hnnpą... rzędem układu zrównań. 

238. Dla A — 1 zrównań o k zmiennych nie podobna ozna-
czyć spólnego układu wartości tych zmiennych, zrównania 
dane oznaczają nieskończoną liczbę punktów, czyli k'zi/tva. 
Jeżeli do układu k — 1 zrównań dołączymy dowolne zrówna-
nie stopnia pierwszego, otrzymamy liczbę punktów równą i lo-
czynowi stopni zrównań. A zatem rzędern krzywej będzie liczba 
punktów oznaczonych przez układ dany, w połączeniu z j ednem 
dowolnem zrównaniem stopnia pierwszego. 

Układ k — 2 zrównań o k zmiennych wyobraża dwa nie-
skończone szeregi punktów, i bez przybrania dwóch zrównań 
pomocniczych żadnego punktu ściśle nie oznacza. Mówimy że 
oznacza powierzchnia. Układ dany z pomocą jednego dowolnego 
zrównania stopnia pierwszego da krzywa rzędu równego iloczy-
nowi stopni k — 2 zrównań. W ogóle rzed powierzchni równy 
jest albo rzędowi krzywej danej przez układ po przybraniu 
jednego zrównania stopnia pierwszego, albo liczbie punktów 
danych przez układ uzupełniony dwoma dowolnemi zrówna-
niami stopnia pierwszego. 

Rzęd układu zrównań w liczbie k — n o k zmiennych, ozna-
czony jest przez liczbę punktów danych przez układ napeł-
niony n dowolnemi zrównaniami stopnia pierwszego. W ob-
chodzącym nas przypadku jest on iloczynem stopni zrównań 
do układu wchodzących. 

239. Możemy wyrugować k zmiennych stopni l, m, n , . . . , 
wchodzących do układu złożonego z k-\- \ zrównań, i wiemy 
że rzęd w jakim spółczynniki każdego zrównania wchodzą do 
wyznacznika wypadkowego jest iloczynem stopni zrównań 
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pozostałych (57-59). Weźmy przypadek czwartego stopnia; 
dajmy że rzędy zrównań s^ l, m, n, r , i że pewna ilość wchodzi 
w skład spółczynników zrównań w stopniacłi A, p, v, p, ta ilość 
będzie miała w wyznaczniku wypadkowym stopień 

Xmn?' -[- fj^nrl yrlm plmn. 

Przez rzęd rozumieć będziemy stopni m, n, r , w którycli 
zrównania zawierają zmienne przeznaczone do wyrugowania, 
przez loażność zaś stopnie X, u, v, p w którycłi wchodzi ilość 
nie wyrugowana; wypadek zaś dopiero co napisany pokazuje 
że ważność czy to wyznacznika wypadkowego, czy układu, 
równa się summie ważności każdgo ze zrównań rozmnożonej 
przez rzęd układu pozostałych po wyrugowaniu zrównań. 

Pozostaje to prawdziwem dla układów na które rozdzielimy 
układ dany. I tak_, dwa pierwsze tworzą układ rzędu im a 
ważności Xm -]- p./, dwa drugie układ rzędu nr a ważności 
vr-|-fji?2; ważność zaś układu całego dopiero co napisana, 
czyli 

nr(x?/< ui) lm{vr 

jest summą ważności układów cząstkowych pomnożonych przez 
odpowiednie rzędy. Korzyść ostatniego uważania rzeczy zaraz 
się pokaże. 

lUO. To co dotąd w niniejszym powiedzieliśmy rozdziale zna-
nem jest, chociaż innemi wyrazy, z rozdziału o rugowaniu; 
lecz dla łatwiejszego zrozumienia następnych poszukiwań do-
tyczących rzędu i ważności, ten sam przedmiot w odmienny 
przedstawimy sposób. 

Wiemy że k zrównaii o k zmiennych oznacza Imnp... punk-
tów; dodajmy do układu zrównanie nowe któremu zadosyć 
czynią niektóre t j lko z pomiędzy Imip... punktów. Układ 
nowy złożony z /<• 1 zrównań wyobraża punkta w liczbie 
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mniejszej t)d iloczynu stopni k zrównań pierwotnych. Że przy-
padek ten zdarza się zawsze, gdy żądanej liczby punktów nie 
możemy oznaczyć na innej drodze prócz dopiero opisanej, 
prosty geometryczny przykład łatwo da zrozumieć. Weźmy 
punkta leżące na płaszczyznie; niech liczba pierwotna p ozna-
cza ich ilość; dajmy że punkta te nie s§ położone na linii pro-
stej, gdyż nie s§ one przecięciem dwóch krzywych, i że wzią-
wszy dwie krzywe przecinające się we wszystkich punktach 
danych, to krzywe te w innych jeszcze punktach przecinać się 
będ^. Dla ścisłego oznaczenia punktów danych, musimy przy-
brać trzecią krzywy przez nie przechodząc?, lecz omijając? 
inne punkta przecięcia dwóch pierwszych krzywych. Nasze 
więc punkta s§, przecięciem trzech krzywych; zamierzamy zaś 
wykryć, dla ważnych przypadków, rzęd układu punktów da-
nych przez liczbę zrównań k, wyższy od liczby zrównań też 
punkta oznaczających, czyli chcemy wykryć wszystkie układy 
wartości zadosyć czyniące zrównaniom danym. 

Podobnież układ k — \ zrównań sprawdza się przez nie-
skończony ilość wartości, czyli oznacza krzywy; lecz zdarzyć 
się może że przybrane zrównanie ogranicza liczbę wartości 
sprawdzających nowy układ z k zrównań, W niniejszym roz-
dziale zamierzamy obliczyć rzęd i ważność układu zrównań 
który nazwiemy restrrjkcyjnym (ograniczonym), jako odpowia-
dający wartościom nieznanych zadosyć czyniącym zrównaniom 
przybranym, które sprawdzaj? niektóre wartości sprawdzają-
cych zrównania dane oznaczające punkta , krzywe lub po-
wierzchnie, lecz wyłyczaj? inne wartości zadosyć czyniące ukła-
dowi pierwotnemu. 

241. Najprostszy przykład takiego układu dostarczy warstwa 
wyznaczników. 

u^' V, W 
= 0. 

u' v', w' 
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czyli, o p u s z c z a j ą c z a w s z e j e d n § k o l u m n ę , 

Te zrównania napiszemy pod kształtem 

a jasno zobaczymy że pierwiastki dwóch pierwszych zrównań 
sprawdzą trzecie. Wyjątek w tym razie stanowią wartości czy-
niące zarazem, u i u', lub v i v', lub tt; i = O, bo w obu 
razach tylko dwa pierwsze zrównania sprawdzonemi będą. 
Łatwo potrafimy obliczyć rzęd układu trzech zrównań. Niech 
rzędy u\ u', v \ v', w \ w będą l, m, w, dwa pierwsze zrów-
nania mają za rzęd m - \ - n , n - \ - l, a ich układ ( w - ] - / ) . 
Lecz do układu tego wchodzą wartości zadosyć czyniące w i w', 
lecz nie zadosyć czyniące trzeciemu zrównaniu, którego rzęd 
równy n^; wyłączając je z wypadku (m n) (n -{-- l), otrzy-
mamy za rzęd układu spólnego trzem wyznacznikom ilość 

Weźmy układ złożony z trzech linij i czterech kolumn 

i napiszmy wyznaczniki dane przez opuszczenie trzeciej i czwar-
tej k o l u m n y : 

http://rcin.org.pl



3 2 0 ROZDZIAŁ XVI. 

Te dwa zrównania sprawdzone będ§ przez wartości sprawdza-

jące trzy zrównania 

Lecz wartości nie sprawdzą innych wyznaczników układu 
danego. Od rzędu (/ + dwóch zrównari napisanych 
jedpowci^ż drugiego, odciągnijmy mn-\-nl-\-lm, rzęd układu 
tych dwóch zrównari, a otrzymamy t^Ą-m^Ą-n^Ą-hn-^-mnĄ-nl 
na rzęd układu spólnego wszystkim wyznacznikom. Sposób 
obliczenia rzędu układu o trzech liniach i czterech kolumnach, 
stosuje się do układu o czterech liniach i pięciu kolumnach. 
Postępując coraz dalej przekonamy się że kiedy jest prawdzi-
wym dla układu o k liniach, i dla układu o A; -]- 1 liniach 
prawdziwym być musi. 

Otrzymane formuły prościej i ogólniej wyrazić się dadzą. 
Niech rzędy funkcyj przedstawione będ§ przez odpowiednie 
litery, 

Niech p oznacza summę ilości ot, y,. q summę ich ilo-
czynów po dwa branych, P zaś i Q odpowiednie summy ilości 
a, b, €,..., a rzęd układu będzie 4 " — 9- jeżeli 
uważać będziemy wyznaczniki otrzymane przez kolejne opuszcze-
nie pierwszej i drugiej kolumny, będą one rzędów p P — a, 
p-^? — b, a ich układ rzędu (/?-[" ^ ~ + P ^^^z 
dwa te wyznaczniki sprawdzonemi będą przez wszystkie war-
tości które sprawdzają wszystkie wyznaczniki Mniejsze układu 
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niższego u tworzone wymazaniem dwóch pierwszych koh imn, 
chociaż wartości te nie sprawdzają innych wyznaczników układu 
danego. Aby więc znaleźć rzęd układu spólnego wszystkim 
należy od (/>-)- P — a) (p - f P — b) odj§ć rzęd układu niż-
szego, który obliczyć możemy^, jeżeli formułę dan§ prawdziwą, 
przyjmiemy. Ponieważ w układzie niższym liczba linij jes t 
większą od liczby kolumn, mus imy dla zastosowania formuły , 
napisać linie jako kolumny,a kolumny jako linie, tak że dawne 
p i q zamienią się na P i Q. Nowe p widocznie r ó wn e 
P — a — l>, 'A q będąc sunimą iloczynów ilości c, d,..., pa-
rami b ranych , będzie 

U - [ab)V Ą - a ^ a b t f i . 

Tak, rzęd niższego układu fo rmuł jest 

p-i Q _ P(a A) _ „ _ 

Odciągając tę liczbę od \JJ P — a) (/? - f P — 6) o t rzymamy 
U — />P -f - p^ —q. A więc jeżeli formuły są prawdziwemi dla 
układu niższego, prawdziwemi też pozostaną dla uk ładu bez-
pośrednio po naddanym stojącego, i sprawdzić go łatwo dla 
układu o trzech liniach i trzech kolumnach. Stosując to mamy 
w ogóle a lub a = 0. Jeżeli wszystkie linie są j ednego rzędu, 

przyjdzie a = e r = = 0 , a więc / j = q = 0; rzęd zaś 
uk ładu być mus i Q. 

'2k'6. W ten sam sposób obliczymy ważność układu wyznacz-
ników uważanych w paragrafie 2li2. A zaczynając od naj-
prostszego przypadku 

V, w 

v', w' 

zkombinu jmy go z j ednem lub więcej zrównań i wyrugu jmy 
ALGEBRA. H . — ') I 

http://rcin.org.pl



3 2 2 ROZDZIAŁ X V I . 

zmienne. Wypadek rugOY^̂ ania między w' — u'v, uw' — u'w 
i innemi zrównaniami, zawierać musi jako czynnik wyznacznik 
wypadkowy u, u' i innych zrównań. Odrzuciwszy len czynnik 
przychodzimy do wypadku rugowania między uv' — u'v, 
vw' — v'iv i innemi zrównaniami, i odrzucenia czynnika otrzy-
manego przez rugowanie między v \ v' i innemi zrównaniami. 
Dla objaśnienia użytej metody dajmy że M, U', V, V', V), IV' 
zawierają pewną ilość niewyrugowaną stopni l , v, w każdym 
z powyższych układów; i że mamy zkombinować z wyznaczni-
kami układu danego, inne zrównanie 11=: O, rzędu v, a sto-
pnia p dla niewyrugowanej ilości. Ta ilość przeto, wejdzie 

'w wyznacznik wypadkowy ilości R, uv' — uw' — u'iv 
w stopniu 

Wyznacznik zaś wypadkowy ilości R, u, u' zawiera tę samą 
ilość w stopniu 

Odrzuciwszy ten czynnik z pierwszego wypadku pozostanie 

Rzędem układu trzech wyznaczników jest ilość mnożąca p, 
a ich ważnością ilość mnożąca r. 

Ihh. Znalazłszy na tej drodze ważność układu o dwóch liniach 
i trzech kolumnach, podwyższać stopniowo będziemy o jedność 
liczbę linij i kolumn, aż dojdziemy do układu o k liniach i 

'k + 1 kolumnach. Wypadek będzie ten sam jak gdybyśmy 
rzędy wielu funkcyj raz pisali jak w paragrafie 242, ich zaś 
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ważności (to jest stopnie w jakich zawierają zmienną niewyru-
gowaną) będą a', b' -f- + gdyż formuła 

na ważności pochodzi od formuły na rzędy, po wykonaniu na 
niej działania 

da ^ db ^ ' ' c^ę ' 

więc ważność 

Y.{ab') + p P ' + p'? + 2S(aa') 4 - S(ocę'), 

daje się napisać 

( P + + 4 - S M - s M , 

wypadek otrzymany przez wykonanie działania a t ^ Ą - . . . na 

245. Warunek aby dwa zrównania 

. . O, + ... = O, 

miały pierwiastek spoiny, otrzymujemy za pomocą jednego 
zrównania, a jest nim wyznacznik wypadkowy dwóch zrównań 
danych. Dwa pierwiastki równe, nie dwóch zrównań (63) lecz 
całego układu zrównań warunkowych wymagają układu równo-
ważnego dwom warunkom, skoro ich dwa zrównania dane 
objąć nie mogą. Dajmy że p jest wyrugowanym parametrem, 
i że a, b,..., zawierają zmienne ; zamierzamy wynaleźć rzęd 
układu zawierającego w mowie będące warunki* Objęte one są 
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w wyznacznikach układu 

gdzie pierwsza Unia n — 1 , druga zaś m—1 razy jest po-
wtórzoną, tak że mamy m - \ - n — 2 linij i m - \ - n ~ \ kolumn; 
jest to szczególny przypadek zagadnienia paragrafu 242. Przy-
puszczamy że stopnie wprowadzonych zrównań o równej ilości 
różnią się między sobą, to jest że jeżeli x, (J. są stopniami a, a', 
stopniami b, h\ będą a., a, a X - f 2a, p + 2a sto-
pniami c i c'. Możemy napisać formułę paragrafu 242 w dogo-
dniejszym kształcie, mianowicie 

gdzie 5-2 jest summą kwadratów z a, Aby te formuły za-
stosować do obecnego przypadku weźmiemy O, a, la.,..., za 

P jest więc 
summą m-\-n—2 wyrazów szeregów «, 2a, 3a,.. . , a dla 

I 

jest ono - — 1) (A; — 2)a. Q jest summą iloczy-

nów tychże ilości po dwie branych, więc 
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Zaś p jest summą w — 1 wyrazów szeregów 

wyrazów szeregów 
Ztąd 

Podobnież jest summą kwadratów tych samych ilości, a 
więc 

Zbierając te wszystkie wyrazy, znajdziemy za rzęd żądanego 
układu 

Jeżeli dwa te zrównania są jednego stopnia, czyli jeżeli 
możemy napisać a rzęd będzie 

Jeżeli wszystkie funkcye a, b,... są pierwszego stopnia, czyli 
to wsławiwszy te wartości w ostatnie zró-
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wnanie otrzymamy 

2 i6 . Jeżeli stopnie w których zmienne niewyrugowane na-
potykają się w niektórych wyrazach oznaczymy akcentowanemi 
literami odpowiednemi tym które wyrażają ich stopnie w zmien-
nych mających być wyrngowanemi, natenczas formuła waż-
ności układu wywodzi się z formuły rzędu, przez poddanie je j 
działaniu : 

Ważność będzie 

247. Przejdźmy do dyskusyi układu zawierającego warunek 
aby trzy zrównania i 

posiadały czynnik spólny. Układ ten 
wyraża się przez trzy równania otrzymane kolej nem wyrugo-
waniem t między zrównaniami danemi branemi po dwa; jest 
on równoważny dwora warunkom. Rzęd układu otrzymany 
rugując ze zrównań zmienne wchodzące domyślnie w a, b,c,..., 
gdyż rzęd zrównania]wypadkowego na t będzie rzędem układu. 

Dajmy że a, a', a", są funkcyami jednorodnemi 
stopni (A, V, że b, b', b", są stopni 
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i weźmy wzajemną względem t za czwartą zmienną, a zró-
wnania będą odnośnie rzędów x, v, ich zaś układ rzędu X(AV. 
Lecz układ wartości = 3/ = 0, 2 = 0, jest punktem wie-
lokrotnym w trzech zrównaniach rzędów 
rzęd przeto układu podzielić trzeba przez 
otrzymamy rzęd układu szukanego. 

Jeżeli rzędy ilości 
rzęd układu będzie 

Na tej ilości działając przez + ••• otrzymamy ważność 

248. Znalezienie rzędu i ważności układu warunków pozwa-
lających aby zrównanie a r + -f- . . . mogło mieć trzy 
pierwiastki równe jest, szczególnym przypadkiem poprzedza-
jącego, bo te Yiarunki znajdują się wyrażając że trzy drugie 
różniczki mogą mieć czynnik spólny. W wartości na rzęd 
układu jest 

W podobny sposób otrzymamy na wartość ważności 
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Dla znalezienia rzędu i ważności warunków nieodzownych 
w celu aby jedno zrównanie miało dwie pary pierwiastków 
równych, trzeba znaleźć rzęd i ważność układu pozwalającego 
aby pierwsze różniczki zrównali a f " - ^ . . . , b t " " - ^ m i a ł y 
dwa czynniki spólne, i odci§gn§ć te ilości od rzędu i ważności 
układu, znalezionych nieco wyżej. Rzęd będzie 

2(n - 2)(n - 3)X(X na) + ^ n{n - 1)(n - 1){n -

ważność zaś 

h{n - 1){n - 3)X).' + 1n{n — 2)(w - 3)(a'x - f ax') 

nin — l)(w — 1){n — o)a«'. 

Nim postąpimy dalej w poszukiwaniu rzędów i ważności 
różnych układów, przedyskutować musimy rozmaite zagadnie-
nia, a przedtem jeszcze wytłumaczyć dwa wyrazy które zapoży-
czamy od geometryi. 

249. Przecięcie kształtów mających spólne krzywe. Mówić bę-
dziemy że dwa układy kształtów przecinać się będ^ jeżeli mają 
jeden lub więcej punktów spólnych, czyli jeżeli je sprawdza 
tenże sam układ wartości zmiennych. Mówić będziemy że po-
wierzchnia zawiera krzywa, jeżeli każdy układ wartości spraw-
dzających k — 1 zrównań krzywej, sprawdzi k — 2 zrównań 
powierzchni. I tak w przypadku czterech zmiennych, trzy zró-
wnania U = 0, V = 0, W = 0 , oznaczać będą krzywą, dwa 
zaś zrównania U = O, V = O powierzchnią na której leży 
krzywa dana. 

Widzieliśmy że układ złożony z k kształtów o k zmiennych 
przecina powierzchnią w liczbie punktów równej iloczynowi 
rzędów kształtów danych. Zdarzyć się może że liczba punk tów 
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spólnych jest nieskończoną i że one tworzą krzywą w znaczeniu 
jakie przywiązujemy do tego wyrazu. Oprócz tej krzywej mieć 
jeszcze zwykle będziemy pewną punktów spólnych których 
ścisłem oznaczeniem zajmiemy się obecnie. Weźmy na przy-
kład przykład czterech zmiennych niezależnych, niech będą 
cztery zrównania 

U = A W + B V 4 - CM; = O ^ 

V = A ' M B ' Y C M ; = O 

W = k''u + Wv 4 - G'w = O 

Z = K " ' U 4 - B ' "Y 4 - C " ' W = O , 

U, V, w , z są stopni l, m, n, p\ u, v, w stopni i, (i., v; 
nadto A, B, — A', B', — muszą widocznie być funkcyami 
stopni l — X, / — f-, — m — X, m — — . . . Zrównaniem 
danym zadosyć czyni wszelki układ wartości robiący u — O, 
?) = O, w = (i, a ponieważ te zrównania nie są w ilości do-
statecznej do oznaczenia punktów, więc sprawdzi je nieskoń-
czona ilość wartości zmiennych, a cztery kształty U, V, W, Z, 
determinują spólną krzywą. Lecz jeżeli U, V, W, Z spraw-
dzanemi bedą przez pewną liczbę wartości które nie wszystkie 
ilości u, V, w, czynią razem równemi zeru, to tę liczbę ozna-
czyć wypada. Przedsiębierzemy przeto rozwiązać zagadnienie : 
gdy pewien układ kształtów oznacza spólną krzywą, idzie o 
wykrycie ile z punktów przecięcia Imnp... należy do krzy-
wej, a ile po za nią leży. 

250. Weźmy na ' samprzód pod uwagę krzywą utworzoną 
przez k — 1 kształtów, na przykład krzywą UVW dla czterech 
zrównań paragrafu 249. Widocznie że jej część stanowi krzywa 
uvw, i że po za tą ostatnią leży nieskończenie wiele punktów 
sprawdzających UVW, a nie sprawdzających M, v, w. UVW 
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jest przeto krzywa złożom; w skład jej wchodzą dwie krzywe : 
jedna uviv, druga uzupełniająca. Rzęd krzywej złożonej jest 
summ§ rzędów dwócli składowych; gdyż według określenia 
rzęd ten stanowi liczba punktów otrzymanycłi ze zrównań 
układu danego połączonych ze zrównaniem stopnia pierwszego; 
w obecnym razie rzęd ten równa się Imn. Widoczna że jeżeli 
z pomiędzy Imn punktów, punktów leży na umu^ będzie 
ich leżało Imn — X[AV na krzywej uzupełniającej. 

Liczbę i punktów przecięcia dwóch krzywych otrzymać ła-
two. Gdyż punkta sprawdzające trzy zrównania 

a nie sprawdzające u, v, w, muszą sprawdzić wyznacznik 

A, B, C 

A', B', C = O, 

A", B", C" 

będący stopnia l Ą- m-\-n — X — — v. Przecięcie tego no-
wego kształtu z uvw, daje wszystkie punkta w których uvw 
spotyka krzywą dodatkową. Mamy 

i — X|J-v(/ m -\-n — X — — v). 

251. Dla wynalezienia liczby punktów spólnych UVWZ 
wziąć trzeba pod uwagę punkta w których krzywa UVW spo-
tyka Z ; a wtedy dopiero szukać będziemy ile z nich nie leży 
na uvw. Lecz gdy uvw jest częścią UVW, więc punkta szu-
kane zawarte są pomiędzy p[lmn — punktami w których 
krzywa dodatkowa spotyka Z ; od tej liczby odjąć należy i 
punktów w których taż krzywa spotyka uvwy a pozostała reszta 
będzie ilością szukaną. Ilość zaś tę, używszy wartości na i 
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Z paragrafu 250, da nam formuła 

Czyli, jeżeli k kształtów których rzędy są /, w, n, p , . . . , 

mają spólną krzywą rzędu a, to liczba spólnych im po za tą 
krzywą punktów, jest mniejszą od iloczynu rzędów kształtów 
danych przez «(/ - f + ^ + •••) — gdzie 6. jest stałą za-
leżną tylko od natury krzywej, a bynajmniej od rzędów kształ-
tów. Tę stałą nazwiemy rangą krzywej. Widzieliśmy że krzywa 
dana jako przecięcie u, v, w, jest rzędu znajdziemy zaś 
że jej ranga równa się -j- P- -f-

Wiemy podług ostatniego paragrafu że dla przecięcia UVW 
mającego dwa przecięcia uzupełniające rzędów a' i rang 

liczba punktów przecięć tych krzywych jest 
będzie ona także »'(/ Ą. m - \ - n ) — tak że rzędy 

i rangi dwóch krzywych uzupełniających łączą zrównania 

252. Teraz, rozważymy przypadek w którym kształty dane 
posiadają dwie lub więcej krzyyvych przecięcia, oznaczo-
nych jak zwykle przez mw, u'v'w'.... Dajmy na przykład że 
przecięcie UVW składa się z dwóch krzywych uvw, u'v'iv\ 

i z krzywej uzupełniającej a". Otrzymamy: 1° że rzęd a"=lmn 

— — xyv'; 2° widzieliśmy że uvw spotyka pozostałe prze-
cięcia UVW w punktach których liczba jest 

Jeżeli ilość i z pomiędzy nich leży na u'v'w', (czyli jeżeli 
uvw spotyka ufv'w' w i punktach) natenczas krzywa dodat-
kowa a" ma na sobie 
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punktów tych. Podobnież a" spotyka u'v'w' w punktach któ-
rych liczba jest 

•VlxW{l J^niĄ-n- /,' — a' - •/) - i. 

Liczby zaś punktów nie leżących na krzywych iwiv, 
a w których «" spotyka Z, będzie 

{Imn — — — + — X — — v) 

- xyv'(/ 4 - m - f w - x' - t*' - •/) + 2i 

= Imnp — XV'V'){/ 4 - M - F N - F P) 

+ xp(X + - f v) + xV'v'(x' + + v') + 2?-. 

A więc zmniejszenie ilości Imnp spowodowane przez krzywy 
złożony, jest równeni sun)mie zmniejszeń sprawdzanych przez 
pojedyncze krzywe, mniej podwójny ilością punktów przecięć 
tych krzywych. Prawo to jest niezależnem od ilości krzywych 
spólnych kształtom danym, i powiedzieć możemy że krzywa 
złożona z kilku pojedynczych, ma rzęd równy summie rzędów 
krzywych składowych, a rangę równ§ summie ich rang, zwięk-
szonej podwójną liczbą punktów spólnych krzywym dwie po 
dwie branym. 

253. Dla objaśnienia powyższych zasad rozwiążemy zagadnie-
nie : ile powierzchni drugiego stopnia poprowadzić można 
przez pięć punktów, tak aby one do czterech płaszczyzn sty-
cznemi były. Niech S, T, U, V, W będą pięcioma powierz-
chniami przechodzącemi przez pięć punk tów; każda inna po-
wierzchnia oznaczoną będzie przez zrównanie aS 6T yU 
- f 4 - eW, a warunek by takowa dotykała płaszczyzny bę -
dzie funkcyą trzeciego stopnia pięciu ilości «, 6, y, 5, t. Mamy 
cztery zrównania takie, a chcemy wiedzieć ile jest układów 
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wartości moggcych je sprawdzić. Jeżeli cztery zrównania nie 
przyjmują spólnycli krzywych, ta liczba spólnych im punktów 
będzie 3^ = 81. Lecz o istnieniu spólnych krzywych możemy 
się przekonać. Warunek aby powierzchnia drugiego rzędu do-
tykała płaszczyzny staje się zerem, jeżeli powierzchnia zamieni 
się. na dwie płaszczyzny. Niech S i T będ§. temi płaszczyznami 
przechodz§cemi przez pięć punktów danych; S — (123)(l/45), 
T = (123)(245); y = O, e = O, sprawdzą aS - f ST 
- ] - 7 U - f - e W , jeżeli powierzchnia ta ma dotykać pła-
szczyzny. Krzywa pierwszego stopnia będzie spólnę, czterem 
kształtom; nazwijmy (123)(źi5), i powtarzajmy powyższe rozu-
mowanie, a przekonamy się że kształty nasze posiadają dziesięć 
takich linij, jako to (124)(35)... 

Teraz, jeżeli S i T uważać będziemy jak poprzednio za układ 
dwóch płaszczyzn, zkęd S = (123)(U5), T = (123)(2/15), i 
jeżeli dodamy U = (l/45)(23/i), to ponieważ linia (123)(^i5) 
oznaczona jest przez y = O, = O, £ = 0, a linia (145)(23) 
przez ę = 0, cr^rO, wynika że te dwie linie, jako 
sprawdzone każda osobno przez układ spólnych wartości 6 = 0 , 
y = 0 , ( J = 0 , £ = 0, przeciąć się z sobą muszą. Podobnież, 
^125)(i5) przeciętem będzie przez (245)(13) i (3/i5)(12). Tak 
więc dziesięć linij posiadają piętnaście punktów przecięć. Ranga 
każdej z krzywych pierwszego stopnia, otrzymuje się z formuły 

-f- + v) czyniąc w niej X = (* = v = O; ranga zaś 
układu równa się 1 0 . 3 - f 2 . 1 5 = 60, wreszcie liczba punk-
tów zadosyć czyniących czterem zrównaniem jest 81 — 10(3 
+ 3 + 3 4 - 3) + 60 = 2 1 . 

254. Umiemy oznaczyć (2i2) rzęd układu wyznaczników, 
w których liczba kolumn różni się o jedność od liczby linij. 
Zobaczmy jak się znajduje ranga krzywej wyrażonej przez 
układ dany. Weźmy na początek przykład najprostszy 

u, V, w 

u, c, w' 
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a przekonamy się że przecięcie uv' — uw' — v!w jest 
krzywy złożony z uu' \ i krzywej która nas zajmuje; znając 
rzęd i rangę krzywej, łatwo je znajdziemy dla tej ostatniej. 
W podobnyż sposób znajdziemy rzęd i rangę układu o czterech 
kolumnach i trzech liniach, a wznosząc się kolejno coraz wyżej, 
przyjdziemy przez indukcyę do ogólnego wyrażenia rangi 

gdzie p, q, P , Q, maj§ to samo znaczenie jak w paragrafie 242, 
R zaś i r s§ summami iloczynów trójek a, b,..., a, 6, 
Gdyż widzieliśmy (251) że rangi dwóch krzywych uzupełniają-
cych, które kompletują przecięcia dwóch kształtów mających 

V za swe rzędy, związane są zrównaniem 

Wiemy nadto (242), że przecięcie dwóch kształtów rzędów 
P — a, ^̂  — uzupełniają krzywe rzędów 

gdzie uczyniliśmy p = a b ^ = ab. 

Ula znalezienia rangi niższego układu, w przypuszczeniu 
prawdziwości powyższych formuł, musimy napisać r dawne 
za R nowe, a za nowe r 

R _ (pr2 _ _ _ 2p'q'). 

Po małem uproszczeniu przyjdzie 

e' = (P2 j ^ g ) (2P + p), — Q(3P 4 - 2/?) -I- R - f r 

- ;y(P + p) (3P 4 - p) -I- 2/)'(Q - ę) + p'\P - f p) ' 
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Dodawszy (« — «) (fi -)- v) do tej wartości, otrzymamy 

war t c i ! znana na 6. A że te formuły łatwo się sprawdzają 
w przypadku dwócłi linij, więc uogólnienia są prawdziwemi. 

155. Przejdźmy do układu 

w którym ilość kolumn przewyższa o dwie ilość linij, i ob-
liczmy rzęd układu ograniczonego, spólnego wszystkim tym 
wyznacznikom. Którekolwiek trzy z pomiędzy nich, 

mają spólną krzywą 

Niech /, m, n, będą rzędami trzech naszych wyznaczników, 
a, g, rzędem i ważnością krzywej, a wyznaczniki przetną się 
po za krzywą w punktach będących w liczbie] 

Przedstawmy rzędy niektórych funkcyj sposobem używanym 
w paragrafie 242, a łatwo ujrzymy że stopnie trzech wyznacz-
ników być muszą 
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uczyniwszy zaś 

będziemy musieli podstawić 

za 

a i ę, rzęd i rangę krzywej, znajdziemy wedle formuł para-
grafów 242 i 254, podstawiając p, r , za P, Q, K, a 

za p, q, r. Znajdziemy jak poprzednio 

Do tej wartości znalezionej dołączmy wartość daną 

a otrzymamy na szukany wypadek 
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Jeżeli niektóre linie s§ tego samego stopnia, czyli jeżeli 
mamy « = 6 = . . . = O, natenczas rzęd układu będzie R. 

Zgodność tego wypadku z wypadkiem paragrafu 242 uwy-
datni się pisząc symetryczną funkcyą 

gdyż wedle paragrafu 242 przyjdzie Q -f- P/' H~ P-i" ^ wedle 
obecnego R -j- /3Q -[- P-iP -j- P^- Indukcya poprowadzi nas do 
prawa, że rzęd układu w którym ilość kolumn przewyższa o 
trzy ilość linij, będzie 

Nie posuniemy obecnie tego rachunku dalej, lecz paragrafy 
następne przekonają nas jak łatwo stosować się on daje do 
układów o większej liczbie kolumn i linij. 

W e wszystkich przypadkach tych, ważność układu wypro-
wadza się z jego rzędu, wedle podanego powyżej prawidła. 

256. Zastosujemy formuły paragrafu poprzedzającego do 
obliczenia rzędu układu warunków potrzebnych aby zrówna-
nia a^"*-f-. . . , a ' r m i a ł y trzy pierwiastki spólne. Wa-
runki te zawiera układ wyznaczników, których sposób tworze-
nia widzieliśmy w paragrafie 245; podany tam jest pierwowzór 
tworzenia się tego. Niech w niej linia a, b, c, powtórzy się 
razy m — 2, linia zaś a', b', c', razy n — 2, i niech będzie 
m ~\-n — 2 kolumn, m -[- n — 4 linij. 

Rzęd układu (255) będzie : 
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A w razie a = 0 , X = f i = l zamieni się na 

Na ważność układu otrzymamy 
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I 

+ I ) {n - 2 )m(m - 2) + i n ( n — l ) ( n - 2) | + 2«a').) 

^ I - l ) ( m — 2 ) n ( n - 2 ) + g ) ( m — 2 ) | ( « V - h 2 a a V ) 

1 
— •\){m - 2)n(n — l ) ( n — 

257. W następujacem zagadnieniu zamierzamy dojść, ile 
punktów przecięcia spólnego kilku kształtów zawiera ich linia 
spólnego przecięcia, jeżeli takowa istnieje. Nazywamy rzędem 
i rangą powierzchni, rzęd i rangę krzywej wynikającej z prze-
cięcia powierzchni danej z kształtem pierwszego stopnia. Weź-
my przypadek pięciu zmiennych niezależnych; układ trzech 
z pomiędzy nich stanowi powierzchnią; rzędy pojedynczych 
zrównań są X, r z ę d ' zaś powierzchni Xp.V, a jej ranga 
X ( i . v ( X [ A v ] , i są to ilości otrzymane przez połączenie 
zrównań danych ze zrównaniem dodatkowem pierwszego 
stopnia. 

Kształty w liczbie ^ — 1 mają spoiną powierzchnią rzędu a 
i rangi 6, i zwykle po za nią krzywą uzupełniającą dopiero co 
znalezionego rzędu. Gdyż dołączywszy do kształtu danego inne 
ilości stopnia pierwszego, otrzymujemy k kształtów mających 
krzywę spólną, a przecinających się po za nią w Imnr 
— a.{l m n = punktach. Lecz są to właśnie punkta 
w których kształt pierwszego stopnia przecina krzywą uzupeł-
niającą, a więc jest to rzęd tej krzywej. , 

258. Szukajmy z kolei liczby punktów przecięć po-
wierzchni danej z uzupełniającą krzywą. Niech U, V, W , Y, 
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Punkta ogólne U, V, W, Y, a nie czyniące 
sprawdzą układ wyznaczników 

A jest rzędu / — B rzędu^ l — i^, A' rzędu m — \, ; 
rzęd warstwy wyznaczników (242) będzie 'Q — p V - f p.y,, gdzie 
P jest summą ilości m, n, r, Q summą iloczynów tych ilości 
po dwie branych, 
Kombinując układ wyznaczników równoważny dwom warun-
kom, i k — l warunkami stanowiącemi powierzchnią, otrzy-
mamy punkta spólne tejże z krzywą uzupełniającą; ich liczba 
równa się rzędowi układu wyznaczników rozmnożonemu przez 
Xłxv. Pisząc więc za X{/.v(x-f p.-f-v) za e i uczyniwszy 

otrzymamy 

Ilość tę nazwiemy klassą powierzchni. 

259. Przybierzmy kszlait uzupełniający Z, zawierający także 
powierzchnią daną, i szukajmy ile punktów nie leżących na 
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niej s§ spólnemi wszystkim k kształtom. Będ§ to widocznie 
punkta przecięcia Z z uzupełniającą krzyw§, zmniejszone liczbę, 
punktów przecięcia tej ostatniej z powierzclinią. Oznaczmy 
przez l, m, n, r, s, rzędy kształtów, a otrzymamy liczbę szu -
kan§ biorąc 

s[lmnr — OL{1 -]- m n r) Ą- , 

i odciągając 

a(/m -\-ln-\- mn + Ir mr -f nr) — Z[l -j- m n -[- r) + y. 

Wypadek szukany będzie ostatecznie 

Imnra — aQ + 6P — y. 

260. Rozważmy jeszcze przypadek w którym układ kształtów 
danych posiada nietylko spólną powierzchnią oznaczoną przez 
a, ę, y, lecz i spólną krzywą oznaczoną przez 6', a przeci-
nającą powierzchnią w i punktach. Weźmy jak poprzednio 
A- — 1 kształtów. Ich przecięcie składa się z powierzchni i 
z krzywej uzupełniającej rzędu 

Imnr — '^•{l m-\- n Ą- r) 

Krzywa'uzupełniająca może jeszcze być złożoną, na przykład 
z krzywej i z innej rzędu a", a dla której 

a" = Irnnr — ''•[l m n r ) Pj — c.'. 

Punkta przeto, których szukamy otrzymują się odciągając 
od a"s punktów przecięcia krzywej a" z jednym z pozostałych 
kształtów układu o k kształtach, ilość w której S ozna-
cza liczbę punktów spotkania krzywej a" z powierzchnią (aCy), 
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zaś liczbę punktów spotkania krzywej «" z krzywą «'. Lecz 
mamy S znając (258) liczbę punktów spotkania powierzchni 
z całą krzywą uzupełniającą; mamy przeto 

znamy zaś znając (250) liczbę punktów spotkania krzywej «' 
z całą krzywą uzupełniającą; mamy znowu 

Te wartości na j i wstawiając w a"s — j — <J' przyjdzie 

innemi słowy, zmniejszenie liczby /mnrs pochodzące tak od 
krzywej jak od powierzchni, będzie równe summie zmniejszeń 
osobno przez krzywą i przez powierzchnią spowodowanych, po 
dodaniu do tej ilości 3j, to jest liczby spólnych krzywej i po-
wierzchni punktów. 

261. Wypadek ten stwierdzić można przypuszczając że jeden 
z kształtów danych na przykład Z'Z" jest złożonym, tak że Z' 
(potęgi s') zawiera spólną powierzchnią, a Z" (potęgi s") spólną 
krzywą. Kształty U, W, Y, Z', mają (259) po za powierzch-
nią spólne punkta w ilości 

Między niemi znajduje się as' punktów spotkania spólnej krzy-
wej z Z', po odtrąceniu jednakże i punktów spólnych krzywej 
z powierzchnią. Liczba przeto punktów spotkania się UYWYZ' 
nie leżących ani na krzywej ani na powierzchni wywodzi się 
z ilości aV — t. 
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Weźmy przecięcia U, V, W , Y, Z ' ; tworzą one układ kształ-
tów mającycłi dwie spólne krzywe przecinające się w i punk-
tach ; krzywe te są : ą i krzywa przecięcia spólnej powierzchni 
z Z", będącą rzędu as", i rangi as"(X -f- -f" + Liczba 
punktów UYWYZ" nie leżących ani na krzywej ani na po-
wierzchni będzie : 

Dodajmy i uczyńmy s' -f- s" = : a przyjdzie jak w ostatnim 
paragrafie 

262. Przypuśćmy jeszcze że kształty dane mają dwie po-
wierzchnie spólne, przecinające się w i punktach. Metoda 
której użyjemy i do większej liczby powierzchni da się zastoso-
wać. Niech kształt ostatni składa się z Z' i Z", z których Z' 
przechodzi przez pierwszą, a Z" przez drugą powierzchnią. 
Układ U, V, W , Y, Z' posiada spólną 'powierzchnią Ap i krzy-
wą AyvV, mające i spólnych punktów, a przecina się w na-
s tępującej liczbie punktów nie leżących na żadnej z nich : 

Podobnież punkta spólne U, V, W , Y, Z", są w liczbie 
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Co dodawszy przyjdzie 

Tnnemi słowy, wpływ dwóch powierzchni razem wziętych, 
równa się summie wpływów tychże powierzchni pojedynczo 
uważanych, a zmniejszonej sześć razy wziętą liczbą ich spól-
nych punktów. Chociaż tylko cztery zmienne mamy, powierzch-
nie posiadają jednak punkta przecięcia. 

263. Przypuśćmy nareszcie że dwie spólne układowi p o -
wierzchnie mają spólną krzywą rzęd u a", a rangi 6". Postępując 
jak w poprzedzającym paragrafie, znajdziemy że układ UYWYZ' 
posiada spólną powierzchnią i spólną krzywą X'|J.VS. Lecz 
że krzywa jest złożoną i że je j część leży na powierzchni, 
więc tylko powinniśmy zwracać uwagę na krzywą uzupełnia-
jącą rzędu xVv's, rangi 

a przecinającą a", ę' w punktach których liczba. 

Liczba przecięć jest więc 
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Podobnież liczba przecięć UYWYZ' jest 

Dodawszy przyjdzie 

Czyli innemi wyrazy, dwie powierzchnie stanowią powierzch-
nią złożoną, rzędu równego summie rzędów powierzchni skła-
dowych, rangi równej summie ich rang zwiększonej dwa razy 
wziętym rzędem spólnej krzywej, a klassy równej summie ich 
klass zwiększonej cztery razy wziętą rangą spólnej krzywej, a 
zmniejszonej ilością 

Pominęliśmy wiele przypadków, mianowicie ten w którym 
powierzchnie dotykają się w punktach lub wzdłuż krzywej. 
Przypadki rozebrane pozwalają nam obliczyć rzęd kategoryi 
wyznaczników w których liczba kolumn jest większą o trzy od 
liczby linij. Biorąc cztery wyznaczniki tego układu znajdujemy 
spólną powierzchnią, której rzęd, ranga i klassa, dadzą rzęd 
układu. 

26/ł. Rozwiążmy teraz zagadnienie : jak znaleźć rzęd układu 
warunków potrzebnych aby trzy potrójne kształty miały dwa 
punkta spólne. Metoda której użyjemy podaną została przez 
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p. Cayley do rugowania trzech ze trzech zrównań o trzech 
zmiennych (75). Weźmy trzy zrównania stopni l, m, 7i; roz-
mnóżmy pierwsze przez wszystkie wyrazy .a;'"+ + 
zrównania stopnia m n — 3, drugie przez wszystkie wyrazy 
zrównania stopnia n 1 — a trzecie przez wszystkie wy-
razy zrównania stopnia l - \ - m — o. Otrzymamy 

zrównań stopnia l Ą - m - \ - n — 3, z których wyrugować trzeba 

i (/ + m 4 - n — 1) (/ 4 - m + n — 2) 
Jt 

wyrazów Widzieliśmy na właściwem miejscu, 
ze zrównania te nie ą niezależne, lecz że je ł;jczy 

_ ! ) ( / _ 2 ) + l ( m - l ) ( m - 2 ) - f i ( n - l ) ( n - 2 ) 

związków. Odciągnijmy tę liczbę, a ilość zrównań niezależnych 
będzie o jedność mniejszą od liczby wielkości które rugować 
m a m y ; odnosi się to do przypadku (242) w którym liczba ko-
lumn przewyższa o jedność liczbę linij. Lecz widzieliśmy (7^) 
że w razie pewnej liczby zrównań połączonych danemi związ-
kami, wyznaczniki utworzone z dostatecznej liczby zrównań, 
powinny być zmniejszone podzieleniem przez obce czynniki, 
będące wyznacznikami utworzonemi ze spółczynników związ-
ków danych. Jeżeliśmy w obecnym razie, wzięli dostateczną 
ilość zrównań i oznaczyli rzęd wedle prawa w paragrafie 2U2 
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podanego, to wypadekjotrzymany należy zmniejszyć przez liczbę, 
której wyznaczenie zajmie nas obecnie. 

265. Zacznijmy od najprostszego przypadku, biorąc k zrów-
nari połączonych jednym związkiem, a mających k zmiennych; 
w szczególności napiszmy układ o trzech liniach • 

którego ilości łączą związki 

Przpuszczamy nadto że la, Va', XV, są jednego rzędu, czyli 

Przypuśćmy teraz że dwa pierwsze zrównania są najprostszej 
formy i że x"= : — i . Prawdziwy rzęd dadzą dwa pierwsze 
zrównania, czyli oznaczając rzędy jak w paragrafie 242 otrzy-
mamy 

Opuśćmy teraz pierwszą linię, a druga i trzecia dadzą 

Ilość ta dla dania rzeczywistego rzędu powinna być zmniej-
szoną przez 
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czyli przez rzęd iliści x rozmnożony przez rzęd wyznacznika 
otrzymanego ze trzech zrównań danych. 

Przychodzimy ztęd do ogólnego prawidła : opuść jedną z linij, 
znajdź według paragrafu 242 wyznacznik pozostałego układu, 
a od tak otrzymanej liczby odciągnij rzęd wyznacznika u two-
rzonego ze wszystkich zrównari a pomnożonego przez rzęd wy-
razu ko lumny, należącego w związku danym do opuszczonej 
linii. Łatwo sprawdzić, że ten sam otrzymamy wypadek, jaką-
kolwiekbyśmy opuścili linię. Ponieważ x — y . " y = a , przeto 

Gdzie uczyniwszy x -f- "i x' S i X" -]- y = O, otrzymamy 
wypadek symetryczny 

albo : 

266. A w ogóle jeżeli istnieje pewna liczba kolumn wyraża-
jących związki, to przez postępowanie podobne przyjdziemy 
łatwo do prawidła : niech wyrazy kolumn tych będą 

przyjść musi 

Niech dalej A, B, C, oznaczaią spólne wartości tych s u m m , 
P' i Q', 1° summę ilości, 2" summy iloczynów parami b ra -

http://rcin.org.pl



o RZĘDZIE R E S i n y K C Y J N Y C l l U K Ł A D Ó W Z R Ó W N A Ń . 

nych L ilości A, B, G; rzęd układu będzie 

U + + f - q - + + Q. 

Wypadek ten może być stwierdzonym drugą która może 
prowadzić do odpowiedzi na pytania dotyczące rzędu układu 
zrównań. W naszym przykładzie, całkowita liczba kolumn, 
wraz z kolumnami zawierającemi związki, przenosi o jedność 
liczbę linij, a rzędu układu dostarczy nam prawidło paragra-
fu 2/i2, jeżeli rzędom kolumn zawierającym związki, nadamy 
znak mniej. Podobnież, jeżeli liczba jednych i diugicłi kolumn, 
równą jest liczbie rzędów, układ, wedle twierdzenia P. Cayley, 
wyobraża wyznacznik tego samego rzędu, jakibyśmy otrzymali 
przy obliczaniu rzędu całego układu uważanego za wyznacznik 
w którymby rzędy kolumn wyrażających związki, miały znak 
mniej . Nie ulega wątpliwości że w układzie mającym ilość 
kolumn większą o dwa od ilości linij, rzęd układu znajdziemy 
przez podaną modyfikacyę prawidła paragrafu 257. 

267. Zastosujmy wreszcie dopiero co otrzymane prawidło, 
do zagadnienia paragrfu 264. Przypuszczamy że w trzech po-
trójnych kształtach, spółczynniki najwyższych potęg czyli 

a;" są [Â  v; spółczynniki rzędów 

X ^ H - a ' v i tak dalej, tak że dla potęg y o jedność 
wzrastających rzęd rośnie o a dla lakichże potęg z o ilość 
a'. "Gdyż wyrazy pierwszej kolumny składają się z : 

^^ -j- — ~ 2) wyrazów mających rzędy : 

A; — a, >• — X — 2a, x — x — a', X — 2 a ' ; . . . ; 

4" ^ ^ 2) wyrazów mających rzędy, 
Jii 

u , y- ~ X — a ' , . . . ; i 
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podobnych wyrazów w v . 

A mog§ być one wzięte za liczby S, y,.-- Liczby 
zacytowanego paragrafu obecnie : 

a będzie 

podobnych wyrazów. Wreszcie znaleźliśmy że liczby A, B, C,. . . 
\ 

ostatniego paragrafu składają się z - (/ — 1)(/ — 2) wyrazów 

odpowiedniemi wyrazami w 

Przy obliczaniu uznałem za stosowne zamienić formę para-
grafu 266 na 

gdzie S2 oznacza summę kwadratów z wyrazów 

Jeżeli. 

to przyjdzie 
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Przyszliśmy przeto do wypadku ?e rzęd układu jest 

Jeżeli rzęd wszystkich tych wyrazów w pierwszem zrównaniu 
jest X, w drugiem (A, wtreciem v , to należy uczynić 
w poprzedzajgicej formule. Przypuściwszy nadto 

da ona na rzęd szukany 
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ZASTOSOWANIA SYMBOLtCZNYCIl METOD. 

268. Rozdział ten będzie uzupełnieniem dwunastego. P ra -
gniemy zbadać, o ile wyłożone tamże symboliczne znakowanie 
dostarcza metody rachunku, za pomocy którego niezmienniki 
i spółzmienniki przeobrażone być mogę, a tożsamość różnych 
wyrażeń udowodniony. Podstawę naszych poszukiwali w od-
niesieniu do kształtów podwójnych jest zrównanie które w lej 
chwili podaniy. Dajmy że 

i jak poprzednio 

d I d 
i ) , = h y 7 - ' 

— __ c? rf d a 
dxi dy-i dx-i dyy 

a łatwo sprawdzimy formułę 

D,23 + DoSl + DatT = O, (A), 

gdyż w razie rozwinięcia spółczynniki x i y spółcześnie staję 
się zerami. Dla wykazania użyteczności tego zasadniczego zró-
wnania, przy pierwszem jego zastosowaniu wejdziemy w szcze-
góły, które byłyby zbytecznemi przy dalszych przykładach. 
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Zrównanie A da się napisać 

D,23 — D.2II — D3I2; 

podnosząc je do kwadratu przyjdzie 

• W tej formie^ zrównanie jest prawdziwem nawet gdy funk. 
cye Ul, U-i, U3, na których działamy, zupełnie sy między sob^i 
co do formy różnerai. Lecz przypadek który nas wyłącznie 
w obecnym zajmuje rozdziale, zasadza się na tworzeniu pocho-
dnych pojedynczej funkcyi U, względem której Ui, Uo, U3, 
staj? się równemi przez proste zmazanie wskaźników. A w tym 
przypadku widzieliśmy (133), że 

2 -2 

sgi różnemi tej samej rzeczy wyrażeniami, Ztąd zrównanie B 
staje się 

Podług twierdzenia o funkcyach jednorodnych, działanie 
jakieśmy na D odbyli, zastosowane do innych funkcyi, tylko 
na ich liczby wpłynie czynnik. Po lewej stronie zrównania, po-
nieważ D® wywiera wpływ tylko na U3 i przeto nie było gdzie-
indziej różniczkowanem, n{n — 1) będzie mnożnikiem; po 
prawej zaś stronie, każda z ilości Do, D3, wpływa na funkc j e 
które raz różniczkowanemi były, a ztgd wprowadzają czynnik 
(/i — 1). W następstwie jeżeli rozwiniemy zrównanie 

' I D A ) l i — D^12", 
ALCEKRA I I . 2 3 
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opuszczając wskaźniki i dzieląc obie strony przez 2(n — 1), to 
otrzymamy 

269. Zauważyć należy, że jeżeli przy przeobrażeniu, ilość 
znaków symbolicznych zmniejszy się w symbolu, będzie to 
dowodem że sam kształt U wchodzi do pochodnych jako 

czynnik. I tak w obranym przykładzie dowiedliśmy że 12 .13 
— 2 

tylko liczebnym czynnikiem różni się od 12 . Lecz że działamy 
— 2 

na iloczynie UjUsUs i że 12 nie wchodzi wcale do U3, przeto 
mimo zmazania wskaźników, U nie przestanie być czynnikiem. 

270. W ogóle są symbole tak się przeobrażać dające że naj-

wyższa potęga czynników nieiitórych jak 12 parzystą zostanie. 

Gdyż znaczenie symbolu nie ulega zmianie przez wzajemną 

między sobą zmianę figur 1 i 2. Ztąd 

a przy pomocy zrównania A, ilość cpi — cp-2, tak przeobrażoną 

być może, aby się stała podzielną przez 12. Na przykład, po-
— m 

chodna parzysta 12 .13 tylko o liczebny czynnik różni się od 

Gdyż . 
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a jeżeli n jest stopniem U, na którym odbywaliśmy działanie, 
przyjdzie 

271. Prócz równania tożsamości i owego podanego wyżej, 
używamy jeszcze zrównania łatwego do sprawdzenia ; 

Za pomocą tych zrównań, możemy przywieść wszystkie sym-
bole do pewnej liczby chorągwi kształtu; dla dwóch czynników 

—2 

formą taką będzie Hessowy 12 , który nazwiemy H; dla trzech 

oddawna (13®) oznaczone przez G; dla trzech czynni-
_ 4 —i — 

ków 12 = S ( 1 9 5 ) ; dla pięciu 12 . 1 3 = F albo 
— G —2 —2 —2 

= GH; dla sześciu 12 = A, (229), albo 12 .34 . 5 6 r = H 3 , etc. 
Następujące przykłady pokażą jak się wykonywają skrócenia te. 

272. Pierwsze przykłady dane , objaśnić mają następujące 

twierdzenie : « Wypadek podstawienia w funkcyą U, i 

za y, jest spółzmiennikiem, zawsze przez U 

podzielnym. » A nasamprzód wyraźmy symbolicznie w mo-

wie będący spółzmiennik. Funkcya dana da się napisać 

Jeżeli uczynimy zamierzoną zmianę, każdy z n 

czynników działających na U przybierze postać 

a spółzmiennik nasż ~ wyrazi się 

http://rcin.org.pl



3 5 6 R O Z D Z I A Ł X Y I I . 

s y m b o l i c z n i e j a k o i loczyn n c z y n n i k ó w 1 2 . 1 3 . 1 4 . . . . J e d e n 

s y m b o l ( ten k t ó r y d a j e nt? r ó ż n i c z k ą w r a z i e r o z w i n i ę c i a i l o -

czynu) p o z o s t a j e n i e z m i e n n y m d la k a ż d e g o c z y n n i k a ; i n n y z n o w u 

s y m b o l z m i e n i a s ię w k a ż d y m c z y n n i k u , a t o d l a t e g o , a b y ś m y 

p o d o k o n a n i u m n o ż e n i a , m o g l i m i e ć s a m e po t ęg i p i e r w s z y c h 

r ó ż n i c z e k . N a p i s z m y 1 2 . 1 3 = 0 . 2 , 1 2 . 1 3 . 1 4 = 03, i ' w y r a ź m y 
Oa w c h o r ą g w i k s z t a ł t u ; Q2 już b y ł o o b l i c z o n e m . 

PRZYKŁAD I. — Obliczyć 03 = 1 2 . 1 3 . 1 4 . Pomnóżmy zrównanie B 

przez 14 ; pierwsze dwa wyrazy po prawej ręce, slają się równemi , 

ponieważ osiatni równy zeru, i mamy 

albo: 

W ogóle każdy symbol może być sprowadzonym do formy bardziej 

skupionej przez podstawienie za każdą parę pojedynczych czynników m a -

jących spólną figurę, jak na przykład 12 .13 , ich wartości ze zrówna-

nia B, i tym sposobem wyrażając symbol dany w funkcyi innycłi symbo -

łów, w którym ta para czynników je§t zastąpioną przez pojedynczy 

kwadratowy czynnik. 

PRZYKŁAD II. — Obliczmy Qi = 12 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . Pomnóżmy spól-

C z e ś n i e 

skróćmy wyrazy podobne, będzie 
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Pozostaje przywieść do chorągwi kształtu. Podnieśmy do czwartej po-

tęgi Dl 23 = Do 13 —D312 i zl)ierzmy wyrazy podobne, a otrzymamy : 

Lecz w paragrafie 270 

ztąd 

Zkąd inąd, Algebra elementarna uczy nas że zrównanie 
pociąga za sobą 

Ztąd zrównanie d a j e : 

a więc jak poprzednio 

Będzie przeto 

Łatwo spostrzedz że jeżeli w symbol 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 podstawimy za 

każdą parę czynników 1 2 . 1 3 wartości ze zrównania B, to zmniejszy się 
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liczba figur wchodzących w symbol, a więc okaże się że U jest czymii-

kiem. Wartości Os i Oe obliczone zostały w Cambridge and Dublin 

Mathematical Journal (Tom 9, str. 23). 

—4 '2 

]5RZYKŁAD III. — Skróćmy 12 .13 . Pomnóżmy zrównanie D przez 

przyjdzie 

albo 

1 . 2 —2 

PRZYKŁAD IV. — Skróćmy 12 . 1 3 . IZi . Pomnóżmy trzy zrównania 

zbierzmy wyrazy podobne i skróćmy 
Zrównanie to daje nam ponieważ obliczyliśmy 

PRZYKŁAD V. — Skróćmy Możemy, albo mnożąc zrów-
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nanie D' przez SZî  otrzymać wyrażenie na obchodzącą nas pochodną 
4 2 —2 2 —2 

funkcyi 12 . 1 3 i 12 . 1 3 Ah , wyrażenie które już obliczyliśmy, albo 
2 

postępować jak następuje : pomnóżmy przez Ik iloczyn ilości 

a otrzymamy 

Zrównanie C daje 

przeto lewa strona poprzedniego zrównania staje się 

skracając przyjdzie 

albo 

273 . Zastanowimy się teraz nad sposobem utworzenia s y m -

b o l u wyrażającego p o c h o d n ą pochodnej . Mając daną f u n k c y ą 
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ilości widoczna że do tego samego przyjdziemy 

wypadku, czy to przemazując wskaźniki i różniczkując wzglę-

dem X czy to różniczkując względem Xi, a-o, ^'3,..., a potem 

dopiero przemazując wskaźniki. Różniczka względem x sym-

bolu pochodnego, zawierającego figury 1, 2, 3, . , . (np. 12, 13) 

otrzymuje się działając na symbol za pośrednictwem 

Sposób wyrażania innych pochodnych, 

na szczegółowym przypadku objaśnimy, np. przy symbolicznem 
przedstawianiu Hessowego Hessowego. Przypomnieć należy że 
Hessowy powstaje z iloczynu Ui przez tęż samą funkcyą U ĵ 
z innych liter złożoną, na który działamy za pośrednictwem 

A tak jasno widzimy że Hessowy Hessowego jest 

i że po rozwinięciu staje się 

Za przykład zawilszy weźmiemy szukanie wyrażenia symbo-

licznego, oznaczającego uskutecznienie działania 
o 

na trzech funkcyach, z których pierwsza Hessowy 12 , druga 
—2 —2 —2 

T albo 12 .23 . 3 1 , a trzecia samaż funkcya U. Gdyż szukać 
należy rozmaitych figur dla dwóch pochodnych, i dla tego to 
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2 o 2 2 
u t w o r z y l i ś m y i loczyn 12 przez 34 . 45 . 5 3 , i działal i n a ń przez 

gdzie w ł o ż y w s z y 

a za Ęs o t r z y m a m y p o r o z w i ą z a n i u s y m b o l s z u k a n y 

P1\ZYKLAD. — Sprowadzić Hossowy Hessowego do formy aSH + 6TU 
—2 .—2 .—i 

(207). Widzieliśmy (172, przykład 5) że 12 . 13 .34 , dają się wyrazić 
w tej formie, idzie tylko o dowodzenie że to samo ma miejsce dla innych 
wyrazów danego w tym paragrafie wyrażenia Hessowego Hessowego. 

2 
Pomnóżmy przez 12 iloczyn dwóch zrównati 

a dalej 

5 2 2 
biorąc zaś za 12 .13 .24 , znalezioną jego wartość 

http://rcin.org.pl



3 6 2 ROZDZIAŁ XVIT. 

Wzajemnie 12 34 . 1 3 . 1 4 obliczyć łatwo przyjdzie; idzie o wstawie-

nie ze zrównania B, wartości za 1 3 . 1 4 , aby otrzymać 

WiDi^J^' .Tli. l3.^4)=:2Df^2^34^^3'— 

Podstawiając zaś jak poprzednio przyjdzie 

6(n — 3 p ( l 2 ' . 34 ' . 13 .14 ) = 2n(n — 1)TU, 

wartość która pomoże do wynalezienia Ilessowego Hessowego w żądanej 
formie 

274. Dogodny w ogóle być powinna możność dania ogólnego 
symbolicznego wyrażenia na wypadek rugowania między dwoma 
zrównaniami. Nie trudno spostrzedz że wypadek rugowania 
między prostem w swej formie równaniem (272) a zrównaniem 

stopnia n jest 1 2 . 1 3 . 1 4 . 1 5 . . . , gdzie zawarte s^ symbole 
odnoszące się do zrównania stopnia n i" symbol prostego zró-
wnania pierwszego stopnia. Szukajmy czy podobna ogólna for-
muła da się wyprowadzić na przypadek gdy jedno ze zrównaii 
jest stopnia drugiego (*). Wypadek będzie tegoż stopnia wzglę-
dem spółczynników zrównania ogólnego, a stopnia n wzglę-
dem spółczynników zrównania kwadratowego i w swem sym-
bolicznem wyrażeniu zawierać musi dwa symbole odnoszące 
się do zrównania stopnia w, a n powtórzone razy n, i n symbo-

(*) P. Salmon podał w Cambridge and Dublin Mathematical Journal 
(tom IX, sir. 32, r. 1853), formułę ogóln? na wyznacznik wypadkowy 
zrównania stopnia n, i stopnia drugiego. P. Clebsch, w roku 1860, na 
nowo to twierdzenie podał i zastosował je do układu zrównania złożonego, 
z jednego zrównania stopnia n, z jednego stopnia drugiego, i z pewnej 
liczby zrównań stopnia pierwszego {Crelle, tom LVIII). Twierdzenie po-
dane wedhig notacyi P. Cayiey, my zaś w paragrafie 278 podaliśmy wy-
padki otrzymane przez P. Clebsch. 
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lów powtórzonych razy dwa, a odnośnych do zrównania stopnia 
drugiego, Pierwsze symbole oznaczymy przez l , 2, drugie zaś 
przez A, B, ... L, M, N. Czynniki te na rozmaite warstwy po-
dzielić możemy, tak aby każda warstwa zawierała n czynników 
pierwszego rodzaju, a dwa drugiego. Napiszmy warstwy : 

W pierwszej warstwie każdy symbol A, połączony jest z oby-
dwoma symbolami 1 i 2 drugiego rodzaju; w drugiej, jeden 
symbol A jest tylko z 1 połączony w (lA)-^; w trzeciej, dwa 
symbole A i B połączone są z 1, (lA)'^ i (IB)^, i t. d. , i t . d. 
Następujące uwagi posłużą do takiego ułożenia warstw tych, 
iżby tworzyły symbol będący rugownikiem szukanym. Rozłóżmy 
zrównanie stopnia drugiego na jego czynniki, i odeślijmy a 
i a' do różniczek tych czynników. Wypadek rugowania będzie 

Lecz 

Mnożąc i pamiętając że ( la )^ (lfl)(2a) stają się zerami z po-
wodu że symbol a napotykamy razy dwa, a zatem że nasze 
proste pierwszego stopnia zrównanie dwa razy różniczkowanem 
było, przyjdzie 
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ostatnie zrównanie należy napisać 

gdzie pierwsza figura oznacza ilość nieakcentowanycli liter po-
łączonych z 1, druga zaś ilość tychże liter połączonych z 2. 
W tym znakowania sposobie, będzie 

Podobnież 

Hugownikiem wedle znakowania {n, 0) będzie 

a spółczynniki otrzymamy te same jakie napotykamy przy roz-
winięciu summy odwrotnych n^'* potęg pierwiastków zrówna-
nia stopnia drugiego, na przykład 
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275. Poprzedzające szeregi, przeobrazić można, tak iżby po-
stępowały według potęg dyskryminanta zrównania stopnia dru-
giego. Eo jeżeli 

to przyjdzie 

gdzie (AB)- będąc dyskryminantem stopnia drugiego wprowa-
dzone zostało. Dla dwóch zrównań stopnia drugiego, fornmła 
podana w ostatnim paragrafie staje się 

a przez podstawienie 

Jest lo formuła p. Boole (184). W razie zrównań, z których 
jedne stopnia drugiego, a drugie stopnia trzeciego formuła pa-
ragrafu 274 staje się 

i w podobnyż sposób 

276. W podobnyż sposób dochodzić możemy czy podobna 
otrzymać ogólną formułę na dyskryminanta zróv,'nania danego. 
Łatwo napisać formuły na niezmienniki tego zrównania. Dy-
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skryminant będzie stopnia 2(n — 1). Podzielmy więc symbole 
na dwie warstwy 1, 3, 5 ... 2, k, 6 , . . . zawierające po (n — 1) 
symbolów, i utwórzmy iloczyn z (w — 1) takich czynników aby 
każdy z nich zawierał jeden czynnik z każdej warstwy. Jeżeli 
n = h, to będzie A = (12) (34) (56). Gdyż przemieniając cy-
klicznie jedną z warstw symbolów, tworzymy (n — 1) iloczy-
nów ; a tak dla n = k mamy 

Funkcya stopnia n ilości A, B,... oznacza niezmiennik, tego 
samego co i dyskryminant stopnia. Dwie trudności teoryi ogól-
nej będą : 1° oznaczyć z pewnością która z tych funkcyj jest 
dyskryminantem; 2® vvynaleźć związki istniejące między nie-
zmiennikami w ten sposób utworzyć się mogącemi, jak nie-
mniej wskazać najprostszą formę, do jakiej takowe przywieść 
się dają. I tak, jeżeli n jest parzystem, /c -f- 1 będzie liczbą 
czynników w A, samo zaś 

W przypadku jednego zrównania stopnia czwartego, różne 
niezmienniki które utworzyć można są : A^ A^B, A'-̂ BC, opu-

1 
szczając A^B, które jak wiemy nie jest czem innem jak - A^. 

Pierwszem zagadnieniem do rozwiązania jest utworzenie z tych 
niezmienników kombinacyi stającej się tosamościowo zerem, 
gdy funkcya dana jest u~v, u zaś stopnia pierwszego. Dla osią-
gnięcia tego wypadku przypuśćmy że funkcya jest formy żąda-
nej, podstawmy 1, a - f « odnosi się do y, « do u^) za 2, ^ - f S , 
i śledźmy skutków tego podstawienia na każdy z niezmienników 
obecnie nas obchodzących. Widoczna że wyrazy stopnia wyż-
szego nad drugi , a zawierające a lub a zniknąć muszą. Ozna-
czając przez M warunek [aa-f, wskazujący że u powinno być 
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czynnikiem y, znajdziemy bez innych rachunków, prócz tego 
podstawienia 

dyskryminant przeto wyraża się przez jedno z trzech zrównań 

277. Użytą obecnie metodę zastosować można do kształtów 
o ilukolwiek zmiennych. Zrównania tosamościowe używane 
głównie przy kształtach potrójnych są : 

do których dodać należy zrównania odpowiednie na symbole 
przeciwzmienników (140) 

gdzie Dla powodów wyłożonych powyżej, 
z lekka tylko dotykamy w tym tomie geometrycznych poszuki-
wań ; parę więc tylko dodając przykładów, odsyłamy czytelnika 

(*) O sprawozdania lycli zrównań do sztandaru kształtu^ w następstwie 
o wyprowadzeniu z Icształtu zwylclego dysiiryminanta stopnia czwartego, 
zobacz Cambridge and Dublin Mathematical Journal, tom IX, str. 33. 
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po szersze rozwinięcia do Cambridge and Dublin MaUiemafical 
Journal, tom. IX, str. 11. 

PRZYKŁAD I. — Wioniy (113; że kszlall potrójny trzeciego stopnia 

posiada niezmiennik czwartego rzędu idzie o wyna-

lezienie wyrażenia symbolicznego na wypadek działania na Itessowy za 

pomocą przewoźnika niezmiennika tego. Przewoźnik jes t : 

a metoda paragrafu 273, wymaga zkombinowania z nią czynnika 

podstawienia 4 + 5 + 6 za a . Ponieważ opuścić należy każdy wyraz 

zawierający którykolwiek z symbolów h, 5, 6, więcej jak trzy razy, 

przeto żądany symbol sprowadza się do 

1*RZYKŁAD II. — W teoryi podwójnych stycznych do krzywych pła-

skicli, wyłożonej w Iliijher Plam Cuwes str. 81 (krzywe płaskie wyższych 

stopni), potrzeba obliczyć wypadek podstawienia w kolejne emananiy 

ilości 

i pokazania że wypadek przybiera posiać 

W lym i następnym przykładzie należy obliczyć Q>, O3, Oi- Łatwo docho-

dzimy do symbolicznego wyrażenia podstawienia lego. Będzie to 

Do obliczenia posiadamy jedno tylko zrównanie stopnia 

drugiego ( 0 ) ; zkąd wyciągamy 
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Oznaczywszy zaś Hessowy 123 i Hessowy zespolony z a l 2 przez G i H, 

przyjdzie 

P1\ZYKŁĄD HI. — Obliczmy Zrównanie (G) daje 

Pomnóżmy przez alZj, znikną dwa wyrazy i pozostanie 

Dla dowiedzenia że 123 . •x2 J . oAh znika tosamościowo, pomnóżmy zrów-

nanie (H) przez 123 ; ponieważ wyrazy o których mowa, różnią się tylko 

przemianą llgnr 1, 2, 3, przeto stają się zerami. W podobnyż sposób' 

dowieść można że 

278. W paragrafach poprzednich używaliśmy wyłącznie me-
tody znakowania p. Cayley. Znamy znakowanie p. Armhold (U9), 
dla lepszego jednak obeznania się z niem, podam Clebscha 
poszukiwania nad zagadnieniem (274) rugowania z układu zrów-
nań, z których jedno jest stopnia n, drugie stopnia drugiego, 
a wszystkie inne stopnia pierwszego. Weźmiemy tylko cztery 
zrównania o czterech zmiennych, zastrzegając jednak z góry że 
metoda podana w razie obecnym, daje się zastosować do ilu-
kolwiek ziTiiennych. Weźmy zrównania 

http://rcin.org.pl



3 7 0 ROZDZIAŁ X V I I . 

i <p = O, gdzie «p jest zrównaniem rzędu n w 
mogącym się napisać symbolicznie 

Znamy zaś znaczenie z tej notacyi (142). Metoda rugowania 
przez nas używana zasadza się na rozwiązaniu zrównania d ru -
giego stopnia, wraz z linijnemi, na podstawienie w 9, dwóch 
znalezionych układów wartości, i na pomnożeniu obydwu wy-
padków. Możemy zaś nieskończoną liczbą sposobów kombi-
nować zrównania kwadratowe z linijnemi pomnożonemi przez 
dowolne czynniki; w końcu przeto dojść musimy do wypadku 
na czynniki rozłożyć się dającego, jak naprzykład : 

Przypuścić należy że przeobrażenie dokonanem zostało, lecz 
'zbyteczna szukać w tym celu wartości x, gdyż pokaże się 
że ilości te n ikną z wypadku. Weźmy spółczynnik wyrazu 
XiXk w zrównaniu stopnia drugiego, a napisane nieco wyżej 
zrównanie wymaga aby było 

Zamiast rozwiązywania zrównania stopnia drugiego i linijnych, 
otrzymamy obydwa układy wartości kombinując też zrównania 
linijne z 

Podług teoryi zrównań linijnych wartości na Xl, będą 
wyznacznikami układów. 

http://rcin.org.pl



ZASTOSOWANIA SYMBOLICZNYCH METOD. 3 7 1 

Jeżeli podstawiemy w - [ - . . . , pierwszą warstwę wartości, 
otrzymamy wyznacznik 

który możemy napisać Wypadek rugowania wyrazi 
się symbolicznie 

W drugim czynniku użyliśmy symbolu b w miejsce a dla przy-
czyn wyłożonych w paragrafie 150, to jest dla otrzymania potęg 
ze spółczynników w «p, lecz wiedzieć należy że to b nie ma od-
miennego od a znaczenia, gdyż po rozwinięciu możemy jako 
rzeczy równe zastąpić iloczyny mai^aia"', bibkbib^, przez odpo-
wiedni czynnik z 9, to jest przez a'^'"'. Wypadkowi rugowania 
możemy nadać bardziej symetryczną formę 

która jest podwójną tylko względem pierwszej wartości, 

Napiszmy : 

Łatwo wyrazimy R w funkcyi A, B, G, gdyż mamy 
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279. Pozostaje nam jeszcze oznaczyć ściślej wyrażenia A, B, C, 
oraz pozbyć się ilości p i aby ostatecznie wypadek był wy-
rażony w samych tylko czynnikach danego zrównania stopnia 
drugiego. 

A, będące czynnikiem dwóch wyznaczników napisać się 
daje jako wyznacznik pojedynczy : 

pomnóżmy przez gdzie m oznacza, liczbę zmiennych, 
a więc cztery w obecnym razie. 

Gdyż każdy składowy wyraz tego wyznacznika zawierać musi 
jedentakiż wyraz z każdej z trzech ostatnich linij i ko lumn; jest 
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więc pierwszego stopnia w wyrazach 

a jeżeli spółczynnik jednego z tych wyrazów weźmiemy pod 
rozbiór, to znajdziemy, że liczba zmiennych będzie ta sama, 
z tym samym lub z przeciwnym znakiem, jak w iloczynie 
dwóch wyznaczników. W wyznacznik ten podstawmy ze zrów-
nania (A): 

Uskuteczniwszy to podstawienie odciągnijmy od każdej z czte-
rech pierwszych kolumn i linij, kolumnę i linią a pomnożoną 

przez - oraz kolumnę i linią 6 pomnożonemu przez 

a dodatkowe wyrazy znikną i wyznacznik stanie się : 

Clebsch oznacza powyższy wyznacznik w którym pierwowzór 
dyskryminanta funkcyi drugiego stopnia jest otoczony liniami 
i kolumnami a, ę,...^ które przez skrócenie napiszemy 
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bacząc że wyższa linia oznacza kolumny, niższe zaś linie otacza-
jące pierwowzór. Znajdziemy dla jakiejkolwiek ilości zmien-
nych 

Dowiedliśmy zaś (26, przykład drugi), że 

gdzie A jest dyskryminantem funkcyi drugiego stopnia. Do 
wiedliśmy w podobnyż sposób że w ogóle mamy 

Jeżeli przeto oznaczymy przez D dopiero co napisaną funkcyą, 
przyjdzie 

a formuła paragrafu 278, stanie się : 
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^ 1 . 2 . 3 . ^ a ^ . . . . W . 

(*) Czytelnik znajdzie nielitóre zastosowania prawd powyższych do 
geometrycznych zagadnień w ClebscWa roz|)rawie umieszczonej w CreWa 
tomie LYIIl. Aby wypadek otrzymany, przenieść dla ksztahów podwój-
nych drugiego stopnia, w używane przez nas znakowanie, trzeba wzigć 

— 2 

za iloczyn z n par czynników lA , 2A, IB, 2 B , . . 1 2 za D. Od-
noszą się do pracy Clebseli'a (Crelle, tom LIX) Ueber symbolische Dar-
stellung algebraischer Formen (o symbolicznem przedstawieniu alge-
braicznych form), by wskazać lamże ogólne prawidło otrzymania formuły 
na wyznacznik wypadkowy dwóch kształtów podwójnych, lub na dyskry-
minanta jednego kształtu takiego. Metoda postępowania zasadza się na 
zastosowaniu formy P. Cayley, do sposobu rugowania używanego przez 
i3ezont; rzecz którąśmy rozebrali (71) w razie dwóch kształtów napisanych 
symbolicznie 

(aiXi - f - aoa-.i)", (aiCC, 0.2X2)". 

Prawidło ostato.czne, jest, jak to przewidzieć ialwo, bardzo skompliko-
wanem. 
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N O T Y 

NOTA PIERWUZA. 

O RÓŻNICZKOWANIU UŻYTEM PRZY ROZWIJANIU FUNKCYJ 

NA SZEREGI BURMANNA,LAGRANGE'A, I WROŃSKIEGO; 

P R Z E Z M . A . 

byłego ucznia Szkoły Politechnicznej. 

INiecli będą dwa zrównania 

załóżmy sobie wyracłiować nie przechodząc przez 

Mamy 

są spółczynnikami zależnemi jedynie od ^(cc) a nie bynaj-
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mni^j od funkcyi F(i/), jak jest łatwo pokazać to dowodząc że prawo, 
przypuszczono prawdziwym dla pochodnej n' ' / , pozostanie niem jeszcze 
dla poctiodnćj (n + . 

Można więc wziąć dla F{y) funkcyą jakąkolwiek wzgiędem na 

przykład, a będą spółczynnikami mnożącemi 

w wyrażeniu jakie należy w skutku czego znaleźć. 

Uważmy, w rzeczy samćj, że jest spółczynni-

kiem potęgi /i" w rozwinięciu podług potęg ilości h. Otóż 

Rozwijając i wykonywając iloczyn, otrzyma 

się na wyraz ogólny 

przeto, jeżeli się położy 

spółczynnikiem potęgi /i" będzie 
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Aby otrzymać w tem zrównaniu spólczynnilc ilości p^e^^ ^̂ ^̂ ^ 
potrzeba wziąć widocznie tylko wyrazy dla których znajdzie się 

Więc, ostatecznie, otrzyma się 

mi, m y . . . , m „ są liczbami całkowitemi i dodatnemi (licząc w to zero) 
które muszą zadosyć uczynić zrównaniom 

W tćm rozwiązaniu, szukano naprzód w rozwinięciu 

_ wyrazu w /i" ; i w tym wyrazie, wzięto tylko to co było 

pomnożonćm przez p " . Można widocznie rozwiazać to zadanie odwrotnie, 

szukać w rozwinięciu "PW] wyrazu w p*", którym jest 

a potćm wziąć w tym wyrazie to co jest pomnożonym przez /i", to jest, 
ponieważ różnica cp(cc 4 - /i) — (f{x) jest podzielną przez h, spółczynnik 

potęgi w funkcyi 1 . 2 . 3 . . . w 

kiem jest, podług twierdzenia TAYLORA, 

Otóż tym spółczynni-

(zero wskazuje że powinno się zrobić h.= O po różniczkowaniach). 
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Otrzyma się więc 

NOTY. 

Inaczej : niech będzie i przyrostelc względem y odpowiedni przyrost-
kowi h względem x, tak aby 

otrzyma się] 

przypuściwszy że w F{y), zostało zastąpionym y przez «p(£c) i zamienio-
nym potym X na 

Zastępując f przez swą wartość, w tćm zrównaniu, zauważywszy ż 
jest podzielną przez h, i że, tym samćm, wyrazem po-

tęgi w J™ jest 

otrzyma się, kładąc 
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NOTY, 3 8 i 

i identyfikując wyrazy w hn, 

albo też 

Gdyby się niialo Irzy zrównania 

albo 

położywszy 

olrzymaloby się, przez to co poprzedza, 
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3 8 2 NOTY. 

pot^m, robiąc 

Pozostawałoby więc tylko zastgpić Uj, U . 2 , . . U „ przez ich wartość aby 
wyjaśnić (wystawić na widok) prawo pochodzenia dla funkcyj funkcyj ; 
i tak dalćj jakakolwiek by nie była liczba funkcyj położonych jedne na 
drugich. 

Wróćmy do zrównania (a) jakie można jeszcze napisać ' 

( i ) 

przeto, przypuściwszy że mamy z = F(cc), y=<f{x), szukajmy 

z moggic widocznie być uważanćm jak jakakolwiek fiinkcya niewyraźna 
względem y, otrzyma się, podlng zrównania (1), 
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NOTY. 383 

Gdy się pomnoży te zrównania, zacząwszy od pierwszego, względnie 
przez 

i gdy się doda wypadki, otrzyma się 

(2) 

W rzeczy samćj, oznaczywszy przez 

spółczynnili w summie iloczynów powyższycii, będzie 

albo też 
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384 
NOTY. 

lub nakoniec 

10 co czyni widoczną dokładność zrównania (2). 

Jeżeli się zauważy że mamy, ogólnie, 

i gdy się położy 

zrównanie (2) będzie się mogło napisać, zwięzlej, 

(3) 

Wycięg się z lego zrównania dowodzenie proste i bezpośredne szeregu 
BURMANNA. 

Niech będzie, w rzeczy samćj, x jakakolwiek funkcya względem ij 
dana przez zrównanie y = <f>{x). Zastępując, w funkcyi F(a:!)» « pizcz 
swg wartość uważang^ juko wyciągniętą z tego zrównania, i przypuściwszy 
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N O T y . 385 
że F(cc) staje się wtedy funkcy? ci^gl? względem y, twierdzenie Taylora 
da jakiekolwiek rozwinięcie kształtu ' 

r.óżniczkuj^c n razy len szereg i bacząc pilnie zrobić y = O po różnicz-
kowaniach, znajdzie się, pod tym ostatnim warnnkiem, 

albo też, niajęc względ na zrównanie (3) i oznaczywszy przez a wartość 
na X, odpowiadając? wartości y = O, 

powyższe zrównanie przekształć iie i należycie uproszczone daje, 

Nie będziemy lu zajmować się wcale roztrząsaniem kwestyi pod jakiemi 
warunkami ten szereg BURMANNA może istnieć. 

(Jdy się zrobi 

zrównanie {U) staje się 

i z n a j d u j e s i ę s z e r e g LAGRANGE'A 
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3 8 6 N O T Y . 

właściwy do przedstawienia w jakiejkolwiek funkcyi F(x) pierwiastku 

zrównania 

który się sprowadza do a dla 2/ = 0. 

W zrównaniu (2), zróbmy kolejno :: = y, . . •, t/", i oznaczmy, 

dla skrócenia, przez D"(p(a3), otrzymamy losamości 

(A) 

Te tosamości daj§ widzieć że jeżeli ma się zrównania 
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NOTY. 3 8 7 

i gdy się pomnoży je względnie przez 

otrzyma się 

Lecz zrównania (A), rt)zwi?zane sposobem zwyczajnym, daj? 

wyznaczniki s? utworzone względem wskaźników różniczkowania. Rów-
nając te dwie wartości na y,,, znajdzie się 

Rozwijając dwie strony tego zrównania podhig pochodnycli funkcyi F(a;) 
i zauważywszy że spółczynniki tycliże samych pociiodnycii muszg być 
identycznemi, z powodu nieoznaczoności funkcyi F(a!), znajdzie się, rów-
nając spółczynniki względem l)'».F(a3), 
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3 8 8 NOTY. 

zkąd wyciągnie się 

a więc, tem samem, zrównanie (a) stanie się 

(symbol r ! . przedstawia, według zwyczaju, iloczyn ci?gly 1. 2. 3 . . . r) . 

To piękne twierdzenie, tak jak zrównanie (3), s? należne p. WROIŃ 
SKFEMU {Philosophie de la Technie, 2« sect., p. 110). P. P R O U H E T dał, 
przez inne rozważania, świetne dowodzenie zrównania (3). 

(Wyciąg z Nowych Roczników P. 1 E R Q U E M , tomów IX i Xl.) 
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NOTA DRUGA. 

O TWIERDZENIU WROŃSKIEGO 

P R Z E Z P R O F E S S O R A 

( T Ł O M A C Z E N I E Z ( (QUARTERY J O U R N A L O F P U R E A P P L I E D M A T H E -

M A T I C S ) ) N® 4 7 , ZESZYT K W I E T N I O W Y , 1 8 7 3 R . ) 

Wyciąg s Pamiętników Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu. 
Tom IV, roklS7[\{*). 

To twierdzenie, uważane przez autora jaiio odpowiedź na pytanie 
« En quoi consistent les Matlićmaliąues? N'y aurail-il pas moyen d'em-
brasser par un seul probl^me lous łes problfemes de ces sciences et de 
rćsoudre g^n^raleinent ce probl^ine universel ? » jest podane bez dowodze-
nia w jego Itefutation de la Theorie de Fonctions Analitiąues de La-
fjrangp, Paryż, r . 1812, sir. 30, i znów powtórzonym (z dowodzeniem, 
jak s^dzę) w Philosophie de la Technie, Paryż, r. 1815; również jest 
podane i dowiedzione w Supplement d la Re formę de la Philosophie, 
Paryż, r. 1847, str. cix i nast.; toż twierdzenie, lecz bez dowodzenia, 
znajduje się w Encyclopedie Mathematiąue de Montferrer (Paryż, bez 
daty), t. III, str. 398. 

Twierdzenie to daje rozwinięcie funkcyi Fa? pierwastku równania 

(*) Artykuł ten jednego z najznakoinilszycli dzisiejszych angielskich 
matematyków, podajemy w tłumaczeniu najwierniejszym, bez żadnych 
zmian w znakowaniu i w formie : posłuży on za dowód że w zawiłycłi i 
zaciemnionych często utworacii Wrońskiego, znajduj? się rzeczy mogęice 
zwrócić na siebie uwagę pierwszorzędnych uczonych i nie pozwalające 
wydawać zbyt pospieszntgo potępiajjicego s^du o pracach matematycz-
nych naszego współziomka. 

[Przyp. tłómacza.) 
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390 NOTY. 

lecz w rzeczywistości ogólność jego nie przechodzi po za szczególny przy-
padek O = /ic + XifiX; to jest kiedy równanie jest 
Wziąwszy więc pod uwagę to równanie 

niech o będzie pierwiastkiem równania = O; twierdzenie jest na-

stępujące 

gdzie etc. oznaczają a kraski oznaczają róż-

niczkowanie względem a ; znak całkowy j jest napisanym zamiast 

(*) W samćj rzeczy, w wypadku danym w tekście, zamiast 'kfx napi-
sawszy XxfiX Ą-xi f - ix + następnie rozwinąwszy różne potęgi tej 
ilości, każdy wyznacznik będzie zastąpionym przez summę wyznaczników 
tego samego rzędu I będziemy mieli rozwinięcie Px podług potęg Xi, X2. • • 

{Przyp. CAYLEY'A.) 
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NOTY. .391 
wprowadzonym jest zresztą jedynie dla symetryi i widocznie znika; w sa-
mćj rzeczy możemy równie doljrze napisać : 

Zatrzymuję się na chwilę, by zauważyć że twierdzenie Laplace'a jest 
w rzeczywistości równoważnćm z twierdzeniem Lagrange'a; mamy bo-
wiem w pierwszem z tych twierdzeii cc <p(a + X/a?), to jest 

zaś Fas = Fm.©-'a;, według twierdzenia La-
grange'a 

gdzie po prawej stronie Fo i /cp są oboje uważane za symbol, argumen-
tem jest zawsze a i krćski oznaczają różniczkowanie względem a , tak, 
że Fo' jest 

co znaczy twierdzenie Laplace'a. 

Przypuśćmy w twierdzeniu Wrońskiego ąa; = a; — a ; to jest niech 
równanie będzie następujące 
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392 NOTY. 

Wtedy każdy wyznacznik zostaje sprowadzonym do pojedynczego wyrazu : 
tak, wyznacznik trzeciego rzędu będzie 

gdzie w pierwszej i drugićj kolumnie kraski oznaczaj? różniczkowanie 

względem x, która to zmienna późniśj zakłada się = a; wyznacznik 

staje się 

to jest mamy go 

i podobnie w innych przypadi iacb; wzór staje się zatćm 

zgodnie z twierdzeniem Lagrange'a. 

Przypuśćmy w ogólności (^x = {x — a)'!^x, czyli załóżmy równanie 

Eyl 

inamy wtedy za pomocy twierdzenia l.agrange'a 
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NOTY. 3 9 3 

Weźmy na przykład pod uwagę wyraz | F' ? jest 

krćski oznaczają różniczkowanie względem x, a x ostatecznie ma być 
założonym = a; lub, co na jedno wychodzi, 

gdzie kraski oznaczają już różniczkowanie względem O, które to 6 ma 
być ostatecznie założonym = 0. To jest , 

( j e ) + 

Co może być napisanym > gdzie 

gdzie rozumie się że co się tyczy F ^ ^ , które jest wyrażonym jako 
funkcya samego a (O tymczasem zostało założonym = 0), kraski ze-
wnętrzne oznaczaj? różniczkowanie względem a, co się zaś lyczy A, 

i 

= <p' + - 9cp" + etc. oznaczaj? one różniczkowanie względem 6, które 

późnićj ma być założonćm = 0. Twierdzenie zaś będzie teraz 

To musi być równoważnym z twierdzeniem Wrońskiego, choć przedsta • 
wia się w bardzo odmiennym i, jak sgdzę, dogodniejszym kształcie; lecz 
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3 9 4 N O T Y . 

wypadki otrzymane z porównania s§ bardzo godne uwagi : zajmiemy się 

teraz tćm porównaniem. 

Wziąwszy pod uwagę powyższy spółczynnik spókzynnik 

ten musi być równym wyrazowi Wrońskiego 

lub, co wychodzi na to samo, wyznacznik ma być 

lo jest wartości 

musz? być odpowiednio 

Lecz, co wychodzi na jedno, jeżeli 

te powyższe funkcye rausz? być 

http://rcin.org.pl



NOTY. 395 

mamy 

tożsamości zaś s? następuj?ice 

CO w sam^j rzeczy ma miejsce. I w podobny sposób, dla sprawdzenia 
spółczynników X*, mielibyśmy do porównania, pierwsze cziery wyrazy 
rozwinięcia 

z wyznaczniiiami utworzonymi z pierwowzoru (matrix) 

Szereg równań może być przedstawionym jak następuje, pisz?c jak po-
wyżej A dla oznaczenia funkcyi 
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396 NOTY. 

i t. d. 

gdzie w każdym przypadku funkcya po lewtJj stronie ma być rozwiniętą 
tylko do tćj potęgi jaka zachodzi w wyznaczniku : spółczynniki liczebne 
pierwszych wierszy poziomych różnych wyznaczników, są odwróceniami 
liczb 

gdzie n jest wskaźnikiem najvvyższ(^j potęgi Q. Azatćm dowód twierdze-
nia Wrońskiego polega ostatecznie na postawieniu powyższych równań. 
Jako sprawdzenie, w czwartym wzorze, napiszmy ^ = 6" (o = 0 ) ; mamy 

lub 
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NOTY. 397 

gdzie wyrażenie po prawćj stronie jest 

a rozwinąwszy lewą stronę aż do trzeciej potęgi O, 

co się zgadza. 

Wracając do powyższego równania i rozwijając różne wyrazy 2cpcp', 

((u'i)<i = 2 9 9 ' , etc., a zatóm, ponieważ w każdym przypadku 

lewa strona zawiera 9', cp", 9 ' " , etc. lecz nie zawiera 9, widocznym jest 

"iż po prawćj ręce wyrazy zawierające 9 znoszą się nawzajem ; przypuści-

wszy że tak jest , równania przybierają najprostszą fo rmę otrzymaną przez 

założenie 9 = 0, to jest mamy w ten sposób 

W celu uproszczenia wzorów, zastąpmy 

przez 6, c, d, e, etc. znajdziemy następujące proste kształty : napisawszy 

dla skrócenia 
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będziemy mieli 

m NOTY. 

to jest dla 0—" prawa strona daje rozwinięcia docliodzgice do 
Zauważyć należy, że w wyznacznikach różne wiersze poziome sgi spół-
czynnikami rozwinięć 0 , 0^, etc. odpowiednio. 

Dowodzenie jest bardzo łatwe; dość jest wzigść pod uwagę równanie 
1 

dla Załóżmy 

gdzie widocznie i napiszmy 
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N O T Y . 3 9 9 

gdzie Bi = b, B. = B3 = 63; ciicemy pokazać że 

bo gdy to ma miejsce, opuszczając wyrazy zawierające e^, etc. i pi-
sząc 

nasteonie riiciiiac S. y. S'. e. mamv 

w którćm to równaniu wyraz zawierający 

a tak równanie jest = — w wyznaczniku bez wyrazu o którym 

mowa (to jest z wyrazem narożnym sprowadzonym do 

Na dowód tego pomocniczego twierdzenia pomnóżmy wyrażenie na 
1 1 . , 

^ przez 1 zróżniczkujmy względem 0, otrzymamy : 

Pomnożywszy przez 
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UOO NOTY. 

widzimy że jest spółczynniltiem w 

i w podobny sposób jest spółczynnikiem 

zaś I spółczynnikiem Mech będzie teraz m cał-

kowitą dodatną, rozwinięte podług zwiększających się polęg 

zawiera potęgi dodatne i odjemne, lecz nie zawiera wyrazu logaryt-

mowego : zróżniczkowawszy więc podług nie zawiera wy-

razu mającego a więc wyrażenia o których mowa są każde z nicłi 

co dopełnia dowodzenia. 

Powyższe wzory dające rozwinięcie w wyrazach mają-

cych spółczynniki w rozwinięciu są, sądzę, godnymi uwagi. 

{*) Sposób ten jest znanym sposobem używanym przez Jacobi'ego i 
\lurpłiy'ego. {Przijj). C A Y L E Y ' A . ) 

KONIEC TOMU DRUGIEGO. 
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N A K Ł A D E M W Ł A Ś C I C I E L A B I B L I O T E K I K Ó R N I C K I E J , A P I I Z E W O D N I -

CZACEGO W T O W A R Z Y S T W A C H N A U K O W E J POMOCY I N A U K Ś C I S -

ŁYCH w P A R Y Ż U , W Y S Z Ł Y N A S T Ę P U J Ą C E DZIEŁA MATEMATYCZNE : 

1 . NORZEWSKI ROCH. Nomelle theorie des proportions et progressions 
harmoniques avec ses applications d la geometrie. Paris, 1852, m-8°, 
avec planches (wyczerpane). 

2. G. H. NIEWĘGŁOWSKI, professor analizy w Szkole wyższej Polskiśj 
Montparnasse, egzaminator matematyki w liceum Świętego Ludwika, 
w Raryżu, 1866. — Arytmetyka z teoriją przybliżeń liczebnych i t. d. 
(Kurs zupełny, zawierajęcy działania skrócone, błędy samoistne i względ-
n e ; noly dotyczące własności liczb, wiele rozwigzanycłi zagadnień i ćwi-
czenia), in-8°, stron 352. Paryż, 1866. Cena 1 tal. 10 srg. 

3. — Geometryi część I. Geometrya płaska, (wydanie drugie) w Paryżu, 
1868 r . , stron /i36, in-8°, figury w tekście. Cena 1 talar 10 srg. 
— Geometryi część I i II, kurs zupełny, drugie wydanie całkiem prze-
robione, zawlerajyce cal? geometryę starożytnycii i metody geometryi 
nowoczesnej (pierwsze wydanie z 1852 roku). Paryż, 1868, in-8°, stron 
VIII i 778. Cena 2 tal. 20 srg. 

5. — Trygonometrya prostolinijna i sferyczna z teoryą ilości urojo-
nych i z notami. Paryż, 1870 r . , in-8°, sir. xv i/i07. Cena 1 tal. 15 srg. 

6. Zasady rachunku różniczkowego i całkowego z zastosowaniami, 
wyłożył W. FOLKIERSKI, inżynier cyw, b. uczeń Szkoły Politechnicznc^j 
w Karlsrulie, lioencyat n . m: P. F . Sorbony, Professor mechaniki 
w Szkole Wyższćj Przygotowawczej w ł 'aryżu, tom I, zawierający rachu-
nek różniczkowy, oraz dodatek Władysława Trzaski o wyznacznikach. 
Paryż, 1870,in-8°, str. XLiiii 1087,fig. w teksciel36. Cena 3 tal. 10 srg. 

7. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych iv Paryżu, tom I (Główne a r -
tykuły przez pp. Frankego, Gosiewskiego, Sągajłę, Trzaskę, Żmurkę). 
Paryż, 1871, in-/i°, stron 186, figur 5. Cena 2 tal. 

8. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom H (Arty-
kuły pp. Gosiewskiego, Kucharzewskiego, Sągajły, Trzaski i Żaliń-
skiego). Paryż, 1872, in-U", stron 240, figur 8. Cena 2 tal. (Obydwa 
tomy razem oprawne 3 tal. 22 srg. 6 fen.). 

9. Wykład Hydrauliki wraz z teory? machin wodnych, poprzedzony 
wiadomościami wslępnemi z hydrostatyki i hydrodynamiki, przez 
p p . FELIKSA KUCHARZEWSKIEGO i W Ł . K L U G E R A ( I n ż y n i e r ó w d y p l o m o -

wanych szkoły Drógi Mostów w Paryżu). Paryż, 1873, str. LVI i 1019. 
Figur w tekście 110, oprawa angielska. Cena 20 fr . 

ALGEBRA. 2 6 
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10. Zasady Rachunku różniczkowego i całkowego, pi'zez WŁADYSŁAWA 

FOLKIERSKIEGO, stałego Sekretarza i Wice-prezesa Towarzystwa Nauk 
Ścisłych, tom I[. Rachunek Całkowy. Część pierwsza: Całkowanie róż-
niczek i t d.Paryż, 1873, stron xvi i 7/łO, figur 76, oprawa angielska. 
Cena 12 franków. 

11. Wykład mechaniki cząsteczkowej (molekularnej) przez WŁADYSŁAWA 

GOSIEWSKIEGO, prof. Fizyki matematycznej. Tomu Części różnicz-
kowej zeszyt pierwszy, Paryż, 1873, stron 176. Cena fr. U. 

12. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom III , zawie-
rający prace pp, W. Folkierskiego, Klugera, Kuctiarzewskiego, Do-
lińskiego, Gosiewskiego i Martynowskeigo. Paryż, 1853, str. VIII i 
358, figur 96.Cena fr. 12. 

1 3 . Kurs Mechaniki Rozumowej przez G . H . NIEWĘGŁOWSKIEGO, dwa 
tomy, Tom I, Statijka. — Dynamika punktu. Paryż, 1873. In-S°, 
stron ^hU-j. figurami, cena fr . 10. 

IZi. Wykład zupełny Algebry, przez ADOLFA SĄGAJŁĘ w czterech to-
mach. Tom [ : Początki Algebry. Paryż, 1873, in-8°, stron 632 
z figurami Cena 6 fr. 

15. Bibliografia Piśmiennictwa Polskiego z działu Matematyki i 
Fizyktoraz ich zastosowań, przez Dr. TEOFILA ŻEKRAWSKIEGO, Człon. 
Akad. Krakowskiej. Kraków, 1873, in-8°, stron 617 z U tablicami. Ce-
na 3 tal. 

16. Pamiętnik Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, tom IV, zawie-
rający wypracowania pp. A. IMartynowskiego, K. Brandta, J.-N. Fran-
kego, W. Klugiera, W. Puchewicza, S. Baranowskiego i Cayley'a (iło-
maczeniez angielskiego). In-Zt". Paryż, 1876, czterdzieści dwa arkuszy 
druku, stron 331, z 99 figurami w tekście. Cena fr 12. 

1 7 . ADOLF SĄGAJŁO, professor Matematyki : Algebra, tom II, Teorya 
Wyznaczników i ich przedniejsze zastosowania, in-8°, str. AOO. 
Paryż, 1876. 

ZNAJDUJĄ SIĘ OBECNIE W DRUKU. 

18. Kurs Mechaniki Rozumowej G . II. NIEWĘGŁOWSKIEGO tom II : 
Dynamika układóio materyalnych, Hidrostatyka i Hidrodynamika, 
in-8°. 

19. Pamiętnika Towarzystwa Nauk Ścisłych w Paryżu, Tom V. 

Zarzgid Biblioteki Kórnickiej czuje potrzebę wyrazić żal swój, że był 
zmuszonym znacznie podnieść cenę ostatnich nakładów. Ma to miejsce 
szczególniejw dziełach matematycznych, drukowanych w Paryżu, gdzie 
papiernowym obłożony podatkiem, podwyższone taryfy drukarskie i nie 
słychane trudnościkorekty wpłynęły tak niekorzystnie na koszta d ruku , iż 
nawet podniesione ceny o wicie jeszcze pokryć ich nie mog§. 
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Niżej wymienione księgarnie zgłosiły się z obietnicy sprze-
dawania po stałycli cenach wszystkich nakładów Biblioteki 
Kórnickiej i odbierają je wprost od Zarządu zaraz po wykoń-
czeniu każdego tomu. 

10 W A R S Z A W I E , p p . G E B E T H N E R i W O L F F . 

» » Michał G L U C K S B E R G . 

» » Adolf K O W A L S K I . 

» » J . J . O R O Ń S K I . 

» )) Maurycy O R G E L B R A N D . 

» » G . S E N N E W A L D . 

» » U N G E R i B A N A R S K I . 

Józef C Z E C H . 

D . E . F R I E D L E I N (Rynek, 1 1 ) . 

Stanisław K R Z Y Ż A N O W S K I . 

Alexander N O W O L E C K L 

Fr. T R Z E C I E S K I (księgarnia wydawnictwa 
dzieł tanich i pożytecznych). 

A. D . B A R T O S Z E W I C Z (księgarnia Polska, 
ulica Kopernika 1. 12). 

G U B R Y N O W I C Z i S C H M I D T . 

M I L I K O W S R I . 

F . H . R I C H T E R . 

Karol W I L D . 

Mieczysław L E I T G E B E R i S P Ó Ł K A . 

J . K . Ż U P A Ń S K I . 

K . G Ą S I O R O W S K I . 

ivc LWOWIE, .) 

w POZNANIU, » 

w ŚREMIE, 

w PETERSBUR-
GU i MOSKWIE. 

w PAR YZU, 

» B . M . W O L F F . 

Księgarnia Luksemburska, 16, rue de Tour-
non. 

Z zamówieniami zgłaszać się należy do Zarządu Biblioteki 
Kórnickiej, pod adressem : Dr. Z. Celichowski w Kórniku 
(W. Ks. Poznańskie). 

Paryż — Drukarnia E. MARTINKT, rue Mignon, 2 . 
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