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1. Dwie fiinkcye m', ::) i O/ii , i i , z), których paramoli-y zadosyć czynią warmikoni 

gdzie a, O, fli, Ol, są liczbami calkowiteini, a skaźniki i i j są takiemi, że 0i(w, f..', :;) i s) 
stają się zci-ein dla jednych i tych samych wartośui zmiennej z, — /.n i jdują sic w następującym 
związku : * 

Wyrażenie mnożnika stałego C dał p. Hermile w swojej rozprawie: « Sur quelques formules rela-
tivcs a la transformation des fonctions elliptiąues » {Journal de M. Liouville, 1858), i kweslya la jest 
zatem zupełnie rozwiązaną. 
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2 PAMIĘTNJK T O W A R Z I S T W A N A U K SCISŁYCll AV P A R Y Ż U . — TOM X . 

Lecz niel rudnein jest okazać, że opierajcjo się wyłącznie na znanych, e lementarnych własnościach 
funkcyi 0 , można nie lylko znaleźć ogólne wyrażenie mnożnika G, ale i otrzymać zarazem te wzory 
Gauss'a i Cauchy, do których odwołuje się p. Hermite we wspomnianej wyżej rozprawie. Słowem,, 
wyznaczenie wartości mnożnika G prowadzi bezpośrednio do znalezienia wartości summ Gauss'a, jak 
również wszystkich charakterystycznych własności symbolu Legendre 'a albo Jacobi 'ego; i w-ypadki tg. 
drog^ otrzymane stanowią, bez wątpienia, jedno z najpiękniejszych zastosowań funkcyj eliptycznych 
do teoryi liczb. 

2. Cztery funkcye 

zadość czynią równości 

Biorąc drugie pochodne obydwóch siron i czyniąc następnie z = O, otrzymujemy 

Oznaczywszy stosijnek — przez fj i uważając każdą z funkcyj 0,(3) jako zależącą o 1 trzech zmień-
w 

nych niezależnych : z, p, 6i>, mamy 

•'.tąd otrzymujemy 

wstawiając te wyrażenia w powyższe równanie, otrzymamy 

albo 

ztąd 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIK(hV. O 

Nazywając przez y wartość stosunku 

z ostatniego równania ot rzymujemy 

( l ) 

Wzór ten, dawno znany w teoryi eliptycznych funkcyj posłuży nam do znalezienia wartości sta-
łego mnożnika C, o którym mówiliśmy w poprzednim mimerze; dlatego też i przytoczyliśmy jeden 
z najprostszych, znanych sposobów jego wyprowadzenia. 

3. Przystępując do ogólnego rozwiązania zadania o Unijnej transformacyi funkcyi O, weźmiemy na-
przód pod uwagę szczególny, najprostszy przypadek, mianowicie : 

i i ' — — w . 

W takim razie mieć l)ędziemy 

przy czem trzy ostatnie równania otrzymują się bezpośrednio z pierwszego. 

Żeby znaleźć wartość mnożnika C uczyńmy w powyższych równaniach « = 0 , wtedy otrzymamy 

albo, na mocy (l) , 

ztąd 

Lecz 

przeto, wstawiając na miejsce czynników w liczniku i mianowniku ich wartości, otrzymane z po-
przednich równai), zna jdujemy 
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-i r A M l Ę T N I K T O W A R Z Y S T W A NAUK ŚCISŁYCH W PARYŻU. — TOM r . 

albo 

w skuU k logo 

Otrzymane wyrażenie ilości C wskazuje nam, że rzetelna część G nie może byń równjj zeru, gdyż 
w lakim razie ilo-^ć 

byłaby odjemng, i współczynnik przy i w wartości stosunku - byłby ilością odjemną, cq bvć nio 
w 

może. 

W szczególnym przypadku, kiedy 

gdzie p > 0 , mieć będziemy 

i pierwiastek kwadra towy należy brać dodatny, gdyż w równaniu 

tak licznik jak i mianownik oczywiście otrzymują wartości dodatne. 

Zważywszy teraz, że ilość C jest funkcyą ciągłą zmiennej niezależnej 

przy wszelkich je j wartościach, z dwóch wyżej przytoczonych uwag wnosimy, że przy wszelkich 
wartościach dla o rzetelna część ilości C j e s f d o d a t n ą . 

I t;ik, we wzoi'ze 

należy brać tę wartość pierwiastku kwadratowego, której rzetelna część jest dodatna. 

1'odstawiając zamiast C otrzymaną wnrtość, n^.amy 
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W Y Z N A C Z E N I E STAŁYCH MNOŻNIK(hV. O 

Każda z trzech funkcyi 0(w, w',()), 0>'oi, w',0), o / o ) . J , 0 ) zależy tylko od ilości — = & ; dla skrócę-
Cl) 

nia będziemy ie wyrażać tak : 0(&}, O/o), O/o). Fiinkcvę zaś 

zależącą od p i cd w przedstawiać będziemy przez 

€>l'\p, w,. 

Powyższe zatem cztery równości mcżna napis{ić tak : 

Pierwsza z tych równości zniileziona była przez Poisson'a i także niezależnie \)v/.cz Cauchy. Do 
poprzednich równości przyłączymy jeszcze następujące, które otrzymują się bezpośrednio z ogólnych 
wyrażeń funkcyi 0'p) : 

4. Przejdziemy teraz do bardziej ogólnego przypadku. Niech 

i załóżmy że b jest liczbą parzystą. 

W takim razie mamy 

»ł 
gdzie r = [1 - f ( — !)"]• Uczyniwszy z = O otrzymamy 
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o P A M I Ę T N I K T O W A R Z Y S T W A N A U K ŚCISŁYCH W P A R Y Ż U . — TOM X . 

albo, krócej, 

Wykonajmy dla b i ĥ  szereg działań prowadzących do znalezienia największego wspólnego dziel-
nika tych dwóch liczb, z tem zastrzeżeniem, żeby wszystkie ilorazy były liczbami parzystemi, i da jmy 
że takim sposobem otrzymaliśmy dwa następujące szeregi : 

** 

gdzie sąliczbami parzystemi, i 

h,n = ąmh^^i - f (w = o, 1 . . , n — 

Ponie\yaż, według założenia, h jest liczbą parzystą, a b̂  nieparzystą, zatem z powyższego związku 
między trzema liczbami 

bm, bm\i-, bm+2 

wynika. Że są liczbami parzystemi, a 63 b-^,... nieparzystemi; przeto n musi być liczbą 
nieparzystą. Z tegoż samego związku wypada jeszcze, że jeśli m jest liczbą nieparzystą, to 

hm = (mod i), 

tak że jeśli b^ jest formy 1, to i b^, br^ są formy lk-\- i i wtedy b,, = 1; jeśli zaś bi jest formy 

i/c — l , to 65,.,. i b,i są formy 4/c — J , to jest, bn = — 1. 

Za pomocą liczb n i Oy utwórzmy nowy szereg liczb 

a, Ol, a-l, a^,..., an 
w którym każda liczba otrzymuje się z dwóch poprzedzających według wzoru 

Om = qma„,+i - f a , ( m = 0 , — -2), 

zkąd widzieć można, że Om i a,„4.2 są liczbami jednakowej parzystości; więc dwie liczby i a,i są 
obie parzystemi albo obie nieparzystemi. 

Dalćj, z dwóch równań 

rugując qm ot rzymujemy 

zatem 

czyli 
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Na zasadzie pierwszego z równaii {"2) mamy 

przyczem należy pamiętać, że rzetelna część pierwiastku kwadratowego powinna być doda tną , 
W ogóle, w ciągu całej tćj rozprawy, pod wyrażeniem 

rozumieć zawsze będziemy tę z dwóch wartości pierwiastku kwadra towego z danej ilości p, któ-
rej rzetelna część jest doda tną ; jeśli zaś zdarzy się, że p będzie liczbą rzetelną i od j emną , to powyższe 
wyrażenie będzie oznaczać tę wartość pierwiastku kwadratowego, która ma przy i współczynnik 
dodatny. 

Zważywszy że 

poprzedzającą równość możemy napisać tak : 

lecz z dwóch pierwszych równości (3) wypada że funkcya 83(0) jest peryodyczną, z peryodem -2, 
tak że 

przeto, ponieważ r/ jest liczbą parzystą, poprzednią równość można przedstawić tak : 

Rozumując podobnie , zna jdz iemy 

W ostatniej z tych równości zauważyliśmy że '̂„+1 = '), a gdyż Oh+î *.! — finbn+i—I. 

Z szeregu powyższych równości o t r / ymu jemy za pomocą rugowani \ 
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Lccz bn = + 1, przeto 

Z drugiej strony, za pomocą równości (3) łatwo przekonać się, że 

przyczćm 

albo, ponieważ o^ = Oj (mod 

przeto 

w skutek czego o t rzymujemy 

Z porównania otrzymanej równości z rownością wyżej otrzymaną 

znajdujemy 

(i) 

Weźmy pod uwagę jakikolwie!: z czynników prawój strony wzoru (i) , nnprzykład taki : 

Łatwo przekonać się, że liczebna wartość j3» jest nmiejszą od liczebnej wartości «.», t o j e s i , 

W samej rzeczy, przypuszczając że p — -j- s/, mieć będziemy 

( _ I V"/ ^m 4 - f>mr 4 - _ « 9 I . • 
I ^ J ^ ;; 7 — Om- — 2,„2 

flm-H 6 ' , „ ; . , r - J -
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W Y Z N A C Z E N I E STAŁYCH MNOŻNIK(hV. O 

Rzetelna część lewśj strony równa się 

ztąd widać że ona jest dodatną; zatem 

Ztyd wnosimy, że rzetelna część iloczynu 

est d o d a t n ą ; zatem 

Przedstawiając pod taką postacią każdy z czynników wzoru (i), otrzymujemy 

_ . / a ^ ho I / O l - f 6,0 I / f ' n - 1 - f hn-lO j + Ó„p 
^ - K V a.+ b.^ y a„ + V b,, • 

6. Weźmy teraz pod uwagę jakikolwiek z czynników wzoru (5), naprzykład, 

i przedstawmy tak : 

gdzie oczywiście r„i = + l . Pozostaje nam okazać jak się wyznacza znak £,„. 

Czyniąc, jak zawsze, o + (s>0) , mieć będziemy 

gdzie 

l = 1 jeśli i X = — 1 jeśli podobnie fi = + 1 jeśli ^,„+,>0, i fx = — l jeśli 

Oznaczając rzetelną część powyższego ilorazu przez A, mamy 

A \ / (a,n + b„,r + y//)) + + \/q) + \ / (— — b„,r -f- \Jp) (— — - f \fq) ^ 
p 2 _ | _ Q > 

gdzie P i Q przedstawiają pewne wielomiany. 
ART. I. • ^̂  
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Jeśli dwie liczby i są jednakowych znaków, to 

i z powyższego wyrażenia widzimy, że w takim razie 

A > 0 , 

w skutek czego 

tm = I . 

W przeciwnym razie, kiedy b,,, i są znaków różnych 

i wartość A będzie takiegoż znaku jak ilość 1} 

13 = - f b,nr + s//>j -j- + - ( - - + ( - — - f , 

albo, po uproszczeniu, 

] 

Przy jakiejkolwiek szczególnej wartości r , od — oo do - f o o , ilość B nie może być równą zeru , 
gdyż wtedy oczywiście i A byłoby równe zeru, i ilość 

byłaby rzetelną, co być nie może; oprócz tego B jest funkcyą ciągłą ilości r , przeto zachowuje jeden 
i tenże sam znak przy wszelkich wartościach zmiennej r . Dla znalezienia tego znaku dość jest w wy-
rażeniu ilości B podstawić za r jakąkolwiek szczególną wartość, naprzykład, 

r = — ^ , (m<n , b,„+i nie = 0); 

wtedy otrzymamy 

g d z i e 3 = : !, jeśU i ;jl = — 1 jeśli b^^+^cjd. 

Z otrzymanśj szczególnej wartości B, widzimy że, przy wszelkich wartościach dla p , znak ilości B 
a tym samym i znak ilości A jest zawsze taki sam jak i znak liczby 

Ztąd zaś bezpośrednio wnosimy, że we wziętym pod uwagę przypadku, kiedy b,,, i ,̂„4-1 są różnych 
znaków, znak £„, jest tenże sam co i znak liczby (— 

Umiejąc określać znak jedności tm przy wszelkich wartościach tn od O do n— l, weźmy jeszcze 
pod uwagę ostatni pierwiastek z prawej strony równania (5), to jest, 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIK(hV. O 

Jeśli 1, lo oczywiście c , (= l ; jeśli zaś b n = — 1, to również łatwo przekonać się że e,i = — 1 , 

bul 
tak że zawsze tn — b n = { — 1 ) ^ 

Podstawmy teraz we wzorze (5) na miejsce każdego z pierwiastków kwadratowych ich nowe wyra-
żenia, które dopiero co rozpatrywaliśmy i znieśmy w^spólne czynniki licznika i mianownika ; znaj-
dziemy 

gdzie £„ = ( — I) - , co się tyczy pozostałych czynników t o : 

1° Jeśli i b,n+i są znaków jednakowych, £ , „ = 1 ; 

Jeśli b,n i b„,+i są różnych znaków, 1 jeśli (— i £ , „ = — l jeśli (— 

7. Iloczyn si , . . . , t,„ którego wartość równa się z b l , zależy wyłącznie od liczb b i bi. Dla znalezienia 
jego znaku należy w szeregu liczb 

b, bi, = 

zwracać uwagę na każdą przemianę znaków i odpowiednio każdej z nich, jak naprzykład b„„ 
należy zapisać znak liczby ( — i l o c z y n takim sposobem otrzymanych znaków da nam znak 
szukany iloczynu a j . , . 

Łatwo zauważyć, że dla wyznaczenia iloczynu tei . . . można postępować inaczej, a mianowicie 
tak : 

Policzmy ile w szeregu 

b, bi, b.i,..,bn-i, b„ 

znajduje się wyrazów odjemnych, niech ich będzie zauważmy następnie ile oddzielnych grup 
tworzą wszystkie od jemne wyrazy powyższego szeregu, dajmy że ich jest m : szukany iloczyn będzie 

i) '—. 

Naprzykład, uczyńmy b = m , = otrzymujemy szereg 

26, - -29, 20, -23, - - 20, - - 17, 14, I I , - 8, - 5, 2, - l ; 

zatem / = 0, m = i , i sej . . . e,̂  = 1. 

Idąc śladem Legendre 'a , będziemy przedstawiać liczbę ee i . . . z^-ita symbolem 

który według powyżej danego określenia, to jest 

pozostaje zupełnie wyznaczonym dla jakichkolwiek wartości b i b^ wzajemnie pierwszych, tak że 
może być liczbą parzystą, albo obie liczby b i bi mogą być nieparzystemi. 
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Wzór (C) iiiożiia napisać tak : 

w skutek tego 

(7) 

przytćm h według założenia jest liczbą parzystą. 

Gdybyśmy zrobili przypuszczenie że b jest liczbą nieparzystą a ój — parzystą, to, postępując tak 
jak w poprzednim numerze znaleźlibyśmy 

Naprzykład 

gdzie 

W tym nareszcie przypadku kiedy obie liczby, h i b̂  są nieparzystemi, znajdziemy 

gdzie 6„ = + 1, a o^ otrzymuje się z a \ a^ według równań przytoczonych w n° 4. 

Zresztą łatwo jest zauważyć, że jeżeli b i są liczbami nieparzystemi, pierwszemi między sobą, 
to wykonywając szereg działań, jak przy szukaniu największego wspólnego dzielnika liczb b i b^ 
z zastrzeżeniem żeby wszystkie ilorazy były parzystemi, dojdziemy zawsze do reszty = - j - 1 ; w takim 
razie inicć będziemy 

(10) 

przyczćm pamiętać należy, że ostatnia reszta powinna być równą -f- I. 
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WYZNACZENIE STAŁYCH MNOZNIKOW. 13 

Naprzykład, żeby znaleźć wyrażenie dla 

wykonamy naprzód szereg działań jak dla otrzymania największego wspólnego dziełnika liczb 57 i 

— 4 3 ; otrzymamy wtedy dwa szeregi 

zt§d znajdujemy 

prócz tego w = 4 ; zatćm 

Weźmy jeszcze jeden przykład 

Odszukując największy wspólny dzielnik liczby m i —19, otrzymujemy dwa szeregi nastę-
pujące : 

ztąd 

9. Zajmijmy się teraz wyprowadzeniem niektórych własności symbolu 

(11) 

Przedewszystkićm łatwo przekonać się, że jeśli ^ > 0 , to 
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P A M I Ę T N I K T O W A R Z Y S T W A N A U K ŚCISŁYCH W P A R Y Ż U . —-

Rzeczywiście, przypuśćmy że w szeregu 

U, b^, b.2,..., br, 

znajduje się / liczb odjemnych, tworzących m oddzielnych grup, tak że 

Przemieniając znaki przy 26 i bi na przeciwne, liczby b.2, b^,..., b,̂  także zmienią swoje znaki na prze-
ciwne, i otrzymamy nowy szereg ^ 

— 26, —61, — 62,..., — 

w którym liczba odjemnych wyrazów będzie się równać 

l> =n-\-\— , 

a liczba grup z odjemnych wyrazów będzie 

b a -I- 1 m = m 4 " J , 

gdyż według założenia 6 > 0 ; więc 

Lecz n jest liczbą nieparzystą, Ol b n ~ bi (mod 4), przeto 

albo 

Jeśli w jakimkolwiik danym szeregu liczb 

a, b, c,..., k, 1,1 

gdzie nie ma zera ,znajduje się l liczb odjemnych, tworzących m oddzielnych grup, to zgodzimy się na 
chwilę pod wyrażeniem symbolicznem [a, b, c,..., k, l) rozumieć (— ly— 

Założywszy to, łatwo przekonać się, że 

ztąd znów wynika, że 

i l d. 
Przypuśćmy następnie, że dla znalezienia wartości symbolu , otrzymaliśmy szereg 

26, 61, b.2,..., bn-i, b ; 
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"WYZNACZENIE STAŁYCH MNOZN lKOW. 15 

wartości symbolu 

wyznaczą się za pomocą następującego szeregu 

i mieć będziemy 

Naz\va\yszy przez jedność wziętą ze znakiem liczby mieć będziemy 

Mnożąc odpowiednio wszystkie te równania i biorąc pod uwagę poprzedzające wyrażenia dwóch 
symbolów, otrzymamy 

(12) 

gdzie 

Z równań (11) i (12) o t rzymujemy jako wniosek 

(13) 

10. Biorąc pod uwagę równość 

gdzie 
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PAMIĘTNIK TOWARZYSTWA NAUK ŚCISŁYCU W PARYŻU, — TOM X. 

i podstawiając po obu stronach ^ -j- § miejsce z, otrzymamy 
Ii 

ztąd, czyniąc z = O, 

Lecz 

przeto 

Lecz , inaczej, na mocy wzoru (7) mamy 

zatem, porównywając, znajdujemy 

Jeśli b — 2A;, to mieć będziemy 

jeśli zaś 6 = - ] - t o 

więc w ogóle, przy jakiejkolwiek liczbie h, parzystćj lub nieparzystćj, mamy 

albo 

(14) 

gdzie n oznacza jakąkolwiek liczbę całkowitą, dodatną lub odjemną. 
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" W Y Z N A C Z E N I E STAŁYCH MNOZN lKOW. 17 

Niech i bi oznaczają dwie liczby pierwsze między sobą; wykonajmy z i bi, szereg działań 
potrzebnycłi do wyznaczenia wartości symbolu 

dajmy że po uskutecznieniu ich otrzymaliśmy dwa szeregi 

26, 6-2,..., ł , 

tak że 26 = b^, i t. d . ; przytem liczby b-i, b^,...^ bn-iy qi, g-i,'.-, qn-i'> są pa -
rzyste, a 6,, 63,..., — nieparzyste. 

Oczywiście mamy 

gdzie a = — 1 jeśli 6 i < 0 a 6 i 6-2 są znaków różnych ; we wszystkich innych razach a — 1. 

Dalej, na mocy (14) otrzymujemy 

przeto 

Z drugiój strony, mamy 

i, na mocy (l i) , 

tak że 

Więc 

Wnosząc w obydwóch stronach 6.2, 63, b^, 6.-, na miejsce 26, 61, 60, 63, o t rzymujemy 
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Podobnie postępując dalćj, dojdziemy do równania 

Ze wszystkich tych równań przez rugowanie o t rzymujemy 

lecz bn = '±. \ , przeto 

Ztąd 

(15) 

Odszukując wartość symbolu hitwo jest przekonać się. że 

w skutek tego powyższe równanie można przedstawić tak : 

(16) 

11. Niech b i oznaczają dwie liczby nieparzyste i pierwsze względem siebie; wykonajmy szereg 

i dajmy, że przytćm otrzymaliśmy następujące dzieleń jak dla wyznaczenia wartości symbolu 

dwa szeregi liczb : 

b, bi, b.,,.., = ± 1 , 

f / , gi,".,gn-i', 

gdzie qn-i są liczbami, parzystemi, a b,bi , . . . ,b , i — nieparzystemi ; prócz tego b=zqbi -{- b.y, 
f>i —qil>.2-^b3, i t. d . 

symbol można wyrazić tak : 

gdzie a = — 1 jeśli a b i b., są różnych znaków, w innych razach a = I. D^ilej, na mocy ( l i ) 
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otrzymujemy 

zalśm 

Symbol można przedstawić tak : 

lecz 

g d z i e ( 3 = — I jeśli 6o<0 a i 63 są znaków różnych, w innych razach ( 3 = 1 , przeto 

Mnożąc powyższe dwa wyrażenia, o t rzymujemy 

Niech £ oznacza — 1 gdy obie liczby 6 i są od jemne , w innych razach « = 1 ; podobnie niech t 
oznacza—1, gdy 6.2<0, i 63<0, w innych razach e' = l . Oczywiście mieć będziemy 

Dalćj, z równań 

wynika, że 

gdyż bi i b-i są liczbami nieparzystemi. 

Wniósłszy otrzymane wyrażenia w poprzednie równanie znajdujemy 
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albo, inaczej, 

l - A M i E T M K T O W A i r / . Y S T W A N A U K SCISLYCII AV PARYZL'. — TOM X. 

Na mocy tego równania otrzymujemy 

iMy uważamy n za liczbę nieparzystą, co oczywiście zawsze można dopuścić, gdyż jeśli 1 
przy n parzystym, to następne dzielenie przez da nam resztę = 1, i n -[-1 będzie liczbą 
parzystą. 

Mnożąc poprzednie równania , otrzymujemy 

Lecz = + 1, przeto 

przeto 

złąd 

(1") 

gdzie 0 i oznaczają dwie jakiekolwiek liczby nieparzyste, pierwsze względem siebie; £ = — 1 jeśli 
b, i bi są liczbami od jemnemi , w pozostałych razach e = 1. 

Równania (10) i (17) dają możność znalezienia związku między symbolem i symbolem Legen-

dre'a lecz należy przylem przyjąć za znane prawo wzajemności symbolu Legendre^i, które 

to prawo pomimo to poniżej będzie dowiedzionem. 
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12. Niech 26 i a oznaczają jakiekolwiek dwie liczby pierwsze między sobą, z których pierwsza jest 
parzystą, i niech 2ai, bi będą dwie liczby czyniące zadość równaniu 

2ai ,26 = l , 

przyczśm 2«i jest liczbą parzystą. Łatwo dowieść że 

(18) 

Rzeczywiście, podstawiwszy w obydwóch stronach równości 

na miejsce p ilość 

otrzymamy 

albo 

Dzieląc obie strony przez ©3(0) i zważając że a — 61 (mod 4), znajdujemy 

albo (13) 

Takimże sposobem można dowieść, że jeśli 

^ a . U i — a J j = 1, 

gdzie i 26, są liczbami parzystemi, to 

(19) 

Dla dowiedzenia tego podstawmy w obydwóch stronach równości (8) 
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na miejsce p ilość 

wtedy otrzymamy 

Dzieląc obie strony przez ©3 (p) i zważając że 

znajdujemy 

Lecz 

gdzie a = — 1 jeśli a<( ) i 6 > 0 w innych razach a = 1 ; P = — 1 jeśli fl<0, w innych razach ( 3 = 1; 
y = —l, jeśli a < O i b<0, w innych razach y = l ; zalćin oczywiście 

i wskutek tego 

tak że powyżej otrzymane równanie można napisać tak : 

a ztąd bezpośrednio otrzymujemy równanie (19): 

13. Niech a i b oznaczają dwie liczby pierwsze między sobą, z których jedna jest parzystą, i niech 
fli, bi oznaczają dwie liczby zadość czyniące równaniu 
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Prócz tego załóżmy, że 

4" jeśli b jest nieparzyste, to fij jest parzyste ; 

2° jeśli a jest nieparzyste, to Oi jest parzyste. 

Oczywiście mieć będziemy 

gdzie jak zawsze, 

a wartość C oblicza się przy pomocy (7) lub (8). 

Wypisując na miejsce funkcyj ©3 icb wyrażenia otrzymujemy 

gdzie 

Pomnóżmy obie strony poprzedzającej równości przez dz i całkujmy od z = 0 do z = a w kie-
runku linii prostej , — otrzymamy 

albo, podstawiając na miejsce q i cos ich wyrażenia podane przez potęgi liczby e, 

Summę z prawej strony rozłóżmy na b częściowych summ, z których każda składać się będzie 
z wyrazów odpowiednich wartościom dla n kongruentnych względem siebie : uczyniwszy to 
powyższe równanie można napisać tak : 
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Wielomian w nawiasie, pod znakiem całkowania można napisać tak : 

i, po podstawieniu. 

albo prościój, ponieważ ab według założenia jest liczbą parzystą 

Podstawiając pod znakiem całkowania az zamiast z-\-męi i dzieląc obie strony przez ii znajdujem> 

Lecz oczywiście 

zatćm poprzednie równanie można przedstawić tak : 

albo 

Podstawiając pod znakiem całkowania z zamiast i wyprowadzając wspólny mnożnik za znak 

summy, otrzymujemy 

przyczćm, oczywiście, znak całkowania rozciąga się na rzeczywiste wartości zmiennej z. 

Biorąc pod uwagę szczególny przypadek, kiedy 
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znajdujemy 

lecz (-2) 

przeto 

gdzie o oznacza jakąkolwiek ilość urojoną w której współczynnik p rzy« jes t dodatnym. 

Jest to znany wzór, wyprowadzony przez Cauchy. 

Wracając się do równania ogólnego, wyżej otrzymanego, podstawmy w niem na miejsce 

wartość 

otrzymamy 

gdzie summa rozciąga się do wszystkich wartości całkowitych r od O do h — 1, jeśli 6 > 0 , i od O 
h-\-\, jeśli b<S). 

llozhierzemy teraz oddzielnie dwa przypadki, kiedy liczba a jest parzystą i kiedy ona jest niepa-
rzystą. 

1° Liczba a parzysta. W takim razie jest nieparzyste, i ze wzoru (8) otrzymujemy 

gdyż według założenia jest liczbą parzystg. 

Prawa strona poprzedniego ogólnego równania równa się 
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gd ż, ozywiścle 

prócz tego, na mocy (19), mamy 

zatem 

albo, podstawiając — a na miejsce a i zważając że 

mamy 

Dotąd przypuszczaliśmy ie b i a mogą być dodatnemi lub od jemnemi ; lecz pierwsza część osta-
tniego równania nie narusza się gdy jednocześnie zmieniamy znaki przy a i wskutek tego można 
zawsze uważać że 6 > 0 , i w takim razie mieć będziemy 

Ponieważ jednakże 6 > 0 , mamy 

zatem 

(20) 

przy czem a jes t liczbą parzystą. Jest to znany wzór Gauss'a. 

2° Liczba a nieparzysta. W takim razie, według założenia 6 i a j są liczbami parzystemi, i na za-
sadzie równania (7) otrzymujemy 
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O 

lecz równanie (18) wskazuje że 

zatem ponieważ b ^ — a (mod 4) 

Podstawiając tę wartość w równanie 

o t r zymujemy 

albo, podstawiając — a na miejsce a 

Przypuśćmy nareszcie że ^>>0, mieć będziemy 

zatśm 

r21) 

przyczem b jest liczbą parzystą. Jest to również wzór Gauss'a. 

, gdzie a jest liczbą parzystą i daje mo-l l . Wzór (20) rzuca nowe światło na naturę symbolu 

żność bezpośrednio wyprowadzić nie tylko te jego własności, które wywiedliśmy wyżej, ale i nowe, 

które nie dają się otrzymać prostszą drogą. 

Przypuśćmy naprzód, że w równaniu 

liczba dodatna, nieparzysta b jest liczbą prostą. 

Przypuśćmy następiiie że a jest kwadratową resztą względem b i niech x będzie liczbą zadość czy-
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niącą kongruencyi 

oczywiście otrzymamy 

gdyż, jeśli ilości r nadajemy po kolei wartości O, l , . . . , 6 — 1 , to iloczyn rx przechodzi przez wartości 
różniące się od poprzednich wielokrotnościami liczby b i porządkiem, lecz to nie wywiera żadnego 
wpływu na wartość summy. 

Według poprzedniego wzoru m a m y 

zatem 

Porównywając to wyrażenie z poprzedniem wyrażeniem tejże samćj summy, otrzymujemy 

I tak, jeśli b jest liczbą prostą, nieparzystą, a liczba a jest kwadratową resztą względem b, to wartość 

symbolu y równa s i ę - j - I . 

W przeciwnym razie, jeśli a nie jest kwadratową resztą względem 6, to gdy r przechodzić będzie 
po kolei przez wszystkie wartości 

iloczyn ar"^ przechodzić będzie po dwa razy przez wartości kongruentne według modułu b z k-^żdą 
z tych liczb powyższego szeregu, które nie są kwadratowemi resztami, wyjątek czyni r : = 0 , przyczem 
ar- — 0 ; ilość zaś r- przechodzić będzie po dwa razy przez wartości kongruentne według modułu b 
z każdą z liczb powyższego szeregu, która jest kwadratową resztą oprócz wartości O przez którą przej-
dzie tylko raz j eden . Więc summa 

równa się dwa razy wziętej summie pierwiastków równania 

to jes t , równa się zeru ; ztąd 

http://rcin.org.pl



WYZNACZENIE STAŁYCH MNOŻNIK(hV. O 

Więc jeśli a nie jest kwadratową resztą względenn modułu b {b liczba prosta nieparzysta), to 

1 tak, widzimy, że jeśli jest liczbą dodatną, prostą i nieparzystą to. 

gdzie i przedstawia znany z teoryi liczb symbol Legendrea . 

Zląd wynika, że jeśli b jest liczbą dodatną , prostą i nieparzystą, to 

Lecz 

rdzie l jeśli «<() , w przeciwnym razie « = 1; zatem 

Ztąd przekonywamy się, że równanie 

ma miejsee tak dla liczb b prostych dodatnych jako też i odjemnych. 

Oczywiście z poprzedzającego równani a wynika, że 

(22) 

Dalej, jeśli a jest liczbą prostą, nieparzystą, a 6 ' , b\ . . . oznaczają jakiekolwiek liczby niepa-
rzyste, pierwsze względem a, to, według (17), mamy 

z! ad 
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albo, biorąc pod uwagę wyrażenie (22) i to, że 

Ztąd, na zasadzie (17), 

(23) 

Równanie lo oczywiście ma także miejsce dla a = 2, gdyż 

Pozostaje nam dow ieść, że równanie (22) ma miejsce i wtedy gdy liczba b jest złożona. 

Jeśli tego dowiedziemy, to oczywiście tem samem będzie dowiedzionym, że równanie (23) ma 
miejsce tak dla liczb a prostych jak i złożonych. 

Niech będą dwie liczby pierwsze względem siebie, jedna parzysta 2P, druga nieparzysta Q ; ozna 
czmy symbolem (2P, Q) iloczyn 

gdzie pi, p-i, . . . Pm są liczby proste, wchodzące w skład P, tak że 

p-2y ••• ,P>n. 
t 

Przypuśćmy następnie, że wykonywając nad 2P i Q szereg dzieleń, potrzebnych dla wyznaczenia 
9 P wartości symbolu , otrzymaliśmy następujący szereg liczb : 

tak ż 

gdz i e ś , fil, . . . , są liczbami parzystemi. 

Niech Q = q i q i . . - gr gdzie qi, . . . są liczbami prostemi. 

Wychodząc z określenia i biorąc pod uwagę równania (22) i (23) otrzymujemy 

albo 

gdzie a = — 1 jeśli Q < O a P i Pi są znaków przeciwnych; w innych razach «"= 1. 
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Niech P. = / / . p ' , . . . p'., gdzie . . . , są liczbami prostem.. Biorąc znowu pod uwagę (22) 

i (23), powyższe wyrażenie dla (2P, Q) można zastąpić następującćm : 

ztąd, na mocy (14), 

albo, inaczej, 

Lecz z drugiej strony mamy oczywiście 

zatem 

Więc także 

i rugując, otrzymujemy 

Lecz = ^ ± 1 , przeto 

ztąd 

to jest 

http://rcin.org.pl



:i'2 PAMIĘTNIK T O W A R Z Y S T W A NAUK ŚCISŁYCU W PARYŻU, — TOM X . 

Zlącl, jako wniosek, wynika, że równania i (23) mają miejsce i pomimo łych warunków, przy 
kLórych one były wyprowadzone. 

Własności symbolu wyprowadzone w tym numerze pokazują nam, że jeżeli 6 > O, lo 

tak dla liczby b prostej jako i&i i złożonej. 

W teoryi liczb pod wyrażeniem 

rozumieć należy wartość ( j ) ; przeto, biorąc pod uwagę (12), mamy 

tak że w ogóle, przy jakichkolwiek wartościach dla a i b, 

gdzie £ = — 1 jeśli a i 6 są liczbami odjemnemi, w innych razach £ = I. 

15. — Znając wyrażenie czynnika G w równości 

możemy bez żadnćj trudności znaleźć wyrażenia podobnych czynników, odpowiednich funkcyoni 

Dajmy, naprzykład, że bi jest liczbą parzystą, i w równości 

podstawmy 2 + ^ na miejsce z, i następnie uczyńn^y to otrzymamy 
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Lecz W przypadku wziętym pod uwagę mamy 

3 3 

rzeto 

gdzie £ = — 1 , jeżeli O i 6 i < 0 , w innych razach e 1; prócz tego jest liczbą pa -

rzystą. 

P rzypuśćmy teraz, że obie liczby b \ b̂  są nieparzystemi, w tedy mieć będz iemy 

Ztąd, b iorąc pod uwagę wyżćj podane wyrażenie , o t r zymujemy 

gdzie Y3==—i jeśli 6 < 0 i 6 w innych razach » , = ! . 

W z ó r ten da je nam toż samo co i wzór (9), tylko wyrażenie mnożnika w tym ostatnim jest p ros t szćm, 
gdyż dla znalezienia jego wartości nie potrzeba szukać war tośc i liczby a . 

P o d o b n y m sposobem możemy znaleźć wyrażenia m n o ż n i k ó w dla wszystkich innych f u n k c y j i 

we wszystkich szczególnych przypadkach . Otrzymane przytem rezul ta ty w y p i s u j e m y w niżej 

umieszczonśj tablicy, przyczćm pozwalamy sobie wypisać także wyrażenia dla m o d u ł ó w sjlh, V/m' 

i p a r a m a t r u .9,, funkcyj eliptycznych odpowiedn ich pe ryodom ęi, a ' , k tó re się o t r z y m u j ą przy po -

mocy wzorów 

Rozumie się, że wyrażenia sjk^, s f l^ , g ^ m o g ą być znalezione bez pomocy wyrażenia czynnika G. 

Nie należy zapominać, że 

oznacza, d la skrócenia, war tość ilorazu 
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dla Z = O, tak że 

Nareszcie dla uproszczenia założymy, że 5 > 0 , co oczywiście zawsze można dopuścić. 

1° Liczba b jmrzysta, {b>0). 

Jeśli jest liczbą parzystą , to 

Jeśli Ol jest liczbą nieoarzystą, to 

2° Liczba b^ parzysta [b > 0). 

Jeśli liczba a parzysta, to 
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Jeśli liczba a nieparzysta, to 

3° Liczby h i b^ są nieparzyste, (6>0) 

Jeśli liczba a parzysta to 

Jeśli liczba a nieparzysta, to 

16. Ze wzorów Gauss'a dla summy 

wyprowadzonych w n° 13 otrzymujemy bezpośrednio wyrażenia dla summy 

Dość jest dla tego we wzorach Gauss'a na miejsce a podstawić a + 

Takim sposobem otrzymane wzory razem z wzorami Gauss'a wypisujemy w następującej ta-

blicy : 

1° a i 6 pierwsze między sobą i obie nieparzyste (6 > 0 ) . 
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2® a i 6 pierwsze miedzy sobą, liczba a parzysta 0). 

a \ b pierwsze między soba, b parzysta {b>0). 

Ztąd o t rzymujemy wyrażenia summy 

dla wszystkich parzystych lub nieparzystych wartości r mniejszych od b. 

Naprzykład, jeśli 6 jest liczbą parzystą, to 

ztąd, podstawiając ^łr-^-i na miejsce r, 

Podstawiwszy 46 na miejsce 6 i wziąwszy pod uwagę, że 

otrzymamy 
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Więc, jeśli 6 jest liczbą parzystą, to 

co zresztą można sprawdzić bezpośrednio; jeśli zaś b jest liczbą nieparzystą, to 

gd/ie ^ i a są jakiekolwiek dwie liczby wzajemnie proste. 

Lebesgue w jednój ze swoich rozpraw dał nader ciekawy dowód poprzedzającego wzoru i nastę-
pnie, posługując się nim, wywiódł także wzory Gauss'a [Journal de M. Liouville., 1840). 

2 2 S t y c z n i a 1 8 7 7 r o k u . 

PARIS. — IMPRIMERIE DE E. MARTINET, RUE MrPNOM, 2 
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