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Vorwort.

Die Auflésung von Konstruktions-Aufgaben mit Hilfe trigono-
metrischer Analysis liefert eins der dankbarsten Ubungs - Gebiete
fur die Schiller der obersten Klassen héherer Unterrichts-Anstalten.
Indem dieselbe einerseits das Ansetzen und Auflésen von Gleichungen
mit mannigfaltigen algebraischen Umformungen, also einen grofsen
und wesentlichen Teil des arithmetischen Unterrichts-Pensums zur
Anwendung bringt, vereinigt sie damit eine umfassende Ubung
in dem Gebrauche der Lehren der Trigonometrie und verbindet
damit zugleich eine solche in der theoretischen und praktischen
Ausfiihrung planimetrischer Konstruktionen. Es kommt also auf
diesem Gebiete ein erheblicher Teil des elementar-mathematischen
Unterrichts-Pensums zu mehr oder minder eingehender Ubung und
Wiederholung, und eine derartige Wiederholung durch stete An-
wendung des Gelernten auf immer neue Probleme ist wirksamer
und anregender als die ermidende Gleichmafsigkeit des Abfragens
und Repetierens von friiher Gelerntem in immer derselben Form
und Manier, wenngleich auch letztere nicht ganz entbehrt werden kann.

Gegeniber dieser didaktischen Ricksicht kommt die spezieller
wissenschaftliche Frage, ob und in welchen Féllen die Anwendung
trigonometrischer Analysis, oder Uberhaupt der Rechnung, gegen-
tiber der rein geometrischen Behandlung der fraglichen Aufgaben
sachlich zweckmafsig sei, kaum in Betracht. Die letztere soll auch
durch den Gebrauch der ersteren keineswegs aus dem Unterricht
entfernt oder beschrédnkt werden; sie kommt vielmehr auf den
friheren Stufen jahrelang ausschliefslich zur Anwendung, und wird
auch auf den oberen gerade durch Nebeneinanderstellung mit der
rechnenden Methode bei den einzelnen Aufgaben in anregender
Weise wiederholt und vergleichend gewdirdigt werden konnen.



v Vorwort.

In betreff jener Frage selbst hat man den rechnenden Me-
thoden wohl den Vorwurf gemacht, dafs die von denselben oft dar-
gebotene verhéltnismafsige Leichtigkeit der Auffindung der Kon-
struktionen weit (berwogen werde durch die Weitlaufigkeit der
Ausfiuhrung der gefundenen Konstruktionen selbst. Ich kann diese
Ansicht nicht teilen. Es scheint, dafs es mdglich sein misse, ver-
mittelst der Eechnung immer zu derselben Konstruktion zu ge-
langen, welche man durch eine der rein geometrischen Methoden
findet, nur wird allerdings ein solches Resultat nicht selten eine
grofsere Geschicklichkeit und kompliziertere Rechnungen erfordern,
wahrend geringere Miuhe bei der Analyse in vielen Féllen durch
grofsere Arbeit bei der Konstruktion wieder ausgeglichen wird.
Man kann, wenn diese Ansicht richtig ist, die rechnende Analysis
gewissermafsen mit einer Maschine vergleichen, welche die Mdg-
lichkeit gewéhrt, dieselbe Arbeitsgrofse in anderer Weise auf Kraft
und Zeit zu verteilen, und welche uberall Vorteil bietet, wo eine
solche verénderte Verteilung wiinschenswert oder notwendig ist.
Auch bei der Auflésung von Konstruktions-Aufgaben giebt es Félle,
in denen die Auffindung einer rein geometrischen Analysis von
dem Einzelnen mehr Kraft oder Ubung erfordert, als er besitzt,
und in welchen er sich des Mechanismus der Rechnung bedienen
wird, um auf Kosten der Einfachheit in der Ausfihrung der Kon-
struktion die verlangte Arbeit leisten zu kdnnen. So hat also jede
Methode an ihrem Platze ihren Wert, und es ist als eine Ein-
seitigkeit zu betrachten, wenn eine einzelne derselben zum Schaden
der andern mehr bevorzugt wird, als ihr zukommt.

Weniger firchte ich den Einwand, dafs durch den Gebrauch
der trigonometrischen Analysis in den obersten Klassen die leider
vielfach vorhandene Neigung nach vorwiegend analytischer Behand-
lung der mathematischen Lehren auf Kosten der weniger mecha-
nischen, die Anschauung und den Formensinn bildenden geometri-
schen Methoden befdrdert werde. Im Gegenteil diirfte jener Neigung
gerade durch die Verkniipfung einer an sich fast nur rechnenden
Disciplin mit den geometrischen Konstruktionen auf einer Stufe,
wo letztere sonst kaum noch vorzukommen pflegen, entgegen-
gearbeitet werden. Die Anhédnger der von mir auch anderwarts
vertretenen Ansicht, dafs ein solches Entgegenarbeiten notwendig
sei, weil die Schule nicht vergessen dirfe, dafs sie in]]erster Reihe
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padagogisch-didaktische und nicht einzig und allein rein wissen-
schaftliche Interessen zu vertreten habe, scheinen freilich gegen-
wartig in der Minoritdt zu sein.

Die vorliegende Schrift stellt sich die Aufgabe, solchen, welche
die Ansicht des Verf. teilen, ein ausgedehnteres Material auf dem
fraglichen Gebiete zu bieten, als man gewdhnlich findet. Wahrend
z. B. die ,geometrischen Konstruktionsaufgaben" von Lieber und
V. Lihmann, welche in dieser Beziehung meines Wissens bis jetzt
mit am meisten boten, 74 Aufgaben fir trigonometrische Analysis
enthalten, sind in dem vorliegenden Schriftchen mehr als 300 der-
selben zusammengestellt. Diese Zahl ist allerdings noch bescheiden
genug, um erkennen zu lassen, dafs es nicht in der Absicht des
Verf. gelegen hat, durch eine erdriickende Menge von Aufgaben
zu imponieren; sie wird aber auch véllig hinreichen, um nicht nur
einen Wechsel in verschiedenen Jahrgangen, sondern auch eine Aus-
ivahl in betreff des etwa gewiinschten Grades der Schwierigkeit
u. dgl. zu ermdglichen. Dafs es durchaus nicht die Meinung des
Verf. ist, das Buchlein solle seinem ganzen Inhalt nach in fort-
laufendem Unterricht in der Schule durchgenommen werden, bedarf
wohl kaum der Versicherung, wiirde man doch, selbst wenn man
in jeder Stunde drei Aufgaben behandeln wollte, in diesem Falle
allein fir das vorliegende Ubungs-Gebiet bei zwei wdéchentlichen
Stunden weit Uber ein Schuljahr verwenden missen.

Die vorliegende Schrift soll femer das Material in syste-
matischer Weise, und zwar in erster Reihe nach den Arten der
Behandlung geordnet bieten, denn letztere sind es, die an der be-
treffenden Stelle vorwiegend neu zu lernen sind, nicht aber die
besonderen Eigenschaften bestimmter Figuren. Zugleich ist eine
ausgefuhrte allgemeine, durch spezielle Beispiele erlduterte An-
leitung (Erkldrung und Begriindung des Verfahrens) in jedem ein-
zelnen Paragraphen den betreffenden Aufgaben vorangeschickt, durch
welche das Schriftchen vielleicht auch zum Privatstudium geeignet
sein wird. Dagegen sind den einzelnen Aufgaben, abgesehen von
den durch vereinzelte, fiir nétig gehaltene Andeutungen und durch
die Beifugung der resultierenden Gleichungen gegebenen Finger-
zeigen, keinerlei n&here Angaben (ber die Auflésungen beigegeben,
um der Selbstthdtigkeit des Lernenden und der Freude am Finden
nicht entgegenzutreten.
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Obgleich der Verf. im allgemeinen bemiiht gewesen ist, Auf-
gaben fernzuhalten, fur welche rein geometrische Auflésungen ein-
fachster Art sich ohne jede besondere Mihe darbieten, so ist doch
diese Ricksicht nicht Gberall &ngstlich beobachtet worden, weil ja
gerade die vergleichende Nebeneinanderstellung von Auflésungen
derselben Aufgabe nach verschiedenen Methoden von Nutzen sein
kann. Ein Fortschritt vom Leichteren zum Schwereren ist in der
Aufeinanderfolge der einzelnen Paragraphen und zum Teil auch
innerhalb der letzteren in derjenigen der einzelnen Aufgaben ein-
gehalten, in letzterer Hinsicht jedoch nicht streng, zumal der Grad
der Schwierigkeit zum Teil auf subjektiven Griinden beruhen kann.
— Von den einzelnen Aufgaben hat der Verf. eine grofse Zahl
selbst gebildet; aufserdem sind selbstverstandlicher Weise auch
andere einschlagige Schriften, wie die von Lieber u. Lihmann,
Hermes, Gallenkamp und die eigene trig. Aufgabensammlung des
Verf.*) benutzt worden. Das ganze Schriftchen kann als ein selb-
standiger Anhang zu letztgenanntem Werke wund zu des Verf.
»,Planimetrischen Konstruktionen"**) betrachtet werden, welche hier-
durch eine Verbindung und Ergdnzung erhalten.

*) Sammlung von Aufgaben und Beispielen aus der Trigonometrie
und Stereometrie. Zweite Auflage 1877. Leipzig, B. G. Teubner.
**) Verlag von Ed. Trewendt, Breslau 1882.

Hamm, November 1881.

Dr. Reidt.
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Erklarung der Methode. Erste Aufgaben-Gruppe.

1. Die Methode der trigonometrischen Analysis geometrischer
Konstruktions - Aufgaben ist nicht wesentlich von derjenigen der
algebraischen Analysis verschieden; beide weichen mir in den zur
Berechnung der zu konstruierenden Grofsen gebrauchten Hilfsmitteln
von einander ab, indem die erstere nicht blofs algebraische Ope-
rationen zu dem genannten Zwecke anwendet, sondern daneben
auch trigonometrische Funktionen bekannter oder unbekannter
Winkel benutzt.

Es sei z B. die Aufgabe gestellt: Uber einer Seite AB eines
gegebenen DreiecTcs ABC als Sehne einen Kreishogen zu beschreiben,
so dafs die von seinen DurchschnittspunMen mit den beiden anderen
Seiten begrenzte Sehne eine gegebene Lange d habe.

Setzt man zur Analysis den bekannten Winkel ACB = v,
ferner AC — b, BC = a, seien ferner Z, Y beziiglich die Durch-
schnittsp\mkte des gesuchten Kreisbogens mit AC, bezw. BC, und
CX =y, CY — x, so erhdlt man die Gleichungen

Aus denselben folgt ;

also

Da der Nenner der rechten Seite dieser Gleichung zufolge
eines bekannten Satzes gleich ¢ ist, so ergiebt sich endlich

Hiernach ist die Konstruktion von x oder y leicht in bekannter

Weise auszufiihren; dieselbe ergiebt den Punkt Y oder X, und
KBIDT, trigonometrische Analysis. 1
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durch einen dieser Punkte nebst A und B ist der gesuchte Kreis-
bogen bestimmt.

Die vorstehende Aufgabe gehort jedoch nur im uneigent-
lichen Sinne hierher, weil der zur Beredmuug gebrauchte Winkel vy
in den Resultaten wieder ausgefallen ist, derselbe also bei der
Konstruktion selbst nicht gebraucht wii'd. In derartigen Féllen
hat der Gebrauch der trigonometrischen Funktionen also nur den
Zweck, der 'Rechnung in der Analysis die Hilfsmittel der gonio-
metrischen und trigonometrischen Lehrsdtze zu Gebote zu stellen,
bezw. vorkommende mehr oder minder komplizierte Ausdriicke aus
bekannten Gréssen durch abkirzende trigonometrische Foi-men dar-
zustellen oder die Auffindung der anzusetzenden Gleichungen zu
erleichtern.

Nicht selten weist ein solches Ausfallen der trigonometrischen
Funktionen aus den Resultaten darauf hin, dafs die Anwendung
derselben ein Umweg ist und daher durch eine kiirzere Auflésung
vermieden werden kann. So wird beispielsweise bei der vor-
stehenden Aufgabe die Erwé&gung, dafs AKYB  ein Sehnen-Viereck,
also der Winkel CYX gleich CAB ist, auf die kirzere Kon-
struktion fuhren, in welcher zwischen CB und CA eme Strecke
gleich d unter gegebenem Winkel gegen CB mittelst einer Par-
allelen zu CB eingetragen wird.

2. Eine andere Behandlung erfordern die Aufgaben, in welchen
eine oder mehrere Funktionen bekannter Winkel auch in den Re-
sultaten der Rechnung vorkommen. Es sei z. B. die Aufgébe ge-
stellt: Ein Breieck aus einer Seite a, der Differenz der ihr an-
liegenden Winkel B — y = 6 und der Differenz der zu den beiden
anderen Seiten gehdrigen Hohen hc— = d zn Kkonstruieren.

Um behufs der Analysis eine Gleichung zwischen den ge-
gebenen und einem unbekannten Stick aufzustellen, kann man

also

setzen, woraus

folgt. Durch
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und vy, und durch a nebst den Winkeln ist das gesuchte Dreieck
bestimmt.

Zur Kmstruktion zeichne man einen Winkel B — "8, mache
den einen Schenkel BC desselben gleich a, féalle von C auf den
anderen Schenkel die Senkrechte OD, beschreibe Uber CD als
Durchmesser den Kreis, sowie um D mit ~ d als Radius einen
zweiten Kreis, welcher den ersteren in E und F schneide, ziehe
durch den innerhalb des Dreiecks BCD liegenden Punkt E die
Gerade CE und durch B die Parallele zu CF* welche CE in A
schneide, so ist CAB das verlangte Dreieck.

Der Beweis hat zundchst zu zeigen, dafs der Winkel a gemafs
der fur ihn entwickelten Gleichung richtig konstruiert worden ist.
Es ist ndmlich zufolge der Konstruktion leicht zu zeigen, dafs
CD = asin * S, ferner das Dreieck D<JE ein rechtwinkeliges und
folglich

ist. Nun ist

Hieraus folgt dann rickwarts der Beweis, dafs das Dreieck ABC

die drei gegebenen Sticke hat. Es ist ndmlich 1) BC — a nach
Konstruktion; 2) = ~A5= 90" — = 90" —

- - Y- = + - y= MB - ), also
B—y-= 3) M — /ij, wie oben gleich 2a sin * <Jsin und

also mittelst der vorstehenden Gleichung fur sin *a, hc— hb — d.

3. Allgemein kann mau zur Konstruktion der berechneten
Ausdriicke die in letzteren vorkommenden trigonometrischen Funk-
tionen bekannter Winkel durch Verhéltnisse von Seiten recht-
winkeliger Dreiecke ersetzen, welche letzteren man aus dem be-
treffenden Winkel und einer beliebig angenommenen oder im
Anschlufs an die (brige Konstruktion zweckmafsig gewéhlten Seite
konstruiert. Man hat dann nur noch den so entstehenden Ausdruck
(wie u. A. in des Verf. ,Planimetrische Aufgaben”, Verlag von
E. Trewendt, Breslau, Teil Il auf S. 72ff. gezeigt ist) zu konstruieren.

Ausdriicke von der Form a = a-esin y — a-cos a erhalten

hiernach die geometrische Bedeutung der dem Winkel u beziiglich
1*
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gegeniiber- oder anliegenden Kathete eines aus diesem Winkel und
der Hypotenuse gleich a konstruierten rechtwinkeligen Dreiecks,

Entsprechend dient zur Konstruktion von

CO/%Ci ein rechtwinkeliges Dreieck mit dem Winkel a und einer Ka-

thete gleich a.
Wie konstruiert man hiernach Ausdriicke von der Form:

1)
Ebenso:
8)
Ebenso:
Ebenso:

4. Statt durch rechtwinkelige' Dreiecke konnen endlich be-
rechnete Ausdriicke zuweilen kiirzer mittelst schiefwinkeliger Drei-
ecke oder anderer Figuren konstruiert werden.

Um z. B, einen Ausdruck von der Form x = zu kon-
sm «
struieren, kann man ein Dreieck aus einer Seite BC = a, einem
ihr anliegenden Winkel B = R und dem ihr gegeniiberliegenden
Winkel A = a zeichnen; die dem Winkel B gegeniberliegende
Seite AC ist dann gleich x. Der Beweis folgt unmittelbar aus
dem Sinussatz. Entsprechend kanny = €iC0SRals die dem Winkel B
sm a

gegeniiberliegende Seite eines Dreiecks ABC konstruiert werden,
in welchem BC = a, * A = ci, B = 90— B ist. Ahnlich er-
halt man z= (8858 aus einem Dreieck mit der Seite a und den

Winkeln

Fiur X= N "und «-1-3-f r = 2 ist der Hohe
sm a
AE eines Dreiecks ABC BC = a, *"B = R "C=y gleich,

ebenso y = A/Ws\ir%a A gleich der Projektion von AC auf BC

und z — N AMNA y gleich dem unteren Abschnitt EH der Hohe
sin a
AE (wenn die Hohen CD imd AE einander in H schneiden).
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Wie konstruiert man in entsprechender Weise folgende Ausdriicke:

mit Hilfe des dem Dreieck ABC
umbeschriebenen Kreises?

3)

fur

Ist ABC ein Dreieck mit den Winkeln 2«, 2y und den diesen
beziigl. gegeniberliegenden Seiten a, b, ¢, und ist a-\-b-\-c — 2s,
Q der Radius des einbeschriebenen Kreises, welcher die Seite AB — ¢
in Ci, BC — a in A" berlhre, sind endlich , pj die Radien der betr.
&ufseren Beruhrungskreise, so ist x —s —a—ACA, y= s—b= BA®
7= S5 U= Q V= Q\ W= Q

Aufgaben zu § L
Auf der Seite AB eines gegebenen Dreiecks ABC (oder ihrer Ver-
l&ngerung) einen Punkt X zu bestimmen, so dafs, wenn man von
ihm die Senkrechten XY,XZ beztglich auf CM und CB fallt,
1) XZ gleich einer gegebenen Strecke s ist.

woraus auch

folgt.

gleich einer gegebenen Strecke d ist.
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7

oder fir c sin

Zwischen zwei Seiten AC* BC eines gegebenen Dreiecks eine
Transversale XY so zu ziehen, dafs
8) beide Teile des Dreiecks gleiche Umfange haben und
aufserdem das abgeschnittene Dreieck einen gegebenen Inhalt f hat.

9) die unteren Abschnitte AX, BY dieser Seiten einander
gleich sind iind das abgeschnittene Dreieck einen gegebenen In-
halt f hat.

10) beide Teile des Dreiecks gleiche Umfénge haben, wenn
aufserdem die Léange d der Transversale gegeben ist.

11) die imteren Abschnitte AX" BY dieser Seiten einander
gleich sind und die Transversale XY eine gegebene Lé&nge d hat.

12) dieselbe Tangente des dem Dreieck einbeschriebenen
Kreises wird und eine gegebene Lé&nge d hat.

13) dieselbe Tangente des dem Dreieck einbeschriebenen Kreises
wird und von ersterem ein Dreieck abschneidet, dessen Inhalt gleich
fA ereeeben ist.

14) sich dem Viereck A X YB ein Kreis einbeschreiben 1afst, wenn
aufserdem die Summe der oberen Seiten-Abschnitte
= 0 gegeben ist.

15) sich dem Viereck AXYB ein Kreis einbeschreiben lafst,
wenn aufserdem das Verhéaltnis der oberen Seiten-Abschnitte CY,
gegeben ist.



7 § 1. Erklédrnng der Methode. Erste Anfgaben-Grappe.

In einem Rhombus AB CD sollen von den einander gegeniber-
liegenden Eckpunkten B und D aus auf den je anliegenden
Seiten Stiicke von gleicher Lange x abgeschnitten werden. Die
Endpunkte dieser Sticke sind die Eckpunkte eines Rechtecks.
Das letztere soll einer der in den folgenden Aufgaben 16—19
gestellten Bedingungen genligen. (Man berechne x mit An-
wendung eines Winkels « des gegebenen Parallelogramms. Die
Mafszahl der Seite AB werde durch a bezeichnet.)

16) Das Rechteck soll einen gegebenen Umfang 4 s haben.

17) Die Differenz zweier aneinanderliegender Seiten des Recht-,
ecks soll gleich einer gegebenen Strecke 2d sein.

18) Das Verhéltnis zweier aneinanderliegender Seiten des Recht-
ecks soll gleich m :n gegeben sein.

19) Der Inhalt des Rechtecks soll gleich f gegeben sein.

Anmerkung: Zu den Aufgaben 16—19 konnen besonders leicht
auch Auflésungen mittelst algebraischer Analysis, also ohne trig. Funk-
tionen, gefunden und mit den vorstehenden trigonometrischen zur Ver-
gleichung zusammengestellt werden.

20) Zwischen den Schenkeln eines gegebenen Winkels A eine
Gerade XY von gegebener Lénge u so zu ziehen, dafs das Drei-
eck AXY  einen gegebenen Inhalt f* hat.

Far ist

Uber einer Seite AB eines Dreiecks ABC als Sehne einen Kreis-
bogen zu beschreiben, welcher die Seiten AC, BC bez. in Y, X
so schneide, dafs

21) die Diagonalen des Vierecks AYXB zu einander senk-
recht stehen.
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ergiebt sich mittelst ax = bij,

22) das Viereck AYXB einen gegebenen Umfang 2u hat.
Bei gleicher Bezeichnung wie vorher und fiira + ™+ c= 2s ist

§ 2.
Analysis mit Hilfe unbekannter Winkel. Einfache Aufgaben.

1. Ist ein unbekannter Winkel (p behufs Auflésung einer
Aufgabe zu ermitteln, so hat man eine Gleichung zu suchen, durch
deren Auflésung eine Funktion dieses Winkels mittelst gegebener
Stiicke ausgedriickt wird. Man findet dann im allgemeinen (p eben-
falls durch Konstruktion eines rechtwinkeligen Dreiecks, Wird z. B.

fur sin (p ein Ausdruck von der Form — gefunden, in welchem Z

und N lineare Grofsen sind, so mache man die Hypotenuse des
Dreiecks gleich JV, die eine Kathete gleich Z, und es ist dann cp
gleich dem der letztei'en Seite gegenuberliegenden Winkel des Drei-
ecks. Entsprechendes gilt in selbstverstdndlicher Weise von den
Ubrigen Funktionen des Winkels (p.

Es sei z. B. die Aufgabe gestellt, durch einen innerhalb eines
Kreises gegebenen Funkt P mei zu einander senkrechte Sehnen so
zu ziehen, dafs ihre Abstdnde vom Mittelpu/nhte zu einander in einem
gegebenen Verhdltnis m :n stehen. Setzt man hier den Winkel,
welchen die Verbindungslinie M P des gegebenen Punktes und des
Mittelpunktes mit einer der gesuchten Sehnen bildet, gleich gp, so

erhé&lt man unmittelbar tang = m. Zeichnet man also ein recht-
n

winkeliges Dreieck, dessen Katheten beziigl. zwei beliebigen in dem

gegebenen Verhdltnis stehenden Strecken gleich sind, so sind die

spitzen Winkel dieses Dreiecks gleich denjenigen, unter welchen

man die gesuchten Sehnen an MP anzulegen hat.

2. Um hiernach beispielsweise den Winkel B zu

zu konstruieren, kann man zunéchst diese Gleichung in
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umformen und dann ein rechtwinkeliges Dreieck mit der Hypo-
tenuse gleich b und einer Kathete gleich b — a benutzen.

Fir cos p= 1/ T foi'Bi6 zundchst um in

und benutze ein rechtwinkeliges Dreieck, dessen Hypotenuse gleich b
und dessen eine Kathete gleich der mittleren geometrischen Pro-
portionale zwischen a und b, also ein solches, in welchem die Pro-
jektion der einen Kathete auf die Hypotenuse gleich a ist.

Fir tang (p= konstruiere man zunéchst die dritte Pro-
2

portionale zu b und a, also ¢ = —, und benutze dann ein recht-

winkeliges Dreieck, dessen Katheten bezlglich gleich b und c sind.

Fir sin gp= cos a zeichne (p= 9O — « oder 9O® -{- a; flr
tang gp= sin « zeichne ein beliebiges rechtwinkeliges Dreieck mit
dem Winkel a und dann ein zweites, welches mit dem ersteren
in der diesem Winkel gegeniuberliegenden Kathete bereinstimmt,
und dessen andere Kathete gleich der Hypotenuse des ersteren ist.

3. Wie kann man entsprechend beispielsweise Ausdriicke von
folgenden Formen konstruieren?

Ebenso:

4. In einzelnen Fallen wird die Konstruktion des gesuchten
Winkels dadurch vereinfacht, dafs man den unbekannten Winkel
unmittelbar gleich einem bekannten oder gleich einem in bekannter
Weise konstruierbaren Winkel, z. B. 90°, 45", 60° und dergl.,
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findet. Beispiele hierzu bieten die Aufgaben zu diesem § unter
Nr. 1—13.

Im (brigen ist noch zu bemerken, dafs bei der Determination
von Aufgaben, in welchen ein gesuchter Winkel vorkommt, auf
die Zweideutigkeit der Bestimmung eines Winkels durch eine tri-
gonometrische Funktion zu achten ist.

Aufgaben zu § 2.

1) Es sei ein Quadrat AB CD gegeben; man soll von C aus
eine Gerade ziehen, welche die Diagonale BD 'm Y und den dem
Quadrate einbeschriebenen Kreis in X und Z so schneide, dafs

ist.

2) Vom Eckpunkt D eines gegebenen Quadrates AB CD aus
eine Gerade zu ziehen, welche die Diagonale AC in X und den
dem Quadrate umbeschriebenen Kreis in Y so schneide, dafs DX

3) An einen gegebenen Kreis sei eine Tangente gelegt, welche
denselben in A beriihre. Man soll vom Mittelpunkte C aus eine
Gerade CX so nach der Tangente ziehen, dafs das Dreieck JICX
durch die zum Durchschnittspunkt Y von CX mit dem Kreise
gehende Gerade A Y halbiert wird.

4) In einem Kreise, dessen Mittelpunkt C heifse, sei ein Durch-
messer AB gegeben. Man soll eine Sehne XY parallel zu AB
so ziehen, dafs, wenn B Y und A X einander auf ihren Verldnge-
rungen in U treffen und CU die Sehne XY vo.Z schneidet, das
Trapez AXYB dem Dreieck XYU inhaltsgleich werde.

5) Unter denselben Voraussetzungen wie in der vorigen Auf-
gabe soll das Dreieck ABU doppelt so grofs werden als das Recht-
eck aus XY xind CZ.

6) Von einem auf der Seite AB eines Quadrates AB CD
gegebenen Punkte P aus nach der gegeniberliegenden Seite eine
Gerade PX so zu ziehen, dafs, wenn DY und BZ auf PX ge-
fallte Senkrechte sind, ZY = XY PZ werde.
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7) Im Dreieck ABC die Transversale GX nach S0 zu
ziehen, dafs CX: AC = BX: BC ist.

8) Die Hohe CD eines gegebenen Dreiecks ABC  schneide
den dem letzteren umbeschriebenen Kreis in E] man soll eine
Sehne EZ dieses Kreises ziehen, welche AB in X und BC in Y
so schneide, dafs XY=ZY wird.

9) Innerhalb eines gegebenen Winkels soll vom Scheitel A
aus eine Strecke JAP von gegebener Ldnge a so gezogen werden, dafs,
wenn man von P aus die Senkrechten PX, PY auf die Schenkel
jenes Winkels fallt, das Dreieck APX  doppelt so grofs werde
als  PXY.

a unbestimmt.

10) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte M seien zwei zu
einander senkrechte Durchmesser AB* CD gezogen. Man soll eine
Sehne AY* welche CM in X schneide, so ziehen, dafs AX-XM

wird.

11) Vom Eckpunkte A eines gegebenen Quadrates A B CD
aus eine Gerade AX nach der Seite CD zu ziehen, welche die
Diagonale BD in Y schneide, so dafs AY- XY = DY" wird.

DAX=  (f,sin2g)= 1, cp = 45"; AX fallt mit AC zusammen.

12) Ebenso, nur soll BY — DY = AY sein.

13) In einem Kreise mit dem Mittelpixnkte C seien zwei zu
einander senkrechte Durchmesser AB, EF gezogen. Man soll auf
dem Bogen FB den Punkt X so bestimmen, dafs wenn man die
Sehnen AX" BX, EX zieht, von denen die letztgenannte CB in
Y schneide, XA XB = CY XE wird.

14) Unter denselben Voraussetzungen, wie in der vorigen
Aufgabe, soll X so bestimmt werden, dafs XE = XA — XB wird.
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15) Vom Eckpunkte C eines gegebenen Quadrates AB OD
aus eine Gerade CU nach der Seite AD zu ziehen, welche den
dem Quadrate einbeschriebenen Kreis das erste Mal in X, das
zweite Mal in Z schneide, so dafs das Dreieck CZM doj™pelt so
grofs als CXM werde, wobei M den Durchschnittspunkt der Dia-
gonalen bedeute.

16) In einem regelmafsigen Sechseck ABGDEF soll eine
Transversale AZ nach der Seite CD gezogen werden, welche den
grofsen Eadius 31B in X schneide, so dafs das Trapez XBCz
ein und einhalbmal so grofs als das Dreieck AXB  wird.

17) Ein Kreis mit dem Mittelpunkte C werde von einer Tan-
gente in A berlhrt, man soll eine Gerade CX nach der Tangente
ziehen, welche den Kreis in Y schneide, so dafs das Dreieck G YA
halb so grofs als das Dreieck AYX  wird.

18) In einem Kreis mit dem Mittelpunkte C sei ein Durch-
messer AB gezogen; man soll eine zu AB parallele Sehne XY
ziehen, so dafs, wenn die Verlangerungen von A X und B Y einander
in U treffen, das Trapez ABYX viermal so grofs als das Drei-
eck XYU  werde.

19) Unter denselben Voraussetzungen, wie in der vorigen
Aufgabe, soll das Dreieck CXY doppelt so grofs als das Dreieck
XYU  werden.

20) In den einem gleichseitigen Dreieck ABC umbeschriebe-
nen Kreis eine Sehne XY parallel der Seite BA so zu ziehen,
dafs das innerhalb des Dreiecks fallende Stiick derselben gleich
der Halfte der Sehne werde.

B Teilt also E die Hohe CD, so dafs
so geht AE verlangert durch X.

21) In den einem gegebenen Quadrate ~JB CD umbeschriebe-
nen Kreis eine Sehne XY parallel zu der Diagonale AC so zu
ziehen, dafs sie durch die Seiten DA, DC in drei gleiche Teile
geteilt wird.
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-0 N z- Zieht man also CEWBD, BEWAC,
so schneidet EA den Kreis in Y.

22) Uber den Seiten CD, AB eines gegebenen Quadrates
ABCD als Durchmessern seien nach aufsen Halbkreise beschrieben.
Man soll eine von den BoOgen dieser Halbkreise begrenzte Gerade
XY parallel zu der Diagonale CA so ziehen, dafs sie durch die
Seiten CD, AD in drei gleiche Teile geteilt wird.

23) Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man
soll von letzterem aus eine Strecke AX von gegebener Lange a
so ziehen, dafs wenn man von ihrem Endpunkte X die Senkrechte
XY auf MN fallt, XY:AY=m.n sei.

24) Auf dem Bogen AB eines Quadranten ACB  (mit dem
Mittelpunkte C) den Punkt X so zu bestimmen, dafs die Flachen-
inhalte der Dreiecke BCX iind ACX zu einander in dem ge-
gebenen Verhéltnis m : n stehen.

25) Durch einen innerhalb eines Kreises M gegebenen Punkt P
eine Sehne X F zu ziehen, so dafs die Differenz ihrer Abschnitte
XP, YP einer gegebenen Strecke d gleich sei.

26) Ein Quadrat zu konstruieren, so dafs jede Seite oder deren
Verldngerung durch je einen von vier in gerader Linie gegebenen

Punkten geht.

Sind A, B, C, D der Reihe nach die gegebenen Punkte und trifft
die Seite XY des Quadrats auf ihrer Verlangerung AD in D unter dem
Winkel cp, so ist far BC —a, AD —b, AB ==d, CD = ¢, tang cp >
= a:boder tgog= (e—c): (6 —d) oder tgcp = d :c.

27) Von einem aufserhalb eines Kreises C gegebenen Punkte A
seien an C die Tangenten AB, AD gezogen. Man soll S0
ziehen, dafs, wenn X der dem Punkt A am néchsten liegende
Durchschnittspunkt dieser Geraden mit dem Kreise ist, XD* — XB”

= r «AX st



14 § 2. Analysis mit Hilfe unbekannter Winkel. Einfache Aufgaben.

28) Zwischen zwei parallelen Geraden- sei ein Kreis gegeben;
man soll an letzteren eine Tangente ziehen, so dafs das zwischen
den Parallelen liegende Stick derselben eine gegebene L&nge habe.

Sei a der Abstand der Parallelen, b die Lilnge der Tangente, tp der
Winkel zwischen dem zum Beruhrungspunkt gehenden und dem zu einer

der Parallelen senkrechten Radius, so ist i

29) Von einem aufserhalb eines Kreises mit' dem Mittel-
punkte C gegebenen Punkte A aus eine Sekante AXY zu dem
Kreise zu ziehen, so dafs das Dreieck CXY dreimal so grofs als
das Dreieck AXC  wird.

.und die Tangente von A
aus gleich b.

30) An einem gegebenen Punkte E der Bande AB eines
rechtwinkeligen Billards AB CD liegt ein Ball; derselbe soll so
gestofsen werden, dafs er, nachdem er der Reihe nach an AD,
DC, CB angeprallt ist, nach E =zurlckkehrt. Den Weg des
Balls zu konstruieren.

31) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 30, soll der
Ball, nachdem er AD in X, DC m Y getroffen hat, nach dem
Eckpunkt B srehen.

32) Es sei ein Kreis M und innerhalb desselben ein Punkt P
gegeben; man soll durch P eine Sehne XY so legen, dafs, wenn
man den Durchmesser XZ zieht, ZY eine gegebene Lé&nge h
erhalt.

33) Zwischen zwei parallelen Geraden JfiV, M! N sei ein
Punkt P gegeben und durch P die Senkrechte zu den Parallelen
gezogen, welche MN in A, M'N' in B treffe. Man soll durch P
zwischen MN und M'N' die Gerade X Y so ziehen, dafs
gleich einer gegebenen Strecke c sei.

Far .

34) Ebenso wie in 33, nur soll AX — BY = c sein.
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35) Ebenso wie in 33, nur soll PX — PY == ¢ sein.

3G) Ebenso wie in 33, nur soll AX zn PY in einem ge-
gebenen Verhéltnis m : n stehen.

Auf einer Geraden CD sei im Punkte C nach der einen Seite die
Senkrechte CA = a, nach der anderen die Senkrechte CB
= > a errichtet. Man soll innerhalb des Winkels BCD
eine Strecke CX von gegebeneir Lange ¢ so ziehen, dafs, wenn
X r senkrecht auf CB ist,

37) AY ~B X wird.

38) Ebenso dafs AY~ BY” = AXAM BX"™ wird.

Zwei gegebene Kreise sollen einander in den Punkten A und B
schneiden; es wird eine durch A gehende Gerade verlangt,
welche den einen Kreis in X, den anderen in Y schneide,
so dafs, wenn man BX und BY zieht,

39) BX BY gleich einer gegebenen Strecke s ist.

40) Ebenso dafs BX -BY gleich einem gegebenen Quadrate
p~ ist.

41) Ebenso, dafs

42) Ebenso, dafs XY eine gegebene L&nge s hat.

43) Auf einer Geraden seien die Strecken AB = a, BC=h
neben einander abgetragen. Man soll in gegebener Entfernung r
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von B einen Punkt X bestimmen, so dafs AB und SO an dem-
selben unter gleichen Gesichtswinkeln erscheinen.

An zwei gegebene, einander von aufsen beriihrende Kreise, deren
Mittelpunkte B und O seien, sei eine dufsere gemeinschaft-
liche Tangente gezogen, und man habe die Centrale CB iber
B bis zu ihrem Durchschnittspunkt A mit der Tangente ver-
langert. Man soll von A aus eine Transversale, welche den
Kreis 5 in X und Y, den Kreis C \vl Z und TJschneide, ziehen,
so dafs (wenn J?, r beziglich die Radien von 0 und B sind)

44) UX-YZ = Bir st

45) Ebenso, dafs

46) Ebenso, dafs
47) Ebenso, dafs

48) Ebenso, dafs

S

49) Es seien zwei einander von aufsen beriihrende Ki-eise mit
den Mittelpunkten A, B und beziiglich den Radien R, r gegeben;
man soll auf dem Kreise A einen Punkt X bestimmen, so dafs die
von letzterem an den Kreis B gezogene Tangente XY gleich der
durch X senkrecht zur Centrale AB in den Kreis A gelegten
Sehne ist.

50. Von einem aufserhalb eines Kreises mit dem Mittel-
punkte O gegebenen Punkte A aus eine Sekante AXY zu dem
Kreise zu ziehen, so dafs die Dreiecke CXY und ACX Inhalts-
gleich werden.
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Ist die von A an den Kreis gehende Tangente gleich b, AC = a,

so ist

51) Von einem auf der Seite AB eines Quadrates  ABCD
gegebenen Punkte P soll nach der gegeniiberliegenden Seite eine
Transversale PX gezogen werden, so dafs die von den Eckpunkten
D und B auf dieselbe gefallten Senkrechten zu einander in einem
gegebenen Verhéltnis m :n stehen.

Insbesondere fir i

52) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C sei eine Sehne
AB = a gezogen, und durch A sei die Tangente an den Kreis ge-
legt; man soll eine Sehne B Y, deren Verldngerung die Tangente
in X schneide, so ziehen, dafs XY= BY  wird.

53) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 52), soll BY
— AX  werden.

Wird a nach dem goldenen Schnitt geteilt
und ist X der grofsere Abschnitt, so ist 2rsingp= a;= J. V.

54) Zwischen zwei parallelen Geraden MN, M'N' sei ein
Punkt P gegeben, und von demselben seien auf jene Geraden be-
zliglich die Senkrechten PA = a, PB = h gefdllt. Man soll durch
P eine Gerade legen, welche MN in X, M'N' in Y treffe, so dafs
AX -BY gleich einem gegebenen Quadrate p» wird.

55) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 54), soll
werden.

56) Auf einer Geraden CD sei in C nach der einen Seite
die Senkrechte CA — a, nach der anderen die Senkrechte CB — b
errichtet; man soll innerhalb des Winkels BCD die Strecke CX
von gegebener Lange c so ziehen, dafs, wenn XY senkrecht auf
CD gefallt wird,
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57) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 56), soll CX*
gleich dem arithmetischen Mittel aus A und JSYA sein.

58) In einem gegebenen Kreise mit dem Mittelpunkte C einen
Radius CT zu ziehen, welcher eine gegebene Sehne J? so in X
schneide, dafs CX* = J.X- XB ist.

Ist CD = a senkrecht zu AB, < XGD = tp,so ist r*cos gp= 2a”

59) In einem Kreissektor ACB, dessen Mittelpunkt C sei,
soll ein Radius CX so gezogen werden, dafs, wenn man von X auf
CA und CB beziglich die Senkrechten XX7, XX~ féallt und die
Gerade XM XM zieht, X*Xg :CA = XX*: XXM sei.

60) In einen gegebenen Kreissektor ein Quadrat XYZU zu
beschreiben, so dafs XU auf dem einen, Z auf dem anderen der

begrenzenden Radien und Y auf dem Bogen liegt.
Ist M der Mittelpunkt, < XMZ = a, YMX = qp, so ist cot cp
= 14" cot a.

61) Ebenso wie in 60), jedoch sollen X und U auf dem Bogen,
Y und Z auf je einem der begrenzenden Radien liegen.

62) In einen Kreis sei ein gleichschenkeliges Dreieck ABC
einbeschrieben; man soll eine Sehne XY parallel zur Basis AB
so ziehen, dafs dieselbe durch die Schenkel in drei gleiche Teile
geteilt wird.

63) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 62), soll der
innerhalb des Dreiecks fallende Abschnitt der Sehne gleich dei>
Summe der beiden anderen Abschnitte sein.

64) Von dem Eckpunkte B eines Dreiecks ABC eine Gerade
zu ziehen, welche ~C in X und den dem Dreieck umbeschriebe-
nen Kreis in Y schneide, so dafs X r =~ C r sei.

ABY —cpJtg = sina: (2 — cos et).

65) Durch einen auf einem Kreise gegebenen Punkt P zwei
Sehnen P X, PY unter gegebenem Winkel a zu einander zu ziehen,
so dafs PX :PY = m -n wird.



19 § 2. Analysis mit Hilfe unbekannter Winkel. Einfache Aufgaben.

66) Es sei ein Dreieck ABC und auf AB ein Punkt D ge-
geben; man soll ein Quadrat XYZU  so zeichnen, dafs UZ durch
C, Zr durch B, XY durch B und die Verldéngerung von UX
durch A geht.

67) Um ein gegebenes Viei'eck ein Quadrat zu beschreiben,

tg DA X — {d — acostt — csind) :{d — asina — ccos S).

68) Es sei ein Rhombus AB CD und auf der Verldngerung
von AB ein Punkt P gegeben; man soll durch P eine Gerade
ziehen, welche BC m X, AD in Yschneide, so dafs XY= A Tist.

69) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C seien zwei zu
einander senkrechte Radien CA® CB gegeben; man soll eine Sehne
B X ziehen, welche CA in Y so schneide, dafs XY-BY ist.

70) Aufserhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkte C sei
ein Punkt A gegeben. Man soll auf dem Kreise einen Punkt X
bestimmen, so dafs, wenn man AC und von A aus die Tan-
genten AB, AD, sowie AX, BX und DX zieht, DX* — BX"

ist.

71) Von dem Eckpunkte C eines Quadrates AB CD aus soll
eine Gerade gezogen werden, welche den dem Quadrate einbeschrie-
benen Kreis zuerst in X, dann in Z und die Diagonale BD iriY
so schneide, dafs X T = 9YZ ist.

72) In dem einem Quadrate ABCD  umbeschriebenen Kreis
eine Sehne DY zu ziehen, welche die Diagonale J.(7 in X so
schneide, dafs XY halb so grofs als die Seite des Quadrates wird,

73) Auf der Verldngerung eines Durchmessers CB eines
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Kreises M sei ein Punkt A gegeben; man soll von demselben aus
eine Sekante AXY so zu dem Kreis ziehen, dafs das Viereck
CBXY gleich dem Dreieck ACX  wird.

74) Es sei eine Gerade MN nebst zwei auf derselben Seite
dieser Geraden liegenden Punkten A™ B gegeben. Man soll auf
MN einen Punkt P bestimmen, so dafs 2 APM st

Sind AC — a, BD = b senkrecht auf
so ist’

In einem Kreise seien zwei parallele Sehnen CD, EF gegeben,
zwischen welchen der Mittelpunkt M liegt; der zu ihnen
senkrechte Durchmesser A B schneide CD in H, EF in G.
Man soll eine Sehne AZ ziehen, welche CD in P, EF in Q
schneide, so dafs
75) AP = qZ ist.

= a — 6 auf BA abgetragen, so schneidet die in X auf AB senkrechte
Gerade den Kreis in Z.*

76) Ebenso, dafs PQ das arithmetische Mittel zwischen AP
lind QZ ist.

cos (p= 1y/§ &ar+—6) (Wie vorher, wenn
macht ist.)

77) Ebenso, dafs PQ = QZ ist.

vgl. 76).
78) Ebenso, dafs J

79) Ebenso, dafs CP=EQ ist.
Setzt man

80) Ebenso, dafs

81) Auf einem Kreise einen Punkt P zu bestimmen,'so dafs,
wenn seine Verbindungslinie mit dem Mittelpunkte M eine ge-
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gebene Sehne AB in Q schneidet und G der Halbierungspunkt
der Sehne ist, PQ = QC wird.

82) Von der Spitze C eines Dreiecks ABC  soll nach der
Grundlinie AB eine Transversale OP gezogen werden, so dafs die
den Dreiecken ACP, BCP einbeschriebenen Kreise die Gerade CP
in demselben Punkte berihren.

83) Von einem Punkte A gehen vier Strahlen aus; auf dem
ersten derselben ist ein Pimkt B gegeben. Man soll von B aus
eine Transversale ziehen, welche die anderen Strahlen der Reihe
nach in X, Y, Z schneidet, so dafs XY = YZ wird.

84) In dem einen von zwei einander schneidenden Kreisen
einen Radius zu ziehen, welcher durch den anderen halbiert wird.

Ist die Centrale AB — c, der Radius von A gleich r, der von B
gleich B, XB der gesuchte Radius und der Winkel zwischen letzterem
und BA gleich cp, so ist 4c-Rcos cp — B — f

85) Von dem Mittelpunkt B des einen von zwei einander
schneidenden Kreisen A, B eine Sekante BZ zu dem anderen zu
ziehen, so dafs der zwischen beiden Kreisen liegende Abschnitt
derselben gleich dem vierten Teile der ganzen Sekante werde.

Ist B der Radius von B, r der Radius von A, die Centrale AB
=cund < ABZ=" c¢p,so ist 4ccos p= 5E— 3 n o

86) Auf dem &ufseren von zwei koncentrischen Kreisen sei
ein Punkt A gegeben; man soll durch denselben eine Sehne AZ
ziehen, deren innerhalb des inneren Kreises fallendes Stiick XY
gleich AX ist.

Ist C der Mittelpunkt, "GAZ= cp, soist 4li'cosg = 3YNBN — 1A,

87) Um einen auf der Kathete AC eines bei C rechtwinke-
ligen Dreiecks ABC zu bestimmenden Punkt P einen Kreis zu be-
schreiben, der AB in U berihrt und BC, bezw. deren Verlédnge-

rung unter einer Sehne YZ schneidet, so dafs YZ = PU wird.
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88) Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt
zwei zu einander senkrechte Sehnen zu ziehen, so dafs dieselben in

einem gegebenen Verhdltnis zu einander stehen.

Ist M der Mittelpunkt, P der gegebene Punkt, MF — a, XY die
eine Sehne,

89) Ein Sehnenviereck aus den vier Seiten zu konstruieren.

90) Auf der Verlangerung der Seite BA  eines Dreiecks
ABC sei ein Punkt P gegeben; man soll durch denselben eine
Transversale ziehen, welche AC m X, BC va. Y so schneidet,
dafs Br = ist.

Ist ins-
besondere (

91) Auf der Halbierungslinie eines Winkels A sei ein Punkt P
gegeben; man soll durch letzteren eine Gerade so ziehen, dafs die
durch dieselbe von den Schenkeln abgeschnittenen Stiicke .
eine gegebene Summe s haben.

92) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 91), soll A X— A Y
— d werden.

93) Durch ein Rechteck ABCD  soll eine Transversale ge-
zogen werden, welche die Diagonalen AC, BD bezlglich in X
und Y, die Seiten BC, AD beziglich in P und Z so schneide,

dafs PX: XY :YZ =12 werde.
Fur

94) Von dem Endpunkte A eines Durchmessers AB eines
Kreises soll in letzteren eine Sehne A Y gezogen werden, welche
einen zu jenem Durchmesser senkrechten Radius in X so schneidet,
dafs AX — XY gleich einer gegebenen Strecke d ist.

96) Unter derselben Voraussetzung, wie in 94), soll
sein.



§ 3. Aufgaben mit zusammengesetzten Winkeln. 23

In einem Kreise G sei ein Durchmesser AB gegeben, und durch
A sei die Tangente an den Kreis gelegt. Man soll auf dem
Kreise einen Punkt X bestimmen, so dafs, wenn man von ihm
die Senkrechte XY auf die Tangente fallt und” X zieht, eine
der folgenden Bedingungen 96)—98) erfillt sei.

96)

97)

98)

§ 3.
Anfgaben mit zusammengesetzten Winkeln.

1. statt des zunichst gesuchten Winkels t kann auch durch
die Gleichung ein von demselben abhéngiger Winkel, wie ~ (p,
9+ a, wenn a ein gegebener Winkel ist, u. dgl. m, berechnet
werden, dessen Konstruktion weiterhin in leicht ersichtlicher Weise
zu derjenigen des Winkels ¢) selbst fuhrt.

Wird z, B. die im vorigen § zur Erlduterung benutzte Auf-
gabe dahin abgedndert, dafs die Abstdnde der durch einen gegebenen
PiinJct P gelegten su einander senkrechten Sehnen eines Kreises vom
Mittelpunkte M eine gegebene Summe s haben sollen, so hat man

bei gleicher Bezeichnung wie vorher, und wenn MP = a ge-
setzt wird,
also

Beschreibt man hiemach ({iber einer Strecke AB = s als

Durchmesser einen Halbkreis, halbiert AB m G, zieht den zu AB
senkrechten Radius GD und durch A und D die Gerade, beschreibt
um B mit MP als Radius einen Kreisbogen, der die Verldngerung
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von AD in E schneide, und zieht BE, so ist
denn es st
also ~ D B E = (p— 45", mithin .

2. Es konnen ferner statt eines unbekannten Winkels zwei
oder mehr solche in die Rechnung eingefiihrt werden. Inshesondere
empfiehlt es sich hdufig zu der bekannten Summe zweier unbekannten
Winkel die Differenz der letzteren zu berechnen, um dann die
Winkel selbst in bekannter Weise aus der Summe und der Diffe-
renz zu konstruieren.

Es sei z. B. die Aufgébe gestellt, ein Dreieck aus einer Seite c,
dem ihr gegeniberliegenden Winkel y und dem Badius g des ein-
bescJmebenen Kreises zu konstruieren, so hat man fir die beiden
unbekannten Winkel B des gesuchten Dreiecks die Gleichungen

Aus der letzteren folgt

Konstruiert man nun zundchst einen Winkel C ==y und in
denselben mit dem Radius g den beide Schenkel beriihrenden Kreis 0,
so ist die Berlihrungssehne DE desselben gleich 2q G35 %y. Trégt
man nun auf CD die Strecke CE = c ab, beschreibt Uber GF
als Durchmesser den Halbkreis, welcher die Halbierungslinie des
Winkels C in Cr schneide, zieht EG-, verldngert EG- um GH
= DE, beschreibt um E mit EH den Kreis, welcher den Halb-
kreis in K schneide, und zieht EK, so ist
und da ~ CFG = (« -{-jS) ist, so ist ©~ KFH = B, u. s. w.

Aufgaben zu § 3.
1) Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man
soll von letzterem aus eine Strecke AX von gegebener Lange a
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Ko ziehen, dafs, wenn man von ihrem Endpunkte X aus die Senk-
rechte XY auf 3IN fallt, XY -AY gleich einem gegebenen
Quadrate b sei.

2) Auf dem Bogen AB eines Quadranten ACB einen Punkt P
zu bestimmen, so dafs die Inhalte der Dreiecke APB  und PCB
in einem gegebenen Verhdltnis m :n zn einander stehen.

3) Innerhalb eines Kreises K sei ein Punkt A gegeben; man
soll die Punkte P und Q auf dem Kreise so bestimmen, dafs
und AP=2AQ ist.

4) Um jeden der Eckpunkte A, B eines gleichseitigen Drei-
ecks ABC sei uber der gegenlberliegenden Seite als Sehne ein
Kreisbogen beschrieben. Man soll zwischen diesen Kreisbogen eine
Gerade XU parallel zu AB ziehen, welche ~C in Y, BC 'm Z
schneide, so dafs YZ gleich "XU werde.

5) Zu einem gegebenen Durchmesser AB eines Kreises soll
eine parallele Sehne XY gezogen werden, so dafs das Trapez AB  YX
doppelt so grofs ist als das Quadrat (ber seiner Hohe.

6) In einem Kreise seien zwei zu einander senkrechte Radien
CA, CB gegeben; man soll eine Sehne AX ziehen, welche CB
in Y so schneidet, dafs das Dreieck CAY gleich dem Quadrate
Uber XY wird.

7) Von einem zu bestimmenden Punkte des einen von zwei
Ki-eisen, die einander von aufsen beriihren, soll eine Tangente an
den anderen gelegt werden, welche gleich der Projektion des zu
jenem Punkte gehorigen Radius auf die Centrailinie ist.

@ der Winkel zwischen dem

Radius und der Projektion.)
8) Ein Trapez, in welches sich ein Kreis beschreiben [é&fst,
zu konstruieren, wenn die beiden parallelen Seiten a, ¢ und ein
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an der grofseren a dieser Seiten liegender Winkel a desselben ge-

geben ist.
Ist B der andere Winkel an a, so ist tg”~B= cecot™a:a

Innerhalb eines gegebenen spitzen Winkels soll vom Scheitel A
aus eine Strecke AP von gegebener Lange a so gezogen
werden, dafs, wenn man die Senkrechten PM, PN auf die
Schenkel jenes Winkels féllt, und b eine gegebene Strecke be-
deutet,

11) der Inhalt des Vierecks ANPM  gleich h* ist.

12) das Viereck ANPM halb so grofs als das Eechteck aus
AM imd AN ist.

(a unbestimmt).

13) das Viereck ANP3l  doppelt so grofs als das Rechteck
aus PM imd PN ist.

(@ unbestimmt).
14) das Dreieck AMN doppelt so grofs als PMN ist.

(@ unbestimmt).

15) das Dreieck AMN sich zu PMN wie m :n verhalt.

16) das Dreieck PMN gleich h" ist.

17) das Dreieck AMN gleich dem Rechteck aus Pilf und PN ist.
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18) Innerhalb eines gegebenen Winkels vom Scheitel A aus
eine Gerade so zu ziehen, dafs, wenn zwischen die Schenkel des
Winkels eine andere Gerade XY von gegebener Lénge c so ein-
getragen wird, dafs sie zu der ersteren (in P) senkrecht steht,
die Differenz der Abschnitte XP — PY gleich einer gegebenen
Strecke d sei.

19) Innerhalb eines gegebenen Winkels vom Scheitel A aus
eine Gerade AP von gegebener Lange a zu ziehen, so dafs, wenn
die in P auf AP errichtete Senkrechte die Schenkel des Winkels
bezlglich in M und N schneidet, PM «PN = b" ist.

20) Durch den Beruhrungspunkt A einer Tangente eines
Kreises sei eine Sehne AB — a gelegt; man soll eine zweite
Sehne B Y ziehen, deren Verldngerung Uber Y die Tangente in X
schneidet, so dafs AABY =b " ist.

21) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 20), soll AABY
werden.

22) In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C seien zwei
einander unter dem Winkel « schneidende Durchmesser AB, DE
gegeben; man soll eine Sehne EX ziehen, welche CB in F so
schneide, dafs die Dreiecke DXY und EC Y inhaltsgleich werden.

23) In einem bei C rechtwinkeligen Dreieck ABC eine Trans-
versale AX nach BC so zu ziehen, dafs AX* = AC B X wird.

24) Ein Winkel A sei in zwei Teile a, B geteilt; auf dem einen
Schenkel desselben (der zugleich Schenkel des Teiles a ist) sei eine
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Strecke AB abgetragen. Man soll durch B eine Gerade ziehen,
welche den anderen Schenkel in Y und die Teilungslinie in X
schneidet, so dafs AX das geometrische Mittel zwischen BX imd
XY ist.

An  beliebig.

25) Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man
soll von letzterem aus eine Strecke AX — a so ziehen, dafs,
wenn man von X aus X Y unter gegebenem Winkel X YA — a

gegen MN zieht und h eine gegebene Strecke bedeutet, AY- XY

Durch einen auf einem Kreise mit dem Mittelpunkt M gegebenen
Punkt P die Sehnen PX, PY zu ziehen, welche mit einander
einen den Mittelpimkt einschliefsenden Winkel gleich « bilden,
so dafs, wenn a eine gegebene Strecke bedeutet, eine der
folgenden Bedingungen 26)—31) erfillt ist.

Durch einen innerhalb eines Kreises gegebenen Punkt zwei zu
einander senkrechte Sehnen zu ziehen, welche
32) eine gegebene Summe 2&, oder
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33) eine gegebene Differenz 2& haben.

Zu 32) u. 33):

34) eine gegebene Differenz ihrer Quadrate haben.
cos 2 qj =

35) ein gegebenes Produkt haben.

36) Durch einen gegebenen Punkt in einen gegebenen Kreis
zwei zu einander senkrechte Sehnen so zu ziehen, dafs ihre Ab-
stdnde vom Mittelpunkte eine gegebene Differenz haben.

37) Ein Quadrat zu zeichnen, welches innerhalb eines ge-
gebenen Quadrats so liegt, dafs man jeden Eckpunkt des ersteren
mit je einem" Eckpunkt des letzteren so verbinden kann, dafs die
Verbindungslinien mit je einer Seite des letzteren gleiche Winkel
bilden, und dafs dieselben, ebenso wie die Seiten des neuen
Quadrats, halb so lang sind als die Seiten des gegebenen.

Bestimme den genannten Winkel. (

38) Durch einen in einem Kreise gegebenen Punkt zwei
Sehnen zu ziehen, welche mit einander einen gegebenen Winkel a
bilden, so dafs die Summe ihrer Abstdnde vom Mittelpunkte gleich
einer gegebenen Strecke s ist.

39) Ebenso wie 38), nur soll die Differenz der Abstdnde gleich
einer gegebenen Strecke d sein.

40) Auf dem kleineren der zu einer gegebenen Sehne AB
gehorigen Kreisbogen den Punkt X so zu bestimmen, dafs AX-BX
gleich einem gegebenen Quadrate wird.

41) Ebenso dafs, wenn duroii X der Durchmesser XY ge-
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zogen wird, die Flacheninhalte der Dreiecke AXB, AYB sich zu

einander wie m :n verhalten.

42) Ebenso dafs, wenn C der Mittelpunkt ist,
ist.

43) Auf der Hohe CB eines Dreiecks ABC st ein Punkt P
gegeben; durch denselben soll eine Transversale gelegt werden,
welche BC m X, AC m Y schneide, so dafs das Viereck CYDX
ein Sehnenviereck wird.

44) Es sei ein Dreieck ABC mit dem ihm umbeschriebenen
Kreis und der Héhe CD gegeben, deren Verldngerung den Kreis
in E schneide. Man soll eine Sehne EZ dieses Kreises ziehen,
welche BD in X so schneide, dafs XE = CZ werde.

46) Es sei ein Dreieck ABC mit dem ihm umbeschriebenen
Kreis und dem Durchmesser AE dieses Kreises gegeben; man soll
eine Sehne EZ des letzteren ziehen, welche CB in X und AB
in Y so schneide, dafs XY = YZ wird.

Auf einem gegebenen Kreisbogen AB einen Punkt P zu bestimmen,
so dafs, wenn PP”, PPg beziglich senkrecht zu den Radien
CA,CB  gezogen werden, und P*P* von CPin Q geschnitten wird,

49) Im Dreieck ABC die Transversale CX nach AB so zu
ziehen, dafs wird.
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50) Ein Dreieck ABC aus dem Umfang 2s, der Hoéhe h auf
AB und dem Radius “ic des der Seite AB anbeschriehenen &ufseren
Beriihrungskreises zu konstruieren.

Ein Dreieck zu konstruieren aus
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64) c, a-I) — m:n und der den Winkel y halbierenden Trans-
versale V.

Durch die Spitze C eines Dreiecks eine die Grundlinie nicht
schneidende Gerade zu ziehen, so dafs, wenn AAj,, BB" be-
zlgl. die von den anderen Eckpunkten A, B des Dreiecks auf
diese Gerade gefdllten Senkrechten sind,

66) CA™ «CB" gleich einem gegebenen Eechteck p *q sei.

67)

68) In einem Dreieck ABC eine Transversale zu ziehen,
welche ~C in Z, ~C in F schneide, so dafs AX=XY=YB ist.

69) In einem Dreieck ABC eine Transversale von gegebener
Lange d zu ziehen, welche AC m X, BC va.Y schneide, so dafs

§ 4.
Konstruktion von Winkeln durch scliiefwinkelige Dreiecke.

1. Die Konstruktion eines gesuchten Winkels geschieht zu-
weilen vorteilhaft, statt durch unmittelbare Anwendung recht-
winkeliger Dreiecke, durch solche von schiefwinkeligen Dreiecken
oder anderen Figuren, wie nachstehendes Beispiel zeigt:

Aufgabe: Ein gleichseitiges Dreieck m ‘'konstruieren, von dem
zwei Eckpunkte auf gegebenen parallelen Linien, liegen wnd der d/ritte
ein zwischen letzteren gegebener Funkt ist.

Analysis: Es seien ij, L™ die gegebenen parallelen Geraden
und X auf Z auf L® P zwischen L* und L. die Eckpunkte
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des gesuchten Dreiecks; ferner sei durch P die Senkrechte AB
zu den zwei Parallelen gezogen, und die Mafszahlen der betreffen-
den Abschnitte AP — a, BP = b seien als gegebene Grofsen be-
trachtet. Die Lage von PX und damit dann auch das gesuchte
Dreieck selbst wird bestimmt sein, wenn der Winkel APX = g)
bekannt ist. Setzt man nun *

also

Hieraus folgt

also

Die Vergleichung dieses Resultats mit einer bekannten Formel
der Trigonometrie zeigt, dafs 90° — g) gleich einem Winkel eines
Dreiecks ist, in welchem zwei Seiten und der eingeschlossene

Winkel beziuglich gleich a, 120° sind, und fihrt somit zu
folgender
Konstruktion: Vom Punkte P falle man auf die Parallelen

die Senkrechte, welche L™ in A, L” in B schneide; darauf kon-
struiere man (Uber AP als Seite ein gleichseitiges Dreieck APC,
verbinde C mit P, fédlle auf CB die Senkrechte PD, verlangere
dieselbe lber P, bis sie L™ in X schneidet, lege an XP in P eine
Gerade unter einem Winkel XPZ = 60° an und verbinde den
Durchschnittspunkt Z dieser Geraden und der Linie X¢ mit X.
Das Dreieck XPZ ist das verlangte.

Beweis: Behdlt man die in der Analysis gebrauchten Be-
zeichnungen fir AP, PB, XP wund den Winkel APX bei, so ist
PZ «cos

Nun ist

also
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Ferner ist

also endlich

Mithin ist das Dreieck XPZ gleichschenkelig, und da der
Winkel ZPX desselben gleich 60° ist, so ist es gleichseitig.

DisTcussion: Das Dreieck XPzZ léfst sich auch auf der
anderen Seite von AB konstruieren, ei'hdlt aber dabei dieselbe
Grofse, wie vorher. Die Konstruktion ist stets ausfiihrbar, Ist P
von den beiden Parallelen gleichweit entfernt, so wird (p= 60",
und die Konstruktion vereinfacht sich hiernach erheblich.

2. In &hnlicher Weise kann man die Ausdriicke

wie folgt konstruieren: In einem Dreieck ABC mit den Seiten

BC = a, AC = 1)und dem Winkel P = ist der Winkel A
gleich X. Konstruiert man das Dreieck statt mit dem Winkel R
mit B = 90" — |3, so ist = und 0 gleich dem Komple-

ment von A.

Konstruiert man ferner ein Dreieck ABC aus den Abschnitten
BD —p, AD = q, welche die HOhe auf AB bestimmt, und dem
Winkel B — R oder dem Winkel A = a, so ergiebt sich, dafs
zur Konstruktion von

Wie konstruiert man entsprechend

1)

Die Konstruktion von y und s wird auf die von x mittelst
der Substitution i = ¢ — bezw. W — d* — ¢* zurickgefiuhrt.
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2) sinic= sina + sinfB, cosf/= sin«+ sinfB, cos0= cosa+ cos R.

Konstruiert man um ein Dreieck AJSC mit den Winkeln a, B
den umbeschriebenen Kreis, so sind die zur Sehne « + & ge-
horigen Peripheriewinkel des letzteren gleich x und der kleinere
derselben ist gleich 90° — y. z erhdlt man in entsprechender
Weise, wenn man die Winkel z, a, 8 durch ihre Komplemente
ersetzt.

Aufgaben zu § 4.

1) Durch den Eckpunkt C eines gegebenen Dreiecks soll
innerhalb des 'letzteren eine Gerade so gezogen werden, dafs, wenn
man auf dieselbe die Senkrechten AA”, BB~ fallt, AA* : BBA
gleich einem gegebenen Verhéltnis m :n ist.

2) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 1), soll CANiCB”
— m :n sein.

tg A2aC analog tgcp in 1).

3) Durch einen gegebenen Punkt P eines Kreises in letzteren
zwei Sehnen PX, PY zu ziehen, welche mit einander den Winkel a
bilden, so dafs PX :PY = m :n st

KP Y = ip; tg (90° — cp) = nsincci (M — n cos a).

Auf einer Geraden sei ein Punkt A gegeben. Man soll eine Sti-ecke
J.X = a so ziehen, dafs, wenn X Y unter gegebenem Winkel
XYA = a gegen jene Gerade gezogen wird,

tg cp entsprechend wie
5)

6)

7) Im Dreieck ABC die Transversale CX nach einem Punkte
von AB so zu ziehen, dafs CX BX = AB \AC wird.

8) Auf der Hypotenuse AB eines rechtwinkeligen Dreiecks
ABC einen Punkt X so zu bestimmen, dafs
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9) Ein Dreieck zu konstruieren aus

10) Ein Dreieck zu konstruieren aus

11) Auf dem Bogen AB eines Kreissektors AGB soll ein
Punkt X bestimmt werden, so dafs die Verbindungslinie der Fufs-
punkte der von X auf die begrenzenden Radien gefallten Senk-
rechten durch CX in einem gegebenen Verhdltnis m :n geteilt
werde.

12) Innerhalb eines gegebenen spitzen Winkels soll vom
Scheitel A aus eine Strecke AP von gegebener Lénge a so ge-
zogen werden, dafs, wenn man die Senkrechten PM, PN auf die
Schenkel jenes Winkels fallt,

Anmerkung: Hierher lafst sich auch ein Teil der Aufgaben des
8 3. ziehen, z. B. die Nummern 55), 58)—60), 63) u. a. m.

§ 5.
Konstruktion von Winkeln aus unentwickelten Crleicliungen.

1. Ein den vorigen ahnlicher Fall findet statt, wenn fiir zwei
gesuchte Winkel Gleichungen von der Foi'm

gefunden werden. Man sieht dann unmittelbar ein, dafs cp und ijj
beziglich gleich zwei Winkeln eines Dreiecks sind, in welchen der
dritte Winkel gleich 180° — G ist (fur a < 2R) und die jenen
Winkeln gegeniiberliegenden Seiten sich zu einander verhalten wie
m :n. Man konstruiert also die gesuchten Winkel unmittelbar,
indem man zwei beliebige Strecken a, & so bestimmt, dafs a :h
==m :n ist, und aus ihnen als Seiten und dem eingeschlossenen
Winkel gleich 180®—6 ein Dreieck konstruiert. Der Winkel dieses
Dreiecks, welcher der Seite a gegeniuberliegt, ist dann gleich (p.
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der der Seite h gegenlberliegende gleich ip. Der Beweis ergiebt
sich leicht mit Hilfe des Sinussatzes.

Ist a» 2Ej so benutze man die Supplemente von cp und tp.

Das vorstehende Beispiel erganzt zugleich als solches die
frihere Besprechung des Falles, dafs mehr als ein unbekannter
Winkel gesucht wird. Aufserdem zeigt dafselbe, dafs es nicht immer
erforderlich ist, die fir unbekannte Winkel gefundenen Gleichungen
auf je eine Funktion der ersteren aufzul6sen, indem man zuweilen
die Konstruktion der Winkel auch aus unentwickelten  Gleichungen
abzuleiten vermag. Dieser letztere Fall soll im folgenden noch
naher besprochen werden; hier sei in dieser Beziehung noch be-
merkt, dafs man die obigen Gleichungen, die man auch in der Form

gegeben voraussetzen darf, beispielsweise noch durch folgende Kon-
struktionen auflésen kann, so dafs man bei jeder einzelnen bezig-
lichen Aufgabe die flr letztere vorteilhafteste auszuwéhlen im-
stande ist:

«) Konstruiere ein Dreieck ABC, in welchem CB — a,
CA = hund " C = a ist, und ziehe in ihm die Mittellinie CD,
dann ist BCD = cp, ACD = il

B) Zeichne AD = b, verldangere AD iim DB = a, Kkon-

struiere Uber AB ein gleichschenkeliges Dreieck ACB, so dafs
A ACB = 6, ziehe CD, so ist ~ ACD = cp, BCD =

Die Beweise der Richtigkeit dieser Konstruktionen kdénnen als
Ubungsaufgaben dienen.

2. Auf analoge Weise, wie die vorstehenden, kénnen die
folgenden Gleichungen durch Konstruktion aufgelést werden:

Fihrt man hier statt cp den Winkel 180° — 9) ein, so wird'
die Aufgabe auf die vorige zuriickgefuhrt und kann demnach, wie
folgt, gelést werden:

Konstruiere ein Dreieck ABC ans CB = a, CA = b, -"C =0,
so ist der Nebenwinkel von A gleich cpund der Winkel B = ip.

Zweckmafsiger als die Zuruckflihrung dieser Aufgabe auf die
unter 1. gel6ste mittelst der Einfihrung der Komplemente voncp
und ijj ist die folgende Konstruktion:
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Zeichne ein Dreieck ABC aus
und in demselben die Hohe CD. Dann ist
und zvifar ist, wenn CD die Grundlinie AB selbst trifft,
wenn aber CD die Verlangerung der Grundlinie triff',

Konstruiere ein Dreieck ABC aus dem Winkel C= 6 und
den durch die Hohe auf A B gebildeten Abschnitten AD
BD = q, so ist ACD = 9), BCD = ip, und zwar, je nach-
dem D zwischen A und B oder auf der Verldngerung von AB
liegt, B-[-1,= (@ oder — i{j= 6.

Kann in entsprechender Weise, wie c) behandelt werden;
AN CAD = (p, CBD = ifj.
3. Eine dritte Gruppe héufig vorkommender Gleichungen ist

deren Auflésung mittelst Rechnung ohnedies auf Weitldufigkeiten
fuhren wirde. Zur Auffindung der betreffenden unmittelbaren Kon-
struktionen fihrt folgender Gedankengang:

Konstruiert man ein rechtwinkeliges Dreieck ABC, dessen
Katheten BC = a und AC = 1 sind, denkt man sich dann an
BC in C den Winkel cpso angelegt, dafs sein freier Schenkel das
Dreieck ABC nicht trifft, imd fallt auf diesen Schenkel, bezw.
seine Verlangerung die Senkrechten AA”, BB”, so ist CBM = acos <p,
CAN = 1) sin qo, also A" B ==acoscp-j- bsincp, also fir den
Fall (1) = c¢. Zieht man dann durch B die Parallele BX
zu Bj™Ai bis zum Durchschnitt mit oder deren Verldngerung,
so ist auch BX = ¢, X liegt auf dem Uber AB als Durchmesser
beschriebenen Kreis, und CBX ist gleich (p. Legt man da-
gegen an CP in C den Winkel cpso an, dafs sein freier Schenkel
den rechten Winkel BCA teilt, und féllt wieder die Senkrechten
AA”, BB™ auf diesen Schenkel, so ist CB* — a cos (p, CA"
— bsing}, und im Falle (2), in welchem a cos 9> & sin 9?, also

a

<y, d. h. fiur einen spitzen Winkel (p, gq)<. BAC voraus-

gesetzt ist, Aj*Bj*= acosg) — &sin9J, dagegen im Falle (3), in
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a

welchem & sin gp>>a cos o, also tg 9) ]> —, bezw, (p>> voraus-
gesetzt ist, A®BN = sinqo — acos93. In beiden Fallen ist, wenn
man wieder B X parallel zu B*A”™ bis nach AA" oder deren Ver-
langerung zieht, BX= ¢, X liegt auf dem (ber AB als Durch-
messer beschriebenen Kreis, und es ist CBX im Falle (2)
gleich g), im Falle (3) gleich 180" — 9 Hiernach ergiebt sich
folgende Konstruktion:

Man zeichne in allen Féllen das Dreieck ABC, wie oben an-
gegeben, beschreibe ber AB als Durchmesser den Kreis, sowie
um B mit ¢ den Kreis, welcher den ersteren in Xund X* schneide;
X liege auf dem Halbkreis BCA, X" auf dem anderen Halbkreis.
Fallt nun X zwischen A und C, so ist CBX gleich @ fur den
Fair(l), fallt dagegen X zwischen B und C, so ist 9
fur den Fall (2). Der Punkt X* liefert, wenn "CBX”" <90"
wird, ebenfalls einen Wert von cp fir (I) im Winkel CBX", ist
aber CBX”™ > 90° so ist sein Nebenwinkel gleich 9 flr den

Fall (3).

o wird immer als spitzer Winkel vorausgesetzt werden dirfen,
denn ist beispielsweise ¢p stumpf, so fiihrt die Substitution 9 = 180° — X}
fir i wieder auf einen der Falle (1)—(3).

Als Beispiel diene die Aufgabe: Ein Dreieck aus dem Um-
fang + einem Winkel y und der Differenz der Eadien
derjenigen &ufseren Berihrungslicreise, welche den anliegenden Seiten
anheschriehen sind, Qa — Qb = d zu konstruieren.

Nach bekannten Lehrsdtzen der Trigonometrie ist

also

Setzt man \ {o&— f3) = c¢p, so ergiebt sich hieraus

Man konstruiere hiernach ein rechtwinkeliges Dreieck AOB
aus den Katheten AC=2Sj BC ==d, beschreibe (iber AB als
Durchmesser nach aufsen, und ebenso Uber BC als Durchmesser
nach aufsen einen Halbkreis, lege an J5C in (7 innerhalb des
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letzteren Halbkreises einen Winkel BGB = "y an, ziehe j5Z),
beschreibe mit BD um B einen Kreisbogen, der den anderen Halb-
kreis in X schneide, ziehe die Gerade durch X und B, welche den
Halbkreis tber BC 'm Y schneide, so ist der Winkel DAY gleich
einem zweiten Winkel B des gesuchten Dreiecks, und daher die
Aufgabe auf die bekannte zuriickgefiihrt, ein Dreieck aus dem Um-
fange und den Winkeln zu konstruieren. Es ist ndmlich nach der
vorhergehenden Erkl&rung der Nebenwinkel YBC von (75 X gleich

— &), und da D.BO = 90" —"ry= l« -f | 3ist, so
folgt leicht, "DBY=BBG — YBC = R.

Die obige geometrische Auflosung der Gleichungen (1)—(3)
entspricht der bekannten trigonometrischen mittelst eines Hilfs-
winkels und kann auch durch diese aufgefunden, bezw. begriindet
werden. Setzt man z. B. in jenen Gleichungen a = wsin 9,

& == wcos'9', so ist tangO' == = a -} welche Grofsen
mittelst des oben benutzten rechtwinkeligen Dreiecks konstruiert
werden. Dann ist'fir (1) sin {(p -f d), fur (2) sin (S — gj), fur (3)
sin (9 — gleich — bestimmt, u. s. w.
4. Es seien ferner die Gleichungen:

1) 9 =6 acsP+ &cos = 5

(2) Q) 1; 6, asin9-{- &sinif; = s,

(3) @ = 6 acoa(p— bCOSIH= s

durch Konstruktion aufzulésen.

Konstruiert man ein Dreieck ABC aus BC = a, AC —h"
N C= 180° — 6, beschreibt (ber AB als Durchmesser einen
Halbkreis, trédgt in diesen eine Sehne BE — s ein und zieht
CF|| BE, so teilt CF den Nebenwinkel ACG von BCA in die
Winkel cp und fur die GI. (1). (Zwei Loésungen!)

Andert man diese Konstruktion dahin ab, dafs -~ C — 6 und
CF\AE gezogen wird, so teilt CF den Winkel BCA ent-

sprechend den Gleichungen (2), wenn BE = s, und entsprechend
den Gleichungen (3), wenn AE = s gemacht wird. Analoges gilt
fir a singp — 6sin = s. (Diskussion der Resultate im ein-

zelnen Fall!)
5, Zur Auflosung von @ {-«/;= <acosg cos = & zeichne
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man einen Winkel BGA = 6 mit den Schenkeln GB = a, GA
— b, beschreibe Uber GB als Durchmesser den Kreis und errichte
auf GA in A die Senkrechte, welche den Kreis in D schneide.
Die Gerade GD teilt den Winkel BGA in BGB ==q), DGAM)).

Fur gj ip= 0, asingsinip= i benutze man die Komple-
mente von (p und tp und verfahre mit denselben entsprechend wie vorher.

Ahnlich verfahre man auch, wenn a sin g)cos ip — b sein soll,

Aufgaben zu § 5. - -
1) Ein Dreieck zu konstruieren aus einer Seite ¢, dem ihr
gegeniiberliegenden Winkel y und der Summe a -j- b= s der beiden
anderen Seiten.
Die Mollweidesche Formel (a -f-5) sin*y = ¢ cos ” (a — B) fuhrt auf
sin [90° — (@ —R)] :sin~"y= (a-f & :c,

und die hierdurch angezeigte Konstruktion eines Hilfsdreiecks aus den
Seiten a + c und dem der letzteren gegenuberliegenden Winkel i y
auf eine mit der bekannten rein planimetrischen (nach der Methode
der Hilfsfiguren) identische Konstruktion des gesuchten Dreiecks. — In
entsprechender Weise behandele man die zunachst folgenden Aufgaben:

Ein Dreieck zu konstruieren aus

2)

3)

i)
Ebenso aus

5)

6)

sin (B —y): sina=: Konstruiert man also zunéchst P :a
= d, soist sin(@—y):sina= ®Z:a Ist in einem Dreieck BGB,
BC = a CE = d N~ CEB = a gemacht nnd um das Dreieck der
Kreis beschrieben, sowie AF im Halbierungspunkt F von BE senk-

recht, A auf dem zum Winkel BCE gehorigen Bogen, so ist das Drei-
eck ABC das verlangte.

7)

8)
Far

Innerhalb eines Dreiecks ABG soll von G aus eine Transversale
so gezogen werden, dafs, wenn AX und BY auf dieselbe
senkrecht geféllt sind, eine der folgenden Bedingungen 9)—15)
erflllt wird:

9
(F[)JI“
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10)

11)
12)
13)
14)

15) ,

Von einem Punkte C aufserhalb eines Kreises 31 seien an den-
selben die Tangenten CA, CB gezogen; man soll auf dem
kleineren Bogen AB einen Punkt P so bestimmen, dafs, wenn
man PQ senkrecht auf CA, PN senkrecht auf CB fallt, eine
der folgenden Bedingungen 16)—17) erfullt wird.

18) Es sei ein Kreis C und eine Gerade MN gegeben; man
soll auf MN einen Punkt P so bestimmen, dafs eine von P an

C gezogene Tangente mit MN den gegebenen Winkel a bilde.
Isi GA=a senkrecht auf MN, J.C7P= qp, so ist cos(a:-f 9): cos 9

= r:.a

Durch einen zwischen zwei parallelen Geraden L, L" gegebenen
Punkt P sei eine Gerade gezogen, welche L m A, L m B
schneide. Man soll durch P eine zweite Gerade ziehen, welche
L in Q, L™ in M schneide, so dafs

a

19) AQ BM gleich einer gegebenen Strecke s sei.

20) AQ *BM gleich einem gegebenen Quadrate sei.

21),
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Auf dem Bogen AB eines Kreissektors AMB  den Punkt P so
zu bestimmen, dafs, wenn PN, PQ beziglich senkrecht auf
MA, MB sind, eine der folgenden Bedingungen 23)—27) er-
fallt ist:

28) Ein Dreieck zu konstruieren, wenn ein Winkel y des-
selben und die Abstdnde m, n des Mittelpunktes des umbeschrie-
benen Kreises von den anliegenden Seiten gegeben sind,

29) Ein Dreieck zu konstruieren, wenn die Abstdnde m, n
des Mittelpunktes des demselben einbeschriebenen Kreises von zwei
Eckpunkten und der Winkel y am dritten Eckpunkt gegeben sind.

30) Durch einen auf einem Kreise gegebenen Punkt P zwei
Sehnen PX, PY unter gegebenem Winkel a zu einander zu ziehen,
so dafs, wenn r der Radius des Kreises ist, XY: PX = r: PY wird.

31) In einem Kreis sei eine Sehne AB = a gegeben; man
soll eine zweite Sehne J.X so ziehen, dafs das Dreieck  ABX
dem Quadrate lber B X gleich werde.

32) Um einen auf der Kathete AC eines bei C rechtwinke-
ligen Dreiecks ABC zu bestimmenden Punkt P einen Kreis zu
beschreiben, der AB xa U berlhrt und BC, bezw. deren Ver-
l&ngerung unter einer Sehne YZ schneidet, so dafs YZ==CP  wird.
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33) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 32), soll YZ
— 2AU  werden.

Zwischen zwei an einen Kreis 31 gezogenen Tangenten CA, CB
soll eine dritte Tangente gezogen werden, welche CA in X,
CB in Y schneide und den Kreis in Z berihre, so dafs

Auf dem Bogen AB eines Kreissektors ACB einen Punkt Z zu
bestimmen, so dafs, wenn man durch denselben die Tangente
an den Kreis zieht, welche die Verldngerung von CA in X,
die von CB in Y schneide,

38) Ein Dreieck zu konstruieren aus

39) Innerhalb eines Dreiecks ABC von C aus eine Trans-
versale zu ziehen, so dafs, wenn AX und BY senkrecht auf die-
selbe gefdllt sind, das Rechteck aus A X und B Y zum Rechteck
aus CX und CY in einem gegebenen Verhdltnis m : n stehe.

40) Ebenso dafs

Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A gegeben; man soll von
letzterem aus eine Strecke AX von gegebener L&nge a so
ziehen, dafs, wenn man die Senkrechte XY auf MN féllt,
41) XY AY gleich einer gegebenen Strecke h sei.



~458 5. Konstruktion von Winkeln aus unentwickelten Gleichungen.

44) In einen gegebenen Kreisabschnitt ein Rechteck zu be-
schreiben, dessen Diagonalen einander unter einem gegebenen
Winkel a schneiden.

Ist ¢p der Winkel zwischen dem zur Sehne des Segments senk-
rechten und dem nach einem ”auf dem Bogen liegenden Eckpunkte des
Rechtecks gehenden Radius, so ist

45) In einen gegebenen Kreisabschnitt ein Rechteck zu be-
schreiben, dessen Seiten in gegebenem Verhéltnis m : n stehen.

Bei gleicher Bezeichnung, wie in 44), ist

46) In ein gegebenes Kreissegment ein Quadrat zu beschreiben.

Bezeichnung entsprechend wie in

47) In ein gegebenes Quadrat ein gleichseitiges Dreieck zu
beschreiben, so dafs beide Figuren einen Eckpunkt gemeinsam
haben.

Im Dreieck ABC die Transversale CX nach AB so zu ziehen, dafs

Zwei Kreise haben eine Sehne AB gemeinsam; man soll durch A
eine Gerade legen, welche den einen Kreis in X, den anderen
in Y schneide, so dafs

Durch den Eckpunkt C eines Dreiecks ABC eine AB  nicht
schneidende Gerade so zu ziehen, dafs, wenn AA” und
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BB die von J., bezw. B auf diese Gerade gefallten Senk-
rechten sind,

58) Um jeden von zwei einander gegenuberliegenden Eck-
punkten B, B eines Quadrates AB CD sei mit der Seite des letzteren
als Radius ein Kreisbogen beschrieben. Man soll eine Gerade
parallel zu DB ziehen, welche AD in X, AB in U und die
Kreisbogen beziigl. in Y und Z schneide, so dafs XY — YZ
==ZU ist.

Innerhalb eines gegebenen hohlen Winkels soll vom Scheitel A
aus eine Strecke AP von gegebener L&nge a so gezogen
werden, dafs, wenn man die Senkrechten PX, PY auf die
Schenkel des Winkels fallt, eine der folgenden Bedingungen
59)—62) erfillt wird.

Auf einer Geraden MN sei ein Punkt A und aufserhalb derselben
ein Punkt P gegeben; man soll eine Gerade PX nach MN
so ziehen, dafs eine der folgenden Bedingungen 63)—65) er-
fallt wird.
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66) In einem bei C rechtwinkeligen Dreieck ABC eine Trans-
versale AXnach CBtm. ziehen, so dafs AB — BX = AX— CX wird.

67) Durch einen zwischen zwei parallelen Geraden M N, M~AN?
gegebenen Punkt P eine Gerade zu ziehen, welche MN in X,
JfiJVj in Y schneide, so dafs, wenn PA auf MN senkrecht ge-
fallt ist, AX PY = c¢ wird.

In einem Kreise mit dem Mittelpunkte C sei eine Sehne AB
= 21) gegeben, welche von dem zu ihr senkrechten Eadius in
D geschnitten werde. Man soll einen Radius CY ziehen,
welcher AB in X schneide, so dafs eine der folgenden Be-
dingungen 68)—70) erflllt wird.

Auf der Seite AB eines Quadrats AB CD sei ein Punkt P ge-
geben; man soll eine Transversale PX nach CD ziehen, so
daf® wenn die Senkrechten D Fund BZ auf PX gefallt werden,
eine der folgenden Bedingungen 71)—73) erfullt wird.
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Ein Dreieck zu konstruieren aus

Ahnlich

81) An den Bogen AB eines Kreissektors ACB eine Tan-
gente zu ziehen, welche die Verldangerungen von CA und CB
bez. in X, Y schneide, so dafs, wenn Z der Berlihrungspunkt ist,
XZ — YZ gleich einer gegebenen Strecke d sei.

In einem Dreieck ABC durch C eine Transversale zu ziehen, so
dafs, wenn AX und BY senkrecht auf dieselbe geféllt sind,
eine der folgenden Bedingungen 82)—85) erfullt wird.

82;

83;

84;

85;
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An einen Kreis M seien zwei Tangenten CA, CB gezogen; man
soll auf dem kleineren Bogen AB einen Punkt X so be-
stimmen, dafs, wenn von ihm auf CA xmd CB bez. die Senk-
rechten XY, XZ gefadllt werden, eine der folgenden Bedingun-
gen 86)—=89) erfullt wird.

Ein Dreieck zu konstruieren aus

98) Auf dem Bogen AB eines Kreissektors einen Punkt P
zu bestimmen, so dafs, wenn von ihm auf die Radien CACB
bez. die Senkrechten PN, PQ geféllt sind, CN'CQ=p" wird.

99) Auf dem Bogen AB eines Kreissektors ACB  einen

Punkt P zu bestimmen, so dafs, wenn auf die in A, bez. B an
KEIDT, trigonom. Analysis. 4
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den Kreis gelegten Tangenten die Senkrechten PX, PY gefallt
Vierden,

100) Unter denselben Voraussetzungen, wie in 99), soll  AX'BY
sein.

Ein Winkel BCA soll durch eine Gerade so geteilt werden, dafs,
wenn man von den auf den Schenkeln gegebenen Punkten A, B
auf diese Gerade die Senkrechten AX, BY féllt, eine der
folgenden Bedingungen 101)—103) erfullt wird.
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In B. G. Teiibner's Verlag sind ferner erschienen:

Lehrbuch der Elementar-Geometrie. Erster Teil. Gleichheit
der planimetrischen Grofsen. Kongruente Abbildung in der Ebene.
Pensum der Tertia. Von J. nexrici, Professor am Gjannasium zu
Heidelberg, und P. treuotLein, Professor am Gymnasium zu Karls-
ruhe. Mit 188 Figuren in Holzschnitt, gr. 8. 1881. geh. M 2.—

Leitfaden der ebenen Geometrie mit Benutzung neuerer
Anschauungsweisen fir die Schule. 1. Theil erstes Heft. Die gerad-
linigen Figuren und der Kreis. Mit Uebungen. Von Dr. wuseut
moLLer.  Zweite umgearbeitete Auflage. (Mit vielen Holzschnitten
im Text und 2 lithogr. Tafeln.) gr. 8. 1878. geh. JI 1.60.

I. Theil zweites Heft. Anhang: Erweiterungen zu

Theil 1. und Einleitung in die neuere Geometrie. Mit Hebungen.
Zweite umgearbeitete Auflage. (Mit vielen Holzschnitten im Text
u. 2 lithogr. Tafeln.) gr. 8. 1878. geh. JL 1.20.

Theil. Die Kegelschnitte und die Elemente der

neueren Geometrie, gr. 8. 1875. geh. J{. 1.60.

Leitfaden der ebenen Geometrie mit 700 Uebungssatzen
und Aufgaben. Von Dr. juLius koser. Qr. s. 1s74. geh. JC.1.—

Lehrbuch zur Einfihrung in die Geometrie fir héhere Schulen.
Von Dr. H. suinex, Oberlehrer an der Realschule zu Ruhrort. Mit
in den Text gedruckten Holzschnitten, gr. 8. 1879. geh. JC 1.60.

Vorschule zur Geometrie. Von Dr. Th. Reishaus, Oberlehrer
am Gymnasium zu Stralsund. Erste Abtheilung: Lehrbuch.
(Mit vielen Figuren im Text,) gr. 8. 1879. geh. .U. 2.—

Zweite Abtheilung, Wiederholungs- und
Aufgabenbuch. (Mitvielen Figuren im Text.) gr. 8. 1879.  1,20.

Die Geometrie fur Gymnasieen und Realschulen. Von
A. mitinowski, Uberlehrer am Gymnasium zu Weifsenburg i./E.
gr. 8. 1881. geh. I Teil: Planimetrie. Mit Holzschnitten im
Text und 4 Figurentafeln. JI. 2—. Il. Teil: Stereometrie.
. Heft: Lehrbuch. Mit 37 Holzschnitten im Text. JC. —.80.
IL Heft: Ubungsbuch. Mit vier Figurentafeln. JC |.—

Lehrbuch der elementaren Geometrie fiir Gymnasien und
Realschulen bearbeitet von F. J. srockmann.  Erster Theil: Die
Planimetrie. 2. Aufl. Mit 139 Figuren in Holzschnitt, gr. 8. 1877.
geh. M.2.— Zweiter Theil: Die Stereometrie. Mit 84 Figuren
in Holzschnitt, gr. 8. 1875. geh. oii 1.60.

Lehrbuch der ebenen und sphérischen Trigonometrie. Fir
Gymnasien und Realschulen bearbeitet von F. J. skockmann.  Mit
46 Holzschnitten. 2. Aufl. gr. 8. 1880. geh. JCI.&O.

Leitfaden der Stereometrie mit Benutzung neuerer An-
schauungsweisen. Von Dr. wusert muLLer. 1. Theil: Die Grund-
gebilde und die einfachsten Kérperformen. Mit zahlreichen Holz-
schnitten und drei (lithogr.) Tafeln, gr. 8. 1877. geh. M. 2—

Sammlung von Beispielen u. Aufgaben aus der Stereometrie u.

Trigonom. Von Dr.F. reip1. 2 Theile. 2. Aufl. gr.8, 1s77.  gchJi.l.—
Kiiizelji: 1. Theil: Trigonometrie._, JiA—
1. Theil: Stereometrie. JI.O.—

¢ llesnltato. 2. AquaQe. L Theiw”. 1.80, H. Theil
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