RZECZ
o dwdch na ptaszczeni lezacych krzywych rzgdu drugiego.

Przez

Gustawa Krammera.
(‘Labl. VI i VII).

(Rzecz przedstawiona na posiedzeniu Wydzialu mat.-przyr. dnia
20 Grudnia 1878 r.).

1. Poniewaz krzywa
jest jednoznacznie :
a). pigeiu
punktami;

rzeczywistémi

b). cztérema rzeczywistémi
punktami i promieniem, prze-
chodzgcym przez jeden z tych
punktéw;

c).

punktami i dwoma rzeczywi-

trzema rzeczywistémi
stémi promieniami, z ktérych
kazdy przechodzi przez jeden
z trzech danych punktéw;
d). parg urojonych i trze-
ma rzeczywistémi punktami;
€) parg urojonych punktéw,
dwoma rzeczywistémi punkta-

rzedu drugiego oznaczona

a).

promieniami ;

pigein  rzeczywistémi
b). cztérema rzeczywistémi
promieniami i punktem, znaj-
dujgeym sig¢ na jednym z tych
proanieni ;
0)-

promieniami i dwoma rzeczy-

trzema rzeczywistémi
wistémi punktami, z ktérych
kazdy znajduje sig na jednym
z trzech danych promieni;
d). parg urojonych i trze-
ma rzeczywistémi promieniami;

e). parg urojonych promieni,

dwoma rzeczywistémi promie-
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mi i promieniem przechodzg-
cym przez jeden z dwéch da-
nych rzeczywistych punktéw;

f). dwoma parami urojo-
nych punktéw i rzeczywistym
punktem

g). parg urojonych punktéw,
parg urojonych promieni, prze-
chodzgcych przez dane urojo-
rzeczywistym

ne punkty i

punktem;

przeto moga dwie na
rzedu drugiego miec:
1.

wspélne punkty téj wlasnosei, iz

cztéry  rzeczywiste
ktérekolwiek dwa majg od-
dalenie skoriczone;

2). cztéry rzeczywiste wspél-
ne punkty, z ktérych trzy bez-
posrednio po sobie nastepuja;

3). cutéry rzeczywiste bez-
posrednio po sobie nastgpu-
jace punkty ;

4) cztéry rzeczywiste wspol-
ne punkty, z ktérych dwa bez-
posrednio po sobie nastepuja;

5). catéry rzeczywiste wspél-
ne punkty, ulozone w dwie
pary bezposrednio po sobie
nastgpujgcych punktow ;

6) parg rzeczywistych wspél-

nych punktéw o oddalenin
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niami i punktem znajdujgcym
sie na jednym z dwoéch danych
rzeczywistych promieni;

f). dwoma parami urojo-
nych promieni i rzeczywistym
promieniem ;

g). parg urojonych promie-
ni, parg urojonych punkté\;v,
znajdujgcych sig pa danych
urojonych promieniach i rze-
czywistym promieniem;

plaszczeni lezace krzywe

1). cztéry rzeczywiste wspol-
ne promienie téj wlasnosci,iz
ktérekolwiek dwa majg nachy-
lenie mniéjsze od 180°;

2). cztéry rzeczywiste wspol-
ne promienie, zktérych trzy bez-
poérednio po sobie nastgpuja;

3). cztéry rzeczywiste bezpo-
srednio po sobie nastgpujgce
promienie ;

4). cztéry rzeczywiste wspol-
ne promienie, zktérych dwa bez-
posrednio po sobie nastepuja;

5). cztéry rzeczywiste wspél-
ne promienie, ulozone w dwie
pary bezposrednio po sobie
nastepujgcych promieni;

6). parg rzeczywistych wspél-

nych promieni o nachyleniu
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0 DWOCH KRZYWYCH RZEDU DRUG. NA PEAszoz 145

skoriczoném i parg urojonych|mniéjszém od 180° i pare u-

wspolnych punktow ;

7). parg rzeczywistych bez-
posrednio po sobie nastgpujg-
cych wspélnych punktéw 1 pa-
r¢ urojonych wspélnych pun-
ktow ;

8). dwie pary bezposrednio
po sobie nastgpujgcych urojo-
nych wspélnych punktéw ;

9). dwie

wspolnych punktéw.

pary urojonych
Razeczywiste lub urojone
wspélne punkty,

dwoch na plaszczeni

rojonych wspélnych promieni;

7). pare rzeczywistych bez-
posrednio po sobie nastepu-
jacych wspélnych promieni i
pargurojonych wspélnych pro-
mieni ;

8). dwie pary pezposrednio
po sobie nastgpujgcych uro-
jonych wspélnych promieni ;

9). dwie pary urojonych

wsp6loych promieni.
lub
wspélne promieuie,

znajdujacych sie krzywych

Rzeczywiste urojone

rz¢du drugiego, pojawiaja sie zawsze parami, przeto
azeby rozstrzygnaé nasuwajace si¢ pytanie: czy istnie-
Jja oprocz przytoczonych jeszcze inne przypadki? za-
stanowic¢ sie potrzeba nad nastepujacemi pytaniami:
a). Mogali dwie na plaszczenilezace krzywe rzedu
drugiego mieé tylko
dwa, rzeczywiste albo urojone,/dwa, rzeczywiste albo urojone,
wspélne punkty ? wspélne promienie ?
b). Sali mozliwe dwie na plaszczeni lezgce krzywe
rzedu drugiego, ktoreby nie posiadaly

ani rzeczywistych ani urojo-lani rzeczywistych ani urojo-

nych wspélnych punktéw ?  mych wspélnych promieni?

Stanowcze odpowiedzi na -przedlozone pytania
zaleza od pewnych wlasnosci przypadajacych dwom
na plaszczeni lezacym krzywym rzedu drugiego, kto-
re z tego powodu poprzednio oméwimy.

Wydz. mat.-przyr. T, VI, 19

http://rcin.org.pl



116 GUSTAW KRAMMER.

2. Inwolucyja punktow na promieniu p, gcza-
cym pare rzeczywistych lub pare urojonych wspolnych
punktow dwoch na plaszezeni lezacych krzywych
rzedu drugiego K i K’, zupelnie oznaczona témi punk-
tami, stanowiacémi jéj punkty podwojne, jest wspolng
obydwu zauwazanym krzywym. Odpowiedne promie-
nie wspolkréslnych wigzek, utworzonych z bieguno-
wych wszystkim punktom promienia p ze wzgledu na
krzywa K i K' przypadajacych, ktorych srodkami sg
bieguny P i P’ promienia p, sa biegunowe, przypada-
jace punktowi promienia p. Biegunowa n dowolnego
punktu N promienia p, wykréslona ze wzgledun na
krzywa K, przecina promien p w punkcie N”, stano-
wigcym z punktem N pare wspolnyeh sprzezonych
punktow zauwazanych krzywych, przez ktory prze-
chodzi takze biegunowa »' punktu N wykréslona ze
wzgledu na krzywa K'. Wspolkréslne wigzki P i P
maja wiee polozenie wspolkréslne, a promieniem, Ia-
czacym punkty przecigeia sig ich odpowiednych pro-
mieni, jest promien p. Na promieniu, laczacym srodki
P i P tych wspotkréslnych wigzek o polozenin wspol-
kréslném, znajdujy sie¢ dwie odpowiedne biegunowe b
i o' zauwazanych krzywych, przez ktére rozumiémy
dwie biegunowe przypadajace punktowi na plaszczeni
dwoch krzywych rzedu drugiego, przeto jest pomie-
niony promien b4’ wspolng biegunowa, a biegun jego
wspolnym biegunem krzywych K i K' — 1 dwoiscie:

Wiasnosci wspolnéj biegunowéj i wspolnego bie-
guna dwoch na plaszczeni lezacych krzywych rzgdu
drugiego sa, wedlug podanych objasnien, nastepujace :
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Na
znajduja si¢ bieguny przypa-

wspdlnéj biegunowéj
dajgce promieniowi, ktéry la-
czy dwa danym krzywym
wspolne punkty.

Przez wspélny biegun prze-
chodzi promieri lgczgcy dwa
danym krzywym wspélne pun-
kty.

Kazdy punkt wspdlnéj bie-
gunowéj stanowi ze wspéluym,
jéj przypadajacym, biegunem
pare wspolnych sprzezonych
punktéw zauwazanych krzy-
wych rzedu drugiego.

3. Punktom wspdlnéj bie-
gunowéj bb’ przypadajace bie-
gunowe, ze wzgledu na krzy-
we K i K', tworzg w wspdl-
nym biegunie BB’ dwie wspoél-
kréélne wiazki B i B’, kté-
rych promienie podwéjne sta-
nowig na sobie lezgce odpo-
wiedne biegunowe. Promienie
podwdéjne wspélkréslnych wia-
zek B i B’ w spélnym bie-
gunie BB’ sy zatém takze
wspélnemi biegunowemi krzy-
wych K i K’

Ale wigzka biegunowych B
jest zarazem inwolucyjg pro-
mieni krzywéj K w punkcie
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Przez wspdlny biegun prze-
chodzg biegunowe przypada-
jace punktowi, w ktérym prze-
cinajg sie¢ dwa danym krzy-
wym wspélne promienie,

Na

znajduje sie punkt przecigcia

wspélnéj  biegunowéj
sig dwéch danym krzywym
wspélnych promieni.

Kazdy promienn wspdlnego

bieguna stanowi ze wspolng,
jemu przypadajaca, biegunows
pare wspélnych sprzezonych
promieni zauwazanych krzy-
wych rzedu drugiego.
{  Promieniom wspdlnego bie-
guna BB' przypadajgce bie-
guny, ze wzgledu na krzywe
K i K', tworzg na wspélnéj
biegunowéj bb’ dwa wspotkré-
§lne rzedy b 1 b, ktorych
punkty podwéjne stanowig na
sobie lezagce odpowiedne bie-
guny. Punkty podwdjne wspol-
kréglnych rzedéw b i b’ na
wspélnéj biegunowéj bb' sg
zatém takze wspélnémi bie-
gunami krzywych K i K'.

Ale rzed biegunéw b jest
zarazem inwolucyjg punktéw

K na

krzywéj promieniu

n.org.pl
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BB’, wiagzka biegunowych B’
inwolucyja promieni krzywéj

K' w punkcie BB’,

GUSTAW KRAMMER

bb', rzed biegunéw b inwo-
lucyja punktéw krzywéj K’

na promieniu bb’,

a inwolucyja promieni B i inwolucyja punktow
b, inwolucyja promieni B’ i inwolucyja punktow b’

maja potozenie wspolkrésin
wsp6lne sprzezone promienie
tych
podwdjnémi wigzek wspolkreé-
§lnych B i B, a ich punkty

przecigeia ze wspdlng biegu-

inwolucyj promieniami

nowg b0’ wspbélnémi bieguna-
mi krzywych K 1 K'. »

Inwolucyje promieni, w
wspélnym biegunie dwéch na
plaszezeni lezagcych krzywych
rzedu drugiego, mogg by¢ prze-
ciwbieznemi, réwnobiezuemi,
jedna réwno, druga przeciw-
biesna; lub nareszcie jedne i
drugag inwolucyje promieni
stanowi szczegélny rodzaj in-
wolucyi, ktére tworzg wspél
kréslna wigzka promieni i
oo 4+ 1 na sobie lezgcych pro-
mieni.

Wspdlny biegun, dwéch na
plaszczeni lezgeych krzywych
rz¢du drugiego, znajdujgcy
‘sig na promieniu lgczaeym

dwa danych krzywych rzeczy-

e, przeto sg:
wspdlne sprzezone punkty tych
inwolucyj punktami podwdj-
némi rzedéw wspolkréslnych
b 1 b, a promienie lgczace je
ze wspélnym biegunem BB’
wspdlnemi biegunowemi krzy-
wych K i K'.
Inwolucyje punktéw, na
dwoch

na plaszezeni lezgeych krzy-

wsp6lnéj biegunowéj

wych rzedu drugiego, moga
byé przeciwbieznemi, réwno-
bieznemi, jedna réwno, druga
przeciwbiezng; lub nareszcie
jednei drugg inwolucyje punk-
tow stanowi szczegoélny ro-
dzaj inwolucyi, ktére tworzg
wsp6lkréélny rzed punktéw i
o + 1
punktéw.

na sobie lezgcych

Wspélna biegunowa, dwéch
na plaszezeni lezgcych krzy-
wych rzedu drugiego, przecho-
dzaca przez punkt przecigcia
dwéch danych krzywych rze-

wiste lub urojone wspélne,

czywistych luburojonych wspél-
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Punkty, jest przeto punktem
przeciecia sig dwoéch rzeczywi-
stych, dwéch wurojonych, albo
nieskoriczenie wielu wigcéj je-
den rzeczywistych wspdlnych
biegunowych, ktére biegunowa,
temu wspélnemu biegunowi

przynalezng, przecinajg w
dwéch rzeczywistych, w dwéch
urojonych albow nieskoiczenie
wielu wiecéj jeden rzeczywi-
stych wspélnych biegunach.

Urojone wspélne biegunowe
oznaczone sg przeciwbieznemi
inwolucyjami promieni B i B’
w pomienionym wspélnym bie-
gunie zauwazanych krzywych.

Nieskoriczenie wiele wiecéj
jeden wspélnych biegunowych
w wspélnym biegunie i jedne
wspélng biegunowg w oddale-
niu skoriczoném od wspélnego
bieguna

nych promieni, jest przeto
promieniem laczacym dwa rze-
czywiste, dwa urojone, albo
nieskoniczenie wiele wigcéj je-
den rzeczywistych wspélnych
biegunéw, ktére polgczone z
biegunem, téj wspdlnéj biegu-
nowéj przynaleznym, stanowig
dwie rzeczywiste, dwie urojo-
ne, albo nieskoriczenie wiele

wigcéj jeden rzeczywistych
wspélnych biegunowych.
Urojone wspélne hieguny
oznaczone sg przeciwbieznemi
inwolucyjami punktéw b 1 b’
na pomienionéj wsp6lnéj biegu-
nowéj zauwazanych krzywych.
Nieskoriczenie wiele wiecéj
jeden wspélnych biegunéw na
wspblnéj biegunowéj i jeden
wspélny biegun w oddaleniu

skoriczoném od wspélnéj bie-

gunowéj

majag dwie na plaszczeni lezace krzywe rzedu

drugiego, jezeli

inwolucyje promieni B i B’ [inwolucyje punktéw & i &’

sg indentyczne, cz

yli innemi slowy:

jezeli dwie na plaszczeni lezace krzywe rzedu

drugiego maja cztéry, lecz

tak ulozone, wspdlne pro-

mienie, iz stanowig dwie pary bezposrednio po sobie

nastepujacych promieni, a

zarazem cztéry, lecz tak

ulozone, wspolne punkty, iz stanowia dwie pary bez-
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posrednio po sobie nastepujacych punktéow. Pomienio-
ne cztéry wspoélne promienie i cztéry wspolne puhkty
sa rzeczywistémi, jezeli inwolucyja promieni w wspol-
nym biegunie BB’ i inwolucyja punktéw na wspolnéj
biegunowéj bb’, jako inwolucyje wspélne obydwn krzy-
wym, sa przeciwbieznemi; urojonémi zas, jezeli te
inwolucyje sa réwnobieznemi.

Jest oddalenie wspolnego bieguna BB‘, przez
ktéry przechodzi oo + 1 wspélnych biegunowych, od
wspolnéj biegunowéj bb’, na ktoréj znajduje sie oo+ 1
wspolnych biegunow, nieskonczenie male; w takim ra-
zie, staja sie identyczne inwolucyje B i B’ i identy-
czne inwolucyje & i b o polozenin wspotkrésiném
parabolicznemi, a obydwie pary bezposrednio po sobie
nastgpujacych rzeczywistych lub urojonych wspolnych
punktow i obydwie pary bezposrednio po sobie naste-
pujacych rzeczywistych lub urojonych wspolnych pro-
mieni ukladaja si¢ przy wspdlnym biegunie BB’ i przy
wspolnéj biegunowéj bb’ tak, iz stanowia cztéry bez-
posrednio po sobie nastepujace, rzeczywiste, wspolne
punkty i cztéry bezposrednio po sobie nastepujace,
rzeczywiste, wspolne promienie krzywych K i K

Dwie na plaszezeni lezace krzywe rzedu dru-
giego, o cztérych bezposrednio po sobie nastepujacych
wspolnych punktach i cztérych bezposrednio po sobie
nastepujacych wspélnych promieniach, majg wiec tylko
oo + 1 wspblnych biegunéw i tylko oo + 1 wspélnych
biegunowych.

Parg wspdlnych sprzezo-| Parg wspéloych sprzgzo-
nych promieni przeciwbieznych|nych punktéw przeciwbieznych
inwolucyi promieni B i B'linwolucyi punktéw b i b’ na

w wsp6lnym biegunie BB’,|wspélnéj biegunowéj, przecho-
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znajdujacym sig¢ na promieniu
p, moga byé ich na sobie le-
zgce promienie podwéjne, a
poniewaz promiefi podwdjny
inwolucyi krzywéj rzedu dru-
giego jest

promieniem  téj

dzgcéj przez punkt P, moga
by¢ ich na sobie lezace punk-
ty podwdjne, a poniewaz punkt
podwéjny inwolucyi krzywéj
rzgdu drugiego jest punktem
téj krzywéj;

krzywéj;

przeto maja w tym przypadku zauwazane krzy-
we dwa bezposrednio po sobie nastepujace rzeczywi-
ste wspolne promienie i dwa bezposrednio po sobie
nastepujace rzeczywiste wspolne punkty.

Tak na plaszczeni ulozone krzywe rzedu dru-
giego K i K' posiadaja trzy rzeczywiste wspolne bie-
guny i trzy rzeczywiste wspdlne biegunowe, tworzace
trojkat o dwoch bezposrednio po sobie nastepujacych,
punktem P i promieniem bb' oznaczonych wiérzchot-
kach i dwoch bezposrednio po sobie nastepujacych,
promieniem p i punktem BB’ oznaczonych bokach,
ktorego wiérzchotek trzeci BB, znajdujacy sie na
promieniu p, ma od wiérzcholtkow wspomnianych od-
dalenia skonczone, a bok trzeci bd', przechodzacy przez
punkt P, zawiéra z bokami pomienionémi katy
skonczone.

Do tego wyniku dojdziemy takze inng droga.
a nadto poznamy dalsze dwoch na plaszczeni lezgeych
krzywych rzedu drugiego wlasnosci.

Na promieniu p, lyczgcym| W punkcie przecigeia sig P,
dwa bezposrednio po sobie| dwéch bezposrednio po sobie
nastepujace wspélne puukty
M i M krzywych K i K/,

nastepujgcych wspolnych pro-
mieni m 1 m’ krzywych K i

tworzg bieguny, przypadajgce

promieniom wigzki w punkcie

K', tworzg biegunowe, przy-
padajace punktom rzgdu na
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P, dwa wspolkrésine rzedy
ABC.. i A'B'C'.., ktérych
punkty podwdjne sg wspélné-
mi biegunami. Jednym z dwéch
punktéw podwdjnych jest punkt
CC, ktorego polozenie ozna-
czone jest punktem P 1 wspol-
ng biegunowg bb’; drugi BB’
ma w ogdle od punktn CC’
oddalenie skofczone; trzecim
wspélnym  biegunem
punkt P.

jest

Sa wspolkréslne rzedy ACB
e~ 15 1 A
stanowig punkt podwdjny ich
odpowiedne punkty G 1 G’
albo Hi H', w takim razie jest
punkt podwdéjny BB’ (wlasci-
wie GG’ lub HH') punktem
bezpoérednio po punkcie CC"

réownobieznémi 1

nastgpujacym, ktoérego polo-
zenie wskazuje punkt P i kie-
runek promienia, bezposrednio
po promieniu p nastgpujacego;
poniewaz zblizania

sig punktu BB’ do punktu P

zbliza sig promien bb’ do pro-

podczas

mienia p, a w chwili gdy BB’
staje si¢ bezposrednio po punk-
cie P nastgpujacym punktem
staje sig i b’ bezposrednio
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promieniu p, dwie wspoikrésl-
ne wigzki abe.. i a'blc’..,
ktérych promienie podwéjne
sag wspllnemi biegunowemi,
Jednym z dwéch promieni po-
dwdjnych jest promied cc’,
ktérego polozenie oznaczone
jest promieniem p i wspélnym
biegunem BB’, drugi bb’' za-
wiéra w ogéle z promieniem
kat
wspélng biegunowsg jest pro-

; trzecig,

ce skoriczony ;
mieni p.

Sa
abe. .

wspolkréslne  wigzki

i a'b'c’.. réwnobiezne-
mi 1 stanowig promieni pod-
wéjny ich odpowiedne pro-
mienie g i g’ albo b i B/, w
takim razie jest promien pod-
waojny bb' (a wlasciwie gg’
lub Zh') promieniem bezpo-
§rednio po promieniu c¢’ na-
stepujacym, ktérego polozenie
wskazuje promien p i zwrot
punktu, bezposrednio po punk=-
cie P nastgpujacego; ponie-
sig
promienia bb’ do promienia p
zbliza sig pu;lkt BB’ do punk-
tu P, a w chwili gdy bb’ sta-

waz podczas zblizania

je sig bezpoérednio do pro-
mienia p przylegajacym pro-
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do promienia p przylegajacym|mieniem staje si¢ i BB’ bez-
promieniem, posrednio po punkcie P na-
stepujacym punktem,
co jednak znaczy:
. Dwie na plaszczeni lezace krzywe rzedu dru-
giego, o trzech bezposrednio po sobie nastepujgcych
wspolnych punktach i trzech bezposrednio po sobie
nastepujaeych wspolnych promieniach (patrz 1. 8 przy-
padek M), maja trzy wspolne bieguny i trzy wspolne
biegunowe, tworzace trojkat, o nieskonczenie maléj
powiérzchni.

Jest nareszcie oddalenie punktu podwdjnego BB’
od punktu CC' nieskonczenie wielkie, natenczas sg
wskolkréslne rzgdy ABC... i A'B'C’... podobnémi,
a wspoblne bieguny i wspolne biegunowe krzywych
K i K' znamionujg wlasnosci nastepujace:

Trzy wspolne bieguny i trzy wspolne biegnnowe
dwoch na plaszczeni lezacych krzywych rzedu dru-
giego o dwoch bezposrednio po sobie nastepujacych
wspoélnych punktach, dwoch bezposrednio po sobie na-
stepujacych wspolnych promieniach i dwéch podobnych
rzedach na promieniu, laczacym pomienione dwa bez-
posrednio po sobie nastepujace wspélne punkty, two-
rzg trojkat o dwoch bezposrednio po sobie nastepuja-
cych wiérzchotkach i dwoch bezposrednio po sobie
nastepujacych bokach. ktérego wiérzcholek trzeci sta-
nowia dwa na sobie lezace érodki a bok trzeci dwie
na sobie lezgce srednice *).

~

1) Plaska krzywa rzedu drugiego posiada oo 4 1 $rod-
kéw w nieskonczonéj dali i jeden &rodek w skonezo-
nosei, oo + 1 érednic w skorniczonosci i jedng Sre-
dnice w nieskonczonéj dali.

Wydz. matem.-przyr. T. VL. 20
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~ 4). Wspolne sprzezone promienie inwolucyi B
i B’ sa wspolnémi sprzezonémi promieniami krzywych
K i K, a wspélna biegunowa &b’ biegunowa ich
punktu przeciecia sie ze wzgledu na krzywe K i K' —

i dwoiscie.

Z tych uwag wynikaja jeszcze nastepujace wla-

snosci wspolnych biegunow

Trzy wspolne biegunowe
jako promienie Igczagce trzy
wspolne bieguny, z ktorych
dwa sg wspolnémi sprzezoné-
mi punktami dwoéch na pla-
szczeni lezgeych krzywych rag-
du drugiego, trzeci zas bie-
gunem promienia je lq;zqcego
ze wzgledu na jedng i drugy
zauwazang krzywe, stanowia
wspllng trojke o trzech rze-
czywistych albo jednym rze-
czywistym 1 dwéch urojonych

i wspolnych biegunowych:
| Trzy wspélne bieguny jako
punkty przecigeia trzech wspél-
nych hiegunowych, z ktorych
dwie sg wspo6luémi sprzezo-
némi promieniami dwéch na
plaszezeni lezgeych krzywych
rzegdu drugiego, trzecia za$
biegunowg ich punktu prze-
cigeia ze wzgledu na jedng i
drugg zauwazang krzywe, sta-
nowig wspélng tréjke o trzech
rzeczywistych albo o jednym

rzeczywistym 1 dwoéch urojo-

sprzgzonych promieniach, nych sprzezonych punktach.

5). Wszystkie punkty, ktore z punktami promie-
nia «, przechodzgcego przez wspolny biegun BB,
stanowia wspolue sprzezone punkty krzywych K i K’
otrzymamy jako punkty przeciecia sie odpowiednych
biegunowych, punktom promienia z przypadajacych.
Odpowiedne biegunowe, wszystkich punktow promie-
nia z, sa jednak odpowiednémi promieniami dwoch
wspolkrésinych wiazek o polozenin wspolkrésiném,
poniewaz para odpowiednych biegunowych, przypada-
jacych wspolnemu biegunowi, znajduje sie¢ na wspol-
néj biegunowéj bb’, na ktoréj leza takze ich srodki;
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a wiec znajduja sie punkty, ktore z punktami promie-
nia z stanowia wspélne sprzezone punkty krzywych
K i K', zawsze na dwoch promieniach. Jednym jest
promien ', aczacy punkty przeciecia sie promienio-
wych odpowiednych biegunowych, ktory przejsé musi
przez wspolny biegun BB‘, gdyz punkt, stanowiacy
z punktem przecigcia sig promieni 2 i wspolnéj bieguno-
wéj bb' pare wspolnych sprzezonych punktow danych
krzywych, jest wspolnym biegunem BB’; — drugim
zawsze wspolna biegunowa bb'. 'Wiazce promieni ayz..
w wspélnym biegunie BB’ przypada zatém. po wy-
laczeniu wspolnéj biegunowéj bb', w tym samym wspol-
nym biegunie wigzka promieni xyz..., ktoréj wtasno-
sci blizéj zbada¢ wypada.

Wszystkie punkty, ktore z punktami przeciecia
sie X,Y,Z,.. promienia !z promieniami wiazki ayz..
stanowia wspolne sprzezone punkty krzywych K i K‘,
znajduja sie na krzywéj rzedu drugiego K, jezeli
promien ! nie przechodzi przez wspolny biegun BB’
danych krzywych; poniewaz, w takim razie. wspol-
kréslne wiazki promieni w biegunach L i L’ promie-
nia ! (oznaczonych ze wzgledu na krzywe K i KY),
utworzone z biegunowych punktom promienia ! przy-
padajacych, maja polozenie roznokréslne. Krzywa K*
przechodzi przez wspdlny biegun BB’, gdyz punkt
przeciecia sie promienia ! ze wspolng biegunowa bd’
i wspélny biegun BB’ sa zauwazanych krzywych
wspolnémi sprzezonémi punktami. Wigzka bieguno-
wych L i rzed punktow XYZ.. na promieniu /, ma-
jacy z wiazka promieni zyz.. polozenie wspotkrésine,
sa utworami wspotkrésinémi a punkty przeciecia sig
biegunowych w punkcie L przynaleznych punktom
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X, Y, Z,.. z krzywa K" rzedem stopnia drugiego
X Y*Z".., ktory z wigzka biegunowych L ma polo-
zenie wspoOlkréslne; — przeto sa wiazka promieni
2yz... i rzed punktéw stopnia drugiego X*“Y“Z"...
utworami wspolkréslnémi. Przez punkty X* Y* Z“..
krzywy K", ktore z punktami X, Y,Z,.. na promie-
niach =, ¥, z,.. stanowia wspolne sprzezone punkty
danych krzywych K i K’, przechodza promienie
'y, 2. wiazki o’ y' #'.., ktoréj srodkiem jest wspol-
ny biegun BB’ a wiec punkt krzywéj K*; przeto sa
wiazka promieni @xyz... i wigzka promieni afy's’...
utworami wspotkréslnémi o odpowiednych promieniach
s T (Dl
Odpowiednym promieniem promienia ' wigzki
Z2yz.. jest wszakze promien z wiazki «y’z'.., ktora
okoliczno$é upowaznia do nastepujacego orzeczenia:
Rzedy punktéw XY Z..
X'Y'Z'.., na wspblnéj bie-

Wigzki promieni axyz... i

x'y'2'.., w wspélnym biegu-

nie BB’, tworzg inwolucyje
promieni, ktéra moze byé prze-
ciwbiezng, réwnobiezng albo
szezegbélnym rodzajem inwolu-
cyi, ktérg tworza wigzka pro-
mieni Zyz.. 1 oo 4+ 1 na so-
bie lezgcych promieni 2',y,2/, .

Na promieniu podwéjnym
inwolucyi ax’ yy' 22’ ..
dujgce si¢ wspdlne sprzezone

znaj-

punkty tworza inwolucyje
punktéw, wspélng obydwu
krzywym K i K‘. Takim pro-

mieniem jest promien p, la-

gunowéj bb', tworza inwolu-
cyje punktéw, ktéra moze byé
przeciwbiezng, rdéwnobiezng
albo szczegélnym rodzajem in-
wolucyi, ktére tworzg rzed
punktéw X Y Z.. 100+ 1naso-

.|biclezgcych punktéw X, Y*, Z',.

Przez puokt podwéjny in-
wolucyi XX' YY'ZZ'.. prze-
chodzgce wspdlne sprzezone
promienie tworzg inwolucyje
promieni, wspélng obydwu
krzywym K i K'. Takim punk-
tem jest punkt przecigcia sig
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czacy dwa danych krzywych

wopélne punkty, a poniewaz

inwolucyja promieni posiada
dwa promienie podwdjne;

przeto

Dwie na plaszczeni lezgce

krzywe rzedu drugiego, posia-

dajagce jedne, zawsze drugg

P dwéch danych krzywych
wspélnych promieni, a ponie-
waz inwolucyja punktéw po-
siada dwa punkty podwdjne;
maja:

Dwie na plaszczeni lezgce
krzywe rzedu drugiego, posia-

dajace jedng, zawsze drugg

parg wspélnychipunktéw. |parg wspélnych promieni.

Przytoczone zdania sa odpowiedzig na piérwsze
z dwoch pytan umieszezonych pod 1. 1.

Promien, laczacy dwa wspolne punkty dwoch
na plaszezeni lezacych krzywych rzedu drugiego, jako
promien podwdjny inwolucyi wz'yy'zz'.., jest przeto
rzeczywistym albo urojonym. Promien laczacy dwa
rzeczywiste lub dwa przynalezne urojone albo dwa
bezposrednio po sobie nastepujace rzeczywiste wspolne
punkty dwoch na plaszezeni lezgcych krzywych rze-
du drugiego, jako promien, na ktorym znajduje sie
inwolucyja punktéw wspolna obydwu krzywym, a kto-
réj punkty podwojne sa wlasnie ich wspolnémi punk-
tami, jest rzeczywistym. Polozenia takich promieni
oznaczone sg rzeczywistémi promieniami podwdjnémi
inwolucyj przeciwbieznych zz'yy'zz'.. Urojone promie-
Die, oznaczone parami inwolucyja rownobiezng zz'yy'zz".,
acza wiee nieprzynalezne urojone wspolne punkty albo
urojone z bezposrednio po sobie nastepujacémi punk-
tami dwoch na plaszezeni lezacych krzywych rzedu
drugiego.

Z podanych
zdania :

objasnien wynikaja nastepujace
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Punkt przecigeia sig dwéch
promieni, z ktoérych kazdy 1a-
czy pare wspélnych punktéw
dwéch na plaszczeni lezgcych
krzywych rzedu drugiego, jest
wspéluym biegunem, jezeli po-
mienionemi dwiema parami za-
stagpione sg ich catéry wspol-
ne punkty. '

Oprocz przytoczonych

GUSTAW KRAMMER.

Promien, lgczgcy dwa punk-
ty, z ktorych kazdy jest prze-
cigciem si¢ dwéch wspélnych
promieni dwéch na plaszcze-
ni lezacych krzywych rzedu
drugiego, jest wspolng biegu-
nowa,

jezeli pomienionemi

dwiema parami zastgpione sg

ich cztéry wspélne promienie,

otrzymamy, pomni na wia-

snosci inwolucyjnych wiagzek promieni i inwolucyjnych
rzedow punktow, jeszcze nastepujace zdania:

Dwa promienie, lgczgce dwie
pary wspélnych punktéw dwoch
na plaszczeni lezgcych krzy-
wych rzedu drugiego, prze-
dzielaja  harmonijnie dwa
wspéine sprzezone punkty za-
uwazanych krzywych, jezeli
punktem przecigcia sig pomie-
nionych promieni jest wspdl-
ny biegun.

Dwa promienie, lgczace dwie
pary wspélnych punktéw, kté-
rych punktem przecigcia sig jest
wsp6lny biegun dwéch na pla-
szczeni lezgeych krzywych rze-
du drugiego, stanowig ze
wsp6lnémi biegunowémi, prze-
cinajacémi sig w pomienionym
wsp6lnym biegunie, harmonij-

Dwa punkty przecigcia sig
dwéch par wspélnych promieni,
dwéch na plaszezeni lezgeych
krzywych rzedu drugiego, prze-
dzielaja  harmonijnie dwa
wspélne sprzezone promienie
zauwazanych krzywych, jezeli
promieniem, lgczgcym pomie-
nione punkty, jest wspélna
biegunowa.

Dwa punkty przecigcia sig
dwéch par wepélnych promien;,
ktére laczy wspélna bieguno-
wa dwéch na plaszezeni lezg-
cych krzywych rzedu drugie-
go, stanowig ze wsp6lnémi
biegunami, znajdujgcémi sig
pa pomienionéj wspé6lnéj bie-
gunowéj, harmonijny uklad

ny uklad promieni.
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6. Punkty, ktore z punktami promienia I, leia-
cego na plaszczeni dwoch krzywych rzedu drugiego,
stanowia sprzezone punkty wspdlne obydwu krzywym
znajduja sie wedlug 1. 5 na dwoch promieniach ¢ i u
(jako szezegélnym przypadku krzywéj rzedu drugie-
go, z ktorych jeden np. » albo obydwa sa wspolnémi
biegunowémi) albo, sa punktami krzyweJ rzedu dru-
-giego K".

Na promieniach ¢ i u albo na krzywéj K znaj-
dujg si¢ zauwazanych krzywych wszystkie wspolne
bieguny, poniewaz punkt, ktéry z punktem przecigcia
si¢ promieni ! i wspolnéj biegunowéj stanowi pare
wspolnych sprzezonych punktow, jest wspolnym bie-
gunem i punktem promienia ¢ albo » a wzglednie punk-
tem krzywéj K'“; wszystkie za$ mozliwe wspolne bie-
gunowe zauwazanych krzywych przecinaja promien I,
lezacy w ich plaszczeni. Innemu promieniowi /', na
plaszczeni danych krzywych rzedu drugiego, przypa-
daja albo promienie ¢ i #’ (z ktorych »‘ albo ¢ i w’
sa wspolnémi biegunowémi) lub krzywa rzedu dru-
giego K', za pomocy ktorych, zwazywszy, ze one przez
te same wspolne przechodza bieguny, ktore znajdujg
si¢ na promieniach ¢ i « a wzglednie na krzywéj K*,
bedziemy w stanie oznaczy¢ liczbe wszystkich wspol-
nych biegunoéw dwoch na plaszczeni lezacych krzy-
wych rzedu drugiego. W tym celu zastanowmy sig
kolejno nad nastepujacémi mozliwémi przypadkami:

«). Punktom L i L' pray-
padaja punkty 7°i1 U; T" i U".

). Promieniom ! i I’ przy-!

padajg promienie ¢ i %, ¢’ 1

. Fig. la.
B).

dajg promienie ¢ i u, promie-
niowi I/ krzywa K'“.
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+)- Promieniom ! i I’ pray-! ). Punktowi L i L’ przy-
padaja krzywe K" i K''. padaja krzywe K" i1 K'.

W przypadku «) moga promienie 7, ¢, u, i I, ¢/, u/,
tylko nastepujace mie¢ polozenia:

1). Na wspolnym biegunie /¢ znajduje sie¢ wspol-
ny biegun I, a w takim razie, wedlug l. 5, znajdu-
je sie na wspolnéj biegunowéj u wspolna biegunowa u';

2) wspolny biegun [I'4 znajduje sie na wspolnéj -
" biegunowéj %, a wspOlna biegunowa u’ przechodzi
przez wspolny biegun /f, w obydwu przypadkach bo-
wiem przechodza promienie ¢ i «’ przez wspolne bie-
guny, znajdujace sie na promieniach ¢ i w.

W piérwszym przypadku nie mozna z poloZenia
promieni ¢, ¢, I/, ¢ wywnioskowac liczbe wspolnych
biegunéw, znajdujagcych sie na promieniach ¢ i w izbg-
dném jest dalsze nad tym przypadkiem zastanawianie
sie, poniewaz po piérwsze: omoOwiliSmy go juz nale-
zycie, patrz 1. 3; po drugie: promien I’ na plaszczeni
dwoch krzywych rzedu drugiego, niezawiérajacy punk-
tu przeciecia sie promieni ! i ¢, zawsze obrany byé
moze; a w takim razie, z polozenia promieni I, ¢, u
il ¢, w' (jezeli promieniowi /' przypadaja promienie
¢, 1 w') lub z polozenia promieni I, ¢, u i krzywéj K'*,
odgadna¢ mozna liczbe wspolnych biegunoéw, ktore Ia-
cza promienie ¢ i . Przystepujemy wiec do przypadkn
drugiego.

Jezeli sig promienie ¢ i ¢ przecinaja w punkcie 4,
Fig. 12, ktorego oddalenia od punktow B i C sg
skonczone, natenczas stanowi on z punktem przecie-
cia si¢ 4 promieni ! i /' pare zwyczajnych wspolnych
sprzezonych punktéw, a punkty B, B‘, B" sa zauwa-
zanych krzywych rzeczywiste wspélne bieguny.
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Jezeli punktem przecigcia si¢ promieni ¢ i # jest
punkt C,w takim razie , stanowi on nietylko z punktem 4
ale takze z punktem B, jako punkt wspolnéj biegu-
nowéj u. pare wspolnych sprzezonych punktow. Punkt
C jest wiec wspolnym biegunem, a ! wspélna biegu-
nowg; przeto, nietylko punkty B, B, B*, ale takze
C i C' i wszystkie inne punkty wspolnéj biegunowéj
u rzeczywistémi wsp6lnémi biegunami.

Jezeli promien #' laczy punkty B i B’, natenczas
jest on wspolng bieg unowa; promien I jest w tym przy-
padku albo wspélnag biegunowa u, a wtedy maja zau-
wazane krzywe trzy rzeczywiste wspolne bieguny
B, B', B"; lub promieniowi I’ przypada oprocz pro-
mienia ¢, laczacego punkty B i B, jeszcze wspolna
biegunowa u', te same laczaca punkty a w takim ra-
zie jest BB* wspolnym promienicm obydwu krzywych,
ktorych rzeczy wiste wspolne bieguny sg: B, B’ i B*,
nastepujace bezposrednio po punkcie B

Jezeli si¢ na promieniu, 1aczacym punkty Bi B’
nietylko ¢ i w' ale takze ¢ i w znajduja, natenczas sg
wszystkie punkty promienia BB’ rzeczywistémi wspol-
némi biegunami.

Jezeli nareszcie, pod warunkami wlasnie co przy-
toczonémi, punkt B wpada na punkt B, na ktorym znaj-
duje si¢ takze B”, w takim razie maja dwie na plasz-
czeni lezace krzywe rzedu dru giego trzy rzeczywiste,
bezposrednio po sobie nastepujgce, wspolue bieguny.
Nie rozbiéramy szczegdlowo przypadku obejmujacegeo
promienie I, ¢, w i I', ¢, w', tak uloZone, iz punktem
przeciecia si¢ promieni I i ¢ jest punkt przeciecia sig
promieni ! i », gdyz z mala zmiang zmuszeni byli-

Wydz. mat.-przyr. T. VI, 21
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bysmy do powtorzenia wszystkiego, coSmy wlasnie
oméwili ; — lecz uwzgledniamy przypadek @.

Krzywa K'“, przypadajaca promieniowi I', prze-
chodzi przez punkt przeciecia si¢ promieni 7 i ¢, ktory,
jako wspolny biegun, musi by¢ punktem krzywéj K"/
i przecina promien ¢ w punkcie A’, stanowigcym
z punktem przeciecia sie A4 promieni [ i I’ parg zwy-
czajnych wspolnych sprzezonych punktow. Promien w’
przecina krzywa K w dwoch rzeczywistych, w dwoch
bezposrednio po sobie nastepujacych albo w dwoch
urojonych punktach; a wedlug tego, posiadaja dwie
na plaszczeni lezace krzywe rzedu drugiego trzy rze-
czywiste wspolne bieguny, ktorych oddalenia sg skon-
czone, trzy rzeczywiste wspolne bieguny, z ktorych
dwa bezposrednio po sobie nastepuja albo jeden rze-
czywisty 1 dwa urojone wspolne bieguny oznaczone
inwolucyja punktow rownobiezng na wspolnéj biegu-
nowéj w, przypadajaca krzywéj K. (Sa to te same
urojone wspolne bieguny, ktorych istnienia dowie-
dlismy pod 1. 3 przeciwbieznemi inwolucyjami punk-
tow na wspolnéj biegunowéj, ktore jéj ze wzgledu
pa jedne i druga danag krzywa przypadaja).

Otrzymany wynik Zadnéj istotnéj nie ulega zmia-
nie, chociazby, co si¢ zdarzy¢ moze, pnnktem prze-
ciecia si¢ promieni ! i I byl punkt wspélnéj biegu-
gunowéj »; w takim razie bowiem, zamiast punktu
przeciecia sig A’ promienia ¢ z krzywa K', otrzyma-
liby$my punkt It

Jezeli promieniowi ’, ktory przechodzi przez wspol-
ny biegun B, przypadaja promienie ¢ i u, lezace na pro-
mieniu /; natenczas jest ! promieniem krzywéj K,
B punktem krzywéj K" i punktem promienia 7, a wspol-
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na biegunowa u przecina krzywa K w dwdch nie-
skonczenie blizko punktu B lezacych punktach.— Za-
uwazane krzywe maja w tym przypadku trzy rze-
czywiste, bezposrednio po sobie nastepujace, wspolne
bieguny.

W przypadku vy musza krzywe K i K mieé
jeden rzeczywisty wspélny punkt 4’ poniewaz punkt,
ktéry z punktem przeciecia sie 4 promieni ! i I sta-
nowi pare zwyczajnych wspélnych sprzezonyeh punk-
tow, jest nietylko punktem krzywéj K ale i punk-
tem krzywéj K'/; a wiec maja i drugi, ktory jest
rzeczywistym wspélnym biegunem B, a oprécz tych,
jeszeze dwa rzeczywiste, albo dwa bezposrednio po
sobie nastepujace (znajdujace sie nieskonczenie blizko
punktu B albo oddalone od niego o dtugosei skon-
czone), lub dwa urojone wspilne punkty. jako dalsze
wspblne bieguny zauwazanych krzywych. (Urojone
wspblne bieguny oznaczone sa zupeinie réwmnobiezna
inwolucyja punktéw wspdlna krzywym K” i K.

Jesli punkt przeciecia sie promieni 7 i/ jest punk-
tem wsp6lnéj biegunowéj; natenczas maja krzywe K"
i K dwa bezposrednio po sobie nastepujace wspolne
punkty, a oprdcz tych jeszcze dwa rzeczywiste lub
urojone wspélne punkty — albo trzy bezposrednio
po sobie nastepujace wspélne punkty, a oprocz tych
jeszcze jeden wspolny punkt oddalony od nich i dtu-
gosci skoniczone — lub nareszcie cztéry bezposrednio
po sobie nastepujace wspolne punkty. W piérwszym
przypadku, posiadaja zauwazane krzywe trzy rzeczy-
wiste, albo jeden rzeczywisty i dwa urojone wspélne
bieguny; — w przypadku drugim, trzy rzeczywiste
wspélne bieguny, z ktérych dwa bezposrednio po so-
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bie nastepuja; w przypadku trzecim, trzy rzeczywi-
ste bezposrednio po sobie nastepujace wspélne bieguny.
7. Z tych objasnien wynika, ze dwie krzywe
rzedu dragiego, jakkolwiekbadz na plaszezeni ulozone,
posiadaja zawsze
jeden rzeczywisty wspolny bie-|jedne rzeczywistg wspélng bie-
gun, a w nim inwolucyje pro-|gunowe, a na niéj inwolueyje
mieni 2xyy'zz’.. ktéréj pro-lpunktéw XX'YY'ZZ'... w
mienie podwdjne lacza tychze|ktéréj punktach podwdjnych

cztéry réine wspélne punkty;|przecinaja sig tychze catéry

rézne wspélne promienie;
przeto:

Nie istnieja na plaszczeni dwie krzywe rzedu
drugiego, ktoreby nie posiadaly wecale
wspélnych punktow. |wspélnych promieni.

Jest to odpowiédz na drugie z dwoéch pytan
umieszczonych pod 1. 1.

Na ogoélne pytanie, umieszezone pod 1. 1, mo-
zemy teraz stanowcza da¢ odpowiédz, ktora opiéwa:

Oprocz przypadkéw wymienionych pod 1 1 nie
istnieja zadne inne przypadki. Dwie na plaszczeni
lezace krzywe rzedu drugiego maja wiec zawsze
cztéry wspdlne punkty, |eztéry wspélne styczne,

z czego bezposrednio wynika:

8. Dwie na plaszczeni lezace krzywe rzedu dru-
giego posiadaja zawsze cztéry wspolne punkty i cztéry
wspllne styczne i przedstawiaja jeden z przypadkoéw
objetych nastepujacém zestawieniem,

Dwie na plaszczeni lezgce krzywe rzedu dru-
giego mogg miec:

4). catéry rzeczywiste wspolne punkty i cztéry
rzeczywiste wspolne styczne;
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B). cztéry rzeczywiste wspolne punkty i cztéry
urojone wspolne styczne;

C). cztéry urojone wspblne punkty i cztéry rze-
czywiste wspolne styczne;

D). cztéry urojone wspolne punkty i cztéry uro-
jone wspolne styczne;

E). dwa rzeczywiste i dwa urojone wspélne
punkty, a zarazem dwie rzeezywiste i dwie urojone
wspolne styczne;

F). catéry rzeczywiste wspolne punkty, z kto-
rych dwa majg oddalenie nieskonczenie male i cztéry
rzeczywiste wspolne styczne, z ktorych dwie zawié-
raja kat nieskonczenie maly;

G). cztéry rzeczywiste wspolne punkty, z kto-
rych dwa maja oddalenie nieskoniczenie male a zara-
zem dwie rzeczywiste bezposrednie po sobie nastepu-
jace i dwie urojone wspélne styczne;

H). dwa rzeczywiste bezposrednio po sobie na-
stepujgce i dwa urojone wspolne punkty, a zarazem
cztéry rzeczywiste wspolne styczne, z ktérych dwie
zawiéraja kat nieskonczenie maty;

I). dwa bezposrednio po sobie nastepujace rze-
czywiste i dwa urojone wspblne punkty, a zarazem
dwie bezposrednio po sobie nastgpujace rzeczywiste
i dwie urojone wspélne styczne;

K). dwie pary bezposrednio po sobie nastepuja-
eych rzeczywistych wspolnych punktéw i dwie pary
bezposrednio po sobie nastepujacych rzeczywistych
wspblnych stycznych;

L). dwie pary bezposrednio po sobie nastepuja-
cych urojonych wspélnych punktéw i dwie pary bez-
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posrednio po sobie nastepujacych urojonych wspélnych
stycznych ;

M). cztéry rzeczywiste wspilne punkty, z kto-
rych trzy bezposrednio po sobie nastepuja i cztéry
rzeczywiste wspolne styczne, z ktérych trzy bezpo-
§rednio po sobie nastepuja: ]

N). cztéry rzeczywiste bezposrodnio po sobie
nastepujace wspolne punkty i cztéry rzeczywiste bez-
posrednio po sobie nastepujace wspdlne styczne.

W przypadku A: "

sa wspblne punkty M, M‘, M". M, dane wraz
z krzywemi K, K'. wiérzcholkami czworokata zupel-
nego wpisanego w obydwie krzywe. boki jego p, p’,
p", p*, pW, pV. promieniami laczacémi zauwazanych
krzywych wspolne punkty, punkty przekatne B. B'. B
wspolnémi biegunami. a przekatnie b, b, b wspblne-
mi biegunowemi. Szes¢ punktéw podwdjnych P. P’
P!, P, PV, PY, trzech przeciwbieznych inwolucyj
punktéw XX'YY'ZZ'.. na wspblnych biegunowych
b, b, b”, sa punktami przeciecia sie cztérych wspdl-
nych stycznych m, m', m“, m'’, jako promieni po-
dwoéjnych inwolucyj promieni wspilnych obydwu krzy-
wym K i K’ w pomieni onych szesciu punktach.

W przypadku B:

jest jedna z trzech inwolucyj punktow XX'
YY'ZZ'.. na wspolnych biegunowych b, b, b“. prze-
ciwbiezna, dwie za§ roOwnobieznemi; przeto dwa
z szescin punktow podwojnych P. P, PY, P, PV, PV,
rzeczywistémi, cztéry za§ urojonémi punktami. W rze-
czywistych punktach podwdjnych przecinaja sie przy-
nalezne urojone wspblne styczne, oznaczone roéwno-
bieznemi inwolucyjami promieni wspdlnemi obydwu
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krzywym K i K'; — urojone punkty podwdjne sa
punktami przecigeia sie nieprzynaleznych urojonych
wspolnych stycznych.

W przypadku C .

oznaczy¢ nalezy wspolne bieguny B, B', B, za
pomoca krzywych K i K', przypadajgcych promie-
niom ! i I na plaszezeni danych krzywych K i K'.
Punkty podwojne przeciwbieznych inwolucyj punktow
XX'YY'ZZ'.. na wspolnych biegunowych b, &', b"
sa punktami przeciecia sie P, P, P! P, PV, PV,
cztérech wspolnych stycznych m, m’, m*, m", jako
bokéw czworoboku zupelnego, opisujacego obydwie
krzywe. Jedna z trzech inwolucyj promieni zz'yy'zz'.
w wspoélnych biegunach B, B', B’ jest przeciwbiezna,
dwie za$ rownobieznemi. Rzeczywiste promienie po-
dwadjne inwolucyi przeciwbieznéj zz'yy'zz .. laczg przy-
nalezne urojone wspélne punkty M, M', M", M"'; —
urojone promienie podwojne rownobieznych inwolucyj
promieni wx'yy'zz'.... lacza nieprzynalezne urojone
wspélne punkty.

Przypadek D.

Po oznaczeniu trzech wspolnych biegunow B,
B', B”, sposobem nadmienionym w przypadku poprze-
dzajacym, otrzymamy, na 1zeczywistych promieniach
podwdjnych p i p’ przeciwbieznéj inwolucyi promie-
ni zz'yy'zz' .. w wspélnym biegunie B urojone wspélne
punkty, oznaczone roéwnobieznemi wspélnemi inwolu-
cyjami punktéw zauwazanych krzywych, a w rzeczy-
wistych punktach podwéjnych P i P’ przeciwbieznéj
inwolucyi punktéw XX'YY'ZZ'.. na wspolnéj biegu-
noweéj b, wspélne urojone styczne, oznaczone réwno-
bieznemi wspolnemi inwolucyjami promieni krzywych

http://rcin.org.pl



168 GUSTAW KRAMMER.

KiK. Rownobieznemi inwolucyjami promieni zz'yy'zz'..
we wspolnych biegunach B’ i B” oznaczone sg urojone
promienie p”, p"’, p'V, pV¥, laczace nieprzynaleine
urojone wspolne punkty; rownobieznemi zas inwolucy-
jami punktow XX YWzZ . wspélnych bieguno-
wych &' i 0" oznaczone sg urojone punkty P, P, PV,
PY, w ktorych przecinaja si¢ nieprzynalezne urojone
wspélne styczne.

W przypadku F

faczy rzeczywista wspolna biegunowa b bieguny
promienia p, przechodzacego przez danych krzywych
K i K' rzeczywiste wspolne punkty M i M'; rzeczy-
wistym wspolnym biegunem B zauwazanych krzywych
jest punkt przecigcia si¢ biegunowéj, przypadajacéj
dowolnemu punktowi wspolnéj biegunowéj b, ze wzgle-
du na krzywa K albo K', z promieniem p. Promienie
podwajne przeciwbieznéj inwolueyi zz'yy'zz".. w wspol-
nym biegunie 5 facza danych krzywych wspolne
punkty; — jednym jest promien p; drugim promien p’,
Iaczacy dwa urojone wspolne punkty M i M, ozna-
czone na nim znajdujacy si¢ wspolng inwolucyja krzy-
wych K i K'. W punktach podwoéjnych P i P prze-
ciwbieznéj inwolucyi XX'YY'ZZ' .. na wspblnéj bie-
gunowéj b przecinaja sie dwie rzeczywiste i dwie
urojone wspélne styczne; — piérwsze oznaczone prze-
ciwbiezna, drugie rownobiezna inwolucyja promieni,
wspolng obydwu krzywym. Urojone wspdlne biegu-
nowe b i b” oznaczone sy dwiema przeciwbieznemi
inwolucyjami promieni, przypadajacemi krzywym K
i K’ w punkcie B; — urojone wspélne bieguny B'i B”
oznaczone s§ dwiema przeciwbieznemi inwolueyjami
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punktow. przypadajacémi krzywym XK i K’ na pro-’
mieniu b.

Przypadki. B, G H 1L

Wspélny biegun B, na promieniu p, laczacym
bezposrednio po sobie nastepujace wspolne punkty M
i M', w ktorym przecinaja sie bezposrednio po sobie
nastepujace wspolne biegunowe b’ i ", w przypadkach
F'i G, jest punktem przeciecia si¢ promienia p’, Ia-
czacego wspélne punkty M i M z promieniem p;
Wspolnym biegunem B, w przypadkach H i I, jest
drugi punkt podwojny wspotkréslnych rzedow ABC...
1 A'B'C'.., na promieniu p utworzonych z biegunow,
przypadajacych promieniom wigzki w punkcie prze-
cigeia sie P dwoch bezposrednio po sobie nastepuja-
cych wspolnych stycznych m i m' ze wzgledu na je-
dng i druga krzywe, rozumiejac przez piérwszy punkt
podwdjny pomienionych rzedow punkt, oznaczony punk-
. tem P i wspolng biegunowa b, ktora, laczac bezpo-
srednio po sobie nastepujace wspolne bieguny B'i B”,
we wszystkich cztérech przypadkach, jest biegunowg
wspolnego bieguna B wykréslona ze wzgledu na
krzywe K albo K'. Urojone wspélne punkty M" i M,
urojone i rzeczywiste wspélne styczne m”, m" ozna-
czone sa, jak w przypadkach poprzedzajacych, inwo-
lucyjami wspolnemi obydwu krzywym.

W przypadkn K

jest promien, laczacy punkty przeciecia sie je-
dnéj i drugiéj pary bezposrednio po sobie nastepuja-
cych rzeczywistych wspolnych = stycznych, wspolng
biegunowa &, na ktoréj znajduje sie oo +:1 wspolnych
biegunow, a punkt przeciecia si¢ dwoch promieni,
z ktorych kazdy Iaczy pare bezposrednio po sobie na-

Wydz. mat.-przyr. T. VL 22
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stepujacych rzeczywistych wspolnych punktéw, wspol-
nym biegunem B, przez ktory przechodzi oo 4+ 1 wspol-
nych biegunowych.

Przypadek L.

Celem wykréslenia wspolnéj biegunowéj b, na
ktoréj znajduje sig oo + 1 wspolnych biegunow i ozna-
czenia wspolnego bieguna B, przez ktory przechodzi
00+ 1 wspolnych biegunowych dwoch krzywych rze-
du drugiego wskazanych tym przypadkiem (ktory,
zwazywszy, ze jedna krzywa w wewngtrznym polu
drugiéj znajdywaé si¢ musi, w tym wzgledzie nie ro-
7ni sie od przypadku D), uwzglednijmy w ich plasz-
czeni dwa promienie 7, I, ktérym przypadaja promie-
nie ¢ i w, ¢'i «' o wlasnosciach, zaleznych od poloze-
nia promieni Z i 7.

Jezeli kazdy z promieni /1! zawiéra jeden biegun
wspolnéj biegunowéj b; w takim razie sa na sobie le-
#ace promienie ¢ i ¢ wspolna biegunowa b, a punkt
przeciecia sig promieni % i ' wspolnym biegunem B.

Jezeli promien ! tylko jeden wspolny biegun zawiéra,
ktory jest punktem wspolnéj biegunowéj b, promien !’
za$ nietylko wspolny biegun, znajdujacy si¢ na wspol-
néj biegunowéj b, ale zarazem wspélny biegun B, na-
tenczas sg na sobie lezace promienie ¢ 1 w' wspélng
biegunowa b, a punkt przecigcia si¢ trzech promieni
U, ¢, w wspolnym biegunem 5.

Jezelinietylko ' aleil przechodzi przez wspolny bie-
gun B, w takim razie stanowia wspolng biegunowe
b na sobie lezace promienie w i ', a wspélnym bie-
gunem B jest punkt przecigcia sig promieni [, ¢, I', ¢

Jezeli na promien | wpada promien ¢, wtedy jest I
wspolng biegunowg b; wspélny biegun B oznaczony
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jest punktem przeciecia sie promieni » i «, jezeli I
i I' zawiéra tylko wspélny biegun wspolnéj biegunowéj
b, za$ punktem przecigcia sie promieni U, ¢, u, jezeli
' przechodzi przez wspolny biegun B.

Dwiema réwnobieznemi wspolnemi obydwu krzy-
wym inwolucyjami o polozeniu wspotkréslném, t. j.
inwolucyja promieni we wspolnym biegunie B i inwo-
lucyja punktow na wspolnéj biegunowéj b, oznaczone
sa dwie pary bezposrednio po sobie nastepujgcych
urojonych wspblnych stycznych i dwie pary bezposre-
dnio po sobie nastepujacych urojonych wspélnych
punktow.

Przypadki M i N.

Konstrukeyje krzywych K', majgeych z krzy-
wemi K trzy bezposrednio po sobie nastepujace wspolne
punkty, trzy bezposrednio po sobie nastepujace wspblne
styczne; cztéry bezposrednio po sobie nastgpujace
wspolne punkty i cztéry bezposrednio po sobie nastg-
pujace wspoblune styczne, zniewalaja nas do rozwiaza-
nia zagadnien:

wykréslic krzywe rzedu drugiego
przechodzgceg przez pigé rze-|dotykajgcg sig pigeiu rzeczy-
czywistych punktéw, z ktérych|wistych promieni, z ktérych
dwa, dwa i dwa, trzy, trzydwa, dwa i dwa, trzy, trzy
i dwa albo cztéry bezpoére-li dwa albo cztéry bezposre-
dnio po sobie nastgpujg. dnio po sobie nastgpujg.

Na nasuwajace si¢ pytanie: Jakim sposobem
mozna oznaczy¢ bezposrednio po sobie nastepujace
punkty i bezposrednio po sobie nastepujace promienie?
damy nalezyta odpowiedz, po dokladnem zastanowie-
niu si¢ nad inwolucyjami parabolicznemi, ktorych na-
ture dotychczas nie zbadano; znane bowiem wiasnosei:
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Paraboliczng inwolucyje
punktéw tworzg rzed punk-
tow ABC...

o+ 1 na dowolnym punkcie

promienia 0 i

GUSTAW KRAMMER.

Paraboliczng, inwolucyje
promieni tworza wigzka pro-
mieni abc.. punktu Oi co+ 1

na dowolnym promieniu punk-

promienia 0 znajdujgcych sie/tu O znajdujacych sig¢ pro-
punktéw A', B, C,.., !

dowodza tylko istnienia tych szczegblnego rodzaju
inwolucyj.

Inwolucyja punktéw (promieni) przeciwbiezna
albo rownobiezna (hyperboliczna albo eliptyczna) jest
zupelnie oznaczona, jezeli, dla ktoregokolwiek z jéj
punktéw (promieni), jestesmy w stanie wskazaé pe-
wien punkt (promien), jako jego punkt (promien) sprze-
zony. Jasna wiec rzecza, iz nalezy poprzednio rozdzie-
li¢ punkt na oo+ 1 na sobie lezacych punktéow i roz-.
szezepié promiei na oo+ 1 na sobie lezacych promie-
ni o polozeniu dokladnie oznaczoném, ktore jak wia-
domo pojawiaja sie w inwolucyjach parabolicznych,
i tym sposobem umozebni¢ dalsze nad témi utworami
poszukiwania; — co w nastepujacy uskuteczniamy
sposob :

mieni o', b, ¢,..

Punkt @ promienia o', kté-
ry na co + 1 punktéw rozdzie-
lié mamy, uwazamy jako sro-
dek wigzki promieni abc...,
i oznaczamy wsp6lkréglnodé
wigzki abe.. i rzedu ABC..
na promieniu ¢ trzema para-
mi odpowiednych skladnikéw

a1 b1 BNeiC,

Promiefi ¢ punktu O’, kté~
rynaco 41 promieni rozszcze-
pié mamy, uwazamy jako pro-
mied rzegdu ABC.., i ozna-
czamy wsp6lkréslnodé rzedu
ABC..i wigzki abc . . w punk-
cie O trzema parami odpo-

wiednych skladnikéw 4 i q,
Biah,..Oiviel

w takim razie bowiem, jezeli, jako
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punkt, odpowiedny punktowi
np. D rzedu 0, uwazamy punkt
przeciecia sig )’ promienia o
z promieniem d wigzki abc..
D,
przypada oo 4+ 1 punktom A4,
ByO
sobie lezgcych dokladnie o-

odpowiednym punktowi
rzedu 0, co+ 1 na

znaczonych punktéw A’, B,
C,.., na ktére punkt ®?)
promieniami @, b, ¢,.. ro-
zdzielono, *

Dwa tego rodzaju wspél-
kréélne rzedy ABC.. i A’
BC'.. leig na sobie jezeli
na promieniu 0 znajduje sie
promied o'.

promieni, odpowiedny promie-
niowi np. d wigzki O, uwa-
Iaczgey
punkt O’ z punktem D rzedu

zamy promien d’,

ABC.., odpowiednym pro-
mieniowi d, przypada oo+ 1
promieniom @, b, ¢,.. wigzki
0, co4+1 na sobie lezgeych
dokladnie oznaczonych pro-
mieni @', &', ¢/,.., na ktére
promied ¢!) punktami 4, B,
C, .. rozszczepiono.

Dwie tego rodzaju wspél-
kréslne wiazki abc..1i a'b'c'..
lezg na sobie, jezeli na punk-
cie O znajduje sig punkt O'.

Azeby daléj zbada¢ warunki, ktorym te szczeg6l-

nego rodzaju na sobie lezace wspolkréslne rzedy
i wspoOtkréslne wiazki zado$¢é ueczyni¢c musza, jezeli
maja by¢ inwolucyjnémi, rozwazmy, ze inwolucyja
punktéw o (przeciwbiezna al-lpromieni O (przeciwbiezna
bo réwnobiezna) oznaczonajalbo réwnobiezna) oznaczona
jest zupelnie krzywg rzeduljest zupelnie krzywg rzgdu
drugiego, znajdujacy sie na drugiego, znajdujgcg sig w pla-
plaszczeni, ktéra przez zau-|szczeni, ktéra przez zauwas

) Punkt w nieskonczonéj dali ®., rozdziela naco+ 1
punktéw wiazka promieni réwnoleglych; promien
w nieskonczonéj dali ¢., rozszczepia na oo + 1 pro-
mieni wiazka promieni, ktéréj érodek jest punktem
w skonezonosei.
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wazany przechodzi promied;
gdyz jesteSmy w stanie ozna-
czyé 'punkt sprzezony, przy-
padajacy
punktowi promienia o, kto-

ktéremukolwiek

rym jest przecigeie sig biegu-
nowéj zauwazanego punktu

z promieniem o0,

GUSTAW KRAMMER.

|zany przechodzi punkt, gdyz
jestemy w stanie wykrésli¢
promiefi sprzezony, przypada-
jacy ktéremukolwiek promie-
niowi punktu O, ktérym jest
polgczenie bieguna zauwaza-
nego promienia z punktem O,

z czego wynika, ze za pomocy krzywéj rzedu dru-
giego K i jéj dowolnego

promienia 2, na ktérym znaj-
duje sig ta szczegblnego ro-
dzaju inwolucyja punktéw,

punktu I, przez ktéry prze-
chodzi ta szczegélnego rodza-

ju inwolucyja promieni,

wlasnoéci inwolucyj parabolicznych zbada¢ nalezy.

Sprzezonémi punktami punk-
téw A, B, C,.. promienia m
krzywéj K sa punkty A', B',
C,.., na ktére rozdzielaja
biegunowe @, b, ¢, .. punktom
A, B,C,.. przynaleine punkt
stycznofci JM promienia m,
a poniewaz rzed punktéw
ABC.. iwigzka biegunowych
abc .. sg utworami wspéltkré-
§lnémi, przeto sposéb ozna-
czania sprzgzonych punktéw
inwolucyi punktéw paraboli-
cznéj zupelnie zgodny ze spo-
sobem, ktérym oznaczyliSmy
poprzednio odpowiedne punk-
ty dwéch szczegdlnego rodza-
ju dowolnie na plaszczeni le-
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Sprzezonémi  promieniami
promieni @, b, ¢, .. punktu

krzywéj K sa promienie @', b,
¢,.., na ktére rozszczepiajg
bieguny 4, B, C,.., promie-
piom @, b, ¢,.. przynalezne
styozng m w punkcie M, a
poniewai wigzka promieni ab
i rzed biegunéw ABC..

s3 utworami wspolkréslnémi,

C..

przetosposéb oznaczania sprzg-
lzonych promieni inwolucyi pro-
mieni parabolicznéj, zupelnie
zgodny ze sposobem, ktérym
oznaczyliémy poprzednio od-
dwéch
szezegblnego rodzaju dowol-
nie na plaszczeni lezgcych

powiedne promienie
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zacych rzedéw. Punktowi sty-|wigzek. Stycznéj m przypada

cznodci M przypada jako bie-|jako biegun punkt stycznosci M,

gunowa, styczna m,

a, 26 m i M s3 odpowiednémi skladnikami wigzki

abe..

Dwa na sobie lezgce wspél-
krédlne rzedy ABC.. i A'B’
C'.., z ktérych rzed A'B'C'..
stanowi co + 1 na sobie lezg-
cych punktéw,

i rzedu ABC.., przeto:

Dwie na sobie lezgce wspét-
iate..
z ktérych wigzke a'd'c’.. sta~

kréslne wigzki abe..

nowi oo+ 1 na sobie lezgeych

promieni,

a ktore, wedlug poprzednio podanych objaénien, tak
sg na plaszczeni ulozone,

iz na promieniu 0 rzedu ABC..
znajduje sig promieri o’ rzedu
A'B'C .., tworza inwolucyje.
jezéli na punkéie piérwszego
znajduje sig,odpowiedny punkt
regdu drugiego;

iz na punkcie O wigzki abe. .
znajduje sig punkt O’ wigzki
a'b'c’.., tworzg inwolucyje,
jezeli na promieniu piérwszéj
znajduje sig odpowiedny pro-
mienn wiazki drugiéj;

nadto jasng jest rzecza, Ze paraboliczng inwolucyja
punktéw oznaczona jest zarazem paraboliczna inwolu-
cyja promieni i odwrotnie, z czego wynika, Ze para-
boliczna inwolucyja punktow i paraboliczna inwolu-
cyja promieni zawsze razem wystepuja. Wspolkré-
slnémi utworami, t. j. rzedem ABC... na promieniu
m i wigzka abe.., ktoréj srodek M jest punktem rze-
du ABC.., odpowiednym promieniowi m wiazki abe. .
oznaczona jest paraboliczna inwolucyja punktow i pro-
mieni; a poniewaz do zupelnego oznaczenia wspol-
kréslnosci pomienionych utworéow niezbedne sa trzy
pary odpowiednych skladnikow,n. p. a i 4, i B,
¢ i C, dwiema za$§ parami ¢ i 4, b1 B, oznaczone sa
odpowiedne skladniki M i m, przeto:
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Paraboliczna inwolucyja punktow i promieni ozna-
czona jest zupelnie dwiema parami sprzezonych skla-
dnikow.

Te wlasnosci parabolicznych inwolucyj umozli-
Wiaja, oznaczenie bezposrednio po sobie nastepujacych .
punktow i bezposrednio po sobie nastepujacych pro-
mieni, najrozmaiciéj na plaszczeni ulozonych i to
w sposOb nastepujacy :

Po wylaczeniu z inwolucyi aAbBmDL...

parabolicznéj inwolucyi pro-
mieni aa'bb'mm’ .. pozostaje
paraboliczna inwolucyja punk-

tow AA'BB'MM .
punktem podwéjnym

., ktéréj
MM
i promieniem m, wylaczyé sig
niedajgcym, oznaczone sg dwa
bezposérednio po punkeie M
nastgpujace punkty albo dwa
bezposrednio po promieniu

nastepujgce promienie.

parabolicznéj inwolucyi punk-
tow AA'BB'MM' ..

je paraboliczna inwolucyja pro-

pozosta-

mieni aa'bb'mm/ .., ktéréj pro-
mieniom podwéjuym mm’ i
punktem I, wylgczyé sig nie-
dajacym, oznaczone sz dwa
po
nastgpujgce promienie

bezposrednio promieniu
mm/

albo dwa bezposrednio po

punkcie I nastgpujgce punkty.

Na ktory z dwoch mozliwych punktow bezposre-

dnio po puankcie MI' a wzglednie M nastgpujacych
i dwoch mozliwych po promienin mm' a wzglednie m
bezposrednio nastgpujacych promieni wskazuje para-
boliczna inwolucyja punktow 4A’BB' MM .. a wzgle-
dnie paraboliczna inwolucyja promieni aa’bb'mm’ ..
o tém rozstrzyga kierunek rzedu ABC.. i zwrot
wigzki abe ..

Inwolucyja adbBmdL . ., zlozong z parabolicznéj
inwolucyi punktow AA'BB' MM’ .. i parabolicznéj in-
wolucyi promieni aa’b6l'mm’ .., oznaczone sa cztéry
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bezposrednio po sobie nastepujace punkty i cztéry
bezposrednio po sobie nastepujace promienie.

Wylaczmy z inwolucyi ad
bBmM . . tylko rzed punktéw
A'B'M .. to jest rzed, utwo-
rzony z oo + 1 na sobie le-
zgcych punktéw, a pozosta-
nie paraboliczna inwolucyja
promieni aa'bbmm’ .. i rzgd
punktéw ABM ..., ktérémi
oznaczone sg trzy bezposre-
dnio po sobie nastgpujace punk-
ty; dwa z nich oznaczone sg
paraboliczng inwolucyjg pro-
mieni aa'bb'mm’ .., trzeci,
punktem rzedu ABM. ., od-
dalonym od pomienionych o

dlugofci nieskoiiczenie male.

Wylaczmy z inwolucyi a4
bBmM.. tylko wigzke pro-
mieni a'b’'m’.. to jest wigzke,
utworzono z oo+ 1 na sobie
lezgcych promieni, a pozosta-
nie paraboliczna inwolucyja
punktéw AA'BB'MM',.. i
wigzka promieni abm .., kté-
rémi oznaczone sg trzy bez-
posrednio po sobie nastgpu-
jace promienie; dwa z nich o-
znaczone s3 paraboliczng in-
woiucyjq, punktéw AA'BB'
MM..,

wigzki abm..., zawiérajacym

trzeci, promieniem

z pomienionémi katy nieskoi-
czenie male.

Polozenie dwoch, trzech i cztérech bezposrednio

po sobie nastepujacych punktow i dwoch, trzech i czté-
rech bezposrednio po sobie nastgpujgcych promieni
zalezy wiec od polozenia punktu A, promienia m,
kierunku rzedu ABM .. i zwrotu wigzki abm.. i od
natury wspolkréslnych utworow ABM.. i abm..
Przypada punktowi S, rzedu ABM.. promien
s wiazki abm .., zawiérajacy z promieniem m katy
proste, natenczas paraboliczna inwolucyja punktow i
promieni sa symetrycznemi; gdyz w takim razie przy-
padaja symetrycznie wzgledem punktu 2 uloZonym
punktom rzedu ABM .. promienie wigzki abm.., ulo-
zone symetrycznie wzgledem promienia m.
Wydz. mat.-przyr. T. VL 23
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Punkty M i M' dwéch na
sobie lezgcych parabolicznych
inwolucyj punktéw a AbBm ..
i a’A'b'B'm'M'. . sy ich wspél-
ng parg sprzezonych punktow,
. jezeli dlugosé MM jest skoii-
czong. Znajduje si¢ na punk-
cie M parabolicznéj inwolu-
cyipunktow g Ab BmAl .. punkt
M’ parabolicznéj inwolucyi
punktéw a’Ab'B'm'M'..; w
takim razie majg na sobie le-
zgce inwolucyje punktow je-
dng wspélng pare sprzgzonych
punktéw o oddaleniu skon-
czoném, dwa na sobie lezgce
wspélne sprzgzone punkty lub
nieskonczenie wiele par wspol-
nych sprzgzonych punktow,
ktorémi sg punkty podwéjne
wspolkréslnych rzedow ABM ..
i A'B'M'.. patrz 1. 3,

Krzywa rzedu drugiego K,

GUSTAW KRAMMER.

Promienie m i m' dwéch
na sobie lezgcych paraboli-
cznych inwolucyj promieniad
bBmM .. i a'A'V'B'm'M ...
sg ich wspélng parg sprzezo-
nych promieni, jezeli kat mm'
jest mniéjszy od 180°. Znaj-
duje sig na promieniu m pa-
rabolicznéj inwolucyi promie-
ni adbBmM.. promien m
parabolicznéj inwolucyi pro-
mieni a’A'0'B'm'M* . .; w takim
razie maja na sobie lezgce
inwolucyje promieni jedng
wspolng pare sprzgzonych pro-
mieni o nachyleniu mniéjszém
od 180°% dwa na sobie lezg-
ce wspélne sprzezone promie-
nie lub nieskonczenie wiele
wspolnych par sprzgzonych
promieni, ktéremi sg promie-
nie podwéjne wspolkréslnych
wigzek abm... i a'b'm’...
patrz 1. 3.

Krzywa rzg¢du drugiego K,

ktéra przechodzgc przez punkt
M ma zarazem i kierunek
zgodny z kierunkiem promie-
nia m, przechodzi przez dru-
gi bezposrednio po nim na-

stepujacy punkt A7, oznaczo-

ktora dotykajac sig promienia
m ma zarazem i zwrot zgo-
dny ze zwrotem punktu A7,
dotyka si¢ drugiego bezpo-
§rednio po nim nastgpujgcego
m',

promienia oznaczonego

ny inwolucyja promieni ad

inwolucyja punktéw adbB
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bBmM .., jezeli rzed punktéwmM .., jezeli wigzka promie-
przecigeia sig A B*, M*,..ni a”, b m", .. laczgcych
stycznych wykrésinych w punk- punkty stycznoséci oznaczone
tach, w ktérych promieniena promieniach, ktére prze-
wigzki abm ... zauwazang|chodzac przez punkty rzedu
przecinaja krzywe, z promie- ABM.. zauwazanéj dotykaja
niem m i rzed punktéw AB|sie krzywéj, z punktem A i
M .., oprécz punktu podwdj-|wiazka promieni abm, oprécz
nego M, majg jeszcze i dru-|promienia podwdjnego m, ma-
gi, oddalony od niego o dlu-[ja jeszcze i drugi, nachylony
gosé skonczong lub nieskon-/do niego pod katem mniej-
czenie wielkg. szym lub réwnym 90°.
Przechodzi krzywa rzedu| Dotyka si¢ krzywa rzedu
drugiego przez punkt J/ pa-|drugiego promienia m para-
rabolicznéj inwolucyi promie-|bolicznéj inwolucyi punktéw
ni aAbBmM. ., zgadzajac sielaAbBmM .., zgadzajac sie
z kierunkiem promienia m,|ze zwrotem punktu A/, a ma-
a majg rzed punktéw A”B’|ja wigzka promienia’’d’'m'’..

M"..irzed punktéw ABM..\i wiazka promieni abm jeden
jeden punkt podwdjny ]l[“,‘promier’l podwéjny m', ktére-
ktérego oddalenia od punk-go nachylenia do promieni m
tow M 1 M sa nieskoﬁczenieii m' sa nieskoriczenie male;

male; natenczas sa, trzy bez- natenczas sa, trzy bezposre-

posrednio po sobie nastgpujg-dnio po sobie nastgpujgce in-
ce inwolucyjg promieni aAbB|wolucyja punktéw aAbBmM
mM.. i rzgdem punktéw AB|i wiazkg promieni abm.. o-
M... oznaczone punkty M’ znaczone promienie m, m', m",
M', M", punktami krzywéj K 'promieniami krzywéj K.
Krzywa K przechodzi przez cztéry bezposrednio
po sobie nastepujace punkty M, M‘, M*, M’ i doty-
ka sie cztérech bezposrednio po sobie nastepujacych
promieni m, m’, m*, m'", oznaczonych paraboliczng
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inwolucyja punktow i promieni aAbBmM, jezeli zan-
wazana krzywa przechodzac przez punkt M dotyka
sie promienia m, a wspotkrésine rzedy A* B*M*..1i ABM

. 1 wspolkréslne wiazki a“b'm” .. 1 abm.. sa iden-
tycznemi. Paraboliczna inwolucyja punktow i parabo-
liczna inwolucyja promieni sa w takim razie inwolu-
cyjami krzywéjrzedu drugiego K. Po tych objasnie-
niach, przystepujemy do konstrukcyi krzywych rzedu
drugiego oznaczonych pieciu

punktami, z ktérych dwa, dwa
i dwa, trzy, trzy i dwa, lub
cztéry bezposrednio po sobie
nastepuja.

a) Jezeli
paraboliczna inwolucyja pro-
mieni aAbBmM .. i punkty
MY, M, M*, Fig 2a, o-
znaczmy za pomocy réwnan:

(ABMC) = (abmc),

(ABMD) = (abmd).

(ABME) = (abme),
punkty C. D, E, odpowiedne
promieniom ¢, d, ¢; punkty zag

F i I, odpowiedne punktom
F" i I' za pomoca réwnaii:
(DMEF) =1, (CMDI) = 1,
uwazajage D i B, jakotéz C'i D
jako punkty sprzezone. Ozna-
czmy daléj, po wykrésleniu
MYV  dowolnego
promienia M VLY, zawazywszy,

w punkcie

ze utwory rzedu piérwszego

promieniami, z ktérych dwa,
dwa i dwa, trzy, trzy i dwa,
lub
|sobie nastepuja.

dane sa:

paraboliczna inwolucyja punk-

cztéry bezpogrednio po

téw aAbBmMl.. i promienie
L) ,,nIV, Fig 267 wy-

‘il

m'’, m
kréslmy za pomocg rownan:
(abme) = (ABMO),
(abmd) = (ABMD)
(abme) = (ABME),
promienie ¢, d, e, odpowie-
dne punktom C, D, E; pro-
mienie zaé f*i ¢, odpowiedne
promieniom f* i 44 za po-

mocg réwnan:

(dmef)=—1, (emdi)=— 1,
uwazajac d 1 e, jakotéz ci d
jako promienie sprzgzone.
Wykréslmy daléj, po oznacze-
niu na promieniu m!V dowol-

nego punktu mIVl", zwaiyw-
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FIM.., i F'I"M.. i fim..
sg wsp6lkré§lnémi, punkt P,
uiszczajacy réwnanie:
(ME’'LYP"y = — 1,

uwazajaec M i " jako punk-
ty sprzezone i wykréslmy pro-
mien, p odpowiedny punkto-
wi P“; a punkt przecigcia
sig MV promienia p z pro-
mieniem J/'VI'" bedzie punk-
tem krzywéj K, przechodzacéj
przez pigé punktéw M, M,
M, M, MY, z ktérych
dwa bezposrednio po sobie
nastepuja.

181

szy, ze utwory rzedu piérw-

e 1 BEM..

"

szego fim. .,
sg wspolkréslnémi, promien p
uiszczajacy réwnanie:
(me"l''p"y = — 1,

uwazajac m 1 I* jako pro-
mienie sprzezone i oznaczmy
punkt P, odpowiedny promie-
niowi p”; a promied mV ,Ig-
czgcy punkt P z punktem
m!Vl", bedzie

krzywéj K, dotykajacéj sig

promieniem

ieciu promieni, m, m’', m*
pi¢ P ) 3
m'"”’, m'V, z ktérych dwa bez-

posrednio po sobie nastepuja.

b) Podana konstrukcyja staje sie nierownie pro-

stsza, jezeli nietylko
punkty M i M’ ale i M* i
M oznaczone sg inwolucyja
promieni paraboliczng.

promienie m i m’ ale 1 m*
i m'”" oznaczone sg inwolucyja

punktéow paraboliczng.

W takim razie bowiem, naznaczywszy

promieni, laczacy punkty M i
M*, literg d, jest punkt prze-
cigcia sig promienia IM* M,
to j. stycznej krzywéj K z
promieniem 7, punktem D”,
odpowiednym promieniowi d
i punktowi DD,

punkt przecigeia sig promieni
m i m" literg D, jest pro-
mien, laczacy punkt m* m'Y,
to j. punkt krzywéj K z punk-
tem M, promieniem d*, od-
powiednym punktowi D i pro-

mieniowi d.

¢) Zanim przystapimy do opisania konstrukeyi
krzywéj K oznaczonéj pieciu punktami, z ktorych trzy
bezposrednio po sobie nastepuja i krzywéj K ozna-
czonéj pigein promieniami, z ktorych trzy bezposre-
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dnio po sobie nastepuja, udowodni¢ nam poprzednio
wypada jednoznaczng wspotkrésinosé dwoch

rzedéw ABG.. A'B'G'..,
oznaczonych punktami A, B, G
i A',G', i warunkiem, Ze je-
dynym punktem podwdjnym
tych réwnobieznych rz¢déw ma
byé punkt GG’.

gleniu dwéch promieni o i o’

Po wykré-

o dowolném nachyleniu, prze-
nieémy punkty 4, B, G, w
porzagdku w jakim po sobie
nastgpujg, na promiésd o, u-
wazajgc przecigeie sig pro-
mieni 0 1 o’ jako punkt G}
punkt A za§ na promien o,
nazpaczywszy przecigcie sie
promieni o0 i o’ takze litera
G’ Fig. 40 i oznaczmy punkt
przecigciasie C promienia A A4’
z promieniem d, dzielgcym
kat oo’, albo z promieniem d’
dzielgcym spelnienie tego ka-
ta na dwie réwne czesci, a
promierni, lgczacy punkt b z
punktem B, przetnie promien
o' w punkcie B, odpowiednym

punktowi B. Ktéry z dwéch

wigzek abg.. i a'b'g'.., o-
znaczonych promieniami a, b, ¢
i a’, g' i warunkiem, ze je-
dynym promieniem podwéjnym
tych

ma byé promien gg'.

réwnobieznych wigzek
Po o-
braniu dwéch punktéw O i
O' o dowolném oddaleniu, wy-
kréslmy w punkcie O pro-
mienie @, b, g, w porzadku
w jakim po sobie nastepuja,
uwazajac polgczenie punktéw
O i O jako promiefi g; pro-
miei @' za§ w punkcie O
naznaczywszy polaczenie punk-
tow O i O' takze litera ¢’
Fig. 4B i wykréélmy promieni
¢, laczaey punkt ga’ z punk-
tem D), dzielgcym dlugosé’)
00, albo z punktem D' ,
dzielgcym spelnienie téj dlu-
gosci na dwie réwne czedci,
a promiefi &/, laczacy punkt
przecigeia sig promieni b i ¢
z punktem O', bedzie odpo-
wiednym promieniowi b. Kto-

") 00" jest lukiem kata, ktérego wiérzcholek jest punk-
tem w nieskoriczonéj dali, spelnienie jego jest odci-

nek OD*' , O'.— Odcinki OD' ,,= 0' D',

kami katéw prostych.

sg Iu-
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mozliwych promieni, czy pro-|ry z dwéch mozliwych punk-

mien d, dzielagcy kat oo/, al-
bo promien d', dzielgcy spel-
nienie tego kata na dwie ré-
wne czgdci, uwzglednié po-
winnismy, o tém rozstrzyga
réwnobiezno$é, ktéremu wa-
runkowi wspélkréslne rzedy
ABG.. 1 A'B'G’ .., po spro-

wadzeniu w piérwotne polo-

tow, czy punkt D dzielgcy
dtugosé OO0, albo punkt D' |
dzielgey spelnienie téj dlugo-
gci na dwie réwne czgdcei, u-
wzglgdni¢ powinnismy, o tém
rozstrzyga réwnobieznosé, kt6-
remu warunkowi wspélkrésine
wigzki abg.. i a'b'q’.., po

sprowadzeniu w piérwotne po-

zenie, zado$¢ uczynié muszy.

lozenie, zado$¢ uezyni¢ muszg.

Punktowi B odpowiada wiec jednoznacznie punkt
B', promieniowi & jednoznacznie promien &’, czém udo-
wodnilisSmy jednoznaczna wspotkrésinosc rzedow ABG..

rA'B& .,

a wzglednie wigzek abg.. i a'b'g’ ..

Azeby wykréslic krzywe K oznaczong piecin

punktami M, M', M*, M,
MY, z ktérych trzy bezpo-
érednio po sobie nastgpujgce
punkty A, M', M" oznaczo-
ne sg paraboliczng inwolucy-
ja promieni adbBmM ... i
rzgdem punktéw ABM. ., dwa
punkty za$ M i MV majy
oddalenie skoriczone Fig. 3a,
oznaczmy punkt £, odpo-
wiedny punktowi /™, za po-
mocg réwnania:
(CMDF) = — 1,

uwazajgec C' i D jako punkty

sprzezone, 1 rozwazm ze
: ) 9

'promieuiami my, m’y m", m’,

m'V, z ktérych trzy bezpo-
$rednio po sobie nastepujgce
promienie m, m', m' ozna-
czone s paraboliczng inwo-
lucyja punkiéw adbBmM ..
i wigzkg promieni' abm.. dwa
promienie za$ m'’ i mIV ma-
ja nachylenie skoriczone Fig.
30, wykré§lmy promien f, od-
powiedny promieniowi f”', za
pomocg réwnania:
(emdf) =—1,

uwazajac ¢ i d jako promie-
nie sprzezone, i rozwazmy,

punktami D, F, M, i M* F*,

http://rci
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oznaczone sg zupelnie dwa
przeciwbiezne rzg¢dy o jednym
punkcie podwéjnym GG al-
bo HH". Po oznaczeniu punk-
tu D", odpowiednego punkto-
wi D wedlug Fig. 4«4, ozna-
czmy punkt F stanowigey z
punktami M", D" i punktem
przecigcia sig dowolnie w punk-
cie MY wykréslonego pro-
mienia MV 1" z promieniem
m (uwazajac punkty M i
I’ jako sprzgzone), harmonij-
ny uklad punktéw, a wiec
punkt E' zado$é czynigey ro-

wnaniu: -
(.MIIDIIIIIEI!) RS A 1'
Wykréélmy narecie pro-

mieh e, odpowiedny punktowi
E“, zwazywszy, ze utwory
DFM.., D"F'M".. i dfm..
sg wspolkréslnémi, a punkt
przecigeia sig MV promienia
e z promieniem M IVI" be-
dzie punktem #gdanéj krzy-
wéj K.

d). Majy punkty M i M"Y
oddalenie nieskoriczenie male,
w takim razie jest M M
styczng krzaywéj K, a punkto-
wi F’, w ktérym przecina

styczna M"'M™ promieni m,

GUSTAW KRAMMER.

f!! oznaczone sg zupelnie dwie
przeciwbiezne wigzkio jednym
promieniu podwéjnym g¢g' al-
bo %k!. Po wykrésleniu pro-
mienia d/, odpowiednego pro-
wieniowi d wedlung 40, wy-
kréslmy promied e, stano-
wigcy z promieniami m“, d"
i promieniem, laczacym do-
wolnie na promieniu m!V o-
brany punkt m!V ¢* z punk-
tem M (uwazajgc promienie
m" i ¢" jako sprzgzone), har-
monijuy uklad promieni, a
wigc promieni e” zado$é czy-
nigey réwnaniu.
(med¥etely = —
Oznaczmy nareszcie punkt

E, odpowiedny promieniowi

ey zwazywszy, ze ubtwory
dfm.., d“f*m".. i DFM..
sq wspOlkréglnémi, a promien
mY, laczgcy punkt E z punk-
tem 2'V4", bedzie promieniem
zadanéj krzywéj K.

d). Majg promienie m'" i
m!V nachylenie nieskoriczenie
male, w takim razie jest m‘"!
m*V punktem krzywéj K, a
promieniowi f*, ktéry Ilaczy
punkt m"“m'V z punktem M,

http://rcin.org.pl
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przypada, jako odpowiedny
punkt rz¢du ABM.., punkt
F, odpowiedny promieniowi f,
ktory lgezy punkt 3/ z punk-
tem M. Po oznaczeniu punk-
tu ¥, odpowiednego punkto-
wi I, nalezy, celem ozna-
czenia punktu MV krzywéj K,
zastésowaé postgpowanie opi-
sane w przypadku c).

e). Punkt MV krzywéj K,
oznaczonéj paraboliczng in-
wolucyjg punktéw i promieni
aAbBmM.. i punktem D'V
czyli pigeiu punktami M, I,
M, M“, M™, z ktérych
cztéry: M, M', M"Y, M,
bezposrednio po sobie naste-
Puja, znajdujgcy sig na do-
wolnym promieniu M/'V.D punk-
tu MV Fig. 5q,
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przypada, jako odpowiedny
promieri wigzki abm.., pro-
mien f, odpowiedny punktowi
F, w ktérym przecina pro-
mieft m’ promiefi m. Po wy-
krésleniu promienia f, odpo-
wiednego promieniowi f%, na-
lezy, celem wykréslenia pro-
mienia mY krzywéj K, zasté-
sowaé postgpowanie opisane
w przypadku c).

¢). Promien mV krzywéj K,
oznaczonéj paraboliczng inwo-
lucyjy promieni i punktéw
aAbBmDI..i promieniemm!V,
czyli pigciu promieniami m,
m', m", m'"', mV, z ktérych
catéry: m, m', m', m'’, bez-
posrednio po sobie nastgpujs.
przechodzgcy przez dowolny
punkt m!V d promienia m!V

Fig. 58,

otrzymamy sposobem nastepujacym :

Po oznaczeniu punktu C,|
zado$é czynigcego réwnaniu:
(ABMCy = (abme),
oznaczmy punkt JZ uiszcza-
jacy réwnanie: (M CDE)=—1
(uwazajge M i D jako punk-
ty sprzgzone), a punkt prze-
cigeia sig promienia e wigzki

abm.., odpowiednego punk-

Wydz. matem.-przyr. T. VL

Po wykrésleniu promienia
¢, zado§é czynigcego réwnaniu:
(abme) = (ABMO),
wykreslmy promien e, uisz-
czajgcy rownanie: (mede)—=—1
(uwazajge m i d jako promie-
nie sprzezone), a promien, lg-
czgcy punkt %' rzgdu ABM. .,

odpowiedny promieniowi e

24
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towi K rzgdu ABM .., z pro-|wigzki abm..,

mieniem MV bedzie zgda-m!'Vd bedzie zadanym pro-

z punktem
nym punktem MV . mieniem mV .

Pomnac na powyzéj przytoczone wlasnosci krzy-
wéj, przechodzacéj przez trzy bezposrednio po sobie
nastepujace punkty i krzywéj, dotykajacéj sie trzech
bezposrednio po sobie nastepujacych promieni, nie
ulega zadnéj watpliwosel,
7e krzywa K', majaca z krzy-‘ie krzywa K‘, majaca z kray-

wg K trzy bezposrednio po

sobie nastepujace wspélne

punkty,

wa K trzy bezposrednio po

sobie nastepujace wspolne

styczne,

oznaczona jest zupelnie, jezeli dane s3:

styczna p i punkt M krzy-|
wéj K, a nadto dwa na plasz-
czeni danéj krzywéj dowolne
punkty M i M'™ o odda-
leniu skonczoném Fig. 6o lub,

styczna p 1 punkt M krzy-
wéj K, a nadto na plaszczeni
danéj krzywéj dowolny punkt|
M"' na dowolnym promieniu
p' Fig. 7a.

‘W piérwszym pr
dane sg styczng p i punktem!
M dwa, punktem podwdjnym
GG’ dwéch  wspotkrésinych,
réwnobieznych , punktami A,
B, G i A', G' oznaczonych
reedow, trzeci z trzech bez-
posrednio po sobie nastgpujg-

punkt P i styczna m krzywéj
K, a nadto dwa na plaszcze-
ni  danéj krzywéj dowolne
promienie m'’ i m'V o nachy-
leniu mniéjszém od 180° Fig.
63 lub,

punkt P i styczna m krzy-
wéj K, a nadto na plaszczeni
danéj krzywéj dowolny pro-
mieri m'"’ w dowolnym punkcie
2 FigeTo

zypadku bowiem

dane sg punktem P 1 styczng
m dwa, promieniem podwdj-
nym g¢g' dwéch wspélkrésinych,
réwnobieznych, promieniami
a, b, g 1 a', g’ oznaczonych
wigzek, trzeci z trzech bez-

posrednio po sobie nastgpuja-
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cych punktéw M, M', M,
ktére wraz z punktami M
i

MY oznaczajg zupelnie

krzywe K,
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cych promienim, m/, m', kt6-

re wraz z promieniami m‘‘/ i
m'V oznaczajg zupelnie krzy-

we K

w przypadku drugim, dane sa

styczng p i punktem I dwa,|
GG’
dwoch wspolkrésinych, réwno-
bieznych, punktami 4, B, G i
A, G’ oznaczonych rzedéw,

punktem  podwdjnym

trzeci z trzech bezposrednio
po sobie nastgpujacych punk-
tow M, M', M"; styczng p’
za$ 1 punktem M’ dwa bez-
posrednio po sobie nastepujg-

punktem P i styczng m dwa,
promieniem podwéjnym  gg'
dwdch wspétkrésinych, réwno-
bieznych, promieniami a, b, ¢
i a’, g’ oznaczonych wigzek,
trzeci z trzech bezposrednio
po sobie nastgpujgcych pro-

mieni m, m’', m’; punkiem
za$ P’ istyczng m'’ dwa bez-

posrednio po sobie nastepu-

ce punkty M"' i MW,

jace promienie m'’ i mV,

ktére do oznaczania krzywych K’ zupelnie wystar-
€Zaja.

Konstrukeyje pomienionyeh krzywych K', kto-

rych piérwsze i najglowniéjsze czesci stanowia poda-

ne konstrukeyje punktu B’ i promienia &' Fig. 4a

i Fig. 48, opiéwaja:

Naznaczmy punkty prze-|
cigcia sig promieni N’/ NV
M MY i promienia N/ NV
(N““NV Igczy punkt N z
dowolnym punktem NV krzy-
wéj K) z promieniem p Fig. 64,
kolejno literami 4, 4/, B i
oznaczmy Fig. 4a, zwazywszy,
ze A i A, Gi G s3 odpo-

dwéch

wiedpémi  punktami

http://rc

Naznaczmy promienie, 1g-
n™, m!"'m™v

ry

czgce punkty n
i punkt n'’a¥ (n'’nV jest
przecigeciem sig promienia n'!’
z dowolnym promieniem n Vv
krzywéj K) z punktem P Fig,
6@, kolejno literami @, a', b
i wykréslmy Fig. 483, zwazyw-
szy, ze a i @', g 1 g’ s od-
powiednémi promieniami dwéch

in.org.pl
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wspolkréslnych, réwnobieznych
rzgdéw o jednym punkcie
podwéjnym, punkt B’, odpo-
wiedny punktowi B. Wykrésl-
my daléj promien, Ilgczgcy
punkt B’ z punktem MY, i
promieri, laczacy punkt NV z
punktem 1/, a ich punkt prze-
cigeia sig MV bedzie punktem
krzywéj K'. Za uwzglednie-
niem innych promieni punk-
tu NV

GUSTAW KRAMMER.

wspolkréslnych, rownobieznych
wigzek o jednym promieniu
podwéjnym, promien &/, od-
powiedny promieniowi b. O-
znaczmy daléj punkt przecig-
cia sig promienia b’ ze sty-
czng m'V i punkt przecigcia
sig promienia 7' ze styczng
m, a promiei mY , je laczacy
bedzie styczng krzywéj K
Za,

punktéw promienia 7!V

uwzglednieniem  innych

otrzymamy, postepujac droga wskazana,inne krzywéj K’

punkty. ]

promienie.

W Fig. 7e i 73, przeprowadzono konstrukeyje

krzyw
majgcej trzy bezposrednio po
sobie nastgpujace punkty wspol-
ne z krzywg K a przecho-
dzgcéj nadto przez dwa bez-
posrednio po sobie nastgpu-
jace punkty MM i DM,

6 K,

posiadajgcéj trzy bezposrednio
po sobie nasigpujgce styczne
wspélne z krzywg K a doty-
kajacéj sig nadto dwoch bez-
posrednio po sobie nastepuja-

cych promieni m/" i ml,

Przytoczone konstrukcyje #zadnéj nie ulegaja
zmianie, jezeli mamy rozwigza¢ zagadnienia:

Wykréslié krzywe K, prze-

Wykrédlic krzywe K, do”

chodzgeg przez catéry punkty|tykajaca sig cztérech promieni
krzywéj K, z ktérych trzy bez-krzywéj K, zktérych trzy bez-
poérednio po sobie nastgpujg./poérednio po sobie nastepuja.

Wspolne bieguny B, B’, B" i wspolne biegu-
nowe b, b‘, b*, tak na plaszczeni ulozonych krzywych
rzedu drugiego K i K', znajduja si@ nieskonczenie
blizko trzech bezposrednio po sobie nastepujgcych
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wspolnych punktow i trzech bezposrednio po sobie
nastepujacych wspolnych styeznych. Czwartg wspolng
styczne krzywych K i K' otrzymamy, po oznaczeniu
drugiego punktu podwdjnego (piérwszym jest punkt M
a wzglednie punkt P) inwolucyi punktow XX'YY'
ZZ'.. na promieniu p a wzglednie na promieniu m,
jako drugi promien podwdjny (piérwszym jest p
a wzglednie m) inwolucyi promieni wspolnéj zanwa-
zanym krzywym w pomienionym drugim punkcie po-
dwojnym.

Celem wykréslenia krzywéj K’, majacéj z krzy-
wa K cztéry wspdlne bezposrednio po sobie nastepu-
jace punkty M, M', M, M, i cztéry wspélne bez-
posrednio po sobie nastepujace styczne m, m', m*, m'",
jezeli dane sa: krzywa K, jéj styczna m w punkcie

.M i punkt N'Valbo promien n'V krzywéj K Fig. 8«
i Fig. 8B,
polgczmy punkt NIV z punk-

przetnijmy promieniem n!V

tem M promieniem ¢, wykrégl-
my promiern MV MV, ktéry
przecina styczng m w punkcie
D, i oznaczmy punkt przecig-
cia sig NV promienia DNV
z promieniem e, ktéry lgczy
punkt M V krzywéj K z punk-
tem V.

styczng m w punkcie C, oznacz-
my punkt m™Y m Y, przez ktéry
przechodzi promieri d punktu
M, i wykréélmy promieti n Y,
laczgcy punkt dn' z punktem
E, w ktérym przecina pro-
mieii m YV krzywéj K pro-

mied m.

Kazdy punkt stycznéj m. tak na plaszezeni
wlozonych krzywych rzedu drugiego K i K', jest
wspOlnym biegunem; a kazdy promien punktu M ich

wspolng biegunowa,.
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Podane konstrukeyje krzywych K’ sa konstruk-
cyjami. przytoczonemi pod lit: ¢, d, e, lecz znacznie
dana krzywa K uproszczonemi.

9. Promieniom « i b, inwolucyi promieni para-
bolicznéj aAbBmM .., w dowolnym punkcie kola,
ulozonym symetrycznie wzgledem stycznéj w zauwa-
zanym punkeie, przypadaja, jako odpowiedne punkty,
punkty A4 i B inwolucyi punktéw parabolicznéj aAbB
mM .. na pomienionéj stycznéj, ulozone symetrycznie
wzgledem jéj punktu stycznosci z kotem i odwrotnie;
czyli: paraboliczna inwolucyja punktow, na ktorym-
kolwiek promieniu kota i paraboliczna inwolucyja pro-
mieni, w dowolnym punkcie kota, sa symetrycznemi.

Punktem odpowiednym pro-
mieniowi s, ktory, przechodzac
przez punkt M krzywéj K,
zawiéra ze styczng m w tym
punkcie krzywéj kat prosty,
jest przeto Fig. 9o punkt S,
promienia m oddalony o dlu-
gosé nieskonczenie wielky od
punktu B, jezeli krzywa rze-
du drugiego K, przechodzacy
przez trzy bezposrednio po
sobie nastepujgce punkty I,
M, M" krzywéj K, ma byé
kolo. Punktem przecigcia sig
S* stycznéj, wykréslonéj w
punkecie, w ktérym przecina
promien 8 krzywe K, z pro-
mieniem m, punktem przecig-
cia sig A" stycznéj, wrkréslo-

http://rci

Promieniem odpowiednym
punktowi S, ktéry, znajdu-
jac sig na promieniu m krzy-
wéj K, oddalony jest od punk-
tu stycznogci M tego promie-
nia z krzywg o dlugoséé nie-
skoriczenie wielka, jest przeto
Fig. 9B promien s punktu M,
zawiérajacy z promieniem m
kat prosty, jezeli krzywy rze-
du drugiego K, dotykajaca sig
trzech bezposrednio po sobie
nastepujacych promieni m, m/,
m' krzywéj K, ma byé kolo.
Promieniem s, lgczgcym punkt
stycznofci stycznéj, wykréslo-
néj z punktu S, do krzy-
wéj K, z punktem IM, pro-

mieniem a', lgczgecym punkt

n.org.pl
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néj w punkcie, w ktérym prze-
cina promiei ¢ krzywe K, z
promieniem m i punktami S, ,
@, G, oznaczona jest zupel-
nie wspolkréslnosé rzedéw ro-
wnobieznych AGS, .. 1 A"
QIS jednym punkcie
podwéjnym GG (patrz Fig.

o

10a, w ktéréj oznaczono punkt
A odpowiedny punktowi A");
a rzedem punktéw A"G"S"..
i inwolucyjg promieni parabo-
liczng aA'sS"mM .. kolo K,
przechodzgce przez trzy bez-
posredunio po sobie nastgpujace
punkty M, M', M", (przes
M" rozumiemy punkt podwdj-
ny wspélkréslnych rzedéw A
(6,5 Fpagies 67, S0 (B
czony takze literami G, G*)
krzywéj K.

nazna-

stycznosei stycznéj, wykréslo-
néj z punktu A4, z punktem
M i promieniami s, g, g“,
oznaczona jest zupelnie wspol-
kréslno§¢ wigzek réwnobie-
zoych ags.. i a'’gs".. o je-
dnym promieniu podwdjnym
gg" (patrz Fig. 108, w kto-
réj wykreslono promien « od-
powiedny promieniowi g'); a
wigzkg promieni a’/g“s’... i
inwolueyjg punktéw paraboli-
czng a''As"S . mDL. . kolo K,
dotykajgce si¢ trzech bezpo-
srednio po sobie nastgpujgeych
promieni m, m', m" (przez m"
rozumiemy promieli podwdjny
wspolkréslnych wigzek ags..

ey

i ag"s".. naznaczony takze

literami ¢ i ¢') krzywéj K.

Srodek O, tego jedynie mozliwego kola, jest

przecieciem si¢ promienia,

wykréslonego w punkeie 4

prostopadle do promienia @, z promieniem s.
10. Inwolucyje promieni w wiérzchotkach i in-

wolucyje punktéw na stycznych wiérzcholkowych krzy-
wéj rzedu drugiego sa parabolicznemi, a kolo K, za-
kréslone promieniem OM z punktu O, w ktorym prze-
cina promien, wykréslony w dowolnym punkeie 4 sty-
cznéj wiérzcholtkowéj m, prostopadle do promienia
Taczacego wiérzcholek A/, znajdujacy sie na stycznéj
m, z punktem stycznosci stycznéj, wykréslonéj z punk-
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tu A do danéj krzywéj K, o§ glowna, przechodzaca
przez wiérzcholek M, przechodzi przez cztéry bezpo-
grednio po sobie nastepujace punkty i dotyka sie czté-
rech bezposrednio po sobie nastepujacych stycznych
zauwazanéj krzywéj; poniewaz symetryczna parabo-
liczna inwolucyja promieni w wiérzchotku M i syme-
tryczna paraboliczna inwolucyja punktéw: na stycznéj
wiérzchotkowéj m krzywéj K przypadaja takze kolu K.

Elipsa posiada cztéry tego rodzaju kola, ktorych pro-
mienie maja diugosé¢ skonczona; srodki dwoch z cztérech
kol, majacych z hyperbolg cztéry bezposrednio po sobie
nastepujace wspolne punkty i cztéry bezposrednio po so-
bie nastepujace wspolne styczne, ktore przechodza przez
wiérzcholki w skonczonosei sa punktami w skonczo-
nosci;$rodki kot, przechodzacych przez wiérzcholki w nie-
skonczonéj dali t. j. przez punkty, w ktorych trzecia
o$ ') glowna w nieskonczonéj dali hyperboli, hyper-
bol¢ przecina, s3 punktami w nieskonczonéj dali, kto-
rych polozenia wskazuja promienie, wykréslone pro-
stopadle do ledwoniestycznych; parabola ma tylko je-
dno tego rodzaju kolo o promieniu skonczonym; dru-
giém kolem bowiem nie jest jéj promien w nieskon-
czonéj dali, gdyz powyzéj przytoczona konstrukeyja,
przeprowadzona z uwzglednieniem symetrycznéj para-
bolicznéj inwolucyi promieni w wiérzchotku M, i sy-
metrycznéj parabolicznéj inwolucyi punktow na sty-

') Plaska krzywa rzedu drugiego ma jedne tréjke sprze-
zonych promieni na sobie prostopadle stojacych (trzy
osie glowne) i jedne trdjke sprzezonych punktow
oddalonych od siebie o luki, przypadajace katom
prostym (trzy érodki gléwne).
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cznéj wiérzcholkowéj m, .

wskazuje, jako kolo K',

rownoczesénie punkt M, i promien mg, , ktora okoli-

c¢znosé orzeka stanowezo,

iz promien w nieskonczonéj

dali paraboli laczy jéj dwa bezposrednio po sobie na-

stepujace punkty w niesko

nczonéj dali. Tym sposobem

odkrywamy nastepujace hyperboli wlasnosci:

Hyperbola posiada
bezpodrednio po sobie naste-
pujace punkty, znajdujace sig
na promieniu. Jeden z punk-

tow w kazdéj czworce jest

wiérzcholkiem w nieskonczo-

néj dali a promieniem, Iaczg-

cym takg czworkg punktow,

— ledwoniestyczna.

dwa razy po cztéry
bezposrednio po sobie nastg-
pujace styczne, przecinajace
sig w punkcie. Jedna ze sty-
cznych w kazdéj czwoérce jest
ledwoniestyczng a punktem
przecigeia sig takiéj cawérki
stycanyeh — wiérzcholek w
nieskoriczonéj dali.

Konstrukeyja hyperboli Fig. 11, oznaczonéj pigciu

punktami, z ktérych trzy M, ,
M, M" albo catéry M, , M,
MM, M"* bezposrednio po so-
bie nastgpujgce punkty znaj-

dujg si¢ na promieniu m

promieniami, z ktérych trzy
/ i A i/
m, m', m' albo catéry m, m',

m"”

, m'" bezposrednio po so-
bie nastgpujgce promienie prze-

cinajg sig w punkcie M

i konstrukeyja paraboli Fig. 12, oznaczonéj pigciu

punktami, jezeli pomigdzy trze-
ma albo cztérema bezposre-
dnio po sobie nastgpujgcémi
punktami znajduje si¢g wiérz-

cholek w mnieskoiczonéj dali

M,
nie ulegaja, wedlug 1.

promieniami, jezeli pomigdzy
trzema albo cztérema bezpo-
$rednio po sobie nastgpujacé-
mi promieniami znajduje sig

styczna w nieskoriczonéj dali

M s
8, zadnym trudnosciom.

11. Wszystko, coémy dotychczas omowili, odno-
si sie bez zadnéj zmiany do dwoch algebraicznych

powiérzchni walcowych 1
Wydz. mat.-przyr. T. V
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zedn drugiego na punkcie
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w nieskonczonéj dali, jezeli w przytoczonych zdaniach
i konstrukeyjach, pomni na prawo postepnosci, pod-
stawimy zamiast punktu i promienia — promien i ptasz-
czen pomienionego punktu w nieskonczonéj dali i t. d.

12. Na powiérzchni kulistéj istnieje tylko jeden
rodzaj algebraicznych krzywych rzedu drugiego, (krzy-
we kuliste jakiegokolwiekbadZ rzedu nie rozpadaja
sig na gatunki, lecz tylko na rodzaje), ktory stanowia
elipsy kuliste o zwyczajnych punktach i promieniach,
przeto podane pod 1. 10 wlasnosci hyperboli nie ty-
czy sie elips kulistych. Zdania i konstrukeyje, tyczace
sig krzywych plaskich rzedu drugiego, przeistaczamy
na zdania i konstrukeyje, odnoszace sie do krzywych
kulistych rzedu drugiego, podstawiwszy w nich, ba-
cza¢ na prawo postepnosci, na miejsce punktu i pro-
mienia plaszczeni—punkt i promien powiérzchni kuli-
stéj.. i t. d.

Uwagi wiasnie co przytoczone odnosza sie do po-
wiérzchni stozkowych rzedu drugiego na punkeie
w skonczonosci i krzywych rzedu drugiego na plasz-
czeni w nieskonczonéj dali.

—
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