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Dozwala sie drukowaé z warunkiem aly po wy-
drukowadniu ztofone byty trzy exemplarze w Komi-
tecie Cenzury. Wilno 1829 d. 13 lipca.

" Cenzor L. Borowski.
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GCEOMET RY L
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XIGGA CZVWARTA.

WIELOBOKI FOREMNE, IMIARA KOLA.
0 P18 ANIE.

W:ELOBOK, ktdry jest razem réwnokatnym i ré-
wunobocznym, nazywa sie wielobokiem foremnym.’

Wieloboki foremne sg o wszelkiey liczbie bo-
kéw. Troykat réownoboczny, jest wielobokiem
foremnym o trzech bokach; kwadrat, jest wielo-
bokiém foremnym o caterech bokach.

&

PODANIE PIERWSZE.
TWIERDZENIE,

Dwa wieloboki foremne o jedney liczbie
bokow, sq figurami podobnemi.

Niech beda naprzyktad dwa szesciokaty fore-
mne ABCDEF, abedef, (fig: 1); summa katéw
w jedney i drugiey figurze jest ta% sama, i ro-
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4 GROMETR Y

wna sig¢ osmin kgtom prostym (28,1} kat A jest
sz0stg czedcia téy summy, tak jak i kat @; a za-
‘tém katy A i qsa réwne sobie, i toZ samo jest
zkatami B i 4, z katami Cie,it. d..

Nadto, poniewaZ z natury wielobokéw fore-
mnych, boki AB, BC, CD i t. d., sa rowne sobie,
oraz sa réwne sobie boki @b, be, cd, i t. d.; prze-
to migdzy niemi te proporcye zachodzg: AB:
ab::BC:bc::CD;cd it d.; wige figury, o kté-
rych méwimy, méjq katy rdwne i boki odpo-
wiedne proporcyonalne, a zatém sy podobne (0-
pis. 2 xig. 3). '

. Whniosek. Obwody dwoéch wielobokéw fo-
remnych o jednakiey liczbie bokdw, majg si¢ do
siebie, jak ich boki odpowiedne, a powierzchnie
zamknigte niemi, jak kwadraty z tychie bokow
(27,6)- |
Uwaga. Kat wieloboku foremnego tak sig o-
znacza przez liczhe jego bokdéw, jak kat wielobo-
ku réwnokatnego (20,1). ‘

Przestroga, liczby nawiasami objete oznaczajg po-
dania do ktorych sie odwoluje. Jedna liczba w na-
wiasach, znaezy podanie tey xiegi ktora sig traktu-
je: gdy zas$ sy dwie liczby koma oddziclone , tedy
pierwsza oznacza podanie, a druga Xi¢gg.
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PODANIE I

TWIERDZENIE,

4 Katdy wielobok foremny moZe bydz wpi-

sany, w koto, i ni¢m opisany.

Niech bedzie ABCDE i t. d. (fig. 2), wielobok
foremny: wyobrazmy sobie poprowadzony okrag
kola przeztrzy punktge A, B, C; niech O, hedzie
srodkiém jego, a OP prostopadia spuszczona na
$rodek boku BC; daymy AQ, i OD.

Czworcboki OPCD, OPBA, przystaé mo-
ga do siebie ; jakoz bok OP jest wspdlny, kat
OPC = OPB, jako proste; \\1@0 bok PC poloiy
si¢ na bok sobie réwny PB, i punkt C, padnie na

| B; nadto z natury w1eloboku, kat PCD =PBA,
a Latém CD wezmie kierunek BA; ale CD=BA,
wige punkt D padnie na A, i dwa czworobo,
ki catkiem do siebie przystang. Odlegtoid wige
OD jest réwna AQ; a nastgpnie okrag kota prze-
| chodzacego przez lrzyqpu_nkta A, B, C, przeydzie *
takZe przez punkt D. Podobnie rozumfidjac do-
wiedziemy, Ze okrag kota przechodzacego przez
trzy wierzchotki B, G, D; pxzeydue takZe przez
wierzchdlek nast¢pny E, i tak daley TenZe sam
wige okrag kofa, ktéry przechodzi przez trzy
punkty A, B, C, przeydzie przez wszystkie wierz-
chotki kqtow vueloboku a zatém wielobok bg-
_dzie wpisany w ten oqug.
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6 GEOMETRYI

Powtére. Wszystkie boki AB,BC,CD, it. d.dla
tego okregu, €3 cigeiwami réwnemi; a zatém s
réwnie oddalone od'érodka (8,2); jezeli wige z pun-
ktu O, jako érodka, promieniem OP, zakresli sig
okrag kota, ten dotknie bokuBC, jako i wszystkiej
im{ﬁokﬁvieloboku wich érodkach,a zatém okrag
ten wpisany bedzie w wielohok, czyli wielobok
opisany bedzie na okregukota.

Uwaga I. Punkt O, érodek wepélny kota wpi-
sanego.i opisanego, moZe bydz uwazany jako éro-
dek wieloboku, idla tey to przyczyny, kat AOB,
utworzony przez dwa promienie, do kornicéw je=~
dnego boku AB, poprowadzone, nazwano kgtem
w srodku. ,

Poniewai wszystkie cigciwy AB,BCit. d. sg
réwne; przeto wszystkie katy w $rodku sy row-
ne sobie; a zatém wartosé kaidego z nich wynay-
dzie sig, dzielge catery katy proste przez liczbg
bokow wielokgta.

Uwaga I1I. Aby w dany okrag kota wpisaé
wielobok foremny, o pewney liczbie bokéw, do-
syé jest podzieli¢ okrag na tyle czgéei rownych,
jle wielobok ma bokéw; fakoz, poniewaZ tuki sg
1‘6wne,"2>i(‘;ciwy AB, BC, CD it.d. (fig. 4) bgda
réwne, azalém troykaty ABO, BOC, COD, it d.
jako réwnoﬁ‘tﬁe’%ﬁﬁﬁ% réwne, wigc WszZy=
stkie katy ABC,BGD, CDE i t. d. bedg rowue; a
zatém figura ABCDE, bgdzie wielobokiem fore-
mnym. -
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PODANIE UL

ZAGADNI1IENIE.

¥ dany okrqg kola wpisaé kwadrat.

Poprowadimy dwie érednice AC,BD, (fig. 3),
przecinajace si¢ zsoba pod katém prostym; po-
taczmy korice A, B,C, D, a figura ABCD, bedzie
kwadratem wpisanym ; jakoZ, poniewaz katy
AOB,BOC it. d.sarowne, cigeiwy AB, BC,it.d.
sa takZe rowne. ;

Uwaga. Poniewad troykat BOCG, jest pro-
stokalny iréwnoramienny, przeto bedzie (11,3)
BC:BO ::y2:1,azatém, bok kwadratu wpisane-
goma sig do promienia, jak pierwiastek kwadra-
towy z 2, do jednosci.

PODANIE 1IV.

ZAGADNIENIE,

¥ dany okraqg kola wpisaé szesciobok fo-
remny, iiroykqt réwnoboczny.

Przypuiémy Ze zagadnienie jest rozwigzane, i
niech AB (fig. 4) bedzie jednym bokiem szescio-
' hoku wpisanego; jezeli poprowadzimy promienie
A0, OB, powiadam: Ze troykat AOB, bgdzie ro-
wnobocznym. g

Jakoi, kat AOB, jestsszésty czgécig czlercéeh
kgtéow prostych; wzigwszy wige kat prosty zaje-
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8 6REOMETRYI

dnosé, mieé bedziemy AOB =% =13: dwa inne
katy ABO, BAO, tegos troykata, waza razem
2——3 czyli 5; ale s3 réwne, przeto kagdy z nich=3,
wige troykat ABO, jest réwnoboczny; azatém
bok szesciokata wpisanego jest réwny promie-
niowi.

Z tego wypada, Za cheac wpisaé szedciobok fo-
remny w dany okrag kota, potrzeba promien szeld
razy odcigs na tém okregu, co przywiedzie do
tego samego punklu, skad zaczelismy odcinad.

Gdy szesciobok ABCDEF, jest wpisany, jefeli
sig pofgczg wierzchotki katéw naprzemian, utwo-
rzy sig troykat réwnoboczny ACE.

Uwaga. Figura ABCO, jest réwnolegtobho-
kiem, nawet jest kwadratem vkosnym, bo AB =
BC = CO = AO; azatém (14,3), summa kwadra-
tw z przekatnych to jest AC’4- BOY jest ro-
wna summie kwadratow z bokéw, ktora tu jest
4 AB’ czyli 4 BU) gdy od jedney i drugiey od-~
ciggniemy BU’, zostanie AG'=3 B0, a zatém
AC': BO'::3:,, czyli AC: BO ::v3:1, aza-
tém,bok troykqta réwnobocznego wpisanego w ko-
%0, ma sig do promienia, jak picrwiastek kwadra-
towy z 3, dojednosci.. L Sl
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ZAGADNIENIL,

BV koto dane wpisadé dziesigciobok fore-
mny, potém pigciobok i pigtnastobok.
i b

¥4 y
K)Dzieli sig promiens AO, (fig.5) na éredni i skray-
ny stosunek w punkeie M. (zagad. 4 xig. 3), bie-
rze sig cieciwa AR, réwna wigkszemu ucinkowi
OM; a AB, bedzie bokiem dziesigcichoku fore-
mnego, ktéry dziesigé razy przenies¢ potrzeba na
okrag kota.

Jakoz, daymy MB: z wykreélenia mamy AO:
OM::0M: AM; czyli, ¢ AB=O0M, mamy
AO: AB::AB: AM; a zatém troykaty ABO,
AMB, maja kat wspélny A, zawarty migdzy bo-

- kami proporcyonalnemi; wige sa podobne (20,3);
troykat OADB, jest réwnoramienny, wigc takim
jestitroykat AMB, itAB=BM: ate AB=0M,
wige takie MB=0M; azatém troykat BMO, jest
rownoramienny.

Kat AMB, zewne¢trzny wzgledem troykata ré-
wnoramiennego BMO, jest réwny dwa razy wzig-
temu katowi wnetrznemu O (19,1);aze kat AMB:==
MAB, azatém troykat OAB, jest takim, Ze kaidy
z kaléw, na podstawie OAB, czyli OBA, jest ré-

. wny dwa razy wzigtemu katowi w wierzchotku
© 0, trzy wige katytroykata, waiy pied razy wzig-
ty kat O: azatém kat O, jest piata cvns’ciq dwich
s katow pxostych czyli duesxqtg czgsciy czterech

gt s, AT = OM. Oh-nvmwdw AtYo b=
Hix POM Sl Iw'f’h e DL wa b m},, fed ,...;U
AN QM AR OB w8 AM: mv-mo oA
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10 GEOMETRY X
kgtow prostych: fuk wige AB, jest dziesiaty cz¢-
écig okregu kola, a cigciwa AB, jest bokiem dzie-
si¢eiohoku foremnego.

P niosek 1. Jeieli sig polacza po dwa wierz-
cholki katéw dziesigcioboku foremnego, utworzy
sig pieciobok foremny ACEGL

W niosek II.Gdy AB, jest bokiem pigeioboku,
a AL bokiem sze$cioboku, wéweczas tuk BL hedzie
wzgledem okregu kola 3 — g5 ezyli 753 azatém’
cieciwa BL, bedzie bokiem pigtnastoboku, czyli
wieloboku foremnego o pigtnastu hokach. Wi-
dzimy razem, Ze tuk CL, jest trzeciy czgdeig
CB. \

Uwaga. Gdy wielobok foremny jest wpisany,
jezeli sig podzielg fuki podparte przezjego boki,
nadwie réwne czgsci, igdy si¢ dadzg cigeiwy pod-
pierajgce te pofowy fukéw, cigeiwy te utworzg
nowy wielobok foremny o podwéyney liczbie bo-
kéw. Widzimy przeto, Ze kwadrat viyty bydz
mofe do wpisania koleja wielobokéw foremnych
08,16,521 t. d. bokach. Podobnie szesciobok stu-
5y do wpisania wielobokéw foremnych 012, 24,
481 t. d., bokach: dziesigciobok, do wpisania wie-
lobokéw o 20, 40, 80 i t. d., bokach: pigtnastobok
do wpisania wielobokéw o o, 60,120, i 1.d., bo«
kach. (1) i
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PODANIE VL

) L
ZAGADNIENIE.

Majgc dany wielobok foremny. wpisany

na WMo

ABCD it d. (fig. 6), opisac tenze okrqg kola
wielobokiem podobnyma

Przez punkt T, érodek tuku AB, daymy styczng
GH, ktéra bedzie réwnolegty do AB, (10,2), toZ
samo uczynmy w $rodku kazdego innego tuku
B(, CD it d.; te styczne przez swe przecigceia sig
utworzg wielobok foremny, opisany GHIK i t. d.,
podobny wielobokowi wpisanemu.

f.atwo jest maprzéd widzieé, Ze trzy punkta
0, B,H, sa w linii prostey; gdyZ troykgly pro-
stokatne OTH , OHN, maja przeciwprostokatng
wspolna OH, ibok OT = ON, azatém s3 one
réwne (18,1.), kat wige TOH = HON, a naste-
puie linija OH przechodzi przez punkt B, éro-
dek tuku TN : dla teyZe saméy przyczyny punkt
1, znayduie si¢ na przediuZeniu OC;it. d.. Ponie-
waé za$ GH, jest réwnolegta do AB, a HI do
BC, kat GHI = ABC (26,1) takfe HIK = BCD,
it.d.; przeto katy wieloboku opisanego, £a ré-
wne katém wieloboku wpisanego. Nadto, z pray-
czyny tyehZe réwnoleglych, mamy GH : AB::
OH:O0B, i HI: BC::0H:0B, a zatém GH:
-AB :: HI: BC. Afe AB=BC, wigc GH = HL

Podnidine Cwbuii shiem ne (O Mpu Twati (HoyLede) 1ony -
4.,.';3)610'( Qo pedriclesi. bokye 3®0a ﬁu) u(ltl: "'I"I"'"',jg“f‘
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GEOMETREYI
Pl podobney przyczyny HI=1K, it.d; boki
g wige wieloboku opisanego, sa rowne coble, aza-
! tém ten wielobok jest toremny i podobny w1elo- '
. bokowi wpisanemu. J#] i
¥ niosek 1. Wzajemnie, gdyby byl dany wie-
lobok opisany GHIK i t.d., igdyby potrzeba by-
10, za pomocy jego narysowaé wielobok wpisany
ABCi t.d, widzimy, 1% dosy¢ bytoby do wierz-
chotkéw G, H, 1, it. d. wieloboku danego po-
prowadzié linije OG, OH, i t. d., kidre spotkajg
okrag kota w puaktach A, B, C, i t. d.; pola-
czyliby$my potém te punkta cigciwami AB, BG,
it.d., ateutworzylyby wielobok wpisany. Mo-
glibysmy takze w tymie przypadku wprost po-
Yaczyé z sobg wsaystkie punkia dotknigeia T, N,
P, it d.,cieciwami TN, NP,it. d., ktére u-
tworzylyby réwnie w1elohok wplsany podobny
opisanemu.
P¥ niosek I1I. Azatém, moina opisaé nakole da-
ném wszystkie wieloboki foremne, kidre tylko
wpisa¢ umiemy w kolo, i wzajemuie.

PODANTE. VI

TWI1ERDZENIE.

Powierzchnia .wieloboku foremnego jest
réwna jego obwodowi, rozmnofonemu przez.
\ polowg promicenia kola wpisanego.

 Niech bgdzie naprzyklad wielobok foremny

. i
»
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GHIK it. d. (fig. 6); troykat 'GOH, ma za mia-
re GH>2 OT; troykat OHI mazgymiare HIx3 ON;
aze ON=O0T, wiec dwa troykaty zlaczone razem
maja za miarg (GII4+HI)x; OT. Ciagnge tym spo-
sobem wynaydowanie miary innych troykatéw,
znaydziemy Ze summa wszystkich troykatow,ezy-
li wielobok calty, ma za miarg summe podstaw GH,
Hi, 1K, it.d., czyli obwod wieloboku, rozmno-
jony przez 3 OT, potowg promienia kota wpisa-
negol v ! <
Uwaga. Promiern OT kota wpisanego jest to
prostopadta spuszczona ze srodka na jeden z bo-
kéw wieloboku; nazywaja czasami j§ apotemg g‘
S A e : i
s B it S A TR S
Bg PODANLE VIR

TWIERDZENXIE.

Obwody wielobokdw foremnych o jedney ¥,
liczbie bokow majq siz do siebie jak promie-
nie kol opisanych, lub tes jak promienié kot
wpisanych: a zas powierzchnis ich, jak kwa-
draty z tychfe promieni.

Niech bedzie AB (fig. 7} bok wieloboka o ja-
kim jest mowa, O jego srodek, a zatém 0A] pro-
mien kola opisanego, a OD, prostopadia do AB,
promien kota wpisanegd: niech bedzie podobnie,
ab hok innego wieloboku podobnego picrwsze-

mu, o jego érodek, oa i od, promienie kot opisa-

http://rcin‘.org.pl



14 GEOMETRYI
nego i wpisanego. Obwody dwéch wielobokéw
maja sie do sie:‘ici,' jak boki AB iab,aie katy A
i a, s rowne, jako kaidy znich jest potowa kq-
ta wieloboku, i tof samo jest z katami B i &;
wige troykaty ABO, abo, sg podobne, oraz troy-
katy prostokatne ADO, ado; a zatém, AB:ab::
AQ:a0::DO :do; obwody wige wielobokéw
maja sig do siebie, jak promienie AO, ao, kot
opisanych, i takie jik promienie kéi wpisa-
nych.
- Powierzchnie tychie wielobokéw maja sig do
siebie, jak kwadraty z bokéw odpowiednych
AB, ab; a zalém maja sig takie do siebie jak
. kwadraty z promieni A0, ao, kot opisanych, al-
.~ howjak [dwa kwadraty 'z promieni QD, od,«k'-\éi
wpisanych.; T e ;

E

PODANIE IX.

PODANIE PRZYBRANE.

) wiaeleK gt
TV szelka linija krzywa albo wielobolsina

obeymujgcy od jednego do drugiego koitica,
linijq wypuklq AMB, jest dluiszy od linii
objetey AMB (fig. 8)

Powiedzielidmy juZ byli, e przez linija wy-
pukta rozumieé bedziemy linija krzywa albo wie-
101)0‘12",‘;.1130 w czesol .ll(.lﬁytwgg a'}\'z(,czgs'ci wiello- ‘o

S ’ e . c (A
l)'of{:.?;.xka Liarida, klor:} QLPLOSIA ?uf;amgz e,_g‘le.e.-
eiad wigeey jak w dwoch punktach. Gdyby linija

http://rcin.org.pl
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A‘q '\'wuau AM WM “‘0“,\“
‘ee (o y I E G A D ‘
AMB; r:ma?a ugscx—fws-kak-u.}m,wczy ki &Mfwre

niag niebytaby wypukia; gdyz fatwo jest wi-
‘dzieé, %e linija prosta mogtaby ja W wigcey niz

w dwéch punktach przecigé. Luki kotarzeczywi-

$cie sy wypukte; lecz podanie teraznieysze scna-
gasig do jakieykolwiek linii dopelniajgcey (o gnns
Avarunku. :

~To zan7yw:,zv, uwafam, i% gdyby linija AMB

nie byla mnicyszg od wszystkich tych, kidre ja
obeymuija, tedy pomigdzy temi ostatniemi l)y

Taby linija krotsza od w szystkich innych, i ta
})yl’aby mnieysza od AMB albo przynaymniey

jey réwng. Niech hedzie ACDE B t%kmpﬁob(‘y-
mujacy ; migdzy dwiema llmjaml poprowadzmy

w )aklmkolwwk mieysca linija prostg PQ, kté-

raby zgota nie spotykata linii AMB, albo tylko

jey dol\ka?a Linija prosta PQ jest krotszg od
PCOE Q, a zatém gdy za cz¢sé PCDEQ podsta-

wi sig Hn'ju prosta PQ, bgd/le linija obeymuja-

ca ARQB kmlsm od APDQB. Afe z zaltoienia

ta ostatnia powinna bydi krotszg od wwyst!uch,

wiec to pr 1.ypus7czeme ostaéby sig mie mogto; a
zatém wszystkie linije obeymujace, sj diuisze ad
objetey AMB. /=

Uwvaga. Podobnym zupelnie sposobem dowie-

dlibyémy, Ze linija wypukta i zachodzgea na sie-

bie AMB (fig. g), jest krétsza od wszelkiey linii
ktoraby ja zewszad obeymowata, badz to linija o-
beymujaca FHG dotyka AMB w jednym lub
wigeey punktach, badZ to Ze ja tylko obeymuje

bez dotknigcia. :

!
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PODANIE X.

PODANIE PRZYBRANE.
':"'l“: ’ i

Majqc dane dwa okregi wspdisrodhowe,
moina zawsze w wighszy wpisac¢ wielobok
foremny kLtdregoby boki niespotykaty nz%"y{
szego, i takse opisac moina na mniey szy m
okregu wtelubok Joremny, ktdregoby boki
niespotykaly w"hszego, tak i w obudwdch
tych przypadkach, bokiwicloboku opisane-
go i wpisanego, bedq zamknigte migdzy dwo-
ma okregami kot. ‘

Niech beda CA, CB (fig. 10) promienie dwéch
okregéw danych. Przez p-lnkl A poprowadz-
my styezna DE, kerczacy sig na wigkszym o-
kregn w D i B wpiszmy w wiekszy okrag ko-
fa jeden z wielobokéw. foremnych, co zrebié mo-
#na zapomoca poprzedzajzeych zagadnieri; pos
dzielmy potém tuki podparte przez boki na dwie
czesei réwne, i poprowadimy cigeiwy do tych
potow fukn, tym wige sposobem mieé¢ bedziemy
wielobok o podwdyney liczbie bokow; ciagniy-
my ten podzial tukuna potowy péty,a pi€przyy-
dziemy do fuku mnieyszego od DRE. Niech tym
fnkiém bq:lzievMBN (ktérego érodek praypusc-
my %e jest w B): jasno jest, e cigciwa MN, be-
dzie bardziey oddalong od érodka niz DE, i fe

http://rcin.org.pl



; XI1%GA IV : 17
wielobok foreimny, kiérego MN jest bokiém nie
moZe spotkaé okregu, ktérego promien jest CA.

Przy takiém zatoZeniu poprowadzmy CM, i
CN, ktére spotkajy styczna DE w P i Q; PQ
bedzie bokiem wieloboku opisanego, na matym
okregu kota, podobnego wielobokowi W pisahe~
mu w wielki, ktérego bokiém jest MN. Jasno

wige jest, Ze wielobok opisany, majacy za hok .

PQ, nie moZe spotkaé wielkiego okregu kote; bo
CP jest mnieysze od CM.

A zatém przez podobne wykredlenie mofna nae
kreélié wielobok foremny wpisany w wielki o-
krag kota i wielobok podobny opisaé na mniey-

§zym, a té wieloboki mie¢ heda swe boki zawar-

te migdzy dwoma okiggami két. !
Uwaga. Gdy dane sy dwa wycinki spélérodko-

- we FCG, ICH, moZna podobnie wpisa¢ w wig~
kszy ezpsc wieloboku foremnego, albo opisad na -

mnieyszym cz¢sé wieloboku podobnego, tak, fe

‘ obwody tyech dwéch wielobokéw zawarte beda

migdzy dwéma okregami kot dosyd jest dzielic

tuk FBG koleja na 3, 4, 8, 16 it.d. czedciréw-
nych, af ga€pray ydzie sig do czedei muieyszey od
DBE. : \
- Tu nazywamy ezesd wieloboku fo'remnego, fi-
jgurg zakoniczong szeregiem cigciw réwnych, wpi-
(sanych w tuk FG, od jednego do drugiego jego
korica., Ta ¢2¢$¢ ma wiasnodci gltéwne wiclobo-
kéw foremnych, ma ona laty réswne i boki réwne,

i razem mofe bydz wpifsan% iopisanrg na kole; *
X 4

s s Tolha st i e SR
']ednak’nre jest ona gzgéniy wwladciwie ZYV 2nego
l 2

& ' ‘http://rcin.org.pl



18 ' GEOMETRYI
wieloboku foremnego, tylkowtenvzas, gly tuk

podparty przez jeden z boksw jego, jest wielo-
.. krotna czgdcia catego okregu.

PODANIE XI

TWIERDZENIE,

»

Okregi dwdch kot ma]q sig do siebie jak
promienie, a powierzchnie ich,jak kwad; aty !
z promigni.

Oznaczmy dla skrécenia przez ofir. GA, okrag
Kola majacy za promien CA (fig. 11): powiadam,
Ze mied bedziemy okr. CA : 0kr. OB : : CA : 0B.

Bo gdyhy to podanie nie mcf"ﬁ’z?o, tedyby
CA miato sig do OB jak oAr. CA do czwartego |
telfmtin wigkszego lub mmeysvego od okr. OB :
przypusémy, ze jest mnieyszy i niech bedazie, je-
geli to bydZ moze, CA : OB ::0kr. CA :okr. OD.

Wpiszmy w okrag koia. ktdrego promien jest
OB, wielobok foremny EFGKLE, takyizby boki
zgol“a ‘nie spotykaty okregu kota, ktérego pro-
mieri jest OD (10); wpiszmy. takZe wielobok po-
dobny MNPTSM w okrag kola, ktdrego promien
jest CA,

PoniewaZ te wieloboki sa podo]me, przeto ob-
wody ich MNP2M, EFGKE, majy sig dosiebie
jak promienie CA, 0B kot omsanvuh (8); i mieé
bgdziemy MNPSM : EFGKE % : 0B. Aze z
zafoZenja G4 1 OB (ks OA ¢ o/rr. OD; azatém
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MNPSM : EFGKE : : okr. CA : okr. OD. Ta pro-
porcya jest niepodobna: ho obwod MNPSM jest
mnuieyszy od okr. CA (g); a przeciwnie EFGKE
jest wigkszy od okr. OD: wige niepedobieristwvem
jest, aby CGA miato sig do OB jak ohr. CA do
okregu mnieyszego, ni jest okr. OB czyli mowiae
w wyrazach ouolmeyszych, mepodobxenst“em
jest, aby promieii miat sig do }uOllllCIIla, jak
okrag koba; nakreslony pierwszym promientem,
do ekregu kota mnieyszego od okrggu nakreslo-
nego drugim promieniem.

Stad wnosimy takze, iZ bydZ me moze CA do
0B, ]ak okr. CA do okrggu wigkszego od okr.0B;
bo gdyby to bylo, micliby$my, przewracajac sto-
sunki, OB do CA jak okrag kola wigkszy od
okr. OB, do okr. CA ; albo co toZ samo jest, jak
okr. OB do okregu mnieyszego od okr. CA; aza-
tém promieri mjalby sie do promienic, jak okrag
kota nakreélony pierwszym promieniem do o-
kregn kota mnieyszego od okrggu nakreslonego
drugim promieniem: co dowiedlismy Ze jest nie-
podobleusmﬂm.

Peniewaz czwarty ter min proporcyl CA:0B:
okr.CA : X, nie moze bydZ ani mnieyszy, ani wig-
kszy od olm OB, a zaiém bydz musi réwny 04r.OB;
praeto okregi kot ma]q si¢ do siebie jak ICh pro-
mienie.

Zupelnie podobne rozumowanie i wykreslm'e,
posluig do dowiedzenia, Ze powierzchnie kot ma-
ja sig do siebie jak kwadraty zich promieni.

Nie bgdzxemy wehodzili w inne szezeguly tes

ﬁ-mj. Bow'w s e Iu—“‘i,“"' jworksry ,»35.3 % ,u,(d«-ﬂ/v

1O s paton ““‘1“"1' bt s Fb!&mAA fooh ole wardiina
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go podania, bo” jest ong tylko waioskiem naste-
pnego- _ ~

17 niosek. Tauki podobne AB, DE (fig. 12), ma-
jasie do sicbie jak ich promienie AC, DO, a wy-
cinki podebne ACB, DOE. majy si¢ do siebie jai
kwadraly ztychze promieni.

Jakoz, poniewaZ duki sqa podobne, kat C jest
rowny katowi O (opis. 5. xigg. 5); aie kat C ma
sie do czterech katéw prostych jak tuk ABdo
catego kola nakredlonego promieniem AC (7.2.)

. akat O, ma si¢ do czterech katéw prostych, jak
tuk DE do okregu nakreslonego promieniem ODj
a zalém te tuki AB, DE, maja sig do siebie jak
okregi kot ktorych one s czgécias e zad te okrg-
gi majy si¢ jak promieniec AG, DO, przeto fuk
AB: tuku DE:: AC : DO,

Dla teyfe samey przyczyny wycinki ACB,

" DOE, majq sig do siebie jak cate kota, te zad jak

kiwadraty z promieni; azatém myei. ACB: wyci.

DOE :: AC: DO,

i

PODANIE XIL
TWIERDZENIE,

Powierzchnia kola jest réwne mnogodci
"z okregu jego, przez potowg promienia.

/
Oznaczamy przez pow. CA, powierzchnig ko-
Ta, ktdrego promien jest GA, (fig. 13); powiadam
se mieé bedziemy pew. CA =1 CA X okr. CA.

»
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Bo, gdyby 3 CAX okr. CA, nie byla powierz-
chnia kota , ktérego promieniem jest CA,-tedy ta
iloé¢ bytaby miarg kota wigkszego lub- mnicy-
52680 ; przypus’(my naprzéd Ze jest miarg Kota
wiekszego, i niech bgdne, }ezeh to bydz moize ,
3 CA X okr. CA=pow. CB.

Koto, ktérego promieniem jest CA, oplsvmy
wielobokiem ‘ioremnym DEFG it d., ktéregoby
boki nie spotykaly okregu kota, maj%cego 22 pro-
miert CB (10); powierzchnia tego wieloboku ré-
wnaé sie bedzie jego obwodowi DE4+EF4-FG+
it d., mnofonemu przez £ CA, (7); aZe obwéd wie-
loboku jest wigkszy od okrggu kola wpisanego,
bo ten obeymuje go ze wszystkich stron, a zatém
powierzshnia wieloboku DEFG it.d., jest wig-
kszg od 1 AGxokr. AC, ktérato ilos¢ przez zalo-
Zenie, jest miara kola promienia CBj wielobok
wige hylby wigkszy od kota; aZe przeciwnie jest
on mnieyszy, ho w nim jest zawarty, przeto nie-
podobieristwém jest, feby ; CA X okr. CA, byta
wigkszaodpow.CGAjczyli inaczey méwiac,niepodo-
bienstwém jest, aby okrag kota, mnozony przez
potowg jeco promienia, byt miarg kota wigkszego.

Powiadam powtére: Ze taz sama m'nogos'é, nie-
moie bydZ miarg kola mnieyszego. Aby za$ nie-
odrmieniaé figury, przypuéém}, ze idzie rzecz o
kolo, ktérego promieniem jest CB; dowiedé wige .
potrleba, ze 3 CBXokr. CB, nie moze bydZ miara
kota mnieyszega, napw)k}ad kota, ktirego pro=~
anied jest CA : jako# niech bedzie, ;eLch to bydz
moie, } CBxokr,. CB = pow. CA.

http://rcih.org.pl
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Gdy zrobimy to samo wy kreélenie co i wy-
ey, powierzchnia wieloboku DEFG it. d., mieé
bgdznewy‘ za miare (DL—{—EF—{-FG—{— it d) XIC.A'
aze obwéd DE 4 EF +FG 4 it.d., jest mniey~
szy od okr. CB, obeymujacego wielobok ze Wszy -
stkich stron, a zatém powierzchuia wieloboku
jest mnieyszg od 3 CA X okr, CB, a tym bardziey

.mnieysza od : CB X okr. CB; ta ostainia ilodé
puzez zatofenie jest miara kota, ktdrego promien
jest CA, wielobok wige bylby mnieyszy od ko-
ta wpisanego , co jest niedorzecznodeiy, przeto
niepodobieristwem jest, aby mnogoéé z okl egu ko-
ta przez potowe promienia,byta miarg kota mniey-
szego.

Aatém, nakoniee okrag kota, mnozony przez
potowe jego promiénia, jest miarq tego? kota,
W niosek I. Powierzchnia wycinka réwnasig

fukowi tegoZ wycinka, mnoZonemu przez polo“ g
promienia,

Bo, wycinek ACB (fig. 14), tak sig ma do caie-
go kola, jak tuk AMB do catego okregu kota ABD
(17,2.); albo jak AMBx3 AC do ABDX2AC. Aje
koto cale= ABDx i AC; ; przelo wycinek AL\B,
ma £4 miarg AMBx} AC

7/7 niosek I1I. Nazwiymy n, okrag kota, ktére-
go drednicy jest jednodéé; poniewa? okregi kot
maj3 sig do siebie jak ich promienie lub jak ich
srednice,przeto utoZyé moZemy tg propercya: ére-
dnica 1, do okregu =, jak $rednica 2CA do okig-
gu promienia GA (fig. 11); tak 12 mie¢ bedeies

http://rcin.org.pl
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my 17t 20A : 0kr.CA; azatém okr. CA=2aXCA.,
Pomnozywszy obie strony tey réwnosci przez
1 CA, mied bedziemy 3 CA X okr. CA = aX CA’y
czyli pow. CA =m. CA’; aza¥ém: powierzchnia
kota jest rdwna mnogosei z kwadratu jego pro-
mienia przes liczbg stalq m, wyraZajgcq. okraz
kola, ktdrego srednicq jest 1, czyli wyratajgeg
stosunek okrggu kola do srednicy.

Podobnym sposobém powierzchnia kota, ma-
jacego za promiert OB, bgdzie réwna X 0B’

®aje 7XCA : 72X 0B :: CA’; OB"; azatém po-~
spierzchnie kdl majq sie do siebie jak kwadraty
z ich promient: co sig zgadza 2z poprzedzajgcém
twierdzeniem. .

Uwaga. Powiedzielismy juZ byli, ie Awadra-
tura kola, zaleiy na wynalezieniu kwadratu ré-
wnego co do powicrzehni kotu, ktérego promiert
jest znany ; terasz zas dowiedlidmy, 7e kolo jest
réwnowaine prostokatowi wystawionemu na o0-
kregu kola, a majgcemu za wysokosé potowe pro-

“mienia ; ten zas prostokat Lamien\ia sig na kwa-
drat, biorac $rednia proporcyonalng migdzy dwo-
ma jego wymiarami (pod. 6 xieg. 3); azatém, po- :
danie tyczace sig kwadrowania kota, przywodzi
si¢ do znalezienia okregu jego, gdy znany jest
promient ; na to zas potrzeba poznad stosunek o0-
kregu kota do promienia albo do sredaiey.

Dotychezas ten stosunek oznaczgduo tylko sposo-
bém przy?l&ionym; lecz lo przyblifenie ¥al po-
sunione byl daleko, Ze wiadomoi¢ nawet do-
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24 o GEOMETRYI

ktadnego stosunku, nieprzyniostaby zgota wie-
kszey rzetelnie korzysei, nad wiadomosd stosunkn
przybliZonego. To zagadnienie, ktére tak wiclu
zatrudnialo Geometréw, wienczas, gdy- sgosoby
przybliZenia byty mniey rnane, dimay policzo-
ne jest do rzedu zagadnien promych 1 jatowych,
ktéremi tylko zatrudniajy sig oi, kidrzy zaledwo
pierwsze maja wiadomosci Geometryi.

Archimedes dowiodt, ze stosunek okrggu ko-
ta do érednicy, zawarty jest nmcdzy Big ) ole:
a tak 3% czyli 22 jest warloscig juZ bardzo przy=,.
blitong do liczby, kiéradmy przez m mianowali.
To pierwsze przybliZenie jest czgstego uiycia
dla swojey prostosci. Meciusz na tet same licz-
be znalazi wartosé 353, daleko bardziey przy-
blifonag. - Wreszcie wartoéé s rozwiniona aZ
do pewnego porzadkn utamkéw- dziesiginych,
znaleziona byla przez innych Rachmistrzéw
5,1415926535897932 it. d.; i mieli nawet cierpli-
wosé przedtuzyd te dziesigtne az do sto dwoédzie-
stego siddmego, owszem nawet az do sto czterdzie-
stego rzedu liczh dmesxgtnych. Oczywiscie; takie
przyblx/eme WYy réwnywa rzeczywistey warloscx,
i nieznamy lepiey pierwiastkéw poieg niedokda-
dnych.

W nastepnych podaniach wytoZymy dwa nay- :
prostsze poczatkowe sposoby na olrzymame tych
przybliZex.
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PODANIE XIIL

-

ZAGADNIENIE,

Majqc dane powierzchnie wieloboku fore=
mnego wpisanego.: wieloboku podobnego o-
pisanego, znalesé powierzchnie wielobokdw
foremnych wpisanego i opisanego o podwdy-=
ney liczbie bokdw-. '

Niech bedzie AB (fig. 13), bok wieloboku da-
pego wpisanego ; EF rownolegte do AB; bok
wielobokn podobnego opisanego; G érodek kota:
gdy damy ciceiwg AM, i styczne AP, BQ; cie-
ciwa AM bedzie bokiem wieloboku wpisanego
o podwoéyney liczbie bokéw, a zas PQ, podwéy-
ne wzglgdem PM, bedzie bokiém wieloboku po~
dobnego opisanego (6). Poniewai 10% samo wWy-
kreélenie zachodzié bedzie we wszystkich katach
réwnych katowi ACM, przeto dosyc jest roz-
waiyé sam tylko kat ACM, a troykaly w nim
zawarte, beda sie miaty do siebie, jak wielohoki
calkie. Niech bedzie A powierzchnig wielobo-
ku wpisanego; ktérego bokiem jest AB; B, po-
wierzchnia wieloboku podobnego opisanego; A
powierzehnig wieloboku, ktorega AM, jest bo-
- kiem; B, powierzchnia wieloboku podobnego a-
pisanego: A i B sa znane; chodzi ram teraz o
wynalezienie A"1 B :

10 Troykaty ACD, ACM, ktérych wierzcholek

http://rcin.org.pl
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wspolny jest' w A, maja sig do siebie jak ich pod-
stawy CD, CM, afe te troykaty maja si¢ takig
do sfebie jak wieloboki A i A’ktérych sa cze-
$ciami, azatém AL A'::CD :CM. Troykaty
CAM, CME, ktérych wiefzchoiek wspélny jest
M, maja sig:do siebie jak ich podstawy CA, CE;
teZ same zaé troykaly maja si¢ do siebie jak
Wielnbnki A’ i B, ktérych sy czeéciami; azatém -
- A':B::CA:CE. Afe z przyczyny réwnoleglo-
el lxmy AD, ME, mamy CD:CM:;: CA: CE;
azatém A : A':: A’:B; wiegc wielobok A’jedenz
szukanych, jest érednio proporcyonalnym micdzy
dvsoma wielobekami znanemi A i B; a nast¢pnie
—y/AXB.
2¢ Z przyezyny wspélney w vsokosm GM troy-
~ kat CPM ma sie do troykata CPE, jak PM do
PE; afe linija CP duieli kgt MCE na dwie ro-
kue czgéci, przeto mamy (17,3) PM: PE:: CM23
:CD : CA::A: A5 azatém CPM : LP]::. :
A ; A', a nastepnis LPMaCPM 4 CPE czyli
CME::A: A+ A Afe CMPA czyli 2 CMP i
CME , majg sig do siebie jak wieloboki B' i B,
ktorych sg czgscig; azatém B':B:;2A: A+AL
Juz zadeterminowﬁlis’my A’, to nowe podanie za-
: 2 AXB

de!erminuje B/, ibgdzie B': KIK’

za pomo-

w xelobom A B Ltpx e md':}_ dwa Iazy wigcey bo=
kow,

http://rcin.org.pl
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PODANIE XIV.
ZAGADNIEN.IE.

Zna?es’c’ stosunek przyblizony okregu kola
do srednicy.

“Niech bedaie pr'omiel'l kota =1, bok kwadra-
tu wpisanego bedzie v/ 2 #(3), bok za$ kwadratu
©Opisanego bqr]me réwny $rednicy 2; powierzch-
nia wige kwadratu wpisanego = 2,a powierzch-
nia kwadraty ‘op/i::meﬂo: 4, Jezeli teraz po-
Yoiymy A = 2, B =4, znaydziemy pne/ poprze-
dzajace zagadnienie o$miobok wpisany A’ =V

s
PRRTLY; g
5,5157085. Majac tym sposobém zpane ofmio-
boki wpisany i opisany, znaydziemy za pomoca
ich \nelobokl o pouwdyney liczbie bokéw; na-
Aety znown zalofyd A== 2,8284271, D=3, 3;3,085

=2, 8284271, a osmiobok opisany Bi=-

a mieé bedziemy A'=VAX B = 3,0614674 ,-
2A X B

B G e 3 1825’979; Te potém wieloboki

16 bokowe, pos%uzqs do poeznania wielobokéw o

33 bokach, i tak daley pociagniemy, aZ péki

rachunek nie przeslanié dawaé réinicy, migdzg
wiclobokami wpisanym i opisanym,praynaymniey
W noxz%dl\u liczb dziesigtnych najakiin przesta.
jemy, a Ktory w tym przyktadzie jest siddmy.
&dy preyyidziemy do tego punktu, wniesiemy, ke

_http://rcin.org.pl
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Liczb nie bedzie sig ré7nito.

GLOMETRYI
kolo jest réwné ostatniemu wypadkowi, gdy? ko-
to zawsze jest zawarte migdzy wielobokiem wpi-
sanym i opisanym; azatém, jefeli te wielohoki
nie réfnig sie zgota od sichie, a% do pewnego rzedu
liczb dziesi¢inych, tedy i kolo, ai do tegot rzgdu

Podajemy tu rachunek tych wiclobokéw, po-
suniony tak'daleko, i% nicréznia sig zgola w sid-
dmym rzedzie dziesigtnyeh,”

Lictba bokdw.

4 .

o
i

16
39
64
208
256

51

1024

2048 .

4096
8192

16584 .
52768 .

)

« .+ 5,0614674

Wieloboki wpisane. Wieloboki opz'.mr'te.

+ 2,0000000 , .
v ui 088 dgn

v 59,1214457 ¢,

. . 3,1565485
.B,1405311

«vdy1812779 .

. 95,14]5]38

- +5,1415929 .

e v
« e o
L T Y Y
. LY
LY .
« e e
L R |
LR RE T
. LR Y
° e o

.3,1415877

.

iy 9,3415014 14«

. 3,1415923

v e IANBaRGT Y
.+ +5,1415926 . ., ,

N

.

« « 4,0000000
. 2350137085

-+ 4 3,1825979

o' ByyB1924g
.. 53,1441184
die D43 a958
.+ 51417004
o5, 16537

.+ . 5,1416025

A, 1815981
. +5,1415933
5% 51815028
.+ 31415927
« +3,1815926.

Zkad wnosimy,%e powierzchnia kola="5,1415¢26.
Moglaby watpliwosé zachodzié w ostatniey licz-
bie dziesiginey, 2 px'zyczyny czesei zaniedbanychs
lecz tu rachungk robiony byt jedna liczbg wig-
cey dziésigtnych: ato dla tego, aby bydZ pewnym
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o wypadku teraz znalezionym, a2 do ostatniey
liczby d?xeawlney

Poniewaiz 1»0\\1er7chma kota jest réwna p(ﬁ 0~
kr%”o\vl k()lﬂ "nn()lm]emu pl/el p’(]””f‘n, glly
zas promien jest 1; pét okregu kota jest 3,1415926;
allm raczey gdy $rednica jest 1, okrag kofa jest
3,1415926; przeto stosunek okrggu kofa do'$re-
dnicy oznaczony wyéey przez 7==3,1415926.

*PORANIE XV.

TWIERDZENIE PRZYBRANE

Troykqt CAB (fig. 16), jest réwnowatny
tréykatowi réwnoramiennemu DCE, majq-
cemu tente sam kat C, i ktdrego bok CY. rg-
wny bokowi CD, jest sSrednio-proporcyonal-
ny migdzy CA i CB. Nadto, jefeli kqt CAB
jest _prosty , prostopadia CY', spuszczona
na podstawe irdyhqta rdéwnoramiennego ,
bedzie Srednio - proporcyonalng migdzy bo-
kiem CA<i pdt summg bokéw CA, CB.

JakoZ 1°, z przyczyny kata wspélnego C,

-
Przestroga.Podania,gwiazdeczka naznaczone,w pier=

wszém wykladzie tey nauki, bez przerwania ciggu o-
puszezone bydz moga® po przeyiciu jednak wszystkich
xiag, w czasie powtarzania wyloZone bydz maja.

http://rcin.org.pl.
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troykat ABC ma sie do troykata réwnoramien-
nego DCE, jak ACXCB:DCX CE ezyli DT
(24, 5); te wige troykaty beda réwnowaine, je-
feli, DG'= AC X CB, czyli ]eLeh\J)‘: , jest Sres
dnip-p¥ opowyonalnym migdzy AC 1 1CB.

20 Poniewai prostopadta CGT', dzieli kat,
ACB, na dwie czeéci réwne, przeto inamy (17.5)
AG:GB:: AC: CB,skad sk'l’adajz,gé otrzymanmyy
AG 3 AG -+ GB czyli AB:: AC :"AC 4- GB; a%e
AG ma sig do AB, jak troykat ACG do troy-
kata ACB, czyli 2CDF, nadto jezeli kat A jest
prosty; tedy troykaty prostokatne ACG, CDF
beda podobne i dadzg ACG: (JJF : AG": CI,
przeto

."\(J 2(,: o .L‘/‘.C A.C+(.AB
Pomnofywszy d’rugl stosunek przez AC, po-
przedniki stang si¢ réowne, a nast¢pnie mieé bg-
dziemy 2CF = AGX (AC 4 CB); czyli PCF‘?_—:

AC 4+ CB
ACX ( + ); a_zalém 2° jezeli kat A jest

£
prosty, tedy prostopadta CE jest $rednig pro-’
porcyonalng miedzy bokiem AC j pol summg ho<
kow AG, CB. v

http://rcin.org.pl .
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*pPODANIE XVL

. ZAGADNIENIE

Znalesé kolo tak mato .sig rééniqce od
wielobokis danego foremnego, ile sami Lyl-
ko zechcemy-

Niech bedzie neprzykiad dany (fig. 17) kwa-
drat BMNP ; ze srodka jego G, spus¢my prosto-
padia CA na bok MB, i daymy CB. \

Koto zakreslone promieniem CA, bedzie wpi-
sane w kwadrat, a koto zakresione promieniem,
CB opisane. bgdzie na tymie kwadracie ; pier-
wsze jest mnieysze, a drugie wigksze od kwa-
dratu: chodzi nam teraz o $ciesnienie tych granic.

Wezmy CD i CE, rowne kazda w szezegdlno-
4ci sredniey proporcyonalney migdzy CA 1 CB,
i poprowadzmy ED. Troykat ‘réwnoramienny

. CDE bedzie réwnowainy troykatowi GAB (3;1);
“tof samo zrébmy z kaidym z ofmiu troykaléw
skiadajacych kwadrat; tym spesobem utworzy=
my o$miobok foremny réwnowainy kwadrato-
wi BMNP. Kolo zakredlone promienie’m CF,
érednim proporcyonalnym migdzy CA i 9&_’:&5
bedzie wpisane w oémiobok, a koto zakreslong
pltomieniem CD, bedzie na nim opisane. A& tak
pierwsze bodzie mnieysze,.a drugie wigksze od
kwadgatn danego, Jezeli podoboym sposobém 2a

/
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mienimy troykat prostokatny COF na ‘troykat
réwnoramienny jemu réwnowazny, utworzyrny‘
przez to wielobok foremny o szesnastu bokach, ré-
wnowazny kwadratowi danemu. Koto wpisane
w ten wielobok, bedzie mnieysze od kwadratu, a
opisane na lym wielobokn, bedzie wigksze od
kwadratu.

Mo%na tym Spnsohem\mqgnqc daley dopoty,
aZz poki stosunek migdzy promieniem Kota wpi-
sanego ipromieniem kola opisanego, nie bedzie
sig tak malo réinit od réwnosci, ile sami ze-
chcemy. A wéwezas oba te kota uwaZane byds
mogq, jako réwnowaine kwadratowi podanemi

Uwaga. Szukanie koleynych promieni do . te-
go si¢ sprowadza, Niech a bedzie promierient
kota wpisanego w jeden z wielobokéw znale-
zionych ; &, promieniem kota opisanego na tym-
#e ‘wieloboku : niech podobnie bedg a'id’ prol-
mienie tyczace sig wieloboku nastgpnego, majg-
cego dwa razy wickszg liczbg bekéw. Podiug
tego, co$my dowiedli, &' jest $rednio - propor-
cyonalném migdzy @ i b, azas$ a' jest Srednio=

‘ ) M . alb FErAIEY
proporg_yonalnem migdzy a i —-i;—-; tak iZ mie¢

‘/aXa-{-b Ma-

bedziemy &’ =vaxb,azada=

jac wigc znane promienie a i bwie]oboku ; Ya-
two znaydziemy promienie @' i &' wieloboku na-
stepnego: i tak daley pociggniemy, a# péki ré-
Znica mig¢dzy promieniami stanie si¢g niewidoczng;
a wowczas, kiorykolwiek z tych promieni, bg«
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dzie promieniem kota réwnowainego kwadrato-
wi, albo wielobokowi podanemu.

Ten sposob tatwo uZyty bydZ mofe w lini-
jach, gdy# zasadza si¢ on na wynaydowanin sre-
dnich proporcyonalnych koleynych migdzy lini-
jami znanemi; lecz nie réwnie lepiey sig uZywa
w liczbach, i jest jeden ze sposobéw naydogod-
nieyszych, jakie geometrya poczatkowa podaé
nam moze do predkiego wynalezienia stosunku
przybliZonego okregu kota do $rednicy. Niech
bedzie bok kwadratu = 23 pierwszy promien
wpisany CGA bedzie 1, a pierwszy promien opi-
sany CB bedzie V2 czyli 1,4142136. Uczyniwszy
wiee a==1,b=1,4142136,znaydziemy b'=1,1892071,
a @' =1,0086841. Te liczby postuig do wyracho-
wania nastgpnych promieni podtug legoZ prawa.

Przytaczamy tu wypadek rachunku wykona-
nego aZz do 7 lub 8 cyfer przez zwyczayne tabli-
ce logarytmowe,

L

Promienie kit opisanych. Promienie két wpisanych.

1,4142136 .« « 4 « + « + 1,0000000
1,1892071 « . . 4 v u .. 1,0086841
1,1490000 ¢ ¥ v « 1o X351 210065
1,138014G 4 o4s s o4 s 1,2205659
1,1292862 . o0 o000 o 1,1290257
231286003 o< Lo 5ol 11984607

Poniewaz pierwsza pofowa eyfer jest taZ sa-
ma po obu stronach, przeto zamiast $rednich
3
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geometrycznych, moina bra¢ s$rednie arytmety-
czne, ktére sie tylko w ostatnich znakach dzie-
sigtnych réZnié bgda. Tym sposobém dziatanie zna-
cznie sig¢ skraca, i wypadki sa:

1,1284360 . + 4 ¢« o ¢ 42251283508
161285984« ovv s v vl 4151283728
2,0283827 . .y i e i 21 MB3774
1,128380115 4 oo o0« 10283787
1,828579% « o ¢ v W idid s 1,128370%
3,108800% o Bule 0 1085792

Azatém 1,1285792 jest prawie p*omlemem ko{'a;
TéwWnego co do powierzchni kwadratowi, kiéres
go hok jest 2! Stad fatwo jest znaledc stosunek
okregu kota do éreduicy, gdyZ mamy dowiedzios
no, ze pow1erzchma kota jest rowna kw adrato-
wi ]ecro promienia, mnofonemu przez liczbg 7§
gdy wige podzielimy powierzchnig 4, przez kwa-
dratz liczby 1,1283792, mieé bedziemy wartosé my
ktéra ztego rachunkn wypadnie taka 3,1415926....5
jest to liczba ta# sama jakadmy innym sposobém
otrzymali.

* DODATEK DO KSIEGI IV.
OP18SANIE
I. Nazywamy naywighszos¢ (maximum), ilos¢
naywigksza migdzy wszystkiemi tegoz gatnnku

ilosciami; nayhnieyszos¢ zas (minimum), ney-
mnieyszas.
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I tak drednica kola jest naywigkszosé czyli ma-
aimum, migdzy wszystkiemi linijami Yjczacemi
dwa punkta okregn kota; a prostopadta jest nay-
mnieysz0$é eayli minimum miedzy wszystkiemi
linijami prostemi z jednego punktu danego po-
prowadzonemi do linii prostey daney.
. Nazywamy figurami rdwno = obwodowemi
ezyli isopery melx’cznemi (isoperimetres), te ktd-
re maja obwody fowne

* PODANIE PIER WSZE.
TWIERDZENIE,

Migday wszysthiemi troykgtami jedney
podstawy i jednego obwodu, troykqt maxi=
mum jest ten, w ktérym dwa boki niedeter-
minowane sg réwne.

Niech bedzie AC=CB, AM 4 MB= AC+- CB
(Fig: 18); powiadam , Ze troykat réwnoramienny
AUB jest wigkszy jak troykat AMBy majacy te
samg podstawe i tenZe sam obwéd co i troykat
ACB. ;

Z punktu €, jako érodka promieniem CA=CB;
zakreslmy okrag kola, kiéry spotka CA prze-
dtuzone w D; daymy DB; kat UBA wpisany
w potkole 4 bodme prosty (15 2). Przedtuimy
prostopadty DB ku N, zrobmy MN = MB, i day-
my AN.

Nakoniee z punktow M i G; spuéémy MP
i €G, prostopadte do DN, Poniewaz CB= = CD,

5*
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a MN = MB, przeto AC }-CB=AD, AM-}-
MB =AM -+ MN. AZe AC 4 CB=AM 4 MB,
azatém AD=AM + MN; wigc AD>AN: jezeli za$
pochyta AD jest. wigksza od puchyley AN, tedy
pierwsza musi bydZ bardziey oddalong od pro-
stopadley AB; a zatém DB>BN; a zatém BG po-
towa BD (12, 1), bedzie wigksza od BP poto-
wy BN. Lecz troykaty ABC, ABM, majace tgZ
same podstawg AB, majg si¢ do siebie jak ich
wysokosci BG, BP; wige poniewai BG > BP,
przeto troykat réwnoramienny ABC, jest wigkszy
od troykatanieréwnoramiennego ABM teyZe pod--
stawy i tegoz obwodu.

A = 5 o4 s

& N R pOD AN B

TWIERDZENIE,

Miedzy wielobokami réwnoobwodowemi o
jednakiey liczbie bokdw , wielobok maximum
ma boki rdwne. :

Jako# niech bedzie ABCDET, (fig. 19), wie-
lobok mawximmum ; jeieli bok BG nie jest rowny
bokowi CD, zrébmy na podstawie BD, troykat
réwnoramienny BOD réwnoobwoedow: z troy-
katém BCD. Troykat BOD bedzie wigkszy od
BCD (pod. 1); a nastgpnie wielobok ABODEF
bedzie wigkszy od ABUDEF, azatém ten osta-
tni nie bedzie maximum migdzy temi wszyst-
kiemi wielobokami, kiére naja tenie sam ob-
bovd =5 Vwie , b-Boy wmiennt

§ ACILS¥]S

¥
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wod, i tez same liczbe bokdw, co sie sprzeci-
wia zatozeniu. Wige bydz }50Winno BC = CD:
przez podobne rozumowanie mieé bedziemy
CD=DE, DE —=EF it. d.; a zatéia wszystkie bo-
ki wicloboku mazimum, s rowne sobie.

Oy NN GEEE

TWIERDZENIE

Ze wszysthich troykatdw utworzonych
z dwdc.r bokéw danych, czyniacych miedzy
soba jakikolwiek kat dowolny, maximum jest
ten, w ktorym dwa boki dane czynig kgt
prosty.

Niech beda dwa troykaty BAC, BAD (fig. 20),
majace ‘bok AB wspdlny, abok AC= AD); jezeli
kat BAG jest prosty, powiadam Ze troykat BAG
bedzie wigkszy od troykata BAD, majycego kat
w A ostry albo rozwarty.

Jakoz , poniewaZz podstawa AB jest Wwspolna,
przeto dwa troykaty BAG, BAD, wmaja sie do
siebie jak ich wysokosci AC, DE; afe prostopa-
dta DE jest krdtsza od ‘pochyley AD albo jey
réwney AC, azatém troykat BAD jest mnieyszy

'+ od BAC.
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TWI1ERDZENIE,

Ze wszystkich wielobokéw utworzonych g
bokéw danych , a ostatniego tylko dowolnie
branego , wielobok maximpm jest taki, Ze
wszysthie jego kqty wpisane byds mogq w
polokrag kola, wktdiym bok nieznany jest
$rednicq, '

Niech bgdzie ABCDEF (fig.”21), wielobok nay-
wiekszy, z wielobokéw utworzonych z bokéw
danych AB, BC, CD, DE, EF i boku ¢statniego
AT, dowolnie wzigtego. Poprowadimy przeka-
tne AD, DF. JeZeli kat ADT nie jest prosty,
mozva zachowujac czedci ABCD, DIT, takiemi
jakiemi sg, powigkszyé troykat ADY, a naste-
pnie caty wielobok, czynige kat ADF prostym,
stosownie do podania poprzedzajacego; lecz ten
wielobok nie moZe bydZ powigkszony, gdyZ za-
ktadamy, fe przyssedi do swojego maaimuin; aza-
tém Kat ADF jest katém prostym. Tozsamo Jest
z katami ABF, ACF, ACLF;azatém wszystkie ka»
ty A, B, G, D, E, F, wieloboku maximun, sa wpi-
sane w potokrag kota, w ktérém bok nieoznaczo-
ny AF jest érednicy jego.

Uwaga. To podanie. nastr¢eza'nam pylanie, to
jest : azali jest wiele sposobow utworzenia wie- - '
loboku z bokow danych, i jednego nigznanego .
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klnrybv byl Srednica pél okregu kota, w ktére
inne bokt sa wpisane. Nim rozwialemy to pyta-
nie; uwazad potrzeba; 7e gdy jedna cigciwa AB
(fig. 22),podpiera tuki rakréélone réfnemi promie-
‘miami AC, AD; kat w $rodku, wsparty natey
gieciwie , bedzie naymanieyszy w kole, ktdrego
promieri jest naywigkszy; tak ACB < ADB. Ja-
koZ kat ADO = ACD 4 CGAD (27,1); azaém
ALD < ADOy a podwajajac obie strony, mie¢ be-
dziemy ACB<ADB.

EP O ANIE N;

TWIERDZENIE,

Jeden jest tylko sposcbh ufworzenia wie-
loboku ABCDEF (fig. 21), z bokdw danych
i ostatniego nie znanego, bedgcego Srednica
polokregu kola, w ktdoré inne boki sq wpi-
sane-.

.

’ Pr/vpuécmy bowiem Ze znalezliémy koto, za-
dosyc czynigce teinu pytaniu: ]elehwelmlemy
koto wigksze, cigeiwy AB, BC, CD, it. d. odpo-
wiedzg katém w §rodku mnieyszym. Summa tych
katéw w $rodku, bedzie mnieysza od dwéch ka-
tow prostych ; azatém konce hokéw danych nie
_padng juZz na koilce $rednicy. Nieprzyzwoitosé
przeciwaa zaydzie, gdy wezniemy kolo mniey-
sze; azatém wielobok, o jakim )eqt mowa, tylko
w jedno kolo wpisany bydZ moZe.
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Uwaga. Déwolnie odmieniaé moZna porzadek
bokéw AB, BC, CD, i t. d., asrednica kota opi-
sujacego zawsze bedzie taz sama tak jak i powierz-
chmagneloboku bo ]aklkolwwk bedzie porzy-
dek bokéw AB, BC, it.d., dosyc jest, aby ich
summa skfadata potokrag kol’a, a wielobok za-
wsze miec bedzie tez 20 powxeu,chm;'x gdyz
ta réwna sie polokﬁ%'gow"f kota mniey einkami
AB, BC, i t. d., ktérych summa zawsze jest tad
sama.

*PODANIE VL

TWIERDZENIX.

Ze lwszystkich wielobokdw utworzonych z
bokéw danych, naywighkszy czyli maximum
jest ten, ktéry wpisany bydz moze w koto.

Niech bedzie ABCDEFG (fig. 23), wielo-
bok wpisany, i abecdefg wielobok niedajacy sig
wpisa¢, ntworzone z bokéw réwnych, tak, Ze
AB=ab, BC = be,i t.d., powiadam, ze wielobok
wpisany jest wiekszy od drugiego.

Daymy $redni ypoprowadzmy AM, MB:
nd ab=AB, wystawiny troykat abm = ABM ,
i poprow adtmy em.

Na mocy podania 1v, w1elob0k EFGAM ]est
wiekszy od wieloboku, efgam; przyuaymmey
gdy ten ostatni nie mofe bydz podobnie wplsa-
ny w polokrag kola, l\lorcﬂoby bok em byt
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$rednica ; w takim przypadku, na meéy poda-
nia v, dwa wieloboki bytyby réwne. Dla po-
dobney przyczyny wielobok EDCBM ]est wigk-
szy od wieloboku edcbm, wy ]egwsvy tenZe przy-
padek réwnosci: bo jeden jest wpisany w koto,
a drugi przez zalofenie nie daje si¢ wpisac. Aza-
tém caty wielobok CFGAMBCDE jest wiekszy
od efgambede, gdy te nie sa catkowicie réwne
sobie: lecz takiemi nie sa, bo )eden jest wpxsany
w koto, a drugi przez zaltoZenie nie daje si¢ wpi-
sa¢, azatem wielobok wpisany jest wigkszy. Od-
ciagnawszy od obudwdch tych wielobokéw troy-
katy réwne ABM, abm, pozostanie wielobok
wpisany ABCDEYG wigkszy cd wieloboku nie-
dajacego si¢ wpisaé abedefg.

Uwaga. Podobnie si¢ dowiedzie jak w poda-
niu v, Ze jedno tylko koto tu bydZ moZe, a na-
stepnie , e jeden tylko wielobok jest mazi-
mum, ktéry zadosy¢ czyni pylaniu, iten wielo-
. bok bedzie jeszeze teyfe samey powierzchni, ja-
kimkolwiek badz sposobém odmieni si¢*por zgdek
bokdw.

gl S0 8 2 1 5 D

TWIERDZENIE,.

7V ielobok foremny jest naywighkszy czyli
maximum, migdzy wszystkiemi wielobokami
rownoobwodowemi o rowney liczbie bokdw.

JakoZ podlug podania 11, wiclobok mazimum
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ma wszystkie boki rowne, a pmﬂ'ng ‘pnd‘ania po-
przedzajgcego , taki wiclobok daje siy wpisa¢ w
kolo; azatém jest on foremny.

*PODANIE VIII

ZADANIE PRZIBRANE

.

Dwa Fkaty w érodiu, mierzone tukami
dwéch resnych kot , majq sig do siebie jak
tuki miedzy niemizawarle dzielone przes
ich prowmienie.. LE

To jest, Ze kat C (tig. 24), masig do kata O
, e DE
jak stosunek:@‘—(j— do stosunku DO

Promieniem OF, réwnym AC, nakreslmy tuk
¥G, zawartly miedzy ramionami “przediuZone-
ni Ob, OF. Z prazyczyny promieni réwnych
AC, OF, mieé bedziemy: G: 0 :: AR : FG (17),

SO AR Bhe S e
ezyli * ¢t 5oty Z przyczyny zas tukéw poda-
bnych FG, DE, mamy (11), FG:DE::FO:DO;
1 ) ey it DE
azatem stosune {TG jest rowny stosunkowl D—O,
i mamy nastgpnic G:0:: %-E— %g

]
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*POBANEE IX,

‘TWIERDZENIE,

Z dwdch wielobokdw .foremnych rdwno-
obwodowych; ten jest naywighszy, kiéry ma
naywighszq liczbe bokow.

Niech bedzie DE (fig. 25) polowg bokn jedne-
go z wielokokéw, O jego srodek, OE apothe-
_}n(z czyli ‘pros‘lopadh spuszezona ze §rodka wie-
foboku ma bok jego : niech AB bedzie polowy
boku drugiego wieloboku , kiérego Srodkiem jest
C, a zas CB apathema. I‘Mypuszczamy, ze $rod-
ki O i C potofone sa w jakieyl{n]wiek odleglo-
sei OC, a za$ np')tbezn1 OE, CB sa w kierun-
ku CC; atak DOE 1 ACB, b(édd polowy katdw
W ﬂodl{u wielobokdw ; a poniewa? te katy nie
s3 rowne, przeto linije CA, OD, przedtuZone spo-
thajg si¢ z soba w puukcie I'; z tego punktu spusé-
my na OC prostopadta V'G; 2 pun’ 16w 01 C, jake
frodkéw zakred ]my tuki GI1, GH konczzgce sig
na bokach UF, CT,

To zatoZywszy, mieé bedziemy, przez poprze-
ko G
UG CGole

DF., masie do pierw neno obwodu wieloboky,
jak kat O, do czierech katéw prostych, i AB’
do obwodu drugiego wieloboku , jak kat C do .
wtcrech kytéw prostych; azatém, poniewaZ oh-

dzajace podanie przybrane, O:G:

http://rcin.org.pl
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wody wielobokéw sg réwne, DE : AB:: Q:C
cryli DE: AB:: oL o0
przedniki przez OG a nastgpniki przez GG, mieé
bedziemy DEXOG: ABXCG :: GI: Gl Tr(’)v-
katy podobne ODE,OFG daja O£ : OG::DE: FG
skad wypada DE X 0G = OEXFG; podobme
mieé bedziemy AB X CG = CBX FG ; azatém
OEXFG:CBXFG::GI:GH, czyh OE:CB:
GI:GH. Jefeli wige pokaZemy, ze fuk Gi ](,st
wigkszy od tuku GH, stad wypadnie, Ze apothe-
ma OF jest wigksza od apothemy CB.

7 drugiey strony boku CF zrobmy figurg
CKa catkiem réwng figurze CGa, tak, Ze
CK = CG, kat HCK = HCG, i luk Kz = zG;
linija kxzywa KzG obeymie fuk ]\H(x, i be-
dzie wieksza od tego tuku (9); azatém Gz, po-
towa linii krzywey, jest wicksza od GH p(ﬁowy
tego tuku; a tym bardziey GI jest wigksze
od GH.

Z tego wypada, Ze apothema OE, jest wigk-
s7a od CB: aje dwa wieloboki, jednego obwo-
du maja sie dosiebie jak ich apothemy (7), aza-
tém wielobok majacy DE za polowe swego bo-
ku, jest wickszy od wieloboku majacego AB za
polowe boku. Pierwszy wielobok ma wigeey bo-
kéw, gdyZ kat jego w érodku jest mmieyszy; aza-
tém z dwoch ‘wielobokow réwnoobhwodowych,
ten jest wigkszy, ktory ma wigkszg liczbg bokow.

Pomnoiywszy po-

.
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4 :

RO A NEE X

TWIERDZENIE. [¥]

Kolo jest épigksze od wszelkiego wielobo-

ku réwno-obwodowego.

Dowiedlismy juf, Ze ze wszystkich wielohokdw
rownoobwodowych o jednakiey liczbhie hokéw,
wielohok foremny jest naywiekszy; przeto cho-
dzi nam tylko o poréwnanie kota z jakimkolwiek

~wielobokiem foremnym réwnoobwodowym.

‘ '.il’ T’.’,‘Lunl,: e /4»‘,.2
Ed

Niech bedzie Al (fig. 26), potowa boku tego
wieloboku,, ktorego C niech bedzie srodkiem.
Niech bedzie w kole réwnoobwodowym kat
DOE = ACI, a nastgpnie tuk DE réwny poto-
wie boku AI. Wielobok P ma si¢ do kota G,
jak troykat ACI do wycinka ODE; a tak mieé
bedziemy, P:C:: 31 AIXCI: 1 DEXOE ::CI: OE.
Niech bedzie poprowadzona do punku E, sty-
czna EG, ktéra spotka OD przedtufone w pun-
kcie G, a troykgty podobne ACI, GOE dadzg pro-
poreya, CI:O0E :: AL czyli DE : GE ;' azatém
P:C::DE czyli jak DE X 3§ OE, co jest mia-
ra wycinka DOE, do GEx 3 OE, co jest miarg
troykata GOE; afe wycinek jest wigkszy od
troykata, przeto P jest wicksze od C, azatém
koto jest wigksze od wszelkiego wieloboku ro-
wnoobwodowego. SRR e
fikvy Tatiny oy 1rae & ride ety g YA
[h ebaez ?f__:/f‘:l '/fr. o

s ST AL
$igind \ = i1
Anre elopreik AN cebm L
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0 o

PLASZCZYZNY I KATY BRYLOWE
‘ 0P 3 S A NI

1. Linija prosta jest p/'ostopadltg do plaszezy =
zriy, gdy }est prr)stopadf%-do wszystkich liniy pro=
stych, pr‘zecha)dmgcyuh' priez jey spodek na pla-
sw.Czyznie (,poli./x):wza}émnie, plaszezyzna jest pro-
stopadly do linik :

Spodek prostopadiey jest to punkt, w ktorym
ta linija spotyka plasiczyzng:

1I: Linija prosta jest réwnolegla plasZ‘c‘Zyz’nié;
gdy przediuZone obie naydaley, nie mogq sig z so-
ba spotkad. Wazajemnuie ,, plaszczyzna jest réwno=
legta do linii. ; :

LII. Bwie, plaszczyzny s #éwnolegte sobie,gdy
bedac przediuione naydaley; nie mogasig z sobg -
spotkad.

1V. Dowiedziemy (pod. 3), Ze wspélne przecig-
¢cie sig dwoéch plaszoryzn, z soba sig spotykajy=
vych, jest linija prosta; kgt wige, czyli wzajemna
pochylosé dwich plaszezyzn, jest ilocia mniey
lub bardziey wielkg, na ktéra sie one oddalaja:
ta ilo$é mierzy sig (po&f. 7) katém , jaki czynig
z soba dwie prostopadle, poprowadzone ma kaZ<
dey z tych plaszozyzn, do jednego punktu przecig-
eia sig wspdlnego.
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Ten® kgt moZe bydZ ostry, prosty lub roz-
warly.

V. Jeieli jest prosty; dwie pfa&zcz_pn_y 53 pro-
stopadte do siebie..

VL Kqtém brylowym nazywamy przestrzen
katowa , zawarta migdzy kilkn plaszézyzoami ,
w jednym purnkecie faczacemi sig.

Itak: kat brytowy S (fig. 45) jest utworzo-

ny przez potaezenie sig plaszczyzn ASB, BSC,
CSB, DSA.

Do utworzeniakata brytowego naymmey trzech
plaszczyzn potr zeba. i

I’UDANIE PIERWSZE,
TWIERDZENIE:

Linijd prosta nie mofe byd: w czgdei na
plaszczyznie, aw cigéci za ptaszezyzna.

Gdy? podiug opisania ptaszezyzny, skoro linija
prosta ma dwa punkta wspélne z plaszczyzng,
tedy leZy ona catkiem na tey ptaszczyznie.

Uwaga. Ghege poznaé czy powierzchnia jest
plaskg, potrzeba w rozmaitych kierunkach tey,
powierzchni, przykfadaé linija prosta, i uwafaé
ozyli ta w catey jey rozeiggtosci dotyka

g{Sl’P],

iy

2\
> qmum T
\-’ ‘;}b
http:/frcin. org"p




48 GEOMETRYI
PODANTE 1L

TWIERDZENIE.

Dwie linije proste przecinajgce sig, Sq
na jedney plasaczyznie i determinujq ey
potoZenic-

Niech beda AB, AC, (fig. 27) dwie linije pro-
ste przecinajgce sig w A. Wyobrazié sobie mo-
femy plaszczyzng, przechodzaca przez linijg pro-
stag AB; jezeli potém obracaé bedziemy te pla-
szezyzng okolo AB ai(x}it,’naydzie na punkt C;
wéwezas linija AC, majaca dwa swoje punkta
A, C,natey plaszezyznie, caltkiem na niey znay-
dowad si¢ bedzie: potozenie wige tey. plaszezy-
zny jest determinowane przez len jeden waru-
nek, i% plaszczyzna ta zawiera dwie linije pro-
ste AB, AG.

Wniosek I. 'Troykat ABC eczyli trzy punkta
A, B, C nie w linii prostey, determinujg polo-
fenie plaszczyzny.

Wniosek I1. A zatém takie, dwie linije ro-
wnolegle - AB,CD (fig. 28) determinuja pofoze-
nie ptaszczyzny; bo gdy poprowadzimy linija
przecinajgeq EF , tedy ptaszezyzna dwéch liniy
prostych AR, AY, begdzie plaszczyzny liniy ré-
wnolegtych AB, CD,
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AP0 DANEE I
"TWIERDZENIE.

Jeteli dwie plaszegyzny przecinajq sig
z soby, spdlne ich praecigcie sig bgdzie linijq
prastq.

Bo gdyby w liczbie punktéw, wspblnych tym
plaszczyznem, znalazly si¢ trzy takie, kidre nie
sq w linii prostey, tedy dwie plaszezyzny o kté-
rych méwimy, jako przechodzjce kazda przez te
trzy punkfs, uczynilyby jedng i tgz samg plasz-
czyzng (2); co jest przeciwném zatoZeniu,

PODANIE 1IV.

TWIERDZENI1E.

JeZeli linija prosta AP (lig. 29) jest pro-*
stopadlq de dwgch innych PB, PC, krzytu-
jacych sig i:—]'ey spod/ﬁg/na ptaszczyznie
MN; tedy ta linija AP 'bedzie prostopadig
do kazdey linii PQ, poprowadzoney przez
jey spodek na teyze plaszczyznie ; a zatém
bedzie ona prostopadiq do ptaszczyzny MN.

Przez punkt Q, wzigty dowolnie na PQ, day- 'a'n..‘-p:o’ i
my linija prosta BC, w kacie BPC; tak, aby by- l.;':';:“’
to BQ = QC (pod. 5 xig. 3); poprowadémy ADB, laef othgwagy
AQ, AC. : Koawwdis .

¢ g
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Poniewas podstawa BC podzielona jest na dwie
réwne czgici w punkeie Q, przeto troykgl BPG
da (14,3) \ ‘

-

PG 4BP =2PQ'+2QC"

Troykat BAC podobnie daje

g e
odciagnawszy pierwsza réwnosé od drugiey, i u-
wazajac ze troykaty APG, APB, oba prostokatne
w P, dajg AC'~CP &= APYiAB =PB =AP";
mie¢ bedziemy i

AP 4 AP'=12AQ— 2PQ,

Biorae wiee potowe z obudwéch stron,miec be-
dziemy AP —-AQ — mz,czylimaz AP+ PQ;
azatém troykat APQ jest prostokalny W P(150);
wiec AP jest prostopadly do PQ.

Uwaga. Stad widzimy Ze nie tylko linija pro-

“sta moze byds prostopadia do wszystkich tych,

"»
T O
l.‘

whesws -

ktore przechodza przez jey spodek na plaszezy-
znie, lecz Ze to zachodzi zawsze, ile razy talini-
ja jest prostopadia do dwdch liniy prostych, po-
prowadzonych na ptaszozyznie; 1 to wlasnie dowo-
dzi pewnodcei opisania I.

}¥niosek 1. Prostopadia AP jest krotsza od

' kasdey linii pochytey AQ; azatém ta prostopadia

mierzy prawdziwg odlegtosc punktu A, od pta- =
saceyzny PQ.

Finiosek IL Przez punkt P, dany na pla-
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XIEGA V. 51
szczyznie, jedna tylke prostopadta do plaszczy-
zny poprowadzong bydi mofe: ho gdyby mo-
Zna bylo wynies¢ dwie prostopadte = jednego
punktu P, tedy, gdy poprowadzimy, podiug tych
dwdch prostopadtych, plaszezyzng, kiérey prze-
cigeiem z plaszezyzng MN niech bedzie PQ;wow<
czas dwie te prostopadle, o kigrych méwimy,
bytyby prostopadte do linii ’Q, w tymZe samym
punkeie i na teyZe samey ptaszezyznie: co jest nie-
podobieristwem.

Rownie niepodobienistwém jest, spudeic z je-
dnego punktu, danego za plaszezyzna, dwie pro-
stopadte na g7 plaszezyzne; gdy% niech beda AP,
AQ, te dwie prostopadte; wéwezas iroykat APQ
mialtby dwa katy proste, APQ, AQP, cojest nie-
podobienstwem,

FEOBDANLE W
TWI1ERDZENIE.

Linife pochyte, réwnie oddalone od pro-
stopadley,sq réwne sobie; azdwdch liniy po-
chytych , nie rdwnie oddalonych od prosto~
padley, ta jest dlufszy, ktdra wigcey od nicy
jest oddalong.

Bo katy APB, APC, A?D (fig. 30) sa proste;
Jezeli wige zaloZymy, 7e odlegtoéci PB, PC, PD sa
réwne sobie, tedy troykgly APB, APC, AID
mied bedy kat rowny, zawarty miedz y bokami

4*
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réwnemi; azatém te tréykaty beda réwne sobies
przeciwprosiokdine ‘wige, czyli liniie pochyte
AB, AC, J\.D,,‘b(édi‘l; rowne mig¢dzy soba. Podobunie,
jezeli  odlegloddé PE jest wigksza od PD czyli jey
rowney PB, tedy oczywiscie pochyta AE, bedzie
wigkszg od AD, czyli jey réwney AD.

Wniosek. Wszysikie linije pochyte réwne
_AB, AC, AD i w d. padaja na okrgg'kota BCD,
_zakreglonego ze spodka prostopidley P, jako éro-
dka; azaiém majye dany punkt A za plaszezy-
zna, a chege znalesd na teyeplaszezyznie punkt
P, gdzieby padla prostopadia spuszczona z A,
potrzeba na tey plaszezyznie noznaezyé tray pu'n—
kty B, G, D, rownie oddalone od A, iszuka¢ po-
tém Srodka kola, ktéreby przez te punkty prze-
chodzito, a tym érodkiem begdzie punkt szuka-
ny P.- ) '

Uwaga. Kat ABP, nazywa sig nachyleniem
linii pochyley AB do plaszczyzny MN. Widci-
my, e to nachylenie jest rowne dla wszystkich
liniy pochylych, AB, AC, AD it. d. ktére sa
réwnie ,od prostopadley oddalone; gdyz wszyst-
kie troykaty ABP, ACP, ADP it. d. sg xéwne
migdzy soba.

L

#
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PODANIE VL

Bme Py PERDZE N TR W

Niech bedzie AP prostopadia do plaszezy-
zny MN (fie. 31) i BC linija na tey plaszczy-
znie poloiona; jefeli ze spodku P tey pro-
stopadtey, spuscimy PD prostopadiq na BC,

& i poprowadzimy AD; powiadam fe AD bg-
dzu, prostopadfq do BC 4
' b o8 M»-:.L.. W‘w\,.. - e

V\ ezmy DB De1 popmwaauny PB; PC; 4B,
AC. Poniewai DB=DC, pochyta PB.._PU, a
wzgledem prostopadiey AP, poniewai PB=PG,
pochyia AB = AGC (5); linija wige AD madwa
swo]e punkta A i D réwnie oddalone od kon-
cow B i C, azatém AD ]est prostopadiy w srod-
ku linii BC

P niosek. I‘u razem widzimy, %e BC jest pro-
stopadta do plaszezyzny ARD, poniewas BC jest
razem prostopadla do dwéch liniy prostych AD, -
PD. r /vm’rm".'.u

Uwaga. Dwie linije AL, BC, sLanu%. przy-
kiad dwoch liniy prostych, ktore sig zgota zso-
ba nie spotykaja, gdy? te linije nie znayduja sig
na jedney -plaszczyznie. Naykrétsza odlegtosé
tych liniy jest prostopadia PD, kiéra razém jest
prostopadiy do linii AP ido]m.x PC; odlegtosé
PD jest naykrotsza numhy temi dwiema linija-
mi; bo "dy polaczy Yt dwa inne punkia, jak na-

i” L Mmotns Osoan Dsa Jr./M’- IPMITTR 0 b freovhar i ® ’
Yo ﬂ:,ﬁp;ﬁ.fs a8 g4y pTe damegs,
http://rcin.org.pl



54 GEOMETR Y I,
przyktad A i B, bedzie AB>AD, AD> PD; aza-
tém tém bardziey AB>PD.

Lubo dwie linije AL, Gl me s3 najedney pta-
szczyzme, &w 2 801 )a a?ﬁ%'osly gdyZ
AD ircéwnolegla przez jeden zjey punktéw po-
prowadzona da linii BC, czynia miedzy soba
kgt prosty. Podobnie linije AB i PD, wystawu-
jace dwie jakiekolwiek linije proste, nie leZace
na. jedney plaszezyznie, uwaZajg sig, z& c7vm§

z soba tenie sam kat, jakiby uczymi‘al j oy |
ya®

wnolegta do PD, poprowadzona przez jede
z punktow linii AB. (depd thee episat 2 ose
! et

.‘_.” ens!
'C‘ﬂ"e KA, *‘W.,J: e Nos'o' W RO bt .{ALM

ol s[5 2 ml e VL

TWI1RRDZENIE.

Jezeli linija AP jest prostopadiq do pz"a—

szczyzny MN (fig. 52), wszelko linija DE
réwnolegla do AP, bpdzie prostopadia do
-teyie plaszczyzny.

W~ki2r,tfuk,u ]in;-;«lé“ nolesf:eh AP,DE po-
plo\vad my plaszezyzng, kiérey przecigeiem sig
z plaa/.u}LnQ MN bedzie PD : 'na piaszcz;zme
MN popmwadzmy BCG prostopadly do PD,
daymy AD. i

Podtugd wniosku poprzedzajjcego twierdzenia,
BC jest prostopadty’ do ptaszezyzny APDE, aza-
tém kat POIL jest prosty; lecz kat EDP jest
takZe prosty, he AP jest prosiopadly do P'D ize
DE jest ru'wuo]egh do A-l'; azalém linija D2
wEn . v\ .

Ak lo ANagt T -"'t:-
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;
jest prostopadly do dwoch liniy prestych PD
i DB: azatém jest ona prostopadiy do ich pla-
szeryzuy MN: Hasdbret”

M niosek I. Wzajemnie, jefeli dwie linije
proste AP, DE, sa prostopadle do jedney pla-
szezyzny MN, takie linije beda réwnolegle so-
bie; bo gdyby nie byly réwnoleglemi, tedy, po-
prowadzona przez punkt D linija réwnolegta do
AP, bylaby prostopadla do plaszezyiny BMN; aza-
tém z jednego punktu D, moinaby byto wy-
nie$é dwie prostopadie do jedney plaszczyzny;
co jest niepocobieristwém (4)

IV niosek II. Dwie linije A i B réwnolegte
trzeciey C, sg rownolegle sobie; bo gdy wyobra-
zimy plaszezyzng prostopadia do linii Cy linije
A i B réwnolegle do tey prostopadicy, bgda
pmstopadi’e do teyZe plaszczyzny; azalém, przez
wnipsek poprzedzajacy, sa réwuglecle sobie.

I{(())n'll;ﬁn}:y, ie )t?Ly lnu]e’x%:ei% nmney
ptaszczyznie § inaczey bowiem to podanie byloby
jué znane (25,1).

PODANIE VIIL
TWIERDZENIBE.

Jezeli linija AB (lig. 33) jest réwnelegly
do linii prostey CD, poprowadzoney na pla-
szezyznie MN; ta linija bgd.,w rownolegly
do tey plaszczyeny.

Bo, gdyby linija AB, bedaca na plaszczyznie
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ABCD, spotkata ptaszezyzng MN, to spotkanie
przypadtoby wjakimkolwick punkeie linii® GD,
przecigeia wspélnego dwéch plaszezyzn; aZe AB
nie moZe spotka¢ CD, bo do niey jest réwnolegly;
przeto nie mose spotkad i paszezyzny MN; aza-
tém jest rownolegty do plassezyzny (opis. 2)

PODANIE IX.

TWIERDZENIE

Dwie ‘ptaszczyzny MN i PQ (lig. 34) pro-
stopadte do jedney liiii prostey ADB, sq ro-
wnolegte sobie.

Bo gdyby si¢ z soby gdzickolwiek spotkaty,
i niech bedzie O jednym zich punktow wspol-
nych; daymy 04, OB; linija AB, progtopadia
do plaszczyzny MN, jest prostopadiy do linii
prostey OA, na teyfe pteszczyznic przez jey spo-
dek poprowadzoney; dlateyze samey przyczyny
AB jest prostopadiy do BO ; azatém OA i OB
bytyby dwie prostopadte, z jednego punktun O
spuszezone na linija prosig; co jest niepodobien-
stwém, przeto ptaszezyzny MNy P'Q nie mogyc sig
z sgba spotkad, sg réwnolegie sobie.

http://rcin.org.pl
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PODANIE X
‘ TWIERDZENIE.
Przecigcia EF, GH dwdch ptaszezyzn ro-

nolemf} ch MN, PQ; przez trzeczq plaszczy-
zng FG, °qlownolegie (15 L MR et e

¥

Bo gdyqllm]e EF, GH lezace na )edney pta-
szczyzme, nie s% rownolegl’e, tedy przedfuione
zbiega sig z soby; azatém i plaszezyzny MNi 1'Q,
na ktérych one si¢ znayduja, zbiegtyby sig takze,
a wiec nie bytyby réwnolegte.

PODANIE XIL

,mu >w, o o.m}f 2 4 %:15 Hub g r-*’v ol
mz]a AB (flg 54) prc;‘.s’fopadia de pla-
szezyzny DN, jest prostopadiq do pi‘aszczy-
zny 1’() rownolegtey MN,

Pocx:}gmymy dowolnie linija BC na plaszczy-
znie PQ; przez AB i BC poprowadZzmy pla-
szezyzng ABG, kiérey przecigeiem sig z pla-
szczyzng MN niech bedzie AD: to przecigeie
AD, bedzie réwnolegle do BC, (30); afe linija
AB, prostopadia do ptaszczyzny NN, jest prosto-
padia do linii AD; /éatém AB bedzie pxo~topa-
dta do jey 1ownole"{ey BC; a poutessai linija mapesr
;\B,’}gﬁlploslopad}a do kazdey linii- BC, prie-
chodzgcey przez jey spodek na plaszezyznie PQ,
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etad_praete~itdzie, - talinijee jest prostopadty do
ptaszezyzny PQ.

PODANIE XIIL

TWIERDZENILE.
‘puﬂ‘

nily Lin {e rownoée;gfe EG, FH (fig. 35) zajge-
t—&- » migdzy p o g piluszezyziiami rowno-
legtemi MN, PQ, sq rdwne sobie. W

Przez linije, réwnolegte EG,’F]LI przeprowads-
my ptaszezyzng EGHF , ktéra spotka plaszezy=
zny réwnolegle podiug kierunkéw LT i GH.
Przecigeia Y, G sy réwnolegte sobie (10), ¢raz

“takiemi sy linije EG, FH, azatém figura EGHF
jest réwnolegtobokiem; a wige EG=FH.

Wniosek. Z tego wypada, Ze dwie piaszczy-

g “»@ny lownolEgR‘Ma Wﬁgd?xeﬁm 0d siebie od-

" dalone; 'bo ]ezeh ot i FH, sa pmstopadie do

dwéch plaszezyzn MN, PQ, tedy s3 one rowno-
legle sobie (7); azatém syrowne. 4

PODANIE XIIIL

TWIERDZEKNIE.

Jeleli dwa kqty CAE, DBF (fig. 36) nie-
leZgce najedney plaszczyznie, majq swe ra-
miona rownolegle, i skicrowane w jedng stro-

&

.ng, lqty takie sq rowne, aich plaszezyzny
~on.wOwivlogle.

Lt

Weimy AC= BD, AE = BT, 1 popxo“ adimy
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xXER e'A V. 5q
CE, DF, AB, CD, EF. PoniewaZ AC jest réwne
b réwnolegte do BD, przeto figura ABDC jest
rownolegtobokiem (1,3); azatém CD jest réwne
i réwnoleglte do AB. Dla teyZe samey przyczy-
ny EF, jest réwne i réwnolegte do AB; wigc tak-
ze GD jest réwne i rownolegte do EF; azatém
figura CEFD jest réwnolegtobokiem; przeto hok
CL jest réwny i rowndlegty DY; wige troyka-
ty CAE, DBF,sgréwnoboczne z soby, azatémkat
CAE=DBF.

Powtire, Powiadam, Ze plaszczyzna ACE jest
rownolegla plaszezyznie BDE 5 bo praypuéémy
Ze plaszczyzna réwnolegta do BDF, poprowadzo-
na przez punkt A, spotyka linije CD i EF w in-
nych punktach, niz'sa C i E, naprzyktad w pun-
ktach G i H; wéwezas podtug podania xui; trzy
linije AB, GD, I'H, beda réwne; aie trzy linije
AB, CD, ET juz sa réwne, wiec bytoby CD=GD
Tl == Fl co jest niedorzecznoscia; azatém pta-
szczyzna ACE jest réwnolegly do plaszczyzny
BDI'.

F¥niosck Jeeli dwie plaszczyzny xownol°g1e
MN, PQ, sy przecigte przez dwie inne pla-
szczyzny (JABD EABF, katy CAL, DBF, utwo-
rzone przez przecigcia pl‘aszczyzn rownolegtych,
bedy réwne; bo przecigcie AC jest réwnolegte
do BD (10); AE réwnolegte do_BF; azatém kat

CAE=DBF,
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PODANIE XIV.
: TWIERDZENIE
JeZeli trzy linije proste AB, CD, EF (fig. 56)
nie leZqce na jedney plaszczyznie, sq rdwne

i réwnolegle sobiz; #sdy troykgty ACE, BDF
utworkone zjedney i drugiey strony,lgezg-

~ ce kotice tych liniy prostych, bedg réwne,

a ich pfaszczyzny/b'gdc} rdwnolegle sobie.

JakoZ, poniewa? AB jest ré6wna i rownolegta
CD, tigura ABDC jest réwnolegtobokiem; aza-
tém bok AC jest réwny iréwnelegty BD. Dla
podobney przyczyny bokiL AE i BF sa réwne
i réwnolegte ; oraz takiemi sy-boki CE 1 DI':
dwa wige troykaty ACE, BDY sa réwne. Nad-
to podobnie si¢ dowodzi, jak w podaniu poprze-
dzajacém , ze plaszezyzny tych troykatéw sy 1d-
wnolegte. :

PODANIE XV.
 TWIERDZENI1E.

Duwie linije proste, zawarte migdzy Irze-
ma plaszezyznami réwnoleglemi, przecigte
sq na czgsci proporcyonalne.

Przypuéémy Ze linija AB (fig. 57) spotyka pla-
sz6zyzny réwnolegte MN, P'Q, RS, w punktach

»
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A, E, B, i #e linija CD, spotyka tes, same pla-
. szozyzny. w]mnklach G, F,D: powxadam, zZe mied
bgdllemy AL :EB: (JP FD

Poprowadémy AD, ktéra spotka plaszezyzne
PQ w punkcie G: i daymy AC, EG, GF, BD:
przecigeia EG, BD, plaszczyzn réwnoleglych PQ,
RS, przez plaszczyzng ABD, sj réwnolegle (10):
azatém AF : EB::AG: GD: podobnie przeciceia
AC,G¥, jakorownolegle,daja AG : GD :: CF : FD:
z przyczyny wiec wspélnego stosunku AG : (:]_)
bedzie AE: EB:: CF : I'D.

*PODANIE XVI.(

TVVIERD7EN1E

| Nzech b[gflz‘zeAABCD (lig. 38), jakikolwick
 czwaroboks ’ﬁz"?@%‘dcy na jedney plaszczyznie;
| jeseli boki przeciwlegle pr zetne siee propor-
: cyonalnzaigl zez dwzé linije proste EF, GH,
tak, se ]est AL :] :DF : FC; i BG: GL——AH
HD; powia dam, Ze Zznl]e proste EF, GH,pr\ze-
tng sig z sobg w punkcie M tak, e bedzie
OM: MG::AE:EB; i EM:MF:: AH: HD.

Poprowadimy przez AD, jakakolwiek pta.
szezyzng AdHeD, tak jednak, Zeby nie przecho-
dzita przez GH: przez punkta E, B,C, F, day-
my do GH rownolegte Ee, Bb, Ce, Ff; kiore
spnll\a'l e ﬁ'auczwn(‘: w punkl)ch el ol
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mieé bedziemy 2H : He::BG:GC:: AH: HD,
azatém (20,3) troykaty AHb, DHe, sa podobne.
Mieé potém bedziemy Ae: nb :AE:EB: i Df
f :DF : FC; azatém Ae:eb: Df J¢; albo skta-
_ dajac, bodzie Ae:Df:: Ab: Dc Afe z przyczy-
ny podohielistwa troylatéw AHS, DHe, mamy
Ab:Dec:: AH : HD; azatém Ae:Df:: AH:HD:
nadto, poniewa# z przyezyny podobieristwa tych-
ze troykatow AHS i DHe, kat HAe = "HDg
przeto troykaty AHe, DIf sy podobne (20,3);
azalém kat AHe = DIl/. Z tego naprzéd wypa-
da, Ze er, jest linija prosty; azatém Ze trzy ré-
wnoleg?e Lle, GH, Y/ lezg na jedney plaszczyznie,
ktora zawiera¢ bedzie linije EF, GH: wige ze
linije przecinac si¢ muszq w punkcie M. Powté-
re, z przyczyny réwnoleglosci liniy Ee, MH, ¥,
mieé bedziemy EM: MF :: el : Hf:: AH : HD.
Przez podobue wykres'lem'e odniesione do bo-

ku AB dowiedziemy, Zze HM : MG AE: EB,
0. T asdel .u/m-«,« ,.,.,.3’. _W" “a,,.‘gwum-lw

PODANTE XVIK

TWIERDZENLE,

Kat zawarty migdzy ptaszezyznami MAN {
MAP (fig. 59) moZe bydz mierzony, stoso-
waie do opisania , kqtém NAP, jaki czynig
z sobq dwie prostopadte AN, AP poprowa-
dzone na katdey ztych plasaczyzn, do prze-
cigcia wspdlnego AM.

Dla prul\onama sxg o rzelelnodci tey miary,
‘,6‘ m’c f,f‘r\ﬁa}a “an sk Y M(‘MM
N‘A ‘74 ‘1 ¢ ""ou" wlgs
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dowiesds potrzeba 1°, Ze jest ona stala,czyli ze
bedzie ta? sama w kafdym punkcie wspélnego
przecigeia, skad sig wyprowadzaja dwie prosto-
padfe. ‘

JakoZ, jezeli wezmiemy inny punkt M, igdy
poprowadzimy MC na ptaszezyznie MN, i MB
na plaszcezyznie MP, prostopadte do wspélnego
przecigcia AM; tedy, poniewaz MB i AP sy
prostopadle do jedney linii AM, przeto sg réw-
nolegle sobie. Dla teyfe samey przyczyny MG
jest rédwnolegle do AN: wige kat' BMC = PAN
(13): azatém obojelna jest rzeczq, prowadzi¢ pro-
stopadte do punktu M lub do A, kat mieday by
zawarty zawsze bedzie ten sam,

2° DowieddZ polrzeba, Ze gdy kat dwich pla-

szezyzn  powigkszy sig Jub zmnieyszy w pes
wnym stosunku, tedy:ﬂ(al PAN,powigkszy sig lub
zmnieyszy w tymiefsﬁﬁm. :
" Na ptaszezyznie PAN, z punktu A, promien/iem
dowolnym; zakredlmy tuk NDP: ze $rodka M,
promieniem réwnym, zakreslmy tuk CEB; po-
prowadimy dowolaie. AD. PoniewaZ dwie pta-
szczyzny PAN, BMC sa prostopadfe do jeduney
linii MA, preeto sa réwnolegte sobie (g9); prze-
cigeia wige AD, ME, tych dwéch ptaszczyzn
przez trzecia A‘MD sa rownolegle; azatém kit
BME bedzie réwny PAD (15).1“

Nazwiymy na moment wegieh kat utworzony
przezdwie ptaszezyzny M _P\MN.Teraz, gdyby kat
DAY byt réwny katowi BAN, tedy oczywiscie
wegiel DAMP, bytby réwny westowi DAMN;

http://rcin.org.pl
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gdyZ podstawa PAD potoiytaby sie zupe%me na
sobie rowna DAN, wysokos¢ AM zawsze bytaby
tas sama: wigc te dwa wegly zupelnieby do siebie
przystaly. Widziniy nawet, iz gdyby kat DAP"
zawierat si¢ dokladnie pewna liczba razy w ka-
cie PAN, tedy i wegiet DAMP tyleiby si¢ ra-
zy zawieral w wegle PAMN. AiZe ze stosunku
liczby caley wnosimy o stosunku ]aknnkolwwk
jak tego w zupelnie podobném zdarzeniu dowie-
dlismy (17,2); azatém jakikolwiek bedzie stosu-
nek kata DAP do kgta PAN; wegiet DAMP, be-
dzie w tymiZe stosunku z w gg?em PAMN aza-

wm kat NAP moie bydZz wzigty za miarg we-

gla PAMV czyli kata, jaki czynig dwie pla-

. szezyzny MAP, MAN.

Uwaga. lazﬁsaw-ea-}es.t Z katami przez d‘z}e
plasujyzny uuwouonuml?‘-c;‘;’;‘“k{eil . thwo-
rzonemi przez dwie llmje proste. .A,zraté*m, gd
dwie plaszczyzny wzajemnie si¢ krzyfuja, katy
w wierzchotkn sa réwne, a katy przyleglte ra-
zem wzigle waZa dwa katy prosie; azatém jeseli
jedna p*aszmyzna jest prostopadiy ‘do drugiey,
tcdy ta wzajemnie jest mostopadi% do plern szey.
Podobnie w spotkanin dwéch plaszezyzn réwnc-
legtych przez trzecia plaszezyzng, zachodzgte?
same rosnosel i tez same wilasnosci; co i w spo-
tkaniu dwéch liniy réwnoleglych przez trzecia.

7
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PODANIE XVIIL
TWAERDZENIE.

Gdy linija AP jest prostopadia do pta-
szczyany MN, wszelka plaszezyzne APB
prowadzona przez t¢ prostopadiq AP,Abgdzi’e
prostopadlq do ptaszczyzny MN (lig. 4o).

 Niech beilzie BG pr‘zecigciemﬁl’aszczyzn AB,
¢/ MN: jeieli na ptaszgzyznie MN; poprowadzi sig
DE prostopadta do BP; linija AP, jako prosto-
padia’ do plaszczyzny MN, jest prostopadla do
kazdey z dwéch liniy BC, DE: aZe kat APD,
utworzony przez linije PA, PD prostopadte do
wspélnego przecigeia ,BP, mierzy kat dwdch
, p{asZ(g"yzn AB, MN; przeto, poniewaZ ten kat
jest presty, dwie plaszezyzny sy do siebie pro-
stopadie (opis. 5). ;

Uwaga. Gdy trzy linije proste AP, BP, DP,
s3 do siebie prostopadle, kaida ztych liniy jest
prostopadiy do ptaszezyzny dwéch innych, a
trzy plassczyzny sy wzajemnie prostopadie du
siebie:

s
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PODANLE XIX.
TWIERDZENI1E.

Jeseli plaszczyzna AB jest prostopadly
do plaszczyzny MN , i gdy na plaszczyznie
pierwszey AB, poprowadzi sig PA presto-
padla do wspdlnego przecigcic PB; powia-=
dam, fe PA bedzie prostopadlq do ptaszscay-
zny MN (fig. 4o). .

Jakof gdy na plaszezyznie MN poprowadzi
sie PD prostopadta do PB, kat APD bedzie
- prosty; gdyZ plaszesyzny sq prostopadte do sie-
bie; wige linija AP, jest Prostopadl‘:} do dwdch
liniy PB, PD, zatém "?’prostOpad&tdo ich
ptaszezyzny MN.

Wniosek. Jeieli plaszczyzna A'B, jest prosto-
padia do ptaszezyzny MN, i gdy #z punktu P
wspolnego ich przecigeia, wyniesie sig prosto-
padia do plaszczyzny MN, powiadam, Ze ta pro-
stopadfa bedzie na plaszczyznie AB; bo edyby
ona nie byla na niey, moglibysmy noprowadzié
na ptaszczyznie AB prostopadia AP do wspoél-
nego przecigeia BY, ktora bytaby razem pro-
stopadty do plaszezyzny MN: azatém w jednym
punkcie bytyby dwie prostopadie do plaszczyuny
MN; co jest niepodobienstwem (4).
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PODANIE XX.
TWI1ERDPZENIE.

Jefeli dwie plaszczyzny AB, AD (fig: 40),
sq prostopadle do trzeciey MN, tedy i
wspdlne ich przecigeie AY, prostopadie bg-
dzie do tey trzeciey pi"aszcz_yzn_y;

Bo gdy z punktu P wyniesiemy prostopadia
do plaszczyzny MN, ta prostopadta znaydowaé -
sig musi razém, tak na plaszczyznie AB jako
1 na plaszezyznie AD (wnio. 19); azatém jest ona
wsp6lném ich przecigciem AP.

PODANIE XXI.
TWIERDZENIE.
; Jezeli kqt brylowy utworzony jest przes

trzy kqty plaskie, summa jakichkolwiek .
dwich z tych kqtow bedzie wighszq od ka-

‘ta trzeciego.

NaleiZy nam dn.w.i'qéé‘fylko to podanie gdy kat
plaski, ktory zsumma dwéch innych poréwny:
wamy, jest wigkszy od kazdego z tych ostatnich.
Niech wige bedzie kit brylowy S (fig. 41) n-
tworzony przez trzy katy plaskie ASB, ASC i
BSC; 1 praypuséimy Ze kat ASB, jest naywigkszy

, 5%

http://rcin.org.pl °



08 . % GEOMETRYE
ze trzech: katéw, powiadam Ze mie¢ hedziemy
ASB<ASC+BSC.

Na plaszczyznie ASB zrébmy kat DSB=BSC(;
poprowadzmy dowolnie linig prosty ADB, a
wzigwszy SC=SD, daymy AC, BC.

Dwa boki BS, SD, sy réwne dwém bokom
BS, 8C; kat BSD =BSC; azalém dwa troyka-
ty. BSD, BSC sy réwne, wige B =DBC. Mamy
zaé AB<AC 4 BC; odciagngwszy z jedney siro-
ny BD a z drugiey strony BG réwne BD, o-
traymamy AD<AC. Dwa boki AS, SD s ré-
wne dwém bokém AS, SC, trzeci AD jest
mnieyszy od trzeciego AG; azatém (10,1) kat
ASD<ASC, Dodaj’a,ﬁb BSD = BSC, mieé bedzie-
my ASD-4-BSD czyli ASB<ASC4-BSC.

PODANIE XXIL

TWIERDZENIE.

Summa kqtdw ptaskich, sktadajqcych kaqf
brylowy, jest zawsze mnieyszq od calerech
kogtow prostych.

Przetniymy kat brylowy S (fig. 42) jakakel-,
wiek p{aszcziz’nq‘ ABGDE,“%’punktu 0O, wzigtes
zo na tey plaszczyznie, poprowadimy do wszy=
stkich katéw linije OA, OB, 0C, OD, OE.

. Summa katéw troykatéow ASB,BSC it. d. u«
tworzonych przy wierzchotku 8, réwna jest sum-
mie kgtéw podobneyie liczby troykatéw AOUB,
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BOC i t. d. utworzonych przy wierzchotku O.
Liecz w punkcie B, katy ABO, OBC; wzigte ra-
zém czynia kat ABC mnieyszy od summy ka-
téw, ABS, SBC (21); podobnie w punkecie G, '
mamy BCO - OCD < BCS - SCD; tof samo jest,
ze wszystkiemi katami wieloboku ABCDE. Z te-
- go wypada, Ze w troykatach, ktérych wierzchot-
kiem jest O, summa katéw na podstawie jest
mnieysza od summy ? tdw na podstawie w troy-
- katach, ktérych wierzchotkiem jest §; azatém
summa katéw utworzonych przy punkeie O, jest
wigksza od summy katéw przy punkcie S. Aie
summa kalow przy punkcie O jest réwna czte-
rém katom prostym (5,1); a zatém summa katow
plaskich skfadajaeych kat brylowy S, jest mniey-
sz od czterech katéw prostych.

Uwaga. W tém dowodzeniu przypuszczamy Ze
kat brytowy jest wypukty, czyli Ze plaszczy-
zna jedney $ciany przediufona nigdy przecigé
nie moZe kata brytowego; w przeciwnym razie
summa katéw plaskich niemiataby granic, 1 mo-

gtaby bydz jakakolwiek wielkoscia.

*
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PODANIE XXIIL

TWIRRDZENIE,

Jeseli dwa kqty brylowe zlofone sq ze
trzech kgt 6w ptaskich rownych, katdy kaz-
demu; tedy plaszczyzny,nakiorych leiq te
Faty rowne, bedg réni8# do siebie nachy-
lone. .

Niech hedzie kat ASC=DTF, kgt ASB=DTE,
i kat BSC = ETF (lig. 43); powiadam, Ze dwie
plaszezyzny ASC, ASB takie mied beda nachyle-
pie do siebie, jakie maja i plaszczyzoy DTY, DT L.
We#my dowolnie 8B, i poprowadimy BO
prostopadla do plaszezyzny ASG; 2z punktu O,

gdzie ta prostopadta spotyka plaszezyzng, po-
prowadimy OA, O, prostopadle do SA, 8Ci .0

daymy AB, BC; weimy potém TE=SB; po-
prowadimy EP prostopadly do plaszezyzny DTF;
z punktu P poprowadimy PD, PI prostopadte
do TD, TF, nakoniec daymy DE, EF.

Tréykat SAB jést prostokgtny wA, a tréy-

kat DTE prostokgtngyw D (6), a poniewaz kat
ASB=DTE, przeto takie kgt SBA=TED. Nad-
to SB= TE; wigec tréykat SAB jest réwny
tréykatowi TDE (6, 1); azatém SA=TD, a
AB = DE. Podobnym ~sposobém dowiedzie sig
s6 SC= TF, a BC= EF. Czworobok SAOG
jest réwny czworobokowi TDPF, bo gdy polo-
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Zymy kat ASC na jemnréwny D:ﬂ',‘%dy Z prey-
czyny SA=TD, a SG= TT, punkt A padrie na
D, a punkt G na F, a w tymze czasie AQ, pro-
stopadia do SA , padnie na DP prostopadta do
DT, i podobnie OC padnie na OF; azatém punkt
O padnie na punkt P, i bedzie AO=DP. Aie
trovkaty AOB, DPE s prostokatne w O i P,
przeciwprostokatna AB= DE i bok AO=DP;
przeto te troykaty sg réwne (18, 1); azatém kat
OAB:=PDE. Kat OAB jest nachyleniem dwéch
plaszezyzn ASB, ASC; kat PDE jest nachyleniem
dwoéch plaszczyzn D1E, DTF; azalém te dwa na-
chylenia sg réwne sobie.
Uwazaé tu jednak naley Ze kat A, troykata
* prostokgtnego OAB, nae jest wladeiwie nachyle-
niem dwach ptaszezyzn ASB, ASC, tylko wten-
czas, 'gdy prostopadfa BO pada, wzgledem SA,
zteyke samey sirony, co 1 SC; jeZeli ta prosto-
padta pada z ¥ iey strony, wéwezas kat dwdoch
Phlaszczyzn bylby rozwarty, a przytaczony do ka-
ta A tréykata OAB, uczynitby dwa katylpreste.
sliecz w tymie samym praypadka-, kat dwoéch
Yplaszezyzn TDE, TDF, bylby takigmrozwarly,
i.w'zy‘f%pzony do kata D, tréykata DPE, uczy-
~ Rilby MePkatyprostes azatém, pomiewal kat A
zawsze bylby réwny kgtoyii¥D, wniesibysmy
dakfe, Ze nachyleniesdwéch ptaszczyzn ASB,
" ASC jest réwne mnachyleniw dwéch plaszczyzn
TDE, T'DF. ;
Uwaga. Gdy dwa katy brytowe s zfoicne
% ffiech katow plaskich, rownych kaZdy kazde-
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mu, i gdy raseme katy réwne czyli odpowiedne
ea jednakim sposobém rozlofone w dwich ka-
tach brylowych ; wéwezas te katy sa rowne
sobie , i przyloione do siebie przystana. JakoZ
widzieliémy ju#, %e czworobok SAOC mofe bydZ
potozony na jemu réwny TDPF; a tak kiadge,
SA na TD, SC padnie na TT, a;punkt O na
punkt P. Lecz z przyczyny réwnosci tréyka-
tow AOB, DPE, OB, prostopadia doglaszczyzny
ASC, jest réwna PE, prostopadiey do plaszezy-
zny TDF: nadto tu prostopadie sa skierowane
w jedng strone; azatém punkt B padnie na E,
linija SB nalinija TE, i dwa katy brylowe zu- .

pelnie do siebie przystana. 3
~ To jednak przystawanie wtenczas@%ﬁbdzi, gdy
zaktadamy, Ze katy ptaskie réwne, s rozflofone
jednakim sposobém w obudwéch katach brytos
wych; bo gdyby katy plaskie powne, rozéoZone
byyiy :rv Hm%ei%clm?;oizgfiﬁz;, QIM na jedno wy-
chodzig edyby prostopadie OB, PE, zamidst Kie?
10 a’fﬁzsig w tef same strong wzgledetn pfa-
szezyzn' ASC, DTF, byly skierowane w siron
przeciwn?’, wdweczas niecpodobne bytoby pray-
jebie dwéch katéw bryloyyyche #§
jednak _nietde e Rl e ,'iﬁo‘d'h?é‘»‘
ﬁaa*@ma, g plaszezyzny, na kidrych sg
katy réwne, bylylréwn@ nachylone do siebies
tak , Ze dwa katy" brytowe bylyby réwne we -
wszystkich swych czgdciach sktadajgcych, nie-
mogac jednak do siebie przystad. Ten rodzayra-
wnosei, kiéry nie jest bez\wzglgdny} czy!&i;rzf‘-r

stawanie do s
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stawanie zas?ugu;e xl,}‘r{o%éinfgn.ig r2% 870207
gélne nazwaniej my-tonazywac &gduemy rgwno-
scig ‘;rz‘(fdi]melryq. : . ;
¢ 'dwa katy brytowe, o kidrych jest mowa,
utworzone przezirzy katy plaskie réwne kaZdy
kaZdemu, lecz,rozh)ione w porzgdku wstecznym,
nazywaé uf@ 2, kagtame réwnemi przes syme=
irya, czyli krécey, kqtami symetrycznemi.

Ta sama uwaga stosnje sig do katéw brylo-
wych , ntworzonych z wigeey niz trzech katéw
plaskich; i tak jeden kpt brytowy utworzony
przez katy ptaskie A, B, G, D, B, i kat drugi
_ brytowy utworzony przez te same kaiy w po-
rzadku wstecznym A, B, D, G, BB, moga byd? ta-
kie, %e plaszezyzny na klérych znaydujy sig te
katy rowne, sa réwngg nachylone do sichie; te
katy brytowe , ktére heda réwne, chociaZ przy-
stawanie ich jest niepodobne, nazywaja si¢ Agia-
mi brytowemi réwnemi przez symetryq czyhi kg-
tami brytowemi symelrycznemi.

W figurach ptaskich, wladciwie méwiae, 250-
ta niema réwnofci przez symetrya, i wszystkie
serownoiei, ktérebyémy tak nazywad cheieli, by~
tyby réwnosciami bezwzglednemi albo przy-
stawaniem; przyezyna lego jest, Ze moina prze-
wréci¢ figure plaska, i hez réinfey wazigd ‘gorg
za spéd. Catkiém inaczey sig dzieje w brytach,.
gdzie trzeci‘ wymiar moZe bydZ wziety. w dwéch
kierunkach réz’in_ych. ¢ ;

r gt o Arad Rotow b,.r;’\.a. y.,fm;fr‘-: P S
) ue Katsush M'é“’/:"w“‘“z‘l"l“‘i'
D ne Dervernie Bi3a Wyiinns] L8
5)'::}"-""& e “,""‘"3‘ YRR I "
AT
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258,

PODANIE XXIV.

ZAGADNIENIE,

Majac dane trzy katy plaskie shladajaq-
ce kaqt brytowy, wynalezd, przez wyhr esle~
nie ptaskie, kqt, jaki dwie z tych ptaszczyzn
czyniq z sobq.

Niech bedzie S (fig. 44) dany kat brylowy
w ktorym znane sj trzy katy plaskie ASD, ASC,
BSC; szukaymy kata jaki czynig z soba dwie
z tych plﬁaszczyzn, naprzyktad piaszczyzny ASB,
ASC.

yobraz.my,ze zrobiliémy to samo wykreslenie
co w podaniu poprn(l?aﬁcem kat OAB bedzie
katém szukanym. Chodz1i wige t}lko o znale-
zienie tegoz samego kala przez wykreflenie pla-
skie, ezyli kreslone na)edney plaszezyznie.

Na ten koniec zrobmy na jedney plaszczyznie
katy B'SA, ASC, B'SC, réwne k%mm BSA, ASC,
BSC, w figurze brytowey: weimy B'S i B'S ro-
wne w szezegblnodei BS f:guly brytowey. Z plin-
ktow B' i B" spusémy B'A i B'C prostopadte
na SA iSC, ktére si¢ zbiega z sobg w punkeie O.
Z punktu A, jako érodka, promieniem AB'za- .
kreélmy poétokregu kota BbE zpunktu O wy-
nieémy Ob proslopadla do BL ktéra spotka o-
krag kota w 0 dwymy Ab; a kat EAb bgdzie

i 11|acl\‘ylen1em szikaném dWoch ‘plaszezyzn ASC
v ' "ASB’, kqta brylovve"o’ “am o GraBadlh ees \
® . uw 0o ot ..‘ Yol wi.rttitagin o

P Sl Rl SR ) VIEY 8 g

ot \ 4 . v % »
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Cata rzecz si¢ sprowadza do pokazania, 2e troy-
kat AOb figury plaskiey, jest rowny tréyka-
towi AOB figury brytowey. Dwa troykaty
B'SA, BSA, prostokatne s3 w A, katy w 8 sg
rowne, azatém katy B’ 1 B sa réwne. Aze
przeciwprostokgtna 8B’ jest réwna przeciwpro-
stokgtney 8B, przeto te tréykaty sa réwne, aza-
tém bok SA figury plaskiey jest réway SA figury
brylowey, i takze AB' ezyli jemu réwny Ab,
w figurze plaskiey, jest réwny AB w figurze bry-
Towey;podobniesig dowiedzigze bok SCjestréwny
w jedney i drugicy figurze; skad wypada,ze czwo-
robok SAOU w obu tych figurach jest réwny, a-
zatém fe AO figury plaskiey jest réwny AO fi-
gul'y.bl‘yl'owey; wiec w oba tych figurach troyka-
ty prostokatne AOS,AOB, majy przeciwprostoky-
tna réwnai bok jeden réwny;wige sa réwne sobie,
azatém kat EAb, znaleziony przez wykreélenie
plaskie, jest réwny nachyleniu dwéch plaszczyzn
SAB, SAC w kacie brytowym.

Gdy punkt O pada miedzy A i B’ w. figurze
plaskiey, kat LLAJ staje si¢ rozwartym, imierzy
zawsze prawdziwe nachylenie dwéch ptaszezyzn,
i dlatego to oznaczylismy przez EA% a nie prze
OAb nachylenie #adane, w celu azeby to% samo
rozwigzanie sfuZylo wszystkim bez wyjatku przy-
padkom.

¢ Uwaga. Mofina zadaé sobie pytanie, azali bio-

rac dowolnie trzy katy ptaskie, moina utworzyé

z nich kat brytowy.
Na sam przéd potrzeba Zeby summa trzech kg«

http://rcin.org.pl *
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téw danych byla .mnicyszg)od czterech katéw
prostych, bo bez tego iie moze byd7 utworzony
kat brytowy (22); nadto, gdy wezmiemy dwa .
katy dowolnie B'SA, ASC, potrzeba ajeby trze-
ci CSB" byt takiey wielkosci, iZby prostopadta
CB"na bok 8C spuszozonaspotykata éred nice B'E
‘migdzy jey koncami B’ i E. Granicami wige
wielkosci kata CSBY sa tgegranice, kiére dozwa-
la]q spuscié ,)roslopadl’% B'G drz punktéw 8
i E. Z tych punktéw spuéémy na CS prostopa-
die BI i EK, kijre spotkaja okrag kola na-
kreslony prowieniem SB, w punktach 1i K, a
granicami kata CSB’ bedg CSI i CSK.

W traykacie rownoramiennym B'SI, poniewa%
linija C8 przedluiona, prostopadia jest do pod-
stawy B'I, mamy kgt CSI== CSB'==ASCJ-ASB".
A w troykgcie réwnoramiennym ESK, ponie-
wai linija SG jest prostopadly do SK, mamy
kat CBK = CSE. Nadto z przyczyny réwnosci
troykatéw ASE,ASB’, kat ASE = ASB’; azaiém
CSE czyli CSK=ASC—~ASB.

Z tego wypada, Ze zagadnienie bedzie podobne
tylé razy, ile razy trzeci kat CSB” bedzie mniey-
szy od summy dwéch innych ASC,ASB/, a wigk-
szy od ich réinicy. Jest to warunek zgadzajgcy
si¢ z podaniem xx1; gdyZ na mocy tego poda-
_ nia petrzeba Zeby bylo CSB'<ASC-+4ASB'; nad-
to potrzeba, Zeby bylo ASC<CSE'-ASB'czyli
CSB'>ASC—ASB',

g,

-1
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PODANIE XXV.
2AGADNIENIE.

Majac dane dwa z trzech kgtow plaskich,
skiadajqeych kqt brytowy, oraz kgt nachy-
lenia tych dwdch ptaszczyzn, gnalesc irze-
ci kat plaski.

L

Niech beda ASC, ASB (fig. 44) dwa katy pta-
skie dane, i przypuéémy na moment, ze G5B,
jest trzecim katém szukanym. Gdy wige zro-
bimy vykreslenie tosamo, co w poprzedzajacém
zagadnieniu, kat, zawarty migdzy plaszczyznami
dwocH pierwszych, bedzie EAS. Jako wigc de-
terminuje si¢ kat EAD, za pomoca CSB’ gdy! dwa
inne sa dane , tak podobnie zadeterminowaé mo-
ina CSB’, zapomocy EAb; co rozwigie zagadnie-
nie podane.

Wazigwszy dow 5lnie SB', spusémy na SA pro-
stopadfa nieograniczong B'E; zrobn‘w kat EAD
réwny katowidwéch plaszczyzn danych. 7 pun-
ktu b, gdzie bok Ad spotyka okrag kota nakre-
élony ze érodka A promieniem AD' spuiémy na
AF prostopadiy 60;z punktu O spuéémy na SC pro-
stopad}y nieograniczong OCB', ktérg tak oznaca-
my w B feby bylo SB'= 8B Kat CSB" bg«
dzie trzecim katém plaskim szukanym.

Bo gdy utworzBimy kat brylowy z trzech ki
téw plaskich B'SA, ASC, CSBY, nachylenie pla«
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szczyzn, gdzie sa katy dane ASB', ASC, bedzie ré-
wiie katowi danemu EA#.

Uwaga. Jezeli kat brytowy jest ezworoscienny,
czylizloZony zezterechkatéw ptaskich ASB,BSC,
" .1),DSA (fig.45); tedy wiadomosc tyech ostatnich
katéw nie jest \doétateczn% do oznaczenia wzaje-
mnych do siehie nachylen plaszezyzn, na ktérych
katy plaskieleiq: gdyZ ztychie samych katow

- ptaskich, nieskoriczona liczbe katéw brylowych

utworzy¢ moina. Lecz jeieli-si¢ przyda jeden
wartnek, naprzykiad, jezeli bedzie dane nachy-
lenie dwéch plaszezyzn ASB, BSC, w%wezas kat
brytowy calkiem jest oznaczony, i moZna znalesd
nachylenie dwdch jakichkelwiek jégo plaszezyzn.
JakoZ wyobrazmy kat brylowy troyéeienny, u-
tworzony przez katy plaskie ASB, BSC, ASC;
dwa pierwsze katy sq dane, oraz dane jest nachy-
lenie ich plaszczyzn;moZna wige zadeterminowaé,
przez rozwigzane teraz zogadnienie, kat treeci
ASC. Jegeli teraz zwaiymy kat brylowy troy-
$cienny, utworzony preez katy paskie ASC,ASD,
DS, te trzy katy saznaney a tak kat brylowy

. catkiem jest determinowany. PoniewaZ kat bry-

fowy czworoscienny jest utworzony przez pola-
czenie sig dwéch katéw troysciennych, o ktérych
teraz mowilismy, azatém, poniewaZ te katy cza-
stkowe sa znane 1 determinowane, kat catko-
wity podobnie znany i determinowany bedzie,
Kt dwéch plaszeczyzn ASD, DSC, wprost sig
wynaydzie za pomoty drugiego kata brylowego
ezgstkowego. Co sig tyezy kata dwéch plaszezyzn

http://rcin.org.pl
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BSC, CSD, potrzeba w kgcie brytowym czastko-
wym szukaé kata ezwartego, zawartego migdzy
dwiema plaszezyznami ASC, DSC, a w drugim,

“kata zawartego migdzy dwiema plaszezyznami
ASC, BSC; summa tych dwéch katéw bedzie
katém zawartym migdzy plaszczyznami BSC,
DsC.

Podobnym sposobém si¢ znaydzie, Ze dla zade-
terminowania kata brylowego pigeiosciennego,
potrzeba opréez pigeiu katéw plaskielr, sktadaja-
cyeh kit hrytowy, znaé jeszcze dwa wzajemne
nachylenia ich plaszezyzn, a zad trzeba znaé ich
trzy, w kacie brylowym szesciosciennym, itak
daley. j

i http://rcin.org.pl



8o GEOMETHKY I

X1EGA VI

WIELOSCIANY:
0 X218 ANTIE:

I. Nazywamy bryta sieloseienng , albo kr{-
piey wieloscianem, kasdg bryte zakoﬁczonqamggl
szezyznami esyli Scianami ptaskiemi. (Te pila-
szczyziy zakorczoue sa koniecznie linijami pro-
stemi ). Nazywamy wszezegélnosci czworoscia-
nem; bryte majgca cztery $ciany; szescioscianem
bryte zakoniczong szeéciu $cianamizosmioscianem,
zakoniczong oémiu $cianami: dwdnastoscianem,za=
korczong dwénastu écianami: dwudziestoscianem;
zakornczony dwudziestu $cianami, i tak daley.

Czworoécian jest nayprestszy z wieloseianéws
gdyz do utworzenia kata brylowego naymniey
trzy plaszeayzny sa potrzebne: 1 te plaszezyzny
zostawiy mieysce préine, ktore.Zeby byto zam-
‘knigte; przynaymniey jedney jeszcze plaszezyzny

potrzebuje.

1I. Wspolne przecigeie sig dwéch Scian pray-
legtych w wieloScianie, nazywa sig bokiem albo
krawedsia wieloScianu.

1. Wieloscianem foremnym nazywa sig ten,
w ktérym wszystkie sciany sg wielobokami fo=
remnemi réwnemi, i kidrego wszystkie katy bry=
towe sa réwne sobie. Tych wielosciapéw jest
Pigé (patrz dodatek do xigg vy, ivin)

y
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V. Graniastosiup, jestto br}l’a zawarta wie=
hsclamml mWnoleUlohow neml, zakonezona z je~
dney i drugiey stronhy ptaszezyznami wielobo-
¢znemi réwnemi 1 réwnolegtemi sobie.

D}a wykreslenia tey bryty, niech hedzie dany
ABCDE (fig. 48) jakikolwiek wielobok : jeZeli
na jakieykolwick ptaszezyznie réwnolegtey do
ABC, poprowadzg si¢ linije FG, GH, HL,i t. d.
rowne i réwnolegte bokom AB BG, 1 B I T L D
ktére utworza wielobok BGHIK, réwny wie-
lobokowi ABCDE: jeZeli potém polyczg si¢ wierz-
chotki katow jedney plaszezyzny 2 wierzchotka-
mi odpowiednich katéow drugiey p]fasuuy/ny,
linijami prostemi AF; BG, GH, it. d. sciany
ABGF, BCHG i t. d. beda réwnolegtobokami, a
bryia ABCDEFGHIK, tym sposobem utworzona,
bedzie graniastostupem.

V. Wieloboki réwne i rownolegte ABCDE
FGHIK nazywaja si¢ podstawami graniasto-
stupa: inne ptaszczyzmy réwnolegltoboczne wzie-
te razem, stanowia powietzchnia boczng czyli
w_ypuﬁiagl anzmtoslupa Lmll‘e rowne AF“B”
CH it d., nazywajg sug "Ir+a Ziani graniasto-
stupa,

VI. Wysokos¢ graniastostupa, jestto-odlegtoid =
dwéch jego podstaw, czyli prostopadia spuszczo-
ha z punktu podstawy gérney na podstawe do? .

Vil Grarzzastash1p jest prosty, gdy kravbv%( zie
jego AF; BG,1t.d.s3 prostOpadbj‘ do plaszesyzn
podstaw: a wéwczas kazdd krawedz jest rowng

Wwysokosci graniastostupa. W kaZdym innym przy-
bumy — 6
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pad\u graniastostup ;osf pochyly,i wysokosc je-
go jest mnieyszy od krawg.]u

VIIL Graniastostup jest tr dykatny, czworo-
katny, pieciokgtny, ssesciokqliny i t. d., poilug te-
go, jak podstawa jego jest troykatem, czworobo-
kiem, pigciobokiem, szeseiobokiem i t. d. ;

IX. Graniastostup ma]%cy za podstawe 1éwno-
“legltobok, wszystkie swe $ciany ma rownolegto-
boezne, inazywa sig rdwnolegloscianem (lig. 49).

" Rdwnolegloscian jest prostokginymn, gly wszy=
stkie $ciany jego sy prostokatami.

N. 4 pomigdzy réwnoleglodciandw prostoka-
tnych rozréiniamy szescian, czyli szesciodcian
foremny,zamknigly szedciu kwadratami réwnemi.

XI. Qstrostup ceyli piramida jestto bryta u-
‘twerzona z wielu plaszezyzn troykatnych, Wy
chodzacych z jednego punktu §, akonczaeych sie
na rozmaitych bokach jedney plaszczyzny wiclo-
boczney ABCDT (fig. 42).

Wielobok ABCDU riazywa si¢ podstawq ostro-
stupa, ponkt § wier:chm’l;fcm, a zbidér réyka-
tow ASDE, BSC i t. d.sktada puwierzchniq wy-
pukly 07\‘11 boczng ostrostupa.

X1L. Wysokoscia &wn.rm-lws‘ru]n jest prosto-
padia spuszezona z wierzcholka na plaszezyzne
podstawy przediuZoney, jeieliby tego potrzeba
byto.

XA11. Ostrostup jest troyhatny, czworokqtuy
it.d, podtug tego, .11-. I)()hbld\\d jego jest troy=-
kat, czwm-obnk,fl’ d -

KLV, Ostrostup jest foremny, gdy podstawa
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(Sx]

jest wielobokiem foremnym, i razem gdy pro-
stopadta spuszczona z wierzcholka na ptaszezy-
zng  podstawy , przechodzi przez Srodek pod-
‘stawy: ta linija nazywa sig wéwczas osig ostro-
stupa.

XV. Przekgtna wieloicianu, jestto linija pro-
sta, tyczgea wierzcholki dwéch katéw brytowych
nie przyleglych. :

XVI. Nazywaé bedziemy wieloscianami sy~
metrycznemi, dwa wielodciany majace wspolna
podstawe, i podobnie zbudowaq&jeden nad, dru-
i pod plaszezyzng podstawy, z tym jednak wa-
runkiem, Ze wierzchotki katéw brylowych od-
powiednich, poloZone sa w réwnych odlegto-
Sciach od plaszezyzny podstawy, na jedney linii
prostey prostopadiey do teyie plaszczyzny.

Naprzykiad, jezeli ST (fig. 61) jest prostopa-
diy do plaszezyzny ABC, i gdy w punkcie 0,
gd7ie la prostepadia spolyka t¢ plaszezyzne, jest
ona podziclona na dwie réwne czedei; dwa ostro-
stupy SABC, TABC, majace wspélna podstaw ¢
ABC, sa wicloscianami symetrycznemi.

A VIL Dwa ostrosiupy troykatne sq podobne,
gdy maja dwie sciany podobne kafda kaidey,
podobnie polofone i réwnie do siebie nachylone.

I tak, gdy zaloZémy, fe katy ABC = DEF;
BAC=EDF, ABS = DET, ‘BAS = EDT. i gdy
nadto nachylenie plaszczyzn ABS, ABC (fig. 64)
jest rowne nachyleniom - im odpowiednych ple-
scezyen D'TE, DEF; ostrostupy SABC, TDEF
beda podobne.

\ o

#
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XVIIL Gdy utworzymy troykat z wierzchot-
kéw trzech katéw wzigtych na jedney Scianie,
albo podstawie wieloscianu, mofzemy‘:vyobrazié,
7e wierzchotki réinych katow brytowych wie-
Yoécianu, potoZone za plaszezyzna tey podstawy;sa
wierzchotkami tylui ostrostupéw troykatnych,
majacych za podstawewspélng troykat wzmianko-
wany, ikazdy z tych ostrosinpow zadeterminu-~
je polofenie kafdego kgta brytowego wieloscia-
nu, wzgledem podstawy. To gdy zaloi?my,

Dwa wielosciany sa podobne, gdy maija pod-
stawy podobne Svierzchotki katow brytowych
odpowiednych za temi podstawami 3 determino=
wane przez ostrostupy troykgtne podobne kaizdy
kazdemu. .

XIX. Nazywaé bedziemy wierzchotkami wies
loscianu, punkta potoZone w wierzchotku roz-
maitych katow brytowych.

JB. Wszystkie wielosciany ktér%waiamy, sa wie-
. loécianami o katach wyskakujacych, czyli wie«
Toseianami wypuktemi. Nazywad bedziemy tak
wielo§ciany, ktorych powierzchnia nie wigeey
jak tylko w dwdch punktach przez linija pro-
sta spotkana bydz moge. W tym rodzaju wie=
losciandw, plaszezyzna przedtuZona jedney $cia~
ny, nie mo#e przecinaé bryty; niepodobienstwem
wiec jest , aby wieloscian, byt w czg¢éei nad
ptaszezyzng jedney Sciany, a w czeSei pod ty
plaszezyzna; iest on catkiem z jedney strouy by
plaszezyzny. ‘ -
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PODANIE PIERWSZE.

TWIERDZENIE.

L g

. Pwa wzel‘o_s’cégny nie mogq miec 4e& sa-
mgv'v‘v'ic'rzchoikn jeduakc’;’ich liczl?,bez pray-
stania do siebie.

JakoZz przypusémy Ze mamy wystawiony je-
den z wielodcianow; jeieli checemy wystawié dru-
gi, ktoryby miat teZ same wierzchotki i o takiey-
ze liczbie, potrzeba afeby nie wszysikie pta-
szezyzny jege przechodzily przez teZ same pun-

»

kigljak w pierwszym wielodcianie; bo inaczey nie- o,

r0£nilyby sig niczém od siebie; lecz widocznie, i
wowczas niektére z nowych plaszczyzn przecie-
tyby pierwszy wieloscian; bytyby wierzchotki
nad temi ptaszezyznami, i wierzcholki pod temi
plaszezyznami, co niemoze si¢ godzic z wieloscia-
nem wypuklym ; azatém jezeli dwa wielosciany
maja tez same wicrzcholki i jednaka ich liczbe,
tedw te wielosciany musza koniecznie do siebie
przystaé.

Uwaga. Majyc dane, co do potoZenia swego
punkta A, B,C, K i t, d., majgce stuiyé za wierz-
chotki wieloscianowi, tatwo jest pakredli¢ sam
wielodcian.

Obierzmy naprzéd trzy punkta bliskie siebie
D, E, H (fig. 46), tak: aZeby ptaszezyzna DEH
praechodazita jezeli to bydz moZe, praeznowe punk-
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e K, C, zostawujac wszystkie inne zjedney stro-
ny, to jest nad albo pod ptaszezyzng; ptaszezyzna
DEH czyli DEHKC tym sposobem zadetermi-
nowana, bedzie jedny $ciang bryly. Przez jeden
b jev'bokéw EJL poprowadzmy plaszezyzne, itede
Jaobr aca'ymy, az INe napolka now wierzcholek |
ka ¥, albo kilka ich razem T, 1; mieé Leﬁiw-
my dxu}r.% s‘slang FEMN czyli FLHI ciagnae
daley tym sposobém prowadzenie ptaszezyzn
przez boki znalezione aZ péki bryla zupelnie ze
wszystkich stron nie bedzie zakoriczony, otrzy-
mamy bryte, ktéra bedzie wieloScianemn Zada-
nym ; gdyz nie moga bydz dwie, ktéreby mialy
tez same wierzchotki.

PR " :

o P ODANIE 1L

TWIERDZENIE.
I

W dwich wieloscianach symetrycznych,
Sciany odpowiedne sq réwne kaida kaidey
a nachylenie scian przylegtych w jedney
z tych bryt, jest réwne nachyleniu $cian od-
powiednych w drugiey.

Niech bgdzie ABCDE (fig. 47) podstawa wspél-
na dwoéch wieloscianow: niech M1 N bedy wierz-
chotkami dwéch jakichkolwiek katéw bryto-
wych jednego z wieloscianéw; a-M’' i N’ odpo=
wiedne wierzehotki drugiego wieloécianu, Po-
trzeba, podlug opisania, aby linie proste MM,
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NN' hyty pmmopadh\ do pi‘a:chmv’ABC i

'podnelone na dwie réwne czgéei w punktach m

in, w ktérych te plaszezyzng spotykaja. To za-

Yoiywszy pow mddn., ie odleglo$¢ MN jest rowng
odlegtosci M’ N'.

Jako# gdy obrécimy trapez mM’' N'n okoto mn
tak , aby plaszczyzna jego poloiyta sig na pta-
szezyznie mMNn; tedy z przyezyny kgtéw. pro-
stych w m in, bok mM’' padnie na bok sobie
réwny mM, a. za% nN' na nN; azatém te dwa
trapezy przystang 'do siebie, i mieé bedziemy
MN=M N’

Niech bedzie P trzecim wierzcholkirm wie-
lodcianu gérnego, a zas P’ jemu odpowiednym
w dolnym; podobnie mied bedziemy MU= e,
a NP = NP azatém trdyket MNP, /ac:a(‘] jt-
kiekolwiek trzy wierzcholki wieloscianu gdrnego,
jest réwny tréykgtowi M'N'P', tgcsqeemu trzy
wierzchotki odpawiedne w dolnym wieloscianie.

Z pomigdzy tych tréykatéw, jeieli zwaZymy
te tylko, ktére uiworzone s3 na powierzchni
‘wielo$cianu, wnie$é juz mozemy ze powierzch-
nie dwéch wielodcianow, ztoZone sa z jednakiey
liczby troykatéw réwnych kazdy kazdemn.

Powiadam teraz, jeieli troykaly znayduja sig

na jedney p'faszczyznie powierzchni i sktadajq je-
dng it¢Z same Sciang \‘*lelobo,czn% tedy troyka-
ty odpowiedne, bgdy na Boyih p]faschunp na
drugiey powierzchni, i utworzg sciang wielobo-
czny 10\vn:§

Jako? niech beda MPN, NPQ dwa troykaty

v = Nattpy/rein.org.pl
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przylegte, ktére zaloimy, ii leig na jedney pta-
szczyznie, i niech beda M'P'N, N'P'Q'troykaty
im odpowiedne : mamy kat MNP = M'N'P; k:%t
PNOQ=P'N'Q, a gdy poprowadzx’my MQ i MY,
troykat MNQ bedzie réwny troykatowi M'N'Q’,
a lak mieé bedziemy kgt MNQ = M'N'Q: afe
MPNQ jest jedng plaszczyzna, przeto kat MNQ=
MNP  PNQ, azatém mieé takie bedziemy
MNQ =MNP'+ PNQ. Afe gdyby trey pla-
szczyzny MNP, PN'Q', M'N'Q, nie zbiegty sig
7 soba w jedne, utworzytyby kat brytowy, i mie-
Iiby$my (20.5),kat M'N'Q'<M'N'P' L P'N'Q’; prze-
to, poniewaz ten warunek niezachodzi, dwa troy=
katy M/N‘Pr, P'N'Q’ lety ma jedney ptaszczyznie,

Zostaje nam do pokazania, fe nachylenie ja-
kichkolwiek dwoch scian przylegtych w jednym
7 wiclosciandow , jest rowne nachylenin dwdéch
scian odpowiednych 'w drugim wielofcianie..

l\lech bedy MPN, NPQ, dwa troykaty utwos-
¥zone na kr.qun wspoluey NP, naptaszczyz-
nach dwéch écian przylegtych: mech beda M'P'NY
N'PQ' im odpowiedne troykaty; w punkcie N
; w‘yobmzié mozem kat brylowy utworzony przez
irzy katy pltaskie MNQ, MNP, PNQ, a w punk- -
cie N’ kat brylowy, ulworzony przez trzy katy
M'N'Q, M'N'P, P'N'Q’; afe jui pokazalidmy fe te
katy plaskie sy réwne kaidy kaidemu, azatém
nachylenie dwoch ptaszczyzn MNP, PNQ) jest ré-
wne nachyleniuim odpowiadajacych plaszezyzn
M'NE;S PN Q! (33,8)

Wwieloscianach wige symetrycznych,éciany sg
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réwne kaZda kazdey, a plaszezyzny dwuch §cian
jakichkolwiek przylegtych w jedneybryle, majg
tei same nachylenie, co plaszczyzny dwdéch scian
odpowiednych w drugiey bryle.

Uwaga. Tu postrzegamy, £e kqty brylowe je-
dnego wieloseianu, sg symetryczne z kgtami bry-
towemi drugiego wmlowzanu bo gdy kat bryto-
wy N, utworzony jest przez piaszczymy MNP,
PMQ, ONR i t, d. tedy jemu odpowiedny N’
jest ntworzony przez plaszezyzny MNP/, P'N'Q,
Q'N‘R” i t. d.. Te ostatnie ptaszczyzny zdaja sig
bydé roztoione w tymie samym porzgdku co i
pierwszesale poniewaz dwa katy bryfowe sg w po-
poi‘ozeniu wzgledem siebie odwréconém, przeto
vzeczywisty ukfad plaszezyzn sktadajacyeh kat
bhrytowy N/, jest odw: étny w 1glgdem uktadn p]a-
szezyzn zachodzgcego. w kacie odpowiednym N,
Nachylenia p}achzyzn nastepnie po sobie idacych
s3 réwne w jeduym i drugim kacie brylowym,
azatém te katy brylowe sa symelr yezue wzg gledem
siebic (patrz. uwaga pod. xxnr xzig. v) Ta u-
waga pokalu;e, 12 wszelki wieloscian, jeden tyl-
ko mieé mote wieloscian sobie symetryczny. Bo
gdybyémy wystawili na inney podstawie nowy
" wielodcian symetryczny 2z wieloscianem danym,
tedyby kyty brylowe tego wieloicianu byty za-
wsge symetryezne z katami wieloscianu podane-
go; azatém bytyby réwne katom wielodcianu sy-
metryeznego wystawionego na pierwszey pod-
stawie. Nadto, $ciany odpowiedne bytyby za-
wsze rdwne, przelo te dwa wielosciany symeiry-
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czne, wystawione na jedney podstawie albo na
inney, mialyby $ciany réwne 1 katy brylowe ré-
wne, azalém-])rzyi’nione do siebie przystalyby,
i utworzytyby jeden itenie sam wieloscian,

P AN T LT
TWIERDZENIE.

Dwa graniastestupy sq réwne, gdy ma-
ja kat brytowy zawarly migdzy trzema pla-
szezyznami rownemi kaida kaidey, i podo-
bnie umieszczoneini.

Niech bedzie podstawa ABCDE, réwna pod-
stawie abede (fig. 48) réwnoleglobok ABGE it
réwny réwnoleglobokowi abgf, i réwnoleglo-
bok BCHG réwny réwnolegtobokowi bechg; po-
wiadam Ze graniastostup ABCI bedzie réowny
graniastosfupowi abel.

Jako#, gdy podstawe ABCDE polofymy na pod-
stawie jey rowney abcde, te dwie podstawy przy-
stana do siebie; aZe trzy katy plaskie, skfadajace
kat brytowy B, sarowne trzém kgtom plaskim
sktadajacym kat brytowy &, kazdy kaidemu,tojest
ABC = abe, ABG =abg, i GBC == gbc; nadto te
kaly sa podobnie umieszczone; przeto katy bryto-
we B i b sgréwne; a nastgpnie hok BG padnie na
jetuu rowny bg. Widzimy takze, iz z przyczyny
réwnoleglobokow réwnych ABGY, abg/, bok
GY padnie na bok jemu réwny gf] 1 podobnie
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GH na gh; ‘azatém podstawa gérna FGHIK zbie-
y si¢ catkiem z podstawa sobie réwna fghik i
dwie bryly zleja sie w jedng, gdyZz mied beda
tez same wierzeholki (1).

F¥niosek. Dwa graniastostupy proste, majq-
ce podstawy i wysokosci réwne, sq réwne sobie.
- Bo je bok AB jest réwny ab, i wysokosé B
réwna bg, prostokat ABGF bedzie réwny pro-
stokgtowi abgf; toi samo jest z prostokgtami
BGHC, bghc; przeto trzy ptaszezyzny skltadajjce
kat brylowy B, sa réwne trzem plaszczyznom
sktadajacym kat brylowy 4. Azatém dwa takie
gramastoslupy sa réwne.

PODANIE IV,

TWIERDZENIE,

4l kaﬁd’ym réwnolegtoscianie, plaszczy-
zny przeciwlegle sq rdwne irdwnolegle so-
bie. ,

Podtug opisania tego gatunku bryty, podstawy
ABCD, EFGH (fig. 49) sa rOwnolegtobokami ré-
wnemi, aich bokisaréwnolegte; zostaje w'vi(;c do
dowiedzeniaze toZ samo zachodzii w dwéch dcia-
nach przeciwlegtych, jak naprzykfad w §cianach
AEBHD, BFGC. Bok AD jestréwny i réwnole-
gly bokowi BC, bo figura ABCD jest réwnole-
globokiem; dla podobney przyczyny bok AR jest
rowny réwnolegly bokowi BY, azatém kat DAL
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jest réwny katowi CBF (13,5), a plaszezyzna
BPAE jest réwnolegly ptaszezyznie CBY'; a prze-
to takie rownolegtohok DAEH jest réwny ré-
wnolegtobokowi CBFG; dowiedzie sig podo-
baym sposcbem, Ze rownolegtoboki sobie prze<
ciwlegte ABFE, DCGH sy rowne i rdwnolegte.

¥ niosek. Poniewas réwnolegloscian jest bry-
ta zamknigty szedciu plaszezyznami, = ktorych
sobie przeciwlegte sa réwne irownolegte, prze-
to jakakolwiek i jey przeciwlegla: mogg bydd
wzigte za podstawy rownolegtoscianu.

Uwaga. Majic dane trzy linie proste AR
AL, AD, przez jeden punkt A przechodzgce,
i czynigee z soby katy daue, moZna na tych trzech
liniach wystawié réwnolegloscian. Na ten koniec
poprowadzi¢ trzeba przez koniee kaZdey linii
prastey, plaszczyzng réwnolegta do plaszczyzny
dwoch -innych: to jest przez punkt B plasaczyzng
rownolegty do DAE, aprzez punkt 1) plaszczy-
ang rownolegly do BAE, azas przez punkt B
plaszezying réwnolegla do BAD. Wzajemne spo-
tkania sig tych plaszczyzn utworzq rdwnole-

Y

gloscian zadany.
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PO DA NEE
TWIERDZENIE:

7V katdym réwnolegtoscianie katy bry-
towe przeciwlegle sq Symetrycine z sobq;
a przekqtne, przez wierzchothi tych kqidw
poprowadzone, przecinajq sig wzajemnie na
dwie réwne czgsci.

Pordwnaymy, naprzyktad, kat brylowy A, zje-
mu przeciwleglym G (fig. 49): kat EAB réwny
katowi EFB jest takie réwny kglowi NGG;
kgt DAE= DHE = CGF; a kat DAB=DCB =
HGF; aza ém trzy katy plaskie, skladajjee kat'
brytowy A, sq rowne kazdy kazdemu trzem k-
tom sktadajgcym kat brylowy G : nadto, fatwo
jest widzie¢ Ze ich rozklad jest rézny w obu-
dwdch tych katach brylowych: azatém 1° dwa
katy brylowe-A i G sy symetrycane wegledem
_siebie (23, 5). '

Powtore, wyobrazmy dwie przekatne BC, AG,
obie poprowadzone z wierzchotkéw przeciwie-
glycli: poniewai AE jest réwng i réwnolegly
CG, przeto fignra AEGC jest rownolegtobokiems
azatém przekatne EC, AG przetng sie wzajemnie
na dwie czgsci réwne. Podobnym sposobem do-
wiedzie ste, Ze przekatna EC i druga DI przetng
sie tak#e na dwie czesci réwne; azalém 2° ecate-
ry przekatne wzajemnie si¢ przetng na dwie ozg-
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se1 rowne w jednym punkcie, ktéry uwaZad mo-
<

zna, jako sSrodek réwnolegtodcianu.

PODANIE VL

TWI1IELKDZENI1E.

Plaszezyzna BDHF (fig. bo) przechodza-
ca przez dwie krawgdzie przeciu;lﬂgi'e i7r0-
wnolegle sobic BF, DH, dzieli réwnolegto-
Sctan Alx na dwa graniastostupy trdykqtne
ABDHEF, (J'HF BCD symetryczne wzgledem

siebie.

Naprzéd, te dwie bryly sa graniastostupami;
gdyz troykaty ABD, ET'H, jako majace swe bo-

_ki réwne i réwnolegte, sa réwne sobie; a zas

w niey $ciany boczne ABFE, ADHE, BDHF s3
réwnolegtobokami; azatém bryta ABDILEL jest
graniastosfupem.ToZ samo jest i z bryta GHFBCD,
Powiadam terazze te dwa graniastostupy sa wzgle-
dem siebie symeétryczne,

Na podstawie ABD, wystawmy- graniastostup
ABDET'H', symetryczny z graniastostupem
ABDEFH. Podltug podania n, ptaszezyzna ABF'E
j(‘sl rowna ABFE, a plaszczyzna ADH/E! jest ro-
wng ADHE: lecz gdy poréwnamy graniastostup
GHFBCD ¢ gramawloah'pem ABDH E'F’, podsta-
wa GILE jest rowna ABD; mwno]egjlobnlx GHDC,
ktoryjestrownymABL L jest takze réwnym ABY L

http://rcin.org.pl



X GTRA Ve i 05
aréwnoleglohok GFBC kidry jest réwnymADHE,
jest takie rownym ADH'E" azatém trzy plaszezy-
zny, sktadajace kat brytowy G w graniastostupie
GH I BCD,sy rowne trzem plaszezyznom,sktadaijg-
cym kat brylowy A w graniastosfupie ABDH'E'F’,
kaida kazdey: nadto, te plaszczyzny sg podobnie
rozlofone, azatém te dwa graniastosiupy sg rowne
(3) i moga do siebie przystac. Aie jeden znich
ABDH'EY' jest symetryezny 7 graniastostupem
ABDHEF, przeto drugi GHFBCD, jest takZe sy-
metrycznym z ABDHEF.

2. P OB ANTE YIL
PODANIE PRZYBRANE,

7V katdym graniastostupie ABCI (fig. b1)
przecigcia NOPQR , STVXY zrobione przez
plaszczyzny réwnolegte, s¢ wielobokami ré-
wnemi. '

JakoZ, boki NO, ST saréwnolegie jako prze-
.cigcia. dwoéch plaszezyzn réwnolegtych przex
trzecig plaszezyzng ABGE : te same boki NO,
ST sy zawarte mizdzy linijami sobie réwnole-
gtemi NS, OT, ktore sa krawgdziami graniasto-
stupa; azatém NO jest réwne S8T. Dla.podo-
‘\’hn'ey preyezyny bhoki O, PQ,‘Q()*{ 1t d., prze-
W cigtia NOPOR, sa rowne Q}?}‘io.\yicdnie bokom
TV, VX: XY it.d., przecigeia STVXY. Naduo,
poniewa boki rowne sa razem i réwnolegle,prze-

http://rcin.org.pl



96 CROMETRYI
o katy NOP, OPQ, it.d. pierwszego przecigceia,
s réwne od,)owiedne katom STV, TVX,i t.d.
drugxeoo preecigeia. - Azatém dwa plncxgcm
NOPQR, STVXY sa wielobokami réwnemi.

W niosek. Waelkie przecigcie W gra.iasto=
stupie réwnelegle podstawxe ; jest réwne teyle
podstawie.

PODANIE Vil .

X TWIERDZENIE,

Dwa graniastostupy tréykagtne symetry=
czne ABDHEF, BCDFGH (fig. 52) ng kidre sig
rozktada réwnolegiosctm. AG, sq rownowa-

Zne sobze.

Przez wierzchotki B 1 F poprowadimy pro~
stopadte do boku BF, plasaczymy Bade, l*ellg
“ktére spotykaja w jedney stronie w a, d, c,
w drugiey w e, A, g, trzy inne krawedzie AFE,
DH,CG tego? rownoleglodcianu: przecugcia Bade,
}ehg beda wwnolea&obokamx réwnemi. Przes
eigeia te sg rowne, gdyz zrobione 83 przez pla-
s7czyzny prostopadie do jedngy linii prostey, a
nastegpnie .réwnolegte sa sobie (7): s3 one ré-
wnolegfobokami, gdyz dwa przeciwlegle boki
jednego pxzecxg%, de, sy przecigciami dwdcl
plaszezyzn 16w WABFE, DCGH, przezé §
plaszezyzne. i

Dla podobney przyczyny, figura Bael jest ro-
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wnoleglobokiem, tak jak i wszystkie inne §ciany
boezne BFge, chdg, adhe, bryty BadcFehg;
azatém ta bryla jest graniastostupem (opis. 4), 1
ten graniastostup jest prosty, gdyz krawedz BY
jest prostopadiy do plaszezyzny podstawy:

To zalozywszy, jeseli- plaszezyzngy BFHD po-
dzielémy graniastoslup prosty B#Z na dwa grania-
stosl‘upy.troykqlne proste aBdel' A, Bdc¥hg; po-
wiadam  #e graniastostup troykainy pochyty
ABDEFH, bedzie réwnowainy graniastosfupowl
tréykatnemu prostemu ABde¥ h. :

Jako#, poniewaZ te dwa graniastostupy maja
jedng czgdé wspdlng ABDAeF, przeto dosyd jest
dowie$d ze pozostate czgsei, tojest, bryty BaADd,
FeEHA sy réwnowaine sobie.

Poniewa? z przyczyny réwnolegtobokow ABFE,
aBFe, boki AE, ae jako rowne bokowi BE so-
bie rownoleglemu, sa réwne sobie; przeto od-
ciggajac od nich czgsé wspolng Ae, zostanie
Aa — Ee. Podobnie si¢ dowiedzie Ze D' = HA.

Dla wykonania teraz pray¢tawania dwéch bryt
BaADd, FeEHA, poloimy podstawﬁg Feh najey
réwney Bad: wéwezas punkt ¢ padnie na a,
a punkt A na d: boki el All padna na sobie
réwne aA, dD, bo one sj prostopadte do teyZe
ptaszczyzny Bad. Dwie wiee bryty, o ktérych
méwimy, zupelnie zeyda sig z soba; azatém gra-
niastostup pochyty BADFEH jest rownowazny
graniastosfupowi prostemu Bad¥eh. :

Podobnym sposohém sig dowiedzie Ze grania-

stostup pochyty BDCEFHG jest réownowazuy
7
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graniastostupowi prostemu BdcF/g. Lecz dwa
graniastostupy proste BadFel, BdcFlhg saréwne
migdzy soba, gdyZ maja teZ samg wysokos¢ Bl a
podstawy ich Bad,Bde sy polowamitegoi samego
réwnolegtoboku (3). Azalém dwa graniastostu-
py troykatne BADFEH, BDCFHG réwnowai-
ne graniasiostupom réwnym, sy réwnowaine
sobie. . it
Whriosek, Kaidy graniastostup troykatny
ABDHET, jest polowy réwnolegloicianu AG,
wystawionego z tegof samego kg'a brylowego

A, iz tychie samych krawedzi AB, AD, AE,
PODANIE IX.
TWIERDZENIE.

Jeteli dwa réwnoleglo$ciany AG, AL (fig.
63), majg wspélng pedstawg ABCD; a pod-
stawy ich gérne EFGH, IKLM, leZq na je-
: ‘.dn.c;);,, la;Zczyznie, zawarie nzigdzy temis
iniami réwnoleglemi EX, HL, tukie dwa
réwnolegtosciany sq rdwnowaine sobie.
\ | ;
Ta zachodzié moga trzy przypadki: albo £I
jest wigksze od IF, albo mnieysze, albo nako-
niec £I réwne BT lecz dowodzenie zawsze bg-
dzie to% samo: i powiadam naprz6d, Ze grantasto=
stup l.royk:}lny‘AEIDH}'\'I jest rowny graniasto-
stupowi troykatnemu BFRCGL.

Jako#, poniewai AL jest rownolegly do BF

http://rcin.org.pl
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a HE do GF; kat AEI =BFK, HEl =GFK
‘a HEA == GFB. Z tych szesciu katéw, trzy
pierwsze skiadaja kat brytowy E, astrzy dru-
gie sktadajy kat brytowy F; azatém, poniewaZ
katy plaskie sg réwne kaidy katdemu i podobnie
rosfofone, kaly brylowe E iF sa réwne. Jeleli
teraz poloZfymy graniastostup ALM na grania-
stostupie BI'L, anaprzéd podstawe AET na pod-
stawid BFK, te dwie podstawy, jako réwne, przy-
stang do siebie; a poniewaZ kat brytowy E jost
réwny katowi bryfowemu F, przeto bok EH pa-
dnie’gao};)ok sobie réwny FG. Niepotrzeba jui wig-
cey 216, %e dwa graniastostupy zeydg sig
z solia w caleyswey rozeiggtoseisho podstawa AL
i krawedz EH determinujy. graniastostup AELT,
tak'jak podstawa BFK i krawedz PG determinujy

graniastostup BFL (3): azatém te graniastostupy

s34 rOwne. < :

Lecz gdy od bryty AL odetniemy graniasto-
stup AEM, zostanie rownolegloscian All: agdy
od teyfe bryty AL odetniemy graniastosfup BY'L,
zostanie rownolegtoscian AEG: nzatém dwa ro-

wnoleglodciany AIL, ALG sq réwnowazne sobie.
PODANIE X,
TWIERDZENIE.

{

Dwa réwnolegtosciany jednakiey podsia-
wy i jedney wysokosci sg réwnowaine sobie-

Niech bgdzie ABCD (fig. 54) podstawa wspélna
g 7*
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dwoém réwnolegtoécianom AG, AL: poniewaZ te
réwnolegtosciany sajedney wysokoéci,przeto pod-
stawy ich gérne EFGIH, IKLM beda na jedney
plaszczyznie.Nadto, krawedzie EF i AB sarowne
i réwnolegte, toz samo i krawedzie 1K, AB; aza-
tém LF jest réwna i rownolegta krawedzi IK: dla
podobney przyczyny; GF jest réwna i réwnole-
gty LK. Przedtuimy krawedzie EF, HG, oraz
krawedzie LK i IM, tak aby te przediuZenia,
przez wzajemne swe przecigeia sie, utworzyly
réwnolegtobok NOPQ. Ten réwnolegtobok o-
czywidcie jest réwny kazdey z podstaw EFGH,
IKLM. Jeseli wiec wyobraziémy sobie trzetiré-
wuolegloécian na podstawie dolney ABCD, a
majacy za podstawe goérng véwnolegtobok NOPQ;
ten trzeci réwnolegloécian bgdzie rownowainy
“réwnolegltoscianowi AG (g): bo majg t¢Z samg pod-
stawe dolng,aza$ gorne lezy najedney plaszczyznie,
migdzy linijami réwnolegtemi GQ, FN. Dla teyzé
; przyczyny‘ten trzeci réwnolegiodcian jest rowno-
wagny réwnoleglodcianowi AL: azatém dwa ré-
wnoleglosciany AG, AL, majace tgi samg pod-
stawg i wysokos$é, sa rownowazne migdzy soba
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PODANIE XL
TWIERDZENIE.

Kazdy réwnolegloscian mose bydz zamie-
niony na réwnolegloscian prostokgtny ré-
wnowainy, majqcy tes samg wysohos¢ i pod-
stawg réwnowaing. ‘

Niech bedzie AG (fig. 54) réwnolegloscian da-
ny: z punktow A, B, C, D, poprowadimy Al
BK, GL, DM, prostopadie do plaszezyzny podsta-
wy; tym sposobém ntworzémy réwnolegtascian
AL, réwnowaziny réwnolegloscianowi AG, a
w ktérym sciany boczne AK, BL it.d. beda pro-
stokatami Jeieli wige podstawa ABCD jest prosto-
katem, rownolegloscian AL bedzie prostokatnym
réwnowaznym réwnolegl’os’ciauowipodanemuAG.
Lecz jefeli ABCD nie jest prostokgtém (fig- 55),
poprowadimy AO, BN prostopadte do CD: a po-
1ém OQ i NP prostopadte do podstawy; 2 tak
mieé bedeiemy brytg ABNOIKPQ, ktéra bgdzie
rownolegltoscianem prostokatnym.JakoZ z wykre-
 §lenia,podstawa ABNO i jey przeciwlegta IKPOQ,
sq prostokgtami; §ciany jey boczne sg takZe pro-
stokatami, bo krawedzie AT, OQ i t.d. sg prosto-
padte do plaszezyzny podstawy; azalém bryta
AP jest réwnolegtoscianem prostokatnym. Ate
te dwa réwnolegtodciany AP, ‘AL, uwazac sig
moga jako majace jedng podstawg ABKI, i tgz
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103 GEOMETRYTI |
same wysokodé AO; azatém sy sobie réwnowa-
zne; azatém réownolegloscian AG zamieniony na-
prz6d na réwnoleglodcian sobie réwnowazuy Al
(fig. b4) zostal znowu zamieniony naréwnolegio-
scian prostokatny AP (fig. 55) sobie réwnowa-
‘iny, majacy toi samg wysoko$¢ Al i podstawe

v ABNO réwnowaing podstawie ABCD.

PODANIE XIL
TWIERDZENIE.

Dwa réwnoleglosciany prostokqtne AG,
AL (fig. 56), majgee tgs samg podstawg
ABCD, majq si¢ do siebie jak ich wysoko-
4¢i AE, AL

Przypuécmy naprzéd, Ze wysokosei AE, Al
maja sig¢ do siebie jak dwie liczby calkie, na-
przyktad jak 15 do 8. Podzielmy AE na 15
czedei réwnych, jakich AI zawiera 8; 1 przez
punktflpodziatéw x, y, z i t. d. poprowadZmy pla-,
szezyzny réwnolegte podstawie. Te plaszezyzny
podzielg bryte AG na15 réwnolegloscianow czast-
kowych, réwnych migdzy soba, jako majgcych
podstawy i wysokosci rowne: podstawy réwne,po-
niewaZ kaZde przecigcie MIKL, zrobione w gra-
niastostupie réwnolegle do jego podstawy ABCD,
jest rowne podstawie (7): wysokosci rdwne, bo te
wysokosci s3 samemi podziatami Az, zy, xzit. d.
Poniewa z tych 15 réwnolegloscianow réwuych,
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oém jest zawartych w bryle AL: azatém bryta
AG, tak si¢ ma do bryty AL, jak 15 do 8
czyli w ogdlnodei jak wysokedé AL do wysoko-
sci AL

Powtére, jeieli stosunek AE do Al nie mo-
Ze sig wyrazi¢ w liczbach, powiadam i7 nie mniey
beduie bryd. AG: bryt. AL :: ALY : AL Bo jeieli
ta proporeya niema mieysca, zaloZmy tedy iZ
jest bryd. AG:bryt. AL:: AL: AQ. Podzielmy
AE na czeici réwne, z ktérychby kazida byta
mnieysza od OI: jeden przynaymniey punkt po-
podziatu m przypadnie migdzy O i I Niech
bedzie P réwnolegtodciar, kidry ma za podsta-
we ABCD, a za wysokosé¢ Am, PoniewaZ wy-
sokosei AE, Am majasig do siebic jak dwie licz-
by calkie, przeto bedzie bryl. AG:P:: AE:Am.
Lecz z zatofenia mamy bryt. AG:bryi. AL::
AL : AO; stad wypada bry?. AL:P:: AQ: Am.
Afe AO jest wigksze od Am, przéto, aby pro-
poreya byta prawdziwa, potrzeba feby bryta AL
byla wigksza od P. Przeciwnie za$, jest ona

“mnieysza: azalém niepodobieristwem jest aby
czwarty wyraz proporeyi bryf. AG: bryt. AL ::
AE :z, byt linia wigksza od AI. Przez podo-
bne rozumowanie dowiedzie sig, Ze cawarty wy-
raz nie moze bydz mnieyszym od AI: azalém 16-
wny bydé musi Al: dwa wige rownoleglosciany
prostokatne jednakiey podstawy majg si¢ do siebie
jak ich wysokosci.
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PODANIE XII.

TWIERDZENIE,

- \

Dwa réwnoleglodciany prostokgtne AG,
AK (fig. 57), majqce jedng wysokosé AE,
majq sig dosiebie jak ich podstawy ABCD,
AMNO.

Postawiwszy obok siebie dwie bryty, jak fi-
gura wystawia, przedtuimy plaszczyzng ONKL
az do spotkania sig z'\laszozyzng DCGH, podlug
linii PQ: mieé })@duemy trzeci réwnoleglodcian
AQ, ktéry poréwnaé moZna z kaidym z réwno-
legtoscianow AG , AK. Dwie bryty AG, AQ,
majace jedne podstawq AEHD, majg sie do sie-
bie jak ich wysokosci AO, AB. Podobnielwie
bryty AQ, AK; majgce wspélng podstawe AOLE,
majg si¢ do siebie jak ich wysokosei AD, AM,
A tak mied b¢dziemy te dwie proporeye

bryt. AG:bryt. AQ::AB: AO,
bryt. AQ :bryl. AK:: AD:AM;

mnozac te dwie proporcye w porzadku swoim,
i opuszczajge w wypadku, wspélny. muognik
bryt. AQ, otrzymamy

bryt. AG : bryt. AK : :ABX AD: AOXAM

Aize ABXAD wyrata podstawg ABCD, a za$
AOXAM wyraza podstawe AMNO; azalém dwa
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réwnolegtosciany prostokatne réwney wysokosci
maja sig do siebie jak ich wysokosel.

PODANIE XIV,

TWIERDZENTIE,

Dwa jakiekolwiek ro’vvnolegios’cianyag)ro-
stokgtne, majq sig do siebie jak m“r‘z’og;g'bi
zich podstaw przez ich wysokosci: czylijak
mnogosci z ich trzech wymiarow.

oy

Bo umiesciwszy dwie bryty AG, AZ (fig. 57)
tak; aby ich' powierzchnie ns#taty k:}t wsp6lny
BAE, gdy przediuiemy plaszczyzny potrzebue do
utworzenia trzeciego réwnolegloScianu AK je-
- dney wysokosei z rownolegtoscianem AG: mieé
bedziemy na mocy poprzedzajjcego twierdzenia -

bryt. AG:bryd. AK::: ABCD: AMNO.

Ase dwa réwnoleglodciany AK, A7, majace t¢Z
samg podstawg AMNO, majq sig do siebie jak ich
wysokosci AL, AX, przeto bedzie

bryt. AK :bryt. AZL:: AL: AX.

Mnofac przez sig W swoim porzadku te dwie pro-
poreye, i opuszezajae w wypadku mnoZnik wspél-
" ny bryt. AK, otrzymamy

bryt. AG : bryt. AZ:: ABCDXAE s AMNOXAX.

W mieyscu-podstaw ABCD i AMNO,potoyé mo-
sna ABXAD i AOXAM; przez co olrzymamy
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brytAG :bryt AZ:: ABXADXAL : AOXAMXAX.,

Azatém dwa jakiekolwiek rownolegtoiciany pro-
stokatne maja sig ‘do siebie i t. d..
Uwaga. Stad wypada, if za miarg réwnoleglo-
$cianua prostokatuego, wzigd mozna mnognéé z jego
podstawy przez wysokodé, ezyli mnogosé z {rzech
jego wymiaréw. Inatymlo whadnie poczatku, o-
pieramy obrachunek wszystkich bryl innych.
Dla wyrf)zumieni:x‘_ley miary, przypomnieé so-
bie nalezy, co-rozumiegmy przez muogosé dwéch
Iub* wigcey ]ini-y,vrnf%‘:;gosc liczb wyr.’xiaj;({cych
te ]inie’ate Iiczh};/zawisle sa od jednodci li-
niowey, ktérg wziac¢ mo#na od upcdsbania. Mno-
gos$¢ wige trzech wymiaréw rownoleglodcianu,
jest liczbg samg przez sio nic nieznaczaca, a k-
raby inng bydz mogta, gdybysmy inna wzieli je-
dnos¢ liniowy. Leez gdy sig pomnoZy przez sie
podobnie trzy wymiary innego réwnolegiodcia-
- 4mu, obliczone w teyfe jednodei liniowey; dwie
mnogosci mieé sig body do siebie jak bryty, i da-
dza wyobraZenie o ich wielkoéei wzgledney.

Wielkosé bryty, jey objetosé czyli jey roz-
cigglodé, stanowia to co nazywamy b6ry7owato~
Seig: 1 wyraz brylowatosé uZywa sig ézczegél-
nie do oznaczenia miary takiey bryty: itak mé-
wi si¢, 2e ‘brylowatosd réwnoleglodeianu prosto-
katnego jest réwna mnogosci z jego podstawy
przezjego wysokosé;czylirowng mnogosei z trzech
jego rozmiardw. : ;

Trzy rozmiary szelcianu, ponicwaZ sa réwne
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"éoble przefo jefel®hok jest 1, brytowatosésjego

bedzie 1x1X1 ezyli 1; jeieli bok jest 2, brylo-
watodé jego bedzie 2X 2X2 czyli 8: jedeli bok
jest 3, brytowatodé jego bedzie 35 x5 czyli 27;
i tak daley. A tak gdy krawedzie szesciandw sa
jak liczby 1, 2, 3, i t. d.; same szesciany czyli
ich brytowatodci sa jak liczby 1, 8, 27, i t. d.
Ztad pochodzi, ii w Arytmetyce szescianem
jakiey liczby, nazywaja mnogosé wypadajjcy
z trzech mnoZnikow réwnych téy liczbie.
Gdybyémy zadali sobie zrobié szedcian podwéy-
ny wzgledem szeécianu danego, potrzeha bylo-
by, ieby bok szeicianu szukanego mial sig do
boku szescianu danego, jak pierwiastek szescien-
ny z 2 do jednoéci. Bardzo tatwo znalezé mo-
Zna, 'przez kal eslenie geometrycme. pierwia-
stek k\vadratowy z 23 lecz nie moZna znalezé
pierwiastku szesciennego, a przynaymniey przez
proste dzialania Geometryi poczatkowéy, ktore
zawisty od uiycia ;samych tylko liniy prostych,
ktérychznane sa dwa punkta i kota,ktérych $rod-
ki ipromienie sa determinowane.
/.“"'ﬁ"“ Z przyczyny téy trudnosci, zagadnienie o po=-
;deo]emu szescianu byio shwn(,m u starozytny rch
""D'"‘-geometrow, tak jak zagadnienie podziatu kgtla
7“""72(1 trzy row. e czesci, ktore 1)1aw10 jest tegoZ
;,A%same go pogzadk 1. Lecz od dawna juZ znano roz-
;:‘“Cﬂx:%/ama, ktéorym ie gatunki zadan sa podlegte,
r‘.,,".g,ktm‘e, chociaZz moiey p'octe. jak w ykleslcma

g‘}“ omelryi pocz zatkowdéy, nie s3 jednak ani mniéy
bo

okladne, ani mnicy S 1sie. ' A.Qoz
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PODANIE XV.

TWIERDZENIE.

Brytowatosé rownolegloscianu, aw ogdl-
nosci, bryltowatoéé jakiegokolwiek grania-
stoslupa, jest rowna mnogosci z jego pod-
stawy przez wysokosé.” ;

JakoZ, 1° wszelki réwnolegtoscian jest réwno-
wainy réwnolegtoscianowi prostokatnemu, majg-
cemu leZ samg wysokodé i podstawe réwnowa-
Zng.(11). Brylowalos¢ zas téy ostatniey bryly
jest réwna mnogosci z podstq_wy przez wyso-
kodé: azatém brylowatedé pierwszey bryty jest
podobnie réwnamnogosci z podstawy przez wy-
S()kObb

. Wiszelki graniastostup troykatny, jest po-

lo“@ réwunolegtoicianu jedney z nim w y%okowl, /

a dwa razy wu'ksmy podstawy (8) Ze za$ bry-
towatodd ostatniéy bryly jest réwna podstaWIe
mnoZzonéy przez jéy wysokoéé; azatém hrytowa-
10$¢ pierwszéy bryty, to jest graniastostupa, jest

réwna mnogosci z jego podstawy, polowy pod-

wysokose.

g o : c » e
5°. Wszelki granidstostup mofe hydZ podzies «
lony na tyle graniastostupéw troykalnych ma- |
+ jacych ]euno wysokos¢, ile utworayé mozna troy-

katéw wg.,}vxelohaku slm%e‘xm mu za podslawg

S "‘ﬁftp //r@mprg o] i

£

© stawy réwnolegtoscianu, mnofonéy przez jego .

w

W
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Lecz brytowatodé kafdego graniastostupa troy-
katnego, jest réwng jego podstawie mnoZoney
przez jego wysokoit; a poniewaZ wysokodc jest
jedna dia wszystkich graniastosfupdw , przeto
suma wszystkich graniastostupdéw czgstkowych,
bedzie réwna summie wszystkich troykatéw slu-
zaeych im za podstawy , mnoZondy przez wyso-
ko$¢ im wspélng. Azaiém brylowatesé wszelkie-
go wielokgtnego graniastostupa, jest ré6wng mno-

godci zjego podstawy przez jego wysokosé.
Waiosek. Gdy pordwnamy dwa graniastostu-
py majace jedng wysokosé; mnogosci podstaw
przez wysokosci mied sig bedg do siebie jak pod-
stawy; azatém dwa graniastostupy jednéy wy-
sokosci, maja sie do siebie jak ich podstawy: dla

L o J % ;
; 5 p .

podobuey przyezyny,dwa graniastostupy jednych

podstaw majq si¢ do siebie jak ich wysokosci.

P D AN BVl

TWIERDZENIE.

Gdy ostrostup SABCDE (lig. 58) przecie-
ty bedzie plaszczyzng abd rdwnoleglq do
jego podstawy;

1°. Krawedzie SA, SB, SC, . . ,. i wysokosé
SO, bedq podzielone proporcyonalnie w a,
b i@y dirios :

2°. Przecigcie ahcde bedzie wielobokiem
podobnym podstawie ABCDE,

JakoZ 1°, poniewai plaszczyzny ABC, abe sy
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rownolegte, przeciccia ich AB, ab "niZez trzecia
SADB sa rownolegte (10 5); azatém troykaty SAB,
Sab sa podohne, i mamy te proporcya SA : Sa:
SB : 8&: podobnie mieé b(cdl.u,my SB:8b: SL.bg,
i tak daley. WVszysikie wige krawedzie SA,
SB, SC i t. d., przecigte sy proporcyonalnie
wa, b, ¢, 1t.d. Wysokoi¢ 8O jest takie prze-
cupla w punkcie o w takieyie pxoporcyl gdyZ

BO i %o sa rownolegle; a zatém bedzie OS :
So SN Sb.

. Bok ab jest rovmrﬂerr’(y do AB be do BG,

a Ll) do cdil.d,katabe=ABQ, kat bcd;:BCD
i tak daley. Nadto, z podobiernistwa tioyk%tdw
SAB, Sab snamy AB:ab::SB:Sb; azpruy-
czyny podobnych troykitéw SBC, Séec mamy
S8:85::BC:bc; podobnie ml(ubgduemvBC‘:lzc::
CD : cd; i tak daley. Wieloboki wigce ABCDE,
abede maja katy réwne kaidy kaidemu i boki
odpowiedne proporcyonalne: azatém sa podobne.

P niosek. Niech bedg ;ABLDL SXYZ dwa
ostr (;sigxpv ktoxw.cffwxeumlek .}es& w&laplﬂjfz.wl .
jednei'sa wysvkosén cayli Ltuxy(,h(p(’)dstdwy s3"
potozene na jedney ptaszczyznie: gdy sig te o-
strostupy przetng ptaszezyzng réwnolegla do pta-
szezyzny podsiaw, wypadng ztad przecigeia abede,
zyz; powiadam, Ze przecigeia abede, xyz mied sig
bedy do siebie jak podstawy ABCDE, XYZ.

JakoZ poniewaz wicloboki ABCDE, abede sa
pedobne, przeto powierzchuie ich maja sig do
sichie jak kwadraty zbokéw odpowiednych AB,
abyate AB:ab::54A : Ba;przeto ABCDE: abede:
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SA*: Ta. Dla podobney przyczyny XYZ: zyz::
S§X'. 8z Lecz e abexyz jest jedna plaszczy-
zng, przeto mamy takie SA:Sa::8X:8z; a za-
tém ABCDE : abede:: XYZ : xyz.Przecigeia wige
abede , xyz majy sig do siebie jak podstawy
ABCDE; XYZ. Azatém jeseli podstawy ABCDE,
XYZ sa réwnowaZne, przecigeia zrobione w ré-
wnych wysokosciach, sq takZe réwnowazZne.

PODANIE XVIL

TWIERDZENIE,

Dwa ostrostupy troykqgtne, majqce pod-
stawy réwnowaine a wysokosci mwne, sq
sobie rownowaine.

Niech beda SABC, sabe (fig.-5g)idwa ostro=
stupy wysokodcei jedney AT i o podstaiwach troy-
katnych ABC, abe, rdwnowaznych, a kiére przy-,
puszczamy, iZ leza na icdney pi‘aszczyznie. Je-
zeli te ostrostupy nie'sa 10“ nowaZne, niech be-
dzie sabe naymnieyszy, a "Az niech b(cduc wy-
sokodcia vlaxlxa<t<)slupa, ktoryby qutawwny na
podstawie ABG, byt réowny ich réinicy.

Podzielny wysokodé wspolng AT, na cz€éci
sobie réwne, muieysze od Az, i niech bedzie

& jedna 2 tych czedei. Przez puunki® podeiatu
wysokodei, poprowadiiny plaszczyzny réwno-
legle do plaszezyzn podstaw: przecigeia uezynio-
ne przez kazda z tych plaszezyzn wdwéch ostro-
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stupach beda réwnowasne (16 wnio.) jak naprzy-
ktad DEF idef, GHI i ghi, i t. d. To zrobiw-
szy, natroykatach ABC, DEY, GHI it, d. Wiig.
tych za podstawy, wystawmy graniastostupy ze-
wnetrzue , kigreby mialy za krawedzie czesei
AD, DG, GK, i . d. boku SA; podobnie na troy-
katach def, ghi, kim, it. d., wzigtych za podsta-
Wy, wystawiuy w drugim ostrostupie, graniasto-
stupy wngtrzne, ktéreby miaty za krawedzie od-
powiadajace czgsci boku sa. Waszystkie te gra-
niastostupy czqstkowe miec boda wysokosé wspél-
na A :

Summa graniastoslupéw zewnelrznych ostros
stupa SABC,jest wieksza od tego ostrostupa; sum-
ma graniastostupéw wngtrznych ostrostupa sabe,
jest mnieyszy od tego ostrostupa. Dla tych dwéch
wige przyczyn, réfnica miedzy dwiema summa«
mi gi'ﬂl]ias!.r)‘si'lxpé\v, powirna bydZ wigksza od
réZnicy migdzy dwéma ostrostupami,

Aze idgc od podstaw ABC, abe, drugi gra-
niastostup zewnetrzny DEFG jest 1'6w\ndwainy
pierwsiemu graniastostupowi wangirznemu defa;
bo ichk podstawy DEY, def, sy réwnowaine, a
majg wspélng wysokoéd k; dla teyZe samey przy=
czyny, sa rownowaine: trieci graviastosiup ze-
wogtrzny GHIK i drugi wnetrzny ghidy czwar-
ty zewngtrzny i trzeci wngtrzny, i t. d., ag do‘o-
statniego, jednych i drugich graniastostupéw,
Azatéin wszystkie graniastostupy zqéwinglrzne 6
strostupa  SABC ; wyjawszy pierwszy ~ABCD,
majg sobie réwnowaine graniastostupy wng-
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trzne ostrostupa sabe. Azalém graniastostup
ABCD jest réZnicy migdzy summg graniastostn-
péw zewngtrznych ostrostupa SABG i summga
grani,astosi’upéw wnelrznych ostrostupa sabe; aze
ta réZnica tych dwéch summ, jest wigksza od
roinicy dwéeh ostrostupéw, a zatém potrzeba
byloby,aby graniastostup ABCD byt wigkszy od
graniastosfupa ABCX ; lecz przeciwnie jest on
mnieyszy, poniewa% maja jedng podstawg ABC,
a wysokoé¢ k pierwszego, jest mnieysza od wy-
sokosci Az drngiego graniastostupa. Przypu-
szczenie wige, od kidregosmy ‘do tego wypadkn
przyszli, nie moZe mieé mieysca, a zatém dwa
ostrostupy SABC, sabe podstaw réwnowaznych
i wysokosci réwnych, sg réwnowaine sobie.

PODANIE XVIIL

TWIERDZENTIE.

Vi

P¥ szelki ostrostup troykgtny jest trzecig
czgsciq graniastostupa troykqtnego, majg-
cego lgs samg podstawe i lgs samg wysokosé.

Niech bedzié SABC(fig, 60) ostrostup troy-
katny, a za¢ ABCDES, graniastostup troykatny
jedney podslawy i wysokosed z Oalrosfupem po~
wiadam, Ze ostros{up jest trzecia wgsm% tego (
graniastoslupa.

Odetniymy od graniastostupa ostrostup SAﬁC
zostanie bryla SACDE, ktérg uwafaé moZna ja- -

8 :

http://rcin.org.pl



114 - GEOMETRY I
ko ostrostup czworokginy, ktérego wierrchotek
jest w S, a podstawg jest réwnolegtobok ACDE,
Poprowadimy przekatna CE, i daymy ptaszczy-
zn¢ SCE; ktéra podzieli ostrostup czworokaluy
na dwa ostrostupy troykatne SACE, SDCE. Te
dwa ostrostupy za wysokosié wspolng maja pro-
stopadle spuszczona z wierz¢holka S na ptaszczy-
zng ACDE; majg zas podstawy réwne, bo troy-
katy ACE, DCE sy dwiema potowami jednego
réwnolegtoboku: azatém dwa ostrostupy SACE,
SDCE sa réwnowaine sobie: lecz ostrostup SDCE
i ostrostup SABC, maja podstawy réwne ABC,
DES, majy takie réwna wysokosd, bo jest ona_
odlegtosciy ptaszezyzn réwnolegtych ABC, DES;
dwa wige ostrostupy SABC, SDCE sa réwno-
waine; aie dowiedlismy, ie ostrostup SDCE
jest réwnowainy ostrostupowi SACE; a zatém
trzy ostrostupy SABC, SUCE, SACE, sktadaja-
ce graniastostup ABD), 3 réwnowaine sobie.A za-
tém ostrostup SABC jest trzecig czescig grania=
stostupa ABD, majgcego tes samg podstawe i wy-
sokosé. ‘

PV niosek. Brytowatoéé ostrostupa troykatné=
80, Towng jest lrzeciey czgici mnogosci z pod<
stawy przez jego wysokosé.

)
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PODANTIE XIX.
‘r‘wxi;nbznﬁrim'

PV szelki ostrostup SABCDE (fig. 58), ma
za miarg t7zeciq czgsé mhogosci z jego pod-
stawy ABCDE przez jego wysokosc¢ AO-

Jakot, g(iy prieprowadziéhiy ptaszczyzny SEB,
SEC,przez przekatné EB, EC, podzielémy przez
10 ostrostup. wielobeoczny SABCDE ; na wiele
osirostupéw troykatnych, majgcych jedng wyso-
kos¢ 80. A ie ha mocy poprzedzajacego twier-
dzenia ; kazdy z tych ostrostupéw miersy sig
nogoscia kafdey z podstaw ABE; BCE, CDE,
préez trzécig cz¢sé jego wysokosei S0 a zatém
summa ostrostupéw troykgthych, ozyli ostrostup
wiélobocziy SABCDE, mie¢ bedzie za miarg
summg troykatéw ABE,BCE,CDE, sktadajacych
podstaw¢. wieloboczng ABUDE; mnoZong przez
1 S0; a zatém wszelki ostrostup, ma za miare trze~
tig €zgs6 mindgosci Z jego podstawy przgz jego
wysokosé. ; A
- Wniosek 1 Wsieiki ostroshup jest trzecia cze-
scig graniastostupa; majacego tgi Mmg¢ podsta~
We 1 wysokosé:
 Wniosek 11. Dwa ostfostupy jedney Wysoko-
iei, majy sig dosiebie jak ich podstawy, adwa
ostrostupy jedney podstawy majg si¢ do siebie jak
ich wysokosci:

8*
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Uwaga. Obrachowaé mozna brylowatosé ka-
fdego ciafa wieloseiennego, rozkladajac je na
ostrostupy, i ten rozkfad wieclu sposvbami wy-
konaé sie moze; nayprostszy jest ten, prowadzic
plaszezyzny podziatowe przez wierzchotek je-

dnégo; kala brytowego, a wéwezas mieé hedzie-
‘my tyle ostrostupdw czasikowych, ile jest scian

w wieloécianie, wyjawszy Seiany skiadajgce kat
brylowy, skad piaszczyzny podziatowe prowa-
dzilismy. - : 4

PODANIE XX.

TWI1ERDZENIE.

Dwa wielosciany symetryczne $q réwno-
wasne migdzy sobg czyli rowne co do bry-
towatosci.

i

Jako# 12 dwa ostrostupy tréykatne symetry-
czne, jakiemi sa SABC, TABC (fig. 61), maja, za
miarg wspélng, mnogoséé zpodstawy ABC przez -
trzecia cze$é wysekodei SO lub TO; azatém te
ostrosiypy sg réwnowaine miedzy soba. 2° Je-
eli jui\m".kolwiek.isrjosobém podzielemy jeden
z wieloécianéw symetrycznych na ostrostupy troy-
katne, moina bedzie podzieli¢ podobnie inny wie-
Joécian na ostrostupy troykatne symetryozne; aze
estrosfupy troykglne symelryczne, 'sa rownowa-
ine  kaidy kazdemu; azalém i catkowite wie-
lodciany beda réwnowaine migdzy sobg » czyli
réwne co do brytowatosei. j

!

' http://rcin.org.pl



X1E6A VL 117

Uwaga. To podanic zdawaloby sig wprost wy=

£ MR e S ki S i lod
padaé zpodania i, gdzie pokdzano, ze w dwoch
wielogeianach symel.l;ycznych, wszystkie czesei,
skiadajace jedng bryle, sg réwne czgiciom skia-

dajaeym drugg bryte: lees i.e—mw" _Eotrzeba by-
Iohg‘s%age H%Miz%ob‘éﬁ:smslym. .
PODANIE XXL

TWIERDZENIE.

4
o

Gdy ostrostup przetviemy plassczyzng
réwnolegtq do jegopodstamy, kloc, czyli o-
strostup. $cigty pozestaly po odjgciu mate-
g0 ostre-fupa , jest rowny summie irzech
ostrostupow, majgeych za wysokosc wspoing
wysokos¢ kloca, a za podstawy, podstawg
dolng Kloca, jego podstqwe gérng i $redniq
proporcyonalng migdzy' temi dwiema pod-
stawami. ; \

- .

Niech bedzie ostro fup ABCDE (fig. 62) pree:
ciety plaszczyzny abd réwnolegla do podstawy;
niech bedzie TVGH ostrostup troykatny, kto-
r podstawa i wyvsokoéé sq‘rén’ne‘albo réwno-
wainepodstawiei\vwkos'ciostros-fupaSAB(lDH. :
Moina zaloiy¢ fe duwie podstawy leig najedney
plaszezyznie: a wéwezas plaszezyzna abd przedfu-
7ona, zadeterminﬁje, W ostros'}'upje troykatnym,
przecigeie fgh, potezone w te,yze‘meg%néci nad
ptaszezyzna wspolng podstaw: skad zoowm wy-
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pada, Ze przeci¢eie fgh ma sie do przecieeia qb
jak podstawa FGH dp podstawy ABD (16). A po-
niewaZ podstawy sg réwnowazne, przeto takiemi
53 i“przeci«ccia 0slxosf:1py wiee Sabede, Tfyh sa
réwnowazne gdyz majj ]edn@ vsysnkosc 1 podstaua
Tow nowamé‘D]a teyie samey prayczyny ostrostu-

py SABCDE,TFGH sg rownowaine: gzatém kloce
ABDdab, YGHAfg sa réwnowazne, a nastepnie
dosyé bedzie dowieddZ podania, wystowionego
tyiko na puypadek kloca ostoﬁuPa tm;k%
ilnego.

Niech bedzie F'GHZEfZ (fig. 63) kloc ostrostu-
pa troykatnego o podstawach rownolegtych Przez
trzy punktgl T, g, H, poprowadimy ptiszczyzng
¥gIL, odeinajacy od klgca ostrostup troykatny
gFGH. Ten ostrostyp ma za podstawe, podstawg
dolna FGH kloca, ma takie za wysokosé, wy-
SOkObL kloca; bo wierzcholek g, jest na pkaszczy.
znie pof{stawy gérney fgh,

Po odcigein tego ostrostupa, zostanie ostrosiy
czworokatny gfhHF, ktérego wigrzcholek g, )«g
mpousta“ & fRHY. Przez trzy punkty /. g, H
poprowadimy plaszezyzng fgH , ktéra podﬂel}
ostrostup czworokatny na dwa estrostupy troy-
katne gF/H, Jhﬂ Ten ostatni ma za podstawe
g/h podstawe gorng kloca, a za wysokos¢, wyso-
koéé tegos kloca; gdyZ wiepzchotek jego H, nalezy
do podsta\vy dolney: a tak mamy juz dwa z trzech
ostrostupéw majacych sktadaé kloe. :

Zostaje do rozwazenia trzeci ostrostup gF/H:
jezeli pcprowadzikmy gK rownolegty do /F, i
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gdy wyobrazi%my”nowy ostrostup fFHK, ktére-
go wierzchotkiem jest K, a podstawg ¥f/H; te

.dwa ostrostupy mie¢ beda tef sameg podstawg
FfH, mieé¢ takie beda teZ samg wysokosc,
gdyi wierzehotki g i K potofone a3 na linii
gK réwnolegtey do fF, a nastgpnie réwnolegtey
do pl’aszczyﬁny podstawy: azalém te ostrostupy
sq réwnowagne. Lecz ostrostup fFKH mofe bydz
uwaZany jako majgcy swéy wierzchotek w f/,
a tak mieé on bedzie tefysame wysokoéé co kloc:
¢0 si¢ tycze jego podstawy FKH, powiadam
Ze ta jest érednig proporcyonalna migdzy pod-
stawami FGH, fgh. Jakoi troykaty FHK,
wh, majg jeden kat réwny F = f, i bok

FK = ¢; azatém bedzie (24,3) FHK : fgh::
FH:/h, Mamy takie FHG:FTHK::FG:FK
czyli fg. Lecz troykgty podobne FGH, fg/ da-
ja FG : fg:: ¥H : fh; azatém FGH:FHK ::
YHK : fgh; a tak podstawa FHK jest $rednia
proporcyonalngmigdzy dwiema podstawamiF(GH,
Juh; azatém kloc ostrostupowy troykatny o pod-
stawach réwnolegtych , réwny jesi trzem ostro-
stupom, majacym za wysokoéé wspélng wysokoié
kloca, a ktorych podstawami sg: podstawa dolna
kloca, jego podstawa gérna isrednia proporcyo-
nalna migdzy temi dwiema podstawami,

http://rcin.org.pl



120 GEOMETRYTI

’

PODANIE XXIT
TW1ERDZENILE,

Gdy graniastostup troykainy, ktdrego
ABC (fig. 6o) jest podstawg, przetniemy pla-
?’s‘w)fgnq DES nachylong do téy podstawy,
bryta ABCDTS wypadajgca z tego przecig-
cia, bedzie révwna summie trzech oslrosiu-
pow , ktérych wierzcholkami sq D, E
a podstawqg wspding ABC.

Przez trzy punkigt S, A, C,pomowadzmy pla-
gzczyzng SAC, kiéra od graniastosiupa scietego
ABCDES , odetme ostrostup troykatny SABC:
- ten ostrestup ma za podstawe ABC aza wierz-
chotek punkt S,

Po odigeiu tego osfvgs]‘upa, zostanie ostrostup
czwoiokatny SATDE, " kidrego S jest wierzchol-
kiem a ACDE. podstawg. Przez troy punk(v
S, E, G, poprowadimy jeszeze ptaszezyzng SEC
kidra podzieli ostrostup czworokalny na dwa
ostrostupy troykatne SACE, SCDE.

Ostrostup SACE, .majacy za podsta“e troykat
AFEC aza WJexzchnlcl\ punkt 5, jest réwnowa-
* Zny ostrostupowi EABC, majacemu za podstawq
AEC aza wierzcholek punkL B.

Poniewaz te dwa oslxoslnpv ma]% tf‘l same
podstaw pncto maja teZ same w ysokusc. bo
linia BS, jako réwnelegta do kaidey z liniy

o
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AFE,CD,jest rownolegta do ich pfawc?yzny ACE;
azatém ostrostup SACK jest réwnowazny ostro-
sifupowi EABC, ktéry uwazany bydZz mofe, jako
majicy za podstawe ABG, a za wierzchofek
punkt E.

Trzeci ostrostlup SCDE moZe bydz naprzod
zamieniony na ASCD, gdyz te d\\a‘ ostrosiupy
majg teZ samg podstawe SCD; majg takie cne
teZ samg wysokosé, bo AL jest réwnolegty do
plaszezyzny SCD; a zatém ostrostup SCDOE jest
roéwnowainy ostrosiupowi ASCD. Potém, osiro-
stup ASCD, moze bydZ zamieniony na ABCD,
gliyi te dwa ostrostupy maja podstawe wspdl-
ny ACD; s one takie i ]edney wysokosei, bo
ich wierzcholki § i B, leZa na linii réwnole-
gtéy do plaszezyzny podstawy. :

A zatém ostrostup SCDE réwnowainy ostroe
slupowi ASCD, jest takie rdwnowaZny osiro-

~stupowi ABCD; ten za$ ostatni mofe bydZ uwa-
Zany jako majacy za podstawg ABC a za wierz-
chotek punkt D. :

A zatém nakoniec, graniastostup scmty c;bh
klocowy ABCGDES, jest réwny summie trzech
ostrosfupdow, majacych za podstawe wspélng ABG

a za wierzcholki sobie ddpowiedue punkta D,
Xy S

¥ niosek. Jeieli krawedzie AE, BS, CD s3
prostopadte do ptaszezyzny podstawy I)gdg one
razem wysokosciami trzech ostrostupdw skiada-
jacych graniastostup Scigty; tak, fe brylowatosé
graniastosiupa sc:g'.’.euo wyrazi si¢ sawem® pries

1
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A

: ABCXAE-+ 3 ABC XBS 4 1 ABC X CD; ilosc,
kloxa si¢ przywodzi do § ABC X (AL 4 BS+CD).

PO.DANIE XXIIIL

TWI1ERDZENIE,

7V dwéch ostrostupach troykqinych podo-
bnych, $ciany odpowiedne sq podobne sobie,
a kqty brytowe odpowiedne sq réwne.

Podlug episania, dwa ostrostupy troykatne
SABC, TDEF (fig. 64) s3 podobne, jeZeli dwa
troykaty SAB, ABC, 3 podobne dwom troyka-
tom TDE, DEE i podobnie umieszczone, to jest
jeseli kat ABS =DET, BAS =EDT, ABC=
= DEF, BAC =EDF, i gdy nadto, nachylenie
piaszczyzn SAB i ABC, jest réwne nacllylemu
p&asz.cz_wn TOE i DEF: to zaloiywszy, powia-
dam, Ze te ostrostupy maja wszystkie $ciany po-
dobne kaida kaidey, i katy brylowe odpowiedng

''sa réwne.

Weimy BG=ED, BH=EF, BI=ET, i popro-
wadzmy GH, GI, IH. Ostrostup TDEF jest ré-
wny ostrostupowi IGBH: bo wziglismy boki GB,
BH réwne bokom DE, EF, i kat GBH, z zatofe-
nia jest réwny katowi DEF: troykat wige GBH
jest réwny troy kagtowi DEY: azatém dla zdzia-
tania, przystawania dwéch ostrosfupow mo7Zna na-
przéd podstw. ¢ DEF potoiy¢é najey rownéy GBH;
potém, poniewai plaszczyzna DTE, tyle jest na-

e -http://rcin:opg.pl = .
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chylona do ptaszczyzny DEF, ile plaszezyzna
SAB do plaszezyzny ABCG; przeto oczywiscie
ptaszezyzna DET paduie niepznaczonym sposo-
bem na plaszezyzne ABS. A ie z zatoienia kat
DET = GBI, wige ET padnie na sobie réwne
BI; a poniewa# cztéry punkta D), E, F, T, pada-
janacztéry G, B, H, I, przeto (1) ostrostup TDEF
przysianie do ostros?ul a-1GBH. '

Poniewa# z przyeczyny troykatéw réwnych
DEF, GBH, kat BGH=EDF= BAC; wi¢gc GH
jest réwnolegle do AL. Dla pndohney przyeczy-
ny GI-jest rownole"ie do AS; a zatém ptasz-
cryzna 1GH jest m\\nolfgh do SAC (13.,5). Ztad
wypada, Ze troykat IGH albo jemu rowny THE;
]ect podobny SAC (15), 1 Ze troykgt IBIL albo
jemu rovny TEEF, jest®podolny SBC: a zatém
dwa ostrostupy Lroykglne podobne SABC, TDEF
maja czléry sciany podobne kazda kaZdey: nad-
to, majg one katy brylowe odpowiedne réwne.
~ Gdyz pmiescilismy juz kat brytowy E naje-
mu odpowiedny B, 1 toz samo zrobié mofaa
z dwéma drugiemi katami blyl’ovs emi odpowie-
dnemi; lecz wprost wideiéihy, Ze ‘dwa katy bry-
towe odpowiedne sa réwne; naprzyktad, katy
T 18, gdyz one sa utworzone przez trzy katy
plaskie réwne kaidy kaZzdemu i podobnie umie-
szezone. :

- A zaiém dwa ostrostupy troykatme podobne,
maja §ciany odpowiedne pod_obpe i katy bry-
towe odpm\]edne réwne.

F¥ niosek 1. Troykjtly podohne w dwéeh o
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strostupach, dajg proporeyyg AB:DE:: BC:EF . -

A(}:DF::AS:DT::SB:TE::SC:'l'F;‘aza{éln

w ostrostupach troykatnych podobnych, boki od-
~ powiedne sq proporcyonalne. :

IL. Poniewaz katy brylowe odpowiedne sg
réwne, przeto nachylenie jakichkolwiek dwich
Scian ostrostupa jest réwne nachyleniu dwéch
Seian odpowiednych astroslupa podb/}nc’go.

1II. Gdy ostrostup troylkqlny SABC; przetnie
si¢ plaszezyzng GIH, rownolegla do jednéy ze
scian SAC, ostroslup czgstkowy BGIH, bedzie
podobny ostrostupowi catemu BASC: bo troy-
katy BGI, BGH s3 podobne troykatom- BAS,
BACG kaidy kazdemu, i podobnie sa umieszezo-
ne; nachylenie ich plaszezyzn jest toi samo wo-
budwéeh; a zatim dwa ostrostupy sa podobne,.

IV. W ogélnosci, gdy jakikolwiek ostrostup
SABCDE (fig. 58) przetnie sig plaszezyzng abede
réwnolegly do podstawy , ostrostup czgsthowy
Sabede podobny bedzie ostroslupowi catkiemu
SABCDE. JakoZ, podstawy ABCDE, abede sa
podobne, agdy poprowadziemy AC, ac, dowie-
dlismy teraz, Ze trostup troykatny SABC jest
podobny ostrostupowi Sabe: a zatém punkt S tak
jest determinowany wzgledem podstawy. ABC,
jak-punkt S determinowauy jest wzgledem pod-
stawy abe (opis. 18): 'a zalém dwa ostroslupy
SABCDE, Sabede #a poiobne.

Uwaga. ZLawiast piecia  datek Imtrze}m_y‘ch,
podtug opisania, do podobieristwa dwéch vsire-
stnpoéw troykatnych, mosina za vie podstawic

L)

http://rcin.org.pl



' O WA TR ) PHGER 125
piec inuych, stosownie do rozmaitysh kombina-
cyy; ‘a ztego tylek wypadfoby twierdzen, z po-
migdzy ktdrych to tylko rozréinic mofemy: Dowa
ostrostupy troykatne sg podobne, gdy majq krg-

wedzie odpowiedne propurcyonalne.!\LM;M«@?& :

Jako# jezeli mamy proporcye (lig.64) AB: DE ::
BC:EF::AC:DE:: AS: BT :: 8B+ TE::5C: g
co zawiera pigé waruonkow, tedy troykaty ABS,
ABC bedyg podobne troykatom DET. DEEF ¥ po-
dobnie umieszczone. Mie¢ bedziemy takie troy-
kat SBC podobny troykatowi TEF; azatém trzy
katy plaskie sktadajace kgt brylowy B, bedg ro-
wne katom 'pi‘.‘askiin , sktadajgeym kgt brytowy
E, kagdy kazdemug skad wypada, Ze nachyle-
nie plaszezyzn SAD, ABC jest réwne nachyléniu
sobie odpowiednych plaszezyzn TDE, DEY; a za-
tém, Ze dwa ostrostupy 'sa podobae, ﬂ :

Tlhurnna 2. G 0:huiRy wek s kithaddenss izt CMIVQ{J%\ s ‘
I 31
: )

polne padabrijeh ?Pw‘miiﬁ-'. o4
PODANIE XXIV.

TWIERDZENIE.

Dwa wielosciany podobne , majaq Sciany
odpowicdne podobne, ikyty brylowe odpo-
wiedne réwne.

-

Niech bedzie ABCDE (fig. 65) podstawa wie-
loscianu: niech M i N beda wierzchotkami

divéeh katéw brytowyeh za tg podstawy, deter-"

minowanemi przez ostrostupy troyk%\tne MABC,
NABQ, ktérych podstawg wspélng jest ABC:
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nicch beda wdrugim ostrostupie, abede podsta-
wa, min wxerwho’{kl , odpowiedne wierzchot-
kom M i N, determinowane przez ostroslopy’
mabe, nabe podohne ostrostupom MABC, NABC;
powiadam naprzod, Ze odleglosci MN, mn, sa
proporcyonalne bokom odpowiednym AB, ab.

Jakoz, ostrostupy MABC, mabe; noniewai sq
podobne ; przeto machylenie plaszczyzn MAC;
BAG, jest rowne nachyleniu pfaszeiyzn. mae,
bac. Podobnie, poniewai ostrostupy NABC;
nabe sa podobne, nachylenie ptaszezyzn NAG
BACG, jest réwne nachylemu lﬁ'asvc.zym nacj
bac. Jezeh wige odeymiemy pierwsze nachyle-
nia od ostatnich, zostanie nachylenie ptaszczyzn
- NAC,MAC; ré’wne nachyleniu plaszezyza nacy
mae. Lecz 2 przyczyny podobieristwa tychize
ostrostupdw, troykat MAC jest podobny mac;
a troykat NAG jest podobuy nac, a zatém dwa
ostrostupy troykatne MNAC, mnac majasciany
kazda kaidéy podobue, podobnie umieszczone
iréwnie nachylone do siebie; a zalém te ostrd-
sfupy sa podobne (21); krawedzie wige ich od-
powiedne ddjg propercya MN : min:: AM: a’ni
Nadto, AM:am:: AB:ab; a 1atem MN :mn:
AB: ab.

Niech beda P ip, dwa inne wierzehotki od-
powiedne tychge wielodcianéw, a podobnie mied
bedziemy PN :pn::AB:ab, PM:pm:: AB:ab:
Wige MN:man :: PN n:: PM:pm.Azatémtroy-
kgt PNM, Zgczqcey | kolwiek trzy wmlzchoz‘h
wieloscianu , jest podobn_y troykgtowi pnm Zd=

s’ v @
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czqeemu 1rzy wierzcholki odpowiedne drugiego
wieloscianu. § i

Niech beda jeszcze Qi g dwa wierzchotki od-
powiedne; a troykat PQN bedzie podobnyjtroy-
katowi pgn. Powiadam nadto, %Ze nachylenie
plaszezyzn POQN, PMN jest réwne nachyleniu
plaszezyzn pqn, pmn.
~Bo gdy po’prowadziﬁmy QM,i gm, mieé be-
dziemy zawsze troykat QNM, podobny troykato-
wi ¢nm, a nastgpnie kat QN M réwny katowi gran.
Zwaimy w N, kat brytowy utwerzony przeztrzy
katy ptaskie QNM, QNP , PNM; a w n, kat bry-
%wy utworzony przez trzy katy plaskie gnm,
gnp, pnm; poniewai te k:éty_ kaidy kazdemu sg
réwne, przeto stqd idzie; if katy bryfowe saro=
iwne. A zatém nachylenje dwdch ptaszezysn
PNQ, PNM jest rowne ndchyleniu im odpow ‘e-
dnych plaszezyzn png, pnm: a zatém jeicliby
dwa troykaty PNQ, PNM byly na jedney pla-
gzczyznie, w Ktorym to przypadku mielibysmy
kgt QNM = QNP 4 PNM, mielibysmy, takie
gnm = qnp - prin, i dwa troykaty ¢np, pnm
bytyby takZe na jedney plaszezyznie.

To wszystko cosmy teraz dowiedli ma miey-
sce, jakiekolwiek bedg katy M; N, P, Q poréw-
fiywane z sobie odpowiednemi m,n, p, q.

Przypusémy teraz, fe powierzchnia jednego
z wielosciandw jest podzielona na troykaty ABC,
ACD, MNP, NPQ i t. d.; widziémy, i powierz-
chnia drugiego wielosctanu zawierad bedzie r6-
wng liczbg troykatéw abe, acd, mnp, npqit. d.

http://rcin.org.pl
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podoknych i podobnie umieszozonych : a jeZeli
kilkatroykatéw, jak MPN, NPQ, i t, d. nale?y
do jedney éciany i s3 na jedney plaszezyznie,
tedy im odpowiedne mpn, npg, it. d. beda.tak-
fe na jedney plaszezyznie.s A zalém wszelka Scias
npa wiecloboczna w wiclodcianie, odpowiadaé be-
dzie $cianie wielobotznéy podobney w drugim
wieloscianie 3 wige dwa wieloSciany beda zam-
kniete jedu:ak.} liczbg ‘plaszezyzn podobnych i
podobnie umiegszczonych. Powiadam nadto, Ze
"katy brytowe odpowiedne begdaréwne.

JakoZ, jezeli kat brylowy N. naprzyktad, jest
utworzony z kqtéw plaskich QNP, PNM, MNR,
QNR, kgt brytowy odpowiedny n, ulworzony
bgdzie przez katy plaskie gnp, pnm, mnr, qnr.
A fete katy ptaskie, kazdy kaZdemu sg réwne,
a nachylenie dwéch plaszczyzn prayleglyeh, jest
réwne nachylenin sobie odpowiednych plasa-
czymn; wige dwa katy brylowe saréwne, jakie-
by mogly przystac do siebie. i)

A zalém nakoniec, dwa wielodciany podobne,
mﬁl‘l ciany odpowiedne podobne, a kqty odpo-
wiedne rowne. ;

J¥ niosek. 7 poprzedzajgeego dowodzenia wy-
pada, e gdy z cutérech wierzchotkéw wielo$cia-
nu, utworzemy ostrosfup troykatny, i gdy utwo-
rzemy drogi z cztérech wierzcholkéw odpowxe-
dnych wielodcianu podobne-ro, te dwa ostrostu-
py beda podobne; bo micé beda boki odpowie~
dne proporcyonalne (21 uwag.).

Widzimy razem, Ze dw1e odpowiedne prze-
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l\qtne (19, 2), naprzykfad AN; an, maja sie do
siebie, jak dwie odpowiedne krawegdzie AB, ab.

2
: PODANIE XXV.

TWIERDZENIE.

Dwa wielo$ciany podobne, mogq sig po-
dzielié¢ na jednakq liczbg ostrostupow troy-
kaqtnych, podobnych katdy kaidemu, i po-
dobnie umieszczonych.

Wiemy juZ bowiem, Ze powierzehnia dwéeh
wieloécianéw moZe sig podzielié na jednakg li-
czbe troykatéw, podobnych kaidy kazdemu i
podobnie umieszczonych. Zwaimy wszystkie
troykaty jednego wielo$cianu, oprécz troykatéw
sktadajgcych kgt bryfowy A, jako podstawy ty-
lué ostrostupéw troykatnych, ktérych wierz-
chotkiem jest A: te ostrostupy razem wuzigte zlo-

%3 wielodcian. Podzielmy podobnie drugl wie-
loécian na ostrostupy, kioreby miaty za wierzcho-
tek wspolny, wierzchotek kata a odpowiedne-

go katowi A. 05 3% wiscie ostrostup faczacy czté-

ry wierzchotki‘wielodcianu; bedzie podobny o-
strostupowi chzgcemu cztely wierzchotki odpo-
wiedne drugiego wieloscianu. A zatém dwa w1e{tx‘

losciany podobue 3P tews i, Cni-3 s 47
) Lo, NMowi e 2+ Qwen m;lomuaq, S Nawbnsy

,va%u ’ ?D., joe 2 1eeeds fﬁa}obl, do/cn-oea

en i Ag YT Mj’ 8
aﬁ/";’!on‘v‘(:‘tlod'u“ ItM‘ AZ;:‘)(:) mt/
'/WV Dpetasiona vV N“,"‘“’r“ ”M Ry iy
WML*W ” "7’"“""’ gl Iaf4 1 ndeietis
o] Lo R4 ‘“‘l""‘"‘“""“m‘r ﬁ-mwz“du'"““d“' o
L 1 - ¥ [Jnm M orfve 30“,;
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PODANIE XXVI,
TWIBRDZENIE,

Dwa ostrostupy podobne majq sig do sie-
bie jak szesciany zbokdw odpowiednych.

PoniewaZ dwa osfrostupy sa podobne, prze-
to mnieyszy moZe hydZ umieszczony w wig-
kszym tak, aby miaty kat wspélny S (lig. 58).
Wwezas podstawy ABCDE, abede, beda réwno-
]eﬂl’e ,k?scxany odpowiedne s3 podobne (22),

%t ab jest réwny katowi SAB, oraz kat She
réowny SBC; a zatém plaszczyzna abc]est réwno-
legta plaszczyznie ABC (15,5). Niech teraz SO
bedzie prostopadia spuszczong z wierzchotka S
na plaszczyzng ABC, i niech o bedzie punktem
w ktérym ta prostopadta spotyka plaszezyzng
abe; mieé¢ bedziemy, podiug tego co si¢ juz do-
wiodto(15),80 : 80 :: SA:8a:: AB:abjanastepnie

3480:% So:: AB:ab.

Lecz podstawy ABCDE, abcde, jako figury po-
dobne, daja

ABCDE: abede : :_E’ cab’.

*Mnofgc terminy odpowiedde tych dwéch pro-
porcyy przezsig, olrzymamy proporcy3

" ABCUE %1 SO : abede X #S0:: AB: ab’;.
aze ABCDE X § 80 jest brylowatoscig ostrostii-

*
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pa SABCDE (18), a za$ abede X § So-jest bryfo-
watoscig ostroslupa Sablede, a zalém dwa ostro-
stupy maja sig do siebie, jak szesciany z ich kra-
.wedzx ) ow1ednych S e S

sp w A OIWG'I/;.:‘)“WW{:'L i /4 ;"‘:"c:,‘:
PODANIE ‘{XV’II“'" 3

TWIERDZENIE,

Dwa wielosciany podobne maje sig do
siebie jak szesciany z ich krawgdzi odpa-
wiednych.

JakoZ dwa wielosciany podobne moga bydi
-podzielone na jednaka liczbg ostrostupéw troykg-
tnych, podobnych kazdy kazdemu (23). Lecz dwa
ostrosiupy podobne APNM, aepnm (fig. 65), maja
sig do sicbie jak szedciany z bokéw odpowie-
dnych AM, am, albo jak szesciany z bokéw od-
powxednych AB, ab. T'enfe sam stosunek zaydzie
migdzy invemi jakiemikolwiek ostrostupami od-
powiednemi; a zatém summa wszystkich ostro-
stupéw, ktére sktadaja wielocian, czyli sam
wieloscian, masig do drugiego wieloscianu, jak
szedcian zjakiegokolwiek boku pierwszego wie-
loécianu, do szedcianu z boku odpowiednego wie-

’ ‘
Li(f;:avnul d;;“:’;i%(.)z. Busssh wrclused mmw
Uwaga ogdlna.

Moina wystawié w terminach algebraicznych
to je.t sposobem nayzwigzleyszym, powlérzenie
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ghiwnieyszych podan téy xigtki, zamykajjeéy
brytowatodci wielosciandw.
Niech B wyraia podstawe graniastostupa, H
- jego wysokosé: brylowatosé graniastostupa, beg-

o tdzie BXH czyli*BH.% v feicue 0y

Niech B wyrafa podstawg ostrostupa, a za§ H
jego wysokose : brytowatosé ostrostupa bedzie
Bx: H, ezyli Hx} B, czyli § BH.

Niech bedzie H wysoko$¢ kloca ostrostupo-
wego o podstawach réwnolegtych: niech AiB
wyrafajy podstawy jego: VAB bedzie $rednig
proporcyonalng migdzy podstawami : a brylowa-
toseia kloca bedzie § H X (A+4B+VAB).

Niech B wyraZa podstawe kloca graniastostu-
pa troykatnego, H, H/, H’, wysokosci trzech je-
go wierzchotkéw gérnych: brylowatoscig gra-
niastostupa $cigtego, bedzie 3 Bx(H4+H'4+H”)

Niech nakoniec P ip, wyrazajy brytowatosei
dwéch wieloécianéw podobnych, A iadwa bo-
ki albo dwie przekatne odpowiedne tych wie-

3

loscianéw: bgdzie B:p:: A’:a’

H
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