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Dozwala się drukować z warunkiem aby po wy-
drukowaniu złożone byty trzy exemplarze w Komi-
tecie Cenzury, Wilno 1829 d. i 5 Upca. 

Cenzor L. Borowski. 
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P O C Z Ą T K I 

G E O M E T R Y ! . 

XIĘGA CZWARTA. 

W I E LOB 0 K I FOREMNE, I M I A R A KOŁA. 

O P I S A N I E . 

^ ^ I E L O B O K , który jest razem równokątnym i ró-
wnobocznym, nazywa się wielobokiemforemnym. 

Wieloboki foremne są o wszelkiey liczbie bo-
ków. Troykąt równoboczny, jest wielobokiem 
foremnym o trzech bokach; kwadrat, jest wielo-
bokiem foremnym o czterech bokach. 

PODANIE P I E R W S Z E . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa wieloboki foremne o jedney liczbie 
boków, są figurami podobnemi. 

Niech będą naprzykład dwa sześciokąty fore-
mne ABCDEF, abcdef (fig. i)$ summa kątów 
w jedney i drugiey figurze jest taz sama, i ró-
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4 G B O M K T H YC 

wna się ośmiu kątom prostym ('28,1); kąt A jest 
«zóstą częścią tey summy, tak jak i kąt a-, a za-
teirt kąty A i a są równe sobie, i toż samo jest 
z kątami B i z kątami C i e, i t. d.. 

Nadto , ponieważ z natury wieloboków fore-
mnych, boki AB, BC. CD i t. d., są równe sobie, 
oraz są równe sobie boki ab, bc, cd, i t. d.j prze-
to między niemi te proporeye zachodzą: AB: 
ab : : BC : bc : : CD : cd i t. d.; więc figury, o któ-
rych mówimy, mają kąty równe i boki odpo-
wiedne proporcyonalne, a zatem są podobne (o» 
pis. 2 xię. 3). 

TYniosek. Obwody dwóch wieloboków fo-
remnych o jednakiey liczbie boków, mają się do 
siebie, jak ich boki odpowiedne, a powierzchnie 
zamknięte niemi, jak kwadraty 7, tychże boków 
W ) . 

Uwaga. Kąt wieloboku foremnego tak się 0-
anacza przez liczbę jego boków, jak kąt wielobo-
ku równokątnego (20,1). 

Przestroga, liczby nawiasami objęte oznaczają po-
dania do których się odwołuje. Jedna liczba w na-
wias/ch, znaczy podanie tey xiegi która się traktu-
je : gdv zaś są dwie liczby komą oddzielone, tedy 
pierwsza oznacza podanie, a druga 
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X I G A IV. 

P O D A N I E i r . 

I W I E I I D U S I E . 

* Każdy wielobok foremny może byćLi wpi-
sany w koło, i niem opisany. 

Niech będzie ABCDE i t. d. (fig. 2), wielobok 
foremny: wyobraźmy sobie poprowadzony okrąg 
kola przez trzy punktft A, B, C; niech O, będzi® 
środkiem jego, a OF prostopadła spuszczona na 
środek boku BC; dayrny AO, i OD. 

Czworoboki OPCD , OPBA , przystać mo-
gą do siebie ; jakoż bok Op jest wspólny, kąt 
OPC = OPB, jako proste; więc bok PC położy 
się na bok sobie równy PB, i punkt C5 padnie na 
B; nadto z natury wieloboku, kąt PCD = PBA, 
a zatem CD weźmie kierunek BA; aże C D = B A , 
więc punkt D padnie na A, i dwa czworobo-
ki całkiem do siebie przystaną. Odległość więo 
OD jest równa AO; a następnie okrąg koła prze-
chodzącego przez trzy„punkta A, B, C, przeydzie 
także przez punkt D. Podobnie rozuml^ąc do-
wiedziemy, że okrąg koła przechodzącego przez; 
trzy wierzchołki B, C', D; przeydzie'także przez 
wierzchołek następny E, i tak daley. Tenże sam 
więc okrąg koła, który przechodzi przez trzy 
punkty A, B, C, przeydzie przez wszystkie wierz-
chołki kątów wieloboku , a zatem wielobok b i -
dzie wpisany w ten okrąg. 
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6 G E O M E T R Y I 

Powtóre. Wszystkie boki AB, BC, CD, i t. d. dla 
tego okręgu, .«ą cięciwami równemi; a zatem są 
równie oddalone od'środka (8,2)5 jeżeli więc z pun-
ktu O, jako środka, promieniem OP, zakreśli się 
okrą<* koła, len dotknie bokJBC, jako i wszystkie* 
i n n o k rwie 1 oboku w ich środkach,a zatem okrąg 
ten wpisany będzie w wielobok, czyli wielobok 
opisany będzie na okręgu koła. 

Uwaga I. Punkt O, środek wspólny koła wpi-
sanego i opisanego, może bydź uważany jako śro-
dek wieloboku, i dla tey to przyczyny, kąt AOB, 
utworzony przez dwa promienie , do końców je-
dnego boku AB, poprowadzone, nazwano kałem 
iv środku. 

Ponieważ wszystkie cięciwy AB,BC i t. d. są 
równe5 przeto wszystkie kąty w środku są rów-
ne sobie; a zatem wartość każdego z nich wynay-
dzie się, dzieląc cztery kąty proste przez liczbę 
boków wielokąta. 

Uwaga II. Aby w dany okrąg koła wpisać 
wielohok foremny, o pewney liczbie boków, do-
syć jest podzielić okrąg na tyle części równych, 
ile wielobok ma boków; Jakoż, ponieważ łuki są 
równe, 'cięciwy AB, BC, CD i t. d. (fig. 4) będą 
równe, azalem^roykatj^BO, BOC, COD, i t. d. 
jako równoh®««5®pą także równe, więc wszy-
stkie kąty ABC, BCD, CDE i l. d. będą równe; a 
zatem figura AB CDE, będzie wielobokiem fore-
mnym. 

/ 
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X I E & A I V . 7 

P O D A N I E 111. 

ZAGADNIENIE. 

Wdany okrąg koła wpisać kwadrat. 

Poprowadźmy dwie średnice AC, BD, (fig. 5), 
przecinające się z sobą pod kątem prostym; po-
łączmy końce A , B, C, D, a figura AB GD, będzie 
kwadratem wpisanym; jakoż, ponieważ kąty 
AOB,BOC i t. d. są równe, cięciwy AB, BC, i t. d. 
są także równe. 

Uwaga. Ponieważ tróykąt BOC, jest pro-
stokątny i równoramienny^, przeto będzie (n ,3) 
BC : BO : : t/sTTi, azatem, bok kwadratu wpisane-
go ma się do promienia, jak pierwiastek kwadra-
towy z 2} do jedności. 

P O D A N I E I Y . 

Z A G A D N I E N I E . 

TV dany okrąg koła wpisać sześciobok fo-
remny, itroykąt równoboczny. 

Przypuśćmy że zagadnienie jest rozwiązane, i 
niech AB (fig. 4) będzie jednym bokiem sześcio-

* Koku wpisanego; jeżeli poprowadzimy promienie 
AO, OB, powiadam: że troykąt AOB, będzie ró-
wnobocznym. 

Jakoż, kąt AOB, jest»szóstą częścią czterech 
kątów prostych; wziąwszy więc kąt prosty za je-
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fi 6KOMJSTBTI 
dność, mieć będziemy AOB = f ==, f : dwa inne 
kąty A B O , BAO, 'egoż troykąta, wazą razem 
2—§ czyli aże są równe, przeto każdy z nich=*> 
ivięc troykąt A B O , jest równoboczny; azatem 
Łok sześciokąta wpisanego jest równy promie-
niowi. 

Z tego wypada, ża chcąc wpisać sześciobok fo-
remny w dany okrąg koła, potrzeba promień sześć 
razy odciąć na tem okręgu, co przywiedzie do 
tego samego punktu, skąd zaczęliśmy odcinać. 

Gdy sześciobok ABCDEF, jest wpisany, jeżeli 
się połączą wierzchołki kątów naprzemian, utwo-
rzy się troykąt równoboczny ACE. 

Uwaga. Figura ABCO, jest równoległobo-
Jcieni, nawet jest kwadratem skośnym, bo AB = 
BC = CO = AO; azatem (i4,3), summa kwadra-
tów z przekątnych to jest XC*- f BU1, jest ró-
wna^summie kwadratów z boków, którą tu jest 
4 AB2 czyli 4 BU3; gdy od jedney i drugiey od-
ciągniemy BO*, zostanie A C 2 = 5 BO*, a zatem 
AC a : B U 1 : : 3 : i, czyli AC : BO : : y/3Ti, a za-
tem, bok troykąt a równobocznego wpisanego w ko-
ło, ma się do promienia, jak pierwiastek kwadra-
lotvy z 5, do jedności 
f £ * * * * * 1 0 
V 1 i" k-ofz, jt^''* L 

1 . . . ~nA ófx KsU^'143 /w^nfłi fj- K 

L i c uJ i i , 

> 
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X I Ę G A I V . 9 

P O D A N I E V . 

Z A G A D N I E N I U . 

j y koło dane wpisać dziesięciobok fore-
mny., potem pięciobok ipigtnastobch. 

yC")Dzieli się promień AO, (fig.5) na średni i skray-
ny stosunek w punkcie M. (zagad. 4 xię. 3), bie-
rze się cięciwa AB, równa większemu ucinkowi 
OM; a AB, będzie bokiem dziesięcioboku fore-
mnego, który dziesięć razy przenieść potrzeba na 
okrąg koła. 

Jakoż, daymy MB: z wykreślenia mamy A O : 
O M : : O M : A M ; czyl i , że AB = OM , mamy 
A O : AB : : AB : A M ; a zatem troykąty ABO, 
AMB, mają kąt wspólny A, za warty między bo-
kami proporcyonalnemi; więc są podobne (2o.3); 
troykąt OAB, jest równoramienny, więc takim 
jest i troykąt AMB, i AB = BM : aże A B — OM, 
więc także MBrrOM; azatem troykąt BMO, jest 
równoramienny. 

Kąt AMB, zewnętrzny względem troykąta ró-
wnoramiennego BMO, jest równy dwa razy wzię-
temu kątowi wnętrznemu O (i9,i);aże kąt AMB^= 
M A B , azatem troykąt OAB, jest. takim, że każdy 
i kątów, na podstawie OAB. czyli OBA, jest ró-
wny dwa razy wziętemu kątowi w wierzchołku 
O, trzy więc kąty troykąta, ważą pięć razy wzię-
ty kąt O: azatem kąt O, jest piątą częśęią dwóch 

* kątów prostych, czyli dziesiątą częścią czterech 
' a. * - oK. M "Al 
^ JP) J\i t ii*^ ^ Ł tlcjf.' 
Ą rĄ: : ' on 4M: Mer: 6 A; 
iun-Ł ̂ / i * u-- KsJtjin*.) ^ 
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1 0 G E O M E T R Y I 

kątów prostych: luk więc AB, jest dziesiątą c/.ę-
ścią okręgu koła, a cięciwa AB, jest Lokiem dzie-
sięcioboku foremnego. 

IVniosek 1. Jeżeli się połączą po dwa wierz-
chołki kątów dziesięcioboku foremnego, utworzy 
się pięciobok foremny ACEGI. 

Wniosek II. Gdy AB, jest bokiem pięcioboku, 
a AL bokiem sześcioboku, wówczas łukBL będzie 
względem okręgu koła f — czyli azatem 
cięciwa BL, będzie bokiem piętnastoboku, czyli 
wieloboku foremnego o piętnastu bokach. W i -
dzimy razem, ze łuk C L , jest trzecią częścią 
GB. 

Uwaga. Gdy wielobok foremny jest wpisany, 
jeżeli się podzielą łuki podparte przez jego boki, 
na dwie równe części, i gdy się dadzą cięciwy pod-
pierające te połowy łuków, cięciwy te utworzą 
nowy wielobok foremny o podwóyney liczbie bo-
ków. Widzimy przeto , że kwadrat użyty bydź 
może do wpisania koleją wieloboków foremnych 
o 8, 16, 52 i t. d. bokach. Podobnie sześciobok słu-
ży do wpisania wieloboków foremnych o 12, 24, 
48 i t- d., bokach: dziesięciobok, do wpisania wie-
loboków o 20, 4o, 8o i t. d., bokach: piętnastobok 
do wpisania wieloboków o 3o, 6o, 120, i 1. d., bo-

W w w 
- - -

. t JTAiJ l - j 

2 » + 1 ,'„r«- ( • • ^ ^ ' r ł ' 
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X I JJ G A IV. 11 

P O D A N I E VI. 

- ' * » 
Z A G A D N I E N I E . 

Mając dany wieloboje foremny^ wjpisany 

ABCD i t. d. (fig. 6), opisać tenże okrąg kota 

wiel ob okiem? podobnym* 

Przez punkt T, środek łuku AB, daymy styczną 
GH, która będzie równoległy do AB, (10,2), toż 
samo uczyńmy w środku każdego innego łuku 
BC, CD i t. d.; te styczne przez swe przecięcia się 
utworzy wielobok foremny, opisany GHIK i t. d., 
podobny wielobokowi wpisanemu. 

Łatwo jest naprzód widzieć , że trzy punkta 
0 , B, H, są w linii prostey; gdyż troykąty pro-
stokątne O-TH , OHN , mają przeciwprostokątną 
wspólną O H , i bok OT = . ON, azatem są one 
równe (18,1.), kąt więc TOJT = IiON , a nast^ 
pnie linija OH przechodzi przez punkt B, śro-
dek łuku TN : dla teyże samey przyczyny punkt 
1, znayduie się na przedłużeniu OC; i t. d,. Ponie-
waż zaś G H , jest równoległa do AB t a HI do 
BC, kąt GHI = ABC (26,1) także H I K = BCD, 
i t. d.; przeto kąty wieloboku opisanego, są ró-
wne kątóm wieloboku wpisanego. Nadto, z przy-
czyny tychże równoległych, mamy GH : AB : : 
O H : OB, i H I : BC : : OH : OB , azatem GM: 
AB : : H I : BC. Aże AB = BC , więc GH = HI. 

»+. 00 ifrn^*) v 

Kaź* r* <* ^ ^ tlf^nte'^-
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1 3 G E O M K T R T I J ' 

3t)la podobney przyczyny HI = Ifv, i t. ci.'; boki 
więc wieloboku opisanego, są równe sobie, a za-
tem ten wielobok jest foremny i podobny wielo- ' 

I... bokowi wpisanemu. 
Wniosek I. Wzajemnie, gdyby był dany wie-

lobok opisany GIII lv 
i t. d., i gdyby potrzeba by-

ło, za pomocą jego narysować wielobok wpisany 
ABC i t. d , widzimy, iż dosyć byłoby do wierz-
chołków G. II, I, i t. d, wieloboku danego po-
prowadzić liaije OG, OH, i t. d., które spotkają 
okrąg koła w punktach A , B , C , i t. d. *, połą-
czylibyśmy polem te punk ta cięciwami AB, BC, 
i t. d., a te utworzyłyby wielobok wpisany. Mo-
glibyśmy także w tymże przypadku wprost po-
łączyć z sobą wszystkie punkta dotknięcia T, N, 
P , i t. d., cięciwami TN, NP, i t. d . , które u-
tworzyłyby równie wielobok wpisany podobny 
opisanemu. 

Wniosek II. Azatem, można opisać na kole da-
nem wszystkie wieloboki foremne, klóre tylko 
wpisać umiemy w koło, i wzajemnie. 

P O D A N I E V I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Powierzchnia . wieloboku foremnego jest 
równa jego obwodowi, rozmnożonemu przez 

» połowę promienia koła wpisanego. 

Niech bidzie nrtprzykład wielobuk foremny 
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X I Ę » A IV 
GHIK i t. d. (fig. 6); troykąt GOH, ma za mia-
rę GHX| OT; troykąt OHI ma z.a>miarę H f X | ON; 
aze O N = O T , więc dwa troykąty złączone razem, 
mają za miarę ( G H + H I ) * ! OT. Ciągnąc tym spo-
sobem wynayd*owanie miary innych trójkątów, 
znaydziemy źe summa wszystkich troykątów,czy-
li wielobok cały. ma za miarę suinmę podstaw GH, 
H I , IK , i t . d.. czyli obv\ ód wieloboku, rozmno-
żony przez | OT, połowę promienia koła wpisa-
nego. / 

Uwaga. Promień OT koła wpisanego jest to 
prostopadła spuszczona ze środka na jeden z bo-
ków wieloboku; nazywają czasami ją apotemą 
(1'apatheme) wieloboku. A . »M nm-ńmiy 

P 0 1 ) a N i K Y l l t 

T W I E R H Z E N I E. 

Obwody wieloboków foremnych o jedney 
liczbie boków mają sir do siebie jak promie-
nie kół opisanych, lub tez jak promienie kół 
wpisanych: a zaś powierzchnie ich. jak kwa-
draty z tychże promieni' 

Niech będzie A B (fig- 7) bok wieloboku o ja-
kim jest mowa, O jego środek, a zatem OA, pro-
mień koła opisanego, a OD, prostopadła do AB, 
promień koła wpisanegó : niech będzie podobnie, 
ab bok innego wieloboku podobnego pierwsze-
mu, o jego środek, oa i od. promienie kół opisa-
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l4 G E O M E T R I I 
nego i wpisanego. Obwody dwóch wieloboków 
mają się do sieb^3, jak boki AB i aże kąty A 
i a, są równe, jako każdy z nich jest połową ką-
ta wieloboku , i toż samo jest z kątami B i 
więc troykąty ABO, abo, są podobne, oraz troy^ 
kąty prostokątne ADO, ado-, a zatem, AB : ab:: 
AO : ao : : DO : do ; obwody więc wieloboków 
mają się do siebie, jak promienie AO, ao, kół 
opisanych, i także j \k promienie kół wpisa-
nych. 

Powierzchnie tychże wieloboków mają się do 
siebie , jak kwadraty z boków odpowiednych 
AB, ab; a zatem mają się także do siebie jak 
kwadraty z promieni AO, ao, koł opisanych, al-
ho*jak .dwa kwadraty z promieni OD, o d y kół 
wpisanych. ^ 

P O D A N I E I X . 

P O D A N I E T R Z Y B R A N E . 

TV szelka linija krzywa albo wieloboh^p.** 
oheymujący od jednego do drugiego końca, 
liniją wypukłą A M B , jest dłuzszy od linii 
ob/ętey A M B (fig. 8) 

Powiedzieliśmy juz byl i , że przez liniją w y -
pukłą rozumieć będziemy Hniją krzywą albo wie-
loboK , albo w części kjzywą a^w, części w i e ^ l o ^ ^ 
hotc^faką Iwwsfft, k t ó r j j S ^ ^ ^ S ^ ^ l i - e m ^ p ^ e -
©ią4t*więcey jak w dwóch punktach. Gdyby linija 
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t ° i- • AMB, miała c/ę&ci-w-s-k-a.k-H-}ą.fre.̂ czy -
-nia^. niebyłaby wypukłą; gdyż łatwo jest wi -
dzieć, że linija prosta mogłaby ją w więcey niz 
w dwóch punktach przeciąć. Łuki koła rzeczy wi-
ście są wypukłe; lecz podanie teraźnieysze ścia-
na się do jakieykolwiek linii dopełniającey tego**^*'*** 

^warunku. 
To założywszy, uważam, iż gdyby linija A M B 

nie była mnieyszą od wszystkich tych , które ją 
obeymują, tedy pomiędzy temi ostatniemi by-
łaby linija krótsza od wszystkich innych, i la 
byłaby mnieyszą od A M B albo przynaymniey 
jey równą. Niech będzie A C D E B ^ ^ n i j ^ o b t - y -
mującą ; między dwiema linijami poprowadźmy 
w jakimkolwiek mieyscu liniją prostą PQ, któ-
raby zgoła nie spotykała linii AMB, albo tylko 
jey dotykała. Linija prosta PQ jest krótszą od 
PCDEQ; a zatem gdy za część PCDEO podsta-
wi się prosta PQ, będzie linija obeymują-
ca APQB krótsza od APDQB. Aże z założenia 
ta ostatnia powinna bydź krótszą od wszystkich, 
więc to przypuszczenie ostaćby się uie mogło; a 
zatem ws/ystkie linije obeymujace, są dłuższe od 
objętey AMB. j 

Uwaga. Podobnym zupełnie sposobem dowie-
dlibyśmy, że linija wypukła i zachodząca na sie-
bie A!Y1B (fig. 9), jest krótszą od wszelkiey linii 
któraby ją zewsząd obeymowała, bądź to linija o -
beymująca F H G dotyka A M B w jednym lub 
więcey punktach, bądź to ze ją tylko obeymuje 
bez dotknięcia. 
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» 

P O D A N I E X. 

P O D A N I E P R Z Y B R A N E . 

N» i • - ' 
Mając dane dwa okręgi współśrodkowef 

można zawsze w większy wpisać wielobok 
foremny .któregoby boki ni es potykały ifhniey-
szego, z takie opisać można na mniejszym 
okręgu wielobok foremny, któregoby boki 
niespotykały/większego-, tak iŁw obudwóch 
tych przypadkach, boki wieloboku opisane-
go i wpisanego, będą zamknięte między dwo-
ma okręgami kół. 

Niecli będą CA, CB (fig. i o) promienie dwóch 
okręgów danych. Przez punkt A poprowadź-
my styczną D E . kończącą się na większym o -
kręgu w D i E; wpiszmy w większy okrąg ko-
ła jeden z wieloboków foremnych, co zrobić mo-
żna zapomocą poprzedzających zagadnień;, po-
dzielmy potem łuki podparte przez boki na dwie 
części równe, i poprowadźmy cięciwy do tych 
póło w łuku, tyra więc sposobem mieć będziemy 
wielobok o podwóyney liczbie boków; ciągniy-
my ten podział łuku na połowy póty,aż pi<fprzyy-
dziemy do łuku mnieyszego od DBE. Niech tym 
łukiem bę<lzie MBN (którego środek przypuść-
my że jest vv B): jasno jest , że cięciwa 

MN, bę-
dzie baiuziey oddaloną od środka niż DE, i że 
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wielobok foremny, którego MN jest bokiem nie 

j mole spotkać okręgu, którego promień jest CA. 
Przy takiem założeniu poprowadźmy CM, i f n f t 

CN. które spotkają styczną DE w P i Q; PQ 
będzie bok iern wieloboku opisanego, na małym, 
okręgu koła , podobnego wielobokowi wpisafte-
mu w wie lki , którego bokiem jest MN. Jasr-o 
więc jest, że wielobok opisany, mający za bok 
PQ, nie może spotkać wielkiego okręgu koła^ bo 
CP jest mnieysze od CM. 

A zatem przez podobne wykreślenie można na-
kreślić wielobok foremny wpisany w wielki 0-
krąg koła i wiel obok podobny opisać na mniey-
§zym, a te wieloboki mieć będą swe boki zawar-
te między dwoma okręgami kół . 

Uwaga. Gdy dane są dwa wycinki spółśrodko-
we FCG, I p H , można podobnie wpisać w wię-
kszy część wieloboku foremnego , ajbo opisać na 
mnieyszym część wieloboku podobnego, tak, że 
Obwody tych dwóch wieloboków zawarte będą 
między dwóma okręgami kół: dosyć jest dzielić 
łuk FBG koleją na 2, 4, 8. 16 i t. d. części rów-
flych, aż i3?przyydzie^słę"do części mnieyszev od 
i )BE. J 

Tu nazywamy część wieloboku foremnego, f i -
gurę zakończoną szeregiem cięciw równych, wpi-
sanych w łuk FG , od jednego do drugiego jego 
końca. Ta część ma własności główne wielobo-
ków foremnych, ma ona kąty równe i boki równe, 
fi razem może bydź wpisaną i opisana na kole; 
jednak »re jest ona--Qzffrnpyłaściwie zdanego 

2 
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wieloboku foremnego, 1 yJko-wtcn?;źas-, gdy łuk 
podparty przez jeden z boków jego, jest wielo-
krotną częścią całego okręgu. 

P O D A N I Ę X I . 

T W I E R I> Z E N I E . 

Okręgi dwóch kół moją się do siebie jak 
promienie, a powierzchnie ich, jak kwadraty 
z promieni. 

Oznaczmy dla skrócenia przez okr. CA, okrąg: 
koła mający za promień CA (fig. n ) : powia.damy 

ze mieć będziemy akr. CA : ohr. OB : : CA : OB. ; 
Bo gdyby to podanie nie z^acfioctzuo, tedyby 

CA miało się do OB jak okr. CA do czwartego 
termuru większego lub mnieyszego od okr. OB : 
przypuśćmy, że jest mnieyszy i niecb będzie, je-
żeli to bydz może, CA : OB : : okr. CA : okr. OD. 

Wpiszmy w okrąg koła. którego promień jest 
OB, wielobok foremny EFG lvEE, takyiżby boki 
zgoła nie spotykały okręgu koła , którego pro-
mień jest OD (10); wpiszmy także wielobok po-
dobny MNTTSM w okrąg koła, którego promień 
jest CA. 

Ponieważ te wieloboki są podobne, przeto ob-
wody ich MN P.SM, EFG lv E, mają się do siebie 
jak promienie CA, OB koi opisanych (8);'i mieć 
będziemy MNPSM ; EFGK K : : CA : OB. AŻe z 
zależenia 0 4 : 03 ;: ękr. : vkr. ODj azotem 
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MNPSM i E F G K E : : okr. CA i okr. OD. Ta pro-
porcya jest niepodobna: bo obwód MNPSM jest 
mnieyszy od okr. CA (g)> a przeciwnie E F G K E 
jest większy od okr. OD : więc niepodobieństwem 
jest, aby CA miało się do OB, jak okr. CA do 
okręgu mnieysźego, niź jest okr. OB; czyli mówiąc 
w wyrajach ogólnieyszych , niepodobieństwem 
jest, aby promień miał się do promienia, jak 
okrąg koła; nakreślony pierwszym promieniem, 
do okręgu koła mnieysźego od okręgu nakreślo-
nego drugim promieniem. 

Stąd wnosimy także, iż bydź nie może CA do 
OB, jak okr. CA do okręgu większego od oAr.OBj 
bo gdyby to było, mielibyśmy, przewracając sto-
sunki , OB do CA jak okrąg koła większy od 
okr. OB, do okr. CA ; albo co toż samo jest, jak 
okr. OB do okręgu mnieysźego od okr. CA; aza-
tem promień miałby się dó promienia, jak okrąg 
koła nakreślony pierwszym promieniem do 0-
kręgu koła mnieysźego od okręgu nakreślonego 
drugim promieniem: co dowiedliśmy że jest nie-
podobieństwem. 

Ponieważ czwarty termin proporcyi CA : OB : ; 
oAr.CA : X , nie może bydź ani mnieyszy, ani wię-
kszy od oAr.OB, a zatem bydź musi równy oA/.OB; 
przeto okręgi kół mają się do siebie jak ich pro-
mienie. 

Zupełnie podobne rozumowanie i wykreślnie, 
posłużą do dowiedzenia, że powierzchnie kół ma* 
ją się do siebie jak kwadraty z ich promieni. 

Nie będziemy wchodzili w inno szczegułjr t§« 

j i, w ĤŁKŁÂ - /«./• rCt KJtfł 
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go podania, J ^ jest ow*? ty lkowniosk iem nastę^ 
pnego-

11 niosek. Łuki podobne A B , DE (fig. 12), ma-
ją się do siebie jak ich promienie AC, DO. a w y -
cinki podobne ACB, DOE mają się do siebie jak 
kwadraty //tychże promieni. 

Jakoż, ponieważ luki są podohne , kąt C jest 
równy kątowi O {opis. 3. xięg.3)-, aże kąt C ma 
się do czterech kątów prostych jak łuk A B do 
całego koła nakreślonego promieniem AC (7.2,); 
a kąt O, ma się do czterech kątów prostych, jak 
łuk DE do okręgu nakreślonego promieniem 0D$ 
a zatem te łuki AB, D E , maja się do siebie jak 
okręgi kół których one są częs'cią: że zaś te okrę-
ci mają się jak promienie A C , D O , przeto łuk 
A B : łuku DE : : AC : DO. 

Dla teyże samey przyczyny wycinki A C B j 
DOE, mają się do siebie jak całe koła, te zaś jak 
kwadraty z promieni} azatem wjci. ACB: wy ci. 
DOE : : AC* : DO*, 

P O D A N I E X I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Powierzchnia koła jest równa mnogości 
z okręgu jego, przez połowę promienia. 

r ' 

Oznaczamy przez pow. CA, powierzchnią ko-
ła, którego promień jest CA, (fig. i3); powiadam 
że mieć będziemy paw. CA — § CA X oh'. CA< 
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Bo, gdyby 1 CAX okr. CA, nie była powierz-
chnią koła , którego promieniem jest CA, tedy ta 
ilość byłaby miarą koła większego lub mąiey-
szego ; przypuśćmy naprzód że jest miarą koła 
większego, i niech będzie, jeżeli to bydź może , 
l CA X okr. CA ==po\v. CB. 

K o ł o , którego promieniem jest CA, opiszmy 
wielojbokiem foremnym DEFG i t. d. , któregoby 
boki nie spotykały okręgu koła, mającego za pro-
mień CB (10)5 powierzchnia tego wieloboku ró-
wnać się będzie jego obwodowi DE-j-EF-f-FG-f-
i t. d., mnożonemu przez f CA, (7); aże obwód wie-
loboku jest większy od okręgu koła wpisanego, 
ho ten obeymuje go ze wszystkich stron, a zatem 
powierzchnia wieloboku DEFG i t. d., jest wię-
kszą od | AGXo^r. AC, która to ilość przez zało-
żenie, jest miarą koła promienia CB 5 wielobok 
więc byłby większy od koła; aże przeciwnie jest 
on mnieyszy, bo w nim jest zawarty, przeto nie-
podobieństwem jest, żeby CA X okr. CA, była 
większaod^on'.CA;czyli inaczey mówiąc,niepodo-
bieństwem jest, aby okrąg koła , mnożony przez 
połowę jego promienia, był miarą koła większego. 

Powiadam powtóre: że taż sama mnogość, nie-
może bydź miarą koła mnieyszego. Aby zaś nie-
odmieniać figury, przypuśćmy, że idzie rzecz o 
koło, którego promieniem jest CB; dowieść więc 
potrzeba, że | CBXoAv. CB, nie może bydź miarą 
koła mnieyszego, naprzykład koła, którego pro-
mień jest CA : jakoż niech będzie, jeżeli to bydź 
może , 1 CBXOAT. C B = paw. C A . 
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Gdy zrobimy to samo wykreślenie co i w y . 
2ey, powierzchnia wieloboku D E F G i t . d.. mieć 
hędziepjf za miarę ( D E + E F + F G + i t. d.) X> CA; 
aze obwód DE 4 - E F - f F G - f - i Ł-cl., jest mniey- • 
szy od okr. CB, obeymującego wielobok ze wszy-
stkich stron , a zatem powierzchnia wieloboku 7 

jest mnieyszą od i CA X okr. CB, a tym bardziey" 
mnieyszą od \ CB X okr. CB ; ta ostatnia ilość 
pijzez założenie jest miarą koła, którego promień 
jest CA, wielobok więc byłby mnieyszy od ko-
ła wpisanego, co jest niedorzecznością, przeto 
niepodobieństwem jest, aby mnogość z okręgu kô -
ła przez połowę promienia,była miarą koła mniey-r 
«zego. 

Azatem, nakoniec okrąg koła, mnożony przez 
połowę jego promienia, jest miarą tegoż koła. 

Wniosek I. Powierzchnia wycinka równa się 
łukowi tegoż wycinka, mnożonemu przez połowę 
promienia. 

Bo, wycinek ACB (fig. i4), tak się ma do całe-
go koła, jak łuk AMB do całego okręgu koła ABD 
(17,2.); albo jak AMBX| AC do ABDXiAC. Aże 
koło całe = ABDx \ AC ; przelo wycinek ACB, 
ma za miarę AMBX| AC, 

Wniosek 11. Nazwiymy 5T, okrąg koła , które-
go średnicą jest jedność; ponieważ okręgi kół 
mająsię do siebie jak ich promienie lub jak ich 
średnice,przeto ułożyć możemy tę proporcyą: śre-
dnica 1, do okręgu a, jak średnica 2CA do okrę-
gu promienia CA (fig. 11); tak iż mieć będ^ię* 
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my i : n : : 2CA : okr.CA| azatem CA=2;rXCA. 
pomnożywszy obie strony tey równości przez 
§ CA, mieć będziemy | CA X o*r. CA = n X CA% 
czyli CA = n. CA*-, azatem : powierzchnia 

koła jest równa mnogości z kwadratu jego pro -
mienia przez lirzbę stałą n,wyrażającą okrąg 
koła, którego średnicą jest 1, czyli wyrażającą 
stosunek okręgu koła do średnicy. 

Podobnym sposobem powierzchnia koła , ma-
jącego za promień O B , będzie równa n X OB ; 

•• aże nX CA* : n XÓ"£2 : : CA* : Ó F ; azatem p o -
k wierzchnie kół mają się do siebie jak kwadraty 
z ich promieni: co się zgadza z poprzedza jące j 
twierdzeniem. , 

Uwaga. Powiedzieliśmy już b y l i , że kwadra-
tura koła, zależy na wynalezieniu kwadratu ró -
wnego co do powierzchni kołu, którego promień 
jest znany ; te^az zaś dowiedliśmy, że kolo jest 
równoważne prostokątowi wystawionemu na 0-
kręgu koła, a mającemu za wysokość połowę pro-
mienia ; ten zaś prostokąt zamienia się na kwa-
drat, biorąc średnią proporcjonalną między dwo -
ma jego wymiarami (pod. 6 xięg. 5); azatem, po -
danie tyczące się kwadrowania koła, przywodzi 
się do znalezienia okręgu j ego , gdy znany jest 
promień; na to zaś potrzeba poznać stosunek 0 -
kręgu koła do promienia albo do średnicy. 

Dotychczas ten stosunek oznaczano tylko sposo-
bem przybliżonym; lecz to przybliżenie fek po -
ślinione Wio daleko, że wiadomość nawet do-
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kładnego stosunku, nieprzyniosłaby zgoła wię -
kszey rzetelnie korzyści, nad wiadomość stosunku 
przybliżonego. To zagadnienie, które tak wielu 
zatrudniało Geometrów, wtenczas, gd^r sposoby 
przybliżenia by ły mniey znane^dspisiay policzo-
ne jest do rzędu zagadnień próżnych i jałowych, 
któremi tylko zatrudniają się ci, którzy zajedwo 
pierwsze mają wiadomości Geometryj. 

Arcjiimedes dowiod ł , że stosunek okręgu ko-
ła do średnicy, zawarty jest między 3ig i 31?; 
a tak 3f czyli V j e s t wartością już bardzo przy* 
bliżoną do liczby, którąśmy przez n mianowali. 
To pierwsze przybliżenie jest częstego użycia 
dla swojey prostości. I\leci\isz na tęż sanję l icz-
bę znalazł wartość £s4 , daleko bardziey przy-
bliżona. Wreszc ie wartość <JI rozwiniona az 
do pewTnego porządku ułamków* dziesiętnych , 
znaleziona była przez innych Rachmistrzów 
5,1415926635897932 i t. d.; i mieli nawet cierpli-
wość przedłużyć te dziesiętne aż do sto dwódzie-s 
stego siódmego, owszem nawet aż do sio czterdzie-
stego rzędu liczb dziesiętnych. Oczy wiście, takie 
przybliżenie wyrównywa rzeczywistey wartości, 
i uieznamy lepięy pierwiastków polęg niedokła-
dnych. 

W następnych podaniach wyłożymy dwa nay-
prostsze początkowe sposoby na otrzymanie tych 
przybliżeń. 
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P O D A N I E XIII. 

Z A G A D N I E N I E . 

Mając dane powierzchnie wielobohufore-
mnego wpisanego i wieloboku podobnego o-
pisąuego, znaleśc powierzchnie wieloboków 
foremnych wpisanego i opisanego o podwóy-
ney liczbie boków. 

Niech będzie AB (fig. ^5), bok wieloboku da-
nego wpisanego j EF równoległe do xlB ; bok 
wieloboku podobnego opisanego; C środek koła: 
gdy damy cięciwę A M , i styczne AP, BQ; cię-
ciwa A M będzie bokiem wieloboku wpisanego 
o podwóyney liczbie boków, a zaś PQ, podwóy-
ne względem PM, będzie bokiem wieloboku po-
dobnego opisanego (6). Ponieważ toż samo w y -
kreślenie zachodzić będzie we wszystkich kątach, 
równych kątowi ACM , przeto dosyć jest roz-
ważyć sam tylko kąt A C M , a troykąty w nim 
zawarte, będą się miały do siebie, jak wieloboki 
calkie. Niech będzie A powierzchnią wielobo-
ku wpisanego ; którego bokiem jest AB; B, po-
wierzchnią wieloboku podobnego opisanego; A 
powierzchnią wieloboku, którego A M , jest bo-
kiem; B', powierzchnią wieloboku podobnego o-
pisanego : A i B są znane; chodzi nam teraz o 
wynalezienie A' iB ' . 

T r o y k ą t y A C D , A C M , których w i e r z c h o ł e k 
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wspólny jest w A. mają się do siebie jęk ich pod-
stawy C D , C M , aże te troykąty gnaja się takŻ£ 
do s-febie jak wieloboki A i A 'których są czę-
ściami , azatem A : A' : : CD : CM. Troykąty 
€ A M j CME , których wierzchołek wspólny jest 
M, mają się do siebie jak ich podstawy CA, CE; 
tez same zaś troykąty mają się do siebie jak 
wieloboju A' i B, których są częściami; azatem 
A ' : B : : GA : CE. Aże z przyczyny równoległo-
ści limy AD, ME , mamy CD : CM : : CA : CE; 
azatern A : A ' : : A ' : B; więc wielobok A' jeden z 
szukanych, jest średnio proporcyonalnym między 
d wóma wielobokami znanemi A i B; a następnie 
A'=/AxB7 

2° Z przyczyny wspólney wysokości CM, troy-
kąt CPM ma się do troykąta CPE , jak P M do 
PE; aże linija CP dzieli kąt MCE na dwie ró-
wne części, przeto mamy (17,5) PM : PE : : f ^ l ? ; 
CE : : CD : € Ą : : A : A'; azatem CPM : CPE rV 
A : A ' , a następnie CPM : CPM + CPE czyli 
C M E : : xl : A + A'. A że CM PA czyli 2 CMP i 
C M E , mają się do siebie jak wieloboki B' i B, 
których są częścią ; azatem B ' : B : : 2A : A-j-A'. 
J'uż zadeterminowąiiśmy AV to nowe podanie za-

2 A X B 
determinuje W, i będzie B ' = - ^ I j r j 7 5 za pomo-
cą więc wieloboków A i B łatwo jest znaleśe 
wieloboki A' i B . które mają dwa razy więcey bo-
ków. 

1 
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\ 

P O D A N I E X I V . 

Z A G A D N I E N I E . 

Znaleśc stosunek przybliżony okręgu koła 
do średnicy. 

Niecli będzie promień k o ł a m i , bok kwadra-
tu wpisanego będzie \/ 2 (3), bok zaś kwadratu 
opisanego będzie równy średnicy 2; powierzch-
nia więc kwadratu wpisanego == 2. a powierzch-
nia kwadratu opisanego == 4. Je,żel i teras po-
łożymy A = 2, 13 = znaydzlemy przez poprze-
dzające zagadnienie ośmiobok wpisany A' 

=2,8281271, a ośmiobok opisany E t = — = = 

5,3137085. Mając tym sposobem znane ośmio-
boki wpisany i opisany, znaydziemy za pomocą 
ich wieloboki o potiwóyn&ę liczbie boków; na-
leży znowu założyć A = 2,8284271, T3=5,5i 3yob5, 
a ruieć będziemy A' = V/A X B = 3.0614674 a 

B' — * I* — 3,1826979; Te potem wieloboki 
A —{— 

16 bokowe, posłużą do poznania wielottoków o 
32 bokach , i tak dałey pociągniemy, aż póki 
rachunek nie przestania dawać różnicy, między 
wielobokami wpisanym i opisanym,przynaymniey 
w porządku liczb dziesiętnych na jakim przesta-
jemy, a który w tym przykładzie jest siódmy* 
<Gdy przyydziemy do tego punktu, wniesiemy, ź.s 
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kolo jest równe ostatniemu wypadkowi, gdyż ko-
ło zawsze jest zawarte między wielobokiem wpi-
sanym i opisanym ; azatem, jeżeli te wieloboki 
nie różnią się zgoła od siebie, aż do pewnego rzędu 
liczb dziesiętnych, tedy i koło, aż do tegoż rzędu 
liczb nie będzie się różniło. 

Podajemy tu rachunek tych wfeloboków, po-
śliniony tak daleko , iż nicróżnią się zgolą w sió-
dmym rzędzie dziesiętnych. 

Liala boków. W ieloboki wpisane. Wielobohi opisane. 

4 2 , 0 0 0 0 0 0 0 4 . 0 0 0 0 0 0 0 
o 2,8284271 . . . . . . . 5,3I37O85 

,3,0614674 3,1826979 
32 5,i2i445i 3,1517249 
64 3,i 365485 3, .44u84 

128 . . . . . . . 3,i4u33n 5.i422256 
256 3,1412772 5.i4i75o4 
5i2 . . . . * . .3,i4i5i38 . . . . . . . 3,)4i632i 

1024 5,1415729 3,i4i6oj}5 
2G48 3,i4I5877 3 , f4i5 95i 
^096 < 3, i i i5gi4 5,I4)5933 
^'92 3,i4i5g2D 3,i415928 

36584 3,I4i59'j5 • 5,i4i5g27 

32768 3,i4i5g26 . 3,x415926, 

Zkąd vvnosimy,że powierzchnia koła—3,1415926. 
Mogłaby wątpliwość zachodzić wostamiey licz-
bie dziesięiney, z przyczyny części zaniedbanych; 
lecz tu rachunek robiony był jedną liczbą wię-
cey dziesiętnych; a to dla tego, aby bydź pewnym 
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o wypadku teraz znalezionym, aż do ostatniey 
liczby dfciesięt ney. 

Ponieważ powierzcbnia koła jest równa pół-o-
kręgowi koła mnożonemu przez promień; gdy 
zaś promień jest 1; pół okręgu koła jest 5.1410926; 
albo raczey gdy średnica jest 1 , okrąg kola jest 
3,1415926 ; przeto stosunek okręgu koła do śre-
dnicy oznaczony wyżey przez i4i5g >6-

* P O D A N I E X V . 

T W I E R D Z E N I E T R Z Y B R A N E 

Trofhąt CAB (fig. 16), jest równoważny 
trójkątowi równoramiennemu DCE, mają-
cemu tenże sam kąt C, i którego bok CE ró-
wny bokowi CD, jest średnio -proporcyonal-
ny między CA i CB. Nadto, jeżeli kąt CAB 
jest prosty , prostopadła CF , spuszczona 
na podstawę tróyhąta równoramiennego , 
będzie średnio - proporcyonalną między bo-
kiem CA i pół summą boków CA, C13. 

Jakoż i ° , z przyczyny kąta wspólnego C, 

Przestroga.Podania,gwiazdeczka naznaczone,w pier-
•wszem wykładzie tey nauki, bez przerwania ciągu 0-
puszczone bydź mogą; po przeyśoiu jednak wszystkich 
xiąg, w czasie powtarzania wyłożone bydź mają. 
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troykąt AEG ma się do troykąta równoramien-
nego DCE , jak AC X CE : DC X CE czyli DC* 
(24, 5); te więc troykąty będą równoważne, je-
żeli, DC 2 = A C X CB, czyli jeżeli D C , jest śre-
dnio-proporcyonalnym między AC iCB. 

2° Ponieważ prostopadła CGF , dzieli kąt 
ACB, na dwie części równe, przeto mamy (i7-5)j 
A G : GB : : AC : CB, skąd składając otrzymamy, 
A G AG + GB czyli AB : : AC : AC -j- CB; aie 
A G ma się do AB , jak troykąt A CG do troy-
kąta ACB , czyli 2CDF, nadto jeżeli kąt A jest 
prosty; tedy troykąty prostokątne A C G , CDF 
będą podobne i dadzą ACG : CDF : : AC* : 
przeto 

AC2 : 2CF4 : : AC : AC- fCB. 

Pomnożywszy d-rugi stosunek przez AC, po-
przedniki staną się równe, a następnie mieć bę-
dziemy 2 Ć F = AG X (AC -j- CB) ; czyli U F =? 
. „ / A C + CB\ , . c .. . . . ACXf ——^ I; azatem 2° jeżeli kąt A jest 

prosty, tedy prostopadła CF jest średnią pro-
porcyonalną między bokiem AC i pół summą ba* 
ków AC, CB. 

/ 
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*P O B A N I E XVI. 

ZAGADNIENIE. 

Znaleźć koło tak mało .się różniące od 
wielobokii danego foremnego, ile sami tyl-
ho zechcemy-

Niecli będzie nr przykład dany (fig. 17} 
drat B M N P ; ze środka jego C, spuśćmy prosto-
padłą CA na bok MB, i daymy CB. 

Koło zakreślone promieniem CA, będzie wpi -
sane w kwadrat, a koło zakreślone promieniem. 
CB opisane będzie na tymże kwadracie; pier-
wsze jest mńieysze , a drugie większe od kwa-
dratu: chodzi nam teraz o ścieśnienie tych granic. 

Weźmy CD i CE, równe każda w szczególno-
ści średniey proporcyonalney między CA i CB, 
i poprowadźmy ED. Troykąt równoramienny 
CDE będzie równoważny troykątowi CAB (5a)j 
toż samo zróbmy z każdym z ośmiu trOykątów 
składających kwadrat; tym sposobem utworzy-
my ośmiobok foremny równoważny kwadrato-
wi BMNP. Koło zakreślone promieniem C F , / 

CA+GB 
średnim proporcyonalnym między CA 1 • 

będzie wpisane w ośmiobok , a koło zakreślone 
promieniem C D , będzie na nim opisane. A tak 
pierwsze będzie mnieysze, . a drugie większe od 
k^A&jatn danego. Jeżeli podobnym sposobem 
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mienimy troykąt prostokątny COF na troykąt 
równoramienny jemu równoważny, utworzymy 
przez to wielohok foremny o szesnastu bokach, ró-
wnoważny kwadratowi danemu. Koło wpisane 
w ten wielobok, będzie mnieysze od kwadratu, a 
opisane na tym wieloboku, będzie większe od 
kwadratu. 

Można tym sposobem » ciągnąć daley dopóty, 
aż póki stosunek między promieniem koła wpi-
sanego i promieniem koła opisanego, nie będzie 
się tak rnało różnił od równości , ile sami ze-
chcemy. A wówczas oba te koła uważane bydź 
mogą, jako równoważne kwadratowi podanemu. 

Uwaga. Szukanie koleynych promieni do te-
go się sprowadza. Niech a będzie promieniem 
koła wrpisanego w jeden Z wieloboków znale-
zionych 5 b, promieniem koła opisanego na tym-
że wieloboku : niech podobnie będą a! i b' pro-
mienie tyczące się wieloboku następnego, mają-
cego dwa razy większą liczbę boków. l łodług 
tego, cośmy dowiedli , b' jest średnio - propor-
cyonalnem między a i b , a zaś a' jest średnio-

proporcyonalnem między a i ~T~i> tak iż mieć 

« , . y 1 / r ' / | / a X o - f ^ , T 

będziemy b = yaXb, a zas a == — - — . Ma-
jąc więc znane promienie a i b wieloboku , ła-
two znaydziemy promienie a i b' wieloboku na-
stępnego : i tak daley pociągniemy, aż póki ró-
żnica między promieniami stanie się niewidoczną, 
a wówczas, którykolwiek z tych promieni, 
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dzie promieniem koła równoważnego kwadrato-
wi, albo wielobok ow i podanemu. 

Ten sposób łatwo użyty bydź może w lini-
jaćh, gdyż zasadza się 011 na wynaydowaniu śre-
dnich proporcyonalnych koleynych między lini-
jarni znaneini 5 lecz nie równie lepiey się używa 
w liczbach , i jest jeden ze sposobów naydogod-
nieyszych, jakie geometrya początkowa podać 
nam może do prędkiego wynalezienia stosunku 
przybliżonego okręgu koła do średnicy. Niech 
będzie bok kwadratu = 2 $ pierwszy promień 
wpisany CA będzie 1, a pierwszy promień opi-
sany CB będzie czyli i,4i42i56. Uczyniwszy 
więc a=i,£=i.4i42i56,znaydzierny i'=1,1892071, 
a ci = i.og8684i. Te liczby posłużą do wyracho-
wania następnych promieni podług tegoż prawa. 

Przytaczamy tu wypadek rachunku wykona-
nego aż do 7 lub 8 cyler przez zwyczayne tabli-
ce logarytmowe. 

f 
Promienie kół opisanych. Promienie kół wpisanych. 

I,4i42l56 . . . . . . . . 1,0000000 
1,1892071 1,0986841 
i,i43o5oo 3,1210865 
i,i32oi4g i,i26565g 
1,1292862 1,1279257 
1,1286065 1,1282657 

Ponieważ pierwsza połowa cyfer jest taz sa-
ma po obu stronach, przeto zamiast średnich 

3 
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geometrycznych, można brać średnie arytmety-
czne , które się tylko w ostatnich znakach dzie-
siętnych różnić będą.Tym sposobem działanie zna-
cznie się skraca, i wypadki są: 

i,i28436o i,i2855o8 
1^12^5954 . . . . . . . . 1,1285721 
1,1285827 . i,-I2'85774 
1,1283801 1,1280787 
1,1283794 i,L2857gt 
1,1283792 1,1283792 

ł ii; 1 

Azatem 1,1283792 Jest prawie promieniem koła* 
równego co do powierzchni kwadratowi, które-
go bok jest 2. Stąd łatwo jest znaleść stosunek 
okręgu koła do średnicy, gdyż mamy dowiedzio-
no , że powierzchnia koła jest równa kwadrato-
wi z jego promienia, mnożonemu przez liczbę n j 
gdy więc podzielimy powierzchnią 4, przez kwa-
drat z liczby 1,1283792, mieć będziemy wartość n 
która z tego rachunku wypadnie taką 3,i 415926.... j 
jest to liczba taż sama jakąśmy innym sposobem 
otrzymali. 

* DODATEK DO KSIĘGI IV. 

O P I S A N I E . 

I. Nazywamy naywiększość (maximum), ilosc 
. naywiększą między wszystkiemi tegoż gatunku; 

ilościami; nayfhnieyszość zaś (minimum), nay-
mnieyszą^ 
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I lak średnica koła jest naywiększość czyli ma-

ści mum, między wszystkiemi linijami łączącemi 
dwa punkta okręgu koła; a prostopadła jest nay-
mnieyszość czyli minimum między wszystkiemi 
linijami prost emi z jednego punktu danego po-
prowadzonemi do linii prostey danCy. 

I I . Naizywamy figurami równo ~ obwodowemi 
czyli isoperymettirfcznemi (isoperimetres), te któ-
ie mają obwody równe; 

* P O D A N I E P I E R W S Z E , 

T W I E R D Z E N I E . 

Między wszystkiemi troykątami jedtiey 
podstawy i jednego obwodu, troykąt maxi-
nium jest ten, w którym dwa boki niedeter-
minowane są równe. 

JNiecb będźie A.C==ClJ, Altf + M B = A C + CB 
(fig. 18)5 powiadam, że troykąt równoramienny 
ACB jest większy jak troykąt A M B f mający tęz 
samę podstawę i tenże sam obwód co i troykąt 
ACB. 

Z punktu C, jako środka promieniem CA=:CBj 
zakreślmy okrąg koła j który spotka CA prze-
dłużone w D ; daymy DB 5 kąt D B A wpisany 
w półkole j będzie prósty (i5, 2). Przedłużmy 
prostopadłą DB ku N, zróbmy M N = MB, i day-
my AN. 

Nak oniec z punktów M i C , spuśćmy M P 
i C G , prostopadłe do DN. Ponieważ CB = CD, 

s*. 
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a MN = MB , przeto AC - f CB = A D , A M - f 
M B = A M + MN. Aze AC - f Cli = A M + MB, 
azatem A D = A M - f MN; więc A D > A N : jeżeli zaś 
pochyła A D jest większa od pochyłey AN, tędy 
pierwsza musi bydź bardziey oddaloną od pro -
stopadłey AB; a zatem DB>BN; a zatem BG po-
łowa BD (12, 1), będzie większa od BP po ło -
w y BN. Lecz troykąty ABC, ABM, mające tęż 
sarnę podstawę AB , mają się do siebie jak i ch 
wysokości B G , B P ; więc ponieważ B G > B P , 
przeto troykąt równoramienny ABC, jest większy 
od troykąt a nierównoramiennego A B M teyżepod-
stawy i tegoż obwodu. 
A -» ... 1 1 -rl •+•( ! (ipĄlff'**' 1 • \ ^ ' <•\ 

• P O D A N I E II. 

T W I E R D Z E N I E . 

Między wielobokami równoobwodowemi o 
jednakiey liczbie boków , wielobok maximum 
ma boki równe. 

Jakoż niech będzie ABCDEF, (fig. 19), wie -
lobok rnaxirnum ; jeżeli bok BC nie jest równy 
bokowi CD , zróbmy na podstawie BD, troykąt 
równoramienny BOD równoobwodowy z troy-
kątem BCD. Troykąt BOD będzie większy od 
BCD (pod . 1); a następnie wielobok A B O D E F 
będzie większy od A B C D E F , azatein ten osta-
tni nie będzie maximum miedzy temi wszyst-
kiemi wielobokami, które mają tenże sam ob-

L . , : ... , L - Ct . -v ; ••< .<-»••*•<• 
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wód , i tęż sarnę liczbę boków, co się sprzeci-
wia założeniu. W i ę c bydź powinno BC — CD: 
przez podobne rozumowanie mieć będziemy 
C D = D E , DE = EF i t. d.; a zatem wszystkie bo-
ki wieloboku mct.Tunum, są równe sobie. 

* P O D A N I E III. 

T W I E R D Z E N I E 

Ze wszystkich troykąt ów utworzonych 
z dwóc.i boków danych, czyniących między 
sobą jakikolwiek kąt dowolny, maximnm jest 
ten , w którym dwa boki dane czynią kąt 
prosty. 

Niech będą dwa troykąty BAC, BAD (fig-. 20), 
mające bok A B wspólny, a bok AC = AD; jeżeli 
kąt BAC jest prosty, powiadam że troykąt BAC 
będzie większy od troykąta BAD, mającego kąt 
w A ostry albo rozwarty. 

Jakoż, ponieważ podstawa A B jest wspólna, 
przeto dwa troykąty B A C , B A D , mają się do 
siebie jak ich wysokości AC, DE; aże prostopa-
dła DE jest krótszą od pochyłey AD albo jey 
równey AC, azatem troykąt B A D jest mnieyszy 
od BAC. 

\ 
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' P O D A N I E IV.. 4 

T F 1 E R U Z K N I E. 

Ze wszystkich wieloboków utworzonych z 
boków danych , a ostatniego tylko dowolnie 
frranego , wielobok niaximimi jest taki , ze 
wszystkie jego kąty wpisane by di mogą w 
półokrąg koła, w którym bok nieznany jest 
średnicą. 

Niecli będzie ABCDEF (fig*21), wielobok nay-
większy, z wieloboków utworzonych z boków 
danych AB, BC, CD, DE, EF i boku ostatniego 
Ą F } dowolnie wziętego. Poprowadźmy przeką-
tne A D , DF. Jeżeli kąt A D F nie jest prosty, 
można zachowując c?ęści A B C P , DKF, lakierni 
jakiemi są. powiększyć troykąt ADF, a nastęr 

pnie cały wielobok, czyniąc kąt ADF prostym, 
Stosownie do podapia poprzedzającego 5 lecz len 
wielobok nie może bydź powiększony, gdyż zar 

kładamy, że przyszedł do swojego rnaximum5 aza-
tem k"ąt A D F jest kalam prostym. Tożsamo jest 
z kątami A B F , ĄCF, AEF^ aząterr) wszystkie ką-
ty A, B, C, D, E, F, wieloboku mąximumiSĄ wpi -
sane w półokrąg koła, w którem bok nieoznaczo-
ny A F jest średnicą jego. 

Uwaga. To podanie nastręcza nam pytanie, to 
jest: azali jest wiele sposobów utworzenia wie-
loboku l boków danych, i jednego nieznanego. 
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któryby był średnicą pół okręgu koła, w które 
inne bokh są wpisane. Nim rozwiążemy to pyta-
nie» uważać potrzeba', że gdy jedna cięciwa AB 
(fig. 22),podpiera łuki zakreślone różne mi promie-
niami A C , A D ; kąt w środku, wsparty na tey 
pięciwie , będzie naymnieyszy w kole , którego 
promień ject naywiększy; tak ACB < ADB. Ja-
koż kąt ADO — A C D - f - G A D (27 ,1 ) ; aza^m 
ACD < ADO; a podwajając obie strony, mieć bę-
dziemy ACB < ADB. 

^ P O D A N I E V . 
> 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeden jest tylko sposób utworzenia wie-
loboku AECDEF (fig. 2 1 ) , z boków danych 
i ostatniego nie znanego, będącego średnicą 
półokręgu koła, w które inne boki są wpi-
sane• 

Przypuśćmy bowiem że znaleźliśmy koło , za-
dosyć czyniące temu pytaniu: jeżeli weźmiemy 
koło większe, cięciwy AB, BC, CD} i t. d. odpo-
wiedzą kątóm w środku mniejszym. Summa tych 
kątów w środku, będzie mnieyszą od dwóch ką-
tów prostych ; azatem końce boków danych nie 
padną już na końce średnicy. Nieprzyzwoilość 
przeciwna zaydzie, gdy wezniemy koło mniey-
sze; azatem wielobok, o jakim jest mowa; tylko 
w jedno koło wpisany bydź inoże. 
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Uwaga. Dowolnie odmieniać można porządek 

boków A B , BC, CD, i t. d-, a średnica kola opi-
sującego zawsze będzie taż sama lak jak i powierz-
chnią wieloboku : bo jakikolwiek będzie porzą-
dek beków AB, BC, i t. d . , dosyć jest, aby ich 
summa składała półokrąg koła , a wielobok za-
wsze mieć będzie tęż sarnę powierzchnia : gdy z 
ta równa się pólakręgowi koła mniey ucinkami 
AB, BC, i t. d . , k lórycb summa zawsze jest taż 
sarna. 

* P O D A N I E VI. 

T W I E R D Z E N I U . 

7je [wszystkich wieloboków utworzonych z 
boków danych, naywiększy czyli maximum 
jest ten, który wpisany by di może w koło. 

Niech będzie A B C D E F G (fig. 23), wielo-
bok wpisany, i abcdefg wielobok niedający się 
wpisać , utworzone z boków r ó w n y c h , tak, że 
A B = ab, BC = bc, i t. d., powiadam, że wielobok 
wpisany jest większy od drugiego. 

Daymy średnicęjEM, poprowadźmy AM, MB: 
n£ ab = A B , wystawmy troykąt abm = A B M , 
i poprowadźmy em. 

Na mocyr podania i v , wielobok E F G A M jest 
większy od wieloboku e/gam-, przynaymniey 
gdy ten ostatni nie może bydź podobnie wpisa-
ny w półokrąg ko ła , którcgoby bok em by ł 
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średnicą w takim przypadku, na mocy poda-
nia v, dwa wieloboki byłyby równe. Dla po-
dobney przyczyny wielobok EDCJBM jest więk-
szy od wieloboku edcbm, wyjąwszy tenże przy-
padek równości : bo jeden jest wpisany w koło, 
a drugi przez założenie nie daje się wpisać. Aza-
tem cały wielobok EFGAMBCDE jest większy 
od efgambcde, gdy te nie są całkowicie równe 
sobie: lecz lakierni nie są, bo jeden jest wpisany 
w koło , a drugi przez założenie nie daje się wpi-
sać, azatem wielobok wpisany jest większy. Od-
ciągnąwszy od obudwócli tych wieloboków troy-
kąty równe A B M , abm, pozostanie wielobok 
wpisany ABGDEFG większy cd wieloboku nie-
dającego się wpisać abcdefg. 

Uwaga. Podobnie się dowiedzie jak w poda-
niu v, że jedno tylko koło tu bydź może, a na-
stępnie , że jeden tylko wielobok jest maxi-
mum, który zadosyć czyni pytaniu, i ten wielo-
bok będzie jeszcze teyże samey powierzchni, ja-
kimkolwiek bądź. sposobem odmieni się^porządek 
boków. 

• P O D A N I E VII. 
T W I E R D Z E N I E . 

fWielobok foremny jest naywiększy czyli 
maxinmui, między wszystkie mi wielobokami 
równoobwodowemi o rówriey liczbie boków. 

Jakoż podług podania ir, wielobok maximum 
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ma wszystkie boki r ówne , a pod ług podania p o -
przedzającego , taki wielobok daje się wpisać w 
koło, azatem jest on foremny. 

* P O D A N I E V I I I , 

ZADANIE PRZEBRANE. 

Vwa kąty w środku , mierzone łukami 
dwóch różnych kół , mają się do siebie jak 
łuki między niemi zawarte , dzielone przez 
ich promienie. 

To jest, że kąt C (lig. 2<±), ma się do kąta O 
AB , . DE 

jak stosunek-^j do stosunku ^ 
Promieniem OF, równym AC, nakreślmy łuk 

iFG , zawarty między ramionami przedłnżone-
nii OD, OF. Z przyczyny promieni równych 
AC, OF, mieć będziemy: C : O : : AB : FG (17) 

czyli : : j^ It)' 1 P 1 " 2 ? 0 2 ^ z a ś ł u k ó w P o d o ? 

bnych FG, DE, mamy (11) , FG : DE : : FO : DO; 
FG , , . DE 

azatem s t o s u n e k ^ jest równy stosunkowi 

, . r 0 . . A B DE 1 mamy nąstępme ; U . . - ^ r • g g 
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T W I E H D Z K N I E. 

dwóch wieloboków foremnych równo-
obwodowych, ten jest ruty większy, który ma 
naywiększą liczbę boków. 

jSIiech będzie DE (fig- 25) polową boku jedne-
go z wieloboków , O jego środek , OE apothe-
jna czyli prostopadła spuszczona ze środka wie-
Joboku na bok jego : niech AB będzie połową 
boku drugiego wieloboku , którego środkiem jest 
C, a zaś CB ąpothemą. Przypuszczamy, że środ-
ki O i C położone są w jakieykolwiek odległo-
ści OC, a za§ apothejny O E , CB są w kierun-
ku OC; a tak DOE i ACB, będą polowy kątów 
w środku wieloboków ; a ponieważ te kąty nie 
są równe, przeto linije CA, OD, przedłużone spo-
tkają się z sobą w punkcie F: z lego punktu spuść-
my na DC prostopadłą T 0 ; z purr- tów O i C, jako 
środków zakreślmy łuki GI , G H kończące się 
na bokach OF. CF. 

To założywszy, mieć będziemy, przez poprze-

dzające podanie przybrane. O : G: : : ? , a ż e J ' ( J G 

D E , tjia się do pi.erwszegp obwodu wieloboku, 
jak kąt O , do Czterech kątów prostych, i AB 
jdo obwodu drugiego wieloboku , jak kąt C do 

^gjiilerech kątów pios+ych 5 azatem . ponieważ pb-
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wody wieloboków są równe , DE : AB : : O : C 
Ot G H 

czyli DE : A B : : ^ : Pomnożywszy po-
przedniki przez OG a następniki przez CG, mieć 
będziemy DE X OG : A B X C G : : G I : GH, Tróy-
katy podobne ODE,OFG dają OE : OG : : DE : F G ; 
skąd wypada D E X OG = O E x F G ; podobnie 
mieć będziemy A B X CG = C B X F G ; azatem 
OE X F G : CB X F G :: G I : GH, czyli OE : CB : : 
G I : GH. Jeżeli więc pokażemy, że łuk GI jest 
większy od łuku GH, stąd wypadnie, że apolhe-
ma OE jest większą od apotbemy CB. 

Z drugiey strony boku CF zróbmy figurę 
CKa; całkiem równą figurze CG a; , tak , że 
CK. = CG , kąt HCK — H C G , i łuk ł U = 
linija krzywa KccG obeymie łuk R H G , i bę-
dzie większą od tego łuku (9)5 azatem Ga:, po-
łowa linii krzywey, jest A v i ę k s z a od GH polowy 
tego łuku; a tym bardziey GI jest większe 
od GH. 

Z tego wypada, że apotbema OE , jest więk-
szą od CB : aże dwa wieloboki, jednego obwo-
du mają się do siebie jak ich apotbemy (7), aza-
tem wielobok mający DE za połowę swego bo-
ku, jest większy od wieloboku mającego A B za 
połowę boku. Pierwszy wielobok ma więcey bo-
ków, gdyż kąt jego w sYodku jest mnieyszy; aza-
tem z dwóch "wieloboków równoobwodowych , 
ten jest większy, który ma większą liczbę boków. 
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TWIERDZENIE, f* } 

Koło jest większe od wszelkiego wielobo-
ku równo-obwodowe go. 

Dowiedliśmy już, że ze wszystkie!) wieloboków 
równoobwodowyeb o jednakiey liczbie boków, 
wielobok foremny jest naywiększy; przeto cho-
dzi nam tylko o porównanie koła z jakimkolwiek 
wielobokiem foremnym równoobwodowym. 

Niech będzie A l (fig. 26), połową boku. tego 
wieloboku, którego C niech będzie środkiem. 
Niech będzie w kole równoobwodowym kąt 
D O E = A C 1 , a następnie łuk DE równy poło-
wie boku A l . Wielobok P ma się do koła G , 
jak troykąt A G I do wycinka ODE; a tak mieć 
będziemy, P : G : : i A I x G I : \ D E x O E : : CI : OE. 
Niech będzie poprowadzona do punku E , sty-
czna EG, która spotka OD przedłużone w pun-
kcie G, a troykąty podobne AGI, GOE dadzą pro-
porcyą , CI : OE : : A l czyli DE : G E ; azatem 
P : C : : DE czyli jak DE X -i O E , co jest mia-
rą wycinka DOE, do GE X | OE, co jest miarą 
troykąta GOE ; aże wycinek jest większy od 
troykąta , przeto P jest większe od C , azatem 
koło jest większe od wszelkiego wieloboku ró-
wnoobw odowego. 
• t +1 r.lk- '•/> r*t *•• rU* /-"W < , 
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X I E G A V. « 

P Ł A S Z C Z Y Z N Y I K Ą T Y B R Y Ł O W E 

o r i s A » i « / 

I. Linija prosta jest prostopadłą do płaszcz}'-
Zny, gdy jest prostopadłą do Wszystkich limy pro-
stych, przechodzących prżez jey spodek na pła-
szczyznie (pod.4): wzajemnie, płaszczyzna }est pro-
stopadłą do linii. 

Spodek prostopadłey jest to punkt, w którym 
ta li ni ja spotyka płaszczyzny 

I I . Linija prosta jest równoległą płaszczyźnie ^ 
gdy "przedłużone obie naydaley, nie mogą się z so-
bą spotkać. Wzajemnie ,,płaszczyzna jest równo-
ległą do linii. 

I I I . U wie, płaszczyzny są równoległe sobie,gdy 
będąc przedłużone naydaley* nie mogą się z sobą 
spotkać. 

I V . Dowiedziemy (pod. 3), Że wspólne przecię-
cie się dwóch płaszczyzn , z sobą się spotykają-
c y c h , jest lin i ja prosta; kąt więc, czyli wzajemni 
pochyłość dwóch płaszczyzn, jest ilością mniey 
lub bardziey wielką , na którą się one oddalają? 
ta ilość mierzy się (pod*. 7) kątem , jaki cżynią 
z sobą dwie prostopadłe, poprowadzone nakaz-
dey z°tych płaszczyzn, do jednego punktu przecię-
cia się wspólnego. 
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Ten" kąt może bydź ostry, prosty lub roz-

warty , 
V. Jeżeli jest prosty, dwie płaszczyzny są pro-

stopadłe do siebie. 
VI. Kątem bryłowym nazywamy przestrzeń 

k ą t o w ą , zawartą między kilku płaszczyznami, 
w jednym punkcie łącżącemi się. 

I t a k : kąt bryłowy S (fig. 45) jest utworzo-
ny przez połączenie się płaszczyzn AS.B, BSC 
CSB, DSA. 

Do utworzenia kąta bryłowego naymniey trzeeh 
płaszczyzn potrzeba. 

PODANIE; PIERWSZE, 

T W 1 E R I) i E N I E. 

Linijci prosta nie inoze bydz w części na 
płaszczy znie, a w części za płaszczyzną. 

Gdyż podług opisania płaszczyzny, skoró liriija 
prosta ma dwa punkta wspólne z płaszczyzną, 
tedy leży ona całkiem na tey płasżczyznie. 

Uwaga. Chcąc poznać czy powierzchnia jest 
płaską, potrzeba W rozmaitych kierunkach tey 
powierzchni, przykładać liniją prostą, i uważać 
©żyli ta w całey jey rozciągłości dotyka,-
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P O D A N I E II. 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwie linije proste przecinające się, są 
na jedney płaszczyznie i determinują jey 
położenie-

Niecli będą AB, AC, (fig. 27) dwie linije pro-
ste przecinające się w A. Wyobrazić sobie mo-
żemy płaszczyznę, przechodzącą przez linija pro-
stą A B ; jeżeli potem obracać będziemy tę pła-
szczyznę około AB a ż ^ * n a y d z i e na punkt C; 
wówczas linija AC , mająca dwa swoje punkta 
A, C, na tey płaszczyznie, całkiem na niey znay-
dować się będzie : położenie więc tey płaszczy-
zny jest determinowane przez ten jeden waru-
nek , iż płaszczyzna ta zawiera dwie linije pro-
ste AB, AC. 

Wniosek I. Troykąt ABC czyli trzy punkta 
A, B . C nie w linii prostey, determinują poło-
żenie płaszczyzny. 

Wniosek U. A zatem takie , dwie linije ró-
wnoległe AB, CD (fig. 28) determinują położe-
nie płaszczyzny; bo gdy poprowadzimy liniją 
przecinającą EF , tedy płaszczyzna dwóch liniy 
prostych ' a E , AF, będzie płaszczyzną liniy ró-
wnoległych AB, CD. 
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P O D A N I E I I I . 

T W I E R D Z E N I E. 

Jeżeli dwie płaszczyzny przecinają się 
z sobą, spolne ich przecięcie się będzie litują 
prostą-

Bo gdyby w liczbie punktów, wspólnych tym 
płaszczyznom, znalazły się trzy takie, które nie 
są w linii prostey, tedy dwie płaszczyzny o któ-
rych mówimy, jako przechodzące każda przez te 
trzy punkta, uczyniłyby jednę i tęż sarnę płasz-
czyznę (2); co jest przeciwnem założeniu. 

P O D A N I E I V . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli linija prosta A P (fig. 29) jest pro-
stopadłą dq dwóch innych P B , P C , krzyżu-
jących się u- jey spodki na płaszczy znie 
MN; tpefy ta linija A P będzie prostopadłą 
do kaidey Unii P Q , poprowadzoney przez 
jey spodek na teyże płaszczyznie ; a zatem 
będzie ona prostopadłą do płaszczyzny M N . 

Przez punkt Q, wzięty dowolnie ną PQ, day-
my linija prostą BC, w kącie BPC; tak, aby b y - ^ ^ ^ 
ło BQ == QC (pod. 5 xię. 5); poprowadźmy A B , u ^ ł T f * 
AQ, AC. " 

4 
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Ponieważ podstawa BC podzielona jest na dwie 
równe części w punkcie przeto troykąt BPC 
da (i4,3) 

P 1/ - f BP = 2 P ̂  V 2 QC \ 

Troykąt BAC podobnie daje 
AC"+ Ą B ' f = 2 A g * + 2 Q C : 

odciągnąwszy pierwszą równość od drugiey, i U-
ważając że troykąty APC, APB, oba prostokątne 

. w P, dają AC - C P ^ A P 1 , i AB1 - P W = AP* J 
mieć będziemy 

A P 3 + A P = 2 A Q 2 - aFQ\ 

Biorąc więc połowę z obudwóch stron,mieć bę-
dziemy AP3=M>"—PQ2 ,czyli A Q a = AP2 + ^ ' 
azatem 

troykąt APQ jest prostokątny w 
więc AP jest prostopadłą do PQ. 

Uwaga. Stąd widzimy że nie tylko linija pro-
sta może bydź prostopadłą do wszystkich tych, 
które przechodzą przez jey spodek na płaszczy-
źnie, lecz że to zachodzi zawsze, ile razy ta lini-
ja jest prostopadłą do dwóch liniy prostych, po-
prowadzonych na płas/czyznie; i to właśnie dowo-
dzi pewności opisania I. 

/7 niosek 1. Prostopadła AP jest krótszą od 
- ' każdey linii pochyłey AQ, azatem ta prostopadła 

mierzy prawdziwą odległość punktu A, od pła-• v* s/.czvzny PQ. «*»•** - niosek 11. Przez punkt P , dany na pła-
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szczyznie, jedna tylko prostopadła do płaszczy-
zny poprowadzoną bydź może : bo gdyby mo-
żna było wynieść dwie prostopadłe i', jednego 
punktu P, tedy, gdy poprowadzimy, podług tych 
dwóch prostopadłych, płaszczyznę, którey prze-
cięciem z płaszczyzną MN niech będzie PQ;wów-
czas dwie te prostopadłe, o których mówimy, 
byłyby prostopadłe do linii PQ, w tymże samym 
punkcie i na teyże samey płaszczyźnie: co jest nie-
podobieństwem. 

Równie niepodobieństwem jest, spuścić z je-
dnego punktu , danego za płaszczyzną, dwie pro-
stopadłe na tęż płaszczyznę; gdyż niech będą AP, 
AQ, te dwie prostopadłe; wówczas iróykąt APQ 
miałby dwa kąty proste, APQ, AQP, co jest nie-
podobieństwem, 

P O D A N I E V . 

T W I E R D Z E N I E. 

Linife pochyłe, równie oddalone ocl pro-
si opadłey,są równe sobie; a z dwóch liniy po-
chyłych , nie równie oddalonych od prosto» 
padley, ta jest dłuższą, która więcey od niey 
jest oddaloną. 

Bo kąty APB, A PC, APD (fig. 3o) są proste; 
jeżeli więc założymy, Że odległości PB, PC, PD są 
równe sobie, tedy troykąly A P B . APC , A PD 
mieć będą kąt równy, zawarty międz y bokami 
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równemi; azatem te tróykąty będą równe sobie; 
przeciw prostokątne w i ę c , czyli Jiniie pochyłe 
A B , AC, AD, będąjrów-ne między sobą. Podobnie, 
j e ż e l i odległość PE jest większą od P D czyli jey 
równey PB, tedy oczywiście pochyła A E , będzie 
większą od AB, czyli jey równey AD. 

Wniosek. Wszystkie li ni je pochyłe równe 
A B , AC, A D i d. padają na okrąg k o ł a B C D , 
zakreślonego ze spodka prostopadły P, jako śro-
dka; azatem mając dany punkt A za płaszczy-
zną , a chcąc z u.ilość na tey-płaszczyznie punkt 
P . gdzieby padła prostopadła spuszczona z A , 
potrzeba na tey płaszczyznie naznaczyć trzy pun-
kty B, C. D, równie oddalone od A , i szukać po -
tem środka koła, ktorehy przez te punkty prze-
chodziło , a tym środkiem będzie punkt szuka-
n y P . 

JJwaga. K ą t A B P } nazywa się nachyleniem 
linii pochyłey AB do płaszczyzny MN. W i d z i -
my, że to nachylenie jest równe dla wszystkich 
liniy p o c h y ł y c h , A B , AC, A D i t. d. które są 
równie od prostopadłey oddalone; gdyż wszyst-
kie tróykąty A B P , A C P , AU1' i t. d. są równe 
między sobą. 
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P O D A N I E VI . 

' • " ' f W I E R D Z E M l I , 

Niech będzie A P prostopadła do płaszczy-
zny M N (fig. 5 i ) i BC linija na tey płaszczy-
znie położona; jeżeli ze spodku P tey pro-
stopadłey, spuścimy P D prostopadłą na BC, 

^ i poprowadzimy A D / powiadam ze A D bę-
dzie prostopadłą do BC. , 

' W e z m f DB— DC f p ^ o w a c l ź m y PB, PC, A B , 
AC. Ponieważ DB==DC , pochyła PB = PC ; a 
•względem prostopadłey A P , ponieważ PB — P C , 
pochyła A B = A C (5); linija więc AD ma dwa 
swoje punkla xl i D równie oddalone od koń-
ców B i C, azatem A D jest prostopadłą w środ-
ku linii BC. 

Wniosek. Tu razem w i d z i m y , że BC jest pro-
stopadłą do płaszczyzny ABD, ponie.wą^ BC jest 
razem prostopadłą do dwóch liniy prostych AD, 
P D - r 

Uwaga. Dwie linije , BC , stawią, przy-
kład dwóch liniy prostych, które się zgoła z so-
bą nie spotykają , gdyż te linije nie znaydują się 
na jedney płaszczyznie. Naykrótsza odległość 
tych liniy jest prostopadła P D , która razem jest 
prostopadłą do linii A P i d o j i n i i PC; odległość 
P D jest naykrótszą między terai dwiema linija-
ini; bo gdy połączymy dwa inne punkla, jak na-

http://rcin.org.pl



V 

kTie linije A E . GH, nie sa na jedney pła-
czy-mą-jp4+w«k> z sobą kąt prosty; gdyz 

5 4 G E O M E T R Y ! * 

przykład A i B. będzie AB>AD, A D > P D ; aza-
tem tern bardziey AB>PD. 

Lubo dwie lini teifw* 
szczy? nje, 
AI3 i równoległa przez jeden z jey punktów po-
prowadzona do linii BC , czynią między sobą 
kąt prosty. Podobnie linije AB i PD, wystawu-
jące dwie jakiekolwiek linije proste, nie leżące 
na jedney płaszczyznie, uważają się, żeczyoią 
z sobą tenże sam kąt, jakiby uczyniła'AB ró 
wnoległa do P D , poprowadzona przez jeden 
z punktów linii AB. n * ? ? . 

' ' ** ^> P O D A N I E VII. 

r 
u er 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli litiija kV jest prostopadłą do pła-
szczyzny M N (fig. 02), wszelka linija D E 
równoległa, do AP , będzie prostopadłą do 
tey ze płaszczyzny. 

ftzzl a , ^ 
W-^kierumk-u liniy- równoległych. AP, DE po-

prowadźmy płaszczyznę , którey przecięciem się 
z płaszczyzną, MN będzie P D : na płaszczyźnie 
MN poprowadźmy BC prostopadłą do PD , i 
daymy AD. 

Podług wniosku poprzedzającego twierdzenia 
BC jest prostopadłą do płaszczyzny APDE, aza-
tem kąt I! JE jest prosty ; lecz kąt EDP j< st 
także prosty, be AP jest prostopadłą do PD i że 
DE jest równoległy do A P ; azatem linija Dr) 
fA* • « . •„ tĄ _ < • < , . „ • ' ' * • 
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jest prostopadłą do dwóch liniy prostych PD 
i D B : azatem jest ona prostopadłą do ich pła-
szczyzny MIS. 

Wniosek I. Wza jemnie , jeżeli dwie linije 
proste AP , DE, są prostopadłe do jedney pła-
szczyzny M N , takie linije będą równoległe so-
bie; bo gdyby n ieby ły równoległemi, tedy, po-
prowadzona przez punkt D linija równoległa do 
A P , byłaby prostopadłą do płaszczyzny MN; aza-
tem z jednego punktu D , możnahy było w y -
nieść dwie prostopadłe do jedney płaszczyzny, 
co jest niepodobieństwem (4). 

Wniosek II. Dwie linije A i B równoległe 
trzeciey C, są równoległe sobie; bo gdy wyobra-
zimy płaszczyznę prostopadłą do linii C , linije 
A i B równoległe do tey prostopadły , będą 
prostopadłe do teyże płaszczyzny; azatem, przez 
wniosek poprzedzający, są równoległe sobie. 

Rozumiemy, że trzy hnije / /me ąą na jedney 
płaszczyznie; inaczey bowiem to podanie byłoby 
już znane (->5,1). 

P O D A N I E V I I I . 

T W I E 11 D Z E K I B. 

Jeżeli linija A B (fig. 33) jest równoległą 
do linii prostey CD, poprowadzoney na pła-
szczyznie M N ; ta linija będzie równoległą 
do tey płaszczyzny. 

B o , gdyby linija A B , będąca na płaszczyznie 
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ABCD, spotkała płaszczyznę M N , to spotkanie 
przypadłoby w jakimkolwiek punkcie l ini i 'CD, 
przecięcia wspólnego dwóch płaszczyzn; aże AB 
nie może spotkać CD, bo do niey jest równoległą; 
przeto nie może spotkać i płaszczyzny MN; aza-
tem jest równoległą do płaszczyzny (opis. 2) 

P O D A N I E I X . 

T W I E R D Z E N I E 

Dwie 'płaszczyzny M N i PO (fig. 54) pro-
stopadłe do jedney linii prostey AB, są ró-
wnoległe sobie. 

Bo gdyby się z sobą gdziekolwiek spotkały, 
i niech będzie O jednym z ich punktów wspól-
nych; day%my,P4% O B ; linija A B , prostopadła 
do płaszczyzny M N , jest prostopadłą do linii 
prostey OA, na teyże płaszczyznie przez jey spo-
dek poprowadzoney; dla teyże samey przyczyny 
A B jest prostopadłą do BO ; azatem OA i OB 
byłyby dwie prostopadłe , z jednego punktu O 
spuszczone na linija prostą; co jest niepodobień-
stwem, przeto płaszczyzny MN*, PQ nie mogąc się 
z sobą spotkać, są równoległe sobie. 
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P O D A N I E X . 

T W I E R D Z E N I E . 

Przecięcia EF, GH, dwóch płaszczyzn ró-
wnoległych M N , PO, przez trzecią płaszczy- > . 
znę FG, są równoległe (fig. W) : * 1 ' 

Bo gdy^linije EF, GH, lezące na jcdney pła-
szczyźnie, nie śą^ównoległe, tedy przedłużone 
zbiegą się z sobą; azatem i płaszczyzny MN i PQ, 
na których one się znaydują, zbiegłyby się także, 
a więc nie byłyby równoległe. 

P O D A N I E X I . 

U,u mó+U/n. [v i . f$" 
*Jf ^Jjfw- ^ T 1 L ' 

Luuja A D (lig. 54) prostopadła do pła-
szczyzny M N , jest prostopadłą do płaszczy-
zny P Q równoległey MN. 

Pociągniymy dowolnie linija BC na płaszczy-
źnie P Q ; przez AB i BC poprowadźmy pła-
szczyznę A B C , którey przecięciem się z pła-
szczyzną MN niech będzie AD : to przecięęie 
AD, będzie równoległe do BC, (JO); aże linija 
AB, prostopadła do płaszczyzny MN, jest prosto-
padłą do linii AD;Jraatem AB będzie prostopa-
dłą do jey równoległey BC ; a pon^wawiż linija tiAęk** 
AB.^esl prostopadłą do każdey linii BC, prże-
ebodzącey przez jey spodek na płaszczyźnie PQ, 
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yb ladw-if** jest prostopadłą do 
płaszczyzny PQ. 

P O D A N I E X I I . 

T W I E ki n Z E N I E. 
tcmuMAL 

teG> F H 3 5 ) 

t-e migdzy dwiema płaszczyznami równo-
ległemi M N , PO, są równe sobie. ^ 

f» 
Przez linije równoległe EG, 'FH przeprowadź-

my płaszczyznę E G I I F , która spotka płaszczy-
zny równoległe podług kierunków EF i G H . 
Przecięcia EF. G H są równoległe sobie (10), oraz 
lakierni są linije KG, FH, azatem figura E G H F 
jest równoległobokiem; a więc E G = F H . 

Wniosek. Z tego wypada , że dwie piaszczy-
•1 siebie .od- A 

dalone; bo jeżeli EG i F H , są prostopadłe cło 
dwóch płaszczyzn MN, PQ, tedy są one równo-
ległe sobie (7); azatem są równe, f 

P O D A N I E XIII. 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli dwa kąty C A E , D B F (fig. 36) nie-
lezące na jedney płaszczy znie, mają swe ra-
miona równoległe, i skierowane w jedne stro-

,np, kąty takie są równe, a ich płaszczyzny 
<»**V *r ów nu logie. * 

W e ź m y A C = BD, A E = BF, i poprowadźmy 
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CE, DF, AB, GD, EF. Ponieważ AC jest równe 
i> równoległe do B D , przeto figura ABDC jest 
równoległobokiern (i,3); azatem CD jest równo 
i równolegle do AB. Dla teyże samey przyczy-
ny EF, jest równe i równoległe do AB; więc tak-
że CD jest równe i równoległe do EF; azatem 
figura CEFD jest równoległobokiern; przeto bok 
CE jest równy i równoległy DF; więc tróyką-
ty CAE, DBF, są równoboczne z sobą, azatem kąt 
C A E = D B F . 

Powtóre. Powiadam, że płaszczyzna ACE jest 
równoległą płaszczyznie BDF ; bo przypuśćmy 
że płaszczyzna równoległa do BDF, poprowadzo-
na przez punkt A , spotyka linije CD i EF w in-
nych punktach, niż są C i E, ńaprzykład w pun-
ktach G i H; wówczas podług podania xi i ; trzy 
linije AB, GD, FIT, będą równe; aże trzy linije 
AB, CD, EF juz są równe, więc byłoby CD—GD 
i F H = . EF; co jest niedorzecznością; azatem pła-
szczyzna ACE jest równoległą do płaszczyzny 
BDF-

Wniosek Jeżeli dwie płaszczyzny równoległe 
M N , PQ , są przecięte przez dwie inne pła-
szczyzny CABD, EABF, kąty CAE, DBF, utwo-
rzone przez przecięcia płaszczyzn równoległych, 
będą równe ; bo przecięcie A C jest równoległe 
do BD (io), AE równoległe do BF; azatem kąt 
C A E = DBF. 
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P O D A N I E X I Y . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli trzy linije proste AB, CD, EF (fig. 56) 
nie leżące na jedney płaszczy znie, są równe 
i równolegle sobie; ł&dy troykąty ACE, BDF 
utworzone z jedney i drugiey strony, łączą-
ce końce tych liniy prostych, będą równe, 
a ich płaszczyzny będą równoległe sobie. 

Jakoż, ponieważ AB jest równą i równoległą 
CD, figura ABDC jest róvvhołegłohokiem; aza-
tem Lok AC je9t równy i równoległy BD. Dla 
podobney przyczyny boki A E i BF są równe 
i równoległe; oraz takiemi są boki CE i DE: 
dwa więc troykąty ACE, BDF sa równe. Nad-
to podobnie się dowodzi, jak w podaniu poprze-
d z a j ą c e m , że płaszczyzny tych troykątów są ró-
wnoległe. 

P O D A N I E X T . 

T W 1 E R I) Z E N ! E. 

Dwie linije proste, zawarte między trze-
ma płaszczyznami równoległemi, przecięte 
są na części proporcyonalne. 

Przypuśćmy że lini ja A B (fig. 5y) Spotyka pła-
szczyzny równoległe JV1JN, JPQ> 11S. w punktach 
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A, E, B, i że linija CD, spotyka też same pła-
szczyzny w punktach C, F, D: powiadam, ze mieć 
będziemy A E : EB : : CF : FD. 

Poprowadźmy AD, która spolka płaszczyznę 
PQ w punkcie G ; i daymy AC, EG, GF, BD: 
przecięcia EG, BD, płaszczyzn równoległych PQ, 
B.S, przez płaszczyznę ABD, są równoległe (10): 
azatem AE : EB : : AG : GD : podobnie przecięcia 
AC,GE, jako równoległe,da ją A G : GD : : CF : FD: 
z przyczyny więc wspólnego stosunku A G : GD, 
będzie A E : EB : : CF : FD. 

• P O D A N I E X V I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Niech hpdzie^ABCJ) (fig. 58), jakikolwiek 
czwór ob oh^metezą cyna je dn ey płaszczyznie/ 
jeżeli boki przeciwległe przetutęste* propor-
cyonałnie m-zez dwiS linije proste EF , GH, 
tak, żT/est A E : EB V: DF : FC; i BG: G C = A H : 
HU; powiadam, że linije proste EF, GII, prze-
tną się z sobą w punkcie M tak, że będzie 
IIM : MG : : A E : EB; i E M : MF : : AH : HD. 

Poprowadźmy przez A D , jakąkolwiek pła-
szczyznę AMIcD, tak jednak, żeby nie przecho-
dziła przez GH: przez punkla E, B, C, F. day-
my do GII równoległe E<?, Bb, Cc, F / ; które 
spotkają lę płaszczyznę w punktach e, b, c. j1 
Z przyczyny równoległości liniy Bć.GE,Cc. (i5,5) 
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mieć bęilziemy bil : Fic : : BG : GC : : A H : IID, 
azatem (20,5) troykąty AYlb, D H c , są podobne. 
Mieć potem będziemy Ae : eb : : A E : EB : i I ) f : j 

fc :: D F : FC<; azatem Ae : eb : : 13/*: fc\ albo skła- i 
dając, będzie Ae : D / : : Ab : Dc. Ale z przyczy- f 
ny podobieństwa troykąt ów AH&, DHc, mamy f 
A b : Dc : : A H : IID ; azatem Ae : D / : : A l i : IID: j 

nadto, ponieważ z przyczyny podobieństwa tych-
że troykąt ów AHA i D H c , kąt l IAc = H D / j 

przeto troykąty A l i ? , D I I / są podobne (20,5); s 
r.zatem kąt A l l e = DII / . Z tego naprzód wypa- j 
da, że e l l / , jest liniją prostą; azatem że trzy ró- | 
wnoległe Ee, GII ,F / leżą na jedney płaszczyznie, \ 
która zawierać będzie linije EF, GH : więc te i 
linije przecinać się muszą w punkcie M. Powtó- j 
re, z przyczyny równoległości liniy Ee, M H , F / , : 
mieć będziemy EM : MF : : eH : Hf:: A H : IID. 

Przez podobne wykreślenie, odniesione do bo - I 
ku AB, dowiedziemy, że H M : M G A E : EB. # I 

P O D A N I E X V I I . | 

T W I E R D Z E N I E . | 

Kąt zawarty między płaszczyznami M A N i l 
M A P (fig. 5g) może bydź mierzony, stoso-
ivnie do opisania , kątem N A P , jaki czynią 
z sobą dwie prostopadłe AN", A P poprowa-
dzone na każday z tych płaszczyzn, do prze-
cięcia wspólnego A M . 

Dla przekonania się o rzetelności tey miary, 

£ 1 

http://rcin.org.pl



X I E G A V. 65 
dowieśdź potrzeba i° , że jest ona stałą, czyli że 
Jjędzie taż samą w każdym punkcie wspólnego 
przecięcia, skąd się wyprowadzają dwie prosto-
padłe. 

Jakoż, jeżeli weźmiemy inny punkt M, i gdy 
poprowadzimy MC na płaszczyźnie M N , i MB 
na płaszczyźnie MP, prostopadłe do wspólnego 
przecięcia A M ; tedy, ponieważ MB i AP są 
prostopadłe do jedney linii A M , przeto są rów-
noległe sobie. Dla teyże samey przyczyny MC 
jest równoległe do AN: więc kąt BMC = PAN 
(i3): azatem obojętną jest rzeczą, prowadzić^pro-
stopadłe tfe punktu M lub A, kąt między menu" ' 
zawarty zawsze będzie ten sam. 

2° Dowieśdź' potrzeba, że gdy kąt dwóch pła-
szczyzn powiększy ^ię lub zmnieyszy w pe-
wnym stosunku, tedy"i%ąt PAN,powiększy się lub 
zmnieyszy w tymże/^^fmku. 

Na płaszczyźnie PAN, z punktu A, promieniem 
dowolnym^ zakreślmy łuk NDP; ze środka M, 
promieniem równym, zakreślmy łuk CEB; po-
prowadźmy dowolnie AD. Ponieważ dwie pła-
szczyzny PAN, BMC są prostopadłe do jedney 
linii MA. przeto są równoległe sobie (9); prze-
cięcia więc A D , M E , tych dwóch płaszczyzn 
przez trzecią A M D są równoległe; azatem kąt 
43 UE będzie równy P A D ( i 3 ) . ^ 

Nazwiymy na moment węgiek kąt utworzony 
przez dwie płaszczyzny MP,MN.Teraz , gdyby kąt 
DAP był równy kątowi DAN, tedy oczywiście 
węgieł DAMP, byłby równy węgłowi DAMN; 
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64 GEOMETRY I 
gdyż podstawa PAD położyłaby się zupełnie na 
sobie równą DAN, wysokość A M zawsze byłaby 
taż sama: więc te dwa węgły zupełnieby do siebie 
przystały. Widzimy nawet, iż gdyby kąt DAP 
zawierał się dokładnie pewną liczbą razy w ką-
cie PAN, tedy i węgieł DAMP tyleżby się ra-
zy zawierał w węgle PAMN. Aże ze stosunku 
liczby całey wnosimy o stosunku jakimkolwiek, 
jak tego w zupełnie podobnem zdarzeniu dowie-
dliśmy (17,2); azatem jakikolwiek będzie stosu-
nek kąta DAP do kąta PAN; węgieł DAMP, bę-
dzie w tymże stosunku z węgłem P A M N : aza-
tem kąt NAP może bydź wzięty za miarę wę-
gła PAMN, czyli kąta, jaki czynią dwie pła-
szczyzny MAP, MAN. 

Uważa. T e - ż r ^ s k a t a m i nrzez dvyie 
płaszczyzny utworzonemi, -&0- 1 z kątami^ utwo-
rzonemi przez dwie linije proste. Azatem, gdy 
dwie płaszczyzny wzajemnie się krzyżują, kąty 
w wierzchołku są równe, a kąty przyległe ra-
zem wzięte ważą dwa kąty proste; azatem jeżeli 
jedna płaszczyzna jest prostopadłą do drugięy, 
tedy ta wzajemnie jest prostopadłą do piernszey. 
Podobnie w spotkaniu dwóch płaszczyzn równo-
ległych przez trzecią płaszczyznę, zachodzą też 
same równości i też same własności; co i w spo-
tkaniu dwóch liniy równoległych przez trzecią. 
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P O D A N I E X V I I I . 

T W/l EBDZEK 1 E. 

Gdy linija A P jest prostopadła do pła-
szczyzny M N , wszelka płaszczyzna A P B 
prowadzona przez tg prostopadłą AP , będzie 
prostopadłą do płaszczyzny M N (fig. 4o). 

Niech będzie EG przecięcie płaszczyzn AB ? 

MN: jeżeli na płaszczyźnie MN, poprowadzi się 
DE prostopadła do BP; linija A P , jako prosto-
padła do płaszczyzny WIN, jest prostopadłą do 
każdey z dwóch litiiy BC , D E : aże kąt APD, 
utworzony przez linije PA, PD prostopadłe d» 
wspólnego przecięcia .. B P , mierzy kąt dwóch 
płaszczyzn AB, MN; przeto, ponieważ ten kąt 
jest prosty, dwie płaszczyzny są do siebie pro* 
stopadłe (opis. 5). 

Uwaga. Gdy trzy linije proste AP , BP, DP, 
są do siebie prostopadłe, każda z tych liniy jest 
prostopadłą do płaszczyzny dwóch innych, a 
trzy płaszczyzny są wzajemnie prostopadłe da 
siebie* 

v 
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P O D A N I E X I X . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli płaszczyzna A B jest prostopadłą 
do płaszczyzny M N , i gdy na płaszczyznie 
pierwszey AB , poprowadzi się P A prosto-
padła do wspólnego przecięcia PB; powia-
dam., ze P A będzie prostopadła, do płaszczy-
zny M N (fig. 4o). 

Jakoż gdy na płaszczyznie MN poprowadzi 
się PD prostopadła do P B , kąt A P D będzie 
prosty; gdyż płaszczyzny są prostopadłe do sie-
bie; więc linija A P , jest prostopadłą do dwóch 
liniy PB, PD, zatem -oi*tprostopadł j jdo ich 
płaszczyzny MN-

Wniosek, Jeżeli płaszczyzna Ą jB, jest prosto-
padłą do płaszczyzny MN , i gdy z punktu P 
•wspólnego ich przecięcia , wyniesie się prosto-
padła do płaszczyzny MN, powiadam, że ta pro-
stopadła będzie na płaszczyznie AB ; bo gdyby 
ona nie była na niey, moglibyśmy poprowadzić 
na płaszczyznie A B prostopadłą A P do wspól-
nego przecięcia B P , która byłaby razem pro-
stopadłą do płaszczyzny MN: azatem w jednym 
punkcie by łyby dwie prostopadłe do płaszczyzny 
M N ; co jest niepodobieństwem (4), 
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P O D A N I E X X . 

67 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli dwie płaszczyzny AB, A D (fig. 4o) , 
są prostopadłe do irzeciey MN , tedy i 
wspólne ich przecięcie Al*, prostopadłe bę-
dzie do tey trzeciey płaszczyzny. 

Bo gdy z punktu P wyniesiemy prostopadłą 
<lo płaszczyzny MN, ta prostopadła znaydować 
się musi razćm , tak na płaszczyznie AB jako 
i na płaszczyznie A D (wnio. ig)j azatem jest ona 
wspólnem ich przecięciem AP. 

P O D A N I E X X I . 

T W I E R D Z E N I E . I 

Jeżeli kat bryłowy utworzony jest przez 
trzy kąty płaskie, summa jakichkolwiek 
dwóch z tych kantów będzie większą od ką-
ta trzeciego. 

Należy nam dowieść tylko to podanie gdy kąt 
płaski, który z summa dwóch innych porówny-
wamy, jest większy od każdego z tych ostatnich. 
Niech więc będzie kąt bryłowy S (fig. 4i) u-
tworzony przez trzy kąty płaskie ASB, ASC i 
BSC; i przypuśćlny że kąt ASB, jest naywiększy 

5* 
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ze trzecłr kątów , powiadam że mieć będziemy 
ASB<ASG+BSC. 

Na płaszczyznie ASB zróbmy kąt DSB=BSC; 
poprowadźmy dowolnie liniją prostą A D B , a 
wziąwszy SC=SD, daymy AG, BC. 

Dwa boki BS, SD, są równe dwóm bokom 
B S , SC; kąt BSD = BSC; azatem dwa troyką-
ty. BSD, BSC są równe, więc BD BC. Mamy 
aaś AB<AC - f BC; odciągnąwszy z jedney stro-
ny BD a z drugiey strony BC równe B D , o-
trzymamy A D < A C . Dwa boki A S , SD są ró-
wne dwóra bokóm A S , SC, trzeci AD jest 
innieyszy od trzeciego A C ; azatem (10,1) kąt 
ASD<ASC. Dodając B S D = BSC, mieć będzie-
my A S D + B S D czyli ASB<ASC-f BSC. 

P O D A N I E X X I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Summa kątów płaskich, składających kąt 
bryłowy, jest zawsze mnieyszą od czterech 
kątów prostych. 

Przetniymf kąt bryłowy^S (fig. 42) jakąkól-, 
w iek płaszczyzną ABCDE^z punktu O, wzięte^ 
s>o na tey płaszczyźnie, poprowadźmy do wszy-
stkich kątów linije OA, OB, OC, OD, OE. 

Summa kątów tróykątów ASB, BSC i t. d. 
tworzonych przy wierzchołku S, równa jest sum-
mie kątów podobneyże liczby tróykątów AOBj 
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BOC i t. d. utworzonych przy wierzchołku O. 
Lecz w punkcie B, kąty ABO, OBC, wzięte ra-
zem czynią kąt ABC mnieyszy od summy ką-
tów A B S , SBC (21); podobnie w punkcie C , 
mamy BCO + OCD < BCS + SCD; toż samo jest, 
ze wszystkieini kątami wi eloboku ABCDE. Z te-
go wypada, że w troykątach, których wierzchoł-
kiem jest O , sumiru kątów na podstawie jest 
mnieyszą od summy Kątów na podstawie w troy-
kątach , których wierzchołkiem jest S ; azatem 
summa kątów utworzonych przy punkcie O, jest 
większą od summy kątów przy punkcie S. Aże 
summa kątów przy punkcie O jest równą czte-
rem kątóm prostym (5,i); a zatem summa kątów 
płaskich składających kąt bryłowy S, jest mniey-
szą od czterech kątów prostych. 

Uwaga. W tem dowodzeniu przypuszczamy ze 
kąt bryłowy jest wypukły , czyli że płaszczy-
zna jedney ściany przedłużona nigdy przeciąć 
nie może kąta bryłowego; w przeciwnym razie 
summa kątów płaskich niemiałaby granic, zmo-
głaby bydź jakąkolwiek wielkością. 
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P O D A N I E X X I I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli dwa kąty bryłowe złożone są ze 
trzech kątów płaskich równych, każdy każ-
demu; tf&dy płaszczyzny,na których leżą te 
kąty równe, będą rów$$ do siebie nachy-
lone. 

Niech będzie kat A S C = D T F , kąt A S B = D T E , 
i kąt BSC ETF (lig. 43); powiadam , że dwie 
płaszczyzny ASC, ASB takie mieć będą nachyle-
nie do sietbie, jakie mają i płaszczyzny DTE. DTE. 

Weźmy dowolnie SB', i poprowadźmy BO 
prostopadłą do płaszczyzny ASC; z punktu O, 
gdzie ta prostopadła spotyka płaszczyznę , po-
prowadźmy OA , OC, prostopadłe do SA, SC, i 
dayrny AB ; BC ; weźmy potem TE — SB; po-
prowadźmy EP prostopadłą do płaszczyzny DTFj 
z punktu P poprowadźmy PD, FF prostopadłe 
do TD, T.F, nakoniec daymy DE, EF. 

Troykąt SAB jest prostokątny w A , a troy-
kąt DTE prostokątny w D (6). a ponieważ kąt 
A S B = DTE, przeto także kat SBA==TED. Nad-
to SB = . T E ; więc troykąt SAB jest równy 
trójkątowi TDE (5, i ) ; azatem SA = TD t a 
AB = DE. Podobnym sposobem dowiedzie się 
le S C = T F , a BC = EF. Czworobok SAOC 
jest równy czworobokowi TDPF, bo gdy polo-
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żymy kąt ASC na jemu równy DTFftedy z przy-
czyny S A = TD, a SG = TF, punkt A padnie na 
D, a punkt G na F, a w tymże czasie AO, pro-
stopadła do S A , padnie na BP prostopadłą do * 
DT, i podobnie OC padnie na OF; azatem punkt 
0 padnie na punkt P , i będzie AO = DP. Aże 
tróykąty A O B , DPE są prostokątne w O i P, 
przeciwprostokątna AB = DE i bok AO = DP; 
przeto te tróykąty są równe (18, 1); azatem kąt 
OAB—PDE. Kąt OAB jest nachyleniem dwóch 
płaszczyzn ASJJ^ASC; kąt PJ3E jest nachyleniem 
dwóch płaszczyzn DTE, DTF; azatem te dwa na-
chylenia są równe sobie. 

Uważać tu jednak należy że kąt A, tróykąta 
prostokątnego OAB, * * jest właściwie nachyle-
niem dwóch płaszczyzn ASB, ASC, tylko wten-
czas, gdy prostopadła BO pada, względem SA, 
z teyże samey strony, co i SC; jeżeli ta prosto-
padła p a d a z diflfgiey strony, wówczas kąt dwóch 

tpłaszczyzn byłby rozwarty, a przyłączony do ką-
ta A tróykąta OAB, uczyniłby dwa k ą t ^ m i e . 

\Lecz w tymże samym przypadku-, kąt dwóch 
'płaszczyzn TDE, TDF, byłby takżeąrozwarly, 
p r z y ł ą c z o n y do kąta D, tróykąta DPE, uczy-

* rtiltfy -fli?^%ty'proątej, a/.iilern, ponieważ kąt A 
zawsze byłby równy kątct f^D, 
•także, że nachylenie^ dwóch płaszczyzn A^B, 
ASC jest równe nachyleniu-dwóch płaszczyzn 
TDE, TDF. 

I/waga. Gdy dwa kąty bryłowe są złożone 
1 z ftżech kątów płaskich, równych każdy każde-

http://rcin.org.pl



r?2 G E ° M B T K Y 1 

mu, i gdy r ^ e m kąty równe czyli odpowiedne 
są jednakim sposobem rozłozone w dwóch ką-
tach bryłowych ; wówczas te kąty są równe 
sobie , i przyłożone do siebie przystaną. Jakoż 
widzieliśmy już, że czworobok S\OC może bydź 
położony na jemu równy T D P F ; a tak kładąc, 
SA na T D , SC padnie na TT . a punkt O na 
punkt P. Lecz z przyczyny równości tróyką-
tów AOB, DPE, OB, prostopadła do płaszczyzny 
ĄSC, jest równa PE, prostopadłey do płaszczy-
zny TDF: nadto tu prostopadłe są skierowane 
w jednę stronę 5 azatem punkt B padnie na E, 
linija SB na liniją T E , i dwa kąty bryłowe zu- . 
pełnie do siebie przystaną. - t u 

To jednak przystawanie wtenczasfzachodzi, gdy 
zakładamy, że kąty płaskie równe, są rozłozone 
jednakim sposobem w obudwóch kątach bry ło -
wych; bo Hd\by katy płaskie ŁÓwine, rozłozone 
były w xv*£ee%nyin porządku,aibcrco na jedno wy-^ 
chodzi* gdyby prostopadłe OB, PE, zamiast kje^* 
rowalffi^się w tęż sarnę stronę względero pTa-
szczyzn ASC, D T F , były skierowane wstronf^ 
przec iwni? wówczas niepodobne byłoby przy-
stawanie do siebie dwóch kątów br^ło^,ych» 4 
jednak otn ug^ 
t w ł w d t ó u a ^ gdyKy* płaszczyzny na których są 
kąty równe, b y ł y k r ó w n ^ nachylane do siebie* 
tak , że dwa kąty bryłovve b y ł y b y równe we 
wszystkich swych częściach składających, nie-
mógąc jednak do siebie przystać. Ten rodząy 
wnośc i , który n*e jest bezwzględny^ czyli,przy-
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stawanie* zasługuje n,a Rozróżnieni,e przez szcze-
gólne nazwanie: nazywać Będziemy równo-
ścią nr zez . symetryą. 

l ldS^fwa^kąty bryłowe, o których mowa, 
utworzone przez trzy kąty płaskie równe każdy 
każdemu, lecz.rozłoźone w porządku wstecznym, 
nazywać ^Ę^SĘf kątami równemi przez sy me-
try ą, czyli krócey, kątami sy metry cznemi. 

Ta sama uwaga stosuje się do kątów bryło -
wych , utworzonych z wjęcey niż trzech kątów 
płaskich; i tak jeden kąt bry łowy utworzony 
przez kąty płaskie A, B, O, D, E, i kąt drugi 
b r y ł o w y utworzony przez te same kąty w po-
rządku wstecznym A, E, D, C, R mogą bydź ta-
kie , że płaszczyzny na których znayuują się te 
kąty równe, są równaj nachylone do siebie; te 
kąty bryłowe , które będą równe, chociaż przy-
stawanie ich jest niepodobne, nazywają się kąta-
mi bryłowemi równemi przez symetryą czyli ką-
tami brył owe mi sy metryczne rn i. 

W figurach płaskich, właściwie mówiąc, żgo-
ła niema równości przez symetryą, i wszystkie 
JWrówności, którebyśmy tak nazywać chcieii, b y -
łyby równościami bezwzgłędnemi albo przy-
stawaniem; przyczyną tego jest, że można prze-
wrócić figurę płaską , i bez różnicy wziąć górę 
za spód. Całkiem inaczey się dzieje w bryłach, 
gdzie trzeci wymiar może bydź wzięty w dwóch 
kierunkach różnych. R 
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Z A G A D N I E N I E . 

Mając dane trzy kąty płaskie składają-
ce kąt bryłowy, wynaleźć, przez wykreśle-
nie ptasiiie, kąt, jaki dwie z tych płaszczyzn 
czynią z sobą. 

Niecli będzie S (fig. 44) dany kąt bryłowy 
w którym znane są trzy kąty płąskie ASB, ASC, 
BSC; szukaymy kąta jaki czynią z sobą dwie 
z tych płaszczyzn, naprzykład płaszczyzny ASB, 
ASC. rftUo 

WyobraźmyJe zrobiliśmy to samo wykreślenie 
co w podaniu poprzedza łem ; kąt OAB będzie 
kątem szukanym. Chodzi więc tylko o znale-
zienie tegoż samego kala przez wykreślenie pła-
skie, czyli kreślone na jedney płaszczyźnie. 

Na ten koniec zróbmy na jedney płaszczyznie 
kąty B'SA, ASC, B"SC, równe kątom BSA, ASC, 
BSC, w figurze bryłowey: weźmy B'S i B'S ró-
wne w szczególności BS figury bryłowey. Z pun-
któw B' i B" spuśćmy B'A i B"C prostopadłe 
na SA i SC, które się zbiega z sobą w punkcie O. 
Z punktu A , jako środka, promieniem AB' za-
kreślmy półokręgu koła B'£E; z punktu O w y -
nieśmy 06 prostopadłą do B E, która spotka o-
krąg koła w b-, daymy„A£; a kąt EA£ będzie 
nachyleniem szukanem dwóch płaszczyzn ASC, 

'ASBY^ąta bryłowego." " *** «*» -> 

- «. -ł 
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Cała rzecz się sprowadza do pokazania, że troy-
kąt AOb figury płaskiey, jest równy tróyką-
towi AOB figury hryłowey. Dwa tróykąty 
33'SA, BSA , prostokątne są w A, kąty w S są 
równe , azatem kąty B' i B są równe. Aże 
przeciwprostokątna SB' jest równa przeciwpro-
slokątney SB, przeto te tróykąty są równe, aza-
tem bok SA figury płaskiey jest równy SA figury 
hryłowey, i także AB' czyli jemu równy Ab, 
w figurze płaskiey, jest równy AB w figurze bry-
łowey:podobnie sic dowiedzie^że bok SC jest równy 
•w jedney i drugiey figurze; skąd wypada,że czwo-
robok SAOC W obu tych ltgurach jest równy, a-
zatem że AO figury płaskiey jest równy AO fi-
gury hryłowey, więc w obu tych figurach tróyką-
ty prostokątne AO/>,AOB, mają przeciwprostoką-
tna równą i bok jeden równy;więc są równe sobie, 
azatem kąt EA£, znaleziony przez wykreślenie 
płaskie, jest równy nachyleniu dwóch płaszczyzn 
SAB, SAC w kącie bryłowym. 

Gdy punkt O pada między A i B' w figurze 
płaskiey, kąt EA£ staje się rozwartym, i mierzy , 
zawsze prawdziwe nachylenie dwóch płaszczyzn, 
i dla tego to oznaczyliśmy przez EA£ a nie przez 
OA6 nachylenie żądane, w celu ażeby toż samo 
rozwiązanie służyło wszystkim bez wyjątku przy-
padkom. 

Uwaga. Można zadać ?obie pytanie, azali bio-
rąc dowolnie trzy kąty płaskie, można utworzyć 
z nich kąt bryłowy. 

Na sam przód potrzeba żeby summa trzech ką-
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Łów danych była mnieyszą od czterech kątów 
prostych . bo bez tego nie może bydź utworzony 
kąt bryłowy (22); nadto, gdy weźmiemy dwa 
kąty- dowolnie B'SA, ASC, potrzeba ażeby trze-
ci CSB" był takiey wielkości, izby prostopadła 
CB" na bok SC spuszczona,spotykała średnicę B'E 
między jey końcami B' i E. Granicami więc 
wielkości kąta CSB" są t^granice, które dozwa-
lają spuścić prostopadłą B C do punktów B' 
i E. Z tych punktów spuśćmy na CS prostopa-
dłe B I i E K , ktpre spotkają okrąg koła na-
kreślony promieniem SB", w punktach l i l v , a 
granicami kąta CSB" będą CSI i C S £ . 

W tróykącie równoramiennym B'SI, ponieważ 
linija CS przedłużona, prostopadłą jest do pod-
stawy B'I, mamy kąt C S I = QSB'=ASC-fASB' . 
A w tróykącie równoramiennym E S K , ponie-
waż linija SC jest prostopadłą do SK , mamy 
kąt C S K . = CSE. Nadto z przyczyny równości 
troy kątów AS E, A SB', kąt A SE = ASB'; azatem 
CSE czyli C S K = A S C —ASB'. 

Z tego wypada, że zagadnienie będzie podobne 
tyle razy, ile razy trzeci kąt CSB" będzie mniey-
szy od summy dwóch innych ASC,ASB', a więk-
szy od ich różnicy. Jest to warunek zgadzający 
się z podaniem xx i ; gdyż na mocyr tego poda-
nia potrzeba żeby było CSB"<ASC-fASB'; nad-
to potrzeba, żeby było ASC<CSB"-{-ASB' czyli 
CSB">ASC—ASB'. 
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Z A G A D N I E N I E . 

Mahtc dane dwa z trzech kątów płaskich, 
składających kąt bryłowy, oraz kąt nachy-
lenia tych dwóch płaszczyzn, znałeść trze-
ci kąt płaski. 

t 
Niech bcdą ASC. ASB' (fig. 44) dwa kąty pła-

skie dane, i przypuśćmy na m o m e n t ż e CSB", 
jest trzecim kątem szukanym. Gdy więc zro-
bimy -Wykreślenie to samo, co w poprzedzająćem 
zagadnieniu, kąt, zawarty między płaszczyznami 
dwócK pierwszych, będzie EAb. Jako więc de-
terminuje się kątEA/;, za pomocą CSB" gdy dwa 
inne są dane , tak podobnie zadeterminowae mo-
żna CSB", zapomocą EA£; co rozwiąże zagadnie-
nie podane. 

Wziąwszy dowolnie ŚB*, spuśćmy na SA pro-
stopadłą nieograniczoną B'E 5 zrobimy kąt EAZ> 
równy kątowi dwóch płaszczyzn danych. Z pun-
ktu b, gdzie bok Ab spotyka okrąg koła nakre-
ślony ze środka A promieniem AB', spuśćmy na 
A E prostopadłą punktu O spuśćmy na SC pro-
stopadłą nieograniczoną OCB", którą tak oznacz-
my w B", żeby było S B ' = SB'. Kąt CSB" b ^ 
dzie trzecim kątem płaskim szukanym. 

Bo gdy utworzymy kąt bryłowy z trzech ką-< 
tow płaskich B'SA, ASO, CS^B", nachylenie pła-
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szczyzn, gdzie są kąty clane ASB', ASC, będzie ró-
wne kątowi danemu EA6. 

Uwaga. Jeżeli kąt bryłowy jest czworościennj, 
czyli złożony zirztereehkatów płaskich ASB,BSC, 
' . i),DSA (fig.45); tedy wiadomość tych ostatnich 
kątów nie jest dostateczną do oznaczenia wzaje-
mnych do siebie nachyleń płaszczyzn, na których 
kąty płaskie leżą : gdyż z tychże samych kątów 
płaskich, nieskończoną liczbę kątów bryłowych 
utworzyć można. Lecz jeżeli się przyda jeden 
warunek, na przykład, jeżeli będzie dane nachy-
lenie dwóch płaszczyzn ASB, BSC, w ówczas kąt 
bryłowy całkiem jest oznaczony, i można znaleść 
nachylenie dwóch jakichkolwiek jego płaszczyzn. 
Jakoż wyobraźmy kąt bryłowy tr.oyścienny, li-
twor zony przez kąty płaskie ASB, BSC, ASC ; 
dwa pierwsze kąty są dane, oraz dane jest nachy-
lenie ich płaszczyzn;możiia więc zadeterminować, 
przez rozwiązane teraz zagadnienie, kąt trzeci 
ASC. Jeżeli teraz zważymy kąt bryłowy troy-
ścienny, utworzony przez kąty płaskie ASC,ASD, 
DSC, te trzy kąty są znane ; a tak kąt bryłowy 
całkiem jest determinowany. Ponieważ kąt bry-
łowy czworościenny jest utworzony przez połą-
czenie się dwóch kątów troyściennych, o których 
teraz mówiliśmy, azatem, ponieważ te kąty czą-
stkowe są zriaue i determinowane , kąt całko-
wity podobnie znany i determinowany będzie. 

Kąt dwóch płaszczyzn ASD, DSC, wprost się 
wynaydzie za potnoBą drugiego kąta bryłowego 
Ciastkowego, Co się tyczy kąta dwóch płaszczyzn 
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BSC, CSD, potrzeba w katcie bryłowym cząstko-
wym szukać kąta czwartego, zawartego między 
dwiema płaszczyznami ASC , DSC. a w drugim , 
kala zawartego między dwiema płaszczyznami 
A S C , BSC; summa tych dwóch kątów będzie 
kątem zawartym między płaszczyznami BSC, 
DSC. 

Podobnym sposobem się znaydzie, ze dla zade-
terminowania kąta bryłowego pięciościennego , 
potrzeba oprócz pięciu kątów płaskich", składają-
cych ką.t bryłowy, znać jeszcze dwa wzajemne 
nachylenia ich płaszczyzn, a zaś trzeba znac ich 
trzyv w kącie bryłowym sześciościennym, i tak 
daley. 

http://rcin.org.pl



8o G E O M E T R Y I 

X I Ę G A XL 

W I E L O Ś C I Ą N-T* 

O P I S A N I E . 

I. Nazywamy bryłą wielościenną, albo kró-
J;iey wielościanem, każdą bryłę zakończoną'pi â * 

~ szczyznami csyli ścianami płaskiemi. (Te pła-
szczyzny zakończone są koniecznie linijami pro-
stemi). Nazywamy wsżczególności czworościa-
nem-, bryłę mającą ćżtery ściany; sześciościanem 
bryłę zakończoną sześciu ściananuiośmiościanem, 
Zakończoną ośmiu ścianami: dwónaslościanem, za-
kończoną dwónastu ścianami: dwudziesto śc ianem^ 
zakończoną dwudziestu ścianami, i tak daley. 

Cz worościan jest nayprestszy z wielościanów; 
gdyż do utworzenia kąta bryłowego naymniey 
trzy płaszczyzny są potrzebne: i te płaszczyzny 
zostawią mieysce próżne, które żeby było zam-
knięte, przynaymniey jedney jeszcze płaszczyzny 
potrzebuje. 

i i . Wspólne przecięcie się dwóch ścian przy-
ległych w wielościahie $ nazywa się bokiem albo 
krawędzią wiełościanu. 

ć c 

i I I . yyielościanem forertinym nazywa się ten, 
w którym wszystkie ściany są wielobokami fo» 
.tfemnemi równemi, i którego wszystkie kąty bry -
łowe są równe sobie. Tych wielościaaów jesś 
pięć (patrz dodatek do xing YI; i vii). 
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XfV- Graiiiastosłi/p, jestto bryła zawarta wie-
iw ścianami równoległobocznemi, zakończona z je-
dney i drngiey strony płaszczyznami wieiobo-
eznemi równemi i równoległemi sobie. 

DJa wykreślenia tey bryły, niech będzie dany 
ABCDE (fig. 48) jakikolwiek wielobok : jeżeli 
Ha jakieykolwiek płaszczyźnie równoległey do 
ABC, poprowadzą się linije F G , GH, H I , i t. 
równe i równoległe bokom A B , BC, CD, i t. d. 
które utworzą wielobok F G H I K , równy wie-
lobokowi ABCDE: jeżeli potem połączą się wierz-
chołki kątów jedney płaszczyzny ż wierzchołka-
mi odpowiednich kątów drugiey płaszczyzny, 
linijami prostami AF$ B G , G H , i t. d. ściany 
A B G F , BCIIG i t. d̂  będą równoległobokami, a 
bryła A B C D E F G H I K , tym sposobem utworzona, 
będzie graniastosłupem* 

V , Wie lobok i równe i równoległe A B C D E , 
f G H I K . nazywaj,ą się podstawami graniasto-
słupa: inne płaszczyzny równoległoboczne wzię-
te razem, stanowi ̂ powierzchnią boczną czyli 
"Wypukłą graniasto słup a. Linije równe AF , BG< 
'-Jti i t, d., nazywają się^w-awfdziaffii graniasto-
słupa. 

V I . Wy sok o sc gr aniastosłupa, jestW-odłegłośd 
dwóch jego podstaw, czyli prostopadła spuszczo-
na z punktu podstawy górney na podstawę dol^ią. 

\ II. Graniastosłup jest prosty, gdy krawędzie 
jego AF> BG, i t. d. są prostopadłej do płaszczyzn 
podstaw: a wówczas każda krawędź jest równą 
Wysokości graniaslosłupa.W każdym innym przy-

6 
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padku, graniasto słup jest pochyły, i wysokość je-
go jest mnieyszą od krawędzi. 

V I I I . Graniasto słup jest tróykątny, czworo-
kątny ,pięciokątny, sześciokątny i t. d., podług te-
go, jak podstawa jego jest troykątem, czworobo-
kiem, pięciobokiem. sześciobokiem i t. d. 

I X . Graniastosłup mający za podstawę rówuo-
' ległobok, wszystkie swe ściany ma równoległo-
boczne, i nazywa się równoległościanem (Fig. 4g).' 

Równoległo ścian jest prostokątnym, gdy wszy-
stkie ściany jego są prostokątami. 

X . Z pomiędzy równoległościanów prostoką-
tnych rozróżniamy sześcian, czyli sześciościan 
foremny, zamknięty sześciu kwadratami równemi. 

X I . Ostrosłup czyli piramida jest to bryła u-
tworzona z wielu płaszczyzn troykątnych, wy* 
chodzących z jednego punktu 8, a kończących się 
na rozmaitych bokach jedney płaszczyzny wielo-
boczney A B C D E (fig. 42). 

^ Wielobok A B C D E nazywa się podstawą ostro-
słupa , punkt S wierzchołkiem, a zbiór t ióyką-
tów ASB, BSC i t. d. składa powierzchnią wy-
pukfą* czyli boczną ostrosłupa. 

X I I . J)' ysokością głw*tw»s4tu słupa jest prosto-
padła spuszczona z wierzchołka na płaszczyznę 
podstawy przediużoney, jeżeliby tego potrzeba 
było. 

S j l I . Ostrosłup jest troykątny, czworokątny 
i t. d. podług lego. jak podstawą jego jest troy-
kąt, cz worobok, i V. d. % 

X I V . Ostrosłup foremny, gdy podstawa 
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jest wielobokiem foremnym, i razem gdy pro-
stopadła spuszczona z wierzchołka na płaszczy-
znę podstawy , przechodzi przez środek pod-
stawy; ta linija nazywa się wówczas osią ostro-
słupa. 

XV". Przekątna wielościanu, jestto linija pro-
sta, łącząca wierzchołki dwóch kątów bry łowych 
nie przyległych. 

X V I . Nazywać będziemy wielo ścianami sy~ 
metrycznemi, dwa wielościany mające wspólna 
podstawę, i podobnie zbudowane jeden nad, dru-
gi pod płaszczyzną podstawy, z tym jednak w a-
runkiem, że wierzchołki kątów bryłowych od-
powiednich , położone są w równych odległo-
ściach od płaszczyzny podstawy, na jedney linii 
pros tey prostopadłej do teyże płaszczyzny. 

Naprzykład, jeżeli ST (fig. 61) jest prostopa-
dłą do płaszczyzny ABC, i gdy w punkcie O, 
guzie la prostopadła spotyka tę płaszczyznę, jest 
ona podzieloną na dwie równe części; dwa ostro-
słupy SABC, TABC, mające wspólna podstawę 
ABC, są wielościanami symetrycznemi. 

X V I I . Dwa ostrosłupy troyhątne są podobne, 
gdy mają dwie ściany podobne każda każdey, 
podobnie położone i równie do siebie nachylone. 

I tak, gdy założemy, że kąty A B C = . DEF; 
B A C = EDF, ABS = D E T , BAS = E D T , i gdy 
nadto nachylenie płaszczyzn ABS, ABC (fig. 61), 
jest równe nach> leniom • irn odpowiednych pła-
szczyzn D T E , DEF; ostrosłupy SABC , T D E F 
będą podobne. 

6* 
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X V I I I . Gdy utworzymy troykąt % wierzchoł-

ków trzech kątów wziętych na jedne^ścianie, 
albo podstawie wielościanu, możemy wyobrazić , 
że wierzchołki różnych kątów bry łowych wie-
lościanu, położone za płaszczyzną tey podstawy-są 
wierzchołkami tyluż ostrosłupów troykątnych, 
mających za p o d s t a w ę wspólną troykąt wzmianko-
wany, i każdy z tych ostrosłupów zadeterminu-
)e położenie każdego kąta bryłowego wielościa-
nu, względem podstawy. To gdy założymy, 

Dwa wielościfiny są, podobne, gdy mają pod-
stawy podobne W ierzchołki kątów bryłowych 
odpowiednyeh za temi podstawami są determino-
wane przez ostrosłupy troykątne podobne każdy 
każdemu. 

X I X . Nazywać będziemy wierzchołkami wie-
lościanu, punkta położone w wierzchołku roz-
maitych kątów bry łowych . 

*tS 
Wszystkie wielościany k t ó r e <rozwaźamy, są wie-

, lościanami o kątach wyskakujących, czyli wie-
lo ścianami wypukłemi. Nazywać będziemy tak 
wieloś iauy, których powierzchnia nie więcey 
jak tylko w dwóch punktach przfcz liniją pro-
sta spotkana bydź może. W tym rodzaju vyie-
lościanów, płaszczyzna przedłużona jedney ścia-
ny, nie może przecinać bryły; niepodobieństwem 
wiec jest , aby wieloscian, był w części nad 
płaszczyzną jedney ściany, a w części pod tą 
płaszczyzną; jest on całkiem z jedney strony tey 
płaszczyzny. 
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PODANIE P I E R W S Z E . 

85 » 
* i 

TWIERDZENIE. 

Dwa wiełp ściany nie mogą riiiecsa-
in%rwierzcholk*-i jednaką ich liczby,bez przy-
stania do siebie. 

Jakoż przypuśćmy że mamy wystawiony je-
den z wielościanów•; jeżeli chcemy wystawić dru-
gi. któryby miał też same wierzchołki i o takiey-
że liczbie, potrzeba ażeby nie wszystkie pła-
szczyzny jego przechodziły przez też same j^i — 
ktg| jak w pierwszym wielościanie; bo inaczey me-
różniłyby się niczem od siebie; lecz widocznie, iż 
wówczas niektóre z nowych płaszczyzn przecię-
łyby pierwszy wielościan ; byłyby wierzchołki 
nad temi płaszczyznami, i wierzchołki pod temi 
płaszczyznami, co niemoże się godzić z wielościa-
nem wypukłym ; azatem jeżeli dwa wielościany 
mają też same wierzchołki i jednaką ich liczbę, 
fce-d-y te wielościany muszą koniecznie do siebie 
przystać. 

Uwaga, Mając dane , co do położenia swego 
punkla A, B, C, K i t, d., mające służyć za wierz-
chołki wielościanowi, łatwo jest nakreślić sam 
wielościan. 

Obierzmy naprzód trzy punkta bliskie siebie 
D, E, H (fig. 46), tak: ażeby płaszczyzna DEH 
przechodziła,jeżeli to bydź może, przez nowe punk-
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t ^ K , C, zostawując wszystkie inne z jedney stro-
ny, to jesL nad albo pod płaszczyzną; płaszczyzna 
DEH czyli DEHKC tym sposobem zadetermi-
nowana, będzie jedną ścianą bryły. Przez jeden 
z jey boków EJJ npm-owadźmy płaszczyznę, i+ftfc 
^obracajf-my^az*!**® napotka now^e- wierzchołki 

F, albo .kilka ich razem F, I ; mieć będzie-
my drugą śeianę F E H czyli F E H I ; ciągnąc 
daley tym sposobem prowadzenie płaszczyzn 
przez boki znalezione aż póki bryła zupełnie ze 
wszystkich stron nie będzie zakończoną, otrzy-
mamy bryłę 7 która będzie wielościanein żąda-
nym ; gdyż nie mogą bydź dwie, któreby miały 
też same wierzchołki. 

V " " P O D A N I E II. 

TWIERDZENIE. 

7JP" dwóch wielo ścianach symetrycznych, 
ściany odpowiedne są równe każda kazdey 
a nachylenie ścian przyległych w jedney 
z tych brył, jest równe nachyleniu ścian od-
powiednych w drugiey. 

Niech będzie ABCDE (fig. 47) podstawą wspól-
ną dwóch wielościanów: niech M i N będą wierz-
chołkami dwóch jakichkolwiek kątów bryło-
wych jednego z wielościanów; a M' i N' odp<<CT 

wiedne wierzchołki drugiego wielościanu. Po-
trzeba, podług opisania, aby linie prosie MM', 
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INN' były prostopadłe do płaszczyzny ABC, i 
podzielone na dwie równe części w punktach m 
i 7?, w których tę płaszczyznę spotykają. To za-
łożywszy powiadam, że odległość MN jest równą 
odległości M' N'. 

Jakoż gdy obrócimy trapez j n M Nn około mri 
l ak , aby płaszczyzna jego położyła się na pła-
szczyznie mMNfl; tedy z przyczyny kątów- pro-
stych w ni in, bok mM' padn i j na bok sobie 
równy m M , a zaś 7tK na nN; azatem te dwa 
trapezy przystaną do siebie, i mieć będziemy 

Niech będzie P trzecim wierzchołkiem wie-
lościanu górnego , a zaś P ' jemu odpowiednym 
w dolnym; podobnie mieć będziemy M P = M ' P ' , 
a NP = N'P'; azatem trójkąt MNP, łączący ja-
kiekolwiek trzy wierzchołki wielością/iu górnego, 
fest równy tróykątowi M'N'P', łączącemu trzy 
wierzchołki odpowiedne w dolny m wielościanie. 

Z pomiędzy tych tróykątów, jeżeli zważymy 
te ty lko , które utworzone są na powierzchni 
wielościanu, wnieść już możemy że powierzch-
nie dwóch wielościanów, złożone są z jednakiey 
liczby tróykątów równych każdy każdemu. 

Powiadam teraz, jeżeli tróykąty znaydują się 
na jedney płaszczyznie powierzchni i składają je-
dnę i tęż sarnę ścianę wielo boczną. ie-dry tróyką-
ty odpowiedne, będą na J&yib płaszczyznie na 
drugiey powierzchni, i utworzą ścianę wielobo-
czną równąi 

Jakoż niech będą M P N , N P Q dwa tróykąty 
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przyległe, które załóżmy, iż leżą na jedney płas-
zczyźnie, i niech będą M'P'N', N'P'()' troykąty 
im odpowiedne: mamy kąt MNP = M'N'P'; kąt 
PNQ—P'N'Q', a gdy poprowadzimy MQ i Mf)' , 
troykąt MNQ będzie równy troykątowi M'N'Q', 
0 tak mieć będziemy kąt MNQ = M'N4Q': aże 
BI PNQ jest jedną płaszczyzną, przeto kąt MNQ=a 
MNP -f- PNQ , azatem mieć także będziemy 
MN'Q '=M:N 'P '4 -P 'NQ' . Aże gdyby trzy pła-
szczyzny M'N'P', P'N'Q', M'N'Q', nie zbiegły się 
% sobą w jednę, utworzyłyby kąt bryłowy, i mie-
libyśmy (20,5),kąt M'N'Q'<M'jNT'P'-j-*P'jSJ'Q'; prze-
to, ponieważ ten warunek niezachodzi, dwa troy-* 
kąty M ;N'P', P'N'Q'Jeżą aa jedney płaszczyznie, 

Zostaje nam do pokazania , że nachylenie ja-
kichkolwiek dwóch ścian przyległych w jednym 
z wielościanów, jest równe nachyleniu dwóch 
ścian odpowiednych w drugim wielościanie. 

Niech będą MPN, NPQ, dwa troykąty utwo-
rzone na krawędzi wspólney NP, na płaszczyz-
nach dwóch ścian przyległych: niech będąM'P'N4, 
N'PQ im odpowiedne troykąty; w punkcie N 
wyobrazić możem kąt bryłowy utworzony przez 
trzy kąty płaskie MNQ, MNP, PNQ, a w punk-
cie N kąt bryłowy, utworzony przez trzy kąty 
M'N'Q\ M'N P', P N'Q '; aże juz pokazaliśmy Że" te 
kąty płaskie są równe każdy każdemu, azatem 
jiachylenie dwóch płaszczyzn MNP, PNQ jest ró-
wne nachyleniu im odpowiadających płaszczyzn 
M ' N ' P ' , P N Q ' (22,5). 

Wwielomianach więc symetrycznych,ściany s^ 
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równe każda każdey, a płaszczyzny dwóch ścian 
jakichkolwiek przyległych w jcdrtey bryle, mają. 
też same nachylenie, co płaszczyzny dwóch ścian 
odpowiednych w drugiey bryle. 

Uwaga, Tu postrzegamy, ie kąty bryłowe je-
dnego wielościanu, są symetryczne z kątami bry-
łowemi drugiego wielościanu 3 bo gdy kąt bryło-
w y N, utworzony jest przez płaszczyzny MNP, 
P M Q , QNR i t, d. tedy jemu odpowiedny N' 
jest utworzony przez płaszczyzny M ; N iJ / ,P'N 
Q'N JEty i t. d.. T e ostatnie płaszczyzny zdają się 
bydź rozłożone w tymże samym porządku co i 
pierwsze;ale ponieważ dwa kąty bryłowe są w po-
położeniu względem siebie odwróconern, przeto 
rzeczywisty układ płaszczyzn składających kąt 
bry łowy N-, jest odwrotny względem układu pła-
szczyzn zachodzącego w kącie odpowiednym N . 

Nachylenia płaszczyzn następnie po sobie idących 
są równe w jednym i drugim kącie bryłowym, 
azatem te kąty bryłowe są symetryczne względem 
siebie {patrz, uwaga pod. X X I I I xię. \) Ta u-
waga pokazuje, iż wszelki wielościan, jeden tyl-
ko mieć może wielościan sobie symetryczny. Bo 
gdybyśmy wystawili na inney podstawie nowy 
wielościan symetryczny z wielościanem danym, 
tedy by kąty bryłowe tego wielościanu były za-
wsze symetryczne z kątami wielościanu podane-
go; azatem by łyby równe kątom wielościanu sy-
metrycznego wystawionego na pierwszey pod-
stawie. Nadto, ściany odpowiedne by łyby za-
wsze równe, przelo tę dwa wielościany symetryą 
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czne, wystawione na jedney podstawie albo na 
inney , miałyby ściany równe i kąty b r y ł o w e ró -
wne , azatem przyłożone do siebie przystałyby, 
i u tworzy łyby jeden i tenże sam wielościan. 

P O D A N I E I I I . 

T W I E R D Z E N I E. 

Dwa grania sto słupy są równe, gdy ma-
ją hąt bryłowy zawarty między trzema pła-
szczyznami równe mi każda każcley, i podo-
bnie umieszczone mi. 

Niech będzie podstawa ĄBCDE, równa pod-
stawie abede (fig. 48) równoległobo k A B G F 
równy równoległohokowi abgf, i równoległo-
b o k B G H G równy równoległohokowi bchgy po-
wiadam ze graniastosłup ABGI będzie równy 
graniastosłupowi ab ci. 

Jakoż, gdy podstawę A B C D E położymy na pod-
stawie jey równey abede, te dwie podstawy przy-
staną do siebie; aże trzy kąty płaskie, składające 
kąt b ry ł owy B, są równe trzem kątom płaskim 
składającym kąt bryłow y b. każdy każdemu,tojest 
ABC = abc, A B G = abg, i GBC = gbc-, nadto te 
kąty »ą podobnie umieszczone; przeto kąty bryło-
we B i b są równe; a następnie bok BG padnie na 
jemu równy bg. Widz imy także, iż z przyczyny 
idwiiołegłoboków równych A B G F , abgf, bok 
GE padnie na bok jemu f ówny gf\ i podobnie 
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G H na gh; azatem podstawa górna F G H I K zbie-
zy się całkiem z podstawą sobie równą fghik i 
dwie bryły zleją się w jednę, gdyż mieć będą 
też same wierzchołki (1). 

Wniosek. Dwa graniastosłapy proste, mają-
ce podstawy i wysokości równe, są równe sobie. 
Bo że bok A B jest równy ab, i wysokość B G 
równa bg, prostokąt A B G F będzie równy pro-
stokątowi abgf \ toż samo jest z prostokątami 
B G H C , bghc, przeto trzy płaszczyzny składające 
kąt bry łowy B , są równe trzem płaszczyznom 
składającym kąt bry łowy b. Azatem dwa takie 
graniastosłupy są równe. 

P O D A N I E I Y . 

T W I E R D Z E N I E . 

IV każdym równoległo ścianie, płaszczy-
zny przeciwłegłe są równe i równoległe so-
bie. 

Podług opisania tego gatunku bryły , podstawy 
ABCD, E F G H (fig. 49) są równoległobokami ró-
w n e m i , a ich boki są równoległe; zostaje więc do 
dowiedzenia,że toż samo zachodzi i w dwóch ścia-
nach przeciwległych, jak naprzykład w ścianach 
A E H D , BFGC. Bok AD jest równy i równole-
gły bokowi BC, bo figura A B C D jest równole-
głohokiem; dla podobney przyczyny bok A E jest 
równy równoległy bokowi BF , azatem kąt DAE 
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jest równy kątowi CBF (i5, 5) , a płaszczyzna 
DAE jest równoległą płaszczyźnie CBF; a prze-
to także równoległobok DA E H jest równy ró-
wnoległobokbwi CBFG ; dowiedzie się podo-
bnym sposobem, że równoległoboki sobie prze\ 
ciwległe A B F E , D C G H są równe i równoległe. 

Wniosek. Ponieważ równoległościan jest bry-
łą zamkniętą sześciu płaszczyznami, z których 
sobie przeciwległe są równe i równoległe, prze-
to jakakolwiek i jey przeciwległa mogą bydź 
wzięte za podstawy równoległościanu. 

Uwaga. Mając dane trzy linie proste A B , 
A E . A D , pr/.ez jeden punkt A przechodzące, 
i czy niące z sobą kąty dane, można na tych trzech 
liniach wystawić równoległościan. Na ten koniec 
poprowadzić trzeba przez koniec każdey linii 
prosley, płaszczyznę równoległą do płaszczyzny 
dwóch innych: to jest przez punkt B płaszczyznę 
równoległą do D A E , a przez punkt D płaszczy-
znę równoległą do B A E , a zaś przez punkt E 
płaszczyznę równoległą do BAD. Wzajemne spo-
tkania się tych płaszczyzn iitworz$ równole-
głościan żądany. 

http://rcin.org.pl



X 1 Ę G A Vi . 

P O D A N I E V. 

T W I E R D Z E N I E . 

TV każdym równoległo ścianie kąty bry-
łowe przeciwległe są symetryczne z sobą; 
a przekątne, przez wierzchołki tych kątów 
poprowadzone, przecinają się wzajemnie na 
dwie równe części* 

Porównanymy. na przykład, kąt bryłowy A , z je« 
tnu przeciwległym G (fig. 49): kąt EAB równy 
kątowi EFB jest tsskże równy kątowi 11GC; 
kąt D A E = D ł l E = CGF$ a kąt DAB— DCB 
HGF; aza era trzy kąty płaskie, składające kąt 
bryłowy A j są równe każdy każdemu trzem ką-
tom składającym kąt bryłowy G : nadto, łatwo 
jest widzieć że ich rozkład jest różny w obu-
dwóch tych kątach bryłowych: azatem i° dwa 
kąty bryłowe A i G są symetryczne względem 
siebie (25, 5). 

Po wtóre, wyobraźmy dwie przekątne EC, AG, 
obie poprowadzone z wierzchołków przeciwie-
głych : ponieważ AE jest równą i równoległą 
CG, przeto figura AEGC jest równoległóbokiemj 
azatem przekątne EC, AG przetną się wzajemnie 
na dwie części równe. Podobnym sposobem do-
wiedzie się, że przekątna EC i druga DF przetną 
się także na dwie części równe; azatem 2° czte-
ry przekątne wzajemnie się przetną na dwie ozę-
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ści równe w jednym punkcie, który uważać mo-
żna, jako środek równoległościanu. 

P O D A N I E VL 

TWIERDZENIE. 

Płaszczyzna BDIIF (fig. 5o) -przechodzą-
ca przez dwie krawędzie przeciwległe iró-

* wnołegłe sobie EF, DH. dzieli równoległo-
ścian AG na dwa graniasto słupy trójkątne 
ABDHEF, GHFBCD symetryczne względem, 
siebie. 

Naprzód , te dn ie bryły są graniastosłupami; 
gdyż troykąty ABD, EFH, jako mające swe bo-
ki równe i równoległe, są równe sobie; a zaś 
w niey ściany boczne ABFE, ADHE, BDIIF są 
równoległobokami; azatem bryła ABDHEF jest 
graniasłosłupem.Toż samo jest i z bryłą GHFBCD. 
Powiadam terazże te dwa graniastosłupy są wzglę-
dem siebie symetryczne. 

Na podstawie ABD, wystawmy- graniastosłup 
A B D E F H ' , symetryczny z graniasłosłupem 
ABDEFH. Podług podania 11, płaszczyzna ABF'E 
jest równą ABFE, a płaszczyzna ADH E' jest ró-
wną ADHE: lecz gdy porównamy graniastosłup 
GHFBCD z graniasłosłupem ABDH E'F ' , podsta-
wa Gl lF jest równą ABD; równoległobok GB DC; 
który jest ró w ny m ABFE. j es l także rów nyruABF E': 
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a równoległohok GFBC,który jest równym A DHE, 
jest także równym i\DH'E': azatem trzy płaszczy-
zny, składające kąt bryłowy G w graniastosłupie 
GHFBC<D,są równetrzem płaszczyznotn,składają-
cym kąt bryłowy A w graniastosłupie ABDH'E'F' , 
każda każdey: nadto, te płaszczyzny są podobnie 
rozłożone, azatem te dwa graniastosłupy są równe 
(3) i mogą do siebie przystać. Aże jeden z nich 
ABDH E F' jest symetryczny z graniastosłupem 
AB DR EF, przeto drugi GHFBCD, jest także sy-
metrycznym z ABDIIEF. 

P O D A N I E VII. 1 

P O D A N I E V ft 7. V B R A N E. 

TV każdym graniastosłupie ABCI (fig-. 5 1) 
•przecięcia N O P Q R , S T V X Y zrobione przez 

płaszczyzny równoległe, sci wielobokami ró-
wnemi-

Jakoż, boki NO, ST są równoległe jako prze-
cięcia dwóch płaszczyzn równoległych przez 
trzecią płaszczyznę ABGF : te same bok; NO, 
ST są zawarte między Jinijami sobie równole-
głe rn i NS, OT, które są krawędziami graniasto-
słupa ; azatem NO jest równe ST. Dla podo-
hney przyczyny boki OP. ł^K^J^l i t. d., prze-

i cięcia NOi'QH , są równe-ot^powiednie bokom 
T V , V I . X Y i t. d., przecięcia*~ST V X Y . Nadio, 
ponieważ boki równe są razem i równoległe,prze-' 
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Ib kąty NOP, QPQ, i t. d. pierwszego przecięcia, 
są równe odpowiedne kątom STV, T V X , i t. d< 
drugiego przecięcia. Azatem dwa przecięcia 
NOPQR, S T V X Y są wielobok a mi równemi. 

Wniosek. Wszelkie przecięcie w gra-iiaslo-
słupie równoległe podstawie , jest równe tey że 
podstawie. 

P O D A N I E V i i i . 

x TWIERDZENIE* 

Dwa graniasto słupy tróykątnc symetry 
czne ABDHEF, BCDFGH (fig. 5a) na które sig 
rozkłada równoległościan AG, są równowa-
żne sobie. 

Przez wierzchołki B i F poprowadźmy pro-
stopadłe do boku BF, płaszczyzny Bać/c, Fehg, 
które spotykają w jedney stronie w a , d , c , 
w drugiey w e, /z, g, trzy inne krawędzie AE$ 
I)H,CG tegoż równoległościanu: przecięcia Barfc, 
Fekg będą równoległobokami równemi* Prze-
cięcia te są równe, gdyż zrobione są przez pła-
szczyzny prostopadłe do jedney linii proatey, a 
następnie równoległe są sobie (7): są one ró-
wnoległobokami, gdyż dwa przeciwległe boki 
jednegci^pi zecięckjtó^, są przecięciami dw 
płaszczyzn rówayah, ABFE, DCGH , przez 
płaszczyznę. 

JDla podobney przyczyny, figura RaeF, jest ró* 
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wnoległobokiem, tak jak i wszystkie inne ściany 
boczne 13Fgc, chdg , adhe, bryły BadcYehg-, 
azatem la bryła jest graniastosłupem (opis. 4), i 
ten graniastosłup jest prosty, gdyż krawędź BF 
jest prostopadłą do płaszczyzny podstawy. 

To założywszy, jeżeli płaszczyzną B F H D po-
dzielimy graniastosłup prosty B/i na dwagrania-
stosłupy troykątne proste aBdeFh, BdcFKg\ po-
wiadam"'że graniastosłup troykąlny pochyły 
ABDEFH, będzie równoważny graniastosłupowi 
tróykatnemu prostemu ABdeY/i. t 

Jakoż, ponieważ te dwa graniaslosłnpy mają 
jednę część wspólną ABDAeF, przeto dosyć jest 
dowieść że pozostałe części, tojest, bryły BaADJ, 
FeEl lA są równoważne sobie. 

Ponieważ z przyczyny równoległobokórw ABFE, 
«BF<?, boki A E , ae jako r ó w n e bokowi BF so-
bie równoległemu, są równe sokie; przeto od-
ciągając od nich część wspólną A e , zostanie 
Aa = Ee. Podobnie się dowiedzie że IVi = H/i . 

Dla wykonania teraz przystawania dwóch bry ł 
BaADd, FeEHA, położmy podstawę Feh na jey 
równey B a d : wówczas punkt c padnie na 
a punkt h na d: boki <?E, hll padną na sobie 
równe aA, d\), bo one są prostopadłe do teyże 
płaszczyzny Bad. Dwie więc bryły, o Których 
mówimy, zupełnie zeydąsię z sobą; azatem gra-
niastosłup pochyły B A D F E H jest równoważny 
gramastosłupowi prostemu BadFeh. 

Podobnym sposobem się dowiedzie że grania-
stosłup pochyły B D C F H G j*st równoważny 

7 
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graniastosłupowi prostemu WdcYhg. Lecz dwa 
graniastosłupy proste BadFeh, BdcYhg są równe 
między sobą, gdyż mają tęż sarnę wysokość BF a 
podstawy ich Bad,Y)dc są połowami tegoż samego 
równoległo boku (5). Ażatem dwa graniastosłu-
py troykątne B A D F E H , BDGFHG równoważ-
ne graniastosłupoin r ó w n y m , są równoważne 
sobie. 

Wniosek. Każdy graniastosłup troykątny 
A B D 1 I E F , jest połową równoległościahu AG ? 

wystawionego z tegoż samego ką !a bryłowego 
A , i z tychże samych krawędzi AB, AD, AE. 

P O D A N I E I X . 

T W I E R D Z E N I E . 

Jeżeli dwa równoległo ściany A G , A L (fig. 
53), mają wspólną podstawę ABCD, a pod-
stawy ich górne EFGII , I K L M , lezą naje-
dney płaszczyznie , zawarte między temiz 

1Turionu równoległemi E K , H L , takie dwa 
równoległo ściany są równoważne sobie. 

T u zachodzić mogą trzy przypadki : albo E l 
jest większe od EF, albo mnieysze, albo nako-
niec El. równe EF; lecz dowodzenie zawsze bę-
dzie toż samo: i powiadam naprzód, że graniasto-
słup troykątny A E I D H M jest równy graniasto-
słupowi troykątnemu B F K C G L . 

Jakoż, ponieważ A E jest równoległą do BF 
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a HE do G F ; kąt AEI = B F K , HE1 = G F K 
a H E A GFB. Z tycli sześciu kątów , trzy 
pierwsze składają kąt bryłowy E, a trzy dru-
gie składają kąt bryłowy F; azatem, ponieważ 
kąty płaskie są równe każdy każdemu i podobnie 
rozłożone, kąty bryłowe E i F są równe. Jeżeli 
teraz położymy graniastosłup A EM na grania-
stosłupie BFL, a naprzód podstawę A El na pod-
stawie BFK, te dwie podstawy, jako równe, przy-
staną do siebie; a ponieważ kąt bryłowy E jest 
równy kątowi bryłowemu F, przeto bok E H pa-
dnicyia }>ok sobie równy FG. Niepotrzeba już wię-
cey d ^ w t ^ f C ż e dwa graniastosłupy zeydą się 
z sol)ą w całey swey rozciągłości;bo podstawa AEI 
i krawędź EH determinują graniastosłup A E M , 
tak jak podstawa B F l i i krawędź FG determinują 
graniastosłup B F L (5): azatem te graniastosłupy 
są równe. 

Lecz gdy od bryły A L odetniemy graniasto-
słup A E M , zostanie równoległośoian AIL : a gdy 
od teyże bryły A L odetniemy graniastosłup BFL, 
zostanie równoległośoian AEG: azatem dwa ró-
wnoległościany A I L , AEG są równoważne sobie. 

P O D A N I E X . 

T W I E R D Z E N I E . 

U w a równoległo ściany jednakiey podsia-
wy i jedney wysokości są równoważne sobie-

Niech będzie ABCD (fig. 54) podstawa wspólna 
7* 
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dwóm równoległościanom AG, AL: ponieważ te 
równoległościany są jedney wysokości,przeto pod-
stawy ich górne EFGH, I K L M będą na jedney 
płaszczyznie.Nadto, krawędzie EF i AB są równe 
i równoległe, toż samo i krawędzie I K , AB; aza-
tem EF jest równa i równoległa.krawędzi IK : dla 
podobney przyczyny, GF jest równą i równole-
głą LK. Przedłużmy krawędzie EF, IIG, oraz 
krawędzie L K i IM, tak aby te przedłużenia, 
przez wzajemne swe przecięcia się, utworzyły 
równoległobok NOPQ. Ten równoległobok o-
czywiście jest równy każdey z podstaw EFGH, 
IKLM- Jeżeli Więc wyobraziemy sobie trzeci ró-
wnoległościan na podstawie doi ney ABCD , a 
mający za podstawę górną równoległobok N-OPQ; 
ten trzeci równoległościan będzie równoważny 
równoległościanowi AG (9): bo mają tęŻ sarnę pod-
stawę dolną,a zaś górne leża na jedney płaszczyznie, 
między linijami równoległemi GQ, FN. Dla teyźd 
przyczyny ten trzeci równoległościan jest równo-
ważny równoległościanowi A L : azatem dwa ró-
wnoległościany AG, AL, mające tęż sarnę pod-
stawę i wysokość, są równoważne między sobą 
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P O D A N I E XI . 
\ 

TVV 1 E R D Z E N I E . 

Każdy równoległo ścian może bydź zamie-
niony na równoległościąn prostokątny ró-
wnoważny, mający tęż sarnę wysokość i pod-
stawę równoważną. 

Niech będzie AG (fig. 54) równoległościan da-
ny: z punktów A , B, C, I), poprowadźmy Al , 
B K , CŁ, DM, prostopadłe do płaszczyzny podsta-
wy; tym sposobem utworzemy równoległościan 
AL , rownowazny równoległościanowi A G , a 
w którym ściany boczne A K , BL i t. d. będą pro-
stokątami. Jeżeli więc podstawa ABCD jest prosto-
kątem, równoległościan AL będzie prostokątnym 
równoważnym równoległościanowi podanemu AG. 
Lecz jeżeli ABCD nie jest prostokątem (fig-55), 
poprowadźmy AO, BN prostopadłe do CD: a po-
tem 0Q i NP prostopadłe do podstawy^ a tak 
mieć będziemy b r y ł ę ABNOIKPQ, która będzie 
równoległościan,em prostokątnym.Jakoż z wykre-
ślenia, podstawa ABNO i jey przeciw legła IKPQ, 
są prostokątami; ściany jey boczne są także pro-
stokątami,'bo krawędzie A l , 0Q i t.Nd. są prosto-
padłe do płaszczyzny* podstawy; azatem bryła 
A P jest równoległościanem prostokątnym. Aże 
te dwa równoległościany AP, AL, uważać się 
mogą jako mające jednę podstawę A B K I , i 
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sarnę wysokość AO; azatem są sobie równowa-
żnej azatem równoległościan AG zamieniony na-
przód na równoległościan sobie równoważny AL 
(fig. 54) został znow u zamieniony na równoległo-
ścian prostokątny A P (fig. 55) sobie równowa-

ż n y , mający też sarnę wysokość A l i podstawę 
A13IN O równoważną podstawie ABCD. 

P O D A N I E X I I . 

TWIERDZENIE. 

Dwa. równoległo ściany prostokątne AG, 
A L (fig. 56) , mające tęz sarnę podstawę 
ABCD, mają się do siebie jak ich wysoko-
ści A E , Al . 

Przypuśćmy naprzód, że wysokości A E , A l 
mają się do siebie jak dwie liczby całkie , na-
przykład jak i5 do 8. Podzielmy A E na i5 
części równych, jakich A l zawiera 8 ; i przez 
punkt&podziałów z i t. d. poprowadźmy pła-
szczyzny równoległe podstawie. Te płaszczyzny 
podzielą bryłę AG na i5 równoległościanow cząst-
kowych , równych między sobą, jako mających 
podstawy i wysokości ró wne: podstawy równe,po-
nieważ każde przecięcie M I K Ł , zrobione w gra-
niastbsłupie równolegle do jego podstawy ABCD, 
jest równe podstawie (7): wysokości równe, bo te 
wysokości są samemi podziałami Ax, xy, xz i t. d. 
Ponieważ z tych i5 równoległościanow równych, 
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ośm jest zawartych w bryle A L : azatem bryła 
A G , tak się xna do bryły A L , jak »5 do 8: 
czyli w ogólności jak v\ ysokość A E do wysoko-
ści A l . 

Powtóre, jeżeli stosunek A E do A l nie mo-
że się wyrazić w liczbach, powiadam iż nie mniey 
będzie brył. A G : brył. A L : : A E : Al . Bo jeżeli 
ta proporcya niema mieysca, załóżmy tedy iż 
jest brył. A G '.brył. A L : : A E : AO. Podzielmy 
A E na części równe , z któryćhby każda była 
mnieyszą od Ol : jeden przynaymniey punkt po-
podziału m przypadnie między O i I. JNiech 
będzie P,-równoległościan, który ma za podsta-
wę ABCD, a za wysokość Am. Ponieważ w y -
sokości AE, Am mają się do siebie jak dwie licz-

b y całkie, przeto będzie brył. A G : P : : A E : A m . 
Lecz z założenia mamy brył. A G : brył. A L : : 
A E : AO; stąd wypada brył. A L : P : : A O : Am. 
Aże AO jest większe od A m , przeto, aby pro-
porcya była prawdziwą, potrzeba żeby bryła A L 
była większą od P. Przeciwnie zaś, jest ona 
mnieyszą: azatem niepodobieństwem jest aby 
czwarty wyraz proporcyi brył. AG: brył. AL : : 
A E : był linią większą od A l . Przez podo-
bne rozumowanie dowiedzie się, że czwarty w y -
raz nie może bydź mnieyszym od A l : azatem ró-
wny bydź musi A l : dwa więc równoległościany 
prostokątne jednakiey podstawy mają się do siebie 
jak ich wysokości. 
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P O D A N I E X I I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa równoległo ściany prostokątne AG, 
AK (fig. 57), mające jednę wysokość AE, 
mają się do siebie jak ich podstawy AJBCD, 
A M N O . 

Postawiwszy obok siebie dwie bryły, jak f i -
gura wystawia, przedłużmy płaszczyznę ONKL 
aż do spotkania się z^łaszczyzną DCGII, podług 
linii PQ: mieć będziemy trzeci równoległościan 
AQ, który porównać można z każdym z równo-
ległościanow AG , AK. Dwie bryły AG, AQ, 
mające jednę podstawę AEHD, mają się do sie-
bie jak ich wysokości AO, AB. Podobnie-dwie 
bryły AO, A K ; mające wspólną podstawę AOLE, 
mają się do siebie jak ich wysokości AD, A M , 
A tak mieć będziemy te dwie proporcye 

brył. A G : brył. A Q : ; A B : A O , 

bryl. A Q : brył. A K : : A D : A M ; 

mnożąc te dwie proporcye w porządku swoim, 
i opuszczając w wypadku, wspólny mnożnik 
brył. AQ, otrzymamy 

brył. AG : brył. A K ; : AB X AD : AOxAM. 

Aże ABxAD wyraża podstawę ABCD, a zaś 
AOxAM wyraża podstawę AMNO; azalćin dwa 
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r ó w n o l e g ł o ściany prostokątne równey wysokości 
mają się do siebie jak icli wysokości. 

P O D A N I E X I V . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa jakiekolwiek równołegłościanyjiro-
stohątne, mają się do siebie jak mnogości 
z ichpodstaw przez ich wysokości: czyli jak 
mnogości z ich trzech wymiarów. 

* 

Bo umieściwszy dwie bryły AG, A Z (fig. 5y) 
tak; aby ich' powierzchnie rrfały kąt wspólny 
B A E , gdy przedłużemy płaszczyzny potrzebne do 
utworzenia trzeciego równoległościanu A K je-
dney wysokości z równoległościanem A G : miec 
będziemy na mocy poprzedzającego twierdzenia 

bryl. A G : brył. A K : : A B C D : AMNO. 
Aże dwa równoległnściany A K , A Z , mające tęz 
sarnę podstawę AMNO, mają się do siebie jak ich 
wysokości AE, A X , przeto będzie 

brył. A K : brył. A Z : : A E : A X . 

Mnożąc przez się w swoim porządku te dwie pro-
poreye, i opuszczając w wypadku mnożnik wspól-
ny brył. A K , otrzymamy 

brył. A G : brył. A Z : : A B C D x A E : A M N O x A X . 

W m i e y s c u podstaw A B C D i AMNO,położyć mo-
żna A B x A D i A O x A M ; przez co otrzy mamy 

http://rcin.org.pl



1 0 6 G E O M E T R Y I 

brył.AG: bryl.AZ:: ABxADxAE : AOxAMxAX. 

Azatem dwa jakiekolwiek równoległościany pro-
stokątne mają się do siebie i t. d.. 

Uwaga. Sląd wypada, iż za miarę równoległo-
ścianu prostokątnego, wziąć można mnogość z jego 
podstawy przez wysokość, czyli mnogość z trzech 
jego wymiarów. Inatymto właśnie początku, o -
pieramy obrachunek wszystkich brył innych. 

Dla wyrozumieni^tey miary, przypomnieć so-
bie należy, mnogość dwóch 
lub * więcey 1 i n i y n o g o s c 1 iczb wyrażających 
te linie^gćte l i c zbyzawis ł e są od jedności li-
niowey, którą wziąć można od upodobania. Mno-
gość więc trzech wymiarów równoległościan u, 
jest liczbą samą przez się nic nieznaczącą, a któ-
raby inną bydź mogła, gdybyśmy inną wzięli je-
dność liniową. Lecz gdy się pomnożą przez się 
podobnie trzy wymiary innego równoległością-

4J|m, obliczone w teyże jedności liniowey; dwie 
mnogości mieć się będą do siebie jak bryły, i da-
dzą wyobrażenie o ich wielkości względney. 

Wielkość bryły, jey objętość czyli "jey roz-
ciągłość, stanowią to co nazywamy bryłowata-
sciit: i wyraz bryłowatość używa się szczegól-
nie do oznaczenia miary takiey bryły: i tak mó-
wi się, że brylowatość równółegłościanu prosto-
kątnego jest równą mnogości z jego podstawy 
przez jego wysokość, ezylirówną mnogości z trzech 
jego rozmiarów. 

Trzy rozmiary sześcianu, ponieważ są równe 
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* sobie 'przeto^jezel fbok jest i , bryło\?atosrć*jego 
będzie 1X1X1 czyli 1; jeżeli bok jest 2, bry ło -
watoić jego będzie 2 X 2 X 2 czyli 8: jeżeli bok 
jest 3, bryłowa!ość jego będzie 5 X 5 X 5 czyli 27; 
i tak daley. A tak gdy krawędzie sześcianów są 
jak liczby 1, 2, 3, i t. d. ; same sześciany czyli 
icii bryiowatości są jak liczby 1, 8, 27, i t. d. 
Ztąd pochodzi , iż w Arytmetyce sześcianem 
jakiey liczby, nazywają mnogość wypadającą 
z trzech mnożników równych tey liczbie. 

Gdybyśmy zadali sobie zrobić sześcian podwóy-
liy względem sześcianu danego, potrzeba było-
by , żeby bok sześcianu szukanego miał się do 
boku sześcianu danego, jak pierwiastek sześcien-
ny z 2 d-o jedności. Bardzo łatwo znaleźo mo-
żna, przez wykreślenie geometryczne, pierwia-
stek kwadratowy z 2 ; lecz nie można znaleźć 
pierwiastku sześciennego, a przynaymniey przez 
proste działania Geometryi początkowey, które 
zawisły od użycia {samych tylko liniy prostych, 
których znane są dwa p u n k t y i koła,których środ-
ki i promienie są determinowane. 

^Hfrjjtt! ^ przyczyny tey trudności, zagadnienie o po-
L^mJuidwojeniu sześcianu było sławnem u starożytnych 

metrów , tak jak zagadnienie podziału kala 
^"^na trzy rów e części, które prawie jest tegoż 

samego po/zadk j . Lecz od dawna już znano roz-
iązania, którym te gatunki zadań są podległe, 

Ą—tJfH&Jktóre, chociaż mniey proste, jak wykreślenia 
^^'^Greometryi początkowey, nie są jednak ani mniey 
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4*ŁAm r^rwj^f" KfC ZV% A , 

P O D A N I E X V . 

T W I E R D Z E N I E . 

Brylowatość równoległościanu, a w ogól-
ności, bryłowatość jakiegokolwiek grania-
stosłupa, fest równa mnogości z jego pod-
stawy przez wysokość. 

Jakoż, i ° wszelki równoległościan jest równo-
ważny równoległościanowi prostokątnemu, mają-
cemu tęż sarnę wysokość i podstawę równowa-
żną. (11). Bryłowatość zaś tey ostatniey bryły 
jest równą mnogości z podstawy przez wyso-
kość: azatem brylowatość pierwszey bryły jest 
podobnie równa mnogości z podstawy przez wy-
sokość. 

2°. Wszelki graniastosłup troykatnv, jest po-
ło 

wą równoległościanu jedney z nim wysokości, ' 
a dwa razy większey ppdstawy (8). Źe zaś bry-
ło 

watosc' ostatniey bryły jest równa podstawie -< 
mnożoney przez jey wysokość; azatem bryłowa- * 
tość pierwszey bryły, to jest graniastosłupa, jest 
równa mnogości z jego podstawy, połowy pod-

> stawy równoległościanu, mnożoney przez jego •, 
wysokość. v 

3°. Wszelki graniastosłup może bydź p o d z i e -
lony na tyle grani?stosłupów troykątnycli jiia*-
jących jednę wysokość, ile utworzyć można tróy-
kątów W^vicloboku służąejin^mu za podstawy. http://rcin.org.pl
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Lecz bryłowatość każdego graniastosłupa troy-
kątnego, jest równą jego podstawie mnożoney 
przez jego wysokpść; a ponieważ wysokość jest 
jedną dla wszystkich graniastosłupów , przeto 
sutnrna wszystkich graniastosłupów cząstkowych, 
będzie równą su mmi e Wszystkich troykątów słu-
żących im za podstawy mnożoney przez wyso-
kość im wspólną. Azatem bryłowatość wszelkie-
go wielokątnego graniastosłupa, jest równą mno-
gości z jego podstawy przez jego wysokość. 

Wniosek. Gdy porównamy dwa graniastosłu-
py mające jednę wysokość ; mnogości podstaw 
przez wysokości mieć się będą do siebie jak pod-
stawy; a zatem dwa graniasto słupy jedney wy-
sokości, mają się do siebie jak ich podstawy: dla 
podobney przyczyny, dwa graniasto słupy jednych 
podstaw mają się do siebie jak ich wysokości. 

P O D A N I E X V I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Gdy ostrosłup S A B C D E (lig. 58) przecię-
ły będzie płaszczyzną abd równoległą do 
jego podstawy, 

Krawędzie S A , S B , S C , . . , . i wysokość 
SO, będą podzielone proporcyonalnie w a, 

b, c, . . . z o; 
20. Przecięciem ahcde będzie wielobokiem 

podobnym podstawie A B C D E . 

Jakoż i ° , ponieważ płaszczyzny ABC, abc są 
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równoległe, przecięcia ich AB, ab przez trzecią 
SAB są równoległe (io,5); azatem troykąty SAB, 
Salf są podobne, i mamy tę proporcyą SA : Sa : : 
SB : Sb: podobnie mieć będziemy SB : Sb : : SC : S£ 
i tak daley. Wszystkie więc krawędzie SA , 
SB , SC i t. d . , przecięte są proporcyonalnie 
w a,b, c, i t. d. Wysokość SO jest także prze-
ciętą w punkcie o w takieyże proporcyi : gdyż 
BO i bo są rów noległe : a zatem bedzie O S : 
So : : SB : Sb. 

2°. Bok ab jest równoległy do AB, ^>doBG, 
a CD do ećZ i t . d , kąt a ^ = A B C , kąt £c* /=BCD, 
i lak daley. Nadto , z podobieństwa troykątów 
SAB, Sab' mamy A B ' a b : : SB : Sb ; a z przy-
czyny podobnych troykątów S B C , Sbc mamy 
SB; S b :: BC : be-, podobnie miec będziemy BC :Z>c:: 

CD : cd-, i tak daley. Wie loboki więc ABCDE, 
abede mają kąty równe każdy każdemu i boki 
odpowiedne ploporcyonalfie: azatem są podobne. 
^ Wniosek. Niech będą SABCDE, S X Y Z dwa 

ostrosłupy, klóry-ćli" wierzchołek i 
j e d n e j w y s o k o s c * " , czyli ktorych^oustawy są ' 

na jedney płaszczyznie : gdy się te o-
strosłupy przetną płaszczyzną równoległą do pła-
szczyzny podstaw, w ypadną ziąd przecięcia abede, 
XJZ>.powiadam, ze przecięcia abede, xyz mieć się 
będą do siebie jak podstawy ABCDE, X Y Z . 

Jakoż ponieważ wieloboki ABCDE, abede są 
podobne, przeto powierzchnie ich mają się do 
siebie jak kwadraty z boków odpowiednych AB, 

aże A B : ab : : SA : S«:przeto A B C D E : abede:: 
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SA 3 : ~Wa. Dla podobney przyczyny X Y Z : xyz : : 
SX*:"S^3. Lecz ze abcxyz jest jedną płaszczy-
zną, przeto mamy także SA : Sa : : S X : a za-
tem ABCDE : abcde:: X T Z : xyz.Przecięcia więo 
abcde , xyz mają się do siebie jak podstawy 
ABCDE, X Y Z . Azatem jeżeli podstawy ABCDE, 
X Y Z są równoważne, przecięcia zrobione w ró-
wnych wysokościach, są także równoważne. 

P O D A N I E X V I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa ostrosłupy trójkątne, mające pod-
stawy równoważne a wysokości równe, są 
sobie równoważne. 

Niech będą SABC, sabn (-fig.'1 5g) dwa ostro-
słupy wysokości jedney A T i o podsUwach troy-
kątnych ABC, abc, równoważnych, a które przy-
puszczamy, iż leżą na jedney płaszczyznie. Je-
żeli te ostrosłupy nie są równoważne, niech bę-
dzie sabc naymnieyszy, a A x niech będzie w y -
sokością graniastosłupa, któryby wystawiony na 
podstawie ABC, by ł równy ich różnicy. 

Podzielmy wysokość wspólną A T , na cztfści 
sobie równe, mnieysze od A x } i niech będzie 
k jedną z tych części. Przez punktiŁ podziału 
wysokości , poprowadźmy płaszczyzny równo-
legle do płaszczyzn podstaw: przecięcia uczynio-
ne przez każdą z tych płaszczyzn w dwóch ostro-
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słupach, będą równoważne (16 wnio.) jak nnprzy-
kład D E F i dej, G H I i ghi, i t. d. To zrobiw-
szy, na Iroykątach ABC, DEF, GIII i t. d wzię-
tych za podstawy, wystawmy graniastosłupy ze-
wnętrzne , ktoreby miały za krawędzie części 
AD. DG. G K , i d. boku SA; podobnie na troy-
kątach def, ghi, Alm, i t. d., wziętych za podsta-
wy, wystawmy w drugim ostrosłupie, graniasto-
słupy wnętrzne, którehy miały za krawędzie od-
powiadające części boku sa. Wszystkie te gra-
niastosłupy cząstkowe mieć będą wysokość wspól-
ną A. 

Summa graniastosłupów zewnętrznych ostro-
słupa SABC.jest większa od tego ostrosłupa; sum-
ma graniastosłupów wnętrznych ostrosłupa sabc, 
jest mnieyszą od tego ostrosłupa. Dia tych dwóch 
więc przyczyn, różnica między dwiema summa-
mi graniastosłupów, powinna bydź większą od 
różnicy między dwóma ostrosłupami. 

AŹe idąc od podstaw A B C , abc, drugi gra-
niastosłup zewnętrzny D E F G jest równoważny 
pierwszemu graniaslosłupowi Wnętrznemu deja-, 
bo ich podstawy DĘF, dej, są równoważne, a 
mają wspólną wysokość h; dla teyże samey przy-
czyny, są równoważne: trzeci graniastosłup ze-
wnętrzny G H I K i drugi wnętrzny gkidt, czwar-
ty zewnętrzny i trzeci wnętrzny, i t. d., aż do o -
statniego, jednych i drugich graniastosłupów. 
Azatem wszystkie graniastosłupy zewnętrzne >0-. 
strosłupa SABC , wyjąwszy pierwszy A B C D , 
mają sobie równoważne graniastosłupy wnę-
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trzne ostrosłupa sabc. Azatem graniastosłup 
A B C D jest różnicą między summą graniastosłu-
pów zewnętrznych ostrosłupa SABC i summą 
graniastosłupów wnętrznycji ostrosłupa sabc; aże 
ta różnica tych dwóch summ, jest większą od 
różnicy dwóch ostrosłupów, a zatem polrzeha 
byłoby , aby graniastosłup A B C D był większy od 
graniastosłupa A B C X ; lecz przeciwnie jest on 
mnieyszy, ponieważ mają jednę podstawę ABC, 
a wysokość k pierwszego, jest mnieysza od w y -
sokości Aa? drugiego graniastosłupa. Przypu-
szczanie więc, od któregośmy do tego wypadku 
przyszli, nie może mieć mieysca, a zatem dwa 
ostrosłupy SABC, sabc podstaw równoważnych 
i wysokości równych, są równoważne sobie. 

P O D A N I E X V I I I . 

T W I E R D Z E N I E . J 

TVszelki ostrosłup troykątny jest trzecią 
częścią graniastosłupa troykątnego, mają-
cego tęz sarnę podstawę i tęz sarnę wysokość. 

Niech będzić SABC (fig. 6oj) ostrosłup troy-
kątny, a zaś ABCDES, graniastosłup troykątny 
jedney podstawy i wysokości z ostrosłupem; po-
wiadam , że ostrosłup jest trzecią częścią tego 
graniastosłupa. *v 

Odetniyrfiy od graniastosłupa ostrosłup SABC, 
zostanie bryła SACDE, którą uważać można ja-

8 
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ko ostrosłup czworokątny, którego wierzchołek 
jest w S, a podstawą jest równoległobok A C D E . 
Poprowadźmy przekątną CE, i daymy płaszczy-
znę SCE; która podzieli ostrosłup czworokątny 
na dwa ostrosłupy troykątne SACE, SDCE.' Te 
dwa ostrosłupy za wysokość wspólną mają pro-
stopadłę spuszczoną z wierzchołka S na płaszczy-
znę A C D E ; mają zas podstawy równe, bo troy-
kąty ACE, DCE są dwiema połowami jednego 
ró wnoległoboku: azatem dwa ostrosłupy SACE, 
SDCE są równoważne sobie: lecz ostrosłup SDCE 
i ostrosłup SxŁBC, mają podstawy równe ABC, 
DES, mają także równą wysokość, bo jest ona 
odległością płaszczyzn równoległych ABC, DES; 
dwa więc ostrosłupy SABC , SDCE są równo-
ważne ; a że dowiedliśmy, źe ostrosłup SDCE 
jest równoważny ostrosłupowi S A C E ; azatem 
trzy ostrosłupy SABC, SDCE, SACE, składają-
ce graniastosłup A B D , śą równoważne śobie.A za-
tem ostrosłup SABC jest trzecią częścią grania-' 
stosłupa A B D , mającego tęż sarnę podstawę i w y -
sokość. 

Wniosek. Bryłowatość ostrosłupa troykątnś-
go, rówrną jest trzeciey części mnogości z pod-
stawy przez jego wysokość. 
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P O D A N I E X I X . 

T W I E R D Z E Ń ! Ki 

jrszelki ostrosłup S A B Ć D E (fig. 58), ma 
za miarę trzecią część mnogości z jego pod-
stawy A B C D E przez jego wysokość AO-

jakoż, gdy przeprówadzieniy płaszczymy SEB, 
SEC,przez przekątne EB, EC, podzielimy przez 
tó ostrosłup wieloboczńy SABCDE , na wiele 
óstrosłupów tróykątnych, mających jednę wyso-
kość SO. A że ha mocy poprzedzającego twier-
dzenia , każdy z ty ć i ostrosłupów mierzy się 
mnogością każdey z podstaw ABE; BCE, CDE, 
prźez trzecią część jego wysokości SO; a zatem 
śumma ostrosłupów t.roykąthych, czyli ostrosłup 
wieloboczriy SABCDE, mieć będzie za miarę 
śummę troykątów AB E,BCE,CDE, składających 
pi odstawę wieloboczną ABCDE, mnożoną przez; 
l SO; a zatem wszelki ostrosłup, ma za iniarę trze-
cią część mnólgości ż jego podstawy prz&z jego 
Wysokość. 

Wniosek 1. W s z e l k i ostrosłup jest trzecią czę-
ścią graniastosłupa , mającego ięż s^mę podsta-
wę i wysokość. 

Wniosek 11. Dwa ostiosłupy jedney \<rysoko-
ici, mają się do siebie jak ich podstawy, a dwa 
ostrosłupy jedney podstawy mają się do siebie jak 
ich wysokości. 

8* 
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Uwdga. Obrachować można bryłowalość ka-

żdego oiała wielościennego, rozkładając je na 
ostrosłupy, i len rozkład wielu sposobami wy-

• konać się może; nay prostszy jest ten, prowadzić 
płaszczyzny podziałowe przez wierzchołek je-
dnćgoi kąta bryłowego, a wówczas mieć będzie-
my tyle ostrosłupów cząstkowych, ile jest ścian 
w wielościanie, wyjąwszy ściany składające kąt 
bryłowy, skąd płaszczyzny podziałowe prowa-
dziliśmy. 

P O D A N I E X X . 

TWIERDZENIE. 

Dwa wielościany symetryczne są równo-
ważne między sobą czyli równe co clo bry-
lował ości. 

Jakoż i e dwa ostrosłupy tróykątne symetry-
czne, jakiem! są SABC, TAEC (lig. 61), mają. za 
miarę wspólną, mnogość z-podstawy ABC przez 
trzecią część wysokości SO lub TO; azatem te 
ostrosłupy są równoważne nsiędzy sobą. 2e Je-
leli jakimkolwiek sposobem podzielemy jeden 
z w ieI ością u ó w symetrycznych na ostrosłupy troy-
kąt ne, można będzie podzielić podobnie inny wie-
lościan na ostrosłupy tróykątne symetryczne; aże 
ostrosłupy tróykątne symetryczne, są równowa-
żne każdy każdemu; azatem i całkowite wie-
lościany będą równoważne między sobą,- czyli 
rów ne co do bryłowalości. , 
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Uwaga. To podanie ^dawałoby się wprost wy -
padać z podania n, gdzie pokazano, że w dwóch 
wielościanach symett yeznycii, wszystkie części, 
składające jcdnę bryłę, są równe częściom skła-

łoi?) tó^e doud^Mz/Sposobem scisfym. 

P O D A N I E X X I . 

T W I E R i> Z E N I E . 

Gdy ostrosłup przetniemy płaszczyzną 
równoległą do jego podstawy, kloc* czyli o-
strosłup ścięty pozostały po odjęciu małe-
go ostro-łupa , jest równy suminie trzech 
ostrosłupów, mających za wysokość wspólną 
wysokość kloca, a za podstawy, podstawę 
dolną kloca, jego podstawę górną i średnią 
proporcyonalną między temi dwiema pod-
stawami. 
: 1 

Niech będzie ostro łup ABCDE (fig. 62) prze-
cięty płaszczyzną abd równoległą do podstawy; 
niech będzie T F G H ostrosłup troykątny, kto-
r f^P podstawa i wysokość są równe albo równo-
ważne podstawie i wys.okości ostrosłupa S ABCDE. 
Można założyć że liw-i-e podstawy leżą na jedney 
płaszczyznie: a wówczas płaszczyzna abd przedłu-
żona, zadeterminńje , w ostrosłupie {roykątnym, 
przecięcie fgh, położone w teyże 'odległości . m d 
płaszczyzną wspólną podstaw: skąd znowu w y -

http://rcin.org.pl



? J 8 G E O M E T R I 1 

pada, że przecięcie fgh ma się do przecięcia ąbd, 
jak podstawa F G H do podstawy ABD( i6 ) . A po-
nieważ podstawy są równoważne, przeto takiemi 
są i przecięcia. Ostrosłupy więc iśabcde, T/gA są 
^ównoważne^gjlyżmają jednę wysokość i podstaiv^ 
równoważne.Ola tpyze satney przyczyny ostrosłu-
py §ABCJJE,TFGH są równoważne: ązatem klpcę 
ABDdab, F G H h/g są równoważne, a następnie 
tlosyć będzie dowieśdź podania , wysłowionego 
tylko na przypadek kloca ostosłupa troyką-
tnego. ' • 

Niech będzie F G I i / y ^ (fig. 63) kloc ostrosłu-
pa fro.ykątnego o podstawach równoległych Przez 
£rzy p u n k t ^ F , g, H , poprowadźmy płaszczyznę 
FgiŁ , odcinajacą od kloca ostrosłup troykątny 
g-FGH. Ten ostrosłup ma za podstawę, podstawę 
dolną F G H klocą, ma także za wysokość, w y -
sokość kloca; bo wierzchołek g, jest na płaszczy? 
znie podstawy górney fgh. 

Po odcięciu tego ostrosłupa, zostanie ostrosłup 
czworokątny g-//fHF, którego wierzcho|ek g, j W 

podstawiąJhllF. Przez trzy punkty / g, >1, 
poprowadźmy płaszczyznę /gil , która podzielf 
ostrosłup czworokątny na dwa ostrosłupy troy-
kątne gFJlI.g/hW. Ten ostatni ma za podstawę 
g/h podstawę górną kloca, a za wysokość, wyso-
kość tegoż kloca; gdyż wierzchołek jego H , należy 
do podstawy dolney: a tak mamy już dwa z trzech 
ostrosłupów mających składać kloc. 

Zootaje do rozważenia trzeci ostrosłup gY/H: 
jeżeli p o p r o w a d z i m y g K równoległą do / F , i 
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gdy wyobrazimy nowy ostrosłup / F H K , które-
go wierzchołkiem jest K , a podstaAvą F / H ; te 
dwa ostrosłupy mieć będą tęż samę podstawę 
F / H , mieć także będą tęż samę wysokość, 
gdyż wierzchołki g i K położone są na linii 
g K równoległay do / F , a następnie równoległey 
do płaszczyzny podstawy: azatem te ostrosłupy 
są równoważne. Lecz ostros łup/FKH może bydź 
uważany jako mający swóy wierzchołek w y, 
a tak mieć on będzie tę/f samę wysokość co kloc: 
co się tycze jego podstawy F K H , powiadam 
że ta jest średnią proporcyonałną między pod-
stawami F G H , fglu Jakoż troykąty F H K , 

fgh, mają jeden kąt równy F = / , i bok 
F K = . fg; azatem będzie (24,3) F H K : fgh : : 
F i l : f / i . ' Mamy także FPIG : F H K : : FG : F K 
czyli fg. Lecz troykąty podobne FGH, fgh da-
ją FG : fg : : F H : fh ; azatem FGH : F H K : : 
FHJv '.fgh ; a tak podstawa F H K jest średnia 
proporcyonałną między dwiema podstawami F G H , 
f gh , azatem kloc ostrosłupowy troykątny o pod-
stawach równoległych , równy jest trzem ostro-
słupom, mającym za wysokość wspólną wysokość 
kloca, a których podstawami są: podstawa dolna 
Jtloca, jego podstawa górna i średnia proporc j o -
nalna między temi dwiema podstawami. 

< 
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P O D A N I E X X I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Gdy graniastosłup troykąłny, którego 
ABC (fig. 60) jest podstawą, przetniemy pła-
szczyzną DES nachyloną do tey podstawy, 
bryła ABC DES wypadająca z tego przecię-
cia, będzie równa summie trzech ostrosłu-
pów , których wierzchołkami są D 7 E ? S , 
a podstawą wspólną ABC. 

Przez trzy punktuj. S, A, C, poprowadźmy pła-
szczyznę SAC, która od grańiaslosłupa ściętego 
A BC DES , odetnie ostrosłup troykątny SABCr 
ten ostrosłup ma za podstawę ABC a za wierz-
chołek punkt S. ł 

Poodięciu tego ostrosłupa, zostanie ostrosłup 
czwoiokątny SA^DE, którego S jest wierzchoł-
kiem a ACDE- podstawą. Przez trzy punkty 
S, E, C, poprowadźmy jeszcze płaszczyznę SEC, 
która podzieli ostrosłup czworokątny na dwa 
ostrosłupy tróykątne SACE, SCDE. 

Ostrosłup SACE, mający za podstawę troykąt 
AEC a za wierzchołek punkt S, jest równowa-
żny ostrosłupowi EABC, mającemu za podstawę 
AEC a za wierzchołek punkt B. 

Ponieważ te (lwa ostrosłupy mają tęż sarnę 
podstaw , przeto mają tęż sarnę wysokość; ho 
linia BS, jako równoległa do każdey z liniy 

A 

http://rcin.org.pl



x I E o A vr. 1 2 1 

.AE, CD, jest równoległa c!o ich płaszczyzny ACE; 
azatem ostrosłup SACE jest równoważny ostro-
słupowi EABC, który uważany bydź może, jako 
mający za podstawę A B C , a za wierzchołek 
punkt E. 

Trzeci ostrosłup SCDE może bydź naprzód 
zamieniony na ASCD, gdyż te dwa ostrosłupy 
mają tęż samę podstawę SCD ; mają także one 
tęż sarnę wysokość , bo A E jest równoległą do 
płaszczyzny SCD; a zatem ostrosłup SCDE jest 
równoważny ostrosłupowi ASCD. Polem, ostro-
słup ASCD może bydź zamieniony na ABCD, 
gdyż te dwa ostrosłupy mają podstawę wspól-
ną ACD; są one także i jedney wysokości , bo 
ich wierzchołki S i B, leżą na linii równole-
głey do płaszczyzny podstawy. 

A zatem ostrosłup SCDE równoważny ostro-
słupowi A S C D , jest także równoważny ostro-
słupowi ABCD; ten zaś ostatni może bydź uwa-
żany jako mający za podstawę ABC a za wierz-
chołek punkt D. 

A zatem nakoniec, graniastosłup ścięty czyli 
klocowy- ABC DES, jest równy suinmie trzech 
ostrosłupów, mających za podstawę wspólną ABC 
a za wierzchołki sobie odpowiedne punkt a D, 
E, S. . 

Wniosek. Jeżeli krawędzie A E , BS , CD są 
prostopadle do płaszczyzny podstawy, będą cne. 
razem wysokościami trzech ostrosłupów składa-
jących graniastosłup ścięty; tak, że bryłowatość 
graniastosłupa ściętego wyrazi się przez 

JU* Pf^Ą nr**"'* , /W 
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* ABC x A E - f \ ABC x B S + § ABC X CD; ilość, 
łctóra się przywodzi do | ABC X (AE -f- BS+CD). 

P O D A N I E X X I I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

TF dwóch ostrosłupach trójkątnych podo-
bnych, ściany odpowiedne są podobne sobie, 
a kąty bryłowe odpowiedne są równe-

Podług opisania , dwa ostrosłupy troykątne 
SABC. TDEF (fig. 64) są podobne, jeżeli dwa 
troykąty SAB, ABC, &ą podobne dwóm troyką-
tom TDE, DEF i podobnie umieszczone, to jest 
jeżeli kąt ABS = DET , BAS == EDT, ABC = 
— DEF, BAC = EDF, i gdy nadto, nachylenie 
płaszczyzn SAB i ABC, jest równe nachyleniu 
płaszczyzn T D E i DEF: to założywszy, powia-
dam, że te ostrosłupy mają wszystkie ściany po-
dobne każda każdey, i kąty bryłowe odpowiedne 
są równe. 

C Weźmy B G = E D , B I I = E F , B I — E T , i popro-
wadźmy GH, GI, IH. Ostrosłup TDEF jest ró-
wny ostrosłupowi IGBH: bo wzięliśmy boki GB, 
B R równe bokom DE, EF, i kąt GBH, z założe-
nia jest równy kątowi DEF: troykąt więc GBII 
jest równy troykątowi DEF: a zatem dla zdzia-
łania, przystawania dwóch ostrosłupów,można na-
przód podstawę DEF położyć na jey równey GBH; 
potem, ponieważ płaszczyzna DTE, tyle jestną? 
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chylona do płaszczyzny DEF, ile płaszczyzna 
SAB do płaszczyzny A B C ; przeto oczywiście 
płaszczyzna DET padnie nieoznaczonym sposo-
bem na płaszczyznę ABS. A że z założenia kąt 
DET — G B I , więc ET padnie na sobie równe 
BI; a ponieważ czter y punktuD, E, F, T, pada-
ją na cztery G, B, II, I, przeto (i) ostrosłup TDEF 
przystanie do ostrosłupa IG BIL 

Ponieważ z przyczyny troykątów równych 
DEF. G B H , kąt Bf iH=EDF_= B A C ; więc G H 
jest równolegle do AC. Dla podohney przyczy-
ny GI jest równoległe do A S ; a zatem płasz-
czyzna 1 G H jest równoległa do SAC (i3,5). Ztąd 
wypada, że troykąt IGH albo jemu równy T D F , 
jest podobny SAC (i5), i że troykąt I B H albo 
jemu równy T E F , jest~ppdobny SBC: a zatem 
dwa ostrosłupy tróykątne. podobne SABC, TDEF 
mają cztery ściany podobne każda każdey: jiad-
fo. mają one kąty bryłowe odpowiedne równe. 

Gdyż umieściliśmy już kąt bryłowy E na je-
mu odpowietlny B , i toż sarno zrobić można 
z dwóma drue-ierni katami bryłow.ąmi odpowie-
/dnemi; lecz wprost w idziemy, że dwa kąty bry-
łowe odpowiedne są równe ; naprzylcład, kąty 
T i S, gdyż one są utworzone przez trzy kąty 
płaskie równe każdy każdemu i podobnie umie-
szczone. 

A zatem dwa ostrosłupy tróykątne podobne, 
mają ściany odpowiedne podobne i kąty bry-
łowe odpowiedne równe. 

fTniosek I . Troykąty podobne w dwóeh o-
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strosłupacli, dają proporcva A B : DE' : : BC • EF • • 
A C : DF : : AS : D T : : S B I TE : : SC : TE; a żalem 
w ostrosłupach trójkątnych podobnych, boki od-
powiedne są proporcjonalne. 

II . Ponieważ katy bryłowe odpowiedne są 
równe , przeto nachjlenie jakichkolwiek dwóch 
ścian ostrosłupa jest równe nachjleniu dwóch 
ścian odpowiednjch ostrosłupa podobnego. 

III . Gdy ostrosłup troykąlny SABC; przetnie 
się płaszczyzną G I H , równoległą do jedney ze 
ścian SAC , ostrosłup cząstkowy B G I H , będzie 
podobny ostrosłupowi całemu BASC : bo tróy-
kąty B G I , B G H są podobne troykątom BAS, 
B A C każdy każdemu, i podobnie są umieszczo-
ne: nachylenie ich płaszczyzn jest toż samo w o -
budwóch ; a zat. m dwa ostrosłupy są podobne. 
, IY;.TW °§ÓIności > gdj jakikolwiek ostrosłup 

SABCDE (fig. 58) przetnie siępłaszczjzną abcde 
równoległą do podstawj , ostrosłup cząstkowy 
Sabcde podobnj będzie ostrosłupowi całkiemu 
SABCDE. Jakoż, podstawy A B C D E , abcde sa 
podobne, a gdy poprowadziemy AC, ac, dowie -
dliśmy teraz, że ostrosłup troykąlny SABC jest 
podobny ostrosłupowi Sabc: a zatćm punkt S tak 
jest determinowany względem podstawy A B C , 
jak punkt S determinowany jest względem pod-
stawy abc (opis. 18): a zatem dwa qstrosiupy 
SABCDE, Sabcde są podobne. 

Uwaga. Zamiast pięciu datek potrzebnych, 
podług opisania, do podobieństwa duóch oś»ro-
sł j ipów troykątnych, można 2 a *ie podstawić 
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pięć innych, stosownie do rozmaitych kombina-
C yy ; a z tego tyleż wypadłoby twierdzeń, z po-
między których to tylko r o z r ó ż n i ć , możemy; Dwa 
ostrosłupy troykątne są podobne, gdy mają kra- _ % 

wędzie odpowiedne proporcyGnalne.Uf^obn* 
Jakoż jeżeli mamv proporcye (fig.64) AB : DE : : 

BC : EF : : AC : DE :": AS : DT : : SB : T E : : SC: TE, 
co zawiera pięć warunków, tedy troykąty ABS, 
A B C będą podobne troykątom D E T , DEF i po-
dobnie. umieszczone. Miec będziemy także troy-
kąt SBC p o d o b n y troykątowi T E F ; a zatem trzy 
kąty płaskić składające kąt bryłowy B, będą ró -
wne kątom płaskim . składającym kąt bryłowy 
E, każdy każdemu; skąd wypada, że nachyle-
nie płaszczyzn SAB, A B C jest równe nachyleniu 
sobie odpowiednych płaszczyzn TDE, D E i ; a za-
tem, że dwa ostrosłupy są podoinie. . 

jJ^ <Uiu<. [Pi****** ' • ̂  V * 
P O D A N I E X X I V . 

T W I E R D Z E N I U . 

Dwa wielośeiany podobne , maja, ściany 
odpowiedne podobne, i Kąty bryłowe odpo-
wiedne równe. 

Niech będzie A B C D E (fig. 65) podstawa wie-
lościanu : niech M i N będą wierzchołkami 
dwóch kątów bry łowych za tą podstawą, de 'er -
mi no w a na mi przez ostrosłupy troykątne MA1>C, 
NxlBC , których podstawą wspólną jest ABC: 
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niech będą w drugim ostrosłupie, abede podsta-
wa , min wierzchołki, odpowiedne wierzchoł-
kom M i N, determinowane przez ostrosłupy 
mabc, nabc podobne ostrosłupom MABC, NABC; 
powiadam naprzód, ze odległości M N , mn , są 
proporeyonaine bokom odpowiednym AB, ab. 

Jakoż, ostrosłupy MABC, mabc; ponieważ są 
podobne , przeto nachylenie płaszczyzn MAC, 
B A C , jest równe nachyleniu płaszczyzn mac, 
bac. Podobnie , ponieważ ostrosłupy NABCj 
nabc są podobne, nachylenie płaszczyzn NAC,' 
B A C , jest równe nachyleniu płaszczyzn nacj 
bac. Jeżeli więc odeymiemy pierwsze nachyla-
nia od ostatnich, zostanie nachylenie płaszczyzn 
NAC, MAC, równe nachyleniu płaszczyźn nac, 
mac. Lecz z przyczyny podobieństwa tychże 
ostrosłupów, troykąt MAC jest podobny macj 
a troykąt NAC jest podobuy nac, a zatem dwa 
ostrosłupy tróykątne MNĄC, mnąc mają^ctany 
każda każdey podobne, podobnie umieszczone 
i równie nachylone do siebie; a zatem te ostro-
słupy są podobne (21); krawędzie więc ich od-
powiedne dają proporcyą MN : nin : : A W: ani: 
Nadto, A M : arn : : AB : ab; a zatem MN : mn : i 
AB : ab. 

Niech będą P i p, dw a inne wierzchołki od-
powiedne tychż e wielościanów, a podobnie mieć 
będziemy PN :pn : : AB : ab, PM :pm : : AB : ab: 
W i ę c MN : mn :: PN : ppj : PM :prn.Azatem troy-
kąt PNM, łączący ja-h-ekolwiektrzy wierzchołki 
wielościanu , jest podobny troykąt owi pnm łif* 
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czącemu trzy wierzchołki odpowiedne drugiego 
wielościanu. 

Niech będą jeszcze Q i q dwa wierzchołki od-
powiedne; a troykąt PQN będzie podobnyjtroy-
kątowi pqn. Powiadam nadto , że nachylenie 
płaszczyzn PQN, PMN jest równe nachyleniu 
płaszczyzn pqn,pmn. 

Bo gdy poprowadz imy QM, i qm, mieć bę-
dziemy zawsze troykąt QNM, podobny troykąto-
Wi </nm, a następnie kąt QŃM równy kątowi qnm. 
Zważmy w N, kąt bry łowy utworzony przez trzy 
kąty płaskie QNM, QNP , PNM; a w n, kąt b r y -
ł o w y utworzony przez trzy kąty płaskie qnm, 
qnp, pnm; ponieważ te kąty każdy każdemu są 
równe, przeto stąd idzie, iż kąty bryłówe są ró-
ivne. A zatem nachylenie dwóch płaszczyzn 
ł ł NQ, PNM jest równe nachyleniu im odpow "e-
dnych płaszczyzn pnq , pnm: azatem jeżeliby 
dwa tróykąty PNQ, P N M były na jedney pła-
szczyznie, w Którym to przypadku mielibyśmy 
kąt Q N M = r QNP P N M , mielibyśmy, także 
qnm=. qnppnm, i dwa tróykąty qnp , pnm 
by łyby także na jedney płaszczyznie. 

T o wszystko cośmy teraz dowiedli ma miey-
śce, jakiekolwiek będą kąty M, N, P , Q porów-
ńywaine z sobie odpowiednemi m. n) p. q. 

Przypuśćmy teraz, że powierzchnia jednego 
Z wielościanów jest podzielona na tróykąty A B C , 
A CD, MNP, ŃPQ i t. d . ; widzieńiy, iż powierz-
chnia drugiego wielościanu zawierać będzie ró -
viną liczbę tróykątów abc, acd, mnp, npq i t. d. 
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podobnych i podobnie umieszczonych : a jeżeli 
kilka troykątów, jak MPN, NPQ, i t. d. należy 
do jedney ściany i są na jedney płaszczyznie , 
tedy im odpowiedne mpn, npq, i t. d. będą.tak-
że na jedney płaszczyznie. A zatem wszelka ścia-
na wieloboczna w wielościanie, odpowiadić bę-
dzie ścianie wielobobzney podobney w drugim 
wielościanie ; więc dwa wmlościany będą zam-
knięte jednaką liczbą płaszczyzn podobnych i 
podobnie umieszczonych. Powiadam nadto, że 
kąty bryłowe odpowiedne będą równe. 

Jakoż, jeżeli kąt bry łowy N. naprzykład, jest 
utworzony z kątów płaskich QNP, PJNl\l, MNIt, 
ONR , kąt bryłowy odpowiedny n , utworzony 
będzie przez kąty płaskie qnp, pnm, mnr, qnr. 
A że te kąty płaskie, każdy każdemu są równe, 
a nachylenie dwóch płaszczyzn przyległych, jest 
równe nachyleniu sobie odpowiednych płasz-
czyzn; więc dwa kąty bryło we są równe, jakże-
by mogły przystać do siebie. 

A zatem nakoniec, dwa wielościany podobne, 
mają ściany odpowiedne podobne, a kąty odpo-
wiedne równe. 

Wniosek. Z poprzedzającego dowodzenia w y -
pada, że gdy z czterech wierzchołków wielościa-
nu, utworzemy ostrosłup troykątny, i g d y u t w o -
rzemy drugi z czterech wierzchołków odpowie-
dnych wielościanu podobnego; te dwa ostrosłu-
py będą podobne; bo mieć będą boki odpowie-
dne proporcyonalne (21 uwag.). 

W i d z i m y razem, że dwie odpowiedne prze-
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kątne (17, 2), naprzykład AN, art, mają się do 
siebie, jak dwie odpowiedne krawędzie AJB, ab. 

P O D A N I E X X V . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa wielościany podobne, mogą się po-
dzielić na jednaką liczbę ostrosłupów troy-
hątnych, podobnych każdy każdemu, i po-
dobnie umieszczonych. 

W i e m y już b o w i e m , że powierzchnia dwóch 
wielościanów może się podzielić' na jednaką li-
czbę troykątów, podobnych każdy każdemu i 
podobnie umieszczonych. Zważmy wszystkie 
troykąty jednego wielościanu, oprócz troykątów 
składających kąt b r y ł o w y A. jako podstawy ty-
l u ! ostrosłupów troykątnych, których wierz-
chołkiem jest A: te ostrosłupy razem wzięte zło-
żą wielościan. Podzielmy podobnie drugi wie -
lościan na ostrosłupy, któreby miały za wierzcho-
łek wspólny, wierzchołek kąta a odpowiedne-
go kątowi A. ^ O z ^ i ś c i e ostrosłup łączący czte-
ry wierzchołkrwiefościanuj będzie podobny o -
strosłupowi łączącemu cztery wierzchołki odpo-
wiedne drugiego wielościanu. A zatem dwa wie-^fcKj[ 
lościany pod o b u e p r p Ł * ^ . ^ 3 >*/• . 

i t u , Mc~ * 

^ fJ.I»4wy 
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P O D A N I E X X V I , 

TWIERDZENIE, 

Dwa ostrosłupy podobne mają się do sie-
bie jak sześciany z boków odpowiednych. 

Ponieważ dwa ostrosłupy są podobne, prze-
to mnieyszy może bydź umieszczony w wię-
kszym tak, aby miały kąt wspólny S (lig. 58). 
"Wówczas podstawy ABCDE, abcde, będą równo-
ległe: jSo^^sciany odpowiedne są podobne (22), 
k ą t o a ^ jest równy kątowi SAB, oraz kąt Sbc 
równy SBC; a zatem płaszczyzna abc jest równo-
legła płaszczyznie ABC (i5,5). Niech teraz SO 
będzie prostopadłą spuszczoną z wierzchołka S 
na płaszczyznę ABC, i niech o będzie punktem 
w którym ta prostopadła spotyka płaszczyznę 
abc; mieć będziemy, podług tego co się już do-
wiodło^ 5), SO : So : : SA: Sa w A B : ab-,a następnie 

| SO : \ So : : AB : ab. 

Lecz podstawy ABCDE, abcde, jako figury po-
dobne, dają 

ABCDE : abcde : : AB*: ab*. 

Mnożąc terminy odpowiedne tych dwóch pro-
porcyy przez się, otrzymamy proporcyą 

ABClTE * \ SO : abcde X *So :: AB*: 

aże A B C D E X i SO jest bryłowatości% ostrosłu-
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pa SABCDE (18), a zaś abcdeY. \ So jest bryło-
watością ostrosłupa Sabcdc, a zatem dwa ostro-
słupy mają się do-siebie, jak sześciany z ich kra-
wędzi odpo wiednych. •V*AJ''> 

P O D A N I E X X V I I . 

T W I E R D Z E N I E . 

Dwa wielo ściany podobne maja, się do 
siebie jak sześciany z ich krawędzi odpo-
wie dnych-

Jakoż dwa wiolościany podobne mogą bydź 
-podzielone na jednaką liczbę ostrosłupów troyką-
tnyełi, podobnych każdy każdemu (23) Lecz dwa 
ostrosłupy podobne A PNM, apnai (fig. 65), mają 
się do siebie jak sześciany z boków odpowie-
dnych A M , am, albo jak sześciany z boków od-
powiednych AB, ab. Tenże sam stosunek zaydzie 
między innerni jakiemikolwiek ostrosłupami od-
powiednemi; a zatem summa wszystkich ostro-
s łupów, które składają wielościan , czyli sam 
wielościan, ma się do drugiego wielościanu, jak 
sześcian z jakiegokolwiek boku pierwszego wie-
lościanu, do sześcianu z boku odpowiedniego wie-
lościanu drugiego., ^ 

Uwaga ogólna. 

Można wystawić w terminach algebraicznych 
to je t sposobem nayzwięzleyszym, powtórzeni® 
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ąłówńiey szych podań tey xiążki , zamykającey 
bryłowatości wielościanów. 

Niech B wyraża podstawę graniastosłupa, H 
jego wysokość: bryłowatość graniastosłupa, bę-
*dzie B x H czyli BH. \ • . v . . * 

Niech B wyraża podstawę ostrosłupa, a zaś H 
jego wysokość : bryłowatość ostrosłupa będzie 
BX| H, czyli H X \ B, czyli | BH. 

Niech będzie H wysokość kloca ostrosłupo-
wego o podstawach równoległych : niech A i B 
wyrażają podstawy jego: l /AB będzie średnią 
proporcyonałną między podstawami ^a bryłowa-
tością kloca będzie { II X ( A + B + / A B ) . 

Niech B wyraża podstawę kloca graniastosłu-
pa troykątnego, H, H', H", wysokości trzech je-
go wierzchołków górnych: bryłowatością gra-
niastosłupa ściętego, będzie | Bx(H+H'- ł -H*) 

Niech nakoniec P i p , wyrażają bryłowatości 
dwóch wielościanów podobnych, A i a d w a b o -
ki albo dwie przekątne odpowiedne tych wie-
lościanów: będzie P : p : : A 3 : a\ 

K O N I E C . 
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