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Vorwort.

Es ist in neuerer Zeit eine Wissenschaft entstanden, welche
sich mathematische Naturwissenschaft nennt, eigentlich aber specu-
lative Mathematik genannt werden sollte, deren Ziel (nach Herrn
Professor C. Neumann) darin besteht, ,moglichst wenige (iibrigens
nicht weiter erklirbare) Principien zu entdecken, aus denen die all-
gemeinen Gesetze der empirisch gegebenen Thatsachen mit mathe-
matischer Nothwendigkeit emporsteigen.“ Eine solche Wissenschaft
wiirde also, wenn es wirklich gelinge, solche Principien aufzufinden,
die Methode der Induction durch die der Deduction ersetzen, und
ein Gebiiude herstellen, vor dem jeder nach wahrer Einsicht und
wirklicher Erkenntniss strebende Kopf einen horror empfinden
miisste, gegen den der Widerwille, den manche klare Kopfe vor
der Geometrie des Euklid empfinden, verschwinden miisste,
Denn eine solche Wissenschaft wiirde dem wissbegierigen Jiinger
derselben zumuthen, die klarsten und einfachsten Gesetze, deren
Wahrheit unmittelbar vor Augen liegt, auf langem und miihsamem
Wege aus einigen wenigen Siitzen abzuleiten, und ihm statt Ein-
sicht in das Wesen der Naturgesetze nichts bieten, als lange Rech-
nungen mit unbekannten Grissen.

Gegeniiber solchen Bestrebungen, welche zwar in manchen
Gebieten, sofern sie zugleich mit klarem Blick und genialer Divi-
nationsgabe verbunden waren, Uebersicht und Ordnung herstellten,
wo die Mannigfaltigkeit der Thatsachen auf anderm Wege nicht
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zu bewiiltigen scheint, wie in der Optik, im Allgemeinen aber auf
Abwege fiihren miissen, ist doch wohl an der Zeit, dass endlich
einmal aufmerksam gemacht werde auf die tiefen Untersuchungen
der grossten Denker unserer Nation, Kant und Schopenhauer,
iiber die Quellen und Grenzen aller unserer Erkenntniss.

Diess ist der wesentlichste Zweck der vorliegenden Abhand-
lungen. Dieselben sind nur ein Theil einer Reihe von Unter-
suchungen aus den Grenzgebieten der Transscendentalphilosophie
einerseits, der Mathematik und Naturwissenschaft andererseits, und
mogen zuniichst daran erinnern, dass alles wahre Wissen aus
der Anschauung stammt, und dass die unmittelbar aus ihr
schopfende intuitive Erkenntniss allein es ist, welche wirk-
lich diesen Namen verdient.

Fluntern bei Zirich im April 1870.

J. C. Becker.
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Kants und Gaussens Ansichten iiber die Natur
des Raumes.

In der beriihmten ,Gottinger gelehrten Anzeige“ vom 15. April
1831, worin der grosse Mathematiker Gauss zuerst gezeigt hat, wie
den sogenannten imaginiiren Zahlen ein klarer Sinn beigelegt wer-
den kann, findet sich folgende Stelle (Werke, II. Bd. p. 177):

pDieser Unterschied zwischen rechts und links ist, sobald man
vorwiirts und riickwiirtsiin der Ebene, und oben und unten in Be-
ziehung auf die beiden Seiten der Ebene einmal (nach Gefallen)
festgesetzt hat, in sich vollig bestimmt, wenn wir gleich unsere
Anschauung dieses Unterschiedes Andern nur durch Nachweisung
an wirklich vorhandenen materiellen Dingen nachweisen kénnen.“

Zu dieser Stelle des Textes gehort eine Anmerkung, mit wel-
cher der grosse Mathematiker den grossen Philosophen Kant eines
ihm unbegreiflichen Irrthums zeiht. Sie lautet:

»Beide Bemerkungen hat schon Kant gemacht, aber man be-
greift nicht, wie dieser scharfsinnige Philosoph in der ersteren einen
Beweis fiir seine-Meinung, dass der Raum nur Form unserer
dusseren Anschauung sei, zu finden glauben konnte, da die zweite
so klar das Gegentheil, und dass der Raum unabhiingig von
unserer Anschauungsart eine reelle Bedeutung haben
muss, beweiset.“

Ich habe vergeblich die ganze Kritik der Vernunft nach jenen
Bemerkungen durchsucht: nirgends findet sich eine Stelle, die auch
nur annithernd dasselbe aussagt, wihrend die von Gauss angegriffene
aMeinung® selbst durch Griinde nachgewiesen ist, die durch die
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Bemerkung, ,dass wir den Unterschied zwischen rechts und links
Andern nur an wirklich vorhandenen materiellen Dingen nach-
weisen konnen,“ nicht im mindesten alterirt werden, wie ich hoffe,
in der Folge geniigend darzuthun.

Gauss muss demnach eine Stelle aus einem andern Werke
Kants vor Augen gehabt haben, und ich fand in der That zwei
Stellen, wo solche Bemerkungen gemacht sind.

Die eine ist die kleine 1768, also 13 Jahre vor der Kritik der
Vernunft erschienene Abhandlung ,von dem ersten Grunde des
Unterschiedes der Gegenden im Raume.“ Dieses treffliche Schrift-
chen kann aber Gauss um so weniger meinen, als hierin Kant eine
Ansicht vertritt, welche von der von Gauss selbst ausgesprochenen
sehr wenig verschieden ist, obwohl auch durch sie schon die Lehre
von der Idealitiit des Raumes gleichsam hindurchschimmert. In dieser
Schrift gibt nimlich Kant einen Beweis dafiir, ,dass der Raum
unabhingig von dem Dasein aller Materie eine eigene
Realitit habe,“ ein Satz, den auch schon Euler (Historie der
konigl. Academie der Wissenschaften zu Berlin vom Jahre 1748)
zu beweisen versucht hat. Kant sagt in dieser Schrift wortlich:
sDer Beweis, den ich hier suche, soll nicht den Mechanikern, wie
Herr Euler zur Absicht hatte, sondern selbst den Messkiinstlern
einen iiberzeugenden Grund an die Hand geben, mit der ihnen ge-
wohnlichen Evidenz die Wirklichkeit ihres absoluten Raumes be-
haupten zu kénnen.“

Kant richtet in diesem Beweise hauptsiichlich sein Augenmerk
darauf, zu zeigen, dass der Raum nicht ein blosser abstracter Be-
griff sei. Diess leistet er, indem er darthut, ,dass der vollstiindige
Bestimmungsgrund einer korperlichen Gestalt nicht lediglich auf
dem Verhiiltniss und der Lage seiner Theile gegeneinander beruhe,
sondern noch iiberdem auf einer Bezichung gegen den allgemeinen
absoluten Raum, so wie ihn sich die Messkiinstler denken, doch so,
dass dieses Verhiltniss nicht unmittelbar kann wahrgenommen
werden, aber wohl diejenigen Unterschiede der Korper, die einzig
und allein auf diesem Grunde beruhen.“ Unter den Beispielen, an
welchen er diess zeigt, hebe ich nur den Unterschied zwischen der
rechten und linken Hand hervor, die einander véllig gleich und
iihnlich und doch so verschieden sind, dass die eine nicht den
Raum einnehmen kann, der von der andern eingenommen wird.
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Dieser Unterschied ist ein solcher, dass er in keiner Weise
sich definiren lisst, und andern darum nur an wirklich vorgehal-
tenen rechten und linken Hiinden gezeigt werden kann. Daraus
geht aber hervor, dass der Unterschied zwischen der rechten und
linken Hand nur in ihrem Verhalten zum absoluten Raume beruhen
kann, und dass dieser also etwas sei, was von den in ihm erschei-
nenden Objecten unabhiingig ist, und dass wir von ihm eine un-
mittelbare anschauliche Erkenntniss haben, da wir, was sich direkt
auf ihn bezieht nur anschaulich begreifen kinnen. Dass aber dar-
aus folge, der Raum bestehe auch ,unabhiingig von unserer
Anschauungsweise®, wie Gauss meint, ist Kant nicht einge-
fallen, und es ist in der That schwer zu begreifen, wie Gauss zu
einem solchen Schluss gekommen, der doch auch gar keine Griinde
fiir sich hat. |

Nachdem Kant an vielen Beispielen gezeigt, ,dass in der Be-
schaffenheit der Korper Unterschiede angetroffen werden konnens
und zwar wahre Unterschiede, die sich lediglich auf den abso-
luten und urspriinglichen Raum beziehen, weil nur durch ihn
das Verhiltniss korperlicher Dinge moglich ist, und dass, weil der
absolute Raum kein Gegenstand einer iiusseren Empfindung, son-
dern ein Grundbegriff ist, der alle diese zuerst moglich macht, wir
dasjenige, was in der Gestalt eines Kérpers lediglich die Beziehung
auf den reinen Raum angeht, nur durch die Gegenhaltung mit an-
dern Kérpern vernehmen konnen,“ kommt er endlich zu dem fol-
genden Schlusse:

»Ein nachsinnender Leser wird daher den Begriff des Raumes,
so wie ihn der Messkiinstler denkt und auch scharfsinnige Philo-
sophen ihn in den Lehrbegriff der Naturwissenschaft aufgenommen
haben, nicht fiir ein blosses Gedankending ansehen, obgleich es
nicht an Schwierigkeiten fehlt, die diesen Begriff umgeben, wenn
man seine Realitiit, welche dem inneren Sinne anschauend genug
ist, durch Vernunftideen fassen will.“

Die andere Stelle, welche ihnliche Bemerkungen enthiilt, ist
der Anfang des § 13 der 1783 erschienenen ,Prolegomena zu jeder
kiinftigen Metaphysik“, und ich hegenicht den geringsten Zweifel, dass
diess die Stelle ist, auf welche sich Gaussens Bemerkung bezieht.

Dieselbe lautet wortlich:

»Diejenigen, welche noch nicht von dem Begriffe loskommen
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kinnen, als ob Raum und Zeit wirkliche Beschaffenheiten wiiren,
die den Dingen an sich selbst anhingen, kinnen ihre Scharfsinnig-
keit an folgendem Paradoxon iiben, und wenn sie dessen Auflésung
vergebens versucht haben, wenigstens auf einige Augenblicke von
Vorurtheilen frei, vermuthen, dass doch vielleicht die Abwiirdigung
des Raumes und der Zeit zu blossen Formen unserer sinnlichen An-
schauung Grund haben mige.“

,Wenn zwei Dinge in allen Stiicken, die an jedem fiir sich
nur immer konnen erkannt werden, (in allen zur Grisse und Qua-
litit gehorigen Bestimmungen) vollig einerlei sind, so muss doch
folgen, dass eins in allen Fillen und Beziehungen an die Stelle
des andern kionne gesetzt werden, ohne dass diese Vertauschung
den mindesten kenntlichen Unterschied verursachen wiirde. In der
That verhilt sich diess auch so mit ebenen Figuren in der Geo-
metrie; allein verschiedene sphiirische zeigen, ohnerachtet jener vol-
ligen inneren Uebereinstimmung, doch eine solche im #usseren Ver-
hiiltniss, dass sich eine an die Stelle der andern gar nicht setzen
lisst, z. B. zwei spiirische Triangel von beiden Hemisphiiren, die
einen Bogen des Aequators zur gemeinschaftlichen Basis haben,
kiénnen villig gleich sein, in Ansehung der Seiten sowohl, als Winkel,
so dass an keinem, wenn er allein und zugleich vollstindig be-
schrieben wird, nichts angetroffen wird, was nicht zugleich in der
Beschreibung des andern lige, und dennoch kann eines nicht an
die Stelle des andern (ndmlich auf dem entgegengesetzten Hemi-
sphiir) gesetzt werden, und hier ist denn doch eine innere Ver-
schiedenheit beider Triangel, die kein Verstand als innerlich an-
geben kann, und die sich nur durch das #ussere Verhiltniss im
Raume offenbart. Allein ich will gewthnlichere Fille anfiihren, die
aus dem gemeinen Leben genommen werden kinnen.*

»Was kann wohl meiner Hand oder meinem Ohr ihnlicher
und in allen Stiicken gleicher sein, als ihr Bild im Spiegel? Und
dennoch kann ich eine solche Hand, als im Spiegel gesehen wird,
nicht an die Stelle des Urbildes setzen; denn wenn dieses eine
rechte Hand war, so ist jene im Spiegel eine linke, und das Bild
des rechten Ohres ist ein linkes, das nimmermehr die Stelle des
ersteren vertreten kann. Nun sind hier keine inneren Unterschiede,
die irgend ein Verstand nur denken kinnte; und dennoch sind die
Unterschiede innerlich, so weit die Sinnen lehren, denn die linke
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Hand kann mit der rechten, ohnerachtet aller beiderseitigen Gleich-
heit und Aehnlichkeit, doch nicht zwischen denselben Grenzen ein-
geschlossen sein (sie konnen nicht congruiren); der Handschuh der
einen Hand kann nicht auf der andern gebraucht werden. Was ist
nun die Auflésung? Diese Gegenstinde sind nicht etwa Vorstel-
lungen der Dinge, wie sie an sich selbst sind und wie sie der pure
Verstand erkennen wiirde, sondern es sind sinnliche Anschauungen,
d. i. Erscheinungen, deren Moglichkeit auf dem Verhiltnisse ge-
wisser an sich unbekannten Dinge zu etwas anderem, nimlich un-
serer Sinnlichkeit beruht. Von dieser ist nun der Raum die Form
der #usseren Anschauung, und die innere Bestimmung eines jeden
Raumes ist nur durch die Bestimmung des #dussern Verhiiltnisses
zu dem ganzen Raume, davon jener ein Theil ist, (dem Verhiilt-
nisse zum #Husseren Sinne) d. i. der Theil ist nur durchs Ganze
moglich, welches bei Dingen an sich selbst, als Gegenstinden des
blossen Versandes niemals, wohl aber bei blossen Erscheinungen
Statt findet. Wir konnen daher auch den Unterschied
dhnlicher und gleicher, aber doch incongruenter
Dinge (z B. widersinnig gewundener Schnecken)
durch keinen einzigen Begriff verstindlich machen,
sondern nur durch das Verhiiltniss zur rechten und
linken Hand, welches unmittelbar auf Anschauung
geht“

Wenn man diess freilich, aus dem Zusammenhange her-
ausgerissen, und namentlich ohne Kenntniss der hierher gehérigen
Stellen der Kritik der Vernunft liest, zu welcher die ,Prolegomena*
nur ein erliuternder Anhang sind, so kann man unméglich begrei-
fen, wie Kant hier aus dem Umstand, dass zwei Dinge gleich und
dhnlich, und doch nicht congruent sein kénnen, zu dem Schlusse
gelangt, dass der Raum nur die Form unserer sinnlichen An-
schauung sei. Denn damit ist zunichst nur dargethan, ,dass in der
Beschaffenheit der Korper Unterschiede angetroffen werden, die sich
nur auf den absoluten und urspriinglichen Raum beziehen,“
d. h. dass dieser unabhiingig von jenem besteht, also
nicht eine blosse Beschaffenheit desselben ist. Kant
ist aber bei diesem Resultate nicht stehen geblieben. Dass wir die
auf den absoluten Raum beziiglichen Unterschiede der Dinge nur
an diesen selbst verstindlich machen kénnen, war ihm nur einer
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der Belege dafiir, dass der Raum uns unmittelbar als anschauliche
Vorstellung bekannt sei, und nicht etwa als ein abstracter
Begriff. s

Was ist nun dieser unserer unmittelbaren Anschauung klar
vorliegende Raum, in dem alles, was unsere Sinne wahrnehmen,
erscheint, an sich? Diese Frage hat Kant durch eine Reihe, wie
mich diinkt, unwiderlegbarer Schliisse dahin beantwortet, ,dass er
weiter nichts sein kénne, als die Form unseres dusseren
Sinnes,“ d. h. derjenige Apparat unseres Intellects, welcher allein
moglich macht, dass wir Vorstellungen von Dingen ausser uns
haben.

Kants Gedankengang, welcher ihn zu diesem Schlusse fiihrte,
ist der folgende:*)

»Dass alle unsere Erkenntniss mit der Erfahrung anfange,
daran ist gar kein Zweifel, denn wodurch sollte das Erkenntniss-
vermigen zur Ausiibung erweckt werden, geschiihe es nicht durch
Gegenstiinde, die unsere Sinne riihren und theils von selbst Vor-
stellungen bewirken, theils unsere Verstandesfithigkeit in Bewegung
bringen, diese zu vergleichen, sie zu verkniipfen oder zu trennen,
und so den rohen Stoff sinnlicher Eindriicke zu einer Erkenntniss
der Gegenstiinde zu verarbeiten, die Erfahrung heisst ?“

yWenn aber gleich alle unsere Erkenntniss mit der Erfahrung
anhebt, so entspringt sie darum doch nicht alle aus der Erfahrung.
Denn es kinnte wohl sein, dass selbst unsere Erfahrungserkenntniss
ein Zusammengesetztes aus dem sei, was wir durch Eindriicke em-
pfangen, und dem, was unser eigenes Erkenntnissvermigen aus
sich selbst hergibt.“

Solche Erkenntnisse, die also zwar erst durch die Erfahrung
ins Bewusstsein gebracht, aber gleichwohl unabhiingig von dersel-
ben sind, d. h. ihren Erkenntnissgrund nicht in dem
haben, was die Exfahrung lehrt, sondern in dem, ver-
moge dessen iiberhaupt erst Erfahrung moglich ist,
nimlich in der Natur (Form) unseres Erkenntniss-
vermigens, heissen Erkenntnisse a priori. Gibt es aber
solche Erkenntnisse, und wie kann man sie von den aus der Er-
fahrung geschipften Erkenntnissen a posteriori unterscheiden?

#) Durch die Anfiihrungszeichen sollen hier immer die eigenen Worte Kants in
der Kritik der Vernunft als solche gekennzeichnet werden.
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Die Antwort auf diese Fragen ergibt sich durch folgende Be-
merkungen :

1) ,Erfahrung lehrt uns zwar, dass etwas so oder so beschaf-
fen sei, aber nicht, dass es nicht anders sein kénne.“

2) ,Erfahrung gibt niemals ihren Urtheilen wahre oder strenge,
sondern nur angenommene und comparative Allgemeinheit (durch
Induction), so dass es eigentlich heissen muss: so viel wir bisher
wahrgenommen haben, findet sich von dieser oder jener Regel keine
Ausnahme.“

Nun flnden wir gleichwohl hiiufig, dass einem Dinge noth-
wendig diese oder jene Eigenschaft zukommen miisse, und dass
es gar nicht anders sein kinne; z. B. ist jeder iiberzeugt, dass un-
moglich ein Ding eine Farbe habe, ohne wenigstens nach zwei
Dimensionen ausgedehnt zu sein, oder dass etwas sich iindere ohne
eine vorhergegangene Ursache u. dgl. Auch fillen wir diese und
dhnliche Urtheile mit der unerschiitterlichen Ueberzeugung, dass
ihnen strenge Allgemeinheit zukomme. Diese Urtheile kinnen also
nicht in der Erfahrung begriindet sein, ebenso wenig wie solche,
die iiber die Grenzen aller miglichen Erfahrung hinaus gehen, wie
z. B. dass der Raum unbegrenzt sei, und die Zeit ohne Anfang
und Ende.

Sind sie aber nicht in der Erfahrung begriindet, woher sollen
sie denn stammen, wenn sie nicht etwa alle Irrthiimer sind?

Offenbar aus nichts anderem als aus der Natur
unseres Erkenntnissvermigens selbst.

Und in der That sind diejenigen Urtheile, welche sich wirk-
lich als iichte Urtheile a priori bewiihren, der Art, dass es nicht
miglich ist, sie zu leugnen, oder ihre Unfehlbarkeit und Allgemein-
heit in Abrede zu stellen, ohne alle iibrige Erkenntniss mit iiber
Bord werfen.

»Aber nicht bloss in Urtheilen, sondern selbst in Begriffen zeigt
sich ein Ursprung einiger derselben a priori. Lasset von euerem
Erfahrungsbegriffe eines Korpers Alles, was daran empirisch ist,
nach und nach weg: die Farbe, die Hiirte oder Weiche, die Schwere,
die Undurchdringlichkeit, so bleibt doch der Raum iibrig, den er
(welcher nun ganz verschwunden ist) einnahm, und den kénnt
ihr nicht weglassen®

pRaum ist kein empirischer Begriff, der von #usseren Erfah-
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rungen abgezogen worden. Denn damit gewisse Empfindungen auf
etwas ausser mir bezogen werden (d. i. auf etwas in einem anderen
Orte des Raumes, als darinnen ich mich befinde), im gleichen, da-
mit ich sie als ausser und neben einander, mithin nicht bloss ver-
schieden, sondern als in verschiedenen Orten vorstellen konne,
dazu muss die Vorstellung des Raumes schon zum
Grunde liegen. Demnach kann die Vorstellung des Raumes
nicht aus den Verhiiltnissen der #usseren Erscheinung durch Er-
fahrung geborgt sein, sondern diese #ussere Erfahrung ist selbst
nur durch gedachte Vorstellung allererst moglich.“

wDer Raum ist eine nothwendige Vorstellung a priori, die
allen #usseren Anschauungen zum Grunde liegt. Man kann sich
niemals eine Vorstellung davon machen, dass kein
Raum sei, ob man sich gleich ganz wohl denken kann, dass keine
Gregenstiinde darin angetroffen werden. Es wird also als die Bedin-
gung der Moglichkeit der Erscheinungen, und nicht als eine von
ihnen abhiingende Bestimmung angesehen.“ , Wiire diese Vorstellung
des Raumes ein a posteriori erworbener Begriff, so wiirde man z. B.
nur sagen kionnen: so viel zur Zeit noch bemerkt worden, ist kein
Raum gefunden worden, der mehr als drei Abmessungen hiitte.*

sDer Raum ist kein discursiver oder, wie man sagt, all-
gemeiner Begriff von Verhiltnissen der Dinge iiberhaupt, sondern
eine reine Anschauung. Denn erstlich kann man sich nur einen
einzigen Raum vorstellen, und wenn man von vielen Riumen
redet, so versteht man darunter nur Theile eines und desselben all-
einigen Raumes. ¥)

Diese Theile konnen auch nicht vor dem einigen allbefassen-
den Raume gleichsam als dessen Bestandtheile (daraus seine Zu-
sammensetzung moglich sei), vorhergehen, sondern nur in ihm ge
dacht werden.“

»Geometrie ist eine Wissenschaft, welche die Eigenschaften des
Raumes synthetisch und doch a priori bestimmt. Was muss die
Vorstellung des Raumes denn sein, damit eine solche Erkenntniss
von ihm moglich sei? Er muss urspriinglich Anschauung sein; denn

*) Die heutige Geometrie pflegt zwar bei einigen Betrachtungen mehrere un-
endliche Riume auf einander zu beziehen (den einen im andern abzubilden); diess ist
aber nur durch Abstraction miglich, und man stellt sich dabei eigentlich nur den-
selben Raum mehrere Male vor.
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aus einem blossen Begriffe lassen sich keine Sitze ziehen, die iiber
den Begriff hinaus gehen, welches doch in der Geometrie geschieht.
Aber diese Anschauung muss a priori, d. i. vor aller Wahrnehmung
eines Gegenstandes in uns angetroffen werden.“

»Wie kann nun eine iussere Anschauung dem Gemiithe bei-
wohnen, die vor den Objecten selbst vorhergeht, und in welcher
der Begriff der letzteren a priori bestimmt werden kann? Offenbar
nicht anders, als sofern sie bloss im Subjecte, als die
formale Beschaffenheit desselben, von Objecten affi-
cirt zu werden und dadurchunmittelbare Vorstellung
derselben, d. i. Anschauung zu bekommen, ihren Sitz
hat, also nur als Form des dusseren Sinnes iiber
haupt. “

Dies ist die Kantische Argumentation, und es bedarf wahrlich
anderer Griinde, sie zu widerlegen, als der von Gauss angefiihrte,
wenn sie iiberhaupt widerlegt werden kann. Der Umstand allein,
dass wir nicht im Stande sind, zu denken, dass kein Raum wiire,
wohl aber, dass kein Object darin angetroffen werde, beweiset schon,
dass der Raum mit der Natur unseres Vorstellungsvermogens un-
zertrennlich verwachsen, also subjectiver, nicht objectiver Na-
tur sei, d. h. eine der Bedingungen vermige der allein wir Vor-
stellungen von Dingen ausser uns haben. Es ist aber ein grib-
liches Missverstindniss, wenn man diesen Umstand etwa mit Tren-
delenburg (logische Untersuchungen p. 144) dahin deuten wollte,
dass zwar allerdings unser Vorstellungsvermégen einen unendlichen
Raum als Ort fiir die Sinnesgegenstiinde anticipire, der gewisser-
massen als Form des iiusseren Sinnes aufgefasst werden konne,
was aber nicht hindere, dass der Raum, in welchem die wirklichen
Objecte angetroffen werden, etwas von jenem ganz verschiedenes
sei und objective Realitiit habe. Denn eben dieser objective
Raum ist es ja, den wir als mit unserm Vorstellungsvermigen ver-
wachsen erkennen: diesen und keinen andern anticipiren wir als
Ort fiir die nur in ihm anzutreffenden Gegenstinde. Ich muss ge-
stehen, dass mir diese Trennung eines inneren und #Husseren Rau-
mes, deren einer eine subjective Bedingung unseres Anschauungs-
vermigens wiire, der andere unabhiingig von demselben eine reelle
Existenz habe, so widersinnig erscheint, dass ich ihrer nicht er-
wiithnt haben wiirde, hiitte ich diese Auffassung nicht gerade bei
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Leuten angetroffen, denen ich eine sehr bedeutende Intelligenz zu-
erkennen muss.

Ebenso unbegreiflich ist mir die andere Ansicht, welche Gauss
in der im Anfange citirten Aeusserung aussprechen zu wollen
scheint, und @uch wieder Trendelenburg in seinen logischen Unter-
suchungen als seine eigentliche Ansicht eingehend erortert an der
Stelle, wo er den Kant'schen Beweis zu widerlegen versucht, aber
schliesslich nichts einzuwenden weiss, als dass Kant nicht bewiesen
habe, der Raum sei nur Form des dusseren Sinnes:*) niimlich die
Ansicht, dass allerdings einerseits der Raum die Form unserer
dusseren Anschauung sei, andererseits aber auch noch unabhiingig
davon reelle Bedeutung habe, und dass diess daraus folge, dass
wir einem Andern unsere den Unterschied zwischen rechts, links,
unten und oben nur an wirklich vorhandenen materiellen Dingen
nachweisen konnen. Denn sobald wir einmal zu der Erkenntniss
gekommen sind, dass der Raum eine subjective Bedingung sei, ohne
welche wir keine Anschauung von einem iusseren Objecte haben
konnen, dass er also das sei, wodurch unsere anschauliche Erkennt-
niss vermittelt wird, miissen wir auch zugeben, dass die Frage
nach der Realitiit sich verniinftiger Weise nur auf das beziehen
kann, was durch diese Vermittelung zu unserer Wahrnehmung ge-
langt, d. h. was im Raume ist. Und in der That erkennen wir als
reell oder wirklich, was auf unsere Sinne wirkt, freilich auch
nur vermdge des Schlusses von der Wirkung auf die Ursache, was
selbst wieder vermige der Natur unseres Erkenntnissvermigens
geschieht.

Dass wir unsere Erkenntniss eines rdumlichen Verhiiltnisses
einem andern nur an einem wirklichen Objecte zeigen kionnen, kann
ebenso wenig zu dem Schlusse auf die reelle Existenz des Raumes
berechtigen, wie der Umstand, dass wir, was roth ist, einem an-
dern nur an einem rothen Gegenstande zeigen kinnen, zu der Be-
hauptung berechtigt, das Roth (néimlich diese Farbe als solche,
nicht ihre Ursache) habe abgesehen von unserer Anschauungsweise
(hier Empfindungsart) noch eine reelle Bedeutung.

*) Eine mir dieser Tage zu Gesicht gekommene Streitschrift Trendelenburgs gegen
Kuno Fischer, die den Titel fiihrt ,Herr Kuno Fischer und sein Kant* zeigt mir, dass
sich iiber diese Bemerkung Trendelenburgs zwischen den beiden Herren Professoren
ein wenig erbaulicher Streit entsponnen hat.
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Man kann nun freilich fragen: wie kann der Raum die blosse
Form der Anschauung sein, withrend doch der Sitz aller Erkennt-
niss, das Gehirn selbst im Raume ist? ;

Darauf kann ich nur erwidern: Ist der Raum die Form der
dusseren Anschauung, so ist jedes anschaulich vorgestellte Ding an
diese Form gebunden, und so erscheint dem erkennenden Subjecte
nicht nur jedes dussere Object als im Raume ausgedehnt, sondern
auch das eigene Individuum, mit dem es verwachsen ist und sich
identificirt, ja seine eigenen Functionen erscheinen ihm gebunden
an eine materielle riiumlich ausgedehnte Masse, das Gehirn, von der
nicht zu begreifen, wie sie anschauen und denken kann. Anderer-
seits erkennt sich aber jeder selbst noch von einer andern Seite
vermige des inneren Sinnes als ein wollendes und erkennendes
Wesen, d. h. als etwas toto genere verschiedenes von dem, als was
er jedem andern und sich selbst vermittels des Raumes erscheint.
Zwar erkennt jeder auch im Raume erkennende und wollende
Wesen, aber nur mittelbar, durch Vergleich mit sich selbst, von
dem er allein diese doppelte Erkenntniss unmittelbar hat. Danach
ist doch klar, dass die riiumliche Anschauung direct gar keinen
Aufschluss gibt dariiber, was das so angeschaute an sich sei. Man
mag ein Gehirn noch so lange und noch so sorgfiiltig untersuchen,
man wird direct von dem, was in ihm denkt und fiihlt, nichts wahr-
nehmen. Umgekehrt gewahren wir in unserm directen Selbst-
bewusstsein nichts, was auf ein Ausgedehntsein im Raume schliessen
lassen konnte.. Ist nun zwar auch der innere Sinn, durch den wir
uns unsrer selbst bewusst werden, noch an eine Form gebunden, so
wird doch niemand leugnen, dass die durch ihn vermittelte Er-
kennntniss uns viel inniger mit dem erkannten Gegenstande ver-
traut macht, als diess durch die Vermittlung des dusseren Sinnes
geschieht, der uns in der Materie und ihren Qualititen lauter un-
bekannte Grossen vorfiihrt. Da nun die durch den innern Sinn ver-
mittelte Erkenntniss nichts von einem Raume und Ausdehnung in
demselben enthiilt, so diirfte schon daraus erhellen, dass unser
Wesen an sich nichts mit dem Raume zu thun hat, und dieser nur
die Form unserer Anschauung ist.

Dass aber dieselbe Form der Anschauung allen erkennenden
Wesen, welche uns in der Erfahrung als solche entgegentreten ge-
mein ist, so dass fiir jeden, alles was er wahrnimmt, ja er selbst
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im Raume zu sein scheint, wihrend doch umgekehrt der Raum mit
allem was er enthiilt, gewissermassen in ihm ist, nimlich als Form
oder auch als eine Function seines Anschauungsvermogens. Das ist
allerdings schwer zu erkliren , wenn nicht iiberhaupt unerkliirbar.
Denn erkliren heisst als Folge aus einem zureichenden Grunde ab-
leiten. Kann man aber etwa nach einem Grunde des Raumes oder
des Erkennens selber fragen? Ich wiisste diesen Fragen wenigstens
keinen Sinn unterzulegen und sehe hier unserer Frkenntniss eine
scharfe Grenze gesetzt. , Welche Fackel wir auch anziinden,
und welchen Raum sie auch erleunchten mag; stets wird
unser Horizont von tiefer Naecht umgrenzt bleiben
(Schopenhauer, W. a. W. IL p. 187). Gleichwohl diirfte hier ein
Gleichniss die Sache noch erliutern. Nehmet den Regenbogen.
Glaubt nicht jeder diesen ausserhalb im Raume grossartig am Him-
mel ausgespannt zu sehen, wihrend doch jeder einen andern in
seinem Kopfe hat und ihn nur vermige jener Geisteskraft, die
alle Anschauung erst hervorbringt, selbst hinauswirft in den Raum,
wo er gar nirgends ist? So sieht auch jeder den Raum selbst als
etwas ausser ihm an und construirt in ihm als Ursache zu seinen
Sinnesempfindungen die ganze Aussenwelt und sich selbst, insofern
er auch sich als eine solche Ursache erkennt. Da aber jeder in
dem, was er so von sich selbst als riiumliches Object erkennt,
durchaus nicht dasselbe wiedererkennt, was in ihm will, empfindet
und denkt, so nennt er jenes seinen Leib und dieses seine Seele
oder seinen Geist und nur wenige gelangen zu der Einsicht, dass
die Verschiedenheit nicht in der Sache, sondern in der verschie-
denen Form der Erkenntniss liegt.

IL

Die Axiome der Geometrie.

Gaussens grosser Schiiler Riemann, welcher dem for-
schenden Geiste im Gebiete der Mathematik neue weite Bahnen
erdffnet hat, ist wohl durch seines grossen Lehrers Urtheil iiber
Kant’s Grundgedanke abgehalten worden, bei diesem zu suchen,
was er bei andern Philosophen nicht finden konnte, niimlich Auf-
klirung iiber die ,Dunkelheit“, welche darin besteht, ,dass die

http://rcin.org.pl



L

Elementargeometrie immer nur Nominaldefinitionen gibt, wiihrend
die wesentlichen Bestimmungen in Form von Axiomen auftreten,
von denen man weder einsieht, ob und in wie weit ihre Verbindung
mit den Begriffen der Geometrie nothwendig, noch a priori, ob sie
moglich sei.”

Da Riemann weder bei Mathematikern noch bei Philosophen
eine Aufklirung iiber diese ,Dunkelheit“ gefunden, iibernahm er
es selbst, ¥) durch eigenes Nachdenken Licht in dieses Dunkel zu
bringen. Seine Untersuchungen fiihrten ihn zu einem richtigen,
keineswegs aber neuen Resultate. Was den Weg anbetrifft, wie er
dazu gelangt, so muss ich gestehen, dass ich, gewohnt, mit jedem
Worte einen klaren Begriff zu verbinden und nur solche Begriffe
passiren zu lassen, die durch irgend eine Anschauung, aus der sie
abgezogen sind, sich als solche gehirig legitimiren konnen, nur
mit der grossten Mithe und wahrer Selbstiiberwindung eine Strecke
weit gefolgt bin, dann aber fand, dass entweder das Licht, das mir
jene Dunkelheit erhellen sollte, mich vollkommen geblendet habe,
oder ich in eine noch grissere Dunkelheit gerathen sei, wie es bis-
weilen geschehen soll, wenn man e¢inem Irrlichte nachliuft. Ich
muss es daher andern, die in dergleichen abstracten Untersuchungen
mehr bewandert sind, iiberlassen, Riemann hier zu folgen, oder ihn
zu widerlegen, wenn er etwa sich geirrt haben sollte.

Ich selbst bin jedoch ein viel zu grosser Bewunderer der
genialen Leistungen dieses grossen Mathematikers, um das letztere
anzunchmen, zumal diese mir unzuginglichen Untersuchungen zu
einem richtigen Resultate fiilhren. Dieses richtige Resultat ist niim-
lich das, ,dass die Siitze der Geometrie sich nicht aus all-
gemeinen Griossenbegriffen ableiten lassen.”

Riemann hiitte wohl schwerlich diese Untersuchung angestellt,
wire er nicht der Ansicht gewesen, ,Wissen a priori“ und , Wissen
aus reinen Brgriffen“ seien identisch, und sicher hat er die Mathe-
matik, soweit sie sich nicht auf die Axiome stiitzt, fiir eine solche
Wissenschaft gehalten. Darin ist er aber im Irrthum gewesen, so
sehr es auch immer den Anschein haben mag, als sei z. B. die
Analysis oder Riemanns eigentliches Feld, die s. g. Functionen-

*) Siehe Riemann’s nachgelassene durch Herrn Prof. Dedekind edirte kleine Schrift
piiber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen.*
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lehre wirklich eine Wissenschaft ,aus reinen Grossenbegriffen.“
Es gehort zu Kant’s grossten Verdiensten, gezeigt zu haben, dass
die Mathematik keine Wissenschaft aus Begriffen, sondern eine
Wissenschaft aus der Construction der Begriffe sei, d. h. eine
solche, die dadurch iiber den in der Definition gegebenen
Inhalt der Begriffe hinausgeht, dass sie vermittelst ihrer
Construction die unmittebare Anschauung zu Hiilfe
nimmt.

»Einen Begriff construiren heisst: die ihm correspondirende
Anschauung a priori darstellen. Zur Construction eines Begriffes
wird also nicht-empirische Anschauung erfordert, die folglich,
als Anschauung, ein einzelnes Object ist, aber nichts desto we-
niger, als die Construction eines Begriffes (einer allgemeinen Vor-
stellung), Allgemeingiiltigkeit fiir alle moglichen Anschauungen, die
unter denselben Begriff gehéren, in der Vorstellnng ausdriicken
muss. So construire ich einen Triangel, indem ich den diesem Be-
griffe entsprechenden Gegenstand, entweder durch blosse Einbil-
dung, in der reinen, oder nach derselben auch auf dem Papier, in
der empirischen Anschauung, beide mal aber villig a priori, ohne
das Muster dazu aus irgend einer Erfahrung geborgt zu haben,
darstelle. Die einzelne hingezeichnete Figur ist empirisch und dient
gleichwohl, den Begriff, unbeschadet seiner Allgemeinheit auszu-
driicken, weil bei dieser empirischen Anschauung immer nur auf
die Handlung der Construction des Begriffs, welchem viele Bestim-
mungen, z B. der Grisse, der Seiten und der Winkel ganz gleich-
giiltig sind, geschen und also von diesen Verschiedenheiten, die den
Begriff des Triangels nicht verindern, abstrahirt wird.“

Die Vernunfterkenntniss aus Begriffen kann nach Kant nur
eine einzige Wissenschaft zu Stande bringen, die von ihm selbst
erst geschaffene Transscendentalphilosophie. In der Mathematik
kommt man damit ebenso wenig vom Flecke, wie in der Natur-
wissenschaft. ,Man gebe einem Philosophen den Begriff eines
Triangels und lasse ihn nach seiner Art ausfindig machen, wie sich
wohl die Summe seiner Winkel zum rechten verhalten moge.

Er hat nun nichts, als den Begriff von einer Figur, die in drei
geraden Linien eingeschlossen ist und an ihr den Begriff von eben
so viel Winkeln. Nun mag er diesem Begriffe nachdenken, so lange
er will, er wird nichts Neues herausbringen. Er kann den Begriff
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der geraden Linie, oder eines Winkels, oder der Zahl drei zerglie-
dern und deutlich machen, aber nicht auf andere Eigenschaften
kommen, die in diesen Begriffen gar nicht liegen. Allein der Geo-
meter nehme diese Frage vor. Er fiingt sofort davon an, einen
Triangel zu construiren. Weil er weiss, dass zwei rechte Winkel
zusammen gerade so viel austragen, als alle beriihrenden Winkel,
die aus einem Puncte auf einer geraden Linie gezogen werden
konnen, zusammen, so verlingert er eine Seite seines Triangels und
bekommt zwei beriihrende Winkel, die zweien rechten zusammen
gleich sind. Nun theilt er den iusseren von diesen Winkeln, indem
er eine Linie mit der gegeniiberstehenden Seite des Triangels
parallel zieht, und sieht, dass hier ein dusserer beriihrender Winkel
entspringe, der einem inneren gleich ist u. s. w. Er gelangt auf
solche Weise durch eine Kette von Schliissen, immer von der
Anschauung geleitet, zur villig einleuchtenden und zugleich
allgemeinen Auflisung der Frage.“

»Die Mathematik aber construirt nicht bloss Grissen (quanta)
wie in der Greometrie, sondern auch die blosse Grisse (quantitatem),
wie in der Buchstabenrechnung, wobei sie von der Beschaffenheit
des Gegenstandes, der nach einem solchen Grissenbegriff gedacht
werden soll, giinzlich abstrahirt. Sie wiihlt sich alsdann eine gewisse
Bezeichnung aller Constructionen von Grissen iiberhaupt, vnd
nachdem sie den allgemeinen Begriff der Grissen nach den ver-
schiedenen Verhiiltnissen auch bezeichnet hat, so stellt sie alle Be-
handlung, durch die die Grésse erzeugt und verdindert wird, nach
gewissen allgemeinen Regeln in der Anschauung dar; wo eine
Grosse durch die andere dividirt werden soll, setzt sie beiden ihre
Charactere nach der bezeichneten Form der Division zusammen u. s. w.
und gelangt also vermittelst einer symbolischen Construction eben
so gut, wie die Geometrie nach einer ostensiven oder geomeirischen
(der Gegenstiinde selbst) dahin, wohin die discursive Erkenntniss
vermittelst blosser Begriffe niemals gelangen koénnte.“

Das ist so ziemlich alles, was Kant sagt, um den Unterschied
zwischen dem Verfahren der Mathematik und einer Wissenschaft
aus Begriffen darzuthun. Er zeigt damit, dass jene nur scheinbar
ihre Resultate durch blosses Schliessen aus den Begriffen ableite,
von denen sie ausgeht, in der That aber, gleich der Physik und

Chemie keinen Schritt weiter fiihrt, ohne bestindig auf die
2¥
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unmittelbare Anschanung zu recurriren, aus der allein zuletzt alle
ihre Kenntnisse stammen. Dass diess auch in der Arithmetik und
Analysis, sogar in der Riemann’schen Functionenlehre so ist, wird
freilich aus Kants kurzer Erliuterung nicht so leicht zur Evidenz
kommen. Ich erlaube mir daher noch einiges beizufiigen, was hof-
fentlich geniigen wird, um auch diesen Punct ausser Zweifel zu
setzen. Alle Arithmetik beruht in letzter Instanz auf dem Zihlen,
und dieses ist eine anschauliche Operation, die mit dem Schliessen
und dem Ableiten aus Begriffen gar nichts gemein hat. Die Buch-
stabenrechnung abstrahirt zwar von dem Werthe der Zahlen und
damit auch von dem Ziihlen: alle ihre Sitze werden aber gleich-
wohl nur mit Hiilfe der beim Zihlen oder Messen anschaulich ge-
wonnenen Erkenntnisse klar. Man sagt: a-+b="b--a; denn es ist
einerlei, in welcher Ordnung man zihlt; oder der (numerische)
Werth des Ganzen bleibt derselbe, in welcher Ordnung man auch
die Theile an einander fiigt. Hier stiitzt man sich also unmittelbar
auf einen Satz, der auf keine andere Art als durch directe An-
schauung erkannt werden kann.

Ein spiterer Satz heisst a >} b = b > a. Werden unter a
und b ganze Zahlen verstanden, so lautet der Beweis so:

a>< b heisst a - a4 a< ... , d. h. die Summe von
b Summanden a. Die dadurch bestimmte Zahl bleibt aber dieselbe,
wenn ihre Einheiten in einer andern Ordnung gruppirt und dann
geziihlt werden. Wenn also z. B. zuerst von jedem der aus a Kin-
heiten bestehenden Summanden die erste Einheit hervorgeholt und
diec so erhaltenen b Einheiten zu einer Zahl vereinigt {werden,
ebenso eine zweite Zahl b aus den jedesmaligen zweiten Einheiten
der Summanden a gebildet wird, und so fort, so erhiilt man im
Ganzen a Zahlen von je b Einheiten, und deren Summe bleibt dann
dieselbe. Der Ausdruck fiir dieselbe ist aber b >< a, womit die
Behauptung erwiesen.

Es ist aber doch klar, dass die Erkenntniss auch hier wieder
rein anschaulicher Natur ist, d. h. intuitiv, und nur scheinbar
discursiv. Denn der Nachweis, der Identitiit der Begriffe a > b
und b >< a geschieht durch Appellation an die beim Zihlen und
Ordnen gemachte Wahrnehmung, dass man eine Gruppe von b
Summanden aus je a Einheiten durch Verinderung der Ordnung in
eine solche von a Summanden aus je b Einheiten verwandeln kann
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und diese Wahrnehmung kann man nur durch unmittelbare An-
schauung machen.

In #dhnlicher Weise verfahren alle Demonstrationen der Arith-
metik; jeder einzelne Schluss, durch welchen das vorausgesetzte
Wissen erweitert wird, stiitzt sich neben dem Satz vom Wider-
spruche immer noch auf eine nur anschaulich zu gewinnende Er-
kenntniss. Handelt es sich um den Nachweis der Identitiit zweier
angedeuteten Rechnungsvorschriften, so geschieht diess durch eine
successive Umwandlung der einen in andere gleichwerthige, bis die
zum Vorschein kommt, deren Identitit mit der vorgelegten nach-
gewiesen werden soll. Die Symbole, deren man sich dabei bedient,
sind ganz dasselbe, was bei geometrischen Demonstrationen die
Figuren und unterscheiden sich davon nur dadurch, dass bei ihnen
das Abstractionsvermégen in héherm Grade in Anspruch genommen
wird. Wihrend ich bei der Figur das, was ich festhalten muss, an-
schaulich vor mir habe, muss ich bei einem Ausdrucke wie

(Va2 1% — ¢)? die allgemeinen Zahlzeichen durch bestimmte
Zahlen ersetzen, um von den angedeuteten Rechnungsvorschriften
eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen. Auch die gesammte
hohere Analysis mit Einschluss der Riemann'schen Functionenlehre
verfihrt im Grunde nicht anders. Alle ihre Siitze stiitzen sich auf
Umwandlungen von Rechnungsvorschriften in andere und von Glei-
chungen in andere und ihre Demonstrationen appelliren entweder
wie in der Combinationslehre unmittelbar an die Anschauung oder
an nur anschaulich zu erkennende Axiome wie: Gleiches zu Glei-
chem gefiigt gibt Gleiches; zwei Grissen, die einer dritten gleich
sind, sind sich selbst gleich u. s. w.

Dabei habe ich freilich unter einer Wissenschaft aus Begriffen
das verstanden, was Kant darunter versteht, und es ist moglich,
sogar wahrscheinlich, dass Riemann einen andern Begriff damit ver-
bindet, und unter , Wissenschaft aus Grissenbegriffen“ eine Wissen-
schaft versteht, die nur mit Gréssenbegriffen operirt, einerlei, in
welcher Weise diess geschieht. In diesem Sinne wiire die allgemeine
Arithmetik allerdings eine Wissenschaft aus Grossenbegriffen, denn
diese Bilden ihren ganzen Inhalt. Die Geometrie dagegen hat gar
nicht reine Grissenbegriffe zum Gegenstand, sondern Gattungs-
begriffe, denen Anschauungen untergeordnet sind, wie Korper,
Fliiche, Linie, Dreieck, Polyeder u. dgl, Gattungsbegriffe, denen
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ausser dem Merkmale der Grisse, auch die der Gestalt, der
Stellung, der Lage u. s. w. zukommen, welche sehr wesentlich
von Grissenbestimmungen verschieden sind, obwohl sie innig damit
zusammenhiingen und durch Grossen sich bestimmen, nicht aber
erkliren lassen.

Es ist darum unbegreiflich, warum fiir Riemann die Frage,
ob die Geometrie eine Wissenschaft aus Grossenbegriffen sei oder
vicht, noch einer so subtilen Untersuchung bediirftig schien.

Doch mag immerhin der Riemann’sche Nachweis, dass die
Sitze der Geometrie sich nicht aus allgemeinen Grissenbegriffen
ableiten lassen, kein iiberfliissiger gewesen sein, so berechtigt er
doch keineswegs dazu, nun weiter fortzuschliessen: ,dass die-
jenigen Eigenschaften, durch welche sich der Raum
vonanderendenkbarendreifachausgedehnten Grossen
unterscheidet, nurausder Exfahrung entnommen wer-
den konnen.* Ebenso unvermittelt steht die weitere Aeusserung
Riemanns da: ,dass die Thatsachen, welche Euklid in
FormvonAxiomenausgesprochen, wiealle Thatsachen
nicht nothwendig, sondern nur von empirischer Ge-
wissheit, nur Hypothesen seien, u. s. w.*

Beide Aeusserungen sind eben nur ohne alle Begriindung aus-
gesprochene Meinungen eines grossen Mathematikers, der aber
nicht zugleich Philosoph war, und beweisen nichts, als dass Rie-
mann den einzigen Philosophen, der ihm iiber seinen Scrupel Auf-
klirung hiitte geben kinnen, nicht gelesen habe. Thre Widerlegung
finden sie in dem Kant'schen Beweis der Aprioritit unserer Er-
kenntniss vom Raume. Ich habe es fiir néthig gehalten, diese Ein-
wendungen gegen die Riemann’sche Auffassung der Axiome als
Hypothesen zu machen, weil man geneigt sein diirfte, da man viel-
fach glaubt, Kant lingst hinter sich zu haben (,als einen iiber-
wundenen Standpunct), wihrend man im Gegentheil kaum ange-
fangen hat, ihn zu begreifen, dieser Jugendarbeit eines grossen
Mathematikers mehr Wichtigkeit beizulegen, als ihr zukommt. Diese
Arbeit erinnert sehr an eine jugendliche Verirrung Kant’s, nimlich
an dessen Versuch, die Thatsache zu erkliren, dass der Raum nnr
drei Dimensionen habe. ,Warum der Raum nur drei Dimensionen
habe,“ gehort ebenso wie die Frage, ,warum zwei gerade Linien
sich nur in einem Puncte schneiden konnen,“ und die iibrigen,
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welche Riemann sich stellen musste, ehe er die Euklidschen Axiome
fiir Hypothesen erkliirte, und zwar fiir unbegreifliche, in das Gebiet
derjenigen Fragen, von denen Kant sagt, dass man, ehe man sie
zu beantworten suche, sich zuerst fragen miisse, ob man sie ver-
niinftiger Weise auch stellen diirfe, damit man nicht den licher-
lichen Anblick gewiihre, dass einer den Bock melke und ein andrer
ein Sieb unterhalte. Und sicher hat ihn die erwiihnte eigene jugend-
liche Verirrung zu der Aeusserung gefiihrt: ,Es ist schon ein grosser
und nothiger Beweis der Klugkeit und Einsicht, zu wissen, was
man verniinftiger Weise fragen solle.“

Sobald wir eine Vorstellung vom Raume haben, erkennen wir
ihn sofort als einen von drei Dimensionen und mwit einer Gewiss-
heit, die nur unmittelbare Anschauung geben kann. Hat die Frage,
swarum hat der Raum gerade drei Dimensionen?“ den Sinn: ,wo-
her schipfe ich diess Urtheil? d. h. was ist sein Erkenntnissgrund ?¢
so lautet die Antwort: ,die Anschauung iiberzeugt mich davon.“
Will ich aber die Thatsache selbst ergriinden, d. h. frage ich nach
einem Realgrunde, aus dem sich diese Eigenschaft als nothwendige
Consequenz ergiibe, so frage ich etwas Unverniinftiges. Denn ein
solcher Grund kann nur eine Ursache sein, oder eine andere Eigen-
schaft, die mit dieser nach einem Gesetze nothwendig verbunden
wiire. Da nun die Eigenschaft des Raumes, drei Dimensionen zu
haben, unmiglich als Wirkun g aufgefasst werden kann, so kann
man auch nach keiner Ursache fragen. Eine solche Frage hat
nur einen Sinn, wenn es sich um eine Wirkung auf unsere Sinne
oder eine Veriinderung anschaulicher Objecte handelt. Ebensowenig
lehrt die Anschauung des Raumes diese Eigenschaft als abhiingig
von einer andern erkennen, wie z. B. die Gleichheit zweier Winkel
eines Dreiecks ‘bedingt ist durch die der gegeniiberliegenden Seiten,
und umgekehrt diese durch jene. Welchen Sinn soll aber die Frage
noch haben?

Offenbar denselben, wie wenn der Physiker fragen wiirde,
warum zieht sich alle Materie an? oder: warum ist die Materie
beharrlich ? u. dgl. Dies hat nun Riemann in der That eingesehen,
und darum jene Thatsachen des Bewusstseins mit diesen That-
sachen der Erfahrung als von einerlei Art angesehen, dabei aber
ganz iibersehen, dass wir jene in den Euklid’schen Axiomen aus-
gesprochenen Thatsachen unmiglich aus der Erfahrung geschopft
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haben kinnen, indem sie sich unserm Bewusstsein als unumstoss-
lich gewiss aufdringen, so dass es ganz und gar unmiglich ist,
etwas ihnen widersprechendes uns vorzustellen, wihrend alles, was
wir aus der Erfahrung wissen, ebenso gut als falsch gedacht wer-
den kann.

Riemann ging von der falschen Voraussetzung aus, dass eine
Erkenntniss a priori aus blossen Begriffen abgeleitet werden miisse,
und weil z. B. aus dem Begriffe der geraden Linie und der Zahl
zwei durchaus nicht die Eigenschaft abgeleitet werden kann, dass
zwei gerade Linien sich nur in einem Puncte schneiden kénnen,
so leugnet er einfach, dass diess eine Erkenntniss a priori sei, und
schreibt sie der Erfahrung zu. Unter den Axiomen finden sich aber
auch einige, die iiber die Grenzen mdiglicher Erfahrung hinaus
gehen, wie dieses, dass der Raum ins Unbegrenzte
ausgedehntsei,dasseriiberallstetig,zusammen-
hingend und ohne Ende theilbar sei Diess kann er
freilich nicht fiir eine aus der Erfahrung geschipfte Erkenntniss
ausgeben und erklirte sic darum einfach fiir eine blosse
Hypothese (1), ja sogar fiir eine solche, die miglicherweise nur
ein falsches Vorurtheil sei, worauf aufmerksam zu machen, der
eigentliche Zweck seines Schriftchens zu sein scheint. Zu solchen
allen gesunden Menschenverstand iiber den Haufen werfenden
Schliissen muss man aber nothwendig gelangen, {wenn man nur
als wahr anerkennen will, was sich entweder durch Schliessen be-
weisen oder durch Erfa}irung nachweisen lisst.

Riemann hat dabei die wichtigsten unter unsern Erkenntnissen
vom Raume, die freilich im Euklid nicht vorkommen, ganz ausser
Acht gelassen, niimlich die, dass es unmoglich ist zu den
ken, dass kein Raum sei, gewesen sei oder sein
werde;, und dass esunmdglich ist, eine Begren-
zung im Raume zu denken, ohne auf beiden Sei-
ten wieder Raum vorauszusetzen.

Hiitte er hierauf geachtet, so wiirde er eingesehen haben, dass
unsere Ueberzeugung (denn dass es eine solche ist, kann doch nur
leugnen, wer disputiren will) von der Unendlichkeit und unend-
lichen Theilbarkeit des Raumes eben nichts anderes ist, als ein be-
sonderer Ausdruck jener Erkenntnisse. Statt also, was allerdings
viel bequemer, die Unendlichkeit und unendliche Theilbarkeit des
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Raumes, das gewisseste, was wir wissen, zu einer blossen Hypothese
herabzuwiirdigen, hiitte er fragen miissen:

»Wie ist es moglich, dass wir etwas mit so
grosser Bestimmtheit wissen konnen, das weder
aus denBegriffen sich ableitenlisst, vondenen
es handelt,nochausirgend einerErfahrung ent-
nommen sein kann?¢

Diese Frage gestellt und richtig beantwortet zu haben ist das
grosste Verdienst des grossen Kant, dem ich nicht umhin kann,
hier noch einmal das Wort zu lassen:

,Da die Siitze der Geometrie synthetisch a priori und mit apo-
diktischer Gewissheit erkannt werden, so frage ich: woher nehmt
ihr dergleichen Siitze und worauf stiitzt sich unser Verstand, um
zu dergleichen schlechthin nothwendigen und allgemein giiltigen
Wahrheiten zu gelangen? - Es ist kein anderer Weg, als durch Be-
griffe oder durch Anschauung; beide aber als solche, die entweder
a priori oder a posteriori gegeben sind. Die letateren, nimlich em-
pirische Begriffe, ingleichen das, worauf sie sich griinden, die em-
pirische Anschauung, kinnen keinen synthetischen Satz geben, als
nur einen solchen, der auch bloss empirisch d. 1. ein Erfahrnngs-
satz ist, mithin niemals Nothwendigkeit und absolute Allgemeinheit
enthalten kann, dergleichen doch das Charakteristische aller Sitze
der Geometrie ist. Was aber das erstere und einzige Mittel sein
wiirde, nimlich durch blosse Begriffe oder durch Anschauungen
a priori zu dergleichen Erkenntnissen zu gelangen, so ist klar, dass
aus blossen Begriffen gar keine synthetische Erkenntniss, sondern
lediglich analytische erlangt werden kann. Nehmet nur den Satz:
dass durch zwei gerade Linien sich gar kein Raum einschliessen
lasse, mithin keine Figur moglich sei, und versucht ihn aus dem
Begriff von geraden Linien und der Zahl zwei abzuleiten; oder
auch, dass aus dreien geraden Linien eine Figur moglich sei und
versucht es ebenso bloss aus diesen Begriffen. Alle eure Bemiihung
ist vergeblich, und ihr seht euch genéthigt, zur Anschauung eure
Zuflucht zu nehmen, wie es die Geometrie auch jederzeit thut. Ihr
gebt euth also einen Gegenstand in der Anschauung; von welcher
Art aber ist diese, ist es eine reine Anschauung a priori oder eine
empirische ? Wiire das letzte, so konnte niemals ein allgemein giil-
tiger, noch weniger ein apodiktischer Satz daraus werden; denn
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Erfahrung kann dergleichen niemals liefern, Thr miisst also euren
Gegenstand a priori in der Anschauung geben und auf diesen euren
synthetischen Satz griinden. Liige nun in euch nicht ein Vermdogen,
a priori anzuschauen, wiire diese subjective Bedingung der Form
nach nicht zugleich die allgemeine Bedingung a priori, unter der
allein das Object dieser (iusseren) Anschauung selbst moglich ist,
wire der Gegenstand (der Triangel) etwas an sich selbst ohne Be-
ziechung auf euer Subject: wie kionntet ihr sagen, dass, was in
euern subjectiven Bedingungen einen Triangel zu construiren noth~
wendig liegt, auch dem Triangel an sich selbst zukommen miisse ?
denn ihr konntet doch zu euren Begriffen (von drei Linien) nichts
Neues (die Figur) hinzufiigen, welches darum nothwendig an dem
Gegenstande angetroffen werden miisste, da dieser vor eurer Er-
kenntniss und nicht durch dieselbe gegeben ist. Wire also nicht
der Raum (und so auch die Zeit) eine blosse Form eurer An-
schauung, welche Bedingungen a priori enthiilt, unter denen allein
Dinge fiir euch iussere Gegenstinde sein konnen, die ohne diese
subjective Bedingungen an sich nichts sind, so kiénntet ihr a priori
ganz und gar nichts iiber iussere Objecte synthetisch ausmachen.
Es ist also ungezweifelt gewiss, und nicht bloss moglich oder auch
wahrscheinlich, dass Raum und Zeit, als die nothwendigen Bedin-
gungen aller (iiusseren und inneren) Erfahrung, bloss subjective
Bedingungen aller unserer Anschauung sind, im Verhiltniss, auf
welche daher alle Gegenstiinde blosse Erscheinungen und nicht fiir
sich in dieser Art gegebene Dinge sind, von denen sich auch um
desswillen, was die Form dersclben betrifft, Vieles a priori sagen
liisst, niemals aber das Mindeste von dem Dinge an sich selbst, das
diesen Erscheinungen zum Grunde liegen mag.“

1L

Ueber die Grundbegriffle der Geometrie und die Be=-
wegung als Hiilfsmittel bei geometrischen
Untersuchungen.

»Im Raume, an sich selbst betrachtet, ist nichts Bewegliches.“
Was wir in demselben, als in Bewegung befindlich, wahrnehmen,
ist immer ein Empirisches, wenn auch nicht, wie Schopen-
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hauer und Aristoteles sagen, immer Materie. (Denn dem
Schatten und dem Spiegelbild wird doch Niemand Materie zu-
schreiben.) Wenn nun Kant wegen des Empirischen, das jede
Bewegung voraussetzt, diese von der transscendentalen Aesthetik
ausschliesst, obwohl deren beide Elemente, Raum und Zeit, sich in
der Bewegung vereinigen, so ist er ohne Zweifel im Recht. Man
kénnte nun fragen, ob nicht die Bewegung aus dem gleichen Grunde
auch aus der Geometrie ausgeschlossen werden miisste, welche doch
eine Wissenschaft a priori ist, und lediglich mit dem Raume zu
thun hat, wo a priori nichts Bewegliches angetroffen wird. In der
That hat auch Schopenhauer in dem Verfahren, die Con-
gruenzsiitze durch aufeinanderlegen (decken) der Figuren zu be-
weisen eine Mangelhaftigkeit zu sehen geglaubt, weil das Decken
Bewegung und diese Materie voraussetze, die Geometrie also hier
den Character als Wissenschaft a priori einbiisse.

Es scheint mir diess jedoch eine Verkennung des eigentlichen
Gegenstandes der Geometrie zu sein. Dieser ist nicht der Raum
als solcher, sondern die Raumgréssen, und ihr Zweck ist,
die Gesetze darzuthun, nach denen die einzelnen Bestimmungen
derselben sich gegenseitig bedingen. Diese Gesetze lassen sich theils
unmittelbar und a priori erkennen, indem man sich die Objecte,
von denen sie handeln, anschaulich vorstellt, theils deductiv als
Consequenzen aus bereits bekannten Gesetzen herleiten, wobei man
jedoch nie der Construction, d. h. der anschaulichen Vorstellung
der Raumgrossen ganz entbehren kann.

Wie wir uns des Raumes erst mit der Einwirkung #usserer
Objecte auf unsere Sinne als des Ortes, wo wir die Ursache dieser
Einwirkungen suchen, bewusst werden, so gelangen wir auch erst
durch die Wahrnehmung wirklicher Objecte zu der Vorstellung
reiner Raumgebilde, indem wir von allen empirischen Daten der-
selben abstrahiren. Nur durch Abstraction aus wirk-
lichen Korpernerhalten wir successive die Vor-
stellung von mathematischenKéorpern, Flichen,
Linien und Puncten Obwohl durch Abstraction erhalten,
so sind diese Vorstellungen doch noch anschauliche Vor-
stellungen Was wir aus einem angeschauten physischen Korper
als mathematischen Korper iibrig behalten, nachdem wir von allem,
was unsere Sinne an ihm wahrgenommen, abstrahirt haben, ist ge-
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rade das, wovon nicht abstrahirt werden darf, ohne dass das iibrig
bleibende aufhért, Anschauung zu sein: Denn jeder Korper muss
nothwendig raumerfiillend vorgestellt werden. Dieser vom Korper
gerade eingenommene Raum wird aber nicht selbst als mathemati-
scher Korper festgehalten, sondern das Bild, das wir von diesem
Raume erhalten, die rdiumliche Gestalt, die wir nicht bloss
hier, sondern an jeder beliebigen andern Stelle des Raumes, die
wir ebenso gut als bewegt d. h. ihre Stelle éinderud, wie als ruhend
uns vorstellen konnen: ,Ein mathematischer Korper
istnicht ein begrenzter Raum, sondern das Bild
eines begrenzten Raumes. Durch weitere Abstraction ge-
winnen wir in der Oberfliche des Kérpers, oder in einem beliebigen
Theil derselben die immer noch anschauliche Vorstellung einer
Fliche. Anschaulich fiir sich allein ist dieselbe aber nur, inso-
fern sie eine Gestalt hat, ein Bild ist: eine Fliche erscheint
in jedem Momente, wo sie anschaulich vor uns
steht als Trennungsstelle zweierRiume; alsGe-
genstand der Mathematik ist sie jedoch meist
nichtdieseStelle, sondern dasBilddieserStelle.
Auch kann man sie auffassen als Grenze oder Theil der Grenze
eines mathematischen Korpers, d. h. des Bildes eines begrenzten
Raumes und als solche, wie als selbstiindiges Bild kann sie eben
so gut im Zustande der Bewegung wie in dem der Ruhe vor-
gestellt werden. Dasselbe gilt von der Liinie, wenn man sie als
Bild der Grenze einer Fliche oder als Bild der Trennungsstelle
zweier Flichentheile, oder als Begrenzung oder Theilstelle eines
Fliichenbildes auffasst. Der Punct endlich ist nur noch als Be-
grenzung oder als Theilstelle einer Linie oder als Spitze an einer
Fliche, nicht mehr fiir sich allein anschaulich vorstellbar, da er
keine Gestalt hat. Insofern er aber als Stelle an dem Bilde einer
Fliiche oder Linie vorgestellt wird, kann auch er wie diese eben
so gut im Zustande der Bewegung wie in dem der Ruhe vorgestellt
werden. Allerdings ist die Bewegung eines reinen Raumgebildes,
wie dieses selbst, eine bloss eingebildete. Wirkliche Bewegung
kommt nur dem Wirklichen, und sofern nur der Materie Wirklich-
keit zukommt, ist sie allein auch das wirklich Bewegliche, was im
Raume angetroffen wird. Die Objecte der Geometrie,
die reinen Raumgebilde, werden aber im Raume
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nur angetroffen, insofern man sie entweder
durch Abstraction aus wirklichen Objecten
iibrig beh4lt, oder insofern man sie selbst erst
erzeugt Durch Abstraction erhilt man sie eben so gut von
ruhenden wie von bewegten Korpern, und danach sind sie selbst
im Zustande der Ruhe oder der Bewegung. Dadurch, dass wir
rdumliche Gestalten ihren Ort im Raume stetig éndernd uns vor-
stellen kénnen, ist es allein uns moglich, selbstindig neue Raum-
gebilde zu erzeugen. Denn ein neues Raumgebilde entsteht vor un-
serem inneren Auge, indem wir ein anderes bereits bekanntes im
Zustande der Bewegung uns vorstellen, und dabei die Bahn dieser
Bewegung verfolgen. Denken wir uns einen Punct bewegt, so erhal-
ten wir in seiner Bahn die Vorstellung einer Linie, und aus der
gedachten Bewegung einer Linie geht das Bild einer Fliche her-
vor u. 8. W.

Insofern also unter Korper, Flichen und Linien nicht Theile
des Raumes oder Stellen in demselben, sondern die Bilder, d. h. die
anschaulichen Vorstellungen, welche wir von ihnen haben, verstan-
den werden, kiénnen dieselben wirklich durch Bewegung anderer
Raumvorstellungen erzeugt werden.

Ganz liicherlich aber wiirde es sein, wenn man dieses Priidikat
auch auf die ihnen entsprechenden Oerter iibertragen wollte und
sagen wiirde: Die Bahn fiir die Bewegung eines Raumgebildes
entstehe erst mit dieser Bewegung. So licherlich diess klingt, so
wird diess doch allen Ernstes von Trendelenburg behauptet,
der geradezu sagt, die Bewegung sei das erste in unserem Bewusst-
sein. Da die sonderbaren Ideen Trendelenburgs iiber. diesen Punkt
bei manchem tiichtigen Mathematiker Eingang gefunden und in
manchem sonst klaren Kopfe eine heillose Verwirrung der Begriffe
angerichtet haben, halte ich es nicht fiir iiberfliissig, auf dieselben
hier nither einzugehen.

In der dritten Auflage der ,logischen Untersuchungen“ heisst
es p. 224: :

»Wenn wir uns in die Entstehung (!) des mathematischen Kor-
pers versetzen, und in demselben die drei Abmessungen werden
lassen (1), so stossen wir auf den eigentlichen Sitz der Schwierig-
keit (der Lisung der Frage, warum der Raum drei Abmessungen

habe). Der Punct, den wir vorliufig setzen, strebt (1%
\
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iiber sich selbst hinaus und dehnt sich zur Linie (Man stelle
sich einmal recht lebhaft vor, wie sich der ausdehnungslose Punct
gleichwohl dehnt); die Linie bewegt sich aus sich heraus und er-
weitert sich (obwohl sie gar keine Weite, d. h. Breite hat) da-
durch zur Fliche; die Fliche beschreibt durch ihre Bewegung
einen Korper (eigentlich miisste es jetzt heissen, sie verdicke sich
zu demselben). Es ist ein scheinbarer Widerspruch, dass der Punct
aus sich heraustritt; es ist diess aber nichts anderes als die Be-
wegung selbst, in dem Anfang, wie in den kleinsten Raum zu-
sammengedriingt; es ist jener urspriingliche Widerspruch, den zwar
der trennende und zusammensetzende Verstand herauskliigelt, aber
die erzeugende (?) Anschauung mit der Macht ihrer Selbst-
gewissheit nicht kennt. Wie nun der Punct aus sich heraustritt, so
thut dasselbe die Linie und die Fliche.

Und weiter p. 270:

»Der Punct ohne Raum hat grosse Schwierigkeiten. Wer sie
nicht sehen will, fingt von dem gegebenen Kirper an und setat
die Fliiche als Grenze des Korpers, die Linie als Grenze der Fliche
und den Punct als Grenze der Linie. Ein solcher Geometer miisste
entweder die Geometrie als Erfahrungswissenschaft und die Stereo-
metrie vor der Planimetrie behandeln oder eingestehen, dass ihm
der Punkt und die Linie noch eine andere selbstiindige Bedeutung
haben. Wenn dann der Grundsatz folgt, dass eine gerade Linie
durch zwei Puncte villig und ins Unendliche fortbestimmt sei: so
hort schon der Punct von selbst auf, blosse Grenze der Linie zu
sein; denn die Linie geht gerade iiber ihn hinaus.“

Allerdings wird jeder Geometer zugeben, dass der Punct ausser,
dass er die Grenze einer Linie ist, noch eine selbstindige Bedeu-
tung habe: er ist eine Stelle im Raume oder an einem
Raumgebilde ohne Ausdehnung und Gestalt. Vorstellbar
ist aber diese Stelle nur als Grenze oder Theilpunct einer Linie
oder als Eckpunct an einer Fliche. ,Ein Punct ohne Raum“ hat
aber nicht bloss Schwierigkeit, sondern ist ein absoluter Unsinn.
‘Wer sich keinen Raum vorstellt, kann sich auch keinen Punct vor-
stellen; denn alle Vorstellung setzt den Raum voraus.

Trendelenburg selbst sagt nirgends, was er sich unter einem
Puncte vorstellt; er ,setzt“ ihn eben einfach vorliufig und be-
ruft sich vornehm auf die ,Selbstgewissheit der Anschauung,
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durch welche er ihn nicht nur vor dem Raume kennt, sondern auch
aus sich heraustreten und zur Linie erweitern sicht. Mag sein, dass
Herr Trendelenburg eine ganz eigene Art von Anschauung hat,
deren wir andere Sterbliche nicht theilhaftig sind. Mir wenigstens
ist es schlechterdings unmiglich, einen Punct anders denn als Stelle
im Raume und zwar als Grenze vorzustellen und das Gleiche gilt
mir von Linien und Flichen. Es ist mir z. B. ginzlich unméglich,
von einer Fliche eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen, ohne
mir auf beiden Seiten derselben den kirperlichen Raum mit vor-
zustellen, welcher durch diese Fliche getrennt erscheint, d. h. sie
ist mir durchaus nichts anderes als eine Grenze oder Theilstelle, .
und wenn ich mir sie bewegt denke, so ist es nur ihr
Bild, welches sich bewegt. Der Ort, wo ich mir den Raum
in dieser besondern Art getheilt denke, geht stetig in einen andern
iiber. Wiihrend wohl niemand ernstlich behaupten wird, er habe
von einer Fliche eine anschauliche Vorstellung, ohne auf beiden
Seiten den Raum mit vorzustellen, so diirfte doch mancher glauben,
mit der Linie verhalte es sich anders; d. h. diese sei auch unab-
hiingig von irgend einer Fliche deren Grenze sie ist, gewisser-
massen frei im Raume schwebend vorstellbar. Diess ist aber nur
Selbsttiuschung. Ich frage Jeden auf sein Gewissen, ob das wirk-
lich eine Linie ist, was er so anschaulich und unabhiingig von
jeder Fliche frei im Raume sich vorzustellen vermag, und nicht
vielmehr ein sehr diinner Faden, dem, wenn auch nur eine sehr
geringe, aber doch immer noch eine Breite zukommt, und der
ginzlich verschwindet, sobald die Breite verschwindet? Es ist diess
nichts als eine Reproduktion derjenigen Striche, die wir als Re-
priisentanten von Linien mittels des Bleistifts auf das Papier
zeichnen und so wenig eine Linie wie diese. Wie in der empiri-
schen, so kann auch in der reinen Anschauung eine Linie nur als
Grenze einer Fliche oder eines Theiles derselben vorgestellt wer-
den. Sie ist durchaus nichts als die Grenze einer Fliche.

Ich sollte demnach meinen, dass gerade die ,Selbstgewissheit
der Anschauung® die von jeher gebriiuchliche Ableitung der geo-
metrischen Grundbegriffe, welche mit dem physischen Korper be-
ginnt und mit dem Puncte endigt, als die allein richtige erscheinen
lassen miisse.

Wer aber darum die Mathematik zu einer Erfahrungswissen-
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schaft macht, weiss nicht, was Erfahrungswissenschaft ist. Diese
schopft nicht etwa ihre ersten Begriffe, sondern alles Neue, wo-
durch ihr Inhalt wirklich vermehrt wird, aus der Erfahrung, und
geht keinen Schritt weiter ausser an der Hand der Erfahrung. Die
Mathematik aber, mag sie ihre ersten Begriffe hernehmen, wo sie
will (sie konnte sie meinetwegen, wie Herr Trendelenburg den
Punct, einfach ,setzen®), geht selbstiindig weiter, ohne je einen
Blick zuriickzuwerfen auf die Erfahrung oder dieselbe irgend zu
Rathe zu ziehen, und mit der Ueberzeugung apodictischer Ge-
wissheit.

Wie nun unzweifelhaft jeder Mensch nur durch Abstraction
aus dem empirisch Angeschauten seine Vorstellung von Korpern,
Fliichen, Linien und Puncten gewinnt, so muss auch die wissen-
schaftliche Mathematik, will sie anders ihre Begriffe klar machen,
von der natiirlichen Anschanung ausgehend, diese Begriffe ableiten
in der Reihenfolge, wie man sie erhiilt.

Herr Professor Wolf in Ziirich geht zwar in seinem ,Taschen-
buche“ und in dem so eben erscheinenden ,Handbuche der Mathe-
matik, Physik w. 8. w.“; von dem Puncte aus, den er durch fol
gende Definition einfiihrt:

»Ein Ding ohne endliche Ausdehnung, an dem einzig der Be-
griff der Lage haftet, heisst Punct.”

Diess wiire also etwa ein auf dem Tische liegendes Messer
ohne Klinge und Griff.

Ferner sagt Herr Prof. Wolf in seinem Handbuche:

- pFriiher stellte man gewothnlich den Begriff der dreifachen
Ausdehnung an die Spitze der Geometrie, und stieg davon durch
Zerlegen zu dem Puncte hinab; jener Begriff ist jedoch erstens
nur zum Scheine fiir sich klar, da die Richtigkeit einer mehrfachen,
aber nicht iiber drei steigenden Ausdehnung erst bei der Lehre von
den ridumlichen Coordinaten entwickelt werden kann — und zwei-
tens ist der Begriff der Lage, von welchem hier ausgegangen wird,
schon zur oberflichlichen Auffassung jenes Begriffes nothwendig,
und somit jedenfalls einfacher.”

Der zweite Theil, in welchem die Richtigkeit einer mehrfachen
Ausdehnung entwickelt werden soll, ist noch nicht erschienen; da-
gegen heisst es p. 118:  Darin, dass in der Ebene jede Verschie-
denheit der Lage nach zwei Richtungen gegeben werden kann,
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liegt auch die Berechtigung zu der Behauptung: es gebe in der
Ebene zwei und nicht mehr als zwei Ausdehnungen, -— besser noch
das Verstiindniss jenes Ausspruches.”

Unter der ,dreifachen Ausdehnung® scheint zunichst der Raum
verstanden zu sein; wenigstens ist mir kein einziges Buch bekannt,
das nicht entweder vom Punkte oder vom Raume anhebt. Warum
er aber ,die dreifache Ausdehnung® heisst, ist mir unklar; denn
in Wahrheit ist doch der Raum nach allen Seiten ausgedehnt,
und also, wenn auch keine ,unendlichfache Ausdehnung®, doch
»ein unendlichfach Ausgedehntes.”

~ Ausdehnung scheint mithin fiir Abmessung (Dimension) zu
stehen. Aber auch so ist die Sache nicht klar. Mir ist kein Buch
bekannt, das von den drei Dimensionen des Ranmes spriche, ohne
zuvor von der einen der Linic und den zwei der Fliche ge-
sprochen zu haben. In der That kinnen die drei Dimensionen des
Raumes nur durch die eine der Linie und die zwei der Fliche
klar werden. Ziche ich in irgend einer Fliche eine Linie, so gehirt
die L iin g e derselben offenbar auch zu den Merkmalen der Fliiche ;
aber von der Grisse derselben erhalte ich nur dann eine klare Vor-
stellung, wenn ich ausserdem noch merke, wie sehr sie nach beiden
Seiten dieser Linie in die Breite ausgedehnt ist. Um von der Grisse
eines Korpers eine Vorstellung zu haben, geniigt es, sich irgend
eine Fliche in demselben vorzustellen, deren Dimensionen auch
Dimensionen des Korpers sind, und dann zuzusehen, wie sehr der
Korper in jedem Punkte der Fliche nach beiden Seiten in die dritte
Dimension ausgedehnt ist. Nur wenn ich in der Fliche eine Linie
ziehe, wodurch sie getheilt wird, werde ich mir der zweiten Dimen-
sion der Fliche, die zu der ersten dieser Linie hinzutritt, bewusst,
und nur durch die Vorstellnng einer Theilungsfliche eines Korpers
wird klar, wie sich dieser von jener durch seine Ausdehnung in
die dritte Dimension nach beiden Seiten der Fliche unterscheidet.
Weil sich aber ein Theil des Raumes nur als Begrenzt, nicht
selbst wieder als Grenze oder Theilstelle einer an-
dern Raumvorstellung denken lisst, so ist es auch nicht mog-
lich, sich eine vierte Dimension vorzustellen, nach der diese
ausgedehnt wiire. Diess ist offenbar der klare Sinn, den man von
jeher mit den Worten verbunden hat: Die Linie hat eine, die
Fliche zwei, der Raum drei Dimensionen und eine vierte

3
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ist nicht moglich. Wenn man nun auch von den drei Dimensionen
des Raumes erst eine klare Vorstellung erhiilt, nachdem man von
ihm successive bis zum Punkte herabgestiegen ist, so ist darum dieser
doch nicht mehr ,von selbst klar“, wie jener. Man geht aber auch
nicht ,vom Begriff der dreifachen Ausdehnung®, sondern von der
anschaulichen Vorstellung des Raumes und seiner
Theile aus, um von ihnen zu dem durchaus nicht von selbst kla-
ren Begriff des Punktes zu gelangen. Hat man ‘diesen aber einmal
gewonnen, so ist es allerdings das einfachere und es lisst sich nichts
dagegen einwenden, wenn man nun wieder umgekehrt von ihm aus
zu dem weniger einfachen stetig fortschreitet. Da Herr Professor
Wolf in seiner Literaturangabe auch das Schriftchen von Riemann
yiiber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen,
erwiihnt, so scheint mir, dass er durch diese eigenthiimliche Schrift
auf den Ausdruck ,dreifache Ausdehnung fiir Raum und auf die
Zuriickfithrung dieser dreifachen Ausdehnung auf die zur Bestim-
mung eines Punctes nothigen drei Coordinaten gefiihrt worden ist.
Ich erlaube mir darum hier nochmals auf diese Schrift zuriick-
zukommen.

Herr Prof. Helmholtz bemerkt ganz richtig in seinen in den
Heidelberger Jahrbiichern vom Jahre 1868 (p. 733) vertffentlichten
Vortrage ,iiber die thatsichlichen Grundlagen der Geometrie“, dass
die von Riemann und von ihm selbst gestellte Frage, welche Siitze
der Geometrie Wahrheiten von thatsiichlicher Bedeutung aus-
spriichen, welche dagegen nur Definitionen und Folgen von Defini-
tionen seien, unabhiingig sei von der Frage, woher unsere Kennt-
niss der Sitze von thatsichlicher Bedeutung stammen. Man kann
daher den Untersuchungen Riemanns, so weit sie die erste Frage
zu beantworten suchen, ihren Werth nicht absprechen, wenn man
auch seine Beantwortung der zweiten Frage verwerfen muss. Rie-
mann geht nicht yon dem anschaulich gegebenen Raume aus, son-
dern will zuniichst untersuchen, ob und in wie ferne es miglich
sei, von reinen Grissenbegriffen aus zu den Siitzen der Geometrie
durch blosses Schliessen (resp. durch analytische Operationen) zu
gelangen. Er mag dabei wohl von demselben Gedanken geleitet worden
sein, den Helmholtz in den Worten ausspricht: ,Da wir nur solche
Raumverhiiltnisse uns anschaulich vorstellen kénnen, welche im
wirklichen Raume miglicherweise darstellbar sind, so verfiihrt uns
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diese Anschaulichkeit leicht dazu, etwas als selbstverstindlich vor-
auszusetzen, was in Wahrheit eine besondere, und nicht selbstver-
stindliche Eigenthiimlichkeit der uns vorliegenden Aussenwelt ist.

Dieser Schwierigkeit iiberhebt uns die analytische Geometrie,
welche mit reinen Grossenbegriffen rechnet, und zu ihren Beweisen
keine Anschauung braucht. Es konnte also zur Entscheidung der
erwithnten Frage der Weg betreten werden, nachzusuchen, welche
analytischen Eigenschaften des Raumes und der Raumgrissen fiir
die analytische Geometrie vorausgesetzt werden miissten, um deren
Satze vollstiindig von Anfang her zu begriinden.“

Riemann und Helmholtz fangen damit an, fiir die drei Dimen-
sionen des Raumes einen analytischen Ausdruck zu suchen und
kommen dadurch auf die Fiction einer ,mehrfach ausgedehn-
ten Mannigfaltigkeit.“

Insofern eine Linie als Ort unendlich vieler Puncte angesehen
wird, von deren jedem man zu jedem anderen auf stetige Weise
iibergehen kann, ist in der That die Linie eine stetige Mannig-
faltigkeit, und eine einfach ausgedehnte, weil das ein-
zelne Element derselben, der Punct, nicht selbst wieder eine Man-
nigfaltigkeit ist. Die Fliiche, als eine stetige Mannigfaltigkeit von
Linien kann als zweifach ausgedehnte stetige Mannig-
faltigkeit von Puncten angesehen werden, und ebenso er-
scheint der Raum als dreifach ausgedehnte stetige Man-
nigfaltigkeit von Puncten. Auf diesem Wege ist es unmig-
lich, zu stetigen Mannigfaltigkeiten von mehr als drei Dimensionen
fortzuschreiten, da sich der Raum nur als einer denken lisst und
eine stetige Mannigfaltigkeit von Riéumen daher ein Unding wiire.
Wohl aber ist diess wenigstens scheinbar miglich mit Hiilfe der
analytischen Geometrie.

Denken wir uns eine Grisse stetig veriinderlich, so kénnen
wir die einzelnen Werthe derselben als die Lingen von Strecken,
die auf irgend einer Linie von einem Anfangspuncte aus gemessen
werden, ansehen, und alsdann werden die einzelnen Puncte durch
diese Grisse bestimmt. Der Ort eines Punctes auf einer Linie ist
daher durch Abmessung einer verinderlichen Grisse bestimmt,
und da der Ort eines Punctes in der Fliche durch die Abmessung
zweier der Ort eines Punctes im Raume durch die Abmessung
dreier von einander unabhingiger stetiger Griossen bestimmt ist,

3%
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s0 kann man diesen Umstand als einen analytischen Ausdruck fiir
die drei Dimensionen des Raumes und der iibrigen etwa noch mog-
lichen dreifach ansgedehnten stetigen Mannigfaltigkeiten ansehen.
Wenn man nun abstrahirt von der Art und Weise, wie die Be-
stimmung des Ortes eines Punctes durch Abmessung einer oder
mehrerer unabhiingiger variabler Grossen erfolgt, und nur die Zahl
der Bestimmungsstiicke des einzelnen Elementes als Eintheilungs-
grund fiir die verschiedenen Arten stetiger Mannigfaltigkeiten fest.
hilt, so gelangt man zu dem sehr abstracten Begriffe der nfach
ausgedehntenstetigen Mannigfaltigkeit, oder wie Helm-
holtz kiirzer sagt, des Raumes von n Dimensionen. Und
dieser liesse sich denn so definiren: ,Eine stetige Mannigfaltigkeit
ist eine solche von n Dimensionen, wenn das Einzelne derselben
(der Punct) durch wenigstens n Abmessungen von einander un-
abhiingiger Bestimmungsstiicke bestimmt wird.“ Riemann und Helm-
holtz stellén als characteristisches Merkmal der n fach ausgedehn-
ten Mannigfaltigkeit bloss die Eigenschaft hin, ,dass jedes Einzelne
desselben durch die Abmessung von n continuirlich und unabhiingig
von einander veriinderlichen Grissen bestimmt werden konneY,
und lassen die in dem Worte wenigstens ausgedriickte Be-
schrinkung weg. Sie haben dabei offenbar iibersehen, dass z. B.
in der Ebene jeder einzelne Punct auch ebenso gut durch jede be-
liebige grossere Zahl von Coordinaten bestimmt werden kann, wenn
man ihn z. B. auffasst als den Endpunct einer von einem festen
Anfangspuncte ausgehenden aus n der Liinge nach variabeln
Strecken von gegebener Richtung bestehenden gebrochenen Linie.
Wenn man sich darum wortlich an die Definitionen von Helmholtz
halten wollte, so wiire dir Fliche ebensogut als ecine n fach aus-
gedehnte wie als zweifach ausgedehnte stestige Mannigfaltigkeit
aufzufassen, und damit die Verschiedenheit zwischen dem geometri-
schen und dem analytischen Begriffe der Dimension schlagend dar-
gethan. Wenn man jedoch bestimmter sagt, dass die Zahl der un-
bedingt nithigen Abmessungen zur Bestimmung des Punctes
n sei, oder dass nicht nur von den Bestimmungstiicken zweier ver-
schiedener Puncte wenigstens eines verschieden sein miisse, sondern
iiberhaupt jedem Complex von n Bestimmungsstiicken nur ein
Punct, und jedem Punct nur ein villig bestimmter Complex von
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Bestimmungsstiicken entspricht, so lidsst sich die Identitit der bei-
den Begriffe wieder herstellen.

Damit ist jedoch weiter nichts gewonnen, als ein analytischer
Ausdruck fiir die Verschiedenheit der 3 Classen riumlicher Grossen.
Mit Hiilfe dieses Ausdrucks und der Voraussetzung der Stetigkeit
lassen sich dann die drei Dimensionen begrenzter Raumtheile ana-
lytisch herleiten, indem man nachweist, dass zur Bestimmung eines
Volumens immer 3 Integrationen auszufiihren sind. Diese sind erst
die wirklichen Repriisentanten der drei Dimensionen.

Wenn man bei alle dem den Unterschied zwischen extensi-
ven und intensiven Grossen fallen lisst, und die Zahl der Di-
mensionen einer Mannigfaltigkeit lediglich nach der in obiger Weise
modificirten Riemann’schen Definition feststellt, so gibt es auch ste-
tige Mannigfaltigkeiten von 4 Dimensionen, nimlich materielle Kor-
per, deren Dichtigkeit von Punct zu Punct sich stetig éindert. Die
Elemente dieser Mannigfaltigkeit sind jedoch nicht die Puncte des
Kirpers, sondern die ihnen entsprechenden Massenelemente. Denn
die unendlich kleine Masse eines jeden Punctes bedarf zu ihrer Be-
stimmung der Abmessung von 4 Grissen: die 3 Coordinaten des
Punctes und die Dichte der Masse in demselben, Da die letatere
jedoch eine intensive Grisse ist, ihr also eigentlich keine Aus-
dehnung, wiewohl eine Griosse zukommt, so thut man jedoch
der Sprache und der Anschauung eine arge Gewalt an, wenn man
hier von einer vierten Dimension, oder gar von einer vierfachen
Ausdehnung spricht. Noch drger schligt man dem gesunden
Menschenverstand ins Gesicht, wenn man mit Helmholtz auch das
System der Farben eine dreifach ausgedehnte Mannig-
faltigkeit nennt. Denn die Farbe hat gar keine Ausdehnung, da
sie eine intensive Grosse ist. Noch weniger kommen dieser Man-
nigfaltigkeit Dimensionen zu. Denn die Dimensionen sind
die Grossen, welche abgemessen werden miissen, um
einen begrenzten Theil der Mannigfaltigkeit seiner
Grosse nach zu bestimmen. Was hiitte man aber unter der
Grisse eines begrenzten Theiles des Farbensystems zu verstehen?

Der ganze Versuch, die Geometrie auf reine Grissenbegriffe
zuriickzufiihren, ist schon desshalb ein verfehlter, weil es unmog-
lich ist, einen analytischen Ausdruck fiir Ausdehnung im Ge-
gensatz zur Intensitit zu finden, und weil iiberhaupt Begriffe
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nicht das zuerst bekannte unmittelbar klare sind, sondern Amn-
schauungen. Der Begriff der Grisse wird durch Abstraction aus
unsern Anschauungen erhalten und ist nur durch diese verstindlich,
nicht diese durch ihn. Die analytische Greometrie ist nur ein Noth-
behelf, und ihre Resultate geben keine Einsicht, sondern nur
Uebersicht und Gewissheit. An dem, was sie lehrt, kann man
nicht zweifeln; man ist iiberzeugt, dass es so ist, aber man weiss
nicht warum. :

Wenn Helmholtz sagt, das was wir als selbstverstiindlich an-
sehen, weil wir es anschaulich uns so vorstellen miissen, sei nur
eine besondere und nicht selbstverstindliche Eigenthiimlichkeit der
uns vorliegenden Aussenwelt, so widerspricht er damit der grossen
Lehre von Kant, dass dieses nicht Eigenthiimlichkeiten der uns
vorliegenden Aussenwelt, sondern der Form des #usseren Sinnes
seien, an die alle unsere Vorstellungen und damit auch alles Ver-
stiindniss derselben gebunden ist. Erkenntnisse, zu denen wir durch
die Natur unseres Erkenntnissvermogens wirklich gezwungen sind,
und die uns desshalb als ,selbstverstindlich* erscheinen, beweisen
zu wollen, ist ein ebenso erfolgloses wie zweckloses Unternehmen.
Denn so bald wir anfangen, sie zu bezweifeln, verlieren wir allen
festen Boden. Dass die analytische Geometrie zu ihren Beweisen
keine Anschauung braucht, ist eine Behauptung, wofiir Helmholtz
den Beweis wohl schwerlich liefern konnte. Jede analytische Geo-
metrie stiitzt sich auf ein Coordinatensystem und diesem entspricht
immer eine anschauliche Vorstellung. Ist diese Grundlage einmal
festgestellt, so reduciren sich die meisten ihrer Entwickelungen frei-
lich auf rein analytische Operationen. Sollen aber die Resultate
derselben mnicht leerer Formelkram bleiben, so miissen sie doch ge-
deutet werden, und wie soll diess méglich sein ohne Anschauung ?

Mégen immerhin die 4 Postulate, die Helmholtz in seiner Un-
tersuchung iiber die thatsiichlichen Grundlagen der Geometrie auf-
stellt, geniigend sein, damit die Resultate der analytischen Geo-
metrie denen des Euklid nicht widersprechen, sobald die Zahl der
Dimensionen auf drei festgestellt und die unendliche Ausdehnung
des Raumes gefordert wird. Dass aber es moglich sei, lediglich von
diesen Definitionen und Postulaten ausgehend, analytisch und ohne
Anschauung die Siitze darzuthun, welche die elementare Geometrie
lehrt, das ist zum mindesten eine kiihne Behauptung, auch wenn
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man zihlen, combiniren, permutiren nicht fiir anschauliche Opera-
tionen hilt. Bis jetzt hat die analytische Geometrie, wo sie nicht
auf die Elemente recurrirt, lediglich sich auf Untersuchungen be-
schriinken miissen, die darthun, dass gewisse Oerter gewisse Puncte
und Oerter von geringerer Dimensionenzahl gemein haben, und wo
diese liegen. Sobald sie aber das Gebiet der Lage verlisst und zu
dem der Grisse und Gestalt iibergehen will, kann sie diess nur
#usserst mithsam und gestiitzt auf Siitze der Elemente, die sie selbst
wenigstens bis jetzt zu beweisen nicht im Stande ist.

Wer mir bis jetzt gefolgt ist und nun wieder einmal einen Blick
wirft auf die Ueberschrift, die ich diesem Aufsatze vorangestellt habe,
diirfte leicht geneigt sein, sich zu fragen, was denn nun eigentlich der
positive Inhalt dieser ganzen Auseinandersetzung sei. Denn er war
berechtigt, zu erwarten, dass hier auseinandergesetzt werde, wel-
ches die Grundbegriffe der Geometrie seien, und wie man sich der
Bewegung als Hiilfsmittel bei geometrischen Untersuchungen be-
dienen kionne. Von dem allem ist aber hier fast nur beildufig die
Rede gewesen. Dennoch glaube ich die mir gesteckte Aufgabe er-
fiillt zu haben; denn als solche betrachtete ich einerseits die in
diesen Gebieten herrschende Begriffsverwirrung darzulegen und auf
ihre Quelle zuriickzufiihren, andererseits die Grundbegriffe in ihrer
wahren Gestalt gegeniiber dieser Begriffsverwirrung wieder herzu-
stellen. Zugleich wollte ich die lingst bekannte und bewiihrte
genetische Methode als eine wissenschaftlich gerechtfertigte sowohl
gegen ihre Freunde, wie gegen ihre Gegner vertheidigen. Dazu be-
durfte es aber nur eines Nachweises, dass in der That die Geo-
metrie, ohne ihren wissenschaftlichen Werth zu vermindern, die
Bewegung in den Kreis ihrer Betrachtung hereinziehen diirfe, und
einer klaren Auseinandersetzung, dass und wie sie dadurch die
Objecte ihrer Untersuchung gleichsam selbst erzeugen kinne. Dieses
glaube ich geleistet zu haben, ohne in den Fehler zu verfallen,
dessen die Erfinder und Hauptverfechter (Bernhard Becker) dieser
Methode sich schuldig gemacht haben. Dieser besteht darin, dass
sie das Erzeugen von dem blossen Bilde auf den ihm entsprechen-
den Ort-selbst iibertrugen. Dieser kaum begreifliche Irrthum hat
ebenfalls seine Quelle in den verworrenen Ansichten Trendelen-
burgs. Derselbe glaubt trotz Kant, den er zu verbessern wiihnt,
p- 150 seiner logischen Untersuchungen die kiihne Hypothese auf-
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stellen zu konnen, ,dass fiiv unser Bewusstsein die Bewegung das
nothwendig Krste sei, und aus ihr sich die Vorstellung von Raum
und Zeit erst herausbilde.* Das nothwendig Frste in unserem Be-
wusstsein aber ist, wie Kant richtig sagt, die Empfindung,
die sinnliche Wahrnehmung, und erst wenn wir, durch die
Natur unseres Anschauungsvermigens gezwungen, diese als Wir-
kung eines dusseren Objectes auf uns erkennen, werden wir uns
des Raumes bewusst, worin wir dieses Object suchen oder vielmehr
selbst construiren, und erst wenn wir eine Aenderung in unserer
Sinnesempfindung wahrnehmen, welche uns auf eine Ortsiinderung
des ihr entsprechenden riumlichen Objects schliessen lisst, gelangt
die Vorstellung der Bewegung in unser Bewusstsein, withrend wir
uns mit der ersten Empfindung auch schon ihrer Dauer, d. h. der
Zeit bewusst geworden sind. Wie sollten wir aber Bewegung uns
vorstellen kénnen, ohne ein Bewegliches, und ohne den Raum und
die Zeit? Wenn unser Verstand die Daten der Sinnesempfindung
verarbeitet zur Hervorbringung eines riumlichen Objectes, so sucht
er allerdings, bevor er durch die Gewohnheit die ihm spiter eigene
Sicherheit erlangt hat, oder in Fillen, wo die Erfahrung ihn ver-
liisst, fiir jeden Punct des Objects, das er als Ursache der Sinnes-
empfindung erkennt, den richtigen Ort im Raume, und geht, bis er
ihm findet, von Ort zu Ort stetig weiter, macht also in gewissem
Sinne eine Bewegung. Wiirde er aber iiberhaupt einen Ort fiir sein
Object suchen konunen, wenn er nicht den Raum voraussetzte ?
Man muss iiberhaupt einen Unterschied machen zwischen rium-
licher Bewegung und der Bewegung, in welcher sich unsere
stets wechselnden Vorstellungen, Empfindungen, Willensregungen
u. 8. w. befinden. Diese ist eine Zustandsinderung; jene eine
Ortsinderung, und das sind zwei toto genere verschiedene
Dinge, welche nur vermengen kann, wer Worte fiir Begriffe nimmt.
p- 141 sagt Trendelenburg: ,Alle Ruhe in der Natur ist nur das
Gegengewicht der Bewegung. Man kann die Ruhe aus der Bewe-
gung, aber nicht die Bewegung aus der Ruhe begreifen. Jenes
thut man, wenn man die Ruhe als aufgehobene Bewegung erkliirt;
diess versucht man vergebens, wenn man die Bewegung als auf-
gehobene Ruhe fasst. Denn diess Aufheben setzt die Vorstellung
der Bewegung wvoraus, und ist eine Art der Bewegung.* Ist das
etwas anderes als ein leeres Spiel mit Worten? Wie soll der,
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welcher nicht weiss, was Ruhe ist, dies begreifen, wenn man sie
als aufgehobene Bewegung erkliirt? Ist nicht die eine dieser Er-
klirungen so.albern wie die andere? Gerade so kinnte man Schwarz
als aufgehobenes Weiss oder dieses als aufgehobenes Schwarz
erkliren. Nur die Beziehung eciner Vorstellung zu Raum und Zeit
erzeugt die Vorstellungen von Ruhe und Bewegung: Ruhe ist
das Verharren amselben Orte und im selben Zustande.
Bewegung ist Ortsverinderung. Die eine aus der andern
ohne Bezugnahme auf Raum und Zejt oder gar diese durch jene
erkliren zu wollen, ist sicher einer der verriicktesten Einfiille, die
je fiir Philosophie ausgegeben worden sind, und das will viel
heissen. Im Uebrigen verweise ich auf das soeben erschienene, wie
mir nach fliichtigem Durchblicken scheint, sehr lesenswerthe Schrift-
chen von Dr. C. Grapengiesser: ,Kant’s Lehre von Raum und

Zeit; Kuno, Fischer und Adolf Trendelenburg. (Jena 1870.)

Iv.

Zar Methode der Geometrie.

Seit Kant nachgewiesen, dass die Geometrie ihre Unfehlbar-
keit nicht der Strenge ihrer Beweise nach der Euklid’schen
Methode allein verdanke, sondern hauptsiichlich dem Um-
stande, dass sie auf die uns unmittelbar gegebene reine Anschau-
ung des Raumes sich stiitze, hat man in Deutschland angefangen,
die Zweckmiissigkeit der Euklid’schen Methode in Frage zu stellen,
wiihrend in Frankreich Legendre den Euklid noch in seiner
Methode zu iibertreffen strebte, und in England noch heute an
Euklid wie an der Bibel festgehalten wird.

Auch Kant war offenbar noch weit davon entfernt, eine Aen-
derung in der Methode der Geometrie vorzuschlagen. Herbart
diirfte wohl der erste sein, der in seinem ABC der Anschauung
(1803) auf Verbesserung in der Methode des Beweises drang, und
namentlich betonte, dass viele Beweise sich darauf beschriinken, die
Gewissheit der Sache festzustellen, aber keine Einsicht
inihre Nothwedigkeit gestatten, also nur die Gewissheit
geben, d ass etwas sei, statt zu erkliren, warum es so sei.

Von einem andern Standpuncte aus eriffnete 1810 Professor
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Schweins in Heidelberg in seinem ,System der Geometrie“
einen formlichen Feldzug gegen Euklid. Seine Haupteinwiirfe waren
die ,,Hangwerksméissigkeit“ mit der Euklid die Figuren zum Be-
weise ihrer Identitit auf einanderlegt, statt sich mit der unmittelbar
klaren Einsicht zu begniigen, dass z. B. ein Dreieck durch zwei
Seiten und den eingeschlossenen Winkel villig bestimmt ist, und
dass die blosse Aenderung der Lage der Figur im Raume an ihr
selbst nichts indert. Auch fand er die Auffassung des Winkels als
»die Neigung zweier Linien gegen einander® als unrichtig, indem
zur Vorstellung der Neigung die beiden Nebenwinkel nothig seien.

Die gewichtigsten Einwendungen gegen Euklid von Seiten
deutscher Mathematiker sind jedoch die, welche von den Schipfern
und Anhiingern der heuristischen und genetischen
Methode erhoben wurden.

Sehr deutlich sind diese Einwendungen ausgesprochen worden
von Herrn Professor Schlimileh in der Vorrede zur ersten
Auflage seiner Geometrie des Maasses. Ich weiss nicht, welche
Griinde denselben veranlasst haben, in den spiitern Auflagen diese
Vorrede zu unterdriicken. Immerhin wird es mir wohl gestattet sein,
das Wesentlichste derselben hier zu citiren.

p. IIL heisst es: ,Es sind zwei Hauptforderungen, die ich an
jeden Unterricht, besonders aber an den geometrischen stelle; die
erste, organische Gliederung, betrifft die Anordnung des
Stoffes, die zweite, heuristischer Gedankengang, die Dar-
stellung desselben.“

Beides vermisst man bei Euklid.

p- XIIL. heisst es weiter: — ,Und in der That, wie kann eine
Darstellung auf Wissenschaftlichkeit Anspruch machen wollen, die
den Gedankengang fortwihrend unterbricht, um ihn stets wieder
von Neuem anzukniipfen (ein Verfahren, das uns nicht einen glatt
gesponnenen Faden, sondern eine knotige Schnur liefert), eine Dar-
stellung, die an keiner Stelle die Nothwendigkeit sehen lisst, warum
hier gerade diess und nichts Anderes besprochen wird, eine Dar-
stellung endlich, die erst dann zum Verstindniss gelaugt, wenn
man am Ende mit einigem Geschicke die leitenden Maximen her-
ausgefunden hat, ohne welche das Ganze ein unbegriffenes Kunst-
stiick bleibt.“ /

Und p. XIV: ,Wer dogmatisch verfihrt, nothigt seinen Schiilern
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etwas Aeusserliches, ihnen ganz Fremdes auf, wovon sie weder den
Zweck noch den Zusammenhang begreifen, und erst am Ende ge-
langt der Talentvolle, welcher im Stande ist, sich die Sachen etwas
zurecht zu legen, zu der Entdeckung, dass das Gelernte doch nichts
Acusseres und Fremdes war, dass es im Gegentheil aus Wahrheiten
besteht, die er eigentlich wohl selber hiitte finden kionnen; angeregt
durch diese Entdeckung versucht er jetzt ganz seinen eigenen Weg
zu gehen, und nun erst beginnt bei ihm das innere Verstiindniss.
Dem minder Begabten dagegen bleibt die Sache etwas #dusserlich
Angelerntes, ein Ballast fiir das Gedichtniss; entstehende Liicken
kann er nicht ausfiillen, weil ihm kein Princip der Anordnung zu
Gebote steht, die Liicken werden grisser und wenige Monde nach
dem Schlusse des Unterrichts ist die ganze ehemalige Weisheit ver-
schwunden.“

... »Ganz anders gestaltet sich die Sache bei der heuristischen
Methode; hier erscheint der Lehrer nicht als ein Pfiffikus, der mit
wunderlichen Dingen die Jungen verbliifft, er erscheint im Gegen-
theil als Fiihrer, an dessen Hand die Schiiler die Wahrheit selber
finden.® /1.

»Fiir den Hauptvortheil aber der heuristischen Methode halte
ich den Umstand, dass der Schiiler die Wissenshhaft entstehen sieht,
dass er lernt, einen Gegenstand wissenschaftlich zu bearbeiten; und
selbst, wenn er den ganzen materiellen Inhalt des Unterrichts ver-
giisse, so hiitte er daran noch einen, wenn auch nicht extensiven,
doch intensiven Gewinn.*

Obwohl sich gegen diese Griinde im Ganzen nicht viel ein-
wenden liisst, ist Schlomilch mit seinem Versuche einer heuristischen
Darstellung der Elemente fast vereinzelt geblieben. Den von ihm
betretenen Weg finde ich fast in keinem andern Lehrbuche, deren
doch alle Jahre eine ziemliche Anzahl neue entstehen, befolgt. Ob"
wohl beim Unterrichte selbst viele Lehrer heuristisch verfahren, so
ist man in den Lehrbiichern noch heute fast durchgiingig dogma-
tisch geblieben. Der Grund mag wohl zum Theil darin liegen, dass
Herr Schlomilch in seiner Darstellung etwas gar zu breit geworden,
wihrend Neuere, wie Spitz, Rummer u. a. den Stoff in dogmatischer
Weise in ziemlich engen Rahmen so zu geben wussten, dass man
mit weit mehr Lust zu ihnen greift wie zu der dickleibigen ,Geo-
metrie des Maasses®, in der man trotz der heuristischen Methode
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nur sehr miihsam weiter kommt, die namentlich aber das Repe-
tiren sehr erschwert, weil man nicht weiss, wo man die einzelnen
Theoreme suchen soll und nicht iibersieht, wie sie auf einander
folgen miissen, damit wirklich das eine als Beweisgrund fiir das
andere angefiihrt werden kann. Und im Grunde ist mit dieser Me-
thode auch wenig gewonnen. Trotz der Versicherung Schlomilchs,
dass diess bei seiner Methode nicht der Fall sei, bleibt der Lehrer
auch hier ein Pfiffilkus, der seine Schiiler durch allerhand Hocus-
pocus verbliifft, indem er damit anfiingt, irgend eine Figur an die
Tafel zu zeichnen, ohne dass man weiss, wohin er will, dann will-
kiirliche Linien hinzufiigt, die ihm erlauben, allerhand Schliisse zu
ziehen; und aus alledem geht zuletzt, wie ein Deus ex machina
ein Lehrsatz hervor, der nun allerdings gefunden ist, aber kei-
neswegs in der Art, dass der Schiiler nun mehr davon verstehe,
wie wenn er gleich von vorneherein gewusst hitte, was gefunden
werden sollte. Darin besteht iiberhaupt eigentlich der ganze Unter-
schied zwischen dem, was Schlomilch fiir heuristische Methode aus-
gibt und der Methode des Euklid. Schlomilch sagt diess deutlich
selbst, indem er mit Geringschiitzung iiber den radicaleren Versuch
Snell’s, sich von Euklid zu befreien, sich also auslisst: ,Die
.Aehnlichkeit zwischen meinem Buche und dem oben genannten
betrifft nur theilweise das erste Kapitel, von da ab wird meine An-
ordnung und Darstellung durchaus von jener verschieden; der
Hauptunterschied besteht aber darin, dass ich strenge Be-
weise gebe, wihrend die Snell’schen Deductionen der
Anschauung mehranheimstellen als es unter ,Geome-
tern von gutem Tone* Sitte ist.“ Da Schlomilch es fiir einen
Verstoss gegen den guten Ton hilt, der Anschauung mehr zuzu-
gestehen, als durchaus nithig, so ist seine Methode eigentlich nur
scheinbar eine andere wie die Euklids, und derselben nur da vor-
zuziehen, wo seine Bewecise etwa einfacher und natiirlicher sind
Gerade aber das, was er fiir den Hauptvorzug seiner, Methode hiilt,
dass niéimlich der Lehrsatz als das Ergebniss ,einer wissenschaft-
lichen Bearbeitung des Gegenstandes erscheine”, sucht man bei ihm
fast ebenso vergeblich wie bei Euklid oder Legendre. Denn die
Art, wie er z. B. die Bedingungen aufsucht, unter welchen zwei
Dreiecke éhnlich oder congruent sind, kann wahrlich nicht fiir
wissenschaftlich ausgegeben werden, wenn man diess Wort in dem
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Sinne versteht, in welchem alle andern Wissenschaften ausser der
Elementargeometrie heutzutage es verstehen und anwenden. Doch
muss anerkannt werden, dass Schlomilch wenigstens in einigen
Puncten wirklich leistet, was er verspricht, wohin ich besonders
die einfache Darlegung des Grundes ziihle, warum die Flichen
gleichwinkliger Parallelogramme von gleichen Nebenseiten sich wie
ihre Grundlinien verhalten (§ 16). Auch ist die Darlegung der
Grundbegriffe in der Einleitung ebenso klar wie streng wissen-
schaftlich.

Der radicalste Versuch, die Methode der Geometrie zu ver-
indern und von Euklid zu emancipiren ist nicht von einem Mathe-
matiker, sondern von einem Philologen gemacht worden, niimlich
von Bernhard Becker, dem leider zu friih verstorbenen Sohne
des berithmten Reformators der Grammatik. Angeregt durch Her-
bart und Trendelenburg geht derselbe in seinem Schriftchen
piiber die Methode des geometrischen Unterrrichts“ (1844) dem
Euklid in einer Weise zu Leib, die bis jetzt einzig dasteht, fand
aber leider nicht die verdiente Beriicksichtigung, wenn auch man-
chen Plagiator. Diess mag zum Theil seinen Grund darin haben,
dass Bernhard Becker, als nicht zur Zunft gehorig, nicht die ge-
ringste Riicksicht nahm auf das, was unter ,Mathematikern von
gutem Ton“ zur guten Sitte gehirt. Er genirte sich nicht im ge-
ringsten, alles das als zweifellos hinzunchmen, was anschaulich klar
ist. Dass bei den Mathematikern es fiir ebenso unschicklich gilt,
sich seiner gesunden Beine zu bedienen, wenn man auf Kriicken
gehen kann, wie in andern Gesellschaften das Weglassen der Hals-
binden oder der Handschuhe, das war ihm vollig ynbekannt.

Anderntheils liegt die Schuld jedoch auch in dem Versuche
selbst, mit dem Bernhard Becker ganz im Geiste Trendelenburgs
so sehr iiber das Ziel hinaus schoss, dass damit alles’ Treffliche,
was er gegen Iuklid vorbrachte, seine Wirkung verlor. Sehr rich-
tig hat zwar Bernhard Becker als den grissten Fehler Euklid’s
den schon von Herbart geriigten hervorgehoben, dass er sich immer
damit begniige, einen Erkenntnissgrund zu geben, wo man
einen Realgrund verlange; d. h. dass von jeder Thesis nur die
Richtigkeit nachgewiesen werde, wiihrend der innere Zusammen-
hang der nachgewiesenen Wahrheiten, aus dem ihre Nothwen-
digkeit hervorgeht, unerortert bleibt. Und diess klar und schla-
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gend nachgewiesen zu haben, bleibt ein grosses Verdienst von weit
grosserer Tragweite wie der Versuch Schlomilchs. Denn sobald ich
mir einmal vorgesetzt habe, alle Wahrheiten der Geomectrie durch
Schliisse rein logisch aus einigen wenigen Axiomen abzuleiten, ist
es im Grunde doch ganz einerlei, ob ich den jedesmal zu ervei-
senden Satz an die Spitze der ganzen Schlussreihe, durch die er
erwiesen wird, stelle, oder nur an den Schluss; ja ich michte viel-
mehr das erstere und allgemeinere Verfahren fiir das zweckmiissi-
gere halten. Denn man folgt einer Schlussreihe doch viel lieker,
wenn man weiss, wohin sie fiithren soll.

So vortrefflich Bernhard Becker verstand, die Schiiden der alien
Methode bloss zu legen, so sind doch seine Versuche, ein Neves
und Besseres an die Stelle des Verworfenen zu setzen giinzlch
fehlgeschlagen, indem ihn Trendelenburgs Irrlehre zu dem fast wm-
begreiflichen Irrthume verfiihrte, statt fiir die Eigenschaft:n
der Gebilde, fiir diese selbst einen Realgrund zu suchen,
und zwar eine Ursache, als welche er die Bewegung andewer
Geebilde erkannte, durch welche sie erzeugt werden. Dabei gihg
er von der sehr weise klingenden Phrase aus: ,Um das Wesen
der Dinge zu begreifen, muss man in ihr Werden eindringer*
(als ob das letztere leichter wiire, wie das erstere).

Es ist jedoch Bernhard Becker nicht zu verargen, dass er die
Frage, wie die von Herbart geforderte Einsicht in die Nothwendiz-
keit einer geometrischen Wahrheit erzielt werden kiénne, nicht bessar
zu beantworten wusste, als durch die neuen Ideen seines von ihm
so hochgeschiitzten Lehrers Trendelenburg, zumal Herbart selbst
sich damit begniigt, auf die jeden nachdenkenden Kopf unangenehm
beriihrende Liicke in Euklid’s Methode deutlich hingewiesen =z
haben.

Und doch war bereits 31 Jahre friither Arthur Schopen-
hauer in seinem klassischen aber selbst von seinen Verehrern visl
zu wenig gekannten Schriftchen ,iiber die vierfache Wurzel
des Satzes vom zureichenden Grunde“ (3. Auflage 186%)
der Sache auf den Grund gegangen. Dieser grisste Denker unseres
Jahrhunderts macht in dieser Schrift, womit er zum Doctor de
Philosophie promovirt wurde, zuerst darauf aufmerksam, dass in
Raume jede Eigenschaft eines Gebildes stets abhiingig erscheint
von einer andern Eigenschaft desselben, die mit ilr zugleich stelt
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und fillt, so dass jede zugleich als Grund und Folge
der andern erscheint.

So ist die Gleicheit zweier Seiten eines Dreiecks zugleich Grund
und Folge der Gleichheit der gegeniiberliegenden Winkel. So wer-
den durch zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel die dritte
Seite und die ihr anliegenden Winkel, und umgekehrt, jene durch
diese bestimmt. So ist allgemeiner durch die Lage einer Linie ge.
gen irgend eine andere auch ihre Lage gegen jede beliebige dritte
bestimmt, und umgekehrt, die Lage der ersten durch die der
dritten.

Diese Erkenntniss ist freilich nichts Neues; denn der ganze
Euklid lehrt ja eigentlich nichts anderes, als dergleichen Abhiingig-
keitsgesetze. Neu ist aber die von Schopenhauer zuerst dargelegte
Frkenntniss, dass in diesen Abhiingigkeitsgesetzen eine eigenthiim-
liche, nur in der Mathematik geltende Gestaltung des Satzes
vom Grunde sich ausspreche, welche von ihm der Satz vom
Grunde des Seyns genannt wird.

Wenn in einem Euklid’'schen Beweise die Gleichheit zweier
Seiten eines Dreiecks dadurch dargethan wird, dass man die Gleich-
heit der ihnen gegeniiberliegenden Winkel darthut, so tritt diese
Erkenntniss als Erkenntnissgrund fiir jene auf: man erkennt an
der Gleichheit der Winkel die der Seiten. Diess ist aber nur mig-
lich durch die vorher gewonnene Einsicht, dass die Gleichheit zweier
Seiten eines Dreiecks durch die der gegeniiberliegenden Winkel
mit Nothwendigkeit bedingt ist, diese also ein Realgrund von
jener ist, der gleichwohl von einer Ursache sehr unterschieden
werden muss. Denn die Ursache einer Erscheinung bringt die-
selbe als Wirkung hervorund geht ihr in der Zeit vor-
aus, wihrend Seynsgrund und Folge gleichzeitig bestehen
und ihre Abhiingigkeit eine gegenseitige ist, was bei zwei im Cau-
salzusammenhange stehenden Erscheinungen undenkbar. Der Satz
vom zureichenden Grunde tritt also hier in einer besondern Form
auf, in welcher er sich etwa so definiren lisst:

sJede Eigenschaft eines Raumgebildes ist
zugleich Grund und Folge anderer Eigenschaf-
ten desselben® (Schopenhauer selbst hat keine eigentliche
Definition des Seynsgrundes gegeben, auch nicht versucht, den Inhalt
des Satzes vom Grunde des Seyns im Raume und in der Zeit in
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dhnlicher Weise auszudriicken, wie er es mit dem Causalitiitiitits-
gesetze gethan hat.)

Die Frage nach dem Realgrunde einer Eigenschaft eirinnes
Raumgebildes kann nun offenbar keinen andern Sinn haben, als s ddie
nach dem Seynsgrunde, und dieser ist als solcher erkanmannnt,
sobald das Gesetz erkannt ist, nach dem sich Seynsgrund und Fol'oldge
einander gegenseitig bedingen. Dieses Geesetz selber kann in vielielden
Fillen unmittelbar eingesehen werden, und dann nur hat mmaan
wirkliche Einsicht in dasselbe, d. h. man ist iberzeumggt.
Ein solches Gesetz kann ferner mittelbar erkannt werden dururach
eine Schlusskette, welche uns von der Richtigkeit desselben in d dder
Weise iiberzeugt, dass sie uns zwingt, sie zuzugeben, wenn v wwir
Andres, bereits Bewicsenes oder an sich Klares nicht leugnen wweol-
len. Auf solche freilich oft nicht zu vermeidende Art zur Kenznnnt-
niss eines Gestaltungsgesetzes zu gelangen, gewiihrt selten Befrfricie-
digung. Denn der denkende Mensch will nicht bloss Gewis sss-
heit, sondern auch Einsicht-in das, was er erkennt, wenznigig-
stens so weit solche miglich ist.. Und darum sagt Schopenhaueueer:

»Dass man aber in der Geometrie nur strebt convictio o zzu
bewirken (durch einen Erkenntnissgrund), welche einen unangeneneleh-
men Eindruck macht, nicht aber Einsicht in den Grund d ddes
Seyns, die, wie jede Einsicht, befriedigt und erfrent; diess miclchhte
nebst Anderem ein Grund sein, warum manche sonst vortrefflidiclche
Képfe Abneigung gegen die Mathematik haben.*

Schopenhauer tadelt nun an der Geometrie FEuklids, ohohmne
eigentlich eine neue Methode mathematischer Demonstration vvoror-
schlagen zu wollen, zweierlei:

1) Dass sie ihre Siitze zwar beweise als iiber allen Zweicififel
erhabene Wahrheiten, aber keine eigentliche Einsicht gewiihre e i in
die Gesetze, als deren Ausdruck sie erscheinen.

2) Dass sie die einzige migliche Quelle, aus der diese EEitin-
sicht geschopft werden kann, aufs strengste verschliesse, niimlilicich
die unmittelbare Erkenntniss durch reine AAnn-
schauung, und nur da sich auf diese, welche allein wahre BBée-
friedigung gibt, weil sie allein auch wirkliche Einsickhht
gewiihrt, berufe, wo eine mittelbare Erkenntniss nicht mehr mnogg-
lich ist, niimlich bei den sogenannten Axiomen.

Ausserordentlich  treffend  vergleicht Schopenhauer —dieseseses
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Verfahren mit dem eines Wanderers, welcher bei Mondschein mit
grossen Beschwerden einen steinigen und dornigen Weg mit vielen
Windungen zuriicklegt, weil er den breiten guten Fahrweg, dem
er bisweilen ganz nahe kommt, fiir Wasser hilt.

Schopenhauer gehort selbst zu denen, welche bei aller Vortreff-
lichkeit ihres Kopfes eine grosse Abneigung gegen Mathematik und
iiberhaupt gegen sehr abstracte Untersuchungen hegen, und hat sich
darum nicht die Miihe genommen, zu zeigen, wie etwa die Geometrie
behandelt werden miisse. Nur an einigen Beispielen versuchte er —
und, wie mich diinkt mit wenig Geschick — zu zeigen, wie etwa
die verlangte Einsicht in den Seynsgrund erlangt werden konne.

Der erste Versuch, den Forderungen Schopenhauers gerecht
zu werden, wurde von Herrn C. R. Kosack, Lehrer der Mathe-
matik und Physik am Gymnasium zu Nordhausen, gemacht, der
in dem Programme dieses Gymnasiums fiir Ostern 1852 unter dem
Titel ,Beitriige zu einer systematischen Entwicklung der Geome-
trie aus der Anschauung, die Lehre von den Parallelen und der
Congruenz der Dreiecke im Sinne Schopenhauers darstellte. Diesen
Aufsatz hiitte aber wohl das Schicksal der meisten Gymnasial-
programme getroffen, hiitte der Verfasser nicht dem Philosophen
Schopenhauer selbst ein Exemplar geschickt, das durch diesen wie-
der einigen seiner Freunde und Verehrer mitgetheilt wurde. Auch
mir, der damals noch mit dem Studium der Elemente beschiiftigt
war, ist ein Blick in dieses Programm verginnt worden. Ich er-
innere mich nur noch, dass es mir lebhaftes Interesse erweckt hatte,
und ich namentlich die Auffassung des Winkels als Drehungs-
abstand und die Herbeizichung der Bewegung als berechtigtes
Hilfsmittel zur Entwicklung geometrischer Wahrheiten als einen
grossen Fortschritt gegeniiber Legendre und Euklid erkannte.

Gerade diess fand jedoch nicht den Beifall des Herrn Dr.
Julius Bahnsen, welcher im Jahre 1857 durch das Studium
Schopenhauers veranlasst wurde, in der ,Schulzeitung fiir die Her-
zogthiimer Schleswig, Holstein und Lauenburg“ einen Artikel zu
veriffentlichen unter dem Titel: ,Arthur Schopenhauers Urtheil
iiber den Bildungswerth der Mathematik.“ In demselben suchte der
Verfasser durch die Ausstellungen, welche Schopenhauer an der
Euklid’schen Geometrie gemacht, den Ausspruch zu begriinden,

dass der Mathematik jeder Bildungswerth abzusprechen sei, indem
4
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derselbe weder dem Inhalte noch der Methode zugesprochen wer-
den kénne. Diesen vernichtenden Ausspruch hat iibrigens schon:
1836 W. Hamilton, Professor der Logik und Metaphysik in
Schottland in einer auch ins Deutsche iibersetzten sehr gelehrten
und griindlichen Recension eines Buches von Whewell in der Edin-
burgh’-Review mit trefflichen Griinden belegt, die freilich zum Theil
nur in England stichhaltig sind, wo dieser Unterricht in einem Ein-
pauken des Euklid besteht.

Auf den Artikel des Herrn Dr. Bahnsen folgte eine leiden-
schaftliche Erwiederung eines Herrn Kiihl, Ingenieur, die eine Re-
plik des Herrn Dr. Bahnsen zur Folge hatte, in welcher auch von
dem Programme des Herrn Kosak die Rede ist. Herr Dr. Bahnsen
sicht in der Herbeiziehung der Bewegung mit Schopenhauer ein
der Geometrie fremdes Element. Er bezieht sich dabei auf einen
Ausspruch Schopenhauers, den ich, als besonders characteristisch
im Zusammenhange mit einem vorhergehenden hier mittheilen will:

»Die Euklid’sche Demonstrirmethode“, sagt Schopenhauer, ,hat
aus ihrem eigenen Schoosse ihre treffendste Parodie und Karikatur
geboren, an der beriihmten Streitigkeit iiber die Theorie der Paral-
lelen und den sich jedes Jahr wiederholenden Versuchen, das elfte
Axiom zu beweisen. Dieses nimlich besagt, und zwar durch das
mittelbare Merkmal einer schneidenden dritten Linie, dass zwei sich
gegen einander neigende (denn diess eben heisst ,kleiner als zwei
rechte seyn“), wenn genugsam verlingert, zusammentreffen miissen,
welche Wahrheit nun zu complicirt sein soll, um fiir selbstevident
zu gelten, daher sie eines Beweises bedarf, der nun aber nicht auf-
zubringen ist; eben weil es nichts Unmittelbareres gibt. Mich er-
innert dieser Gewissensscrupel an die Schiller’sche Rechtsfrage:

npdahre lang schon bedien’ ich mich meiner Nase zum Riechen.
Hab ich denn wirklich an sie auch ein erweisliches Recht?““
Ja mir scheint, dass die logische Methode sich hier bis zur Niaiserie
steigere. Aber gerade durch die Streitigkeiten dariiber, nebst den
vergeblichen Versuchen, das unmittelbar Gewisse als bloss
mittelbar gewiss darzustellen, tritt die Selbstindigkeit und
Klarheit der intuitiven Evidenz mit der Nutzlosigkeit und Schwie-
rigkeit der logischen Ueberfiihrung in einen Kontrast, der nicht
weniger belehrend als belustigend ist. — ,Mich wundert, dass
man nicht vielmehr das 8te Axiom angreift: ,,Figuren, die sich

http://rcin.org.pl



SR YRR

decken, sind einander gleich.““ Denn das Sichdecken ist ent-
weder eine blosse Tautologie, oder etwas ganz Empirisches, welches
nicht der reinen Anschauung, sondern der iusseren sinnlichen Er-
fahrung angehort. Es setzt nimlich Beweglichkeit der Figuren vor-
aus; aber das Bewegliche im Raum ist allein die Materie. Mithin
verliisst diess Provociren auf das sich decken den reinen Raum,
das alleinige Element der Geometrie, um zum Materiellen und Em-
pirischen iiberzugehen.“

Dass in dieser letzteren von Dr. Bahnsen gegen Kosack citir-
ten Bemerkung Schopenhauer sich irrt, glaube ich in der vorher-
gehenden Abhandlung zur Geniige dargethan zu haben.

Die Artikel der Herren Dr. Bahnsen und Kiihl wurden Scho-
penhauer zugesandt und gelangten durch diesen in die Hiinde mei-
nes Vaters, des Bezirksrichter A. Becker in Mainz, und dadurch
auch zu meiner Kenntniss. Ich war damals gerade auf das Biich-
lein von Bernhard Becker aufmerksam gemacht worden, und damit
beschiiftigt, das Wahre vom Falschen in demselben zu sondern.
Jene Streitartikel kamen mir darum gerade recht und veranlassten
mich, meine eigenen Gedanken iiber die Sache niederzuschreiben,
zuniichst nur meiner selbst wegen. Die fertige Arbeit gab ich je-
doch meinem Vater zu lesen, der sie Schopenhauer sendete. Dieser
dusserte seinen Beifall dariiber und machte seinerseits Dr. Bahnsen
darauf aufmerksam, durch den ich veranlasst wurde, sie neun Mo-
nate spiter in derselben Schulzeitung zu verdffentlichen, in der jene
Artikel erschienen waren. Den Standpunct, den ich vor nunmehr
13 Jahren in jener Arbeit vertrat, habe ich in der Hauptsache bis
heute . festgehalten und durch eine erfolgreiche Lehrthitigkeit be-
wiihrt gefunden. Was ich dort schrieb, damit es wie alle Schul-
zeitungen ungelesen und unbeachtet bleibe, heute vor einem an-
dern Publikum mit triftigeren Griinden und ecingehender zur Be-
sprechung zu bringen, ist der Hauptzweck der vorliegenden Ab-
handlungen.

' pUm die Methode der Mathematik zu verbes-
sern wird vorziiglich erfordert, dass man das
Vorurtheil aufgebe, die bewiesene Wahrheit
habe irgend einen Vorzug vor der anschaulich
erkannten, oder die logische, auf dem Satz vom
Widerspruchberuhendevordermetaphysischen,

4%
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welche unmittelbar evidentist, und zu der auch
diereine Anschauung des Raumes gehortX

sDie Anschauung ist nicht nur die Quelle aller Er-
. kenntniss, sondern sie selbst ist die Erkenntniss xer eoynv, ist
allein die unbedingt wahre, die ichte, die ihres Namens vollkommen
wiirdige Frkenntniss: denn sie allein ertheilt eigentliche Einsicht,
sie allein wird vom Menschen wirklich assimilirt, geht in sein We-
sen iiber, und kann mit vollem Grunde s ein heissen, withrend die
Begriffe ihm nur ankleben.“

Diesen klar fiir sich sprechenden Worten Schopenhauers
michte ich noch die élteren des grossen Pestalozzi gegeniiber-
stellen, die kiirzlich von Fichte wieder in Erinnerung gebracht:
»Wenn ich zuriicksehe und mich frage: was habe ich denn eigent-
lich fiir das Wesen des menschlichen Geschlechtes geleistet, so
finde ich: ich habe den obersten Grundsatz des Unterrichts in der
Anerkennung der Anschauung, als dem absoluten
Fundament aller Erkenntniss festgesetzt und mit Be-
seitigung aller einzelnen Lehren das Wesen der Lehre und die
Urform aufzufinden gesucht, durch welche die Ausbildung unseres
Geschlechts durch die Natur selber bestimmt werden muss.“ Und
an anderer Stelle: ,Anschauungslose Definitionen erzeugen eine
fundamentlose, schwammige Weisheit, die am heitern Himmel schnell
stirbt und das Sonnenlicht als das Gift ihres Daseyns erkennen
muss.

Ich fordere jeden auf, der die Elemente der Geometrie klar
begreift, sich selbst zu fragen, ob er seine Ueberzeugung von der
Richtigkeit einer grossen Anzahl ihrer Siitze, namentlich von den
meisten stereometrischen, die nicht das Ergebniss lingerer Rech-
nungen sind, noch jetzt auf die langweiligen und ermiidenden Be-
weise stiitzt, mit deren iiberfliissiger Erlernung er in seiner Jugend
melhr gequiilt worden, als belehrt (denn was sie ihn lehren
sollten, wusste er ja meist schon vorher), oder auf die unmittel-
bare Evidenz, welche in manchen Fillen der blosse Anblick der
Figur, im andern das Ziehen weniger Hiilfslinien hervorbringt ?

Wenn aber diese Beweise als unnithiger Ballast spiiter wieder
iiber Bord geworfen werden, wozu sich mit ihnen abquiilen ? ,Be-
weise sind iiberhaupt weniger fiir die, welche lernen, als fiir die,
welche disputiren wollen. Diese leugnen hartniickig die unmittelbar
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begriindete Einsicht; nur die Wahrheit kann nach allen Seiten con-
sequent seyn: man muss daher jenen zeigen, dass sie unter einer
Gestalt und mittelbar zugeben, was sie unter einer andern Gestalt
uud unmittelbar lengnen, also den logisch nothwendigen Zusammen-
hang zwischen dem Geleugneten und dem Zugestandenen.“

Und in der That ist die Form der Geometrie aus dem Bestre-
ben hervorgegangen, die unzweifelhaften Wahrheiten der Geome-
trie gegen die Scheinbeweise der Sophisten sicher zu stellen. Ist
es aber heutzutage nicht unter Wiirde der Wissenschaft, ihre Lehren
gegen blosse Sophisten, gegen blosses Disputiren schiitzen zu wol-
len ? Steht doch die Naturwissenschaft — soweit sie nicht von den
Mathematikern zu speculativer Mathematik (mathematischer Physik)
herabgewiirdigt worden — ganz anders da! Ja es ist allen Ernstes
meine Meinung, dass erst dann die Mathematik eine wirkliche
Wissenschaft geworden, wenn sie nach denselben Principien dar-
gelegt wird, welche man z. B. in der Experimentalphysik befolgt.

Ich weiss wohl, dass sich gegen diese Betonung der Anschau-
ung und Verwerfung der Beweise, wo Anschauung schon
iiberzeugt, vieles einwenden liisst. Ehe ich aber auf diese Ein-
wiinde eingehe, michte ich meine Ansicht vor Missverstindniss be-
wahren.

Im Jahre 1843 verfiigte die kurhessische Regierung, ,dass der
Unterricht in der Mathematik aus dem Gebiete der Abstraction ent-
fernt, vielmehr mioglichst konkret und anschaulich gehalten, und
von den Lehrern der Mathematik soll darauf Bedacht genommen
werden, den Schiilern zuniichst in der Arithmetik eine geniigende
Uebung zu geben, um nicht so sehr das Wissen als das Kon -
nen der Schiiler, auf dem Gebiete zu erzielen, das dieselben zu
beherrschen im Stande sind.“ Ich michte nicht, dass man meine
Ansicht etwa mit der in dieser Verfiigung ausgesprochenen identi-
ficire. Ich bin im Gegentheil ein abgesagter Feind des blossen Ab-
richtens, d. h. eines Unterrichts, der nur eine Fertigkeit ohne Ver-
stindniss erzielt, wie es offenbar in dieser Verfiigung beabsich-
tigt ist.

Eben weil aber nur die Anschauung ein klares Verstiindniss
gibt, und weil sie befriedigt und erfreut, auch zu weiterer Beleh-
rung anspannt, der lange abstracte Beweis dagegen zwar iiberfiihrt,
die Sache selbst aber meist unverstanden lisst und darum nich t
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befriedigt, vielmehr gegen alle derartige Belehrung widerspinstig
macht, konnte ich keineswegs einen Fortschritt darin erkennen, als
spiiter diese Verfiigung durch eine entgegengesetzte wieder auf-
gehoben wurde, die Herrn Professor Grunert in seinem Archiv
zu dem Ausspruche veranlasste:

,Nichts kann endlich mehr erfreuen, als dass auf die strenge
Beweisfiihrung iiberall der grisste Werth gelegt und dieselbe
als die erste Grundbedingung fiir fruchtbringendes Gelingen des
mathematischen und physikalischen Unterrichts iiberall anerkannt
worden ist.“

Es ist fast unbegreiflich, wie man so blind gegen alle Erfah-
rung sein kann! Ist es nicht eine allbekannte Thatsache, dass zu
allen Zeiten in fast allen Schulen der Geometrieunterricht von weit-
aus der grissten Mehrzahl der Schiiler als eine unertriigliche nutz-
lose Plage angesehen wird, und immer nur bei sehr wenigen einen
spirlichen Erfolg erzielt, wenn auch spiiter sich viele einreden
lassen, dieses ermiidende Beweisen von Siitzen, die von selbst klar
sind wie die Sonne, hiitte ihr Denkvermigen geiibt, als ob diese
Art zu denken zu etwas anderem niitzen kénne als zum leidigen
disputiren? Gelingt es aber da und dort einem tiichtigen Lehrer
mehr als die Hiilfte seiner Schiiler mit fortzureissen und zu tiich-
tigen Leistungen zu befihigen; ist es dann nicht immer gerade die
Anschaulichkeit seines Vortrages und die Kiirze seiner moglichst
direct auf die Anschauung zuriickfithrenden Beweise, welche vor
Allem gelobt wird und der hauptsiichlich neben der reichlichen An-
wendung auf moglichst practische Aufgaben der Erfolg zu ver-
danken ist? Dass ich einen Satz recht exact bis auf die ersten
Axiome zuriickfiihren kann, beweist ein gutes Abstractionsvermigen
und-ein gutes Gediichtniss. Befiihigt dieses aber zu tiichtigen prac-
tischen Leistungen oder auch nur zur Lisung eines geometrischen
Problems? Ich sollte meinen, dazu sei vor allem nothig, dass man
die Abhiingigkeitsgesetze griindlich verstehe, welche zwischen dem
Gegebenen und Gesuchten stattfinden, und es sei dabei ganz gleich-
giiltig, ob diese Abhiingigkeitsgesetze aus den Axiomen durch eine
lange Schlussreihe gefolgert, oder ob sie unmittelbar aus der An-
schauung erkannt worden sind. Sind aber zur Anwendung der geo-
metrischen Siitze auf mathematische oder physikalische Probleme
die Beweise iiberfliissig und zu ihrem Verstindniss ganz ohne Nutzen,
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selbst zur Ueberzeugung von ihrer Richtigkeit entbehrlich, so ist
es geradezu von Nachtheil, der Jugend mit ihrer Erlernung die
kostbare Zeit zu rauben, abgesehen davon, dass sie manchen, und
vielleicht gerade den besten Kopfen, die Lust an der Geometrie
giinzlich verleiden.

Man kénnte mir nun den Vorwurf machen, dass ich, weil ich
die ,strenge Beweisfiihrung“, wo es sich um unmittelbar
evidente Sitze handelt, als iiberfliissigen und schiidlichen
Ballast, iiber Bord werfen michte, damit iiberhaupt gegen die
y,mathematische Strenge* polemisire und der alten haupt-
siichlich durch Dirichlet verdriingten unexacten Methode in der
Analysis das Wort rede. Diess liegt mir aber eben so fern als die
Absicht, das blosse Kiénnen ohne Verstindniss zu befiirworten.
Unmittelbar evident konnen Siitze nur sein, wenn die
ganze Mannigfaltigkeit der Objecte, von denen sie handeln, durch
eine einzige Anschauung vor Augen gebracht werden kann.

So ist der Satz, dass eine Gerade, die auf zweien sich schnei-
denden in ihrem Schnittpuncte senkrecht steht, auch auf allen an-
dern Geraden in der durch jene bestimmten Ebene senkrecht steht,
jedem evident, der sich anschaulich vorstellt, was er aussagt; und
diess ist moglich, weil man mit Hinzuziehung der Bewegung die
ganze unendliche Mannigfaltigkeit der Gebilde von je einer Ge-
raden, die auf zwei sich schneidenden in deren Schnittpuncte senk-
recht steht, und den jedesmal durch den Schnittpunct gehenden
Geraden in der durch die beiden ersteren bestimmten Ebene durch
eine einzige Figur zur Anschauung bringen kann Wer diesen Satz,
sobald er sich vorgestellt, was er aussagt, noch leugnet, will sich
nicht belehren lassen, sondern disputiren, und dann mag man ihn
meinetwegen durch einen der bekannten Mausefallebeweise iiber-
fiilhren, dass er das Behauptete zugeben muss, wenn er die Vor-
aussetzungen zugibt; warum es aber so ist, dariiber ist er nach-
her noch gerade so klug wie vorher,

Dagegen ist es ganz unmdoglich, den Satz, ,dass von drei ihn-
lichen Figuren, welche iiber den drei Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks als homologen Seiten construirt sind, die iiber der Hypo-
tenuese gleich ist der Summe der beiden andern,“ anschaulich zu
verstehen. Denn der Begriff édhnlicher Figuren kann unméglich in
seiner ganzen Allgemeinheit anschaulich vorgestellt werden. Hier
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ist natiirlich ein Beweis unerliisslich. Aber auch hier gibt der Be-
weis nicht mehr als die Ueberzeugung von der Wahrheit des Satzes.
Eine Einsicht in die innere Nothwendigkeit desselben kann man
nur anschaulich fiir jeden besonderen Fall erhalten, und diess ist
so schwierig, dass wohl nur fiir den Fall, in welchem die Figuren
Quadrate sind, durch passende Wahl der Construction unmittelbare
Evidenz erzielt wird.

Ganz etwas Anderes aber sind die Untersuchungen der Ana-
lysis. Dort hat man es mit den abstractesten, aller unmittelbaren
Anschaulichkeit entbehrenden Untersuchungen zu thun; und eben
darum hat man dort, um nicht fortwiihrend zu irren, die grosste
Aufmerksamkeit darauf zu richten, dass die Sitze nur da angewen-
det werden, wo alle Voraussetzungen zutreffen, unter denen sie
allein nur richtig sind. Es ist darum ein nicht genug anzuschlagen-
des Verdienst des grossen Dirichlet, auf alle die Fehler auf-
merksam gemacht zu haben, die sich friihere Analytiker so viel-
filtig haben zu schulden kommen lassen, und neue Wege gezeigt
zu haben, durch welche solche Fehler vermieden werden kénnen,
ohne dass dadurch dem Fortschritte der Untersuchung ein iiber-
fliissiger Hemmschuh angelegt wird. Aber Dirichlet ist nicht bloss
durch seine ausserordentliche Strenge, die er immer am richtigen
Platze anwendet, so gross, er ist es auch durch die ausserordent-
liche Anschaulichkeit und Klarheit, welche er durch seine
neue Auffassung des bestimmten Integrals in diese schwierigen Ge-
biete der Mathematik eingefiihrt hat.

Wenn ich darum Beweise iiberall da fiir vollstindig iiberfliissig,
ja hemmend halte, wo es sich um Sitze handelt, denen unmittel-
bare Evidenz zukommt, weil sie die sachgemiisse Entwickelung der
geometrischen Wahrheiten fast unmiglich machen, so hindert diess
keineswegs, in allen andern Fillen die grisste
Strenge zu verlangen, und gerade die Gewohn-
heit, immer an der Hand der Anschauung zu
gehen, und alle Begriffe durch Anschauungen
zubelegen, macht esleicht, diese Strenge auch
immer zu beobechten.

Ich kann mich nicht enthalten, durch ein recht eklatantes Bei-
spiel zu zeigen, wie im Gegentheil die Gewohnheit, Begriffe nur
durch ihre Definitionen festzustellen, und von aller Anschauung zu

‘
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abstrahiren, selbst grosse Mathematiker verleitet, bisweilen Siitze
als von selbst verstiindlich anzusehen, welche nicht einmal richtig
sind. Ich meine hier besonders einen Satz von Cremona, welcher,
obgleich falsch, doch auf die Autoritiit dieses grossen Geometers
hin in jiingster Zeit von einem nicht minder bedeutenden Firderer
der Wissenschaft sogar benutzt wurde, um einen Satz zu beweisen,
welcher unmittelbar evident ist.

Bekanntlich hat Steiner seine erfolgreichen geometrischen
Untersuchungen an die Thatsache angekniipft, dass wenn eine Ge-
rade von irgend vier Strahlen eines Strahlenbiischels a, b, ¢, d in
den Puncten a, b, ¢, d getroffen wird, immer die Relation besteht:

ab ad _ sin(a,b)  sin(ad)

PETECT TER (D0 T and, ot
und dass umgekehrt, wenn die Strahlen eines Strahlenbiischels und
die Puncte einer Geraden so auf einander bezogen werden, dass
zwischen je vier Strahlen a, b, ¢, d und den entsprechenden Pune-
ten a, b, ¢, b die obige Relation besteht, die Gerade immer gegen
den Strahlenbiischel in eine solche Lage gebracht werden kann,
dass alle Strahlen durch die ihnen entsprechenden Puncte gehen.
Steiner hat diese Beziehung zwischen den Puncten einer Geraden
und den Strahlen eines Biischels dadurch bezeichnet, dass er sagte,
die Gerade (Punctreihe erster Ordnung) und der Biischel seien zu
einander projectivisch. Ebenso nennt er zwei Geraden zu
einander projectivisch, wenn zwischen je vier Puncten ay, by, ¢, b,
der einen und a, b, ¢, b der andern die Relation besteht

ab ad _ ayb; b,
POIAGE TR Y P
und von dieser Beziehung hat Steiner den Ausdruck projectivisch
hergenommen, weil zwei solche Geraden immer in eine Lage ge-
bracht werden kinnen, in welcher die Puncte der einen die Cen-
tralprojectionen der andern sind. In einer solchen Lage heissen die
projectivisch auf einander bezogenen Geraden perspectivisch;
in jedem andern Falle befinden sie sich in schiefer Lage. Steiner
und die iibrigen Schipfer der sog. synthetischen Geometrie und der
Geometrie der Lage haben nun eine Menge von Bedingungen ge-
zeigt, unter welchen z. B. zwei Punctreihen erster Ordnung so auf-
einander bezogen sind, d ass jedem Puncte der einen ein
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und nureinPunctderandernentspricht, und immer
ergab sich, dass diese Beziehung dann die der Projectivitiit war.

Diess hat den grossen Geometer Cremona in Mailand ver-
fiihrt, die steinersche Beziehung der Projectivitit einfach dadurch
zu definiren, dass er sagt: zwei Grundgebilde erster
Ordnung (Punctreihen und Strahlenbiischel) -
sind projectivisch, wenn jedem Element (Punct
oder Strahl) der einenein, und nur ein Element
der andern entspricht. Hitte Cremona an die Anschauung
appellirt, so wiirde er bald gefunden haben, dass er damit durchaus
nicht denselben Begriff feststellt, wie Steiner, sondern etwas ganz
Unbestimmtes. Man denke sich z. B. irgend eine iiberall convexe,
geschlossene, aber von einer Ellipse verschiedene Curve und an
derselben zwei Tangenten. Liisst man nun eine dritte Tangente an
dieser Curve herumgleiten und bezieht jedesmal deren Schnittpuncte
mit den beiden andern auf einander, so erhiilt man auf denselben
zwei Punctreihen, welche nach der Definition
von Cremona projectivisch wiren, nachder von
Steiner es aber nicht sind. Denn dieser hat bewiesen, dass
die Verbindungsstrahlen zweier schief liegender projectivischer Ge-
raden immer einen Kegelschnitt beriihren miissen.

Gleichwohl hat Cremona scheinbar bewiesen, dass auch nach
seiner Definition der Projectivitiit zweier Punctreihen zwischen je
vier Puncten der einen, a, b, ¢, d, und den entsprechenden ay, by,
¢;y by der andern die Relation bestehe

ab : abd bl albl ; aibl

Be B T e D ey
Dieser Beweis stiitzt sich auf den Satz: Wenn zwei ver-
dnderliche Grissen x und y sovoneinander ab -
hingen, dass jedem Werthedereinen ein und nur
ein Werth der andern entspricht, soistihre Ab -
hingigkeit von einanderausdriickbardurcheine

Gleichung vonder Form:

axy+bx H4cy-+d=0.
Dieser Satz ist aber in dem Sinne, in welchem ihn Cremona
nimmt, durchaus falsch. Denn erstlich ist es gar nicht nithig,
dass diese Abhiingigkeit iiberhaupt in jedem Falle durch eine Glei-
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chung ausdriickbar sei, und dann ist eine eben solche Beziehung
zwischen x und y auch z. B. durch die Gleichung
ax"y* +bx"+cy +d=0,

wo m und n positive ungerade Zahlen bezeichnen, ausgedriickt,
wenn man sich auf die reellen Werthe von x und y beschriinkt,
wie diess unbedingt gefordert werden muss, sobald von wirklichen
Punctreihen erster Ordnung die Rede ist.

Aus der Lehre von den Functionen einer complexen Variabeln
folgt zwar, wenn w = u - v V—TderArt vonz =x+yV —1
abhiingt, dass 1) iiberall der partiellen Differentialgleichung

dw —— dw
i st
Geniige geschieht;
2) jedem Werthe von z ein und nur ein Werth von w ent-
spricht, und zwar dem Werthe z = co, der Werth w =a =

a-}-f Vi_l, und dem Werthe z = ¢, der Werth w = oo:
—+ a,
zZ—¢

wo die Constante b bestimmt werden kann durch irgend eine wei-
tere Bedingung. Aus dieser Gleichung folgt aber

W=

wz—cw—az-+ac—b=0,

und nach z aufgelost:

Z2 =

—+c

d. h. jedem Werthe von w entspricht dann auch ein und nur ein
Werth von z.

Der obige von Cremona benutzte Satz ist also richtig, sobald
es sich um Functionen einer complexen Variabeln in dem von
Riemann festgestellten Sinne handelt. Bleibt man aber in dem
Gebiete der eigentlichen Geometrie, so kann doch unméglich von

Wi R

imaginiren Puncten einer Geraden gesprochen werden, wenn man
auch in gewissem Sinne von imaginiiren Durchschnittspuncten der-
selben mit Curven und Flichen hioherer Ordnung zu sprechen be-
rechtigt sein mag. Es kann also dann nach der Defi-
nition von Cremona gar nie constatirt werden,
ob zwei Punctreihen wirklich projectivisch
seien. Betrachtet man freilich, wie einige Geometer thun, auch
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jedes Paar zusammengehoriger complexer Werthe von x und y
welche einer Gleichung f (x, y) = O Geniige leisten als Repriisen-
tanten eines Punctes der durch die Gleichung f (x, y) = O repri-
sentirten Cuarve, welchen Puncten dann auch keine Spur von Rea-
litat oder nur Vorstellbarkeit zugesprochen werden kann, so kinnte
man allenfalls die Cremona’sche Definition sich gefallen lassen,
Damit hiitte man aber dann das Gebiet der eigentlichen Geometrie
verlassen, um sich in ein Gebiet unfruchtbarster Speculation zu be-
geben, wohin sich nur verirren kann, wem das Bewusstsein ab-
handen gekommen, dass die Urquelle aller unserer Erkenntniss
allein die Anschauung ist, und eine Erkenntniss, der keine An-
schauung entspricht, nichts sein kann als eine leere Form ohne
allen Inhalt. _ ;

Wenn aber, wird man sagen, selbst Miinner wie Cremona bis-
weilen etwas fiir selbstverstindlich nehmen, was nicht einmal wahr
ist: woran soll man sicher erkennen, ob das, was man fiir selbst-
verstiindlich hiilt, auch wirklich wahr ist, und nicht auf einer Té#u-
schung beruht? Sind doch zu allen Zeiten von Philosophen und
anderen Gelehrten Thesen als unmittelbar gewiss aufgestellt wor-
den, die sich spiiter als Irrthiimer erwiesen haben. Wie soll die
Wissenschaft nun gegen solche Irrthiimer und petitiones principii
sicher gestellt werden, wenn nicht durch Beweise? Um diese Frage
zu beantworten, erlaube ich mir eine andere zu stellen: Zu allen
Zeiten hat man Experimente und Beobachtungen gemacht, und
dabei entweder nothwendige Daten iibersehen oder andere Beob-
achtungsfehler gemacht und ist so zur Aufstellung von falschen
Gesetzen gekommen; wodurch stellt sich nun die exacte Natur-
forschung gegen dergleichen Irrthiimer sicher? Etwa durch Be-
weise oder vielmehr durch Genauigkeit und Sorgfalt die alle Daten
beachtet und alle Fehlerquellen beriicksichtigt ?

Ist das der Naturforschung mit der viel schwieriger zu bewiil-
tigenden empirischen Anschauung moglich, warum soll der Geo-
meter vor der sorgfiiltigen Priifung der ihm unmittelbar gegebenen
immer zugiinglichen reinen Anschauung zuriickschrecken? Warum
soll, wiihrend der Physiker festen Fusses am Leitfaden der Beob-
achtung weiter schreitet, der Geometer allein sich seine gesunden
Beine abschneiden und auf Kriicken gehn?

Seht nur, was Ihr betrachtet, recht genau an, und lasst kein
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Datum unbeachtet, so werdet ihr nie einen Satz als unmittelbar
evident erkennen, der es nicht wirklich ist!

Ja bedient Euch endlich einmal des besten Theils Eurer Er-
kenntnisskriifte, der anschauenden Erkenntniss, um Eure Urtheile
daran zu priifen. Ihr werdet trotz Eurer Gewohnheit, zu jedem
geometrischen Satz einen Beweis zu suchen, manches Urtheil
darunter finden, das Ihr andern bisher getreulich nachgesprochen,
weil ihr es fiir unmittelbar gewiss hieltet, und das sich bei niherer
Priifung doch als eine unberechtigte petitio principii herausstellen
wird. Ich werde vielleicht an einem andern Orte auf mehrere solche
allgemein als sicher geltende und doch ganz unberechtigte Urtheile
zu sprechen kommen, die mich hier von der Sache zu weit ab-
fithren wiirden.

Aber nicht bloss in dieser Hinsicht kann die Geometrie von
der Physik lernen, sondern noch in einem andern ebenso wichtigen.
Wie die Hauptaufgabe der Physik in ihrer allgemeineren Bedeu-
tung darin besteht, die Gesetze ausfindig zu machen, von denen
die Zustinde der Dinge und ihre Veriinderungen abhiingen, also
in der genaueren Darlegung des Gesetzes der Kausalitit, das die
ganze #ussere Welt beherrscht, so sollte die Aufgabe der Geometrie
bestehen in der genaueren Darlegung des Satzes vom Grunde des
Seyns im Raume, d. h. der Gesetze, nach welchen die Eigenschat-
ten geometrischer Gebilde sich gegenseitig bedingen. Alle ihre
Siitze sollten nur solche Gesetze aussprechen, wie die Sitze der
Physik nur Naturgesetze. So lange ein Satz noch keinen Einblick
lisst in das Gesetz aus dem er folgt, ist er nur was Halbes, wie
der Satz: ,Parallele zwischen Parallelen sind gleich gross,“ wie
alle Sitze, die sich nicht umkehren lassen. Erst mit allen Umkeh-
rungen zusammengefasst, wird ein geometrischer Lehrsatz zu einem
Raum-oder Gestaltungsgesetz Die in denriumlichen
Gebilden zu Tage tretenden Gestaltungsgesetze aus-
findig zu machen und klar darzulegen, sei es mit Be-
rufung auf unmittelbare Evidenz, wo diese moglich,
sei es durch Beweise, wo es nicht anders geht: Diess
scheint mir die wesentlichste und wichtigste Aufgabe der Geometrie
zu sein. Ist ihr in einer sachgemiissen Weise Geniige geschehen,
so reihen sich die andern Aufgaben der Geometrie, deren eine der
wichtigsten die Untersuchung der Abhiingigkeit geometrischer Ge-
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stalten von einander, d.h. der geometrischen Verwandtschaften,
naturgemiiss an, und man hat nicht mehr néthig, die Geometrie der
Lage von der des Masses in so scharfer Weise zu trennen, wie
diess heutzutage geschieht. Die oben aufgestellte Forderung an die
Geometrie ist, meines Wissens, in dieser Form noch nie ausgespro-
chen worden. Gleichwohl ist in ihrem Sinne namentlich von
Steiner bereits ausserordentlich vieles geleistet worden, und ich
mochte fast sagen, dass erst mit ihm die Geometrie angefangen
hat, eine Wissenschaft zu werden. Denn Euklid lieferte nur ein
Aggregat unumstisslich gewisser Einzelerkenntnisse ohne jede sach-

gemiisse Verbindung.
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