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Witep. — Definicya Mechaniki Czasteczkowej. — Pojecia o budowie materyi. — Inna
zasada.

1. Wstep. — W mechanice analitycznej (ogolnej) uwaza
sig ciala za zupelnic satywne, t. j. przypuszeza sie, ze polo-
zenia wzgledne punktow, na ktore dzialaja sily bezposre-
dnio lub posrednio, pozostajp niezmiennemi, niezaleznie
od ich natezen; jedném stowem, przyjmuje sie jakby te ciata
utworzone byly z materyi cigglej i pod zadnemi wplywami
ksztaltu swojego zmienia¢ nie mogly.

Pewna liczba cial sztywnych, znajdujacych si¢ pod wply-
wem sit wewnetrznych (naprzyklad gdy si¢ przyeciagaja ub
odpychaja) i sit zewnetrznych, tudziez, poddanych pewnym
warunkom geometrycznym (naprzyklad ze pewne ich punkta
maja zostawa¢ na danych powierzchniach lub krzywyeh li-
niach) stanowi tak zwany wktad mechaniciny. Zbytecznem
zapewne byfoby na tém miejscu objasnia¢, dlaczego w kazdym
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przypadku, warunki geometryczne zastapi¢ mozna przez wpro-

wadzenie pewnych sif, lub nawzajem, pewne sily przez

wprowadzenie odpowiednich warunkéw geometrycznych.

Oznaczy¢ ruch uktadu mechanicznego, lub, oznaczyé wa-
runki jakim sity i zwigzki geometryczne maja zadosy¢ uczy-
ni¢ azeby uklad byl w rownowadze, oto sa dwa gtéwne i naj-
ogdlniejsze zadania mechaniki analityczne) .

Reguly do rozwigzania zadan tych prowadzace, przedmiot
i cel mechaniki analitycznej, polegaja na wskazaniu dziatai ktore
potrzeba zilosciami w zadaniu danemi wykona¢, azeby rozwia-
zanie otrzymaé. Dochodzi si¢ za$ do nich przez $ciste rozumo-
wanie, opierajace sie na-pewnych zasadach, t. j. prawdach
niezbitych, usprawiedliwionych licznemi doswiadczeniami i
rozumowaniem, takich mianowicie prawdach, jak bezwtadnosé
materyt, niezaleinosé ruchow i t. d.

Tak wiec, mechanika analityczna, we wlasciwém znaczeniu
tego wyrazu, podawszy raz ogolne prawa ruchu i rownowagi
ukladu mechanicznego i na nich oparte reguly na rozwiazanie
obydwoch wyzej sformulowanych zadan, nie zajrﬁuje sie juz
innemi trudnosciami, jakie si¢ w rozmaitych szezegélnych
przypadkach spotykaja. Chee tu mowic o trudnosciach mate-
matycznych, wynikajacyeh z natury ilosci danych w zadaniu
z jednej strony, i z niewydoskonalenia jeszcze samej matema-
tyki ze strony drugiej. Azeby lepiej kwestye te uwydatnic,
wezmiemy za przyklad mechanike nieba.

Jezeli ciala sktadajace uklad mechaniczny posiadaja ksztalt
elipsoid obrotowych, i jezeli kazde dwa nieskonczenie male
elementa wzigte z dwoch ktorychkolwiek roznych eial, przy-
ciagaja si¢ wzajemnie, w kierunku prostej taczacej ich Srodki
ciezkoscl, i z nateseniem proporcyonalnem do iloczynu ich mass
a odwrotnie proporeyonalrem do kwadratu z ich odlegtosct; ozna-
czenie - ruchu takiego ukladu, stanowi glowny przedmiot
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LEKCYA PIERWSZA 3
mechaniki nieba. Na podstawie ogolnych zasad mechaniki ana-
lityeznej zadanie to rozdziela si¢ na dwa : jedno, o ruchu
srodkow ciezkosei ciat sktadajacych uktad, drugie, o ruchu ich
wlasnym okoto tych srodkow cigzkosci. Nie koniec na tem, odkry-
waja si¢ jeszeze pewne ogolne wlasnosci : jak, prawo zachowania
sradka cigzkosci catego uktodu, prawo zachowania pél, wynika-
Jaca z tad niezmienna plaszczyzna i prawo zachowania sit zywych.
Takie sa mniej wigcej w ogole wypadki, ktore mechanika ana-
lityczna dla tego zagadnienia daje; reszta rozwiazania zalezy
tylko od samej matematyki, ktora niestety dotad jeszcze nie
zdobyta sie na zupelne odpowiedzi tak w pierwszej jak
idrugiej jego czesci. Szczegolniej czes¢ pierwsza pozostawia
wiele do zyczenia, stawne tak zwane zadanie trzech ciat, dotad
jeszeze nierozwiazane, stanowi jej istote.

To przypomnienie definicyi mechaniki analitycznej i stre-
szezenie glownego jej przedmiotu i celu, nie jest zrobionem
na prozno. Majac wprowadzié¢ czytelnika w dziedzine mechaniki
czasteczhowej, nauki nowej i pierwszy razsposobem rozumowa-
nym traktowanej, powinienem byl wykazaé gtebokoijasno sta-
nowisko nauki $cistej w ogole, azeby wiedzie¢ dobrze czego od
niej wymagac, a co do niej nie nalezy. Najlepszym przyktadem
w tym celuzdawata misie by¢ mechanika analityczna, nietylko
z tego wzgledu jako nauka scista, ale dlatego jeszeze, ze ‘wigZe
si¢ z mechanikg czasteczkowg, a przynajmniej pojecia jej glo-
wne w tej ostatniej nauce wazng, jak zobaczymy nizej, odgry-
waja role.

2. Definicya Mechaniki Czasteczkowej. — Przyjawszy
ze ciala sa zupelnie satywne, wszystkie zasadnicze prawa
ich ruchu wyprowadzaja sie¢ w mechanice analitycznej, i jak
powiedzielismy, na podstawach s$cistych i racyonalnych.
W naturze jednak ciala sztywne nie istnieja; azeby wige
mozna bylo mie¢ prawa ruchu cial naturalnych, potrzeba
wprowadzi¢ do mechaniki analitycznej pewne warunki, wyni-
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4 €ZESC ROZNICZKOWA

kajace z ich niesztywnosci. Warunki te zmieniaja prawa w niej
znalezione, nawelt i dla ciat statych, ktore w przyblizeniu za
sztywne uwazaé takze mozna.

Jedynym objawem niesztywnoscl ciat naturalnych, i zarazem
jedyna roznica pomiedzy ciatami sztywnemi i ciatami natural-
nemz, jest ten niezaprzeczony fakt; ze te ostatnie zmieniaja
swoj ksztalt pod wptywem sit na nie dzialajacych, lub mowiac
dokladniej, ze wzgledne potozenia ich punktow, na ktore
dzialaja sily -bezposrednio lub posrednio, zmieniaja si¢. Zja-
wisko to okreslamy mowiac, ze ciato sig odksztatca.

OL6z, mechanika czasteczkowa zajmuje sie zbadaniem praw,
wedtug ktérych ciata sie odksstatcaja, @ podobnie jak mechaniko
analityezna w swoim zakresie, podaje ogélne requty na rozwigza-
nie zadan tychze praw dotyczacych.

Nie wynika ztad azeby kazde zadanie mechaniki czastecz-
kowej moglo by¢ zupelnie rozwiazanc; i tu rowniez, jak
w glowném zadaniu mechaniki nieba, napolyka sie trudnosci
matemalyezne, ktorych pokonaé dzisiaj niepodobna.

W taki sposob okreslona mechanika czasteczkowa nie moze
by¢ uwazana jako przyklad do mechaniki analilycznej, ale
stanowi oddzielng zupelnie nauke, majacy prawo w dziedzinic
innych nauk, do rownego z nia obywatelstwa. I rzeczywiscic,
jezeli mechanika analityczna posiada wiele przykladow w na-
turze, do ktorych nalezy i mechanika nieba, mechanika cza-
steczkowa - posiada je obecnie, jak Lo w ciagu niniejszego
wyktadu zobaczymy, w lhydrodynamice ¢ hydrostatyce, w teory:
spresystosei ciat statych, w teoryi wtoskowatoser, w teoryi Swiatta
i ciepla. Spodziewaé si¢ nawel mozna, ze obejmie z czasem
caty obszar zjawisk fizycznych i chemicznych. a kto wie, czy
nawet prawo powszechnego ciazenia nie hedzie kiedy$ takze
bardzo prostym wynikiem jej badan,

3. Pojecia o budowie materyi. — Nadawszy lak obszer-
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ne znaczenie mechanice czasteczkowej, wypada si¢ teraz
zastanowi¢ nad dwiema nastepujacemi kwestjami. Najprzod,
nalezy rozpozna¢ zasady na klorychby nauke te oprzec niozna
bylo, powtore, po rozpoznaniu ich, rozebra¢ krytycznie, czy
jest mozliwem obecnie wykfadac ja sposobem rozumowanyimn,
na nich sie opierajac.

Pierwsza mysla ktora sie co do pierwszego punktu nasuwa,
jest niezawodnie budowa materyi. Tutaj wiec fizyka doswiad-
czalna i chemia powinny dostarczy¢ faktow, a z nich, przez
rozumowanie, powinnismy dojsé¢ do pewnych pojeé o wewne-
trznym ukladzie cial naturalnych.

Wiadomo jest, ze kazde cialo moze by¢ w dowolny sposéb
podzielone na pewna liczbe czesci, i ze la podzielnos¢ rozeiaga
sie tak daleko, iz jest niemozliwem nietylko dojscie do jej
granicy, ale nawet samo jej oznaczenie. Na dowod tego faktu,
dosy¢ jest przytoczyé ze ziarnko piima umieszezone w dosé
obszernym pokoju, zapelnia go moenym bardzo zapachem,
1 jednak moze tam zostawac przez lat kilka, bez zmniejszenia
swojego ciezaru.

Wobec tak wielkiej podzielnesci materyi mozna zrobié
dwa przypuszczenia co do jej budowy : albo przyjac ze materya
jest podzielng do nieskonczono$ci, co wychodzi na to samo,
jakby ja uwazacé za ciagta; alho tez przypuscié, ze dzielac ma-
lerye na coraz drobniejsze czesei dochodzi sie w koneu do
czastki juz niepodzielnej, do czasteczki lub molekuty. W tenm
drugiem zatozeniu, nalezy sobie wyobrazi¢ ze malerya jesl
ukladem nicoznaczonej liczby punktow materyalnych, lub
wilasciwie, nadzwyczajnie matych czasteczek juz niepodziel-
nych, umieszezonych jedne obok drugich w pewnych od siebie
odlegtosciach, mogacych sie przyciaga¢ lub odpychaé, albo
nareszeie, zajmowac stale wzgledem siebie polozenia.

Podobnie jak do ustalenia dwo6ch dopiero wymienionych
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6 cZESC ROZNICZKOWA

hypotez przyszlismy przez doswiadezenie, do$wiadezenie ro-
wniez powinno roztrzygnaé, ktora z nich ma wieksze prawdo-
podobienstwo. Chemia zajmujaca si¢ poznaniem wewnetrznej
natury cial, stanowi jedyny materyal do naszych badan; na
tém wiec miejscu wypadaloby wylozy¢ wszystkie jej zasadnicze
prawa, i mniej wiecej sposoby i doswiadezenia ktore do nich
doprowadzily. Nie majac jednak zamiaru opieraé¢ wykladu
mechaniki czasteczkowej na zadnych przypuszcezeniach, kom-
pletny wyklad teoretycznej chemii bytby za zbyteczny; po-
przestaniemy zatein tylko na przypommieniu i uogodlnieniu
definicyi réwnowaznika, odsylajac czytelnika po reszte do dziela
p. JAMIN'a, p. t. Cours de physique de I Ecole Politeclinigue Tom],
str. 10, sur la constitution de la matiére), i do dzieta p.J. NATAN-
SONA, p. t. Wyktad Chemii Organicznej, podtug systemu unitarnego
(Czes¢ I, Czesé ogilna).

Pierwsza klasyfikacya jaka zrobi¢ mozna pomiedzy ciatami,
na podstawie wlasnosei chemicznych, jest podzial ich na
pierwiastki i ciata ztozone, rozumiejac przez pierwiasthite ciata,
ktorych w obecnym stanie nauki roztozy¢ nie umiemy, a przez
ciata ztozome wszystkie pozostale, skladajace sie z wiecej jak
jednego pierwiastku.

Kazdemu cialu odpowiada pewna, jedyna liczba, zwana jego
réwnowazinikiem i posiadajaca nastepujace whasnoSei :

1° Jezeli A,B,C,D, ... oznaczaja rownowazniki pierwiast-
kow, rownowaznik R kazdego ciata ztozonego ma ksztatt

R=mA+nB+pC+¢D~+ ...,
gdzie m,n,p,q, ... sa liczbami catkowitemi dodatnemi, nie
dowolnemi, lecz majacemi pewne oznaczone wartosci. Tak np.
gdyby A.bylo rownowaznikiem azofu, a B rownowaznikiem
tlenu, mielibysmy tylko
R=A-+B, lub R=A+2B, lub R=A + 3B,
lub" R=A +4B, lub  R=A 5B,
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jezeli R ma by¢ rownowaznikiem zwiazku powstatego z pola-
czenia sie tlenu z azotem.

20 Chociazby nawet ilosci A,B,C,D, ... oznaczaly rowno-
wazniki ciat ztozonych, rownowaznik ciala z polaczenia sie ich
powstatego, ma takze podobna formute.

3° Jezeli P jest ciezarem ciala z pierwiastkow A,B,G,D, ...
zfozonego i majacego za roOwnowaznik ilosé¢ R, to azeby zna-
lez¢ odpowiednie cigzary pierwiastkow w sklad jego wecho-
dzacych, nalezy ciezar P rozdzieli¢ w stosunku liczb mA, nB,
PG, ¢Dh, ...

4° Stosunki pomiedzy réwnowaznikami gazow i ciezarami
ich wlasciwemi zachodzace, sa liczbami stalemi, rozumiejac
pod nazwa gazow nietylko gazy (rwate, ale i pary cial lotnych
w temperaturach, w ktorych stosuja si¢ do prawa MARIOTTA.

8° lloczyny z rownowaznikow pierwiastkow przez wspol-
czynniki wyrazajace cieplo wlasciwe w stanie ich stalym, sa
liczbami statemi, z wyjatkiem : wegla, boru i krzemu, dla kto-
rych prawo to nie stosuje sie.

Wymienione teraz wlasnosei rownowaznikéw dowodza zda-
je si¢ dostatecznie, ze jezeli nie one same, to przynajmniej
stosunki pomiedzy niemi zachodzace, nie sa liczhami dowolne-
mi, ale przeciwnie, sg ilosciami scislei dokladnie oznaczonemi ;
zkad wypada najwazniejsze dla nas prawo, e pierwiasthi tworzge
awiazek chemicany, tacza sie z soba w stosunkach oznacsonych.

Majac na mysli to zasadnicze prawo chemii, tatwo jest
wyobrazi¢ sobie, ze przez dzielenie materyi na coraz drobniej-
sze czesei, powinnismy w koncu dojs¢ do takiej, ktora sie
tylko moze rozdzieli¢ na czesci do mA, nB, pC, ¢D, ... pro-
porcyonalne, a wige, kiora sie juz roztozy chemicznie. Tu jest
wilasnie granica podzialu fizycznego i zarazem dowod, ze mate-
rvi wogole dzieli¢ bez konca nie mozna, hez naruszenia jej
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chemicznego skladu, ale przeciwnie, ze dzielac ja na coraz
drobniejsze czesel, otrzymamy w koncunajmniejsza jej czastke,
fizycznie juz nie podzielng, ktora sie nazywa czasteczka.

W ten sposob usprawiedliwiony byt ezasteczki (molekuty) z je-
dnej strony, a ze strony drugiej, znana wlasno$¢ rozszerzania
sie¢ cial w skutek ciepta, a nawet, mozno$¢ przehodzenia ich ze
stanu statego w ciekty a w koneu w lotny lub nawzajem, bez
naruszenia skladu chemicznego, przemawiaja za wiekszem
prawdopodobienstwem hypotezy drugiej, podiug ktorej, ciata
sktadaja  sie =z czasteczek mniepodzielnych  fizycanie (molekut),
wmieszezonych jedne obok drugich w pewnych od siebie odlegtos-
ciach, 1 mogacych sie prayciagac lub odpychaé, albo te: zajymo-
waé state wzgledem siebie potozenta.

Na tej zasadzie, poznanie praw odksztalcania sie ciafa, spro-
wadziloby sie widocznie do poznania praw ruchu wzglednego
czasteczek go skladajacych, lub ostatecznie, do rozwigzania
gtownego zadania mechaniki analitycznej, w przypadku gdy
ciata skladajace uklad mechaniczny, posiadaja wymiary nad-
zwyczajnie mate w stosunku do ich wzajemrych odlegtosci.
Nieznajomos¢ praw podtug ktorych molekuty dzialaja na siebie,
robi zadanie w ogolno$ci nieoznaczonem; dla rozwigzania wiec
go w pewnych szezegolnych przypadkach, potrzebaby si¢
mowuz ucieka¢ do innych przypuszezen, majacych takze
wieksze lub mniejsze prawdopodobienstwo.

Widzimy zatem ze mechanika czasteczkowa na takich zasa-
dach oparta nie moglaby byé¢ nauka seista dopoty, dopokiby
one same nie nabyly wartosci pewnikow ; gdy za$ obecnie
wypadku tego przewidzie¢ nie umiemy, nalezy mechanike
cLygsteczKowa oprzec na innej zasadzie i to takiej, azeby prawa
z niej otrzymane zostaly prawdziwemi w kazdym razie, czyby
przypuszczenie, ktoreSmy o budowie materyi przyjeli, bylo
prawdziwém czy nieprawdziwém. Istota tej nowej zasady
zawiera sie w ustepie nastepujacym.
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4. Inna zasada. — Niech beda ftrzy funkecye (u, v, w),
czterech zmiennych niezaleznych (z,y, z, ¢), zadosy¢ czyniace
dwom nastepujacym warunkom :

a) ze sa jednogatunkowemi wraz z ilosciami z, y, z, t. j. ze
trzy ilo$ei (z,y,z) i odpowiadajace im wartosci funkeyj u, ¢, w,
mierza sie ta sama jednostka,

b) ze sa skonczone i ciagle w pewnym przedziale warlosci
zmiennej ¢, i na wszystkie warlosci zmiennych z, y, z, ktore
sg wspolrzednemi prostokatnemi pewnej ograniczonej @ ciagte)
priestrzent. .

Zwazywszy na te dwa warunki, oczywistem jest ze iloSci
X=ztu Y=y-+v Z=z-+w

\\'yobraZajé takze wspolrzedne prostokatne rowniez ograni-
czonej i ciaglej przestrzeni, roznej jednak od przestrzeni po-
przedzajacej z potozenia i ksztattu. ’

Zauwazy¢ nalezy, ze objetos¢ tej nowej przestrzeni rozng
jest wogole od objetosci przestrzeni poprzedzajacej, L. j. ze
moze by¢ od niej wieksza lub nawet mniejsza.

Azeby mozna bylo wlasnosé te latwiej zrozumicé, wezmy

przypadek szczegdlny, w ktorym trzy funkeye (u,v,w), spro-
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wadzaja sie do jednej [u= f, (¢, #)] dwoch zmiennych nie-
zaleznych (z, ¢). W takiem zalozeniu mamy tylko z=ux +-u, a
przestrzenn dana jest odeinkiem prostej AB, ktorej kierunek
schodzi sig z kierunkiem osi z.

Na plaszczyznie dwoch osi oziou do siebie prostopodtych
nakreslmy krzywe majaca za réwnanie u=/f(z, t) i zacho-
wajmy te jej czes¢ amb ktora przypada w granicach ciaglosci
funkeyi u, od z=0A do-z=0B. Rownanie z = + u. uwa-
zane tylko w pomienionym przedziale, wyobraza odeinek A'B’
na osi « lezacy, ktorego kazdy punkt M' otrzymuje si¢ przeci-
najac tez o$ okregiem kota, majacym za promien rzgdng M
krzywej amb, a za srodek spodek jej M.

Jezeli nakreslona krzywa amb wyobraza nadto ze funkecya
u w granicach swojej ciaglosei rosnie lub tylko maleje, co za-
kladamy, nowy odeinek A'B, jak tatwo na figurze widzie¢ mo-
zna, moze by¢ dtuzszym lub krotszym od odeinka danego AB,
co juz jest dostatecznem azeby wniesé wogole, ze objelosc
przestrzeni zamykajacej wspotrzedne (X, Y,Z) moze by¢ wigk-
sza lub mniejsza od objeloSci przestrzeni zamykajacej wspol-
rzedne (z, y, 2).

Nie koniec na tem ; poniewaz funkcye (u, v, w) zaleza jeszcze
od zmiennej ¢ ktorej mozna nadaé¢ znaczenie czasu, uwazane
ilosei (X, Y, Z) oznaczaja nadto wspotrzedne punktu ruchome-
g0, ktoryby w niemoznosei poruszania si¢ zajmowal potozenie
punktu (z, y, z), albowiem zakladajac (u=0,v=0, w=0), ilosci
(X,Y, Z) przechodza na(z,y, 2). Funkcyewiee (u,v, w)wyobra-
iaja ruch v odksztatcanie sie tej ograniczonej 1 ciggle) przestrzent
w ktorej same sa skonczone U ciagle, @ wogdle 3z towarzyszeniem
smniejszania sie jej, lub powickszania bez naruszenia ciagtoser.

Rozdzielmy teraz zalozona przestrzen na nieskorczenie
male prostoscienne elementy, przez poprowadzenie dosta-
tecznej liczby plaszezyzn rownoleglych do plaszezyzn wspot-
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rzednych, i zauwazmy ze przestrzen ta po odksztalceniu sie
nie przestaje byé ciagla. Poniewaz oprocz tego liezba jej
elementow zostaje takze ta sama, dzieje sie to w ten sposob
ze odksztatcanie sie ograniczone v ciaglej przestrzeni, okreslone
przez funkye (v, v,w) skonczone @ ciagte w jej granicach, jest wy-
nikiem samych tylko odksztatear 8ig elementow, na ktire podzielong
zostata.

Podobna zasada, do zawierajacej si¢ w dwoch dopiero
co dowiedzionych twierdzeniach, jest podstawa rachunku
przemiennodci (Caleule de variations), zobaczymy za§ w ciagu
dalszym z jaka korzyscia uzyje si¢ w rozwigzaniu gidwnego
zadania mechaniki czasteczkowe) .
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LEKCYA 11

\

Odksztaleenia nieskoniczenie malego elementu. — Definicya glownego zadania mechaniki
czgsteezkowej. — Zasady jego rozwigzania. — Definicya pracy mechanicznej i jej przy-
rostu, — Przeksztalcenie przyrostu pracy mechanicznej calej przestrzeni. — Réwnania
ruchu,

5. Odksztalcenia nieskonczenie matego elementu. —
Zanim przystapimy do sformutowania i rozwiazania glownego
zadania mechaniki czgsteczkowej, wypada pierwej zapozna¢
sie z temi ilosciami kilore przedstawiajag odkszlatcenia
jednostki nieskonczenie matégo elementu przesirzeni. Ioscl
le znajdziemy za pomoca nastepujacego rozumowania.

Jezeli punkt M w skutek odksztalcania sie pewnej ciagle]
przestrzeni zajmuje inne potozenie M', wspolrzedne jego pier-
wolne (z,y,s) zamienig na (r—u, y -0, 3+w), rozumicjic
przez ilosci (u,v,w) [1, 4] funkeye zamiennych (z, y, 3, £) jedno-
gatunkowe wraz z ilosciami (z, y, 3), skonczone i ciagte w pe-
wnym przedziale wartosci zmiennej ¢ wyobrazajacej czas, i na
wszystkie wartosci wspotrzednych (z, y, z) calej przestrzeni do
ktorej punkt M nalezy. Dla tych powodow wspotrzedne punktu
M, (& + dx, y, z) zamienia si¢ na

dw
M (1‘+d1‘+n+ggdx, 7/+v+@d1', z 4w+ o d) ;
: dz i dx dx

~
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"LEKCYA DRUGA . 13

wspotrzedne punktu M, (z, y +dy, z) zamieniaja sie¢ na

I nareszeie, wspotrzedne punktu M, (z, y, 3+ ds) zamienia
siena

1\1’3(.t+u—+—£-l{’_—‘(l:, //+v—+—dbd,, z+d:—+—uv+(/%dﬂ)

Rzulami wige na osie wspotrzednych wzajemnych odleglosei
Kazdych dwoch punktow M'i M, M i M, M" i M/, sa ilosci :

du dv dw e
(1 +d)d, Tda, e, dla MM,

y du dv dw : Gy
ORIR L7 (1 + )dJ, W dla M,
% P "_”d,, <1 o )dg, dla MM,;

podezas gdy odpowiedniemi rzutami odteglosci ich pierwot-
nych sa ilosci:

de, 0, 0, dla MM,
Oy dy, 00, dla MM
Uy 0, " de i dla WM.

Poniewaz ifosei  due,dy,dz s nieskonczenie male, trsy pro-
stolingjne krawedzie (MM, =dxz, MM,=dy, MM,=dz), do siebic
prostopadte i wychodzace z punktu M, zostaja po odksztatceniu
takze prostolingjnemi; a dla tej przyczyny ilosci (1) sa ich rzuta-

i po odksstateeniu sie. Te same vlosei (1) sa takze rzutami wszyst-
kwh  krowedsi meskonezenie matego  prostoscienneyo  elementu Pay
4 L4
\‘7
-
A
&
W
<
Qf-'
‘?
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14 CZESC ROZNICZROW A

drdyds po jego odksztatcentu sie. Azeby sie o tem przekonac
awazmy np. krawedz jego dz, ktorej dwa konce maja za odpo-
wiednie wspoélrzedne

(z¢, y, 2+ds) i (z—+dc,y, s+ dz)

przed odksztalceniem sie, a zatem

<x+u+§-i-;-‘-dz, y+v+£l§dz, z+dz+w+i—h£-dz>

d d: Iz
: dzx du il 580,00 5
<J;+dz+u+a;dx+;l;d~, "/+v+¢Txd‘L+d~z 5

dw dw
z+dz+w+d7a'.r+£d.>

po odksztatceniu sig. Biorac roznice pomiedzy odpowiadajace-
mi sobie nowemi wspoOirzednemi znajdujemy na rzuty pomic-
nionej krawedzi ilosci,

Jdn\ piiinal i gy
<1+EE_)JJL, d—nc‘{l’ Er«d.l,,

takie same jakieSmy wyzej pod (1) otrzymali, co juzjest wy-
starczajacem azeby twierdzenie nasze za dowiedzione uwazac
mozna bylo. Zwazywszy nadto ze element drdydz jest nie-
skoniczenic matym, $eiany jego nie przestaja hy¢ plaskiemi
i po odkszlatceniu sig, zkad oczywiscie wynika, ze element
prostoScienny zamieni sie po odksztalceniu na rownoleglo-
seienny. Widocznem jest przeto, ze znajac trzy wspofczynniki
(x,8, v) rozszerzalnosci trzech krawedzi (de, dy, dz) 1 trzy katy
(5, 7,¥) e jakie sie one pochyly ku sobie, znamy tem samem
odksztateenia catego elementu. Ilosci te otrzymuja sie z ro-
wnan

http://rcin.org.pl



LEKCYA DRUGA 15
: « d dv\?
) - G
2
Sl "“> ol -~

S
SR
©
/’\
+
ﬁl?

i
)7

dv  di
" ol 55 Lf;?ai Fog)

du( du dv dv dw\ dw
I S+ E ()
g Z)" T+ 1+« !
d
<i+du>du+dv 1 (/_u) @ﬂ
I el e K dx ) det dx duyl Sdoray
2 b (1 +a)(1+B) :

w ktoryeh
(A + o)z, (1 -+ By, 1+ y)dz

sa dtugosciami krawedzi di, dy, dz po odksztatceniu sig, a
T K kg
g h g7 g

wyobrazaja katy pomigdzy niemi zawarte.

Objetos¢ odkszatconego elementu drdyds znajduje si¢ za
pOMOCyE Znanego Wzoru

V(o) (1 +B) (1)

X 1 — sia’e — sin’y — sin“y + 2sing siny sind dedyds;
@ % 1 g SHY Y

ozhaczajae zalem przez G rozszerzenie jego jednostki, mamy

http://rcin.org.pl



16 CZESC ROZNICZKOWA

oczywiscie

(3) =1 +x)(1+pA+7)

X1 — sin'g — stn — sin®) + 2sing siny siny —1.

UwaGa. — W przypadku kiedy pochodne, funkeyi u,v,w,
wzgledem x, ¥, z, sa nieskoriczenie matemi, w rownaniach (2)
ilogci nieskonczenie male drugiego rzedu nalezy opuscic,
w skutek czego rownania te zamienia si¢ na nastepujace :

0% p——‘l_” —
e SRR T g™
*)
__dv | dw _dw  du g - do.

d:+dy A= & \P:@+%,

wspotezynnik za$ rozszerzalno$ei 6 przyjmie postac

§ duy dv o dw
3 ) — — — o gy
(5) : P a0 +

Dziewieé pochodnych

Iil_l: (!1_t du,
de’ dy g dz 4
dv dv d_'f
de’ dy g 2’

dv dw dw
de’ dy’ dz

» g P ; d(u v, w)

oznaczac bedziemy dla skrocenia przez jeden <ymbol —I(————); od
n\x, v, =

chwili-zag, kiedy bedzie mowa o samych tylko szescia ilosciach

du dv 1_11: 4lv+dw dw  du du o
A AR TR TR Al R L "Rl T

pomieniony symbol rowniez przypominac je bedzie.

http://rcin.org.pl



LEKCYA DRUGA 17

6. Definicya gtdownego zadania Mechaniki Czastecz-
kowej. — Zapoznawszy sie z ilosciami dajacemi odksztalcenia
jednostkl nieskoriczenie malego elementu ciaglej przestrzeni,
przystepujemy do sformutowania a nastepnie do rozwigzania
gtownego zadania mechaniki czasteczkowej. Przedmiot ten
rozpocznie si¢ od pewnych, niezbednych definicyj.

Wiadomo ze pojecie pracy mechanicznej jest nierozdzielne
od pojecia oporu. Jezeli sita zmusza punkt materyalny do po-
ruszania sig, praca jej mechaniczna usituje pokonaé opor,
ktory tenze punkt przeciwstawia zmianom jego ruchu; opor
ten nazywa si¢ sitz bezwtadnosei. W ruchu prostolinijnym  sita
bezwladno$ei jest proporeyonalna do przyspieszenia; oznacza-
jac przez B jej wiclko$¢ a przez p przyspieszenie, mamy

B=Mp.

Podlug tej formuly, massg M punktu materyalnego jest wspit-
czynnik sity bezwtadnoscr.

W ciele jednorodnem massa ‘jest proporcyonalna do ohje-
todci; stosunck massy do objetosce 7 jest gestoscia ciata jednoro-
dnego.

Wymienione teraz definicye massy i gestodei nie maja nic

wspolnego z budowq materyi : massa i gestosé sa 1o pewne
liczby olrzymane z rozamowania i doswiadezenia. :

Jezeli AV oznacza najmniejszag mozliwa objetosé ciala a AM
masse jego, lej objetosei odpowiadajaca, stosunek massy do
o AU M AL~y ) es .
ohjetosei % wyobrazajacy srednig gestosé massy AM, bedzie-
my nazywali gesto$cia eiata w punkeie (xz, y, z), przypadajacym
w $rodku ciezkosei massy AM. Oznaczajac ten stosunek przez
o, nazwiemy punktem naleiacym do ciata, lab krocej. punktem

ciata, masse pdrdyds.

http://rcin.org.pl



18 czE$E ROZNICZROWA

Massa (AM=pAV) zawarta w najmniejszej mozliwej obje-
tosci ciala nazywa sie ezasteczka ciata lub molekutq, i voini si¢
od punktu ciala (pdrdydz) sama tylko objetoscia : objetosé
czasteczki jest skoriczong, objeto§¢ punktu jest nieskoriczenie
mala.

Z przyczyny nadzwyczajnej malosci czasteczek, prawa od-
ksztalcania sie ciala zaleza tylko od wzglednego ruchu srodkow
ciezkosci molekut go skladajacych, a ztad glowne zadanie me-
chaniki czasteczkowej sprowadza sie do oznaczenia tego ruchu.

Nazwijmy przez (L, Ym, %) Wspolrzedne lego punkiu
w ktorymby przypadat srodek cigzko$ci czasteczki w razie nie-
poruszania sie jej, a przez (Lm +¥m, Ym ~+ Om; Zm =+ Wn) WSPOL-
rzedne tegoz $rodka ciezkosci w ezasie odksztalcania sie. Tlosci
(Umy Vs W) s funkcyami czasu ¢ skoniczonemi i ciggltemi
w tych jego granicach w ktorych cialo odksztalca si¢ sposo-
bem ciaglym, i posiadaja rozne wartosei w roznych punktach
ciala, albowiem kazda jego czasteczka porusza si¢ w ogolnoSci
inaczej. Zalozmy nastepnie trzy jednogatuntowe funkcye

u=f(2,Y,%1), v=f (¥, % 1), w=/[(,¥,3, f)
jeszeze nieoznaczome, lecz skorczone i ciagle na wszystkic
wartosci zmiennej ¢, na ktore funkeye (u,, U, wy,) posiadaja
te same wlasnosci, i na wszystkie wartosei zmiennych (z, y, z)
zawarte w przestrzeni ograniczonej powierzchnia ciata. Majac
te dane mozna sformulowaé nastepujace zadanie:

Znaleié trzy funkeye (u, v, w) csterech zmiennych (z,y, z, ()
skoriczone i ciagle wagledem zmiennych (x,y, z) w calej prestrzeni
ograniczonej powierschnin ciata, a wzgledem zmienney t w tych so-
mych granicach w kiérych sq skonczone i ciagte funkeye (w,,, v,
W), © takie, azeby w punktach (L, Y, Zn) do ciata nalezacych
posiadaly praypadajace tam wartosci funkey] (W, Vmy W),

Oto jest gtowne zadanie mechaniki czastecskowej. Przystepu-
jemy do jego rozwiazania.
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7. Zasady jego rozwiazania. — Zastapmy naprzod
czasteczki pAV przez punkta pdicdydz, i dobierzmy taka funk-
cye o zmiennych iz, ¥, z skoniczong i ciagla w calej przestrzeni
ograniczonej powierzchnia ciata, ktorejby warto$ci w punktach
(Lmy Ymy Zm) do niego nalezacych byly gestoSciami tam przyna-
leznemi. W ten sposob kazdy punkl (z, 7, z) przestrzeni
posiada masse pdedydz, podobnie jak kazdy punkt ciata,
w analizie wiec dalszej nie potrzeba juz bedzie odrdiniaé
punktow mnalezacych do ciala i punktow nalezacych do
przestrzeni. W skutek tego, wartosei funkeyj (u, v, w)
posiadaja taki sam charakter, we wszystkich punktach pomie-
nionej - przestrzeni, jaki maja wartoSei ich (w,, vy, wn)
w punktach nalezacych do ciala; a zatem, w miejsce szukania
tych ostatnich, mozemy szukaé¢ wartosei (u,», w) przypadaja-
cych w ktorymkolwiek punkeie przestrzeni, poddawszy go
podobnym warunkom mechanicznym jakim punkty ciala
podlegaja.

Wezmy w lym celu pod uwage punkt M (z,y, z) o massie
dm=gpdadydz.

Poniewaz ilosci (2 + u, y + v, z -+ w) wyobrazaja jego wspot-
rz¢dne w czasie ¢ a iloSci z,y,z od ¢ nie zaleza, sktadowemi
sity zachowaney sa jak wiadomo

Pl dodyds, (Sldudyds, o dudyds.

Azeby mieé¢ rownania dajace funkeye u, v, w, nalezy zna-
lez¢ wartosei sktadowych siy pod wptywem ktorej punkt M sie
porusza i takowe z odpowiedniemi sktadowemi sity zachowa-
nej porownacé. W przypadku gdyby on byl wolnym, szukana
sifa sprowadzitaby sie tylko do wypadkowej sit dziatajacych na
Jego masse (tego np. rodzaju jak sita ciezkosci); oznaczywszy
zatem przez X, Y, Z, jej skltadowe dla jednostki massy,
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20 CZESC ROZNICZKOWA

roznice
2 20
(6) p(XO— %ﬁ) drdydz, ¢ (YU—%> dedydsz, . P<Zo“ %’;) ddyd:

przyrownane do zera dostarczylyby szikanych rownan. Lecz
punkt o ktorym mowa nie jest zupetnie . wolnym, ale podlega
pewnym warunkom geometrycznym, wynikajacym Z prawa
wedlug ktorego odksztalca sie przestrzen do ktorej nalezy ;
z tego wiec powodu roznice (6) nie sa zerami, lecz sg rownemi
sitom z pomienionych warunkow wynikajacym. Sily te znaj-
dziemy jak nastepuje.

8. Definicya pracy mechanicznej i jej przyrostu.
— Mozna sobie tatwo wyobrazi¢, ze na odksztalcanie si¢ prze-
strzeni powierzchnia ciata ograniczonej zuzywa si¢ pewna praca
mechaniczna, zalezna oczywiscie od tych samych ilosci od ki6-
rych zaleza zmiany doznawane przez wymiary lej przestrzeni.
Jezeli przestrzenn odksztalca sig sposobem jednostajnym, po-
mienione ilosci odnosza sie¢ do jednostek jej wymiarow, a fun-
keya od nich zalezna moze przedstawiaé prace mechaniczig
jednostki przestrzeni. Podobne prawo stosuje si¢ takze do nie-
skoriezenie matego elementu dazdydz. Oznaczywszy przez P
warlos¢ pracy mechanicznej jednostki takiego elementu,
nany
{ d(u, v, w) |

>
™ e {d(z,y,z) )

N
/)

albowiem ilosci (x, B, v, 9, x» ¥) (2), wyobrazajace od-

d(u,v,w)
d(,y.3)’
odpowiadajaca catemu clementowi jest rowna Pdrdydz, a

catka ff [Pdnlyd: wziela w calej przestrzeni jest pracy

ksztatcenia jego jednostki, zaleza od praca wige

zuzyta na jej odksztatcanie sie.
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Zatozenie najogolniejszego sposobu odksztatcania sie prze-
strzeni pocigga za soba wszelki mozliwy sposob poruszania sig
wzglednego punktow do ciala nalezacych, klorym, z tego po-
wodu, przypisa¢ mozna ruch taki sam, jaki posiadaja Srodki
ciezkosci molekut. Przez zastapienie wiec czasteczek punk-
tami ciata nie ogranicza sie bynajmniej prawa, wedtug klorego
srodki ich ciezkoSci zmieniaja wzgledne swoje polozenia.

Praca mechaniezna P jako funkeya zmiennych x,y,z,¢ jest
skoniczong i ciggta na wszystkie warto§ci zmiennych «,y, 3
w calej przestrzeni ograniczonej powierzchnia ciala i na wszy-
stkie warto$cl ezasu ¢ zawarte w tym przedziale, w ktorym
ciato odksztalca sie sposobem ciagtym. Nadajac przeto zmien-
nej ¢ przyrost nieskonczenie maly 3¢, praca mechaniczna P
nabywa przyrostu takze nieskoriczenie matego &P, ktory po-
mienione wyzej wlasnosci pracy P zachowuje.

Z definicyi funkeyi P (7) wynika bezposrednio, ze przyrost
jej 8P mozna przedstawi¢ pod postacia

\

e . dv e
'll,ia(Tl.'*'TnzOJE'*"luaoﬁ
1 du dU Jdw
(8) =< + ']‘2,18 [ 2’., d——[/- -+ Tgyso@ \
\‘ —+ T,,,,ad[ +’I‘wol +'l‘.,,,‘(f;§

\

rozumiejac przez wspotczynnik T, pochodne czastkowa pra-
cy P wzgledem tej ilosci, przez ktorej przyrost w rozniczce
3P jest pomnozonym.

9. Przeksztalcenie przyrostu pracy mechanicznej
calej przestrzeni. — Potrojna calka

9) ’v‘.f‘/‘apr/.r(/yd:,
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w granicach calej przesirzeni powierzchnia eciata ograniczo-
nej, przedstawia przyrost pracy mechanicznej w skutek od-
ksztalcania sie zuzytej. Calce tej mozna nadaé inna postac za
pomoca catkowania przez czeSci, zastapiwszy przedtem &P
przez drugg strone rownania (8).

Jakoz, wykonywajac to dzialanie i oddzielajao rozne wyrazy
od calek potrojnych, kazdy wyraz, np.

/ f [ audydv'r,,,a_

mozna zastapi¢ przez

f f Ay, 3 = T, 30) = [ f f drdydz%ﬂau.

gdzie T, 8u i T, 5" sa wartosciami funkcyi T, du w tych
punktach powierzchni » ograniczajacej cialo, w ktorych ja
prosta rownolegla do osi z spotyka.

Jezeli (dw) i (dw)' sp elementami powierzechni o w tych
samych punktach przypadajacemi, a m' i »' dostawami katow
ktore normalne zewnetrzne de niej w nich poprowadzone
tworza z osia z, mamy oczywiscie

dy dz = m"(dw)" = — m'(dw),

i catka podwojna

ffdy Az(T"),, 3u" — T, ),

zamienia sie na pojedynecza

fdwm'l‘,,,'&u,
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rozciagniona na cala powierzchnie ciata. W ten sposob mamy

f/fdxdyduTHSd_u
__fdmmT“ou ——f fdule- Sl

Oznaczajac przez nip dostawy katow ktore normalna ze-
wnetrzna do powierzehni o tworzy z osiami y i z, 1 stosujac
podobne przerobienie do wszystkich wyrazow w calce (9) za-
chodzacych, znajdziemy bardzo tatwo

fffSdedya’:

dT,,  ar '
111 294 3,2
a’x i dy g ) i

/
== daudydsz g hi T!s! deyz v
tff./‘uy ¢+dy+dz f
0)/
\

(1

de 3 !93 dTB)S) 8
(ou R T

+ (mTy, +nT,, + pT,,)du
+/d0) e (mTi,g i nT,,2+pT3,2)80

{ a0 Tyy + 0Ty +pTy ) dw
\

Pierwsza strona tego rownania przedstawia jak wiadomo
przyrost pracy mechanicznej wykonanej w skutek odksztatce-
nia sie calej przestrzeni; druga wiec jego strona, skladajaca sie
z catki potrdjnej rozeiagnionej na cala przestrzen i catki poje-
dyriczej rozeiagnionej na powierzchnia o ja ograniczajaca, po-

siada takze takie same znaczenie. ‘g}‘ \,.‘so\
&

\X*Y‘ Q*‘LQ

< g
A
e
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10. Rownania ruchu. — Poniewaz iloSci du,ce, dw sq
rzutami polozenia przygotowanego punktu M, wspotczynniki
ich odpowiednie pod catka potrojna sa skltadowemi sily na
tenze punkt dzialajacej i wyniklej oczywiScie z prawa wediug
ktorego przestrzen sie odksztalca. Wspolezynniki te przeto
powinny by¢ réwnemi odpowiednim roznicom (6), zkad znaj-
dujemy, po opuszezeniu wspolnego czynnika drdyd:z,

! (ll“,] dT’,‘ de 1 d’u
—% + (/y + d + X" P([f2 9
dr,, . dT,, . dT v
92 . 22 ‘1»2 e g
i ) ndeE dy ey < L el e’
dT,y , dT,, dTy, __ dw

rownania, dajace funkeye u, v, w w ktorymkolwiek punkcie
zalozonej przestrzeni.

Wspotezynniki mnozace ilosci 8u, 8v, dw pod catka pojedyii-
cza sa sktadowemi sit dzialajacych na nieskoriczenie male
elementa powierzchni o, sa wiec to skladowe cisnienn wy-
wieranych na tez powierzchnie, wskutek odksztatcania sie
przestrzeni nia ograniczonej. Oznaczajac je przez dwX, dwY,
dwZ, mamy

mT,, +nT,, +pTy, =X,
(12) 171]‘,,.,+n'1‘”+p’l‘3,2:Y p

(0 BRRETER O VEREC S R AR
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Definicya cisnienia na element plaski. — Uproszezenie rownan ruchu. — Warunki na
powierzchni. — Przypadek réwnowagi. — Ogolne uwagi. — Inny poglad na glowne

zadanie mechaniki czasteczkowej.

11. Definicya cisnienia na element ptaski. — Cal-
kowanie przyrostu 3P dzdydz, ktoreSmy wykonali [II, 9]
w calej przestrzeni ograniczonej powierzchnia ciata, mozna
rozeiagnaé tylko do pewnej jej czesei, bez naruszenia znale-
zionych wypadkow (11) i (12) [11, 10]. Ztad funkeye (X, Y, Z)
dane przez pierwsze strony rownan (12) [10], w ktorymkolwiek
punkcie przestrzeni, oznaczaja takze skladowe ci$nienia wy-
wieranego na jednostke ptaskiego elementu, ktorego normalna
Lworzy z osiami wspdlrzednych katy majace za dostawy i'osci
m,n, p. Zaktadajac po kolei

m=\L, n=0 =0 n—0n=1 =0  m=0; n—0; p=—1;

znajdujemy, ze ilo$ci pierwszego wiersza,

Y .

Thl’ rl;ﬁ? Ths ’
A .
"I D T!ﬂ’ T?ys b
T3yl’ T3327 TS,S >

sa skfadowemi ci$nienia na jednostke elementu plaskiego dydz ;
ilodei dwoceh pozostatych wierszy sa podobnemi skltadowemi
odpowiednich cisnien na jednostki elemetow plaskich dzdu
i derdy.

12. Uproszczenie rownan ruchu. — Sposob otrzyma-
nia rownan (11) i (12) [10] polegal glownie, na definicyi
pracy mechanicznej P, jako funkeyi (7) [Il, 8] dziewieciu
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M Nie znajac natury tej funkeyi zrobi-
d(z, y, z)

lismy o niej zalozenie jak najogélniejsze, przez co otrzymane
wypadki (11) i (12) [10], moga by¢ jeszcze uproszézonemi

jezeli funkcya P zalezy od iloSci i v, ) W pewien szcze-
i d, y, z) :

pochodnych

golny sposob. Azeby sie o tem przekona¢ nalezy i wystarczy
sprawdzi¢ rownania (11) i (12) [10], wychodzac z -innego
punktu widzenia.

Szukajmy w tym celu momentow sily dziatajacej na jednost-
ke objetosci elementu dzdyds. Skladowemi jej sa oczywiscie
pierwsze strony rownan (11) [10].

Azeby mie¢ moment wzgledem osi x, poltrzeba od drugiego
z rownarti (11) [10] pomnozonego przez z odjac trzecie pomno-
zone przez y. To prowadzi do wypadku

d(sT,,, — yT,,) & d(sz)., Jd T3 +z d [‘s,a £ d(yTs,)

dz dy dy Tdz dz
d*v d*w
+ p(eY "J%)——PK e tgw)

lub do pierwszego z rownan
(el ==yl m) d(3Tys — YT,y 3 d(ETy, — — Y Tyys)
d.’l] d(/ az
d*v d*w
( @ Yar)’
2 d(2Ty,s — 3T,,,)
4z

A% diu>

il P(ZYO —~yLy) + (T Y S Ty,0)=0¢

d(xTy,, — 3Ty, d(.L'T,.-, — zT,,,)
dx dy

(1)

+p(rZ,— zX o) + (Tss — Tya) =p| L3 Tap, a

d(yTy, — Tm) diyT,, —z1,,) d(.l/T:m — &Ty,)
de dy

s f L dPu d*v
+P(yxo—‘qu)+<r172'—'T3,|):P(.7/"tF dl’)
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z ktorych dwa drugie otrzymuja sie powtarzajac podobne
dzialania z pozostatemi parami rownarn (12)[10]. '

Pamietajac o znaczeniu mechaniczném dziewieciu funkeyj
Tag, dostrzega sig bardzo Tatwo ze ilosci pierwszego wiersza

My, =2T, — YT\, M, ==aT,,, —2T,,, M,y=yT,,, —2T,,
M,,, =2T,; — yT,5, M,,= xTyy — 2Ty, M,y =yT,, —2T,,,
MM =1Ty, — yTs,sv Ml = l‘Ta,s o :Ta,p M=yl $T372)

sy skladowemi momentu cisnienia na jednostke elementu
plaskiego dydz; podezas gdy ilosei pozostatych dwoch wierszy
s@ podobnemi skltadowemi momentow cignient odpowiednich
clementom dzdx i dzdy. Zalozmy takze

P,= 7Y, T YA — 2Z,— X, R,=yX,—zY,.

Wiadome wspélne wlasnosci sitom i momentom przepisuja
oczywiscie te same reguly na otrzymanie monmentow, jedno-
stkiobjetosci elementu dzdydz, zmomentéw M,z 1 P, Q,, Ry,
podtug ktorych otrzymuja sie sily, na tez jednostke dzialajace,
z cisnied T,, i skladowych X,,Y,, Z,; to jest,azeby znalezé
pomienione momenta poirzeba i wystarczy zastapié w pier-
wszych stronach rownari (11) [10], ci$nienia T, przez mo-
menta M, i skladowe X, Y,, Z, przez momenta P, Q,, R,.
To daje baczac na rownania (1) trzy rownoéci

(2) Toe=Tew Tl o Thal
pociagajace za sob'@ bardzo wazne nastepstwa.
Zakladajac
S ToeN. T &=l
T =T, =T, T.=T, =T, e — T
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przyrost 8P (8) [&) przyjmuje postaé

du dv
Nod—+T8<[~
dv ‘dw

3 P =1 + N, T8
(3) oP -+ flJ+ A (dm
dw m
| +N8-d_+T3c<dy

co dowodzi, ze praca mechaniczna P jednostki

dedydz zalezy tylko od szesciu ilosct

du dv dw dv dw dw

bl

g dy’ - 7:+@a _(E+

Rownania (11) [10] zamieniaja si¢ na

[, . am,
\dﬁ /y+dz+f)“‘
dT, dN, dT,
(4) T£+@+-,§+PYO—
1 11 tﬂ
\ de R (ly

ciénienia za$ (12) [10] na powierzchni

i

dw\ \
dy> |
dz

dv
d.’L‘> _

du
dzy

d*u
Ptll“

d*v

dw

mN, + nTy + pT, =X,

(5) m?y + nN, +pT, =Y,

mT, + T, + pNy=12

5

u
1[_1/

e’

+Pl°_9dﬂ ;

elementu

dv

oy

daja nastepujace twierdzenie : jezeli w tym samym punkcie prze-
strzend ilosci C i C sa cisnientami wywieranemina jednostki dwich

elementow plaskich o i o', majacych za odpowiednie normalne

L i L, rzut cisnienia C na L jest rowny rzutow? cismienia
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LERCYA TRZECIA 29
na L. Latwo si¢ przekonaé ze trzy rownosSci (2) sa szezegol-
nym przypadkiem pomienionego twierdzenia.

13. Warunki na powierzchni. — Catki (u, v, ) spra-
wdzajace rOwnania (4) powinny jeszeze zadosé uczynic
pewnym warunkom na powierzchni o. Warankami temi
sg, podiug okoliczno$ei, albo nieruchomo$é jej punktow,
Lo jest, wartosci funkeyj (u, v, w) w nich przypadajace s
zerami 5 albo tez, jezeli powierzchnia jest wolna, pewne
zwigzki pomiedzy skladowemi (5) zachodzace. W pierwszym
razie formuly (5) daja ci$nienia w punktach nicruchomych,
sity wige im rowne i znakow przeciwnych, tam przyczepione,
sprowadzy zafozony warunek. Jezeli naprzyklad, w przypadku
drugim, powierzchnia o doznaje z zewnatrz cisnieri normal-
nych, ci$nienie (5) powinno byé takze normalnem ale w ogole
nieoznaczonem. Warlos¢ jego przedstawia formuta

m’N, + n’N, + p*N; + 2npT, + 2pmT, + 2mnT,,
warunek za$ ze jest normalnem wyraza sie
mm' Ny + nn'Ny + pp'Ny + (n'p + np)T,
+(F'm 4 pm)Ty + (m'n -+ mn)Ty =0,

gdzie ilogei (m/, ', p), bedace dostawami katow ktore styczna
w danym punkcie do powierzchni o tworzy z osiami wspol-
rz¢dnych, sprawdzaja rownanie

mm' + nn' + pp' =0,
albowiem  (m, n, p) sa dostawami katow ktore normalna

do powierzchni tworzy z temiz osiami.

14. Przypadek rownowagi.—W przypadku gdy funkeye
%, v, w od zmiennej ¢ nie zalezy, w calej przestrzeni ogra-
niczonej powierzehnia o panuje rownowaga, 1 drugie strony
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rownan (4) sa rownemi zeru,

dN,  dT,  dT,
dr +d—+ &= 70
ity AN Ty

(6) 'd£ v1/+di+l—0’
dT, . dT,  dN,
b +— a’y > + pZ, ._0.

\

Poniewaz pierwsze strony rownan (5) sa skladowemi ci-
$nieni na powierzechni o, powstalych w skutek odksztalcenia
sie przestrzeni, nalezy je dla sprowadzenia rownowagi zni-
szezy¢, przez przylozenie sit im rownychi dzialajacych w kie-
runkach przeciwnych. Z tego powodu, drugie strony rownan
(3) sa sHadowoml sit zewnelrznych d/nlajgcwh na powierz-
chni¢ o 1 rownowazacych pomienione cisnienia, a calki
sprawdzajace rownania (8), sprawdza¢ takze powinny, na
powierzchni o, rownania (3) w ktorych ilosei X, Y, Z sq
danemi.

15. Ogolne uwagi. — Przegladajac to wszystko cosmy
dotad zrobili, dostrzega si¢ bardzo latwo ze kaide zadanie
mechaniki ezasteczkowej sprowadza si¢ zawsze do zvnlkn\\'au'ia
rownan (4) lub (6), w ktorych szes¢ funkeyi (N, Ty) (3)sg po-
chodnemi czastkowemi jednej funkeyi P (7) [8] szesciu ilosci
d(u,v,w)

d(z,y,3)’
Obie funkeye P i g, jedna jako zalezna od szesciu ilosci

a gestosé p jest dang funkeyg zamiennych (z,y,z).

d(u,v,w .
_(_-——2 druga jako funkcya zmiennych (z,y,3), pozoslajy
diz, y.3)’ ’

dotad nicoznaczonemi, a z tego powodu rownan (4) lub (6)
catkowa¢ jeszeze nie mozna. Kazde przeto zadanie mechaniki
czasteczkowej sklada sie z dwoch czgsei: przedmiotem pier-
wszej jest wyznaczenie funkeyj P i p a tém samém rownan
(4) lub (6), przedmiotem drugiej czesci jest calkowanie
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LEKCYA TRZECLA 3
tychze rownan. Gzesé pierwsza nazwiemy Czescin Roznicskowa,

czesé drugq, Czescia Cathowa.

Funkcye P i ¢ zalezp w ogole od natury ciata, funkeya zas P
zaleze¢ jeszeze moze, w pewnych szczegolnych przypadkach,
od natury ruchu ktory checemy badaé. Z tad rownania (4),
(), (6) posiadaja ksztalt rozny w miare okolicznosci zaleznych,
badz to od natury ciata, badz to od natury ruchu, badz
nareszcie od jednego i drugiego razem. Dopokad {unkeye P i ¢
sa nieoznaczonemi, ostateczne wyniki zawieraja sie w rowna-
niach (3), (4), (8), (6) i stanowia rozwigzanie glbwnego zadania

mechaniki czasteczkowey.

16. Inny poglad na gldwne zadanie Mechaniki
Czasteczkowej. — Przedmiot w poprzedzajacej i niniejszej
lekeyi wylozony wymaga jeszeze pewnego zastanowienia sie.
Widzielismy tam, ze giowne podstawy mechaniki czasteczko-
wej zawieraja si¢ w definicyi punktu ciata [II, 6] i w definicyi
pracy mechanicznej jednostki elementu dzdydz [11, 8]. W przy-
puszezeniu ze ciato sklada sie zezasteczek zostajacych wzgledem
siebie w pewnych odlegtosciach i przyciagajacych sie lub odpy-
chajacych podiug pewnego prawa, reguly odksztalcania sie ciala
zawarte sa tylko w prawach ruchu srodkow ciezkosei tychze cza-
steczek, zprzyezyny nadzwyezajuejich malosei. Prawo przycia-
gania sie lub odpychania omineli$my za pomocg definicyi pracy
mechanieznej jednostki elementu dadydz. Definicya ta odpo-
wiida najogolniejszemu sposobowi odksztatcenia sie catej prze-
strceni organiczonej powierzchnig ciala; ztad pierwsze strony
rownan (4) pomnozone przez AV, daja skladowe sity dziata-
Jacoj na $redek ciezkosci czasteczki pAV, a calki ich (u,v, w),
w punktach do ciata nalezacych, odpowiadaja najogolniejsze-
mu ruchowi tychze $rodkdw eigzkosei, czyli, najogélniejszemu
prawu podlug ktorego ciato sie odkszlatca. Taki sposob zapa-
trywania si¢ na gtowne zadanie mechaniki czasteczkowej daje
vezywiscie ‘poznaé, ze zadanemi odpowiedziami sa tylko te
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wartosci funkeyj (u, v, w) ktore przypadaja w punktach ciafa,
»

1Ze c:xlka/ ffP drdydz, przedstawiajgca prace mechanicz-

na uwazanej przestrzeni, nie przedstawia zarazem pracy kilora

sie zuzywa na odksztalcanie ciata.

Lecz glowne zadanie mechaniki czasteczkowéj mozna jeszeze
traklowaé z innego punktu widzenia. Przyjawszy za masse
i gestosé definicye podane w ustepie [6], clementowi nieskoni-
czenie malemu dredydz nalezy oczywiscie przypisaé gestosé
stala » w calej jego przestrzeni, lub co na jedno wychodzi,
masse pdrdyds. Poniewaz objeto$¢ jego zamienia sie po od-
ksztalceniu na (1 +0) dedydz, gdzie wspolezynnik rozszerzal-
nosci 0 dany jest przez druga strone rownania (3)[1l, 5], ge-
stos¢ ¢ zamienia signa ¢ i mamy

pdrdydz =¢' (1 + 0) dedyds,
z powodu statosci calej jego massy. Z tad znajdujemy formule
' o
P = ——
140
dajaca gestosé ¢ w danym punkeie i w danym czasie.

Oznaczajac przez M masse calej przestrzeni, a przez V jej

objetosé w czasie ¢, jest rowniez oczywiscie

M:j'ffpdulyw s /vffp’(la‘d//rl:,
V= /‘f({ + ) dedyds,

M . i w .
astosunek v daje $rednig geslos¢ massy M, zmieniajgea sie
w ogole z uptywem czasu ¢.

Ta ostatnia wlasno$é, charakteryzujaca pod wzgledem me-
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chanicznym  ciato niesztywne, prowadzi do tego wniosku ze
opierajac si¢ na definicyach massy i gestosei niezaleznych od
budowy ciala, mozna traktowaé prawa jego odksztatcania si¢
W przypuszezeniu ciggto$ei materyi, albowiem Lo przypuszeze-
nie nie wymaga warunku, azeby $rednia gestosé ciala byla
iloscia stalp. Wypadek ten wreszcie nie jest weale razacym
pomieniona wyZzej wlasnosé, $redniej gestosei, wprowadzilismy
do nieskonczenie matego elementu drdydz, przez co i cala
przestrzen musi jej podlegaé, pomimo ciaglego sposobu naste-
powania po sobie tychze elementow. W takiém zalozeniu,

sl 3k ! P : AM
gesloscig ciata jest granica do ktorej zamierza stosunek == .
g o} g AV
gdy AV nieograniczenie maleje, t. j.
cedM dM

dV  dzdyds
jezeli bierzemy za objetosé dV element drdyds. Analiza po-
przedzajacej lekeyi stosuje sie w zupetnosci do pomienionego
zalozenia. Calki rownaii (4) lub (6) naleza do ciala w kazdym

punkcie uwazanej przestrzeni, a cnlkaf] dewdyd: przed-
stawia prace mechaniczna zuzyta na odksztalcanie sie ciata.

Podobny sposob zapatrywania si¢ przyjety byt dotad w #y-
drostatycei Hydrodynamice — my$my go rozeiagneli i do mecha-
niki czasteczkowej, spodziewajac si¢ przez to ujednostajnic Le
nauke i wynalezé wspolne prawa mechaniczne wszystkim
cialom w naturze. Nie wchodzac w przyczyny odkszlalcania
si¢ cial naturalnych, ani tez nie robige zadnych szezegOlnych
przypuszezen o budowie materyi, uwazamy po prostu pewni
ograniczona przestrzen zawierajaca masse M o gestosei ¢
zmiennej od punktu do punktu, zmieniajaca swoj ksztatt i ge-
stos¢ z uptywem czasu ¢, pod wplywem sit dzialajacych na jej
powierzchnig, sit dzialajacych na jej masse i sit ezyli cisnien
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wewnalrz niéj dziatajacych i wyniklych z warunkow niezna-
nych wedlug ktorych materya jest zbudowana. Poniewaz na-
tury odksztalcania sie tej massy niczém nie ograniczamy, wy-
padki otrzymane z rownan (5) lub (6) sa, ze wzgledu na prawa
odksztalcenia sie, najogolniejszemi, rozumie sie w granicach
‘odksztalcania sie sposobem ciagtym.

Podobnie wiec, jak w mechanice' analitycznej uwazaja sie
ciata utworzone z materyi ciaglej i sztywnej, t.j. nie mogacej
zmienia¢ ani ksztaltu ani gestosci, w mechanice czastecz-
kowej cialo ulworzone jest takze z materyi ciaglej, posiada-
jacej jednak mozno$¢ zmieniania ksztaltu i gestosci. Tu jest
wlasnie wybitna cecha pomiedzy mechanika analityczna i me-
chanika czasteczkowa, cecha, pokazujaca jasno roznice pomig-
dzy niemi zachodzaca i dajaca zarazem niezbily dowod prawa
obywatelstwa tej ostatniej umiejetnoSci pomiedzy innemi
umiejetnosciami.

Dwojaki sposob otrzymania rownan (3), (4), (5), (6) stawia
rozwiazanie glownego zadania mechaniki czasteczkowej ze-
wnatrz wszelkich watpliwo$ci; znalezione wypadki, stosujac
sie rownie dobrze do przypuszezenia ciagtoSci materyi jek
i jej nieciagtosei, obejmuja oczywiscie wszystkie mozliwe spo-
soby budowy cial nafuralnych, a z tego powodu sa najogél-
niejszemi i prawdziwemi na zawsze. W ciagu ninicjszégo wy-
ktadu przyjmiemy ciaglosé materyi, azeby nie oddalaé sie
zbytecznie od mechaniki analitycznej, w miejscach jednak
gdzie tego zajdzie potrzeba, nie omieszkamy usprawiedli-
wi¢ tych samych wypadkéw w przypuszczeniu niecigglosci
materyi.
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LEKCYA 1V

Warunki roéwnowagi ciala niesztywnego, — Formuly pomocnicze. — Wlasnosci pracy
mechanicznej jednostki elementu.

17. Warunki rownowagi ciaia niesztywnego. —
Do tego czasu zajmowaliSmy si¢ tylko sformutowaniem i
rozwiazaniem gtownego zadania mechaniki czasteczkowej.
Opierajac sie na dwoch mozliwyeh i najogolniejszych przypu-
szezeniach o budowie materyi, otrzymalismy réownania (3),
(%), (5), (6) [1IT, 12, 14], stanowiace ostateczne wyniki tego za-
dania, wspolne wszystkim szezegolnym przypadkom. Z pomie-
dzy tych wynikow, rownania (5) [12], wyrazajace warunki ru-
chu lub réwnowagi na powierzchni ciata, okreslaja takze
cisnienie na jednostke plaskiego elementu w danym punkcie,
dowodzac, ze wielkos¢ jego i kierunek zaleza od wspolrzednych
tego punktu i od dostaw katow ktore normalna’do elementu
tworzy z osiami wspoélrzednych. Definicya (a podawana
w traktatach o Teoryi Sprezystosci, o Hydrostatyce i Hydro-
dynamice i t. d. a priori, jest tutaj naturalnym wynikiem.
Porownywajac rownania (4) i (5) [12] dostrzega sie od razu
oczywista roznice pomiedzy cisnieniem na punkt a cisnieniem
na element plaski w danym punkcie. RoOznica ta, lalwa
obecnie do pojecia, stanowi jedna z najwiekszych trudnosei
dla poczatkujacego, gdy sie ciSnienie na element plaski de-
finiuje a priori. Te same rownania (5) daja takze twier-
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dzenie o wzajemnosci cisnienn odpowiadajacych dwom ele-
mentom plaskim w danym punkcie, twierdzenie ktorem za-
konczylismy ustep [12].

Podwojna rola rownai (5) [12] pozwala si¢ spodziewac
w ogole, ze przez stosowne przerobienie wypadkow (3), (4),
(3), (6) [12, 14] mozna bedzie otrzymaé inne, nie nowe, ale
nowego ksztattu, ktory utatwi a nawet doprowadzi do sfor-
mutowania pewnych zasad, streszczajacych w sposob lalwy i
jasny wszystkie ogolne prawa, dotyczace odksztalcania sie
cial niesztywnych. Zasady te ulatwia takze nieraz sformulo-
wanie a nawet i rozwiazanie wielu zadan mechaniki czastecz-
kowej, podobnie jak zasady, sit sywych, najmniejszeqo dziata-
nia, zachowania srodka ciezkosct, zachowania pél i t. d., ulatwiaja
rozwiazanie wielu zadaii mechaniki analitycznej.

s (R dh
baE faE tar
(%) [42] na strony ich pierwsze, i zastapmy nawiasy

, u ( ED) : d’w'
(\‘\u i 4 W) Yu Bt %&) <Lu i '7/13)

\

Przeniesmy drugie strony ( ) rownan

closkami X, Y,, Z,, rozumiejac przez nie skladowe sit dziaja-
jacych na masse, rachujac w toisilty hezwladnosei. W ten

sposob rownania (4) [

dN, | d, ATy

X=0"

'\ dr dy dz il o :

(1) ahy +'2\; '“‘ +0Y, =0,
/ a1, , dT, ' dN, i

o dj + d + pZ,= 0,

i glowne zadanic mechaniki czasteczkowej sprowadzi sie do
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rownan (1) w kazdym punkie ciala, i do rownan (3) [1R,

mN, + nT, + pT, — X =0,

(2) mTy + nN, + pT, — Y =0,

|

na jego powierzchni, t. j. do przypadku rownowagi, zmyslonej
w razie ruchu, prawdziwej w razie spoczynku, wedtug zasady
D’Alemberte’a. Cel jakismy sobie zatozyli, wymaga lego upro-
szezenia, ktore, jak z reszta wiadomo, nie zmniejsza weale
ogolnosei.

Sze§¢ rownan (1) (2) wyrazaja warunki rownowagi w calej
przestrzeni uwazanego ciala. Proponujemy je zaslapi¢ innemi,
ktore doprowadza do pewnego twierdzenia, charakteryzuja-
cego wybiltnie ciato niesztywne wzgledem ciala sztywnego.

Pomnozmy pierwsze z rownan (1) przez drdydz iz catkuj-
my go w calej przestrzeni o,

f f/ dN’ dzdydz +ffde‘ dxdydz
—{—f f‘f 2 dadydz +f[ [p\ dedydz =0,

W pierwszej z catek (3) mozna wykona¢ catkowanie wzgle-
dem x, co daje :

fffd\l‘ dzdyds fj (N", — N dydz,

rozumicjac przez N, N’y wartosci fankeyi N, przypadajace
w dwoch punktach powierzehni o, w ktoryeh ja prosta rowno-
legla do osi 2 spotyka. Jezeli (dw) i (dw)” oznaczaja elementa
powierzechni o w tych punktach,a m im" dostawy kalow
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ktore normalne zewnetrzne, w nich do powierzchni « popro-
wadzone, tworza z osig «, jest dezywiseie

dydz = m"(dw)" = — m/(dw)’,

i catka podwojna zamienia sie na pojedyncza,

/ ' f (N — N )y ds = f mN, dw,

rozciagniona na cala powierzehni¢ w. Do podobnych wypad-
kow dojdziemy lakze, catkujac druga z catek (3) wzgledem y,
trzecia wzgledem z i wprowadzajac dostawy (n,p) katow,
ktore normalna zewnetrzna do powierzehni o tworzy z osiami
y 1z. W ten sposob rownanie (3) staje sie pierwszém z rownan

f(mN, + Ty + pT,) do + /‘ffpxod;tdyd: =0,
J

f(mT,+nN,+pT;)dm+f/prodxdydzzo,
f(mT,-&—'nT, —+ pN,) dow +f [fpzodxdydz:o,

zkiérych dwa drugie otrzymuja sie wykonywajac te same
dzialania na dwoch ostatnich réwnaniach (1). Z przyczyny
zwigzkow (2), nawiasy pod catkami pojedynczemi sa sklado-
wemi X,Y,Z, cisnienia wywieranego na jednostke elementu
dw; zastepujac je temi sktadowemi znajdujemy :

fXdo)—}— [ [‘fpxud.cdydz.:o,

(4) /4Y!113j— [ {‘ /‘éYodxdydz:_-O,

dem + [ /prUrlxdydz — i)
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rownania wyrazajace, ze summy skladowych sit dzialajacych
na cialo o sa same przez si¢ zerami.

Jezeli teraz od drugiego z roOwnan (1) pomnozonego przez z
odejmiemy trzecie pomnozone przez y,

d(ZTa_ .’/Tﬂ) = d(ZNe e ?/Tl) 2 d<5T1 %0 .?/fo) Al P(ZYO_ yZo) = 0,
dz

dx dy

i na tak otrzymaném rownaniu wykonamy to samo dzialanie,
jakie wykonaliSmy na kazdém z trzech rownai (1), znajdziemy
oczywiscie

f[m (zTy—yT,) +n(EN,—yT,) +p(zT, —yNy)l do
+fffp(z¥o—yzo)dxdydz:0,
lub porzadkujac podlug z 1y
f[z(st +nN, —‘+—pT,) —y(mT, +nT, + pNy)]dw
+’f.l/' /.p(zYo—yZo_)dxdydzzO.

To daje tozsamociowo, pamietajac na zwiazki (2) i powta-
rzajac podobne dzialania z pozostalemi parami rownan (1),

" f(zY——yZ)dm +f‘/‘f-p(:Yo—Zo)dxdyd::0,
(5) f(;cZ—zX)dw+fffp(xlo—zxo)d£dydz=0, ‘
\ f (X — 2Y) do + f , [ f o(yX,— 2Y,) dedydz =0,

rownania wyrazajace, ze summy momentow sil dziatajacych
na cialo w sy same przez si¢ zerami.
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Catkowanie ktoresmy wykonywali w calej przestrzeni ciata,
mozna wykona¢ rowniez w pewnej jego czesci, bez naruszenia
charakteru rownan (4) i (5). Trzeba jednakowoz pamietaé, ze
w tym drugim przypadku sktadowe X,Y,Z, oznaczaja ciénie-
nia na powierzchnig ograniczajaca czesé uwazang, wynikajace
z prawa wedlug ktorego cialo sie odksztalca, a nie cisnienia
dane na powierzchni ciala, jak to ma miejsce w tym razie,
kiedy catkowanie rozciaga sie do calej jego przestrzeni. Ztad
mamy nastepujace twierdzenie : azeby w catej przestrzeni o
clata niesztywnego istniata réwnowaga, sity dziatajace na masse
kazdej jego czgsel powinny sie réwnowasyé z cisnieniami wywiera-
nemi na jej powierschnig, w ten sam sposoh, jakby sie réwnowa-
Syty gdyby ta czesé byta sstywna. Poniewaz w razie sztywnoSci
materyi, rownania (4) i (5) maja takze miejsce chociazhy
ona byla nieciagla, oczywistém jest, ze sformulowane te-
raz lwierdzenie stosuje si¢ takze i wtenczas, jezeli uwa-
zamy cialo za systemat czasteczek; nalezy tylko w ro-

wnaniach (4) i (3) zastapi¢ znaki calkowania f przez znaki

summowania X, clementa plaskie i nieskoriczenie male dw
przez elementa skoriczone Aw, elementa za$ nieskoriczenic
mate drdydz przez elementa skoriczone AV.

Podobienstwo rownan (4)i(5) do warunkow rownowagi
ciata sztywnego mogloby zrodzi¢ mniemanie, ze warunki
rownowagi w ciele naturalném niczém sie nie réznia od
lychze warunkow ciata sztywnego. Tak jednak nie jest. Jeze-
liby bowiem uwazane cialo o bylo rzeczywiscie sztywném,
rownania (4)1i(3) rozeiggnione do calej jego przestrzeni, sta-
nowityby, znane z mechaniki, warunki rownowagi konieczne
I dostateczne; gdy tymezasem te same rownania (4) i (3),
wilenezas tylko wyrazaja warunki rownowagi w ciele nieszty-
wném, jezeli sie stosuja do kazdej jego czesei.

Azeby lepiej jeszcze obja$ni¢ -wylozone teraz twierdzenie,
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wezmy za przyklad drazek prosty i szlywny na ktorego
obydwa konce dzialaja pewne sity w kierunku jego dlu-
goSei. Drazek ten zostaje w rownowadze jezeli pomienione
sity sa rowne i znakow przeciwnych. Lecz jezeli drazek
jest niesztywnym, jezeli on jest np. z kauczuku, oba powyz-
sze warunki nie daja jeszsze rownowagi, ale przeciwnie, dra-
zek pocznie sig wydtuzaé lub skracaé, stosownie do tego czy
sity do koncow jego przyczepione dzialaja od siebie czy dzia-
laja ku sobie, i ruch ten trwac¢ bedzie dotad, dopoki ci$nie-
nia, w skutek niego powstate, na przeciecia normalne do
dlugo$ci drazka, nie stang sie roOwnemi sifom na korce jego
dziatajacym; wtenczas bowiem tylko twierdzenie wyzej dowie-
dzione bedzie moglo mieé¢ miejsce.

Twierdzenie o rownowadze ciata niesztywnego stanowi za-
sade, ktora biora zwykle za prawde oczywista i robia z niej
punkt wyjscia w rozmaitych specyalnych czesciach mechaniki
czasteczkowej. My zdania tego nie podzielamy. Jakkolwiek
twierdzenie to jest dosy¢ tatwém do dowiedzenia, nik( wszakze
zaprzeczyé nie moze, ze jesl bardzo trudném do pojecia,
podobnie jak wiele innych kwestyj mechanicznych. Stawianie
niejasnych zasad na poczatku nauki prowadzi zawsze do lego,
ze dopiero po glebokich jej studyach przychodzi si¢ do ich
zrozumienia, co jest niezgodne z celem pedagogicznym, jaki
sic w kazdym wykladzie zaklada. Kazda nauka powinna si¢
rozpoczynaé¢ od zasad jasnych i popularnych : nasz wybor padi
na pojecie pracy mechanicznej. Najpierwsze fundamenta fizyki
do$wiadezalnej i mechaniki ogolnej zawieraja juz w sobie tyle
materyatu, ze kazdy, z elementami umiejetnosci tych obznaj-
miony, posiada go dosy¢ na dostateczne sfamiliaryzowanie
sie z pojeciem pracy mechanicznej. Pojecie to nalezy nieza-
wodnie do najtatwiejszych i spotyka tyle przypadkow w natu-
rze, ze jest rOwniez i najpopularniejszém. Zdaje mi sie, ze
objasnitem dostatecznie powody ktore mie sktonily do wziecia
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za punkt wyjscia, okre$lenia pracy mechanicznej jednostki
elementu dzdyds. Krok ten zreszta niepowinien by¢ uwazany
za niewlasciwy choéby tylko dlatego, ze pojecie to dobilo sie
juz prawa pierwszenstwa we wszystkich prawie umiejetno-
§ciach fizyko-matematycznych,

18. Formuly pomocnicze. — WidzieliSmy juz ze funkcya
P (7) [I1, 8], praca mechaniczna jednostki elementu dzdydz,
zalezy, na mocy twierdzenia w rownaniu (3) [12] zawartego, od
szeSciu ilos’ciw . Cheemy dowie$é teraz, ze warto$é i

d(z,y,s

ksztalt tej funkcyi nie zaleza od polozenia ukladu wspol-
rzednych, co sie wyraza krotko, ze funkcya P jest niesmienni-
kiem. Przed dowiedzeniem jednak tej wlasnoSci wypada si¢
zapoznaé z pewnemi formutami, ktore beda rowniez uzytecz-
nemi i w innych jeszcze okoliczno$ciach.

Niech beda, zachowujac ten sam poczatek (z',y,z) nowe
wspolrzedne prostokatne punktu M; i oznaczmy jak wskazuje
tablica

6) y| n f oy | m |0

przez (mi, n;, pi) dostawy katow ktore nowe osie tworza z da-
wnemi, a przez (v,v,w’) nowe rzuty odleglosci punktu
M (z+u, y=+v, z-+w) od punktu M (z,y.z). Wiadomo ze
pomiedzy dziewiecioma dostawami (m;, n;, pi) zachodza zwigzki
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2 2 3 =
meg--ng -Ept =1,
2 2 " i
mis =t —4,

mhy + 0’ +ph=1,

(7
& My My ~+ Ny Mg =+ Py py =0,
Mgy + Mg N, +p.;xP1:01
\ mymy + nyny + p,p,=0;
albo
[ mY +m? +m =1,
| '+ nt, + nt =1,
P+ v+ ph=1,
(8)
Ny Pyt Ny Py + Ny py =0,
Pymy —+ pyimg ~+ pymy =10,
‘.| m,ng -+ myny, + mgng=0;
albo

43

1 1 1
my= k—(ngps—'"lspi): ny= E(ﬂ,’ﬂs——pxmg), p‘:z (mzna—'";n,),

1 1 1
(9) mz=7£("sp1—"1ps)» nszz(psm._‘pxms)v p?‘_—_(manl_mln!)a

k

1 i A
\msz%(nuﬂg—ng)i), na‘—z(mmz_pz"‘t)' ps_k(mins—mznt)v

Formuly (%), mniej czestego uzyera juk rownania (7)i (8), otrzymac
bardzo Jatwo mozna rozwiazujac uklad liniowy (10) wzgledem @, 9, ah
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adzie
ke = iy (nypy—nyPa) ~+ 0, (Py1y—pymy) = Py (Mytty = m1y1y),
jest zawsze pierwiastkiem rownania & =1.
Tablica (6) prowadzi, za pomoca metody rzutow, do formut

' =mx +ny -+ p3,

(10) (Y =myT A nyY + P,

H
< 7 = mMx + Ny + Py3s

| u=mu 4+ mv + mgw,
(11) 0=, + nyV 4 Ny,
w= pu + pv + p,

\

ktore daja (2, y,3) w(c,y,3) 1 (n,0,w) w (', 0, 0). Znajduje

porownywajac znalezione w ten sposob wypadki z iloSciami «, v, 2,
otrzymanemi z lablicy (6) za pomoca metody rzutéw.

Azeby za$ dowie¢é ze ilosé k jest pierwiastkiem réwnania A2 = 1, pod-
stawmy pierwszy szereg warlosci (9) w pierwsze z réwnan (7). Podstawie-
nie to daje

K2 = (ngpy — NgPy)? ~+ (Peiity — Pying)® ~+ (Mghty — Mgns)®,
a z przyezyny tozsamosci
(ngpy— Ngps)? ~+ (Paty — Pyiy)? —+ (mahty — myhy)*
= (M2 4 ny2+ pad) (mg? 4 1y 4 py?) — (Mymg + Nty - Pspy)’

i trzech nastepujacych po sobie, poczawszy od drugiego, rownan (7), jest
oczywiscie k2 = 1.
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LEKCYA CZWARTA 45
d(u, v, w)
d(w,y,7)

rozniczkujae (u, v, w) jako funkeye (11) ilosci

sie wiec pochodne w funkeyi nowyeh pochodnych

d', v, w)
A,y 3)
(f, v, w) zaleznych od zmiennych (z, i, 3), ktore sa funk-
cyami (10) ilosei (x, y, z). To daje najpierw formuly symbo-

liczne
du : rﬂi m, _'5,
;E-_(m du’ —+ mn,dv' — mydw) <7G'+ (T+(I >
l—lgz(m i~ mydv' + mydi’) L AL
L n g Ay @&
i = (mydu + mydv' —+ mydw) 28y _+£.3 :
TR b dr' " dy di
@—(ndu -+ ngdv + ngdw) _—l—f-m’-e-7_".a .
dzx . A dx'  dy %
@ = (n,du + nydv’ + nydw') _1_ iy 1y
v 3 de' = dy' dz
do _ y Ry L Lo
% = (n,du + nydv, + nydw) < I +dy + :,>,
=

(l'u‘ ", m, My by
e = (p,du’ + pydv' + p, (ltv)( e + d.> j\f\

A&

ol

} D
dw mr A\
o = (p,du’ + p,dv’ + p,dw)(dj +a’y +a’,> kﬂ;& \a
X &
dw = (p,du’ + pydv’ + p, dw" o B e Lo op Ps ) {f\\ S
dv : 4\ l[J 5 / \;\ : ]
o
(€
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z ktorych znajdujemy bardzo tatwo

I du du’ dv’ dw' dv  dw
o ="+ g i (G 7)
dw'  du du' a’u"
B il il a0 dv'+dw’
gy -y *dy o & dy
. du  dv
8 ”3”1(** &)+ + )
dw_ o gz 4 dv’ g e v dw
dz—p‘ psz de,, pzlsdz Z
dw'  du W) do'
+Pap1<%+ E) +m)2<@+ i\
dv  dw du dv.  dw
dz g (l_y —2n1p1d + (a5 + 1y ps) <": e 7,7)
dw  du
(19>/ it 2n,pﬁd + (ngp, + 7, pa)< g ZE)
dw' du' dv’
s E‘)"apsd ~+ (n,p, + 7'1P.)< dy S Frd ) )
dw +du_2 - du’ ooy st )(t]v P dw'
3 T "Iz Pa"y i Paa)\ o d_y
dw  du
—L 2/}2"1 d — —+ (pym, + pym )(([.l' 1 (—/—)
dw d dv’
-+ 2/’3"’3’([% ~+ (pym, + p, .nl)(]/_l/t - ) :
‘du . dn dw dv  dw
e e D00 s
(/J+d.L myny —l—(mna—o—man)(({ +dz/>
-+ Qm,n,Z—J -+ (man, + m,n )<dz L ‘f;j)
dw'’ (rlu dv’
—+ 2myny—; e -+ (myny + m,n,) be +{/J >

Uwazmy teraz ze (N;, T;) tablicy (13) sa skladowemi, wedtug
dawnych osi (z,y, z), ci$nien wywieranych w punkcie M na
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elementa ptaskie prostopadie do tychze osi; w ten sam sposob
ilosei (N, T";) tablicy (14)

75 ) 2 ' Z . ayhiphe

B LR

(13) - v, RN (14) IR N ST

8
s

Q\

W P VL

t
Lty

T b g

sa skfadowemi, wedlug nowych osi (#,y, ), cisnien wywiera-
nych wtym samym punkcie M na elementa plaskie prostopadte
do z',y',z". Kombinujac kazdy element plaski ukladu nowego
z kazdym elementem plaskim ukladu dawnego, zastosujmy
twierdzenie zawarte w rownaniach (3) [12]. To prowadzi
tatwo do trzech grup rownar

"’1N'1 & 77l2Tv3 ++ msT', = Il?iNl =t niTs =+ p1T27

Ny +n Ty + ny T'y—= m, T3 + nN, + p,Ty,

PN +p Ty +ps'T'e = miTy + 0T, + Ny,

m T’y + mN'y + mT'y = myN; + 0Ty + paTh,
n Ty + 1y N'y + 03T, = m,Ty + naNo + paTy,

Pi1s +pa N + p3 T’y = ma Ty + 0Ty +- paNs,

myT'y -+ myT', 4+ myN'y =myN, + nT5 + pyT,,
Ty +n, T, + ny Ny =myTy -+ ngN, + p, T,

P, +p, T+ Ny = m3Ty + ny Ty + p3N,,
z ktorych mozna otrzymaé wartosei funkeyj (N, T';) za pomoca
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(Ni, Ti), dodajac lrzy rownania kazdej grupy, pomnozone
poprzednio, pierwsze przez m;, drugie przez n;, trzecie przez p,,
gdzie wskazowka 7 jest kolejno 1,2,3; majac wzglad na zwigz-
ki (7), znajdujemy

1

| Ny =m?N;+nNy+p,*N;+2n,p, T, +2pm, T, +2m ik,

| N’y = m®Ny=+ 19* Ny =+ py* Ny+2n50, Ty +2p,m, T, +2man, Ty,

N = My’ Ny 15" No—+ 3 Ny—+ 200, T, +2pgmy Ty +-2 mgny Ty,
Ty = mymsN; + ﬂznsNz -+ papsNs + (napy —+ n3ps) Ty

(18) ¢ -+ (pams = pyma) Ty —+ (mans + mans) Ty,
T’y = mym;N; + ngnNa + pspiN; + (nspy -+ nypy)Ty

—+ (psmy =+ pymy)Ts -+ (man, + myny)Ty,
| T's = mum,Ny + ngnsN, + pl.pgNa + (n,p, -+ napy)T,

‘ o <p1m2 ~+ pg'r’h)Tz -+ (mim_, o= ”lﬂ'l])T;]-

|
Poprzestajemy tymezasem na formulach (12) i (18), ktorych
wymaga cel na poczatku tego ustepu zalozony, odkladajac
dalsze ich rozwinigcia na pdzniej, gdzie zajdzie tego potrze-
ba, w ustepach podobnie zatytutlowanych.

19. Wiasnosci pracy mechanicznej jednostki elemen-
tu. — Powracajac do zalozenia ktoreSmy na poczatku poprze-
dzajacego ustepu zrobili, przypominamy rownanie (3) [12],

N3 r/u_*_,,;‘//u_‘_(lu' \
i "(7: dy /

E NS dw oy T36</lu % dv) \

= idy) : dz

?

g__

|

~

S dv ‘dw  du
; Ng'\ it “7'\ g
(16) J[)_—) + N —+ 1T o(—(u_+ >
\
\
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pokazujace ze praca mechaniczna P jednostki elementu diedyds,
jest funkeya szesciu tylkoiloSei

(l_:f\ _({_v ﬂi diry dw tdwi du g cdy
i’ &y’ &’ &VY &t@E @yt a’

1 wlasnoS¢ ta niezalezy oczywiscie od potozenia ukladu wspol-
rzednych, albowiem dowodzac jej polozenia tego wealeSmy
nic ustalali.

Oznaczywszy przez P’ warto$é pracy mechanicznej, w Lym
samym punkcie M, jednostki elementu dr'dydz odpowied-
nicgo nowemu uktadowi (2, 5, z') mamy na mocy przypomnio-
nego teraz twierdzenia

/

/ LA dw'
! N’ bk,
0 i + T8 < : d/ )

v’ +T;3(”Lw, : du’)

+

|+ N a’!”_’+Ts,<fiﬂ,+d—”>

<

Lecz druga strong tego rownania otrzymaé takze mozna
z drugicj strony rownania (16), zastepujac sze$é ilosei
d(u, v, w)
fl.l‘, Yy 3)
w ten sposob otrzymany wypadek podlug szeSciu ilosei

ag {%2—2 g; dostawy bowiem (m;. n;, p;) nie podlegajaroz-
Y%

drugiemi stronami rownan (12) [18], i porzadkujac

&

niczkowaniu & jako ilosci state, a wspotezynniki szeSciu wy-
o A(u, v, w)
{ dz, y,3)
wnan (15). Ztad wypada rownosé

razow 8 sa wartosciami (N;, T;) na mocy ro-

P =3P,
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ktora dowodzi, ze warto$é przyrostu P od polozenia ukladu
wspolrzednych nie zalezy.

Niezalezno$é ksztattu funkeyi P od polozenia ukladu wspol-
rzednych, dowiedziona w twierdzeniu (16), i znaleziona teraz
wlasnosé przyrostu jej SP, sa wystarczajacemi azeby wniesé
w ogole, ze ksztatt i wartosé funkeyi P nie zalezg od polozenia
ukladu wspotrzednych, czyli, ze funkcya P jest niezmiennikiem.

Summujac wszystkie znane dotad wlasnosci funkeyi P mozna
sformutowaé nastepujace twierdzenie: funkcya P, praca mecha-
niczna w punkcie M jednostki elementu drdydz, jest niczmienni-
kiem szesciu iloscy z——g’ ;’ f(;) , @ pochodne jej czasthowe wzgleden:
tych szesciu ilosci sq sktadowemi (N;,'T;), wedtug osi wspotrzed-
nych (z,y,3), csnien wywieranych w punkcie M na jednostki
elementow ptaskich do tychze osi prostopadtych.
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LEKCYA V

Elipsoida cisnien. — Dopelnienie twierdzenia o funkeyi P. — Cisnienia glowne, — Pla-
szezyzny odpowiednie cisnieniom glownym. — Pezypadek dwéch cisnier gléwnych, —
Przypadek jednego cisnienia glownego. — Ogoélne uwagi.

20. Elipsoida cisnien. — Twierdzeniu zawartemu
w rownaniach (5) [III, 12],

mN, + nT; + pT, =X,
(,1) ng = nN’ +pT1= Y,

mTy + nTy + pN; =1,

mozna jeszcze nadaé inna postaé, z przyezyny zwiazku
2) m? +n* + pt=1,

ktory zachodzi zawsze pomiedzy dostawami (m, n, p) katow
tego samego kierunku z trzema prostemi do siebie prostopa-
dlemi. Wnioski z wlasnoSci tej wynikajace maja stanowié
przedmiot niniejszej lekeyi, ktora uwazaé takze mozna jako
dopetlnienie nauki o funkeyi P, w koncu [19] poprzedzaja-
cej lekeyi rozpoczetej. WidzieliSmy tam ze wartos¢ funkeyi P
w punkeie M jest niezmiennikiem, t. j. odniesiona do ukladu
wspotrzednych ruchomego okoto stalego poczatku, zachowuje
ten sam ksztalti wielko§¢, w kazdém jego polozeniu.
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Pozostaja do zbadania wlasnosci jej pochodnych (N;, T) w tém
samém zalozeniu, lub mowiac jasniej, prawo podiug ktorege
zmieniaja si¢ ich wartosei w punkcie M, odnoszace si¢ do
ukladu wspoirzednych ruchomego okoto poczatku. Prawo Lo
zawarte jest w rownaniach (15) [IV, 18], za pomoca ktorych
otrzymuja sie wartosci funkeyj (N, T7) w punkcie M
odpowiadajace ukladowi nowemu (z, ¥, =), jezeli znane sg
wartosei ich (N; T,) odpowiadajace ukladowi dawnemu
(z,y, 2), z ktorym uklad nowy ma wspolny poczatek. Lecz
rownania (15) [18] posiadaja ksztalt niedogodny do celu ja-
kismy zatozyli, powracamy zalém do ich Zrodla, t.j. row-
nan (1), z ktorych na mocy zwigzku (2) fatwiej go osiagnad
bedzie mozna.

Rozwiazmy rownania (1), wzgledem ilosei m,n, p i pod-
stawmy znalezione ich wartosci w rownanie (2). Zalozywszy
dla krotkosei

ni—=1% —NsNy, o ti— NIy —T,Ts.
n=Th— NNy, 6=NyTy— T,T,,
nye—=12%— N Nast ty=N;T3 — T, T,,

9 == NNy Ns + 2T, T, Ty — (N, T* —+ N, T% + NsT%),

mamy rozwiazujac rownania (1)

/ m=— 1(ni}( + 6,Y + 7)),
[}

T

tdx + n,Y + 4Z),

*CI—

3) ?
\p: fzx-f—li +7l/)

a podstawiajac otrzymaune wartosci (m, n, p,) W rownanie (2),
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znajdujemy

'

{ 3 ) NV2 r
\ (n? =+ 67 + 61)X2 + 2, (n, + ny) + 4,8, ] YZ
(%) ) 4+ {5 ng® 4 1)Y? 4 20t (ng + ) + 64 ZX ) =,

+ (1 + 4 + n)Z2 + 2[t5(n, + n,) + £, ,]XY

Poprowadzmy przez punkt M, do ktérego odnosza sie
rownania (1), trzy proste rownolegle do osi wspoltrzednych
i nwazajmy ilosei X, Y, Z, dane przez pierwsze strony ro-
wnan (1), za rzuty, na te proste, odcinka MN linii prostej
wychodzacej z punktu M i przedstawiajacej kierunek i wielkosé
ci$nienia w tym punkecie wywieranego, na jednostke praskiego
elementu, ktorego normalna tworzy z osiami wspoirzednych
katy majace za dostawy m, n, p. Wspolrzedne korica N pomie-
nionego odcinka- MN zadosy¢ czynia roOwnaniu (4), a zatem,
miejscem koncow N linyy prostych MN wychodzacych = punkiu M
¢ przedstawiajocych kierunki i wielkosci  cisnien na elementa
plaskie w tym punkcie wywieranych, jest powierzchnia drugieqo
stopnia (4), elipsoida, ktora nazwiemy elipsoida cisnien.

21. Dopetnienie twierdzenia o funkcyi P. — RoOwnaniu
elipsoidy ci$nienrt mozna nadac ksztalt dogodniejszy do badania
jej wlasnosci. Przedmiot ten czerpiemy z czwartej lekeyi Teoryi
Sprezystoser G. LaME’go. Oznaczmy przez xz,y,z wspolrzedne
tego samego konca N, odniesione do osi pochylych, wedlug
ci$nienn wywieranych w punkcie M na elementa- ptaskie pro-
stopadie do osi wspotrzednych dawnych, ci$nien, ktore ozna-
czamy przez F,, F,, ¥, iktorych skladowemi sa odpowiednio
Ny, Tq, Ty VR ONG T, ST N e NGwe " 0siel pochiviesworza
z dawnemi prostokatnemi katy, majace za dostawy wartoSci
oznaczone za pomoca tablicy
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Ko n, Z
N [T | T,
Yool B PRy
T. | N T
5 22y
(8) EAE LR Y
LT | N |,
Foa B RE B

ktora prowadzi bezposrednio do formul nastepujacych :

/
/Nl Ts T2,~__
| F1x+Ey+ Ea_—X,
TB N‘l 1
B+ 2y 4+ Hz=Y,
(6) A
T N
4ty 377
Fl F2 3

(7) m==

albowiem rozwigzujac rownania (1) wzgledem m, n, p, a
A TR " G-

F R R ofrzymalibysSmy oczy-
wiscie te same wartoSci, poniewaz obie grupy pierwszego
stopnia maja te same wspolezynniki. Zwiazki (7) daja, na-
mocy rownania (2),

DR R

rownanie elipsoidy cisnien, odni _ionej do jej $rednic sprzezonych.
Cisnaenian wige wywierane w punkcie M na jednosths trzech pla-
skich elementow dv siebie prostopadtych, sq $-ednicami sprzezo-
nemi elipsoidy cisnien.

rOwnania (6) wzgledem
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Wiasno$¢ ta pozwala dopelni¢ twierdzenie o funkcyi P
[1V, 19] w sposob nastepujacy : funkeya P, praca mechaniczna
Jjednosthki elementu dxdydsz, jest mniezmiennikiem szeSciu ilosei
d(u, v, w)
d(®, y, 3)
traech krawedsi tego elementu, Srednic spraezonych elipsoidy cis-
nien trzem $cianom jego odpowiadajacych,

5 a pochodne jej czastkowe (N;, Ty) sa rautami, wedtug

22. Ci$nienia gtowne. — Pomiedzy wszystkiemi ukla-
dami $rednic sprzezonych, elipsoidy ci$nien, istnieje jedyny
$rednic do siebie prostopadtych, t. j. uklad osi tej powierzchni
drugiego stopnia. Przypusémy ze plaszezyzny wspotrzgdne pier-
wotne byly przypadkowo wybrane w ten sposob, ze elipsoida
(8) znajduje si¢ odniesiona do swoich osi; wspolrzedne z, y, 2
saw takim razie prostokatnemi podobnie jak wspolrzedne
X, Y, Z, i dostawy tablicy (5) sprawdzaja, pomigdzy innemi
i jednoczesnie, dwie grupy zwiazkow

G+ =
S
@) =

————
s
3=
\/w \_/'
+oo4
A — P
=3
—
+
P s €
=3
—
|
vﬂ

K P
T
+
s
T
l
=

(10) (%1

(@G &)=

ktore daja przez wyrugowanie Ny, No, Ny,

2

|

K i

el
—
-
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F22 Fl2 F32 1
y 1 0 1 2 1 1 L Jede

TloSci Fy, Fy, ¥y sa obecnie osiami elipsoidy, ktore przy-
puszczamy nieréwne i uporzadkowane podlug ich rosnacej
wielkosci; w tym przypadku ogdlnym, pierwsze z rownari (11)
wymaga az.eby bylo Ty=0, T,=0, dwa za$ pozostale wyma-
gaja, azebySmy jeszcze mieli T,=0. Witenczas zwiazki (10)
daja

N,=F,, Ny=F,, Ny=F;,
a rownania (6) sprowadzaja sie do
(12) X=z Y=y, Z=g;

t. J. ze osie elipsoidy zchodza sie z normalnemi do elementow
ptaskich na ktore wywieraja si¢ ci$nienia przedstawione przez
te same osie. Tak wige, w kazdym punkcie ciata znajduja sie
trzy elementa plaskie do siebie prostopadle, na ktore wywie-
raja sie¢ cisnienia normalne. Plaszczyzny ich sa przecieciami
glownemi elipsoidy ci$nien, a trzy ci$nienia normale, ktore
nazwiemy cisnieniami gtwnems, sa przedstawione, w kierunku
i wielko$ci, przez osie tej elipsoidy. Chodzi teraz o wyznacza-
nie, w kazdym punkcie ciala, wielkoSci ci$nieni glownych
1 potozen elementow plaskich, na ktore sie wywieraja.

Niech A oznacza wielko$¢ nieznang cisnienia gléwnego
‘wywierajacego siew M, a m,n, p niech cznaczaja dostawy
katow ktore jego kierunek, rowniez nieznany, tworzy z osiami
wspoOlrzednych. Formuly (1) daja, po zastapieniu wnich X
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przez mA, Y przez nA, Z przez pA,
m(N, — A) +nTy + pT,=0,
(13) mTy + n(Ny— A) + pT, =0,
mT, + nT, + pi(N;— A) =0;
posiadamy oprocz tego zwiazek m*+ n’+ p* =1, uzupelniajacy

cztery rownania konieczne, na wyznaczenie niewiadomych

m

g . ke , .
A, m, n, p. Wyrugowanie stosunkow — i - z trzech rownan
P

(13) prowadzi do rownania wypadkowego
Ni_A7 T:;- 'Pz (Ni—A)(N2_A)(N3—A)

T @ Ny—A, T,|=!—(N,—A)T—(N,— AT}

Tori T i 5Ny =i A — (Ng—A)Ty + 2T, T,T,=0;
albo, rozwijajac i zmieniajac znaki

A®*—(N, + N, + Ny A®
(14) +(NoNs + NN, + N, N, — T2 — Ty — Ty")A
— (Ny NNy + AT T, T, —N, T — Ny T — NsT3*)=0
Rownanie to trzeciego stopnia daje nietylko osie elipsoidy

cisnien, ale w tym samym czasie, daje wielkosci i znaki cisnien
glownych : znak + wskazuje wyciaganie, zoak — sciskanie.

Oznaczajac trzy pierwiastki rownania (14) przez A,, A, A,
mamy, na mocy znanych formut z algebry
A +A+A; =N, +N,+ N,
(18) < AsAs+A3A,+A Ay=N;Ny+N;Ny+N,N,—T*— T2+ T,2,
A1AA3=NNoNs + T, T,Ty — N, T,* — NoTs* — N, T2
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7 przyczyny ze osie elipsoidy powinny pozostaé te same,
gdy si¢ bierze N, T; w miejsce N; T;, mamy tozsamo-
Sciowo
[Ny+N,+N,=N, +N,+N,,
W NN o N T, T T
(16) =N,N; + NN, + N\N,— T — T, — T,
N,N,N;, + 2T, T, Ty — N, T} —N,Ty’ — N3T¢
=N,N,N; + 2T, T, T,— N, T;* — N;*T¢* — N, T;?,
trzy zwiazki symetryczne, ktore otrzymaé takze mozna, rugu-
jac dziewieé dostaw my, my, p; z dwunastu rownan (7) i (15)
[V, 18].
Niech teraz A oznacza jeden z pierwiastkow rownania (14),
t. j. w wielkoSci i znaku, jedno z ci$nieni glownych w punkcie
M. Azeby znale$¢ jego kierunek, lub co na to samo wychodzi,

polozenie plaszezyzny na ktora dziala, potrzeba wrocié do
rownan (13), ktore daja tatwo

=m[(A — Ny)Ty + T,Ty],
T,Tym + T,T n + T,Typ { =n[(A — Ny)Ty + T, T,],
=p[(A— Ng) Ty + T, Ts],

co prowadzi do rownania

r—z Y~y

(h) (A—Ni)T1+T2'FS+ (A_NE)T2+T3T1

7 —z
. (A ) Ns)Ts 3t TsTx

==

przedstawiajacego plaszezyzne szukang : iloSci 2, ¥/, z° ozna-
czaja tutaj wspolrzedne biezace plaszezyzny; iloSci z, y, z
wspotrzedne punktu M, od ktorych A, N;, T; zaleza.
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23. Plaszezyzny odpowiednie cisnieniom glownym,
— Majac dane skladowe (X, Y, Z), wedlug osi wspolrzednych,
ciSnienia wywieranego mna jednostke plaskiego elementu
w punkcie M, formuly (3) daja dostawy katow ktore normalna
tego elementu tworzy z osiami wspoirzednych, t.j. wyzna-
czaja jego polozenie. Zadanie to, rozwigzane z innego punktu
widzenia, prowadzi do pewnych wnioskow; dajacych ogolne
wyobrazenie o naturze cisnieni okolo punktu M.

Poznawszy wielko$ei, znaki i kierunki cisnien glownych
w punkcie M, przeniesmy poczatek do tego punktu i wezmy
za osie wspolrzednych same osie elipsoidy, jest wtedy

2
(18) i +§/2+A2 L.

Poniewaz cisnienia wywierane na plaszezyzny wspolrzednych

sa normalnemi, mamy oczywiscie}

Nj_-:Ai, N2:AQ. N3=A3, T1=T2=T3=0,
i rownania (1) daja

X
T
A,

z

=4 3
n— As)

(19) "= v b
2

t. j. dostawy katow ktore tworzy z osiami nowemi normalna
do elementu plaskiego o, na ktory wywiera sie ci$nienie przed-
stawione w wielko$ci i kierunku przez potérednice D, majaca
za rzuty wspolrzedne jej koiica (z, y, z). Podlug tych war-
tosei (19) plaszczyzna o ma za roOwnanie

zX yY iZ
2 = G s
( 0) AC i A’ v AS d
pokazujace, ze jest rownolegla do plaszczyzny stycznej do po-
wierzchni

’

¥ an
o T
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w punkeie w ktorym ja $rednica D spotyka; £* jest iloScig
dodatna jakakolwiek.

Jezeli trzy pierwiastki (A, A, A;) rOwnania (14) sa tego
samego znaku, t. j. jezeli one przedstawiaja albo trzy wycigga-
nia, albo trzy sciskania, powierzchnia (21) jest elypsoida wspot-
srodkowa z elipsoida (18), majaca osie skierowane w ten sam
sposob, lecz wielkoscei ich sa proporeyonalne do pierwiastkow
kwadratowych z cisnienn gtownych; wtenczas polsrednica D
przedstawia ci$nienie tego samego gatunku jak ci$nienia gto-
wne, t. j. albo wyciaganie albo Sciskanie pochyte. Jezeli zas
pierwiastki rownania (14) maja znaki rozne, t.j. jezeli one
przedstawiaja albo dwa wyetagania i jedno Sciskanie, albo dwa
seiskania i jedno wycigganie, powierzchnia (21) przedstawia
jednoczesnie dwie hyperboloidy, jedna o jednej powtoce, drugy
o dwéch powtokach, majace wspolny stozek niemalstyczny,

_ 2 oy P
(22) — 4 24— =0;
Ay A A

jezeli potsrednica D spotyka hyperboloide o jednej powloce,
przedstawia wtedy cinienie pochyle, gatunku, kiory jest
podwdjny pomiedzy ci$nieniami gtownemi; jezeli za$ spotyka
hyperboloide o dwoch powlokach, przedstawia ciSnienie po-
chyte gatunku jedynego. Przejscie cisnien z jednego gatunku
do drugiego dokonywa sie na stozku (22); polérednica I
spoczywajaca na tej powierzchni przedstawia cinienie styczne,
wywierajace si¢ na plaszczyzne styezna do stozka, podiug kra-
wedzi D. Z tego powodu, mozna nazwac stozek (22) stoikiem
cisnien stycznych, lub prociej, stozkiem slizgania albo tarcia.

24. Przypadek dwéch cisnien glownych. — Jezeli
ostatni wyraz roOwnania (14) jestzerem, istnieje w punkcie M
jeden element plaski na ktory nie wywiera sie zadne ci$nienie;;
rownania zas (1) dowodza, ze plaszezyzna tego elementu zawiera
w sobie wszystkie ci$nienia wywierane na elementa pozostate.
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Wrziawszy ja za plaszezyzne zy wzgledem poczatku M, i za osie
«, y kierunki dwoch cisnieri gtownych (A;, A,), gdy trzecie
(A;==0) nie istnieje; i oznaczywszy nadto, przez y pochylenie
clementu plaskiego o na ktory wywiera sig¢ cisnienie przed-
slawione przez proste D wychodzaea z M, i ktorej koniec ma
za wspotrzedne x, y, s=0, dostawy m, n, p otrzymuje si¢
z formul

m—=—, ’Il:i y pP=2CO0sy.
Az

Ziad zamiast elipsoidy cisnienl mamy elips¢ w plaszezyznie
xy posiadajacq za rOwnanie

2 2 ik
(23) At f(—e; =sin%y,
plaszczyzng za§ o jest

%—Q—% + Zcosy=0.

Podlug tych zwigzkow, ci$nienia wywierane na wszyslkie
plaszezyzny tego samego pochylenia y, sa potsrednicami D
clipsy (23) majacej osie proporeyonalne do siny i odpowie-
dnio do A, i A,. Plaszezyzna, o pochyleniu vy,” na ktory
wywiera si¢ ci$nienie przedstawione przez potsrednice D tej
elipsy, przecina sie z jej plaszczyzng zy podlug prostej

2. )

r e i

rownoleglej od styeznej do krzywej majacej za rOwnanie

2
9 B B e ] o
(24) A1+ A, L)

w punkeie gdzie ja spotyka, pomieniona wyzej, polsrednica D.
Rownanie (24) przedstawia elipse jezeli A, i A, sa tego sa-
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mego znaku ; dwie hyperbole sprzezone, jezeli A, i A, sa znakow
przeciwnych. W tym drugim przypadku, jezeli D ma za

rownanie
A
== \/_’
Y : )

warto$¢ D przedstawia cisnienie styczne, wywiecrajace si¢
na te plaszezyzng o pochyleniu v, ktorej ta prosta jest Sladem
na plaszczyznie xy.

Rozmaitym pochyleniom y odpowiadaja elipsy podobne
(23); dla najwiekszego, Y:Z;, plaszczyzna o jest prostopa-
dia do plaszczyzny cinieni, a elipsa jej odpowiadajaca ma za
rownanie

x2 y2
— i '1 .
A12 =t A22 ’

dla najmniejszego, y =0, rOwnanie (23) daje

@ g
A—’z = 'A"z =0,

zkad wyp‘ada
z=0, y=0,

zgodnie z zalozeniem ktoresmy wyzej zrobili. Widzimy zatem,
ze zamiast elipsoidy ci$nieni posiadamy teraz plaszczyzne iy
elips (23) ktorych osie majp za wielkosei A,siny i Agsiny i
przybieraja wszystkie posrednie warto$ei, zawsze do siny i do
Ay 1 A, proporcyonalne, poczawszy od zera az do A,, A,;
plaszezyzne te nazwiemy blasskq eliptycsng cisnier. Wszystkie
te wypadki otrzymalyby si¢ takie z uwazania blaszek elip-
tycznych i hyperbolicznych, do ktorych sie sprowadzaja po-
wierzchnie (18) i (21), gdy A,=0, ttomaczac zrecznie nie-
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oznaezono$¢ pozorng plaszezyzn stycznych do brzegow tych
blaszek, ktore sa nieskonczenie krzywemi.

25. Przypadek jednego ci$nienia gidwnego. — Przy-
padek w ktorym dwa ci$nienia gléwne nie istniejp (A,=0,
A;=0), t.].istnieje jedno tylko cisnienie glowne Aj, nie
przedstawia zadnej trudnoSci; na rozwigzanie jego zupelne
wystarczaja same rownania (1). Podlug tego twierdzenia,
w przypadku o ktorym mowa, wszystkic ciSnienia sg skiero-
wane podlug tejsamej prostej L, co cisnienie glowne ijedyne
A,; ci$nienie wiec wywierajace sie na element plaski o, kto-
rego normalng jest /, otrzymuje si¢ rzucajac A na/, i od-
cinajac rzut otrzymany na L. Oznaczywszy przez cos(L, /)
dostawe kata ktory dwie proste Ui / z soba tworza, warto$cia
cisnienia ma jednostke elementu plaskiego o jest ilo$¢
Ajcos(L, /). Zamiast wigc elipsoidy cisnient posiadamy od-
cinki A cos (L, /) rachowane w kierunku prostej L od tego sa-
mego punktu M, i przybierajace wszystkie posrednie wartosci,
zawsze proporeyonalne do cos(L, /) 1 do A,, poczawszy od zera
az do Ay; proste te o diugoSci A nazwiemy wiazka cisnien.

Jezeli dwa pierwiastki rownania (14) sa sobie rownemi,
powierzchnie (18) i (21) staja si¢ obrotowemi, a wszystkie
pofsrednice nalezace do rownika elipsoidy (18) przedstawiaja
ciSnienia normalne. Jezeli zas wszystkie trzy pierwiastki
rownania (14) sa sobie rownemi, powierzchnie (18) i (21) sa
kulami; wszystkie wtedy ci$nienia s normalne i posiadaja
te same wartosé.

26. Ogolne uwagi. — Wypadki trzech pierwszych lekeyyj,
litoreSmy nastepnie sprowadzili (Lek. TV) do przypadku
roOwnowagi zmyslonej lub prawdziwej, zawieraja si¢ w rOwna-
niach (1), (2) [47] i (16) [IV, 19]. Pierwsze strony rownar (1)
[17] przedstawiajp skladowe sit dzialajacych na kazdy punkt
ciata podezas gdy pierwsze strony rownan (2) [17] saskladowe-
mi ci$nienl wywieranychna elementa plaskie przypadajace nie-
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tylko na powierzehni ciata, alei w kazdym jego punkecie.
Przez przerobienie rownari (1) i (2), tak rozumianych, otrzy-
malismy [1'7] wazne twierdzenie o rownowadze ciala, okresla-
jace jego mechaniczny charakter w stosunku do ciata szly-
wnego; ztad twierdzenie to mozna uwazac jako definicye ciala
naturalnego. W rownaniu (16) [19] zawicra si¢ zasada pracy
mechaniczuej, na ktorej opieramy caly wyklad mechaniki
czgsteczkowej; rownanie Lo wraz z rownaniami (2) [17] daje
twicrdzenie ustepu [21], o naturze tejze pracy, charakteryzu-
jace pod wzgledem analityeznym warunki ruchu lub réwno-
wagi ciala naturalnego. Dwa twierdzenia [17] i [21] definiujp
kompletnie nature ciala niesztywnego wsposob jasny i tatwy
do zrozumienia. Do liczby tych twierdzienn nie zaliczamy
jeszeze jednego [22] (o istmieniu w kazdym punkecie ciala
jedynego ukladu prostosciennego trzech elementow plaskich,
podlegltych tylko ci$nieniom .normalnym), z przyczyny, ze
mamy zamiar znacznie go uogolnié, lub wlasciwiej, dowiesé
na jego podstawie, twierdzenia o powierzchniach izostatyeznych
ktorego jest szczegblnym przypadkiem. Badania te, wyma-
gajace znajomosci wspohrzednych krzywokreslnych, wylozo-
nemi beda na wlasciwém miejscu.
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LEKCYA VI

Definicya blony i jej elementu. — Praca mechaniczna jednostki elementu blony, —
Glowny charakter blony. — Réwnania ruchu i rownowagi, — Przypadki szczegolne.

27. Definicya biony i jej elementu. — Rozbhierajac
szezegoOlne przypadki rownania (14) [V, 22] dajacego cisnienia
glowne, dwa pomiedzy innemi widzielismy : pierwszy gdy
dwa jego pierwiastki sa roznemi od zera [V, 24], drugi gdy
jeden tylko z tych pierwiastkow jest roznym od zera [V, 25].
W lekeyi biezacej i dwoch nastepnyeh zamierzamy wynalezé
przypadki te w naturze, t. j. przedstawié takie ciala, w ktorych
istnieja tylko albo dwa cisnienia gtéwne, albo jedno cisnienie
gtowne. To nas doprowadzi do definicyi blony i wtikna.

Wiadomo [II, 6] ze glowne zadanie mechaniki czasteczkowe]
sprowadza si¢ do wyznaczenia (rzech funkeyj (v, v, w) czterech
zmiennych (z,y, z,t), w przypadku ruchu, lub trzech zmien-
nych (z,y,z), wprzypadku rownowagi; lecz mozna si¢ ro-
wniez pytaé o trzy funkeye (u, v, w) trzech zmiennych (z, 7, t)
lub dwoch (z, y), a nawet o trzy funkeye (u, 2, w) dwoch tylko
zmiennych (z, ¢) lub jednej (z). Zacznijmy od przypadku
pierwszego.

Jezeli trzy funkeye w,v,w zaleza tylko od trzech zmiennych
ryy, t, wartodei ich odnosi¢ si¢ moga do punktow pewnej
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powierzchni, danej przez rownanie
(1) =1(%y);
a jezeli zgodzimy si¢ jeszcze nadac tej powierzchni grubosé bar-
dzo mala ¢, rachowang w kierunku jej normalnej i zmienng od
punktu do punktu, to cialo, ktérego odksztalcenia przedstawiaja
zalozone funkeye «, v, w, posiada dwa wymiary znaczniejsze
wedtug powierzchni (1) i jeden wymiar e bardzo maly wedtug
normalnej do tej powierzchni, t. j. przedstawia bone ksztattu
(1) o grubosci e. Zakladamy rowniez, ze powierzchnia (1)
rozdziela wszedzie grubo$é e na dwie réwne czesci, i ze kaz-
de dwa elementa dwoch powierzchni biony, przypadajace na
skrajnosciach grubosci e, sg rOwnolegtemi do elementu po-
wierzchni (1), ktory przypada w $rodku tej grubosci.
Oznaczajac przez my, ny, p,, dostawy katow kiore normalna
do powierzchni (1) tworzy z osiami x, y, z i zakladajac

A=V (E) + ()

mamy jak wiadomo

9 m—_!.ii? n———iﬂ —-l..
@) Sndees 1 L i hdy’p_h’

element powierzchni (1) posiada wartosé

dady \/74_ (d" (d"> = dzdyh

a objetosé elementu blony (1) wyraza sig przez

dxdy he,

albowiem e jest jej gruboseig.

28. Praca mechaniczna jednostki elementu biony. —

Szesciu ilosciom zgu . w)) od kiérych zalezy praca mecha-
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niczna jednostki elementu w przypadku najogélniejszym [I1I,
12, (3)], odpowiadaja teraz ilosci

du’ sdu ot di d iy
3 s By Bt SR e Gete
) & &y d d &y &
praca wiec mechaniczna P jednostki elementu blony jest
funkeya pigciu ilosei (3) a przyrost jej P ma postaé

Tl g SO Jdw
| Nlo;ﬁ_ + Tlo@

g . o0 Jdu
(4) P={ + N3+ T

i d
+T“°<d_;+¢_;)

\

\

Funkeye u, v,w, zalezne od dwoch zmiennych «, y, uwazac
wlaSciwie wypada jako zalezne od trzech ilosci z, y, z, rozu-
micjpe przez z druga strone rownania (1). Z tej przyczyny
ilosci (3) przedstawié¢ mozna jak nastepuje

du _du b_z_tiif
R IR T
do 0 o
dy_by+bz dy’
do_do Y ds
=y T zdy

dv dw w dz

7 i T

We R T hE . W8
PV Tt VIR VIR T Vi TR P

gdzie dwa znaki (d, d) rozniczkowania funkeyj u, v, w. odroz-
niaja pochodne zupelne od pochodnych czastkowych.
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Zastepujac w przyro§cie (4) ilosci (3) przez drugie strony
otrzymanych teraz rownar i pamietajac ze rozniczkowanie
stosuje sie tylko do funkeyj u,v,w, znajdujemy bardzo tatwo

du dz dz LT
N‘SD—E+<T v +N,dy) AP I 5

L) LY dz dz !

P = +N,ob—y+T,OD (N d—+T3d> ;
dz dz du

+(mE+2E) w6

a ze [12(3)] cisnien (N;, T,), wjednym punkcie jakiegokol-
wiek ciala, jest najwyzej szes¢i kazde z nich, w przyroScie
pracy mechanicznej jednostki elementu, mnozy odpowiednig
sobie ilo$¢ z szeSciu nastepujacych

du v dw v dw dw . du Au = W
B 30 305 SE DO RSB LS i a(_+_
oz’ oyl Wt D:+by e %)\ X&)’

pomiedzy wspotezynnikami przyrostu 8P zachodza, 7 tej przy-
czyny, zwiazki

Py it (l-' ([..
\ l’—13d£+N’d—y’
: dz dz
5 4 —N S
5) <« IV — \1dL‘ Ty d]/’
| N, el di o tide

dz dz (dee
SRl e %y, (: .
*dr 'dy dx Sdedy " \dy
Trzeci ze zwiazkow (5) daje cisnienie N, i zarazem pokazuje
ze warto$¢ jego jest w ogolnoSei rozna od zera. Wyraz wiec
dw
’\307[—, jako przyrost pracy mechanicznej pochodzacy od
istniejacego cisnienia Ny, zachodzi¢ powinien w przyroscie (4),
niedostatek za$ tego wyrazu pochodzi¢ jedynie moze z przy-
czyny rownosci
~dw

d~0
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Ldw lu
Poniewaz ¢ 64— oznacza wszelki mozliwy przyrost liezby — 7

<

a warto$¢ jego jest zerem, pomieniona liczba nie moze zadnym
sposobem zmienia¢ swojej wielkosci, co wtenczas tylko ma

miejsce gdy i@ jest stalem. Lecz praca mechaniczna P jedno-
stki elementu blony zalezy tylko od pieciu ilosei (3), liczba

dw
wiec stala — F oY od ktorej taz praca nie zalezy, a powinna takze
zalezy¢, musi by¢ rowna jednosci; albowiem tylko jedno§é
jest taka iloscia od ktorej kazda funkcya moze, w jakikolwiek-
badz sposoh, jednoczesnie zalezec i nie zalezeé¢, bez naruszenia
swojej warto$ei. Ztad oczywiscie wypada rownanie
dz = dw

dajace

I=w—+c,
gdzie ¢ jest iloscia stala. Biorac za plaszczyzne wspotrzednych
xy plaszezyzne z—¢, posiadamy, jednoczes$nie z trzecim zwigz-
kiem (5), zwiazek
(6) 7 =l

zamieniajacy dwa pozostale na rownania

dw dw
=)
()
dw dw
T’—"N"cI_J;+T“dy'

Otrzymane teraz wypadki (7) pozwalaja wyznaczyé ksztalt
funkeyi P wyrazajacej prace mechaniczng jednostki elementu
blony. Jakoz, zakladajac

a~(2 l)—-@ c_iu_ v c(_(lw B_dw
Tde e WA TR Wl i

http://rcin.org.pl



70 CZESG ROZNICZEOWA

mamy na mocy przyrostu (4)

dp o L P - gP . dP
Va—%7 Nz—%? Ts—a? ;) Ti——%: Ta—-ii—u'a
a z przyezyny zwiazkow (7), znajdujemy dwa jednoczesne
rownania

dpP dP

B & bp’
(8)

ap- dP

o {3,

posiadajace za calke, szukang funkcye P.

W przypuszezeniu ze funkeya P jest catka pierwszego tylko
z rownan (8), znalezlibySmy

9) P=F(0,, wy),
gdzie
1.
w, = b —+ éfi petty=—\C ~ aB;
sa catkami dwoch rownan jednoczesnych

a F oznacza funkcye dowolng; w zalozeniu za$ ze funkeya P
sprawdza tylko drugie z rownan (8), mielibysmy

(10) P:F(wl’ ‘”s)a
gdzie

1
w,=a -+ éag, wg=C—af,
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sa catkami dwoch rownan jednoczesnych

Obie wiec funkeye (9) i (10) zalezg od tej samej funkeyi g,
i oprocz tego, funkeya (9) zalezy od w,, niezawierajacego w so-
bie (a, ¢, «) zmiennych niezaleznych drugiego z roéwnan (8),
podeczas gdy funkeya (10) zalezy od w,, niezawierajacego w so-
bie (b, ¢, #) zmiennych niezaloznych pierwszego z rownarn (8).
Ztad oczywiscie wypada ze tylko funkcya

P=F(u,, o, ms)iF(a + %a’, b +éﬁ2, ¢+ ap>
sprawdza oba réwnania (8), a zatem, ze jest szukang ich catka. .

Przywracajac pierwotne znaczenia ilosciom a, b, ¢, o 1 8,
znajdujemy nastepujace bardzo waine twierdzenie: praca
mechaniczna P jednosthi elementu blony wyraza sie, w uktadzie
prostokatnym, przez druga strone réwnania

A1) P =—H

du  A(do\t do | V(e du_ dv  dvdo)
dzx E’(dx "dy T 2N\dy) 'dy  dx dedy)’

rozumiejac przez F funkeye zaleing od natury ciata z ktorego btona
jest utworzong.

29. Glowny charakter biony. — Mnozac rOwnania (5)

przez % . znajdujerhy na mocy zwiazkow (2)

S mN, + n,Ts + p,T, :O.,

(12) m, Ty + n,N; + p,T, =0,

[ mT, +nT, + p,N; =0; y

pierwsza formula (i2) otrzymuje sie z drugiej (3), druga (12) (.1"\ 4

‘J' aﬂn, :‘Q}\.

\".‘\ ‘ \ 7 “\“é" »
A\ K
A
A

\t N
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z pierwszej (5) a trzecia (12) ztrzeciej (5). Poniewaz ilosci
(my, ny, p,) (2) sa dostawami katow ktore normalna do powierz-
chni (1) tworzy z osiami wspotrzednych, rownania (12) wyra-
zaja, podiug twierdzenia (5) [III, 42], Ze elementa plaskie btony,
styczne do powierzchni (1) nie doznaja zadnych ci$nien i ze
cisnienia wywierane w tym samym punkcie na pozostate ele-
menta, dzialaja w plaszczyznie stycznej do powierzchni (1).
gy
dx  dy
(5) otrzymujemy na rownanie wypadkowe

Przez wyrugowanie dwoch ilosci == z trzech zwiazkow

NyN;N, +2T, T, T, =N, T, + N.T,2 + N, T,

i ostatni wyraz rOwnania (14) [22] dajacego cisnienia glowne
jest zerem. Skladajac ten wypadek z wypadkiem poprzedzaja-
cym (12), gtowny charakter blony okre§li sie jak nastepuje:
w kazdym punkeie blony jedno s cisnien gtiwnych (cisnienie na
element styczny do blony) jest zerem, a wszysthkie inme cisnienia
dziataja w plaszczyznie stycznej do btomy, z ktéra sie schodsi
ptaszezyzna eliptyczna cisnien.

30. Rownania ruchu i rownowagi. — Oznaczywszy
ksztatt pracy mechanicznej jednostki elementu [28] i glowny
ckarakter btony [29], przystepujemy do wyznaczenia warun-
kow jej ruchu i rownowagi. Szukajmy w tym celu przyrostu
pracy mechanicznej tej czesci blony (1) ktora jest ograniczong
walcem zamknietym, rownolegtym do osi z i majacym za ro-
wnanie

(13) o(z,5)=0.

Catka podwojna f f dxdy he 3P, rozumiejac przez 6P druga

strong réownania (4), wzieta w granicach krzywej (13) na
plaszezyznie xy, jest oczywiscie szukanym przyrostem, ktory
takze, za pomoca znanej metody catkowania przez czesci [11,9],
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przedstawi¢ mozna jak nastepuje

| (dheN, d/tsT &
dx tly

ffdxdyksop —ffdl(lJ i <d/;€'1 (l/:le’\l
£ )/

5 <d}lsT dkeT1 8
dx dy

(N,cosx + Tyeos8)su §

C

|
|
) 2

+fd31k5 -+ (Tycosx —+ N,cosp)dn

=+ (Tscosx -+ T,cosf)dw
gdzie ds, oznacza element fuku krzywej(13) a« i 8 sg katami
ktore normalna do tego elementu tworzy z osiami z i y.

Nazwijmy przez p gestos¢ blony wpunkeie Ma przez X, Y,, Z,
sktadowe, wedlug osi z,y,z, sity dzialajacej na jednostke
jej massy w tym samym punkcie. Roznice

& d*v d?w
p(XO - Eti‘> dzdyhs, 9<Y0-— dT,)dxdgbs, p( . Tt’;)dxdyhe

sa, jak wiadomo [II, 10], rownemi odpowiednim wspolczynni-
kom ilosci 3w, dv, dw pod catka podwojna w drugicj stronie
rOwnania (14). To daje, po opuszezeniu wspolnego czynnika
dudy,

dheN, dhsT.,
e 5 + hep X, = /zsp d—-
: dhe'T, (l/za dheN, d*v
(15) 5= dJ + hep Y = hep 5
dhe'T, d/z It d? w.
4 _d—./— + hepZy == hep — —
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rownania ruchu w kazdym punkeie blony. Zastepujac w trze-
ciem z nich ilosei T, i T, przez drugie strony rownan (7), wy-
konywajac nastepnie wskazane rozniczkowania, uwzgledniajac
dwa pierwsze rOwnania (15) i dzielac otrzymany wypadek
przez he, grupa (15) przechodzi na uklad rownan

[ dheN, d/u 5 d*u

| } ' = —

; - d./ - Ne X /lao e 5
dheT, d/ts\l

teNy
o dJ + hepY, _,‘EPds’

d*w d*w d? w_ dw dw
o< N —_— -
N G + 2o+ N <z —X, Y, dy)

i (d’w du dw  d* th>

(16)

W TF L el

Wspotezynniki iloSei 3u, v, dw pod catka pojedyncza w dru-
giej stronie rownania (14) sa skladowemi, wedtug osi z, y, 3,
cinienia wywieranego na element dshe powierzchni boczine
blony, ktora jest, podlug zalozenia, powierzchnig walcowq
(13). Nazywajac te skladowe przez ds,he X, dshe Y,, dsheZy, i
uwzgledniajac zwiazki (5) 1 (6), mamy

N, cosx + Tycosp =X, ,

(17) T,coso + N cos{i E= Y,

X1 T e Y, d_ = »

Poznawszy znaczenie rownan (17), lub wiasciwiej, ilosci Xj,
Y,, Z, latwo jest teraz ograniczy¢ blone, nie powierzchnia
walcowa rownolegla do osi z, ale jakabhadz powierzchnig roz-
wijalng, majaca np. za rownanie

(18) Y(z, y, 5)=0.

Oznaczajac przez m, n, p dostawy katow ktore normalna
zewngtrzna powierzchni (18), w punktach wspolnych z po-
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wierzehnia (1), tworzy z osiami wspolrzednyeh, i nazywajac
przez X, Y, Z skladowe, wedlug tych osi, cisnienia wywiera-
nego na jednostke elementu dw tej nowej powierzchni bocz-
nej, mamy na mocy twierdzen (5) [12], (3) i (6) [28]
mN, + nT; + pT, =X,
mTy + 2N, + T, =Y,

p Tin NG L
dr dy

(19)

i calke pojedyncza, w drugiej stronie rownania (14), nalezy za-
stapi¢ catka pojedyncza

f do> (X 50 -+ Yoo + Z3w),

w ktore] X, Y, Z sa pierwszemi stronami rownan (19). Leez,
jezeli powierzchnia rozwijalna (18) przecina pewierzehnie (1)
wszedzie pod katem prostym, wypada na moey réownar (2)
1(6)

(20) p=m———+n

warto$cia za$ elementu dw jest eds, rozumiejac przez ds ele-
ment tuku krzywej ograniczajacej powierzchnie (1). Rowna--
nia (19) daja wtedy, na mocy zwiazkow (2), (3), (6) i (20),
grupe rownarn

dw)\? dw dw

”
+n[T,+N @@+T3(dw> J=X,

'z dy \dy
(@1 N oy e
) m[T3+T3 (d/c N7

, dw\*
—+—n[N,—4—T,‘;—Z:%/uf-e—N2 (%)]:Y,

dw dw
SE S —_ =2z
de+Ydy s
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catka zas pojedyncza w rownaniu (14) zamienia si¢ na catke,
. .

takze pojedyncza,

(22) fsds(XSu + Ydv + Zéw) ,

w ktorej X, Y, Z oznaczaja pierwsze strony rownan (21).

Ten drugi przypadek jest najodpowiedniejszym definicyi
blony. Z przyczyny ze powierzchnia (18) jest rozwijalna i prze-
cina powierzchnie (1) wszedzie pod katem prostym, clement
eds powierzchni boeznej zalezy tylko od tuku krzywej, powierz-
chnie $rodkowa (1) ograniczajacej, i od grubo$ci blony; ztad
obie catki, t. j. catka podwojna i catka pojedyncza (22), w dru-
giej stronie rownania (14) zachodzace, zawieraja w sobie te
tylko elementa btony, ktore do jej definicyi naleza.

W rownaniach (16) i (21) nalezy jeszcze zastapi¢ cisnie-
nia N,, N,, T, przez odpowiednie pochodne funkcyi P (11)
wzgledem iloSci - d—“+‘£ Podstawienie to zamie-

T dz’ . idy.. Ay g
nia rOwnania (16), pierwszego rzedu wzgledem N,, N,, Ty, na
rownania rzedu drugiego wzgledem funkeyj u, v, w, podczas
gdy rownania (21) staja sie tylko rownaniami rze¢du pier-
wszego. Catki wiee (u, v, w) rOwnan rzedu drugiego (16)
sprawdza¢ jeszcze powinny warunki rzedu pierwszego (21),
na powierzchni bocznej btony. W wielu bardzo przypadkach
powierzchnia boczna blony jest nieruchomg, warto$ci zatem
calek u, v, w sa na obwodzie powierzchni (1) zerami, a dru-
gie strony rownarn (21) daja cis$nienia, ktore nalezy zrownowa-
zy¢ na powierzchni bocznej blony azeby pomieniony warunek
otrzymac. Jezeli zas powierzchnia boczna blony jest wolng, i
jezeli blona znajduje si¢ w $rodku wywierajacym cisnienia
normalne na wszystkie jej punkta, ci$nienie na powierzchnie
jej boczna jest takze normalnem i wogolno$ci nieoznaczoném.
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Wartoscia jego jest

mX +nY + pZ,

warunek zas ze jest normalnem wyraza si¢ zaktadajac

d\;: dy
p +Y = +ZE_O

Z przyczyny rownania (6), funkeya

w=f(x, y, t)

wyobraza rownanie powierzchni srodkowej blony, a z tego
powodu, po zcalkowaniu rownar (16) z warunkami (21), nie
znalibysmy jeszcze jej ksztattu do ktorego si¢ znalezione war-
tosci funkeyj u, v, w, odnosza. Azeby ksztalt ten oznaczyc,
nalezy zatozy¢ rownowage uwazanej btony, t. j. zastapi¢ zerami
drugie strony rownan (16). Cisnienie normalne

mX + nY + pZ,

w czasie ruchu nieoznaczone, jest w czasie spoczynku ci$nie-
niem oznaczonem F; ztad grupa rownan (21) daje, na mocy
zwiazku (20), dwa tylko rownania

' dw L dw dw
| m [\I-—b +N, (u) +13d—x%J

| dwdw 5 fdw\? ;
+n[’13+ \‘dx & —+ T, <@> B—()

;  [dw dw dw
m[l‘ + T <{‘L> -+ NEZZI c_l?:l

dw dw 0 r]_u_ :
Sde dy (/ly

[\I —F+T,—

\
albowiem trzecie rOwnanie (21) zamienia sie na tozsamosé

Calki (u, v, w) rownan (16), zcatkowanych w tém nowém za-
tozeniu, sprawdzajace warunki (23), nie zalezg juz od zmien-
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nej 7, a ztad funkeya

w=f(z,y)

wyobraza ksztalt blony (1) do ktorego sie warunki (16) jej
ruchu odnosza. Oczywistem jest takze, ze przypadek roéwno-
wagi blony (1) traktowaé mozna nierownie ogoélniej, zaklada-
jac na cisnienia X, Y i Z w rownaniach (21), jakiekolwiek
wartosci.

31. Przypadki szczegélne. — Jezeli wszystkie punkta
blony poruszaja sie po liniach prostych wzgledem siebie ro-
wnolegtych, to biorgc kierunek ich za kierunek osi z, mamy
oczywiscie

W==0,  v=0,
S A dw ; dw
zkad cisnienia Ny, N,, N, zaleza tylko od - & Grupa ro-
wnat (16) sprowadza sie wtedy do jednego
d*w d*w d*w dw duw d*w
(24) Ni (1 3 2Tam+ NQW—F P(ZO i ol XO_(ZZ—YOdy) f[ta

ktorego catka w powinna zamieniaé¢ tozsamosciowo, pierwsze
strony dwoch pozostatych, na zera.

Przypadek ten ma bardzo waine zastosowanie w badaniu
drgania blony plaskiej Iub blaszki plaskiej, jak to ma miejsce
w bebnie gdzie blona, we wszystkich kierunkach jednakowo
wyciagnieta, drga‘z powodu uderzeni paleezka; lub w klarne-
cie gdzie blaszka, w jednym koricu stale umocowana, porusza
sie peryodycznie, pobudzana do tego silnym pradem powie-
trza. Oba te przypadki, jako nalezace bhardziej do czesei cathko-
wej, rozebranemi tam bedg szezegotowo.

http://rcin.org.pl



LEKCYA SIODMA 79

LEKCYA VII

Formuly pomocnicze. — Definicya wiokna i jego clementu, — Praca mechaniczna je-
dnostki elementu wlokna, — Glowny charakler wiokna.

32. Formuly pomocnicze. — Mnozac trzy ostatnie ro-

wnania (12) [1V, 18] przez é i zakladajac

ﬂ: Dy, d_v‘_—Dev l_[ll_‘: D,

v dy dz

d du 0
dostrzega sig bardzo latwo, ze prawo zmieniania si¢ okoto
punktu M, wartosci szesciu ilosci (D;,B;) jest zupelnie takie
same jak prawo zmieniania sie warto$ei szeSciu cisnien (N;, Ti);
albowiem tak przeksztalcone rownania (12) [18] niczem si¢ nie
roznig od rownar (15) [18]. Podobnie wiec jak elipsoida
cisnient (N;, T) istnieje takze elipsoida ilosci (D;, 8;), ktorg
nazwiemy elipsoidg odksstateer i do ktorej stosuja si¢ wszystkie
te whasnosei, ktoresmy o elipsoidzie ci$nient w lekeyi Viei wylo-
zyli. Z pomiedzy tych wlasnosei, przypominamy jedna [V, 24]
na mocy ktorej ilosei (D, E;) sa rzutami na osie wspolrze-
dnych trzech srednic spraezonych, odpowiadajgeych trzem scia-
nom, elementu dzdydz, prostopadlym do pomienionych osi.

Réowniez takze, jak w elipsoidzie cisnienn [V, 22], istnieje
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80 cZESC ROZNICZEOWA

jedyny uklad srednic do siebie prostopadiych, t. j. uktad ost
elipsoidy odksztatcen, w ktorym mamy

(s B =08 8 =0 I =—(:
Jezeli wiec elipsoida jest kulg, oprocz rownosci (1) posiadamy
~ jeszeze nastgpujace
D, —Dy=0D;,
albowiem w kuli wszystkie trzy osie sa sobie rownemi.

Przypusémy teraz ze wartosci ilodci (Dj, E;) nie zaleza od
pofozenia ukladu wspolrzednyeh, t.j. ze sa niezmiennikami.
W zalozeniu takiem, wszystkie uklady Srednic sprzezonych sa
jednakowemi, co ma miejsce tylko w kuli, a zatem, jezeli ilosci
(Dyy Ey), sa niezsmiennikami, jest zawsze jednoczesnie

D‘:D2=D3,
Hi—0 JH—=0SaR—0,

Biorac zamiast trzech funkeyj (u,v,w) dwie tylko v i w, iza-
miast szeSciu ilosei (D;, E;) trzy nastepujace

dv dw © 1/dv dw
D=7, D= b1=§<m+@>;

elipsoida odksztalcenn zamienia sie na elipse odksztatcer poto-
zong na plaszcezyznie rownoleglej do plaszezyzny yz. Elipsie tej
odpowiadaja ilosci D,, Dy, B,, w podobny sposob jak elipsoi-
dzie odpowiadaja ilosci (D;, E;); jezeli wige trazy ilosci Dy, Dy, B,
sq naezmiennikami wzgledem y @ =, jest réwnies

2) De=D,, E,=0,

i elipsa staje sie kotem.

33. Definicya wiokna i jego elementu. — Jezeli trzy
funkeye u, v, zaleza tylko od dwoch zmiennych z, ¢, warto-
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Sci ich odnosi¢ si¢ moga do punktow pewnej linii krzywej,
danej przez rownania

VESAC)
{1= fla);

\

(3)

a jezeli zgodzimy sie jeszcze azeby przecigcie normalne krzy-
wej (3) posiadato bardzo mate pole », zmienne od punktu do
punktu, to cialo, ktorego odksztalcenia przedstawiaja zalozone
funkeye u, v, w, posiada jeden wymiar znaczniejszy wedlug
krzywej (3) i dwa wymiary bardzo male wedlug przeciecia o,
t.j. przedstawia widékno ksztaltu (3) o przecieciu w. Zaklada-
my rowniez, ze krzywa (3) spotyka przeciecie poprzeczue o
zawsze w jego srodku ciezkosci.

Oznaczajac przez ds element fuku krzywej (3) i zakladajac

L) _’d.z/2 dz\*

mamy oczywiscie
(4) ds=hdz,

a ilosel

de 1 dy_1dy di_1ds

) TR (A R TN

sa dostawami katow, ktore styczna do krzywej (3) tworzy
z osiami wspolrzednych.
Objetoscia elementu wiokna (3) jest
wds=hwdzr,
albowiem ® jest polem normalnego przecigcia wiokna.
34. Praca mechaniczna jednostki elementu wiokna.
d(v, u, w)

— SzeSciu ilosciom -

e Rk od ktorychzalezy praca mecha-
(23"Y3z)

6
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82 CLESC ROZNICZKOWA
niczna jednostki elementu w przypadku najogolniejszym [111,
12 (3)], odpowiadaja teraz ilosci
) do  dv  dw
6 . QUi 1 L g
©) i dre de-
praca wiec mechaniczna P, jednostki elementu wiokna, jest
funkeya trzech ilosci (6) a przyrost jej 8P ma postaé
(1) P—N8~+T30—+Tgo@
dx

Funkeye u,v,w zalezne od jednej zmiennej x, uwazaé whasei-
wie wypada jako zalezne od trzech ilosci «, y, z, z klorych dwie
y iz sg funkcyami zmiennej «, danemi przez drugie strony ro-
wnat (3). Z tej przyczyny ilosci (6) przedstawi¢ mozna jak na-
stepuje

aui Ou +b_u dy  du ds

de dz  dydr 2z dx’

dv: o dy: . 00 Wz

_—— - — = — —

dee & Dy ds "% &’

dw _dw  dwdy | dw dz

dz= % T dyds " % dw

gdzie dwa znaki (d, ) roziczkowania funkeyj u, v, w, odroi-
niaja pochodne zupeine od pochodnych ezastkowych.

Zastepujac w przyroScie (7) ilosei (6) przez drugie strony
otrzymanych teraz rownai i pamigtajac ze rozniczkowanie 5
stosuje si¢ tylko do funkeyj u, v, w, znajdujemy bardzo tatwo

[ du dz \Lv

Niab_ + T + T, d‘/ Ey dw

sdc 2 2dr D‘/i

P = 'rdi’/“; T8 'le‘

' T \
+ T, 2 53 Nd” °j+'r,a_

nla

</
<

9z Ydz *

o |

/
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a ze [12 (3)] cisnien (N;, T;), wjednym punkeie jakiegokolwiek
ciala, jest najwyzej szes¢ i kazde znich, w przyroscie pracy
mechanicznej jednostki elementu, mnozy odpowiednia sobie

ilos¢ z szesciu nastepujacych
v du v
(aﬁu)’ S(Dg \x)

5 du dv J v L dw
D.Z‘ @’ ! z 3z \y

pomiedzy wspétezynnikami przyrostu 8P zachodza, z tej przy-

czyny, zwiazki

’ YT
(T=T7 dr il dz’
d . dz
(8) )Ni:Tsd-_:l{:‘: T _Nid Y
dz d
\ S T y vy da
z ktoryeh zapisujemy oddzielnie dwa nastepujace
2idz
T2 = Ni E/L-‘ 9
9)
—-N%.
=N I

Pozostale rownania (8) daja cisnienia N,, Ny, T, 1 zarazem poka-
zuja ze warto$ci ich sp w ogodlnosei roznemi od zera. Wyrazy
wiec

N dw /dv dw>

— N.D
N,O tly 9 1\ [l.. \d'

jako przyrosty pracy mechanicznej pochodzace od istniejacych
cisnien N,, Ny, T,, zachodzié powinny w przyroscie (7) ; nie-
dostatek za$ tych wyrazow pochodzié jedynie moZe z przyczy-
ny rownosei

L dv L dw s [dv  dw

b) ; 8—=0, &§(—+-—)=0.

dy dz dy
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: Ry A L ) : )
Poniewaz 8-——, 08—, &(—-+-—) oznaczaja wszelkie
dy dz dz L idy

dv dw dv | dw Lhis
o , —, = —+-—, a warto$ciich
dy’ dz’ dz  dy

sa zerami; pomienione liczby nie moga zadnym sposobemn:
zmieniaé swoich wielkosci, co wtenezas tylko ma miejsce gdy

ilogci, ktore oznaczamy jak nastepuje

mozliwe przyrosty liczb

dv o, i dv  dw
it -8 1 s — — —9R
dy D:, dz Yy dy B

sa stalemi. Liczby stale D,, D,, B, niezalezne ani od natury
wlokna, ani od polozenia ukladu wspolrzednych, sa oczywi-
$cie niezmiennikami, i mamy na mocy twierdzenia (2)
e —_— e e
e The=—cui Gl —0¢
Lecz praca mechaniczna P jednostki elementu wiokna zalezy
tylko od trzech ilosci (7); liczba wige stala ¢, od ktorej taz
praca nie zalezy, a powinna takze zalezy¢, musi by¢ rowna je-
dnosei; albowiem tylko jednoscé jest taka iloscia od ktorej kaz-
da funkeya moze, w jakikolwiek badZ sposob, jednoczesnie
zalezy¢ i nie zalezy¢, bez naruszenia swojej wartosci. Ztad
wypadajg rOwnania
dy=dv, z=dw
dajace
(Tl SO S TR LA
gdzie ¢, 1 ¢gsp ilosciami stalemi. Biorac za 08 2% prosta y =2¢,,
z=¢,, posiadamy, jednocze$nie ze zwigzkami (8), warunki

(10) W) =1, ==y
zamieniajace dwa zwiazki (9) na rownania
dw
'l‘.) = N1 5l
» dx
(1)
. dv
3 & ‘(/.L'
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Otrzymane teraz wypadki (11) pozwalaja wyznaczy¢ ksztalt
funkeyi P, wyrazajacej prace mechaniczng jednostki elemen-
in wiokna. Jakoz, zakladajac
du dv dw
=—, b=, 1=
dx Bide Siids

mamy, na mocy przyrostu (7),

ap & aE 4 dP
N=g =g =g

az przyezyny zwiazkow (11), znajdujemy dwa jednoczesne
rownania

ap _ap -

dy " da
(12)

dian di

g da"’

posiadajace za catke, szukana funkeye P.

W przypuszezeniu ze funkeya P jest catka pierwszego tylko
z rownan (12), znalezlibysSmy
Aoy
P_F@+5M

" /

)

’ b : .
odzie funkeya @ + 57" jest catka rownania

dy __{_lﬁ

T v

a F oznacza funkeye dowolna; w zalozeniu za$ ze funkcya P
sprawdza tylko drugie z rownaii (12), mielibysmy

P:F(a-i—%{i?),

- e ; /
gdzie funkeya a -+ 9 g* jest catka rownania
dB da
™o
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Ksztalt rownan (12) pokazuje, ze funkeya P jest symetryczna
wzgledem dwoch iloSei §iy, z przyczyny wiec Ze pierwsze
z nich zalezy tylko od y a drugie od 8, jedyna funkeya

P:F<f1+ l{i -l-f)'y)
zadosy¢ uczyni¢ moze obydwom rownauniom (12), a zatem, jest
szukana ich catka. Przywracajac pierwotne znaczenia ilosciom
a, 6 i v znajdujemy nastepujace bardzo wazne twierdzenie:
praca mechaniczna P jednosthki elementv widkna wyraza sie, w ukia-
dzie prostokatnym, przez druga strone réwnania

du &, i <(i’_li 3+ <d”‘Y'
de 2 \d.’l‘) de 1)

rozumiejac przes ¥ funkeye zaleing od natwry ciota = ktorego
wtdkno jest utworzone.

(13) p—=F

35. Glowny charakter wiokna. — Wprowadzajac do
rownan (8) element ds Tuku krzywej (3) znajdujemy, najpierw

L . L

s A0S aw B T
N f[_i/ r!i lL dz £ i l[//
. “ds ds ¢ Y ds ’/s
i ol N AR il
ds s ds
a nastepnie, po podzieleniu przez iloczyn L % )
’ ‘ ds ds ds
Nl o N2 s N3 ’]“ rl‘i nisd Tﬂ e
(14) [de\* (dy\* ™ (dz\*" dy dz azdzr drdy
ds ) (ds) ds) ds ds dsds ds ds

gdzie T oznacza wspoing warto§¢ réwnych sobie stosunkow
(14).
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Ztad wypadaja rownania

/ e\ (dir\? dz\*
N::T(—- Ny=T (=), N,=T

\ ; ‘r/s/\/) il a5/ ! ds) ’
{ dz/ ds P __sz dix o [‘d.L‘ dy
(’a dab e i e Y e
dajace cisnienia (N;, T;) w kazdym punkecie wiokna, w funkeyi
dostaw katow, ktore styczna do krzywej (3) tworzy z osiami
wspotrzednyceh, i nieznanej jeszeze ilosei T. Azeby charakter
tej nieznanej wyznaczyé, nazwijmy przez X, Y, Z skladowe
wedlug osi wspolrzednych, cisnienia wywieranego na jednostke
elementu prostopadlego do krzywej (3). Dostawami katow
ktore normalna tego elementu tworzy z osiami z, y, = sa te
same ilosei,

dg . dy. dz

izl dstias’
ktore oznaczaja dostawy katow utworzonych przez styczne do
krzywej (3) z temiz osiami; stosujac zatem twierdzenie (5)
(111, 12] znajdujemy najpierw

X = d—‘-‘l S Ty ‘1” Lne
¥ d
e el 1,1// d:
Y__l‘,d + Ny oo T‘ds
o g (lo
— m RLTS, J V
Z=1% 7 + N, 2 e s
a nastepnie, wprowadzajac drugie strony rownan (15), otrzy-
mujemy
(/_1; ) (/y d»
X"T(T;’ »Y__T%, Z_T;E,

albowiem jest tozsamosciowo
'(1.1‘52 dy "
(BT % <(/s) (ds> 2
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Znalezione teraz wartosci na X, YiZ dowodza, Ze funkcya
T jest wartoscia cisnienia, wywieranego najednostke elementu
plaskiego, prostopadiego do krzywej(3), i ze kierunek tego cis-
nienia schodzi si¢ z kierunkiem stycznej do tejze krzywej, lub
co na jedno wychodzi, z kierunkiem normalnej do ele-
mentu. Funkeya T nazywa si¢ natezeniem wiOkna w punkcie M.

Oznaczmy przez m,n i p dostawy katow klore normalna
do krzywej (3) tworzy z osiami &, y, z i szukajmy skladowych
cisnienia, wywieranego w punkcie M wlokna, na element pla-
ski styczny do krzywej (3). Podlug przytoczonego juztwierdze-
nia (3) [12]i rownan (13), skladowe odpowiadajace jednostce
tego elementu maja wyrazenia

dos| Ldz ldy doNi s
mN, + nTy + pT,=T 13( +n7l_s—+p¢7s'>—0'
_mdy (, dz dy gy o
mTy + nN, + pT, T ( _+n;E+p%> =0,
i (l..( dx dy d)_ ¢
mT, +nT, +pN3_T(—1§ md—+ ;3 4 p=) =05

albowiem jest tozsamoScio o

([.1, r/1/+pc£_0

m& rl: is

z powodu wzajemnej prostopadio$ei stycznej i normalnej,
w tym samym punkeie krzywej linii (3). Wlasnosé la dowodzi
jednoczesnie dwoch rzeczy : najprzod, ze elementa styczne do
krzywej (3) nie doznaja zadnych ci$nien, powtore, ze ciSnie-
nia wywierane na pozostale eclementa dzialaja w kierunku
stycznej do krzywej (3).

dpisidy. oy 'de B ek "
Rugujac trzy ilosei —, -= 1 - 2z szesciu rownan (15
guj2 ds’ ds ds )
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znajdujemy bardzo fatwo
Ny +N,+ N;=T
MR — N BN N
N, N,—T%, =0, N;N,—T%=0, N N;—T%=0,
co daje
N, Ny + DNy Ny +N, N, —T*, — 1%, —T%,=0,
N,N,N, + 2T, T, T, — N, T*, —N, T*, — N; T%
=2(T, T, Ty — N, N, N;) + N, (N; N, — T%)
+ N, (Ng N, — T%) + N (N, N; — T%)=0.

Dwa zatem ostatnie wyrazy rownania (14) [V, 22] odpadaja
a ztad, jedno tylko cisnienie glowne T jest roznem od zera.
Skfadajac ten wypadek z poprzedzajacemi, gtowny charakter
wlokna okresli sie jak nastepuje : w kazdym punkecie wiikna dwa
s csmien. gtéwnych (cisnienia na elementa stycine do witékna) sa
zerami, a wszystkie inne cisnienia dziataja w kierunku stycznej do
widkna, 3 ktora sie schodzi wiazka cisnien.
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LEKCYA VII

Rowvaania rachn i rownowvazi wiokna, — Przypadki szezegolne, — Zakonczenie dzialu.

36. Rownania ruchu i rownowagi wiokna. — Ozna-
czywszy ksztalt pracy mechanicznej jednostki elementu
[VII, 84] i gtowny charakter wlokna [VII, 85] przystepujemy
do wyznaczenia warunkow jego ruchu i rownowagi. Szukajmy
w tym celu przyrostu pracy mechanicznej tej czeSei wiokna
(3) [VIL, 83] klora jest ograniczona dwoma przecigciami nor-

malnemi o' i »”. Calka pojedyncza f drhwiP, rozumiejac
¢ v,

przez 8P drugga strone rownania (7) [34]. wzieta w granicach
zmiennej z odpowiadajacych przecieciom o' 1 o’ jest oczy-
wigeie szukanym przyrostem, ktory takze, za pomoca znane]
metody calkowania przez czesci [II, 9], przedstawié¢ mozna
jak nastepuje

drxhwdP = |.dz gd/w)i\‘ ou -+ dho'Ty oy —+ d—/lu) T, S /
{ dr dx |

(1) + ho { N, (Bu) + T4 (30) -+ T, (w) }
“+ K" N, (u)’ + Ty (3v) + T, (3w)'} ;
ilogei N, i N7, T, i T, Tyi T, (3u)i(34)", (o) i(Sv), (3w)
i (3w)" oznaczaja tutaj wartoSci cisnien Ny, Ty, T, 1 wartosci

funkeyj 3u, v, dw przypadajace na granicach catkowania, a
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S 5 A :
7 lom 8 dostawami katow ktore normalne zewnetrzne do
4 ¢

przecieé o' i " tworza z osig xov,
Nazwijmy przez ¢ gestos¢ wiokna w punkcie M a przez X,
Y,, Z, skladowe, wedlug osi «, y, 3, sily dzialajacej na je-
dnostke jego massy wtym samym punkcie. Roznice

¢Jeg )

(V = d—“) drho, o (YO ay) ) drhe, P(I' 0 @ w)dvb he

de
sa jak wiadomo [Ii, 40] réwnemi odpowiednim wspotezynni-
kom iloSei 8w, dv, dw pod calka pojedyncza w drugiej stronie
rownania (1). To daje, po opuszezeniu wspolnego czynnika de,

“dhe D &)
| ’”I:];'\ -+ oho X, = p/lo)’ . $
y \ dheT d*v
2) ’ = 3+ oho Y, =hw =
, dho'T, ol s pllm (l w
\ i

rownania ruchu w kazdym punkeie wlokna. Zastepujac, w dru-
giem i w trzeciem z tych rownan, ilosei Ty i T, przez dru-
gie strony rownan (11) [84], wykonywajae nastepnie wskazane
rozniczkowania, uwzgledniajae pierwsze rownanie (2) i dzie-
lac otrzymane wypadki przez hw, grupa (2) przechodzi na
uktad rownan

\ {”:;N’ ~+ lzo)Ro_ohm[[—[u
2 {2 20 d
3 \ i UL PO S AU N L B
) o di2 " © <Y° " du G d.c_) ?
: dzw ( dw ‘dw  du dw)
N g T R(# —‘0(1,;) Lol vt
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Poniewaz mamy, podtug (3)[33] i (15) [35]
dix dz/ dz

, I _Y_ '_ f— kit
(%) N=T2, In=12, wm,=1%,

wspoOlezynniki ilosei (3w) 1 (8u)’, (Bv)' i (8v)", (Bw) i (3w)",
w drugiej stronie rownania (1), sa skladowemi ci$nien, wywie-
ranych na dwa kraricowe elementa o' i o uwaianeﬂo wilokna;
nazywajac je przez X i o'X’, oY 1 oY, 0'Z i o'Z’, jest
oczywis'cie

X =KN,= (‘”) ] Y‘:IL'T'3=T'(d—y> :
ds s
" ds
= KT, =T <ds),

XN, =T (de) Y=4T,=T <dy )
ds ls

| d
\ II.-_, — P e
\ Z L T ! <7S> 5

gdzie T i T sa ciSnieniami wywieranemi na jednostki prze-

gt w i v, a (2) i (BY, (%) ;i (M) (%) ; (%)
¢ ¢  ds TR ds) ds> ds ds
sa dostawami katow, ktore normalne zewnetrzne tych prze-
cieé tworza z osiami wspoOirzednych.
W rownaniach (3) i (5) nalezy jeszcze zastapic¢ ciSnienic N,
przezpochodne funkeyi P (13) [34] wzgledem glf, to jest przez
X

druge strone rownania

i o\ o dw\*)
N —p ot i = ._> (L
Sl &L (dx) +~z<d.-c, \

Podstawienie to zamienia rOwnania (3), pierwszego rzedu

wzgledem N,, na roOwnania rzedu drugiego wzgledem funkey;j
u, v,w, podezas gdy rownania (3) staja sie tylko rownaniami
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rzedupierwszego. Catki wiec (v, v, w) rownan rzedu drugiego
(3) sprawdza¢ jeszcze powinny warunki rzedu pierwszego (5)
na skrajnosciach wiokna, W wielu bardzo przypadkach oba
konce witokna sa nieruchomemi, wartosci zatem catek u, v, w
sa na koneach krzywej (3) [33] zerami, a drugie strony rownan
(5) daja cisnienia na jednostki przecigé o' i o', ktore nalezy
tam zrownowazy¢ azeby pomieniony warunek otrzymac.

Z przyczyny rownai (10) [34] funkeye

v=rf(z, y, ), w=fhy )

przedstawiaja rownania krzywej przez srodek wlokna przecho-
dzacej (ost wtokna), a z tego powodu, po zcalkowaniu rownan
(3) nie znalibySmy pierwolnego jej ksztattu do ktorego sig¢
znalezione wartosei funkeyj «, v, w odnosza. Azeby ksztalt ten
oznaczyé, nalezy zalozyé rownowage zalozonego wiokna t. j.
zaslapié zerami drugie strony rownan (3) lub (2). Wykonajmy
to na rownaniach (2), t. j. zal6zmy

dhoN dho'T
(;,’i L p/w)Xo:O, du) ol GRS pho Y= 0
d/le’ + phwlZ, —"0
T

Podstawiajac za AN,, ATy, 2T, drugie strony rownat (4) a za
h wartosé jego (5) [83], znajdujemy bardzo fatwo

( do'l — .. dwTZ—y
i s .
: T—f—cop}so:(), T+tr)95020,
(6)
, /lmT =
\ 7-—5 wpZ,=0,
s
lub, po rozwinigciu,
} dr
dr doT LR Lol s
ok e o'l pr + wpX, =0,
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d d(_lil

dy dw'T ds A

7.5‘-‘79- +0)T—ds—-+(opYo_0,
'dz

dz dw'T 45

s
-(z; s +(0TTS- +(’)PZO—-0.

* Rownania te pomnozone odpowiednio przez dz, dy, dz, ido-
dane stronami odpowiadajacemi, daja, na mocy zwigzkow

dz)\* dy\* | (dz\* _
(@) + @)+~ @) ="

U e Tdl sy 0L S
summe
(7) doT + po (X dz + Y, dy + Z,dz) = 0.

Rownania (6) moga stuzyé do rozwiazania dwoch zadan od-
wrotnych. Jezeli ksztalt wiokna jest znany, rownania te daja,
przez wyrugowanie T za pomoca roéwnania (7), dwa warunki
ktorym powinny zadosyé¢ uczynié sity X, Y,, Z, dzialajace
na masse, azeby wiokno bylo w rownowadze ; wprowadziwszy
warunki te do rozniczki (7) wyznaczymy natezenie T w kazdym
punkcie wiokna, przez zeatkowanie jej w granicach danych.
Jezeli za$ przeciwnie, wiadome sa sity X, Y,, Z, w funkeyi
x, y 1 z, rownania (6) powinny wyznaczy¢ ksztalt wiokna
i prawa ktore rzadza nalezeniem T w kazdym jego punkcie.
To drugie zadanie jest dla nas wazniejszem, albowiem znajdu-
jemy w ten sposob ksztalt wiokna, do ktorego sie calki (u, v, w)

_rownan (3) odnosza.

37. Przypadki szczegolne. — Jezeli wszystkie punkta
wlokna poruszaja si¢ na plaszczyznach wzgledem siebie ro-
wnoleglych, to hiorac ich kierunek za kierunek plaszczyzny -
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wspoOlrzednych y, z, mamy oczywiscie

4 _(idw”’ L (do\*) | (do\  (dw)\?
. dx) *sla) VT = +\zz

Lecz w takim razie funkeya AoN, zadosyé czyni rownaniu

ol 1 phoX, =0

ktore daje

N, =}— (k -—f/w)X,,(/w) .
hw

rozumiejac przez k ilo§é stata ktora weszla z catkowania. Ztad
pokazuje sie, ze ciénienie N, zalezy rzeczywiscie od iloSci

2
<-@>2+ (i@ ) , z powodu wartosci

ax da
dv\? dw)\?
/z:\/ — =y
() + (@)
Tak otrzymang wartos¢ N, nalezy podstawi¢ w dwa bozo-

stale rownania (3), co daje bardzo latwo dwa jednoczesne ro-
wnania

g:fv(/.—— f/u.)X dl) ~+ pho (Y - X ’-l—u):—‘p/w)fd-?-

‘d dat*
8) l! 3 5
( zU /,—f/zmx de +th<4 e X '_“’>_P,lwt_&’%:

posiadajace za cafki szukane funkeye » i w.

38. Zakonczenie Dziatu.— Przebieglszy po kolei, naj-
przod ciata trzywymiarowe a nastepnie blony i widkna, (..
eiala dwu i jednowymiarowe, zamykamy z koncem tego
ustepu pierwszy dzial naszego wykladu. Naturalny ten podzial
pod wzgledem geometrycznym, usprawiedliwilismy takze ze
stanowiska mechanicznego, a wyniki ktore z tych badan wy-
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padly charakteryzuja go daleko lepiej, anizeliby to mozna
opowiedzie¢ najwymowniejszym nawet jezykiem. Zdaje sie
przeto ze streszczanie tego dzialu byloby zbytecznem. Lecz
z drugiej strony, uwazamy za rzecz scisle z wykladem naszym
zwiazang, zwroci¢ uwage czytelnika na niektore jego punkta,
a mianowicie na te, ktore go gtownie charakteryzuja.

W ustepach zatytulowanych « Gidwny charakter btony [29)]
{ wiokna [35)]» wykazaliSmy ze powierzchnie tych cial niedo-
znaja zadnych cisnien i ze wszystkie pozostale cisnienia dziataja
zawsze W plaszezyznie stycznej do blony, jezeli to jest blona,
lub w linii stycznej do wiokna, jezeli to jest wlokno. Wihas-
nosei te, wraz z definicyami geometrycznemi blony i wiokna,
brano dotad za punkt wyjscia w badaniach nad temi dwoma
rodzajami cial, 1 naturalnie, nie popelniano przezto zadnego
biedu, albowiem prawa te charekteryzuja je rzeczywiscie. Lecz
jezeli nie popelniano btedu, wychodzono zato z zasady bardzo
niejasnej. Azeby kwestya ta mogla by¢ fatwiejsza do zrozumie-
nia, przypominamy, (na cosmy juz wyzej [1'7] zwracali uwage,)
o0 roznicy pomiedzy cisnieniem na element plaski i cisnieniem
na punkt przez ktory tenze element przechodzi.

Z okredlent biony i wlokna, dopiero co przytoczonych, wy-
nika bezpoSrednio, ze oba te ciala zostaja w rownowadze tylko
pod wplywem sit dzialajacych na ich masse i sit dziatajacych
na brzegi blony lub na korice wtokna, stosownie do przypadku
w ktorym jestesmy. Mozna jednak wyobrazi¢ sobie, rowniez
w stanie rownowagi, blone ciezka wyciagnieta i znaczniej
obciazong w niektorych jej punktach, tudziez wlokno ciezkie,
stale w dwoch koricach umocowane, z pozawieszanemi gdzie
niegdzie cigzarami. Znajac tylko deflnicye geometryezne blony
i wlokna, trudnoby z tych zjawisk wywnioskowaé, Zze rzeczy-
wiscie powierzchnie bedacych w mowie ciat nie ulegaja za-
dnym ci$nieniom; albowiem cigzary na nich pozawieszane posia-
daja na pierwszy rzut oka role bardzo dwoznaczng, t. j.

http://rcin.org.pl



LEKCYA OSMA 97
nic wiadomo, czy je bra¢ za cisnienia na elementa powierzchni
btony lub wlokna, czytez za cisnienia na punkta przez ktore
te elementa przechodza.

Dopiero gdy znamy mechaniczne okreslenia tych cial,
wiemy dobrze ze elementa ich powierzchni nie ulegajazadnym
ciSnieniom, a wiec, ze blona w kierunku swojej grubosci
awlokno w kazdym kierunku przeciecia normalnego do swo-
Jej osi, niedoznaja zadnych zmian t. j. zachowuja w tych kie-
runkach charakter ciala sztywnego. Wtedy, poprowadziwszy
w bionie powierzchnie sSrodkowa a we wioknie 0§ krzywa, na-
lezy ciezary, ktoremi obeiazylismy te ciata, odnie$é do punktow
tej krzywej powierzchni lub linii,lub, co na jedno wychodzi,
dodacich sktadowe do pierwszych stron rownan (15) [30] lub
(2) [86]; ciezary te bowiem moga sie rownowazy¢ tylko z cis-
nieniami istniejacemi, a zatem z cisnieniami wywiéranemi na
puntka biony lub wlokna, gdyz ci$nieni dzialajacych na ich
powierzchnie niema. Widzimy wige oczywiscie, ze biorac za
podstawe do  okreslenia mechanicznego btony lub wiokna
spostrzezenie, nie jestesmy zbyl jasni stawiajac a priori to,
cosmy nazwali gtdwnym ich charakterem.

Dla tej przyczyny wolelismy przyjaé, ze blona jestto ciato,
0 dwoch wymiarach znaczniejszych i jednym bardzo malym,
ktorego odksztalcenia odnosza sie tylko do punktow jego $rod-
kowej powierzehni, a zatem w ktorém funkeye (u, v, ),
odksztalcenia te przedstawiajace, zalezac jedynie od wspoi-
rzednych tych punktow, zawieraja tylko dwie zmienne nie-
zalezne (z, y), albowiem trzecia zmienna (3) zwiazana jest
zpoprzedzajacemi przez rownanie tej powierzehni.

Podobnie takze przez wilokno, rozumieliémy cialo, o jed-
nym wymiarze znaczniejszym i dwoch bardzo matych, klo-
rego odksztalcenia przedstawiaja funkeye (u, v, w) odnoszace
sig do jego krzywej osi i zawierajace jedne tylko zmienna nie-

7
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zalezna (z), albowiem dwie pozostale (y, z) zaleza od poprze-
dzajacej, za pomocg dwoch rownari przedstawiajacych tez os.

Nastepnie, kierujac sie podobna metoda jak w cialach
trojwymiarowych, wziglismy zapunkt wyjScia okreslenie pracy
mechanicznej jednostki elementu blony i wlokna, co nas do-
prowadzilo nietylko do twierdzenn [29]i[35] ale jeszcze i do
twierdzeri (11) [28] i (13)[34], jezeli nie wazniejszych to przy-
najmniej réwnie im waznych. Uwazajac bowiem blong i wio-
kno jako ciala zdefiniowane, nalezalo oczywiScie wykazac
w jaki sposob warunki ich ruchu lub rownowagi zaleza od ich
definicyi, a w jakizaleza od natury ciala z ktorego sa utworzo-
nemi. Wymienione twierdzenia (11) i (13) kwestye t¢ w zupel-
nosci roztrzygaja.

Oto sa prawdziwe wypadki badan mechaniki czasteczkowej,
wypadki ktorych mozna si¢ bylo spodziewac i otrzymaé, ale
tylko za pomoca tej metody jakasmy w tym celu zastosowali,
t. j. metody opierajacej si¢ na pojeciu pracy mechanicznej.

‘Na tem koriczymy dzial pierwszy i zarazem ogélna teorye
mechaniki czasteczkowej, z zamiarem jednak rozpoczecia jej
na nowo, wychodzac z innego punktu widzenia. Juito, azeby
odkryé nowe prawdy ktorych jeszcze nie poznalismy, juzto,
azeby dowie$¢é powtornie prawd znalezionych, juz nareszcie,
azeby przedstawié¢ rownania ruchu lub rownowagi pod ksztal-
tem dogodniejszym do rozwigzania pewnych szczegdlnych
zadan, wypada jeszcze rozwiaza¢ glowne zadanie mechaniki
czasteczkowej we wspolrzednych krzywokresinych, ktorych
teorya nietylko ze si¢ Scisle wigze z ta umiejetnoscig, ale na-
wet bierze w niej swoj poczatek.
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LEKCYA IX

Definicya powierzehni izostatycznych. — Poczatek wspolrzednych krzywokreslnych. —
Definicya niezmiennika i jego parametrow rozniczkowych. — Zadanie wspéirzednych
krzywokreélnych. — Zwiazki wynikajace z prostopadloSci, ~ Definicya geometryczna
parametru réZniczkowego pierwszego rzedu,

39. Definicya powierzchni izostatycznych. —Badajac
wlasnosei elipsoidy cisnien, dowiedlismy [V, 22] ze w kazdym
punkcie ciala istnieja zawsze trzy elementa plaskie, wzajemnie
prostopadfe, na ktore wywieraja sie same tylko ci$nienia nor-
malne, zwane ciSnieniami gtéwnemi, i ktore stanowia jedyny
ukiad posiadajacy te wlasnoSé, jezeli trzy osie elipsoidy cis-
nieri sg pomiedzy soba roznemi.

Przypuéémy ze tak jest w calej przestrzeni ciala i ze prze-
chodzac po kolei od punktu do punktu elipsoida ci$nien,
zawsze o trzech osiach nieréwnych, doznaje tylko bardzo
malych zmian wich wielko$ciach i kierunkach; w ten sposob
wyjmujemy przypadki w ktorychby elipsoida ta byfa sferoida
lub kulg, jak réwniezi te, w ktorychby doznawala zmian
nieciaglych, t. j. naglych i znacznych. Ostatnie zalozenie moze
mieé¢ zawsze miejsce w przypuszczeniu ze materya jest ciagla
i ze jako taka zastepuje tylko cialo, jezeli si¢ ono sklada
z czgsteczek pomiedzy soba oddzielonych; tonie narzuca weale
zadnych szezegolnych hipotez dotyczacych praw odksztalcania
si¢ ciala sposobem ciaglym.
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Jezeli wtenczas, poczawszy od pewnego punktu ciala, prze-
chodzimy, na jednym z elementOw plaskich podlegtych cisnie-
niom glownym, do innego punktu nieskoriczenie sasiedniego,
i jezeli poczawszy od tego nowego punktu kierujemy si¢ ku
trzeciemu potozonemu na plaszezyznie glownej, pierwotne]
lecz bardzo malo zbaczajacej, t. j. na plaszezyznie gtownej dru-
giego punktu, i tak nastgpnie; mozna w ten sposob naryscwac
powierzchnig ciagla, rozdzielajaca cialo na dwie ezesci, wy-
wierajace na sichie same tylko ci$nienia normalne.

Ztad bezposrednio wynika, ze uwazajac jednoczeSnie trzy
elementa plaskie podlegle ci$nieniom glownym i zmienia-
jace swoje polozenie sposobem cigglym w calej przestrzeni
ciala; wszystkie te trojki elementow tworza trzy familie po-
wierzehni do siebie prostopadlych, ktore Lani nazywa powierz-
chniami izostatycznemi, 1 ktore sa jedynemi z powierzchni w ciele
ulegajacych samym tylko ci$nieniom normalnym. Nie nalezy
zapomina¢ ze ci$nienia te sa zarazem cisnieniami gtownemi,
jakie w calej przestrzeni ciala istnicja.

40. Poczatek wspoirzednych krzywokresinych. —
Latwo jest takze zauwazy¢ ze wszystkie uklady izostatyczne
rozdzielaja przestrzen ciala na elementa nieskoriczenie mafe
o krawedziach krzywych do siebie prostopadiych, bedacych
elementami tukow wspolnych przecie¢é powierzehni izosta-
tyeznych, i o scianach takze krzywych bedacych elementami
tychze powierzchni.

Kazda z powierzchni izostatycznych jednego ukladu posiada
swoj parametr staly, zmienny od jednej powierzchuni do dru-
giej w tej samej familii. Trzy parametry tworza oczywiseie
ulfad wspofrzednych, albowiem po nadaniu im wartoSei szeze-
gOlnych, naleza do trzech tylko powierzchni przecinajacych
sie prostokatnie w jednym punkeie (do jednego ukladu), ktory
za pomoca tych wartoSei jest zupelnie wyznaczonym,

ARl -
J?“‘Bti\-fi;
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Zamiast ukfadu powierzehni izostalyczuyeh mozna wzigc
nklad trzech powierzcehni do siebie prostopadtych, jakichkol-
wiek ; w ten sposoh przestrzen ciala rozdziela sie takze na ele-
menta krzywokreslne, o $eianach jednak nie ulegajacych ci-
$nieniom normalnym, jak toma miejsce w ukfadzie izostatycz-
nym, ale ulegajacych cisnieniom pochylym. Tu jest poczatek
wspotrzednych krzywokreslnych, ktorych zastosowanie wme-
chanice czasteczkowej jest koniecznem, jezeli cheemy trakto-
wad ciala ksztattu danego.

Jakoz, we wszystkich prawie galeziach tej umiejetnoSei
chodzi zawsze o wyznaczenie trzech funkeyj (v, v, w), sprawdza-
jacych trzy jednoczesne i czastkowe rownania drugiego rzedu
w kazdym punkeie ciala, i trzy jednoczesne i czastkowe rowna-
nia rzedu pierwszego na jego powierzehni. To podwojne catko-
wanie byloby czesto niemozliwem do wykonania jezeliby nie
mozna bylo odniesé¢ punktow ciala do takiego ukiadu wspol-
rzednych, w ktorym powierzchnia ciata lub kazda z jej skiado-
wych czeSci wyrazaja sie przez jedna z tych wspolrzednych
przyrownang do ilosci statej. W ten tylko sposob mozna
traktowaé prostogeian za pomoca wspolrzednych prostokat-
nych; walec prosty za pomoca wspolrzednych biegunowych;
kule za pomocy wspotrzednych kulistych ; elipsoide za pomoca
wspolrzednych eliptycznych i t. d.

41. Definicya niezmiennika i jego parametrow roz-
niczkowyech. — Przed rozpoczeciem nauki o wspolrzed-
nych krzywokreslnych, niektore okreslenia sa niezhednemi.

Widzielismy wyzej [V, 19] ze praca mechaniczna jednostki -
d(u,v,w)
d(z,y,z)’
widzielismy takze [IV, 48], [V, 20] ze pochodne czesciowe
tejze pracy, t. j. cisnienia N;, T;, jak rowniez, i funkeye v, v,
posiadaja rézne wartosei w tym samym punkcie, jezeli sie

elementu dzdyds jest niezmiennikiem szesciu ilosci
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odnosza do roznych polozer ukladu osi prostokatnych, gdy
tenze porusza sie okolo swojego poczatku.

A zatem, jezeli u,v,w przedstawiaja odksztalcenia w danym
punkcie ciala; jezeli N;, T; oznaczaja cisnienia tam przypada-
jace; i nareszcie, jezeli P jest praca mechaniczna jednostki
elementu w tym samym punkcie ; to, gdy wszystkie te ilosei
odnosza si¢ do ukladu wspoétrzednych prostokatnych, maja-
cego tylko oznaczony poczatek, jedna z nich tylko funkcya P
posiada wartos¢ jedyna i oznaczong, podczas gdy pozostale
funkcye (N;, T)) i (u, v, w) posiadaja rézne wartosci dla roznych
polozen tego ukiadu, t.j. wartoscei nioznaczone, albowiem po-
tozenie jego, z wyjatkiem poczatku, jest takze nieoznaczoném,

Ztad oczywiScie wypada, ze majac funkeye F zalezna od
trzech wspolrzednych (z,y,z) punkiu odniesionego do osi
prostokatnych o stalym tylko poczatku, nalezy sie jeszeze
pyla¢, czy funkcya ta posiada warto$é oznaczonag w danym
punkcie, czy tez wartosc jej zalezy oproez tego od polozenia
ukladu wspolrzednych.

0toz, nazwiemy niezmiennikiem taka tylko funkeye F, ktora
w kazdym punkcie M(z,y,z) i w kazdém polozeniu ukladu
wspotrzednych posiada wartosé jedyna i oznaczona.

Jezeli F jest tak okreslonym niezmiennikiem, pochodne
i D O
& &y & ,
bowiem niezmiennik F w nowych  wspolrzednych

df dF dF
dF dF dF e
dr’ @J 32)’ roz-
niczkujac F jako funkeye ilosci z, y, z danych przez rownania

wlasno$ci tej nie posiadaja. Wyraziwszy

prostokatnych (z, y', z), nowe pochodne
otrzymuja si¢ za pomoca dawnych <
T=m + myy —+ myz,
y=naz -+ ny —+ ng,
=P+ Py + pF
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w ktorych my,n;, p; oznaczaja dostawy tablicy (6) [18]. To
prowadzi do zwiazkow

{ 2
Il 2. dF d¥ dF
(—l—.i?_m’ﬁq- ‘dg/+p’dz
dr dF dR dr
(1) @“f—’"ed—x*‘"e@""f’z%’
dF __dF . _dF  dF
\d?’_maa—x e "2@'+ps'd_z' )

stwierdzajacych nasze zalozenie, i ktore takze, podniesione
do kwadratu i dodane stronami odpowiadajacemi, daja, na
mocy rownan (8) [18], inny zwiazek

(=) @) (&) = @) () (&)

dowodzacy, ze summa kwadratow z pochodnych niezmiennika ¥,
jest réwnies niezmiennikiem.

Rozniczkujac powtornie rownania (1), pierwsze wzgledem
« ; drugie wzgledem #'; trzecie wzgledem z'; i uwazajac
dF dF dF
L P
zmiennych z, y, z, danych przez te same jak poprzednio ro-
whnania, znajdujemy bardzo latwo

w tém rozniczkowaniu pochodne za funkecye

&°F J&°F o&°F 2 &°F

d_‘g—‘ml d.’L‘2+ i dy2 +p1 dz
@*F d*F &*F
-+ anpid d —+= 2p11n1 _dz_d.’;‘ -+ 2m]n‘[m 3

@F __,@F  F _ _AF
@—G—mg ‘-17:2-!—12, d72+[72 ?l?

d?’F d°F d’F
9. ShEtiy
—+ 20,0y — e + 2p,my, —— b +2m’n’dx a’y’
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@*F ,d°F ,A°F JA'F
T8 de2+ 3d »+p.} A2

s

2 R 9

d’F d F
+ 27137)3% -+ 2]’3"’36'[?0‘{7, =+ -3"'1”3[[ 4

a dodajac stronami odpowiadajacemi, mamy, na mocy zwiaz-
kow (8) [18],

P ndE . dF (le By, AF
R T S R

co dowodzi, ze summa trzech drugich pochodnych wzgledem
xy y ¢z niezmiennika F jest takie niezmiennikiem.

Rozumiejac przez \/(LJ—F) +(ﬁ‘>2+ Q) nie wartos¢
Az dy . dz

bezwzgledna pierwiastku lecz warlos¢ jego wiasciwa, zalo-
zymy dla krotkosSei

we=y/(z) + (7) + (&)

arhe s 'R diF
dr? * ay? it dz’

A=

i nazwiemy, wraz z LAME'M, A'F parametrem roiniczkowym rzedu
pierwszeqo, a N°F parametrem  réiniczkowym rzedu drugieqo
niezmiennika F.

42. Zadanie wspoirzednych krzywokreslnych. —Po
tych uwagach wstepnych przystepujemy do okreslenia zadania
wspotrzednych krzywokreslnych. Niech beda trzy niezmien-
niki, '

fiz, y, 2), fi(z, y, 2), fiz, y, 3),

zalezne od trzech zmiennych (z, y, z) przedstawiajacych wspol®
rzedne prostokatne pewnego punktu M. Niezmienniki te posia-
daja wartosei oznaczone i szezegolne w kazdym punkeie M;
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0ZNACZAJAC J€ PUZEZ o,y %y, ty INAMY

fies gy 2)=my,
2 fes y, 3)=mu,,

iz, y, 3 =uy,
i kazdemu punktowi M(z, 7, z) odpowiada jedyny uktad warto-
SCL oty, Otg, Ofg.

Rownania (2) rozwiazane wzgledem z,y i z, daja oczywiscie

& = Ol oty )y
Y=ty %y %),

::%('@q, %y “a);

kazda wiec funkeya zmiennych niezaleznych x,y,z moze si¢
wyrazi¢ jako funkeya zmiennych niezaleznych oy, %, ;.

Ktorebadz z rownan (2),
(3) f,(.’l.‘, Y, :):a;_.

przedstawia powierzchni¢ o parametrze statym «; ; zmieniajac
ten parametr otrzymujemy co raz inne powierzchnie, nalezace
do tej samej familii.

A zatem, jakikolwiek punkt M oznaczony za pomoca wspot-
rzednych z,y,z, lub za pomoca wspotrzednych o, a,, oy, jest
w pierwszym razie wspolném przecigciem trzech plaszezyzn
rownoleglych do plaszezyzn wspotrzednyeh, w drugim zas,
jest wspolném przecieciem trzech powierzchni (2). Ztad
wspoltrzedne «,, o, oy nazywaja si¢ krzywokrestnems.

Przejscie od wspotrzednych prostokresinych do krzywokresl-
nych, sprowadza si¢ oczywiscie do zamiany zmiennych nieza-
leznych «, 7, z na zmienne niezaleine =, %, %; lecz jezeli po-
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wierzchnie (2) przecinaja sie wszedzie pod katem prostym,
dzialanie to moze by¢ znacznie uproszczoném, z powodu
szczegolnych wlasnosei ktore wtenczas powierzehnie te po-
siadaja.

Warunek ' prostopadtosci powierzchni (2) jest koniecznym,
w celu jaki zalozyliSmy; powierzchnie bowiem izostatyczne,
ktorych prawa cheemy odnalezé, przecinaja sie wszedzie pod
katem prostym i posiadaja z tego powodu przedewszystkiem
wlasno$ci jakiegolwick ukladu trzech familij powierzchni po-
trojnie prostopadtych.

Nauka wiec o wspotrzednych krzywokresinych jest to po
prostu geometrya, nie traktujaca jednak wiasnosei badz to
jednej tylko krzywej linii, badZ to jednej tylko krzywej po-
wierzchni, ale badajaca od razu wlasnosci trzech familij po-
wierzchni (2), przecinajacych sie wszedzie pod katem pros-

tym i rozdzielajacych przestrzen dana na prostosciany krzy-
wokreslne.

43. Zwiazki wynikajace z prostopadiosci. — Po-
wrocmy teraz do rownan (2), ktore powinny przedstawiac trzy
familie powierzchni wzajemnie prostopadlych. Stalosé tej wia-
snoSci daje, pomiedzy pochodnemi niezmienikow o, «,, o,
pewne zwiazki, zawierajace wszystkie prawa, ktore maja byé
w tej nauce zbadanemi. |

Plaszczyzna styczna, do jednej (3) z powierzchni (2), ma za
roOwnanie

do; do;

W =2+ A=y + Pz —9=0,

rozumiejac przez X,Y,Z wspolrzedne bieZ@ce plaszezyzny,
a przez x,y,z wspolrzedne punktu stycznosei.

Oznaczmy przez h=A'w; parametr rozniczkowy rzedu
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pierwszego niezmiennika «;, t. j. zatozmy

do;\? du;\? [do; \*
5 2= (2 i il 2.4 TN
o w=(g) +(@) + (@)

Wtedy normalna do powierzchni (3) tworzy z osiami z, y,
¢ katy, majace za dostawy
idui __1 ddi __lda,-
) m=5d "hdd MThE
z ktoryceh, zastepujac po kolei znaczek iprzez 1, 2, 3, otrzymu-
* jemy dostawy katow, utworzonych z osiami z, y, & przez nor-
malne do trzech powierzchni (2) we wspolnym punkcie M.
Kieranki tych normalnych mozna uwaza¢ za kierunki no-
wych osi wspolrzednych prostokatnych (z, ¥, ') punkiu M;
wtedy tablica (6) [18] zamienia sie¢ na tablice
z s A2
RN
T, dic|y |y daz|*
: 1 doy|1 da,|1 dog
m Vi dy i T dy
Ly 1 dog 1 oy
by dz|hy dz \hy dz
W oV 5
w ktorej zastapilismy takze ilosci «, ', w' przez U, V, W.
Ztad wypada, ze dostawy tablicy (7) podstawione za m;, 1,
pi» powinny sprawdza¢ zwiazki (7) i (8) [18]. To daje naj-
przod trzy zwiazki (5), zakladajac po kolei i =1; i=2;1=3;
nastepnie za$ znajdujemy
/ (10& % e iiﬁ % %.%—— 0
de de” dy dy  dz dz= '
doy da,  dag oy | doy do,
®) o b il s sl
do, dug | da, duy | dog dey
e Ay Ay k&

(3}

0.
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Formuly znowuz odwrotne (8) [18] prowadza do rownan
| 1 [da, Ao\t e\
el@) ~7 (@) <) =

do, 1 (32 ol fido b
iela) (&) (@)=

dzx,) DAY AR Ha\ o
h4¢ (@) (@) =

(9) 4
dida day gy o L Qug o .
w@E+E@m+EET“m

_’l_duldal+1
h}'dz dx /sz dzx /z’d~ dr

Aoy, | A digdy | dgdy_
Ry de dy o idady b oohR e dy

Pomiedzy zwiazkami ktoresmy otrzymali, jedyne tylko wa-
runki (8) sa wystarczajacemi do wyrazenia prostopadlosci
powierzchni (2); zwiazki bowiem (5) wynikaja z okreslenia
parametru rozniczkowego pierwszego rzedu /4;, a zwiazki (9)
otrzyma¢ mozna z (3) i (8).

44. Definicya geometryczna parametru rozniczko-
wego pierwszego rzedu.—Jakkolwiek ilo§¢ £; moze sie wy-
da; du;  doi
&' dy &
nak uwaza¢ ja oddzielnie za funkcye badz to wspolrzednych
prostokatnych z, y, z, badz wspotrzednych krzywokreslnych
a,, oy ag. W ten sposob parametr rozniczkowy pierwszego
rzedu okresla sie geometrycznie, czego brakuje funkcyom
de; do; do;

& Ay &

razaé¢ (3) przez pochodne , waznem jest jed-

Jakoz, oznaczajac przez ds; element normalnej do powierz-
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chni (3) «;, aprzez dx, dy, dz rzuly tego elementu na osie
wspotrzednych z, y, z, mamy tozsamosciowo

do;
.z’

de__1de; dy_ 1 drx, dz

( dsi hpdz’ ds; hdy’ ds;

il
ds; R
a nastepnie po wymnoZzeniu otrzymanych tak rownan przez
dz, dy, dz, ipo dodaniuich do siebie stronami odpowiada-
jacemi, znajdujemy oczywiscie

dd,‘

<11) ds‘=T,',

alhowiem jest
di® + dy? + dz® = ds;

du; do; du;
dr + —

dr a’ dy—+—

d: =da;.

Zwiazek ten daje /:i::%; mozna zatem powiedzie¢, ze
t

w kazdym punkeie powierzchni «; parametr rozniczkowy h; jest

granieq stosunku przyrostu. parametru o; do przyrostu normainej

ds;, gdy sie przechodzi po normalnej z powierzehni o; do po-

wierzchni nieskonczenie blizkief tef samej familii,
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LEKCYA X

Formuly i przeksztalcenia, — Parametry roiniczkowe pierwszego i drugiego rzedu we
wspolrzednych krzywokre$lnych. — Twierdzenie zasadnicze.

45. Formuly iprzeksztatcenia.— Podstawiajac wartosé
(11) ds; [1X, 44]w formulach (10) [44] znajdujemy bardzo
latwo réwnania

dgi . doy Tyl ey

M) EenT fenTh Een
du; hEdz’ du; hidy’  da

X
lzd—

bardzo wielkiej uzyteczno$ci w przeksztatceniach.

r

Oznaczmy przez [ jakabhadz funkeye zmiennych z,y, z,
ktorag mozna uwazaé badZz to za zalezna od wspOlrzednych
prostokatnych (z, ¥, z), badz to jako funkcye wspolrzednych
krzywokreslnych («,, oy, o;). Za pomocy zwigzkow (1) znaj-
dujemy trzy roOwnania

du; df hp dfd.r doy df _ P df (Iy’ daidf _ he 2 Af dz

dx dz dx da, dz dr a’y du;’ dz dz dz du;

ktore dodane stronami odpowiadajacemi, daja oczywiScie

do; df do; df+ do; df
dede ™ dydy " dzdz

df dz dfdy df dz e 1 df.
=i <([.l da; Kidlr (l_/ du; b dz du; y do;

&)
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Nazywajac przez «; i o; dwa ktorebadz z trzech niezmien-
nikow u; 4, %, a przez : jedna ktorgbadz z trzech ilosci
z,y,3; formuly (1) i (2) pozwalaja wyznaczy¢ wartoSci

o gl
ochodnych LY
P da; do;

a1
Jakoz, cheac znalezé pierwsza z nich to jest le y roznicz-
o
kujmy rownanie (3) [IX, 43] wzgledem ilosci X To prowadzi
do rownania

4% . SO
d ! B D

dz dz  dy dy . ds dz i
ktorego pierwsza strona rézni sie tém ftylko od pierwsze)
strony rownania (2), ze zamiast funkeyi f stoi funkcya
da,

e 7 tego wigc powodu jest oczywiscie

gl o gdn gl gl
e d)‘+d“i_d_)‘+(_l_°“ﬂ——/¢.2j)l
dzdz  dy dy = dadz ' da

a nastepnie

o
B _ th
deg & hodk 3

lub rozwijajac druga strong,

(lda‘
3) YDA (dhida, | dhday | dhiday)
TR\ e )

ilos¢ ) oznacza tutaj ktorabadZz ze wspolrzednych z, y, z,
a znak 7 ktorabadz ztrzech liczb 1, 2, 3.
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da,-
‘@
Azeby za$ znalezé wartosé pochodnej - nalezy wyko-
)
na¢ podobne dzialanie z ktoremkolwiek z rownan (8) [43]. Ro-
wnanie to, na moey przyjetej umowy, ma ksztalt nastepujacy

oy do; | do; do; | do;de;
Tdz  dydy &

]

a po zrozniczkowaniu go wzgledem iloSei ) daje

du_; (luj (laj
<d;«d_(—l_)_ #i d" D L e "m‘)
di de  dy dy dz dz

/ du; o da,
k(la‘,-dﬁ L Ay AL Ly 1dx> i
dr dx ([J dy d.. agv oy

Oba nawiasy, w pierwszej stronie otrzymanego teraz rowna-
nia posiadaja ksztalt pierwszej strony rownania (2), z ktorej,
azeby otrzyma¢ nawias pierwszy, nalezy tylko zalozyé

¢ ey ey . . s . A T O )
=i azeby otrzymac nawias drugi, nalezy zalozyé¢ i =

(ld,‘ . 1 . = ,
- Dla tej przyczyny ina mocy drugiej strony ro-
wnania (2), znajdujemy zwiazek bardzo prosty
dx; i
cod=t e
() o B
d &Ai 2 da_,' T

Ktorebadz z rownan (1) daje takze

D _ Ads 1y
d'x, R’ de;~ hid)’

a z przyczyny tozsamosci

(D d

7

rlu, du; _da;
dx; y 7/,
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mamy oczywiscie

{_1_@ 1 (lu,
hi (l)\ lz .
d; ([a, k
lub rozwijajac
‘ {[i dda'i
B dk_k.z “dn 2h? dh; du; 27 dh; du;
Tl W TR G AL

Zwiazek ten, wraz z poprzedzajacym (4), daje rownanie
diui

() D _ A dhyda; _ i dhy dy
([1, _hi d(XJ ) /I 3 d’IL ([)\

do;

kt' 3 . ) . )\
orego druga strona przedstawia wartos¢ pochodnej ¥
i

rozumiejac przez ) ktorabadz z trzech ilosci =, y, z, a przez
/,J ktorebadz dwie rozne liczby z pomiedzy trzech 1, 2, 3.
Oznaczajac przez ) i w dwie kt(’).x'ekolwiek z trzech iloSei
“y Y, 3 tatwo jest znalezé, za pomoca formut (3) i (3), wyra-
(lut
“D

zenie pochodnej b7
.

Jakoz, nazwijmy przez £ te zliczb 1, 2, 3 ktora jest rozng
oddwoch ¢ i 7, i zalozmy

(..___1_(10‘5 e 1 du; C___'l_l_/__u/.

R T RAERC i 7ty A T
(6) ’
_1dy e (laj L 1 duy

R Tk ds

http://rcin.org.pl



114 CZESC ROZNICZKOWA

Wtedy mamy takze

rld—ai a do d(—lii n’@
d)\ _jdx du LS (]) da, KLY d\ doy
(/y. 6% ([u. du “duy du.
a na mocy (6)
a'oz- do; o o,
2 == P/ o datt
(7) "D, i by N / d
du' = ([ 7la_i-+h‘/ ({J-—([Z"‘F Ik([km.

Uwzgledniajae zwigeki (6) w rownaniach (3) 1 (3), jest ro-
wniez
dda,‘
) dh; hj dh; hy. dh;
T AT
dd—a-i /ldai
i dh, dh; By B o b hi? dhy
oy dozj '/l 2oy’ doy 'dak ,/!kg du;’
gdzie trzeci zwiazek otrzymuje si¢ z drugiego zastgpujac 7
przez k.

Ztad druga strena rownania (7) moze si¢ jeszeze przedstawic
jak nastepuje

da,- (—lﬁi‘cidr’ }l {Ihlc d 5 'h-id’l'ckl/k |
by do; / duy 77 Wy dog ’
). el e g i :
o +2ﬂ(jdi+t';d)+&"—l(chd +(¢lh)s
hi da; - 4

/

co daje rovmamc symetryczne wzgledem 7 i &, a wiec z kto-
do, do, oy

4 =
rego otrzymamy —— o ) zakladajac po kolei
'8 y } d}’- ) d!‘d ’ ([%L ? é adaajd p
p=—A7 : i=23 izastepujac odpowiednio pozostate znaczki

7, k przez 2, 3, 3, 1; 1, 2. Rownanie to jest rowniez syme-
tryczném wzgledem ¢ i d, jak by¢ powinno, albowiem jesl
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tozsamos$ciowo
g i do; dut
dx d{x
dy. ST Y

Zakladajac =1, jest takze d =¢ i rownanie (8) zamienia si¢
na nastepujace

dhi, s _hidhy, y _ hodhy

4.‘%‘ p gl Al T
(9 —_—=h .
1 e |, 2hydh »/l, dh,

Td c.+ dak Cl‘

Formuty (8) i (9) posiadaja wazng role w zamianie zmien-
nych prostokatnych (r, y, z) na zmienne krzywokre$lne

(o:“ g,y as)-

46. Parametry rozniczkowe pierwszego i drugiego
rzedu we wspolrzednych krzywokresinych. — Nale-
zaloby jeszcze otrzymac inne wnioski z formut (3) i (5).
na mocy ktorych warunki prostopadiosci powierzchni (2)
[1X, 42] tlumacza sie ze¢eznie sposobem geometrycznym, da-
jac bardzo proste wyrazenia krzywosei tych powierzehni. Lecz
nim do tego przyjdziemy checemy daé pierwej zastosowanie
formuty (9) do znalezienia wyrazenn parametrow A'F i A%F
we wspotrzednyeh krzywokreslnych; wyrazeri, kiore sa takze
waznemi i ktore beda mialy czeste zastosowania w dalszym
ciggu niniejszego wykladu.

Niezmiennik F uwazié zawsze mozna jako funkeye wspot-
rzednych prostokatnych (z, y, z), lub jako funkcye wspot-
rzednych krzywokreslnych (w, ay, o). Oznaczjac, jak wyzej,
przez ) ktorabadz z ilosci x, y, z, mamy na tej zasadzie

¥ dF dy, . dF do, 4 dF do,

(10) By D duy D g D
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a podnoszac obie strony do kwadratu, znajdujemy
dF da) dF do,\® (dF\? dag\® [ dF\?
(@) =@) &) (@) @&+ (@) @

a’oz2 duy dF dF da, rlazl dF df  dy, dx, dF dF¥

+ 2 + 2
D, D, do, A A oy da, A D doy du,

Rownanie to przedstawia wlas¢iwie trzy rozne rownania,
z ktorych kazde otrzymuje sie zakladajac po kolei r=u;
A=ysA—%

Tak otrzymane rownania dodane do siebie stronami odpo-
wiadajacemi, daja na pierwszej stronie (A'F)’, na mocy de-
finicyi A'F; na drugiej zas stronie daja, na mocy zwiazkow
(5) 1 (8) [1X, 43], druga strone rownari

L5 ﬁ A dF) ’ dF)
1 (d“1> 3 (d“2 = (d‘xa

_(dR\:, (dBs (Y
bR kg £2H A%

albowiem jest takze [IX, 44, (11)] hds; = do;.

M) (A'Fr=

Azeby zas znalezé¢ wyrazenie parametru rédzniczkowego
A’F, rozniczkjumy jeszeze raz obie strony rownania (10)
wzgledem ilosci 2. To daje

[ (da PR (e (g
¥ \d\) do? dx) du? " \dx) doy

A o 0oy duy ('F %(lx, @*F doy da, d°F

(12) ) | Aoyl A\ A dayla, d) d\ du,dn,

da, [doz2 ldot3
dF ~ dx dF  dXx (IF )

RN E TR
I e
¢ dn o 3 an a ah

et M ol o daje formuta (9)

Kazda z pochoduych
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!
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|

d
dh

(13) o

{a.
1%%
; dnse

7 e

i f
@j—

LERCYA DZIESIATA

=2 3 — 0 i —3
dhy s _lydhy s I, f//tscz\
(/,c, 112 (111 %o bty /

2y dhye o 20y dhy, i

e rla,, /z, (laz ‘il
(lhecz, hy dhy,, e hydh)\ o
A docl hy doy!
>
2h, (l/t2 /1, dh,
/z d,
d_hsc 2_@%02 __hs(lh:, :
o,y g hy doy ! h, ([13
42k 2h, dh, o1 2h, dh,
“hy day hiy dagy %

Rownanie (12), przeksztalcone za pomoca zwigzkow (13), sta-
nowi wlageiwie trzy rownania, z ktorych kazde otrzymuje sie
zastepujac ilosé A przez z, y,% 1iodpowiednio ilo$é¢ ¢ przez
Summa tak otrzymanych rownan, wypadia z dodania

podzielona przez A, h, h,,
2

o hyhy’

St 3
A’F; na drugiej za§ stronie daje, na mocy zwiazkow (7) [IV
18], drugg strong nastepujacego rownania

ne, n, p.
ich stronami odpowiadajacemi,

daje na pierwszej stronie wyraz na mocy definicyi

[ o b @l dR(S di_i_di__z,_dh, \
hohy dag® — doug \hoydu, — hlhydu, — hoh (El
AR hy d2F+dF A dhy by %__h_,_%
hohhy hohy dagt " Aoy \hgh, doy iy duy Rk} (l,c7
/ hy @F dF (4 dhy by dhy /13 (1/1

Iy dagd — dag \Iyh, do, hih, 2, o /11/1;, {loc3 /
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Zwazywszy ze wspOlezynniki ilosci : ‘!—li d——Ii & sa odpo-
J d ;’ doz, ) E:z:
d h, a4t hy " h

i S S

hyhg by, /z /1,/191
| &

d«l d&, doz3

rownanie dopiero co ofrzymane zastapi¢ jeszeze mozna przez

rownanie

wiednio rozwinieciami pochoduych

hsh d“ m:a_F E’Tz@
oy o, dog .

PR dF d hy dF d hy dF
(14)  AF = hyhohy
ktorego druga strona przedstawia godne uwagi wyraZenie para-
metru rozniczkowego drugiego rzedu A*F we wspolrzed-

nych krzywokreSlnych (zy, o, o).

Zakladajac F=gq,, jest d—F =1, a z powodu #e ilosci «,, «,

do,
%y s@ pomiedzy soba niezaleznemi, mamy takze
day o dos_
du,_ ; da‘_ y

Réwnanie zatem (14) zamienia sie na pierwsze z rownan

/
| i
A ®% = hleQ}l Ts

~

-t

A%y = lyh,h, %Ii

(15)

hy
d/lb

A?as_klzb =

z kidryeh dwa drugie otrzymuja sie zakladajae odpowiednio
P 7 Wi,
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47, Twierdzenie zasadnicze. — Powracamy teraz do
rownania (3), ktorego obie strony pomnozone, raz przez
du; : do ; : oy, .

——; drugiraz przez —I; wei raz przez —, daja trzy
aNd ey 4 WA T3z JRAS i Te %
nastepujace rownoscei ;

4%
do; dx 1 dh <d;u,> hi? dhj do; do;

d\ do; b dy; hf dot, dr d)’
4t
(16) doj dx _ A dhidu; du; b dhy (da
D dn;  dydh D kP da d)\> :
ddfx,-

| duy dh __ A dhidugdai b dhy j oty oy,

\ T oy Ty & @ R G D
Zastepujac w pierwszej z nich ilos¢ X przez z; y;z i dodajac
otrzymane w ten sposob trzy rownania stronami odpowiadaja-
cemi, znajdujemy, na mocy zwiazkow (5) i (8) [48], ro-
wnanie :

do(; dx; du,-
([d,‘ —d—.fl_,' dy ddj dn d/[,
AT -+ —= = }li—
dvda; T dy dJ L7 & S VP Pl o
ktore takze otrzymaé¢ mozna bylo, rozniczkujac obie strony
rownania (3) (48] wzgledem parametru «;.

Zamieniwszy nastepnie w drugiej z rownosci (16) ilos¢ ) na
x, na y i na z, i zsumowawszy otrzymane ztad  wypadki
stronami odpowiadajacemi, wypada lakze na mocy zwigzkow
(3) i (8) [48], formula nastepujaca

G Tl S
du; d L _dy | du d __ hddh
dz du; | dy d; s dey  Ridw

Lecz jezeli powtorzymy te same dzialania z trzecia z rowno-
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Sci (16) otrzymamy wtedy, na mocy rownan (8) [43], formule
rozna od dwoch poprzédnich,

dai da Pl
o T e " E
" dx do; dy  du; N & =

w ktorej, przypominamy umyS$lnie, trzy znaczki ¢, j, £ sa ko-
niecznie roznemi, i ktora stanowi twierdzenie bardzo wiel-
kiego znaczenia, w teoryi trzech familij powierzchni wzaje-
mnie prostopadtych.
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LEKCYA XI

Definicya linii krzywoSci i warunek azeby kierunek styczny do powierzchni byl jej kie-
runkiem. — Twierdzenie Dupin'a. — Krzywos¢ powierzehni. — WyraZenia szeSciu
krzywosci — Zastosowanie do ukladu kulistego,

48. Definicya linii krzywosci i warunek azeby kie-
runek styczny do powierzchni byt jej kierunkiem. -—
Badania ktore rozpoczynamy maja doprowadzi¢ do wyzna-
czenia krzywosci powierzchni potrojnie prostopadtych ;
celu jednak tego nie moglibySmy osiagnaé, nie obeznawszy
sig przedtem z definicya linij krzywosei i ze szczegolnemi
ich wlasnosciami, ktore posiadajg, gdy naleza do trzech fami-
lij powierzchni przecinajacych sie prostokatnie.

Niech rownanie [IX, 42, (3)]

(ol 3 =0
przedstawia jedna z powierzchni wspotrzednych, ktora uwa-
zajmy tymczasem jako powierzchnie jakakolwiek (*). Na po-

(*) Nie nalezy sadzi¢ azeby majac dana jedne jakakolwiek familje po-
wierzchni, istnialy zawsze dwie inne familie mogace tworzy¢ z pierwsza
uklad potréjnie prostokatny. Przypadek ten istnieje tylko wtenczas kiedy
sie spelniaja pewne warunki. Zanadto oddalilibysmy si¢ od gléwnego celu
zapuszezajae sie w ich badania, lecz zwracamy uwage na ich waznose,
szezegdlnie w mechanice czasteczkowej, gdzie uklad powierzchni izo-
statycznych, jako potrdjnie prostokatny, warunkom tym zawsze zadosyé
czynié powinien,

Jezeli okolicznosci pozwola, umie$cimy na koficu dziefa w przypisach
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122 cZESC ROZNICZKOWA

wierzchni tej narysujmy linie krzywa i poprowadzmy przez
wszystkie punkla tej krzywej proste, normalne do powierzchni.
Jezeli miejscem pomienionych prostych jest powierzchnia roz-
wijalna, wtedy narysowana krzywa nazywa sie linig krzywosct.

7 okre$lénia tego wypada, ze kazde dwie proste, normalne
do powierzchrii «;, poprowadzone w punktach jej linii krzy-
wosci, bezposrednio po sobie nastepujacych, przecinaja sie
w srodku krzywosci przeciecia jej normalnego poprowadzo-
nego stycznie do linii krzywosei, Wiadomo z geometryi Ze
przeciecie to jest przecieciem gtowném, miejscem zas Srodkow
krzywosci jest kraweds zwrotu powierzehni rozwijalnej.

Oznaczajae przez ', y, & wspolrzedne biezace normalnej
do powierzchni o; w punkcie M (z, y, z), rOwnania tej prostej
otrzymuja si¢ porownywajac rowne sobie stosunki

da-j —di, dot,-
(1) el ) Stk | R

o 1)

7

Z—x yY—y s—z 1y

iy da,' 2 daz; y da,' P
/l, = (—% -+ (@ -+ <75 y

Py =@ =)+ (Y =)+ =)

w ktorych

Jezeliby iloSci «/,y, z° byly wspolrzednemi Srodka krzywo-

wazniejsze uwagi dotyczace tego przedmiotu ; teraz jednak odsylamy czy-
telnika do innych prac w tym rodzaju jako to: p. Bovquir w dzienniku
p. Liouville’a (Journal de Mathématiques pures et appliquées. Tome XI,
2¢ série); p. Serrer, w tomie XII tego samego dziennika; p. Maurice
Lévy w dzienniku Szkoly Politechniczuej paryzkiej (Journal de Uécole
impériale polytechnique. Caler 43, tome XXVI); p. M. A. CavLEY W Spra-
wozdaniach Akademii Umiejetnosci w Paryzu. (Comptes rendus, etc.
T. LXXV, 1872).
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Sei przeciecia gtownego w punkcie M (z, y, 5), wienczas ilos¢
ri,; przedstawialaby promien tejze krzywosei, a rOwnania (1)
przestatyby by¢ roGwnaniami normalnej do powierzehni oy, lecz
wyrazalyby tylko warunek, ze prosta ta przechodzi przez punkt
M i przez Srodek krzywosci przeciecia gléwnego w tym punk-
cie.

To zalozywszy, nazwijmy przez 8;x, &;y, 8;3 rzuty elementu

linii krzywosci na osie , y, z, azatem, przez
Z+3;x, y+9d;y, 5-+d;3

wspolrzedne drugiego jegokorica. Azeby wyrazié ze prostanor-
malna w tym nowym punkeie do powierzchni «i, przechodzi
takze przez Srodek krzywosSci przeciecia glownego, mna-
~lezy w rOwnaniach (1) zastapi¢ odpowiednio ilosci z,y, 2
przez z —+ 8z, y -+ 8y, 5 -+ 3;z. ROwnania te doznaja wtedy
pewnych zmian, podczas ktoryeh, ilosei ', ¥, 2, jako wspot-
rzedne srodka krzywosci, i 7ij, jako promien tejze krzywosci,
zachowuja wartosci state.

Rozniczkujae w tem zalozeniu rownania (1), lub lepiej ich
logarytmy, znajdziemy oczywiscie

o da 37—z
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124 CZESC ROZNICZROWA
a przez wyrugowanie pieciu ilosci &' —z, y —y, 7 —z, —L,
i
Wik s Sk : o .
<~ % szesciu rownan (1)1 (?), otrzymamy na wypadek jedno
i
rownanie rozniczkowe, wyrazajace, ze dwie proste normalne
do powierzehni «;, poprowadzone w dwoch koricach elemen-
tu jej linii krzywosci, przecinaja sie. Poniewaz te proste wy-
znaczaja polozenie plaszezyzny stycznej do powierzchni rozwi-
Jalnej przecinajacej sie z powierzchnia «; podtuglinii krzywosci,
rownanie wypadkowe wyraza z tej przyczyny pomieniony wa-
runek; a zatem, uwazane razem z rownaniem rozniczkowem
powierzehni «;, przedstawia rownanie rozniczkowe linii krzy-
Wwosci.
Wykonywajac pomienione rugowanie, zastapmy najprzod
w rownaniach (2) ilo$ci #'—x, y'—y, 5 —3z, przez wartosci
ich z rownan (1). To daje trzy rownania

(3) 3, e == A Y

A S5y : Ay
zawierajace jeszcze dwie do wyrugowania ilosci : L
i Pt

Pomnozmy w tym celu i odpowiednio rownania (3) przez
iloSci, jeszcze nieoznaczone, &z, 8xy, ;5 1 dodajmy je stro-
nami odpowiadajacemi. Jako wypadek tego dziatania znajdu-
jemy jedno rownanie

o do; do
kL == + Sk .8j— + &3.8j 5
il St G dy V' %

Sil; [ do; do; da; Piiirs A 5
=2 26 + —— 81y + =83 ) — — (8adkr + 8jydky +8j38;3),
s (dx ARG s s
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) & £ Sjhi . i
majace by¢ niezaleznemod - i —.
hi Tiy j

Warunkowi temu staje sie zadosé¢ zakladajac

o, do; de;
:~ ’_ ~ 320’
) Sl . Al

8oz ~+ Bjya,;y ~+ 828z =0;
zkad wynika, ze rownaniem wypadkowem jest rownanie

4 du da,; du;
(-)) 3. OJT_{—OAJ OJ l +8/¢.-. da 5

w ktoremilosei 3.z, 31y, 343, dotad nicoznaczone, sprawdzaja
teraz zwiazki (4).

Podtug tych zwigzkow, punkt majacy za wsporzedne
T 484y Y 40, 34343

znajduje sie na powierzehni «, a element krzywy lezacy takze
na tej powierzehni i majacy za rzuty ilosei 8z, 8y, 53, jest
prostopadlym do kierunku linii krzywosci.

Uklad liniowy (4) daje bardzo latwo

s K[ Py B ) |
o = )

do; daps
sy =K S yr it 1,
kY <d.1; 3% oo )
do; do;
2 3 s
Sz =K| =8z ——29
ki (dy J dr J./
gdzie
Ke— S =+ Syt + &

(fjﬁ\; d“'“)i (d“'a B 2-;- _ﬁax—”_’_o )2.
@z U dy’ b Ry K dy” dJ:’J

http://rcin.org.pl



126 CZESC ROZNICZKOWA

Dla tej przyczyny, po rozwinigciu ilo$ei

di"—@‘-,l-_;_ ', Y T e B ', 3
Tdz— de " T dudy ™ T’
a d«, dza,t ' dgtx,' o dga; N
J_d:l;zd.l,‘dl/ e+ Wol!/ 47 dydz 2y

s doy 7 da, dPa;
U e

i po zaslgpieniu ich w rownaniu (5) znalezionemi teraz war-
losciami, tudziez, po zastapieniu ilosci 3z, 3y, &z warto-
sciami ich z rownan (4); znajdujemy bardzo tatwo

(du, d*«;  dw; d? a,) S \

dy dzdz dz dedy

{doe dley  do; dPoy | do; (dlu  dPag\ )5 s
% | dz dzdz “dy dedy Bi

((Ia, d*u; do; dga;)\ .

— e, —

I
=

(la,- d'&,‘ L L_ig_, d’a,» o d;l‘_, d_(ﬂ _d’ot,-)
dr dedy — dz dyds dy dz* gtk
doi d'a;  do; d’a;)o
dr dydz  dy dzdz) "

,a, —(él_, o o W, da. d’w u? a,)
dydz  dr dzde  dz - dy*

gd
zd_

rownanie rozniczkowe szukane.

Rownanie to, drugiego stopnia wzgledem sz, gy, 83, do-
wodzi oczywiscie, ze dla kazdego punktu M powierzehni o
istnieja dwie powierzchnie rozwijalne, z ktorych kazda przeci-
na sie z nia podiug innej linii krzywoseci; a ze rownania (4)
i (5) utrzymuja sie jeszeze, gdy dwa znaczki j i £ sa przesta-
wionemi, obie te [inie, wychodzac z punktu M, przecinaja sie
w nim pod katem prostym.
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Cel w jakim mowiliSmy o liniach krzywosci, ogranicza si¢

tylko na rownaniu (5), ktore, jak zobaczymy nizej, bedzie

miato wazne zastosowanie. Jezeli za§ wykonywajac do§é dhu-

gie i zmudne rachunki, poszliSmy nieco dalej, cheielismy

tylko przez to wyjasnié to rownanie, hez czego, moglyby zosta-
wia¢ pewne watpliwosei.

49. Twierdzenie Dupin’a. — Pamietajac ze trzy znaczki
i, J, k oznaczaja trzy liczby 1, 2, 3, dowolnie uporzadkowane,
poddajmy twierdzeniu (3) kierunek dz; prostej normalnej
do powierzehni o, przechodzacej przez punkt M, ktory to
kierunek jest koniecznie stycznym do powierzchni «;, albo-
wiem powierzchnie o, a,, o, przecinaja sie prostokatnie.
Jezeli rozniczkowanie 3; odpowiada kierunkowi du;, roz-
niczkowanie 3, odpowiada kierunkowi dx; prostej normalnej
do powierzchni «;, przechodzacej takze przez ten sam punkt
M. Nalezy zatem zalozyé

;‘(11,-__ dr A ~dai o dy . '3~([1"—— 'a':.d.
TE day ATy R de dag
3 bc—ﬂr/zk— l '—[ﬁdw
LR s T it
Sul —--—;‘{-d’lk hlk’ (]/m"(lxk,

< dz 1 da
Ok% = —— dotk == 25k ' aasn(] 5
2 (.[ak’ i e dz da

podiug rownan (1) [X,45], i pierwsza strona rownania (3)
staje sie '
£ du; du; do;
d—= diid il
oyl (dmk dr (Ika( dy +{lau 4 dz

JEE{T+W d; dz doj

h /."'

Poniewaz ta ilos¢ jest tozsamosciowo zerem [X, 47, (17)],
warunek (3) jest sprawdzonym.
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Tak wige, oba kierunki du; i du; s kierunkami linij krzy-
wo$ei powierzchni «; w punkeie M; zkad wynika wazne
twierdzenie DurIN’a, ze w kazdym uktadszie traech familij powiers-
chni praecinajacych sie prostokatnie, powierzchnie dwdich familyj
rysuja na kozdej powze; zchni familiv trzeciej, wszystkie jej linje
krzywosci.

50. Krzywos¢ powierzchni. — Przystepujemy teraz do
wyznaczenia promienia krzywosci r;; powierzchni «i, odpo-
wiadajacego linii krzywosei dx;.

Nazywajac, jak dawniej, przez ) ktorabadz z trzech iloSci
z, ¥, 3, ktorekolwiek z rownari (3) przedstawié mozna jak
nastepuje

3 dﬁl Oj/l da, hl

(léﬂ
a"l_“" = K du
J d)\ e d ; ]
S U
thiZdT(jd s
~ (I')\ l Ilotj
ojl__.a;.duj i SRy a'uj,
rownanie to przybiera posta¢
dioi"
(6) d\ 24 1 d/[,* dd' 1 /l,' [,{’1‘,‘ g

o day T lida A T R

Poniewaz mamy takze podtug formuty (5) [45]

e
(1) & A dhy d by dh, I da,.
d(l,' _}l,' daj d /lj ddt d}‘ :
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lozsamo$¢ konieczna dwoch wartosei (6) 1 (7) wymaga azeby
byto '

1 hdy

Tij /IJ (/.L‘

(8)

co daje oczywiscie wartosé krzywosei szukanej.

Oznaczajac przez r;; promien krzywoSci powierzehni o,
odpowiadajacy drugiemu kieruhkowi du;, znajdziemy po-
dobnym sposobem
( 1 /LL ([/l/,

9) -
Tik /l/ (11,
Summa obydwoch tych krzywosei daje

4 1 hidhj . hi (//1,,

—_—— = = = = — g

Tiyj Tisk /l',' (l’l,' /L/b (llt
a ze na mocy rownan (13) [X, 46]
/Ll
/z /zk dh; h; r///, h, di,
do; day - n; do, /l/i du;’

o TN o
codne uwagi wyrazenie summy dwoch krzywoSci powierzchni
x;, alho podtug Gauss's, krzywosci kuliste).

51. Wyrazenia szesciu krzywosci. —Zaslepujac w for-
mulach (8) i (9) iloScl f, 7,k przez i,7.k; 2,k,:¢5 k7,
znajdujemy krzywosei nastepujace:

(A _udy A b diy
/zJ do:, & T T hrdei
\_‘_ hjdhi 4 _ b dhi,

)7//., /l/b ([’l/l;l ‘I‘T’l_z-:zl—;—,’
1 __fudhi 1 he dh;

o db T/;’J /I, dou

(10
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a zakladajac =1 J—-.., k=3, mamy takze

hy dh, 1 _ A dh,,

/ g 1
\ AR . A
| g A e
h o dx Tk, @y
_1__/i _/l_ A Sy dhy
Ny R e T

Niewiadomos¢ znakow przynaleznych parametrom roznicz-

kowym
doi\* du;\? do;\ 2

=V(@) (5 - (@)
pozostawia w watpliwosci znaki krzywosei (11) powierzehni
ukladu krzywokreslno-prostokatnego. Zasada do roztrzygnie-
cia tej kwestyl nie powinna by¢ zewnatrz przyjetej umowy co
do znakow w uvkiadzie prostokre$lno-prostokatnym, t. j. ze
z zasady, jakabySmy przyjeli dla ukladu krzywokre$lnego, po-
winna takze wyniknaé zasada dla ukladu prostokreSlnego,
1 taka sama na jaky sie juz zgodzono.

Kazdy punkt wyznacza sie, w tym ostatnim uktadzie, za po-
moca trzech plaszezyzn réownoleglych do plaszezyzn wspol-
rzednych, t. j. majacych za rownania

.’L':a“ y=027 Z:(ls,

a za parametry ilosci o,, a,, a,. Podlug przyjetej umowy,
uwaza sie za kierunek dodatny kazdej z trzech osi x, y, s (nor-
malnej do plaszezyzny a; jezeli uklad jest prostokatny) ten jej
kierunek, w ktorym parametr a; ro$nie; a za kierunek od-
Jemny w ktorym tenze parametr maleje.

Podobnie wiec w ukladzie krzywokre$lno-prostokatnym,
poprowadziwszy w punkecie M do powierzchni «; prosta
normalng, nalezy przyjaé za kierunek dodatny ten jej kierunek,
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w ktorym parametr «; rosnie; a za kierunek odjemny, w kto-
rym lenze parametr maleje.

Na mocy tcgo i [44], obie ilosci du; 1 ds; posiadaja te same
! o do; .
znaki, a ztad parametr rozniczkowy 4, :;l—‘ jest zawsze do-
Si
datnym, i znaki krzywoSci powierzchni «; zaleza tylko od zna-
K dh; dh, e ; DR
kow pochodnych —, —£. Promienie wies krzywosci tejze
do; * da;
powierzchni «;, moga byé¢ dodatne lub odjemne, stoso vnie
do tego, czy parametry rozniczkowe #;, 4 rosna lub maleja
gdy parametr «; powieksza sig, albo, maleja lub rosna gdy
ten parametr zmniejsza sie.

PoniewaZz promienie krzywosci, w punkeie M powierzchni
%, odeinaja sig¢ na jej normalnej w tym punkcie, promienie
dodatne odcinaja si¢ w kierunku jej dodalnym a promienie od-
jemne w kierunku jej odjemnym. Mozna zatem powiedzieé, ze
krzywdéé w danym punkcie powierzehni «; jest dodatna lub
odjemng, podtug tego, czy $rodek jej przypada w tej stronie
normalnej w ktorej parametr «; rosnie, czy tez w tej stronie
w kiorej tenze parametr maleje.

52. Zastosowanie do uktadu kulistego. — Azeby wy-
Jasnié i sprawdzi¢ twierdzenia (15) [46] 1 (11) [54], uwaz-
my w szezegolnoSei uktad wspolrzednyeh kulistych. Trzema
familiami powierzchni wzajemnie prostopadlych sa wtedy:
i° plaszezyzny poludnikowe, przechodzace przez o$biegunows,
i ktorych parametrem jest dtugosé lub poziomotuk (azymut);
2° stozki proste otaczajace te¢ o$, ktorych parametrem jest
szerokosé lub wysoko$¢ o3 3° kule wspolsrodkowe, ktorych
parametrem jest promien ». Zakladajac wiec

(12) a0, =Y, ty=9, gy =7,

elementa s;, znane ze swoich wartosci, daja rownosci naste-
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pujace

ds, — < :rc0sg iy,

1 A
: = sl == =i
(13) hy 3 S .
i naslepnie,
[ dh, _ Yo, dh, __ sing o gl S
| da, du, rcos’e’ day  r°cosy
dh, VR TR
(14) de‘_O E/»'—A,_O’ F i e
- dh, dh,
) e =00 e
\ do, duy do,gy

Wartosei  (12) i (13) podstawione w rownaniach (15) [46]
daja bardzo tatwo

l 1
A== 1 cns"u____o’
r*cose dd
% 1- dcose tgy
xR e e
T '"COS"U ([,f r?
dricoso 2
Ay = T—

e o)

r’cosg  dr r

[. j. warloSei parametrow rozniczkowych drugiego rzedu
ukladu kulistego.

Wartosei znowuz (13) 1 (14), podstawione w rownania (11)
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51], daja oczywiseie

1 1
dla 'J ,—:(), —-r:O’
L Vi3
1 1 4
dla o : gy 1 % ———:b‘,
Va8 PR 'y
| 1 | i
l”}l . — = — - e
351 4 T3y Lo

Z pomiedzy wiec szeSeiu krzywoSci, trzy sa zerami; jak (o
zreszta bylo widoeznem, albowiem, dwie krzywosei plaszezyzny
potudnikowej ¥ i jedna krzywos¢ stozka szerokoSci o, odpo-
wiadajaca jego linii krzywosei prostolinijnej, sa oczywicie
zevami. 7 pozostalyeh trzech krzywosei, obie krzywosei kuli
promienia 7 sg rOwnemi sobie i krzywosci jej wielkiego kota
(co byto takze wiadomem); lecz krzywosei te posiadaja znaki
odjemne (czego nie mozna byto przewidziec), albowiem ich
wspolny srodek przypada na kierunku odjemnym normalnej
do powierzchni kuli, t. j. wtej stronie, w ktorej kierunku pa-
rametr » zmniejsza sie. Nakoniec, druga krzywo$é stozka
szerokosei ¢, odpowiadajaca jego linii krzywosci kolowej,
i ktorej wartosé¢ bezwzgledna mogla by¢ fatwo oznaczona, jest
dodatne, albowiem jej srodek, przypadajacy na osi biegunowe;,
znajduje sie w czesei dodatnej normalnej do stozka, t. j. w tej
stronie, w ktorej kierunku parametr o powieksza sie.
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LEKCYA XII

Formuly zasadnicze do zamiany zmiennych niezaleznych. — Paramelry elipsoidy od-
ksztalcen we wspolrzgdnych krzywokreSlnych, — Inne wazne formuly. — Przyrost pracy
mechanicznej we wspélrzednyeh krzywokreélnych.

53. Formuly zasadnicze do zamiany zmiennych nie-
zaleznych. — Azeby przygotowaé¢ wszystko co jest potrze-
bnem do traktowania zadan mechaniki czasteczkowej we wspot-
rzednych krzywokreslnych, poswiecimy pare jeszeze ustepow
na przysposobienie niezbednych w tym celu formut, za pomoca
ktorych, do&¢ diugie nieraz rachunki bedzie mozna znacznie
uprosci¢. Formuly te moznaby takze tam tylko wyktadad, gdzie
zachodzi widoeznaich potrzeba, i postepowanie takie przedsta-
wia rowniez pewne korzysci, laczac jednoczesnie cel ze sposo-
bem otrzymania potrzebnej formuly. Lecz zbytek oznaczen,
ktoresmy dla zjednoczenia wielu formul w jednej formule ezesto
wprowadzali, zaciera si¢ falwo w pamieci, a z tego powodu,
oddaliwszy sie nieco od nauki o wspolrzednych krzywokresl-
nych, potrzebaby prawie zawsze powtarzaé ja na nowo, wiele
razy tylko zachodzi koniecznosé wyznaczenia jakiej nowej for-
muly, na niej si¢ opierajacej. W tym to jedynie celu po$wieci-
liSmy juz wyzej [X, 48] jeden ustep na wyznaczenie we
wspolrzednych krzywokreSlnych parametrow rozniczkowych
A'F 1 A’F, z ktorych dopiero pozniej bedziemy korzystali,
i ktore, w calym dziale traktujacym o mechanice czasteczkowej
wogole, zadnego zastosowania nie maja. Rownie i teraz, po-
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miedzy formulami jakie zamierzamy otrzymaé, niektore z nich
tylko zaraz uzytecznemi beda.

Wprowadzmy do formuly (8) [X, 45] pierwsze strony
rownan (10) [XI, 51] i zastgpmy odpowiednio ilosci ¢, j,k
przez 1,2, 3; 2, 3, 1; 3,1, 2. To daje bardzo tatwo

[l % (dm g c_g_cl,_cz,_cl,+cid2+cgd;+csd,+cid3>,

¢
dp.dh do Poin .0 Tds A i,
‘ day . (dhy , _ cdy  eyd, eydyteed, | edy~+cyd;
(l) p 7 — ly C l e s )
(.0 day Tas  Toj 7352 Ty

da, o <dhs da——(ﬁ el - eyl —-cydy ol Cally+ csdg> 2

\ dud . ([a(3 T 7

7‘3;1 392 rl,B 253

gdzie [45, (6)], 51, (11)]

Ry ORI T -
T 8y B & T
& 1 d 1 1 d
| = 224 [’12 ki ¥
o hy d)° e /1 du.’ d, hy dy.’
fd by dhy, Al budhy,
7 hy do, e i /a3 da,
3) % AT {7_ (_lﬁj L g hedi
. 7‘2,3——/1 dot2 Tt /l d% A
Ayl 4y,
2 hy dog 4 SR o ;

iloci zas (A, ) i (¢, d) oznaczaja ktorybadz z szeSciu ukladow
(z, )1 (m, m); (¥, y)in, n); (5,2)1(psp)s
(7, 3)i(n, p); (5 ) 1 (p, m); (&, y)i(m,m).

Tablica (7) [IX, 43) prowadzi, za pomocg metody rzutow,
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do rownain
U irﬁ L A

hodz " hy de Ty da
Uda, V dau W d
4 =g, WG AN R, it (B
) Ry LR TES
L Uda, V day W day,

VTC G SEPIRE G S S e

oz ez hy dz
z ktorych dwa ktorebadz zastapi¢ moina, azeby by¢ w zgodzic
z formutami (1), przez dwa rownania

(Lo Uds Vs W,
# s Ndenk - Ok R Y
®) | U dey  Vdey Wds,

h

| g du E /T'; W,
pamietaiac tylko ze jezeli (i, 1) oznacza ktorykolwiek z szesciu
ukladow (z, z), (¥, ¥), (3, 2), (¥, 2), (5, z), (z, ¥); (L, M) ozna-
cza odpowiednio ktorykolwiek z szescin uktadow (u, w), (¢, )
(w0, w), (v, W), (w, u), (u, v).
iU : L gl der . .
Zmajdziemy wiee wartoSei pochodnych —l—‘ 1 ==, romicz-
(/47 (A
.
kujac drugie strony rownan (5), pierwsze wzgledem 1 a dru-
gie wzgledem ), iuwazajae, w tem rozniezkowaniu, ilorazy
U YW

o707 2@ fmkeye ilosei «y, a, 4y zaleznych od 2 i u;
it 2y :

4 . do; . ([Cl,' . ]
kazda za$ z pochodnych W’ X - zafunkeye zalezne od i ).
an.
Wskazawszy te dzialania, nalezy nastepnie rozwinaé po-
1500 W

chodne ilorazow i uwzgledni¢ rownania (1), (2),

hy’ by Ty
(3), tudziez definicye geometryezna [1X, 44 (11)] paramtru ro-
niczkowego

(6) =2
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Wien sposob przyjdziemy bez trudnosei do formul nastepu-
lacych

dL
. o
dU \ dU (d 1}
=T, ] (it MR S 4 Baib IR Y
1% (\'/'“'1 Ty ( /sb, s 2 il (\ds3 % 113)
7 r 7 ]
Ha,@(d_\_\_’v___) (88 B o T
sy Ty, Py dsy 7y ds, 74,
IW U v dW U dwW VY
P L. LGN LAN
+ eyd, ( T n«) + ey, < 7 O . .) +c3c12< s +,q '
(7 It i 3
\ @_
e
(U Vv W o N dU W
BB X boa WG Lol o G fod e i
o ‘<’/sl 731 ":m\ i (\'[Sz +"|,2> ki (’/33+ "m)
-+ cod,(dv 4 . ) —“+eyd, av A0 E £ oid (D— + —L—
5 Wdgdon g 1N o g FAae vy
IW U d VV U dW Vi
if / pu G A 13 -—> ( )
“« '\ ds, + 7,3 Tays s, 73,1 H e ’lsz 3 LERY

54. Parametry elipsoidy odksztaicen we wspot-
rzednych krzywokreslnych. Dodajac rownania (7) stro-
nami odpowiadajacemi, znajdujemy formute

(/L +([;\1__

dy. T
\ —2¢,d, __——V—— . )—4—(( dy+ ey, <[[V +(lﬂ+—‘«+“ \
//sl Ta51 T3, | ls ’[5 T30 Tay3/

7 / ] ] /0 VAR
-+ :?Pﬂl/,_,(fl—"——-\l--——l—ﬂ) (g, +c,d, <d“ —+ - Gl +\l+'—l)

ds, (/s; Fhecy Ty

([W U Yy A A S QS
—_———t — )+ (ed, -1.—!'/! e A - R IR
ds, ” RN R Y

7,8 Toys

ktorej pierwsza strona, jezeli w.=), przedstawia po kolei na-
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stepujace ilosei
o G 2@, g 4w
ae? Sy dz’
zakladajac A=z, A=y, A=z. Jezeli za§ p jest roznem od
), pierwsza strona tej samej formuly, daje zawsze
dv  dw dw  du

e uh e

dv
B dy’ dz ' dz’ »?

R
dy = dx

stosownie do tego, czy jest‘lzy if=—2:tezy A—=% 1 p—=z,

ey A==z 1ips=y.

_Podzieliwszy trzy pierwsze, z szeSciu tak olrzymanych for-
mut, przez 2, powr6¢my do rownan (12) [IV, 18] i uwazmy ze
w rownaniu (8) uklad (e, d) przedstawia po kolel naslepujace
uklady

(mi m)’ (n’ n)) (p‘ p)’ (n1 p)’ (p’ m)’ (m’ n)’
odpowiednio do szesciu zalozen ktoresmy zrobili o ukladzie
(A, »). Porownywajac drugie strony tych rownar (12) [18]
z drugiemi stronami rownan (8), znajdziemy oczywiscie

[l gl N W g b Y W Y W

7= " e o w2y
AR NG W O el T N G

©) A U dw dv_dW dU W T

Wbt ol EERBA Y —— - — e :
P g Y e A e . :
Y06 e R SRR BRI By Ty

do'_dW_ U _ V du dv_dU dV Lo

. —_— —_ — —_— + —_—
- ’I ) VA Q
\idael Cg e Ay s e s

albowiem rozwiazujac uklad liniowy (12) [18] wzgledem pier-
wszych stron rownan (9) a uktad liniowy (8) wzgledem drugich
stron tych samych rownan (9) otrzymamy wartosci te same.
Rownania wiec (9) daja rzeczywiScie wyrazenia szeSciu para-
d(u v )
d(z,y,z

krzywokresinych.

metrow elipsoidy odksztalcen, we wspotrzednych
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Nie nalezy zapominaé ze w rownaniach (9) wartodcei ilosei
w, v, w saodpowiednio rownemi wartosciom ilosci U, V, W
przez roznice za$ jaka$my w ich oznaczeniu wprowadzili, rozu-
mie sie tylko, ze ilosei u, v, ' sa funkeyami wspolrzednych
prostokresinyeh (, ¥, z) ailosei U, V, W zaleza od wspol-
rzednych krzywokre$lnych («,, ay, o).

55, Inne wazne formuly. — Odejmujac drugie z réd-
. wnaii (7) od pierwszego stronami odpowiadajacemi, i wprowa-
dzajac, do otrzymanej w ten spos6b formuly, drugie strony
rownan (3) jakotez warto$ci ds; z rownania (6), znajdziemy
bez trudnosci

{ dL  dM d/zz th_V
' —L)\:(62(13—03(12)/12113 e

(71: oy oy v oty
.
e (03(11"‘01(13) hyhy dfuf—d_a;

w F (b cgd,)/z,/l,< :
\ ’ ox

Zalozmy dla skrocenia

il‘ doy  da,

W U

o B
(1) : M(‘A_i)_m,
K NI NN

i zastgpmy w formule (10) X i w, raz przez y i z, drugi raz
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przez z i x, lrzeci raz przez o i y. Zwazywszy przylem na
zwiazki (9) [TV, (18)] i na tablice (6) [18] i(7) [43], [ormula ta
daje

,’/ @‘_7 ’_[/C i ([u| AL (IM, W =k (/ﬂ e 4
\ dz  dy Adr” dx dr
dw __ du . (lrx .

9 — k S T iy 1N k=3¢ 4

(12) &y 2 g 52
du dl‘ du, . da,

H —_— — .“ 0 2 u\ U —‘ :
\ dy A rl: ifh rel iné !

gdzie =

Powtorzywszy na rownaniach (12) te same dzialania, kiore
wykonalismy w celu ich otrzymania na rownaniach (4), i zao-
ZyWszy :

@ = (cht' @)

i Uy (l(l;l

'):/I/ (i:—f.l_‘)

= de iday

r‘R.Z/I / (lix bl (l'l‘!‘)

o, ’.E

malezlibysmy oczywiscie

[ (dw  du du v
B £ findbpitn o ki
£ <(/.L‘ (/z) l<(/y dr)

=m,® + m,d + myA,
2 :

dz dy
(13) )d <§’I_' e %‘_) <@ (//w>
./l/.l/' = dz . =% +nQ +n&k,
d (ﬂ) 5 @) <dw (lu)
20k ] i P -+ PoD + PR,

dy

albowiem wejdzie wtenezas dwa razy ilosé k, . j. F2=1.
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Lecez, wykonywajae na funkeyach w, v, w, danych przez
drugie strony rownani (11) [18], rozniczkowania wskazane na
pierwszych stronach rownan (13), i postugujace si¢ w tym celu
formutami symbolicznemi ustepu 18, znalezlibysmy takze, co
jest nawet widocezném, ze iloSci @, 9, & posiadaja warlosci
odpowiednich pierwszych stron rownan (13), jezeli w nich za-
stapi sie ilosei u,v,w przez w',v,w, iilosci z,y, s przez
z, Y, 7. To daje bezposrednio

dw  du’
4W"£)

dzi . dy

b _do .
dy (Lc') =/l.,/13( dv _i§>,

o, do,

p(f_ ) (e
dy’ ![ucl) ((l:' ([y') L, <(l3 (l».\..‘),

dix’ o iz . "o,

d (L”, .l {/”‘_Y/ d ’g[—l' - (l_u
dz  dy (([.L" dz ) p d-A duy
S L . = hhy|=— ———) -
dy’ dx

rozumiejac przez -b, Wb, S pierwsze strony rownan (11).

Nakoniee, z dodania trzech pierwszych rownan (12) [18], stro-
nami odpowiadajacemi, wypada oczywiscie ze summa trzech
ilosei

di” do . sdwidu Al (/w'_0

= —_— ==
dz 2

@+([y 75_(757+1/y

jest niezmiennikiem. Na mocy rownan (9), ilosé 0 wyraza sie
we wspotrzednych krzywokresinych

dUF Wt W U s W

B (7‘: -‘[_sz l_[S; Gy Gy Gy
(l-‘)/' 0 b A ’ 5 &
d 58 d ot d ik
e /'1/"’/’3K Iy 4 hyh, = /l,/l,)
| : o, s g
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0ZNACZAJAC Przez

1 1 1 1 i 1 1 i |
—=—t—y —=—4—Hy =t
gy Teg il ik ks 1o el 34 | 5 kends & BARAAE R

krzywosci kuliste powierzchni wspotrzednych (x,, x,, «,).

Uwazajac 0 za funkcyg wspotrzednych  krzywokresinych
(g%, %), zalezacych od wspotrzednych prostokr eSlnych (z, v,
z,)mamy oczywiscie

B e
Gz~ dudz | dadz | du dz’

lub takze [18, (6)], [43, (7)] pierwsze z rOwnar

db db db do
by v +myh, % ~+ myh, 5
db dh b de
I7/._nlt x — —+ n,h, " o —+ nzhy — -y
dy dO de dO

[ P1/1 1 i p"" ——' +p3b d
z ktorych dwa drugie otrzymuja sie r(’)lniczkuj@c 0 wzgledem
y 1iwzgledem z. g

Lecz jezeli wyrazimy 6 za pomoca wspolrzednych (z', ¥/,
z) uktadu prostokatnego, ktory ma poczatek wspolny z ukta-
dem wspolrzednych (z, ¥, z) i ktory ma za osie proste, rowno-
legte do normalnych powierzchni wspolrzednych (w, oy, o),
tworzace z osiami dawnemi hkaty o dostawach my, n;, p;;
mamy takze

. FHETE e
dz — dr *dy ‘iz’
9 b do b
dy o ol dy oy @’
i B W @

-e

c-l-z-=])1 d_a;l+p2 Iq-,—*—[)s E[?
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albowiem rozniczkujac 6 wzgledem x, ¥ i z nalezy go uwa-
zaé za funkeye ilosci z', i,z zalezacych od x, y, z, za po-
moca formut stuzgcych do przemiany wspotrzednych prosto-
katnych (z', %', z) na prostokatne (z, y, z).

Poréwnanie dwoch otrzymanych teraz ukladow wartosci
do  do de
= , bedacych oczywiScie tozsamosciowemi, daje bez-
dx dy
poéredmo

dirgndo CEdie e e G iy db

(16) @R Y T

Formuty (14) i (11), (15) i (16) beda mialy swoje zastosowa-
nie w pewnym szczegolnym, lecz bardzo waznym, przypadku;
i uproszcza znacznie, a nawet zupeinie wyruguja, niezmiernie
dtugie rachunki, ktoreby, dla osiaggniecia zamierzonego tam
celu, wykonaé potrzeba byto. Dlatego tez nie wahalismy si¢
otrzyma¢ je przy formufach (9), obecnie potrzebnych, tem-
bardziej, ze przedstawiala si¢ po temu dosé krotka i prosta
droga.

56. Przyrost pracy mechanicznej we wspoirzed-
nych krzywokreslnych. — Funkcya P, praca mechaniczna
jednostki elementu dz'dyds, jest niezmiennikiem szesciu pa-
du, v, w)
dz,y,7)
jest niezmiennikiem, te same prawo zachowuje si¢ takze dla
elementu krzywokreslnego. Rozniczkujac te funkeye wzgle-
dem pomienionych parametréw, danych przez drugie strony
rownar (9), i oddzielajac wyrazy

rametrow elipsoidy odksztatcen; i dlatego ze

AU AN oW dv |, dW dW _ dU ((/U av
b —_ ) i/
Al o <d%+ d,> (ds,+ a> 3 ds2+clsi)
od pozostalych, znajdziemy jej przyrost

(17) 3P =3P +3,P, 4\"
SR » _;~

'.}\‘1 L X\ y

2
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w klorem przez 3P oznacza druga strone rownania

T 7
5P _9(.8((% + 9030 i
(s 3
= AN S AN T AR A
+ G0 - Cgd | 57— + —
4 (daa it ds, ,)+ & 0(1151 5 (/;73>+ L“°<(/s2 " //s‘)

a5, druga strone rownania

!
[ G, [} )G 6, \i
(18) sP +(—3 +—'—_—3—_‘)ov ;
e T Tag Ty S
+<£ﬂ_+ "‘_ﬂ_l‘*_&)a\\q
(T TR T R N 73,0 /

Poniewaz ds,ds,ds, jest objetoscia krzywokreslno-prostokal-
nego elementu, przyrost pracy mechanicznej tego elementu
wyraza si¢ przez iloczyn dseds,dsy 3P, a przyrost pracy w ca-
lej przestrzeni ciala, ograniczonego powierzchnia », wyraza

sie przez catke potrojng fffds,dsgr/ssaf’, wzieta w grani-

cach jego objetoSci.

Zastapiwszy 3P przez druga strone rownania (17), jest oczy-

f / jde dsydsgdP = / f f s, dsydsy3,P
\ +f {"/‘dsid.deSgOaP

Za pomocy znanej melody catkowania przez czeSei (11, 91,

wisele

(19)

» sl »
catke potrojna / / /(lsldszdsnall’ mozna zastapic przezsuinie
L2 . L
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dwoch calek

/ [ | d(ds,dsyat,) i d(dsyds, T,) & \
' ds, ds By

2
S d(ds,ds,G,) sols

| -
ds, s
: Bs [{l (ds,ds, ©,) i i d (s, ds, O%,) T
/' /‘ f ds, ds, 2
W4
| JE +d(d'g‘(ls?G‘)dsa]3\’

ds,
(20) >

ds, ds,

fy d(ds, dx, 3(».,)(133]6“,

S

\ 5 3
58 [fl(d.s‘c_,.'lsﬂ ©,) ds, -+ d(ds,ds, T,) ds,
|

(9, m + &yn + &, p)eU 2
]

at /.d,,, +(Bypn + I,n + Gp)aVv {,
‘ :/ + (Bym + G, n + Iy p)sW

z ktoryeh jedna, potrdjna, rozeiaga sie takze do calej prze-
strzeni ciala, a druga, pojedyncza, do jego tylko powierzchni.
llosei m, n, p oznaczaja tutaj dostawy katow, ktore tworzy
normalna zewnetrzna do powierzehni ciata w punkeie M po-
prowadzona, z trzema lakze normalnemi zewnetrznemi po-
prowadzonemi w M do trzech wspotrzednych powierzchni
(), o5y 25), W tym samym punkeie przecinajacych sie.

= . du; . . & r s . >
Z I)l‘ZyCZ)'Hy Z\\'l{llkll dS;:—/— 1 niezalezno$ei WZR.]OmH(“J

t

trzech parametrow a,, , «3 znajdujemy wogole [XI, 51, (101]

1

-
(l(ds,/{\;) A 98 “hig /l‘/-/u-__‘ g 1 1 )
R g — iy <1—, +o)s

wykonywajac wige, pod catka potrojng w (20), wskazane
10
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rozniczkowania wzgledem s, s, s; kazdy wyraz n.p.

d(ds, dsy T,)
T—dsl

mozna zastapi¢ przez druga strong rownania
d(ds s, DG It 1 1
HAsIsgdt) gy ol a0 3000 byt ds, 5, L + -
([8 1 S Gk | de 2°°"8 7 7
g i 1,2 193/
Powtorzywszy podobne dziatania z pozostalemi wyrazami
i zalozywszy

<([)\)1 dGS+(lG,> U \

\ d.s, Td;_; dss

o dE, | ddo, | dT

by 4 S ety ol | YA 2

&) AF e (d TR s, (/33) ::d g
g, de, | dXo,) o
( ds,+ d53> 4 j}

mozna, w drugiej stronie rownania (19), zastapic¢ w calce po-
trojnej fffds,dsgdssa,P ilosc &P przez znaleziong teraz

(21) AP, bylebysmy tylko nie rozumieli przez 3,P wyrazenia
(18); ale, azebyémy na mocy tego wyraienia (18) i wyrazow
pozostatych z odjecia ds,ds,ds; A,P od nawiasu calki potrojnej
w (20), rozamieli przez 3,P inne wyrazenie, A:P, nastepujace:

!
f AP =
AR AR, A 9} T o e
g)k} e P8 ok Ga<-i—+ >+Gg( —+l—>gob
( Ti Py Y3  Taa Paal Tae
22 Cogs Doy | Mg g ) 2 \)
( )+§3\,, Ny , I Ny o (-1—+—>+GS<—"—+—1—)(8V
RET e Tsn Tso Ba Tul)
A T Dl A 2 .
+()&l gbi.fm Ty )b‘~’+Ce(_L+,__)+L ( +-4-\)2o\\,
T34 Pap 12 Mg 23 Tai )

nadto, abysmy do przeksatalconego W ten sposob wypadku (19)
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dodali jeszeze catke pojedyncza wyrazenia (20). Znajdziemy
wiee ostatecznie -

f f / dsyds, ds,SP = f f f dsy dsy dsy( AP+ A,P)

(23) (thﬂn -+ Gan -+ Ggp) 6U
+fdu> —+ (&ym + ITan + &p)3sV 3

—+ (Bym + & + Ioyp)dW

gdzie AP jest drugg strong rownania (24) a A,P druga strona
rOwnania (22).
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LEKCYA XIII

Rownania ruchu lub réwnowagi we wspolrzednych krzywokresinyeh. — Warunki na
powierzehni. — Prawo ukladu izostatycznego. — Poszokiwanie powierzehni izosta-
tyeznych. — Powierzchnie i linie izodynamiczne. — Blony i wlokna, — Powierzchnie

izostatyezne i izodynamiczne w przypadku kuli ciénien.

5%7. Rownania ruchu lub rownowagi we wspoi-
rzednych krzywokreslnych. — Nic teraz lalwiejszego jak
wypisa¢ rownania ruchu kazdego punktu ciata, we wspoirze-
dnych krzywokreslnych. Jakoz, wedtug tych samych osi wzgle-
dem ktorych oznaczylismy przez U, V, W rzuty odksztatcania
sie ciala w punkcie M, oznaczmy przez F,, I,, F; skladowe
sity dzialajacej na jednostke jego massy, posiadajacej gestosc
p; roznice

P(F,—%)d.ﬁdﬂ'ha, P(F ‘—%)({Sxdsid‘%
(Fa_d,l> ds’de ds,,

powinny byé rowne [1I, 10] odpowiednim wspofczynnikom
8U, 8V, 8W pod catka potrojna w drugiej stronie rownania (23)
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[XII, 56]. To daje, po opuszezeniu wspolnego czynnika dsds,ds,,
7 217

ddG, + 98, e, do, (F1 d L)

j ds, dsz ds, dt’
oy 5 C) g
)k )k )\3+C= <_‘_+ >+Gi(i+ i) 3
Ty T3 Tai Uys, fan
(1(9.,_+ g, fl_(i_;_ Fg—-fl—l>:
g8k dal ¢ s de
W i Lo
IG,— Ty »)bz--Dui_*_G‘(L_*_ 2 >+Ga<; " _1_) y
Ta4 Ta1 o Yae Tog 0 Tis
(IL, ds, | ddb, a'W
o Fi——s | =
G A R P( dr
ry— g 9 9
ts %1 9"‘ % g <-l—+ : >+Gl<_—+ 1—) )
Tye ¢ Tis Tag  Tay
i d*V

rownania ruchu; a po opuszezeniu jeszeze ilosci AR

d/\z , rOwnania rdwnowagi.

58. Warunki na powierzchni. — Wspotezynniki mno-
zace iloei 8U, &V, 8W pod catka pcjedyncza w drugiej stro-
nie réwnania (23), przedslawiaja skladowe, wedlug normal-
nych do powierzehni wspolrzgdnych, cisuienia wywieranego
w punkcie M na element do powierzchni ograniczajacej cialo.
Jezeli powierzchnia ta sklada sie z czeSci nalezacych do trzech
farnilij powierzchni wspoltrzednyeh (xy, s, #3), natenczas ele-
ment dw ma jedng z wartoSci : dsydsy, dsyds,, ds,ds,, sto-
sownie do tego, czy uwazana czes¢ powierzehni ciata zawiera sie
w familii «,, czy w familii «s, czy nareszcie w familii as.

Azeby, odpowiednio do tych trzech zalozen, znalezé cisnie-
nia na jednostke elementu dw, nalezy w formutach

mIGy + n®; + pe,,
mE; 4+ nIo, + pt,,
me; + 1y —+ pIt,,
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150 €2ESC ROZNICZKOWA
zrobié¢ nastepujace zatozenia :
m=1, n=0, p=0; m=0, n=1, p=0; m=0q,n=0, =1.

Znajdujemy wtedy, ze wszystkie czesci powierzehni ciata
nalezace do familii «,, doznaja w kazdym punkeie ci$nieri ma-
jacych za skltadowe
(2) er)t:aj, Gs, GE;
wszystkie czeSci powierzchni ciata nalezace do familii «,, do-
znaja w kazdym punkeie cisnien majacych za sktadowe
(3) G, Iy Gy
1 nareszcie, wszystkie pozostate czedei powierzchni ciala, nale-
zace do familii «;, doznaja w kazdym punkeie cisnien maja-
cych za skladowe
(%) Eaveil, . T

CiSnienia (2) zawieraja tylko dwie zmienne oy i «, albo-
wiem trzecia zmienna «, posiada warto$¢ staly. Kazdej ilosci
stalej = odpowiada kazda grupa ci$nien (2); zatem tyle jest
grup (2) na powierzchni ciala, wicle czesci tejze powierzehni
nalezy do familii «,.

Podane wypadki stosuja si¢ oczywiscie do kazdej z grup
(3) 1 (4); nalezy tylko odroznié, ze grupa (3) zawiera dwie
zmienne oy i «,; grupa zas (4) dwie zmienne « i o,

Oznaczajac wogéle przez @;, iy A; skladowe cisnienia wy-
wieranego na jednostke elementu powierzehni «;; to w ciele
ograniczonem dwiema powierzehniami z familii «,, dwiema
z familii , i dwiema z familii «,, t, j. w ciele przedstawiaja-
cem czworoscian krzywokreslny, warunki na powierzchni
wyraZzaja sie przez rOwnania nastepujace :

\ [ (Fg)yp=( P (‘—) (Qi)no’ (Co)po=(R 105
( (® ) =(%. D105 (JI‘) (‘323),,5, (GI)I‘OZ(‘lP‘E)lAO;
(@

1 o =(%5)10: ( ")m:‘,.QB)l.o- (903)10 =(Rely.q0

http://rcin.org.pl



LERCYA TRZYNASTA 1514
napisane dwa razy, raz z samym znakiem 1 drugi raz z sa-
myni znakiem 05 (%), (2;),, (R,), oznaczaja wtedy skladowe
cisnienia danego na jednej z powierzchni ograniczajacych
ciato z familii a;; (0, i)y (Ri),, s2 skladowemi cisnienia
danego na drugiej z tych'powierzchni. Zreszty, nastreczaja sie
tutaj te same uwagi ktoresmy poprzednio [I11, 18, 14] wylozyli.

59, Prawo ukiadu izostatycznego. — Wyraziwszy ro-
wnania ruchu lub rownowagi wewnatrz danego ciala we wspol-
rzednych krzywokreslnych, dopielisSmy przez to jednego waz-
nego celu; albowiem wiele zadad niemozliwych do rozwiazania
we wspotrzednyeh prostokresinych, bedziemy mogli rozwia-
za¢ w ukladzie krzywokre$lnym, dobierajac tylko stosownie
do okolicznosei odpowiednia jego nature. Lecz oprocz tego
celu pozostaje jeszeze inny rownie wazny, t. j. wynalezien e
prawa ukladu izostatycznego i sposobu poszukiwania powier ch v
izostatycznych.

Wiadomo z okreslenia powierzchni izostatycznych [IX, 39},
ze w kazdem ciele istnieje wogoble jedyny uklad trzech fainilij
powierzcehni izostatycznych, odpowiednio do jednego w kaZ-
dym punkcie uktadu prostokatnego trzech ptaskich elementow,
podleglyeh samym tylko ciSnieniom normalnym glownym.
Wiziawszy go za uklad wspolrzednych krzywokresinych, iloSci
«; staja si¢ oczywiScie parametrami powierzchni izostlatycz-
nych a ci$nienia styczne &; sa wszedzie zerami. Wtedy istnieja
tylko cisnienia normalne J%;, ktore zamieniwszy sig na cis-
nienia gtowne A;, bedace pierwiastkami rownania (14) [V,
22], przedstawiaja w kazdym punkecie ciata kierunki i wiel-
kosci osi elipsoidy ci$nien. ROwnania zatem ogolne (1), upro-
szezone w ten sposob, wyobrazaja prawo powierzchni izosta-
tycznych.

Wykonywajac to uproszczenie nalezy zatozy¢

I == Ay Poy== iy, My== Ay,
&,=0, 8,=0, 8=0,
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a zastapiwszy jeszcze nawiasy

a*u N W
T o “ LR e | T e ks
(F‘ (u'z)’ (Pl dﬁ)’ < 4 (ltf>
przez odpowiednie gloski Fy, Fy, Ty, grupa (1) zamienia sie
na ukfad rownan

[ di P — —A‘—AQ —i—-—J—A"_‘/\3 ;
ds, Pia 713
dA Ar—A; A,—A
6 '_2 F — 2 3 2 1
©) ds, e T3 i T '
(_léi’ +oFy= .A-“___I_\_l ey .‘A_ﬂ? 4
dsy Pas T

wyrazajaeych to jedyne prawo, kroreby mozna nazwaé twier-
dzeniem LAME'GO: Ze w kazdym uktadzie izostatycznym, kasde
z trzech cismien gtownych dosnaje wedbug wtasnego kierunku
smiany, ktora powickszona sktadowa wedlug tego samego kie-
runku sity dsialajacej na masse, jest réwna swmmic nadmiariw
teyo cisnienia nad dwa pozostale, pomnozonych przez odpowiednie
krzywosel powierschni izostatycsnej ulegajacej temu cisnieniu.

A zatem, jezeli chcemy azeby dany uklad trzech familij po-
wierzchni wzajemnie prostopadlych byl ukladem izostatycz-
nym, wystarczy w takim razie daé tylko natezenia cisnien
glownych w jednym punkcie M; albowiem za pomoca prawa
(6), znajdziemy natezenia tych ciénieni w szeSeiu punktach
sasiednich polozonych z jednej i drugiej strony punkiu M na
tuku ds; a postepujac w ten sposob dalej znajdziemy wszy-
stkie ci$nienia glowne w calej uwazanej przestrzeni.

Jednem slowem, prawo, tak latwo wyrazone za pomoca
elip-oidy cisnien, daje ci$nienia wywierane w jednym punkcie,
za pomocg trzech z pomiedzy nich; nastepnie za$, prawo nie
mniej proste, wyrazajace sie za pomoca rownan (6), pozwala
wyznaczy¢ ciSnienia we wszystkich pozostatych punktach. To
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LLEKCYA TRZYNASTA 153

ostatnie prawo bylo wiec koniecznem, albowiem bez niego,
zjawisko rownowagi wewnatrz ciala niesztywnego, pozosta-
toby niezupelnie oznaczone.

60. Poszukiwanie powierzchni izostatycznych. —
Wypowiedziane teraz uwagi LAME'Go staja si¢ oczywistszemi szu-
kajac powierzehni izostatycznych. Przypusémy w tym celu
7e umieli$my zcalkowaé rownania (4)i (3) [III, 12] lub (6)
(111, 14] i (5) [12], w danym jakimkolwiek przypadku; wtedy
funkeye w, v, w sa zupelnie znanemi.

Zalozywszy
(7) z4+u=z, y+v=y, z4+w=7s,

ilodei ', ¥, 3 wyobrazaja wspolrzedne punktu ciala po jego
odksztalceniu sie, podezas gdy ilosei z, y, z, od ktorych za-
leza funkeye u, v, w, sp wspolrzednemi tego samego punktu
przed odksztalceniem sie. ’

7 trzech rownan (7) mozna oczywiScie wyznaczy¢ trzy
ilosei , y, 2 w funkcyach trzech ilosei ', ¥/, 2/, a ztad ci§-
ey : Sz Kl e
nienia (N;, T;), ktore sa funkcyami iloSei z, y, 5 1 —(”—_),

‘ d(z,y, 3)
wyrazajg sie oslatecznie przez z, y', 7\

To majac, przypomnijmy teraz, ze ci$nienia gtowne Ay, A,,
A, sa pierwiastkami rownania (14) [V, 22] i jako takie wyra-
zaja sie rOwniez przez funkeye zmiennych ', y, =" Oznacza-
jac ktorckolwiek z tych ci$nien przez A; izakladajac

1 1
T, AR MR T T, TR

mi==

1
(Ai— Ns) T, + Tth 1

D=
ptaszezyzna, poprowadzona przez punkt (z,y/, z) prostopadle
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do kierunku ci$nienia gtobwnego A;, ma za rownanie (22, (17)]
m,-(X—;L") -+ 'n,(Y e y,) -+ pi (Z e 5') =0,

rozumiejac przez X, Y, Z wspofrzedne biezgce plaszezyzny.

Lecz ta sama plaszczyzna jest zarazem plaszezyzna styczng
w punkeie («, i, z) do powierzchni izostatycznej
fieyy,5)=m;

rownanie wiee jej wyraza sig jeszeze jak nastepuje :

T ® =)+ O =)+ G E—2)=0;
zkad wypadaja zwiazki
day doy  dy
®) & _dy Ty
m; iy n; o pi —“;’

gdzie h; oznacza parametr rozniczkowy pierwszego rzedu nie-

zmiennika o;, 1
R‘ = - \/7’"52 — n[" e p,"-
Ze stosunkow (8), ktore mozna takze zastapi¢ przez rownania

da,-_h R A do; p,

n
©) i amdt TR Bl Aol i

1 dw 1 da,- 1 dd,'

otrzymuje si¢ tylko trzy ilosci bz hdy. L WYyo-

brazajace dostawy katow ktore normalna do powierzchni o,
tworzy z osiami wspolrzednych, co rowniez dowodzi, ze same
wartosci i kierunki cisnient gtownych w kazdym punkcie ciala,
nie wystarczaja jeszeze do wyznaczenia powierzchni izosta-
tycznych; uwaga prowadzaca w gruncie do tego samego wy-
niku, ktory$my w korcu poprzedniego ustepu z LAMEGO przy-
toczyli.
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Cheae zotem wyznaczy¢ powierzchnie izostatyczne potrzeba
sie uda¢ do rownan (6). Ktorebadz z nich napisaé mozna jak
nastepuje

Ai—A;  A—A
(lA\ +PF g J+ i k

ds; Ty P

a zwazywszy ze jest [1X, 44, (11)], [XI, 51, (10)]
(['1, 1 d/l 1 ___h,' d]lL

([S,-—_—— I :

— e
/l, 7',',,' /I] (1’1, 7“,"]; /lk (11’1,'

?

mamy rowniez

. 1A, hi(A; —A)) dh; | hi(A; —A ») dhy,
Koot — kA — Aj) oy | AlBy == B8)
(1()) & / i PF /)j d’xi /7,; (/’1,

Poniewaz A, hj, iy sa funkeyami zmiennych &y, 3, jest
oczywiscie
ilA_,_____d;&L di’+d[\; dy KLY dA; d7
Ay dr du;  dy dx dz dx;’
dh; _ dh; dz o ah; dy dhy dz
du; — dz’ ZU dz/ day i dz dx;’
dhi __ dh (o gl ds,
™ d; . A 3;‘ Z'Zi i
a z przyezyny rownan [X, 45, (1)]
dx' 1 d.q dy' __1_ dm, dz 1 doq
d; /1‘ dr’’ da; At l/?/ du; /I ds
i rownai (9), znajdujemy bardzo }atwo, zamiast rownania
(10), roOwnanie nastepujace
f dA; dA; dA;

| § et i ,—— P

| m; = “+n dJ “+p p ; + ol
il —A; dh_*_A;—Aktllk)
Ty /)., da fx da’,

(1)

hody T e dy

i i ])f(Ai A A.i d,l’ A - ‘\;, dhy,
o h dz ke dz

f <A,- e A dhy 0 ApesAs d/,k)
=184 s — - i,

J
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Uwazmy tlakze ze ilo§¢ F; przedstawia sktadowa, wedlug
normalnej do powierzchni «;, sily dzialajacej w punkcie (',
¥, %) na jednostke massy p. Sktadowemi tej sily, wedlug osi
prostokatnyeh' (&', o 2), “saiilosei X, Y, Z,, [TV, 47, (1)1,
mamy zatem, na mocy rownan (9),

RiFi=m X, +n, Y, +piZ,
Zastepujac w rownaniu (11) ilos¢ R;F; przez druga strone
olrzymanego teraz rownania i zakladajac
¢;=1log. nep. 4;, ox=1log. nep.k,

znajdziemy bardzo tatwo

[ d\; dA; ) dA;
| m: a0 AN ST [URRTI o o R
f <d(L" PX") e <1ly' ¢ I < 4 ; °>

o do,
:mig(A,»—Aj)d—;—l—(A,-—-A )(T<

Gy
1o
~

LTeERY d’w ek dﬂ |
+ mf (4 — )T+ (A — A T

LTk AT
—+ i 3 (A, AJ) ]];, -+ (A, Ak) e ).

\

Rownanie (12) przedstawia wlaSciwie trzy jednoczesne ro-
wnania, z ktorych otrzymuje sie kazde zastepujac po kolei
trzy znagzki 4.7, k praeg 2888 00008, 4 8 M D

W tak otrzymanych rownaniach iloSci A;, m;, n;, pi, X,, Y,

, sa funkeyami danemi zmiennych &, i/, '; iloSei zas ¢; sq
funkeyami nieznanemi tych samych zmiennych. Na wyznacze-
nie wiee trzech funkeyi o; posiadamy trzy jednoczesne czast-
kowe rownania (12) rzedu pierwszego.

Dla tej przyczyny, w funkeye ¢;, t.j. w calki rownan (12),
wejda funkeye dowolne. Azeby je wyznaczyé, powroémy do
rownari (9), ktore daja najpierw

13 dou; = h; m'dz—i— d +pi¢1:',
Yy ]
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P 5 i Iz
a nastepnie, na mocy rownosci ds; = /__’,
li
dsi="% d’ + (/J +7'd~.

R;

Zwazywszy ze druga strona napisanego teraz rownania jest ro-
zniczka zupelng, znajdujemy, wprowadzajac tensam warunek
do rownania poprzedniego:

Ll ls (iz, dh; L (//1, 77t»d/""—-n-d/'"
,([T—P;dyd [’;d 11 1@7— 1'{'[‘3?7
a dzielac przez h: 1pamietajac na zalozony wyzej zwiazek
gi=1log nep A,
1o s i dp; dpi dyi
14) Bk i, el el i dyi
(14) =n 77 'dy" 7 8 7 :

Kazda wiec z calek ¢; rownan (12) zadosyé czyni warunkom
(14), co pozwala wyznaczy¢ nature funkeyi dowolnych, we-
sztych z catkowania rownarni (12). '

Majac tak wyznaczone funkeye ¢: znajdziemy nastepnie

hi="e"
a catka rozniczki (13) daje rownanie
(15) e =12 1,5)
powierzchni izostatycznej.

Jezeli w skladowe X,, Y,, Z, wchodza takze sily bezwla
dnosci, w drugiej stronie rownar zawartych w (15) wehodzi
zmienna ¢ wyobrazajaca czas; powierzchnie wiec izostatyczne
(24,25, #3) Zawieraja w sobie parametr zmienny ¢ i przedstawiaja
coraz inny uktad z uptywem czasu. Jezeli za$ skladowe X, Y,

Z, nie zawieraja w sobie skladowych sity bezwladnoSci, t. J.
jezeli jestesmy w przypadku rownowagi, drugie strony rownarn
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(15) nie zaleza od zmiennej ¢, ale tylko od trzech iloSei ', i/, =,
przedstawiajacych wspolrzedne punktu ciata po jego odksztat-
ceniu sie (7). W kazdym z tych przypadkéw, trzy rownania
zawarte w (15) daja

' =Dy (g, tyy u3),

.l/v e ‘bi (“h Uay "3)a

e ‘DS (0(1, Uy “3)’

t. j. wspolrzedne prostokatne kazdego punktu ciata, w czasie
jego odksztatcania si¢ lub po odksztalceniu, stosownie do tego,
czy uwazamy przypadek ruchu czy przypadek rownowagi.

61. Powierzchnie i linie izodynamiczne. — Zatrzy-
mawszy definicye powierzchni izostatycznych, jako powierz-
chni ulegajacych samym tylko eisnieniom normalnym glo-
wnym, nazwiemy powierschnigizodynamiczng taka powierzchnig,
ktora ulega jednoczesnie cisnieniom normalnym i jednakowego
natezenia we wszystkich jej punktach. Prawo istnienia jedy-
nego tylko ukladu trzech familij powierzchni izostatycznych,
dowodzi oczywiScie, ze wogole powierzchnie izodynamiczne
nie istnieja; a istnialyby tylko wtenczas, gdyby niektore lub
kazda z powierzchni izostatycznych ulegata ci$nieniom jedna-
kowego natezenia we wszystkich jej punktach, co wymaga
juz pewnych szczegélnych warunkow.

Dwie powierzchnie izodynamiczne przecinaja si¢ podiug
pewnej krzywej, ktora nazwiemy linig tzodynamiczng.

62. Blony i wiokna. — Zamiescimy jeszeze dwa godne
uwagi wyniki z rownaii (6). Otrzymuje si¢ z tych rownai
warunki rownowagi blony o grubosei jednakowej dsy : obie
powierzchnie btony rownolegle do jej powierzehni srodkowej,
sa dwiema powierzchniami niekoriczenie sasiedniemi, kiore
mozna uwazaé jako nalezgee do jednej (w,) z trzech familij
powierzchni ukladu krzywokreslnego ; ich wspolna normalina

http://rcin.org.pl



LEKCYA TRZYNASTA 159
jest clementem prostolinijnym dss, co daje:

1 1

0 =)

7‘1}3 712:3 £

Poniewaz tak uwazana powierzehnia oy zadnym cisnieniom
nie ulega, jest oczywiscie

A;=0, L--0
ls3

i rOwnania (6), w ten sposob uproszezone, dajq :

dA, A -4
/ dsl -+ PF 7“’2 )
3 dA, A=A,
49 (132 e Poit
Ay i Ay
A8 SRR e )
\Toe  Tag -

warunki rownowagi w kazdym punkcie uwazanej blony.

Warunki réwnowagi wtokna o przecigciu statem sa rowniez
zawartemi w rownaniach (6). Zalézmy ze os krzywa wiokna
jest skierowana wedlug krzywej s,; przecigcie jego normalne
jest elementem plaskim ds, dsy powierzehni «;, nieposiada-
jacym zadnej krzywosei : mamy wienczas

-'l_ ::O, _l.. =0.
r

13
Poniewaz powierzehnia boezna wiokna nie doznaje zadnych
cisnien, jest rowniez

(1A2=0, Ay==0, d—é—“—'O,

A =0, &, ;e

i rownania (6) daja uklad rownar

- dA A A
17 — 4 oF = fos e =0 = +f,=0
ab ds, poed k8 Cait A ot Py i P

http://rcin.‘org.pl



160 CZESC ROZNICZKOWA
wyrazajacych rownowage w kazdym punkeie zalozonego wio-
kna.

Z tego co powiedzieliSmy wogole o powierzchniach izosta-
tycznych i izodynamicznpch wynika bezposrednio, ze blona
jest powierzchnia izodynamiczna a wiokno linia izodyna-
miczng ; albowiem jedno i drugie, niedoznajac zadnych cis-
nien na calej swojej powierzchni, doznaja, mowiac innemi
stowy, cisnien normalnych i jednakowych, bo rownych zeru.

Dostrzega si¢ rowniez bardzo latwo, ze ksztalt rownan (16)
1 (17) dogodnym jest tylko w traktowaniu prawdziwej rowno-
wagi. Jakoz, w przypadku ruchu ilosei wspotrzedne btony lub
wlokna zmieniaja si¢ z czasem, jako parametry powierzchni
i linij izodynamicznych ; ruchu przeto do nich odnosi¢ nie
mozna jako do iloSci zmiennych z uplywem czasu. Tak wiec,
uklad wspolrzednych prostokreslnych przedstawia tutaj wie-
ksze korzysci w przypadku ruchu; uklad wspotrzednych krzy-
wokre$inych jest dogodniejszym jezeli sie traktuje przypadek
rownowagi blony lub wlokna, dajac odrazu twierdzenia (16)
1 (17), ktoreby trudnemi byly do otrzymania we wspétrzednych
prostokresinych.

63. Powierzchnie izostatyczne i ‘ izodynamiczne
w przypadku kuli cisnien. — Do szczegolnych przypadkow
i godnych takze uwagi, nalezy jeszeze ten w ktorym elipsoida
cisnieri jest kula. Wtedy nalezy oczywiscie zalozy¢é

Avee i, —A =—n
i rownania (6) daja

dp d, d,
18 —— 4 oF, = i-}- e —ﬁ—}- e
(18) ds, ¢F, =0, s, eF,=0, ds, eFy=0,

A zatem, jakakolwiek powierzchnia poprowadzona w ciele
jest powierzchnig izostatyczna, gdyz kazdy element plaski
ulega tylko ci$nieniu normalnemu. Pomiedzy temi powierz-
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chniami, znajduje sie jedyna, ktora jest powierzchnia izody-
namiczng. Azeby znale$é rownanie tej ostatniej powierzchni,
uwazmy najprzod ze rownania (18) zachowuja ten sam ksztatt
w ukladzie prostokresinym ; mamy wiec takze

dp dp o L Y oy i
2 P TGl i

rozumiejac przez X,, Y,, Z, skiadowe, wedtug osi prosto-
katnych z, y, z, sily dzialajacej na Jednostke massy p. Ztad
znajduje sie oczywiscie

dp

dp =+ dz + ((l[p d/} ds =—o(Xode + Y, dy + Z,d3),

a nastepnie
(19) p="F(z,y, z),
rownanie powierzchni ulegajacej we wszystkich punktach cig-

nieniu normalnemu i jednakowemu p, t.j. réwnanie po-
wierzchni izodynamiczne;.

Latwo jest zauwazy¢ ze powierzchnie poziomu w cieczach
lub gazach sa powierzchniami izodynamicznemi.

Na tem koriczymy Dzial Drugi niniejszego wykladu. Przed-
stawiajac rOwnania ruchu lub rownowagi wewnatrz danego
ciafa pod innym ksztattem jak w dziale pierwszym, dopelni-
liSmy juz przez to samo zamierzonego celu. I rzeczywiscie,
rownania te (1) wyrazaja warunki ruchu lub rownowagi we
wspolrzednych krzywokresinych, utatwiajacych bardzo czesto
rozwigzanie zadan, ktorychby we wspotrzednych prostokresl-
nych pokona¢ miepodobnem bylto; nastepnie, na mocy okre-
slenia powierzehni izostatycznych otrzymuja si¢ rownania (6),
wyrazajace prawa tych powierzchni, prawa, bez ktorych defi-
nicya réwnowagi wewnatrz ciata naturalpego bylaby niezu-
petng; nareszeie, znajduja si¢ twierdzenia (16) i (17) charakte-
ryzujace geometrycznie blony i wioknai uzupetiajace w ten
sposob to, cosSmy wyzej nazwali glownym ich charakterem.

44
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LEKCYA XIV

Metoda dynamiczna, — Summa sil zZywych odksztalcania sig uktadu mechanicznego, —
Definicya plynu. — Summa sil Zywych odksztalcania sig jednostki objetosci olementn
plynu, — Obliczenie wspolezynnikow wielomianu @. — Inny poglad na wielomiau®,

64. Metoda dynamiczna. — Badania ktore dotad prze-
prowadzilismy, polegaja gtownie na znajomosci praw odksztat-
cania si¢ jednostki nieskonczenie malego elementu dz dy dz
i na definicyi pracy mechanicznej zuzytej na to odksztalcenic
si. Widzielismy ze owa praca zalezy od tych samych ilosci,
za pomoca ktorych wyrazaja sie odksztatcenia jednostki pomie-
nionego elementu [II, 8, (7)], ostatecznie za$, sprowadza
sic do funkeyi szeSciu parametrow elipsoidy odksztatcen
[1II, 12, (3)], t.j. szesciu ilosci

du dv dw dv  dw dw du du  do

w ktorych trzy funkeye u, v, w zalezy od czlerech zmienuych
niezaleznych x, y, 3, ¢ i posiadaja tego rodzaju znaczenie geo-
metryczne ze ilosci :

r4+u, Y+ i+w,
sa wspotrzednemi punktu M na koieu czasu £.

Taki zrobiwszy poczatek otrzymaliSmy ogoélne rownania
ruchu lub rownowagi w kazdym punkecie ciata, i nastepnie,
przyszlismy do pewnych wnioskow streszezajacych ogolne
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wlasnoéei tego ruchu lub rownowagi wewnatrz cial nieszty-
wnych. Lecz metoda ta, jakkolwiek z wielu wzgledow bardzo
dogodna, nie pozwala jednak wprowadzi¢ do otrzymanych
wypadkow podzialu cial na state, ciekte i gazowe, podziatu tak
charakterystycznie przedstawiajacego si¢ w naturze. Azeby
i tego celu dopiaé, wezmiemy za podstawe, do rozwigzania
gtownego zadania mechaniki czasteczkowej, trzy funkeye
(u, v, w) czterech zmiennych (z, y, 3, ¢) wyobrazajace rzuly
predkosci punktu M (z, y, z). Zmienne z, y, z sa wiledy
funkeyami czasu ¢ i catery ilosci (z, y, 3, t) od ktoryeh zaleza
funkeye u, v, w nie sa juz, jak w poprzedzajacej metodzie, po-
miedzy soba niezaleznemi. Mowiae wige tresciwie, trzy fun-
keye u,v, w wyobrazaly poprzednio odksztatcanie si¢ w danym
punkeie ciata i zalezaly od czterech zmiennych niesaleinych
(z, y, 3, t); obecnie, trzy funkeye u,v, w wyobrazaja rzuty
predkosei, z ktorg sie cialow danym punkeie odksztalea, izale-
za takze od czterech zmiennych (xz, y, 3, ¢); lecz trzy z tych
zmiennych, . j. z, y, z, zaleza od czwartej zmiennej, t. j. od
czasu £. Za pomocg metody pierwszej traktuje sie jednoczesnie
ruch i rownowage ; albowiem funkeye u, v, w, jako przedsta-
wiajace odksztatcenia, moga mie¢ wartoSci rozne od zera, tak
dobrze w przypadku ruchu jak i w przypadku spoczynku. Za
pomocg metody drugiej mozna rozwaza¢ tylko jedyny przypa-
dek ruchu; gdyz funkeye v, u, w, jako wyobrazajace predkosci,
w przypadku spoczynku nie istniejg. Ztad moznaby nazwac
metode pierwszq, metoda statyczng; metode za$ druga metodq
dynamiczng.

65. Summa sit zywych odksztaicania sie uktadume-
chanicznego.—Metoda dynamiezna polega na pewnem twier-
dzeniu, lub wlasciwiej ha pewnej zasadzie, nalezacej do me-
chaniki analityeznej i dotad, o ile nam si¢ zdaje, jeszcze nie-
spostrzezotiej. Zasada ta wynika z uwazania nastepujacego.

Wyobrazmy sobie pewna liezbh¢ punktow materyalnych, ma-
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jacych za massy :
m, me, . 3
za wspolrzedne prostokatne, w czasie ¢ :
DY DY A
za rzuly, na osie wspoirzednych, predkosci w czasie ¢ :
TR TIN A D TN

W ten sposob poruszajacy si¢ zbior punktow materyalnych
uwaza¢ mozna za uklad mechaniczny najogolniejszy, ktorego
summasit zywych wyraza si¢ przez formute

Sl
2 5 mu + 0+ w?),

gdzie znak summowania X rozciaga sie do wszystkich punktow
maleryalnych. Summie tej mozna nadaé¢ inng postaé, dogo-
dniejsza do celu jaki zalozylismy.

I tak, zauwazmy najprzod ze jest tozsamosciowo

s 1, — Gmu) + Sm Zmu® —(Smu)®
2 =mut— :
2 23m :

i nastepnie, ze jest rowniez tozsamosciowo, po wykonaniu
wskazanych dziatan :

Im Zmu® — (Smu)? =
‘o Ty . . g ) ) oSN
Imiut + >_‘mm (W +u?) —Xm*u® — 2‘,\,_‘1nm Uk —
Emm'(u — )’

Dwa znaki summowania, X i 2, odrozniaja tutaj liczbe
wyrazow do ktorych si¢ odnosza. Jezeli uklad sktada sie z n
punktow, znak X odnosi sie do » wyrazow, t. j. do tylu, wiele

http://rcin.org.pl



LEECYA CZTERNASTA 165
jest punktow w ukladzie; znak 2 odnosi sie w takim razie

n(n—1)

do = wyrazow, t. j. do tylu, wiele jest podwojnych

kombinacyj z n punktow.

Na zasadzie ostatniej tozsamosci, tozsamo$¢é pierwsza za-
mienia sie na nastepujaca :

1 Zmu)? + E mm'(u— u')?
D 2

- —=mu = > y
2 23m

-

i summe sit zywych przedstawi¢ mozna przez druga strone ro-
wnania :

m(u® + v+ W=

tox P

1
3% 5 + Vo [(u— - (=0 - 0=}

(1) ( (Zmu,? + (Emv)? + (Emw)* "

To majac, zatdzmy teraz

R=NET 9 =g

1'—x':$%(;.l{:(lll,

y— J:'/l_ R=1/R,

G4

= —R— R=0R,

1 uwazmy ze jest

de—2z) . dy=y)_ d(z—72")
PPN ot Y T T dt

—w—u.
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Wtedy znajduje sie bez trudnosei :

dR da
U—u= a-‘ﬁ—!-R ik
dR db
— :]—- .
V—D )dt'*-nlt’
R de
w-w_c—ﬁ—i-Rd.

Zwazywszy zeilosci e, b, ¢ zado$é ezynig dwom warunkom :
@+ 0 4c=1,

bot by B,
dt dt T

trzy ostatnie rownania daja’:
dR

2) W__a(u—u)+b(v—v)—}-c(w—uv)

(=) 4+ (o0 P o (0 — Y=
da\*  (db\* | (de\? dl{)i‘
AE - ol Tl T i
Pl -5 - @
I rOwnanie (2) mozna jeszcze napisac jak nastepuje :

>> 1) m(u® + v* +w?) =

(Smu)® + (Emv)* + (Zmw)?

{ 2 2
G W B N
™ cxd dt dry | 8

\ dR
e mm ( (Il)

Pod takim ksztaltem podstawiona summa sit zywych ukladu,
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zawiera w sobie inne elementa jak wtedy gdy si¢ wyraza przez
sktadowe u, v, w predko$ci kazdego punktu. Jakoz, fatwo jest
o5 A e e Iy S Y. IR .
zauwazy¢ ze ilosei =—, =——, =—— sa skladowemi pred-
: m - Zm ' Zm
kosci srodka ciezkosei ukladu; ze ilo$¢ R przedstawia odleglosé
wzajemna ktoryehkolwiek dwoch punktéw ukladu, a zatem,
aR £ . - P p Py
—/} jest predkoscia z ktora sie zmienia taz odlegtosé; ze na-
g ,
reszeie ilosci a, b, ¢ oznaczaja dostawy katow ktore kierunck
R tworzy z osiami wspolrzednych, a zatem 898 &
) 'Z S1¢ /'SP / ¢ —_ —_— —
y ) o il SR S
sa predkosciami z ktoremi zmieniaja sie te dostawy.

Ten nowy ksztalt summy sit zywych ukladu jest bare zc do-
godnym wtedy jezeli chcemy robi¢ pewne szczegOlne -al ize-
nia o ukladzie. I tak, cheac otrzymaé summe sif zywych 1k adu

sstywnego dosyé jest zatozy¢ w rownaniu (3) %=O;alh W em

warunek ze wzajemne odlegto$ci punktow skladajacyel ut fad
sa niezmiennemi, jest zupelnie wystarczajpcym w celu ue zy-
nienia go sztywnym. Mamy zatem dla ukladu sztywnego:

= “;l-)m(u2 + v w)=
F [\ (Zmu)? + (Zmv)? + (Zmaw)?
T 4 S (1) 1 (B (7]
Z—" i [(u’t> . dt kA dt,

Uwaga ta prowadzi jeszeze do wniosku, stanowigeego istote
naszego twierdzenia. Oczywistem jest, ze zalozenie sztywnoSci
uktadu rownowazy sie z zalozeniem niemozliwosci jego od-

ksztalcania sie, z tad za§ wypada ze pzedkosci ‘fl——[:, ktore dla

ukladu sztywnego staja sie zerami, odpowiadaja tylko samemu
odksztalcaniu sie. Rowniez jest widocznem ze summa sit zy-
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wych odpowiadajacych summie odksztalzania sie, powinna

zalezy¢ tylko od odpowiednich predkosei, t. j. od %R Ozna-
] dt
czajac wiee przez & wartosé tej summy i zastepujac "ITR jego
dt i
warto$cia (2), mie¢ bedziemy:

_Sen(ly

/ Emm’[a(u —u)+bv —v) +c(w —w)]?
} 4 2Zm

Formuta (4) przedstaw:a summe sil zywych odksztalcania sie
ukladu i stanowi wyzej zapowiedziane twierdzenie, ktorego
wyslowienie jest zbytecznem.

Zastosowanie twierdzenia.(4) do rozwigzania glownego za-
dania mechaniki czasteczkowej, stanowi metode dynamiczna.
Mozno$é uzycia tej metody polega na nastepujacej definieyi.

66. Definicya ptynu.— Nazwiemy ptynem materye ciagla,
ktora moze zmienia¢ swoj ksztatt bez przestania by¢ ciagla.

Jezeli z, y, = wyobrazaja wspolrzedne prostokatne punktu
plynu w czasie ¢, wtedy drdydz jest objetoScia w czasie ¢
nieskoniczenie matego elementu ptynu, lub krocej, elementu
ptynu.

Wrziawszy za delinicye massy wspolezynnik sity bezwladno-
Sci [II, 6], oznaczmy przez dm masse plynu odpowiednia ob-
jetosei drdydz. Granica stosunku massy do objetosci,

dm
zywa sie gestoscia plynu w punkeie M(z, y,z) 1w czasie .
Ztad massa elementu ptynu w czasie ¢ jest cdedyda.

=y, gdyobjetos$¢ drdyds nieograniczenie maleje, na-
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To wiedzae, wyobrazmy sobie ze cala massa plynu w czasie
¢ jest podzielona na elementa drdydz, przez poprowadzenie
nieskonczonej liczby plaszezyzn rownolegtych do plaszezyzn
wspoOtrzednych. Wtedy pdz dy dz wyobraza masse jednego z ta-
kich elementow. Zmieniwszy nieskoriczenie malo ksztalt catej
massy plynu, przyrost jakiego nabywa massa elementu wyraza
sie przez 8(pdwdydz). Lecz ze odksztalcenie si¢ nieskonczenie
male calej massy, jest wynikiem odksztalcenia sie elementow
drdyds, kazdy z tych elementow zachowa masse stala, co sie
wyraza analitycznie, zaktadajac

Hededydz)=0.

Wykonawszy wskazane rozniczkowanie, nastepnie, przesta-
wiwszy znaki & 1 d, nareszcie, podzieliwszy otrzymany wy-
padek przez dzdydz, znajduje sie bardzo fatwo:

e d6x+d8y+d8:‘ P
O\ Ay T & :

Jezeli pomienione odksztalcenie nastapito w skutek przy-

rostu czasu ¢¢, wtedy mamy

dp do

——0L + ——dy -+ =-d3

dt dx dy Tada

albowiem gesto$é ¢ zalezy wogodle od czterech zmiennych

x, Y, 5, t, z ktorych trzy zmienne x, y, 7z, zalezg od czwartej

{. Na mocy tego, rOwnanie poprzedzajace przybiera postaé:
do, , dedxz  dpd dgdz
—/f;<st—;——“—+—r J ull
(

=0l
ax dy dz

Co do ilosci éz, 8y, 8z, te wyznacgaja si¢ jak nastepuje : na-
zywajac przez u, v, w skladowe predkosci w punkeie M(x, y, z)
mamy, jak wiadomo z mechaniki,

dt i dt
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u, v, w nrlezy nwazaé, podobnie jak g, za funkeye czterech
zmiennych z, y, z, t. lodei wiee oz, 3y, 8z jako przyrosly
wspotrzednych z, y, z, nabyte w skutek przyrostu czasu wy-
razaja sie :

v

i 0k, 0Z == Wit

O
oy

T= Uot,
i rOwnanie nasze przyjmuje ksztalt:

Ao,y Op oo w0,

(5) dt = de i ey 7

Rownanie (5) znane jest w elementarnych mechanikach pod
imieniem réwnania ciagtoser; my nazwalibySmy go raczej riuna-
niem statosci massy. Oczywistem jest ze definicya ptynu zawiera
sie glownie w rownaniu (3), na moey ktorego plyn moze sie od-
ksztatcad ze zmiang nawet jego objetodei, t.j. ze zmniejszeniem
sie lej objetosci, lub jej powigkszaniem bez przestania by¢
ciagltym. Jakoz, podlug tego rownania moznosé zmieniania sie
objetosei ptynu posiada kazdy jego element; a poniewaz plyn
sktada sie, w kazdej chwili, sposobem ciaglym z tych elemen-
tow, nie przestaje wiee by¢é ciaglym pomimo ze kazdy z nich
zmieni swoja ohjeto$é. Lecz wtedy i cala massa pltynu zmieni
swoja objetosé. ‘

Nadmieniamy w konicu, Ze nie nalezy migsza¢ dwoch ro-
imych pojeé, t.j. plynu i cieczy; przez nadanie tylko plynowi
pewnych szezegblnych wlasnosci, mozemy otrzymaé ciecz.
Plyn jest wige niejako matematycznym materyatem z ktorego
utworzy¢ mozna jakiebadz cialo, wprowadzajac odpowiednie
ku temu celowi warunki.

67. Summa sit 2yw&ch odksztatcania si¢ jednostki
objetosci elementuptynu, — Zastosujmy teraz lwierdzenie
zawarte w rOwnaniu (4) do jednostki objetosci nieskonezenie
malego elementu ptynu. Zastosowanie to jest wogodle moze-
bnem, albowiem jednostka elementu posiada wymiary skori-
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czone, W tym celu, przedstawmy rownanie (4) pod postacia

Zm’m”[a(u’— w4 (0 — ")+ c(w'—w")

2xm

i oznaczmy przez K, k,l, 1 k', k'l rzty, na osie z,y, 3,
odlegtosei dwoch ktorychkolwiek punktow m' 1 m”, nalezg-
cych do elementu ptynu, od jego srodka ciezkosei M(z, y, 3).

Jezeli u, v, w spskltadowemi predkoscisrodka ciezkosei M;
uy v w sktakowemi predkosei punktu m'; o', v, " sklado-
wemi predkosei punktu m”; wtedy mamy oczywiscie :

'—"+h‘%+/,_/ 137.’
Rl S Y

dx dy ds

albowiem ilosei A, &, 7 i A", k', 1" sa nieskotiezenie matema,
Rownania (e daja:

[
! du s oed

Wt ——(/1—-/L)-—+(/. 5 (_[..174-([—1)(_[;,

: 7 dv R )] At oy

= — ' == i — k") — -1 =
(1) v—0"'=( l)' + (K —Fk (I!/—i—(l [)d:,
dw o dw o

| —w" = —I )———+—(/. — k) + (=)

\ dy dz

Uwazmy teraz ze ilosci A'— 2", K —k', I'— 1" sa rzatami,
na osie x, y, 3, wzajemnej odlegtosci » dwoch punktow m’
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i m". Oznaczijac przez a, b, ¢ dostawy katow utworzonych
przez kierunek r z temiz osiami, jest oczywiscie

8) K—K=ar, kK-K=br, I=0=c¢r,

i znajdujemy bez trudnosei
®) %: o —u") 4+ (' — ") + e(w' — w")=1U,
zakladajac

2 du dv ,dw
i —0 S
U o + b dy+ =

dv  dw dw  du du dv
(*“(&*@)”"(ﬁ*z)“b(@““ﬂ'

Wypadki te dowodz, ze kazde dwa punkta elemeniu plynu,
zblizaja si¢ lub oddalaja wzajemnie z predkoscia »U, propor-
cyonalna do ich wzajemnej odlegtosci » i do czynnika U,
zaleznego od kierunku tej odlegloSci, t. j. od dostaw a, b, ¢
d(u, v, w)
d(z,y,3)

(10)

i od liezh , odnoszacych sie do Srodka ciezkosci

elementu.

W przypadku ktory rozbieramy, element ptynu jest prosto-
Scianem, posiadajacym za krawedzie dr,dy, d=. Poniewaz je-
dnostka objetosci elementu dzdydz powinna byé doniego po-
dobna, za krawedzie tej jednostki nalezy wziaé ilosci propor-
g dy, - I.,l(‘/bd ! wyznacza

Y R
si¢ z warunku, ze objetosé¢ tego nowego prostoscianu jest ro-
wna jednosci, t. j.

cyonalne do dx, dy, dz, t. j.

de dy ds |
Rl e B
co daje oczywiscie
(11) | = \'drdyd-.
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Jezeli wige » jest odleglodeia wzajemng  ktorychkolwiek
dwoch punktow w objetosci dedydz, ilosé

»

?[:l{.
mierzy odleglos¢ wzajemna odpowiednich dwoch punktow
w jednostce objetosei.
Ztad wypada
p=IRY It dr=/[dR :
a zatem takze

dl{ 1 dr T

o
o) T

na mocey rownania (9).
e e ; SRR e A
Otoz, wstawiajac tak znaleziona warto$é v R drugie zro-
wnat (6), znajdujemy

o e

R 2Xm

)

t. . wyrazenie summy sit zywych odksztatcania sie jednostki
objetosci elementu plynu. Znak Xm przedstawia tutaj masse
odpowiednia jednostee objetosci elementu, t. j. gestosé plynu,
nmamy wiee

Im=p;

a poniewaz kaidazmass m', m",. .. jest pewnaczescia catkowi-
tej massy Xm, mozna zalozy¢

Al e
I —nioy i — N, . ...

rozumiejac przez n',n’,. .. liczby dodatne mniejsze od jedno-
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§ci i zadosé czynigee warunkowi
n 0"+ .. =1

Wtedy znajdujemy dla jednostki odjetosci
:P \ n'n ( \ 13

Nareszcie zaslapiwszy ilosé U wartoscia jej (10) 1 wykonaw-
d{up,w)
d(x,y,%)
" cdnoszace sie do srodka ciezkosei M(z, y, z), posiadaja jedna-

szy wskazane dziatania, to poniewaz pochodne , jako

P % S Wl .
kowe wartosci we wszystkich wyrazach summy 2‘, Znaj-

dziemy bez trudnosei
ol (% 4w dw\? I Qgt_) fll_f
dz dyl " dyds

i du)\?
R U 1

Ilv> [(( (Iu dw duJ
+ B + —
.

+

dy (L dd dr

dw)\? [ /du I/l) o du dv
””‘(1 Tl [( (u o dJJ
G “du (dv  dw (lu' (11(' lllt du (lv>

dr ((1: l[l/ dr (/u (/J d.r

/ o [dw  du du  dv\ (dv  dw\’
(13) nl% (_
LT [(ly P >+< ¢1¢-> (d- +,h/

\

1 ‘dw (lu+llL' gt (/L'+III(" fdw  du
_(l: dy = -.dz dz (—[}7) (//.1 ([

K m (lv) du (dw  du
+KIL" <(-/:‘7/+d—// L LZI'T/:' <//,L //'}

v [dv = dw dv (duw  dv

sl e 4 T e e

W e

. dw dﬁ du dw {(/u % duw
am . ds

—_ -+ o) =l v
z T ds \dz | dy
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gdzie

Nl DN gy i
I =4 Znn a’h (7) 5
I\ 2 2\ ?
(14) (G _g}:‘n'n”a? ¢ K'Z 5 H=p Zn’n"/ﬂca (’7) )
= p;n n”c'-’ub(’l—)- )
K=o E/L'h"(t“//('z.)-, L } wn'dde ('z) )

|
P-*» \ nn c‘*a('[) ) >_‘ n c‘b( >

Druga strona rownania (13) przedstawia oczywiscie summe sif
zywych odksztatcania sie jednostki objetosei elementu ptynu.

Wspotezynniki A, B, C,. .., tak okreslonej summy, dane sy
przez drugie strony rownati (14); kazdy z nich jest summg po-
dobnychsobie wyrazow zaleznych sposobem catkowitym od ilo-

B g " ¥ . . . .
sci n', n’,a, b ¢, v Dozostaja do obliczenia wartoser tych
wspolezynnikow.

68. Obliczenie wspolczynnikow wielomianu ¢.—Prze-
dewszystkiem nalezy sie zapewnié wicle wyrazow zawiera w so-
bie kazda z summ (14). W tym celu zalézmy, ze jednostka obje-
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tosci elementu jest sztywna. Zalozeniu temu odpowiada waru-

nek ;ll—t—R =0, dajacy na mocy réwnania (12)

B==0);
. AR e . .

albowiem wartosé 7 jest rozna odzera. Przywracajac znaczenie
(10) ilogei U i pamigtajac, ze rownanie U= 0 ma miejsce przy-
wszelkich wartosciach a, b. ¢, znajdziemy oczywiscie

du dv dw 4

— =0, —=0, —=0,

dx dy

o daw L c/w+d_u:“, @_{_d_v:
dz dy = ox

TTH T
t. j. sze$¢ warunkow koniecznych i dostalecznych, azeby je-
dnostka objetoSci ptynu byla sztywna.

Przyjawszy, ze n jestliczba punktow materyainychjednostke te
skladajacych, wiadomo z mechaniki, iz liczba warunkow ko-
niecznych i dostatecznych azeby uklad byt sztywnym wynosi
3n—-6; mamy zatem w przypadku naszym

3n—6=0,
co daje ‘
n==4%.
Tak wige znajdujemy bardzo wazne twierdzenie, ze jednostha
objetosci elementu plynu moze byé wwazang za uktad csterech

punktow materyalnych. Na mocy tego twierdzenia liczba wyra-
zOw kazdej z summ (14) wynosi

Ak —1)

==t
2

Pozostaje do obliczenia kazdy z tych wyraz()w,.lub co na jedno
wychodzi kazdy z elementow go skladajacych. Zacznijmy od

-~ ) e \
T‘."‘;»’;."'.‘.f;':: I N -755""‘ ] 0
TN ADTVOTIG N A AWE SR AROT At AE
!'J.J.I;.{;‘_’;ul;:'d BAUAUWE “"l‘hli;}-.“.\, r
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