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V orwort.

Obwohl nur etwas Uber zwei Jahre seit der Be-
grindung der H eisenbeeg schen Quantenmechanik und
der SchRsDingeRschenWellenmechanik verstrichen sind,
erscheint es heute bereits denkbar, tber diesen jungsten
physikalischen Wissenszweig ein Lehrbuch in einem
Umfange von etwa tausend Seiten herauszugeben. Der
Verfasser dieser Schrift glaubte indessen, da mehr
als nach einem so umfangreichen und vollstdndigen
Werke in weiten, nicht nur Berufsphysiker, sondern
auch Laien umfassenden Kreisen ein Verlangen nach
einer kurzeren Darstellung bestehen dirfte; nach einer
Darstellung, die keine hohen mathematischen Kennt-
nisse voraussetzt, die nur das Wesentliche der Ge-
dankengénge de BroGlies, Schesbingees und Heisen-
beegs Wiedergibt, die den inneren Zusammenhang dieser
Ideen bertcksichtigt und an der Hand der wichtigsten
Anwendungen ihre Tragweite zu veranschaulichen sucht.
Eine solche Darstellung wird in dem vorliegenden Blich-
lein versucht, das Vorlesungen enthélt, die der Verfasser
wahrend des Wintersemesters 1927/28 an der Wiener
Universitat gehalten hat,"

Es ist selbstverstandlich,*daR eine derart absicht-
lich kurze und unvollstadndige Schrift nicht nur wegen
vieler Probleme den starker interessierten Leser auf die
Originalabhandlungen verweisen muR}, sondern daf eine
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elementar gehaltene Darstellung unvermeidlicherweise
auch auf manche feinere Einzelheiten verzichten muR,
die vielleicht mehr vom mathematischen als vom physi-
kalischen Standpunkte aus wichtig erscheinen durften.

Der Verfasser war bemuht, alle wesentlichen Fort-
schritte zu bertcksichtigen, die in der Atomphysik
bis zum Januar 1928 erzielt wurden. In die wenigen
Wochen zwischen dem Abschluf des Buches und
seiner Veroffentlichung fallt die Publikation der héchst
bedeutungsvollen Experimente G. P. ThomsonS der
nachzuweisen vermochte, dall Kathodenstrahlen bei
ihrer Streuung an diunnen Metallfolien ganz &hnliche
Beugungserscheinungen hervorrufen wie in bekannter
Weise .Rontgenstrahlen bei ihrer Streuung durch
Kristallpulver (London, Royal Soc., Proc., (A) 117,
1928, p. 600). Ahnliche Versuche sind inzwischen auch
Herrn Rupp in Goéttingen gelungen. Da es leider nicht
mehr moglich war, die schonen Experimente der Herren
G. P. Thomson und Rupp in das Kapitel Uber die
Beugung der Materiewellen aufzunehmen, so mdgen
sie wenigstens an dieser Stelle kurze Erwahnung finden.

Viele wertvolle Anregungen verdanke ich Herrn Dr.
Guido Beck (Wien), der mein Manuskript einer ein-
gehenden Durchsicht unterzog, sowie den Herren Eugen
Guth, August Kornfeld und Dr. Franz Urbach in
Wien, die so freundlich waren, die Korrektur aufmerk-
sam durchzusehen. lhnen sei auch an dieser Stelle
fur ihre Muhe und Hilfe herzlichst gedankt. Auf-
richtig dankbar bin ich auch meinem Verleger fur
die Bereitwilligkeit, mit der er bei der Herstellung
dieses Bichleins allen meinen Wiunschen entgegen-
gekommen ist.

Wien, Ende Februar 1928. Arthur Haas,
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Erstes Kapitel.
Das Problem der Atommechanik.

Aus einer friheren Blitezeit der Physik, aus der
zweiten Halfte des siebzehnten Jahrhunderts, stammt
ein Ausspruch des groRBen Forschers H utgens, in
dem nicht nur die Denkrichtung jener Zeit, sondern
auch die der néachsten zweihundert Jahre zu scharfem
Ausdruck gelangten. ,In der wahren Wissenschaft* —
so auBerte sich Huygens — ,kfnne man die Ur-
sachen aller Wirkungen nur durch die Denkweise
der Mechanik begreifen, wolle man nicht fur immer
auf jede Hoffnung verzichten, Uberhaupt je etwas in
der Physik zu verstehen“ ). Die mechanisierende
Tendenz st in der Physik in der Tat bis in die
zweite Halfte des neunzehnten Jahrhunderts vor-
herrschend geblieben. Sie schwéchte sich erst ab, als
nach dem vélligen Versagen aller mechanischen Ather-
Theorien Maxwel1 eine neue Theorie des Lichtes
auf elektromagnetischer Grundlage schuf. Die ersten
Jahrzehnte des zwanzigsten Jahrhunderts brachten

1) Huygens, Traite de la lumiere (Leyden 1690), chap. 1:
.Dans la vraye philosophie on concoit la cause de tous les effets
naturels par des raisons de mechanique. Ce qu’il laut faire a
mon avis ou bien renoncer a toute esperance de jamais rien

comprendre dans la physique.”
Haa s, Materiewellen 1
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dann in reichster Fllle Entdeckungen intra-atomarer
Phanomene, und deren fortschreitende Erforschung
lenkte immer starker das Interesse der Physiker auf
den Zusammenhang, der wohl zwischen den mechani-
schen Erscheinungen und den elektrischen, magnetischen
und optischen Phanomenen vermutet werden konnte.
In Umkehrung des H uygens sehen Ausspruches kénnten
die Physiker von heute vielleicht sagen, dal man auf
jede Hoffnung verzichten musse, Uberhaupt etwas in
der Physik wirklich zu verstehen, solange es nicht ge-
lungen sei, die mechanischen Erscheinungen durch die
Denkweise der anderen Zweige der Physik zu be-
greifen. In dem Streben nach einem solchen Ziele
stellen nun hochst verheiBungsvolle Fortschritte die
seit 1924 entstandenen Theorien von de Beoglie,
SchRoédingeR und H eisenbeRg dar, in deren ldeen
diese Schrift in elementarer Weise einfuhren moge.

Die Mechanik ist der alteste Zweig der exakten
Physik. lhr galten die Forschungen des eigentlichen
Begriunders der theoretischen Physik, Galiteis. Die
Aufstellung ihrer Grundgesetze ist das Werk des
Mannes, der zuerst die ganze Physik auf mathemati-
scher Grundlage in ein einheitliches System bringen
wollte, namlich Newtons. Noch zweihundert Jahre
spater schien es, als ob die Begrindung der Dynamik
durch Newton eine endgulltige gewesen wére; so dal
auf Newtons Werk zwar noch eine weitgehende Ver-
vollkommnung und Verfeinerung der formellen Methoden
folgen konnte, nicht aber daridber hinaus eine wesentlich
neue Erkenntnis hinsichtlich der eigentlichen Be-
wegungsgesetze maoglich waére.

Die Voreiligkeit einer solchen Auffassung erwies
sich im Beginne des zwanzigsten Jahrhunderts. Auf
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relativitdtstheoretischer Grundlage entstand
zwischen 1905 und 1909 eine neue Mechanik. Sie
brachte nicht nur Verallgemeinerungen Kklassischer
Bewegungsgesetze, die in ihrer ursprunglichen Form
seitdem nur mehr als angendhert richtig angesehen
werden durfen, sondern auch eine véllig neue Er-
kenntnis von allergrof3ter Tragweite. Einerseits ergab
sich namlich eine merkwirdige Verknipfung zwischen
Mechanik und Optik insofern, als sich die Ge-
schwindigkeit der Lichtwellen als obere
Grenze fur alle mechanischen Geschwindigkeiten
erwies. Andererseits offenbarte sich ein enger Zu-
sammenhang zwischen dem mechanischen Grundbegriff
der Masse und dem vielleicht wichtigsten Begriffe
der Gesamtphysik, dem Begriff der Energie. Auf
der Grundlage der neuen relativistischen Mechanik
erwiesen sich die beiden fundamentalen Begriffe in-
sofern als identisch, als die Masse eines Korpers
oder Materieteilchens von seinem Energieinhalt nur
durch einen universellen Proportionalitatsfaktor ver-
schieden erscheint, der wiederum mit dem Quadrate
der Lichtgeschwindigkeit Ubereinstimmt.

Doch nicht nur die Relativitatstheorie erschitterte
die Grundlagen der ,klassischen® Mechanik. Diese
geriet auch in Widerspruch zu wesentlichen Er-
gebnissen der Quantentheorie, die ungefahr gleich-
zeitig mit der Relativitatstheorie entstand und gleich
dieser nicht blo ein einzelnes Erscheinungsgebiet,
sondern die Grundlagen der gesamten Physik zum
Gegenstande hat. lhren Ausgang nahm die Quanten-
theorie eigentlich von der Entdeckung eines weit-
gehenden Parallelismus zwischen den Objekten der
mechanischen, der elektrischen und der optischen

I*
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Erscheinungen. Schon in den letzten Jahren des neun-
zehnten Jahrhunderts wurde es klar, daR die Objekte
aller Bewegungsvorgdnge letzten Endes zwei Arten
materieller Urteilchen seien, deren Massen zwei
universelle Konstanten darstellen, und daR sich alle
Atome aus diesen beiden Arten von Urteilchen auf-
bauen, die man heute als Protonen (mit der gréf3eren
Masse) und Elektronen (mit der kleineren Masse)
unterscheidet. Gegen Ende des neunzehnten Jahr-
hunderts erwachte auch die Erkenntnis einer atomi-
stischen Struktur der Elektrizitat Die Physiker
erkannten, dafR alle elektrischen Ladungen ganzzahlige
Vielfache einer Elementarladung darstellen mussen
und daB alle materiellen Urteilchen eine solche
Elementarladung aufweisen, und zwar die schwereren
Protonen eine positive, die leichteren Elektronen hin-
gegen eine negativel.

Zu den Entdeckungen der materiellen Urteilchen
und der elektrischen Elementarladung gesellte sich
nun im Beginne des zwanzigsten Jahrhunderts die
nicht minder wichtige Entdeckung, dall auch das Licht
(im weitesten Sinne dieses Wortes) eine atomistische
Struktur aufweist, dalR also in gewissem Sinne auch
von Lichtatomen gesprochen werden kann. Unter
dem Lichte ist dabei nicht blol} das sichtbare Licht
zu verstehen, sondern auch die ultraroten Warme-)

i) Die Masse eines Protons betragt 1,66 . 10-24 g, die 1847mal
kleinere Masse eines Elektrons ist 9,00.10—28g. Die elektrische
Elementarladung betragt 4,77.10“ 10 elektrostatische Einheiten,
wobei in bekannter Weise unter einer elektrostatischen Einheit
eine Ladung verstanden wird, die auf eine gleiche in einer Ent-
fernung von 1cm eine Kraft von einer Dyne (gleich etwa dem
Zuge eines Gewichtes von 1mg) ausubt.
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strahlen, die elektrischen Entladungswellen, die Wellen
der Radiotelephonie, die ultravioletten Strahlen, die
Rontgenstrahlen, die Gamma-Strahlen der radioaktiven
Substanzen, und so fort. Diese scheinbar so verschie-
denen Arten von Strahlen unterscheiden sich bei
volliger Wesensgleichheit bekanntlich nur durch
ihre verschiedene Schwingungszahl, die, auf eine
Sekunde bezogen, beispielsweise 400 Billionen fir rotes
Licht betragt, einige Trillionen flr die hartesten
Rontgenstrahlen, aber nur einige Hunderttausende
fur die in der Radiotelephonie Ublichen elektrischen
Wellen.

Wie nun Pranck im Jahre 1900 entdeckte und
Einstein 1905 scharfer begriindete, setzt sich alle
lichtartige Strahlung aus Strahlungselementen zu-
sammen, deren Energie sich von der Frequenz nur
durch einen universellen Proportionalitatsfaktor
unterscheidet. Ganz allgemein erhalt man die Energie
eines Strahlungselementes in den Ublichen absoluten
Energieeinheiten, in ,Erg"“ *), indem man die auf eine
Sekunde bezogene Frequenz mit der Zahl 6,55.10-27
multipliziert. Diese Zahl hat die physikalische Di-
mension einer Energie, gebrochen durch eine auf die
Sekunde bezogene Frequenz, also die Dimension
eines Produktes aus Energie und Zeit; und da ein
solches Produkt in der Mechanik als Wirkung be-
zeichnet wird, so wird der universelle Proportionalitats-
faktor zwischen Energie und Frequenz das elementare
Wirkungsquantum genannt. Die Energie eines
Elementes eines gelben Lichtstrahls ergibt sich da-
nach beispielsweise zu 3,3.10“ 12Erg.

1) Die Arbeit, die bei dem Heben eines Gewichtes von 1kg
um Im verrichtet wird, ist gleich 9,81 .107Erg.
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Eine groRe Zahl von experimentellen Unter-
suchungen hat den einwandfreien Nachweis dafur er-
bracht, da die Strahlungsatome, die heute allgemein
als Lichtquanten oder neuestens auch als Photonen
bezeichnet werden, ebenso eine individuelle Existenz
besitzen wie die Protonen oder Elektronen. Bei dem
sogenannten lichtelektrischen Effekt, bei dem durch
Belichtung mit ultravioletten oder Rodntgenstrahlen
Elektronenschwérme aus einer bestrahlten Metallplatte
losgerissen werden, zeigt es sich, dall die Energie je
eines einzelnen Photons in die Bewegungsenergie
je eines einzelnen Elektrons verwandelt wird. Um-
gekehrt wird bei der Erzeugung von RoOntgen-
strahlen durch Kathodenstrahlen (also durch rasch
bewegte Elektronen) je ein einzelnes Photon durch
die verschwindende Bewegungsenergie eines einzelnen
Elektrons hervorgerufen.

Infolge der fruher erwdhnten ldentitdt von Energie
und Masse kommt natirlich auch jedem Photon eine
bestimmte Masse zu, die ebenfalls seiner Frequenz
direkt proportional ist!). Sie ergibt sich in Grammen,
indem die Frequenz (pro Sekunde) mit der Zahl
7,27.10-48 multipliziert wird (diese Zahl ist namlich
gleich dem elementaren Wirkungsquantum, dividiert
durch das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit). Fur sicht-
bares Licht ist die Masse eines Photons recht klein,
verglichen mit der Masse eines Elektrons, etwa einige
Hunderttausende mal kleiner. Fur die Photonen der
Gamma-Strahlen ist die Masse aber immerhin ungefahr
ebenso groRR wie die eines Elektrons. DaR den Photonen

i) Es ist aber wohl zu beachten, daR im Sinne der Rela-
tivitatstheorie die ,Ruhemasse“ der Photonen verschwinden
mufte; vgl. die spatere Gleichung (43).
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in der Tat eine individuelle Masse zukommt, offenbart
sich am deutlichsten bei ZusammenstdRen zwischen
Lichtquanten und Elektronen. Wie Arthur H.
Compton im Jahre 1923 entdeckte, ist bei solchen
ZusammenstdBen nicht nur das Gesetz der Erhaltung
der Energie erfullt, sondern auch das Gesetz der
Erhaltung der BewegungsgrdfRe, wenn letztere
sowohl bei dem Elektron als auch bei dem mit
Lichtgeschwindigkeit bewegten Photon durch das
Produkt aus der Masse und der Geschwindigkeit an-
gegeben wird.

Obwohl das elementare Wirkungsquantum in
die Physik eigentlich als eine optische Konstante
eingefihrt wurde (namlich als diejenige universelle
Konstante, die den Atomismus des Lichtes regelt), so
erkannten die Physiker doch bald, dall auch rein
mechanische Vorgange innerhalb der Atome
durch das elementare Wirkungsquantum festgelegt
sein mussen. Die urspringlich rein optische Konstante
ubernahm so auch die zweite Punktion einer atom-
mechanischen Fundamentalkonstantel. Die
Notwendigkeit einer Atommechanik ergab sich aber
wiederum aus der Erkenntnis, dafl alle Atome einen
positiv elektrischen Kern enthalten, der von)

i) Der Verfasser dieser Schrift glaubt der Erste gewesen
zu sein, der diese Auffassung — im Jahre 1910 — entwickelte,
und zwar in seiner Anwendung auf das Wasserstoffatom; Sitz.-
Ber. der Wiener Akad. d. Wiss., math. nat. KI., Abt. Ila, 1910,
S. 119—144. In der Abhandlung wurde auch zuerst der Zu-
sammenhang der spektroskopischen Grundkonstante, der so-
genannten Rydberg sehen Konstante, mit der elektrischen
Elementarladung, der Elektronenmasse und dem elementaren
Wirkungsquantum abgeleitet.
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negativen Elektronen umgeben istl). Zwischen dem
Kerne und seiner Umgebung mul} daher eine elektrische
Anziehung wirken, und nur durch das Hinzukommen
von Zentrifugalkréaften glaubte man die dauernde
Existenz eines derartigen Atoms erklaren zu konnen.
Man nahm infolgedessen die den Kern umgebenden
Elektronen als in raschem Umlauf begriffen an.
ahnlich den Planeten des Sonnensystems, mit dem
man die Atome gern verglich.

Das einfachste Problem der Atommechanik lag
jedenfalls bei dem Wasserstoffatom vor, bei dem
man auf Grund von vielen Erfahrungstatsachen nur
ein einziges Planetenelektron annimmt. Der Radius
der Elektronenbahn erschien in einem solchen Atom-
modell zunéchst unbestimmt. B ohr Uberwand diese
Schwierigkeit im Jahre 1913 durch eine Hypothese,
die sich fur die weitere Entwicklung der Atomphysik
als ungemein fruchtbar erwies. Er setzte den noch mit
2 « multiplizierten Drehimpuls der Elektronenbahn
(bestimmt durch das Produkt aus Elektronenmasse,
Bahnradius und Geschwindigkeit) gleich dem ele-
mentaren Wirkungsquantum. In Verbindung mit
der Tatsache, daR Zentrifugalkraft und elektrische An-
ziehung einander aufheben, ergab die Bonhr sehe Hypo-
these fur das benutzte Modell ganz bestimmte Werte
des Bahnhalbmessers und der Bahngeschwindigkeit2.

J Die von Rutherford im Jahre 1911 begrundete Vor-
stellung des ,Kernatoms® findet ihre wichtigste experimentelle
Stutze in Beobachtungen uber den Durchgang von a-Strahlen
durch Metallfolien.

2 Fur den Bahnhalbmesser ergibt sich auf Grund der
Bohr sehen Hypothese ein Wert von 5,30.10~9cm, fur die

Bahngeschwindigkeit ein Wert von 2,188.10®cm pro Sekunde;
die Zahl der Umlaufe pro Sekunde ergibt sich zu 6,58.10t5.



DAS PROBLEM DER ATOMMECHANIK 9

Andererseits zeigen nun die spektroskopischen
Beobachtungen, dafl fur das Atom eines jeden
chemischen Elementes eine Mannigfaltigkeit ganz
bestimmter Werte von Lichtfrequenzen charak-
teristisch ist, die in ihrer Gesamtheit das sogenannte
Linienspektrum des betreffenden Grundstoffs dar-
stellen. Die Linien kénnen nicht nur als Emissions-,
sondern auch als Absorptionslinien auftreten, d. h. das
Atom kann Photonen bestimmter Frequenzen entweder
abgeben oder in sich aufnehmen. Nach dem Satze
von der Erhaltung der Energie muB offenbar der erste
Vorgang mit einem Verlust, der zweite mit einem
Gewinn an atomarer Energie verbunden sein. Aus
der Proportionalitét zwischen der Energie eines Photons
und seiner Frequenz folgt hieraus, dall ein jedes
Atom seine Energie nur um ganz bestimmte, fir
das betreffende chemische Element charakteristische
Energiebetrdge andern kann.

In der Tat zeigen auch Beobachtungen Uber Zu-
sammenstolle von Elektronen mit Atomen!), dal die
Elektronen nur ganz bestimmte, genau meRbare Energie-
betrage an die Atome abzugeben vermdgen, und uber-
dies geht aus diesen Versuchen auch hervor, dal3 durch
die Energieabgabe an das Atom unter Umstanden die
Emission einer Spektrallinie hervorgerufen wird, deren
Frequenz genau gleich ist dem abgegebenen Energie-
betrag, dividiert durch das elementare Wirkungs-
guantum. Es ergibt sich also die wichtige Folgerung,
dal die Atome aufler in ihren Grundzustdnden —
wenigstens vortibergehend — auch in anderen, energie-
reicheren Zustdnden existieren koénnen, die aber ganz

1) Die Versuche uUber ElektronenstéRe wurden von E ranck
und H ertz im Jahre 1913 begrindet.
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bestimmten Energiestufen entsprechen. Ubergéange
zwischen diesen, jedem Grundstoff eigentimlichen
Energiestufen sind es eben, die zu der Emission oder
Absorption bestimmter Spektrallinien fuhren.

Bohk ist zu einer richtigen Deutung des tat-
sachlich beobachtbarenWasserstoffspektrums durch
die Annahme gelangt, dal3 in den abnormalen Zustanden
des Wasserstoffatoms der mit 2 . multiplizierte Dreh-
impuls nicht dem elementaren Wirkungsquantum selbst,
sondern einem ganzzahligen Vielfachen hiervon
gleich sei. Die Reihe der Atomzustande ergibt sich
nach Bonhr, indem man den Quotienten aus dem mit
2 = multiplizierten Drehimpuls und dem elementaren
Wirkungsquantum die Reihe der ganzen Zahlen
(1, 2, 3 usw.) durchlaufen lat. Im wesentlichen be-
stand also Bohrs Methode darin, dafl er zunéachst nach
den Prinzipen der klassischen Mechanik die Ge-
samtheit aller im Atom mdéglichen Bahnen ermittelte
und dann erst aus dieser Gesamtheit als ,quanten-
theoretisch zulassig“ diejenigen Bahnen aus-
sonderte, die der eben erwdhnten Quanten-
bedingung genugen.

Diese BoHRSche Methode, die bald darauf, vor
allem durch Sommerfeid, sehr vervollkommnet und
erweitert wurde, hat sich als ungemein fruchtbar fur
die weitere Entwicklung der theoretischen Physik er-
wiesen. Mit ihrer Hilfe gelang innerhalb eines Jahr-
zehnts die Vollendung einer groRartigen Theorie, die fast
alle bekannten spektroskopischen Erscheinungen in
einheitlicher Weise zu erkléren vermochte. Als indessen
die Zahl der atomphysikalischen Probleme wuchs, da
mufiten die Physiker doch bisweilen auch ein Ver-
sagen der BoHRschen Methode feststellen. So er-
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wies es sich beispielsweise als unmdglich, mit ihrer
Hilfe das Heliumatom in Ubereinstimmung mit der
Erfahrung zu deuten, obwohl dieses Atom das einfachste
nachst dem Wasserstoffatom ist.

Die gelegentlichen MiRRerfolge der Bomischen
Theorie lenkten die Aufmerksamkeit der Physiker
wiederum auf die fundamentalen Schwierigkeiten, die
dieser Theorie von Anfang an anhafteten, die aber in
den Jahren der triumphalen Erfolge in Vergessenheit
geraten waren. Nun, wo die Theorie mehrfach zu
versagen begann, wurden auch diese Schwierigkeiten
wieder starker empfunden. Die Auszeichnung der ,ge-
quantelten® Bahnen mufite vom Standpunkte der
klassischen Mechanik aus véllig unverstandlich bleiben
und nicht minder die Bestimmung der mechanischen
Bahnen durch eine optische Fundamentalkonstante.
Eine Befreiung aus der Krise, von der derart die
Atomtheorie um das Jahr 1923 ergriffen wurde, konnte
nur von einer neuerlichen Verallgemeinerung der
Mechanik erhofft werden, von einer dritten Be-
grindung der Mechanik (wenn man so sagen darf),
die in der neuen Form nicht nur die erste Galilei-
sche, sondern auch die zweite Einsteinsehe Mechanik
als Spezialfall in sich schliefen muRte.

Die Einsteinsehe Mechanik hatte neue Erkennt-
nisse fur den Fall enorm grolRer Geschwindigkeiten
geschaffen, wahrend fur den Fall der gewdhnlichen
Geschwindigkeiten die ,klassische* Mechanik richtig
blieb. Ahnlich muRte von der dritten Mechanik ge-
fordert werden, daf sie zu neuen Resultaten in ihrer
Anwendung aufBereiche von atomaren Dimensionen
fuhre, wahrend in der Anwendung auf makroskopische
Bereiche ihre Ergebnisse mit denen der klassischen
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Mechanik Ubereinstimmen. Auf solche Weise konnte
gehofft werden, daR eine neue Mechanik aus sich
selbst heraus die bis dahin so mysteridsen Quanten-
bedingungen des atomaren Geschehens liefern
wirde, und diese nicht langer als fremde Zutaten
ohne inneren Zusammenhang ihr aufgezwangt werden
muRten; endlich auch, daR fur die neue Mechanik die
Schwierigkeiten wegfallen wirden, die sich fur die
frihere Quantentheorie dadurch ergeben hatten, daf
manche ihrer notwendigen Ergebnisse in Widerspruch
zu experimentellen Beobachtungen standen.

Zweites Kapitel.

Das Fermatsche Prinzip,
die Lorentz-Transformation und der Begriff
der Gruppengeschwindigkeit.

Sowohl in der Mechanik als auch in der Optik
geht bis in frihe Zeiten das Bestreben zurick, ein
allgemeines oberstes Prinzip aufzufinden, das eine
Maximal- oder Minimaleigenschaft einer mechani-
schen oder optischen Groe zum Ausdruck bringt und
dadurch in besonders einfacher Form die wesentlichen
Grundgesetze des betreffenden Wissenszweiges zu-
sammenfallit. In der Optik wurde als ein solches
Prinzip im siebzehnten Jahrhundert von Febmat das
Prinzip der kurzesten Lichtzeit aufgestellt. Es
lehrt, dall ein Lichtstrahl, der von einem Punkte A
zu einem Punkte B gelangt, zur Zurlcklegung des
wirklichen Weges eine kiirzere Zeit braucht, als
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er zu dem Durchlaufen jedes anderen Weges zwischen
A und B bendtigen wirde *).

Aus dem Fermatsehen Prinzip 14t sich die Form
des Lichtstrahls richtig bestimmen, beispielsweise sehr
leicnt aas Drecnungs-
gesetz ableiten, dem-
zufolge der Sinus des
Einfallswinkels zu dem
Sinus des Brechungs-
winkels in demselbenVer-
héltnis steht wie die
W ellengeschwindigkeitin
dem ersten Medium zu
derjenigen im zweiten
Mittel. Es seien z. B. C
und D (Fig. 1) zwei
benachbarte Punkte in
der Trennungsflache der
beiden Medien, und E und F seien die Ful3punkte
der Lote, die von diesen beiden Punkten auf die
Bichtungen der Strahlen AD und CB gefallt werden.
Die Lichtzeiten seien fur die Lichtwege ACB und ADB
gleich und t2, und die Lichtgeschwindigkeiten seien
in den beiden Medien gleich ux und m2 Dann ist,
wie aus Fig. 1 folgt,

>) Fermats Prinzip knupft an ein &hnliches an, das bereits
im Altertum von Heron von Alexandria far den speziellen
Pall der Reflexion von Lichtstrahlen aufgestellt worden war und
das fur diesen Fall den Lichtweg als Minimum erklart hatte.
Da hierbei die Geschwindigkeit uberall denselben Wert hat,
entspricht in diesem Spezialfall in der Tat der kurzesten Licht-
zeit auch der kirzeste Lichtweg.
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Bezeichnen wir den Einfallswinkel (ACR) mit u und
den Brechungswinkel (BCS) mit B, und beachten wir,
daB C und D benachbarte Punkte sein sollen, so
kénnen wir auch schreiben

Wenn nun der wirkliche Weg, den der Lichtstrahl
von A nach B zuriicklegt, tber C fuhrt, dann muf3 der
GroBe tx die erwahnte Minimaleigenschaft zukommen,
und dies bedeutet in der Sprache der Mathematik, daR
der Zeitunterschied t - 1tyverschwindend klein von der
zweiten Ordnung werden muf}, wenn die Strecke CD
verschwindend klein von der ersten Ordnung wird.
Das ist aber nur dann mdglich, wenn der Klammer-
ausdruck, mit dem in der letzten Gleichung die Strecke
CD multipliziert ist, gleich null ist; d. h. es muB

sein, welche Proportion eben das Brechungsgesetz zum
Ausdruck bringt.

Betrachten wir also zwei Medien mit den Weilen-
geschwindigkeiten uy und u2 und bezeichnen wir mit
S/ und s2 die Langen der Strecken, die der Strahl
auf dem Wege von A nach B in den beiden Medien
zurucklegt, so wird fur den wirklichen Weg die eine
Zeit darstellende Summe (/W + s2/u2) ein Minimum.
Fur eininhomogenes Mittel, in dem die Geschwindig-
keit im allgemeinen von Steile zu Stelle verschieden ist,
finden wir den die Lichtzeit darstellenden Ausdruck,
indem wir den Weg des Strahls in Elemente zerlegen,
jedes dieser Wegelemente durch den Wert dividieren,
den fir die betreffende Stelle die vom Orte abhangige
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Geschwindigkeit hat, und alle diese Quotienten sum-
mieren. Wir erhalten dann, wie man in der Sprache
der Mathematik sagt, das von A bis B erstreckte
Wegintegral der reziproken Wellengeschwindig-
keit; und somit ergibt sich bei Benutzung der Ublichen
mathematischen Symbole die Beziehung

Diese Beziehung, die den allgemeinen Ausdruck
des Fermatsehen Prinzips darstellt, steht nun in
einem merkwuirdigen Zusammenhang mit einer Formel,
die in der Mitte des achtzehnten Jahrhunderts als
oberstes mechanisches Prinzip aufgestellt wurde.
Sie geht aufM aupertuis zurlck, hat aber ihre exakte
Formulierung eigentlich erst etwas spater durch Euter
erhalten. Nach diesem Prinzip ist fur die wirkliche
Bewegung, die ein (punktférmig gedachter) Korper
von A nach B ausfuhrt, das Wegintegral der
mechanischen Geschwindigkeit (v) ein Mini-
mum 1. Es gilt die Beziehung

Aus dieser Formel lassen sich m der Tat die Grund-
gleichungen der Mechanik ableiten, und sie erlaubt
auch ohne weiteres die Bestimmung der Bahn; sie
ergibt beispielsweise deren Parabelgestalt fir den be-
sonderen Fall einer Wurfbewegung.)

i) In besonderen Fallen kann das Integral allerdings auch
ein Maximum sein; die exakte Theorie verlangt nur, dal es
ein  Extremum*® sei.
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In dem M aupeetuissehen Theorem spielt also die
mechanische Geschwindigkeit dieselbe Rolle wie in
dem Feematsehen Theorem die reziproke Wellen-
geschwindigkeit. Das Feematsehe Prinzip ist nun ein
unter gewissen Voraussetzungen fur alle Arten von
Wellen angenédhert gultiges, generelles Prinzip. Ein
Vergleich der Gleichungen (1) und (2) ergibt somit
die Mdoglichkeit einer Erklarung der mechanischen
GesetzmalRigkeiten auf wellentheoretischer
Grundlage. Denn das oberste mechanische Prinzip
ergibt sich mit Notwendigkeit, wenn man annimmt,
dafll die Bewegungserscheinungen auf irgend welchen
Wellenvorgdngen beruhen, bei denen eine universelle
Proportionalitdt zwischen der mechanischen
Geschwindigkeit und der reziproken Wellen-
geschwindigkeit besteht. Um diesen Zusammen-
hang erdrtern zu koénnen, mdge zunachst noch eine
kurze, ganz elementare Betrachtung uUber die allgemeine
Wellenformel eingeschaltet werden.

Ein jeder Wellenvorgang stellt sich, wenn wir eine
bestimmte Stelle innerhalb des Wellenfeldes ins Auge
fassen, als eine Schwingung dar, und eine solche
ist in ihrer einfachsten Form durch die Gleichung
beschreibbar

wenn S die schwingende GroéfRel bedeutet, A die Am-

1 Die schwingende Grofe kann eine Distanz oder ein Win-
kel sein (wie z. B. bei einer Pendelschwingung), aber auch eine
Dichte oder eine elektrische oder magnetische Feldstarke oder eine
Temperatur usw. Eine schwingende Bewegung um eine Ruhe-
lage (nach Art eines Pendels) stellt wohl das anschaulichste
Beispiel fur einen Schwingungsvorgatig dar; es ist indessen
keineswegs notwendig, und ware ganz verfehlt, wollte man sich
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plitude, v die Frequenz der Schwingung und t die
Zeit. In der Tat nimmt ja die durch die GIl. 3 dar-
gestellte GrolRe S immer wieder denselben Wert an,
wenn die Zeit um die GrofRe 1/v wachstl). Schreiben
wir die Gl. 3 in der Form

so wird o als die Phase der Schwingung bezeichnet.
Sie hat die einfache Form wie in GIl. 3 allerdings nur
dann, wenn der Nullpunkt der Zeit so gewahlt wird,
dall far ihn die schwingende GréRe S gleich null wird.
Diese Festsetzung ist im allgemeinen nicht maéglich,
wenn mehrere gleichzeitig vorhandene Schwingungen
zu betrachten sind; in diesem Falle muf} in dem Aus-
druck fir die Phase noch eine additive Phasen-
konstante hinzugefiigt werden.

Mit der zeitlichen Periodizitat, die einen Schwingungs-
vorgang charakterisiert, erscheint bei einer Welle
nun noch eine rdumliche Periodizitat kom-
biniert. Das Fortschreiten einer Welle in einer
Richtung, die etwa als ”~-Richtung gewahlt werde,
besteht darin, dal sich in einer Entfernung xt von
einer irgendwie gewdahlten Nullstelle ( 0 ) stets der-
selbe Zustand vorfindet, wie er um tYZeiteinheiten
fraher an der Nullstelle bestand, woferne das Pro-
dukt aus der ZeitgréRe tt und der Wellenge-
schwindigkeit (u) gleich der Entfernung xt ist.
Es ist gleich xju, und wir erhalten somit den

deshalb einen jeden Schwingungsvorgang, der in einer perio-
dischen Veranderung irgend einer physikalischen GroRe besteht,
unter dem Bide einer mechanischen Oszillation vorstellen.

1 Denn es ist

Haas, Materiewollen
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Schwingungszustand, der an einer beliebigen Stelle x
zur beliebigen Zeit t besteht, indem wir in der GI. 3 die
dort auftretende GréRe t durch den Ausdruck (t—Xju)
ersetzen. Derart ergibt sich die Wellenformel

Die Phase ist also durch den Ausdruck in der
eckigen Klammer bestimmt, zu dem im allgemeinen
noch eine Phasenkonstante («) hinzuzufiigen ist. Auch
haben wir im allgemeinen an die Stelle der geradlinigen
Entfernung x von einer Nullstelle die Lange 5 des
Strahles, von der Nullstelle an gerechnet, zu setzen.
Fur die Phase gilt daher die Beziehung

Die Wellenformel steht nun in einem merkwirdigen,
bis vor kurzem jedoch kaum beachteten Zusammen-
hang mit einer fundamentalen Formel der .Relati-
vitatstheorie, die als die Loeentz - Transfor-
mation bezeichnet wird. Die Einsteinsehe Rela-
tivitatstheorie beruht bekanntlich auf der Annahme,
dall alle Zeitangaben nur relativ sind; dal sie
von dem Standpunkt des beschreibenden Beobachters
abhéngen und daher fur zwei gegeneinander bewegte
Beobachter verschieden sind. Andererseits postu-
liert die Relativitatstheorie wiederum einen solchen
Zusammenhang zwischen den Ort- und Zeitangaben
der beiden Beobachter, dal sich fur beide das Licht
nach allen Richtungen gleichformig mit der-
selben Geschwindigkeit ausbreitet).

0 Dies folgt aus der Erfahrungstatsache, dal ein EinfluR3

der Erdbewegung auf die irdische Lichtausbreitung nicht vor-
handen ist.
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Fir den speziellen Fall einer gleichférmigen, ge-
radlinigen Bewegung ergibt sich dieser Zusammen-
hang in der Form der sogenannten L oeentz-Trans-
formation. Sind die beiden Beobachter gegeneinander
mit einer Geschwindigkeit v bewegt, und zwar in einer
Richtung, die wir mit den Richtungen der beiden
rr-Achsen zusammenfallen lassen, so sind die von den
beiden Beobachtern benutzten raumlichen Koordinaten
und Zeitangaben untereinander durch die Beziehungenl)
verknupft

Dabei bedeutet ¢ die Lichtgeschwindigkeit und 8 die
Abkirzung

Von besonderem Interesse ist nun mit Bezug auf
die Wellenformel in den Gleichungen (7) der Zu-
sammenhang der beiden relativen Zeiten. Ordnen
wir ndmlich der mechanischen Geschwindigkeit v eine
andere, zu ihr inbezug auf die Lichtgeschwindigkeit
reziproke?2 mittels der Beziehung zu

die in allen Richtungen gleichférmig mit der Geschwindigkeit c
erfolgende Ausbreitung des Lichtes beschreibt.

2 Gemeint ist dal v. zu v reziprok sein soll, wenn die
Lic.htgeschwindigkeit als Geschwindigkeitseinh ei t angesehen ist.
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so kénnen wir die vierte der Gleichungen (7) in der
Form schreiben

eine Formel, die sogleich die enge Beziehung zu der
Wellengleichung erkennen l&aft.

Um die Bedeutung der letzten Formel zu erkennen,
betrachten wir nun irgend einen Schwingungsvor-
gang, der irgendwie mit einem bewegten Kdérper
verknupft sei. Die Geschwindigkeit sei, auf ein be-
stimmtes Koordinatensystem bezogen, gleich v. Wir
sehen dieses Koordinatensystem als ,ungestrichenes”
(x, y, z, f) an und denken uns als ,gestrichenes” (x ,
21, I, t) eines, fur das der Koérper ruhe. Das ge-
strichene System schreite also gegen das eigentliche
Koordinatensystem ebenfalls mit der Geschwindigkeit
v, und zwar in der gemeinsamen a>Richtung, fort.
Inbezug auf dieses gestrichene Koordinatensystem ist
nun jedesfalls der Schwingungsvorgang durch die
Formel beschreibbar

Indem wir die Gl. 10 anwenden und zur Vereinfachung

setzen, koénnen wir gemaR der LORENTZ-Transformation
auch schreiben

Auf Grund dieser Gleichung kann somit ein jeder
Schwingungsvorgang, der mit einem bew egten Kdérper
verknupft ist, als eine Welle aufgefatt werden, deren
Fortpflanzungsgeschwindigkeit zu der mecha-
nischen Geschwindigkeit des Kérpers mit Bezug
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auf die Lichtgeschwindigkeit reziprok ist (d. h. gleich
ist cAv).

Nach einer fundamentalen Beziehung der Relati-
vitatstheorie kann nun eine mechanische Geschwindig-
keit nie groBer sein als die Lichtgeschwindigkeit und
sie auch nie vdllig erreichen. Die Ausbreitung der eben
betrachteten Wellen muR daher jedesfalls mit Uber-
lichtgeschwindigkeit erfolgen. Eine solche Vor-
stellung scheint zunachst allerdings mit einer groflen
Schwierigkeit verbunden zu sein; denn die Geschwin-
digkeiten der bewegten Korper sind ja doch véllig
verschieden von den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten
der Wellen, die man sich mit den Koérpern verknupft
zu denken hatte. FuUr ein rasches Automobil, dessen
Geschwindigkeit vielleicht den 10000000sten Teil der
Lichtgeschwindigkeit ausmacht, sind die Wellen rund
hundert Billionen mal schneller als das Automobil
selbst, und fur einen FuBRganger ist das MiRverhalt-
nis noch gréRer. Der scheinbare Widerspruch kann
jedoch in befriedigender Weise durch eine Uberlegung
geldést werden, die schon seit vielen Jahrzehnten den
theoretischen Physikern sowohl aus der Optik als auch
aus der Hydromechanik bekannt ist und die zu dem
wichtigen Begriffe der Gruppengeschwindigkeit
gefuhrt hat.

Unter einer Wellen gruppe versteht man eine Ge-
samtheit von Wellen, deren Frequenzen innerhalb
eines gewissen Bereiches voneinander abweichen. Das
Verhalten einer solchen Wellengruppe wird verstandlich,
wenn man sich vor Augen halt, dal der Mittelwert
des Sinus aller moglichen Winkel bei Bericksichtigung
des Vorzeichens null ist. Denn jedem positiven Werte
des Sinus entspricht ein gleich groBer negativer,
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sodal} sie einander wechselseitig aut'heben. Betrachtet
man daher eine Gesamtheit von Schwingungen, deren
Phasen nicht irgendwie Ubereinstimmen, so ist im all-
gemeinen die resultierende Schwingung, die sich
durch Summierung der Produkte aus den Amplituden
und den Sinus der zugehoérigen Phasen ergibt, sehr
klein gegentber der algebraischen Summe der Am-
plitudenbetrage. Innerhalb einer Wellengruppe fassen
wir nun eine Stelle ins Auge, an der eine ziemlich
weitgehende Ubereinstimmung der Phase fur die
einzelnen, zu der Gruppe gehdrigen Wellen besteht
und an der somit auch die resultierende Schwingung
verhéaltnismaflig groR ist. Eine solche Stelle, fir
die die Energiedichte im Verhaltnis zur Umgebung
ein Maximum darstellt, wollen wir als ein Energie-
zentrum der Wellengruppe bezeichnen. Es
ist olfenbar dadurch charakterisiert, dall fur zwei
Wellen, deren Frequenzen unendlich wenig ver-
schieden sind, der Phasenunterschied verschwindend
klein von der zweiten Ordnung wird; d. h. fir ein
Energiezentrum muR der partielle Differential-
gquotient der Phase nach der Frequenz ver-
schwinden, also

sein.

Setzen wir flr ¢ den Wert aus der GIl. 6 ein, und
wenden wir die bekannten elementaren Regeln der
Differentialrechnung an, so finden wir
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Hieraus folgt auf Grund der GI. 12

Die GroRe s hangt also von der Zeit ab, d. h. das
Energiezentrum wandert selbst, und zwar mit einer
Geschwindigkeit, die demjenigen Faktor gleich ist,
mit dem der groBe Klammerausdruck der letzten
Gleichung multipliziert ist. Denn nennen wir diesen
Faktor g, so ergibt sich in der Tat der die Geschwin-
digkeit bestimmende Differentialquotient des Weges
nach der Zeit aus der letzten Gleichung zu g. Die
GroRRe g stellt demnach die Geschwindigkeit dar, mit
der sich die Energiezentren fortbewegen, mit der sich
also die Energie der Wellen ausbreitet. Diese
GroRe wird als die Gruppengeschwindigkeit der
Welle bezeichnet, und sie ist, woferne nicht die Wellen-
geschwindigkeit von der Frequenz unabhéngig ist»
woferne also ,Dispersion“ besteht, wohl von der Wellen-
geschwindigkeit zu unterscheiden. Fur die Gruppen-
geschwindigkeit folgt aus der letzten Gleichung die
Beziehung

1 Fuahren wir in Gl. 13 die Differentiation aus, so finden

Wir ersehen hieraus in der Tat, dal bei dem Fehlen von Dis-
persion, aber auch nur dann, die Gruppengeschwindigkeit mit
der Wellengeschwindigkeit Ubereinstimmt.
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Diese Gleichung wollen wir nun auf den besonderen
Fall der vorhin betrachteten Uber-Lichtwellen (wenn
sie zunachst so kurz genannt werden dirfen) anwenden.
Das Dispersionsgesetz dieser Wellen ist in der GI. 11
(bei Beruicksichtigung von GI. 8) enthalten. Indem wir
die in der GI. 11 auftretende, von der Geschwindigkeit
unabhangige Frequenz statt mit if nunmehr mit vO
bezeichnen !), finden wir

Nach GI. 9 ist bei den Uber-Lichtwellen

und daher wird

Nach GI. 14 ist aber

Daher wird

Hieraus folgt in Verbindung mit GIl. 13 das wichtige
Ergebnisl

I) VO ist ja die Frequenz in bezug auf ein mit dem Korper
mitbewegtes Koordinatensystem.
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Denken wir uns also mit einem bewegten Materie-
teilchen einen Schwingungsvorgang verkntpft, so
1aRt sich auf Grund der L oeentz-Transformation
dieser Schwingungsvorgang als eine Uberlichtwelle
deuten, deren Grupp enge schwindigkeit mit der
mechanischen Geschwindigkeit des Materie-
teilchens Ubereinstimmt.

Drittes Kapitel.

Die Wellenmechanik von De Broglie.

Die in dem vorhergehenden Kapitel besprochenen
Zusammenhdnge ergeben sich durchweg aus der
Mechanik und Optik friherer Jahrhunderte, aus all-
gemeinen wellentheoretischen Betrachtungen und aus
der Relativitatstheorie. Es ist das groRe Verdienst
von Louis de Beoglie, dal er im Jahre 1924 diese
friher kaum beachteten Zusammenhénge in ihrer ganzen
Tragweite erfallte und dadurch der Schoépfer einer
neuen Theorie werden konnte, die von gréRtem Einfluf3
auf die seitherige Entwicklung der Physik wurde.
de Beoglie machte die fundamentale Annahme, dal
mit jedem Materieteilchen ein Schwingungs-
vorgang derart verknupft ist, dal ein Energie-
element dieser Schwingung, namlich das Produkt aus
der Frequenz und dem elementaren Wirkungsquantum,
gleich ist der Eigenenergie des Materieteilchens,
also im Sinne der Relativitatstheorie gleich ist dem
Produkte aus der Masse und dem Quadrate der Licht-
geschwindigkeit.
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Nach dem in dem vorhergehenden Kapitel Gesagten
erscheint somit jedes bewegte Materieteilchen mit
einer Welle verbunden, die sich mit Uberlicht-
geschwindigkeit ausbreitet und deren Gruppen-
geschwindigkeit die mechanische Geschwindigkeit
des Materieteilchens darstellt. Die GesetzmaRigkeiten,
die fur dessen Bewegung gelten und die ihren Aus-
druck in dem M aupeetuis scheu Prinzip finden, brauchen
dann nicht langer als selbstandige Axiome angesehen zu
werden; denn sie ergeben sich auf Grund der Beoglie-
schen Auffassung als notwendige Konsequenz eines
generellen Wellenprinzips. Die Materie selbst
erscheint in Wellen aufgeldst, deren Energie-
zentren die Protonen und Elektronen darstellen.
Man bezeichnet darum die von de Beoglie be-
grindete Theorie als Wellenmechanik und die mit
Uberlichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden Wellen
als Materiewellen.

Als die fundamentale Gleichung der Wellen-
mechanik erscheint nach dem vorhin Gesagten die
Beziehung

(16) hv = mc2
wenn m die Masse des Materieteilchens und h das
elementare Wirkungsquantum bedeuten. Setzen wir
fir m die Masse eines Elektrons ein, so ergibt sich
die assoziierte Frequenz zu 1,24.102 (pro Sekunde),
im Falle des 1847 mal so schweren Protons zu 2,29.1023
Wegen der Proportionalitdt zwischen Frequenz und
Masse variiert ebenso wie die von der Geschwindigkeit
abhangige Masse auch die Frequenz nur innerhalb
eines aulBerst schmalen Bereiches, wenn von Be-
wegungen abgesehen wird, deren Geschwindigkeit von
der GroRenordnung der Lichtgeschwindigkeit ist. Wie
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bei jeder Art von Wellen, héngt naturlich auch bei
den Materiewellen die Wellenldnge mit der Frequenz
durch die Beziehung zusammen, dal} das Produkt beider
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ergibt; also

17)
oder nach GI.9

Hieraus folgt nach GI. 16

Fur ein Elektron findet man danach die Wellen-
lange in Zentimetern, indem man die Zahl 7,28 durch
die Geschwindigkeit des Elektrons (in cm pro sec)
dividiert. Bei einer Geschwindigkeit von etwa 20
bis 40 Prozent der Lichtgeschwindigkeit (wie dies bei
Kathodenstrahlen der Fall ist) ist /. von der GréRen-
ordnung von etwa 10-9 cm, bei den verhaltnismaRig
langsamen Elektronen, die von gliuhenden Dréahten
emittiert werden, ungefédhr von der GréRenordnung
von 10~7cm, also von derselben GroéRenordnung wie
die Wellenldngen weicher Rontgenstrahlen. Da das
Produkt aus Masse und mechanischer Geschwindigkeit
die BewegungsgroRe oder den Impuls (G) dar-

stellt, so kann die GI. 18 auch in der Form geschrieben
werden

(19)
oder nach Gl. 17

(20)

Wie wollen nun eine periodische Bewegung in
einer geschlossenen Bahn betrachten. Es sei dr
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ein Element der Bahn, das wir natirlich mit einem
Strahlelement (ds) identifizieren durfen; dann ist fur
einen gegebenen Augenblick (nach GI.6) die ortliche
Verschiedenheit der Phase an den beiden Endpunkten
des Bahnelements

Sind A und B zwei Punkte der geschlossenen Bahn,
und ist in einem bestimmten Augenblick rpx die Phase
in A, so gilt daher fur die Phase in B die Beziehung

Lassen wir das Stick der Bahn zwischen A und B
immer groRer werden, so muf3 infolge der Geschlossenheit
der Bahn der immer weiter wegrickende Punkt B
schlieRBlich wiederum mit dem Punkte A zusammen-
fallen. Im Punkt A kann die schwingende GroRe aber
nur einen einzigen, bestimmten Wert haben, und es
mul3 somit, falls B mit A zusammenfallt,

sein. Dies ist nur dann allgemein madglich, wenn
ist, wobei n eine ganze Zahl bedeutet. Bezeichnen

wir das Uber die geschlossene Bahn erstreckte Integral

mit dem ublichen Symbol so muB3 also

sein oder (nach GlI. 20)
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Die letzten zwei Gleichungen nehmen eine besonders
einfache Form fur den speziellen Fall konstanter
Geschwindigkeit an. In einem solchen Falle, der
bei einer gleichférmigen Kreisbewegung vorliegt,
sind namlich auch die Wellengeschwindigkeit und
wegen der Konstanz der Masse die Frequenz konstant,
und (unter Benutzung der GIl. 17) kann dann die Gl. 21
in der Form geschrieben werden:

d. h. bei konstanter Geschwindigkeit sind nur solche
geschlossene Bahnen mdglich, fur die die Bahn-
lange ein ganzzahliges Vielfaches der Wellen-
lange darstellt. Einen anderen Ausdruck fiur diese
GesetzméaBigkeit erhalten wir auf Grund der Gl. 22.
Diese nimmt bei konstanter Masse und Geschwindigkeit
die Form an

wenn a den Kreisradius bedeutet. Fiur den durch das
Produkt aus Impuls und Radius dargestellten Dreh-
impuls (17) gilt also die Beziehung

Es sind — und dies ist ein anderer Ausdruck fur die
Gl. 23 — nur solche Kreisbahnen mdéglich, fur die der
mit 2 7L multiplizierte Drehimpuls ein ganzzahliges
Vielfaches des elementaren Wirkungsquantums
ist. Diese Aussage stellt nichts anderes dar als die
schon besprochene, fundamentale Quantelungsregel,
mittels deren im Jahre 1913 Bohr das Wasserstoff-
spektrum zu erklaren vermochte. Sie ergibt sich in
der Tat mit zwingender Notwendigkeit aus der Vor-
stellung der Materiewellen, und dasselbe gilt von der
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generellen GI. 22, aus der sich die Ublichen Quantelungs-
regeln auch fir die allgemeineren Probleme ableiten
lassen®).

Wie nun Einstein erkannte, ergibt sich als eine
notwendige Konsequenz der BEOGLiEschen Theorie auch
eine Quantelung der Translationsenergie eines
in einem Behélter eingeschlossenen Gases. Diese
fur die kinetische Gastheorie und damit fur die Thermo-
dynamik hochst bedeutungsvolle Folgerung laRt sich
auf eine Betrachtung allgemeiner Art grinden, die
schon im Jahre 1900 von Lord Rayleigh durch-
gefuhrt und im Jahre 1905 exakter von Jeans bewiesen
worden war; sie bezieht sich auf die sogenannten Eigen-
schwingungen in einem abgeschlossenen Volumen,
das wir uns der Einfachheit wegen im folgenden als
AVirfel denken wollen. Wir gehen von der bekannten
Tatsache aus, dall langs einer gespannten Saite von
der Léange | stehende Schwingungen nur fir solche
Wellenlangen madéglich sind, die fir ganzzahlige
Werte der sogenannten Unterteilungszahl n der
Gleichung

geniigen. Bei einem Wirfel treten an die Stelle der
Knotenpunkte den Wdrfelebenen parallele Knoten-
ebenen.

Wir denken uns nun ein Koordinatensystem kon-
struiert, dessen Ursprung mit einer Wirfelecke und
dessen Achsen mit drei Wirfelkanten zusammenfallen
mogen. Die Unterteilungszahlen in der x-, y-, ~-Rich-
tung seien nvn2w3 Es sei JRS irgend eine zu der

Dvgl. Einstein, Verh. d Deutsch. Physik. Ges. 19,1917, s. 82.
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rc-Achse parallele Gerade, die in den Punkten A, B,C
durch benachbarte Knotenebenen geschnitten werde,
die der y-z-Ebene parallel sind. Die Abstande dieser
Knotenebenen sind

a/n~wenn adie Lange

der Wii felkante be-

deutet. Fernersei T U

ein beliebiger Strahl,

der mit den drei Ko-

ordinatenachsen die

Winkel a, B, y ein-

schliefe. Durch die

Punkte A, B, Clegen

wir W ellenebenen, die

auf dem Strahl senk-

recht stehen und die

natdrlich auch Phasendifferenzen von einer halben
Periode aufweisen miussen, da dies ja fiur die drei
Punkte A, B, C zutrifft, die den drei Wellenebenen
angehoéren. Es ist also

Andererseits ist aber

Da analoge Beziehungen auch fur die y- und die z-
Achse gelten mussen, erhalten wir die drei Gleichungen:
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Quadrieren wir diese Gleichungen und addieren wir
sie, so finden wir (weil nach einer bekannten Formel
die Summe der Quadrate der drei Kosinus Eins ergibt)

Die Gleichungen (25) kdnnen daher auch in der Form
geschrieben werden

(In Fig. 2 wére also fur den Strahl TU auch die in Bezug
auf RS symmetrische Richtung mdglich.) Wir ersehen
demnach aus Gl. 26 und 27, dal? jedem Zahlentripel
wlLn2 «3eine Eigenschwingung von ganz bestimm -
ter Wellenlange und ganz bestimmter Richtung
entspricht. Umgekehrt sind nur solche Schwingungen
moéglich, fur die die Werte von X cc, B, y den
Gleichungen (26) und (27) fur ganzzahlige Werte
von nv m, geniigen.

Aus dieser Erkenntnis koénnen wir leicht eine
wichtige Folgerung mittels einer einfachen geometri-
schen Konstruktion ziehen. Wir denken uns ein
rechtwinkliges Koordinatensystem konstruiert, das
jedoch nur aus den positiven Halbachsen bestehe,
also aus dem gesamten Raume nur einen Oktanten
herausschneide. Nach dem in Fig. 3 fir die Ebene
wiedergegebenen Schema denken wir uns nun in dem
Raumoktanten ein rAumliches Punktgitter mit der
Langeneinheit als Gitterkonstante konstruiert. Samt-
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liehe Gitterpunkte haben dann ganzzahlige Koordi-
naten, und umgekehrt kénnen wir diejenige Eigen-
schwingung, die nach GIl. 26 und

Gl. 27 durch ein bestimmtes

Tripel ganzer Zahlen gegeben

ist, durch denjenigen Gitter-

punkt reprasentieren, dessen

Koordinaten jenen drei Zahlen

gleich sind. Die Entfernung,

die der betreffende Gitterpunkt

von dem Koordinatenursprung hat, ist

also nach GI. 26

oder
(28)

wenn wir mit z die sogenannte Wellenzahl bezeich-
nen, die es angibt, wieviel Wellenlangen aufdie Langen-
einheit entfallen.

Unsere Gitterkonstruktion gibt nun ohne weiteres die
Antwort auf die Frage, wieviel Eigenschwingungen
in dem Wellenzahlintervall von z bisz + dz mog-
lich sind. Denn diese Zahl — wir wollen sie //Z
nennen — ist gleich der Zahl der Gitterpunkte,
die in dem Raume zwischen zwei Kugelflachen von
den Radien 2az und 2a (z+ Jz) enthalten sind.
Durchschnittlich kommt je ein Gitterpunkt auf die
Volumeinheit (weil der Abstand zweier benachbarter
Gitterpunkte gleich der Langeneinheit gewéahlt wurde),

und daher ist AZ einfach gleich dem achten Teile
H abs , Mfttriew»1lan 3
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des Volumens der von den beiden Kugelflachen ein-
geschlossenen Kugelschale, also gleich

wobei

ist. Wir finden infolgedessen, wenn wir das Volumen
des Woiirfels mit V bezeichnen,

Diese Formel, die hier nur fir den einfachen Fall
eines Wurfels abgeleitet wurde, die aber ganz unab-
hangig von der Gestalt des Hohlraums gilt,
wurde, wie schon erwahnt, zuerst von Lord Rayleigh
und genauer spater von Jeans gewonnen.

Wir wollen nun die Rayleigh-JEANssche For-
mel, die sowohl fiur elektromagnetische als auch fur
elastische Wellen, also sowohl fur Licht- als auch fir
Schallwellen erfullt ist, auf die M ateriewellen eines in
dem Hohlraum eingeschlossenen Gases anwenden.
Nach GI. 19 bedeutet dann die Wellenzahl den Quo-
tienten aus dem Impuls eines Materieteilchens und
dem elementaren Wirkungsquantum, und daher stellt
JZ die Zahl der maéglichen Impulswerte (G) in dem
Intervall von G bis G + JG dar, wenn wir z durch
G/h ersetzen. Wir finden demnach

AVir konnen also, indem wir G dem Produkt aus mole-
kularer Geschwindigkeit (v) und molekularer Masse
(m) gleichsetzen, J Z als Zahl der Geschwindigkeits-
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werte auffassen, die in einem Intervall von v bis
v + dv mdglich sind. Wir finden dann

Betrachten wir beispielsweise Heliumgas bei Zimmer-
temperatur, so haben wir fir mlh ca. 1000 zu setzen,
und far v ca. 105 Fur ein Volumen eines Kubik-
zentimeters und ein Geschwindigkeitsintervall von
1 cm/sec ergibt dann die GI. 31 allerdings eine Zahl
von der GréRenordnung 1020, fur einen Wurfel von der
Kantenlange 10-6 cm aber nur mehr eine Zahl in der
GroéRenordnung von hundert. Ebenso wie die perio-
dischen Bewegungen in geschlossenen Bahnen, erweisen
sich also auf Grund der BROGLiEschen Theorie auch
die Translationsbewegungen der Molekeln
eines in einem Behdlter eingeschlossenen Gases als
gequantelt. In der Tat ist die Vorstellung einer
Quantelung der molekularen Zustande bereits im Jahre
1916 von P 1anck 1) aufgestellt und von ihm mit Erfolg
fur verschiedene thermodynamische Berechnungen (wie
z. B. fur die Berechnung der sogenannten chemischen
Konstante der Gase) verwendet worden. Diese Hypo-
these, die fruher ganz unverstdndlich erschien, ergibt
sich somit als eine notwendige Folge aus der Vor-
stellung der Materiewellen.

Der GIl. 31 kann man eine anschauliche Deutung
geben, wenn man dem Gase einen ,Impulsraum*
derart zuordnet, daR in diesem jede Molekel durch
einen ,Impulspunkt* représentiert ist, dessen Ko-
ordinaten mit den Impulskomponenten der Molekel
(m vx, m vy, m vz) Ubereinstimmen. Der Abstand des
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Impulspunktes von dem Koordinatenursprung stellt dann
den Betrag des Impulses (also die GréRe mv) dar.
Wenn wir daher in dem Impulsraum um den Koordi-
natenursprung zwei konzentrische Kugelflachen mit den
Radien mv und m (v + Jv) konstruieren, so enthalt
die von den beiden Kugelflachen eingeschlossene Kugel-
schale vom Volumen 4wm3v2/1lv sdmtliche Impuls-
punkte mit den Betrdgen zwischen mv und m {v + Jv).
In dieser Schale kommen also nach GI. 31 auf die
Volumeinheit

Impulspunkte. Umgekehrt kdnnen wir uns den Impuls-
raum in Zellen von der GroRe

derart geteilt denken, daR innerhalb einer Zelle eine
Unterscheidung verschiedener Impulswerte keinen Sinn
mehr hat und somit innerhalb einer Zelle nur ein
einziger Impuls-und somit auch nur ein einziger
Geschwindigkeitswert maoglich sind. Diese die
Diskontinuitat darstellenden Zellen sind um so
groBer, je kleiner das Volumen ist, in dem das Gas
eingeschlossen ist.

Viertes Kapitel.

Der Zusammenhang zwischen Wellen-
mechanik und Relativitatstheorie.

Die Tatsache, da’} de Broglie bei der Aufstellung
seiner Theorie von der LoORENTZ-Transformation aus-
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ging, lakt einen engen Zusammenhang zwischen
der Wellenmechanik und der Relativitats-
theorie erkennen und legt die Vermutung nahe, daB
vielleicht die fundamentalen Gesetze der relativistischen
Mechanik aus der klassischen Mechanik und der
geometrischen Wellenlehre mittels der Vorstellung von
M ateriewellen ableitbar sein konnten. Dal} dies
in der Tat mdglich ist, ohne daR man den Materie-
wellen hierzu andere Eigenschaften zuschreiben muf3
als eine Zusammensetzung ihrer Energie aus Piranck-
schen Energieelementen, hat der Verfasser dieser
Schrift gezeigt).

Zum Zwecke dieser Ableitung setzen wir ledig-
lich voraus, da die M aterieteilchen die Energie-
zentren von Wellen bilden, deren Gruppenge-
schwindigkeiten sich somit als mechanische Ge-
schwindigkeiten manifestieren. Aus einem Vergleich
der beiden klassischen Prinzipe von MAUPEBTUisund
Feemat SchlieBen wir sodann auf eine universelle
Proportionalitdt zwischen der mechanischen
Geschwindigkeit (v) und der reziproken Wellen-
geschwindigkeit (1/m); d.h.wir setzen dasProdukt aus
u und v gleich einer universellen Konstanten, die
mit w2 bezeichnet werde, also

wobei v mit u durch denselben Zusammenhang ver-

knupft sein muB, wie in der GIl. 13 die GrolRe g mit w
Wir finden somit aus den Gleichungen (13) und (33)

oder

i) Physikal. Zeitschr. 28, 1927, S. 632—634.
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und hierfir kénnen wir, da w eine Konstante ist, auch
schreiben

Indem wir diese Differentialgleichung integrieren,
finden wir

wobei C eine Integrationskonstante bedeutet, oder

Mit der bisher allein benutzten Hypothese der
Existenz von Materiewellen verknupfen wir nun die
PLANCKSche “«/-Hypothese, indem wir das Produkt
aus der Frequenz und dem elementaren Wir-
kungsquantum gleich der Energie eines Mate-
rieteilchens setzen. Wir fuhren eine neue Konstante,
die mit K bezeichnet werde, durch die Beziehung ein

und finden dann fiUr die Energie eines Materieteil-
chens

Um diese Formel diskutieren zu konnen, wollen
wir zunachst eine kurze Zwischenbetrachtung auf der
Grundlage der klassischen Mechanik einschalten. Wir
denken uns die Geschwindigkeit eines Koarpers von
der Masse fi dadurch vermehrt, dall zu der vorhandenen
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Geschwindigkeit noch eine unendlich kleine Geschwin-
digkeit von der GrolRe dv in der Bewegungsrichtung
hinzugefiigt werde. Durch diesen ,longitudinalen“
Geschwindigkeitszuwachs erfahrt die lebendige Kraft
und damit die Energie eine Vermehrung um den Be-
trag fivdv. Denken wir uns andererseits eine Kraft
P, in der Bewegungsrichtung angreifend, und ist
die durch sie bewirkte Beschleunigung, so stimmt nach
dem zweiten NEWTONSschen Bewegungsgesetz der Quo-
tient PJbi mit fi Uberein, und wir kdnnen somit die
Gleichung aufstellen

Differentiieren wir die GIl. 36 nach v, so finden wir

Andererseits ist nun nach dem zweiten Newton-
schen Bewegungsgesetz der Vektor der Kraft gleich
dem zeitlichen Differentialquotienten des Impulses.
Wir denken uns sowohl Kraft als auch Impuls in je
zwei Komponenten zerlegt, eine longitudinale in
der Bewegungsrichtung und eine zu ihr in der Be-
wegungsebene senkrechte, transversale. Indem wir
die longitudinalen Komponenten durch den Index 1,
die transversalen durch den Index 2 kennzeichnen,
haben wir fur die Kraftkomponenten die Beziehungen

SchlieBen wir bei der Differentiation nicht von vorne-
herein willkurlich die Mdglichkeit aus, dal? die Masse
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sich mit der Zeit &andere, so finden wir, da v, ver-
schwindet) und vi mit dem Geschwindigkeitsbetrag v
Ubereinstimmt,

Schliellich ist nach einer bekannten elementaren Be-
ziehung der Mechanik die Longitudinalkomponente
der Beschleunigung gleich dem zeitlichen Differential-
quotienten des Geschwindigkeitsbetrags, also

Dividieren wir daher die erste der Gleichungen (39)
durch &, so finden wir nach GI. 37 und 38

Als Losung dieser Differentialgleichung erkennt man
leicht den Ausdruck

Denn dann wird

und somit

in Ubereinstimmung mit GI. 40 und GI. 41.

J) Denn die Geschwindigkeitsrichtung féallt ja mit der Be-
wegungsrichtung zusammen.
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Setzen wir in der GIl. 41 v gleich null, so finden
wir

die Konstante K hat also die Bedeutung der Ruhe-
masse. Andererseits wird in dem ausgezeichneten
Sonderfall, dal u und v Ubereinstimmen, nach GI. 33
v gleich w, und somit wird dann nach Gl. 41 die Masse
unendlich, woferne die Ruhemasse von Null ver-
schieden ist. Umgekehrt kann bei der Geschwindig-
keit w nur dann die Masse und nach GI. 36 auch die
Energie endlich bleiben, wenn die Ruhemasse ver-
schwindet. Aus diesem Grunde durfen wir wohl w
mit derjenigen Geschwindigkeit identifizieren, mit
der sich die ,imponderabeln”, aber gleichwohl Impuls
aufweisenden Lichtquanten fortbewegen. Indem wir
also w gleich der Lichtgeschwindigkeit (c)
setzen und GIl. 42 berucksichtigen, koénnen wir die
Gl. 41 in der Form schreiben

Diese Gleichung stellt aber nichts anderes dar
als die bekannte M assenformel der Relativi-
tatstheorie, derzufolge die Masse eine Funk-
tion der Geschwindigkeit ist. Wir erkennen
auch aus der GIl. 43, daR die mechanische Ge-
schwindigkeit eines Korpers, der eine von null ver-
schiedene Ruhemasse besitzt, nie die Lichtgeschwindig-
keit erreichen kann. Ein Vergleich der Gleichungen
(37) und (38) ergibt (bei Berucksichtigung von
Gl. 42) die bekannte relativistische Formel fir die
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longitudinale Masse (den Quotienten P,/&,),
namlich

Hingegen folgt fur die transversale Masse (P2&2)
aus der zweiten der Gleichungen (39) und aus GI. 43:

wiederum in Ubereinstimmung mit der Relativitats-
theorie. Endlich ergibt sich durch einen Vergleich
der Gleichungen (36) und (41), weil w gleich c ist,
die Formel

also der fundamentale relativitatstheoretische Satz
von der tragen Masse der Energie.

Funftes Kapitel.
Die Beugung der Materiewellen.

Die Theorie von de Broglie fuhrt mit Not-
wendigkeit zu der Folgerung, dal Bewegungen von
Materieteilchen durch andere Materieteilchen ge-
beugt werden kénnen. Wenn namlich die Bahn eines
Atoms oder einer Molekel oder eines freien Elektrons
in einer so geringen Entfernung an einem Bewegungs-
hindernis vorbeifuihrt, dal diese Entfernung bereits von
der GréRRenordnung der zugehdrigen BrogliesehenWelle
ist, dann muBte offenbar eine Beugung der Materie-
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welle eintreten, und dadurch muften Abweichungen
der Bewegung von den klassischen Bewegungs-
gesetzen hervorgerufen werden. Zu dieser wichtigen
Folgerung aus der Beogliesehen Theorie sind zuerst
Einsteinl) und Elisassee? gelangt. Aus der
fundamentalen Beziehung, die die BEOGLIiEsche Theorie
fur die Verknupfung von Wellenldnge und Impuls
liefert (GI. 18), folgt, daR fur ein Elektron, das mit
einem Hundertstel der Lichtgeschwindigkeit bewegt
ist, die zugehodrige Wellenlange etwa 10-8 cm betrégt
und daB ungefahr ebenso groR auch die Wellenlange
eines Protons ist, das sich mit einer den Gasmolekeln
bei Zimmertemperatur eigentiimlichen Geschwindigkeit
bewegt. In dem Verhaltnis, in dem die Geschwindigkeit
sinkt, wachst die BEOGLiEsche Wellenlange und merk-
liche Beugungserscheinungen an Materiewellen
sind daher vor allem bei langsamen Elektronen
und bei sehr tiefen Temperaturen zu erwarten.
In der Tat hat bereits Einstein derart die
merkwuirdigen Abweichungen zu deuten gesucht, die
auch die ,idealen“ Gase bei aulerst tiefen Tem-
peraturen gegeniber ihren sonst giltigen Gesetzen
zeigen. Diese Erscheinungen der sogenannten Gas-
entartung wurden von Einstein darauf zurtckgefuhrt,
dal bei dem Erreichen eines gewissen, sehr tiefen
Temperaturbereiches die Wellenlangen der Materie-
wellen von der Gréenordnung der molekularen Durch-
messer werden. Mit dieser Auffassung stehen auch
Versuche von Guntheed in Einklang, der auf

1) Sitz.-Ber. Berliner Akad. d. Wiss., math. nat. .Klasse,
1925, S.9.

2 Naturwissenschaften, 1925, S. 711.

3) Zeitschr. f. physik. Chemie 110, 1924, S. 626.
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Veranlassung von Nernst die Viskositat (die innere
Reibung) von W asserstoff bei sehr tiefen Tem-
peraturen untersuchte und dabei ein plotzlich be-
schleunigt einsetzendes Sinken der Viskositat beim
Erreichen eines kritischen Temperaturbereiches fest-
stellte.

E 1sasser erganzte die eben besprochenen Vor-
stellungen Einsteins, indem er auf die Wahrscheinlich-
keit von Beugungseffekten bei ZusammenstéRen
zwischen freien Elektronen und Atomen hinwies.
Der Durchgang von freien Elektronen durch Gase
war schon fruher von mehreren Experimentalphysikern,
wie namentlich von Ramsauer 1), eingehend unter-
sucht worden, und hierbei hatte Ramsauer die ratsel-
hafte Entdeckung gemacht, daf} in einigen Edelgasen 2
die freie Weglédnge der Elektronen mit abnehmender
Geschwindigkeit derart zunimmt, dal} die langsamen
Elektronen nahezuungehindert durch die Atome
hindurchzugehen scheinen. Elisasser machte nun
darauf aufmerksam, daR der mysteridése ,Ramsauer-
Effekt" offenbar auf eine Beugung der mit den
Elektronen verknupften Materiewellen zurickzufihren
sei. Denn es zeige sich, dall langsame Elektronen an
Atomen nach den Formeln gestreut wirden, nach
denen Lichtstrahlen, die in der Wellenlange mit
den betreffenden Materiewellen (bereinstimmen, an
kleinen Kugeln gestreut wiirden, deren Radien denen
der Atome entsprechen.

1) Annalen der Physik 72, 1923, S.315; vgl. auch den zu-
sammenfassenden Bericht von M inkowski und Sponer in den
.Ergebnissen der exakten Naturwissenschaft“, Bd. 3, 1924.

2) In den chemisch passiven Edelgasen fehlt die Elektronen-
affinitat der Atome.
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Die Hypothese Elsassers fand spater eine gute
Bestatigung durch Versuche, die D ymond1) Uber die
Streuung von Elektronen bei dem Durchgang
durch Heliumgas anstellte. Dymond untersuchte
es, wie die Zahl der in einer bestimmten Richtung
gestreuten Elektronen von dem Streuungswinkel
abhangt Ist die Vorstellung E 1sassers richtig, so muf
natirlich die Intensitdt der gebeugten Materiewellen
mit der Richtung variieren, und in ihrer Abhéngig-
keit von der Richtung Maxima und Minima aufweisen,
in &hnlicher Weise, wie auf einem Schirm, auf den man ge-
beugtes Licht fallen 1aft, helle und dunkle Streifen ab-
wechseln. Wird aber fur einen bestimmten Winkel die
Intensitat der Materiewellen ein Maximum, so muf} fir
diesen Winkel wohl zugleich auch die meRbare Elek-
tronenstreuung ein Maximum darstellen.

Dymond blendete nun bei seinen Versuchen aus
Elektronen, die von einem glihenden Wolframdraht
emittiert wurden, mittels zweier enger Spalte einen
feinen Strahl ab und sandte diesen durch Heliumgas,
das unter sehr geringem Druck (0,03 mm) gehalten
wurde. Zwei weitere Spalte ermdglichten eine
Isolierung der Streuelektronen in bestimmter Richtung.
Der Wolframdraht und die beiden zuerst erwdhnten
Spalte konnten gedreht werden, wodurch es Dymond
moglich  wurde, den Streuwinkel beliebige Werte
zwischen 0° und 90° annehmen zu lassen. In der Tat
konnte Dymond flr zwei bestimmte Winkel (deren
Werte von der Spannung abhéngen) ziemlich scharf
ausgepragte Maxima feststellen 2.

1) Nature 118, 1926, S. 336-337.
2) D ymond untersuchte die Streuung fur den Fall sogenannter
unelastischer ZusammenstoRe zwischen Elektronen und Helium-
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Bereits im Jahre 1923 hatten Davisson und.
K unsman !) Andeutungen analoger Erscheinungen
auch bei der Reflexion langsamer Elektronen
an Metalloberflachen wahrgenommen, und E 1sasser
hatte zuerst darauf aufmerksam gemacht, daR diese
Versuchsergebnisse vielleicht als eine Stitze der
Brogliesehen Theorie angesehen werden kénnten. Im
Jahre 1927 stellte dann Davisson zusammen mit
Germer? ahnliche Versuche an Kristallen an, und
durch diese Experimente vermochte er in der Tat die
bisher beste Bestatigung fur die Hypothese der Materie-
wellen zu erbringen. Davisson und Germer konnten
namlich zeigen, daR auf Kristalle auftreffende Elek-
tronen in ganz &hnlicher Weise wie Rdéntgenstrahlen
von den Kristallen gebeugt werden.

Sie richteten ein schmales Elektronenbiindel senk-
recht gegen eine kleine Scheibe, die aus einem Nickel-
Ein-Kristall geschnitten war, und maRen mittels eines

atomen, wobei die Elektronen soviel Energie verlieren, als er-
forderlich ist, um ein Heliumatom aus dem Grundzustand in
den néchsthdheren Zustand uberzufihren. Solche Zusammen-
stolRe bewirken bei den Elektronen einen Energieverlust, der
einer Spannung von 20 Volt entspricht. Bei einer Anfangs-
geschwindigkeit von 100 Volt fand Dymond zwei Maxima, ein
scharfes bei 5° und ein breiteres bei 60°. L&aRt man die Spannung
auf 50 Volt zurickgehen, so ruckt das scharfe Maximum zu
dem Streuungswinkel von 20°. Umgekehrt wandert es zu immer
kleineren Winkeln, wenn die Spannung uber 100 Volt steigt.
Neben den beiden erwdhnten Maxima erscheint bei mehr als
200 Volt noch ein drittes, dessen Lage von der Geschwindigkeit,
also der Voltzahl, unabhéangig ist und dessen Entstehung noch
nicht geklart ist.

1) Physical Review 22, 1923, S. 243

2 Nature 119, 1927, S.558. Ausfuhrlicher Bericht in Physical
Review 80, 1927, S. 705.
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Galvanometers die Streuungsintensitat der Elektronen
in ihrer Abhé&ngigkeit von der Richtung. Sie konnten
in ganz bestimmten Richtungen scharf ausgepragte
Maxima feststellen, und sie fanden einen engen Zu-
sammenhang zwischen diesen Richtungen und den-
jenigen, in denen Rontgenstrahlen von dem Kristall
auf Grund der bekannten GesetzmaRigkeiten zurick-
geworfen wirden]). Wenn man sich ndmlich die be-
kannte Struktur des Nickelkristalls in einer zu dem
primaren Elektronenstrahl parallelen Richtung in
einem Verhaltnis zusammengezogen denkt, das zwischen
0,7:1 und 0,9:1 liegt, so zeigt es sich, daR mit den dann
den Rontgenstrahlen entsprechenden Richtungen voll-
kommen die Maxima der Elektronenstreuung uberein-
stimmen. Berechnet man andererseits aus den Beugungs-
erscheinungen die Wellenlangen der an dem Vorgang
beteiligten Materiewellen, so findet man diese in der
Tat (gemaR Gl. 18) gleich dem elementaren Wirkungs-
quantum, gebrochen durch das Produkt aus Masse und
Geschwindigkeit.

Sechstes Kapitel.
Die Theorie von Schrodinger.

Durch die Ideen de Broglies erscheint ein enger
Zusammenhang zwischen den mechanischen Vorgangen
und den allgemeinen, fur die Wellenausbreitung
geltenden Prinzipen hergestellt, die ihre klarste¥

*) Aus auffallender kontinuierlicher Réntgenstrahlung sondert
bekanntlich ein Kristall durch die Reflexion Strahlen von ganz
bestimmten Wellenlangen aus.
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Formulierung in der Optik gefunden haben. Die Grund-
gleichungen der traditionellen Mechanik wurden durch
de Bkoglie auf das FEBMATSche Prinzip zuruckgefthrt,
das in seiner speziellen Anwendung auf optisch homo-
gene Medien die geradlinige Ausbreitung des
Lichtes postuliert). Es ist ja aber bekannt, dal} die
Behauptung einer geradlinigen Ausbreitung des Lichtes
auch in homogenen Medien keineswegs exakt ist. Eine
solche Behauptung trifft nur angendhert zu, steht
aber in Widerspruch zu den an dem Lichte tatsach-
lich beobachteten Beugungserscheinungen. Nur
solange sind die Behauptung und mit ihr das Feemat-
sche Prinzip richtig, als sie auf Bereiche angewendet
werden, die groB sind im Verhaltnis zur Wellen-
lange des Lichtes.

Sonst muR die Ausbreitung des Lichtes auf ein
Prinzip zurickgefihrt werden, das bereits in der
zweiten Halfte des 17. Jahrhunderts von Huygens
aufgestellt wurde und das nach ihm gewdhnlich als
HUYGENSsches Prinzip bezeichnet wird. Es besagt
im Wesentlichen, dall ein jeder Punkt, der von einer
Lichtwelle erreicht wird, selbst wieder der Ausgangs-
punkt neuer Elementarwellen wird, die von ihm
nach allen Richtungen mit derselben Geschwindigkeit
wie die Hauptwellen ausgehen.

Das HUYGENSsche Prinzip findet einen exakten
mathematischen Ausdruck in einer verhaltnismagig
einfachen Differentialgleichung, die die sogenannte
IJAPLACEsche Ableitung einer physikalischen Groide

Wird in Gl. 1 die Wellengescliwindigkeit als konstant
angenommen, so besagt die Gleichung, dall der gesamte Weg
des Strahls ein Minimum werden muR, also eine Gerade, da
diese die kurzeste Verbindung zwischen zwei Punkten darstellt.
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mit ihrem zweiten zeitlichen Differentialquo-
tienten verknupft. Unter der Laplacesehen Ab-
leitung, die gewdhnlich mit dem Symbol A bezeichnet
wirdl), versteht man die von dem benutzten Koordi-
natensystem unabhdngige Summe der zweiten par-
tiellen rdumlichen Differentialquotienten, also

Wenn nun im besonderen die physikalische GréRe S
die Eigentimlichkeit aufweist, dal3 ihre LAPLACESche
Ableitung ihrem zweiten zeitlichen Differentialquotienten
proportional ist, wenn also

ist, dann folgt, wie in der theoretischen Physik in
bekannter Weise gezeigt wird2d, aus dieser Differential-
gleichung stets die Mdglichkeit einer wellen-
formigen Ausbreitung der GroRe S, die mit einer
Wellengeschwindigkeit

vor sich geht. Daruber hinaus folgt aber aus der GI. 48
auch (wie in der theoretischen Physik gezeigt wird),
dall ein jeder Punkt, in dem durch die Wellen eine
Erregung stattfindet, selbst wieder der Ausgangspunkt
von Elementarwellen wird, die mit der gleichen
Geschwindigkeit u fortschreiten und in einem homo-
genen Medium Kugelwrellen darstellen.

0 Haufig wird auch statt des Symbols J das Symbol
V2S gebraucht.

2 Vgl. z. B. des Verfassers ,LEinfuhrung in die theore-
tische Physik, 3. und 4. Auflage (de Gruvter, Berlin, 1923—24),
Erster Band, § 43.

Hass, Materiewellen 4
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Von der Zeit hangt nun die Phase, ganz gleich-
gultig, ob es sich um ebene Wellen oder Kugelwellen
handelt, nach GI. 6 mittels der einfachen Beziehung
ab

Sind daher im besonderen die Schwingungen reine
Sinusschwingungen, so wird, weil dann S gleich dem
Produkte aus der Amplitude und dem Sinus der Phase
wird und die zweimalige Differentiation des Sinus
wiederum den Sinus, jedoch mit entgegengesetztem
Vorzeichen, ergibt,

Auf Grund dieser Beziehung und der GIl. 49 kann so-
mit die GIl. 48 in der Anwendung auf Sinuswellen
auch in der Form geschrieben werden

Es war nun Schroédingers geniale ldee, eine
Verallgemeinerung der Mechanik zu versuchen,
die dem Ubergang von dem FERMATSchen zum
HUYGENSschen Prinzip, also von der geometri-
schen Strahlenoptik zu der physikalischen
Wellenoptik analog sein sollte. Ein solcher Ubergang
wird ja in der Tat durch die in dem letzten Kapitel
besprochenen Phénomene nahegelegt, die auf eine
Beugung von Materiewellen hinweisen. Besonders ein-
fach gestaltet sich dieser Ubergang bei der Betrach-
tung eines einzelnen Teilchens, weil dann auf Grund



DIE THEORIE VON SCHRODINGER 51

der de Beogliesehen Beziehung zwischen Wellen-
lange und Impuls (GIl. 20)

wird. Andererseits ist die lebendige Kraft (-h>nv2
gleich dem Unterschied zwischen der Gesamtener-
gie (E) und der potentiellen Energie (F). Da-
her kann auf Grund der GIl. 51 die Gl. 50 auch in
der Form geschrieben werden

Diese Differentialgleichung stellt die Grundlage
der ScHRODINGEESchen Mechanik dar.

Aus der Theorie der Differentialgleichungen
ist es nun schon lange bekannt, dall die Méglichkeit,
fur eine Differentialgleichung eine Uberall eindeutige,
endliche und stetige L6sung zu finden, nur bei be-
stimmten Werten der in der Gleichung vorkommenden
Parameter besteht. Die besonderen Werte, flr die
diese Maoglichkeit vorhanden ist, werden als die
Eigenwerte der Differentialgleichung bezeichnet,
die ihnen entsprechenden Lésungen als die Eigen-
funktionen. In der Schesdingeesehen Gleichung
erscheint nun als konstanter Parameter die Gesamt-
energie E, wahrend die potentielle Energie naturlich
von den Koordinaten abhéangt. Die Eigenwerte, die die
ScHEODINGEEsche Gleichung in einem speziellen Falle
besitzt, bedeuten also ganz bestimmte, diskrete
Werte der Energie. Das physikalische Pro-
blem der Quantelung der Energie erscheint so
durch Schrodinger auf ein rein mathematisches
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Problem zuritckgefuhrt, namlich auf das fur alle
wichtigeren Féalle langst geléste Problem der Eigen-
werte von Differentialgleichungen.

Das mathematische Eigenwertproblem mdége kurz
(und ohne Eingehen auf feinere Einzelheiten) an zwei
einfachen Beispielen erortert werden, die fir die
spateren Erdrterungen von Bedeutung sind. Wir be-
trachten zunachst die Funktion

und bilden von dieser Funktion den ersten und den
zweiten Differentialquotienten nach x\ sie mégen mit
y' und y" bezeichnet werden. Wir finden dann

und durch abermalige Differentiation

oder auf Grund der vorletzten Gleichung

Betrachten wir also die Differentialgleichung

so sehen wir, daR diese Gleichung eine Ldsung von
der Form der GI. 53 besitzt, wofern der Parameter a
den Wert Eins annimmt. Die Zahl Eins stellt dem-
nach einen Eigenwert der Differentialgleichung dar.

Zu einem anderen Eigenwerte werden wir geflhrt,
wenn wir

setzen. Wir finden dann
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Hieraus folgt durch abermalige Differentiation

also nach GI. 55

Auch der Wert a= 3 stellt demnach fur die Dif-
ferentialgleichung (54) einen Eigenwert dar, dem als
Lésung die GIl. 55 entspricht.

Die nachsthéheren Ldésungen sind, wie hier nur
kurz angegeben sei, wovon sich aber der Leser leicht
durch Nachrechnen Uberzeugen kann, in der Form dar-
stellbar

wobei die GroRe if, die fur die Eigenwerte 1 und 3
gleich 1, bzw. gleich 2x ist, die folgenden Werte be-
sitzt:

Die funf hier angegebenen Werte fur H sind die funf

niedrigsten unter den sogenannten HEKMITESchen

Polynomen, die nach einer einfachen Formel ge-
x2

bildet werden koénneni). Die mit e 2 multiplizierten

) Das HERMiTEsche Polynom, das dem Eigenwerte a=2N-\-\
entspricht, hat die Form

Die Reihe hort vor dem Gliede auf, fur das zum ersten Male
einer der Faktoren gleich null wird.



64 SECHSTES KAPITEL

H ebmite sehen Polynome stellen die Lésungen der Dif-
ferentialgleichung (54) dar, wahrend die ungeraden
ganzen Zahlen die Eigenwerte bilden. Bezuglich
des komplizierten Beweises daftr, dall die Differential-
X3

gleichung neben den mit e 3 multiplizierten Heb-
MiTESchen Polynomen keine weiteren LoOsungen
besitzt, muR allerdings auf die einschldgigen mathe-
matischen Werke verwiesen werden)).

Als ein weiteres Beispiel mégen kurz die sogenann-
ten Kugelfunktionen betrachtet werden. Zu der
Differentialgleichung dieser Funktionen werden wir
gefuhrt, wenn wir die LAPLACEsche Ableitung von den
rechtwinkligen Koordinaten auf raumliche Polar-
koordinaten umformen. Als solche dienen bekannt-
lich die Entfernung (r) von einem festen Punkte und
zwei Winkel, die, wenn wir an die Erdkugel denken,
der geographischen Lange und dem Komplement der
geographischen Breite entsprechen. Die Umformung
fuhrt zu einem Ausdruck, der in dem besonderen Falle,
daR r als konstant angesehen und gleich Eins gesetzt
wird, mit dem Symbole d* bezeichnet werde.2

Die Differentialgleichung der Kugelfunktionen lautet
dann

und aus der Theorie der Kugelfunktionen folgt3), worauf

1) Vgl. z. B. Courant und Hilbert, Methoden der mathe-
matischen Physik, Bd. I, Berlin (Springer) 1924, S. 261.

2 Es ist, wenn 9 der geographischen Breite und & dem Pol-
abstand entspricht,

3 vgl. z B. Couraht-Hilbert, Bd. I, S. 264—266 und 422.
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hier nicht naher eingegangen werde, dal diese Diffe-
rentialgleichung nur dann eine von Null verschiedene
Losung, die auf der ganzen Kugelflache (mit ihren
ersten Ableitungen) endlich und stetig ist, besitzt,
wenn die Beziehung

(57) a=»n (n+ 1)
durch einen ganzzahligen Wert von n erfillt ist. Die
Zahlen

2, 6, 12, 20, 30, 42, 56 usw.

stellen also die Eigenwerte der Differentialglei-
chung (56) dar.

Siebentes Kapitel.
Beispiele zur Eigenwertmechanik.

Die ScHRODINGERSche Methode, die die Quanti-
sierungsprobleme auf Eigenwertfragen zurickfihrt,
moge zunéchst an dem einfachen Beispiel des Oszil-
lators dargelegt werden. Unter einem Oszillator
versteht man ein um eine feste Ruhelage schwingendes
Teilchen, z. B. ein Elektron. Man bezeichnet im
besonderen den Oszillator als linear, wenn die
Schwingungen in einer Geraden erfolgen, und als
harmonisch, wenn die Schwingung eine reine Sinus-
schwingung ist. Von der Betrachtung des linearen,
harmonischen Oszillators hat die Quantentheorie im
Jahre 1900 ihren Ausgang genommen, und durch etwa
ein Vierteljahrhundert hat die theoretische Physik an
dem damals von P1anck gewonnenen Ergebnis fest-
gehalten, daR die Energie eines solchen Oszillators
stets ein ganzzahliges Vielfaches des Produktes aus
der Frequenz und dem elementaren Wirkungsquantum
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sein musse. Von diesem Resultat weicht indessen das-
jenige ab, zu dem Schrodingers Theorie fihrt.

Wéhlen wir die Ruhelage des Oszillators als Ko-
ordinatenursprung und machen wir die Gerade, in der
die Schwingungen erfolgen, zur x-Achse, so gilt na-
tarlich die Beziehung

wobei A die Amplitude bedeutet. Die Geschwindig-
keit ergibt sich als zeitlicher Differentialquotient der
Entfernung X zu

Daher wird die lebendige Kraft als das halbe
Produkt aus Masse und Geschwindigkeitsquadrat

Aus dieser Formel erhalten wir die Energie JS indem
wir den Kosinus gleich Eins setzen; denn bei dem
Passieren der Ruhelage verschwindet die potentielle
Energie, so dal der gréBte fur die kinetische Energie
mogliche Wert die Gesamtenergie darstellt. Da die
Summe der Quadrate des Sinus und Kosinus Eins ist,
erhalten wir somit den Ausdruck fur die potentielle
Energie V, indem wir in der letzten Gleichung den
Kosinus durch den Sinus ersetzen, und dies ergibt (unter
Benutzung der drittletzten Gleichung)

Flr den betrachteten Sonderfall des linearen, har-
monischen Oszillators nimmit also die SCHRODINGERsche
Differentialgleichung (da sich die LARLACESche Ab-
leitung AS auf die zweite Ableitung nach x reduziert)
die Form an:
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Wir setzen nun zur Abkulrzung

und

Ferner fuhren wir eine neue Variable | durch die
Definition

ein. Dann wird

und

Dividieren wir die Differentialgleichung durch B, so
erhalten wir somit die Formel

Die Eigenwerte dieser Gleichung sind nach dem in
dem vorherigen Kapitel Gesagten durch die fur ganz-
zahlige Werte von n geltende Beziehung bestimmt

Hieraus folgt nach den Gleichungen, die die Ab-
kirzungen o und B definieren,

In der ScHRODINUERschen Mechanik erweist sich
demnach die Energie eines linearen, harmonischen
Oszillators als ungerades Vielfaches eines halben
Energieelementes, also gleich
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Dieses Resultat weicht von dem der friheren Quanten-
theorie ab, die die Energie stets einem ganzzahligen
Vielfachen eines ganzen Energieelementes (d. h. gleich
0, hv, 2hv, 3hv usf) gefunden hatte. Im Gegensatze
zu der alteren Theorie folgt aus der SCHRODINGERSchen,
dal? der niedrigste Energiewert, den der Oszillator
annehmen kann, von Null verschieden ist. Die
theoretische Physik fuhrt nun den Warmeinhalt
fester Korper im wesentlichen auf Schwingungen
zurick, die die Atome des festen Korpers um gewisse
Ruhelagen ausfuhren; die Energie dieser Oszillationen
soll es sein, die sich als Warme offenbart. Ver-
8chiedeneUnstimmigkeiten zwischen der &lteren Quanten-
theorie und gewissen Erscheinungen, die bei &uferst
tiefen Temperaturen beobachtet werden, hatten schon
vor Schrodinger einige Physiker, wie vor allem
Nernst, zu der Hypothese der sogenannten Null-
punktsenergie gefuhrt. Nach dieser Hypothese soll
auch bei dem absoluten Nullpunkt der Temperatur,
bei dem nach der fruheren Theorie die Oszillations-
energie Vvollig verschwinden muidte, jeder Oszillator
die Energie hv/2 besitzen. Diese Annahme, die friher
eravwungen erschien, ergibt sich als naturliche Folge
aus den Grundlagen der SCHRODINGERSchen Mechanik.

Neben dem Oszillator mdge als ein zweites Beispiel
fur die Anwendung der SCHRODINGERSchen Mechanik
noch der sogenannte Rotator betrachtet werden, der
ebenfalls schon von der alteren Quantentheorie ein-
gehend behandelt worden war. Unter einem Rotator
versteht man ein Teilchen, das sich in konstanter
Entfernung um ein festes Zentrum bewegt. Ist
die Bewegung an eine bestimmte Ebene gebunden,
erfolgt sie also in einem Kreise, so spricht man von
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einem Rotator mit fester Achse. Erfolgt hingegen
die Bewegung ohne eine solche Bindung, also in einer
Kugelflache, so spricht man von einem Rotator mit
freier Achse. Ein solcher mdge im folgenden be-
trachtet werden.

Ist die feste Entfernung gleich der Langeneinheit,
so konnen wir in der ScHEODINGEBSchen Differential-
gleichung die LAPLACESche Ableitung durch das in
dem vorhergehenden Kapitel gebrauchte Symbol J*
ersetzen. Sonst ist naturlich, weil die LAPLACESche Ab-
leitung die Quadrate der Differentiale der Koordinaten
in den Kennern enthalt, noch durch r2 zu dividieren,
wenn r die feste Entfernung bedeutet. Es ist also
statt JS dann z1*S/r2 zu schreiben. Die potentielle
und somit auch die kinetische Energie sind im Falle
des Rotators konstant. Bezeichnen wir also die
kinetische Energie mit L, so kann die Schbédingeb-
sche Gleichung (nhach Multiplikation mit r2 in der
Form geschrieben werden:

Nach dem in dem vorhergehenden Kapitel Uber die
Differentialgleichung der Kugelfunktionen (GlI.56)
Gesagten wissen wir nun aber, da die letzte Gleichung
eine LOsung nur dann besitzt, wenn flr einen ganz-
zahligen Wert von n

ist
In diese Gleichung kinnen wir aweckméllig den
Drehimpuls ¢T3y einfUhren, der nach seiner bekannten
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Definition durch das Produkt aus Masse, Geschwindig-
keit und Kugelradius gegeben ist. Es ist also

und da andererseits die kinetische Energie gleich
ist, ist somit

Es muB3 also nach GI. 60

oder

sein. Auch bei dem Rotator weicht das Ergebnis der
Schrodingersehen Theorie von dem der é&lteren
Quantentheorie ab. Diese hatte fur den Drehimpuls
den Wert nh/2n geliefert, also fur das Verhéltnis
2n U/h die Zahlen o0, 1, 2, 3, 4 usw. Die Schrodinger-
sche Theorie ergibt hingegen fur dieses Verhaltnis im
allgemeinen nicht ganze Zahlen, sondern die Werte

Auch in dem Falle des Rotators erzielt die Schro-
dinger sehe Mechanik eine bessere Ubereinstimmung
mit der Erfahrung als die fruhere Theorie (namentlich
bei der Deutung der sogenannten Bandenspektren).
Im wesentlichen bedeutet die Abweichung wiederum
die Einfihrung halber Quantenzahlen.) Denn
wegen der Konstanz der potentiellen Energie ist nach

') Diese waren in der Tat schon fruher in der Theorie der
Bandenspektren benutzt worden; doch hatte eine befriedigende
theoretische Begrindung gefehlt.
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der vorhin abgeleiteten Formel der Unterschied zweier
beliebiger Energiewerte durch den Ausdruck gegeben:

Andererseits besteht aber die Ildentitat

Daher ist tatsachlich

Sehr bemerkenswert ist das Ergebnis, zu dem die
Eigenwertmechanik in ihrer Anwendung auf das
W asserstoffatom fuhrt. Da ein solches aus einem
Proton und einem um dieses umlaufenden Elektron
besteht, so wird die potentielle Energie

wobei e das elektrische Elementarquantum und r den
Abstand zwischen Proton und Elektron bedeuten. Die
Schrodinger sehe Differentialgleichung nimmt somit
fur das Wasserstoffatom die Form an

Die Auffindung der Eigenwerte dieser Differential-
gleichung ist allerdings recht kompliziert, so daR
diesbezuglich auf Schrodingers eigene Ableitung i) ver-
wiesen werden muB. Wie Schrodinger fand, sind
einerseits samtliche positive Zahlen Eigenwerte
der Differentialgleichung, hingegen nur bestimmte,
diskrete negative. Die Energie E kann alle)

i) Ann. d. Phys. 79. 1926, S.961-376.



62 SIEBENTES KAPITEL

beliebigen positiven Werte annehmen, hingegen nur
solche negative, die der Gleichung

fir ganzzahlige Werte von n genigen.

Die durch die G1.63 bestimmten Energiewerte
des Wasserstoffatoms stimmen vollkommen mit
denjenigen Uberein, die bereits B ohe im Jahre 1913
abgeleitet hatte und die sich, wie die Formel erkennen
1aRt, umgekehrt wie die Quadrate der Haupt-
quantenzahlen (w) verhalten. Mit diesen Bohe sehen
Werten sind andererseits, wie schon erwahnt wurde,
auch diejenigen identisch, die sich aus der urspringlichen
RBOGLIiEschen Vorstellung der Materiewellen ergeben,
wenn diese Vorstellung auf periodische Bewegungen in
geschlossenen Bahnen angewendet wird. Im Gegensatz
zu den Elektronenbewegungen, fir die die Energie
negativ ist, sind diejenigen mit positiven Energie-
werten nicht gequantelt. Dieses Ergebnis deckt
sich mit den Resultaten der friheren Quantentheorie,
die einerseits ausgezeichnete Ellipsenbahnen (im
speziellen also Kreisbahnen) postuliert hatte, hingegen
keinerlei quantentheoretische Beschrankungen fur die
offenen Hyperbelbahnen angenommen hatte, die
Elektronen um den Kern beschreiben, wenn sie von
aullen her dem Kerne nahekommen und sich dann
wiederum von ihm entfernen 1))

i) Jeder Entfernung von dem Kerne entspricht eine ganz
bestimmte kritische Geschwindigkeit des Elektrons, fur die
die Bahn parabolisch ist, wahrend bei kleinerer Geschwindigkeit
die Bewegung elliptisch, bei groéRerer hyperbolisch wird, in
Ubereinstimmung mit bekannten Satzen der Himmelsmechanik,
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Eine wichtige Anwendung |aRt die Schrodinger-
sche Differentialgleichung in ihrer einfachsten Form
(Gl. 52) auch fur den Fall zu, daR die Bewegung eines
Elektrons durch verhaltnismaRig schwache auflere Ein-
flusse, wie beispielsweise durch ein auBeres elek-
trisches Feld, gestdrt ist. Aus der Theorie der
Differentialgleichungen folgt namlich, dal die Eigen-
groBen der Gleichung, d. h. ihre Eigenwerte und ihre
Eigenfunktionen (die zugehdrigen Ldsungen), infolge der
vorhandenen Stetigkeit in nur wenig verschiedene
GroRRen Ubergehen, wenn in der Differentialgleichung
noch ein hinreichend kleines Stérungsglied hinzu-
geflugt wird. Diese Tatsache ermdglicht es, aus den
bekannten EigengrofRen der ursprunglichen Gleichung
die Anderungen zu berechnen, die diese EigengréRen
durch das Hiuzukommen des Stérungsgliedes erfahren.
Ist etwa die ein Eigenwert der ,ungestdrten* Gleichung,
so kann derart die GroéBe au ermittelt werden, um
die der entsprechende Eigenwert der ,gestorten”
Gleichung von af abweicht.

Wenn nun die Differentialgleichung mehrere,
voneinander unabhéngige Veradnderliche enthalt, wie
dies z. B. bei der Schrodinger sehen Differential-
gleichung (von Sonderféllen abgesehen) der Fall ist,
so entsprechen einem einzigen Eigenwerte im all-
gemeinen mehrere Lésungen, mit anderen Worten
mehrere Eigenfunktionen. Ist deren Zahl s, so
spricht man von einem s-fachen Eigenwert, oder man
kann auch sagen, dal} s Eigenwerte zusammen fallen.

die ja auch hyperbolische Bahnen bei Kometen annimmt. Die
kritische Geschwindigkeit des Elektrons ist ebenso wie die eines
Kometen durch die Quadratwurzel aus der doppelten, durch
die Masse dividierten potentiellen Energie bestimmt.
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Das bedeutungsvolle Ergebnis einer mathematischen
Uberlegung ist nun, daR fiir zusammenfallende Eigen-
werte keineswegs im Falle einer Stérung auch die zu-
gehdrigen GroéRen zusammenfallen missen, weil ja
diese auch von den Eigenfunktionen abhéangen, die eben
verschieden sind. An die Stelle eines mehrfachen
Eigenwertes kann somit bei einer Stérung eine Gruppe
von verschiedenen Eigenwerten treten, die untereinander
und zu dem urspringlichen Eigenwerte benachbart
sind. Dieser wird, wie mau sagt, aufgespalten,
entweder vollstdndig, namlich in s Komponenten, oder
teilweise.

Die exakte Durchfiihrung dieser Uberlegung und
ihre Anwendung auf die Bewegung eines Elektrons
in einem elektrischen Felde fuhrten Schbédingek zu
einer Formel, die sich mit einer schon im Jahre 1916
von E pstein aufgestellten deckt. Diese Formel be-
schreibt in Ubereinstimmung mit dem experimentellen
Befund die Aufspaltung der Energiewerte und da-
mit auch der Spektrallinien in einem elektri-
schen Felde; sie gibt den sogenannten Stark-
Effekt wieder. Flr die Energiednderung im elek-
trischen Felde ergibt sich namlich die Formel

wobei F die Feldstarke, n die ,Hauptquantenzahl®
und kx und zwei weitere, ebenfalls ganze Quanten-
zahlen bedeuten, die entweder positiv oder null sein
kénnen und deren Summe zumindest um Eins kleiner
als die Hauptquantenzahl sein muf.

Die bisher behandelten Probleme betreffen durch-
wegs ein einzelnes Elektron. Fur die Betrachtung
von Vorgadngen, au denen mehr als ein Materieteil-
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chen beteiligt sind, fur das sogenannte Mehrelek-
tronenproblem, nimmt die Schrodinger sehe Glei-
chung eine allgemeinere Form an. Bezeichnen wir
mit dem Symbol die Summe der zweiten partiellen
Differentialquotienten nach den Koordinaten des ersten
Teilchens und mit ml dessen Masse usw,, so lautet die
verallgemeinerte SCHRODINGERsche Gleichung,
wie ndher in einem spateren Kapitel (s. Gl. 122; be-
grundet werden soll,

Es ist indessen zu beachten, dal} diese Gleichung
keine eigentliche YVellengleichung im Ublichen Siuue
mehr darstellt. Der durch sie beschriebene Vorgang
kann als eine ,Welle“ nur in einem 3n-dimensio-
nalen sogenannten Konfiguratiousraume aufge-
fallit werden, wenn n die Zahl der beteiligten Teil-
chen ist und die Koordinaten die Bedeutung von
Strecken haben, die noch mit der Quadratwurzel aus
der Masse des betieffenden Teilchens multipliziert
sind). Die Analogie zwischen den Lichtwellen,
die im dreidimensionalen Raume verlaufen, und den
M aterie wellen erscheint also in der Schrédinger-
schen Theorie auf den Spezialfall des einzelnen
Elektrons beschrankt. Dieser Umstand bedeutet
jedenfalls eine grolRe Schwierigkeit fur das Bestreben,
auf dem Wege der Wellenmechanik zu einer wahr-
haft einheitlichen Physik zu gelangen2.

1) Die Komplikation der Koordinaten, die die Dimension L&nge
mal Quadratwurzel aus der Masse haben, ist allerdings dann Vver-
meidbar, wenn alle beteiligten Teilchen die gleiche Masse haben.

2 Wegen der Deutung des SoHROTNQEBsoheu Feldskalars
(S) vgl. das elfte Kapitel.
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Achtes Kapitel.
Die Quantenmechanik von Heisenberg.

Die auf de Broglies ldeen aufgebaute Theorie
von Schrodinger Stellt nicht den einzigen Versuch
einer Neubegrindung der Atommechanik dar. Um
einige Monate alter ist die von Heisenberg be-
grindete Quantenmechanik, die indessen, wie
spater Schrodinger zu zeigen vermochte, in einem
engen Zusammenhang mit seiner eigenen Theorie
steht. Es ist dies um so merkwirdiger, als das Ziel,
das sich Heisenberg bei der Aufstellung seiner Theorie
setzte, véllig verschieden von den Zielen war, die de
Broglie und Schrodinger vorschwebten. Wahrend
diese beiden Forscher bestrebt waren, das atomare
Geschehen mittels der Methoden der klassischen
Physik zu erklaren und die Kluft zu Gberbriicken, die
die ,quantisierte® Atomphysik von der klassischen
Physik trennte, ging Heisenberg Vvon der entgegen-
gesetzten Auffassung aus: dall namlich nur ein end-
gultiger Verzicht auf die hergebrachten klassischen
Vorstellungen ein wirkliches Verstandnis der atomaren
GesetzmaRigkeiten erschlieBen koénne. Heisenbergs
Uberzeugung war es, daf in der Atomphysik jeder Ver-
such einer Anschaulichkeit als sinnlos und zwecklos
von vorneherein vermieden werden muisse und dal
vor allem aus der Atomtheorie diejenigen Groflen aus-
gemerzt werden mifiten, die einer direkten Be-
obachtung nicht zugéanglich sind.

An die Stelle der friheren Quantentheorie, welcher
durch die Erfahrung nicht kontrollierbare Vorstellungen
von Elektronenbahnen zugrundegelegen waren,
suchte darum Heisenberg eine neue Quantenmechanik
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zu setzen, die lediglich Relationen zwischen beobacht-
baren atomphysikalischen GréfRen enthalten sollte. Als
solche sah Heisenberg nur die Frequenzen und In-
tensitaten der fur die Atome charakteristischen Spek-
trallinien an sowie die, unabhéngig von der Spektro-
skopie, etwa durch Versuche uber Elektronenstéfle
feststellbaren Energie stufen der Atome. Die Auf-
gabe der neuen Quantenmechanik erblickte Heisenberg
darin, zunachst aus diesen SpektralgréBen Rechen-
groéBen zu konstruieren, die an die Stelle der Koor-
dinaten und Geschwindigkeiten der Elektronen treten
kénnten, und sodann zwischen diesen Rechengréfen,
in moglichst enger Anlehnung an das bewahrte Vor-
bild der klassischen Mechanik, Beziehungen herzu-
stellen, die eine Gewinnung der Quantisierungsvor-
schriften gestatten; — dies womdglich in besserer
Ubereinstimmung mit der Erfahrung und mit weiterem
Anwendungsgebiet als in der friheren Theorie.

Der Weg, den Heisenberg zu der Durchfiihrung
dieses Programms einschlug, ging von einem Theorem
aus, das im Beginne des 19. Jahrhunderts von F ou-
rier aufgestellt worden war. Wie Fourier gefunden
hatte, laRt sich eine beliebige, periodisch ver-
anderliche GroRRe als Superposition reiner
Sinusschwingungen darstellen, deren jede gemaR
Gl. 3 in der Form beschreibbar ist

wobei A die Amplitude und « die Phasenkonstante
bedeuten. (Nur nebenbei sei erwahnt, dall die Fre-
guenzen vn samtliche ganzzahligen Vielfachen der-
jenigen Grundfrequenz darstellen, mit der sich die be-
trachtete GroRe periodisch &ndert, und dal auch die
Werte der A, aus dem funktionalen Zusammenhang
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zwischen der betreffenden Grobe und der Zeit be-
rechenbar sind). Die periodische Veranderlichkeit
der betrachteten GréBe ist also durch die Gesamt-
heit der Partialschwingungen

ersetzbar.

Fir die folgenden Betrachtungen ist es zweckmagig,
die Schwingungen statt durch trigonometrische Funk-
tionen durch Exponentialfunktionen darzustellen.
Wir benutzen dazu die bekannte MoivEEsche For-
mel, wonach

ist, wenn i die imagindre Einheit (V —1) bedeutet.
Mittels der MoiVEEschen Formel kann man in Ublicher
Weise in einer Gleichung, die einen Exponentialaus-
druck mit imaginaren Exponenten enthalt, den reellen
und den imagindren Teil (letzteren unter Fortlassung
des Faktors i) voneinander trennen und die Gleichung
als eine Gleichsetzung einerseits der reellen, anderer-
seits der imaginadren Teile auffassen. Wenden wir
diesen in der theoretischen Optik allgemein gebrauch-
lichen Kunstgriff an, so kénnen wir jede Schwingung
in der Form darstellen

Betrachten wir nur den imaginédren Teil, so erhalten wir

i) Man kann namlich, wenn < (cc) die periodische Funktion
ist, setzen:

und die Rechnungen ergeben dann
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und wir sehen dann auch, daR die durch Differentiation
der Gl. 67 sich ergebende Beziehung

woferne wir wieder nur den imagindren Teil nehmen,
gleichbedeutend ist mit der Formel, die sich unmittel-
bar aus der vorletzten Gleichung ergibt, ndmlich:

Bei Anwendung der MoivEESchen Formel fanden wir
also einen sehr einfachen Zusammenhang zwischen einer
schwingenden GréRe und ihrem zeitlichen Differential-
quotienten, namlich

Schlief3lich kénnen wir zur Abklrzung

setzen, also durch Einfihrung einer komplexen
Amplitude (a) die Anschreibung einer Phasenkon-
stante («) Uberflissig machen, und somit die GIl. 67 in
der Form schreiben

Die Intensitédt der Schwingung ist durch das Quadrat
der reellen Amplitude gegeben, also durch

wenn in Ublicher Weise mit a* die zu a konjugierte
GrofRe* bezeichnet wird, also in unserem Falle (nach
Gl. 69))

i) Zu der komplexen GroBe x + %y ist die GroRe x — ly kon-
jugiert. Den beiden GroRen kommt derselbe Betrag zu, der
gleich der Quadratwurzel ihres Produktes, namlich gleich
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Heisenbergs glucklicher Gedanke war es nui, die
periodisch veradnderlichen Koordinaten der
Elektronen durch eine Gesamtheit von Par-
tialschwingungen zu ersetzen, deren Frequenzen
mit den Schwingungszahlen jener Spektrallinien
Ubereinstimmen sollen, die nach der friheren Vor-
stellung durch das betreffende Elektron bei einer
Anderung dieser Koordinate hervorgerufen werden
kénnen. Da jeder spektralen Frequenz ein Uber-
gang zwischen zwei atomaren Zustdnden entspricht,
so mussen naturlich die Partialschwingungen, die zu
einem einzelnen Elektron gehoéren, eine zweifache
Mannigfaltigkeit bilden, also (anders als bei den
F ouseeb-Reihen) durch ein sogenanntes quadrati-
sches Schema darstellbar sein, etwa (wenn wir die
fortlaufende Numerierung zweckmafRig mit der Zahl
Null beginnen, die wir dem Grundzustand zuordnen)
in der Form

Dabei ist, wenn wir zweckmaRigerweise im folgenden
die Indizes in Klammern beifligen, statt sie, wie sonst,
unten anzuschreiben,

Die GroBe a(n,m) bedeutet wiederum eine kom-
plexe Amplitude, deren Betrag als ein MaR flr
die Ubergangswahrscheinlichkeit zwischen dem
w-ten und m-ten Zustand angesehen werden darf, so
dalR das Quadrat dieses Betrages fur die Intensi-
tat der durch den Ubergang hervorgerufenen Spek-
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trallinie maRgebend ist. Da wir den Ubergang in
beiden Richtungen als gleich wahrscheinlich ansehen
missen, mu3 der Betrag von a(n,m) dem Betrag von
ct(m,n) gleich sein. Es liegt daher nahe, die beiden
komplexen Amplituden, die entgegengesetzten Uber-
gangen entsprechen, als zueinander konjugiert an-
znRfthfin. also

zu setzen. Wenn wir daruber hinaus postulieren, daR
auch

sei, so bedeutet dies nach GI. 71, daR
und im besonderen

ist.

Wenn nun der Elektronenkoordinate (q) das
Schema (70) entspricht, so kénnen wir einer Kom-
ponente der Elektronengeschwindigkeit (q) ein
analoges Schema zuordnen, dessen einzelne Glieder
mit den zeitlichen Differentialquotienten der
Glieder des ersten Schemas uUbereinstimmen. Wir
kénnen also setzen

Differentiieren wir die Glieder dieses Geschwindigkeits-
schemas abermals nach der Zeit, so kdénnen wir durch
das sich dann ergebende Schema eine Komponente
der Elektronenbeschleunigung (g) ersetzen, so
dal also die Beziehung gilt

Aus der Gl. 75 kdnnen wir eine wichtige Folgerung
far den besonderen Fall ziehen, daB in einem Schema
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ist. In diesem Falle verschwinden also alle Glieder
des Schemas mit Ausnahme der Diagonalglieder,
so dall das Schema die einfache Form annimmt:

Bilden wir nun den zeitlichen Differentialquo-
tienten eines solchen diagonalen Schemas, so er-
kennen wir leicht, daR sadmtliche Glieder des neuen
Schemas null sein mussen. Denn nach GI. 75 sind
sie von der Form

Diejenigen Glieder, fir die n von m verschieden ist,
verschwinden, weil D ein diagonales Schema ist, wahrend
diejenigen, fur die n gleich m ist, verschwinden, weil
nach Gl. 74 null sein muf.

Die bisherigen Betrachtungen legen den Gedanken
nahe, auch mit einem Frequenzenschema bestimmte
Rechenoperationen durchzufihren, woflir wir in der
Tat bereits ein Beispiel in der zeitlichen Differentiation
kennen lernten. In &hnlicher Weise kann man ein
Schema <" als die Summe oder Differenz eines
Schemas q und eines zweiten g definieren, wenn

ist.

Schwieriger ist jedoch eine zweckméaRige D efinition
der Multiplikation. Heisenberg definierte ein Fre-
guenzenschema q' als Produkt eines Schemas g mit
einem zweiten g durch die Forderung:

d. h. man hat zunachst das erste Glied der w-ten
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Horizontalreihe des ersten Schemas mit dem ersten
Gliede der m-ten Yertikalreihe des zweiten Schemas
zu multiplizieren, sodann das zweite Glied der w-ten
Horizontalreihe des ersten Schemas mit dem zweiten
Gliede der m-ten Yertikalreihe des zweiten Schemas,
und so fort, und dann alle diese Produkte zu summieren.
Man erkennt leicht, daB auf Grund dieser Definition
die Multiplikation nicht kommutativ ist. Das
Multiplikationsergebnis ist verschieden, je nachdem ob
das erste Schema mit dem zweiten multipliziert wird
oder das zweite mit dem ersten. Wir kdénnen daher
von einer Multiplikationsdifferenz von g und ¢
sprechen und sie durch das Symbol g g—qq dar-
stellen *).

H eisenbeeg grindete nun die Quantenmechanik
auf die Annahme, dalR die Multiplikationsdifferenz,
die einer Impulskomponente des Elektrons in Ver-
bindung mit der zugehdérigen Koordinate zuzuordnen

i) Nehmen wir der Einfachheit halber an, wir hétten ein
Schema von nur zwei Horizontal- und zwei Vertikalreihen, und

wir multiplizieren es mit einem &hnlichen anderen, so haben
wir also das Produkt zu bilden

Wir linden dann nach der Multiplikationsregel (GI. 79), wenn
wir das Produkt ab mit ¢, hingegen das Produkt ba mit d
bezeichnen,

hingegen

Bezeichnen wir also die Multiplikationsdifferenz mit/, so wird
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ist, in den Diagonalgliedern bis auf einen einfachen
Zahlenfaktor mit dem elementaren Wirkungs-
guantum Ubereinstimme, wahrend die tbrigen Glieder
null seien. Setzen wir also, indem wir die Impuls-
komponenten mit p bezeichnen, zur Abklrzung

so soll

sein, wobei z den erwahnten Zahlenfaktor bedeutet.
DaR Heisenberg das Produkt aus Impuls und Ko-
ordinate wahlte, ist durchaus begreiflich, weil ja gerade
dieses Produkt, wie schon aus der friheren Quanten-
theorie den Physikern geldufig war, die Dimension
der GrofRe h hat!).

Durch Probieren kann man nun leicht feststellen,
daR dem Zahlenfaktor z in der GI. 81 der Wert
1/(2ni) gegeben werden muB, damit die weiteren
Folgerungen mit der Erfahrung Ubereinstimmen. Be-
zeichnen wir also mit dem Symbol e ein diagonales
Einheitsschema, namlich

10 00

0 10 0
0010

0001
Usw.
so nimmt die Heisenbergsehe sogenannte Ver-
tauschungsrelation die Form an

> Denn der Impuls hat die Dimension gern sec-1 das
Produkt aus Impuls und Koordinate also die Dimension
gern2sec—1 oder erg sec.
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Wie diese Gleichung erkennen lai3t, ist der Fehler,
den man dadurch begeht, da man in der sonst tblichen
Weise Impuls und Koordinate als bei der Multiplikation
vertauschbare GroRen ansieht, von der absoluten
GréRBenordnung 10-27. Fur die Makromechanik ist
dieser Fehler natirlich vollkommen bedeutungslos.
Anders ist es aber in der Atommechanik, da ja die
rechte Seite der GI.82 (von dem Einheitsfaktor ie
abgesehen) mit dem Werte Ubereinstimmt, den das
Produkt aus Bewegungsgroffe und Radius fur das
Wasserstoffatom im Normalzustand annimmt.

Wenn im besonderen die GréRe q die Ubliche Be-
deutung einer Cartesischen Koordinate hat, so wird
der zugehdrige Impuls p gleich dem Produkte aus der
Masse, die wir mit [i bezeichnen wollenl), und der zu-
gehdérigen Geschwindigkeit, so dal? wir auch dem Impuls
ein Frequenzenschema zuordnen kénnen, dessen Glieder
gleich sind den noch mit der Masse multiplizierten Glie-
dern des Geschwindigkeitsschemas (GIl. 75). Die Ver-
tauschungsrelation nimmt daher dann die Form an

Nun ist nach GI. 75

und umgekehrt
und daher)
i) Wir vermeiden hier absichtlich die sonst gebrauchliche

Bezeichnung mit wj, um einer Verwechslung mit der Index-
zahl m vorzubeugen.
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Nach der Vertauschungsrelation mufl? somit, wenn wir m
gleich n setzen,

sein.

Diese Beziehung wollen wir, zur Erlauterung au
einem besonders einfachen Beispiel, wiederum auf einen
harmonischen, linearen Oszillator anwenden. Wir
benutzen als einzige Koordinate den Abstand von der
Ruhelage und wissen aus fruheren Betrachtungen
(Kapitel VI11), daB in der klassischen Mechanik, an
die wir uns so eng wie mdglich anschlieBen wollen, die
Bewegungsgleichung des Oszillators die Form hat

wenn wir mit vO die Frequenz des Oszillators bezeichnen
(den Index o fugen wir jetzt deshalb hinzu, weil wir
von der Eigenfrequenz des Oszillators die Schwingungs-
zahl der von ihm emittierten Strahlung unterscheiden
mussen). In der Quantenmechanik tritt an die Stelle der
Koordinate und ebenso der Beschleunigung das ent-
sprechende Frequenzschema gemal G1.76. Wir finden also

und hieraus folgt

In der Folge der Frequenzwerte v(n,m), die wir
uns bei festgehaltenem Index n und veranderlichem m
gebildet denken, kénnen also nur zwei Werte, die
wir wohl als Nachbarwerte ansehen missen, von
Null verschieden sein, namlich diejenigen, fir die
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ist. Ebenso sind in der Folge der Frequenzwerte
v (n, m), die wir bei festem Index m bilden, nur die-
jenigen zwei von null verschieden, fur die n gleich
(m — 1) oder gleich (m + 1) ist.

Bilden wir also im Sonderfall des linearen, harmoni-
schen Oszillators fur die Geschwindigkeit oder den
Impuls das entsprechende Frequenzschema, so sind
von null nur verschieden: in der ersten Horizontal-
reihe das zweite Glied, in der zweiten das erste und
dritte, in der dritten das zweite und vierte, und so fort.
Die analoge Regel gilt auch fir die Vertikalkolumnen.
Bedeutet ein Stern ein von Null verschiedenes Glied,
so ergibt sich demnach fiir die Geschwindigkeit oder
den ihr proportionalen Impuls des Oszillators ein
Schema, in dem lediglich die beiden der Haupt-
diagonale benachbarten, ihr parallelen, schrédgen Reihen
aus Sternen bestehen, namlich:

und so fort.

Kehren wir zu der GI.85 zurick, so sehen wir
also, dall von der Summe, die in dieser Gleichung
auftritt, nur die beiden Glieder von Null verschieden
sind, fur die k gleich wi oder n" ist, wenn wir zur
Abkirzung (n + 1) mit n und (n— 1) mit n be-
zeichnen. Ferner ist nach GI. 73 v (w, k) entgegengesetzt
gleich v (k,n), beide sind aber im Betrage nach Gl. 87
gleich v0. Endlich muissen wir bertucksichtigen, daf,
wenn dem Index -ri ein energiereicherer Zustand als
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dem Index n entspricht, bei dem Ubergang die
Strahlung absorbiert wird, also die zugehérige Frequenz
negativ zu rechnen ist; umgekehrt mu natirlich dann
der Zustand, der n' entspricht, energiedrmer sein,
dem Ubergang also eine Strahlungsemission entsprechen,
bei der die zugehdrige Frequenz positiv zu rechnen ist
Die linke Seite der GIl. 85 nimmt daher die Form an

Infolgedessen fuhrt die Vertauschungsrelation zu der
Beziehung

Da wir die Zahlung der Reihen mit dem Index 0
beginnen, mussen wir alle Glieder gleich Null an-
nehmen, fir die ein Index negativ wird. Wenn wir
zur Abkiirzung

setzen, erhalten wir somit die folgenden Beziehungen:

allgemein also

Nachdem wir diese Gleichung als speziellen Aus-
druck der Vertauschungsrelation gewonnen haben,
suchen wir nun nach Heisenberg die Energie werte
des Oszillators zu berechnen. Bei friheren Be-
trachtungen (V1. Kapitel) hatten wir bereits gesehen,
daR die potentielle Energie eines linearen, harmo-
nischen Oszillators durch den Ausdruck
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gegeben ist (wir schreiben jetzt B statt m, vO statt v
und g statt x). Indem wir hierzu noch als kinetische
Energie das halbe Produkt aus Masse und Geschwin-
digkeitsquadrat addieren, erhalten wir in der Kklas-
sischen Mechanik fir die gesamte Energie den Aus-
druck

In der Quantenmechanik ersetzen wir natlrlich
das Quadrat der Koordinate gemaR GIl. 79 durch die
Beziehung

Indem wir in analoger Weise auch das Geschwindig-
keitsquadrat umformen, erhalten wir auf Grund der
Gl. 75 die Beziehung

Es ergibt sich somit auch fur die Energie eir
Schwingungsschema; wir finden namlich

Nehmen wir in dieser Gleichung zunachst m von n
verschieden an, so verschwinden nach dem fruher Ge-
sagten alle Summanden mit Ausnahme solcher, fir
die entweder n, k, m oder m, k, n drei aufeinander
folgende Zahlen bedeuten. In einem solchen Falle
stimmen aber die beiden Groen v (w, k) und v (k, w),
die beide im Betrag gleich vO sind, auch im Vor-
zeichen (berein. Der Ausdruck in der eckigen Klam-
mer der GIl. 92 ergibt somit null. Hieraus folgt

Der Energie entspricht ein diagonales Schwin-
gungsschema, was nach dem fruher (im Anschlul? an
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Gl. 77) Gesagten die zeitliche Konstanz, also die
Erhaltung der Energie bedeutet.

Ist andererseits m gleich n, so sind von den Sum-
manden der GIl. 92 diejenigen von null verschieden,
fur die k entweder gleich n oder gleich n ist. Fur
jeden dieser beiden Summanden wird

Wir finden somit

Auf Grund der die Vertauschungsrelation ausdrtcken-
den GIl. 89 kénnen wir hierfur schreiben

Den niedrigsten Wert der Energie (EQ er-
halten wir, wenn wir in dieser Gleichung n gleich
null setzen; wir finden dann auf Grund der GlI. 88

Fur die hoéheren Energiewerte folgt aus der vor-
letzten Gleichung

Es ergibt sich also die Energie als ein ungerades
Vielfaches eines halben Energieelementes, so-
dal sie nie vollig verschwindet. In diesem, von der
alteren Quantentheorie abweichenden Ergebnis stimmt
die HESENBEEG'che Quantenmechanik vollkommen
mit der ScHRODINGERSchen Theorie Uberein. Sie fuhrt
auf Grund der GIl. 87 auch zu der wichtigen Folge-
rung, dal Quantenspriinge nur zwischen be-
nachbarten Zustanden des Oszillators mdglich sind,
und endlich, 1ast die Gl. 94 auch erkennen, daf3 die
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sogenannte BoHnsche Frequenzbedingung erfullt
ist, daR nadmlich die Frequenz des bei einem solchen
Sprunge emittierten oder absorbierten Lichtquants
gleich ist der sprunghaften Anderung der Energie,
gebrochen durch das elementare Wirkungsquan-
tum.

Neuntes Kapitel.
Die Matrizenmechanik.

Bald nachdem Heisenberg seine neuen ldeen ent-
wickelt hatte, haben Bosen und Jordan fur die all-
gemeine Durchfuhrung des HEISENBERGschen Pro-
gramms einen geeigneten mathematischen Apparat in
der Matrizenrechnung entdeckt, einem bis dahin
von den Physikern kaum beachteten Zweige der
Mathematik, der bereits in der Mitte des 19. Jahr-
hunderts eine weitgehende Ausgestaltung gefunden
hatte. Unter einer Matrix versteht man ganz all-
gemein ein quadratisches Schema, dessen Glieder
durch je zwei Indizes charakterisiert sind), wobei
fur die Addition und die im allgemeinen nicht kom-
mutative Multiplikation der Matrizen eben die-
jenigen Regeln gelten, die bereits Heisenberg, ohne
auf den Matrizenkalkill Bezug zu nehmen, aufgestellt
hatte. Mittels der Matrizenmechanik moge in
diesem Kapitel allgemein bewiesen werden, daB,
wie speziell bereits in dem vorhergehenden Kapitel
fur den Fall des linearen Oszillators gezeigt wurde,

1) Im besonderen wird eine Matrix als H er mit nsche be-
zeichnet, wenn durch die Vertauschung der beiden Indizes eiu
Glied in die konjugierte GroRe (gemaR Gl. 72) Ubergeht.
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aus der UEIiSENBERGschen Vertauschungsrelation
der Satz von der Erhaltung der Energie und
die Bohrsehe Frequenzbedingung als not-
wendige Folgen resultieren.

Bei dieser Beweisfihrung gehen wir zunachst von
einigen allgemeinen, rein mathematischen Satzen aus,
wobei wir an die Betrachtungen des vorhergehen-
den Kapitels anknipfen koénnen. Indem wir Ma-
trizen durch fette Buchstaben kennzeichnen, be-
rechnen wir zunéchst die M ultiplikationsdifferenz
zweier Matrizen D und A, von denen die erste eine
Diagonalmatrix sei. Auf Grund der GIl. 79 finden
wir

Von dieser Summe ist zufolge der Definition einer
Diagonalmatrix nur ein einziges Produkt von null
verschieden, namlich dasjenige, fur das k gleich n ist,
und somit wird

Andererseits ist

Auch von dieser Summe ist nur ein einziges Produkt
von null verschieden, namlich dasjenige, fir das k
gleich m ist, und daher wird

Fur die Multiplikationsdifferenz finden wir somit die
Beziehung

Aus dieser Gleichung ersehen wir sogleich, daB in
dem besonderen Falle, dal bei der Diagonalmatrix
D alle Diagonalglieder untereinander gleich
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sind, die Multiplikationsdifferenz verschwindet, die
Multiplikation also kommutativ wirdl). Es ist

(96) DA — AD= 0, wenn 1) eine Diagonalmatrix
und Uberdies D (n,n) =» D (m, m).

Diesen Satz kénnen wir naturlich auch leicht um-
kehren. Erweist sich die Multiplikation einer Ma-
trix B mit jeder beliebigen Matrix A als kommutativ,
so kommen wir daraus stets schlieRen, daR B eine
Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonal-
gliedern ist. Denn wir finden fur das w-m-Glied der
Multiplikationsdifferenz den Ausdruck

Wenn A, wie wir vorausgesetzt haben, eine beliebige
Matrix ist, kann diese Summe nur dann ganz all-
gemein verschwinden, wenn erstens B(n,m) fur m
ungleich n verschwindet und zweitens B (n,n) gleich
B (m,m) ist.

Aus GIl. 96 folgt, daR die Multiplikation einer be-
liebigen Matrix mit der Einheitsmatrix kommu-
tativ ist, wenn wir die Einheitsipatrix e durch die
Gleichung definieren

Es gilt dann stets die Beziehung)

i) Wie man aus GIl. 95 erkennt, ist auch ganz allgemein die
Multiplikation zweier beliebiger Diagonalmatrizen stets kom-
mutativ. Denn ist A ebenso wie D eine Diagonalmatrix, so
verschwindet auf der rechten Seite der Gl. 95 fur n ungleich
m das Glied A (n, m), hingegen fir n— m der Ausdruck in der
eckigen Klammer.
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Eine Matrix, die durch das Symbol A~1 bezeichnet
werde, kénnen wir nun als reziprok zu einer Matrix
A bezeichnen, wenn

ist. Aus dieser Definition erkennen wir, daR eine
Einheitsmatrix zu sich selbst reziprok ist. Denn
nach dem Gesetze der Matrizenmultiplikation ist

K
Hierbei verschwindet « (n, k) stets, wenn nicht k
gleich n ist, und ebenso e (k, m), woferne nicht tn gleich
k ist. Wir finden somit

Es ist also nach GI. 97

oder nach GI. 99

Indem wir nun die Division durch eine Ma-
trix als Multiplikation mit der reziproken Matrix
erklaren, kénnen wir den Differentialquotienten
einer Matrizenfunktion

nach einer Argumentmatrix (*) durch die Be-
ziehung definieren

wobei die Matrix a durch Multiplikation der Ein-
heitsmatrix mit einer reinen Zahl gebildet sei, also
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Dann wird nach Gl. 100

(102) ~ HIFC + «)- /(M)]}

Ist im besonderen y gleich x, so hnden wir somit
unter BerUcksichtigung der Regel fur die Matrizen
rultiplikation

Es ist also

Es seien nun f{x) und g(x) zwei beliebige Funk-
tionen der Argumentmatrix x. Wir bilden das Produkt
der beiden Matrizen fg und differentiieren dieses
nach x. Nach GI. 101 finden wir dann

oder, indem wir in der eckigen Klammer das Glied
f(* + a)g (x) sowohl subtrahieren als auch addieren,

also nach Gl. 101

Setzen wir im besonderen

30 wird nach Gl. 104 und nach GI. 103
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Wir betrachten nun im besonderen eine Matrizen-
funktion W zweier Argumentmatrizen p und 9, deren
Multiplikationsdifferenz eine Matrix ke sei; es sei also

Es labt sich dann leicht zeigen, daR auch die beiden
Gleichungen erfullt sind

Gen Beweis fuhren wir folgendermaben: Wir setzen
zunachst voraus, dab die Gleichungen (107) fur irgend
zwei Punktionen f und g richtig sein mdgen. Setzen
wir zunachst W=*f und dann W =g, so erkennen wir
ohne weiteres, dab die Gleichungen (107) auch fur
W f+ g gelten. Weiterhin |aRt sich aber zeigen,
dalR dann die Gleichungen (107) auch fur w=>/.g
erfullt sein mussen. Um dies zu zeigen, benutzen wir
die Identitat

(d. h. wir addieren und subtrahieren das Glied fqg).
Nun ist aber, da wir ja voraussetzten, daR die
Gleichungen (107) fur f und g erfillt sind, der erste
Klammerausdruck der letzten Gleichung gleich k-dg/dp
und der zweite Klammerausdruck gleich k-df/dp.
Wir finden also

oder nach GI. 104
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In analoger Weise ist naturlich

Woferne die Gleichungen (107) also fur irgend zwei
Funktionen f und g gelten, sind sie auch fur die Funk-
tionen f+ g und fe«g erfullt. Die Gleichungen (107)
mussen somit, woferne sie fir f und g gelten, fur jede
Funktion erfullt sein, die sich aus f und g durch
wiederholte Anwendungen von Additionen und
Multiplikationen gewinnen lat. Nun gelten
aber, wie man ohne weiteres erkennt, die Gleichungen
(107) sowohl fur W= p als auch fur W= d\ somit
muissen sie auch fur jede ganze Funktion von p und
g gelten, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Nach diesen allgemeinen mathematischen Uber-
legungen wollen wir zur Physik zurtckkehren und
unter g eine Koordinatenmatrix und unter p die
ihr zugeordnete Impulsmatrix verstehen. Wir gehen
sodann von den Bewegungsgleichungen der klassi-
schen Mechanik aus, die wir zweckmallig in der
sogenannten kanonischen Form schreiben. Die
Energie wird dabei in bekannter Weise als Funk-
tion der Koordinaten und Impulse, als sogenannte
HAMILTONSche Funktion H{qg.p) aufgefalt. Auch
dieser HAMILTONschen Funktion ordnen wir eine Matrix
(H zu und schreiben sodann die bekannten kanoni-
schen Bewegungsgleichungen an, wobel wir wegen der
Ubertragung auf die Matrizenmechanik fur H, g und p
fette Buchstaben gebrauchen, also
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Da die HAMILTONSche Funktion H die die Energie
darstellt, als Funktion der q und p den Gleichungen
(107) gentgen muB, erhalten wir somit, indem wir
gemal’ der HEISENBBRGschen Vertauschungsrelation der
Konstante k den Wert h/(2ni) geben, die beiden Be-
ziehungen

Wir kdénnen uns dabei im folgenden auf die obere
dieser beiden Gleichungen beschranken.

Diese Gleichung kénnen wir nun leicht in eine Be-
ziehung zu den Spektraltermen bringen, deren Diffe-
renzen die spektralen Frequenzen darstellen, welche
durch das betrachtete Elektron hervorgerufen werden
kénnen. Hierzu bilden wir aus den Termen eine
Diagonalmatrix nach dem Schema

usw., wobei nach der Definition der Spektralterme

) Die Erkenntnis, dal die zweifache Mannigfaltigkeit der
spektralen Frequenzen eines Atoms auf eine einfache Mannig-
faltigkeit von Termwerten zuriuckgefuhrt werden kann, ist alter
als die Quantentheorie der Atome und ist bereits vor der Auf-
stellung der BoHaschen Frequenzbedingung von Ritz (1908)
gewonnen worden. Ritz konnte dabei wiederum an wesentlich
altere Vorstellungen R ydbergs auknupfen. Jedenfalls ist
aber das sogenannte RrDBicRa-RiTzsche Termprinzip ganz unab-
hangig von der Quantentheorie entstanden.
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Multiplizieren wir nun die Term-Diagonal-Matrix
mit der Koordinatenmatrix, so finden wir nach GIl. 95

oder nach Gl. 110

Auf Grund der GI. 75 ergibt sich somit die Beziehung

und hieraus folgt durch einen Vergleich mit GI. 109

oder

Dies bedeutet nach dem, was im Anschlu an GL 96
vorhin gesagt wurde, daR die Matrix (H— hT) eine
Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonal-
gliedern sein muf3. Nun ist aber T selbst eine Diago-
nalmatrix, und wir erkennen somit, daf auch die
Energiematrix eine Diagonalmatrix sein muB,
deren Glieder von denen der Diagonalmatrix h T nur
durch eine fur alle Glieder gleiche additive Konstante
verschieden sein kdénnen. Es ist also einerseits

und andererseits

Aus der Tatsache, daB H eine Diagonalmatrix ist,
folgt (nach dem im Anschlu an Gl. 77 Gesagten), dal

ist, in welcher Matnzengleichung der Satz von der
Erhaltung der Energie seinen Ausdruck findet.
Andererseits ergibt sich aus den Gleichungen (114)
und (110) die Beziehung
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Diese Gleichung ist wiederum der Ausdruck der Bohr-
schen Frequenzbedingung; sie ordnet einer ato-
maren Zustandsanderung ein Lichtquant zu, dessen
Frequenz durch den Quotienten aus der Energie-
anderung und dem elementaren Wirkungsquantum
bestimmt ist. So erweisen sich in der Tat in der
Quantenmechanik Energiesatz und Frequenzhedingung
als notwendige Konsequenzen der HEIBENBERGschen
V ertauschungsrelation.

In der urspringlichen BoHRSchen Theorie war das
elementare Wirkungsquantum in zweifacher
Gestalt eingefuhrt worden, einerseits als eine optisch-
spektrale Konstante, andererseits als eine atom-
mechanische. Die erste Rolle fand eben in der
BoHRschen Frequenzbedingung ihren Ausdruck,
die zweite in der BoHRschen Quantisierungsregel,
die den mit 2n multiplizierten Drehimpuls einem
ganzzahligen Vielfachen des Wirkungsquantums gleich-
setzt. Wieso einer und derselben GroRe diese zwei
ganz verschiedenen Rollen zufallen, die undulatorische
und die dynamische, wenn man kurz so sagen darf,
blieb in der BoHRschen Theorie noch unverstéandlich.
Die Theorie von de Broglie hat die undulatorische
Rolle als die primére angesehen und hat aus ihr die
dynamische als eine notwendige Konsequenz abzuleiten
vermocht. Die Quantenmechanik bietet die umgekehrte
Mdglichkeit, namlich die atomdynamische Rolle als die
primare anzunehmen und hieraus die undulatorisch-
spektrale Bedeutung des Wirkungsquantums zu dedu-
zieren.



DER ZUSAMMENHANG usw. 91

Zehntes Kapitel.

Der Zusammenhang zwischen der
Heisenbergschen Quantenmechanik und der
Theorie von Schrédinger.

Als wenige Monate nach der Begrindung der
Quantenmechanik Schrodinger seine Eigenwert-
mechanik schuf, muhte selbstverstandlich die Frage
eines etwaigen Zusammenhanges der beiden Theorien
rege werden. Schrédinger selbst *) ist es gelungen,
diesen Zusammenhang aufzudecken und nachzuweisen,
dalR trotz der Verschiedenheit der Auffassungen
dennoch seine Theorie und die Heisenberg-Bornsehe
Quantenmechanik mathematisch vollkommen aqui-
valent sind. Der exakte Beweis dieser Aquivalenz
ist allerdings zu kompliziert und erfordert zuviel
mathematische Vorkenntnisse, als daR er sich in den
Rahmen dieser elementar zu haltenden Schrift ein-
figen lieBe; es moge daher im folgenden nur der
Grrundgedanke dieser Beweisfuhrung wiedergegeben
werden.

W ir gehen hierzu von dem Begriff des mathemati-
schen Operators aus. In bekannter Weise kdnnen
wir die Differentiation einer Funktion y nach einem
Argument x symbolisch als Multiplikation von y mit
dem Operator djdx auffassen?. In analoger Weise

1) E. Schrodinger, ,,Uber das Verhaltnis der Heisenberg-
B orn-Jordan sehen Quantenmechanik zu der meinen“, Ann. d.
Phys. (4) 79, 1926, S. 734.

2 Allgemein bekannt ist ja aus der Vektoranalysis der so-
genannte Hamiltonsehe Operator 7, der als Vektor mit den
Komponenten d/dx, d/dy, d/dz aufgefalt wird, und mit dem
wie mit einem Vektor gerechnet werden kann.
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kann etwa der zweite partielle Differentialquotient
von y nach x aufgefallt werden als Multiplikation
von y mit einem Operator ddx 2 Auch kénnen wir x
selbst als Operator ansehen und darunter die Multi-
plikation mit x verstehen; in diesem Sinne koénnen
wir von einem Operator 1 sprechen, der, auf irgend
eine Funktion angewendet, eben diese Funktion ergibt.
Unter dem Produkte zweier Operatoren kdénnen
wir einen Operator verstehen, der dasselbe Resultat
ergibt wie die sukzessive Anwendung jener beiden
Operatoren. Der zweite Differentialquotient erscheint
derart als Quadrat des ersten, und das Operatoren-

produkt ~ x bedeutet die nach x vorgenommene

Differentiation des Produktes aus einer Funktion
und x USw.

Die Multiplikation zweier Operatoren erweist
sich auf Grund dieser Festsetzung naturlich als nicht
kommutativ, so daR auch fir Operatoren Ver-
tauschungsrelationen aufgestellt werden kdnnen.
Wir benutzen hierzu etwa die ldentitat

Indem wir in dieser Formel die Funktion y weglassen,
uns also auf die Operatoren beschranken, kénnen wir
die Operatorgleichung aufstellen:

d. h. wenn wir irgend eine Funktion mit X multi-
plizieren und das so erhaltene Produkt nach x
differentiieren und hiervon den noch mit x multi-
plizierten Differentialquotienten der Funktion nach x
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subtrahieren, so erhalten wir wiederum die urspriingliche
Funktion.

Die GI. 117 koénnen wir nun naturlich noch mit
einer beliebigen Konstante multiplizieren *). Wahlen
wir als solche den Ausdruck h/(2ni) und verstehen
wir unter dem Operator x, der die Multiplikation
mit x bedeutet, nun im besonderen den Operator q,
namlich die Multiplikation mit der Koordinate g, so
erhalten wir eine Vertauschungsrelation in der
Form

Vergleichen wir diese Beziehung mit der Heisenbebg-
schen Vertauschungsrelation (Gl. 82), so sehen wir, dafl§
bei Ersatz der Koordinatenmatrix durch den Operator q
(der Multiplikation mit g bedeutet) die Impulsmatrix
durch den Operator

Zu ersetzen st

Dieses merkwtrdige Ergebnis, zu dem zuerst B obn
und Wieneb? gelangten, legt den Gedanken nahe,
eine Verallgemeinerung der Mechanik dadurch
zu versuchen, daB wir in einer fundamentalen Gleichung
der klassischen Mechanik, die die Koordinaten g und
die Impulse p mit einander verknuUpft, g durch den
Operator g, und p durch den Operator der Formel (119)
ersetzen. Als eine solche Gleichung wahlen wir zweck-
maRig das Energieprinzip. Betrachten wir einen

) Denn es ist ja d(ay)/dx gleich ady/dx, wofern a
konstant ist.

2 M. Born und Norbert W ihnbr. Zeitschr. f. Phys. 86, 1926,
S. 174
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einzelnen Massenpunkt, und bezeichnen wir seine
drei raumlichen Koordinaten mit 5*, qv und qg, SO
wird, weil px gleich mqgx ist usw., die lebendige Kraft

Bezeichnen wir ferner die nur von den Koordinaten
abhangige potentielle Energie mit V und die Gesamt-
energie mit E, so kénnen wir den Satz von der Er-
haltung der Energie durch die Gleichung ausdricken:

Wenn wir nun die linke Seite dieser Gleichung als
Operator auffassen, haben wir gemaR Formel (119)
den Klammerausdruck der GI. 120 zu ersetzen durch

wobei unter A die LAPLAOESche Ableitung zu ver-
stehen st (vgl. GI.47). Ist also S eine beliebige
Funktion der Koordinaten, so erhalten wir die Be-
ziehung

oder

in welcher Formel wir die Grundgleichung der
Schrodinge rsehen Theorie (Gl. 52) wieder erkennen.
Diese Grundgleichung ergibt sich also als Erweiterung
der Kklassischen Mechanik mittels der Heisenberg-
schen Vertauschungsrelation durch deren Anwendung
auf Operatoren.
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Betrachten wir statt eines einzelnen Massenpunktes
ein System von Massenpunkten, und bezeichnen
wir die Impulskomponenten des w-ten Teilchens mit
Pnx, pnyi Pm, so nimmt die GIl. 120 die Form an:

wobei jetzt V die gesamte potentielle Energie und K
die Totalenergie des Systems bedeuten. Die GIl. 121
ist dann in der Form zu schreiben

und hieraus ergibt sich die verallgemeinerte Schbo-
DINGEBsche Differentialgleichung in der Form (vgl.
Gl. 65):

Aus den Losungen, die die Schbosdingebsehe
Differentialgleichung fur irgend ein spezielles Problem
liefert, lassen sich nun in der Tat die Matrizen-
elemente des entsprechenden quantenmechanischen
Problems berechnen. Bezeichnen wir die Eigenwerte des
Schbodingebsehen Problems, indem wir sie etwa nach
der GréRe ordnen und numerieren, mit AO, , A2 Usw.
und die entsprechenden Ldsungen, also die ent-
sprechenden Eigenfunktionen, mit g0, (pt, (p2 und
so fort, so kénnen wir eine zweifache Mannigfaltigkeit
von Werten nach der Formel bilden



96 ZEHNTES KAPITEL

und eine weitere zweifache Mannigfaltigkeit nach der
anderen Formel

(wobei cp* die zu ¢ konjugierte komplexe GréRe be-
deutet). Wie Schrodinger und Eckabt * nach-
gewiesen haben (auf die Wiedergabe des komplizierten
Beweises mull hier verzichtet werden), stellen die
Gleichungen (123) und (124) in der Tat die Lésungen
des quantenmechanischen Problems dar, indem

und

ist.

Derart kann man die atomphysikalischen Probleme
mittels der Schbodingebsehen Eigenwertmethode
lésen, was im allgemeinen wesentlich leichter ist als
die unmittelbare matrizentheoretische Lésung, und
kann sodann durch eine Umrechnung auf Grund der
Gleichungen (123) und (124) auch die matrizen-
mechanische Ldsung gewinnen; diese liefert
in den GroRen a (n,m) auch die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten, die fur die Intensitaten
der Spektrallinien malgebend sind.

AuBer mit der Schrodingersehen Eigenwerttheorie
weist die Matrizenmechanik viele Berihrungen auch
mit einer dritten atomdynamischen Theorie auf, die
ebenfalls im Jahre 1925 entstand; es ist dies die von
D irac begrindete ~-Zahlen-Mechanik2. Sie be-

1) C. Eckabt, Phys. Rev. 28, 1926, S. 711.

2 P. A. M. Dirac, Proc. of the Royal Soc. of London,
Series A, 109, 1926, p.642; 110, 1926, p.561.
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ruht auf der Annahme, dal die quantenmechanischen
GrolRen durch eine Art ,Uberkomplexer” Zahlen
darzustellen seien, die Dirac eben als g-Zahlen be-
zeichnete und die sich von den gewdhnlichen Zahlen
(die Dirac c-Zahlen nannte) dadurch unterscheiden,
dal} fur sie das Gesetz der Kommutativitat der
Multiplikation nicht gelten soll. Als g-Zahlen
sieht die Diracsehe Theorie nicht nur die Koordinaten
und Impulse sowie die als Funktion der Koordinaten
und Impulse darstellbare Energie an, sondern Uberdies
auch die Zeit). Im Ubrigen stimmen die Ergebnisse,
zu denen in der Anwendung auf spezielle atom-
physikalische Probleme die Diracsehe Theorie fuhrt,
mit denen der Schrodingersehen und der Heisenberg-
schen Theorie Uberein.

Elftes Kapitel.

Die kausale und die statistische Auffassung
der Atomphysik.

Die vollkommene mathematische Aquivalenz, die
trotz entgegengesetzter Ziele die Schrédingersehe
Theorie mit der Heisenberg-Born-Jordansehen ver-
knupft, 143t die Frage besonders wichtig erscheinen,
wie die zentrale Vorstellung jeder der beiden Theorien¥

*) Dadurch, daR in der Dibac sehen Theorie die Zeit und
die raumlichen Koordinaten gleichen Charakter, namlich den
von g-Zahlen haben, wird auch der Ubergang zu der Relativitéats-
theorie viel leichter als in der Matrizenmechanik, in der die
raumlichen Koordinaten als Matrizen, hingegen die Zeit als

gewohnliche Rechengroflle erscheinen.
Haas, Materiawellen 7
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vom Standpunkte der anderen Theorie zu interpretieren
sei. Im Mittelpunkt der Schesdingeesehen Theorie
steht der Begriff der Welle, im Mittelpunkt der
Quantenmechanik der Begriff der Korpuskel. Was
bedeutet nun vom Scheodingeesehen Standpunkt aus
das Elektron und was vom Heisenbeegsehen Stand-
punkt aus eine Materiewelle?

Die erste Frage ist im wesentlichen bereits seiner-
zeit durch de Bboglie selbst beantwortet worden. Er
falte ja die Materieteilchen als die Stellen maximaler
Energiedichte innerhalb der Wellen auf. Scheo-
dingee hat diesen Gedanken fir den Sonderfall eines
linearen Oszillators weiter ausgefihrt. Sind ipn(n = o,
1, 2, 3 usw.) die Lo6sungen, die fur diesen Fall die
wellenmechanische Grundgleichung besitzt, so be-
trachtete Scheodingee *) eine Gruppe von Eigen-
funktionen, also von Eigenschwingungen, fur die
die Werte von n in der ndheren Umgebung einer be-
stimmten groBen Zahl liegen moégen; die Frequenzen
sind dann auf einen schmalen Bereich beschrankt.
Scheodingee vermochte nun nachzuweisen, dall sich
durch die Superposition der Eigenschwingungen
dieses engen Bereiches (bei graphischer Darstellung)
ein verhaltnismalig hoher und schmaler ,Buckel®
ergibt, der sich nach denselben mechanischen
Gesetzen wie ein linear oszillierender Massenpunkt
hin und her bewegt. Auch konnte Scheédingee zeigen,
dalR eine solche Wellengruppe, dalR ein derartiges
.Energiepaket” unter gewissen Voraussetzungen ge-
nugendlange Zusammenhalten, d. h. auf einen kleinen

i) E. Schrodinger, Der stetige Ubergang von der Mikro-
zur Makroinechanik, Naturwissenschaften 14, 1926, S. 664 (auch
in den ,,Abhandlungen zur 'W'ellenmechanik®).



DIE AUFFASSUNG DER ATOMPHYSIK 99

(allerdings fortwandernden) rédumlichen Bereich kon-
zentriert sein kann, so dal durch eine entsprechende
Zeit ein merkliches (im allgemeinen nicht zu ver-
hinderndes) AuseinanderflieBen des Euergiepakets
unterbleibt).

Eine in ihrer Tendenz der ScHRODINGERschen
Deutung entgegengesetzte, guantenmechanische In-
terpretation der Materiewellen ist zuerst von
Born?d gegeben worden. Die ScHRODINGERsche
Theorie beruht auf der Vorstellung streng kausaler
Zusammenhé&nge. Einerseits grundet sie sich auf die
Annahme, dalR der Zustand des VVellenfeldes jeder-
zeit genau beschreibbar sei, und andererseits auf das
Postulat, daB aus einem gegebenen Anfangszustand
des Feldes sein Zustand zu jeder spateren Zeit ge-
nau ableitbar sein misse. Darum weist auch die
fundamentale Differentialgleichung der Schrédinger-
schen Theorie jenen Typus auf, der fur die klassische,
kausale Physik eigentimlich ist. Es mufte zunéachst
ratselhaft erscheinen, wieso eine derartige Gleichung,
die Kausalitdt, Kontinuitat und raumzeitliche

i) Ist «j die urspriungliche Breite des Wellenpaketes und m
seine Masse, so ist bei kréaftefreier Bewegung die Breite zu der
Zeit t, wie E hrf.npkst (Zeitschr. f. Phys. 45, 1927, S. 455) ge-
zeigt hat, durch die Formel beschrieben

Die Zeit, in der eine Verdoppelung der urspringlichen Breite
eintritt, wirde daher beispielsweise fiur eine Masse von 1g
und eine urspringliche Breite von 10~scm nicht weniger als
etwa rund 10 Billionen Jahre betragen. Fur die Masse eines
Protons und eine urspriungliche Breite von 10~8cm waére hin-
gegen die Zeit der Verdoppelung nur 10“ 13 sec.

2 M. Born. Zeitschr. fur Physik 87,1926, S. 863; 88,1926, S. 803.
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Darstellung voraussetzt, dennoch (infolge der mathe-
matischen Aquivalenz der ScmtoDINGEKschen und
der UEISENBEBGschen Theorie) richtige Resultate in
ihrer Anwendung auf das quantenmechanische Ge-
schehen liefert, das in seinem Wesen diskontinuier-
lich und nicht in der sonst Ublichen Weise raum-
zeitlich beschreibbar ist.

Die Loésung dieses vermeintlichen Widerspruches
ist Bobn dadurch gelungen, dal er den Schboédenger-
schen Feldskalar, der sich gemaR jener Differential-
gleichung im Konfigurationsraum wellenférmig
ausbreitet, als eineW ahrscheinlichkeit im statisti-
schen Sinne interpretierte. Eine derartige Deutung
wird durch die Beziehungen zwischen der Lichtquanten-
hypothese und der klassischen Undulationstheorie des
Lichtes nahe gelegt. In dieser Theorie stellt das Am -
plitudenquadrat fur den betrachteten Ort die
Lichtintensitat dar, die aber vom Standpunkte der
Lichtquantenhypothese wohl nur mit der Wahrschein-
lichkeit Zusammenhangen kann, die fir das Ein-
langen eines Lichtquants an dem betreffen-
den Orte besteht]). Eine derartige Interpretation
macht die Vorstellung, dal die Bewegungsrichtung
eines einzelnen Lichtquants nicht determiniert
sei, mit der strengen GesetzmaRigkeit vertraglich, die
sich in den wahrnehmbaren optischen Interferenz-
und Beugungsphanomenen offenbart.¥

*) Diese Auffassung macht die unverstandliche Annahme
uberflussig, dall Lichtquanten einander wechselseitig zerstoren
kdénnen; wohl aber zeigt sie, dal unter Umstanden die Wahr-
scheinlichkeit fur das Eintreffen von Lichtquanten an einer
Stelle trotz der Nahe von Lichtquellen so gering werden kann,
da die betreffende Stelle dunkel bleibt.
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Die weitgehende Analogie zwischen Licht-
quant und Elektron) legt die Ubertragung auf
die ScHRODINGEBSchen Wellen nahe. In dem Kon-
figurationsraum, der bei n Teilchen 3n-dimensional
(also beispielsweise bei zwei Teilchen sechsdimensional)
ist, ist die jeweilige Konfiguration des Systems durch
die momentane Lage eines ,Bildpunktes“ darstellbar.
Vom BoKNrschen Standpunkte aus kann man nun nie
genau sagen, wo sich der Bildpunkt im né&chsten
Augenblicke befinden, welche Richtung also seine
.Bewegung“ im Konfigurationsraume einschlagen
wird. Alles, was nach Born die Quantenmechanik
anzugehen vermag, ist die Wahrscheinlichkeit, die
fur das Einschlagen einer bestimmten Rich-
tung besteht. Diese Wahrscheinlichkeit kann aber
wie eine kontinuierlich veranderliche und deter-
minierte GrofRe behandelt werden und kann daher
auch einer Differentialgleichung von ,klassischem“
Typus geniigen, wie es eben die SCHRODINGERsche istp.

Dall in der Tat eine kausale Auffassung der
Atomphysik grundséatzlichen Schwierigkeiten begegnet,
hat Heisenberg3d veranschaulicht, indem er zeigte,
dal es auch im Gedankenexperiment unméglich
sei, in einer einzigen Messung eine ideal genaue

i) Besonders klar ist diese Analogie in einer Abhandlung
von G. Beck dargelegt; Zeitschr. f. Physik, 48, 1927, S. 658.

s) Schrodinger selbst suchte den in seiner Differential-
gleichung auftretpnden Feldskalar in eine Beziehung zu der
elektrischen Ladungsdichte zu bringen. Vgl. E. Schro-
dinger, Quantisierung als Eigenwertproblem, Vierte Mit-
teilung, 8§ 7.

3) W. Heisenberg, Uber den anschaulichen Inhalt der quan-
tentheoretischen Kinematik und Mechanik, Zeitschr. f. Physik,
43, 1927, S. 172.
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Bestimmung einer Koordinate mit einer ideal genauen Be-
Stimmung des zugehdrigen Impulses zu vereinen und dafl}
deshalb jede Messung atomarer GrdélRen notwendiger-
weise mit einer Unscharfe verbunden sein musse.

Denken wir beispielsweise an ein in einem Atom
umlaufendes Elektron, so konnten wir allenfalls mit-
tels einer einzigen Messung seine Lage und seinen
Impuls (n&mlich seine Geschwindigkeit) bestimmen,;
wir muRten dazu das Elektron zur Feststellung seines
Ortes unter Zuhilfenahme eines ,Mikroskopes” ,be-
leuchten* und zugleich seine Geschwindigkeit auf
Grund des bekannten D opplek - Effektes ermit-
teln, nadmlich durch die Wellenldngenéanderung, die
die zur Beleuchtung verwendeten Strahlen hei ihrer
Zuruckwerfung durch das bewegte Elektron erfahren.
Mit dieser Beobachtung ware aber nun notwendiger-
weise einCoMPTON-Effekt verbunden, darin bestehend,
dal? durch den Zusammenstof3 zwischen einem Licht-
quant und dem Elektron die Geschwindigkeit des
letzteren veréndert wird.

Einerseits wird nun eine umso schéarfere Bestim-
mung des Elektronenortes mdglich, je kirzerwellig die
zur Beleuchtung verwendeten Strahlen sind (man
muRte wohl bereits Gamma-Strahlen benutzen, deren
Wellenldange etwa 5 bis 50mal kleiner ist als der
Radius des normalen Wasserstoffatoms) in der bohe-
schen Theorie). Je Kkurzerwellig aber die Strahlen
sind, desto starker mulR andererseits der Compton-
Effekt in die Erscheinung treten, eine desto grodRere
Anderung muR wahrend und infolge der Beobachtung

0 Die Wellenlange harter Gamma-Strahlen betragt zwi-
schen 10 und 100 X-Einheiten, der normale Radius des Wasser-
stoffatoms ca. 500 X-E. (1 X-E. ist 10— cm).
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der Elektronenimpuls erfahren. Will man also bei
der Geschwindigkeitsbestimmung mittels des Doppler-
Effektes eine groRe Genauigkeit erzielen, so muBl die
verwendete Strahlung maoglichst langwellig gewahlit
werden, damit der unvermeidliche Compton-Effekt
mdoglichst wenig stdre. Ist die Strahlung aber lang-
wellig, so wird wieder nach dem vorhin Gesagten eine
genaue Ortsbestimmung des Elektrons unmdglich.
Genauigkeit in der Lagebestimmung ist somit nur
durch Verzicht auf Scharfe in der Impulsmessung
maoglich, und umgekehrt schliel3t Genauigkeit in der
Impulsmessung Scharfe in der Lagenbestimmung aus.
Die Vertauschungsrelation (GI. 82) soll nach
Heisenberg der exakte Ausdruck dieser Unbestimmt-
heitsbeziehung sein, indem ganz allgemein im Falle
grofliter, Uberhaupt erreichbarer Scharfe doch das Pro-
dukt der mit einer Messung verbundenen Ungenauig-
keiten in der Koordinaten- und Impulsbestimmung
durch das elementare Wirkungsquantum fest-
gelegt und ihm in der GrofRenordnung gleich sein soll.

Wenn nun eine im klassischen Sinne prazise Be-
schreibung des atomaren Geschehens an sich unmdég-
lich ist, verliert natirlich auch das Kausalprinzip
seine Bedeutung fur die Physik. Denn dieses Prinzip,
nach dem die genaue Kenntnis der Gegenwart eine
exakte Berechnung der Zukunft ermdéglicht, wird
gegenstandslos, wenn eine genaue Kenntnis der Ge-
genwart unerreichbar ist. Die Kausalitat ist nach
der quantenmechanischen Auffassung fur die elemen-
taren Prozesse der Physik zu verneinen und
nur fir die Wahrscheinlichkeiten zu bejahen,
die diesen individuellen Prozessen aus statisti-
schen Grinden zuzuorden sind.
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Zwolftes Kapitel.

Das Paulische Prinzip und die Quanten-
theorie des Grundstoffs/steins.

Die Ergebnisse der Quantenmechanik stehen in
einem engen Zusammenhang mit wichtigen Erkennt-
nissen, die bereits ein Jahr vor der Aufstellung der
HEISENBEBGschen Theorie durch Pauli gewonnen
worden waren und die das periodische System
der Elemente betrafen. Man kann wohl sagen,
dal die Entwicklung des Problems der chemischen
Grundstoffe eines der groRartigsten Beispiele dafir
darstellt, wie aller wissenschaftliche Fortschritt letzten
Endes in der allmahlichen Uberfiihrung qualitativer
in quantitativ-mathematische Erkenntnisse besteht. In
dem Fall des Grundstoffproblems war die Mdglich-
keit hierfur gegeben, als einerseits durch die Ent-
deckung der Elektronen die qualitative Verschieden-
heit der chemischen Elemente auf eine Verschiedenheit
in der Anordnung der Materie-Urteilchen zurtickgefuhrt
und andererseits durch Moseley im Jahre 1913 die
natirliche Reihe der Grundstoffe aufgefunden war.
In der natirlichen Reihe erhielt jedes Element eine
bestimmte Ordnungszahl, eine bestimmte Nummer
(z. B. Wasserstoff die Nummer 1, Helium die Num-
mer 2, Eisen 26, Gold 79 und Uran die hochsfe
Nummer 92); und diese Nummer erwies sich als gleich-
bedeutend mit der Zahl der Elektronen, die im neu-
tralen Atom dessen Kern umgeben.

Durch die Auffindung der Ordnungszahlen der
Elemente wurde nun auch eine exakte Darstellung
der chemischen Periodizitat moéglich. Die Unter-
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Scheidung von sieben Perioden in dem Grundstoff-
system geht wohl bis auf das Jahr 1870 zurtck?;
aber erst seit Moseleys Entdeckung war es maéglich,
die Langen der Perioden genau anzugeben, und
zwar (wenn man von der letzten unvollstdndigen Pe-
riode? absieht) zu 2, 8, 8, 18, 18 und 32. Als das
grundlegende Problem der modernen Grundstofftheorie
ergab sich die quantenmaBige Erklarung dieser Zahlen,
die umsomehr das Interesse der Physiker erwecken
muBten, als sie ja samtlich doppelten Quadratzahlen
gleich sind3. Ein wesentlicher Schritt zur Lésung
dieses Problems ist bereits im Jahre 1924 Pauli ge-
gluckt, der dabei an das Prinzip der vierfachen
Quantelung der Atomzustdnde anknupfte.

Zum quantenmechanischen Verstandnis dieses Prin-
zips moge zunachst auf matrizen-theoretischer Grund-
lage eine Betrachtung vorausgeschickt werden, die
sich auf den Drehimpuls eines um eine Achse
symmetrischen Systems von Teilchen beziehen
soll. Doch mdgen im Hinblick auf die Langwierigkeit
der erforderlichen Rechnungen hier nur die Rech-
nungsergebnisse mitgeteilt werden, im Anschluf an
B sen, auf dessen Darstellung4 wegen der Einzelheiten
verwiesen sei. Der Drehimpuls um die Achse ist

») Das periodische System der Elemente wurde gleichzeitig
von Lothar Meyer und Mendelejeff entdeckt.

2 Die siebente Periode bricht an sechster Stelle mit dem
Uran ab. Samtliche Perioden beginnen mit einem Alkalimetall
(von der ersten Periode abgesehen, die mit Wasserstoff“anfangt)
und enden mit einem Edelgas.

» Es istja 2= 2.12; 8= 2.22, 18= 2.32; 32= 2.42

®) Max Born, Probleme der Atomdynamik (Berlin, Springer
1926) 1. Teil, 15.Vorlesung.
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fur ein solches achsensymmetrisches System gleich der
Resultierenden der Drehimpulse der einzelnen, zu dem
System gehdérigen Teilchen, und jeder einzelne Dreh-
impuls ist wieder durch das Produkt aus Masse, Ge-
schwindigkeit und Abstand von der Achse gegeben.

Aus der Vertauschungsrelation der Matrizenme-
chanik kann man nun im Anschluf} an die klassische
Mechanik einerseits ableiten, dalR die dem Drehimpuls
um die Achse (£7) entsprechende Matrix eine Dia-
gonalmatrix ist, und daR andererseits deren Glieder
(Z70 TV U2 usw.) in einem einfachen Zusammenhang
mit den Koordinatenmatrizen stehen, von denen wir
je drei (entsprechend den drei raumlichen Koordi-
naten) jedem Teilchen zuordnen miuissen. Machen wir
namlich die Symmetrieachse zur z- Achse, und bezeichnen
wir die Koordinatenmatrizen eines beliebigen Teil-
chens mit ox, qy, g2, so erhalten wir die folgenden drei,
fur jedes Teilchen gutigen Gleichungen, die die ein-
zelnen Koordinaten mit dem Gesamtimpuls verknipfen:

Wir kénnen nun zwei verschiedene Arten von Zu-
standséanderungen, von sogenannten ,,Quanten Spriun-
gen“ des Systems unterscheiden, je nachdem ob
sich hierbei der Drehimpuls um die Achse &andert
oder ungeéndert bleibt. Indem wir zunachst nur den
ersten Fall betrachten (die genauere Diskussion bleibe
einem spateren Kapitel Vorbehalten) und die ersten
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zwei der Gleichungen (127) miteinander multiplizieren,
finden wir

Man kann somit ganz allgemein setzen

wobei n' eine ganze (positive oder negative) Zahl
und UO eine Konstante bedeuten.

Andererseits fuhren aber Rechnungen auf Grund
des Matrizen-Kalkiis zu der Folgerung, daR die Sum-
me der U-Werte, gebildet fur die méglichen Werte
von n, verschwinden misse. Dies bedeutet, wenn wir

setzen, dall
(129)

sein muB. Da zwei benachbarte Werte dieser Reihe
um Eins verschieden sind (weil nach GIl. 128 n nur
um Eins springen oder ungeandert bleiben kann)
und da andererseits (nach GIl. 129) die Reihe der
(n'+ wO-Werte in bezug auf Null symmetrisch sein muf,
so ergeben sich nur zwei Méglichkeiten. Die Reihe
ist entweder

oder

Die GroRe (n + >0), die wir im folgenden mit m be-
zeichnen wollen), hat also die Bedeutung einer

9 Diese Bezeichnung hat naturlich nichts damit zu tun,
dal der Buchstabe nt friher als Index gebraucht wurde.
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sogenannten Quantenzahl. Sie stimmt mit der,,mag-
netischen Quantenzahl“ Uberein, die bereits in der
alteren Quantentheorie zur Deutung des Zeeman-
Effektes benutzt worden war. Wie aus dem fruher
Gesagten (GIl. 128) hervorgeht, kann die magnetische
Quantenzahl bei einer atomaren Zustandsadnderung
nur ungeandert bleiben oder sich um + 1 &andern.

Zu einer weiteren Quantenzahl fihren die matrizen-
mechanischen Uberlegungen, wenn neben dem Dreh-
impuls um die Symmetrieachse (ZT) Uberdies der ge-
samte Drehimpuls {M) betrachtet wird, der bei
dem Vorhandensein &auflerer Einflisse von Z7 verschie-
den ist. Es laBt sich zeigen, daR fur den Grenzfall
verschwindenden &ufleren Einflusses dem gesamten
Drehimpuls eine Diagonalmatrix zugeordnet werden
kann, deren Glieder gleich Mp sind, wobei

ist. In dieser Formel, die mit einem Ergebnis der
ScHBODINGEBschen Theorie (Gl. 61) iibereinstimmt, be-
deutet j wiederum eine Quantenzahl, die sich, wie die
ndhere Betrachtung zeigt, ebenso wie die magnetische
Quantenzahl bei Quantenspringen nur um Eins andern
kann, woferne sie nicht ungedndert bleibt. Zwischen
den Quantenzahlen m und j besteht insoferne ein
enger Zusammenhang, als in dem durch die Quanten-
zahl j gekennzeichneten Zustand die magnetische
Quantenzahl m alle um Eins von einander abstehenden
Werte von — j bis + j annehmen kann, aber auch
nur diese Werte. Die beiden Quantenzahlen m und j
kommen also jedenfalls noch zu der Hauptquanten-
zahl hinzu, die fur den Einzel-Drehimpuls desjenigen
Elektrons charakteristisch ist, dessen Ubergange das
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betrachtete Spektrum erzeugen. Die hier mitj be-
zeichnte Quautenzahl ist schon der alteren Theorie
bekannt gewesen; sie wurde im Jahre 1920 von
Sommerfeld als innere Quantenzahl in die
Atomphysik eingefiilirt.

Um endlich zu einer vierfachen Quantisierung
der Atomzustdnde zu gelangen, mufl man noch die im
Jahre 1925 von Uhlenbeck und Goudsmitl) be-
grindete Hypothese hinzuziehen, daR die einzelnen
Elektronen eine Kreiselbewegung ausfihren, die
ihnen die Eigenschaften kleiner Magnete verleiht.
Jedes Elektron besitzt derart selbst einen Drehimpuls;
dabei ist zu bericksichtigen, daf fir die Rotation zwei
entgegengesetzte Mdglichkeiten bestehen. Die
Quantenmechanik fuhrt nun auf Grund spektrosko-
pischer Erfahrungstatsachen, wie H eisenberg und
Jordan gezeigt haben?, zu der Erkenntnis, dal man
dem Kreisel-Elektron einen derartigen Drehimpuls
zuschreiben muB, daBR dessen Unterschied fur die
beiden Fé&lle entgegengesetzter Rotation gleich hfén
wird. Der Drehimpuls eines jeden Elektrons muf
demnach + h/4n sein. Da eine Quantenzahl um Eins
springt, wenn sich der Drehimpuls um h/2n &andert,
so ist somit der Kreiselbewegung eines Elektrons ent-
weder die Quantenzahl + ~ oder die Quantenzahl
— — zuzuordnen3.

') Naturwissenschaften 18,1925, S. 953.

2 Zeitschrift f. Physik 37, 1926, S. 263.

s) Bei zwei Elektronen ist somit der auf ihre Kreisel-
bewegungen zuriuckzufihrende Drehimpuls insgesamt + 1 oder
0, bei drei Elektronen + oder + -j-, bei vier Elektronen
+ 2, + 1 oder 0 usw.
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Der gesamte Drehimpuls erscheint derart als
eine Resultierende, zu der die Kreiselbewegungen
der Elektronen nur eine Komponente liefern. Die
andere Komponente (die im allgemeinen vektoriell
abzuspalten ist) erscheint durch eine weitere Quanten-
zahl charakterisiert, die mit | bezeichnet werde und
bezuglich deren die theoretischen Betrachtungen er-
geben, daR sie sich bei Quantenspriingen des Atoms
stets um + 1 &andern mufR. Sie entspricht, wie die
Betrachtung der optischen Spektren zeigt, der soge-
nannten Nebenquantenzahl, die zur Erklarung der
optischen Spektren bereits im Jahre 1915 durch
SommerTfeld indie Atomphysik eingefihrt worden war.
Die Quantenmechanik ergibt, dal die Nebenquanten-
zahl eine Reihe ganzer, niemals negativer Zahlen
bildet) und dalR der Maximalwert, den, bei gegebenem
Werte n der Hauptquantenzahl, die Nebenquantenzahl
| annehmen kann, stets um Eins kleiner als n ist;
es ist also

Fur die Nebenquantenzahl 1| sind daher, wenn die
Hauptquantenzahl n gegeben ist, n verschiedene Werte

maglich, namlich
0, 1, 2 eeo(w— 1).

i) Am einfachsten ist die Bedeutung der NebenquanteDzahl
far die optischen Spektren der Alkali-Metalle, bei denen vier
Arten optischer Spektral-Terme als die wichtigsten unterschie-
den werden; sie entsprechen den Werten 0, 1, 2 und 3 der
Nebenquantenzahl |. Die Duplizitat der inneren Quantenzahl j
erklart es, daR die Terme Dublett-Terme sind, mit Ausnahme
der stets einfachen Terme, denen der Wert 1= 0 zukommt und
fur die nur ein einziger j-Wert moglich ist. Wesentlich kom-
plizierter sind die Verhaltnisse bei den anderen Grundstoffen.
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Pauli) entdeckte nun den Schlissel zu dem Ver-
standnis des periodischen Systems in einem von ihm
aufgestellten Prinzip, wonach in einem Atom niemals
zwei Elektronen in samtlichen vier Quanten-
zahlen (Haupt-, Neben-, innerer und magnetischer
Quantenzahl) Ubereinstimmen koénnen. Zur Er-
lauterung des PAULischen Prinzips denken wir uns
die zu einem Atom gehdérigen Planeten-Elektronen in
Gruppen geteilt, die durch einen bestimmten Wert
der Hauptquantenzahl (I, 11,111, 1V usw.) charakterisiert
seien; innerhalb der Gruppen unterscheiden wir wieder
Untergruppen, die durch einen bestimmten Wert
der Nebenquantenzahl gekennzeichnet seien. In-
dem wir den Wert der Nebenzahl als Index zu der
in romischen Ziffern geschriebenen Hauptzahl hinzu-
fugen, ergeben sich somit nach GIl. 131 die folgenden
Untergruppen als maéglich:

10; 11O, I1,; 1110, 111, 1112 1VO 1V, IV2 I1V3; Vousw.

Betrachten wir nun ganz allgemein eine Unter-
gruppe von der Nebenquantenzahl I, und sehen wir
zundchst von dem speziellen Falle ab, daR I=-0 sei,
so sind fur ein Elektron die zugehérigen Werte der
inneren Quantenzahl

Andererseits kann, wie schon erwéahnt, die magne-
tische Quantenzahl (m) alle um Eins von einander
abstehenden Werte von —j bis + j annehmen. Die Zahl
der moglichen Werte der magnetischen Quantenzahl

i) Zeitschr. f. Physik 81. 1925, S. 765.
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betragt firyj demnach (2j, + 1) oder 2 Zfirj=2 hingegen
(2j2+ 1) oder (2 1+ 2),insgesamtalso (4 | + 2). Man er-
kennt leicht, dal diese Formel auch flir den Sonderfall
1= 0 gilt; denn dann fallt der 7,-Wert weg, und j2
ist -f — Die moglichen Werte der magnetischen
Quantenzahl sind dann nur — ~ und + \ ; die Zahl
der moglichen Werte betrdgt demnach zwei oder, was
dasselbe ist, (4x0) + 2.

Im Sinne des PAuiiischen Prinzips haben wir also
die Maximalzahl der Elektronen, die in einer
Untergruppe von der Nebenquantenzahl | enthalten
sein konnen,

zu setzen. Dies ergibt:

und so fort. Bezeichnen wir nun beispielsweise mit
dem Symbol Illa eine dreiquantige Gruppe, in der
aber nicht alle drei moéglichen Untergruppen (1= o,
I= 1, 1= 2) enthalten sind, sondern nur die ersten
zwei, so ergeben sich die folgenden Besetzungszahlen,
wenn X eine beliebige Hauptquantenzahl bedeutet:

und so fort. Diese Zahlen sind aber ganz dieselben
wie diejenigen, die die Langen der einzelnen Perioden
kennzeichnen.
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In der Tat ergibt sich fir die die einzelnen
Perioden abschlieRenden Edelgase, denen die
Ordnungszahlen 2, 10, 18, 36, 54 und 86 zu-
komraen, das folgende Schemal):

Setzen wir fUr die Symbole auf den rechten Seiten
die Zahlenwerte gemaR Formel (133) ein, so finden
wir in der Tat:

Das die Gliederung des periodischen Systems wieder-
gebende Schema (134) ist im wesentlichen bereits im

0 Aus diesem Schema geht, wie nur nebenbei bemerkt sei,
hervor, dal fur den Aufbau des Grundstoff-Systems eine Ver-
vollstandigung innerer Elektronengruppen charakteristisch ist.
Die dreiquantige Gruppe wird erst in der vierten Periode ver-
vollstandigt, die vierquantige erst in der funften und sechsten
Periode; auch die Vervollstandigung der funfquantigen Gruppe
wird noch in der sechsten Periode fortgesetzt, ohne tbrigens zum

Abschlu3 zu gelangen.
Haas, Materiewellen 8
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Jahre 1924 von Stoneb l) im AnschluB an etwas
altere Ideen B ohbs P aufgestellt worden. Den tieferen
G-rund fur diese ,Arithmetik“ des periodischen Systems
hat aber erst das Paulisehe Prinzip aufgedeckt.

Dreizehntes Kapitel.
Die Bosesche Quantenstatistik.

Die der neuesten Physik eigentiimliche Uberbriickung
des Gegensatzes zwischen Korpuskeln und Wellen, also
zwischen Materie uud Licht, ist von der groRten Be-
deutung auch fur die Probleme der statistischen
Physik geworden. Diese Probleme waren friher in
zwei, voneinander scharf getrennte Gruppen zerfallen.
Die einen bezogen sich eben auf die Materie, die
anderen auf das Licht im weitesten Sinne dieses
Wortes. Die statistische Physik der Materieteilchen
war schon in der Mitte des 19. Jahrhunderts durch
die kinetische Gastheorie zu hoher Vollkommenheit
gediehen. Auf dem Gebiete der Lichtwellen waren
statistische Betrachtungen einerseits auf Grund des
Begriffes der Eigenschwingungen3, andererseits
auf Grund der Vorstellung der Energieelemente (hv)
bzw. der Lichtquanten mdglich geworden. Als nun
die Physiker fanden, dal den Lichtquanten ein Impuls
ebenso wie materiellen Teilchen zugeschrieben werden
muB, lag der Gedanke nahe, die Methoden und Er-

i) E. C. Stoner, Philos. Magazine 18. 1924, S. 719.
J N. Bohr, Zeitschr. f. Physik 9, 1922, S. 1.
3 Vgl. die Betrachtungen Uber das Rayleioh-Jeans sehe

Prinzip im dritten Kapitel.
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gebnisse der ersten Problemgruppe auf die zweite zu
Ubertragen; und die umgekehrte Madoglichkeit wurde
wiederum durch die Hypothese der Materiewellen
eroffnet.

Der erste bedeutsame Versuch, mittels der gas-
theoretischen Methoden ein Problem der Strahlungs-
theorie zu lésen, betraf die fundamentale Frage, wie
die spektrale Verteilung der elektromagneti-
schen Wellenenergie eines Hohlraums von der
Temperatur abhangt. Ilhre Lo6sung hatte diese
Frage im Jahre 1900 durch das berhmte Strahlungs-
gesetz gefunden, das damals Prlanck auf Grund
seiner Hypothese des elementaren Wirkungs-
quantums aufgestellt hatte. Es lag nun der Gedanke
nahe, das PLANCKsche Strahlungsgesetz derart ab-
zuleiten, dafl die den Hohlraum erfullende Strahlung
gewissermallien als ein Lichtquantengas aufgefalt
wurde, in dem sich die madglichen Werte des Impulses
nach einem ahnlichen Gesetze Uber die einzelnen
Individuen verteilen sollen wie in einem ,materiellen
Gase; nur dall eben bei letzterem der Impuls durch
das Produkt aus Molekelmasse und molekularer Ge-
schwindigkeit bestimmt erscheint, bei der Hohlraum-
strahlung aber durch das noch durch die Licht-
geschwindigkeit dividierte Produkt aus Frequenz und
elementarem Wirkungsquantum.

Wird die auf die Volumeinheit bezogene Strah-
lungsenergie in spektraler Zerlegung etwa gleich-
gesetzt

so hatte Pranck fur die von der Frequenz und der
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Temperatur abhangige ,spezifische Strahlungs-
dichte* uv den Wert ermittelt

Dabei bedeuten c die Lichtgeschwindigkeit, T die
absolute Temperatur und k die Boltzmannsehe Kon-

stante, die, mit-"- T multipliziert, die mittlere kinetische

Energie einer einatomigen Molekel bei der Tem-
peratur T ergibt!). Wird uv noch mit c/4 multipliziert,
so erhalt man, wie nur nebenbei bemerkt sei, das
sogenannte spezifische Emissionsvermdgen 2 eines
schwarzen Korpers fur den Spektralbereich von v
bis v+ dv bei der Temperatur T.

Andererseits grinden sich nun alle statistischen Be-
trachtungen der kinetischen Gastheorie auf den Begriff

Die Boltzmann sehe Konstante (k) stellt den universellen
Proportionalitatsfaktor zwischen der Entropie (S) und dem
naturlichen Logarithmus der statistischen Wahrscheinlichkeit
(TT*) dar; es ist namlich

S— XiIn W*,
Der Zahlenwert der Boltzmannsehen Konstante betragt
1,372.10“ 16erg/grad.
2 Unter dem Emissionsvermogen eines schwarzen Korpers
versteht man die von der Einheit seiner Oberflache in der Zeit-
einheit ausgestrahlte Energie. Wird dieses Emissionsvermogen

spektral zerlegt, also gleichgesetzt J*KvdV, so finden wir, indem

wir die Gl. 135 mit c/4 multiplizieren,

Wird das Emissionsvermdgen statt auf einen Frequenzbereich in
Ublicher Weise auf einen Wellenlangenbereieh (von Xbis X+ dX)
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der statistischen Wahrscheinlichkeit einer ge-
gebenen Zustandsverteilung. Unter dieser Wahr-
scheinlichkeit versteht man im Sinne der Kombinatorik
die Zahl der Komplexionen, durch die eine ge-
gebene Zustandsverteilung realisiert werden kann.
Wir betrachten etwa eine Gesamtheit von N Individuen
und ordnen die fur die Individuen méglichen Zustande
(mit zunéachst willkirlicher Abgrenzung) in eine Reihe,
die wir uns numeriert denken. Es sei Nt die Zahl
der Individuen im ersten Zustand, N2 die Zahl im
zweiten Zustand und allgemein Ni die Zahl in dem
i-ten Zustand, wobei also

ist. Dann entsteht eine neue Komplexion, wenn zwei
Individuen, die sich in verschiedenen Zustanden be-
finden, ihre Rolle tauschen; dagegen entsteht keine

bezogen, so ergibt sich aus der letzten Gleichung auf Grund
der Beziehung c= U die bekannte Pi1ancksehe Formel:

Ist kT klein, so ergibt sich das nur fur das Ultraviolette oder
fur tiefe Temperaturen gultige W ien sehe Gesetz:

Ist hingegen das Produkt kT grob, so gelangt man zu dem
nur fur das Ultrarote oder fur hohe Temperaturen gultigen
R avikiohsehen Strahlungsgesetz:

Die Gesetze von W ien und Lord Kayleigh, die beide nur eine
beschrankte Geltung haben, wurden bereits vor der Aufstellung
des allgemein gultigen P1anck sehen Gesetzes aufgefunden.
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neue Komplexion bei einer Vertauschung zweier
Individuen in demselben Zustand. Unterscheiden
wir z. B. zwei Zustande bei drei Individuen (a,b,c),
so sind flr eine Zustandsverteilung

drei Komplexionen mdéglich, gemal dem Schema:

Erster Zustand Zweiter Zustand

Ebenso gibt es naturlich drei Komplexionen fur die
Zustandsverteilung W, — 1, N2-= 2. Dagegen ist nur
eine Komplexion fur die Zustandsverteilung — 3
jV2— 0mdéglich, und ebenso nur eine einzige Komplexion
far die Verteilung Nx= 0, N =3.

Die statistische Wahrscheinlichkeit, die stets
eine ganze positive Zahl sein muB, ist nun offenbar
durch die Zahl der Permutationen bestimmt, die
mit N Individuen vorgenommen werden kénnen, wobei
aber solche Permutationen wegfallen, die in einer Ver-
tauschung zweier Individuen desselben Zustandes
bestehen. Die Gesamtzahl aller mdglichen Permu-
tationen von N Individuen ist bekanntlich jV! (in
Worten ,N Fakultat”), wobei 2! das Symbol fir das
Produkt [1. 2. 3...(W — 1).2V] bedeutet. Die Zahl
der Permutationen, die dadurch méglich sind, dal} die
im ersten Zustand befindlichen Individuen unter-
einander vertauscht werden, ist W,!, und so fort. Da-
her erhalten wir die statistische Wahrscheinlichkeit
einer gegebenen Zustandsverteilung, indem wir N\ zu-
néchst durch N tl dividieren, weil ja alle Kombinationen,
die durch Vertauschung von Individuen innerhalb
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der ersten Untergrippe entstehen, insgesamt doch nur
eine einzige Komplexion darstellen (und nicht
etwa I Kompleximen). Weiterhin haben wir durch
N\ zu dividieren usw. FuUr die statistische Wahr-
scheinlichkeit, die vir mit W* bezeichnen wollen, er-
gibt sich so der Ausdruck

Aus der Vorstellung des Lichtquantengases lait
sich nun, wie im Jahre 1924 der indische Physiker
B ose zeigte *), in der Tat die fundamentale Planck-
sche Formel ableiten, wofern man sich erstens den einem
Quantengase von dem Volumen Eins? zuzuordnenden
Impulsraum aus Zellen von der GréRe h3 zusammen-
gesetzt denkt3 und zweitens die statistische Wahr-
scheinlichkeit in einer von der klassischen Theorie
abweichenden Weise definiert.

Der Unterschied zwischen der klassischen und der
Bosesehen Statistik wird vielleicht am ehesten durch
das vorhin betrachtete Beispiel klar, das sich auf
zwei Zustande und drei Individuen bezog. Fur dieses
Beispiel kannte die klassische Statistik vier verschiedene
Zustandsverteilungen, jedoch mitverschiedenem ,Ge-
wicht“, wenn wir bei einer Zahl von m mdéglichen
Komplexionen (alsa bei W* = m) von »w-fachem Ge-
wicht sprechen. Diese vier Zustandsverteilungen sind
fur das betrachtete Beispiel:

‘) S. N. Bose, Zeit,chr. f. Phys. 26, 1924, S. 178 uud 27, 1925,
S. 884.

2 Denn die Energie eines Hohlraums vom Volumen Eins
ist ja mit der Energiedichte gleichbedeutend.

3 Vgl. das am Eide des dritten Kapitels Gesagte.
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N{ — 3,N2 — 0 miteinfachem Gewicht
Nt = 2,N2= 1 mitdreifachem Gewicht
1~ = 1,N2 = 2 mitdreifachem Gewicht
[ = 0,N2 = 3 miteinfachem Gewicht.

Im Gegensatz zu der klassischen Auffassung schreibt
nun die Bosesehe Statistik allen diesen Zustands-
verteilungen einheitlich nur ein einfaches Gewicht
zu. Alle Verteilungen der Individuen Uber die Zu-
stande sollen nach Bose gleich wahrscheinlich sein,
genau so wie in der klassischen Statistik alle einzelnen
Komplexionen (z. B. ab\c oder ac]b oder bc’)a) unter-
einander die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. In-
folgedessen mul? man in der Bosesehen Statistik statt
von der Verteilung der Individuen Uber Zustands-
gebiete von der Verteilung der Zustandsgebiete
oder Zellen Uber die verschiedenen Besetzungs-
moglichkeiten ausgehen. Sind N Individuen Uber
Z Zustandsgebiete verteilt, so ist diese Verteilung
in der klassischen Statistik durch die Z Zahlen ,
N2... Ni... charakterisiert, die es angeben, wieviel
Individuen in jedem Gebiete sind. In der Bosesehen
Statistik erfolgt die Kennzeichnung der Verteilung
durch (N + 1) Zahlen, namlich z0, 2\ ... Zj ..., die
es angeben, wieviel Zustandsgebiete oder Zellen mito,
wieviel mit 1, wieviel mit 2, allgemein wieviel mit
j Individuen besetzt sind; dabei mufR

sein.
Die statistische Wahrscheinlichkeit ergibt sich dem-

nach in der BosEschen Statistik, abweichend von der
klassischen Theorie, zu
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Betrachten wir z. B. in dem fruher behandelten speziellen
Falle, iu dem N=* 3, Z = 2 war, die besondere Ver-
teilung, wo zwei Individuen im ersten und eines im
zweiten Zustand sind, so wird nach GIl. 137 die klassi-
sche Wahrscheinlichkeit (die mit dem ,Gewicht” Uber-
einstimmt)

Hingegen ist nach GIl. 139 die BosEsehe Wahrschein-
lichkeit, weil es bei der betrachteten Verteilung keine
Zelle mit der Besetzungszahl 0, eine mit der Be-
setzungszahl 1, eine mit der Besetzungszahl 2 und
keine mit der Besetzungszahl 3 gibt,

Die Ubereinstimmung, die zwischen den Gleichungen
137 und 139, sowie zwischen den Gleichungen 136 und
138 besteht, rechtfertigt die Ubertragung der grund-
legenden, in der klassischen Statistik gewonnenen Er-
gebnisse auf die BosEsehe Statistik, woferne wir die
GroRen, die in der klassischen Theorie auf ein Indi-
viduum im i-ten Zustand bezogen wurden, in der
BosEschen Statistik auf eine mit i Individuen be-
setzte Zelle beziehen. Eine fundamentale Formel
der klassischen kinetischen Warmetheorie besagt nun
folgendes:) Ist ein Energiebetrag E Uber N Indi-
viduen bei der Temperatur T verteilt, und ist die
Energie, die einem Individuum in dem durch den

1) Vgl. z. 3. des Verfassers ,Einfuhrung in die theoretische
Physik* (3. und 4. Auflage, Berlin-Leipzig 1923/24), Bd. ll, § 132,
Gl. 16 und § 142, Gl. 2.
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Index i gekennzeichneten Zustand zukommt, so muf
im Zustande statistischen Gleichgewichtes die Be-
ziehung gelten:

Wollen wir diese Gleichung fur das Problem des
Lichtquantengases verwerten, so beschrdnken wir uns
innerhalb des Gases zunachst auf die Betrachtung der-
jenigen Lichtquanten, deren Frequenz in einem Kkleinen
Intervall zwischen v und v 4-dv liege. Nach dem
vorhin Gesagten haben wir in der BosE-Statistik unter
€ die Energie zu verstehen, die einer mit i Licht-
quanten von der Frequenz v besetzten Zelle zukoromt.
Es ist daher

zu setzen, und infolgedessen wird

Nun ist nach der bekannten Summenformel fir un-
endliche geometrische Reihen (falls y <1 ist)

Da die Reihe jedesfalls stark konvergiert) und infolge-
dessen die obere Grenze der Summe statt mit Z mit
Unendlich angenommen werden kann, wird daher¥

*) Der Quotient hvjKkT ist fur sichtbares Licht bei Zimmer-
temperatur von der GréRenordnung 50.
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Differentiieren wir diese Gleichung partiell nach der
Temperatur, und multiplizieren wir nachher beide
Seiten mit ZcT2 so finden wir

Wir dividieren nun die GIl. 143 durch die GIl. 142
Die linke Seite mu dann nach GI. 140 den M ittel-
wert der Energie darstellen, der einer einzelnen
Zelle zukommt. Dieser Mittelwert, der mit e be-
zeichnet werde, ergibt sich demnach zu

Andererseits betrachten wir den Impulsraum,
den wir dem gesamten Lichtquantengas (bestehend
aus Lichtquanten aller Frequenzen) gemalR der Be-
ziehung zuzuordnen haben, dal3 der Impuls

ist. Alle Zellen des Impulsraumes, die einer Frequenz
zwischen v und v + dv entsprechen, mussen in einer
Kugelschale liegen, die von den beiden Radien

begrenzt wird. Das Volumen dieser Kugelschale ist

Da die einzelne Zelle des Impulsraumes nach unserer
Voraussetzung die GrofRe liA hat, ist somit die Zahl
der Zellen in dieser Kugelschale Zdv, wobei
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ist. Andererseits mu3 aber, wenn wir bei den Licht-
quanten (infolge der Transversalitdt der Lichtwellen)
zwei zu einander senkrechte Polarisations-
zustande unterscheiden,

sein, und so ergibt sich in der Tat die Prancksehe
Formel (GI. 135). Es sei im ubrigen darauf hin-
gewiesen, da man die Plancksehe Formel auch auf
Grund des Kayleigh-Jeanssehen Prinzips (vgl. das
dritte Kapitel) erhalt, wenn man einer jeden Eigen-
schwingung eine Energie zuschreibt, die ein ganzzahliges
Vielfaches eines Energieelementes (hv) ist). Nennen
wir die ganze Zahl n, so treten also in der Bosesehen
Statistik an die Stelle der n-quantigen Eigen-
schwingungen mit n Lichtquanten besetzte Zellen des
Impulsraumes.

Die BitOGLiEsche Theorie der Materiewellen legte
nun Einstein?d den Gedanken nahe, eine Gas-
theorie zu entwerfen, deren Formeln ebenso aus der
Bosesehen Statistik resultieren sollten, wie die der
friheren Gastheorie aus denen der klassischen Statistik.
Die Abweichungen der Einsteinsehen Gastheorie von
der Kklassischen bestehen im wesentlichen darin, daf

in klassischen Formeln, die den Ausdruck e KT ent-

') Vgl. z. B. die Ableitung, die der Verfasser dieser Schrift
bereits 1921 in der ersten Auflage seiner ,Einfuhrung in die
theoretische Physik* gab (Gl. 6 des § 106 in der ersten, Gl. 6 des
§ 139 in der dritten und vierten Auflage).

2 A. Einstein, Sitz.-Ber. der Berlin. Akad. 1924, S. 261;
1925, S. 3, 18.
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halten, dieser Ausdruck durch den folgenden, kom-
plizierteren ersetzt ist:

wobei B eine Funktion der Temperatur bedeutet.

Die auf Grund dieser Formel sich ergebenden Ab-
weichungen sind im allgemeinen belanglos. Sie gewinnen
eine Bedeutung erst fur extrem tiefe Temperaturen,
fur die auch die ,idealen® Gase eine nach der
klassischen Theorie nicht erklarbare ,Entartung”
zeigen. Im dbrigen ist aber die EINSTEiNsche Gas-
theorie in der letzten Zeit in den Hintergrund gegen-
Uber einer anderen Gastheorie getreten, die auf Grund
des PAULischen Prinzips der italienische Physiker
Fermi schuf.

Vierzehntes Kapitel.

Die Fermische Statistik.

Da das PAULische Prinzip fur die verschieden-
quantigen Elektronengruppen maximal eBesetzungs-
zahlen ergibt; da die Vorstellung der M ateriewellen
fur ein in einen Behédlter eingeschlossenes Gas not-
wendigerweise zu der Folgerung einer Quantisierung
der Translations-Energie fuhrt; da endlich die
BosEsche Statistik die Frage der Besetzungs-
zahlen der Zellen in den Vordergrund geruckt
hatte; so lag der Gedanke nahe, das PAULische
Prinzip auch fur die statistische Theorie der
Gase zu verwerten. In Durchfihrung dieser ldee
ist im Jahre 1926 die FERMische Theorie der
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Gasentartung®) entstanden. Sie ist auf die Annahme
gegrundet, dal in einem Gase hodchstens eine
Molekel mit vorgegebenen Quantenzahlen vor-
handen sein konne.

Sehen wir von den inneren Bewegungen der Molekeln
ab, beschranken wir uns also auf einatomige Molekeln,
die sich Uberdies durchwegs im Grundzustand befinden
mdgend, so liegt es (in Analogie zu den Betrachtungen
des dritten Kapitels) nahe, jeder Molekel, ihren drei
.Freiheitsgraden entsprechend, drei Quantenzahlen
(nx, ?i2, ns) zuzuordnen; die Energie der Molekel
kann dann gleichgesetzt werden

wobei v eine Grundfrequenz bedeutet. Es entsteht
nun zunachst die Frage, durch wieviel Komplexionen
der Energiewert nhv bei einer einzelnen Molekel
realisiert werden kann. Diese Komplexionszahl, die
wir s nennen wollen, stimmt offenbar mit der Zahl
derjenigen Lodsungen UuUberein, die die diophantische
Gleichung

fur nicht negative ganzzahlige Werte von

besitzt. Um die Zahl der Lésungen zu bestimmen,
mussen wir bedenken, daR mit den willkirlichen Werten
von nx und n2 der Wert von «3 bereits festgelegt ist.
Da n2 auch den Wert null annehmen, aber nie negativ
werden kann, bestehen somit bei nx= 0 insgesamt
(n + 1) Mdglichkeiten fur n2, bei nx= 1 noch n Méglich-
keiten, bei nt = (n— 1) noch zwei Médglichkeitenl

1) E. Fermi, Zeitschr. f. Physik 86, 1926, S. 902.
2 Uberdies mussen wir annehmen, daR der Grundzustand
nicht magnetisch zerlegbar sei.
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(ndmlich n2= 1 oder w2= 0), hingegen nur noch eine
einzige (ndmlich «2= 0) fur wt= n. Wir finden somit
s—(nmwel)+ n+ (N— 1)+ eee+ 2+ 1
oder, da die Summe aller ganzen positiven Zahlen von

1 bis x bekanntlich gleich x (x + 1)/2 ist,

In einem Gas konnten somit nach der Fermisehen
Annahme

héchstens 1Molekel mitder Energie O

héchstens 3 Molekeln mitder Energie hv
héchstens 6 Molekeln mit der Energie 2hv
hochstens 10 Molekeln mit der Energie 3hv
héchstens 15 Molekeln mit der Energie 4hv

Vorkommen, und so fort. Die Energie eines Gases,
das beispielsweise aus der geringen Zahl von nur
40 Molekeln zusammengesetzt ware, kénnte danach
Uberhaupt nicht unter

10+ 31+ 6.2+ 103 + 154 + 5.5,

also nicht unter 130 Energieelemente (hv) sinken.
Aus der Ubertragung des PAULischen Prinzips in die
Statistik folgt also notwendigerweise, dal ein Gas
auch bei dem absoluten Nullpunkt Energie
besitzen muB. Die Energieverteilung der Molekeln
muRte hierbei eine gewissermalen schalenartige
Anordnung zeigen — in Analogie zu der schalen-
formigen Struktur des Planeten-Elektronen-Systems in
den Atomenl).

0 Den vollen Besetzungszahlen der Elektronengruppen
'2, 8, 18, 32 usw. entsprechen eben in der FKRMischen Statistik
die Zahlen 1, 3, 6, 10, 15 und so fort.
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Eine bestimmte Zustandsverteilung wird nun wiederum
durch Angabe der Zahlen Ni beschreibbar sein, wenn
N( die Zahl der Molekeln bedeutet, deren Energie
gleich ihv ist. Aber im Gegensatze zu der klassischen
Statistik unterliegen in der FERMischen Theorie die
Zahlen Ni der Beschrankung, dafl3

sein muB, wenn wir zur Abkirzung

setzen. Wenn es nun im Gase Ni Molekeln mit der
Gesamtquantenzahl i (also der Energie ihv) gibt,
wahrend es maximal Q{ solcher Molekeln geben kann,
so ergibt sich nach einer elementaren Regel der Kom-
binatorik die statistische Wahrscheinlichkeit, solange

"wWir nur die Molekeln von der Gesamtquantenzahl i
betrachten, zul)

Fur die Gesamtverteilung ergibt sich daher die sta-
tistische Wahrscheinlichkeit im FERMischen
Sinne, die mit Wp bezeichnet werde, zu

Auf Grund dieser Formel koénnen nun die Be-
rechnungen in analoger Weise wie in der klassischen

J) Bekanntlich bedeutet
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oder BosESchen Statistik durchgefihrt werden. Die
Ergebnisse, zu denen sie fuhren, sind recht kompliziert;
aber sie nehmen einfachere Formen fur die beiden
Grenzfalle schwacher und starker Entartung
an. Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet
bekanntlich nach der klassischen Theorie:

(153) p=Nk T,
wenn p den Druck und N die Zahl der Molekeln pro
Volumeinheit bedeuten. Die FERMische Theorie ergibt
nun far den Grenzfall schwacher Entartung die
Zustandsgleichuug in der Form

wobei m die molekulare Masse ist. Nach dieser Glei-
chung ist also der Druck gréRBer als nach der klas-
sischen Theoriel). Fur Helium bei 5° abs. und einem

*) Die Abweichungen der FEKMischen Gastheoi’ie von der klas-
sischen und der EmsTErNseken lassen sich ganz grob derart
beschreiben, daB an die Stelle des klassischen Ausdrucks

in der EmsTBINSchen Theorie (vgl. Formel 147) der Ausdruck

hingegen in der FEKMischen Theorie der Ausdruck

tritt. B bedeutet eine Funktion der Temperatur, ebenso A, und
zwar ist, wie Heitler und Pauli zeigten,

wenn n in GiBBSScher Bezeichnung das thermodynamische Po-
tential, bezogen auf die Masseneinheit der Elektronen, bedeutet.
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Druck von 10 Atm. wirde die Abweichung ungefahr
15 °/0 betragen.

In dem Grenzfall groBer Entartung fuhrt die
FERMische Theorie zu der Zustandsgleichung

Aus dieser Formel geht hervor, da auch fiur T= 0
das Gas einen Druck aufweisen, dafl es also nicht
nur eine Nullpunktsenergie, sondern auch einen N ull-
punktsdruck geben mufl. Bemerkenswert ist auch
die Formel, die im Falle grofRer Entartung Fermi fur
die spezifische Wéarme (bei konstantem Volumen)
erhalt, namlich

Die spezifische Wéarme verschwindet demnach bei
dem absoluten Nullpunkt, wahrend sie sonst bei groRer
Entartung der absoluten Temperatur proportional ist]).

Ein sehr bedeutungsvolles Anwendungsgebiet der
FEBMischen Statistik wurde im Jahre 1927 durch
Sommerfeld? in der Elektronentheorie der
Metalle entdeckt. Die Vorstellung, dal sich die in
einem Metall enthaltenen freien Elektronen, die

i) Die Fermisehe Gastheorie ergibt auch, wie nur nebenbei

bemerkt sei, den STERN-TSTRODEschen Wert fur die
absolute Entropie des Gases, namlich

(wobei e die Basis der naturlichen Logarithmen bedeutet).
5 A. Sommerfeld, Zur Elektronentheorie der Metalle, Die
Naturwissenschaften 15, 1927, S. 825.
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die Elektrizitats- und Warmeleitung der Metalle
verursachen, wie ein Gas verhalten, stof3t, so nahe-
liegend auch eine solche Hypothese ist, auf untber-
windliche Schwierigkeiten vom Standpunkte der klas-
sischen Statistik. Nach dieser mute namlich bei der
Temperatur T jedes freie Elektron ebenso wie eine
einatomige Molekel die kinetische Energie 3kT/2
besitzen. Die freien Elektronen mufiten also nach der
klassischen Statistik jedenfalls einen merklichen B ei-
trag zu der spezifischen Warme der Metalle
liefern, welche Folgerung aber in offenkundigem
Widerspruch zu der Erfahrung steht.

Diese Schwierigkeit fallt nun, wie Sommerfeld
zeigte, weg, wenn man auf die freien Elektronen die
FERMische Statistik anwendet. Denn da die Masse
eines Elektrons rund 1800 mal kleiner ist als die
Masse des leichtesten Atoms, so muRte sich nach der
FERMischen Theorie dasElektronengasbei Zimmer-
temperatur in einem Zustand vollkommener
Entartung befinden. In der Tat folgtja fur den Grenz-
fall schwacher Entartung aus Gl. 154, daR bei gleicher
Temperatur und Teilchenzahl das Korrektionsglied fur
das Elektronengas einige Hunderttausend mal gréRer
sein miRte als fur Heliumgas. Im Zustand groRer
Entartung ist aber wieder nach Gl. 156 die spezifische
Warme der Masse proportional und daher infolge der
geringen Masse der Elektronen ziemlich unbedeutend
neben der spezifischen Wéarme der Metalle selbst]).

0 Wahrend nach der klassischen Statistik der Beitrag der
freien Elektronen zu der spezifischen Warme der Metalle 322/2
ware, wenn 22 die Gaskonstante bedeutet und die spezifische
warme auf ein Mol bezogen wird, ist nach der FERMischen
Statistik dieser Beitrag bei Zimmertemperatur nur etwa 22/100.
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Die Anwendung der FERMischen Statistik auf das
Elektronengas fuhrt, wie Sommerfeld zeigte, zunachst zu
dem bekannten WiEDEMANN-FRANZschen Gesetz,
wonach das Verhdaltnis zwischen dem Warmeleit-
vermdgen und dem elektrischen Leitvermdgen eines
Metalls der absoluten Temperatur universell propor-
tional ist. Ein in diesem Gesetz auftretender Zahlen-
faktor war in der ursprunglichen Elektronentheorie
der Metalle zu 3, spater in exakter klassisch-statisti-
scher Berechnung zu 2 ermittelt worden, wahrend er
sich auf Grund der FERMischen Statistik zu r2
also zu ungefahr 3,3 ergibt. Der letzte der drei Werte
ist derjenige, der mit den Messungsergebnissen am
besten Ubereinstimmt. Auch auf die Theorie der Kon-
taktpotentiale, sowie des Thomson- und des Pe 1 -
TIiER-Effektes) hat Sommerfeld die FERMische
Statistik des Elektronengases erfolgreich angewendet.
Wie sommerfeta zu zeigen vermochte, werden fur
diese Effekte die GrolRenordnung und die Temperatur-
abhéngigkeit durch die FERMische Statistik richtig
wiedergegeben. Ein besonderer Gewinn der neuen
Theorie besteht darin, da3 sie, im Gegensétze zu den
friheren Theorien, besondere Hypothesen Uber die
Wechselwirkung zwischen den freien Elektronen und
den Atomresten des Metalls als Uberflissig er-
scheinen lant)

i) Der PELTIER-Effekt besteht bekanntlich darin, daB, wenn
man einen Strom durch einen aus zwei Metallen gebildeten
Kreis gehen l1aBt, an der einen Lotstelle Erwdrmung und an der
anderen Abkuhlung eintritt. William Thomson hat wiederum
gezeigt, dal auch in einem und demselben Metall thermische
Effekte dann auftreten, wenn ein Strom zwischen Stellen von
verschiedener Temperatur flief3t.
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Funfzehntes Kapitel.

Weitere Anwendungen der Quanten-
mechanik.

Schon in den ersten zwei Jahren seit ihrer Begrin-
dung hat die neue Quantentheorie eine groRe Fulle
hochst bedeutungsvoller Anwendungen gefunden. Einige
unter ihnen sind schon in friheren Kapiteln kurz be-
sprochen worden, wie die Theorien des Wasserstoff-
atom3 und des STARK-Effekts, der Atomquantelung
und des Grundstoffsystems, der Gasentartung und der
freien Metallelektronen. Aus der betrachtlichen Zahl
anderweitiger Anwendungen moégen im folgenden noch
die wichtigsten erwahnt werden.

Zu einer sehr bemerkenswerten Folgerung gelangen
wir zunéchst auf Grund der friheren Gleichungen (127).
Bei der Diskussion dieser Gleichungen kénnen wir.
wie schon seinerzeit erwaéhnt wurde, zwei verschiedene
Arten von Quantenspriingen unterscheiden, je nachdem,
ob sich hierbei der Drehimpuls des achsen-
symmetrischen Systems &ndert oder ungeandert
bleibt. Im ersten Fall ist der Ausdruck (Un— UM
in der letzten der drei Gleichungen (127) von null ver-
schieden und somit

gz(n,m) = 0.

Da die einzelnen Glieder einer Matrix Produkte
aus Amplituden und Exponentialausdricken darstellen,
so bedeutet das Verschwinden von gz(n,m) nichts
anderes, als daR die elementare Lichtwelle, die bei
dem betreffenden Ubergang entsteht, keine Schwin-
gungskomponente in der z-Richtunghat. Anderer-
seits erscheint nach den ersten zwei Gleichungen (127)
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die ~-Richtung in keiner Weise vor der y-Richtung
bevorzugt oder umgekehrt, so dal3 es sich offenbar um
zirkulare Lichtschwingungen senkrecht zur
Symmetrieachse des Systems *) handeln muR. Bleibt
hingegen bei dem Quantensprung der Drehimpuls
ungedndert, so werden die linken und somit auch
die rechten Seiten der Gleichungen null; es ver-
schwinden gy(n, m) und gx(n, m). Die Lichtschwingungen
erfolgen dann parallel zur Symmetrieachse. Im
ersten Falle, in dem sich nach GI. 128 der Drehimpuls
um + h/2n &ndert, ist demnach das Licht zirkular
polarisiert, im zweiten Falle, in dem der Drehimpuls
ungeadndert bleibt, hingegen linear polarisiert. Diese
sogenannte Polarisationsregel wurde zusammen mit
dem Auswahlprinzip, nach dem die Zahl 2nU/h
nur um + 1 oder O springen kann, bereits im Jahre 1918
durch Rubinowicz abgeleitet. In der Quanten-
mechanik ergeben sich beide Prinzipe, im Gegensatz
zu der é&lteren Theorie, ohne dalR die Hinzufiigung
spezieller weiterer Hypothesen notig ware.

Die Stérungsmethode, die bereits im Zusammen-
h&nge mit der Schbédingebsehen Eigenwertmechanik
besprochen wurde, ist, von anderen Gesichtspunkten aus,
auch in der Matrizenmechanik gelegentlich deren Be-
grindung ausgebildet worden und hat als wichtiges
Ergebnis eine Theorie der Dispersion geliefert-).
Den Ausgangspunkt bildete die Frage, welche St6-
rungen die Glieder der Koordinatenmatrix
eines Elektrons erfahren, wenn dieses in ein periodisch

* Die Symmetrieachse des Systems wurde ja als z-Achse
gewahlt.

s) Vgl. hierzu Born, Probleme der Atomdynamik, 1. Teil,
13. Vorlesung.
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veranderliches elektrisches Feld, also in eine
Lichtwelle, gerat.

Sind jFO die Amplitude der elektrischen Feldstéarke
und v die Frequenz ihrer periodischen Anderung, sind
ferner g0 und p0 Koordinaten- und Impulsmatrix im
ungestérten Zustande, und bedeutet vO (w, m) die Uber-
gangsfrequenzen des betrachteten Atoms, so ergibt die
matrizenmechanische Rechnung fur die Stérung gl der
Koordinatenmatrix die Beziehung

(e und n bedeuten wie gewodhnlich elektrische Ladung
und Masse). Fur die Diagonalglieder der Ko-
ordinatenmatrix nimmt die letzte Gleichung die ein-
fachere Form an:

Indem man die Stérung der Koordinatenmatrix mit
der Ladung multipliziert, findet man das Moment der
durch das elektrische Feld hervorgerufenen Polari-
sation und hieraus nach der in der elektromagnetischen
Lichttheorie Ublichen Methode den Brechungsindex
in seiner Abhéangigkeit von der Farbe.

Die GI. 158 stellt die Erweiterung einer Disper-
sionsformel dar, die bereits im Jahre 1921 von
Ladenbuegl) aufgestellt und spéater durch Kba-
mebs 2 und Heisenbebg 3 verbessert worden war.
Im Gegensatz zu den é&lteren Dispersionsformeln, die¥

* R. Ladenburu, Zeitschr. f. Phys. 4, 1921, S. 451.
-) H. A. Kramers, Nature 113, 1924, p. 673.

3 H. A. Kramers und W. Heisenberg, Zeitschr. f. Phys. 31,
1925, S. 681.
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die Licktfrequenz durchweg mit der Schwingungszahl
des elektrischen Momentes verknlpft hatten, war die
L adenburgsehe Formel die erste, in der statt dieser
Schwingungszahl die Frequenzen der Quanten-
springe des Atoms auftraten. Die GIl. 157 bringt
es wiederum, abweichend von der klassischen Theorie,
zum Ausdruck, daR das Streulicht mit dem ein-
fallenden Lichte in der Frequenz nicht Ubereinstimmen
mufR, sondern dalR in dem gestreuten Lichte auch
Kombinationsfrequenzen, namlich v + vO(n, k) auf-
treten. Die Beobachtung dieser zuerst von Smekal ')
postulierten Erscheinung ist auf optischem Gebiete
bisher allerdings noch nicht gelungen.

In der Theorie des ZEEMAN-Effektes vermochten
Heisenberg und Jordan?® mittels der Matrizen-
mechanik die LANDESche Aufspaltungsformel zu
deduzieren und exakter zu begriinden. Die Verschiebung,
die ein Spektralterm in einem Magnetfeld durch die
Aufspaltung erfahrt, ist, wie die Physiker schon lange
wuldten,

wobei wiederum e und p Ladung und Masse des
Elektrons, H die magnetische Feldstarke und z eine
ganze Zahl sind. Wie nun Lande im Jahre 1923
fand3, ist in einem schwachen Magnetfeld

wobei m die magnetische Quantenzahl ist und

) A. Smekal, Naturwissenschaften 11, 1928, S. 873.

2 Vgl. hierzu Bobn, Probleme der Atomdynamik, I. Teil,
18. Vorlesung.

3 A. Lande, Zeitschr. f. Phys. 15, 1923. S. 189.
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Dabei bedeuten (wie im XI1I. Kapitel) | die Neben-
gquantenzahl, die alle ganzzahligen Werte von null bis
zu der um eins verminderten Hauptquantenzahl an-
nehmen kann, r die Quantenzahl, die den Drehimpuls
der Kreiselbewegungen der Elektronen mif3t, undj die
innere Quantenzahl. Fur diese L ande sehe Formel, die
die Aufspaltungsbilder richtig zu berechnen gestattet,
hat die Quantenmechanik eine exakte Begriindung
geliefert.

Auf quantenmechanischer Grundlage fand auch
eine als PASCHEN-BACK-Effekt bekannte Er-
scheinung ihre Erklarung, namlich der mit zu-
nehmender magnetischer Feldstirke eintretende Uber-
gang des durch die L ande sehe Formel beschriebenen
sogenannten anomalen ZEEMAN-Effektes in den schon
von der klassischen Theorie erklarten ,,normalen*
ZEEMAN-Effekt]). Der Ubergang von dem anomalen
zu dem normalen Effekt erklart sich dadurch, daR
nur so lange die Voraussetzungen fiur die Gultigkeit
der LANDEschen Aufspaltungsformel erfiullt sind, als
durch das Magnetfeld die Wechselwirkung zwischen
den von den Quantenzahlen | und r abhédngigen Be-
wegungen nicht gestort wird.

Wahrend hinsichtlich der LANDEschen Formel und
des PASCHEN-BACK-Effektes die Quantenmechanik nur
die Ergebnisse der fruheren Theorie exakter be-
grundete, hat sie von der friheren Theorie ab-
weichende und mit der Erfahrung besser
Ubereinstimmende Resultate hinsichtlich der

1) Die klassische Theorie des normalen ZEKMAN-EU'ektes
wurde, unabhéngig von der Quantentheorie und noch vor deren
Begriindung, im Jahre 1896 von H. A. L okkntz aufgestellt,
der die Gl. 159 mit dem Zahlenfaktor z = + 1 ableitete.
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IntensitatsVerhaltnisse der Zeeman-Kom -
ponenten einer Spektrallinie geliefert. In einem
friheren Kapitel (Kap. X11) ist bereits darauf hin-
gewiesen worden, dal nur solche Quantenspringe
mdoglich sind, bei denen sich j um + 1 &ndert oder
ungeandert bleibt, und daR dasselbe auch fir die
magnetische Quantenzahl m gilt. Hierdurch ergeben
sich bei gegebenen Werten der Hauptguanten- und
der Nebenzahl neun mdgliche Ubergange.

W ir betrachten etwa zunichst die drei Ubergange,
bei denen sich die innere Quantenzahl j um eins er-
hoht und die durch die folgenden Symbole dargestellt
werden kdénnen:

fur die Intensitatsverhaltnisse der entsprechenden
Linien ergeben quantenmechanische Berechnungen®)
die Werte:

Die drei Ubergiange, bei denen j unge&andert bleibt,
kdonnen wir durch die folgenden Symbole bezeichnen:

fur diese Ubergdnge ergeben sich die Intensitats-
verhaltnisse zul

1) Vgl. hierzu Bobn, Probleme der Atomdynamik, 16. \ or-
lesung.
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Endlich kénnen wir die Ubergénge betrachten, bei
denen sich j um eins erniedrigt, entsprechend den
Symbolen:

Fir diese Ubergange ergeben die quantenmechanischen
Rechnungen die folgenden Intensitatsverhaltnisse:

In der Theorie des neutralen Heliumatoms
hatte die fruhere Quantentheorie véllig versagt, ob-
wohl das Heliumatom das einfachste Atom né&chst dem
des Wasserstoffs ist. Als das fundamentale Problem
erschien die Berechnung der lonisierungsspannung
des Heliums, die, mit der Elektronenladung multipliziert,
der Arbeit gleich ist, die erforderlich ist, um dem
neutralen Heliumatom ein Elektron zu entrei3en.
Wahrend alle friheren theoretischen Untersuchungen
fir diese Spannung Werte ergeben hatten, die mit
dem experimentellen Befund nicht in Einklang zu
bringen waren, ist es Kellner) auf Grund der
Schroadinger sehen Theorie gelungen, einen mit der
Erfahrung gut Ubereinstimmenden Wert zu deduzieren.

Sowohl der CoMPTON-Effekt als auch der
photo-elektrische Effekt sind vielfach mittels der
Methoden der neuen Quantentheorie untersucht worden.
Dxrac J hat den CoMPTON-Effekt vom Standpunkte
der $-Zahlen-Mechanik behandelt und erfolgreich die
Frage zu l6sen vermocht, wie bei der Streuung von

!) G w. Kellner, Zeitsckr. f. Physik, 14, 1927, S. 91.
;) P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) 111, 1926,
p. 405.
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Rontgenstrahlen durch lose gebundene Elektronen
die Frequenz und die Intensitat der Streustrahlung
von der Streurichtung abhangen. Fur die Frequenz
fand Dieac denselben Ausdruck, den schon friher
Compton und Debye aus der Lichtquantenhypothese
abgeleitet hatten. Der Ausdruck, den Dieac fur die
Intensitat erhielt, weicht von dem der friheren Theorie
etwas ab, schlieRt sich aber besser als dieser den
experimentellen Befunden an. Im AnschluR an die
ScHBODES'GEESche Theorie wurde der CoMPTON-Effekt
von G oedon !) behandelt, der hierzu die relativitats-
theoretische Wellengleichung des Ein-Elektronen-
Problems ableitete.

Andererseits haben Wentzel 2 und Beck)) das
Verhalten eines Atoms unter der Einwirkung einer
Lichtwelle vom wellenmechanischen Standpunkt aus
untersucht. Sie deduzierten, daR ein von einer Lichtwelle
getroffenes Atom unter Umstanden eine Materiewelle
aussenden muR, die im Boensehen Sinne als ein Strom
von Photoelektronen zu deuten ist. Die von
W entzel und von Beck ausgebildete Theorie ergibt fur
die Geschwindigkeit der Elektronen das bekannte
EiNSTEiNsche Gesetz4» und fur die Richtungs-
verteilung Beziehungen, die durch die Erfahrung
gut bestatigt werden.¥

*) W. Gordon, Zeitschr. 1. Phys. 40, 1926, S. 117.

J G. W entzel, Zeitschr. f. Pliys. 40, 1926, S. 574; 4L 1927
S. 828.

3) G. Beck, Zeitschr. f. Phys. 41, 1927, S. 443.

*) Nach diesem Gesetz ist die Summe aus der kinetischen
Energie des Photo-Elektrons und der Auslésearbeit gleich dem
Produkt aus der Frequenz des auslésenden Lichtes und dem
elementaren Wirkungsquantum.
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Durch die Wellenmechanik und Quantenmechanik
wurden neuestens der Quantentheorie auch zwei sein-
bedeutungsvolle und groRe Anwendungsgebiete erdffnet,
denen die frihere Quantentheorie fremd gegenlber-
gestanden war. Es sind die Probleme der molekularen
Bindungen und der Struktur der Atomkerne.
Heitlee und London] haben im Jahre 1927 auf
wellenmechanischer Grundlage zu zeigen vermocht,
daB die fur die frihere Atomtheorie schwer ver-
stdndlichen homdéopolaren?2 Bindungen zweier
gleicher Atome eine Folge von Resonanz-
erscheinungen sind, die bei den Materiewellen in-
folge der Gleichheit der Elektronen auftreten
mussen. Auf Grund dieser Vorstellung vermochten
Heitlee und London die Bindungsenergie der zwei-
atomigen W asserstoffmolekel in Ubereinstimmung
mit dem empirischen AVert zu berechnen und auch zu
zeigen, daB bei zwei im Grundzustand befindlichen
Helium-Atomen das PAULische Prinzip eine
wechselseitige Anziehung verhindert und damit die
chemische Passivitat des Heliums erklart.

Diese Uberlegungen wurden spater von L ondon 3
auf beliebige Atome ausgedehnt. Er ging dabei von
der Tatsache aus, daB jeder Zustand eines Atoms

U W. Hehler und F. London, Zeitschr. f. Phys. 44, 1927,
S. 458.

2 Als homoopolar wird bekanntlich eine Bindung zwischen
neutralen Atomen bezeichnet, wahrend man unter einer hetero-
polaren Bindung eine zwischen zwei entgegengesetzt geladenen
lonen versteht. H2 ist ein typisches Beispiel einer homodopolaren,

HCI eines einer heteropolaren Bindung.

3 F. London, Vorlaufige Mitteilung in den ,Naturwissen-
schaften* 16, 1928, S. 58; ausfuhrliche Abhandlung im Erscheinen
in der Zeitschr. f. Physik, 1928.
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durch die sich in der magnetischen Feinstruktur aus-
drickende Multiplizitdt des Termsystems charak-
terisiert ist, dem der betreffende Atomzustand an-
gehdrt; die Multiplizitat ist also beispielsweise hei
einem Triplett-Term-System mit drei anzunehmen, und
so fort. Durch die Multiplizitat ist nun nach L ondon
der Symmetriecharakter des Wellenvorgangs
bestimmt, den man dem Atom im Scheodingeksehen
Konfigurationsraum zuzuordnen hat. Derart gelangte
London zu dem Ergebnis, daR die homdopolare
Wertigkeitum eins kleiner als die Multiplizitat
seil). Er findet in Ubereinstimmung mit der chemi-
schen Erfahrung, dal die Halogene in den homdo-
polaren Verbindungen ein-, drei-, funf-und sieben-
wertig seien, mit alleiniger Ausnahme des niedrigsten
Halogens, des Fluors, das sich in der L ondon sehen
Theorie als nur einwertig ergibt und auch tat-
sachlich nie eine andere Valenz aufweist. Fur die
Elemente der Sauerstoffgruppe berechnet L ondon,
dalR sie mit Ausnahme des Sauerstoffs selbst, der nur
zweiwertig auftreten kénne, zwei-, vier- und sechs-
wertig seien, was wiederum mit der Erfahrung uber-
einstimmt.

Einen merkwirdigen Zusammenhang zwischen einem
Ph&nomen der optischen Spektren und einem Problem
der Kernstruktur hat kurzlich Heisenbekg 2 ent-

1) Die homoopolare Valenz ist gleich dem resultierenden
Drehimpuls der Eigenrotationen der Elektronen, wenn dieser
Drehimpuls in Einheiten h\\it gemessen wird. Der resultierende
Drehimpuls vermindert sich bei der Absattigung einer Yalenz
um eine Einheit. Die homoopolaren Valenzen erscheinen ab-
gesattigt, wenn der resultierende Drehimpuls der Elektronen

verschwindet.
2 W. Heisenberg, Zeitschr. f. Phys. 41, 1927, S. 239.
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deckt. In den Bandenspektren der Molekeln mit
gleichen Kernen findet ein Intensitatswechsel
statt, den man friher durch Einfuhrung von Viertel-
Quantenzahlen zu deuten versucht hatte. Heisenberg
erkannte, daR es sich hierbei um einen Resonanz-
Effekt der Kerne handelt, und dall somit die Er-
forschung der Bandenspektren Aufschlisse uber die
Kernstruktur zu liefern vermag. Aus dem vorliegenden
Beobachtungsmaterial glaubt Heisenberg schlielen zu
mussen, daB die Kerne des W asserstoffs (also die
Protonen) eine Eigenrotation haben, daR hingegen
den Kernen von Helium und Kohlenstoff eine solche
Eigenrotation nicht zukommt, indem bei diesen Kernen
der resultierende Drehimpuls der den Kern zusammen-
setzenden Protonen und Elektronen verschwindet.

DaR auch die Kernstruktur durch das Pauli-
sche Prinzip bedingt sein durfte, hat schliellich
Beckl) zu zeigen vermocht. Er brachte die Iso-
topen auf Grund der bekannten A stonsehen Mes-
sungen in ein Schema, fir das er einfache Gesetz-
maRigkeiten auffand. Diese GesetzmaRigkeiten, die
auch Anhaltspunkte fur den Aufbau der Atomkerne
geben, entspringen nach Beck dem PAULischen Prin-
zip und erkléaren sich aus der Eigenrotation der Elek-
tronen.

Sechzehntes Kapitel.
Quantenmechanik und Naturphilosophie.

Die Umwalzung, die in der Physik durch die
Wellenmechanik und die Quantenmechanik hervor-¥

*) Beck, Zeitschr. f. Physik 1928, im Erscheinen.
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gerufen wurde, ist eine viel zu tief greifende, als
daR sie nicht friher oder spéater von weit gehen-
dem EinfluR auf die gesamte Naturphilosophie
werden mufRte. FUr mehrere fundamentale Begriffe
der Naturphilosophie er6ffnen die neuen physika-
lischen Theorien die Madglichkeit einer wesentlichen
Wandlung, und vor allem gehéren hierzu die Be-
griffe der M aterie, der Kausalitdt und des
N aturgesetzes.

Durch die moderne Experimentalphysik ist am
Ende des 19. Jahrhunderts die schon von der natur-
philosophischen Spekulation des Altertums postulierte
Auflésung der Materie in diskrete Urteilchen
zur exakten GewiBheit geworden. Die allerneueste
Entwicklung der Physik hat indessen der Selbstandig-
keit dieser Urteilchen wesentliche Beschrankungen
auferlegt. Weder erscheint heute eine scharfe Lokali-
sierung der Urteilchen maéglich, noch eine deut-
liche Umgrenzung. Ein jedes Teilchen beeinfluRt die
anderen und wird umgekehrt (wie die FERmsche
Statistik erkennen laRt) durch die anderen in seiner
Freiheit beeintrachtigt.

Der Gegensatz zwischen der Materie und dem
(im weitesten Sinne aufgefalten) Lichte ist durch die
jungste Entwicklung der Atomtheorie sehr gemildert
worden. Die wesentlichen Eigentimlichkeiten der
Materie, wie vor allem ihre Diskontinuitat und ihr
Impuls, sind bei dem Lichte und umgekehrt der
undulatorische Charakter des Lichtes bei der
M aterie wiedergefunden wurden. Korpuskulare
und undulatorische Auffassung erscheinen in der
heutigen Physik nicht mehr als Grundlagen verschie-
dener physikalischer Wissenszweige, sondern als kom -
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plementare Zige einer allgemeinen und einheitlichen
N aturbetrachtung ‘).

Der scharf ausgepragten Kausalitat, die sich in
dem makroskopisch - physikalischen Geschehen
offenbart, hat die neueste Physik die Unbestimmt-
heit der atomaren Vorgdnge gegenlubergestellt;
sie nimmt eine Determiniertheit nur mehr fur
statistische GroRen an, die sie den individuellen,
elementaren Prozessen der Physik zuordnet. Eine
solche Auffassung erdffnet naturlich auch neue Per-
spektiven fur die Beurteilung der physikalischen
Gesetzlichkeit als solcher?. In den Mittelpunkt des
naturphilosophischen Interesses riickt immer mehr die
Frage, ob es in der Natur Uberhaupt eine andere
Gesetzlichkeit als eine rein statistische gibt, die
wegen der Allgemeinheit von der Physik mit anderen
Wissenschaften, wie etwa der Nationalokonomie, zu
teilen ware3.

1) Diese Auffassung ist in sehr klarer Weise vonBoHB in
einem Vortrage entwickelt worden, den er im September 1927
auf dem internationalen Physiker-Kongress in Como hielt und
der in den ,Naturwissenschaften“ 1928 zum Abdruck gelangen
soll. Herrn Bohr bin ich fur die freundliche Ubersendung der
Korrekturfahnen sehr zu Danke verbunden.

*) Vgl. einerseits P. Jordan, Kausalitdt und Statistik in
der modernen Physik, Naturwiss. 16, 1927, S. 205 (auch
Nature 119, 1927, S. 566) und andererseits M. P lanck, Physi-
kalische Gesetzlichkeit im Lichte neuerer Forschung, Natur-
wissenschaften 14, 1926, S. 249.

3 Gegen die vollige AusschlieBung nicht-statistischer Ge-
setzmagRigkeiten scheinen den CoMPTON-Effekt betreffende Ver-
suchsergebnisse zu sprechen, aus denen man schliefen kann,
daR die Satze von der Erhaltung der Energie und des Impulses
auch fur den Zusammensto3 eines einzelnen Lichtquants mit

einem einzelnen Elektron erfullt sind.
Haas, Materiewellen 10
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Als das Wesen des physikalischen Fortschrittes
ergibt ein Ruckblick auf die Geschichte der theore-
tischen Physik die fortschreitende Emanzipation der
Physik von rein menschlichen Gesichtspunkten. In
einem solchen Sinne werden die Jahre, die das
Werk de Bboglies, Schrodingers und Heisenbergs
hervorgebracht haben, wohl stets als eine Periode der
Aufklarung gelten, die in der Physik viel zu der
Uberwindung hergebrachter Vorurteile beigetragen
hat.
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Zusammenfassung des Inhalts.

L Kapitel. Einleitend werden der Unterschied
zwischen mechanischerundphysikalischerDenkweise, die
Ildeen der relativitatstheoretischen Mechanik, die Vor-
stellung der Lichtquanten, die Energiestufung der
Atome und das BoHRSche Quantisierungsprinzip be-
sprochen. Als grundsatzliche, eine Lésung erheischende
Schwierigkeiten der BoHRschen Theorie erscheinen
der Widerspruch zwischen den auf das atomare Ge-
schehen angewandten Prinzipen der klassischen Me-
chanik und der Aussonderung ausgezeichneter Bahnen,
sowie die Bestimmung mechanischer Vorgange durch
die in ihrem Wesen optische Fundamentalkonstante h.

1. Kapitel. Das FERMATSche Prinzip, das
oberstes geometrisch-optisches Theorem das Weg-
integral der reziproken Wellengeschwindigkeit als
Minimum hinstellt, weist eine Verwandtschaft mit dem
Prinzip von Maupertuis auf, das als oberstes mecha-
nisches Gesetz das Wegintegral der mechanischen
Geschwindigkeit als Minimum erklart. Diese Analogie
berechtigt zu der Vermutung, daR die Bewegungs-
erscheinungen auf irgend welchen WellenVorgangen
beruhen, bei denen eine universelle Proportionalitat
zwischen der mechanischen Geschwindigkeit und der
reziproken Wellengeschwindigkeit besteht. Eine solche
Vermutung wird auch durch den Zusammenhang ge-
stutzt, der zwischen der allgemeinen Wellenformel und
der relativitatstheoretischen L orentz-Transformation
erkennbar ist. Denken wir uns mit einem bewegten
Materieteilchen einen Schwingungsvorgang verknupft,
so lakt sich auf Grund der LoRENTZ-Transformation

dieser Schwingungsvorgang als eine Uberlichtwelle
10*

als
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deuten, deren Gruppengeschwindigkeit mit der mecha-
nischen Geschwindigkeit des Materieteilchens Uberein-
stimmt.

1. Kapitel. De Broglie ordnet jedem Materie-
teilchen durch die Beziehung

einen Schwingungsvorgang zu und erhalt damit die
mechanischen GesetzméaRigkeiten als notwendige Konse-
quenz eines generellen W ellenprinzips. Die Elektronen
und Protonen erscheinen derart als Energiezentren
sogenannter Materiewellen, deren Wellenldnge durch
den Quotienten aus elementarem Wirkungsquantum
und Impuls bestimmt ist. In der Anwendung auf
gleichférmige Bewegungen in geschlossenen Bahnen
fuhrt diese Vorstellung zu der Folgerung, dal nur
solche Bahnen maoglich seien, fur die die Bahnlange
ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenldnge, und somit
der Drehimpuls ein ganzzahliges Vielfaches von hl2n
darstellt. Die Ubertragung der BEOGLIiEschen Vor-
stellungen auf ein in einem Behéalter eingeschlossenes
Gas fuhrt auf Grund der Eigenschwingungen zu der
Erkenntnis einer Quantelung der molekularen Trans-
lationsenergie und einer Zusammensetzung des Impuls-
raumes aus Zellen, die dem Quotienten aus h3 und
dem Gasvolumen gleich sind.

V. Kapitel. Aus der Vorstellung, daR die
Materieteilchen die Energiezentren von Weilen bilden,
die aus Energieelementen hv zusammengesetzt sind
und deren Gruppengeschwindigkeiten sich als mecha-
nische Geschwindigkeiten manifestieren, werden die
relativistische Formel fir die Abhangigkeit der Masse
von der Geschwindigkeit, die Formeln fur die longi-
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tudinale und die transversale Masse und der Satz
von der tragen Masse der Energie abgeleitet.

Y. Kapitel. Die aus der BROGLiEschen Theorie
sich ergebende Folgerung einer Beugung der Materie-
wellen erscheint durch Beobachtungen tber die Streuung
von Elektronen bei dem Durchgang durch Gase, vor
allem aber durch die Versuche von Davisson und
Germer Uber die selektive Reflexion von Elektronen
an Kristallen experimentell bestéatigt.

YI. Kapitel. In Anknupfung an die ldeen de
Broglies schuf Schrodinger eine Verallgemeinerung
der Mechanik, die dem Ubergang von dem Fermat-
schen zum HuYGENSschen Prinzip, also von der geo-
metrischen Strahlenoptik zu der physikalischen Wellen-
optik analog sein soll. Die Anwendung auf ein ein-
zelnes Teilchen fuhrt zu der fundamentalen Differential-
gleichung

wobei S einen unbestimmten Feldskalar, E die totale
und V die potentielle Energie bedeuten. Durch diese
Beziehung erscheint das physikalische Problem der
Quantisierung der Energie auf das rein mathematische
Problem der Bestimmung von Eigenwerten von Dif-
ferentialgleichungen zuriickgefuhrt. Dieses mathema-
tische Problem wird an den Beispielen der Hermite-
schen Polynome und der Kugelfunktionen erlautert.
VII. Kapitel. Als Beispiele zur Schrédinger-

schen Eigenwertmechanik werden der lineare, harmo-
nische Oszillator und der Rotator mit freier Achse
behandelt. Im Gegensatze zu der friheren Theorie
ergibt sich die Energie des Oszillators gleich einem
ungeraden Vielfachen eines halben Energieelementes,
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wodurch auch die Hypothese einer Nullpunktsenergie
verstandlich wird. Fur den Drehimpuls des Rotators
findet man —2n—1r/ n (n + 1). Auch die Energiestufung
des Wasserstoffatoms kann aus der Schrodinger-
schen Gfleichung abgeleitet werden. Der STARK-Effekt
erklart sich gemaR der mathematischen Theorie aus
der Aufspaltung von mehrfachen Eigenwerten bei dem
Hinzutreten eines Stérungsgliedes in einer Differential-
gleichung. Fir ein System von mehreren Teilchen
stellt die Schrodingersche G-leichung eine Welle in
einem Konfigurationsraum dar, dessen Dimensionszahl
dreimal so grol} wie die Teilchenzahl ist.

VIII. Kapitel. Die von Heisenberg begrindete
Quantenmechanik beruht im Gegensétze zu der &lteren
Quantentheorie nur auf Relationen zwischen direkt be-
obachtbaren atomphysikalischen GréRen; solche sind die
Frequenzen und Intensitaten der Spektrallinien, sowie
die durch Versuche Uber ElektronenstoRe feststellbaren
Energiestufen der Atome. Heisenberg ersetzte jede
periodisch verédnderliche Elektronenkoordinate der
frlheren Theorie durch ein quadratisches Schema
von Partialschwingungen, deren Frequenzen mit den
Schwingungszahlen der Spektrallinien Ubereinstimmen
und deren Amplituden fir die Linienintensitdten mag-
gebend sind. Fur ein solches Schwingungsschema
gab Heisenberg eine Definition der Multiplikation,
wodurch diese Rechenoperation nicht-kommutativ wird.
Die Differenz, die sich in dem Produkte aus einer
Koordinate und dem zugehorigen Impuls bei einer
Vertauschung der Faktoren ergibt, setzt die Heisen-
bergsehe Vertauschungsrelation gleich h/(2ni). Die
Anwendung dieser Beziehung auf den harmonischen,
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linearen Oszillator fuhrt zu dem Ergebnis, dal dessen
Energie ein ungerades Vielfaches eines halben Energie-
elementes darstellt und daR bei allen Quantensprtingen
die BoHESche Frequenzbedingung erfillt ist.

IX. Kapitel. Boen und Joedan haben die exakte
Durchfihrung des Heisenbeegsehen Programms durch
die Schaffung der Matrizenmechanik erméglicht. Mittels
dieser wird gezeigt, dall aus der Heisenbeegsehen
Vertauschungsrelation der Satz von der Erhaltung der
Energie und die BoHESche Frequenzbedingung als
notwendige Folgen resultieren.

X. Kapitel. Unter Verwendung des Begriffes
des mathematischen Operators 4Rt sich die Aquivalenz
der Schbodingeesehen Eigenwertmechanik mit der
Matrizenmechanik nachweisen. Wird die Heisenbebg-
sche Vertauschungsrelation sinngemal} auf Operatoren
Ubertragen, so ergibt sich als Erweiterung der klassi-
schen Mechanik die fundamentale Schbodingeesehe
Differentialgleichung.

X1. Kapitel. W ahrend Schbsdingee die Materie-
teilchen als Energiepakete deutete, hat umgekehrt vom
guantenmechanischen Standpunkte aus Boen den sich
wellenférmig ausbreitenden Schbodingeesehen Feld-
skalar als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, die fir
das Eintreffen eines Teilchens an einem gegebenen
Orte besteht. Nur fur derartige statistische Wahr-
scheinlichkeiten ist nach der Quantenmechanik die
Kausalitat zu bejahen, wahrend sie fur die elementaren
Prozesse der Physik verneint wird. Diese Auffassung
findet eine Stitze auch in der Heisenbeegsehen
Erkenntnis, daR jede Messung atomarer GroélRen
notwendigerweise mit einer Unscharfe verbunden
sein  mufi.
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XI1l. Kapitel. Die quantenmechanische Unter-
suchung des Drehimpulses eines Systems fihrt inVer-
bindung mit der Vorstellung des Kreisel-Elektrons zu
der Unterscheidung von vier Quantenzahlen, die den
Zustand eines Elektrons festlegen. Das PAULische
Prinzip, nach dem in einem Atom niemals zwei Elek-
tronen in sdmtlichen vier Quantenzahlen tGbereinstimmen
konnen, ergibt die maximalen Besetzungszahlen der
ein-, zwei-, drei-, vierquantigen Elektronengruppe usw.
zu 2, 8, 18, 32 und so fort. Damit ist im wesentlichen
die quantentheoretische Erklarung des periodischen
Systems der Elemente gegeben.

XI11l. Kapitel. Aus der Vorstellung des Licht-
quantengases laRt sich, wie Bose zeigte, das Planck-
sche Strahlungsgesetz ableiten, wofern man sich den
einem Quantengas vom Volumen eins zuzuordnenden
Impulsraum aus Zellen von der Gréfe h3 zusammen-
gesetzt denkt und die statistischen GréRen, die in der
klassischen Theorie auf ein Teilchen im w-ten Zu-
stand bezogen werden, auf eine mit n Teilchen be-
setzte Zelle bezieht. Auf Grund der Bosesehen
Statistik hat Einstein eine von der klassischen ab-
weichende Gastheorie zur Erklarung der Entartung
bei tiefsten Temperaturen konstruiert.

X1V. Kapitel. Das PAULische Prinzip wurde
von Fermi in die Statistik Ubertragen. Er grindete
eine neue Gastheorie auf die Annahme, dafl in einem
Gase hochstens eine einzige Molekel mit vorgegebenen
Quantenzahlen Vorkommen kénne. Aus der Fermi-
schen Statistik folgen die Existenz einer Nullpunkts-
energie und eines Nullpunktsdruckes, sowie das Ver-
schwinden der spezifischen W &rme bei dem absoluten
Nullpunkt. Wie Sommerfeld gezeigt hat, erweist sich
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die FUEMische Statistik als besonders fruchtbar in
ihrer Anwendung auf die in den Metallen enthaltenen
freien Elektronen, die nach der Eeemisehen Theorie
wegen ihrer geringfligigen Masse bei Zimmertemperatur
ein vollkommen entartetes Gas darstellen. Dadurch
erklart sich auch die fir die klassische Statistik un-
verstandliche Tatsache, daR die freien Elektronen
keinen merklichen Beitrag zu der spezifischen Warme
der Metalle liefern.

XV. Kapitel. Von weiteren Anwendungen der
Wellen- und der Quantenmechanik werden kurz be-
sprochen: die Polarisationsregel, die Dispersion, die
Landesehe Formel fur die Aufspaltung der Spektral-
terme in schwachen magnetischen Feldern, der Paschen-
BACK-Effekt, die Intensitatsverhaltnisse der Zeeman-
Komponenten, das Heliumatom, der Compton- Effekt,
der photo-elektrische Effekt, die homdopolare Valenz,
der Resonanzeffekt der Atomkerne in den Banden-
spektren und das Problem der Isotopen.

XVI1. Kapitel. Die neueste Entwicklung der
Atomphysik eroffnet fur die Begriffe der Materie, der
Kausalitat und des Naturgesetzes die Mdglichkeit einer
wesentlichen Wandlung.
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Element. Wirkungsquantum (h)

Ubersicht
Uber die haufigsten Bezeichnungen.

Amplitude

Diagonalmatrix

Energie

Feldstarke

Impuls

H amilton sehe Funktion
(oder Hebmitesches Po-
lynom)

Kinetische Energie
Teilchenzahl

Kraft

Gaskonstante
Schrodingerscher Feld-
skalar (oder Entropie)
Absolute Temperatur (oder
Spektralterm)

Drehimpuls

Potentielle Energie (oder
Volumen)
Wahrscheinlichkeit
Komplexe Amplitude
Beschleunigung
Lichtgeschwindigkeit
Elektrisches Elementar-
quantum (oder Basis der
naturlichen Logarithmen)
Gruppengeschwindigkeit

h Elementares Wirkungs-
quantum.

i Index oder imaginare Ein-
heit

k Boltzmann sehe Konstante

j, k I, to, n Quantenzahlen

to Masse

p Impulskomponente

q Koordinate

t Zeit

u  Wellengeschwindigkeit
(oder spezifische Strahlungs-
dichte)

v Mechanische Geschwindig-
keit

w In Kap. IV eine universelle
Geschwindigkeit

J LAPLACESche Ableitung

3 Abkurzung, definiert durch
Gl. 8

* Phasenkonstante oder in-
dividuelle Energie

tj Strahlungsdichte

I Wellenlange

ti Masse
t Frequenz
9 Phase

Universelle Konstanten.

Elektrisches Elementarquantum (e)
Lichtgeschwindigkeit (c)
Protonen-Masse
Elektronen-Masse

Boltzmann sehe Konstante (k)
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