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Vorwort.
Obwohl nur etwas über zwei Jahre seit der Be­

gründung der H eisenbeeg schen Quantenmechanik und 
der SchRöDingeR schen Wellenmechanik verstrichen sind, 
erscheint es heute bereits denkbar, über diesen jüngsten 
physikalischen Wissenszweig ein Lehrbuch in einem 
Umfange von etwa tausend Seiten herauszugeben. Der 
Verfasser dieser Schrift glaubte indessen, daß mehr 
als nach einem so umfangreichen und vollständigen 
Werke in weiten, nicht nur Berufsphysiker, sondern 
auch Laien umfassenden Kreisen ein Verlangen nach 
einer kürzeren Darstellung bestehen dürfte; nach einer 
Darstellung, die keine hohen mathematischen Kennt­
nisse voraussetzt, die nur das Wesentliche der Ge­
dankengänge de B roGlies, Scheöbingees und H eisen- 
beegs wiedergibt, die den inneren Zusammenhang dieser 
Ideen berücksichtigt und an der Hand der wichtigsten 
Anwendungen ihre Tragweite zu veranschaulichen sucht. 
Eine solche Darstellung wird in dem vorliegenden Büch­
lein versucht, das Vorlesungen enthält, die der Verfasser 
während des Wintersemesters 1927/28 an der Wiener 
Universität gehalten hat,"

Es ist selbstverständlich,* daß eine derart absicht­
lich kurze und unvollständige Schrift nicht nur wegen 
vieler Probleme den stärker interessierten Leser auf die 
Originalabhandlungen verweisen muß, sondern daß eine

www.rcin.org.pl



elementar gehaltene Darstellung unvermeidlicherweise 
auch auf manche feinere Einzelheiten verzichten muß, 
die vielleicht mehr vom mathematischen als vom physi-
kalischen Standpunkte aus wichtig erscheinen dürften.

Der Verfasser war bemüht, alle wesentlichen Fort­
schritte zu berücksichtigen, die in der Atomphysik 
bis zum Januar 1928 erzielt wurden. In die wenigen 
Wochen zwischen dem Abschluß des Buches und 
seiner Veröffentlichung fällt die Publikation der höchst 
bedeutungsvollen Experimente Gr. P. ThomsonS, der 
nachzuweisen vermochte, daß Kathodenstrahlen bei 
ihrer Streuung an dünnen Metallfolien ganz ähnliche 
Beugungserscheinungen hervorrufen wie in bekannter 
Weise .Röntgenstrahlen bei ihrer Streuung durch 
Kristallpulver (London, Royal Soc., Proc., (A) 117, 
1928, p. 600). Ähnliche Versuche sind inzwischen auch 
Herrn Rupp in Göttingen gelungen. Da es leider nicht 
mehr möglich war, die schönen Experimente der Herren 
G. P. Thomson und Rüpp in das Kapitel über die 
Beugung der Materiewellen aufzunehmen, so mögen 
sie wenigstens an dieser Stelle kurze Erwähnung finden.

Viele wertvolle Anregungen verdanke ich Herrn Dr. 
Guido Beck (Wien), der mein Manuskript einer ein­
gehenden Durchsicht unterzog, sowie den Herren Eugen 
Guth, August K ornfeld und Dr. Franz Urbach in 
Wien, die so freundlich waren, die Korrektur aufmerk­
sam durchzusehen. Ihnen sei auch an dieser Stelle 
für ihre Mühe und Hilfe herzlichst gedankt. Auf­
richtig dankbar bin ich auch meinem Verleger für 
die Bereitwilligkeit, mit der er bei der Herstellung 
dieses Büchleins allen meinen Wünschen entgegen­
gekommen ist.

W ien , Ende Februar 1928. A rthur Haas,

VI VORWORT
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E rstes K apitel.

Das Problem der Atommechanik.
Aus einer früheren Blütezeit der Physik, aus der 

zweiten Hälfte des siebzehnten Jahrhunderts, stammt 
ein Ausspruch des großen Forschers H ü t g e n s , in 
dem nicht nur die Denkrichtung jener Zeit, sondern 
auch die der nächsten zweihundert Jahre zu scharfem 
Ausdruck gelangten. „In der wahren Wissenschaft“ — 
so äußerte sich H uygens — „könne man die Ur­
sachen aller Wirkungen nur durch die D enkw eise 
der M echan ik  begreifen, wolle man nicht für immer 
auf jede Hoffnung verzichten, überhaupt je etwas in 
der Physik zu verstehen“ 1). Die m echanisierende 
Tendenz ist in der Physik in der Tat bis in die 
zweite Hälfte des neunzehnten Jahrhunderts vor­
herrschend geblieben. Sie schwächte sich erst ab, als 
nach dem völligen Versagen aller mechanischen Äther- 
Theorien M a x w e l l  eine neue Theorie des Lichtes 
auf elektromagnetischer Grundlage schuf. Die ersten 
Jahrzehnte des zwanzigsten Jahrhunderts brachten

1) H üygens, Traite de la lumiere (Leyden 1690), chap. 1 : 
„Dans la vraye philosophie on concoit la cause de tous les effets 
naturels par des raisons de mechanique. Ce qu’il laut faire a 
mon avis ou bien renoncer a toute esperance de jamais rien 
comprendre dans la physique.“

H aa s , Materiewellen 1
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dann in reichster Fülle Entdeckungen in tra -a tom arer 
Phänom ene, und deren fortschreitende Erforschung 
lenkte immer stärker das Interesse der Physiker auf 
den Zusammenhang, der wohl zwischen den mechani­
schen Erscheinungen und den elektrischen, magnetischen 
und optischen Phänomenen vermutet werden konnte. 
In Umkehrung des H uygens sehen Ausspruches könnten 
die Physiker von heute vielleicht sagen, daß man auf 
jede Hoffnung verzichten müsse, überhaupt etwas in 
der Physik wirklich zu verstehen, solange es nicht ge­
lungen sei, die mechanischen Erscheinungen durch die 
Denkweise der anderen Zweige der Physik zu be­
greifen. In dem Streben nach einem solchen Ziele 
stellen nun höchst verheißungsvolle Fortschritte die 
seit 1924 entstandenen Theorien von d e  B e o g l i e , 
S c hRö d in g e R und H e is e n b e Rg dar, in deren Ideen 
diese Schrift in elementarer Weise einführen möge.

Die Mechanik ist der älteste Zweig der exakten 
Physik. Ihr galten die Forschungen des eigentlichen 
Begründers der theoretischen Physik, G a l il e i s . Die 
Aufstellung ihrer Grundgesetze ist das Werk des 
Mannes, der zuerst die ganze Physik auf mathemati­
scher Grundlage in ein einheitliches System bringen 
wollte, nämlich N e w t o n s . Noch zweihundert Jahre 
später schien es, als ob die Begründung der Dynamik 
durch N ewton eine endgültige gewesen wäre; so daß 
auf N ewtons Werk zwar noch eine weitgehende Ver­
vollkommnung und Verfeinerung der formellen Methoden 
folgen konnte, nicht aber darüber hinaus eine wesentlich 
neue Erkenntnis hinsichtlich der eigentlichen Be­
wegungsgesetze möglich wäre.

Die Voreiligkeit einer solchen Auffassung erwies 
sich im Beginne des zwanzigsten Jahrhunderts. Auf

2 ERSTES KAPITEL
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r e l a t i v i t ä t s t h e o r e t i s c h e r  Grundlage entstand 
zwischen 1905 und 1909 eine neue Mechanik. Sie 
brachte nicht nur Verallgemeinerungen klassischer 
Bewegungsgesetze, die in ihrer ursprünglichen Form 
seitdem nur mehr als angenähert richtig angesehen 
werden dürfen, sondern auch eine völlig neue Er­
kenntnis von allergrößter Tragweite. Einerseits ergab 
sich nämlich eine merkwürdige Verknüpfung zwischen 
Mechanik und Optik insofern, als sich die G e ­
s c h w i n d i g k e i t  der  L i c h t w e l l e n  als o b e r e  
G r e n z e  für alle m e c h a n i s c h e n  Geschwindigkeiten 
erwies. Andererseits offenbarte sich ein enger Zu­
sammenhang zwischen dem mechanischen Grundbegriff 
der Masse und dem vielleicht wichtigsten Begriffe 
der Gesamtphysik, dem Begriff der Energie .  Auf 
der Grundlage der neuen relativistischen Mechanik 
erwiesen sich die beiden fundamentalen Begriffe in­
sofern als identisch,  als die Masse eines Körpers 
oder Materieteilchens von seinem Energieinhalt nur 
durch einen universellen Proportionalitätsfaktor ver­
schieden erscheint, der wiederum mit dem Quadrate 
der L ich tge s ch w in d ig k e i t  übereinstimmt.

Doch nicht nur die Relativitätstheorie erschütterte 
die Grundlagen der „klassischen“ Mechanik. Diese 
geriet auch in Widerspruch zu wesentlichen Er­
gebnissen der Quantentheorie ,  die ungefähr gleich­
zeitig mit der Relativitätstheorie entstand und gleich 
dieser nicht bloß ein einzelnes Erscheinungsgebiet, 
sondern die Grundlagen der gesamten Physik zum 
Gegenstände hat. Ihren Ausgang nahm die Quanten­
theorie eigentlich von der Entdeckung eines weit­
gehenden Parallelismus zwischen den Objekten der 
mechanischen, der elektrischen und der optischen

l*
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Erscheinungen. Schon in den letzten Jahren des neun­
zehnten Jahrhunderts wurde es klar, daß die Objekte 
aller Bewegungsvorgänge letzten Endes zwei Arten 
m a terie lle r  U rte ilch en  seien, deren Massen zwei 
universelle Konstanten darstellen, und daß sich alle 
Atome aus diesen beiden Arten von Urteilchen auf­
bauen, die man heute als P roton en  (mit der größeren 
Masse) und E lek tron en  (mit der kleineren Masse) 
unterscheidet. Gegen Ende des neunzehnten Jahr­
hunderts erwachte auch die Erkenntnis einer atom i- 
stisch en  Struktur der E le k tr iz itä t  Die Physiker 
erkannten, daß alle elektrischen Ladungen ganzzahlige 
Vielfache einer E lem en tarladu n g  darstellen müssen 
und daß alle materiellen Urteilchen eine solche 
Elementarladung aufweisen, und zwar die schwereren 
Protonen eine positive, die leichteren Elektronen hin­
gegen eine negative1).

Zu den Entdeckungen der materiellen Urteilchen 
und der elektrischen Elementarladung gesellte sich 
nun im Beginne des zwanzigsten Jahrhunderts die 
nicht minder wichtige Entdeckung, daß auch das L ich t  
(im weitesten Sinne dieses Wortes) eine atomistische 
Struktur aufweist, daß also in gewissem Sinne auch 
von L ichtatom en  gesprochen werden kann. Unter 
dem Lichte ist dabei nicht bloß das sichtbare Licht 
zu verstehen, sondern auch die ultraroten Wärme- i)

i) Die Masse eines Protons beträgt 1,66 . IO-24  g, die 1847mal 
kleinere Masse eines Elektrons ist 9 ,0 0 .10— 28 g. Die elektrische 
Elementarladung beträgt 4 ,77.10“ 10 elektrostatische Einheiten, 
wobei in bekannter Weise unter einer elektrostatischen Einheit 
eine Ladung verstanden wird, die auf eine gleiche in einer Ent­
fernung von 1 cm eine Kraft von einer Dyne (gleich etwa dem 
Zuge eines Gewichtes von 1 mg) ausübt.
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strahlen, die elektrischen Entladungswellen, die Wellen 
der Radiotelephonie, die ultravioletten Strahlen, die 
Röntgenstrahlen, die Gamma-Strahlen der radioaktiven 
Substanzen, und so fort. Diese scheinbar so verschie­
denen Arten von Strahlen unterscheiden sich bei 
völliger Wesens gl e ichheit  bekanntlich nur durch 
ihre versch iedene  Schwingungszahl ,  die, auf eine 
Sekunde bezogen, beispielsweise 400 Billionen für rotes 
Licht beträgt, einige Trillionen für die härtesten 
Röntgenstrahlen, aber nur einige Hunderttausende 
für die in der Radiotelephonie üblichen elektrischen 
Wellen.

Wie nun P l a n c k  im Jahre 1900 entdeckte und 
E in s t e in  1905 schärfer begründete, setzt sich alle 
lichtartige Strahlung aus Strahlungselementen zu­
sammen, deren E n e r g ie  sich von der Frequenz  nur 
durch einen universel len Propor t ion a l i tä ts fak tor  
unterscheidet. Ganz allgemein erhält man die Energie 
eines Strahlungselementes in den üblichen absoluten 
Energieeinheiten, in „Erg“ *), indem man die auf eine 
Sekunde bezogene Frequenz mit der Zahl 6,55.10-27 
multipliziert. Diese Zahl hat die physikalische Di­
mension einer Energie, gebrochen durch eine auf die 
Sekunde bezogene Frequenz, also die Dimension 
eines Produktes aus Energie und Zeit; und da ein 
solches Produkt in der Mechanik als Wirkung be­
zeichnet wird, so wird der universelle Proportionalitäts­
faktor zwischen Energie und Frequenz das elementare 
W i r k u n g s q u a n t u m  genannt. Die Energie eines 
Elementes eines gelben Lichtstrahls ergibt sich da­
nach beispielsweise zu 3,3.10“ 12Erg.

l) Die Arbeit, die bei dem Heben eines Gewichtes von 1 kg 
um lm  verrichtet wird, ist gleich 9,81 .107Erg.
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Eine große Zahl von experimentellen Unter­
suchungen hat den einwandfreien Nachweis dafür er­
bracht, daß die Strahlungsatome, die heute allgemein 
als L ichtquanten oder neuestens auch als Photonen 
bezeichnet werden, ebenso eine indiv idue l le  Existenz 
besitzen wie die Protonen oder Elektronen. Bei dem 
sogenannten l ichte lektr ischen Effekt ,  bei dem durch 
Belichtung mit ultravioletten oder Röntgenstrahlen 
Elektronenschwärme aus einer bestrahlten Metallplatte 
losgerissen werden, zeigt es sich, daß die Energie je 
eines einzelnen Photons in die Bewegungsenergie 
je eines einzelnen E lektrons  verwandelt wird. Um­
gekehrt wird bei der Erzeugung von R ö n t g e n ­
strahlen durch Kathodenstrahlen (also durch rasch 
bewegte Elektronen) je ein einzelnes Photon durch 
die verschwindende Bewegungsenergie eines einzelnen 
Elektrons hervorgerufen.

Infolge der früher erwähnten Identität von Energie 
und Masse kommt natürlich auch jedem Photon eine 
bestimmte M a s s e  zu, die ebenfalls seiner Frequenz 
direkt proportional ist!). Sie ergibt sich in Grammen, 
indem die Frequenz (pro Sekunde) mit der Zahl 
7,27.IO-48 multipliziert wird (diese Zahl ist nämlich 
gleich dem elementaren Wirkungsquantum, dividiert 
durch das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit). Für sicht­
bares Licht ist die Masse eines Photons recht klein, 
verglichen mit der Masse eines Elektrons, etwa einige 
Hunderttausende mal kleiner. Für die Photonen der 
Gamma-Strahlen ist die Masse aber immerhin ungefähr 
ebenso groß wie die eines Elektrons. Daß den Photonen

i) Es ist aber wohl zu beachten, daß im Sinne der Rela­
tivitätstheorie die „Ruhemasse“ der Photonen verschwinden 
müßte; vgl. die spätere Gleichung (43).

6 ERSTES KAPITEL
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in der Tat eine individuelle Masse zukommt, offenbart 
sich am deutlichsten bei Zusammenstößen  zwischen 
L i c h t q u a n t e n  und E l e k t r o n e n .  Wie Arthur H. 
C om pton  im Jahre 1923 entdeckte, ist bei solchen 
Zusammenstößen nicht nur das Gesetz der Erhaltung 
der Energie erfüllt, sondern auch das Gesetz der 
Erhaltung der B ewegungsgröße ,  wenn letztere 
sowohl bei dem Elektron als auch bei dem mit 
Lichtgeschwindigkeit bewegten Photon durch das 
Produkt aus der Masse und der Geschwindigkeit an­
gegeben wird.

Obwohl das elementare  Wirkungsquantum in 
die Physik eigentlich als eine optische Konstante 
eingeführt wurde (nämlich als diejenige universelle 
Konstante, die den Atomismus des Lichtes regelt), so 
erkannten die Physiker doch bald, daß auch re in  
m e c h a n i s c h e  Vorgänge i n n e r h a l b  der  A t o m e  
durch das elementare Wirkungsquantum festgelegt 
sein müssen. Die ursprünglich rein optische Konstante 
übernahm so auch die zweite Punktion einer atom- 
mechanischen  F u n d a m e n ta lk o n s ta n te 1). Die 
Notwendigkeit einer Atommechanik ergab sich aber 
wiederum aus der Erkenntnis, daß alle Atome einen 
p o s i t i v  e l e k t r i s c h e n  K e r n  enthalten, der von i)

i) Der Verfasser dieser Schrift glaubt der Erste gewesen 
zu sein, der diese Auffassung —  im Jahre 1910 — entwickelte, 
und zwar in seiner Anwendung auf das Wasserstoffatom; Sitz.- 
Ber. der Wiener Akad. d. Wiss., math. nat. Kl., Abt. I la , 1910, 
S. 119—144. In der Abhandlung wurde auch zuerst der Zu­
sammenhang der spektroskopischen Grundkonstante, der so­
genannten R yd b e r g  sehen Konstante, mit der elektrischen 
Elementarladung, der Elektronenmasse und dem elementaren 
Wirkungsquantum abgeleitet.
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negativen Elektronen umgeben ist1). Zwischen dem 
Kerne und seiner Umgebung muß daher eine elektrische 
Anziehung wirken, und nur durch das Hinzukommen 
von Zentr i fu galkrä f te n  glaubte man die dauernde 
Existenz eines derartigen Atoms erklären zu können. 
Man nahm infolgedessen die den Kern umgebenden 
Elektronen als in raschem Umlauf begriffen an. 
ähnlich den Planeten des Sonnensystems, mit dem 
man die Atome gern verglich.

Das einfachste Problem der Atommechanik lag 
jedenfalls bei dem W assers to f fa to m vor, bei dem 
man auf Grund von vielen Erfahrungstatsachen nur 
ein einziges Planetenelektron annimmt. Der Radius 
der Elektronenbahn erschien in einem solchen Atom­
modell zunächst unbestimmt. B ohr  überwand diese 
Schwierigkeit im Jahre 1913 durch eine Hypothese, 
die sich für die weitere Entwicklung der Atomphysik 
als ungemein fruchtbar erwies. Er setzte den noch mit 
2  tz multiplizierten Dreh impuls  der Elektronenbahn 
(bestimmt durch das Produkt aus Elektronenmasse, 
Bahnradius und Geschwindigkeit) gle ich dem e le ­
mentaren Wirkungsquantum. In Verbindung mit 
der Tatsache, daß Zentrifugalkraft und elektrische An­
ziehung einander aufheben, ergab die B ohr sehe Hypo­
these für das benutzte M o d e l l  ganz bestimmte Werte 
des Bahnhalbmessers und der Bahngeschwindigkeit2).

J) Die von R ü t h e r f o r d  im Jahre 1911 begründete Vor­
stellung des „Kernatoms“ findet ihre wichtigste experimentelle 
Stütze in Beobachtungen über den Durchgang von a-Strahlen 
durch Metallfolien.

2) Für den Bahnhalbmesser ergibt sich auf Grund der 
B ohr sehen Hypothese ein Wert von 5 ,3 0 .1 0 ~ 9cm, für die 
Bahngeschwindigkeit ein Wert von 2,188.10®cm pro Sekunde; 

• die Zahl der Umläufe pro Sekunde ergibt sich zu 6 ,5 8 .10t5.

8 ERSTES KAPITEL
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Andererseits zeigen nun die spektroskop ischen  
Beobachtu ngen ,  daß für das Atom eines jeden 
chemischen Elementes  eine Mannigfaltigkeit ganz 
bestimmter Werte von Li chtf requenzen  charak­
teristisch ist, die in ihrer Gesamtheit das sogenannte 
L in ienspektrum des betreffenden Grundstoffs dar­
stellen. Die Linien können nicht nur als Emissions-, 
sondern auch als Absorptionslinien auftreten, d. h. das 
Atom kann Photonen bestimmter Frequenzen entweder 
abgeben oder in sich aufnehmen. Nach dem Satze 
von der Erhaltung der Energie muß offenbar der erste 
Vorgang mit einem Verlust, der zweite mit einem 
Gewinn an atomarer Energie verbunden sein. Aus 
der Proportionalität zwischen der Energie eines Photons 
und seiner Frequenz folgt hieraus, daß ein jedes 
Atom seine Energie nur um ganz bestimmte, für 
das betreffende chemische Element charakteristische 
E ne rg ie be träg e  ändern kann.

In der Tat zeigen auch Beobachtungen über Zu­
sammenstöße von Elektronen mit Atomen!), daß die 
Elektronen nur ganz bestimmte, genau meßbare Energie­
beträge an die Atome abzugeben vermögen, und über­
dies geht aus diesen Versuchen auch hervor, daß durch 
die Energieabgabe an das Atom unter Umständen die 
Emission einer Spektrallinie hervorgerufen wird, deren 
Frequenz genau gleich ist dem abgegebenen Energie­
betrag, dividiert durch das elementare Wirkungs­
quantum. Es ergibt sich also die wichtige Folgerung, 
daß die Atome außer in ihren Grundzuständen — 
wenigstens vorübergehend — auch in anderen, energie­
reicheren Zuständen existieren können, die aber ganz

1) Die Versuche über Elektronenstöße wurden von E r a n c k  
und H e r t z  im Jahre 1913 begründet.
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bestimmten Energiestufen entsprechen. Übergänge 
zwischen diesen, jedem Grundstoff eigentümlichen 
Energiestufen sind es eben, die zu der Emission oder 
Absorption bestimmter Spektrallinien führen.

B ohk ist zu einer richtigen Deutung des tat­
sächlich b e obacht barenW assersto f fspektrums durch 
die Annahme gelangt, daß in den abnormalen Zuständen 
des Wasserstoffatoms der mit 2 tz multiplizierte Dreh­
impuls nicht dem elementaren Wirkungsquantum selbst, 
sondern einem ganzzahligen Vie l fachen  hiervon 
gleich sei. Die Reihe der Atomzustände ergibt sich 
nach B ohr, indem man den Quotienten aus dem mit 
2  tz multiplizierten Drehimpuls und dem elementaren 
Wirkungsquantum die R e ihe  der ganzen Zahlen 
(1, 2, 3 usw.) durchlaufen läßt. Im wesentlichen be­
stand also B ohrs Methode darin, daß er zunächst nach 
den Prinzipen der k lassischen Mechanik  die G e ­
samtheit  aller im Atom möglichen Bahnen ermittelte 
und dann erst aus dieser Gesamtheit als „qu a n t e n -  
t h e o r e t i s c h  z u l ä s s i g “ diejenigen Bahnen a u s ­
s o n d e r t e ,  die der eben erwähnten Q u a n t e n ­
b e d i n g u n g  genügen.

Diese BoHRSche Methode, die bald darauf, vor 
allem durch S o m m e r f e l d , sehr vervollkommnet und 
erweitert wurde, hat sich als ungemein fruchtbar für 
die weitere Entwicklung der theoretischen Physik er­
wiesen. Mit ihrer Hilfe gelang innerhalb eines Jahr­
zehnts die Vollendung einer großartigen Theorie, die fast 
alle bekannten spektroskopischen  Erscheinungen in 
einheitlicher Weise zu erklären vermochte. Als indessen 
die Zahl der atomphysikalischen Probleme wuchs, da 
mußten die Physiker doch bisweilen auch ein V e r ­
sagen der BoHRschen M e th o de  feststellen. So er-

10 ERSTES KAPITEL
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wies es sich beispielsweise als unmöglich, mit ihrer 
Hilfe das H e l ium atom  in Übereinstimmung mit der 
Erfahrung zu deuten, obwohl dieses Atom das einfachste 
nächst dem Wasserstoffatom ist.

Die gelegentlichen Mißerfolge der Bomischen 
Theorie lenkten die Aufmerksamkeit der Physiker 
wiederum auf die fundamentalen Schwierigkeiten, die 
dieser Theorie von Anfang an anhafteten, die aber in 
den Jahren der triumphalen Erfolge in Vergessenheit 
geraten waren. Nun, wo die Theorie mehrfach zu 
versagen begann, wurden auch diese Schwierigkeiten 
wieder stärker empfunden. Die Auszeichnung der „ge- 
quantelten“ Bahnen mußte vom Standpunkte der 
klassischen Mechanik aus völlig unverständlich bleiben 
und nicht minder die Bestimmung der mechanischen 
Bahnen durch eine optische Fundamentalkonstante. 
Eine Befreiung aus der Krise, von der derart die 
Atomtheorie um das Jahr 1923 ergriffen wurde, konnte 
nur von einer neuerlichen Vera l lgemeinerung der 
M echanik  erhofft werden, von einer dritten Be­
gründung der Mechanik (wenn man so sagen darf), 
die in der neuen Form nicht nur die erste G alilei- 
sche, sondern auch die zweite E instein sehe Mechanik 
als Spezialfall in sich schließen müßte.

Die E instein sehe Mechanik hatte neue Erkennt­
nisse für den Fall enorm großer Geschwindigkeiten 
geschaffen, während für den Fall der gewöhnlichen 
Geschwindigkeiten die „klassische“ Mechanik richtig 
blieb. Ähnlich mußte von der dritten Mechanik ge­
fordert werden, daß sie zu neuen Resultaten in ihrer 
Anwendung auf Bereiche von atomaren Dimensionen 
führe, während in der Anwendung auf makroskopische 
Bereiche ihre Ergebnisse mit denen der klassischen

DAS PROBLEM DER ATOMMECHANIK 11
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Mechanik übereinstimmen. Auf solche Weise konnte 
gehofft werden, daß eine neue Mechanik aus sich 
selbst heraus die bis dahin so mysteriösen Quanten­
bedingungen des atomaren Geschehens  liefern 
würde, und diese nicht länger als fremde Zutaten 
ohne inneren Zusammenhang ihr aufgezwängt werden 
müßten; endlich auch, daß für die neue Mechanik die 
Schwierigkeiten wegfallen würden, die sich für die 
frühere Quantentheorie dadurch ergeben hatten, daß 
manche ihrer notwendigen Ergebnisse in Widerspruch 
zu experimentellen Beobachtungen standen.

Zweites  Kapitel .

Das Fermatsche Prinzip, 
die Lorentz-Transformation und der Begriff 

der Gruppengeschwindigkeit.
Sowohl in der Mechanik  als auch in der Optik 

geht bis in frühe Zeiten das Bestreben zurück, ein 
allgemeines oberstes Pr inzip  aufzufinden, das eine 
Maximal-  oder Min im ale igenschaft  einer mechani­
schen oder optischen Größe zum Ausdruck bringt und 
dadurch in besonders einfacher Form die wesentlichen 
Grundgesetze des betreffenden Wissenszweiges zu­
sammenfaßt. In der Optik wurde als ein solches 
Prinzip im siebzehnten Jahrhundert von F ebmat das 
Prinzip der kürzesten L ichtze i t  aufgestellt. Es 
lehrt, daß ein Li chts trahl ,  der von einem Punkte A  
zu einem Punkte B  gelangt, zur Zurücklegung des 
wirkl ichen Weges  eine kürzere Z e i t  braucht, als
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er zu dem Durchlaufen jedes anderen Weges zwischen 
A  und B  benötigen würde *).

Aus dem F ermat sehen Prinzip läßt sich die Form 
des Lichtstrahls richtig bestimmen, beispielsweise sehr

DAS PER MATSCHE PRINZIP 13

leicnt aas Drecnungs -  
gesetz ableiten,  dem­
zufolge der Sinus des 
Einfallswinkels zu dem 
Sinus des Brechungs­
winkels in demselbenVer- 
hältnis steht wie die 
W ellengeschwindigkeit in 
dem ersten Medium zu 
derjenigen im zweiten 
Mittel. Es seien z. B. C 
und D  (Fig. 1) zwei 
benachbarte Punkte in 
der Trennungsfläche der
beiden Medien, und E  und F  seien die Fußpunkte 
der Lote, die von diesen beiden Punkten auf die 
Bichtungen der Strahlen A D  und CB gefällt werden. 
Die Lichtzeiten seien für die Lichtwege A C B  und A D B  
gleich und t2, und die Lichtgeschwindigkeiten seien 
in den beiden Medien gleich ux und m2. Dann ist, 
wie aus Fig. 1 folgt,

>) F e r m a ts  Prinzip knüpft an ein ähnliches an, das bereits 
im Altertum von H eron  von Alexandria für den speziellen 
Pall der Reflexion von Lichtstrahlen aufgestellt worden war und 
das für diesen Fall den Lichtweg als Minimum erklärt hatte. 
Da hierbei die Geschwindigkeit überall denselben Wert hat, 
entspricht in diesem Spezialfall in der Tat der kürzesten Licht­
ze it auch der kürzeste Licht w eg.
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Bezeichnen wir den Einfallswinkel (ACR ) mit u und 
den Brechungswinkel (BCS) mit ß, und beachten wir, 
daß C und D  benachbarte Punkte sein sollen, so 
können wir auch schreiben

14 ZWEITES KAPITEL

Wenn nun der wirkl iche Weg, den der Lichtstrahl 
von A  nach B  zurücklegt, über C führt, dann muß der 
Größe tx die erwähnte Minimaleigenschaft zukommen, 
und dies bedeutet in der Sprache der Mathematik, daß 
der Zeitunterschied t2  —  ty verschwindend klein von der 
zweiten Ordnung werden muß, wenn die Strecke CD  
verschwindend klein von der ersten Ordnung wird. 
Das ist aber nur dann möglich, wenn der Klammer­
ausdruck, mit dem in der letzten Gleichung die Strecke 
C D  multipliziert ist, gleich null ist; d. h. es muß

sein, welche Proportion eben das Brechungsgesetz zum 
Ausdruck bringt.

Betrachten wir also zwei Medien mit den Weilen­
geschwindigkeiten uy und u2, und bezeichnen wir mit 
Sy und s2 die Längen der Strecken, die der Strahl 
auf dem Wege von A  nach B  in den beiden Medien 
zurücklegt, so wird für den wirklichen Weg die eine 
Zeit darstellende Summe (Sy/Uy +  s2/u2) ein Minimum. 
Für ein inhomogenes Mittel ,  in dem die Geschwindig­
keit im allgemeinen von Steile zu Stelle verschieden ist, 
finden wir den die Lichtzeit darstellenden Ausdruck, 
indem wir den Weg des Strahls in Elemente zerlegen, 
jedes dieser Wegelemente durch den W ert dividieren, 
den für die betreffende Stelle die vom Orte abhängige
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Geschwindigkeit hat, und alle diese Quotienten sum­
mieren. Wir erhalten dann, wie man in der Sprache 
der Mathematik sagt, das von A  bis B  erstreckte 
Wegintegral  der  reziproken W ellengeschwindig ­
keit ;  und somit ergibt sich bei Benutzung der üblichen 
mathematischen Symbole die Beziehung

DAS FERMATSCHE PRINZIP 15

Diese Beziehung, die den allgemeinen Ausdruck 
des F ermat sehen Prinzips darstellt, steht nun in 
einem merkwürdigen Zusammenhang mit einer Formel, 
die in der Mitte des achtzehnten Jahrhunderts als 
oberstes mechanisches Prinzip aufgestellt wurde. 
Sie geht auf M a u p e r t u is  zurück, hat aber ihre exakte 
Formulierung eigentlich erst etwas später durch E u l e r  
erhalten. Nach diesem Prinzip ist für die wirkl iche 
Bewegung,  die ein (punktförmig gedachter) Körper 
von A  nach B  ausführt, das W egin tegra l  der 
m echanischen  G eschwindigke i t  (v) ein M ini ­
mum 1). Es gilt die Beziehung

Aus dieser Formel lassen sich m der Tat die Grund­
gleichungen der Mechanik ableiten, und sie erlaubt 
auch ohne weiteres die Bestimmung der Bahn; sie 
ergibt beispielsweise deren Parabelgestalt für den be­
sonderen Fall einer Wurfbewegung. i)

i) In besonderen Fällen kann das Integral allerdings auch 
ein Maximum sein; die exakte Theorie verlangt nur, daß es 
ein Extremum“ sei.
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In dem M aupeetuis sehen Theorem spielt also die 
mechanische Geschwindigkeit diese lbe  Rolle wie in 
dem F eemat sehen Theorem die reziproke Wellen­
geschwindigkeit. Das F eemat sehe Prinzip ist nun ein 
unter gewissen Voraussetzungen für alle Arten von 
Wellen angenähert gültiges, generelles Prinzip. Ein 
Vergleich der Gleichungen (1) und (2) ergibt somit 
die Möglichkeit einer Erk lärung  der mechanischen 
G e s e t z m ä ß i g k e i t e n  auf wel lentheoretischer  
Grundlage.  Denn das oberste mechanische Prinzip 
ergibt sich mit Notwendigkeit, wenn man annimmt, 
daß die Bewegungserscheinungen auf irgend welchen 
Wellenvorgängen beruhen, bei denen eine universel le  
Proport iona l i tä t  zwischen der mechanischen 
Geschwindigke it  und der reziproken W e l l e n ­
geschwindigkei t  besteht. Um diesen Zusammen­
hang erörtern zu können, möge zunächst noch eine 
kurze, ganz elementare Betrachtung über die allgemeine 
Wellenformel eingeschaltet werden.

Ein jeder Wellenvorgang stellt sich, wenn wir eine 
bestimmte Stelle innerhalb des Wellenfeldes ins Auge 
fassen, als eine Schwingung dar, und eine solche 
ist in ihrer einfachsten Form durch die Gleichung 
beschreibbar

16 ZWEITES KAPITEL

wenn S die schwingende Größe1) bedeutet, A  die Am-

1 Die schwingende Größe kann eine Distanz oder ein Win­
kel sein (wie z. B. bei einer Pendelschwingung), aber auch eine 
Dichte oder eine elektrische oder magnetische Feldstärke oder eine 
Temperatur usw. Eine schwingende Bewegung um eine Ruhe­
lage (nach Art eines Pendels) stellt wohl das anschaulichste 
Beispiel für einen Schwingungsvorgatig dar; es ist indessen 
keineswegs notwendig, und wäre ganz verfehlt, wollte man sich
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plitude, v die Frequenz  der Schwingung und t die 
Zeit. In der Tat nimmt ja die durch die Gl. 3 dar­
gestellte Größe S immer wieder denselben W ert an, 
wenn die Zeit um die Größe 1/v wächst1). Schreiben 
wir die Gl. 3 in der Form

DAS FERMATSCHE PRINZIP 17

so wird cp als die P h a se  der Schwingung bezeichnet. 
Sie hat die einfache Form wie in Gl. 3 allerdings nur 
dann, wenn der Nullpunkt der Zeit so gewählt wird, 
daß für ihn die schwingende Größe S  gleich null wird. 
Diese Festsetzung ist im allgemeinen nicht möglich, 
wenn mehrere gleichzeitig vorhandene Schwingungen 
zu betrachten sind; in diesem Falle muß in dem Aus­
druck für die Phase noch eine additive Ph asen ­
k onstante  hinzugefügt werden.

Mit der zeitlichen Periodizität, die einen Schwingungs­
vorgang charakterisiert, erscheint bei einer W e l l e  
nun noch eine r ä u m l i c h e  P e r i o d i z i t ä t  k o m ­
bin iert .  Das Fortschreiten einer Welle in einer 
Richtung, die etwa als ^-Richtung gewählt werde, 
besteht darin, daß sich in einer Entfernung x t von 
einer irgendwie gewählten Nullstelle ( 0 )  stets d e r ­
se lbe  Zu stan d  vorfindet, wie er um tY Zeiteinheiten 
f r ü h e r  an der Nullstelle bestand, woferne das Pro­
dukt aus der Zeitgröße tt und der W e l l e n g e -  
s c h w i n d i g k e i t  (u) gleich der Entfernung x t ist. 
Es ist gleich x j u , und wir erhalten somit den

deshalb einen jeden Schwingungsvorgang, der in einer perio­
dischen Veränderung irgend einer physikalischen Größe besteht, 
unter dem Büde einer mechanischen Oszillation vorstellen.

1 Denn es ist

H aas, Materiewollen
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Schwingungszustand, der an einer beliebigen Stelle x  
zur beliebigen Zeit t besteht, indem wir in der Gl. 3 die 
dort auftretende Größe t durch den Ausdruck (t—Xju) 
ersetzen. Derart ergibt sich die W e l l e n f o r m e l

18 ZWEITES KAPITEL

Die Ph ase  ist also durch den Ausdruck in der 
eckigen Klammer bestimmt, zu dem im allgemeinen 
noch eine Phasenkonstante («) hinzuzufügen ist. Auch 
haben wir im allgemeinen an die Stelle der geradlinigen 
Entfernung x  von einer Nullstelle die Länge 5 des 
Strahles, von der Nullstelle an gerechnet, zu setzen. 
Für die Phase gilt daher die Beziehung

Die Wellenformel steht nun in einem merkwürdigen, 
bis vor kurzem jedoch kaum beachteten Zusammen­
hang mit einer fundamentalen Formel der .Relat i ­
v i t ä t s t h e o r i e ,  die als die L o e e n t z  - T r a n s f o r ­
mat ion  bezeichnet wird. Die E instein sehe Rela­
tivitätstheorie beruht bekanntlich auf der Annahme, 
daß alle Z e i t a n g a b e n  nur r e la t iv  sind; daß sie 
von dem Standpunkt des beschreibenden Beobachters 
abhängen und daher für zwei gegeneinander bewegte  
Beobachter v e r s c h ie d e n  sind. Andererseits p o s tu ­
l ie r t  die Relativitätstheorie wiederum einen solchen 
Zusammenhang zwischen den Ort- und Zeitangaben 
der beiden Beobachter, daß sich für beide das L i c h t  
nach a l len  R i c h t u n g e n  gleichförmig m it d e r ­
se lben  G e s c h w i n d i g k e i t  ausbreitet1).

0  Dies folgt aus der Erfahrungstatsache, daß ein Einfluß 
der Erdbewegung auf die irdische Lichtausbreitung nicht vor­
handen ist.
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Für den speziellen Fall einer gleichförmigen, ge­
radlinigen Bewegung ergibt sich dieser Zusammen­
hang in der Form der sogenannten L oeentz-Trans­
formation. Sind die beiden Beobachter gegeneinander 
mit einer Geschwindigkeit v bewegt, und zwar in einer 
Richtung, die wir mit den Richtungen der beiden 
rr-Achsen zusammenfallen lassen, so sind die von den 
beiden Beobachtern benutzten räumlichen Koordinaten 
und Zeitangaben untereinander durch die Beziehungen1) 
verknüpft

DAS FERMATSCHE PRINZIP 19

Dabei bedeutet c die Lichtgeschwindigkeit und ß  die 
Abkürzung

Von besonderem Interesse ist nun mit Bezug auf 
die Wellenformel in den Gleichungen (7) der Zu­
sammenhang der beiden relativen Zeiten. Ordnen 
wir nämlich der mechanischen Geschwindigkeit v eine 
andere, zu ihr inbezug auf die Lichtgeschwindigkeit 
reziproke2) mittels der Beziehung zu

die in allen Richtungen gleichförmig mit der Geschwindigkeit c 
erfolgende Ausbreitung des Lichtes beschreibt.

2) Gemeint ist daß v. zu v reziprok sein soll, wenn die 
Lic.htgeschwindigkeit als Geschwindigkeits e i n h ei t angesehen ist.
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so können wir die vierte der Gleichungen (7) in der 
Form schreiben

20 ZWEITES KAPITEL

eine Formel, die sogleich die enge Beziehung zu der 
Wellengleichung erkennen läßt.

Um die Bedeutung der letzten Formel zu erkennen, 
betrachten wir nun irgend einen Sch w in gu ngsvor ­
gang,  der irgendwie mit einem bew egten  K ö r p e r  
verknüpft  sei. Die Geschwindigkeit sei, auf ein be­
stimmtes Koordinatensystem bezogen, gleich v. Wir 
sehen dieses Koordinatensystem als „ungestrichenes“ 
(x, y, z , f) an und denken uns als „gestrichenes“ (x , 
?/, / ,  t )  eines, für das der Körper ruhe.  Das ge­
strichene System schreite also gegen das eigentliche 
Koordinatensystem ebenfalls mit der Geschwindigkeit 
v, und zwar in der gemeinsamen a>Richtung, fort. 
Inbezug auf dieses gestrichene Koordinatensystem ist 
nun jedesfalls der Schwingungsvorgang durch die 
Formel beschreibbar

Indem wir die Gl. 10 anwenden und zur Vereinfachung

setzen, können wir gemäß der LoRENTZ-Transformation 
auch schreiben

Auf Grund dieser Gleichung kann somit ein jeder 
Schwingungsvorgang, der mit einem bew  eg ten  Körper 
verknüpft ist, als eine W e l l e  aufgefaüt werden, deren 
F o r t p f l a n z u n g s g e s c h w i n d i g k e i t  zu der m e c h a ­
n ischen  Geschwindigkeit des K ö r p e r s  mit Bezug
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auf die Lichtgeschwindigkeit reziprok ist (d. h. gleich
ist c2lv).

Nach einer fundamentalen Beziehung der Relati­
vitätstheorie kann nun eine mechanische Geschwindig­
keit nie größer sein als die Lichtgeschwindigkeit und 
sie auch nie völlig erreichen. Die Ausbreitung der eben 
betrachteten Wellen muß daher jedesfalls mit Ü b e r ­
l i c h t g e s c h w i n d i g k e i t  erfolgen. Eine solche Vor­
stellung scheint zunächst allerdings mit einer großen 
Schwierigkeit verbunden zu sein; denn die Geschwin­
digkeiten der bewegten Körper sind ja doch völlig 
verschieden von den Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
der Wellen, die man sich mit den Körpern verknüpft 
zu denken hätte. Für ein rasches Automobil, dessen 
Geschwindigkeit vielleicht den 10000000sten Teil der 
Lichtgeschwindigkeit ausmacht, sind die Wellen rund 
hundert Billionen mal schneller als das Automobil 
selbst, und für einen Fußgänger ist das Mißverhält­
nis noch größer. Der scheinbare Widerspruch kann 
jedoch in befriedigender Weise durch eine Überlegung 
gelöst werden, die schon seit vielen Jahrzehnten den 
theoretischen Physikern sowohl aus der Optik als auch 
aus der Hydromechanik bekannt ist und die zu dem 
wichtigen Begriffe der G r u p p e n g e s c h w i n d i g k e i t  
geführt hat.

Unter einer W ell en  gruppe versteht man eine Ge­
samtheit von Wellen, deren Frequenzen  innerhalb 
eines gewissen Bereiches voneinander abweichen. Das 
Verhalten einer solchen Wellengruppe wird verständlich, 
wenn man sich vor Augen hält, daß der Mittelwert 
des Sinus aller möglichen Winkel bei Berücksichtigung 
des Vorzeichens null ist. Denn jedem positiven Werte 
des Sinus entspricht ein gleich großer negativer,

DAS PERMATSCHE PRINZIP 21
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sodaß sie einander wechselseitig aut'heben. Betrachtet 
man daher eine Gesamtheit von Schwingungen, deren 
Phasen nicht irgendwie übereinstimmen, so ist im all­
gemeinen die result ierende  Schwingung,  die sich 
durch Summierung der Produkte  aus den Amplituden 
und den Sinus der zugehörigen Phasen ergibt, sehr 
klein gegenüber der algebraischen Summe der Am­
plitudenbeträge. Innerhalb einer Wellengruppe fassen 
wir nun eine Stelle ins Auge, an der eine ziemlich 
weitgehende Übere instimmung der Phase für die 
einzelnen, zu der Gruppe gehörigen Wellen besteht 
und an der somit auch die resultierende Schwingung 
verhältnismäßig groß ist. Eine solche Stelle, für 
die die Energiedichte im Verhältnis zur Umgebung 
ein Maximum darstellt, wollen wir als ein E n e r g i e -  
z e n t r u m  d e r  W e l l e n g r u p p e  bezeichnen. Es 
ist olfenbar dadurch charakterisiert, daß für zwei 
Wellen, deren Frequenzen unendlich wenig ver­
schieden sind, der Phasenunterschied verschwindend 
klein von der zweiten Ordnung wird; d. h. für ein 
Energiezentrum muß der parti e l le  D i f f e re n t ia l ­
quotient  der Phase nach der Frequenz  ver ­
schwinden, also

22 ZWEITES KAPITEL

sein.

Setzen wir für cp den Wert aus der Gl. 6 ein, und 
wenden wir die bekannten elementaren Regeln der 
Differentialrechnung an, so finden wir
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Hieraus folgt auf Grund der Gl. 12

DAS FERMATSCHE PRINZIP 23

Die Größe s hängt also von der Zeit ab, d. h. das 
Energiezentrum wandert selbst, und zwar mit einer 
Geschwindigkeit, die demjenigen Faktor gleich ist, 
mit dem der große Klammerausdruck der letzten 
Gleichung multipliziert ist. Denn nennen wir diesen 
Faktor g, so ergibt sich in der Tat der die Geschwin­
digkeit bestimmende Differentialquotient des Weges 
nach der Zeit aus der letzten Gleichung zu g. Die 
Größe g  stellt demnach die Geschwindigkeit dar, mit 
der sich die Energiezentren fortbewegen, mit der sich 
also die En erg ie  der W e l l e n  ausbreitet .  Diese 
Größe wird als die G ruppengeschwindigke i t  der 
Welle bezeichnet, und sie ist, woferne nicht die Wellen­
geschwindigkeit von der Frequenz unabhängig ist» 
woferne also „Dispersion“ besteht, wohl von der Wellen­
geschwindigkeit zu unterscheiden. Für die Gruppen­
geschwindigkeit folgt aus der letzten Gleichung die 
Beziehung

1 Führen wir in Gl. 13 die Differentiation aus, so finden
wir

W ir ersehen hieraus in der Tat, daß bei dem Fehlen von Dis­
persion, aber auch nur dann, die Gruppengeschwindigkeit mit 
der Wellengeschwindigkeit übereinstimmt.
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Diese Gleichung wollen wir nun auf den besonderen 
Fall der vorhin betrachteten Über-Lichtwellen (wenn 
sie zunächst so kurz genannt werden dürfen) anwenden. 
Das Dispersionsgesetz dieser Wellen ist in der Gl. 11 
(bei Berücksichtigung von Gl. 8) enthalten. Indem wir 
die in der Gl. 11 auftretende, von der Geschwindigkeit 
unabhängige Frequenz statt mit if nunmehr mit v0 
bezeichnen !), finden wir

24 ZWEITES KAPITEL

Nach Gl. 9 ist bei den Über-Lichtwellen

und daher wird

Nach Gl. 14 ist aber

Daher wird

Hieraus folgt in Verbindung mit Gl. 13 das wichtige 
Ergebnis l

l) v0 ist ja die Frequenz in bezug auf ein mit dem Körper 
mitbewegtes Koordinatensystem.
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Denken wir uns also mit einem bewegten Materie­
teilchen einen Schwingungsvorgang verknüpft, so 
läßt sich auf Grund der L oeentz-Transformation 
dieser Schwingungsvorgang als eine Überlichtwelle 
deuten, deren G r u p p  enge  sch wind  i g k e i t  mit der 
m e c h a n i s c h e n  G e s c h w i n d i g k e i t  des Materie­
teilchens ü b e r e i n s t i m m t .

Dri ttes  Kapitel .

Die Wellenmechanik von De Broglie.
Die in dem vorhergehenden Kapitel besprochenen 

Zusammenhänge ergeben sich durchweg aus der 
Mechanik und Optik früherer Jahrhunderte, aus all­
gemeinen wellentheoretischen Betrachtungen und aus 
der Relativitätstheorie. Es ist das große Verdienst 
von L o u i s  de  B e o g l ie , daß er im Jahre 1924 diese 
früher kaum beachteten Zusammenhänge in ihrer ganzen 
Tragweite erfaßte und dadurch der Schöpfer einer 
neuen Theorie werden konnte, die von größtem Einfluß 
auf die seitherige Entwicklung der Physik wurde. 
de Beoglie machte die fundamentale Annahme, daß 
mit jedem  M ate r ie te i l ch en  ein Schwingungs­
vorgang derart verknüpft ist, daß ein E n e r g ie ­
e lement  dieser Schwingung, nämlich das Produkt aus 
der Frequenz und dem elementaren Wirkungsquantum, 
gleich ist der Eigenenergie  des Materieteilchens, 
also im Sinne der Relativitätstheorie gleich ist dem 
Produkte aus der Masse und dem Quadrate der Licht­
geschwindigkeit.
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Nach dem in dem vorhergehenden Kapitel Gesagten 
erscheint somit jedes bewegte Materieteilchen mit 
einer Welle  verbunden,  die sich mit Ü b e r l i c h t ­
geschwind igkei t  ausbreitet und deren G ruppen­
geschwindigkeit  die mechanische Geschwindigkeit 
des Materieteilchens darstellt. Die Gesetzmäßigkeiten, 
die für dessen Bewegung gelten und die ihren Aus­
druck in dem M aupeetüis scheu Prinzip finden, brauchen 
dann nicht länger als selbständige Axiome angesehen zu 
werden; denn sie ergeben sich auf Grund der B eoglie- 
schen Auffassung als notwendige  K onsequ en z  eines 
generellen Wellenprinzips .  Die Materie  selbst 
erscheint in W ell en  aufgelöst ,  deren E n e r g ie ­
zentren die Pro to n e n  und Elektronen darstellen. 
Man bezeichnet darum die von de B eoglie be­
gründete Theorie als W ellenm echanik  und die mit 
Überlichtgeschwindigkeit sich ausbreitenden Wellen 
als Materiewellen.

Als die fundamentale  Gleichung der Wellen­
mechanik erscheint nach dem vorhin Gesagten die 
Beziehung

(16) hv =  mc2,
wenn m die Masse des Materieteilchens und h das 
elementare Wirkungsquantum bedeuten. Setzen wir 
für m die Masse eines Elektrons ein, so ergibt sich 
die assoziierte Frequenz zu 1,24 . 1020 (pro Sekunde), 
im Falle des 1847 mal so schweren Protons zu 2,29 . 1023. 
Wegen der Proportionalität zwischen Frequenz und 
Masse variiert ebenso wie die von der Geschwindigkeit 
abhängige Masse auch die Frequenz nur innerhalb 
eines äußerst  schmalen Bereiches, wenn von Be­
wegungen abgesehen wird, deren Geschwindigkeit von 
der Größenordnung der Lichtgeschwindigkeit ist. W ie

26 DRITTES KAPITEL
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bei jeder Art von Wellen, hängt natürlich auch bei 
den Materiewellen die W ellen länge mit der Frequenz 
durch die Beziehung zusammen, daß das Produkt beider 
die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ergibt; also

DIEWELLENMECHANIK VON DE BROGLIE 27

(17)
oder nach Gl. 9

Hieraus folgt nach Gl. 16

Für ein Elektron findet man danach die Wellen­
länge in Zentimetern, indem man die Zahl 7,28 durch 
die Geschwindigkeit des Elektrons (in cm pro sec) 
dividiert. Bei einer Geschwindigkeit von etwa 20 
bis 40 Prozent der Lichtgeschwindigkeit (wie dies bei 
Kathodenstrahlen der Fall ist) ist /. von der Größen­
ordnung von etwa IO-9 cm, bei den verhältnismäßig 
langsamen Elektronen, die von glühenden Drähten 
emittiert werden, ungefähr von der Größenordnung 
von 10~7cm, also von derselben Größenordnung wie 
die Wellenlängen weicher Röntgenstrahlen. Da das 
Produkt aus Masse und mechanischer Geschwindigkeit 
die B ew egungsgröße oder den Im puls (G) dar­
stellt, so kann die Gl. 18 auch in der Form geschrieben 
werden

(19)
oder nach Gl. 17

(20)
Wie wollen nun eine p eriod isch e  Bew egung in 

einer gesch lossenen  Bahn betrachten. Es sei d r
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ein Element der Bahn, das wir natürlich mit einem 
Strahlelement (ds) identifizieren dürfen; dann ist für 
einen gegebenen Augenblick (nach Gl. 6) die örtliche 
Verschiedenheit der Phase an den beiden Endpunkten 
des Bahnelements

28 DRITTES KAPITEL

Sind A  und B  zwei Punkte der geschlossenen Bahn, 
und ist in einem bestimmten Augenblick rpx die Phase 
in A, so gilt daher für die Phase in B  die Beziehung

Lassen wir das Stück der Bahn zwischen A  und B  
immer größer werden, so muß infolge der Geschlossenheit 
der Bahn der immer weiter wegrückende Punkt B  
schließlich wiederum mit dem Punkte A  zusammen­
fallen. Im Punkt A  kann die schwingende Größe aber 
nur einen einzigen , bestimmten W ert haben, und es 
muß somit, falls B  mit A  zusammenfällt,

sein. Dies ist nur dann allgemein möglich, wenn

ist, wobei n eine ganze Z ah l bedeutet. Bezeichnen 
wir das über die geschlossene Bahn erstreckte Integral

mit dem üblichen Symbol so muß also

sein oder (nach Gl. 20)
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Die letzten zwei Gleichungen nehmen eine besonders 
einfache Form für den speziellen Fall konstanter 
G esch w in d igk eit an. In einem solchen Falle, der 
bei einer g le ich fö rm ig en  K re isb ew eg u n g  vorliegt, 
sind nämlich auch die Wellengeschwindigkeit und 
wegen der Konstanz der Masse die Frequenz konstant, 
und (unter Benutzung der Gl. 17) kann dann die Gl. 21 
in der Form geschrieben werden:

DIE WELLENMECHANIK VON DE BROGLIE 29

d. h. bei konstanter Geschwindigkeit sind nur solche 
gesch lossen e Bahnen m ög lich , für die die B ahn­
länge ein ganzzah liges V ie lfa ch es  der W e lle n ­
länge darstellt. Einen anderen Ausdruck für diese 
Gesetzmäßigkeit erhalten wir auf Grund der Gl. 22. 
Diese nimmt bei konstanter Masse und Geschwindigkeit 
die Form an

wenn a den Kreisradius bedeutet. Für den durch das 
Produkt aus Impuls und Radius dargestellten D reh - 
im puls (17) gilt also die Beziehung

Es sind — und dies ist ein anderer Ausdruck für die 
Gl. 23 — nur solche Kreisbahnen möglich, für die der 
mit 2 71 multiplizierte Drehimpuls ein ganzzahliges 
V ie lfa ch es des elem entaren  W irkungsquantum s 
ist. Diese Aussage stellt nichts anderes dar als die 
schon besprochene, fundamentale Q u an te lu n gsregel, 
mittels deren im Jahre 1913 B ohr das Wasserstoff­
spektrum zu erklären vermochte. Sie ergibt sich in 
der Tat mit zwingender Notwendigkeit aus der Vor­
stellung der Materiewellen, und dasselbe gilt von der
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generellen Gl. 22, aus der sich die üblichen Quantelungs­
regeln auch für die a llgem eineren  Probleme ableiten 
lassen*).

Wie nun E in st e in  erkannte, ergibt sich als eine 
notwendige Konsequenz der BEOGLiEschen Theorie auch 
eine Q uantelung der T ran sla tion sen erg ie  eines 
in einem Behälter e in gesch lossen en  Gases. Diese 
für die kinetische Gastheorie und damit für die Thermo­
dynamik höchst bedeutungsvolle Folgerung läßt sich 
auf eine Betrachtung allgemeiner Art gründen, die 
schon im Jahre 1900 von Lord R a y l e ig h  durch­
geführt und im Jahre 1905 exakter von J eans bewiesen 
worden war; sie bezieht sich auf die sogenannten E ig en ­
schw ingungen  in einem abgeschlossenen Volumen, 
das wir uns der Einfachheit wegen im folgenden als 
AVürfel denken wollen. W ir gehen von der bekannten 
Tatsache aus, daß längs einer gespannten Saite von 
der Länge l stehende Schwingungen nur für solche 
Wellenlängen möglich sind, die für ganzzah lige 
Werte der sogenannten U n terte ilu n gsza h l n der 
Gleichung

30 DRITTES KAPITEL

genügen. Bei einem Würfel treten an die Stelle der 
Knotenpunkte den Würfelebenen parallele K n oten - 
ebenen.

W ir denken uns nun ein Koordinatensystem kon­
struiert, dessen Ursprung mit einer Würfelecke und 
dessen Achsen mit drei Würfelkanten zusammenfallen 
mögen. Die Unterteilungszahlen in der x-, y-, ^-Rich­
tung seien nv n2, w3. Es sei JRS irgend eine zu der

D Vgl. E instein , Verh. d. Deutsch. Physik. Ges. 19,1917, S. 82.
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rc-Achse parallele Gerade, die in den Punkten A, B , C 
durch benachbarte Knotenebenen geschnitten werde, 
die der y-z-Ebene parallel sind. Die Abstände dieser

DIE WELLENMECHANIK VON DE BROGLIE 31

Knoten ebenen sind 
a/n^wenn adie Länge 
der Wüi felkante be­
deutet. Ferner sei T  ü  
ein beliebiger Strahl, 
der mit den drei K o­
ordinatenachsen die 
Winkel a, ß, y  ein­
schließe. Durch die 
Punkte A, B, C legen 
wir W ellenebenen, die 
auf dem Strahl senk­
recht stehen und die
natürlich auch Phasendifferenzen von einer halben 
Periode aufweisen müssen, da dies ja  für die drei 
Punkte A, B , C zutrifft, die den drei Wellenebenen 
angehören. Es ist also

Andererseits ist aber

Da analoge Beziehungen auch für die y- und die z- 
Achse gelten müssen, erhalten wir die drei Gleichungen:
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Quadrieren wir diese Gleichungen und addieren wir 
sie, so finden wir (weil nach einer bekannten Formel 
die Summe der Quadrate der drei Kosinus Eins ergibt)

32 DRITTES KAPITEL

Die Gleichungen (25) können daher auch in der Form 
geschrieben werden

(In Fig. 2 wäre also für den Strahl T U  auch die in Bezug 
auf R S  symmetrische Richtung möglich.) Wir ersehen 
demnach aus Gl. 26 und 27, daß jedem  Z a h le n tr ip e l 
w1,n 2, « 3 eine E igenschw ingung von ganz bestim m ­
ter  W ellen län ge  und ganz bestim m ter R ich tu n g  
entspricht. Umgekehrt sind nur solche Schwingungen 
m ö g l i c h ,  für die die Werte von X, cc, ß, y  den 
Gleichungen (26) und (27) für ganzzahlige Werte 
von nv n ,̂ genügen.

Aus dieser Erkenntnis können wir leicht eine 
wichtige Folgerung mittels einer einfachen g eom etr i­
schen K on stru k tion  ziehen. W ir denken uns ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem konstruiert, das 
jedoch nur aus den pos itiven  H a lb a ch sen  bestehe, 
also aus dem gesamten Raume nur einen O ktanten 
herausschneide. Nach dem in Fig. 3 für die Ebene 
wiedergegebenen Schema denken wir uns nun in dem 
Raumoktanten ein räum liches P u n k tg itter  mit der 
Längeneinheit als Gitterkonstante konstruiert. Sämt-

www.rcin.org.pl



liehe Gitterpunkte haben dann ganzzah lige K o o rd i­
naten, und umgekehrt können wir diejenige Eigen­

DIE WELL EN ME OHA NIE VON DE BROGLIE 33

schwingung, die nach Gl. 26 und 
Gl. 27 durch ein bestimmtes 
Tripel ganzer Zahlen gegeben 
ist, durch denjenigen G itte r ­
punkt repräsentieren, dessen 
Koordinaten jenen drei Zahlen 
gleich sind. Die Entfernung, 
die der betreffende Gitterpunkt 
von dem Koordinatenursprung hat, ist

also nach Gl. 26

oder
(28)

wenn wir mit z die sogenannte W ellen za h l bezeich­
nen, die es angibt, wieviel Wellenlängen auf die Längen­
einheit entfallen.

Unsere Gitterkonstruktion gibt nun ohne weiteres die 
Antwort auf die Frage, w ieviel E igenschw ingungen  
in dem W ellen za h lin terva ll von z bis z +  d z  mög­
lich sind. Denn diese Zahl — wir wollen sie / / Z  
nennen — ist g le ich  der Z a h l der G itterp u n k te , 
die in dem Raume zwischen zwei Kugelflächen von 
den Radien 2 a z und 2 a (z +  J z )  enthalten sind. 
Durchschnittlich kommt je ein Gitterpunkt auf die 
Volumeinheit (weil der Abstand zweier benachbarter 
Gitterpunkte gleich der Längeneinheit gewählt wurde), 
und daher ist A Z  einfach gleich dem achten Teile

H a b s  , Mftt«riew»11an 3
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des Volumens der von den beiden Kugelflächen ein­
geschlossenen Kugelschale, also gleich

34 DRITTES KAPITEL

wobei

ist. W ir finden infolgedessen, wenn wir das Volumen 
des Würfels mit V  bezeichnen,

Diese Formel, die hier nur für den einfachen Fall 
eines Würfels abgeleitet wurde, die aber ganz u n ab­
h ängig  von der G esta lt  des H oh lra u m s gilt, 
wurde, wie schon erwähnt, zuerst von Lord R ayleigh 
und genauer später von Jeans gewonnen.

W ir wollen nun die R a y l e ig h - JEANssche F o r ­
mel, die sowohl für elektromagnetische als auch für 
elastische Wellen, also sowohl für Licht- als auch für 
Schallwellen erfüllt ist, auf die M ateriew ellen  eines in 
dem Hohlraum eingeschlossenen G ases anwenden. 
Nach Gl. 19 bedeutet dann die Wellenzahl den Quo­
tienten aus dem Im puls eines Materieteilchens und 
dem elementaren Wirkungsquantum, und daher stellt 
J Z  die Zahl der möglichen Impulswerte (G ) in dem 
Intervall von G bis G +  J G  dar, wenn wir z durch 
G/h ersetzen. W ir finden demnach

AVir können also, indem wir G dem Produkt aus mole­
kularer Geschwindigkeit (v) und molekularer Masse 
(m) gleichsetzen, J Z als Zah l der G esch w in d igk eits-
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w erte auffassen, die in einem Intervall von v bis 
v +  d v  möglich sind. W ir finden dann

DIE WELLENMECHANIK VON DE BROGLIE 35

Betrachten wir beispielsweise Heliumgas bei Zimmer­
temperatur, so haben wir für mlh ca. 1000 zu setzen, 
und für v ca. 105. Für ein Volumen eines Kubik­
zentimeters und ein Geschwindigkeitsintervall von 
1 cm/sec ergibt dann die Gl. 31 allerdings eine Zahl 
von der Größenordnung 1020, für einen Würfel von der 
Kantenlänge IO-6 cm aber nur mehr eine Zahl in der 
Größenordnung von hundert. Ebenso wie die perio­
dischen Bewegungen in geschlossenen Bahnen, erweisen 
sich also auf Grund der BßOGLiEschen Theorie auch 
die T r a n s la t io n s b e w e g u n g e n  d er  M o le k e ln  
eines in einem Behälter eingeschlossenen Gases als 
gequantelt. In der Tat ist die Vorstellung einer 
Quantelung der molekularen Zustände bereits im Jahre 
1916 von P l a n c k 1) aufgestellt und von ihm mit Erfolg 
für verschiedene thermodynamische Berechnungen (wie 
z. B. für die Berechnung der sogenannten chemischen 
Konstante der Gase) verwendet worden. Diese Hypo­
these, die früher ganz unverständlich erschien, ergibt 
sich somit als eine notwendige Folge aus der Vor­
stellung der Materiewellen.

Der Gl. 31 kann man eine anschauliche Deutung 
geben, wenn man dem Gase einen „Im pu lsrau m “ 
derart zuordnet, daß in diesem jede Molekel durch 
einen „Impulspunkt“ repräsentiert ist, dessen K o­
ordinaten mit den Impulskomponenten der Molekel 
(m vx, m vy, m vz) übereinstimmen. Der Abstand des
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Impulspunktes von dem Koordinatenursprung stellt dann 
den Betrag des Impulses (also die Größe mv) dar. 
Wenn wir daher in dem Impulsraum um den Koordi­
natenursprung zwei konzentrische Kugelflächen mit den 
Radien mv und m (v +  Jv) konstruieren, so enthält 
die von den beiden Kugelflächen eingeschlossene Kugel­
schale vom Volumen 4 ttm3v 2/1v sämtliche Impuls­
punkte mit den Beträgen zwischen m v und m {v +  J v). 
In dieser Schale kommen also nach Gl. 31 au f die 
V  o lu m ein h e it

36 VIERTES KAPITEL

Impulspunkte. Umgekehrt können wir uns den Impuls­
raum in Z e llen  von der Größe

derart g e te ilt  denken, daß innerhalb einer Zelle eine 
Unterscheidung verschiedener Impulswerte keinen Sinn 
mehr hat und somit innerhalb einer Zelle nur ein 
e in ziger  Im pu ls-und  somit auch nur ein e in ziger 
G esch w in d igk eitsw ert möglich sind. Diese die 
D isk on tin u itä t darstellenden Zellen sind um so 
größer, je kleiner das Volumen ist, in dem das Gas 
eingeschlossen ist.

V iertes  K ap ite l.

Der Zusammenhang zwischen Wellen­
mechanik und Relativitätstheorie.

Die Tatsache, daß de Broglie bei der Aufstellung 
seiner Theorie von der LoRENTZ-Transformation aus-
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ging, läßt einen engen Zusam m enhang zw ischen 
der W ellen m ech an ik  und der R e la tiv itä ts ­
theorie  erkennen und legt die Vermutung nahe, daß 
vielleicht die fundamentalen Gesetze der relativistischen 
Mechanik aus der k lassischen  Mechanik und der 
geometrischen Wellenlehre mittels der Vorstellung von 
M ateriew ellen  a b le itb a r  sein könnten. Daß dies 
in der Tat möglich ist, ohne daß man den Materie­
wellen hierzu andere Eigenschaften zuschreiben muß 
als eine Zusammensetzung ihrer Energie aus P l a n c k - 
schen E n erg iee lem en ten , hat der Verfasser dieser 
Schrift gezeigt1).

Zum Zwecke dieser Ableitung setzen wir ledig­
lich voraus, daß die M a te r ie te ilch e n  die E n erg ie ­
zentren von W ellen  bilden, deren G ru p p en g e ­
sch w in d ig k e iten  sich somit als m echanische G e­
schw indigkeiten  manifestieren. Aus einem Vergleich 
der beiden klassischen P rin zipe  von MAUPEBTUisund 
F e e m a t  schließen wir sodann auf eine universelle 
P ro p o r t io n a litä t  zw ischen der m echanischen 
G esch w in d ig k e it (v) und der rezip rok en  W e llen - 
gesch w ind igk eit (1/m); d.h.wir setzen das Produkt aus 
u und v gleich einer u n iverse llen  K onstanten , die 
mit w 2 bezeichnet werde, also

WELLEN MECHANIK U. RELATIVITÄTSTHEORIE 37

wobei v mit u durch denselben Zusammenhang ver­
knüpft sein muß, wie in der Gl. 13 die Größe g  mit w. 
W ir finden somit aus den Gleichungen (13) und (33)

oder

i) Physikal. Zeitschr. 28, 1927, S. 632— 634.
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und hierfür können wir, da w eine Konstante ist, auch 
schreiben

38 VIERTES KAPITEL

Indem wir diese Differentialgleichung integrieren, 
finden wir

wobei C eine Integrationskonstante bedeutet, oder

Mit der bisher allein benutzten Hypothese der 
Existenz von Materiewellen verknüpfen wir nun die 
PLANCKSche ^«/-Hypothese, indem wir das P rodu k t 
aus der Frequenz und dem elem entaren  W ir ­
kungsquantum  g le ich  der E n erg ie  eines M ate­
r ie te ilch en s setzen. W ir führen eine neue Konstante, 
die mit K  bezeichnet werde, durch die Beziehung ein

und finden dann für die Energie eines Materieteil­
chens

Um diese Formel diskutieren zu können, wollen 
wir zunächst eine kurze Zwischenbetrachtung auf der 
Grundlage der klassischen Mechanik einschalten. Wir 
denken uns die Geschwindigkeit eines Körpers von 
der Masse fi dadurch vermehrt, daß zu der vorhandenen
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Geschwindigkeit noch eine unendlich kleine Geschwin­
digkeit von der Größe dv in der Bewegungsrichtung 
hinzugefügt werde. Durch diesen „longitudinalen“ 
Geschwindigkeitszuwachs erfährt die lebendige Kraft 
und damit die Energie eine Vermehrung um den Be­
trag fi v dv. Denken wir uns andererseits eine Kraft 
P, in der Bewegungsrichtung angreifend, und ist 
die durch sie bewirkte Beschleunigung, so stimmt nach 
dem zweiten NEWTONschen Bewegungsgesetz der Quo­
tient PJbi mit fi überein, und wir können somit die 
Gleichung aufstellen

WELLENMECHANIK U. R ELATIYITÄTSTHEORIE 39

Differentiieren wir die Gl. 36 nach v, so finden wir

Andererseits ist nun nach dem zweiten Newton- 
schen Bewegungsgesetz der Vektor der Kraft gleich 
dem zeitlichen Differentialquotienten des Impulses. 
W ir denken uns sowohl Kraft als auch Impuls in je 
zwei Komponenten zerlegt, eine lon gitu d in a le  in 
der Bewegungsrichtung und eine zu ihr in der Be­
wegungsebene senkrechte, tran sversa le . Indem wir 
die longitudinalen Komponenten durch den Index 1, 
die transversalen durch den Index 2 kennzeichnen, 
haben wir für die Kraftkomponenten die Beziehungen

Schließen wir bei der Differentiation nicht von vorne- 
herein willkürlich die Möglichkeit aus, daß die Masse
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sich mit der Zeit ändere, so finden wir, da v, ver­
schwindet1) und vi mit dem Geschwindigkeitsbetrag v 
übereinstimmt,

40 VIERTES KAPITEL

Schließlich ist nach einer bekannten elementaren Be­
ziehung der Mechanik die Longitudinalkomponente 
der Beschleunigung gleich dem zeitlichen Differential­
quotienten des Geschwindigkeitsbetrags, also

Dividieren wir daher die erste der Gleichungen (39) 
durch &j, so finden wir nach Gl. 37 und 38

Als Lösung dieser Differentialgleichung erkennt man 
leicht den Ausdruck

Denn dann wird

und somit

in Übereinstimmung mit Gl. 40 und Gl. 41.
J) Denn die Geschwindigkeitsrichtung fällt ja mit der Be­

wegungsrichtung zusammen.
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Setzen wir in der Gl. 41 v gleich null, so finden 
wir

WELLEN MECHANIK U. RELATIVITÄTSTHEORIE 41

die Konstante K  hat also die Bedeutung der R u h e­
masse. Andererseits wird in dem ausgezeichneten 
Sonderfall, daß u und v übereinstimmen, nach Gl. 33 
v gleich w, und somit wird dann nach Gl. 41 die M asse 
unendlich , woferne die Ruhemasse von Null ver­
schieden ist. Umgekehrt kann bei der Geschwindig­
keit w nur dann die Masse und nach Gl. 36 auch die 
Energie endlich bleiben, wenn die Ruhemasse ver­
schwindet. Aus diesem Grunde dürfen wir wohl w 
mit derjenigen Geschwindigkeit identifizieren, mit 
der sich die „imponderabeln“ , aber gleichwohl Impuls 
aufweisenden Lichtquanten fortbewegen. Indem wir 
also w gleich der L i c h t g e s c h w i n d i g k e i t  (c) 
setzen und Gl. 42 berücksichtigen, können wir die 
Gl. 41 in der Form schreiben

Diese Gleichung stellt aber nichts anderes dar 
als die bekannte M a s s e n fo r m e l  der R e l a t i v i ­
t ä t s t h e o r i e ,  derzufolge die Masse eine F u n k ­
t i o n  der G e s c h w i n d i g k e i t  ist. Wir erkennen 
auch aus der Gl. 43, daß die mechanische Ge­
schwindigkeit eines Körpers, der eine von null ver­
schiedene Ruhemasse besitzt, nie die Lichtgeschwindig­
keit erreichen kann. Ein Vergleich der Gleichungen 
( 3 7 )  und (38) ergibt (bei Berücksichtigung von 
Gl. 42) die bekannte relativistische Formel für die

www.rcin.org.pl



l o n g i t u d i n a l e  M a s s e  (den Quotienten P,/&,), 
nämlich

42 FÜNFTES KAPITEL

Hingegen folgt für die tran sv ersa le  M asse (P2/&2) 
aus der zweiten der Gleichungen (39) und aus Gl. 43:

wiederum in Übereinstimmung mit der Relativitäts­
theorie. Endlich ergibt sich durch einen Vergleich 
der Gleichungen (36) und (41), weil w gleich c ist, 
die Formel

also der fundamentale relativitätstheoretische Satz 
von der trägen  M asse der E nergie.

F ünftes K ap ite l.

Die Beugung der Materiewellen.
Die Theorie von de Broglie führt mit Not­

wendigkeit zu der Folgerung, daß Bewegungen von 
Materieteilchen durch andere Materieteilchen g e ­
beugt werden können. Wenn nämlich die Bahn eines 
Atoms oder einer Molekel oder eines freien Elektrons 
in einer so geringen Entfernung an einem Bewegungs­
hindernis vorbeiführt, daß diese Entfernung bereits von 
der Größenordnung der zugehörigen Broglie sehen Welle 
ist, dann müßte offenbar eine Beugung der Materie-
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welle eintreten, und dadurch müßten A bw eichungen  
der B ew egung von den k lassischen  B ew egungs­
gesetzen hervorgerufen werden. Zu dieser wichtigen 
Folgerung aus der Beoglie sehen Theorie sind zuerst 
E in s t e in 1) und E l s a s s e e 1 2) gelangt. Aus der 
fundamentalen Beziehung, die die BEOGLiEsche Theorie 
für die Verknüpfung von Wellenlänge und Impuls 
liefert (Gl. 18), folgt, daß für ein Elektron, das mit 
einem Hundertstel der Lichtgeschwindigkeit bewegt 
ist, die zugehörige Wellenlänge etwa IO-8  cm beträgt 
und daß ungefähr ebenso groß auch die Wellenlänge 
eines Protons ist, das sich mit einer den Gasmolekeln 
bei Zimmertemperatur eigentümlichen Geschwindigkeit 
bewegt. In dem Verhältnis, in dem die Geschwindigkeit 
sinkt, wächst die BEOGLiEsche Wellenlänge und merk­
liche B eugungserscheinungen  an M ateriew ellen  
sind daher vor allem bei langsam en E lektronen  
und bei sehr tiefen  T em peraturen  zu erwarten.

In der Tat hat bereits E in st e in  derart die 
merkwürdigen Abweichungen zu deuten gesucht, die 
auch die „idealen“ Gase bei äußerst tiefen  T em ­
peraturen  gegenüber ihren sonst gültigen Gesetzen 
zeigen. Diese Erscheinungen der sogenannten G as- 
entartung wurden von E instein darauf zurückgeführt, 
daß bei dem Erreichen eines gewissen, sehr tiefen 
Temperaturbereiches die Wellenlängen der Materie­
wellen von der Größenordnung der molekularen Durch­
messer werden. Mit dieser Auffassung stehen auch 
Versuche von G ü n t h e e 3) in Einklang, der auf

1) Sitz.-Ber. Berliner Akad. d. Wiss., math. nat. .Klasse, 
1925, S.9.

2) Naturwissenschaften, 1925, S. 711.
3) Zeitschr. f. physik. Chemie 110, 1924, S. 626.
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Veranlassung von N ernst  die V iskosität (die innere 
Reibung) von W a ssers to ff bei sehr tiefen Tem­
peraturen untersuchte und dabei ein plötzlich be­
schleunigt einsetzendes Sinken der Viskosität beim 
Erreichen eines kritischen Temperaturbereiches fest­
stellte.

E lsässer  ergänzte die eben besprochenen Vor­
stellungen Einsteins, indem er auf die Wahrscheinlich­
keit von Beugungseffekten bei Zusam m enstößen 
zw ischen freien  E lektronen  und A tom en hin wies. 
Der D urchgang von freien Elektronen durch Gase 
war schon früher von mehreren Experimentalphysikern, 
wie namentlich von R am saü er  1), eingehend unter­
sucht worden, und hierbei hatte Ramsaüer die rätsel­
hafte Entdeckung gemacht, daß in einigen Edelgasen 2) 
die freie Weglänge der Elektronen mit abnehmender 
Geschwindigkeit derart zunimmt, daß die langsam en 
E lektron en  nahezu ungeh indert durch die A tom e 
hindurchzugehen  scheinen. E lsässer machte nun 
darauf aufmerksam, daß der mysteriöse „Ramsauer- 
Effekt“ offenbar auf eine Beugung der mit den 
Elektronen verknüpften Materiewellen zurückzuführen 
sei. Denn es zeige sich, daß langsame Elektronen an 
Atomen nach den F orm eln  gestreut würden, nach 
denen L ich tstrah len , die in der Wellenlänge mit 
den betreffenden Materiewellen übereinstimmen, an 
kleinen  K u geln  gestreut würden, deren Radien denen 
der Atome entsprechen.

1) Annalen der Physik 72, 1923, S. 315; vgl. auch den zu­
sammenfassenden Bericht von M inkowski und Sponer in den 
„Ergebnissen der exakten Naturwissenschaft“, Bd. 3, 1924.

2) In den chemisch passiven Edelgasen fehlt die Elektronen- 
affinität der Atome.
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Die Hypothese Elsässers fand später eine gute 
Bestätigung durch Versuche, die D y m o n d 1) über die 
Streuung von E lek tron en  bei dem D u rch gan g  
durch H eliu m gas anstellte. Dymond untersuchte 
es, wie die Zahl der in einer bestimmten Richtung 
gestreuten Elektronen von dem S treuungsw inkel 
abhängt Ist die Vorstellung E lsässers richtig, so muß 
natürlich die Intensität der gebeugten Materiewellen 
m it der R ich tu n g  variieren , und in ihrer Abhängig­
keit von der Richtung M axim a und Minima aufweisen, 
in ähnlicher Weise, wie auf einem Schirm, auf den man ge­
beugtes Licht fallen läßt, helle und dunkle Streifen ab­
wechseln. W ird aber für einen bestimmten Winkel die 
Intensität der Materiewellen ein Maximum, so muß für 
diesen Winkel wohl zugleich auch die meßbare E le k ­
tronenstreuung ein M axim um  darstellen.

D ymond blendete nun bei seinen Versuchen aus 
Elektronen, die von einem glühenden Wolframdraht 
emittiert wurden, mittels zweier enger Spalte einen 
feinen Strahl ab und sandte diesen durch Heliumgas, 
das unter sehr geringem Druck (0,03 mm) gehalten 
wurde. Zwei weitere Spalte ermöglichten eine 
Isolierung der Streuelektronen in bestimmter Richtung. 
Der Wolframdraht und die beiden zuerst erwähnten 
Spalte konnten gedreht werden, wodurch es D ymond 
möglich wurde, den Streuwinkel beliebige Werte 
zwischen 0° und 90° annehmen zu lassen. In der Tat 
konnte D ymond für zwei bestimmte Winkel (deren 
Werte von der Spannung abhängen) ziemlich scharf 
ausgeprägte M axim a feststellen 2).

1) Nature 118, 1926, S. 336-337.
2) D ymond untersuchte die Streuung für den Fall sogenannter 

unelastischer Zusammenstöße zwischen Elektronen und Helium-
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Bereits im Jahre 1923 hatten D avisso n  und. 
K unsman  !) Andeutungen analoger Erscheinungen 
auch bei der R e flex ion  langsam er E lektronen  
an M eta llob erflä ch en  wahrgenommen, und E lsässer 
hatte zuerst darauf aufmerksam gemacht, daß diese 
Versuchsergebnisse vielleicht als eine Stütze der 
Broglie sehen Theorie angesehen werden könnten. Im 
Jahre 1927 stellte dann D avisson zusammen mit 
G e r m e r 2) ähnliche Versuche an K r is ta lle n  an, und 
durch diese Experimente vermochte er in der Tat die 
bisher beste Bestätigung für die Hypothese der Materie­
wellen zu erbringen. D avisson und G ermer konnten 
nämlich zeigen, daß auf K r is ta lle  auftreffende Elek­
tronen in ganz ähnlicher Weise wie R ön tgen strah len  
von den Kristallen gebeugt werden.

Sie richteten ein schmales Elektronenbündel senk­
recht gegen eine kleine Scheibe, die aus einem Nickel- 
Ein-Kristall geschnitten war, und maßen mittels eines

atomen, wobei die Elektronen soviel Energie verlieren, als er­
forderlich ist, um ein Heliumatom aus dem Grundzustand in 
den nächsthöheren Zustand überzuführen. Solche Zusammen­
stöße bewirken bei den Elektronen einen Energieverlust, der 
einer Spannung von 20 Volt entspricht. Bei einer Anfangs­
geschwindigkeit von 100 Volt fand D ymond zwei Maxima, ein 
scharfes bei 5° und ein breiteres bei 60°. Läßt man die Spannung 
auf 50 Volt zurückgehen, so rückt das scharfe Maximum zu 
dem Streuungswinkel von 20°. Umgekehrt wandert es zu immer 
kleineren Winkeln, wenn die Spannung über 100 Volt steigt. 
Neben den beiden erwähnten Maxima erscheint bei mehr als 
200 Volt noch ein drittes, dessen Lage von der Geschwindigkeit, 
also der Voltzahl, unabhängig ist und dessen Entstehung noch 
nicht geklärt ist.

1) Physical Review 22, 1923, S. 243.
2) Nature 119, 1927, S. 558. Ausführlicher Bericht in Physical 

Review 80, 1927, S. 705.

46 FÜNFTES KAPITEL

www.rcin.org.pl



Galvanometers die Streuungsintensität der Elektronen 
in ihrer Abhängigkeit von der Richtung. Sie konnten 
in ganz bestimmten Richtungen scharf ausgeprägte 
M axim a feststellen, und sie fanden einen engen Zu­
sammenhang zwischen diesen Richtungen und den­
jenigen, in denen Röntgenstrahlen von dem Kristall 
auf Grund der bekannten Gesetzmäßigkeiten zurück­
geworfen würden1). Wenn man sich nämlich die be­
kannte Struktur des Nickelkristalls in einer zu dem 
primären Elektronenstrahl parallelen Richtung in 
einem Verhältnis zusammengezogen denkt, das zwischen 
0,7:1 und 0,9:1 liegt, so zeigt es sich, daß mit den dann 
den Röntgenstrahlen entsprechenden Richtungen voll­
kommen die Maxima der Elektronenstreuung überein­
stimmen. Berechnet man andererseits aus den Beugungs­
erscheinungen die Wellenlängen der an dem Vorgang 
beteiligten Materiewellen, so findet man diese in der 
Tat (gemäß Gl. 18) gleich dem elementaren Wirkungs­
quantum, gebrochen durch das Produkt aus Masse und 
Geschwindigkeit.

Sechstes K ap ite l.

Die Theorie von Schrödinger.
Durch die Ideen de B roglies erscheint ein enger 

Zusammenhang zwischen den mechanischen Vorgängen 
und den allgemeinen, für die W ellen au sbre itu n g  
geltenden Prinzipen hergestellt, die ihre klarste *)

*) Aus auffallender kontinuierlicher Röntgenstrahlung sondert 
bekanntlich ein Kristall durch die Reflexion Strahlen von ganz 
bestimmten Wellenlängen aus. - ..
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Formulierung in der Optik gefunden haben. Die Grund- 
gleichungen der traditionellen Mechanik wurden durch 
de B koglie auf das FEBMATSche Prinzip zurückgeführt, 
das in seiner speziellen Anwendung auf optisch homo­
gene Medien die g e ra d lin ig e  A u sbre itu n g  des 
L ich tes  postuliert1). Es ist ja  aber bekannt, daß die 
Behauptung einer geradlinigen Ausbreitung des Lichtes 
auch in homogenen Medien keineswegs exakt ist. Eine 
solche Behauptung trifft nur an genähert zu, steht 
aber in Widerspruch zu den an dem Lichte tatsäch­
lich beobachteten B eugungserscheinungen . Nur 
solange sind die Behauptung und mit ihr das Feemat- 
sche Prinzip richtig, als sie auf Bereiche angewendet 
werden, die groß sind im V erh ä ltn is  zur W e lle n ­
länge des L ich tes.

Sonst muß die Ausbreitung des Lichtes auf ein 
Prinzip zurückgeführt werden, das bereits in der 
zweiten Hälfte des 17. Jahrhunderts von H uygens 
aufgestellt wurde und das nach ihm gewöhnlich als 
HüYGENSsches P rin zip  bezeichnet wird. Es besagt 
im Wesentlichen, daß ein jeder Punkt, der von einer 
Lichtwelle erreicht wird, selbst wieder der A u sg an g s­
punkt neuer E lem en tarw ellen  wird, die von ihm 
nach allen Richtungen mit derselben Geschwindigkeit 
wie die Hauptwellen ausgehen.

Das HüYGENSsche Prinzip findet einen exakten 
mathematischen Ausdruck in einer verhältnismäßig 
einfachen Differentialgleichung, die die sogenannte 
IjAPLACEsche Ableitung einer physikalischen Größe

Wird in Gl. 1 die Wellengescliwindigkeit als konstant 
angenommen, so besagt die Gleichung, daß der gesamte Weg  
des Strahls ein Minimum werden muß, also eine Gerade,  da 
diese die kürzeste Verbindung zwischen zwei Punkten darstellt.
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mit ihrem zw eiten ze itlich en  D iffe re n t ia lq u o ­
tien ten  verknüpft. Unter der Laplacesehen Ab­
leitung, die gewöhnlich mit dem Symbol A  bezeichnet 
wird1), versteht man die von dem benutzten Koordi­
natensystem unabhängige Summe der zw eiten p a r ­
tie llen  räum lichen  D iffe ren tia lq u o tien ten , also

DIE THEORIE VON SCHRÖDINGER 49

Wenn nun im besonderen die physikalische Größe S 
die Eigentümlichkeit aufweist, daß ihre LAPLACESche 
Ableitung ihrem zweiten zeitlichen Differentialquotienten 
proportional ist, wenn also

ist, dann folgt, wie in der theoretischen Physik in 
bekannter Weise gezeigt wird2), aus dieser Differential­
gleichung stets die M ö g lich k e it  einer w e llen ­
förm igen  A u sbre itu n g  der G röß e  S, die mit einer 
W e llen gesch w in d igk eit

vor sich geht. Darüber hinaus folgt aber aus der Gl. 48 
auch (wie in der theoretischen Physik gezeigt wird), 
daß ein jeder Punkt, in dem durch die Wellen eine 
Erregung stattfindet, selbst wieder der Ausgangspunkt 
von E lem entar w ellen wird, die mit der gleichen 
Geschwindigkeit u fortschreiten und in einem homo­
genen Medium Kugelwrellen  darstellen.

0  Häufig wird auch statt des Symbols J  das Symbol 
V2S gebraucht.

2) Vgl. z. B. des Verfassers „Einführung in die theore­
tische Physik, 3. und 4. Auflage (de Gruvter, Berlin, 1923—24), 
Erster Band, § 43.

H a s s ,  Materiewellen 4
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Von der Zeit hängt nun die Phase, ganz gleich­
gültig, ob es sich um ebene Wellen oder Kugelwellen 
handelt, nach Gl. 6 mittels der einfachen Beziehung 
ab

50 SECHSTES KAPITEL

Sind daher im besonderen die Schwingungen reine 
S inusschw ingungen, so wird, weil dann S gleich dem 
Produkte aus der Amplitude und dem Sinus der Phase 
wird und die zweimalige Differentiation des Sinus 
wiederum den Sinus, jedoch mit entgegengesetztem 
Vorzeichen, ergibt,

Auf Grund dieser Beziehung und der Gl. 49 kann so­
mit die Gl. 48 in der Anwendung auf Sinuswellen 
auch in der Form geschrieben werden

Es war nun S c h r ö d in g e r s  geniale Idee, eine 
V era llgem ein eru n g  der M ech an ik  zu versuchen, 
die dem Ü bergan g  von dem FERMATSchen zum 
HüYGENSschen P rin z ip , also von der g e o m e tr i­
schen S tra h len op tik  zu der p h y sik a lisch en  
W ellen op tik  analog sein sollte. Ein solcher Übergang 
wird ja in der Tat durch die in dem letzten Kapitel 
besprochenen Phänomene nahegelegt, die auf eine 
Beugung von Materiewellen hinweisen. Besonders ein­
fach gestaltet sich dieser Übergang bei der Betrach­
tung eines einzelnen Teilchens, weil dann auf Grund
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der de B eoglie sehen Beziehung zwischen Wellen­
länge und Impuls (Gl. 20)

DIE THEORIE VON SCHRÖDINGER 51

wird. Andererseits ist die lebendige Kraft (-h>nv2) 
gleich dem Unterschied zwischen der G esam tener­
gie (E ) und der p o ten tie llen  E n erg ie  (F ). Da­
her kann auf Grund der Gl. 51 die Gl. 50 auch in 
der Form geschrieben werden

Diese D iffe re n tia lg le ich u n g  stellt die G rundlage 
der ScHRÖDiNGEESchen M echanik  dar.

Aus der T h eorie  der D ifferen tia lg le ich u n gen  
ist es nun schon lange bekannt, daß die Möglichkeit, 
für eine Differentialgleichung eine überall eindeutige, 
endliche und stetige L ösung zu finden, nur bei be­
stimmten Werten der in der Gleichung vorkommenden 
P aram eter besteht. Die besonderen Werte, für die 
diese Möglichkeit vorhanden ist, werden als die 
E igen w erte  der D iffe ren tia lg le ich u n g  bezeichnet, 
die ihnen entsprechenden Lösungen als die E igen ­
funktionen. In der Scheödingee sehen Gleichung 
erscheint nun als konstanter Parameter die Gesamt­
energie E, während die potentielle Energie natürlich 
von den Koordinaten abhängt. Die Eigenwerte, die die 
ScHEÖDiNGEEsche Gleichung in einem speziellen Falle 
besitzt, bedeuten also ganz bestim m te, d iskrete  
W e rte  der E nergie . Das ph ysik a lisch e P r o ­
b lem  der Q uantelung der E n erg ie  erscheint so 
durch Schrödinger auf ein rein  m athem atisches
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P rob lem  zurück geführt, nämlich auf das für alle 
wichtigeren Fälle längst gelöste Problem der Eigen­
werte von Differentialgleichungen.

Das mathematische Eigenwertproblem möge kurz 
(und ohne Eingehen auf feinere Einzelheiten) an zwei 
einfachen B eisp ie len  erörtert werden, die für die 
späteren Erörterungen von Bedeutung sind. W ir be­
trachten zunächst die Funktion

52 SECHSTES KAPITEL

und bilden von dieser Funktion den ersten und den 
zweiten Differentialquotienten nach x\ sie mögen mit 
y' und y"  bezeichnet werden. W ir finden dann

und durch abermalige Differentiation

oder auf Grund der vorletzten Gleichung

Betrachten wir also die Differentialgleichung

so sehen wir, daß diese Gleichung eine Lösung von 
der Form der Gl. 53 besitzt, wofern der Parameter a 
den Wert Eins annimmt. Die Zahl Eins stellt dem­
nach einen E igen w ert der Differentialgleichung dar.

Zu einem anderen Eigenwerte werden wir geführt, 
wenn wir

setzen. W ir finden dann
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Hieraus folgt durch abermalige Differentiation

also nach Gl. 55

Auch der Wert a =  3 stellt demnach für die Dif­
ferentialgleichung (54) einen Eigenwert dar, dem als 
Lösung die Gl. 55 entspricht.

Die nächsthöheren Lösungen sind, wie hier nur 
kurz angegeben sei, wovon sich aber der Leser leicht 
durch Nachrechnen überzeugen kann, in der Form dar­
stellbar

wobei die Größe if , die für die Eigenwerte 1 und 3 
gleich 1, bzw. gleich 2 x  ist, die folgenden Werte be­
sitzt:

Die fünf hier angegebenen Werte für H  sind die fünf 
niedrigsten unter den sogenannten HEKMiTESchen 
Polynom en, die nach einer einfachen Formel ge-

__  X 2
bildet werden können i). Die mit e 2 multiplizierten

>) Das HERMiTEsche Polynom, das dem Eigenwerte a = 2 n - \ - \  
entspricht, hat die Form

Die Reihe hört vor dem Gliede auf, für das zum ersten Male 
einer der Faktoren gleich null wird.
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H ebmite sehen Polynome stellen die Lösungen der Dif­
ferentialgleichung (54) dar, während die ungeraden  
ganzen Z ah len  die E igenw erte bilden. Bezüglich 
des komplizierten Beweises dafür, daß die Differential-

X 3
gleichung neben den mit e 3 multiplizierten H eb- 
MiTESchen Polynomen keine weiteren Lösungen 
besitzt, muß allerdings auf die einschlägigen mathe­
matischen Werke verwiesen werden1).

Als ein weiteres Beispiel mögen kurz die sogenann­
ten K ugelfu n k tion en  betrachtet werden. Zu der 
Differentialgleichung dieser Funktionen werden wir 
geführt, wenn wir die LAPLACEsche Ableitung von den 
rechtwinkligen Koordinaten auf räum liche P o la r ­
k oord in aten  um form en. Als solche dienen bekannt­
lich die Entfernung (r) von einem festen Punkte und 
zwei Winkel, die, wenn wir an die Erdkugel denken, 
der geographischen Länge und dem Komplement der 
geographischen Breite entsprechen. Die Umformung 
führt zu einem Ausdruck, der in dem besonderen Falle, 
daß r als konstant angesehen und gleich Eins gesetzt 
wird, mit dem Symbole d *  bezeichnet werde.2)

Die Differentialgleichung der Kugelfunktionen lautet 
dann

64 SECHSTES KAPITEL

und aus der Theorie der Kugelfunktionen folgt3), worauf

1) V gl. z. B. Coürant und H ilbert, Methoden der mathe­
matischen Physik, Bd. I, Berlin (Springer) 1924, S. 261.

2) Es ist, wenn <p der geographischen Breite und & dem Pol­
abstand entspricht,

3) Vgl. z. B. Couraht-Hilbert, Bd. I, S. 264— 266 und 422.
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hier nicht näher eingegangen werde, daß diese Diffe­
rentialgleichung nur dann eine von Null verschiedene 
Lösung, die auf der ganzen Kugelfläche (mit ihren 
ersten Ableitungen) endlich und stetig ist, besitzt, 
wenn die Beziehung

(57) a =» n (n +  1)
durch einen ganzzah ligen  Wert von n erfüllt ist. Die 
Zahlen

2, 6, 12, 20, 30, 42, 56 usw.
stellen also die E ig e n w e r te  der Differentialglei­
chung (56) dar.

S ieben tes K apitel.

Beispiele zur Eigenwertmechanik.
Die ScHRÖDiNGERSche Methode, die die Quanti­

sierungsprobleme auf E igen w ertfragen  zurückführt, 
möge zunächst an dem einfachen B e is p ie l  des O sz il­
la tors  dargelegt werden. Unter einem Oszillator 
versteht man ein um eine feste Ruhelage schwingendes 
Teilchen, z. B. ein Elektron. Man bezeichnet im 
besonderen den Oszillator als l i n e a r ,  wenn die 
Schwingungen in einer Geraden erfolgen, und als 
h arm on isch , wenn die Schwingung eine reine Sinus­
schwingung ist. Von der Betrachtung des linearen, 
harmonischen Oszillators hat die Quantentheorie im 
Jahre 1900 ihren Ausgang genommen, und durch etwa 
ein Vierteljahrhundert hat die theoretische Physik an 
dem damals von P l a n c k  gewonnenen Ergebnis fest­
gehalten, daß die E n erg ie  eines solchen Oszillators 
stets ein gan zzah liges  V ie lfa ch e s  des Produktes aus 
der Frequenz und dem elementaren Wirkungsquantum
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sein müsse. Von diesem Resultat weicht indessen das­
jenige ab, zu dem Schrödingers Theorie führt.

Wählen wir die Ruhelage des Oszillators als K o­
ordinatenursprung und machen wir die Gerade, in der 
die Schwingungen erfolgen, zur x -Achse, so gilt na­
türlich die Beziehung

56 SIEBENTES KAPITEL

wobei A  die Amplitude bedeutet. Die Geschwindig­
keit ergibt sich als zeitlicher Differentialquotient der 
Entfernung x zu

Daher wird die le b e n d ig e  K ra ft  als das halbe 
Produkt aus Masse und Geschwindigkeitsquadrat

Aus dieser Formel erhalten wir die Energie JS, indem 
wir den Kosinus gleich Eins setzen; denn bei dem 
Passieren der Ruhelage verschwindet die potentielle 
Energie, so daß der größte für die kinetische Energie 
mögliche W ert die Gesamtenergie darstellt. Da die 
Summe der Quadrate des Sinus und Kosinus Eins ist, 
erhalten wir somit den Ausdruck für die p o ten tie lle  
E nergie  V, indem wir in der letzten Gleichung den 
Kosinus durch den Sinus ersetzen, und dies ergibt (unter 
Benutzung der drittletzten Gleichung)

Für den betrachteten Sonderfall des linearen, har­
monischen Oszillators nimmt also die ScHRÖDiNGERsche 
Differentialgleichung (da sich die LARLACESche Ab­
leitung A S  auf die zweite Ableitung nach x  reduziert) 
die Form an:
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Wir setzen nun zur Abkürzung

und

Ferner führen wir eine neue Variable | durch die 
Definition

ein. Dann wird

und

Dividieren wir die Differentialgleichung durch ß, so 
erhalten wir somit die Formel

Die E igen w erte  dieser Gleichung sind nach dem in 
dem vorherigen Kapitel Gesagten durch die für ganz­
zahlige Werte von n geltende Beziehung bestimmt

Hieraus folgt nach den Gleichungen, die die Ab­
kürzungen cc und ß  definieren,

In der ScHRÖDiNüEßschen Mechanik erweist sich 
demnach die Energie eines linearen, harmonischen 
Oszillators als u n gera des V ie lfa ch es  eines halben 
E nerg iee lem en tes, also gleich
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Dieses Resultat weicht von dem der früheren Quanten­
theorie ab, die die Energie stets einem ganzzahligen 
Vielfachen eines ganzen Energieelementes (d. h. gleich 
0, hv, 2 hv, 3 hv usf.) gefunden hatte. Im Gegensätze 
zu der älteren Theorie folgt aus der ScHRÖDiNGERSchen, 
daß der niedrigste Energiewert, den der Oszillator 
annehmen kann, von Null verschieden ist. Die 
theoretische Physik führt nun den Wärmeinhalt 
fester Körper im wesentlichen auf Schwingungen 
zurück, die die Atome des festen Körpers um gewisse 
Ruhelagen ausführen; die Energie dieser Oszillationen 
soll es sein, die sich als Wärme offenbart. Ver- 
8chiedeneUnstimmigkeiten zwischen der älteren Quanten­
theorie und gewissen Erscheinungen, die bei äußerst 
tiefen Temperaturen beobachtet werden, hatten schon 
vor Schrödinger einige Physiker, wie vor allem 
N e r n st , zu der Hypothese der sogenannten Null­
punktsenergie geführt. Nach dieser Hypothese soll 
auch bei dem absoluten Nullpunkt der Temperatur, 
bei dem nach der früheren Theorie die Oszillations­
energie völlig verschwinden müßte, jeder Oszillator 
die Energie hv/2 besitzen. Diese Annahme, die früher 
erzwungen erschien, ergibt sich als natürliche Folge 
aus den Grundlagen der ScHRÖDiNGERSchen Mechanik.

Neben dem Oszillator möge als ein zweites Beispiel 
für die Anwendung der ScHRÖDiNGERSchen Mechanik 
noch der sogenannte Rotator betrachtet werden, der 
ebenfalls schon von der älteren Quantentheorie ein­
gehend behandelt worden war. Unter einem Rotator 
versteht man ein Teilchen, das sich in konstanter 
Entfernung um ein festes Zentrum bewegt. Ist 
die Bewegung an eine bestimmte Ebene gebunden, 
erfolgt sie also in einem Kreise, so spricht man von
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einem Rotator mit fester A chse. Erfolgt hingegen 
die Bewegung ohne eine solche Bindung, also in einer 
K ugel fläche, so spricht man von einem Rotator mit 
freier A chse. Ein solcher möge im folgenden be­
trachtet werden.

Ist die feste Entfernung gleich der Längeneinheit, 
so können wir in der ScHEÖDiNGEBSchen Differential­
gleichung die LAPLACESche Ableitung durch das in 
dem vorhergehenden Kapitel gebrauchte Symbol J* 
ersetzen. Sonst ist natürlich, weil die LAPLACESche A b­
leitung die Quadrate der Differentiale der Koordinaten 
in den Kennern enthält, noch durch r2 zu dividieren, 
wenn r die feste Entfernung bedeutet. Es ist also 
statt JS  dann z1*S/r2 zu schreiben. Die potentielle 
und somit auch die kinetische Energie sind im Falle 
des Rotators konstant. Bezeichnen wir also die 
kinetische Energie mit L, so kann die Schbödingeb- 
sche Gleichung (nach Multiplikation mit r2) in der 
Form geschrieben werden:
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Nach dem in dem vorhergehenden Kapitel über die 
Differentialgleichung der K u gelfu n k tion en  (Gl. 56) 
Gesagten wissen wir nun aber, daß die letzte Gleichung 
eine Lösung nur dann besitzt, wenn für einen ganz­
zah ligen  W ert von n

ist.
In diese Gleichung können wir zweckmäßig den 

Drehimpuls {TJ) einführen, der nach seiner bekannten
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Definition durch das Produkt aus Masse, Geschwindig­
keit und Kugelradius gegeben ist. Es ist also
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und da andererseits die kinetische Energie gleich 
ist, ist somit

Es muß also nach Gl. 60

oder

sein. Auch bei dem Rotator weicht das Ergebnis der 
Schrödinger sehen Theorie von dem der älteren 
Quantentheorie ab. Diese hatte für den Drehimpuls 
den Wert nh/2n  geliefert, also für das Verhältnis 
2 n U/h die Zahlen 0 , 1, 2, 3, 4 usw. Die Schrödinger- 
sche Theorie ergibt hingegen für dieses Verhältnis im 
allgemeinen nicht ganze Zahlen, sondern die Werte

Auch in dem Falle des Rotators erzielt die Schrö­
dinger sehe Mechanik eine bessere Übereinstimmung 
mit der Erfahrung als die frühere Theorie (namentlich 
bei der Deutung der sogenannten Bandenspektren). 
Im wesentlichen bedeutet die Abweichung wiederum 
die Einführung h alber Q uantenzah len .1) Denn 
wegen der Konstanz der potentiellen Energie ist nach

’ ) Diese waren in der Tat schon früher in der Theorie der 
Bandenspektren benutzt worden; doch hatte eine befriedigende 
theoretische Begründung gefehlt.
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der vorhin abgeleiteten Formel der Unterschied zweier 
beliebiger Energiewerte durch den Ausdruck gegeben:
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Andererseits besteht aber die Identität

Daher ist tatsächlich

Sehr bemerkenswert ist das Ergebnis, zu dem die 
Eigenwertmechanik in ihrer Anwendung auf das 
W assersto ffa tom  führt. Da ein solches aus einem 
Proton und einem um dieses umlaufenden Elektron 
besteht, so wird die p o ten tie lle  E nergie

wobei e das elektrische Elementarquantum und r den 
Abstand zwischen Proton und Elektron bedeuten. Die 
Schrödinger sehe Differentialgleichung nimmt somit 
für das Wasserstoffatom die Form an

Die Auffindung der Eigenwerte dieser Differential­
gleichung ist allerdings recht kompliziert, so daß 
diesbezüglich auf Schrödingers eigene Ableitung i) ver­
wiesen werden muß. W ie Schrödinger fand, sind 
einerseits säm tliche pos itive  Z a h len  Eigenwerte 
der Differentialgleichung, hingegen nur bestimmte, 
d is k r e t e  n e g a t iv e . Die Energie E  kann alle i)

i) Ann. d. Phys. 79. 1926, S. 961-376.
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beliebigen positiven Werte annehmen, hingegen nur 
solche negative, die der Gleichung
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für ganzzahlige Werte von n genügen.
Die durch die G l.63 bestimmten E n erg iew erte  

des W asserstoffa tom s stimmen vollkommen mit 
denjenigen überein, die bereits B o he  im Jahre 1913 
abgeleitet hatte und die sich, wie die Formel erkennen 
läßt, um gekehrt wie die Q uadrate der H a u p t­
quantenzahlen (w) verhalten. Mit diesen B ohe sehen 
Werten sind andererseits, wie schon erwähnt wurde, 
auch diejenigen identisch, die sich aus der ursprünglichen 
ßBOGLiEschen Vorstellung der Materiewellen ergeben, 
wenn diese Vorstellung auf periodische Bewegungen in 
geschlossenen Bahnen angewendet wird. Im Gegensatz 
zu den Elektronenbewegungen, für die die Energie 
negativ ist, sind diejenigen mit p os itiven  E n e rg ie ­
w erten n ich t gequantelt. Dieses Ergebnis deckt 
sich mit den Resultaten der früheren Quantentheorie, 
die einerseits ausgezeichnete E llipsen bah n en  (im 
speziellen also Kreisbahnen) postuliert hatte, hingegen 
keinerlei quantentheoretische Beschränkungen für die 
offenen H yp erbe lbah n en  angenommen hatte, die 
Elektronen um den Kern beschreiben, wenn sie von 
außen her dem Kerne nahekommen und sich dann 
wiederum von ihm entfernen 1). i)

i) Jeder Entfernung von dem Kerne entspricht eine ganz 
bestimmte kritische Geschwindigkeit des Elektrons, für die 
die Bahn parabolisch ist, während bei kleinerer Geschwindigkeit 
die Bewegung elliptisch, bei größerer hyperbolisch wird, in 
Übereinstimmung mit bekannten Sätzen der Himmelsmechanik,
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Eine wichtige Anwendung läßt die Schrödinger- 
sche Differentialgleichung in ihrer einfachsten Form 
(Gl. 52) auch für den Fall zu, daß die Bewegung eines 
Elektrons durch verhältnismäßig schwache äußere Ein­
flüsse, wie beispielsweise durch ein äußeres e lek ­
trisch es F e ld , gestört ist. Aus der Theorie der 
Differentialgleichungen folgt nämlich, daß die E i gen - 
großen  der Gleichung, d. h. ihre Eigenwerte und ihre 
Eigenfunktionen (die zugehörigen Lösungen), infolge der 
vorhandenen S te t ig k e it  in nur wenig versch iedene 
G rößen  übergehen, wenn in der Differentialgleichung 
noch ein hinreichend kleines S töru n g sg lied  h inzu­
gefü gt wird. Diese Tatsache ermöglicht es, aus den 
bekannten Eigengrößen der ursprünglichen Gleichung 
die Ä n deru n gen  zu berechnen, die diese Eigengrößen 
durch das Hiuzukommen des Störungsgliedes erfahren. 
Ist etwa die ein Eigenwert der „ungestörten“ Gleichung, 
so kann derart die Größe au ermittelt werden, um 
die der entsprechende Eigenwert der „gestörten“ 
Gleichung von afe abweicht.

Wenn nun die Differentialgleichung m ehrere, 
voneinander unabhängige V erän derlich e  enthält, wie 
dies z. B. bei der Schrödinger sehen Differential­
gleichung (von Sonderfällen abgesehen) der Fall ist, 
so entsprechen einem e in zigen  E igenw erte im all­
gemeinen m ehrere L ösungen , mit anderen Worten 
m ehrere E igen funktionen . Ist deren Zahl s, so 
spricht man von einem s-fachen Eigenwert, oder man 
kann auch sagen, daß s Eigenwerte zusammen fallen.

die ja auch hyperbolische Bahnen bei Kometen annimmt. Die 
kritische Geschwindigkeit des Elektrons ist ebenso wie die eines 
Kometen durch die Quadratwurzel aus der doppelten, durch 
die Masse dividierten potentiellen Energie bestimmt.
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Das bedeutungsvolle Ergebnis einer mathematischen 
Überlegung ist nun, daß für zusammenfallende Eigen­
werte keineswegs im Falle einer Störung auch die zu­
gehörigen Größen zusammenfallen müssen, weil ja 
diese auch von den Eigenfunktionen abhängen, die eben 
verschieden sind. An die Stelle eines mehrfachen 
Eigenwertes kann somit bei einer Störung eine G ruppe 
von verschiedenen Eigenwerten treten, die untereinander 
und zu dem ursprünglichen Eigenwerte b en ach bart 
sind. Dieser wird, wie mau sagt, au fgespalten , 
entweder vollständig, nämlich in s Komponenten, oder 
teilw eise.

Die exakte Durchführung dieser Überlegung und 
ihre Anwendung auf die Bewegung eines Elektrons 
in einem elektrischen Felde führten Schbödingek zu 
einer Formel, die sich mit einer schon im Jahre 1916 
von E p s t e i n  aufgestellten deckt. Diese Formel be­
schreibt in Übereinstimmung mit dem experimentellen 
Befund die A u fsp a ltu n g  der E n erg iew erte  und da­
mit auch der S p ek tra llin ien  in einem e lek tr i­
schen  F e ld e ; sie gibt den sogenannten S t a r k - 
E ffek t wieder. Für die E n erg ieän d erun g  im e lek ­
trischen  F elde  ergibt sich nämlich die Formel
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wobei F  die Feldstärke, n die „Hauptquantenzahl“ 
und kx und zwei weitere, ebenfalls ganze Quanten­
zahlen bedeuten, die entweder positiv oder null sein 
können und deren Summe zumindest um Eins kleiner 
als die Hauptquantenzahl sein muß.

Die bisher behandelten Probleme betreffen durch­
wegs ein einzelnes Elektron. Für die Betrachtung 
von Vorgängen, au denen mehr als ein Materieteil-
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chen beteiligt sind, für das sogenannte Mehrelek­
tronenproblem, nimmt die Schrödinger sehe Glei­
chung eine allgemeinere Form an. Bezeichnen wir 
mit dem Symbol die Summe der zweiten partiellen 
Differentialquotienten nach den Koordinaten des ersten 
Teilchens und mit m1 dessen Masse usw., so lautet die 
verallgemeinerte SCHRÖDiNGERsche Gleichung, 
wie näher in einem späteren Kapitel (s. Gl. 122; be­
gründet werden soll,

BEISPIELE ZUR EIGENWERTMECHANIK 65

Es ist indessen zu beachten, daß diese Gleichung 
keine eigentliche YVellengleichung im üblichen Siuue 
mehr darstellt. Der durch sie beschriebene Vorgang 
kann als eine „W e lle “ nur in einem 3 n -d im ensio- 
nalen sogenannten K on figu ratiou srau m e aufge­
faßt werden, wenn n die Zahl der beteiligten Teil­
chen ist und die Koordinaten die Bedeutung von 
Strecken haben, die noch mit der Quadratwurzel aus 
der Masse des betieffenden Teilchens multipliziert 
sind1). Die A n a lo g ie  zwischen den L ich tw ellen , 
die im dreidimensionalen Raume verlaufen, und den 
M aterie  w ellen  erscheint also in der Schrödinger- 
schen Theorie auf den S p e z ia lfa ll  des einzelnen 
E lek tron s  besch rän k t. Dieser Umstand bedeutet 
jedenfalls eine große Schwierigkeit für das Bestreben, 
auf dem Wege der Wellenmechanik zu einer wahr­
haft einheitlichen Physik zu gelangen2).

1) Die Komplikation der Koordinaten, die die Dimension Länge 
mal Quadratwurzel aus der Masse haben, ist allerdings dann ver­
meidbar, wenn alle beteiligten Teilchen die gleiche Masse haben.

2) Wegen der Deutung des ScHRÖmNQEBscheu Feldskalars 
(S) vgl. das elfte Kapitel.
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A ch tes  K apite l.

Die Quantenmechanik von Heisenberg.
Die auf de Broglies Ideen aufgebaute Theorie 

von Schrödinger stellt nicht den einzigen Versuch 
einer Neubegründung der Atommechanik dar. Um 
einige Monate älter ist die von H e i s e n b e r g  be­
gründete Q uantenm echanik , die indessen, wie 
später Schrödinger zu zeigen vermochte, in einem 
engen Zusammenhang mit seiner eigenen Theorie 
steht. Es ist dies um so merkwürdiger, als das Ziel, 
das sich H eisenberg bei der Aufstellung seiner Theorie 
setzte, völlig verschieden von den Zielen war, die de 
B roglie und Schrödinger vorschwebten. Während 
diese beiden Forscher bestrebt waren, das atomare 
Geschehen mittels der Methoden der k lassischen  
Physik  zu erklären und die Kluft zu überbrücken, die 
die „quantisierte“ Atomphysik von der klassischen 
Physik trennte, ging H eisenberg von der entgegen­
gesetzten Auffassung aus: daß nämlich nur ein end­
gültiger Verzicht auf die hergebrachten klassischen 
Vorstellungen ein wirkliches Verständnis der atomaren 
Gesetzmäßigkeiten erschließen könne. H eisenbergs 
Überzeugung war es, daß in der Atomphysik jeder Ver­
such einer Anschaulichkeit als sinnlos und zwecklos 
von vorneherein vermieden werden müsse und daß 
vor allem aus der Atomtheorie diejenigen Größen aus- 
gem erzt werden müßten, die einer d irek ten  B e ­
ob a ch tu n g  n ich t zu gän glich  sind.

An die Stelle der früheren Quantentheorie, welcher 
durch die Erfahrung nicht kontrollierbare Vorstellungen 
von E lek tron en bah n en  zugrundegelegen waren, 
suchte darum H eisenberg eine neue Quantenmechanik
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zu setzen, die lediglich Relationen zwischen beobacht­
baren atomphysikalischen Größen enthalten sollte. Als 
solche sah H eisenberg nur die F requenzen  und I n ­
tensitäten  der für die Atome charakteristischen S pek ­
tra llin ie n  an sowie die, unabhängig von der Spektro­
skopie, etwa durch Versuche über Elektronenstöße 
feststellbaren E n erg ie  stu fen  der A tom e. Die Auf­
gabe der neuen Quantenmechanik erblickte H eisenberg 
darin, zunächst aus diesen Spektralgrößen Rechen­
größen zu konstruieren, die an die Stelle der Koor­
dinaten und Geschwindigkeiten der Elektronen treten 
könnten, und sodann zwischen diesen Rechengrößen, 
in möglichst enger Anlehnung an das bewährte Vor­
bild der klassischen Mechanik, Beziehungen herzu­
stellen, die eine Gewinnung der Quantisierungsvor­
schriften gestatten; — dies womöglich in besserer 
Übereinstimmung mit der Erfahrung und mit weiterem 
Anwendungsgebiet als in der früheren Theorie.

Der Weg, den H eisenberg zu der Durchführung 
dieses Programms einschlug, ging von einem Theorem 
aus, das im Beginne des 19. Jahrhunderts von F o u ­
r i e r  aufgestellt worden war. Wie F ourier gefunden 
hatte, läßt sich eine beliebige, p e r iod isch  ver­
ä n d er lich e  G röß e  als S u p erp osition  reiner 
S inusschw ingungen  darstellen, deren jede gemäß 
Gl. 3 in der Form beschreibbar ist
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wobei A  die Amplitude und « die Phasenkonstante 
bedeuten. (Nur nebenbei sei erwähnt, daß die Fre­
quenzen vn sämtliche ganzzahligen Vielfachen der­
jenigen Grundfrequenz darstellen, mit der sich die be­
trachtete Größe periodisch ändert, und daß auch die 
Werte der A „ aus dem funktionalen Zusammenhang
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zwischen der betreffenden Grobe und der Zeit be­
rechenbar sind1). Die periodische Veränderlichkeit 
der betrachteten Größe ist also durch die Gesamt­
heit der P a rtia lsch w in g u n g en
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ersetzbar.
Für die folgenden Betrachtungen ist es zweckmäßig, 

die Schwingungen statt durch trigonometrische Funk­
tionen durch E x p on en tia lfu n k tion en  darzustellen. 
Wir benutzen dazu die bekannte MoivEEsche F o r ­
mel, wonach

ist, wenn i die imaginäre Einheit (V — 1) bedeutet. 
Mittels der MoiVEEschen Formel kann man in üblicher 
Weise in einer Gleichung, die einen Exponentialaus- 
druck mit imaginären Exponenten enthält, den reellen 
und den imaginären Teil (letzteren unter Fortlassung 
des Faktors i) voneinander trennen und die Gleichung 
als eine Gleichsetzung einerseits der reellen, anderer­
seits der imaginären Teile auffassen. Wenden wir 
diesen in der theoretischen Optik allgemein gebräuch­
lichen Kunstgriff an, so können wir jede Schwingung 
in der Form darstellen

Betrachten wir nur den imaginären Teil, so erhalten wir

i) Man kann nämlich, wenn <f> (cc) die periodische Funktion 
ist, setzen:

und die Rechnungen ergeben dann
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und wir sehen dann auch, daß die durch Differentiation 
der Gl. 67 sich ergebende Beziehung
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woferne wir wieder nur den imaginären Teil nehmen, 
gleichbedeutend ist mit der Formel, die sich unmittel­
bar aus der vorletzten Gleichung ergibt, nämlich:

Bei Anwendung der MoivEESchen Formel fanden wir 
also einen sehr einfachen Zusammenhang zwischen einer 
schwingenden Größe und ihrem zeitlichen Differential­
quotienten, nämlich

Schließlich können wir zur Abkürzung

setzen, also durch Einführung einer kom plexen 
A m p litu d e  (a) die Anschreibung einer Phasenkon­
stante («) überflüssig machen, und somit die Gl. 67 in 
der Form schreiben

Die In ten s itä t der Schwingung ist durch das Quadrat 
der reellen Amplitude gegeben, also durch

wenn in üblicher Weise mit a* die zu a k on jugierte  
G röße*) bezeichnet wird, also in unserem Falle (nach 
Gl. 69) i)

i) Zu der komplexen Große x  +  %y ist die Große x  — ly  kon­
jugiert. Den beiden Größen kommt derselbe Betrag zu, der 
gleich der Quadratwurzel ihres Produktes, nämlich gleich
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H eisenbergs glücklicher Gedanke war es nuü, die 
p er iod isch  v erä n d erlich en  K oord in aten  der 
E lektronen  d u rch  eine G esam theit von P a r­
tia lsch w in gu n gen  zu ersetzen, deren Frequenzen 
mit den Schwingungszahlen jener Spektrallin ien  
übereinstimmen sollen, die nach der früheren Vor­
stellung durch das betreffende Elektron bei einer 
Änderung dieser Koordinate hervorgerufen werden 
können. Da jeder spektralen Frequenz ein Ü b e r ­
gang zw ischen zwei atomaren Zuständen entspricht, 
so müssen natürlich die Partialschwingungen, die zu 
einem einzelnen Elektron gehören, eine zw eifache 
M a n n ig fa ltigk e it bilden, also (anders als bei den 
F ouseeb-Reihen) durch ein sogenanntes q u a d ra ti­
sches Schem a darstellbar sein, etwa (wenn wir die 
fortlaufende Numerierung zweckmäßig mit der Zahl 
Null beginnen, die wir dem Grundzustand zuordnen) 
in der Form
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Dabei ist, wenn wir zweckmäßigerweise im folgenden 
die Indizes in Klammern beifügen, statt sie, wie sonst, 
unten anzuschreiben,

Die Größe a(n,m ) bedeutet wiederum eine kom ­
p lexe  A m plitu de , deren B etrag  als ein Maß für 
die Ü b ergan g sw a h rsch e in lich k e it zwischen dem 
w-ten und m-ten Zustand angesehen werden darf, so 
daß das Q uadrat dieses Betrages für die In te n s i­
tät der durch den Übergang hervorgerufenen Spek-
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tra llin ie  maßgebend ist. Da wir den Übergang in 
beiden Richtungen als gleich wahrscheinlich ansehen 
müssen, muß der Betrag von a(n,m ) dem Betrag von 
ct(m,n) gleich sein. Es liegt daher nahe, die beiden 
komplexen Amplituden, die en tgegengesetzten  Über­
gängen entsprechen, als zueinander k on ju g iert an- 
znRfthfin. also
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zu setzen. Wenn wir darüber hinaus postulieren, daß 
auch

sei, so bedeutet dies nach Gl. 71, daß

und im besonderen

ist.
Wenn nun der E lek tron en k oord in ate  (q) das 

Schema (70) entspricht, so können wir einer Kom­
ponente der E lek tron en g esch w in d igk e it (q) ein 
analoges Schema zuordnen, dessen einzelne Glieder 
mit den ze itlich en  D iffe ren tia lq u otien ten  der 
Glieder des ersten Schemas übereinstimmen. Wir 
können also setzen

Differentiieren wir die Glieder dieses Geschwindigkeits­
schemas abermals nach der Zeit, so können wir durch 
das sich dann ergebende Schema eine Komponente 
der E lek tron en besch leu n igu n g  (g) ersetzen, so 
daß also die Beziehung gilt

Aus der Gl. 75 können wir eine wichtige Folgerung 
für den besonderen Fall ziehen, daß in einem Schema
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ist. In diesem Falle verschwinden also alle Glieder 
des Schemas mit Ausnahme der D ia g on a lg lied er , 
so daß das Schema die einfache Form annimmt:
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Bilden wir nun den ze itlich en  D iffe ren tia lq u o ­
tien ten  eines solchen d ia g on a len  Schemas, so er­
kennen wir leicht, daß säm tlich e  G lied er  des neuen 
Schemas null sein müssen. Denn nach Gl. 75 sind 
sie von der Form

Diejenigen Glieder, für die n von m verschieden ist, 
verschwinden, weil D  ein diagonales Schema ist, während 
diejenigen, für die n gleich rn ist, verschwinden, weil 
nach Gl. 74 null sein muß.

Die bisherigen Betrachtungen legen den Gedanken 
nahe, auch mit einem Frequenzenschema bestimmte 
R ech en op era tion en  durchzuführen, wofür wir in der 
Tat bereits ein Beispiel in der zeitlichen Differentiation 
kennen lernten. In ähnlicher Weise kann man ein 
Schema </' als die Summe oder D ifferen z  eines 
Schemas q und eines zweiten q’ definieren, wenn

ist.
Schwieriger ist jedoch eine zweckmäßige D efin ition  

der M ultip lik ation . H eisenberg definierte ein Fre­
quenzenschema q ' als Produkt eines Schemas q mit 
einem zweiten q durch die Forderung:

d. h. man hat zunächst das erste Glied der w-ten
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Horizontalreihe des ersten Schemas mit dem ersten 
Gliede der m-ten Yertikalreihe des zweiten Schemas 
zu multiplizieren, sodann das zweite Glied der w-ten 
Horizontalreihe des ersten Schemas mit dem zweiten 
Gliede der m-ten Yertikalreihe des zweiten Schemas, 
und so fort, und dann alle diese Produkte zu summieren. 
Man erkennt leicht, daß auf Grund dieser Definition 
die M u ltip lik a tion  n icht kom m utativ ist. Das 
Multiplikationsergebnis ist verschieden, je nachdem ob 
das erste Schema mit dem zweiten multipliziert wird 
oder das zweite mit dem ersten. W ir können daher 
von einer M u ltip lik a tion sd iffe ren z  von q und q' 
sprechen und sie durch das Symbol q q — q q  dar­
stellen *).

H eisenbeeg gründete nun die Quantenmechanik 
auf die Annahme, daß die Multiplikationsdifferenz, 
die einer Impulskomponente des Elektrons in Ver­
bindung mit der zugehörigen Koordinate zuzuordnen

i) Nehmen wir der Einfachheit halber an, wir hätten ein 
Schema von nur zwei Horizontal- und zwei Vertikalreihen, und 
wir multiplizieren es mit einem ähnlichen anderen, so haben 
wir also das Produkt zu bilden

DIE QUANTENMECHANIK VON HEISENBERG 73

W ir linden dann nach der Multiplikationsregel (Gl. 79), wenn 
wir das Produkt ab mit c, hingegen das Produkt ba mit cl 
bezeichnen,

hingegen

Bezeichnen wir also die Multiplikationsdifferenz mit / ,  so wird

usw.
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ist, in den Diagonalgliedern bis auf einen einfachen 
Zahlenfaktor mit dem elem entaren  W irkungs­
quantum übereinstimme, während die übrigen Glieder 
null seien. Setzen wir also, indem wir die Impuls­
komponenten mit p  bezeichnen, zur Abkürzung

74 ACHTES KAPITEL

so soll

sein, wobei z den erwähnten Zahlenfaktor bedeutet. 
Daß H eisenberg das Produkt aus Impuls und K o­
ordinate wählte, ist durchaus begreiflich, weil ja  gerade 
dieses Produkt, wie schon aus der früheren Quanten­
theorie den Physikern geläufig war, die Dimension 
der Größe h h a t!).

Durch Probieren kann man nun leicht feststellen, 
daß dem Zahlenfaktor z in der Gl. 81 der Wert 
1/ (2 n i)  gegeben werden muß, damit die weiteren 
Folgerungen mit der Erfahrung übereinstimmen. Be­
zeichnen wir also mit dem Symbol e ein d iagon a les 
E inheitsschem a, nämlich

1 0  0 0 
0 1 0  0 
0 0 1 0  
0 0 0 1 

usw.
so nimmt die H eisenberg sehe sogenannte V e r ­
tau sch u n gsre la tion  die Form an

>) Denn der Impuls hat die Dimension gern s e c -1, das 
Produkt aus Impuls und Koordinate also die Dimension 
gern2 sec—1 oder erg sec.
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Wie diese Gleichung erkennen läßt, ist der F eh ler, 
den man dadurch begeht, daß man in der sonst üblichen 
Weise Impuls und Koordinate als bei der Multiplikation 
vertauschbare Größen ansieht, von der absoluten 
Größenordnung IO-27. Für die Makromechanik ist 
dieser Fehler natürlich vollkommen bedeutungslos. 
Anders ist es aber in der Atommechanik, da ja die 
rechte Seite der Gl. 82 (von dem Einheitsfaktor ie  
abgesehen) mit dem Werte übereinstimmt, den das 
Produkt aus Bewegungsgröße und Radius für das 
Wasserstoffatom im Normalzustand annimmt.

Wenn im besonderen die Größe q die übliche Be­
deutung einer Cartesischen Koordinate hat, so wird 
der zugehörige Impuls p  gleich dem Produkte aus der 
Masse, die wir mit [i bezeichnen wollen1), und der zu­
gehörigen Geschwindigkeit, so daß wir auch dem Im puls 
ein Frequenzenschema zuordnen können, dessen Glieder 
gleich sind den noch mit der Masse multiplizierten Glie­
dern des Geschwindigkeitsschemas (Gl. 75). Die Ver­
tauschungsrelation nimmt daher dann die Form an

DIE QUANTENMECHANIK VON HEISENBERG 75

Nun ist nach Gl. 75

und umgekehrt

und daher i)

i) Wir vermeiden hier absichtlich die sonst gebräuchliche 
Bezeichnung mit wj, um einer Verwechslung mit der Index­
zahl m vorzubeugen.

www.rcin.org.pl



76 ACHTES KAPITEL

Nach der Vertauschungsrelation muß somit, wenn wir m 
gleich n setzen,

sein.
Diese Beziehung wollen wir, zur Erläuterung au 

einem besonders einfachen Beispiel, wiederum auf einen 
harm on ischen , lin earen  O sz illa to r  anwenden. Wir 
benutzen als einzige Koordinate den Abstand von der 
Ruhelage und wissen aus früheren Betrachtungen 
(Kapitel VII), daß in der klassischen Mechanik, an 
die wir uns so eng wie möglich anschließen wollen, die 
Bewegungsgleichung des Oszillators die Form hat

wenn wir mit v0 die Frequenz des Oszillators bezeichnen 
(den Index 0 fügen wir jetzt deshalb hinzu, weil wir 
von der Eigenfrequenz des Oszillators die Schwingungs­
zahl der von ihm emittierten Strahlung unterscheiden 
müssen). In der Quantenmechanik tritt an die Stelle der 
Koordinate und ebenso der Beschleunigung das ent­
sprechende Frequenzschema gemäß Gl.76. Wir finden also

und hieraus folgt

In der Folge der Frequenzwerte v(n,m ), die wir 
uns bei festgehaltenem Index n und veränderlichem m 
gebildet denken, können also nur zwei W erte, die 
wir wohl als N ach barw erte  ansehen müssen, von 
N u ll versch ied en  sein, nämlich diejenigen, für die
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ist. Ebenso sind in der Folge der Frequenzwerte 
v (n, m), die wir bei festem Index m bilden, nur die­
jenigen zwei von null verschieden, für die n gleich 
(m — 1) oder gleich (m +  1) ist.

Bilden wir also im Sonderfall des linearen, harmoni­
schen Oszillators für die Geschwindigkeit oder den 
Impuls das entsprechende Frequenzschema, so sind 
von null nur verschieden: in der ersten Horizontal­
reihe das zweite Glied, in der zweiten das erste und 
dritte, in der dritten das zweite und vierte, und so fort. 
Die analoge Regel gilt auch für die Vertikalkolumnen. 
Bedeutet ein Stern ein von Null verschiedenes Glied, 
so ergibt sich demnach für die Geschwindigkeit oder 
den ihr proportionalen Impuls des Oszillators ein 
Schema, in dem lediglich die beiden der Haupt- 
diagonale benachbarten, ihr parallelen, schrägen Reihen 
aus Sternen bestehen, nämlich:

DIE QUANTENMECHANIK VON HEISENBERG 77

und so fort.
Kehren wir zu der Gl. 85 zurück, so sehen wir 

also, daß von der Summe, die in dieser Gleichung 
auftritt, nur die beiden Glieder von Null verschieden 
sind, für die k gleich tri oder n" ist, wenn wir zur 
Abkürzung (n +  1) mit n und (n — 1) mit n be­
zeichnen. Ferner ist nach Gl. 73 v (w, k) entgegengesetzt 
gleich v (k, n), beide sind aber im Betrage nach Gl. 87 
gleich v0. Endlich müssen wir berücksichtigen, daß, 
wenn dem Index -ri ein energiereicherer Zustand als
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dem Index n  entspricht, bei dem Übergang die 
Strahlung absorbiert wird, also die zugehörige Frequenz 
negativ zu rechnen ist; umgekehrt muß natürlich dann 
der Zustand, der n '  entspricht, energieärmer sein, 
dem Übergang also eine Strahlungsemission entsprechen, 
bei der die zugehörige Frequenz positiv zu rechnen ist 
Die linke Seite der Gl. 85 nimmt daher die Form an

78 ACHTES KAPITEL

Infolgedessen führt die Vertauschungsrelation zu der 
Beziehung

Da wir die Zählung der Reihen mit dem Index 0 
beginnen, müssen wir alle Glieder gleich Null an­
nehmen, für die ein Index negativ wird. Wenn wir 
zur Abkürzung

setzen, erhalten wir somit die folgenden Beziehungen:

allgemein also

Nachdem wir diese Gleichung als speziellen Aus­
druck der Vertauschungsrelation gewonnen haben, 
suchen wir nun nach H eisenberg die E n erg ie  w erte 
des O sz illa tors  zu berechnen. Bei früheren Be­
trachtungen (VII. Kapitel) hatten wir bereits gesehen, 
daß die potentielle Energie eines linearen, harmo­
nischen Oszillators durch den Ausdruck
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gegeben ist (wir schreiben jetzt ß  statt m, v0 statt v 
und q statt x ). Indem wir hierzu noch als kinetische 
Energie das halbe Produkt aus Masse und Geschwin­
digkeitsquadrat addieren, erhalten wir in der klas­
sischen Mechanik für die gesamte Energie den Aus­
druck

DIE QUANTENMECHANIK VON HEISENBERG 79

In der Quantenmechanik ersetzen wir natürlich 
das Quadrat der Koordinate gemäß Gl. 79 durch die 
Beziehung

Indem wir in analoger Weise auch das Geschwindig­
keitsquadrat umformen, erhalten wir auf Grund der 
Gl. 75 die Beziehung

Es ergibt sich somit auch für die E n erg ie  eir 
Schwingungsschema; wir finden nämlich

Nehmen wir in dieser Gleichung zunächst m von n 
verschieden an, so verschwinden nach dem früher Ge­
sagten alle Summanden mit Ausnahme solcher, für 
die entweder n, k, m oder m, k, n drei aufeinander 
folgende Zahlen bedeuten. In einem solchen Falle 
stimmen aber die beiden Größen v (w, k) und v (k, w), 
die beide im Betrag gleich v0 sind, auch im Vor­
zeichen überein. Der Ausdruck in der eckigen Klam­
mer der Gl. 92 ergibt somit null. Hieraus folgt

Der E n erg ie  entspricht ein d ia g on a les  Schwin­
gungsschema, was nach dem früher (im Anschluß an
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Gl. 77) Gesagten die z e it l ich e  K on stan z, also die 
E rh a ltu n g  der E n erg ie  bedeutet.

Ist andererseits m gleich n, so sind von den Sum­
manden der Gl. 92 diejenigen von null verschieden, 
für die k entweder gleich n oder gleich n ist. Für 
jeden dieser beiden Summanden wird

80 ACHTES KAPITEL

Wir finden somit

Auf Grund der die Vertauschungsrelation ausdrücken- 
den Gl. 89 können wir hierfür schreiben

Den n ie d r ig s te n  W ert der E n erg ie  (E 0) er­
halten wir, wenn wir in dieser Gleichung n gleich 
null setzen; wir finden dann auf Grund der Gl. 88

Für die höheren Energiewerte folgt aus der vor­
letzten Gleichung

Es ergibt sich also die Energie als ein ungerades 
Vielfaches eines halben Energieelementes, so- 
daß sie nie völlig verschwindet. In diesem, von der 
älteren Quantentheorie abweichenden Ergebnis stimmt 
die HEiSENBEEĜ che Quantenmechanik vollkommen 
mit der ScHRÖDiNGERSchen Theorie überein. Sie führt 
auf Grund der Gl. 87 auch zu der wichtigen Folge­
rung, daß Quantensprünge nur zwischen be­
nachbarten Zuständen des Oszillators möglich sind, 
und endlich, läßt die Gl. 94 auch erkennen, daß die
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sogenannte BoH nsche F requ en zbed in gu n g  e rfü llt  
ist, daß nämlich die Frequenz des bei einem solchen 
Sprunge emittierten oder absorbierten L ich tqu an ts  
gleich ist der sprunghaften Ä n deru n g  der E nergie, 
gebrochen durch das elem entare W irk u n gsq u a n ­
tum.

N euntes K a p ite l.

Die Matrizenmechanik.
Bald nachdem H eisenberg seine neuen Ideen ent­

wickelt hatte, haben B öen  und J o r d a n  für die all­
gemeine Durchführung des HEiSENBERGschen Pro­
gramms einen geeigneten mathematischen Apparat in 
der M atrizen rech n u n g  entdeckt, einem bis dahin 
von den Physikern kaum beachteten Zweige der 
Mathematik, der bereits in der Mitte des 19. Jahr­
hunderts eine weitgehende Ausgestaltung gefunden 
hatte. Unter einer M atrix  versteht man ganz all­
gemein ein qu a d ra tisch es  Schema, dessen Glieder 
durch je  zw ei In d izes  charakterisiert sind1), wobei 
für die A d d it io n  und die im allgemeinen nicht kom­
mutative M u ltip lik a tio n  der Matrizen eben die­
jenigen Regeln gelten, die bereits H eisenberg, ohne 
auf den Matrizenkalkül Bezug zu nehmen, aufgestellt 
hatte. Mittels der M atrizen m ech an ik  möge in 
diesem Kapitel allgemein bewiesen werden, daß, 
wie speziell bereits in dem vorhergehenden Kapitel 
für den Fall des linearen Oszillators gezeigt wurde,

1) Im besonderen wird eine Matrix als H e r  m i t  nsche be­
zeichnet, wenn durch die Vertauschung der beiden Indizes eiu 
Glied in die konjugierte Größe (gemäß Gl. 72) übergeht.

DIE MATEIZENMECHANIK 81
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aus der ÜEiSENBERGschen V e rta u sc h u n g sre la tio n  
der Satz von der E r h a l t u n g  d er  E n e r g i e  und 
die B o h r sehe F r e q u e n z b e d i n g u n g  als n o t ­
wendige F o lg e n  resultieren.

Bei dieser Beweisführung gehen wir zunächst von 
einigen allgemeinen, rein mathematischen Sätzen aus, 
wobei wir an die Betrachtungen des vorhergehen­
den Kapitels anknüpfen können. Indem wir Ma­
trizen durch fe tte  B u ch staben  kennzeichnen, be­
rechnen wir zunächst die M u ltip lik a tion sd iffe ren z  
zw eier M atrizen  D und A, von denen die erste eine 
D ia g on a lm a tr ix  sei. Auf Grund der Gl. 79 finden 
wir

82 NEUNTES KAPITEL

Von dieser Summe ist zufolge der Definition einer 
Diagonalmatrix nur ein einziges Produkt von null 
verschieden, nämlich dasjenige, für das k gleich n ist, 
und somit wird

Andererseits ist

Auch von dieser Summe ist nur ein einziges Produkt 
von null verschieden, nämlich dasjenige, für das k 
gleich m ist, und daher wird

Für die Multiplikationsdifferenz finden wir somit die 
Beziehung

Aus dieser Gleichung ersehen wir sogleich, daß in 
dem besonderen Falle, daß bei der Diagonalmatrix 
D a lle  D ia g o n a lg lie d e r  u n te re in a n d e r  g le ich
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sind, die Multiplikationsdifferenz verschwindet, die 
Multiplikation also kom m utativ wird1). Es ist

(96) DA — A D =  0, wenn 1) eine Diagonalmatrix 
und überdies D (n, n) =» D (m, m).

Diesen Satz können wir natürlich auch leicht um­
kehren. Erweist sich die Multiplikation einer Ma­
trix B mit jeder beliebigen Matrix A als kommutativ, 
so kommen wir daraus stets schließen, daß B eine 
D ia gon a lm a trix  mit lau ter g le ich en  D ia g on a l­
g liedern  ist. Denn wir finden für das w-m-Glied der 
Multiplikationsdifferenz den Ausdruck

DIE MATRIZENMECHANIK 83

Wenn A, wie wir vorausgesetzt haben, eine beliebige 
Matrix ist, kann diese Summe nur dann ganz all­
gemein verschwinden, wenn erstens B (n ,m ) für m 
ungleich n verschwindet und zweitens B (n, n) gleich 
B (m, m) ist.

Aus Gl. 96 folgt, daß die Multiplikation einer be­
liebigen Matrix mit der E in h eitsm atrix  kom m u­
tativ  ist, wenn wir die Einheitsipatrix e durch die 
Gleichung definieren

Es gilt dann stets die Beziehung i)

i) Wie man aus Gl. 95 erkennt, ist auch ganz allgemein die 
Multiplikation zweier beliebiger Diagonalmatrizen stets kom­
mutativ. Denn ist A ebenso wie D eine Diagonalmatrix, so 
verschwindet auf der rech ten  Seite der Gl. 95 für n ungleich 
m das Glied A  (n, m), hingegen für n — m der Ausdruck in der 
eckigen Klammer.
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Eine Matrix, die durch das Symbol A~1 bezeichnet 
werde, können wir nun als rez ip rok  zu einer Matrix 
A bezeichnen, wenn

84  NEUNTES KAPITEL

ist. Aus dieser Definition erkennen wir, daß eine 
E in h eitsm atrix  zu sich  se lbst rez ip rok  ist. Denn 
nach dem Gesetze der Matrizenmultiplikation ist

K

Hierbei verschwindet « (n, k) stets, wenn nicht k 
gleich n ist, und ebenso e (k, m), woferne nicht tn gleich 
k ist. W ir finden somit

Es ist also nach Gl. 97

oder nach Gl. 99

Indem wir nun die D iv is ion  durch  eine M a­
tr ix  als Multiplikation mit der reziproken Matrix 
erklären, können wir den D ifferen tia lq u otien ten  
einer M atrizen funktion

nach  einer A rgu m en tm atrix  (*) durch die Be­
ziehung definieren

wobei die Matrix a durch Multiplikation der Ein­
heitsmatrix mit einer reinen Zahl gebildet sei, also
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Dann wird nach Gl. 100
(102) ^  i { [ f (* + « .) -  /(*)].}.

Ist im besonderen y  gleich x , so hnden wir somit 
unter Berücksichtigung der Regel für die Matrizen­
multiplikation

DIE MATRIZENMECHANIK 86

Es ist also

Es seien nun f{x) und g(x) zwei beliebige Funk­
tionen der Argumentmatrix x. Wir bilden das Produkt 
der beiden Matrizen fg  und differentiieren dieses 
nach x. Nach Gl. 101 finden wir dann

oder, indem wir in der eckigen Klammer das Glied 
f (* +  a) g (x) sowohl subtrahieren als auch addieren,

also nach Gl. 101

Setzen wir im besonderen

so wird nach Gl. 104 und nach Gl. 103
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Wir betrachten nun im besonderen eine Matrizen­
funktion W zweier Argumentmatrizen p und 9 , deren 
Multiplikationsdifferenz eine Matrix ke  sei; es sei also

86 NEUNTES KAPITEL

Es labt sich dann leicht zeigen, daß auch die beiden 
Gleichungen erfüllt sind

Gen Beweis führen wir folgendermaben: Wir setzen 
zunächst voraus, dab die Gleichungen (107) für irgend 
zwei Punktionen f  und g  richtig sein mögen. Setzen 
wir zunächst W =* f  und dann W = g , so erkennen wir 
ohne weiteres, dab die Gleichungen (107) auch für 
W f  +  g gelten. Weiterhin läßt sich aber zeigen, 
daß dann die Gleichungen (107) auch für W =>/. g 
erfüllt sein müssen. Um dies zu zeigen, benutzen wir 
die Identität

(d. h. wir addieren und subtrahieren das Glied fqg ). 
Nun ist aber, da wir ja voraussetzten, daß die 
Gleichungen (107) für f  und g erfüllt sind, der erste 
Klammerausdruck der letzten Gleichung gleich k-dg/dp 
und der zweite Klammerausdruck gleich k-d f/ d p . 
Wir finden also

oder nach Gl. 104
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In analoger Weise ist natürlich

DIE MATRIZENMECHANIK 87

Woferne die Gleichungen (107) also für irgend zwei 
Funktionen f  und g  gelten, sind sie auch für die Funk­
tionen f +  g  und f  • g  erfüllt. Die Gleichungen (107) 
müssen somit, woferne sie für f  und g  gelten, für jed e  
Funktion erfüllt sein, die sich aus f  und g  durch 
w iederh olte  A nw endungen  von A d d it io n e n  und 
M u lt ip l ik a t io n e n  gewinnen läßt. Nun gelten 
aber, wie man ohne weiteres erkennt, die Gleichungen 
(107) sowohl für W =  p als auch für W =  q\ somit 
müssen sie auch für jede ganze Funktion von p und 
q gelten, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Nach diesen allgemeinen mathematischen Über­
legungen wollen wir zur Physik zurückkehren und 
unter q eine Koordinatenmatrix und unter p die 
ihr zugeordnete Impulsmatrix verstehen. Wir gehen 
sodann von den Bewegungsgleichungen der klassi­
schen Mechanik aus, die wir zweckmäßig in der 
sogenannten kanonischen Form schreiben. Die 
Energie wird dabei in bekannter Weise als Funk­
tion der Koordinaten und Impulse, als sogenannte 
HAMiLTONSche Funktion H{q.p) aufgefaßt. Auch 
dieser HAMiLTONschen Funktion ordnen wir eine Matrix 
(H) zu und schreiben sodann die bekannten kanoni­
schen Bewegungsgleichungen an, wobei wir wegen der 
Übertragung auf die Matrizenmechanik für H, q und p 
fette Buchstaben gebrauchen, also
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Da die HAMiLTONSche Funktion H, die die Energie 
darstellt, als Funktion der q und p den Gleichungen 
(107) genügen muß, erhalten wir somit, indem wir 
gemäß der HEiSENBBRGschen Vertauschungsrelation der 
Konstante k den Wert h/(2ni) geben, die beiden Be­
ziehungen

88 NEUNTES KAPITEL

Wir können uns dabei im folgenden auf die obere 
dieser beiden Gleichungen beschränken.

Diese Gleichung können wir nun leicht in eine Be­
ziehung zu den S p ek tra lterm en  bringen, deren Diffe­
renzen die spektralen Frequenzen darstellen, welche 
durch das betrachtete Elektron hervorgerufen werden 
können. Hierzu bilden wir aus den Termen eine 
D iagon a lm atrix  nach dem Schema

usw., wobei nach der Definition der Spektralterme

!) Die Erkenntnis, daß die zweifache Mannigfaltigkeit der 
spektralen Frequenzen eines Atoms auf eine einfache Mannig­
faltigkeit von Termwerten zurückgeführt werden kann, ist ä lter  
als die Quantentheorie der Atome und ist bereits vor der Auf­
stellung der BoHaschen Frequenzbedingung von R i tz  (1908) 
gewonnen worden. R itz konnte dabei wiederum an wesentlich 
ältere Vorstellungen R y d b e r g s  auknüpfen. Jedenfalls ist 
aber das sogenannte RrDBicRa-RiTzsche Termprinzip ganz unab­
hängig von der Quantentheorie entstanden.
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Multiplizieren wir nun die Term-Diagonal-Matrix 
mit der Koordinatenmatrix, so finden wir nach Gl. 95

DIE MATRIZENMECHANIK 89

oder nach Gl. 110

Auf Grund der Gl. 75 ergibt sich somit die Beziehung

und hieraus folgt durch einen Vergleich mit Gl. 109

oder

Dies bedeutet nach dem, was im Anschluß an GL 96 
vorhin gesagt wurde, daß die Matrix (H— h T) eine 
D ia g on a lm a trix  mit lauter g leichen  Diagonal­
gliedern sein muß. Nun ist aber T selbst eine Diago­
nalmatrix, und wir erkennen somit, daß auch die 
E n erg iem atrix  eine D ia g on a lm a trix  sein muß, 
deren Glieder von denen der Diagonalmatrix h T nur 
durch eine für alle Glieder gleiche additive Konstante 
verschieden sein können. Es ist also einerseits

und andererseits

Aus der Tatsache, daß H  eine Diagonalmatrix ist, 
folgt (nach dem im Anschluß an Gl. 77 Gesagten), daß

ist, in welcher Matnzengleichung der Satz von der 
E rh altu n g  der E n erg ie  seinen Ausdruck findet. 
Andererseits ergibt sich aus den Gleichungen (114) 
und (110) die Beziehung
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Diese Gleichung ist wiederum der Ausdruck der B ohr- 
schen F requ en zbed in gu n g ; sie ordnet einer ato­
maren Zustandsänderung ein Lichtquant zu, dessen 
Frequenz durch den Quotienten aus der Energie­
änderung und dem elementaren Wirkungsquantum 
bestimmt ist. So erweisen sich in der Tat in der 
Quantenmechanik Energiesatz und Frequenzhedingung 
als notwendige Konsequenzen der HEiBENBERGschen 
V ertauschungsrelation.

In der ursprünglichen BoHRSchen Theorie war das 
elem entare W irkungsquantum  in zw eifach er 
G esta lt  eingeführt worden, einerseits als eine o p t is ch ­
sp ek tra le  Konstante, andererseits als eine atom - 
m echanische. Die erste Rolle fand eben in der 
BoHRschen F req u en zb ed in gu n g  ihren Ausdruck, 
die zweite in der BoHRschen Q u an tis ieru n gsrege l, 
die den mit 2 n multiplizierten Drehimpuls einem 
ganzzahligen Vielfachen des Wirkungsquantums gleich­
setzt. Wieso einer und derselben Größe diese zwei 
ganz verschiedenen Rollen zufallen, die undulatorische 
und die dynamische, wenn man kurz so sagen darf, 
blieb in der BoHRschen Theorie noch unverständlich. 
Die Theorie von de B roglie hat die undulatorische 
Rolle als die primäre angesehen und hat aus ihr die 
dynamische als eine notwendige Konsequenz abzuleiten 
vermocht. Die Quantenmechanik bietet die umgekehrte 
Möglichkeit, nämlich die atomdynamische Rolle als die 
primäre anzunehmen und hieraus die undulatorisch- 
spektrale Bedeutung des Wirkungsquantums zu dedu­
zieren.
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Zeh n tes K apite l.

Der Zusammenhang zwischen der 
Heisenbergschen Quantenmechanik und der 

Theorie von Schrödinger.
Als wenige Monate nach der Begründung der 

Q uantenm echanik  Schrödinger seine E ig e n w e rt­
m echanik  schuf, muhte selbstverständlich die Frage 
eines etwaigen Zusam m enhanges der beiden Theorien 
rege werden. S chrödinger selbst *) ist es gelungen, 
diesen Zusammenhang aufzudecken und nachzuweisen, 
daß trotz der Verschiedenheit der Auffassungen 
dennoch seine Theorie und die Heisenberg-Born sehe 
Quantenmechanik mathematisch vollkommen ä q u i­
valent sind. Der exakte Beweis dieser Äquivalenz 
ist allerdings zu kompliziert und erfordert zuviel 
mathematische Vorkenntnisse, als daß er sich in den 
Rahmen dieser elementar zu haltenden Schrift ein- 
fügen ließe; es möge daher im folgenden nur der 
Grrundgedanke dieser Beweisführung wiedergegeben 
werden.

W ir gehen hierzu von dem Begriff des mathemati­
schen O perators aus. In bekannter Weise können 
wir die Differentiation einer Funktion y  nach einem 
Argument x  symbolisch als Multiplikation von y  mit 
dem Operator d jd x  auffassen2). In analoger Weise

1) E. S chrödinger, „Über das Verhältnis der H eisenberg - 
B orn-J ordan sehen Quantenmechanik zu der meinen“, Ann. d. 
Phys. (4) 79, 1926, S. 734.

2) Allgemein bekannt ist ja aus der Vektoranalysis der so­
genannte H amilton sehe Operator f7, der als Vektor mit den 
Komponenten d/dx, d/dy, d/dz  aufgefaßt wird, und mit dem 
wie mit einem Vektor gerechnet werden kann.
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kann etwa der zweite partielle Differentialquotient 
von y  nach x  aufgefaßt werden als Multiplikation 
von y  mit einem Operator d2/d x 2. Auch können wir x  
selbst als Operator ansehen und darunter die Multi­
plikation mit x  verstehen; in diesem Sinne können 
wir von einem Operator 1 sprechen, der, auf irgend 
eine Funktion angewendet, eben diese Funktion ergibt. 
Unter dem P rod u k te  zw eier O peratoren  können 
wir einen Operator verstehen, der dasselbe Resultat 
ergibt wie die sukzessive Anwendung jener beiden 
Operatoren. Der zweite Differentialquotient erscheint 
derart als Q uadrat des ersten, und das Operatoren­

produkt ^ x  bedeutet die nach x  vorgenommene

Differentiation des Produktes aus einer Funktion 
und x  usw.

Die M u ltip lik a tion  zweier Operatoren erweist 
sich auf Grund dieser Festsetzung natürlich als n ich t 
kom m utativ, so daß auch für Operatoren V er­
tau sch u n gsre la tion en  aufgestellt werden können. 
Wir benutzen hierzu etwa die Identität
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Indem wir in dieser Formel die Funktion y  weglassen, 
uns also auf die Operatoren beschränken, können wir 
die Operatorgleichung aufstellen:

d. h. wenn wir irgend eine Funktion mit x  multi­
plizieren und das so erhaltene Produkt nach x  
differentiieren und hiervon den noch mit x  multi­
plizierten Differentialquotienten der Funktion nach x
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subtrahieren, so erhalten wir wiederum die ursprüngliche 
Funktion.

Die Gl. 117 können wir nun natürlich noch mit 
einer beliebigen Konstante multiplizieren *). Wählen 
wir als solche den Ausdruck h/(2ni) und verstehen 
wir unter dem Operator x , der die Multiplikation 
mit x  bedeutet, nun im besonderen den Operator q, 
nämlich die Multiplikation mit der Koordinate q, so 
erhalten wir eine V ertau sch u n gsre la tion  in der 
Form

DER ZUSAMMENHANG ü«w. 93

Vergleichen wir diese Beziehung mit der H eisenbebg - 
schen Vertauschungsrelation (Gl. 82), so sehen wir, daß 
bei Ersatz der Koordinatenmatrix durch den Operator q 
(der Multiplikation mit q bedeutet) die Im pulsm atrix  
durch  den O p era tor

zu ersetzen  ist.
Dieses merkwürdige Ergebnis, zu dem zuerst B obn 

und W ie n e b 2) gelangten, legt den Gedanken nahe, 
eine V era llgem ein eru n g  der M echanik  dadurch 
zu versuchen, daß wir in einer fundamentalen Gleichung ' 
der k lassisch en  Mechanik, die die Koordinaten q und 
die Impulse p  mit einander verknüpft, q durch den 
Operator q, und p  durch den Operator der Formel (119) 
ersetzen. Als eine solche Gleichung wählen wir zweck­
mäßig das E n erg iep rin zip . Betrachten wir einen

!) Denn es ist ja d(ay) /dx  gleich a d y / d x ,  wofern a 
konstant ist.

2) M. Born und Norbert W ihnbr. Zeitschr. f. Phys. 86, 1926, 
S. 174.
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einzelnen M assenpunkt, und bezeichnen wir seine 
drei räumlichen Koordinaten mit 5*, qv und qg, so 
wird, weil px gleich m qx ist usw., die lebendige Kraft
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Bezeichnen wir ferner die nur von den Koordinaten 
abhängige potentielle Energie mit V  und die Gesamt­
energie mit E , so können wir den Satz von der Er­
haltung der Energie durch die Gleichung ausdrücken:

Wenn wir nun die linke Seite dieser Gleichung als 
Operator auffassen, haben wir gemäß Formel (119) 
den Klammerausdruck der Gl. 120 zu ersetzen durch

wobei unter A  die LAPLAOESche Ableitung zu ver­
stehen ist (vgl. Gl. 47). Ist also S  eine beliebige 
Funktion der Koordinaten, so erhalten wir die Be­
ziehung

oder

in welcher Formel wir die G ru n d g le ich u n g  der 
S chrödinge r sehen T h eorie  (Gl. 52) wieder erkennen. 
Diese Grundgleichung ergibt sich also als Erweiterung 
der klassischen Mechanik mittels der Heisenberg- 
schen Vertauschungsrelation durch deren Anwendung 
auf Operatoren.
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Betrachten wir statt eines einzelnen Massenpunktes 
ein System  von M assenpunkten , und bezeichnen 
wir die Impulskomponenten des w-ten Teilchens mit 
Pnx, pnyi Pm , so nimmt die Gl. 120 die Form an:

DER ZUSAMMENHANG usw. %

wobei jetzt V  die gesamte potentielle Energie und K  
die Totalenergie des Systems bedeuten. Die Gl. 121 
ist dann in der Form zu schreiben

und hieraus ergibt sich die verallgemeinerte Schbö- 
DiNGEBsche Differentialgleichung in der Form (vgl.
Gl. 65):

Aus den Lösungen, die die Schbödingebsehe 
Differentialgleichung für irgend ein spezielles Problem 
liefert, lassen sich nun in der Tat die M a trizen ­
elem ente des entsprechenden quantenmechanischen 
Problems berechnen. Bezeichnen wir die Eigenwerte des 
Schbödingebsehen Problems, indem wir sie etwa nach 
der Größe ordnen und numerieren, mit A0, , A 2 usw.
und die entsprechenden Lösungen, also die ent­
sprechenden E igen fu n k tion en , mit cp0, (pt , (p2 und 
so fort, so können wir eine zweifache Mannigfaltigkeit 
von Werten nach der Formel bilden
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und eine weitere zweifache Mannigfaltigkeit nach der 
anderen Formel
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(wobei cp* die zu cp konjugierte komplexe Größe be­
deutet). Wie Schrödinger und E ckabt *) nach­
gewiesen haben (auf die Wiedergabe des komplizierten 
Beweises muß hier verzichtet werden), stellen die 
Gleichungen (123) und (124) in der Tat die Lösungen 
des quantenmechanischen Problems dar, indem

und

ist.
Derart kann man die atomphysikalischen Probleme 

mittels der Schbödingebsehen E igenw ertm ethode 
lösen, was im allgemeinen wesentlich leichter ist als 
die unmittelbare matrizentheoretische Lösung, und 
kann sodann durch eine U m rechnung auf Grund der 
Gleichungen (123) und (124) auch die m atrizen ­
m e c h a n is c h e  L ö s u n g  gewinnen; diese liefert 
in den Größen a (n, m) auch die Ü b erg a n g s­
w a h rsch e in lich k e iten , die für die In ten sitä ten  
der S p e k tra llin ie n  maßgebend sind.

Außer mit der Schrödinger sehen Eigenwerttheorie 
weist die Matrizenmechanik viele Berührungen auch 
mit einer dritten atomdynamischen Theorie auf, die 
ebenfalls im Jahre 1925 entstand; es ist dies die von 
D i r a c  begründete ^ -Z a h le n -M e ch a n ik 2). Sie be-

1) C. E ckabt, Phys. Rev. 28, 1926, S. 711.
2) P. A . M. D irac, Proc. of the Royal Soc. of London, 

Series A, 109, 1926, p .642; 110, 1926, p.561.
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ruht auf der Annahme, daß die quantenmechanischen 
Größen durch eine Art „ü b erk om p lexer“ Zah len  
darzustellen seien, die Dirac eben als g-Zahlen be- 
zeichnete und die sich von den gewöhnlichen Zahlen 
(die Dirac c-Zahlen nannte) dadurch unterscheiden, 
daß für sie das G esetz der K om m u tativ ität der 
M u ltip lik a tion  n ich t gelten  soll. Als g-Zahlen 
sieht die Dirac sehe Theorie nicht nur die Koordinaten 
und Impulse sowie die als Funktion der Koordinaten 
und Impulse darstellbare Energie an, sondern überdies 
auch die Z e i t J). Im übrigen stimmen die Ergebnisse, 
zu denen in der Anwendung auf spezielle atom­
physikalische Probleme die Dirac sehe Theorie führt, 
mit denen der Schrödinger sehen und der Heisenberg- 
schen Theorie überein.

E lfte s  K apite l.

Die kausale und die statistische Auffassung 
der Atomphysik.

Die vollkommene mathematische Äquivalenz, die 
trotz entgegengesetzter Ziele die Schrödinger sehe 
Theorie mit der Heisenberg-Born-Jordansehen ver­
knüpft, läßt die Frage besonders wichtig erscheinen, 
wie die zentrale Vorstellung jeder der beiden Theorien *)

*) Dadurch, daß in der D ibac sehen Theorie die Zeit und 
die räumlichen Koordinaten g le ic h e n  Charakter, nämlich den 
von g-Zahlen haben, wird auch der Übergang zu der Relativitäts­
theorie viel leichter als in der Matrizenmechanik, in der die 
räumlichen Koordinaten als Matrizen, hingegen die Zeit als 
gewöhnliche Rechengröße erscheinen.

H aas, Materiawellen 7
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vom Standpunkte der anderen Theorie zu interpretieren 
sei. Im Mittelpunkt der Scheödingee sehen Theorie 
steht der Begriff der W elle , im Mittelpunkt der 
Quantenmechanik der Begriff der K orpu skel. Was 
bedeutet nun vom Scheödingee sehen Standpunkt aus 
das Elektron und was vom Heisenbeeg sehen Stand­
punkt aus eine Materiewelle?

Die erste Frage ist im wesentlichen bereits seiner­
zeit durch de Bboglie selbst beantwortet worden. Er 
faßte ja die Materieteilchen als die S tellen  m axim aler 
E n erg ied ich te  innerhalb  der W ellen  auf. S cheö­
dingee hat diesen Gedanken für den Sonderfall eines 
linearen Oszillators weiter ausgeführt. Sind ipn (n  =  0 , 
1, 2 , 3 usw.) die Lösungen, die für diesen Fall die 
wellenmechanische Grundgleichung besitzt, so be­
trachtete Scheödingee *) eine Gruppe von Eigen­
funktionen, also von E igenschw ingungen , für die 
die Werte von n in der näheren Umgebung einer be­
stimmten großen Z a h l liegen mögen; die Frequenzen 
sind dann auf einen schmalen Bereich beschränkt. 
Scheödingee vermochte nun nachzuweisen, daß sich 
durch die S u p erp osition  der Eigenschwingungen 
dieses engen Bereiches (bei graphischer Darstellung) 
ein verhältnismäßig hoher und schmaler „B u ck e l“ 
ergibt, der sich nach denselben  m echanischen  
G esetzen  wie ein linear oszillierender M assenpunkt 
hin und her bewegt. Auch konnte Scheödingee zeigen, 
daß eine solche Wellengruppe, daß ein derartiges 
„E n erg iep a k et“ unter gewissen Voraussetzungen ge­
nügendlange Zusammenhalten, d. h. auf einen kleinen

i) E. S chrödinger, Der stetige Übergang von der Mikro- 
zur Makroine chanik, Naturwissenschaften 14, 1926, S. 664 (auch 
in den „Abhandlungen zur ’W’ellenmechanik“).
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(allerdings fortwandernden) räumlichen Bereich kon­
zentriert sein kann, so daß durch eine entsprechende 
Zeit ein merkliches (im allgemeinen nicht zu ver­
hinderndes) Auseinanderfließen des Euergiepakets 
unterbleibtJ).

Eine in ihrer Tendenz der ScHRÖDiNGERschen 
Deutung entgegengesetzte, quantenm echan ische In ­
te rp re ta tio n  der M a teriew ellen  ist zuerst von 
B orn2) gegeben worden. Die ScHRÖDiNGERsche 
Theorie beruht auf der Vorstellung streng kausaler 
Zusam m enhänge. Einerseits gründet sie sich auf die 
Annahme, daß der Zustand des VVellenfeldes jeder­
zeit genau beschreibbar sei, und andererseits auf das 
Postulat, daß aus einem gegebenen Anfangszustand 
des Feldes sein Zustand zu jeder späteren Zeit ge­
nau ableitbar sein müsse. Darum weist auch die 
fundamentale Differentialgleichung der Schrödinger- 
schen Theorie jenen Typus auf, der für die klassische, 
kausale Physik eigentümlich ist. Es mußte zunächst 
rätselhaft erscheinen, wieso eine derartige Gleichung, 
die K a u sa litä t, K on tin u itä t und raum zeitliche

i) Ist « j  die ursprüngliche Breite des Wellenpaketes und m 
seine Masse, so ist bei kräftefreier Bewegung die Breite zu der 
Zeit t, wie E hrf.n pk st  (Zeitschr. f. Phys. 45, 1927, S. 455) ge­
zeigt hat, durch die Formel beschrieben
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Die Zeit, in der eine V e rd o p p elu n g  der ursprünglichen Breite 
eintritt, würde daher beispielsweise für eine Masse von 1 g 
und eine ursprüngliche Breite von 10~ s cm nicht weniger als 
etwa rund 10 Billionen Jahre betragen. Für die Masse eines 
Protons und eine ursprüngliche Breite von 10~8 cm wäre hin­
gegen die Zeit der Verdoppelung nur 10“ 13 sec.

2) M. Born. Zeitschr. für Physik 87,1926, S. 863; 88,1926, S. 803.
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Darstellung voraussetzt, dennoch (infolge der mathe­
matischen Äquivalenz der ScmtöDiNGEKschen und 
der ÜEiSENBEBGschen Theorie) richtige Resultate in 
ihrer Anwendung auf das quantenmechanische Ge­
schehen liefert, das in seinem Wesen diskontinuier­
lich und nicht in der sonst üblichen Weise raum- 
zeitlich beschreibbar ist.

Die Lösung dieses vermeintlichen Widerspruches 
ist B obn dadurch gelungen, daß er den Schbödenger- 
schen F e ld sk a la r , der sich gemäß jener Differential­
gleichung im K on figu ra tion sra u m  w ellen förm ig  
ausbreitet, als e in eW a h rsch e in lich k e it im s ta t is t i­
schen Sinne interpretierte. Eine derartige Deutung 
wird durch die Beziehungen zwischen der Lichtquanten­
hypothese und der klassischen Undulationstheorie des 
Lichtes nahe gelegt. In dieser Theorie stellt das A m ­
p litu d en qu ad ra t für den betrachteten Ort die 
L ich t in te n s itä t  dar, die aber vom Standpunkte der 
Lichtquantenhypothese wohl nur mit der Wahrschein­
lichkeit Zusammenhängen kann, die für das E in - 
langen eines L ich tqu an ts  an dem b e tre ffe n ­
den Orte besteht1). Eine derartige Interpretation 
macht die Vorstellung, daß die Bewegungsrichtung 
eines einzelnen  Lichtquants n ich t determ in iert 
sei, mit der strengen Gesetzmäßigkeit verträglich, die 
sich in den wahrnehmbaren optischen In ter feren z - 
und B eugungsphänom enen offenbart. *)

*) Diese Auffassung macht die unverständliche Annahme 
überflüssig, daß Lichtquanten einander wechselseitig zerstören 
können; wohl aber zeigt sie, daß unter Umständen die Wahr­
scheinlichkeit für das Eintreffen von Lichtquanten an einer 
Stelle trotz der Nähe von Lichtquellen so gering werden kann, 
daß die betreffende Stelle dunkel bleibt.

100 ELFTES KAPITEL

www.rcin.org.pl



Die weitgehende A n a lo g ie  zw ischen  L ic h t ­
quant und E le k tro n 1) legt die Übertragung auf 
die ScHRÖDiNGEBSchen Wellen nahe. In dem Kon­
figurationsraum, der bei n Teilchen 3n-dimensional 
(also beispielsweise bei zwei Teilchen sechsdimensional) 
ist, ist die jeweilige Konfiguration des Systems durch 
die momentane Lage eines „Bildpunktes“ darstellbar. 
Vom BoKNrschen Standpunkte aus kann man nun nie 
genau sagen, wo sich der Bildpunkt im nächsten 
Augenblicke befinden, welche Richtung also seine 
„Bewegung“ im Konfigurationsraume einschlagen 
wird. Alles, was nach B orn die Quantenmechanik 
anzugehen vermag, ist die W a h rsch e in lich k e it , die 
für das E in sch lagen  einer bestim m ten  R ich ­
tung besteht. Diese Wahrscheinlichkeit kann aber 
wie eine k on tin u ier lich  veränderliche und d e te r ­
m in ierte  Größe behandelt werden und kann daher 
auch einer Differentialgleichung von „klassischem“ 
Typus genügen, wie es eben die ScHRÖDiNGERsche isti) 2).

Daß in der Tat eine kausale Auffassung der 
Atomphysik grundsätzlichen Schwierigkeiten begegnet, 
hat H e is e n b e r g 3) veranschaulicht, indem er zeigte, 
daß es auch im G edan k en experim en t unmöglich 
sei, in einer einzigen M essung eine ideal genaue

i) Besonders klar ist diese Analogie in einer Abhandlung 
von G. B e c k  dargelegt; Zeitschr. f. Physik, 48, 1927, S. 658.

s) Schrödinger selbst suchte den in seiner Differential­
gleichung auftretpnden Feldskalar in eine Beziehung zu der 
e l ek t r i s ch e n  L a d u n g s d i c h t e  zu bringen. Vgl. E. S chrö­
d in g e r , Quantisierung als Eigenwertproblem, Vierte Mit­
teilung, § 7.

3) W . H eisenberg , Uber den anschaulichen Inhalt der quan­
tentheoretischen Kinematik und Mechanik, Zeitschr. f. Physik, 
43, 1927, S. 172.
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Bestimmung einer Koordinate mit einer ideal gen auen Be- 
Stimmung des zugehörigen Impulses zu vereinen und daß 
deshalb jede Messung atom arer G rößen  notwendiger­
weise mit einer U n sch ärfe  verbunden sein müsse.

Denken wir beispielsweise an ein in einem Atom 
umlaufendes Elektron, so könnten wir allenfalls mit­
tels einer einzigen Messung seine Lage und seinen 
Impuls (nämlich seine Geschwindigkeit) bestimmen; 
wir müßten dazu das Elektron zur Feststellung seines 
Ortes unter Zuhilfenahme eines „Mikroskopes“ „be­
leuchten“ und zugleich seine Geschwindigkeit auf 
Grund des bekannten D opplek - E ffek tes ermit­
teln, nämlich durch die Wellenlängenänderung, die 
die zur Beleuchtung verwendeten Strahlen hei ihrer 
Zurückwerfung durch das bew egte  Elektron erfahren. 
Mit dieser Beobachtung wäre aber nun notwendiger­
weise einCoMPTON-Effekt verbunden, darin bestehend, 
daß durch den Zusam m enstoß zwischen einem L ich t­
quant und dem Elektron die Geschwindigkeit des 
letzteren verändert wird.

Einerseits wird nun eine umso schärfere Bestim­
mung des Elektronenortes möglich, je kürzerwellig die 
zur Beleuchtung verwendeten Strahlen sind (man 
müßte wohl bereits Gamma-Strahlen benutzen, deren 
Wellenlänge etwa 5 bis 50mal kleiner ist als der 
Radius des normalen Wasserstoffatoms1) in der bohe- 
schen Theorie). Je kürzerwellig aber die Strahlen 
sind, desto stärker muß andererseits der Compton- 
Effekt in die Erscheinung treten, eine desto größere 
Änderung muß während und infolge der Beobachtung

0  Die Wellenlänge harter Gamma-Strahlen beträgt zwi­
schen 10 und 100 X-Einheiten, der normale Radius des Wasser­
stoffatoms ca. 500 X -E . (1 X -E . ist 10—n cm).
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der Elektronenimpuls erfahren. Will man also bei 
der Geschwindigkeitsbestimmung mittels des Doppler- 
Effektes eine große Genauigkeit erzielen, so muß die 
verwendete Strahlung möglichst langwellig gewählt 
werden, damit der unvermeidliche Compton- Effekt 
möglichst wenig störe. Ist die Strahlung aber lang­
wellig, so wird wieder nach dem vorhin Gesagten eine 
genaue Ortsbestimmung des Elektrons unmöglich. 
Genauigkeit in der Lagebestimmung ist somit nur 
durch Verzicht auf Schärfe in der Impulsmessung 
möglich, und umgekehrt schließt Genauigkeit in der 
Impulsmessung Schärfe in der Lagenbestimmung aus. 
Die V erta u sch u n g sre la tion  (Gl. 82) soll nach 
Heisenberg der exakte Ausdruck dieser U nbestim m t­
heitsbeziehung sein, indem ganz allgemein im Falle 
größter, überhaupt erreichbarer Schärfe doch das P r o ­
dukt der mit einer Messung verbundenen U ngenauig­
keiten  in der Koordinaten- und Impulsbestimmung 
durch das elem entare W irkungsquantum  fest­
gelegt und ihm in der Größenordnung gleich sein soll.

Wenn nun eine im klassischen Sinne präzise Be­
schreibung des atomaren Geschehens an sich unmög­
lich ist, v erliert natürlich auch das K au sa lp rin zip  
seine B edeutung für die Physik. Denn dieses Prinzip, 
nach dem die genaue Kenntnis der Gegenwart eine 
exakte Berechnung der Zukunft ermöglicht, wird 
gegenstandslos, wenn eine genaue Kenntnis der Ge­
genwart unerreichbar ist. Die K a u sa litä t ist nach 
der quantenmechanischen Auffassung für die elem en­
taren P rozesse  der P hysik  zu verneinen und 
nur für die W a h rsch e in lich k e iten  zu b e ja h en , 
die diesen in d iv id u e llen  Prozessen aus s ta t is t i­
schen Gründen zuzuorden sind.
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Z w ö lfte s  K ap ite l.

Das Paulische Prinzip und die Quanten­
theorie des Grundstoffs^steins.

Die Ergebnisse der Quantenmechanik stehen in 
einem engen Zusammenhang mit wichtigen Erkennt­
nissen, die bereits ein Jahr vor der Aufstellung der 
HEiSENBEBGschen Theorie durch Pauli gewonnen 
worden waren und die das p e r io d isch e  System  
der E lem ente  betrafen. Man kann wohl sagen, 
daß die Entwicklung des Problems der chemischen 
Grundstoffe eines der großartigsten Beispiele dafür 
darstellt, wie aller wissenschaftliche Fortschritt letzten 
Endes in der allmählichen Überführung qualitativer 
in quantitativ-mathematische Erkenntnisse besteht. In 
dem Fall des Grundstoffproblems war die Möglich­
keit hierfür gegeben, als einerseits durch die Ent­
deckung der Elektronen die qualitative Verschieden­
heit der chemischen Elemente auf eine Verschiedenheit 
in der Anordnung der Materie-Urteilchen zurückgeführt 
und andererseits durch M oseley im Jahre 1913 die 
n atü rlich e R eih e  der G ru n d sto ffe  aufgefunden war. 
In der natürlichen Reihe erhielt jedes Element eine 
bestimmte O rdnungszahl, eine bestimmte Nummer 
(z. B. Wasserstoff die Nummer 1, Helium die Num­
mer 2 , Eisen 26, Gold 79 und Uran die höchsfe 
Nummer 92); und diese Nummer erwies sich als gleich­
bedeutend mit der Zahl der Elektronen, die im neu­
tralen Atom dessen Kern umgeben.

Durch die Auffindung der Ordnungszahlen der 
Elemente wurde nun auch eine exakte Darstellung 
der chem ischen  P e r io d iz itä t  möglich. Die Unter-
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Scheidung von sieben Perioden in dem Grundstoff­
system geht wohl bis auf das Jahr 1870 zurück1); 
aber erst seit Moseleys Entdeckung war es möglich, 
die L ängen  der P eriod en  genau anzugeben, und 
zwar (wenn man von der letzten unvollständigen Pe­
riode2) absieht) zu 2 , 8 , 8 , 18, 18 und 32. Als das 
grundlegende Problem der modernen Grundstofftheorie 
ergab sich die quantenmäßige Erklärung dieser Zahlen, 
die umsomehr das Interesse der Physiker erwecken 
mußten, als sie ja sämtlich doppelten Quadratzahlen 
gleich sind3). Ein wesentlicher Schritt zur Lösung 
dieses Problems ist bereits im Jahre 1924 P au li ge­
glückt, der dabei an das Prinzip der v ie r fa ch en  
Q u an te lu n g  der A tom zu stän d e  anknüpfte.

Zum quantenmechanischen Verständnis dieses Prin­
zips möge zunächst auf matrizen-theoretischer Grund­
lage eine Betrachtung vorausgeschickt werden, die 
sich auf den D reh im puls eines um eine A ch se  
sym m etrischen  System s von T e ilch en  beziehen 
soll. Doch mögen im Hinblick auf die Langwierigkeit 
der erforderlichen Rechnungen hier nur die Rech­
nungsergebnisse mitgeteilt werden, im Anschluß an 
B öen , auf dessen Darstellung4) wegen der Einzelheiten 
verwiesen sei. Der Drehimpuls um die Achse ist

») Das periodische System der Elemente wurde gleichzeitig 
von Lothar M e ye r  und M endelejeff  entdeckt.

2) Die siebente Periode bricht an sechster Stelle mit dem 
Uran ab. Sämtliche Perioden beginnen mit einem Alkalimetall 
(von der ersten Periode abgesehen, die mit Wasserstoff“ anfängt) 
und enden mit einem Edelgas.

») Es ist ja 2 =  2 . 12; 8 =  2 . 22; 18 =  2 . 32; 32 =  2 . 42.
■*) Max B orn , Probleme der Atomdynamik (Berlin, Springer 

1926) I. Teil, 15. Vorlesung.
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für ein solches achsensymmetrisches System gleich der 
Resultierenden der Drehimpulse der einzelnen, zu dem 
System gehörigen Teilchen, und jeder einzelne Dreh­
impuls ist wieder durch das Produkt aus Masse, Ge­
schwindigkeit und Abstand von der Achse gegeben.

Aus der Vertauschungsrelation der Matrizenme­
chanik kann man nun im Anschluß an die klassische 
Mechanik einerseits ableiten, daß die dem Drehimpuls 
um die Achse (£7) entsprechende Matrix eine D ia ­
gon a lm atrix  ist, und daß andererseits deren Glieder 
(Z70, TJV U2 usw.) in einem einfachen Zusammenhang 
mit den Koordinatenmatrizen stehen, von denen wir 
je  d re i (entsprechend den drei räumlichen Koordi­
naten) jedem Teilchen zuordnen müssen. Machen wir 
nämlich die Symmetrieachse zur z- Achse, und bezeichnen 
wir die Koordinatenmatrizen eines beliebigen Teil­
chens mit qx, qy, q2, so erhalten wir die folgenden drei, 
für jedes Teilchen gütigen Gleichungen, die die ein­
zelnen Koordinaten mit dem Gesamtimpuls verknüpfen:
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W ir können nun zwei verschiedene Arten von Zu­
standsänderungen, von sogenannten ,,Quanten Sprün­
g en “  des Systems unterscheiden, je nachdem ob 
sich hierbei der Drehimpuls um die Achse ändert 
oder ungeändert bleibt. Indem wir zunächst nur den 
ersten Fall betrachten (die genauere Diskussion bleibe 
einem späteren Kapitel Vorbehalten) und die ersten
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zwei der Gleichungen (127) miteinander multiplizieren, 
finden wir
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Man kann somit ganz allgemein setzen

wobei n' eine ganze (positive oder negative) Z ah l 
und U0 eine Konstante bedeuten.

Andererseits führen aber Rechnungen auf Grund 
des Matrizen-Kalküis zu der Folgerung, daß die Sum­
me der U-Werte, gebildet für die möglichen Werte 
von n , verschwinden müsse. Dies bedeutet, wenn wir

setzen, daß 
(129)

sein muß. Da zwei benachbarte Werte dieser Reihe 
um Eins verschieden sind (weil nach Gl. 128 n nur 
um Eins springen oder ungeändert bleiben kann) 
und da andererseits (nach Gl. 129) die Reihe der 
(n '+  w0)-W erte in bezug auf Null symmetrisch sein muß, 
so ergeben sich nur zwei Möglichkeiten. Die Reihe 
ist entweder

oder

Die Größe (n + >?0), die wir im folgenden mit m be­
zeichnen wollen1), hat also die Bedeutung einer

9 Diese Bezeichnung hat natürlich nichts damit zu tun, 
daß der Buchstabe nt früher als Index gebraucht wurde.
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sogenannten Quantenzahl. Sie stimmt mit der ,,m ag - 
netischen  Q u an ten zah l“  überein, die bereits in der 
älteren Quantentheorie zur Deutung des Z eeman- 
E ffektes benutzt worden war. Wie aus dem früher 
Gesagten (Gl. 128) hervorgeht, kann die magnetische 
Quantenzahl bei einer atomaren Zustandsänderung 
nur ungeändert bleiben oder sich um +  1 ändern.

Zu einer weiteren Quantenzahl führen die matrizen­
mechanischen Überlegungen, wenn neben dem Dreh­
impuls um die Symmetrieachse (ZT) überdies der g e ­
sam te D reh im puls {M ) betrachtet wird, der bei 
dem Vorhandensein äußerer Einflüsse von Z7 verschie­
den ist. Es läßt sich zeigen, daß für den Grenzfall 
verschwindenden äußeren Einflusses dem gesamten 
Drehimpuls eine D ia g on a lm a tr ix  zugeordnet werden 
kann, deren Glieder gleich M p  sind, wobei
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ist. In dieser Formel, die mit einem Ergebnis der 
ScHBÖDiNGEBschen Theorie (Gl. 61) übereinstimmt, be­
deutet j  wiederum eine Quantenzahl, die sich, wie die 
nähere Betrachtung zeigt, ebenso wie die magnetische 
Quantenzahl bei Quantensprüngen nur um Eins ändern 
kann, woferne sie nicht ungeändert bleibt. Zwischen 
den Quantenzahlen m und j  besteht insoferne ein 
enger Zusammenhang, als in dem durch die Quanten­
zahl j  gekennzeichneten Zustand die magnetische 
Quantenzahl m alle um Eins von einander abstehenden 
Werte von — j  bis +  j  annehmen kann, aber auch 
nur diese Werte. Die beiden Quantenzahlen m und j  
kommen also jedenfalls noch zu der H auptquanten ­
zahl hinzu, die für den Einzel-Drehimpuls desjenigen 
Elektrons charakteristisch ist, dessen Übergänge das
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betrachtete Spektrum erzeugen. Die hier mit j  be­
zeichnte Quautenzahl ist schon der älteren Theorie 
bekannt gewesen; sie wurde im Jahre 1920 von 
S ommerfeld als innere Q u an ten zah l in die 
Atomphysik eingefiilirt.

Um endlich zu einer v ierfa ch en  Quantisierung 
der Atomzustände zu gelangen, muß man noch die im 
Jahre 1925 von U hlenbeck und G oudsmit1) be­
gründete Hypothese hinzuziehen, daß die einzelnen 
E lek tron en  eine K re ise lb ew egu n g  ausführen, die 
ihnen die Eigenschaften k le in er  M agnete verleiht. 
Jedes Elektron besitzt derart selbst einen Drehimpuls; 
dabei ist zu berücksichtigen, daß für die R o ta tio n  zwei 
en tg egen g ese tz te  M ög lich k e iten  bestehen. Die 
Quantenmechanik führt nun auf Grund spektrosko­
pischer Erfahrungstatsachen, wie H eisenberg  und 
J ordan gezeigt haben2), zu der Erkenntnis, daß man 
dem Kreisel-Elektron einen derartigen Drehimpuls 
zuschreiben muß, daß dessen Unterschied für die 
beiden Fälle entgegengesetzter Rotation gleich hfön 
wird. Der Drehimpuls eines jeden Elektrons muß 
demnach +  h/4 n sein. Da eine Quantenzahl um Eins 
springt, wenn sich der Drehimpuls um h/2n ändert, 
so ist somit der Kreiselbewegung eines Elektrons ent­
weder die Quantenzahl +  ~  oder die Quantenzahl 
— — zuzuordnen3).

') Naturwissenschaften 18,1925, S. 953.
2) Zeitschrift f. Physik 37, 1926, S. 263.
s) Bei zwei Elektronen ist somit der auf ihre Kreisel- 

bewegungen zurückzuführende Drehimpuls insgesamt +  1 oder 
0, bei drei Elektronen +  oder +  -j- , bei vier Elektronen 
±  2, +  1 oder 0 usw.
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Der gesam te D reh im puls erscheint derart als 
eine R esu ltieren d e , zu der die Kreiselbewegungen 
der Elektronen nur eine K om p on en te  liefern. Die 
andere Komponente (die im allgemeinen v ek tor ie ll 
abzuspalten ist) erscheint durch eine weitere Quanten­
zahl charakterisiert, die mit l bezeichnet werde und 
bezüglich deren die theoretischen Betrachtungen er­
geben, daß sie sich bei Quantensprüngen des Atoms 
stets um +  1 ändern muß. Sie entspricht, wie die 
Betrachtung der optischen Spektren zeigt, der soge­
nannten N eben qu an ten zahl, die zur Erklärung der 
optischen Spektren bereits im Jahre 1915 durch 
S ommerfeld in die Atomphysik eingeführt worden war. 
Die Quantenmechanik ergibt, daß die Nebenquanten­
zahl eine Reihe ganzer, niemals negativer Zahlen 
bildet1) und daß der M axim alw ert, den, bei gegebenem 
Werte n der Hauptquantenzahl, die Nebenquantenzahl 
l annehmen kann, stets um E in s k le in er  als n ist; 
es ist also
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Für die Nebenquantenzahl l sind daher, wenn die 
Hauptquantenzahl n gegeben ist, n verschiedene Werte 
möglich, nämlich
________  0, 1, 2 • • • (w — 1).

i) Am einfachsten ist die Bedeutung der NebenquanteDzahl 
für die optischen Spektren der Alkali-Metalle, bei denen vier 
Arten optischer Spektral-Terme als die wichtigsten unterschie­
den werden; sie entsprechen den Werten 0, 1, 2 und 3 der 
Nebenquantenzahl l. Die Duplizität der inneren Quantenzahl j  
erklärt es, daß die Terme Dublett-Terme sind, mit Ausnahme 
der stets einfachen Terme, denen der Wert 1 =  0 zukommt und 
für die nur ein einziger j -Wert möglich ist. Wesentlich kom­
plizierter sind die Verhältnisse bei den anderen Grundstoffen.
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P a u l i1) entdeckte nun den Schlüssel zu dem Ver­
ständnis des periodischen Systems in einem von ihm 
aufgestellten Prinzip, wonach in einem Atom n iem als 
zwei E lek tron en  in säm tlichen  v ier Q u an ten ­
zah len  (Haupt-, Neben-, innerer und magnetischer 
Quantenzahl) übereinstim m en  können. Zur Er­
läuterung des PAULischen P rin zips denken wir uns 
die zu einem Atom gehörigen Planeten-Elektronen in 
G ruppen geteilt, die durch einen bestimmten W ert 
der Hauptquantenzahl (I, II ,III , IV  usw.) charakterisiert 
seien; innerhalb der Gruppen unterscheiden wir wieder 
U ntergruppen , die durch einen bestimmten Wert 
der N eben qu an ten zah l gekennzeichnet seien. In­
dem wir den Wert der Nebenzahl als Index zu der 
in römischen Ziffern geschriebenen Hauptzahl hinzu­
fügen, ergeben sich somit nach Gl. 131 die folgenden 
Untergruppen als möglich:
I0; I I0, II ,; II10, III,, I I I 2; IV 0, IV „  IV 2, IV 3; V 0 usw.

Betrachten wir nun ganz allgemein eine Unter­
gruppe von der Nebenquantenzahl l, und sehen wir 
zunächst von dem speziellen Falle ab, daß l =- 0 sei, 
so sind für ein Elektron die zugehörigen Werte der 
inneren Q uantenzahl
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Andererseits kann, wie schon erwähnt, die m agne­
tisch e  Q uantenzahl (m) alle um Eins von einander 
abstehenden Werte von — j  bis + j  annehmen. Die Zahl 
der möglichen Werte der magnetischen Quantenzahl

i) Zeitschr. f. Physik 81. 1925, S. 765.
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beträgt für yj demnach (2 j ,  +  1) oder 2 Z, für j>2 hingegen 
(2 j2 +  1) oder (2 l +  2), insgesamt also (4 l +  2). Man er­
kennt leicht, daß diese Formel auch für den Sonderfall 
1 =  0 gilt; denn dann fällt der 7,-Wert weg, und j2 
ist -f —. Die möglichen Werte der magnetischen 
Quantenzahl sind dann nur — ~  und +  \ ; die Zahl 
der möglichen Werte beträgt demnach zwei oder, was 
dasselbe ist, (4 x 0 )  +  2 .

Im Sinne des PAuiiischen Prinzips haben wir also 
die M axim alzah l der E lek tron en , die in einer 
Untergruppe von der Nebenquantenzahl l enthalten 
sein können,

112 ZWÖLFTES KAPITEL

zu setzen. Dies ergibt:

und so fort. Bezeichnen wir nun beispielsweise mit 
dem Symbol I I I01 eine dreiquantige Gruppe, in der 
aber nicht alle drei möglichen Untergruppen (l =  0 , 
l =  1, 1 =  2) enthalten sind, sondern nur die ersten 
zwei, so ergeben sich die folgenden B esetzungszahlen , 
wenn X  eine beliebige Hauptquantenzahl bedeutet:

und so fort. Diese Zahlen sind aber ganz dieselben 
wie diejenigen, die die Längen der einzelnen Perioden 
kennzeichnen.
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In der Tat ergibt sich für die die einzelnen 
P erioden  absch ließenden  E d e lg a se , denen die 
Ordnungszahlen 2 , 1 0 , 18, 36, 54 und 86 zu-
komraen, das folgende Schema1):
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Setzen wir für die Symbole auf den rechten Seiten 
die Zahlenwerte gemäß Formel (133) ein, so finden 
wir in der Tat:

Das die Gliederung des periodischen Systems wieder­
gebende Schema (134) ist im wesentlichen bereits im

0 Aus diesem Schema geht, wie nur nebenbei bemerkt sei, 
hervor, daß für den Aufbau des Grundstoff-Systems eine Ver­
vollständigung innerer  Elektronengruppen charakteristisch ist. 
Die dreiquantige Gruppe wird erst in der vierten Periode ver­
vollständigt, die vierquantige erst in der fünften und sechsten 
Periode; auch die Vervollständigung der fünfquantigen Gruppe 
wird noch in der sechsten Periode fortgesetzt, ohne übrigens zum 
Abschluß zu gelangen.

H a a s ,  Materie wellen 8
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Jahre 1924 von Stoneb l) im Anschluß an etwas 
ältere Ideen B ohbs i) 2) aufgestellt worden. Den tieferen 
G-rund für diese „Arithmetik“ des periodischen Systems 
hat aber erst das Pauli sehe Prinzip aufgedeckt.

D reizeh n tes K apite l.

Die Bosesche Quantenstatistik.
Die der neuesten Physik eigentümliche Überbrückung 

des Gegensatzes zwischen Korpuskeln und Wellen, also 
zwischen Materie uud Licht, ist von der größten Be­
deutung auch für die Probleme der sta tistisch en  
Physik  geworden. Diese Probleme waren früher in 
zwei, voneinander scharf getrennte Gruppen zerfallen. 
Die einen bezogen sich eben auf die M aterie , die 
anderen auf das L ich t  im weitesten Sinne dieses 
Wortes. Die statistische Physik der Materieteilchen 
war schon in der Mitte des 19. Jahrhunderts durch 
die k in etisch e  G a sth eor ie  zu hoher Vollkommenheit 
gediehen. Auf dem Gebiete der Lichtwellen waren 
statistische Betrachtungen einerseits auf Grund des 
Begriffes der E igen sch w in g u n gen 3), andererseits 
auf Grund der Vorstellung der E n erg iee lem en te  (h v) 
bzw. der L ich tq u a n ten  möglich geworden. Als nun 
die Physiker fanden, daß den Lichtquanten ein Im puls 
ebenso wie materiellen Teilchen zugeschrieben werden 
muß, lag der Gedanke nahe, die Methoden und Er-

i) E. C. Stoner, Philos. Magazine 18. 1924, S. 719.
J) N. B ohr, Zeitschr. f. Physik 9 , 1922, S. 1.
3) Vgl. die Betrachtungen über das R ayleioh-Jeans sehe 

Prinzip im dritten Kapitel.
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gebnisse der ersten Problemgruppe auf die zweite zu 
übertragen; und die umgekehrte Möglichkeit wurde 
wiederum durch die Hypothese der Materiewellen 
eröffnet.

Der erste bedeutsame Versuch, mittels der gas­
theoretischen Methoden ein Problem der Strahlungs­
theorie zu lösen, betraf die fundamentale Frage, wie 
die sp ek tra le  V erte ilu n g  der e lek trom ag n eti­
schen W ellen en erg ie  eines Hohlraums von der 
T em peratur abhängt. Ihre Lösung hatte diese 
Frage im Jahre 1900 durch das berühmte S trah lu n gs­
gesetz gefunden, das damals Planck auf Grund 
seiner Hypothese des e lem entaren  W irk u n gs- 
quantum s aufgestellt hatte. Es lag nun der Gedanke 
nahe, das PLANCKsche Strahlungsgesetz derart ab­
zuleiten, daß die den Hohlraum erfüllende Strahlung 
gewissermaßen als ein L ich tqu an ten ga s aufgefaßt 
wurde, in dem sich die möglichen Werte des Impulses 
nach einem ähnlichen Gesetze über die einzelnen 
Individuen verteilen sollen wie in einem „materiellen“ 
Gase; nur daß eben bei letzterem der Impuls durch 
das Produkt aus Molekelmasse und molekularer Ge­
schwindigkeit bestimmt erscheint, bei der Hohlraum­
strahlung aber durch das noch durch die Licht­
geschwindigkeit dividierte Produkt aus Frequenz und 
elementarem Wirkungsquantum.

Wird die auf die V olum einheit bezogene Strah­
lungsenergie in sp ektra ler Z erlegu n g  etwa gleich­
gesetzt
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so hatte Planck für die von der Frequenz und der

www.rcin.org.pl



Temperatur abhängige „sp ez ifisch e  S tra h lu n g s­
d ich te “ uv den W ert ermittelt
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Dabei bedeuten c die Lichtgeschwindigkeit, T  die 
absolute Temperatur und k  die Boltzmann sehe Kon­
stante, die, mit-^- T  multipliziert, die mittlere kinetische 
Energie einer einatomigen Molekel bei der Tem­
peratur T  ergibt!). Wird u v noch mit c /4  multipliziert, 
so erhält man, wie nur nebenbei bemerkt sei, das 
sogenannte spezifische Emissionsvermögen 2) eines 
schwarzen Körpers für den Spektralbereich von v 
bis v +  d v bei der Temperatur T.

Andererseits gründen sich nun alle statistischen Be­
trachtungen der kinetischen Gastheorie auf den Begriff

Die B oltzmann sehe Konstante (k) stellt den universellen 
Proportionalitätsfaktor zwischen der Entropie (S) und dem 
natürlichen Logarithmus der statistischen Wahrscheinlichkeit 
(TT*) dar; es ist nämlich

S — Jc ln W*.
Der Zahlenwert der B oltzmann sehen Konstante beträgt 
1,372.10“ 16 erg/grad.

2) Unter dem Emissionsvermögen eines schwarzen Körpers 
versteht man die von der Einheit seiner Oberfläche in der Zeit­
einheit ausgestrahlte Energie. Wird dieses Emissionsvermögen

spektral zerlegt, also gleichgesetzt J*Kv d v, so finden wir, indem 

wir die Gl. 135 mit c/4 multiplizieren,

Wird das Emissionsvermögen statt auf einen Frequenzbereich in 
üblicher Weise auf einen Wellenlängenbereieh (von X bis X +  d X)
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der sta tistisch en  W a h rsch e in lich k e it  e iner g e ­
gebenen  Z u stan d sverte ilu n g . Unter dieser Wahr­
scheinlichkeit versteht man im Sinne der Kombinatorik 
die Z ah l der K om plex ion en , durch die eine ge­
gebene Zustandsverteilung realisiert werden kann. 
Wir betrachten etwa eine Gesamtheit von N  Individuen 
und ordnen die für die Individuen möglichen Zustände 
(mit zunächst willkürlicher Abgrenzung) in eine Reihe, 
die wir uns numeriert denken. Es sei N t die Zahl 
der Individuen im ersten Zustand, N 2 die Zahl im 
zweiten Zustand und allgemein Ni die Zahl in dem 
i-ten Zustand, wobei also
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ist. Dann entsteht eine neue Komplexion, wenn zwei 
Individuen, die sich in versch iedenen  Zuständen be­
finden, ihre Rolle tauschen; dagegen entsteht keine

bezogen, so ergibt sich aus der letzten Gleichung auf Grund 
der Beziehung c =  U  die bekannte P lanck sehe Formel:

Ist k T  klein, so ergibt sich das nur für das Ultraviolette oder 
für tiefe Temperaturen gültige W ie n  sehe Gesetz:

Ist hingegen das Produkt kT  grob, so gelangt man zu dem 
nur für das Ultrarote oder für hohe Temperaturen gültigen 
R a v i k i o h sehen Strahlungsgesetz:

Die Gesetze von W ien  und Lord K ayleig h , die beide nur eine 
beschränkte Geltung haben, wurden bereits vor der Aufstellung 
des a l lgemein gültigen P lanck sehen Gesetzes aufgefunden.
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neue Komplexion bei einer Vertauschung zweier 
Individuen in dem selben Zustand. Unterscheiden 
wir z. ß . zwei Zustände bei drei Individuen (a, b, c), 
so sind für eine Zustandsverteilung

118 DREIZEHNTES KAPITEL

drei K om plex ion en  möglich, gemäß dem Schema: 
Erster Zustand Zweiter Zustand

Ebenso gibt es natürlich drei Komplexionen für die 
Zustandsverteilung W, — 1, N 2 -= 2. Dagegen ist nur 
eine Komplexion für die Zustandsverteilung — 3, 
jV2 — 0 möglich, und ebenso nur eine einzige Komplexion 
für die Verteilung N x =  0 , iNT2 == 3.

Die s ta t is t is ch e  W a h rsch ein lich k eit, die stets 
eine ganze positive Zahl sein muß, ist nun offenbar 
durch die Z ah l der P erm utationen  bestimmt, die 
mit N  Individuen vorgenommen werden können, wobei 
aber solche Permutationen w egfa llen , die in einer Ver­
tauschung zweier Individuen desselben  Z u stan d es 
bestehen. Die Gesamtzahl aller möglichen Permu­
tationen von N  Individuen ist bekanntlich jV! (in 
Worten „ N  Fakultät“), wobei 2V! das Symbol für das 
Produkt [1. 2. 3 . . . ( W — 1).2V] bedeutet. Die Zahl 
der Permutationen, die dadurch möglich sind, daß die 
im ersten Zustand befindlichen Individuen unter­
einander vertauscht werden, ist W ,!, und so fort. Da­
her erhalten wir die statistische Wahrscheinlichkeit 
einer gegebenen Zustandsverteilung, indem wir N\ zu­
nächst durch N t l dividieren, weil ja alle Kombinationen, 
die durch Vertauschung von Individuen innerhalb
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der ersten Untergrippe entstehen, insgesamt doch nur 
eine e in z ig e  K om plexion  darstellen (und nicht 
etwa ! Kompleximen). Weiterhin haben wir durch 
N,\ zu dividieren usw. Für die statistische Wahr­
scheinlichkeit, die vir mit W * bezeichnen wollen, er­
gibt sich so der Ausdruck
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Aus der Vorstellung des Lichtquantengases läßt 
sich nun, wie im Jahre 1924 der indische Physiker 
B ose zeigte *), in der Tat die fundamentale Planck- 
sche Formel ableiten, wofern man sich erstens den einem 
Quantengase von dem Volumen E ins2) zuzuordnenden 
Im pulsraum  aus Z e llen  von der Größe h3 zusammen­
gesetzt denkt3) und zweitens die sta tis tisch e  W ah r­
sch e in lich k e it  in einer von der klassischen Theorie 
abw eichenden  Weise defin iert.

Der Unterschied zwischen der klassischen und der 
Bose sehen Statistik wird vielleicht am ehesten durch 
das vorhin betrachtete Beispiel klar, das sich auf 
zwei Zustände und drei Individuen bezog. Für dieses 
Beispiel kannte die klassische Statistik vier verschiedene 
Zustandsverteilungen, jedoch mit versch ied en em „G e- 
w icht“ , wenn wir bei einer Zahl von rn möglichen 
Komplexionen (alsa bei W* =  m) von »w-fachem Ge­
wicht sprechen. Diese vier Zustandsverteilungen sind 
für das betrachtete Beispiel:

‘ ) S. N. B ose , Zeit;chr. f. Phys. 26, 1924, S. 178 uud 27, 1925, 
S. 884.

2) Denn die Energie eines Hohlraums vom Volumen Eins 
ist ja mit der Energiedichte gleichbedeutend.

3) Vgl. das am Eide des dritten Kapitels Gesagte.
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N { — 3, N2 — 0 mit einfachem Gewicht
Nt =  2, N2 =  1 mit dreifachem Gewicht

1 ^  =  1, N 2 =  2 mit dreifachem Gewicht
[ =  0, N2 =  3 mit einfachem Gewicht.

Im Gegensatz zu der klassischen Auffassung schreibt 
nun die Bose sehe Statistik allen diesen Zustands­
verteilungen einheitlich nur ein ein faches G ew icht 
zu. Alle Verteilungen der Individuen über die Zu­
stände sollen nach Bose g le ich  w ah rsch ein lich  sein, 
genau so wie in der klassischen Statistik alle einzelnen 
Komplexionen (z. B. ab\c oder ac]b  oder b c ’,a ) unter­
einander die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen. In­
folgedessen muß man in der Bose sehen Statistik statt 
von der Verteilung der Individuen über Zustands­
gebiete von der V erteilung der Z u stan d sgeb iete  
oder Z e llen  über die versch iedenen  B esetzungs­
m ög lich k e iten  ausgehen. Sind N  Individuen über 
Z  Zustandsgebiete verteilt, so ist diese Verteilung 
in der klassischen Statistik durch die Z  Zahlen , 
N 2 . . .  N i . . .  charakterisiert, die es angeben, wieviel 
Individuen in jedem Gebiete sind. In der Bose sehen 
Statistik erfolgt die Kennzeichnung der Verteilung 
durch (N  +  1) Zahlen, nämlich Z0, Z\ . . .  Zj . . . ,  die 
es angeben, wieviel Zustandsgebiete oder Zellen mit 0 , 
wieviel mit 1, wieviel mit 2, allgemein wieviel mit 
j Individuen besetzt sind; dabei muß
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sein.
Die statistische Wahrscheinlichkeit ergibt sich dem­

nach in der BosEschen Statistik, abweichend von der 
klassischen Theorie, zu
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Betrachten wir z. B. in dem früher behandelten speziellen 
Falle, iu dem N =*  3, Z =  2 war, die besondere Ver­
teilung, wo zwei Individuen im ersten und eines im 
zweiten Zustand sind, so wird nach Gl. 137 die klassi­
sche Wahrscheinlichkeit (die mit dem „Gewicht“ über­
einstimmt)
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Hingegen ist nach Gl. 139 die BosEsehe Wahrschein­
lichkeit, weil es bei der betrachteten Verteilung keine 
Zelle mit der Besetzungszahl 0, eine mit der Be­
setzungszahl 1, eine mit der Besetzungszahl 2 und 
keine mit der Besetzungszahl 3 gibt,

Die Übereinstimmung, die zwischen den Gleichungen
137 und 139, sowie zwischen den Gleichungen 136 und
138 besteht, rechtfertigt die Übertragung der grund­
legenden, in der klassischen Statistik gewonnenen Er­
gebnisse auf die BosEsehe Statistik, woferne wir die 
Größen, die in der klassischen Theorie auf ein I n d i­
viduum im i-ten  Zustand bezogen wurden, in der 
BosEschen Statistik auf eine mit i In d iv id u en  b e ­
setzte Z e lle  beziehen. Eine fundamentale Formel 
der klassischen kinetischen Wärmetheorie besagt nun 
folgendes:1) Ist ein Energiebetrag E  über N  Indi­
viduen bei der Temperatur T  verteilt, und ist die 
Energie, die einem Individuum in dem durch den

!) Vgl. z. ß. des Verfassers „Einführung in die theoretische 
Physik“ (3. und 4. Auflage, Berlin-Leipzig 1923/24), Bd. II, § 132, 
Gl. 16 und § 142, Gl. 2.
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Index i gekennzeichneten Zustand zukommt, so muß 
im Zustande statistischen Gleichgewichtes die Be­
ziehung gelten:
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Wollen wir diese Gleichung für das Problem des 
Lichtquantengases verwerten, so beschränken wir uns 
innerhalb des Gases zunächst auf die Betrachtung der­
jenigen Lichtquanten, deren Frequenz in einem kleinen 
In terv a ll zwischen v und v 4- dv liege. Nach dem 
vorhin Gesagten haben wir in der BosE-Statistik unter 
€i die Energie zu verstehen, die einer mit i Licht­
quanten von der Frequenz v besetzten Zelle zukoromt. 
Es ist daher

zu setzen, und infolgedessen wird

Nun ist nach der bekannten Summenformel für un­
endliche geometrische Reihen (falls y  < 1 ist)

Da die Reihe jedesfalls stark konvergiert1) und infolge­
dessen die obere Grenze der Summe statt mit Z  mit 
Unendlich angenommen werden kann, wird daher *)

*) Der Quotient hvjkT ist für sichtbares Licht bei Zimmer­
temperatur von der Größenordnung 50.
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Differentiieren wir diese Gleichung partiell nach der 
Temperatur, und multiplizieren wir nachher beide 
Seiten mit ZcT2, so finden wir
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Wir dividieren nun die Gl. 143 durch die Gl. 142. 
Die linke Seite muß dann nach Gl. 140 den M itte l­
wert der E n e rg ie  darstellen, der einer einzelnen 
Z e lle  zukommt. Dieser Mittelwert, der mit e be­
zeichnet werde, ergibt sich demnach zu

Andererseits betrachten wir den Im pulsraum , 
den wir dem gesam ten Lichtquantengas (bestehend 
aus Lichtquanten a lle r  Frequenzen) gemäß der Be­
ziehung zuzuordnen haben, daß der Impuls

ist. Alle Zellen des Impulsraumes, die einer Frequenz 
zwischen v und v +  dv entsprechen, müssen in einer 
K u gelscha le  liegen, die von den beiden Radien

begrenzt wird. Das Volumen dieser Kugelschale ist

Da die einzelne Zelle des Impulsraumes nach unserer 
Voraussetzung die Größe liA hat, ist somit die Z ah l 
der Z e llen  in dieser Kugelschale Z d v , wobei
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ist. Andererseits muß aber, wenn wir bei den Licht­
quanten (infolge der Transversalität der Lichtwellen) 
zw ei zu e in a n d e r  s e n k r e c h te  P o la r is a t io n s ­
z u s tä n d e  unterscheiden,
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sein, und so ergibt sich in der Tat die Planck sehe 
Formel (Gl. 135). Es sei im übrigen darauf hin­
gewiesen, daß man die Planck sehe Formel auch auf 
Grund des Kayleigh- Jeans sehen Prinzips (vgl. das 
dritte Kapitel) erhält, wenn man einer jeden Eigen­
schwingung eine Energie zuschreibt, die ein ganzzahliges 
Vielfaches eines Energieelementes (hv ) is t1). Nennen 
wir die ganze Zahl n, so treten also in der Bose sehen 
Statistik an die Stelle der n-quantigen Eigen­
schwingungen mit n Lichtquanten besetzte Zellen des 
Impulsraumes.

Die BitOGLiEsche Theorie der Materiewellen legte 
nun E in s t e in 2) den Gedanken nahe, eine G a s­
theorie  zu entwerfen, deren Formeln ebenso aus der 
Bose sehen Statistik resultieren sollten, wie die der 
früheren Gastheorie aus denen der klassischen Statistik. 
Die Abweichungen der Einstein sehen Gastheorie von 
der klassischen bestehen im wesentlichen darin, daß

S

in klassischen Formeln, die den Ausdruck e kT ent-

') Vgl. z. B. die Ableitung, die der Verfasser dieser Schrift 
bereits 1921 in der ersten Auflage seiner „Einführung in die 
theoretische Physik“ gab (Gl. 6 des § 106 in der ersten, Gl. 6 des 
§ 139 in der dritten und vierten Auflage).

2) A. Einstein, Sitz.-Ber. der Berlin. Akad. 1924, S. 261; 
1925, S. 3, 18.
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halten, dieser Ausdruck durch den folgenden, kom­
plizierteren ersetzt ist:
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wobei B  eine Funktion der Temperatur bedeutet.
Die auf Grund dieser Formel sich ergebenden A b­

weichungen sind im allgemeinen belanglos. Sie gewinnen 
eine Bedeutung erst für extrem  tie fe  T em peraturen , 
für die auch die „idealen“ Gase eine nach der 
klassischen Theorie nicht erklärbare „E n ta rtu n g “ 
zeigen. Im übrigen ist aber die EiNSTEiNsche Gas­
theorie in der letzten Zeit in den Hintergrund gegen­
über einer anderen Gastheorie getreten, die auf Grund 
des PAULischen Prinzips der italienische Physiker 
Fermi schuf.

V ierzehntes K apitel.

Die Fermische Statistik.

Da das PAULische P rin zip  für die verschieden- 
quantigen Elektronengruppen m axim al eB esetzungs- 
zahlen ergibt; da die Vorstellung der M ateriew ellen  
für ein in einen Behälter eingeschlossenes Gas not­
wendigerweise zu der Folgerung einer Q uantisierung 
der T ra n s la tion s -E n erg ie  führt; da endlich die 
BosEsche S ta tistik  die Frage der B esetzu n gs­
zahlen der Z e lle n  in den Vordergrund gerückt 
hatte; so lag der Gedanke nahe, das PAULische 
P rin zip  auch für die sta tis tisch e  T h eorie  der 
G ase  zu verwerten. In Durchführung dieser Idee 
ist im Jahre 1926 die FERMische T h eorie  der
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G a sen ta rtu n g *) entstanden. Sie ist auf die Annahme 
gegründet, daß in einem Gase höchstens eine 
M olek e l mit vorgegebenen  Q uantenzahlen  vor­
handen sein könne.

Sehen wir von den inneren Bewegungen der Molekeln 
ab, beschränken wir uns also auf einatomige Molekeln, 
die sich überdies durchwegs im Grundzustand befinden 
mögen2), so liegt es (in Analogie zu den Betrachtungen 
des dritten Kapitels) nahe, jeder Molekel, ihren drei 
.Freiheitsgraden entsprechend, drei Q uantenzahlen 
(nx, ?i2, ns) zuzuordnen; die E n erg ie  der M olekel 
kann dann gleichgesetzt werden
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wobei v eine Grundfrequenz bedeutet. Es entsteht 
nun zunächst die Frage, durch wieviel Komplexionen 
der Energiewert n h v  bei einer einzelnen Molekel 
realisiert werden kann. Diese Komplexionszahl, die 
wir s nennen wollen, stimmt offenbar mit der Zahl 
derjenigen Lösungen überein, die die diophantische 
Gleichung

für n ich t n eg a tiv e  ganzzahlige Werte von 
besitzt. Um die Zahl der Lösungen zu bestimmen, 
müssen wir bedenken, daß mit den willkürlichen Werten 
von nx und n2 der W ert von « 3 bereits festgelegt ist. 
Da n2 auch den W ert null annehmen, aber nie negativ 
werden kann, bestehen somit bei nx =  0 insgesamt 
(n +  1) Möglichkeiten für n2, bei nx =  1 noch n Möglich­
keiten, bei nt =  (n — 1) noch zwei Möglichkeiten 1

1) E. F ermi , Zeitschr. f. Physik 86, 1926, S. 902.
2) Überdies müssen wir annehmen, daß der Grundzustand 

nicht magnetisch zerlegbar sei.
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(nämlich n2 =  1 oder w2 =  0), hingegen nur noch eine 
einzige (nämlich « 2 =  0) für wt =  n. W ir finden somit 

s — (n ■+• 1) +  n +  (n — 1) +  • • • +  2 +  1 
oder, da die Summe aller ganzen positiven Zahlen von 
1 bis x  bekanntlich gleich x  (x  +  l)/2  ist,
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In einem Gas könnten somit nach der F ermisehen 
Annahme

höchstens 1 Molekel mit der Energie 0
höchstens 3 Molekeln mit der Energie hv
höchstens 6 Molekeln mit der Energie 2 hv
höchstens 10 Molekeln mit der Energie 3 h v
höchstens 15 Molekeln mit der Energie 4 h v

Vorkommen, und so fort. Die Energie eines Gases, 
das beispielsweise aus der geringen Zahl von nur 
40 Molekeln zusammengesetzt wäre, könnte danach 
überhaupt nicht unter

1.0 + 3.1 +  6.2 +  10.3 +  15.4 + 5.5,
also nicht unter 130 Energieelemente (hv) sinken. 
Aus der Übertragung des PAULischen Prinzips in die 
Statistik folgt also notwendigerweise, daß ein G as 
auch b e i dem a b solu ten  N u llp u n k t E n erg ie  
besitzen muß. Die Energieverteilung der Molekeln 
müßte hierbei eine gewissermaßen s ch a le n a rtig e  
A n ordn u n g  zeigen — in Analogie zu der schalen­
förmigen Struktur des Planeten-Elektronen-Systems in 
den Atomen1).

0  Den vollen Besetzungszahlen der Elektronengruppen 
'2, 8, 18, 32 usw. entsprechen eben in der FKRMischen Statistik 
die Zahlen 1, 3, 6, 10, 15 und so fort.
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Eine bestimmte Zustandsverteilung wird nun wiederum 
durch Angabe der Zahlen Ni beschreibbar sein, wenn 
N( die Zahl der Molekeln bedeutet, deren Energie 
gleich i h v  ist. Aber im Gegensätze zu der klassischen 
Statistik unterliegen in der FERMischen Theorie die 
Zahlen Ni der Beschränkung, daß
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sein muß, wenn wir zur Abkürzung

setzen. Wenn es nun im Gase Ni Molekeln mit der 
Gesamtquantenzahl i (also der Energie i h v) gibt, 
während es maximal Q{ solcher Molekeln geben kann, 
so ergibt sich nach einer elementaren Regel der Kom­
binatorik die statistische Wahrscheinlichkeit, solange 
"wir nur die Molekeln von der Gesamtquantenzahl i 
betrachten, zu1)

Für die Gesamtverteilung ergibt sich daher die sta­
tistische Wahrscheinlichkeit im FERMischen 
Sinne, die mit Wp bezeichnet werde, zu

Auf Grund dieser Formel können nun die Be­
rechnungen in analoger Weise wie in der klassischen

J) Bekanntlich bedeutet
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oder BosESchen Statistik durchgeführt werden. Die 
Ergebnisse, zu denen sie führen, sind recht kompliziert; 
aber sie nehmen einfachere Formen für die beiden 
G ren zfä lle  schw acher und stark er E ntartung 
an. Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet 
bekanntlich nach der klassischen Theorie:

(153) p = N k  T,
wenn p  den Druck und N  die Zahl der Molekeln pro 
Volumeinheit bedeuten. Die FERMische Theorie ergibt 
nun für den Grenzfall schw acher E n tartu n g  die 
Zustandsgleichuug in der Form
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wobei m die molekulare Masse ist. Nach dieser Glei­
chung ist also der D ru ck  g röß er als nach der klas­
sischen Theorie1). Für Helium bei 5° abs. und einem

*) Die Abweichungen der FEKMischen Gastheoi’ie von der klas­
sischen und der EmsTErNseken lassen sich ganz grob derart 
beschreiben, daß an die Stelle des klassischen Ausdrucks

in der EmsTBiNSchen Theorie (vgl. Formel 147) der Ausdruck

hingegen in der FEKMischen Theorie der Ausdruck

tritt. B  bedeutet eine Funktion der Temperatur, ebenso A, und 
zwar ist, wie H eitler und P auli zeigten,

wenn n in GiBBSScher Bezeichnung das thermodynamische Po­
tential, bezogen auf die Masseneinheit der Elektronen, bedeutet.

www.rcin.org.pl



Druck von 10 Atm. würde die Abweichung ungefähr 
15 °/0 betragen.

In dem Grenzfall g roß er  E n tartu n g  führt die 
FERMische Theorie zu der Zustandsgleichung

130 VIERZEHNTES KAPITEL

Aus dieser Formel geht hervor, daß auch für T =  0 
das Gas einen Druck aufweisen, daß es also nicht 
nur eine Nullpunktsenergie, sondern auch einen N u ll­
p u n k tsd ru ck  geben muß. Bemerkenswert ist auch 
die Formel, die im Falle großer Entartung Fermi für 
die sp ezifisch e  W ärm e (bei konstantem Volumen) 
erhält, nämlich

Die spezifische Wärme v ersch w in d et demnach bei 
dem absoluten Nullpunkt, während sie sonst bei großer 
Entartung der absoluten Temperatur proportional ist1).

Ein sehr bedeutungsvolles Anwendungsgebiet der 
FEBMischen Statistik wurde im Jahre 1927 durch 
S om m erfeld2) in der E lek tro n e n th e o r ie  der 
M eta lle  entdeckt. Die Vorstellung, daß sich die in 
einem Metall enthaltenen fre ien  E lek tron en , die

i) Die Fermi sehe Gastheorie ergibt auch, wie nur nebenbei 
bemerkt sei, den STERN-TsTRODEschen W ert fü r  die 
absolu te  E n trop ie  des Gases, nämlich

(wobei e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet).
5) A . Sommerfeld, Zur Elektronentheorie der Metalle, Die 

Naturwissenschaften 15, 1927, S. 825.
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die Elektrizitäts- und Wärmeleitung der Metalle 
verursachen, wie ein Gas verhalten, stößt, so nahe­
liegend auch eine solche Hypothese ist, auf unüber­
windliche Schwierigkeiten vom Standpunkte der klas­
sischen Statistik. Nach dieser müßte nämlich bei der 
Temperatur T  jedes freie Elektron ebenso wie eine 
einatomige Molekel die kinetische Energie 3kT/2  
besitzen. Die freien Elektronen müßten also nach der 
klassischen Statistik jedenfalls einen merklichen B e i ­
tra g  zu der sp ezifisch en  W ärm e der M eta lle  
liefern, welche Folgerung aber in offenkundigem 
W id ersp ru ch  zu d er  E rfah ru n g  steht.

Diese Schwierigkeit fällt nun, wie Sommerfeld 
zeigte, weg, wenn man auf die freien  E lektronen  die 
FERMische S ta tis tik  anwendet. Denn da die Masse 
eines Elektrons rund 1800 mal k le in er  ist als die 
Masse des leichtesten Atoms, so müßte sich nach der 
FERMischen Theorie d a sE lek tron en g a sb e i Z im m er­
tem peratur in einem Z u stan d  vollkom m ener 
E ntartung befinden. In der Tat folgt ja für den Grenz­
fall schwacher Entartung aus Gl. 154, daß bei gleicher 
Temperatur und Teilchenzahl das Korrektionsglied für 
das Elektronengas einige Hunderttausend mal größer 
sein müßte als für Heliumgas. Im Zustand großer 
Entartung ist aber wieder nach Gl. 156 die spezifische 
Wärme der Masse proportional und daher infolge der 
geringen Masse der Elektronen ziemlich unbedeutend 
neben der spezifischen Wärme der Metalle selbst1).

0 Während nach der klassischen Statistik der Beitrag der 
freien Elektronen zu der spezifischen Wärme der Metalle 322/2 
wäre, wenn 22 die Gaskonstante bedeutet und die spezifische 
Wärme auf ein Mol bezogen wird, ist nach der FERMischen 
Statistik dieser Beitrag bei Zimmertemperatur nur etwa 22/100.
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Die Anwendung der FERMischen Statistik auf das 
Elektronengas führt, wie Sommerfeld zeigte, zunächst zu 
dem bekannten WiEDEMANN-FRANZschen Gesetz, 
wonach das Verhältnis zwischen dem Wärmeleit­
vermögen und dem elektrischen Leitvermögen eines 
Metalls der absoluten Temperatur universell propor­
tional ist. Ein in diesem Gesetz auftretender Zahlen­
faktor war in der ursprünglichen Elektronentheorie 
der Metalle zu 3, später in exakter klassisch-statisti­
scher Berechnung zu 2 ermittelt worden, während er 
sich auf Grund der FERMischen Statistik zu r2, 
also zu ungefähr 3,3 ergibt. Der letzte der drei Werte 
ist derjenige, der mit den Messungsergebnissen am 
besten übereinstimmt. Auch auf die Theorie der Kon­
taktpotentiale, sowie des T h o m son - und des P e l - 
TiER-Effektes1) hat Sommerfeld die FERMische 
Statistik des Elektronengases erfolgreich angewendet. 
Wie S o m m e r f e l d  z u  zeigen vermochte, werden für 
diese Effekte die Größenordnung und die Temperatur­
abhängigkeit durch die FERMische Statistik richtig 
wiedergegeben. Ein besonderer Gewinn der neuen 
Theorie besteht darin, daß sie, im Gegensätze zu den 
früheren Theorien, besondere Hypothesen über die 
Wechselwirkung zwischen den freien Elektronen und 
den Atomresten des Metalls als überflüssig er­
scheinen läßt. i)

i) Der PELTiER-Effekt besteht bekanntlich darin, daß, wenn 
man einen Strom durch einen aus zwei Metallen gebildeten 
Kreis gehen läßt, an der einen Lötstelle Erwärmung und an der 
anderen Abkühlung eintritt. William T homson  hat wiederum 
gezeigt, daß auch in einem und demselben Metall thermische 
Effekte dann auftreten, wenn ein Strom zwischen Stellen von 
verschiedener Temperatur fließt.
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Fünfzehntes Kapitel.

Weitere Anwendungen der Quanten­
mechanik.

Schon in den ersten zwei Jahren seit ihrer Begrün­
dung hat die neue Quantentheorie eine große Fülle 
höchst bedeutungsvoller Anwendungen gefunden. Einige 
unter ihnen sind schon in früheren Kapiteln kurz be­
sprochen worden, wie die Theorien des Wasserstoff- 
atom3 und des STARK-Effekts, der Atomquantelung 
und des Grundstoffsystems, der Gasentartung und der 
freien Metallelektronen. Aus der beträchtlichen Zahl 
anderweitiger Anwendungen mögen im folgenden noch 
die wichtigsten erwähnt werden.

Zu einer sehr bemerkenswerten Folgerung gelangen 
wir zunächst auf Grund der früheren Gleichungen (127). 
Bei der Diskussion dieser Gleichungen können wir. 
wie schon seinerzeit erwähnt wurde, zwei verschiedene 
Arten von Quantensprüngen unterscheiden, je nachdem, 
ob sich hierbei der D reh im pu ls des a ch sen ­
sym m etrischen  System s ändert oder ungeändert 
bleibt. Im ersten Fall ist der Ausdruck ( Un — Um) 
in der letzten der drei Gleichungen (127) von null ver­
schieden und somit

qz (n, m) =  0.
Da die einzelnen Glieder einer Matrix Produkte 

aus Amplituden und Exponentialausdrücken darstellen, 
so bedeutet das Verschwinden von qz (n,m) nichts 
anderes, als daß die elementare Lichtwelle, die bei 
dem betreffenden Übergang entsteht, keine Schw in ­
gungskom ponente in der z-R ichtunghat. Anderer­
seits erscheint nach den ersten zwei Gleichungen (127)
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die ^-Richtung in keiner Weise vor der y-Richtung 
bevorzugt oder umgekehrt, so daß es sich offenbar um 
zirku lare L ich tsch w in g u n g en  sen k rech t zur 
S ym m etrieach se  des Systems *) handeln muß. Bleibt 
hingegen bei dem Quantensprung der D reh im pu ls 
ungeändert, so werden die linken und somit auch 
die rechten Seiten der Gleichungen null; es ver­
schwinden qy(n, m) und qx(n, m). Die Lichtschwingungen 
erfolgen dann p a ra lle l zur Sym m etrieachse. Im 
ersten Falle, in dem sich nach Gl. 128 der Drehimpuls 
um +  h/2n ändert, ist demnach das Licht zirku lar 
p o la r is ie rt , im zweiten Falle, in dem der Drehimpuls 
ungeändert bleibt, hingegen lin ear po la r is iert. Diese 
sogenannte P o la r isa tio n sre g e l wurde zusammen mit 
dem A u sw ah lprin zip , nach dem die Zahl 2nU/h  
nur um +  1 oder 0 springen kann, bereits im Jahre 1918 
durch R ubinowicz abgeleitet. In der Quanten­
mechanik ergeben sich beide Prinzipe, im Gegensatz 
zu der älteren Theorie, ohne daß die Hinzufügung 
spezieller weiterer Hypothesen nötig wäre.

Die S töru n gsm eth od e , die bereits im Zusammen­
hänge mit der Schbödingeb sehen Eigenwertmechanik 
besprochen wurde, ist, von anderen Gesichtspunkten aus, 
auch in der Matrizenmechanik gelegentlich deren Be­
gründung ausgebildet worden und hat als wichtiges 
Ergebnis eine T h eorie  der D isp e rs io n  geliefert-). 
Den Ausgangspunkt bildete die Frage, welche S tö ­
rungen die G lie d e r  der K oord in a ten m a tr ix  
eines Elektrons erfahren, wenn dieses in ein p er iod isch

*) Die Symmetrieachse des Systems wurde ja als z-Achse 
gewählt.

s) Vgl. hierzu B orn, Probleme der Atomdynamik, I. Teil, 
13. Vorlesung.
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verän derlich es e lek tr isch es  F e ld , also in eine 
L ich tw e lle , gerät.

Sind jF0 die Amplitude der elektrischen Feldstärke 
und v die Frequenz ihrer periodischen Änderung, sind 
ferner q0 und p0 Koordinaten- und Impulsmatrix im 
ungestörten Zustande, und bedeutet v0 (w, m) die Über­
gangsfrequenzen des betrachteten Atoms, so ergibt die 
matrizenmechanische Rechnung für die Störung ql der 
Koordinatenmatrix die Beziehung
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(e und n bedeuten wie gewöhnlich elektrische Ladung 
und Masse). Für die D ia g o n a lg lie d e r  der K o­
ordinatenmatrix nimmt die letzte Gleichung die ein­
fachere Form an:

Indem man die Störung der Koordinatenmatrix mit 
der Ladung multipliziert, findet man das Moment der 
durch das elektrische Feld hervorgerufenen Polari­
sation und hieraus nach der in der elektromagnetischen 
Lichttheorie üblichen Methode den B rech u n gs in d ex  
in seiner A b h ä n g ig k e it  von der F arbe.

Die Gl. 158 stellt die Erweiterung einer D is p e r ­
s ion sform el dar, die bereits im Jahre 1921 von 
L ad en bü e g1) aufgestellt und später durch K b a - 
mebs 2) und H eisenbebg 3) verbessert worden war. 
Im Gegensatz zu den älteren Dispersionsformeln, die *)

*) R. L adenburu , Zeitschr. f. Phys. 4, 1921, S. 451.
-) H. A. K ramers, Nature 113, 1924, p. 673.
3) H. A. K ramers und W . H eisenberg, Zeitschr. f. Phys. 31, 

1925, S. 681.
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die Licktfrequenz durchweg mit der Schwingungszahl 
des elektrischen Momentes verknüpft hatten, war die 
Ladenburg sehe Formel die erste, in der statt dieser 
Schwingungszahl die Frequenzen  der Q uanten ­
sprünge des A tom s auftraten. Die Gl. 157 bringt 
es wiederum, abweichend von der klassischen Theorie, 
zum Ausdruck, daß das S treu lich t mit dem ein­
fallenden Lichte in der Frequenz nicht übereinstimmen 
muß, sondern daß in dem gestreuten Lichte auch 
K om bin ation sfrequ en zen , nämlich v +  v0(n, k) auf- 
treten. Die Beobachtung dieser zuerst von Smekal ') 
postulierten Erscheinung ist auf optischem Gebiete 
bisher allerdings noch nicht gelungen.

In der Theorie des ZEEMAN-Effektes vermochten 
H eisenberg und J ordan1 2) mittels der Matrizen­
mechanik die LANDESche Aufspaltungsformel zu 
deduzieren und exakter zu begründen. Die Verschiebung, 
die ein Spektralterm in einem Magnetfeld durch die 
Aufspaltung erfährt, ist, wie die Physiker schon lange 
wußten,

13b FÜNFZEHNTES KAPITEL

wobei wiederum e und p  Ladung und Masse des 
Elektrons, H  die magnetische Feldstärke und z  eine 
ganze Z a h l sind. Wie nun Lande im Jahre 1923 
fand3), ist in einem schw achen  Magnetfeld

wobei m die magnetische Quantenzahl ist und

1) A. Smekal, Naturwissenschaften I I , 1928, S. 873.
2) Vgl. hierzu B obn, Probleme der Atomdynamik, I. Teil, 

18. Vorlesung.
3) A. L ande, Zeitschr. f. Phys. 15, 1923. S. 189.
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Dabei bedeuten (wie im X II . Kapitel) l die Neben­
quantenzahl, die alle ganzzahligen Werte von null bis 
zu der um eins verminderten Hauptquantenzahl an­
nehmen kann, r die Quantenzahl, die den Drehimpuls 
der Kreiselbewegungen der Elektronen mißt, und j  die 
innere Quantenzahl. Für diese L a n d e  sehe Formel, die 
die Aufspaltungsbilder richtig zu berechnen gestattet, 
hat die Quantenmechanik eine exakte Begründung 
geliefert.

Auf quantenmechanischer Grundlage fand auch 
eine als PASCHEN-BACK-Effekt bekannte Er­
scheinung ihre Erklärung, nämlich der mit zu­
nehmender magnetischer Feldstärke eintretende Über­
gang des durch die L a n d e  sehe Formel beschriebenen 
sogenannten anomalen ZEEMAN-Effektes in den schon 
von der klassischen Theorie erklärten „normalen“ 
ZEEMAN-Effekt1). Der Übergang von dem anomalen 
zu dem normalen Effekt erklärt sich dadurch, daß 
nur so lange die Voraussetzungen für die Gültigkeit 
der LANDEschen Aufspaltungsformel erfüllt sind, als 
durch das Magnetfeld die Wechselwirkung zwischen 
den von den Quantenzahlen l und r abhängigen Be­
wegungen nicht gestört wird.

Während hinsichtlich der LANDEschen Formel und 
des PASCHEN-BACK-Effektes die Quantenmechanik nur 
die Ergebnisse der früheren Theorie exakter be­
gründete, hat sie von der früheren Theorie ab­
weichende und mit der Erfahrung besser 
übereinstimmende Resultate hinsichtlich der

!) Die klassische Theorie des normalen  ZEKMAN-Eü'ektes 
wurde, unabhängig von der Quantentheorie und noch vor deren 
Begründung, im Jahre 1896 von H. A . L o k k n t z  aufgestellt, 
der die Gl. 159 mit dem Zahlenfaktor z = +  1 ableitete.
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I n te n s itä t s V e r h ä ltn is s e  d e r  Z e e m a n - K o m ­
p o n e n te n  einer Spektrallinie geliefert. In einem 
früheren Kapitel (Kap. X II )  ist bereits darauf hin­
gewiesen worden, daß nur solche Quantensprünge 
möglich sind, bei denen sich j  um +  1 ändert oder 
ungeändert bleibt, und daß dasselbe auch für die 
magnetische Quantenzahl m gilt. Hierdurch ergeben 
sich bei gegebenen Werten der Hauptquanten- und 
der Nebenzahl neun m ög lich e  Ü bergänge.

W ir betrachten etwa zunächst die drei Übergänge, 
bei denen sich die innere Quantenzahl j  um eins er­
höht und die durch die folgenden Symbole dargestellt 
werden können:
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für die Intensitätsverhältnisse der entsprechenden 
Linien ergeben quantenmechanische Berechnungen*) 
die Werte:

Die drei Übergänge, bei denen j  ungeändert bleibt, 
können wir durch die folgenden Symbole bezeichnen:

für diese Übergänge ergeben sich die Intensitäts­
verhältnisse zu l

l) Vgl. hierzu B obn, Probleme der Atomdynamik, 16. \ or- 
lesung.
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Endlich können wir die Übergänge betrachten, bei 
denen sich j  um eins erniedrigt, entsprechend den 
Symbolen:
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Für diese Übergänge ergeben die quantenmechanischen 
Rechnungen die folgenden Intensitätsverhältnisse:

In der Theorie des neutra len  H elium atom s 
hatte die frühere Quantentheorie völlig versagt, ob­
wohl das Heliumatom das einfachste Atom nächst dem 
des Wasserstoffs ist. Als das fundamentale Problem 
erschien die Berechnung der Ion isieru n gsspa n n u n g  
des Heliums, die, mit der Elektronenladung multipliziert, 
der Arbeit gleich ist, die erforderlich ist, um dem 
neutralen Heliumatom ein Elektron zu entreißen. 
Während alle früheren theoretischen Untersuchungen 
für diese Spannung Werte ergeben hatten, die mit 
dem experimentellen Befund nicht in Einklang zu 
bringen waren, ist es K e l l n e r 1) auf Grund der 
Schrödinger sehen Theorie gelungen, einen mit der 
Erfahrung gut übereinstimmenden Wert zu deduzieren.

Sowohl der CoMPTON-Effekt als auch der 
photo-elektrische Effekt sind vielfach mittels der 
Methoden der neuen Quantentheorie untersucht worden. 
D xrac 2) hat den CoMPTON-Effekt vom Standpunkte 
der $-Zahlen-Mechanik behandelt und erfolgreich die 
Frage zu lösen vermocht, wie bei der Streuung von

!) G. W . K ellner, Zeitsckr. f. Physik, 14, 1927, S. 91.
; ) P. A. M. D irac, Proc. Roy. Soc. London (A) 111, 1926, 

p. 405.
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R ön tg en stra h len  durch lose gebundene Elektronen 
die F requenz und die In ten s itä t der Streustrahlung 
von der Streurichtung abhängen. Für die Frequenz 
fand Dieac denselben Ausdruck, den schon früher 
Compton und Debye aus der Lichtquantenhypothese 
abgeleitet hatten. Der Ausdruck, den Dieac für die 
Intensität erhielt, weicht von dem der früheren Theorie 
etwas ab, schließt sich aber besser als dieser den 
experimentellen Befunden an. Im Anschluß an die 
ScHBÖDEs'GEESche Theorie wurde der CoMPTON-Effekt 
von G oedon !) behandelt, der hierzu die re la tiv itä ts ­
th eoretisch e  W e llen g le ich u n g  des Ein-Elektronen- 
Problems ableitete.

Andererseits haben W entzel 2) und B eck y) das 
Verhalten eines Atoms unter der Einwirkung einer 
Lichtwelle vom wellenmechanischen Standpunkt aus 
untersucht. Sie deduzierten, daß ein von einer Lichtwelle 
getroffenes Atom unter Umständen eine Materiewelle 
aussenden muß, die im Böen sehen Sinne als ein Strom 
von P h o to e le k tr o n e n  zu deuten ist. Die von 
W entzel und von Beck ausgebildete Theorie ergibt für 
die G e sch w in d ig k e it  der Elektronen das bekannte 
EiNSTEiNsche G e s e tz 4)» und für die R ich tu ngs- 
verte ilu n g  Beziehungen, die durch die Erfahrung 
gut bestätigt werden. *)

*) W . Gordon, Zeitschr. 1'. Phys. 40, 1926, S. 117.
J) G. W en tzel , Zeitschr. f. Pliys. 40, 1926, S. 574; 41. 1927 

S. 828.
3) G. Beck, Zeitschr. f. Phys. 41, 1927, S. 443.
*) Nach diesem Gesetz ist die Summe aus der kinetischen 

Energie des Photo-Elektrons und der Auslösearbeit gleich dem 
Produkt aus der Frequenz des auslösenden Lichtes und dem 
elementaren Wirkungsquantum.
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Durch die Wellenmechanik und Quantenmechanik 
wurden neuestens der Quantentheorie auch zwei sein- 
bedeutungsvolle und große Anwendungsgebiete eröffnet, 
denen die frühere Quantentheorie fremd gegenüber­
gestanden war. Es sind die Probleme der m oleku laren  
B indungen  und der S tru k tu r  der A tom kerne. 
H eitlee  und L ondon1) haben im Jahre 1927 auf 
wellenmechanischer Grundlage zu zeigen vermocht, 
daß die für die frühere Atomtheorie schwer ver­
ständlichen h o m ö o p o la re n 2) B indungen  zw eier 
g le ich e r  A tom e  eine Folge von R eson a n z­
ersch ein u n gen  sind, die bei den Materiewellen in­
folge der G le ich h e it  der E lek tron en  auftreten 
müssen. Auf Grund dieser Vorstellung vermochten 
Heitlee und L ondon die Bindungsenergie der zwei­
atomigen W a ssersto ffm olek e l in Übereinstimmung 
mit dem empirischen AVert zu berechnen und auch zu 
zeigen, daß bei zwei im Grundzustand befindlichen 
Helium -Atom en das PAULische P rin zip  eine 
wechselseitige Anziehung verhindert und damit die 
chem ische P a ss iv itä t des Heliums erklärt.

Diese Überlegungen wurden später von L o n d o n  3) 
auf beliebige Atome ausgedehnt. Er ging dabei von 
der Tatsache aus, daß jeder Zustand eines Atoms

U W . H ehler und F. L ondon, Zeitschr. f. Phys. 44, 1927, 
S. 458.

2) Als homöopolar wird bekanntlich eine Bindung zwischen 
neutra len  Atomen bezeichnet, während man unter einer hetero­
polaren Bindung eine zwischen zwei entgegengesetzt geladenen 
Ionen versteht. H 2 ist ein typisches Beispiel einer homöopolaren, 
H C l eines einer heteropolaren Bindung.

3) F. L ondon, Vorläufige Mitteilung in den „Naturwissen­
schaften“ 16, 1928, S. 58; ausführliche Abhandlung im Erscheinen 
in der Zeitschr. f. Physik, 1928.
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durch die sich in der magnetischen Feinstruktur aus­
drückende M u ltip liz itä t  des Term system s charak­
terisiert ist, dem der betreffende Atomzustand an­
gehört; die Multiplizität ist also beispielsweise hei 
einem Triplett-Term-System mit drei anzunehmen, und 
so fort. Durch die Multiplizität ist nun nach L ondon 
der S ym m etriech a ra k ter  des W ellen vorgan gs 
bestimmt, den man dem Atom im Scheödingeksehen 
Konfigurationsraum zuzuordnen hat. Derart gelangte 
L ondon zu dem Ergebnis, daß die hom öopolare 
W ertig k e itu m  eins k le in er als d ie  M u ltip liz itä t 
se i!). Er findet in Übereinstimmung mit der chemi­
schen Erfahrung, daß die H a log en e  in den homöo­
polaren Verbindungen ein-, d re i-, fü n f-u n d  s ieb en ­
w ertig  seien, mit alleiniger Ausnahme des niedrigsten 
Halogens, des F lu ors , das sich in der L ondon sehen 
Theorie als nur e in w ertig  ergibt und auch tat­
sächlich nie eine andere Valenz aufweist. Für die 
Elemente der S a u ers to ffg ru p p e  berechnet L ondon, 
daß sie mit Ausnahme des Sauerstoffs selbst, der nur 
zweiwertig auftreten könne, zw ei-, v ier- und se ch s ­
w ertig  seien, was wiederum mit der Erfahrung über­
einstimmt.

Einen merkwürdigen Zusammenhang zwischen einem 
Phänomen der optischen Spektren und einem Problem 
der K ern stru k tu r  hat kürzlich H eisen bekg  2) ent-

1) Die homöopolare Valenz ist gleich dem resultierenden 
Drehimpuls der Eigenrotationen der Elektronen, wenn dieser 
Drehimpuls in Einheiten h\\it gemessen wird. Der resultierende 
Drehimpuls vermindert sich bei der Absättigung einer Yalenz 
um eine Einheit. Die homöopolaren Valenzen erscheinen ab­
gesättigt, wenn der resultierende Drehimpuls der Elektronen 
verschwindet.

2) W . H eisenberg , Zeitschr. f. Phys. 41, 1927, S. 239.
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deckt. In den B andenspektren  der M olekeln  mit 
g le ich en  K ern en  findet ein In ten sitä tsw ech sel 
statt, den man früher durch Einführung von Viertel- 
Quantenzahlen zu deuten versucht hatte. H eisenberg 
erkannte, daß es sich hierbei um einen R esonanz- 
E ffek t der K ern e handelt, und daß somit die Er­
forschung der Bandenspektren Aufschlüsse über die 
Kernstruktur zu liefern vermag. Aus dem vorliegenden 
Beobachtungsmaterial glaubt H eisenberg schließen zu 
müssen, daß die Kerne des W assersto ffs  (also die 
Protonen) eine E ig e n ro ta tio n  haben, daß hingegen 
den Kernen von H elium  und K o h le n sto ff eine solche 
Eigenrotation n ich t zukommt, indem bei diesen Kernen 
der resultierende Drehimpuls der den Kern zusammen­
setzenden Protonen und Elektronen verschwindet.

Daß auch die K ern stru k tu r  durch das P a u l i- 
sche P r in z ip  bed in gt sein dürfte, hat schließlich 
B e c k 1) zu zeigen vermocht. Er brachte die I s o ­
topen  auf Grund der bekannten A ston sehen Mes­
sungen in ein Schema, für das er einfache Gesetz­
mäßigkeiten auffand. Diese Gesetzmäßigkeiten, die 
auch Anhaltspunkte für den Aufbau der Atomkerne 
geben, entspringen nach Beck dem PAULischen Prin­
zip und erklären sich aus der Eigenrotation der Elek­
tronen.

Sechzehntes K a p ite l.

Quantenmechanik und Naturphilosophie.
Die Umwälzung, die in der Physik durch die 

Wellenmechanik und die Quantenmechanik hervor- *)

*) B eck, Zeitschr. f. Physik 1928, im Erscheinen.
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gerufen wurde, ist eine viel zu tief greifende, als 
daß sie nicht früher oder später von weit gehen­
dem Einfluß auf die gesamte N a t u r p h i lo s o p h ie  
werden müßte. Für mehrere fundamentale Begriffe 
der Naturphilosophie eröffnen die neuen physika­
lischen Theorien die Möglichkeit einer wesentlichen 
Wandlung, und vor allem gehören hierzu die Be­
griffe der M a te r ie ,  der K a u s a l i t ä t  und des 
N a tu r g e s e tz e s .

Durch die moderne Experimentalphysik ist am 
Ende des 19. Jahrhunderts die schon von der natur­
philosophischen Spekulation des Altertums postulierte 
A u flösu n g  der M a terie  in d isk re te  U rte ilch en  
zur exakten Gewißheit geworden. Die allerneueste 
Entwicklung der Physik hat indessen der S e lb s tä n d ig ­
k e it  dieser Urteilchen wesentliche B eschränkungen  
auferlegt. Weder erscheint heute eine scharfe L o k a li ­
s ieru n g  der Urteilchen möglich, noch eine deut­
liche Umgrenzung. Ein jedes Teilchen beeinflußt die 
anderen und wird umgekehrt (wie die FERmsche 
Statistik erkennen läßt) durch die anderen in seiner 
F re ih e it  b ee in trä ch tig t.

Der Gegensatz zwischen der M a terie  und dem 
(im weitesten Sinne aufgefaßten) L ich te  ist durch die 
jüngste Entwicklung der Atomtheorie sehr gemildert 
worden. Die wesentlichen Eigentümlichkeiten der 
Materie, wie vor allem ihre D isk on tin u itä t und ihr 
Im puls, sind bei dem L ich te  und umgekehrt der 
u n d u la torisch e  Charakter des Lichtes bei der 
M a terie  wiedergefunden wurden. K orp u sk u la re  
und u n d u la tor isch e  A u ffassung erscheinen in der 
heutigen Physik nicht mehr als Grundlagen verschie­
dener physikalischer Wissenszweige, sondern als kom -
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plem entäre Z ü ge  einer allgemeinen und einheitlichen 
N aturbetrachtung ‘).

Der scharf ausgeprägten K au sa litä t, die sich in 
dem m ak rosk op isch  - p h y sik a lisch en  Geschehen 
offenbart, hat die neueste Physik die U n bestim m t­
heit der a tom aren  V org ä n ge  gegenübergestellt; 
sie nimmt eine D e te rm in ie r th e it  nur mehr für 
sta tis tisch e  G rößen  an, die sie den in d iv idu ellen , 
e lem entaren  Prozessen der Physik zuordnet. Eine 
solche Auffassung eröffnet natürlich auch neue Per­
spektiven für die Beurteilung der physika lischen  
G esetz lich k e it  als solcher2). In den Mittelpunkt des 
naturphilosophischen Interesses rückt immer mehr die 
Frage, ob es in der Natur überhaupt eine andere 
Gesetzlichkeit als eine rein s ta t is tis ch e  gibt, die 
wegen der Allgemeinheit von der Physik mit anderen 
Wissenschaften, wie etwa der Nationalökonomie, zu 
teilen wäre3).

!) Diese Auffassung ist in sehr klarer Weise vonBoHB in 
einem Vortrage entwickelt worden, den er im September 1927 
auf dem internationalen Physiker-Kongress in Como hielt und 
der in den „Naturwissenschaften“ 1928 zum Abdruck gelangen 
soll. Herrn B ohr bin ich für die freundliche Übersendung der 
Korrekturfahnen sehr zu Danke verbunden.

*) Vgl. einerseits P. J ordan, Kausalität und Statistik in 
der modernen Physik, Naturwiss. 16, 1927, S. 205 (auch 
Nature 119, 1927, S. 566) und andererseits M. P lanck, Physi­
kalische Gesetzlichkeit im Lichte neuerer Forschung, Natur­
wissenschaften 14, 1926, S. 249.

3) Gegen die völlige Ausschließung nicht-statistischer Ge­
setzmäßigkeiten scheinen den CoMPTON-Effekt betreffende Ver­
suchsergebnisse zu sprechen, aus denen man schließen kann, 
daß die Sätze von der Erhaltung der Energie und des Impulses 
auch für den Zusammenstoß eines ein ze ln en  Lichtquants mit 
einem ein zeln en  Elektron erfüllt sind.

H a a s ,  Materiewellen 10

QUANTENMECHANIK U. NATURPHILOSOPHIE 145

www.rcin.org.pl



Als das Wesen des physikalischen Fortschrittes 
ergibt ein Rückblick auf die Geschichte der theore­
tischen Physik die fortschreitende Emanzipation der 
Physik von rein menschlichen Gesichtspunkten. In 
einem solchen Sinne werden die Jahre, die das 
Werk de Bboglies, Schrödingers und Heisenbergs 
hervorgebracht haben, wohl stets als eine Periode der 
Aufklärung gelten, die in der Physik viel zu der 
Überwindung hergebrachter Vorurteile beigetragen 
hat.

14b SECHZEHNTES KAPITEL
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Zusammenfassung des Inhalts.
L K a p ite l. Einleitend werden der Unterschied 

zwischen mechanischerundphysikalischerDenkweise, die 
Ideen der relativitätstheoretischen Mechanik, die Vor­
stellung der Lichtquanten, die Energiestufung der 
Atome und das BoHRSche Quantisierungsprinzip be­
sprochen. Als grundsätzliche, eine Lösung erheischende 
Schwierigkeiten der BoHRschen Theorie erscheinen 
der Widerspruch zwischen den auf das atomare Ge­
schehen angewandten Prinzipen der klassischen Me­
chanik und der Aussonderung ausgezeichneter Bahnen, 
sowie die Bestimmung mechanischer Vorgänge durch 
die in ihrem Wesen optische Fundamentalkonstante h.

II . K a p ite l. Das FERMATSche Prinzip, das als 
oberstes geometrisch-optisches Theorem das Weg­
integral der reziproken Wellengeschwindigkeit als 
Minimum hinstellt, weist eine Verwandtschaft mit dem 
Prinzip von Maupertuis auf, das als oberstes mecha­
nisches Gesetz das Wegintegral der mechanischen 
Geschwindigkeit als Minimum erklärt. Diese Analogie 
berechtigt zu der Vermutung, daß die Bewegungs­
erscheinungen auf irgend welchen Wellen Vorgängen 
beruhen, bei denen eine universelle Proportionalität 
zwischen der mechanischen Geschwindigkeit und der 
reziproken Wellengeschwindigkeit besteht. Eine solche 
Vermutung wird auch durch den Zusammenhang ge­
stützt, der zwischen der allgemeinen Wellenformel und 
der relativitätstheoretischen Lorentz-Transformation 
erkennbar ist. Denken wir uns mit einem bewegten 
Materieteilchen einen Schwingungsvorgang verknüpft, 
so läßt sich auf Grund der LoRENTZ-Transformation 
dieser Schwingungsvorgang als eine Überlichtwelle

10*
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deuten, deren Gruppengeschwindigkeit mit der mecha­
nischen Geschwindigkeit des Materieteilchens überein - 
stimmt.

III. K ap ite l. De Broglie ordnet jedem Materie­
teilchen durch die Beziehung
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einen Schwingungsvorgang zu und erhält damit die 
mechanischen Gesetzmäßigkeiten als notwendige Konse­
quenz eines generellen W  ellenprinzips. Die Elektronen 
und Protonen erscheinen derart als Energiezentren 
sogenannter Materiewellen, deren Wellenlänge durch 
den Quotienten aus elementarem Wirkungsquantum 
und Impuls bestimmt ist. In der Anwendung auf 
gleichförmige Bewegungen in geschlossenen Bahnen 
führt diese Vorstellung zu der Folgerung, daß nur 
solche Bahnen möglich seien, für die die Bahnlänge 
ein ganzzahliges Vielfaches der Wellenlänge, und somit 
der Drehimpuls ein ganzzahliges Vielfaches von hl2n 
darstellt. Die Übertragung der BEOGLiEschen Vor­
stellungen auf ein in einem Behälter eingeschlossenes 
Gas führt auf Grund der Eigenschwingungen zu der 
Erkenntnis einer Quantelung der molekularen Trans­
lationsenergie und einer Zusammensetzung des Impuls­
raumes aus Zellen, die dem Quotienten aus h3 und 
dem Gasvolumen gleich sind.

IV. K a p ite l. Aus der Vorstellung, daß die 
Materieteilchen die Energiezentren von Weilen bilden, 
die aus Energieelementen h v zusammengesetzt sind 
und deren Gruppengeschwindigkeiten sich als mecha­
nische Geschwindigkeiten manifestieren, werden die 
relativistische Formel für die Abhängigkeit der Masse 
von der Geschwindigkeit, die Formeln für die longi-
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tudinale und die transversale Masse und der Satz 
von der trägen Masse der Energie abgeleitet.

Y. K a p ite l. Die aus der BROGLiEschen Theorie 
sich ergebende Folgerung einer Beugung der Materie­
wellen erscheint durch Beobachtungen über die Streuung 
von Elektronen bei dem Durchgang durch Gase, vor 
allem aber durch die Versuche von Davisson und 
Germer über die selektive Reflexion von Elektronen 
an Kristallen experimentell bestätigt.

Y I. K a p ite l. In Anknüpfung an die Ideen de 
Broglies schuf Schrödinger eine Verallgemeinerung 
der Mechanik, die dem Übergang von dem Fermat- 
schen zum HuYGENSschen Prinzip, also von der geo­
metrischen Strahlenoptik zu der physikalischen Wellen­
optik analog sein soll. Die Anwendung auf ein ein­
zelnes Teilchen führt zu der fundamentalen Differential­
gleichung
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wobei S  einen unbestimmten Feldskalar, E  die totale 
und V  die potentielle Energie bedeuten. Durch diese 
Beziehung erscheint das physikalische Problem der 
Quantisierung der Energie auf das rein mathematische 
Problem der Bestimmung von Eigenwerten von Dif­
ferentialgleichungen zurückgeführt. Dieses mathema­
tische Problem wird an den Beispielen der Hermite- 
schen Polynome und der Kugelfunktionen erläutert.

V II. K a p ite l. Als Beispiele zur Schrödinger- 
schen Eigenwertmechanik werden der lineare, harmo­
nische Oszillator und der Rotator mit freier Achse 
behandelt. Im Gegensätze zu der früheren Theorie 
ergibt sich die Energie des Oszillators gleich einem 
ungeraden Vielfachen eines halben Energieelementes,
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wodurch auch die Hypothese einer Nullpunktsenergie 
verständlich wird. Für den Drehimpuls des Rotators

findet man — —1 /  n (n +  1). Auch die Energiestufung 
2n r

des Wasserstoffatoms kann aus der Schrödinger- 
schen Gfleichung abgeleitet werden. Der STARK-Effekt 
erklärt sich gemäß der mathematischen Theorie aus 
der Aufspaltung von mehrfachen Eigenwerten bei dem 
Hinzutreten eines Störungsgliedes in einer Differential­
gleichung. Für ein System von mehreren Teilchen 
stellt die Schrödingers che G-leichung eine Welle in 
einem Konfigurationsraum dar, dessen Dimensionszahl 
dreimal so groß wie die Teilchenzahl ist.

V III. K ap ite l. Die von Heisenberg begründete 
Quantenmechanik beruht im Gegensätze zu der älteren 
Quantentheorie nur auf Relationen zwischen direkt be­
obachtbaren atomphysikalischen Größen; solche sind die 
Frequenzen und Intensitäten der Spektrallinien, sowie 
die durch Versuche über Elektronenstöße feststellbaren 
Energiestufen der Atome. Heisenberg ersetzte jede 
periodisch veränderliche Elektronenkoordinate der 
früheren Theorie durch ein quadratisches Schema 
von Partialschwingungen, deren Frequenzen mit den 
Schwingungszahlen der Spektrallinien übereinstimmen 
und deren Amplituden für die Linienintensitäten maß­
gebend sind. Für ein solches Schwingungsschema 
gab Heisenberg eine Definition der Multiplikation, 
wodurch diese Rechenoperation nicht-kommutativ wird. 
Die Differenz, die sich in dem Produkte aus einer 
Koordinate und dem zugehörigen Impuls bei einer 
Vertauschung der Faktoren ergibt, setzt die H eisen­
berg sehe Vertauschungsrelation gleich h/(2ni). Die 
Anwendung dieser Beziehung auf den harmonischen,
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linearen Oszillator führt zu dem Ergebnis, daß dessen 
Energie ein ungerades Vielfaches eines halben Energie­
elementes darstellt und daß bei allen Quantensprüngen 
die BoHESche Frequenzbedingung erfüllt ist.

IX . K a p ite l. Böen und Joedan haben die exakte 
Durchführung des Heisenbeeg sehen Programms durch 
die Schaffung der Matrizenmechanik ermöglicht. Mittels 
dieser wird gezeigt, daß aus der Heisenbeeg sehen 
Vertauschungsrelation der Satz von der Erhaltung der 
Energie und die BoHESche Frequenzbedingung als 
notwendige Folgen resultieren.

X . K a p ite l. Unter Verwendung des Begriffes 
des mathematischen Operators läßt sich die Äquivalenz 
der Schbödingee sehen Eigenwertmechanik mit der 
Matrizenmechanik nachweisen. Wird die Heisenbebg- 
sche Vertauschungsrelation sinngemäß auf Operatoren 
übertragen, so ergibt sich als Erweiterung der klassi­
schen Mechanik die fundamentale Schbödingee sehe 
Differentialgleichung.

X I. K a p ite l. W ährend Schbödingee die Materie­
teilchen als Energiepakete deutete, hat umgekehrt vom 
quantenmechanischen Standpunkte aus Böen den sich 
wellenförmig ausbreitenden Schbödingee sehen Feld­
skalar als die Wahrscheinlichkeit interpretiert, die für 
das Eintreffen eines Teilchens an einem gegebenen 
Orte besteht. Nur für derartige statistische Wahr­
scheinlichkeiten ist nach der Quantenmechanik die 
Kausalität zu bejahen, während sie für die elementaren 
Prozesse der Physik verneint wird. Diese Auffassung 
findet eine Stütze auch in der H eisenbeeg sehen 
Erkenntnis, daß jede Messung atomarer Größen 
notwendigerweise mit einer Unschärfe verbunden 
sein muß.
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X II . K ap ite l. Die quantenmechanische Unter­
suchung des Drehimpulses eines Systems führt in Ver­
bindung mit der Vorstellung des Kreisel-Elektrons zu 
der Unterscheidung von vier Quantenzahlen, die den 
Zustand eines Elektrons festlegen. Das PAULische 
Prinzip, nach dem in einem Atom niemals zwei Elek­
tronen in sämtlichen vier Quantenzahlen übereinstimmen 
können, ergibt die maximalen Besetzungszahlen der 
ein-, zwei-, drei-, vierquantigen Elektronengruppe usw. 
zu 2, 8, 18, 32 und so fort. Damit ist im wesentlichen 
die quantentheoretische Erklärung des periodischen 
Systems der Elemente gegeben.

X III . K ap ite l. Aus der Vorstellung des Licht­
quantengases läßt sich, wie Bose zeigte, das Planck- 
sche Strahlungsgesetz ableiten, wofern man sich den 
einem Quantengas vom Volumen eins zuzuordnenden 
Impulsraum aus Zellen von der Größe h3 zusammen­
gesetzt denkt und die statistischen Größen, die in der 
klassischen Theorie auf ein Teilchen im w-ten Zu­
stand bezogen werden, auf eine mit n Teilchen be­
setzte Zelle bezieht. Auf Grund der Bose sehen 
Statistik hat Einstein eine von der klassischen ab­
weichende Gastheorie zur Erklärung der Entartung 
bei tiefsten Temperaturen konstruiert.

X IV . K a p ite l. Das PAULische Prinzip wurde 
von Fermi in die Statistik übertragen. Er gründete 
eine neue Gastheorie auf die Annahme, daß in einem 
Gase höchstens eine einzige Molekel mit vorgegebenen 
Quantenzahlen Vorkommen könne. Aus der Fermi- 
schen Statistik folgen die Existenz einer Nullpunkts­
energie und eines Nullpunktsdruckes, sowie das Ver­
schwinden der spezifischen W  ärme bei dem absoluten 
Nullpunkt. W ie Sommerfeld gezeigt hat, erweist sich
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die FüEMische Statistik als besonders fruchtbar in 
ihrer Anwendung auf die in den Metallen enthaltenen 
freien Elektronen, die nach der Eeemi sehen Theorie 
wegen ihrer geringfügigen Masse bei Zimmertemperatur 
ein vollkommen entartetes Gas darstellen. Dadurch 
erklärt sich auch die für die klassische Statistik un­
verständliche Tatsache, daß die freien Elektronen 
keinen merklichen Beitrag zu der spezifischen Wärme 
der Metalle liefern.

X V . K a p ite l. Von weiteren Anwendungen der 
Wellen- und der Quantenmechanik werden kurz be­
sprochen: die Polarisationsregel, die Dispersion, die 
Lande sehe Formel für die Aufspaltung der Spektral­
terme in schwachen magnetischen Feldern, der Paschen- 
BACK-Effekt, die Intensitätsverhältnisse der Zeeman- 
Komponenten, das Heliumatom, der Compton- Effekt, 
der photo-elektrische Effekt, die homöopolare Valenz, 
der Resonanzeffekt der Atomkerne in den Banden­
spektren und das Problem der Isotopen.

X V I. K a p ite l. Die neueste Entwicklung der 
Atomphysik eröffnet für die Begriffe der Materie, der 
Kausalität und des Naturgesetzes die Möglichkeit einer 
wesentlichen Wandlung.
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Übersicht
über die häufigsten Bezeichnungen.

154 ÜBERSICHT ÜBER DIE BEZEICHNUNGEN

A  Amplitude 
D  Diagonalmatrix 
E  Energie 
F  Feldstärke 
G- Impuls
H  H amilton sehe Funktion 

(oder H ebmite sches Po­
lynom)

L  Kinetische Energie 
N  Teilchenzahl 
P  Kraft 
R  Gaskonstante 
S  Schrödinger scher Feld­

skalar (oder Entropie)
T  Absolute Temperatur (oder 

Spektral term)
U  Drehimpuls
V  Potentielle Energie (oder 

Volumen)
W  Wahrscheinlichkeit 
o Komplexe Amplitude 
b Beschleunigung 
e Lichtgeschwindigkeit 
e Elektrisches Elementar­

quantum (oder Basis der 
natürlichen Logarithmen) 

g Gruppengeschwindigkeit

h Elementares Wirkungs­
quantum.

i Index oder imaginäre Ein­
heit

k B oltzmann sehe Konstante 
j , k, l, to, n Quantenzahlen 
to Masse
p  Impulskomponente 
q Koordinate 
t Zeit
u Wellengeschwindigkeit 

(oder spezifische Strahlungs­
dichte)

v Mechanische Geschwindig­
keit

w In Kap. IV  eine universelle 
Geschwindigkeit 

J  LAPLACESche Ableitung 
ß Abkürzung, definiert durch 

Gl. 8
* Phasenkonstante oder in­

dividuelle Energie 
tj Strahlungsdichte 
l  Wellenlänge 
ti Masse 
t Frequenz 
9 Phase

Universelle Konstanten.
Element. Wirkungsquantum (h) 
Elektrisches Elementarquantum (e) 
Lichtgeschwindigkeit (c) 
Protonen-Masse 
Elektronen-Masse 
B oltzmann sehe Konstante (k)
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