7 UWT T A T A RTALSRT AT VT
Lx,b@mw wr@a? MM,&

ATEY 10U T4
Ay
e e e S

T ey
W

3 Hg - V%
¥ H i
& W_M.ui!\f. »1’..IF Yo b’

A . ‘ Ny ,Al'm&’.wﬁw .
e wo e




0

P AL

r

e e
e 1 A S o e

i

= — dJT - af 1”1\.,»

Sl

-

£

Wy

e SRS

y)









0 0BSAHU CTYRSTENU.



0d téhoz spisovatele vysSly jazykem bulharskym:

MpaBonMHenHa TPUrOHOMETPUA sa rop-
HUTH K/accoBe Ha pea]’IHI/IT'E n ruwasnanHn  yyunuua.
Mnoaveb 1883. W3paHue u Heuyatb Ha XP. . [JaHOB®.

CTepeoMETPUA 3a ropuuth Kknaccose Ha peanHuTh

N TUMHasnaiHKU y4dunnuuia.

ﬂOI'apVITMVIL-IeCKVI Ta6l'|l/|Ll,l/| oTbL  mpodecopa
uw CrygHuuka.

AHanuTnyeeka 'eOMETPUA sa ropuuth Knac-

COBE Ha peaHUTH yumnuua.

MGTO,CI,VI‘-IeeKO N3deHeHne Ha KpacHOo-

MNCAHNETO. 3a yuunmuwara usobule.

1. YacTb nbpBa: Manka Obarapcka W /aTUHCKa
asbyka.

2. YacTtb BTOpa: Tlonbma Obnarapcka W faTuHCKa

asbyka.

PYyKOBOACTBO KbMb MbpBaTa 4YacTb Ha:
~-MEeTOANYEeCKOTO MN3AEHEHME Ha KpacHO-
nncaHmeTo.”

VSechny uvedené spisy byly wynesenim ,Kiditelstva narodniho

wyucovani* schvéleny pro stfedni Skoly Bulharskeé.
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PREDMLUVA.

loto dilko méla by vlastné predchazeti casf, kte-
rdz by o vlastnostech tetraedru a uakonech rohl vibec
pojednavala, ku prométnym vlastnostem svazkl a &tyfF-
sténu zvlasSté pfFihlizela a ukazala, jak jich lze pFi né-

kterych plochach uziti.

AC¢ ku této casti od nékolika rokl sbirdm material,
pfec nebylo mi lze pfFipraviti ji k tisku, jelikoZ, vzdalen
jsa vlasti, postradam o tomto predmétu bohatych dat,
ulozenych v rliznych mathematickych c¢asopisech. Svym
casem, az poméry budou mi snad pfFiznivéjSimi, pokusil

bych se o vydani této druhé Cc{asti.

Vydavaje svlj spisek, mél jsem na zfeteli seznamiti
mlad$i naSe mathematiky s télesem, jehoZ ddlezitost ne-

potfebuji zvlasté dokazovati, jakoZz i pobidnouti jich ku



zkoumani na pohled i nepatrnych predmétl, jak mne pred
lety K tymz pozorovanim primél prof. Dr. G. Blaze k,

¢imz tuto mu vzdavdm své povinné diky.

Dosalmu-li Gcelu svrchu dotteného, bude s dostatek
odménéna tato prvni prace ma jazykem matefskym se-

psana.

Y Plovdivé ve Vych. Rumelii r. 1884,

A V. Sourek.



Uvod

Cim planimetrii trojuhelnik, tim stereometrii — Cty¥-
stén. Ctyfsténem nazyvame Cast' prostoru vyhradné &tyfmi ro-
vinami omezeného. Casti rovin, jimiz &tyfstén ohranicen jest,
sluji stény a ponévadz jsou CtyFi, odtud pochodi i jméno
jeho — cCtyrstén.

Stény tohoto télesa jsou trojuhelniky, prisecnice téchto
omezuijicich ploch jsou hranami a koncové body hran — vr-
choly jeho.

CtyFstén, nejjednodussi to mnohostén, je zakladem viech
ostatnich, ponévadZ lze kazdy mnohostén rozdgliti ve CtyFstény
a plati tudiz pron tytéZ7 véty, jako pro polyedry vibec. Lze
ukazati, Ze Ctyfstén mimo své Ctyry stény, z nichZ lze kazdou
za zékladnu povazovati, ma téz Ctyfi vrcholy a Sest hran. Hrany
uzaviraji dvakrat Sest hranovych ahld, jichZ soucet ¢ini osm
pravych. UhlG stranovych, kteréZ jsou odchylkami dvou stén
a lezi v rovinach kolmo ku hranam polozenym, jest Sest, kte-
rychz soucet VEtSi jest nez Ctyfi, menSi vSak nez Sest pravych.

Y kazdém cCtyrsténu Ize vyhledat! vysky, t.j. kolmice spu-
§téné s vrcholl na protilehlé stény, které jsou Ctyri. Dale Ize
do Ctyrsténu osm kouli vepsati a jednu témuz télesu obepsati;
konetné pak lze v nékterém Ctyrsténu takovou kouli vyhledati,
kterdz by se dotykala veSkerych jeho hran. Vidime tedy, Ze
Utvar tento Ize mnohymi Gastkami urciti, neni vSak nutno vSech
uziti pfi urcovani tohoto télesa.

CtyFstén, vynikajici svou jednoduchosti, byl, podobné jako
trojuhelnik, juz v dobach nejstarSich znam a slavni stari mathe-

Ant. Sourek, O tetraedru. 2
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matikové zmifuji se nejednou o tomto omezeném prostoru. Jakym
zplisobem lze urciti obsah a vySku GtyFsténu, znamo bylo juz
starym Egyptandm. V zachovaném a v britském museu uloZeném
spise: ,Papyrus”, ,jenz principie veliCin" obsahuje, nalézame
dosti Uloh obsah pyramidy FeSicich. Skoda vSak, Ze v zacho-
vaném tomto zbytku nékdejSi slavy egyptské neni naznacen
zplisob, jakym se vyhledavani obsahu jehlance konalo, nybrz,
jak S. Birch vypravuje, veSkeré vypocty prosté Cisly udany jsou.

Obrovskeé jehlany blize vesnice Gizeh byly nejednou pred-
métem studii mladych mathematik(l alexandrinskych. Znamo, Ze
v staroslavné Skole mesta Alexandrie dostalo se prvniho vzdélani
ucenclim, jakymi byli: v stoleti VII. pF. K. Thales, vVI. Oino-
pides a Pythagoras, v V. Demokrit a ve IV. Plato; sku-
teCné pak i tito se zaméstnavali vypoctem jehlance, jak o tom
se zminuje Hieronymus Rhodsky a sam Plutarch, tvrdice, ze
slavny Miletan Thales urfoval vysku pyramidy z jejiho stinu.
Plutarch kromé toho udavd, Ze Bias a, dle Psellusa, i slavny
Archimedes Ukolem timto se obirali.

Znamy Pythagoras ze Sama konstruoval pry pravi-
delné polyedry a plvodce naSich mathematickych ucebnic, Eu-
k 1id, rozeznaval pravidelny a nepravidelny Ctyfstén. Tak Cteme
v knize X1., v poznamce 26., o pravidelném a v knize XIII. o ne-
pravidelném ctyFsténu. Rozdil obou, jak znamo, zAvisi na ne-
stejné délce hran: pravidelny mé viechny hrany rovné dlouhé
a nepravidelny — nerovné délky.

Bylit’ sice i pozdgji slavni mathematikové, ale zadny, pokud
nam znamo, nemeél zfeni ku CtyFsténu zvlasté. Mnohd a mnoha
stoleti minula, aniz by byl kdo pojednaval o dotteném télese.

AZ konecné v XV. stoleti uvadi frater Lucas de Burgo
Sancti Sepulchri ve své ,Arithmetica et Geometria"
priklad, jak lze stanoviti vySku nepravidelného jehlance.

Lucas Patiolus zmifiuje se v dile svém: ,Divina
proportione Opera" o Ctyfsténu a rozezndva: plochy, plny
a prazdny. Prazdnym nazval pouze kostru tetraedru, totiz jeho
Sest hran. Kromé toho €ini zminku o tom, jak mozno vyhledat!
obsah trojsténného jehlance a mluvi o kouli, kterou lze ve Ctyf-
stén vepsati.
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V XVI. stoleti viibec, kdy nejvice prekladany a vykladany
byly spisy Euklidovy, hledéno bylo k tomu, aby ony pravdy,
v dilech slavného ucence uloZené, probrany a prozkoumany byly
a nelze tudiz diviti se tomu, Ze neni moZno vSechny ony muZe
jmenovati, ktefi vice nebo méné o predmété naSem pracovali.
Podotknouti vSak dluzno, Ze po celou tu dobu od Euklida az
ku konci XVI., ano i XVII. stoleti, Zadného samostatného po-
jednani o Ctyfsténu nebylo.

AC stoleti XVII. mnohymi uenymi mathematiky honositi
se miZe, nema prece muzl, ktefi by byli uCinili predmétem
svych studii tetraedr. Tomu nelze se diviti, nebot’ nalezeni loga-
rithm(@, vyhledavani pomérl mezi obvodem a primérem kruhu,
FeSeni rovnic, prakticka geometrie i astronomie, zameéstknavaly pro-
blémy svymi slavné muze, jako: Ludolfa, Napiera, Bryggsa,
Vlacga, Huygenia, Fermata, De Billy-a, Harriota,
Girarda, Kepplera a vice jinych; z téchto pouze Girard
hovori ponékud o rozdéleni Ctyrsténu.

Stastngjsim bylo stoleti XVIII. V dobé této proslavil se
hlavné Lagrange, jenZ v pojedndni svém: ,Solutions ana-
lytigues de quelques problcmes sur les Pyramides
trian gulai res”, v memoirech kralovské akademie r. 1773,
a v Berliné r. 1775. uvefejnéném, péknym a dimyslinym zpd-
sobem Ctyfstén koordindtami jeho CEtyf vrcholl ustanovil. Vyna-
Selt’ se zvlastni lehkosti vzorce pro povrch a obsah CtyFsténu,
vypocital polomér vepsané i opsané koule a urcil polohu stredd
téchto kouli, jakozZ i téZisté Ctyfsténu.

Slavny ucenec Euler ve svych dilech v Petrohradé sepsa-
nych vzpomenul i mimochodem tetraedru. — Roku 1786. vydal
v Parfizi abbé de Gua spis nazvany: ,Propositions neuves
et non moins utiles que curieuses sur le Tetraédre
ou Essai de Tctraédrométrie"”, v némz wvyhleddva nej-
krat8i vzdalenost dvou hran pottem differencialnym.

Brzo potom, roku 1806. uvefejnil véhlasny statnik a ma-
thematik L. N. M. Carnot pojednani: ,Mémoire sur la re-
lation, qui existe entre les distances respectives
de cing points pris arbitrairement dans Tespace",
kteréZ Schumacherem prelozeno do némciny a jako dodatek K jeho

%
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prekladu: ,Géométrie de position" v Altoné r. 1810. uve-
fejnéno bylo. Ve svrchu dotéeném spisku stanovil Carnot vzorce
pro obsah, vySku, poloméry vSech kouli, jakoz i pro polohu té-
Zisté a vyjadfil je délkami Sesti hran, ¢imZz nemalych Zzésluh
o toto téleso si ziskal. Dale naznaCil zplsob, jakym mozno vy-
hledati obsah ze dvou protilehlych hran, zjejich nejkratsi vzda-
lenosti a z dhlu, jejz tyto hrany uzaviraji.

Roku 1827. vydal v Norimberce Dr. Karel Vilém
Feuerbach, zndmy svym kruhem deviti bod(, spis s napisem:
,Grundriss zu analytischen Untersuchungen der
dreieckigen Pyramide." Jest to, jak Junghann tvrdi, vy-
fatek z vétSiho, v rukopise ukonceného dila, opirajiciho se o vétu
r. 1825. Feuerbachem v Okenové ,lsis" uverejnénou a vyjadru-
jici: ,znama-li jest vzdalenost jednoho z péti libovolnych bod( od
jakékoliv roviny a nasobime-li tuto vzdalenost obsahem jehlance,
kteryz tvofi ostatni Ctyfi bodové, jest pak algebraicky soucet
téchto péti soucini roven nulle.”

TéhoZ roku 1827. vySla kniha ,Das geradlinige Drei-
eck und die dreiseitige Pyramide nach allen Ana-
logien dargestellt” od Schulze von StrdZznicky, kte-
raz spracovana dle Lagrange-a uziva vysSi mathéinatiky.

Crelle byl také z téch, ktefi o CtyFsténu pracovali. Ei-
ditel v Gothg, J. H. F. Mtiller, pojednavd pak o 44 urovacich
Castech, jejich trigonometrickych relacich, které az dosud malo
zpracovnikl byly nalezly, v broZufe: ,Betrachtungen uber
das Tetraeder mit seinen Beruhrungskugeln", kteraz
obsahuje 34 strdnek. Mnohé krasné véty o Ctyfsténu lze se
docisti téZ v knize Jacobi-ho: ,Elemente der Geometrie
von wan Swinden."

NejvétSich zasluh o Ctyrstén ziskal si Dr. Gustav Jung-
hann, jenZz upotfebiv Standtova sinu roZného a Brettschnei-
derem*) poprvé zavedeného nazvu ,modul vrcholovy" znamenité
vzorce Ctyrsténu zjednodusil a vlastnosti tetraedru vyliCil. Spiso-
vatel tento uloZil veSkeré tyto poucky v knize nazvané: ,Te-
traedrometrie” a ve dvou dilech roku 1862. a 1863. v Gothé

® CrellGv: Journal XIlI. pag. &5.



u E. F. Thienemanna vydané. Spisu pravé zminéného nejvice
bylo uzito pfi sepisovani spisku tohoto.

Literatura Ceskd nemiZze se sice vykazati podobnymi pra-
cemi, jako literatury sousednich narodd, nicméngé ani v této nejsme
bez pracovnikll. Z téch vzpominame hlavné: univ. prof. Dra. F. J.
Studnicky: ,Uvod do analytické geometrie® a prof.
vysokych 3kol technickych Dra. G. Blazka, jenZ uvefejnil v Caso-
pise Ceskych mathematikll rocéniku Ill. pag. 272.. ,dva vzorce
obsah CtyFsténu vyjadFujici"”, kteréZ jednoduchosti a uzi-
tim determinantd vynikaji a daleko pred¢i nad ony vzorce, jimiz
tutéZz dlohu Grunert, Crelle, Klein aj. Fesili

Literatura némecka i francouzskad velkou Fadou pojednani,
K témuz predmétu hledicich, se vyznamendva Témér kazdy ma-
thematicky Casopis obsahuje jeden neb vice ¢lankl( o CtyFsténu
jednajicich. Tak na pfiklad prvni €islo zndmého Grunertova:
LArchiv der Mathematik und Physik" uvadi studii pro-
fessora C. A. Bretschneidera vGothé:

JBeitrdge zur Untersuchung der dreiseitigen Pyramide."

TamtéZ Cteme:

ve svazku XYI. pag. 125. od Dra. Baltzera: ,Ueber den
Zusammenhang einiger das Tetraeder betreifenden Aufgaben"; dale

ve svazku XVIII. pag. 239. od Dra. Grunerta: ,Leichte
Bestimmung des Inhaltes der dreiseitigen Pyramide”; pak

ve svazku XXIIl. pag. 284. od téhoz: ,Aphoristische Be-
merkungen uber die dreiseitige Pyramide™;

ve svazku XIV. pag. 162 od Hesel a: ,Ueber Bestim-
mung des Inhaltes der dreiseitigen Pyramide" ;

ve svazku Ill. pag. 213. od Hoppe: ,Eine Formel fur
die dreiseitige Pyramide" ;

ve svazku X. pag. 198, od Luchterhandta: ,Ueber
einige Relationen zwischen zweien Tetraeder"”;

ve svazku XIX. pag. 121. od Maura: ,Entfernungsorter
des Tetraeders";

ve svazku XXXVI. pag. 356. od Grunerta: ,Merkwlr-
diger Ausdruck fur die dreiseitige Pyramide";

ve svazku XXXI. pag. 41. od Heisa: ,Satze uber das
irregulare Tetraeder";
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ve svazku XL. pag. 447. od Junghanna: ,Eigenschaften
der Tetraeder”;

ve svazku XXX1Y. od téhoz: ,Beitrage zur Tetraedrometrie”;

ve svazku XXVIII. pag. 97. od Unferdingera: ,Ueber
die dreiseitige Pyramide” ;

ve svazku XLV. pag. 121. od Gretschela: ,Einige geo-
metrische Satze, welche sich auf Dreiecksflachen und Tetraeder-
volumen beziehen";

ve svazku LIII. pag. 317. od Grunerta: ,Flacheninhalt
des Dreiecks etc.;

ve svazku XLV. pag. 121 od téhoz: ,Analytischer Beweis
eines bekannten Satzes vom Inhalte des Tetraeders";

ve svazku LI. pag 354. od Unferdingera: ,Theorie
des Tetraeders";

ve svazku LVII. od Dostara: ,Le Triedre et le tetraédre."

Pojednéni tuto jmenovanych, jakoZ i svrchu uvedenych, po-
uzito bylo u vétsi neb menSi mife pfi spisovani tohoto spisku;
kromé toho nahlédnuto bylo i v Crelldv: ,Journal der Ma
thematik" a viiméano si bylo studii:

Crellovy: ,Bemerkungen uber Inhalt der Pyramide",
sv. 6., sesit 4., str. 414.; dale

Schul zovy: ,Allgemeine Berechnung der funf regularen
Korper", sv. 28, str. 108. a

Dra. Staudta: ,Ueber die Inhalte der Polyeder und Po-
lygone", sv. 24.

Mimo uvedené prameny nalezli jsme pomtcky v knihach
Dra. F. Studnicky, ve spise: ,Die Elemente der analytischen
Geometrie des Raumes” od Salmona-Fiedlera, vA M Le-
gendrea: ,Elemente der Geometrie", preloZzené od Crellea,
dale v pékné stati Dra. Dostara: ,Le tétraédre", uverejnéné
vjeho: ,Eléments de la théorie des Déterminants" (1877) a ko-
necné v ,Geometrie der Stellung” od Carnota v prekladu Schu-
macherové. Historickych dat Cerpano ze spist: Kastner: ,Ge-
schichte der Mathematik”, Montucla: ,Hist. des Mathém.",
Dr. Herm. Hankel: ,Zur Geschichte der Mathematik”, jakoZz
Moritz Cantor: ,Vorlesungen uber Geschichte der Mathematik."



Cast prvni

Véty pomocne.
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8§ 1 Oznaceni Ctyrsténu.

Cela naSe rozprava soustrediti se bude kol télesa jediného
a proto jest velmi dilezito, abychom jednou pro vzdy volili pa-
tficné znaky a symboly.

CtyFstén, ktery pozorovati chceme, budiz ABCD vobr. 1,
vnémz bodové A, B, C, D jsou jeho vrcholy. Stény, téleso
omezujici, jsou trojuhelniky: ABC, BCD, ABC a ADB,
jez jmenujeme A, A1, A2 a A3 Trojuhelniky tyto jsou ome-
zeny stranami, kteréZ oznacime pismeny: a, b, ¢, d, e, f, z nichz
a, b, ¢ jsou stranami zékladny ABC ahrany ve vrcholu B se
sbihajici budtez d, e f

Uhly hranové pfi vrcholu B jmenujeme a0, bo, c0, na rozdil
od hran za index nullu pFivéSujice; dale hranové Ghly pfi A
budtez: al bl ¢l ony pfi B necht jsou: a2 b2 c2 konetné
pri C: a3 b3 c3

Uhly stranové, Ghldim hranovym protilehlé, nazyvejme

pri vrcholu B ..o a, 3y,
n n A i Wi

» 4 =B o a, 3 Ym
» A N, ali b

dle toho jsou a,, /3, y, Uhly, jeZ uzaviraji stény am g 2a A3
se zékladnou [ .

Kazdému z Feenych trojuhelnik(i Ize vepsati a opsati kruh.

Poloméry kruh( sténam [, /1,, o 2 a A 3 opsané budtez
i1 ?°H Pi ~

Déle pismeny R, r u q' oznaCujteZ polomér koule Ctyr-
sténu opsané, vepsané a hran jeho se dotykajici.

Vysky, které Ize s vrcholl ku sténdam protilehlym spustiti,
necht’ Slovou: v, , vu a v3.



Tim prozatim oznaCime né$ Ctyrstén a budeme-li potrfebovati
jiného pojmenovani, poloZime je na svém misté.

§ 2 O rozdéleni CtyfFsténu.

Jak svrchu te€eno bylo, rozeznaval jiz Euklid dva Ctyr-
stény: pravidelny a nepravidelny. Onen omezen jest
¢tyfmi rovnostrannymi trojuhelniky, omezujici pak plochy tohoto
jsou nerovnostrannymi trojuhelniky. V pravidelném c¢tyfsténu jsou:
a—b—c —d —e —f' kdeZto v nepravidelném jsou jmenované
hrany nerovné dlouhy. Jestli v3ak tfi hrany v témze vrcholu se
sbihajici rovnou délku maji, pravime, Ze Ctyfstén takovy jest —
primy.

NekteFi némecti spisovatelé uzivaji jeSté jinych jmen. Tak
na pr. cteme ve spisu: ,Elemente der Geometrie von wan Swin-
den“, Jakobim vydaném, slova: ,kolmohranny" (rechtkantig)
a ,rovnohrannyu (gleichkantig). Rozuméjit kolmohrannym
onen tetraeder, v némZ Uhel dvou protilehlych hran 90° Cini
a rovnohrannym c¢tyfsténem pak jmenuji onen, jehoZ proti-
lehlé hrany sobé jsou rovny. Ctyfstén v obrazci 1 byl by na pF.
rovnohrannym, kdyby a—d, b—e a c—f.

Grunert v rozpravach ve svém cCasopise roztrouSenych
uzZivd ndzvu pravouhly pro onen Ctyrsten, v némz Uhly hra-
nové, tyz vrchol tvorici, vesmés pravé jsou; tak muselo by byti
a0= b0= c0 aby F, jak chceme kratce obsah i CtyFstén sam
nazyvati, byl pravouhlym®*).

Majice zfeni ku hranam, rozezndvame: pravidelny, nepra-
videlny, pfimy a rovnohranny Ctyrstén.

Podle hranovych neb protilehlymi hranami uzavienych uhld,
rozezndvame opét: pravouhly a kolmohranny tetraeder.

Viechny tyto zde uvedené Ctyrstény lze odvoditi, jak jiz
feCeno bylo, z nepravidelného tetraedru a proto bude Ukolem
reSiti tento. Prve nezli ku tomuto bude nam lIze pfistoupiti,
jest zapotfebi jeSté predeslati:

*) Jiné rozdéleni, jak v Uvodu podotknuto, pochazi od Lucas Pa-
tiolu9a



8 3. Sinus rozny a sinus polarniho rohu.

Pozorujice vrchol D v obr. 1, opiSme kouli polomérem jedna
se stfedem v D. Tim vznikne sféricky trojuhelnik LM N, o némz
plati ve sférické trigonometrii odvozeny zakladni vzorec, totiz:

z kterézto rovnice, jsou-li ostatni veliCiny znamy, lze vyhledati

mizeme téZ psati bud

anebo, jestlize piseme

Prvni Cinitel veliCiny pod korfenem je roven

druhy pak se rovna vyrazu

*) Yiz Dra. Studnicky: Zakladové sférické trigonometrie, pag. 8.



ponévadz ale:

bude sina—

Cili sin asin b{)sin c0 =

Ponévadz cyklickou zaménou pismen Ize ze vzorce (1) odvoditi

a podobné jako nahore, lze ukazati, Ze

nasledovné je soucin .
Av

sin a sin b0 sin cO—sin (i sin a0sin cQ= sin y sin ajsin b0 (5)
veliina stala, kterouz Staudt pro velikou analogii se sinem
rovinného trojuhelnika nazval sinem rohu, a ponévadZ za vr-
chol volil stfed koule, jenZ pismenem O znamenal, zavedl symbol:

Junghann ve své¢ ,Tetraedrometrie” pag 2 uziva
pismene P pro tutéz veli¢inu a pise



sin a sin b sin c0—sin {3 sin a0sin ¢ —sin y sin bnsin a0

Mimo uvedené tu vzorce mizeme sinu roznému téz jiny tvar
dati. Za tim GCelem pozorujme v obr. (1) vySku i i h kterouz
prolozme rovinu kolmou ku hrané e a povstaly prisecik F
spojme s vrcholem A. Z trojuhelnika A AXF vysvita:

AA = AFsinp, ale AF —dsin 9, coZ plyne z trojuhelnika
D F A ; nésledovné

A A]—dsin Bsin c0; z trojuhelnika A D A1] jest ale ziejmo,
Ze AA =dsin(d AY)

nasledovné sin (d, A1) = sinp sinc0
a rovnéz  sina0 sin (d, At) = sina0sin c{sin 3
a také sinb0 sin (e, As) = siny sina0sin b0

a podobné sin c0 sin (/, A 3 = sina sin b0sin c0

odkud

sin atisin {d, A\ )—sin b0sin (g, A 3=sin c0sin (& A =21\ (7)

coZ pro kazdy vrchol plati, ale s patficnymi zaménami.
Kone¢né mlzeme vzorec (4.) zavedenim znamého sférického

excessu*) e—180 —s, ve tvar

Sestavime-li konetné veSkeré takto odvozené vzorce ve pre-
hledny celek, obdrzime pro sinus rohu D:

*) Viz téhoz pag. 51.



Podobnym zplsobem mohli bychom stanoviti siny rohd pro
ostatni vrcholy.

Jak ale ve sférické trigonometrii ukdzano, patfi ku kazdému
sférickému trojuhelniku jiny zvlastni trojuhelnik, jehoz vrcholy
jsou poly stran plvodniho, jenZ jmenuje se polarni*) a jehoz
Uhly dopliuji se s thly druhého na 180°. Podobné i v pripadu
naSem patfi ku LM N jiny trojahelnik, jehoZ strany budtez ve-
liciny a0'V ¢0'" a ahly a'/3'y"; pro tento novy trojuhelnik plati
opét vzorec (1) totiz:



jest opét veli¢ina stala hledé k vrcholu D a Junghann jmenuje

polu soucin tento sinus polarniho rohu*) a oznatuje jej
pismenem 1.

Obé wveliéiny P i TI jsou pfi pozorovani naSem dllezity
a s nimi Castéji se setkame.
8 4. Modul vrcholovy a Ctyrstenny.

DElime-li vzorec 15. soufinem sin asin (isiny, obdrzime:

tento pomér nazyva se modulem sférickym nebo modulem vr-

*) Viz: Dr. G. Junghann, Tetraedrometrie pag. 2.



cholovym a oznacuje se dle svého vyndlezce prof. Bretschnei-
dera*) pismenem M. Dle toho jest

modulem vrcholu D.

Podobnym zplsobem mohli bychom stanoviti moduly vrchol(l
A, B, C, jez chceme jjf,, X3 M3 jmenovati. Byl by modul

Z rovnic 16. vSak nasleduje, Ze

Rovnéz mizeme obdrzeti, délime-li vzorec (6) soucinem
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Pomoci rovnice této mizeme soutin
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a~ 2psinaf

Za BCD jde a—2p, sin a0
nasledovné 2psina, = 2p, sma0
a jelikoz =M oa %o Mt
sih a sm a
jest 2pM]sina= 2p Msina
. 2p_ 2p
tudiz
ji~ /7

coz lze dokézati i o druhych dvou, €imZz nahore uvedena véta
jest odlvodnéna.

Z rovnice 24. jest jasno, Ze

u—rizﬁ, ano M —ﬂ‘? bude u-= %%%a,
a jelikoz ze 23. jde, Ze
. a
2P = in al
. . asina
jest i= "o q (29)

ale zavedeme-li moduly, obdrZime

a
sin a

Rovnéz po témz zplisobu lze ukazati, Ze

2p

a ponévadz 2prr-r-—

et _ 1 i smRB
J = it sin bysin (i sin (il
Podobne i n= MM 35y’

Provedeme-li totéz pfFi hranach d, e /& uzivajice pri tom
rovnic (17.), mizeme konetné psati:



Odvodivie nejdllezitgjsi véty, jichz pri dalSich svych po-
zorovanich potfebovati budeme, pFistoupime nyni ku vlastnimu
Ukolu svému.

o*
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Cast druha

O obsahu ctyrstenu.
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8§ 5 Veéta zakladni.

Prvni a hlavni véta, na kteréz veSkerd sva pojednani sta-
vime, jest bez odporu jiz Euklidovi znama poucka, jeZ zni:

Krychlovy obsah CtyFsténu rovna se tfetiné
soucinu z jeho zakladny a vysky, Cili

V= \pv,

znaCi-li p zékladnu neboli podstavu a v vySku. Vétu tuto lze
mnohym zplsobem dokazati:

1 Dlkaz. ¥

M 17 Mp 4N

nolu téZe vysky a zékladny. Proto pozorujme v obr. 3. Ctyrsténny
jehlanec ABCD, jejz dopliime znamym zplisobem v trojboky
hranol, vedouce totiz vrcholem A rovinu rovnobéZnou se z&-
kladnou, protnouce tuto rovinou poloZenou hranou B D rovno-
bézné ku 1 C a doplnice sttny AD C a ABC. Dale prolozme
vrcholem A a Uhlopficnou rovnobézniku BDEF tj. DF ro-
vinu ADF. Tim rozdélime hranol na tfi jehlance ABCD,
ABDF a ADEF. Oba jelilancové ABCD a ADEF maji
tutéz vysku a tuze zdkladnu B CD —AEF a jsou tudiz, dle
zndmé stereometrické poucky, sobé rovny, t. j.

ABCD ~ ADEF ... a
Rovnéz jehlancové ADEF a AD B F maji, jako prvni dva,
tyz z&klad BDF —D FE a rovnou vySku a proto jest:
ADEF ~ADBF . . /3
Z rovnic (@) a 3 plyne
ABCD = ABDF = ADEF = V.

*) Yiz: Y. Jandec¢ky: ,Geometria pro vys$si gymnasial Il. pag. 71.
nebo A. B. Lloypeks: ,CTepeomeTpus” pag. 69.
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Jest tedy hranol A E F B CD, jenZ zkratka 11 oznaCovati
chceme, roven tfem jehlancim Vv, t. j.
H= 3V neboli V={H.
Ale ponévadz stereometrie uci, Ze krychlovy obsah hranolu
se obdrzi, nasobime-li podstavu vyskou
H =rpv, proto jest V —\pv.

2. Dlkaz. *

Abychom dokazali svrchu uvedenou vétu, pozorujme primy
trojboky hranol (obr. 4.), stranu zakladny jmenujme a a jeji vySka
budiz N, hrany AF —B E —CD —v, timjest FED 9&ACB
a ma tudiz O, FED ty? obsah a vySku jako A ABC.

Body i?, D, F proloZzme rovinu FD B, kteraz hranol ve
dva jehlance rozdéluje. Povstane totiZz jehlanec D EFB se z&-
kladnou EFD a jehlanec ACD FB s podstavou ACDF.

Krychlovy obsah jehlance rovna se jakémusi dilu obsahu
hranolu. Nazyvame-li tento dil x, jest obsah jehlance roven x
nasobenému obsahu hranolu. Dle toho bude obsah jehlance:

DEFB —x . EFD .EB —x .\ah .v,

a druhého jehlance
ACDFB = x.AFDC.BG —x.av.h

Obsah celého hranolu H = {ah .v, nasledovné

\ah.v —]|aliv.x + ahv.x
Mi y + *=i
a hledany dil X = |
a protoz V—x.pv —|pv, jakoz bylo dokazati.
3. Dlkaz.

Ucebné knihy naSe**) uvadgji jiny dikaz véty v Cele tohoto
odstavce postavené. Dillkaz tento v mnohém podoba se prede-
Slému, ale ma tu vlastnost, Ze nevychadzi od hranolu, a lehce
obr. 5 da se vysvétliti.

*) Dlkaz ten, myslim Ze pochdzi od Littrowa.
*¥) Nebo spisovatelovo: ,Crepeovernst’ pag. 70



4. DuUkaz.

Zajimavy jest téZ nasledujici dlkaz, jejz lze Cisti v Hof-
manna-Nataniho: ,Mathematisches Worterbuch*: Budtez
p zékladna a v vySka daného Ctyfsténu (obr. 6.). Tuto vySku
rozdélime v libovolny pocet stejnych dil(, na pf. v w od vrcholu
-D polinaje. Deélicimi body vedeme roviny rovnobézné se za-
kladnou a tim rozdélime c&tyfstén na n dild.

Pozorujme takovy Fez u vzdalenosti v a —Vv. Rezy

ty budtez A abc a A«i”|C,. Tehdy mdzeme tvrditi, Ze téleso
abcaxbicl se mezi dvéma hranoly naléza, jez sestrojime, po-
vazujeme-li totiz a{b{c, za zadkladnu hranolu komolému jehlanci
obepsaného a abc za podkladnu hranolu vepsaného jehlanci ko-
molému. Z podobnosti jehlancdi abcB a AJBCD plyne:

Cili
nasledovné

v = .- , - % z
RovnéZ i z podobnosti fezu u vzdalenosti % v vedeného
a zakladny vysvita,
ze Aa 0c = —5p.

Rozdil vjsek D Q a DO tj. 00 = — v~y %v.

Bude pak obsah hranolu vnitfniho
. (m—1)- v (m—1)2
= w  n P TTha
a obsah vngjsiho hranolu

Mezi obéma lezi Usek naSeho jehlance, jehoz obsah jme-
nujeme jm Jak z obrazu zrejmo, jest:
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Zasadime-li za m ¢isla nasi Cislorady, obdrzime pro jednot-
livé Gseky tyto nerovnosti:

a konecné

SeCteme-li tyto vyrazy, najdeme:

Pozorujeme-li rovnici 1 a 2. spatfujeme, Ze veliCiny |
a \pv mezi témitéZz mezemi se pohybuji a ponévadZz n neko-
ne¢né malym voleno byti mize, musi J —\pv jakoZ bylo do-
kézati.

5 Dulkaz.

TyZz vzorec obdrzime cestou nejjednodussi pomoci poctu
integralnilio
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Jako dfive vedeme u vzdalenosti x od vrcholu 1) Fez rovno-
béZzny ku z&kladné. Z podobnosti A ABC a A abc (obr. 6)
da se odvoditi véta, o niz stereometrie jedna a kterouz vyjadfuje
slovy: ,ploské obsahy Fezl zakladné podobnych jsou
ve Cétvereéném pomeéru jich vzdalenosti od vrcholl."
Dle véty té jest:

Aabc\ J1ABC = x2:v2

cili df\p —x2:v%
. V oy
neboli df_V X",

Hranol s nekonecné malou vySkou bude miti obsah
df.dx —~ x 2dx.
V_

Pocet integralni nas uCi, Ze seitanim veSkerych takovych hra-
nilkd od O aZ ku v obdrzime obsah jehlance Zadaného, coz
naznacujeme:

J v V') v* 3
x=0

Cili V — pv. @n

8 6. Rozdéleni ukolu.

Takto odvodili jsme zékladni vzorec Ctyi'sténu vibec; dalsi
feSeni bude zalezeti v tom, Ze za veliCiny v z&kladni rovnici pfFi-
chézejici zavedeme jiné hodnoty, které pomoci planimetrie, ste-
reometrie, trigonometrie a analytické geometrie vyhledati mizeme.
Ve wvzorci 27. prichazeji veliCiny dvé, totiz zakladna a vyska;
proto rozpadne se Ukol ndS na tfi oddily a to:

1 na wyhledavani zékladny,

2. na vypocitdvani vysky i

3. na stanoveni obsahu.

Promluvime nyni o téchto oddilech.
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§ 7. Vypocitavani zékladny.

Zakladna jest rovinnym trojuhelnikem, jehoz obsah ustano-
viti Ize mnohymi zpUsoby.

Planimetrie vyjadfuje obsah jeho bud stranami nebo
vySkami, bud polomérem vepsaného neb opsaného kruhu a p.

Vychéazejice od véty: ,Ctverec lezici v trojuhelniku naproti
Uhlu ostrému rovna se souctu ctvercll ostatnich dvou stran ode-
jmouc dvojnasobny obdélnik, sestrojeny z jedné téchto stran
a primétu druhé strany na tuto,“ odvoditi mizeme planime-
trickou poucku obsah trojihelniku vyjadfujici. Lehkym zplsobem
ukazati lze, promitneme-li stranu a na stranu c¢ orthogonalng,
Zeva ABC (obr. 7) vwska CM t j.

*) Vzorec tento pochazi od Tartalea; byl vSak pry jiz v osmém sto*
leti Her onu mlad$imu znam.
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mizeme snadno vyjadriti rovnici (29.) vySkami trojuhelnika
ABC, totiz
heh3)2 .. (290

Nazveme-li polomér jmenovanému trojlhelniku obepsa-
ného kruhu pismenem p, jest, dle zndmé véty,

abc (30)
Pro polomér r vepsaného kruhu mame
(31)

b) Ale i trigonometricky mizeme obsah trojihelnika
vyjadriti. Zndma je rovnice
(32
Plochu trojihelnika A B C mlZeme vypoCitati také z polo-
merd r a uhld at, b8 c3. Vime totiz, ze
a= 2qsina,, b—2qgsinb2, ¢~ 2qgsinc3

nasledovné abc —8p3sin axsin b¥sin 3,
kteryzto soucin, do rovnice 30. dosazen, dava

Dal$i vzorec pro obsah A ABC obdrZeti mizeme promi-
tanimsten Ai, A*, A3 nasténu A. Dejme tomu, Ze by D,
(vobr. 1) byl primét orthogonalni hodu B na roviné A B C\
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jenz spojen s vrcholy, rozdéluje plochu ABC ve tfi trojahel-
niky AZP, A7jC a BDXC, znichz

i?D,C—Aicosa,, Al)({—A3cos/, a ADXB —A 3cosy,
tak ze A = Aicosa -fA2cosB3-fA3cosiV . . . (34
Opirajice se 0 modul vrcholovy, miZeme také stény Ctyi-
sténu, z nichz kazdou za zakladnu lze miti, i timto zavedenim
kratCeji psati.
Na str. 19 ve vzorci 26. vyjadfili jsme modul tetraedrovy,
z néhoz naopak opét strany a, 0, ¢, d, e f vyhledati Ize. Tak
jest a—IliMMXsina, b—fiMM% sin@3 a ¢c—”"iMM3siny
tedy abc —f3M3 MxwM3sinasin (isiny,
ponévadz ale podle rovnice 22,

jest

nebo

a jelikoZz opét z 24. plyne, Ze
bude

nebo, ano
jest
jenz kone€né, zasadime-li

movati'lze v A = 1—60—(>’-g/><’)0‘—n jako VZOTrecC. ..t 37
r

Soucin abc, tudiz i trojuhelnik A B C, lze vyjadriti neto-
liko, jak jsme vidgli, funkci 77, nybrz také veli¢inou P. Jest totiz
abc —[i3.M M xilij M3.ilf2sin asin (LsinYy,

ale sinasin siny —3573 a jelikoz dle vzorce 21. M _B



pouzijeme-li

obdrzime (38)
nebo téz, zasadime-li za

bude (38)

c) Nejenom planimetrie a trigonometrie ale i analyticka
geometrie vede nas k elegantnim vzorcdm obsah trojdhelnika
vyjadFujicim.

Mysleme si, Ze A, J5 G dany jsou souradnicemi a sice bod

predpokladajice trojosou pravouhelnou koordinatni soustavu.

Abychom vyhledali plosky obsah trojuhelnika AB C, upo-
tfebime véty, jez zni: ,Ctverec obsahu rovinné plochy rovna se
souctu Ctvercl primétd do tFi na vzajem kolmych rovin.“  Jsou-li
prdméty trojihelnika A veli¢iny T, naroviné 17, T3 na YZ
a T3 na XZ, zni tato véta

) Analogie Pythagorejské véty, byla poprvé uverejnéna v letopisech aka-

demie pafizské Tinseauem. (Mém. présentes. Tom. IX.), pozdéji ji
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Plocha trojuhelnika Tx da se téZ vyjadriti soufadnicemi
svych vrcholl. Pro plosky obsah tohoto trojuhelnika obdrzime,
dle pravidel analytické geometrie rovinné, rovnici

jejiz odvozeni neprovadime. *)
Rovnéz plati pro prlimét Tz:

a podobné i pro

a dosazenim téchto vyraz(l v rovnici hofejsi:

kteryzto vzorec by se sice zjednodusSiti dal, avSak nechame jej
v této forme.

Pozndmka 1.

Pro kratkost oznaCuje Junghann konstantni veli¢inu , kterouz

mizeme ze vzorch 35, 36, 37 vyhledati, pismenem [TC a pise:

Toto . («)

Poznadmka 2.
Dllezito je téz znati rovnici roviny prochazejici body A, B, C. Ana-
lytickd geometrie prostoru vyjadfuje rovinu vzorcem:

uzil a nové ji vyvinul de Gua ve svém pojednani ,Essai de Te-
traédrometrie” v r. 1783. v mém. de lacademie.

*) Yiz: pag. 41. Dr. K. Zahradnika: ,Prvych poc¢atkl nauky o deter-
minantech.”



ma-li vSak rovina tato proché&zeti bodem A, musi soufadnice téhoZ tuto
rovnici opét na nullu pFivésti, t. j.

rovnéz totez musi provesti soufadnice bodu B i U a mamé tudiz

Neznamé a, o, ¢, d rovnice jsou homogenni a sta¢i tedy k jejich vy-
pocitani. Jestlize ze v3ech ¢&tyF rovnic eliminujeme a, b, ¢, d, obdrzime
pro rovinu, prochazejici tfemi body, rovnici:

nebo, rozvedeme-li tento determinant

Z rovnice této mdZeme snadno vyhledati ¢emu se veli¢iny a, b c, d
rovnaii. Jest totiz

O ddlezitosti poznamky této se presvédéime pFi stanoveni obsahu
CtyFsténu.

Ant. Sourek. O tetraedru.



§ 8. UrCovani vysky.

vevs

Probravse nejpotfebnéjsi poucky o zakladu, pristoupime nyni
ku vySetfeni velikosti vySky. VySkami ve Ctyrsténu, jak znamo,
jmenujeme kolmice spusténé s vrcholl jeho na protilehlé stény,
kteréZ jmenovati chceme v, v, v% v3 VySky tyto stanoviti
mlzeme mnohymi zpdsoby.

a) Jako dfive zadkladnu stranami urciti jsme hledéli, bu-
deme se snaziti, abychom po prikladu Crelloveé, i vySku te-
traedru jeho Sesti hranami a, G, ¢, d, e f vyjadfili.

Za tim Ucelem pozorujme omezeny a Casto jmenovany pro-
stor ndS vobr. 8 Vedme DU, kolmo na ABC a polozme
DD, = v, déle sestrojme DtF AB avevrcholu C vedme
rovnobézku CE s DF. Povstalé iseky BF a B E oznatme
pismeny x a m a kladme D~F—y a CE —n.

Z trojuhelniku B1)iB a BXB F obdrZzime

nebo
z CehoZ opét plyne (2).

Konecné z trojuhelniku D B XC jde:

ponévad? a jelikoz CG —n—y
a

bude
néasledovné
neboli
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V téchto rovnicich nezndme ani x, y, v, ani m a n a jest
ndm tyto veliciny urgiti.

Nezndmou x stanovili jsme rovnici 2). OdeCtenim rovnice
1 ode 3 prejdeme ku:

Abychom nyni jeSté odstranili neznamé n a w, kteréZ v této
posledni rovnici se objevuji, tfeba jest, upamatovati se na vétu
v 8 7. zpocatku vyslovenou. Dle planimetrické této poucky jest:



Hodnoty tyto do hofejSiho vzorce zasazeny prevadeji nas ku

Vime vSak, Ze plocha trojuhelnika A B C

Nasobime-li rovnici 42'. dvéma, najdeme

kteryzto vyraz pravé strany lze na soumérny determinant stupné
tretiho prevésti, totiz:

Rozvedeme-li v 42. naznatené mocniny a tvorime-li onéch
46 clend, kteréz nasobenim povstanou, a zjednodusime-li vyrazy
ty, obdrZime
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Vzorclm 42. a 44. mizeme dati jiny tvar, jenz je ponékud
vkusngjSi €ini. K tomu UcCelu sestavme veliCiny pod kofenem se
nalézajici nasledovné:

anebo po néalezitém zjednoduSeni, obdrzime

Vzorec tento lIze velmi lehce si pamatovati, nebot' hrany
aad bae caf jsou jak zobrazce patrno, hrany proti-
lehlé a souCiny abc, aef, bdf, cele jsou souCiny ze stran
trojuhelnikd Ctyfstén omezujicich.

Velmi pékny tvar lIze vzorclm témto dati, seradime-li na-
sledovné cleny:

a na zaékladé toho bude vySka v po vyjmuti a zjednoduSeni
miti tvar:

Vzorec tento lIze si opét lehce zapainatovati; ad, bc, cf
jsou sou€iny z protilehlych hran a (a- -f b--f ¢c* + d~-f el + f*¥)
jest soudet vech CGtvercl hran, v némz vzdy dva ¢lenové jsou
zaporni, a sice ti, z kterychZ soutin utvofen byl, na pf. pri
soutinu a3d~ musi v souétu viech &tvercl hran a- a d~ z&-
pornobyti; souciny abc, aef, bdf, cde jsou souCiny ze stran
trojuhelnikd Ctyi'stén omezujicich.
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Velké trpélivosti jest zajisté K tomu potfebi na zminéné
cesté, kterdz jak jiz podotknuto od Crelleho pochazi a presné
stereometrickd jest, chtiti vySku stanoviti. NejkratSi jest FeSeni
dle Carnota, jeZ vedle toho z historické stranky, t j. Ze prvnim
bylo, zasluhuje povsimnuti.

Postup celého FeSeni, kteréz v ,Mémoire sur les rela-
tions atd." obsaZeno, jest asi nasledujici:

Mysleme si sestrojeny pravouhly prdimét vicholu B na ro-
viné ABC. Tento primét J), spojme s vrcholy daného trojuhel-
nika a tim povstalé dhly pfi 7), nazyvejme o o, o8 piSice

ANABB =@ <b67),C=q a ~CB,A = (u
Soucet téchto uhld ¢ini 360", t. j.
®- 360°- @ -b o
a cos (p —¢0S (p -f (po)
nebo COS (p = COS cq COS gB — SiN c Sin cp..
Zdvojnésobime-li vyraz tento, obdrZime:
C0S2¢p = COS2cp COS-gB-f SiN2qn s«r2qB—2 cos cp COS cp., SiN cp Sin >
COs-p Cos- g8 — 2 cos p cos gB8sm ¢p si» gB-j- (1 —cos- Q)
(1 —cos- gB)
= 1 —cos- @ —cos2(po -f 2 cos g cos gB (Cos qu COs (po
—sm @ SiNcp.,) neboli

1 —cos2q —cos2g8 -f- 2 cos gpcos g cos g8 nasledovné

1—cos2gp——cos2q —cos2g8-f-2 cosgpcosqpcosgB=o0 . . . (1

Tyto cosiny Ghld o gp, g8 mizemet vyjadriti stranami
trojuhelnik(, v nichz prichazeji. Spojnice bodu J), s vrcholy
yl, JF, C nejsou nic jiného nez pravothlé priméty hran d, e, f
na roving zakladu, kteréz téz dle téchto hran oznaciti chceme
privéSujice index jedna. Vime vSak dle véty Carnotovy, Ze
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kteréZto veliciny v rovnici (1) zasazeny privadgji nas ku vzorci:

Provedenim naznacenych vykon( nabudeme vyrazu:

a nalezité ho zjednodusivie obdrzime

Nyni jest zapotiebi, abychom priméty dt, e, vyjadfili
branami d, ¢, f a vySkou v. Dle znamé a Casto uzité jiz po-
ucky planimetrické jest

kteréz jsouce uvedeny ve vzorec predeSly vedou ku rovnici:

Ponévadz vSak dle vzorce 28. soucinitel od v~ neni nez za-
porny Sestnacteronasobny obsah zakladny, proto jest celou rovnici
negativni jednickou nésobiti.

Nazveme-li k vlli kratkosti levou zapornou stranu pisme-
nem T. nabudeme



kterdZto rovnice pouze sestavenim Clend se lisi od predeslych.
Jiny Uhledny a prehledny vzorec obdrZime, uZijeme-li theorie
determinantd, o ¢emZ? pozdéji promluvime.

Poznamka.

Dejme tomu, Ze by byly hrany ve vrcholu D se sbihajici rovné dlouhé,
t. . DA=1J)B—DC ¢ili d—e= f\ tehdy nabude vzorec posledni
tohoto tvaru:

16 A 2v2— 2 a2¢2d- -\ 2 a2b2d2-j- 2b2c- d2—a4d2 \
— b*d2—e4d2— a2b2c2 [ " ()

Pro pravidelny tetraeder, ve kterém jest a= b= c=d = e—f,
by10 by 16 A 2v2= 2ab
a jelikoz zakladna jest trojuhelnik rovnostranny, jehoz obsah

bude

Cili

Pravili jsme v Uvodu, Ze rozezndvame jesté tak zvany rovnohranny
CtyFstén, v némzZ protilehlé hrany na vzajem sobé jsou rovny; pak bychom
obdrzeli, predpokladajice, ze a= d, b—e c¢—f rovnici

(51

I9 Vyjadrivée naznatenym zplsobem vysku CtyFsténu hra-
nami, hledme nyni jiné vzorce pro tutéz veliinu vyhledati.
EeSme nejprve tento dkol:

Dany jsou ve vrcholu D se shihajici hrany a jimi seviené
uhly, vypoCitejme z toho vySku tetraedru.

K tomu konci prolozme vySkou A At (v obr. 1) roviny
kolmé ku hranam f a e jez seCeny jsou od téchto v bodech
F a Gr. Spojenim téchto bodll s bodem A a primétu A,
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s bodem 7), obdrzime tfi pravothelné trojuhelniky A A tF,
AA,G a AAyB, znichZ

TAN-TG'-TAGtL. . . (1

Pro kratkost ozname Uhel AXOF s ga ABG sip
V trojuhelniku A 1)F jest AtF = J)F tyscp, ponévadZz I)F
v trojuhelniku B FA rovno jest dcoscO bude

AXF —d cos cOtgs
a z trojuhelnika prvniho vysvita, ze
A F —AXD sinq
nasledovné A, D sin = d cos c0tgs (p
Podobné obdrzime z trojuhelniki AX8 G a GB A
A, G = dcosh)tgsip—A,B sinip
nacez délenim obou poslednich rovnic dospivame ku

bude

nebo

odkud

a ponévadz



Cili, provedouce naznatené vykony, obdrzime
dn

nebo
V, = ——- |(sm s sin @ —a() sin (s —bn) sin @ —c@,l

stn aO
jestlize ucinime a0-- 0+ c0= 2s.

Vedle tohoto elementarniho zplsobu lze Ulohu tuto FeSiti
pomoci sférické trigonometrie. Vime totiz, Ze

A A —AFsin (A,FA)
neboli AA, = dsin c0sin /3
Sinus Uhlu (i 1ze odvoditi z prvniho hlavniho vzorce sférické
trigonometrie, totiz z
cos 0= cos a0 cos cO + sin a0sin cO cos /3

Z toho

tat&? rovnice jako (52).

Pozorujeme-li mistnéji odmocninu, shleddvdme, Ze je tatéz,
kterouZ jsme v odstavci 3. sinusem rohu D jmenovali, oznaCu-
jice ji dle Junghanna pismenem 2P. Mdizeme tedy vzorci (52)
dati vSeobecny tvar:

(54)
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Analogicky mohli bychom dokazati, nazyvamc-li siny rohu
A, P, C pismeny P, P3 P3 zZ

Snadno Ize odvoditi nasledujici vyrazy pro vysky:

Rovnici (51) lze, upotfebime-li v dobé novéjSi tak Casto

e Ye

uzivané theorie determinantd, dati ladngjsi podobu. Sinus rozni
mlZeme prevésti ve tvar determinantni. Jest totiz
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Ze vzorce 52. Ize jinou rovnici obdrzeti, jestlize za cos a0,
cosh0, cos cO jiné veliCiny zavedeme. Vime totiz, ze v trojlhel-
niku BCB jest 2Ai = efsinal0 dale z Ad (77) nésleduje

jak patrno vySka jest vyjadrena hranami a sténami ve vrcholu B
se shihajicimi.

y) Mysleme si nyni, Ze by misto Uhl& hranovych dany byly
vedle hran vrcholu B jeSté uhly stranové. Tyto Uhly budteZ

«, /i, y ajsou obsazeny v rovinach ku hranam BA, BC
kolmych.

Ze sférické trigonometrie*) vime, mame-li zreni k polar-
nimu trojhranu, Ze

*) Odvozeni viz na str. 14. v § 3.
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Déle jest zndmo, Ze vySka
AA, = v, = dsin (isin cO
tedy dosazenim hodnoty sin cO najdeme

Tuto odmocninu lze transformacemi v § 3. provedenymi
jinak jeSté psati a dle toho bude vyska

tato rovnice jest rovnici vSeobecnou, nebot’ z ni daji se ostatni
v (y) uvedené odvoditi.

Jsou-li JTj, J7a a il3 siny polarni rohll A, B i (7 bu-

deme moci v = o a ostatni vysky vyjadFiti nasledovné
! cc
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Pro tyto vysky mlzeme opét obdrZeti vzorce:

Z rovnice prvni plyne

nasledovng, kdyZz tyto vyrazy spolu nasobime, najdeme,

kteryzto vzorec Junghann jinou cestou byl stanovil.
Z obrazce (1) jest patrno, Ze vySka B Bt—v z A I)HI),

jest v —BHsin /3;
z trojuhelniku DAH opét jde B H —dsinc,,
tedy v—dsing Sin /3., (63"

Ku konci § 4. ve vzorci 26. jsme vSak ukézali, Ze modul
CtyfFsténny
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tudiz
a konecné
nésledovné

PonévadZ se rovnice nezmeéni, nasobime-li ji a zaroven dg-
lime-li ji touze veli¢inou, proto mizeme té7 psati

Na strance 17. jsme ale ukézali, Ze souCin

YySe naznaili jsme, ¢emu se hrany d, e f rovnaji. Soucin
jejich jest pak:
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rovna se, dle Junghanna, symbolu 9IC a upotfebime-li rovnice
(62), obdrzime

Nasobme je spolu, soucin jejich

zavedeme-li v tuto rovnici hodnoty za ef ze 26. nabudeme

a dle poznamky prvni v § 7. mizeme pséati

Nyni jedna se jeSté o levou stranu této rovnice. Zname
totiz, Ze vySka



a z toho

nasledovné bude

a z toho

d) Vysku v, o kteréZ dale tuto pojednavame, mizeme
i jinym zplisobem vyhledati a jinymi veli¢inami vyjadfiti.

Spustime kolmici DJ), swvrcholu 1) na protilehlou sténu
ABC a patou J){ kolmice této vedme normaly ku stranam
trojuhelniku ABC. Kolmice tyto oznatme 2, k3 a spo-
jime-li prisecéné body 27, i?, J s 2), obdrzime z trojahelnikd
takto povstalych nésledujici rovnice

) Z tohoto vzorce, ktery jsme pravé odvodili, obdrzime jiny.

Predpokladejme, ze by dan byl polomér zakladny A, jeji tfi

thly an €2 c¢3 a konecné Uhly stén pri podstavé. Vime totiz, Ze
a= 2psina,, b—2qgsinbx a ¢—2qgsinc3

Ant. Sourek. O tetraedru. a



Plocha trojuhelnika ABC t. j.

Tuto rovnici odvodil poprvé, pokud mi zndmo, Grunert, uve-

vvvvvv

a predpoklada mnohé véty analytické geometrie.

Postup Grunertova vypoCtu jest asi nasledujici:

Vrcholy ctyFsténu AB CD (obr. 9.) dany budteZ soufadnicemi, kteréz
sludi v8ak vyjadFiti danymi v Gkolu veli€¢inami. Dejme tomu, Ze by byly sou-
Fadnice bodd

a konecné

soufadnice vrcholu 1) nazyvejme xt, %4, , PpFi ¢emZz podotykame, Zze
zt — v, jelikoz predpokladame pravouhly trojosy systém soufadnic, jehoz
pocatkem jest bod A a osou Usefek strana AB.

Hranou A B proloZzime rovinu, kterdz s rovinou AB C Uhel uza-
vird. Pro tuto rovinu plati rovnice

Cili XA.0 -J- ytsin yX—z4C0S YX= 0 .ocreveverriciree 1)

Podobng miizeme stanoviti rovnici i pro rovinu branou B C procha-
zejici a Brovinou XY Uhel a, uzavirajici. Za ucelem tim volime vrchol B
za poCatek a hranu BC' za osu X'. Hledice k tomuto novému systému,
jmenujme soufadnice bodu D s .r4, 24, z/. Rovnice roviny B CD jest

ztcosax= IU'sin a, jelikoz zt'= zt.

Nyni jde o to, abychom tyto soufadnice xy a ?24' vyjadfili plvod-
nimi soufadnicemi xt, y4, zt. Zde jest ndm p¥Feméniti pravouhelny systém
vjinou pravoubelnou soustavu. Dle znamych formuli transformacnich jest

Xt= ¢ xt'cos (180° — b2)— Vi sin (180° — b2)

*) Vzorec tento odvodili jsme v § 4. ve vzorci 23.
**) Vime totiz, ze x2-f-bcosa, ale b= 2qsin b2 nasledovné
x2= 2QSinb2cosoi a ponévad? y2= bsina2 bude y2==2qsin axsin b2.



UZijeme-li determinantl, Ize neznamou xt' a 7?4 stanoviti, Jmeno-
vatelem téchto proménnych jest determinant

a neznama

nebo

Rovnéz pro veli¢inu druhou obdrzime, uzijeme-li téZze nauky, rovnici:
yx = — (r4d—c)sin b, —yt cos b>.

Bude pak rovnice roviny BDC

x@&sin axsin b2-(- y4sin  cos b2-j- zt cos — csin b2sin ax . (2)

Kone&né mdzeme i vrchol C povaZovati za potatek soufadnic a stranu

A C lze voliti za osu x. Oznacime-li soufadnice libovolného hodu, na pfF.
bodu 7), vzhledem ku této nové soustavé ird", 24", z4" ==zt, bude rovnice

io\iny AC1) zl —yi,,tgs8l ¢ili zKcos /4— W'sin /4

a po vykonani transformaci tohoto systému na soustavu soufadnic bodu A

Sestavme si nyni veSkeré takto ustanovené vzorce:
r4.0 -f-yAsiny, — ztcosyx= 0
x4sin ax sin b2-|- yx sin ax cos b2 -f- zKcos av=csin a4sin b,
Xx sin fix sin ax — y t sin fix cos ax — zKcos fix = 0.
Mohli bychom z nich stanoviti sice xt, yé ale toho nepotFebujeme,

nybrz, jak jsme pravili, zt totiz vySku hledati musime. Jmenovatel této
neznamé jest



Rozvedenim determinantu J obdrzime:

tdz rovnice jako 69., ale postup, jimz jsme ji urcili, a¢ ddmysiny a pékny,
prece velmi dlouhy jest.

Poznamka.

Y pravidelném ctyFsténu, kde zakladnou jest rovnostranny trojdhelnik,
vnémz ax—b2= c3—60°, jest sinax= sin60 = ~ a cos60°="
a pomoci sférické trigonometrie lehko lze ukazati, Ze

dale

nasledovné bude

£) Predpokladejme, Ze by k urteni vySky dany byly stény
dvé: A a Ai, Uhel jimi uzavieny «, a spoletnd obéma sténam
hrana BC —a



Spustime vySku 2)Z), a poloZzime ji rovinu kolmou ku
hrané a. Z trojuhelniku DD X jde D D{—v —D E sinaf.
Pfimka DE jest vySkou v trojuhelniku BCD, jehoZ plosky obsah

z této pak

a néasledovné vyska Ctyrsténu, kterouZz jsme hledali, bude

Pomoci tohoto vzorce mizeme déati vysce jiny tvar. Vime
totiz z planimetrie, Zze obsah trojuhelnika rovna se zakladné na-
sobené polovicni vySkou. Nazveme-li tudiz vySku v trojahel-
niku BCD s wvrcholu D na stranu BC spusténou hx jest
plocha téhoz, dle uvedené poucky, rovna

ah, , . ah,
2 , - 2
nésledovné ve vzorec 70. vloZena, dava
V—NXSIN @,] woerrieiereeeeeie e (7D

coz primo z obrazce lze vyCisti.
Poznamka.

. . . - ae sin c2
Polozime-li ve vzorci 70. Ai = -—------

obdrzime v — esin c2sin ol,
jiz davno nadm znamy vzorec.

7) Mysleme si sestrojeny prmét hrany d na roviné AB C
a jmenujme Uhel téchto dvou Gtvart (Z, A). Spojme orthogonalni
prdmét bodu D na roviné A t j. bod Z s bodem A, tim
vznikne trojuhelnik DIAD v némz, dle znamé véty, jest vySka

V—DDX—dsin (Z, A) i, (72

&) Dejme tomu, Ze by byly dany steny A, Ai, A* A3
a uhly jimi uzaviené a, By, a, 73 v,.

Vime totiZ, promitneme-li vrchol A na rovinu BCD do
bodu A,, Ze AA,~AG siny



a v trojuhelniku A Zejest A A, —A F sinji. Dale vidime,
vobrazci 1, ze primky AG a AF jsou vySskami trojuhelnikd
zminénych, jichz ploské obsahy

AN-{AG.DC a A3=+BD.AF.

Nezname vSak hran T)C a AF a proto polozime prvni
rovnu x a druhou =y, bude pak

z toho

nasledovné tim nabude vySka A A X tvaru

neboli v, X =2A2siny a vxy —2A 3sin /3
tudiz v~Axy — 4AjA 3sin @siny.

Sou€in nezndmych xy lze v8ak vyjadfiti plochou. Vime
z trigonometrie, Ze

2A.1: xy sin - an odku%<yJ— smaj

tedy v,3.2Ai = 4A2A3sinalsin (@siny Cili
v{3Ai = 2A 2A 3sinausin (isiny.
Z této rovnice musime jeSté vylouciti nezndmou velicinu a()
Ze sférické trigonometrie v3ak vime, Ze

cosa ——cos (i cosy + sin (Lsiny cos a0
a po zjednoduSeni

Odmocnina tato neni nez zndmé ndm 277, néasledovné
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anebo, jestlize neupotfebime symbolu L, obdrzime

Poznamka 1
Jestlize thel 2= y= 90°, pak by

vi= 4 2Al1 AaAasina
Al

a konecné, kdyby a= 90°, tedy pro pravouhelny CtyFstén, by byla

vi = 2AI Al e (75)

Poznamka 2.
Veli¢inu kofFenovou mizeme vsak jinak vyjadriti. V pfFiciné té promi-
tejme vzdy tFi stény na Ctvrtou a tim nabudeme rovnic
1 A- Alcos £i+ Aacos /24 Aacosyi
2. A=A cos -+ Aacosy -FAacos
3 As=A cos A-FAlcosy FAacosa
4. Aa=A cos yx-FAlcos 2+ Aacosa.

Rovnice tyto se nezméni, jestlize je néasledovné piSeme

z ¢ehoz nasleduje, ze

A2= [i2+ 032+ A32— 2Ar A3 cos« —2 Ix A3 cosB3—2 X [ 2cosy.
Znadma tato poucka pochazi od Crelle-a, jenZ ji uvadi ve své ,,Samm-

lung matliematischer Aufsatze.“ Zni plyne

cosc— Ai2+ Asz2+ A32— A2—20xA3cosB3—2Ai 3 cosy
203 A3
nasledovné cos a -j- cos /3cosy =
Ni2+ A32+ A32—A2—2[x A3 cos/3- 24x [, cosy-f 2[ 2] acos/3cosy
203 An



Citatel jest rozdil dvou ¢tvercl, a ponévad? leva strana veli¢inou 4 JIp
jest, bude

i) Dostatecneé, myslim, ukdzali jsme, jak lze stereometrie
a trigonometrie zvlast' pri urCovani podstatnych casti Ctyrsténu
upotiebiti. Nyni chceme miti zfeni k analytické geometrii pro-
storu a pomoci této ustanoviti vysku.

Dejme tomu, Ze by vrcholy ¢tyfsténu dany byly souradni-
cemi. Vrchol B (obr. 10.) povaZovan v pfipadu tomto za po-
Catek a néleZeji mu tudiZz soufadnice (O, O, 0); bod A bud

i X i XX
stanoven <y avrchol B <yx
\z U
a konetné C ma souradnice x,, p2

VySku obdrzime, paklize spustime v obrazci 10. kolmici
svrcholu A na plochu BBC. Body A, B, C spojme svr-
cholem i), tim obdrzime privodite d, e f, kteréz vzhledem
k pravouhelnému systému urceny jsou Ghly A y: A, /z, yl;
yiv yz. Kromé toho vzty¢me ve vrcholu B na rovinu BB C
kolmici N, kterdZ s rovinami soufadnymi uzavira thly I, tn, n,
jichz cosiny jsou:



to jsou cosiny Ghld, jez rovina DB C s rovinami YZ, XZ
a XY uzavird

VySka A A, = dsinADA\; Uhel ADAX bucle ndm vy-
jadriti dhly jednotlivych hran tZ e a f. Nazveme-li pak Uhel,
jejz normala N shranou d tvofi, pismenou < a uvazime-li,
Ze tento Uhel uzaviraji sméry A2 2 % a Z m, n, bude

cosg —cos L cos | + cos A2cos m -f cos v2cos n

*) Dlkaz.

PFimky DB a D C (obr. 11.) stanovi rovinu; nazveme-li uhly,
jez tato s rovinami yz, zx a Xy wuzavirda I, m n, vneseme-li na
tyto pfimky od 0 délku = jedni¢ce miry a oznacime-li Uhel sevieny
pfimkami DB a D C pismenem a0, obdrzime pro obsah trojuhel-
nika DBC, jehoz BD —D C= 1, rovnici P = \'sina0. Dale vime,

7e prdmét tohoto trojuhelnika na roving yz jest Pyz=Bcosl, na
ostatnich pak
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a jelikoz o-fADA{—90°,
jest cos —sin AD At,
nasledovng, poloZime-li za cos |, cosm a cos n hodnoty, obdrzime

smADAY — B sl Oéfn"% - sy, @sV)

Pozorujeme-li Citatele tohoto zlomku, shledavame, Ze jest
determinantem stupné tfetiho:

cosA  cos[i, cosv
cos A, cos[li, cosvi
cos A, cos[in, cosv2

Dosadime-li hodnotu tuto do vyrazu pro vySku, obdrZime:

Jest ndm ale znamo, Ze
X —dcos A y —dcosy a dcosv—z,
podobné rovnice plati pro eaf a z téchto vysvita, ze

kteréz v 77. vloZeny, privadéji nas ku

cili
(78)

Netfeba pravé predpokladat!, Ze by bod D byl pocatkem
soustavy souradnic. Mysleme si, Ze by Ctyfsttn DABC se



Uplné v prostoru nalézal. Jednoduchou transformaci prevedeme
pripad tento na predeSly. Jmenujme soufadnice bodu D {xijz),
druhych pak s xyz oznaCujme privéSujice patfiCné pripony.
PoSifime systém XY Z rovnob&zné do vrcholu D. Bude miti
kazdy bod vzhledem ku této nové osnové X, Y, Z{ souradnice
menSi o koordinaty bodu D, a obdrzime pro:

PonévadZ vrchol 1) jest poCatkem nového systému, na-
lezneme dle 78, Ze vyska

a protoze ,kazdy determinant Ize uvésti Ua stupen vySSi pri-
pojenim jednoho Fadku, 1la jehoZ prvnim misté stoji jednicka
a jehoz ostatni prvky jsou veliciny libovolné a pripojenim sloupce,
jenz ma s radkem jednici co prvek spoleCnou, kteréhoz ostatni
prvky vSak jsou nuly,“ mlzeme psati

neb uZitim pravidla, Ze hodnota determinantu se nemeéni, pfi-
Cteme-li neb odecteme-li od jednoho jeho Fadku nebo sloupce
druhy Fadek nebo sloupec, najdeme:

Mimo tento vyraz miZeme je$té jinou rovnici pro vysku
obdrZeti, pokracujeme-li:
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8 7. v poznamce 2. jsme ukazali, Ze pro rovinu tfemi
body ABC prochézejici plati rovnice

X, Y, 1
x \i 17 ii z\i
Xii Vii
X 31 1/31 &3l
Délku kolmice spusténé s bodu (#0, yo, -0) na rovinu vibec,
na pr. na
Ax -f By -f Cz-f D = o,
vyjadruje analyticka geometrie jak znamo tim, Ze klade misto
proménnych souradnic #, y, z souradnice bodu stalého a tento
soucet t. j.
Ax04-By0-fCz04*B =0
déli druhou odmocninou ze souctu &tvercl souciniteld neznamych
a, y, z, tak Zze délka kolmice se rovna

81)
V naSem pripadu spoustime kolmici s vrcholu Z), jehoz sou-
fadnice jsou (#0, yQ, #0), na rovinu bod(l A, B, C\ jest tedy pouze

zapotfebi v této (viz rovnici 41') misto x, y, z psati #0, y0, z0;
tudiz délka kolmice

Jmenovatel J je pfi tom

Citatel neni neZ nahofe napsany determinant a jednotlivi
sCitanci v jmenovateli jsou téZ determinanty, proto miizeme psati



Rovnice tato se nezméni, jestlize v ni misto a0, y,, # pi-
Seme soufadnice #, 7

Tak probrali jsme zakladnu i vySku. Nyni prikrome ku
oddilu tfetimu, totiz ku:

§ 9. Stanoveni krychlového obsahu ¢tyrsténu.

Pozorujeme-li zakladni vzorec
V=}pv = }A.v,
seznavame, Ze vloZzenim hodnot za vySku a zékladnu, kteréz
jsme v 8§ 7. a § 8 stanovili, mdZeme konetné Zadanych rovnic
se dodélati.
Znama jest nam z rovnic (42.—51)) vySka, kteraz jest vy-
jadfena hranami Ctyfsténu.

Dame-li hodnoty ty do rovnice
V=1iAvy,
obdrzime néasledujici rovnice krychlovy obsah CtyFsténu vyjadruijici.
a) Upotiebenim 42. pfichazime ku:
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Hledice ku rovnici (44.), obdrzime

(85)

(86)

ald~(—a~+ 4 c3—d3+ e3+ f~) 4- h2e2
(&~ —b- 4- c3+ d~—e3-j-p) + ¢ 3/3(a3+ "3—3 @7)
4- d2-f e~—Ff 2 —a3&3c3—a3e3Z23—63d~f~

— c3(z3e3
Jak zndmo, lze si tyto posledni dva vzorce velmi lehce
pamatovati.
Upotfebenim relace (47.), obdrZzime
Cili 144 V-= —T i .(88)

144 V2—a2(e3—d2 (d2—f2 4- b2{d2—e3 (e3—F 2 j
+ c2(e2- £2).(f2- d2 4-a3d2(- a24-b24-c2i (89)
4-b2e2(a2—b24-c2) 4-c2f 2(a2-\-b2—c~) —azh2c2j

Poznamka.
Pro ¢tyFstén pFimy mame
144 V2= 2a2c2d2-\-2a2b2d2 2b2c2d2— a4d2— b*d2| (ar\\
— c*d2— a2b2c2; Jeoron o

rovnici tuto lze psati téz
144 V2= d2(a2c2 2a2b2 2b2c2— a4— b4d— ed)— a2b2c2
a mame-li zfeni ku rovnici 28. a ku vyrazu abc— 4qgA i obdrzime

OV2= (2—DA 2 s - (91)
Pravidelného ¢tyFsténu jest pak obsah !
F=— v2, uzjeme-li pro avir (92

Kone€né mame obsah rovno branné ho C¢tyFsténu

(93)
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K ddlezitym vzorclim prijdeme téZ nasledovné. Pozorujice tvar

2a3 a34- c3—22 a~+ e3—f~
288V '— a2-f c3—U3 2c3 c2—d3-f e2
a3+ e2—/3 ¢3—(f3-f c3 2€e3

vidime, Ze jej lze pomoci vlastnosti determinantli zjednodusiti.
Y té priciné nasobme Fadek prvni, druhy a tfeti negativni jednici,
t. j. celou rovnici nutno nasobiti tudiz (—I1)3 ¢imz nabude
horejSi determinant tohoto tvaru:

—2a3 —a3—<c2+ 03 —2—
—288F3= —a3—3f&3 —2c3 T-c2-\-dz—e3
—a2—e3f/'3 —e34dP3—e3 —2c3

PonévadZ kazdy determinant stupné nizSiho lIze prevésti na
stupen vysSi, uzijeme-li téhoz pravidla, jako v odstavci (8),
obdrzime

288V ~—-

nebo, tvorimc-li determinant stupné patého,

meéni, pricteme-li jeden Fadek ku druhému, obdrzime, pricteme-li
druhy Fadek k ostatnim pod nim stojicim:
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a priteme-li druhy sloupec ku ostatnim v pravo od ného po-
stavenym, nabudeme konetné vysledku

(94)

to jest velmi dllezity vzorec, jenz mozno za hlavni pokladat!,
ponévadZ z ného vsechny ostatni odvoditi mlzeme.

/3 V odstavci 8. jsme vidéli, ze vySku vyjadriti lze neto-
liko hranami nybrz i Ghly hranovymi, stranovymi a jinymi ve-
licinami. Tak jsme na pF. stanovili rovnici 52., dle niz

Vi = 1 *  _—c0s2bn —cos2c04- 2

s a0 —C0sS U cos2b h c0S COO cos aqjcos 0cos 0
a jelikoz

. 6 T SzYI Gl , « Y
Ai= 219 ude nasledovné obsah CtyFsténu

V —I dCf\I'1—cos'(|q—cosib0—cos'Cit-f- 2cosat)cosbt)cosct) (95)
a jelikoz lze tuto odmocninu rizné transformovati, bude V bud

V-Jd e f \ 1 2~ P+rsinm—atrGina®Ah”™ | (96)

y 2 2 2 2 )

nebo

V~ \dcf\Csin s .sin (s —aO)SiW(S—fD) sm (S—CO) .o (97)
a uzijeme-li Junghannova oznaceni, mizeme kratce rovnice 95.
az 97. vyjadriti vyrazem;

V={defP, s (98)

rovnéz V=tbcdP], pak V—\aceP%
konecné V—\abePz®
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t j. obsah CtyFsténu se vypocte, jestliZze tFfetinu
soutinu hran, vjednom vrcholu CtyFsténu se shi-
hajicich, ndsobime sinem téhoZ rohu.

Vime vSak, Ze elementy geometrie vyjadruji odmocninu
rovnice 95. determinantem stupné tfetiho; na zakladé toho
bude obsah

anebo nasobime-li prvni fadek a prvni sloupec d, druhy sloupec

i Fadek veliinou e, treti Fadek i sloupec pismenou f, obdrzime:
(100)

Poznamka 1

Z tohoto determinantu mdZeme pfijiti ku rovnici 94., nasobime-li
radky determinantu 100. po sobé — dvéma, tedy cely determinant (— 2)3,
a zavedeme-li, dle véty Carnotovy, z trojuhelniki ABD, ACD, BCD

snadno stanovené:
—2decos D= c2—d2—e2

pak — 2dfcosb0= b2—d2—f2
a konetné —2ef cosa0= a2—e2—f2
a prevcdeme-li tim povstaly determinant stupné tfetiho na stupen paty,
zaménivse zaroven prvni dva sloupce.
Poznamka 2
Budiz d= e—f, pak by

a mimo to d—e= f= a
Ant. Sou rok. O tetraedru. 5



jest
Poznamka 3.
Mysleme si, Ze bychom méli pravolGhly CtyFstén, t j. onen, ve
kterémz 00= b0= 0= 90°
pak jest cos a0— cos b0 — cos cO0— cos 90 — 0
cili
néasledovné jelio obsah V— def (102)

Jestlize d= e—f, byl by to rovhoramenny pravolhelny
CtyFstén o obsahu V—1d3

y) Vyhledavajice vysku pfrisli jsme ku rovnici

A
pomoci které lze téZ obsah tetraedru vyjadriti. Ponévadz

a jelikoz
jest i

néasledovné

neboli

Ale i tento vyraz lze jednoduSeji psati, vime totiz, Ze
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Cili

(103)

coz vyjadfujeme slovy: Obsah CtyfFsténu je roven tre-
tiné soucinu ze stran jednu sténu tvoficich naso-
benému druhou odmocninou ze soucinu sinl rohd
této Sténé prilehlych, délenému sinem rohu této
sténé protilehlého.

d) Jak znamo, vyjadrili jsme v § 8. vySku hranami a sté-
nami vrcholu D, pFi ¢emZ nalezli jsme

a jelikoz zéakladna
bude obsah

a jelikoz
bude

(106)

5*



nebo vSeobecnd V—\defM il i, 107)

t. j. obsah ¢tyFfsténu rovna se tfFetiné soucinu hran
v jednom vrcholu se shihajicich ndsobenému mo-
dulem toho vrcholu a jemu néalezZejicim sinem po-
larniho rohu.

Ize po odstranéni def jednoduchy vyraz pro vySku a obsah
tetraedru vypoCitati. Znamot, ze

tedy

proto

néasledovné

a tudiz 3
(108)

coZz znamena slovy: trojnasobny obsah tetraedru rovna
se dvojnasobné zakladné délené sinem polarniho
rohu zakladné protilehlého, nasobenému druhou
odmocninou ze soucinu zakladny a sinl poléarnich
rohG zakladné pf¥ilehlych.
Ale ponévad? v § 7. v pozndmce prvni jsme ukézali, Ze
A Ai Aa A3 _ Of
n —~mM\ ~ n2~ n3~

~rv -

a oznaCime-li za pricinou krétkosti stdlou odmocninu

nabude nahore uvedena rovnice vSeobecného tvaru
(109)
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rj) Pokracujeme-li v pozorovanich swych dale, prichdzime ku
vZorci M \a
v~ Im, y»

a prohliZzime-li formulky v odstavci sedmém vyvinuté, spatfujeme,
Ze A=

nebo-li (110)

t. j.. Obsah ¢tyFsténu rovna se sou€inu tFi jeho
vySek, délenému dvanacterondsobnym sinem rohu
/étvrté vySky.

Vzorec tento odvodil zplisobem jinym, velmi péknym, prof.
Dr. G. Blazek a uvefejnil jej v ,Casopisu Geskych mathematiki"
ve sv. 3. pag. 274., stim rozdilem, Ze Casto jmenovany sinus
polarniho rohu, totiz

oznaCuje jen 77, kdezto my, po prikladé Junghannové, dovolili

jsme si tutéz veli¢inu n~ nazyvati, piSice:

tf) Vedle toho stanovili jsme vySku vzorcem 67. dle ng-

hoZ jest: _ VnV3d
2 lsina
a jelikoz a = 7
bdrZi Ve oS D s lil
obdrZime SGsma (1ih)
Podobngé

y_vda _ vv2b _ v{ f _ wv,vde _ vv3c
6sina, 6sin/ 6siny 6sin(i 6siny,
coz pravi: krychlovy obsah ¢tyFfsténu rovna se Se-
stiné soucinu dvou vySek a hrany, kteraz jest prd-



S e ¢ é n , délenému sinem
Ghlu, jejz uzaviraji ob& zminéné roviny.

1) Jelikoz ale z rovnice

2A
~acotg U\-\-b cotg /3 -f c cotg y,

Cili

(112)

Tuto vétu mizeme vyjadriti slovy: trojnasobny obsah
CtyFsténu rovna se dvojnasobnému ctverci zakladny
délenému souctem soucinl stran zakladny a co-
tangent Ghld stranovych v hranach zakladny obsa-
Zenych.

X) Yyjad¥ime-li strany a, 0, ¢ polomérem zakladné opsaného

kruhu, najdeme:
2 g sin a{sin b2sin c3

a tudiz (113)
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t. j. obsah €tyFsténu rovna se ¢tyfFem tfetindm sou-
¢inu ze tfFeti mocniny poloméru kruhu podstaveé
opsaného a ¢&tvercl sind v8ech ahlG zakladny, dé-
lenému souctem soucinu sind GhlG zakladny a co-
tangent jim protilehlych @hlG stranovych.

Tuto poucku mizeme téZ psati:

(114)

A) Kromé uvedenych zde vzorc vypogitali jsme vysku

nasledovné

a tudiz

t. j. krychlovy obsah ¢tyFsténu rovnad se soucinu
dvou stén a sinu Ohlu témito sténami uzavfeného,
délenému 3nasobnou obéma sténam spoletnou
hranou.

ft) Pomoci této véty mlzeme vyhledati jinou poucku krych-
lovy obsah tetraedru vyjadrujici.

Znamo jest, oznacime-li vySky v sténach A a A] ku hrané
a vedené h a /*, ze

podle 71. vSak
protoz

coz znamena: krychlovy obsah CtyFfsténu se vypoclte,
pakliZe.jed nu 3Sestinu libovolné hrany nésobime
vySkami (stén) kolmo k této hrané vedenymi a to
pak nasobime sinem Uhlu sklonu obou stén ve zmi-
néné hrané se shihajicich.



v) Jelikoz vime, 7Z& v — esin o sin &

nasledovné
(117)

atd., z ¢ehoZz plyne véta: Obsah CtyFsténu jest roven
Sestiné soufinu hran vjednom vrcholu se sbhihé-
jicich, sindG ahld, které tvofi jedna z téchto hran
s obéma ostatnimi a sinu sklonu obou rovin ve zmi-
néné hrané se protinajicich.

) Myslime-li si sestrojeny prdmét hrany d na roving
ABC—A aje-li thel obou téchto Gtvar(l (d, A), tedy jest
dle 72

a ponévadz

jest tudiz V —\bcdsinad\sin (d, A ) | i 0 18)
kteryzto vzorec vyjadruje poucku: ,Obsah CtyFsténu jest
roven Sestiné souinu hran v jednom vrcholu se
sbihajicich, sinu Ghlu sklonu hrany jedné na ro-
viné druhych dvou a sinu Uhlu, jejZz tyto dvé hrany
uzavir aj i

0) Dllezita zajisté jest nasledujici véta. Z rovnice 73. vysvita

nasledovné
«019)

to znamena slovy: ,krychlovy obsah ¢tyFsténu rovna
se dvéma tfetindm druhé odmocniny ze soucinu tFi
stén a Ctvrté sténé protilehlého sinu polarniho rohu.”



Pozndmka 1
Tato véta da se zavedenim hodnoty pro sinus polar. rohu téZz psati:
F=iV2AiA*Aa .TT—cosza—cos2?—cos — 2coscc cos§ cosy.  (120)

Poznamka 2.
Kdybychom méli pravo Ghelny tetraeder, tedy vime, Ze

Poznamka 3.
UZijeme-li téchze transformaci jako v rovnici (7G.), obdrzime :

(122)

Klademe-li v rovnici 119. za veliciny /\2 a A 3 hodnoty

A2= Ay § a As= ANT’

jenz vzajemnym délenim téchze rovnic lze vyhledati, obdrzime nam jiz
z 108. znamy tvar
nzna

7)) Tak stanovili jsme dle prvniho zakladniho vzorce celou
fadu rovnic vyjadrujicich obsah CtyFsténu.

Jest nam vSak jeSté o téch vyrazech a vzorcich promluviti,
k nimz nas analyticka geometrie prostoru vede.

Ukézali jsme, Ze jsou-li thly A A VW AABv, a A AV
Ghly, jeZ uzaviraji privodi¢i DA, DB, DC (obr. 10) s osami
pravouhlé soustavy souradnic, jest



(123)
Transformaci ve vzorci 78. naznacenou, pfijdeme ku
(124)
. . .(125)
anebo v
.. . (126)

prihlizime-li ku vzorcdm 79. a 80. majice zretel ku tetraedru
UpIné v prostoru se nalézajicimu.

K témuz vzorci lze pfijiti cestou jinou, nasobime-li rovnice
81 a 82 plochou A. Dle prvni jest

neboli dle druhé

Pro trojuhelnik jsme ale nalezli

A= A*+B*+G*=
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Nasledovné jest hledany obsah Ctyfsténu
V—e(Axo+ By, -fCz, B)
nebo V—\(AX+ By +Cz4D ) o, 127)
poloZzime-li x, —x, y, —y a z =z
RovnéZ najdeme nasobenim obou predchazejicich vyrazd

127)

piseme-li misto xn, v*. veli¢iny v, 9\ a tim obdrzime
tentyZ vzorec jako 126.

Rozvedeme-li ale tento determinant, pfijdeme ku tvaru

. (128)

K témto vzorclm lIze i jinak dospéti.

Dr. Giinther ve svém: ,Lehrbuch der Determi-
nanten-Theoriewvyjadiuje vySku podle Duh&dmela a pfi-
chazi k témuz vysledku jako my.

Jiny postup poctu zvolil professor Dr. Fr. Studnicka
v ,Uvodu do analytické geometrie prostoru”, a opét
jinak k témuz resultdtu pfichazi Haberle.

p) Mysleme si konecné, Ze by byly dany Ctyfi roviny:

Tyto Ctyfi roviny uzaviraji Ctyfstén, jehoZ obsah urciti budiz
nasim dkolem.
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Za UCelem tim jmenujme soufadnice prise¢iku rovin

2,3a4 tj vrcholu A=X1Y,z

dale priseciku rovin
3 4al tj vrcholu B —xt, %, z)

a opét nazyvejme soufadnice prlseciku rovin
4, 1a2 tj vrcholu C=(:r2 y2 z2

a konetné budteZ soufadnice rovin
1, 2a3 tj vrcholu D —(x3 y3 z3.

UrCenim téchto soufadnic jevi se obsah, jak jsme poznali,

Jednd se tedy o tyto soufadnice. Znamo jest ndm z theorie
determinantdi, jakym zplsobem se nezndmé z rovnic vyhledavaji.
Na zakladé téch pravidel obdrzime z rovnic 2, 3. a 4.
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ma tedy vrchol A soufadnice:

A o,

Kombinaci rovnic 3., 4., 1. nabudeme souradnic vrcholu B
totiz:

jestlize

Z rovnic 4., 1, 2 uréiti mizeme soufadnice vrcholu C
totiz:

jestlize poloZime

pak

Konecné snadno lIze vyvinouti soufadnice vrcholu D z rovnic
1., 2, 3. Tyto pak budou miti tvary:

kdez
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ostatni determinanty A4, B4 a C4 mohli bychom jako drive vy-
jadriti. Zavedeme-li tyto soufadnice do rovnice 127.', obdrZime

anebo, upotfebime-li druhého oznaceni pro determinanty:

pY _ c~I~3 ~3 -P4) .(129)

Ponévadz vsak

a jelikoz ukézati lze, Ze Citatel rovnice 129. neni, neZli treti
mocnina determinantu (a, &c3d4), proto mizeme psati

6y — (@, b€3d4)3 (130)
(a b2c3) (a3b3c4) (a3b4c,) (ad46 c,)’

kteryzto vzorec velmi lehce lze si pamatovati, ponévadz Citatel
jest determinantem soucinitelll neznamych a stalé veliCiny d
v danych rovnicich rovin; jmenovatel pak jest soucin poddeter-
minantd Citatele.

Dalezity tento vzorec pochdzi od Joachimsthala, ktery
jej uverejnil ve svém pojednani ,Sur quelques applica-
tions des Dcterminants a la Géometrie“ ve sv. XL.
pag. 25. Crellého ,Journal der Mathematik.“ Jinym postupem
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prisel k téze vété Dr. Dostar v pojednani: ,Le triedre et
le tetraédre."

Mohli bychom zavedenim Hesseovych a tetraedrovych
souradnic rovnicim tuto odvozenym jinych tvar( dati, jak to bud
Grunert ve svazku 53. pag. 317. v pojednani ,Flacheninhalt
des Dreieckes etc.“ ukazal, anebo Dr. R. Heger v ,Grundformeln
der analytischen Geometrie des Raumes in homogenen Coordi-
naten“ na str. 17—20. ve svazku 16.. ,Zeitschrift der Mathe-
matik und Physik“ od Schlémilcha, uvefejnéném provedl, ale
tim bychom nepfisli ku Zadnym hlavnim vzorcm a byli bychom
nuceni, mnoho pomocnych vét predeslati, ¢imz naSe prace prilis
rozvlatnou by se stala.

Tim kon¢ime C€ast druhou a pfichazime ku casti posledni,
jejiz ukolem jest shrnouti jiné vzorce, kteréZz primo nelze odvo-
diti ze z&kladniho vzorce.

Poznamka.

Rovnéz pomoci analytické geometrie lze soufadnice vzorce 126. hra-
nami abcdef vyjadfiti. Proto nasobme rovnici:

vyrazem

CimZ obdrZime, oznaCime-li xp xq —Pvp g -PzP et ~~ A

-

Nyni pokracujme dle Dr. Sludnicky: ,,Nasobenim poslednich ¢&tyr
radkl s (— 2) a délime-li prvni sloupce (— 2), tedy cely determinant (— 2)3,
pri¢teme-li mimo to k prvkdm



f sloupce \ , fradku 1* Y, ,
hodnotu prvniho \fadku /7 a PrvnihO \sloupce J  obdrzime>Pakh Ze

hrany souradnicemi vyjadrime, rownici 94, t. j.



Cast treti.

Jiné véty obsah Ctyrsténu
vyjadrujici.

Ant. Sourek, O tetraedru.
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8§ 10. O nejkratsi vzdalenosti dvou mimobézek.

PFimka, kterd dané dvé mimobézky P, a P3 protind a k nim
kolmo stoji, slové osou téchto dvou mimobéZzek a Usecka této
osy O mezi pfimkami P, a P3 jest jich nejkratSi vzdale-
nosti.

Ponévadz ucebné knihy naSe opomijeji uvadéti tuto vétu, bude Ukolem
naSim ukazati, Ze skute¢né tato osa kolmo jest ku danym dvéma mimo-
bézkdm a Ze jest mezi témito pFimkami nejkrat$i.*) K tomu konci mysleme
si, Ze by pfimky AB a CD (obr. 12.) byly dvé takové mimobézky, t. j.
pfimky, které se neprotinaji ani ve vzdalenosti kone¢né ani nekonetné,
z nichz prvni AB naleZej se v prlsecnici dvou na sobé kolmych rovin
R a Bi, kteréz druhou mimobézku CD v bodech C a D sekou. V téchto
bodech vedme kolmice CA & DB ku prusecnici rovin R a Rx a dopliime
Uhel ABD, vedouce DE\\AB a AE\\BD, vobdélnik ABDE. Spo-
jime-li £ s C, obdrzime CE, jako prlseénici dvou rovin CED a CAE,
jez k vali kratkosti ~ a ~ oznadovati chceme. V rovingé Qi vedme AF \CF
avqgprfimku FG |[DE avprlsetiku této s CD vedme GH |AF. Pak
jest GH osou obou mimobézek, nebot’ pfimky AB, A C a AE jsou podle
konstrukce na sobé kolmy a kazda z nich jest tedy kolma i na roviné dvou
prvnich; ponévadZ pfimka A F naléza se v roviné prfimek AE a AC,
jest tedy AB, jsouc kolmo na Qi, kolmo i na AF a jelikoz FG | AB,
jest obrazec A F G H obdélnikem, jelikoz strany tohoto obrazce na sobé
kolmé jsou. Nasledovné jest pFimka A F kolma na roviné q a tudiZ jest
pfimka sni stejnosmérna G H]_gq, jakoz bylo dokéazati.

Ze primka tato jest nejkrat$i, vysvitd z nasledujiciho. Volme si na
pfimce CD libovolny bod J a sestrojme v roviné q pfimku JK\\DE
a vzdalenost J od AB jest AK, ponévadZz Uhel B A K jest Ghlem pra-
vym. PFihlizejice ku trojuhelniku A F K poznavame, Ze jest tyz pfi F
pravouhly a jest jiz davno dokazano, Ze odvésna kratsi jest prepony, tudiz

*) Jiny a krat$i dlkaz viz ve spisovatelové: ,CTepeoMeipna" pag. 14.
nebo Dra. G. A. V. Peschka: , Darste 1llende und projective
Geometrie" pag. 90.

6*



i AKA>AF, ponévadz kazdy jiny bod pfimky CE sbodem A spojen,
takovou prFeponu zobrazuje, jest tudiz A F nejkratsi z nich i nejkratsi
vzdalenosti obou pFimek.

Prihlédnéme nyni ku Ctyfsténu. Pozorujme na priklad hrany
BC —a a hranu AD —d. Obg tyto hrany jsou pfimky mimo-
béZné a proto mizeme dle predchazejiciho sestrojiti primku, osu
zvanou, kterdZz obé v thlu pravém protina

Jmenujeme-li nejkratSi vzdalenost téchto dvou hran veli-
¢inou w bude ndm ukazati, jak se této hodnoty uZiva pfi urceni
krychlového obsahu CtyFsténu.

§ 11 O obsalm ¢tyrsténu nejkratsi vzdalenosti dvou
liran vyjadreném.

Carnot ve své ,Géometrie de position“ uverejnil poprvé
vétu, kterd? v brzku Chaslesem upotfebena byla ve statice. Véta
tato, o kterouZ nemalych z&sluh si ziskal prof. Dr. G. BlaZek
v pojednani svém na strance 272. v ,(‘asopisu Ceskych mathe-
matik(“ rocniku I1l. uverejnéném, a kterdz mimo ného vzbudila
pozornost mathematik(i Legendra, Dr. Grunerta, Dr. GlUn-
thera, professora Kleina v Erlangach, Oelschlagera,
Dr. Stammera v Dusseldorfu a redaktora lloppeho, zni
takto: ,Obsah CtyFsténu rovna se Sestému dilu sou-
¢inu dvou hran protilehlych se sinem sklonu jejich
a nejkratSi vzdalenosti obou.“ Jsou-li tyto hrany a a d,
thel jimi uzavieny g a vzdalenost nejkratSi jich obou w zni

tato véta téz:
V —\adn sin (p

To chceme dokazati!
Opirajice se o pojednani Dr. G. Blazka, dovolime si, Ulohu
tuto elementarné a analytickou geometrii FeSiti.

1l

Dany tetraeder budiz AB CD v obrazci 13 Doplfime tento
Ctyfstén v rovnobéZnostén, jehoZ obsah rovnad se zakladné néso-
bené vySkou. Touto vySkou jest ale nejkratSi vzdalenost n hran
a a d, nebot tyto nalézaji se v rovinach ADE a B CF, kteréz
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spolu rovnobézny jsou. Zakladna pak jest trojuhelnikem, jehoz
obsah rovnd se soucinu

FB .BCsinFBC

2
neb, jezto FB tf:AD=d a BC—a auUhel FBC—m
jest ABF'C - iq—im ®

Ponévadz ale Ctyrstén rovna se tretiné hranolu o témze
zékladu a vysce, bude tedy jeho obsah

V — N adn SiNcp . (131)
coz bylo dokazati.

Uhel téchto dvou protilehlych hran mdzeme jes$té hranami
Ctyfsténu daného vyjadriti. Sestrojme podle Carnota v roviné
zékladny rovnobézku A X shranou CB (obr. 14.) a bude Uhel
primek Al) a AX, tojest BAX, hledanym dhlem obou
mimobéZek.

Abychom tento Uhel stanovili, volme bod A za stfed koule
a koule ta mé za polomér jednici. Jest pak setend v bodech
M, N, P, Q od hran AD, AC, AX a AB, nazyvejme pak
oblouky M P —(a, d), ddle MN —c,, NQ —ax MQ —K{
a NP—Vs0—ACB Cili NP—1t—c3

Ye sférickém trojuhelniku jest dle zndmé prvni zakladni véty
cos (a, d) = cos ¢, cos (n —c3) + sin ¢, sin {n —c3) cos 4,
Cili  cos (a, d) ——cos ¢, cos cit - sin ¢, sin c3 cos /3.
V trojuhelniku MNQ jest vSak

cos bx—cos axcos ¢, + sin i sin Q\ cos (ix
z toho

coz v horejSi rovnici vlozeno, dava zjednoduSeny tvar

JelikoZz dle véty sinusové
sin c3:sin ax~c\a,



bdet’ nejprvé

,,Sin Ci 7 sinc,
cos {a, @) = —COS C,COS go -—c0S 0, --—- COS a, oS C,
\ 1 sm’ax 1 smax 1
nebo-li
sin co r sin co-
cos {a, a) ———- cos b —C0S C,CQs C, -f Cos a 5
\{7 ) sm a, 1‘1_ 1Sm ¢

r=  cos b{—cos ct c3-f  sinaJ

a po zjednoduSeni jest

a cos (a, d) —c cos b] —c cos a, cos ¢, —a €os ¢, cos €3
a ponévadz b —a cos c3 - ¢ cos at,
tudiz acos (a,d) —c . cosbt—bcosc,.

Ale ponévadz dle véty Carnotovy jest z trojihelnikl A B D
a ACD

nasledovné 2 ad cos (a, d) —c- -f f~ —2—c2* . . . . (132)
asin(«,dy=" AN da-d~—(c24- 22— —ed2,
kterdZ v rovnici 131. uvedena, dava nésledujici vysledek:

V=yrVsa d —(2+ f2—02—e22 . . .. (@133

anebo  F= (ead+c2+/N—6*—e")2ad—c2—f*+6*+c*)  (134)

rozvedeme-li odmocnénce.

Dovolime si jeSté poukazati ku nékterym dikazlm, kteréz
pro svou jednoduchost’ zajimavymi jsou.

1. Na prvnim misté zmifujeme se o dikaze professora
Dr. Kleina, uverejnéném Dr. Guntherem.

*) Tyz vzorec lze pouhym promitanim hran CtyFsténu a uzitim Carno-
tovy véty nabyti.
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Prvé neZli k odvozeni této véty prijdeme, chceme ukazati,
Zze hrany a a d ve svych smérech poSinouti Ize, aniz tim zme-
nime velikost Ctyfsténu. Mysleme si, Ze by byl dan Ctyfstén
ABCB vobrazci 15 v némz pozorujme hrany a a d. PoSifime
hranu B C vesméru BC do E, ucinice E F —B C —a a spojme
body E, F s A, tim povstanou AEF —AB G, jeZ s ID spo-
jeny davaji AEFB —ABCD.

Dejme tomu, Ze bychom dle predeSlého odstavce sestrojili
nejkratSi vzdalenost mimobézek a a d, kterdz budiz 7)Ji, je
pak *BMB-MBA-~\ Uifime MN—BC —a, pak
jest DMNA —AB CD a jeho obsah

V—IMND.AO

. o . . , afl Sy .
M N D jestpfi Ji pravouhly arovny — avySka AO —dsin (p
nasledovné Vz=\adn sin<

2. TutéZ rovnici mozno stanoviti z véty Wittsteinovy,
jez zni: ,Obsah tetraedru rovnd se dvojnasobnému
stfednimu Fezu S nasobenému | vzdalenosti hran
tomuto Fezu rovnobéZznych" t j.

Tuto vétu mdzeme piimo ze Simpsonovy odvoditi. Dr. Stu-
dnicka wvyvozuje na strance 214. druhého dilu své: ,VySSi
mathematiky" vétu, jak miZeme obsah télesa ze stfedniho
a jemu rovnobéznych krajnich fezd urditi. Jmenujeme-li H vysku
obou omezujicich spolu rovnobéZznych ploch L a P a stfedni
Ffez S, zni tato véta:

F=A[£ + 4S+ P],

Vedeme-li hranami n a d Ctyfsténu omezujici plochy L
a P, bude L —P ~ O a piSeme-li (coz snadno dokazati md-
Zeme) H = n, jest

Tento stfedni Fez S jest vSak rovnobéznikem, nebot’ povstava,
jestlize body M, N, P a Q v obrazci 16, kteréz stfedy jsou
hran AC, AB, BD a PO, rovinu prolozime a o prlsecnicich



této roviny se sténami lze ukazati, 722 M N —PQzz"a, po-
dobné M Q- NP =1Jd
Obsah tohoto Fezu jest:

nasledovné, zavedeme-li hodnotu tuto do 135. rovnice, obdrzime
pro obsah onad. o
V—— . —Sm@p—*aan smaq

To jest dikaz Oelschlagerav.

Ostatné dokazuje tutéZz vétu Cisté trigonometricky a pak
pomoci integrall Hoppe ve svazku 57. Grunertova Archivu,
chtéje ukazati Dr. Guntherovi,*) Ze jeho ,nejjednodussi diikaz"
téZe véty prece neni nejjednodusim.

2,

Konetné milzeme vétu tuto i analytickou geometrii pro-
storu odvoditi. Dejme tomu, Ze by pfimky P a TI (obr. 17)
byly dvé mimobézky. Na prvni z nich volme si bod M (xOy( z0),
na druhé pak M x (xi\ yO\ zt). Budiz pfimka prvni thly a, /2 7,
druhd pak a,, /3, 7, v pravouhelné soustavé souradnic stanovena.

NcjkratSi vzdalenost obou primek jmenujme NN X a body
N a Ni necht’ jsou ureny soufadnicemi (X, y, z) a (X, yxzx).
Tyto souradnice vyhledame pomoci soufadnic bodu M a vzda-
lenosti jeho r od bodu N a pak koordindtami bodu AT, a vzda-
lenosti jeho r, od Mt. Jsou pak

X —Xx0-f-rcos«, y—y0-frcos@ a z—z0-f-rcos7
dale x, ~x0-\r,cosa, yx—y0-\-rxcosfa a z—z"-\-rxcosyx.

Znédme-li r a r, zndme pak vie. Abychom tyto vyhledali,
jmenujme dhly, jeZ nejkratSi vzdalenost NN x—n s osami sou-
fadnic tvori A y a v. Pak mame

*) Jiny dllkaz viz ve spisovatelové: CTepeoMeipna pag. 71.



Nyni musime Fici, Ze TVIV, jest nejkratSi vzdalenosti, to jest,
Ze primka VA, na P a 22 kolmo stoji, Cili (A ft, v)J (a, B Yy)
a (Aliv) } (a By,), coz znamena

Nyni jedna se o tuto veli¢éinu g. Protoz umocnime tyto
rovnice a sefteme je, ¢imz obdrZime

q~= cos2a -f cos- G- cos2y —(cos2a cos2a, -f cos2@cos2/3

+ cos- y cos2y, -f 2 cosa cosa, cosBcos/3-f 2cosacosa,.

cosycosy, -f 2cos Bcos/3cosj cosy,) = 1—cos* = sm29Q
tudiz p= sw

. Y C0S 8 CoSy, —COS Y COs 8,
a nasledovnd  cos A= S22 EB K I yeos! ;

dale

Tyto hodnoty vloZime do 2 a dostaneme 3 rovnice se tfemi
nezndmymi r, r, a n. Vzdalenosti r a r, netfeba pocitati,
nebot’ potfebujeme jen n, které stanovime v projekci nasle-
dovné. *

Spojme 712712 a nejkratsi vzdalenost n zvolme za osu,
naceZ jest primét 712712 = TVIV,= w, misto 712712 vezmeme
slozky. Prlmét lomené Cary xQ@ —a0, y/ —7% #0 —# rovna
se n Cili



neboli

cili

Mysleme si ale primku P vedenou bodem ilf2 {x3yzz,)
a vzdalenost M M % budiz pak vedme primku TI bodem
Ms —(xjyJ z) ajmenujme MIM3=d; bude

kteréZ hodnoty v horejsi viadény nés vedou ku

jakoZz bylo dokazati.

Jak svrchu feCeno bylo, uverejnil prof. Dr. G. Blazek po-
prvé tento postup feSeni, a mimo ného o Uloze té i Dr. Gru-
nert za zvlastni polohy soustavy souradnic pojednava.

8§ 12 O kouli do ¢tyFsténu vepsané.

Mysleme si, Ze bychom uvnitf Ctyrsténu volili si libovolné
bod S a bod ten urCili vzdalenostmi dO, d, t2 d3 od stén
AQ Ai, Aj a A3 Spojime-li stted S s vrcholy tetraedru
ABCD, rozdélime tim cely Ctyfstén ve Ctyfi mensi, jejichz
obsahy lIze dle prvniho zakladniho vzorce stanoviti a kteréz jsou
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H—s3A0d0 AN—-\NXAN\N BR—3A>dh il 3—3A3d3

tak Ze cely obsah "3
V—tO-f|’,-fU+t3:'£:0tr ........................... (136)

nebo dosazenim hodnot =3

V—"[Ao dO+ Aidi+A? d¥4*A3d3] = i r’:\oAr dr . . (137)

Pakli by byl bod S tak volen, ze by dn—d{= d» —d3—r,
byl by obsah
V—ir[Ao 4 Ai pAo 4 AJi

ale ponévadz A04 Ai 4 Aad*A3= P t j. povrchu Ctyrsténu,

bude V = NI P o, (138)
T3
a vzorec predchazejici F= LSAr R — (139)

Vidime tedy, Ze lze obsah Ctyfsténu polomérem koule ve-
psané a sténami jeho vyjadrit]. Prodlouzime-1i stény pres vr-
choly a nazveme-li rO r,, r3 r3 poloméry kouli, které Ctyr-
sténu se dotykaji, obdrzime pro obsah

(140)

ponévadz v pripadu prvnim koule v3ech stén se ve vnit, stény A 1t
ale zevné se dotyka ; rovnéz plati i pro ostatni koule.

Mimo pét téchto kouli, jez se stén Ctyfsténu bud zevné bud
uvnitf dotykaji, mozno urciti jeSté tfi, které v onéch prostorech
leZi, jez povstanou na protilehlych hrandch rozsifenim stén a
jsou-li poloméry téchto kouli p,, a p3 jest

K=|[-A,+A, -A,+A]=1[A,-A, -Aa+A]
(141)

Abychom dokazali vétu svrchu dotéenou, t. j.



sestrojme <§ (viz obrazec 18) tak, aby
MS~ANS”™ OSI=PSI=rl.
Spojme vrchol St sbody A, G, 2V, P, P, O a P; tim obdr-
Zime jehlance
StBGNzzJ» SXXBN-J% S CDO—J3 asSIBDP=1J4
a pro kratkost jmenujme
SIBCN =jl, SPBB-j2 SOCD —3

Pak jest: S, ABJVC7+S,ABPD-\-SIACOB= F+J+j, +is+i3
jelikozvSak SYAB N G—SxABC-\-SXNB G —\/\xr, -fjx

a SIABPD= SXABD + SIPBD=-1
dale SXABOB —SXAGD + SXOGB — Asr, +i3

nasledovné soucet

N-[AL+ A2+ A +ji +ia +tia —V ) \-jx+ i5+y3

Gili P+ 7— [Ai+As+AJ
a jelikoz J —
tudz F=-j-[A 4 A2+ A3- AL

coz bylo hledati.

Totéz dalo by se o vSech ostatnich polomérech dokazati.
Tyto rovnice mohli bychom bud hranami neb jinymi Castkami
Ctyfsténu vyjadriti, uzijice vzorcl, urcujicich plochu trojuhelnika.

§ 13 O kouli hran ¢tyfFsténu se dotykajici.

Jsou tetraedry, do nichZ lze koule vepsati, kteréZ se doty-
kaji veSkerych hran jejich. Takové Ctyfstény nazval Junghann
v pojednani svém: ,Eigenschaften der Tetraeder" CtyFstény
teCen (Tangententetraeder).
nutno, aby se soucty protilehlych hran rovnaly. Tato podminka
zni tedy, uzZijeme-li téhoZz oznaceni jako v § 1,
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Nebot' mysleme si kouli, kteraz se

a . CD=f . K
dotyka, pak vime, Ze
AJE—AJ=AG =m,
CE-CF=CK-n
a DIl- 1)) —I)K —q
konecné BH-BF-BG-p,
ponévad? jsou to tangenty sbodl A, B, C a D na kouli ve-
dené a tudiz sobé rovny. Secteine-li rovnice tyto, obdrZime:

AE+EC+DH+HB=AJ+JD+BF+FC-=
AG+GB+CK+KD

nebo, zavedeme-li hodnoty,
a-fd=b-fe=c+ f

Tuto podminku uvadi Crelle na strance 118 ve ,Samm-
lung mathematiseher Aufsatze und Bemerkungen®, ale zplsobem
sloZit&jSim.

Abychom obsah tohoto CtyFsténu teCen stanovili, pfihliZzejme
ku priifezu SM F N (obr. 20.), jenZ povstane, vedeme-li stfedem
S rovinu kolmou ku hrané CB. Rez tento jest CtyfUhelnik,
vnémz thly pfi M a N jsou pravymi a délky FM a FN
nejsou nez poloméry kruhli sttn A a Ai. Geometrie vyjadfuje
Uhlopficnu CtyFuhelnika jmenovaného rovnici:

p2sin' Kjzrpl + Px' —”~PP\ cosd,
jsou-li g polomér koule hran se dotykajici, p a px poloméry

vepsanych kruhd sttnam A a Ai- Sténa A tvorena jest hra-
nami a, b, ¢, druhd pak pfimkami a, e f a protoZ

oo . 2A L 2A
i+Hc a '"a e f



AvSak stereometrie nas uci, Ze v trojbokém rovnobézno-
sténu, jehoz stény P, P, a 1\ a témito sténami uzaviené Uhly
a, 3y jsou, jest P38=:Ps-fP,8—2P Pj cosa.

Mysleme si Ctyfstén ndS na hranol doplnén a pozorujme
sténu vytvorenou hranami a i d, jejiz obsah jest ad sin (a, d).
Dle uvedené poucky bude, ano JP—2A, a P, = 2Ai,

a8<Paw®(a, d) —4 A 3+ 4Ai 3—8A Aj cosa,.
Z této rovnice mame

a jelikoz

coZz do horejSiho vzorce viozeno nés vede ku

neboli 2n=a-\xb—c

rovnéz 2m ——a-fb-fc
a 2p—a—b-\c

nasledovné 2(w + «4-F)::«+ H ¢,

proto 16A 8—2(m+w-fi?) .2m.2w. 2= 16(m-fw-bi?)

jelikoz w-fjo = a,

bude A8 («4m»ymwj) a Ai= (a-Tg)wpg

Tim obdrZime a* d*sin (ad)
OF8«8p8_. A 8 A|S8 A 8+ Ai 8- 4

4A 8Ai3— (a+ w)8 («+ ()8 (a+«*)(« + Q)

*) Méli bychom souhlasné s § 1. psati q° misto q, ale k v@li moznym
omyldim pisem prosté q.



a zjednoduSenim nabudeme:
v~ = 1d1sin3(ad 3
Amnvprq —Xa sin3(a g/—np ng—m)

V 8§ 11 vrovnici 132 jsme ukazali, Ze
c*+p - J3- €3
st '<HK) = - 2ad

tudiz pro teny Ctyfstén, kde b4-e—c+ f, obdrZime pFictouce
a odecCtouce veliCiny 2cf a 2be,

cos (a, @) = be —cf

ald'

z toho plyne tedy obsah CtyFsténu tecen

kdeZz m, w p a q predstavuji délky tangent s vrcholdl A, B, C
a Z) na kouli vedenych, pri ¢emz slusi podotknouti, Ze dva a dva
zminénych vrcholl na téZe jediné primce lezi a Ctyi'stén vytvoruii.



Misto téchto Usekl( hran mlzeme zavésti celé hrany. K tomu
tfeba pripomenouti si, Ze
2m—{d-\-c—e), 2n= (b-}-f—d), 2p—(a-\-c—b) a 2g=(f-\-e —4).
Tim obdrZime obsah
3Vg= }(d+c-é)(b-\-f—d)(a+c—b)(f-)-e—a)
Gili V= («+c—b){b-\-f—d){c+d —e) (e +f—a). (143)
Poznadmka.

Nehledé k poloméru g této koule mlZeme obsah &tyFsténu vyjadfiti
délkami m, n, p a q takto: Vime ze 36 v2= d2e2f2.P2

Cili 1 cos cO cos b0
cos c, 1 cos a0
cos bt cos a0 1

nebo, nasobime-li kazdy Fadek (— 1), tedy cely determinant (—1)3, obdrzime

— 1, — cos c0, — cos b0
— coscO — 1, — cosa0
— cosb0, — cosao, — 1

Proménime-li tento determinant ve Ctvrty stupen a prFiteme-li prvni
sloupec ku viem ostatnim, shledame, ze

ale pongvadz €osd)

Rovné? cosh*=1— ~f @ kone¢né C0Sa0= 1—
kteréZ rovnice davaji

2np

YloZime-li hodnoty tyto do horejSi rovnice
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a zjednodusenim obdrzime

bychom odstranili jesté ¢islo dvé, které v mnohych prvcich se objevuje
znasobime prvni Fadek dvéma a délime posledni tFi sloupce dvéma, €&imz
nabudeme:

nebo

(144)

8§ 14. O kouli Ctyrsténu opsané.

Y kazdém Ctyfsténu da se vyhledati bod &0, jenz ma tu
vlastnost, Ze jest stejné vzdalen od vrcholll jeho. Tento bod
jest stfedem koule, kterdz vrcholy Ctyfsténu prochazi, on jest
stfedem koule tetraedru opsané. | pomoci poloméru této
koule, jejz pismenem R oznaCovati budeme, a hran Ctyrsténu
Ize obsah Casto jmenovaného naSeho télesa vypo itati. Jest opét,
jako v predesSlych 88, mnoho method uUlohu tu FeSicich.

Prvni feSeni podal Car not, po ném Crelle, Junghann,
Dostar a Salmon, pokud mi zndmo. Obtiznou cestu ku vy-
hledani poloméru opsané koule pouZil Carnot; postup FeSeni
UpIné stereometricky provedl Crelle; pomoci polarni krychle vy-
vozuje veli€inu tu Junghann a elegantni FeSeni podava Salmon
a Dostar.

Spojime-li bod S s vrcholy CtyFsténu, rozdélime jej tim na
Ctyfi jiné tetraedry: @, tx, t2 a I3 kteréZ jsou vesmés primymi,
ponévadZz AS = B S= CS —DS. Pro takovy Cctyfrstén urcili
jsme v rovnici (90. a 91) obsah a dle téch obdrzime:

Ant. Sourek. O tetraedru. 1j



a transformaci pravé strany

576 R2F2= a'd2(—a~d~-f ¥ e~-f c~f) -f &e2(a22(
- c2/2 .« c2/2(a22-|-&2e2— c8/2 ~

nebo sefadénim

576 172F2= (a«?+2>e+</m) (—aci-j-fo+c/) (ad—be+cf) \

(ad+ be-cf) \  (148)
a pro (ad -f &e-fcf) —2£,
bude 576jR*F2=2S.2(S- ad).2(5- Se).2(56—c/)
Cili 3BR*VR= S .(S- ad) (S- be) (S- cf)

nebo konetné 6RV - YS .(S-ad)(S-be) (S-cf) (149

a porovnavajice vzorec tento se zndmou rovnici obsah trojuhel-
nika vyjadrujici, mlzeme tvrditi, Ze sester onasobny sou-
¢in obsahu ¢tyFsténu a poloméru opsané koule rovna
se ploskému obsahu trojuhelnika, kteryZz méa za
strany soucCiny protilehlych hran ¢tyfFsténu.

Postup FeSeni pravé tuto naznaCeného jest velmi obtizny.
LehCeji a péknéji FeSi Ukol ten Dr. Dostar; methoda jeho zalezi
asi v nésledujicim:
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Mysleme si bod <§ urceny soufadnicemi xyz Vv systému sou-
Fadnic, jehoz poCatkem vrchol D a jehoZz osami jsou hrany
DA, DB a DC. Nazyvame-li uhly, jez tyto osy spolu tvofi
a0, 0, c0 a jsou-li uhly a, By, jenz polomér R obepsané
koule s osami souradnic ¢ini, obdrzime, promitame-li pfimku D O
(viz obrazec 22.) a lomenou ¢&ru OMPD bud na DO neb na
osy coordinatni, rovnice;

Nasobime-li prvni Fadek a sloupec veli¢inou 2R a tvo-
Fime-li orthogonalné prdiméty poloméru R na hranach d, c, f,
z nichZ odvoditi Ize

obdrzime pro tutéZz rovnici tvar

z néhoz lehce nabudeme

rozlozime-li predeSly determinant a upotfebime-li oznaceni

7%
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Nasobenim poslednich t¥i sloupcl predeslého determinantu

s 2d, 2e 2f a poslednich t¥i Fadkd s d, e f a délenim
prvniho s \ d, e f obdrZzime, zasadime-li jeSté

a pocindme-li si s timto determinantem podobng, jak jsme to
v § 8. ukézali, a nasobime-li vedle toho vSechny fadky (—21),
obdrzime vzorec: " 3

(150)

piSeme-li

§ 15. O Ctyfsténu pravidelném.

AC pri pojednani tomto jsme se vzdy o tak zvanych zvlast-
nich tetraedrech zmifiovali, nebude nemistno, kdyZ tuto zvI&st
0 Ctyfrsténu pravidelném pojedname.

CtyFstén pravidelny jest, jak znamo, téleso omezené &tyFmi
rovnostrannymi trojuhelniky, jejichZz obsah urciti moZzno vzorem

*) Viz téZ Dra. R. Baltzera: Theorie und Auwenduiig der Determinanten,
pag. 209.
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AV 3, oznaCime-li stranu téhoZ pismenem a V rovnici 92. vy-
vinuli jsme vzorec pro obsah jeho, totiz

Veli¢inu a mdzeme vSak bud polomérem vepsané, neb opsané,
anebo konecné takové koule vyjadriti, kterdz veSkerych hran Ctyr-
sténu se dotyka.

Ku stanoveni hrany a, vyjadrené polomérem koule, kteraz
lezi kolem pravidelného mnohosténu viibec a Ctyi'sténu zvIast,
potfebujeme pouze obrazec 23. pozorovati. Predstavuj nam K
onu kouli, kterdz jest Ctyisttnu ABCD opsana. Ku dalSimu
provedeni vedme DE_\_ABC, tim obdrZime E jeZ jest stfe-
dem kruZznice zdkladné A B C opsané. Prodlouzime-li DE az
do bodu F na ploSe kulové, bude D F prdimérem koule a jeho
stfed O jest stfedem koule, tudiz i ¢tyfsténu. V pravouhelném
trojuhelniku D AF je pak

DF\ AD —AD \DE

Cili 2B:a—a:Va3—pz
a odtud N—— a - .
2va* —p~
PonévadZ pro polomér p KkruZznice opsané zakladné plati
abc _ abc

4A V@4b+c)(—a+b+c)(a—b+c){fa b—c)
a uvazime-li, z2 a—b-~c,

bude tudiz protoz a z toho

a na zadkladé toho

Velmi lehce Ize polomér r koule vepsané stanoviti. Vime
totiz, ze
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jelikoz pak
bude

a z toho

tim nabude V tvaru

Z tvah o polomérech kouli opsanych a vepsanych, mozno
stanoviti i polomér koule hran Ctyfsténu se dotykajicich.

Polomér tento lze pfimo z pojednani v § 13, odvoditi, ale
téZ i takto Ize jej stanoviti. Z obrazce 23. vysvita

>*= r2+ p-,
jelikoz p, jsouc polomeérem kruhu sténé vepsaného, rovna se
3%—:3 apor%gvabl\é r —% bude .:,32?— 333
z toho obricené ar—8p3 a a—2pV2
jez ve vzorec pro krychlovy obsah zasazeny, davaji
V=188, (153)

Mluvime tuto stale o Ctyrsténu pravidelném a o takovém
pak plati tato stereometricka poucka:

~Krychlovy obsah télesa pravidelného rovna se tfetiné sou-
¢inu zjeho povrchu a poloméru vepsané koule.“ Nebot' polo-
Zime-li stfedem pravidelného télesa a veSkerymi jeho hranami
roviny, rozpadne se téleso v n pfimych a shodnych jehlancd,
z nichz kazdému jest podstavou jedna sténa s télesa a vysSkou
polomér vepsané mu koule. Jest tedy obsah pravidelného mnoho-
sttnu M —n. jehlancdim.

Ponévadz jehlanec vyjadfuje se tfetinou zakladu a vysky,

zde tedy
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Ale ns dava povrch 1)\ tedy obsah pravidelného mnohosténu

nasledovné nas Ctyrstén

Ale povrch pravidelného Ctyfsténu sklada se ze CtyF rovno-
strannych trojuhelnik(, tedy cely povrch

(155)
Rovnici tuto mizeme ale psati jeSté takto

V—\a.a.rvs3

, = 4R
a ponévadz ar2pV2 a a=

tim nabudeme pamatného vzorce
V=1 tgR e (156)

jenZz vyjadfuje vétu: ,Krychlovy obsah pravidelného
CtyFsténu rovna se | soulinu z poloméru opsané,
vepsané i hran se dotykajici koule.”

§ 16, PFehled vzorcd.

U konce naseho pojednani stlijtez jeSté vzorce pro krychlovy
obsah Ctyfsténu. Predeviim méjme zfeni ku

a)éiyfsiénu vibec

Pro tento plati vzorce:

(83)
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s) CtyFstén pravouhly,
kdez dhly hranové a0= FO= c0= 90. Tu pak jest:
V—Nde f e (102)
=jV2 ATABA3 ... (121)

Poznamka: Cisla jdouci po vzorcich, ukazuji misto jejich v po-
jednani.



Dopliiky a opravy.

Str. 1. fadek 13. shora misto ¢tyry C¢ti CtyfFi.
» 3.Vojtécha Girarda: ,Nouvelle invention en Algébre* (1629).
,  6.Fadek 15shora misto tetraédre pi§ tétraédre.

. 26, 17. v jmenovateli misto na piS n°.
fr=3 yn—3
. 91 ., 11 misto F= -p Z/\r pi§ F=-5-2iAm
6r=0 =0

,» 103. K 8§ 15. slusi podotknouti, Ze polomér koule pravidelnému ¢tyfFsténu
vepsané a opsané urcil E uklid v knize XIII. 13.
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