


paseeTs

BTN




www.rcin.org.pl



INVOLUTIONSSYSTEME
IN DER EBENE DES DREIECKS



www.rcin.org.pl



INVOLUTIONSSYSTEME
IN DER EBENE DES DREIECKS

Von

DR. PHIL. H. BERLINER

RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

BRAUNSCHWEIG

19 14



Alle Rechte Vorbehalten.

Copyright, 1914, by Friedr. Vieweg & Sohn,
Braunschweig, Germany.



VORWORT.

In der vorliegenden Arbeit im ersten Abschnitt zeigte ich,
daR in der Ebene eines Dreiecks um jeden Punkt und auf jeder
Geraden Systeme von Involutionen vom Grade 2Mund 2".3, wo
n jeden positiven ganzzahligen Wert annehmen soll, vom Dreieck
erzeugt werden, und stellte einige Satze Uber diese Involutionen
auf. Dieselben Involutionen verleiten nun zu den Begriffen der
w-ten Reprasentanten und w-ten Koinzidenz-Reprasentanten (eines
mit seinem w-ten Reprasentanten zusammenfallenden Elementes),
die im zweiten Abschnitt behandelt werden. Im dritten Abschnitt
versuchte ich mit Hilfe der in den ersten beiden Abschnitten
gefundenen Resultate auf einem neuen Wege zu den Kurven
dritter Ordnung mit isoliertem Doppelpunkt (und zugleich zu
den dualen Gebilden, zu den Kurven dritter Klasse mit isolierter
Doppeltangente) zu gelangen, indem ich eine solche Kurve als
Ort derjenigen Punkte definiere, die einem Punkte zugepaart
sind in den auf den samtlichen durch diesen Punkt gehenden
Geraden von einem Dreieck erzeugten Punktinvolutionen zweiten
Grades. Auf diesem W'ege, ohne irgend einen Satz Uber Kurven
dritter Ordnung vorauszusetzen, ergeben sich fiir die genannten
Kurven fast alle bekannten visuellen Haupteigenschaften der
allgemeinen Kurven dritter Ordnung und auflerdem eine Reihe
neuer Satze und Konstruktionen, die nur fir die genannten Kurven
allein gelten. Dabei war vorausgesetzt, dal} alle Ecken des zu-
grunde gelegten Dreiecks reell seien; und in der vorliegenden Arbeit
ist auch durchweg nur von einem reellen Grunddreieck die Rede.

Es liegt nun aber nahe, daR, wenn ein solches Dreieck zu-
grunde gelegt wird, dessen eine Ecke reell und die beiden anderen
konjugiert imaginar sind, durch die von einem solchen Dreieck er-
zeugten Involutionen zweiten Grades in der ndmlichen Weise Kurven
dritter Ordnung mit (reellem) Knotenpunkt entstehen werden.



VI Vorwort.

Es mdoge hier noch folgendes erwahnt werden.

Auch zu den Kurven vierter Ordnung mit dreifachem Punkt
und zu den dualen Gebilden kann man mittels der von einem
Dreieck erzeugten Involutionen zweiten Grades in einfacher Weise
gelangen. Sind ndmlich in der Ebene eines Dreiecks ABC ein
auf keiner Seite von ABC liegender Punkt B und eine weder
durch P noch durch eine der Ecken von AB C gehende Gerade |
gegeben, und bestimmt man auf jedem Strahle von P den Punkt,
der dem Schnittpunkte des Strahles mit | zugepaart ist in der
von ABC auf diesem Strahle erzeugten Punktinvolution zweiten
Grades, so ist der Ort aller dieser Punkte eine Kurve vierter
Ordnung und sechster, flnfter oder vierter Klasse, je nachdem |
keine Tangente, eine einfache Tangente oder eine Wendetangente
der zu P bezuglich ABC zugehodrigen Kurve dritter Ordnung p3
(siehe Satz 33, S. 163) ist. Die so erzeugte Kurve vierter Ordnung
hat P zum dreifachen Punkt und die P mit den Schnittpunkten
von | und p3 verbindenden Geraden zu den Tangenten in P, ist
ABC umschrieben und geht durch die Berlihrungspunkte der
beiden aus P an den Polarkegelschnitt von | (bezliglich ABC)
gehenden Tangenten und durch diejenigen beiden Punkte des
Polarkegelschnitts von P (beztglich ABC) hindurch, welche mit
den beiden Schnittpunkten des letzteren Polarkegelschnitts und
| auf zwei Strahlen von P liegen.

Wird nun der Punkt P festgehalten, so entspricht jedem
von A, B, C verschiedenen Punkt Q der Ebene von ABC ein
Punkt, der zu zugepaart ist in der von ABC auf der
Geraden PQ erzeugten Punktinvolution zweiten Grades; den
Punkten einer beliebigen Geraden aber entsprechen im allgemeinen
die Punkte einer Kurve vierter Ordnung. Auf diese Weise gelangt
man zu einer eindeutigen involutorischen geometrischen Ver-
wandtschaft vierten Grades. Hierauf gedenke ich demnéchst
néher einzugehen.

Die ersten 12 Paragraphen der vorliegenden Arbeit habe ich
im Mai vorigen Jahres als Habilitationsschrift der philosophischen
Fakultat der Universitat Bern eingereicht. Die 8§88 13 und 14 sind
erst nach erfolgter Habilitation hinzugefugt.

Bern, im Januar 1914.
Dr. H. Berliner.
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—2

$.72, Z.6 v.u. und 8.78, Z. 1 v. o. lies: (—1)’1 " statt (— )7t ¥
S. 160, Z. 1 v. o. lies: Satz 27 statt Satz 24.
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Einleitung.

1. In der Ebene eines Dreiecks A BC, in dem den Ecken

A, B, C die Seiten a, b, ¢ gegeniiberliegen, wird jedem auf

keiner der Seiten liegenden Punkte P, als Pol, eine durch

keine Ecke gehende Gerade p, als Polare, zugeordnet; und

" umgekehrt. Die Polare p schneidet (Fig.1) die Seiten a, b, ¢
Fig. 1.

der Reihe nach in denjenigen Punkten P,, P, P,, welche bezw.
von den Schnittpunkten der den Pol P mit den Gegenecken ver-
bindenden Geraden PA =p,, P B =p;, PC =p, mit den Gegen-
seiten durch die je zwei iibrigen Ecken harmonisch getrennt sind.

Eine unmittelbare Folge hiervon ist, dal von den sechs
Strecken, welche von den Ecken des Dreiecks A B C auf den
Seiten desselben begrenzt werden, die drei, die von der Polare p
nicht getroffen werden, dasjenige Gebiet der Ebene begrenzen,
innerhalb dessen der Pol P liegt. Es werden also von den vier
Gebieten (Fig.1), in welche das Dreieck 4 BC die Ebene teilt

Berliner, Habilitationsschrift. 1
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2 Einleitung. Nr.1,2

und von welchen jedes von drei jener sechs Strecken begrenzt
wird (wobei keine zwei dieser drei Strecken einer und derselben
Seite angehoren), nicht diejenigen drei Gebiete, in welche die
Polare p eindringt, sondern das vierte, in welches p nicht ein-
dringt, den Pol P enthalten.

Allen auf einer Seite des Dreiecks 4 B C liegenden Punkten
ist die némliche Seite, als Polare, zugeordnet und allen durch
eine Ecke gehenden Geraden die ndmliche Ecke, als Pol?).

2?). Sind der auf keiner Seite von ABC liegende
Punkt P und die durch keine Ecke gehende Gerade p Pol

und Polare in bezug auf A B C und durchliuft

eine Gerade g den Strahlen-
biischel um P, so beschreibt
der Pol G von g eine zu P(yg)
projektive Punktreihe zweiter
Ordnung p2(G). Der Triger
p? dieser Punktreihe, der Polar-
kegelschnitt von P in bezug
auf ABC, geht durch die
Ecken von A B C und wird in
diesen von den A mit P,=ap,
B mit P,=bp, C mit P,=cp
verbindenden Geraden tangiert,
welche drei Verbindungsgera-
den der Reihe nach von p,
= AP, py=BP, p,=CP durch
je zwei Seiten von AB C har-
monisch getrennt sind.

ein Punkt @ die Punktreihe
auf p, so beschreibt die Polare
g von @ einen zu p(Q).pro-
jektiven Strahlenbiischelzwei-
ter Ordnung P2(q). Der Tri-
ger P2 dieses Biischels, der
Polarkegelschnitt von p in
bezug auf A B C, wird von den
Seiten a, b, ¢ von AB C tan-
giert, und zwar in den Schnitt-
punkten dieser Seiten mit p,,
Pps Doy also in apy, bpg, cpg,
welche drei Schnittpunkte der
Reihe nach von P,, P, P,
durch je zwei Ecken von 4 B C
harmonisch getrennt sind.

P und p sind Zentrum und Achse derjenigen beiden perspek-
tiven Dreiecke, von denen das eine das Grunddreieck A4 B C ist
und das andere entweder das aus den Tangenten von p? in den
Ecken von 4B C gebildete Dreieck, oder das aus den Beriihrungs-
punkten von P2 mit den Seiten von A B (); ferner sind P und p
Pol und Polare auch in bezug auf die beiden Polarkegelschnitte
p? und P2, und die Involutionen der in bezug auf p? und P?

1) Vgl. meine Dissertation (von Bern): Theorie der Polaren in bezug
auf Dreiecke, Nr. 6 (Leipzig 1912),
2) Hierzu vgl. Satz 4 (S.46), Satz13 und 14 (8. 61, 62) meiner Dissertation.
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Nr.2 Einleitung. 3

konjugierten Elemente um P und auf p sind mit den vom Dreieck
ABC um P und auf p erzeugten elliptischen Involutionen
zweiten Grades (P)? und (p)? (s. weiter unten Nr.4) identisch.
Es liegt daher der Pol P innerhalb der Polarkegelschnitte p? und
P2 und die Polare p ganz aullerhalb derselben; p? und P2 be-
rithren sich doppelt, ihre Beriihrungspunkte sind némlich die
beiden konjugiert-imaginiren Doppelpunkte der Involution (p)?
und ihre gemeinschaftlichen Tangenten die beiden konjugiert-
imaginiren Doppelstrahlen der Involution (P)2

Weil kein Punkt innerhalb eines solchen der vier Dreiecks-
gebiete von A B C liegen kann, in welches seine Polare in bezug
auf A B C eindringt (Nr. 1), so kann kein Punkt des Polarkegel-
schnitts p2, welcher Punkt Pol einer durch P gehenden Geraden
ist, innerhalb des P enthaltenden Dreiecksgebietes liegen; p? ver-
liuft daher nur in den drei iibrigen Dreiecksgebieten, und das
vierte, P enthaltende Dreiecksgebiet nebst seiner Begrenzung (nur
die Ecken 4, B, C ausgenommen) gehort ganz dem Innern von
p? an, da P, wie wir eben sahen, ein innerer Punkt von p? ist.

Weil ferner ein Kegelschnitt nebst allen von ihm ein-
geschlossenen Punkten in dem einen der beiden von irgend zwei
seiner Tangenten gebildeten vollkommenen Winkel enthalten ist
und mithin auch in dem einen der vier von irgend drei seiner
Tangenten begrenzten Dreiecksgebiete, so muf der Polarkegel-
schnitt P2, der von den Seiten von A B C tangiert wird und von
dem P ein innerer Punkt ist, nebst allen von ihm eingeschlossenen
Punkten in demjenigen der vier Dreiecksgebiete von A4 B C ent-
halten sein, innerhalb dessen P liegt; die drei iibrigen Dreiecks-
gebiete gehoren daher ganz dem Aufern von P? an, und simt-
liche Tangenten von P2, also alle Polaren der auf p liegenden
Punkte, miissen in das vierte, P enthaltende Dreiecksgebiet ein-
dringen.

Von den beiden Polarkegelschnitten p? und P? liegt demnach
der letztere ganz innerhalb des ersteren.

Ist aber P ein auf einer Ist 1 irgendeine durch eine
Seite von A B C, etwa auf der Ecke von A BC, etwa durch
Seite @, liegender, jedoch von die Ecke A, gehende, jedoch

B und C verschiedener Punkt von den Dreieckseiten b und ¢
und durchliuft eine Gerade g verschiedene Gerade und durch-
1*
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4 Hinleitung. . 2,3

den Strahlenbiischel um P, so
beschreibt der Pol G von g
eine zu P(g9) projektive
Punktreihe erster Ordnung,
deren Triager durch die Ecke 4
geht und von P durch die
Dreieckseiten & und ¢ harmo-
nisch getrennt ist (diese Punkt-
reihe liegt zu P(g) weder per-
spektiv  noch involutorisch).
AuBer dieser Punktreihe kann
noch auch die von der Drei-
eckseite a getragene Punkt-
reihe als Erzeugnis der Pole
des Strahlenbiischels P (g) auf-
gefalit werden, da, wenn g nach
@ kommt, jeder Punkt von a
als der Pol G von g angesehen
werden kann; der Polarkegel-
schnitt p2 von P in bezug auf
A B C artet also dann in ein
Geradenpaar aus, nimlich in
die Dreieckseite ¢ und den
Triger, der ersteren Punkt-
reihe.

DerPolarkegelschnitteiner
Ecke von AB C in bezug auf
dieses Dreieck artet in das-
jenige Geradenpaar aus, das
aus den beiden durch jene
Ecke gehenden Dreieckseiten
besteht.

lauft ein Punkt @ die Punkt-
reihe auf I, so beschreibt die
Polare q von ¢ einen zu I ()
projektiven Strahlenbiischel
erster Ordnung, dessen Grund-
punkt auf der Dreieckseite «
liegt und von ! durch B und
C harmonisch getrennt ist
(dieser Strahlenbiischel liegt
zu [ (@) weder perspektiv noch
involutorisch). Aufler diesem
Strahlenbiischel kannnochauch
der Strahlenbiischel um 4 als
Erzeugnis der Polaren der
Punktreihe 17(Q) aufgefalit
werden, da, wenn ¢ nach A
kommt, jede durch 4 gehende
Gerade als die Polare ¢ von
() angesehen werden kann; der
Polarkegelschnitt L2 von [ in
bezug auf A B C artet also dann
in ein Punktepaar aus, nim-
lich in die Ecke A und den
Grundpunkt des ersteren Strah-
lenbiischels.

DerPolarkegelschnitteiner
Seite von 4 B C in bezug auf
dieses Dreieck artet in das-
jenige Punktepaar aus, das aus
den beiden auf jener Seite
liegenden Ecken von ABC
besteht.

31). Wir setzen nun ein fiir allemal voraus, daB alle drei
Ecken des Grunddreiecks A B (' reell seien, und in der Folge
wird nur von einem reellen Grunddreieck die Rede sein. Der
Definition von Pol und Polare zufolge wird in bezug auf ein

1) Diese Nummer darf iibergangen werden, wenn man sich nur auf das

Reelle beschrinken will.
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Nr. 3 Einleitung. 5

solches Dreieck jedem reellen Punkte, als Pol, eine reelle Gerade,
als Polare, entsprechen und jedem auf keiner Seite des Drei-
ecks liegenden imaginiiren Punkte eine durch keine Ecke
desselben gehende imagindre Gerade, und umgekehrt; nur
ein auf einer Dreieckseite liegender imagindrer Punkt wird eine
reelle Polare besitzen, ndmlich jene Dreieckseite selbst, und nur
eine durch eine Ecke gehende imaginiire Gerade einen reellen
Pol, nimlich jene Ecke selbst.

Ist nun ein imagindrer Punkt irgendeiner, von den Seiten
des Grunddreiecks A B C verschiedenen reellen Geraden ! durch
die ihn darstellende reelle elliptische Punktinvolution auf /,
verbunden mit einem bestimmten Sinne auf I gegeben?), so
induziert diese elliptische Punktinvolution, weil die Punktreihe der
Pole auf ! zu dem Strahlenbiischel erster oder zweiter Ordnung
(je nachdem ! durch eine Ecke des Grunddreiecks ABC geht
oder nicht) der Polaren projektiv ist (Nr. 2), im Biischel der
Polaren der Punkte von ! eine elliptische Strahleninvolution, in
der die Strahlenpaare aus je zwei Polaren eines Punktepaares
der Punktinvolution auf I bestehen; einer der beiden konjugiert-
imaginiiren Doppelstrahlen dieser induzierten elliptischen Strahlen-
involution, und zwar der mit demjenigen Sinne im Biischel der
Polaren verbundene, welchem Sinne der mit dem gegebenen ima-
giniiren Punkte verbundene Sinn in der projektiven Punktreihe
der Pole auf I entspricht, wird dann die Polare des gegebenen
imagindren Punktes in bezug aut 4 B C sein.

Wir haben also:

Ist ein auf irgendeiner,
von den Seiten von 4 B C ver-
schiedenen reellen Geraden g
liegender imagindrer Punkt P
durch die ihn darstellende
reelle, elliptische Punktinvolu-
tion verbunden mit einem be-
stimmten Sinne auf g gegeben,
so wird die imaginire Polare
p von P durch diejenige reelle
elliptische Tangenteninvolution

Ist eine durch irgendeinen,
von den Ecken von AB C ver-
schiedenen reellen Punkt €
gehende imaginire Gerade !
durch die sie darstellende reelle
elliptische Strahleninvolution,
verbunden mit einem bestimm-
ten Sinne im Biischel um ¢
gegeben, so wird der imaginiire
Pol L von ! durch diejenige
reelle elliptische Punktinvolu-

1) Siehe v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage, Nr.116, S.76.
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6 Einleitunyg. Ni. 3

um den Polarkegelschnitt G2
von g bzw., wenn g durch eine
Ecke von ABC geht, durch
diejenige  reelle elliptische
Strahleninvolution um den von
g durch die beiden iibrigen
Ecken von A B C harmonisch
getrennten Punkt, deren Paare
aus je zwei Polaren eines
Punktepaares der Punktinvolu-
tion auf g bestehen, und durch
denjenigen Sinn im Tangenten-
biischel um G2 bzw. im Strah-
lenbiischel um den von g durch
die zwei Ecken harmonisch ge-
trennten Punkt, welchem Sinne
der mit P verbundene Sinn
in der projektiven Punktreihe
der Pole auf ¢ entspricht, dar-
gestellt.

Diese reelle Darstellung
der imaginiren Polare p von P
ist nur dann die einfachste,
wenn g durch eine Ecke von
A B C geht; ist dies aber nicht
der Fall, so ist die einfachste
reelle Darstellung von p durch
die reelle elliptische Involution
der in bezug auf G2, den Polar-
kegelschnitt von ¢, konjugierten
Strahlen um das Zentrum jener
Tangenteninvolution um G2
und durch denjenigen Sinn im
Biischel um dieses Zentrum,
welcher zu dem mit dem ima-
gindren Punkte P verbundenen
Sinne auf (der ganz aullerhalb
G? verlaufenden (Nr.2) und
also nicht durch das innerhalb

tion auf dem Polarkegelschnitt
g2 von @ bzw., wenn ¢ auf
einer Seite von ABC liegt,
auf der von ¢ durch die beiden
anderen Seiten von A B C har-
monisch getrennten Geraden,
deren Punktepaare aus je zwei
Polen eines Strahlenpaares der
Strahleninvolution um ¢ be-
stehen, und durch denjenigen
Sinn auf dem Polarkegelschnitt
q2 bzw. auf der von @ durch
die zwei Seiten harmonisch ge-
trennten Geraden, welchem
Sinne der mit ! verbandene
Sinn in dem projektiven Biischel
der Polaren um ¢ entspricht,
dargestellt.

Diese reelle Darstellung
des imaginiren Pols L von 1
ist nur dann die einfachste,
wenn ¢ auf einer Seite von
A B C liegt; ist dies aber nicht
der Fall, so ist die einfachste
reelle Darstellung von L durch
die reelle elliptische Involution
der in bezug auf ¢2, den Polar-
kegelschnitt von ¢, konjugier-
ten Punkte auf der Achse
jener Punktinvolution auf g2
und durch -denjenigen Sinn
auf dieser Achse, welcher zu
dem mit der imaginidren Ge-
raden ! verbundenen Sinne im
Biischel um (den innerhalb g3
und also nicht auf der ganz
aullerhalb ¢2 verlaufenden
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Nr.3 Einleitung. 7

G2 liegende Zentrum jener
elliptischen Tangenteninvolu-
tionum G2 gehenden Geraden)g

Achse jener elliptischen Punkt-
involution auf ¢2 liegenden
Punkt) @

entgegengesetzt ist (wobei ein durch irgend drei Strahlen z, y, 2
eines Biischels erster Ordnung festgelegter Sinn und ein durch
irgend drei Punkte 7, U, V einer durch den Grundpunkt des
Biischels nicht gehenden Geraden festgelegter Sinn als einander
entgegengesetzt angesehen werden, wenn der Sinn der Spuren
von z, y, ¢ auf der Geraden zum Sinne I'UV entgegengesetzt

ist) ), wenn mit

der aus dem Zentrum jener
Tangenteninvolution um G2
an (G2 gehenden imaginiren
Tangente p derjenige Sinn im
Biischel um das Zentrum ver-
bunden wird, welcher Sinn auf
jeder Tangente von G2 den
nimlichen Sinn  hervorruft
(durch den Schnitt dieser Tan-
gente mit dem Biischel um das
innerhalb G2 liegende Zentrum)

dem imagindren Schnittpunkte
L von ¢2 und der Achse jener
Punktinvolution auf ¢2 der-
jenige Sinn auf dieser Achse
verbunden wird, welcher Sinn
auf dieser ganz aullerhalb ¢2
verlaufenden Achse aus dem
mit L auf ¢2 verbundenen
Sinne durch Projektion aus
irgendeinem Punkte von ¢2
hervorgeht.

wie der mit p im Biischel der
Tangenten von G2 verbundene
Sinn.

Denn die imaginéren Doppelpunkte jener elliptischen Punkt-
involution auf ¢2 rechts liegen hekanntlich auf der Involutions-
achse und sind zugleich die Doppelpunkte der Involution der in
bezug auf ¢2 konjugierten Punkte auf dieser Achse. Ferner mub,
wie die Anschauung lehrt, ein auf ¢2 fest gew#hlter Sinn auf
dieser ganz auBerhalb ¢2 verlaufenden Achse durch Projektion
von einem jeden auf ¢2 liegenden Punkte aus den nidmlichen
Sinn hervorrufen wie durch Projektion von einem jeden innerhalb
2 liegenden Punkte aus, insbesondere also von dem innerhalb g2
liegenden Punkte ¢ aus. Wenn aber eine Gerade » den Strahlen-
biischel um @ in dem mit der imaginiren Geraden I verbundenen
Sinne beschreibt und ihr Pol R also den Polarkegelschnitt g2

1) Siehe v. Staudt, Beitrige zur Geometrie der Lage, Nr.48, S. 30.
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von Q in dem mit P, dem imagindren Pole von /, verbundenen
Sinne, so dreht sich, wie wir spéter (Nr.26) zeigen werden, die
von Q aus den Pol B projizierende Gerade um Q in demjenigen
Sinne, welcher zu dem mit | verbundenen Sinne entgegengesetzt
ist; mithin ruft der mit L auf g2 verbundene Sinn durch Projek-
tion von irgendeinem auf 2 liegenden Punkte aus ebenso wie
durch Projektion von Q aus auf der Achse jener Punktinvolution
denjenigen Sinn hervor, welcher zu dem mit | im Strahlenbischel
um Q verbundenen Sinne entgegengesetzt ist.

Wenn also g durch keine
Ecke von AB C geht, so ist die
Polare p von P eine der beiden
aus dem Zentrum der genannten
Tangenteninvolution um G2
an G2 gehenden konjugiert-
imaginaren Tangenten, und
zwar die mit demjenigen Sinne
im Strahlenbischel um das
Zentrum verbundene imaginare
Tangente, welcher Sinn zu dem
mit P auf g verbundenen
Sinne entgegengesetzt ist.

Wenn also Q auf keiner
Seite von ABC liegt, so ist
der Pol L von | einer der beiden
konjugiert-imaginaren Schnitt-
punkte von g2 mit der Achse
der genannten Punktinvolution
auf g2 und zwar der mit dem-
jenigen Sinne auf der Achse
verbundene imaginére Schnitt-
punkt, welcher Sinn zu dem
mit 1 im Strahlenbischel um
Qverbundenen Sinne entgegen-
gesetzt ist.
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Erster Abschnitt.

Vom Dreieck erzeugte Involutionen,

4. In der Ebene des Dreiecks ABC”™abc werden durch das

letztere

um jeden auf keiner Seite
des Dreiecks liegenden
Punkt P drei Strahlen be-
stimmt, ndmlich die drei Eck-
transversalen pA, pB und jrc,
welche P der Reihe nach mit
den Ecken A, B und C ver-
binden.  Durch diese drei
Strahlen

auf jeder durch keine Ecke
des Dreiecks gehenden Ge-
raden p drei Punkte bestimmt,
namlich die drei Punkte Pa
Pbund Pc, in welchen p der
Reihe nach von den Seiten a,
bund cgeschnitten wird. Durch
diese drei Punkte

wird nun eine terndre zyklische Projektivitat

um P festgelegt, ndmlich
PaPbPc & PbPc Pa-

auf p festgelegt, namlich
PaPbPCcAPGPCP,.

Wir wollen nun die beiden aus dieser zyklischen Projektivitat
hervorgehenden Involutionen, nadmlich: die gemeine elliptische
Involution, in welcher die Paare aus je einem Elemente eines
Zyklus der Projektivitdt und dem zu ihm vierten harmonischen
in bezug auf die beiden anderen Elemente desselben Zyklus be-
stehen!), und deren Doppelelemente mit den Koinzidenzelementen
der Projektivitat identisch sind, in welcher Involution also

PaPa' PbPb’ PcPc
drei Strahlenpaare bilden, wo

PA von pA durch pB und pc
und durch pB und p'c, pB von

PaPA P A Pchr
drei Punktepaare bilden, wo
P'a von Pa durch Phund Pc
und durch P& und Pc, Pi von

i) Vgl. Sturm, Geometrische Verwandschaften, Bd.l, Nr. 75.
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pB durchpc und pA und durch Pb durch Pcund Paund durch
p'c und p'A, p'c von pc durch Pc und P,, Pc von Pc durch
pA und pB und durch p'A und Paund Phund durch Paund
p'B harmonisch getrennt sind, Pb harmonisch getrennt sind,

und die Involution dritten Grades, welche von den Zyklen der-
selben Projektivitat gebildet wird, die vom Dreieck ABC

um den Punkt P erzeug- auf der Geradenp erzeug-
ten Strahleninvolutionen ten Punktinvolutionen
zweiten und dritten Grades zweiten und dritten Grades
nennen und sie mit (P)2 und nennen und sie mit (p)2 und
(P)3 bezeichnen. (p)3 bezeichnen.

Die Punktinvolution (p)3 wird aus den Punkten, aus denen
(p)2 durch je eine rechtwinklige Strahleninvolution projiziert wird,
durch je eine Involution der regelméRigen Dreistrahlen projiziert,
d. h. durch je eine solche Involution dritten Grades, deren Tripel
aus je drei Strahlen, welche miteinander Winkel von 60° bilden,
bestehenl). Dasselbe gilt, wenn an Stelle von (p)3 und (p)2 die
Schnitte von (P)3 und (P)2 durch irgendeine Gerade treten.

Die beiden Involutionen (P)2 und (P)3 und ebenso (p)2 und
(p)3 sind hiernach in folgender Weise untereinander verbunden.
Die in der Involution zweiten Grades den Elementen irgendeines
Tripels der Involution dritten Grades zugepaarten Elemente bilden
das zu jenem Tripel harmonische in der letzteren Involution; und
zwar werden die beiden Tripel den namlichen Sinn haben. Er-
mittelt man zu irgendeinem Paare in der (elliptischen) Involution
zweiten Grades diejenigen beiden immer einzig vorhandenen Paare,
welche zusammen ebenso harmonisch beschaffen sind wie die
drei Paare pApA, PBPB, PcP'c2' 80 bilden die Elemente dieser
drei Paare auf eine Weise zwei Tripel in der Involution dritten
Grades, und zwar zwei harmonische. Uberhaupt, wenn sechs
Elemente drei Paare in der Involution zweiten Grades und zu-
gleich zwei Tripel in der Involution dritten Grades bilden, missen
die drei Paare ebenso harmonisch beschaffen sein wie pAp'™M

PbPb' PcPc und aus dem ersten und vierten bzw. zweiten und
funften bzw. dritten und sechsten (in der natdrlichen Anordnung

X Siehe Sturm, Geometrische Verwandschaften, Bd. I, Nr. 142.
2) Siehe meine Dissertation, IV. Abschnitt, Nr. 15.
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in einem der beiden Sinne im Gebilde) Elemente besteben und
die zwei Tripel zueinander harmonisch sein und aus dem ersten,
dritten und funften bzw. zweiten, vierten und sechsten Elemente
bestehen.

Anmerkung. Wenn in einem Gebilde erster Stufe zwei
ebenso wie (P)2 und (P)3 untereinander verbundene Involutionen
zweiten und dritten Grades sich vorfinden und eine von ihnen
mit der von ABC im Gebilde erzeugten Involution gleichen
Grades identisch ist, so muf3 dasselbe, wie man leicht einsieht,
auch von der zweiten Involution gelten.

5. Sind der Punkt P und die Gerade p Pol und Polare in
bezug auf ABC, so sind dann und nur dann die von ABC um
P erzeugten Strahleninvolutionen (P)2 und (P)3 zu den auf p
erzeugten Punktinvolutionen (p)2 und (p)8derart perspektiv, daR
jedes der beiden von ABC direkt herrihrenden Tripel pApBpc
und PaPhFc von (P)3 bzw. (p)3 mit dem zum anderen Tripel
harmonischen, also mit dem in der Involution zweiten Grades
zum anderen zugepaarten Tripel inzidiert; und zwar inzidiert
jedes Element der ersteren beiden Tripel mit demjenigen Elemente,
welches in der Involution zweiten Grades zu dem dem ersteren
Elemente dual gegenuberstehenden zugepaart ist, so dal pA, pB,
pc, Pa’ Pm Pc cer Reihe nach durch Pa P',, Pn Pa, Ph Pc
gehen)).

6. Um einen auf einer Auf einer durch eine Ecke
Seite von A B C liegenden, aber von AB C gehenden, aber von
von den Ecken verschiedenen den Seiten verschiedenen Ge-
Punkt raden
wird von ABC nur eine parabolische Involution erzeugt,
in welcher allen Strahlen die in welcher allen Punkten die
durch den Punkt gehende Seite auf der Geraden liegende Ecke
zugeordnet ist. zugeordnet ist.

Denn in diesem Falle sind zwei der drei durch den Punkt
gehenden Ecktransversalen von ABC in der Seite zusammen-
gefallen bzw. zwei der drei Schnittpunkte der Geraden mit den
Seiten von A B C in der Ecke.

D Siehe meine Dissertation, Nr.5, S. 15.
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Die beiden von ABC
um einen seiner Ecken | auf einer seiner Seiten

erzeugten Involutionen zweiten und dritten Grades sind in der
Weise unbestimmt, da

jede beliebige durch diese Ecke jeder beliebige auf dieser Seite
gehende Gerade zusammen mit liegende Punkt zusammen mit
den beiden Seiten als die drei den beiden Ecken als die drei
durch diesen Punkt (Ecke) Schnittpunkte dieser Geraden
gehenden Ecktransversalen von (Seite) mit den Seiten von
ABC ABC

und somit als die die ternédre zyklische Projektivitdt und die beiden
aus dieser hervorgehenden Involutionen bestimmenden angesehen
werden konnen.

§2.

7. Die beiden von ABC um einen auf keiner Dreieck-
seite liegenden Punkt P erzeugten Strahleninvolutionen (P)2
(P)3 induzieren nun in dem Polarkegelschnitt p2 von P, weil der
Buschel der Polaren um P zu der Punktreihe der Pole auf p2
projektiv ist (Nr.2), zwei ebenso wie (P)2 und (P)3 untereinander
verbundene Punktinvolutionen (p22 und (p23, in welchen die
Gruppen aus je den Polen* der in (P)2 bzw. (P)3 Gruppen
bildenden Strahlen gebildet werden und welche Punktinvolutionen,
weil die Pole der drei durch P gehenden Ecktransversalen pA,
pB pc die Ecken A, P, C sind, aus der terndren zyklischen Pro-
jektivitat

ABCT\BCA
auf p2 hervorgehen ebenso wie (P)2 und (P)3 aus

Pa PbPc KPb PcPam
Dual induzieren die beiden Punktinvolutionen (p)2 und (p)3 deren
Trager die Polare p von P ist, im Polarkegelschnitt P2 von p
zwei Tangenteninvolutionen (P22 und (P23 welche letztere aus
der ternédren zyklischen Projektivitat

ahcTxbca

*) Hier und Uberall im Folgenden, wo von Pol und Polare schlechthin
die Rede ist, sollen die in bezug auf das Dreieck ABC zugehorigen ver-
standen werden.
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hervorgehen und deren Gruppen aus je den Polaren der in (p)2
bzw. in (p)3 Gruppen bildenden Punkte gebildet werden.

Von den beiden ein Punktepaar in (p22 bildenden Polen
des Straldenpaares pAp'A von (P)2 ist der eine, ndmlich der Pol
von pA die auf diesem liegende Ecke A und der andere, nédmlich
der Pol von pA mui3, weil pAvon pA durch pB und pc, also durch
die Ecken B und C harmonisch getrennt ist, einer der auf pA
liegenden Punkte und also der zweite Schnittpunkt von pA mit
p2 sein; somit ist pA die Yerbindungsgerade dieses Punkte-
paares von (p22 Ebenso ist pB die Verbindungsgerade desjenigen
Punktepaares von (p22 welches von den Polen des Strahlenpaares
pBpB von (P)2 gebildet wird. Mithin ist P, der Schnittpunkt von
px und pB, das Zentrum und p, die in bezug auf ABC und p2 ge-
meinsame Polare von P (Nr. 2), die Achse der induzierten Punkt-
involution (p22 Dual sind P und p Zentrum und Achse auch
der induzierten Tangenteninvolution (P22

Hieraus erhellt:

Die  Verbindungsgerade
der Pole zweier Geraden,
welche letztere in der von
ABC um ihren Schnitt-
punkt P erzeugten Strahlen-
involution (P)2 einander zu-
gepaart sind, geht durch P;
und umgekehrt.

Oder mit anderen Worten:

Der Schnittpunkt der Po-
laren zweier Punkte, welche
letztere indervon AB C auf
ihrer Verbindungsgeraden p
erzeugten Punktinvolution
(p)2einander zugepaart sind,
liegt auf p; und umgekehrt.

Satz 1. Charakteristisch fur die vom Dreieck ABC

um einen Punkt P erzeugte
Strahleninvolution (P)2 ist,
daB3 in ihr je zwei Strahlen,
deren Pole mit P in einer
Geraden liegen, einander
zugepaart sind und da3 die
Pole eines solchen Strahlen-
paares ihrerseits in der von
A B C aufihrerVerbindungs-
geraden erzeugten Punkt-

auf einer Geraden p erzeugte
Punktinvolution (p)2 ist,
dal3 in ihr je zwei Punkte,
deren Polaren mit p durch
einen Punkt gehen, einander
zugepaart sind und dal3 die
Polaren einessolchenPunkte-
paares ihrerseits in der von
ABC um ihren Schnittpunkt
erzeugten Strahlen-

involution zweiten Grades ein Paar bilden.
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Der erste Teil dieses Satzes links ist nur eine Wiederholung
des vorhergehenden links und der zweite Teil folgt aus der Um-
kehrung des vorhergehenden rechts; denn die Verbindungsgerade der
Pole der ein Paar in (P)2 bildenden Strahlen geht durch den
Schnittpunkt P der letzteren und somit schneiden sich die letztere,
die Polaren, auf der Verbindungsgeraden ihrer Pole.

Der vorstehende Satz bleibt auch dann richtig, wenn der
Punkt P auf einer Seite von ABC liegt bzw. rechts, wenn die
Gerade p durch eine Ecke geht. Denn in der von ABC um
einen solchen Punkt P erzeugten parabolischen Strahleninvolution
ist jedem Strahle jene Seite zugepaart, ferner kann in diesem
Falle P als Pol jener Seite angesehen werden (Nr. 1), und endlich
mul3 dann der Pol jeder durch P gehenden Geraden, weil er von
P, dem Schnittpunkte seiner Polare mit jener Seite von AB C,
durch die beiden anderen Seiten harmonisch getrennt ist (Nr. 1),
zu P zugepaart sein in der von ABC auf der Geraden, die ihn
mit P verbindet, erzeugten Punktinvolution zweiten Grades (Nr. 4).

8. Wir wollen nun die durch P gehende Gerade, welche die
Pole eines Strahlenpaares von (P)2 verbindet, und den auf p
liegenden Punkt, in welchem die Polaren eines Punktepaares von
(p)2 sich schneiden, den Repréasentanten jenes Strahlen-
paares bzw. den Reprdsentanten dieses Punktepaares
nennen.

Nunmehr gilt der

Satz 2. Die von ABC in einem Gebilde erster Stufe
erzeugte Involution zweiten Grades ist zum Gebilde der

Reprédsentanten (welches letztere Gebilde mit dem ersteren

konjektiv ist) projektiv, so dal jedem Paare sein Reprdsen-

tant entspricht.

Denn eine Involution zweiten Grades wird bekanntlich da-
durch projektiv bezogen, dal man die irgendeinem festen Ele-
mente des Trégers der Involution in bezug auf die Paare derselben
zugeordneten vierten harmonischen Elemente projektiv bezieht.
Nun ist der Buschel erster Ordnung um P, welcher von dem einem
festen Strahl gi von P in bezug auf ein bewegliches Strahlenpaar
{x9x von (-P)2 zugeordneten vierten harmonischen Strahl g be-
schrieben wird, wenn das Paar gxgx die Involution (P)2 durchlduft,
zu der Punktreihe auf dem Polarkegelschnitt p2 von P, welche
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von dem Pole G von <, also von dem auf p2 dem festen Pole Gi
von (ji in bezug auf das von den Polen des beweglichen Strahlen-
paares gebildete und die induzierte Involution (p22 durchlaufende
Punktepaar GXGX zugeordneten vierten harmonischen Punkte G
beschrieben wird, projektiv. Diese Punktreihe auf p2 wird aber
von dem auf p2 liegenden Pole Gi aus durch einen Strahlenbischel
projiziert, welcher zu demjenigen Blischel um P projektiv ist, der
von der das bewegliche Punktepaar GXGX verbindenden Geraden
beschrieben wird; denn je zwei entsprechende Strahlen in diesen
Bischeln missen, weil sie den Kegelschnitt p2in vier harmonischen
Punkten schneiden, in bezug auf p2 konjugiert sein. Mithin sind
auch der erste und letzte Buschel um P, namlich der von dem
zu gi in bezug auf das bewegliche Strahlenpaar gxgx zugeordneten
vierten harmonischen g beschriebene und der von der die Pole Gx
und GXx desselben Strahlenpaares gxgx verbindenden Geraden be-
schriebene projektiv; womit der vorstehende Satz bewiesen ist.

9 Da die Pole eines Strahlenpaares von (P)2 mit P in einer
Geraden liegen (Satz 1) und die Polaren der auf einer Geraden
liegenden Punkte einen dem Dreieck A B C eingeschriebenen Kegel-
schnitt tangieren (Nr. 2), so folgt:

Zwei Gerade sind nur Zwei Punkte sind nur

dann in der von ABC um
ihren Schnittpunkt erzeug-
ten Involution zweiten Gra-
deseinander zugepaart, wenn
sie zusammen mit der Polare
ihres Schnittpunktes und den
Seiten von ABC sechs Tan-
genten eines und desselben
Kegelschnittes bilden.

dann in der von ABC auf
ihrer  Verbind ungsgeraden
erzeugten Involution zweiten
Grades einander zugepaart,
wenn sie zusammen mit
dem Pole ihrer Verbindungs-
geraden und den Ecken von
ABC sechs Punkte eines
und desselbenKegelschnittes
bilden.

10. Die in dem Polarkegelschnitt p2 von P (wo P ein auf
keiner Seite von ABC liegender Punkt ist) induzierte Punkt-
involution (p22 wird nun aus jedem Punkte von p2auf ihre Achse,
die Polare p von P (Nr. 7), in die von p2und AB C aufp erzeugte
Involution (p)2 (Nr. 2) projiziert. Mithin wird auch die induzierte
Punktinvolution (p23 aus jedem Punkte von p2 auf p in (p)3 pro-
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jiziert (nach Anmerkung in Nr. 4). Die Involutionen (p22 und (p23
welche aus der ternadren zyklischen Projektivitat

ABCABCA

auf p2hervorgehen, werden aber aus jedem Punkte O von p2 durch
die von ABC um diesen Punkt erzeugten Strahleninvolutionen
(CnN2 und (Cr)3, welche letztere aus der ternaren zyklischen Pro-
jektivitat
GA,GB,GC AGB,GC,GA

hervorgehen, projiziert. Demnach sind die von ABC um einen
Punkt von p2 erzeugten Strahleninvolutionen zweiten und dritten
Grades zu (p)2 und (p)3 perspektiv.

Soll nun eine und folglich jede der beiden von ABC um
einen nicht auf p2 liegenden Punkt 1\ erzeugten Strahleninvolu-
tionen (PX)2 und (P”3 zu (p)2 bzw. (p)3 perspektiv sein, so wird
I\ auf keiner Seite von ABC liegen konnen; da sonst seine
Strahleninvolution parabolisch ware und zu den Punktinvolutionen
auf p nicht perspektiv sein kénnte. 1\ wird aber auch nicht auf
einer der Tangenten von p2in den Eckpunkten A,B, C liegen kénnen.
Denn wére etwa PXA die Tangente von p2in A, so mufite B1A
durch den Schnittpunkt (pa) = Pagehen (Nr. 2) und mithin, weil
Pa, PG Pcin (p)3 und P*A, P/B, PXC in der (nach Annahme)
zu (p)3 Perspektiven (Pj)3 je ein Tripel bilden und P 1 auf keiner
Seite liegt, PIB durch Phund P1C durch Pc und es gingen also
die drei Tangenten APa BPh CPcvon p2durch den einen Punkt
Pu was unmdglich ist. Wird nun G der zweite Schnittpunkt von
PXA mit p2sein (wo Cr, wie wir eben sahen, von A, B, C ver-
schieden sein wird), so wird, wenn X, ', Z der Reihe nach die
Schnittpunkte von p mit PjA, PxB, P1C sind und mithin (weil
(Pj)3 zu (p)3 perspektiv ist) ein Tripel in (p)3bilden, GB durch Z
und G C durch Y gehen. Denn G liegt auf p2 und mithin muB,
wie wir sahen, (Cr)3 zu (p)3 perspektiv sein; es inzidiert also das
Tripel GA, CrP, GC von (Cr)3, weil GA = PXA durch X geht,
mit dem Tripel XY Z von (p)3 und GB geht durch Z und GC
durch Y. Demnach gehen im vollstindigen Vierecke P1GBC
P1B und GC durch I, P1C und GB durch X, PxG durch X und
BC durch P (( folglich ist Pavon X durch Y und Z harmonisch
getrennt und Pa ist also zu X zugepaart in (p)2 (Nr. 4); mithin
X & Po (wo Po der zu Pa zugepaarte Punkt in (p)2ist). Der Punkt
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P1 wird also auf AP'a liegen missen, da P; £ X € (PXA, p). In
analoger Weise kann man zeigen, dal Px auch auf BPi und CPO
liegen wird (wo Pi und Pi die zu Pb und Pc zugepaarten Punkte
in (p)2 sind). Nun ist aber der Schnittpunkt der drei Ecktrans-
versalen APg BPh CPi der Pol P von p (Nr.5); mithin wird
der nicht auf p2 liegende Punkt P1 kein anderer als der Pol P
von p sein.
Wir haben demnach:
Satz 3. Die vom Dreieck ABC

um einen Punkt P erzeugten
Strahleninvolutionen  (P)2

auf einer Geraden p erzeug-
ten Punktinvolutionen (p)2

und (P)3sind auler zu den
von ABC auf der Polare p
von P erzeugten Punktin-

und (p)3 sind aufRer zu den
von ABC um den Pol P
von p erzeugten Strahlen-

volutionen (p)2 und (p)3 involutionen (P)2 und (P)3

zu welchen sie in der besonderen oben (Nr.d) angegebenen
Weise perspektiv sind, nur noch zu den von ABC

auf den samtlichen Tangen- um die samtlichen Punkte G
ten g des Polarkegelschnittes des Polarkegelschnittes p2
P2 von p (Nr. 2) erzeugten von P (Nr. 2) erzeugten
Punktinvolutionen (g)2 und Strahleninvolutionen  (G)2
()3 perspektiv. und (6r)3 perspektiv.

Dieser Satz bleibt auch dann richtig, wenn der Punkt P auf
einer Seite von ABC liegt, bzw. wenn rechts die Gerade p durch
eine Ecke von ABC geht. Denn liegt P etwa auf der Seite
a = BC, so ist a die Polare von P und die Tangenten des Polar-
kegelschnittes von a sind die durch B oder C gehenden Geraden
(Nr. 2); alsdann liegen die Doppelpunkte einer jeden der von ABC
auf diesen Geraden erzeugten parabolischen Involutionen in B
bzw. in C vereinigt (Nr. 6) und die Doppelstrahlen der von ABC
um P erzeugten parabolischen Involutionen in a; mithin ist die
letztere Involution zu allen ersteren perspektiv.

11. Wir wollen fur den Satz 3 noch einen zweiten Beweis
geben, der uns zugleich eine Beziehung zwischen Pol und Polare
und den zugehorigen Polarkegelschnitten hinsichtlich des durch
ABC in Gebilden erster Stufe festgelegten Sinnes (Ende dieser
Nummer) erschlieRen wird.

Berliner, Habilitationsschrift. 2
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Ist p eine durch keine Ecke von ABC gehende Gerade, sind
XYZ und TUV irgend zwei Tripel in (p)3 und ist der Sinn
XY Z zum Sinne TUV entgegengesetzt, so werden diese Tripel
aus einem Punkte R, aus dem (p)2 durch eine rechtwinklige
Strahleninvolution und (p)3 durch eine Involution der regel-
maRigen Dreistrahlen projiziert werden (Nr. 4), auf drei Arten
durch drei Paare je einer symmetrischen Strahleninvolution pro-
jiziert und zwar durch:

R{XT, YU, zV), R(XII, YV, ZT), R(XV, YT, zU),
die Doppelstrahlen dieser drei symmetrischen Involutionen sind
nadmlich die zueinander rechtwinkligen Halbierungsgeraden der
von bzw. 1iX und HT, RX und RU, RX und RV gebildeten
Winkel. Weil nun in jeder dieser drei symmetrischen Strahlen-
involutionen um R die (imagindren) Doppelstrahlen der recht-
winkligen Strahleninvolution um R, welche Doppelstrahlen die
(imagindren) Doppelpunkte von (p)2 projizieren, ein Paar bilden,
so mussen

XT, YU, ZV wund ebenso XU,YV,ZT und XV,YT,ZU

drei Punktepaare je einer solchen hyperbolischen Involution auf p
sein, in der die (imaginaren) Doppelpunkte von (p)2 ein Paar
bilden, also drei Punktepaare je einer auf (p)2 sich stitzenden
hyperbolischen Involution. Dagegen konnen die drei Punktepaare

XT,YV,ZU und ebenso XU,YT,ZV und XV,YU,ZT

nicht in Involution sein, wenn TbV nicht gerade das zu XY Z
harmonische Tripel ist; ist aber dies der Fall und ist etwa T
der zu X zugeordnete vierte harmonische Punkt in bezug auf Y
und Z, so sind dann die drei Punktepaare XT, YV, ZU (nicht
aber XU, YT, ZV und XV, YU, ZT) in Involution, und zwar in
der Involution (p)2 Denn solche drei Punktepaare werden von R
aus durch einen konstanten Winkel projiziert und die beiden
Schenkel eines um seinen Scheitel sich drehenden konstanten
Winkels bilden nur dann eine Involution, wenn der konstante
Winkel ein rechter ist; das letztere tritt aber nur dann ein,
wenn das Tripel TUV aus den in (p)2zu X, Y, Z zugepaarten
Punkten besteht, wenn also (Nr. 4) das Tripel TUV das zu XY Z
harmonische ist.

Das Namliche gilt von der zu (p)3 Perspektiven Involution (P)3
(Nr. d).
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Nun sei XY Z irgendein Tripel von (p)3 dessen Sinn zu dem
Sinne des von den drei Schnittpunkten von p mit den Dreieck-
seiten a, b, ¢ gebildeten Tripels PaPbPc entgegengesetzt ist, so
sind, wie wir eben sahen, PrtX, P&T, P(Z drei Punktepaare einer
hyperbolischen Involution (1) auf p, in der die imaginaren Doppel-
punkte von (p)2, also (Nr. 2) die imagindren Schnittpunkte von p
mit dem Polarkegelschnitt p 2von P, dem Pole von p, ein Paar bilden.
Folglich muf3 durch den Schnittpunkt G der beiden Ecktransver-
salen AX und BY auch die Ecktransversale CZ gehen und jener
Punkt G muB auf dem Polarkegelschnitt p2 liegen. Denn das voll-
standige Viereck AB CG, in welchem BC und AG durch Pa und
X, CA und BG durch Pbund Y gehen, schneidet in p die In-
volution (1) ein und CG mufB also, weil AB durch Pc geht, durch
den zu Pc zugepaarten Punkt Z in (/) gehen; ferner mufl3 der
Polarkegelschnitt p2 der durch A, B, C geht und aufRerdem noch
durch ein Punktepaar in der von AB CG inp eingeschnittenen
Involution (1), n&mlich durch das von den imagindren Doppel-
punkten von (p)2 gebildete Paar, auch durch die vierte Ecke G
des Vierecks ABCG gehen. Die Ecktransversalen BZ und CY
aber schneiden sich nicht auf AX, wenn X mit dem zu Pa zu-
gepaarten Punkte P[, in (p)2 nicht zusammenfallt; denn sonst
miBten auch PaX, PbZ, PCY als Schnittpunkte von p mit den
Gegenseitenpaaren des von A, B, C und dem gemeinsamen Schnitt-
punkte der drei Ecktransversalen AX, BZ, CY gebildeten Vier-
ecks drei Punktepaare einer Involution bilden, was aber unmdglich
ist, da die Sinne PaPhPcund XZY miteinander Ubereinstimmen.
Fallt aber X mit P'nund mithin (nach Nr. 4) Y mit P’cund Z mit
P'b zusammen, so schneiden sich auf AX = AP'( auRer BY & BPo,
und CZ= CP{, welche im zweiten Schnittpunkte von AP'a mit p2
sich schneiden, noch BZ = BPI, und CY & CP'., welche letztere in
dem auf AP'a liegenden Pole P von p sich schneiden (Nr. 5).

Wenn nun X die ganze Gerade p durchlduft, so liegt auf AX
je ein und, solange X mit P'anicht zusammenfallt, nur ein solcher
Punkt, nédmlich der zweite Schnittpunkt G von AX mit p2, von
welchem aus durch die drei Ecktransversalen GA, GB, GC ein
Tripel in (p)3 projiziert wird (welches Tripel kein anderes als das
X enthaltende sein kann); kommt aber X nach P'g so gibt es auf
A X = AP'a noch einen zweiten solchen Punkt, ndmlich den Pol P
von p. Die von ABC um einen solchen Punkt und nur um einen

2+
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solchen erzeugten Involutionen sind zu (p)2 bzw. (p)3 perspektiv;
denn nur dann ist die von der terndren zyklischen Projektivitati
welche von ABC um den Punkt erzeugt wird, in p eingeschnittene
Projektivitat mit der von ABC auf p erzeugten ternaren zyklischen
Projektivitat, welche mit der eingeschnittenen einen Zyklus ge-
mein hat, identisch und mithin sind auch die aus der in p ein-
geschnittenen Projektivitat hervorgehenden Involutionen mit (p)2
bzw. (p)3 identisch. Hiermit ist der Satz 3 nochmals bewiesen.

Zugleich ergibt sich hieraus, wenn wir den Sinn Xyz in einem
Bischel erster Ordnung und den Sinn T W auf einer Geraden p
als Ubereinstimmend oder entgegengesetzt ansehen, je nachdem
der Sinn der Spuren p(xyz) mit dem Sinne TUV auf p Uberein-
stimmt oder nichtl):

Verstehen wir unter dem durch ABC

um einen auf keiner Seite auf einer durch keine Ecke
desselben liegenden Punkt P desselben  gehenden  Ge-
raden p
festgelegten Sinn denjenigen, welcher durch
PaPbPc=P(AB C) | PaPbPc=p(abc)

bestimmt wird, so stimmen die beiden durch ABC um den
Pol P und auf seiner Polare p festgelegten Sinne Uberein,
dagegen sind die beiden durch ABC

um P und auf irgendeiner auf p und um irgendeinen
Tangente ¢ des Polarkegel- Punkt 6r des Polarkegel-
schnitts P 2 seiner Polare p schnitts p2ihres Poles P fest-
festgelegten Sinne entgegen- gelegten Sinne entgegensetzt.
setzt.

§ 3.
12. Wie wir sahen (Nr. 10), werden die beiden Involutionen

(p)3 und (p23 von irgendeinem auf p2 liegenden Punkte aus
ineinander projiziert und, wie aus Nr. 11 hervorgeht, werden die
Projektionen der Punkte eines Tripels in (p23 dessen Sinn mit
dem Sinne ABC auf p2 Ubereinstimmt, von irgendeinem auf p2
liegenden Punkte aus auf p ein solches Tripel in (p)3 bilden,
dessen Sinn zum Sinne P aP&P c entgegengesetzt ist.

0 Siehe v. Staudt, Beitrage zur Geometrie der Lage, Nr. 48, S. 30.
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Sind nun GiGkGi und GqGrGs irgend zwei Tripel in (p23
deren Sinne mit dem Sinne ABC auf p2 Ubereinstimmen und
werden 6rt, 6ric Gt von Gq aus auf p der Reihe nach in X, Y, Z
projiziert, welche letztere Punkte also ein zu PaP&Pc entgegen-
gesetzten Sinn habendes Tripel in (p)3 bilden, so muR, weil auch
Gg 60> Gavon G( aus auf p in ein ebensolches Tripel von (p)3
projiziert werden, welches letzte Tripel X enthédlt und mithin
mit XY Z identisch ist auch dem Sinne nach, GiGr durch Y
und Gi Gs durch Z gehen. Aus demselben Grunde mussen GKGr
durch Z, GKGs durch X, GtGr durch X und GtGs durch Y
gehen. Es gehen also Gi Gg GKGs, Gi Gr durch X, Gi Gn GkGq
Gi Gs durch Y und Gi G, GkGr, Gi Gq durch Z.

Nun missen in den p2 eingeschriebenen vollstdandigen Vier-
ecken Gi GgGKkGs und G{GqGi Gn deren einer Diagonalpunkt X
ist, die je beiden andern Diagonalpunkte auf der Polare von X
in bezug auf p2 liegen; es ist also die Verbindungsgerade der
beiden Schnittpunkte (GiGk GqGs) und (GiGt, GqGr), welche
Gerade keine andere als die Achse der beiden Perspektiven
Dreiecke GtGKkGi und GqGsGn die X zum Zentrum haben, ist,
die Polare von X in bezug auf p2 Weil aber der Pol P von p
in bezug auf das Grunddreieck A B C zugleich auch Pol von p
in bezug auf die Polarkegelschnitte p2 von P und P 2 von p ist
und die Involutionen der in bezug auf p2 und P2 konjugierten
Elemente um P und auf p mit (P)2 und (p)2 identisch sind
(Nr.2) und also die Polare eines auf p liegenden Punktes durch
den in (p)2 zu diesem Punkte zugepaarten Punkt und P geht, so
mul3 die Achse der beiden Perspektiven, X zum Zentrum haben-
den Dreiecke GiGkGt und GqGsGr, welche Achse zugleich
Polare des auf p liegenden Zentrums X in bezug auf p2 und
mithin auch in bezug auf P 2 ist, durch P gehen und von X
durch Y und Z harmonisch getrennt sein (nach Nr. 4). Mithin:

Satz 4. Zwei Dreiecke, deren

Ecken je ein Tripel in der im
Polarkegelschnitt p2 von P
(wo P ein auf keiner Seite
des Grunddreiecks ABC
liegender Punkt ist) indu-
zierten Punktinvolution (p23

Seiten je ein Tripel in derim
Polarkegelschnitt P 2 von p
(wo p eine durch keine Ecke
des Grunddreiecks AB C ge-
hende Gerade ist) induzierten
Tangenteninvolution (P 23
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bilden, liegen auf drei Arten perspektiv; dabei sind in allen
drei Arten die Sinne der beiden Tripel, von denen das eine
von den

Ecken | Seiten
des einen Dreiecks gebildet wird und das andere von den
homologen

Ecken | Seiten

im zweiten Dreieck, auf dem Polarkegelschnitt einander ent-
gegengesetzt. Die drei Perspektivitdtszentren dieser beiden
Dreiecke bilden ein Tripel in (p)3 und die drei Perspek-
tivitatsachsen derselben Dreiecke ein Tripel in (P)3 (wo P
und p Pol und Polare in bezug auf das Grunddreieck ABC
sind); und zwar sind diese beiden Tripel zueinander harmo-
nisch, so dal3 jedes Zentrum von der entsprechenden Achse
durch die beiden andern Zentren harmonisch getrennt ist.
Jedes der drei Perspektivitatszentren ist der Pol der ent-
sprechenden Perspektivitatsachse in bezug auf die beiden
Polarkegelschnitte p2 von P und P 2 von p.

Zusatz. Die beiden im vorstehenden Satze genannten
Dreiecke liegen nur dann noch auf eine vierte Art perspektiv,
wenn die beiden aus ihren
Ecken gebildeten Tripel in Seiten gebildeten Tripel in

(P23 (P23
zueinander harmonisch sind. Alsdann werden P und p, die
Pol und Polare sind, das vierte Zentrum und die vierte
Achse sein, und in der vierten Art werden die Sinne der
beiden Tripel, von denen das eine von den Elementen des
einen Dreiecks gebildet wird und das andere von den
homologen Elementen in dem zweiten Dreieck, auf dem
Polarkegelschnitt miteinander Ubereinstimmen.

Denn jede Perspektivitadtsart dieser beiden Dreiecke liefert

eine Involution auf p2, ndmlich diejenige, deren Zentrum und
Achse das Zentrum und die Achse der beiden Perspektiven
Dreiecke sind und in welcher Involution die homologen Ficken
in diesen Dreiecken drei Punktepaare bilden. Die Elemente
zweier Tripel in (p)3 oder in (P)3 (Nr. 11) und mithin auch die
Elemente zweier Tripel in der durch (p)3 oder (P)3 induzierten
(P23 bzw. (p23 bilden aber nur dann auf vier Arten drei
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Punktepaare je einer Involution, wenn die Tripel zueinander
harmonisch sind, und alsdann ist (p)2 oder (P)2 bzw. (P22 oder
(p22 die Involution der vierten Art. Nun haben (P22 und (p22
P zum Involutionszentrum und p zur Involutionsachse (Nr.7);
ferner muissen zwei Tripel in (p23 oder (2J2)3, von denen jedes
aus den zu den Elementen des zweiten zugepaarten Elementen
in der elliptischen Involution (p22 bzw. (P22 gebildet wird, den
namlichen Sinn auf p2 bzw. um P 2 haben, ebenso wie zwei solche

Tripel in (P)3 bzw. (p)3 den ndmlichen Sinn um P bzw. auf p
haben (Nr. 4).

13. Wie wir sahen (Nr. 12), gehen durch den Schnittpunkt X
von p mit der 6rt und Gq verbindenden Geraden (wo 6r, und Gq
irgend zwei Punkte des Polarkegelschnitts p2von P, dem Pole
von p, sind) auch die beiden Gk mit Gsund Gi mit Gr verbinden-
den Geraden (wobei G{GkGi und GqGrGs zwei Tripel in (p23
bilden und der Sinn des erstem mit dem letztem uberein-
stimmt); mithin mussen die drei Geraden, welche irgendeinen
auf p liegenden Punkt mit den Punkten irgendeines Tripels von
(p23 verbinden, von p2 auch zum zweitenmal in den Punkten
eines Tripels von (p23 geschnitten werden. Also:

Satz &. Liegt ein Dreieck, welches

p2 eingeschrieben ist, zu P 2umschrieben ist, zu einem

einem zweiten Dreieck, des- zweiten Dreieck, dessen Sei-

sen Ecken ein Tripel in (p23 ten ein Tripel in (P23

bilden, perspektiv und liegt das Zentrum dieser Perspektiven

Dreiecke auf p oder geht die Achse derselben durch P, so

bilden auch die

Ecken des erstem Dreiecks Seiten des erstem Dreiecks

ein Tripel in (p23 ein Tripel in (P 23

Die Richtigkeit hiervon im Falle, dal links die Perspektivi-
tatsachse durch P geht, ergibt sich aus der Bemerkung, daf
dann das Perspektivitdtszentrum, welches, wie wir sahen (Nr. 12),
der Pol der Perspektivitatsachse in bezug auf p2 ist, auf der in
bezug auf p2 und das Grunddreieck A B C gemeinsamen Polare p
von P (Nr.2) liegt.

14. Nach Satz 4 liegt das von irgendeinem Tripel in (p2:
gebildete Dreieck Gi GKGi zum Grunddreieck A B C, dessen Ecken
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ebenfalls ein Tripel in (p23 bilden, auf drei Arten perspektiv
und die drei Perspektivitdtsachsen bilden ein Tripel in (P)3 Diese
drei Achsen gehen aber durch die drei Schnittpunkte einer jeden
der Seiten von GXGKGi mit den Seiten von ABC, welche Schnitt-
punkte ein Tripel in der von ABC auf jener Seite von GXGkGx
erzeugten Involution dritten Grades bilden. Mithin sind die von
ABC auf den Seiten von GXGKkGx erzeugten Involutionen dritten
Grades zu (P)3 perspektiv, und diese Seiten von Gi GKGx welche
von der ganz auf3erhalb p2 liegenden Polare p von P verschieden
sind, missen also (nach Satz 3) Tangenten am Polarkegelschnitt
P2 von p sein und folglich (nach Satz 5) ein Tripel in der
Tangenteninvolution (P 23 bilden; da das nunmehr P 2 umschrie-
bene Dreieck GXGkGx zu dem Grunddreieck A B C, dessen Seiten
ein Tripel in (P 2)3 bilden, in der Weise perspektiv liegt, dal3 die
Achse durch P geht. Also:

Satz 6. Bilden die Ecken eines Dreiecks ein Tripel in
der im Polarkegelschnitt p2 von P induzierten Punktinvo-
lution (p23, so bilden die Seiten desselben Dreiecks ein
Tripel in der im Polarkegelschnitt P 2 der Polare p von P
induzierten Tangenteninvolution (P 23; und umgekehrt.

Die Umkehrung des vorstehenden Satzes steht dem direkten
dual gegentber.

Hieraus folgt weiter:

Satz 7. Ist ein Dreieck p2 einge- und zugleich P 2 um-
schrieben, so bilden seine Ecken und Seiten je ein Tripel
in (p23 bzw. (P23
Denn ist etwa Gxeiner seiner Ecken, so bildet das Tripel

GjGKkGi von (p23, wie wir eben sahen, ein P 2 umschriebenes
Dreieck, welches mit dem gegebenen identisch sein muf3, da durch
Gi nur zwei Tangenten an P 2 gehen.

15. Weil die Geraden, die einen auf p liegenden Punkt mit
den Punkten eines Tripels in (p23 verbinden, von p2 zum zweiten-
mal ebenfalls in den Punkten eines Tripels von (p28 geschnitten
werden (Nr. 13), so muf3 die zwei Punkte eines Tripels in (p23
verbindende Gerade durch den Schnittpunkt von p mit der
Tangente an p2 im dritten Punkte des namlichen Tripels gehen.
Dual mu3 die P mit dem Schnittpunkte zweier Tangenten eines
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Tripels von (P23 verbindende Gerade durch den BerUhrungs-
punkt der dritten Tangente des namlichen Tripels gehen.

Die drei Punkte, in denen die Seiten eines von einem Tripel
in Qi23 gebildeten Dreiecks Gi Gk 6rt von den Tangenten an p2
in den gegenilberliegenden Eckpunkten geschnitten werden, liegen
also auf p, und ihre drei Polaren in bezug auf p2, welche bzw.
von den drei Punkten durch je zwei Eckpunkte von Gi Gk Gi har-
monisch getrennt sind, missen durch je den dritten Eckpunkt
und durch P, den Pol von p auch in bezug auf p2, gehen; mit-
hin sind P und p Pol und Polare auch in bezug auf das Dreieck
GtGKkGi. Der Polarkegelschnitt von P in bezug auf das Dreieck
Gi GKGh welcher Kegelschnitt diesem Dreieck umschrieben sein
muf und dessen Tangenten in den Eckpunkten desselben Dreiecks
von den gegenuberliegenden Seiten in den drei auf 23 der Polare
von P auch in bezug auf dasselbe Dreieck, liegenden Punkten
geschnitten werden missen (Nr.2), ist mit p2 identisch. Dual
mul3 der Polarkegelschnitt von p in bezug auf das Dreieck
Gi Gk Gi, dessen Seiten ein Tripel in (P 23 bilden, mit P 2 identisch
sein. Die vom Dreieck Gi GKGi um P und auf p erzeugten In-
volutionen zweiten Grades sind nun mit den Involutionen der in
bezug auf p2, den Polarkegelschnitt von P auch in bezug auf
das Dreieck GiGkGi, konjugierten Elemente und also mit den
vom Grunddreieck ABC um P und auf p erzeugten (P)2 und
(p)2identisch (nach Nr. 2), und mithin sind auch die von GiGKkGi
um P und auf p erzeugten Involutionen dritten Grades mit den
von ABC um P und auf p erzeugten (P)3 und (p)3 identisch
(Anmerkung in Nr.4). Nunmehr mussen die von GiGKkGi um
die samtlichen auf p2, dem Polarkegelschnitt von P auch in
bezug auf Gi Gk Gi, liegenden Punkte und auf den sédmtlichen
Tangenten an P 2, dem Polarkegelschnitt von p auch in bezug
auf Gi GKGi, erzeugten Involutionen zweiten und dritten Grades,
welche zu (p)2 und (p)3 bzw. zu (P)2 und (P)3 perspektiv sind
(Satz 3), mit den vom Grunddreieck ABC erzeugten identisch
sein. Ferner mussen die in bezug auf GiGKGi in p2 und P 2 in-
duzierten Involutionen dritten Grades, welche ebenso wie (p23
und (P23 von den Zyklen je einer terndren zyklischen Projekti-
vitdt gebildet werden, mit (p23 und (P 23 identisch sein, da sie
mit diesen je ein Tripel gemein haben, namlich das von den
Ecken bzw. Seiten von Gi GKGt gebildete; mithin missen auch
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die in bezug auf Q, 6rkCri in p2 und P2 induzierten Involutionen
zweiten Grades mit (p22 und (P 22 identisch sein. Wir haben also:

Satz 8 In bezug auf jedes Dreieck, dessen Ecken und
Seiten je ein Tripel in (p23 bzw. in (P23 bilden, sind P
und p Pol und Polare, p2 und P 2 die Polarkegelschnitte
von P und p. Die um P und um jeden Punkt von p2
auf p und auf jeder Tangente von P 2 von einem solchen
Dreieck erzeugten Involutionen zweiten und dritten Grades
sind mit den vom Grunddreieck ABC erzeugten identisch;
und die in bezug auf ein solches Dreieck in p2 und P2
induzierten Involutionen zweiten und dritten Grades sind
mit den in bezug auf ABC induzierten (p22 und (p23
bzw. (P22 und (P 23 identisch.

16. Eine Umkehrung des vorstehenden Satzes ist im
genden Satze enthalten.

Satz 0. Die Ecken und Seiten eines Dreiecks, in bezug
auf welches der Polarkegelschnitt

von P p2 ist, | von p P 2 ist,

bilden je ein Tripel in (p23 bzw. in (P23 Dasselbe gilt von
den Ecken und Seiten eines Dreiecks, welches

p2 eingeschrieben ist und P 2 umschrieben ist und
von welchem auf p eine von welchem um P eine
mit (p)2 mit (P)2
identische Involution erzeugt wird, oder welches

p 2 eingeschrieben | P 2 umschrieben

ist und in bezug auf welches P und p Pol und Polare sind.

Beweis. Die drei Verbindungsgeraden von P mit den Ecken
eines Dreiecks, welches um P und auf p dieselben Involutionen
wie das Grunddreieck ABC erzeugt und in bezug auf welches P
und p Pol und Polare sind, und die drei Seiten desselben Drei-
ecks werden von p in zwei zueinander harmonischen Tripeln von
(p)3 geschnitten; und zwar geht jede Seite durch denjenigen
Punkt von p, welcher dem Schnittpunkte von p mit der Geraden,
welche letzte die Gegenecke mit P verbindet, zugepaart ist in
(p)2 (nach Nr. 5). Wenn also nur eine Ecke oder nur eine Seite
eines solchen Dreiecks gegeben ist, so ist dadurch das ganze

fol-
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Dreieck eindeutig bestimmt. Denn die Verbindungsgerade von P
mit jener Ecke, sie heiRe etwa B, liefert (durch ihren Schnitt-
punkt X' mit p) die beiden zueinander harmonischen Tripel
X'Y'Z' und XYZ in (p)3 wo XX', YY\ ZZ' drei Punktpaare
in (p)2 sind; die beiden durch jene Ecke li gehenden Seiten des
Dreiecks werden p in Y und Z treffen, die beiden anderen Ecken
des Dreiecks sind die Schnittpunkte von II'Y mit PZ' und von
BZ mit PY"'l). Ist also ein solches Dreieck p2 eingeschrieben
und etwa 6r, eine seiner Ecken, so muf3 dieses Dreieck von dem
Tripel G(GKGi in (p23 gebildet sein; denn es gibt nur ein ein-
ziges solches Dreieck, welches Gi zu einer seiner Ecken hat, und
Gi GKGi ist ein solches (Satz 8).

Nunmehr muf3 ein Dreieck, in bezug auf welches p2 der
Polarkegelschnitt von P ist, ein solches, p2 eingeschriebenes und
also von einem Tripel in (p23 gebildetes sein. In der lat muf3
das Dreieck, in bezug auf welches p2 der Polarkegelschnitt von P
ist, p2 eingeschrieben sein, und die Polare von P in bezug auf
dasselbe Dreieck muf3 dieselbe wie in bezug auf p2, also p sein,
und die von demselben Dreieck um P und auf p erzeugten
Involutionen zweiten und dritten Grades mussen, weil die des
zweiten Grades mit den Involutionen der in bezug auf p2 kon-
jugierten Elemente identisch sind, mit (P)2 und (P)? bzw. (p)2
und (p)3 identisch sein (Nr. 2).

Ferner mufd der Polarkegelschnitt von P in bezug auf ein
Dreieck, welches p2 eingeschrieben ist und welches auf p eine
mit (p)2 identische Involution erzeugt, oder welches p2 einge-
schrieben ist und in hezug auf welches P und p Pol und Polare
sind, mit p2 identisch sein; denn jener Polarkegelschnitt hat mit
p2 die Pickpunkte des Dreiecks gemein und aufRerdem noch die
beiden Doppelpunkte von (p)2 bzw. P und p zu Pol und Polare
(nach Nr. 2). Es missen also auch solche Dreiecke, wie die
letzt erwahnten, von je einem Tripel in (p23 gebildet sein.

17. Weil die drei Verbindungsgeraden eines Punktes
den Ecken eines Dreiecks ein Tripel in der von diesem Dreieck
um jenen Punkt erzeugten Involution dritten Grades bilden, so
folgt aus Satz 8:

*) Siehe meine Dissertation, IV. Abschnitt, Nr. 16.

mit
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Satz 10. Jedes Punkte-
tripel in (p23 wird von P
aus durch drei ein Tripel
in (P)3 bildende Strahlen
projiziert.

Umgekehrt, liegen auf
jedem Strahlentripel in (P)3
sechs Punkte von p2 die
zwei zueinander harmoni-
sche Tripel in (p23 und
zugleich drei ebenso wie
PaPai PbPb’ PcPc Narmo-
nich beschaffene Paare in
(p22 bilden.

Nr. 17,18,19

Jedes Tangenten-Tripel
in (P23 wird von p in drei
ein Tripel in (p)3 bildenden
Punkten geschnitten.

Umgekehrt, gehen durch
jedes Punktetripel in (p)3
sechs Tangenten an P 2 die
zwei zueinander harmoni-
sche Tripel in (P23 und
zugleich drei ebenso wie
P«P«, PbPi,, PcPc harmo-
nisch beschaffene Paare in
(P 22 bilden.

Die Umkehrung folgt aus dem direkten Satze und Nr. 4,
wenn man bemerkt, daR P das Zentrum der durch (P)2 in p2
induzierten Punktinvolution (p22 ist (Nr. 7).

18. Weil die Pole jedes Strahlentripels von (P)3ein Tripel
in der durch (P)3 in p2 induzierten Punktinvolution (p23 bilden,
so ergibt sich aus den Satzen 8 und 9:

Satz 11.
um einen Punkt P (wo P
auf keiner Seite von ABC
liegt) erzeugte Strahlen-
involution (P)3 ist, dal in
ihr die Tripel aus je drei

Charakteristisch flir die vom Dreieck ABC

auf einer Geraden p (wo p
durch keine Ecke von ABC
geht) erzeugte Punktinvo-
lution (p)3 ist, daB in ihr
die Tripel aus je drei solchen

solchen Strahlen bestehen, Punkten bestehen, deren
deren Pole Polaren
ein Dreieck bilden, in bezug auf welches Dreieck ebenso
wie in bezug auf das Grunddreieck ABC

p die Polare von P | P der Pol von p
ist und p2 und P 2 die Polarkegelschnitte von P und p sind
und welches Dreieck um P und auf p dieselben Involutionen
wie das Grunddreieck ABC erzeugt.

§4.
19. Wie wir sahen (Satz 1 in Nr. 7), liegen die beiden Pole
eines jeden Strahlenpaares der von ABC um einen Punkt er-
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zeugten Involution zweiten Grades auf einer durch diesen Punkt
gehenden Geraden, und umgekehrt. Ermittelt man daher zu jedem
Strahle von P (wo P ein auf keiner Seite von ABC liegen-
der Punkt ist) die Polaren der Schnittpunkte des Strahles mit
dem Polarkegelschnitt p2 von P, ermittelt man also dasjenige
Strahlenpaar von P, dessen Pole von P aus durch jenen Strahl
projiziert werden, so bilden diese Strahlenpaare die von ABC
um P erzeugte Involution (P)2 Ermittelt man nun zu jedem
Strahlenpaare von (P)2 dasjenige Strahlenquadrupel von P, dessen
Pole von P aus durch jenes Strahlenpaar projiziert werden, so
bilden diese Strahlenquadrupel ein System von oc* Quadrupel um
P, welches System wir mit (P)4 bezeichnen wollen. Ermittelt man
ferner zu jedem Quadrupel von (P)4 diejenige Gruppe von acht
Strahlen von P, deren Pole von P aus durch jenes Quadrupel
projiziert werden, so bilden diese Gruppen ein System von o0l
Gruppen von je acht Strahlen um P, welches System wir mit (P)8
bezeichnen. Indem dieser Proze? wMal -wiederholt wird, gelangt
man zu einem Systeme von ool Gruppen von je 2MStrahlen um P,
welches System wir mit (P)2" bezeichnen.

Hiernach fuhrt jeder Strahl von P durch w-malige Wieder-
holung des angegebenen Prozesses zu einer einzigen Gruppe im
Systeme (P)2'; jenen Strahl wollen wir den Reprasentanten dieser
Gruppe nennen. Ebenso fihrt jede Gruppe im Systeme (P)*k
(kcn) durch (n— &)-malige Wiederholung desselben Prozesses
auf jeden ihrer Strahlen zu einer einzigen Gruppe im Systeme
(P)21; die erstere Gruppe nennen wir die Reprasentations-
gruppe in (Pykvon der letztem in (P)2. Eine Gruppe in (P)Z
nebst allen ihren Représentationsgruppen in (P)21-1, (P)2'~J bis
(P)a»-thaben eine und dieselbe Représentationsgruppe in (P)2*",
wo I<l<n (st = n, soist (P)Z-1 = (P)2 der einfache
Buschel um P und eine Gruppe in (P)! reduziert sich auf einen
einzigen Strahl, und die Représentationsgruppe in (P)l einer
Gruppe von (P)2' ist also der Reprasentant der letzteren Gruppe).

Weil jede Gruppe im Systeme (P)2' auch dadurch entstanden
gedacht werden kann, daf3 man, anstatt von ihrem Représentanten
auszugehen und den angegebenen ProzeR wMal zu wiederholen, von
den 2t (&<w) ihre Repréasentationsgruppe in (P)Z bildenden
Strahlen ausgeht und den angegebenen Proze3 nur n—7%Mal
wiederholt, so mul3 eine Gruppe von (P)21 2£Gruppen des Systems
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(P)2»-& enthalten, also: 2nStrahlen von P, 2"— Strahlenpaare von
(P)2 2n~2 Strahlenquadrupel von (P)4 usw.

Die Reprasentationsgruppe in (P)Z einer Gruppe von (P)2'
besteht demnach aus den Reprasentanten der 2k in der letzteren
Gruppe enthaltenen Gruppen von (P)2'-fc

Um zu einer Gruppe von (P)2' ihren Reprasentanten auf-
zufinden, haben wir P mit dem Pole irgendeines Strahles der
Gruppe durch eine Gerade zu verbinden, darauf mit dem Pole
dieser Verbindungsgeraden durch eine zweite Gerade, sodann mit
dem Pole der zweiten Verbindungsgeraden durch eine dritte und
wiederholen diese Operation wMal; die w-te hierdurch erhaltene
Verbindungsgerade ist der gesuchte Représentant. Es ist also
durch einen Strahl die ganze Gruppe, der er angehort, im Systeme
(P)2' eindeutig bestimmt; wir ermitteln n&mlich zuerst den Re-
prédsentanten der Gruppe, sodann, von diesem Reprdsentanten
ausgehend, die ganze Gruppe.

Jeder Strahl von P gehort also einer einzigen Gruppe im
Systeme (P)Z' an.

Duales gilt fur jede durch keine Ecke von A B C gehende Gerade.

20. Ermittelt man ebenso zu jedem Tripel in der von ABC
um P erzeugten Strahleninvolution (P)3 diejenige Gruppe von
sechs Strahlen von P, deren Pole von P aus durch jenes Tripel
projiziert werden, so bilden diese Gruppen ein System (P)6 von
ool Gruppen von je sechs Strahlen; jede Gruppe dieses Systems
besteht aus drei ebenso wie pAp\, PBpB, Pcl}’c harmonisch be-
schaffenen Paaren von (P)& und zugleich aus zwei zueinander
harmonischen Tripeln von (P)3 (nach Satz 10 in Nr. 17). Ermittelt
man nun zu jeder der Gruppen von (P)6 diejenige Gruppe von
zwolf Strahlen von P, deren Pole von P aus durch die erstere
Gruppe projiziert werden, so bilden die letzteren Gruppen ein
System (P)12 von ool Gruppen von je zwolf Strahlen. Durch
n-malige Wiederholung dieses Prozesses gelangt man zu einem
Systeme (P)2-3 MOn ocl Gruppen von je 2".3 Strahlen; jede
Gruppe dieses Systems enthdlt 2"—1.3 Srahlenpaare von (P)2
2" Tripel von (P)3 und Uberhaupt 2t3 und 2k Gruppen von
(P)Z—Atan< (P12 fe. 3 w0 Q/I<Ln. Jedes Tripel von (P)3fihrt
zu einer einzigen Gruppe in (P)2'-3; jenes Tripel nennen wir
das Repréasentationstripel dieser Gruppe.
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Weil jede Gruppe in (P)2'-3 aus denjenigen drei Gruppen
von (P)2' besteht, deren Reprasentanten das Repradsentations-
tripel der ersteren Gruppe bilden, so wird das Représentations-
tripel einer Gruppe von (P)2.- 3 wenn auch nur ein Strahl dieser
Gruppe gegeben ist, dadurch bestimmt, daR man den Repréasen-
tanten derjenigen Gruppe von (P)Z, der der gegebene Strahl
angehort, aufsucht, sodann das diesen Représentanten enthaltende
Tripel in (P)3 bestimmt; dieses letztere wird das gesuchte Re-
présentationstripel sein. Es gehort also jeder Strahl von P einer
einzigen Gruppe in (P)2l-3 an.

Duales gilt fur jede durch keine Ecke von .4P 6 gehende Gerade.

21. Ich behaupte nun:
Die auf diese Weise entstehenden Systeme (P)2* und

(P)2"- 3sind (fur jeden positiven ganzen Wert von n) zyklische

Projektivitaten (2n)- bzw. (2M3)-ten Grades erster Art;

die Gruppen in jenen bilden die Zyklen in diesen. Die

Koinzidenzstrahlen dieser Projektivitaten sind die (konjugiert-

imaginaren) Doppelstrahlen von (P)2

Die Richtigkeit dieser Behauptung kann durch den Schluf
von n auf n-f-1 bewiesen werden.

Denn ist irgendeine zyklisch-projektive Gruppe k-ten Grades
gegeben: A1AIA3. .. AAANAN - A»
so bilden bekanntlich*) die aus diesen kElementen zusammen-
gesetzten Paare, deren Zeigersumme zu einer und derselben Zahl
kongruent ist (mod. A), eine Involution, in der die Koinzidenz-
elemente der zyklischen Projektivitat ein Paar bilden. Und bilden,
umgekehrt, die aus den kElementen A4, A2, A3, ...Akzusammen-
gesetzten Paare, deren Zeigersumme etwa & 1 (mod. k) ist, eine
Involution: A A AA , AA

und die Paare, deren Zeigersumme & 2 (mod. A) ist, eine zweite
Involution: AA, AA, AA-, AA-s, ..
so mufd wegen der ersten Involution:
Ai A2A3... Ak x AKAh-i Ac=2 - AX
und wegen der zweiten:
AKkAKk—+Ak?2 - Mi A A2A3A4... Ai
sein, folglich: AXA2A3... AKA A2A3A4 ... Ax,

J Vgl. Sturm, Geometrische Verwandschaften I, Nr. 139. /
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also bilden dann die k Elemente eine zyklisch-projektive Gruppe
und das gemeinsame Paar jener beiden Involutionen liefert die
Koinzidenzelemente dieser Projektivitat.

Ferner ist charakteristisch fur eine zyklisch-projektive Gruppe
Zcten Grades erster Art:

Ai A2A3... Aic x AyAgA™ ... A)

wo also das Gebilde von einem Zyklus nur einmal durchlaufen
wird, daR die Elemente An A2, A3l... Ak in der naturlichen
Anordnung in einem der beiden Sinne im Gebilde aufeinander

Fig. 2.

folgen, so dal3 zwischen zwei aufeinanderfolgenden Elementen des
Zyklus kein anderes Element desselben Zyklus liegt.

Ist nun unsere Behauptung fir einen bestimmten Wert von
n richtig, bilden also fur diesen Wert von n die 2” Strahlen einer
Gruppe von (P)Z2 eine zyklisch-projektive Gruppe (2n)-ten Grades
erster Art:

FZ) cn19»,290,3 - 9n,2n A @Qn, 21/n,39n,4 -+ qQn, 1?

wo grei gn 2g,i3... g in der nattirlichen Anordnung in einem
der beiden Sinne im Bischel um P aufeinander folgen und wo
die Koinzidenzstrahlen von 77 die Doppelstrahlen von (P)2 sind,
und schneiden (Fig. 2)

O, 1j 9»2?29n,3j --- 9n,2”
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den Polarkegelschnitt p2 von P der Reihe nach in den Punkte-
paaren

wo die auf der einen Seite des Strahles <WI, und zwar auf der-
jenigen, wo g,,,2 gleich auf dem Halbstrahl P6rawl (mit G2n,i soll
beliebig einer der beiden Schnittpunkte von g,hl mit p2 bezeichnet
werden) folgt, liegenden Schnittpunkte mit 6r2»2 6r2,)3,... 6r2n 2»
bezeichnet sind und die auf der zweiten Seite mit 6r2, 2n+2,
6rAN2"+ 3 --- GAn+i, so folgen, weil P innerhalb seines Polar-
kegelschnitts p2 liegt (Nr. 2),

in der natirlichen Anordnung in einem der beiden Sinne in
p2 aufeinander.
Nunmehr bilden die Strahlenpaare

deren Zeigersumme & 1 (mod. 2") ist, eine Involution (ij), in
der die Koinzidenzstrahlen von T — die, nach der fiir n geltenden
Behauptung, die (konjugiert-imaginaren) Doppelstrahlen von (P)2
sind — ein Paar bilden; mithin missen die (reellen) Doppelstrahlen
von (73 ein Paar in (P)2 bilden und also in bezug auf p2 einander
konjugiert sein (nach Nr. 2). Der Schnittpunkt des einen Doppel-
strahles von (ij) mit der Polare p von P (auch in bezug auf p2?
muf3 somit der Pol des zweiten Doppelstrahles in bezug auf p2 sein.
Folglich muf? p2 von der Geraden 7, welche Gr2,)l mit dem Pole des
innerhalb des Winkels G2 P G2yl liegenden Doppelstrahles
von (7X in bezug auf p2 verbindet, also mit dem Schnittpunkte
von p mit dem innerhalb des Winkels GAN1P G2,y’n liegenden
Doppelstrahle von (7X), zum zweitenmal in einem solchen Punkte
geschnitten werden, welcher von G2,,i durch die beiden Doppel-
strahlen von (7t) harmonisch getrennt ist und also auf dem zu
yni in (Jj) zugepaarten g,,2n liegt; und zwar mul3 dieser zweite
Schnittpunkt von p2 mit | der Punkt G2lj2n+i (nicht G2n2))
sein, wie man leicht aus dem p2 eingeschriebenen vollstdndigen
\iereck G2n,i G2)2nG2l2n+L G2ni2n+i mit Hilfe einer bekannten
Eigenschaft solcher Vierecke entnehmen kann. Ebenso wie die
Gerade | mussen aber alle die Geraden, welche je eins der Punktpaare:
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verbinden, durch den Schnittpunkt von p mit dem innerhalb
A (hn,iP hr2¢,2 (und somit auch innerhalb C2n,iP &2n,2"-n
6ran 3P 6r2, 2»-2 usw.) liegenden Doppelstrahle von (/~ gehen.
Es bilden demnach die Punktepaare in 1), deren Zeigersumme
&1 (mod. 2n+1) ist, eine Involution auf p2, deren Zentrum auf
p liegt und in welcher Involution folglich die (konjugiert-ima-
ginédren) Schnittpunkte von p mit p2, also die Doppelpunkte der
von AB C auf p erzeugten Involution (p)2 (Nr. 2) ein Paar bilden.
Weil aber auch die Strahlenpaare

deren Zeigersumme & 2 (mod. 2”) ist, eine zweite auf (P)2 sich
stitzende Involution (P8 bilden, so kann man in analoger Weise
zeigen, dal auch die Punktepaare

deren Zeigersumme = 2 (mod. 2n+1) ist, eine Involution auf p2
bilden, von welcher die Doppelpunkte von (p)2 ebenfalls ein
Paar sind.

Mithin mussen die 2n+1Schnittpunkte von p,,;1, gn2, gns,---gn,zn
mit p2, von welchen Schnittpunkten die Paare, deren Zeiger-
summe g 1 (mod. 2n+1) ist, in der Punktinvolution 1) und die
Paare, deren Zeigersumme = 2 (mod. 2"+1) ist, in der Punkt-
involution 2) sind, eine zyklisch-projektive Gruppe auf p2 bilden:

und zwar erster Art, da diese Schnittpunkte in der natirlichen
Anordnung in p2 aufeinander folgen; und die Koinzidenzpunkte
dieser Projektivitat % bestehen aus dem gemeinsamen Paare
jener beiden Punktinvolutionen 1) und 2), also aus den Doppel-
punkten von (p)2

Weil nun der Buschel der Polaren um P zu der Punktreihe
der Pole auf p2 projektiv ist und die Polaren der auf p 2 liegenden
(konjugiert-imaginaren) Doppelpunkte von (p)2 die (konjugiert-
imaginaren) Doppelstrahlen von (P)2 sind (nach Nr. 3, 7 u. 2), so
mussen auch die 2n+J) durch P gehenden Strahlen, deren Pole
die auf p2 liegenden Punkte <@n i» C2n,s, ... 6r2w,2" +1 sind, deren
Pole also von P aus durch die Gruppe gnig... -</».2nvon (P)2'
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projiziert werden, und welche 2" +1 Strahlen mithin eine Gruppe
in (P)21+1bilden, eine zyklisch-projektive Gruppe (2n+1)-ten Grades
erster Art bilden:
n" n, 17M2«,2 fjin 3 ---<2n, 2°+1 A *Rn 2Ln, 3ffin 4---2n »
und die Koinzidenzstrahlen dieser Projektivitdt ' mussen, weil
sie die Polaren der Koinzidenzpunkte von ', also die Polaren der
Doppelpunkte von (p)2 sind, die Doppelstrahlen von (P)2 sein.
Es gilt somit unsere Behauptung auch fur (P)2'+1, wenn sie
fur (P)2 gilt. In derselben Weise kann man zeigen, dal3 die Be-
hauptung auch fir (P)aw+1.3 richtig bleibt, wenn sie fur (P)2'- 3
richtig ist; sie mul3 also allgemein gelten, weil sie fir (P)2 und
(P)3gilt, wo n— 1 bzw. n = 0 ist und die Systeme (P)2und (P)3
mit den von ABC um P erzeugten Involutionen zweiten und dritten
Grades identisch sind (nach Nr. 19 und 20).

22. Weil die Zyklen einer zyklischen Projektivitat li-ten Grades
eine Involution desselben Grades bilden, wobei die Koinzidenz-
elemente der Projektivitdt die beiden Afachen Elemente der In-
volution sind, so bilden die Gruppen von (P)21 und (P)2' -3 Invo-
lutionen (2“)- bzw. (2n. 3)-ten Grades, welche wir ebenso wie (P)2
und (P)3 die vom Dreieck ABC um P erzeugten Involu-
tionen (P)2>und (P)2'.3 nennen wollen und deren (2*)- bzw.
(2n.3)-fache Strahlen die Doppelstrahlen von (P)2 sind.

Fassen wir nun die Resultate der letzten drei Nummern zu-
sammen, so haben wir:

Satz 12. Es wird in der oben angegebenen Weise vom

Dreieck ABC

um jeden auf keiner Seite aufjederdurch keine Ecke
dieses Dreiecks liegenden dieses Dreiecks gehenden
Punkt P eine Strahleninvo- Geraden p eine Punktinvo-
lution lution

(2)-ten und eine (2n.3)-ten Grades (fur jeden positiven
ganzzahligen Wert von n)

(P)2 und (P)2.3 erzeugt; (p)21 und (i>)2: 3 erzeugt; in
in diesen Involutionen ist diesen Involutionen ist jeder
jeder der beiden Doppel- der beiden Doppelpunkte von
strahlen von (P)2 ein (2n- (pP)2 ein (2nN)- bzw. (2W3)-
bzw. (2n.3)-facher Strahl. facher Punkt.

3*
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Jede dieser Involutionen wird von den Zyklen einer zy-
klischen Projektivitat (2*)- bzw. (2n.3)-ten Grades erster Art
gebildet. Jede Gruppe in der Involution

(P)2 bzw. (P)2'-3 | ())2Mbzw. (p)2' -3
enthélt 2k bzw. 2° und 2k.S Gruppen (0 <; A<l n) der Invo-
lution

(P)2'~thbzw. (P)2n- fcs (py n~ Kk bzw. (p)2M fc 3

—XK.
und (P)2" und (p)2

und zwar bilden je 2n~k bzw. 2n~k.t8 und 2" _fc Elemente
der erstem Gruppe, deren Zeiger zu einer und derselben
Zahl kongruent sind (mod. 2k bzw. mod. 2kund mod. 2K. 3), wenn
die Ordnung der Elementenzeiger mit der nattrlichen An-
ordnung in einem der beiden Sinne im Gebilde Ubereinstimmt,
eine der letztem Gruppen.

Charakteristisch fur die Involutionen

(P)Z und (P)2m3 i8t, daR
die Pole einer jeden ihrer
Strahlengruppen von P aus
durch eine Strahlengruppe
von (P)2'-1 bzw. (P)2'-1-3
projiziert werden,

(p)2' und (p)2'-3ist, dal die
Polaren einer jeden ihrer
Punktgruppen vonp in einer
Punktgruppe von (p)2 -1
bzw. (p)Z’'-1-3 geschnitten
werden,

welche letztere Gruppe die Reprasentationsgruppe
in (P)2"“1 bzw. (P)2'-1-3 | in (p)*”"- 1 bzw. (p)2'-1-3
der erstem ist.

DaRR diejenigen 2n~k Elemente, deren Zeiger zu einer und
derselben Zahl kongruent sind (mod. 28), eine Gruppe bilden, er-
gibt sich aus der Bemerkung, dal3 zwischen zwei aufeinander-
folgenden Elementen einer zyklisch-projektiven Gruppe erster Art,
also zwischen zwei in der nattrlichen Anordnung im Gebilde auf-
einanderfolgenden Elementen der Gruppe, nur ein Element aus
jeder andern Gruppe derselben zyklischen Projektivitat liegt.

Anmerkung, In den Involutionen (P)4 und (p)4 bestehen
die Quadrupel aus je zwei durcheinander harmonisch getrennten
Paaren von (P)2 bzw. (p)2; dies folgt auch daraus, dal3 die Pole
eines Quadrupels von (P)4, welche Pole auf p2 liegen und von P
aus durch ein Strahlenpaar in (P)2 also (Nr.2) durch zwei in
bezug auf p2 konjugierte Gerade projiziert werden, vier harmo-
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nisclie Punkte auf p2 sein missen. In den Involutionen (P)6 und
(p)6 bestehen die Gruppen aus je drei, ebenso wie p4p', pBp'B
pcp'ci harmonisch beschaffenen Paaren von (P)2bzw. (p)2 und zu-
gleich aus zwei zueinander harmonischen Tripeln von (P)3bzw. (p)3
(Nr. 20). Die Involutionen (p)2' und (p)2-3 die von den Zyklen
solcher zyklischer Projektivitaten gebildet werden, deren Koinzi-
denzpunkte die Doppelpunkte von (p)2 sind, werden aus denjenigen
Punkten, aus denen (p)2 durch je eine rechtwinklige Strahlen-
involution projiziert wird, durch je eine Involution der regel-
maRigen (2”)- bzw. (2n3)-Strahlen projiziert. Dasselbe gilt auch
dann, wenn an Stelle von (p)2, (p)Z'-3 und (p)2 die Projektionen
von (P)2', (P)2'-3 und (P)2 auf irgendeine Gerade treten. Dies
bietet ein zweites (s. o. Nr. 19) Mittel dar, um die sadmtlichen Ele-
mente einer Gruppe von (P)Z, (P)2'-3 (p)2, (p)213 aufzufinden?
wenn auch nur ein Element derselben Gruppe gegeben ist. Zu-
gleich erkennt man hierdurch, dal3, wenn die beiden von ABC um
einen Punkt und auf einer Geraden erzeugten Involutionen zweiten
Grades perspektiv sind, dann auch die beiden von ABC um den-
selben Punkt und auf derselben Geraden erzeugten Involutionen
2,)-ten bzw. (2'*.3)-ten Grades perspektiv sind. Der Satz 3 (Nr. 10)
(geht somit Uber in

Satz 13. Die vom Dreieck ABC

um einen Punkt P erzeugten
Strahleninvolutionen (21)2'
und (P)2n8 sin(l aufBer zu
den von AB C auf der Polare
p von P erzeugten Punktinvo-
lutionen (p)2° bzw. (p)2'-3
nur noch zu den von ABC
auf den sédmtlichen Tangen-
ten g des Polarkegelschnitts
P2 von p erzeugten Punkt-
involutionen (g)2ibzw. (i)2"-3
perspektiv.

23.

auf einer Geraden p erzeug-
ten Punktinvolutionen (p)2’
und (p)2' 3sind auf3er zu den
von ABC um den Pol P von
p erzeugten Strahleninvolu-
tionen (P)2' bzw. (P)2-3nur
noch zu den von ABC um
die sdmtlichen Punkte 6r des
Polarkegelschnitts p2 von P
erzeugten Strahleninvolutio-
nen (G)2' bzw. (6r)2’-3 per-
spektiv.

Doch zeichnen sich Pol und Polare und diejenigen

Tangenten des Polarkegelschnitts der Polare, welche die vierten
harmonischen zu je einer der Seiten a, b, c von ABC (welche
Seiten zugleich Tangenten desselben Polarkegelschnitts sind) in

drei
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bezug auf die beiden andern Seiten sind, und diejenigen drei
Punkte des Polarkegelschnitts des Pols, welche die vierten har-
monischen zu je einer der Ecken von ABC (welche Ecken zu-
gleich auf diesem Polarkegelschnitt liegen) in bezug auf die beiden
andern Ecken sind, von allen Ubrigen Tangenten des erstem Polar-
kegelschnitts bzw. von allen Ubrigen Punkten des letztem Polar-
kegelschnitts im Folgenden aus (siehe weiter unten Nr. 27); es gilt
namlich der

Satz 14. Der Strahlenbtschel um P, welcher von den
Repréasentanten der Strahlengruppen in (P)2* (wo n jeden
positiven ganzen Wert annehmen darf) gebildet wird,
und diejenige Punktreihe auf der Polare p von P, welche
von den Représentanten der Punktgruppen in (p)2' gebildet
wird, liegen zueinander involutorisch, wenn in diesen beiden
Gebilden solche Elemente einander zugewiesen werden, die
Reprasentanten inzidenter Gruppen in (P)2l und (p)2' sind;
und zwar werden die hierdurch um P und auf p entstehen-
den Involutionen mit (P)2 und (p)2 identisch sein. Das
Namliche gilt von

demselben Strahlenbuschel
um P und einer derjenigen
Punktreihen auf den drei
Tangenten p'a, pi, p'cdes Po-
larkegelschnitts P 2 von p,
welche von den Représen-
tanten der Punktgruppen in
den von ABC erzeugten,
zu (P)2 Perspektiven Punkt-
involutionen (pa)2’, (pd)2,
(p; )2 gebildet werden, wo
p'(, Pft, p'c an P 2 die vierten
harmonischen Tangenten zu
je einer der Dreieckseiten
a, b, ¢ in bezug auf die
beiden andern Seiten sind.

Es ist also der Re-
prasentant einer Strahlen-
gruppe in (P)2' von dem

derselben Punktreihe auf p
und einem derjenigen Strah-
lenblschelum die drei Punkte
Pa, Pb, P'c des Polarkegel-
schnitts p2 von P, welche
von den Reprasentanten der
Strahlengruppen in den von
ABC erzeugten, zu (p)2
Perspektiven Strahleninvolu-
tionen (PA)2, (Pi)2, (Pc)-n
gebildet werden, wo PA, Pi,
P'c in p2 die vierten har-
monischen Punkte zu je einer
der Ecken A, P, C in bezug
auf die beiden andern Ecken
sind.

Es ist also der Re-
prasentant einer Punkt-
gruppe in (p)2' von dem
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Repréasentanten der mit jener
Stralilengruppe inzidenten
Punktgruppe in bzw. (p)Z,
(P&)21 (Pb)2', (PT durch
die Doppelelemente von (P)2
nd ebenso durczl:i ie von

ACEY
harmonlsch getrennt.

Ferner ist das Représen-
tationstripel einer Strahlen-
gruppe in (P)2m3 zu dem
Reprasentationstripel  der
mit jener Strahlengruppe in-
zidenten Punktgruppe in bzw.
O K 3, (p2-3, (Pbh)2''3)
(p0)2'- 3 harmonisch.
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Reprasentanten der mit
jener Punktgruppe inziden-
ten Strahlengruppe in bzw.
(P)n (PA)Z, (Ph)2, (Pc)2
durch die Doppelelemente
von (p)2 und ebenso durch
die von bzw. (P)2, (Pa)2
(Pb)2 (Pc)2harmonisch ge-
trennt.

Ferner ist das Repréasen-
tationstripel einer Punkt-
gruppe in (p)2'-3 zu dem
Représentationstripeldermit
jener Punktgruppe inziden-
ten Strahlengruppe in bzw.
(P)2'.3, (PA)2'-3, (Ph)2'-2
(Pc)21- 3 harmonisch.

Beweis. Wie mit Hilfe des Satzes 2 (Nr. 8) leicht ein-
zusehen ist, muRR der Strahlenbiischel der Représentanten der
Paare in (P)2 zu der Punktreihe der Reprdsentanten der Paare
in (p)2 projektiv sein mit solchen Elementen als entsprechenden,
welche Reprasentanten inzidenter Paare in (P)2 und (p)2 sind.
In dieser Projektivitat entsprechen nun den drei durch P gehenden
Ecktransversalen von ABC, namlich: p p pB und pc, welche die
Repréasentanten der Strahlenpaare pAp\, pBp'B, PCPC von (P)2
sind (nach Nr.7), die drei Schnittpunkte der Seiten von ABC
mit p, ndmlich: P Ph und P(, welche die Reprasentanten der
Punktepaare P'aPa, P&P& und P'CPCvon (p)2 sind; da diese drei
Punktepaare mit jenen drei Strahlenpaaren inzident sind (Nr. 5).
Die drei Ecktransversalen pA, pB, pc gehen aber durch die drei
zu Pa, Ph, Pcin der Involution (p)2zugepaarten Punkte PR Pi,
Pi] mithin muR3 dies durchweg geschehen und jeder Strahl von P
geht durch denjenigen Punkt von p, welcher zu dem demselben
Strahle von P in der Projektivitdt entsprechenden Punkte zu-
gepaart ist in (p)2 Damit ist der vorstehende Satz fur (P)2 und
(p)2 (n — 1) bewiesen.

Nach dem soeben Bewiesenen muf3 nun der die Pole eines
Strahlenpaares in (P)2 von P aus projizierende Strahl (der der
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Reprasentant jenes Strahlenpaares ist) von demjenigen Punkte,
in dem die Polaren des mit jenem Strahlenpaare inzidenten
Punktepaares in (p)2 sich schneiden (welcher Punkt also der Re-
prasentant dieses Punktepaares ist), durch die Doppelelemente von
(P)2 und (p)2 harmonisch getrennt sein. Mithin inzidiert das die
Pole eines Strahlenquadrupels in (P)4 von P aus projizierende
Strahlenpaar in (P)2 mit demjenigen Punktepaar in (p)2, in
welchem die Polaren des mit jenem Strahlenquadrupel inzidenten
Punktquadrupels der zu (P)4 Perspektiven (p)4 sich schneiden.
Nun enthélt aber jede Strahlengruppe in (P)2 (ni>2) 2" 2Strahlen-
quadrupel von (P)4 und die mit ihr inzidente Punktgruppe in
der zu (P)2 Perspektiven (p)2' 2M2 Punktquadrupel von (p)4
von welchen Punktquadrupeln jedes mit einem der 2M2 Strahlen-
quadrupel von (P)4 inzident ist. Also muR die die Pole einer
Strahlengruppe in (P)2 von P aus projizierende Strahlengruppe
in (P)21-1 mit derjenigen Punktpruppe in (p)2' 1 inzidieren, in
welcher die Polaren der mit der ersten Strahlengruppe inzidenten
Punktgruppe von (p)2' sich schneiden; oder mit andern Worten
(nach Nr. 19): die Reprasentationsgruppen in (P)2'-1 und (p)2'-1
inzidenter Gruppen in (P)2* und (p)2' sind gleichfalls inzident.
Mithin inzidieren auch die Reprasentationsgruppen in (P)21-2
und (p)2° 2 in (P)2-3 und (p)2_* usw. bis in (P)2 und (p)2
wenn die reprasentierten Gruppen in (P)2' und (p)2l inzidieren.
Folglich muR3 der Reprasentant einer Strahlengruppe in (P)2i von
dem Représentanten der mit jener Strahlengruppe inzidenten Punkt-
gruppe in (p)2' durch die Doppelelemente von (P)2und (p)2 har-
monisch getrennt sein, da diese beiden Reprasentanten zugleich die
Représentanten derjenigen inzidenten Paare in (P)2 und (p)2 sind,
welche die Reprasentationspaare in (P)2 und (p)2 jener inzidenten
Gruppen in (P)2 und (p)2 sind; damit ist der vorstehende Satz
fur (P)2' und (p)2', auch wenn n> 1 ist, bewiesen.

Weil nun eine Gruppe in (P)2-3 aus drei Gruppen von
(P)Z besteht, und das Repréaseutationstripel der erstem Gruppe
aus den drei Reprasentanten der drei letztem besteht (Nr. 20),
und dasselbe von einer Gruppe in der zu (P)233 Perspektiven
(p)2L-3 gilt, so mulR, nach dem eben Bewiesenen, das Représen-
tationstripel einer Strahlengruppe in (P)sn.3 durch dasjenige
Punkttripel in (p)3 gehen, dessen Punkte den Punkten des Re-
prasentationstripels der mit jener Strahlengruppe inzidenten Punkt-
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gruppe von (p)2'- 3 zugepaart sind in (p)2 und welches Punkt-
tripel also zu dem letztem Représentationstripel harmonisch ist
(Nr. 4). Der vorstehende Satz ist also fur P und p bewiesen.

In ganz analoger Weise kann man zeigen, daR dieser Satz
auch fur P und eine der drei Tangenten pd, pb, p'c von P 2 und
fir p und einen der drei Punkte Pi, P'B, P'c von p2 gilt. Denn
(P)21 und (P)Z-3 sind etwa zu (p&)2' und (pa)Z'- 3 perspektiv
(Satz 13), und die Tangente pd, die am Polarkegelschnitt P 2vonp
die vierte harmonische zu der Tangente a, der Polare von Pa=pa,
in bezug auf die Tangenten b und c, die Polaren von Ph=pb und
Pc=pc, ist, mul3 die Polare des auf der Ecktransversale px=PA
liegenden Punktes P& von p (Nr.5) sein, welcher Punkt P& der
vierte harmonische zu Pa in bezug auf Pb und Pcist. Es geht
also die Ecktransversale pA=PaA durch den in (p&)2 zum
Schnittpunkte paa zugepaarten Punkt (nach Nr.d) und
mithin gehen pBund pc durch die in (p&)2zu den Schnitt-
punkten pac und p'ab zugepaarten Punkte; da pApBpc ein
Tripel in (P)3 und die in (pd)2zup'aa, pab,p'ac zugepaarten Punkte
ein mit (paa)(p'ab)(p'aC) gleichen Sinn habendes Tripel in der
zu (P)3 Perspektiven (pd)3 bilden (Nr. 4) und der durch ABC
um P festgelegte Sinn zu dem auf pa festgelegten ent-
gegengesetzt ist (Nr. 11).



Zweiter Abschnittl).
Prozels der Reprasentantenbildung*.

§5.

24, Wie wir oben (Nr.19) sahen, werden in der von ABC
in einem Gebilde erster Stufe, welches keine Ecke bzw. Seite
von ABC enthélt, erzeugten Involution (2")-ten Grades durch
irgendein Element desselben Gebildes zwei Gruppen bestimmt,
namlich: eine, deren Reprasentant jenes Element ist, und eine
zweite, der jenes Element angehort.

Nun wollen wir die Frage aufwerfen:

Gibt es im Gebilde erster Stufe Elemente, bei denen
die je zwei durch sie in der Involution (2”)-ten Grades be-
stimmten Gruppen zusammenfallen:, oder mit anderen Worten:
gibt es Elemente, welche den durch sie représentierten
Gruppen der Involution (2n)-ten Grades angehoren ?

Dieser Frage konnen wir noch eine andere Form geben. Zu
diesem Zweck bemerken wir folgendes:

Indem wir den Représentanten einer Gruppe in einei In-
volution (2")-ten Grades als den Reprédsentanten eines jeden dei
2" dieser Gruppe angehdrenden Elemente ansehen, kdénnen wir
von einem ersten, zweiten, dritten und Uberhaupt von einem u-ten
Reprédsentanten eines Elementes sprechen. Es hat namlich in
einem Gebilde erster Stufe, welches keine Ecke bzw. Seite
von ABC enthélt, jedes Element Q, als einem Paare in der
von ABC im Gebilde erzeugten Involution zweiten Grades an-
gehdrig, einen ersten Repréasentanten Q(\ ndmlich den Repréasen-
tanten dieses Paares; dasselbe Element Q, als einem (Quadrupel
in der Involution vierten Grades angehorig, hat einen zweiten

i) In diesem Abschnitt kommen nur reelle Gebilde und Elemente in
Betracht.
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Reprasentanten Q@), ndmlich den Repréasentanten dieses Quadrupels,
und ebenso, als einer Gruppe in der Involution achten Grades
angeliorig, einen dritten und dberhaupt, als einer Gruppe
in der Involution (2")-ten Grades, einen n-ten Reprasentanten
QM. Jedes Element hat also nur einen w-ten Représentanten (fur
jeden positiven ganzen Wert von n), dagegen werden von jedem
Elemente, als u-ten Reprédsentanten, 2" Elemente, namlich die
2nElemente einer Gruppe in der Involution (2")-ten Grades repréa-
sentiert.

Um den ersten, zweiten usw. Reprdsentanten eines Elementes
zu ermitteln, haben wir, wenn das Element etwa ein Strahl von
[ ist, P mit dem Pole dieses Strahles durch eine Gerade zu
verbinden, darauf mit dem Pole dieser Verbindungsgeraden durch
eine zweite Gerade, sodann mit dem Pole der zweiten Verbindungs-
geraden durch eine dritte usf.; die erste, zweite usw. Verbindungs-
gerade werden dann der erste, zweite usw. Reprdsentant jenes
Strahles von P sein (nach Nr. 19).

Der n-te Repréasentant eines Elementes ist also zugleich der
erste, der zweite und Uberhaupt der A-te Reprasentant (A<w)
des (n—1)-ten bzw. des (wW— 2)-ten bzw. des (n— A)-ten Re-
préasentanten desselben Elementes.

Die aufgeworfene Frage ist nun mit folgender gleichbedeutend:

Gibt es in einem Gebilde erster Stufe, welches keine

Ecke bzw. Seite von ABC enthdalt, Elemente, die mit

ihren n-ten Reprédsentanten zusammenfallen?

25. Ohne die Allgemeinheit zu beeintrachtigen, konnen wir
uns auf den Fall beschranken, wo das Gebilde ein Strahlenbischel
um den auf keiner Seite von ABC liegenden Punkt P ist.

Allererst erkennt man, dal} jeder der drei durch P gehenden
Ecktransversalen von ABC mit seinem w-ten Reprdsentanten
(fur jeden Wert von ri) zusammenfallt. Denn der Pol einer
durch P gehenden Ecktransversalen ist die auf derselben liegende
Ecke; es fallt also die P mit diesem Pole verbindende Gerade,
der erste Reprasentant jener Ecktransversalen, und mithin auch
der zweite, dritte usw. Représentant mit jener Ecktransversalen
zusammen.

Ferner sieht man auch ein, dal3 aul3er den Ecktransversalen
kein Strahl von P mit seinem ersten oder zweiten Reprasentanten
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zusaramenfallen kannl). Denn kein durch keine Ecke von ABC
gehender Strahl von P kann seinen Pol enthalten (Nr.1) und
somit mit seinem ersten Reprasentanten zusammenfallen. Sollte
aber ein solcher Strahl mit seinem zweiten Reprédsentanten zu-
sammenfallen, so wirde dann jeder der beiden Strahlen, nédmlich
der mit seinem zweiten Reprasentanten zusammenfallende Strahl
und sein erster Reprasentant, den loi des andern enthalten,
was unmoglich ist; da die Polare eines Punktes ganz auf3erhalb
des von den Polen der durch diesen Punkt gehenden Strahlen
gebildeten Kegelschnitts, des Polarkegelschnitts dieses Punktes,
liegt (Nr. 2).

Dual fallt jeder der drei Schnittpunkte einer Geraden mit
den Seiten von AB C mit seinem w-ten Représentanten zusammen
(fir jeden Wert von n) und kein von diesen Schnittpunkten
verschiedener Punkt der Geraden féllt mit seinem ersten oder
zweiten Reprdsentanten zusammen.

Es fragt sich also nur noch: ob es auf3er den Ecktrans-
versalen noch Strahlen von P gibt, die mit ihren w-ten Reprasen-
tanten zusammenfallen, wo 3 ist.

26. Um nun die aufgeworfene Frage vollstandig beantworten
zu konnen, bedurfen wir des néchsten Satzes, welcher uns erlauben
wird, den w-ten Représentanten eines Elementes direkt, ohne Ver-
mittelung der fruheren Représentanten anzugeben und welchem
Satze wir folgendes voranschicken.

Es sei 2} irgendeine durch keine Ecke von AB C gehende
Gerade, Q irgendein Punkt auf ihr, P, ihr Schnittpunkt mit der
Seite a von ABC und B einer der beiden Punkte, aus denen die
von ABC auf p erzeugte Involution (p)2 durch je eine rechtwink-
lige Strahleninvolution projiziert wird. Ferner sei P der Pol von p,
(i irgendein durch P gehender Strahl, die P mit der Ecke A
von ABC verbindende Ecktransversale und die Punkte Qt und PJ
seien die Spuren von  und pA auf p. Wir wollen dann den Winkel,
durch welchen diejenige Strecke, deren Anfangs- und Endpunkt

*) Dies gilt aber nicht mehr von imagindren Strahlen von P; denn,
swie nach Nr.3 (S.5), 7 (S. 12,13), 2 (S.2), 5 und 26 (S. 46) leicht einzusehen,
ist jeder der beiden konjugiert-imagindren Doppelstrahlen von (P)2 der erste
Repréasentant des andern, und mithin fallt jeder dieser beiden Doppelstrahlen
mit seinem zweiten Reprasentanten zusammen.
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Paund Qsind, von R aus projiziert wird, den Ordinatenwinkel
von Qnennen; und zwar ist dieser Ordinatenwinkel (der immer vom
Schenkel P aR aus gemessen werden soll) entweder der Winkel PnR Q
selbst, oder sein Nebenwinkel (welcher letztere von PaR und der
Verlangerung von QR gebildet wird und welcher also zu PaRQ
entgegengesetzten Sinn hat), je nachdem wir uns denken, da Q
von Pa aus nach seiner jetzigen Lage auf der endlichen Strecke
zwischen Pa und Q sich bewegt habe, oder im entgegengesetzten
Sinne auf der unendlichen. Ingleichen wollen wir den Winkel,
durch welchen diejenige Strecke, deren Anfangs- und Endpunkt
P'a und Q sind, von R aus projiziert wird, den Ordinatenwinkel
von gi nennen; und zwar ist dieser Ordinatenwinkel (der immer von
PaR aus gemessen werden soll) entweder der Winkel PAR Qi selbst,
oder sein Nebenwinkel (welcher letztere von PaR und der Ver-
langerung von QiR gebildet wird und welcher also zu P'aRQi ent-
gegengesetzten Sinn hat), je nachdem wir uns denken, dal  von
pA aus (und somit Q( von P'a aus) nach seiner jetzigen Lage in
dem einen oder im entgegengesetzten Sinne sich bewegt habe.
Denken wir aber uns, dal der Punkt Q von Pa aus, bzw. der Strahl
gi von pA aus nach seiner jetzigen Lage erst dann gekommen sei,
nachdem er die ganze Gerade jo, bzw. den ganzen Bischel um
P A-mal durchlaufen habe, so wird der Ordinatenwinkel von Q
bzw. von gi der Winkel PaR Q- An bzw. P'\R Qi -f- k oder ihre
Nebenwinkel -(- w abhéngig vom gedachten Sinne der Bewegung
von Q bzw. von g,, sein. Dabei soll einer der beiden Sinne aufp
(bzw. im Buschel um P) und also der diesem entsprechende im
Blschel um R als der positive und der andere als der negative
gelten, und demnach werden wir zwischen positiven und negativen
Ordinatenwinkeln unterscheiden.

Der Ordinatenwinkel (mit Vorzeichen versehen) eines Ele-
mentes gibt also nicht nur das Element selbst an, sondern auch
den Weg, den dasselbe Element bei seiner Bewegung von Pa aus
bzw. von pA aus nach seiner jetzigen Lage zurlckgelegt hat.

Es gilt nun der

Satz 15. Der Ordinatenwinkel des n-ten Reprédsentanten
eines Elementes ist (absolut genommen) 2n-mal groRer als
der Ordinatenwinkel des namlichen Elementes; diese beiden
Ordinatenwinkel haben gleichen oder entgegengesetzten Sinn,
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je nachdem n gerade oder ungerade ist. Ist also @ der Or-

dinatenwinkel des Elementes und () der des n-ten Représen-

tanten, so ist s (_2)1'<\Iw.

Beweis. Durchlauft ein Strahl g im Buschel um P ein Inter-
vall, welches von zwei aufeinanderfolgenden Strahlen gkji und
gki+\ einer Gruppe in (P)2t begrenzt wird und welches Intervall
mehr keinen Strahl derselben Gruppe enthélt, stetig, so durchlauft
der Pol G von g auf dem Polarkegelschnitt p2 von P das Intervall,
welches von den beiden Polen Gfg; und GKi+i von gkt und gki +1
begrenzt wird und welches mehr keinen Pol eines Strahles der-
selben Gruppe enthélt, ebenfalls stetig; da die Punktreihe der
Pole zu dem Buschel der Polaren projektiv ist (Nr. 2). Alsdann
mufd aber auch der G von dem innerhalb p2 liegenden Punkte P
aus projizierende Strahl, der erste Repradsentant g® von g, im
Bischel um P dasjenige Intervall einmal stetig durchlaufen,
welches von g(§,) und (/(&,+]), den beiden ersten Reprdsentanten
der zwei aufeinanderfolgenden Strahlen gkyi und//"~” i der Gruppe
in (P)2%, begrenzt wird und mehr keinen ersten Reprdsentanten
eines Strahles derselben Gruppe von (P)Z enthalt, welches Intervall
also von zwei Strahlen einer Gruppe in (P)2_1 (nach Satz 12 in
Nr. 22) begrenzt wird und mehr keinen Strahl dieser Gruppe in
(P)2*-1 enthélt; und zwar sind die dieses Intervall begrenzenden
ersten Reprasentanten#”,-) undg%,+ 2zwei aufeinanderfolgende
Strahlen der Gruppe in (P)2“ 1, da sie ein aufler ihnen mehr
keinen Strahl derselben Gruppe in (P)2*- 1 enthaltendes Inter-
vall um P abgrenzen. (Ist k = 1, so reduziert sich eine
Gruppe in (P)2-1 = (P)!l auf einen einzigen Strahl von P, und
das Intervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Strahlen einer
Gruppe in (P)! macht den ganzen Buschel um P aus.) Nunmehr
mussen aber die Bewegungen von g und g() einander entgegen-
gesetzt sein. Denn, wenn g in einem und demselben Sinne um P
sich dreht, muR g(;) (der den Pol G von g mit dem innerhalb
des Polarkegelschnitts p2 liegenden Punkte P verbindet) auch in
einem und demselben Sinne um P sich drehen; der letztere
Sinn muR also zum erstem immer entgegengesetzt sein, wie dies
beim Durchgang durch eine Ecke von ABC der Fall ist, wo in
diesem Moment g und gw zusammenfallen (Nr. 26) und alsbald,
da die Polare g nicht in das ihren Pol G enthaltende Dreiecks-
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gebiet eindringen kann (Nr.1), in entgegengesetzten Richtungen
auseinander gehen. Wenn also y i aufeinanderfolgende Intervalle,
von denen jedes von zwei aufeinanderfolgenden Strahlen einer
und derselben Gruppe in (R)-k begrenzt wird und mehr keinen
Strahl derselben Gruppe enthélt, stetig durchlaufen wird, so wird
f/l) i aufeinanderfolgende Intervalle, von denen jedes von zwei
aufeinanderfolgenden Strahlen einer und derselben Gruppe in
(P)2> 1 begrenzt wird und mehr keinen Strahl derselben Gruppe
in (P)27-1 enthalt, im entgegengesetzten Sinne stetig durchlaufen.

Weil aber die Spuren zweier aufeinanderfolgender Strahlen
einer Gruppe in (P)2 bzw. in (P)2*-1 auf p, der Polare von P,
aus dem Punkte P, aus dem (p)2 durch eine rechtwinklige Strahlen-

involution projiziert wird, durch zwei miteinander einen Winkel Ek

Tt
bzw. Nie-i 06dende Strahlen projiziert werden (Anmerkung in

Nr. 22), so geht das letzte Ergebnis ins folgende Uber: Durchlduft
ein Strahl y von P ein Intervall, dessen Spur aufp von R aus

durch einen Winkel -~ projiziert wird (wo dieser Winkel im

Sinne der Bewegung der Spur vony auf p gemessen werden soll),
stetig, so durchlauft p(l), der erste Reprédsentant von p, im ent-
gegengesetzten Sinne ein Intervall um P, dessen Spur auf p von R

aus durch einen Winkel----€k— = —2-~ projiziert wird, stetig;

dabei bedeuten i und k beliebige, aber nur ganze Zahlen.
Weil ferner jeder beliebige Winkel «m, wo « nicht in der

borm darstellbar ist oder sogar irrational ist, zwischen zwei
Winkeln ~  und X liegt (wo s eine ganze Zahl bedeutet),

und weil der Winkel ~ und mithin auch dadurch beliebig

klein gemacht werden kann, dal k hinreichend gro genommen

wird, so zeigt der Ubergang zur Grenze, wo lim. ~ = 0, daB,

wenn auch y ein Intervall um P, dessen Spur aufp von R aus
durch einen beliebigen Winkel an projiziert wird, stetig durch-
lauft, y0) ein Intervall um P, dessen Spur aufp von R aus durch
einen Winkel — 2 an projiziert wird, im entgegengesetzten Sinne
stetig durchlauft.

W
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Ist nun das von g durchlaufene Intervall von P, dessen Spur
auf p von R aus durch einen beliebigen Winkel an projiziert
wird, von der Ecktransversale pA als Anfangsstrahl, und irgend-
einem Strahle <t, als Endstralil, begrenzt, und ist mithin das
von p() im entgegengesetzten Sinne um P durchlaufene Intervall,
dessen Spur aufp von R aus durch den Winkel — 2an projiziert
wird, von pA (nach Nr. 25), als Anfangsstrahl, und g\w» (dem ersten
Reprasentanten von gb, als Endstrahl, begrenzt, so sind an und
— 2an die Ordinatenwinkel o bzw. der Endstrahlen # und

mithin mufl3 fur jeden beliebigen Strahl g, sein:

= — 20),.

In ganz analoger Weise kann man zeigen, daf3, wenn @ und
w(@ die Ordinatenwinkel irgendeines Punktes und dessen ersten
Reprasentanten sind,

= —2W.

Hiermit ist der vorstehende Satz fir n = 1 bewiesen; seine
allgemeine Giltigkeit kann durch den Schluf? von n auf n--1
nachgewiesen werden. Gilt namlich dieser Satz fur einen Dbe-
stimmten Wert von n, ist also fur diesen Wert von n:

o _ (L 2",
so mufB, weil der (n -j- I)-te Représentant eines Elementes zugleich
der erste Reprasentant des w-ten Reprédsentanten desselben Ele-
mentes ist (Nr. 24) und der vorstehende Satz fiur den ersten Re-
prasentanten (n = 1) schon bewiesen ist, sein:

wh+D)= _ 2a0)— _ 2(—2)"w= (—2n+lw,
somit gilt dann dieser Satz auch fur n -(-1; nun gilt er fir n == 1,
mithin allgemein.

27. Beilaufig bemerken wir, dal3 der Satz 15 (nach Anmel
kung in Nr. 22) auch dann noch richtig bleibt, wenn zur Bestim-
mung der Ordinatenwinkel der Strahlen von P an Stelle der
Spuren dieser Strahlen auf der Polare p von P die Spuren der-
selben Strahlen auf irgendeiner beliebig zu nehmenden Geraden 1
benutzt werden und an Stelle des oben (Nr. 26) angegebenen
Punktes R einer derjenigen Punkte benutzt wird, aus denen die
Projektion von (P)2 auf | durch je eine rechtwinklige Strahlen-
involution projiziert wird, insbesondere wenn an Stelle der Spuren
der Strahlen von P auf p die Spuren derselben auf irgendeiner
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Tangente q des Polarkegelschnitts P 2 von p benutzt werden und
an Stelle von R derjenige Punkt S benutzt wird, aus dem die
von ABC auf q erzeugte, zu (P)2 Perspektive (Satz 3 in Nr. 10)
Punktinvolution (g)2 durch eine rechtwinklige Strahleninvolution
projiziert wird.

Ist nun g irgendein Strahl von P, K seine Spur auf der
Tangente g des Polarkegelschnitts P 2 von p, Qader Schnittpunkt
von g mit der Seite a von ABC, Ka die Spur der durch P gehen-
den Ecktransversale pA (= PA) auf g, ferner g{) der n-te Représen-
tant von g und K ) der von X, und werden die Tangente g und
der obige Punkt S zur Bestimmung der Ordinatenwinkel nicht
nur fur die Punkte von g, sondern auch fiir die Strahlen von P
benutzt, wo jedoch fiir die Punkte von g SQa und fir die Strahlen
von P SKa je als Anfangsstrahl der Messung der Ordinatenwinkel
genommen werden muf3 (Nr. 26), und sind (in diesen Ordinaten-
systemen) ii, i2(Y), iia 0 und wY) der Reihe nach die Ordinaten-
winkel von K, K(\ Ka g und g\ wo bei der Bestimmung von

Si und w gedacht wird (Nr. 26), daB Ka und K von Qa aus
und g von pA aus nach ihren jetzigen Lagen sadmtlich in einem
und demselben Sinne, ndmlich im Sinne der endlichen Strecke
QaKa sich bewegt haben, so sind entweder

und
oder

und

je nachdem Ai auf der unendlichen oder auf der endlichen von
Qa und Ka (auf q) begrenzten Strecke liegt. Es werden also die
beiden Punkte, nédmlich die Spur von g(i) auf g und K r\ von S
aus durch zwei Strahlen projiziert, welche miteinander einen
WInkel [(—2)"— I]iia bilden; denn dieser Winkel ist gleich
Qi») _ w@— B a da, um diesen Winkel zu erhalten, wenn n gerade
ist und alsdann Ti() und « (@ mit £i und , also mit Slagleichen
Sinn haben, wegen der Abweichung des zweiten Anfangsstrahles
S Ka Tom erstem S Qaum Slavon (Si™ — ux>) der Winkel Sla sub-
trahiert werden muf3 und, wenn n ungerade ist und alsdann
und a() zu Sla entgegengesetzten Sinn haben, wegen der nam-
lichen Abweichung zu (B (0" — w(*>) der Winkel —ila addiert werden
muf3; dieser Winkel ist also in beiden Fallen

oder
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= (-2)»B—(-2)"(,&-&« + «)-&, = [(—2)n—1]iia—(—2)"jr,
wo das Vielfache von 1 weggelassen werden kann.

Durchlauft nun der Strahl g ein Intervall um P und mithin
seine Spur K ein Intervall auf g, welche beide Intervalle von je
zwei aufeinanderfolgenden Elementen einer Gruppe in (P)2n bzw.
in (g)2" begrenzt werden und mehr kein Element derselben Gruppe
enthalten, so durchlaufen die w-ten Reprasentanten g() von g und
TP") von K solche Intervalle, welche von je zwei aufeinander-
folgenden Elementen einer Gruppe in (P)2nH= (P)l bzw. in
(@2'—.= (q)! begrenzt werden und mehr kein Element derselben
Gruppe enthalten (nach Nr.26 mit Hilfe des Schlusses von n auf
n 1 oder wie aus Satz 15 leicht zu entnehmen ist), also den
ganzen Buschel um P bzw. die ganze Gerade q einmal. Die
beiden, wéhrend dieser Bewegungen, von K () und der Spur von
g®») auf g beschriebenen Punktreihen, welche, weil diese Spur und
2P") von S aus durch zwei einen konstanten Winkel, namlich
den Winkel [(— 2)n— 1]<Ra bildende Strahlen projiziert werden,
von 5 aus durch zwei konzentrische, gleiche und gleichlaufende
Strahlenbtischel projiziert werden, mdissen projektiv sein fir
jeden beliebigen, aber positiven ganzen Wert von n. Diese
beiden projektiven Punktreihen sind nur dann identisch, wenn der
konstante Winkel [(—2)"— 1] <®t= i km, (—Dn[2n— (— 1)"]

= + km, [2W—(—1)"] £« —Kkm, also | £24a

eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet), wenn also (s. weiter
unten Satz 19 in Nr.29) pA durch einen solchen Punkt von q
geht, der ein w-ter Koinzidenz-Reprasentant ist. Sollen diese pro-
jektiven Punktreihen auf qlUi jeden beliebigen positiven ganzen
Wert von n identisch sein, so wird dann, weil nur die Zahl 3
in [2n— (— 1)"] fUr jeden beliebigen positiven ganzen Wert von n

aufgeht, |£la| = %n sein missen, wo | = 0,1 oder 2 (da sonst

[(—2)n— I]iit= £kn nicht fur jeden beliebigen Wert von n
sein konnte), also pA durch Qa=qga, =qgb oder Qc=qc gehen
(nach Nr.4) und somit g durch pAa, pAb oder pAc\ nun trifft
aber pA die Dreieckseite a, die auch Tangente an P 2 ist, in deren
Berthrungspunkt (Nr. 2) und die Dreieckseiten b und c, die gleich-
falls Tangenten an P 2 sind, in deren Schnittpunkt A; es wird
also dann g keine andere Tangente von P 2 als eine der Dreieck-
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seiten a, b, ¢ sein kdnnen. Die namlichen beiden projektiven
Punktreiken auf q liegen ferner nur dann involutorisch, wenn

der konstante Winkel [(—2)M—1]Sla= + m, also jRal

— (w0 " e’ne beliebige positive ganze Zahl bedeutet),

wenn also (s. weiter unten Nr.42) pA durch einen solchen Punkt
von ( gebt, dessen erster Reprasentant ein w-ter Koinzidenz-Repré-
sentant ist. Sollen diese beiden projektiven Punktreiben auf g
fur jeden beliebigen positiven ganzen Wert von n involutorische

Lage haben, so wird dann 1= 2i7(;_ = 1—2 sein mussen, wo
I = 1,3 oder 5 (da sonst [(—2)M— 1] &a= + * T nicht fur

A
jeden beliebigen Wert von n sein konnte), und also pA durch
Qb Qa oder ¢ geben (nach Anmerkung in Nr.22), wo die auf
der Tangente g von P 2 liegenden Punkte Qa, Qb Qc die vierten
harmonischen zu je einem der drei Punkte &o, Qb, Qc in bezug
auf die beiden andern sind und wo also durch Qa Qb Qc der
Reibe nach diejenigen Tangenten pd, pb, pc von P 2 geben, welche
an P 2die vierten harmonischen Tangenten zu je einer der Dreieck-
seiten a, b, ¢ (welche Seiten gleichfalls Tangenten an P 2 sind)
in bezug auf die beiden andern sind; es wird somit dann q
durch einen der drei Schnittpunkte von pA mit p'a, pb, p'c gehen
mussen. Nun sind aber a, p,, p'b und p'c die Polaren der Punkte
Pa P,, Pb und P'c (Nr.23), also bilden a und pa ein Paar in
der induzierten Tangenteninvolution (P 22, deren Zentrum P ist
(Nr.7), und es sind ap'apbpc vier harmonische Tangenten an P 2
(nach Nr. 4); folglich muR die Ecktransversale pA, die durch das
Involutionszentrum P von (P22 und durch den BerUhrungspunkt
der Tangente a von P 2 geht (Nr.2), auch durch den Berlihrungs-
punkt der zu a in (P22 zugepaarten Tangente p'a gehen und
mithin auch durch den Schnittpunkt von pbund pt, da nun pA
die die BerUhrungspunkte von a und p'a verbindende Gerade,
durch den Pol derjenigen Geraden in bezug auf P 2 gehen muf,
welche die beiden Berlhrungspunkte der durch a und p'a har-
monisch getrennten Tangenten pb und p'c verbindet. Wenn also
jene beiden projektiven Punktreihen auf q flr jeden beliebigen

positiven ganzen Wert von n involutorische Lage haben sollen, so
4*
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wird dann g, die durch PaP« PaP& oder PaPc gehen muf3, keine
andere Tangente von P 2 als eine der drei: p'a ph pc sein konnen.

Die fur jene beiden Punktreihen auf g, ndmlich fur die von

und die von der Spur von g{) beschriebenen, gefundenen
Resultate gelten nun auch, wenn an Stelle der letztem Punkt-
reihe der von gw um P beschriebene Strahlenbischel tritt.

Nun muR3 aber diejenige Gruppe in (P)2" bzw. in (g)2', der
der Strahl g bzw. dessen Spur K auf q angehort, die ganze In-
volution (P)2' bzw. (g)2' einmal durchlaufen, wenn g und mit-
hin K solche Intervalle durchlaufen, welche von je zwei aufein-
anderfolgenden Elementen einer Gruppe in (P)2!1 bzw. in (g)2!
begrenzt werden und mehr kein Element derselben Gruppe ent-
halten; da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Elementen einer
Gruppe in (P)2 bzw. in (g)2° nur ein Element jeder andern
Gruppe von (P)2' bzw. von (g)2’ liegt (Nr.22). Ferner sind die
w-ten Reprasentanten g(M von g und i£(@ von K zugleich die
Repréasentanten derjenigen Gruppen in (P)Z und (g)2, den ¢
bzw. K angehdren (Nr.24). Mithin kénnen wir den gefundenen
Resultaten auch die folgende Form geben:

Satz 16. Derjenige Diejenige Punktreihe auf
Strahlenbischel um einen einer Geraden p, welche
Punkt P, welcher von den von den Reprasentanten der
Reprasentanten der Strah- Punktgruppen in (p)21 ge-

lengruppen in (Pyn gebil-
det wird, und diejenige
Punktreihe auf irgendeiner
Tangente g des Polarkegel-
schnitts P2 von p (der
Polare von P), welche von
den Repréasentanten der
Punktgruppen in (g)2'

bildet wird, und derjenige
Strahlenbischel um irgend-
einen Punkt O des Polar-
kegelschnitts p2 von P (dem
Pole von p), welcher von den
Représentanten der Strah-
lengruppen in (Cr)21

gebildet wird, sind fur jeden beliebigen positiven ganzen
Wert von n projektiv mit solchen Elementen als entsprechen-
den, welche Reprédsentanten inzidenter Gruppen

in (P)2' und (g)2' sind.

in (p)2° und (6r)21 sind.

Diese beiden projektiven Gebilde haben nur dann Per-
spektive bzw. involutorieche Lage, wenn einer und mithin
jeder (s. weiter unten Nr. 33 und 34) der drei
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Strahlen, welche die durch
P gehenden Ecktransver-
salen von ABC sind, durch
einen solchen Punkt von
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Punkte, in denen p von den
Seiten von AB C geschnit-
ten wird, auf einem solchen
Strahle von G liegt,

geht,

welcher selbst ein n-ter Koinzidenz -Représentant ist bzw.
dessen erster Reprasentant ein w-ter Koinzidenz-Repréasen-
tant ist.

Ist G von den Ecken von
ABC bzw. von den drei AB C bzw. von den drei
Tangenten papb,p'c (vonP2 Punkten P'AP'B, P c(vonp?
verschieden, so kdnnen jene beiden projektiven Gebilde nicht
fur jeden beliebigen positiven ganzen Wert von n Perspek-
tive bzw. involutorische Lage haben.

Zugleich ist der Satz 14 in Nr. 23 nochmals bewiesen worden.

Ist g von den Seiten von

28. Aus dem Satze 15 ergibt sich ferner:

Satz 17. Jedes Paar der von ABC im Gebilde erster
Stufe erzeugten Involution zweiten Grades wird durch seinen
Repréasentanten, der der erste Reprdsentant eines jeden der
beiden Elemente des Paares ist, und den zweiten Repra-
sentanten, der gleichfalls fir beide Elemente des Paares
der namliche ist, harmonisch getrennt.

Bilden ndmlich die Punkte Q und @ ein Paar in der von
ABC auf der Geraden p erzeugten Involution (p)2 und ist $ ()
der erste Reprasentant von Q und Q, Q@ der zweite Reprasentant
derselben und w der Ordinatenwinkel von Q, so ist (nach Satz 15)
— 2w der Ordinatenwinkel von Q) und -f-4® der von QA Es
ist also der Winkel QBQ () (wo B derjenige Punkt ist, aus dem
(p)2 durch eine rechtwinklige Strahleninvolution projiziert wird)
gleich —2m—w = — 3w und der Winkel QB QW gleich
40—w= + 3 femer ist QBQ' = + —; mithin sind B Q und
BQ' die Halbierungsgeraden des Winkels Q”*BQW und QQ'Q"Q"
mussen vier harmonische Punkte sein.

Aus dem Satze 17 folgt nun:

Satz 18. Ist g irgend-
eine durch den Punkt P

Ist Q irgendein auf der
Gerade p liegender Punkt
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gehende Gerade und p2 der
Polarkegelschnitt von P und
verbindet man den Pol O
von g in bezug auf ABC
mit dem Pole von g in be-
zug auf p2 durch eine Ge-
rade, so wird diese Gerade
von p2 zum zweitenmal im
Pole 6r()) des ersten Repré-
sentanten gw (=P G) vong
geschnitten.

Nr. 28,29

und P 2 der Polarkegel-
schnitt von p und bringt
man die Polare q von Q in
bezug auf ABC mit der
Polare von Q in bezug auf
P 2 zum Schnitt, so ist die
zweite von diesem Schnitt-
punkt an P 2 gehende Tan-
gente die Polare qw des
ersten Représentanten ()

(=pg) von Q

Denn ist gxg\ dasjenige Strahlenpaar in der von ABC er-
zeugten Involution (P)2, dessen Pole Gx und GX (in bezug auf
ABC) die Schnittpunkte der durch P gehenden Geraden g mit
p2sind und dessen Reprasentant also g ist, so sind (nach Satz 17)
gxg[g (PG =g”) vier harmonische Strahlen um P und mithin,
weil der Buschel der Polaren um P zu der Punktreihe der Pole
auf p2 projektiv ist, ihre Pole GXG'XGGW vier harmonische
Punkte auf p2 Folglich mu die G mit 6r() verbindende Gerade
zu der Gx mit Gx verbindenden Geraden g konjugiert sein in
bezug auf p2 und mithin durch den Pol von g in bezug auf p2
gehen.

29. Kehren wir nun zu der in Nr.24 aufgeworfenen Frage
zurick.

Soll ein Element Q, dessen Ordinatenwinkel ® ist, wo
0< w jr, mit seinem n-ten Reprasentanten Q(\ dessen Ordinaten-
winkel w() ist, zusammenfallen, so wird dann (nach der Definition
der Ordinatenwinkel), wenn n= 2m—1 (m~>l) und also Q
und Q) sich im Gebilde entgegengesetzt bewegen,

A2M— j—kxn = T—w
sein mussen, wo kx die Anzahl der vollen Umlaufe von QT) im
Gebilde angibt und wo kx auch = 0 sein kann, also:
dw- = — (@ —w-f-Tn) = — [(kx-f- 1) 1— w]

und, wenn n= 2t und also Q und $ () sich im Gebilde im
gleichen Sinne bewegen,

c@m —kxm = w
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wo k2 dieselbe Bedeutung wie hat, wo aber (weil die Bewegung
von Q) nach Satz 15 mit einer gréReren Geschwindigkeit als die
von Q sich vollzieht) 1 sein muR3, also:

Nach Satz 15 ist aber:

mithin mul3, wenn anstatt -f- 1) und &2 welche letzte ~ 1 sein
muf3, k gesetzt wird,

sein, also:

und
also
22m—1' v
Hat, umgekehrt, der Ordinatenwinkel w eines Elementes Q die
Form oder wo k und m beliebige ganze

Zahlen 1) bedeuten, so mul Q mit $ @n~d bzw. mit $<2n) zu-
sammenfallen, da dann:

und also w und to(2m-1>bzw. w@r) die Ordinatenwinkel eines und
desselben Elementes, das nur auf verschiedenen Wegen in seine
Lage gelangte, sind.

Weil aber zwei Elemente, deren Ordinatenwinkel sich nur
um ein Vielfaches von 1 voneinander unterscheiden, zusammen-
fallen, so gibt es nur 22m -1-|-1 bzw. 22m— 1 voneinander ver-

schiedene Elemente, deren Ordinatenwinkel die Form

bzw. haben, namlich

diese und nur diese
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22m— 1 Elemente fallen mit ihren (22m—)-ten bzwT (22w)-ten
Reprasentanten zusammen.

Hiermit ist die aufgeworfene Frage vollstandig beantwortet
und wir haben, indem wir ein Element, das mit seinem w-ten
Reprasentanten zusammenfallt, einen n-ten Koinzidenz-Re-
prédsentanten nennen:

Satz 19. Es gibt in einem Gebilde erster Stufe nur
2n— (— I)"w-te Koinzidenz-Reprasentanten, vaon irgendeine
positive ganze Zahl bedeutet. Die notwendige und hinreichende
Bedingung dafiir, da ein Element ein n-ter Koinzidenz-
Reprasentant sei, ist, da der Ordinatenwinkel des Elementes

auf die Form —-——:ﬁ’ngebracht werden kann, wo T irgend-

eine ganze Zahl, die Null nicht ausgeschlossen, bedeutet.

Die n-ten Koinzidenz-Reprasentanten sind im Gebilde in
der Weise verteilt, da zwischen je zwei aufeinanderfolgen-
den Elementen einer jeden Gruppe in der von ABC im
Gebilde erzeugten Involution (2")-ten Grades nur ein n-ter
Koinzidenz - Représentant liegt; eine Ausnahme hiervon
machen nur diejenigen beiden aufeinanderfolgenden Ele-
mente der Gruppe, zwischen denen der Représentant der-
selben Gruppe (welcher Reprasentant der n-te Reprdsentant
eines jeden der 2n Elemente der Gruppe ist) liegt, indem
zwischen diesen beiden Elementen entweder zwei n-te
Koinzidenz-Reprasentanten liegen, und zwar der eine vor
und der andere nach dem Repréasentanten der Gruppe, oder
kein einziger, je nachdem n ungerade oder gerade ist.

Das letzte ergibt sich folgendermaRen. Die Differenz der
Ordinatenwinkel zweier aufeinanderfolgender Elemente i und
Qni+l der Gruppe bzw. zweier aufeinanderfolgender w-ter Koinzi-

7t Tt
denz-Reprasentanten ist (absolut genommen) — bzw. Ot ~ -jpyT

Also muB, wenn n ungerade ist, zwischen QUi und Q,,i+i (fur
jeden Wertvon i = 1, 2,... 2") ein w-ter Koinzidenz-Représentant
liegen. Sollen aber zwischen Qnit und Qni+l (~r einen Wert
von 1) zwei n-te Koinzidenz-Reprasentanten liegen, so wird, wahrend
ein Element Q das Intervall zwischen QUii und Qnit+l und mit-
hin sein w-ter Reprasentant Q(i>im entgegengesetzten Sinne,
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vom Repréasentanten der Gruppe ausgehend und nach demselben
zurickkehrend, das ganze Gebilde einmal durchlaufen werden,
Q mit p() zweimal, namlich in den beiden zwischen Q,ti und
Qnittl liegenden n-ten Koinzidenz-Reprasentanten zusammen-
fallen missen; dies wird aber nur dann eintreten, wie man
leicht einsieht, wenn zwischen Qi und Q,,i+1 der Reprasentant
der Gruppe liegt, und alsdann muf} derselbe Reprasentant auch
zwischen beiden n-ten Koinzidenz-Reprédsentanten liegen. Ferner

kann, wenn n gerade ist und dann zwischen

Qn,i und Qnitl mehr als ein n-ter Koinzidenz-Reprasentant nicht
liegen. Soll aber zwischen Q,ti und Qni+i (fur irgendeinen Wert
von i) kein einziger n-ter Koinzidenz-Repréasentant liegen, so wird,
wihrend Q das Intervall zwischen Qni und Qni+l und mithin
Q) im selben Sinne, vom Reprasentanten der Gruppe aus-
gehend und nach demselben zuriickkehrend, das ganze Gebilde
einmal durchlaufen werden, Q mit p() nirgends zusammenfallen;
dies wird aber nur dann eintreten, wenn zwischen Qpi und
Qi+l der Reprasentant der Gruppe liegt.

30. Wie wir sahen (Nr. 24) ist der n-te Reprédsentant pw)
eines Elementes Q eindeutig bestimmt und der (i-I-A’)-te Re-
présentant von Q ist zugleich der X-te Reprasentant Q) ®
des i-ten Reprasentanten pw von Q fir jeden beliebigen Wert
von i und von k Ist nun ein Element Q ein k-ter Koinzidenz-
Reprasentant, ist also QNV=Q, so mu3 auch pw w = p«+*) = goo (0
&£ pw imd p<«) = Qk+ (DK —poo[<«-1)*] = pk»»-)A] = Qum-am
— = Q= Qeein, d h. es muR dann auch der i-te Reprasentant
pw von p fur jeden beliebigen Wert von i ein k-ter Koinzi-
denz-Repréasentant sein und Q und mithin auch alle seine Re-
prasentanten mussen zugleich n-te Koinzidenz-Repréasentanten
sein, wenn n irgendein \ ielfaches von k ist. (Diese Resultate

sind auch aus der Form des Ordinatenwinkels eines

k-ten Koinzidenz-Reprasentanten mit Hilfe der Satze 15 und 19
zu entnehmen.) Jeder n-te Koinzidenz-Reprasentant, welcher kein
friherer Koinzidenz-Reprasentant ist, wo also das Element erst mit
seinem n-ten (und mit keinem frilhem) Reprédsentanten zusammen-
fallt, soll ein primitiver n-ter Koinzidenz-Reprédsentant heil3en.
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Ist Q ein primitiver n-ter Koinzidenz-Repréasentant, so sind
auch seine Reprasentanten QA QB\. 1 QXY primitive n-te
Koinzidenz - Reprasentanten. Denn diese missen, wie soeben ge-
sehen, n-te Koinzidenz-Reprasentanten sein, ware irgendeiner
unter ihnen, etwa <Xi), schon ein fc-ter (Zc<n), so muRte, gegen
die Voraussetzung, Q ebenso wie Q schon ein k-ter und also
kein primitiver n-ter sein; da QM= Q und also Q ein (n «)-ter
Reprasentant von Q) ist. Jeder weitere Reprasentant QYrvon Q

(ni2”n) mulR mit einem der n Elemente Q o(), Q- v zu-
sammenfallen und zwar, wenn in=1i (mod. n), mit Q@& (wo
icn,ist i= 0, so soll unter $(©, dem nullten Représentanten

von Q, das Element Q selbst verstanden werden). Die n primi-
tiven w-ten Koinzidenz-Reprasentanten aber sind sdmtlich vonein-
ander verschieden. Denn fiele etwa QW mit zusammen
(g< p< n), so ware, gegen das soeben Bewiesene, Q9 schon
ein (p—g)-ter und also kein primitiver n-ter Koinzidenz-Repréa-
sentant.

Es bildet also das Element Q, das ein primitiver n-ter
Koinzidenz-Repréasentant ist, zusammen mit seinen n—1 Reprasen-
tanten Qw, ~(n-1) eine geschlossene Gruppe von n Ele-
menten, primitiven n-ten Koinzidenz - Représentanten, welche
Gruppe die Eigenschaft besitzt, daf3 von je zweien ihrer Elemente
das eine etwa der A-te Reprasentant (k<.n) des andern und
dieses letztere der (n—Kk)-te (und kein friherer) Reprédsentant des
erstem ist (denn der (w— A")-te Reprasentant des erstem Ele-
mentes, welcher Reprédsentant zugleich der (n—k-f-k= n)-te
Repasentant des letztem Elementes ist, mu mit diesem letztem
zusammenfallen); man gelangt also auch dann noch zu der ganzen
Gruppe, wenn man anstatt von Q von irgendeinem andern Ele-
mente der Gruppe ausgeht.

Jeder weitere (der Gruppe Q ~-Qm~1I) nicht an-
gehorende) primitive w-te Koinzidenz-Reprasentant R des Ge-
bildes fuhrt zu einer ebenso beschaffenen Gruppe von w vonein-
ander verschiedenen primitiven n-ten Koinzidenz-Reprasentanten
RRWRW... R(n~1); kein Element dieser Gruppe fallt mit einem

der GruDie O zusammen. Denn ware etwa R™ = QR
S0 mufite
sein, wo r< nund r=n-<4k—i (mod. n\ und also R gegen die

Voraussetzung in der Gruppe 1 Vorkommen.
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Die primitiven n-ten Koinzidenz -Re|)rdsentanten eines
Gebildes erster Stufe zerfallen also in Gruppen von je
n Elementen, wobei jede Gruppe aus irgendeinem ihr an-
gehdrenden primitiven n-ten Koinzidenz-Représentanten und
dessen n—1 niedrigsten Reprdasentanten besteht. Jeder
primitive n-te Koinzidenz-Reprédsentant gehort einer und
nur einer solchen Gruppe an.

31 Ist ein Element Q ein primitiver i-ter und zugleich ein
n-ter Koinzidenz-Repréasentant, so mu3 i ein Teiler von n sein;
denn wéare n= qi-fr, wo 0<r<i, so miuBte, weil &>= Q und
QN~ Q, N=$@E@=3$MA+N= 1_ q un( aisoq 8ChOI1 ein r_ter
und kein primitiver T-ter Koinzidenz-Repréasentant sein. Ist
ferner Q ein n-ter und zugleich ein w-ter Koinzidenz-Représen-
tant, so muB Q auch ein d-ter Koinzidenz-Reprasentant sein, wo d
der grof3te gemeinsame Teiler von n und w ist; denn ist Q etwa
ein primitiver ?-ter Koinzidenz-Repréasentant, so muf3 i, wie soeben
gesehen, ein Teiler von n und ebenso von m und also auch von d
sein, mithin muR auch Q@= Q sein (Nr. 30).

Hiervon wollen wir Gebrauch machen zur Bestimmung der
Anzahl der primitiven n-ten Koinzidenz-Reprasentanten.

Zu diesem Ende ist notwendig und hinreichend, aus

auszuscheiden, wo P1<p2<Ps<. .' <Pk die k voneinander verschie-
denen Primfaktoren von n sind, wo also 1 = p*yp &2p*3ne pkk\
die sodann Uberbleibenden werden samtlich primitive n-te Ko-

inzidenz-Représentanten sein. Denn ein -ter Koinzidenz-Repra-

sentant (wo Pi irgendeiner der Primteiler von n ist) ist zugleich
ein nicht primitiver n-ter, und jeder nicht primitive n-te mui
ein primitiver f-ter, wo f<n und f ein Teiler von n und also

auch von —ist (wo pi mindestens einer der Primteiler von n

sein muf3), und mithin auch ein -ter Koinzidenz-Représen-

tant sein.
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Wir scheiden nun aus dem Komplex der n-ten Koinzidenz-
Repréasentanten, deren Anzahl 2«— (— I)n betragt, zuerst die

:en, deren Anzahl betragt, aus; alsdann
bleibt ein zweiter Komplex Ubrig, der nur noch diejenigen n-ten

Koinzidenz-Représentanten enthélt, -welche mehr keine

sind und deren Anzahl

betragt. Von den -ten Koinzidenz - Re-

prasentanten, die im ersten Komplex vorhanden waren, sind im
zweiten Komplex nur noch
also

sicher ungerade und zugleich mit n und zugleich mit

gerade oder ungerade ist) geblieben. Denn, wie wir sahen, ist

jeder | -te, der zugleich ein -ter ist, auch ein -ter
und, umgekehrt, ist jeder zugleich ein i und
ein mithin ist fur die Koinzidenz - Reprasen-
tanten die Ausscheidung der mit der Ausscheidung der

gleichbedeutend und wir haben, um die Anzahl der

nach der Ausscheidung der ubergebliebenen

/
zu bestimmen, in der Formel statt n zu setzen.

Aus dem zweiten Komplex scheiden wir ferner die
Ubergebliebenen aus;
alsdann bleibt ein dritter Komplex dbrig, der nur noch diejenigen

n-ten Koinzidenz-Reprasentanten enthalt, welche weder

sind und deren Anzahl betragt:
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wo ad und a2 unabhéngig voneinander die Werte 0 und 1 an-
nehmen sollen. Von den i Koinzidenz-

Représentanten, die im ersten Komplex vorhanden waren, sind
im dritten Komplex nur noch

geblieben. Denn fur die sind die Ausscheidungen der
und ( mit den Ausscheidungen der |

gleichbedeutend und wir haben also in

statt n zu setzen.
Fahren wir in dieser Weise fort, so bleibt nach der i-ten Aus-
scheidung ein (i-\- I)-ter Komplex dbrig, der nur noch diejenigen

w-ten Koinzidenz-Repréasentanten enthélt, welche weder

noch loch sind und deren Anzahl betrégt:

wo «i, «2 a3, .- ai unabhdngig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen.

Die Richtigkeit hiervon kann durch den Schlu von n
auf n-f-1 bewiesen werden. Ist namlich die Formel 3) fir
einen bestimmten Wert von i richtig, so muR von den 2n:i»'+i

Koinzidenz-Reprasentanten, die im
NK*f 1/
ersten Komplex vorhanden waren, im (i - [)-ten Komplex nur

noch geblieben sein; da
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far die {—Vten die Ausscheidungen der (— )-ten, (’\) -ten,

..und Q—_Vten mit den Ausscheidungen der (—---—)-ten,
Pi) Pi+iPi

{ ~-— Vten,... und (—-— Vten gleichbedeutend sind und

Pi+IPi) \Pi + 1P1)

also in 3) statt n zu setzen ist. Mithin bleibt nach der
Pi+1

(i - I)-ten Ausscheidung ein (i -f 2)-ter Komplex Ubrig, der nur
noch diejenigen n-ten Koinzidenz-Reprasentanten enthélt, welche

weder (~)-te, noch (£)-te,... noch (~)-te, noch (~)-te

sind und deren Anzahl betragt:

WO on a2,... «- ai+l unabhéngig voneinander die Werte 0 und
1 annehmen. Die Formel 3) bleibt also auch fur i + 1 richtig,
wenn sie fur i gilt; nun gilt sie nach 2) fur i = 2, mithin all-
gemein fir i~2. Fur i = 1 aber gilt die Formel 1), die, wenn
— zugleich mit n gerade oder ungerade ist, mit 3) (wenn darin
Pi

fuar i 1 genommen wird) gleichbedeutend ist und nur, wenn n
gerade und P_ ungerade ist, gleich 2M—2’l:bi — 2 ist.

i
Nunmehr bleibt nach der fc-ten Ausscheidung ein (& -(- I)-ter
Komplex dbrig, der nur noch diejenigen w-ten Koinzidenz-Repréasen-

tanten enthalt, welche weder ~-te, noch ~-te, noch -te,
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... noch ~-te und welche also sdmtlich primitive n-te sind

und deren Anzahl betragt:

(wo «j, 02, ... ak unabhéngig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen), wenn k”>2, also n mindestens aus zwei von-
einander verschiedenen Primzahlen zusammengesetzt ist, oder wenn

N
zwar k = 1, aber A zugleich mit n gerade oder ungerade ist.
i
Die Formel 4) gilt nur dann nicht, wenn k — 1, n gerade und
n
- ungerade ist, also n = pl= 2; in diesem Falle gilt die

JFormel 1), welche dann in 22—2 —2 = 0 (bergeht.
Mithin haben wir:

Die Anzahl der primitiven w-ten Koinzidenz-Représen-
tanten ist gleich

N
1

ist, und gleich 0, wenn

Anmerkung. Die Summe in 4) wird aus der bekannten zahlen-
fUheoretischen Funktion

& folgender Weise gebildet: die absoluten Betrédge der einzelnen
Glieder des entwickelten Produktes @(n) werden fir die Summe
4) als Exponenten zu 2, als Grundzahl, genommen, und die

so entstehenden Potenzen von 2 werden mit demselben Vorzeichen
[in der Summe in 4)] versehen wie ihre Exponenten im ent-
wickelten Produkte @ (n).

Die Anzahl der primitiven w-ten Koinzidenz-Représentanten
laBt sich auch auf folgende Weise bestimmen.

Hangen zwei zahlentheoretische Funktionen F(n) und f(n)
durch die Relation

F(n) = 2 fw

zusammen, wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren d
(inkl. ri) der Zahl n bezieht, und ist « = ... p*ic, so ist
bekanntlich:



64 Zweiter Abschnitt. Nr. 31

was wir auch kirzer so schreiben kdnnen:

WO ax, «2, ... «c unabhéngig voneinander die Werte 0 und | an-
nehmen sollen.

Nun bestehen (nach Nr.30 und Anfang dieser Nummer) die
n-ten Koinzidenz-Reprasentanten, deren Anzahl 2"— (— 1) Mbetrégt
(Satz 19 in Nr.29), aus den samtlichen primitiven d-ten Ko-
inzidenz-Reprasentanten und nur aus diesen, wo d irgendein Divisor
von 1 (n selbst nicht ausgeschlossen) bedeutet. Wenn daher die
Anzahl 2"— (—1)" der n-ten Koinzidenz-Reprasentanten mit
F(n) bezeichnet wird und die Anzahl der primitiven n-ten Ko-
inzidenz-Reprasentanten mit f(n), so mul3 sein:

wo das Summenzeichen sich auf alle Divisoren der Zahl n bezieht,
und folglich mufR die Anzahl der primitiven M-ten Koinzidenz-
Repréasentanten sein:

wo ay, a2 unabhéngig voneinander die Werte 0 und 1 an-
nehmen sollen.

Wahlen wir nun die Bezeichnung der It in n aufgehenden,
voneinander verschiedenen Primzahlen so, da 1 <pl<p2<... <Pk

ist, so sind stets n und beide zugleich gerade oder un-

gerade und ebenso und ; mithin ist
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Dieses letzte Produkt ist aber = 0, wenn k> 1 oder zwar k = 1,
aber n und — beide zugleich gerade oder ungerade sind, und

nur dann istpldieses Produkt von Null verschieden, wenn k = 1,
n gerade und n:pXxungerade, wenn also n = px= 2 ist, und
zwar ist dann dieses Produkt = 2.

Mithin geht a) Uber in

wenn n> 2 ist, und fir n = 2 in

welche Resultate mit den vorher gefundenen Ubereinstimmen.

32. Weil die primitiven w-ten Koinzidenz-Reprdsentanten in
Gruppen von je n zerfallen, so dal jeder primitive w-te in einer
und nur in einer dieser Gruppen enthalten ist (Nr.30), so muR
die Summe in 4), die die Anzahl der primitiven n-ten angibt,
durch n teilbar sein. Dividieren wir nun die Summe in 4) durch
(— Dfen:i,iP2«Pfic, so erhellt:

Ist so ist, je
nachdem n ungerade oder gerade und also Pi = 2 ist:

WO «5 -+ Kk unabhangig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen.

Berliner, Habilitationsschrift. 5



66 Ziveiter Abschnitt. Nr. 33

§6.

33. Bilden die drei Strahlen gx g2 g3 ein Tripel in (P)3 w
P ein auf keiner Seite von ABC liegender Punkt ist, so bilden
ihre ersten Représentanten gp, gp, gp, welche die ein Tripel in
der induzierten Involntion (p2)3 bildenden Pole Gx, Cr2, G3 von
g%, o2t 9 aus P projizieren, gleichfalls ein Tripel in (P)3 (Satz 10
in Nr.17); und zwar mu3 der Sinn gpgPgP mit dem Sinne
ANs2 9z Ubereinstimmen. Denn der zu g3 in (P)2 zugepaarte
Strahl g3 ist von g3 durch gl und g2 harmonisch getrennt (Nr. 4)
und ebenso der zu gl in (P)2 zugepaarte g\ von gl durch g2 und
g3, mithin liegt g3 in demjenigen von gx und g2 gebildeten voll-
kommenen Winkel, innerhalb dessen g3 und g\ nicht liegen, und
die Sinne gxg2g3 und glgag?2 stimmen miteinander Gberein. Wenn
nun ein Strahl g von P denjenigen von gl und g2 gebildeten
Winkel durchlauft, innerhalb dessen g\ liegt, so beschreibt sein
erster Reprasentant g@® im entgegengesetzten Sinne (Nr.26) um
P denjenigen von gp und gp gebildeten vollkommenen Winkel,
innerhalb dessen, weil g3 und g3 einen und denselben ersten
Reprasentanten haben, gp liegt, und nur diesen Winkel; da g
bei seiner Bewegung den zu gl in (P)2 zugepaarten g\ nicht
erreicht und mithin g keinen vollen Umlauf um P vollenden
kann (Nr.26)1). Es muf3 demnach der Sinn gpgpgp zum Sinne
g193s2 und also auch zu glg2g3 entgegengesetzt sein, mithin
stimmen die Sinne gPgpgP und gxg2g3 miteinander Uberein.
(Diese Resultate ergeben sich auch aus Satz 15 in Nr.26, wenn
man bemerkt, da die drei Ordinatenwinkel eines Stralilentripels
von (P)3 sich voneinander um gunterscheiden.)

Nunmehr missen auch die zweiten Représentanten g@é\ gp,
gp, die die ersten Reprasentanten von gP, gp, gp sind, und mithin
auch die dritten, vierten und Uberhaupt die n-ten Reprasentanten
gf\ 9Pi 93 je ein mit glg2g3 gleichen Sinn habendes Tripel in
(P)3 bilden.

Das hier benutzte Verfahren kann auch zu einem zweiten Beweise
(s. oben Nr. 26) dafir dienen, dafl die Bewegungen eines Strahles und dessen
ersten Reprasentanten im Bulschel einander entgegengesetzt sind, wenn man
von dem Tripel der Ecktransversalen PaPbPc von (P)3 ausgeat, welche
Ecktransversalen mit ihren ersten Reprasentanten zusammenfallen.
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Dies gilt nun ohne weiteres auch von den drei n-ten Re-
présentanten eines Punkttripels in der von A B C auf einer durch
keine Ecke von ABC gehenden Geraden erzeugten Involution
dritten Grades.

34. Bilden nun in einem Gebilde erster Stufe die Elemente
Qi, Qi, & ein Tripel in der von ABC im Gebilde erzeugten
Involution dritten Grades und ist OQ= Ql bzw. Qf>= 2 bzw.
Qt>=Q3, so misssen Qp=Q2 und Qp=Qs bzw. Q$=QS und

= QL bzw. =Q und = @ sein. Denn QEQO@ Qf bilden,
wie wir sahen, ein mit QxQ2 B gleichen Sinn habendes Tripel
in der Involution dritten Grades; diese beiden Tripel missen nun
zusammenfallen, wenn sie ein Element gemein haben, und alsdann
mussen Q{\ QS, der Reihe nach entweder mit Q, @, &8
identisch seiu, oder aus diesen durch eine zyklische Vertauschung
hervorgehen. Mithin:

Satz 20. Bilden QI Q@3 ein Tripel in der von ABC
im Gebilde erzeugten Involution dritten Grades und ist Qx
ein primitiver w-ter Koinzidenz-Reprasentant, so sind auch
@ und @3 primitive n-te Koinzidenz-Reprasentanten.

Ist ferner QW der niedrigste Reprédsentant von
welcher mit einem der beiden Elemente Q2 und B zu-
sammenfallt (wo also ein noch niedriger als der ft-te Re-
prasentant von QL weder mit 2 noch mit (s zusammen-
fallt), so ist QfK der niedrigste Reprasentant von
welcher mit (3 bzw. (2 und Q®K der niedrigste, welcher
(in beiden Fallen) mit Q zusammenfallt. Das N&mliche gilt
dann von Q2 und von $3, nur sind im selben Uberall
Qi, & fur Q2 durch @, @B, Q und fur Q3 durch (@,

Q2 zu ersetzen; es sind also dann Qx &2, B primitive
(3 h)-te Koinzidenz - Reprasentanten.

In der Tat, ware etwa Q2 schon ein?-ter Koinzidenz-Reprasen-
tant (?<w), so muRte es auch Qt sein; Rund (3 mussen also zu-
gleich mit Q! primitive n-te Koinzidenz-Représentanten sein.
Wenn ferner etwa QR= Q2 ist, muB QfR= QR{Rz QR~ B und
QfRz Qf KA Qf)g Ql sein; ware schon Q”~=Q3, wo 2
wegen der Voraussetzung des Satzes, so mufdite, weil Qg B= QPR
Q3 und mithin auch Ql ein (2 k—Z)-ter Koinzidenz-Représentant

5*
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sein, und 2~ Q'® mufRte gegen die Voraussetzung schon unter
den 2k —I— 1 Reprasentanten Qf\ 0@, ... GXK~I— von L
Vorkommen (Nr.30), wo 2k—I<k ist; es mul3 also QfV der
niedrigste Reprasentant von QL sein, fir den Qfk)=Qs ist. Ware
dann Ql ein primitiver w-ter Koinzidenz-Reprasentant, wow<3fc,
so muRte einerseits, weil nach dem soeben Bewiesenen Q3= Q®8®
nicht unter den Reprdsentanten von Q,, die niedriger als der
(2 k)-te sind, Vorkommen kann, n > 2 kund andererseits, weil$@9z Q
ist, n ein Teiler von 3k sein, was unmoglich ist; @ und mithin
auch Qund Qa mussen also primitive (Sk)-te Koinzidenz-Repra-
sentanten sein. Wenn endlich dann Q€ = Qa oder = QL wére, wo
ick, so mufite nach dem eben Bewiesenen (@ ein primitiver
(3«)-ter Koinzidenz-Représentant sein; QW muB3 also dann der
niedrigste Reprasentant von Q2 sein, fir den QW= Qa ist.
Aus dem vorstehenden Satze folgt nun ohne weiteres:

Satz 21. Ist Qx ein primitiver w-ter Koinzidenz-
Reprasentant, so kommt weder Q2, noch (3 unter den Re-
présentanten von vor, wenn n kein Vielfaches von 3 ist;
ist aber n ein Vielfaches von 3, so kommt entweder keiner
der beiden Elemente Q2 und (B oder jeder derselben unter
den Reprasentanten von QI vor, und zwar muB im letztem
Falle, wo @ und B Vorkommen, entweder "{:3)e Q2 und

QOn:3)=Q3, oder Q''2)= Qs und QBON:3)=Q2 sein.

35. Ist n ein Vielfaches von 3 und ist QL ein solcher primitiver
w-ter Koinzidenz-Reprasentant, fir den Q(':3)=Q2 oder £ (8 ist
und mithin Q&n:3= Qa bzw. = @, so bilden auch Qf\ Q&+n:3\
Qk+2«:3) fur jeden Wert von k ein ebensolches Tripel (sogar
dem Sinne nach) wie QL Q2Qa bzw. wie Qx@B Q2 Denn es ist
Qk+ n:3)= Q(n:3) (W)= QK = Q) un@ Q(k+2n:3= Qny M= QK
bzw. = Q) und die k-ten Représentanten QM QM QM des Tripels
Qi Q@ (s bilden ein mit dem letzten gleichen Sinn habendes Tripel.
Mithin mul3 jede der oben (Nr.30) definierten Gruppen von je n
primitiven w-ten Koinzidenz-Reprasentanten entweder kein ein-
ziges solches Element Qx enthalten, unter dessen Reprdsentanten
@ und mithin auch 3 Vorkommen, oder aus lauter solchen Ele-
menten bestehen. Mithin:

Diejenigen primitiven w-ten Koinzidenz-Représentanten Qn
unter deren Reprasentanten Q2 und (B Vorkommen, wo n
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notwendig ein Vielfaches von 3 ist, kdnnen nur in einer
solchen Anzahl auftreten, welche ein ganzesVielfaches von nist.

36. Wir wollen nun, wenn n ein Vielfaches von 3 ist, die
Anzahl derjenigen primitiven w-ten Koinzidenz-Représentanten Qx
bestimmen, unter deren Reprasentanten (@2 und mithin auch
Vorkommen. Diese Anzahl stimmt nach den S&atzen 20 und 2!
mit der Anzahl derjenigen Elemente Uberein, fur welche je

der Q~-te (und kein niedriger) Reprasentant Qn3) mit Q2 oder (J3

zusammenfallt (wo also ein niedriger als der (w:3)-te Reprasen-
tant von Q weder mit Q2 noch mit (B zusammenféllt). Die
letztere Anzahl kann nun wie folgt bestimmt werden.

Sind wb w2 und w3 die Ordinatenwinkel von Qv Q2 und @B,
wo die bei der Bestimmung der Ordinatenwinkel hinzugedachten
Bewegungen aller drei Elemente in einem und demselben Sinne
folgen sollen und dieser Sinn und die Bezeichnung der Indices
der Elemente so getroffen sein sollen, daR O<wl<w2<w3 ist,
wo also, weil Q@ Q3von dem oben (Nr. 26) definierten Punkte if,
dem Scheitel aller Ordinatenwinkel, aus durch einen regelméaRigen
Dreistrahl projiziert werden (Nr. 4):

und soll der k-te Reprasentant von Q mit Q2 oder Q3 zusammen-
fallen, soll also QW= 2 oder = Q3 sein, so wird dann (nach
Satz 15 in Nr. 26), wenn k ungerade ist:

bzw.

sein mussen, wo i die Anzahl der vollen Umlaufe von im
Gebilde angibt und wo i auch 0 sein kann, also:
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wobei, weil nur in Betracht kommt,

bzw. also mithin
(in beiden Fallen), weil i nur eine ganze Zahl sein kann,
alsoi= 0,1 2,... 28 und, wenn Xk gerade ist:

bzw.

also:

wobei , also

bzw. mithin (in beiden Fallen) , also

Hat, umgekehrt, der Ordinatenwinkel

eines Elementes Q die Form wo o]
ist dann:

und dies ist , wenn R gerade ist (also

oder nachdem r = 1 oder und

wenn k ungerade ist (also

oder je nachdemr = 2
oder r = 1 ist); mithin mufd dann in allen Fallen oder
0 sein.
Es gibt also, je nachdem Ic ungerade oder gerade ist, 2 (2&-f-1)
oder 2 (2&—1) Elemente $x, fur welche je mit einem der
beiden Elemente Q2 und (B zusammenfallt.
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Soll nun fir ein Element @, fur das QW= Q2 oder & (B ist,
QP der niedrigste mit einem der beiden Elemente Q und @B
zusammenfallende Repréasentant von Qxsein, wo notwendig i< K ist,
so wird dann k ein Vielfaches von i, nicht aber von 3« sein;
und alsdann wird auch fur jede Zahl m, die ein Vielfaches von «
nicht aber von 3i ist, mit einem der beiden Elemente
und 3 zusammenfallen. Denn alsdann mu3 QX ein primitiver
(3?)-ter Koinzidenz-Reprasentant sein (Satz 20 in Nr. 34) und
also muB, wenn k = q3i -r (r<3i), Q oder @B= Q"= Q"3i+r)
= Q0= Qr) sein; mithin mul3 entweder r = i, oder r = 2i
sein (ebenda), also k = (g3 -|-1)i oder k = (g3 -~ 2)i; und ist,
umgekehrt, etwa m = qSi - 2« so muR Qx)= Q@3*+ 20 = Qgdi)Vi)
= QW)= oder = @3 sein, je nachdem Q$=Q3 oder = Q ist.
Mithin wird dann auch mindestens einer der folgenden Représen-
tanten von Ql: Qkpi\ Qf:[@), Qf:p\... Q¥:PA niemals aber Qk:3

mit einem der beiden Elemente 2 und Q3 zusammenfallen, wenn

ist, wo 4”0, hingegen my> 1, m2i>1,... ws> 1; denn k darf
kein Vielfaches von 3i und also o kein Vielfaches von i sein,
k ist aber ein Vielfaches von i und > i, mithin muR mindestens

eine der Zahlen Pi P welche ebenso wie k keine Vielfache
i Pa S

von 3i sind, ein Vielfaches von i sein. Ist, umgekehrt, einer

oder mehrere der Reprasentanten Qfcp\ Q7™p\ ... QMm@ mit Q@
oder @B identisch, so muR auch QP mit einem der beiden Ele-

mente Q2 und (B identisch sein; denn, weun —, oder P_ oder
| 2

Eein Vielfaches von i, nicht aber von 3i ist, gilt dasselbe auch

von k. Wenn aber fir ein Element fur das V10= Q oder
== Q3 ist, weder Q*p'\ noch (&IA... noch Q”™:p9) mit einem der

beiden Elemente Q2 und QB zusammenféllt, so muf3, nach dem
eben Bewiesenen, QW der niedrigste mit einem der beiden
Elemente 2 und B zusammenfallende Repréasentant von QX sein.

Um nun diejenigen Elemente Qx zu erhalten, fiir welche Qf]
der niedrigste mit einem der beiden Elemente 2 und (J3
zusammenfallende Reprasentant von Qx ist, ist notwendig und
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hinreichend aus dem Komplex der Elemente fir welche letzte
QR & Q2 oder & R ist und deren Anzahl, wie wir sahen, 2 [2&8—(—I1){

betragt, diejenigen auszuscheiden, fir welche schon oder
QZp\... oder Q™Ps* mit einem der beiden Elemente Q2 und (B
zusammenfallt.

Nunmehr zeigt eine zu der obigen (Nr. 31) ganz analoge
Betrachtung, weil auch hier, wenn Q") und ebenso mit einem
der beiden Elemente 2 und (3 zusammenfallt, £ 2 oder £ (J3
sein wird, wo d der gréBte gemeinsame Teiler von m und n
bedeutet (ist nadmlich Qf der niedrigste mit einem der beiden
Elemente Q2 und B zusammenfallende Repréasentant von Qx, so
sind m und n und mithin auch d Vielfache von «, nicht aber

von 3i), daB, wenn k = o p™ (< pl<p2< ---< Ps;
n> 0, it 1, m2~>1, .. 1), wo s> |, oder wo zwar s = I,
aber pl> 3, oder endlich wo s — 1, pl — 2, aber ml>1 ist, die
Anzahl derjenigen Elemente Q, fur welche der niedrigste

mit einem der beiden Elemente Q2 und @3 zusammenfallende
Reprasentant von QX ist, gleich ist:

wo, «2,... Us unabhangig voneinander die Werte 0 und !
annehmen sollen, und, nur wenn s= 1, p= 2, jtx= 1, die
nédmliche Anzahl gleich ist:

wo «j die Werte 0 und 1 annehmen soll. Die namliche Anzahl
ist also in allen Fallen, wenn nur s> 0 ist, gleich:

da ist I geht

Pf auf, wenn nur s> 0, p\~2.k ist also eine ganze Zahl], wenn
px>3 und also px und k beide zugleich ungerade sind, ferner

wenn px= 2 und & 2, wo dann k und

beide zugleich gerade sind, und endlich wenn px= 2, Y = {
und s1>2, wo dann wieder k und ps~2.k (= 2s~2K) beide zugleich
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gerade sind, und nur dann (— 2. —(—Dk= — 2 ist,
wenn = 2, = S = 1 ist, wo dann k gerade, wahrend
p«-2./c(= 2~18) ungerade ist. Ist aber s — 0, ist also k = 3*
so ist die namliche Anzahl gleich:

denn, ware fur ein Element Qu fir das Qf> mit einem der beiden
Elemente Q2 und @ zusammenfallt, ¢ + der niedrigste Repra-
sentant von Ql, der mit einem der beiden Elemente Q2 und B
zusammenfallt, wo i<k, so miRte, wie wir sahen, k ein Viel-
faches von i und kein Vielfaches von 3i sein, was, wenn k — 3*
und i<k, unmoglich ist; es muR3 also in diesem Falle fir alle
2[26— (—DF = 2 (2&+F 1) Elemente fur die QM mit einem
der beiden Elemente @2 und @3 zusammenfallt, om auch der
niedrigste Représentant von Qx sein, der dies tut.

Ersetzt man in den Formeln 3) und 4) k durch —, so er-
gibt sich: *

Ist

so betragt die Anzahl derjenigen Elemente Qu fiir die 13
der niedrigste mit einem der beiden Elemente Q2 und (B
zusammenfallende Repréasentant von Q ist:

wo «5 a2 ... M unabhéngig voneinander die Werte 0 und |
annehmen sollen; ist aber n = 3* (&> 1), so betragt die
namliche Anzahl:

Die Formeln 5) und 6) liefern nun zugleich, wie im
Anfang dieser Nummer bemerkt wurde, die Anzahl der-
jenigen primitiven n-ten Koinzidenz-Reprasentanten QL. unter
deren Reprasentanten 2 und mithin auch Q3 Vorkommen,
wenn ist bzw. wenn

37. Weil nun die Formeln 5) und 6) (wo -lc])wiederum ein

Vielfaches von 3 ist oder nicht), die die Anzahl der letzt er-
wahnten primitiven w-ten Koinzidenz-Reprasentanten liefern, je
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durch n teilbar sein missen (Ende Nr. 35), so ergibt sich, wenn
man -5 durch m ersetzt und die Formeln 5) und 6) durch 2 bzw.,

wenn ">1 oder px>3 oder mi>1 ist, die Formel 5) durch
(—i)i2mPiPs--~ +1 dividiert, daR das Resultat in Nr. 32 wie
folgt ergénzt werden kann:

Ist

und ist i> 1, oder px> 3, oder mx> 1, so ist, je nachdem m
ungerade oder gerade und also px= 2 ist:

= 0 (mod. 3m oder mod. 3nt:2n),

wo a2 ... o& unabhiangig voneinander die Werte 0 und |
annehmen sollen; ist aberi = 1,px= 2 und mx — 1, ist also

SO ist:
oder:

wo a, die Werte 0 und ! annehmen soll; ist endlich
so ist:

was auch leicht auf andere Weise bewiesen wird.

38. Ebenso wie wir den Reprédsentanten einer Gruppe in der
von ABC im Gebilde erzeugten Involution (2")-ten Grades den
w-ten Représentanten eines jeden der 2" der namlichen Gruppe
angehorenden Elemente nannten (Nr. 24), nennen wir das Reprasen-
tations-Tripel (Nr. 20) einer Gruppe in der von ABC im Gebilde
erzeugten Involution (2n.3)-ten Grades die n-te Reprasentation
eines jeden der 2" in dieser Gruppe enthaltenen Tripel der von
ABC im Gebilde erzeugten Involution dritten Grades (Satz 12
in Nr. 22). Die w-te Représentation eines Tripels der Involution
dritten Grades besteht also (Nr. 20) aus demjenigen Tripel der-
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selben Involution, welches von den drei w-ten Reprdsentanten
der Elemente des erstem Tripels gebildet wird. In Analogie mit
den w-ten Koinzidenz-Reprasentanten nennen wir ein Tripel, das
mit seiner w-ten Reprasentation zusammenféllt, eine w-te Koinzi-
denz-Repréasentation und, wenn das Tripel erst mit seiner
w-ten (und mit keiner frlhem) Représentation zusammenfillt,
eine primitive w-te Koinzidenz-Reprasentation.

Was die Anzahl anbetrifft, unterscheiden sich nicht die Ko-
inzidenz-Reprasentationen von den Koinzidenz-Reprasentanten.

Es ist ndmlich die Anzahl der w-ten Koinzidenz-Repra-
sentationen gleich:

und die Anzahl der primitiven w-ten Koinzidenz-Repréasen-
tationen gleich:

(Wo «i, a2, ... of unabhangig voneinander die Werte 0 und 1
annehmen sollen), wenn

ist, und gleich 0, wenn w= 2 ist.

Denn auf drei Arten kann ein Tripel Q< Q2Q@3 mit seiner
w-ten Reprédsentation zusammenfallen, n&mlich: erstens, kann
Q) = X und alsdann muB auch QW= Q2 und Q” = (s sein,
zweitens, kann Q\) = Q2 und alsdann muR Q"= @B und Qf)= X
sein, drittens, kann Q”=Q3 und alsdann muB Q{p= Q& und
Q¥ Q@ sein (Satz 20 in Nr. 34). Nun betragt die Anzahl der
Elemente QI7 fiir die Q) = Q< ist, 2n — (—1)n (Satz 19 in Nr. 29)
und die Anzahl derjenigen Elemente Qx, fur die je Qn mit
einem der beiden Elemente Q2 und Q3 zusammenfallt, 2 [2” —(—1)"
(Nr. 36); mithin betradgt die Anzahl derjenigen Elemente Qx, fir
die je QP mit einem der Elemente des Tripels QX @ B zusammen-
fallt, 3[2"—(—1)"]. Weil aber erst drei solche Elemente ein
mit seiner w-ten Reprasentation zusammenfallendes Tripel aus-
machen, so betragt die Anzahl dieser Tripel, also die Anzahl der
w-ten Koinzidenz-Reprasentationen 2n— (— )n

Soll ferner QxQ™Qz ein erst mit seiner w-ten (und mit
keiner friheren) Repréasentation zusammenfallendes Tripel sein,



76 Ziveiter Abschnitt. Nr. 38

so wird, wenn Q”>=Ql sein soll, Q irgendein primitiver w-ter
Koinzidenz-Reprasentant sein missen, wenn n kein Vielfaches von
3 ist und also Q2 und Q3 nicht unter den Reprasentanten von
Q Vorkommen koénnen (Satz 21 in Nr. 34); ist aber « £ O (mod. 3),
sowird dann QL ein solcher primitiver w-ter Koinzidenz-Reprasentant
sein mussen, unter dessen Reprasentanten weder Q2 noch Qs vor-
kommt, da sonst Qk:3) = Q2 oder (B wére (ebenda) und mithin

Qi Qi & schon mit seiner Q”-ten Représentation zusammenfiele;

und wenn Q(>= Q oder & B sein soll, wird Q ein solches Element
sein mussen, fur das der niedrigste mit einem der beiden
Elemente Q2 und (B zusammenfallende Reprdasentant von QX ist.
In allen Fallen werden Q2 und (B ebenso wie Q beschaffen sein
mussen (Satz 20 in Nr. 34). Nun betragt aber, wenn

und n kein Vielfaches von 3 ist, die Anzahl derjenigen Elemente
Qu welche primitive w-te Koinzidenz-Représentanten sind:

(Nr. 31) und die Anzahl derjenigen Elemente Q., fir die je {n) der
niedrigste mit einem der beiden Elemente 2 und Q3 zusammen-
fallende Reprasentant von Qx ist:

[nach 1) in Nr. 36], also zusammen:

mithin betrégt dann die Anzahl der aus je drei solchen Elementen
bestehenden Tripel, also die Anzahl der primitiven n-ten Ko-
inzidenz-Représentationen:

Wenn ferner » £ 0 (mod. 3), etwa px= 3 und 2 ist (wo dann
l <p2<p3<-ncpk sein sollen), so betragt die Anzahl derjenigen
primitiven w-ten Koinzidenz-Reprasentanten, unter deren Représen-
tanten je weder @2 noch (@B vorkommt:
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[nach Nr. 31 und 5) in Nr. 36; hier ist deshalb pl~3.n der Exponent
des vorletzten Gliedes in der eckigen Klammer, wéhrend in 5)
pl 2:n es ist, weil hier in den h voneinander verschiedenen Prim-
faktoren von n auch der Faktor 3 mitgezahlt wird] und die An-
zahl derjenigen Elemente QL, fur die je der niedrigste mit
einem der beiden Elemente 2 und B zusammenfallende Re-
prasentant von Q ist:

[nach 3) in Nr. 36], also zusammen:

A w
(wo anoa2 -..«* unabhangig voneinander die Werte 0 und | an-
nehmen sollen); und, -wenn n=0 (mod. 3) und k= 1, also n=pr!
= 3N ist, betragt die erstere Anzahl:
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[nach Nr.31 und 6) in Nr. 36] und die letztere Anzahl:

[nach 4) in Nr. 36], also zusammen:

mithin betragt auch in allen Fallen, wo n = 0 (mod. 3) ist, die
Anzahl der aus je drei solchen Elementen bestehenden Tripel,
also die Anzahl der primitiven w-ten Koinzidenz-Reprasentationen:

Ist aber n= 2, so ist die Anzahl der primitiven zweiten Ko-
inzidenz-Reprasentanten gleich 0 (Nr. 31) und ebenso die Anzahl
derjenigen Elemente Qx fur die je $i2 der niedrigste mit einem
der beiden Elemente (J2 und (B zusammenfallende Repréasentant
von Ql ist, gleich

[nach 2) in Nr. 36]; mithin muR auch die Anzahl der primitiven
zweiten Koinzidenz-Représentationen gleich 0 sein.

8§7.

39. Wie wir sahen, gibt es in einem Gebilde erster Stu
unendlich viele Elemente, welche wiederkehren, wenn wir den
Prozel3 ihrer Repraseutanten-Bildung hinreichend weit fortsetzen
und welche Elemente wir Koinzidenz-Reprasentanten nannten;
denn es gibt ja 2"— (— I)nw-te Koinzidenz-Reprasentanten fiir
jeden beliebigen positiven ganzzahligen Wert von n.

Es fragt sich nun:

Gibt es auch im Gebilde solche Elemente, welche nie
wiederkehren, wie weit auch wir den Prozef ihrer Représen-
tanten-Bilduilig fortsetzen modgen? und, wenn es deren gibt,
welches sind diese?

Zum Teil werden diese Fragen schon durch den folgenden
Satz beantwortet.
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Satz 22. Unter den 2nElementen einer Gruppe in der
von ABC im Gebilde erzeugten Involution (2r)-ten Grades
kann hdchstens ein Koinzidenz-Représentant Vorkommen.

In der Tat, kdmen zwei Koinzidenz-Reprasentanten, etwa
M, und Qnk, vor und ware der eine ein p-ter und der zweite
ein g-ter, wo p — q oder p @ ¢, so muften Qvf und weil
jeder I-te Koinzidenz-Reprasentant zugleich ein (w?)-ter ist (Nr. 30),
zugleich (pg)-te und auch (pqgr)-te Koinzidenz-Reprasentanten
sein fir jeden beliebigen Wert von r; es waren daher Qg
(€ ni) und QfPr }(= Qnk) voneinander verschieden auch fiir einen
solchen Wert von r, fir den pgr>n ist, was aber unmdglich ist,
da Qni und welche beide einer und derselben Gruppe in
der Involution (2n)-ten Grades angehéren, den n-ten Représen-
tanten, der der Représentant jener ganzen Gruppe ist (Nr.24),
und mithin auch jeden hohern als den n-ten Reprasentanten
gemein haben mussen.

Wenn daher ein Element in einer Involution (20-ten Grades
(fur irgendeinen Wert von K) einer solchen Gruppe angehort,
die unter ihren 2MElementen schon einen Koinzidenz-Représen-
tanten enthalt, so kann das Element kein Koinzidenz-Reprasentant
sein und also nie wiederkehren, wie weit auch wir den Prozel}
seiner Reprasentanten-Bildung fortsetzen mdgen.

40. Gehort aber ein Element in der Involution (28-ten Grades
einer einen Koinzidenz-Reprasentanten schon enthaltenden Gruppe
an, so mull es auch in jeder hoéhern Involution, etwa vom
(2&+t)-ten Grade (fur jeden Wert von i), einer ebensolchen Gruppe
angehdren; denn jede Gruppe in der letztem Involution ist aus
2* Gruppen der erstem zusammengesetzt (Satz 12 in Nr.22),
mithin missen das Element und der Koinzidenz-Reprasentant
auch in der Involution (2&+*)-ten Grades in einer und derselben
Gruppe Vorkommen.

Ist nun ein Element gegeben, das in der Involution (28-ten
Grades einer einen Koinzidenz-Reprdsentanten schon enthaltenden
Gruppe angehort, und ist in dieser Gruppe der Koinzidenz-
Reprasentant mit r und das gegebene Element mit (RS be-
zeichnet, wo die Ordnung der Elementenzeiger in dieser Gruppe
mit der natdrlichen Anordnung in einem der beiden Sinne im
Gebilde Ubereinstimmt, und ist endlich r— s=2{ (mod. 2t+1p wo



80 Zweiter Abschnitt. Nr. 40

notwendig 0 so ist die Involution (2fc—)-ten Grades die
niedrigste, in der das gegebene Element einer einen Koinzidenz-
Représentanten schon enthaltenden Gruppe angehort. Denn, weil
r=s (mod. 2*, gehdren Qkr und QRS auch in der Involution
(2fc-i)-ten Grades einer und derselben Gruppe an (Satz 12 in
Nr. 22); sollte aber QKIS schon in einer Involution (2t—)-ten Grades

einer solchen Gruppe angehoéren, die einen Koinzidenz-
Repréasentanten enthélt, so wiirde dieser Koinzidenz-Repréasentant,
welcher, weil r{ s (mod. 2I) ist, von Qkr verschieden sein mufite,
mit QS auch in der lidhern Involution (26-ten Grades in einer und
derselben Gruppe Vorkommen und mithin kdmen in der letzten
Gruppe zwei Koinzidenz-Reprasentanten, namlich dieser und Qer
vor, was nach Satz 22 unméglich ist.

Ist die Involution (2n)-ten Grades die niedrigste, in der ein
gegebenes Element einer einen Koinzidenz-Reprasentanten schon
enthaltenden Gruppe angehért, so ist die Involution (2m-p)-ten
Grades (0<p<m) die niedrigste, in der der p-te Reprasentant
des gegebenen Elementes gleichfalls einer einen Koinzidenz-
Représentanten schon enthaltenden Gruppe angehért. Es kann also
der p-te Reprasentant des gegebenen Elementes (fir p < m) ebenso
wie dieses Element selbst kein Koinzidenz-Reprédsentant sein;
hingegen ist der m-te und mithin auch jeder noch hdéhere Re-
préasentant des gegebenen Elementes je ein Koinzidenz-Reprasen-
tant, und zwar je ein primitiver n-ter, wenn der mit dem gegebenen
Elemente in einer und derselben Gruppe der Involution (2)-ten
Grades vorkommende Koinzidenz-Repréasentant ein primitiver w-ter
ist.  Seien namlich der letzt erwdhnte Koinzidenz-Représentant
und das gegebene Element in der Gruppe der Involution (2w)-ten
Grades mit Qmr und QmS bezeichnet, so mussen, weil (fir jedes
p<ni) Qmrund Qms zwei voneinander verschiedenen Gruppen
der Involution (2?)-ten Grades angehdren, ihre p-ten Reprasentanten
Qmr) und @ms), die die Représentanten dieser zwei Gruppen der
Involution (27)-ten Grades sind (Nr.24) und wo QJmr) ebenso wie
Qmir ein Koinzidenz-Repréasentant ist (Nr. 30), voneinander ver-
schieden sein und einer und derselben Gruppe, namlich der Re-
prasentations-Gruppe von der Qmr und QniS enthaltenden Gruppe
der Involution (2n)-ten Grades in der Involution (2m-P)-ten Grades
angehoren (Nr. 19). Qmr) und kénnen aber in einer niedri-
gem Involution, etwa vom (2m-p~*)-ten Grade, nicht einer und
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derselben Gruppe angehdren, da sonst Qmr und Q)3 gegen die
Voraussetzung schon in der Involution (2m I)-ten Grades einer
und derselben Gruppe angehdren muften (nach Nr. 19). Sollte
nun 9 schon in einer Involution (2B3-v—d-ten Grades einer
einen Koinzidenz-Reprasentanten enthaltenden Gruppe angehéren,
so mufte dieser Koinzidenz-Repréasentant, der nach dem soeben
Bewiesenen von r) verschieden ware, zugleich mit <$m,r)5 der
gleichfalls ein Koinzidenz-Représentant ist, in der Involution
(2m—p)-ten Grades in einer und derselben Gruppe, namlich in der

s) enthaltenden Gruppe, Vorkommen, was aber nach Satz 22
unmoglich ist. Der w-te Reprdsentant von Qms, der der Re-
prasentant der ganzen QnijS enthaltenden Gruppe der Involution
(2m-ten Grades und also der namliche wie der m-te von Qnjr
ist, mul3 aber ebenso wie Qmr ein primitiver w-ter Koinzidenz-
Reprasentant sein (Nr. 30).

Ist, umgekehrt, der m-te (und kein niedriger) Repréasentant
eines gegebenen Elementes ein Koinzidenz-Repréasentant, so ist
die Involution (2™)-ten Grades die niedrigste, in der das ge-
gebene Element einer solchen Gruppe angehort, die einen Ko-
inzidenz-Reprasentanten schon enthalt; und zwar ist dieser letzte
Koinzidenz-Représentant ein primitiver n-ter, wenn der m-te
Reprasentant des gegebenen Elementes es ist. Sei namlich das
gegebene Element mit Q bezeichnet und m= qn -f-r (0<r< w), so
muf3, weil alle Reprdsentanten von 0() an und hdéher primitive
n~te Koinzidenz-Reprasentanten sind, der m-te Représentant von

+ 1, also QM= = Amn—=En+n) = Am-HMN)(r(n)
= tyn-r+Otgn+n) = QM)+ n)= Q) sei@ WQ Qmtn-r)f well r<n
und also m -+ n—r > m ist, ein primitiver n-ter Koinzidenz-
Reprasentant sein muB. Mithin gehdrt Q in der Involution
(2m)-ten Grades einer solchen Gruppe an, die schon den primitiven
n-ten Koinzidenz-Reprasentanten +*») enthélt; da Q und
Qtm+n-r) beide einen und denselben m-ten Reprasentanten, nam-
lich QM haben (Nr. 24). Sollte aber Q schon in einer Involution
(2%)-ten Grades (wo I<_m) einer solchen Gruppe angehoren, die
einen Koinzidenz-Reprasentanten enthalt, so mufite, wie wir sahen,
gegen die Voraussetzung schon der I-te Reprasentant von Q ein
Koinzidenz-Reprasentant sein.

Wenn daher ein Element Q in einer Involution (20-ten
Grades, wie grol3 auch k genommen werden mag, einer keinen

Berliner, Habilitationsschrift. r
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Koinzidenz-Repréasentanten enthaltenden Gruppe angehort, so
kann weder Q selbst, noch irgendeiner seiner Reprasentanten
QM fur irgendeinen Wert von | ein Koinzidenz-Reprasentant sein
und also wie weit auch wir den Prozel3 der Reprasentanten-
Bildung von Q fortsetzen mdgen, wird sich ein und derselbe Re-
prasentant von Q nie zweimal ergeben, da sonst ein solcher
Reprédsentant ein Koinzidenz-Reprasentant sein mufte.

41. Bis nun haben wir uns nur von der Existenz zweie
Arten von Elementen Uberzeugt, ndmlich von Elementen, die selbst
Koinzidenz-Reprasentanten sind, und von Elementen, die zwar
selbst keine Koinzidenz-Reprasentanten sind, doch von solchen
reprasentiert werden, welche letztere Elemente also je in den
Involutionen von irgendeinem Grade 2man solchen Gruppen an-
gehoren, die schon je einen Koinzidenz-Reprasentanten enthalten.
Wir werden aber spater (Nr. 42) sehen, dal3 auch die dritte Art
von Elementen wirklich existiert, welche letzte Elemente weder
selbst Koinzidenz-Repréasentanten sind, noch von solchen représen-
tiert werden und welche Elemente also in keiner Involution, wie
groR auch deren Grad 2t genommen werden mag, einer einen
Koinzidenz-Reprasentanten enthaltenden Gruppe angehéren.

Hiernach ergibt sich, wenn wir als den nullten Représentanten
eines Elementes das Element selbst ansehen und daher den
ProzeR3 der Reprasentanten-Bildung fur ein Element als von diesem
Element an beginnend betrachten:

Hinsichtlich des Prozesses der Reprasentanten-Bildung
zerfallen die Elemente im Gebilde erster Stufe in drei
Klassen:

Die erste Klasse enthélt alle die Elemente, welche selbst
Koinzidenz-Repréasentanten sind. Fur ein Element Q dieser
Klasse ist der ProzeR seiner Reprdsentanten-Bildung rein
periodisch: die Periode beginnt n&mlich gleich bei Q und
ist u-gliedrig, wenn Q ein primitiver n-ter Koinzidenz-
Reprasentant ist; wie weit auch wir den Prozel3 der Reprasen-
tanten-Bildung dann fortsetzen mdgen, wird sich nur die
n-gliedrige Periode Q O, .. Q1) unaufhorlich wieder-
holen, nie aber wird sich ein anderes Element ergeben.

Die zweite Klasse enthdlt alle die Elemente, welche zwar
selbst keine Koinzidenz - Reprasentanten sind, doch mit
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solchen in je einer und derselben Gruppe in den von ABC
im Gebilde erzeugten Involutionen (von einem gewissen
Grade an und hoher) Vorkommen. Fur ein Element Q dieser
Klasse ist der Prozel3 seiner Reprasentanten-Bildung ge-
mischt periodisch: die Periode beginnt erst beim w-ten Re-
prasentanten $() von Qi wenn die Involution (2m-ten
Grades die niedrigste ist, in der Q einer einen Koinzidenz-
Reprasentanten enthaltenden Gruppe angehort, und st
w-gliedrig, wenn der soeben erwéhnte Koinzidenz-Reprasen-
tant ein primitiver n-ter ist; wie weit auch wir dann den
Prozeld der Représentanten-Bildung fortsetzen mdgen, werden
Q OQW... IK™*-1) nur je einmal Vorkommen und darauf wird
sich die w-gliedrige Periode QM ~(m+1), ... Q™+n-i) unauf-
horlich wiederholen, nie aber wird sich aufRer diesen ein
anderes Element ergeben.

Endlich enthdlt die dritte Klasse alle die Elemente, die
weder selbst Koinzidenz-Reprasentanten sind, noch mit sol-
chen in einer und derselben Gruppe in irgendeiner der von
ABC im Gebilde erzeugten Involutionen Vorkommen, wie
groR auch der Grad 2& der Involution genommen werden
mag. Fur ein Element dieser Klasse werden sich, wie weit
auch wir den Prozef3 der Reprasentanten-Bildung dann fort-
setzen mogen, immer neue und neue Elemente ergeben, nie
aber wird ein und dasselbe Element zweimal Vorkommen.

Die Elemente einer jeden dieser drei Klassen liegen im
Gebilde Uberall dicht.

Denn in einem noch so Kkleinen Intervalle liegen immer zwei
aufeinanderfolgende Elemente einer Gruppe der Involution (2®-ten
Grades, wenn Kk hinreichend groR genommen wird (nach Nr. 26),
und mithin auch der zwischen zwei solchen Elementen liegende
k-te Koinzidenz - Reprasentant (Satz 19 in Nr.29), welcher ein
Element der ersten Klasse ist, und nunmehr auch das auf diesen
in der (diesen enthaltenden) Gruppe der Involution (26-ten
Grades folgende Element, welches letzte der zweiten Klasse an-
gehort. Es liegen also im Gebilde die Elemente der ersten Klasse
und ebenso die der zweiten Uberall dicht; es gilt aber dasselbe,
wie wir bald sehen werden, auch von den Elementen der dritten
Klasse.

6*
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42. Um nun Uber die Klasse eines Elementes Q' zu
scheiden, haben wir nur den Ordinatenwinkel w = am von Q zu
betrachten, wo 0~ w< m (dies Intervall enthdlt nannlich die
Ordinatenwinkel samtlicher Elemente des Gebildes), also 0~ a < 1.

Ist, erstens, a rational, also a = — (wo i< ft uind i eine

zu ft relative Primzahl ist) und, zweitens, der Nenmer k un-
gerade, so gehort dann und nur dann das Element Q der
ersten Klasse an. Gehort dann die Zahl 2 zu dem Ex-
ponenten d in bezug auf den Modul ft, so ist Q ein primi-

tiver “~-ter, oder d-ter, oder endlich (2d)-ter Koinzidenz-
Représentant und dem entsprechend die Periode seiner
Repréasentanten-Bildung oder d-, oder endlich (2d)-

gliedrig, je nachdem d=2 (mod. 4) und 282=—1 (mod. ft),
oder d=0 (mod. 4) oder zwar d& 2 (mod. 4), aber 28:2¢ — |
(mod. ft), oder endlich d ungerade ist.

Ist aber der Nenner ft des reduzierten echten Bruches

u= gerade, so gehort dann und nur dann das Element Q

der zweiten Klasse an. Ist dann ftg 2m(mod. 2m+1) und
gehért die Zahl 2 zu dem Exponenten d in bezug auf den
Modul (ft:2m), so ist die Involution (2"*)-ten Grades die
niedrigste, in der Q einer solchen Gruppe angehort, die
schon einen Koinzidenz-Reprasentanten enthélt, und zwar einen

primitiven ~~-ten, oder d-ten, oder endlich (2d)-ten, je

nachdem welcher der vorigen Félle der Beschaffenheit von d
eintritt, und dem entsprechend ist dann m die Anzahl der
Elemente, die beim Prozesse der Repréasentanten-Bildung von

Q der Periode vorangehen, und A oder d, oder endlich 2d

die Gliederanzahl der Periode.
Ist endlich @ irrational, so gehért dann und nur dann
das Element Q der dritten Klasse an.

Denn Q ist nur dann ein Koinzidenz-Reprasentant, wenn

. . . . T .
sein Ordinatenwinkel auf die Form ~ ’\T—J-p gebractt werden

ent-
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kann, also nur dann, wenn a rational und der Nenner k des
reduzierten Bruches « = —ungerade ist; und zwar ist dann Q

ein primitiver w-ter, wenn n der kleinste Exponent ist, fur
welchen eine Kongruenz von der Gestalt:

maoglich ist folgt némlich
= rk und hieraus, weil i und Kk relative Primzahlen sind:
2* & (— I)n(mod. k)j. Ist nun d der Exponent, zu dem die Zahl 2

in bezug auf den Modul k gehért, ist also d der kleinste Ex-
ponent, fur welchen eine Kongruenz von der Gestalt:

2) 2)g 1 (mod. K)

moglich ist, so gibt es keinen Exponenten y, fur welchen die

Kongruenz
3) =—1 (mod. K)

maoglich wére, wenn d ungerade ist; ist aber d gerade und gibt
es Exponenten, fur welche eine Kongruenz von der Gestalt 3)

mdglich ist, so ist - der kleinste unter diesen Exponenten (denn y

kann kein Vielfaches von d sein, ist nuny — qd -j-r, wo 0<r<d, so
folgt aus 29(+r =—1=—22J, da dann auch 2 ~ — 1 und hieraus:
2ir=1, mithin mu3 2r ein Vielfaches von d>r sein, also muf

dann r = - sein, was nur, wenn d gerade ist, mdoglich ist). Ist
also d € 2 (mod. 4), also d gerade und A ungerade und ist 2'5:28 — 1,

also 292=(—1)(@ 2 (mod. &), so ist - der kleinste Exponent, fir
welchen eine Kongruenz von der Gestalt 1) maoglich ist. Ist aber
d=0 (mod. 4), also auch - gerade, so ist dann d der kleinste Ex-

ponent, fir welchen eine Kongruenz von der Gestalt 1) mdoglich
ist; dasselbe ist der Fall, wenn zwar d=2 (mod. 4), aber 2:2¢p —1
(mod. k) ist. Ist endlich d ungerade, so ist eine Kongruenz von
der Gestalt 3) unmoglich und 2d ist dann der kleinste Exponent,
fur den eine Kongruenz von der Gestalt 1) mdglich ist.
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Wenn aber k= 2m (mod. 2m+1) ist, so kann erst der Ordinaten-
winkel des m-ten Reprasentanten f/nm) von Q, welcher Winkel

ist (Satz 15 in Nr.26) (wo nun-

mehr der Nenner (k: 20 ungerade ist), auf die Form

gebracht werden; es ist also dann erst Q) ein Koinzidenz-
Reprasentant und mithin (Nr. 40) die Involution (2m-ten Grades
die niedrigste, in der Q einer einen Koinzidenz-Reprasentanten
enthaltenden Gruppe angehort.

Wenn endlich a irrational ist, so kann weder der Ordinaten-
winkel an von Q, noch der Ordinatenwinkel

(fur irgendeinen Wert von 1) auf die Form gebracht

werden.

Zugleich sehen wir, dal3 auch die Elemente der dritten Klasse
im Gebilde Uberall dicht liegen, da der Bereich der irrationalen
Zahlen Uberall dicht ist.

Hiermit ist auch die im Anfang dieses Paragraphen gestellte
Frage vollstandig beantwortet.

43. Hieraus ergibt sich:

Durchlauft k alle die Zahlen, welche der Forderung ge-
ndgen, dal3 in bezug auf sie, als Moduln, eine gegebene Zahl

der kleinste Exponent ist, fir welchen eine Kongruenz von
der Gestalt

mdoglich ist, so ist die entsprechende Summe

wo (p(k) die bekannte zahlentheoretische Funktion bedeutet

und wo Rj,d2,. .« unabhéngig voneinander die Werte 0

und | annehmen sollen.

Denn, wie wir sahen, ist ein Element Q nur dann ein primi-
tiver w-ter Koinzidenz -Reprasentant, wenn der Nenner kx des
reduzierten echten Bruches — (wo -+n der Ordinatenwinkel von Q

i /1j
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ist) eine solche Zahl ist, welche der Forderung des vorstehenden
Satzes genligt. Es liefern also die ep(kj) voneinander verschie-
denen reduzierten echten Briiche, welche den namlicheil Nenner
M\ haben, ¢ (&) voneinander verschiedene primitive w-te Koinzi-
denz-Repréasentanten. In gleicher Weise liefert aber jede andere
Zahl f2 welche ebenso wie ki derselben Forderung genigt, ¢@(&2
voneinander und von den ¢ (kQ vorigen verschiedene prlmltlve

w-te Koinzidenz - Représentanten, da die reduzierten Bruchey

und \kzvonelnander verschieden sein mussen, wenn kxzp k2 ist.

Mithin mu3 ¢ (K) der Anzahl aller primitiven w-ten Koinzidenz-
k

Reprasentanten gleich sein, diese Anzahl aber wird durch die
Summe rechts geliefert (Nr. 31).
Ist u £0(mod. 4), so geht der vorstehende Satz (nach Nr. 42)
in folgenden dber:
Durchlauft k alle die Zahlen, welche der Forderung ge-
nigen, dal3 in bezug auf sie, als Moduln, die Zahl 2 zu dem
Exponenten n gehort, so ist die entsprechende Summe

44, Die Elemente der ersten Klasse und ebenso die
zweiten lassen sich ihrerseits wieder in je zwei Arten einteilen.

Der ersten Art der ersten Klasse soll jeder solche Koinzi-
denz-Représentant Qx angehdren, unter dessen Reprasen-
tanten Q2 und Qi Vorkommen, wo Qx”2 $3 ein Tripel der
von ABC im Gebilde erzeugten Involution dritten Grades
ist; und zwar muR Qx ein primitiver (3A:)-ter Koinzidenz-
Reprasentant sein, wenn Qp der niedrigste mit einem der
beiden Elemente Q2 und & zu”ammenfallende Reprasentant
von Qxist (Satz 20 in Nr.34). Hingegen soll der zweiten
Art der ersten Klasse jeder solche Koinzidenz-Reprasentant
Qx angehdren, unter dessen Reprasentanten weder 2 noch

vorkommt.

Ferner soll der ersten Art der zweiten Klasse jedes solche
Element Qx angehdren, unter dessen Représentanten zwar
weder Q2 noch $3, doch Représentanten von Q2 und (B vor-

der
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kommen, welches Element Qx also mit einem Koinzidenz-
Représentanten erster Art in einer und derselben Gruppe
in den von ABC im Gebilde erzeugten Involutionen (von
einem gewissen Grade an und héher) vorkommt; und zwar
ist die Involution (2m-ten Grades die niedrigste, in der Qx
mit dem Koinzidenz-Reprasentanten in einer und derselben
Gruppe vorkommt, und dieser Koinzidenz-Reprasentant ein
primitiver 3 (n— m)-ter, wenn Q” der niedrigste Repra-
sentant von QX ist, welcher mit einem der Reprdsentanten
von 2 und B zusammenfallt, und wenn dieser Reprasen-
tant von Q2 oder Q3 der n-te ist, wo notwendig n>m ist.
Hingegen soll der zweiten Art der zweiten Klasse jedes
solche Element QL derselben Klasse angehdren, unter dessen
Repréasentanten weder Reprasentanten von (2 noch von (B
Vorkommen, welches Element QI also mit einem Koinzidenz-
Repréasentanten zweiter Art in einer und derselben Gruppe
vorkommt.

Ist namlich g QE\ somuR auch QW& Qf) und QCD)= QM)
sein, da QM Q" Q@) und QW Q™ Q@) zwei gleichen Sinn habende
Tripel in der Involution dritten Grades bilden (Nr. 33), wo n>m
sein mul3, da sonst gegen die Voraussetzung schon ein niedriger
als der m-te Repréasentant von Qx, namlich QU\ mit Q( zu-
sammenfiele, und wo QMg QM+«—>)= QM)(n—n) (jer niedrigste
mit einem der beiden Elemente (@) und QM) zusammenfallende
Repréasentant von QW sein muB; denn ware schon QM=QM) oder
Q™ wo m<l<n, so miBte gegen die Voraussetzung auch
QW= @M bzw. QMsein. Mithin mu3 Q) ein primitiver 3 (w—m)-ter
Koinzidenz-Reprasentant erster Art sein (Satz 20 in Nr. 34). Sollte
schon QM und mithin auch QW (Satz 20) je ein Koinzidenz-
Reprasentant sein, wo Tc<.m, so miBte (nach Nr.35) Qf +n—m)
=QmQI *) sein, ebenso wie ("»)(»-»)= QM+n-m)= QM= QW)
ist, da QW= Q<t£+">*)= QWIm-*) der (m—Kk)-te Reprasentant des
(nach Annahme) Koinzidenz-Reprasentanten Q@ ware; was
aber gegen die Voraussetzung, dal erst QW mit einem der Re-
prasentanten von Q2 und Q3 zusammenfallt, wére. Es ist also Q"
der niedrigste Repréasentant von Qx, welcher ein Koinzidenz-
Reprasentant ist; mithin ist dann die Involution (2r)-ten Grades die
niedrigste, in der Qx mit einem Koinzidenz-Reprasentanten in
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einer und derselben Gruppe vorkommt (Nr.40), und zwar muf
dieser Koinzidenz-Reprasentant, der denselben m-ten Repréasen-
tanten wie Ql hat, ebenso wie QM ein primitiver 3 (n— m)-ter
Koinzidenz-Repréasentant erster Art sein (nach Nr. 35). Ist, um-
gekehrt, der Koinzidenz-Repréasentant, welcher mit QL in einer
und derselben Gruppe vorkommt, von der ersten Art, so missen
auch alle seine Reprasentanten, also auch die, welche ihm und QL
gemein sind, Koinzidenz-Reprasentanten erster Art sein (Nr.35);
ist nun etwa QY ein gemeinsamer Reprasentant von Q und
jenem Koinzidenz-Reprasentanten, so mussen, weil Qp QP Qp ein
Tripel der Involution dritten Grades ist, Q0 und Qp unter den
Reprasentanten von Qp Vorkommen, und es kommen dann unter
den Repréasentanten von Qx Reprasentanten von Q2 und (R vor.

Weil aus QM = Q[p auch Qpm—-&= QE)(n— folgt, wokonoi
ist, und also unter den Reprdsentanten von QW auch Représen-
tanten von Qp Vorkommen, so ergibt sich hieraus mit Hilfe des
Satzes 20 in Nr.34 und Nr. 35:

Gehort Q der ersten Klasse an, so gehdren auch @, (B
und samtliche Reprasentanten von Q, Q2 und R dieser
Klasse an, und zwar derselben Art wie Qx Gehort ferner

der zweiten Klasse und erst QM der ersten Klasse an,
so gehodren auch @2, B und alle die Représentanten von
Qi, Q2 und Q3, welche niedriger als die m-te sind, der
zweiten Klasse an, und zwar derselben Art wie Q" und alle
die Reprasentanten von Q, Q2 und B, welche hdéher als
die Wt —1I)-te sind, der ersten Klasse an, und zwar der ersten
oder der zweiten Art, je nachdem in der zweiten Klasse
der ersten oder der zweiten Art angehort.

45, Auch Uber die Art eines Elementes der ersten beiden

Klassen gibt uns der Ordinatenwinkel Ei n des Elementes Aufschluf3,

WO o ein reduzierter echter Bruch ist.

Es gehort namlich ein Element der ersten Klasse, fir
welches also der Nenner k ungerade ist, nur dann der ersten
Art an, wenn k = + 324" (mod. 33+* und d £ + 3v (mod. 31+1)
ist, wo v> 0 und & der Exponent ist, zu dem die Zahl 2
in bezug auf den Modul (k: 3) gehort; sonst gehort das
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Element der zweiten Art an. Ferner gehort ein Element
der zweiten Klasse, fiir welches also k gerade ist, wo etwa
k = 2m(mod. 2m+1), nur dann der ersten Art an, wenn k= + 3 2+r
(mod. 33+#% und d = + 3 V(mod. 31+V) ist, wo v i> 0 und 6 der
Exponent ist, zu dem die Zahl 2 in bezug auf den Modul
(k:2m 3) gehort; sonst gehort das Element der zweiten Art an.

Denn ein Element gehdort nur dann der ersten Art der ersten
Klasse an, wenn n- auf die Form gebracht werden

kann, wo r kein Vielfaches von 3 sein soll (Nr. 36); es muf also
dann, weil 13[2B—(—1)s] = rk ist (wo i und k relative Prim-
zahlen sind und r @ 0 (mod. 3) ist):

D

und

2)

sein, wenn

3)

und also

4)

ist, wo v*>0 ist. Sind, umgekehrt, k und s solche Zahlen, die
den Kongruenzen 1), 2), 3) und mithin auch 4) geniigen, und ist
i eine zu k relative Primzahl, so ist

wo, weil i3[20— (— IV] ebenso wie k nur durch 3v+2 nicht aber

durch 3*+3 teilbar ist, kein Vielfaches von 3 ist;

mithin muR dann das Element, dessen Ordinatenwinkel Tl ist,

der ersten Art der ersten Klasse angehéren. Es gehdort also ein
Element nur dann der ersten Art der ersten Klasse an, wenn k
eine der Kongruenz 2) geniigende Zahl ist und fiur diese Zahl k
eine den Kongruenzen 1) und 3) geniigende Zahl s existiert. Ist
dies der Fall und ist dann etwa

die Kongruenz niedrigsten Grades von der Gestalt 1), so ist
einerseits nach 3), weil nach 1) s ein Vielfaches von n sein muf,
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n kein Vielfaches von 3W1, andererseits, weil nach 2) und 5)
2" —(—Dng (3— Dn—(—1)n= 0 (mod. 3\1) sein muBR, n =0
(mod. 3V, also muR

sein; mithin muR dann, weil n entweder oder = 0, oder
ist (nach Nr. 42), auch

7)

sein.  Umgekehrt, folgt aus 7) auch 6) und 5); folglich gehért
ein Element nur dann der ersten Art der ersten Klasse an, wenn
k und d den Kongruenzen 2) und 7) geniigen. Ferner gehort ein
Element der zweiten Klasse, fiir welches k=2m (mod. 2m+1) ist,
nur dann der ersten Art an, wenn der m-te Reprasentant des
Elementes der ersten Art der ersten Klasse angehort; dieser m-te

. . %1t . .
Reprasentant, dessen Ordinatenwinkel ’ gehort aber, wie

soeben gesehen, nur dann der ersten Art der ersten Klasse an,
wenn k:2mund also auch k der Kongruenz 2) und 6 der Kon-
gruenz 7) geniigen, wo aber jetzt d nicht mehr in bezug auf den

Modul 3£ sondern in bezug auf den Modul hké genommen ist.



Dritter Abschnitt.

Uber eine neue, spezielle Erzeugungsart
der Kurven dritter Ordnung mit isoliertem
Doppelpunkt bzw. dritter Klasse
mit isolierter Doppeltangente.

46. Wir wollen nun das Gebilde untersuchen,

welches von denjenigen Punkten
gebildet wird, welche einem
auf keiner Seite des Drei-
ecks ABC liegenden
reellen Punkte P zugepaart
sind in den von ABC auf den
samtlichen durch P gehenden
Geraden g erzeugten Punkt-
involutionen (W)2, und welches
Gebilde mit p3 bezeichnet
werden mag.

Nennen wir zwei solche
Punkte, die einander zugepaart
sind in der von ABC auf
ihrer Verbindungsgeraden er-
zeugten Punktinvolution QWBI-
ten Grades, zwei konjugierte
Punkte in bezug auf ABC,
so besteht das Gebilde p3 aus
den samtlichen zu P in bezug
auf AB Ckonjugierten Punkten.

welches von denjenigen Strahlen
gebildet wird, welche einer
durch keine Ecke \on ABC
gehenden reellen Geraden”
zugepaart sind in den vonAB C
um die samtlichen auf p
liegenden Punkte Q erzeugten
Strahleninvolutionen ($)2 und
welches Gebilde mit P3 be-
zeichnet werden mag.

Nennen wir zwei solche
Gerade, die einander zugepaart
sind in der von ABC um
ihren  Schnittpunkt erzeug-
ten Strahleninvolution zweiten
Grades, zwei konjugierte
Strahlen in bezug auf ABC,
so besteht das Gebilde P 3 aus
den samtlichen zu p in bezug
auf AB C konjugierten Strahlen.

Nun leuchtet sofort ein, da das Gebilde

p3 die Ecken von ABC und
die drei Schnittpunkte Pa, Pi,

Pz die Seiten von ABC und
die drei durch den Pol P von
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Pc der Polare p von P mit p gehenden Ecktransversalen
den Seiten von ABC enthalten PA, Pbi Pc von ABC enthalten
wird. wird.

Denn links ist jede Ecke allen Punkten, darunter auch P,
der durch sie und P gehenden Ecktransversalen zugepaart in der
auf dieser von ABC erzeugten parabolischen Punktinvolution
(Nr.6). Ferner ist jeder der Schnittpunkte von p mit den Dreieck-
seiten dem Pole P von p zugepaart in der von ABC auf der ihn
mit P verbindenden Geraden erzeugten Punktinvolution zweiten
Grades (Ende Nr. 7).

47. Wir bedirfen nun, um einige Eigenschaften dieser
bilde abzuleiten, des folgenden Hilfssatzes.

Hilfssatz 1. Sind k und | irgend zwei Gerade, K und
L ihre Pole, v die K mit L verbindende Gerade und V der
Pol von v, so geht die Gerade, welche die beiden dem Schnitt-
punkte kl in den auf k und | von ABC erzeugten Punkt-
involutionen (k)2 und (I)2 zugepaarten Punkte verbindet,
durch V.

und, umgekehrt, geht die Gerade, welche durch V und
durch den dem Schnittpunkte kI in (k)2 zugepaarten Punkt
geht, auch durch den dem Schnittpunkte kI in (?)2 zu-
paarten Punkt.

Und dual.

Denn k und | sind Tangenten des Polarkegelschnitts F2 von
v, mithin mussen (Satz 3 in Nr.10) (k)2 und (I)2 zu der von ABC
um V erzeugten Strahleninvolution (F)2 perspektiv sein, und es
muR der Strahl, welcher in (F)2 der Yerbindungsgeraden von F
mit dem Schnittpunkte kl zugepaart ist, durch die beiden dem
kKl in (A)2 und (I)2 zugepaarten Punkte gehen, und es liegen also
diese beiden Punkte mit F in einer Geraden.

Die Umkehrung gilt nicht mehr, wenn k durch eine Ecke von
ABC geht. Denn alsdann ist diese Ecke der Pol von k und zugleich
auch der Pol der Verbindungsgeraden v der Pole von k und irgend-
einer andern Geraden |. Dieselbe Ecke ist aber dann in der
parabolischen Involution (k)2 allen Punkten von Kk, darunter auch
kl, zugepaart, mithin bleibt dann die Gerade, welche den Pol von
v mit dem dem Kkl in (k)2 zugepaarten Punkte verbindet, un-
bestimmt.

Ge-
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48. Nun kdnnen wir allererst nachweisen, dal? das Gebilde p3
mit keiner Geraden mehr als drei Punkte gemein haben kann.

Beweis. Sollte irgendeine Gerade d mit p3vier Punkte gemein
haben und also vier durch P gehende Geraden gx g2, g3 und <,
wo notwendig mindestens eine dieser vier Geraden, etwa gx keine
der drei durch P gehenden Ecktransversalen ist, in denjenigen
Punkten P, P2 P3und P4 schneiden, welche dem P zugepaart
sind in den Punktinvolutionen (gxy, (#22 (9s)2 und (9i)2 so wirde
nach Hilfssatz | die Gerade d, welche in (g¥2 und (#2)2 in (gX?2
und (*3)2 und in (992 und (#4)2 je die beiden dem gemeinsamen
Punkte P ihrer Tréger zugepaarten Punkte verbindet, durch die
Pole derjenigen drei Geraden gehen missen, welche den Pol Gx
von gx mit den Polen G2, 6r3, Gt von gt, gs, #4 verbinden, was
aber unmdglich ist; da die Pole der durch Gx gehenden Geraden
(wo 6rx, als Pol einer von den Ecktransversalen und Seiten von
A BC verschiedenen Geraden gx, auf keiner Seite von ABC liegt)
einen Kegelschnitt bilden (Nr.2) und keine drei dieser Pole also
in einer Geraden liegen konnen.

49. Ferner kénnen wir nachweisen, daR, wenn das Gebilde p3
mit einer Geraden zwei reelle Punkte gemein hat, es mit der-
selben Geraden noch einen dritten reellen gemein haben muf3.

Beweis. Sind die zwei gemeinschaftlichen Punkte von ps mit
der Geraden zwei der Ecken von ABC und ist die Gerade also
eine der Seiten von ABC, so hat diese Seite mit p3 noch einen
dritten reellen Punkt gemein, nadmlich ihren Schnittpunkt mit der
Polare p von P (Nr.46). Von diesem Falle kénnen wir nun ab-
sehen und nehmen an, dal von den beiden p3 und der Geraden,
welche letztere r heil3e, gemeinsamen reellen Punkten, welche P,
und Pk heiBen mogen und dem P in (#.)2 und (gk)2 zugepaart
sind, mindestens einer, etwa P;, keine der Ecken von AB C ist.
Die Gerade r wird dann nach Hilfssatz | durch den reellen Pol
der reellen Yerbindungsgeraden G{Gk der Pole von g¢g{ und gk
gehen und mithin, weil der Pol von G{Gk auf dem Polarkegel-
schnitt 42 des auf keiner Seite von AB C liegenden Punktes Gi

X Von nun an soll, wenn irgendein Punkt von p3 mit Pi bezeichnet
wird, die diesen Punkt von P aus projizierende Gerade mit ihr Pol mit
Gi und ihr Schnittpunkt mit der Polare p von P mit Q" also stets mit
einem und demselben Index bezeichnet werden.
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liegt, g2 noch in einem zweiten reellen Punkte treffen. Dieser zweite
Schnittpunkt von r mit g2 ist aber Pol*) einer durch Gi gehenden
Geraden, welche letzte, weil Gi, der Pol der durch P gehenden
Geraden g,, auf dem Polarkegelschnitt? p2 von P liegt, noch
durch einen zweiten reellen Punkt, etwa Gx von p2 gehen muf.
Nun ist aber der auf p2 liegende reelle Punkt Gx Pol der durch
P gehenden reellen Geraden gi. Folglich muR nach der Umkehrung
des Hilfssatzes | die Gerade r, welche durch den Pol der Ver-
bindungsgeraden GiGi der Pole von gi und gx und durch den
dem gemeinsamen Punkt P von g{ und gi in (gi)2 zugepaarten
Punkt Pi geht, auch durch den dem P in (gi)2 zugepaarten
Punkt Pi, welcher p3 angehort, gehen und also mit p3 noch einen
dritten reellen Punkt gemein haben.

50. Zugleich haben wir Folgendes erkannt:

I. Eine durch einen p3 angehdrigen, von den Ecken A,

P, C aber verschiedenen Punkt Pt gehende Gerade r, welche

mit p3 noch die beiden von P aus durch gk und gi proji-

zierten Punkte Pk und Pi gemein hat, hat mit dem Polar-
kegelschnitt (2 von Gi, dem Pole der P; von P aus proji-
zierenden Geraden <, diejenigen beiden Punkte Vik, Vu und
nur diejenigen beiden gemein, welche Pole der beiden Ver-
bindungsgeraden vik, vn von Gi mit bzw. den Polen Gk und
Gi von gk und g\ sind.

Umgekehrt hat eine durch einen solchen Punkt Pt
gehende Gerade r, welche mit g die beiden Punkte FJXund
Vn gemein hat, mit p3 auBer Pi noch diejenigen beiden

Punkte Pk, Pi und nur diejenigen beiden gemein, welche

von P aus durch diejenigen Geraden gk und gi projiziert

werden, deren Pole Gk und Gi mit 6rt, dem Pole der Pt
von P aus projizierenden Geraden g,, verbunden die Polaren
vik und Vh von Vik und Fix liefern.

Denn die Gerade, die in (gi)2und (gk2 in (gi)2 und (gi)2 die
beiden dem g,, gk gxgemeinsamen Punkte P zugepaarten Punkte Pt
und P& Pi und P xverbindet, muR nach Hilfssat*l durch die auf g2
liegenden Pole Vik und V,xvon vik = GiGkund viX= GXGXgehen;

X In bezug auf ABC-, s. oben Fufnote auf S. 12.
2) Hier und Uberall im folgenden, wo von Polarkegelscbnitten schlechthin
die Rede ist, sollen diese in bezug auf ABC verstanden werden.
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und die Gerade, die durch die Pole Vik und Vix von GiGk und
GiGi und durch den dem P = g,gk= g{gx in (p,)2 zugepaarten
Punkt Pi geht, muB nach der Umkehrung des Hilfssatzes 1 auch
durch die dem P in (g und in (g92 zugepaarten Punkte Pk
und Pi gehen; und keine Gerade kann mit g? und p3 mehr als
zwei bzw. mehr als drei Punkte gemein haben.

Hieraus ergibt sich: Die durch Pt gehende Gerade r ist dann
und nur dann Tangente an p3in Pf; wenn sie Tangente an g\
ist. Denn dann und nur dann sind die beiden g? und r gemein-
samen Punkte F-kund Vu und mithin auch ihre Polaren vik = GiGk
und vn = GiGi und also auch Gk und Gx gk und gx und endlich
auch die beiden Punkte Pk und Pxje einander unendlich nahe.
Ferner ist dann und nur dann die durch Pi gehende Gerade r
Tangente an p3in demselben Punkte P, wenn sie durch den auf
j?2 liegenden Pol Ti der Tangente U an p2 im Punkte G, geht.
Denn dann und nur dann, wenn einer der beiden r und p? ge-
meinsamen Punkte, etwa Vik, mit Pt und also Vik= GxGk mit
der Tangente U an p2in Gt identisch ist, sind G, und Gk und
mithin auch gi und gk und also auch P* und Pk je einander
unendlich nahe. Wendetangente an p3in Pi ist aber die Gerade r
dann und nur dann, wenn sie Tangente an g*in ist. Denn
dann und nur dann liegen die beiden r undgfgemeinsamen
Punkte Vik und ViX im Bertihrungspunkte Tx und mithin auch
Vik = GiGk und vu = GiGx in der Tangente Uan p2in G, und
es sind also nur dann alle drei Punkte G,, Gk, Gxund alle
drei Polaren #, gk gx und folglich auch alle drei Punkte P,,
Pfc Pxje einander unendlich nahe. Endlich hat die Gerade r
dann und nur dann drei voneinander verschiedene Punkte Po
P~, Pxmit p3 gemein, wenn sie von g* in zwei voneinander und
von Ti verschiedenen Punkten getroffen wird. Denn dann und
nur dann sindP,, Vik, Vix und mithinauch vik = G, Gf,
Vu=GXGX undG, Gft Gxund giy gk gxund Pt, Pk, Pxsamt-
lich voneinander verschieden. Ist Pt reell, so sind hiernach auch
Pfc und Px dann und nur dann reell, wenn r von gf in zwei
reellen Punkten getroffen wird.

51. Hiermit sind die folgenden Aufgaben geldst.

Aufgabe 1. Auf einer durch einen Punkt P{ von p3
gehenden Geraden r deren beide weitere Schnittpunkte mit
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p3 zu ermitteln, wobei Pi von P aus durch die Gerade gi
projiziert wird.

Auflésung. Man ermittelt zuerst die beiden Schnitt-
punkte Vik und Vu von r mit dem Polarkegelschnitt (in
bezug auf ABC) gf von Gi, dem auf dem Polarkegel-
schnitt p2 von P liegenden Pole von gx und ihre durch Gi
gehenden Polaren vik und vu, sodann die beiden zweiten
Schnittpunkte Gk und Gx von vik und vu mit p2 und ihre
durch P gehenden Polaren gk und gR alsdann sind die
beiden Schnittpunkte Pk und Px von r mit gk und gx die
gesuchten Schnittpunkte von r mit p3

Diese Losung ist aber, nach dem Vorhergehenden, nur dann
anwendbar, wenn P* keine der Ecken von ABC ist.

Anmerkung. Diese Ldsung liefert auch dann die beiden
weiteren Schnittpunkte Pk und Px von r mit p3, wenn r ganz
auflerhalb g2 liegt, nur sind dann Pk und Px ebenso wie die
beiden Schnittpunkte von r mit g2 konjugiert-imaginar, wenn nur
Pi und r reell sind. Denn, wie man sich Uberzeugen kann,
gelten alle Resultate des ersten Abschnittes, darunter der Satz 3
in Nr. 10, und mithin der Hilfssatz 1 in Nr. 47 und die Aussage |
auch fir imagindre Punkte und Gerade. Nun missen aber vik
und vix zugleich mit ihren Polen Vik und ViX den beiden Schnitt-
punkten von r mit g? konjugiert-imaginar sein (nach Nr. 3), und
alsdann mussen auch die beiden zweiten Schnittpunkte Gk und
Gx des reellen Kegelschnitts p2 mit den konjugiert* imaginédren
Geraden vik und vix, deren reeller Schnittpunkt Gi auf dem nam-
lichen Kegelschnitt p2 liegt, konjugiert-imagindr sein (es wird
namlich die reelle, elliptische Strahleninvolution um Gi, deren
Doppelstrahlen vik und viX sind, von p2in einer reellen, elliptischen,
krummen Punktinvolution geschnitten, deren Doppelpunkte Gk
und Gxsind) und mithin auch ihre Polaren gkund g- folglich
missen auch Pk und Px die nunmehr Schnittpunkte der reellen
Geraden r mit den konjugiert-imagindren Geraden gk und gl sind,
konjugiert-imaginér sein. Auch wenn Pf oder r oder beide zugleich
imaginar sind, liefert die gegebene Ldsung die beiden weitern
Schnittpunkte von r mit p3 Eine durch Pi gehende Gerade hat
also immer mit p3 noch zwei Punkte gemein, welche aber auch
imaginar sein konnen.

Berliner, Habilitationsschrift. 7
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Aufgabe 2. Die von dem Punkte Pt an p3 gehenden
Tangenten (aufBer der Tangente in Pt selbst) zu ermitteln.

Auflésung. Man ermittelt die beiden von P, an g2gehenden
Tangenten, diese und nur diese sind zugleich die gesuchten
Tangenten an p3

Weil Pi, wenn er reell ist, auf der immer ganz auf3erhalb
des Polarkegelschnitts g\ verlaufenden Geraden g. (nach Nr. 2)
liegt, so folgt hieraus, dal3 von jedem reellen Punkte von p3
(die Ecken von ABC vorlaufig ausgenommen) auf3er der Tangente
in dem Punkte selbst noch zwei reelle Tangenten an p3 gehen.

Aufgabe 3. Die Tangente im Punkte Pi von p3 zu
ermitteln.
Auflésung. Man ermittelt den Pol Gi von p», welcher

Pol auf dem Polarkegelschnitt p2 von P liegt, sodann die

Tangente U an p2 in Gi und den Pol Ti von W\ die Ver-

bindungsgerade von Pi mit Ti wird dann die gesuchte Tan-

gente von p3 sein.

Auch die Lésungen der Aufgaben 2 und 3 sind nur dann
anzuwenden, wenn Pi keine der Ecken von ABC ist.

Die entsprechenden Aufgaben fir das duale Gebilde P 3 sind
dual zu losen.

Zugleich haben wir das folgende Kriterium gewonnen.

Satz 23. Ist Pi ein von Ist pi ein von den

den Ecken von ABC ver-
schiedener, reeller Punkt
von p3 gi die Ptvon P aus
projizierende Gerade, Gi
deren Pol, g\ der Polar-
kegelschnitt von Gi, p2 der
Polarkegelschnitt von P,
welcher letztere Polarkegel-
schnitt durch den Pol Gi
von gi geht, ti die Tangente
an p2in Gi, T{ der Pol von
ti, welcher Pol auf g2 liegt,
und r irgendeine durch Pi
gehende, reelle Gerade, so
sind die beiden weitern

Seiten von ABC ver-
schiedener, reeller
Strahl von P 3 Qi der Punkt,
in dem p von pi geschnitten
wird, @ dessen Polare, Q*
der Polarkegelschnitt von
qgi, P 2 der Polarkegelschnitt
vonp, welcher letztere Polar-
kegelschnitt von der Polare
gi von Qi tangiert wird, Ui
der Beriihrungspunkt von gi
mit P 2, U die Polare von
Ui, welche Polare Qf tan-
giert, und N irgendein auf
Pi liegender, reeller Punkt,



Nr. 51, 52

Schnittpunkte Pk und Px
von r mitp>3 konjugiert-ima-
ginar, oder reell und von-
einander und von P* ver-
schieden, oder zwar vonein-
ander, aber Pkist nicht von
Pi verschieden und r st
also die Tangente an p3in
Pi, oder Pk und Pi sind
zwar von P,, aber nicht
voneinander verschieden und
r ist also die Tangente an
p3 in Pfgt oder endlich ist
weder Pk noch Pxvon Pi
verschieden und r ist also
eine Wendetangente von p3
in Pj, je nachdem r mit g?
zwei konjugiert-imaginare,
oder zwei reelle, voneinander
und von Ti verschiedene
Punkte, oder T, und noch
einen andern Punkt gemein
hat, oder r Tangente an g?
in einem von T, verschie-
denen Punkte ist, oder end-
lich r Tangente an ¢\ in
Ti ist; und umgekehrt.
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so sind die beiden weitern
durch N gehenden Strahlen
pmund pn von P 3 konju-
giert-imaginar, oder reell
und voneinander und von
Pi verschieden, oder zwar
voneinander, aber pm ist
nicht von p, verschieden
und N ist also der Berih-
rungspunkt von pi mit P 3
oder pm und pn sind zwar
von p», aber nicht vonein-
ander verschieden und N
ist also der Berihrungspunkt
von pmmit P 3 oder endlich
ist weder pm noch pn von
Pi verschieden und N ist
also ein Rickkehrpunkt von
P 3 auf pi, je nachdem von
A/zwei konjugiert-imaginare,
oder zwei reelle voneinander
und von U, verschiedene
Tangenten, oder u,; und noch
eine andere Tangente an Qj
gehen, oder N Berlihrungs-
punkt in einer von w* ver-
schiedenen Tangente von Qf
ist, oder endlich N Berih-
rungspunkt in der Tangente
U von Q2 ist; und umge-
kehrt.

§9.

52. Das im letzten Satze gegebene Kriterium der Realitat
und der Lage der beiden weitern Schnittpunkte von p3 mit einer
durch einen reellen Punkt Pt von p3 gehenden Geraden versagt
aber, wenn Pt eine der Ecken von ABC ist; da alsdann der
Hilfssatz 1 (und namlich seine Umkehrung), auf dem das Kriterium
beruht, nicht mehr zur Anwendung gebracht werden kann (Nr. 47),

7*
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auch ist dann dieselbe Ecke zugleich der Pol G* von ¢> und der
Polarkegelschnitt g2 reduziert sich dann auf die beiden durch die
namliche Ecke gehenden Seiten von ABC (Nr. 2).

Wir wollen deshalb aus diesem Kriterium ein zweites ahleiten,
welches zweite seine Gultigkeit auch fir die Ecken von ABC
beibehalten wird.

Zu diesem Ende beweisen wir den folgenden

Hilfssatz 2. Die Tangente t in irgendeinem Punkte C
des Polarkegelschnitts p2 von P ist zu der ihren Beriihrungs-
punkt G mit P verbindenden Geraden zugepaart in der von
ABC um G erzeugten Strahleninvolution (Cr)2 und dual.

Beweis. Weil p die Polare von P auch in bezug auf p2
ist (Nr. 2), so muf3 der Pol der Verhindungsgeraden GP in bezug
auf p2 der Schnittpunkt der Tangente t mit p sein. Es sind also
die beiden Punkte, in denen p von t und GP geschnitten wird,
einander zugepaart in der Involution der in bezug auf p2 kon-
jugierten Punkte auf p und also auch in der mit dieser identischen
(Nr. 2) von ABC erzeugten Involution (p)2 Nach Satz 3 (Nr. 10)
ist aber (p)2 zu der von ABC um den auf p2 liegenden Punkt
G erzeugten Strahleninvolution (Cr)2 perspektiv; folglich mussen
die beiden Geraden t und GP, welche von G aus ein Punkte-
paar in (p)2 projizieren, ein Strahlenpaar in (G)2 bilden. (Diesen
Satz habe ich in meiner Dissertation Nr. 24 auf andere Weise
bewiesen.)

53. Ist nun G* irgendein auf p2 liegender Punkt, seine
durch P gehende Polare und sind Gix und G,2 die beiden Schnitt-
punkte von p2 mit gil) und gix und gi2 ihre durch P gehenden
Polaren, so muB nach Satz 3 (Nr. 10) die von ABC erzeugte
Strahleninvolution (Gt)2 zu den von ABC erzeugten Punkt-
involutionen (#;)2 (<7;)2 (,9i22 perspektiv sein. Folglich mul3 die
Tangente U an p2 im Punkte G*, welche dem Strahle G,P in
(Gt)2 zugepaart ist (Hilfssatz 2), durch diejenigen drei Punkte
Pi, Pu, Pi2 gehen, welche dem P in (9i)2 (g{¥2 (gi2)2 zugepaart
sind und welche also p3 angehdren. Hieraus folgt weiter nach
Hilfssatz 1, dal3 die Tangente C, die nunmehr die beiden dem

D Ist Gi und mithin auch gi reell, so sind auch Gix und Gi2 reell,
da  durch den innerhalb p2 liegenden Punkt P (Nr. 2) geht.
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P =gig{l = gigi2 in (g)2 und (gn)2 in (g)2 und (gi2)2 zugepaarten
Punkte P, und P,x, P, und P,2 verbindet, auch durch die Pole
der beiden G, mit G,x und Gi2 verbindenden Geraden gehen
mul3.

Bemerken wir noch, dal® die beiden durch P gehenden Geraden
<,x und gi2 und ebenso die beiden Verbindungsgeraden G, G,x
und Gi Cr2, deren Pole mit P bzw. mit Gi in je einer Geraden
liegen, namlich in g{ bezw. in C, ein Strahlenpaar in (P)2 bzw.
in (Gi)2 bilden (Satz! in Nr.7), und daR das Strahlenpaar gn
und 12 durch <, den ersten Reprédsentanten von gir und gi2, und
P Q,, den zweiten Reprdsentanten von gn und <2, um P har-
monisch getrennt wird (Satz 17 in Nr. 28), so ergibt sich:

Satz 24. Auf der Tan-
gente ti in einem Punkte Gi
des Polarkegelschnitts p2
von P liegen die drei p3an-
gehdrenden Punkte, welche
von P aus durch die Polare
gi von G{ und durch das-
jenige Strahlenpaar in (P)2
projiziert werden, dessen
Pole auf < liegen und also
die Schnittpunkte von gi mit
p2 sind; und zwar ist auf
ti der Berlihrungspunkt G,
von dem durch <, projizierten
Punkte von p3 durch die
beiden andern Punkte von
p3 harmonisch  getrennt.
Ferner liegen auf derselben
Tangente U die beiden Pole
desjenigen Strahlenpaares in
(Cr,)2 welches G, mit jenen
beiden Schnittpunkten von
4 mit p2 verbindet.

54, Ist nun wieder P, irgendein von den Ecken von ABC
verschiedener Punkt von p3 Gi der auf dem Polarkegelschnitt p2

Durch den Beriihrungs-
punkt Ui einer Tangente <,
des Polarkegelschnitts P 2
von p gehen die drei P 3 an-
gehdrenden Strahlen, welche
von p in dem Pole Qi von
4;und in demjenigen Punkte-
paare in (p)2 geschnitten
werden, dessen Polaren durch
@ gehen und also die beiden
von Qi an P2 gehenden
Tangenten sind; und zwar
ist um Ui die Tangente 4
von dem durch Q gehenden
Strahle von P 3 durch die
beiden andern Strahlen
von P 3 harmonisch getrennt.
Ferner gehen durch den-
selben Beriihrungspunkt Ui
die beiden Polaren desjenigen
Punktepaares in )2, in
welchem 4; von jenen beiden
von Qi an P 2gehenden Tan-
genten geschnitten wird.
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von P liegende Pol der P, ton P aus projizierenden Geraden g,,
g2 der Polarkegelschnitt von Gi und sind t» und U' die beiden
von Pi an p3 gehenden Tangenten (auler der Tangente an p3
in Pi selbst), welche zugleich die von P, an g2 gehenden Tangenten
sind und welche stets reell sind, wenn nur P* reell ist (Nr. 51),
Pi> und P,”, VW und Yv, ihre Berihrungspunkte mit p3 bezw. mit
02, g{<und gi» die Pi, und Pi» von P aus projizierenden Geraden,
@G> und Gi» die auf p2 liegenden Pole von g,, und g# und endlich
W und \i» die durch Gi gehenden Polaren von Yv und V,, so
mussen nach Nr. 50 G> und Gin die je zweiten Schnittpunkte
von V> und M» mit p2 sein. Nun missen aber die Beriihrungs-
punkte M> und M> der beiden von Pi an g\ gehenden Tangenten
auf der Polare von Pi in bezug auf g2 liegen, welche Polare die
Verbindungsgerade G,P ist; da in bezug auf gf Pi, der dem P
in (gi)2 zugepaarte Punkt, dem P konjugiert ist, und Gi der Pol
von g, (nach Nr. 2). Wenn also Gn und Ga die beiden Schnitt-
punkte von g, mit p2sind, so missen v>= G, G< und v,» = G, Gi",
deren Pole und V,» von Gi aus durch die namliche Gerade
GiP projiziert werden, und die beiden Verbindungsgeraden GiGn
und Gi Gi2, deren Pole von G; aus durch die Tangente tt von p2
in Gi projiziert werden (Satz 24), nach der Anmerkung in Nr. 22,
weil G,P und U ein Strahlenpaar in (Gi)2 bilden (Hilfssatz 2),
zwei durcheinander harmonisch getrennte Strahlenpaare in (Gi)2
bilden. Weil aber die auf p2 induzierte Punktinvolution (p22 von
dem auf p2 liegenden Punkte Gi durch die Strahleninvolution
(Gi)2 projiziert wird (Nr. 10), so missen die zweiten Schnittpunkte
GM Gi" und Gn Gi2 von p2 mit jenen beiden durcheinander har-
monisch getrennten Strahlenpaaren Gi(Gi> G®, Gn Ga) von (Gi)2
zwei durcheinander harmonisch getrennte Punktepaare in (p2)2
bilden. Weil ferner vier harmonische Punkte auf einem Kegel-
schnitt durch zwei in bezug auf diesen konjugierte Gerade ein-
geschnitten werden und die Involution der in bezug auf p2 kon-
jugierten Strahlen um P mit (P)2 identisch ist (Nr. 2), so muissen
nun die beiden durcheinander harmonisch getrennten Punktepaare
G" Gi" und Gn Gi2 der induzierten Involution (p22, deren Zen-
trum P ist (Nr. 7), von P aus durch ein Strahlenpaar in (P)2
projiziert werden. Nunmehr sind aber 6rtl und G,2 die Schnitt-
punkte von p2 mit der durch P gehenden Geraden g\ mithin
ergibt sich:
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I Die Pole G< und G derjenigen beiden Geraden gf
und pt», welche die BerlUhrungspunkte P< und Pi» der
beiden von einem p3 angehdrenden Punkte P; an p3 gehen-
den Tagenten (auBRer der Tangente in Pi selbst) von P aus
projizieren und welche, wie wir sahen, ein Strahlenpaar in
(P)2 bilden, liegen auf der zu g{ in (P)2 zugepaarten Ge-
raden.

55. Sind nun Vik und Vix die beiden Schnittpunkte von g2
mit irgendeiner durch Pt gehenden Geraden r, vilt und vix ihre
durch den auf p2 liegenden Punkt 6rt gehenden Polaren und Gk
und Gx die zweiten Schnittpunkte von p2 mit Vik und Vn, so
mussen Vik F(I V@Vi» vier harmonische Punkte auf g2 sein, da
die BerUhrungspunkte V und Vi» der beiden von Pi an @2
gehenden Tangenten auf einer zu r= Vik Vix in bezug auf g2 kon-
jugierten Geraden, namlich auf der Polare von P* in bezug auf
g2, liegen. Weil aber der Bischel der Polaren um Gi zu der
Punktreihe der Pole auf g2 projektiv ist (nach Nr.2), so mussen
nun VikViXi'Vi» = Gi{GtGxG>Gi») vier harmonische Strahlen um
den auf p2 liegenden Punkt Gi und mithin ihre zweiten Schnitt-
punkte GKGXG" Gi" mit p2 vier harmonische Punkte auf p2 sein.
Folglich mu3 die Gk mit Gx verbindende Gerade vKX durch den
Pol der Gi- mit Gi» verbindenden Geraden in bezug auf p2gehen;
der Pol der letzteren Verbindungsgeraden, der zu g{ in (P)2 zu-
gepaarten Geraden (I in Nr.54), muR aber, weil (P)2 zugleich die
Involution der in bezug auf p2 konjugierten Strahlen um P und p
die Polare von P auch in bezug auf p2ist (Nr.2), der Schnitt-
punkt Qi von p mit g sein; mithin muB die Gk mit Gx ver-
bindende Gerade vk« durch Qi gehen.

Geht, umgekehrt, die Gerade VKX welche zwei Punkte Gk
und Gxvon p2 verbindet, durch den Punkt Qi=g{p, den Pol der
Geraden G<Gi» in bezug auf p2 so sind GkGxG<Gi» vier har-
monische Punkte auf p2 die sie von dem gleichfalls auf p2liegen-
den Punkte Gi aus projizierenden Strahlen 6r, (GKGxG<Gi»)
= Vikvh VfM» vier harmonische Strahlen um Gi und deren Pole
(in bezug auf ABC) VikViX Vi» vier harmonische Punkte
auf g2, und es mul} also dann die Gerade r, welche Vik mit ViX
verbindet, durch Pt, den Pol der Yv mit Vi» verbindenden Ge-
raden in bezug auf g2 (Nr.54), gehen.
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Nr. 55,56

Nunmehr sind nach | in Nr.50 Gk und Gi die Pole der-
jenigen Geraden gk und gi, welche die beiden weitern Schnitt-
punkte Pfund Pi der durch Pt gehenden Geraden r mit p3von
P aus projizieren; mithin ergibt sich;

. Mit einem Punkte Pi von p3 liegen in je einer Ge-

raden je zwei solche Punkte von p3 und nur solche zwei
Punkte, welche von P aus durch solche zwei Geraden pro-
jiziert werden, deren beide Pole auf einer durch Qi=pg{

gehenden Geraden liegen.

Also haben wir:

Satz 25. Drei Punkte von
p3 liegen dann und nur dann
in einer Geraden, wenn die Pole
(in bezugauf ABC) von irgend
zwei und mithin von je zwei
derjenigen drei Geraden, welche
die drei Punkte von p3 aus P
projizieren, mit dem Schnitt-
punkte der dritten Geraden
und p, der Polare von P, in
einer Geraden liegen.

Drei Strahlen von P 3 gehen
dann und nur dann durch
einen Punkt, wenn die Polaren
(in bezug auf ABC) von
irgend zwei und mithin von
je zwei derjenigen drei Punkte,
in welchen p von den drei
Strahlen von P 3 geschnitten
wird, mit der den dritten
Punkt mit P, dem Pole von p,
verbindenden Geraden durch

einen Punkt gehen.

56. Nun bilden die Pole der durch X gehenden Geraden del
Kegelschnitt g2, welcher letzte A B C umschrieben ist und, weil Qi auf
p liegt, durch P und, weil die Polaren p und pi der beiden in (</,)2
ein Paar bildenden Punkte P und Pt auf Q sich schneiden mussen
(Nr.7) und also Qi=pgt auch auf p, liegt, durch P4 geht. Folg-
lich mu3 der Pol Vki der durch Qi gehenden, Gjt mit Gi ver-
bindenden Geraden vki, welcher Pol nach Hilfssatz 1 (Nr.47) auf
der durch die beiden dem P in (g2 und {gQ2 zupepaarten
Punkte Pkund P xund durch den p3und g? angehérenden Punkt P 4
gehenden Geraden r liegen muR, der zweite Schnittpunkt von r
mit g2 sein. Mithin haben wir nach Nr. 55:

111, Ist Pi ein Punkt von p3, r irgendeine durch ihn
gehende Gerade, Qi der Schnittpunkt der P, von P aus
projizierenden Geraden gi mit der Polare p von P, R der
durch Pi gehende Polarkegelschnitt von Qi, Vui der zweite
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Schnittpunkt von r mit @? und VR dessen durch Qi gehende
Polare, so hat r mit p3 noch diejenigen beiden Punkte Pk
und Pi gemein und nur dienigen beiden, welche von P aus
durch gk und gx die Polaren der beiden Schnittpunkte Gk
und G1von VKX mit dem Polarkegelschnitt p2von P, pro-
jiziert werden. (Sind GK und GX konjugiert-imaginar, so
miissen es auch nach der Anmerkung in Nr.51 Pk und
Pi sein)

57. Aus dem Satze 25 ergibt sich, beildufig bemerkt:

Sind G,, Gk Gxdie Pole irgend dreier durch P gehen-
der Geraden g{, gk gx und Qi, Qk Qx die Schnittpunkte
von p, der Polare von P, mit g, gk gx und geht Gi Gk
durch so geht auch GKGxdurch Q und GXG, durch Qk
Es missen namlich die drei von P aus durch g,, gk, gxpro-

jizierten Punkte Pi, Pf Pi von p3in einer Geraden liegen, weil
Gi GK durch Q geht, mithin missen auch GKGxund GxGi durch

Q hzw. QK gehen.

Hieraus folgt:

Die beiden nach (Nr. 2) projektiven

Punktreihen erster und zwei-
ter Ordnung, namlich die von
der Spur (X eines um P
sich drehenden Strahles gx
auf p, der Polare von P,
beschriebene p(QX) und die
vom Pole Gxvon gx auf p2
dem Polarkegelschnitt vonP,
beschriebene p2(Gx), haben
die folgende eigentiimliche
Lage zueinander:

Sind Qi, Gi und Qk Gk
irgend zwei Paare ent-
sprechender Punkte der pro-
jektiven Punktreinen p(QX)
und p*(GX), so schneiden
sich die beiden Verbindungs-

Strahlenbischel erster und
zweiter Ordnung, namlich
der von dem, einen auf p
sich bewegenden Punkt (X
von P, dem Pole von p, aus
projizierenden Strahl gX be-
schriebene P(gX) und der
von der Polare X von (X
um P 2 den Polarkegelschnitt
von p, beschriebene P2(gX),
haben die folgende eigen-
timliche Lage zueinander:
sind g{, g und gk ok
irgend zwei Paare ent-
sprechender Strahlen der
projektiven Buschel P(gX)
und P2(g¥), so ist die Ver-
bindungsgerade der beiden
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geraden Qi Gk und QKGi
auf p2, und zwar in dem-
jenigen Punkte 6rj, welcher
dem Schnittpunkte Q von
p mit Gi Gic entspricht.
Aus jedem Punkte G von
pa und nur aus Punkten von
p2werden die beiden projek-
tiven Punktreihenp (QX) und

Nr. 57,58

Schnittpunkte g{gk und gkaqi
eine Tangente an P2 und
zwar diejenige welche
dem Verbindungsstrahle i
von P mit gigk entspricht.

Alle Tangenten von P2
und nur diese Tangenten
schneiden die beiden pro-
jektiven Buschel P{gx) und

P 2(g9) in involutorischen
Punktreihen.

p2(G*) durch involutorische

Strahlenbuschel projiziert.

Denn wenn irgendein Strahl durch G p2 zum zweitenmal
in Gt und p in Qktrifft, so geht auch GKQi durch G; diese beiden
Strahlen GtQk und GkQ von G projizieren sowohl Qi, G{ als
auch @k, Gk und entsprechen sich also in der Projektivitat der
beiden konzentrischen Biischel G(QX und G(GX in beiderlei
Sinne, diese beiden Bischel um G sind folglich involutorisch.
Und umgekehrt, wenn p(QX) und p2(GX) aus einem Punkte G
durch involutorische Biischel projiziert werden, so muf3, wie man
leicht einsehen kann, G auf p2 liegen.

58. Die Aussagen | (Nr.54), Il (Nr.55) und IlI
gelten auch dann noch, wenn P, eine der Ecken von AP C ist.

Soll ndmlich irgendeine durch die p3 angehdrende (Nr. 46)
Ecke A gehende Gerade r mit p3 noch einen zweiten Punkt, etwa
Pf und mithin (Nr.49 und Anmerkung in Nr. 51) noch einen
dritten, etwa Pz, gemein haben (wo Pk und Pi von P aus durch
gk und gi projiziert werden), so wird der Pol Vki der Geraden vkz
welche letzte die beiden Pole Gk und Gi von gk und g\ verbindet,
nach Hilfssatz 1 (Nr. 47) auf r liegen muissen. Weil aber die
beiden Geraden VkiP und VKA =r = VkiPk, die das Punktepaar
PP tin (g2 von F,d aus projizieren, ein Strahlenpaar in der zu
(gR2 Perspektiven (nach Satz 3 in Nr. 10) Strahleninvolution (Vki)2
bilden und also (Nr. 4) voneinander durch VKiB und EXC har-
monisch getrennt sein missen, so wird Vki auf dem von den
sdmtlichen Punkten, aus denen PAP C durch vier harmonische
Strahlen projiziert werden, gebildeten Kegelschnitt liegen mussen:
dieser Kegelschnitt geht durch die vier Punkte PAP C und wird
in A von der von AP=pA durch AP und A C harmonisch ge-

(Nr.

56
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trennten Geraden A Pa (Nr.2) tangiert und ist also mit dem
Polarkegelschnitt p'2 des Schnittpunktes P& der Polare p von P
mit der Geraden pA=PA (Nr.5) identisch, da auch dieser Polar-
kegelschnitt durch A, B, C und, weil P'a auf p liegt, durch P
geht und in A von der von AP'a=AP durch AB und A C har-
monisch getrennten Geraden AP a tangiert wird (nach Nr. 2).
Mithin mu3 Vki der zweite Schnittpunkt der durch A gehenden
Geraden r mit dem Polarkegelschnitt p'2von P'a sein, und die Gk
mit Gi verbindende Gerade vkl, die Polare von Vki, muB durch
P&, den Schnittpunkt der Polare p von P mit der den p3 an-
gehdrenden Eckpunkt A von P aus projizierenden Geraden pA
gehen.

Auch wenn die durch A gehende Gerade r eine Dreieckseite,
etwa AB, ist und also mit p3 auRer A noch die Ecke B und
den Schnittpunkt Pc von AB mit p, der Polare von P, gemein
hat (Nr. 46), ist die Gerade, welche die beiden Pole der von P
aus B und Pc projizierenden Geraden PB=pB und PPc=p'c
(Nr.5) verbindet, die durch P& gehende Polare des zweiten
Schnittpunktes von r=A B mit dem Polarkegelschnitt p'2 von P'a
Denn der auf p2 liegende Pol von p'c ist (nach Satz 1 in Nr.7),
weil p'c zu pc=PC in (P)2 zugepaart ist (Nr.4) und der Pol
von pc die auf dieser liegende Ecke C ist, der zweite Schnitt-
punkt von p2 mit pc und also, weil p die Polare von P auch in
bezug auf p2ist (Nr.2), von C durch P und P t, den Schnittpunkt
von pc mit p (Nr.d), harmonisch getrennt. Ferner ist der Pol
von pB=PB die Ecke B, welche von C durch (PA,a), den
Schnittpunkt von pA=PA mit der Seite BC=a, und Pa, den
Schnittpunkt von a mit p, harmonisch getrennt ist (Nr.1). Nun-
mehr muissen diese beiden harmonischen Wiurfe auf pc und a,
die C gemein haben, in der Weise perspektiv liegen, daR die den
Pol von p'c mit B verbindende Gerade durch den Schnittpunkt P'a
der beiden P mit (PA, a) und P'c mit Pa verbindenden Geraden
PA=pA und p geht. Die Gerade, welche die beiden Pole von pB
und p'c verbindet, ist also mit der Geraden P'aB identisch; die
letztere Gerade ist aber die durch Pa gehende Polare des
zweiten Schnittpunktes, namlich B, von r=AB mit p'2

Geht, umgekehrt, die Gerade vku welche zwei Punkte Gk
und Gi vonp 2 miteinander verbindet, durch den Punkt Pa= (p, PA),
so liegt ihr Pol VK auf dem Polarkegelschnitt p'2 von P¢g; die die
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Ecke A mit VR verbindende Gerade r wird dann, weil, wie wir
sahen, PABC aus jedem der Punkte von p"2 durch vier har-
monische Strahlen projiziert werden, nach Nr.4 zu der Geraden
VKXP in (Ffef)2 zugepaart sein missen und folglich, weil (1m)2
zu den Punktinvolutionen (gB2 und (g®2 auf den durch P gehenden
Polaren gkund gi von GKund GX perspektiv ist (nach Satz 3 in
Nr. 10), durch die beiden dem P in (g2 und (g¥2 zugepaarten
und also p3 angehoérenden Punkte Pk und P x gehen.

Mithin gelten die Aussagen Il und Ill auch dann noch, wenn
Pi eine der Ecken von ABC ist; denn, wenn Pi etwa mit A
zusammenfallen soll, werden p,, Qi und g\ bzw. mit pA=PA, Pa
und p 2 zusammenfallen. Es gilt aber fur die Ecken von ABC,
wie wir bald sehen werden, auch die Aussage 1 in Nr. 54.

50. Aus Il (Nr.56) folgt: Die durch P< gehende Gerade
ist dann und nur dann Tangente an P3in Pfc wenn die durch Q
gehende Polare VKX des zweiten Schnittpunktes VKK von r mit g2
Tangente an p2ist. Denn dann und nur dann sind die beiden
Schnittpunkte GK und GXvon VKX mit p2 und mithin auch ihre
Polaren gk und gxund also auch Pkund PXje einander unendlich
nahe. Fallt Pxetwa mit der Ecke A zusammen, so fallt (X mit
P'a zusammen, und die durch A gehende Gerade I ist also dann
und nur dann Tangente an p3 in PA wenn die durch Pa gehende
Polare Vid von VKX dem zweiten Schnittpunkte von r mitp'l, Tan-
gente an p2 ist. Der Berthrungspunkt der durch Pa an p2
gehenden Tangente VKI, dessen Polare den Beriihrungspunkt der
von A an p3 gehenden Tangente r von P aus projiziert, muB nun
auf der Polare von Pa in bezug auf p2 liegen, welche Polare, weil
P'a der Schnittpunkt von p mit pAist und p die Polare von P
auch in bezug auf p2 und die Involution der in bezug auf p2
konjugierten Strahlen um P mit (P)2 identisch ist (Nr. 2), die
zu pA, der A von P aus projizierenden Geraden, in (P)2 zu-
gepaarte Gerade pA sein mul3; mithin gilt die Aussage | (Nr. 54)
auch dann noch, wenn P, eine der Ecken von ABC ist.

Die durch Pt gehende Gerade r ist ferner dann und nur
dann Tangente an p3in demselben Punkte Pt, wenn die durch
Q gehende Polare VRKvon VKK durch GxX geht. Denn dann und
nur dann ist einer der beiden Schnittpunkte GK und Gx von VKX
mit p2 etwa 6r%, von Gi und mithin auch gk von gxund PK von
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P% nicht verschieden und r hat alsdann nur noch einen von Pi
verschiedenen Punkt Pt mit p3 gemein. Féllt Pt etwa mit A und
mithin (i mit pA=PA, G, wiederum mit A, Q mit Pa und g*
mit pa zusammen, so ist die durch A gehende Gerade r dann und
nur dann Tangente an pP3in.4, wenn die durch P'agehende Polare
vki von Fki gleichfalls durch A geht und also mit PaA~p+ =PA
zusammenféllt, was dann und nur dann der Fall ist, wenn Vk
der zweite Schnittpunkt von r mit p'a, von A, dem ersten Schnitt-
punkt von r mit p'a, nicht verschieden ist, wenn also r die Tan-
gente APa an pa& in A und somit die von AP=px durch AB
und AG harmonisch getrennte Gerade ist (Nr.58). Mithin:

Die Tangente an p3 in Der  Beriihrungspuknt
einer Ecke von AB C ist j von P3 mit einer Seite von
von der durch diese Ecke ABC ist von dem Schnitt-

und P gehenden Ecktrans- punkte dieser Seite mit p
versalen durch die beiden durch die beiden Ecken har-
Dreieckseiten  harmonisch moniscli getrennt. Die drei
getrennt. Die drei Punkte, Geraden, welche die Ecken
in denen die Seiten von ABC von ABC mit den Be-
von den Tangenten an p3 rihrungspunkten der gegen-
in den gegenuberliegenden Uberliegenden Seiten und
Ecken geschnitten werden, P 3verbinden, sind die durch
sind die Schnittpunkte Pa den Pol P von p gehenden
P&, Pc derselben Seiten mit Ecktransversalen pA,pB, pc
der Polare p von P. von ABC.

I-erner ist die durch P,- gehende Gerade r dann und nur dann
eine Wendetangente an p3 wenn die durch Qi gehende Polare vki
von VK Tangente an p2in G, ist. Denn dann und nur dann sind
die beiden Schnittpunkte Gk und Gi von vkt mit p2 von 6» und
mithin auch gk und gxvon g{ und die beiden Punkte Pk und P{ von
Pi nicht verschieden und r hat alsdann keinen von Pf verschie-
denen Punkt mit p3 gemein. Endlich hat die Gerade r drei von-
einander verschiedene Punkte P I, Pk, Pxmit p3 gemein, wenn die
durch Qi gehende Polare vKX von zwei voneinander und von Gi
verschiedene Punkte Gk und Gx mit p2 gemein hat, wo Pk und
Pi zugleich mit Gk und Gxreell oder imaginar sein miussen.

Hiernach geht das Kriterium des Satzes 23 (Nr.51) in fol-
gendes Uber:
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Satz 26. Ist Pi irgend-
ein reeller Punkt von p3
(mag er eine Ecke von AB C
sein oder nicht), gi die Pi
von P aus projizierende
Gerade, Gi deren Pol, Q
der Schnittpunkt von <4 mit
der Polare p von P, g? der
Polarkegelschnitt von Qi (in
bezug auf ABC), welcher
Polarkegelschnitt durch P;
geht, p2 der durch Gi
gehende Polarkegelschnitt
von P (in bezug auf ABC),
r eine durch P, gehende
reelle Gerade, Vki deren
zweiter Schnittpunkt mit
g? und vk die durch Q
gehende Polare von VKki,
so sind die beiden weitern
Schnittpunkte Pk und Pi
von r mit p8 konjugiert-
imaginar, oder reell und
voneinander und von Pi
verschieden, oder zwar von-
einander, aber Pk ist nicht
von Pi verschieden und r
ist also die Tangente an
p3 in Pi, oder Pk und Pi
sind zwar von Pi, aber nicht
voneinander verschieden und
r ist also die Tangente an
p3in Pk oder endlich ist
weder Pk noch Pi von Pi
verschieden und r ist also
eine Wendetangente von p3
in Pi, je nachdem vki mit
p22nrei konjugiert-imaginére,
oder zwei reelle, voneinander

Ist pi irgendein reeller
Strahl von P 3 (mag er eine
Seite von ABC sein oder
nicht), Qi der Punkt, in
dem p von pi geschnitten
wird, gi dessen Polare, gi die
Q mit dem Pole P von p
verbindende Gerade, Gf der
Polarkegelschnitt von gi (in
bezug auf ABC), welcher
Polarkegelschnitt von pt tan-
giert wird, P 2 der von i
tangierte Polarkegelschnitt
von p (in bezug auf ABC),
N ein auf pi liegender reeller
Punkt, sm, die zweite von
N an Gi gehende Tangente
(die erste ist namlich p,)
und Smnder auffliegende
Pol von smn, so sind die
beiden weitern durch N
gehenden Strahlen pm und
pnvon P 3 konjugiert-imagi-
nér, oder reell und vonein-
ander und von pi verschieden,
oder zwar voneinander, aber
pm ist nicht von p; ver-
schieden und N ist also der
Bertuhrungspunkt von pt mit
P3 oder pm und pn siud
zwar von p,, aber nicht von-
einander verschieden und
N ist also der Beridhrungs-
punkt von pOmit P 3 oder
endlich ist weder pm noch
pn von pi verschieden und
N ist also ein Rickkehr-
punkt von P 3 auf p», je
nachdem von Snm zwei kon-
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und von Gi verschiedene
Punkte, oder & und noch
einen andern Punkt gemein
hat, oder vki Tangente an
p2 in einem von 6rt ver-
schiedenen Punkte ist, oder
endlich vki die Tangente U
an p2 in Gi ist; und um-
gekehrt.
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jugiert-imaginére, oder zwei
reelle, voneinander und von
gi verschiedene Tangenten,
oder gi und noch eine andere
Tangente an P 2 gehen, oder
SAm  Berthrungspunkt in
einer von ¢f verschiedenen
Tangente von P2 ist, oder
endlich Smmn der Beriihrungs-

punkt Ui in der Tangente gi
von P 2ist; und umgekehrt.

Die Realitat von Pt und r wurde deshalb vorausgesetzt, weil
nur dann Pk und P* wenn sie nicht reell sind, konjugiert-
imaginar sein mussen; sonst gilt aber der vorstehende Satz auch fir
imaginare Punkte Pt und Geraden r (sieche Anmerkung in Nr. 51).

Eine Ausnahme hiervon macht nur die Gerade g{= PiP. Der
zweite Schnittpunkt von mit g2 ist nédmlich P (nach Nr. 56
und 58) und seine Polare p, welche letzte mit p2 zwei konjugiert-
imaginare Punkte, namlich die Doppelpunkte der von ABC
erzeugten elliptischen Involution (p)2 (Nr.2), gemein hat. Nun
sind aber die Polaren der Doppelpunkte von (p)2 die konjugiert-
imaginaren Doppelstrahlen von (P)2 (nach Nr. 3, 7 und 2), und die
Schnittpunkte dieser Doppelstrahlen mit gi missen also nach 11l
die beiden weitern gemeinsamen Punkte von gf mit p3 sein.
Mithin mussen, weil gi von den beiden Doppelstrahlen von (P)2
in einem und demselben reellen Punkte, namlich in P, geschnitten
wird, die beiden weitern gemeinsamen Punkte von gi und p3
welche Punkte in p3von den konjugiert-imaginaren Doppelstrahlen
von (P)2 herrihren, d. h. welche in den von ABC auf diesen
beiden Doppelstrahlen erzeugten Punktinvolutionen zweiten Grades
dem P zugeordnet sind, in dem reellen Punkte P vereinigt liegen.

Zugleich sehen wir, dal der Punkt P sich selbst zugeordnet
ist in jeder der beiden von ABC auf den konjugiert-imaginaren
Doppelstranlen von (P)2 erzeugten Punktinvolutionen zweiten
Grades, aber, wie aus Nr. 48 leicht zu folgern ist, auch nur in
diesen beiden Punktinvolutionen; in der auf jeder andern durch
P gehenden Geraden von ABC erzeugten Punktinvolution zweiten
Grades wird dem Punkte P ein von diesem verschiedener Punkt



112 Dritter Abschnitt. Nr. 59, 60

zugeordnet. Es liegt also auf jeder durch P gehenden reellen
oder imaginéren, von den Doppelstrahlen von (P)2 verschiedenen
Geraden auf’er P noch ein Punkt von p3 wahrend auf jedem der
beiden konjugiert-imagindren Doppelstrahlen von (P)2 auRer P

mehr kein Punkt von p3 liegt.

Der Punkt P ist ein
isolierter Doppelpunkt von
p3 und die beiden Tan-
genten von p3 in P, die
beiden Doppelpunktstangen-
ten, sind die konjugiert-
imagindren Doppelstrahlen
von (P)2 AuRer P besitzt
p3 mehr keine Doppelpunkte.

Mithin:

Die Gerade p ist ein
isolierter Doppelstrahl von
P3 und die beiden Be-
rihrungspunkte von p mit
P 3, die beiden Beriihrungs-
punkte des Doppelstrahles,
sind die konjugiert-imagi-
naren Doppelpunkte von (p)2
AulRer p besitzt P 3 mehr

keine Doppelstrahlen.

Das letzte ergibt sich auch aus der Bemerkung, daf durch
jeden von P verschiedenen Punkt und P nur eine einzige
Gerade geht und auf dieser gibt es nur einen einzigen Puinkt,
der dem P zugepaart ist in der von ABC auf dieser Geralden
erzeugten Involution zweiten Grades (siehe weiter unten isr. 63).

60. Der letzte Fall des Satzes 26, namlich, daR eine durc
Pi gehende Gerade r eine Wendetangente an p3ist, kann nur
dann eintreten, wenn Pi einer der drei Schnittpunkte Pa, P&i Pc
der Seiten von ABC mit der Polare p von P ist. Denn in jenem
Falle mu? nach dem Satze 26 die Tangente ti an p2 in Ci durch
Qi, den Schnittpunkt von Q mit p, gehen, nach Satz 24 (Nr. 53)
geht aber U durch den auf @ liegenden Punkt Pt von p3; folglich
wird dann der Punkt Pi von p3 mit Q zusammenfallen und also
auf p liegen mussen, auf p liegen aber keine anderen Punkte
von p3 als Pa, P& und Pc.

In jedem der drei Punkte Pao, P& Pc gibt es aber wirklich
eine Wendetangente von p3 Denn, wenn Pi etwa mit Pa iden-
tisch ist, ist gi mit PPa=p's Ci mit PA Q mit Pa und g2 mit
demjenigen Polarkegelschnitt p2 des auf der Dreieckseite a
liegenden Punktes P,, identisch, welcher Polarkegelschnitt in das
aus der Seite a und der Ecktransversale pA= P A bestehende
Geradenpaar ausartet (nach Nr.2). Nun ist aber PA, der Pol
von p'A, der zweite Schnittpunkt von pA mit p2 (Nr.7) und die
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Tangente an P2 in P'A geht durch Pa (nach Satz 24 in Nr. 53)
und der Pol dieser Tangente mufl also auf dem ausgearteten
Polarkegelschnitt p2 von Pa, und zwar auf pA liegen. Folglich
wird die Gerade I, welche (P; £)P 0 mit dem auf (q?=)p2 liegenden
Pole der durch (Qi=)Pa gehenden Tangente an p2in (Gi=)PA
verbindet, nach Satz 26 eine Wendetangente von p3in (Pts)Pa
sein mussen. Mithin:

Die drei Schnittpunkte Die drei durch den Pol
Pa, P& Pc der Seiten von P von p gehenden Eck-
ABC mit der Polare p transversalen pA pB,pc von
von P sind die einzigen ABC sind die einzigen
Wendepunkte von p3 Ruckkehrstrahlen von P 3.

61. Aus | (Nr.54), Il (Nr.55) und IIl (Nr.56) ergeben sich
unmittelbar folgende neue L&ésungen der Aufgaben in Nr. 51,
welche Losungen auch im Falle, dal3 Pt eine der Ecken von
ABC ist, anwendbar sind.

Auflésung 2 der Aufgabe 1. Man ermittelt zuerst den
zweiten Schnittpunkt M von r mit dem Polarkegelschnitt gf
(der erste Schnittpunkt von r mit 2 ist namlich P,) von
Qi, dem Schnittpunkt von g, mit der Polare p von P, und
dessen durch Q gehende Polare VKX (in bezug auf ABC),
sodann die beiden Schnittpunkte GK und GX von VKX mit
dem Polarkegelschnitt p2von P und ihre durch P gehen-
den Polaren gk und gXx (in bezug auf ABC)-, alsdann sind
die beiden Schnittpunkte Pkund Pxvon r mit gkund gxdie
gesuchten Schnittpunkte von r und p3

Diese Losung liefert auch dann noch die Punkte Pk und Px
wem GKund Gximaginadr sind (siehe Anmerkung in Nr. 51).

Aufgabe 4. Auf einer durch zwei Punkte PK und PX
von p3gehenden Geraden r, wo Pk und PXvon P aus durch
die Geraden gkund gXprojiziert werden, den dritten Schnitt-
punkt mit p3 zu ermitteln.

Auflésung 1. Man ermittelt den Schnittpunkt QK von
gk mit p, der Polare von P, und den auf p2 dem Polar-
kegelschnitt von P, liegenden Pol G> von gx sodann den
zweiten Schnittpunkt G{von KGXmit p2 und dessen Polare

Birliner, Habilitationsschrift. [}
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gi (in bezug auf ABC); alsdann ist der Schnittpunkt Pi
von gi mit r der gesuchte dritte Schnittpunkt von r mit p3.

Auflosung 2.  Man ermittelt die beiden Pole Gk uad
Gi von gk und gh bringt die Gk mit Gi verbindende Gerade
zum Schnitt mit der Polare p von P und verbindet diesen
Schnittpunkt mit P durch eine Gerade gi] alsdann ist der
Schnittpunkt P, von r mit gi der gesuchte dritte Schnitt-
punkt von r mit p3
Diese beiden Losungen folgen unmittelbar aus Il und dienen

auch zur Lésung der nachstfolgenden Aufgabe, wenn man beachtet,
da eine Tangente an einer Kurve in ihrem Beruhrungspunkte
zwei einander unendlich nahe liegende Punkte der Kurve enthalt.

Aufgabe 5 Auf der Tangente ik an p3 in einem
Punkte Pk (wo Pk von P aus durch gk projiziert wird) den
weitern Schnittpunkt mit p3 den Tangentialpunkt von P/c,
zZu ermitteln.

Auflésung 1. Man ermittelt den Pol Gk von gk
welcher Pol auf dem Polarkegelschnitt p2 von P liegt, sodann
die Tangente tk an p2 in Gk, bringt diese zum Schnitt mit
der Polare p von P und verbindet den Schnittpunkt ptk mit
P durch eine Gerade; alsdann ist der Schnittpunkt der
letzten Geraden mit tk der gesuchte Tangentialpunkt von Pk

Auflésung 2. Man ermittelt den Schnittpunkt Qk von
gk mit p, der Polare von P, und den auf p2 dem Polar-
kegelschnitt von P, liegenden Pol Gk von gk, sodann den
zweiten Schnittpunkt von QKGK mit p2 und dessen Polare
(in bezug auf ABC)] alsdann ist der Schnittpunkt dieser
Polare mit tk der gesuchte Tangentialpunkt von Pk

Auflésung 3. Man ermittelt den Pol Gkvon gk, sodann
diejenige Gerade, welche in der von A B C erzeugten Strahlen-
involution (P)2 zu der Gk mit P verbindenden Geraden, dem
ersten Reprasentanten g£X) von gk (Nr. 24), zugepaart ist; als-
dann ist der Schnittpunkt dieser Geraden mit tk der gesuchte
Tangentialpunkt von Pk.

Die dritte Lésung folgt aus der Aussage | (Nr.54); denn
nach dieser Aussage mufl der Tangentialpunkt P; irgendeines
Punktes Pi> von p3 (wo P? von P aus durch gv projiziert wird)
von P aus durch diejenige Gerade gi projiziert werden, welche
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in (P)2 zu der den Pol 6rt- von gv mit P verbindenden Geraden,
dem ersten Reprasentanten gjp von g.,, zugepaart ist; mithin muR3
der Schnittpunkt der Tangente an p3in P< mit gi P; sein; auch
erhellt diese Losung aus der ersten, wie man einsehen kann.

Zugleich sehen wir, daf3, wenn in jeder der drei Lésungen der
Aufgabe 5 an Stelle des Schnittpunktes der letzt zu ermittelnden
Geraden mit tk derjenige Punkt ermittelt wird, der zu P zugepaart
ist in der von A B C auf jener letzten Geraden erzeugten Involution
zweiten Gerades, dieser Punkt der Tangentialpunkt von I\ sein
wird; damit haben wir drei Losungen der

Aufgabe 6a. Den Tangentialpunkt eines Punktes Pkvon
p3 zu ermitteln, wenn weder Pk selbst noch die Tangente tk
in ihm gegeben sind, sondern die ihn von P aus projizierende
Gerade gk.

Aus dem Satze 26 ergibt sich die folgende

Auflésung 2 der Aufgabe 2 (Nr.51). Man ermittelt
die beiden von Qi, dem Schnittpunkte von gi mit p, an p2
gehenden Tangenten, sodann die Pole dieser beiden Tangenten
(in bezug auf ABC):, alsdann sind die beiden diese Pole
mit Pi verbindenden Geraden und nur diese beiden die
gesuchten Tangenten an p3

Es gehen also aus jedem beliebigen Punkte Pt von p3 (die
Ecken von A B C nicht ausgenommen) zwei und nur zwei Tangenten
(auRBer der Tangente in Pt selbst) an p3

Auflésung 3 der Aufgabe 2. Man ermittelt die zu ¢
in (P)2 zugepaarte Gerade und ihre beiden Schnittpunkte
mit p2, sodann die durch P gehenden Polaren (in bezug
auf ABC) der beiden Schnittpunkte und in den von ABC
auf diesen Polaren erzeugten Punktinvolutionen zweiten
Grades die beiden dem P zugepaarten Punkte; alsdann sind
die beiden Ptmit den letzten Punkten verbindenden Geraden
die gesuchten Tangenten an p3 und jene letzten Punkte ihre
Bertihrungspunkte.

Diese Losung folgt unmittelbar aus | (Nr.54) und liefert,
wenn P, einer der drei Wendepunkte Pa, Pbh, Pc von p3 (Nr. 60)
ist, nur eine der beiden gesuchten Tangenten (die andere fallt
alsdann mit der Wendetangente in Pt zusammen), sonst beide.

8=



116 Dritter Abschnitt. Nr. 61

Auflésung 2 der Aufgabe 3 (Nr.51). Man ermittelt den
Pol Gi von gi, sodann den Pol der Gi mit Qi, dem Schnitt-
punkte von gi mit jt), verbindenden Geraden; alsdann ist die
den letztem Pol mit Pi verbindende Gerade die Tangente

von p3in P{.

Diese Losung ergibt sich unmittelbar aus dem Satze 26.

Aufldsung 3 der Aufgabe 3. Man ermittelt den Pol
Gi von gi, sodann diejenige Gerade, welche in (P)2 zu der
Gi mit P verbindenden Geraden, dem ersten Reprasentanten

g{” von gf{, zugepaart ist, und in der von ABC auf dieser

Geraden erzeugten Punktinvolution zweiten Grades den zu P

zugepaarten Punkt; alsdann ist dieser letzte Punkt der

Tangentialpunkt von P, uud die ihn mit P4 verbindende

Gerade die Tangente von p3in Pt

Diese Losung folgt aus | in Nr.54 (s. oben Auflosung 3 der
Aufgabe 5) und ist nur dann anzuwenden, wenn Pi keiner der
Wendepunkte Pa, Pb, Pcvon p3ist; ist aber Pt einer dieser drei
Wendepunkte, so fallt der letzte Punkt, der Tangentialpunkt von
Pi, mit Pi zusammen und die Wendetangente in Pi kann hier-
durch nicht ermittelt werden; es ist also dann vielmehr die
vorhergehende Losung 2 oder die Losung der Aufgabe 3 in Nr. 51
anzuwenden, wo dann die Tangente U an p2 in Gi die Gi
mit Pi verbindende Gerade sein wird.

Anmerkung. Mit Hilfe der Ordinatenwinkel (Nr. 26)
kann man in den Aufldsungen 3 der Aufgaben 3 und 5 die in
(P)2 zu ¢fP zugepaarte Gerade direkt, ohne Vermittelung des
Poles Gi, bestimmen: ist namlich der Ordinatenwinkel von @,
so ist der Ordinatenwinkel von gP gleich — 2 o (Satz 15 in
Nr.26) und der von der zu gP in (P)2 zugepaarten Geraden

gleich ferner sind in der Auflésung 3 der Aufgabe 2

die Ordinatenwinkel der beiden

durch P gehenden Polaren der Schnittpunkte von p2 mit der zu
gi in (P)2 zugepaarten Geraden.

Aufgabe 6. Die durch zwei Punkte P, und Pk von p3
gehende Gerade zu ziehen, wenn P, und Pf selbst nicht
gegeben sind, sondern die sie von P aus projizierenden
Geraden gtund gk
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Auflosung. Man ermittelt die Pole Gi und Gk von g
und gk und etwa den Schnittpunkt Qi von gi mit p, sodann
die beiden Pole von Gi Gk und Qi Gk, alsdann wird die die
letztem beiden Pole verbindende Gerade die gesuchte sein
und ihre Schnittpunkte mit gi und gk werden die Punkte
Pi und Pk sein.

Denn ist etwa P\ der dritte Schnittpunkt von PiPk mit p3
so missen nach Hilfssatz 1 (Nr.47) die drei Pole von GiGk GkGh
Gi Gi auf Pi Pk liegen; GkGt ist aber mit Qi Gk identisch und
Gi Gi mit QKGi (Nr.57). P,-Pt ist also durch zwei jener drei
Pole bestimmt.

Aufgabe 7. Die Tangente in einem Punkte Pvon p3
zu ziehen, wenn Pi selbst nicht gegeben ist, sondern die
ihn von P aus projizierende Gerade 4.

Auflésung. Man ermittelt den Pol Gi von g{ und die
Tangente U an p2 dem Polarkegelschnitt von P, in Q;, so-
dann die beiden Pole (in bezug auf AB C) von U und GtQ{
(Qi=pgY; alsdann wird die diese beiden Pole verbindende
Gerade die gesuchte Tangente sein und ihr Schnittpunkt
mit gi ihr BerUhrungspunkt Pi mit p3
Denn ist etwa Pn der Tangentialpunkt von P,, geht also die

Tangente t- an p3in P, auch durch P,, so muR nach Satz 26
der zweite Schnittpunkt von t, mit g? dem Polarkegelschnitt
von (), der Pol von Qi Gi sein und der zweite Schnittpunkt von t;
mit q dem Polarkegelschnitt von Qn=pgn, der Pol der durch OQn
gehenden Tangente Uvon p2 in Q.

Diese L6sung versagt nur dann, wenn Pt ein Wendepunkt
von p3 ist, wenn also (Nr.60) t; mit Q Gi zusammenféllt; als-
dann aber genigt es, den Pol von ti=QiGi mit Q zu verbinden
(wo dann Qt mit dem Wendepunkte P, identisch ist) und diese
Verbindungsgerade wird die Wendetangente in Pi sein.

Aufgabe 8 Die beiden aus einem Punkte P, von p3 an
diese gehenden Tangenten zu ziehen, wenn nur g, nicht
aber P, gegeben ist.

Auflésung. Man ermittelt die beiden aus Qi~pg{ an p2
den Polarkegelschnitt von P, gehenden Tangenten Uund t,»,
ihre Berihrungspunkte Gv und Gi» und den Pol Gi von gi
(in bezug auf A PC), sodann die Pole (in bezug auf ABC)
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von U, t(-, Gi'Gi und Gr--Gr;; alsdann werden die die Pole
von t>und G, G- und die die Pole von W und Gr, Gr;- ver-
bindenden Geraden die beiden gesuchten Tangenten sein.

Diese LOsung ergibt sich aus dem Satze 26 ganz analog wie
die vorige.

Alle entsprechenden Aufgaben fiir das duale Gebilde P3 sind
dual zu ldsen.

62. Ist, wie im Satze 26 (Nr.59) angenommen wurde, der
Punkt P; von p3 und mithin auch Qi, der Schnittpunkt von gx
mit der ginzlich auBerhalb des Polarkegelschnitts p2 von P ver-
laufenden Polare p von P (Nr.2), reell, so gehen von Qt zwei
reelle Tangenten an p2\ durch diese beiden Tangenten werden
die durch Qi gehenden und stetig aufeinanderfolgenden Geraden v,
welche mit p2zwei konjugiert-imaginare Punkte gemein haben, von
den durch Qxgehenden und gleichfalls stetig aufeinanderfolgenden
Geraden v, welche mit p2 zwei reelle Punkte gemein haben, ge-
trennt. Weil nun der Strahlenbischel der Polaren v um Qi zu
der Punktreihe der Pole V auf dem Polarkegelschnitt g? von QY
projektiv ist, so wird jeder stetigen Aufeinanderfolge von Polaren v
um Qi eine stetige Aufeinanderfolge von Polen V auf df ent-
sprechen und diese wird von dem auf p3und g? liegenden Punkte Pi
aus durch eine stetige Aufeinanderfolge von Geraden r projiziert.
Demnach werden die durch P; gehenden Geraden r, welche @?
zum zweitenmal in solchen Punkten V schneiden, welche Pole
der durch Qi gehenden und p2 in je zwei konjugiert-imaginéren
Punkten schneidenden Geraden v sind, stetig aufeinander folgen
und ebenso die durch P; gehenden Geraden r, welche ¢g? zum
zweitenmal in solchen Punkten V schneiden, welche Pole der
durch Qi gehenden und p2 in je zwei reellen Punkten schneiden-
den Geraden v sind; und die erstem Geraden r werden von den
letztem durch diejenigen beiden Geraden von P; getrennt, welche
g2 zum zweitenmal in den Polen der beiden von Qi an p2 gehen-
den Tangenten schneiden. Unter den erstem Geraden r befindet
sich die Gerade g;&P;P, da die Polare p des zweiten Schnitt-
punktes P von (fi mit g2 (Nr.56 und 58) ganz auflerhalb p2 ver-
lauft. Mithin haben wir nach Satz 26:

Von jedem p 3 angehéren- Auf jedem P 3 angehéren-
den reellen Punkte Pi (mag | den reellen Strahle px (mag
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dieser eine Ecke von ABC
sein oder nicht) gehen aulRer
der Tangente in JPi selbst
nur noch zwei reelle Tan-
genten an p3, von denen
eine, wenn Bi einer der drei
Wendepunkte BaBh Bc von
p3 ist, mit der Wendetan-
gente in Bi zusammenfallt
(Nr. 60). In dem einen der
beiden von diesen zwei Tan-
genten um Bi gebildeten
vollkommenen Winkel, und
zwar in dem, innerhalb
dessen P, der isolierte Dop-
pelpunkt von p3 (Ende
Nr. 59), nicht liegt, sind
diejenigen und nur diejeni-
gen durch Bi gehenden Ge-
raden enthalten, welche mit
p3 auBer Bi noch je zwei
reelle Punkte gemein haben,
und in dem zweiten Winkel
sind diejenigen und nur die-
jenigen durch Bi gehenden
Geraden enthalten, welche
mit p3 auBer Bi mehr kei-
nen reellen Punkt gemein
haben. Die Kurve p3ist also
ganzlich in dem einen der
beiden vollkommenen Win-
kel enthalten, die von
zwei aus einem beliebigen
p3 angehdrenden Punkte
an p3 gehenden Tangen-
ten gebildet werden, und
zwar in demjenigen Winkel,
innerhalb dessen P nicht
liegt.

dieser eine Seite von ABC
sein oder nicht) liegen aul3er
dem Berihrungspunkt von
P 3 mit pi selbst nur noch
zwei reelle  Berlihrungs-
punkte von P 3, von denen
einer, wenn pi einer der drei
Buckkehrstrahlen pA,pB,pc
von P 3 ist, mit dem Riick-
kehrpunkte auf pi zusam-
menféllt. Auf der einen der
beiden von diesen zwei Be-
rihrungspunkten auf pi be-
grenzten Strecken, und zwar
auf der, die von p, dem
isolierten Doppelstrahle von
P 3, nicht getroffen wird,
liegen diejenigen und nur
diejenigen Punkte, durch
welche aufler pt noch je
zwei reelle Strahlen von P 3
gehen, und auf der zweiten
Strecke liegen diejenigen
und nur diejenigen Punkte,
durch welche aufRer pi mehr
kein reeller Strahl von P 3
geht.  Jeder Strahl des
Biischels P 3 wird also von
den s&mtlichen Strahlen von
P3in der einen der beiden
Strecken getroffen, die auf
ihm von den zwei Berih-
rungspunkten von P 3 (auRer
dem BerUhrungspunkt mit
ihm selbst) begrenzt wer-
den, und zwar in derjenigen
Strecke, die von p nicht
getroffen wird.
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63. Aus den Aussagen | (Nr.54), Il (Nr.55) und Il (Nr. 56)
l1alt sich nun eine Reihe bekannter Satze Uber Kurven dritter
Ordnung fir unsere Kurve p3 von neuem ableiten.

Nach Il bilden die Pole je zweier Geraden, welche letzte
von P aus zwei mit einem Punkte P, von p3in einer und der-
selben Geraden liegende Punkte von p3 projizieren, auf dem
Polarkegelschnitt p2 von P eine hyperbolische Punktinvolution,
deren Zentrum der auBerhalb p?2 liegende (Nr. 62) Punkt Qi=gip
ist und deren Doppelpunkte G> und G”, die Pole der die Be-
rihrungspunkte P» und Pi" der beiden von P, an p3 gehenden
Tangenten von P aus projizierenden und ein Strahlenpaar in (P)2
bildenden Geraden g> und # sind und auf der zu g{ in (P)2
zugepaarten Geraden liegen (I in Nr.54). Nun ist der Buschel
der Polaren um P zu der Punktreihe der Pole auf p2 projektiv
(Nr. 2); mithin ergibt sich:

Die Punktepaare auf p3, welche mit einem von P, dem
isolierten Doppelpunkte von p3, aus durch die Gerade gi
projizierten Punkte Pt in je einer Geraden liegen, werden
von P aus durch Strahlenpaare einer auf (P)Z sich stltzen-
den Involution projiziert, deren Doppelstrahlen dasjenige
Strahlenpaar in (P)2 bilden, welches die Beriihrungspunkte
der beiden von Pi an p3 gehenden Tangenten projiziert und
dessen Pole mithin auf der zu g, in (P)2 zugepaarten Ge-
raden liegen, welches Strahlenpaar also (Nr.8) die letzte
Gerade zu ihrem Représentanten hat; und umgekehrt. Da-
bei wird der Tangentialpunkt von Pi durch denjenigen
Strahl von P aus projiziert, welcher in der auf (P)2 sich
stitzenden Involution zu g{ zugepaart ist.

Denn auf der Pt mit seinem Tangentialpunkte verbindenden
Geraden, also auf der Tangente von p3in P, liegt kein weiterer
Punkt von p3

Weil in jeder auf (P)ZSich stitzenden Involution die Doppel-
strahlen von (P)2 ein Paar bilden, so mul3 nun dasjenige
Punktepaar auf p3, welches von P aus durch die Doppelstrahlen
von (P)2 projiziert wird, mit jedem beliebigen Punkte von
p3 in einer Geraden liegen; dieses Punktepaar mufR3 folglich
in einem einzigen Punkte und also in dem Schnittpunkte P der
Doppelstrahlen von (P)2 zusammenfallen, da sonst alle Punkte
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von p 3 auf der dieses Punktepaar verbindenden Geraden liegen
muRten. P ist also, wie schon oben (Ende Nr. 59) bewiesen
wurde, ein Doppelpunkt von p3, und zwar der einzige Doppel-
punkt, da die Doppelstrahlen von (P)2 die einzigen sind, die in
den samtlichen auf (P)2 sich stiitzenden Involutionen ein Paar
bilden.

Weil ferner jedes Strahlenpaar in einer Involution durch
deren Doppelstrahlen harmonisch getrennt wird, so ergibt sich:

Auf jeder durch einen Punkt Pt von p 3 gehenden Geraden
werden die beiden weitern Schnittpunkte mit p 3 durch die
beiden Geraden, welche von P, dem isolierten Doppelpunkte
von p3 aus die BerUhrungspunkte der beiden von Pj anp 3
gehenden Tangenten projizieren, harmonisch getrennt.

64. Verstehen wir unter dem Ordinatenwinkel eines Punktes
Pi von p 3 den Ordinatenwinkel w, des diesen Punkt von P aus
projizierenden Strahles gi (Nr. 26), so ergibt sich hieraus die
folgende lineare Relation zwischen den Ordinatenwinkeln dreier
in einer Geraden liegender Punkte von p3

Satz 27. Drei Punkte P, Pk Ptvon p3 liegen dann und
nur dann in einer Geraden, wenn ihre Ordinatenwinkel der
Forderung gentgen:

wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet.

Beweis. Sind gi, gk, gi die rj, P&, Pt von p aus projizieren-
den Strahlen, g\ der zu gt in (p )2 zugepaarte Strahl, gy und g{«
die die BerUhrungspunkte Py und Py< der beiden von Pj anp3
gehenden Tangenten von p  aus projizierenden Strahlen, deren
Reprasentant, wie wir sahen, g\ ist, und sind also «j, W], Wi,
@, Oy der Reihe nach die Ordinaterwinkel von gf, gk ghdi, gy,

so ist und nach Satz 15 (

und

Weil iber, wie wir sahen, pj, Pf; Px dann und nur dann in einer
Geraden liegen, wenn gkgxgygy, vier harmonische Strahlen sind
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und mithin auch die ihre Spuren auf p von P, dem Scheitel der
Ordinaterminkel (Nr. 26), aus projizierenden Geraden, so ist jenes
dann und nur dann der Fall, wenn

also:

oder:

folglich:

oder

Anmerkung. Sind die Ordinatenwinkel zweier Punkte von
p 3 bekannt, so liefert der vorstehende Satz den Ordinatenwinkel
des dritten Schnittpunktes von ps mit der jene zwei Punkte ver-
bindenden Geraden, wodurch, weil Ordinaterminkel, die sich nur
um ein Vielfaches von n voneinander unterscheiden, ein und
dasselbe Element liefern, der dritte Schnittpunkt eindeutig be-
stimmt ist. Es missen also (weil, wenn man z2wei Punkte vonps
einander immer mehr ndhern 18Rt, bis sie schliefRlich in einen
Punkt hineinfallen, der Tangentialpunkt des letztem Punktes
der dritte Schnittpunkt von p 3 mit der die ersten zwei verbin-
denden Geraden [Tangente] ist) die Ordinatenwinkel wv und wi
eines Punktes P¥ und seines Tangentialpunktes Pt der Forderung
gentgen:

was auch direkt (mit Hilfe des ersten Ergebnisses der vorigen
Nummer) &hnlich wie vorher bewiesen werden kann. \Wenn



Nr. 64, 65 Uber eine neue, spezielle Erzeugungsart usw. 123

also P{' gegeben ist, so ist PT eindeutig bestimmt, denn es ist

(fir 1i = 0); ist aber Pt gegeben, so ist P nur
zweideutig bestimmt, denn es ist (fur ©= 0) und
was wir auch schon léangst wissen.

Soll nunmehr P mit seinem Tangentialpunkt zusammenfallen,
so ist dann und nur dann:

also:

(fir li = 2), welche drei Ordinatenwinkel die bekannten Wende-
punkte Pc Pn Pb liefern.

65. Mit Hilfe des ersten Ergebnisses in Nr.63 kann
Folgendes bewiesen werden:

Liegen drei Punkte P2 pf Pi von p3 welche von p aus
durch gi,gk,gi projiziert werden, in einer Geraden, so liegen
auch diejenigen drei Punkte von p3 welche von p aus durch
die drei in (p)2 zu g\ ¢\ g™\ den ersten Reprasentanten
von g{, gk,gi, zugepaarten Strahlen projiziert w-erden und
welche drei Punkte also (Auflésung 3 der Aufgabe 5 in
Nr.61) die Tangentialpunkte von P2 P?, Pi sind, in einer
zweiten Geraden, welche letztere die Begleiterin der erstem
Geraden genannt wird.

Beweis. Die auf p2 liegenden Pole Gk und Gx(von gkund <),
welche mit Qi=gip in einer Geraden liegen (11), und also auch
die ersten Reprasentanten g =P Gkund gW~P G, werden durch
das Strahlenpaar gtgl von (P)2 harmonisch getrennt; da in
bezug auf p2 P der Pol von p und (P)2 die Involution konju-
gierter Strahlen um P sind und also gl die Polare von Q, =g{p
in bezug auf p2 Bezeichnen wir nun fir einen Augenblick
die in (P)2 zu g™ und g/ zugepaarten Strahlen mit gx bzw. g"
so mussen, weil gid., gWgx*g\l}gy drei Strahlenpaare in einer In-
volution, nédmlich (P)2, bilden und also g™g™g.g'.J\ gxgydigi ist,
auch gx und gy durch das Strahlenpaar gigl harmonisch getrennt
sein; mithin bilden gxgy ein Strahlenpaar in der auf (P)2 sich

nun
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stutzenden Involution, deren Doppelstrahlen aus dem Strahlen-
paare Qgi von (P)2 bestehen. Folglich mussen (nach der Um-
kehrung des ersten Ergebnisses in Nr. 63) die beiden Punkte von
p3 welche von P aus durch die in (P)2 zu gM und g~ zu-
gepaarten Strahlen gx und gy projiziert werden, mit demjenigen
Punkte von p3in einer Geraden liegen, welcher von P aus durch
den in (P)2 zu dem Reprédsentanten des Strahlenpaares also
(Nr.24) zu dem ersten Reprasentanten gP von gi und gl, zu-
gepaarten Strahl projiziert wird, was zu beweisen war.

Weil nun die Tangentialpunkte dreier in einer Geraden
liegender Punkte P, P& P; von p3 gleichfalls in einer Geraden
liegen, so liegen auch die drei Tangentialpunkte dieser Tangential-
punkte, also die zweiten Tangentialpunkte von Pi, Pk, Pu und
mithin auch die dritten, vierten und Uberhaupt die w-ten Tan-
gentialpunkte von Pi, Pk Pi in je einer Geraden. Nunmehr wird
aber der Tangentialpunkt von P, aus P durch den in (P)2 zu
g\ dem ersten Reprasentanten von gi, zugepaarten Strahl pro-
jiziert und der Tangentialpunkt dieses Tangentialpunktes, also
der zweite Tangentialpunkt von P,, wird (weil der den ersten
Tangentialpunkt aus P projizierende Strahl denselben ersten
Représentanten hat, wie der zu ihm in (P)2 zugepaarte gP, nam-
lich den zweiten Repréasentanten g”-gP” von gi) von P aus
durch den in (P)2 zu g@ zugepaarten Strahl projiziert, und iiber-
haupt wird der n-te TaDgentialpunkt von P,:, wie man leicht in
gleicher Weise durch den SchluR von n auf n - | beweisen kann,
von P aus durch den in (P)2 zu g[\ dem n-ten Reprasentanten
von gi, zugepaarten Strahl projiziert. Mithin:

Liegen drei Punkte P, PkPi von p3, welche von P aus
durch g,, gk gx projiziert werden, in einer Geraden, so liegen
auch diejenigen drei Punkte von p3 welche von P aus durch
die drei in (P)2 zu g(\ g(> g\n), den n-ten Reprasentanten
von gi, gk, gi, zugepaarten Strahlen projiziert werden und
welche drei Punkte also die w-ten Tangentialpunkte von
Pi, Pfc, Pi sind, in einer Geraden, welche letztere die n-te
Begleiterin der erstem ist.

Dies ergibt sich auch aus dem Satze 27. Sind namlich

der Reihe nach die Ordinatenwinkel von

und mithin die
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von den in (P)2 zu g{r\ g(’\ zugepaarten Strahlen, so ist nach
Satz 15 (Nr. 26):

Sollen nun Pt, P& Pj in einer Geraden liegen und also nach
Satz 27:

so wird auch

sein und mithin (nach demselben Satze 27) werden auch die
n-ten Tangentialpunkte von P, P& Pz in einer Geraden liegen
mussen.

66. Mit Hilfe des ersten Ergebnisses in Nr.63 kann auch
Folgendes bewiesen werden:

Sind P55 P4 PT die Schnittpunkte von p3 mit irgend-
einer Geraden und P2 P5 P8 die mit einer zweiten Geraden,
so schneidet p3 die drei Geraden P4P2 P4P5 PTP3 in drei
neuen Punkten P3, P6, Py, welche wiederum auf einer
Geraden liegen.

Beweis. Es sei, wie bisher, die irgendeinen Punkt Pj von
p3 aus P projizierende Gerade mit <, ihr Pol mit Gi und ihr
Schnittpunkt mit der Polare p von P mit Qi bezeichnet. Die
Pole der vier P4, P2, P4, P5 von P aus projizierenden Geraden
9ii 9ii 9ii % bilden ein p2 eingeschriebenes vollstandiges Viereck

von welchem, weil P4 und P2 mit P3, P4 und P5
mit P6, Pxund P4 mit P7, P2 und P5 mit P8 in je einer Geraden
liegen, das Paar Gegenseiten GIl6r2 und 6r4G5 durch (3 und Q§
die Schnittpunkte von p mit g3 und ge, und das Paar Gegenseiten
6rd6rd und G2G5 durch Q7 und @, die Schnittpunkte von p mit
g7 und g8, gehen (nach Il in Nr.55). Es bilden also nach dem
bekannten Satze von Desargues die drei Punktepaare, namlich
Qi O das aus den Doppelpunkten der von ABC
erzeugten Involution (p)2 bestehende Paar, in denen p zwei Paar
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Gegenseiten des p2 eingeschriebenen Vierecks G1G2Gi Gb und p2
(nach Nr.2) schneidet, eine Involution und zwar eine auf (p)2
sich stitzende. Mithin bilden die diese drei Punktepaare von P
aus projizierenden Geraden, namlich g3gd ¢g7g8 und die beiden
Doppelstrahlen der von ABC erzeugten Involution (P)2 (nach
Nr. 5), drei Strahlenpaare einer auf (P)23ich sttzenden Involution.
Folglich mu? nach dem ersten Ergebnisse in Nr. 63 das Punkte-
paar P3P 6 von p3 (welches durch g3g6 von P aus projiziert wird)
mit demjenigen Punkte von p3 in einer Geraden liegen, mit
welchem auch das Punktepaar P7P8 von p3 (welches durch g7g8
von P aus projiziert wird) in einer Geraden liegt und welcher
Punkt also P9 ist, was zu beweisen war.

Auch dies ergibt sich gleichfalls aus dem Satze 27. Nach
Voraussetzung mufd nédmlich sein:

und

also ist:

und folglich missen auch P3, P6, P9 in einer Geraden liegen.
In gleicher Weise kann auch Folgendes bewiesen werden:
Die drei Paar Gegenseiten eines p3 eingeschriebenen voll-
standigen Vierecks PX 2P 3P4 schneiden p3 je zum dritten-
mal in drei neuen Punktepaaren, deren drei Sehnen durch
einen und denselben Punkt von p3 laufen.
Sind namlich P5, P6, P7 P8 P9 PI0 der Reihe nach die
dritten Schnittpunkte von p3 mit den Viereckseiten PiP 2, PIP4
PXP3, P2P4; PiP4, P2P3, so missen die drei Paar Gegenseiten
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G1 G2, 6r36ra; 6yx6y3, G264 G1Gi, G2G3 des p 2eingeschriebenen
vollstandigen Vierecks G1G2G36r4 der Reihe nach von p in den
drei Punktepaaren QbQ6, QL @, QQI0 geschnitten werden (nach I
in Nr. 55), welche Punktepaare, wie wir sahen, eine auf (p)2 sich
stitzende Involution bilden; diese drei Punktepaare werden nun
von P aus durch die drei Strahlenpaare g5g@ <7<8 g\gio projiziert,
welche also eine auf (P)2sich stiitzende Strahleninvolution bilden.
Mithin mussen die durch diese drei Strahlenpaare von P aus
projizierten Punktepaare P5P6, P7P 8 P»Pio von P3i nach dem
ersten Ergebnisse in Nr.63, mit einem und demselben Punkte
von p3in je einer Geraden liegen.

67. Aus Il ergibt sich ferner:

Von den drei Diagonalpunkten eines p3 eingeschriebenen
vollstdndigen Vierecks konnen niemals alle drei zugleich
auf p3 liegen. Zwei dieser drei Diagonalpunkte liegen dann
und nur dann auf p3 wenn das vollstidndige Viereck aus
solchen zwei Punktepaaren von p3 besteht, welche von P
aus durch zwei Strahlenpaare von (P)2 projiziert werden;
und zwar bestehen alsdann diese zwei Diagonalpunkte (welche
diejenigen sein miussen, durch denen nur die je zwei kein
solches Punktepaar bildende Ecken verbindenden Seiten des
Vierecks gehen) aus einem dritten ebensolchen Punktepaare
von p3 und das im dritten Diagonalpunkte sich schneidende
Paar je eins der zwei Punktepaare verbindender Gegenseiten
des Vierecks schneidet p3 zum drittenmal in solchen zwei
Punkten, welche mit dem gemeinsamen Tangentialpunkte
der erstem zwei Diagonalpunkte in einer Geraden liegen.

Beweis. Ist PXP2P3P4 das p3 eingeschriebene vollstandige
Viereck und sollten alle drei Diagonalpunkte des Vierecks p3
angehdren, sollte also jedes Paar Gegenseiten des Aierecks
von p3 zum drittenmal in einem Punkte geschnitten werden,
so mifRte nach 1l jedes Paar Gegenseiten des dem Polar-
kegelschnitt p2 von P eingeschriebenen vollstdéndigen Vierecks
G1G2G3Gi von p, der Polare von P, in einem Punkt ge-
schnitten werden und also miften alle drei Diagonalpunkte
von G1G2G3Gi auf einer und derselben Geraden, namlich auf
p, liegen, was aber unmoglich ist. Ferner gehdren (nach 1)
zwei Diagonalpunkte, die etwa Pmund P, heilen mdogen, des
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Vierecks P1P2P3Pi dann und nur dann p3 an, wenn zwei
Diagonalpunkte des p2 eingeschriebenen Vierecks G1G2G3Gi
auf p liegen und also die Schnittpunkte Qm und OQn von p mit
den Pmund P, von P aus projizierenden Geraden gm und gn
sind; dies ist aber, weil p die Polare von P auch in bezug auf p2
ist (Nr.2), dann und nur dann der Fall, wenn P der dritte
Diagonalpunkt von G1G2G3Gi ist und also (Satz ! in Nr.7) die
vier P1, P2, P3, P4 von P aus projizierenden Polaren p2 p3, gi
(von G!, 6r2, 6r3, 6rd aus zwei Strahlenpaaren von (P)2 bestehen.
Derjenige Diagonalpunkt von PXP2P3P4, in dem die je eins der
zwei Punktepaare (die durch je ein Strahlenpaar von (P)2 proji-
ziert werden) verbindenden Gegenseiten sich schneiden und dessen
entsprechender Diagonalpunkt in G1G2G3Gt der nicht auf p
liegende Punkt P ist, kann nach Il p3 nicht angehdren. Alsdann
missen aber die beiden Diagonalpunkte Qmund On des p2 ein-
geschriebenen Vierecks G1G2G3Gi einander konjugiert sein in
bezug auf p2 und mithin, weil die Involution der in bezug auf p2
konjugierten Punkte auf p mit (p)2 identisch ist, ein Punktepaar
in (p)2 bilden. Folglich missen dann, weil (P)2 zu (p)2 perspektiv
ist (Nr.5), gmund gn welche das Punktepaar Qmund Qnvon (p)2
und ebenso die zwei p3 angehdrenden Diagonalpunkte P,, und Pn
von P1P2P3P4 aus P projizieren, ein Strahlenpaar in (P)2 bilden.
Sind dann Qx und Qy die Schnittpunkte von p mit dem in P
sich schneidenden Paar Gegenseiten von G1G2Gs6r4, so bilden
QX und Qy ein Paar in der von G1G2G36r4 in p eingeschnittenen
Involution, deren Doppelpunkte aus dem Punktepaare Qmund Qn
von (p)2 bestehen und welche Involution sich also auf (p)2 stitzt,
und die dritten Schnittpunkte Px und Py von ps mit demjenigen
Paar Gegenseiten von P1P2P 3P4, welches sich in dem p3 nicht
angehorenden Diagonalpunkte von P1P2P3Pi schneidet, missen
demnach von P aus durch das Strahlenpaar gxgy, welches nach Il
zugleich auch das Punktepaar Qx und Qy projiziert, derjenigen
auf (P)2 sich stutzenden Involution projiziert werden, deren
Doppelstrahlen aus dem Paare gm und gn von (P)2 bestehen.
Folglich missen (nach der Umkehrung des ersten Ergebnisses in
Nr. 63) Px und Py mit demjenigen Punkte von p3 in einer
Geraden liegen, welcher von P aus durch die in (P)2 dem ersten
Reprasentanten gP) = <y, dem Reprasentanten des Strahlen-
paares gmgn von (P)2, zugepaarten Geraden projiziert wird und
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welcher Punkt also (Auflésung 3 der Aufgabe 5 in Nr.61) der
Tangentialpunkt von Pm und zugleich von P, ist, was zu be-
weisen war.

Indem wir die Ecken des vollstdndigen Vierecks und zwei
seiner Diagonalpunkte als die sechs Ecken eines vollstandigen
Vierseits auffassen, 1aRt sich das letzte Ergebnis auch wie folgt
aussprechen:

Wenn zweimal zwei Gegenpunkte eines vollstandigen Vier-
seits solche Punktepaare von p3 sind, die von P aus durch
Strahlenpaare von (P)2 projiziert werden, so sind es auch
die dritten.

68. Mit Hilfe der Aussage Il (Nr.56) ergibt sich:
Verbindet man alle diejenigen Punktepaare von p3
welche von P, dem isolierten Doppelpunkte von p3 aas
durch Strahlenpaare von (P)2 projiziert werden, mit irgend-
einem p3 angehdrenden Punkte Pi durch Strahlenpaare, so
bilden diese Strahlenpaare, von denen jedes (wie aus dem
Ergebnisse der letzten Nummer hervorgeht) noch durch ein
zweites solches Punktepaar von p3 geht, eine hyperbolische
Involution um P,, deren Doppelstrahlen P~ Psp, und P, 6r,
sind, wobei @, der Pol von gi in bezug auf ABC und P; G
die Tangente U an p2in 6r, ist (nach Satz 24 in Nr. 53).

Beweis. Bilden Pk und P'k irgendein solches Punktepaar
von p3, welches also von P aus darch das Strahlenpaar gkgk
von (P)2 projiziert wird, und sind Vkund Vk die zweiten Schnitt-
punkte von PiPk und PiP'k mit dem Polarkegelschnitt g2 von
Qir p,p, welcher Polarkegelschnitt durch Pt, P und Gi geht
(Nr.56), so ist der Strahlenwurf Pi{PkP'’kPGi) zu dem Punkt-
wurf g?(VKVKPGi) seiner zweiten Schnittpunkte mit g2 perspektiv,
und dieser Punktwurf ist wieder zu dem Strahlenwurf seiner
Polaren um Qi, namlich Qi(vkvkpgi), projektiv (Nr.2). Der letzte
Strahlenwurf muR aber ein harmonischer sein, da vk und vk
nach Il durch die auf p2 liegenden Pole Gkund Gk des Strahlen-
paares gkdgk und p; durch P gehen und Gk und GK in einer
durch P gehenden Geraden liegen (Satz 1 in Nr.7) und durch P
und p, die Polare von P auch in bezug auf p2 harmonisch ge-
trennt sind. Folglich mu auch der erste Strahlenwurf, namlich
P,(PfPficPGi), ein harmonischer sein. Die Pi mit den im vor-

lerliner, Habilitationsschrift. 9
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stehenden Satze erwdhnten Punktepaaren von p3 verbindenden
Strahlenpaare, von denen jedes durch PtP und Pt6rt harmonisch
getrennt ist, muissen also eine hyperbolische Involution um P,
bilden, deren Doppelstrahlen P4P und PiGi sind.

69. Mit Hilfe der Aussage Il ergibt sich ferner:

Bestimmt man auf jeder durch einen Punkt Pi von p3
gehenden Geraden r, die noch ein Paar weiterer Punkte
mit p3 gemein hat, den zu Pi zugeordneten vierten harmo-
nischen Punkt in bezug auf das Punktepaar, so beschreibt
derselbe bei der Drehung von r um P4 einen Kegelschnitt,
den sogenannten Polarkegelschnitt von P4 in bezug auf p3
Dieser Kegelschnitt geht durch den Punkt P4 den isolierten
Doppelpunkt P von p3, die Beruhrungspunkte der beiden
von Pi an p3 gehenden Tangenten und durch den Pol 6r4
der Pi von P aus projizierenden Geraden g4 (in bezug auf
AB C) und hat in P4 dieselbe Tangente, wie p3 und in P
die zu gi in (P)2 zugepaarte Gerade zur Tangente.

Beweis. Der von r um den auf p3und gf, dem Polarkegel-
schnitt von Qi=pgi (Nr.56), liegenden Punkt P4 beschriebene
Strahlenbischel P4(r) ist zu der von F, dem zweiten Schnitt-
punkte von r mit gf, beschriebenen Punktreihe qf(V) perspektiv;
diese Punktreihe ist wieder zu dem von v, der durch Qi gehenden
Polare von V in bezug auf ABC, beschriebenen Strahlenbtschel
Qi(v) projektiv (nach Nr.2); Qi(y) ist ferner zu dem von der
durch Gi, den auf dem Polarkegelschnitt p2 von P liegenden Pol
von g,, gehenden, zu v in bezug auf p2 konjugierten Geraden s
beschriebenen Strahlenbiischel 6rt(s) projektiv; Od4(s) ist weiter
zu der von Gs, dem zweiten Schnittpunkte von s mit p2 be-
schriebenen Punktreihe p2(Gs) perspektiv, und diese endlich ist
zu dem von gs, der durch P gehenden Polare von Gs in bezug
auf ABC, beschriebenen Strahlenbiischel P(gs) projektiv. Folg-
lich sind auch der erste und der letzte Strahlenbiischel, namlich
Pj(r) und P(gbB zueinander projektiv. Nunmehr wird aber p2
von den beiden in bezug auf ihn konjugierten Geraden v und s
in vier harmonischen Punkten geschnitten, von denen die beiden
Schnittpunkte Gi und Gs von p2 mit s die Pole der durch P
gehenden Geraden g4 und gs sind und die beiden Schnittpunkte
von p2 mit v die Pole der von P aus die beiden weitern Schnitt-
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punkte (aufer P») von r mit p3 projizierenden Geraden sind;
mithin wird auch um P @S von Q durch die beiden letztem
Geraden harmonisch getrennt und der auf r zu P; zugeordnete
vierte harmonische Punkt in bezug auf die beiden weitern Schnitt-
punkte von r mit p3 muR also der Schnittpunkt von r mit gs
sein.  Der zu P; vierte harmonische Punkt, als Schnittpunkt
zweier entsprechender Strahlen in den projektiven Buscheln Pi(r)
und PQgs), muB nun einen solchen Kegelschnitt beschreiben,
welcher durch die Grundpunkte Pi und P der beiden projektiven
Buschel geht und (weil, wenn ¢gs nach PPi =¢gi kommt, GS mit
Gj, s(=GiG9 mit der Tangente U von p2 in Gi, die durch Q
gehende, zu s in bezug auf p2 konjugierte Gerade v mit Qi Gi
und r also nach Satz 26 (Nr.59) mit der Tangente von p3 in
Pi zusammenfallen und mithin dem Strahle PP*, als dem Biischel
um P angehérig, im Buschel um Pi die Tangente von p3in P;
entspricht) in P; dieselbe Tangente, wie p3 hat und (weil, wenn r
nach PtP kommt, V mit P (Nr.56), Vv mit p, s mit GtP, Gs mit
dem zweiten Schnittpunkte von p2 mit GiP und also gs (nach
Satz 1 in Nr.7) mit der zu gi in (P)2 zugepaarten Geraden zu-
sammenfallen und mithin die letzte Gerade im Buschel um P
dem Strahle P.-P, als dem Bischel um Pf angehdorig, entspricht)
in P von der zu gi in (P)2 zugepaarten Geraden tangiert wird.
Dieser Kegelschnitt geht aber auch durch die Berihrungspunkte
der beiden von Pt an p3 gehenden Tangenten, weil in einem
solchen Berlhrungspunkte zwei der vier harmonischen Punkte,
nadmlich die beiden weitern Schnittpunkte (au3er P1f) der Tan-
gente mit p 3 und mithin auch der dritte, nédmlich der in bezug
auf diese zwei zu Pt zugeordnete vierte harmonische Punkt, ver-
einigt liegen, und aulRerdem noch durch Gi, da nach Satz 24
(Nr.53) auf der von P% an p2 gehenden Tangente U, deren Be-
rihrungspunkt Gi ist, Gi von Pi durch die beiden weitern Schnitt-
punkte von U mit p3 harmonisch getrennt ist.

Wenn aber Pt ein Wendepunkt von p3 also (Nr. 60) einer
der drei Schnittpunkte Pu, P& Pc von p mit den Seiten von
ABC, etwa Pa, ist, so ist g, =P Pa=p'a Q=Paund G,=Pa
liegt auf der Ecktransversale P A =pA (Nr. 60), welche letzte,
weil Pa= pp'A ist, pApA ein Strahlenpaar in (P)2 bilden und in
bezug auf p2 die Involution konjugierter Strahlen um P mit (P)2
identisch ist und p die Polare von P ist (Nr. 2), die Polare von

9*

a éwszawsklip
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Pa in bezug auf p2 ist. Mithin muB in diesesm Falle in der
Reihe der obigen Projektivitaten:

Pi(n Ad (V) A Q{v) AQi(s) Ap*(G9 AP(g9)
die Projektivitat zwischen Qt(v) =Pa(v) und Gt(s) € Pa(s) eine
ausgeartete sein, indem allen durch Q = Pa gehenden Strahlen
ein einziger durch Ot& P'agehender Strahl, namlich pA entspricht
(da pA als Polare von Pain bezug auf p2 allen durch Pagehenden
Geraden konjugiert ist) mit Ausnahme eines einzigen durch Qi=Pa
gehenden Strahles, namlich des Qi = Pamit &»= P'A verbindenden
Strahles (welcher die Tangente an p2in PAist (Nr. QO und also
zu allen durch den BerUhrungspunkt P'A= 6r, gehenden Geraden
konjugiert ist in bezug auf p2, welchem alle durch Gi=PA
gehenden Strahlen entsprechen. Nunmehr ist aber A der zweite
Schnittpunkt des durch 6r, & P'a gehenden Strahles pA mit p2
und pA die durch P gehende Polare dieses zweiten Schnitt-
punktes, ferner ist die P* = Pa mit dem Pole von Qi Gi = PaP'A
verbindende Gerade r die Wendetangente von p3 in Pa (Nr. 60);
mithin entspricht der gemeinsame Strahl pA=PAP der beiden
projektiven Buschel Gi(s) =PA(S) und P(g9) sich selbst und in den
beiden konzentrischen, projektiven Biischeln Qi{v) = Pa(v) und
Pi (r) € Pa(r) entspricht dem Strahle PaP'A des erstem Biischels
die Wendetangente von p3in Paim letztem. Folglich ist auch
die Projektivitat zwischen Pi(r) = Pa{r) und P(g9) eine ausgeartete,
indem allen durch Pa gehenden Strahlen der einzige durch P
gehende Strahl pA entspricht mit Ausnahme des einzigen durch
Pa gehenden Strahles, ndmlich der Wendetangente von p3in P,,
welchem wiederum alle durch P gehenden Strahlen entsprechen.
Nunmehr muR der Polarkegelschnitt von Pa in bezug auf p\
welcher das Erzeugnis der ausgearteten Projektivitdt zwischen
den beiden Buscheln Pu(r) und P(g9) ist und also aus den beiden
singuléaren Strahlen derselben besteht, in das aus der Ecktrans-
versale PA und der Wendetangente von p3 in Pa bestehende
Geradenpaar ausarten.
Mithin:

Der Polarkegelschnitt eines Wendepunktes von p3 (in
bezug auf p3 artet in dasjenige Geradenpaar aus, welches
aus der Wendetangente im selben Wendepunkte und aus
derjenigen durch P, den isolierten Doppelpunkt von p3
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gehenden Ecktransversale von ABC, welche in (P)2 zu der
denselben Wendepunkt von P aus projizierenden Geraden
zugepaart ist, besteht.

§ 10.

70. Mit Hilfe der Aussage Il (Nr.56) lalt sich nun
folgende Satz aufstellen, aus dem alle Beziehungen zwischen der
Kurve ps und einem durch irgend zwei ihrer Punkte gehenden
Kegelschnitte hervorgehen.

Satz 28. Sind Pt und
Pk irgend zwei vonein-
ander verschiedene
Punkte von p3, Q und (K
die Schnittpunkte von p, der
Polare von P, mit den Pt
und Pt von P aus proji-
zierenden Geraden und
gk, r eine durch Pt gehende
Gerade und s eine durch
P v die durch Qi gehende
Polare des zweiten Schnitt-
punktes V von r mit df,
dem durch P* gehenden
Polarkegelschnitt von Qi,
und w die durch Qkgehende
Polare des zweiten Schnitt-
punktes W von s mit ql,
dem durch Pk gehenden
Polarkegelschnitt von (K
und drehen sich r um Pt
und s um Pkin der Weise,
dal die von ihnen beschrie-
benen Strahlenblschel P t(r)
und Pfc(s) projektiv sind
und also einen Kegelschnitt
%2 erzeugen, so beschreiben
auch v und w zwei projek-
tive Strahlenbuschel QHv)

Sind pi und pk irgend
zwei voneinander ver-
schiedene Strahlen von P 3
gi und gk die Verbindungs-
geraden von P, dem Pole
von p, mit den Schnitt-
punkten Qi und QK von p
mit pi und pk, also g,=P Qi
und gk=PQk, M ein auf pi
liegender Punkt und N ein
aufpk, L der auf gtliegende
Pol der zweiten von M an
Qi, den pi berihrenden
Polarkegelschnitt  von
gehenden Tangente | und U
der auf gk liegende Pol der
zweiten von N an Gk, den
pk beriihrenden Polarkegel-
schnitt von gk gehenden Tan-
gente u, und bewegen sich M
auf pi und N auf pkderart,
dal3 die von ihnen beschrie-
benen Punktreihen Pi(M)
und pk{N) projektiv sind
und also einen Kegelschnitt
C2 erzeugen, so beschreiben
auch L und U zwei projek-
tive Punktreihen gi(L) und
gk{U), deren Erzeugnis ein

der
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und QKiv), deren Erzeugnis
ein zweiter Kegelschnitt k2
ist, welchen zweiten wir den
aus dem ersten Kegelschnitt
abgeleiteten nennen
wollen. Der durch P,(r)
und Pfc(s) erzeugte Kegel-
schnitt a2 hat nun mit p3
auller P* und Pk diejenigen
vier Punkte Ph Pm Pnund
PO und nur diejenigen vier
gemein, welche von P aus
durch gu gm gnund g0, die
Polaren der vier Schnitt-
punkte Gi, Gm Gn, 6r0 des
Polarkegelschnitts p2 von P
mit dem abgeleiteten, durch
Qi(v) und QK{w) erzeugten
Kegelschnitt k2 projiziert
werden.

Beweis.

Nr. 70

zweiter Kegelschnitt "2 ist,
welchen zweiten wir den aus
dem ersten Kegelschnitt ab-
geleiteten nennen wollen.
Der durch pi(M) und p*;(W)
erzeugte Kegelschnitt C2 hat
nun mit P 3 auRer pi und pk
diejenigen vier Strahlen pi,
p,n, pn und pOund nur die-
jenigen vier gemein, welche
von p in den vier Punkten
Q, Qn @ und QO den
Polen der vier gemeinschaft-
lichen Tangenten gx gm gn
g0 des Polarkegelschnitts P 2
von p und des abgeleiteten,
durch gi(L) und gk(V) er-
zeugten Kegelschnitts P2
geschnitten werden.

Weil Pt(r) zu g-(V) und Pk(s) zu gE(W) perspektiv

und g\(F)a Qi(v) und gl(W)7\ Qk(w) und mithin auch P,(r)
A Qi(v) und Pf(s)A Qk(w) sind, so muBR Qi(W)7\ Qk(w) sein, wenn
Pi(r)7\ PK(s) ist. Weenn nun der durch Pt(r) und Pk(s) erzeugte
Kegelschnitt mit p3 auBer P, und Pt noch irgendeinen Punkt,
etwa Pm gemein hat, wenn also zwei entsprechende Strahlen r
und s von Pt und P# durch Pmgehen, so mussen die in den
Buscheln um Q und QK einander entsprechenden Strahlen v und
iv, die Polaren der zweiten Schnittpunkte von r mit q? und von
s mit g2, nach Il durch Gm den auf p2 liegenden Pol der Pm
von P aus projizierenden Geraden gm gehen und also muf3 dann
der abgeleitete Kegelschnitt, namlich der durch Qi{v) und Qk(w)
erzeugte, mit p2 den Punkt Gmgemein haben; und umgekehrt.
Hiermit ist der vorstehende Satz bewiesen.

Der durch Pi{r) und Pk(s) erzeugte Kegelschnitt wird dann
und nur dann von p3 in einem der beiden Grundpunkte der
Buschel, etwa in Pj, beriihrt, wenn dem Strahle PkP als dem
Buschel P k(s) angehorig, im Buschel P,(r) die Tangente von p3in
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Pi entspricht; dies ist aber, weil die durch Qi gehende Polare des
zweiten Schnittpunktes von g2 mit der Tangente an p3 in Pj nach
Satz 26 (Nr. 59) durch Gi, den auf p2 liegenden Pol von gi: gehen
muf3, dann und nur dann der Fall, wenn in den projektiven
Buscheln Qi(v) und QK(iv) die beiden Strahlen Qi Gi und QKGi
einander entsprechen und Gi also einer der vier Schnittpunkte
von p2 mit dem abgeleiteten Kegelschnitt, dem durch Qiiy) und
QK(w) erzeugten, ist. Wird nun der abgeleitete Kegelschnitt von
p2 in G{ w-punktig beriihrt, wo 2<Ilw<i4 ist, liegen also w
der vier gemeinsamen Punkte 6n, Gm Gn, GO des abgeleiteten
Kegelschnitts und p2 im Punkte Gi unendlich benachbart, so
missen dann w der vier weitern (auBer Pt, PR gemeinsamen
Punkte Pu Pw, Pn, P0des erstem (urspringlichen) Kegelschnitts,
des durch P(r) und Pk(S) erzeugten, und p3im Punkte P2 un-
endlich benachbart liegen und also wird dann der erstere Kegel-
schnitt von p3 in Pj (w-f I)-punktig berthrt; und umgekehrt.
Wird aber der abgeleitete Kegelschnitt von p2 in einem von Gi
und Gk verschiedenen Punkte G\ w-punktig beriihrt, so miissen
dann w der vier weitern (auRer Pj, PR gemeinsamen Punkte des
erstem (ursprunglichen) Kegelschnitts und p3 in dem von Pi
und PK verschiedenen Punkte PXunendlich benachbart liegen und
also wird dann der erstere Kegelschnitt von™>3 in Ig nur w-punktig
bertuhrt; und umgekehrt. Mithin haben wir:

Satz 29. Sind Pi und
PK zwei beliebige vonein-

Sind pi und pk zwei be-
liebige voneinander ver-

ander verschiedene Punkte
von p3 Gi und Gk die auf
p2, dem Polarkegelschnitt
von P, liegenden Pole der
Pi und Pfc von P aus proji-
zierenden Geraden Q und gk,
T2 irgendein durch Pi und
Pk gehender Kegelschnitt
(welcher als Erzeugnis zweier
projektiver Blschel P*(r)
und Pfc(s) gedacht werden
kann) und k2 der aus die-
sem abgeleitete Kegelschnitt

schiedene Strahlen von P 3
gi und gkdie P2 den Polar-
kegelschnitt von p, be-
rihrenden  Polaren der
Schnittpunkte Qi und QK
von p mit pi und pk C2
irgendein pi und pk beriih-
render Kegelschnitt (welcher
als Erzeugnis zweier projek-
tiver Punktreihen pi(M) und
pk(N) gedacht werden kann)
und I 2 der aus diesem ab-
geleitete Kegelschnitt, so
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(Satz 28), so gibt es unter
den vier weitern (aul3er P,
und PK Schnittpunkten von
ft2 mit p3 ebensoviel reelle
und ebensoviel imaginére,
wieviel es deren unter den
vier Schnittpunkten von k2
mit p2 gibt. Ferner wird
A2 von p3in Pi oder in Pk
dann und nur dann (n -j- 1)-
punktig berthrt, wo I<Ln
<4 ist, wenn k2 von p2in
G, bzw. in Gk w-punktig be-
rihrt wird; in einem von
Pi und Pk verschiedenen
Punkte Pzwird aber T2 von
p3 dann und nur dann
w-punktig berthrt, wenn k2
von p2in Gb, dem Pole der
Pi von P aus projizierenden
Geraden #*, gleichfalls n-
punktig berthrt wird.

71. Aus dem Satze 28 folgt

Satz 30. Sechs Punkte
von p3liegen dann und nur
dann auf einem Kegelschnitt,
wenn irgend zwei und mithin
je zwei derjenigen sechs Ge-
raden, welche die sechs
Punkte von P aus proji-
zieren, durch ein Punktepaar
derjenigen Involution gehen,

Nr. 70,71

gibt es unter den vier weitern
(auBer p{ und gh) gemein-
schaftlichen Strahlen (Tan-
genten) von C2und P 3 eben-
soviel reelle und ebensoviel
imaginére, wieviel es deren
unter den vier gemeinschaft-
lichen Tangenten von T2
und P 2 gibt. Ferner haben
C2 und P3in p{ oder in pk
dann und nur dann einen
(n+ 1)-punktigen Berih-
rungspunkt, also n -j- 1 auf-
einanderfolgende  Strahlen
(Tangenten) gemein (wo
1< n< 4 ist), wenn 2 und
P2in i bzw. in gkn auf-
einanderfolgende Tangenten
gemein haben; in einem von
Pi und pk verschiedenen
Strahle pxaber hat P3 mit
C2 dann und nur dann n
aufeinanderfolgende Strah-
len gemein, wenn P2 mit I 2
in gh der Polare des Schnitt-
punktes Q von p mit po
gleichfalls n aufeinanderfol-
gende Tangenten gemein hat.

ferner:

Sechs Strahlen von P 3
tangieren dann und nur
dann einen und denselben
Kegelschnitt, wenn irgend
zwei und infolgedessen je zwei
derjenigen sechs Punkte, in
denen die sechs Strahlen
von p geschnitten werden,
von P, dem Tole von p, aus
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welche auf p, der Polare von
P, durch das aus den Polen
(in bezug auf ABC) der je
vier Ubrigen von jenen sechs
Geraden gebildete vollstan-
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durch ein Strahlenpaar der-
jenigen Involution projiziert
werden, welche um P durch
das aus den Polaren (in
bezug auf ABC) der je

dige Viereck festgelegt wird. vier Ubrigen jener sechs
Punkte gebildete vollstan-
dige Vierseit festgelegt wird.

Beweis. Sind Px, P2, P3, P4, P5 P6 sechs Punkte von p3

#21 #3i #4i #51 #6 die 8ie VOD -P aus projizierenden Geraden, 6rn
G2 Gs, G4 G5 Ge und 02 p3 p4 p5 & deren sechs Pole
bzw. deren sechs Schnittpunkte mit p, so liegen Pa, P2, Pg, P4,
P5 P6 dann und nur dann auf einem Kegelschnitt, welcher, wenn
etwa P5 und P6 voneinander verschieden sind, als das Erzeugnis
der projektiven Blschel P5(P1P2P3..) AP6(PXP2P3...) gedacht
werden kann, wenn der aus diesem abgeleitete, durch die beiden
projektiven Biischel Q5(G1G2G3..) A Q(G1"2"3 --) erzeugte
Kegelschnitt auch durch 6r4 geht (nach Satz 28), wenn also ~5, Q§
(rx, 6r2 6r3, G4 sechs Punkte eines Kegelschnitts sind; dies ist aber
nach dem bekannten Satze von Desargues Uber den einem Viereck
umschriebenen Kegelschnitt dann und nur dann der Fall, wenn  und
QX ein Punktepaar in der auf p durch das Viereck 6rxG2G3G4 fest-
gelegten Involution bilden; wodurch der vorstehende Satz bewiesen ist.

Anmerkung. Weil das im vorstehenden Satze genannte
Viereck dem Polarkegelschnitt p2 von P eingeschrieben ist und
p2 von p in den konjugiert-imaginaren Doppelpunkten von (p)2
geschnitten wird, so ist die auf p durch jenes Viereck festgelegte
Involution eine auf (p)2 sich stitzende hyperbolische und
ist also schon durch ein von den Doppelpunkten von (p)2 ver-
schiedenes Punktepaar vollstandig bestimmt.

Hieraus ergibt sich nun die folgende lineare Relation zwischen
den Ordinatenwinkeln (Nr.64) von sechs auf einem Kegelschnitt
liegenden Punkten von p3

Satz 31. Sechs Punkte P15 P2, P3, P4, P5 Pt von p3
liegen dann und nur dann auf einem Kegelschnitt, wenn
ihre Ordinatenwinkel der Forderung gentgen:

wo T eine beliebige ganze Zahl bedeutet.
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Beweis. Bezeichnen wir mit Qmund Qn die Schnittpunkte
von p mit 6Q 6r2 und 6r36r4, so liegen nach Satz 30 P15 P2 P3
P4, P5, P6 dann und nur dann auf einem Kegelschnitt, wenn g5
und g6 durch ein Punktepaar der auf p durch G16r26r3G4 fest-
gelegten Involution (i)2 gehen, welche Involution, wie wir sahen,
sich auf Qi)2 stitzt und in welcher Qmund Qn ein Punktepaar
bilden. Nunmehr wird aber die auf (p)2sich stitzende Involution (i)2
von P aus durch eine auf (P)2 sich stiitzende Strahleninvolution (7)2
projiziert. In dieser Strahleninvolution (7)2 bilden nun gm und gn
die das Punktepaar QmQn und zugleich (nach Il in Nr.55) die
dritten Schnittpunkte PQ und Pn von p3 mit P1P2 und P3P4
von P aus projizierenden Strahlen, ein Paar; und wenn g5 und ge
durch ein Punktepaar von («)2 gehen sollen, so werden dann und
nur dann auch gégé ein Strahlenpaar in (J)2 bilden muissen. Mit-
hin werden dann und nur dann (nach dem ersten Ergebnisse in
Nr. 63) die beiden Punktepaare PmPn und P5P6, welche von P
aus durch zwei Strahlenpaare einer auf (P)2 sich stitzenden In-
volution projiziert werden, mit einem und demselben Punkte von
p3 der etwa Px heiRen mag, in je einer Geraden liegen. Dies
ist aber nach Satz 27 (Nr.64) nur dann der Fall, wenn

wenn also

D
Weil aber Pm und P, die dritten Schnittpunkte von p 3 mit
PjP2 und P3P4 sind, so ist nach demselben Satze 27:

Substituieren wir diese Werte von so ergibt sich:

oder

als notwendige und hinreichende Bedingung dafir, da P15 P2
P3, P4, P5, P6 auf einem Kegelschnitt liegen.

72. Der Satz 30 bleibt auch dann noch richtig, wenn von
den sechs Punkten von p3 n (wo 2<;n 6) einander unendlich
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benachbart sind, wenn also der Kegelschnitt von p3 w-punktig be-
rihrt werden soll; nur muf3 alsdann die den w-punktigen Be-
rihrungspunkt von P aus projizierende Gerade und ebenso ihr
Pol w-fach gezahlt werden, wenn also die w-fache Gerade als eine
der zwei im Satze 30 erwdhnten Geraden oder als diese zwei ge-
nommen wird, so liefert ihr Pol n—1 bzw. n—2 Ecken des im
Satze 30 genannten Vierecks, sonst liefert ihr Pol n dieser Ecken.
Hierbei muR3 Folgendes beachtet werden: wird eine solche n-fache
Gerade als die zwei im Satz 30 erwdhnten Geraden genommen, soO
mul3 ihr Schnittpunkt mit p ein Doppelpunkt der im selben Satze
genannten Involution sein; liefert ferner ein solcher n-facher Pol
zwei Ecken des Vierecks, so tritt an Stelle der diese zwei Ecken
verbindenden Seite des Vierecks die Tangente von p2 in dem
n-fachen Pole; liefert er aber drei Ecken des Vierecks, so treten
die Tangente von p2 in ihm und die ihn mit der vierten Ecke
des Vierecks verbindende Gerade an Stelle eines Paares von Gegen-
seiten des Vierecks; liefert er endlich alle vier Ecken des Vierecks,
so tritt die Tangente von p2in ihm an Stelle eines Paares von
Gegenseiten des Vierecks, und die auf p durch das Viereck fest-
gelegte Involution ist (nach Anmerkung in Nr. 71) in den letzteren
beiden Fallen durch das einzige Punktepaar bzw. durch den einzigen
Doppelpunkt vollkommen bestimmt.

Beweis. Jede Gerade wird bekanntlich von den sémtlichen
Kegelschnitten (eines Blschels), welche durch zwei feste Punkte
gehen und in einem dritten sich beriihren, oder welche durch
einen festen Punkt gehen und in einem zweiten sich dreipunktig
bertihren, oder endlich welche in einem festen Punkte sich vier-
punktig bertihren, in den Punktepaaren einer solchen Involution
geschnitten, in der die Schnittpunkte der Geraden mit der gemein-
samen die beiden erstem festen Punkte verbindenden Sehne und
der gemeinsamen Tangente im dritten Punkte ein Punktepaar
bilden, bzw. die Schnittpunkte der Geraden mit der gemeinsamen
die znei festen Punkte verbindenden Sehne und der gemeinsamen
Tangente im zweiten Punkte, bzw. der Schnittpunkt der Geraden
mit der germeinsamen Tangente im festen Punkte den einen Doppel-
punkt bildet. Mithin liegen sechs Punkte Px P2 P3, Pi, P5 Pe
von p 3, wenn auch mehrere, ja sogar funf dieser sechs Punkte
einander unendlich benachbart sind, wenn nur zwei der sechs
Punkte, etwa P5 und P 6 voneinander verschieden sind, dann und
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und nur dann (nach Satz 29) auf einem Kegelschnitt, wenn Qb
und Qe ein Punktepaar in der auf p durch das Viereck GxG2G3 Gt
(das sich auch auf einen einzigen Punkt reduzieren kann) fest-
gelegten, auf (p)2 sich stitzenden hyperbolischen Involution
bilden; und umgekehrt. Halt man nun das Viereck G1G2G3Gi
(das sich auch auf einen einzigen Punkt reduzieren kann) fest und
laRt Q6 und Q6 in der Weise einander immer naher ricken, dal
sie bei dieser Bewegung fortwdhrend ein Punktepaar in der auf p
durch GXG2G 36 festgelegten Involution bildet (was wegen des
hyperbolischen Charakters dieser Involution immer moglich ist),
so mussen nach dem soeben Bewiesenen auch P5 und Pfi in der
Weise auf j)3 einander immer naher ricken, dal? wahrend dieser
Bewegung durch die vier festen Punkte Px, P2 P3, P4 und die
beiden beweglichen P5 und P6 immer ein Kegelschnitt gelegt
werden kann; und umgekehrt. Gehen wir nun zur Grenze Uuber,
wo und Q6 in einen Doppelpunkt der auf p durch GxG2G36r4
festgelegten Involution hineinfallen, so missen dann P5 und Pe
in einen solchen Punkt von p 3 hineinfallen, in welchem der durch
ihn und Px P2 P3 P4 gelegte Kegelschnitt von p3 bertuhrt wird
(wo unter Umsténden dieser Punkt derjenige ist, in welchem einer
oder mehrere der vier Punkte Px P2 P3 P4 liegen); und um-
gekehrt. Wir sehen also, dal} die den Berihrungspunkt von p 3
mit dem Kegelschnitt von P aus projizierende Gerade durch den
Doppelpunkt der entsprechenden Involution aufp geht; wodurch
unsere Behauptung, da der Satz 30 immer, sogar wenn alle sechs
Punkte einander unendlich benachbart sind, seine Giltigkeit be-
hélt, vollstandig nachgewiesen ist.

Auch der Satz 31 behalt seine Gultigkeit, wenn mehrere der
sechs Punkte einander unendlich benachbart sind; es gilt ndm-
lich der

Satz 32. Durchi (1 i<16) Punkte P4 P2 ... Pt von
p3 geht dann und nur dann ein solcher Kegelschnitt,
welcher von p3 in P4 n™-punktig, in P2 w2-punktig, ...

in Pi m~-punktig bertihrt wird, wo mx-f- m2------- f = 6,
wenn die Ordinatenwinkel von P15 P2 ...P 4 der Forderun
gentigen:

wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet.
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Dieser Satz kann nach dem eben Bewiesenen direkt analog
wie der Satz 31 bewiesen werden; er ergibt sieb aber auch aus
dem letzten (mit Hilfe von Grenzverfahren). Denn nach diesem
Satze 31 geht dann und nur dann durch Px P2 P3 P4P5 einp3
in Px berthrender Kegelschnitt, wenn 2 wx-\ ®2-j- 03 -j- W4-j- w5
= kn. Nunmehr geht dann und nur dann durch Px, P2 P 3 P4ein
ps in P x dreipunktig berthrender Kegelschnitt, wenn 3 wy-f w2
+ w3 w4= ftn. Fahren wir so fort, so ergibt sich: durch Px
P2...P6 di geht dann und nur dann ein p3in Px PX-punktig
berthrender Kegelschnitt, wenn mlal -j- w2 .- + a>6-»n = "m-
Nun geht durch Px P2 ... P6- mi~i dann und nur dann einp3
in Px wx-punktig und in P2 einfach berthrender Kegelschnitt,
wenn »Xwx |- 2w2-]-oB8 - -j- w6 _,H 1 — Uit. In dieser Weise
fortfahrend gelangt man schlielich zu der im Satze 32 angegebenen
Bedingung.

73. Aus dem Satze 30 ergibt sich nun der bekannte Satz
die Kurven dritter Ordnung, namlich:

Sechs Punkte P5P 2 P3 P4 P5 P6von p3liegen dann und
nur dann auf einem Kegelschnitt, wenn irgend drei der die
sechs Punkte zu je zwei verbindenden Sehnen, wie etwa
PXP2, P3P4 P5PG von p3 zum drittenmal in drei Punkten
einer Geraden geschnitten werden.

Sind namlich Px und Py die dritten Schnittpunkte von p3 mit
PxP2 und P3P4 und gehen also Gx6r2 und G3G4 durch Qx=pgx
bzw. Qy=pgy (nhach Il in Nr. 55), so sind dann und nur dann (nach
Satz 30) QxQy und Qb  zwei Punktepaare einer auf (p)2 sich
stiitzenden Involution («)2 und mithin gxgy und gbg6 zwei Strahlen-
paare in der (i)2 von P aus projizierenden, auf (P)2 sich stitzen-
den Involution (1)2, wenn Px, P2 P3 P4 P5 P6 auf einem Kegel-
schnitt liegen. Folglich (nach dem ersten Ergebnisse in Nr. 63)
gehen dann und nur dann PXPyund P5P 6 durch einen und den-
selben Punkt von p3 welcher letzte Punkt P* hei3en mdge, oder,
was dasselbe aussagt, es liegen dann und nur dann Px und Pp
die dritten Schnittpunkte von p3 mit PxP 2 und P 324 mit Pz dem
dritten Schnittpunkt von p3 mit P5P6 in einer Geraden.

Dasselbe ergibt sich auch aus den S&tzen 27 und 31. Nach
Voraussetzung ist:

Uber
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und dies ist (nach Satz 31) dann und nur dann gleich

wenn auf einem Kegelschnitt liegen.
Hieraus ergibt sich der zweite bekannte Satz:

Jeder durch vier Punkte P5P2 P8 P4 von p3 gehende
Kegelschnitt schneidet p3 in zwei weitern Punkten, welche mit
einem festen Punkte von”3, mit dem sogenannten Gegen-
punkte des Punktquadrupels P1P2P3Pi, in einer Geraden
liegen. Dieser Gegenpunkt ist namlich der dritte Schnitt-
punkt von p3 mit PxPy, wo Px und Py die dritten Schnitt-
punkte von p3 mit P1P2 und P 3P4 sind.

74. Mit Hilfe der Satze 27 und 31 laBt sich auch der folgend
Satz leicht beweisen.

Liegen sechs Punkte P4 P2 P3 P4 P5 P6 von p3 auf
einem Kegelschnitt und verbindet man einen dieser Punkte,
etwa P,, mit den funf Gbrigen durch die Geraden P1P2 P /AP3,
PXP™ PaP5 PiP6 so liegen die funf Punkte PA2 Px3 P14,
P15, P16, in denen jene funf Geraden der Reihe nach von p3
zum drittenmal geschnitten werden, und der zweite Tangen-
tialpunkt von P4 auf einem Kegelschnitt.

Denn nach Satz 31 ist:

nach Satz 27:
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und nach Nr. 65 und Satz 15 (Nr. 26) ist der Ordinatenwinkel des
zweiten Tangentialpunktes von P x gleich

mithin ist:

woraus nach Satz 31 der vorstehende Satz folgt.

75. Mit Hilfe der Satze 28, 29 und 30 koénnen nun die folgen-
den Aufgaben gel6st werden.

Aufgabe 9. Den sechsten Schnittpunkt von ps mit einem
durch funf ihrer Punkte P5P2 P35 P4 Pa gehenden Kegel-
schnitt zu bestimmen.

Auflésung. Man ermittelt etwa die vier Pole (in bezug
auf ABC) 6rx, G2 O3, 6r4der PItP2 P3, P4von P, dem iso-
lierten Doppelpunkt von j)3, aus projizierenden Geraden gv
g2 un(i den Schnittpunkt Qb von p, der Polare (in be-
zug auf ABC) von P, mit der P5von P aus projizierenden
Geraden th; sodann ermittelt man in der auf p durch das
Viereck G1G2G3Gi festgelegten, auf (p)2 sich stiitzenden
Involution den zu Qb zugepaarten Punkt, dieser moge Q6
heiRen, und verbindet diesen mit P durch eine Gerade g6\
alsdann wird derjenige Punkt P§ welcher in der von ABC
auf g6 erzeugten Involution (g6)2 dem P zugepaart ist, der
gesuchte sechste Schnittpunkt sein.

Diese Losung, welche mit Hilfe des Lineals allein ausfihrbar
ist, ergibt sich unmitelbar aus dem Satze 30 und behélt ihre
Gultigkeit (nach Nr. 72) auch dann noch, wenn mehrere der funf
gegebenen Punkte, ja sogar wenn alle funf einander unendlich be-
nachbart sind und also (im letztem Falle) der sechste Schnittpunkt
von p3 mit einem p3 funfpunktig berdhrenden Kegelschnitt ge-
sucht wird.
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Sind w4 w2 w3, w4 w5 die Ordinatenwinkel von P5P2 P 3,
P4, P5, so ist der Ordinatenwinkel des sechsten Schnittpunktes
P6 nach Satz ol gleich — (@4d- "2 d- a8 d~~4 d~{B)

Aufgabe 10. Die weitern Schnittpunkte von p3 mit
einem durch zwei voneinander verschiedene Punkte P,
und P £ von p3 gehenden Kegelschnitt k2 zu bestimmen.

Auflésung. Man leitet in der in Satz 28 angegebenen
Weise aus dem Kegelschnitt k2 den durch Qi-pgi und QK
=pgk gehenden Kegelschnitt k2 ab und ermittelt die vier
Schnittpunkte Cr4 (r2, G3 6r4 dieses Kegelschnitts mit p2
dem Polarkegelschnitt von P, und deren durch P gehenden
Polaren (in bezug auf ABC) glt g2 g3, g+ sodann in den auf
diesen von ABC erzeugten Involutionen (gQ2 (#2)2 {g3)2 «4)2
die dem P zugepaarten Punkte Px P2 P3 P4; diese werden
dann die gesuchten weitern Schnittpunkte von p 3 mit k2 sein.

Sind aufRer P; und Pt noch ein oder mehrere der Schnitt-
punkte von p3 mit k2 bekannt, so sind dem entsprechend ein
oder mehrere der Schnittpunkte von p2 mit k2 gleichfalls
bekannt und, um die Ubrigen der erstem Schnittpunkte zu
finden, kommt es nur noch auf die Bestimmung der Ubrigen
der letztem an.

Sind auBer Ptund Pk noch zwei der weitern vier Schnitt-
punkte von p3 mit k2 etwa P4 und P2 bekannt, so ermittelt
man in derjenigen auf (p)2, der von ABC auf p erzeugten
Involution, sich stiitzenden Involution, von der QIQK ein
Punktepaar sind, den zu Qx, dem Schnittpunkte von p mit
f/j fr2, zugepaarten Punkt Qy, sodann die beiden Polaren
von Qy in bezug auf die Kegelschnitte p2 und k2 (wobei die
Polare von Qy in bezug aufp2 nach Nr. 2 die P mit dem
zu Q in (p)2 zugepaarten Punkte verbindende Gerade sein
wird), verbindet den Schnittpunkt dieser beiden Polaren mit
Qy durch eine Gerade und ermittelt endlich die beiden
Schnittpunkte dieser Geraden mit p2\ alsdann werden diese
Schnittpunkte die Pole Gs und 6r4 der die Ubrigen Schnitt-
punkte P3und P4von p3 mit k2 aus P projizierenden Geraden
g3 und gt sein.

Denn nach Satz 30 mul3 6r36r4 die gemeinschaftliche Sekante
von p2und K2 durch Qy und mithin auch durch den Schnittpunkt
der beiden Polaren von Qy in bezug auf p2 und k2 gehen.
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Aufgabe 11. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte
Px und P2 von p3 denjenigen Kegelschnitt zu legen, welcher
in einem der beiden Punkte, etwa in P1? von p3 dreipunktig
berdhrt wird und auf3erdem noch durch irgendeinen gegebenen
Punkt P 3 von p3 geht.

Aufldsung. Man ermittelt von demjenigen Kegelschnitt
k2 welcher durch Qx=pg4 Q2=pg” Gx Gs geht und in Gx
von p2, dem Polarkegelschnitt von P, einfach beruhrt wird,
etwa seine Tangente v in Qu sodann die Pole (in bezug auf
ABC) V, Vlvon v, vxg QLGl\alsdann wird derjenige Kegel-
schnitt k2 welcher durch die beiden projektiven Strahlen-
bischel

erzeugt wird, durch Px P2 und P3 gehen und in P1 vonp3
dreipunktig beruhrt werden.

Denn der erstere Kegelschnitt, namlich k2 hat mit dem aus
%2 in der in Satz 28 angegebenen Weise abgeleiteten Kegelschnitt,
welcher letzte durch

erzeugt wird, die vier Punkte Qa Gn G3 und die Tangente v
in Qx (da p = Q2QXist) gemein und ist folglich mit diesem iden-
tisch; mithin mu? nach Satz 29 12 von p3in PXx dreipunktig be-
rihrt werden, da k2 von p2 in Gx einfach berihrt wird.

Aufgabe 12. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte
Pxund P2 von p3denjenigen Kegelschnitt zu legen, welcher
in einem derselben, etwa in PX, von p3 vierpunktig berihrt
wird.

Auflésung. Man ermittelt in derjenigen auf (p)2 sich
stitzenden Involution (i)2 in der QxQ2 ein Punktepaar bilden,
den zu dem Schnittpunkte ptx (wo tx die Tangente von p2
in Gx ist) zugepaarten Punkt, verbindet diesen mit Gx durch
eine Gerade und ermittelt den zweiten Schnittpunkt G4 dieser
Geraden mit p2\ sodann ermittelt man im Punkte Qx die
Tangente v desjenigen Kegelschnitts k2 welcher durch Qx
Gi, G4 geht und in Gxdieselbe Tangente tx hat, wie p2 und
die Pole (in bezug auf ABC) V, Vu V4 W4 von v, vx= QxGX,

Berliner, Habilitationsschrift. iq
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vde QXGt, wi = Q2GX alsdann wird derjenige Kegelschnitt
k2 welcher durch die beiden projektiven Strahlenblschel

erzeugt wird, durch P4 und P 2 gehen und in P4 von p3vier-
punktig berihrt werden.

Denn derjenige Kegelschnitt, welcher durch Gx 6r4 Qx geht
und in Gxvon p2 dreipunktig berthrt wird, mu3 auch durch Q2
gehen (s. oben Nr. 72) und also mit k2 identisch sein, da sie die
vier Punkte Qx, @, 6rL} 6r4 und die Tangente tx in Gx gemein
haben; k2 ist aber mit dem aus k2 abgeleiteten identisch. Mit-
hin mu3 (nach Satz 29) k2 in P4 von p3 vierpunktig berthrt
werden.

Dieses Verfahren versagt aber, wenn der Schnittpunkt ptx
einer der Doppelpunkte von (i)2 ist, da dann 6r4 mit Gx zusammen-
fallen wird und wir werden die zur Bestimmung von k2 nétigen
funf Elemente nicht mehr haben; alsdann wird aber, wie wir bald
sehen werden, derjenige durch Qv Q2 Gx gehende Kegelschnitt,
welcher in Gxvon p2 mehr als zweipunktig beriihrt wird, notwendig
von p2in GXx vierpunktig berdhrt werden. Dieser Fall, namlich,
daB ptx ein Doppelpunkt von (i)2 ist, tritt dann und nur dann
ein, wenn der dritte Schnittpunkt von p3 mit PxP2 der zweite
Tangentialpunkt von Px ist. Denn die auf (p)2 sich stitzende
Punktinvolution (i)2 wird von P aus durch eine auf (P)2 sich
stlitzende Strahleninvolution (1)2projiziert; und durch die Strahlen-
paare von (J)2 von denen eins gxg2 ist (da QxQ2 ein Punktepaar
von (i)2ist), werden nun (nach Nr. 63) solche Punktepaare auf p3
projiziert, die mit einem und demselben Punkte von p3, namlich
mit dem gemeinsamen Tangentialpunkte der beiden von P aus
durch die Doppelstrahlen von (1)2 projizierten Punkte von p3, in
je einer Geraden liegen und von denen eins P XP 2 ist. Ferner geht
der P mit ptx verbindende Strahl durch den Tangentialpunkt von
P4 (nach Il in Nr. 55). Mithin ist ptx dann und nur dann ein
Doppelpunkt von (i)2 wenn ein Doppelstrahl von (1)2 den Tangen-
tialpunkt von Paaus P projiziert, wenn also derjenige Punkt von
p3, mit welchem alle durch Strahlenpaare von (1)2 projizierten
Punktepaare auf p3, darunter auch P1P2, in je einer Geraden
liegen, der Tangentialpunkt jenes Tangentialpunktes von P x, also
der zweite Tangentialpunkt von P4 ist.
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Aufgabe 13. Durch zwei voneinander verschiedene Punkte
Px und P2 von p3 denjenigen Kegelschnitt zu legen,
welcher in einem derselben, etwa in Px, von p3 funf-
punktig berthrt wird; was aber dann und nur dann mdog-
lich ist, wenn P XP 2 durch den zweiten Tangentialpunkt von
P x geht.

Denn nach Satz 30 und Nr. 72 geht der p3 in Px funfpunktig
berihrende Kegelschnitt dann und nur dann durch P2, wenn
Qi Qz ein Punktepaar in derjenigen auf (p)2 sich stiitzenden In-
volution bilden, von der der Schnittpunkt p tx (wo tl die Tangente
von p2 in 6rx ist) ein Doppelpunkt ist; dies ist aber, wie wir
eben sahen, dann und nur dann der Fall, wenn PxP 2 durch den
zweiten Tangentialpunkt von P x geht.

Dasselbe ergibt sich auch aus dem Satze 32. Denn wenn P2
auf dem p3 in Px funfpunktig berihrenden Kegelschnitt liegt,
so ist dann und nur dann (Satz 32):

also ist nur dann:

mithin (nach Satz 27 in Nr. 64) geht dann und nur dann PxPa
durch den zweiten Tangentialpunkt von P x

Aufldsung. Man ermittelt in einer auf (p)2sich stitzen-
den Involution, in der QL Qx ein Punktepaar bilden (wo Qx
irgendein beliebiger, von Q2 aber verschiedener Punkt von
p ist), den zu dem Schnittpunkte ptx (wo tL die Tangente
von p2in 6rx ist) zugepaarten Punkt, verbindet diesen mit
Gx durch eine Gerade und ermittelt auf dieser Geraden
ihren zweiten Schnittpunkt G3 mit p2 Sodann zieht man
durch Q2 eine beliebige Gerade | und ermittelt ihre beiden
Schnittpunkte M und N mit demjenigen Kegelschnitt K|,
welcher durch Qx, Qt, Gx, G3 geht und in Gx von t1 tangiert
wird. Ferner ermittelt man in derjenigen Involution auf /,
von der M N und die beiden Schnittpunkte von | mit ix
und 6rx Qx zwei Punktepaare sind, den zu Q2 zugepaarten
Punkt, er heiBe etwa L\ darauf ermittelt man in QI die
Tangente v desjenigen Kegelschnitts k2, welcher durch
Qi»Qii & >L geht und in Gx von tx tangiert wird, und

10~
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die Pole (in bezug auf AB C) F, Fx, F2, W2von v, vx= Q Gl,
v2=0QXxL, iv2=q 2L\ alsdann wird derjenige Kegelschnitt «2
welcher durch die beiden projektiven Strahlenbuschel

erzeugt wird, durch F1 und P2 gehen und in Px von p3
funfpunktig berthrt werden.

Denn der Kegelschnitt xj wird, wie wir in der Auflésung
der Aufgabe 12 sahen, von p2in Gx dreipunktig berthrt. Nun-
mehr muf} derjenige Kegelschnitt, welcher durch 6rx, Qx, 2 geht
und in 6rx von x| dreipunktig beriihrt wird, auch durch den zu
Q2 in der genannten Involution auf | zugepaarten Punkt L gehen
(s. oben Nr. 72) und also mit x2 identisch sein, da sie die vier
Punkte 6rx, Qx, @2, L und die Tangente tx in 6rx gemein haben;
mithin mu3 x2 von x* und also auch von p2 in 6rx dreipunktig
berihrt werden. Weil aber der Kegelschnitt, welcher durch 6rx
und Qx geht und in 6rx von p2 vierpunktig berthrt wird, auch
durch denjenigen Punkt geht, welcher in der auf (p)2 sich
stitzenden Involution (i)2 deren einer Doppelpunkt ptx ist, zu Qx
zugepaart ist, und welcher Punkt also, weil PxP2 durch den
zweiten Tangentialpunkt von P x geht, wie wir sahen, Q2 sein muf3,
und somit mit x2, der durch 6rx, QIx @ gehende und p2in Gx
dreipunktig berihrende Kegelschnitt, identisch ist, so wird x2
von p2 in Gx vierpunktig und mithin (nach Satz 29) k2 von p3
in Px fuanfpunktig berlhrt.

Aufgabe 14. Vier beliebige Punkte Px, P2, P3, P4 von
p3 seien gegeben, es soll ein solcher Punkt von p3 ermittelt
werden, welcher ein Berihrungspunkt eines durch die vier
gegebenen Punkte gehenden Kegelschnitts mit p3 sein soll.

Auflésung. Man ermittelt die Doppelpunkte der auf p
durch das Viereck GxG2G3Gi festgelegten, auf (p)2 sich
stitzenden Involution, verbindet diese Doppelpunkte mit
P durch zwki Strahlen, welche ein Strahlenpaar in (P)2
bilden, und ermittelt in den auf diesen zwei Strahlen
von ABC erzeugten Involutionen zweiten Grades die zu
P zugepaarten Punkte; jeder dieser beiden Punkte und
nur einer dieser beiden liefert eine LOsung der gestellten
Aufgabe.
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Die Ordinatenwinkel der beiden soeben gefundenen Punkte
sind nach Satz 32 (fur k= 0,1):

(Diese Losung folgt unmittelbar aus Satz 30 nach Nr. 72.)

Die gestellte Aufgabe hat also im allgemeinen zwei und
nur zwei eigentliche Ldosungen, nur wenn P4, P2, P3, P4
vier aufeinanderfolgende Punkte von p3 sind, oder wenn
zweimal zwei dieser Punkte aufeinander folgen, oder endlich
wenn ein und nur ein Diagonalpunkt des vollstandigen
Vierecks P1P2P3P 4 auf p3 liegt, hat die Aufgabe nur eine
eigentliche Lo6sung, die zweite liefert dann einen in ein
Geradenpaar ausartenden Kegelschnitt, und nur wenn zwei
der Diagonalpunkte von P4P2P3P4 auf p3 liegen, wenn
also (Nr. 67) aus Pi, P2, P3, PA solche zwei Punktepaare
gebildet werden konnen, welche von P aus durch zwei
Strahlenpaare von (P)2 projiziert werden, hat die Auf-
gabe keine eigentlichen Ldsungen.

Denn wenn P4, P2 P3, P4 vier aufeinanderfolgende Punkte
von p 3 sind, so sind auch 6rl5 6r2, G3, 6r4 vier aufeinanderfolgende
Punkte von p2 und die Tangente tx von p2 in G1 geht (Nr. 72)
durch einen Doppelpunkt der auf p durch GxG2G36r4 fest-
gelegten, auf (p)2 sich stiitzenden Involution; der diesen Doppel-
punkt mit P verbindende Strahl projiziert nun (nach Il in Nr. 55)
den Tangentialpunkt von P1 und der hierdurch gelieferte Kegel-
schnitt mufd ein ausgearteter sein. Ebenso wenn etwa P4, P2
und P3, P4 je zwei aufeinanderfolgende Punkte sind, sind auch
G1, G2 und Gs, Gi je zwei aufeinanderfolgende Punkte von p2
und G1G37G2Gi geht (Nr.72) durch einen Doppelpunkt der
erwahnten Involution; der diesen Doppelpunkt mit P verbindende
Strahl projiziert nun (nach IlI) den dritten Schnittpunkt von p3
mit Pj P3=P2P4 und der hierdurch gelieferte Kegelschnitt muf3
wiederum ein ausgearteter sein. Wenn ferner ein uud nur ein
Diagonalpunkt von PyP 2P 3P 4 auf p3liegt, so liegt dann (nach II)
ein und nur ein Diagonalpunkt von Gx G2G3 G4 auf p und dieser
Diagonalpunkt ist dann ein Doppelpunkt der aufp durch G1G2G3Gi
festgelegten Involution; der diesen Doppelpunkt mit P verbindende
Strahl wird dann jenen auf p3 liegenden Diagonalpunkt von
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PXP 2P 3P 4 projizieren. Endlich wenn zwei der Diagonalpunkte
von PXP2P 3P4 auf p3 liegen, so liegen dann (nach Il) zwei der
Diagonalpunkte von Gl G2 G36r4 auf p und sie sind die Doppel-
punkte der genannten Involution; die diese beiden Doppelpunkte
mit P verbindenden Strahlen projizieren dann jene beiden auf p3
liegenden Diagonalpunkte von P1P2P3P4 und die beiden hier-
durch gelieferten Kegelschnitte mussen dann ausgeartete sein.

Zugleich haben wir fur die speziellen Falle die folgenden
Ldsungen gewonnen.

Aufgabe 15. Es soll auf p3 derjenige Punkt gefunden
werden, welcher ein einfacher Berlhrungspunkt von p3 mit
einem dieselbe Kurve p3 in einem gegebenen Punkte P4
vierpunktig berthrenden Kegelschnitt sein soll.

Auflésung. Man ermittelt den ersten Reprédsentanten
g()=PG1lvon gl=PP1, sodann in der auf g™ von ABC
erzeugten Involution (p”)2den zu P gepaarten Punkt; dieser
letztere Punkt wird dann der gesuchte sein.

Der Ordinatenwinkel des gesuchten Punktes ist:

= —28

Denn, wie wir eben sahen, wird von demjenigen Strahlen-
paare von (P)2, welches die Doppelpunkte der auf p durch das
Viereck der vier in Gl aufeinanderfolgenden Punkte festgelegten,
auf (p)2 sich stutzenden Involution projiziert, der eine Strahl
von P aus den Tangentialpunkt von P4 projizieren und mithin
(nach Nr. 65) mufl3 der zweite Strahl des Paares der erste Re-
prasentant von gx sein.

Aufgabe 16. Es seien irgend zwei Punkte Pl und P2
von p3 gegeben, es soll derjenige Punkt auf p3 gefunden
werden, welcher zusammen mit P x und P 2 solche drei Punkte
bildet, durch die ein p3 in jedem derselben einfach be-
rihrender Kegelschnitt geht.

Auflésung. Man ermittelt die Pole Gx und G2 von gl
und g2, sodann in der von ABC erzeugten Involution (p)2
den zum Schnittpunkte (p, G1G2) zugepaarten Punkt, ver-
bindet diesen mit P durch eine Gerade und ermittelt in
der auf dieser Geraden von ABC erzeugten Involution
zweiten Gerades den zu P zugepaarten Punkt; dieser letzte
Punkt wird dann der gesuchte sein.
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Der Ordinatenwinkel des gesuchten Punktes ist (nach
Satz 32): —(«! 2.

Ganz analog ist zu verfahren, wenn etwa F1P2 und P3P4
auf p3 sich schneiden.

Aufgabe 17. Drei beliebige Punkte Px, P2, P3 von p3
seien gegeben, es soll ein solcher Punkt auf p3 ermittelt
werden, welcher ein (zweiter) Beruhrungspunkt von p3 mit
einem durch Px und P2 gehenden und auBerdem p3in P3
einfach bertihrenden Kegelschnitt sein soll.

Auflésung 1. Man ermittelt die Pole 6rx, 6r2, G3 von
O9\i 9n 9si sodann die Berihrungspunkte, die etwa Gmund
Gn heiRen mogen, der beiden aus dem Schnittpunkte
(p, Gx6rd an p2, den Polarkegelschnitt von P, gehenden
Tangenten und ihre durch P gehenden Polaren (in bezug
auf ABC) gmund bringt gmund gn zum Schnitt mit p
in Qmund Qn und ermittelt die zweiten Schnittpunkte, die
etwa Gkund Gt heiRen mdégen, von p2 mit QmG3 und ONG3
und ihre durch P gehenden Polaren (in bezug auf ABC)
gk und gt\ alsdann wird jeder der beiden Punkte Pt und P*
und nur einer dieser beiden, welche in den von ABC er-
zeugten Involutionen (g2 und (<P)2 zu P zugepaart sind,
der in der Aufgabe gestellten Forderung genugen.

Denn soll etwa durch P1, P2, P3, Px ein solcher Kegelschnitt
gehen, welcher von p3in P3 und Px je einfach bertihrt werden
soll, so werden dann und nur dann (nach Satz 30 und Nr. 72)
y3 und gX durch ein Punktepaar der auf p durch Gl G2G3Gx
festgelegten, auf (p)2 sich stitzenden Involution (i)2 gehen und
mithin g3gx ein Paar in der (i)2 von P aus projizierenden, auf
(P)2 sich stitzenden Strahleninvolution (P)2 bilden. Bezeichnen
wir dann mit 2 und Q die Schnittpunkte von p mit GXxG2
und G3GX, so werden auch g12 und gy, welche das Punktepaar
QnQy von (92 uxi zugleich (nach Il in Nr. 55) P12 und Py, die
dritten Schnittpunkte von p3 mit PXP2 und P3PX, von P aus
projizieren, ein Strahlenpaar in (J)2 bilden missen. Es wird
also dann und nur dann nach Nr. 63 (weil g3gXx ein Paar in der
auf (P)2 sich stitzenden Strahleninvolution (7)2 bilden) Py, der
dritte Schnittpunkt von p3 mit P3P A derjenige Punkt sein, mit
welchem alle die durch Strahlenpaare von (1)2 aus P projizierten



152 Dritter Abschnitt. Nr. 75

Punktepaare von p3in je einer Geraden liegen, und mithin (Nr. 63)
jPi2, der zusammen mit Py durch ein Strahlenpaar von (7)2
projizierte Punkt von p3, der Tangentialpunkt von Py. Folglich
wird dann und nur dann (nach 1l) die Tangente von p2in Gy,
dem Pole von gy, durch Qx2=(p, 6rxG2 gehen und mithin Gy mit
einem der beiden Berilhrungspunkte Gmund Gn der beiden von
(p,G1 G2 aus an p2 gehenden Tangenten, gy mit gm oder g,n
Qy=pgy mit Qm=pgm oder =pgn Gx= (p2,QyG3 mit
Gk= (p2 QmGa) oder Gx= (p2 NG3), gx mit gk oder gxund end-
lich Px mit Pk oder Pxidentisch sein.

Auflésung 2. Man ermittelt den Pol G3 von @3, legt
die Tangente t3 an p2 in G3 und ermittelt in derjenigen
auf (p)2 sich stiitzenden Involution, von der @  =pgx%
Qi=pg*) ein Punktepaar sind, den zum Schnittpunkte pt3
zugepaarten Punkt, sodann die Beriihrungspunkte GK und
Gi der beiden aus dem letzt gefundenen Punkte an p2
gehenden Tangenten und die durch P gehenden Polaren
(in bezug auf ABC) gk und gxvon Gkund GX alsdann
wird jeder der beiden Punkte Pk und Px und nur einer
dieser beiden, welche zu P  zugepaartsind in den von
ABC erzeugten Involutionen (gh2 und (g2, der in der
Aufgabe gestellten Forderung genlgen.

Denn soll etwa durch P,, P2, P3, Px ein solcher Kegelschnitt
gehen, welcher von p3in P3 und Px je einfach berlhrt werden
soll, so werden dann und nur daun (nach Satz 30 und Nr. 72)
die Schnittpunkte 83 und Q& von p mit t3 und tX, den Tan-
genten an p2 in Gaund Gx, ein Punktepaar in derjenigen auf
(p)2 sich stutzenden Involution (i)2bilden, inder QL Q2 gleich-
falls ein Punktepaar bilden; mithin wird dannund nur dann Gx
mit einem der beiden Beriihrungspunkte GK und GX der beiden
aus Qxx, dem in (i)2 zu QS zugepaarten Punkte, an p2 gehenden
Tangenten und also Px mit einem der beiden Punkte Pk und P x
identisch sein.

Diese beiden Losungen sind auch dann noch anzuwenden,
wenn auf dem BerUhrungspunkte P 3 einer der beiden Ubrigen,
etwa P 2, gleich folgt, wenn also P3 ein dreipunktiger Beriithrungs-
punkt von p3 mit dem Kegelschnitt sein soll; nur wird dann P3
auch die Stelle vonP2und also G3auch die Stelle von G2vertreten.
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AuBer diesen beiden Lésungen kann die Aufgabe 17, die nur
ein Spezialfall der Aufgabe 14 darbietet, auch wie diese, die
allgemeinere, geldst werden.

Aufgabe 18. Drei beliebige Punkte Px, P2 P3 von p3
seien gegeben, es soll ein solcher Punkt auf p3 gefunden
werden, welcher ein dreipunktiger Berlhrungspunkt eines
durch die drei gegebenen Punkte gehenden Kegelschnitts
mit p3 sein soll.

Auflésung. Man ermittelt etwa den Pol G3 von <3, be-
zieht den Buschel der Tangenten um p2 den Polarkegelschnitt
von P, auf die Punktreihe auf p in der Weise, dal3 einer
Tangente f,, deren Beriihrungspunkt mit p2 Gi ist, derjenige
Punkt auf p entsprechen soll, welcher zu dem Schnittpunkte
(p, GsQi) zugepaart ist in derjenigen auf (p)2sich stiitzenden
Involution (i)2 in der (Qi=Pyn Q=V92) e Punkte-
paar bilden, und ermittelt sodann diejenigen drei einzig vor-
handenen Tangenten tio L8 tid von p2 von denen jede durch
den entsprechenden Punkt von p geht (und welche drei
Tangenten samtlich reell sind, wenn auch nur einer der drei
gegebenen Punkte reell und die Ubrigen beiden konjugiert-
imaginar sind), und die durch P gehenden Polaren (in bezug
auf ABC) gtl, g, g™ der Berthrungspunkte 6rfl, 6r,s, 63 von
th, 2, ti3 mit p2 welche drei Polaren ein Tripel in der von
ABC erzeugten Involution (P)3 bilden, und also, wenn deren
einer bekannt ist, die beiden Ubrigen mit bestimmt sind;
alsdann wird jeder der drei Punkte Pio P-2, P,3 und nur
einer dieser drei, welche zu P zugepaart sind in den von
ABC erzeugten Involutionen (#,)2, (0,92 und (32, der in
der Aufgabe gestellten Forderung genigen.

Dies erhellt folgendermafien: Verbindet man G3 mit irgend-
einem zweiten Punkte 6r; von p2 und laBt Gi den ganzen Polar-
kegelschnitt p2 durchlaufen, so beschreibt G3Gi einen Strahlen-
buschel um G3, welcher einerseits zu dem von /, der Tangente
an p2in Gi, um p2 beschriebenen Tangentenbtischel projektiv und
andererseits zu der von der Spur von G3Gi auf p beschriebenen
Punktreihe perspektiv und mithin zu derjenigen Punktreihe auf p,
welche von dem in (i)2 zu dem Schnittpunkte (p, G3Gi) zu-
gepaarten Punkte beschrieben wird, projektiv ist. Folglich ist
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auch der Tangentenbischel p2() zu der letztem Punktreihe auf p
projektiv und es gehen bekanntlich drei und nur drei Tangenten
tio 12, ti3 von p2 durch die entsprechenden Punkte der projek-
tiven Punktreihe, wo von den drei Tangenten f2, mindestens
eine bekanntlich reell sein muf3, wenn auch Pl und P2 und mit-
hin und Q2 konjugiert-imaginar sein sollen, wenn nur P3 und
mithin G3reell ist, wo also reellen Tangenten von p2reelle Punkte
von p entsprechen. Diese drei Tangenten tix /2, §3 mussen aber,
wie wir sofort sehen werden, samtlich reell sein, und zwar durch
ein Punktetripel der von ABC auf p erzeugten Involution (p)3
gehen. Bilden némlich Gx, Gy, Gz ein solches Punktetripel in
der durch (P)8 auf p2 induzierten Involution (p23 (s. oben Nr. 7),
dessen Sinn mit dem Sinne A B C auf p2 tbereinstimmt, so werden
die Spuren %, Ry, Q3% der drei Geraden G3GX G3Gy, G3GZ
auf p (weil G3 auf p2 liegt) ein solches Tripel in (p)3 bilden,
dessen Sinn zum Sinne PaP bPc auf p entgegengesetzt ist (Nr. 12).
Sind nun Qx, Qy, Qzdie in (i)2 der Reihe nach zu @x, @y, Qz
zugepaarten Punkte, so muB auch QxQyQz ein Tripel von (p)3
sein, und zwar ein solches, dessen Sinn mit PaPb Pc Ubereinstimmt.
Denn die auf (p)2 sich stutzende Involution (i)2 wird aus dem-
jenigen Punkte P, aus dem (p)2 und (p)3 durch eine rechtwinklige
Strahleninvolution bzw. durch eine Involution der regelmafigen
Dreistrahlen projiziert werden, durch eine symmetrische Strahlen-
involution projiziert; mithin missen die drei Strahlen BQ'X BQY,
BQ'Z ebenso wie die drei Strahlen BQzx, HQsyi B,Q3 miteinander
Winkel von je 60° bilden, und folglich bilden QxQyQz ein solches
Tripel in (p)3 dessen Sinn zu QzxQzy Qz entgegengesetzt ist und
also mit dem Sinne PaPhPc tbereinstimmt. Weil ferner die drei
Geraden, nédmlich die Tangente tx an p2in Gx, GxGy und GxGt,
welche drei Gerade das Tripel GxGyGz von (p23 aus Gx proji-
zieren, von p in einem solchen Tripel von (p)3 geschnitten werden,
dessen Sinn zu PaPhPc entgegengesetzt ist, und weil durch die
Schnittpunkte von p mit GxGy und GXGZ der Reihe nach tz und

die Tangenten an p2in Gz und GY) gehen (Nr. 15), so missen
die Schnittpunkte von p mit t, ty, tz ein solches Tripel in (p)3
bilden, dessen Sinn mit PaPbPc lbereinstimmt. Folglich mussen
ty und tz, die Tangenten an p2in Gy und GZ der Reihe nach
durch Qyund Qz die in (i)2zu Qy = (p, G3GYy) und @nm= (p, G3G2
zugepaarten Punkte, gehen, wenn tx, die Tangente an p2in GX
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durch Qx, den in (T)2 zu @x= (p, G3GX) zugepaarten Punkt, gehen
soll; da das Tripel p (txtyd von (p)3, welches dann mit dem
Tripel QxQyQt gleichen Sinn und au3erdem einen Punkt, namlich
Qx =ptx gemein hat, mit demselben auch dem Sinne nach identisch
sein mul3 und also Qy=pty, Qz=ptz Hiernach missen die drei
einzig vorhandenen Tangenten tix, i-2, i3 von p2in Gfl, G2 GV
welche Tangenten durch die in ()2 zu (p, G3e6rtl), (p, G3GiI
(p, G3Gjd zugepaarten Punkte gehen, durch ein Tripel von (p)8
gehen und also alle drei zugleich reell sein. Gleichzeitig folgt
hieraus, daR Giv Gi2, G,3, die Beriihrungspunkte von tio t ti3
ein reelles Tripel in (p23 bilden missen und mithin g~ g2, gi3
ein reelles Strahlentripel in (P)3 Nunmehr geht aber (nach Satz 30
und Nr. 72) durch vier Punkte Px, P2, P3, Px von p3 dann und
nur dann ein p3in Px dreipunktig berthrender Kegelschnitt, wenn
die Tangente t von p2in GXdurch den in (i)2 zum Schnittpunkte
(p, G3Gx) zugepaarten Punkt geht, wenn also tx eine der drei
Tangenten tio t., WBist und mithin GX einer der drei Berithrungs-
punkte Gi0O G;2 Gj3
Diese Losung behélt ihre Gulltigkeit auch dann noch, wenn
zwei der drei gegebenen Punkte oder alle drei aufeinander folgen;
doch gibt es im letztem Falle, wie wir bald sehen werden, eine
einfachere Losung.
Die Ordinatenwinkel der drei gefundenen Punkte P;,, P,2
P,3 sind nach Satz 32 (fur k= 0, 1, 2):

Dies bestatigt abermals, daB gfi gi2gi3 ein Tripel in (P)3bilden.

Aufgabe 19. Ein beliebiger Punkt P1 von p3 sei ge-
geben, es soll ein solcher zweiter Punkt auf p3 gefunden
werden; der zugleich mit P1 je ein dreipunktiger Bertihrungs-
punkt von p3mit einem und demselben Kegelschnitt sein soll.

Aufldsung. Man ermittelt den Pol (rx von verbindet
diesen mit den drei Wendepunkten von p3, also mit den
drei Schnittpunkten Pa, P& Pc von p mit den Seiten von
ABC, und ermittelt die zweiten Schnittpunkte G G , 2 G-3
der drei Geraden GlPa G1Ph GxPc mit p2und deren durch
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P gehende Polaren (in bezug auf ABC) gh, gh, gh\ als-
dann wird jeder der drei Punkte Piv Pi2 P,3 und nur einer
dieser drei, welche in (gh)2 (9;22 (ghy zu P zugepaart sind,
der in der Aufgabe gestellten Forderung gentgen.

Die Ordinatenwinkel dieser drei Punkte sind nach Satz 32:

Diese Losung ergibt sich in folgender Weise: Nach Satz 30
und Nr. 72 geht durch zwei Punkte Pl und Px von p3 dann und
nur dann ein p3 in jedem derselben dreipunktig berlhrender
Kegelschnitt, wenn gl und gx durch ein Punktepaar derjenigen
auf (py sich stutzenden Involution gehen, deren einer Doppel-
punkt der Schnittpunkt Qy von p mit G1Gx ist, wenn also glgx
ein Strahlenpaar in derjenigen auf (P)2 sich stltzenden Involution
(i)2bilden, die (i)2von P aus projiziert und deren einer Doppelstrahl
also gy, der Qy mit P verbindende Strahl, ist. Dies ist aber (nach
Nr.63) dann und nur dann der Fall, wenn Py, der (nach Il in
Nr.55) vonP aus durch gy projizierte dritte Schnittpunkt von p3
mit P XP X einerseits, weil glgx ein Paar in der auf (P)2 sich
stitzenden Strahleninvolution (1)2 bilden, derjenige Punkt ist, mit
dem alle die durch Strahlenpaare von (7)2 projizierten Punikte-
paare auf p3in je einer Geraden liegen, andererseits, weil gyi ein
Doppelstrahl von (1)2 ist, ein solcher Punkt, dessen Tangential-
punkt derjenige letzt erwdhnte Punkt und nunmehr also Py
selbst ist; mithin wenn Py einer der drei Wendepunkte P,, P®, Pc
von p3 ist und also Px einer der drei dritten Schnittpunkte von
p3 mit Px Pa, PiPft, PiPc, welchedrei Schnittpunkte aber
(nach 11) keine anderen als die ermittelten Punkte P, P,2 P,3sind.

Aufgabe 20. Zwei beliebige Punkte Px und P2 vom jo3
seien gegeben, es soll ein solcher Punkt auf p3 gefumdcn
werden, welcher ein vierpunktiger BerUhrungspunkt eines
durch Pl und P2 gehenden Kegelschnitts mit p3 sein soll.

Auflésung. Man ermittelt die beiden Doppelpunkte “der-
jenigen auf (p)2 sich stiitzenden Involution (i)2 in der QI Q2
(Qi=pgu =pg%) ein Punktepaar bilden, sodann die vier
Schnittpunkte Gki, Gk Gkz, Gki von p2 mit den die beiiden
ermittelten Doppelpunkte von P aus projizierenden Geralden
und deren durch P gehenden Polaren (in bezug auf AJB C)
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gkl, 9hi 9hi 9hi welche letzte ein Strahlenquadrupel in der
von ABC um P erzeugten Involution (P)4 bilden, und also,
wenn deren einer bekannt ist, die drei Ubrigen mit bestimmt
sind; alsdann wird jeder der vier Punkte Pich Pfc2 Pfedl Pk4
und nur einer dieser vier, welche in den von A B C erzeugten
Involutionen (gk)2 (22 (gh)\ (gki)2 zu P zugepaart sind,
der in der Aufgabe gestellten Forderung genigen.

Die Ordinatenwdnkel von Pfd, P*2, P2, Pk sind nach
Satz 32 (fur k= 0, 1, 2, 3):

Denn nach Satz 30 und Nr.72 gebt durch drei Punkte Ph
P2, Px von p3 dann und nur dann ein p3 in PXx vierpunktig be-
rihrender Kegelschnitt, wenn die Tangente tx von p2 in Gx durch
einen Doppelpunkt von (i)2 gebt; dies ist aber, weil in bezug auf
p2 die Involution konjugierter Punkte auf p mit Q})Z identisch ist
und P der Pol von p (Nr.2) und (i)2 sich auf (p)2 stitzt und
die Doppelpunkte von {i)2 also ein Punktepaar in (p)2 bilden, dann
und nur dann der Fall, wenn Gx einer der vier Punkte 6rfd, GK*
(ife3, GK und mithin PXx einer der vier Punkte PK, PR Pf3 Pk
ist. Nunmehr werden Gkv 6r2 GK* Gki von P aus durch die-
jenigen zwei Geraden projiziert, welche das aus den Doppel-
punkten von (i)2 bestehende Punktepaar von (p)2 mit P ver-
binden, welche zwei Gerade also, weil (P)2 zu Q)2 perspektiv
ist, ein Strahlenpaar in (P)Z bilden; mithin muissen (nach
Satz 12 in Nr.22) gk, gk gid gki ein Strahlenquadrupel in (P)4
bilden.

Die gestellte Aufgabe hat also im allgemeinen vier eigent-
liche Lésungen, nur wenn die gegebenen Punkte P1 und P2
zwei aufeinander folgende sind, hat die Aufgabe nur zwei
eigentliche Losungen.

Denn wenn Px ein einfacher Beridhrungspunkt des verlangten
Kegelschnitts sein soll, so wird QL der eine Doppelpunkt von (i)2
sein und die Berihrungspunkte der beiden aus an p2 gehenden
Tangenten werden (nach Il in Nr. 55) diejenigen beiden Punkte
auf p3 liefern, deren Tangentialpunkt Pl ist, und die hierdurch
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gewonnenen Kegelschnitte werden offenbar ausgeartete sein. Hier-
nach wird dieser Fall wie folgt gelost.

Aufgabe 21. Ein Punkt P! von p3 sei gegeben, es soll
ein solcher Punkt auf p3gefunden werden, welcher ein vier-
punktiger Berihrungspunkt eines p3in Pl einfach berihren-
den Kegelschnitts sein soll.

Auflésung. Man ermittelt die beiden Schnittpunkte GKW
und Gkzvon gl mit p2 und deren durch P gehende Polaren
x und g  welche letzte dasjenige Strahlenpaar in (P)2
bilden, dessen Reprédsentant gl ist; alsdann wird jeder der
beiden Punkte PK und Pk welche in ()2 und @2 zu
P zugepaart sind, von der verlangten Art sein.

Die Ordinatenwinkel von PK und Pk2 sind:

Diese Aufgabe und Auflésung sind die Umkehrungen zu der
Aufgabe 15 und deren Auflésung.

76. Aus Satz 32 folgt ferner:

Ist ein Punkt P1 von p3 gegeben, so gibt es auf p3 fiinf
und nur fanf Punkte Ph, P2, Ph, P,4, P,6 deren jeder ein
funfpunktiger BerUhrungspunkt eines durch Px gehenden
Kegelschnitts mit p3 ist. Die Ordinatenwinkel dieser funf
Punkte sind:

Aus dem Satze 30 ergibt sich noch:

Die Ecken von ABC sind die einzigen drei Punkte auf
p3, in deren jedem p3von einem eigentlichen Kegelschnitt
sechspunktig berthrt wird.

Denn p3 wird (nach Satz 30 und Nr. 72) dann und nur dann
in einem Punkte Pi von einem Kegelschnitt sechspunktig berihrt,
wenn die Tangente ti von p2in Gi durch einen Doppelpunkt der-
jenigen auf (p)2sich stitzenden Involution geht, in der Qi=pg{ einer
der Doppelpunkte ist. Der verlangte Kegelschnitt ist aber (weil,
wenn ti durch Qi geht und mithin P,;, der dann nach Il (Nr. 55)
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mit seinem Tangentialpunkt zusammenfallen muB3, ein Wendepunkt
von p3 ist, der verlangte Kegelschnitt in die doppelt zu zihlende
Wendetangente ausartet) nur dann ein eigentlicher, wenn Qi und
pti die beiden Doppelpunkte einer auf (p)Z sich stitzenden In-
volution sind und also ein Punktepaar in (p)2 bilden; dies ist
aber nur dann der Fall, wenn die Pi und seinen Tangentialpunkt
von P aus projizierenden Geraden PQi und (P, pf9 ein Strahlen-
paar in (P)2 bilden, also, weil zwei durch ein Strahlenpaar von
(P)2 projizierte Punkte von p3 einen und denselben Tangential-
punkt haben (nach I in Nr.54), wenn Pt mit einem der Wende-
punkte von p3 durch ein Strahlenpaar von (P)2 projiziert wird,
und mithin, weil die Wendepunkte Pa, Ph, Pc von P aus durch
die in (P)2 zu pA= PA, pB=PB, pc=PC zugepaarten Strahlen
ph, Pb, Pc projiziert werden (Nr.5), nur dann, wenn Pi eine der
drei Ecken von ABC ist. Dasselbe kann auch mit Hilfe der
Ordinatenwinkel nachgeAviesen werden.

Wir wollen hier noch die Lésung der folgenden Aufgabe angeben.

Aufgabe 22. Vier beliebige Punkte P1,P2P3Pi von p3
seien gegeben, es soll ihr Gegenpunkt (Nr. 73) gefunden werden.

Auflésung. Man ermittelt etwa die Pole G1 und 6r2
von gx und g2 verbindet etwa 6rt mit @3 =pg3 und G2 mit
Qi = P9i und bestimmt die zweiten Schnittpunkte 6r5 und Ge
von p2 mit @BG7 und QiG2 und sodann den Schnittpunkt Q7
von p mit GhG6] alsdann wird derjenige Punkt welcher
in der von ABC auf g7= PQ7 erzeugten Involution (p7)2
zu P zugepaart ist, der gesuchte Gegenpunkt sein.

Denn nach Nr. 73 mussen auch die zwei weiteren Schnitt-
punkte P5 und P6 von p3 mit dem in das Geradenpaar PTP3
und P2P4 ausgearteten Kegelschnitt mit dem Gegenpunkte von
PxP2P3P4 in einer Geraden liegen. Nun sind nach Il (Nr. 55)
Gbz (p2 QiG3) und G6= (p2 QR G4 die Pole der P5 und P6 von P
aus projizierenden Geraden gb und g6, mithin mul3 (ebenfalls
nach 1) der Gegenpunkt, der dritte Schnittpunkt von p3 mit
P5P6 von P aus durch g7= PQ7 (Q7=pG~"G6) projiziert werden
und also P7 sein.

Der Ordinatenwinkel des Gegenpunktes P7 ist:
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Denn nach Satz 24 ist:

also

Die gegebene Losung behélt ihre Giltigkeit auch dann noch
bei, wenn mehrere der vier gegebenen Punkte oder sogar alle vier
aufeinander folgen; nur muf3 alsdann das in Nr. 72 Behauptete
berticksichtigt werden. Hiernach haben wir, wenn vier aufein-
anderfolgende Punkte von p3in Pl vereinigt liegen, im zweiten
Schnittpunkte von p2 mit QI GQl, also nach Il im Pole der den
ersten Tangentialpunkt von Pl aus P projizierenden Geraden, die
Tangente an p2 zu legen, diese mit p zum Schnitt zu bringen
und diesen Schnittpunkt mit P durch eine Gerade zu verbinden;
alsdann wird diese Gerade den Gegenpunkt der vier in Pj ver-
einigt liegenden Punkte enthalten, welcher Gegenpunkt nach Il
der Tangentialpunkt des ersten Tangentialpunktes von P15 also
der zweite Tangentialpunkt von P { ist.

Alle in diesem und im vorhergehenden Paragraphen gefun-
denen Resultate und Konstruktionen gelten, dualisiert, fir das
zu p3 duale Gebilde P 3.

§ 11.

77. Bisher haben wir (Nr. 48, 59) nur bewiesen, dald keine
Gerade mehr als drei Punkte mit p3 gemein hat, und daB3, wenn
eine Gerade einen Punkt mit p3 gemein hat, dieselbe noch zwei
Punkte (reelle oder imagindre) mit p3 gemein haben muf3. Ob
aber jede Gerade mit p3 einen und mithin drei Punkte gemein
haben muf3, blieb dahin gestellt. Diese Frage wird aber durch
die folgende Uberlegung leicht erledigt.

Nach Definition (Nr. 46) wird p3 von dem in der von ABC
auf einem Strahle gx von P erzeugten Punktinvolution (gx)2 zu
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P zugepaarten Punkte Px beschrieben, wenn gx den ganzen
Strahlenbiscbel um P stetig durchlduft. Nun ist auf gx in jeder
seiner Lagen nur ein einziger solcher Punkt Px vorhanden, und
die Punktinvolution (gX)2 wird durch die Schnittpunkte von gx
mit den drei Seiten von ABC in der oben (Nr. 4) angegebenen
Weise festgelegt, welche Schnittpunkte gleichzeitig mit gXx stetig
aufeinander folgen. Mithin rnuf3p3 aus einem einzigen stetigen
und geschlossenen Linienzuge bestehen (abgesehen naturlich
von dem isolierten Doppelpunkte P).

Nehmen wir nun irgend zwei reelle Punkte von p3 etwa die
Eckpunkte A und P, und irgendeine durch keinen dieser Punkte
gehende reelle Gerade, von der wir wissen, daf3 sie mit p3 drei
reelle Punkte gemein hat, etwa die Polare p von P, so muf3 p,
wenn die ganze Kurve p3 von A aus in derjenigen Richtung
einmal durchlaufen wird, in der nach B gelangt wird bei der
kleinst moglichen Anzahl von Uberschreitungen durch p, entweder
auf dem Hinwege von A nach B keinmal und auf dem Ruck-
wege von B nach A dreimal Uberschritten werden, oder auf dem
Hinwege einmal und auf dem Rickwege zweimal. In beiden
Féllen kann man also von A nach B (der Kurve p3 entlang) auf
zwei Weisen gelangen: durch eine gerade Anzahl (0 oder 2) von
Uberschreitungen durchp und durch eine ungerade Anzahl (3 oder 1).

Nun wird die ganze Ebene durch p und irgendeine beliebige
reelle Gerade 7 in zwei Gebiete geteilt, ndmlich in die zwei Paar
von p und 7 gebildeten Scheitelwinkel; und es fuhrt dann eine
ungerade Anzahl von Uberschreitungen durch p und 7 von dem
einen Gebiete in das zweite Uber, dagegen eine gerade Anzahl
in das Ausgangsgebiet zuriick; von einem Punkte des einen Ge-
bietes kann man also zu einem Punkte desselben Gebietes nur
durch eine gerade Anzahl von Uberschreitungen durch p und 7
gelangen, dagegen zu einem Punkte des zweiten Gebietes nur
durch eine ungerade Anzahl.

Geht nun 7durch A oder P, so hat sie mit p3 bereits diesen
Punkt und mithin noch zwei gemein. Geht ferner 7 weder durch
A noch durch P, so kénnen dann nur zwei Falle eintreten:
erstens, A und P gehdren einem und demselben der beiden durch
p und 7 getrennten Ebenegebiete an, zweitens, A und P gehdren
verschiedenen dieser beiden Ebenegebiete an. Gehen wir nun im
ersten Falle, wo A und P demselben Gebiete angehdren, von A nach P

Berliner, Habilitationsschrift. i
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der Kurve p3 entlang auf demjenigen Wege, auf dem p ungerad-
zéhlig Oberschritten wird, so muR auf diesem Wege, weil nur
eine gerade Anzahl von Uberschreitungen durch p und | in das
Ausgangsgebiet zurtckfiuhrt, notwendigerweise auch | ungerad-
zahlig, also mindestens einmal Uberschritten werden; im zweiten
Falle, wo A und B verschiedenen Gebieten angehdren, gehen wir
von A nach B der Kurve p3 entlang auf demjenigen Wege, auf
dem p geradzahlig Uberschritten wird; alsdann muf3 auf diesem
Wege, weil nur eine ungerade Anzahl von Uberschreitungen
durch p und | von dem einen Gebiete in das zweite Uberfihrt,
| ungeradzahlig, also mindestens einmal Uberschritten werden.
Wir sehen also, daR jede beliebige reelle Gerade | mit p3 min-
destens einen reellen Punkt, namlich den angegebenen Uber-
schreitungspunkt, und mithin noch zwei Punkte, die auch konju-
giert-imaginar sein kdnnen, gemein hat.

78. Nunmehr kénnen wir (nach Nr. 46, 59, 60) den folgenden
Satz aufstellen.

Satz 33. Der Ort p3
derjenigen Punkte, welche
einem auf keiner Seite
von ABC liegenden reel-
len Punkte P zugepaart sind
in den von ABC auf den
samtlichen durch P ge-
henden Geraden y erzeug-
ten Punktinvolutionen (p)2
welche Punkte also dem P
konjugiert sind in bezug auf
ABC, ist eine Kurve dritter
Ordnung, von der P ein
isolierter Doppelpunkt ist
und die beiden konjugiert-
imaginaren Doppelstrahlen
der von ABC erzeugten
Strahleninvolution (P )2 die
Doppelpunktstangenten sind.
Die Kurve p3 ist ABC um-
schrieben und hat in dessen

Das aus denjenigen Strah-
len bestehende Gebilde P 3
welche einer durch keine
Ecke von ABC gehen-
den reellen Geraden p zu-
gepaart sind in den von
ABC um die samtlichen
auf p liegenden Punkte Q
erzeugten  Strahleninvolu-
tionen (Q)2 welche Strahlen
also der p konjugiert sind
in bezug auf ABC, ist ein
Strahlenbuschel dritter Ord-
nung, umhuillt also eine
Kurve dritter Klasse, von
der p eine isolierte Doppel-
tangente ist und die beiden
konjugiert-imagindren Dop-
pelpunkte der von ABC er-
zeugten Punktinvolution (p)2
die Doppeltangentenberiih-
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Ecken dieselben Tangenten
wie der Polarkegelschnitt p2
von P, nédmlich die drei
vierten harmonischen Ge-
raden APa, PP&, CPc zu
bzw. AP =pA, BP =pB,
CP=pc in bezug auf je
zwei Seiten von A B C; diese
drei Tangenten von p3 in
den Ecken von ABC treffen
die Gegenseiten in den
Wendepunkten Pd, Ph Pc
von p3 welche drei Punkte
auf der Polare (in bezug
auf ABC) p von P liegen.
P und p sind also Zentrum
und Achse der beiden Per-
spektiven Dreiecke, welche
von den drei aus den Wende-
punkten an p3 gehenden
Tangenten und deren Be-
rihrungspunkte gebildet
werden.

Kein Punkt von p3 liegt
im Innern des Polarkegel-
schnitts p2 von P und
umsomehr im Innern des-
jenigen Dreiecksgebietes von
ABC, innerhalb dessen P
liegt und welches Gebiet
also (Nr. 2) ganz dem Innern
von p2 angehort.

Wir wollen p3 die zu P
in bezug auf ABC zu:

rungspunkte sind. Die von
P 3 eingehiillte Kurve ist
ABC eingeschrieben und
ihre Berlhrungspunkte mit
dessen Seiten sind dieselben
wie die von dem Polar-
kegelschnitt P 2 von p, nam-
lich die drei vierten harmo-
nischen Punkte apA bpB,
cpc zu bzw. ap :Pa bp=Ph
cp = Pcin bezug auf je zwei
Ecken von ABC; diese drei
Beriihrungspunkte von P3
in den Seiten von ABC mit
den Gegenecken verbunden
liefern die drei Ruckkehr-
tangenten pA,pB,pc von P 3
welche letztere durch den
Pol (in bezug auf ABC) P
von p gehen, p und P sind
also Achse und Zentrum
der beiden Perspektiven
Dreiecke, welche von den
drei auf den Ruckkehr-
tangenten liegenden Beriih-
rungspunkten und deren
Tangenten gebildet werden.

Jeder Strahl (Tangente)
von P 3 schneidet den Polar-
kegelschnitt P2 von p in
zwei reellen Punkten und
muh also in dasjenige Drei-
ecksgebiet von ABC ein-
dringen, innerhalb dessen
P und mithin (Nr. 2) der
ganze Polarkegelschnitt P 2
liegt.

Wir wollen P 3 den zup
in bezug auf ABC zuge-

=
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gehorige Kurve dritter hoérigen  Strahlenbischel
Ordnung nennen. dritter Ordnung nennen.

Ist die Gerade p rechts die Polare (in bezug auf ABC)
des Punktes P links, so besteht der Buschel P3 rechts aus
den Polaren (in bezug auf ABC) der samtlichen Punkte
der Kurve p3 links; und zwar ist ein Strahl pi von P 3 die
Polare desjenigen Punktes P, von p3 welcher durch den P
mit Qi, dem Schnittpunkte von p mit p*, verbindenden
Strahl p, von P aus projiziert wird.

DaR kein Punkt von p3 innerhalb p2 liegt, erkennt man in
folgender Weise: Die Schnittpunkte von p2 mit einem jeden
Strahle gi von P bilden, weil P das Zentrum der durch (P)2
auf p2 induzierten krummen Punktinvolution (p2)2 ist (Nr. 7), ein
Punktepaar in (p)2 und mithin nach Satz 1 (Nr.7), weil ein
Punktepaar von (p2)2 aus den Polen eines Strahlenpaares von (P)2
besteht,- auch ein Punktepaar in der von ABC auf gi erzeugten
Punktinvolution (gi)2 Nun ist (p,)2 wie alle von ABC erzeugten
Involutionen elliptisch (Nr. 4) und zwei Paare einer elliptischen
Involution werden stets durcheinander getrennt; mithin mufl3 der
auf gi liegende Punkt Pi von p3 der in (g)2 zu P zugepaarte
Punkt, auf derjenigen der beiden durch die Schnittpunkte von Q
mit p2 begrenzten Strecken von gi liegen, welche auRerhalb p2
verlauft, da P auf der innerhalb p2 verlaufenden Strecke von
gi liegt (nach Nr. 2).

DaR ferner die Strahlen von P 3 aus den Polaren der Punkte
von p3 bestehen, ergibt sich wie folgt: Nach Satz | muR der Pol
eines Strahles pt von P 3 weil (nach Definition von P 3) p: zu p
in (Qi)2 zugepaart ist, mit dem Pole P von p in einer durch Qi
gehenden Geraden liegen, also in p2= PQi\ und zwar muf} dieser
Pol derjenige Punkt von p;: sein, welcher zu P in (p,-)2 zugepaart
ist, mithin der von P aus durch gi projizierte Punkt Pi von p3

79. Die Tatsache, die wir soeben erkannten, namlich,
die Polare P, eines von P aus durch den Strahl gi projizierten
Punktes Pt von p3 durch den Schnittpunkt @ von gi mit p gehen
muR und umgekehrt, wenn die Polare p: eines Punktes Pi von gi
durch Qi=gp{geht, Pt nach Satz | in (p,)2 zu P zugepaart sein
muB und mithin ein Punkt von p3 liefert nun einen zweiten
Beweis dafiir, daR jede beliebige reelle oder imaginare Gerade |

dan
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mit p3 drei Punkte und nur drei gemein hat, und gestattet zu-
gleich die Aufgabe: die gemeinschaftlichen Punkte einer belie-
bigen Geraden mit p3 zu bestimmen, auf die Ermittlung der
drei gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kegelschnitte, von
denen die vierte gemeinschaftliche Tangente bekannt ist, zurtck-
zufihren.

Ist ndmlich eine beliebige Gerade Z gegeben und ist die
Punktreihe Z(P) die Spur des Strahlenbischels P(g) auf Z so ist
die Punktreihe p(Q), die Spur von P(g) auf der Polare p von P,
zu Z(P) perspektiv und mithin nach Nr.2 zu dem Biischel der
Polaren X2(r), dem Bischel der Tangenten um den Polarkegel-
schnitt L2 von Z projektiv, wobei einer Tangente rt von L2 der-
jenige Punkt Q auf p entspricht, der mit dem Pole Pt von r* in
einem durch P gehenden Strahle, also in < & PPt liegt; und es
gehen dann bekanntlich drei und nur drei Tangenten von I3
durch die entsprechenden Punkte der projektiven Punktreihe p (Q),
von welchen drei Tangenten, wenn Z und mithin auch L2 reell
ist, mindestens eine reell ist, die beiden andern aber auch kon-
jugiert-imaginar sein koénnen. Nun liegt, wie wir sahen, ein
Punkt Ri =1gi dann und nur dann auf p3 wenn die Polare rt
von Pit durch Q =pgt geht, wenn also rt, die Tangente an X2
durch den entsprechenden Punkt Qi von p{Q) geht. Mithin hat
jede beliebige Gerade Z mit p3 drei und nur drei Punkte gemein,
von denen, wenn Zreell ist, mindestens einer reell ist, die beiden
andern auch konjugiert-imaginér sein kodnnen.

Zugleich haben wir die folgende Ldsung der

Aufgabe 23. Die drei Schnittpunkte von p3 mit einer
gegebenen Geraden Z zu bestimmen.

Auflésung. Man bestimmt die Schnittpunkte QX und Qy
von p, der Polare von P, mit den beiden Geraden P L hund
PLC wo Lhg @ CA) und Lc= & AB), verbindet QX mit C
und Qy mit B und ermittelt sodann die drei gemeinschaft-
lichen Tangenten des Polarkegelschnitts (in bezug auf ABC)
X2 von Zund desjenigen Kegelschnitts k2 der von den vier
Geraden p, BC, BQy, CQXtangiert wird und den Schnitt-
punkt (p, PA) zum Beruhrungspunkt in p hat (wo eine
gemeinschaftliche Tangente von X2 und k2 bereits be-
kannt ist, nédmlich die Dreieckseite PC); alsdann werden
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die Pole (in bezug auf ABC) dieser drei gemeinschaftlichen

Tangenten die gesuchten Schnittpunkte von p3 mit | sein.

Denn der Bischel der Tangenten L 2(r), der zu p{Q) projek-
tiv ist, schneidet B C, die als Seite von ABC Tangente eines
jeden Polarkegelschnitts einer Geraden ist, in eine zu p(Q) pro-
jektive Punktreihe. Diese beiden projektiven Punktreihen auf p
und B C erzeugen nun einen Kegelschnitt, welcher von p und
B C tangiert wird und ebenso von QXC und QyB (da Qx mit Lb
und Qy mit Lc in je einer durch P gehenden Geraden liegen
und C der Schnittpunkt von CA, der Polare von Li = Q CA),
mit BC st und B der Schnittpunkt von A B, der Polare von
Lc= (2 AB), mit BC und mithin QXC und QyB Verbindungs-
geraden entsprechender Punkte der beiden projektiven, den Kegel-
schnitt erzeugenden Punktreihen sind) und in p den Schnittpunkt
(p, BA) zum Bertihrungspunkt hat (da die Polare des Schnitt-
punktes von | mit BA, ebenso wie die Polare p von P, durch
den vierten harmonischen Punkt zu (P A, BC) in bezug auf B
und C, also durch Ba={p,BC), gehen muB und mithin dem
gemeinschaftlichen Punkte Bavon p und BC, als BC angehorig,
der Punkt {p, BA) inp entspricht) und folglich mit k2 identisch
sein muB. Nun liegt ein Punkt Bi =Jgi dann und nur dann auf
p3 wenn die Polare r, von p;, die langente von L2 durch den
entsprechenden Punkt Qi=pgi der zu P2(r) projektiven Punkt-
reihe p(Q) geht, wenn also r. zwei entsprechende Punkte der
beiden projektiven Punktreihen auf p und BC verbindet, mithin
wenn r,, die Tangente an P2 zugleich langente an k2 ist.

80. Aus dem Satze 33 ergibt sich nun:

Satz 34. Sind P und p Pol und Polare in bezug auf
ABC, p3 und P3 die zu P bzw. der zu p in bezug auf
AB C zugehorige Kurve bzw. Strahlenbtschel dritter Ord-
nung, so ist

p3 P3
die Enveloppe desjenigen (ABC umschriebenes bzw. ein-
geschriebenes) Kegelschnittsystems, welches aus den Polar-
kegelschnitten (in bezug auf ABC)
der samtlichen Punkte der der samtlichen Tangenten
von P3J eingehiillten Kurve der Kurve p3 besteht.
dritter Klasse besteht.
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Denn jeder Punkt P, von p3 der nach Satz 33 der Pol des
Strahles Pi von P3 ist, ist der vierte Schnittpunkt zweier auf-
einanderfolgender Kegelschnitte jenes (A B C umschriebenes) Systems,
namlich der vierte Schnittpunkt der Polarkegelschnitte derjenigen
beiden aufeinanderfolgenden Punkte der von P3 eingehiillten
Kurve, in denen diese Kurve von pt berihrt wird.

Ferner ergibt sich aus Satz 33:

Satz 35.
ABC, so bilden

die Tangente tt im Punkte
Pi von p3 und die Verbin-
dungsgerade von Pi mit dem
BerUhrungspunkte U/ des
Strahles pi von P3 (wo pi
die Polare von Pi in bezug
auf ABC ist), also tt und
P;U; ein Strahlenpaar in
der von ABC erzeugten In-

Sind P und p Pol und Polare in bezug auf

der BerUhrungspunkt Ui des
Strahles pi von P3und der
Schnittpunkt von p( mit der
Tangente t- im Punkte P,
von p3 (wo Pi der Pol von
Pi in bezug auf ABC ist),
also U, und pit; ein Punkte-
paar in der von ABC er-
zeugten Involution (pi)2

volution (Pi)2

Denn die Tangente t; von p3in Pn die zwei aufeinander-
folgende Punkte von p3 also nach Satz 33 zwei Pole der beiden
aufeinanderfolgenden, im BerUhrungspunkte Ut von p* sich
schneidenden Strahlen von P3 verbindet, ist zugleich die Tangente
im Punkte Pi des Polarkegelschnitts (in bezug auf ABC) u? von U;
(was auch aus Satz 34 folgt); mithin missen nach Hilfssatz 2
(Nr.52) t- und PtU, ein Paar in (Pi)2 bilden.

Zugleich haben wir die folgende Konstruktion fur die Tan-
gente in irgendeinem Punkte Pt von p3 gewonnen.

Aufldsung 4 der Aufgabe 3 (Nr.51). Man ermittelt
den Pol 6r, der Geraden g{~ PPi, sodann auf der Geraden
gil) = P 6r,, dem ersten Reprasentanten von ¢,, den Punkt Pd>
von p3 welcher Punkt Pi‘>zu P zugepaart ist in der von
ABC erzeugten Punktinvolution (g)I))2, und darauf die
Tangente t; im Punkte Pi desjenigen Kegelschnitts, welcher
durch die funf Punkte A, P, G, P, und P)I) geht; alsdann
wird diese Tangente zugleich die gesuchte Tangente von p3
in Pi sein.
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Diese Konstruktion ergibt sich folgendermalRen: Wie wir eben
sahen, haben p3 und u? eine gemeinsame Tangente in Pi5 und
u2 der Polarkegelschnitt von U;, ist ABC umschrieben und
geht durch Bi und P)a da durch den BerUhrungspunkt U; des
Strahles pi von P3 aul’er p{ noch derjenige Strahl pP> von P3
geht, welcher von p in dem zum Punkte Qp\ zum ersten Re-
prasentanten von Qi =ppi, in der von ABC erzeugten Punkt-
involution (p)2 zugepaarten Punkte geschnitten wird (dual der
Aufl. 3 der Aufg. 5 in Nr.61), und durch diesen letzten Schnitt-
punkt der Strahl gV, der erste Reprasentant von gi = PPi = PQi,
geht (nach Satz 14 in Nr.23) und mithin nach Satz 33 PP> der
Pol von pi]) ist. Folglich brauchen wir nur die Tangente in P,
desjenigen Kegelschnitts zu bestimmen, welcher durch die funf
Punkte A, P, C, Pj, PP geht und somit mit u2 identisch ist.

81. Wir wollen nun zeigen, dafl3 unsere Kurve p 3und Strahlen-
blschel P 3 auch Erzeugnisse je zweier gewisser projektiver Gebilde
sind und mithin keine andere als eine der bekannten Kurven
dritter Ordnung mit isoliertem Doppelpunkt bzw. einer der bekann-
ten Strahlenbuschel dritter Ordnung mit isoliertem Doppelstrahl.

Nach Satz 24 (Nr.53) liegt n&dmlich der von P aus durch
den Strahl gt projizierte Punkt Pi von p3 zugleich auf b, der
Tangente am Polarkegelschnitt p2 von P im Pole Ci von ffi
Nun ist aber (Nr.2) der Strahlenbiischel P (g) zu der krummen
Punktreihe seiner Pole auf p2, also zu p2(6r), und mithin auch
zu dem die letzte umhullenden Bischel der Tangenten, also zu
p2(i), projektiv. Somit haben wir:

Die Kurve p3 ist das
Erzeugnis zweier projektiver
Blschel erster und zweiter
Ordnung, ndmlich des Strah-
lenbischels P{g) und des
Bischelsp2(t) derTangenten
um den Polarkegelschnittp 2
von P, wo einer Tangente /,
von p2, deren Beruhrungs-
punkt Ci ist, die durch P
gehende Polare gL von Ci
entspricht.

Der Buschel P 3 ist das
Erzeugnis zweier projektiver
Punktreihen erster und zwei-
ter Ordnung, namlich der
geraden Punktreihe p{Q)
und der krummen Punkt-
reihe P 2(V) auf dem Polar-
kegelschnitt P 2 von p, wo
einem Punkte Ui von P 2
dessen Tangente ist, der
auf p liegende Pol Q von
gi entspricht.
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Ferner ist p3 auch das
Erzeugnis desjenigen Kegel-
schnittbischels, welcher aus
den Polarkegelschnitten @2
der samtlichen auf der
Polare p von P liegenden
Punkte Q besteht und dessen
vier Grundpunkte A, B, C
und P sind, und des zu
ihm projektiven Strahlen-
buschels P(g), dessen Grund-
punkt P also zugleich einer
der Grundpunkte des Kegel-
schnittbischels ist, und wo
einem Kegelschnitte qf des
Kegelschnittblschels, dem
Polarkegelschnitt des Punk-
tes Qi, der durch Q gehende
Strahl g*von P entspricht.
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Ferner ist P 3 auch das
Erzeugnis derjenigen Kegel-
scImittschar, welche aus den
Polarkegelschnitten G2 der
samtlichen durch den Pol P
von p gehenden Geraden g
besteht und deren vier
Grundtangenten die Seiten
von ABC und p sind, und
der zu ihr projektiven Punkt-
reihe p (Q), deren Tréager p
also zugleich eine der Grund-
tangenten der Schar ist,
und wo einem Kegelschnitt
Cr? der Schar, dem Polar-
kegelschnitt der Geraden g,
der zugleich auf gi liegende
Punkt Qi von p entspricht.

Denn der von P aus durch gi projizierte Punkt P* von p3
liegt zugleich auch auf dem Polarkegelschnitt gf von Qi =pgl
(Nr.56). Nun bilden aber (nach Satz 15 meiner Diss. S.74) die
Polarkegelschnitte g2 der samtlichen auf p liegenden Punkte Q
einen durch A, B, C und P gehenden Kegelschnittbischel, welcher
zu der Punktreihe g>(Q) und mithin auch zu dem p(Q) von P
aus projizierenden Strahlenbiischel P(g) projektiv ist.

Endlich ist p3 auch das
Erzeugnis einer auf (P)2
die von ABC um P er-
zeugte Involution,  sich
stitzenden hyperbolischen
Strahleninvolution (72
deren Doppelstrahlen also
ein Paar in (P)2 bilden, und
des zu ihr projektiven Strah-
lenblschels um denjenigen
Punkt Pi von p3 welcher
durch den in (P)2 zu dem

Endlich ist P 3 auch das
Erzeugnis einer auf Q))2
die von ABC auf p erzeugte
Involution, sich stUtzenden
hyperbolischen  Punktinvo-
lution (i)2 deren Doppel-
punkte also ein Paar in (p)2
bilden, und der zu ihr pro-
jektiven Punktreihe auf dem-
jenigen Strahl pi von P 3
welcher von p in dem in
(p)2 zu dem ersten Repra-
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ersten Repréasentanten der
Doppelstrahlen von (7)2 zu-
gepaarten Strahl p; von P
aus projiziert wird, und wo
den die Strahlen PA, PP,
PC, PP, enthaltenden
Paaren von (7)2 der Reihe
nach die Strahlen P, H,
P;P, P{C und die Tangente
von p3 in Pi im Buschel
um Pi entsprechen (wodurch
die Projektivitat zwischen
(3)2 und dem Bischel um
Pi immer bestimmt ist).

sentanten der Doppelpunkte
von (i)2 zugepaarten Punkte
Qi getroffen wird, und wo
den die Punkte P a= (p, PP),
Phg (p, PA), Pc=(p,AB),
O, = (p p;) enthaltenden Paa-
ren von (i)2 der Reihe nach
die Punkte (p;, PP), (p.
PH), (p;, AP) und der Be-
rihrungspunkt von P 3inpt
in der Punktreihe auf pt
entsprechen (wodurch die
Projektivitat zwischen (i)2
und der Punktreihe auf pt

immer bestimmt ist).

Dies folgt aus dem ersten Ergebnisse in Nr.63 und aus dem
oben (Nr. 69) Auseinandergesetzten, namlich dal? der von einer
Geraden r um P, beschriebene Strahlenbischel P;(r) zu dem-
jenigen Strahlenbiischel P(gs), welcher von dem vierten harmoni-
schen Strahle gs zu dem festen Strahle gi in bezug auf das die
beiden weitern Schnittpunkte von r mit p3 von P aus proji-
zierende Strahlenpaar von (l)2 beschneiten wird, und mithin auch
zu der von diesem Strahlenpaare beschriebenen Involution (i)2
selbst projektiv ist. In dieser Projektivitdt entsprechen aber,
weil p3 durch A, P, P und P; geht, den PA, PB, PC, PP; ent-
haltenden Strahlenpaaren von (1)2 der Reihe nach die Strahlen
P,A, PiB, Pi C und die Tangente von p3in P; im Biischel um P;.
Hierdurch ist nun die Projektivitdt immer bestimmt, wenn auch
etwa PP und PP ein Strahlenpaar in (i)2 bilden sollen; da
dann P; der dritte Schnittpunkt Pa von P P mit p3 sein missen
wird und also die beiden Strahlen PP; & PPaund PA, die das
durch PP und PP harmonisch getrennte Strahlenpaar von (P)2
bilden (Nr.4 und 5), die Doppelstrahlen von (1)2 sein werden;
mithin gehoren immer die vier Strahlen PA, PB, PC, PPj
mindestens drei voneinander verschiedenen Paaren von (i)2 an.

Die Kurve p3 ist auch Der Buschel P 3 wird
der Ort der Beridhrungs- auch aus den Tangenten in
punkte der aus P an die den Schnittpunkten von p

K«
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samtlichen Kegelschnitte
derjenigen Schar gehenden
Tangenten, welche Schar
aus den Polarkegelschnitten
G2 der durch P gehenden
Geraden g besteht und deren
Grundtangenten also die
Seiten von ABC und die
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mit den samtlichen Kegel-
schnitten desjenigenBuschels
gebildet, welcher aus den
Polarkegelschnitten g2 der
auf p liegenden Punkte Q
besteht und dessen Grund-
punkte also die Ecken von
ABC und der Pol P von p

Polare p von P sind. sind.

Denn nach Hilfssatz 2 (Nr.52) muf3 rechts die Tangente in
einem Schnittpunkte QX von p mit etwa dem Polarkegelschnitt gf
von Q derjenige Strahl von (X sein, welcher in der von ABC
um QX erzeugten Involution (O*)2 dem Strahle QxQi, also p, zu-
gepaart ist, und mithin der durch Qx gehende Strahl von P 3
(Siehe auch meine Diss. Nr. 25, S. 70.)

82. Nunmehr wollen wir zeigen, da3 auch, umgekehrt, jede
beliebige Kurve dritter Ordnung mit isoliertem Doppelpunkte
der Ort derjenigen Punkte ist, welche dem isolierten Doppel-
punkte zugepaart sind in den von einem gewissen Dreiecke auf
den samtlichen durch den Doppelpunkt gehenden Geraden in der
oben (Nr. 4) angegebenen Weise erzeugten Punktinvolutionen
zweiten Grades und welche Punkte also dem isolierten Doppel-
punkte konjugiert sind in bezug auf jenes Dreieck (Nr.46), und
mithin eine solche Kurve ist, wie die von uns behandelte p3
und dal dual jeder beliebige Strahlenblschel dritter Ordnung
mit isoliertem Doppelstrahle ein solcher ist, wie der von uns
behandelte P 3

Ist ndmlich C3 eine beliebige Kurve dritter Ordnung mit
einem isolierten Doppelpunkte, der etwa P heiRe, und sind Wu
W2 W3 die bekanntlich in einer Geraden liegenden Wendepunkte
von C3 Wj, w2 iv3 deren harmonische Polaren und X, I, Z der
Reihe nach die BerUhrungspunkte der aus Tr5 T2 W3 an 6’3
gehenden Tangenten, so gehen bekanntlich YZ durch WU ZX
durch W2, X Y durch W3, u\ durch X, iv2 durch I, u3 durch Z
und es schneiden sich auflerdem uv w2 w3 im Doppelpunkte P;
mithin muB, weil N\ von W1 durch W2 und W8 und mithin durch
XY und XX, ic2 von W2 usw. harmonisch getrennt sind, die
Gerade WIW2WS3 die Polare von P in bezug auf das Dreieck
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XY Z sein; Wly W2 W3 sind also die Schnittpunkte der Seiten
von XY Z mit der Polare von P in bezug auf XY Z. Konstruieren
wir nun die dem Punkte P in bezug auf das Dreieck XY Z zu-
gehdrige (Satz 33 in Nr.78) Kurve dritter Ordnung p3 so geht
diese Kurve nach Satz 33 durch XY Z, hat P zum isolierten
Doppelpunkt und die Schnittpunkte der Seiten von XY Z mit
der Polare von P in bezug auf XY Z, also WL, W2, WK, zu den
Wendepunkten und wird in X, Y, Z von X W, YW 2 ZW 3 tan-
giert. Demnach hat C3 neun Punkte und auf3erdem noch den
isolierten Doppelpunkt P mit p3 gemein und muR also mit dieser
identisch sein.

Wir sehen also, dal? jede beliebige Kurve dritter Ordnung
mit isoliertem Doppelpunkte der Ort derjenigen Punkte ist, welche
dem isolierten Doppelpunkte konjugiert sind in bezug auf das
Dreieck der Beriuhrungspunkte der drei aus den Wendepunkten
an die Kurve gehenden Tangenten, und also als die dem iso-
lierten Doppelpunkte in bezug auf jenes Dreieck zugehdrige
Kurve dritter Ordnung aufgefalRt werden kann; und dual far
einen beliebigen Strahlenbischel dritter Ordnung mit isoliertem
Doppelstrahle.

Alle far p3 und P 3 gefundenen Resultate gelten mithin fur
beliebige Kurven und Strahlenbischel dritter Ordnung mit iso-
liertem Doppelpunkte bzw. Doppelstrahle.

§1*,

83. Der Hilfssatz 1 (Nr.47), auf dem sich unsere ganze
Untersuchung der p3 und P 3 stitzt, gewahrt uns auch ein Kri-
terium der Realitdt und der Lage der drei gemeinschaftlichen
Punkte einer beliebigen durch keine Ecke von AB C gehenden
Geraden und p3 bzw. der drei gemeinschaftlichen Strahlen eines
beliebigen auf keiner Seite von ABC liegenden Punktes und P 3

Sind namlich Pt, Pk, Pj die drei Schnittpunkte irgendeiner
durch keine Ecke von ABC gehenden Geraden | mit p3
(und sind also nach unserer Bezeichnupg gy= PPi, gk=PBKk
gi=PPi und Gi, Gk Gi deren Pole vn=GKkGu vxi= GxGiy
vic= GiGk und VKU Vu, Vik deren Pole), so miissen nach dem
Hilfssatze 1 die drei Pole VKX Vu, V{k auf | liegen. Weil aber
die von ABC um VK erzeugte Strahleninvolution (Vki)2 zu den
von ABC auf gkund gx erzeugten Punktinvolutionen %2 und
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(gif- perspektiv ist und ebenso (Vu)2 zu (gif und (p,)2 (F~)2 zu
( )2und (g (nach Satz 3 in Nr.10) und die Gerade |, auf der
Fki, Fu, Fifcliegen, durch die zu P in (p*)2 (g, (0i)2 zugepaarten
Punkte P,, Pk Pj geht, so muR die Gerade / zu der Yerbindungs-
geraden FfcjP zugepaart sein in (Vki)2 zu FitP in (Fh)2 und zu
VikP in (F-fe)2 Es gehen daher die drei Strahlen VuP, FZP,
FtficP des zu | in bezug auf ABC zugehdrigen Strahlenbiischels
dritter Ordnung P 3 durch P, den isolierten Doppelpunkt von p3

Nun sind nach Nr.56 P,Ffd, PkVu, PiVik die drei Paar
Schnittpunkte von | mit den Polarkegelschnitten gf von Qi=pg{
g2 von Qk~pgk g2von Q = pgi, welche Polarkegelschnitte einem
und demselben Buschel angehdéren, nédmlich dem aus den Polar-
kegelschnitten der sdmtlichen auf p liegenden Punkte bestehenden
Kegelschnittbiischel (dessen Grundpunkte A, B, C und P sind).
Mithin sind PiVki, PkVu, PiV{k drei Punktepaare einer Involution,
namlich der durch jenes Kegelschnittbuschel in | eingeschnitten
oder, was dasselbe ist, der durch das Viereck AB CP der Grund-
punkte jenes Kegelschnittbiischels auf | festgelegten Involution.
Es mul? daher, wenn zwei der drei Punkte P,, Pk, P* oder alle
drei einander unendlich benachbart sind oder wenn zwei dieser
drei Punkte konjugiert-imaginar sind, das Namliche auch von den
drei andern Punkten Vki, Vu, Fit und mithin auch von den
diese drei Punkte mit P verbindenden Strahlen VktP, VuP, FAP
gelten; und umgekehrt (dasselbe kann auch in derselben Weise
bewiesen werden, wie oben in Nr.50). Also haben wir;

Satz 36. Eine beliebige, durch keine Ecke von ABC
gehende reelle Gerade | hat mit p3 der zu P in bezug
auf ABC zugehorigen Kurve dritter Ordnung, einen
reellen und zwei konjugiert-imagindre Punkte gemein, oder
drei reelle und voneinander verschiedene, oder drei reelle,
von denen zwei aber unendlich benachbart sind, wo | also
eine Tangente an p3 ist, oder endlich drei reelle, einander
unendlich benachbarte, wo | also eine der drei Wende-
tangenten an p3 ist, je nachdem von den drei gemeinschaft-
lichen Strahlen von P, dem isolierten Doppelpunkte von p3
und P3 dem zu | in bezug auf ABC zugehérigen
Strahlenbischel dritter Ordnung, einer reell und die beiden
andern konjugiert-imaginar sind, oder alle drei reell und
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voneinander verschieden, oder alle drei reell, deren zwei
aber unendlich benachbart sind, wo P also ein Bertihrungs-
punkt von L 3 ist, oder endlich alle drei reell und einander
unendlich benachbart sind, -wo P also einer der drei Riick-
kehrpunkte von L 3 ist; und umgekehrt.

84. Diesem Kriterium koénnen wir noch eine andere Fassung
geben.

Nach dem Ergebnisse in Nr.62 wird namlich jeder reelle
Strahl Z von X3 durch die beiden auf ihm liegenden Beriihrungs-
punkte (aufBer seinem eigenen) von L3 in zwei Strecken geteilt,
von denen eine, und zwar die von 7 getroffene Strecke nur solche
Punkte enthélt, durch die nur ein einziger reeller Strahl von X3
namlich der Strahl Z selbst, geht, und die andere Strecke nur
solche Punkte enthalt, durch die drei reelle Strahlen von X3
also auller 7, noch zwei reelle, gehen. Weil nun die Strahlen des
Buschels dritter Ordnung X3 die ganze Ebene uberdecken und
stetig aufeinander folgen und die Berihrungspunkte von X3gleich-
falls stetig aufeinander folgen und eine von X3 eingehillte Kurve
dritter Klasse bilden, so mussen auf jeder beliebigen reellen Ge-
raden d der Ebene von X3 sowohl die nur je einen reellen Strahl
von X3 enthaltenden Punkte, die die Schnittpunkte von d mit den
von Z getroffenen Strecken der Strahlen von X3 sind, wie auch die
je drei reelle Strahlen von X3 enthaltenden Punkte, welche letztere
die Schnittpunkte von d mit den von Znicht getroffenen Strecken
der Strahlen von X3 sind, je stetig aufeinander folgen; und zwar
werden die ersteren Punkte von den letzteren, wenn eventuell
auf d Punkte beider Art vorhanden sind, durch Berihrungspunkte
von X3 getrennt sein missen. Man kann daher von einem Punkte
der einen Art zu keinem Punkte der andern Art gelangen, ohne
die von X3 eingehillte Kurve dritter Klasse zu Uberschreiten.
Mithin werden in der Ebene von X3 die kontinuierlichen Bereiche
der Punkte der einen Art von den kontinuierlichen Bereichen der
Punkte der zweiten Art durch die von X3 eingehtllte Kurve dritter
Klasse, die die gemeinsame Grenze dieser Bereiche ist, getrennt.
Wir koénnen nunmehr sagen, dal die Punkte der ersten Art,
nadmlich die nur je einen reellen Strahl von X3 enthaltenden
Punkte, innerhalb der von X3 eingehillten Kurve liegen, da-
gegen die Punkte der zweiten Art aufRerhalb.
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Hiernach geht der Satz 36 Uber in

Satz 37. Eine beliebige, durch keine Ecke von ABC
gehende reelle Gerade | hat mit p3 der zu P in bezug
auf ABC zugehdrigen Kurve dritter Ordnung, einen
reellen und zwei konjugiert-imagindre Punkte gemein, oder
drei reelle und voneinander verschiedene, oder ist eine ein-
fache Tangente an p3 oder ist endlich eine Wendetangente
an p3 je nachdem P, der isolierte Doppelpunkt von p3 inner-
halb, oder auBerhalb, oder auf der von L3, dem zu | in
bezug auf ABC zugehorigen Strahlenbischel dritter
Ordnung, eingehtllten Kurve dritter Klasse liegt, ohne ein
Rickkehrpunkt derselben zu sein, oder endlich ein Ruck-
kehrpunkt dieser Kurve ist; und umgekehrt.
In jedem der letzten zwei Satze steht die Umkehrung dem

direkten dual gegentber.

85. Die drei Punkte, in denen eine durch keine Ecke
ABC gehende Gerade | von p3 geschnitten wird, und die drei
durch P gehenden Strahlen von L3 stehen (nach Nr. 83) in fol-
gendem Zusammenhang:

Satz 38. Jeder der drei Schnittpunkte einer durch keine

Ecke von ABC gehenden Geraden | mit p3 ist zu einem

der drei Schnittpunkte von | mit den durch P, den isolierten

Doppelpunkt von p3, gehenden Strahlen von L3, dem zu |

in bezug auf ABC zugehorigen Strahlenbuschel dritter

Ordnung, zugepaart in der durch das vollstdéndige Viereck

AB CB in | eingeschnittenen Punktinvolution. Oder, was

auf dasselbe herauskommt: Jeder der drei durch P gehenden

Strahlen von L3 ist zu einem der drei Verbindungsgeraden

von P mit den auf | liegenden Punkte von p3 zugepaart in

der um P durch das vollstandige Vierseit abcl festgelegten

Strahleninvolution {abc = AB C).

Dieser Satz liefert nun die erstfolgende lineare Ldsung der

Aufgabe 24. Einen der drei Schnittpunkte von p3 mit
einer beliebigen, durch keine Ecke von ABC gehenden

Geraden | zu bestimmen, wenn einer der drei durch P

gehenden Strahlen von L3 bekannt ist.

Auflésung 1. Man ermittelt denjenigen Punkt auf Z

welcher zu dem Schnittpunkte des bekannten, durch P

von
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gehenden Strahles von P 3 mit | zugepaart ist in der durch
das Viereck AB CP in | eingeschnittenen Involution; dieser
Punkt wird einer der Schnittpunkte von | mit p 3 sein.

Auflésung 2. Man ermittelt die Polare (in bezug auf
A B C) des Schnittpunktes von | mit dem bekannten, durch
P gehenden Strahle von P 3 bringt diese Polare zum Schnitt
mit p, der Polare von P, und verbindet den letzten Schnitt-
punkt mit P durch eine Gerade; alsdann wird der Schnitt-
punkt dieser Geraden mit | zugleich einer der Schnittpunkte
von | mit p3 sein.

Die zweite Losung ergibt sich daraus, dal3 der Schnittpunkt
von | mit dem bekannten, durch P gehenden Strahle von P 3, welcher
Schnittpunkt etwa Vu sei, nach Nr. 83 auf dem Polarkegelschnitt
g2 von Qi liegt und seine Polare vki also durch Qi geht, wo Qi
der Schnittpunkt von p mit demjenigen Strahle Q ist, welcher
den auf | liegenden Punkt P, von p3 mit P verbindet.

Wenn also alle drei durch P gehenden Strahlen von P3
bekannt sind, kann man, wie eben gezeigt, durch lineare
Konstruktionen alle drei auf | liegenden Punkte von p3 aus-
findig machen. Sind aber nur zwei jener drei Strahlen
bekannt, so ermittelt man auf diesem Wege zwei der drei
Schnittpunkte von | mit p3 der dritte wird dann wie in der
linearen Aufgabe 4 (Nr.61) gefunden. Ist endlich nur einer
jener drei Strahlen bekannt, so ermittelt man einen der drei
Schnittpunkte von | mit p3 wie in der linearen Aufgabe 24,
sodann die beiden andern Punkte wie in der quadratischen
Aufgabe 1 (Nr. 51, 61).

86. Wenden wir den Satz 37 auf die unendlich ferne Gerade s
an, was aber nur dann gestattet ist, wenn keine der Ecken von
ABC im Unendlichen liegt, so ergibt sich:

Satz 39. Sind alle drei Ecken von ABC eigentliche
Punkte der Ebene und ist P irgendein auf keiner Seite
von ABC liegender Punkt der Ebene, so ist die zu P
in bezug auf ABC zugehotrige Kurve dritter Ordnung p3
unvollstandig hyperbolisch, Uberschiissig hyperbolisch oder
parabolisch - hyperbolisch oder endlich eine divergierende
Parabel, je nachdem P innerhalb, auRerhalb oder auf der®



Nr. 86, 87 Uber eine neue, spezielle Erzeugunfisart usw. 177

jenigen Kurve dritter Klasse, welche von dem zu der un-
endlich fernen Geraden s® in bezug auf ABC zugehdrigen
Strahlenbuischel eingehtllt wird, liegt, ohne jedoch ein
Rickkehrpunkt dieser Kurve zu sein, oder endlich ein Rick-
kehrpunkt derselben ist. Die Kurve p 3 ist sicher Uberschissig
hyperbolisch, wenn P innerhalb des Dreiecks ABC liegt.

Das letzte ergibt sich aus dem spatem Satze 40 (Nr. 87),
da in diesem Falle P mit dem Schwerpunkte S von ABC, dem
Pole von s@ in bezug auf A B C, in einem und demselben Dreiecks-
gebiete liegen.

Weil die Wendepunkte von p3 die Schnittpunkte von p, der
Polare von P in bezug auf ABC, mit den Seiten von ABC sind
(Satz 33 in Nr.78) und der Pol der unendlich fernen Geraden s®
in bezug auf ABC der Schwerpunkt S von ABC ist, so erhellt:

Auf der urendlich fernen Geraden s@ liegt dann und
nur dann einer der drei Wendepunkte von p3 oder alle drei,
wenn P auf einer der drei Mittellinien von ABC liegt
bzw. wenn P der Schwerpunkt S von ABC st

Ist nun einer der drei durch P gehenden Strahlen von
% bekannt, so konnen, wie in voriger Nummer gezeigt
wurde, sédmtliche Asymptotenrichtungen von p3 ermittelt
werden, sodann die Asymptoten selbst und die Tangential-
punkte der unendlich fernen Punkte von p3 und also auch
die Begleiterin der unendlich fernen Geraden s@ wie in den
Aufgaben 3 und 5 (Nr. 51, 61).

87. Wir wollen noch ein positives Kriterium der Realitat
aller drei Schnittpunkte einer reellen Geraden mit p3 angeben;
dieses lautet:

Satz 40. Jede reelle Gerade, deren Pol (in bezug auf
ABC) innerhalb des P, den isolierten Doppelpunkt von p 3
enthaltenden Dreiecksgebietes von AB C liegt, was aber dann
und nur dann eintritt, wenn die Gerade in jenes Dreiecks-
gebiet (die Begrenzung mitgerechnet) nicht eindringt (s. Nr.1),
hat mit p3 drei reelle, und zwar voneinander verschiedene
Punkte gemein.

Beweis. Ist etwa | eine solche Gerade, liegt also ihr Pol L

mit P im Innern eines und desselben Dreiecksgebietes (wonach /
Berliner, Habilitationsschrift. 32
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sicher durch keine Ecke von ABC gehen kann), so ist (nach Nr.2)
der ganze Polarkegelschnitt L2von | im Innern dieses Dreiecks-
gebietes enthalten, wahrend dieses Innere ganz dem Innern
des Polarkegelschnitts p2 von P angehort. Es liegen daher alle
Punkte G von p2 auBerhalb L2 und folglich (s. Satz 7 meiner
Dissertation, S.52) muR3 | samtliche Polarkegelschnitte g2 der
auf p2 liegenden Punkte G in je zwei reellen und voneinander
verschiedenen Punkten schneiden. Nun muf3 aber die reelle
Gerade | mit p3 mindestens einen reellen Punkt, etwa den von
P aus durch < projizierten Punkt P* gemein haben und mithin
(weil 7, wie wir soeben sahen, den Polarkegelschnitt g\ von 6r;
von dem auf p2 liegenden Pole von git in zwei reellen und von-
einander verschiedenen Punkten schneidet) nach Satz 23 in Nr. 51
noch zwei reelle und voneinander verschiedene Punkte, von
denen mindestens einer, etwa der von P aus durch gk projizierte
Punkt P& von P, verschieden sein muf3 (der andere ware nur
dann dem Pi unendlich benachbart, wenn einer der beiden
Schnittpunkte von | mit g? Ti ware). Es muR aber auch der
andere der letzten zwei gemeinschaftlichen Punkte von | und p3,
der von Pk verschiedene, von P* verschieden sein; denn | schneidet
auch den Polarkegelschnitt gl von Gk in zwei reellen und von-
einander verschiedenen Punkten, und folglich missen auch die
beiden Schnittpunkte (auer PK von | mit p3, welche, wie wir
sahen, von Pk verschieden sind und von denen einer Pi ist, von-
einander verschieden sein. Es sind also alle drei Schnittpunkte
von | mit p3 reell und voneinander verschieden, was zu be-
weisen war.

§13.

88. Mit Hilfe der Satze 33 (Nr.78), 28 und 29 (Nr. 70)
sich nun ein neues Kriterium der Realitdt und der Lage der drei
gemeinsamen Punkte irgendeiner Geraden und p3 bzw. der drei
gemeinsamen Strahlen irgendeines Punktes und P 3 ableiten.

Sind namlich P und p Pol und Polare in bezug auf ABC,
so besteht P3 der zu p in bezug auf ABC zugehorige Strahlen-
blschel dritter Ordnung, aus den Polaren der Punkte von p3 der
zu P in bezug auf ABC zugehoérigen Kurve dritter Ordnung
(Satz 33); mithin hat irgendein Punkt K mit P 3 diejenigen drei
Strahlen p,, pk px und nur diejenigen drei gemein, welche die

laR1
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Polaren (in bezug auf ABC) der drei weitern (aul3er den Ecken
von ABC, die gemeinsame Punkte der p3 und des Polarkegel-
schnitts eines jeden Punktes sind) gemeinsamen Punkte P,, Pk, Px
von k2, dem Polarkegelschnitt von K in bezug auf ABC, und
p 3 sind.

Leiten wir nun in der in Satz 28 angegebenen Weise aus dem
Polarkegelschnitt k2 der mit p3 die Ecken von AB C gemein hat,
etwa den durch die Punkte P'h=ppB=p(PB) und P'c=pp0=p(PC)
und mithin nach Satz 28, weil A selbst der Pol von PA ist, auch
durch A gehenden Kegelschnitt k2 ab, so wird nach Satz 28
k2 mit p3 auBer den Ecken von ABC noch diejenigen drei
Punkte Pi, Pk Pi und nur diejenigen drei gemein haben, welche
von P, dem isolierten Doppelpunkte von p3 aus durch die Polaren
Q, 9 (in bezug auf AB C) der drei weiteren (aufBer der Ecke A)
gemeinsamen Punkte G{, Gk, Gxvon k2 und p2, dem Polarkegel-
schnitt von P in bezug auf ABC, projiziert werden.

Folglich haben wir:

I. Ein beliebiger Punkt K hat mit P 3 diejenigen drei
Strahlen pt, pk pxund nur diejenigen drei gemein, welche
die Polaren (in bezug auf ABC) derjenigen drei Punkte
Pi, Pk Pi von p3sind, welche Punkte von P, dem isolierten
Doppelpunkte von p3, aus durch die Polaren y{, gk, gx (in
bezug auf AB C) der drei weiteren (auBer A) Schnittpunkte
Gi, Gk, Gi von k2 und p2 projiziert werden.

Oder, wenn man beachtet, dal nach Satz 33 die Pi, Pk Pi
von P aus projizierenden Strahlen g{, gk, gx durch die Schnitt-
punkte Q{=ppi, Qk=ppk, Qi =PPi gehen missen, wenn Px Pk, P x
die Pole von px pk pi sind:

Il. Ein beliebiger Punkt K hat mit P 3 diejenigen drei
Strahlen px pk, pi und nur diejenigen drei gemein, welche
von p in denjenigen Punkten Qi, Qk, Qxgeschnitten werden,
in welchen Punkten der Reihe nach p zugleich von den
durch P gehenden Polaren g, gk gx (in bezug auf ABC)
der drei weiteren (auBer A) Schnittpunkte Gi, Gk, Gxvon
K2 und p 2 geschnitten wird.

89. Nun ist der Bischel der Polaren | um den Punkt K zu
der krummen Punktreihe der Pole L auf dem Polarkegelschnitt k2
projektiv (Nr. 2), wo in dieser Projektivitdt den drei gemeinsamen

12~
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Strahlen jp;, pk, pi von K und P3 die drei weiteren (auBer den
Ecken von ABC) Schnittpunkte P,, Pfg Pi von Z2 und p3 ent-
sprechen mussen; da die Pole der Strahlen von P 3 auf p3 liegen.
Ferner sind (nach Nr.70) die beiden Punktreihen auf T2 und k2
projektiv, wenn jedem Punkte L von 22 derjenige Punkt A auf k2
zugewiesen wird, welcher von P b aus durch die Polare des zweiten
Schnittpunktes von BL mit p'b, dem durch B gehenden Polar-
kegelschnitt von P&, projiziert wird; wo in dieser rrojektivitat
den drei weiteren (auBer den Ecken von ABC) Schnittpunkten
Pi, PA P{ von Z2 und p3 die drei weiteren (aufler A) Schnitt-
punkte G,, 6rfic Gi von k2 und p2 entsprechen missen, da nach
Nr. 70 die drei letzteren Schnittpunkte Gi, Gk, Gi von Pi, aus
durch diejenigen drei Geraden projiziert werden, welche die Po-
laren der zweiten Schnittpunkte von pi2 und der drei Verbindungs-
geraden PP,, PPfc, BPi sind.

Folglich ist auch der Strahlenbischel K(J) zu der krummen
Punktreihe k2 (A) projektiv, wenn jedem Strahle | von K derjenige
Punkt A von k2 zugewiesen wird, der von Pf, aus durch die Polare
des zweiten Schnittpunktes von BL (wo L der Pol von | ist)
und pb projiziert wird; und in dieser Projektivitat werden den
drei gemeinsamen Strahlen pi, pk, Pi von K und P3 die drei
weiteren (auBBer A) Schnittpunkte 6rt, Gk Gi von k2 und p2 ent-
sprechen.

Mithin haben wir nach I (Nr.88), da aufeinanderfolgenden
Elementen in einem von zwei projektiven Gebilden stets aufein-
anderfolgende Elemente im zweiten Gebilde entsprechen miussen:

Satz 41. Sind P und p Pol und Polare in bezug auf
ABC, p3 und P 3 die zu P bzw. der zu p in bezug auf
A BC zugehorige Kurve bzw. Strahlenbischel dritter Ordnung,

und ist
| irgendeine beliebige Ge- K irgendein beliebigerP unkt,
rade, so hat | mit p3 so hat K mit P3

einen reellen und zwei konjugiert imaginare
Punkte Strahlen

gemein, oder drei reelle und voneinander verschiedene, oder
drei reelle, von denen zwei unendlich benachbart sind (wo
also
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| eine Tangente von p 3 ist),
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K ein Berdhrungspunkt von
P 3 ist),

oder endlich drei reelle unendlich benachbarte (wo also

| eine Wendetangente von
p3 ist),

K ein Riuckkehrpunkt von
P 3 ist),

je nachdem der aus dem Polarkegelschnitt (in bezug auf

ABC)

L2 von | abgeleitete, von
Pb, Pc und mithin auch von
der Seite a tangierte Kegel-
schnitt A2mit P 2 demPolar-
kegelschnitt von p in bezug
auf ABC, auRer a noch
eine reelle und zwei kon-
jugiert-imaginére Tangenten

k2 von K abgeleitete, durch
P&, Pc und mithin auch
durch die Ecke A gehende
Kegelschnitt k2 mit p2 dem
Polarkegelschnitt von P in
bezug auf ABC, auller A
noch einen reellen und zwei
konjugiert-imaginare Punkte

gemein hat, oder drei reelle und voneinander verschiedene,
oder drei reelle, von denen zwei unendlich benachbart sind

(wo also A2von P 2in einem
nicht auf a gelegenen Punkte
einfach oder im Beriuh-
rungspunkte von a

(wo also k2 von p2 in einem
von A verschiedenen Punkte
einfach oder in A

dreipunktig berthrt wird), oder endlich drei reelle unendlich

benachbarte (wo also

A2 von P 2in einem nicht
auf a gelegenen Punkte drei-
punktig oder im Bertihrungs-
punkte von a vierpunktig
bertuhrt wird).

Bemerkung.

K2 von p2 in einem von A
verschiedenen Punkte drei-
punktig oder in A Vvier-
punktig beridhrt wird).

Eine Ausnahme hiervon machen nur (links)

die durch P gehenden Geraden und (rechts) die auf p liegenden
Punkte, indem dann die zwei gemeinsamen konjugiert-imaginaren
Punkte der Geraden und p3 in einem einzigen reellen Punkte,
namlich im isolierten Doppelpunkte P von p3, zusammenfallen,
und dual rechts (vgl. oben Nr. 59).

0. Den aus dem Polarkegelschnitt k2 von K abgeleiteten
Kegelschnitt k2 kénnen wir auch, ohne Vermittlung von k2 direkt
konstruieren, wenn nur der Punkt K gegeben ist.
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Nach Nr. 70 wird der abgeleitete, durch Pi, Pi und mithin
auch durch A gehende Kegelschnitt k2 aus dem ABC um-
schriebenen Polarkegelschnitt k2 dadurch gewonnen, daR man zu
jedem Punkte L von k2 den Schnittpunkt A der beiden durch
Pi bzw. durch P'c gehenden Polaren der zweiten Schnittpunkte
von BL mit pb und von CL mit p[? ermittelt; der Ort dieser
Schnittpunkte A wird dann der Kegelschnitt k2 sein. Nun ist
die Polare eines jeden auf B L liegenden Punktes von B L durch
die beiden ubrigen Ecken C und A harmonisch getrennt; mithin
muf3 die durch K gehende Polare | eines Punktes L von k2 und
ebenso die durch P'b gehende Polare des zweiten Schnittpunktes
von B L mit pb von B L durch C und A harmonisch getrennt
sein. Folglich muB3 die durch Pb gehende Polare des zweiten
Schnittpunktes von BL und pb durch Lb, den Schnittpunkt der
Dreieckseite b= CA und 7, gehen und also mit der Geraden
P bL b identisch sein. In derselben Weise erkennt man, daR die
durch Pi gehende Polare des zweiten Schnittpunktes von CL
und pc mit der Geraden P'Lc wo Lc=cl = (AB)I ist, identisch
sein mulR. Mithin ist A der Schnittpunkt der beiden Geraden
P'bLb und P'cLc

Folglich erhalten wir den abgeleiteten Kegelschnitt k2 auch
dadurch, daR wir zu jedem Strahle | von K, der von den Dreieck-
seiten b und ¢ in den Punkten Lb und Lc geschnitten wird, den
Schnittpunkt A der beiden Geraden PiLb und P'CLC ermitteln;
der Ort dieser Schnittpunkte A wird dann k2 sein.

Es mussen daher die beiden Schnittpunkte (b, KP'G und
(c, KPi) auf k2 liegen. Denn, wenn ein Strahl J von K durch
P'c geht, wenn also | = KP'Cist, mu3 PiLc= (Pc,7¢c)=KP'c=1
und mithin A = (P'bLb, P'QLQ = (PbLb,1) = Lb=1b = (KP'Ch)
sein; und ebenso muB, wenn | = KPb ist, der entsprechende
Punkt A & (KPi,c) sein. Ferner missen die Tangenten von k2
in den beiden Punkten Pi und P'c diejenigen beiden Geraden
sein, von denen die eine Pb mit dem Schnittpunkte (b, KPQ
verbindet und die andere P'c mit dem Schnittpunkte (c, K Pb),
wo Pb=pb und Pc=pc ist. In der Tat liegt auf jeder durch
Pb gehenden Geraden x auf3er Pb noch ein zweiter Punkt von
k2, nadmlich derjenige Punkt A, welcher dem Strahle 7= {K,xb)
entspricht, dagegen liegt auf der Geraden Phb(b,K P9 auRer Pb
mehr kein Punkt von k2; da, wenn X & Pi(b,KPi) ist und mithin
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dann | = {K, xb) = K{b, KPG = KPCund Lc= Ic &Pn der ent-
sprechende Punkt A g\PbLh P'CLQ = (P6P§ P(P Q & (PbLhp)
= P o sein muB; und ebenso liegt auf der Geraden P'c(c,K P b)
auBer P« mehr kein Punkt von k2

Wir sehen also,,
da der Kegelschnitt k2 durch die finf Punkte A, Ph P¢
6, KPQ, (c, KPb geht und in P3 und P, von den Geraden
Pi, (b, K P¢) und P'c(c, K P b tangiert wird, wodurch k2 schon
Uberbestimmt ist.

Zugleich sehen wir (da nach Nr. 70 die Schnittpunkte 6,

Gi von k2 und p2 zugleich die Schnittpunkte der durch Pb
und Pc gehenden Polaren der zweiten Schnittpunkte von P Pi
mit p&® und von CP? mit pt2 bzw. von B Pk mit jij,2 und von
CPk mit p? bzw. von B Pt mit p2 und von CPt mit p'2 sein
mussen), dal die Aussage | (Nr. 88) auch durch die folgende
ersetzt werden kann.

. Ein beliebiger Punkt K hat mit P 3 diejenigen drei
Strahlen pi, pk, pxund nur diejenigen drei gemein, welche
die drei Schnittpunkte der Dreieckseite b mit den drei
Geraden PbGi, Pd6rf Pi, Gx der Reihe nach mit den drei
Schnittjiunkten der Dreieckseite ¢ mit den drei Geraden P'c Gi,
Pc Gk Pc Gi verbinden, also b(PbGi) mit c{P'cGY, b(Pi, GK
mit c{P'cGK) und b{PbG» mit c(P' Gi), wo Gi, Gk, Gxdie
drei weiteren (aufRer A) Schnittpunkte von k2 mit p2 sind.

9L Zugleich haben wir neue Ldsungen einiger friheren
Aufgaben gewonnen; diese Lésungen wollen wir aber wieder nur
fur p3 angeben, fur P 3 missen sie dualisiert werden.

Auflésung 2 der Aufgabe 23 (Nr. 79). Man verbindet
den Schnittpunkt Ip'c mit der Ecke B und Ip'B mit C durch
die Geraden (P, Ipt) und (C,IpB), wo pB=PPb=P(bp)
und p'c=P Pc=P(cp), sodann ermittelt man die drei
weiteren gemeinsamen Tangenten ¢f, gk, gx desjenigen Kegel-
schnitts A2 welcher von den fiinf Geraden a, p'B, p'c, (B,lIp'c)
und (U,lpB) tangiert wird, und des Polarkegelschnitts P 2
von p (in bezug auf ABC), von welchen beiden Kegel-
schnitten eine gemeinsame Tangente, namlich die Dreieck-
seite a, bekannt ist, bringt dann gt, gk, gxzum Schnitt mit
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etwa p'B und verbindet diese drei Schnittpunkte mit B durch
Gerade; alsdann werden die drei Schnittpunkte P,, Pk und
Pt dieser Geraden B{p'Bqg), B(p'Bgk) und B(p'Bql) mit I
die gesuchten gemeinsamen Punkte von | und p3 sein.

Diese Losung ergibt sich unmittelbar aus der Aussage Il
(Nr. 90), wenn dieselbe dualisiert wird.

Sind ein oder zwei Schnittpunkte von | und p3 bekannt, so
kénnen dementsprechend eine oder zwei der gemeinsamen Tan-
genten von A2und P 2 nach Ill linear ermittelt werden, und es
kommt dann nur noch auf die Ermittlung der zwei noch un-
bekannten Tangenten bzw. der einen noch unbekannten Tangente
an. Diese Ermittlung kann aber durch die folgende Bemerkung
vereinfacht werden.

Das von P an A2 gehende Tangentenpaar p'sp'c5das von P
an P 2 gehende, aus den beiden konjugiert-imagindren Doppel-
strahlen der von ABC erzeugten Involution (P)2 bestehende
(Nr. 2) Tangentenpaar, das P mit den beiden Schnittpunkten aqi
und gkg, verbindende Geradeupaar und das P mit den beiden
Schnittpunkten agkund i verbindende Geradenpaar bilden vier
Strahlenpaare derjenigen Involution (7)2 um P, welche von dem
aus den gemeinsamen Tangenten von A2 und P 2 gebildeten voll-
standigen Yierseit aqigkql erzeugt wird; die beiden Doppelstrahlen
von (/)2 sind also pAg PA und pA=PPn (wo Pag ap ist),
da pApA dasjenige Strahlenpaar von (P)2 ist, das durch p3 und
p'c harmonisch getrennt ist (Nr. 4). Ferner muf} die Verbindungs-
gerade der beiden Pole der Geraden P(qgkql) in bezug auf A2und
P2 durch den Schnittpunkt gkgl gehen, da jeder jener beiden
Pole von P(gkql) durch die beiden gemeinsamen Tangenten gk
und gt der Kegelschnitte A2 und P 2 harmonisch getrennt sein muf3.

Hieraus ergeben sich nun die folgenden Ldsungen:

Auflésung 3 der Aufgabe 1 (Nr. 51). Man verbindet
Pi mit den Ecken B und C durch die Geraden B Pi = p.’"
CPi = piC, dann die beiden Schnittpunkte p'BpiB und p'cpic
durch die Gerade gr, sodann ermittelt man denjenigen durch
P gehenden Strahl x, welcher von P{aqi), dem P mit dem
Schnittpunkte der Dreieckseite a und ¢. verbindenden Strahle,
durch pA und p'A harmonisch getrennt ist, und dessen beide
Pole X' und X" in bezug auf P 2 den Polarkegelschnitt
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von p, und denjenigen Kegelschnitt, welcher von a, pB*"p'G
g. und etwa der Geraden (P, rp'c) tangiert wird (wobei nach
Nr. 2 der Pol X' von X in bezug auf P 2 der Schnittpunkt
von p mit dem zu x in (P)2 zugepaarten Strahle sein wird),
und dann die beiden aus x (X' X"), dem Schnittpunkte von
x und der X' mit X" verbindenden Geraden, an P 2 gehenden
Tangenten gk und ¢ alsdann verbindet man etwa die Ecke
B mit den beiden Schnittpunkten gkp'B und glpB durch die
Geraden B(gko'B) und B{qlpR) und bringt diese beiden
Geraden zum Schnitt mit der Geraden r in den Punkten
Pt und PX diese Punkte Pk und Px werden dann die ge-
suchten Schnittpunkte von r und p3 sein.

Auflésung 3 der Aufgabe 4 (Nr. 61). Man verbindet
die beiden Punkte Pk und Pxvon r mit den Ecken B und
C durch die Geraden BP k=pkB, CPk=pkC, BPx~pIB
und CPt=plc, dann die beiden Schnittpunkte pBpkB und
PcPkc durch die Gerade gk und die beiden Schnittpunkte
pBPiB und P'CPXB durch die Gerade qt\ sodann ermittelt
man die beiden durch P gehenden Strahlen x und i/, welche
der Reihe nach von P(qkgf) und P(aqk durch p4 und pA
harmonisch getrennt sind; alsdann verbindet man die beiden
Schnittpunkte ax und qty durch die Gerade gi und darauf
den Schnittpunkt g"i™ mit B durch die Gerade B (gipB),
der Schnittpunkt P, dieser Gerade mit r wird dann der
gesuchte dritte gemeinsame Punkt von r und p3 sein.

Bemerkt man nun, dal} nach Satz 41 (Nr. 89) eine Gerade |
dann und nur dann eine Tangente an p3 ist, wenn zwei der
drei weiteren (aufler a) gemeinsamen Tangenten von A2 und P2
unendlich benachbart sind und also A2von P 2 in einem nicht
auf a gelegenen Punkte berihrt wird oder (was, wie aus | in
Nr. 88 zu entnehmen ist, nur dann eintreten kann, wenn | durch
den auf a liegenden Wendepunkt Pa = pa geht) im Berthrungs-
punkte von a mindestens dreipunktig beriihrt wird; und ferner,
daf3, wenn A2von P 2 einfach oder dreipunktig berihrt wird, dann
in derjenigen auf (P)2 sich stitzenden Strahleninvolution (7)2
deren Doppelstrahlen pA und p'A sind, in der die beiden aus
P an A2 gehenden Tangenten pB und p'c ein Paar bilden und
welche Involution also mit der von dem aus den gemeinsamen
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Tangenten von A2 und P 2 gebildeten vollstdndigen Yierseit um
P erzeugten identisch sein muB, die beiden Geraden, welche P
mit dem gemeinsamen Berihrungspunkte von A2 und P2 und
dem Schnittpunkte der beiden Ubrigen gemeinsamen Tangenten
von A2 und P 2 verbinden bzw. welche P mit dem gemeinsamen
dreipunktigen Beriihrungspunkte von A2und P 2 und dem Schnitt-
punkte der gemeinsamen Tangente in diesem Berihrungspunkte
und der Ubrigen gemeinsamen Tangente von A2 und P 2 ver-
binden, und die beiden Geraden, welche P mit den beiden Schnitt-
punkten der Tangente im gemeinsamen Berthrungspunkte (von
A2und P 2 und der beiden Ubrigen gemeinsamen Tangenten (von
A2 und P2) verbinden, je ein Strahlenpaar bilden (vgl. Nr. 72),
so ergeben sich noch die folgenden LOsungen.

Aufldsung 4 der Aufgabe 2 (Nr. 51). Man verbindet P4
mit B und C durch die Geraden piB und p.c und dann die
beiden Schnittpunkte pBpiB und p'cpic durch die Gerade gt;
sodann ermittelt man den vierten harmonischen Strahl x zu
P(ag,’), dem P mit dem Schnittpunkte der Dreieckseite a
und (i verbindenden Strahle, in bezug auf pA und pA und
darauf die beiden Schnittpunkte und PR von X mit P2
dem Polarkegelschnitt von p, und die beiden Tangenten g*
und qu von P2in Uixund alsdann verbindet man die
Schnittpunkte @; p'B und giopB mit B und die Schnittpunkte
g. p'c und ghp'c mit C und bringt dann die Verbindungsgeraden
B(q. pB) und C(ghp'c) zum Schnitt im Punkte 1\ und
B (g- pB) mit C (qup'c) zum Schnitt im Punkte P® Die beiden
Geraden P,P~ und PtPit sind dann die gesuchten, von P,
an pz gehenden Tangenten; und zwar sind Pt und P® ihre
Berthrungspunkte mit p3

Auflésung 5 der Aufgabe 3 (Nr. 51). Man verbindet die
beiden Schnittpunkte p'BpiB und p'cpic (w0 PiR =BPi und
piC= CPi sind) durch die Gerade qi, welche Gerade eine
Tangente von Pl sein wird (nach Il in Nr. 90, dualisiert);
sodann ermittelt man den Berthrungspunkt 17; von g{ mit P 2
und darauf die zweite (auBer d) durch B gehende Tangente p
desjenigen Kegelschnitts, welcher von den vier Geraden a,
p' xp'c und g. bertihrt wird und Ui zum Berlihrungspunkt in
gi hat (wodurch der Kegelschnitt vollstandig bestimmt ist);
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alsdann wird Pi(up'B), die P; mit dem Schnittpunkte ppB
verbindende Gerade, die gesuchte Tangente von p3in P 4sein.

Auflésung 6 derselben Aufgabe. Man ermittelt, ebenso
wie in der vorgehenden Auflésung 5, of und ihren Beriihrungs-
punkt L\ mit P2 sodann die beiden vierten harmonischen
Strahlen x und y zu PUi bzw. zu P (@), dem P mit dem
Schnittpunkte der Dreieckseite a und g, verbindenden Strahle,
in bezug auf pAundp” alsdann verbindet man die beiden
Schnittpunkte xa und y gt durch eine Gerade git und bringt
B (q"p'z), die 'E mit dem Schnittpunkte givp'B verbindende
Gerade, zum Schnitt mit C(qiip'c®\ der C mit dem Schnitt-
punkte g”™p'c verbindenden Geraden, im Punkte Piv Die Ver-
binduugsgerade PtPtl wird dann die gesuchte Tangente von
p3in Pi sein; und zwar wird dann P4 der Tangentialpunkt
von Pi sein.

Auflésung 7 derselben Aufgabe. Man ermittelt, ebenso
wie in der Auflésung 6, gt und den vierten harmonischen
Strahl X zum Strahle P(aqg? in bezug auf pAund pA sodann
die zweite (auRer ) aus dem Schnittpunkte X(ji an P2
gehende Tangente QX und bringt, ebenso wie in der Auf-
I6sung 6, die beiden Geraden B (q"pR) und C(Q. p'c) zum
Schnitt im Punkte Ptl; alsdann wird P4 der Tangentialpunkt
von Pi und die Gerade PiP4 die gesuchte Tangente von p3
in Pi sein.

Auflésung 8 derselben Aufgabe. Man ermittelt wieder q,
sodann die Polare gl (in bezug auf ABC) des Schnittpunktes
Q vonp und g und bringt die beiden Geraden B (g. p'n)
und C(qiip'c) zum Schnitt im Punkte P4; alsdann wird PH
der Tangentialpunkt von Pt usw.

Die letzte Losung erhellt folgendermalRen. Bezeichnet man
die Tangente von p3 in P4mit ¥4 und den Tangentialpunkt von P,,
also den weiteren (auRer P,) Schnittpunkt von t4 und p3 mit PXx
und ist Tl der aus dem Polarkegelschnitt %f (in bezug auf ABC)
von ti abgeleitete, von pPB und p'c und mithin auch von a tangierte
Kegelschnitt, so mussen nach Il (dualisiert) in Nr. 88 die P,: und
PX von P aus projizierenden Geraden gt und gXx der Reihe nach
durch die auf p liegenden Pole Q und QX (in bezug auf ABC)
der gemeinsamen Tangenten gi und gx von Tf und P2 gehen. Nun

%_abinfg
oraat’a S
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ist aber nach der Auflosung 3 der Aufgabe 5 (Nr. 61) gx, der den
Tangentialpunkt Px (von P,) aus P projizierende Strahl, dem ersten
Reprasentanten vong, zugepaart in der von AB C erzeugten Strahlen-
involution (P)2 und mithin muf? nach Satz 14 (Nr. 23) Qx der erste
Reprasentant von @i, also der Schnittpunkt Qitvon p und ¢t sein.
Folglich mul3 die weitere (aufler a und g,) gemeinsame Tangente
gx von Tl und P2 die die Polare von Qx= Qit ist, mit der in der
Auflésung 8 angegebenen Polare gtl von Q™ und nunmehr nach Ill
(Nr. 90) auch der Tangentialpunkt Px von P, also der weitere
Schnittpunkt von t; und p3 mit dem in der Auflosung 8 ermittelten
Punkte Ptl identisch sein.

Ist der Punkt Pi mit einer der beiden Ecken B und C iden-
tisch, wo dann piB bzw. p. ¢ unbestimmt wird, so hat man in allen
diesen Aufldsungen piB und pB bzw. pic und p'c durch piA und p'A
zu ersetzen; und ist Pt mit dem Wendepunkte Pci =ap von p3
identisch, wo dann gi von a nicht verschieden sein wird, so hat
man wieder piB und pB oder pic und p'c durch piA und pA zu er-
setzen, oder man wird dann (die letzten vier Auflésungen aus-
genommen) den Berthrungspunkt von a mit P 2 bestimmen, welcher
BerUhrungspunkt dann als der Schnittpunkt von a und gl anzu-
sehen ist. Nur die letzten Auflésungen 6, 7, 8 versagen, wenn P,
einer der drei Wendepunkte von p3 ist.

§ 14

92. Wir gehen nun dber zu der Untersuchung des Buschels
der Tangenten von p3 und der von P 3 eingehillten Kurve dritter
Klasse.

Sind némlich P und p Pol und Polare in bezug auf AB C,
P3der zu p in bezug auf ABC zugehdrige Strahlenbiischel dritter
Ordnung, und ist | irgendeine Gerade, so ist ein Punkt K von |
dann und nur dann ein einfacher Berthrungspunkt bzw. ein Rick-
kehrpunkt von P 3 wenn k2 der aus dem Polarkegelschnitt 22 (in
bezug auf AB C) von K abgeleitete, durch P'h P'c und folglich auch
durch A gehende Kegelschnitt, von p-, dem Polarkegelschnitt von
P in bezug auf ABC, in einem von A verschiedenen Punkte ein-
fach bzw. dreipunktig oder in A dreipunktig bzw. vierpunktig be-
rihrt wird (Satz 41 in Nr. 89).

Nun bilden (nach Nr. 90) die aus den Polarkegelschnitten I2
der sdmtlichen auf | liegenden Punkte K abgeleiteten, durch PZ,
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Pc und A gehenden Kegelschnitte k2 einen Kegelschnittbischel
8 (k2), dessen vier Grundpunkte A, Pi,, P'c, A sind, wo A der Schnitt-
punkt der beiden P& mit Lb= bl und P'c mit Lc~cl verbindenden
Geraden ist.

[Beilaufig bemerken wir, dal3 dieser Kegelschnittbischel 8 (k2
zu der geraden Punktreihe 1(K) projektiv ist, wenn jedem
Punkte K wvon | der aus seinem Polarkegelschnitt k2 ab-
geleitete k2 zugewiesen wird. In der Tat ist (nach Nr. 90) die
Tangente eines Kegelschnitts k2 von 8(k2 im Grundpunkte Pi, die
Pt, mit dem Schnittpunkte von b und KP Cverbindende Gerade
Po®6, KPG, wo K derjenige Punkt von | ist, aus dessen Polar-
kegekchnitt jener Kegelschnitt k2 abgeleitet ist. Wenn also K
die Gerade | durchlauft, so beschreibt die Gerade K P Ceinen zu
der Punktreihe 1(K) Perspektiven Strahlenbtschel um P¢ der dann
zu dem von der Tangente des dem K zugehorigen Kegelschnitts k2
um P, beschriebenen Strahlenbischel perspektiv ist, da homologe
Strahlen dieser beiden Buschel auf b sich schneiden. Folglich ist
die Punktreihe 1(K) zu dem Strahlenbischel erster Ordnung der
Tangenten der Kegelschnitte des Buschels 8(k2 im Grundpunkte
Pi, und mithin auch zum Kegelschnittblschel 8 (k2 selbst projektiv.]

Wenn also | kein Strahl von P 3ist und mithin A (nach Il
in Nr. 90) kein Punkt von p2 so geht p2nur durch den einen Grund-
punkt A des Kegelschnittbiischels 8(k2), da die beiden Grundpunkte
Pi, uni Pcvon 8(k2) auf der ganz auflerhalb”?2 verlaufenden Ge-
raden p (Nr. 2) liegen, und p2 hat daher mit jedem Kegelschnitte
des Buschels 8(k2 auBer A noch drei Punkte gemein, welche ein
Dreieck bilden; und die Seiten dieser samtlichen Dreiecke um-
hillen bekanntlichl) einen und denselben und, wie man leicht
einsielt, eigentlichen (nicht ausartenden) Kegelschnitt 82 welcher
zugleich dem Dreieck Pi,P'cA eingeschrieben ist.

Soll nun ein Kegelschnitt k2 des Blschels 8(k2 in einem von
A verschiedenen Punkte 6rt einfach oder in einem von A nicht
versckedenen Punkte Gi dreipunktig von p2 beriihrt werden, und
hat folglich dann k2 auBer A und Gi noch einen von Gi ver-
schiedenen Punkt 6tu mit p2 gemein, so wird die Tangente U im
Berdhrungspunkte Gi von k2 und p2 eine Seite des aus den drei

X) Siehe Steiner-Schrdter, Synthetische Geometrie, Teil 11, § 40,
Nr. 177.
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weiteren (aul3er A) gemeinsamen Punkten von K2 undp 2 gebildeten
Dreiecks sein; und die beiden anderen Seiten dieses Dreiecks,
welche die beiden unendlich benachbarten, im Berthrungspunkte
Gi liegenden gemeinsamen Punkte von K2 und p 2 mit G f] verbin-
den, werden zwei unendlich benachbarte Strahlen des Punktes Gi *
sein. Folglich wird dann th die Tangente im BertUhrungspunkte Gi
von K2 und p 2 auch eine Taugente von 22 sein, Gi aber kein Punkt
von 22, dagegen wird G?\ der von Gf verschiedene genmeinsame
Punkt von K2 undp 2 auch ein Punkt von 22 sein, und zwar der
Bertihrungspunkt der zweiten (aufRer U) von Gi an 22 gehenden
Tangente. Hat, umgekehrt, 22 mit p2 die Tangente U genein,
wobel aber der Berthrungspunkt Gi von U mit p2 kein Punkt
von 22 ist, so muB U 2wei der drei weiteren (aulfer A) gemein-
samen Punkte desjenigen Kegelschnitts kK2 von 2 (k2), welcher auf3er
durch die vier Grundpunkte A, Pt, PgA von 2 (k2 noch durch Gi
geht (und, wenn Gi von A nicht verschieden ist, vonp 2inA berthrt
wird), undp 2 verbinden, also missen zwei dieser drei gemeinsamen
Punkte in Gi unendlich benachbart liegen, und der dritte dieser
gemeinsamen Punkte muld der BerUhrungspunkt Gp der zweiten
(auiker ty aus G{ an 22 gehenden Tangente sein; da im Berthrungs-
punkte Gil} diejenigen beiden unendlich benachbarten Tangenten
von 22 sich schneiden, welche die beiden unendlich benachbarten
in Gi liegenden gemeinsamen Punkte von K2 und p2 mit dem
dritten (auf?er A) gemeinsamen Punkte von k2 und p 2 verbinden.
Folglich wird dann 22 der mit p 2 die Tangente U gemein hat, mit
p2 auch denjenigen Punkt G gemein haben, welcher der Be-
rihrungspunkt der zweiten (auf3er U) aus Gi an 22 gehenden lan-
gente ist; und derjenige Kegelschnitt k2 des Biischels 2(k32, welcher
durch Gi geht, wird in G< wenn Gi von A verschieden ist, ein-
fach oder, wenn Gi von A nicht verschieden ist, dreipunktig von
p 2 berthrt werden und aufferdem noch durch den gemeinsamen
Punkt cp von 22 undp2 gehen. Dnd hat 22 mitp 2 einen Punkt
G{) gemein, ochne dalR 22 von p2 in diesem Punkte berUhrt wird,
so mud3 der zweite Schnittpunkt Gi vonp 2 mit der langente von
22 in G\ ein einfacher BerUhrungspunkt, wenn Gi von A ver-
schieden ist, oder ein dreipunktiger BerUhrungspunkt, wenn G{von
A nicht verschieden ist, vonp2 mit demjenigen Kegelschnitt k2
von 2 (K2 sein, welcher aul3er den vier Grundpunkten H, Pt, P'QA
noch den Punkt G f enthélt (da die beiden unendlich benach-
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barten in der Tangente an 22 in G f} liegenden Tangenten von 22
den gemeinsamen Punkt G f1von K2 und p 2 mit den zwei weiteren
(aufer A) gemeinsamen Punkten von k2 und p 2 verbinden und
mithin die letzteren zZwei gemeinsamen Punkte in Gi unendlich
benachbart liegen misssen), und die Tangente im BerUhrungs-
punkte Gi von K2 undp2 mu3 dann auch eine Tangente von 22
sein, wobei aber Gi kein Punkt von 22 sein kann, da durch Gi
aulRer noch die Tangente von 22 in Gp geht.

Soll ferner ein Kegelschnitt k2 des Bischels 2(k2) in einem
von A verschiedenen Punkte Gi dreipunktig oder in einem von
A nicht verschiedenen Punkte Gi vierpunktig von p 2 berthrt wer-
den, so werden die drei Tangenten von 22 welche je zwei der drei
weiteren (auf3er A) gemeinsamen Punkte von K2 und p 2 verbinden,
der gemeinsamen Tangente U von K2 undp 2 in Gi unendlich be-
nachbart sein, und zwei dieser drei Tangenten von 22 schneiden
sich in Gi, also mul3 dann 22 vonp 2 in Gi berthrt werden (und
zwar einfach). Wird, umgekehrt, 22vonp 2 in Gi berthrt, so missen
die beiden unendlich benachbarten gemeinsamen Tangenten von
22 undp 2, die sich in Gi schneiden, Gi mit je einem der 2nei
weiteren (aulRer A) gemeinsamen Punkte desjenigen Kegelschnitts
K2von 2(k2), welcher aulZer durch A, P& P A noch durch Gi geht,
und p 2 verbinden; folglich milssen dann die drei weiteren (duf3ert)
gemeinsamen Punkte von kK2 und p 2 in Gi unendlich benachbart
liegen, und somit K2 von p2 in Gi dreipunktig, wenn Gi von A
verschieden ist, oder vierpunktig, wenn 6rtvon A nicht verschieden
ist, bertihrt werden.

Mithin ist ein Punkt K von I, wo | kein Strahl von P 3 ist,
dann und nur dann ein einfacher Bertihrungspunkt von P 3 wenn
x* (der aus dem Polarkegelschnitt k2 von K abgeleitete, durch
A, Pi, P5 A gehende Kegelschnitt) durch denjenigen p 2 nicht aber
(dem eigentlichen — nicht ausartenden — Kegelschnitt) 22 an-
gehdrenden Punkt 6r, geht, welcher der BerUhrungspunkt von p 2
mit einer gemeinsamen Tangente U vonp 2 und 22 ist, oder (wes
nur gleichzeitig mit diesem stattfinden wird) wenn k2 durch einen
gemeinsamen Punkt G\l vonp2 und 22 geht (wobei G\1 der Be-
rihrungspunkt der zweiten (auf3er £) von 6t an 22 gehenden Tan-
gente sein missen wird); der Punkt K ist aber dann und nur
dann ein Ruckkehrpunkt von P 3 wenn K2 durch einen Berthrungs-
punkt Gi von p2 mit 22 geht. Dabei muB, wenn der angegebene
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Punkt (G eventuell Grl') von A nicht verschieden ist, k2 derjenige
Kegelschnitt sein, welcher durch A, P& P'n/A geht und in A von
p2 berthrt wird.

93. Zugleich sahen wir, daf3, wenn 22 mit p2 eine Tangente 7:
gemein hat, dann der Berithrungspunkt GP der zweiten (auRer 7,)
aus Gr,, dem Berihrungspunkte von 7. mit p2, an S2 gehenden
Tangente auch ein Punkt von p2 sein muB, also G;l' ein gemein-
samer Punkt von S2 und p2, und umgekehrt, wenn Grf' ein ge-
meinsamer Punkt von 82 und p2 ist, dann die Tangente ti von p2
in Gy, im zweiten Schnittpunkte von p2 mit der Tangente von £2
in G;1', auch eine Tangente von 22 sein muf3; und dal dann der-
jenige AP'i,P'cCA umschriebene Kegelschnitt k2 welcher durch einen
der beiden Punkte G; und G?] geht, zugleich auch durch den
zweiten dieser Punkte gehen muR und in G; von p2 (einfach oder
dreipunktig, je nachdem @Q; von A verschieden ist oder nicht) be-
rihrt werden muf3. Hierbei muf3 (s. oben Nr. 91 die Herleitung
der Auflésung 8 der Aufgabe 3) Grl' der Pol der Geraden PGr, in
bezug auf ABC sein; da der durch G;l' gehende Kegelschnitt k2
von p2 in @Q; berthrt wird (einfach bzw. dreipunktig) und mithin
nach Satz 41 (Nr. 89) derjenige Punkt K von 7, durch den p, und
p*l' gehen, der BerUhrungspunkt von P 3 in p, ist. Es sind daher
(nach Nr.1) @Q; und G;l' dann und nur dann unendlich benach-
barte Punkte, wenn einer und mithin auch der zweite dieser
Punkte in einer der Ecken von ABC zu liegen kommt. Folglich
(da 22von p2in Q; oder in Gil' nur dann berthrt wird, wenn G,
und Gril' unendlich benachbart sind) kann 2 von p2 nur in einer
der Ecken von ABC beridhrt werden, und alsdann wird k2 von p2
im Beridhrungspunkte von 22 und p 2 dreipunktig oder vierpunktig
(je nachdem dieser Berthrungspunkt eine der beiden Ecken B
und C oder die Ecke A ist) berihrt.

94. Aus dem letzten Ergebnisse in Nr.92 und Il in Nr. 90
folgt nun:

I. Ist 7 irgendeine Gerade, die aber kein Strahl von P3
ist, A der (dann nicht auf p2 liegende) Schnittpunkt der
beiden Geraden P&P& und P'A.C (Lb=bl, Lec=cl), 2(k2
der dem Viereck A P bP'cA umschriebene Kegelschnittbiischel
(dessen Kegelschnitte k2 die aus den Polarkegelschnitten ft2
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der samtlichen auf | liegenden Punkte K abgeleiteten durch
P& und Pc gehenden sind), S2 derjenige eigentliche (nicht
ausartende) Kegelschnitt, welcher von den Seiten der samt-
lichen aus den je drei weiteren (auf3er A) Schnittpunkten
des Polarkegelschnitts p2 (von P) und der Kegelschnitte
des Buschels £(k2 gebildeten Dreiecke eingehtllt wird, so
hat | mit der von P3 eingehlllten Kurve diejenigen vier
Punkte 113, Un Ue, Y{ und nur diejenigen vier gemein, in
welchen der Reihe nach | von den vier die je zwei Schnitt-
punkte (& PI Gqg mit (c, Pcér,), (6 PiGr) mit (c, PcGn
(& Pi Gs) mit (c,PiGs) und (b,PiGt) mit (c, P'cGt) ver-
bindenden Geraden p9,pnps und pt (die vier Strahlen von
P3 sind und U9, Ur, Hs, IR zu ihren BerUhrungspunkten
haben) geschnitten wird, wo Gg, G>, Gs, Gt der Reihe nach
die BerUhrungspunkte von p2 mit den vier gemeinsamen
langenten tq, &, ts, tt von 82 und p2 sind, oder (wes stets
dieselben vier Punkte U, Ur, Us, IR liefert) in welchen
Punkten W9, Ur, Us, IR der Reihe nach | von den vier die
je zwei Schnittpunkte (b,F hG f) mit (c, P'CG ~\ (b, P' G7),
mit (c, P GW), (6,PbGv) mit (c,P ¢~) und (O,P ')
mit (c, P' 6ril}) verbindenden Geraden pd> p(u pUJ) und p(\)
(die gleichfalls Strahlen von P3 sind) geschnitten wird, wo
G™, Gfl die vier gemeinsamen Punkte von S2
und p2 sind (und wo stets nach Nr.93 G2\ G~ G&\
der Reihe nach die Pole der Geraden PG q,'PGn\ P Gs,
PGt in bezug auf ABC sein werden). Dabei wird, wenn
82 von p2 in einem Punkte Gq beruhrt wird (was nach
Nr.93 nur dann eintreten kann, wenn Gq eine der Ecken
von A B C ist), wenn also zwei der gemeinsamen Tangenten
und zwei der gemeinsamen Punkte von £2 und p2 in tq bzw.
in Gq unendlich benachbart liegen, der Gq entsprechende
gemeinsame Punkt IR von | und der von P 3 eingehillten
Kurve ein Rickkehrpunkt von P 3 sein, also ein solcher
Punkt, der fur zwei Punkte der von P3 eingehlliten Kurve
zu zéhlen ist.

9%. Wir wollen nun zeigen, daf3 der Kegelschnitt £2 auch,
ohne Hilfe des Kegelschnittbiischels 2(k2, direkt konstruiert
werden kann, wenn nur die Gerade J gegeben ist.

Berliner, Habilitationsschrift. .0
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Wie schon oben (Nr.92) erwdhnt, wird S2 von den Seiten
des Dreiecks PiP'cA, also von den drei Geraden PiP6=p, PT,A
=PbLb und P'CA=P'QK tangiert, aulerdem muR3 aber nach I
(Nr.94) 22 mit p2 die vier Tangenten tq, tr, ts, tt gemein haben,
wenn 12, It,-, Us, I* die gemeinsamen Punkte der von P 3 ein-
gehillten Kurve und | sind (wobei, wenn ein oder zwei dieser
gemeinsamen Tunkte ein bzw. zwei Ruckkehrpunkte von P 3 sind,
jeder Ruckkehrpunkt fir zwei gemeinsame Punkte zu zéhlen ist
und auf der diesem Riickkehrpunkte entsprechenden gemeinsamen
Tangente (von £2 und p2 22von p2 berihrt wird). Nehmen wir
nun an Stelle des dem Viereck APbP tA umschriebenen Kegel-
schnittbischels 8(k2), dessen Kegelschnitte k2 die aus den samt-
lichen Polarkegelschnitten T2 der auf | liegenden Punkte K ab-
geleiteten durch Pfc, P'c und mithin auch durch A und A gehenden
Kegelschnitte sind, den dem Viereck BP'cP'aM umschriebenen
Kegelschnittbiischel (wo Pa=ppA~p{PA) und M der Schnitt-
punkt der beiden Geraden PQLCund PalLa=Pi(aT) ist), dessen
Kegelschnitte die aus den samtlichen Polarkegelschnitten k2 der
auf | liegenden Tunkte K abgeleiteten durch Po6, P& und mithin
(nach Satz 28 in Nr. 70 und nach Nr.90) auch durch B und M
gehenden Kegelschnitte sind, so wird (ganz analog wie vorher £2)
derjenige Kegelschnitt 9k2 welcher von den Seiten der samtlichen
aus den je drei weiteren (aul3er B) Schnittpunkten des Polar-
kegelschnitts p2 (von P) und der Kegelschnitte des BP'cP aM
umschriebenen Bischels gebildeten Dreiecke eingehillt wird, von
den Seiten des Dreiecks P'cP'aM, also von den drei Geraden
P'cP'a=p, PcM=PcLc und BaM=P'aLa tangiert werden und
auBerdem mit p2 die vier Tangenten fr, /s, tt gemein haben
missen. Folglich wird 9k2 mit 22 identisch sein missen, da diese
beiden Kegelschnitte die sechs Tangenten j), PG tq, ir, t, tt
gemein haben; und £/29k2 wird also von den vier Geraden p,
PaP,, Pi,B1, P'cLc tangiert.

Nun wird p von p2 (nach Nr.2) in den beiden Doppelpunkten
der von ABC erzeugten Involution (p)2 und von einem jeden
Kegelschnitt des APiP'cA umschriebenen Blischels S(x2 in den
beiden Punkten P& und P'c geschnitten; und mithin missen die
beiden Geraden, von denen die eine A mit einem der drei weiteren
Schnittpunkte des p2 und irgendeines Kegelschnitts von 2(k2
verbindet und die andere Gerade (die Tangente an 22 ist) die
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zwei Ubrigen dieser Schnittpunkte, durch ein Punktepaar der-
jenigen auf (p)2 sich stitzenden Involution (i)2 gehen, von welcher
Involution Pi,P'c ein Punktepaar ist, also (weil nach Nr.4 das
Punktepaar PaP'a von (p)2 durch Pi und P'c harmonisch getrennt
wird) von welcher Involution die beiden Doppelpunkte Pa und Pa
sind. Folglich geht aus jedem Punkte Qi von p auRer p selbst
noch eine zweite Tangente an 22, namlich diejenige, welche (wenn
etwa Q der zu Qt in (i)2 zugepaarte Punkt ist und der durch
den zweiten Schnittpunkt der Geraden A Qi und p2 gehende
Kegelschnitt des APiP'cA umschriebenen Bischels £(k2 mit K|
bezeichnet wird) die beiden weiteren Schnittpunkte von K| und p2
verbindet; dagegen geht aus dem in (i)2 dem Schnittpunkte
(p, AA) zugepaarten Punkt Qt auBer p selbst mehr keine
Tangente an R2, da A kein Punkt von p2 ist und mithin der-
jenige durch den zweiten Schnittpunkt von AA und p2 gehende
Kegelschnitt des APiP'cA umschriebenen Buischels B(k2), welcher
Kegelschnitt mit AA drei Punkte gemein hat, in das Geraden-
paar AA und PiPt=p ausarten muR3 und folglich die die beiden
weiteren Schnittpunkte dieses ausgearteten Kegelschnitts und p2
verbindende Gerade die Gerade p selbst ist. Mithin ist der in
()2 dem Schnittpunkte (p, AA) zugepaarte Punkt Q;, also der
vom Schnittpunkte (p, AA) durch Pa und P, harmonisch ge-
trennte Punkt, der Beruhrungspunkt der Tangente p von 32
Wir sehen also,
dall der Kegelschnitt R2 von den vier Geraden p, PalLa
Pi>Li, P'Q.C tangiert wird und denjenigen Punkt Qt auf p
zum Beriihrungspunkt hat, welcher vom Schnittpunkte (AA,p)
durch Pa und P'a harmonisch getrennt wird; wodurch 132
vollstandig bestimmt ist.

96. Nunmehr kénnen wir den folgenden Satz aufstellen:

Satz 42. Sind in bezug auf ABC P und p Pol und
Polare,

P 2der Polarkegelschnitt von
p, p3 die zu P zugehorige
Kurve dritter Ordnung, K
irgendein beliebiger Punkt,
der aber auf p3 nicht liegt,
kA, kB, kc die Verbindungs-

p 2 der Polarkegelschnitt von

P, P3der zu p zugehdrige

Strahlenbuschel dritter Ord-

nung, | irgendeine beliebige

Gerade, die aber kein Strahl

von P3ist, La Lh Lr die
13*
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geraden von K mit den
Eckpunkten A, B, C, gKdie-
jenige durch P gehende Ge-
rade, die vom Schnittpunkte
«(pb&b, p'c™c) durch die
beiden (durch P gehenden)
Geraden pA und p'A har-
monisch getrennt ist, f2der-
jenige  Kegelschnitt, der
durch die vier Punkte P,
Pa”a, p 'b&, p'ckc hindurch
geht und gK zur Tangente
in P hat, und bezeichnet
man die Geraden, welche
drei verdnderliche Punkte
Px, P2, P3 von p3 mit P
verbinden, mit gl, g2, g3, die
Schnittpunkte pgl: pg2, pg3
mit Qi, Qi, & und die P2
tangierenden Polaren (be-
ziglich ABC) von Q, 02
s mit qu g2, g3, so liegen
je drei solche Punkte Pu
P2, P3 von p3 und nur
solche drei mit K in je
einer Geraden, fur die das
P 2 umschriebene Dreieck
gz (der entsprechenden
Tangenten von P 2) zugleich
f2 eingeschrieben ist.

Die Punktetripel von ps
die mit K in je einer Ge-
raden liegen, werden von P
aus durch Strahlentripel
einer kubischen Involution
projiziert.

Schnittpunkte von | mit den
Seiten «, b, ¢ von ABC,
Q derjenige Punkt von p,
dervon der Geraden J. (P&Lh
P'A_ G durch die beiden (auf
p liegenden) Punkte Pa und
P& harmonisch getrennt ist,
£2 derjenige Kegelschnitt,
der von den vier Geraden
P, laBa, i & ! PQC tan-
giert wird und Qt zum Be-
rhrungspunkte in p hat,
und bezeichnet man die
Punkte, in denen drei ver-
anderliche Strahlen pu p”*Ph
von P 3 von p geschnitten
werden, mit $15 Q2, Qs, die
Geraden P&, P @, P
mit 9i, 2, 95 und die auf
p 2 liegenden Pole (beziglich
ABC) von g2, g3 mit
6ri5 6r2, (r3, so schneiden
sich je drei solche Strahlen
Pu P2, Ps von B> und nur
solche drei in je einem
Punkte von Z fur die das
p2 eingeschriebene Dreieck
6rx 6r2G3 (der entsprechen-
den Punkte von p 2 zugleich
£2 umschrieben ist.

Die Strahlentripel vonP 3
von denen jedes durch einen
Punkt von | geht, werden
von p in den Punktetripeln
einer kubischen Involution
geschnitten.

Denn rechts gehen dann und nur dann p” p2 p3 durch einen

Punkt K von 7, wenn der aus dem Polarkegelschnitt h2 von IC
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abgeleitete, durch Pi, P'c und A gehende Kegelschnitt k2 mit p2
auBer A noch die Punkte G1, G2, G3 gemein hat (Il in Nr.88),
also (nach Nr. 92) dann und nur dann, wenn die Seiten des
Dreiecks G1G2Gs 22tangieren. Was ferner die kubische Involution
anbetrifft, vgl. weiter unten Ende Nr. 102.

97. Aus dem in Nr. 95 gefundenen Resultate ergibt sich nun:
Ist die Gerade | kein Strahl von P3, wo dann der Schnittpunkt
A =(PiLh PG kein Punkt von p2 und mithin 22 wie schon
oben (Nr. 92) erwéhnt, ein eigentlicher (nicht ausartender) Kegel-
schnitt ist, so konnen die drei Geraden P'aLa, Pi,Lbund P'CLC
die drei Tangenten von S2 sind, nicht durch einen und denselben
Punkt gehen. Ist aber | ein Strahl von P3 so muB dann
N = (P&P&, P'cLd nach 111 (Nr.90) ein Punkt von p2 sein, und
zwar nach Il (Nr.88) derjenige Punkt von p2, welcher der Pol
(in bezug auf APC) der P mit dem Schnittpunkte von p und |
verbindenden Geraden ist; alsdann mufd aber ganz analog, wenn
wir Pi an Stelle von P'c nehmen, auch der Schnittpunkt der beiden
Geraden P'aLa und P&L& derjenige Punkt von p2 sein, welcher
der Pol (in bezug auf ABC) der P mit dem Schnittpunkte (pl)
verbindenden Geraden ist. Es schneiden sich also dann alle
drei Geraden PaLa PiLb, P'ALCin einem und demselben Punkte,
namlich im Pole (in bezug auf ABC) der Geraden (P, pl).

Mithin haben wir das folgende Kriterium gewonnen:

Satz 43. Ist p3 die zu Ist P3der zup in bezug
P in bezug auf ABC zu- auf AB C zugehorige Strah-

gehorige Kurve dritter Ord-
nung undK irgendein Punkt,
so ist K dann und nur dann
ein Punkt von p3 wenn die
drei Schnittpunkte (p'AhP),
(ph&j?), (p'ckc) auf einer und
derselben Geraden liegen;
und zwar ist dann diese
Gerade die P2, den Polar-
kegelschnitt der Polare p
von P, tangierende Polare
des Schnittpunktes (p, KP),
welcher letzte Punkt dann

lenblschel dritter Ordnung
und | irgendeine Gerade, so
ist | dann und nur dann
ein Strahl von P 3 wenn die
drei Geraden PaLa, PILDb,
P'CL C durch einen und den-
selben Punkt gehen; und
zwar ist dann dieser Punkt
der auf p2 dem Polarkegel-
schnitt des Pols P von p,
liegende Pol der Geraden
P (Ip), welche letzte Gerade
dann auch den Pol L von |
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auch auf der Polare kvon K enthélt und der Reprasen-
liegt und der Représentant tant des Strahlenpaares p, |
des Punktepaares P, K ist. ist.

Letztes ergibt sich aus der Bemerkung, daB wenn | ein Strahl
von P3 ist, auf der Geraden (P, pJ) auch der Pol L (in bezug
auf ABC) von | liegen mu3 (Satz 33 in Nr.78).

Beachtet man nun, dal3 eine Gerade | dann und nur dann
ein Strahl von P3 ist, wenn p und | einander zugepaart sind in
der von ABC um ihren Schnittpunkt (pl) erzeugten Strahlen-
involution zweiten Grades (Nr.46), und dal3 p eine durch keine
Ecke von ABC gehende Gerade ist (ebenda), so ergibt sich aus
Satz 43, indem p und | als irgend zwei beliebige Gerade, von
denen aber mindestens eine durch keine Ecke von ABC geht,

aufgefal3t werden:

Satz 44. Zwei Punkte K
und L, von denen min-
destens einer auf keiner
Seite von ABC liegt,

Zwei Strahlen m und n,

von denen mindestens einer

durch keine Ecke von ABC
geht,

sind dann und nur dann einander zugepaart in der von ABC

auf ihrer Verbindungsgera-
den KL erzeugten Punkt-
involution zweiten Grades,
wenn die drei Schnittpunkte
(~ih)i {KBIB), (Kclc)

um ihren Schnittpunkt (mn)
erzeugten Strahleninvolution
zweiten Grades, wenn die
drei Geraden KN a, Mi,Ni,
M'NC

und folglich (wie man sofort einsient) auch die drei

Schnittpunkte (Icala)-,(&b!VK
(kclc) auf einer und der-
selben Geraden liegen; und
zwar ist dann diese Gerade
die Polare (in bezug auf
ABC) des Schnittpunktes
(K1), welcher letzte dann auf
der Geraden KL liegt und
der Reprasentant desPunkte-
paares K, L ist; hierbei sind
kA=K A, kB=KB, kc=KC,
k\ der vierte harmonische

Geraden MaN'a, MbNi, MQ\'C
durch einen und denselben
Punkt gehen; und zwar ist
dann dieser Punkt der Pol
(in bezug auf ABC) der
Geraden M N, welche letzte
dann durch den Schnitt-
punkt (mn) geht und der
Reprasentant des Strahlen-
paares m, n ist; hierbei sind
Ma=ma, Mbg mb, Mc=mc,
Ma der vierte harmonische
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Strahl zu kA in bezug auf
kB und kc usw., IA=LA usw.
und endlich k und | die
Polaren von K und L in
bezug auf ABC.
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Punkt zu Ma in bezug auf
Mbund Mcusw.vNa= na usw.
und endlich M und N die
Pole von m und n in bezug
auf ABC.

98. Ist aber die Gerade | ein reeller gewdhnlicher Strahl
von P 3 so liegen auf | sein eigener Beriihrungspunkt, in welchem
I die von P3 eingehillte Kurve einfach berihrt, und noch zwei
reelle vom ersteren und voneinander verschiedene einfache Be-
rihrungspunkte von P3; und dasselbe (abgesehen von der Realitat
der Berthrungspunkte) gilt auch, wenn | ein imaginarer Strahl
von P3 ist (s. oben Nr.62 und Ende Nr.59). Ist ferner | ein
Rickkehrstrahl von P3 so liegt auf | sein eigener Berthrungs-
punkt, in welchem ein Rickkehrpunkt (also ein mit zwei Punkten
der von P 3 eingehillten Kurve aquivalenter Punkt) und ein ein-
facher Punkt derselben Kurve unendlich benachbart liegen, und
noch ein reeller vom ersteren verschiedener einfacher Berlihrungs-
punkt von P 3 (Nr.62). Ist endlich | der isolierte Doppelstrahl p
von P 3 so berthrt | die von P 3 eingehiillte Kurve doppelt, namlich
in den beiden konjugiert-imagindren Doppelpunkten der von ABC
erzeugten Involution (p)2 (Satz 33 in Nr.78). Und zwar haben
wir nach der Aufldsung 7 der Aufgabe 3 und der Auflésung 4
der Aufgabe 2 in Nr. 91 (dualisiert):

Il. Ist 1 irgendein Strahl von P3, A der Schnittpunkt
der beiden Geraden PbLbund PQ G welcher Punkt dann
auch auf der Geraden B'aLaund auf p2 liegt (Satz 43), Qi der
von der Geraden A A durch Paund P& harmonisch getrennte
Punkt von p, so wird die von P 3 eingehilite Kurve von |
in demjenigen Punkte U einfach berihrt, in dem | von der
die beiden Schnittpunkte (3, Pi G) und (c, P ¢6r) verbindenden
Geraden (die auch selbst ein Strahl von P 3 ist) geschnitten
wird, wo G der zweite (auBer A) Schnittpunkt der Geraden
QA und p2 ist; auBerdem hat die von P 3 eingehiillte Kurve
mit | diejenigen beiden Punkte Ux und U2 und nur die-
jenigen beiden gemein, in denen | von den beiden die je
zwei Schnittpunkte (8, PiGX mit (c, P'GGQ, (5, Pi(r2 mit
(c, Pc 6r2 verbindenden Geraden pxund p2 (die zwei Strahlen
von P 3sind und 1™, U2 zu ihren Berdhrungspunkten haben)
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geschnitten wird, wo 6rx und Cr2 die Berlihrungspunkte der
beiden aus Q an p2 gehenden Tangenten und t2 sind.
Hierbei wird, wenn eine der letzten beiden Tangenten tl und t2
mit der Geraden Q\A zusammenféllt (wo dann | auBer dem
Berihrungspunkt U mit der von P 3 eingehullten Kurve nur
noch einen von U verschiedenen Punkt dieser Kurve ent-
halten und also ein Ruckkehrstrahl von P 3 sein wird), einer
der beiden im BerUhrungspunkte U der von P 3 eingehtllten
Kurve und | unendlich benachbart liegenden Punkte ein
Ruckkehrpunkt von P 3 sein.

Diese Aussage ist der Aussage | (Nr. 94) ahnlich; denn, wenn
| ein Strahl von P 3ist und mithin die drei Geraden P'aLa, P&D&,
P'@ Cdurch A gehen, mu3 der von diesen drei Geraden tangierte
und p im Punkte Q berlihrende Kegelschnitt 22 in das Punkte-
paar A, Q ausarten.

99. Wie wir sehen, hat jede Gerade, mag sie ein Strahl
P 3 sein oder nicht, vier Punkte mit der von P 3 eingehillten Kurve
gemein; diese Kurve ist also von der vierten Ordnung. Dual ist
der Buschel der Tangenten der Kurve p3von der vierten Ordnung,
und p3ist daher eine Kurve vierter Klasse.

Zugleich haben wir nach Satz 43 (Nr. 97), I (Nr. 94), 11 (Nr. 98)
und Nr. 95 das folgende Kriterium gewonnen.

Satz 45. Ist p3 die dem Ist P 3der der Geradenp in
Punkte P in bezug auf ABC bezug auf ABC zugehdrige
zugehorige Kurve dritter Strahlenbuschel dritter Ord-

Ordnung, K irgendein reeller
Punkt, k die Verbindungs-
gerade der beiden Schnitt-
punkte p'0™ und p'cic, 9k
der vom Schnittpunkte ax
durch pAund p'Aharmonisch
getrennte Strahl von P, P2

der Polarkegelschnitt der
Polare p von P in bezug
auf ABC, und liegt der

Schnittpunkt p'AicA nicht auf
K, so gehen dann und nur
dann durch K keine unend-

nung, | irgendeine reelle
Gerade, A der Schnittpunkt
der beiden Geraden P'bLh
und PA.C Q der von der
Geraden AA durch Paund
P'a harmonisch getrennte
Punkt von p, p2 der Polar-
kegelschnitt des Poles P von
p in bezug auf ABC, und
geht die Gerade P'al anicht
durch A, so hat dann und
nur dann | keine unendlich
benachbarte Punkte mit der

von
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lieh benachbarte Tangenten
an p3 (K ist also kein Punkt
von p3\ alsdann gehen von
K an p3 1) zwei Paar kon-
jugiert-imagindrer einfacher
Tangenten, oder 2) ein

von P 3 eingehullten Kurve
vierter Ordnung gemein;
alsdann hat | mit dieser
Kurve 1) zwei Paar kon-
jugiert-imaginarer einfacher
Punkte gemein, oder 2) ein

Paar konjugiert-imaginarer einfacher und zwei reelle von-
einander verschiedene einfache, oder 3) vier reelle vonein-
ander verschiedene einfache, oder 4) ein Paar konjugiert-

imaginarer einfacher und
eine Wendetangente, | einen Ruckkehrpunkt,
oder 5) zwei reelle voneinander verschiedene einfache und

eine Wendetangente, oder einen Ruckkehrpunkt, oder
endlich 6) zwei Wende- endlich 6) zwei Ruckkehr-

tangenten, je nachdem f2
der dem Viereck

P (PakP) (p 'bkB) (p'cke)
umschriebene und in P von
gK tangierte Kegelschnitt,
mit P2

punkte, je nachdem £2 der

dem Vierseit
i>(p;pa)(P*PY(P:P9

eingeschriebene und p in

Qi beriihrende Kegelschnitt,
mit p2

1) zwei Paar konjugiert-imagindrer Tangenten oder Punkte
gemein hat, oder 2) ein Paar konjugiert-imagindrer und
zwei reelle voneinander verschiedene, oder 3) vier reelle
voneinander verschiedene, oder 4) ein Paar konjugiert-imagi-
narer und zwei reelle unendlich benachbarte, oder 5) vier
reelle, von denen zwei unendlich benachbart und die Ubrigen

zwei von diesen und voneinander verschieden sind, oder
endlich 6) vier reelle, von denen zweimal zwei unendlich

benachbart sind, wo also
f2 mit P2

£2 pi

eine doppelte reelle Berihrung hat.

Liegt aber auch der Schnitt-
punkt p'AKA auf k, so gehen
von K an p3 vier reelle
Tangenten,

Geht aber P'aLa durch A,

so hat | mit der von P3

eingehillten  Kurve  vier
reelle Punkte,

von denen zwei unendlich benachbart und die Ubrigen zwei
von diesen und voneinander verschieden sind (wo also
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| eine gewdhnliche Tangente
dieser Kurve

ist), oder zwei reelle unendlich benachbarte, von denen

eine eine Wendetangente
und die andere eine ein-
fache Tangente ist, und noch
eine von diesen verschiedene
reelle Tangente (wo also K
ein Wendepunkt vonp3 sein
wird), je nachdem der
Schnittpunkt  ((Kk) kein
Punkt von P 2 ist oder nicht.

einer ein Ruckkehrpunkt
und der andere ein einfacher
Punkt ist, und noch einen
von diesen verschiedenen
reellen Punkt (wo also | eine
Rickkehrtangente dieser
Kurve sein wird) gemein,
je nachdem die Gerade QIiA
keine Tangente von p2 ist
oder nicht.

Hierbei sei nochmals (s. oben Nr.93) hervorgehoben, da &2
und p2 (und ebenso !2 und P 2 stets ebensoviel reelle Tangenten,
wie reelle Punkte gemein haben.

100. Nunmehr koénnen wir das folgende negative Kriterium

der Imaginéaritat der sdmtlichen Schnittpunkte einer Geraden und
der von P 3 eingehillten Kurve aufstellen.

aulBeren Punkte von p 2 sein.

Satz 46. Liegt ein
Punkt K nicht in dem-
jenigen der vier durch ABC
getrennten  Gebiete  der
Ebene, innerhalb dessen P
liegt, so missen mindestens
zwei der von K an p3
gehenden Tangenten reell
sein.

Dringt eine Gerade | in
dasjenige Dreiecksgebiet von
ABC ein, welches den Pol P
von p in bezug auf ABC
enthalt, so muissen minde-
stens zwei der Schnittpunkte
von | und der von P3 ein-
gehullten Kurve reell sein.

In der Tat liegt das P enthaltende Dreiecksgebiet ganz innerhalb
des Polarkegelschnitts p2 (Nr. 2), und mithin kénnen, wenn / in
dieses Dreiecksgebiet eindringt, mindestens zwei der Schnittpunkte
La, Lh Lc von I und den Seiten von ABC, durch welche die
Tangenten BalLa, PbLb P'Q. von 82 gehen und welche Schnitt-
punkte also sicher keine inneren Punkte von £2 sind, sicher keine

Es kann also dann p2 nicht ganz im

Innern von £2 liegen, und mithin mussen p2und S2 mindestens
zwei reelle Punkte gemein haben; denn 22 und p2 die nie reelle
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Tangenten, ohne reelle Punkte, gemein haben, kénnen bekanntlich
nicht auseinander liegen, und der Kegelschnitt £2, der von der
ganz auferhalb p2 liegenden (Nr.2) Geraden p berthrt wird, kann
nicht ganz im Innern von p2 liegen. Folglich muR dann nach
Satz 46 | mit der von P3 eingehillten Kurve mindestens zwei
reelle Punkte gemein haben.

Far die Entscheidung Uber die Realitdt der Schnittpunkte
einer Geraden und der von P 3 eingehillten Kurve wird manchmal
die folgende Bemerkung von Nutzen sein.

Der Schnittpunkt der drei Geraden A{PbLb, PiL0,
B{P'A CP'aLa), C{PiLaPbLb) liegt aufp2und innerhalb 82

In der Tat gehen durch den Schnittpunkt OQx= Ip der isolierte
Doppelstrahl p und noch ein einziger einfacher Strahl pxvon P 3;
mithin muf3 nach | in Nr.88 (s. auch Bemerkung zu Satz 41 in
Nr.89) xj2, der aus dem Polarkegelschnitt gx von Qx abgeleitete
durch Pi, P6, A und (P bLh P'QLQ = A gehende Kegelschnitt, durch
die konjugiert-imagiudren Schnittpunkte von p und p2 und den
auf p2 liegenden Pol Gi von gx=PQi (in bezug auf ABC) gehen.
Nunmehr muf3 aber x2 weil er mit p vier Punkte, namlich Pi, P[
und die beiden konjugiert-imaginaren Schnittpunkte von p und p2
gemein hat, in das Geradenpaar p und A{P'bLb, P'ALQ ausarten;
folglich muR Gx der zweite Schnittpunkt (auBer A) der Geraden
A(PiLb, P'AQ und p2sein. In derselben Weise erkennt man, wenn
Pi und Pi an Stelle von Pbund Pi genommen werden (wo dann Lb
Lcund A durch Lc, Laund B ersetzt werden missen), daf3 der
Pol Gi von gi=PQi der zweite Schnittpunkt von B(P'QC Pi,La)
und p2 sein mul; ebenso mull aber Gi der zweite Schnitt-
punkt von C(PiLa, PI,LD und p2 sein. Nunmehr missen die
Seiten des Dreiecks der drei weiteren (aufer A) Schnittpunkte
von p2 mit x2 dem ausgearteten Kegelschnitt des dem Viereck
PbP'cA(PbLb, P'A.Q umschriebenen Biischels 2(x2), drei Tangenten
des Kegelschnitts 22 sein (Nr. 92); mithin gehen durch Gxzwei kon-
jugiert-imaginare Tangenten von 22, namlich die beiden Gx mit
den konjugiert-imagindren Schnittpunkten von p und p2 ver-
bindenden Geraden, und Gx muRl daher innerhalb 8* liegen. Wir
sehen also, daR die drei Geraden A(PiLb, P’ Q, B(P'A G P'aL a),
C(P'aLa, P'bLB in den auf p2und innerhalb 22 liegenden Punkt Gx
konvergieren, was zu beweisen war.
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101. Wir konnen nun auch < s folgende Kriterium aufstellen.

Satz 47. Sind Pi, Pk
Pi, Pmyvier Punkte von ps,
gi, gk, qgi, gm diejenigen
Tangenten an P 2(demPolar-
kegelschnitt der Polare p
von P in bezug auf AB C),
welche die je zwei Schnitt-
punkte p'BPiB undp'cPic bzw.
p'sPkB und p'cpkc bzw. pBpiB
und p'cPic bzw. p'BPmB und
PcPmC (PiB=PPi, Pi C= CP«
pkB=BPk PkC=CI\, pif3
EPPi, pic=CPi,pmB=BPm
pmO=C P n) verbinden (und
welche Tangenten die Po-
laren der vier Schnittpunkte
Qi, & Q, @nvon p und
der Verbindungsgeraden gi
EPP2 gk=PPk, gi=PPi,
gm=P P min bezug auf ABC
sein mussen), gP, g}, o[},
gO) die gleichfalls P2 tan-
gierenden Polaren der vier
Punkte QP=pq{, QW=pak
Q?=MV~ =M Min bezug
auf J.PP, U, Uk, U, Umdie
BerUhrungspunkte von P2
mit den Tangenten q, gt
g*, gm so konvergieren die
vier Tangenten von p3 in
Pi, Pfe, Pi, Pm dann und
nur dann in einen Punkt,
wenn P, Ui, Uk Uh Um
gMN  gkg™\ qglg?\  <dm%
neun Punkte eines und des-
selben Kegelschnitts sind,
wo dann gW, gf> gw, gw

die Tangenten dieses Kegel-

Sind pqg, pr, ps, Pt vier
Strahlen von P3, Ggqg, Gr,
Gs, Gt diejenigen auf p2
(dem Polarkegelschnitt des
Pols P von p in bezug auf
A BC) liegenden Punkte, in
denen die je zwei Geraden
Pb P g&und PcPqgcbzw. PbPrb
und P'cPrc bzw. PbPSb und
P'cPsc bzw. PbP(b und P'dP tc
(i gb =Pq &, i—qc—ch, Prb
=prb, Prc=PrC, Isb—Psh,
iSC~PSc, Ptb=Ptb, Ptc—PtC)
sich schneiden (und welche
Punkte die Pole der vier
P mit den Schnittpunkten
Qq—rPq, Qr—PPr, Qs=PPs,
ot ~ppt verbindenden Ge-
raden gq gr, gs gt in bezug
auf ABC sein miussen),
GW, GW GW GW die
gleichfalls auf p2 liegenden
Pole der vier Geraden gW
gPGqg gW=PGr, gW=PGs,
gW=P G tin bezug auf*IPG,
tg, tr, ts, tt die Tangenten
an p2 in h
so liegen die vier Bertihrungs-
punkte von prq, pr, ps, pt
mit der von P 3 eingehillten
Kurve dann und nur dann
in einer Geraden, wenn p,

tr, ts, tt, GgGW, GrGw,
G,GW G.GW neun Tan-
genten eines und desselben
Kegelschnitts sind, wo dann
GW Gw, GW, Gw die Be-
rihrun gspunkte dieses Kegel-
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Denn liegen die Berihrungspunkte von pg, pr, ps, pt mit der
von P 3 eingehillten Kurve in einer Geraden Z so mussen nach |
(Nr.94) tqg tn ts, h und dann (nach Nr. 93) auch Gq(r™\ GrG™\ Gs@G¥l)
GtGf> Tangenten eines und desselben Kegelschnitts £2 sein, welcher
letzte auch von p tangiert (Nr. 95) und von den Tangenten G 6r(0),
GrG™M Gg(P1}, GfG” in bzw. G@\ 6r|p, (P¥, G~ berthrt wird
(Nr.93). Und, umgekehrt, wenn p, tq, tr, ts, tt, GqQG(\ GrG~™\
GgG™M\ GfGW einen und denselben Kegelschnitt tangieren, so
mui3 dieser Kegelschnitt mit demjenigen Kegelschnitt £2 identisch
sein, welcher aus der die beiden Beriuhrungspunkte der Strahlen
pg und pr von P 3 verbindenden Geraden Z in der in I (Nr.94)
angegebenen Weise hervorgeht; da diese beiden Kegelschnitte
nach | (Nr.94) und Nr.93 die funf Tangenten p, tq, 4, G G™\
Grér<p gemein haben. Folglich mu3 dann nach I (Nr. 94) Z auch
durch die Berithrungspunkte der Strahlen ps und ptvon P 3 gehen.

102. Nach dem soeben aufgestellten Satze missen die Kegel-
schnitte £2 welche aus allen durch den Berthrungspunkt Ur eines
von den Riuckkehrstrahlen verschiedenen Strahles pr von
P 3 gehenden Geraden Zin der in | (Nr. 94) angegebenen Weise
hervorgehen, samtlich von den drei Geraden p, &, 6r (Pp beriihrt
werden, und zwar von GrG& im Punkte Qv> und also eine Kegel-
schnittschar ur(82) bilden, von der zwei Grundtangenten in G 6r()
unendlich benachbart liegen. Nunmehr hat jeder Kegelschnitt
der Schar u,.(22 mit dem Polarkegelschnitt p2, der nur von der
einen Grundtangente tr dieser Schar tangiert wird, noch drei
weitere Tangenten gemein, welche ein Dreieck bilden; und die
Eckpunkte dieser samtlichen Dreiecke liegen (vgl. oben Nr. 92) auf
einem Kegelschnitt x2, welcher durch G{ geht und von p im
Schnittpunkte (p, Gr6Pp) berthrt wird und welcher, wie wir sofort
zeigen werden, auBer 6r« noch die Eckpunkte von ABC mit p2
gemein haben mufB. Denn verbindet man Ur mit dem Ruck-
kehrpunkte des Rickkehrstrahles pA=PA von P3 durch eine
Gerade Z so mul3 nach | in Nr.94 (weil die P mit dem Schnitt-
punkte (ppA) verbindende Gerade mit pA zusammenféllt und A
der Pol von pA in bezug auf ABC ist) der aus dieser Geraden Z
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hervorgehende Kegelschnitt 22 von p2 in A berthrt werden, und
mithin ist A ein Schnittpunkt von zwei weiteren (aufer tr) ge-
meinsamen unendlich benachbarten Tangenten dieses Kegel-
schnitts S2 und p2, also ein Tunkt von X2\ ebenso missen aber
auch B und C Punkte von x2 sein. Der Schnittpunkt (p, GrG({))
ist aber nach Satz 18 (Nr.28) der Pol der Geraden gr (welche P mit
dem Schnittpunkte Qr=ppr verbindet und die Polare von Gr in
bezug auf ABC ist) in bezug auf p2 und mithin (nach Nr.2) der-
jenige Punkt Qr von p, der zu pgr=Qr=ppr zugepaart ist in
der von ABC erzeugten Punktinvolution (p)2 Folglich muf3 der
Polarkegelschnitt u'r von Ur in bezug auf ABC (wo Ur der Be-
rihrungspunkt des Polarkegelschnitts P2 von p mit der P2 tan-
gierenden Polare g- von Qyin bezug auf ABC ist), welcher ABC
umschrieben ist und (weil Cr auf dr liegt) durch Qy=(p, GrGJP)
geht und (weil Ur auf dem Polarkegelschnitt P2 von p liegt) von
p in Qr berthrt wird (s. Satz 7 meiner Dissertation, S.52), mit
dem obigen Kegelschnitt x2 identisch sein.

Zu bemerken sei noch, dal in Ur (weil ur =x2 durch den
Pol G von g{o=P Gr in bezug auf ABC geht) der erste Re-
prasentant g(o von gr und (weil nach Hilfssatz 2 in Nr. 52, duali-
siert, der BerUhrungspunkt Ur der Tangente dr des Polarkegel-
schnitts P 2 von p dem Schnittpunkte (pqgr) zugepaart ist in der
von ABC erzeugten Involution (qh2, nach Nr.5 die von ABC
erzeugte Strahleninvolution (QN2 zu (q,)2 perspektiv ist und mit-
hin QrUr zu p in (Oi)2 zugepaart und also ein Strahl von P 3 ist)
der durch Qr gehende Strahl von P 3 konvergieren miussen.

Beachtet man nun, dafl} die Seiten eines jeden der p2 um-
schriebenen und x2=ur2 eingeschriebenen Dreiecke, welche Seiten
die drei weiteren (auBer tr) gemeinsamen Tangenten eines Kegel-
schnitts 22 der Schar ur(22 und p2 sind, nach I (Nr.94) p2in
den Polen (in bezug auf ABC) solcher drei durch P gehenden
Geraden beriihren mussen, welche drei Geraden durch die Schnitt-
punkte von p mit solchen drei Strahlen von P 3, deren Berihrungs-
punkte (mit der von P 3 eingehullten Kurve) in einer durch IlIr
gehenden Geraden liegen, hindurchgehen, so ergibt sich folgendes
Resultat.

Satz 48. Ist Ur der Beridhrungspunkt irgendeines von
den Ruckkehrstrahlen verschiedenen Strahles pr von P 3
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Q der Schnittpunkt von p und pr, @& der zu Qr in der
von A B C erzeugten Punktinvolution (p)2 zugepaarte Punkt,
dr die dem Polarkegelschnitt P2 von p tangierende Polare
von Qr in bezug auf ABC, Vr der Beruhrungspunkt von gr
und P 2 ii'r2 der Polarkegelschnitt von Tr und p2 der Polar-
kegelschnitt des Pols P von p (alles in bezug auf ABC),
und bezeichnet man die Punkte, in denen drei verdnder-
liche Strahlen pl5p2,p3 von P 3 von p geschnitten werden,
der Reihe nach mit Qx, @, B, die Verbindungsgeraden
PQi, BQ2 PQ3 mit gx g2 g3 die auf p2 liegenden Pole (in
bezug auf ABC) von gx,02,93 mit Gx, G2, G3, wo nach
Satz 43 (Nr. 97) in Gx P'aPle,'P>PI16, P'Ple, in G2 P'aP 23,
PbPil:, PcPicund in G3P&aP3a, P&P36, PcP3 (Pxa=pxa,
Pib =pxb, Plc=px, P2a=p3d usw.) konvergieren mussen, und
die Tangenten von p2 in Gx G2, G3 mit tx t2, t3, so liegen
die BerlUhrungspunkte je dreier solcher Strahlen Pi,p2,p3
von P 3 und nur solcher drei Strahlen mit Ur in je einer
Geraden, fur die das p2 umschriebene Dreieck txt213 (der
entsprechenden drei Tangenten von p2 zugleich ui2 ein-
geschrieben ist; und dual fur die mit einer gegebenen Tan-
gente von p3in je einen Punkt konvergierenden Tangenten
von p3

Die Strahlentripel von P 3, deren Berihrungspunkte mit
IIr in je einer Geraden liegen, werden von p in den Punkte-
tripeln derjenigen kubischen Involution geschnitten, welche
durch die zwei Punktetripel QrQr>Qr,, und Qr Q™ QY (wo
also QW ein Doppelpunkt der kubischen Involution sein
wird) festgelegt ist; wobei Qr>und Qt« dasjenige Punkte-
paar in (p)2 bilden, dessen Repréasentant Qr ist, und Q
derjenige Punkt von p ist, der dem ersten Reprédsentanten

von Qr zugepaart ist in (p)2; und dual fur p3

Das letztere erhellt folgendermafRen: Die Tripel der Seiten
txt213 der p2 um- und u'2 eingeschriebenen Dreiecke bilden be-
kanntlich eine kubische Involution im Bischel der Tangenten
von p2 mithin auch die Punktetripel GxG2G3 in der zu diesem
Tangentenbuschel Perspektiven Punktreihe auf p2 und nunmehr
auch die Strahlentripel gxg2g3 in dem zu dieser Punktreihe der
Pole auf p2 projektiven Bischel der Polaren um P und die
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Tunktetripel Qx @3 in der zu diesem Buschel um P Perspek-
tiven Punktreihe auf p. In dieser kubischen Punktinvolution
auf p mussen nun die Schnittpunkte Qr Qr>Qir von p mit den-
jenigen Strahlen pn p'r>und p'v>von P 3 deren Berthrungspunkte
nach | in Nr.54 (dualisiert) mit Ur in einer Geraden, namlich
auf pr selbst, liegen, und die Schnittpunkte Qr und QW von p
mit denjenigen Strahlen p'r und p”y von P 3, deren Berihrungs-
punkte nach I (Nr.54) mit \\r in einer Geraden, ndmlich auf p/y,
liegen (wo, weil im Beruhrungspunkte von pOy zwei unendlich
benachbarte gemeinsame Punkte von p&y und der von P 3 ein-
gehdllten Kurve liegen, pPy und mithin auch QW doppelt zu
zéhlen ist), je ein Punktetripel bilden.

103. Ebenso aber wie die aus den sdmtlichen durch Un
Beriihrungspunkt eines von den Rickkehrstrahlen verschiedenen
Strahles pr von P 3 gehenden Geraden | in der in 1 (Nr.94) an-
gegebenen Weise hervorgehenden Kegelschnitte S2, bilden auch
die aus den samtlichen durch irgendeinen ganz beliebigen
Punkt K gehenden Geraden | in der namlichen Weise hervor-
gehenden Kegelschnitte 22 eine Schar f (82, deren Grundtangenten
nach Nr. 92 aus p und den drei Seiten des Dreiecks der drei
weiteren (auBer A) gemeinsamen Punkte des Polarkegelschnitts
p2von P und m2, des aus dem Polarkegelschnitt &2 von K ab-
geleiteten durch P~ und P'c gehenden Kegelschnitts, bestehen.

[Beildufig bemerken wir, dal3 diese Kegelschnittschar f(82)
zum Strahlenbtschel K(J) projektiv ist, wenn jeder Geraden |
von K der aus ihr hervorgehende Kegelschnitt S2 zugewiesen
wird. Denn, wenn ? den Strahlenblschel K(I) durchlauft, so be-
schreiben die beiden Geraden PiLbund P® C wo Lb~Ilb und
Lc=Ic ist, zwei zu K(I) Perspektive Strahlenbischel um P bhbzw.
Pc, deren Perspektive Durchschnitte b bzw. ¢ sind, und mithin
der Schnittpunkt A von PiLbund P'cLceine zu K (?) projektive
krumme Punktreihe k2(A) auf dem durch A gehenden Kegel-
schnitt k2 (Nr. 90); alsdann wird also die A von A aus proji-
zierende Gerade einen zu K(I) projektiven Strahlenbiischel um A
beschreiben, und folglich wird auch die von Gh dem von AA durch
Pa und P'a harmonisch getrennten Punkte, beschriebene Punkt-
reine p (Qi) und somit auch die Kegelschnittschar f(S2 zu K(I)
projektiv sein muissen; da jeder Kegelschnitt £2, der aus einer
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Geraden | von K hervorgeht, nach Nr. 95 von der Grundtangente
p in dem jener Geraden | entsprechenden Punkte Qi berihrt
werden muf3.]

Ist nun K einer der Riuckkehrpunkte von P 3 so liegen alle
drei weiteren (auBer A) gemeinsamen Punkte von p2 und K2 un-
endlich benachbart (Satz 41 in Nr.89), und zwar in einer der
Ecken von ABC (Nr. 93), und die Seiten des Dreiecks dieser
drei unendlich benachbarten Punkte, von welchen Seiten zwei
unendlich benachbarte Tangenten von p2 in einem der Ecken
von ABC sind, mussen drei unendlich benachbarte Tangenten
eines jeden aus einer Geraden | von K hervorgehenden Kegel-
schnitts 22 sein. Die Schar der Kegelschnitte 22 welche aus den
samtlichen durch einen Rickkehrpunkt von P 3 gehenden Geraden |
hervorgehen, hat daher p und noch drei einander unendlich be-
nachbarte Geraden, von welchen letzteren zwei p2 in einer der
Ecken von ABC tangieren, zu Grundtangenten. Jeder Kegel-
schnitt dieser Schar hat nun mit p2noch zwei weitere Tangenten
gemein, welche bekanntlich eine Tangenteninvolution um p?2
bilden muissen. Die Achse dieser Tangenteninvolution muf3, wenn
der Ruckkehrpunkt etwa llA, der des Ruckkehrstrahles pA=PA
von P3, ist, die Dreieckseite a = BG sein. Denn derjenige
Kegelschnitt £2, welcher aus der die beiden Rickkehrpunkte ItA
und verbindenden Geraden | hervorgeht, mu3 (nach Satz 45
in Nr.99 und | in Nr.94) von p2 auBer in A noch in B berihrt
werden, und mithin mul3 P auf der Achse jener Tangenten-
involution liegen, ebenso aber auch C.

Mithin haben wir:

Satz 49. Ist UA der Riuckkehrpunkt des Riickkehrstrahles
pA=PA von P3, und sind pl und p2 zwei veranderliche
Strahlen von P 3, tx und t2 die diesen Strahlen in der im
Satze 48 angegebenen Weise entsprechenden Tangenten
von p2, so liegen die Beruhrungspunkte je zweier solcher
Strahlen pl und p2 von P 3 und nur solcher zwei Strahlen
mit UA in je einer Geraden, deren entsprechende Tangenten

und t2 von p2 sich auf der Dreieckseite a schneiden.

Die Strahlenpaare von P 3, deren BerUhrungspunkte mit
UA in je einer Geraden liegen, werden also von p in den
Punktepaaren derjenigen Involution geschnitten, deren Doppel-

Berliner, Habilitationsschrift. ia
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punkte Pi=ppB=(p,PB) und Pi=ppc=(p,PC) sind; und
dual fur p3

Dieser Satz ist im Satze 48 als Spezialfall enthalten, denn,
wennUr & Ua ist, also pr=pA, so ist @ =Pi, Qr=Pa=pa, dr=a,
Ur=apA (Nr.2) und ur2 artet (nach Nr.2) in das Geradenpaar
APaund a aus, und dann wird stets, weil AP a Tangente an p2
in A ist (Nr.2), eine Seite von jedem p2 um- und dem in APa
und a ausgearteten Kegelschnitt eingeschriebenen Dreieck AP a
selbst sein.

Ferner haben wir nun nach | (Nr. 94):

Satz 50. Ist K irgendein ganz beliebiger Punkt, aber
kein BerUhrungspunkt von P 3, k2 der aus dem Polarkegel-
schnitt |2 von K (in bezug auf ABC) abgeleitete, etwa
durch P1 und P'c gehende Kegelschnitt, k15 k2, k3 die Seiten
des Dreiecks der drei weiteren (aufRer yl) voneinander ver-
schiedenen (nach Satz 41 in Nr. 89) gemeinsamen Punkte
von k2 und p2, f(22 diejenige Kegelschnittschar, deren
Grundtangenten die vier (p2 nicht tangierenden) Geraden
p, Xj, X2, x3 sind, f3 diejenige Kurve dritter Ordnung, auf
der bekanntlich,l) die Eckpunkte der sédmtlichen aus den
je vier gemeinsamen Tangenten von p 2 und der Kegelschnitte
der Schar (22 gebildeten vollstandigen Vierseite liegen,
so liegen die Beruhrungspunkte von je vier solchen Strahlen
Pii P211th tPi von P3 und nur von solchen vier mit k in je
einer Geraden, deren entsprechende (Satz 48) Tangenten
G, & Ci G von p2 zugleich auch einen und denselben Kegel-
schnitt der Schar f(22) tangieren und also ein solches voll-
standiges Vierseit bilden, dessen sechs Eckpunkte auf f3
liegen.

Die Strahlenquadrupel von P 3, deren Berihrungspunkte
mit K in je einer Geraden liegen, werden daher von p in
den Punktequadrupel einer biquadratischen Involution ge-
schnitten; und dual fur p3

Nunmehr sind die Satze 48 und 49 als Spezialfélle in diesem
Satze enthalten; denn, wenn K ein Berihrungspunkt Ur von P 3
ist und dann p2 von einer der Grundtangenten der Schar f(£2)

) Vgl. Steiner-Schrdter, Synthetische Geometrie, T. I, 863, Nr. 346.
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tangiert wird, muR f3, Ai® man sofort einsieht, in jene Grund-
tangente und den in Satz 48 angegebenen Kegelschnitt u'f zer-
fallen, und wenn K der Rickkehrpunkt YA von P 3 ist und dann
p2in A von zwei in A Pa unendlich benachbart liegenden Grund-
tangenten der Schar f(S2 tangiert wird, muf3 !3 in die doppelt
zu zéhlende Gerade AP a und die Dreieckseite BC zerfallen.

Bemerkung. Die einem jeden Punkte K durch die von P 3
eingehillte Kurve vierter Ordnung in der angegebenen Weise
mittels der Kegelschnittschar f(22 und p2 zugeordnete Kurve
dritter Ordnung f3 muf3 stets ABC umschrieben sein. Denn
derjenige Kegelschnitt 22 welcher aus der K mit dem Ruckkehr-
punkte UA verbindenden Geraden | hervorgeht, wird von p2in A
bertihrt; mithin schneiden sich in A zwei unendlich benachbarte
gemeinsame Tangenten jenes Kegelschnitts 22 der Schar (22
und p2 und folglich mul? A ein Punkt von f3 sein; ebenso aber
muissen auch B und C Punkte von f3 sein. Wenn also K eine
gerade Punktreihe | durchlauft, so mu3 die K zugeordnete Kurve
dritter Ordnung f3 einen Kurvenbuschel beschreiben. In der Tat
muRR der aus der festen Geraden | hervorgehende Kegelschnitt 22
in jeder der Kegelschnittschare (82, die den Punkten K von |
zugehoren, enthalten sein, und mithin mussen die sechs Eckpunkte
des aus den vier gemeinsamen Tangenten dieses Kegelschnitts 22
und p 2 gebildeten vollstdndigen Yierseits auf jeder der Kurven f3
welche den Punkten K von | zugeordnet sind, liegen; folglich
missen diese Kurven, die jene sechs Eckpunkte und auf3erdem
noch die Eckpunkte von ABC gemein haben, einen Blschel von
Kurven dritter Ordnung bilden.

104. Aus | in Nr. 94 und Nr. 95 (dualisiert) ergeben
unmittelbar die folgenden Losungen der

Aufgabe 25. Die vier aus einem gegebenen Punkte K
an p)3 gehenden Tangenten zu ermitteln.

Auflésung 1. Man ermittelt die gemeinsamen Punkte
Ug, Ur, ds, Jt des Polarkegelschnitts P2 von p (der Polare
von P beziglich A B C) und desjenigen Kegelschnitts 12
der durch P. p'AKA, pBkB, p'ckc hindurchgeht und in P von
yK (der vom Schnittpunkte a (pBkB, p'ckc) durch pAund pA
harmonisch getrennten Geraden) tangiert wird (wobei
kA=K A, kB=K B, T©=KC, pA=PA, pA=PPa=(P,pa),

sich
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pB=PPb~(P, pb), p'c=PPc=(P,pc) sind), und die Tan-
genten qg, gr, ¢s, gt von P 2in Ug, Ur, Us, Ut\ bringt sodann
die Geraden (P,~h#9 und (C,p'cqg zum Schnitt im Punkte
Pg, (B,pBgr) und (C,p'cqr) in Pr, (B,p'Bgs) und (C,p'cqs)
in Ps, (B,pBat) und (C,p'Gqt) in Pt5 alsdann werden die
Geraden AP5, KPr, ZPf, ArP* die vier von K an p3
gehenden Tangenten sein, und zwar werden sie p3in bzw.
P9, Pr, Ps, Pt berthren.

Auflésung 2. Man ermittelt die gemeinsamen Tan-
genten q(0), gwW, g™\ gO der namlichen Kegelschnitte P2 und
t2, und bringt die Geraden (B,pBqd) und (C,p'cq0) zum
Schnitt in PJ«, (B,p'BgU) und (£,j/cg&) mPo\ (B,pBgw) und
(C,p'cqV) in P<u, (B,pBqgy) und (C,p'cg”™) in Pp>; alsdann
werden die Geraden KP £\ KPp\ KPO\ ATP[X¥ die vier
aus K an gehenden Tangenten sein, und zwar werden
dann PW, Po>, P'l}, P{)) nicht die Beruhrungspunkte, son-
dern die weiteren (dritten) Schnittpunkte dieser Tangenten
mit p3 sein.
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