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PRZEDMOWA.

Rozdziaty | —XII tego tomu powstaty z rozdziatow XXVIII—
XXXVI wydania trzeciego tej ksigzki; wazniejsze zmiany wpro-
wadzitem w wykladzie liczb niewymiernych (rozdziaty 111 i V).
W rozdziatach XIII i XIV opracowatem na nowo stosunki,
proporcje i proporcjonalno$é, korzystajac z tekstu rozdziatow
XXXV—XXXVII wydania pierwszego. W rozdziale XV (funkcja
linjowa) wzorowatem sie na Algebrze Bourleta (C. Bourlet,
Leeons dalgebre elementaire, Paris 1896).

Warszawa, w grudniu 1921.

S. Kwietniewski.
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l.
Podnoszenie do potegi.

1 Wielko$¢, ktora jest iloczynem n czynnikédw réwnych
danej wielkosci a, nazywa sie potega n-tego stopnia wielkosci a,
albo n-tg potega wielkosSci a (§ 35—39 cz. I); a nazywa sie
zasada, n wyktadnikiem potegi.

Tak np. w wyrazeniu (2a + b)5 zasadg jest 2a+ b, wy-
kfadnikiem 5; (—x)2+1 jest potegg, majacg za zasade — X,
za wyktadnik 2n + 1; liczba 81 jest potega o zasadzie 3 i wy-
kfadniku 4; ta sama liczba 81 jest takze potega o zasadzie 9
i wyktadniku 2.

Dziatanie, zapomocg ktérego z zasady i wyktadnika otrzy-
mujemy potege, nazywa sie podnoszeniem do potegi. Podnoszenie
do poteg jest wiec szczeg6lnym przypadkiem mnozenia; lecz tak
czesto mamy z niem do czynienia, ze wypada poswieci¢ mu
rozdziat oddzielny. W rozdziale tym czytelnik spotka zasady,
z ktéremi juz po czeSci zapoznat sie dawniej.

2. Kazda potega parzysta ilosci ujemnej jest dodatnia
kazda za$ jej potega nieparzysta jest ujemna.

Jesttobezposredniem nastepstwemprawidta znakéw. Tak np.

—aX —a= az
—aXx —ax —a= a2x —a= —a3
—aX —a&X —ax —a= —a3x —a= a4
i tak dalej. W nastepnych paragrafach, skoro méwi¢ bedziemy:
dac¢ znak wiasciwy, rozumie¢ bedziemy przez to wyrazenie znak,

wypadajacy z zastosowania prawidta, podanego w tym 8§
J. Todhunter. Algebra II. 1
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3. Jakakolwiek potege danej potegi mozna przedstawic
jako potege o tej samej zasadzie, co i potega dana. W tym
celu wyktadnik potegi, do ktorej juk jest podniesiona dana
ilos¢, nalezy pomnozy¢ przez wyktadnik nowej potegi, i ten
iloczyn wzig¢ za wyktadnik ostatecznego wyniku. Catemu za$
wynikowi nalezy da¢ znak wiasciwy.

Tak naprzykiad:

(aagz 8.6, (- a33= -a 9;

(ad3= al2 (—ad3= —al
Prawidto to jest bezposredniem nastepstwem prawidia na wy-
kfadnik, dowiedzionego w 8§ 77, cz. I. Naprzykiad:

(ad3= a2x a2x a2= a2+2+2= a2x 3= a6
Prawidto podane wyzej bezposrednio prowadzi do nastepujacego:

4. Azeby podnie$¢ do jakiejkolwiek potegi jednomian cat-
kowity, wyktadnik kazdego czynnika nalezy pomnozy¢ przez
wyktadnik potegi i wynikowi da¢ znak wiasciwy.

\ Tak naprzykiad:
(a2b32= asb (—a2b33= —a6h9;
(ab2c3s= ashscl2 (—azbscys= —aiwbhisc;
(2ab2c36= 26a6612cis= 64 abr2c8

5. Azeby podnie$¢ do jakiejkolwiek potegi utamek, nalezy
licznik i mianownik podnie$¢ do tej potegi i da¢ wynikowi
znak wiasciwy.

Wypada to z paragr. 160, cz. . Naprzykiad:

6. Niektore przyktady na podnoszenie do poteg dwumia-
now byty juz podane: patrz 88 97 i 106, cz. I. Tak np.
(@+ b)2= a2+ 2ab+ b2
(a+ b)3= a3+ 3a2b+ 3ab2+ b3
Uczacy sie powinien, jako c¢wiczenie, znalezé czwarta,
pigta i szdstg potege dwumianu a + b. Wyniki beda nastepujace:
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(a+ b¥= a4+ 4a3b+ 6a2b2+ 4ab3+ b4

(a+ b)5= a5+ 5adb+ 10a3b2+ 10a2b3+ 5abd+ b5

(a+ b )6= a6+ 6adh+ 15adh2+ 20a3b3+ 15ab2+ 6ab5+ b
W podobny sposéb znajdziemy:

(@—b)2= a2— 2ab+ b2

(a- b)3= a3—3a2b+ 3ab2— b3

(a—by¥= ad4—4a3b + 6a2b2—4ab3+ b4

(@a—b)p= ab—>5a4b+ 10a3b2— 10a2b3+ 5ab4—b5

(a — b)o= a6—6abb+ 15a4b2—20a3b3+ 15a2b4—6ab5+ b6.

Widzimy, ze w powyzszym szeregu réwnosci przed kazdym

wyrazem, w ktoryni b wchodzi w potedze nieparzystej, jest

znak mniej; tym sposobem mozemy kazdg potege dwumianu

(a—h) bezposrednio wynalez¢ z odpowiedniej potegi dwumianu

(a+ b), zmieniajagc znaki na przeciwne w tych wyrazach, do

ktérych wchodzi b w potedze nieparzystej.

7. Uczacy sie przekona sie poOzZniej, ze zapomocg wzoru,
zwanego dwumianem Newtona, mozna otrzymaé kazda potege
dwumianu, nie wykonywmjac dziatania mnozenia,

8. Wzory podane w § 6 moga by¢ uzyte w ten sposob,
jaki wytozylismy w § 102 cz. I. Przypusémy np., ze chcemy
znalezé czwartg potege dwumianu 2x —3y. We wzorze na
(a—Db)4 podstawmy 2x zamiast a i 3y zamiast b; tym sposobem
znajdziemy:

(2x —3y)4= (2x)4— 4 (2x)3(3y) + 6(2x)2(3y)2+
—4(2x)(3yB+ (3y)d= 16ad4—96x3y 216x 2y2+
—216xy 3+ 8ly4

To samo otrzymamy, jezeli we wzorze na (a+ b)Y podsta-
wimy 2x zamiast a i (—3y) zamiast b.

9. Latwo sie przekonac¢, ze mozna podniesienie do potegi
wykona¢ w rozmaity sposéb. Tak naprzykitad przypusémy, ze
chcemy znalez¢ szbstg potege (a+ b). Mozemy ja znalez¢ przez
wykonanie kilkakrotne mnozenia przez (@ + b). Albo tez mozemy
najprzdd znalez¢ szeScian (a+ b)i nastepnie szeScian ten podniesé
do kwadratu, gdyz kwadrat wyrazenia (a+ b)3 jest (a+ b)3
Albo nakoniec mozemy najprzéd znalez¢ kwadrat (a + b), ? na-

*
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stepnie otrzymany wynik podnies¢ do szeScianu, gdyz szescian
wyrazenia (a+ b)2 jest (a + b)e. Podobniez 6sma potege (a+ b)
mozna znalez¢ podnoszagc do kwadratu wyrazenie (@+ b ), lub
podnoszac do potegi czwartej (a+ b)2 | t. d.

10. Niektére przyktady podnoszenia do poteg tréjmiandow
juz byty dane w cz. I, patrz 8§ 103 i 106. Tak np.

(@a+ b+ c)2— a2+ b2+ c2+ + 2bc+ 2ca;

(a+ b+ ¢)3= a3+ b3+ c 3+ 3a2(b+ c)+ 3b2(c+ a)+
+ 3c2(a+ b)+ 6abc.

Wzory te moga by¢ uzyte w taki sposéb, jaki byt wythu-
maczony w § 102, cz. I. Tak np. przypusémy, ze chcemy zna-
lezé (1—2x + 3x22 We wzorze na (a+ b+ c)2 podstawmy
1 zamiast a,—2x zamiast b, i 3x2 zamiast c. Otrzymamy:

(—2x+ 3x22= ()2+ (—2x)2+ (3x22 +2(1)(—2x) +
+ 2(—2X) (3x+ 2(1) (3x)= 1+ 4x2+ 9x2—4x +
— 12x3+ 6x2=1 —4x + 10x 2— 12x3+ 9xA

Podobniez mie¢ bedziemy;
(I—2x+ 3x23= (1)3+ (—2x)3+ (3x23+
+ 3(N2(—2x + 3x9 + 3(—2x)2(1+ 3xA+ 3(3x22(1—2x) +
+ 6(1)(—2x) (3x9=
= 1—8x3+ 27x 6+ 3( 2x + 3x+ 12x2(1+ 3x+
+ 21x 4(1 —2x) —36x 3=
= 1—6x+ 21x2—44x3+ 63x4—54xb+ 27x6

11. Widoczng jest rzecza, ze kwadrat jakiegokolwiek wie-
lomianu mozna znalez¢ zapomoca jednego z trzech nastepnych
Sposobow:

1-szy. Poniewaz np.

(a+ b+ c+ d)2= a2+ b2+ c2+ d2+ 2ab+ 2ac+ 2ad+
+ 2bc+ 2bd + 2cd,
przeto mozemy powiedzieé, ze kwadrat jakiegokolwiek wielo-
mianu jest roéwny sumie kwadratéw pojedynczych wyrazéw,
wiecej sumie podwdjnych iloczynéw tychze wyrazéw branych
po dwa.
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2-gi. Ten sam wynik mozemy przedstawi¢ w takiej postaci:
@+ b+ c+ d)2= a2+ 2a(b+ c+ d)+ b2+ 2b(c+ d)+
c2+ 2cd+ d2
co mozna tak wyrazi¢: kwadrat jakiegokolwiek wielomianu
rowna sie sumie kwadratow pojedynczych wyrazéw, wiecej
podwdjny iloczyn kazdego wyrazu przez sume tych wyrazow
ktére po nim nastepuja.
3ci. Réwniez widoczng jest rzecza, ze mozna ten sam
kwadrat:
@+ b+ c+ dp
przedstawi¢ w ten sposob:
@+ b+ c+ d)2= a2+ 2ab+ b2+ 2(a+ b)yc+ c2
2(@a+ b+ ¢)d+ d2
czyli: kwadrat wielomianu réwna sie sumie kwadratéw poje-
dynczych wyrazéw, wiecej podwadjny iloczyn kazdego wyrazu
przez sume tych wyrazdw, ktére go w wielomianie poprzedzaja.

12. Ostatni wz6r, napisany pod postacia:
(@+ b+ c+ d)2—aea+ (2a+ bb+ (2a+ 2b+ b)c+
+ (2a+ 2b+ 2c+ d)d,
mozna stosowaé przy podnoszeniu do kwadratu liczb wielo-
cyfrowych.

Jezeli np. mamy podnies¢ do kwadratu liczbe 8279, to
zaktadamy (uwzgledniajac, ze 102= 100, 103=1000):
a—8000= 8103 b= 200= 2102 c= 70= 710, d= 9.

Z prawej strony wzoru ogo6lnego mamy sume czterech
skfadnikéw, z ktorych kazdy jest iloczynem dwoéch czynnikdw.
Czynniki, stojagce na drugiem miejscu, sg to kolejno wielkosci
a, b, ¢ d, ktorych wartosci liczebne piszemy jedng pod druga,
zastepujac dla krotkoSci zera kropkami.

8. ..
2..
7.
9

Obok wypisujemy wartosci liczebne czynnikdw, poprzedza-
jacych we wzorze ogdlnym tamte cztery.
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a= 8103

2a+ b= 16¢103+ 2-102= (160 + 2) 102= 162102

Pierwszy czynnik trzeciego skiadnika dostaniemy, dodajac
do poprzedniego 5+ c, t . 21021 710, a wiec 27 +10; tym
sposobem:

2a+ 2b+ c= 162102+ 27 «10=1647 <10
i podobnie:
2a-+2b+ 2c+ d = 16549.

Caly ten rachunek z tatwoscig wykonywa sie w pamieci.
W ten spos6b otrzymujemy lewg strone nastepujacego schematu:

8...x 8...= 64......
162.. 2..= 324...
1647. 7.= 11529.
16549 9= 148941

(8279)2 = 68541841.

Z prawej strony znakéw réwnosci wypisujemy wartosci
czterech iloczynéw, pod spodem ich sume, ktéra jest zadanym
kwadratem.

13. Utamki zwyczajne, podlug prawidta podanego w § 5,
podnosi sie do kwadratu przez podniesienie do kwadratu osobno
licznika i osobno mianownika. Przy podnoszeniu do kwadratu
catkowitej z utamkiem, nalezy najprzod tez catkowita wigczy¢
w utamek i nastepnie stad otrzymany utamek podnies¢ do kwa-
dratu. Naprzykiad:

stad:



Czasami jednak dogodniej bywa uwazaé catkowitg z utam-
kiem jako dwumian:

14. Aby utamek dziesietny podnies¢ do kwadratu, nalezy
albo zamieni¢ go na zwyczajny i nastepnie znalez¢ kwadrat
otrzymanego utamka zwyczajnego; albo tez podniesé do kwa-
dratu liczbe otrzymang przez opuszczenie w nim przecinka,
i w znalezionym kwadracie odcigé na dziesietne dwa razy
wiecej cyfr, anizeli bylo w danym utamku.

W rzeczy samej, przypus¢my, ze mamy podnies¢ do kwa-
dratu 0,006; bedzie:

(0,006)2= 0,006 x 0,006 = 0,000036.
Podobniez:
(25)2= 25x 25= 625

15. Zakonhczymy ten rozdziat nastepujacemi uwagami:

1-sze. Poniewaz kazdg liczbe catkowita mozna przedstawic
pod postacig:

10a + b,
gdzie a jest liczhg catkowita, a b catkowita jednocyfrowa,
przeto kwadrat liczby catkowitej jest sumg trzech wyrazéw,
ktérych posta¢ otrzymamy, podnoszac powyzszy dwumian do
kwadratu:
(10a + b)2= 100a2+ 20ab + b2

Poniewaz wszystkie skfadniki, z ktérych otrzymaliSmy
kwadrat liczby catkowitej, sg zakoriczone zerami, z wyjatkiem
kwadratu jednosci, przeto ostatnia cyfra kwadratu jakiejkolwiek
catkowitej bedzie zawsze takg, jaka jest ostatnia cyfra kwa-
.dratu jednosci tejze liczby. A ze kwadraty liczb jednocyfrowych
konczg sie cyframi 1, 4,5 61 9, przeto kwadraty liczb jakich-
kolwiek mogg byé zakonczone tylko temi .cyframi. Kwadrat
wiec nie moze by¢ zakonczony zadng z cyfr: 2, 3, 7i 8. Po-
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dobniez: jezeli kwadrat jest zakonczony zerami, to liczba tych
zer musi byé parzysta.

2-re. Kwadrat liczby wiekszej od jednosci jest wiekszy
od tejze liczby; kwadrat za$ liczby mniejszej od jednosci jest
mniejszy od liczby podnoszonej do kwadratu.

3-cie. Poniewaz:

@+ 1)2= a2+ 2a+ 1,

przeto, majac juz wiadomy kwadrat jakiejkolwiek liczby a,
tatwo mozna znalez¢ kwadrat liczby o jednoS¢ od niej wiekszej,
przez dodanie do tegoz kwadratu podwojonej tej liczby i jednosci.

Tak np. skoro wiemy, ze:

(15)2= 225,
to (16)2= 225+ 215+ 1= 225+ 30+ 1= 256;
i dalej: (17)2= 256+ 32+ 1= 289, it d

Podobniez moze by¢ uzytecznym wzor:

(@a—12= a2—2a+ |
Np., wiedzac, ze: 10002= 1000000, znajdziemy:
(999)2= (1000 —1)2= 1000000 — 2000 + 1= 998001.

f
ZADANIA 1.

Znalez¢:
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19. 2+ 3x + 4x 22+ (2—3x + 4x 22

20. 1+ x + x23 21.(1 + x —x 23

22. (1—x + x2+ x32 23.(1+ 2x + 3x2+ 4x 32

24. (a+ b+ c+ d)2—(@—b+c— d)2

25. Podnies¢ do kwadratu: a) 48; b)99; c) 301; d) 425;
e) 8354; f) 8355; @) 9999.

26. Podnie$¢ do kwadratu: a) 712 b) 435 c¢) 0,145; d) 8,91,
e) 89,1
27. Wiedzac, ze 52482= 27541404, znalez¢ 52432 i 52532

1.
Pierwiastki.

16. Jezeli wielko$¢ b jest n-tg potegg wielkosci a, wtedy
a nazywa sie pierwiastkiem n-tego stopnia z b (por. cz. I,
rozdz. IlI).

Tak np. 2 jest pierwiastkiem 3-go stopnia z 8, gdyz 23= 8§;
3i —3 sg pierwiastkami 4-go stopnia z 81, gdyz 34—81
(—3)4= 81; 5xyZ3i —5xy 2 3sg pierwiastkami drugiego stopnia,
czyli kwadratowemi, z 25x2y4x6.

»Pierwiastek n-go stopnia z b« oznaczamy w ten sposob:

jezeli nj>2; pierwiastek kwadratowy z b oznacza sie przez +h.

Jednakze znak i nazwa pierwiastka niezawsze bywajg
§cisSle w jednakowy sposob stosowane. Zauwazmy, Ze jezeli
a= Vb, to i —a= Vbgdyz jezeli a2= b, to i (—a)2=h. To
samo dotyczy pierwiastkow jakichkolwiek stopni parzystych:
o0 ile pierwiastek taki nie jest 0, to ma dwie wartosci prze-
ciwne; jedng z nich — wszystko jedno ktérg —oznaczamy przez
Vb, jezeli jednak i druga trzeba wprowadzi¢ do rachunku czy
rozumowania, to oznaczymy jg przez —/b, za$ obie razem
+ Vb.
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Mozemy wiec napisac:
albo tez réwnie dobrze:

jezeli zas wybor nie zostat dokonany, to piszemy znaki po
dwadjne:

W tym og6lnym przypadku nie mamy moznosci rozstrzy-
gngé, ktéry z tych dwobch pierwiastkow jest dodatni, ktéry
ujemny; jezeli jednak takie rozstrzygniecie jest mozliwe, jezeli
zwlaszcza mamy do czynienia z liczbami szczeg6towemi, da-
nemi zapomocg cyfr, wtedy zazwyczaj pierwiastkowi, niepo-
przedzonemu znakiem, nadajemy warto$¢ dodatnig. Tak np.,
piszac V16 zwykle mamy na mysli 2, nie —2

Dla unikniecia watpliwosci mozna w takich przypadkach
stosowac znak wartosci bezwzglednej (patrz § 169, cz. I):

jednakze najczesSciej jest to zbyteczne.

17. Zamiast znalez¢, obliczy¢, lub wyznaczy¢ pierwiastek,
mowi sie czesto: wyciggnaé pierwiastek.

Zajmiemy sie wyciaganiem pierwiastkbw w najprostszych
przypadkach.

i wogole

Jezeli wiec wyciggamy pierwiastek z potegi i jezeli wy-
ktadnik potegi jest podzielny przez wyktadnik pierwiastka, wtedy
wielko$¢ szukana jest potega tej samej zasady o wyktadniku
rownym ilorazowi wykladnika danej potegi przez wyktadnik
pierwiastka.



Podobnie

i ogélniej:

Tutaj mamy pod znakiem pierwiastka iloczyn poteg o wy-
kfadnikach podzielnych przez wyktadnik pierwiastka; do kaz-
dego czynnika zastosowalismy poprzednig metode.

18 Powyzszg metode nieraz stosujemy przy wycigganiu
pierwiastka z liczb szczegdlnych. Np.

Tutaj roztozyliSmy liczbe dang na dwa czynniki, z ktérych
kazdy rozpoznajemy z tatwoscig jako kwadrat: 36 = 62 100= 102

Inny przyktad: liczba 441, jak to wida¢ odrazu, jest po-
dzielna przez 9= 32 441 :9= 49= 72 a wiec:

W ogdlnosci mozemy tak postgpi¢. Rozktadamy liczbe dang
na czynniki pierwsze, sposobem znanym z arytmetyki. Jezeli
sie okaze, ze wszystkie liczby czynnikdéw réwnych sg podzielne
przez wyktadnik pierwiastka, wtedy mozna zastosowa¢ metode
§ 17. Np.

19. Jezeli z licznika i mianownika utamka danego potra-
fimy wyciggnaépierwiastki, to tym sposobem otrzymamy licznik
i mianownik utamka, ktéry jest pierwiastkiem utamka da-
nego. Istotnie,
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Tym sposobem

20. Pierwiastek stopnia drugiego lub trzeciego z wielo-
mianu znajduje sie w ogolnosci metoda, ktora bedzie wytozona
w § 23—26; ale w niektorych przypadkach mozna go znalez¢
prostszym sposobem.

Poniewaz

(@+ b= a2+ 2ab+ b2
to znajdziemy pierwiastek kwadratowy z tréjmianu, jezeli po-
trafimy wyciggnaé pierwiastki z dwoch jego wyrazéw i jezeli
pozostaty wyraz jest podwojonym iloczynem tych pierwiastkdw.
Np. w trdjmianie
4adh2+ 4dabc+ c2

pierwiastki kwadratowe wyrazéw pierwszego i trzeciego sa
2ab i c, ich iloczyn podwojony 4abc réwna sie wyrazowi $rod-
kowemu tr6jmianu, przeto

Mozemy postapi¢ jak poprzednio, albo tez wyprowadzic¢
przedtem czynnik wspdlny 4x2 za nawias:
4x 2(9x 2—6 x + 1).
Pierwiastki z wyrazOw pierwszego i trzeciego w tréjmianie

sg tu + i £ 1; azeby ich podwojony iloczyn réwnat sie
—6x, trzeba im nadaé¢ znaki przeciwne: pierwszemu + , dru-
giemu — lub odwrotnie. Znajdziemy wiec:

Podobnie znajdziemy

biorgc pod uwage wzér:
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21. Przy obliczaniu pierwiastka kwadratowego z liczby
nie wiecej niz czterocyfrowej mozna jeszcze stosowac nastepu-
jacg metode.

Kwadraty liczb jednocyfrowych znamy z tabliczki mno-
zenia; stad mamy pierwiastki kwadratowe z nastepujacych
dziewieciu liczb jedno i dwucyfrowych:

Latwo zauwazyé, ze

1) jezeli zamiast jednej z tych 9-ciu liczb weZmiemy
liczbe 100 razy wiekszg, to otrzymamy pierwiastek 10 razy
wiekszy, np. V4900 = 70;

2) jezeli liczba konczy sie cyfrg 1, to pierwiastek nie moze
sie konczy¢ inng cyfrg niz 1 lub 9; podobnie dla cyfry 4 do-
stajemy 2 lub 8, dla 5—5, dla 6 —4 lub 6, dla 9—3 lub 7
(por. § 15);

3) z dwdch liczb nierbwnych wieksza nie moze miec pier-
wiastka kwadratowego ani mniejszego ani réwnego pierwiast-
kowi kwadratowemu z liczby mniejszej, gdyz jezeli

va= x; ‘vb=y;
to dla x = y dostalibySmy x2= y2 wiec a= b, przy x<y
X *x = x 2miatby oba czynniki mniejsze anizeli y .y = y'2a wiec
byloby a<b.

Wskutek 3) pierwiastek z liczby nie wiecej niz cztero-
cyfrowej, a wiec <10000, nie moze by¢ liczbg wiecej niz dwu-
cyfrowa.

Niech bedzie np. dana liczba 1189. Poniewaz ona jest
>9.100 i <16.100, przeto moze mie¢ tylko pierwiastek >30
I <7 40; poniewaz ostatnia cyfra danej liczby jest 9, przeto
druga cyfra pierwiastka nie moze by¢ inna jak 3 lub 7. Pré-
bujemy kazda z nich i przekonywamy sie zapomocg mnozenia
albo metody z § 12, ze 372= 1189.

22. Podobny spos6b mozna zastosowaé przy wycigganiu
pierwiastka szesciennego z liczby nie wiecej niz szesciocyfrowej,
korzystajgc z nastepujacej tabliczki:
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13=1; 23= 8, 33= 27;
43= 64, 53= 125; 63= 216;
73= 343; 83= 512; 93= 729.

Przypus¢my, ze poszukujemy pierwiastka szesciennego

z 12167. Poniewaz

8+103< 12167 < 27 <103
przeto zadany pierwiastek szescienny nie moze by¢ liczbg innag,
jak tylko zawarta miedzy 210 i 310, a wiec liczbg dwu-
cyfrowg, majacg na pierwszem miejscu cyfre 2. Ostatnia cyfra
liczby danej jest 7; jedyna liczbg jednocyfrowa, ktorej szescian
konczy sie cyfrg 7, jest 3, a wiec druga cyfra pierwiastka nie
moze by¢ inng, jak 3. Po sprawdzeniu przekonywamy sig, ze istotnie
(23)3= 12167.

Sprawdzenie wyniku jest tu oczywiscie rownie konieczne,
jak przy znajdywaniu pierwiastka kwadratowego. Tez same
cyfry 2 i 3 dostalibySmy np., poszukujgc pierwiastka szescien-
nego z 24587; ale co do mozliwosci znalezienia takiego pier-
wiastka nasze dotychczasowe metody nie dajg zadnych wskazowek.

Ogolniejsze metody wyciggania pierwiastkéw stopnia dru-
giego i trzeciego z liczb poznamy w rozdz. IV.

23. Przystepujemy teraz do wylozenia sposobu wyciggania
pierwiastka kwadratowego z wielomiandw.

Pierwiastek kwadratowy z a2+ 2 a b B2 jest a + b; roz-
wazanie sposobu, w jaki a+ b mozna otrzymac z a2+ 2ab + b2
doprowadzi nas do ogdlnego prawidta na wycigganie pierwiastka
kwadratowego z jakiegokolwiek wielomianu, ktéry jest kwa-
dratem zupetnym innego wielomianu.

Uporzadkujmy najprzéd wy-
razy podiug poteg jednej gtoski,
np. a; wtedy pierwszym wyra-
zem bedzie a2; jego pierwiastek
kwadratowy jest a i to bedzie

pierwszym wyrazem szukanego pierwiastka.

Odejmijmy jego kwadrat, to jest a2 od danego wyrazenia,
i podpiszmy reszte 2ab+ b2 Podzielmy 2ab przez 2a; iloraz
bedzie b, i to bedzie drugim wyrazem pierwiastka. Do podwo-
jonego wyrazu pierwszego dodajmy wyraz drugi, otrzymamy
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2a+ b\=pomndézmy to ostatnie wyrazenie przez wyraz drugi,
to jest b; otrzymane 2ab + b2odejmujemy od reszty. | to w obec-
nym przypadku konczy cate dziatanie.

Gdyby byto wiecej wyrazéw, wtedy nalezatoby z a+ b
tak samo postepowaé, jak przedtem postepowalismy z a; kwa-
drat tego wyrazenia, to jest: a2+ 2ab + b2 juz zostat odjety od
wielomianu danego, tym sposobem nalezy tylko reszte podzieli¢
przez 2(a + b) dla otrzymania nowego wyrazu pierwiastka.
Aby otrzymaé nowy odjemnik, nalezy pomnozy¢ sume z 2 (a + b)
i nowego wyrazu, przez ten nowy wyraz.

24. Przykiady:
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25. Przy wycigganiu pierwiastka szesciennego z bardziej
ztozonych wielomianéw, dogodng jest rzeczg roztozy¢ rachunki
dziatania w trzy tabliczki, jak nastepuje:

3a2
3a+ b; (3a+ b)b
a2+ 3ab+ b2 3adb+ 3ab2+ b3
3ad + 3ab2+ b3

Objasnienie: Znajdujemy najprzdd pierwszy wyraz pier-
wiastka, to jest a; nastepnie piszemy a3 pod danem wyrazeniem
w trzeciej tabliczce i odejmujemy je. Piszemy potem 3a w pierw-
szej tabliczce, a 3a w drugiej; — dzielimy 3az przez 3a2
i otrzymujemy iloraz b. Dodajemy b do wyrazenia pierwszej
tabliczki, mnozymy nastepnie to, co otrzymamy w tej pierwszej
tabliczce przez b, iloczyn piszemy w drugiej tabliczce, i doda-
jemy go do tego, co juz w tejze tabliczce sie znajduje, otrzy-
mujemy 3a2+ 3ab + b2 Mnozymy to ostatnie wyrazenie przez
b; otrzymujemy 3ad + 3ab2+ b3 ktéry to iloczyn nalezy umie-
§ci¢ w trzeciej tabliczce i odjgé. Tym sposobem ukonczyliSmy
dziatanie odejmowania (a + b)3 od wyrazenia danego. Gdyby
bylo wiecej wyrazéw, wtedy nalezatloby toz samo dziatanie
prowadzi¢ dalej.

Przy wykonywaniu tego dziatania w dalszym ciagu nalezy
dodawa¢ do wielkosci z pierwszej tabliczki taka wielkos¢, aby
po dodaniu otrzymac potrojona cze$¢ pierwiastka, juz znaleziona.

W tym celu postepujemy tak: mamy juz w pierwszej

tabliczce 3a + b; umieszczamy 2b pod b i dodajemy;—

wtedy otrzymamy 3a + 3b, czyli potrojong czes$é juz

znaleziona. Nadto, do liczb drugiej tabliczki wypada

nam doda¢, takg liczbe, aby otrzymac potrojony kwadrat tej

czedci pierwiastka, ktora juz jest znaleziong. To znowu wynaj-

dujemy w ten sposob: w drugiej tabliczce

mamy juz (3a+ b)b a pod tg liczbg 3a2+

3ab b2 —umie$émy jeszcze b2 ponizej i do-

dajmy liczby zawarte w trzech ostatnich

wierszach, wtedy otrzymamy 3a2+ 6ab + 3 b2

To jest wiadnie trzy razy vrzietym (a+ b)2 czyli potrojonym
kwadratem znalezionej juz czeSci pierwiastka.
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26. Przyktad: wyciggnaé pierwiastek szeScienny z wy-
razenia:

8x6—36x6+ 102x4— 171x 3+ 204x 2— 144x + 64.

Dziatanie:
) 1) 12x4

1)

Pierwiastek szeScienny z 8x6 jest 2x2, i to bedzie pierwszym
wyrazem szukanego pierwiastka: podpisujemy 8x6 pod danem
wyrazeniem w trzeciej tabliczce i odejmujemy ten wyraz.

Nastepnie umieszczamy potrojone 2x2w tabliczce pierwszej,
a potrojony kwadrat 2x2 w tabliczce drugiej; to jest piszemy
6x2 w pierwszej, a 12x4 w drugiej tabliczce. Dalej dzielimy
—36x 5 przez 12x4, i otrzymujemy tym sposobem iloraz —3x,
ktéry bedzie drugim wyrazem pierwiastka.

Nastepnie dopisujemy tenze wyraz do pierwszej tabliczki,
i to wyrazenie, ktére teraz znajdowaé sie bedzie w pierwszej
tabliczce, czyli 6x2—3x, mnozymy przez —3x, tak znaleziony
iloczyn umieszczamy pod wyrazeniem, bedagcem w drugiej tab-
liczce i dodajemy go do tegoz wyrazenia: —otrzymamy tym
sposobem 12x4 —18x 3+ 9x 2 Mnozymy dalej to ostatnie wyra-
zenie przez —3x, podpisujemy je pod resztg w trzeciej tabliczce
i odejmujemy. Otrzymamy wtedy w trzeciej tabliczce reszte;

a cze$¢ pierwiastka juz znaleziona bedzie 2x2—3x. Teraz na-
J. Todhunter. Algebra II. 2
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lezy w tabliczce pierwszej i drugiej wykona¢ rachunki, wska-
zane w § 25, W tyra celu podpisujemy podwojone —3x, to
jest—6x, w pierwszej tabliczce, i dodajemy te dwa wiersze; —
otrzymujemy przez to 6x 2—9x, i to stanowi potrojong czesc¢
pierwiastka juz znaleziong. Podobniez podpisujemy kwadrat
—3x, czyli 9x2 w drugiej tabliczce, i dodajemy trzy ostatnie
wiersze w tejze tabliczce; —otrzymujemy 12x4— 36x 3+ 27x2
i to jest potrojonym kwadratem znalezionej czeSci pierwiastka.

Po wykonaniu tych dziatari dzielimy reszte, znajdujaca
sie w trzeciej tabliczce, przez wyrazenie poprzednio otrzymane,
i w ten sposéb znajdujemy 4, jako ostatni wyraz pierwiastka;
z nim znowu postepujemy tak, jak z poprzedniemi. Mianowicie:
dotgczamy ten wyraz do pierwszej tabliczki, i mnozymy tak
otrzymane wyrazenie w tejze tabliczce, to jest: 6x2—9x + 4,
przez 4; iloczyn umieszczamy pod wyrazeniem bedgcem w dru-
giej tabliczce, dodajemy go do tegoz wyrazenia: otrzymujemy
w ten sposéb: 12x4—36x 3+ 51x 2—36x2 + 16; mnozymy to
ostatnie przez 4, podpisujemy iloczyn pod resztg w trzeciej
tabliczce i odejmujemy go. Poniewaz nie otrzymujemy Zzadnej
reszty, przeto wnosimy stad, ze 2x2—3x + 4 jest szukanym
pierwiastkiem sze$ciennym.

ZADANIA 1.

Znalez¢ warto$ci nastepujacych wyrazen:

Znalez¢ pierwiastki kwadratowe z nastepujacych wyrazen:
12. 16a2+ 40ab + 25b2 13. 49a4—84aXd + 36b2
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Ox4—24x 2 + 16

14. 36x6+12x3+ 1 4x2—12x + 9

Wyciagna¢ pierwiastki szescienne z nastepujacych wy-
razen:
16. 8x3+ 36x% S4xy2 21y3
17. 1728x 6+ 1728x4y3+576x2y6 +64yQ
18. x3—3x2@+ b ) & (a+ b2—a by

Znalez¢ pierwiastki kwadratowe z nastepujacych liczb:

19. 3721. 20. 5184. 21. 7569. 22. 9801
Znalez¢ pierwiastki szeScienne z nastepujacych liczb:
23, 19683. 24, 42875 25. 157464,

26. 681472. 27. 778688.

Znalez¢ pierwiastki kwadratowe z nastepujacych wyrazen:

28. 1—4x+10x2—12x2 + x4
29. AXx8—4x6— T7x4+ 4x2+ 4.

30.

Znalez¢ pierwiastki szescienne nastepujacych wyrazen
31. x6+ 3x5+ 6x4+ 7x3+ 6x2+ 3x+ 1

32. 8x6+ 48cx5+ 60cx4—80ck 3—90c4k 2 308cH —27ch
33. 1- 9x+ 39x2—99x3+ 156x 4— 144x 5+ 64x 6

Liczby pierwiastkowe.

27. W poprzednim rozdziale poznaliSmy niektore sposoby
wyciaggania pierwiastkow z liczb szczegélnych, nie rozstrzyga-
liSmy jednak pytania, czy wogdle z kazdej liczby mozna wy-
ciggna¢ pierwiastek dowolnego stopnia i jezeli nie—to jak od-
rozni¢ liczby, dla ktérych to jest mozliwe, od pozostatych? Tem
pytaniem teraz sie zajmiemy.

2*
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Przedewszystkiem zauwazmy, ze niema liczby ani doda-
tniej ani ujemnej, ktéra bylaby pierwiastkiem kwadratowym
i wogole pierwiastkiem stopnia parzystego z liczby ujemnej,
gdyz potega parzystego stopnia zaréwno liczby dodatniej, jak
ujemnej, jest dodatnia. O oczywiscie tez nie jest takim pier-
wiastkiem, gdyz = 0.

Mozna wprawdzie, nadajac wyrazowi »liczba« ogdlniejsze
znaczenie, obmysle¢ nowy rodzaj liczb, ktérych kwadraty by*
tyby liczbami ujemnemi. Liczby takie nazywajg sie urojonemi J.
Tutaj jednakze liczbami takiemi operowaé nie bedziemy, mo-
zemy wiec zadowoli¢ sie stwierdzeniem, Ze w zakresie liczb,
jakim rozporzadzamy, wycigganie pierwiastka stopnia parzy-
stego z liczb ujemnych jest niewykonalne.

28. Jezeli liczba naturalna A moze by¢ roziozona na
czynniki pierwsze w ten sposob, Ze kazdy czynnik powtarza
sie liczbe razy podzielng przez n, wtedy z liczby A mozna
wyciggna¢ pierwiastek n-go stopnia, jak to widzieliSmy w § 18.

W og6lnej postaci mozemy napisac:

jezeli A =plIrh.pr2n ... pssn,
gdzie pIp2... Ps sg liczbami pierwszemi,
arlr2 ... rs, n liczbhami naturalnemi,

wtedy A =plip2a2..psrs.

Mozna dowies¢, Ze jezeli ten warunek nie jest spetniony,
wtedy niema ani takiej liczby catkowitej, ani takiego utamka,
ktorego n-ta potega rownataby sie A. Wynika to z nastepujacej
wiasnosci liczb:

Kazda liczba naturalna moze by¢ przedstawiona, i to tylko
jednym sposobem, jako iloczyn liczb pierwszych.

To znaczy, Ze jezeli

A = plrl.p2r2..
i A=
gdzie pl,p2..., g1, Q2 ... sg liczbami pierwszemi pl,p2...
sg wszystkie rozne i g1 g2... sg rozne, to wyrazenia z prawej

1) Wiadomosci o liczbach urojonych mozna znalez¢ w podrecznikach
Bottchera, Feldbluma i innych.
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strony znakdéw rownosci moga sie rézni¢ co najwyzej porzad-
kiem czynnikdw.

Ta wiasnos$¢ jest znana z arytmetyki, jakkolwiek zwykle
nie bywa dowodzona; i tutaj dowdd pominiemy J).

Opierajac sie na tej wiasnosci, widzimy odrazu, ze jezeli
z liczby naturalnej A nie mozna wyciggna¢ pierwiastka n-go
stopnia przez rozklad na czynniki, wtedy nie moze wogoéle
istnie¢ liczba catkowita, ktérej n-tg potegg bytoby A; gdyz
gdyby istniata taka liczba

X =ylzl-y22.... wtedyby bylo A =y Izl.y2ae2. ..
Ale niema rowniez takiego utamka; bo przypusémy, ze utamek
taki istnieje i ze po opuszczeniu czynnikéw wspdllnych w licz-

niku i mianowniku utamkiem tym jest xy; w takim razie musia-
toby by¢:

czyli:

Gdyby ta réwnos$¢ byta prawdziwa, wtedy obie jej strony
datyby sie roztozy¢ na te same czynniki pierwsze; jednakze to
jest niemozliwe, gdyz podtug zatozenia liczby x iy nie majg
czynnikéw wspolnych.

29. Z powyzszego okazuje sie jeszcze, ze jezeli pierwiastek
n-go stopnia z utamka, sprowadzonego do najprostszej postaci,
nie da sie wyciggnagé przez rozktad licznika i mianownika na
czynniki pierwsze, wtedy nie moze istnie¢ utamek, ktérego n-tg
potegg bytby utamek dany. Gdyz jezeli a i b sg pierwsze
wzgledem siebie i tak samo x iy, to réwnanie

moze by¢ tylko wtedy prawdziwe, jezeli
a=xn b=yn
30. Wyniki dwoch ostatnich paragraféw mozna strescic
W nastepujgcem zdaniu.

D) Dow6d mozna znalezé np. w pierwszem polskiem wydaniu tej
ksigzki (z r. 1890), dodatek I, albo w podreczniku Arytmetyki i Algebry
Franka.
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W zakresie liczb dodatnich catkowitych i utamkowych
wycigganie pierwiastka jest tylko wtedy mozliwe, jezeli sie da
wykonaé zapomocg rozktadu na czynniki pierwsze.

Jednakze zardwno wzgledy teoretyczne, jak i praktyczne,
sktaniajg nas do tego, azeby innych przypadkdéw nie pozosta-
wiaé bez rozpatrzenia.

Przypusémy np., Ze mamy obliczy¢ bok kwadratu, ktérego
pole rownatoby sie dwom jednostkom powierzchni. Jezeli dhu-
gos¢ boku kwadratu ma za miare liczbe catkowita albo utam-
kowa, wtedy miarg pola kwadratu jest druga potega tej liczby;
ale nie mozna poprzesta¢ na stwierdzeniu, Ze niema liczby cal-
kowitej ani utamkowej, ktorej kwadrat rownatby sie 2, jezeli
praktyka wymaga konkretnej odpowiedzi; nie mozna réwniez

teoretycznie zaprzeczyC istnienia takiego
kwadratu, gdyz mozna go zbudowac, opie-
rajac sie na postulatach konstrucyjnych
geometrji. Rzeczywiscie, jezeli ABCD (rys. 1)
jest kwadratem o boku réwnym jednostce
dtugosci, a wiec kwadratem, ktérego pole
rowna si¢ jednostce powierzchni, to popro-
wadzmy przekatne AC i BD, a z kazdego

Rys 1 wierzchotka kwadratu prostopadta do prze-

katnej, przechodzacej przez ten wierzcho-
fek. Punkty, w ktorych te prostopadie przecinajg sie po dwie,
niech beda E, F, G, H. Czworokagt EFGH jest kwadratem,
podzielonym przez boki i przekatne danego kwadratu na 8 trj-
katow réwnych; 4 z tych trojkatéw wypetniajag kwadrat ABCD,
ktorego pole jest 1, a wiec kwadrat EFGH ma pole réwne
dwom jednostkom powierzchni.3

31. Majac wzgledy praktyczne na uwadze, mozemy w ten
sposob odpowiedzie¢ na postawione pytanie. Dokfadno$¢, z jaka
wykonywamy pomiary, jest zawsze ograniczona; przypusc¢my,
Ze mozemy jeszcze odmierzy¢ 1:100 cze$¢ jednostki dtugosci,
ale nie potrafimy juz odrézni¢, czy odcinek ma o 1:1000 cze$é
jednostki wiecej czy mniej, nie rozr6zniamy wiec odcinkow,
ktérych dlugosci mierza sie liczbami
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1414 i 1415,
albo tez liczbami zawartemi miedzy temi dwiema, jak np. 1,4145.
Podnoszac dwie poprzednie liczby do kwadratu, znajdziemy:

(1.414) 2= 1,999396

(1.415) 2= 2,002225,
a wiec:

(1,414)2< 2< (1,415).

Bioragc jeszcze pod uwage, ze z dwéch kwadratéw nie-
réwnych, ten ma dtuzszy bok, ktérego pole jest wieksze, docho-
dzimy do wniosku, ze szukanego odcinka nie moglibySmy od-
rozni¢ od tego, ktorego dlugo$¢ wymierzyliSmy liczbg 1,414 lub
1,415. Mowimy, ze znalezliSmy w przyblizeniu, a mianowicie
z dokladnoscig do jednej tysigcznej lub z bledem nie prze-
wyzszajgcym jednej tysigcznej.

»Wycigganie pierwiastka z 2 z dokfadnoscig do 1:1000»
polega wiec na znalezieniu dwdch liczb, réznigcych sie nie
wiecej niz o 1:1000, z ktérych jedna ma kwadrat mniejszy,
druga wiekszy od 2

32. Okreslenie.» Wyciggng¢ pierwiastek n-go stopniaz
bezwzglednej a z doktadnoscig do 1:k« to znaczy znalez¢ dwie
liczby bezwzgledne rdznigce sie nie wiecej niz o 1:k, z ktérych
jedna miataby n-tapotege mniejsza lub réwng, druga wigkszg oda.

Trzeba wiec znalez¢ dwie liczby bezwzgledne x, y, spet-
niajgce warunki:

W okresleniu powyzszem jest réwniez zawarty przypadek,
kiedy wycigganie pierwiastka moze by¢ doktadnie wykonane

przez rozktad na czynniki; w tym przypadku moze byc

liczby

33. W cz. | § 171 byla mowa o przedstawianiu liczb za-

pomoca punktow na prostej w ten sposob, Zze obrawszy na pro-
stej, ktdrg nazwaliSmy osig odcietych, punkt poczatkowy O, zwrot
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dodatni i jednostke diugosci, przedstawiliSmy kazdg liczbe a
zapomocg tego punktu osi, ktérego odlegtos¢ od O zmierzona
obrang jednostkg dhugosci, wyraza sie liczbg a. Teoretycznie
musimy rozréznia¢ punkty o odcietych 1,414 i 1,415; czy mo
zemy je faktycznie rozrézni¢ na rysunku —to juz zalezy od
jego skali i doktadnosci. Odmierzmy teraz na osi od O w zwro-
cie dodatnim bok kwadratu, ktérego pole = dwom jednostkom
dtugosci (rys. 2); na rys. 1 zna-
leZliSmy taki odcinek EF, ktory
zresztg jest rowny przekatnej AC
danego kwadratu, o boku = 1,
a wiec jest przeciwprostokatng
w tréjkacie prostokagtnym, w kto-
rym kazda z przyprostokatnych ma
dtugo$¢ L Koniec P tak odmierzo-
nego odcinka lezy miedzy punk-
tami oodcietych 1,414 i 1,415, ale sam nie przedstawia zadnej
liczby catkowitej ani utamkowej; powiemy jednak, Ze »odcietg
punktu P jest liczba niewymierna. Punktowi Q potozonemu
na osi symetrycznie do P wzgledem O, przypiszemy odcietg

Wyrazu »liczba« uzyliSmy tu w innem znaczeniu, niz do-
tychczas; ale juz w cz. | § 168 zaznaczyliSmy, ze wszystkie
liczby catkowite i utamkowe oraz 0 nazywajg sie liczbami wy-
miernemi i ze tylko przez skrécenie moéwiliSmy »liczba» za-
miast »liczba wymiernax.

O liczbach 1,414 i 1,415 méwimy, ze sg "“wartosciami przy-
blizonemu liczby niewymiernej z doktadnoscia do 0,001;«
i wogdle jezeli liczby dodatnie x, y spetniajg, warunki

wtedy méwimy, ze x iy sg wartosciami przyblizonemi liczby
z doktadnoscig do 1:k, a mianowicie x z niedomiarem,
y nadmiarem.
Liczby niewymierne postaci , gdzie n jest liczbg natu-
ralng, a a liczbg wymierng, nazywajg sie »liczbami pierwiast-
kowemi«; poOzniej poznamy jeszcze inne liczby niewymierne.



25

ZADANIA 111

1 Z nastepujacych liczb wyciagnagé pierwiastki kwadra-
towe z dokladnoscia do 1 z niedomiarem: a) 10; b) 35; c¢) 112

2. Z nastepujacych liczb wyciggna¢ pierwiastki szescienne
z dokfadnoscig do 1: a) 10; b) 100; c) 250; d) 820: e) 1100.

3. Znalez¢ z dokladnoscia do 1 pierwiastki wszystkich
stopni z nastepujacych liczb: a) 27; b) 100: ¢) 360. Wyniki przed-
stawi¢ graficznie.

(AVA

Wycigganie pierwiastkow kwadratowych i sze$ciennych
z zadang doktadnoscia.

34. W poprzednim rozdziale powiedzieliSmy, na czem po-
lega wycigganie pierwiastka z zadang dokfadno$cig, nie wska-
zaliSmy jednak ogo6lnej metody, pozwalajgcej znalezé pierwiastek
przyblizony z danej liczby; w tym rozdziale poznamy metode,
zapomoca ktdérej bedziemy mogli wyciggaé¢ pierwiastki kwa-
dratowe i szescienne z liczb catkowitych i utamkowych z wszelka
zadang dokfadnoscia.

Zaczniemy od wyciggania pierwiastkow kwadratowych
z liczb catkowitych z doktadnoscig do 1 Jezeli wiec jest dana
liczba catkowita A, chcemy znalezé takg liczbe x, azeby

X2 A< (x+ D2

Dla x poszukiwa¢ bedziemy wartosci catkowitej; mozemy
wiec powiedzieé, ze chcemy znalezé najwieksza liczbe catkowitg
X, ktoérej kwadrat nie jest wiekszy od A.

35. Pierwiastek kwadratowy ze 100 jest 10, z 10000 jest
100 i t. d.; wogdle pierwiastek kwadratowy z 102 jest 10n. Je-
zeli wiec dana liczba A jest mniejsza od 100, a zatem i x 2<
100, to x <10, x jest wiec liczbg jednocyfrowag;.jezeli 100 <
A < 10000, to 10< x <100, liczba x jest dwucyfrowa i t. d.
Jezeli wiec cyfry, sktadajace liczbe A, podzielimy na kolumny,
poczagwszy od prawej strony ku lewej, zaliczajac po dwie cyfry
do kazdej kolumny, lub jedna, jesli sie okaze, ze dla ostatniej
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kolumny z lewej strony niema juz drugiej cyfry —wtedy liczba
kolumn wskaze liczbe cyfr szukanego pierwiastka. Tak np.
pierwiastek (z dokt. do 1) z liczby
4705
sktada sie z dwoch cyfr. Oznaczmy te cyfry przez aib, a wiec
Xx = ae*l0+ b; x2= a2+100+ (2a<10+ b b
Poniewaz 36+100< 4705 < 49 +100, przeto a=V36= 6;
pierwszg cyfre pierwiastka znajdujemy jako najwieksza liczbe
catkowita, ktérej kwadrat nie jest wiekszy od liczby, wyra-
zonej przez pierwszg kolumne z lewej strony, a wiec w naszym
przyktadzie od liczby 47.
Jezeli teraz od liczby danej odejmujemy a2*100= 3600,
to w pozostatej reszcie musi by¢ zawarte
(2a*10+ b)b;
poniewaz ta reszta 4705—3600= 1105, przeto musimy znalez¢é
najwieksza liczbe catkowitg b, spetniajagcg warunek
(2a*10+ b)b< 1105.
Opuszczajagc w nawiasie b, zmniejszamy lewg strone, a wiec
napewno:

2a+10b< 1105,
czyli:
a poniewaz dla b poszukujemy liczby catkowitej, przeto mo-
zemy w tej nierownosci licznik z prawej strony zastgpi¢ naj-
wiekszg, ale mniejsza od niego, liczbg podzielng przez 10 i skro-
ci¢ z mianownikiem, skad otrzymamy:

w naszym przykfadzie
wiec czyli

Zaktadajgc b=9, znajdziemy (2a *10+b)b= 129.9=1161;
poniewaz ta liczba jest wieksza od 1105, przeto b musi by¢
mniejsze od 9; zaktadajagc b= 8, znajdziemy:

(2a+10+ b)b= 128 «8= 1024<1105.
Szukany pierwiastek jest wiec 68.
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Caly rachunek rozktadamy w ten sposdb:

(z dokt. do 1)

albo jeszcze prosciej, opuszczajgc zera:

36. Gdyby dana liczba sktadata sie wiecej niz z czterech
cyfr, wtedy dwie pierwsze cyfry znalezlibySmy zupetnie tak
samo jak w poprzednim przykiadzie, a trzecig cyfre ¢ w taki
sam sposob, w jaki w poprzednim przyktadzie znalezliSmy druga
cyfre b, tylko w tym razie nalezatoby z liczbg juz znaleziong,
ztozong z dwoch pierwszych cyfr pierwiastka, a wiec z liczbg
a -10+ b, postgpic, jak poprzednio z liczbg a. Azeby (a - 10+ b)2
odja¢ od liczby, ztozonej z dwdch pierwszych kolumn, trzeba
tylko od otrzymanej pierwszej reszty odjaé (2 -a - 10+ b)b, gdyz
a2-102 juz zostato odjete.

Tak samo postepujemy przy obliczaniu dalszych cyfr
pierwiastka; cale dziatanie mozna wiec opisa¢ w taki sposéb:

Cyfry, skiladajace liczbe dang, dzielimy na kolumny od
prawej strony ku lewej, zaliczajac do kazdej kolumny dwie
cyfry, z wyjatkiem ostatniej, z lewej strony, ktéra moze sie
sktadac¢ tylko z jednej cyfry. Nastepnie znajdujemy najwiekszg
liczbe catkowitg, ktdrej kwadrat jest zawarty w liczbie, przed-
stawionej przez pierwszg kolumne z lewej strony; bedzie to
pierwsza cyfra pierwiastka. Kwadrat jej odejmijmy od pierw-
szej kolumny i do reszty dopiszmy kolumne drugg. Podzielmy
tak otrzymang ilos¢, opuszczajagc w niej ostatnig cyfre, przez
podwojong, znaleziong dotgd cze$¢ pierwiastka i dopiszmy
iloraz i do pierwiastka, i do dzielnika. Pomno6zmy nastepnie
dzielnik wraz z tem, co bylo dopisane, przez cze$é pierwiastka
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ostatnio znaleziong, i odejmijmy znowu iloczyn od catej reszty.
Jezeli w liczbie danej bedzie jeszcze wiecej kolumn do ztozenia,
wtedy cate dziatanie musi by¢ dalej w ten sposéb prowadzone.

37. Przyktady:
Wyciagna¢ pierwiastek kwadratowy z liczb: 132496 i 5322249.

Okazuje sie, ze obie liczby dane sg kwadratami zupetnemu

W pierwszym przykfadzie, po znalezieniu pierwszej cyfry
pierwiastka i dopisaniu do reszty drugiej kolumny, otrzymu-
jemy 424; podtug prawidia dzielimy 42 przez 6, dla otrzymania
nastepnej cyfry pierwiastka; z podzielenia wypada 7, i to by-
toby drugg cyfrg. Lecz mnozac 67 przez 7, otrzymujemy na
iloczyn 469, co jest wiekszg liczba, anizeli 424. To pokazuje,
ze druga cyfra nie moze byé 7, ale jest mniejsza. Prébu-
jemy 6 —poniewaz préba sie udaje, przeto 6 jest whasciwg cyfra.

W drugim przyktadzie powinien czytelnik zwréci¢ uwage
na to, ze jedna cyfra pierwiastka wypadta zero.

38. Przypusémy teraz, ze chcemy wyciagna¢ z liczby A,
ktéra moze by¢ albo catkowita, albo tez catkowitg z utamkiem
dziesietnym, pierwiastek kwadratowy z doktadnoscig do 1:10,
1:100, lub wogdle do 1:10k Chcemy wiec znalez¢ liczbe x,
spetniajgcg warunek:
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czyli, mnozac kazda z tych trzech wielkosci przez 10Xk:
(x *10K2< A *10k< (x *10k+ 1)2

Zadanie bedzie wiec rozwigzane, jezeli znajdziemy naj-
wiekszg liczbe catkowitg, ktorej kwadrat jest mniejszy od
A 10X i podzielimy te liczbe przez 10k Gdyby A «10X nie
bylo liczbg catkowitg, wtedy utamek mozna opuscié, gdyz on
nie moze mie¢ wptywu na warto$¢ najwiekszej liczby catko-
witej, ktérej kwadrat jest w tej liczbie zawarty.

Przypus¢my np., ze mamy wyciggna¢ pierwiastek kwa-
dratowy z 0,4 z doktadnoscia do 0,0000001, czyli do 1:107
Znajdujemy najwiekszg liczbe catkowita, ktorej kwadrat jest
mniejszy od 0,4*10M4 czyli od liczby, ztozonej z czworki i 13 zer.
Tak znaleziona liczha sklada¢ sie bedzie z 7 cyfr; azeby ja
podzieli¢ przez 107 trzeba przed nig umiesci¢ 0 i przecinek.

Cale dziatanie tak sie przedstawi:

Zauwazmy, ze podziat na kolumny trzeba wykonywac
w obie strony, poczawszy od przecinka, gdyz za przecinkiem
musimy zawsze uwzgledni¢ parzysta liczbe cyfr.
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Notowanie dokfadnosci jest w tym przypadku zbyteczne,
gdyz ta doktadno$¢ jest wskazana przez liczbe cyfr zanoto-
wanych; w tym celu jednak trzeba zawsze notowa ostatnig
obliczong cyfre, chociazby to byto 0, ktére na warto$¢ utamka
dziesietnego nie ma wptywu.

Wartos¢ przyblizong pierwiastka niezawsze piszemy
z niedomiarem: jezeli wiemy, ze cyfra, nastepujgca po ostatniej
jaka notujemy, bytaby nie mniejsza od 5 wtedy te ostatnig
notowang cyfre zwykle zwiekszamy o 1; azeby to zaznaczyd,
pisze sie nieraz znak —pod tak zmieniong cyfra. Napiszemy np:

39. Wytozony poprzednio (8 25) sposéb wyciggania pier-
wiastka szeSciennego z wyrazen algebraicznych prowadzi nas
do podania sposobu wyciggania pierwiastka szeSciennego z ja-
kiejkolwiek liczby.

Pierwiastek szeScienny z 1000 jest 10, pierwiastek sze-
$cienny z 1000000 jest 100; stad wypada, ze pierwiastek szescienny
z liczby mniejszej od 1000 jest jednocyfrowy; pierwiastek sze-
Scienny z liczby, zawartej miedzy 1000 i 1000000, sktada sie
z dwoch cyfr, it d. Jezeli wiec cyfry skiadajagce dang liczbe,
od prawej strony ku lewej podzielimy na kolumny, zaliczajgc
do kazdej 3 cyfry, z wyjatkiem ostatniej, ktéra moze sie skia-
da¢ z 3, 2 lub jednej cyfry, wtedy liczba kolumn pokaze liczbe
cyfr w pierwiastku szesciennym.

Tak naprzyktad pierwiastek szescienny z 405224 sktada
sie z dwoch cyfr, a pierwiastek szescienny z 12812904 skitada
sie z trzech cyfr.

Przypusémy, ze chcemy wyciggna¢ pierwiatek szescien-
ny z 274625.

I-a tab. M-a tab. Ill-cia tab.
180+ 5



Oznaczmy punktem podziat na kolumny; pokazuje sie
z tego, Ze pierwiastek sktadac sie bedzie z dwoch cyfr. Niech
a+ b bedzie szukanym pierwiastkiem, gdzie a oznacza wartos¢
cyfry, stojgcej na miejscu dziesigtkow, a b wartos¢ cyfry, sto-
jacej na miejscu jednosci. Wtedy a musi by¢ najwiekszg wie-
lokrotnoscia dziesieciu, ktorej szescian jest mniejszy od 274000; —
jest to 60. Podpisujemy szescian 60, to jest 216000, w trzeciej
tabliczce pod dang liczbg, i odejmujemy go od tejze liczby.
Umieszczamy potrojone 60, to jest 180, w pierwszej tabliczce,
a potrojony kwadrat 60, t. j. 10800, w drugiej tabliczce. Reszte,
otrzymang w trzeciej tabliczce, dzielimy przez liczbe bedacg
w drugiej tabliczce, t. j. dzielimy 58625 przez 10800; otrzymu-
jemy stad 5 i to jest wartoscig b. Dodajemy 5 do liczby w pierw-
szej tabliczce i mnozymy te sume przez 5, t. j. mnozymy 185
przez 5; otrzymujemy stad 925, co umieszczamy w drugiej
tabliczce i dodajemy do liczby poprzednio tam wpisanej. Tym
sposobem znajdujemy 11725, co mnozymy przez 5, umieszczamy
iloczyn w trzeciej kolumnie i odejmujemy. Reszta jest 0, zatem
65 jest szukanym pierwiastkiem szeSciennym.

Zera na konhncu mogg by¢ dla krotkoSci poopuszczane,
i cate dzialanie ostatecznie przedstawiaé sie bedzie w ten sposob:

185
40. Przyktad. Wyciggna¢ pierwiastek szeScienny z licz-
by 109215352.
I-a tab. Il-ga tab. Ill-cia tab.

48
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Po otrzymaniu dwoch pierwszych cyfr pierwiastka, mia-
nowicie 47, obliczamy pierwszg i drugg tabliczke sposobem,
wylozonym w § 25. Mianowicie umieszczamy podwojone 7 pod
liczbg pierwszej tabliczki, i dodajemy oba wiersze, co nam
daje 141; nastepnie podpisujemy kwadrat 7 pod liczbami dru-
giej tabliczki i dodajemy trzy ostatnie wiersze, co znowu
daje 6627. Dalej dziatanie jest prowadzone jak poprzednio.
Pierwiastek szeScienny jest 478.

Przy wykonywaniu dziatania, odnoszacego sie do tego przy-
ktadu, mogto sie wydawaé, ze drugag cyfrg pierwiastka jest 8
lub nawet 9; lecz przez probowanie kazdej z nich okazuje sie, ze
one sg zbyt wielkie. Podobnie jak i przy wycigganiu pierwiastka
kwadratowego, moze sie czasami przytrafic, ze wypada nam
probowaé¢ zbyt wielkich cyfr, szczegblniej przy oznaczaniu
pierwszych cyfr pierwiastka.

41. Przyktad. Wyciaggng¢ pierwiastek szeScienny
z 8653002877.

W tym przyktadzie nalezy zwr6cié uwage na zero, ktore
sie otrzymuje jako jedng z cyfr pierwiastka.

42. Jezeli pierwiastek ma pewng liczbe cyfr dziesietnych,
wtedy jego szescian mieC bedzie trzy razy wiecej cyfr; z tego
powodu w liczbie, majacej cyfry dziesietne i wyrazonej w naj-
prostszej postaci, liczba tych cyfr dziesietnych musi byé wielo-
krotna wzgledem trzech, jezeli dana liczba jest dokfadnym sze-
Scianem. W pierwiastku zatem szesciennym z takiej liczby
liczba cyfr dziesietnych bedzie trzy razy mniejsza, anizeli
w danej liczbie. Dlatego, jezeli liczba dana, z ktérej chcemy
wyciagng¢ pierwiastek szescienny, zawiera utamek dziesietny,
wtedy podziat na kolumny wykonywamy w obie strony, po-



33

czawszy od przecinka, a nastepnie postepujemy tak, jak przy
wycigganiu pierwiastka z liczby catkowitej. Liczba kolumn
w czesci dziesietnej danej liczby pokaze nam liczbe cyfr dzie-
sietnych w pierwiastku szesciennym.

43. Przyktad. Wyciggna¢ pierwiastek szescienny
z 14102,327296.

43416

17467716

44, Jezeli dana liczba catkowita, czy tez ulamek dzie-
sietny, nie ma doktadnego pierwiastka szeSciennego, wtedy mo-
zemy do niej dopisaC zera, i oznaczy¢ pierwiastek szescienny
z przyblizeniem do jakiegokolwiek stopnia.

W nastepujacym przyktadzie jest wykonane wyciaganie
pierwiastka szesciennego z 0,4 z dokladnoscig do 0,0001:8

45, Przekonamy sie pdzniej (8 86), ze umiejac wyciagac
pierwiastki kwadratowe i szeScienne, mozna znalez¢ pierwiastek
4-go, 6-go, 8-go stopnia i wogoéle stopnia n, jezeli n sktada sie:

J. Todhunter. Algebra II. 3
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wytacznie z czynnikéw pierwszych 2 i 3. W innych przypad-
kach mozna zastosowaé sposob nastepujacy.

Przypuscmy, ze chcemy znalez¢ z dokfadnoscig do
0,01. Znajdujemy dwie liczby catkowite, rdznigce sie o 1, z kto-
rych pierwsza miataby potege 5-t9 mniejsza, druga wiekszg od
40. Takiemi liczbami sg 2 i 3; tym sposobem mamy juz
z doktadnoscig do 1 Azeby otrzymac ten pierwiastek z doktad-
noscig do 0,1, sprawdzamy, ktore liczby utamkowe o miano-
wniku 10, zawarte miedzy 2 i 3, majg potegi o-te mniejsze,
ktore wieksze od 40. Okaze sig, ze juz (2,1)5>40, a zatem 2,0
jest 140 z doktadnoscig do 0,1 z niedomiarem; trzeba jeszcze
sprawdzi¢, ktére liczby dziesietne o dwdch cyfrach za prze-
cinkiem, zawarte miedzy 2,0 i 2,1, majg potegi 5-te mniejsze,
ktore wieksze od 40; okazuje sie, ze:

Otrzymamy wiec odpowiedzZ

46. W ogo6lnoSci mozemy tak postapic: jezeli chcemy wy-
ciggna¢ pierwiastek n-go stopnia z a z dokfadnoscig do 1:Kk,
to zaczynamy od znalezienia liczby catkowitej x, spetniajgcej
warunek

a nastepnie sprawdzamy (przez podnoszenie do n-tej potegi),
ktore liczby utamkowe o mianowniku k, zawarte miedzy x ix +1,
majg n-te potegi mniejsze, ktdre wieksze od a; najwieksza liczba
pierwszej kategorji albo »klasy« i najmniejsza drugiej dajg nam
zadana odpowiedz.

Z powyzszego sposobu okazuje sie, ze z wycigganiem pier-
wiastka n-go stopnia z liczby dodatniej a mozna zwigzac po-
dziat wszystkich liczb wymiernych na dwie »klasy«, zaliczajgc
do pierwszej wszystkie liczby ujemne i kazda liczbe dodatnia,
ktérej n-ta potega jest mniejsza od a, zas do drugiej kazda
liczbe dodatnig, ktorej n-ta potega jest wieksza od a. Kazda
liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej liczby drugiej
klasy; i jezeli jest dany dowolnie maty utamek 1:k, to zawsze
mozna znalez¢ dwie liczby, z ktérych kazda nalezy do innej
klasy i ktérych rdznica nie przewyzsza 1 :k.
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Jezeli teraz z kazda liczbg wymierng zwigzemy podziat
wszystkich liczb wymiernych na dwie klasy, zaliczajac do
pierwszej Kklasy te liczbe oraz kazda liczbe od niej mniejsza,
za$ do drugiej kazdag liczbe od niej wiekszg, —to tym spo-
sobem z kazdg liczbg wymierng iz kazdg liczbg pierwiastkowg
zostat zwigzany podziat wszystkich liczb wymiernych na dwie
klasy, majace nastepujace wiasnosci:

1) kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej

liczby drugiej klasy;

2) kazda liczba nalezy albo do jednej albo do drugiej klasy;

3) jakakolwiek jest liczba k, zawsze mozna znalez¢ dwie

liczby z ktérych kazda nalezy do innej klasy i ktdre
sie réznig nie wiecej niz o 1: k.

Kazdy podziat liczb na dwie klasy, majace powyzsze wia

snosci nazywamy <rzekrojem liczb«

ZADANIA V.

Znalez¢ pierwiastki kwadratowe z nastepujacych liczb:

1. 15129. 2. 103041. 3. 165649.
4. 3080,25. 5. 41,2164. 6. 0,835396.
7. 29376400. 8. 0,24373969. 9. 3,25513764.

Wyciagna¢ pierwiastki kwadratowe z nastepujacych liczb
z doktadnoscig do 0,00001:

10.0,9. 11.6,21. 12.0,43
13. 0,00852. 14. 129. 15. 347,259.
Znalez¢ pierwiastki szeScienne nastepujacych liczb:
16. 19683. 17. 157464. 18. 778688.
19. 2628072. 20. 60236,288. 21. 191,102976.

Wyciggna¢ pierwiastki szeScienne z nastepujacych liczb
z doktadnoscig do 0,001:
22. 3. 23. 100. 24. 3159.

25. 0,5892. 26. 350,01 27. 1085,4963.
3*
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V.
Dziatania nad liczbami pierwiastkowemu

47. W 8§ 33 znalezliSmy na osi punkt, ktérego odcietg ozna-
czyliSmy przez v2; niech to bedzie punkt P (rys. 3). Odcinek
OP ma dtugosé 1,41 z dokiadnoscig do
0,01. Odetnijmy PQ= 1; wtedy punkt Q
bedzie miat odcietg 1+ 141=2,41 z do-
ktadnoscig do 0,01. Teoretycznie przy-
Rys. 3. piszemy punktowi Q odcieta, ktorg
przedstawimy pod postacig sumy Vv2+
1i jezeli

wtedy powiemy, ze x +1 jest warto$cig przyblizong liczby nie-
wymiernej vV 2+ 1 z doktadnoscia dok

Ogélniej: jezeli liczba wymierna dodatnia x spetnia wa-
runek:

wtedy powiemy, ze x + c jest wartoscig przyblizong liczby nie-
wymiernej z doktadnoscig do Xkprzez niedomiar.

Tym sposobem okresliliSmy »sume liczby pierwiastkowej
i wymiernej«

48. Niech bedg dane dwie liczby dodatnie a, b; przypusémy,
Ze X, Yy, U, v sg jakiemikolwiek, blizej nieoznaczonemi liczbami
dodatniemi, spetniajgcemi warunki:

XN a<yn; (@)
ums< b< vm (4]
Z tych warunkéw wynika:
X<y; u<v,

a wiec takze:
X+ u<y+ v



37

Jezeli wiec warunki (1) i (2) sg spetnione, wtedy sumy
X + uiy+ vnalezg do dwoch réznych klas liczb takich, ze
kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej liczby
drugiej klasy. Ten podziat liczb na klasy speinia wiec warunek
1) § 46.

Jezeli jeszcze zaliczymy do pierwszej klasy kazdg liczbe
mniejszg od kazdej sumy y + v, a do drugiej kazdg liczbe
wiekszg od kazdej sumy x + u, wtedy bedzie spetniony réw-
niez warunek 2) 8§ 46. Nie bedziemy dowodzili, ze o kazdej
liczbie mozna rozstrzygna¢, czy nalezy do pierwszej czy do
drugiej klasy; okazemy tylko na przykladzie, jak takie roz-
strzygniecie wykonywa sie zwykle w praktyce.

> . ) . _239

Przypusémy, ze chcemy rozstrzygna¢ czy liczba t =

nalezy do pierwszej czy do drugiej klasy, jezeli a= 2, n—2

b= 04, m= 3 Rozwijamy t,v2 i V04 na utamki dziesietne,
obliczajac tyle cyfr, ile to sie okaze koniecznem. Znajdziemy:

x = 1,414; y= 1415
u=0,736; v= 0,737
X + u=2,150; y+v= 2152

2153< t< 2,154

Okazuje sie, ze t jest wieksze od liczby 2,153, ktéra na-
pewno nalezy do klasy drugiej, a wiec i samo t nalezy do tej

klasy. Gdyby byto 7= cchn 2,1515 ..., wtedy musielibySmy obli-

czy¢ wiekszg liczbe cyfr dziesietnych obu pierwiastkow.

Azeby stwierdzi¢, ze nasz podziat liczb na klasy spetnia
rowniez warunek 3) 8 46, wystarczy zauwazy¢, zer jakakolwiek
jest dana liczba 7, zawsze mozna znalez¢ liczbe z, nalezacg do
pierwszej klasy, tak azeby liczba z+ 1:1 nalezala do klasy
drugiej; w tym celu trzeba tylko obliczy¢ oba pierwiastki z ble-
dem nie przewyzszajagcym 1:2I.

Jezeli np. 7=1000 i obliczymy v2 i V0,4 z doktadnoscia
do 1:10000, to z= 1,4142 + 0,7368 = 2,1510 spetnia zgdany wa-
runek: 2,1520, jako liczba wieksza od 2,1512, napewno nalezy

do klasy drugiej. A wiec dokt. do 1:1000.
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Okazuje sie, ze omawiany podziat na klasy stanowi Pprze-
kréj liczb< Z tym przekrojem zwigzemy »sume liczb

z doktadnoscig do 1:1, albo z bledem nie przewyz-
szajacym 1: k=
Btad, jaki popetniamy, obliczajagc sume dwdch pierwiast-
kéw, mozna zrobi¢ tak matym, jak tylko chcemy; nalezy w tym
celu obra¢ dostatecznie wielkg liczbe |.

49. Zachowujac warunki (1) i (2) § 48, zaliczmy do pier-

wszej klasy kazda rdznice
X —V,

do drugiej kazda roznice
oczywiscie liczby pierwszejyz tych klas sg mniejsze, anizeli
drugiej. Oprocz tego zaliczmy do pierwszej klasy kazda liczbe
mniejszg od wszystkich réznic y —a, za$ do drugiej kazda
liczbe wiekszg od wszystkich réznic x —v. Ten podziat na
klasy, podobnie jak rozpatrywany w poprzednim paragrafie,
spetnia trzy warunki § 46, jest wiec przekrojem liczb.

Z tak otrzymanym przekrojem wigzemy »rdznice pier-

wiastkow i w ten sposob, ze jezeli r nalezy do jednej
klasy, a r+ 1:l albo r—1:1 do innej, to r nazwiemy »war-
toscig przyblizong réznicy « z doktadnoscig do 1:1.

Te réznice mozemy znalezé z dowolims, doktadnoscig 1:1,
jezeli obliczymy oba pierwiastki z bledami nie przewyzszaja-
cemi 1:21, gdyz biagd roznicy nie przewyzsza sumy bledow
odjemnej i odjemnika.

Kazdy z pierwiastkbw moze by¢ réwnie dobrze wymierny,
jak niewymierny; np.

i/2—1= 141 —1= 041 z dokt. do 0,01,
ale:

V2—1,00= 041 z dokt. do 0,02,
gdyz w tym drugim przypadku domys$lamy sie, ze 1,00 przed-
stawia liczbe przyblizong z doktadnosciag do 0,01, a biad nie
przewyzsza 0,01 40,01 = 0,02.
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50. Nie zmieniajac warunkéw (1) i (2) § 48, zaliczmy do
klasy pierwszej kazdy iloczyn xu, za$ do drugiej kazdy iloczyn
yv. Zaliczmy jeszcze do klasy pierwszej kazda liczbe mniejszg
od wszystkich iloczynéw yv, za$ do drugiej kazdg liczbe wigksza
od wszystkich iloczynéw xu. Taki podziat liczb spetnia trzy
warunki 8 46, jest wiec przekrojem; ale dowod, ze ten podziat
spetnia warunek trzeci, jest trudniejszy, niz w przypadku sumy
i réznicy .

D Przypusémy, ze jezeli jest dana jakakolwiek liczba Z chcemy zna-
lez¢ taka liczbe p, nalezacg do pierwszej klasy, azeby liczbap +1 :I na-
lezata do klasy drugiej.

Oznaczmy przez a b' dwie liczby spetniajgce warunki
a przez al, bl dwie liczby, spetniajace warunki

Na zasadzie § 46 mozna zawsze znalez¢ liczby x, u, spekniajace
warunki

okazemy, ze p = xu czyni zado$¢ zadaniu. RzeczywisScie xu nalezy do
pierwszej klasv, do drugiej; oznaczmy przez d roz-
nice miedzy temi iloczynami; wtedy

a wiec:

czyli:

a poniewaz

przeto

i ostatecznie:
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Z tak okreslonym przekrojem wigzemy »iloczyn pierwiast-

kow w ten sposob. ze jezeli p nalezy do jednej klasy
ap *:l, lWbp—1:1 do innej, wtedy p nazywamy »warto-

scig przyblizong iloczynu s doktadnoscig do 1:l«

51. W tych samych warunkach (1) i (2) & 48 zaliczmy do
pierwszej klasy kazdy iloraz x :v, za$ do drugiej kazdy iloraz
y :u. Oprocz tego zaliczmy do pierwszej klasy kazdg liczbe
mniejsza od wszystkich ilorazéw y :u, za$ do drugiej kazda
liczbe wiekszg od wszystkich ilorazéw x :v. Z otrzymanym

stad przekrojem wigzemy wiloraz pierwiastkw w ten
sposob, ze jezeli g nalezy do jednej klasy, a q+ 1 lub
q—21:1 do innej, wtedy q nazywamy »warto$gig przyblizona.

ilorazu z doktadnoscig do 1: 1.

52. Metode wytozong w tym rozdziale mozna zastosowac
do okre$lonych w ostatnich paragrafach sum, rdznic, iloczyndéw
i ilorazOw; mozna je wiec dodawac, odejmowac, mnozyc i dzielic,
otrzymujagc wyniki zwigzane, jak poprzednio, z przekrojami;
okazuje sie przytem, ze tak okreslone dziatania podlegajg tym
samym prawom, co dziatania nad liczbami wymiernemi, ze
wiec kazda tozsamo$¢, prawdziwa dla wszystkich liczb wy-
miernych, pozostaje prawdziwa, jezeli zamiast liter podstawiac
bedziemy liczby niewymierne.

Dowod tego twierdzenia jest zbyt skomplikowany, azeby
mozna go bylo przytoczy¢ na tern miejscu. Bedziemy jednak
stale to twierdzenie stosowali, zaktadajac, ze litery, zawarte we
wzorach, przedstawiajg badZz wartosci wymierne, badz niewy-
mierne; jedynie wykladnikom pozostawiamy narazie znaczenie
liczb naturalnych, gdyz dla innych nie okresliliSmy jeszcze ani
potegi ani pierwiastka.

Jako przykiad zastosowania powyzszego twierdzenia roz-
patrzmy tozsamos¢

@+ b) (@a—b)= a2—h2
w ktdrej niech bedzie a=+v2, b= 1; dostaniemy:
(V2+ 1) V2- )=2-1=1
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Te tozsamo$¢ mozemy sprawdzi¢ z wszelka zadang do-
ktadnos$ciag 1. Obliczajac V2 z trzema cyframi dziesietnemi, znaj-
dziemy dla iloczynu z lewej strony liczbe 2,414 «0,414 = 0,999396
nalezgcg do pierwszej klasy i liczbe 2,415-0,415= 1,002225 na-
lezacg do drugiej klasy.

53. Liczby niewymierne mozna porzadkowaé podiug ich
>wielko$ci<na zasadzie nastepujacej umowy:

Kazdg liczbe niewymierng uwazamy za wieksza od kazdej
liczby wymiernej, nalezgcej dopierwszej klasy zwigzanego z nig
przekroju i za mniejsza od kazdej liczby drugiej klasy tegoz
przekroju; jedna liczbe niewymierng uwazamy za wiekszg od
drugiej, jezeli istnieje liczba wymierna mniejsza od pierwszej
i wieksza od drugiej. Dwie liczby niewymierne uwazamy za
réwne, jezeli sg zwigzane z tym samym przekrojem.

Mozemy wiec napisac:

gdyz:

ZADANIA V.

Obliczy¢ z doktadnoscig do 1:100:

Obliczajac pierwiastki z trzema cyframi dziesietnemi, zna-
lez¢ wartoSci przyblizone nastepujacych wyrazen i wskazac
doktadno$¢ przyblizen:

D) Azeby obliczy¢ lewa strone z doktadnos$cig do 1:100, zaktadamy
I= 100; a, =3; bl= 1; trzeba wiec obliczy¢ pierwszy czynnik z btedem
nie przewyzszajagcym 1:200, drugi z btedem nie wiekszym od 1:600. Wy-
starczg wiec»w kazdym razie 3 cyfry dziesietne w rozwinieciu v2. (Por.
przyp. na str. 39).
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3.

6. Uporzadkowac¢ podtug wielkosci liczby nastepujgce:

( oznacza stosunek okregu kota do S$rednicy =3,14159 z do-
ktadnoscig do 0,00001).

VI.
Wyktadniki.

54. W paragrafie 37 cz. | okreéliliSmy znaczenie wykita-
dnika. Stosownie do tego okresSlenia, wyktadnik dotychczas
miat dla nas znaczenie zawsze liczby naturalnej, t. j. dodatniej
i catkowitej. Rozszerzymy teraz okre$lenie wyktadnika, nadajac
znaczenie wyktadnikowi utamkowemu i wyktadnikowi ujemnemu.

55. Jezeli m in oznaczajg jakiekolwiek liczby catkowite
i dodatnie, wtedy:
amx a n= am.

Prawdziwo$¢ tego twierdzenia byfa juz pokazana w paragrafie
77 cz. |, lecz nie bedzie zbytecznem powtdrzy¢ tutaj to dowo-
dzenie:

am=axaxaxX ... m razy, na zasadzie § 37 cz. I;

an=axaxaxX ... n razy,
przeto:
amxan=axaXaX .. X axax ax ... m+ n razy,
czyli:

amx a n= am+n
Podobniez, jezeli p jest takze liczbg catkowitg i dodatnia:
amx anx ap= am+n+p;

i tak dalej.
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56. Jezeli m i n sg liczbami catkowitemi i dodatniemi,
a m jest wieksze od n, wtedy mamy, na zasadzie § 55:
am-n ><an_ a + »=
skad: am

To rowniez byto juz dowiedzione w paragrafie 90 cz. I.

57. Poniewaz wyktadniki utamkowe i wyktadniki ujemne nie
byty dotychczas okreslone, przeto mozemy je okres$li¢ w taki spo-
sob, w jaki tylko chcemy; i najdogodniejszg rzeczg bedzie nadac
tym wyktadnikom takie znaczenie, azeby podlegaty zasadniczemu
zwigzkowi amx a n= am-+n zawsze, jakiekolwiekby bylty mi n.

Naprzyktad: przypusémy, ze chcemy pozna¢ znaczenie a .
Podtug przypuszczenia powinno byé:

Przeto a musi by¢ taka liczba, ktéra pomnozona przez siebie
sama powinna daé¢ na iloczyn a; ale pierwiastek kwadratowy

z a jest podiug okre$lenia takg liczbg; —zatem a musi miec toz

samo znaczenie, co i pierwiastek kwadratowy z a, to jesta = Va.

Dalej: przypusémy, Ze chcemy pozna¢ znaczenie a 3
Podtug przypuszczenia powinno by¢:

Stad wynika, tak jak poprzednio, ze a musi mieCgtoz samo zna-
ezenie, co i pierwiastek szeScienny z a, to jest:

Dalej jeszcze przypusémy, Ze chcemy pozna¢ znaczenie a .
Podtug przypuszczenia powinno byc:

przeto:
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Te przyktady dajg uczacemu sie pojecie o tem, co nalezy
rozumie¢ przez jakikolwiek wyktadnik utamkowy; podamy
w dwdch nastepnych paragrafach ogolne okreslenie takiego
wyktadnika.

58. 'Znalei¢, jakie ma znaczenie a , gdzie n jest jakg-
kolwiek liczbg catkowitg i dodatnia.
Na zasadzie przypuszczenia:

czynnikéw

przeto a musi mie¢ toz samo znaczenie, co i pierwiastek potegi
n-tej z a, to jest:

59. Znalez¢, jakie ma znaczenie a , gdzie min sg jakie-
mikolwiek liczbami catkowitemi i dodatniemi.

Na zasadzie przypuszczenia:

czynnkow

przeto a musi by¢ pierwiastkiem potegi n z am
czyli:
stad widzimy, ze a oznacza pierwiastek potegi n-tej z a podnie-

sionego do potegi m-tej; to jest w wyktadniku utamkowym licznik
oznacza wyktadnik potegi, a mianownik wyktadnik pierwiastka.
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60. Podlug powyzszego znamy znaczenie kazdego wykla-
dnika dodatniego czy to catkowitego,' czy tez utamkowego; po-
zostaje nam teraz znalez¢ znaczenie wyktadnika ujemnego.

Naprzyktad: chcemy poznaé, jakie ma znaczenie a- 2.
Podiug zatozenia:
a3x a-2= a3-2= al=a,
przeto:

Podamy teraz okreslenie w ogélnosci.

61. ZnaleZ¢ znaczenie a-n, gdzie n jest jakgkolwiek liczbg
dodatnig catkowitg lub utamkowa.
Podtug zatozenia, jakiekolwiekby byto m, powinnismy miec:
amx a-n= amn.
Przypusémy, ze m jest dodatnie i wieksze od n; wtedy:
am- nx a n= am

skad:

Aby wynik ten dogodnie wyrazi¢ stowami, okre$limy naj-
przoéd znaczenie wyrazu odwrotny. Pewna ilo$¢ nazywa sie od-
wrotnoscig drugiej, gdy iloczyn tych dwbdch ilosci jest réwny
jednosci.

Tak np. x jest odwrotnos$ciglub iloscig odwrotng wzgledem

Podiug tego a- n jest odwrotnoscia lub iloSciag odwrotng
wzgledem an Wynik ten mozemy przedstawi¢ pod jedng z trzech
nastepujacych postaci:

62. Z tego, jakie znaczenie nadalismy wyktadnikowi ujem-

nemu, wynika, ze am:an—amn i w tym przypadku, gdy m
jest mniejsze od n, réwnie jak i w tym, gdy m jest wieksze
od n. W rzeczy samej: przypusémy, ze m jest mniejsze od n;
wtedy:



46

Przypus¢my teraz, ze m = n, wowczas am:an jest oczy-
wiscie=1, a am n= a°. Ten ostatni symbol nie byt jeszcze
rozwazany i nie otrzymal Zzadnego okreslenia; tym sposobem
mozemy mu nada¢ takie znaczenie, jakie najnaturalniej przed-
stawia sie samo. Dlatego mozemy powiedzie¢, ze a° = 1

63. Aby ustanowi¢ zupetng teorje wyktadnikéw, nalezatoby
poda¢ dowodzenia niektdrych twierdzen, wychodzacych poza
obreb niniejszego dzietka. Lecz te twierdzenia sg tak prostemi
wnioskami z okreslen i wiasnosci utamkow, ze czytelnik nie znaj-
dzie zadnych trudnosci w zastosowaniu ich w tych przypadkach,
ktére moga mu sie przytrafic. Z tego powodu pozostawiamy zu-
petny wyklad obszerniejszym dzietom o algebrze, a tutaj podamy
tylko niektore przykiady.

64. Jezeli m i n sg liczbami catkowitemi dodatniemi, wte-
dy wiemy, ze: (amn= am (patrz § 3.

Ten zwigzek jest prawdziwy i wtedy, gdy m i n nie s3
liczbami catkowitemi dodatniemi. Naprzykiad:

W rzeczy samej, niech Wtedy podnoszac obie

strony do potegi 4 tej bedziemy mieli: a —x 4 nastepnie za$ pod-
noszac obie strony do potegi trzeciej, otrzymamy: a = x 12 prze-

tox=a , co wkasnie bylo do pokazania.

65. Jezeli n jest liczba catkowitg i dodatnig, wiemy, ze:
anx bn= (ab)n. Ten zwiazek jest prawdziwy i wtedy, gdy n nie
jest liczbg catkowitg i dodatnia.

Naprzyktad: Gdyz jezelibySmy obie strony
podniesli do potegi trzeciej, wtedy z jednej i drugiej otrzymali-
bysSmy ab) tym sposobem kazda z nich jest pierwiastkiem sze-
$ciennym z ab.

W podobny sposéb:
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Przypusémy teraz, ze tych iloSci a, b, ¢ .... jest m i ze
wszystkie one sg réwne a; wtedy z powyzszej réwnosci bedzie:

czyli:

Stad wypada, ze aby pierwiastek potegi n-tej z a podnies¢
do potegi m, nalezy tylko ilos¢ podpierwiastkowa podnies¢ do
potegi m, pozostawiajac reszte bez zmiany.

66. Poniewaz utamek moze przyja¢ rozmaite postaci, nie
zmieniajac swojej wartosci, przeto tatwo przedstawié¢ pod roz-
maitemi postaciami i ilos¢ z wyktadnikiem utamkowym nie zmie-

niajac jej wartosci. Tak naprzykiad: poniewa z przeto
mozemy wnie$¢ ze i tak jest w rzeczy samej. Gdyz
podnoszac obie te iloSci do potegi szOstej, znajdziemy z jednej
i z drugiej a4, czyli kazda z nich jest pierwiastkiem potegi
szostej z ad.

67. Dajemy teraz kilka przyktadéw dziatan algebraicznych,
do ktérych wchodza wyktadniki utamkowe i ujemne.

Pomnozy¢: przez

przeto:

Podzielié:

przeto:
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Pomnozy¢: przez

Tutaj mamy najprzod:

i tak dalej.
Podzieli¢:.

ZADANIA VI.

Znalez¢ wartoSci nastepujacych wyrazen:

nastepnie:



Pomnozyé¢:
przez przez
przez
przez
Podzieli¢:
przez, przez

przez

Znalez¢ pierwiastki kwadratowe nastepujacych wyrazen:

VII.
Przeksztatcanie wyrazen pierwiastkowych.

68. Gdy pierwiastek pewnej liczby nie moze byé doktadnie
oznaczony, wtedy nazywa si¢ wielko$cig pierwiastkowg i przed-
stawia szczeg6lny wypadek tego, co w matematyce nazywamy
w ogoélnosci wielkoScig niewymierng (p. rozdz. IlI),

Tak np. nastepujace wielkosci sa pierwiastkowemi:

Podobniez jezeli pierwiastek wyrazenia algebraicznego nie
moze by¢ oznaczony bez uzycia wyktadnikow utamkowych,
wtedy i taki pierwiastek nazywa sie wielkoScig pierwiastkowa.

Tak naprzyktad nastepujgce ilosci sg pierwiastkowemi:

J. Todhunter. Algebra I1. 4
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Prawidta na dziatania z ilosciami pierwiastkowemi wypty-
wajg bezposrednio z zasad, wytozonych w poprzednim rozdziale,
z uwzglednieniem twierdzenia 8 52; rozdziat niniejszy jest prawie
catkowicie zastosowaniem tych zasad do przyktadoéw liczebnych.

69. Liczby lub wyrazenia algebraiczne moga sie przed-
stawi¢ pod formg pierwiastkowa, nie bedac w rzeczywistosci
pierwiastkowemi. Tak naprzyktad: v9 jest wyrazone pod po-
stacig pierwiastkowa, lecz nie jest w rzeczywistosci iloscig pier-
wiastkowa, gdyz Podobniez jest tylko
pod postacig pierwiastkowa, nie bedac w rzeczywistosci wielko-

Scig pierwiastkonwg, gdyz

70. Czesto wypada wielko$¢ wymierng przedstawi¢ pod
postacig wielkosci pierwiastkowej oznaczonego stopnia: w takim
razie nalezy dang wielko$¢ podnie$¢ do potegi takiej, jaki jest
wyktadnik pierwiastka, i nad ta potega napisa¢ znak pierwiastka.
Naprzykitad:

71 lloczyn wielkosci wymiernej przez wielko$¢ pier-
wiastkowa moze byé wyrazony pod postaciag wielkosci catko-
wicie pierwiastkowej w ten spos6b: nalezy najprzéd wielko$é
wymierng wyrazi¢ pod postacig pierwiastkows, i nastepnie po-
mnozy¢ przez dang wielkos¢ pierwiastkowa (p. § 65). Naprzyktad:

72. I odwrotnie: wielko$¢ catkowicie pierwiastkowa moze
by¢ wyrazona w postaci iloczynu z wielkoSci wymiernej przez
pierwiastkowa, jezeli mozna wyciagna¢ pierwiastek z jednego
z czynnikdw wielkosci podpierwiastkowe;j.
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Tak np.:

73. Wielko$¢ pierwiastkowa utamkowa moze by¢ zamie-
niona na réwnowazne jej wyrazenie, w ktorem mianownik jest
wymierny. Tak naprzykiad:

74. Wielkosci pierwiastkowe, nie majace tego samego wy-
ktadnika pierwiastka, moga by¢ przeksztatcone na ré wnoznaczne
wielkosci takie, w ktérych wyktadniki pierwiastkdw sg jedna-

kow (patrz § 65). Naprzyktad, wezmy pod uwage

75. Mozemy tutaj wskazac jedno z zastosowan poprzedniego
paragrafu. Przypusémy, ze chcemy poznaé, co jest wieksze V5
czy Jezeli sprowadzimy obie te wielko$ci do jednakowego
wyktadniika pierwiastka, przekonamy sie, Ze pierwsza jest wieksza,
gdyz 12% jest wieksze od 121.

76. Wyrazenia pierwiastkowe nazywajg sie podobnemi
wtedy, gdy majg tez same czynniki pierwiastkowe, albo tez gdy
moga by¢ sprowadzone do takiej postaci, ze do niej wchodzi¢
beda tez same czynniki pierwiastkowe.

Tak sa wyrazeniami pierwiastkowemi po-
dobnemi; sq takze wyrazeniami pierwiastkowemi po-
dobnemi, gdyz:

4*
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7. Aby dodaé lub odjaé wyrazenia pierwiastkowe podobne
nalezy doda¢ lub odjg¢ ich spotczynniki i przypisa¢ do wyniku
czynnik pierwiastkowy.

Naprzyktad:

78. Aby pomnozy¢ jednomiany pierwiastkowe takie, ktore
maja ten sam wykladnik pierwiastka, nalezy pomnozy¢ od-
dzielnie czynniki wymierne i czynniki pierwiastkowe.

Tak naprzykiad:

79. Aby pomnozy¢ jednomiany pierwiastkowe, w ktorycl
wyktadniki pierwiastkébw nie sg jednakowe, nalezy je najprzdd
sprowadzi¢ do jednakowego wyktadnika i potem postepowac
jak wyzej.

Naprzyktad: pomnozy¢ Na zasadzie § 74
mamy:

przeto zadany iloczyn bedzie:

80. Mnozenie wielomianéw pierwiastkowych wykonywa si
w podobny spobdb, jak kazde mnozenie wielomiandw alge-
braicznych.

Naprzykitad:
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81. Dzielenie przez jednomian pierwiastkowy wykonywa
sie w podobny sposob jak mnozenie przez jednomian pierwiast-
kowy. Wynik z takiego dzielenia moze by¢ uproszczony na za-
sadzie § 73.

Naprzyktad:

Zwracamy uwage, ze powyzsze przeksztatcenia, dokonane
na zasadzie § 73, daja nam ostateczne wyniki pod postaciag
najdogodniejszg do liczebnych zastosowan: tak naprzykiad, je-
zeli chcemy znalez¢ przyblizong warto$¢ liczebng wyrazenia

wtedy najprosciej dochodzimy do celu, wyciagajac pierwiastek
kwadratowy z 6 i dzielgc otrzymany wynik przez 4.

82. Dzielenie przez wielomian pierwiastkowy najczesciej
wypada wykonywa¢ w przypadku, gdy dzielnik jest sumg lub
roznicg dwoch iloSci pierwiastkowych stopnia drugiego, czyli
zawierajacych pierwiastki kwadratowe. Takie dzielenie osta-
tecznie wykonywa sie zapomocg waznego dziatania, ktore po-
lega na przeksztatcaniu ilorazu, majacego mianownik pier-
wiastkowy, na takie wyrazenie, w ktorem mianownik jest wy-
miernym. Wezmy jako przyktad utamek:

jezeli licznik 1 mianownik tego utamka pomnozymy przez
wtedy warto$¢ utamka nie zmieni sie, a mianownik
stanie sie wysniernym. W rzeczy samej:
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Podobniez:

83. W ogdlnosci gdybysmy mieli utamek, ktérego licznik
jest jakikolwiek m, a mianownik jest sumg dwoch wielkosci pier-
wiastkowych stopnia drugiego:

wtedy w celu zamiany tego ufamka na taki, w ktérym mia-
nownik bytby wymierny, nalezy jego licznik i mianownik po-
mnozy¢ przez rdznice tych samych ilosci pierwiastkowych, kto-
rych suma stanowi mianownik.

W rzeczy samej, postepujac tak, otrzymamy:

Nowy mianownik azb—cd znajdziemy albo wykonywajgc
wprost mnozenie albo tez mozemy od-
razu napisa¢ wynik na tej zasadzie, ze iloczyn z sumy dwoch
ilosci przez ich réznice rowna sie réznicy kwadratéw tych ilosci.

Gdyby w mianowniku byta réznica dwdch wielkosci pier-
wiastkowych stopnia drugiego, wtedy nalezatoby pomnozy¢ licznik
i mianownik utamka przez sume tych wielkosci, ktérych roznica
stanowi mianownik. Np.:
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84. W przypadku gdyby w mianowniku byt tréjmign pier-
wiastkowy, moznaby réwniez utamek taki zamieni¢ na utamek
z mianownikiem wymiernym, tylko dziatanie byloby dtuzsze.
Nastepny przyktad pokazuje, jak w podobnych przypadkach na-
lezy postepowac, aby uwolni¢ mianownik od ilosci pierwiast-
kowych.

Niech bedzie dany utamek:

ktory chcemy przeksztatcié na utamek z mianownikiem wy-
miernym. Oznaczmy na chwile jedng gtoskg s; wtedy
dany utamek przedstawi sie pod postacig:

Aby tutaj uwolni¢ sie od wyrazenia pierwiastkowego w mia-
nowniku, nalezy licznik i mianownik pomnozy¢ przez
czynigc to bedziemy mieli:

Podstawmy teraz zamiast s jego warto$¢, to jest wtedy
utamek ten zamieni sie na nastepny:

a ze

(podtug wzoru na (@ + b)2, przeto powyzszy utamek bedzie:

Zamiast wiec utamka danego, w ktorym mianownik byt
trojmianem pierwiastkowym, otrzymaliSmy utamek, ktdrego mia-
nownik jest dwumianem; mozemy przeto uwolni¢ sie od mia-
nownika pierwiastkowego sposobem podanym wyzej i ostatecznie
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otrzymaé utamek z mianownikiem wymiernym. Mnozac mia-
nowicie licznik i mianownik ostatniego utamka przez 1— 2v15,
bedziemy mieli:

Temu wiec ostatniemu utamkowi réwna sie utamek dany:

W podobny sposéb, przez dwukrotne powtérzenie dziatania mno-
zenia licznika i mianownika przez jedng i tez sama ilos¢, mo-
zemy kazdy utamek, ktoérego mianownik jest trojmianem zio-
zonym z wyrazéw pierwiastkowych stopnia drugiego, zamienié
na utamek z mianownikiem wymiernym.

85. Wyrazenie postaci

mozna nastepujgcym sposobem przeksztatci¢ na sume dwoch
pierwiastkow.

Jezeli jakakolwiek ilo$¢ podniesiemy do kwadratu i nastepnie
z tego ostatniego wyciggniemy pierwiastek kwadratowy, wtedy
otzymamy poczatkowg ilos¢; —dwa te dziatania wzajemnie sie
zniosa. Na tej zasadzie mamy:

czyli:
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Podobniez:

czyli:

Dwie te rownosci sg tozsamosciowe, to znaczy, ze s3
prawdziwe dla wszelkich wartosci x iy ; bedg wiec prawdziwe
i wtedy, gdy uczynimy:

Dodajac odpowiedniemi stronami te ostatnie dwie réwnosci
dostaniemy:

mnozac za$ je:

Podstawiajac teraz te wartosci na x, y, X + Yy ixy w ro-
wnosci (1) i (2), otrzymamy:

Przez dodanie odpowiedniemi stronami tych dwoch réwnosci
znajdziemy:

przez odjecie za$ drugiej réwnosci od pierwszej:

Dzielac pierwsza i druga réwno$¢ przez 2, otrzymamy:

Podprowadzajac za$ mianowniki 2 pod znaki pierwiastka:
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i skracajagc nastepnie kazdy z utamkow, znajdujacych sie na
drugich stronach réwnosci, otrzymamy ostatecznie dwa wzory:

Rownosci te sg tozsamoSciami, sg wiec prawdziwe przy
wszystkich wartosciach a i b. Chcac je zastosowaé, nalezy
w kazdym szczegOlnym przypadku podstawi¢ zamiast a i b
odpowiednie wartosci. Tak np. jezeli jest dane wyrazenie:

wtedy nalezy najprzéd 4 podciggna¢ pod znak pierwiastka

i nastepnie w pierwszym z otrzymanych wzoréw podstawi¢ 7 za-
miast a i 48 zamiast b. Znajdziemy:

i nakoniec:

Wzory te zawsze daja sie zastosowac, jakiekolwiekby a i b mialy
znaczenia, ale niezawsze dogodna jest rzeczag uzywac ich, gdyz wy-
razenia na drugich stronach tych réwnosci sg wogdle bardziej zt -
zone, anizeli na pierwszych stronach. W jednym tylko przypadku
korzystnem jest ich uzycie, wtedy mianowicie, gdy na drugich stro-
nach zging znaki pierwiastkowe pod pierwiastkiem. Gdy wiec wiel-
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kosci a i b sa takie, Zze a2—b jest zupelnym kwadratem. Wtedy
bowiem mozna znalez¢ doktadnie i wielko$ci pierwiast-
kowej ml znakiem pierwiastka nie bedzie,

Wezmy jeszcze jako przykiad:

Najprzdd wprowadzamy spotczynnik 2 pod znak pierwiastkowy:

Tutaj: a2—b= 82—60= 64 —60= 4, jest zunetnym kwadra-
tem; dogodng jest wiec rzecza uzy¢é wzoru na Stosu-
jac ten wz6r, otrzymamy:

i nakoniec:

86. Jezeli wyrazenie .

podniesiemy do potegi n, to dostaniemy podnoszac te wiel-
koS¢ do potegi m, otrzymamy a, a zatem

skad:

Tak np:
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Zapomoca powyzszego wzoru mozna stosowaé metode
rozdz. IV do wyciggania pierwiastkdw z liczb albo wielomia-
now, jezeli wyktadnik pierwiastka sktada sie tylko z czynni-
kéw 2 i 3; tak np.:

ZADANIA VII.
Uproscic:

Pomnozy¢:
przez

przez

Uczyni¢ wymiernemi mianowniki nastepujacych utamkow:

Wyciagnaé pierwiastek kwadratowy z nastepujacych wy-

razen:

Uproscic:
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Wykona¢ dziatania:

W nastepujacych wyrazeniach wprowadzi¢ spétczynnik
pod znak pierwiastka:

Uczyni¢ wymiernemi mianowniki w nastepujacych utam-
kach:

Znalez¢, czemu sie réwna:

Znalez¢ pierwiastki stopnia czwartego z nastepujacych wie-
lomianéw:

34, 1+4x+ 6x2+ 4x3 + x4

35, 1—4x+ 10x 2— 16a3+ 19x4—16x5+ 10x6—4x 7+ X 8
Znalez¢ pierwiastki stopnia szostego z nastepujacych wie-

lomiandéw :

36. 1+ 12x + 60x2+ 160x3+ 240x4+ 192x5+ 64x6

37. 729x6— 1458x5+ 1215x4—540x 3+ 135x2 —18x +1.
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VIII.
Rownania stopnia drugiego.

87. Jezeli chcemy znalezC liczbe, ktorej kwadrat rowna
sie liczbie danej, np. 16, to zadanie to mozemy przedstawié¢ pod
postacig rownania warunkowego:

x 2= 16. )

Zadanie to rozwiazuja, jak wiemy, liczby 4 i —4; kazda
z nich, podstawiona w réwnaniu powyzszem zamiast x, zamienia
to rownanie na tozsamos$¢. Powiemy wiec, ze réwn aniu temu
czyni zados¢
X=41ix= —4 2]
albo, rozrézniajac oba pierwiastki réwnania zapomocg wskaz-
nikow:
x1=4 i x2= —4, ©)
albo wreszcie:
X=*4. 4

Zauwazmy, ze réwnania (2) albo (4) mozna otrzymac¢, wy-
ciggajac pierwiastki kwadratowe z obu stron réwnania (1),
przyczem z jednej strony piszemy w obu réwnaniach (2) ten
sam znak, z drugiej znaki przeciwne. Zmiana znakéw po obu
stronach réwnania nie databy nic nowego, gdyz

—X = —4,
wyraza to samo, co
X = 4

88. Przypusémy, ze chcemy znalez¢ liczbe, ktéra, podsta-
wiona zamiast x, czyni zado$¢ rownaniu:

ZnieSmy najprz6d mianowniki przez pomnozenie obu stron réw
nania przez 30; bedzie:

10(x2—13)+ 3(x2—5)= 180;
skad: 13x2= 180+ 130 + 15= 325;
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i nastepnie:

Wyciagajac z obu stron pierwiastki kwadratowe, otrzymamy:
X —zx 5

W tym przyktadzie, postepujac najprzdd tak, jak przy rozwig-

zaniu réwnan stopnia pierwszego, znalezliSmy, ze x 2 jest

rowne 25. Stad wypada, ze samo x jest taka liczba, ktéra, pod-

niesiona do kwadratu, .daje w wyniku 25; czyli x jest pier-

wiastkiem kwadratowym z 25.

Pierwiastek ten ma dwa znaczenia + 51 —5 (patrz § 16).
Zatem x moze mie¢ warto$¢ + 5 lub —5; kazda z tych ilosci
zadosy¢ czyni réwnaniu, i to wyrazamy piszac:

X = % b
albo: x1l= + 5 x2= —5.

Rozwigzania sprawdzamy, zaktadajagc w réwnaniu danem
X 2= 25:

89. Rozpatrzymy Kkilka podobnych przykfadéw.

Z rownania bx2—45= 0, otrzymujemy,
5x 2= 45,
X2= 9,

skad: x = = 3; czyli piszac oddzielnie oba pierwiastki:
x1—3; x2= —3.
Drugie réwnanie: 4x2— 25= 0. Wtedy:

skad:
i nakoniec:

to jest:
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Gdyby byto réwnanie: 7x2—21=0; wtedy pierwiastki
jego bytyby niewymierne:

Przypus¢my jeszcze, ze mamy réwnanie:

3x2+ 12= 0.
Chcac je rozwigza¢, mamy najprzod:

3x2— —12,
nastepnie: X2= —4.

A ze niema takiej ilosci dodatniej lub ujemnej, ktéraby podnie-
siona do kwadratu data na wynik ilo$¢ ujemng —4, przeto
w tym przypadku x nie moze byC oznaczone w liczbach do-
datnich lub ujemnych. Powiemy wiec, ze w uktadzie liczb, ja-
kim rozporzadzamy, to réwnanie nie moze byC spetnione.

90. Niech bedzie dane do rozwigzania réwnanie:
. X2—4x = 0.

Nie trudno zauwazyé, ze réwnanie to bedzie spetnione,
jezeli obierzemy x réwne wspotczynnikowi 4; ale ono bedzie
spetnione i wtedy, jezeli kazdy wyraz stanie sie zerem, co
mozna osiggna¢, czynigc x = 0. A zatem znalezliSmy dwa roz-
wigzania:

Xx=4 x=0.

Pierwsze rozwigzanie otrzymaé mozna, opuszczajac w obu
wyrazach wspolny czynnik x, drugie —zaktadajac ze ten czyn-
nik wspolny jest zerem.

Podobnie rozwigzemy réwnanie:

Znosimy mianownik:
10x 2—5x = 5x2—3X;
przenosimy wszystkie wyrazy na lewg strone:
5x2—2x = 0;
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rozktadamy lewa strone réwnania na czynniki;
(bx —2)x = 0;
skad: 5x —2= 0, albo: x = 0.

Istotnie, iloczyn dwoch czynnikdw staje sie zerem, jezeli
jeden z tych czynnikéw uczynimy zerem. Z otrzymanych tym
sposobem dwoch réwnan stopnia pierwszego znajdujemy dwa
pierwiastki:

91. Réwnanie z jedng niewiadomg nazywa si¢ réwnaniem
stopnia drugiego, albo kwadratowem, jezeli, po zniesieniu mia-
nownikéw, przeniesieniu wszystkich wyrazéw na jedng strone
i uproszczeniu, otrzymuje postac:

ax2 +b x e= 0, @)
gdzie x jest niewiadomg, b, c jakiemikolwiek liczbami, a a ja-
kakolwiek liczbg rézng od 0. Réwnanie kwadratowe nazywa
sie: czystem, jezeli b= 0; niezupetnem, jezeli b #0, c= 0; zu-
petnem, jezeli b# 0, c# 0.
Znak: » « nalezy czytaC: »nie rowna sie.«

Roéwnania, ktére dotychczas rozwiagzywaliSmy w tym roz-
dziale, sa kwadratowe, a mianowicie w 88 87—89 czyste, w § 90
niezupetne.

92. Przy rozwigzywaniu réwnan stopnia drugiego, oprocz
sposobdw, uzywanych przy rozwigzywaniu réwnan stopnia
pierwszego, stosuje sie zawsze jeden z nastepujgcych sposobow:

1) Sprowadziwszy obie strony réwnania do dogodnej po-
staci, wyciggamy z nich pierwiastki kwadratowe i przyréwny-
wamy, np.

(2x + 5)2= (x —3)2
2x+ 5=+ (x —3).

2) Po przeniesieniu wszystkich wyrazow na jedng strone
rozktadamy jg na dwa czynniki i kazdy z nich przyréwny-
wamy do zera; np.

J. Todhunter. Algebra II. 5
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x—D@2x —7= 0
X—1=0; 2x —7= 0.

Kazdy z tych sposobéw prowadzi do rozwigzania dwoch
rownan stopnia pierwszego zamiast jednego réwnania stopnia
drugiego. Réwnania czyste dogodniej jest rozwigzywaé pierw-
szym sposobem, niezupetne drugim; ale w kazdym przypadku
mozna stosowac zar6wno jeden, jak i drugi sposéb.

Np. réwnanie czyste

4x2= 9
mozemy tak napisac:
4x2—9= 0,
albo: 2x —3)(2x+ 3)= 0,
a wiec: 2x - 3= 0, lub 2x+ 3= 0,

sﬁqd:
Jezeli za$ do réwnania niezupetnego
25x2+ 10x = 0,

zechcemy zastosowal pierwszy sposob, to przeksztatcimy je
tak, azeby z lewej strony otrzymaé kwadrat dwumianu:

2 X2+ 25x + 1= 1

skad Gx+1)2=1,
a wiec: bx+ 1= 1, albo 5x+ 1= —1,
czyli:
93. Przechodzimy teraz do rozwigzywania rownan zupet-

nych stopnia drugiego.

Jezeli pomnozymy przez tez samg ilo$¢, otrzymamy:

Widzimy wiec, ze jest zupetnym kwadratem, gdyz
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jest to kwadrat ilosci Stad wypada, ze dwumian
staje sie kwadratem zupetnym przez dodanie do niego to

jest przez dodanie kwadratu potowy spétczynnika przy x.
Fakt ten stanowi gtdwng podstawe rozwigzania réwnania zu-
petnego stopnia drugiego. Objasnimy to kilkoma przyktadami.

WeZzmy np. x2 6x; tutaj potowg spotczynnika przy x
jest 3; dodajac do tego dwumianu 32 otrzymamy x 2+ 6x + 32
a to jest (x + 3)2

tutaj potowa spolczynnika przy x jest do-
dajac czyli otrzymamy a to
jest o
tutaj potowg spdtczynnika przy x jest do-
dajac otrzymamy a to jest
tutaj potowg spdtczynnika przy x jest do
dajac czyli otrzymamy CO znowuz

jest réwne

Dziatanie, objasnione temi przyktadami, nazywa sie dopet-
nieniem do kwadratu.d

o4, Prawidto na rozwiazanie réwnania zupetnego stopnia
drugiego jest nastepujgce:

Nalezy najprzéd rownanie przyprowadzi¢ do takiej po-
staci, aby na pierwszej stronie byly tylko wyrazy zawierajgce
niewiadoma, i aby spdtczynnik przy x 2 byt rowny 1; nastepnie
dodac do kazdej strony rownania kwadrat potowy spdtczynnika
przy x i wyciagna¢ z obu stron pierwiastek kwadratowy. Przez

poréwnanie pierwiastkow dostaniemy dwa réwnania stopnia
5*
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pierwszego, ktdrych rozwigzania czynig zado$¢ danemu réwna-
niu kwadratowemu.

95. Rozwigza¢ réwnanie:
Xx2—10x+ 24= 0.
Przenosimy wyraz wiadomy 24 na drugg strone:
X2—10x = —24;

dodajac do obu stron réwnania po otrzymamy:

Xx2—10x+ 52= —24+ 25= 1
Wyciagnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu stron
rownania; znajdziemy:

X —5= % 1,
a nastepnie: x= 5% I, czyli:
x = albo5+ 1, albo5—1;
skad: x1= 6; x2= 4

tatwo sie przekona¢, ze kazda z tych wartosci zadosy¢ czyni
danemu réwnaniu, i zalecamy uczacemu sie sprawdzaé zawsze
otrzymane warto$ci przez podstawienie ich w danem réwnaniu.

96. Rozwigzac:
3x2— —55=0.
Przenoszac wyraz wiadomy na drugg strone:
3x2—4x — 55,
dzielagc przez 3 obie strony réwnania, otrzymamy;

dodajgc do obu stron po

wyciggajac pierwiastki kwadratowe:
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skad:

czyli:

97. Rozwigzac:
2x2+ 3x—35= 0.

Przenoszac wyraz wiadomy na druga strone:
2%x2+ 3x = 35,
dzielagc nastepnie przez 2:

i dodajgc otrzymamy:

Wyciggajac teraz pierwiastek kwadratowyz obu stron,dostaniemy:

skad:
czyli:

98. Rozwigzac:
X2—4X — 1=0.

Po przeniesieniu wyrazu wiadomego bedzie:
X2—4x = 1
dodajemy teraz do obu stron réwnania 22; otrzymamy:
X2—4x+ 22= 1+4 = 5,
skad, po wyciagnieciu pierwiastka kwadratowego, znajdziemy:

a nastepnie:



Tutaj pierwiastek kwadratowy z 5 nie moze by¢ znaleziony
dokfadnie; — w kazdym razie zapomoca sposobu podanego
w 8§ 38 mozemy oznaczy¢ warto$¢ przyblizong tego pierwiastka
do takiego stopnia doktadnosci, do jakiego chcemy, a tem samem
i warto$¢ na x moze byC oznaczona z takim stopniem przybli-
zenia, z jakim chcemy.

99. W przykiadach dotychczas rozwigzanych znajdywa-
liSmy zawsze dwa rozne pierwiastki rdwnania stopnia drugiego;
sg jednak pewne przypadki, w ktorych otrzymujemy w rzeczy-
wistosci jeden tylko pierwiastek. Wezmy jako przyktad réwnanie:

Xx2—14x+ 49= 0.
Rozktadajgc lewg strone na czynniki, dostaniemy:
x—7(x—n=0.
Oba réwnania stopnia pierwszego do ktérych sprowadza sie roz-
wigzanie, majg ten sam pierwiastek 7.

Moéwimy w tym przypadku, ze réwnanie stopnia drugiego

ma dwa pierwiastki réwne.

100. Rozwigzac:
X2—6x+13 =0

Przenosimy wyraz wiadomy na druga strone:
X2—6x— —13;
dodajac po 32 do obu stron:
X2—6x + 32= — 13+ 9= —4,
czyli: (x - 3)2= —4.

Poniewaz jednak niema ani liczby dodatniej, ani ujemnej, ktorej
kwadrat réwnatby sie —4, przeto réwnanie nie moze by¢ roz-
wigzane.

101. Rozwiagza¢ réwnanie:

PrzenieSmy wszystkie wyrazy na pierwsza strone i sprowadzmy



71

do wspo6lnego mianownika 4 (x2—1), ktory jest najmniejszg wsp6lng
wielokrotng wzgledem danych mianownikéw. Otrzymamy:

a po pomnozeniu obu stron przez —4:

Utamek z lewej strony jest zerem, jezeli jego licznik jest zerem
a mianownik od 0 rézny. Zaktadamy wiec:

Przenoszac wyrazy, zawierajgce niewiadoma na pierwszg, a wy-
razy wiadome na drugg strone:

dodajac po 12 do obu stron:
a wyciggajac pierwiastek kwadratowy z obu stron, dostaniemy:
skad: czyli:

Mianownik x2—1 jest w pierwszym przypadku 25—1= 24,
w drugim 9—1=8, a wiec w kazdym razie rézny od zera.

102. Rozwigza¢ rownanie:

Pomn6zmy obie strony réwnania przez 570, to jest przez naj-
mniejszg wspdlng wielokrotng liczb 15 i 190; bedzie:

skad:
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a nastepnie:
czyli:

Czyniac licznik zerem, znajdziemy:

dzielgc obie strony réwnania przez 40:
2 19x = 290.

Dodajmy teraz do obu stron po otrzymamy:

a wyciagajac z obu stron pierwiastki kwadratowe:

skad:

i nakoniec:

Zadna z tych dwoch wartosci nie czyni mianownika 10+ x
zerem, obie sg wiec rozwigzaniami réwnania.

103. Rozwigzaé¢ réwnanie:

Przenoszac wszystkie wyrazy na lewg strone i sprowadzajgc
do wspdlnego mianownika

otrzymamy w liczniku:

skad przez wykonanie wskazanych mnozen:

czyli:
Uczyhnmy:
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Dodajagc do obu stron réwnania po 22 bedziemy mieli:
X 2—A4xX + 22= 4,
wyciaggajac za$ pierwiastki kwadratowe, znajdziemy:

X —2= 2
Stad nakoniec:

X= 2% 2
czyli: x1 =4;% =0
Zadna z tych wartosci nie czyni mianownika zerem.

Dziatanie zawarte w ostatnich wierszach podaliSmy dla-
tego, aby przedstawi¢ rozwigzanie réwnania w ten sam sposdb,
w jaki rozwigzywaliSmy poprzednie przyktady; —lecz rozwig-
zanie w tym przypadku moze byé znalezione prosciej. W rzeczy
samej: réwnanie x 2—4x = 0 moze by¢ tak napisane:

X (X —4)= 0
a poniewaz pierwsza strona jest iloczynem z dwoch czynnikéw
ktory ma byC rownym zeru, przeto widoczne jest, ze musi by¢
albo x —4= 0, lub x —0; czyli albo x = 4, albo tez x = 0.

104. Kazde roéwnanie stopnia drugiego moze by¢ sprowa-
dzone do postaci x 2+ px + q= 0, gdziep i qsa liczbami wia-
domemi, catkowitemi lub utamkowemi, dodatniemi lub ujemnemi.

W tym celu nalezy tylko réwnanie dane sprowadzi¢ do
ogolnej postaci (8 91) i, w razie potrzeby, podzieli¢ obie strony
przez spo6tczynnik kwadratu niewiadomej, wiaczajac znak do
spotczynnika.

Naprzyktad: przypusémy, ze mamy roéwnanie:

X —4x2= 5.
Bedzie najprzod:
_ X —4x2—5= 0,
nastepnie:
4x2—7x+ 5= 0;

dzielac obie strony réwnania przez 4:

W tym wiec przykiadzie
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105. Rozwigza¢ réwnanie:
X2+ px+ g= 0.
Przez przeniesienie wyrazu wiadomego mamy:
X2+ px = —q.

Dodajmy po do obu stron; otrzymamy:

Wyciagnijmy z obu stron pierwiastki kwadratowe; bedzie:

skad:

co mozna tez tak napisac:

106. Tym sposobem otrzymalismy wzdr ogdlny na pier-
wiastki rownania stopnia drugiego x2+ px + q= 0, mianowi-
cie x musi bv¢ réwne:

Z tych wzorow ogolnych wyprowadzimy teraz kilka bardzo
waznych wnioskdw, ktére na zasadzie § 104 dotycza kazdego
rownania stopnia drugiego.

107. Réwnanie stopnia drugiego nie moze mie¢ wiecej
niz dwa pierwiastki.
O tem mozemy sie przekonaé, jezeli do rozwigzania row-
nania
X2+ px+ q—0
zastosujemy drugi sposéb § 92, polegajacy na roztozeniu lewej
strony na czynniki pierwsze.
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W tym celu uzupetnijmy dwumian x 2 +px do kwadratu,

dodajac i odejmujac te samg wielko$¢ od q:

co mozna tak napisac:

albo:

gdyz dziatania wyciggania pierwiastka i podnoszenia do kwa-
dratu znoszg sie. Tym sposobem lewa strone réwnania przed
stawiliSmy pod postacig réznicy kwadratow dwoch wielkosci,
mozemy wiec roztozy¢ jg na iloczyn sumy i r6znicy pierwszych
poteg tych wielkosci:

lloczyn dwodch czynnikbw moze byé zerem tylko wtedy,
jezeli przynajmniej jeden z tych czynnikéw jest zerem, gdyz
gdyby oba byly od 0 ro6zne, wtedy ten iloczyn bytby dodatni
lub ujemny, zaleznie od tego, czy te czynniki majg znaki jedna-
kowe, czy rozne; a wiec lewa strona réwnania danego moze
sie sta¢ zerem tylko wtedy, jezeli albo

108. W réwnaniu stopnia drugiego, w ktérem wszystkie wy-
razy sg przeniesione na jedng strong, a spotczynnik przy nie-
wiadomej w stopniu drugim jest réwny jednosci, suma pier-
wiastkOw jest rowna spotczynnikowi przy pierwszej potedze
niewiadomej ze znakiem przeciwnym, iloczyn za$ pierwiastkow
réwna sie wyrazowi wiadomemu.
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Gdyz niech bedzie dane réwnanie:

wtedy suma pierwiastkéw bedzie:

lloczyn za$ pierwiastkow jest:

co sie réwna:
czyli:

109. Paragraf poprzedni zastuguje na szczeg6lng uwage;
przedstawia bowiem bardzo dobry przyktad i natury ogolnych
wynikow algebry i zarazem sposobow, jakiemi do tych ogdlnych
wynikéw dochodzimy. Uczacy sie powinien sprawdzic¢ te twier-
dzenia na wszystkich przyktadach rownan stopnia drugiego
dotychczas rozwigzanych.

Tak np. wezmy zadanie 8§ 96; roOwnanie tam podane moze
by¢ przedstawione pod postacia:

pierwiastki jego sg suma ich wynosi  iloczyn za$

110. 1
ax2+ bx+ c= 0.
Przenoszagc wyraz wiadomy na druga strone, mamy:
ax2+ bx= —g¢;
dzielgc obie strony réwnania przez a:

dodajg'e do obu stron réwnania po
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Whyciagnijmy teraz pierwiastek kwadratowy z obu stron réwnania:

przeto:

111, Wzory og6lne, podane w 88§ 105 i 110, mogg by¢ uzyte
do rozwigzania jakiegokolwiek rownania stopnia drugiego. Wezmy
jako przyktad rownanie: 3x2—4x —55= 0; podzielmy obie
jego strony przez 3:

Uczynmy teraz we wzorze § 105, ktory daje wartosci pierwiastkow
rébwnania x2+ px g= 0, otrzymamy po
wykonaniu dziatan pierwiastki danego réwnania.

Lecz dogodniejszg jest rzeczg uzy¢ wprost wzoru § 110, tym
sposobem bowiem unikamy utamkdéw. Poniewaz dane réwnanie
jest: 3x2—4x —55= 0, przeto we wzorze, dajagcym wartosci
pierwiastkow réwnania ax2+ bx + c¢= 0, nalezy uczyni¢ a=3,
b= —4,i c— —55. Wykonywajac te podstawienia w wyrazeniu:

mie¢ bedziemy takie wartosci na X ;

to jest albo:

Jeszcze dogodniej, uwzgledniajac, ze w naszym przykiadzie
spotczynnik b jest liczbg parzysta, podzieli¢ we wzorze ogol-
nym licznik i mianownik przez 2



78

i podstawié:

112. Oznaczajac przez x1i x2 oba pierwiastki réwnania:
X2 pxi#+ g= 0, mozemy napisac:

W obu tych wyrazeniach jest znak pierwiastka kwadra-
towego; wielko$¢ podpierwiastkowa

p2—4q
nazywa sie wyrdznikiem danego réwnania.

Wyréznik moze by¢ dodatni, ujemny, lub 0, zaleznie od
tego, czy p2 jest wieksze, mniejsze, czy réwne 4qg. Tak np.
w réwnaniu § 95:

X2—10x+ 24= 0
jest p=—10; g= 24, a wiec p2-4q = 100—96= 4>0;
w réwnaniu § 100:

Xx2—6x+ 13=0

p=—6; q= 13; p2—4q= 36—52= —16<0;

wreszcie w réwnaniu 8 99:

X2—14x + 49= 0

= — 14, q= 49; p2—4g= 196—1%= 0.

W pierwszym przypadku otrzymujemy dwa rozwigzania,
ktére muszg by¢ rézne, gdyz jedno jest suma, drugie roznica
tych samych wielko$ci; w drugim rozwigzanie jest niemozliwe,
w trzecim dostajemy dwa rozwigzania réwne.

Jezeli spotczynniki réwnania sg wymierne, to rozwigzania
sg wymierne lub nie, zaleznie od tego, czy wyrdznik jest czy
nie jest kwadratem zupetnym.
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113. Przy zachowaniu tych samych oznaczen, wiasnosci

pierwiastkéw réwnania stopnia drugiego dowiedzione w § 108,
moga by¢ tak wyrazone:

X1+ x2= —p; x1x2= ¢

Wiasnosci te majg czeste i wazne zastosowania.

Pokazemy dwa z nich:
Najprzdd na zasadzie tych wiasnosci mozna utozy¢ réwna-

nie stopnia drugiego, ktorego pierwiastki sg dane. Tak np. przy-
pusémy, ze chcemy napisa¢ takie rdwnanie stopnia drugiego,
ktérego pierwiastkami bylyby liczby 5 i 3. Réwnanie to bedzie
miato takg postac: x 2+ p x + q= 0, gdzie zamiastp i q nalezy
podstawi¢ odpowiednie liczby. Poniewaz, podtug wiasnosci przy-
toczonej wyzej, suma pierwiastkdbw rownania réwna sie spoi-
czynnikowi przy x, wzietemu ze znakiem przeciwnym, przeto p
powinno by¢ takie, aby byio:

5+ 3=-p,
= —8.

| dalej: poniewaz trzeci wyraz ( pierwszej strony powinien
by¢ réwnym iloczynowi pierwiastkdéw, przeto bedzie:

q= 5 3=15.

Jezeli wiec utworzymy réwnanie takie:

X2—8 + 15= 0,

to jeden jego pierwiastek bedzie 5, drugi za$ 3, o czem latwo
sie przekona¢ przez podstawienie 5 i 3 zamiast x.

GdybySmy chcieli utozy¢ rownanie takie, .ktérego pierwiast-

kami bytyby 3 i—3, wtedy mielibySmy:

p=—(3—3=0; q= 3 —3= —9,

i zadane réwnanie byloby:

Gdyby pierwiastki rownania miaty by¢ réwne

x2+ 0.x —9= 0,
X2—9= 0.

3 i 0, wtedy bytoby
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i rownanie szukane przedstawitoby sie tak:

czyli: 3x2—x = 0.

W podobny sposob nalezatoby postepowaé w kazdym innym
przypadku.

Po wtdre: wymienione wiasnosci stuzg do prostego rozwig-
zania zadania nastepujacego, ktére czesto przytrafia sie w al-
gebrze. Majac dang sume i iloczyn dwoch liczb, znalez¢ te liczby.

Przypus¢my np., ze chcemy znalez¢ dwie liczby, ktorych
suma rownataby sie 10, a iloczyn 21. Gdybysmy ultozyli takie
rownanie kwadratowe, w ktorem spotczynnik przy x bytby
rowny — 10, a ilos¢ wiadoma g byfaby réwnag 21, to jest row-
nanie takie:

Xx2—10x+ 21=0,

wtedy na zasadzie wiasnosci pierwiastkow rownania stopnia

drugiego, suma pierwiastkow tego réwnania rownataby sie 10,

iloczyn za$ bytby réwnym 21. Pierwiastki zatem jego bytyby

szukanemi liczbami. Rozwigzujac to réwnanie, znajdziemy:
x1—T, X 3.

Szukane liczby sg wiec 7 i 3.

I w ogolnosci, azeby rozwigza¢ takie zadanie: znalezé
dwie liczby, ktérych suma byfaby réwng m, a iloczyn n, na-
lezatoby utozy¢ réwnanie:

X2—mx+ n= 0,
i rownanie to rozwiaza¢; wtedy jeden z jego pierwiastkéw bytby

rownym jednej z liczb szukanych, drugi za$ stanowitby druga
liczbe. Pierwiastki tego réwnania sa.
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czyli:

Powyzsze wzory nietylko dajg nam rozwiazanie uwaza-
nego zadania we wszystkich przypadkach, ale nadto zawie-
rajg W sobie i rozwigzanie takiego zadania. Dang liczbe m po-
dzieli¢ na takie dwie czeéci, aby iloczyn ich byt réwny n.
Widoczng jest rzecza, ze zadanie to sprowadza sie bezposrednio
do poprzedniego, gdyz suma tych dwoch szukanych czes$ci jest
rowng danej liczbie M, i iloczyn ich jest wiadomy N. Czesci te
zatem sg dane jako wartosci X1 i X2 wyzej znalezione.

Uzycie powyzszych wzorow objasniajg nastepne przyktady:

Liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie cze$ci, aby iloczyn ich
byt réwny 16.

Rozwigzujac réwnanie: X2— 10x +16 = 0, znajdziemy:

Wiec jedna z szukanych cze$ci jest 8, druga za$ 2.
Tez samag liczbe 10 podzieli¢c na takie dwie cze$ci, aby
iloczyn ich byt 24.
Roéwnanie do rozwiazania bedzie:
X2— 10x + 24 = 0,
ktére rozwigzujac, znajdziemy szukane cze$ci 6 i 4.
GdybySmy jeszcze tez samag liczbe 10 chcieli podzieli¢ na
takie dwie czes$ci, ktdrych iloczyn bytby 25, wtedy rozwiazujac
réwnanie:
X2— 10x + 25= 0,

znalezlibySmy, ze szukane cze$ci sg 5i 5. Lecz gdybySmy chcieli
tez sama liczbe 10 podzieli¢ na takie dwie czesci, ktédrych ilo-
J. Todhunter. Algebra II. 6



82

czyn bytby wiekszym od 25, np. 26, wtedy rozwigzujac rowna-
nie: x 2— 10x + 26= 0, otrzymalibySmy wyr6znik ujemny
100—104= -4,

co pokazuje, ze nie mozna liczby 10 podzieli¢ na takie czesci,
ktéreby zadosy¢ czynity warunkowi, aby iloczyn ich byt 26.
Z tego widzimy, Ze liczby 10 nie mozna podzieli¢ na takie dwie
czesci, ktorych iloczyn bytby wiekszy od 25.

Do tego samego wyniku dochodzimy, rozwazajac ogélne
rownanie, rozwigzujagce nam to zadanie we wszystkich przy-
padkach, mianowicie: x 2—m x+ n — 0. Pierwiastki tego réwna-

nia sg rzeczywiste, jezeli ilos¢ pod znakiem pierwiastka
nie jest ujemng, czyli jezeli n nie jest wieksze od

Najwiekszg wiec wartoscig na n moze byc

wadzamy taki wniosek: najwiekszy iloczyn z dwoch czesci, sta-
nowiacych dang liczbe, jest wtedy, gdy obie te czeSci sg réwne,
to jest gdy kazda jest potowg danej liczby.

114. Wyrazenie postaci ax2+ bx+ ¢ nazywamy trojmia-
nem stopnia drugiego wzgledem x. Wyprowadzajgc a za na-

wias, mozemy mu nadaé postaé: Oznaczy-

wszy tutaj dla krétkosci  jedng gtoska p, jedrg gtoska q,
bedziemy mieli:
ax2+ bx+ c= a (x2+ px + q).
WidzieliSmy w § 107, Ze trjmian x 2+ p X + q mozna roz-
tozy¢ na dwa czynniki:

jezeli wiec przez xXx, x2 oznaczymy pierwiastki rownania
x2+ px + g= 0, w zalozeniu, Ze wyrdznik jego nie jest
ujemny, to:
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a wiec:
X2+ px + g= X —x1) (x —x 2.
Réwnos¢ ta jest tozsamoscig, jest wiec prawdziwa dla wszyst-
kich wartosci x. Wyrazi¢ ja mozna stowami tak: Trojmian
stopnia drugiego x 2+ px g, w ktérym p 2—4q> 0, jest réwny
iloczynowi dwoch czynnikéw stopnia pierwszego: jednym z tych
czynnikéw jest x mniej jeden pierwiastek réwnania, otrzyma-
nego przez przyréwnanie danego trojmianu do zera; drugi
za$ —jest tok samo x mniej drugi pierwiastek tego samego
réwnania. Podtug tego tréjmian ax2+ bx+ ¢ moze byc¢ tak
wyrazony:
ax2+ bx+ c=a (x —x1) (x —x2),

gdzie x 1, x 2 sg pierwiastkami réwnania ax2+ bx+ c¢= o, gdyz
rownanie to ma te same pierwiastki, co i rdwnanie poprzednio

rozpatrywane, a ktére mozna otrzymac, dzielagc obie strony
przez a.

1- szy przyktad : trojmian 3x2— 15x + 18 roztozy¢ na dwa
czynniki stopnia pierwszego:
3x2—15x + 18= 3 (x —x 1) (x —x 2,
gdzie xx i x2 sg pierwiastkami réwnania:
3x2—Bx .+ 18= 0,

lub: Xx2—5x+ 6= 0. '
Rozwigzujac to réwnanie, otrzymamy:

X1=3; x2-= 2;
zatem: 3x2—15x+18=3 (x —3) (x —2),

0 czem fatwo sie mozna przekonaé przez bezpoSrednie mnoze-
nie, co uczacy sie powinien wykonac.
2- gi przyktad: Tréjmian 6x2- bx —6 roztozy¢ na dwa
czynniki stopnia pierwszego:
6x 2—5 —6= 6 (x —x 1D (x —x2),
gdzie x1i x2 sg pierwiastkami réwnania:
6x 2—bx —6= 0.
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Rozwiazujac je, znajdziemy:

wiec: czyli:

6x2 —5x — 6= (3x + 2) (2x—73).
3- ci przyktad: Trojmian: x 2—8ax + 16 roztozy¢ na dw
czynniki stopnia pierwszego:
x2—8 + 16= (x —x1 (x —x2),
gdzie x1i x2 sg pierwiastkami réwnania:
x2—8x + 16= 0.
Z rozwigzania tego réwnania mie¢ bedziemy:
x1= 4 i x2= 4
zatem:
X2—8x+ 16= (x —4) (x —4) = (x—4)2
co i bezposrednio jest widoczne.
4- ty przyktad: Tréjmian: x2 10x+ 34 roztozyé na dwe
czynniki stopnia pierwszego:
X2+ 10x+ 34= (c— x1 (x —x2),
gdzie X1 i X2 znaleZzlibySmy rozwigzujac réwnanie:
10x+ 34= 0.
Poniewaz jednak wyro6znik tego ré6wnania 100 — 136 = — 36
jest ujemny, przeto rozktadu zgdanego wykona¢ nie mozemy.

ZADANIA VIII.
1. 2(x2— 7)+ 3(Xx2— 11)= 33.
2. (X— 15) (X + 15)= 400. 3.

4, X2— 3x+ 2= 0. 5. 2x2— 1= 5x + 2.
6. 3Xx2— 4x = 39. 7. 4(X2—1)= 4x—1
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21 (x+ a+ b (x—a+ b (x+ a—b) (x—a—Dbh=0
22. (a+ bx)(b—ax)+ (b+ cx)(c— bx)+ (c+ ax) (@a—cx)= o.

25. (3x —4)2+ 5(3x—4)= 14

26. (0,2x —3)2—4(0,2x —3)= —3.

27. Wyrazenia: x2— 11/&+1/2, x3+ 10x 2+ 21x roztozy¢ na
czynniki stopnia pierwszego.

IX.

Rownania dajgce sie sprowadzi¢ do réwnah stopnia
drugiego.

115. Sg pewne rown ania, ktére nie bedac whasciwie réwna
niami stopnia drugiego, daja sie jednak rozwigza¢ sposobem
dopetnienia do kwadratu.

Podamy tutaj dwa przykiady takich réwnan.

116. Rozwigza¢ réwnanie: x 6—7X3= 8.
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Dodajmy do obu stron réwnania po bedzie:

wyciggajac z obu stron pierwiastki kwadratowe, otrzymamy:

skad:
to jest: x3= 8, lub: x3= —1

Nakoniec przez, wyciggniecie pierwiastka szeSciennego znaj-
dziemy: x — 2, lub x = —1

117. Rozwiagza¢ réwnanie:
Odejmijmy od obu stron réwnania po 2; bedzie:

Na pierwszej stronie rownania otrzymaliSmy dwa wyrazenia:

z ktorych ostatnie jest kwadratem
pierwszego.

Mozemy teraz pierwszg strone dopetni¢ do kwadratu.

W tym celu dodajmy do obu stron po mie¢ bedziemy:

Wyciggajac pierwiastki kwadratowe z obu stron,bedziemy mieli:

skad:

czyli:
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Przyjmijmy najprzod, ze:
PodnieSmy obie strony do kwadratu; bedzie:

Lecz to jest zwyczajne réwnanie stopnia drugiego, ktére roz-
wigzujac, znajdziemy:

Przyjmijmy po wtdre, ze:

Podnoszac obie strony do kwadratu, mie¢ bedziemy:
X2+ 3x—2= 16.

To jest znowuz rownanie stopnia drugiego, ktore rozwigzujac
znajdziemy:
x =3 lub x= —6.

Tym sposobem otrzymalisSmy ostatecznie cztery wartosci dla x,
a mianowicie:

Musimy tutaj zrobi¢ wazng uwage, odnoszaca sie do tych
wartosci. Przypus¢my, ze chcemy rozwigzania sprawdzi¢. Jezeli
zamiast x podstawimy 3, wtedy znajdujemy, ze x 2+ 3x —2= 16,
a wiec: Jezeli weZmiemy warto$¢ + 4,
wtedy dane poczatkowo réwnanie nie bedzie sprawdzone; —jezeli
za$ wezmiemy warto$¢ —4, wtedy bedzie ono sprawdzone. Po-
dobniez jezeli dalej podstawimy x = —6, wtedy przyjdziemy do
tegoz samego wyniku. Mozna bylo przewidzie¢ oba te wyniki
gdyz wartosci x = 3, lub x — —6 byly znalezione z réwnania

ktore to réwnanie bylo znowuz otrzymane

zrownania poczatkowego. Gdybysmy teraz uczynili

wtedy mielibySmy x 2+ 3x —2= 1, poczatkowe rownanie bedzie
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sprawdzone, gdy wezmiemy Znalezione
wartosci sprawdzajg wiec dwa nastepujace réwnania:

i:
przyczem wartosci 3 i — 6 nalezg tylko do pierwszego réwnania,

wartosci zas nalezg tylko do drugiego réwnania.

118. Moga sie przytrafi¢ takie rownania, ktére nalezy, po
odpowiedniem przeniesieniu wyrazow, raz lub kilka razy podnies¢
do kwadratu, zanim zostang one sprowadzone do rownania stopnia
drugiego. Stosujac te metode, nalezy jednak uwzgledni¢, ze jak
widzieliSmy w poprzednim § podnoszac obie strony rdéwnania
do kwadratu, dostajemy nowe réwnanie, ktéremu wprawdzie
czynig zado$¢ wszystkie pierwiastki rownania danego, ale
ktére moze mie¢ oprdcz tego i inne pierwiastki, sprawdzenie
jest wiec niezbedne J.

119. Rozwigza¢ roéwnanie:

D) Mozna to wytlumaczy¢ w taki sposéb: jezeli réwnanie
A = B,
w ktorem A i B sg jakiemikolwiek wyrazeniami algebraicznemi zawiera-
jacemi x, podnosimy do kwadratu:
A2= B2
to znaczy, ze zamiast réwnania
A-B =0
rozwigzujemy réwnanie:
A2—B2= 0.
To ostatnie mozna jednak tak napisac:
(A+ B) (A- B)y=0.
Azeby to rébwnanie byto spetnione, wystarcza, aby jeden z czynnnikéw
A+ B lub A—B byt rowny 0, widoczng jest wiec rzecza, ze wszystkie
pierwiastki réwnania danego czynig ostatniemu zado$¢. Nie mozna jednak
odwrotnie wnosié, ze pierwiastki réwnania
A2—B2=0
czynig zado$¢ danemu, gdyz mozna natrafi¢ na takie wartosci x, ktére je-
dynie pierwszy czynnik, A + B, czynig réwnym 0.
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PrzenieSmy wyraz zawierajgcy pierwiastek na drugg, a 9 na
pierwszg strone réwnania:

podnieSmy obie strony do kwadratu; otrzymamy:

przenieSmy wszystkie wyrazy na pierwsza strone:

czyli, po podzieleniu wszystkich wyrazéw przez 3:
Rozwiazujac to réwnanie, otrzymamy: x = | lub x — 4. War-

tos€¢ 7 zadosy¢ czyni danemu rownaniu; wartos¢ 4 nalezy do
réwnania

120. Rozwigzaé réwnanie:

Podniesmy obie strony do kwadratu:

przenieSmy nastepnie wyrazy réwnania tak, aby na jednej stronie
zostata tylko ilos¢ pierwiastkowa sama, na drugiej za$ reszta
wyrazOw; —po zrobieniu uproszczen bedzie:

PodnieSmy znowuz obie strony do kwadratu; otrzymamy:

to jest:
Przenoszac za$ wszystkie wyrazy na pierwszg strone, dostaniemy:

Rozwigzujgc to rownanie znajdziemy, ze x = 5 lub

Warto$¢ pierwsza, t. j. 5, zadosy¢ czyni danemu rownaniu: —

druga za$ nalezy do réwnania:

ktore, przez dwukrotne podniesienie do kwadratu, prowadzi do
tegoz samego réwnania, co i réwnanie dane.
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121. Z poprzednich przyktadéw wida¢, ze w tych przypad-
kach, w ktérych nalezy podnosi¢ do kwadratu, aby réwnanie
sprowadzi¢ do zwyklej postaci, —nigdy nie jesteSmy bez proty
pewni, czy znalezione warto$ci na niewiadome sg w samej rze-
czy pierwiastkami danego réwnania.

Gdybysmy np. mieli rozwigza¢ réwnanie:

to, postepujac w podobny sposéb, jak poprzednio, otrzymalibysmy:

skad:

Wartos¢ ta jednak nie sprawdza danego réwnania, a pe
niewaz (8 118) wszystkie pierwiastki danego rownania sg zarazen
pierwiastkami rdwnania, otrzymanego przez podniesienie olu
stron do kwadratu, za$ to ostatnie ma tylko pierwiastek O, przep
rownanie dane nie moze mieé¢ rozwigzan.

122. Niekiedy sie przytrafia, ze rozwigzanie réwnania da
nego moze by¢ ufatwione przez wprowadzenie pewnego uprosz-
czenia, dajagcego sie dostrzec na pierwszy rzut oka.

Nastepne dwa przyktady objasnia, jakiego rodzaju sg €
uproszczenia.

123. Rozwigza¢ réwnanie:

Sprowadzmy utamki na kazdej stronie réwnania do jednakowego
mianownika; otrzymamy:

czyli:

albo:

Widoczng jest rzeczg teraz, ze x= 0jest pierwiastkiem rownanu.



Aby wynalez¢ inne pierwiastki, opuszczamy ten czynnik i spro-
wadzamy do wspdlnego mianownika:

skad:

i dalej:

to jest:

i nakoniec:

Tym sposobem widzimy, ze réwnanie dane ma trzy pierwiastki:
0; 6 i —6, gdyz zaden z nich nie czyni mianownika zerem.

124, Rozwigza¢ réwnanie:

X 3—7xa2+ 6a3= 0.
Tutaj takze jest widocznem, ze x = a jest pierwiastkiem row-
nania. Réwnanie to mozemy przedstawi¢ w tej postaci:

X 3—a3= 7a2(x —a).
Aby wynalez¢ inne pierwiastki, podzielmy obie jego strony przez
X —a. Znajdziemy:

X2+ ax + a3= 7a2
Rozwigzujac to rownanie, ktdre jest stopnia drugiego, otrzymamy
X = 2a,lub x = —3a. Stad widzimy, Ze réwnanie dane ma trzy
pierwiastki, a mianowicie: a, 2a, —3a.

125. Podamy tu jeszcze najgtéwniejsze przypadki, w ktd-
rych réwnania innych stopni moga by¢ bezposrednio sprowa-
dzone do réwnan stopnia drugiego.

Do roéwnan stopnia drugiego mogga by¢ sprowadzone wszystkie
rownania tak zwane trojwyrazowe.

Tak nazywamy réwnania stopnia parzystego takie, w ktd-
rych po przeniesieniu wszystkich wyrazéw na pierwszg strone
i uproszczeniu, znajdowaé sie bedg tylko trojakiego rodzaju
wyrazy: wyraz zawierajgcy niewiadomg w stopniu parzystym,
wyraz zawierajacy niewiadomg w stopniu dwa razy mniejszym
od poprzedniego i wyraz wiadomy. Przyktad takiego réwnania
mamy w § 116. Inne przyktady: 3x4—2x2+ 9= 0, jest ro-
wnaniem trojwyrazowem stopnia 4-go; x 8+ 5x4—3=0, jest row-
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naniem tr6jwyrazowem stopnia 8-go, w § 116 jest przykiad
rébwnania tréjwyrazowego stopnia 6-go i t. d. Ogoblna postac
takiego réwnania jest:

axh+ bxn+ c= 0.
Rozwigzanie takich rownan odrazu sprowadza sie do rozwigzania
rownania stopnia 2-go przez uczynienie xn=y. Wtedy: x h=y2
i rownanie dane zamieni sie na nastepujace:
ay2+ by+ c= 0.
Rozwigzujac to rdwnanie, znajdziemy wiadomym sposobem dwa
pierwiastki yxiy2 A ze xn=y, wiec Stad widzimy, ze
po rozwigzaniu réwnania ay2+ by + c¢= 0, nalezy tylko z warto-
§ci znalezionej dlay wyciagnaé¢ pierwiastek stopnia n. A poniewaz
nay otrzymaliSmy dwie wartosci, przeto: albo albo tez
Jezeli wiec mozemy znalez¢ pierwiastek potegi n z y1
i y2 wtedy mozemy otrzymac i wartosci dla x.

Jako przyktad tego rodzaju réwnan wezmiemy réwnanie
trojwyrazowe stopnia 4-go.
Rozwigza¢ réwnanie:
x4- 13x 2+ 36= 0.
Czynigc: x 2=y, skad: x4=y2 otrzymamy z powyzszego ro-
whania:
y2— 13y + 36= 0.
Rozwigzujac to réwnanie, znajdziemy:

yl=9; y2= 4
Stad: x2= 9, lub: x 2=4;
a zatem: lub:

Otrzymamy wiec dla x nastepujace cztery wartosci:
X1—3, x2=3, x3= 2 x4= —2
Rozwigzaé réwnanie:
Xx4—12x 2+ 16= 0.
Uczyfmy x 2=y, wtedy: x4 =y2 i rOwnanie powyzsze zamieni
sie na:
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y2- 12y+16 = 0,
skad:

A zatem:

lub:
Stad znajdziemy nastepujgce cztery wartosci X:

Wartosci te przedstawiajg sie pod postacig wyrazen rozwaza-
nych w § 85 i mogg byC przeksztatcone zapomocg wzorow tam
podanych. Stosujac wzor:

do przeksztatcenia wartosci x I otrzymamy:

Podobniez znajdziemy:

126. Przez podobne podstawienie, jakiego uzyliSmy do roz-
wigzania rownania trojwyrazowego, mozna niejednokrotnie roz-
wigzywac¢ i réwnania innego rodzaju, do ktérych wchodzg
wyrazenia pierwiastkowe, lub wyktadniki utamkowe. Tak np.
przypus¢my, ze dane jest réwnanie:
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Uczynmy: wtedy: podstawiajgc te wartosci
w réwnaniu danem, dostaniemy:
y2+ 3y —4= 0,
skad: yl= 1 = —4
A ze przeto dla x otrzymamy dwie nastepujgce wartosci:

x1 = yl6= 1, x2= y26= 4096,
z ktérych pierwsza czyni zado$¢ rOéwnaniu danemu-.

127. Do réwnan stopnia drugiego, moga by¢ sprowadzone
rébwnania symetryczne stopnia trzeciego, czwartego lub piatego.

Réwnaniem symetrycznem nazywamy rownanie, w ktorem,
po przeniesieniu wszystkich wyrazo6w na pierwszg strone, upro-
szczeniu i uporzadkowaniu wyrazéw podiug poteg malejacych
gtoski dc, otrzymamy na pierwszej stronie wielomian catkowity
taki, ze spoOtczynniki wyrazéw réwnooddalonych od wyrazéw
skrajnych sg réwne i ze znakami jednakowemi lub przeciwnemi,
gdy wielomian jest stopnia nieparzystego; gdy za$ wielomian
jest stopnia parzystego, wtedy spétczynniki wyrazoéw réwno-
oddalonych od wyrazéw skrajnych sg rowne i z jednakowemi
znakamil.

Tak np. rownanie:

3x2+ 2x+ 3= 0,
lub: 3x2—2x+ 3= 0,
jest symetryczne stopnia drugiego; réwnanie:
ax4+ bx3+ cx2+ bx+ a=0
jest rébwnaniem symetrycznem stopnia czwartego i t. d.

128. Wezmy najprzdd pod uwage réwnanie symetryczne
stopnia trzeciego:
ax3+ bx2+ bx+ a= 0.

D) Wszakze gdy wielomian jest stopnia parzystego i brak w nim
Sredniego wyrazu, bedzie on symetrycznym i wtedy, gdy spotczynniki
wyrazow rownooddalonych od wyrazéw skrajnych sg réwne i ze znakami
przeciwnemi, np.

ax4+ bx3—bx—a= 0.
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Z pierwszego i ostatniego wyrazu mozemy w niem wylgczy¢
za nawias a, z drugiego i trzeciego bx; bedzie:
a(x3+ D)+ bx(x+ D= 0.

Poniewaz:

(x3+ 1):(x+ D= x2—x + 1
(patrz § 110, cz. 1), przeto, wylgczajagc na pierwszej stronie
(x+1) za nawias, otrzymamy:

(x+ D[a(x2—x + D+ bx]= 0
To ostatnie rownanie pokazuje nam, ze x powinno mie¢ takg war-
tos¢, aby iloczyn z dwoch czynnikow x + lia (x2—x + 1)+ bx
byt rownym zeru. Lecz aby iloczyn z dwdch czynnikow stat
sie zerem, dostatecznem jest, aby jeden z czynnikéw byt zerem.
Wartosci wiec na x, zadosyC czynigce powyzszemu réwnaniu,
beda takie, przy ktérych albo:

x+ 1=0,

albo: ax2—x + )+ bx= 0.

Pierwsze réwnanie daje nam pierwsza wartos¢ na x, mianowicie
Xx1l= —1;

z rozwigzania za$ drugiego réwnania, ktére mozna napisac tak:
ax2—@—hx + a= 0,
otrzymamy dwa inne pierwiastki:

W podobny sposb mozna rozwigza¢ réwnanie:
ax3+ bx2—bx—a= 0,
wytgczajagc x — 1 za nawias ze strony pierwszej.
Mnozac licznik i mianownik wyrazenia otrzymanego dla x 3

przez mozna sie przekonaé, ze miedzy
X2 i x 3 istnieje taki zwigzek:
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129. Pokazemy teraz, jak mozna rozwigzywaé réwnania
symetryczne stopnia czwartego przez sprowadzanie ich do row-
nan stopnia drugiego.

Ogodlna postaé¢ takich réwnan jest:

ax4 bx3+ cx2+ bx+ a= o
Podzielmy obie strony tego rown ania przez X2} i z wyrazow,
majagcych jednakowe spétczynniki, wytagczmy te spoOiczynniki
za nawias. Bedzie:

Uczynmy teraz:

wtedy podnoszac obie strony réwnania (1) do kwadratu, otrzy-
mamy:

skad:

W réwnaniu wiec danem mozemy podstawi¢ Yy2— 2 zamiast
Y zamiast przez co mie¢ bedziemy:

a(y2—2)+ by+ c= o.

Roéwnanie to jest stopnia drugiego; — rozwigzujac je, znajdziemy
dwie wartosci dla ¥y, mianowicie YXi Y2 Biorgc zamiast y w ro-
wnaniu (1) kolejno YyXi Y2 otrzymamy z tego réwnania dwa
rébwnania nastepujace:

D) Mozna to zrobi¢, poniewaz x w danem rownaniu nie moze by¢
zerem.
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Kazde z nich jest rébwnaniem stopnia drugiego, i da dwie war-
tosci dla x. Tym sposobem otrzymamy cztery wartosci X, za-
dosyé czynigce danemu réwnaniu.

Do tych pierwiastkéw, jakkolwiek ostatecznie nie oznaczy-
lismy ich, mozemy zastosowaé teZ sama uwage, co do pier-
wiastkdw réwnania symetrycznego stopnia trzeciego. Mianowicie
nie trudno sie przekonacé, Ze jezeli m jest pierwiastkiem réwnania:

ax4+ bx3+ cx2+ bx+ a= 0
wtedy i bedzie takze pierwiastkiem tego réwnania. W rzeczy

samej: jezeli m jest pierwiastkiem powyzszego réwnania, to:

Lecz podstawiajgc zamiast x w wielomianie

znajdziemy, ze wartos¢ tego wielomianu bedzie:

co jest zerem z tej przyczyny, ze licznik tego utamka jest ze-
rem podiug zalozenia.

130. Nakoniec weZmy pod uwage réwnanie symetryczne*
stopnia piatego:
ax5+ bx4+ cx3+ cx2+ bx+ a= 0,
lub: axb—bx4 + cx3—cx2+ bx—a=0.

Réwnania te mozna rozwigza¢ w ten sposéb: Najprzod nalezy

wytaczy¢é z wyrazu pierwszego i ostathiego a, z drugiego-

I pigtego b, z trzeciego i czwartego c za nawias; bedzie:
a(xb+ D+ b(x4+ x)+ c(x3+ x3= 0,

lub: a(x5—1) —b(x4—x)+ c(x3—x 3= 0.

Nastepnie w réwnaniu pierwszej postaci mozna wytgczy¢ (x + 1)
za nawias, a w réwnaniu drugiej postaci (x— 1) za nawias.
Przyrownywajac ten czynnik do zera, otrzymamy jeden pier-
wiastek réwnania. Pierwiastek ten bedzie w pierwszym przy-

J. Todhunter. Algebra II. 7
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padku réwny —1, w drugim za$ 1 Pozostanie z kazdego réw-
nania réwnanie symetryczne stopnia czwartego, ktore nalezy
rozwigzaé sposobem podanym wyzej.

131 Jeszcze jednej postaci rOéwnania stopnia czwartego
dajg sie fatwo rozwigza¢ zapomocg rownan stopnia drugiego.

Sg to réwnania, ktére mozna sprowadzi¢ do takiej postaci:

(x 2+ ax)2+ p (x2+ ax)+ gq= 0.
Czyniac wtedy y = x 2+ ax, otrzymamy roéwnanie:
y2+py +q=o
z ktérego oznaczymy dwie wartosci dla y : nastepnie za$ z row-
nania y = x 2+ ax znajdziemy i wartosci na x: wartosci tych
bedzie cztery.

W praktyce aby poznaé, czy réwnanie stopnia czwartego
da sie sprowadzi¢ do powyzszej postaci, nalezy dwa pierwsze
jego wyrazy dopetni¢ do kwadratu (8 93). Np. przypusémy, ze
mamy réwnanie:

x4— 12X 3+ 49x2—78x + 40= 0.
Dwa pierwsze wyrazy: x«— 12x3 uwazamy jako dwa pierwsze
wyrazy kwadratu dwumianu i dopetniamy je do kwadratu zu-
petnego przez dodanie (67)2,—oczywiscie tenze sam kwadrat
nalezy od wielomianu odjgé. Czynigc to, otrzymamy:

X4— 12x3+ (6x)2+ 36x2+ 49x2—18x + 40= O,

czyli:

(x2- 6x)2+ 13(x2—6x)+ 40= 0.
Czynigc teraz:

y = X 2—6X,
otrzymamy:
y2+ 13y + 40= 0O,
skad: yl= —5
y2= —8.

Nastepnie, rozwigzujgc kazde z dwdch réwnan:

X2—6x= —5
i X2—6x= —8,
znajdziemy:

XX=5; x2— 1; x3= 4; x4= 2.
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ZADANIA 1IX.

—13x 2+ 36= 0.
X4—2x3+ X 2= 36.

© © N o U W e

10.

11.

12.
13. x 3+ 3ax2= 4a3

14.

15. X3—x2+ x —1= 0.
17, 2x4—3x3—x2—3x+ 2= 0.
18, 12x 4+ 11x3— 146x 2+ 111x+ 12= 0.

X.
Zagadnienia prowadzace do rownan stopnia drugiego.

132. Znalez¢ dwie liczby, ktérych suma jest 15 i kt6rych
iloczyn jest 54.
* Niech x oznacza jedng liczbe; —wtedy 15—x bedzie
drugg liczbg: —podtug drugiego warunku ma byc:
X (15—x)= 54.
e
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Stad, po odpowiedniem przeniesieniu:
X2 —15x = —54;

dalej:

Wyciagajac pierwiastki kwadratowe:

skad:

czyli: x=29 lub x = 6

Bioragc x = 9, otrzymujemy 15—x = 6; jezeli znowuz wezmie-
my x = 6, otrzymamy 15—x = 9. Dwie te wiec liczby szuka-
ne sg 6 i 9. | jakkolwiek réwnanie stopnia drugiego daje dwie
warto$ci dla x, tutaj jest w rzeczywistosci jedno tylko rozwia-
zanie D).

133. Wydat kto$ pewnga liczbe ztotych na zakupienie to:
waru, ktéry nastepnie sprzedat ze stratg za 24 ziotych. Przy
sprzedazy stracit tyle ztotych od sta, ile go kosztowat towar.
llez kosztowat ten towar?

Niech x oznacza liczbe ziotych wydanych na towar: wte-
dy x —24 oznacza¢ bedzie liczbe ztotych straconych. Podiug
warunkéw zadania strata od sta wynosi tyle ztotych, ile ko-

sztowat towar, zatem x od sta; wiec wyraza sie utamkiem

ceny towaru. RoOwnanie przeto bedzie takie:

skad: X 2—100x = —2400.
Rozwiazujac je znajdziemy, ze x= 40 lub x = 60. Stad wy-

1) Poréwnaj § 113.
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pada, ze wydana liczba zlotych byta albo 40, albo tez 60;,—
i kazda z tych liczb zadosyé czyni wszystkim warunkom za-
gadnienia.

134. Sume 144 rb. rozdzielono miedzy pewng liczbe oséb tak,
Ze kazda z tych os6b otrzymata tez samg liczbe rubli. Gdyby
byto o dwie osoby mniej, wtedy przy takim podziale kazda do-
stataby o jednego rubla wiecej. Znalez¢, ile byto osob.

Oznaczmy przez x liczbe os6b; wtedy to, co otrzymata
kazda z nich, wyrazi sie przez rubli. Gdyby byto x —2 osob,

wtedy kazda z nich dostataby rubli. Zatem, podlug wa-

runkéw zadania bedzie:

czyli:

a wiec:
skad:

Rozwiazujac to réwnanie stopnia drugiego, znajdziemy, ze
x=18, lub x = — 16. Stad wypada, ze osob bylo 18, gdyz to
jest jedyna liczba, ktéra zadosy¢ czyni warunkom zadania.

Czytelnik bez watpienia .zapyta sie, czy mozna jakiekol-
wiek znaczenie nada¢ drugiemu pierwiastkowi, mianowicie — 16;
aby na to pytanie odpowiedzie¢, rozwiazemy inne zagadnienie,
§ciSle zwigzane z tem, ktdére dopiero co rozwiagzaliSmy.

135. Suma 144 rb. byta rozdzielona réwno pomiedzy pewng
liczbe os6b; gdyby byto o dwie osoby wiecej, wtedy kazda
otrzymataby o jednego rubla mniej. llez byto osob?

Oznaczmy przez x liczbe osdb. Wtedy, rozumujac tak jak
wyzej, otrzymamy roéwnanie:
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czyli: X2+ 2x —288= 0,

a rozwigzujac je, znajdziemy:
x= 16, lub x = —18.

W poprzedniem zagadnieniu otrzymaliSmy jeden pierwiastek
dajacy odpowiedz na pytanie, mianowicie 18, i jeden pierwiastek,
nie nalezacy do zagadnienia, mianowicie — 16; i wteraZniejszem
zagadnieniu otrzymalismy takze jeden pierwiastek nalezacy
do zadania, mianowicie 16, i drugi, nie nalezacy do niego, mia-
nowicie — 18,

136. Przy rozwiazywaniu zagadnien przytrafia sie czesto,
jak to miato miejsce w § 134, ze otrzymujemy wyniki, ktdre nie
dadza sie zastosowa¢ do zagadnienia. Pochodzi to stad, ze alge-
braiczne wyrazenie ma znaczenie ogolniejsze, anizeli jezyk zwykty,
i tym sposobem rownanie, bedace wiasciwie przedstawieniem wa-
runkow zagadnienia, moze by¢ zastosowanem i do innych warun-
kéw. Zresztg uczacy sie z doswiadczenia przekona sie, Ze zawsze
mozna wybrac ten pierwiastek, ktéry nalezy do zagadnienia roz-
wigzywanego. Nadto w wielu przypadkach mozliwg jest rzecza,
przez stosowng zmiane warunkow zagadnienia, utozy¢ nowe za-
gadnienie, odpowiadajgce temu pierwiastkowi, ktory nie nalezat
do zagadnienia poczatkowego.

Przyktad tego mieliSmy w & 135; podamy tutaj jeszcze
inne zadanie tego samego rodzaju.

137. Kupit kto$ za 24 marek pewng liczbe jajek. Gdyby
za tez sume dostat o 4 jajka wiecej, wtedy cena jednego jajka
bytaby o 30 fen. nizszg. Znalez¢ cene jednego jajka.

Niech x oznacza liczbe fenigbw, wy razajaca cene jednego
jajka. Wtedy bedzie liczbg kupionych jajek. Gdyby cena
jednego jajka byta o 30 fenigbw nizsza, wtedy za tez sume
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pieniedzy 24 m. moznaby kupic¢ jajek. Lecz, podiug wa-

runkéw zagadnienia, liczba kupionych jajek w tym drugim ra-
zie bytaby o 4 wiekszg od pierwszej, zatem otrzymamy réwnanie:

stad:
2400x —2400 (x —30) —4x (x - 30)= 0
czyli:
2400x —2400x + 72000 - 4x2+ 120x = 0.
Po uproszczeniu otrzymamy:
x2 —30x = 18000.

Z tego réwnania znajdujemy dla x dwie wartosci: 150 i — 120.
Zatem jedno jajko kosztuje 150 fen. MoglibySmy dalej znaleZé,
Ze 120 fen. jest odpowiedzig na nastepujace zagadnienie: kupiono
za 24 m. pewng liczbe jajek; gdyby za tez sama sume otrzy-
mano o 4 mniej, wtedy cena jednego jajka bytaby o 30 fen.
wyzszg. Znalez¢, ile kosztuje jajko.

ZADANIA X

1 Liczbe 60 podzieli¢ na takie dwie czesci, aby iloczyn
ich byt 864.

2. Suma dwoch liczb jest 60, suma za$ ich kwadratow
jest 1872 —znalez¢ te dwie liczby.

3. Znalez¢ dwie liczby, ktérych rdznica jest 6, i ktdrych
iloczyn jest 720.

4. Znalez¢ liczbe, ktéra dodana do swojego pierwiastka,
kwadratowego, databy na sume 210.

5. Zbiornik moze by¢ napeiniony woda, wptywajgcg dwie-
ma rurami w ciagu 4 godzin: znalez¢, w ilu godzinach mogtby
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by¢ zbiornik napetniony przez kazdg z tych rur oddzielnie, je-
zeli jedna rura napetnitaby go o 6 godzin predzej anizeli druga.

6. Bok kwadratu ma 110 cali dtugosci; znalez¢ dtugosc
i szeroko$¢ prostokata, ktérego obwdd jest o 4 cale dhuzszy od
obwodu kwadratu, a ktérego pole jest o 4 cale kwadratowe
mniejsze od pola kwadratu.

7. Dwdch postanicow A i B wystano w tej samej chwili
do miejsca odleglego o 90 kilometréw; pierwszy przebywat
o0 jeden kilometr wiecej na godzine anizeli drugi i wskutek tego
przejechat catg odlegtosé o godzine predzej anizeli drugi. Zna-
lezé, po ile kilometrow na godzine przebywat kazdy.

8. Dwaj podrozni wychodzg jednoczesnie z tego samego
punktu i jeden idzie ku po6tnocy z predkosciag 44 kilometra na
godzing, a drugi ku wschodowi z predkoscig 6 kilometrow na
godzine. Po ilu godzinach odlegtos¢ pomiedzy nimi bedzie
30 kilometrow?

9. Dwa ciala poruszajg sie ruchem jednostajnym po ramio-
nach kata prostego: jedno z predkoscig ¢ metrow, drugie za$
z predkoscig c1 metréw na sekunde, przyczem oba wyszty jedno-
czes$nie z wierzchotka kata prostego. Po ilu sekundach odlegtos$¢
pomiedzy nimi bedzie d metréw?

10. Za domem znajduje sie plac ogrodzony, majacy diu-

gosci 70 metrow iszerokosci 524 metra. Wiasciciel domu chciatby
plac ten zasadzi¢ kwiatami, zona jego za$ wolataby zamieni¢
go na trawnik. Aby zyczeniom obojga w réwnej mierze zadosyc¢
uczynié, polecono ogrodnikowi zatozy¢ na $rodku placu trawnik
prostokatny, ktorego obwdd jest wszedzie jednakowo oddalony
od ogrodzenia, i ktérego powierzchnia bytaby réwng powierzchni
pozostatej czesci ogrodu. Jakaz bedzie dtugos$¢ i jaka szeroko$¢
trawnika?
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XI.
Rownania jednoczesne stopnia drugiego.

138. Przedstawimy tutaj kilka przyktadéw rozwigzania row-
nan jednoczesnych stopnia drugiego. Rozpatrzymy szczegOlniej
dwa przypadki, najczesciej przytrafiajgce sie w praktyce, i po-
damy prawidta na ich rozwigzanie. W obu tych przypadkach
sg dane dwa réwnania z dwiema niewiadomemi. llosci niewia-
dome zawsze oznaczone beda gtoskami x i y.

139. Przypadek pierwszy. Przypu$émy, Ze jedno z réwnan
danych jest stopnia pierwszego, a drugie jest stopnia drugiego.

Z rownania stopnia pierwszego nalezy wyrazi¢ jedng
z niewiadomych zapomocg drugiej niewiadomej i wyrazenie
otrzymane podstawi¢ w réwnaniu stopnia drugiego.

Naprzyktad: Rozwigza¢ uktad réwnan:

3x+ 4y = 18; 5x2—3xy = 2

Z pierwszego rownania bedzie:

podstawmy te warto$¢ w réwnaniu drugiem; otrzymamy:

skad:

i nastepnie:

Z tego réwnania stopnia drugiego znajdujemy: x — 2, lub

a podstawiajgc te wartosci w wyrazenie dlay, otrzymamy y = 3,
lub

140. Rozwigza¢ ukiad roéwnan:
3x2+ bx —8y = 36; 2x2—3x —4y= 3.
Jakkolwiek tutaj zadne z danych réwnan nie jest stopnia pier-
wszego, z tem wszystkiem mozemy z nich wyprowadzi¢ row-
nanie stopnia pierwszego.
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Gdyz, pomnozywszy pierwsze rownanie przez 2 a drugie
przez 3, otrzymamy:

6x2+10x - 16y = 72;
6X 2—9x — 12y = 9,
Odejmijmy réwnanie drugie od pierwszego:
10x —16y + 9x+ 12y = 72- 9,
czyli: 19x — 4y = 63.
Z tego réwnania mamy:

co podstawiwszy w pierwszem z danych réwnan, otrzymamy:
3x2+ 5x —2(19x —63)= 36.
Przeksztatcajac to réwnanie, otrzymamy w dalszym ciggu:
3x2—33x+ 90= 0,
skad: x2—11x +30= 0.
Z tego réwnania znajdziemy, ze x = 5 lub 6; a nastepnie przez
podstawienie kolejne tych warto$ci w wyrazeniu nay znajdziemy,

ze y=28, lub

141. Przypadek drugi. Gdy wyrazy zawierajace ilosci nie-
wiadome w kazdem réwnaniu stanowia wyrazenie jednorodne
stopnia drugiego (patrz § 43, cz. I), nalezy uczyni¢ y = vx i na-
stepnie podstawi¢ te wartos¢ w obu réwnaniach; wtedy, przez
podzielenie ich odpowiedniemi stronami, otrzymamy rownanie,
z ktorego mozna wyznaczycC V.

Naprzyktad: Rozwigza¢ ukiad réwnan:

X2+ Xy + 2y2= 44; 2x2—xy + y2= 16.
Uczynmy y = vx i podstawmy te warto$¢ zamiast y w obu
rownaniach; otrzymamy:

X2(1+ v+ 2v)= 44, x2(2—v + vI)= 16.
Dzielimy odpowiedniemi stronami te réwnania:
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Stad: 41+ v +2v)= 11 2—vVv+ V),

i nastepnie: 3v2—15v + 18= (;

dzielgc obie strony réwnania przez 3, dostaniemy:
v2—5v+ 6= 0.

Z tego réwnania otrzymamy v= 2, lub v= 3. W rdwnaniu
x2(1+ v+ 2v)= 44, podstawiwszy 2 zamiast v, znajdziemy

przeto otrzymamy: Podstawmy
dalej w tem samem rownaniu 3 zamiast v; mie¢ bedziemy:
ze: zatem

Lub tez moglibySmy postepowaé i tak:
Pomnézmy pierwsze z danych réwnan przez 2
2X2+ 2xy + 4y?2= 88;
drugie za$ réwnanie jest:
2x2—xy + y2= 16.
Przez odjecie tych réwnan znajdziemy:
3xy + 3y2= 12,
czyli: y2=24 —xy.
| dalej, pomndézmy drugie rownanie przez 2 i odejmijmy od
niego réwnanie pierwsze; bedzie:
3x2—3xy = —12,
skad: X 2= xy —4
Stad, przez mnozenie:
X ¥ 2= (24 —xy) (xy —4),
czyli: 2x32—28xy = —9.

Rozwigzujac to réwnanie, otrzymamy: xy = 8, lub xy = 6. Pod-
stawiajac pierwszg wartos¢ w danych réwnaniach, otrzymamy:
X2+ 2y2= 36, 2x2+ y2= 24
Stad znajdziemy x 2iy2 W podobny sposéb mozna wzig¢ druga

warto$¢ na xy i nastepnie wynalez¢ x2iy2
142. Rozwigza¢ uktad rownan:
2x2+ 3y + y2= 70; 6x2+ xy —y2= 50.
Uczyfmy: y = vx, i podstawmy zamiast y te wartos¢ w obu
réwnaniach; bedzie:
X2(@2+ 3v+ vd= 70; x2(6 + v—vI= 50.



108

Dzielgc odpowiedniemi stronami te dwa réwnania, otrzymamy:

skad:
i nastepnie:
czyli: 3v2+ 2v—8= 0.

Z tego réwnania znajdziemy

Podstawmy w réwnaniu zamiast v, wte-

dy otrzymamy x = = 3. A poniewaz y = vx, wiec y= % 4
Warto$¢ v= —2 nie moze tutaj by¢ zastosowang, gdyz pro-
wadzi do niemozliwego wyniku x2x 0 = 70. W rzeczy samej:
réwnania, z ktérych wartos¢ na v byta wynaleziong, moga by¢
tak napisane:
X222+ v)(L+ v) = 70, x 22+ v)(3—v) = 50.

Z nich widzimy, ze warto$¢ v, znaleziona z réwnania 2+ v= 0,
nie daje sie tutaj zastosowaé. Moze by¢ tylko:

skad:

Jednakze, stosujac powyzszg metode, nie mozemy by¢ pewni,
czy otrzymaliSmy wszystkie mozliwe rozwigzania. Jezeli mia-
nowicie x = 0 jest jednym z szukanych pierwiastkow, wtedy
nie mozna znalez¢ takiego v, azeby bylo y = vx, o ile y nie
jest takze zerem; powinnismy wiec jeszcze sprawdzié¢, czy za-
ktadajagc x — 0, nie dostaniemy z obu réwnan tej samej war-
tosci dla y.

Gdyby w przyktadzie tego paragrafu prawa strona dru-
giego réwnania byta —70, wtedy para wartosci:

czynitaby zados¢ obu réwnaniom, bytaby wiec rozwigzaniem
zadania.

Podobnie, gdyby w pierwszem roéwnaniu poprzedniego §
prawa strona byta 32, gdyby wiec byt dany ukfad réwnan:
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X2+ xy + 2y2= 32;

2X 2—Xxy + y2= 16,
wtedy, czynigc x zerem, otrzymaliby$Smy z kazdego z tych row-
nan y= + 4, stosujgc za$ poprzednig metode:

Dostajemy wiec ostatecznie cztery rozwigzania:

143. Oprdcz rownan nalezacych do tych przypadkéw, ktére
dopiero co rozwazalisSmy, moga sie przytrafi¢ rownania, ktore jak-
kolwiek nie dadzg sie pod zaden z nich podciagna¢, wszakze
moga by¢ rozwigzane sposobami szczeg6Olnemi. Jakiego uzyé
w tym celu sposobu w kazdym przypadku, moze nas nauczy¢
tylko wprawa i doswiadczenie. Podamy tutaj Kilka tego rodzaju
przykfadow.

144. Rozwigzaé uktad réwnan:
X+ y=05 x3+ y3= 65
Przez dzielenie otrzymamy:

czyli:

Z tego réwnania, potaczonego z rownamem X + y = 0, mozemy
znalez¢ x iy, jak w pierwszym przypadku (8 139). Albo tez
mozemy uzupetni¢ rozwigzanie w ten sposob:

X+ y= 5
podnieSmy obie strony do kwadratu:
X2+ 2Xy+ Y2= 25 e @
A ze nadto:
X2—XY+ y2= 1 3 |, 2)

przeto odejmujac (2) od (1) znajdziemy:
Xy = 12,
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a nastepnie: Xy = 4,
skad: 4Xy =16 i, ©))
Odejmijmy (3) od (1); (otrzymamy:
X2—2xy + y2= 9,
wyciggnijmy z obu stron tego ostatniego réwnania pierwiastki
kwadratowe:

Nalezy teraz znalezC x iy z ukfadu rownan stopnia pierwszego:
x+y=5 i x-y=+3
Roéwnania te dajg takie wartosci dla x iy.
x =1 lub: x = 4
y =4, y=112

145. Rozwigza¢ uktad rownan:
X2+y2=41; xy = 20
Uktad ten moze by¢ rozwigzany tak, jak uktad rownan w dru-
gim przypadku (8 141), albo tez mozna go rozwigza¢ w sposob
dopiero co pokazany. Gdyz mozemy z niego odrazu wyprowadzic:
X2+ y2+ 2xy = 41+ 40= 81,
X2 y2—2xy= 41 —40= 1,
wyciggajac wiec pierwiastki kwadratowe, otrzymamy:

stad ostatecznie znajdziemy:
lub:

D) Gdy juz otrzymaliSmy warto$¢ dla xy, mozna takze dokonczy¢
rozwigzania z dwoch rownan:
xty —5 ixy = 4
opierajac sie na zadaniu § 113. Mianowicie: réwnania te dajg nam sume
i iloczyn ilosci szukanych; pierwiastki wiec rownania:
u2—bu+ 4=0
beda szukanemi iloSciami.
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146. Rozwigza¢ uktad réwnan:
X2+ xy 42 = 19, x4 x3¥2+ y4= 133

Z podzielenia jednego réwnania przez drugie mamy:

czyli:
Tym sposobem mamy teraz do rozwigzania dwa réwnania:
X2+ xy+ y2=19, x2—xy+ y2—7.
Dodajac i odejmujac kolejno dwa te réwnania, otrzymamy:
X2+ y2= 13, xy = 6.
Postepujac dalej tak, jak w 8 145, znajdziemy Ze:
lub:

147. Rozwigza¢ uktad réwnan:
X —y=2; x5—y5— 242
Dzielagc drugie réwnanie przez pierwsze, otrzymamy:

czyli: X4+xy +¥2 +y3 +yd= 121,
to jest:

X+y4d+xy(x2 ya +g2=121. ... (D
Lecz: X —y=2

przeto, podnoszac obie strony do kwadratu, mie¢ bedziemy
X 2—2Xy + y2= 4,
skad: X2+ Y2= 2XY + 4 )
Podnoszac obie strony tego ostatniego° réwnania do kwadratu,
otrzymamy:
X4+ 2x Y2+ 4% = 4x Y2+ 16xy+ 16,

przeto: X4 = 222+ 1 BH16 .. ®

Podstawiajgc wartosci dla x 2+ y2i x4+ y 4 otrzymane z row-
nan (2) i (3), w réwnaniu (1), mie¢ bedziemy:
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2x ¥ 2+ 16xy + 16+ xy(2xy + 4)+ x2y2= 121,
skad: 5x 32+ 20xy = 105,
czyli: X2+ 4xy = 21
Z tego réwnania otrzymamy:

Xy =3 lub: xy= —7.

Wezmy xy = 3; z tego réwnania potaczonego z rédwnaniem
X —y = 2, znajdziemy x = 3, lub: x = —1, a nastepnie: y= 1,
lub y= —3. GdybySmy wecieli: xy = —7, wtedy przekonali-
bysmy sie, ze rozwigzanie bytoby niemozliwe.

ZADANIA XI.

X —y= 1 x2—xy +¢=21.

2x —by = 3; x2+ xy = 20.

X+y = 7 —y); x2+ y2= 100.
5(x2—y2= 4 y2 x+y=8
4x — by = 1; 2x2—xy + 3y2+ 3x —4dy = 47.
(x —6)2+ (y —5)2+ 2xy= 60; 5y —4x= 1

I e A

8. 3x+ 2y= 5xy; 15x —4y = 4xy.
9. xy+2 = 9y;xy+ 2=x. 10. xy=Xx +Yy; ax = by

2 x2+ xy=28; —y2=3

B R2xy=15 ¥ 2= 7.

WU x2+ xy —6y2= 21; xy — 2= 4
L x2+ Xy= 54; xy + 4y2= 115

19. x2+ x y +9= 37, x4+ x ¥ 2+ y4= 481
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22. X2+ y2—1= 2Xy, xy (xy + )= 6.

23. x2= ax+ by; y2= ay+ bx.

24. XYz = a; xyz=b; xyz2= c

25, 3yz+ 2zx—4xy =16; 2yz—3zx + xy = 5;
gz —zx —3xy = 15

26. x —y = a; x3—y3=h.

Xn.

Zagadnienia prowadzace do réwnan stopnia drugiego
zawierajgcych wiecej niz jedng niewiadoma.

148. Znalez¢ liczbe dwucyfrowa, majgca nastepujace wia-
snosci: 1-sze, suma kwadratéw dwoch cyfr, z ktérych skiada
sie liczba, jest rowna samej tej liczbie, powiekszonejlo iloczyn
tychze cyfr; 2-re, jezeli dodamy 36 do tej liczby, wtedy otrzy-
mamy nowg liczbe dwucyfrowg, zilozong z tych samych cyfr,
lecz napisanych w odwrotnym porzadku.

Niech x oznacza cyfre, stojacg na miejscu dziesigtkdw,
a y cyfre, stojgcg na miejscu jednosci. Wtedy sama liczba wy-
razi sie tak: 10x+ y; jezeli za$ cyfry odwrdcimy, bedzie liczba
10y + x. Wiec podtug warunkéw zagadnienia, mie¢ bedziemy
réwnania:

X2+ y2=x y DX+ Yy i, @)
10X + y+ 36= 10y + X e @
Z rownania (2) mamy:
9y = 9x + 36,
przeto: y=Xx+ 4

Podstawiajgc te warto$¢ w (1), otrzymamy:
X2+ (Xx+ 4)2=x X + 4+ 10x + x + 4
skad: X2—7x + 12= 0.

J. Todhunter, Algebra II.
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Z tego réwnania znajdziemy:
Xx =3 lub: x =4
a zatem: y=1 lub: y= 8

Szukana liczba musi wiec by¢ albo 37,albo tez 48. Kazda
z tych liczb zadosy¢ czyni wszystkim warunkom zagadnienia.

149. Pewna osoba wychodzi z miejsca potozonego u stp
gory, z zamiarem dojscia do szczytu. Druga potowe odlegtosci
do szczytu przechodzi z predkoscig o pol wiorsty mniejszg aa
godzine, anizeli pierwsza potowe tejze odlegtosci, i dosiega szczytu
w 512godzin. Ze szczytu schodzi na dot w ciggu 33 godziry,
przyczem idzie z predkoscig jednakowa, i 0 jedng wiorste na
godzine wieksza, anizeli w pierwszej potowie wstepowania na
gore. Znalezé: odlegtos¢ od stop gory do jej szczytu —i rézne
predkosci, z jakiemi ta osoba szta.

Niech 2x oznacza liczbe wiorst od stép do wierzchotka,
y za$ liczbe wiorst, jakg ta osoba przechodzi na godzine, pa-
czas pierwszej potowy wchodzenia na gore. Przeto pierwszg

potowe drogi przebyta w godzin druga zas$ w godzin

T warunkéw zadania bedzie:
D
| podobniez:

2)

Z roéwnania (2) otrzymamy:

przeto:

T rownania (1) bedzie:
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skad: e 15(y+)(dy— )= 4y 2y - 1,
czyli: 28y2—89% + 15= 0.
Z tego rownania otrzymujemy:y — 3, lub Warto$¢  nie

ma tutaj zastosowania, gdyz y, podtug warunkéw zadania, jest
wieksze od Zatem: y = 3, a nastepnie: Odlegtosc

przeto od stop goéry do szczytu jest 15 wiorst.

150. Zakoriczmy ten rozdzial rozwigzaniem zagadnienia
nastepujgcego:

Znalez¢ dwie takie liczby, aby ich suma, iloczyn i rdznica
ich kwadratow byly réwne.

Oznaczmy wiekszg z tych liczb gloskg x, mniejszg za$
gtoska y. Wtedy podtug warunkéw zagadnienia powinno by¢:

X+ y=Xy=x2—y2

Aby rozwigza¢ te rdwnania, wyrazamy z rown ania x + y = Xy
niewiadomg x zapomocg Y :

skad:

Poniewaz r6znica kwadratéw tych liczb ma by¢ réwna temuz
samemu, czemu sie réwn a suma i iloczyn, przeto:

A poniewaz x , przeto x 2 skad:

Poréwnywajac te warto$¢ na X 2—y2 z napisang powyzej,
otrzymamy:
8*
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czyli:

albo:

y = 0 czyni zadosyé temu réwnaniu i daje réwniez x = 0; azeby
znalez¢ pierwiastki rézne od zera, zaktadamy:

y2—y—1= 0,
stad otrzymamy dla y takie wartosci:

a ograniczajac sie na wartosci dodatniej:

Warto$¢ za$ x bedzie na zasadzie réwnania:

taka: X =

Aby mianownik w tem ostatniem wyrazeniu uczyni¢ wymier-
nym, pomnoézmy licznik i mianownik przez otrzymamy
ostatecznie:

Wieksza zatem z szukanych liczb jest mniejsza za$

Liczby te czynig zadosy¢ warunkom zagadnienia, gdyz:
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Rozwigzanie tego zagadnienia mozna uczyni¢ prostszem, wy-
chodzagc z rdéwnania: x + y —x 2—y2 ktérego obie strony
moga byC podzielone przez x +y. Wskazujemy tu tylko te
droge, pozostawiajac czytelnikowi rozwiniecie catego rozwigzania.

ZADANIA XII.

1. Suma kwadratéw dwdch liczb jest 170, za$ roznica kwa-
dratéw tych liczb jest 72. Znalez¢ te liczby.

2. lloczyn dwach liczb jest rowny 6 razy wzietej ich sumie,
suma za$ ich kwadratéw jest 325; znalez¢ te liczby.

3. Roéznica dwobch liczb pomnozona przez réznice ich kwa-
dratébw stanowi 32, suma za$ tychze liczb pomnozona przez
sume ich kwadratéw wynosi 272; znalezé te liczby.

4. Réznica dwdch liczb jest 3, a roznica ich szeScianow
jest 279; —znalez¢ te liczby.

5. Pole pewnego prostokata wynosi 300 metrow kwadra-
towych; drugi prostokat, ktoérego pole jest takze 300 metrow
kwadratowych, jest o 8 metréw krotszy, a o 10 metréw szerszy
anizeli pierwszy. Znalez¢ diugos¢ i szeroko$¢ kazdego z tych
prostokatow.

6. Dwa pociagi wyjezdzajg w jednej i tej samej chwili
z dwdch miast i oba jadg ruchem jednostajnym naprzeciwko
siebie. Gdy sie spotkaty, wtedy jeden z nich przejechat o 108
kilometrow wiecej, anizeli drugi. Jezeli dalej jechaé¢ bedg z te
miz samemi predkosciami, wtedy pierwszy przebedzie pozostaty
czes¢ drogi w 9 godzin, a drugi w 16 godzin. Znalez¢ odlegtosc
miedzy temi dwoma miastami i predkosci, z jakiemi pociagi jada.

7. A i B sg to dwa miasta odleglte od siebie o 18 wiorst
i lezace na tym samym brzegu rzeki. Podrézny udaje sie z A
do B i przebywa te odlegtos¢ w czterech godzinach, ptynac
t6dka pierwsza potowe drogi, a idac pieszo druga potowe.
Z powrotem pierwszg potowe drogi idzie pieszo z takg samg
predkos$cig jak przedtem, drugg za$ ptynie t6dka; lecz poniewaz
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teraz ptynie z wodg, przeto przeptywa o 1R wiorsty na godzine
wiecej, anizeli w przeciwng strone i odbywa catg droge w 3 2go-
dzinach. Znalez¢, z jakiemi predkosciami szedt i ptynat.

8. Dwa naczynia szescienne majg razem objetosci 407 cen-
tymetrow szeSciennych. Wysoko$¢ jednego z nich dodana do
wysokosci drugiego, daje nam sume 11 centymetréw. Znalezé
objetos¢ kazdego z tych naczyn.

9. Na drodze dlugosci 17325 metrow przednie kolo po-
wozu robi o 165 obrotow wiecej anizeli tylne. GdybySmy po
wiekszyli obwod kazdego kola o 0,75 metra, wtedy na tej
samej drodze przednie koto zrobitoby o 112 obrotow wiecej
anizeli tylne. Znalez¢ dtugo$¢ obwodu kazdego z kot

10. Po obwodzie placu, majacego ksztatt tréjkata prosto-
katnego, biegnag dwaj chtopcy. Wybiegli oni z wierzchotka kata
prostego w przeciwnych kierunkach wzdluz bokdw trojkata,
i biegng z predkosciami, ktorych stosunek rowna sie 13:11. Po
raz pierwszy spotykaja sie w samym $rodku przeciwprostokatnej;
po raz drugi za$ w odlegtosci 20 metrow od wierzchotka kata
prostego, na jednej z przyprostokatnych. Znalez¢é podiug tych
danych dtugosci trzech bokéw, ograniczajacych plac.

11. Bachus znalazt Sylena S$pigcego przy dzbanie wina;
skorzystat z tej okoliczno$ci i pit wino przez dwie trzecie czesci
tego czasu, przez ktory Sylen wypréznitby caty dzban. Gdy
Sylen obudzit sie, wypit reszte, ktdrg zostawit Bachus. Gdyby
obaj razem pili od poczatku, wtedy wypiliby o 2 godziny pre-
dzej, ale Bachus wypitby tylko potowe tego wina, ktére zostawit
iSylenowi. W jakim czasie kazdy z nich sam wypréznitby dzban?

XII1.
Stosunki i proporcje.

151. »lloraz dwoch liczb« nazywa sie inaczej »stosunkiems«
tych liczb; jednakze w terminach podobnych, jak np. »stosunek
Ztozony« (8 157), wyrazu w»stosunek« nie nalezy zastepowac
przez viloraz «
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«Dzielna i dzielnik ilorazu« nazywajg sie »poprzednikiem
i nastepnikiem stosunku«. Tak wiec «poprzednik stosunku?
a:b« oznacza to samo. co «dzielna ilorazu a:b», mianowicie a;
nie mozna jednak mowi¢ ani o «poprzedniku ilorazu« ani tez
0 «dzielnej stosunku«.

1521. Azeby podaé ogodlniejsze okreslenie stosunku dwach,
wielkosci, oznaczmy greckiemi literami a (alfa) i B (beta) dwie
wielkosci, co do ktérych nie zaktadamy, ze zostaty im w jaki-
kolwiek sposéb podporzadkowane liczby jako miary algebraiczne
(cz. 1, § 11), ani tez nie zakladamy moznosci dzielenia jednej
z nich przez druga; ale zaktadamy mozno$¢ wyznaczania ich
sumy, réznicy, wielokrotnosci kazdej z nich, a wiec moznosé
znalezienia wielkosci a+ [; na; mp gdzie n, m, sg liczbami
naturalnemi.

Przyktady takich wielkosci znamy z geometrji: odcinki,,
pola, objetosci.

1) Jezeli

na= mg,
wtedy moéwimy, ze stosunkiem a do Bjest m podzielone przez n
1 piszemy
a:f= m:n.
2) Jezeli
na >mp,
mowimy, ze stosunek o do Pjest wiekszy anizeli m podzielone
przez n.
a:p >m:n.
3) Jezeli
ng mn,
mowimy, ze stosunek a do Bjest mniejszy, anizeli m podzielone
przez n:
a:f< m:n.

O stosunku dwoch wielkosci mozna wiec méwié tylko
wtedy, jezeli ich jakiekolwiek wielokrotnosci sg albo sobie rowne,
albo tez jedna jest wieksza od drugiej. Nie moze by¢ mowy

9 Poczatkujacy moze ten paragraf opuscic.
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przeto o stosunku liczby mianowanej do oderwanej, ani tez
o stosunku centymetra do sekundy; ale mozna méwié¢ o stosunku
dwdch godzin do dziesieciu minut, albo o stosunku miary alge-
braicznej drogi do miary algebraicznej czasu, zuzytego na jej
przebycie, gdyz w tym ostatnim przypadku obie wielkosci sg
liczbami oderwanemi.
O ile wykonywamy dziatania tylko nad liczbami oderwa-
nemi —mozemy nie robi¢ r6znicy miedzy stosunkiem i ilorazem.
Dwa stosunki: a:pf i y:0 (gamma do delta) nazywajg sie
rownemi wtedy i tylko wtedy, jezeli kazda para liczb natural-
nych n, m, spetniajg warunek:
nO= m§,
spetnia warunek
ny= mbj;
jezeli oprdcz tego kazda para liczb naturalnych p, g, spetniajgca
warunek:

pa> qp,
spetnia warunek:
pPy>q
i kazda para liczb naturalnych r, s, spetniajaca warunek:
ra< sp,
spetnia warunek:
ry<sd.

Jezeli wiec jednym z dwdch stosunkéw réwnych jest liczba
(wymierna) m .n, podtug okr. 1), to i drugim z tych stosunkdéw
jest ta sama liczba; kazda liczba, mniejsza od jednego z nich,
jest mniejsza i od drugiego; kazda liczba, wieksza od jednego
ze stosunkéw réwnych, jest wieksza i od drugiego (okr. 2 i 3).

Jezeli wielkosci a, B sg tego rodzaju, ze zawsze moznha
znalez¢ 4 liczby naturalne p, g, r, s spetniajagce warunki:

gdzie e oznacza jakkolwiek obrang, dowolnie wielkg liczbe na-
turalng, wtedy mozna ze stosunkiem a:f zwigza¢ przekroj liczb
wymiernych, zaliczajgc do pierwszej klasy wszystkie liczby
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mniejsze od tego stosunku—za$ do drugiej liczby od tegoz
stosunku wieksze; jezeli ponadto niema takich liczb naturalnych
n, m, ktéreby spetniaty warunek:
no= mp

wtedy méwimy, ze «stosunkiem a do [ jest liczba niewymierna,
ktorej wartosciami przyblizonemi sg s:r i g :p z dokladnoscia
do 1:e«

Tak np. stosunek dtugosci boku kwadratu do dtugosci
jego przekatnej (88 30 i 33) jest

W dalszym ciggu zaktadamy, ze poprzednikiem i nastep-
nikiem stosunku sg jakiekolwiek liczby oderwane, wymierne
lub niewymierne.

153. Warto$¢ stosunku nie zmieni sie, jezeli oba jego wy-
razy pomnozymy przez te samg wielkosc:

Gdyz:

154. Aby poréwna¢ dwa lub wiecej stosunkdw, nalezy
sprowadzi¢ te utamki, ktére je wyrazaja, do jednakowego mia-
nownika. Tak np. przypusémy, ze jeden stosunek jest a do b,

drugi ¢ do d; wtedy pierwszy stosunek

Pierwszy stosunek jest wiekszy od stosunku drugiego,
lub réwny stosunkowi drugiemu, lub mniejszy od niego, sto-
sownie do tego, czy ad jest wieksze, rowne, lub mniejsze od bc.

Stosunek jest wiekszy od jednosci, rowny jednosci, lub
mniejszy od jednosci, stosownie do tego, czy poprzednik jest
wiekszy od nastepnika, réwny nastepnikowi, czy tez od niego
mniejszy.

165. Jezeli do kazdego wyrazu stosunku dodamy te samg
liczbe, wtedy stosunek wiekszy od jedno$ci przez to zostanie
zmniejszony, a stosunek mniejszy od jednosci zostanie po-
wiekszony.
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Przypus¢my, ze dany stosunek jest a:b; utwdrzmy nowy
stosunek przez dodanie x do obu wyrazéw tego stosunku; wtedy
(@+ x):(b+ x) bedzie wieksze lub mniejsze od a :b stosownie
do tego, czy b(a+ x) jest wieksze czy mniejsze od a(b+ x),
a wiec stosownie do. tego, czy bx jest wieksze czy mniejsze
od ax, czyli stosownie do tego, czy b jest wieksze czy mniej-
sze od a.

156. Jezeli od kazdego wyrazu stosunku odejmiemy te
sama, wielko$¢, mniejszg, od kazdego wyrazu, wtedy stosunek
wiekszy od jednoS$ci zostanie przez to powiekszony, a stosunek
mniejszy od jedno$ci zostanie zmniejszony.

Dowodzenie jak w § 155.

157. Jezeli poprzednik jednego stosunku pomnozymy przez
poprzednik drugiego, a nastepnik pierwszego przez nastepnik
drugiego, wtedy otrzymamy nowy stosunek, ktéry sie nazywa
ztozonym ze stosunkéw danych. Tak np. stosunek ac:bd na-
zywa sie ztozonym z dwdch stosunkéw a :b i c:d.

Gdy. majac stosunek a:b, za drugi stosunek wezmiemy
ten sam a:b i utworzymy z tych dwoch stosunek ziozony,
wtedy otrzymamy stosunek a2:b2; stosunek ten niekiedy na-
zywa sie dwumnoznym wzgledem a :b. Podobnie stosunek a3:b3
nazywa sie trojmnoznym wzgledem a :b.

158. Przypusémy, ze:
ab=c:d=e:f,
wtedy kazdy z tych stosunkéw réwna sie stosunkowi

gdzie p, q, r sg jakiemikolwiek liczbami, a n liczbg naturalna.
Aby tego dowies¢, przypusémy, ze
k=a:b=c:d= e:f;
wtedy: kb= a; kd —c; kf= g
przeto:
p kb)n+ gkd)n+ r(kf)n=pan+ gcn+ ren
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skad:

a nastepnie:

Ten sam spos6b rozumowania moze by¢ zastosowany
i wtedy, gdy bedzie danych wiecej niz trzy stosunki réwne.
Jako przypadek szczeg6lny przypusémy, ze n— 1, z po-
wyzszego widzimy, ze jezeli
a:b=c:d—e:f
wtedy kazdy z tych stosunkéw jest réwny

jezeli za$ jeszcze przyjmiemy, ze p = q= r, wtedy znajdziemy,
Ze warto$¢ kazdego z tych stosunkéw jest:

159. Rowno$¢ dwoch stosunkéw nazywa sie proporcja.
Proporcja:
a:b=c:d
czyta sie zwykle w ten sposéb: »a tak sie ma do b jak c¢ do d«.
Wyrazy a i d nazywajg sie skrajnemi, wyrazy b i c Sre-
dniemi wyrazami proporcji.

160. W proporcji iloczyn wyrazéw skrajnych réwna sie
iloczynowi wyrazoéw srednich.

Jezeli bowiem obie strony réwnosci

pomnozymy przez bd, wtedy otrzymamy:
ad = b
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Jezeli w proporcji trzy ktérekolwiek wyrazy sg wiadome,
wtedy czwarty mozemy znalez¢ ze zwiazku ad = bc.

Jezeli b= c, wtedy ad = b2 to jest: jezeli jedna liczba jest
w takim stosunku do drugiej, w jakim druga jest do trzeciej,
wtedy iloczyn liczb skrajnych réwna sie kwadratowi $redniej.

Proporcja a:b = b:d nazywa sie ciagla, a b «$rednig
proporcjonalng do a i d«, albo «miedzy a i d«.

161* Jezeli iloczyn dwdch liczb réwna sie iloczynowi dwoch
innych liczb, wtedy z tych czterech liczb mozna utozy¢ proporcje,
biorac czynniki jednego iloczyny za wyrazy skrajne, a czyn-
niki drugiego iloczynu za wyrazy S$rednie.

Gdyz jezeli

Xy = ab,
wtedy, dzielgc te ilosci rowne przez a y, otrzymamy:

162. Jezeli a:b=c:d i c:d—e:f, wtedy a:b=ef.

163. Jezeli a:b = c:d, wtedy b:a = d:c.
Gdyz jezeli podzielimy 1 przez kazda strone réwnania

to otrzymamy:

164. Przestawiwszy w proporcji wyrazy Srednie, otrzy-
mamy nowa proporcje; jezeli wiec a:b= c:d, to a:c—b :d.
Gdyz mnozac kazdg strone rownosci

otrzymamy:
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165. W proporcji suma wyrazOw pierwszego stosunku tak
sie ma do nastepnika pierwszego stosunku, jak suma wyrazéw
drugiego stosunku do nastepnika drugiego stosunku. Jezeli
wiec a:b=rc:d, to (a+ b):b= (c+ d):d.

Gdyz dodajac 1 do kazdej strony réwnosci

dostaniemy;

czyli:

166. W proporcji roznica wyrazéw pierwszego stosunku
tak sie ma do nastepnika pierwszego stosunku, jak roznica
icyrazobw drugiego stosunku do nastepnika drugiego stosunku.

Gdyz odejmujac 1 od kazdej strony rownosci

otrzymamy:

czyli:

167. W proporcji poprzednik stosunku pierwszego tak sie
ma do roznicy wyrazéw stosunku pierwszego, jak poprzednik
stosunku drugiego do roéznicy uyrazéw stosunku drugiego.

Gdyz jezeli

to na zasadzie § 166:
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mnozac stronami te réwno$¢ przez poprzednia, znajdziemy:

czyli:

skad:

168. W proporcji suma wyrazéw stosunku pierwszego tak
sie ma do roznicy wyrazéw stosunku pierwszego, jak suma
wyrazow stosunku drugiego do rdéznicy wyrazow stosunku dru-
giego. Jezeliwieca :b= c:d, to (a+ b):(@a—b)= (c+ d):(c—d).

Gdyz na zasadzie 88 165 i 166:

Dzielgc stronami te réwnosci, dostaniemy:

ZADANIA XIII.

1. Znalezé stosunek 2 godzin i 15 minut do 8 minut i 45
sekund.

2. Znalez¢ stosunek miary algebraicznej 29 kilometrow
i 250 metrow do miary algebraicznej 1 godziny i 15 minut,
przyjmujac za jednostki centymetr i sekunde. Jaka jest $rednia
predkos$¢ ciata, ktore we wskazanym czasie przebywa powyzsza
droge?

3. Nastepujace stosunki uporzgdkowac podtug ich wielkosci:
3:4; 7:12; 8:9; 2:3; 5:8.

4. Znalezé stosunek ztozony z 4:15 i 25:36.
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5. Dwie liczby sg do siebie w stosunku 2 :3, jezeli za$
do kazdej z nich dodamy 7, wtedy stosunek ten zamieni sie
na 3:4; znalez¢ te dwie liczby.

6. Dwie liczby sg do siebie w stosunku 4:5, jezeli za$
od kazdej z nich odejmiemy 6, wtedy stosunek ten zamieni sige
na 3:4; znalez¢ te liczby.

7. Dwie liczby sg do siebie w stosunku 5:8; jezeli do
mniejszej liczby dodamy 8, a od wigkszej odejmiemy 5, wtedy
stosunek ten zamieni sie na 28 :27; znalez¢ te liczby.

8. Znalez¢ dwie liczby, bedace do siebie w stosunku 3:2
takie, ze stosunek ich réznicy do roznicy ich kwadratow jest 1. 25.

9. Znalez¢ dwie liczby, bedace do siebie w stosunku
3 :4 takie, ze stosunek ich sumy do sumy ich kwadratdw jest 7 : 50.

10. Znalez¢ dwie liczby, bedace do siebie w stosunku
5:6 takie, ze stosunek ich sumy do rdznicy ich kwadratow
jest 1:7.

11. Znalez¢ x w ten sposéb, aby stosunek x :1 byl dwu*
mnoznym wzgledem stosunku 8 :x.

12. Znalez¢ x w ten sposdb, aby stosunek (a—x):(b—x)
byt dwumnoznym wzgledem stosunku a :h.

13. Znalez¢ a:b, wiedzac, ze (b—a),:(b+ a)= (da — b):
:(6a —Db).

Znalez¢ x z kazdej z nastepujgcych proporcji:

14. 4:7 = 8:X.
15, 3: 7= x :42.
16. 5:x —x :45.
17. x:9 = 16:Xx.

18 X+ 4):x+ 2= (x + 8):(x + 5)

19, (3x+ 2):(x+ 7)= 9x—2): (5x+ 8).

20. (x2+ x + 1):62(x+1)= (x2—x+1):63 (K — 1.
21. (ax + b):(bx+ a)= (mx+ n):(nx+ m).
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Dowie$¢ prawdziwosci nastepujgcych zwigzkow:

22. Jezelia:b—c:d ia:b'= c":d' wtedy aa:bb' = cc'i:dd’
i ab:a'b= cd':ct.

23. Jezeli a:b = b:c, wtedy (@a2+ b2 (b2+ c= (ab+ bc)2

24. Znalez¢ wyrazy skrajne w proporcji ciagtej, w ktérej
wyrazem S$rednim jest 60, jezeli suma tych wyrazow skrajnych
jest 125

25. Znalez¢ trzy liczby, stanowigce proporcje ciagta, wie-
dzac, ze ich suma jest 19, a suma ich kwadratéw 133.

Jezeli a:b = c:d, dowie$¢ prawdziwosci zwigzkéw naste-
pujacych:

26.

27.

28.

29.

30.
31. ZnaleZ¢ $rednig proporcjonalng miedzy

32. Znalez¢ Srednig proporcjonalng miedzy
33. Uporzadkowac¢ podtug wielkosci nastepujace stosunki:

XIV.

Proporcjonalnosc.

169. Obierzmy jakikolwiek zbior liczb, miedzy ktoremi
niema dwoch réwnych; niech to bedg np. liczby, wypisane
w szeregu (1).
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@)

(2)

Pod kazda z tych liczb napiszmy jej iloczyn przez jedng
i te samg liczbe, np. 3. Otrzymamy tym sposobem drugi zbior
liczb (2), a miedzy oboma zbiorami istnieje taki zwigzek, ze
jezeli x oznacza ktorgkolwiek liczbe zbioru (i), wtedy w zbio-
rze (2) jest jedna i tylko jedna liczba y, spetniajagca warunek:

y = 3x,
ktéry inaczej mozna tak wyrazi¢:
y ix =3
jezeli x nie jes zerem, zas y = 0, jezeli x = 0.

Taki zwigzek miedzy dwoma zbiorami liczb nazywa sie
proporcjonalnoscigs: a staty stosunek miedzy odpowiadajgcemi
sobie liczbami obu zbiorow- nazywa sie wspétczynnikiem pro-
porcjonalno$ci«. W rozpatrywanym przyktadzie 3 jest spdtczyn-
nikiem proporcjonalnosci zbioru (2) wzgledem (1).

170. Mowiac ogolniej, jezeli za »odpowiadajgce« sobie, albo
»podporzadkowane« uwaza¢ bedziemy dwie liczby x, y, spel-
niajgce warunek:

y = CX,
gdzie cjest liczbg stalg, rdzng od zera, dla wszystkich par
liczb x, y jednakowa, wtedy zbi6r jakkolwiek obranych liczb x
i zbiér odpowiadajgcych im liczb y nazywajg sie proporcjonal-
nemi, zalezno$¢ miedzy temi zbiorami proporcjonalnoscia,
a staty spotczynnik c spotczynnikiem proporcjonalnosci dru-
giego zbioru (y) wzgledem pierwszego (X).

Warunek powyzszy mozna inaczej tak napisaé: y :x —¢,
jezeli x rozne 0d.0; y = 0, jezeli x = 0.

Zaktadamy, ze w pierwszym zbiorze wszystkie liczby x sg
od siebie rézne, przez co osiggamy, ze i w drugim zbiorze niema
liczb réwnych.

J. Todhunter. Algebra II. 9



130

171. Przykitady. 1) Zbior wszystkich liczb naturalnych
i zbiér wszystkich liczb parzystych dodatnich mozna uczynié
proporcjonalnemi, obierajgc 2 za spétczynnik proporcjonalnosci.
Rzeczywiscie, iloczyn kazdej liczby naturalnej przez 2 jest
liczbg parzysta, iloraz kazdej liczby parzystej przez 2 jest
liczbg naturalng.

2) Zaliczajagc do pierwszego zbioru wszystkie liczby natu-
ralne, do drugiego wszystkie liczby naturalne oraz wszystkie
utamki dodatnie, majgce po skrdceniu mianowniki 2, 5 i 10,

mozna uczyni¢ oba zbiory proporcjonalnemi, przyjmujac za
spotczynnik proporcjonalnosci. Rzeczywiscie, iloczyn kazdej liczby
naturalnej przez jest albo utamkiem o mianowniku 10, albo,
po skrdceniu, utamkiem o mianowniku 2 lub 5, albo wreszcie
liczba catkowitg; odwrotnie: iloraz przez czyli iloczyn przez

10, kazdej liczby catkowitej i kazdego utamka o mianowniku
2, 5 lub 10, jest liczbg catkowita.

3) Zaliczajagc do pierwszego zbioru kazdg liczbe x spet-
niajacg warunek:

do drugiego kazdg liczbe y spetniajgcg warunek:

lub:
i obierajac n za spdtczynnik proporcjonalnosci, mozna oba zbiory
uczyni¢ proporcjonalnemi.

Rzeczywiscie, kazdemu x mozna podporzadkowac y = nx
w drugim zbiorze, gdyz mnozgc kazdy wyraz nierownosci (1)
przez n, otrzymamy:

lub:

zaleznie od tego, czy n jest dodatnie czy ujemne; nx jest
wiec w kazdym razie jedng z liczb y. Odwrotnie, podporzgdko-
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wujgc kazdej liczbie y, spetniajgcej warunek (2) lub (3), liczbe
y :n, otrzymamy liczbe nalezacg do pierwszego zbioru, gdyz
z (2) lub (3 wynika:

4) Zaliczajagc wszystkie liczby wymierne zaréwno do pierw-
szego, jak do drugiego zbioru, mozemy oba zbiory uczyni¢ pro-
porcjonalnemu obierajac za spdtczynnik proporcjonalnosci jaka-
kolwiek liczbe wymierng rézng od zera. Gdyz zardwno iloczyn,
jak iloraz liczby wymiernej przez liczbe wymierng roézng od
zera jest liczbg wymierna.

172. Przypus¢my, ze A i B sg dwoma proporcjonalnemi
zbiorami liczb, ze wiec kazdej réznej od O liczbie x zbioru A
zostata podporzadkowana liczba y zbioru B, spetniajgca warunek:

y : X = C,
gdzie c jest spétczynnikiem proporcjonalnosci; za$ liczbie 0
zbioru A liczba 0 zbioru B.

Podobnie jak w rozdz. XIX i XX cz. I, mozemy nazywac
wielko$¢ x »mienng niezalezng« wielko$¢y »mienng zalezng«
albo »funkcjg zmiennej x«, okres$long przez réwnanie:

y = CX
Obierzmy dwie dowolne, ale rézne od zera, warto$ci zmien-

nej x i oznaczmy je przez x 1, x2; odpowiadajg im w zbiorze B
dwie liczby y1, y2 spetniajgce warunki:

yl :x1=c; y2:x2=c.
Porownywajac oba stosunki, dostaniemy proporcje (8 159):
yl:xl=y2:x2
czyli (8 164):
x1l:x2=yl:y2.
A wiec w dwobch zbiorach proporcjonalnych stosunek
dwéch ktérychkolwiek liczb jednego zbioru réwna sie stosun-

kowi odpowiadajgcych im liczb drugiego zbioru.
O«
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173. Liczby dwdch rozpatrywanych zbioréw mogg by¢ np.
liczbami, odczytywanemi jednocze$nie na dwoch réznych przy-
rzgdach podczas jakiegos doswiadczenia. Jezeli zjawisko ma
taki przebieg, ze odczytujac liczby réwne na jednym przyrza-
dzie, na drugim takze odczytujemy liczby rowne, wtedy przez
jednoczesnos¢ odczytywania zostaje ustalona »odpowiednio$¢
jednojednoznaczna«, to jest taka odpowiednio$¢, ze kazdej
liczbie jednego zbioru odpowiada jedna i tylko jedna liczba
drugiego.

Jezeli np. obserwujemy ruch jakiegos ciata i odczytujemy
jednoczesnie liczbe sekund i liczbe centymetréw, przebytych
przez cialo w ciggu odczytanej liczby sekund, wt edy otrzymu-
jemy dwa zbiory liczb, miedzy ktéremi zostata ustalona odpo-
wiednios¢ jednojednoznaczna; jezeli ruch jest jednostajny, wtedy
ta odpowiednio$¢ jest proporcjonalnoscig (88 173—175 cz. ).

174. Jezeli miedzy dwoma uktadami liczb zostata ustalona
odpowiednio$¢ jednojednoznaczna i jezeli stwierdzimy, ze stosu-
nek odpowiadajacych sobie liczb ma wielko$¢ statg, wtedy od-
powiednio$¢ ta jest proporcjonalnoscig; ale proporcjonalno$é
mozemy stwierdzi¢ i innym sposobem, jezeli mianowicie prze-
konamy sie, ze stosunek kazdej pary liczb jednego zbioru réwna
sie stosunkowi pary odpowiad ajacych liczb w drugim zbiorze;
gdyz proporcja

x1l:yl=x2:y2
na pewno jest prawdziwa, jezeli wiemy, ze
x1 :x2= yliy?

175 ). Na zasadzie tej ostatniej uwagi mozemy zastosowac
pojecie proporcjonalnosci do zbiorow wielkoSci, ktére nie sg
liczbami i ktérym nie zostaty podporzadkowane liczby jako miary

algebraiczne, jezeli tylko mozemy nad temi wielkosciami wy-
konywa¢ dziatania, wskazane w § 152. Jezeli stosunek kazdej

pary wielkosci jednego zbioru réwna sie stosunkowi pary odpo-

) Ten § pozostajacy w zwiazku z § 152, moze by¢ opuszczony.
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wiadajacych wielkosci drugiego zbioru, wtedy te dwa zbiory
wielko$ci nazwiemy proporcjonalnemu

W wielu podrecznikach geometrji wyraz »proporcjonalno$é«
bywa uzywany w tem wiadnie znaczeniu; tutaj jednak, dla
zachowania jednolitosci, méwié bedziemy tylko o proporcjonal-
nosci liczb, oderwanych lub mianowanych.

176. Tak naprzyktad, jezeli wysoko$¢ trojkata pozostaje
bez zmiany, wtedy pole jego jest proporcjonalne do podstawy:
gdyz jezeli podstawa powieksza sie lub zmniejsza, wtedy, jak
to wiemy z geometrji, pole powieksza sie lub zmniejsza w tym
samym stosunku. Ten wynik mozemy wyrazi¢ znakami alge-
braicznemi w taki sposob: niech A i a oznaczaja miary alge-
braiczne pol dwdéch trojkatdw, majacych wysokos¢ wspolna,
a B i b niech oznaczajg miary algebraiczne podstaw tych troj-
katow; wtedy A :a— B :b. Stad za$S wyprowadzamy (§ 164):

A:B=a:h

Gdybysmy jeszcze wzieli pod uwage trojkat, majacy te
samg wysokos$¢, co i dwa pierwsze, wtedy znowu stosunek miary
algebraicznej jego pola do miary algebraicznej podstawy bytby
a:b. Jezeli uczynimy a:b=m, wtedy A:B=m i A= mB.
Tutaj A moze przedstawiaC pole ktoregokolwiek z szeregu troj-
katobw, majacych wspdlng wysokos¢, B odpowiednia podstawe,
a m wielko$¢ statg. Stad to wyrazenie, »Ze pole jest proporcjo-
nalne do podstawy« mozna zastapi¢ innym w ten sposéb: »iloraz
pola przez podstawe jest staty« przez co rozumiemy, ze iloraz
miar algebraicznych tych wielko$ci jest staty.

177. Jezeli jeden zbidr liczb jest proporcjonalny do dru-
giego, drugi do trzeciego, wtedy pierwszy zbiér mozna uczynié
proporcjonalnym do trzeciego przez podporzgdkowanie sobie
tych liczb pierwszego i trzeciego zbioru, ktére odpowiadajg tej
samej liczbie drugiego zbioru.

Jezeli bowiem liczbie x pierwszego zbioru odpowiada w dru-
gim y —mx, a tej liczbie odpowiada w trzecim z = ny, gdzie
m, n sg liczbami statemi, wtedy

Z= mn eX,
gdzie mn jest wielko$cig stata.
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178. Jezeli zbior liczb x jest proporcjonalny do zbiorg
liczb y i do zbioru liczb z, wtedy jest tez proporcjonalny do
zbioru liczb y + z, w zalozeniu, ze suma spéiczynnikbéw pro-
porcjonalnosci jest rézna od 0; proporcjonalny do zbioru liczb
y —z, w zalozeniu, ze oba spotczynniki proporcjonalnosci sg
od siebie rozne; i proporcjonalny do zbioru liczb

Jezeli bowiem

y=mx; z= nx,
gdzie m, n sg liczbami statemi, wtedy

rozne od zera podtug warunkéw twierdzenia.

179. Jezeli zbi6r liczb x jest proporcjonalny do zbioru
liczb y, a zbioér liczb z do zbioru liczb u, wtedy zbi6r iloczy-
néw xz jest proporcjonalny do zbioru iloczynéw yu.

Jezeli bowiem

y = mx; u= nz,
wtedy: yu = mn -Xz.

180. Jezeli zbidér liczb x jest proporcjonalny do zbioru
liczb y, wtedy zbidr liczb xn jest proporcjonalny do zbioru
liczb yn gdzie n jest jakgkolwiek liczbg stata.

Jezeli bowiem

y —mX,
wtedy
yn—mrmxn.

181. Jezeli zbidér liczb x jest proporcjonalny do zbioru
liczb y, wtedy zbiér liczb xv jest proporcjonalny do zbioru
liczb yv, gdzie v jestjakgkolwiek wielkoScig statg lub zmienng.

Jezeli bowiem

y—m
wtedy
YV = m -XV.

182. Jezeli miedzy trzema zbiorami liczb x, y, z ustalimy
jaka zalezno$¢, ze kazdej parze y, z odpowiada jedna i tylko
jedna liczba x, przyczem wszystkim parom, w ktérych wartosc¢
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jednej z dwoch liczb pozostaje bez zmiany, odpowiadajg wartosci
X proporcjonalne do drugiej liczby kazdej z tych par: wtedy
zalezno$é ta jest proporcjonalnoscia miedzy zbiorem liczb x
i zbiorem iloczynow liczb kazdej pary.
Przypusémy, ze parze liczb y1 z1, odpowiada liczba x1,
a parze y2 z2 liczba x 2 wtedy, poditug zatozenia, parze y2 zl,
odpowiadaé bedzie taka liczba x', ktora spetnia warunek:
X' xx=y2:yl
i zarazem:
X2:x'= z2:z1
Mnozac stronami te dwie réwnosci, dostaniemy:
X2:XX= y2z2:y1zl.

Przypadki szczeg6lne tego twierdzenia sg znane z geometriji.
Dowodzi sie np., ze pole tréjkata lub prostokata, objetosé ostro-
stupa lub graniastostupa i t. d. jest proporcjonalna do podstawy,
gdy wysoko$é jego pozostaje bez zmiany, oraz, ze jest propor-
cjonalna do wysokosci, gdy podstawa pozostaje bez zmiany.
Stad wnosimy, ze jezeli i podstawa i wysoko$¢ zmieniajg sie,
wtedy pole lub objeto$¢ zmienia sie proporcjonalnie do iloczynu
miar algebraicznych podstawy i wysokosci.

Inne przyktady zastosowania tego twierdzenia przedsta-
wiajg nam zadania, przytrafiajgce sie w arytmetyce w rozdziale
o regule trzech sktadanej. Przypus¢my naprzyktad, ze wielkos¢
roboty wykonanej jest proporcjonalna do liczby pracujgcych
robotnikow, jezeli czas pozostaje bez zmiany, i ze jest propor-
cjonalna do czasu przy statej liczbie robotnikéw; w edy wiel-
kos¢ roboty bedzie proporcjonalna do iloczynu z liczby robot-
nikow przez miare algebraiczng czasu, gdy obie te wielkosci
ulegajg zmianie.

183. Jezeli zmienna x jest proporcjonalna do iloczynu awéch

innych zmiennych y iz, wtedy moéwi sie czasami, ze jest »pro-
porcjonalna do y i do z«; jednakze jest to tylko skrécony spo-
sob mowienia, ktéry moze by¢ zrodiem omyiek.
Mobwiagc np., ze pole trdjkata x jest proporcjonalne do jego
obwoduy i do $rednicy kota wpisanego z mamy na mysli zwigzek:
X = myz,
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gdzie m jest wielkosScig stata; jezeli jednak méwimy, ze wyso-
kos$¢ tréjkata foremnego x jest proporcjonalna do jego obwodu
y i do $rednicy kota wpisanego z, to wyrazamy przez to zwigzki:

X = my; X = nz,
gdzie m, n sg liczbami statemi.

Dokfadniej nalezatoby powiedzieé w pierwszym przypadku:
»pole trojkata jest proporcjonalne do jego obwodu, jezeli dtugosé
Srednicy kota wpisanego pozostaje bez zmiany; i jest proporcjo-
nalne do $rednicy kota wpisanego, jezeli dlugos¢ obwodu tego
trojkata pozostaje bez zmiany«

184. Zaleznos$é
y = ax,

gdzie a jest liczbg statg, mozna przedstawi¢ zapomocg wy-
kresu, jak to robiliSmy juz w cz. I. (8 183). W tym celu pro-
wadzimy dwie proste do siebie prostopadie OX i QOY, zwykle
OX w kierunku poziomym, OY w pionowym, obieramy jednostke
dtugosci i na kazdej z poprowadzonych prostych zwrot do-
datni—zwykle od lewej strony ku prawej i od dotu ku gorze.

Dla fatwiejszego wyrazania sie wprowadzamy nazwy na-
stepujace. Proste OX i OY nazwiemy osiami spétrzednych\
w szczegblnosci OX osig odcietych, OY osig rzednych. Miare
algebraiczng odlegtosci BP = OA nazwiemy odcieta punktu P,
i oznaczymy przez x ; podobnie miare algebraiczng odlegtosci
AP = OB oznaczymy przezy i nazwiemy rzedng tegoz punktu;
odcietg i rzedng nazywamy takze spéirzednemi punktu P.
Rzedna jest dodatnia, jezeli punkt P lezy nad osig odcietych;
ujemna, jezeli P lezy pod osig. Odcieta jest dodatnia dla punktow
lezacych z prawej strony osi rzednych, i ujemna dla punktow
lezacych z lewej strony.

Niech bedg Pi Qdwa punkty, dla ktorych ilorazy y : x majg

jedng i te sama wartos¢ a (na rysunku przyjeto ) bedzie wiec:
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Potagczywszy punkty P i Q z punktem O linjami prostemi, otrzy-

mamy dwa trojkaty prostokatne OAP i OCQ, ktére, jak to

wida¢ z powyzszej proporcji, sa podobne; a wiec:
AOP=COQ.

Jezeli proste OP i OQ tworzg z OX rowne katy, to albo sie
pokrywaja, albo 0X jest dwusieczng kata POQ; jednak w tym
drugim przypadku jedna spétrzedna punktu Q miataby ten sam
znak co odpowiednia spétrzedna punktu P, druga znak przeciwny,
przeto stosunek y :x nie mogtby by¢ dla obu punktow ten
sam, z czego wypada, ze prosta OQ padnie na OP. To znaczy,
ze wszystkie punkty, dla ktorych stosunek rzednej do odcietej
jest jeden i ten sam, lezg na tej samej linji prostej przecho-
dzacej przez O,

I odwrotnie, przez podobne rozumowanie znalezlibySmy,
ze dla wszystkich punktow lezacych na prostej, przechodzacej
przez O, stosunek rzednej do odcietej jest jeden i ten sam.

Twierdzenie to mozemy wyrazi¢ jeszcze inaczej. Jezeli
y :Xx = a to y—ax; a zatem wszystkie punkty, ktérych spot-
rzedne czynig zado$¢ réwnaniu:

y = ax,
leza na prostej; i odwrotnie: spotrzedne wszystkich punktow



138

prostej OP czynig zados¢ temu réwnaniu. Dlatego tez rdwnanie
to nazwiemy roéwnaniem prostej OP.

Jezeli punkt P przesuwa¢ bedziemy wzdtuz prostej OP od
strony lewej ku prawej, to obie spotrzedne bedg sie zwiekszaty
nieustannie; przy przesuwaniu punktu P w strone przeciwng
obie spotrzedne beda sie stawatly coraz mniejsze.

Nie uciekajac sie do posrednictwa punktu P mozna powie-
dzieé, ze jezeli w réwnaniu y = ax wielkos¢ zmienna x wzrasta,
to i zmienna'y wzrasta; jezeli x maleje, to i y maleje. GdybySmy

jednak za a przyjeli jakakolwiek liczbe ujemna, np. - 1/2 to

przekonalibySmy sie, ze przy wzrastajgcem x, y maleje, przy
malejgcem X, y wazrasta.

ZADANIA XIV.

1 Zmienna y jest proporcjonalna do x; wartosci x = |
odpowiada y = 3. Znalez¢ y, odpowiadajgce wartosci x = 2

2. Dowies¢, ze jezeli zbiory liczb x iy sa sobie podpo-
rzagdkowane w ten sposob, ze stosunek sum kwadratéw odpo-
wiadajgcych sobie liczb do réznicy kwadratow tych liczb jest
staty, wtedy stosunek sumy tych liczb do ich roznicy jest réw-
niez staty. Obliczy¢ spdtczynnik proporcjonalnosci.

3. Zbiory liczb x iy sa sobie tak podporzadkowane, ze
3x + 5y jest proporcjonalne do 6x+ 3y i ze wartosci x = 5
odpowiada y = 2. Dowie$¢, ze podporzadkowanie jest proporcjo-
nalnoscig i znalez¢ spétczynnik proporcjonalnosci.

4. Trzy zbiory liczb X, y, z sa sobie podporzadkowane
w ten sposdb, ze x jest proporcjonalne do ny + z i ze odpowia-
daja sobie nastepujace wartosci: x = 4, y= 1, z= 2, a takze:
X—7,y= 2 z= 3; znalez¢ n.

5 Trzy zbiory liczb X, y, z sg sobie podporzadkowane
w ten sposdb, ze x jest proporcjonalne do iloczynu yz (»x jest
proporcjonalne jednoczes$nie do y i do z« por. § 183). Wartosci
X = a niech odpowiadajgy = biz=c; znalezé x, jezeliy = b2
Z=C2
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6. Jezeli zbior liczb x przedstawimy w zwykty sposéb
przez punkty osi odcietych, a zbiér liczb y podobnie przez
punkty osi rzednych (8§ 184) i jezeli te zbiory sg proporcjonalne,
wtedy proste, taczace kazde dwa punkty, ktére przedstawiajg
odpowiadajace sobie liczby, sg do siebie wszystkie réwnolegte
(dow6d?). Przedstawi¢ w ten sposdb na papierze kratkowanym
zaleznosci proporcjonalne, rozpatrywane w §8 169 i 171. Zasto-
sowa¢ do nastepnych zadan.

7. Dowies¢, ze zbidr wszystkich liczb, spetniajgcych wa-
runek mozna uczyni¢ proporcjonalnym do zbioru
wszystkich liczb spetniajgcych warunek . Jaki bedzie
spotczynnik proporcjonalnosci?

8. Zbidr wszystkich liczb catkowitych mozna dwojakim
sposobem uczyni¢ proporcjonalnym do zbioru wszystkich liczb
catkowitych. Jaki jest spoOtczynnik proporcjonalnosci w kazdym
z tych dwoch przypadkow?

9. Zbior wszystkich dodatnich utamkéw nieskracalnych
0 mianownikach 2 i 3 mozna uczyni¢ proporcjonalnym do zbioru
liczb naturalnych. Jaki obierzemy spo6tczynnik proporcjonal-
nosci? Czy wszystkie liczby naturalne naleze¢ beda do drugiego
zbioru? Jezeli nie, to jakie mianowicie?

10. Zbior wszystkich liczb niewymiernych podobnych do

(8 76) mozna uczyni¢ proporcjonalnym do zbioru wszystkich
liczb niewymiernych podobnych do . Jaki spoéiczynnik pro-
porcjonalnosci trzeba zastosowac?

XV.

Funkcja linjowa.

185. Réwnanie
y = ax + b,

w ktérem a, b oznaczajg jakiekolwiek liczby state, podporzad-
kowuje kazdej wartosci x pewng oznaczona, warto$¢ y} gdyz
dziatanie, wskazane przez prawa strone réwnania —polegajace
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na pomnozeniu x przez a i na dodaniu do iloczynu liczby b—
zawsze jest mozliwe do wykonania.

Wyrazenie postaci ax + b nazywa sie »dwumianem
stopnia pierwszego wzgledem x«, »funkcjg stopnia pierwszego,
albo »funkcja linjowg« zmiennej X.

186. Funkcje nazywamy rosnaca, jezeli wiekszej z dwoch
dowolnych wartosci zmiennej niezaleznej odpowiada wieksza
warto$¢ funkcji.

Funkcje nazywamy malejgca, jezeli wiekszej z dwoch do-
wolnych warto$ci zmiennej niezaleznej odpowiada mniejsza
warto$¢ funkcji.

187. Funkcja ax+ bjest rosngca lub malejgca, zaleznie
od tego, czy a jest dodatnie czy ujemne.

Przypusémy bowiem, ze a> 0 i ze x1 x2 sg jakiemikol-
wiek liczbami, spetniajgcemi warunek:
xl<x2

Mnozac obie strony tej nieréwnosci przez dodatnig wielko$é a,
dostaniemy
axl<ax?2
a dodajagc do obu stron b:
axl+ b< ax2+ h

Pierwsza strona tej nieréwnosci przedstawia warto$¢ funk-
cji y, odpowiadajacag wartosci x 1 zmiennej niezaleznej, druga—
warto$¢ tej samej fnnkcji, odpowiadajgcg wiekszej wartosci zmien-
nej niezaleznej: podtug okreSlenia § 186, funkcja jest przeto
rosngca.

Podobnie, jezeli a<0, to z nierébwnosci

Xx1<x2
wynika: axl>ax2
a nastepnie:
axl+ b> ax2+ b,

funkcja jest wiec malejgca.
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188. Funkcji ax + bmozna nada¢ dowolng wielko$¢, obie-
rajac odpowiednig wartos¢ dla x, w zatozeniu, ze a#0.
oznacza »nie réwna sie« (p. § 91).
Przypusé¢my, ze dowolng wielkoscig, ktdrg chcemy nadac
funkcji, jest k; nalezy wiec obra¢ dla x wartos¢ spetniajaca
warunek

czyli:

Dla kazdego k otrzymamy jedng i tylko jedng wartos¢ x,
gdyz a jest podiug zatozenia rézne od O.

189. Przyktady. 1) Funkcja
y=5—1
jest rosnaca, gdyz a= 5>0; nadajac np. x rdzne wartosci
od —3 do + 3, otrzymywac bedziemy dla y warto$ci wzrasta-
jace od
y=5—3—1= —16

do: y=5*3—1= 14

Chcac, azeby funkcja osiggneta wartos¢ k =100, musimy
uczynic:

czyli

Dla kazdego

2) Funkcja
y=—01-x+ 25
jest malejaca, gdyz a= —0,1<0; jezeli, jak w poprzednim
przykfadzie, uczynimy x = —3 toy= —01-—3+ 2,5= 28;
jezeli x = 3, toy= —01-3+ 2,5= 2 2; jezeli zas$:
—3<Xx<3;
wtedy: 28> y>22.
Azeby uczyni¢ y = 100, czyli
—0,1-x + 2,5= 100,
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nalezy x nada¢ warto$é:

Dla kazdego x < —975 jest y >100.

Z tych dwoéch przyktadéw widaé, ze mozemy uczynic y
tak wielkim, jak zechcemy, jezeli tylko uczynimy x dosta-
tecznie wielkim co do wartosci bezwzglednej.

190. Méwimy, ze funkcja y zmiannej X rodnie wraz z x
do nieskoriczonosci, jezeli do kazdej dowolnie wielkiej liczby
dodatniej p mozna znalez¢ taka liczbe dodatnig q, azeby kaz-
dej wartosci x, spetniajacej warunek

\x\>q,
odpowiadata warto$é funkcji y, spetniajgca warunek

\y\>p-

191. Funkcja y = ax + b rosnie wraz z x do nieskonczo-
nosci, jezeli a nie jest zerem.

Rzeczywiscie, poniewaz
\ax + b\= \ax\—|b],
przeto na pewno bedzie

\ax+ b\>p,
jezeli uczynimy

\ax \—\b\ >p,
czyli: \ax\>p + \b\,

a wiec

oznaczajac prawg strone tej nierdwnosci przez g, znajdziemy,
ze dla kazdego x, spetniajagcego warunek

[x [> q,
odpowiednia wartos¢ funkcji y speinia warunek:

ly |>p
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192. Stosujac ten wzor do poprzednich przyktadéw (8 189),
znajdziemy dla p = 100 w pierwszym przypadku

w drugim:

Czynigc w pierwszym przykitadzie

w drugim x > 1025, lub x < — 1025,

otrzymywac bedziemy tylko takie y, ktérych warto$¢ bez
wzgledna przewyzsza 100.

193. Jezeli zbiér liczb tak jest okreslony, ze naleza, do
niego liczby majace warto$¢ bezwzgledng wieksza od kazdej
dowolnie obranej liczby dodatniej, wtedy méwimy, ze »nieskon-
czono$¢ nalezy do tego zbioru«.

Tak np. nieskonczono$¢ nalezy do zbioru wszystkich liczb
naturalnych, gdyz jakkolwiek wielkg liczbe pomyslimy, zawsze
istnieja takie liczby naturalne, ktére sg od niej wieksze.

Zbior wszystkich liczb ujemnych réwniez »zawiera nie-
skoriczonos$é«, gdyz jakkolwiek wielkg liczbe dodatnig pomyslimy,
zawsze mozemy wskazaC liczbe ujemnag, ktérej wartos¢ bez-
wzgledna jest wieksza od tej liczby dodatniej.

Wyraz »nieskoficzono$é« zastepuje sie zwykle znakiem » w«.

Jezeli « nalezy do zbioru liczb x i do zbioru liczb y
i jezeli te dwa zbiory zostaty sobie tak podporzadkowane, ze y
roSnie wraz z x do nieskoriczonosci (§ 190), wtedy mowimy,
ze »nieskonczenie wielkiemu x odpowiada nieskonczenie wiel-
kie y « albo krocej, ze »jezeli x - o , t0 y- o «

194. Z przyktadéw 8§ 189 wida¢é, ze x iy moga rosnaé
do nieskoriczonosci badZ »przez wartosci dodatnie« badZz »przez
wartosci ujemne«; w przyktadzie 1), w ktérym a >0, y rosnie
do « przez wartosci dodatnie, jezeli x rosnie do oo przez war-
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toSci dodatnie; y rosnie do nieskoriczonosci przez wartosci ujemne,
jezeli x rosnie do o przez wartosci ujemne.

Notujemy to krotko w ten sposob:

Jezeli

albo jeszcze krécej:

jezeli

Podobnie zanotujemy dla drugiego przykitadu, w ktérym
a< 0:

Jezeli

lub krdcej:

jezeli
gdyz jezeli \x \> @, to dodatnim x odpowiadajg ujemne v,
ujemnym x dodatnie y.

195. W ogo6lnosci, czynigc x dostatecznie wielkim co do
wartosci bezwzglednej, dostaniemy

a wiec dla dostatecznie wielkich x funkcja ax + b ma ten
sam znak, co ax; jezeli wiec
a> 0, to przy
a< 0,
Zmienno$¢ funkcji y = ax+ b mozemy wiec. przedstawicé
zapomocg hastepujacej tabliczki:
y=ax+b
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196. Jezeli obierzemy ukiad spoétrzednych i znajdziemy
kilka punktow, ktérych spotrzedne czynig zado$¢ jednemu
z dwoch réwnan, rozpatrywanych w § 189, to przekonamy sie,
Ze wszystkie otrzymane punkty lezg na jednej prostej. W ogodl-
noSci dowiedziemy, Ze wszystkie punkty, ktorych spotrzedne
wzgledem dowolnie obranego uktadu spo6trzednych na ptaszczy-
Znie czynig, zado$¢ réwnaniu stopnia pierwszego

Ax + By +C =0,

leza na jednej prostej, a spotrzedne kazdego punktu tej prostej
czynig zado$¢ powyzszemu réwnaniu.

Spotczynniki A, B, C moga by¢ jakiekolwiek, zaktadamy
jedynie, ze przynajmniej jedna z wielkosci A, B jest rézna
od 0, gdyz w przeciwnym razie réwnanie nie zawieratoby spot-
rzednych.

Rozrdzniamy nastepujgce przypadki:

1) B = 0, rébwnanie przyjmuje posta¢

Ax + C= 0

Kazdy punkt, ktérego spoétrzedne czynig zado$¢ temu row-
jest wiec potozony na réwnolegtej do
osi rzednych, poprowadzonej od
niej w odlegtos¢ ; odwrot-
nie, kazdy punkt tej rownole-
gtej ma odcietg rys. 5).

2) A= 0, réwnanie przyj-

muje postac:
By+C =0

Podobnie jak w poprzed-
nim przypadku znajdziemy, ze
kazdy punkt, ktérego spotrzed- Rys. 8.
ne czynig zado$¢ temu réwna-

J. Todhunter. Algebra II. 10
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niu, lezy na prostej réwnolegtej do osi odcietych, przecinajgcej
0$ rzednych w punkcie, ktérego odlegtos¢ od O jest i od-
wrotnie, spoOtrzedne kazdego punktu tej prostej czynig zado$é
powyzszemu réwnaniu.

3) C =0; A, B rézne od 0; réownanie przyjmuje postac:

czyli

albo, czynigc

Przypadek ten rozpatrywaliSmy w § 184: wszystkie punkty,
ktérych spbtrzedne czynig zado$¢ temu réwnaniu, leza na jednej
prostej, przechodzacej przez poczatek spoétrzednych, a spotrzedne
kazdego punktu tej prostej, czynig zado$¢ réwnaniu.

4 B=0; C=0: 4 # 0; rownanie przyjmuje postac:

Ax =0,
czyli
x =0

Temu réwnaniu czynig zadosC spotrzedne kazdego punktu
osi rzednych, i tylko takiego punktu.

5 A =0; C=0; B# 0; rownanie przyjmuje postac:

By =0,
czyli:
y=0.

Kazdy punkt, ktérego rzedna jest zerem, nalezy do osi
dcietych i kazdy punkt tej osi ma rzedng O.

6) Wszystkie trzy spotczynniki A, B, C rozne od 0. ROw-
naniu

Ax + By+ C=0
mozna nada¢ postac:
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albo, czyniac

y=ax+ b
Znajdzmy na osi OY punkt M, majacy rzedng b (rys. 6)
i poprowadzmy prosta OB, ktérej spoOtrzedne czynig zados¢
rownaniu
y = ax.

Azeby znalez¢ punkt N, ktdrego odcietg jest x, a rzedng
y = ax + b, odmierzmy na osi odcietych OA = x i poprowadzmy
przez A réwnolegla do OY. Przypusémy, ze ta,prosta przecina
OB w punkcie P, wtedy

AP = ax
(jezeli na prostej AP obierzemy zwrot dodatni w te samg strone
od osi odcietych, co na OY); odmierzajgc na AP od P odcinek
PN=b, a wiec= OM, znajdziemy zadany punkt N, ktérego
spoOtrzedne sg x iy= ax + b Z konstrukcji okazuje sie, ze
OMNP musi by¢ réwnolegtobokiem, gdyz odcinki OM i PN sg
rowne i maja ten sam zwrot; punkt N lezy przeto na prostej
MQ, poprowadzonej przez M réwnolegle do OR .
10
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Odwrotnie, spotrzedne x, y kazdego punktu N prostej MQ
czynig zado$¢ réwnaniu
y=ax+ b
gdyz jezeli rownolegta do OY, poprowadzona przez N, przecina
prostg OR w punkcie P, wtedy

y=AN= AP+ PN=ax+ b

197. Zbiér punktéw, nalezacych do jednej paszczyzny
i takich, ze spotrzedne kazdego z nich czynig zado$¢ temu
samemu réwnaniu nietoZzsamo$ciowemu z dwiema zmiennemi,
nazywamy »linjak, a réwnanie— «réwnaniem tej linji«; linje
takg nazywamy takze »wykresem« albo «przedstawieniem gra-
ficznem rownaniax. Mozemy wiec powiedzieC, ze kazda prosta
ma réwnanie postaci

Ax+ By+C =0

i Zze kazde rownanie tej postaci ma za wykres linje prosta.

Azeby wykresli¢ prostg, ktorej réwnanie jest dane, wy-
starczy znalez¢ albo dwa punkty tej prostej, albo jeden punkt
i kierunek. Chcac znalez¢ jakikolwiek punkt prostej, mozna
obra¢ dowolng warto$¢ dla jednej spéirzednej i, podstawiwszy
ja w rownaniu, obliczy¢ druga; zwykle najdogodniej jest obraé
0 za jedng ze spOtrzednych.

Jezeli np. chcemy
znalez¢ wykres roéwna-
nia

2x —3y —6= 0,
znajdujemy dla x = 0,
—3y —6=0, czyli y
= —2; czynigc zay =
0, dostaniemy 2x —6=
0, czyli x — 3. Szukana
prosta tgczy wiec punkt
3 osi odcietych z punk-
tem 2 osi rzednych,
Inny sposob polega na tem, ze nadajemy réwnaniu postac:

Rys. 7.
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wykre$lamy prostag odpowiadajgcg rownaniu

a nastepnie rownolegtg do niej przez punkt —2 osi rzednych.
Prosta majgca réwnanie

przechodzi przez 0; drugi jej punkt znajdziemy, zaktadajgc
X = 1 a wiec

Jezeli spolczynnik jednej ze spéirzednych jest 0, wtedy
zadna z tych metod nie da sie zastosowaé, ale wtedy wiemy,
ze prosta jest réwnolegta do jednej z osi.

198. W § 187 widzieliSmy, ze funkcja
y=ax+ b

roSnie wraz z x, jezeli
0;

maleje przy rosngcym
X, jezeli a<.(;

ma warto$¢ stata, je-
zeli a= 0.

Wykres w pierwszym
przypadku jest prosta,
wznoszgcg sie od strony
lewej ku prawej (rys. 8);
w drugim obnizajacg sie
(rys. 9); w trzecim row-
nolegta do osi odcietych
(rys. 10).
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199. Niech bedzie
dane réwnanie:

2y —x = 2
przenoszac x na druga
strone i dzielgc przez 2,
dostaniemy:

Podstawiajgc w tem
rownaniu zamiast x ko-
lejno  dowolnie obrane
wielkosci,otrzymamy od

Rys. 10. powiednie wartosci dla y:
X =
y =

Punkty: P, Qfi,S, T,..

Obierajgc dowolnie jednostke dtugosci, np. 1 cm., i przyj-
mujac tak znalezione x, y za spétrzedne, dostaniemy szereg
punktow PQRST... lezacych na linji prostej.
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Przypus¢my, ze jest dane jeszcze drugie réwnanie:

Znajdziemy podobnie jak poprzednio:

Punkty:
Proste PT i AB przecinaja sie w punkcie Q ktérego odcietg

jest—1, a rzedna 2 Wartosci te czynig zado$¢ réwnaniom obu

prostych; a zatem, azeby znaleZé spétrzedne punktu przeciecia
dwdch prostych, nalezy, uwazajgc zmienne w, y za niewiadome,
rozwigzac¢ réwnania obu prostych wzgledem tych niewiadomych.

| rzeczywiscie rozwigzujagc réwnania:

dostaniemy

200. Na zasadzie tego, co bylo wylozone w tym rozdziale,
mozna uktad dwoch réwnan stopnia pierwszego z dwiema nie-
wiadomemi rozwigza¢ sposobem graficznym: nalezy wyrysowac
proste, odpowiadajace tym réwnaniom, znalez¢ ich punkt prze-
ciecia i zmierzy¢ cyrklem spdtrzedne tego punktu. Ale w wielu
zadaniach mozna unikng¢ uktadania réwnan i wogble wszel-
kiego rachunku, a rozwigzywaé je wytgcznie przy pomocy
rysunku.

Rozwigzmy nastepujgce zadanie:

Pocigg pospieszny wychodzi ze stacji A o godz. 6 m. 10
i przychodzi do stacji C, nie zatrzymujac sie wdrodze, o g. 7 m. 00.
Pocigg osobowy wychodzi z C o g. 6 m. 00 i przychodzi do A
09 7 m. 25 zatrzymawszy sie na stacji B od g. 6 m. 24 do
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g 6 m. 34. Kiedy i na jakiej odlegtosci od A pociagi sie spot-
kaja, jezeli odlegtos¢ B od A wynosi 34 wiorst, a C od A
50 wiorst?

Ruch kazdego pociggu uwidocznié trzeba w ten sposéb, aze-

by z figury mozna byto odczytadé,

w jakiej odlegtosci od stacji po-

czatkowej A pocigg znajduje sie

w kazdym dowolnie obranym cza-

sie. W tym celu wypiszmy licz-

by minut wzdluz osi odcietych

w réwnych odlegtosciach, a za

Rys. 12. rzedng w kazdej chwili przyjmie-

my odcinek proporcjonalny do

odlegtosci pociggu od stacji A. Korce rzednych utworzg pewng

linje, ktdra bedzie prostg, jezeli ruch bedzie jednostajny, gdyz

w tym wypadku stosunki rzednych do odcietych bedg réwne,—

a mianowicie: réwne predkosci pociggu; —trojkaty OPI, 0Q2,

OR3,... beda podobne, z czego wypada, ze punkty PQR... lezg

na linji prostej. Dosy¢ jest wiec wiedzie¢, o ktorej godzinie po-

cigg wyszedt z jednej stacji i o ktorej przyszedt na nastepna,
azeby moc te linje wykreslic.

Na rysunku 13-ym, przedstawiajgcym bieg pociagow, o kto-
rych mowa w zadaniu, jednej minucie odpowiada dtugos¢
1 mm. na osi OX, a jednej wiorscie dtugos¢ 1 mm. na Oli.
Bieg pociggu pospiesznego idgcego z A do C jest przedstawiony
zapomocg linji MN; pocigg osobowy, idacy w przeciwnym
kierunku, daje linje tamanga PQRS; odcinek QR réwnolegty do
OX odpowiada dzisieciominutowemu postojowi tego pociggu na
stacji B. Punkt przeciecia T linji MN i PQRS odpowiada tej
chwili, w ktorej odlegtosci obu pociggéw od A s3 réwne, t. j.
kiedy one sie spotkajag. Wystarcza wiec zmierzy¢é obie spol-
rzedne punktu T, azeby znalez¢ czas i miejsce spotkania. Czy-
nigc to, znajdziemy, ze spotkanie nastgpito o godz. 6 min. 40
na odlegtosci 30 wiorst od stacji A.

201. Rozwigzemy to samo zadanie zapomocg rachunku.
Pocigg pospieszny przebywa 50 wiorst w 50 minut, predko$¢
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jego wynosi wiec 1 wiorste na minute. A poniewaz wyrusza
0 610 zatem w x minut po godz. 6 ej odlegto$¢ jegoy od A bedzie:
VEX—10 e @

Réwnanie to przedstawia bieg pociagu od 610 do 70} a za-
tem jest prawdziwe, jezeli:
1 0 < BO e (1a)

Dla pociggu osobowego znajdziemy w podobny sposob, ze

predkos¢ jego na odstepie CB wynosi i% wiorsty na minute, skad:

2)

a poniewaz ruch ten trwa od 6 do 624 wiec réwnanie to jest
prawdziwe tylko wtedy, jezeli:

0< X <24 v, (24)
W czasie postoju na stacji B bedzie:
Y= 34 ©)]
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i wreszcie na odstepie BA:

Poniewaz nie wiemy zgory, na ktdrym odstepie nastapi
spotkanie, musimy wiec kolejno kombinowa¢ rownanie (1) z réw-
naniami (2), (3) i (4), przyczem takie tylko pierwiastki beda
stanowily rozwigzanie zadania, ktore czynig zado$¢ odpowied-
niej nieréwnosci (2a), (3a) albo (4a) i nieréwnosci (la).

Z rownan (1) i () otrzymamy x = 36, ktére nie zadowala
nieréwnosci (2a), z czego widac, Ze pociggi nie mogg sie spotkac
na odstepie CB x = 36 jest odcieta punktu V, w ktérym spo-
tykajg sie proste PQ i MN).

Podobnie z rownan (1) i (3) znajdziemy x = 44, niezgodne
z nieréwnoscig (3a); a zatem pociagi nie spotkaja sie na stacji B (roz-
wigzanie tych réwnan daje punkt przeciecia Uprostych QR i MN).

Wreszcie z rownan (1) i (4) otrzymamy x = 40, co czyni
zados$¢ zaréwno nieréwnosci (4a)jak (la); a zatem pociagi spotkaja
sie na odstepie BA 0 godz. 640, odlegtos¢ punktu spotkania od A
znajdziemy z réwnania (1) réwng 30, jak to juz znalezliSmy spo-
sobem graficznym, ktory prosciej i predzej doprowadzit nas do celu.

202. Réwnanie
Alx+ Bly + C1—0, (1)
czyli:

(w zatozeniu, ze B1 nie jest zerem) przedstawia prosta, ktora
przecina o$ rzednych w punkcie, majacym za rzedng i ktora
jest rownolegta do prostej, faczacej 0 z punktem, majgcym od-
cietg 1 i rzedng (8 197); podobnie réwnanie

AX + By + Q2= 0, )
w ktorym B2 nie jest zerem, przedstawia prosta, przecinajaca
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OY w punkcie, majacym rzedng i rownolegly do prostej
przechodzacej przez poczatek spétrzednych i przez punkt o od-
cietej 1 i rzednej ; Obie proste majg wiec ten sam Kkie-

runek, jezeli

W przeciwnym razie majg jeden i tylko jeden punkt wspdlny;
spotrzedne tego punktu znajdziemy, rozwigzujac ukiad row-
nan (1) i (2.

Jezeli

jezeli wiec obie proste sg rownolegte do tej samej prostej prze-
chodzacej przez 0, ale przecinaja 0§ OY w dwoch punktach
roznych, wtedy te proste nie majg punktow wspdlnych, niema
wiec takiej pary wielkosci x, y, ktéraby czynita zado$¢ obu
rownaniom (1) i (2).

Jezeli wreszcie

czyli:

wtedy obie proste sg roéwnolegte do jednej prostej i majg punkt
wspolny, a wiec réwnania (1) i (2) przedstawiajg te samg prosta;
kazda para x, y, czynigca zado$¢ jednemu réwnaniu, sprawdza
i drugie réwnanie.

Mozemy wiec powiedzie¢, ze dwa réwnania stopnia pierw-
szego z dwiema zmiennemi przedstawiajg te sama prosta, je-
zeli spotczynniki odpowiednie w obu réwnaniach sg proporcjo-
nalne.

W dowodzeniu zatozyliSmy wprawdzie, ze Bx i B2 s3
rozne od zera, ale ten przypadek nie stanowi wyjatku, gdyz
zaktadajagc np. B1= 0, otrzymamy rownanie
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Alx+C1=0,
czyli
to jest rownanie prostej réwnolegtej do osi rzednych i przeci-
najacej o$ odcietych w punkcie ; jezeli robwnanie

AX+ B¥+ @2=0
ma przedstawia¢ te sama prosta, wtedy ta prosta musi by¢
rowniez roéwnolegta do QY, i przechodzi¢ przez ten sam punkt
osi odcietych, a wiec musi by¢ B2= 0 i

ZADANIA XV.

1 Przedstawi¢ graficznie, przyjmujac 1 cm. za jednosc,
przebieg zmiennej vy, jezeli

a X zmienia sie od—2do+ 2
2. ZnaleZz¢ punkt przeciecia prostych, ktérych rownania sa:
X —3y=17,
3x—y=1
3. Znalez¢ graficznie, ojakich godzinach i minutach jedna
skazéwka zegarka zakrywa druga. Na rysunku niech jednej
godzinie odpowiada dtugos¢ 18 mm. na osi OX, i jednej podziatce
minutowej diugos¢ 1 mm. na osi OY.

4. 0 jakich godzinach i minutach jedna skazéwka zegarka
stanowi przedtuzenie drugiej?

5 Gdzie lezg wszystkie punkty, dla ktérych
1< x < 3,

y< 07?
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6. Gdzie leza wszystkie punkty, dla ktérych
- 6 < g

7. Przedstawi¢ graficznie bieg pociagéw, podiug zatgczo-
nego rozkladu, oraz oznaczy¢ czas i miejsce ich spotkania.

Przych. Odch. Kilometry Stacje Przych. Odch.
840 — 00 Warszawa. — 76
8l 89 | 16  Pruszkéw
757 8°° 30 Grodzisk — —
73 740 43 Zyrardow 83 831
70 72 55 Radziwitéw —

7% 66  Skierniewice 9°°

8 Wielkosci t nada¢ taka warto$¢, azeby proste, przed-
stawione przez réwnania

y = tx+ 2;
3y —1= X -|-3
byly réwnolegte.
9. To samo dla réwnan:
(t ¥)x+ ty= 2;
tx+ (t+ Dy= 1



Rozwigzania zadan.
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12, 4a+5h. 13.7a2—6b2 14 6x3 +1 15

16. 2x+ 3y. 17.12x 2+ 4y3 18. x—a- h 19.61.
20. 72. 21 87.22. 99. 23. 27. 24. 35. 25 S
26. 88. 27. 92.28. 1-2 x+ 3x2 29. 2x4-x2-2.

31, x?2+ x + 1. 32. 2x2 +4cx- 3c2
33, 1—3x+ 4x2

1 a 3 b5 ¢ 10

2.d 2 b4 6 d)I e 10

3 a5 3 201 1.b 10, 4 3 2, 2 1, 1.
18 7, 4, 3, 2, 2, 2, 1, L.

V.

1 123.2 321. 3. 407. 4. 555 5 642, 6. 0914
7. 5420. 8 04937. 9. 18042, 10. 0,94868. 11. 2,49198.
12, 0,65574. 13. 0,09230. 14. 11,35781. 15. 18,63488. 16 27
17. 54. 18. 92 19. 138 20. 392. 21. 576. 22. 1442
23. 4642. 24. 14673. 25. 0838. 26. 7,047. 57. 10,277
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12. +4, +3;

22. +2, +1;+1, £2. 23. 0,0;a+ b, a+ b;

24.

26.

1 11;7 2 10; 15. 3. 5 3 4 7,4 5 20; 15
dla pierwszego. 6. 756; 36; 27. 7. Szedt w. na godz.

8. 343; 64 cm3 9 3 m.; 42m. 10. 100; 80; 60 m. Ozna-
czajgc przez X przeciwprostokatna, przez Y i Z przyprostokatne
otrzymamy roéwnania:

11. Bachus w 6 godz., Sylen w 3 godz.

Roéwnania:
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XIII.

t. 108:7. 2. 650cm. na sek. 3. 7:12; 5:8;
2:3; 3:4; 8:9. 4. 5:27. 5. 14, 21. 6. 24; 30.
7. 20; 32. 8 15; 10. 9. 6; 8 10. 35 42. 11. 4

13. 0; 2:5. 14 14 15 18 16. 15 17. 12,

18. 4. 19 20. 5 21. 1;—1 24 45; 80.
25 4;6,9 31 *1. 32. 6

33.

XIV.

1. 6. 2 Jezeli

3. 5:2. 4, 2. 5 abc. 7. b:a 8 + 1

9. 1:6n, gdzie n jest jakakolwiek liczbg naturalng; do dru-
giego zbioru nalezg wszystkie liczby naturalne podzielne przez
2n, ale nie podzielne przez 6n i wszystkie liczby podzielne
przez 3n, ale nie podzielne przez 6n.

10. gdzie n, jest jakakolwiek liczbg wymierna.

XV.
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