ARTYKUL OSMY.

O zadaniach przestepnych, a w szczegolnoSci
o kwadraturze kola.

napisat

Benedetto Cald z Neapolu.

§ 1. Zadania algiebraiczne i przestepne. W artykulach 5-tym
i 6-tym zostaly zbadane ze stanowiska Gieometrji analitycznej i- Algiebry
pytania dotyczace rozwigzalnosci zadan sposobem elementarnym, to jest
za pomocg linjalu i cyrkla.

Jezeli jest dane zadanie konstrukcyjne, wtedy nalezy je przede-
wszystkim przeksztatci¢ tak, azeby danemi byly punkty (ktére przy-
pusémy, ze leza na jednej plaszczyZnie), a elementy nieznane zeby byly
rowniez punktami, majgcemi z punktami danemi zaleznosci znane.

Azeby zadanie bylo rozwigzalne elementarnie, potrzeba i wystarcza,
zeby

a) zaleznosci dane mogly by¢ wyrazone za pomocg rownan algie-
braicznych (czyli zeby zadanie bylo algiebraiczne);

b) powyzsze réwnania byly rozwiazalne za pomoca dzialan wymier-
nych i wyciggania pierwiastkow stopnia drugiego (\vychodzac ze spol-
rzednych punktéw danych).

Pytania dotyczace mozliwosci rozwigzywania w sposob rzeczony (za
pomocq -niewymiernosci stopnia drugiego) réwnania algiebraicznego byty
pomieszczone w artykutach 5, 6 i 7.

Tutaj zwracamy si¢ do pierwszej grupy zagadnien, zmierzajacych
do rozstrzygniecia, czy zadanie dane jest algiebraiczne, czy tez,
w przeciwienstwie do tego, przestepne. Zaznaczamy od razu, ze za-
dania przestepne nalezy uwazaé jako wyzsze od algiebraicznych w tym
znaczeniu, ze ich rozwigzanie nietylko nie da si¢ wykonaé za pomoca
prostej i kota (linjalu i cyrkla), ale nawet za pomocg krzywych algie-
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braicznych stopni wyzszych (jakie byly stosowane w artykule 7-ym), ani
tez za pomocy przyrzadéw, mogacych zakreslaé takie krzywe.
Zaczniemy rozwazania od klasycznego zagadnienia kwadratury kota.
Przedewszystkim nadamy temu zagadnieniu postaé¢ analityczna.
Oznaczajgc przez r promien kola, przez d jego S$rednice, przez c¢
okrag, a przez a pole, dostaniemy:

(1) c=nd=2nr -
(2) a=nr’=}nd?=}re,

gdzie = jest stalym stosunkiem okregu do Srednicy.

Z wzoru (2) wynika znany fakt, ze pole kola jest réwnowazne po-
lu tréjkata, majacego za podstawe okrag a za wysoko$¢ promien kota.
Gdybysmy wiec mogli wykresli¢c linjalem i cyrklem odcinek réwnowazny
okregowi, przyjmujac promien jako dany, t. j. gdybysmy mogli wyko-
na¢ elementarnie wyprostowanie okregu, wtedy moglibysmy wykresli¢
trojkat rzeczony, a nastepnie przeksztalci¢é go z latwoscia na kwadrat
réwnowazny, czynigc zawsze uzytek tylko z linjatu i cyrkla. I odwrotnie,
gdyby za pomoca konstrukeji elementarnych mozna bylo przeksztatci¢
koto na kwadrat réwnowazny, to przeksztalcajac go nastepnie na tréjkat
réwnowazny majacy za wysokos¢ promien kota, otrzymalibysmy za po-
mocg konstrukcji elementarnej wyprostowanie okregu.

Zagadnienie kwadratury kola sprowadza si¢ tym sposobem do za-
gadnienia wyprostowania okregu. Jezeli za$ dla uproszczenia przyjmie-
my srednice za jednostke miary, wtedy lo ostatnie zadanie sprowadzi sie
do wykreslenia odcinka dtugosci = (albo krotko moéwiac do wykresle-
nia w), majac dany odcinek réwny jednosci.

Mozna oczywiscie nada¢ temu odcinkowi polozenie oznaczone, przez
co zadanie moze by¢ doprowadzone do postaci, pod jaka rozpatrywalismy
zadania konstrukcyjne; a mianowicie elementy dane beda punktami ($ro-
dek 0, 0 i jeden punkt kota 0, 1) i elementy nieznane beda réwniez
punktami (np. punkt 0, =).

Ale z takiego postawienia zadania nie wida¢, czy to zadanie zalezy
czy nie zalezy od rozwigzania rownania algiebraicznego, gdyz istotnie nie
wystepuje przytym zadne réwnanie, majace w© za pierwiastek.

Postaramy sie uogo6lni¢ zadanie, ktdreSmy sobie postawili, przez roz-
wazanie zagadnienia wyprostowania jakiegokolwiek tuku
kota.

W luku mozemy przyja¢ jako element dany (oprécz promienia,
obranego za jednostke) cigciwe, albo tez wstawe, co dla naszego ce-
lu jest rownowazne.
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Zadanie wyprostowania tuku staje sie wiec zalezne od rozwigzania

réwnania
y=arcsinz.

Poniewaz rdwnanie to jest przestepne, przeto zadanie jest
W 0goélnosci przestepne, nie jest wiec rzecza mozliwa
wskazaé¢ 0gélng konstrukcje algiebraiczng, a tym mniej
elementarna (t. j. dajaca si¢ wykonaé¢ za pomocg linjaltu
icyrkla),za pomocg ktére] majac cigciwe (albo wstawe)
tfuku otrzymywatoby sig dtugos¢ fuku.

Gdyby np. jakas oznaczona konstrukcja elementarna byla w ogoéle
mozliwa, wtedy istnialoby oznaczone wyrazenie wzgledem xz, utworzone
z dzialan wymiernych i pierwiastkéw stopnia drugiego, dajace dla
wszystkich wartosci x wartosé¢ y. A wiec y byloby pierwiastkiem
réwnania algiebraicznego, ktérego spolczynniki bylyby funkcjami wy-
miernemi wzgledem x (por. art. 5), czyli ¥ byloby funkcja algiebraiczng
zmiennej x. Otéz funkcja przestgpna, jak y=arcsinz (ktéra jako funk-
cja zmiennej zespolonej ma nieskonczenie wiele gatezi) na pewno nie mo-
ze by¢ réwnowazna funkcji algiebraicznej.

Jezeli jednak nie mozna dac algiebraicznego, a tym mniej elemen-
tarnego, rozwigzania ogélnego zadania wyprostowania tuku, to z tego
nie wynika a priori, azeby takie rozwigzanie nie bylo mozliwe badz
przez znalezienie dla kazdej cigeciwy (lub wstawy) danej szcze-
golnej konstrukcji algiebraicznej lub elementarnej, ktéraby dala diu-
gos¢ luku, badz przez znalezienie takiej konstrukeji dla niektérych tu-
kow szczegodlnych, jezeli np. cigciwa (lub wstawa) tuku, kiéry ma-
my wyprostowa¢, wyraza si¢ przez promien za pomoca dzialan wymier-
nych i pierwiastkow stopnia drugiego, jezeli wigc sama moze byé wykre-
slona elementarnie, w szczegolnosci w przypadku, odpowiadajagcym wy-
prostowaniu catego okregu. W rzeczy samej, jakkolwiek krzywa y =arcsin z
jest przestgpna, nie moze wigc pokrywaé sie¢ catkowicie z krzywa algie-
braiczng, to jednak nie méwi nam to, azeby spélrzedne kazdego jej
punktu nie mogly czyni¢ zado$é szczegélnemu rownaniu algiebraicznemu
o spélezynnikach wymiernych (zmieniajacych sie od punktu do punktu),
albo tez; azeby ta krzywa nie zawierala punktow szczegdlnych, kts-
rych spolrzedne czynilyby zados¢ takiemu réwnaniu, a w szczegélnoscei
punktéw, ktéreby mialy za spoélrzedne wyrazenia niewymierne stopnia
drugiego, a ktérym odpowiadalyby wlasnie tuki, dajace si¢ wyprostowaé.

Co nam daje pewnos$¢, ze punkt (0, =) tej krzywej nie nalezy do
powyzszych punktéw szczegdlnych?

To zagadnienie, jak wida¢, wystepuje z zakresu teorji funkcji i wkra-
cza w dziedzing arytmetyki.
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Nadajgc postaé¢ ogolniejsza rezultatom wynikajacym z tego rozwa-
zania, mozemy powiedziec:

Pytanie, czy zadanie dane jest algiebraiczne czy przestgpne, przed-
stawia sie roznie, zaleznie od tego, czy rozwazamy zadanie, w ktérym da-
ne sg zmienne, czy stale. W pierwszym przypadku jezeli r6wnania, wy-
razajgce zaleznosci miedzy elementami szukanemi i danemi, s3 przestep-
ne, wtedy zadanie jest przestgpne i niemozliwe jest ogolne rozwig-
zanie algiebraiczne, wazne niezaleznie od wartosci danych.

Jezeli chodzi o zadanie, w ktorym elementy dane sg stale, albo (co
na jedno wyjdzie), jezeli elementy dane moga sie¢ wprawdzie zmienia¢,
ale s3 uwazane jako ustalone w pewien sposob szczegdlny, wiedy trzeba
rozwazy¢, czy réwnania przestepne, wigzace elementy nieznane z danemi,
o ile stuza do wyznaczenia niewiadomych, nie mogg by¢ zastgpione przez
rownania algiebraiczne.

Zapatrujac sie na przedmiot z tego ostatniego stanowiska, mozna
poda¢ w watpliwo$¢ samo istnienie zadan przestepnych (arytmetycznie).
Ta watpliwos¢ sprowadza si¢ do pytania:

Czy istnieja liczby (przestepne), nie czynigce zados¢
zadnemu ro6wnaniu algiebraicznemu o spélczynnikach
wymiernych?

Dopiero po rozstrzygnigciu tego pytania w sposob twierdzacy (w § 3)
zwrocimy sie do innego, od ktorego zalezy kwadratura kola:

Czy liczbe¢ # nalezy umiescié miedzy liczbami prze-
stepnemi?

Powiedzmy odrazu, ze i na to drugie pytanie odpowiedz jest twier-
dzgca (§§ 4, 5, 6); ta odpowiedz zamyka erg bezowocnych usilowan zna-
lezienia droga elementarng kwadratury kota, wykazujac, ze to
zadanie nie da sig¢ rozwiazac¢ ani elementarnie, to znaczy
za pomocg prostych i koét, ani tez przez wykresSlanie
wyzszych krzywych algiebraicznych.

W § 6 znajdzie sig¢ jeszcze rozszerzenie tych rezultatéw na zadanie
ogélne wyprostowania tuku.

W § 7 pomiesciliSmy krotki opis integrafu Abdanka Abakano-
wicza i osiggnietego za jego pomoca rozwiazania graficznego zadania
wyprostowania okregu i kwadratury kola, a w § 8 sa podane niektore
pospolitsze konstrukcje elementarne, stuzace do rozwigzania przyblizone-
go tego zadania. § 9 jest poswiecony rozpatrywaniu niektérych pol, ogra-
niczonych tukami kota i dajacych si¢ elementarnie przeksztatci¢ na kwa-
draty réwnowazne. W § 10 przedstawiliSmy w krotkosci obraz historycz-
ny gtownych poszukiwan nad zagadnieniem kwadratury kota, a § 11 za-
myka te prace wylozeniem dowodu przestgpnosci liczb e i # w postaci
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najprostszej i najelementarniejszej, do jakiej go najnowsze badania spro-
wadzily.

§ 2. Wlasnosci podstawowe liczb algiebraicznych. — Nazywamy
podiug Kroneckera liczbg algiebraiczng kazda liczbe x, ktéra
jest pierwiastkiem rownania algiebraicznego postaci

CoX" + ¢ X" + ey =2 + .+ 6, =0

o spotczynnikach wymiernych; rownanie takie, pomnozone przez odpo-
wiednig liczbe calkowita, moze by¢ zawsze sprowadzone do réwnania
o spolczynnikach catkowitych.

Zauwazmy przedewszystkim, ze z okreslenia tego nie sg wylaczone
pierwiastki réownan algiebraicznych, ktérych spolczynniki sg liczbami
algiebraicznemi, czyli ze powyzsze okreslenie liczby algiebraicznej jest jak
mozna najogoélniejsze; wynika to z twierdzenia nastepujacego:

Kazdy pierwiastek rownaniaalgiebraicznegoospdl-
czynnikachalgiebraicznych jestzarazem pierwiastkiem
rownania algiebraicznego o spoétczynnikach calkowi-
tych.

W rzeczy samej, niech bedzie o pierwiastkiem réwnania

(1) 8 4 e R BENER g o i =)
gdzie a, B,...7 sa liczbami algiebraicznemi, czyli odpowiednio pierwiast-
kami rownan postaci nastepujace;j:
e+ A a1+ A2+ ...+ 4,=0
I ¥+ Bixb—1+ Byat-2+...+ B,=0

2ot Gyt + 0y 32+ L0+ €,=0,

(2)

gdzie wszystkie spotczynniki sg liczbami wymiernemi.
Oznaczmy przez p iloczyn n.a.b..c, a przez o, o,, ... o, wszystkie
iloczyny postaci
!
n'=0,1, 2,..n-1

o, 0. Bbl' 70' I 20, 1, 2’ e i

ktorych liczba jest wlasnie p.
Latwo si¢ przckonaé, ze p iloczynow oo, ww,,..®sn, mozna wyra-
zi¢ w sposob nastepujacy:

Gieometrja. T. II. 17
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00; = k101 + kisng + ... ke’pwp

G=1,2,59),
gdzie wszystkie liczby k,; sa wymierne.
W rzeczy samej, mamy

on; ="t g% BY.. v

Rozréznijmy dwa przypadki:

1° niech bedzie »n'<n—1; wtedy n'+1<mn, a wiec oo; roéwna si¢
jednej z p wielkosci w,, 0,,...0,;

2° niech bedzie n'=n-—1; wtedy n'+1=mn, a zatym o"+!' =o"; ale
poniewaz o jest pierwiastkiem réwnania (1), przeto istnieje tozsamosé

o"= —on" 1 — o2 — . —7,
a zatym:

(3) Ow;= — 01, d.“l+lﬁb'... .((;’ i 4 (0”“20.“’3"[ L .{c’ Lo aa’pb’“. TCI+1-

Wezmy teraz pod uwage pierwszy wyraz drugiej strony tej tozsa-
mosci, czyli
(4) wn-1_ ga/+1, pb’.” .\{c’;

mozemy znowu rozrozni¢ dwa przypadki:
albo @' <a—1, czyli a'+1<a, a wledy ten wyraz réwna si¢ jednej
z p wielkosci
10y e i W
albo tez a'=a—1, czyli a'+1=a, a wtedy a*+!=0%; ale poniewaz
o jest pierwiastkiem pierwszego z réwnan (2), przeto istnieje tozsamosé

0f=—Aat-1—A,a2— ... —A,.

Jezeli wigc w wyrazie (4) podstawimy to wyrazenie zamiast a'+!,
to ten wyraz przedstawi si¢ jako funkcja linjowa jednorodna niektérych
(a mianowicie @) z p wielkosci »,. ®,,...», o spélczynnikach wymiernych.

Poniewaz to samo dotyczy kazdego wyrazu z prawej strony tozsa-
mosci (3), przeto i iloczyn ow; jest funkcja jednorodng linjowa p wielko-
$ci o, w,,...0, o spotczynnikach wymiernych (réznych od zera).

Istnieje przeto p réwnan postaci

00y =k, 0;+ Fyy0y + .+ Fypo,

00y =ky 0, + kyyw,+ ... + Fyp0,

oo, =ky 0, + k0,4 ...+ ky,0,,




— 259 —

gdzie wszystkie spélczynniki k,; sg liczbami wymiernemi. Rdéwnania te
mozna napisaé w sposob nastepujacy:

(Byy — ©)o; +Fyy@, + ... + kypop=0

kyyor + (kyy — 0)0y + ... + kypo0, =0

kpo,+kp0,+ ...+ (ky,— 0)o,=0.

Stad wynika, poniewaz wielkosci ©,, ®,,...®, nie moga by¢ wszyst-
kie zerami, ze liczba ® musi byé pierwiastkiem réwnania

kyy—o ky kg

kg, kyy—w... k,y,

kyy kpy kyp—o

Jestto réwnanie algiebraiczne stopnia p wzgledem ® o spétczynnikach
wymiernych; réwnanie to, pomnozone przez odpowiednia liczbe. catkowi-
ta, sprowadza si¢ do réwnania o spofczynnikach calkowitych. Tym spo-
sobem twierdzenie rzeczone zostato dowiedzione.

Inne twierdzenie, ktéorym czesto si¢ bedziemy posltugiwali, jest na-
stepujace.

Jezeli a, B,...7 sg liczbami algiebraicznemi, wtedy
kazda liczba, utworzona z nich za pomocg dzialan wy-
miernych, jest rowniez algiebraiczna.

Wystarczy dowies¢, ze jezeli o, B sa liczbami algiebraicznemi, to
o
B

Zaczniemy od uwagi, ze z okreslenia liczby algiebraicznej wynika

i wyrazenia a.+§, a—f, a.f, — sa liczbami algiebraicznemi.

bezposrednio, ze jezeli o jest liczbg algiebraiczna, toi —a, ot 1, a—1s3
liczbami algiebraicznemi.

Stosujac teraz twierdzenie poprzednio dowiedzione do réwnania li-
njowego

Br+a=0
o spélczynnikach algiebraicznych o, § znajdziemy, ze —%, a wiec i %
i 3 : :
jest liczbg algiebraiczng, przeto i R a wiec takze a:é:a.@ jest liczba

o : : : . :
=411 e 1 sg algiebraiczne, a wigc row-

8 B

algiebraiczng. Podobnie liczby
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niez i liczby

R

Twierdzenie zostalo wige dowiedzione; moznaby zreszta dowiesé¢ go
niezaleznie od twierdzenia poprzedniego?).

—1).@:&—{3.

§ 3. Dowdd istnienia liczb przestepnych. W paragrafie tym
zajmiemy sie pierwszym z pytan pomieszczonych w § 1, a mianowicie:
czy istnieja liczby nie bedace pierwiastkami zadnego rdéwnania algie-
braicznego o spodlczynnikach wymiernych. Pierwszym, ktéry dowiodt
istnienia takich liczb, zwanych przestepnemi, byl Liouville. Do-
wodzenie Liouville’a, ktore teraz wylozymy w nieco zmodyfikowanej po-
staci, ukazalo si¢ po raz pierwszy w skroceniu w Comptes rendus z r. 1844,
tom 18, str. 883 i 910, a nastepnie, obszerniej, w Journal de Liouville
tom 16 (1851), str. 133 pod tytulem: sur des classes trés étendues
de quantités dont la valeur n'est ni algébrique ni méme
reductible a des irrationelles algébriques.

Zacznijmy od pewnej wlasciwosci liczebnej, ktora wykazuje kazda
liczba algiebraiczna rzeczywista i dodatnia, jezeli zostanie rozwinigta na
utamek ciggly. Niech bedzie x, jakgkolwiek liczbg algiebraiczng, to zna-
czy pierwiastkiem rownania postaci

(1) fX)=ayx"+ax* ! +a,x*2 +..+a,=0

o spolczynnikach catkowitych (§2). Nie zmniejszajac ogdélnosci dowodzenia
mozemy zalozy¢, ze pierwiastki tego réwnania sg wszystkie roézne od sie-
bie; istotnie, gdyby réwnanie miato pierwiastki rowne, wtedy dzielgc je
przez najwigkszy dzielnik wspolny pierwszej strony rownania i jej pierw-
szej pochodnej, moglibySmy osiagnaé urzeczywistnienie naszego zalozenia.

Przypusémy, ze liczba x, jest rzeczywista i dodatnia i ze zostala
rozwinieta na utamek ciagly w sposob nastepujacy:

1
Ty=Po+——3
n _l,_;_‘,..,,.
P1 Pot .
1% 1
.+ N
DPr—1 —I—.

) Oba twierdzenia powyzsze zawdzigczamy Dedekindo wi; por. dodatek
IX, P. G. Lejeune Dirichlet, Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4 wyd. Brun-
Swik 1914,
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gdzie p,, Py, D3y Pi—1, ... przedstawiaja liczby catkowite i dodatnie; niech
bedzie 7, reszta rozwinigcia, jezeli je przerwiemy na mianowniku p,_,;
wtedy 7, bedzie rowniez liczba algiebraiczng (§ 2) rzeczywista i dodatnig,

; . : : 1
a p, bedzie najwiekszg liczba calkowita zawarta w P
k
Jezeli w ogé6lnosci oznaczymy przez

CB
c—,s‘ (S=l, 2, 3,...)
przyblizenie (redukt), ktére otrzymamy, przerywajac ulamek ciagly na
mianowniku p, ,, to otrzymamy podlug znanego prawa tworzenia przy-
blizen

L Gty

’

beagal ST ’ % J
Cr  CypqPrqtCro

jezeli za$ w tym wyrazeniu zamiast p, , podstawimy p, ,+7,, to otrzy-
mamy '

P et Taly
{| s ) ! 3
Cht il
Mamy wiec
0 " / ’
_C; Sri it Gk iR j[c+7k91;217 VR k(ckc e i kck—l)
Co = T =
'k (A S O Y (A L
czyli:
k,
(2) Gk_ e (—l)rk
7 a’o_cl (C’ +’I'C' )
Cx K\ T 1Y -1

Z drugiej strony, jezeli z,, z,,...2,_, s pozostalemi n—1 pierwiast-
kami réwnania (1), ktére podlug zatozenia wszystkie sg rozne od siebie
i od z,, to mozemy napisaé:

f(@)=ay(x — x,) (@ — y)...(x — x,,_,).

e S ; : C; :
Jezeli w tym wyrazeniu zamiast x napiszemy i to dostaniemy
k
(% ) e, C; e,
f(T =ao(+ T xo)(—:L Tt xl) (_r“ o an) ES
G k ¢ k ¢ 4 k

k

n—1,1 m-1 '
_ @l 0,0 €yt +8, 60, +a,CH
= - g
C

Ale wielkosci a, ¢, ¢’ s3 wszystkie liczbami catkowitemi, mozemy

wigc napisaé
c c c C
k k k
a (——«x )(w—x ) (———x X )———
0 crk 0 c/k 1 c/k n—1 clx,

gdzie C jest liczba calkowitg.
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Jezeli k rosnie do nieskonczonosci, to c'k dazy do granicy xz,; po-

k

czawszy wiec od pewnej oznaczonej warto$ci £ wielkos¢ —CT"~ jest zawsze
k

rézna od xz,, x;,..%, ; i mniejsza, co do wartosci bezwzglednej, od pew-
nej wielkosci dodatniej skonczonej; a wigc poczawszy od pewnej wielko-
Sci k liczba catkowita C jest rézna od zera, a zatym, co do wartosci bez-
wzglednej, wieksza lub réowna jednosci, a wyrazenie
6. e
@, (c—,’; —acl) (c—’l;—x”"l)

jest, co do wartosci bezwzglednej, mniejsze od pewnej skonczonej wiel-
kosci dodatniej /; a wiec, co do wartosci bezwzglednej

c 1
k
)15t
(Ck L Clz,
czyli

c

k
—E x>
¢ 27 168

Uwzgledniajac teraz réwnanie (2) dostajemy:

(25 1
7 ’ ST > ma
: ¢1(C'w+ruc’k-1) " le'k
czyli

Cx+7icr—1

P i e

T
a poniewaz ¢’x, ¢';_; s3 wielkosciami dodatniemi, przeto
1
— < le'd;
rk

1
poniewaz zas p, jest najwieksza liczbg calkowitg zawarta w ros przeto do-
k

stajemy ostatecznie
(3) p.<len2.
Ta nieréwnosé przedstawia wtasciwos¢ arytmetyczng, ktéra mieliSmy
ustali¢ dla liczby algiebraicznej z,; mozemy ja tak wypowiedzie¢:
Jezeli rozwiniemy na utamek ciggty pierwiastek
rzeczywisty i dodatni ré6wnania algiebraicznego stop-
nia m o spétczynnikach catkowitych i pierwiastkach
nieréwnych, wtedy kazdy mianownik czgstkowy tego
ulamka ciggtego jest nie wiekszy od iloczynu pewnej
wielkosci statej !, dodatniej i skonczonej, przez potege
(n—2)-gg mianownika reduktu poprzedzajgcego.
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Gdyby$Smy wiec mogli utworzyé taki utamek ciggly postaci
1
Pt
it
W

o mianownikach czastkowych catkowitych i dodatnich, dla ktérego, po-
czawszy od pewnej wartosci k£, warunek (3) niebylby spelniony, jakiekol-
wiekby byly wartosci statej I i liczby catkowitej n, wtedy liczba przed-
stawiona przez ten utamek ciggly nie moglaby by¢ pierwiastkiem zadne-
go rownania o spélczynnikach calkowitych i pierwiastkach nieréwnych,
a wiec nie mogtaby tez by¢ pierwiastkiem zadnego rownania algiebra-
icznego o spélczynnikach wymiernych (§ 2), bylaby przeto liczbg prze-
stepna.

Ot6z utamek ciggly tego rodzaju mozna w rzeczy samej utworzyc;
wystarczy np. utworzy¢ kazdy mianownik czastkowy pr w taki sposéb,
azeby byla spelniona zalezno$¢

n=ct k=1, 2, 3,..).
W rzeczy samej, jakakolwiek warto$¢ otrzymajg n i I, liczba k, wzrasta-
jac, musi przewyzszy¢ n; ale jezeli & wzrasta, to i liczba ¢’y wzrasta do
nieskonczonosci; mozemy wiec byé pewni, ze poczawszy od pewnej war-
tosci £ bedzie

k>mn, ¢'?>1.

Wskutek pierwszej z tych dwuch nieréwnosci bedzie

n—9

pe>ei. e,
a wskutek drugiej a fortiori
PRaloeNn

Poniewaz wigc, jakiekolwiek sg wartosci I i 7, mozna znalez¢ taka
warto$¢ k, ze poczgwszy od te] wartosci nieréwnosé (3) nigdy si¢ nie
spetnia, przeto liczba przedstawiona przez tak utworzony utamek cigglty
- jest liczba przestepna.

Zauwazmy, ze doszlibySmy do tego samego wyniku, gdybysmy obrali

_pk>61;k (k:‘l’ 2’ 3"");
z te] dowolnosci okazuje si¢ mozliwosé¢ utworzenia nieskonczenie wielu

liczb przestepnych; tak wigc twierdzenie Liouvillea zostalo dowie-
dzione.

Z badan klasycznych G. Cantora') nad wlasnosciami zbioréow

1) Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffs aller reellen algebraischen Zahlen,
Journ. f. Math. 77 (1873).
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liczb algiebraicznych wyplywa nowy dowdd istnienia liczb przestepnych
o wiele prostszy i naturalniejszy od dowodu Liouvillea.

Przedstawimy tu dowod Cantora, trzymajac sie tatwego sposobu,
w jaki ten dowod zostal wylozony przez F. Kleinal).

Zbior nieskonczenie wielu elementéw (np. liczb) na-
zywa sig przeliczalnym, jezeli jego elementy moga byé
jedno-jednoznacznie podporzadkowane liczbom szeregu
naturalnego 1, 2, 3, ...

A wiec zbiér elementéow nazywa sie przeliczalnym, jezeli jego ele-
menty moga by¢ uporzadkowane, podlug jakiegokolwiek prawa, w jeden
ciag, w ktérym kazdy element otrzymuje miejsce z oznaczong liczbg po-
rzadkowq.

Dowiedziemy teraz, ze wszystkie liczby algiebraiczne rzeczywiste two-
rza zbidr przeliczalny, czyli:

Zbidér liczb algiebraicznych rzeczywistych i zbiér
liczb calkowitych dodatnich moga by¢ sobie podporzad-
kowane jedno-jednoznacznie.

Wszystkie liczby algiebraiczne rzeczywiste otrzymuje sie przez wy-
znaczenie wszystkich pierwiastkow rzeczywistych wszystkich réwnan nie-
przywiedlnych postaci

ay0" + a,0" 1 + .+ a,=0,

zakladajac, ze spélczynniki a,, a,,...a, sa liczbami calkowitemi wymier-
nemi pierwszemi wzgledem siebie, a a, rézne od zera i dodatnie.

Nazwijmy wysokoscia liczby algiebraicznej, bedacej pierwiast-
kiem powyzszego réownania, sume

(4) N=(m—1)+ay+|a;| + |a| + ... + @],

gdzie |ay| oznacza warlo$¢ bezwzgledng spolczynnika ay.

Widoczng jest rzeczg, ze kazdej przepisanej wartosci N odpowiada
liczba skonczona liczb algiebraicznych. W rzeczy samej, wskutek (4)
n nie moze przewyzszaé N i jezeli obierzemy N, n, wiedy a,, |a,|, |a,, .,
la,|, jako liczby calkowite dodatnie, moga byé wyznaczone tylko skon-
czong liczbg sposobow; tak wige do wartosci danej N nalezy tylko skon-
czona liczba réwnan, z ktérych nalezy uwzglednié tylko réwnania nie-
przywiedlne; przeto do wartosci danej N nalezy tylko liczba skonczona
liczb algiebraicznych.

Liczby algiebraiczne rzeczywiste mozna wigc uporzadkowa¢ w gru-

) Vortrdge iiber ausgewdhlle Fragen der Elementargeomefrie. Ausgearbeitet
von F. Tagert. Leipzig 1895,




— 265 —

py podiug ich rosngcej wysokosci, a liczby tej samej grupy, czyli tej sa-
mej wysokosci (w liczbie skonczonej) moga by¢ uporzadkowane podtug
swojej wielkosci. Tak wiec wszystkie liczby rzeczywiste algiebraiczne mo-
ga byé uporzadkowane w jeden cigg, w ktérym kazda z nich otrzymuje
miejsce oznaczone, a zatym liczby algiebraiczne rzeczywiste stanowig zbiér
przeliczalny, c. b. d. d.

Obrawszy jakikolwiek zbidér przeliczalny liczb rzeczywistych, wezmy
pod uwage wszystkie liczby rzeczywiste przedstawione przez punkty do-
wolnie matego odcinka osi rzeczywistej; dowiedziemy, ze miedzy niemi
jest zawsze nieskonczenie wiele takich liczb, ktore nie nalezg do danego
zbioru przeliczalnego.

W tym celu wyobrazmy sobie, ze liczby tego zbioru zostaly napi-
sane pod postacia utamkoéw dziesigtnych; jezeli w ktérymkolwiek z tych
utamkoéw, poczawszy od ktérejkolwiek jego cyfry, wszystkie nastepne sg
dziewigtkami, wtedy liczba odpowiednia réwna sig liczbie dziesigtnej skon-
czonej, azeby wiec unikngé¢ tego dwojakiego sposobu oznaczania umoéwi-
my sie, ze wylaczymy ciagi nieskonczenie wielu dziewiatek.

Latwo teraz utworzyc liczbe rzeczywista nie nalezaca do rozpatry-
wanego zbioru, jakkolwiek zblizone do siebie beda granice, miedzy kto-
remi ta liczba ma byé¢ zawarta.

W rzeczy samej, jezeli te granice sa oznaczone np. przez to, ze da-
jemy pierwszych pie¢ cyfr dziesietnych liczby, wtedy wystarczy obraé ja-
ko szdsta cyfre rozng od 9 i rozng od széstej cyfry dziesietnej pierwszej
liczby zbioru, jako siédma cyfre rézng od 9 i rézna od siédmej cyfry
drugiej liczby zbioru i t. d. Tak utworzony utamek dziesigtny przedsta-
wia liczbg, ktéra oczywiscie nie nalezy do rozpatrywanego zbioru przeli-
czalnego, a poniewaz wyznaczajac kazda cyfre¢ dziesigtng, oprocz danych,
mozemy wybiera¢ z posréd 8 cyfr, przeto otrzymamy w kazdym dowol-
nie malym przedziale osi rzeczywistej nieskonczenie wiele liczb nie nale-
zgcych do omawianego zbioru.

Jezeli wige za ten zbiér przeliczalny przyjmiemy zbiér liczb rzeczy-
wistych algiebraicznych, to zostalo dowiedzione, ze w kazdym przedziale
rzeczywistym dowolnie malym istnieje nieskonczenie wiele liczb prze-
stepnych.

§ 4. Twierdzenie przybrane Weierstrassa. Musimy teraz rozpa-
‘trze¢ drugie pytanie pomieszczone w § 1, pozostajace w zwiazku z za-
gadnieniem mozliwosci elementarnego rozwigzania zadania kwadratury
kota; a mianowicie musimy rozstrzygna¢, czy liczbe m nalezy pomiescic
migdzy liczbami algiebraicznemi czy przestepnemi. To pytanie rozwigzal
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w roku 1882 Lindemann?); opierajac si¢ na badaniach, za pomoca
ktérych Hermite?) (1873) dowiodd, ze liczba e (zasada logarytméw na-
turalnych) jest przestepna, Lindemann znalazt dowdd, ze liczba © jest
rowniez przestepna.

Dowéd Lindemanna zostal nastepnie znacznie uproszczony przez
Weierstrassa?®) i zarazem uogdlniony, tak ze postuzyl do dowiedze-
nia twierdzenia ogé6lniejszego, wypowiedzianego przedtym przez Linde-
manna. Z twierdzenia tego wynika nietylko, ze liczby e i &= sa prze-
stepne, ale rowniez, jak to zaznaczyl! Weierstrass, ze jest przestepny
kazdy tuk kota, ktérego cigciwa wyraza sig algiebraicznie za pomocg pro-
mienia; tym sposobem zostalo rozstrzygnigte zagadnienie mozliwosci wy-
konania elementarnego wyprostowania okregu albo jakiegokolwiek tuku
kota. :

Zaczniemy od twierdzenia przybranego, na ktérym opiera si¢ We-
ierstrass, azeby dowie$¢ przestepnosci liczby = i ogdlnego twierdzenia
Lindemanna. :

Niech beda f(2) i h(2) dwa wielomiany stopni n#+1 i » wzgledem
zmiennej z:

& { f(&) =apz"t' + a2 + ...+ @pZ + Ay 1

hz)=cne"+Cu-12" 1 +..+ ¢ 2+ 63
wielomian f(¢) niech bedzie tak wybrany, azeby ré6wnanie f(2¢)=0 nie mia-
to pierwiastkéw réwnych, natomiast spélczynniki wielomianu A(2) sa cat-

kiem dowolne.
Z tych dwuch wielomianéw tworzymy funkcje

(2) F(z):%z)—m, (m calkowite dodatnie)

ktérej stopien jest p=n-+m(n+1), i rozpatrujemy funkcje
6 2)=F(2) + F'(2) + F"'(2) + ...+ F¥)(2),
oznaczajac za pomocyg kresek u gory kolejne pochodne funkeji F(2).
Funkcja ¢(2) jest tego samego stopnia, co F(2), a wiec stopnia
p=mn+ m(n+1); roézniczkujac obie strony- réwnania (3) wzgledem 2
i uwzgledniajac, ze F+1(2) =0, dostajemy
¢ =F'()+F"@)+F"(2)+... + FP)().

1) Ueber die Ludolphsche Zahl. Berichte der Berliner Ak. d. Wiss. 1882.

?) Sur la fonction exponentielle. Comptes rendus, vol. 77.

%) Zu Lindemanns Abhandlung iiber die Ludolphsche Zahl, Berliner Berichte
1885,
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Odejmujac réownanie to od poprzedniego stronami odpowiedniemi,
znajdziemy

#(&) —¥'(2) = F(2),

h(Z) (Z)’”

albo wskutek (2):
(4) ¢() - ¢'(e) =

Przypusémy teraz, ze spolczynniki ¢; funkeji A(2) nie sa wszystkie
zerami, ze wiec A(2) nie jest tozsamosciowo zerem; wynika stad, ze i 9(2)
nie moze by¢ tozsamosciowo zerem; ¢(z) nie moze tez zawiera¢ f(z) jako
czynnik, gdyz w przeciwnym razie moglibySmy zalozy¢, ze

#(2)=3().f(2)",

gdzie 9(2) jest wielomianem niepodzielnym przez f(2), a p<m+1. Ale to
nie jest mozliwe, gdyz réwnanie (4) przyjeloby wtedy postac

{&(Z) ¥(2)} . f(Z)P_p 3(2) . /‘(Z)p—l ()= h_(z_)__f(z—)'"
czyli
050110400 ML,

wyraz p.%(2).['(¢2) musialby by¢ podzielny przez f(2); ale ¥(2) podiug
zalozenia nie jest podzielne przez f(2), a f'(¢) nie moze mie¢ czynnika
wspoélnego z f(2), gdyz réwnanie f(2)=0 niema, podlug zalozenia, pier-
wiastkéw rowpych. A wiec iloczyn p.9(2).f'(¢) nie moze byé¢ podzielny
przez f(z), a wiec i ¢(2) nie moze byé pedzielne przez f(2).

Zauwazmy teraz, ze rézniczkujac kolejno F(z) wzgledem 2, dostanie-
my jako pierwsza, ktéra nie jest podzielna przez f(2), pochodna m-ta; ta
pochodna sktada si¢ z wyrazéw podzielnych przez f(z) i jednego tylko
wyrazu h(z).f'(2)" nie podzielnego przez f(z). Ten wyraz jest funkcja cat-
kowita wymierna wzgledem

CBGTRAR T SRR O R TR IR AR

o spolezynnikach calkowitych, linjowa i jednorodng wzgledem wielkosci
¢ i stopnia (m+1)n wzgledem 2. Analogicznie we wszystkich kolejnych
pochodnych funkcji F(2), az do pochodnej p-tej, wyrazy niepodzielne
-przez f(2) sa funkcjami catkowitemi wymiernemi wzglgdem

& 050 o By Bt By B

o spotczynnikach catkowitych, linjowemi i jednorodnemi wzgledem wiel-
kosci ¢, stopnia nie przewyiszajacego (m+1)n wzgledem 2z, Jezeli wige
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w wyrazeniu ¢(2), danym przez wzér (3), polaczymy wszystkie wyrazy
zawierajace czynnik f(2), to mozemy napisac:

%) #(2) = K(2) . [(2) + H(2),

gdzie K(z) jest wielomianem wzgledem 2z, a H(z) funkcja calkowita wy-
mierna wzgledem
A U e U PR (o el

o spélczynnikach catkowitych, linjowa i jednorodng wzgledem wielkosci
¢, stopnia (m+1)n wzgledem 2; H(z) nie moze by¢ tozsamoSciowo zerem,
gdyz ¢(z) nie jest podzielne przez f(2).

Pomnoézmy teraz H(z) przez a,”", a nastgpnie podzielmy przez f(2),
prowadzac dzielenie algiebraiczne, dopdki to mozliwe; dostaniemy jako
iloraz wielomian wielkosci 2z, a jako reszte funkcje g(¢) calkowita wymier-
na wzgledem

205 s O G e ey,

o spolczynnikach catkowitych, linjowg i jednorodng wzgledem wielkosci
c i stopnia nie wyzszego od n wzgledem ¢z; tak wigc zaleznos¢ (5) mozna
napisa¢ pod postacig nastepujaca:

(6) a,"" 9(2) = G(2) . 1(2) + 9(2),

gdzie G(z) jest wielomianem wzgledem 2, a ¢(2) ma wlasnosci wyzej wy-
szczegdlnione i oprécz tego nie moze byé tozsamosciowo zerem, podobnie
jak H(z). :

Poniewaz wreszcie g(z) jest funkcja linjowa i jednorodng wzgledem
o> C15.-Cn, DPrzeto mozemy ja przedstawi¢ jako sume n+1 wyrazéw
w sposob nastepujacy:

n

&)= Denz),

=0
gdzie n+1 funkeji gi(2) sa funkcjami calkowitemi wymiernemi wzgledem
2, 4, @y,...4,.1 0 spélczynnikach calkowitych, stopnia nie wyzszego od n
wzgledem z; dostaniemy wiec wskutek (6):

() ag™ () =) . f(2) + Deigd2).
=0
Wezmy teraz pod uwage catke nieoznaczong
e—*. F(2)dz

i zastosujmy kolejno p.+1 razy catkowanie przez czesci, pamigtajac, ze
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Fl+(z) =0; znajdziemy
[e-2Pe)az= ~e-2{F@) + F/@) + ..+ FE),
a wskutek (3):t
fe— Zf(2)de = —e—*y(2).

Mnozgc obie strony tej rownosci przez a,™* i uwzgledniajae (2) i (7),
dostaniemy

“Ta. 2 f(2) ™ -
J [J%l]“ We)e%de = — e 2G(2) . f(2) -—e*zzoci 9:(2).

Niech teraz 2/, 2’ beda dwoma pierwiastkami rownania f(2) =0, kto-
re podtug zalozenia ma wszystkie pierwiastki rozne. Catkujac w ostatnim
wzorze wzdtuz jakiejkolwiek drogi na plaszczyznie zmiennej zespolonej z
od 2 do 2’ i uwzgledniajac, ze

: (&) =f(") =0,
dostaniemy

n n

6—2”2 igi(2") — e 2&:9& # V= J M*(!Z)Tn h(z)e~*de .
zl

=0 =0 m

Poniewaz zas

n

h(2) =2 €2,

=0

przeto zaleznosé ta jest linjowa i jednorodna wzgledem wielkosci ¢;, a po-
niewaz te wielkosci sa dowolne, przeto rozpada si¢ na n+1 réwnan na-
stepujacych:

.Z“ n m
(8) e~ .g(2")—e i) = —J (4, 72(13)1 Ze *dz
Z,

(=01 12250 7).

Liczba m pozostawala dotychczas nieoznaczona, a funkcje gi(2) zale-
zg tylko od tej liczby, jakkolwiek tego wyraznie nie méwiliSmy.
: Dowiedziemy teraz, ze jezeli m rosnie do nieskonczonosci, to war-
tosci bezwzgledne calek, wystepujacych w powyzszych réwnaniach (8) po
prawej stronie, dazg do granicy zero. W rzeczy samej, wzdluz drogi cal-
kowania, ktérej dlugos¢ oznaczymy przez I, niech bedzie M najwigksza
wartosciag bezwzgledng iloczynu #¢.e=%, a M’ najwieksza wartosica bez-
wzgledng iloczynu a,".f(z). Wartos¢ bezwzgledna calki pozostaje zawsze
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mniejsza od _7%‘_—'1; ale jezeli m rosnie do nieskonczonosci, wtedy wiel-

!

kosé

oy dazy do granicy zero, podczas kiedy M i I pozostaja statemi;

a wiec i warto$¢ bezwzgledna catki dazy do granicy zero i tak samo be-
dzie z pierwszemi stronami réwnan (8) jeszcze i wtedy, jezeli zostana po-
mnozone przez e#+z',

Ostatecznie wigc mozemy powiedzie¢, ze jezeli m ros$nie do nieskon-
czonosci, to wyrazenia

e# . gi(@")—e¥". g(e"), (=0, 1, 2,...n)

dazg do granicy zero.

Mozna przeto zalozyé, ze liczba m zostala obrana tak wielka, ze war-
tosci bezwzgledne wszystkich tych wyrazen sg mniejsze od dowolnie obra-
nej, jakkolwiek matej liczby dodatniej o.

Jezeli teraz oznaczymy przez z,, 2,,..2, wszystkie pierwiastki row-
nania f(¢2)=0, ktére to pierwiastki podilug zalozenia sa rézne od siebie,
i jezeli zalozymy, ze wszystkie spolczynniki tego réwnania s liczbami
catkowitemi, to wypadnie stad, ze i n+1 funkcji ¢,(¢) sa funkcjami cal-
kowitemi wymiernemi zmiennej z o spolezynnikach catkowitych, a sto-
sownie do tego, co bylo moéwione, mozna zawsze wybraé na m wartos¢
dos¢ wielka, azeby wartosci bezwzgledne wyrazen

i e ( 1=0,1, 2,..% )
Bty 2l 2o B B T

byly wszystkie mniejsze od liczby dodatniej s dowolnie mafej.
Dowiedziemy teraz, ze n+1 funkecji g,(2), 9,(2), ... gu(¢), oprocz wias-
no$ci juz poznanych, maja jeszcze wlasnos¢ nastepujaca: wyznacznik

90(20) 91(20) - gn(2,)

e 90(21) 91(21) - gu(2y)

90<ZN) yl(zﬂ) y"(z”)
jest rézny od zera.

Istotnie, gdyby ten wyznacznik rownal si¢ zeru, wtedy istniatoby

n+1 zaleznosci
n

Degiz)=0 (k=0, 1, 2,...n)

=0

dla takich wartosci ¢,, ¢;,...c,, ktére nie s3 wszystkie zerami; przeto
funkcja
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9(2) ‘—"2%‘7:‘(2),
i=0
ktérej stopien wzgledem z nie przewyzsza n, musialaby przyjaé wartosé
zero dla n+1 réznych wartosci 2, musiataby wigc byé tozsamosciowo ze-
rem, w przeciwienstwie do tego, co bylo wyzej dowiedzione.

Reasumujgc to wszystko, czegosmy dowiedli w tym paragrafie, mo-
zemy wypowiedzie¢ twierdzenie przybrane Weierstrassa w sposob
nastepujacy.

Jezeli f(z) jest funkcjg catkowita wymierng stopnia
n+1 zmiennej z o spélczynnikach calkowitych i pier-
wiastkach ¢,,2,2,,..2, wszystkich roznych od siebie, wte-
dy mozna utworzyé¢ uktad n+1 funkcji

90(2), 91(2), ... gu(2)

catkowitych wymiernych zmiennej 2 stopnia nie prze-
wyzszajgcego n, ktérych spoélczynniki sg catkowite i ta-
kich, azeby wyznacznik wielkos$ci gi(z) byl rézny od zera,
a kazda zrdznic
=0, 102 . on
O 9u(20) — - 94(21) (Ic:(), 1 2,...7;)

zeby miata wartos¢ bezwzglegdng mniejsza od dowolnie
obranej jakkolwiek matej liczby dodatniej o.

§ 5. Dowodzenie twierdzenia ogéinego Lindemanna. Opierajac
si¢ na twierdzeniu przybranym paragrafu poprzedniego, Weierstrass
dal dowdd ogdlnego twierdzenia Lindemanna; dowdd ten wylozymy
teraz, trzymajac si¢ rozprawy oryginalnej, podanej wyzej.

Zaczniemy od nastegpujacego twierdzenia, od ktérego przez stopnio-
we rozszerzanie dojdziemy z tatwoscia do ogolnego twierdzenia Linde-
manna.

4y Jezeli &, 2,
nia algiebraicznego

., stanowig » pierwiastkéw réwna-

(1) '+ exr 4. +6.=0

stopniaro spélczynnikach wymiernych i pierwiastkach
nieré6wnych, i jezeli N,, N,,..N, stanowig » liczb catko-
witych, z ktorych jedna przynajmniej jest r6zna od ze-

»
ra, wtedy suma zN;.ewi jestréozna od zera.
i=1
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Wyobrazmy sobie, ze liczby xz,, x,, ...z, zostaly w taki sposéb upo-
rzagdkowane, ze cze$¢é rzeczywista ktorejkolwiek z nich nie przewyzsza
czesci rzeczywiste] zadnej liczby poprzedzajacej; moze si¢ wtedy zda-
rzy¢, ze w szeregu liczb xz,, «,, ..., okaze si¢ grupa nastepujacych po so-
bie liczb, majacych czesci rzeczywiste rowne; zalozymy, ze w takim przy-
padku liczby tej grupy zostaly uporzadkowane podiug malejgcych spot-
czynnikow czesci urojonej.

W tym zalozeniu réznice xz,—x,, &,—Zj,...%,_1—,, olrzymywane
przez odjecie od ktorejkolwiek z tych liczb ktorejkolwiek z liczb nastep-
nych, maja cze$¢ rzeczywista dodatnig, albo tez cze$¢ rzeczywista rowna
zeru a dodatni spoélczynnik czesci urojonej.

Wrynika stad, ze jezeli @, b,...0 sa liczbami jakkolwiek wybranemi
z posréd 7 liezb 1, 2,..7 i jezeli o, B,..\ sa réwniez liczbami wybrane-
mi z posrod 1, 2, ...r, ale takiemi, ze

a=o, b=Rsl =)
wtedy wielkos¢
(Za+Zo+ o+ 1) = (g, + g+ o +2y) =

=(%a— &) + (@ — ) + oo + (T1 — X))

nie moze by¢ zerem, czyli Ze suma x,+x,+..+2; nie moze si¢ rownac
sumie x,+ x[3+ 2.
Oznaczmy teraz przez X’ sume

r
=1

a przez X", X',... X wszystkie inne sumy, ktére powstajg z tej sumy
przez zastosowanie wszystkich mozliwych przestawien liczb N, N,, ... N,.
W takim razie k=1!, a kazdej sumie X® mozna nada¢ posta¢ takg:

XO= D NOe, (s=1, 2,..%)
=1

gdzie N,®, N,® ... N,® oznacza jedno z k przestawien r liczb N,, N,, ... N,.
Utworzmy teraz iloczyn

P X Xt XU

jezeli dowiedziemy, ze ten iloczyn jest rézny od zera, wtedy i suma
.

X':EN,-.exi, ktora jest jednym z jego czynnikéw, bedzie z konieczno-
=1

$ci rézna od zera, a tym samym twierdzenie 4) zostanie dowiedzione.
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Mozna napisaé

i . ' r
X X ¢ X
= EN,,’e °, EN,,”e L E N®e
a=1 b=1 =1

albo kréce;j:

(2) P= > N/N,..N@eatovt=a
8y By b=1

(a by e 2, 00)

Pomiedzy wszystkiemi warto$ciami, jakie moze przybraé¢ suma
Lo+ Tyt ... %7

dla wszelkich mozliwych uktadéw wartosci wskaznikéw, liczba wartosci
réoznych od siebie bedzie n+1; oznaczajac te wartosci przez z,, 2,...2,
mozemy prosciej napisac:

2
(3) P=Y C,e™,
p=0
gdzie dla kazdej wartosci p. mamy

%) Com 2 NN . N,
a, by ..l

przyczym suma rozcigga sie na te wszystkie uktady wartosci a, b,...1, dla
ktérych za+axp+.... + =2 e

Eatwo teraz zauwazyc€, Ze z posrod n+1 wielkos$ci Cp jedna przy-
najmniej jest rézna od zera; w rzeczy samej, poniewaz w grupie » liczb
N,, N,,... N, jedna przynajmniej jest rézna od zera, przeto w kazdym
z k przestawien tej grupy

N,®, N,®, .. N,®
istnieje pierwsza liczba rézna od zera; niech taka liczbg bedzie N, dla

pierwszego przestawienia, Ng” dla drugiego, ... N;® dla k-tego; wtedy po-
dlug (2) bedzie

No/ Ny'"... N®e®at 2Tt %)
jednym z wyrazow, tworzacych P.
Jezeli
NJ/N,”... NjwgaT @yt 2
Geometrja. T. II. 18
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jest jakimkolwiek innym wyrazem wyrazenia P, majgcym spo6tczynnik
rézny od zera, to
a=o0, b=8,...I1=),

a wiec, dziegki sposobowi, w jaki od poczatku zalozyliSmy, ze liczby
Zy, Zy,...2, zostaly uporzadkowane, nie moze by¢ suma z,+x,+...+x
réwna z,+xg+ ...+ . Spotezynnik Na’NB”... N,® jest przeto jedng z wiel-
kosci Cp, a wiec miedzy temi wielkosciami jest jedna przynajmniej réz-
na od zera.

Mozemy teraz utworzy¢ funkcje f(2) calkowita wymierng zmiennej 2,
stopnia n+1, o spotczynnikach catkowitych, majgca za pierwiastki n+1
wielkosci 2, 2z;,...2,.

W rzeczy samej, wezmy pod uwage iloczyn wielkosci

2—(Xa+xp+...+xr), (a, by...1=1, 2,...7);

ten iloczyn jest funkcja calkowita wymierng zmiennej 2; spélczynniki tej
funkcji sa funkcjami calkowitemi symetrycznemi o spéfczynnikach catko-
witych » pierwiastkow z,, x,,.. 2, rownania (1); spolczynniki te s3 wiegc
funkcjami wymiernemi spoélczynnikéw réwnania (1), sa przeto liczbami
wymiernemi. A wigc iloczyn rozpatrywany jest funkcjg catkowita zmien-
nej z o spotczynnikach wymiernych; ten iloczyn staje sie zerem tylko
dla z=2,, #,...2,; jezeli wiec podzielimy te funkcje przez najwiekszy
dzielnik wspdlny tej samej funkecji i jej pierwszej pochodnej, wtedy ilo-
raz bedzie funkcja calkowilg zmiennej z stopnia n+1, a mnozgc ten ilo-
raz przez odpowiednig liczbe calkowity, dostaniemy funkcje

(&)= ae"tt +ae"+ ... + @iy

calkowita wymierna, stopnia n+1 wzgledem 2, o spélczynnikach catko-
witych, stajaca sie zerem tylko dla z=z,, 2,,...2,.

Wypada nam teraz zastosowa¢ twierdzenie przybrane, dowiedzione
w paragrafie poprzedzajacym. Wychodzac z réwnania

At +a e+ ..+ appr =0

o pierwiastkach réznych z,, 2,,...2,, mozna utworzy¢ uktad n+1 funkcji
90(2), 91(2), ... gu(2) calkowitych wymiernych wzgledem 2, stopnia nie prze-
wyzszajacego 1, o spolczynnikach calkowitych i takich, Ze wyznacznik
wielkosci g‘(z}k) jest rézny od zera, a kaida rdznica

2, P02
et glz,) — . gdz,)

w=0,1, 2, ..n




— 275 —

ma warto$é bezwzgledna mniejszg od dowolnie obranej, jakkolwiek ma-
tej, liczby dodatniej o, czyli
2 4 g=—=081-29 on

(5) e g‘(z‘)) SEth ot g'(zp') i eip'o, o= 0, 1’ 27 A
gdzie wszystkie wielkosci ¢;, maja warto$¢ bezwzgledng mniejsza od jed-
nosci.

Pomnézmy teraz obie strony réwnania (3) przez e~%.g,(z,); dosta-
niemy % +1 réwnan

m

e=%.g9i2,) . P= 2 Cu. 7% g()
=0

(Z‘=03 17 27"' n);
ale wskutek (5) mamy

€V gilee) =gizp) + e m. Sip. 0

(7, =0, 1, 2,...n);
a zatym:

(6) e .‘)’i<zo) : PZE CPgi(ZP-> +e%.0. Eeip. 2 CP‘
=0 p=0

=012, Lin)

Dowiedziemy teraz, ze n+1 sum

D Cu.gle), (=0, 1, 2,..m)
=0

sg liczbami wymiernemi, z ktérych jedna przynajmniej nie jest zerem.
Wystarczy w tym celu dowies¢, ze sumy powyzsze sg funkcjami sy-
metrycznemi catkowitemi pierwiastkow z,, ,,...x, rownania (1). Istotnie,
jezeli oznaczymy przez &, &,,..§, zmienne niezalezne od siebie, wtedy
iloczyn

A ” r g
’ E. 17 E. A E.
Z N/é “.}_‘:Nb oo 12‘1 N®et
b= =

a=1
‘a wiec i suma

D Mgt o
a,b,..1

bedzie funkcja symetryczng zmiennych §,, §,,...&,; tak samo bedzie wigc
z sumg
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2 Na,Nb”"' M(k)(&a + &b + ...+ El)ma

a,b,..1

gdzie m jest jakakolwiek liczbg calkowita. Zakladajac wiec §, =,

n
&y =x,y,..5,=x,, znajdziemy, ze wszystkie wielkosci ZCMH"' sg liczbami
p=0
wymiernemi, a zatym i wszystkie wyrazenia

2 OP"gi(ZP‘)) (7’:07 I L ’I’L)

p=0
sg liczbami wymiernemi. Oprocz tego przynajmniej jedno z nich musi
byé rozne od zera; w rzeczy samej, gdyby bylo

D Ch. gz =0, (i=0,1,2,..n)
p.=0

to poniewaz nie wszystkie C). s zerami, przeto musiatby byé zerem wy-
znacznik wielkosci gi(zp), co by¢ nie moze, ze wzgledu na sposéb, w jaki
zostaly utworzone funkcje gi(2). Mozemy wreszcie pomnozy¢ wszystkie
liczby wymierne

D Co.gilen), (=0, 1, 2,...m)
p =0

przez odpowiednio wybrang liczbe catkowita M tak, azeby te liczby za-
mienily si¢ na n+1 liczb calkowitych

Qo5 Qs Qs

z ktérych jedna przynajmniej jest rézna od zera. Na zasadzie poprzed-
niego twierdzenia przybranego mozemy jeszcze zalozyé, ze obraliSmy do-
statecznie matg wielkos¢ s tak, azeby kazda z wielkosci

n

M,B_ZU.O.E E’l:p.'CP‘; (?:=0, 1,...71/)
p=0

stata sie¢ rowna pewnej wielkosci 7, ktérej warto§¢ bezwzgledna jest
mniejsza od jednosci. Zaleznosci (6) przyjmuja teraz postaé nastepujaca:
M.e%.9(2) . P=G+ % (120,78 2,..m);

ponjewaz za$ z liczb catkowitych @; jedna przynajmniej jest rézna od
zera, a wszystkie wielkosci 7; maja wartos¢ bezwzgledng mniejszg od jed-
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nosci, przeto jedna przynajmniej z wielkosci
Me=%.g42,). P (:=0, 1, 2,...m)

jest rézna od zera. A zatym iloczyn P, a wskutek tego i suma
n

Nie®i, ktéra jest jego czynnikiem, rézni sie od zera; tym sposobem
$=1
twierdzenie A) zostalo dowiedzione.
Z tego twierdzenia wyprowadzimy ogdlniejsze i dojdziemy stopniowo
do twierdzenia Lindemanna.
B) Jezeli », z,,...z, stanowig » pierwiastkéw (r6znych
od siebie) rownania algiebraicznego

2 +ex"14+..+¢.=0

stopnia r o spélczynnikach wymiernych i jezeli -N
N,,..N, stanowig » liczb wymiernych, z ktérych jedna

przynajmniej jest r6zna od zera, wtedy suma zN.-emi jest
=1

rézna od zera.
r
W rzeczy samej, wystarczy pomnozyé ZN.e’”i przez odpowiednig
=1

liczbe calkowita, azeby powréci¢ do warunkéw twierdzenia A).
Z twierdzenia B) przez podstawienie

z,=0, 2,=1,..2,=r-1

wypada w szczegélnosci twierdzenie Hermite’a, a mianowicie: Liczba
e¢nie moze by¢ pierwiastkiem zZadnego réwnania algie-
braicznego

N1+ N,_qer2+..+N,;=0

ospoiczynnikach wymiernych.

Przystepujemy teraz do dowiedzenia twierdzenia:

C) Jezeli z;, x,,..x, stanowig » liczb algiebraicznych
ré6znychi niezaleznych od siebie, to znaczy takich, kto-
re nie sg pierwiastkami tego samego réwnania algiebra-
icznego stopniaro spoétczynnikach wymiernych;i jezeli
‘N, N,,.. N, stanowig r liczb wymiernych, z ktérych jedna

*

przynajmniej jest rézna od zera, wtedy suma EN.'ew" jest
=%

ré6zna od zera.

W rzeczy samej, mozemy zalozy¢, ze x,, ®,,..%, sa pierwiastkami
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tego samego rownania algiebraicznego stopnia s>7 o pierwiastkach nie-
réwnych i o spétczynnikach wymiernych; to réwnanie, oprécz pierwiast-
kéow x,, x,,...x,, ma jeszcze inne pierwiastki .1, ®ry2,..2,. Jezeli teraz
N,, Ny,... N, Ny;1,.. N, stanowig s liczb wymiernych takich, ze przy-
najmniej jedna z 7 pierwszych z posrdd nich jest rézna od zera, a N, 1=

8
=N,42=..=N,=0, to na zasadzie twierdzenia B) suma EN.-exi, zawie-
=1

rajagca s wyrazéw, musi byé rézna od zera; ale poniewaz ostatnie s—7r

wyrazow tej sumy sg zerami, przeto i suma ZN.-exi, zawierajaca r wyra-
=1
zO6w, musi byé rézna od zera, przez co twierdzenie C zostato dowiedzione.
Teraz latwo juz dowie$¢ ogolnego twierdzenia Lindemanna, kté-
re oznaczymy literg D).
D) Jezeli z,, z,, ©5,..2, stanowiag r liczb algiebraicz-
nych jakichkolwiek, réznych od siebie, a N;, N,,.. N, sta-
nowig » liczb algiebraicznych, z ktérych jedna przynaj-

r
mniej jest r6zna od zera, wtedy suma EN,-exi jest zawsze
t=1

rézna od zera.

W rzeczy samej, N;, N,,.. N, mozna uwaza¢ jako pierwiastki row-
nania algiebraicznego stopnia s=» o spotczynnikach wymiernych. Niech
beda N,, N,,..N,, N,i1,.. N, wszystkiemi pierwiastkami tego réwnania
mozemy zalozyé, ze migdzy niemi niema wiecej niz r—1 réwnych zeru.
Tworzymy wszystkie polaczenia z s elementéw N, N,,.. N, branych po 7;
ich liczba jest

k=s(s—1)(s—2)..(s—7r+1).
Te polaczenia mozemy tak oznaczyc:
1,’ 2” 039 Nr’
1//, N2II, i erl

N,®, N,®, ..., N,®,

Stosownie do zalozenia, w kazdym z tych polgczen jest jedna przy-
najmniej liczba rézna od zera. Utworzmy teraz wszystkie sumy

»

SR umt, 200y

=1
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jedng z nich jest suma

:

i=1

o ktérej postaramy si¢ dowies¢, ze nie moze byé¢ zerem. Wezmy pod

uwage iloczyn
r [
P:_z Na’ ZN 1" wb EM(k)ewl’
a=1 =1
ktéry mozna krécej tak napisaé:

> NN . Nttt
Gy by ..
(d, b, l:l, 2, ’i)
Oznaczajac teraz przez 2,, 2,,..2, rézne wartosci, ktére przyjmuje

suma z,+x,+...+x; dla wszelkich ukladéw wartosci, jakie mozna nadaé
liczbom @, b,...1, mozemy napisaé:

P i C'Hez”,
=0

Cp= 21\7 Ny... N,

a,b,.

gdzie

jezeli suma X' obejmuje te wszystkie uktady a, b,..l, dla kiérych
Lo+ 2p+ .. —i—(L‘;—Zp.

Wielkosci Cy. sa oczywiscie funkc;aml calkowitemi symetrycznemi
wzgledem N, N,,.. N, o spdétczynnikach calkowitych, sa wiec wszystkie
liczbami wymiernemi. Oprécz tego jedna przynajmniej z wielkosci Cp
jest rézna od zera, o czym mozna si¢ przekona¢ za pomocg rozumowania
podobnego, jak w dowodzeniu twierdzenia A).

Otéz poniewaz z,, #,,..2, s3 liczbami algiebraicznemi réznemi od
siebie, a ¢,, ¢;,... ¢, liczbami wymiernemi, z ktérych jedna przynajmniej
jest r6zna od zera, przeto na zasadzie twierdzenia C) suma 2 Cpez** nie

p=0

moze byé zerem. A wigc iloczyn P, a tym samym i suma ZN,-@“@', kto-

ra jest jednym z jego czynnikéw, nie moze byé¢ zerem. Twierdzenie ogél-
ne Lindemanna zostalo tym sposobem dowiedzione,
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§ 6. PrzestepnoS¢ liczb ¢ i =, Niemozliwo$§é wyprostowania
okregu majacego promien dany i tuku majacego cieciwe dana. Z twier-
dzenia ogdlnego D), dowiedzionego w poprzednim paragrafie, mozna wy-
prowadzi¢ wazne twierdzenia, z ktorych rozpatrzymy teraz najwiecej za-
stugujace na uwage, a w szczegélnosci twierdzenia o przestgpnosci liczb
eim

1. Zalézmy

r=2; Ny=1, Ny=aX: 2 =gtz =10

2
W wyrazeniu EN.exi; to wyrazenie zamieni si¢ wtedy na ¢*— X i nie mo-
i=1

ze si¢ sta¢ zerem, jezeli z jest liczbg algiebraiczng rézng od zera, a X
liczbg algiebraiczng jakakolwiek, a wiec: :

Wielkos¢ wykladnicza e jest liczba przestepna je-
zeli z jest liczbg algiebraiczna r6zng od zera.

W przypadku szczegélnym, czyniac x=1, znajdujemy, ze liczba e
jest przestepna.

Logarytm naturalny liczby algiebraicznej X roznej
od jednosci jest zawsze liczbg przestepna.

W szczegdlnoscei, poniewaz e“i=~1, przeto liczba @i, a wiec
takze liczba =n, jest przestepna.

Z tego twierdzenia wynika (§ 1), ze majac dany odcinek, obrany za
jednostke dlugosci, nie mozna za pomoca konstrukeji, w ktérej wystepo-
watyby tylko krzywe algiebraiczne, wykresli¢c odcinka, majacego za mia-
re m. A poniewaz wyprostowanie i kwadratura kota sprowadza si¢ do
konstrukeji odcinka dlugosci =, majac dana $rednice, przyjeta za jednost-
ke dlugosci (§ 1), przeto:

Nie mozna wykonaé¢ wyprostowania i kwadratury
kota, ktérego srednica jest dana,za pomoca konstrukecji
gieometrycznych, w ktérych wystepowatyby tylko krzy-
we algiebraiczne.

Stad wnosimy a fortiori:

Nie mozna wykonaé wyprostowania i kwadratury
kota, majgcego Srednice dang, za pomoca konstrukecji
gieometrycznych, w ktérych nie bylyby stosowane inne
przyrzgady, jak tylko linjat i cyrkiel.

r
2. W wyrazeniu ENsems uczynmy
8=1

1
r=3; ZVI'——-;, N2=—%, Ny=-X;
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: 5y
Ty= ~ &y =0, 2y=0.
Widzimy, ze wyrazenie

fo (i x
2 2

e"—e Skt

——— X=2sin——-X
? 2

nie moze by¢ zerem, jezeli « i X sg oba liczbami algiebraicznemi rézne-
mi od zera; a poniewaz 2sin—;:~, jezeli za jednostke miary przyjmiemy
promien kota, przedstawia cigciwe, na ktorej si¢ opiera tuk dlugosci z,
przeto:

Luk kota, ktorego cigciwa wzgledew: promienia,jako
jednostki dfugosci,ma za miare¢ liczbe algiebraiczng, wy-
raza sig¢ liczbg przestepng, jak rowniez pole wycinka ko-
ta, odpowiadajacego temu ftukowi.

Z twierdzenia tego wnosimy (§ 1):

Jezeli cigciwa tuku kota o promieniu rownym jed-
nosci wyraza sie liczba algiebraiczng, wtedy za pomoca
konstrukcji gieometrycznych, w ktérych wystepowatly-
by tylko krzywe algiebraiczne, nie mozna wyprostowac¢
tuku, ani tez zbudowa¢ kwadratu réwnowaznego wycin-
kowi kota, odpowiadajgcemu temu fukowi.

Tymbardziej mozemy wnosié¢ (§ 1), ze

Nie mozna wyprostowa¢ fuku kota, ani znalezé kwa-
dratu réwnowaznego odpowiedniemu wycinkowi kola,
za pomoca konstrukcji gieometrycznych, wykonywa-
nych tylko linjalem i cyrklem, jezeli cigciwa, na ktorej
tuk sie¢ opiera, wyraza sie przez promien zapomocg dzia-
tan wymiernych i pierwiastkéw stopnia drugiego, jezeli
wiec ta cigciwa moze by¢ wykreslona elementarnie.

3. Odwrotnie, dla kazdego tuku kota, ktérego stosu-
nek x do promienia wyraza si¢ algiebraicznie, z wyjat-
kiem =0, musi by¢ X=sinz liczba przestepna.

To "wynika z twierdzenia Lindemanna, gdyz

2o X — e 1]

To samo mozna powiedzie¢ o wszystkich innych funkcjach trygono-
metrycznych cosz, tgx i t. d.

§ 7. Rozwiazanie graficzne zadania wyprostowania i kwadratu-
ry kola za pomoca integrafu. — Pytanie, nad ktérego rozstrzygnieciem
pracowali matematycy przez tak diugi czas, a mianowicie, czy kolo ma-
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jace promien dany mozna wyprostowaé lub zamieni¢ na kwadrat réwno
wazny za pomoc3g wykreslania samych prostych i kol, czyli przez zasto-
sowanie tylko linjatu i cyrkla, zostato wiec przez rezultaty paragrafu po-
przedniego rozstrzygniete przeczaco i to w znaczeniu o wiele obszerniej-
szym, anizeli zostato postawione.

Wobec niemoznosci wyprostowania okregu za pomocg samych pro-
stych i k6t mozna probowaé osiagnaé to wyprostowanie za pomocg krzy-
wych o charakterze wiecej zlozonym, podobnie jak w celu rozwigzania
zadan podzialu kata na trzy czesci rowne i podwojenia szescianu, — do
czego proste i kola nie wystarczaly — nalezato si¢ zwrdcié do przeciec
stozkowych albo do wyzszych krzywych algiebraicznych.

Azeby zbudowaé =, majac dany odcinek, obrany za jednostke diu-
gosci, wystarczytaby np. moznos$¢ wykreslenia krzywej, ktéra odniesiona
do pewnego uktadu spélrzednych kartezjanskich prostokgtnych, mialaby je-
den punkt, ktérego jedna ze spélrzednych databy si¢ wyrazié¢ przez = za
pomocg dzialan wymiernych i pierwiastkéw stopnia drugiego, druga zas
spéirzedna moglaby byé wykreslona elementarnie, albo databy si¢ przed-
stawi¢ przez wyrazenie, zawierajgce tylko liczby wymierne i niewymier-
nosci stopnia drugiego (§ 1).

Z powodu przestepnosci liczby m pierwsza spoitrzedna tego punktu
musiataby byé przestepna; a wigc krzywa, majgca wlasno$¢ zgdang mu-
sialaby by¢ krzywa przestgpna.

Krzywsg, ktéra moglaby by¢ zastosowana do naszego celu, jest krzywa

y=arcsin z;

w rzeczy samej, punkty przecigcia tej krzywej z osia y dalyby nam, jako
rzedne, wielkos¢ = i wszystkie jej wielokrotnosci. Moznaby powigkszy¢
liczbe przykladéw krzywych przestepnych, ktére wykreslone jako linje
ciggle, datyby rozwigzanie graficzne wyprostowania okregu.
Okazemy teraz, jak niektére z nich moga by¢ faktycznie wyrysowa-
ne w sposob ciggly za pomoca przyrzadéow zwanych integrafami.
Nazywajac krzywg rézniczkowa jakakolwiek krzywa

nadamy nazwe krzywej catkowej linji, majacej réwnanie
Y =F(z),

jezeli
F(z)= f f(a)de.

Jezeli krzywa rézniczkowa jest dana, to krzywa catkowa jest ozna-
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czona, pomingwszy dowolnos¢ przesunigcia rownoleglego do osi y. Tak
np. krzywa

y=arcsinx
jest krzywa catkowsg linji

1

Y=

: V1 = «?
ktéra jest krzywa algiebraiczna czwartego rzedu. Analogicznie, jezeli za
krzywa roézniczkowg przyjmiemy okrag o promieniu 1, majgcy S$rodek
w poczatku spéirzednych,

x2+y2= 1,
to jego krzywa calkows, bedzie:

yzf\/l_i?.dxz&arcsinx+%\/l—x";

spétrzedne punktéw przecigcia tej krzywej z osig ¥y dadza nam = i jego
wielokrotnosci.

A wigc przyrzad, za pomoca ktérego mozna wykresli¢ krzywa catko-
wa, jezeli krzywa rozniczkowa jest wyrysowana, moze by¢ uzyty do kon-
strukeji graficznej liczby =.

Przyrzad taki, zwany integrafem, zostal istotnie niedawno wynale-
ziony przez polaka Abdanka-Abakano-

Y wicza, a nastepnie udoskonalony przez C o-
radi’ego w Zurychu. Zaznaczymy tu w krot-
7 kosci gtéwng zasade, na ktérej sie opiera bu-
P dowa tego przyrzadu, i opiszemy jego naj-
wazniejsze czesci sktadowe; co sie tyczy opi-

J J  su szczegélowego przyrzadu i jego rozmaitych
o zastosowan, to odsytamy do dzieta wynalazcy:

Pay Les Intégraphes, Paryz 18861).

Niech beda wyrysowane (fig. 130) dwie
0 AP X osi prostokatne Ox, Oy i krzywa C, majaca

S rownanie
C y={().

Fig. 130. Biorac pod uwage jakikolwiek punkt P
v o spoirzednych x, y, nalezacy do krzywej C,
zbudujmy tréjkat, majacy za wierzchotki punkt P, spodek @ rze¢dnej
punktu P i punkt S, lezgcy na osi Oz i oddalony od @ o jednostke dtu-

) Krotki opis tego przyrzadu jest pomieszczony w Repertorjum matematyki
wyzszej E. Pascala, t1. S. Dickstein, tom I, Warszawa 1900,
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gosci. Styczna kata ¢, ktéry przeciwprostokgtna tréjkata tworzy z osia
odcietych, jest
rQ

Z drugiej strony, poniewaz
Y= (fzyie

jest r6wnaniem krzywej calkowej I, przeto styczna trygonometryczna ka-
ta, ktory styczna t' tej krzywej w punkcie P’, odpowiadajacym punkto-
wi P (to znaczy, majagcym te samg odcigta x), tworzy z osia odcigtych,
jest

Gfl—if =f(x)=y.

Widzimy wige, ze dla kazdego punktu krzywej réznicz-
kowej przeciwprostokatna tréjkata rozpatrywanego
jest zawsze rownoleglta do stycznej szukanej krzywej
calkowej w punkcie odpowiadajacym.

Tq uwaga kierowal si¢ wtasnie Abdank-Abakanowicz w kon-
strukcji integrafu, ktéry teraz opiszemy, uwzgledniajac zmiany, wprowa-
wadzone przez konstruktora przyrzadu Coradiego.

W zalgczonych figurach 131 i 132 przyrzad jest przedstawiony sche-
matycznie widziany z géry i w przecigciu pionowym.

Trzy réwnolegle szyny poziome L, L,, L, sa polaczone dwoma pre-
tami poprzecznemi 7', 7" w ten sposéb, ze tworza nieruchoma rame pro-
stokatng; ta rama opiera si¢ na czterech kétkach R, za pomocy ktorej
moze sie porusza¢ na arkuszu rysunku w kierunku réwnolegtym do osi
odcigtych. Szyny L, L, majg na goérnej powierzchni wyitobienie, w wy-
ztobieniu szyny L moga si¢ toczy¢ kotka r, r,, dzwigajace wozek A; po-
dobnie wzdluz L, moze si¢ porusza¢ wézek B na kétkach 7y, #5. Do utrzy-
mania obu woézkéw w polozeniu poziomym stuzy kotko #,, polaczone
z wozkiem A i ruchome wzdluz wyzlobienia szyny L,, oraz kétko r; woz
ka B, mogace si¢ porusza¢ wzdluz wyitobienia szyny L, (niewidocznej
na fig. 131), potozonej pod szyng L, i réwnoleglej do niej. Do wozka A
jest przytwierdzona o$ pionowa a (niewidoczna na fig. 131), dokota kto-
rej moze si¢ obraca¢ wozek o dwuch kétkach 7;, ;. Te dwa kélka 7,
i 7, moga si¢ porusza¢ wzdluz wyzlobienia w dolnej powierzchni ramie-
nia £, ktére moze si¢ obraca¢ dokola osi pionowej, osadzonej w punkcie D.

Wyobrazmy sobie teraz, ze na arkuszu rysunku zostaty poprowadzo-
ne dwie osi prostokatne, Ox prostopadta a Oy réwnolegta do szyny L;
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wtedy punktowi P, polgczonemu niezmiennie z wozkiem 4, mozna nadaé
ruch zaréwno w kierunku Oz, jak w kierunku Oy; punkt ten moze wigc
opisa¢ jakgkolwiek linje y=/f(x). Punkt, w ktérym o$ @ spotkataby pta-
szczyzne xy, jest polagczony niezmiennie z punktem P, a poddany temu
samemu ruchowi, opisujg takg samg krzywa, co i punkt P, a odcinek,
laczacy ten punkt z rzutem punktu D na plaszczyzne xy ma przez caly

~GC

Fig. 131.

czas ruchu rzut niezmiennej dlugosci na osi odcietych; ten rzut, ktéry
w przyrzadzie opisywanym moze mie¢ diugosé od 10 do 21 cm., przed-
stawia jednostke diugosci przyrzadu i jest podstawg trojkata prostokgtne-
go, o ktérym poprzednio moéwiliSmy; tym sposobem kierunek zmienny

M : M

] g -
F "(aﬂé%)'; =
C 4|_]'-‘
U:’L
b
o )

=
A_gn K9 o,
Kﬁgﬁ%gﬁge

Fig. 132.

przeciwprostokgtnej tego tréjkata przedstawia w kazdej chwili rami¢ F,
obracajace si¢ dokola punktu D.

Czesci przyrzadu, ktére teraz opiszemy, maja za zadanie prowadze-
nie na arkuszu rysunku oléwka K w taki sposob, azeby kierunek jego
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ruchu byt w kazdej chwili réwnolegly do zmiennego kierunku ramienia
F, tak ze K opisze krzywa calkowg krzywej y=f(xz). Rami¢ F ma réw-
niez na powierzchni goérnej wyztobienie, w ktérym moga si¢ toczyé¢ kot-
ka ry i r, wozka poziomego C; do tego wozka jest przytwierdzony pret
poziomy M, prostopadly do plaszczyzny kolek, a wigc prostopadly do ra-
mienia F.

Do obu koncéw preta M sa przytwierdzone dwie osi pionowe 4, .

Z wozkiem B jest polaczona cylindryczna os pionowa o, dokota kté-
rej moze si¢ obracaé pret M’, do ktérego sa przymocowane (w réwnych
odleglosciach od o) dwie osi pionowe 7" i ¢ tak, ze odleglos¢ miedzy
niemi rowna sie odleglosci migdzy osiami ¢, ¢, umieszczonemi na precie
M. Osi 4, ' sg polaczone z ¢'’, 7" za pomocg dwuch drazkéow réwnej diu-
gosci ¢, ¢, tak ze powstaje rownoleglobok kolankowy. Pod pretem M’
jest kotko R’ osadzone w ten sposob, ze o$ jego jest rownolegta do od-
cinka ¢"7'"", a $rodek lezy na przedluzeniu osi o.

Kotko R' jest przyci$nigte do arkusza rysunku ciezarem preta M',
wskutek czego moze sig poruszaé tylko w swojej wlasnej plaszczyZnie,
a wiec w kierunku s prostopadlym do odcinka 2", czyli rownoleglym
do ramienia F.

Dzigki takiemu urzadzeniu, jezeli wozek A porusza sie wzdluz szyny
L, to rami¢ F obraca si¢ dokota D, zmuszajagc wozek C do posuwania
sie wzdtuz tego ramienia F; a poniewaz drazek ¢’ pozostaje zawsze pro-
stopadly do ramienia #, przeto za posrednictwem réwnolegloboku kolan-
kowego drazek ¢''¢", a wigec i 0§ kotka R' pozostaje prostopadla do F.
Do drazka M’ jest przytwierdzone u spodu przyrzadu ramie¢ @, zakonczo-
ne oléwkiem albo grafionem; podczas kiedy ostrze P opisuje krzywa roz-
niczkowa, jednoczesnie ostrze K opisuje krzywa calkowa. Punkty odpo-
wiednie obu krzywych leza na tej samej rzednej.

W celu wyznaczenia ® mozna sie tez posilkowaé¢ planimetrami,
czyli temi przyrzadami, ktére stuza do mierzenia pdl krzywych pflaskich,
t. j. ktore daja warto$¢ calki oznaczonej funkeji przedstawionej gra-
ficznie. Takim przyrzadem mozna istotnie wyznaczy¢ pole kola majace-
go promien dany, a wiec mozna otrzymac¢ wielkos¢ m.

Z planimetrow wymienimy, jako najwiecej znany, t. zw. plani-
metr biegunowy Amslera-Laffona.

§ 8. Konstrukcje gieometryczne, sluzace do wyprostowania i kwa-
dratury kola sposobem przybliZzonym. Jezeli chcemy robié¢ uzytek je-
dynie z linjalu i cyrkla, nie uciekajac si¢ do przyrzadéow przestepnych,
za jakie mozna uwaza¢ np. integrafy, to rozwigzanie zadania, ktéorym sie
teraz zajmujemy, nie mogloby byé otrzymane w sposob Scisly; ale byly
oglaszane i stosowane w praktyce konstrukcje, ktére za pomocyg samych
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tylko prostych i két pozwalaja wykonywaé wyprostowanie i kwadrature
kota sposobem przyblizonym, a wigc popetniajac biad, na ktéry w zasto-
sowaniach praktycznych mozna nie zwracaé uwagi.

Podajemy konstrukcje obmyslona przez Spechtal); za pomocy tej
konstrukeji mozna wyprostowaé okrag ze znacznym przyblizeniem.

Na stycznej do kota o promieniu r (fig. 133) odetnijmy, poczawszy
od punktu stycznosci 4, odcinek 4B réwny $rednicy, powiekszonej o pig-
ta czg$¢ promienia, a nastepnie odetnijmy odcinek BC réwny dwom pia-
tym promienia; polgczmy srodek kota O z punktami B i C, odetnijmy

Fig. 133.

na srednicy przechodzacej przez A odcinek AD réwny OB i poprowadz-
my przez D rownolegta do OC; punkt przecigcia lej prostej ze styczna
niech bedzie K. Odcinek AE przedstawia ze znacznym przyblizeniem
dtugos¢ okregu kota.

W rzeczy samej, poniewaz

AE AC 13-
AD 40 5’
przeto

: : e . R
arAd op=y. ”.\/H(Q) =r.5=v/146.

5 5 5

J

Po wykonaniu dzialan znajdziemy:

; AE=r.6,2831839...,

a poniewaz
21 =6,2831853... ,

wiec AE rézni si¢ od okregu przez niedomiar mniej niz o dwie miljono-
we promienia.

Prostokat, majacy za boki AE i polowe promienia », albo kwadrat
réwnowazny temu prostokatowi, przedstawia z duzym przyblizeniem pole
kota 2).

Yy Journal f. Math., tom 3, str. 83.
) Podajemy jeszcze inny sposob przyblizonego wyprostowania okrggu, wy-
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Jezeli mamy na celu jedynie kwadrature kota, to mozemy zastoso-
waé konstrukcje nastgpujaca!).

Na s$rednicy AB kola danego (fig. 134) wyznaczmy odcinek OD
rowny trzem pigtym promienia, a po stronie przeciwnej odcinek OF row-

G

ol e o

D 0 E |B

H
Fig. 134.

F

ny trzem drugim promienia; podzielmy teraz
promien OB w punkcie £ na dwie czgsci
rowne i wykreslmy na DE i AF jako na
Srednicach dwa podlkola po stronach prze-
ciwnych prostej AF.

Poprowadzmy przez O prostopadta do
AB; jej punkty przeciecia z oboma pdlkola-
mi niech beda G, H; przekonamy sie, ze kwa-
drat, ktoérego bok réwna si¢ odcinkowi GH,
jest ze znacznym przyblizeniem réwnowazny
kotu danemu.

W rzeczy samej, poniewaz

OD=3}r, OE=}r,
OAd=r; OF=3}r,

a OQ jest srednig proporcjonalng miedzy OD, OE i OH jest srednig pro-
porcjonalng miedzy OA, OF, przeto

naleziony przez polaka Adama Kochanskiego, a ogloszony po raz pierwszy
w Acta Eruditorum, Lipsk 1685.

Prowadzimy $rednic¢ kota AB i styczng w punkcie 4. Ze Srodka kola 0O
poprowadzmy prosta OFE, tworzacg z 04 kat rowny trzeciej czeSci kata prostego;
E niech bedzie punktem przeciecia tej prostej ze styczng w punkcie 4. Odetnijmy
na EA odcinek EF rowny 3 razy wzigtemu promieniowi kota » i polgczmy ko-
niec tego odcinka F z punktem B; odcinek

BF przedstawia ze znacznym przyblizeniem 5
dlugosé potkola, gdyz
say s
Sy i whiidirs oo
(o3
‘ 40-6y/3
Bt=aB 4 A =2"8V3 ,
BF=3,1415331... r, A - 3

a poniewaz

©=3,1415926.

ey

przeto BF rozni si¢ od polokregu przez niedomiar mniej niz o sze$¢ stutysigcz-

nych promienia.

[Przyp. ttum.].

) Por. Sannia i D’Ovidio, Geomelria elementare, gdzie sa podane inne
jeszcze sposoby przyblizone wyprostowania i kwadratury kota.
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3 /3
0G=r. o° OHNr'VE’
a zatym
GH=r. -~3~O—+1—0‘/ﬂ=r. 1,77246...

a poniewaz :
VE=177245...,

przeto GH rézni si¢ przez nadmiar od boku kwadratu, r6wnowaznego ko-
tu danemu, mniej niz o dwie stutysieczne promienia.

§ 9. ,Ksiezyce“, dajace sie¢ zamieni¢ na kwadraty. Dopdki nie
dowiedziono przestgpnosci liczby = i nie wyjasniono w ten sposob, jak
dalece bezowocne s3 proby zbudowania, za pomocg cyrkla i linjatu, kwa-
dratu réwnowaznego danemu kotu, dopoty bezowocnos¢ tych prob musiata
sie¢ wydawaé tym wiecej zastanawiajaca, ze niektore powierzchnie plaskie,
ograniczone tukami kot, byly juz w starozytnosci przedmiotem owocnych
badan: niektore z nich, t. zw. ,noze szewckie“, maja duzo ciekawych
i pieknych wlasnosci, ktére zostaly dowiedzione przez proste zastosowanie
najelementarniejszych teorji gieometrycznych!); inne — ksiezyce Hip o-
kratesa—zamieniano tatwym sposobem za pomocg linjatlu i cyrkla na
kwadrat réwnowazny.

Znane jest twierdzenie, ze suma dwuch meniskow (ksigzycow),
wyznaczonych przez trzy polkola, majgce za srednice boki tréjkata pro-
stokatnego i lezace z tréjkatem po tej samej stronie przeciwprostokatnej,
jest réwnowazna samemu tréjkatowi. Jezeli w szczegdélnosci trojkat
jest rownoramienny, wtedy kazdy z dwuch ksiezycow jest réwnowazny
tréjkatowi prostokgtnemu réwnoramiennemu, stanowigcemu polowe troj-
kata danego, ksiezyc taki moze wiec by¢ $rodkami elementarnemi zamie-
niony na kwadrat rownowazny, jezeli cigciwa jego jest znana.

Taki ksiezyc, rozpatrywany przez Hipokratesa, byl pierwszym
rozwigzaniem pytania: czy mozna linjatem i cyrklem zbudo-
wa¢ menisk, dajacy si¢ zamieni¢ elementarnie na kwa-

) Wiele takich wlasnosci, z ktorych zastugujg na uwage wlasnosci ciagow
kol wpisanych w ,noz szewcki“ tak, ze kazde kolo jest styczne do nastgpnego,
zostalo wylozonych i dowiedzionych w Pappi Alexandrini Collectiones (wyd.
F. Hultscha, tom I, str. 219 i nast, pod. 15, 16, 17, 18). Steiner (Journal f.
Math. tom I) znalazl nowe, prostsze i tadniejsze dowodzenia tych samych twier-
dzen, a niektore z nich znacznie rozszerzyl.—Por. I. S. Mackay. The shoemaker’s
knife (Edinburg Math. Soc. Proc. 3 (1885), gdzie zostaly zebrane i dowiedzione
w sposob jednolity najwazniejsze i najprostsze wlasnosci ,nozy szewckich.

Gieometrja. T.1I. 19
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drat ré6wnowazny. Cztery inne rozwigzania podal w r. 1840 Th.
Clausen?t) jako zupelnie nowe, wyrazajac zarazem przekonanie, ze oprdcz
pieciu znanych nie istnieja inne rodzaje meniskdw, ktére moglyby byé
zamieniane elementarnie na kwadraty réwnowazne.

Niedawno E. Landau?), powracajagc do tego zagadnienia, utozyt
w najogolniejszy sposob réwnania i warunki arytmetyczne zadania i do-
wiodl, ze sa one z soba sprzeczne w pewnym szeregu nieskonczenie wie-
lu przypadkéw, ale ten szereg bynajmniej nie zawiera wszystkich przy-
padkéw mozliwych, nic wiec nas dotychczas nie upowaznia do mniema-
nia, Zze powyzsze pie¢ rozwigzan sg jedynemi rozwigzaniami zadania.

Landau rozumuje w taki sposob. _

Niech beda AEB, AE'B (fig. 135) dwa luki kolowe, majace cieciwe
wsp6lng AB i polozone po tej samej stronie cigciwy; C, C’' niech beda
ich srodkami, a 7, ' promieniami; oznacz-
my jeszcze przez 2¢, 2¢' katy srodkowe obu
% wycinkow CAEB, C'AE'B.

Jezeli za jednostke diugosci obierze-
p My cieciwe AB, to otrzymamy od razu
zaleznosé:

7

(1) rsin@=7"sin ¢'=1;

tak wiec, znajac cieciwe AB, mozna zbu-
dowa¢ linjalem i cyrklem menisk AEBE’,
jezeli funkcje trygonometryczne katow o,
¢’ (a wiec wskutek (1) i r, #') wyrazaja si¢ za pomocg samych pierwiast-
kow stopnia drugiego.

Z drugiej strony menisk AEBE' moze by¢ zamieniony elementarnie
na kwadrat réwnowazny, jezeli réznica dwuch wycinkéw CAEB, C'AE'B
wyraza si¢ przez liczbe algiebraiczng, zawierajgcg tylko niewymiernosci
stopnia drugiego; jezeli wigc oznaczymy przez a, b, ¢ liczby zawierajgce
tylko niewymiernosci stopnia drugiego i jezeli a, b<1, to réwnania zada-
nia beda:

Fig. 135.

sing=a, sing’=b

c
» /20! —
tlp -y ipiennl

W |

) Vier neue mondformige Fldchen, deren Inhalt quadrierbar ist. Journ. f.
Math. 21 (1840), str. 375.

?) Sitzungsberichte der Berl. Math. Ges. 10 Sitzung am 29 Okt. 1902. Archiv.
Math. Phys. (3) 4 (1903).
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albo wskutek (1)
sinp=a, sing =b

@) | ¢

—— =
sinfp sinZy’

!

Niech bedzie %=p; Landau zauwazyl, ze jezeli p jest liczbg al-

giebraiczng, to musi byé¢ ¢=0. W rzeczy samej, z rownan (2) wynika:

PG D
P
czyli
1EGSipE e
(3) Pl ey
gdyby ¢ nie bylo zerem, wtedy i réznica %—2:% bylaby rézna od zera
i otrzymalibysmy
v P
e P’
@t

a wiec ¢ byloby liczba algiebraiczng rézng od zera, a wskutek twierdze-
nia Lindemanna (§ 6, 3) wstawa kata ¢ bylaby liczbg przestepna, co
sprzeciwia sie pierwszemu z wzoréw (2).
Ograniczajac zakres zagadnienia, przypusc¢my, ze p jest liczba algie-
: . ; : e b?
braiczng, a wige ¢=0. Wtedy z réwnania (3) znajdziemy p=_5, 2 czego
widaé, ze p zawiera tylko pierwiastki stopnia drugiego, a réwnaniom (2)
mozna nadac¢ postaé:
' sing=a, sing'=b

Vp .sin ®=sinpy .,
Tak wiec zadanie zostalo sprowadzone do zbadania, dla jakich war-
tosci p, zawierajacych tylko pierwiastki stopnia drugiego, réwnaniu
4) : VP .sin g =sin py

czynig zados$é sin¢ i sinpy, dajace sie¢ wyrazié przez pierwiastki stopnia
drugiego.

Przypadki znalezione przez Clausena, w ktorych tak jest istotnie,
s3 nastepujace:

1°. p=2. Réwnanie (4) przyjmuje postaé:

V/2.sin@=sin 29,

We

\;,f\l% ?C
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skad:

cos ¢ = , p=45°

<1H
|

2°. p=3. Roéwnanie (4) przyjmuje postaé:
v/ 3 .sin ¢ =sin 3¢,

skad Vo
V1+y3
COS ¢ = ——‘2—“—

3% p =g. Réwnanie (4) przyjmuje postaé:

\/§ sin ~sin§

skad dochodzimy do réwnania stopnia drugiego
4 cos?p+cosp—2=0,
a rozwigzujac to réwnanie znajdziemy:

381

cosp=-—g

4°. p=>5. Roéwnanie (4) przyjmuje postac:

V5 .sin ¢ =sin5¢,
a po przeksztalceniu:
16 sinp — 20 sin%p +5 — /5 =0,
skad znajdziemy:

e =
sin’p = \/Z+4\/57
: Vb=l |
cos 2¢ 1 (2 <-2—).
o 5 ; : e ,
50 r=3. Rownanie (4) przyjmuje posta¢:

é_ sin © = si é
3‘ CP—SH3(P,
4.3 0 5 2 ¥ i__
16 cos 3 (12+4\/3)cos 3-|—1+ \/3 0.

Rozwiazujac to réwnanie, znajdziemy

skad:
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ele b
cos?¥ — 2 s \/3
3 8 ?
\/§_1+\/g(_)+ 2_-_0
2(?_ 3 3 3 20 =«
COS~3—— 4 k (*——<—)
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Pierwszy z tych pieciu przypadkéw odpowiada rozpatrywanemu po-
przednio ksiezycowi Hipokratesa; pozostale uwazal Clausen jako
zupelnie nowe, ale Landau zauwazyl, ze przypadki odpowiadajace p=3
i p=3% byly Hipokratesowi znane.

Co sig¢ tyczy poszukiwan innych rozwigzan tego zagadnienia, L an-
dau, opierajgc si¢ na jednym twierdzeniu Eisensteina o nieprzywiedl-
nosci pewnych réwnan algiebraicznych, dowodzi nastepujacego twierdze-
nia, ktére przytoczymy bez dowodzenia:

Jezeli stosunek p dwuch katéw srodkowych 2¢, 2¢
jest liczbg pierwszg nie nalezgcg do liczb pierwszych
Gaussa 2’”+1=2"k+1, wtedy menisk nie da si¢ elementar-
nie zamieni¢ na kwadrat r6wnowazny.

a zatym

§ 10. Wzmianka historyczna o badaniach nad zagadnieniem kwa-
dratury kola. —Badania nad zagadnieniem kwadratury kota mozna co
do czasu, podzieli¢ na trzy okresy?!).

Okres pierwszy rozcigga sie od poczatkéw badan matematycznych
az do odkrycia rachunku rézniczkowego i catkowego, t. j. do polowy wie-
ku XVIII; celem prac tego okresu jest przyblizone wyznaczenie liczebne
stosunku okregu do $rednicy, otrzymywane za pomocg konstrukeji gieo-
metrycznych.

W okresie drugim, siggajacym od wynalezienia rachunku rézniczko-
wego i catkowego do polowy wieku XVIII, zamiast metod gieometrycz-
nych starozytnych wystepuja nowe metody analityczne; badania z tego
okresu maja cechg¢ wybitnie teoretyczng, a celem ich jest przedstawienie
liczby = za pomocy wyrazen analitycznych, zawierajacych liczbe nieskon-
czong dziatan, a wiec za pomocg rozwinigcia na szereg, na iloczyn nie-
skonczony, na ulamek ciggly.

Wreszcie okres trzeci, od polowy wieku XVIII az do naszych cza-
s6w zawiera prace o charakterze krytycznym; w pracach tych nie chodzi
juz o znalezienie wielkosci lub wyrazenia analitycznego liczby =, a tylko

) Kre$lac ten krotki obraz historyczny, kierowaliSmy si¢ bardzo staranng
pracg: Rudio, Archimedes, Huygens, Lambert, Legendre. Lipsk 1892,
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o zbadanie istoty tej liczby, czy jest wymierna czy niewymierna, algie-
braiczna czy przestepna.

Okres pierwszy. Zadanie zbudowania kwadratu rownowaznego
kolu danemu spotyka sie¢ po raz pierwszy w najdawniejszym, jaki znamy,
dokumencie matematycznym, zwanym Papyrus Rhind; dokument ten by%
napisany okolo r. 2.000 przed Chr. przez autora egipskiego Ahmesa,
a teraz przechowuje sie¢ w Muzeum brytanskim. Znajdujemy tam naste-
pujaca regule do rozwigzania zadania, podang bez dowodzenia: pole ko-
ta jest rownowazne polu kwadratu, ktérego bokiem jest srednica kola
zmniejszona o } swej diugosci. Podtug tej reguly dostajemy wielkos¢ po-
la kola:

8y, 64
pil 8% Bt
la) #=51%
co przez poréwnanie z irnd? daje dla © wartosc

256
81

=3,1604...,

a wigc wartos¢ juz dosé przyblizona.

Pierwsza wzmianke, majacg stycznos¢ z zadaniem wyprostowania
okregu, znajdujemy w Biblji; okregowi jest tam przypisana diugosc trzy
razy wieksza niz srednicy, skad wypadataby dla = wartos¢ 3, a wigc
o wiele mniej dokladna od znalezionej przez egipcjan.

Dopiero u Grekdéw zaczynaja si¢ badania naukowe nad tym przed-
miotem i osiggaja wysoki stopien rozwoju w pracach Archimedesa
z Syrakuzy (287—212 prz. Chr.). Pomiedzy matematykami greckimi, kto-
rzy przed Archimedesem zajmowali si¢ kwadraturg kola, zastuguja
na szczegolng uwage Hipokrates z Chios (okolo 450 prz. Chr.) i Di-
nostratos (okolo 350 prz. Chr.). Zawdzieczamy Hipokratesowi
pierwszy dowod twierdzenia, ze pola két sa proporcjonalne do kwadra-
tow Srednic, oraz pierwszy przyklad istotnej kwadratury pola ograniczo-
nego linjami krzywemi, tak zwanego ksigzyca (menisku) Hipokratesa,
o czym juz byla mowa w § 9.

Korzystajac z tych rezultatow, Hipokrates spodziewal sie osiag-
ngé¢ za pomoca konstrukcji elementarnych kwadrature kota, ale jego usi-
towania musialy z koniecznosci pozosta¢ bezowocnemi.

Dinostratos okazal, jak mozna zastosowa¢ do wyprostowania
i kwadratury kota krzywa znaleziong przedtym przez Hipjasza z Eli-
dy (okolo 450 prz. Chr.) i uzywang przez niego do podziatu kata na trzy
czgSci rowne. Jest to krzywa przestgpna,znana pod nazwg tetpaywvifonsa
albo kwadratrycy (art. VII § 11); z okreslenia gieometrycznego tej
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krzywej otrzymuje si¢ jej réwnanie w spotrzednych kartezjanskich prosto-
katnych:

=-——~——-—-y .
T
ts(5-9)
Punkt, w ktérym ta krzywa spotyka o$ =, ma odcigta ;% Jezeli wiec,

wyrysowawszy krzywa, znajdziemy ten punkt, to bedziemy mogli wypro-
stowa¢ okrag, prowadzac juz tylko proste i kola, ale mozna wyznaczaé
tylko oddzielne punkty kwadratrycy, a wigc ta droga otrzymuje si¢ jedy-
nie przyblizone rozwigzanie zadania.

Rezultaty o wiele wazniejsze zawdzigczamy Archimedesowi, ktd-
ry w pracy zatytulowanej xdowhov pétprmors dowidéd! réwnowaznosci zagad-
nien kwadratury i wyprostowania kola oraz wylozyl ze $cistoscia nauko-
w3 znang metode wielokatow wpisanych i opisanych. Archimedes za-
stosowal t¢ metode do przyblizonego wyprostowania okregu: zaczynajac
od szesciokata foremnego wpisanego i opisanego, obliczyl obwody wielo-
katéw, otrzymywanych przez kolejne podwajanie liczby bokdéw, a posu-
wajac sie az do wielokgta o liczbie bokéw 6.2%=96, znalazl dla stosun-
ku okregu do srednicy granice 312, 3%, z ktérych druga, przewyzszajgca
wartos¢é istotng mniej niz o &y, dzis jeszcze bywa czesto uzywana w prak-
tyce, jako bardzo dogodna.

Zagadnienie kwadratury przyblizonej kola z dowolnym stopniem
przyblizenia moglo by¢ uwazane za rozwigzane w zupelnosci metodg A r-
chimedesa i pomimo dlugich rachunkdéw, jakich ta metoda wymaga,
azeby otrzymaé¢ wartos¢ dostatecznie przyblizong, pozostata w uzyciu, pra-
wie bez zadnej zmiany, przez dlugi przeciag czasu, a mianowicie az do
prac Sneljusza i Huygensa, ktérzy doprowadzili ja do tego stopnia
doskonatosci i prostoty, jaki mogt jeszcze by¢ osiagniety sSrodkami ele-
mentarnemi. Z licznych matematykéw, ktorzy w tym okresie czasu zaj-
mowali si¢ obliczeniem przyblizonym stosunku okregu do srednicy, pierw-
szym, ktoéry znalazl wartos¢ o wiele blizsza prawdziwej, anizeli znalezio-
na w starozytnosci, byt Adrjan Mecjusz (druga polowa w. XVI); zna-

5 e :
313 =3,1415929...; rdéznigca si¢ od

prawdziwej dopiero poczawszy od siddmej cyfry dziesiginej, jest szczegol-
nie ciekawa z tego wzgledu, ze przedstawia jeden z reduktéw rozwinigcia
n na utamek ciggly. Nastepnie matematyk francuski Franciszek
Vieta (1540—1603), zawsze jeszcze metoda Archimedesa, doprowa-
dziwszy rachunek az do wielokata o liczbie bokow 6. 21% znalazl wartosé
n z dziewigcioma dokladnemi cyframi dziesi¢tnemi; ten stopien przyblize-

leziona przez niego warto$é = jest
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nia zostal nastepnie przedcigniety przez holendra Adrjana Romana
(1 1616), ktéry za pomoca wielokata o liczbie bokéw 23, obliczyt = z 15
znakami dziesigtnemi; wreszcie przez Ludolpha van Ceulena (1539—
1610), ktéry z godng podziwu pracowitoscig i wytrwatoscia doprowadzit
rachunek do 35 znakéw dziesigtnych.

Ponad temi wszystkiemi poszukiwaniami géruja zaréwno oryginal-
noscig jak i warto$cia naukowg klasyczne prace dwuch wielkich mate-
matykéw i fizykow holenderskich Sneljusza (1580-—1626) i Huygen-
sa (1629—1695). Zwlaszcza z pracy Huygensa De circuli magnitudine
inventa okazuje sie, ze przez poréwnanie pdl i obwodéw dwuch wielokg-
tow foremnych, wpisanego i opisanego na kole, mozna znalez¢ dla = dwie
granice znacznie blizsze, anizeli przez zastosowanie zwyklego sposobu A r-
chimedesa, tak ze obliczenie liczby = znacznie si¢ upraszcza. Tak np.
przez zastosowanie wielokgta o 60 bokach Huygens otrzymuje liczbe =
z 9 doktadnemi znakami dziesigtnemi, natomiast stosujac metode Archi-
medesa potrzeba wielokata o 96 bokach, azeby dostaé zaledwie 2 cyfry
dziesietne.

Okres drugi. W drugiej polowie wieku XVII powstaja pierwsze
poczatki nowozytnej analizy, gtéwnie przez prace Newtona, Leibni-
za i dwuch braci Bernoulli. Nowe pomysly i nowe metody zastepu-
ja dawne, a wielkie odkrycia, ktére stad obficie powstaja, zmieniaja az
do podstaw budowe nauk matematycznych. W szczegdélnosci w teorji mie-
rzenia kola zostaja porzucone metody gieometryczne Archimedesa
i Huygensa, azeby ustapi¢ miejsca poszukiwaniom o charakterze za-
sadniczo innym, a mianowicie poszukiwaniom zmierzajacym do znalezie-
nia dla stosunku okregu do Srednicy wyrazen analitycznych, zawierajg-
cych szereg nieskonczony dziatan.

Odpowiednio do tego nowego kierunku badan Wallis (1616—1703)
podal nastgpujace rozwinigcie liczby # na szereg nieskonczony:

Qe TR T AR L R

ktére to rozwinigcie oglosit Brouncker (1620—1684) bez dowodzenia,
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Dla znalezionych w tym okresie czasu rozwini¢¢ liczby = na szeregi
nieskonczone punkt wyjscia stanowilo rozwinigcie arctgxz, ktére naprzdéd
znalazl Gregory (1670), a nastgpnie, niezaleznie od niego, Leibniz
(1673):

ot el
el = ——+——— — L s
s B
rozwiniecie to otrzymuje si¢ latwo przez zastosowanie znanego wzoru
Mac-Laurina. Czyniagc =1, otrzymuje si¢ tak zwany szereg Leib-
niza

Ale szereg ten, jak i poprzednie rozwinigcia na iloczyn nieskonczo-
ny i na ulamek ciggly, ma powolng zbieznosé.

Wiele innych rozwinig¢, odpowiedniejszvch do obliczenia =, zostalto
wyprowadzonych z szeregu arctgx, przez uwzglednienie zaleznosci

x+y
arctgx+arctgy arctg1 =y
i innych, ktére z niej wyptywaja. Przytoczymy tylko, jako najlepszy do
obliczenia =, szereg nastepujacy, ogloszony przez matematyka angielskie-
go Machina (1680—1752):
T 1 1 1 1
T 5 sstsm st )t
_(L_ 1 5 1o 1 ¥ )
239 3.239%  5.239° 7.2397

Stosujgc ten szereg i inne podobne obliczano dalej liczbe = i dopro-
wadzono rachunek w naszych czasach az do 707-¢j cyfry dziesigtnej.

Jakkolwiek te wszystkie badania majg duze znaczenie naukowe, ale
nie odstaniajg nic, coby dotyczylo samej istoty liczby =, a w czasie, o kto-
rym tu mowa, nie wiedziano jeszcze, czy ta liczba jest wymierna czy
niewymierna; tak wiec zagadnienie mozliwosci kwadratury kota za po-
mocg kot i prostych pozostawalo nierozwigzane, a nawet nie bylto jeszcze
wypowiedziane w sposéb do$¢ Scisty (por. § 1), azeby odpowiedz osta-
teczna byta mozliwa.

Klucza do rozwigzania tego zagadnienia mogly dostarczyé tylko po-
szukiwania, majace kierunek zasadniczo odmienny; gltéwne podstawy ta-
kich poszukiwan stanowig badania Eulera nad funkcjami trygonome-
trycznemi i nad funkcja wyktadnicza €.

Anglik Napier (1614) pierwszy rozpatrywal liczbe e i funkcje wy-
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kladniczg ¢”, obierajac e za zasade ukladu logarytmoéw, zwanych loga-
rytmami naturalnemi albo neperowskiemi.

Euler (1707—1783), stosujac metody analizy nieskonczonostkowej
do badania funkcji i rozszerzajac zmiennos¢ wielko§ci na wartosci zespo-
lone, odkryt blizki zwigzek, zachodzacy miedzy funkcja wykladnicza €°
i funkcjami trygonometrycznemi sinx, cosz,.. Wychodzac z rozwiniecia
wyrazen €%, sinz, cosx na szeregi potegowe

x2 wﬁ

Y e i
5 BT D ED

S

1o x4
cosx:l—l—.2+ﬁﬂ—
T e
123 12345

sin z %
mMr=———
1

ktére podtug wzoru Mac-Laurina stuzg dla wartosci rzeczywistych z,
Euler, upewniwszy sie, ze te szeregi sa zbiezne na calej plaszczyznie, to
znaczy dla kazdej wartosci rzeczywistej lub zespolonej zmiennej x, przyj-
muje te szeregi za okreslenia odpowiednich funkcji i wyprowadza z nich
tozsamos¢

fi% =cos x + ¢ sin z,

ktéra wlasnie wyraza zaleznosé miedzy funkcja wykladnicza i funkcjami
trygonometrycznemi. Jezeli w tej tozsamosci zatozymy x=m=, to dostaniemy

na tej zaleznosci zostalo pdzniej oparte dowodzenie przestgpnosci liczby =
(por. § 6), a wigc i odpowiedz na pytanie o kwadraturze kota. Oprécz te-
go zawdzieczamy Eulerowi niezliczone rozwinigcia liczb ¢ i © na sze-
regi 1 na ulamki ciggle, z ktérych wyr6znimy:

e—1 1

2 1

18+...;

to rozwinigcie postuzylo pézniej Lambertowi do dowodu, ze liczby e
i © s3 niewymierne.

Okres trzeci. Od czasu odkrycia przez Eulera blizkiego zwiaz-
ku, zachodzgcego miedzy funkcja wyktadniczg i funkcjami trygonome-
trycznemi, migdzy liczbg e i liczba =, otworzyly si¢ nowe drogi, prowa-
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dzace do zdania sobie sprawy o charakterze tych liczb, ktéry pomimo
wszystkich badan, jakim do tego czasu te liczby byly poddawane, pozo-
stal zupelnie nieznany, a w ktérym nalezalo poszukiwaé klucza do roz-
wigzania zagadnienia kwadratury kota. Pierwsze rezultaty istotnej donio-
stosci w badaniach tego rodzaju zawdzigczamy Lambertowi (1728 —
1777), ktéry w pracy Vorldufige Kenntnise fir die, so die Quadratur und
Rectification des Circuls suchen (1766) dowiédt, ze liczby e i m s3 niewy-

2

mierne. Wychodzac z cytowanego wyzej eulerowskiego rozwinigcia

na utamek ciggly, Lambert otrzymuje dwa inne:

g1 .1
I T
P P
R T
x 14
o
ey
B
TR
I
gostapi 5
@ %

a opierajac si¢ na nich dowodzi dwuch twierdzen nastepujacych:

1°. Jezeli z jest liczbg wymierng rézng od zera, to &
nie moze byé¢ liczbg wymiernag.

- Dla z=1 otrzymujemy jako przypadek szczegélny niewymiernosé
liczby e.

2% Jezeli z jest liczbg wymierng r6zng od zera, wte-
dy tgx nie moze byé liczbg wymierna.

T
niewymiernosé liczby .

Legendre (1752—1833) podal pézniej dowodzenie $ciste i zupelne
tych twierdzen oraz dowi6dl ta sama metoda, ze rowniez i kwadrat
liczby © jest liczbg niewymierna.

Nastepnie (1840) Liouville (1809—1882) dowiédl, ze liczba e nie
moze by¢ pierwiastkiem réwnania stopnia drugiego o spoélczynnikach wy-
miernych.

jest tg%:l, otrzymujemy wiec jako przypadek szczegolny
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Powyzsze rezultaty wywoluja pytania nastepujace:

Jakie réwnania algiebraiczne o spétczynnikach wymiernych mogtyby
mie¢ za pierwiastki liczby e i =?

Czy nie mamy tu przypadkiem do czynienia z liczbami, ktére nie
sg pierwiastkami zadnego réwnania algiebraicznego tego rodzaju?

Watpliwosé, zawarta w tym ostatnim pytaniu, po raz pierwszy wy-
raznie wypowiedziana przez Legendre’a, zostala nastepnie wzmocniona
przez badania Liouville’a, ktére po raz pierwszy (1844) ustalily istnie-
nie liczb niealgiebraicznych i uzasadnily podzial liczb na algiebraiczne
i przestgpne (por. §§ 1, 2, 3). g

Po szczegolowym zbadaniu wlasnosci funkeji wyktadniczej, jak to
juz mowilismy w § 4, Hermite'owi udato si¢ dowies¢ w r. 1873 prze-
stepnosci liczby ¢, a Lindemann, opierajac si¢ na badaniach Hermi-
te’a i czynige uzytek z zaleznosci €™ = —1, odkrytej przez Eulera, do-
wiédt w r. 1882, ze i m jest liczbg przesigpng, a tym samym dowiédt nie-
mozliwosci wyprostowania i kwadratury kola za posrednictwem konstruk-
cji elementarnych (por. § 1). O uproszczeniach, wprowadzonych przez
Weierstrassa do dowodu Lindemanna, méwiliSmy juz w § 4,
a w §§ 4, 5, 6 wylozyliSmy podany przez Weierstrassa dowdd ogol-
nego twierdzenia Lindem anna; to twierdzenie rozwiazuje zarazem ogol-
niejsze zadanie wyprostowania jakiegokolwiek luku kolowego.

Wskutek najnowszych badan dowodzenie przestgpnosci liczb e i ©
zostato jeszcze znacznie uproszczone, a mianowicie dzigki dowodom ogto-
szonym kolejno przez Hilberta, Hurwitza i Gordana, zebranym
w tomie 43 Mathematische Annalen (1893).

W zalozeniu, ze liczba e sprawdza réwnanie algiebraiczne o spél-
czynnikach catkowitych wymiernych

(1) a+ae+ a,? + ...+ aet =0,
Hilbert mnozy obie strony tego réwnania przez catke oznaczong
f 2Pi(z—-1)(z-2)..(¢2 — n)} Pz, (p catkowite dodatnie)

0
a nastepnie rozktada pierwszg strong¢ réwnania na dwie czesci:

0 $ xr T x
P, =a +alef +a2e2f +...+aneﬂf
1

0 1 1

1 1 1
Pzzalef +a202f + .. +a,,e”f

0 0 0

tak ze przez podzielenie obu stron réwnania otrzymanego przez p!, po-
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wstatoby réwnanie

'Pl PZ
(2) F-I‘ —p-!—=0.

Biorgc teraz pod uwage tozsamos¢

f Fe-zde=p!,

0
3 B,
Hilbert dowodzi, ze jakiekolwiek bedzie p, zawsze liczba —pt—llest catko-

wita i rézna od zera; natomiast mozna wybra¢ p w ten sposob, azeby

liczba p—!z stala sig, co do wartosci bezwzglednej, mniejsza od jednosci;

tym sposobem réwnanie (2), a wiec i réwnanie (1), jest niemozliwe; tak
wiec przestepnosc liczby e zostata dowiedziona.

Azeby przejs¢ od e do = stosuje si¢ wzér Eulera et = —1. Jezeli
przypuscimy, zZe o, =¢x jest pierwiastkiem réwnania algiebraicznego o spot-
czynnikach calkowitych, majgcego jeszcze pierwiastki a,, oy,...a,, to ilo-
czyn

(A+em)(1+e%)... (1+e™)=1+cPr +eb2 4. 4 ebr
musiatby byé zerem; Hilbert dowodzi, ze to jest niemozliwe, postepujac
podobnie, jak w dowodzeniu przestgpnosci liczby e.

Hurwitz okazal, jak mozna w dowodzeniu przestgpnosci liczby e

unikngé rozpatrywania catki

0 =
J Fe-2dz.
0

Wychodzac z wzoru przyrostéw skonczonych
¢(x)—9(0)=2z.¢'(dz), (0<¥<1),
Hurwitz stosuje ten wzér do funkcji
e *F(@) = {f(@)+-'(@)+ ..+ Nz)le,

gdzie f(x) jest funkcja calkowita wymierng stopnia v postaci

f(x):-(y_l 1)!

gdzie p jest liczba pierwszg; tym sposobem:
F(x) - e2F(0)= -z .e(1=%% f(9a).

Zaktadajac w tym wzorze kolejno

2?1 {(1 - 2)(2 — &)...(n — 2)}?,

b DS e )
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otrzymuje zaleznosci
F(1)—eF(0)=¢,

F(2)—e*F(0)=¢,

F(n)—erF(0)=¢,,
gdzie ¢, ¢,,...¢, sa wielko$ciami, ktére z wzrastajagcym p daza do grani-
cy zero, F(1), F(2),..F(n) sa zawsze liczbami calkowitemi podzielnemi
przez p, a F'(0) jest liczbg calkowita niepodzielng przez p.

Gdyby$my teraz przypuscili, ze e czyni zado$¢ réwnaniu algiebra-

icznemu o spdlczynnikach calkowitych
C,+Ce+...+Cuer=0,
to z poprzednich zaleznosci wynikloby, ze wyrazenie
C,F(1)4C,F(2)+... C,F(n)+ C, F(0)
staloby sie tozsamosciowo zerem, jezeli p przyjmie odpowiednia warto$é,
co jest niemozliwe, gdyz wyrazenie to przedstawia liczbe calkowita nie-
podzielng przez p.

Wreszcie Gordan dowiodt przestgpnosci liczb e i n, zapozyczajac
z teorji funkeji jedynie rozwinigcie €’ na szereg i znajomos¢ pochodnej
funkcji catkowitej wymierne;j.

Dowodzenie Gordana zostalo nastgpnie wylozone w sposéb prost-
szy i jasniejszy przez H. Webera w dziele Lehrbuch der Algebra') a na-
stepnie jeszcze elementarniej, w tomie pierwszym ,Encyklopdidie der Ele-
mentar-Mathematik“?).

Na zakonczenie przytoczymy to dowodzenie, ktére teraz juz tak zo-
stalo uproszczone, ze stato si¢ dostepne dla wszystkich.

§ 11. Dowodzenie przestepnosci liczb ¢ i © podlug najnowszego
wykladu H. Webera. Wezmy pod uwage rozwiniecie ¢° na szereg:

(1) Feideyt B LB,

n!

ktére stuzy dla kazdego x, rzeczywistego lub zespolonego. Oznaczajac przez
n jakgkolwiek liczbe catkowita dodatnia, pomnézmy to rownanie przez nl;
dostaniemy

@) Wie' =l Jp oGy Pk e+ O,

1) 2 wyd. Braunschweig 1899, Bd. II, Abschn. 25.
) H. Weber und I. Wellstein, Encyklopddie der Elementar-Mathematik,
Bd. 1. Leipzig 1903, str. 418—432.
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gdzie
3) U,=x"+

ntl wn+2 x”+3
n+41 % (n41) (n+2)+ (n+1) (n+2)(n+3)+""

Zauwazmy teraz, ze jezeli s jest liczbg catkowitg dodatnig nie wigk-
szg od m, to pochodna rzedu s funkeji x*, ktérg mozemy oznaczy¢ przez
: ; n! SRy s : n
D", réwna sie (*nms)—'x"‘s, jezeli za$ s jest wigksze od n, wtedy D xz"=0.
Jezeli wigc w rownaniu (2) podstawimy zamiast n kolejno n-—1,
n—2,..2, 1, to otrzymamy réwnania nastepujgce:

me=U, + 2 D g

$=T1

(n-1)¢=U,_, +ZD*“H
s=1

Gy il g s e I

=1

=0, +ZD,x.

s=1

Niech bedzie f(x) funkcja calkowita wymierng stopnia n obrang do-
wolnie, ale takg, azeby f(0)=0; mozemy ja tak przedstawic¢
(5) ft) = oz + Yur ™V L Y2+ 1,75

oznaczmy przez f'(x), f''(x),...f®(x) n pierwszych pochodnych tej funkecji
i zalézmy

(6) F@)=1"(@)+["(@)+ ...+ f")().
Oczywiscie bedzie
(7) FO)=1n!41ur(m=1) 4.4, . 1

Pomnézmy réwnania (4) odpowiednio przez Y., Tu-1,.. %y, ¥y i do-
dajmy; oznaczajac

.(8) U(IE)=’{,, Un‘f“‘fn—l Un—l +---+7101
i uwzgledniajac (4), (5), (6), (7), znajdziemy
(9) F(0). ¢ = F(x)+ Uz).

Te¢ zalezno$¢ obierzemy za punkt wyjscia, dowodzgc przestepnosci
liczb e i =.
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Co do funkeji U(z) trzeba tylko ustali¢ granice gérng dla jej war-
tosci bezwzglednej. Oznaczmy w tym celu przez r wartos¢ bezwzgledng
wielkosci x; z réwnania (3) otrzymamy wledy dla wartosci bezwzglednej
funkcji U, nier6wno$é nastepujaca:

r 7,.2 ,TS
T } TR o oy it
T <r(ttr + 5+ 5+ )
czyli
| Bl caemen:

Uwzgledniajac wyrazenie (8) funkcji U(x) i oznaczajac przez c,,
Cn—1, ... €y, ¢, wartosci bezwzgledne wielkosci 7., Yn-1,..- 75, T;, dostaniemy
| U(®)] < (€™ + o1 7™ +...+ 047) . €,

czyli
(10) |U(x)| < ®(r). e,

gdzie ®(r) oznacza wyrazenie ¢, "+ ¢,_"" '+ ... +¢,r, ktore powstaje z f(x)
przez podstawienie zamiast Z, 7., Y.-1,...7; ich wartosci bezwzglednych
Tsi Coi O (i Gl

Przestgpnos$é liczby e. Przypusémy, ze liczba e jest algiebra-
iczna, czyli ze jest pierwiastkiem rownania algiebraicznego stopnia m
o spétczynnikach catkowitych wymiernych

(11) Co+ Cie+ Cye? + ... + Crem =0,

gdzie spolczynniki C, i C, mozna zawsze przyjaé¢ rézne od zera.

Podstawiajmy w (9) zamiast « kolejno 0, 1, 2, ... m, pomnézmy otrzy-
mane réwnania odpowiednio przez C,, Cy,..C, i dodajmy; dostaniemy
wskutek (11):

(12) ' D O, F() + D, C,T0) =0,
y =0 v=0

Dowiedziemy teraz, ze jezeli obierzemy odpowiednio funkcje catko-
witg f(x), ktéra, pomingwszy warunek f(0)=0, jest zupelnie dowolna, to
rownanie (12) stanie si¢ niemozliwym; nastepstwem tego bedzie, ze nie
moze istnie¢ réwnanie (11), ze wiec liczba e jest przestepna.

Obierzmy liczbe pierwsza p wiekszg od m i przyjmijmy za f(x) funk-
cje calkowitg

(13) f(x)

P -1z =2)" ... (x_m)p,
¥ (-1

ktora staje sie zerem dla =0 i ktdrej stopien jest

n=(m+1)p—1.
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Niemozliwo$¢ réwnania (12) stanie si¢ widoczna, jezeli dowiedziemy,
ze dla odpowiednio wybranej liczby pierwszej p

"
1° suma 2 C,F(v) jest liczbg catkowita réing od zera, a wige, co
v=0
do wartosci bezwzglednej, nie mniejszg od 1;

2° suma 2 C,U() jest co do wartosci bezwzglednej mniejsza od 1.
v=0
Jezeli uporzadkujemy f(x) podiug poteg rosngcych zmiennej x, to
dostaniemy

(14) f(w)zAp_lxv-l +Axr+ Ayt +A,.x",
(r—1)!
gdzie spotezynniki A, y, 4,,.. A4, s3 liczbami catkowitemi; a poniewaz
A,y =+(ml)r, a p jest liczbg pierwsza wieksza od m, przeto 4, nie
jest podzielne przez p.
Tworzgc na zasadzie wzoru (14) » pierwszych pochodnych funkeji

f(x) i czynige =0, dostaniemy
£(0)=0, f'(0)=0, ... f®-2(0)=0,
[@=90)=4,-1, fPO)=p.A4,, fE0)=p(p+1)4p+1,
..... f®0)=p(p+1)..n.4,,
a wiec, uwzgledniajgc (6), bedziemy mieli

F(0)=-A-p—1 +pAp +p(p + 1)Ap+.1 + eee gy

przeto F(0) jest liczbg catkowita niepodzielna przez p i jezeli obierzemy
za p liczbe pierwsza dos¢ wielka, azeby liczba C, (rézna od zera) nie by-
ta podzielna przez p, wtedy i C,.F(0) bedzie liczba calkowits
niepodzielng przez p.

Porzadkujac teraz f(x) podiug poteg rosngcych wielkosci (z—v), do-
staniemy
_ By(@ v+ By (x—v)Ptt 4.+ B,(x—v)"

(p-1)! :

gdzie sp(’)lczynnil'{iJIBp, B,,1,..B, sa liczbami calkowitemi. Rdézniczkujac
kolejno i zakladajac xz=v, znajdziemy

f»)=0, f'(V)=0,...f®=D(y)=0,
f(P)(y):p_‘Bp, f(P+1)(v)=p(p+1)BP+1.
™) =p(p+1)..n.B,,

. (@)

Gieometrja. T. II. 20
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skad, uwzgledniajgc (6), dostaniemy
F)=p.B,+p(p+1). Byi1 +...

A wige F(1), F(2),..F(m) sa liczbami catkowitemi podzielnemi
przez p.

Suma XCVF(V) jest przeto liczbg caltkowita niepo-
; v=0
dzielng przez p, jest wiec, co do wartosci bezwzglednej,
nie mniejsza od 1.

W ten sposéb dokonali$my pierwszej czesci dowodzenia.

Przechodzimy do czesci drugiej. W tym celu zuzytkujemy nieréow-
nos¢ (10). Oznaczajac, jak przedtym, przez r wartos¢ bezwzgledng zmien-
nej x, zaczniemy od uwagi, ze wyrazenie, ktére otrzymujemy zamiast
f(x), podstawiajac zamiast x i zamiast spdélczynnikéw odpowiednie war-
tosci bezwzgledne, jest

721 (r 4 1)2(r 4+ 2)? ... (r + m)? :

Pt -1

ale mamy wskutek (10):
Ulx) < P(r).¢";

jezeli wiec dla krotkosci zalozymy

V1) +2) .. (vt m)=p, |

to bedzie
Up) < L e’
y(p—1) "’
czyli
poB L. BT
U(V) & T £ W—'l—ﬂ 4

Ale poniewaz szereg (1) jest zbiezny dla kazdej wartosci x, przeto jego

. z" 3 < e i - , ez
wyraz ogélny =il dazy do granicy zero, jezeli » rosnie do nieskonczonosci.

r-1
v

Mozna wiec wybraé liczbe pierwsza p dostatecznie wielhq, azeby TESVE

a zatym i |U(v)| stato si¢ dowolnie malym; wskutek tego sumeg 20\/ U(v)
v=0
mozemy uczynié, co do wartosci bezwzglednej, tak matlg, jak tylko ze-
chcemy, a w szczegélnosci <1, c. b. d. d.
A wiec liczba e jest przestepna,
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Przestepnos$¢ liczby m. — Dowodzenie przestepnosci liczby =
opiera si¢ rowniez na zaleznosciach (9) i (10) oraz na tozsamosci

(15) 1+¢m=0,

wyrazajacej zwigzek pomiedzy e i .

Jezeli przypuscimy, ze © jest liczbg algiebraiczng, to = byloby réw-
niez liczbg algiebraiczna, byloby wiec pierwiastkiem rdwnania algiebra-
icznego

(@) =0

o spéiczynnikach catkowitych wymiernych.

Niech bedzie v stopniem funkcji ¢, a y,, ¥,,...y, niech beda wszyst-
kiemi pierwiastkami réwnania, miedzy ktéremi znajdzie si¢ réwniez im;
dostaniemy wtedy wskutek (15):

(1+e)(1 +e”)...(1 + M) =0,

a po wykonaniu mnozenia

(16) 1+Ze.’/i+2 eyz+yk+2 eyi+?/k+yl_1_m:0
v(v—1)

Sumy y;+Yx, wystepujace w liczbie 5 58 pierwiastkami inne-
go rownania algiebraicznego
$,(x)=0,

gdyz kazda funkcja symetryczna tych sum jest zarazem funkcja syme-
tryczng wielkosci v;, jest wige liczbg wymierng. Podobnie si¢ dowodzi,

Ze sumy ¥;+Yi+ Y1, ktorych liczba jest i(—tlz—):(gv—__—?l, sq pierwiastkami

trzeciego rownania algiebraicznego ¢,(z)=0 i t. d.
Tak wiec iloczyn

(17) $(@) - $1(2) - Po(@)...

jest funkcjg catkowity, ktora sig¢ staje zerem dla  réwnego jednej z liczb

(18) x Yiy Yi+Yrs YitY+Yiy ey

migdzy ktéremi moga byé¢ wartosci rowne zeru; jezeli oznaczymy przez
C—1 liczbg tych, ktére sa zerami, wtedy C bedzie liczba catkowita do-
datnig =1. Przyréwnywajac iloczyn (17) do zera i opuszczajac czynnik
x°1, dostaniemy réwnanie y(z)=0, o ktérym mozna zawsze przypuscié,
ze zostalo sprowadzone do postaci o spélezynnikach catkowitych. Pier-
wiastki tego rownania

&y 5e g7 Lin
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s3 to te liczby szeregu (18), kidre sg rozne od zera i czynia zadosé, wsku-
tek (16), rownaniu

(19) C+etid-etad ., . +e™m=0;

widoczng jest rzecza, ze y(0) jest rézne od zera i Ze y(x) mozna tak na-
pisa¢:
x(x) = ax™ + g, x™ 14 a,2M 2 4. +. G 5
gdzie a, ay,..a, sa liczbami catkowitemi wymiernemi, a, @, mozna za-
wsze przyjac, ze sg rézne od zera, a @ dodatnie.
Jezeli teraz y(x) pomnozymy przez a™~! i zalozymy

arn=7z, a*~Yy(x)=92), bx,=2{] a¥s =2 ", 0ln="20nm
a,=b,, aa,=b,, ala,=bg, .. a" p="by,

to znajdziemy, ze 2, 2,,... 2, s3 pierwiastkami réwnania o spotczynnikach
catkowitych
(20) (2)=2m+-bgm=14-byem 2. 4-b,=0.

Zastosujmy teraz réwnanie podstawowe (9).
Podstawiajac kolejno w tym rownaniu zamiast x liczby xz;, ®,, ... X,
sumujac i dodajac do obu stron C.F(0), dostaniemy wskutek (19)

(21) C. F(0)4 ), F(a)+ Y, Ulz,)=0.
y=4

y=1

Dowiedziemy teraz, ze przez odpowiedni wybor funkeji f(z), ktora,
pomingwszy warunek f(0)=0, jest zupetnie dowolna, mozna uczynié¢ row-
nanie (21) niemozliwym; tym sposobem zostanie dowiedzione, ze ® nie
moze byé¢ liczbg algiebraiczna.

Oznaczmy przez p jakgkolwiek liczbe pierwsza i przyjmijmy za f(x)
funkcje catkowita
@R am—ier ()]

@) o Tl s e
ktora staje sie zerem dla =0 i ktdrej stopien jest
n=(m-41)p—1.

Niemozliwos$¢ rownania (21) stanie si¢ oczywista, jezeli dowiedziemy,
ze dla odpowiednio wybranej liczby pierwszej p

1°, suma C .F(O)+Z F(x,) jest liczbg calkowity rézng od zera;

y=1
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2°, suma 2 U(x,) jest, co do wartosci bezwzglednej, mniejsza od
v=1
jednosci.

Porzadkujgc podlug poteg rosngcych wielkosci 2, mie¢ bedziemy
[H(2)]p =4+ 4,244,224
=Ay+Aax-+A,ax? ...

gdzie spélczynniki 4,, A,, A4,,.. sa liczbami catkowitemi; A,=b}, jest
liczbg rdézng od zera.
Oprécz tego mamy

Agap— 1=t A avxp 4 A, ap+1pp+1 4
-1 ;

Rézniczkujac kolejno te funkcje i zakladajac =0, otrzymamy
f(0)=0, f'(0)=0,... f*=(0)=0,
fe=0)=A4,a071 =brar—1, f@(0)=p.4a?,

OO0y =p(p41). Ayartt, .

Obierzmy liczbe p wieksza od najwiekszej z liczb a, b,, C; wtedy
f@®=1(0) bedzie niepodzielne plzez p, zas wszystkie pozostate f(*‘)(O) sg albo

f(x) =

zerami, albo liczbami podzielnemi przez p, a wiee F(0)= Zf(")(O) jest
v=1
liczba calkowita niepodzielna przez p, wskutek czego i C.F(0) jest
liczba catkowitg niepodzielng przez p.
Porzadkujac teraz f(x) podlug poteg rosngcych wielkosci 2—2,, do-
staniemy

(Z’ = Zv)p K Bl(zv)’{_ (Z e 3v)p+1 % B2(Zv)+---

i (p—1)!
@@,y By(z,)+ar (e —2,) . Byz) 4.
& (p-1)

gdzie By(z,), B,y(2,),.. sa funkcjami catkowitemi wielkosci 2, o spétczyn-
nikach catkowitych.

Znajdziemy stad jak poprzednio:
Fi@)=0, ["(@)=0, ... [0-1(z,) = 0;
fP(x,)=pay. By(2,), f*+w,)=p(p+1)ar*t. By2,), ...,
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a czynigc

Q(z,)=arB,(2,)+-(p+1)art! By(z,) 4.,

dostaniemy wskutek (6)
Fx,)=p.Qe,),

ﬁlf*’ (@)= pi_lQ(Zy) :

Ale EQ(ZV) jest funkcjg catkowita symetryczng m pierwiastkéw

y=1

a zatym

m
rownania (20), jest wiec liczbg catkowita, a wskutek tego suma EF(acv)
y=1

jest liczbg catkowitg podzielng przez p.

Stad wreszcie wypada, ze C.F(O)—{—EF(Q(;V) jest liczbg catko-
y=1
witg niepodzielng przez p, a wigc rozng od zera.
Tym sposobem cze$¢ pierwsza dowodzenia zostata wykonana,
Przechodzimy do czesci drugiej. W tym celu zrobimy uzytek z nie-
réwnosci (10).
Mozemy napisa¢
1) = a2 — ) (2~ 2,)...( — ),
a wskutek (22):
(m~+-1p—1 o p—1( 0 — 2. \P(22 — 2,)P 2K P
f(x):a 2P~ — 2)P(2 — 2y)P oo (X — i) :
(p-1!

Oznaczmy przez r, 7, 7,,.. " »n wartosci bezwzgledne wielkosci z, x,
Zy, .. %, 1 pamigtajmy, ze a jest dodatnie; wtedy staje si¢ widocznym, ze
spotczynniki funkeji f(x) nie sg wigksze od spotczynnikéw funkeji

am+1)p—1pp—1 (x+7'1)p<x+7'2)p G (x‘*’rm)f #
(p-1)!

Jezeli wiec uczynimy
p(r) =am+ir(r4r)(r+7y) . (" +7m),
to dla kazdej liczby dodatniej »

G
ar (p--1)!

g(r) <

czyli
" PO [pt

# ar  (p-1)"'
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obierajac wiec p dostatecznie wielkie, mozna uczyni¢ ¢(r), a wigc wsku-
tek (10) i |U(x,)|, tak malym, jak tylko zechcemy; mozna wiec lez uczy-

ni¢ sume ZU(xy), co do wartosci bezwzglednej, tak mata, jak zechcemy,

=1
a w szczegbélnosei <1, c. b. d. d.
A zatym liczba n jest przestepna.
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