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PRZEDMOWA.

Tom niniejszy jest zakonczeniem opracowanej przeze mnie
w wydaniu czwartem ,,Algebry Poczatkowej" Todhuntera. Z pier-
wotnego tekstu Todhuntera mogtem tu zuzytkowac jedynie nie-
ktére 88 rozdzialbw o postepie geometrycznym, procentach
i przemianach, przestawieniach, polgczeniach. W rozdziale ,,Ta-
blice logarytméw" zuzytkowatem czeSciowo dodatek do pierw-
szego polskiego wydania ,Algebry" Todhuntera, pisany przez
mego Ojca; jednakze w catosci opracowanie tego rozdziatu jest
nowe. Przy opracowywaniu pozostatych rozdziatéw, oprocz wy-
mienionej juz w czesci Il Algebry Bourleta, byty mi pomocne
dwa artykuty z dzieta ,,Questioni riguardanti le matematiche
elementari raccolte e coordinate .da' Federigo Enrigues, vol. I,
Bologna, 1912", mianowicie:

F. Enrigues. | numeri reali.

D. Gigli. Dei numeri complessi a due e a piu unitn.

Kilkadziesigt zadan pochodzi z ,,Aufgabensammlung” Bar-
cie))—Lietzmann Ziihlke.

Wazniejsze momenty, odrdzniajace ten podrecznik od innych,
sg hastepujace.

Pojecie funkcji, ktére w nowoczesnem nauczaniu algebry
zajmuje naczelne miejsce, usitowatem uprzystepni¢ uczniom przez



v

mozliwie szczeg6towe zbadanie tych funkcyj, z ktéremi stale maja
do czynienia, a wiec przedewszystkiem proporcjonalnosci prostej
i odwrotnej oraz funkcji logarytmowej. Ogolnego okre$lenia
pochodnej, ani nawet granicy, nie podaje, obawiajac sie przed-
wczesnego zmechanizowania w stosowaniu tych poje¢ przez ucz-
niow. Wskutek tego podrecznik ten nie uczy, jak przeprowa-
dzi¢ dyskusje dowolnej funkcji, ale najczesciej spotykane funkcje
omawia wiecej szczegdtowo, niz inne podreczniki.

Przy wykres$laniu hiperboli i krzywej logarytmowej stoso-
walem., Sciste wyznaczanie dowolnej liczby punktéw zapomoca
cyrkla i linjalu, bez rachunku; to daje mozno$¢ samodzielnego
utozenia przez ucznia tabliczki logarytméw dwu- lub nawet
trzycyfrowych.

Liczby zespolone zostaly wprowadzone jako pary liczb
rzeczywistych —a to w celu doktadniejszego zrozumienia uktadu
liczb ).

Warszawa, w sierpniu 1927 r.

5. Kwietniewski.

# Nastepujace 88, z malemi zmianami, pochodzg ztekstu Todhun-
tera (w nawiasie podaje odpowiednie numery z pierwszego polskiego wy-
dania z roku 1890): 39—41 (400—408), 45 (410), 112-117 (439—448), 122-131
(417—429). Podtug uzupelnien mego Ojca sq opracowane: 74 (02*), 76—S81
(64*—66*), 82 (61*), 83 (67*), 85, 86 [70*) 88—90 (71*, 72*), 105 (77*), 109
(78*), 110 (79*) 118, 119 (448, 4482, 132 (429,)-
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Ogodlne rozwiagzanie ukladu dwoch réwnan stopnia pierw-
szego z dwiema niewiadomemi.

1 Niech bedg dane dwa trojmiany.
A—ax-\-by—c
B —a'x -f- b'y—c\
w tych tréjmianach x iy sg wielkosciami zmiennemi, pozostate
wielkosci a, b, ¢, a\ b\ ¢ sg state. Poszukujemy takich dwdch
wielkosci, azeby, po podstawieniu ich zamiast x iy, wartos¢
kazdego z tych dwdch tréjmiandw stata sie zerem.

Zauwazmy, ze jezeli /
A=0; B==0
wtedy
mA-f-n B =0,

jakiemikolwiek liczbami bylyby m i n.
Zauwazmy jeszcze tozsamosci
(P4 —4P)A=q (PA+ qB)—q (p’ A+ q'B),
(pg—qp)B=p (P'A+ gB)—p'(p A-fqB),
w ktérych wystepujace litery moga oznacza¢ catkiem dowolne
liczby.
Z tych tozsamosci wynika, ze jezeli sg prawdziwe dwie
rownosci
pPA-—aB
?A+ QB

0 ()
0, ©
|

Algebra Il1.
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wtedy sg prawdziwe obie rownosci
(Pg—ap)A=0Q ©)
{pad—agp)B=0 4

Jezeli przytem pg' —qp' jest rozne od zera, wtedy réw-

nosci (3) i (4) wyrazaja, ze
A=0;, B=0.

Okazuje sie, ze wartosci trojmianéw A i B mozemy uczy-
ni¢ zerami, jezeli x iy wybierzemy w ten sposob, zeby staty
sie zerami oba wyrazenia

p A-f
p‘A + q'B,
gdzie p, g, p\ g mozemy obra¢ dowolnie, z warunkiem wszakze,
azeby pq —qp' bylo rézne od zera.

2. Jezeli mamy rozwigza¢ ukfad réwnan
ax -f-by —c )
a'x -j- b'y = ¢\ (6)
to zagadnienie takie mozemy w ten sposdb wyrazi¢: znaleZé,
przy jakich wartosciach x, y oba trojmiany

A—ax-f-by—c
B = alx-|- by—¢
stajg sie zerami. W zatozeniu
* ab' — ba' =0,
uczynmy
p—b\g=—hb p——2a; q= g
rownania powyzsze (5)i (6) bedg wiec spetnione na zasadzie § 1,
jezelix iy wybierzemy takie, azeby byto
b (ax -j- by —¢) — b (a'x -j- b'y — ')
)

0
—a' (ax -j- by —c) -f-a (@'x -j-by—c 0

czyli, po uproszczeniu:
(ab' —ba’) x — (cb' —hé) — 0 1)
(@' —ba) y — (a¢ —ca’) — 0, (8)
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Kazde z tych réwnan zawiera tylko jedng niewiadoma;
rozwigzujac je, znajdujemy wartosci szukane

(9)

Azeby rozpatrze¢ jeszcze i ten przypadek, kiedy ab'—ba!—0,
zauwazmy, ze B na pewno jeat zerem, jezeli

A= 0; mA-f-nB= 0, (10)
o ile tylko n nie jest zerem.
Przypusémy, ze przynajmniej jeden ze spétczynnikéw a, b,

a', b jest rézny od 0, np. a; w takim razie uczyfmy m= a,
n— —a, a roéwnania (10) przyjma postac

ax +by—c—20
al (ax -f-by —c)—a (ax by —c)= 0,

a uwzgledniajac, ze podiug zatozenia
ab' —xba' = 0,
mozemy tym rownaniom nada¢ prostszg postac:

axA-by —c= 0 )
ac —ca = 0. )

Drugie z tych roéwnan nie zawiera niewiadomych i jezeli
ac' —ca' jest rozne od zera, wtedy to rownanie nie moze byc
prawdziwe, jakkolwiekbysSmy przyjeli wartosci x, y; dany ukiad
rownan nie ma wiec w tym przypadku pierwiastkow.

Jezeli jednak

ac' —ca' = 0,

wtedy drugie réwnanie ukfadu (11) wyraza tozsamos$¢ i jest
prawdziwe dla kazdej pary wartosci X, y; azeby wiec ukia-
dowi (11), a co za tern idzie, azeby uktadowi danemu uczynic¢
zado$¢, nalezy tylko przyja¢ dla niewiadomych takie wartosci,
ktore czynig zado$C pierwszemu z réwnan (11), to jest réwna-
niu (5). Dostaniemy wiec dowolng liczbe rozwigzan: dla kaz-
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dego y znajdziemy odpowiednig wartos$¢ x, tak, azeby oba réw-
nania dane byty spetnione, mianowicie:

Mozemy powiedzieC, ze nieoznaczono$¢ danego ukiadu jest
pierwszego rzedu.

Jezeli jednak a= b= a'= b' = 0, wtedy dany ukiad przyj-
muje postaé

i jezeli istotnie choC jedna z wielkoSci c, ¢ jest rézna od O,
wtedy ten ukiad wyraza sprzeczno$¢ i nie moze byé rozwiaza-
ny; ale jezeli c— ¢ = 0, wtedy dane réwnania sg tozsamo-
§ciami, a nieoznaczono$¢ ukladu jest zupetna; kazda para war-
todci, przyjetych za x, y, czyni temu ukladowi zadosSc.

Powyzsze wyniki streszcza nastepujgca tablica:

niema rozwigzan
nieoznaczono$¢ 1-go rzedu,

niema rozwigzan
nieoznaczono$¢ zupetna.

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli

ab'—ba'= 0; a¢ —ca' = 0; a4=0,
wtedy

czyli

a wiec spotczynniki obu réwnan sg proporcjonalne.
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ZADANIA DO ROZDZIALU I.

Sprawdzi¢, ktore z nastepujacych uktadéw réwnan majq
rozwigzania i znalez¢ te rozwigzania.
1
2.
3.
4,
5. Jezeli t zmienia si¢ 0d — oo do -f- co, jak zmienia sie
mozliwos$¢ rozwigzania uktadu réwnan
a2ty =,
tx + 2y= 17
Przedstawi¢ oba pierwiastki uktadu xf y, jako funkcje
zmiennej t i wykona¢ wykresy zmiennosci x iy w zaleznosci
od t (por. rozdz. IlI).
6. Toz samo dla uktadu réwnan
(*+i) X+ V2-i)y = t+ i
t+1) x“F@“hi)y = 0.

Il.
Proporcjonalno$¢ odwrotna.

3 Obierzmy jakikolwiek zbior liczb, miedzy ktdremi niema

dwadch rownych, ani tez liczby O; niech to bedg np. liczby, wy-
pisane w szeregu (1).

Kazdej z tych liczb podporzadkujemy inna, ktérg otrzymamy,
dzielagc przez te liczbe szeregu (1) jaka$ liczbe stalg, np. 6. Tak
otrzymane liczby zostaty wypisane w szeregu (2) pod odpowied-
niemi liczbami pierwszego szeregu. OtrzymaliSmy tym sposobem
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dwa zbiory liczb, miedzy ktéremi istnieje taki zwigzek, ze jezeli
X oznacza ktorgkolwiek liczbe zbioru (1), wtedy w zbiorze (2)
jest jedna i tylko jedna liczba y, spetniajgca warunek

ktéry inaczej mozna tak wyrazic:
Xy = 6.

Zalezno$¢ taka miedzy dwoma zbiorami liczb nazywa sie
,.proporcjonalnoscig odwrotng*.

W celu unikniecia watpliwosci ,,proporcjonalnosé™ (1, 170),.
w przeciwstawieniu do proporcjonalnosci odwrotnej, czesto sie
nazywa ,proporcjonalnoscig prostall ,,wielkosci proporcjonalne"—
,.wielkosciami wprost proporcjonalnemu.

4. Ogélniej, Mjezeli za odpowiadajgce sobie, albo podpo-
rzagdkowane uwazaé bedziemy dwie liczby x, y, spetniajace
warunek

gdzie k jest liczbg stalg rézng od zera, dla wszystkich par
liczb x, y jednakowa, wtedy zbior jakkolwiek obranych liczb
X (jednak nie zawierajgcy zera) i zbior odpowiadajgcych im
liczb y nazywajg sie odwrotnie proporcjonalnemi.

Warunek powyzszy mozna inaczej tak napisaé: xy = Kk,
a takze: x — Kk :y.

Jezeli zatozymy, ze w pierwszym zbiorze wszystkie liczby
X sg od siebie rézne, to osiggniemy przez to, ze i w drugim
zbiorze niema liczb réwnych.

Z okredlenia proporcjonalnosci prostej wynika, ze jezeli

to zbiér liczb y jest wprost proporcjonalny do zbioru liczb

jezeli wiec dwa zbiory liczb sg odwrotnie proporcjonalne, wtedy
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kazdy z nich jest wprost proporcjonalny do zbioru odwrotnosci
liczb drugiego zbioru.

Przyktady. 1) Zbiér wszystkich liczb naturalnych i zbiér
wszystkich utamkow, majacych 1 za licznik, liczbe naturalng za
mianownik, z dofaczeniem liczby 1, mozna uczyni¢ odwrotnie
proporcjonalnemi ze wzgledu na wielko$¢ statg 1.

2) Ogolniej: zbidr jakichkolwiek liczb x jest odwrotnie pro-
porcjonalny do zbioru ich odwrotnosci

wzgledem wielkosci statej 1.

3) Jezeli a i b sg jakiemikolwiek liczbami réznemi od O,
wtedy, zaliczajagc zarébwno do pierwszego, jak i do drugiego zbioru
wszystkie liczby rézne od 0, mozna oba zbiory uczyni¢ odwrot-
nie proporcjonalnemi, tak, azeby liczbie a pierwszego zbioru
odpowiadata liczba b w drugim. Nalezy w tym celu podporzad-
kowaé kazdej liczbie x liczbe

5. Azeby poznac doktadniej zalezno$é, rozpatrywang w ostat-
nim przykfadzie, odwzorujmy liczby obu zbioréw na osiach spit-
rzednych (11, 184; I, rozdz. XX), a mianowicie liczby x na osi
odcietych Ox, liczby y na osi rzednych Oy; kazdy punkt ozna-
czaC bedziemy tak samo, jak liczbe, przez ten punkt odwzoro-
wang. Liczby a i b sg przedstawione zapomocg punktow, ktdre
moga leze¢ jakkolwiek, jeden na Ox, drugi na Oy, aby tylko
nie w O.

Liczbom x podporzadkowujemy przez proporcjonalno$¢ od-
wrotng liczby y w ten sposdb, azeby liczbie a odpowiadata liczba
b\ osiagniemy to, czyniac

czyli x:a = b:y. @]

Mozemy wiec do kazdego punktu x osi odcietych znalezé
odpowiedni punkt y osi rzednych, prowadzac przez a prostg row-
noleglg do prostej xb i przecinajac jg z Oy (rys. 1i 2). Ze dla
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tak otrzymanego punktu przecieciay proporcja (1) jest stuszna—
przynajmniej co do wartosci bezwzglednych jej wyrazow — to

Rys. 1.

Rys. 2.

jest widoczne z podobienstwa tréjkatéw Oxb, Oay\ ze ta propor-
cja pozostaje prawdziwg jeszcze i wtedy, jezeli uwzglednimy
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znaki jej; wyrazdéw, to wynika stad, ze wszystkie punkty prostej
ay, jako rownolegtej do xb, leza po tej samej stronie prostej xb\
wszystkie lezg wiec wzgledem prostej xb albo po tej samej stro-
nie, co O, albo wszystkie po' stronie przeciwnej, niz O. Tym
sposobem jezeli O lezy zewnatrz odcinka ax, to lezy roéwniez
zewnatrz odcinka yb\ jezeli za$ lezy miedzy o i X, to lezy réw-
niez miedzy y i b; w pierwszym przypadku odcinki Ox, Oa majg
zwroty jednakowe, ich stosunek jest wiec dodatni, odcinki Ob,
Oy maja réwniez zwroty jednakowe i stosunek dodatni; w dru-
gim przypadku odcinki Ox, Oa majg zwroty przeciwne i Sstosu-
nek ujemny, i tak samo odcinki Ob, Oy.

6. Jezeli zmieniaé bedziemy potozenie punktu x, przesu-
wajac go wzdtuz osi odcietych, wtedy proste xb i réwnolegta
do niej ay obraca¢ sie beda dokota punktow statych bia. Kon-
strukcje taka mozna urzeczywistni¢ zapomoca przyrzadu (rys. 3),
ztozonego z dwaoch diugich listewek AD, BC, zaopatrzonych w po-

dtuzne szpary, i potgczonych krotszemi listwami AB, DC tak,
azeby dtugosci AB, DC byty réwne i state, i tak samo dtugosci
AD, BC) polagczenia w punktach A, B, C, D dokonywa si¢ za-
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pomocyg sztyfcikow tak, azeby powstat rownolegtobok, w ktdrym
wielkosci katobw mozna dowolnie zmieniaC. Sztyfciki A, B umie-
szcza sie w punktach statych a, b. Przyrzad ten pozwala zna-
lez¢ y dla kazdego x, oddalonego od A przynajmniej na szero-
kos¢ listwy, ale niezbyt oddalonego ze wzgledu na ograniczong
dhugosé listwy. Zauwazmy jeszcze, ze, stosujac przyrzad do
punktéw, potozonych po réznych stronach punktu A, musimy
obroci¢ listwe BC przez potozenie réwnolegte do osi odcietych,
przyczem listwa AD przechodzi przez O, punktowi O nie odpo-
wiada zaden punkt y; to tez, nastawiajac listwe BC na O, otrzy-
maliby$Smy potozenie drugiej listwy réwnolegte do osi rzednych.
7. Przypus¢émy, ze M i N sg dwoma odwrotnie propor-
cjonalnemi zbiorami liczb, ze wiec kazdej liczbie x zbioru M
zostata podporzadkowana liczba y zbioru N, spetniajgca warunek

czyli xy = Kk,

gdzie k jest wielkoScig stata.

Obierzmy dwie dowolne wartosci zmiennej X i oznaczmy
je przez xux2; odpowiadajg im w zbiorze N dwie liczby yv y2
spetniajgce warunki:

Dzielagc pierwsze z tych réwnan przez drugie, znajdziemy:
yiiy2= *2:xt,
a wiec w dwoch zbiorach odwrotnie proporcjonalnych stosunek
dwoch ktérychkolwiek liczb jednego zbioru réwna sie odwrot-
nosci stosunku odpowiadajacych im liczb drugiego zbioru.

8. Jezeli miedzy dwoma ukladami liczb zostata ustalona
odpowiednio$¢ jedno-jednoznaczna (Il, 173), ijezeli stwierdzimy, ze
iloczyn odpowiadajagcych sobie liczb ma wielko$¢ statg, wtedy
odpowiednio$¢ ta jest proporcjonalnoscig odwrotng; ale propor-
cjonalno$¢ odwrotng mozemy stwierdzi¢ i innym sposobem, jezeli
mianowicie przekonamy sie, ze stosunek kazdej pary liczb jednego
zbioru réwna sie odwrotnosci stosunku pary odpowiadajacych
liczb w drugim zbiorze, gdyz réwnanie

yi = *2y2
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jest na pewno spetnione, jezeli

. X1:Xi =y 2:yi-

Z powyzszego wynika, ze pojecie proporcjonalnosci odwrot-
nej mozna zastosowa¢ do dwdch zbiorow jakichkolwiek wielkosci,
ktorym liczby nie zostaty podporzadkowane, jezeli tylko mozna
wyznaczy¢ stosunek dwdch wielkosci, nalezacych do tego samego
zbioru (Il, 152). W konstrukcji § 5jednostka dtugosci nie zostata
obrana, a wiec odcinkom osi liczby faktycznie nie zostaty pod-
porzadkowane; pomimo to otrzymaliSmy zapomoca tej konstrukcji
dwa catkiem oznaczone zbiory odcinkéw odwrotnie proporcjo-
nalnych Ox i Oy.

9. Jezeli k jest jakakolwiek liczba rézng od 0, wtedy
istnieje proporcjonalno$¢ odwrotna, podporzadkowujaca wzgledem
k kazdej liczbie rdznej od 0 jaka$ liczbe. Pytamy, jaki jest zbior
wszystkich liczb, odpowiadajagcych w tej zaleznosci liczbom, za-
wartym miedzy dwiema jakiemikolwiek liczbami aX a2 r6znemi
od 0. Nie robigc zadnych zatozerh co do znakéw liczb ax i a2,
ani tez co do tego, Kktora z nich jest wieksza, mozemy stwier-
dzi¢, ze liczba x jest zawarta miedzy ax \ a2 — to znaczy, ze
jest wieksza od mniejszej i mniejsza od wigkszej z tych dwoch
liczb — wtedy i tylko wtedy, jezeli rdznice

*—ax, a—a2
maja znaki przeciwne, jezeli wiec

0)

Przypusémy, ze w rozpatrywanej zaleznosci liczhbom ax, a2
odpowiadajg bx, b2, ze wiec

axbx= a2b2= k; @

chcemy sprawdzi¢, czy kazdej liczbie x, spetniajgcej warunek
(1), odpowiada liczba y, zawarta miedzy bx i b2\ w tym celu
nalezy sie przekonaé, jaki znak ma stosunek

Poniewaz y = k :x, przeto, uwzgledniajgc (2), mozemy
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podstawi¢ w poprzedniku y = A 1>w nastepniku y = ,

wiec:
Widzimy przeto, ze stosunek ma ten sam znak, co
)): :Z’2>je2eli a2:ax>» 0, czyli jezeli i a2 majg znaki jed-

nakowe, a wiec jezeli liczba O nie jest zawarta miedzy ax i a2;
jesli za$ liczba O jest zawarta miedzy temi dwiema liczbami,
wtedy oba stosunki majg znaki przeciwne. W pierwszym przy-
padku kazdej liczbie, zawartej miedzy al i a2 odpowiada liczba,
zawarta miedzy bt i b2; w drugim ani jednej liczbie, zawartej
miedzy ax i a2 nie odpowiada liczba, zawarta miedzy bx i b2

A poniewaz kazda liczbay rdzna od 0 odpowiada jakiej$ liczbie
X (8 3, przykiad 3), przeto zbi6ér wszystkich roznych od 0 liczb
od bx do b2 jest odwrotnie proporcjonalny wzgledem k do zbioru
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wszystkich liczb od ax do a2, lub wszystkich liczb, ktore nie sa
zawarte miedzy a, i a3, ‘zaleznie od tego, czy O nie jest, czy
tez jest zawarte miedzy ax i a2

10. Przedstawiajgc liczby obu zbioréw odwrotnie propor-
cjonalnych zapomocg «punktdw osi spétrzednych, jak w 885,6,
znajdziemy, ze odcinkowi ax a3 nie zawierajgcemu punktu O
(rys. 4), odpowiada odcinek bx b2, za$ odcinkowi axa2 zawiera-
jacemu O (rys. 5)—figura, ztozona z dwdch potprostych, nie ma-
jacych punktu wspolnego.

y

Rys. 5.

Na obu rysunkach 4 punkty zostaty tak obrane, azeby pary
prostych axb2 i bxa2 byty réwnolegte.

Przyrzad opisany w § 5 moze by¢ zastosowany do bezpo-
$redniego sprawdzenia powyzszych wynikdw w roznych przy-
padkach, np. ax<c a2<.0; al< 0<a3; 0<al< a3 przyczem
bx mozna obiera¢ badZ dodatnie, badz ujemne.
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n Przedstawimy zmienno$¢ funkcji y = k: x zapomoca
wykresu (I, rozdziat XX), zakfadajgc naprzod k> 0, x > O;
stad tatwo juz bedzie otrzymaé wykresy dla pozostatych przy-
padkow.

W powyzszem zatozeniu kazdy punkt, majacy odcietg x
i rzedng y = k:x lezy w pierwszej éwiartce ptaszczyzny X.

Odmierzmy Ol= 1 na osi odcietych, OK= k na osi rzed-
nych (rys. 7); odmierzajac kolejno rézne wartosci odcietych x,
taczy¢ bedziemy za kazdym razem

koniec odcietej z punktem K i do

otrzymanej prostej poprowadzimy

rownolegty przez punkt /; punkt

przeciecia tej rownolegtej z osig

rzednych  lezy na  odlegtosci¥

# Cztery czesci, na ktore osi spot-
rzednych dzielg ptaszczyzne, numeruje-
my zazwyczaj w taki sposob (rys. 6):

w | éwiartce x> 0,y > 0;

w |l x < 0y> 0
w Il » x CO,y C 0
Rys. 6. w IV x> 0yC O
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y — — od poczatku sp6trzednych; otrzymujemy wiec punkt

P, nalezacy do wykresu, na przecieciu dwoch prostych, popro-
wadzonych przez punkty x iy réwnolegle do odpowiednich
osi; podobnie zostat znaleziony punkt R dla odcietej < 1
i punkt Q dla odcietej rownej 1 MoglibySmy tez, znajac miare
odcinka k, obliczy¢ rzedna, odpowiadajacg kazdej z odcietych;

tak zostat znaleziony punkt S, majacy spoOtrzedne 3 i yl(().

Przy przesuwaniu punktu »; ku prawej stronie, punkty
przesuwa sie z gory na dét. O tern sie przekonamy, powiek-
szajagc x 0 dowolng wielkoS¢ dodatnig h i obliczajgc wartoS¢
funkcji dla tak zmienionej wartosci zmiennej.

Przypusémy, ze tg wartoscig funkcji jest y——4, ze wic
; chcemy sprawdzi¢, czy | jest dodatnie, czy
ujemne. Poniewaz

a k, x, h podlug zalozenia sg dodatnie, przeto /< 0. Wiec
zmienny punkt P wykresu coraz bardziej sie obniza, im dalej
sie przesuwa na prawo; jezeli x ro$nie do oo, prosta KX dazy
do potozenia réwnolegtego do osi odcietych, y maleje do O.
A wiec w miare odsuwania punktu P na prawo wzdtuz krzywej
do co, odlegto$¢ jego od osi odcietych maleje do O; stwierdzamy
to, mowiac, ze 0§ odcietych jest asymptotg rozpatrywanej
krzywej.

Okreslenie. Prostg t nazywamy asymptotg krzywej C, je-
zeli mozna odsuwa¢ zmienny punkt P wzdtuz krzywej C tak
do nieskoriczonosci, ze odlegtosé jego od prostej t maleje do zera.

Opierajac sie na tern okreSleniu, mozemy stwierdzi¢, ze 0$
rzednych jest rdwniez asymptotg naszej krzywej. Rzeczywiscie:
odlegtoscig punktu P od osi rzednych jest x\ odlegto$¢ ta ma-

leje do O, jezeli punkt P odsuwa sie wzdtuz krzywej ku goérze
do co.
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12. Zdanie: ,funkcjay = f(x) maleje do zera, jezeli a: ro-
$nie do 00“, ktére piszemy krocej w ten sposob:
Y — 0, jezeli a — 00%

rozumie¢ nalezy tak, zey mozna zrobi¢ dowolnie matem, obie-
rajac x dostatecznie wielkie, czyli: jakkolwiek mata jest liczba
bezwzgledna h, mozna znalezé taka liczbe n, ze dla kazdego
X > njest |y | < h

W przypadku y = kmozna uczyniéy <c A obierajaca

i dla kazdego a, spetniajagcego ten warunek, dostajemy y tak
mate, jak tego ZzadaliSmy.

13 Pomingwszy a = 0, nie moze sie zdarzy¢, azeby

nagle zmienito swa wartos¢ w sposéb widoczny, jezeli a nie-
znacznie tylko sie zmieni; nie moze wiec przytrafi¢ sie przypa-
dek, zilustrowany na rys. 8, w ktorym nagte zmniejszenie rzed-
nej o odcinek AB odbywa sie bez widocznej zmiany odcietej.

Jezeli C jest jednym z punktéw naszej krzywej (rys. 9), a spot-
rzedne jego ai b = k—>to jakkolwiek mata byfaby liczba bez-

wzgledna A zawsze mozna znalez¢ na krzywej punkty, ktérych
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rzedne roznig sie od b jeszcze mniej, niz o h, a ktérych odciete
sg rozne od a. Rzeczywiscie: nierbwnos¢

|b—y [<h,

czyli:

bedzie spetniona, jezeli uczynimy

czyli
a poniewaz

wiec ostatnig nierowno$¢ mozna tak napisac:

Algebra IlI.



18

Azeby z tej nierobwnosci wyrugowaC zmienngy z prawej
strony, zauwazmy, ze ta nierownoS¢ na pewno bedzie spetniona,
jezeli lewg strone uczynimy mniejsza od liczby, o ktorej wiemy,
Ze jest mniejsza, anizeli strona prawa; podstawmy wiec w niegj
zamiast y liczbe, majaca warto$¢ bezwzgledng wieksza, anizeli
y. Z warunku

b —y | < Iz
ktorego spetnienia zadalismy, wynika
\y\<\b\+h;

zadanie nasze bedzie wiec spetnione, jezeli uczynimy

W kazdym wiec razie nieréwnosé

bedzie spetniona, jezeli

a wiec kazdy punkt krzywej marzedng, rdznigcg sie od b mniej,
niz o /z jezeli tylko jego odcieta rézni sie od a mniej, niz

Wiasno$¢  funkcji y —L, ktorg przed chwilg poznalismy,

nazywamy ciggtoscia.
Wogdle méwimy, ze funkcjay =f(x) jest ciagla, jezeli
w jej wartosci mozemy powodowac zmiany dowolnie mate przez
poddawanie zmiennej niezaleznej zmianom dostatecznie matym.
14.  Przypus¢my, ze punkt naszej krzywej A ma spot-

rzedne xv yx= ’I‘(_l znajdzmy ten punkt B krzywej, ktérego od-

cieta jest y x rzedna jego musi by¢ L czyli xx(rys. 10). Znajdzmy

Yi
spodek prostopadtej z punktu A do osi rzednych A' i z punktu
B do osi odcietych B' i poprowadZzmy dwusieczng | i Ill-gj
¢wiartek plaszczyzny. Pozostawimy czytelnikowi dowdd, ze ta
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dwusieczna jest osig symetrji, naprzéd dla pary punktéw A' B',
a nastepnie dla pary punktow A, B. Okazuje sie¢ stad, ze do
kazdego punktu krzywej punkt symetryczny wzgledem tej dwu-

Rys. 11

siecznej nalezy rowniez do krzywej, czyli ze dwusieczna pierw-
szej i trzeciej CEwiartki jest 'osig symetrji rozpatrywanej
krzywej.
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15. Dotychczas rozpatrywalismy tylko dodatnie wartosci x
ale fatwo zauwazyé, ze jezeli x, y sg spdtrzednemi punktu krzy-

wej, jezeli wiecy = to i —X, —y sg spoOtrzednemi jakiego$

jej punktu, gdyz wtedy—y —-----!(--Ten nowy punkt jest sy-

metryczny z poprzednim wzgledem poczatku spotrzednych (co
czytelnik z-fatwoscia udowodni); poczatek spétrzednych jest
wiec Srodkiem symetrji krzywej (rys. 11).

Rys. 12

Uwzgledniajgc powyzsze rezultaty, dostajemy jako wykres
rys. 12. Otrzymana krzywa nazywa sie hiperbola, jak wogole
kazda krzywa, posiadajgca asymptoty, o ile jej réwnanie jest
stopnia drugiego; réwnanie to mozemy napisa¢ w postaci

Xy = k.

16. Dotychczas zakfadaliSmy, ze k jest dodatnie; niech
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teraz bedzie k < Q k= —Kk'. Poréwnajmy funkcje y = LS

iy = k—; wartosci y iy', odpowiadajagce temu samemu X, réznig

sie od siebie tylko znakami. Stad widzimy, ze, zmieniajac znak
statej k, otrzymamy krzywga symetryczng do poprzedniej wzgle-
dem osi odcietych. Dla k < 0 dostaniemy wiec hiperbole, lezaca
w Il i IV Cwiartce (rys. 13).

Rezultaty powyzsze mozemy stresci¢ w nastepujgcej tablicy:

E% — oo rosnie 0 rosnie -f- oo
k> oy 0 maleje — co -J- oo maleje 0

k < 0;y? 0 roénie -+ o0 — oo rosnie 0
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17. Dla wszystkich punktéw P, nalezacych do hiperboli,
ktorej rownanie jest xy = k, prostokat, majacy za boki spot-
rzedne punktu P, ma pole state i jest rownowazny prostokatowi
0 bokach QJ, OK (rys. 7). Zmiana jednego tylko z dwdéch
odcinkéw OJ, OK wywotuje zawsze zmiane hiperboli; ale obydwa
jednoczesnie mozemy tak zmieni¢, zeby hiperbola pozostata taz
sama.

Niech bedzie k rdwne jakiejkolwiek liczbie dodatniej c2 gdzie

; wtedy

2
=T

AN

co mozna w ten spos6b napisaé:

Jezeli jednostke ditugosci przyjmiemy c razy wieksza, niz
na rys. 12, wtedy ta sama hiperbola mie¢ bedzie réwnanie

Tak np. jezeli réwnanie hiperboli wzgledem 1 mm, jako
jednostki, jest

to mozemy roéwnanie to napisa¢ w postaci:
X mmy mm = (10 mm)2,
rozumiejac przez to: ,,prostokat, zbudowany z odcinkéw dtugosci

X mm iy mm jest rbwnowazny kwadratowi o boku réwnym
10 mm*.

Zalezno$¢ ta, wyrazona w centymetrach, przedstawi sie tak:

to sg wielkosci odcietej i rzednej, wymierzone w centy-
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metrach; wzgledem tej nowej jednostki mozemy wiec napisa¢
rownanie hiperboli w postaci:

albo

Dla x= 5 mm, czyli 0,5 cm, dostaniemy w pierwszym przy-
padku y = 20 mm, w drugimy = 2 cm, czyli jedno i to samo.

ZADANIA DO ROZDZIALU Il.

1 Zmienna y jest odwrotnie proporcjonalna do x; war-
tosci x = 2 odpowiada y — 6. Znalez¢ y, odpowiadajgce wartosci
X = 3.

2. Dowies¢, ze jezeli liczby a i b sg dodatnie, wtedy
mozna zbiér wszystkich liczb wiekszych od a uczyni¢ odwrotnie
proporcjonalnym do zbioru wszystkich liczb dodatnich mniej-
szych od b.

3. X jest wprost proporcjonalne do y,a odwrotnie propor-
cjonalne do z (por. cz. Il § 183) i x= a, gdyy = b, az= c
Znalez¢ warto$¢ x, gdyy = ¢, az= h

4. Przedstawié graficznie zmienno$¢ funkcji

Wybrawszy odpowiednio jednostki diugosci, przedstawic
graficznie zmiennos¢ funkcji:

7. Przedstawi¢ graficznie zmienno$¢ funkcji y1 = —wgra-

nicach od x = 1000 do x = 1001, obierajac dla kazdej osi inng
jednostke dtugosci w odpowiedni sposéb (por. cz. | § 187).

8 Przedstawi¢ graficznie zmienno$¢ funkcji

w granicach od x = do x = (obie osi musza leze¢ poza
granicami rysunku).
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9. Wykresli¢ hiperbole xy = — 2 oraz prostg x-A- 2y= —1,
biorac 1 cm za jednostke dhtugosci. Obliczy¢ i zmierzyé spdt-
rzedne punktéw przeciecia.

Il.
Funkcja homograficzna.

18, Funkcja homograficzng nazywamy funkcje, ktéra jest
ilorazem dwoch funkcyj linjowych:

a, b, ¢, d moga by¢ jakiemikolwiek liczbami, jednak ani c, ani
ad — bc nie powinno by¢ zerem. Przypadek ¢ = 0 wylgczamy
dlatego, ze funkcja zamienia sie w tym przypadku na linjowa:

w przypadku za$ ad —bc = 0, (c5=0) byloby

a poniewaz rozpatrywany iloraz mozna tak napisac:

przeto dostaliSmy nay warto$¢ statg i rowng — dla wszyst-
kich x, ktére nie czynig zerem czynnika czyli

jesli jednak x = ----— wtedy y staje sie nieoznaczone.

Zanim przystapimy do badania funkcji homograficznej w naj-
ogolniejszej postaci, rozpatrzymy Kkilka przyktadéw liczbowych.
19, Rozpatrzymy zmiennos$¢ funkcji
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Te zalezno$¢ mozna tak napisac:

Poréwnywajac ja z funkcja

widzimy, ze wykres zadanej funkcji mozna otrzymac z wykresu
tej drugiej funkcji, zmniejszajagc dla kazdego x rzedng o \)
czyli przesuwajgc kazdy punkt krzywej o { ku dotowi; zamiast
tego mozna o$ odcietych przesung¢é o  ku gorze. Rys. 14 zo-

stat wykonany tym drugim sposobem: pomocnicza o$ odcietych
0'X" jest poprowadzona réwnolegle do OX w odlegtosci * ku
dotowi (OY jest jednostkg diugosci). Wzgledem osi O'X', OY'
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wykreslamy hiperbole (8 11 i nast.) i przesuwamy o0$

odcietych do pierwotnego potozenia; wzgledem osi OX, OK ta
hiperbola ma réwnanie zadane.

20. Niech bedzie dana funkcja

czyli:

Rys. 15.

Oznaczmy »,—f przez x'; otrzymamy znang nam funkcje

dla ktorej znajdziemy wykres w pomocniczym uktadzie spotrzed-
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nych O'X, 0°Y A przesuwamy nastepnie 0§ rzednych do wia-
Sciwego potozenia, a wiec tak, azeby byto

.2
czyli o g na lewo (Rys. 15).

2l Rozpatrzymy jeszcze zmienno$¢ funkcji

Rys. 16.

czyli:
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Czyniac

wykreslimy hiperbole w pomochiczym uktadzie spot-
rzednych O'X\ O'Y (rys. 16); przesuwamy nastepnie o$ rzednych
do potozenia OY tak, azeby bylo

X 4+ —x’,
a wiec o 1 na prawo; wreszcie przesuwamy oS odcietych do
potozenia OX tak, ze

Y- i1 y>
a wiec o 1 ku dotowi. Wzgledem nowego ukifadu OX, OY wy-
kreSlona poprzednio hiperbola jest zgdanym wykresem.

22. Te samg metode, co w poprzednim §, zastosujemy do
zbadania funkcji homograficznej w og6lnej postaci:]

»c4=0, ad —b o .

Funkcje te mozemy tak wyrazi¢, azeby [N wystepowato
tylko raz jeden:

Oznaczamy teraz:

i w pomocniczym ukfadzie spétrzednych O'X', O'Y' zbudujmy
hiperbole, majacg wzgledem tego ukiadu réwnanie

Znajdujemy teraz ukiad spotrzednych OX, OY tak, azeby
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nowy poczatek spoétrzednych O musi wiec mie¢ wzgledem daw-
nego uktadu spoétrzedne

gdyby za$ osi OX, OY byly zgory zadane, wtedy uklad po-
mocniczy nalezatoby wybra¢ tak, azeby jego poczatek 0' miat
wzgledem zadanego uktadu spétrzedne

Krzywa, majagca w uktadzie pomocniczym réwnanie

jest wzgledem uktadu OX, OY wykresem danej funkcji.

Ta krzywa ma dwie asymptoty, mianowicie osi pomocniczego
uktadu spotrzednych; ich réwnania sa:

Jezeli x rosnie do co, wtedy y dazy do wartosci granicznej

y rodnie do co, jezeli x zbliza sie do wartosci granicznej

—  poza tem kazdemu X, odpowiada jedna, catkiem oznaczona

warto$¢ y, zmieniajaca sie w sposob ciagly. Funkcja jest male-
jaca — to znaczy: zwiekszajagcym sie x odpowiadajg zmniejsza-
jace sie y — jezeli

(por. § 16),
czyli, jezeli
ad — bc < 0,
za$ rosngca, jezeli
ad —bc> 0.
23. Rezultaty poprzedniego § mozna otrzymaC wprost

Z wzoru

0)



30

Ta funkcja ma dla kazdego x catkiem oznaczong wartosc,
o0 ile tylko mianownik nie jest O;

cx f-d— 0
wtedy i tylko wtedy, jezeli

Sprawdzmy, jaki jest licznik dla tej wartosci x.

a poniewaz zatozyliSmy, ze ad — bc 4=0, wiec licznik jest w tym
przypadku napewno rozny od zera. Stad wniosek, ze y rosnie

do co, jezeli x zbliza si¢ do wartosci granicznej —

Azeby sprawdzi¢, w jakich warunkach funkcja rosnie, w ja-
kich maleje, postapimy podobnie jak w 8§ 11: przypusémy, ze
wielko$¢ x zamieniamy na x  h, warto$¢ funkcji w ogdlnosci
zmieni sie réwniez, przypus¢my ze na y -j- /; chcemy zbadac,
w jakich warunkach roznice h i / majg znaki jednakowe, w ja-
kich rozne.

Azeby obliczy¢ y 4- /, podstawiamy w (1) x -f- h zamiast x:

&)

od tego réwnania odejmujemy stronami réwnanie (1):

czyli, po sprowadzeniu do wsp6lnego mianownika:

a po rozwinieciu nawiasow i wykonaniu redukcji w liczniku:

©)
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Mianownik tego utamka mozemy uczyni¢ dodatnim, jezeli

sie postaramy, azeby jego oba czynniki miaty znaki jednakowe.
Z nierdwnosci

w ktorych nalezy naprzdd wzia¢ oba zwroty gorne, p6zniej oba
dolne, — znajdziemy, ze x ix -j- h powinny by¢ albo oba wieksze,

albo oba mniejsze od ——, a wiec ta warto$¢ x, dla ktérej y staje

sie nieskonczenie wielkie, nie powinna leze¢ miedzy x i x -j- h.
W tern zatozeniu | ma ten sam znak, co i licznik utamka
(3), a wiec zgodny z h, jezeli

ad —bc> 0, * 4
przeciwny do znaku h, jezeli
ad—bcc O. ®5)

Zwiekszajagc x, a wiec zakladajagc h > 0, otrzymywaé
bedziemy stale y albo rosngce, albo stale malejace, zaleznie od
tego, czy ad — bc jest dodatnie, czy ujemne.

Nietrudno teraz sprawdzi¢, dla jakich x dostaniemy y do-
datnie, dla jakich ujemne; nalezy tylko w tym celu znalez¢
jeszcze te wartosci x, dla ktérych y staje sie zerem.

Przyréwnywajac licznik utamka (1) do 0, znajdziemy

podstawiajac te warto$¢ w mianowniku, dostajemy:

co podiug zatozenia na pewno nie jest zerem; tak wiec-----—
jest poszukiwang wartoscia, i to jedyng mozliwa. Przy przejsciu

X przez — —znak funkcji sie zmienia; drugi raz zmienia sie¢ w spo-

s6b nieciggly przy przejsciu x przez —” ; miedzy — ~ i A
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funkcja ma stale ten sam znak, dla pozostatych wartosci a;
| oczywiscie réznych od —” i j, znak przeciwny.

Pozostaje jeszcze do zbadania, jak sie zachowuje y, jezeli
x rosnie do oo. Funkcjiy nadamy w tym celu taka postac, azeby
x pozostato tylko w mianowniku (por. § 22):

Jezeli warto$¢ bezwzgledna x rosnie do nieskorniczonosci, to
samo sie dzieje z mianownikiem x -f- A ; licznik pozostaje staty,
a wiec wartos¢ bezwzgledna utamka maleje do 0; wartoscia gra-
niczng zmiennej y jest wiec < notujemy w ten sposob:

X _"o0o0; a )

Wazniejsze wyniki tej dyskusji mozemy streSci¢ w tablicy
nastepujacej:

¢ 4=0; ad — bc 4=0.

a: — o00 ro$nie — — ros$nie 4;: co
c 1
ad —b o o —roénie 4: oo — €O ros$nie —
y c i c
ad —bhcc o y A maleje — co 4" °° maleje ~

ZADANIA DO ROZDZIALU III.

Zbada¢ nastepujace funkcje i przedstawi¢ je graficznie, do-
bierajagc odpowiednio jednostki dtugosci:
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V.
Tréjmian stopnia drugiego.

24. Trojmianem stopnia drugiego nazywamy wyrazenie

postaci:
ax2-f- bx -f- ¢,

w ktorem z trzech spotczynnikéw a, b, ¢ przynajmniej a jest
rézny od zera, a A jest zmienng niezalezna; jest to wiecfunkcja
algebraiczna catkowita stopnia drugiego jednej zmiennej.

25. Rozpatrzymy przedewszystkiem najprostszy przypadek,
kiedy b= c= 0, a= 1; funkcja przyjmuje wtedy postaé
y = x2
Zaleznosci takie znamy z geometrji: niech bedg dwa kwa-

draty ABCD i PQRS (rys. 17); oznaczmy przez Xx stosunek ich
bokéw, przez y stosunek pol

Rys. 17.

_PQ __pole PQRS
X~~Jb’ y ~ pole ABCD

wtedy y = x2 W zalozeniu, ze kwadrat ABCD jest staty, PQRS
zmienny, mozemy przyjagé AB za jednostke diugosci, pole ABCD

Algebra Il1l. 3
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za jednostke powierzchni, a wtedy x iy sg liczbami wymiaro-
wemi dtugosci boku i pola kwadratu zmiennego.

Wynika stagd mozno$¢ znalezienia dowolnej liczby punktow
wykresu funkcji y = x2 zapomocy linjatu i cyrkla. Odmierzmy
na osi odcietych jednostke dlugosci Ol = AB (rys. 18) oraz na

Rys. 18.

obu osiach OT = OU = PQ; potaczmy punkty / i U linjg prostg
i poprowadzmy do niej rownolegtg przez 7; jezeli przez V ozna-
czymy jej przeciecie z osig rzednych, wtedy OV ma za miare
liczbe y, gdyz z konstrukcji wynika

OV: OU = OT: Ol

a wiec prostokat OV. Ol jest rownowazny kwadratowi OT.OU.
Dhugosci odcinkéw OT, OV sa odcieta i rzedng jednego z punk-
tow wykresu W.
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Ten dowod dotyczy bezposrednio tylko liczb bezwzgled-
nych; ale sama konstrukcja moze by¢ stosowana i do ujemnych
wartosci Xx. Poniewaz (— x)2= x2 powinnismy wiec dosta¢ dla
symetrycznych punktow T i T' wzgledem O ten sam punkt V.
To osiaggniemy, jezeli ujemne x odmierza¢ bedziemy na obu osiach
w zwrotach ujemnych, jezeli wiec U i U' sg symetryczne wzgle-
dem O; gdyz wtedy trojkaty OVT' i OU'l sg podobne, jako od-
powiednio przystajagce do OVT i OUI, a wiec W || IU".

Wida¢ stad, ze wykres lezy catkowicie w gdrnej czesci
ptaszczyzny i jest symetryczny wzgledem osi rzednych. Pocza-
tek spotrzednych nalezy do wykresu, gdyz @@= 0; obie sp&i-
rzedne jednoczes$nie rosng do nieskornczonosci.

Rys. 19.

Otrzymany wykres nazywa sie parabolg (rys. 19), jak wo-
glle kazda krzywa, rozciggajaca sie do nieskonczonosci, jezeli
ma rownanie stopnia drugiego, a nie ma asymptot.
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26. Nie powotujac sie na wykres, mozemy zbadaé, w ja-
kich warunkach funkcja y = x2 rosnie, w jakich maleje. W tym
celu przypusémy, ze zmienna x zostata powiekszona o h {h> 0),
i ze funkcja przyjeta wskutek tego wartos$¢y -j- /, a wiec

y = (x h*= xl1l-J-2xh 4 h2 (D
/= 2xh f-h2= (2x -j—h) h. )

Poniewaz podtug zatozenia h > 0, przeto znak / jest zgodny
ze znakiem 2x -f- h; nieréwnos$é

skad:

2x --h>0
jest spetniona, jezeli
X =0;
jezeli za$
x C x A-NA\< 0,

to, dodajgc do Srodkowej czesci tej nieréwnosci wielko$é ujemna X,
znajdujemy, ze tern bardziej
2x 4~h <. 0.

@ ile wiec O nie lezy miedzy x i x -\- h, wtedy funkcja
albo stale maleje, albo stale ros$nie; mianowicie maleje dla x
ujemnych, rosnie dla dodatnich. Dla x = 0 funkcja ma wartos¢
mniejsza, niz dla wszystkich innych wartosci, mianowicie 0; mo-
wimy, ze to jest minimum funkcji.

Azeby sprawdzi¢, ze rozpatrywana funkcja jest ciggta dla
kazdej wartosci zmiennej x, nalezy sie przekona, ze zawsze
mozemy osiggng¢ dowolnie matg zmiane wartosci funkcji, jezeli
zmienimy x o wielko$¢ dostatecznie mata, r6zng od zera.

Przypusémy, ze chcemy x zmieni¢, ale w ten sposob, zeby
warto$¢ funkcji y = x2 zmienita sie mniej, niz o liczbe dang
dodatnig /; powinno wiec by¢

|(x -f- h)2— x21< |,
jezeli przez h oznaczymy wielkos¢, o ktérg x musiatoby by¢
zmienione; ta wielko$¢ nie jest nam jeszcze znana, ale przeko-
namy sie, ze jakiekolwiek sg x i /, zawsze mozna znalez¢ takie
h rozne od 0, ze powyzsza nierowno$C bedzie speiniona. Rze-
czywiscie, po wykonaniu dziatan z lewej strony, widzimy, ze
powinna by¢ spetniona nieréwnos¢
| 2xh -j- hz| < [.
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Azeby wyrugowaé z tej nierdwnosci wyraz stopnia dru-
giego h2 zauwazmy, ze na pewno

h2c\xh\,
jezeli tylko
hec |x|, °
a wtedy trzeba jeszcze uczynié
Bxh\< /,
czyli
0 ile wiec wybierzemy h tak, zeby byly spetnione obie
nieréwnosci:

wtedy (A-f-x)21i x2 r6zni¢ sie beda od siebie mniej, niz o /.
Taka warto$¢ dla h mozna zawsze znalez¢, o ile x jest rdzne
od zera. Do x = 0 ten dowdd sie nie stosuje, ale ciggtos¢
i w tym przypadku nie ulega przerwie. Rzeczywiscie, chcac

uczynié
[(0+ A2- 02|</,

czyli
h2< /,
wystarczy wybraé h tak, zeby byly spetnione obie nieréwnosci:
o \h\< 1, \h\< 1;
bo jezeli
[hjc 1; /> 1,
to
h2< 1< |,
jezeli zas 0< I<c 1, h </, to
h2< \h\ C I.
Rezultaty powyzsze streszcza nastepujgca tablica:
y = X2
X — co rosnie 0 rosnie -j- oo

co maleje O rosnie -f- oo
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21. Majac juz wykres funkcji x2 nietrudno otrzymac
kres funkcji 3 x2 — 3 ji3 i w ogolnosci ax2 Nalezy w tym
celu pomnozyé wszystkie rzedne przez 3, otrzymamy parabole,
ktéra przedstawia funkcje

y = 3X2;
symetryczna do niej wzgledem osi odcietych ma réwnanie
y= —3a2

Ta sama parabola, ktérg otrzymalismy w § 25, moze zreszta
stuzy¢ za wykres wszystkich funkcyj postaci
y = ax2
jezeli tylko na osi rzednych przyjmiemy za jednostke ol zZmie-
niajac zwrot dodatni tej osi w przypadku, kiedy a C o.
Azeby otrzymaé wykres funkcji
y = X2 —
nalezy te sama parabole przesuna¢ o jednostke diugosci ku do-
fowi, albo 0§ odcietych o jednostke ku gérze i wogble wykres
funkcji
y =x2{c
dostaniemy, kreslac parabole
y = x2
w ukfadzie pomocniczym, ktérego poczatek ma spétrzedne O, c,
a kierunki osi pozostajg niezmienione.
Wykres funkcji
N = (_/\+ 1)2
dostaniemy, oznaczajac
X"=x--1
i kre$lac parabole
y = x'2
w uktadzie pomocniczym, w ktorym rzedne sg te same, co w pierw-
szym, a odciete o jednos¢ wieksze, a wiec pomocnicza 0$ rzed-
nych powinna leze¢c o 1 w lewo od pierwotnej.

wy-
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W celu znalezienia wykresu funkcji
y=xR—4 x A2
uzupetnimy jej dwa pierwsze wyrazy do kwadratu, dodajgc do
nich kwadrat potowy spéiczynnika wyrazu drugiego i odejmujac
te samg wielko$¢ od wyrazu trzeciego:

y — Z2—4 x 4- 4) -j- 3—4,
czyli:
y = (x—2)2— L

Oznaczmy teraz:

y = x'2
i zbudujmy wykres funkcji y' — x'3 w ukiadzie pomocniczym,
wzgledem ktoérego odcieta kazdego punktu jest o 2 mniejsza,
a rzedna o 1 wieksza, anizeli wzgledem pierwotnego; poczatek
uktadu pomocniczego ma wiec spétrzedne 2,—1.

28. Podobnie jak w ostatnim przykfadzie postgpimy,
szukujagc wykresu trojmianu stopnia drugiego w najogélniejszym
przypadku:

y = ax2-(- bx -f- ¢

Wyprowadziwszy spétczynnik a za nawias, uzupetniamy

dwa pierwsze wyrazy do kwadratu, dodajgc do nich b2 i odej-
mujac te samg wielkoS¢ od wyrazu trzeciego;

(3)
Oznaczmy

i zbudujmy parabole y' = x'2 w uktadzie pomocniczym, ktdrego
osi sg rownolegte do pierwotnych, a ktorego poczatek ma spot-

rzedne »pomnozmy rzedng kazdego punktu

tej paraboli przez a, z uwzglednieniem znaku tego spétczynnika,
a otrzymamy zadany wykres.

po-
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29. Niezaleznie od wykresu zmienno$¢ funkcji
y — ax2-\-bx-\-c 4
mozemy zbada¢ w taki sposob.
Przedstawmy ja pod postacig (3):

Z ostatniego ulamka w nawiasie mozna wyciggna¢ pierwia-
stek kwadratowy, o ile tylko on nie jest ujemny, o ile wiec wy-
roznik b2—4ac =0 (por. cz. Il § 107 i 114); a wtedy cate
wyrazenie, zawarte w nawiasie, mozna rozpatrywaé, jako roznice
dwdch kwadratow, mozna wiec roztozy¢ je na dwa czynniki stop-
nia pierwszego wzgledem x,. Jezeli mianowicie oznaczymy przez
x It x2 pierwiastki réwnania

(5)
czyli dwie wartosci

wtedy
y = ax2-(-bx -};c= a(Xx—xN x —x3; 6)
XX niech oznacza przytem mniejszy z dwodch pierwiastkow.

Rozréznimy 3 przypadki, zaleznie od tego, czy wyrdznik
b2— 4 af jest dodatni, zero, czy ujemny.

1) b2—a o 0, funkcjay moze by¢ przedstawiona pod po-
stacig (6), xt Cx2. Jezeli x ¢ xIf to jest takze x < x2, oba
czynniki X — XX, i X — x2 sg ujemne, ich iloczyn dodatni, y ma
wiec ten sam znak, co a.

Jezeli

Xt CX Cx2,
to
X — X —Xx2<:0,
iloczyn tych dwdch roznic jest ujemny, y ma znak przeciwny,
anizeli a.

Jezeli wreszcie x > x2, to jest takze x > xIt obie rdznice

sg dodatnie, y ma ten sam znak, co a.
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Jezeli wyro6znik tréjmianu stopnia drugiego jest dodatni,
wtedy warto$¢ tréjmianu ma ten sam znak, co spoélczynnik
kwadratu zmiennej, dla wszystkich warto$ci zmiennej, nieza-
wartych miedzy pierwiastkami trojmianu; za$ znak przeciwny
dla wartosci zmiennej, zawartych miedzy pierwiastkami.

2) b2—4 ac = Q réwnos¢ (3) przyjmuje postac:

oba pierwiastki tréjmianu sg identyczne. Z wyjatkiem przypadku
X = — " drugi czynnik jest tu stale dodatni; a wiec:

Jezeli wyr6znik tréjmianu stopnia drugiego jest zerem,
wtedy warto$¢ tréjmianu ma znak spélczynnika kwadratu zmien-
nej dla wszystkich warto$ci zmiennej réznych od pierwiastka
trojmianu.

3) b2— 4 ac <c 0, wtedy

przyczem ostatni utamek w nawiasie jest dodatni, za$

dodatnie lub zero; cale wyrazenie w nawiasie jest wiec dodat-
nie dla wszystkich x.

Jezeli wyro6znik tréjmianu stopnia drugiego jest ujemny,
wtedy wartos¢ trojmianu ma stale ten sam znak, co spdlczynnik ¢
kwadratu zmiennej, i dla zadnej warto$ci zmiennej niejest zerem.

Wyniki otrzymane mozna jeszcze i w ten sposob wyrazic:

Trojmian stopnia drugiego ma ten sam znak, co spolczynnik
drugiej potegi zmiennej, z wyjatkiem przypadku, w ktérym tréj-
mian, przyréwnany do zera, ma pierwiastki rzeczywiste, a warto$¢,
jakg nadajemy zmiennej, jest zawarta miedzy temi pierwiastkami.

30. Azeby zbada¢, w jakich warunkach z wzrastajgcem x
wartos¢ trojmianu rosnie, w jakich maleje, przedstawmy funkcje

y = ax2-f-bx -f- ¢
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pod postacig
y —a

i zauwazmy, ze z prawej strony tego réwnania x wystepuje je-

dynie w wyrazeniu ktore jest zawsze dodatnie, z wy-
jatkiem x — — kiedy ono sie staje zerem. Jezeli a > 0,
iloczyn jest wiec zawsze dodatni albo zero; jest

on ujemny albo zero, jezeli a < 0. Wypada stad, ze jezeli
a> 0,y przyjmuje warto$¢ mozliwie najmniejsza, czyli mini-

mnm, przy x ; jezeli zas a < 0, wtedy y przyjmuje war-

tos¢ mozliwie najwiekszg, czyli maximum, réwniez przy

Whyrazenie x -j-  wzrasta razem z x; jezeli ono jest do-

datnie, wtedy wzrasta rowniez razemz  jezeli jed-
L

nak x -j-”~ ¢ 0, wtedy wartos¢ jego bezwzgledna zmniegjsza

sie, gdy warto$¢ wzgledna wzrasta; “x zmniejsza  sie

wiec przy rosnacym x, jezeli x -(-~ C 0.

lloczyn zmienia sie w ten sam lub odwrotny
sposob, co , stosownie do tego, czy a jest dodatnie,
Czy ujemne.

Tablice zmian, jakim warto$¢ tréjmianu podlega w réznych
przypadkach, oraz wykresy podajemy na nastepnych dwaoch
stronicach.
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) minimum ujemne, 2 plerwUst

011" i OM™.

a< 0, 4ac —63=0
masimum zero, pierwiastki rdwne.

Rys. 20.

a >0 4ae —62= 0

minimum zero, pierwiastki réwoe.

a<0 4ac -b1>0
majrimum uje

wiastki urojone.

mne pier-

a< 0: 4ac - 63< 0

tnaiimum
pierwiastki OM' i OM".

dodatnie
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3l Nazywamy nieréwnos$cig stopnia drugiego nieréwnosg,
ktora mozna przedstawi¢ pod takag postacia:

ax2-J- bx -f-c>- 0;

rozwigza¢ te nierdwno$¢ to znaczy sprawdzi¢, dla jakich war-
tosci x tréjmian

ax2 bx--c
jest dodatni. W tym celu obliczamy wyrdznik tréjmianu.

1) Jezeli b2— 4ac>0, wtedy tréjmian, przyréwnany do
zera, daje dwa pierwiastki, z ktdrych mniejszy oznaczymy przez
xlIt wiekszy przez x2 Jezeli przytem a >>0, to nierdbwno$¢ za-
dana wymaga, azeby warto$¢ tréjmianu miata ten sam znak, co
a; powinno wiec by¢ A < xv albo x> x2(8 29, 1); jezelia ¢ 0,
powinno byé xt< x < x2

2) Jezeli b2— 4ac = 0, wtedy warto$¢ trGjmianu ma znak

ten sam, co a, z wyjatkiem X Dla dodatniego a kazde

X, Z wyjatkiem x = — sprawdza nieréwno$¢, przy ujem-

nem a nierébwnos$¢ jest niemozliwa, wyraza sprzecznosé.

3) Jezeli b2—4ac < 0, wtedy wartos¢ trojmianu dla wszyst-
kich x ma ten sam znak, co a; jest wiec dla wszystkich x praw-
dziwa, jezeli a > 0, za$ niemozliwa jezeli a < 0.

32. Przyktady. 1) Rozwigza¢ nier6wnosc:
X2 x—2<0.

Zmieniajac wszystkie znaki i zarazem zwrot nieréwnosci
(por. cz. 18 261), doprowadzamy jg do postaci poprzednio roz-
patrywane;j :

—N2—Xx -J-2> 0.

Wyr6znik tréjmianu jest tu (—1)2—4(—1) 2= 1--8=

= 9 >» 0, a poniewaz spotczynnik kwadratu zmiennej — 1< 0,

przeto nieréwno$¢ jest prawdziwa dla kazdego x, zawartego mie-
dzy pierwiastkami réwnania

— X2—X 2= 0.



46

A poniewaz pierwiastki te sa:

czyli —2i 1,

przeto nieréwno$¢ sprawdza sie dla kazdego X, spetniajgcego
warunki:
—2< x< 1L

2) Rozwigzaé nieréwnos¢:
@4"x) (*2+ i) (x2—4x+ 3) > 0.
Jest to wprawdzie nierowno$¢ stopnia piatego, ale mozemy
ja rozwiagzaé, opierajac sie na poprzednich rozwazaniach.
Zauwazmy przedewszystkiem, ze drugi czynnik x2-J- 1 ma
ten sam znak dla wszystkich X, mianowicie jest stale dodatni.
Nieréwno$¢ dana bedzie wiec sprawdzona, jezeli uczynimy:
(1-fx)(*x—4x+ 3> 0.
Drugi czynnik mozemy roztozy¢ na dwa czynniki stopnia pierw-
szego:
1 -}w)@—1) (x —3)> 0.
lloczyn z lewej strony zmienia znak tylko wtedy, jezeli zmienia

sie znak jednego z czynnikow. Znaki czynnikdw dla réznych
wartosci x notujemy w nastepujacej tablicy:

X —00 — —1— oO-- I 4+ 3 4— 40
1+ x — o0 + + + + + + +
X - i 0 + + +
X—3 o -f

lloczyn jest dodatni, jezeli wszystkie trzy czynniki sg dodatnie,
a wiec x> 3, i wtedy, kiedy jeden jest dodatni, dwa ujemne,
czyli —1<x < L

3) Rozwigza¢ nieréwnosc:
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Odejmijmy od obu stron nieréwnosci
dostaniemy:

czyli, po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika:

albo:

Pomnozmy obie strony nierdwnosci przez kwadrat mianow-
nika; poniewaz jest to wielko$¢ dodatnia (pominawszy wartosci
X — —1ix = —3), wiec zwrot nierownosci nie ulega przez

to zmianie.
(—3*+1) (*4-3) (*4-)> o.
lloczyn z lewej strony staje sie zerem dla trzech wartosci
X, ktore porzadkujemy podtug ich wielkosci:

3; i; t-
Uktadamy tabliczke, podobnie jak w poprzednim przykiadzie:
* —0— 33— —4— 04 J4& &
—3m+ 1 + + 4+ o+ + 4+ o+ 0 -
X+ 3 - 0+ + o+ + + + o+
x +1 = e 0+ + + + +

Wszystkie trzy czynniki sg dodatnie, jezeli — 1< x < };
dwa sg ujemne, jeden dodatni, jezeli * < — 3; tym sposobem
nierowno$¢ zostata rozwigzana.

33. Jezeli mamy wykreslong parabole y = x2, wtedy mo-
zemy znalez¢ graficznie pierwiastki jakiegokolwiek roéwnania
stopnia drugiego takim sposobem (rys. 21).

Niech bedzie dane do rozwigzania réwnanie

3x2—8*4~5 = 0.
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Oznaczamy x2 przez y\ w takim razie poszukiwane X powinno
czyni¢ zado$¢ obu réwnaniom:

3y —8x-)-5=0
y = X2

Pierwsze rownanie jest stopnia pierwszego, wiec jego wy-
kres jest linjg prosta; wykres drugiego jest znang parabolg. Spo6t-

Rys. 21.

rzedne punktéw wspolnych tych dwdch linij czynig zados¢ obu
rownaniom, ich odciete xI i x2 sg poszukiwanemi pierwiastkami.
Wykres prostej mozna znalez¢, obliczajac jej punkty prze-
ciecia z osiami. Zakfadajac y = 0, znajdziemy * = § dlax = 0,
y = — 4; zadana prosta odmierza wiec na osiach odcinki dtugosci
Sl
Dla sprawdzenia rozwigzujemy réwnanie metodg rachun-
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kowa i znajdujemy

a wiec Xi— Xi—rt-
W ogolnosci znajdziemy pierwiastki rownania stopnia drugiego
ax2A-bx A-c= 0,
wymierzajac odciete punktdw przeciecia prostej

ay bx c¢—0
z parabolg
y = X2

* ZADANIA DO ROZDZIALU V.

1. Wykresli¢ parabole y = ™ x2 przyjmujac za jednostke
dhugosci 1 cm.

2. Wykresli¢ te sama parabole, przyjmujac za jednostke
dtugosci 1 mm.

3. Wykresli¢ krzywa x = $y2, biorac za jednostke dtu-
gosci 3 cm.

4. Znalez¢ wykres paraboliy = 5. 10cx2 przyjmujac 1 m
za jednostke dtugosci.

5. Przedstawi¢ zmienno$¢ funkcjiy = — ~ x2 w grani-

cach od x= 0 do x = 100, obierajac odpowiednie jednostki
dtugosci, rézne dla obu osi.

6. Przedstawi¢ zmiennos$¢ funkcjiy/ = 3 . 107x2w granicach
od x = 1do x = 1,01.

7. Znalez¢ graficznie pierwiastki rownania 2x2—5x -f-3= 0;
sprawdzi¢ rezultat zapomoca rachunku.

8. Rozwiagza¢ graficznie réwnanie 16 x2-j- 16 x —45= 0;
sprawdzi¢ rezultat rachunkiem.

Zbada¢ zmienno$¢ nastepujacych funkcyj graficznie i ra-
chunkowo:

9. x2-f 1 100 3—2*2
11, x2-f3x + 1. 12. 2x2+ x 4- 5,
13. 3x2-2 x + 4 14. 04x)2— 1,1*+ 3,4.

Algebra IlI. 4
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Rozwigza¢ nieréwnosci:

15. x2<z16. 16. x2> 4
17. x2—6x -f-8< 0. 18, 8x —x2> 15
19, x2—8x < 15 20. x2—4x-- 13> 0.

21, (x —1) x—2) (x—3)> 0.
2, X =D >x—2 x—23... (x—mn) > 0, jezeli

a) n parzyste; b) n nieparzyste.

23.
24.
25.
26.
V.
Postep arytmetyczny.
34. Szereg wielkosci tworzy wtedy postep arytmetyczny

czyli roznicowy, jezeli rdznica miedzy kazdg z nich (z wyjat-
kiem pierwszej) i poprzedzajaca jest wielkoscig stata. Ta wiel-
kos¢ stata nazywa sie roznicg lub wyktadnikiem postepu.

Oto kilka przyktadow:

2, 5 8, 11, 14, 17.
a,a b,a-{2b}a-33b..
_ 1,2 3 456, 7._
1— ¥j"2,1—/2, 1—VYal2,1—2]/2.
-5,-1, 3 7
Roznice, czyli wyktadnik, znajdujemy, odejmujac ktorykol-
wiek wyraz postepu od nastepujacego. W przyktadach powyz-
szych te roznice sg:
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5—2= 3
ad~b—a=bh
2— 1= 1.

- 1- (- 5 - 4

Postep arytmetyczny nazywa si¢ rosnhacym, jezeli rdznica
jego jest dodatnia, malejacym, jezeli roznica jest ujemna.

35. Znajac wyraz pierwszy i rdznice postepu, mozemy

obliczy¢ jego ktérykolwiek wyraz. Tak np. znajdziemy wyraz
piaty postepu, ktérego pierwszym wyrazem jest 2, a réznica 3,
uwzgledniajgc, ze ten wyraz jest o 3 wiekszy od 4-go, 0 2.3
wiekszy od 3-go, 0 3.3 od 2-go i 0 4.3 od 1-go; ten wyraz
jest wiec
2 + 43 = 14
W og6Inosci  znajdziemy wyraz nly postepu an, ktérego
pierwszym wyrazem jest av a roznica, r, dodajac do al tyle
razy r, ile wyrazow poprzedza poszukiwany wyraz. Ten wy-
raz jest wiec
an= ax4-(n— Y r. (D
Postep moze sie skladaC z ograniczonej liczby wyrazéw
i wtedy ma wyraz ostatni, lub tez moze by¢ nieograniczony.
W tym drugim przypadku wyraz nly rosnie wraz z n do -f-co
przez wartosci dodatnie lub maleje do —co, zaleznie od tego,
czy roznica jest dodatnia, czy ujemna. W postepie nieskonczonym

1 11, 21, 31..
wyraz pierwszy oA ~ 1, roznica r = 10, wyraz nly, ktéry ozna-
czymy przez an, jest
an= 14-(n—1 10= 10 n—9
ten wyraz mozemy uczyni¢ wiekszym od 1000, nadajgc n war-
tos¢, ktora spetnia nieréwnosé
10 n — 9 > 1000,

czyli:

10 n > 1009

n > 100710
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a poniewaz n jest liczbg catkowita:
n ~ 101

W postepie malejgcym, ktdrego wyrazem pierwszym jest 5,
roznicg — iJi, znalezlibySmy wyraz mniejszy od— 100, czyniac:

5+ (- 1) (- V< - 100

5- 4 + V, < - 100;

4 < - 1odv.;

4
n > 421,
n ™ 422.

36. Réwnanie (1) wyraza zalezno$¢ miedzy czterema wiel-
kosciami av n, r, an, z ktérych kazda moze by¢ obliczona, je-
zeli trzy pozostate sg znane. Jezeli w szczegdlnosci dany jest
wyraz pierwszy, ostatni i liczba wyrazéw, wtedy mozemy zna-
lez¢ roznice:

2

To daje nam mozno$¢ rozwiazywania zadan w tym ro-
dzaju: miedzy dwie liczby 10 i 20 wstawi¢ trzy $rednie aryt-
metyczne, — przez co rozumiemy: utworzy¢ postep arytme-
tyczny, w ktérym wyrazem pierwszym bytoby 10, ostatnim 20,
a liczba wyrazéw, miedzy niemi zawartych, bytaby 3, a wiec ogdlna
liczba wyrazoéw 5.

Stosujac powyzszy wzor, znajdziemy:

szukane wyrazy sg wiec:
121; 15; 17*

Wstawianie S$rednich arytmetycznych miedzy dwie liczby
dane nazywa sie interpolacja.

37. Piszac wyrazy postepu arytmetycznego

j 2> "3» —2» "n—1>» an
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w odwrotnym porzadku, dostalibySmy postep, w ktérym wyra-
zem pierwszym jest an, ostatnim ax, liczba wyrazow ta sama,
co w pierwszym, wykladnik roznitby sie tylko znakiem.
Kazdy wyraz pierwszego postepu jest i w drugim i jest
poprzedzony tyloma wyrazami, ile po nim nastepuje w pierw-
szym postepie. Wyraz, poprzedzony przez ¢ wyrazdw w pierw-
szym postepie, jest
ax-f gr,

a wyraz, poprzedzony przez q wyraz6w w drugim, jest
an— qr,

ich suma jest wiec stata, rowna
ol'+ an-:

To daje nam mozno$¢ obliczenia sumy S wszystkich wy-
razOw postepu: mianowicie, mnozac przez n sume wyrazow pierw-
szego i ostatniego, dostaniemy podwojong sume wszystkich wy-
razéw, czyli 2 S\ a wiec

(3)
Uwzgledniajac, ze
an= - («—1r,
mozemy tez napisac:
(4)

Tak np. dostaniemy sume wszystkich liczb catkowitych od 1
do n, zakfadajgc ay— r = 1:

Suma 20 wyrazéw postepu:
1L, 3,5 7....,
w ktorym ax= 1; n= 20; r= 2, jest

Ogolniej: suma n pierwszych liczb nieparzystych
1—335... 14 (n—1 7
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jest

W zadaniu: znalezé sume o$miu wyrazow postepu:

przeto

38. Rdwnanie (4)

wyraza zalezno$¢ miedzy czterema wielkosciami S, av n, r\ kazda
z nich moze by¢ obliczona, jezeli trzy pozostate sg znane. ROw-
nanie to jest linjowe wzgledem S, au r, kwadratowe wzgledem n,
mozemy wiec dostaé dwa rézne rozwigzania wzgledem /2 ktére
moga byC¢ oba przyjete za odpowiedzi, o ile sg catkowite i do-
datnie.

Przyktad: Utworzy¢ postep arytmetyczny, ktérego pierw-
szym wyrazem jest — 7, rdznica 2, suma wyrazéw — 15.

Rownanie, z ktoérego obliczymy liczbe wyrazow, jest:

i5= n[—14+ (2—1)72]

—30= —14n 2 —2n
2 m—16«+ 30= 0
n2—8iz—{415= 0

R= 4+1

Pierwiastki réwnania sa 3 i 5 i oba moga by¢ przyjete za
odpowiedzi: w postepie
-7,-5,-3,-1, 1

zarbwno suma trzech pierwszych, jak i suma wszystkich pieciu
wyrazow jest — 15
3
Inny przyktad: W postepie wyraz pierwszy jest roz-

nica 1, suma wyrazéw 4; jaka jest liczba wyrazow?
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Z wzoru (4) dostajemy:

8= n(2 )]
Al-j-2n —8= 0
n= —1+3.
Pierwiastki réwnania sg 2 i — 4; jedynie pierwszy odpo-
wiada warunkom zadania. Szukany postep sklada sie wiec tylko

z dwoch wyrazéw:
3 5

2. 2.

ZADANIA DO ROZDZIALU V.
Znalez¢ sumy nastepujacych szeregow:

1 100, 101, 102 ... 9 wyrazow.
2. 2, 3, 5 . .. 12 wyrazow.
o 1 2 1

2 3 6 J

4. Pomiedzy 15 i 30 wstawi¢ 4 Srednie arytmetyczne.

5. Pomiedzy — 1 i 5 wstawi¢ 8 $rednich arytmetycznych.

6. Wyraz pierwszy postepu arytmetycznego jest 5 wyraz
piaty 11; znalezé sume 8 wyrazow.

7. Suma pieciu liczb, stanowiacych postep arytmetyczny,
wynosi 15, a suma kwadratéw tych liczb jest 55. Znalez¢ te
liczby.

8. Jezeli suma n pierwszych wyrazéw postepu arytmetycz-
nego jest zawsze riz (jakiekolwiek bytoby n), znalezé wyraz
pierwszy i wykiadnik.

9. Woyraz, stojacy na miejscu p w postepie réznicowym,
réwna sie t, wyraz, stojacy na miejscu q w tymze samym poste-
pie, jest rowny u, liczba za$ wszystkich wyrazéw jest n. Zna-
lezé wyktadnik, wyraz pierwszy, wyraz ostatni i sume wyrazow
tego postepu.

10. Mam tyle orzechdéw, ze z nich moge utozy¢ trojkat
rownoboczny petny. Dostatem nastepnie jeszcze tyle orzechow,
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ile juz miatem, i z tych wszystkich orzechéw utozytem kwadrat
peiny, ktérego bok zawierat tyle orzechéw, ile ich zawierat bok
trojkata. Po takiem utozeniu wszystkich orzechéw, okazato sie,
ze pozostato mi jeszcze 20 orzechéw. Illez miatem orzechéw
z poczatku?

1. Pewna osoba rozpoczyna gre na takich warunkach,
ze w razie wygrania partji odbiera z banku 14 razy wzietg
stawke. Na pierwsza partje stawia 1 zk, ktéry przegrywa, na
druga 2 zk, ktére takze przegrywa, na trzecig 3 zk., ktore row-
niez przegrywa, it d, na kazdg nastepng partje powieksza
stawke o jeden ztoty. Po pewnej liczbie partyj wygrywa wkoncu,
i to tyle, ze to, co wygrata, wynosito Scisle taka sume, jaka we
wszystkich partjach do banku wniosta. llez partyj grata?

VI
Postep ilorazowy czyli geometryczny.

39. Szereg liczb, z ktoérych kazda réwna sie poprzedniej,
pomnozonej przez pewien czynnik staty, nazywa sie postepem
ilorazowym, czyli geometrycznym. Ten czynnik staty nazywa
sie wyktadnikiem postepu.

Podtug tego okreslenia nastepujgce szeregi liczb sa poste-
pami geometrycznemi:

1 309 27, 81......

I S

2 4 8 16
a, ar, ar2 ar3 ar4 ............

Wykiadnik w postepie mozna znalez¢ przez podzielenie
ktoregokolwiek wyrazu przez bezposrednio poprzedzajacy go.
W pierwszym przykfadzie wykladnikiem jest 3, w drugim
w trzecim .

Niech a oznacza wyraz pierwszy postepu geometrycznego,
a r wyktadnik; wtedy drugim wyrazem bedzie ar, trzecim ar\
czwartym ar%i tak dalej; AAtym wyrazem bedzie arn~].
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40. Znalez¢ sume danej liczby wyrazéw postepu ilorazo-
wego, gdy sa wiadome wyraz pierwszy i wykladnik postepu.

Niech a oznacza wyraz pierwszy, r wyktadnik, n liczbe
wyrazow, a s sume wyrazow. Wtedy:

s=a ar ar2-(-ar8 . f-er'-2+ arn~1
mnozac kazdy wyraz tej réwnosci przez r, otrzymamy:
sr= ar-(- ar2-j- arz-f-........... --|- arn- 1-j- arn.
Przez odjecie pierwszej réwnosci od drugiej otrzymamy:
Sr—s = arn— a,

skad:

Jezeli / oznacza wyraz ostatni, wtedy mie¢ bedziemy:
I = atn~1 ... @

Réwnanie (1) daje warto$¢ na s, wyrazong zapomocg tych
wielkosci, ktére podtug wystowienia zadania sg wiadome. ROw-
nanie (3) daje tez samag wartos¢, wyrazong w dogodniejszej
postaci do rachunku w niektérych przypadkach.

Zastosujemy teraz te rdéwnania do rozwigzania niektorych
zadan, odnoszacych sie do postepow ilorazowych.

41. Znalez¢ sume 6 wyrazéw szeregu: 1, 3, 9, 27 ...
Tutaj €= 1 r= 3, n= 6, przeto:

Znalez¢ sume 6 wyrazw szeregu 1, — 3,9, —27...
Tutaj: = 1, r — — 3, n — 6; przeto:

Znalez¢ sume 8 wyrazOw szeregu 4, 2, 1, \
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Tutaj; a= 4, r — n — 8, przeto:

Znalezé sume 7 wyrazéw szeregu: 8, — 4, 2, — 1,

Tutaj a— 8 r= —£, «= 7, przeto:
42. Wstawi¢ trzy liczby S$rednie geometryczne pomiedzy
21 32

Tutaj nalezy znalezé postep ilorazowy, zawierajgcy piec
wyrazOw, zaczynajacy sie od 2, a konczacy sie na 32. W zadaniu
tern wiec: a= 2, /= 32, n = 5; na zasadzie réwnania (2) § 40:

32 = 2r4,
czyli r4= 16= 24,
skad: r— 2.
Zadany szereg jest wiec: 2, 4, 8, 16, 32.

43. WartoS¢ na s, znaleziong w § 40, mozemy napisac¢ tak:

albo:

(4)
Przypusémy, ze r, co do wartosci bezwzglednej, jest mniejsze
od jednosci
IT|< 1
wtedy, biorgc n dostatecznie wielkie, mozemy uczyni¢ warto$¢

bezwzgledng drugiego utamka z prawej strony tak mala, jak
tylko zechcemy.
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Istotnie, przypusémy, ze ma by¢ spetniona nieréwnos$¢:

©)
gdzie h jest jakkolwiek matg liczbg dodatnig. Oznaczmy

wartos$¢ bezwzgledna mianownika w nieréwnosci (5) | 1—r \ jest
albo 1 — albo 1 4+——; wystarczy uwzgledni¢ mniejsza z tych

dwaoch wielkosci, tojest 1 ----- -

Mamy wiec uczynic:

czyli:

tatwo sprawdzi¢ tozsamo$¢ (por. cz. | § 110 przyp.):

gn~1= 14 (q — ])(1+ q -f<24- . . . qn~2),
a poniewaz w drugim nawiasie mamy tu n — 1 wyrazéw,
z ktérych pierwszy jest jednoscia, kazdy z pozostatych wiekszy
od jednosci, wiec jest na pewno:

Nierowno$¢ zadana bedzie wiec spetniona, jezeli uczynimy:

Te ostatnig nieréwnos$¢ rozwigzemy wzgledem n:

(6)

tym sposobem sprawdzilisSmy, ze w postepie geometrycznym,
w ktorym warto$¢ bezwzgledna wyktadnika jest mniejsza od
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jednosci, mozna wzig¢ zawsze dostateczng liczbe wyrazow tak,
ze suma ich rozni¢ sie bedzie tak mato, jak tylko chcemy od

Te wielkos¢ nazywamy krotko sumg nieskonczenie

wielu wyrazéw postepu geometrycznego, albo tez suma wyrazéw
nieskonczonego postepu geometrycznego.

44, Wz6r (6) potrzebny nam byt do dowodzenia, ale
zwykle mozna osiggna¢ zadang doktadnosé, obliczajac sume
znacznie mniejszej liczby wyrazow, anizeliby wynikata z tego
WZOru.

Tak np. w szeregu

Podtug wzoru (4):

Azeby otrzymaé sume wyrazdw, rézniaca sie od 2 mniej,
niz o t| m, wystarczy uczynic¢

a poniewaz 27= 128, przeto powinno by¢

n—1 7
n;>8;
wystarczy wiec wzig¢ 8 wyrazow, jakkolwiek z wzoru (6) wy-

nikatoby
n > 100.

45, Utamki okresowe dajg nam przykfad tego, co nazy
wamy postepem geometrycznym nieskoficzonym.
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Tak np. 0,3242424.. . oznacza toz samo, CO

B, 24 24 | 24
10 + 103 105 + 107 -

Pomingwszy wyraz pierwszy, pozostale tworza postep geo-
metryczny, ktdrego pierwszy wyraz jest )%4% a wykitadnik g
Mozemy wiec powiedzie¢, ze suma nieskonczonej liczby wyrazéw
tego postepu jest

24/ J_\_ Ja4
103*~ 103 990’
przeto warto$¢ danego utamka okresowego jest ‘N -|-

W praktyce mozemy najprosciej znalez¢ warto$¢ utamka

okresowego w ten sposob: oznaczmy szukang warto$¢ przez 5
5= 0,32424

przesunmy przecinek tak, zeby sie znalazt tuz przed pierwszym
okresem:
105 = 3,2424... ,

a nastepnie przesunmy przecinek miedzy pierwszy okres i drugi:
10005 = 324,2424..;
stad przez odjecie drugiej rownosci od trzeciej znajdujemy:

(1000 — 10)5 = 324 —3= 321
i nastepnie:
321 107
990 330*
46. Wzor (1) § 40

wyraza zaleznoS¢ miedzy czterema wielkosciami 5, a, r, n. Jest
to réwnanie linjowe wzgledem s i a, n-tego stopnia wzgledem ry
a wzgledem n wogdle nie zalicza sie do rownan algebraicznych;
to tez metodami, jakie dotychczas poznaliSmy, nie mozna w ogol-
nosci rozwigza¢ tego rownania wzgledem r lub n; w prostych
przypadkach mozemy to zrobi¢ przez probowanie.
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Np. niech bedzie pierwszy wyraz postepu geometrycznego 1,
wyktadnik 5, suma wyrazow 3906, mamy znalezé liczbe wyra-
zO6w. Znajdujemy w tym celu kilka pierwszych wyrazéw poslepu

1, 5 25, 125, 625, 3125,

a obliczywszy sume, przekonywamy sie, ze szukana liczba wy-
razow jest 6.

ZADANIA DO ROZDZIALU VI.

Znalez¢ sume wyrazOw nastepujacych postepow:

1 1 4, 16__ 6 wyrazdw.

2. 1,12,2, 2/2, _ 12 wyrazéw.

3 1 i» do  nieskonczonosci.

4. 1, — 1, £,.... do nieskoriczonosci.

5. 6,— 2, 1,.... do nieskonczonosci.

Znalez¢é wartosci nastepujacych utamkdédw okresowych:
6. 0,151515 ... 7. 0123123123 . ...

8. 0,28131313 ... 9. 0,4282828 . ..

10. Wstawic trzy $rednie geometryczne miedzy 1 i 256.

11. Wstawi¢ 4 Srednie geometryczne miedzy 5£ i 40N

12, Wstawi¢ 4 S$rednie geometryczne miedzy 3 i — 729.

13. Suma pierwszych czterech wyraz6w postepu geome-
trycznego jest 40, a suma o$miu pierwszych wyrazéw tego po-
stepu jest 3280; napisa¢ ten postep.

14. Suma trzech nastepujacych po sobie wyrazOw postepu
geometrycznego jest 21; suma kwadratéw tych wyrazéw jest 189;
znalez¢ te wyrazy.

15. W postepie geometrycznym wyraz pierwszy a = j,
wyraz ostatni /= 1024, liczba wyrazéw «=14; znalez¢ sume
wyrazow s i wykiadnik r.

16. Znalezé sume X9-\-x& -(-x'y2-f-. . . -j- xy8-j-y9

17. Znalez¢ sume n wyrazOw postepu:
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18. ZnaleZz¢ sume n wyrazOw postepu:

19. Majac wiadomy stosunek t Sredniej arytmetycznej i $red-
niej geometrycznej dwoch liczb, znalezé stosunek tych dwoch
liczb.

20. Opowiadaja, ze gre w szachy wynalazt Sessa Ebn
Daher dla zabawy pewnego kréla w Indjach nazwiskiem She-
hram. Ten ostatni, chcac wynagrodzi¢ odpowiednio wynalazce
za gre, ktéra mu sie bardzo podobata, pozostawit jemu samemu
wybdr nagrody. Wynalazca za calg nagrode prosit tyle psze-
nicy, ile wypadnie, jezelibySmy potozyli na pierwszem polu sza-
chownicy 1 ziarno, na drugiem 2 ziarna, na trzeciem 4 ziarna
i t. d az do ostatniego 64-go pola, zawsze na kazde nastepne
pole ktadac dwa razy wiecej, niz na poprzednie. Krélowi wy-
data sie to zbyt mata nagroda; jednak okazato sie po oblicze-
niu, ze taka nagroda o wiele przechodzita mozno$¢ kréla. Jakaz
byla iloS¢ Zzadanej pszenicy? a) ile ziarn? b) ile hektolitrow
(A hl'= 1,6.106 ziarn)? c) przez ile lat majgtek 1000 hektarow
mogtby wyprodukowac te pszenice (liczac 40 hl z 1 ha)?

21. Kto§ zakomunikowat trzem zaufanym przyjaciotom
wazng tajemnice pod warunkiem, azeby jej nikomu nie wyja-
wiali; kazdy z nich Swiecie dochowat tajemnicy i dopiero po
uptywie godziny zakomunikowat ja trzem innym zaufanym przy-
jaciolom pod tym samym warunkiem i z tym samym skutkiem.
Po uplywie jakiego czasu cate miasto poznato tajemnice, jezeli
do kazdego mieszkarca wiadomos$¢ doszia tylko raz jeden, a liczba
mieszkancow tego miasta wynosi okoto 1 miljona?

VIL.
Liczby niewymierne.
47, Z liczb, ktoére nie sg wymierne, poznaliSmy dotych-

czas liczby pierwiastkowe (cz. Il, rozdz. I11—V) i stwierdziliSmy,
ze kazda z nich okredla jaki$, sobie tylko wiasciwy, przekroj
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liczb wymiernych (cz. Il 8 46). Jednak nie nalezy stad wnosic,
azeby kazdy przekréj liczb wymiernych mogt by¢ okreslony przez
skoriczong liczbe pierwiastkéw z liczb w}imiernych; przeciwiie,
udowodniono, ze tak nie jest; ale dowod jest bardzo skompliko-
wany i znacznie wykracza poza zakres algebry elementarnej.
Do naszych celéw wystarczy zresztg stwierdzenie mozliwosci
innego wyznaczenia przekroju, anizeli zapomocg liczb pierwiast-
kowych, i zbyteczne bedzie rozstrzyganie, czy ten sam przekrdj
moze, czy nie moze byC rowniez wyznaczony przez liczby pier-
wiastkowe; ot6z w tym rozdziale poznamy odmiennie okres$lone
przekroje i zrobimy zalozenie, ze z kazdym przekrojem jest
zwigzana jedna i tylko jedna liczba niewymierna, przez ten
przekroj okreslona.

48. Zatozenie takie — milczaco lub wyraznie — jeszcze
z innych wzgledow robimy z chwilg, kiedy zaktadamy moznos¢
podporzadkowania kazdemu punktowi prostej jakiejs liczby, jako
odcietej; bowiem linja prosta ma wiasno$é, ktérag nazywamy
ciggtoscia, a ktorej to wiasnosci nie ma zbior wszystkich liczb
wymiernych. Te wiasno$¢ mozemy w ten sposéb scharaktery-
zowac.

Jezeli na dowolnym odcinku lub na prostej AB istniejg
dwie klasy punktéw takie, ze Zzaden punkt pierwszej klasy nie
nastepuje po zadnym punkcie drugiej klasy w zwrocie AB, i dla
kazdego danego odcinka dowolnie matej diugosci h istniejg
dwa punkty, jeden w pierwszej, drugi w drugiej klasie, kté-
rych odlegtosé jest mniejsza od h, — wtedy istnieje punkt od-
cinka AB, ktdry nie poprzedza zadnego punktu pierwszej klasy
i nie nastepuje po zadnym punkcie drugiej klasy *).

W geometrji przypisujemy linji prostej te wihasnos¢ badz
milczaco, jako rozumiejgca sie samo przez sie, badZz wypowiada-
jac ja wyraznie, jako ,pewnik ciggtosci”. Przy mierzeniu odcin-
kow mozna jej nie uwzglednia¢, i nie wywiera to wplywu na

#® Jest to, w zmienionej nieco postaci, pewnik Cantora, ktory
w potgczeniu z pewnikiem Archimedesa jest rownowazny pewnikowi Dede-
kinda. Patrz np. Enriques ,Zagadnienia, dotyczgce geometrji elementar-
nej". Tom I, art. V.
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rezultaty; ale musi by¢ uwzgledniona przy teorji mierzenia tu-
kéw albo okregu kota.

49. Wyobrazmy sobie, Ze jezeli wielokat foremny o licz-
bie bokéw ny wpisany w dane koto, ma obwdd dtugosci pn, to
na osi odcietych zostat wyznaczony punkt Pn, ktoérego odcieta
jest pn (rys. 22); podobnie Qm niech bedzie punktem, ktérego

Rys. 22.

odcieta rowna sie obwodowi gm wielokgta foremnego o liczbie
bokéw m, opisanego na tern samem kole. Kazdy punkt Pn po-
przedza, w zwrocie dodatnim osi odcietych, kazdy punkt Qm
gdyz obwod kazdego wielokata (wypuklego) wpisanego w koto
jest mniejszy od obwodu kazdego wielokata opisanego; i jezeli
h jest odcinkiem danym, dowolnie matym, wtedy dowodzi sie
w geometrji, ze dla kazdego kota mozna znalezé taka liczbe r,
ze qr—pr< h\ istniejg wiec dwa takie punkty Pr, Qr, ze od-
legtos¢ Pr Qr jest mniejsza od h. Zaliczajgc kazdy punkt Pn
do pierwszej, kazdy punkt Qm do drugiej klasy, widzimy, ze
zaden punkt pierwszej klasy nie nastepuje po zadnym punkcie
drugiej klasy; a wobec tego, ze do pierwszej nalezy Pr, do dru-
giej Qr takie, Ze PrQr jest mniejsze od dowolnego odcinka h}
przeto te dwie klasy punktéw spetniajg warunki, wypowiedziane
w ,,pewniku ciggtosci”, a stad wynika istnienie takiego punktu C
na osi odcietych, ktory nie poprzedza zadnego z punktéw P,,,
ani tez nie nastepuje po zadnym z punktéw Qm

50. Ze sposobu, w jaki punkt C w poprzednim § zostat
wyznaczony, nie mozemy wnosi¢, azeby istniata jaka$ liczba wy-
mierna, lub nawet pierwiastkowa, ktéraby byta odcietg punktu C.
Azeby taka liczba na pewno istniata, musimy utworzy¢ ciggly
zbior liczb, tak samo, jak ciagly jest zbiér wszystkich punktow
linji prostej. Dotgczymy wiec do liczb wymiernych ,Jiczby nie-
wymierne* w ten sposob, azeby tak otrzymany zbidr liczb miat
wiasnos¢ nastepujaca:

Algebra 111 5
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Jezeli istniejg dwie klasy liczb, klasa liczb x i klasa
liczb y, takich, ze
X<y

i ze do pierwszej nalezy liczba x', do drugiej y', spetniajgce
warunek
y’—Xx < h,

gdzie h jest dowolnie obrang, jakkolwiek matg liczbg, bez-
wzgledna, wtedy istnieje liczba z, spetniajgca warunek

X <;z <Ly.

Mowiac: ,istnieje liczba z ”, nie stwierdzamy zresztg nic
wiecej, jak tylko istnienie dwoch klas liczb, spetniajgcych oma-
wiane warunki; nazwa ,liczba niewymierna” jest, w tern zrozu-
mieniu, jedynie udogodnionym sposobem mowienia.

Przekroj liczb wymiernych, o jakim byla mowa w cz
Il. 8 46, daje nam przykiad takich dwoch klas liczb; jednak tutaj
mamy do czynienia z przypadkiem ogoélniejszym. Tam zalicza-
liSmy do kazdej z dwdch Klas tylko liczby wymierne, tutaj moga
to by¢ i niewymierne, ale takie, ktére juz przedtem zostaty
okre$lone; tam kazda liczba wymierna byla zaliczona do jednej
lub drugiej klasy — tutaj tego nie zakladamy.

Jednakze kazda liczba niewymierna okresla jakis prze-
kréj, gdyz mozemy do pierwszej klasy dotgczyé wszystkie liczby
wymierne, niewieksze od liczb klasy drugiej, za$ do drugiej —
wszystkie liczby wymierne nie mniejsze od liczb klasy pierwszej.

Przez dotgczenie do liczb wymiernych, okre$lonych w po-
wyzszy sposob, liczb niewymiernych dostajemy t. zw. zbidr liczb
rzeczywistych.

51. Zaleznosdci: ,,rowne, wieksze, mniejsze” okreslimy d
liczb rzeczywistych w ten sposob, azeby te okreSlenia w zasto-
sowaniu do liczb wymiernych zgadzaty sie ze zwyklemi, zna-
nemi nam dotychczas, a w zastosowaniu do niewymiernych —
zeby podlegaty tym samym prawom, co i w zastosowaniu do
liczb wymiernych. Sg to prawa nastepujgce:

1 Kazda liczba réwna sie samej sobie a = a.

2. Jezelia= b, to b— a
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3. Jezeli a ==bb —c, to a—c.

4, Jezeli a > p,bb< a

5. Jezeli a > pbb=c to a>c

6. Jezeli a Chbb —¢ to a<.c.

7. Jezeli a > bb>c, a>c

8. Jezeli a nie jest = b, to albo a>>b, albo ac b.

Te warunki bedg spetnione, jezeli zrobimy umowe nastepujaca.
Powiemy o kazdej liczbie niewymiernej s, ze jest wieksza
od kazdej liczby wymiernej a, nalezacej do pierwszej, i mniejsza
od kazdej liczby wymiernej a', nalezacej do drugiej klasy prze-
kroju, wyznaczonego przez s:
ac s<ca'.

Jezeli s it sg jakiemikolwiek liczbami rzeczywistemi, i je-
zeli istnieje liczba wymierna p, wieksza od s i mniejsza od i,
méwimy, ze t > s.

Jezeli 51t sg takiemi liczbami rzeczywistemi, ze kazda
liczba wieksza od s jest zarazem wieksza od t} a kazda liczba
mniejsza od 5 jest takze mniejsza od t, wtedy mowimy, ze liczby
S it sg réwne.

52. Okreslimy dziatania arytmetyczne nad liczbami
czywistemi w ten sposéb, azeby w tych okreSleniach byly za-
warte dziatania nad liczbami wymiernemi w zwykiem znaczeniu.
Nazwiemy mianowicie suma liczb rzeczywistych s, t takag liczbe
u, ktéra spetnia warunek, ze jezeli

a<s<a
bct C b\
to:
d b<cu< u-+4+b.

Liczba a jest przez to w zupetnoSci okreSlona; azeby to
sprawdzi¢, wystarczy zauwazyC, ze jezeli liczby s, t sg wyzna-
czone przez przekroje liczb wymiernych, wtedy mozna zawsze
wybraé cztery liczby wymierne a, a, b, b tak, azeby rdznica
(a' -f- by — {a A- b) stata sie dowolnie mata.

W rzeczy samej azeby byto

& -J-b)—{a -j-b) <C h)

rze-
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czyli
@—a)-f-¢p —h) < h,
wystarczy uczynié

co podtug okreslenia liczb niewymiernych jest zawsze mozliwe.
Tym sposobem dla kazdej pary liczb rzeczywistych s, t ist-
nieje jedna i tylko jedna liczba

a= s4-t

53. lloczyn dwdch liczb rzeczywistych okreSlamy w ten
sposdb, ze znak nadajemy iloczynowi zgodnie z prawidlem zna-
kow (cz. | § 16), a warto$ci bezwzgledne mnozymy wedtug naste-
pujacej zasady:
Jezeli kazde cztery liczby bezwzgledne a, al, b, b', spetiajace
warunki:
ac s< a
b< t< b
spetniajg tez warunki:
ab < u< alb\

wtedy u nazywamy iloczynem liczb s i t. Azeby sprawdzic, ze
liczba u jest przez to w zupetnosci wyznaczona, nalezy sie prze-
kona¢ o moznosci znalezienia takich liczb a, a, b, b\ azeby
byta spetniona nieréwnosé

ab'—ab <h

dla jakiegokolwiek dowolnie wybranego dodatniego h. W tym
celu zauwazmy tozsamos$¢

ab'—ab= @—a)b-f-pP'—Dba-f-{a—a) (b"—Nh).
Jezeli kazdy z trzech skiadnikéw z prawej strony bedzie

mniejszy od 2— wtedy powyzsza nierowno$¢ bedzie spetniona,
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nalezy wiec uczynic:

Tym trzem nieréwnosciom uczynimy zados¢, obierajac z po-
$rod liczb a', b' takie axd bXy azeby byto

i czyniac gdyz wtedy

a wiec

A zatem liczba rzeczywista
u= st
jest przez to w zupetnosci wyznaczona.

54, Réznice jakichkolwiek liczb rzeczywistych i iloraz liczb
bezwzglednych rzeczywistych

u=s—t\ v=s:t
mozemy okresli¢, jako sume i iloczyn
u= 5-F(—t); "= 5.y)
jezeli tylk'o damy okreslenie liczb przeciwnych i odwrotnych za-
pomocg nhierdwnosci:
—V< —t< —b

Mozno$¢ wykonywania tych dziatan jest wiec odrazu wi-
doczna.
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VI

Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmowa.

55. Jezeli a jest jakakolwiek liczbg wymierng dodatn
p jakakolwiek liczbg wymierng, dodatnig lub ujemna, wtedy
\*p\

ma zawsze catkiem oznaczong i tylko jedng wartos¢; jezeli mia-
nowicie
m
= =5
P n

gdzie fz, w, sg liczbami naturalnemi, wtedy

i a ap = Vam (cz. Il § 59),
jesli zas$
_ m
P = n

wtedy

(cz. I § 61).

Uogdlnimy teraz pojecie potegi w ten sposob, ze liczbie
podnoszonej do potegi bedzie mozna nadawa¢ dowolne wartosci
niewymierne dodatnie, a wyktadnikowi — dowolne wartosci nie-
wymierne, dodatnie lub ujemne.

56. Dla poteg z wyktadnikami catkowitemi, dodatniemi czy
ujemnemi, pozostawiamy bez zmiany poprzednie okreSlenia (cz. |
835; cz. Il §61), przez co potegowanie sprowadza sie do mno-
Zenia i wyznaczania odwrotnosci, ktére to dziatania znamy z po-
przedniego rozdziatu.

57.  Udowodnimy, ze jezeli a jest jakakolwiek liczbg rze-
czywista :> 1, n liczbg naturalna, wtedy istnieje liczba z, ktorej
n-ta potega rowna sie a.

W tym celu zauwazmy, ze jakkolwiek mata bytaby liczba
bezwzgledna /, w szeregu liczb

1 1-j-/, 1=/ 13/ ... @
sg na pewno takie, ktorych /z-ta potega jest wieksza od a (851).
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Przypusémy, ze y| jest pierwszg taka liczbg, i ze liczbe te w sze-
regu (1) poprzedza bezpoSrednio liczba xx wtedy
XM\ - ynii Vi oxt =i

Jezeli wiec utworzymy dwie klasy liczb dodatnich wymier-
nych, zaliczajagc do pierwszej kazdg liczbe x, ktérej n-ta potega
jest niewieksza od a, do drugiej kazda liczbe y, ktérej /z-ta po-
tega jest niemniejsza od a, wtedy istniejg takie X, y, ktérych
roznica jest mniejsza od dowolnie matej liczby /; otrzymalismy
wiec przekrdj liczb wymiernych, wyznaczajacy zgdang liczbe
rzeczywistg z. Zgodnie z ogolnem okresSleniem pierwiastka, licz-
be te uwazaC bedziemy za pierwiastek n-go stopnia z a (por.
cz. Il 8 16)i napiszemy

58. Jezeli liczba niewymierna dodatnia a jest mniejsza od

jednosci, wtedy ~ > 1, a wiec jest okreSlony na zasadzie

poprzedniego §; okreSlimy wiec w tym wypadku:

59. Poniewaz potegi catkowite liczb niewymiernych juz
zostaty okreslone (8 55), przeto mozemy okreslic:

dzieki czemu mozemy podnosi¢ liczbe niewymierng do jakiej-
kolwiek potegi z wyktadnikiem wymiernym.
60. Do okreslenia potegi w innych przypadkach potrzebne
nam bedzie nastepujgce twierdzenie pomocnicze:
Jezeli k jest jakgkolwiek liczbg dodatnig, a n liczbg na-
turalng, wtedy jest prawdziwa nier6wnosc:
(L -f k)n> 1-\-nk.
Te nierdbwno$¢ tatwo sprawdzimy dla n = 2 i n = 3, gdyz
(i+ ky= 1+ 26+ 62
(1 -fkf= 1-1-8/5+ 3/e2+ 63
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a wiec:
@+ £)2> 1+2k
@+ A)*> 1+ 3k.

Jezeli jednak twierdzenie jest prawdziwe dla catkowitego
wyktadnika /7, wtedy musi by¢ prawdziwe i dla wykladnika
p -j- 1, gdyz w zatozeniu

i+ ky> i+ pk~*
pomn6zmy obie strony tej nieréwnosci przez 1 -j- k:
(L+/~+21+ (/7 + Dk f M2
opuszczajac z prawej strony pk*, zmniejszymy jej wartos¢, a wiec
tem bardziej:
@+ [+ +1> 1+ (/7+ 1)k;
a poniewaz wiemy, ze twierdzenie jest prawdziwe dla n — 3,
wiec sprawdza sie dla kazdego catkowitego dodatniego n.

6t. Przekonamy sie teraz, ze jezeli a> 1, wtedy mozna
znalez€ liczbe naturalng n dostatecznie wielka, azeby roznica

miedzy \rja_i 1 byta dowolnie mata.

Poniewaz zatozyliSmy, ze a> 1 przeto dla kazdego
(_
n> 1 gdyz przypuszczenie, ze Xa \ prowadzitoby do zalez-
nosci: a 1, co jest sprzeczne z zatozeniem.
Przypus¢my, ze chcemy uczyni¢ "

gdzie / jest jakakolwiek liczbg dodatnig;
czyli

a wiec
a<(\ +/+.

Poniewaz na zasadzie poprzedniego paragrafu
@+ > 1+ 40,
przeto zadana nierowno$¢ bedzie spetniona, jezeli uczynimy
a<ll-nl,



73
czyli

Ten rezultat mozna tak zanotowac:
i
Jezeli a > 1 wtedy an— 1< / dla kazdego n, speknia-

jacego warunek

62. Zauwazmy teraz, ze jezeli a> 1 podnosimy do roz-
nych poteg utamkowych, to dla wiekszego wyktadnika dostajemy
wieksza potege. Poniewaz mozna zatozy¢, ze oba wyktadniki
zostaly sprowadzone do wspdlnego mianownika, wiec wystarczy

sprawdzi¢, ze

to jest jednak odrazu widoczne, gdyz

Drugi czynnik jest tu wiekszy od 1, a wiec iloczyn wigkszy od

pierwszego czynnika.
Stad wniosek, ze mniejszym wartoSciom utamka " odpowia-
dajag mniejsze roznice

a poniewaz sprawdzilismy, ze
jezeli

to bedzie tez
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jezeli tylko

63. Niech teraz s, t oznaczajg dwie liczby wymierne
przyczem 0 < s < t. Zakladajac, jak poprzednio, a > 1, mozemy
uczynic¢ roznice

at— as
dowolnie mata, czyniac roznice miedzy wyktadnikami dostatecz-
nie mala. Gdyz, jezeli chcemy uczynié¢

a*—asc |/,
czyli
as (a </

to na zasadzie poprzedniego § nalezy tylko uczynic

Chcac z prawej strony wyrugowa¢ zmienng liczbe 5, mo-
zemy ja zastapi¢ stalg liczbg dodatnig r niemniejsza od zadnej
z liczb s, tak, ze

ar> as
i uczynic:

64. Mozemy teraz okresli¢ podnoszenie liczby niewymie
nej a > 1 do potegi o wyktadniku niewymiernym v.

Wezmy pod uwage dwie klasy liczb, zaliczajgc do pierw-
szej klasy as, jezeli s jest liczbg wymierng mniejsza od v, i za-
liczajgc a* do drugiej klasy, jezeli t jest liczbg wymierng wiek-
szg od v. Kazda liczba pierwszej klasy jest w ten sposdb mniej-
sza (8§ 62) od kazdej liczby drugiej klasy; i na zasadzie poprzed-
niego § mozemy obra¢ liczby s i t takie, azeby roznica

a*— as



75

byta mniejsza od dowolnie obranej liczby /; w tym celu nalezy
uczynic

gdzie r jest jakakolwiek liczbg, dowolnie obrang, wiekszg od v.
Na zasadzie przeto pewnika ciggtosci (8 50) istnieje jedna i tylko
jedna taka liczba z, ktéra nie jest mniejsza od zadnej liczby
drugiej klasy; te liczbe z przyjmujemy za a podniesione do po-
tegi v i piszemy

Z —av.
Jezeli za$
0< a< ]
wtedy okre$lamy:
(por. § 58).
65. Nazywamy funkcjg wyktadniczg zmiennej x potege

wielkosci statej, ktorej wyktadnikiem jest zmienna niezalezna x.
Te wielko$¢ statg nazywamy zasada funkcji wyktadniczej. Jezeli
wiec zmienng warto$¢ funkcji wyktadniczej oznaczymy przez y,
wtedy zalezno$¢ miedzy x iy wyraza sie réwnaniem:
y = a\

gdzie a jest wielkoscig stalg. Warto$¢ funkcji wyktadniczej
przyjmujemy zawsze tylko dodatnig, nie wytgczajgc tych przy-
padkow, kiedy wartosci x sg utamkami o mianownikach pa-
rzystych.

Poniewaz potegi liczb ujemnych w ogdlnosci nie okresli-
liSmy, wiec zaklada¢ bedziemy zawsze a> 0. W tern zaloze-
niu dla kazdego x wymiernego lub niewymiernego dostajemy y
catkiem oznaczone.

GdybySmy zatozyli a — 1, byloby

y= 1* = ]_,
w tym przypadku y jest wielkoScig statg, niezalezng od x. Po-
zostajg wiec do rozpatrzenia dwa przypadki;
0< a< 1; a> 1.
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66. Zbadajmy funkcje wyktadniczg
y = ax
w zatozeniu:
a> 1.

Widzielismy (8 62), ze w tern zalozeniu wiekszym wy-
ktadnikom wymiernym odpowiadajg wieksze wartoSci poteg;
z okredlenia potegi dla wyktadnika niewymiernego (8 64) wy-
nika jednak, ze jezeli

scvecet,
gdzie v jest niewymierne, s, t wymierne, to
as< av< al.

Tym sposobem widzimy, ze wogdlle wiekszym wyktadni-
kom, nietylko wymiernym, odpowiadajg wieksze wartoSci poteg;
a wiec funkcja y = axjest rosnhaca.

Funkcje nazwaliSmy ciagta (8 13), jezeli w jej wartosci
mozemy osiaga¢ zmiany dowolnie mate przez poddawanie zmien-
nej niezaleznej zmianom dostatecznie matym; z § 63 widac,
ze funkcja rozpatrywana jest bez wyjatku ciggta.

Funkcja y = ax roSnie wraz z x do nieskonczonosci, to
znaczy, mozna ax uczyni¢ dowolnie wielkiem, czynigc x dosta-
tecznie wielkiem.

Rzeczywiscie, przypusémy, ze chcemy, azeby byto

ax> N,
gdzie N jest jakkolwiek wybrana, dowolnie wielkg liczba.
Poniewaz
a*=[1 +(a—1)]*> 1+(e —x  (860),

przeto nierdbwno$¢ zadana bedzie spetniona, jezeli uczynimy

_ 13+@—hx A,
czyli:
x> N=1
a—1
67. Wartos$¢ funkcji y = ax mozemy zrobi¢ dowolnie mata

czynigc x ujemnem i dostatecznie wielkiem co do wartosci
bezwzglednej.
Rzeczywiscie, jezeli chcemy uczynié
axC f
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gdzie / jest dowolnie obrang, jakkolwiek matg liczbg dodatnia,
to zalé6zmy

X=—x";
mamy wiec uczynic

czyli

przekonaliSmy sie poprzednio, ze ta nier6wno$¢ bedzie spel-
niona, jezeli uczynimy

czyli
Tablica zmiennosci rozpatrywanej funkcji jest wiec:
y = ax\ a> 1
N — oo ujemne rosnagce O dodatnie rosnace -j- oo
y 0 dodatnie rosnace 1 dodatnie rosnace -j- oo

68. Rozpatrzymy teraz funkcje wyktadnicza

y = ax
w przypadku
0< a< 1.

Oznaczmy przez b odwrotno$¢ liczby a,

b =
a
wiec
1

Funkcje bx (b >1) znamy z poprzedniego przypadku
i mozemy stwierdzi¢:
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jezeli x roénie, to bx rosnie, ax maleje
x — f~00, bx—-j- 00, ax—=0
X—->— oo, bx-»0 , a*—-J-o0
Dostajemy wiec takg tablice:
y = ax; 0< o< 1

X — 00 ujemne rosngce 0 dodatnie rosngce -|- o0
y + 00 dodatnie malejace 1 dodatnie malejagce 0
Rys. 23.
69. Rys. 23 przedstawia wykres funkcjiy = ax w pr.
padkach: a— I'' a=1 a= a= f; a= 2 Te wykresy

zostaty otrzymane przez obliczenie spotrzednych kilku punktow
kazdej krzywej z uwzglednieniem tabliczek, utozonych w dwu po-
przednich paragrafach. Mozna zauwazy¢, ze jezeli a zmieniamy,
zmniejszajac do zera, to dostawaC bedziemy krzywe, zblizajgce
sie coraz wiecej do dodatniej czeSci osi rzednych i dodatniej osi
odcietych; i jezeli a wzrasta do nieskonczonosci, wtedy krzywa
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zbliza sie coraz wiecej do ujemnej czesci osi odcietych i do-
datniej osi rzednych.

70. Przystagpmy teraz do okreslenia logarytmu, rozréznia-
jac pie¢ przypadkéw i oznaczajac przez a i b liczby rzeczy-
wiste, ktore mogg by¢ wymierne lub niewymierne.

) a> 1;,b> 1

Tworzymy dwie klasy liczb, zaliczajagc do pierwszej kazda
liczbe u, spetniajgca warunek

au” b,
za$ do drugiej kazdg liczbe w, spetniajgcg warunek
aw > b;

udowodnimy, ze istnieje —wymierna lub niewymierna—liczba v,
spetniajaca warunek
av = b
W tym celu trzeba dowiesé, ze mozna znalez¢ u i w,
ktore sie od siebie roznig tak mato, jak tylko zechcemy; jezeli
to zostanie dowiedzione, wtedy na zasadzie pewnika ciggtosci
(8 50) bedziemy wiedzieli, ze istnieje jedna i tylko jedna taka
liczba rzeczywista v, ktdra nie jest wieksza od zadnego u, ani
tez mniejsza od zadnego w\ a poniewaz dla v —jak dla kazdej
liczby dodatniej — istnieje jedna i tylko jedna warto$¢ funkcji
wyktadniczej av (§ 64), ktéra nie moze by¢ ani mniejsza, ani
wieksza od b, przeto musi by¢ doktadnie
av = h
Azeby jednak dowiesC istnienia liczby v, nalezy sie prze-
konaé, ze jakkolwiek mata jest liczba dodatnia /, zawsze mozna
znalez¢ dwie liczby dodatnie u_i w, spetniajace warunki
w—u = |
au™ b C aw.
Przypus¢my w tym celu, ze n jest liczbg naturalng, spet-

niajaca warunek

n > }—>

i rozpatrujmy kolejno potegi z wyktadnikami naturalnemi liczby
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an; poniewaz podiug zalozenia a, a wiec i an, jest wieksze
od 1 przeto te potegi tworzg postep geometryczny rosnacy,
i jakkolwiek wielka bytaby liczba b, miedzy wyrazami jego na
pewno sg wieksze od tej liczby (8 66). Przypusémy, ze pierw-

szym takim wyrazem jest , a wiec

1
wtedy zgdane warunki bedg spetnione, jezeli uczynimy

c
I
0

n
w— P+_1

2 a> LoC b< 1

Odwrotno$¢ b jest >» 1, istnieje wiec na zasadzie tego, co
byto tylko co dowiedzione, liczba, ktdrg oznaczymy przez —v,
a ktora spetnia warunek:

albo, biorac z obu stron odwrotnosci:
av = b
3) 0<a< 1, 0< 6< 1

Odwrotnoéci a i b sg wieksze od  istnieje wiec liczba v,
spetniajaca warunek:

czyli
w1
av b
a biorgc odwrotnosci z obu stron:
av = h

49 0< a< 1;b> 1L



81

Odwrotno$¢ a jest >> 1, istnieje przeto liczba, ktérg ozna-
czymy przez — v, a ktéra spetnia warunek:

czyli:

albo:
av — b
5. a=Z=1b— 1

Podtug okreslenia potegi o wykadniku zero (cz. Il § 62).
a’ =1

7L Tym sposobem dowiedliSmy nastepujacego twierdzenia:
Dla kazdej pary liczb rzeczywistych dodatnich a, b, z wy-
jatkiem a — 1, istnieje jedna i tylko jedna liczba v, spetnia-
jaca watunek
av= bh
Ta liczba v nazywa sie logarytmem liczby b przy zasa-
dzie a. Logarytm mozemy wiec okre$lic w ten sposob:
Logarytmem jakiej$ liczby przy danej zasadzie nazywa
sie wyktadnik potegi, do jakiej trzeba podnie$¢ zasade, azeby
otrzymac te liczbe. Zasadg moze byé kazda liczba dodatnia
rézna od jednosci, logarytm ma kazda liczba dodatnia.
Logarytm liczby b przy zasadzie a oznacza sie w ten
sposab:
loga b\
tym sposobem réwnanie
v = loga b

wyraza te samg zaleznosS¢, co
a’=bh
72. Zobaczymy, w jaki sposob zmienia si¢ logarytm w za-
leznosci od liczby, uwazanej za zmienng, jezeli zasada pozo-

staje stafa.

Algebra 11I. 6
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Funkcije y, okreSlong przez rownanie
y = logax,

gdzie a jest wielkoScig stata, x zmienna, nazywamy funkcjg
logarytmowa.

Ze zmiennosSci jej tatwo zdamy sobie sprawe, jezeli zau-
wazymy, ze rOwnanie to wyraza te samg zaleznos$¢, co

ar* =

i ze kazdemu x odpowiada jedna i tylko jedna warto$¢ y. Z ta-
blicy 8 67 widzimy, ze jezeli a > 1, to x iy rosng jednoczes-
nie, za$ z tablicy 8 68, ze jezeli a < 1 to przy malejgcem X,
y rosnie, a wiec przy rosngcem X, y maleje. Dostajemy wiec
taka tablice zmiennosci funkcji logarytmowe;j:

y = logax;a>.- 0, a1
X 0 dodatnie rosnace 1 dodatnie roshgce -f co

a> 1y — 00 ujemne rosngce O dodatnie rosnace -j- 00

a < 1y - co dodatnie malejace O ujemne malejace — co

73. Znajdziemy wykres funkcji logarytmowej, a
krzywa, majaca réwnanie
y = loga *,
czyli
ay — X. @)

Przypusémy, ze mamy juz wykres funkcji wyktadniczej dla
tej samej zasady, a wiec krzywej, ktdrej rownanie jest:
ax = y. ¥}
Jezeli do krzywej wykfadniczej nalezy punkt P, majacy
spotrzedne q, /7, jezeli wiec
aqg = p,
wtedy do krzywej logarytmowej nalezy punkt P' o spotrzed-
nych p, q (rys. 24); krzywa wykladnicza zamieni si¢ wiec na

wie
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logarytmiczna, jezeli zmienimy potozenie catej figury w ten spo-
sob, azeby cze$¢ dodatnia pierwotnej osi rzednych pokryta
sie z czeScig dodatnig pierwotnej osi odcietych, i odwrotnie;
a nastepnie przeniesiemy osi na dawne miejsce, pozostawiajgc

Rys. 24. i
na nowem samg krzywa. Mozna to osiggna¢ przez obrét wy-
kresu dokota osi symetrji obu potprostych, a wiec dokota dwu-
siecznej pierwszej i trzeciej Cwiartki ptaszczyzny (por. § 14). Na
rys. 25 widzimy wykresy funkcyj logarytmowych dla tych sa-
mych zasad, dla ktérych poprzednio (rys. 23) znalezliSmy krzywe
wyktadnicze.

Wszystkie te krzywe majg jeden punkt wspélny o spotrzed-
nych 1,0. Jezeli zasada mato sie rézni od 0, wtedy wszystkie
jej punkty leza wpoblizu dodatniej czesci jednej lub drugiej osi,
z wyjatkiem punktow o bardzo duzych odcietych. Przy zwiek-
szaniu zasady krzywa coraz wiecej sie wyprostowuje i zbliza do
prostej x = |. Przy dalszem powiekszaniu zasady punkty krzy-
wej zblizajg sie do ujemnej czesci osi rzednych i dodatniej osi
odcietych.
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Mozemy jeszcze zauwazyé, ze przez kazdy punkt, lezacy
na prawo od osi rzednych w odlegtosci réznej od 1, przechodzi
jedna i tylko jedna krzywa logarytmowa.

Rys. 25.

IX.

Tablice logarytmow.

74. Logarytmem liczby N przy zasadzie a nazywa
wyktadnik x tej potegi, do ktdrej trzeba podnie$¢ zasade, aby
otrzymac liczbe dang (patrz § 71).

Podlug tego okreslenia warto$¢ logarytmu pewnej liczby
zalezy od zasady; zbior logarytmow wszystkich liczb przy pew-
nej zasadzie nazywa sie uktadem logarytmoéw przy tej zasadzie.

Dla oznaczenia logarytmu przyjmujemy takie znakowanie:

* = loga N,
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co sie czyta tak: A rowna sie logarytmowi liczby N przy za-
sadzie a. U spodu trzech liter poczatkowych wyrazu logarytra
notujemy zasade, jako wskaznik; w przypadkach, w ktérych nie-
ma zadnej watpliwosci, co jest zasada, oznaczenie zasady jest
zbyteczne i czesto sie opuszcza.

,75. _ Zalezno$¢ miedzy wielkosciami x, a, N, wyrazona
w réwnaniu
X = logaN,
jest ta sama, ktéra mozna tez tak wyrazié:
ax= N.

Z roéwnania tego odczytujemy nastepujagce wiasnosci loga-
rytméw (70):

1 Jezeli x = 0, to a®°= 1 a wiec
logarytm jednosci jest przy kazdej zasadzie réwny O.
2) Jezeli x — 1, to aé = a, czyli:

logarytm zasady jest zawsze réwny 1

3) Przy zasadzie wiekszej od | logarytmy liczb wiekszych
od | sg dodatnie, logarytmy liczb mniejszych od 1 sg ujemne.

4) Przy zasadziewiekszej od 1 logarytm rosnie do
nieskonczonosci przez wartosci dodatnie, jezeli liczba rosnie
do nieskonczonosci; warto$¢ bezwzgledna logarytmu rosnie do
nieskoniczonosci, jezeli liczba maleje do zera.

5) Przy zasadzie mniejszej od jednosci logarytmy liczb
wiekszych od 1 sg ujemne, logarytmy za$ liczb mniejszych od
jednosci sg dodatnie.

6) Przy zasadzie mniejszej od 1, jezeli liczba rosnie do
nieskonczonosci przez wartosci dodatnie, warto$¢ bezwzgledna
logarytmu rosnie do nieskoniczonosci; logarytm liczby malejacej
do zera rosnie do nieskoriczono$ci przez wartosci dodatnie.

W dalszym ciggu zaktadac bedziemy stale, ze zasada jest
wieksza od 1, uzywajac wiec oznaczen, podanych w poprzed-
nim paragrafie, mozemy powyzsze wiasnosci tak wyrazic:

1) loga 1= 0.
2) logaa= 1
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3) X—>-j-°0; loga X —m-(- @O
4) X 0; logax —»— 0.

76. Logarytm iloczynu réwna sie sumie logarytméw czyr
nikow.

W rzeczy samej: niech bedzie danych ilekolwiek liczb: N,
Ak N2 ...; oznaczmy dla krdtkosci gtoskg x logarytm liczby N
przy pewnej zasadzie a, podobnie xx= logaNv x2= logaN2....
Podlug okreslenia logarytmu warto$ci X, xx X2... s 0znaczone
przez nastepujace réwnania:

ax = N
axw= NX
ax*= M2

Pomnézmy odpowiedniemi stronami te wszystkie réwnania:
ax .ax*.ax*.... = N .Nx. N2
czyli ax+X X+ =N . Nx.N2...
Ta ostatnia rownos¢ wykazuje, ze zasade a trzeba podnies¢
do potegi X }%x-j- X2-j- ..., aby otrzyma¢ iloczyn N .Nx.N2...;
z okre$lenia wiec logarytmu wypada, ze:

Loga(N . Nx. N2..)= x + xx x 2 ..., czyli

Loga (N - Aj . N2.) = LogaN -j- Loga Alx-j- Loga N2 -j- > (1)
a rownos¢ ta wyraza wihasnos¢, ktorej chcieliSmy dowiesé.

7. Logarytm ilorazu réwna sie roznicy logarytmoéw dzie
nej i dzielnika.

Niech bedg dane dwie liczby N i Nx ktore nalezy podzieli¢
w ten sposob, ze N jest dzielng, a Nx dzielnikiem. Dowiedziemy, ze:

@

W tym celu oznaczmy dla krétkosci gloskg x logarytm
liczby N przy zasadzie a, gloskg za$ xx logarytm liczby Nx
przy tejze samej zasadzie. Wtedy X i x x czynig zado$¢ réwnaniom:

ax— N; axw= MX.
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Podzielmy obie strony pierwszego z tych réwnan przez
odpowiednie strony réwnania drugiego; otrzymamy:

ax- Xt= N

Ta ostatnia rowno$¢ pokazuje, Ze nalezy a (zasade) podnies¢

do potegi jc— xv aby otrzymac¢ iloraz N . Podtug okreslenia wiec

logarytmu, x—x 1 jest logarytmem liczby N przy zasadzie a, czyli:

a ze x = logaN; xI = logaNXx, przeto ostatecznie:

78. Logarytm potegi jest réwny iloczynowi logarytmu
liczby podnoszonej do potegi przez wyktadnik potegi.

To jest: jezeli przez a oznaczymy zasade logarytmow,
wtedy

loga (Np) = p.logaN. (3
W rzeczy samej: oznaczmy dla krotkosci gloska x logarytm
liczby N przy zasadzie a; wtedy x czyni zado$C rownaniu
ax= N.
PodnieSmy obie strony tego réwnania do potegi p\
(ax)p= Np, czyli
apx = Np .

Ta ostatnia réwnos¢ pokazuje, ze jezeli zasade a podnie-
siemy do potegi px, wtedy otrzymamy liczbe Np. Wiec px jes
logarytmem liczby Np przy zasadzie o* czyli:

loga {Np) — px, albo:
loga (NP) — P loga N.
79. Logarytm pierwiastka rownat sie ilorazowi, otrzyma-

nemu z podzielenia logarytmu liczby, z ktérej wyciggamy pier-
wiastek, przez wyktadnik pierwiastka.



To jest:

W rzeczy samej: jezeli przez x oznaczymy logarytm liczby
N przy zasadzie a, wtedy toz  bedzie okre$lone réwnaniem:

ax= N.
Woyciagnijmy pierwiastek potegi q z obu stron tego réwna-
nia; otrzymamy:

czyli:

Ta ostatnia rownos¢ pokazuje, ze X—j‘est logarytmem liczby

/w przy zasadzie a; to jest:

lub nakoniec:

80. Wiasnosci logarytméw, udowodnione w paragrafie po-
przednim, majg ogromne znaczenie praktyczne, i dzieki nim lo-
garytmy mogg by¢ z pozytkiem stosowane przy wiekszych ra-
chunkach. tatwo to zrozumiemy, jezeli wyobrazimy sobie, ze
przy pewnej danej zasadzie mamy juz obliczone logarytmy wszyst-
kich liczb i ulozone w tablice w ten sposdb, ze jedna kolumna
zawiera same liczby, druga za$ odpowiadajace im logarytmy.
Gdybysmy chcieli znalez¢ iloczyn ilukolwiek czynnikéw, wtedy
moglibysmy iloczyn ten wynalez¢ tak: odszukaliby$my naprzod
w tablicy .logarytmy wszystkich czynnikow oddzielnie, nastepnie
dodalibysmy te logarytmy: na zasadzie wiasnosci § 76 suma tych
logarytméw bylaby réwna logarytmowi iloczynu. Odszukawszy
nastepnie w tablicy liczbe, odpowiadajgcg temu ostatniemu loga-
rytmowi, mielibySmy zadany iloczyn. Tym sposobem mnozenie
zostatoby sprowadzone do dziatania tego samego rodzaju, ale
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prostszego: mianowicie do dodawania. Podobnie, na zasadzie
drugiej wihasnosci (8 77), zamiast dzieli¢ dwie liczby dla znalezienia
ich ilorazu, moglibysmy odszuka¢ w tablicy logarytméw naprzdd
logarytm dzielnej, potem logarytm dzielnika, nastepnie odja¢ od
pierwszego logarytm drugi, i otrzymalibySmy logarytm ilorazu.
Liczba, wzieta z tablicy, odpowiadajgca temu ostatniemu loga-
rytmowi, bytaby szukanym ilorazem. W podobny sposéb podno-
szenie do potegi moglibysmy sprowadzi¢ do mnozenia logarytmu
przez wyktadnik potegi; wycigganie za$ pierwiastka do dzielenia
logarytmu liczby, z ktérej chcemy wyciggnac pierwiastek, przez
wykfadnik pierwiastka.

Uwazajac wiec dodawanie, mnozenie i podnoszenie do po-
tegi za dziatania jednego rodzaju, odejmowanie za$, dzielenie
i wycigganie pierwiastka za dziatania drugiego rodzaju, mo-
zemy powiedzie¢, ze zapomocg logarytmow dziatanie kazdego
rodzaju zostaje sprowadzone do dziatania tegoz samego rodzaju,
ale prostszego.

Z tego widzimy, jak wielkg wage dla utatwienia i skrocenia

rachunkéw arytmetycznych majg tablice logarytmowe, zawiera-
jace logarytmy wszystkich liczb przy obranej zgoéry zasadzie.

8L Logarytm kazdej liczby, jak to wypada bezposrednio
z samego okreslenia, zalezy od zasady. Ot6z moze sie przytra-
fi¢ potrzeba przejScia od jednego uktadu logarytmoéw do drugiego,
to jest wypada rozwigzaC zadanie: jakim sposobem, majac juz
obliczone logarytmy wszystkich liczb przy jednej zasadzie, zna-
lez¢é logarytmy tych liczb przy innej zasadzie.

Przypus¢émy, ze juz mamy obliczone logarytmy liczb przy
zasadzie a; logarytm wiec pewnej liczby N jest nam wiadomy.
Chcemy za$ znalez¢ logarytm tej samej liczby N przy innej za-
sadzie b; czyli mamy logaN, szukamy zas$: logb N. Uczynmy
dla krétkosci y = logb Af, wtedy y nalezy oznaczy¢ z réwnania:

by = N.

Biorgc logarytmy obu stron tego réwnania przy zasadzie a,
otrzymamy:
y loga b = loga N,
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skad:

albo:

Widzimy z tej réwnosci, ze, aby otrzymac¢ logarytm liczby
N przy nowej zasadzie b, nalezy tylko logarytm tej liczby N
przy zasadzie dawnej a pomnozy¢ przez czynnik staty dla catego
nowego ukfadu logarytméw i réwny utamkowi, ktérego licznikiem
jest jedno$¢, a mianownikiem logarytm zasady nowej (b), wziety

przy zasadzie dawnej (a). Ten ulamek I_ogaa' przez ktory na-
lezy pomnozy¢ logarytmy wszystkich liczb przy zasadzie a, aby
otrzymaé¢ logarytmy tych liczb przy zasadzie b, nazywa sie
modutem.

Sa dwa gtoéwne uklady logarytmdéw, uzywane w rachunkach.
Jeden, ktérego zasade oznaczamy litera e, nazywa sie uktadem
naturalnym; drugi, ktdrego zasada jest 10, nazywa sie uktadem
zwyczajnym. Pierwszy nazywajg jeszcze uktadem logarytmow
Nepera (od nazwiska pierwszego wynalazcy logarytmow, ktory
wylozyt swoje pomysty w dziele ogtoszonem w roku 1614 pod
tytutem: Mirifici Logarithmorum canonis descriptio); drugi za$
uktadem logarytmow Briggsa (od nazwiska profesora w Oxfor-
dzie, ktory odpowiednie tablice logarytmow oglosit pierwszy
w r. 1624 pod tytulem: Arithmetica logarithmica).

Zasada logarytmOéw naturalnych, ktora, jak to powiedzie-
liSmy wyzej, oznacza sie we wszystkich rachunkach przez e,
jest liczbg niewymierng i wyraza sie szeregiem nieskonczonym:

Obliczajgc warto$¢ przyblizong tej liczby, znajdziemy, ze
£= 2,718281828... Jest to wiec wielkos¢, ktérej logarytm natu-
ralny jest rowny 1 Jakkolwiek zasada ta jest niewymierna, to
logarytmy liczb fatwiej sie przy niej oblicza, anizeli przy innej
zasadzie. Jakim sposobem to by¢ moze, i zapomoca jakiego
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rozwazania dochodzi sie do takiej zasady logarytméw, wykia-
da¢ tu nie bede, przechodzi to bowiem zakres niniejszej
ksigzki. Wspomne tylko, ze w teoretycznych rachunkach
prawie wylgcznie natrafiamy na logarytmy naturalne.

Podtug przyjetego wyzej sposobu pisania logarytméw, na-
lezatoby logarytm naturalny jakiejkolwiek liczby M pisa¢ tak:
logeN. Lecz w tym razie opuszcza¢ bedziemy wskaznik e, a za
skrotem log umieszcza¢ bedziemy skrot nat] a wiec log nat N
nalezy rozumie¢ tak: logarytm naturalny liczby N.

Drugim gtéwnym ukfadem logarytméw jest ukiad, w kto-
rym za zasade przyjeto 10. Jego to wylacznie uzywamy
w rachunkach praktycznych, gdyz posiada pewne szczegblne
wihasnosci, ktére zaraz poznamy, a ktére pochodza z tego, ze
W nim zasadg jest taz sama liczba, ktéra stuzy za podstawe
zwyktego sposobu liczenia, to jest 10. Tablice logarytmow,
zwykle uzywane, zawieraja wihasnie takie logarytmy, i z tego
powodu logarytmy zwyczajne nazywajg sie jeszcze logaryimami
tablicowemi.

Przy oznaczaniu ich wypadatoby uzywac takiego sposobu
znakowania: loglON ; lecz i tutaj wskaznik 10 sie opuszcza
i pisze wprost: log N. W dwdch wiec tych uktadach logaryt-
moéw, naturalnym i zwyczajnym, zasade przy pisaniu opuszcza
sie; w innych przypadkach nalezy jg zawsze pisac.

WidzieliSmy na poczatku tego paragrafu, jakim sposobem
przej$¢ od jednego uktadu logarytméw do drugiego. Stosujac
rownanie (5) do przejScia od logarytméw naturalnych do loga-
rytméw zwyczajnych, mamy:

czyli logarytm zwyczajny jakiejkolwiek liczby réwna sie loga-
rytmowi naturalnemu, pomnozonemu przez utamek, ktdrego licz-
nikiem jest 1, a mianownikiem logarytm naturalny 10. Poniewaz
znaleziono zapomocg rachunkéw, ktdérych tu przytacza¢ nie mo-
zemy, ze

log nat 10 = 2,302 585 092..., przeto
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Te ostatnig liczbe oznacza sie zwykle gloskg M, i jg to specjal-
nie nazywamy modutem logarytméw. Jest wiec:

logN — M lognatN , . ... (6)
gdzie M = 0,434...

To ostatnie réwnanie (6) daje nam moznos¢ znalezienia
logarytmu zwyczajnego, skoro logarytm naturalny pewnej liczby
jest juz wiadomy.

Odwrotnie, gdybysmy, znajac logarytm zwyczajny, chcieli
odnalezé logarytm naturalny liczby, wtedy z réwnania (6)
otrzymalibysmy:

log nat
A poniewaz
, wiec - skad
log nat N = 2,302... log N. )
82. Zbadajmy, w jakich warunkach liczba  czynigca za-

dos¢ réwnaniu
Ax= B,
jest wymierna, jezeli A i B sg catkowite.

Przypusémy, ze x = ~, gdzie p i q sg liczbami catkowi-
temi. Podstawiajac te wartos¢ w powyzszem roéwnaniu, dostaniemy

p
Ag=8B,
skad
Ap= Bp.

Z réwnosci tej wida¢, ze ApiBq skladajg sie z tych sa-
mych czynnikobw pierwszych, a ze Ap zawiera tylko te czynniki
pierwsze, ktore wchodza w sklad A, Bq te tylko, ktére wchodza
w skiad B, przeto A i B powinny sie skladaC z jednakowych
czynnikéw pierwszych. Niech to bedg czynniki cfd, e...\ wtedy

A= cr.ds.e B= cr'.ds
a rownos¢ Ap= Bgmozna tak napisac:
(cr.ds.et.. ))p= (cr'.ds".et" ..)«,
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czyli

cp.dP.ep ... = crf.ds .e™ ...
Zarbwno czynniki pierwsze, jak i ilos¢ tych czynnikéw sg dla
kazdej liczby naturalnej w zupetnosci oznaczone, a wiec kazdy
z czynnikdw powinien z obu stron réwnania wchodzi¢ jedna-
kowg liezbe razy, a wiec

rp= Sa;sp= sq;tp= t'q ___

albo

| odwrotnie: gdyby A i B rozkladaty sie na czynniki
pierwsze w taki sposob:
A=cr.ds.et __; B= cr.ds’ .efr
gdzie

wtedy warto$¢ na A z réwnania
AX= B
wypadtaby wymierna; gdyz, czynigc

dostaliby$smy:
r=rx\s = sx;t=tx ...,
a nastepnie
Ax= (crdset...)x — crxdsxelx.
czyli
Ax= cr .ds .et' = B.

Okazuje sie wiec, ze jezeli A i B sg catkowite, to w row-
naniu Ax= B jest x wtedy i tylko wtedy wymierne, jezeli
czynniki pierwsze, z ktorych sie sktadaja A i B sg jednakowe, a
stosunki wyktadnikow jednakowych czynnikéw obu liczb A /B
wszystkie sg rowne.

83. Przyjmujac za zasade liczbe 10, dostajemy z réwnania
10*= N
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nastepujace logarytmy catkowitych poteg zasady:

log1=0; log10= 1; log 100= 2; log 1000 = 3
i wogole

log 10™= m.
A poniewaz
przeto
log0l= —1;log 00l = —2; log0001 = —3
i wogole

To sg przy zasadzie 10 jedyne logarytmy wymierne; loga-
rytmy wszystkich pozostatych liczb sg niewymierne.

84. Liczba niewymierna x jest dokfadnie znana wtedy,
jezeli mamy mozno$¢ obliczenia jej z dowolnem przyblizeniem:,
to znaczy, jezeli mozemy znalezé dwie liczby, z ktérych jedna
jest mniejsza, druga wieksza od x, a ktdre sie réznig od siebie
tak mato, jak tego zadamy. Tak np. potrafimy oblicza¢ z do-
wolnem przyblizeniem pierwiastki stopnia drugiego i trzeciego
z wszelkich liczb wymiernych, mozemy tez z dowolnem przybli-
zeniem obliczy¢ liczbe m, wyrazajagcg stosunek okregu kota do
jego Srednicy; i jezeli piszemy
n= 3, 14159,

to nalezy to w ten sposéb rozumieé, ze obliczylisSmy te liczbe
z doktadnoscig do jednej stutysiecznej, lub z takg dokkadnoscia
zamierzamy ja wprowadzi¢ do dalszego rachunku, a pod postacig
powyzszego réwnania stwierdzamy nierdwnosci:
3, 141585 N m < 3, 141595.
Jezeli wymierzylismy jaka$ odlegtos¢ d i znalezlismy 16 km,
to przez to stwierdzamy nieréwnosci
155km N d < 16,5 km.
Jezeli jednak ta odlegto$¢ zostata wymierzona z dokfadnoscia
do 1 metra, jezeli wiec wiemy, ze
15,9995 km ~ d < 16,0005 km,
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mozemy zaznaczy¢ to krocej w ten sposob:
d = 16,000 km.

Tym sposobem warto$¢ ostatniej napisanej cyfry dziesietnej wska-
zuje nam dokfadno$¢ podanej liczby.

Trzymajac sie tego samego systemu, napiszemy np., ze od-
legtos¢ ziemi od storica wynosi 1495.105km zamiast 149500000km,
zaznaczajagc w ten sposob, ze odlegto$¢ jest podana z doktad-
noscig do stu tysiecy kilometrdw. Te samg wielkos¢, gdyby to
z jakich wzgledéw byto dogodniej, mozemy i tak napisac:
14,95. 107km, albo 1,495. 106km i t. d.

Tablice logarytméw moga by¢ uzywane tylko do rachun-
kow przyblizonych. Wartosci logarytméw sg w nich podane —
zaleznie od rodzaju tablicy — z czterema, piecioma lub sied-
mioma cyframi dziesietnemi, i w ogdlnosci tyle tylko cyfr mozna
uwzgledni¢ w liczbach, nad ktéremi mamy wykona¢ rachunek.

85. W logarytmie, przedstawionym pod postacig liczby
catkowitej z utamkiem dziesietnym, nazywamy cze$¢ catkowitg
cechag, cze$¢ utamkowag mantysa. Tak np. gdy czytamy, ze
log 5137 = 3,7107096, to w tym logarytmie 3 jest cecha, pozo-
stata za$ cze$¢ utamkowa jest mantysag. W tablicach zazwyczaj
sg pomieszczone tylko mantysy; cechy sg opuszczone, gdyz z sa-
mego wejrzenia na dane liczby fatwo je obliczyc.

W rzeczy samej nietrudno wykaza¢, ze cecha logarytmu
zawiera zawsze w sobie tyle jednosci, ile jest cyfr w czesci
catkowitej danej liczby, mniej jedna. Skoro bowiem log 1= 0,
log 10= 1, przeto logarytmy wszystkich liczb wiekszych od 1,
a mniejszych od 10 sg wieksze od 0, a mniejsze od 1. Wyra-
zaC sie wiec bedg tak: O i cze$¢ dziesietna. Cechg ich zatem
bedzie 0. Podobnie: poniewaz log\0=1\, log 100 = 2, przeto
logarytmy wszystkich liczb wiekszych od 10, a mniejszych od 100,
wyraza¢ sie beda tak: 1z utamkiem dziesietnym, czyli cecha ich
bedzie 1 i t. d. Wogole, jezeli jakakolwiek liczba N zawiera
m cyfr w swojej czesci catkowitej, wtedy liczba ta jest wieksza
od 10"1-1, a mniejsza od 10™. Logarytm jej przeto bedzie wiekszy
od log (I0"1), czyli od m—1, a mniejszy od log (10m), czyli
od m. Jego cze$¢ catkowita zatem, czyli cecha, bedzie m — 1
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Np. log 3, log 3f, log 3, 4928 mie¢ beda za ceche 0.
log 39; log 39,4; /og-84,56 mieC bedg za ceche 1
log 729; log 729,6; log 999,35 mie¢ beda za ceche 2.
log 4973; log 4973,86, mie¢ bedg za ceche 3 i t. d.

Majac juz dany logarytm zwyczajny jakiejkolwiek liczby,
nietrudno znalez¢ logarytm liczby dziesieé, sto, tysiac i w ogol-
nosci 100 razy wiekszej lub mniejszej od liczby danej.

W rzeczy samej: przypusémy, ze oznaczamy gtoska N jaka-
kolwiek liczbe, i ze logarytm tej liczby, log N, jest znany. Chce-
my za$ znalez¢: po 1-sze log (10 Af), log (100 N), log (100CAY)...

w ogoélnosci log (10w N)\ lub po 2-gie, log log

log i wogdle: log

Go do 1-go. Poniewaz logarytm iloczynu réwna si¢ jurnie
logarytméw czynnikéw, przeto bedzie:

log (10N) = log N+ log 10 = log N+ 1

log (100 M) == log N-f- log 100= log N + 2

log (1000 N)= log N-f log 1000= log N f 3 it d.
log (10mN) — log N-j-log (10m) = log N -j- m.

Z powyzszych réwnosci czytamy, ze, aby otrzymaé log ( ON),
nalezy do log N doda¢ 1; czyli wprost ceche logarytnu N
powiekszyé o jednos¢; podobnie, aby znalezé log (100V) na-
lezy do cechy log N doda¢ 2 it. d., w ogdlnosci, aby zrnlez¢
log (10m N), nalezy do cechy log N dodaé m.

Go do 2-go. Poniewaz logarytm ilorazu réwna sie ro;nicy
pomiedzy logarytmem dzielnej i logarytmem dzielnika, przeo:

log = log N —log 10 = log N— 1,

= log N —log 100 = log N — 2,

<)
Q

log = log N — log 1000 = log N — 3,
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i wogdle:

log — log N — log 10" = log N — m.
. y gl\/l\ .
Stad czytamy, ze, aby znalez¢ log I— I>nalezy od cechy lo-

garytmu liczby N odjg¢ 1; aby znalezé log nalezy od ce-
chy logarytmu liczby N odjaé 2, i t. d., wogble, aby znalez¢
log nalezy od cechy logarytmu liczby N odjgé m. Wiec:

logarytmy liczb, réznigcych sie tylko liczbg zer na koricu lub
potozeniem przecinka, majg jednakowe mantysy, a roznig sie
tylko cechami.

Te wiasnosci, opierajace sie na tern, ze za zasade loga-
rytméw stuzy taz sama liczba, ktéra jest zarazem podstawg sy-
stemu liczenia, dajg mozno$¢ znalezienia logarytméw wielu liczb
z wiadomego logarytmu jednej tylko liczby przez prosta zmiane
cechy. Tak np. z tablic znajdujemy, ze

log 2587 = 3,4128.

Na zasadzie pierwszej z dwoch powyzszych wiasnosci
bedzie:
log 25870 = 4,4128; log 258700 = 15,4128
i t. d; na zasadzie za$ drugiej wiasnosci:
log 258,7 = 2,4128, log 25,87 = 1,4128;
log 2,587 = 0,4128.

86. Poniewaz utamek jest ilorazem, przeto dla znalezienia
logarytmu utamka odejmujemy logarytm mianownika od loga-

rytmu licznika. Oznaczywszy jakikolwiek utamek przez —>
Otrzymamy: Y

log = log p — log q

Jezeli utamek jest niewfasciwy, t. j. jezeli p > q, wtedy
i log p > log g, powyzsze wyrazenie da nam warto$¢ dodatnig

Algebra IlI. 7
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na log e Lecz gdy utamek jest wiasciwy, wowczas p < q,
log p <; log g, i zwyrazenia: /og p —log q otrzymamy wartos¢
ujemnag na log Ze logarytmy utamkow wiasciwych (przy

zasadzie wiekszej od jednosci) sa ujemne, wypada to zresztg
z tego, co bylo powiedziane w § 75.

Logarytmy utamkéw dziesietnych wynajduje sie w podobny
sposdb, jak logarytmy utamkéw zwyczajnych, t. j. przez odjecie
logarytmu mianownika od logarytmu licznika. Lecz z powodu
wielkiej wagi w rachunkach praktycznych i czestego zastosowa-
nia, poméwimy tu osobno o réznych sposobach wyrazania loga-
rytméw utamkdéw dziesietnych.

Wezmy jako przyktad utamek: 0,2587. Utamek ten mo-

zerny napisa¢ tak: |%285* Podlug zasady, stuzagcej do znalezie-
nia logarytmu utamka, bedzie:
log 0,2587 = log 2587 — log 10000 = 3,4128 — 4;

czyli, po wykonaniu odejmowania

log 0,2587 = — 0,5872.
Podobnie znaleZlibySmy:
log 0,02587 = log 2587 — log 100000 = — 1,5872;
log 0,002587 = — 2,5872; i t. d.

| tutaj widzimy, jak przy liczbach wiekszych od jednosci,
ze logarytmy tych utamkéw dziesietnych, ktdre sie roznig tylko
potozeniem przecinka, majg jednakowe mantysy; rozne cechy
stanowig catg réznice pomiedzy temi logarytmami. Przypatrujgc
sie sposobowi otrzymywania tych logarytméw, mozemy ustali¢
takg zasade: Logarytm ujemny utamka dziesietnego ma za ceche
tyle jednosci, ile jest w tym utamku zer po przecinku przed
pierwszg cyfrg znaczaca; za mantyse za$S cyfry, otrzymane przez
odjecie kazdej cyfry mantysy logarytmu licznika od 9, z wy-
jatkiem ostatniej cyfry z prawej strony roznej od zera, otrzyma-
nej przez odjecie od 10 tejze cyfry mantysy logarytmu licznika.



Gdy wiec: log 2 = 0,3010,

to: log 02 = — 0,6990;
log 0,02 = — 1,6990;
log 0,002 = — 2,6990.

Lecz logarytmy utamkéw rzadko uzywajg sie w tej postaci;
zazwyczaj nadajemy im inng, daleko dogodniejszg do rachunku,
i wskutek tego prawie wylgcznie uzywang. WeZmy jeszcze raz
pod uwage tenze sam log 0,2587. Jest on, jak wiemy, rowny
3,4128 — 4. Mozemy te roznice tak przedstawic:

log 0,2587 = 3 4- 0,4128 — 4,
czyli: log 0,2587 = — 1 -f- 0,4128.

Tutaj logarytm ten zostat przedstawiony, jako suma dwdch
wyrazow, jednego ujemnego, drugiego dodatniego; mianowicie
cze$¢ catkowita jest ujemna, czes¢ za$ utamkowa dodatnia. Zgo-
dzono sie pisa¢ razem obie te czeSci, odznaczajgc cze$¢ ujemna
znakiem mniej, napisanym u gory w ten sposdb:

log 0,2587 =-1,4128.

Piszagc w ten sposob logarytm utamka dziesietnego, mo-
wimy, ze ma on ceche ujemng, a mantyse dodatnig.

Podobnie postepujac, znalezlibySmy;

log 0,02587 = 3 4- 0,4128 — 5
log 0,002587 = 3 4- 04128 — 6

2,4128,
3,4128,

it d

Ten sposob pisania logarytmu utamka dziesietnego jest prze-
waznie uzywany; i my go w dalszym ciggu wylacznie uzywac
bedziemy. Widzimy z powyzszych przyktadéw, ze w logaryt-
mie utamka dziesietnego, majgcym ceche ujemng, a mantyse do-
datnig, cecha ujemna zawiera tyle jednosci, ile jest zer przed
pierwszg cyfrg znaczacg w utamku, wilgczajagc w to i zero na
catkowitg, mantysa za$ jest roéwna mantysie licznika. Mozemy
sie przekona¢ zapomocg nastepujacego rozumowania, ze to pra-
widto jest ogolne: Przypusémy, ze mamy pewien utamek dzie-
sietny wihasciwy 7, przed ktérego pierwszg cyfra znaczaca znaj-
duje sie k zer, wiaczajac w to i zero na catkowitag. Pomiedzy
przecinkiem wiec i pierwsza cyfra znaczaca jest k — 1 zer.
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Przypusémy dalej, ze mantysa logarytmu tej liczby catkowitej,
jakg otrzymamy, opuszczajac w danym utamku przecinek, jest m.
Na zasadzie wiasnosci, dowiedzionej w § 85, gdziekolwiekbysmy
umiescili przecinek w tej liczbie, zawsze mantysa logarytmu
otrzymanej liczby pozostanie taz sama, t. j. m. Posurmy prze-
cinek w danym utamku w prawg strone tak, aby pierwsza cyfra
znaczaca stata sie catkowita; przez takie przesuniecie przecinka
powiekszylisSmy utamek 10* razy; nowa liczba bedzie wiec rowna
10* p, mantysg w jej logarytmie bedzie m, cechg za$ bedzie O,
gdyz jedna tylko cyfra bedzie w czesci catkowitej (8 85).
Zatem:
log (10% p) = 0, m) czyli
log (10%) -f- log /7 = 0, m, i dalej:
k log 10 9—og p = 0, m, skad
logp = 0, m — Kk,

czyli, podtug omdéwionego poprzednio sposobu pisania:
logp — k, m.

Tym sposobem, majac tablice, zawierajgce logarytmy wszyst-
kich liczb catkowitych, mozemy odrazu bez zadnego rachunku
napisa¢ logarytm kazdego utamka dziesietnego z cechg ujemng
i mantysa dodatnia.

Gdybysmy mieli dany logarytm catkowicie ujemny utamka
dziesietnego i chcieli go przeksztatci¢ na logarytm z cechg ujem-
ng, a mantysag dodatnig, wtedy nalezatoby tak postepowac:
Wezmy jako przyktad logarytm poprzednio znaleziony:

log 0,02587 — — 1,5872.
Logarytm ten mozemy napisaC w ten sposdb:
log 0,02587 =* — 1 — 0,5872.

Warto$¢ tego logarytmu oczywiscie nie zmieni sig, gdy do-
niego dodamy 1 i odejmiemy 1; bedzie wtedy:

log 0,02587 = - | — I-]-1— 0,5872.
taczagc dwa pierwsze wyrazy i dwa ostatnie, otrzymamy
log 0,02587 = — 2 + 0,4128, czyli:

log 0,02587 = 2,4128,
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to jest to, co znalezliSmy poprzednio innym sposobem. Gdyby
zaszta potrzeba zamiany logarytmu z cechg ujemna a mantysa
dodatnig na logarytm catkowicie ujemny, wtedy otrzymaliby$my
zadany wynik przez wykonanie tego odejmowania, ktore wia-
Sciwie jest wskazane w logarytmie, napisanym pod tg postacia.
Tak np. przypusém}', ze:
log 0,002587 = 3, 4128

potrzeba przeksztatci¢ na logarytm catkowicie ujemny. Zwroé-
my tylko uwage na to, ze:

log 0,002587 = — 3 + 04128 = 0,4128 — 3;
wykonajmy wskazane odejmowanie, a otrzymamy:

_ _ log 0,002587 = - 2,5872,
jak poprzednio.

87. Nazywamy kologarytmem liczby N logarytm liczby
N Kologarytm tak oznaczamy:

colog N.
Wedtug powyzszego okre$lenia

cologN = log = logl1—1IogN = 0—log N,

a wiec
colog N = —log N.
Tym sposobem, jezeli znajdziemy w tablicy
log 83,20 = 11,9201,

colog 83,20 = — 1,9201,

a dodajac jednostke ujemng do cechy, jednostke dodatnig do
mantysy:

to

colog 83,20 = 2,0799.
Podobnie, poniewaz

log 0,8320 = 1,9201,
to

log (Q832Q) = colog 0,8320 = —log 0,8320,
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a poniewaz log 0,8320 mamy dany z cecha ujemng, mantysg
dodatnia, wiec po zmianie znaku cechy trzeba od niej odjaé
mantyse:
colog 0,8320 = 0,0799.
Tak samo
colog 0,08320 = — log 0,08320 = 1,0799.

I w ogdlnosci, jezeli oznaczymy przez c ceche, przez m
mantyse logarytmu liczby N, wtedy

logN = c-|- m,
cologN = — (¢ f- 1) -f- (1 — m).

88. Tablice logarytméw zawierajg logarytmy tylko liczl
catkowitych; widzieliSmy bowiem poprzednio, ze do odszukania
logarytméw liczb catkowitych sprowadza sie wynalezienie loga-
rytméw i liczb utamkowych.

Poniewaz nadto cechy sg zawsze fatwe do napisania z sa-
mego wejrzenia na dang liczbe, przeto cechy zazwyczaj w tabli-
cach logarytmowych opuszczajg sie. Tablica wiec logarytmow
zawiera z jednej strony liczby catkowite, z drugiej za$ strony
mantysy logarytméw tych liczb.

Jedne tablice od drugich roznig sie naprzod liczbg tych
liczb catkowitych, ktérych logarytmy sg zamieszczone; powtdre
stopniem przyblizenia, czyli liczba cyfr dziesietnych mantysy.
Pod tym wzgledem rozrézniamy tablice mate i wielkie. W matych
tablicach znajdujg sie logarytmy, obliczone do 4, 5-ciu lub 6-ciu
cyfr dziesietnych, wszystkich liczb catkowitych od 1 do 20000
najwyzej. W wielkich tablicach mantysy sg obliczone przynaj-
mniej do 7-miu cyfr dziesietnych dokladnych, i w nich zawarte
sg logarytmy przynajmniej pierwszych 100000 liczb. Do szkol-
nego uzytku zupelnie wystarczajg tablice mate; kto nabierze
wprawy w positkowaniu sie jakakolwiek tablica, z tatwoscig so-
bie poradzi i z kazda inng po przeczytaniu tekstu objasniajacego.

W ksigzce tej powotywac sie bede na tablice logarytmow
czterocyfrowych Wojtowicza I). W tablicy 1 sg tam logarytmy¥

# Tablice matematyczno-fizyczne czterocyfrowe do uzytku szkot
$rednich, opracowat W} Wojtowicz, wyd. Gebethner i Wolff.
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liczb od 1000 do 1999, w tablicy Il od 100 do 999; w ogdlnosci
stosujemy tablice I, za$ | tylko wtedy, jezeli —ewentualnie po
skre$leniu przecinka i zer na poczatku i na kocu—liczba dana
sktada sie co najmniej z czterech cyfr, z ktérych pierwszg jest 1.

Zajmiemy sie naprzod tablicg Il. W pierwszej kolumnie
widzimy tlustym drukiem wydrukowane liczby 10, 20,... 90,
a ponizej 10 zwyktym drukiem 11, 12 i t d. Sag to pierwsze
dwie cyfry liczby trzycyfrowej; trzecia jest wypisana u gory
w poziomym szeregu: O, 1, 2.. 9. Mantysa logarytmu kazdej
liczby trzycyfrowej jest pomieszczona w tym szeregu poziomym,
przed ktérym stoja dwie pierwsze cyfry tej liczby, i w tej ko-
lumnie pionowej, nad ktorg stoi jej trzecia cyfra. Tak wiec
mantysa logarytmu liczby 132 jest 1206; mantysa logarytmu
liczby 709 jest 8506, a poniewaz cecha kazdej z tych dwdch
liczb jest 2, wiec:

log 132 = 2,1206; log 709 = 2,8506.

Podobnie w tablicy pierwszej odnajdujemy w pierwszej
kolumnie trzy pierwsze cyfry liczby czterocyfrowej, w gornym
szeregu poziomym jej czwartg cyfre; zgdang mantyse znajdziemy
w tym szeregu, przed ktorym stojg te trzy pierwsze cyfry,
i w tej kolumnie, nad ktdrg stoi cyfra ostatnia liczby danej; np.

1153 = 3,0618
log 1009 = 3,0039.
89. Uzycie tablic logarytmowych byloby bardzo ograni-

czone, gdybysSmy mogli logarytmy tych tylko liczb otrzymywac,
ktére sie bezposrednio w tych tablicach znajduja. Zobaczymy
jednak, ze kazda tablice mozna niejako rozszerzy¢ i otrzymac
z niej logarytmy liczb, nie znajdujacych sie w niej bezposSrednio,
i to z takim stopniem przyblizenia, z jakim cata tablica jest
obliczona, pod warunkiem wszakze, ze te liczby nie przechodzg
poza pewng granice. Pokazemy teraz, jakim sposobem mozna
doj$¢ do takiego wiaczenia do tablicy nowych liczb.

W tym celu musimy naprzéd zastanowi¢ sie nad pewnemi
wiasnosciami, jakie majg réznice pomiedzy logarytmami dwdch
po sobie nastepujacych liczb w tablicy. Zauwazmy naprzéd,
ze na zasadzie drugiej wiasnosci gtownej logarytméw (8 77)
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réznica pomiedzy dwoma logarytmami moze by¢ zawsze przed-
stawiona, jako logarytm ilorazu. Wezmy trzy liczby dodatnie,
nastepujagce po sobie w postepie arytmetycznym, ktérego wy-
ktadnikiem jest r:

iV,iV+r, N-\-2r,
nietrudno sie przekonac, ze

()

Nalezy tylko sprowadzi¢ te dwa utamki do jednakowego
mianownika; utamek, znajdujacy sie na pierwszej stronie nierdw-
nosci (1), przyjmie postac:

utamek za$, znajdujgcy sie na stronie drugiej:

Poniewaz za$ widocznie:

przeto nieréwnos$¢ (1) jest tym sposobem dowiedziona.
Jezeli teraz wezmiemy logarytmy obu stron nieréwnosci (1),
otrzymam}":

log(N-\-r) —log N > log (N 4-=2r) —1og (N -j-T) cccoveere. (¥4

Pierwsza strona tej nierébwnosci pokazuje, o ile powieksza
sie logarytm pewnej liczby N, jezeli te liczbe powigkszymy
0 pewng wielko$¢ r; druga za$ strona podobnie pokazuje przy-
rost, jakiego doznaje logarytm liczby A —~, gdy jg znowu
powiekszymy o toz samo r. Wiasno$¢ roznic miedzy loga-
rytmami, zawartg w nieréwnosci (2), mozemy tak wyrazic:

Jezeli liczby powiekszaja sie o réwne wielkosci, wtedy tym
rownym przyrostom liczb odpowiadajg przyrosty logarytmow
ciggle zmniejszajace sie.

Gdyby$my uczynili w powyzszych nieréwnosciach r = 1,
wtedy liczby N, N -f- 1, N -j- 2 tworzytyby szereg liczb natural-
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nych, to jest takich, jakich logarytmy sg pomieszczone w tabli-
cach logarytmow. Roznice: log(N-\- 1) —log N,log(N-\-2) —
— log (N 1) bylyby rdéznicami miedzy logarytmami po so-
bie nastepujacemi w tablicach (i dlatego czesto nazywane rozni-
cami tablicowemi):, nieréwno$¢ (2), zastosowana do roznic tabli-
cowych, wyraza, ze
log(N-f 1) - log N> log(lV-f-2)- log (N + 1),

to jest, ze rdznice tablicowe po sobie nastepujace tworzy¢ musza
szereg malejacy. tatwo to sprawdzic: ‘tworzac rdznice logaryt-
méw kolejnych, znajdziemy, ze im bardziej posuwaé sie bedziemy
w tablicy do coraz to wiegkszych liczb, tem odpowiednie rdznice
beda mniejsze. | jezeli w pewnych cze$ciach tablic znajdziemy,
ze roznica nastepna jest réwna, lub nawet niekiedy wieksza od
roznicy poprzedniej, to pochodzi to tylko z tego, ze kazdy loga-
rytm w tablicy jest oznaczony w przyblizeniu, do 4-ech cyfr
dziesietnych, z opuszczeniem cyfr dalszych.

90. Przechodzimy teraz do drugiej wiasnosci réznic po-
miedzy logarytmami, ktora nas doprowadzi do wprowadzenia do
tablicy liczb jakichkolwiek. Wiasno$¢ ta polega na tem, ze jak-
kolwiek réznice pomiedzy logarytmami stajg sie coraz mniejsze,
to wszakze w miare powiekszania sie liczh, réznice te roznig sie
od siebie coraz mniej; czyli ciagle daza do tego, aby stac sie
réwnemi.

Aby wykazaé te wiasno$¢ roznic miedzy logarytmami,
wezmy pod uwage oddzielnie wyrazenia, stanowigce dwie strony
nierownosci  (2) § 89, mianowicie: log (N +- r) — log N
i log (N A-2r)—1Ilog (N -j- r). Pierwszg z tych wielkosci oznacz-
my gtoska d, druga za$ gtoska dx. Bedzie wiec:

2

Odejmijmy teraz od réwnosci (1) réwnos$¢ (2); bedzie:
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a ze roznica logarytmoéw réwna sie logarytmowi ilorazu, przeto:

albo
czyli:

Poniewaz w utamku licznik jest staty, a mia-

nownik w miare powiekszania sie liczby N ciggle sie powieksza,
przeto widoczng jest rzecza, ze utamek ten, a zatem i cale wy-
razenie na drugiej stronie réwnosci (8), ustawicznie sie zmniejsza.
Jezeli w wyrazeniu (3) zamiast r podstawimy jednos$¢, wtedy
d i dl wyraza¢ beda r6znice tablicowe. Roéwnanie (3) wykazuje,
Ze rdznica pomiedzy dwiema réznicami tablicowemi jest mniejsza
od poprzedzajacej.
Innemi stowy: rdznice pomiedzy roznicami tablicowemi
ciggle maleja w miare posuwania sie coraz dalej w tablicy.
Jako przyklad wezmy kilka po sobie nastepujacych loga-
rytméw w tablicy siedmiocyfrowe;j:
d d —dlI
log 306 = 2, 4857214
log 307 = 2, 4871384 ' °’0014170 v 0,0000047
Log 308 = 2,4885507 { ’ \ 0,0000045
log 309 = 2, 4899585 >°'0014078
Z wypisanych powyzej liczb widzimy: po 1-sze, ze rdznice
d pomiedzy dwoma po sobie nastepujgcemi logarytmami stajg
sie coraz mniejsze, i po 2-gie, ze rdéznice d — d1 miedzy niemi
takze maleja.
9L Jezeli poprzestaniemy na czterech znakach dziesiet-
nych, to znajdziemy
log 306 = 2, 4857

log 307 = 2, 4871 g’ggig
log 308 = 2,488 '
0,0014

log 309 = 2, 4900
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Nie nalezy jednak stad wnosi¢, azeby roznica miedzy lo-
garytmami liczb 307 i 308 byta wieksza, anizeli miedy 308 i 309r
gdyz istotnie tablica czterocyfrowa informuje nas tylko o tem, ze

2,48705S log 307 < 2, 48715,

2.48855 " log 308 < 2, 48865;
0 réznicy d = log 308 — log 307 mozemy wiec tylko powiedzieg,
ze jest wieksza, anizeli

2 .48855 — 2, 48715 = 0,0014
1 mniejsza, anizeli

2 , 48865 — 2 , 48705 = 0,0016,
a wiec blad, jaki popetniamy, piszac
d = 0,0015,

moze dochodzi¢ do 0,0001.

I wogoble doktadnos¢ sumy albo réznicy dwdch liczb, da-
nych z przyblizeniem jednakowem, jest dwa razy mniejsza, ani-
zeli doktadno$¢ kazdej z tych liczb zosobna, inaczej mowiac,
mozliwy biad sie podwaja:

(Znak réwnosci w ostatnim wierszu dotyczy tylko sumy).

Trzeba jednak zauwazy¢, ze bledy dodatnie i ujemne sg
jednakowo prawdopodobne i przy dtuzszych rachunkach zwykle
sie wyrOwnywajg; mato prawdopodobny jest przypadek, azeby
nam wypadlo np. sumowaé dziesie¢ liczb przyblizonych, ktore,
wszystkie, lub prawie wszystkie, sg za mate, przez co biad sumy
mogthy sie sta¢ 10 razy wiekszy, niz blad kazdego skladnika
zosobna.

92. Powrd6émy do réwnania (3) § 90:
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gdzie d — log (N r —log N
dx — log (Nr -f 2 r) — log (N -j- 1).

Przekonamy sig, ze réznica d — dx moze byé uczyniona
dowolnie mata

D przy dowolnem r, jezeli uczynimy N dostatecznie wit
kiem i 2) przy dowolnem N, jezeli uczynimy r dostatecznie
matem.

Przypusémy, ze chcemy uczynié
d —dxC I 4

Oznaczmy w ogolnosci zasade przez a ( >* 1).
Nierownos¢ zadana bedzie spetniona, jezeli uczynimy (8 66)

czyli

albo

a dzielagc obie strony przez r2i biorgc nastepnie odwrotnosSci:

i nakoniec

(5)

Rozwigzemy nieréwnos¢ (5) wzgledem jako niewiado-

mej; w tym celu podzielmy obie strony nieréwnosci przez N2
i zmieAmy porzadek wyrazéw:

Wyro6znik tej nieréwnosci jest dodatni, mozna wiec uczy-
ni¢ jej zado$¢; w tym celu znajdziemy rozwigzania réwnania,
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jakie otrzymamy, przyréwnywajac do zera lewa strone nieréwnosci:

Poniewaz spotczynnik przy kwadracie niewiadomej jest
ujemny (8 31), przeto nierdbwnos¢ bedzie spetniona dla kazdej
warto$ci niewiadomej, zawartej miedzy znalezionemi pierwiast-
kami, czyli

Poniewaz

wiec

przed pierwszym znakiem < mamy wielko$¢ ujemna, a uwzgled-
niajac tylko dodatnie r, dostaniemy

(6)
Stad widzimy:
1) Jezeli r jest wielkoScig zgdéry dang, wtedy dla kaz-
dego N, spetniajacego warunek

(7>
otrzymamy
d —dy< 1
2) Jezeli N jest wielkoScig zg6ry dang, wtedy dla kazdego
r, spetniajacego warunek
(8)

otrzymamy
d—dyc I

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli para wartosci r = rOi N = NO
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eczyni zado$¢ nieréwnosci (6), wtedy ta nieréwnos¢ jest spetniona
dla kazdej pary wartosci r, N, spetniajacej warunki

93. Stosujac nieréwnosci poprzedniego 8§ do zwykhyct
tablic logarytmowych, zawierajacych, przypusémy, m - cyfrowe
mantysy logarytmow zwyczajnych liczb catkowitych, nalezy

zatozy¢ a — 10; r0= 1; | = Tym sposobem zadana réznica

roznic w logarytmach ma by¢ tak mata, ze nie przewyzsza nie-
doktadnosci samej tablicy i w rachunkach, wykonywanych przy
pomocy tej tablicy musi byé przyjeta za zero.

Jezeli oznaczymy

wtedy nieréwno$¢ (7), a wiec i nierdwnosc¢
d—dxcl,
bedzie spetniona dla kazdej pary wartosci r, N, spetniajacej wa-
runek:
r™~ 1 AI>Nm.

Dochodzimy wiec do takiego wniosku:

W kazdej tablicy logarytmdw, posuwajgc sie coraz dalej,
natrafimy na takie miejsce, ze, poczawszy od tego miejsca, roz-
nice miedzy dwoma sasiedniemi logarytmami sg rowne z takag
doktadnos$cig, z jakg wogole tablica zostata obliczona.

Jezeli teraz, czynigc r< 1, miedzy dwie liczby nastepu-
jace po sobie w tej czesci tablicy, w ktdrej juz roznice pomiedzy
dwoma nastepujacemi po sobie logarytmami sa réwne, wstawimy
liczby, z ktérych kazda nastepna réwna sie poprzedniej, powiek-
szonej ojedng i te samg wielko$¢ mniejszg od 1, np. o 0,1—wtedy
réznice tablicowe miedzy logarytmami, odpowiadajgcemi tym
liczbom, bedg niezawodnie réwne. Stad wyprowadzamy ten wazny
whniosek:

W tej czesci tablicy, w ktérej dwie nastepujace po sobie
réznice tablicowe sa réwne, przyrostom liczb réwnym, lecz
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mniejszym od jednoS$ci, odpowiadajg réwne przyrosty logaryt-
méw lub, wyrazajac sie krocej: roznice miedzy liczbami sg
proporcjonalne do réznic miedzy odpowiedniemi logarytmami.

94. Logarytmy wyrazO6w postepu geometrycznego tworzg
postep arytmetyczny.

Azeby o tern sie przekonaé, oznaczmy przez b jeden z wy-
raz6w postepu geometrycznego, przez q wyktadnik tego postepu;
w takim razie wyraz nastepujacy po b jest bg, logarytm jego
log b-f-log q, a wiec logarytmy wyrazéw tego postepu geome-
trycznego roznig sie, kazdy od poprzedzajgcego, o statg wiel-
kos¢ log q, tworza przeto postep arytmetyczny o wyktadniku
log g

95. Wykonajmy wykres krzywej logarytmicznej
y = logx

w granicach od x= 1 do x= 10, przyjmujac za jednostke dtu-
gosci na osi odcietych 2cm, na osi rzednych 20 cm. Poniewaz
pigte czeSci milimetra mozna jeszcze dos¢ doktadnie okiem oce-
nia¢, wiec z wykresu takiego bedzie mozna odczyta¢, z dokiad-
noscig do jednej tysiacznej logarytm kazdej liczby, wyrazonej
trzema cyframi: jednostek, czesci dziesigtych i czesci setnych.
Taki wykres zastgpitby tablice logarytmow trzycyfrowa; i gdy-
bySmy na nim odmierzyli

log 5,72 = 0,757,
to znalezlibySmy odrazu
log 572 = 2,757.

Azeby wykres taki otrzymaé, znajdziemy szereg punktow,
ktérych odciete tworzg postep geometryczny, majacy 1 za wy-
raz pierwszy, 10 za ostatni, a rzedne sg logarytmami odcietych,
a wiec (8 94) tworzg postep arytmetyczny, ktérego wyrazem
pierwszym jest 0, ostatnim 1, za$ wykladnik jest logarytmem
wyktadnika postepu geometrycznego. Go do wyktadnika postepu
geometrycznego, to wybierzemy go tak, azeby byly spetnione
dwa warunki:

1) Wszystkie punkty maja by¢é dokfadnie wykreslone cyr-
Klem i linjatem.
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2) Roéznica miedzy #tukiem krzywej logarytmicznej, +acza-
cym dwa sasiednie wykreslone punkty, a cieciwa, taczaca te dwa
punkty, powinna by¢ niedostrzegalna.

Azeby uczyni¢ zado$¢ pierwszemu warunkowi, znajdzmy na
osi odcietych punkt Av ktdrego odcieta ax jest Srednig propor-
cjonalng miedzy 1 i 10, a wiec

W tym celu budujemy potkole na S$rednicy, ktdrej koncami sa
punkty 0 i 10, przecinamy je w punkcie Bl prostopadty, popro-
wadzong z punktu 1 do osi i odmierzamy OAt = OBy (rys. 26,
czterokrotnie zmniejszony).

Rys. 26.

W podobny sposéb znajdziemy punkt A2 ktérego odcieta
a2 jest Srednig proporcjonalng miedzy 1 i alf a wiec

i w ogolnosci punkt An o odcietej an otrzymanej, jako $rednia
proporcjonalna miedzy 1 i an-\"

Jak wielkie powinno by¢ n, ile wiec razy nalezy to dziatanie
powtérzy¢, to wyniknie z rozpatrywania warunku drugiego;
i jezeli juz znajdziemy n, czynigce zado$¢ drugiemu warunkowi,
wtedy an przyjmiemy za wykfadnik postepu geometrycznego.
Odpowiedni postep arytmetyczny bedzie miat za wyktadnik
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Jednostke osi rzednych trzeba wiec bedzie podzieli¢ na 2n czesc
rownych; liczba punktow krzywej, ktore mamy wykresli¢, oprocz
dwdch znanych: 1,0 i 10;1, jest 2" — 1.

96. Przechodzimy do drugiego warunku: jezeli znalezlismy
juz dwa punkty krzywej P1 i P2 (rys. 27) o sp6hrzednych

Rys. 27.

xl} = log xA x2= a,xx y2= log x2 to zadamy, azeby tuk
krzywej PIP2 nie roznit sie widocznie od odcinka, tgczacego te
dwa punkty.
Oznaczmy
r0= *2 —

i oznaczmy przez P3 trzeci punkt krzywej, ktorego jednak nie
mamy potrzeby wykresla¢, a ktérego spétrzedne sg x3= x2-\-rQ\
y3= log x3 Niech bedzie PZ ten punkt prostej P1P2 ktérego
odcieta jest x2 Poniewaz zatozyliSmy, ze na prostych réwno-
legtych do osi rzednych mierzymy z dokladnoscia do 0,001
(0,2 mm), przeto nie rozréznilibySmy punktow P3i P3 gdyby
odlegto$¢ miedzy niemi byla mniejsza od 0,001. A poniewaz
roznica rzednych punktéw P3 i P2 réwna sie roznicy rzednych
punktow P2 i Px—jak to tatwo spostrzec przez pordéwnanie
dwoch przystajacych trdjkatéw prostokgtnych,—wiec, oznaczajac

d=y2—yX dx=y3—y3

znajdziemy, ze punkt P3 nie da sie. odrozni¢ od P3, jezeli tylko
XX i X2 beda tak wybrane, ze

Algebra lIl. 8
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Azeby to osiggnaé¢, powinna by¢ spetniona nierownos¢ (6) §92:

w ktorej trzeba podstawi¢
r= /0, N=xy] a= 10

| jezeli ta nierbwno$¢ bedzie spetniona, to nieréwnosc

bedzie tez spetniona dla kazdego r < rQ, czyli: dla wszystkich
punktéw tuku PtPz, a wiec tem bardziej dla punktéw tuku PiP*
roznice rzednych sg z zadanem przyblizeniem proporcjonalne do
roznic odcietych, tuk ten nie rozni sie widocznie od cieciwy

(cz. Il rozdz. XV). Podnoszenia 10 do potegi czyli wy-

ciggania z 10 pierwiastka tysigcznego stopnia, bezposrednio nie
moglibySmy wykona¢; dlatego tez podstawimy zamiast / najbliz-
szg mniejsza liczbe, dla ktdrej dziatanie takie da sie wykona;
przez to prawa strona nieréwnosci ulegnie zmniejszeniu, a tak
zmodyfikowana nieréwno$¢ tem bardziej odpowie warunkom za-

dania. Najblizszg taka mniejsza liczbg jest BTk gdyz 1024 =

= 210 otrzymalibySmy wiec liczbe, ktorg nalezy podstawi¢ za-
miast al gdybySmy wyciggneli z 10 pierwiastek kwadratowy,
z tego pierwiastka znowu pierwiastek kwadratowy, i t. d. az do
dziesigtego. Metoda, wytozona w cz. Il rozdz. IV, w zasadzie
wystarcza do tego celu; nie mozna jednak nikogo zacheca¢ do
przeprowadzenia tego rachunku. Bo, gdybysmy chcieli obliczy¢
zadany pierwiastek choéby tylko z doktadnoscig do 0,001, a wiec
otrzyma¢ go pod postacia

gdzie c jest liczbg catkowita, to powinno by¢
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azeby wiec ¢ znalezé, nalezatoby, wyciggajac pierwiastek, dopisa¢
do 10 po przecinku 3.1024 = 3072 zer. Trzeba wiec poprzestac
na sprawdzeniu rezultatu, osiggnietego przez innych. Mozna
mianowicie sprawdzi¢ przez Kkolejne podnoszenie do kwadratu
z zachowaniem 5 cyfr po przecinku (nie powiekszajgc nigdy
pigtej cyfry, chocby szosta byta > 5), ze

(1,0023)1 > 10,46983;

tym sposobem mozemy w naszej nierownosci podstawi¢ 1,0023
zamiast al; otrzymamy wtedy

a po wykonaniu dziatan

Teraz juz mozemy znalezé wyktadnik postepu, utworzonego
przez odciete poszukiwanych punktow. Ten wykfadnik jest

przeto musi by¢
an< 1,048.
Kto zadat sobie poprzednio trud obliczania kolejnych poteg,
0 wykladniku postaci 2n, liczby 1,0023, ktora jest w przyblize-
niu pierwiastkiem stopnia 20z liczby 10, mogt sie przekonaé, ze
(1.0023) = 1,037

_ (1.0023) 2= 1,075,
a wiec

otrzymamy wiec w kazdym razie zadang doktadno$¢, przyjmujac

Tym sposobem w szeregu S$rednich proporcjonalnych an
nie trzeba sie dalej posuwaé, niz do a6; ale jezeli samo tech-
niczne wykonanie rysunku nie jest bardzo precyzyjne, to nie
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gorsze rezultaty otrzymamy, przyjmujac a5za wykladnik postepu,
bo kazde nowe dziatanie rysunkowe jest zrédiem przypadkowych

niedoktadnosci. Mozna tez poprzestac na a4 i stosowaé dalej
metode paragrafu 97.

97. Zatrzymajmy sie przy wyktadniku a4= 1016 mamy wiec

juz na osi odcietych cztery punkty Alt A2, As, A4, ktérych
odciete sa:

O0znaczmy przez

CQCl C2... Gs ... Cig

te punkty osi odcietych, ktérych odciete tworzg postep geo-
metryczny

c0= 1; cx= a4; 2= a®; ... cs= adk; ... clb= adlb= 10.
Z 17-tu punktow C znamy dotychczas 6:
G= 1, o —a4, 2= ag, G b2 > g t M6 10.

AZeby znalez¢ pozostate, zauwazmy, ze

Rys. 28.

Mozemy wiec znalez¢ cx jako $rednig proporcjonalng miedzy
c8i 10; podobnie cu, jako Srednig proporcjonalng miedzy c2i 10;
i wreszcie ¢5 miedzy cMi 10. Brakujgce jeszcze punkty mozna
wyznaczy¢ albo tg samg metodg, albo tez (rys. 28, dwukrotnie
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zmniejszony) przez punkt O poprowadzi¢ jakakolwiek prostg po-
mocnicza OE, obra¢ na niej dowolny punkt DIb, polgczy¢ z

i C16 linjami prostemi, a wtedy, majac juz Cs, znajdziemy na-
stepny punkt Cs+i, prowadzac przez Cs rownolegla do Clb DX
az do przeciecia z OE w punkcie DS a réwnolegta, poprowa-
dzona przez Ds do Dib Qe» przetnie o$ odcietych w zadanym
punkcie C?+i; gdyz, jak to wida¢ z podobienstwa tréjkatow,

OCs Ds M OCH DIb; OCs+iDs @ O CHD»
] 0 Cs: OClb = ODs\ ODIb = OCJ}L OCH
a wiec
OCs+n OCs = OCl OCh= a4 1

W zasadzie moznaby zastapi¢ punkty CL5 i CI6 przez CO
i Cv unikajgc przez to wynajdywania S$rednich proporcjonal-
nych, omawianych w tym paragrafie; jednak, pod wzgledem
technicznym, rysunek statby sie przez to mniej doktadny: do-
ktadniej sie rysuje figure podobng do wiekszej, anizeli do
mniejsze;.

Teraz juz mozemy wyznaczy¢ 17 punktow Ps, dajagc kaz-
demu z nich odcietg cs, rzedng s/16 (przez s oznaczam liczby
catkowite od O do 16).

Dodam jeszcze, ze mato wprawny rysownik osiggnie do-
ktadniejsze wyniki, rysujac na papierze milimetrowym i ufajac
wiecej gotowej podziatce, anizeli wihasnej zrecznosci; dla biegtego
rysownika, rozporzadzajagcego dobrym aparatem rysunkowym,
kratki bytyby tylko przeszkoda.

98. Majac juz punkty Ps poprzedniego paragrafu, wykre-
§limy krzywa podtug zasad nastepujacych.

1) Krzywa logarytmiczna jest ciggta, gdyz zamienia sie
na wyktadnicza przez przestawienie osi, a ciggtos¢ funkcji wy-
ktadniczej byla dowiedziona w § 66. Mozemy wiec wyrysowac
krzywag od pierwszego do ostatniego punktu, nie odrywajac
otéwka od papieru.

2) Unika¢ trzeba nagtych zmian kierunku, gdyz 3 do$¢
bliskie punkty krzywej powinny leze¢ w przyblizeniu na jednej
prostej.

3) Jezeli M i N sg dowolnemi punktami krzywej, N wy-
suniety dalej na prawo, niz M, wtedy zaden z punktéw krzywej,
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lezacych na prawo od N, i zaden z lezagcych na lewo od M nie
lezy powyzej prostej MN, i Zzaden z punktéow tuku MN nie
lezy ponizej tej prostej.

To wynika bezposrednio z § 96 w tym przypadku, kiedy
bierzemy pod uwage wyfacznie punkty, ktoérych odciete rdznig
sie kolejno o statg wielko$¢ r; wyobrazmy sobie jednak, ze r jest
tak mate, ze trzy po sobie nastepujgce z tych punktéw mozna
uwaza¢ za nalezace do jednej prostej — wtedy wiasnos¢ ta, wi-
dzimy, ze jest prawdziwa wogble, przynajmniej z tg dokfadno-
cia, z jakag rysunek zostat wykonany.

Stad wyprowadzamy wniosek:

Rys. 29.

4) Jezeli LMNQ sga punktami krzywej logarytmicznej,
i kazdy z nich jest dalej na prawo wysuniety, niz poprzedni,
wtedy zaden z punktow luku MN nie lezy zewnatrz tréjkata,
ktérego boki lezg na prostych LM, MN i NQ (rys. 29).

Rys. 30.

Te ostatnig wikasno$¢ moznaby bylo, po wykresleniu krzy-
wej, stosowaé jako sprawdzian dokladnosci dla dowolnych
czterech jej punktéw; jest to jednak zupetnie zbyteczne, bo to
samo mozna osiggna¢ jednym rzutem oka. Rzeczywiscie, ta
wiasno$¢ nie wyraza nic wiecej, jak tylko, ze rozpatrywana
krzywa zwraca swag wypuktoS¢ stale w jedng strone, w prze-
ciwienstwie do krzywej rys. 30.
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99. Podlug sporzadzonego wykresu ulozymy teraz ta-
bliczke logarytméw trzycyfrowych. W tym celu wymierzymy
przedewszystkiem rzedne tych punktéw krzywej, ktorych odciete
roznig sie kolejno o 0,1. Piszac pod N liczbe, obok pod log
jej logarytm, powinnismy dosta¢ tablice, zaczynajaca sie w ten
sposéb:

N log

1,0 0,000
11 0,041
1,2 0,079
13 0,114

it d, az do

9,8 0,991
9,9 0,996
10,0 1,000

W tej tablicy moznaby opusci¢ z lewej strony przecinek,
z prawej strony ceche, gdyz ceche odrazu znajdziemy, stosownie
do potozenia przecinka w liczbie.

Sprawdzimy, czy #tuki krzywej, zawarte miedzy dwoma
nastepujacemi po sobie punktami, ktorych spotrzedne zostaty
w ten sposéb w naszej tablicy wynotowane, nie réznig sie wi-
docznie od odpo\viednich cieciw. W tym celu stosujemy jeszcze
raz nierowno$¢ (6) § 92

zaktadajagc a= 10, jako zasade logarytmow, i /= 0,001, jak to
wynika z dokfadnosci naszego rysunku. Prawa strona tej nie-
rownosci jest w tym wypadku (8 96) niemniejsza od 0,048/
wystarczy wiec uczynic
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Réznica r miedzy odcietemi dwdch nastepujacych po sobie punktow
jest 0,1; a wiec powinno byc¢

czyli

Mozemy wiec w kazdym razie zastepowaé luki cieciwami,

, r
poczawszy od N = 2,1; pozatem, azeby stosunek — zawsze

pozostawat mniejszy od 0,48 wystarczy wymierzyé jeszcze loga-
rytmy liczb 1,02; 1,05 1,15; 1,25; ... 1,95; 2,05. Jednak wymierza-
nie tych wiasnie logarytmoéw jest niebardzo pewne: odpowiednie
rownolegte do osi rzednych przecinajg krzywg pod matemi katami,
nie dajgc wyraznych punktéw przeciecia.

AzZeby te niedogodno$¢ usungé, mozemy przedtuzy¢ wykres
na prawo poza odcietg 10, znajdujac graficznie logarytmy liczb:
10.a4 10.a\] 10.a\\ 10.a\\ a wtedy bedziemy mogli ulozyc
dodatkowa tabliczke logarytméw liczb od 1 do np. 1,8, notujac
mantysy dla liczb, rézniacych sie kolejno o 0,05.

W dalszym ciagu korzysta¢ bedziemy z gotowej tablicy
czterocyfrowej. Sposob, w jaki tablica ta zostata obliczona, jest
zupetnie rézny od podanego tutaj, jednak nie bede go opisywat, gdyz
uzasadnienie tego sposobu wykracza poza ramy algebry ele-
mentarnej.

100. Okazemy, w jaki sposéb mozna znalezé z tablicy
logarytm takiej liczby, ktora bezposrednio nie jest w tej tablicy
umieszczona.

Przypus¢my, ze chcemy znalez¢ logarytm liczby 323,6.
Poniewaz mamy tu 3 cyfry przed przecinkiem, przeto cecha
logarytmu jest 2. W tablicy znajdziemy mantyse dla 323 i 324:

log 323 = 2,5092

log 324 = 2,5105.
Réznica miedzy niemi jest 0,0013, a poniewaz poprzednia roz-
nica (log 323 — log 322) jest taka sama, wiec (8 93) roznice



121

miedzy logarytmami liczb, zawartych miedzy 323 i 324, sg pro-
porcjonalne do réznic miedzy odpowiedniemi liczbami. Rdznica
miedzy liczbg dang i najblizszg mniejszg od niej, pomieszczong
w tablicy, jest 0,6; oznaczajac przez x odpowiednig roznice
miedzy logarytmami dostaniemy wiec proporcje:

x:0,0013= 0,6: 1,
czyli:

ZnalezliSmy tym sposobem poprawke, ktorg trzeba dodaé
do log 323, azeby dostaé logarytm szukany; nie bedziemy jed-
nak zatrzymywali piatej cyfry dziesietnej, gdyz bytaby to tyl-
ko z pozoru wieksza doktadnosé, wobec tego, ze w log 323 nie
znamy piatej cyfry; odrzucamy wiec 8, a poniewaz to jest wiecej,
niz potowa poprzedzajgcej jednostki, zwiekszamy cyfre 7 0 1, tym
sposobem poprawka, ktora nalezy doda¢ do log 323 jest 0,0008,
a poszukiwany logarytm jest

log 323,6 = 2,5092 -f 0,0008 = 2,5100.

101. Obliczanie poprawki mozna sobie udogodni¢ réznemi
sposobami, tak, azeby rachunek odbywat sie szybciej i sprawniej.
Przedewszystkiem, uktadajac proporcje, mozemy opuszczaC zera
i przecinki, poprzedzajace cyfry rdézne od zer, a otrzymany re-
zultat zmniejszy¢ tyle razy, ile razy przez to zostat powiekszony.

Napiszemy wiec:

*.13= 6:1
Xx=78, -
a nastepnie, dodajac poprawke do logarytmu, uwzgledniamy, ze
ostatnia cyfra tak otrzymanej poprawki powinna by¢ na pigtem
miejscu po przecinku: a po odrzuceniu tej ostatniej cyfry po-
przedzajgcg stawiamy na czwartem:
log 323 = 25092
poprawka 78

log 323,66 = 2,5100.

Mozemy tez proporcji wogdle nie ukladac: jezeli zwiekszenie
liczby o 10 dziesigtych czesci jednostki wywotuje powiekszenie
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mantysy o 13 jednostek, stojagcych na czwartem miejscu, to
zwiekszeniu liczby o 1 taka cze$¢ odpowiada powiekszenie man-
tysy o 13 takich jednostek, a zwiekszeniu liczby o 6 takich
czesci—powiekszenie mantysy o 6.1 3= 7, 8

W tablicy Il Wojtowicza jest pomieszczona z boku z pra-
wej strony tabliczka, zatytutowana ,,Poprawki“, ktéra daje moz-
no$¢ unikniecia tego rachunku: w pierwszym szeregu u gory sg
wypisane cyfry od 1do 9, z ktérych trzeba wzig¢ pod uwage
ostatnig (czwartg) cyfre liczby danej; potrzebng poprawke, po-
mnozong przez 10000, znajdziemy w tej tabliczce w tym szeregu
poziomym, przed ktérym sa dwie pierwsze cyfry danej liczby,
i w tej kolumnie, nad ktérg jest cyfra czwarta tej liczby. Tak
np., szukajac logarytmu liczby 752,8, znajdujemy, Ze poprawka
ze wzgledu na czwartg cyfre jest 5, a wiec:

log 752 = 2,8762

poprawka dla 8 5
log 752,8= 2,8767.
102. Jezeli rachunek jest tego rodzaju, ze przypadkow

powiekszenie lub zmniejszenie ostatniej cyfry mantysy o jednos$¢
jest dopuszczalne, wtedy mozemy zastosowac ,,interpolacje w wy-
obrazni*\ usitujemy wyobrazi¢ sobie wzrokowo jaka$ wielkosc,
ktérg dzielimy w Zzadanym stosunku i oceniamy w przyblizeniu
rezultat.

Rys. 31 Rys. 32

Jezeli np., jak w poprzedniem zadaniu, mamy podzieli¢ 13
w stosunku 6 : 10, wyobrazmy sobie, dajmy na to, pasek prosto-
katny (rys 31), ktoéry przerywamy, odcinajac tg przerwa 6 dzie-
sigtych czesci calego paska. Teraz dtugos¢ paska przyjmujemy
za 13 i dlugos¢ czesSci odcietej usitujemy oceni¢ w tej nowej
skali.
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Albo tez (rys. 32) wyobrazmy sobie cze$¢ krzywej loga-
rytmicznej od x = 323 do a: — 324; wiemy juz, ze z dosta-
tecznem przyblizeniem mozemy jg uwaza¢ za odcinek linji pro-
stej, a poniewaz skale na obu osiach sg dowolne, wiec i ten
odcinek moze by¢ dowolnej dtugosci i dowolnie nachylony do
poziomu. Wyobrazmy sobie teraz prosta pozioma przez punkt
poczatkowy odcinka i pionowa przez punkt korcowy; utworzymy
trojkat prostokatny, w ktérym przyprostokatna pozioma przed-
stawia roznice liczb, pionowa roznice logarytmow; odmierzywszy
na poziomej dang roznice 0,6, znajdujemy odcinek pionowy,
przedstawiajacy poprawke, ktérag nalezy zmierzy¢, przyjmujac,
w naszym przyktadzie, za jednostke trzynastg cze$¢ przypro-
stokatnej pionoweyj.

Mozna uniknag¢ wykonywania podziatu gotowego odcinka
na 13 czesci rownych, jezeli wpierw odmierzymy ro6znice loga-
rytméw, a pdzniej dopiero pociggniemy cieciwe; w ten sposéb
poszczegolne stadja przedstawig sig, jak na rys. 33 a, b, c, d.

Rys. 33.

Wszystko to, po niewielu prébach, wykonywa sie w wyo-
brazni z bltyskawiczng szybkoscig; nalezy jednak koniecznie, za-
nim sie dojdzie do wprawy, sprawdzac rezultat rachunkiem, azeby
osiagna¢ nietylko szybko$¢, ale i dokiadnosc.

103, W poczatkowej czesci tablicy, od 100 do 400,
cyfra liczby wywiera wpltyw na mantyse; jednak uwzglednianie
jej zwykle jest bezcelowe, gdyz juz czwarte cyfry sg przewaznie
tylko przyblizone.

Przypusémy, ze poszukujemy log 118,47

log 1184 = 2,0734 (tabl. I)
poprawka 3.7 21
log 118, 47 =~2"0736

piata
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Gdybysmy uwzglednili tylko 4 cyfry liczby, znalezlibySmy
log 1185 = 2,0737.

Dla liczb wiekszych od 400 réznica tablicowa jest 10 lub
mniej; odrzucenie pigtej cyfry wywiera najwiekszy wptyw, je-
zeli ta cyfra jest 5; ale w tym przypadku poprawka jest:

0,0010.0,05 = 0,00005,

a wiec juz nie wywiera wpltywu na czwartg cyfre mantysy.

104. Przypusémy, ze mamy znalez¢ log 42,68; tej liczby
niema wprawdzie w tablicy7 ale wiemy ze jej logarytm ma ce-
che 1, a co do mantysy, to dostaniemy taka sama, jezeli dang
liczbe pomnozymy lub podzielimy przez 10 podniesione do ja-
kiejkolwiek potegi catkowitej; wezmiemy wiec mantyse dla 426,8.

log 426 = 1,6294
ocoprawka 8.10 8

log 42,68 = 1,6302.

| wogdle przy poszukiwaniu mantysy nie zwracamy uwagi
na potozenie przecinka w liczbie, ani tez na zera miedzy prze-
cinkiem i pierwszg cyfrg znaczaca, np.:

log 0,00893 = 3,9509.

DostaliSmy logarytm z cechg ujemng, mantysg dodatnia; gdyby
nam byt potrzebny catkowicie ujemny, znalezlibysmy:

—3+ 09509 = — 2,0491.

105. Pokazemy teraz, jak rozwigza¢ zadanie odwrotne, to
jest jak znalez¢ liczbe, ktorej logarytm jest wiadomy. Nie przed-
stawia to zadnej trudnosci, gdy mantysa danego logarytmu znaj-
duje sie w tablicy. Naprzyktad: znaleZ¢ liczbe N, ktérej logarytm
jest 2,7084. Pierwszg cyfre mantysy 7 znajdujemy obok liczb,
zaczynajacych sie od cyfry 5 1 widzimy, ze mantysa danego
logarytmu odpowiada porzadkowi cyfr w liczbie

511.
Teraz uwzgledniamy ceche: poniewaz cecha jest 2, wiec liczba
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jest zawarta miedzy 100 i 1000, jest to wiec liczba 511. Otrzy-
many rezultat czesto sie zapisuje w ten sposob:

num log 2,7084 = 511,

skrot num przed skrotem log oznacza numerus (liczba); réwna-
nie powyzsze czytamy tak: liczba, ktorej logarytm jest 2,7084,
rowna sie 511.

Podobnie znajdziemy:

num log 0,8482 = 7,05,
gdyz cecha 0 wskazuje, ze liczba jest wieksza od 1imniejsza od 10.
Inny przykiad:

num log 2,2648 = 0,0184.

I tu naprzéd znalezliSmy porzadek cyfr w liczbie: 184, a nastep-
nie dopisaliSmy tyle zer na poczatku, ile cecha zawiera ujemnych
jednosci, i pierwsze zero oddzieliliSmy przecinkiem.

106. Znajdzmy liczbe, ktérej logarytm jest 2,3885.
Danej mantysy nie znajdujemy w tablicy. Jest ona zawarta
miedzy )
3874 i 3892,
dajgcemi roznice tablicowg 18. Pierwsza odpowiada porzadkowi

cyfr w liczbie
244,
druga

245,
Liczba szukana zawiera¢ bedzie wiec cyfry 244, a rdznica miedzy
logarytmem danym i najblizszym mniejszym okresli nastepna
cyfre, czwarta. Ta rdéznica jest 11; i jezeli szukang czwartg cyfre
oznaczymy przez y, to
3/:10=11: 18,
czyli

a poniewaz cecha jest 2, wiec liczba zawiera sie miedzy 100
i 1000, trzy cyfry bedag przed przecinkiem:

num log 2,3885 = 244,6.
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Podobnie:

num log 3,9403 = 0,008716;

gdyz dla najblizszej mniejszej mantysy

9400
znajdujemy porzadek cyfr w liczbie

871;
roznica tablicowa jest 5 rdznica miedzy mantysg dang i naj-
blizsza mniejszg 3. Dzielimy 3. 10 przez 5, dostajemy 6 jako
czwartg cyfre liczby; wreszcie uwzgledniamy ceche.

107. Jezeli jest dany logarytm catkowicie ujemny, to przed
znalezieniem liczby przeksztatcamy go tak, zeby cecha byla
ujemna, mantysa dodatnia. Np., znalezé liczbe, ktérej logarytm
jest — 1,7839.

—1,7839= - 2+ (1- 0,7839) =2,2161
num log 2,2161 = 0,016447.
Cyfry czwarta i pigta powstaly z podzielenia roznicy miedzy
mantysg dang i bezposrednio mniejsza, znaleziong w tablicy II,
t. j. 13, zwiekszonej 10 razy, przez roznice tablicowg 27; jednak
pigta cyfra nie jest pewna, i mozna zasadniczo poprzestawaé na
wyznaczaniu tylu cyfr liczby, ile jest cyfr w mantysie, a wiec
nie bedzie bledu, jezeli jako rozwigzanie ostatniego zadania
podamy:
0,01645.

108. Znajdzmy jeszcze num log 0,0315. Mamy tu man-
tyse niewiekszg od tych, jakie sa pomieszczone w tablicy |I.
Najblizsza mantysa jest

0314;
odpowiedni porzadek cyfr w liczbie jest
1075;
a uwzgledniajac ceche, dostaniemy
num log 0,0315 = 1,075.

109. Rozwiazemy kilka zadan z zastosowaniem tablicy lo-
garytmow.



127

Zadanie 1-sze. Znalez¢ iloczyn
x = 12 X 0,042 X 0,8268.

Znajdziemy logarytmy wszystkich czynnikéw i dodamy;
bedzie to logarytm iloczynu, a znalaztszy odpowiednig liczbe,
dostaniemy sam iloczyn.

logx = log 12 x log 0,042 X log 0,8268
log 2= 10792
log 0,042 = 2,6232
log 0,8268 1,9174

log X = 16198
X = 04167
Przy dodawaniu logarytmoéw, z ktérych jedne sg catkowicie
dodatnie, inne za$ majg ceche ujemng i mantyse dodatnig, na-
lezy po skonczeniu dodawania mantys wykona¢ uwaznie doda-
wanie algebraiczne cech, z uwzglednieniem ich znakdw.

Zadanie 2-gie. Znalez¢ iloraz

Biorgc logarytmy obu stron, otrzymamy:
) log x — log 67,2 — log 793,
czyli
log x = 18274 - 2,8993 = — 1,0719.
Ten logarytm ujemny nalezatoby przeksztatcié tak, zeby tylko
cecha byfa ujemna, mantysa dodatnia:

log x = 2,9281.
Zamiast tego mozna odrazu zastosowac kologarytm (8 87):
X= 67,2X L
) 793
wiec 1
log x —log 67,2 X lo
. 9 9 g 703
czyli

log x — log 67,2 X colog 793.
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Nie przepisujagc samego logarytmu liczby 793 z tablicy,
mozemy @go odrazu odejmowa¢ od O, mianowicie ceche od
— 1, mantyse od <5—L:

logx= 18274 + 3,1007 = 2,9281.
Znajdujemy teraz

X = 0,08474.

Zadanie 3-cie. Znalezé wartos¢:
_0,0843

~ 0,0064

log x = log 0,0843 + colog 0,0064
= 2,9258 + 2,1938 = 1,1196
je= 1317.
Przy znajdowaniu cechy kologarytmu, od — 1 nalezato
odja¢ ceche log 0,0064, czyli —3, a wiecc —1—(—3) = 2

Zadanie 4-te. Znalez¢ wartosc:
x = (0,0587)3
Biorac logarytmy obu stron, mamy

) log x = 3 log 0,0587,
czyli

logx = 2,7686 X 3.
Przy wykonywaniu mnozenia nalezy pamieta¢ o tem, ze
mamy tu do pomnozenia — 2 + 0,7686 przez 3. Otrzymamy:

log x = 4,3058,
skad
x = 0,0002022.

Zadanie 5-te. Znalez¢ warto$¢

X = ]/0,00345.

Biorgc logarytmy obu stron, otrzymamy:
log x = V, log 0,00345,

czyli
log x = 7s X 3,5378.
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Przy wykonywaniu dzielenia tego logarytmu przez 2 na-
potykamy trudno$¢ z tego powodu, ze cecha jest ujemna, man-
tysa dodatnia, a cecha nie jest podzielna przez 2. Dodajemy
wiec do cechy tyle jednostek ujemnych, azeby dzielenie dato
sie wykona¢, a do mantysy dodajemy tylez jednostek dodatnich.
Bedzie wiec:

_ —3+_05378 _ — 4 -f 15378
log x = 7 2 —

= — 2+ 0,7689 = 2,7689.
X = 0,05874.
Zadanie 6-te. Znalezé warto$c:
* = 70,0004687"
log x = V¥ log 0,0004687 = V, X 4,6709.

Poniewaz cecha sie nie dzieli przez 3, przeto dodajemy do
niej — 2, a do mantysy -j- 2

Stad

log x = 2,8903,
skad
A = 0,07768.
Zadanie 7-me. Obliczy¢ warto$é
A= (0,082)18.
Stad mamy

log x = 153 X log 0,082 = 153 X 2,9138.
Zauwazmy, ze, pomnozywszy ujemng ceche przez mnoznik,
dostaniemy obok catkowitej ujemny utamek, ktory nalezy pota-
czy¢ z mantysg, a po pomnozeniu dodatniej mantysy dostaniemy
catkowita, ktorg nalezy potaczy¢ z cecha.
(—2 X 153 = — 3,06
0,9138
x 1,53 — 306 + 13981 =

0,9138
4569 = 2,3381.
274

1,3981
Algebra I1I. 9
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Mozna tez zamieni¢ logarytm na catkowicie ujemny, na-
stepnie wykona¢ mnozenie, a potem przej$¢ znowu do logarytmu
z cechg ujemng i mantysg dodatnia;

log x = 153 X (— 1,0862) = — 1,6619 =

1,0862

X 1,53 = 2,3381,

1,0862
5431 x =0,02178.
326

1,6619

0. Zapomoca tablic logarytméw mozna rozwigzywac

niektore rownania wyktadnicze, to jest takie, w ktorych niewia-
doma wystepuje w wykladniku.
Roéwnanie wyktadnicze postaci

ax = b,
gdzie aib sg danemi liczbami dodatniemi (a == 1), moze by¢ zawsze

rozwigzane. W tym celu nalezy przyrowna¢ logarytmy obu
stron tego réwnania:

ic log a = log b,
skad
_log b
log a
Tak np. przypusémy, ze mamy do rozwigzania réwnanie
(0,826)* = 2,88.
Biorgc logarytmy z obu stron, otrzymujemy

XA log 0,826 = log 2,88,

_log 288 04594
X ~ log 0,826 — —0,0830'

Poniewaz mamy tu wykona¢ dzielenie przez log 0,826,
przeto musimy wyrazi¢ ten logarytm pod postacig logarytmu
catkowicie ujemnego. Oczywiscie dzielenie to mozemy wyko-
na¢ zapomocg logarytmdw; lecz poniewaz liczby ujemne nie

stad
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majg logarytmow, wiec znajdujemy naprzod warto$¢ bezwzglednag
ilorazu, a nastepnie piszemy przed wynikiem znak wiasciwy.
Wykonywajac wskazane dzielenie, znajdziemy:

N = — 5535,

Mozna jeszcze zapomocg logarytméw rozwigzywaé row-
nania z niewiadoma, wchodzacg do wykladnika, nieco wiecej
ztozone, niz podane wyzej; niektdre z takich réwnar podajemy
w zadaniach.

m Podamy jeszcze przyktad stosowania logarytméw do
rachunkéw praktycznych. Przypu$¢my, ze chcemy obliczy¢ pro-
miert potudnika ziemskiego, pamietajac, ze metr jest jedna dzie-
sieciomiljonowg czescig ¢wiartki potudnika, i ze stosunek okregu
kota do Srednicy m= 3,14. Oznaczajagc dtugos¢ w metrach szu-
kanego promienia przez r, znajdziemy

2%r = 4. 107
r— --.'-_].'Q.7>
1!

logr= log2-j-7—logm
= 7,3010 — 0,4969 = 6,8041
num log 6,8041 = 6370 . 103.
Szukana dlugos¢ promienia jest wiec 6370 km. MoglibySmy
uwzgledni¢ wiecej cyfr liczby m, ale rachunek i tak nie bytby
Scisty, gdyz potudnik ziemski nie jest kotem.

ZADANIA DO ROZDZIALU IX.

1 Jakie sg logarytmy liczb 9; 81; 729; 6561,
przy zasadzie 3?

2. Jakie sg logarytmy tych samych liczb przy zasadzie
a) 9, b i?

3. Jakie sa logarytmy liczby 4096 przy zasadzie 2; 4; §;
16; 4096; i; +; N ?

4. Jakie sg logarytmy liczb | p r z y zasadziea)f ;
b) \k
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5. Znalez¢ z doktadnoscig do 1 logarytmy liczb 5; 10; 32;
82, 215; 713; 1295 przy zasadzie a) 6; b) 9.

Znalez¢ logarytmy nastepujgcych wyrazen:

10. Wiedzac, Ze logarytmy naturalne liczb 2; 3; 7; 10 sg
0,69315; 1,00861; 1,94591; 2,30258, znalez¢ logarytmy zwy-
czajne tych liczb.

11. Znalez¢ w tablicy czterocyfrowej logarytmy nastepu-
jacych liczb: 218; 2,18; 21800; 0,00218; 500,4; 500,5; 0,08433.

12. Znalezé w tabliczce | log 100,5; log 1,0335.

13. Wiedzac, ze log 2= 0,30103 i log 3 = 0,47712, zna-
lez¢ bez uzycia tablic logarytmy czterocyfrowe nastepujacych
liczb: 16; 5 125; 12; 30; 1,5; 2,5; 40; 3,6; 0,0036; 1080; V0,0125 ;

(dla znalezienia np. log 5 nalezy zwréci¢ uwage na to,
ze5= —it d).
2

14, Z nastepujagcych réwnan znalezé warto$¢ na x bez
uzycia tablic:

a)logx = 2, b)logx= 3, ¢c)logx = 05, d) logx= —| ;
e) log x = loga—log b\f) logx = nlog a -f nlog b; g) logx =
= 3log 18—41log 12, h) 2logx = logj— ;i) 3logx = F-f-
+ 2log

Obliczy¢ zapomocg tablic logarytmow wartoSci nastepuja-
cych wyrazen:

N 4,396 X 0,7365
15. 8,76:0,0576. 16. 156

17. (0,877)4. 18. (8,095)-3.
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(nalezy naprzéd obliczy¢ doda¢ do 1,84).

23.

Rozwigza¢ nastepujace réwnania:
24. (0,35)*= 548.

25. 4*+2= 60.

26. 52¢-1—717.

27. 105*)(6*) = 100.

28.

29. 3*4+3 = 1200.

30. 8—9.8+ 20= 0

31, 52— 7.5*= 450.

32. 52X 3*= 1875 X 225.

33. logx -f-logy — 2, 5Ax2— 3y2— 1925.

34. Obliczy¢ powierzchnig, objetos¢ i mase kuli ziemskiej
(gestos¢ 5,51).

35. Promienn kuli stonecznej jest 6954 . 102 km, gestos¢
0,256, jezeli gestos¢ ziemi przyjg¢ za 1 Obliczyé mase stonca;
jaki jest stosunek masy storica do masy ziemi?

36. Srednia odlegtos¢ ziemi od storca jest 149,5 . 106km:;
jakg droge przebywa ziemia w ciggu jednego dnia?

37. Jak daleko wida¢ powierzchnie morza z punktu, wy-
niesionego h metrow nad powierzchnig, jezeli wskutek zatama-
nia Swiatta w atmosferze odleglos¢ ta jest o 7,7% wieksza od
obliczonej bez uwzglednienia zatamania $wiatta? Przyktad: h = 40
(wysoko$¢ latarni morskiej na Helu).
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X
Procenty.

112 Procentem nazywamy wynagrodzenie, ptacone za uzy-
cie wypozyczonych pieniedzy. Pienigdze wypozyczone nhazy-
wamy kapitatem. Sume kapitatlu wraz z procentem, naleznym
za pewien przecigg czasu, nazywac bedziemy sumg, na ktorg
zamienia sie dany kapitat po uptywie tegoz czasu, albo krocej
sama.

Procent moze by¢ dwojaki: prosty i sktadany. Gdy procent
rachuje sie zawsze od samego kapitatu poczatkowego, wtedy na-
zywamy go prostym: lecz jezeli procent nalezny, w chwili, gdy
przypada jego wyptata, dotaczamy do kapitatu i w nastepstwie
procent rachujemy od catej sumy, wtedy nazywamy go skia-
danym.

Stopg procentu nazywamy kwote, placong za uzycie pew-
nej oznaczonej ilosci* pieniedzy przez pewien o0znaczony czas.
W praktyce tg iloscig pieniedzy jest zwykle 100 zt., a czasem je-
den rok. Gdy wiec méwimy, ze stopa procentu jest 4 od sta
(4%, to znaczy, ze za uzycie 100 ziotych przez cigg jednego
roku ptacimy 4 zt. W teorji dogodng jest rzecza, jak to zaraz
zobaczymy, uzywac osobnego znaku dla oznaczenia procentu od
jednego zlotego za jeden rok.

13  Znalez¢ sume, na ktdrg sie zamieni dany kapitat po
uptywie danego czasu przy procencie prostym.

Niech K oznacza liczbe ziotych, zawarta w kapitale, n
liczbe lat, r procent od jednego ztotego za jeden rok, wyrazony
w utamku ziotego i M sume szukang, wyrazong w ziotych. Po-
niewaz r jest procentem od jednego ziotego za rok, przeto Kr
jest procentem od K ziotych za rok, a nKr jest procentem od
K ztotych za n lat; bedzie wiec:

M= K+ nKr= K@+ nn.
Z réwnania M = K (1 -J- nr) mozna znalez¢ jedng z czte-
rech wielkosci M, K, n, r, gdy trzy inne sg dane. A mianowicie:
M M—K _ M—K
K~1+ nr'n~ Kr ’r~ Kn
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14. ZnaleZ¢ sume, na ktora sie zamieni dany kapitat po
uptywie danego czasu przy procencie sktadanym.

Niech K oznacza liczbe ziotych kapitatu, n — liczbe lat,
r — procent od jednego zlotego za rok, wyrazony w utamku
zlotego, i M —liczbe ztotych, zawartg w szukanej sumie. Oznacz-
my nadto przez R sume, na ktérg sie zamieni jeden zioty po
uptywie jednego roku; wtedy R = 1 -j- r. Zatem KR bedzie
sumg, na ktdra sie zamieni K ztotych w ciggu jednego roku. Wiec
suma, na ktorg sie zamieni KR ziotych, takze w ciggu jednego
roku, bedzie KRR, czyli KRg to ostatnie zatem wyraza¢ bedzie
sume, na ktdrg sie zamieni K ziotych w ciggu dwoch lat. Po-
dobniez suma, na ktorg sie zamieni KR2 ziotych w ciggu roku,
bedzie: KR2R, czyli KRd i to bedzie suma, na ktorg sie za-
mieni kapitat K ztotych po uptywie trzech lat.

Postepujac dalej tym samym sposobem znajdziemy, ze su-
ma, na ktorg sie zamieni kapitat K ziotych po uptywie n lat,
bedzie KRn, wiec:

M = KRn.
Sam procent za przecigg tych n lat wynosi:
KRh— K = K (Rn— 1)

115, Warto$¢ terazniejsza, czyli obecna, pewnej sumy
majacej by¢ wyptacong na koricu danego czasu, jest to ten ka-
pitat, ktory wraz ze swoim procentem za uwazany przeciag
czasu zamieni sie na te sume. Przy oznaczeniach, powyzej
przyjetych, K jest warto$cig terazniejszag sumy M.

Dyskontem (potrgcenie procentu) nazywamy wynagrodze-
nie za wypfacenie sumy naleznej przed tym terminem, w kté-
rym miata by¢ wyptacona.

Z okreslenia warto$ci terazniejszej wynika, ze diug, ma-
jacy by¢ zaptacony w pewnym oznaczonym terminie, jest w zu-
petnosci pokryty przez wyplacenie wczesniej jego wartosci te-
razniejszej, odpowiadajacej tej chwili, w ktorej nastepuje wyptata.
Stad dyskonto jest réwne réznicy pomiedzy sumga ptatng w ozna-
czonym terminie, a jej wartoscig terazniejsza.

116. Znalez¢é warto$¢ obecng sumy ptatnej na konhcu da-
nego czasu i dyskonto.
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Niech K bedzie liczbg ztotych, wyrazajacych warto$¢ te-
razniejsza, n liczba lat, r procentem od jednego ztotego za je-
den rok, wyrazonym w utamku ztotego, NI liczbg ztotych, ozia-
czajacych sume nalezng, i D dyskontem. Nadto niech bedzie:

R= 1+ r
Wtedy —przy procencie prostym:

M= K(@+ nr), § 113
skad:

Przy procencie skfadanym:

M = KRn, § 114,
skad:

17. W praktyce zwyklg jest rzecza, zamiast dyskonta :ak
okreslonego, jak bylo tutaj wyzej podane, bra¢ procent od ca-
tej sumy, wyplaconej przed terminem. Tak naprzykfad przy

procencie prostym, zamiast ptacacy otrzyma Mnr, ja-

1 -+ nr
ko wynagrodzenie za natychmiastowg wyptate.

18 Na poczatku kazdego roku do kasy wnosimy na pro-
cent K zk.; znalez¢, na jakg sume zamienig sie wszystkie wnie-
sione raty po uptywie n lat przy procencie sktadanym,

Oznaczmy przez M szukang sume, przez r procent roczny
od jednego ztotego, wyrazony w utamku ztotego, i nakoniec uczyn-
my R = 1 -j- r. Oczywistg jest rzecza, ze rata K, oddana na
poczatku pierwszego roku do kasy, pozostanie na procencie przez
przeciag n lat; podtug wzoru § 114 zamieni sie wiec na sume
KRn; taka sama rata K, oddana do kasy na poczatku drugiego
roku, pozostanie na procencie n — 1 lat, zamieni sie wiec na
sume KRn~uy podobniez trzecia rata K, oddana na poczatku trze-
ciego roku, pozostanie na procencie przez n — 2 lata, zamieni
sie przeto na sume KRn~2 i tak dalej; — ostatnia rata K, od-
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dana na poczatku n—tego roku, zamieni sie na koncu tegoz roku
na sume KR. Catkowita wiec wartosC ztozonych rat po upty-
wie n lat bedzie sumag wyrazéw postepu ilorazowego:
KR\ KRm~\ KR't2...KR;
czyli bedzie:
M = KRn+ KRn~x+ KRn~2A- ... A-KR.
Na zasadzie wzoru (1) 8 40 otrzymamy ostatecznie:

M= KR~-J(R

R 1
czyli:
M —KRr. RN—1
R - T
19, Znalez¢, jaka rate nalezy ptaci¢ rocznie, aby umorzy¢
w przeciggu n lat kapitat wypozyczony wraz z procentem skia-
danym.

Przypusémy, Zze dzisiaj zaciggamy pozyczke K ziotych,
ktérag chcemy umorzy¢é w ciggu n lat przez wyptacanie réwnych
rat na koncu kazdego roku. Oznaczmy procent od jednego zto-
tego na rok, wyrazony w utamku ziotego, przez K przez a—
rate roczng, i uczynmy R = 1-f-r. Wtedy kapitat K oczywi-
$cie zamieni sie po uptywie n lat na sume KRn\ suma wszyst-
kich rat rocznych, wraz z ich procentami sktadanemi, powinna
sie rowna¢ KRn. Stad otrzymujemy réwnosc¢:

KRn= aRn-l-f aRn-2+ .. .+ aR -f g,
czyli:
KRn= a1
R—1

Z réwnosci tej z fatwoscig znajdziemy a. Taz sama rownos¢
stuzy¢ bedzie i do rozwigzania innych jeszcze zagadnien, odno-
szacych sie do rocznych wyptat.

120. Do rozwigzywania zadan na procenty sktadane moga
by¢ uzywane tablice logarytméw. Podtug § 112 gtéwny wzor
na procenty skfadane jest:

M= K.Rn
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gdzie K oznacza kapitat poczatkowy, M sume, na ktorg ten ka-
pitat sie zamieni po uptywie lat /z R za$ réwna sie 1-|-r,
gdzie i jest procentem od jednostki kapitatu za jeden rok. Bio-
rac logarytmy obu stron, otrzymamy:

logM = logK + nlogR. @
rownanie, ktore daje nam odpowiedz na te wszystkie pytania,
jakie sie odnosza do wzoru gtownego. Mianowicie: réwnanie (1)
bezposrednio daje nam odpowiedz na to pytanie: na co sie za-
mieni dany kapitat K po uptywie n lat przy procencie sklada-
nym po 100 r od sta na rok. Gdyby bylo wiadome M, R i nf
a szukane K, wtedy otrzymalibysmy:

logK= logM —nlogR . .. @

Gdyby byty wiadome M, K i n, a szukana stopa procentu,
wtedy mielibySmy:

3

Zapomoca tego wzoru znalezlibySmy R, to jest 1 -f- r;
odejmujac od znalezionej wartosci 1 i mnozac wynik przez 100,
otrzymaliby$my procent od sta na rok.

Nakoniec gdybysmy chcieli znalez¢ n z wiadomych M, K
i R, wtedy byloby:

logM -log
log R

Nalezy jednak zwrdcié uwage tutaj, ze przy pomocy tablic
logarytméw cztero-, a nawet pieciocyfrowych, tylko zadania
0 procentach skfadanych z matemi stosunkowo liczbami mogg
by¢ rozwigzane z wystarczajacg dokladnoscia. Wieksza czes$é
zadan, odnoszacych sie do procentéw sktadanych, wymaga tablic
logarytméw o0 znacznie wiekszej liczbie cyfr dziesietnych:
tu nalezg np. zagadnienia o umarzaniu pozyczek. Zagadnienie,
czesto zadawane, na jakg sume zamienitby sie jeden grosz od-
dany na procent sktadany w roku narodzenia sie Chrystusa do
daty obecnej, ktOre teoretycznie rozwigzuje sie bardzo prosto
zapomocg wzoru (1), wymaga do Scistego obliczenia logarytméw
ze znaczng liczbg cyfr dziesietnych.
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ZADANIA DO ROZDZIALU X.

1 Na jakg sume zamieni sie¢ kapitat, wynoszacy 17500 zi.,
przy procencie sktadanym 4% po uptywie 36 lat?

2. Jaki kapitat zamieni sie po uptywie 10 lat, przy pro-
cencie sktadanym 4£% na sume 14595 z.?

3. Na jaki procent trzeba wypozyczyé kapitat 36740 zi.,
azeby sie on zamienit po 15 latach na 79000 zi.?

4. Po ilu latach kapitat 17190 zk, przy procencie skia-
danym 41% zamieni sie na 60177 z.?

5. Po ilu latach potroi sie kapitat przy procencie sktada-
nym 4/?

6. Na poczatku kazdego roku do kasy wnosimy 125 zi;
znalez¢, na jaka sume zamienig sie wszystkie wniesione raty po
uptywie 12 lat przy procencie sktadanym 5¥2

7. ZnaleZé, jaka rate nalezy pfaci¢ rocznie, azeby umorzy¢
w przeciggu 25 lat kapitat 10000 zi. i jego procenty skiadane
przy stopie procentu 4£9?

XI.
Przemiany, przestawienia i potgczenia.

* 121 Jezeli mamy do rozporzadzenia n jakichkolwiek przed-
miotow — nazwijmy je w ogolnosci elementami, —to mozemy
utozy¢ je wszystkie, lub tez niektére z nich, przypusémy w licz-
bie r, w pewnym oznaczonym porzadku; mowimy, ze mozemy
utworzy¢ zestawienie r elementdbw z posrod tych wszystkich n
elementow.

Rozrézniamy nastepujgce wazniejsze przypadki zestawien:

1) Kazde zestawienie sklada sie z liczby elementéw, ktora
jest mniejsza, anizeli liczba wszystkich elementéw danych, a ze-
stawienia, roznigce sie porzadkiem elementow, uwazamy za rozne;
takie zestawienia nazywajg sie przemianami lub warjacjami.

Np. z trzech liter abc, branych po dwie, mozna utworzyé
nastepujace przemiany:

ab, ba, ac, ca, bc, cb.



140

2) Zestawienia réznig sie tylko porzadkiem elementdw,
ale w kazdem wystepujg wszystkie elementy dane; takie zesta-
wienia nazywaja sie przestawieniami lub permutacjami.

Np. z trzech liter abc mozna utworzy¢ nastepujace prze-
stawienia:

abc, achb, bca, bac, cab, cha.

3) Kazde zestawienie skiada sie z liczby elementow, ktéra
jest mniejsza, anizeli liczba wszystkich elementéw danych, a ze-
stawienia, roznigce sie tylko porzadkiem elementéw, uwazamy za
identyczne; takie zestawienia nazywamy potaczeniami lub kom-
binacjami.

Np. z trzech liter abc, branych po dwie, mozna utworzyé
nastepujace kombinacje:

ab, bc, ca.

Zestawienia ab i ba, bedace r6znemi przestawieniami dwdch
przedmiotéw a i b, tworzg jedno potgczenie (jedng kombinacje),
podobniez zbiory ac i ca takze tworzg jedno pofgczenie, row-
niez bc i ch.

122. Liczba przemian (warjacyj) z n przedmiotéw, branych
po r naraz, jest:

nn—N(lz—2 ... MNn—r- 1.

Niech bedzie n glosek a, b, ¢, d..., przedstawiajgcych tylez
przedmiotéw. Znajdziemy naprzod liczbe przemian z tych glto-
sek, branych po dwie naraz. W tym celu umies¢my a przed
kazdg z pozostatych glosek; otrz} mamy tym sposobem n— 1
przemian, w ktérych a znajduje sie na pierwszem migjscu.
Umiesémy nastepnie b przed kazda z pozostatych glosek; otrzy-
mamy tym sposobem n — 1 przemian, z ktérych kazda zaczyna
sie od c. | tak dalej. Wiec wszystkich przemian z n glosek,
branych po dwie naraz, bedzie: n(n— 1. Znajdziemy teraz
liczbe przemian z tych n gtosek, branych po trzy naraz. Po-
kazaliSmy dopiero co, ze z n gtosek mozemy utworzy¢ n (n— 1)
przemian, z ktorych kazda zawiera po dwie gloski; zatem
z n—1 glosek b, ¢, d.. mozemy utworzy¢ (n — 1)(/2—2)
przemian, biorgc te gtoski po dwie naraz. Utworzywszy te
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(/2— 1)(« — 2) przemian z gtosek b, c, d..., umies¢my nastepnie
gloske a przed kazdg z tych przemian; otrzymamy tym sposo-
bem (n— 1) (n — 2) przemian, zawierajgcych po trzy gtoski,
i w ktérych a znajduje sie na pierwszem miejscu. Podobnie
bedzie (n — 1) (n — 2) przemian, zawierajgcych po trzy gtoski
I zaczynajacych sie kazda od b. Podobnie tylez bedzie takich
przemian, zaczynajacych sie od c | tak dalej. Ostatecznie
wiec wszystkich przemian z n glosek, branych po trzy naraz,
bedzie: n(n — 1) (// — 2). Z rozwazania tych i tym podobnych
przypadkow moznaby sie domysli¢, ze liczba przemian z n gto-
sek, branych po r naraz, jest:

nh—2Y h—2) ... (n—r-f-1);

i pokazemy, ze tak jest w rzeczy samej. Przypusémy bowiem,
ze juz jest wiadome, iz liczba przemian z n glosek, branych po
r— 1 naraz, jest:
nin—2>y@z—2 ... {n—(r—171--1};

dowiedziemy, ze podobny wzér wyraza¢ bedzie i liczbe przemian
z n glosek, branych po rnaraz. Gdyz z n—1gtosek b, c, d ...
mozemy podtug zatozenia utworzy¢: (n — 1) (N — 2) ..
{n —1—(r—1 -j—1} przemian, kazda po r — 1 glosek;
umiesémy a przed kazdg z tych przemian, a otrzymamy tylez
przemian, zawierajacych po r glosek i zaczynajgcych sie od a
Podobniez taka sama bedzie liczba przemian, zawierajacych po
r gtosek i zaczynajacych sie kazda od b. | jeszcze taka sama
bedzie liczba przemian, zawierajgcych po r glosek i zaczynaja-
cych sie kazda od c. | tak dalej. Ostatecznie wiec liczba prze-
mian z n glosek, branych po r naraz, bedzie:

Ryz—1 2—2) .. n—r+ 1.

Jezeli zatem wzOr ten jest prawdziwy, gdy bierzemy po
r — 1 glosek naraz, to jest prawdziwy i wtedy, gdy bierzemy
po r gltosek naraz. Lecz poniewaz widzieliSmy, iz jest prawdziwy
wtedy, gdy bierzemy po trzy gloski naraz, przeto wypada z po-
wyzszego dowodzenia, ze jest prawdziwy i wtedy, gdy bierzemy
po cztery gtoski, a zatem i wtedy, gdy bierzemy po pie¢ gtosek
naraz, i tak dalej. Zatem ten wzér jest ogdiny.



142

123, Z tego wzoru wynika, ze liczba przestawien z n glosek,
to jest liczba przemian z n glosek, branych wszystkie naraz, jest
n{h—Y ("n—2)..... 3.2. 1.

Dla krotkosci iloczyn (n— 1) (n—2) . . . . 1 czesto ozna-
cza sie tak: n! (n silnia); tym sposobem znak n! oznacza iloczyn
szeregu liczb naturalnych od 1 do n wigcznie.

124. Z kazdego potgczenia (kombinacji) z r przedmiotow
mozna utworzyC r! przestawien (permutacyj).

Gdyz podtug § 122 te r przedmiotéw moze by¢ przestawio-
nych w r! réznych sposobdw.

125. Liczba potgczen (kombinacyj) z n przedmiotéw, bra-
nych po r naraz, jest:

nNin—1Y N—2)..... {h—r-)

Gdyz liczba przemian z n przedmiotéw, branych po r na-
raz, jestn[n— ) {n—2).......... {n—r-|]- 1) na zasadzie § 122;
kazde za$ potaczenie (kombinacja) tworzy r! przestawien podiug
§ 121, przeto liczba potgczen musi byc
nin—1) (n —2)...... h—r-f1J
~rl! ‘
Jezeli licznik i mianownik tego wyrazenia pomnozymy przez
(n — )/, wtedy przyjmie ono postac:
n!
rr(n—r)!
126  ZnaleZz¢ ticzbe przestawien (permutacyj) z n przed-
miotow, ktére nie wszystkie sg rdzne.
Niech bedzie danych n glosek, i przypusémy, ze w tych
n gtoskach a wchodzi p razy, b wchodzi q razy, ¢ wchodzi
r razy, pozostate za$ d, e wchodza kazda raz tylko jeden. Wtedy
liczba przestawien (permutacyj) z tych glosek bedzie:

n!
p'q'r!
W rzeczy samej: oznaczmy liczbe szukang tych przestawien
gtoskg N. Gdyby w ktéremkolwiek z tych przestawierr p glosek
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a zostato zamienionych na p nowych gtosek, réznych od siebie,
wtedy, nie zmieniajgc potozenia zadnej z innych gtosek, mo-
glibySmy utworzyé z tego jednego przestawienia p! przestawier
réznych: gdyby wiec p glosek a zostato zamienionych na p nowych
i réznych glosek, wtedy liczba wszystkich przestawien bylaby;
N X pl. Podobniez: gdyby q gtosek b zostato zamienionych na
q nowych i réznych od siebie glosek, wtedy catkowita liczba
przestawien, jaka teraz moglibySmy otrzymac, bytaby N Xp!Xq!.
| jezeliby r glosek c zostato réwniez zamienionych na r nowych
i réznych od siebie glosek, wtedy catkowita liczba przesta-
wien bytaby: N X pix gfX rl. Lecz ta liczba musi by¢ réwna
liczbie przestawien z n glosek réznych (8 123), to jest nl. Zatem
NXp!Xqg!Xr! = nlt
skad
N = n!-
plgir!
127. Znajdziemy nid potege dwumianu (: -j- a)n, gdzie
n jest jakakolwiek liczbg catkowitg i dodatnia.
Przez wykonanie mnozer znajdziemy:

Rozwazajac otrzymane iloczyny, dochodzimy do wniosku, ze one
majg nastepujace wiasnosci:

I. Liczba wyrazéw, znajdujacych sie z prawej strony znaku
rownosci, jest o jednos¢ wieksza od liczby mnozonych dwumian6w.

Il. Wykfadnik przy »; « pierwszym wyrazie rowna sie
liczbie mnozonych dwumianéw, a w kazdym innym wyrazie
wykfadnik przy x jest o jedno$¢ mniejszy, anizeli wyktadnik
przy »; w Wyrazie poprzedzajgcym.

Ill.  Spélczynnik wyrazu pierwszego jest jednos¢, spot-
czynnik wyrazu drugiego jest suma drugich glosek mnozonych
dwumiandw; spotczynnik wyrazu trzeciego jest sumg iloczynow
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drugich gtosek mnozonych dwumianéw, branych po dwie na-
raz; spotczynnik wyrazu czwartego jest sumg iloczynéw drugich
glosek mnozonych dwumianéw, branych po trzy naraz, i tak
dalej; — ostatni wyraz jest iloczynem wszystkich drugich glosek
mnozonych dwumiandw.

Okazemy teraz, ze te wiasnosci sg ogolne, jakakolwiek
bytaby liczba mnozonych dwumianéw. W tym celu przypuscmy,
ze one sg prawdziwe dla iloczynu, otrzymanego z pomnozenia
n — 1 dwumianéw: to jest przypus¢émy, ze mamy n — 1 czyn-

nikbw x  a, X b x ¢ ....X Kk ize
(x-\-a) (x-\-b) (x-\-¢)..ceue.ee. (x-\-k) = xmx-\-pxn~2-1-
- gxm=3+ rxm4-f ... -|-u,
gdzie: p = sumie glosek a, b, c,........... k,

g = sumie iloczyndw z tychze glosek, branych
po dwie naraz;

r — sumie iloczynébw z tychze gtosek, branych
po trzy naraz;

u =. iloczynowi tych wszystkich gtosek.
Pomnozmy obie strony tej rownosci tozsamosciowej przez nowy
czynnik (x A- 1) i uporzadkujmy iloczyn na drugiej stronie podtug
poteg gtoski x. Bedzie:

Lecz: p-\-1=a-\-b-\-c........ -\- k -j-1 — isumie wszyst-
kich gtosek a, b, c, . . . . k, I;

q-J pr=—q-j-iifl4+b€F—........ —3-K) = sumie

iloczynéw wszystkich glosek a, b, ¢,

............ k, /, branych po dwie naraz;

r gql=r JI@-Jac--bc...... ) = sumie

iloczynéw wszystkich glosek a, b, c,

............ k, /, branych po trzy naraz,

ul = iloczynowi wszystkich gtosek.
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Stad, jezeli iloczyn n — 1 czynnikbw ma powyzsze wiasnosci,
wtedy to, co bylo wyzej powiedziane, okazuje, ze to jest praw-
dziwe i dla n czynnikow. Lecz widzieliSmy, ze tak jest przy
tworzeniu iloczynu z czterech czynnikéw: przeto tak samo jest
utworzony iloczyn z pieciu czynnikdw, i tak dalej: te wiasnosci
sg wiec ogolne.

Wynik ogo6lny z pomnozenia n czynnikbw dwumiennych
napiszemy dla krotkosci w ten sposob:
(x -f-a) {x-\-b) (x-\-¢) ... (X-j-k) {x-\-1) = xn -(- Pxn~l +

-f Qxm=2-f- Rxn=3+ . ..+ V.

Na drugiej stronie powyzszej réwnosci P oznacza sume glosek
a, b c .... kI, ktérych liczba jest n\ Q oznacza sume ilo-
czynow z tychze gtosek, branych po dwie naraz: — liczba tych

iloczyndw jest jest sumg podobnych

iloczynéw, i tak dalej. Patrz § 125.

Przypus¢my teraz, ze kazda z glosek bt c, ... k, /, staje
sie réwng a. Wtedy pierwsza strona powyzszej réwnosci za-
mieni sie na (x -f- a)n. P zamieni sie na na, Q zamieni sie na

R zamieni sie na I tak dalej.

Bedzie wiec ostatecznie

128, Wz6r, ktory teraz otrzymaliSmy, nazywa sie dwu-
mianem Newtona od nazwiska wielkiego matematyka angiel-
skiego, ktory go pierwszy w tej postaci ogélnej podat. Szereg
na drugiej stronie znaku réwnosci nazywa sie rozwinieciem dwu-
mianu (x -f- a)n, a gdy zamiast (x -f- a)n, piszemy ten szereg,
moéwimy, ze (x -f- a)n rozwijamy.

Zwracamy tutaj uwage na to, ze twierdzenie powyzsze zo-
stato tu dowiedzione w tym tylko przypadku, gdy n jest liczbg cal-

Alglebra 1. 10
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kowitg i dodatnia, a sposob, jakiego do dowiedzenia uzylismy,
przedstawia nam przyktad indukcji mgtematycznej.

129. Wezmy jako przykfad {x -j- a)6 Tutaj n = 6.
nfn—1) 6.5__Kn{n—)(n—2) 6.5.4 (04}

1.2 —1.8— ™ 1.2.3 —h.2.3 -
nin—Y)nh—2 {n—3 6.5.4.3 _
1.2. 3. 4 1.2.3.4 = 15
nn—)nh—2{nh—3 {h— 49 6.5.4.3.2 - 6
1.2.3.4.5 1.2.3.4.5 !
przeto:

(n-f-#)6= *64~5ax&f-15a2* -f- 20ax* -f-15aA 2-J- 6 a6 -f- a6

Przypusé¢my dalej, ze chcemy znalez¢ rozwiniecie {b2-\-cy)8
w tym celu nalezy tylko podstawi¢ b2 zamiastx, i cy, zamiast a
w poprzedniej réwnosci. Otrzymamy:

(2-f cy)6= (626+ 6cy (bAB+ 15 (0;)2(b24+ 20(cy)3{by +
4~ 15 (cy)4(62 26 (cy)th2-j- (cy)e =
= b2+ 6 cybD+ 15cyb* + 20 c*yz6+
-f- 15 c4y4-j- 6 cyh24- c§ 6
Jako dalszy przyktad zadajmy sobie znaleZz¢ rozwiniecie

(x —o)n\ nalezy w tym celu we wzorze § 127 podstawi¢ — c,
zamiast a; otrzymamy:

Podstawmy teraz w rozwinieciu (x 4" aY jednos¢, za-
miast x; znajdziemy:

a poniewaz réwno$¢ ta jest prawdziwa dla kazdej wartosci a,
przeto mozemy w niej napisac x, zamiast a:
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130. Dwumian Newtona mozna zastosowaC takze do roz-
winiecia wyrazen, zawierajgcych wiecej, niz dwa wyrazy. Przy-
pus¢my naprzyktad, ze chcemy rozwing¢ (1 -f- 2x — x24
Uczynmy y = 2x — x2 wtedy mie¢ bedziemy:

czyli:

Lecz:

Podstawiajac te warto$ci w powyzszem wyrazeniu i robiac
wszystkie uproszczenia, otrzymamy ostatecznie:

131 W rozwinieciu (1 -f- x)nspotczynniki wyrazow roéwno-
oddalonych od wyrazu pierwszego i ostatniego sg sobie réwne.
W samej rzeczy: spoOtczynnik wyrazu, stojgcego na miej-
scu r od poczatku rozwiniecia, t. j. takiego, przed ktérym znaj-

duje sie wyrazéw (r—1), jest:

pomnozywszy licznik i mianownik tego wyrazenia przez
{n — r -\- 1!, otrzymamy:

Wyraz, stojacy na miejscu r od konca rozwiniecia, znajduje sie
na miejscu (n — r -(- I)-em, liczac od wyrazu pierwszego;
jego spétczynnik jest wiec:

to jest:



148 -

a po pomnozeniu licznika i mianownika tego utamka przez (r— 1)!

a to jest wyrazenie spotczynnika, znalezionego poprzednio.

132. Suma wszystkich spotczynnikédw w rozwinieciu d
mianu (1 -f- x)n jest réwna 2n.

Jezeli bowiem we wzorze:

uczynimy x =\, to otrzymamy:

ZADANIA DO ROZDZIALU XI.

1 lle mozna utworzy¢ oddziatbw matych po 6 ludzi z od-
dziatu, zawierajacego 24 ludzi?

2. Znalez¢, ile mozna utworzy¢ przestawien (permutacyyj)
ze wszystkich liter, stanowigcych wyraz Sulejow?

3. ZnaleZé, ile mozna utworzy¢ potaczen (kombinacyj) z li-
ter wyrazu ,,granitowy*, branych po cztery naraz?

4. Znalez¢, ile mozna utworzy¢ przestawienn (permutacyj)
ze wszystkich liter, stanowigcych wyraz ,Krakowiak“?

5. Liczba potaczenn (kombinacyj) z pewnej liczby elemen-
tow, branych po 4 naraz, réwna sie liczbie potaczen z tej sa-
mej liczby elementéw, branych po 3 naraz. Jaka jest liczba
tych elementow?

6. Z dwudziestu spotgtosek i pieciu samogtosek ile mozna
utworzyé wyrazéw, z ktérych kazdy bytby ztozony z dwdch
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spotgtosek i jednej samogtoski w ten sposdb, ze samogloska
zajmuje w kazdym z nich $rodkowe miejsce?

7. W systemie telegraficznym Morse’a litery i cyfry przed-
stawia sie przez zestawienia punktéw i kresek @®m—). He zna-
kdw mozna utworzyé, jezeli kazdy skiada sie nie wiecej, niz
z 4-ch kropek lub kresek?

8. Osada todzi, sktadajgca sie z oSmiu wioslarzy i jednego
sternika, ma by¢ wybrana z pomiedzy dwunastu oséb, z ktérych
dziewie¢ moze tylko wiostowaé, a trzy moga sterowac, ale nie
moga wiostowaC. Znalezé, iloma sposobami osada moze byc¢
utworzona z tych dwunastu os6b.

9. Na plaszczyZnie obieramy n punktéw a, b, ¢... w ten
sposob, ze zadne trzy z nich nie lezg na jednej linji prostej,
i faczymy je z sobg po dwa linjami prostemi ab, ac, bc... Linje
te przecinajg sie ze sobg w nowych punktach A, B, C... Znalez¢
liczbe N tych ostatnich punktow przeciecia.

10. lle moze by¢ liczb dziesieciocyfrowych takich, ktérych
wszystkie cyfry sg rozne?

Uwaga. Biorgc pod uwage jakikolwiek wyraz, zdanie Ilub
wiersz, wogole jakiekolwiek wyrazenie, i tworzac z gtosek, sta-
nowiacych to wyrazenie, wszystkie przestawienia (permutacje),
otrzymywac bedziemy nowe ukfady glosek, z ktérych jedne mie¢
beda w pewnym jezyku znaczenie, inne za$ beda bez zadnego
znaczenia, a nawet nie bedg moglty by¢ wymowione. Zwykle
pierwsze nazywajg sie¢ anagramami wzgledem poczatkowego
wyrazenia. Niektore anagramy majg stawe historyczng. Tak np.
z wyrazéw: ,,Revolution franeaise“ po upadku Napoleona, za
restauracji, utozono anagram: ,,La France veut son roiu. Z na-
zwiska: ,,Frere Jacgues Clementu (zabojcy Henryka 111-go) zto-
zono: ,,Cest lenfer qui m'a creeu. Jeden z najpiekniejszych
przyktadéw takich anagraméw, majacy zwigzek z naszg historja,
stanowi przedmiot zagadnienia nastepujgcego:

11. Gdy miody Stanistaw Leszczynski powr6cit za zycia
ojca do Leszna z dhugiej podrézy zagranica, woéwczas w tern
miescie zgromadzita sie cata rodzina Leszczynskich w celu po-
witania przysztej glowy moznego domu. Owczesny rektor szkoty
jezuickiej w Lesznie, Jabtonski, chcac przyczynié sie do uswiet-
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nienia uroczystosci, urzadzit dialog, odegrany przez ucznidéw, po
ktérym 13 ucznidw, przebranych za bohaterdw, odtainczyto balet.
Kazdy z nich miat na tarczy jedng z liter, stanowigcych wyrazy:
,Domus Lescinia", ziotem wymalowana. Po kazdej figurze ba-
letu tanczacy ustawiali sie w ten sposéb, ze litery na tarczach
tworzylty anagramy z wyrazow powyzszych. | tak po pierwszym
balecie czytano na tarczach, obok siebie ustawionych: ,,Domus
Lescinia"; po drugim tarcze tak sie ustawily, ze czytano ,,Ades
incolumis™; po trzecim: ,,Omnis es lucida"; po czwartym: ,Lucida
sis omen"; po pigtym: ,,Mane sidus loci*; po széstym: ,Sis co-
lumna Dei"; i nakoniec po siédmym: ,I! scande solium" (idz,
wstagp na tron; jak wiemy, sprawdzito sie to pézniej). Znalez¢
1-sze, ile moze by¢ wszystkich przestawien (permutacyj) z liter:
,Domus Lescinia"; 2-gie, przypuszczajac, ze na utworzenie kazdej
nowej permutacji powyzszych gtosek chlopcy potrzebowali tylko
Va minuty, w jakim przeciggu czasu wyczerpaliby te wszystkie
permutacje; i po 3-ie, ile papieru byloby potrzeba na napisanie
wszystkich permutacyj, gdyby w jednym wierszu mozna napisaé
cztery takie permutacje, i gdyby na stronie catego arkusza
zmiescito sie 40 wierszy?

12. NapisaC trzy pierwsze i trzy ostatnie wyrazy rozwi-
niecia (a — A)13

13. Napisa¢ rozwiniecie (3 — 2x25

14. Rozwing¢ (1 — 2y)7.

15. Znalez¢ cztery pierwsze wyrazy rozwiniecia (je -j- 2y)n.

16. Rozwing¢ (I-f- -*—x24

17. Znalez¢ spotczynnik x5 w rozwinieciu (1-f- 2x -j- 3;,cA7.

18. Drugi wyraz w rozwinieciu {x-\-y)n jest 240, trzeci
720, czwarty 1080; znalezé A, y, n

19. W rozwinigciu (x-\-y)n wyraz szosty jest 112, si6dmy
7, 6smy znalez¢ x, y, n.

XIlI.
Liczby zespolone.

133. Zanotujemy niektére wiasnosci uktadu liczb rzecz
wistych i dziatan, nad niemi wykonywanych.
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I. Jezeli A i B sg liczbami, nalezagcemi do ukiadu, wtedy
albo A réwna sie B (A = B), albo tez A jest rozne od B (A 4=B).
Il. Kazda liczba ukiadu réwna sie samej sobie (A = A).
Il. Jezeli A= B, to B—A.
IV. Jezeli A=B, B—C to A= C
Jezeli znak % oznacza zaréwno dodawanie (-]-), jak mnoze-
nie (x), a A, B, C—liczby, nalezace do ukiadu, wtedy:

V. Istnieje jedna i tylko jedna liczba, nalezaca do ukiadu,
rowna A"B.
VI. (A*B)*C=A*(B*C).
VII. Istnieje jedna i tylko jedna liczba, nalezaca do ukfadu,
Q spetniajgca warunek
AXQ—A
ta liczba Q nazywa sie tozsamosciowg ze wzgledu na dziatanie-X-.
VIII. Istnieje jedna i tylko jedna liczba, nalezaca do ukiadu,
A' spetniajgca warunek
A XA = Q

z wyjatkiem przypadku, kiedy -%oznacza X, a A jest liczbg
tozsamosciowag ze wzgledu na
IX. Ax B+ CO= HX B)+ (AX C).
X. B+ C)XA=(BXA) + (CXA).
Liczbg tozsamosciowg ze wzgledu na dodawanie jest 0, ze
wzgledu na mnozenie 1, gdyz:
A-f0o= A,
AX\=A.
Liczba A" w przypadku dodawania jest przeciwna do A,
w przypadku mnozenia jest odwrotnoscig A, gdyz jezeli
A+ A'=0,to A'= —A;

AXA=1tA=—>
A
z whrijatkiem 4 = 0, do ktérej to liczby odwrotno$¢ nie istnieje.

Wymienione wiasnosci nie opisujg w zupetnosci ukiadu
liczb rzeczywistych, i nie wszystkie twierdzenia o liczbach rze-
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czywistych mogg z nich byé wyprowadzone, ale przyjmiemy te
wihasnoéci za wystarczajace do stwierdzenia, ze to jest wogole
uktad liczb.

Jezeli w jakim$ zbiorze elementéw zostaty okreslone za-
leznodci réwnosci i nierdwnosci, i dziatania dodawania i mno-
Zenia tak, ze warunki I—X sg spetnione, wtedy elementy zbioru
nazywamy liczbami, a sam zbior uktadem liczb.

Tak np. zbiér wszystkich liczb naturalnych, czyli rzeczy-
wistych dodatnich catkowitych, nie jest uktadem liczb w mysl
tego okreSlenia, gdyz nie ma wiasnosci Yl wzgledem dodawa-
nia, ani tez wiasnosci VIII zarébwno ze wzgledu na dodawanie,
jak i mnozenie. Wiasno$¢ VII staje sie prawdziwa dopiero po
dofaczeniu zera; wiasno$¢ VIl wzgledem dodawania staje sie
prawdziwa po dotgczeniu liczb ujemnych, za$ wzgledem mnoze-
nia po dotgczeniu liczb utamkowych: dostajemy tym sposobem
zbiér liczb rzeczywistych wymiernych, ktéry jest ukfadem liczb
w mysl powyzszego okreslenia, tak samo, jak jest uktadem liczb
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych.

134. WezZzmy pod uwage zbior, ktérego kazdy elemen
(a, b) sktada sie z dwoch liczb rzeczywistych, miedzy ktoremi
rozrozniamy pierwszg a i drugg b. W tym zbiorze okreslimy
rownos¢ i dziatania arytmetyczne tak, azeby warunki 1—X po-
przedniego paragrafu byly spetnione; zbior ten bedziemy wiec
mogli uwaza¢ za uklad liczb, a kazdy jego element za liczbe;
tak okreslong liczbe nazwiemy liczbg zespolona.

Liczbe zespolong tymczasowo oznacza¢ bedziemy w ten
sposéb

(fl. b>

nazywajac a pierwszg, b drugq czescia tej liczby zespolonej.

Okreslenia. 1) Dwie liczby zespolone (a, b) i (a', b") na-
zywamy roéwnemi

(@ b)= (a, bj

wtedy i tylko wtedy, jezeli

a=a]b=0>b"
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2) Samg dwdch liczb zespolonych nazywamy liczbe ze-
spolona, ktorej cze$¢ pierwsza rowna sie samie czeSci pierw-
szych, cze$¢ draga sumie czesci dragich danych liczb zespolonych:

(@ b) -j- (@, bj = (a-j-a', b-j- b).

3) lloczynem dwach liczb zespolonych (a, b) i (a, bj nazy-
wamy liczbe zespolona, ktdrej cze$é pierwsza jest aa—hbb', czesé
draga ab' -j- ba':

(a,b) X (@, bj = {aa'—bb', ab' -f- baj.

135. Poréwnywajac okreslenia ostatniego paragrafu z wia-
snosciami uktadu liczb rzeczywistych, podanemi w § 133, odrazu
widzimy, ze tak okreSlony zbidr liczb zespolonych ma wiasnosci
I—V. Azeby sprawdzi¢ wiasno$¢ VI (prawo tgcznosci):

[@ b)%x( d)I* &f) = (@b> [cd-xEH, @)
zatlozymy naprzod, ze znak -)f oznacza dodawanie, i obliczymy
kazda strone réwnosci (1) zosobna, stosujgc okreSlenie 2).

rownos¢ (1) jest wiec prawdziwa w przypadku dodawania, gdyz
kazda jej strona réwna sie tej samej liczbie zespolonej
@ ¢ eb d f).

Obliczmy teraz kazdg strone réownosci (1) w zatozeniu, ze
X jest znakiem mnozenia. Stosujgc okre$lenie 3), znajdziemy:

| w tym przypadku réwnos$¢ (1) jest wiec prawdziwa.

Wiasno$¢ VII zostanie sprawdzona, jezeli sie przekonamy,
ze istnieje liczba zespolona (q, r), taka, ze dla kazdej liczby
zespolonej (a, b) jest

(a, b) X 0q, r) = (a, b),
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jednak (g, r) moze by¢ inne w przypadku dodawania, inne
w przypadku mnozenia.
W przypadku dodawania powinno byc¢:

@b+ @nN= @b,
czyli podtug okreslenia 2):
{&\-q,b D= (a b);
w mysl okreSlenia 1) ta réownos¢ jest prawdziwa wtedy i tylko
wtedy, jezeli
a g= abXxr= b,
czyli
g= 0;r= 0.
Istnieje wiec w rozpatrywanym zbiorze licZma identyczna
(tozsamosciona) wzgladem dodawania, mianowicie liczba (0, 0).
W przypadku mnozenia powinno byc¢

&bX = @b, @
czyli podtug okreslenia 3):

(g —br,ar-f-bg) = @ b),
a wiec podtug okreslenia 1):
aqg—br— a bg-f~ar= h
Jezelia= b— 0, wtedy kazda para liczb g, rczyni zado$¢

tym réwnaniom; we wszystkich pozostatych przypadkach te dwa
rownania majg nastepujgce rozwigzania wzgledem q i r:

Tym sposobem liczba zespolona (1,0) jest jedyna, spraw-
dzajaca réwnanie (2) dla kazdej liczby zespolonej (@, b). Istnieje
wiec w naszym zbiorze liczb zespolonych liczba tozsamosciowa
ze wzgledu na mnozenie: tg liczbg jest (1,0).

Wiasnos¢ VIl bedzie sprawdzona, jezeli udowodnimy dla
kazdej liczby zespolonej (@, b) istnienie liczby zespolonej (@\0),
spetniajgcej warunek

(@, b) (a b)= (q, 1)
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(gdzie , r) oznacza liczbe tozsamosciowg wzgledem -X), z wy-
jatkiem przypadku, kiedy % oznacza x, a (a, b) jest liczbg toz-
samosciowg ze wzgledu na dodawanie, czyli @@ b) — (0,0).
Poszukujemy wiec po 1-e takiej liczby (@yDb'), azeby byio:
(a, b)-j- @, B)= (0, 0),
czyli podtug okreslenia 2):
@+ a",b+ b)= {0, 0).
Podtug okreSlenia 1) ta réwno$¢ sprawdza sie wtedy
i tylko wtedy, jezeli
a a’= o;b\b'= o0,
czyli, jezeli
"= —a;b- —h.
Przeto poszukiwana liczba istnieje, mianowicie (—a, —b).
Po 2-re poszukujemy takiej liczby zespolonej (a', ), azeby

@b)X @) = (1,0), ©)
w zalozeniu, ze przynajmniej jedna z dwdch liczb rzeczywistych
& b jest rézna od o.

Podtug okreSlenia 3) mozemy rownanie (3) tak napisac:
(aa — bb\ &" -} a™ = (1, 0);
powinno wiec by¢ podtug okreslenia 1):
a —mh = 1, | -Jab"= 0.
Poniewaz a i b podlug zatozenia nie sa oba zerami, wiec

rownania te majg w zupetnosci oznaczone rozwigzanie wzgledem
aib\

byto

Poszukiwana liczba zespolona jest wiec

Wiasnosé I1X wyraza ,prawo rozdzielnosci mnozeniawzgle-
dem dodawania'nasz zbiér liczb zespolonych podlega temu
prawu, jezeli rownosc¢

(a, b) X [{c,d) + (e./)] = [(a b)X (c, d)] + [(a b)X (& /)] (4
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jest tozsamoscia. Azeby to sprawdzi¢, obliczymy oddzielnie
kazda strone tej réwnosci.
Podtug okreslenia 2):

@ b) X [c d) + (<2)] = (a b) X (cA-e, d+f),
a podtug okresSlenia 3) to sie réwna

[ac-fey—b@d+ /), b(c+ e + a(d+/)],
czyli

(ac -j- ae — bd — bf, bc -j- be -f- ad -f- af).

Podobnie obliczymy prawa strone réwnosci (4), stosujac na-
przéd okreslenie 3), potem 2).

[0, b)X (c, d] + [@@ b) X (/)] = (ac — bd, ad + bc) -f
+ (ae — Dbf, af -j- be) = (ac — bd -f- ae — bf, ad -\- bc -f
+ af + be).

Takim samym sposobem mozna udowodni¢, ze rozpatry-
wany zbiér ma wiasnosé X:

[E, d+ e )] X (@ b= [ d X (@& bl + [&/) X
(0, *)}: ()
Dochodzimy wiec do wniosku, ze istotnie zbidr liczb ze-
spolonych, okreslony w 8§ 134, jest uktadem liczb.
Zamiast sprawdza¢ bezposrednio wiasnos¢ X, mozna wpierw
udowodni¢ prawo przemiennosci dla mnozenia (8 136), a nastep-
nie zauwazyé¢, ze wskutek tego prawa

IX,d) + (/)] X @b = (@b X [cd+ €1
Gd X (& b= (@bX @ d
©f) X (& b= (abX (f),

a wiec pierwsze strony réwnosci (4) i (5) sa réwne, i tak samo
drugie strony.

136. ,Prawa przemiennosci dla dodawania i mnozenia
liczb zespolonych® mozna wyrazi¢ wspolnym wzorem

(a, b) X (¢, d) = (c, d) X (a, b). (6)
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Sprawdzamy te prawa, obliczajgc zosobna prawg i lewg
strone réwnosci (6), naprzod dla znaku -f-, potem dla znaku x,
i uwzgledniajac, ze liczby rzeczywiste tym prawom podlegaja:

@Db--GdD= @-j-cb-f-d\
GCdDH@b= €i—dAthH= (a4=<,b-4-)
@ b X d= (a— bd,ad -J- ©
G dy*(@, b= (@—db, da-\-ch)- (ac— d, ad-\-hc).

137. Dziatanie odwrotne do dziatania -xoznaczymy w 0gé
nosci znakiem -s-, w szczegélnosci znakiem —, jezeli % ozna-
cza znakiem :, jezeli -)f oznacza X . Dziatania te okreslimy

w taki sposdb:
Jezli @, 1) jest licdg zespolong tozsamosciowg wzgla-
dem dziakania -X, ijezli
(C‘J d) x (-[f,dj = (q’ r),
@b -i- Gd

@ b) X C, dj-

Dziatanie odwrotne do dodawania nazywa sie odejmowa-
niem, odwrotne do mnozenia — dzieleniem.

Z okreSlenia powyzszego wynika, na zasadzie wilasnosci
VIII, ze, z wyjatkiem dzielenia przez (0, 0), odejmowanie i dzie-
lenie dwoch liczb zespolonych jest zawsze mozliwe do wykona-
nia i daje w rezultacie liczbe zespolona.

W szczegélnosci w przypadku odejmowania

@b—CdD= @b-f Cd,
gdzie (c%, dj jest liczbg zespolona, spetniajgcg warunek

G+ G di= 0 0)
Cd= (—c--0

@DH—GCGd= @—cb—ad (7)
Za$ w przypadku dzielenia:
(@, b): (c, d) = (a, b) x (¢ dj,

wtedy

Oznacza to samo,

czyli

a wiec
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gdzie (c, dV) jest liczbg zespolong, spetniajgca warunek
G d X (c\d) = (1 0)

czyli, jak to widzieliSmy, dowodzac wiasnosci VIII,

a wiec, na zasadzie okreSlenia 3)

czyli
(8)
Zamiast
@b d,
pisze sie czesto
@ b
€ D
Przypusémy np., ze chcemy obliczy¢
stosujemy wzor (7), zakladajac
Podobnie znajdziemy, stosujac wzor (8):
138. Opierajac sie na wzorach (7) i (8) poprzedniego pa-
ragrafu, fatwo sprawdzié, ze jezeli jeden z dwdch wzoréw
@b -i-cdD= €/ ©)
Cd > (/)= (oM (10)

jest prawdziwy, to i drugi jest prawdziwy, o ile tylko, w przy-
padku dzielenia i mnozenia, (¢ d) == (0, 0).

Rzeczywiscie, jezeli podtug (9) obliczymy (e /), opierajac
sie na wzorach (7) i (8), i wartos¢ znaleziong podstawimy
w (10) — dostaniemy tozsamo$¢; tak samo dostaniemy tozsa-
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mos$¢, jezeli obliczymy z réwnania (10) (@, b), opierajac sie na
okresleniach 2) i 3), i warto$¢ te podstawimy w (9).

139, Z posrod wszystkich liczb zespolonych mozemy wy-
braC liczby w ten sposOb, azeby otrzymany zbior byt uktadem
liczb w mys$l okreélenia, podanego w § 133, jakkolwiek nie bedzie
zawieral wszystkich liczb zespolonych; azeby jednak stwierdzic,
ze zbidr taki jest uktadem liczb, nalezy sie przekonaé, ze ten
zbi6r ma 10 wiasnosci, o ktérych tam byla mowa.

Przekonamy sie, ze zbidr wszystkich lich zespolonych,
w ktorych cze&C druga jest zerem, tworzy ukdad lich.

Nie ulega watpliwosci, ze zbior taki ma wiasnosci | —1V;
i jezeli sprawdzimy V, VII, VIII, wtedy pozostate niezawodnie
tez bedag sprawdzone. Nalezy wiec tylko sprawdzi¢, ze 1) suma
i iloczyn dwoch liczb tego zbioru nalezy do tegoz zbioru; ze
2) liczby tozsamosciowe wzgledem dodawania i mnozenia do
tego zbioru nalezg i ze 3) liczby przeciwna i odwrotna do kaz-
dej liczby tego zbioru réwniez naleza do zbioru.

Sprawdzenie jest bardzo proste:

) (@ o)+ Go= (a+ b o)
@ 0) X (b,0)= (@—0.0, a0-f-0b)= @, 0.
2) Elementy tozsamosciowe sg (0, 0) i (1, 0), oba wiec
nalezag do rozpatrywanego zbioru.

3) (fl, 0)+ (-a, 0)= (0, 0)
(a,0)x(~, 0j= (1,0);
liczbg przeciwnag do (@, 0) jest wiec (—a, 0), liczbg odwrotng
Stad wniosek, ze
@o)-- ®o)= (@~ bo),

a uwzgledniajac wzory 1) i oznaczajac przez w ktérekolwiek
z czterech dziatan arytmetycznych, mozemy napisac

@o0)w@®o= @who)
Azeby wiec wykona¢ jakie$ dziatanie arytmetyczne nad

liczbami @, 0) i (@, 0), nalezy tylko wykona¢ takiez dziatanie
nad liczbami rzeczywistemi a, b i wynik dziatania przyja¢ za
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cze$¢ pierwszg wyniku dziatania nad liczbami zespolonemi, dopi-
sujac 0 jako czes¢ druga.

Poniewaz zwigzek miedzy liczbami rzeczywistemi i zespo-
lonemi nie zostat jeszcze w zupetnosci okre$lony, mianowicie nie
okresliliSmy dotychczas, czy i w jakim przypadku liczba zespo-
lona moze sie réwnaé liczbie rzeczywistej, mozemy wiec ten
zwigzek ustali¢ w ten sposéb, ze uktad liczb zespolonych, maja,-
cych zero jako cze$¢ druga, uznamy za identyczny z ukladem
liczb rzeczywistych, ze wiec przez dotgczenie do liczby rzeczy-
wistej zera za cze$¢ drugg zamienimy liczbe rzeczywistg na
zespolong, nie zmieniajac jej wartosci.

Wszystkie dziatania nad liczbami okresla sie tylko zapo-
mocg czterech dziatan arytmetycznych, nie narazimy sie wiec na
sprzeczno$é, jezeli zakozymy, ze kazda licda zespolona, w ktod-
rej druga czesC jest zerem, jest réwna swojej pierwszej c&XCi;
jest to jednak zatozenie dowolne, podobnie jak dowolne jest
zatozenie, ze liczby dodatnie sg identyczne z liczbami bez-
wzglednemu

W ten sposéb liczby rzeczywiste stajg sie przypadkiem
szczeg6lnym liczb zespolonych.

Bedziemy rozrozniali trojakie liczby zespolone:

(@, 0) = a—liczba rzeczywista;
@ b, @4=0, ba=0)— licdma urojona zespolona;
(0, b, M@==0)- licda czysto urojoma.

Liczby urojone zespolone i liczby czysto urojone tgczymy
ponadto w jedng klase liczb urojonych.

Jezeli mamy wykonaé jakie$ dziatanie w nad dwiema licz-
bami, z ktorych jedna jest urojona, druga rzeczywista, to mo-
zemy rzeczywistg przedstawi¢ jako zespolong, ktdrej cze$¢ druga
jest zerem, i wykonaé¢ wskazane dziatanie:

@ bwc= (a b w(c,o)

Tak wiec:

(& b+ c =@b+ (co)=(@+c b\
@ b)Xc =@ X G0 = E ¥,

(@, b) : ¢ =(a, b) : (c, 0)=



161

140. Oznaczmy przez i liczbe czysto urojong (0, 1), przez
—i liczbe do niej przeciwng (0, — 1). Zauwazmy, ze
i2= i-i= (0, DX O D= (-1, 0= -1
p=ili=(-4,0X O )= (O, -1) = -1
P= i2i2= (—D2= 1
I w ogolnosci, jezeli i podniesiemy do potegi catkowitej /?,
to, oznaczajac przez q iloraz, przez r reszte z podzielenia p
przez 4, mozemy napisac:
P=42+r
ip= pQ.p = (pP)Q .ir= \<i.ir= ir.
Zaleznie od tego, czy r— 0, 1, 2, 3, otrzymamy dla iP jedng
z czterech wartosci 1, /, —1, —i.

141 Kazda liczba urojona jest sumg liczby rzeczywistej
i liczby czysto urojonej.
istotnie,

@ b= (a 0)-f (0 b
uwzgledniajac za$, ze
(a, 0)—a
(O, b) = b{0, 1) = hi,
mozemy kazdg liczbe zespolong (a, b) przedstawi¢ pod postacia
= a - bi.
Liczba @ b=ajsb
rzeczywista, jezeli b= 0

a bi jest urojona zespolona, jezeli a4=0, b4=0

czysto urojona, jezeli a= 0, b4=0.

Ten sposéb pisania liczb zespolonych jest o wiele dogod-
niejszy od tego, ktory dotychczas stosowali$my, dlatego tez odtad
bedziemy liczby zespolone przedstawiali pod tg nowg postacia.

Poniewaz, jak to widzieliSmy, dziatania nad liczbami zespo-
lonemi podlegajg tym samym prawom, co dziatania nad liczbami
rzeczywistemi, wiec, piszac liczby zespolone pod ta postacia,
otrzymamy wynik dziatania, stosujgc zwykte metody rachunku
algebraicznego i zastepujac kazda potege liczby ijedng z czte-
rech liczb i, —1, —i, 1, stosownie do § 140.

W ten sposob znajdziemy np.

(a + bi)2— a2+ 2abi + bd2— a2— b2+ 2abi.
Algebra Il 11
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Mozemy tez liczbe zespolong oznacza¢ jedng tylko literg
i wykonywa¢ nad nig dziatania, nie rozrdézniajac, czy to jest
liczba rzeczywista czy urojona.

142,  Nazywamy modutem liczby zespolonej warto$¢ bez-
wzgledng pierwiastka kwadratowego z sumy kwadratéw czesci
rzeczywistej i spotczynnika przy i w tej liczbie. Tak wiec modu-
fem liczby a -f-bi jest | Va2-{- b2 |. W szczegolnosci dla licz-
by rzeczywistej a otrzymamy podlug tego okreslenia modut
JVal|= ja|. Modut liczby rzeczywistej nie rdzni sie wiec
od jej wartosci bezwzglednej; z tego powodu modut liczby ze-
spolonej nazywa sie inaczej jej wartoscia bezwzgledng i ozna-
cza tak samo, jak warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej:

143. Modut sumy albo réznicy dwdch liczb zespolonych
jest nie mniejszy od réznicy i nie wiekszy od sumy modutow
tych liczb.

Niech beda dane dwie liczby zespolone

a —3-bi; c-3di,
z ktérych pierwsza ma modut nie mniejszy, niz druga:

Suma lub réznica tych dwdch liczb jest
athc+ {p+ d)i\
mamy wiec sprawdzi¢ nierdwnos¢

Poniewaz wszystkie trzy czesci tej nieréwnosci sa dodatnie,
wiec zwrot jej sie nie zmieni, jezeli kazdg z tych czeSci podnie-
siemy do kwadratu; powinno wiec byc:



— 163 —

czyli, po uproszczeniu:

Ta nierdbwno$¢ bedzie spetniona wtedy i tylko wtedy,
jezeli

warunkiem koniecznym i wystarczajgcym spetnienia tej nierow-
nosci jest

(£ ac £ bd)2" (@a2-f b2 (c2-f d2,
czyli, po uproszczeniu:

2abcd » a2d2-j- b2c2

albo:
0 » a2d2— 2 ad. bc -j- b2c2
a wiec
0 S (ad — bc)2
Co jest na pewno prawdziwe.
144. Modut iloczynu réwna sie iloczynowi modutéw czyn-
nikow.

W przypadku dwéch czynnikow
(@ -j- bi) (c f- di) = ac — bd 4 (ad -|- be)i

sprawdzamy roéwnos¢

przez podniesienie obu jej stron do kwadratu.
W przypadku wiegkszej liczby czynnikéw

Ax .. At An
znajdujemy na zasadzie poprzedniego przypadku:
IAVAj .. An—+An|: | AiA] . A2\ [An|

podobnie
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wiec
IAN1A2 .. -1 An = Ay O JAL] - AR\ . (An.

145. Liczba zespolona jest zerem wtedy i tylko wtedy,
jezeli jej modut jest zerem.
Rzeczywiscie, azeby byto
a -f-bi = 0
potrzeba i WBstarcza
a= 0 b=0,
a do tego potrzeba i wystarcza

Mozemy sie teraz przekonaé, ze iloczyn czynnikdéw zespo-
lonych jest zerem wtedy i tylko wtedy, jezeli przynajmniej je-
den z jego czynnikéw jest zerem.

Istotnie, warunek, azeby iloczyn byt zerem, jest réwno-
wazny z warunkiem, azeby jego modut byt zerem, czyli z wa-
runkiem, azeby iloczyn modutéw czynnikéw byt zerem; azeby
jednak iloczyn modutéw, a wiec liczb bezwzglednych, byt ze-
rem, potrzeba i wystarcza, zeby przynajmniej jeden z tych mo-
dutéw byt zerem, a wiec, zeby przynajmniej jeden z czynnikow
iloczynu byt zerem.

146. Modut ilorazu dwdch liczb zespolonych réwna sie
ilorazowi modutu dzielnej przez modut dzielnika.
Niech bedzie

czyli

a wiec, na zasadzie § 144:

Nl = .C,
sad Al= IBI - Ic]

147. Dwie liczby zespolone nazywajg sie sprzezonemi,
zeli majg réwne czesci rzeczywiste, a ich spofczynniki przy i
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majg réwne wartoSci bezwzgledne, a znaki przeciwne; tak wiec
liczby
a bi; a — hi

Sg sprzezone.

Dwie liczby sprzezone a -f- bi i a — bi majg ten sam
modut

Suma i iloczyn dwdch liczb sprzezonych sg rzeczywiste,
gdyz

a-j—bhi +—a —bhi = X
(@ -(- bi) @ — bi) = a2 — b2i2= a2 -{- b2

Dzigki temu mozemy z fatwoscig odtworzy¢é wzoér na dzie-
lenie dwoch liczb zespolonych, mnozac dzielng i dzielnik przez
liczbe sprzezong z dzielnikiem:

a wiec

148. Jezeli a -f- bi jest liczbg zespolong rézng od zera,
wtedy istniejg dwie liczby zespolone roézne, i nie wiecej, niz
dwie, ktorych kwadraty sg réwne a -f- bi; te dwie liczby sa
do siebie przeciwne.

Poszukujemy takiej liczby x -f- yi, ktdrej kwadrat rowna
sie a -f- bi:

x + yi)2= a + bhi (1D

Wykonywamy podnoszenie do kwadratu z lewej strony:

X2 —y2+ 2xyi = a -j- bi
azeby ta rownos$¢ byta prawdziwa — potrzeba i wystarcza:

X2—y2= a,

2xy = b (12

Azeby rozwigzaé ten uktad dwoch réwnan stopnia drugiego
z dwiema niewiadomemi, rozréznimy trzy przypadki.
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)] b= Q a> 0; liczbha a -f- bi jest rzeczywista doda.n
ukfad réwnan (12) zamienia si¢ na
X2—y2= a, |
2xy = 0. f (13)

Réwnanie drugie jest spetnione wtedy i tylko wtedy, jezeli
albox = 0, alboy = 0. Zak}adajac * = 0, otrzymaliby$my z pierw-
szego réwnania

—y 2= 3
co przeczy zatozeniom, ze a iy sg rzeczywiste, a > 0; moze
wiec byé tylko y — 0, a wiec

X2= a,
skad dostajemy dwa rézne rozwigzania

Liczba a > 0 ma wiec dwa i tylko dwa pierwiastki kwa-
dratowe, oba rzeczywiste:

2) b= 0 a< 0; liczba a -|- bi jest rzeczywista ujemr
Uktad réwnan (12) ma i w tym wypadku posta¢ (13), ale nie
moze by¢y = 0, gdyz toby prowadzito do sprzecznosci

X2= a,

gdzie x jest rzeczywiste, a < 0. Zakladamy wiec x = 0; row-
nanie pierwsze zamienia sie na

—y2= a,
ktére to rownanie ma dwa pierwiastki rzeczywiste

A wiec liczba rzeczywista ujemna a ma dwa rozne pier-
wiastki kwadratowe, mianowicie

W szczegolnosci pierwiastki kwadratowe liczby — 1 sg i i —i.
3) b4=0, liczba zespolona a -j- bi jest urojona. Z réwna-
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nia drugiego ukladu (12) wida¢, ze obie liczby x, y, muszg byé
rézne od zera; rozwigzujac to réwnanie wzgledem y, znajdziemy

y = £ (14>
a po podstawieniu tej wartosci w réwnaniu pierwszem:
4ad— 4ax2— b2= 0.

Przyjmujac w tern réwnaniu x2 za niewiadoma, dostaniemy
dla niej dwie wartosci

Druga z tych wielkosci jest ujemna, gdyz
pierwsza jest dodatnia nawet przy ujemnem a, itylko te pierw-
szg mozemy przyja¢ za x2 Znajdujemy wiec
X —_—

a po podstawieniu w (14):

znak gorny w tern wyrazeniu odpowiada znakowi gérnemu w wy-
razeniu znalezionem dla x, tak samo odpowiadajg sobie znaki
dolne. Tak wiec liczba zespolona a -(- bi ma dwa pierwiastki
kwadratowe, ktore mozemy napisaC we wspolnym wzorze

(15)
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Spoétczynnik przy i mozemy przedstawi¢ pod dogodniejsza
postacig, mnozac jego licznik i mianownik przez

spétczynnik ten przyjmie posta¢

a poniewaz

b= %\ b\
przyczem znak gorny odpowiada b > 0, znak dolny b < 0, wiec
wyrazenie (15) przyjmuje posta¢

Postugujac sie pierwszym z tych dwdch wzoréw, lub wzo-
rem (15), znajdziemy pierwiastki kwadratowe liczby /, zaktadajac
a—0b=1

149, Przy rozwigzywaniu réwnan mozemy juz teraz nie-
tylko uwzgledniaé pierwiastki urojone réwnan o spdtczynnikach
rzeczywistych, ale i rozwigzywa¢ takie rownania, w ktorych
spétczynniki sg urojone. Réwnania stopnia pierwszego rozwia-
zuje sie tak samo, jak w przypadku spétczynnikéw rzeczywi-
stych, a warunki rozwigzalnosci takich réwnan pozostajg bez
zmiany (p. rozdz. 1); inaczej jest z rownaniami stopnia drugiego.

Przypusémy, ze w réwnaniu

ax2-]-bx -f-c= 0 (16)
spotczynniki a, b, ¢ przedstawiajg jakiekolwiek liczby zespolone
(@4=0), i ze poszukujemy pierwiastkow tego réwnania nietylko
rzeczywistych, ale takze i urojonych.
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Lewg strone réwnania (16) napiszemy pod inng postacia,
wyprowadzajgc a przed nawias, a w nawiasie dodajac i odej-

mujac

Oznaczajac przez Xb2— Aac jedng, ktérgkolwiek z dwoch
liczb zespolonych, ktorych kwadraty sg réwne b2— Aac, mo-
zemy to réwnanie tak napisac:

(17)

W nawiasie mamy réznice kwadratow dwoch wielkosci;
mozemy ja przedstawi¢ jako iloczyn sumy przez r6znice tych
wielkosci.

Podtug zatozenia a jest r6zne od zera; azeby wie¢ lewa
strona tego réwnania stata si¢ zerem, potrzeba i wystarcza,
azeby jeden z dwoch pozostatych czynnikow stat sie zerem
(8 145); musi wiec by¢ albo

albo tez

dostajemy wiec zawsze dwa pierwiastki, ktore mozemy napisac
w jednym wzorze *

A wiec kazde réwnanie stopnia drugiego o sp6lczynnikach
rzeczywistych albo urojonych ma dwa pierwiastki rzeczywiste
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albo urojone; te pierwiastki sg rowne, jezeli wyr6znik b2—4ac=0>
w kazdym innym przypadku sg rozne.

Jezeli spotczynniki a, b, ¢ sg rzeczywiste, a wyrdznik
b2— 4ac ujemny, wtedy jedna z dwoch liczb, majacych kwadrat
rowny b2—4ac, jest i.| V Aac — b* |, mozemy wiec w tym przy-
padku oba rozwigzania przedstawi¢ wzorem

z ktorego widaé, ze te rozwigzania s urojone sprzezone.

150. Przyktady. 1) Rozwigza¢ réwnanie
X2—4x -j-5= 0.
Wyrédznik tego réwnania jest
16 —20 = —4,
jeden z pierwiastkdw kwadratowych wyrdznika jest wiec 2iY
a pierwiastki rownania sg

2) Rozwigza¢ réwnanie

X2—(2—0i)x A-3—i= 0.
Wyréznik rownania jest
@_Nn2_ 4.83—i)=3—Ai—12+ Ai= —9,

3/ jest jednym z pierwiastkdw kwadratowych wyr6znika, a wiec
pierwiastki réwnania sg

albo

3) Rozwigza¢ réwnanie
A3— 1 =0
Pierwszg strone tego réwnania mozna napisaC W innej

postaci:
(X — 1) (X2-j- a;-j- 1) = 0 ;
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dane réwnanie ma wiec pierwiastek x = \ i oprdcz tego jeszcze
dwa pierwiastki réwnania
X2 -\- X \ o= 0 .

Te dwa pierwiastki sg

szescian kazdego z trzech pierwiastkdw danego réwnania réwna
sie jednosci, okazuje sie wiec, ze istniejg trzy rézne pierwiastki
szescienne z jednos$ci, mianowicie
I

151 Mozemy ustali¢ podporzadkowanie jedno-jednoznaczn
miedzy liczbami zespolonemi i punktami ptaszczyzny, jezeli, obraw-
szy uklad spotrzednych, liczbie zespolonej a -f- bi podporzadku-
jemy ten punkt plaszczyzny, ktérego odcieta jest «, rzedna
b. Tym sposobem liczbom rzeczywistym (b= 0), zgodnie z umowa,
ze liczby zespolonej (a, 0) nie odrézniamy od liczby rzeczywistej
a (8 139), odpowiada¢ bedg punkty osi odcietych, liczbom czysto
urojonym punkty osi rzednych; kazdej liczbie zespolonej odpo-
wiada jeden i tylko jeden punkt plaszczyzny, kazdy punkt
ptaszczyzny jest obrazem jednej i tylko jednej liczby zespolonej
(rys. 34). Plaszczyzne, na ktérej w ten sposéb przedstawiamy
liczby zespolone, nazywamy ptaszczyzng Gaussal).

Jezeli oznaczymy przez r diugos$¢ odcinka, tagczacego punkt
(a, b) z poczatkiem spotrzednych 0, to z tréjkata prostokatnego,
utworzonego przez odcinki dtugosci a, b, r, wynika

r2— a2-|- b2

Tym sposobem dtugo$¢ tego odcinka r przedstawia modut,
czyli warto$¢ bezwzgledng (8 142) liczby zespolonej a-\-bi. Je-
zeli jeszcze oznaczymy przez ¢ kat zawarty miedzy tym odcin-
kiem i dodatnim zwrotem osi A, wtedy wielkosSci r i ¢ wystar-
czaja w zupetnosci do wyznaczenia punktu (a, b), a wiec i liczby

) Karol Fryderyk Gauss, matematyk niemiecki, 1777—1855. Inter-
pretacja geometryczna powyzszej umowy polega na tem, ze plaszczyzne
Gaussa tak ustawiamy, aby jej o$ odcietych pokryta sie z osig liczb
rzeczywistych.
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zespolonej a -f- bi; kat ¢ nazywa sie odchyleniem lub azymu-
tem, a takze argumentem tej liczby zespolonej. Mierzac kat @,
przyjmujemy zwrot dodatni w ten sposoéb, zeby kat miedzy do-
datnig czescig osi x i dodatnig czescig osiy miat za miare czwartg

czes$¢ kata petnego, czyli Kat ¢ nie jest jednak w zu-

petnosci wyznaczony przez a i b, gdyz, dodajagc do niego kat

Rys. 34.

petny, pomnozony przez jakakolwiek liczbe catkowitg, dodatnig
lub ujemna, dostaniemy kat, ktéry réwniez moze by¢ uwazany
za azymut tej samej liczby zespolonej. Jezeli wiec ¢ jest jedng
z wartosci azymutu, to kat ¢ -J- 2nt jest réwniez jedng z war-
tosci azymutu tej samej liczby zespolonej, w zatozeniu, ze n jest
dowolng liczbg rzeczywistg catkowita.
Oznaczajgc
a_ coscp;b—z sing,
r r
mozemy liczbe zespolong napisa¢ w taki sposob:
a-j-bi= rcos@--rsing.i = r(cos@-f-isin @)
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Pierwszy czynnik r jest modutem liczby a -f- bi\ drugi jest
liczbg zespolong
cos @ -f-i sin @,
ktérej modut jest

A wiec kazda liczbe zespolona mozna przedstawic jako
iloczyn jej modutu przez taka liczbe zespolong, ktérej modutem
jest 1

152, Kazdemu dziataniu arytmetycznemu, wykonywanen
nad liczbami zespolonemi, odpowiada pewna konstrukcja geo-
metryczna na plaszczyznie Gaussa.

Przypus¢my, ze chcemy przedstawi¢ geometrycznie sume
dwoch liczb zespolonych a -)- bi, ¢ -f- di, ktérych obrazami geo-
metrycznemi sg punkty A i C (rys. 35). Poniewaz

(@ —bi) jHc +di) = a+cj- b4 |,

Rys. 35.

wiec poszukiwana suma ma za obraz punkt S, ktérego spotrzedne
sg a-j-¢ b-fd tLatwo spostrzec, ze poszukiwany punkt do-
staniemy, prowadzac przez C réwnolegty do OA i odmierzajac
na niej CS = OA tak, azeby zwroty odcinkbw CS i OA byly
zgodne; bo jezeli poprowadzimy przez 5 prostag réwnolegty do
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osi rzednych, przez C rownolegta do osi odcietych, a punkt
przeciecia tych prostych oznaczymy przez D, wtedy otrzymamy
trojkat CDS, przystajacy do trojkata OAA (A' oznacza spodek
prostopadtej, poprowadzonej z A do osi odcietych).
A wiec odcieta punktu S réwna sie
c-f-CD = c-f-a,
a jego rzedna
d+ DS= d-fh
Dwa punkty P i P' symetryczne wzgledem poczatku spét-
rzednych sg obrazami liczb przeciwnych, a wiec takich, ktérych
suma jest zerem (rys. 36).

Rys. 36.

Dwa punkty symetryczne wzgledem osi odcietych (rys. 37)
M i N sg obrazami liczb sprzezonych.

153. Azeby znalez¢ obraz geometryczny iloczynu dwdch
liczb zespolonych, najdogodniej napisa¢ je pod postacia, jakg po-
znaliSmy w 8 151. Przypus¢my wiec, ze A i B sg obrazami
liczb zespolonych a i b, z ktérych pierwsza ma modut rlt od-
chylenie v druga modut r2 odchylenie @2, chcemy znalez¢ punkt
P, ktory jest obrazem iloczynu ab.
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Podtug zatozenia
a = rx(cos@x i sin @y,
b = r2(cos@2+ i sin 42
stad
ab = rx2 (cos<Pi -|- i sin @y (cos<p2 | sin @2 =
= rlr2[(cos @ cos @2—sin  sin @2 4- i {sin qtcos @24*
4- COS gt S/rt qm)],

Rys. 37.

a stosujgc znane wzory gonjometryczne

cos (@l 4- @® = cos @l cos @3— sin qt siiz @2
.sin (px4"d® = sin g cos @4 ~ cos @y Sin @2,
znajdziemy

= rjr, [cos (qt4- @@ 4- i sin 4- @,)]
W tym wzorze rxrv jako iloczyn modutow liczb a i b, jest

modutem iloczynu ab (8 144); gx4~ 42 jest wiec odchyleniem
iloczynu.

Dochodzimy wiec do wniosku, ze odchylenie iloczynu dwéch
liczb zespolonych rowna sie sumie odchylen tych liczb.

To prowadzi do takiej konstrukcji punktu P (rys. 38):niech
/ bedzie tym punktem osi x, ktérego odcieta réwna sie 1, bu-
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dujemy trojkat OBP, podobny do OIA, odmierzajac <€ BOP =
= <f£ 10A = w zwrocie zgodnym z /0/1 i <COBP =
= < OAd4; wierzcholek P tak znalezionego tréjkata jest punk-

tem szukanym.

Rys. 38.

Rys. 39.

Istotnie,
<£I0OP = 4" Ti= ?i + @
OP:0OA = O0OB:01,
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czyli

Tak wiec P jest obrazem tej liczby zespolonej, ktorej mo-
dut jest rxr2 odchylenie @l-f- q® jest wiec obrazem iloczynu ab.
Obraz A odwrotnosci tej liczby, ktorg przedstawia punkt
A, znajdujemy, budujac tréjkat OIA, podobny do tréjkata OAI
(rys. 39) i lezacy po przeciwnej stronie osi odcietych. Rzeczy-
wiscie, suma odchylen
*<f I0A -j- <€ IOA = 27,
co mozna zastgpi¢ przez 0 (§ 151); a poniewaz
OA :01 = OI: 0A,
wiec iloczyn modutdw
OA.OA = 0N = %

iloczyn liczb, ktérych obrazami sg punkty A i A, ma wiec 1
za modut, 0 za argument, jest to wiec liczba

1(cos O -f-isin0) = 1

Widzimy zarazem, ze modut odwrotnosci liczby a jest od-
wrotnoscig modutu tej liczby.

154. Rozpatrywanie poteg liczb zespolonych o dowolnym
wyktadniku, niewymiernym i zespolonym, nie nalezy do zakresu
Algebry Elementarnej; mozemy jedynie zajg¢ sie potegami 0 wy-
kfadniku rzeczywistym wymiernym.

Jezeli n jest liczbg naturalng, wtedy n~a potega liczby ze-
spolonej jest iloczynem n czynnikdéw, z ktérych kazdy réwna
sie tej liczbie zespolonej. Oznaczmy przez r i @ modut i od-
chylenie liczby zespolonej, wtedy modut n~>potegi tej liczby
jest rn, odchylenie /g:

[r (cos@ -f- i sin @)In= rn (cos/lp -j- i sin /(Y.

Ten wzor jest znany pod nazwg wzoru Moivre’a

Jezeli w szczego6lnosci liczba ma modut 1, wtedy ten mo-
dut nie ulega zmianie przy potegowaniu; obrazy wszystkich po-
teg sg punktami okregu kota o promieniu 1 i $rodku w po-
czatku spotrzednych (rys. 40). Punkty A,A2AS.. tak znale-

Algebra 111, 12
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lejne potegi liczby a, ktorej modut jest 1, odchylenie = <CIOA,;
i jezeli ten Kkat jest wspdimierny z katem pelnym, wtedy ist-

Rys. 40.

nieje taka liczba naturalna n, Zze punkt An jest identyczny z A,
czyli
an= a.

Taki przypadek juz znamy: liczba i, majgca odchylenie
% *ma te wihasnos¢, ze
i = i*=16= ... (8 140).
Potegi liczby a o wyktadnikach catkowitych rzeczywistych

ujemnych sg potegami liczby ~ owykladnikach réwnych liczbom

naturalnym; obraz A' liczby — jest symetryczny do A wzgle-

dem osi odcietych, zmienia sie wiec w tym przypadku tylko
zwrot, w ktérym nalezy odmierzaé tuki = IA.
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155. Jezeli poszukujemy pierwiastka n-go stopnia z liczk

zespolonej a, to znaczy, ze mamy znalezé liczbe b, czyniaca
zado$¢ réwnaniu

bn= a;

jezeli wiec r i @ sg wartoscig bezwzgledng i odchyleniem liczby a,
to musi by¢

nalezy jednak uwzgledni¢ (8 151), ze @ nie jest wielkoScig jedno-
znacznie oznaczong, a rozne jej wartosci roznig sie od siebie
0 kat peiny, pomnozony przez liczbe catkowita;

o 2%
gdzie k jest dowolng liczbg catkowita, jest wiec réwniez argu-
mentem liczby a, a co za tem idzie,

moze byC réwniez przyjete jako argument liczby b. Tym sposo-

bem dostajemy r6zne warto$ci pierwiastka, ktére jednak wszyst-

kie majg te samg wartos¢ bezwzgledna; ich argumenty rdznig
2kit

WO |,

Mozna sie przekona¢, ze istnieje doktadnie n réznych liczb,

ktore, podstawione zamiast b w réwnaniu

bn—a,

zamieniajg to roéwnanie na tozsamos¢ lub, inaczej moéwiac, ze
pierwiastek n-go stopnia z liczby zespolonej ma dokladnie
n réznych wartosci.

W rzeczy samej, podstawiajgc w wyrazeniu

zamiast k kolejno wszystkie liczby catkowite od 0 do n—1,
dostaniemy n réznych wielkosci, z ktérych kazda moze by¢
przyjeta za argument liczby b\ wszystkie tak otrzymane liczby b
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sg rozne, bo miedzy ich argumentami niema takich, ktoreby sie
roznity o kat petny, wszystkie réznice miedzy niemi sg mniejsze
od kata petnego; gdybySmy jednak podstawili zamiast k jaka$
inng liczbe catkowitg, wiekszg od «— 1 lub ujemna, to liczba
taka roznitaby sie od jakiej$S wielokrotnosci liczby « o liczbe
dodatnia, mniejsza od «, mozna jg wiec napisa¢ pod postacig

pti -t- K,

gdzie p jest jakakolwiek liczbg catkowitg, k liczbg catkowitg nie
ujemna, mniejsza od «; otrzymalibySmy wiec argument

ktory nalezy do jednej z otrzymanych juz poprzednio wartosci b.

Rys. 41.

Obrazami tych wszystkich liczb b sg wierzchotki «-kata
/—
foremnego, wpisanego w koto o promieniu (\</r i o $rodku w po-

czatku spotrzednych. W szczegd6lnoSci mozemy wykresli¢ cyr-
klem i linjalem wszystkie obrazy pierwiastkow «-go stopnia
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z jednosci dodatniej lub ujemnej, o ile tylko potrafimy zbudo-
wac /vkat foremny.
3’_
Azeby np. znalez¢ wszystkie wartosci V 1, wpisujemy w koto
o $rodku O i promieniu 1 tr6jkat foremny, majacy jeden wierzcho-
tek w punkcie 1, 0 (rys. 41), odcieta dwdch pozostatych Wierzchgj-

kow jest —  rzedna tym sposobem trzy
wartosci szukanego pierwiastka sg

jak to juz znalezliSmy poprzednio innym sposobem (§ 150).

ZADANIA DO ROZDZIALU XIlI.
Nastepujgce wyrazenia sprowadzi¢ do postaci a -j- bi, gdzie
a i b sg liczbami rzeczywistemu
D (—3-j-2i)-j- 2 —1).
2) 1+ 0—(B+ 3.
(™~ 2) ¢+ g0

4) 2(3+ */).

5 i@ —i).

6) (1+/)(2- 0.

7)

8

Roztozy¢ na dwa czynniki zespolone:

9) x2+ y2 10) a2+ 4b2
11) a2+ %2 12) a+ b.
13) a2+ 1 14) 9+ 1
15) 5. 16) 17.
Obliczy¢ nastepujace wyrazenia:

17) 1+ 02 18) 1—22

19) 2 —iV2)2 20) (a+ bi)2— (a — bi)2
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21) 22)
23) 24)
25) 26)
27) 28)
29) 20)
31) 32)
33) 34)
35) 36)
37)

38) Obliczy¢ wartodci bezwzgledne (moduty) nastepujacych
liczb: a) 1+; b) i—1; ¢

Przedstawi¢ te liczby geometrycznie.

39) Rozwigza¢ graficznie zadania 1, 4 — 7.

40) Jak znalez¢ graficznie roznice i iloraz dwoch liczb
zespolonych? Rozwigza¢ graficznie zadania 2, 3, 24 — 32

41) Jakie sg argumenty liczb 1, — 1/, —/, 13+, — 1+/,
—1—/, 1—1

42) Wyrysowac kilka punktéw A, B, C,..., przedstawia-
jacych dowolne liczby zespolone a, b, c,... Jak zmieni sie figura,
ztozona z punktow A, B, C,..., jezeli kazda z liczb a, b, c,...

zostanie pomnozona przez a) — 1, b) /; ¢) —/; d) dowolng
liczbe rzeczywistg ujemng; f) dowolng liczbe czysto urojong;
g) dowolng liczbe zespolong o wartosci bezwzglednej r, argu-
mencie @?

43) Zmienny punkt o spo6trzednych x,y posuwa sie wzdhuz
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linji prostej; jaka linje opisuje obraz liczby ¢ (x }yi), jezeli
c jest liczbg zespolong o module r, argumencie ¢?

44)  Zmienny punkt o spotrzednych u, v posuwa sie wzdtuz
linji prostej; jaka linje opisuje punkt, przedstawiajgcy liczbe
X -j- yi, ktéra jest odwrotnoscig liczby a -j- vi. (RGwnanie tej linji
nalezy znalezC metodg geometrji analitycznej).

45) Obliczy¢ nastepujace iloczyny:

a) (cos 72°  isin 72°) (cos 18°+ i sin 18°)
b) (cos 15° 4 sin 15°) (cos 30° -j- i sin 30°)
€) (cos 20°  *sm 20°) {cos40° i sin 40°).

46) Obliczy¢ nastepujace potegi:

a) (cos 25° 4 *g//z 2509 b) (cos 45° 4~ *-H« 45°)7.

47) Uwzgledniajac, ze —sin@= sin 2 m— @),

cos 21— @) = cos @, obliczyé:
a) (cos 36° — i sin 3605; b) (cos 60° — i sin 6004

48) Obliczy¢ nastepujace potegi:

a (1+i)8 b (1 c) (/3 + )8

49) Sprawdzi¢ wzor Moivre’a (§ 154) dla wyktadnikéw ujem-
nych, obliczajac

(cos@ 4- /sin@)* " —

(cos@4-isin <gn:
_ (cosp—isinpi_ >
(cos@ 4 *sin @)" . (cos@ — i sin@)"

50) Obliczy¢
a) (cos 45° 4" isin 450-3; b) (cos 30° — isin 300-5.
Rozwigza¢ réwnania:
51) 3*2—2*4- 1= 0.
52) x2— (34-/)~+ 4+ 3/= 0.
X4-1_ 2x —*

53. . .
—1 X 4~



Rozwigzania zadan.

1 Niema rozw. 3. Nieozn. 1 rzi.

4. Niemarozw. 5.t = L nieozn. 1 rz.; t — — 1 niema rozw..;
1 1

6. t = — 1 nieozn. zup.; t= 2L

niema rozw.; dla innych

V.
15, —4< X< 4IG A< —2Z N> 2

17. 2< ¥ < 4. 18 3 < x < 5 19

20. Dla kazdego x. 21. 1< X< 2, x > 3

22. a);c<l;2/<;c<2/-]-1;;i>/z
b)2 /| —\ < x <21 x >n.

I oznacza tu liczbe catkowitg dodatnig

23.N< 28 x > L 24 x< —2 — 1< x< Lyx>2
25. * > 4, 2V2< * < 3. 26. |[x|> |a); ax < 0.
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V.

I
5 - >, 1 1%. 29, 3, 37,, 4'/,, « 82

7.12 3 45 8 L2 ir-=

). 10, 210,

1. 27.
VI,
_ 5 _ 41
1. 1365. 2. 63 (V2 -f 1). 3. MK 4. 23 8. 4%~ 6.8 7.73 -

™57 919
m10. 4, 16, 64. 11. §, 12, 18 27. 12. - 9, 27,

—81, 243. 13. 1, 3, 9,... 14. 3, 6, 120 15. 5= 2047 7a = 2

16

18 ©19.2/a— 1+ 2t Vi2— 1
4ax (@a—x) {a-f x)21-3 a ¥

20. a) 18, 446, 744, 073, 709, 551, 615 ziarn; b) 115. 10n hi-
c) 2875. 10! lat. 21. 12 godzin.

IX.

1. 2;4;6;8—1-2—58a)];2;3;4;— — 1
—72 b)—2,—4,—6;,—8; 1,2,5 3. 12, 6, 4 3, 1,— 12, —2
—1.4.a)2;3;4b)—2—3—45a)O,l;L';2,,3;
by 00 L L2 2 2 3 (i. Xlog (p-\-q)—(y—2) log (M-5)-

7.

i), log2+ ~(ggr2+ t (to*2+ i (log2+ *(to*2+ ito*2))).
10. 0,3010; 0,4771; 0,8451; 1,0000. 13. to™ 16 = 4 log 2;
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log5=1 —log 2; log 125= 3(1 —log 2); log 2= 21log 2+
+ log3: log30= log2-f-log 3+ log5; log 1,5= log 3—Ilog 2,
log25= 1—2log 2, log40= 1+ 2 J/og-2; log 3,6 = 2 (/og-2+
-j-log 3) — 1; 0,0036 = 2 2+ [o™3) —4; /<# 1080 =

= 1+2 log2+ 3log3; log —T1( 3log 2 — 1
14. a) 100; b) 1000; c) V\O ; d)

15 1521

16. 0,2800. 17. 0,5916. 18. 0,001885. 19. 0,6789. 20. 0,7555.
21. 0,1376. 22. 1399. 23. 2,885 24.-3,899. 25. 0,953.

26. 0827. 27. 7;4 S 29. 473, — 0,73.

30. 0,774. 31 2. 32 3 33 *= +20,y = % 5
34. 509,8 . 106km2] 1,082 . 1012 &w8; 5,962 . 10u kg. 35. 334.103
masy ziemi. 36. 2572 . 106km. 37. 24,31 km.

X.

1 71800 z+. 2. 9398 z. 3. 524% 4. 27 lat. 5. 24,96.
6. 2089 z+. 7. 6742 z.

X1,

1 134596. 2. 5040. 3. 126. 4, 30240. 5. 7. 6. 1900.
7. 30. 8 27. 9. Un{n—\){n—2){n—?2. 10. 10— 91 = 3265920.
11. 1556 755200; 1480 lat; 2432 430 arkuszy.
12, al3— 1302* + 78ad*2—  — 78a2x" -f 13ax™ — xIK
13. 243 — 810*2+ 1080*4— 720*6+ 240x8— 32x10
14, 1— 14y + 84y2— 280y3+ 560+ — 672+ -f 448+ — 128y7.
15. xnA-2 nxm~xy A-2n (n—)xn~2 * » n {n—1) {n—2)xn~3y*.
16. 1+ 4x + 2*2— 8a3— 5x4-f 8,c5-f 2*e— 4x7-f *8
17.5922. 18 x = 2;y —3;n=5 19 *= 4, y= »n= 8

XII.

1 —1+ /[ 2. —4}2i. 3. —1—32. 4.6+ /[ 5 1+ [
6. 3+ /. 7.5/ 8 a-f-b 9. (x-Fyi)(x —yi).

10. (u +2bi) [a— 2bi). 11
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¥ @) fa—)).
Uu. @3+ @—/N. 1. 2-fHh@—/). 16 @4+ i) @ —).

17. 2i. 18 —2i. 19. 2-4//2. 20. 4abl. 21. —]2—]2/3.
2.1 231 24 1—2/. 25 92+ 33. 26. /. 27. 3+ 2.

28. 30. 1 3.0 32

3.+ 3+ 2). 3#A x6+ 7). 3B @1+ ).

36. 37. +4; + 2. 38. 2 0 2;
d) 2 e) 1 41 43. Prosta. 44. Koto.
45. a) /; b) 46. a)

b) 47. @) — 1 b) 48. a) 16;

b) —32/; ¢) —512/. 50. a) b)

51 52. 1. 2. 2, 53
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