O indukcji na nizszym stopniu nauczania.

W dobie obecnej wiele zajmujg sie reforma nauczania matematyki.
Zwro6cono uwage zar6wno na strone materjalng programu nauki, jak
na formalng — faktycznego wykonania w praktyce; podniesiono nawet
pewne momenty wazne dydaktycznie a poniekad w praktyce nowe,
jak np. rozwijanie myslenia funkcjonalnego. Sa to wszystko kwestje
wielkiej doniostosci pedagogicznej. W rozprawce niniejszej interesuje
mnie 1° nizszy stopien nauczania, a wiec poczatki rachunku, 2° charak-
ter procesu myslenia, jakiego mozna od ucznia na tym stopniu wyma-
ga¢. Wady nauczania poczatkowego kryjag w sobie wiekszos$¢ pdzniej-
szych trudnosci dydaktycznych, sa zbyt czesto powodem niecheci do
przedmiotu u uczni i syzyfowej pracy nauczyciela. Dla tego tez zwré-
cenie uwagi na te wtasnie sfere zagadnienia uwazam za jedna z naj-
pilniejszych potrzeb. Nie mysle tu poruszaé¢ wszelkich nasuwajacych mi
sie wad nauczania: zrobie to kiedyindziej, chce tylko jedng strone kwe-
stji rozpatrzyé—strone formalng, logiczng.

Niema i nie moze by¢ watpliwosci, ze na wszelkich stopniach nau-
czania matematyki uczen musi mysleé. Wszak nawet przy zapo-
znawaniu sie z liczbami pierwszego dziesigtka jest to potrzebne cho-
ciazby w tych drobnych, zaczatkowych zadaniach konkretnych, ktoére
mysli jego sa dostepne. W dziesiatku drugim procesy formalne wyste-
puja wyrazniej, stajac sie panujacemi w dalszych stadjach, gdzie po-
gladowoscia postugiwaé sie juz niepodobna. Jezeli ktos, jak np. Klein )
ogélnikowo twierdzi, ze w szkole nizszej i sredniej wyktad musi by¢
psychologiczny, pogladowy, gienetyczny a dopiero w szkole wyzszej sy-
stematyczny—niczego nas nie uczy, chociazby juz z tego wzgledu ze
samo pojecie, dajmy na to, pogladowosci jest rzeczg tak zlozona. Prze-
dewszystkim zas zamiast takich ogélnikéw, trzeba sobie dokladnie zda¢
sprawe z tych dopuszczalnych psychologicznie proceséw mysle-

') Elementarmathematik vom hoheren Standpunkte aus. wyd. 2-e str. 8, 15.
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nia, ktore na kazdym stadjum s3 mozliwe i tym samym w matema-
tyce konieczne. Pierwsze poczatki nauczania istotnie sg w reku
psychologa nie matematyka, na czym nie zawsze sprawa wygrywa,
tymbardziej gdy sréd psychologéw niema zgody co do najglowniejszych
bodaj zagadniern metodyki.

Wyklad w szkole nizszej i $redniej nie moze by¢ systematyczny,
t. j. opiera¢ sie¢ na definicjach, postulatach i nastepujacej dedukcji, —
jest to rzecz przynajmniej w odniesieniu do klas nizszych szkoly sred-
niej, o ktére nam gldwnie chodzi, zupelnie jasna. Taki wyklad wy-
maga wielkiego wyrobienia i usamodzielnienia aparatu logicznego,
czego znowu od ucznia wymaga¢ na tym poziomie nie mozna. Po-
zostaje jednakze otwarte pytanie, czy odrzucajac wyktad systematyczny,
jako psychologicznie nieodpowiedni, tym samym wykluczamy wszelkie
elementy logiczne, elementy rozumowania? Wszak nikt tego twierdzi¢
nie bedzie. W takim razie, na czym polega ta reszta? Slowa: trakto-
wanie psychologiczne, gienetyczne, pogladowe wyjasniajg malo!). Za-
chodzi wiec potrzeba blizszego zbadania tej sprawy.

W poczatkowym wykladzie rachunku, wyjasniajgc wlasnosci dzia-
tann i wogole glowne zalezno$ci i prawa w Swiecie liczb, wychodzimy
zwykle z oddzielnego faktu liczbowego, ilustrujemy rzecz na oddziel-
nych przykladach, a poézniej uogélniamy. Najczesciej wskazuja tyl-
ko, ,jak sie robi”; a tym samym wspomniane uogolnienie ma cha-
rakter podanego prawidla i koniec na tym. O ile si¢ nieraz spo-
tyka -u autor6w podrecznikéw do nauki rachunku cheé blizszego
wyjasnienia rzeczy, to wyjasnienie czesto roi sie od bledéw logicznych,
naukowych wprost z tego powodu, ze si¢ uprzednio nie zastanowiono,
jakiego procesu rozumowania uzywa¢ mozna zaréwno ze wzgledu na
umysl ucznia, jak i na nature przedmiotu. Dzieki temu ,gienetyczne”
traktowanie staje sie¢ nauka prawidel, a psychologja sprowadza sie do
zaniechania wszelkiej wewnetrznej spdéjni i jednolitosci logicznej, wszel-
kiego jasnego procesu rozumowania. Tylko zadania ratuja sytuacje,
dajac uczniowi pole do samodzielnego ¢wiczenia mysli, ale i tutaj
sztuczne metody—prawidta — z powodzeniem z tg odrobing samodziel-
nosci walczg. Jezeli sie przyjrzymy zwyklemu prowadzeniu lekeji ra-
chunku przy rozwigzywaniu zadan, bez trudnosci zauwazymy, ze naj-
czesciej to rozwigzywanie ma charakter syntetyczny, t. j. na zapytanie

1) Poréw. np. uwagi Hilberta. Grundlagen der Geometrie. wyd. 3-e. 1909. str.
256 —7. Metode gienetyczng rozwija wszechstronniej O. Willmann. Didaktik als Bil-
dungslehre. 3-e wydanie. Brunswik, 1903. 2 tomy. Ostatnie wydanie wyszlo w jed-
nym tomie.
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nauczyciela, jak bedziemy robi¢ zadanie, jeden z uczniéw stawia pierw-
sze pytanie, potym dalsze, przyczym nieraz reszta klasy, albo niektorzy
z tej reszty nie zdajg sobie sprawy z celowosci tego pytania.

Stwierdzajac wyzej niemozliwos$¢é systematycznego wyktadu ra-
chunku (metody aksjomatycznej), nie chcemy przez to powiedzie¢, ze
metoda ta przestaje dla nas by¢ idealem, do ktérego si¢ na wyzszym
stopniu nauczania dazyé winno. Ale realizacja idealu zalezy od mo-
zliwosci wykonania. Tu rozstrzyga doswiadczenie, badania psychologicz-
ne. Niemozliwosé¢ dedukcji w czystej formie nie wylacza mozliwosci
swojego rodzaju indukcji, ale to ostatnie zalezy od blizszego wejrzenia
w nature przedmiotu, do czego obecnie przejdziemy.

W znanej ogoélnie ksigzce wybitny uczony francuski H. Poiucaré
podkreslit znaczenie w matematyce wogdle, a w arytmetyce w szcze-
golnosci t. zw. indukcji matematycznej. Oczywiscie nie trzeba tu wy-
jasnia¢, czym jest indukcja matematyczna, jako taka. Wazny jest nad-
zwyczajnie dla nas ten fakt, ze przynajmniej lwia cze$¢ prawd arytme-
tyki poczgtkowej da sie na tej drodze uzasadni¢. Wykazanie tego jest
wielkg zastugg prof. S. Zaremby ') i ma moim zdaniem wielkic znacze-
nie w poruszonej kwestji. Kazde rozumowanie na tle indukcji mate-
matycznej sklada sie z 2 wyraznych czesci: 1° bezposredniego stwier-
dzenia danej praway dlajednego lub kilku pierwszych kolejnych przy-
padkéw poszczegolnych, i 2° wlasciwego rozumowania od n do n-12).
To ostatnie ma wszelkie kwalifikacje do tego, aby zaliczy¢ t. zw. in-
dukcje matematyczng do sui generis rozumowania dedukcyjnego, dla
matematyki wlasciwego. W nauczaniu szkolnym ten drugi moment
opuszczamy, poprzestajac na pierwszym w wielu razach, mianowicie
tych, gdzie indukcja matematyczna ma zastosowanie. Np. wyprowa-
dzamy sposob dodawania liczb calkowitych 2-cyfrowych, 3-cyfrowych
i t. p., a nastepnie uwazamy, ze ten spos6b postepowania jest stuszny
dla liczb o jakiejkolwiek liczbie cyfr. W wyktadzie $cistym nie bylo-
by to dopuszczalne i musialoby wejsé¢ uzupelniajace ogniwo drugie.
Zaktadajac np., ze proces dodawania jest stuszny dla liczb n—cyfro-
wych bez trudnosci na zasadzie praw lgcznosci i przemiennosci wyka-
zaliby$my, ze bedzie stuszny dlaliczb n+-1-cyfrowych. Takie opuszcze-
nie 2-go momentu w nauczaniu opiera sie¢ na wprowadzeniu nowego

') Patrz S. Zaremba. Zarys pierwszych zasad teoryi liczb calkowitych. Kra-
kow, 1907. ~Nak. Ak. Um,

*) Istnieje réwniez t. zw. indukcja wsteczna, t. j. rozumowanie od 7 do n—I,
ale nietrudno wykazaé, ze musi si¢ ona oprzeé¢ na indukeji pierwszego rodzaju. Np.
dowdd Cauchy’ego o sredniej arytmetycznej i gieometryczne;j.
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postulatu bez wyraznego zaznaczenia tego. Zgodnie z tym postulatem
wymagamy jednostajnosci postepowania formalnego, niezaleznej od licz-
by cyfr, od wielkosci i polozenia liczby w ciggu naturalaym. Wundt
to nazywa Gleichférmigkeit der Zahlgesetze!). Taki postulat nadaje
procesowi rozumowania w tych przypadkach cechy indukc;ji.

Indukcja, o ile dotyczy wyprowadzania sagdéw, a nie wyjasnienia
poje¢, jak np. w znanej jeszcze w starozytnosci metodzie sokratycznej,
ukazuje sig¢ zwykle w 2 postaciach, znanych jeszcze Arystotelesowi, kto-
re nazwano poOzniej: inductio completa i incompleta. Jesli np. wypro-
wadzam przez zwyczajne wyliczenie sad, ze wszystkie osoby znajdujg-
ce sie w tym pokoju sa Polakami, rozumuje na tle indukcji zupelnej
(tak czasem nazywajg indukcje matematyczng: vollstindige Induction 2).
Jezeli zas wyprowadzam wniosek: wszystkie ciala spadajg, opieram go
oczywiscie nie na bezposrednim przeliczeniu wszystkich cial na ziemi,
a tymbardziej w przestrzeni niebieskiej. Wobec tego musi ten wniosek
oprze¢ sie na pewnych przestankach ubocznych. W badaniu przyrody
w szerszym tego slowa znaczeniu do takich przestanek nalezy postulat
jednostajnosci dziatan przyrody, jak rowniez t. zw. prawo przyczynowosci.
Te przestanki umozliwiajg wniosek w nauce doswiadczalnej oraz sta-
nowig ukryty spiritus movens w rozumowaniu na tle indukcji niezupel-
nej. Poprzednio zaznaczona wundtowska Gleichférmigkeit i wspomnia-
ne przeslanki wnioskowania indukcyjnego w badaniu przyrody wska-
zujg na pewng analogje, ktora uprawnia nas do nazwania powyzej za-
znaczonego procesu rozumowania w nauce rachunku indukcyjnym w tym
drugim znaczeniu.

Zwykle sie sadzi, ze w indukcji przechodzimy od sadéw pojedyni-
czych do sagdow ogdlnych, w dedukcji zas odwrotnie. Tymczasem matema-
tyka—6w wzoér dedukcyjnego rozumowania—nastrecza niejeden przyktad,
gdzie wychodzimy rowniez z sadow pojedyriczych. Tak sie dzieje w in-
dukcji matematycznej. Gdy wykazuje, ze II,=1.2.... n, wychodze z sadow
pojedyniczych: II, =1, II,=1.2, a pozniej stosuje owa kapitalng czes¢
tego rozumowania — przejscie od II; do Il;;. Gdy udowadniam, ze
-q;—:—:—za”—‘—[-a”—?b—l— ..+ b1 sprawdzam to najpierw na przykla-

oa=—=b g et bt - a®—b®
Wohs g S bt W bl e
k.. hk

zakltadajae stusznos¢ twierdzenia dla %:T’ za pomocg zwyklego

=a®>-+ab 4+ b* 1 nastepnie,

1) Wundt. Logik. Tom TI str. 144, wyd. 3-e. 1907.
?) Patrz np. Weber und Wellstein. Encyklopidie der Elementar-Mathematik. T. 1.
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dzielenia wykazuje stusznos¢ tegoz dla Faeics o, Nawet w gieometrji

to samo da sie zauwazy¢.

Jako przyklad wezmiemy dowéd E. Moore’a twierdzenia 5 na str. 6
wspomnianej ksiazki Hilberta. Twierdzenie to brzmi: Jezeli dany jest
jakikolwiek skoriczony zbiér punktéw prostej, to mozna te punkty w ta-
ki sposob oznaczy¢ przez A, B, C, D, E,....., K, iz punkt oznaczony
przez B znajduje sie miedzy A z jednejstronyi C,D, E, .., K z dru-
giej, dalej punkt ¢ miedzy 4, B z jednej strony i D, E,..., K z dru-
giej, tak samo D miedzy A, B, C z jednej strony i E,..., K, z drugiej
it. d. Précz tego sposobu oznaczenia istnieje tylko odwrotny: K, ...., K,
D, C, B, A, ktory posiada te samg wlasno$¢. Dowodu Hilbert zwyczajem
swym — niezupelnie fortunnym i nawet pod wzgledem naukowym po-
prawnym—nie podaje. Znalez¢ go mozna procz u samego Moore’a (cyt.
u Hilberta) u Killinga!). Dowdéd ten jest oparty na indukcji matema-
tyczne;j. :

Wiadomo dalej, ze wiele twierdzen w gieometrji opiera sie na roz-
patrzeniu poszczegolnych przypadkow (inductio completa): np. twier-
dzenie o kacie obwodowym, o prostej réwnoleglej do jednego z bo-
kow trojkata (Thales’a), o kwadracie boku w trojkacie, o sumie katow
wewnetrznych wieloboku wypuklego i t. p. Przy tak zwanej zas dys-
kusji zadan spotykamy to na kazdym kroku. Przypomne tu dalej, ze
t. zw. dowdd apagogiczny (reductio ad absurdum) bardzo czesto pole-
ga na obaleniu mozliwych przypuszczen niezgodnych z postawionym
twierdzeniem?). W dedukcyjnym rozumowaniu tez nieraz uogdélniamy,
ale uogdlnienie to nie opiera sie na zadnych ubocznych przestankach.
W tym wlasnie widzimy glowng réznice pomiedzy indukcja a dedukcja.
Z drugiej strony w rozumowaniu indukcyjnym nieraz opieramy sie na
sadach ogolnych. Wobec tego mozemy indukcyjne rozumowanie (in-
ductio incompleta) okresla¢ jak nastepuje: jest to taki sposoéb
rozumowania, przy ktérym sprawdzamy sady ogdlne,
wychodzaczsagdow podporzadkowanych pojedynczych
lub ogélnych i opierajgc sie na prawie przyczyno-
wosci oraz postulacie jednostajnosci dzialan przy-
rody.

) Killing und Hovestadt. Handbuch des mathematischen Unterrichts I. Lipsk,
1910. str. 9.

%) W-teorji mnogosci istnieje t. zw. prawo trichomji analogiczne do trzech
mozliwych sadéw o 2 wielkosciach A i B skonczonych: A>B, A=B, A<B. To
prawo trichomji, nieudowodnione dotad ani obalone, moze by¢ uwazane za takg prze-
slanke, o ile stosowaé ja chcemy do zbioréw nieskoficzonych.

\AAAANA FOIN N
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Dla dziecka, poznajacego liczby pierwszego dziesigtka, kazda z tych
liczb, dla matematyka zas, zajmujacego sie teorja liczb, dana kilkudziesie-
ciocyfrowa liczba jest jakby faktem oddzielnym. Dziecko na tle ele-
mentarnych dzialan przy pomocy pogladu poznaje zwiazek danej liczby
z mniejszemi, matematyk za$ stosuje swe zmudne metody do tej liczby
w celu odkrycia np. faktu, czy jest pierwsza czy nie. Obaj wlasciwie
sq jakby w tym samym polozeniu. Spostrzezenie to proste ma jednak-
ze nieposlednig wartos¢ dydaktyczna, a z drugiej strony popiera wy-
zej powiedziane. Tutaj moga zachodzi¢ tylko oddzielne spostrzeze-
nia, a mozliwe uogolnienia maja charakter wybitnie indukcyjny. Dziec-
ko, ktoére raz spostrzeglo, ze 2+ 3=3-}2 posiada gotowa predyspo-
zycje w pewnym mniejszym lub wiekszym stopniu do tego, by sadzi¢,
ze 74 2=2-+7. Uogolnia ono czesto bezkrytycznie i nieraz potrzebna
jest wielka ostroznos¢, by takiemu uogolnieniu zapobiec. Wszak w his-
torji matematyki napotka¢ mozna nawet w pismach pisarzy wybitnych
tego rodzaju uogdlnienia z indukcji. Jako przyklad wezmy t. zw. twier-
on—2

dzenie chiﬁskie, wedtug ktérego liczba jest calkowita, gdy n jest

liczbg pierwsza, i ulamkiem, jezeli n jest liczba ztozong. Twierdzenie
to przestaje byc¢ sluszne, gdy n= 341, jak to wykazal p. Banachiewicz?),
a dla wszystkich mniejszych wartosci catkowitych n sprawdza sie. Ma-
tematyk chinski drogg prob przekonal sie o jego slusznosci dla pierw-
szych warto$ci n i natychmiast uogolnit?). W zakresie liczb, z ktéremi
operujemy zwykle, twierdzenie to jest oczywiscie sluszne tak samo, jak
w uzytku praktycznym dwie liczby niewymierne, posiadajace kilkanascie,
dajmy na to, pierwszych znakéw dziesietnych po przecinku réwnych,
uwazamy za rowne. Metoda podobnego uogoélniania nie jest wlasciwa
matematyce, jako nauce $cistej, ale ze w ten sposob nie jedna prawda
zostala odkryta (jezeli nie wiekszos¢), o tym watpi¢ nie mozna. Mate-
matyka egipska np. miata charakter empirycznych prawidel takich sa-
mych, jakie obecnie posiadaja mularze, blacharze i t. p., ktérzy niejed-
nokrotnie rozwiazujag w sposéb zadziwiajaco prosty zagadnienia mate-
matycznie trudne, wymagajgce w nauce zawilych metod. Wyklad sy-
stematyczny jest najczesciej obrobieniem gotowego materjalu, jest poz-
niejszg faza rozwoju matematycznej mysli. Nauczanie na nizszym stop-
niu nie moze by¢ systematyczne, a wiec, jezeli ma by¢ prowadzone

) O zwigzku pomiedzy pewnym twierdzeniem matematykow chinskich i t. d.
Sprawozd. wyd. nauk. mat.-przyr. Tow. N. w Warszawie. 1909. Str. 7.

?) Dobry jest rowniez przyklad Eulera, wedlug ktérego wyrazenie: x*-}-x--41
dla x=0, 1, 2.. az do x=40 jest liczbg pierwsza, za§ dla x =41 jest zlozong..
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przez uczacych Swiadomie, musi uwzglednia¢ te metody badania, kto-
re sg wlasciwe umystowi ludzkiemu. Sa to metody indukcyjne. Fak-
tycznie nieraz w nauczaniu postugujemy sie niemi na tym stopniu, ale
to postugiwynie sig nie ma w sobie pierwiastka swiadomego, obmysla-
nego sposobu postepowania. Stad rézne wady i niekonsekwencje.

Metodg rozumowania w nauczaniu poczatkéw moze
byé¢ tylko metoda samodzielnego rozumowania ucznia.
Jest to og6lny postulat dydaktyczny. Wiele brakow naszego naucza-
nia powstaje stad, ze wymagamy od mysli niedojrzatej ucznia takiej
metody, jaka nie moze by¢ jej wlasciwg, a stad powstaje caly szereg
nieporozumieni i kucie... dowodzen, t. j., ze tak powiem dydaktyczne
contradictio in adjecto.

Falszywe i pochopne uogoélnienia uczniow niech nas nie przestra-
szaja, nie bojmy sie o losy nauki ani o sprawnos¢ myslowg naszych
pupilow. Nie myli sie ten, kto nie mysliy a w omylkach jest czasem
wiecej pouczenia, niz w suchej in verbis magistri podanej prawdzie.
Wszak prawda musi by¢ dla nas wartoscig subjektywna, o ile ma nas
obchodzi¢ i o ile nie jestesmy filozofami tak jak nasi uczniowie. Te
warto$¢ subjektywng prawdy okresla samodzielnosé¢ odkrycia, ktore jest
mozliwe tylko wtedy, gdy operujemy metoda naszej mysli, poziomowi
jej wlasciwa. Naduzywanie owego postulatu (Gleichférmigkeit der Zahl-
gesetze) i ryczaltowe uogolnienia, skorygowane odpowiednio przez nau-
czyciela i przez wlasne dochodzenie, naucza lepiej ucznia o wartosci
metody dedukcyjnej, niz droga odwrotna, a tymbardziej zaniechanie
wszelkiego celowego postepowania. ‘

Powyzej wyszliSmy z t. zw. indukcji matematycznej, ktora nie
obejmuje jednakze calej arytmetyki poczatkowej np. nauki o ulamkach.
Byl to wygodny punkt wyjscia dla wyjasnienia rozwijanej tu mysli, ale
zasadniczo postepowanie indukcyjne dzieki temu sie nie zmieni réwniez
w tych przypadkach, gdzie indukcja matematyczna w wykladzie syste-
matycznym miejsca nie ma. Przejdziemy wtlasnie teraz do przykladow,
ktore najlepiej rzecz wyjasnig.

Kurs zwyczajny arytmetyki dzieli sie zwykle na 3 czesci: nau-
ke o liczbach calkowitych, ulamkach, o stosunku i zadaniach, ktorych
rozwigzanie oparte jest na pojeciu zaleznosci proporcjonalnej. Podzial
ten nie znaczy, aby przy nauce o liczbach catlkowitych nie mozna bylo
méwi¢ o ulamkach w odpowiedniej formie, albo nie rozwigzywa¢ jesz-
cze w zaczatkach nawet nauki zadan, uprawianych w dziale trzecim.
Gdybys$my tak postepowali, przeczyloby to zasadzie indukcji najzupet-
niej. Wyzej méwiliSmy o wnioskowaniu indukcyjnym, ale przy naucza-
niu wazne jest réwniez indukcyjne wyrabianie pojeé. W tym tkwi
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jedna z podstaw kazdego t. zw. propedeutycznego kursu. Cala nauka
rachunku jest propedeutyka arytmetyki, czyli t. zw. algiebry na stopniu
srednim, a w tej nauce rachunku istnieje caly szereg poje¢, ktore na-
lezy stopniowo przygotowywaé, rozklada¢ na dluzsze okresy
czasu, pozwala¢ im rosngé. W tym tkwi idea gienetycznego trakto-
wania przedmiotu, z ktoérej wynika, ze w odpowiedniej formie, w naj-
elementarniejszych przejawach nalezy rzecz zaczyna¢ wczesnie, przy-
gotowywaé¢ do wiecej systematycznego, pédzniejszego ujecia. A wiec
jeszcze w pierwszych 2 dziesigtkach mozna moéwi¢ o polowie, trzeciej
czedci, czwartej, piatej i t. p., ilustrujgc rzecz konkretnemi przykta-
dami pogladowo. Mozna ksztalci¢ réwniez na odnosnych zadaniach
pierwsze zaczatki pojecia zaleznosci proporcjonalnej, np.: jezeli 1 funt
chleba kosztuje 3 kop., ile kosztujg 2, 3 i t. d. funtéw chleba. W ten
spos6b wspomniany wyzej podzial kursu ma sens tylko w znacze-
niu systematyczniejszego traktowania odnosnych dziatow, przy kto-
rym zbieramy najpierw zdobyte wiadomosci, uporzgdkowujemy je i po-
glebiamy.

To samo, co dotyczy calych dzialow, stosuje sie¢ rowniez do od-
dzielnych momentow nauki. Wezmy, dajmy na to, dodawanie. Wyklad
systematyczny wykazuje potrzebe podkreslenia prawa lacznosci, prze-
miennosci, twierdzen o dodawaniu sumy, dodawaniu do sumy, wymaga
wreszcie pojecia o liczbie jako o pewnej sumie. Te wszystkie momen-
ty powinny by¢ celowo i powoli wyjasnione na liczbach mniejszych’
przy zadaniach konkretnych i przykladach liczbowych i tylko wtedy
sam pOzniejszy sposob dodawania stanie si¢ jasny i $wiadomy. Pra-
wa lgecznosci i przemiennosci wystepuja juz w dziesiatku pierwszym,
a dodawanie sumy i dodawanie do sumy w dziesiatkach nastgpnych.
Uczacy, zachowujgc tu stopniowanie, potrzebne przy rachunku pamie-
ciowym, te rzeczy wskazuje i wyjasnia. Oczywiscie nie znaczy to, aby
w pamieci wykonywano dzialania tak, jak pozniej piSmiennie, potrzebna
tu jest swoboda i liczenie si¢ z wygodniejszym sposobem, ktory wias-
nie pozwoli nalezycie opanowa¢ wspomniane rzeczy. To samo doty-
czy innych dziatan i takich np. kwestji jak tabliczka mnozenia i cechy
podzielnosci. Tabliczke mnozenia cze¢sto wykuwaja uczniowie jakby
jednorazowo zgodnie z owg starozytna metoda mnemotechniczng. Le-
piej daleko, aby sami uczniowie po zaznajomieniu si¢ praktycznym w za-
daniach i przykladach z czesciami tabliczki zapisywali p6zniej w kaje-
tach mnozenie przez 2, przez 3 i t. d. Co sie tyczy cech podzielnosci,
te zwykle odsuwane sg na koniec kursu liczb calkowitych i trakto-
wane jednorazowo, przyczym zwykle podawane sg wyjasnienia bar-
dzo problematyczne, tymbardziej ze uczen przecigtny dokladnego do-
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wodu nie w stanie jest przyswoi¢. Lepiej obra¢ inng droge. W mia-
re zaznajamiania sie z ciagiem naturalnym wydzielamy z niego licz-
by, dzielgce sie przez 2, 3, 5 i t. p. i ukladamy nowe ciagi. Latwe
jest spostrzezenie co do liczb dzielacych sie przez 2 i przez 5. Nieco
trudniejsze przez 3, ale przy pewnej umiejetnosci nauczyciela mozna
znang ceche uczniom podsungé. Przekonaja sie bezposrednio, ze spel-
nia sie ona dla ciggu liczb im znanego, wtedy nauczyciel proponuje
aby napisali liczbe jakgkolwiek, ktora spetnia warunki cechy i natych-
miast wykazuje, Zze nastepna w ciagu dzielacych si¢ przez trzy réowniez
ten warunek speilia?!). Tak samo z innemi cechami.

Tych przyktadow chyba wystarcza dla wyjasnienia metody trakto-
wania liczb catkowitych: wszak artykul nie jest metodyka.

W nauce ulamkéw mysl zasadnicza pozostaje w swej sile. Kom-
plikuje si¢ tu sprawa tym, ze potrzebne sg definicje dziatan,
gdyz, jak wiadomo, w wykladzie systematycznym utamki stanowia no-
wy rodzaj liczb, pierwszy stopien dalszego rozszerzenia pojecia liczby 2);
stad dzialania z utamkami wymagaja nowych definicji. Zwykle popel-
nia si¢ niedopuszczalny naukowo, a tym samym niepotrzebny dy-
daktycznie blad, uwazajac dzialania te za cos jakby danego i usilujac
wyjasni¢ sam proces ich wykonania. Nie od rzeczy tu bedzie kilka
uwag poswieci¢ samym definicjom wogéle i definjowaniu na réznych
stopniach nauczania, sprawa to bowiem bardzo wazna.

Definicje na stopniu nizszym grzesza bardzo czesto niescistoscia,
nienaukowoscia, a przedewszystkim tym, ze wlasciwie niczego nie da-
ja i sa tylko materjalem do wykuwania. Na stopniu wyzszym procz
wad powyzej zaznaczonych definicje zbyt czesto majg charakter syn-
tetyczny. Zacznijmy od tego. W wykladzie systematycznym, ktéry
jest rezultatem, wykonczeniem pracy naukowej, definicje czesto zjawia-
ja sie, szczegolniej dla czlowieka mniej przygotowanego, jak deus ex
machina. W kazdej takiej definicji zaklada sie istnienie i niesprzecz-
nos¢ definjowanej rzeczy. Wyjasnijmy rzecz na przykladzie. Okreslam
proste réwnolegte: dwie proste, ktore leza w tej samej plaszczyznie i nie
przecinajg sig, nazywam rownoleglemi. To okreslenie przypuszcza istnie-
nie takich prostych czyli, co czesto (nie zawsze) na jedno wychodzi

1) Cechy podzielnosci przez 3, 7, 9, 11, 13, t. j. zwykle uzywane w szkole
bez trudnosci mozna réwniez wyprowadzi¢ za pomocs indukcji matematycznej. Rzecz
ta zastluguje na uwage uczacych,

*) Patrz wyborny artykut prof, Lomnickiego p. t. ,Kolejne rozszerzanie zakre-
su pojecia liczby“, Wiad. Mat. t. XV. 1911.
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(w logice opartej na zasadzie sprzecznosci)!), brak sprzecznosci pomie-
dzy pojeciem prostych rownoleglych a innemi pojeciami gieometrji.
Skadingd wiadomo, ze tej sprzecznosci niema, ale wiadomo temu, kto-
ry daje wyklad systematyczny, ale nie temu, ktéry nauke i myslenie
nad danemi objektami rozpoczyna. Zaréwno $cistlos¢ naukowa, jak
wzgledy pedagogiczne wymagaja, aby przed podaniem podobnej defi-
nicji wyjasni¢ uczacemu sie¢ mozliwos¢ pojecia prostych réownolegtych,
jako wynik dotychczasowej jego wiedzy; jednym slowem definicja syn-
tetyczna musi by¢ zastapiona przez analityczna, ktéora w formie zwieztej
i jasnej rozwija istotne cechy znanego pojecia, do pewnego stopnia ufor-
mowanego przed definicja. Definicja jest potrzebna dla sily argumentacji
i Scistego rozumowania, ale ona nie daje przedmiotu, jak deus ex machina,
przynajmniej nie powinna go dawa¢ w nauczaniu szkolnym. Nie méwie tu-
o definicjach blednych albo pozornych, marnych tautologjach, ktére nicze-
go nie daja, a sa uzywane tylko dzieki tradycji i w celu zados¢uczynienia
niemadrej pedanterji. Do takich np. nalezy definicja starozytna liczby:
liczba jest rezultatem pomiaru i liczenia. Trzeba samemu by¢ zbyt mato
krytycznym i wierzyé w pozytek takiego nonsensu, aby go podawaé do
nauczenia si¢ na pamie¢, jak to dawniej robiono. Na stopniu nizszym
definicja Scista jest niemozliwa, nie odpowiada bowiem rozwojowi umy-
stlowemu dzieci, ale obejs¢ sie bez segregacji poje¢ zdobywanych nie
mozemy, powstaje wiec pytanie, jak tu sobie dawa¢ rade. W zaczatku
nauczania nalezy—ze tak powiem—dawac definicje przez poglad iprzez
dziatanie. Lacze dwie i trzy kulki na przyrzagdzie rachunkowym
i powiadam: ,dodaje kulki”. Rozwiazuje proste zadanie konkretne na
dodawanie i podkreslam fakt, ze tu dodaje. Przez taka praktyke i przez
umiejetny dobor zadan na przyktadach uwypuklaja sie cechy dodawa-
nia i one wlasnie w sumie swej stanowig owa definicje bez stow, bez
stformulowania, tworzywo gienetyczne definicji $cistej. Jezeli dziecko
$wiadomie stosuje operacje arytmetyczne, jezeli Swiadomie wykonywa
dany rachunek, nauczyciel ma sprawdzian dostateczny istnienia po-
trzebnych mu czynnikow mysli u dzieci. Powoli zaczna przyzwyczajac sie
do formulowania swoich poje¢. Kiedy to mozna robié¢, zalezy od tak-
tu i inteligiencji pedagogicznej nauczyciela.

W kursie utamkow mozna i nalezy sobie pozwoli¢ na okresla-
nie dzialan. Wezmy dla przykladu mnozenie. Przed tym musza by¢

) Patrz J. Lukasiewicz. O zasadzie sprzecznosci u Arystotelesa. Krakéw, 1910.
Autor tutaj nie porusza uzgodnienia definicji wyraZnie, ale rozwazania jego sa bardzo
pouczajace, jakkolwiek w odniesieniu do pojg¢ matematycznych nie wolne od niepo-
rozumien,
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znane nastepujace rzeczy. 1° oznaczanie czesci calosci i zwigzane
z tym 2 dzialania; 2° rozwiazywanie zadan konkretnych, w ktérych to
oznaczanie wystepuje w odpowiedniej formie, np. metr tasmy kosztu-

je 60 kop., ile kosztuje % m.; 3° ten fakt, ze kazdg liczbe calkowita

moge przedstawi¢ w postaci utamka (wyjasnienie konkretne i formal-
ne). Tych faktow wystarcza, aby przez analogje z mnozeniem liczb
calkowitych nazwa¢ mnozeniem przez utamek mnozenie przez jego
licznik i podzielenie przez mianownik. Nauczyciel moze w powyz-

szym przyktadzie - m zamieni¢ na decymetry, dowiedzie¢ sie ile kosz-

tuje 1 dec. i nastepnie wykona¢ mnozenie liczb calkowitych. To sa-
mo przez zwyczajne znajdywanie czesci calosci. Jako dobry przyktad
moze sluzy¢ tutaj rowniez obliczanie pola prostokata, ktérego wymia-
ry mozna wyrazi¢ liczbg calkowita w jednostkach drobniejszych albo
ulamkiem, uzywajac wiekszych jednostek. Tak samo widzimy, ze znaj-

d s dbi 15 it : i e
ywanie, dajmy na to, ~ calosci jest réwnowazne mnozeniu przez 5.

Tych analogji, popartych odnosnemi zadaniami, wystarcza do definicji
mnozenia ulamkéw. W podobny sposéb mozemy postepowaé i przy
dzieleniu, przyczym ilustracja gieometryczna (odcinek, prostokat) moze
odda¢ wielkie ustugi.

Nauka o utamkach uzupelnia sie przez pojecie stosunku, jako naj-
ogolniejszej formy liczby wymiernej. Pojecie stosunku w zwigzku z po-
jeciem zaleznos$ci proporcjonalnej stanowia kapitalny moment w trze-
cim rozdziale zwyklego kursu rachunku. Pojecia te rowniez rozwijaé
sie¢ winny w zwigzku z konkretnemi przykladami, a rozwigzywanie za-
dan na t. zw. regute trzech nie wymaga nic wigcej ponad wyjasnienie
tych poje¢. W rozwigzywaniu zadan na zlozona regule trzech mamy
przyklad rozumowania indukcyjnego z zastosowaniem wspomnianego
postulatu, o ile chodzi o wykazanie niezalezno$ci procesu rozwiazania
od liczby danych stosunkow.

Mnozenie i dzielenie przez stosunek najzupelniej w tych zadaniach
wystarcza, tymbardziej, gdy si¢ zwréci uwage na analogje pomiedzy
poprzednio znanemi operacjami znajdywania czesci calosci i calosci
z danej czesci.

Pojecie zaleznosci proporcjonalnej, tak wazne w zastosowaniach,
zwykle szwankuje, gdyz zbyt wiele zwracamy uwagi na forme i sza-
blon, zbyt malo za$ na istote rzeczy, na przyklady konkretne i cechy
charakterystyczne.

Jako pierwszy widoczniejszy przyklad zaleznosci funkcjonalnej,

Wektor. 3
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proporcjonalno$é wymaga szczegélnej pieczy i byloby bardzo pozy-
teczne, gdyby wzorem Anglikow zaczeto tu juz stosowa¢ metode gra-
ficzna.

Wychodzac z ukladania tabliczek np. wartosci réznych ilosci to-
waru przy danej cenie, wymiaréw prostokata przy danym polu, diu-
gosci ramienia dzwigni przy réznych obcigzeniach i danym momen-
cie i t. p. ksztalcimy pojecie proporcjonalnosci. Nastepnie, przygla-
dajac sie jednej z takich tabliczek liczb, zwracamy uwage na stalos¢
pewnych stosunkéw i iloczynow, a stad wyprowadzamy metode krot-
sza dalszego rozwijania tabliczki czyli rozwigzywania zadan. Nie be-
de w tym miejscu blizej w te kwestje wchodzil, gdyz idzie mi o przy-
klad, a ten jest widoczny.

Poznane wlasciwosci liczb lub tez procesy postepowania, dziata-
nia mozemy wyraza¢ bardzo czesto z pozytkiem nie w szacie slownej,
jak to ongi robiono wobec braku symboli, ale w szacie symbolicznej,
uzywajac oznaczen literowych. Nie jest to, szanowny czytelniku, al-
giebra jeszcze, jakkolwiek sa litery, jest to tylko dobry i naukowo
oraz metodycznie uzasadniony sposob nauczania.

Wezme przyklad na poczatek. Jezeli dzielenie nie obywa sig bez
reszty, wmawiamy w naszych uczniow, ze dzielna rowna si¢ dzielniko-
wi pomnozonemu przez iloraz wigcej reszta. Powiedzialem wmawia-
my, bo jezeli sprawy sie nie traktuje indukcyjnie, rozktadajac na dhuz-
sze okresy czasu, ilustrujgc na poszczegolnych przykladach przy rosng-
cym zakresie liczbowym, podanie takiego twierdzenia jest wmawianiem.
Ale mniejsza o to, chodzi tu nam o co innego. Powiadam, ze twier-
dzenie powyzsze mozna wyrazi¢ symbolicznie tak: D=d.l-}r, gdzie
D—dzielna, d—dzielnik, l—iloraz, a r—reszta. Twierdze, ze takie ozna-
czenie jest mozliwe i dla umyslowosci ucznia na tym poziomie przy-
stepne, twierdze na zasadzie wlasnego doswiadczenia i doswiadczenia,
ktorym sie podzielit z czytajgca publicznoscig prof. Dewey z Ameryki,
ktory tego rodzaju oznaczenia stosuje juz w szkole poczatkowej. Mo-
zliwo$é Jub niemozliwos¢ podobnych rzeczy moze uzasadni¢ tylko do-
$wiadczenie. Kto nie wierzy, niech sine ira et studio sprobuje. Twier-
dze dalej, ze jest to pozyteczne. Kazde krotkie i jasne sformutowanie
mysli jest dla umystu pozyteczne, a temu warunkowi powyzszy sposob
zado$¢ czyni. To jedno. Takie sformulowanie chroni od bledéw. Ucznio-
wie np. wiedza, ze jezeli dzielna i dzielnik maja na koricu zera, mozna
jednakows liczbe tych zer tu i tam skresli¢. Przyzwyczajajg sie¢ do
tego, gdy dzielenie odbywa sig bez reszty, a péZniej stosuja w drugim
przypadku — gdy jest reszta i.. zapisuja mylng reszte. Tymczasem
uswiadomienie sobie jasne powyzszej formuly oraz znajomos¢ elemen-
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tarnych wtasnosci podzielnosci sumy (zdobytych na drodze indukcyjnej)
uchroni ich od tego bledu.

Takich przykltadow przytoczy¢ mozna wiele, np. (a-b)e= ac-bc,
m +%=ﬁbb—+7a i t. d. Ten ostatni przyklad przytoczylem umysl-
nie, gdyz uczniowie popelniaja tu bardzo czgsto btedy. Bledy uczniow-
skie bywajg roznego rodzaju: indywidualne i niejako powszechne. Te
ostatnie uwarunkowane sg zapewne ,jednolito$cia” nauczania, ale bez-
watpienia majg tez powody w pewnych wlasciwos$ciach umystu mtodego.
a—-+tb

a

Skracanie

przez a jest bardzo czeste, odruchowym niemal ble-

dem dla wielu uczniéw. Takie bledy ucza nauczyciela i ucznia. Po-
dobne symboliczne wyrazenia moga znakomicie zastapi¢ definicje
zmudna.

Wprowadzenie symbolow ogolnych stanowi¢ moze most pomiedzy
indukcja a dedukcja, pomiedzy rachunkiem poczatkowym a algiebra na
stopniu sSrednim, wyplywajacy z samej natury i sposobu rozumowania
WyZzej zaznaczonego.

Daleki jestem od mysli, ze udato mi si¢ kwestje wyczerpa¢. Daloby
si¢ tu jeszcze wiele powiedzie¢. Nie wyrzekam sie tez mysli ponowne-
go zabrania glosu, co tym rychlej moze nastgpic, jezeli ta wazna spra-
wa zainteresuje uczacych. Psychologja w nauczaniu matematyki o tyle

- jest potrzebna, o ile pozwala nam swiadomie wybra¢ ten lub inny spo-

s6b rozumowania. Inaczej bedziemy sie ciagle krecili w blednym ko-
le, z ktorego nie wyprowadzi nas eksperyment -psychologiczny w do-
tychczasowej swej formie, bo niema sit po temu i zawiera nieraz peti-
tionem principii ?).

W samym przedmiocie szukatem sil, ktére pozwolilyby uksztal-
towac nauczanie niezaleznie od ubocznego rusztowania. Zdaje mi sig,
ze takie sily sa. Dlatego tez sceptycznie, moim zdaniem, nalezy sie za-
patrywa¢ na glosng poniekad t. zw. metode laboratoryjng nauczania
matematyki. Ta metoda jest tylko grubym zastosowaniem indukecji
przyrodniczej do przedmiotu, ktéry na kazdym kroku opiera sie takie-
mu gwaltowi. Metoda laboratoryjna ma znaczenie, jako protest prze-
ciw nienaturalnosci zadan, dalekich od zycia i zainteresowan dziec-
ka. W tym jej wartos¢, jak réwniez w umiejetnym laczeniu réznych

) Patrz np. Couturat. Les principes .des Mathematiques (ttum. niem. p. t.:
Die philosopchischen Principien der Mathematik. Phil.-sociologische Biicherei. B. VII
str. 48. 1908. Lipsk). Zarzuci¢ to mozna badaniom Lay’a, Walsemanna i innym,
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odrebnych galezi poznania. Ale matematyka ma w sobie sily, by stac
pa wlasnych nogach. W sobie, to znaczy w naturze umystu ludzkie-
go.  Zdaniem moim nawet nauczycielowi poczgtkowemu nie powinna
by¢ obca scista teorja naukowa arytmetyki poczatkowej. Z tej bowiem
teorji wyplynie bardzo czesto porzadek i uktad przedmiotu, a takze te
drobne, lecz wazne momenty logiczne, ktére w przecigtnym nauczaniu
opuszczamy niebacznie, nie zdajac sobie sprawy, ze takie opuszczenie
zaslania przed uczniem $wiatlo rozumienia i samodzielnosci, czyli to,
co posiada najwieksza warto$¢ pedagogiczng.

Warszawa, 5 czerwca 1911 r. L. Zarzeck:.
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