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RAPPORT

LU par M. HOUEL

Dans la séance du 14 novembre 1878 de la Société des Sciences
physiques et naturelles de Bordeaux.

Les savants illustres qui ont étendu successivement le domaine
de la Géométrie se sont, en général, peu préoccupés d’en établir
les principes fondamentaux d’une maniére rationnelle et definitive,
soit qu'ils aient mieux aimé travailler a I'exhaussement de I’edifice
gu’a la consolidation de sa base, soit que leurs tentatives sous ce

ernier rapport n'aient E)a_s abouti, ce qui est probable pour
beaucoup d’entre eux, certain méme pour quelques-uns..

Aussi peut-on dire sans exageération que_la Géométrie philoso-
Phlque, comprenant la discussion des vrais prlnufjes fondamen-
aux, des vraies hypotheses préliminaires, sur lesquels la Géometrie
doit s'appuyer a Son début, ainsi que la recherche de I'emploi le
Pl,us rationnel de ces principes, n’a fait aucun progrés réel depuis
tpoque d’Euclide jusqu’a ge||_e de Gaugs, de Lobatchefsky, de
Bolyai et de Riemann, c’est-a-dire jusqu’a notre siecle,

La Societe des Sciences physiques et naturelles de Bordeaux
peut revendlquer I'nonneur d'avoir, la premiére, il y a une douzaine
années, appelé I'attention sur des productions éminentes tombées
dans I'oubli, non seulement en France, mais dans I'Europe entiere.

La premiére de ses publications sur cet objet a été celle de la
traduction d’un Mémoire de Lobatchefsky, “intitulé Etudes géo-
métriques sur la théorie des paralleles ('), et ou ce géometre a
résume sous une forme élémentaire les bases des découvertes qu'il
avait faites depuis quinze ans. Cette traduction est suivie de celle
des passages de la Correspondance de Gauss avec Schumacher, ou le
grand mathématicien fait connaitre ses propres vues, conformes
de tout point a celles de Lobatchefsky. _

Le tome suivant contient la traduction de I'opuscule de J. Bolyai,

(!) Geomehische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien. Berlin, 1840.
Voir les Mémoires de la Société, t. 1V, 1866.



qui est arrivé, en méme temps que Lobatchefsky, aux mémes
conclusions, qu'il établit sous une forme differente ().

Ce méme volume renferme la reproduction d’une note de
M. Helmholtz, extraite des Mémoires de la Société de Heidelberg, et
ou I'illustre savant expose sa_maniére de concevoir les principes
fondamentaux de la Géométrie. .

Nous mentionnerons encore, pour ne rien omettre, une Note,
|ue le 30 décembre 1869, a |'occasion d’une prétendue démonstra-
tion de I’'axiome des paralleles et des débats qu'elle a soulevés au
sein de I’Académie des Sciences (*); et enfin un résumé d'une Note
insérée dans le Recueil de la Societé Mathématique de Prague, sur
le rdle de I'expérience dans les Sciences exactes (3, .

L'objet de cette derniére Note était de préciser d’une maniére
plus nétte qu'on ne le fait d’habitude les caracteres distinctifs gw
separent la Géométrie des Sciences physiques, et d’écarter des
raisonnements mathématigues les preuves fondées sur cette chose
si mal définie qu'on appelle Xévidence ou Yintuition. 1l ne faut pas
se lasser de le repéter : I'intuition n’est autre chose que |’'expérience
faite sans se deranger, et dans laquelle la mémoire remplace
I'activité physique. =~ . \

La question qui fait I'objet du travail de notre savant collegue a
donnélieu, depuis dix ans, a de nombreux et remarquables travaux.
Aux considérations élémentaires de Lobatchefsky et de Bolyai ont
succéde les points de vue_PIus élevés des Riemann, des Helmholtz,
des Beltrami, des Lipschitz, des Cayley, des Klein, des Souvorof,
et ces recherches profondes ont puissamment servi a éclairer les
principes de la Geométrie euclidienne elle-méme, en faisant con-
naitre leur véritable dépendance mutuelle. Notre but n'est pas de
faire ici I'historique de ces travaux (4, et nous nous bornerons adiré
encore quelques mots sur ce qui concerne les questions analogues
relatives a la Mécanique rationnelle. o

Dans les traités les plus récents et les plus estimés sur cette
science, la distinction_entre les hypotheses et les théoremes est, en
général, beaucoup mieux établie qu'en Géométrie, et cependant

6) Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens, a veritate aut falsitate
axiomatis X | Euclidei (a priori haud unquam decidendaj independentem.

*) Voir t. VIII, p. XI.

3) Voir t. 1 (2e série), p. xm. o

*) Parmi les géomeétres T“ y ont contribug, et dont les ouvra%.es. sont le plus
connus en France, je crois toutefois devoir citer encore MM Battaglini, Flye-Sainte-
Marie, Frischauf, Cassani, Konig, von Escherich et Saleta.



elle ne I'est pas d’une maniére assez nette ni assez certaine pour
quil n'y ait pas lieu dY revenir, L'auteur a expose, a la fin de son
travail, ses 1dées sur les principes de la Mécanique rationnelle;
mals_gi ne pouvait y avoir utilité reelle a le faire que lorsque la
premiere de toutes les sciences mathématiques applicables aux
objets concrets, la science de I'étendue, ne présenterait plus
elle-méme_aucune obscurité sous ce rapport. Chose étrange, les
mathématiciens francais, qui hésitent le plus & admettre les idées
nouvelles en Géométrie, sont ceux qui ont le plus contribué a
perfectionner les prlanPes de la Mécanique, et qui les ont amenés
au degré de clarte quiils possedent aujourd’hui. Beaucou ) d'entre
eux sont d’avis que les axiomes fondamentaux de la Mécanique
sont d’une autre nature que ceux de la Geométrie. Cette opinion
est exprimée par Bour en ces termes é*) L« Onne Beut dire que
les principes de la Mécanique soient d’une évidence ansolue, quils
s'imposent nécessairement @ la raison comme les axiomes fonda-
mentaux de la Géométrie. » ‘ o .

_Le méme auteur nous parait bien plus pres de la verité lorsqu’l
ajoute immédiatement : « Les principes de la Mécanique présente-
raient plutot le caractere de postulats, plus ou moins analo?‘ues a
|a proposition célébre qui sert de base a la théorie des paralleles.»
Seulement nous dirions, en retournant la phrase, que I'axiome
des paralléles présente Je méme caractere que les principes de la
Mecanique, et nous aaouterlons que les autres axiomes de la
Géométrie ne sont pas d’une nature differente.

Nous ne parlons, hien entendu, que des vrais axiomes de cette
science, et non des verités banales, conventionnelles ou de définition,
telles que celle-ci : «Le tout est plus grand que la partie », que
quelques auteurs ont abusivement introduites parmi les axmmes?*)

Nous dirons quelques mots, a la fin de ce Rapport, des idees
de I'auteur sur la Mécanique. Occupons-nous d’abord de la partie
géomeétrique, qui tient le plus de place dans le Plan de I'ouvrage.
~ La srie des axiomes géométriques habituellement adoptée est
a la fois insuffisante et Surabondante. Elle est insuffisante, parce
que, en reéalité, on suPpose tacitement plusieurs faits que l'on na
pas énoncés; mais elle est en méme temps surabondante, parce
quon y admet des faits qui peuvent étre rigoureusement démontrés

f) Traité de Mécanigue, t. II,S. 5 . .
Voir, a ce sujet, Duhamel, Des Méthodes dans les Sciences de raisonnement,
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au moyen de ceux qu'il faut accepter comme axiomes en tout état
de cause. La difficulté de la question et les nombreuses diver-
gences entre les auteurs de Traités tiennent surtout & ce que I'on
manque d’un critérium str pour distinguer les faits démontrables
de ceux qu'il faut admettre comme points de deFarI .@.

Clest principalement en cela que consistent ['utilite et la force
de IAnalyse. On le comprendra mieux en lisant les premieres
pages dutexte. Mais, a priori, on voit bien qu'en ,Bermettant
de faire toute la Geométrie sans figures, I’Analyse debarrasse le
géométre de cette cause permanente derreurs, qui I'entraine a

rendre un fait résultant ou semblant résulter de la figure pour un
ait certain et démontre. _ _

Toutefois I"Auteur ne se sert de I’Ana/lk/se que pour I’obge_t précis
dont il vient d®etre question : la détermination cerfaine des
principes qui ne peuvent étre démontrés, et qui, d'apres lui, n'ont
6té énoncés tJ,usqu’lm d’une maniére positive par aucun des auteurs
qui ont traité la question. N

Une fois ces principes admis, tout_ le reste de I'exposition est
purement géometrique, et le but principal de [’Auteur a éte le
développement et la révision des theories géomeétriques, suivant lui
incompletes, de Loba,tc‘hefskr, de Bolyai, de Cassani, de Frischauf.

L’Auteur a cherche a réaliser certains desiderata émis par |ui-
méme dans le Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques
(t, VII, p. 305) : apporter plus de rigueur qu'on ne I'a fait jusqu’a
présent dans I’établissement des principes antérieurs a |'axiome XI
d’Euclide; une fois ces principes admis, ne plus recourir aux trois
dimensions_pour la recherche des lois de la Géométrie plane;
enfin, déduire d’une méme theéorie les trois systémes de Géométrie
Possmles; |l avait pensé d’abord emprunter a M. Cassani, outre
e plan général de son ouvrage (*%, deux propositions remarquables
quil signalait dans le méme Bulletin' (t. V, p. 264). Tout en
maintenant son appréciation favorable sur ces propositions, il a
renonce a suivre cette marche, Il est ensuite revenu a la théorie
de Bolyai, qu'il a e?alement abandonnée pour suivre une méthode
entierement nouvelle, dont on va voir le développement.

Les recherches de M. De Tilly sur les principes fondamentaux

(*) Ce sont ces derniers faits opue I'on appelle, assez indifféremment, axiomes,
postulats, hypothéses, principes primordiaux. _ S

(9 Geametria rigorosa di pietro Dott. Cassani, prof. di Matematica e di Mecca-
nica applicata pressa Ylslituto técnico di Venezia. 1872.
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de la Géométrie et de la Mécanique datent de bien longtemps
déja; il les avait commencées et il était arrive aux formules
fondamentales de la Geéométri-e abstraite (*), avant de savoir que
Gauss, Lobatchefsky et Bolyai I’sussent devancé dans cette étude.
Clest a lui que nous faisions allusion dans le Bulletin des Sciences
mathématiques et astronomiques (*), lorsque, en terminant une
Notice sur la vie et les travaux de Lobatchefsky, nous ajoutions :
«|| ne faut pas toutefois renoncer a I'idée de voir un jour les
fondements de la Géométrie établis sur cette base » (la démons-
tration de I’existence du plan) «d'une manigre pleinement H%OU-
reuse. Des tentatives récentes, dues a un géometre qui a profon-
dément étudié la question, nous font espérer une prochaine solution
des difficultés qui restent encore a vaincre. »

Nous avons dit que, d’apres Auteur, les vrais axiomes de la
Geéométrie n'ont été jusqu’ici énoncés d’une maniére positive par
aucun mathématicien. Les ;ieometres qui ont le mieux approfondi
la question et dont les résultats se_rapprochent le plus des idées
exposees dans ce Mémoire, sont Riemann, Beltrami et Helmholtz;
mais Riemann et Beltrami partent d'une hypothése trop com-
préhensive pour tre jamais acceptée comme basé de la Géométrie
elémentaire. Reste donc la série des axiomes de Helmholtz (3. Or
notre savant confrére pense que cette série ne répond pas parfai-
tement aux_conditions que I’on doit exiger des vrais axiomes,
Les hypothéses 2 et 3 constituent le principe de I'invariabilité
des systemes, et doivent étre admises dans tous les cas; mais
I’admission préalable des notions premiéres de points, de lignes et
de surfaces permet, selon M. De Tilly, de démontrer rigoureuse-
ment les principes 1et 4. Les géometres auront donc a décider si
réellement la serie des axiomes de M. Helmholtz est surabondante
et si I'illustre professeur de Berlin est allé trop loin en écrivant
ces lignes ala suite de son 4eprincipe : « Cette derniére proposition
qui, comme le montrent nos recherches, n'est pas contenue impli-
citement dans les précédentes... »_ . ‘

Comme I'a dit M. Liouville, «'il est bon de revenir de temps a
autre sur les élements des sciences, il faut que ce soit pour les
perfectionner, et non pour y changer ¢a et la quelques mots et

(I) Voir ses Eludes de Mécanique abstraite (Mémoires couronngs et autres
Memoires publiés par I’Académie royale de Belgique, in-8°, t. XXI, 1870).
) T. 1., 1870, p. 388. _ .
*) Mémoires de la Société des Sciences physiques et naturelles, t. V, p. 372.
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quelques phrases ». Notre confrére est resté fidéle a cette prescrip-
tion. Sl transforme radicalement les parties dont I'exposition ne
lui semblait pas rationnelle, il s'abstient de toute modification
d’une_utilité douteuse. Ainsi, par exemple, il n'a rien changé aux
grelr_meres tdeflnltlons relatives aux notions générales de surface,
e ligne, efc, ) . .
_Son exposition comprend la matiére des huit Livres de la divi-
sion classique des Eléments de Legendre, tandis_que la pIuEart des
ouvrages analogues s’arrétent au E)remler. Mais, a partir du Livre II,
alors que les modifications réellement utiles deviennent moins
nombreuses et moins importantes, il s'est borné a les indiquer, en
les rapportant a un ouvragie connu, qu'il suppose étre entre les
mains du lecteur, et dont Il conserve les autres parties, Cest le
Traité de Géométrie de MM. Rouché et de Comberousse (‘). .
_ Les démonstrations sont faites, en general, de maniére a pouvoir
étre reproduites sans modifications dans la Géométrie usitée, et
I’Auteur a indiqué, a la suite de chacune d’elles, ce qu'elle devient
dans les autres systémes de Géométrie. Ces indications ne sont pas
inutiles, méme au point de vue purement élémentaire ; car la
nécessité dYy éviter certaines hypotheses a conduit I’Auteur a des
simplifications considérables, qui se sont trouvees parfaitement
applicables a la Geéométrie ordinaire. Nous n’en citerons pour
exemples (iue la ligne droite considérée indépendamment du plan,
!3 dledre,t ‘aire du triangle sphérique, les maxima et minima des
iqures, etc.

gEn retranchant ces observations relatives a d'autres Géométries
que la Géométrie pratique, et en supprimant aussi les discussions
qui ont pour objet de justifier I'ordre suivi et la nécessité des
axiomes admis; autrement dit, en supprimant tousles articles dont
les numéros ne sont pas précédes d’un astérisque ou sont suivis
d’une des lettres A (abstraite), D (doublement abstraite), O (obser-
va,tlon,st),lla partie conservée constituerait le développement de la
Géometrie s¥.n_thet|que. Ce développement peut évidemment étre
encore simplifié, mais seulement par la suppression de certaines
démonstrations que 'on considérerait comme trop difficiles. Si I’on
voulait aller plus loin ; si, par exemple (comme dans la plupart des
Traités actuels) on posait dés le début, comme axiome, I’existence
de la droite, avec toutes les propriétés quon lui attribue dans laf

(*) De méme, en Mécanique, il a pris comme point de départ le récent et excellent
Cours de Mécarique ana'ytique de M. Gilbert.
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Géométrie ordinaire, on tomberait dans cet inconvénient, que
I’exposition élémentaire de la science différerait de son exponsition
la plus scientifique autrement que par des suPpressmns. La rigueur
po,%r%lt Btre conservée , mais on'y perdrait sous le rapport, de la
méthode.

En d'autres termes, dans I’exposition rationnelle que I’Auteur
propose, les systemes de Geéométrie offrant plus de complication
que la Géométrie ordinaire, sans utilité pratigue, sont successive-
ment écartés avec franchise, tandis que, dans les Traités existants,
on laisse au lecteur cette idee inexacte, que le systtme de Géome-
trie qu'on lui expose est le seul possible.

ABres.avmr donné un aper_?u_general du hut en vue duquel
M. De Tilly a rédigé son travail, il nous reste a en indiquer rapi-
dement le contenu. L o .

L’Auteur rappelle d’abord les définitions ordinaires du point,
de la ligne, de la surface, et il énumere alors les trois axiomes
irréductibles qui forment la base de la_ Géométrig, savoir :
1° I"axiome de la distance et de,ses,Pr.oprletes essentielles, com-
munes aux divers systemes de Geometrie; 2° I"axjome de I'augmen-
tation indéfinie de 1a distance, qui exclut la Géométrie dite elliptique
ou doublement abstraite, dans laquelle I'espace serait rentrant sur
|ui-méme; 3" I'axiome de la paralléle unique, qui sépare la
Géométrie usuelle ou euclidienne de la Géométrie abstraite de
Lobatchefsky et de Bolyai. .

On peut définir la position d’'un point de I'espace avec une
approximation indéfinie, sans avoir besoin d'aucune comparaison
directe des portions de ['étendue, en concevant |"espace rempli par
trois systemes de surfaces dont on peut subdiviser a l'infini les
intervalles, et auxquelles on attribuerait des numéros dordre.
Entre deux points ainsi définis, il existe une certaine relation,
dont nous n‘avons d’idée que par le sentiment de la constance de
I'impression qu'elle produrt sur nos sens : c’est la distance. Cette
quantité dépend des numéros des surfaces qui déterminent les deux
points. . \

_Les propriétes que I’expérience nous porte a admettre dans les
Btres geometrlques_ ne sont compatibles qu'avec trois formes géné-
rales de cette relation, formes dont chacune caracterise un des trois
systemes de géométrie dont nous venans de parler.

_De I3, PAuteur passe aux notions de la sphere et du cercle, et
il établit les propriétés de la rotation d’un Systeme invariable
autour d’un point fixe, puis autour de deux points fixes. Dans ce
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dernier mouvement, il existe une série continue de points immo-
gnesi qui constitue la ligne droite, définie ainsi independamment
u plan.
~Vient ensuite ['étude des triangles, aprés laquelle I'Auteur
établit la definition du plan, comme lieu” décrit par une droite
tournant autour d’une droite qui lui est perpendiculaire. Propriétés
de la ?erpendlqulalre au plan. . ‘

La ligne droite considerée dans le plan. Axiome des paralléles.

Tel est le contenu du Chapitre ler. Le Chapitre 11 a pour titre :
« Exposition de la Geéométrie dans les Traités élémentaires »
M. De Tilly passe en revue, numéro par numéro, le Traité de
MM. Rouché et de Comberousse, en indiquant seulement le chiffre
des articles auxquels il ne trouve rien a changer, et donnant pour
les autres I’exposé succinct des modifications qu'il croit devoir y
apporter. De cette maniere, il a pu faire tenir en quarante pages
tous les matériaux nécessaires pour reconstruire un Traite de
Geéométrie_entierement conforme aux principes établis dans le
Preml_er Chapitre, tout en conservant une forme appropriée a
enseignement élémentaire. _ _ ,

Le Chapitre I11 contient un travail analogue sur la Trigonomé-
trie usitee. Dons le Chapitre 1V, Auteur indique les changements
quil faudrait apporter @ la Trigonomeétrie usitée pour I'approprier
aux systemes de Géomeétrie plus généraux. o
. Le Chapitre V traite des prlnmPes de la Mécanique. Apres avoir
indique les raisons pour lesquelles il y abandonne les systemes
plus compliqués que le systeme usuel, I’Auteur exPose SUCCessive-
ment ses idées sur la notion de vitesse et quelques points de
cinematique, 'axiome de linertie, le théoreme des vitesses
virtuelles, les théorémes généraux de la dynamique, enfin sur
une Question spéciale relative au mouvement de rotation d’un
corps solide. ,

el est le résumé hien incomplet du beau travail que la Société

sera, nous |’espérons, heureuse d'accueillir dans ses Mémoires, et
qui nous semble appelé @ attirer vivement |’attention du monde
scientifique. Par I'insertion de ce travail, la Société, dans I'espace
de douze ans, aura fait connaitre a la France l'alpha et |'oméga de
la nouvelle Géométrie. Lobatchefsky, le premier révélateur de
cette doctrine, a été dépasse. Nous croyons que les conceptions de
M. De Tilly ne seront pas dépassées de sitot.

J. HOUEL.
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Silt LES PRINCIPES FONDAMENTAUX

+ DE LA GEOMETRIE ET DE LA MECANIQUE

CHAPITRE ler
Géométrie générale.

§ 1B —Les notions premiéres. —L'axiome principal.

=\ La serie des axiomes geometriques habituellement adoptee
est 4 la fois insuffisante et Surabondante. Elle est insuffisante,
parce que, en realite, on suppose tacitement plusieurs faits non
enonces; mais ellte est en meme temps surabondante, parce qu'on
y admet des faits «ui peuvent etre rigoureusement demontres au
moyen de ceux qu'il faut accepter comme axiomes en tout etat
e Cause. Dans le jprésent travail on a cherche a eviter ces defauts,
On a cherche, de plus, a n'employer, dans la démonstration e
chaque propriete geometrique, que le nombre d’axiomes stricte-
ment necessaire, & moins qu'il ne résulte du contraire une

\

simplification tres notable,

*). Notions premiéres. — On appeJIe surface la .||m|te 0 de_UX
portions  de IesFace. Nous nous elevons & ['idée abstraite
Ge surface par 1a consideration d'une enveloppe, ou cloison
matérielle, dont nous reduisons indefiniment I'épaisseur.

La limite de deux portions de surface s'appelle rigne. Deux
surfaces qui se rencontrent se limitent remgroquem,ent;, l'inter-
section (e deux surfaces est donc une ligne. On sest eleve a l'idee
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abstraite de rigre, SOIt par la considération d’une tige trés mince,
soit par celle de la rencontre de deux cloisons, ou de la trace
|a|sfsee sur la superficie d’un corps par le contact d'une autre
surface.

La limite de deux portions de ligne s'appelle point. Une ligne
peut tre limitée par sa rencontre avec ung surface ou avec Une
autre ligne; ainsi Iintersection de deux lignes ou d’une surface
et d'une ligne est un point. L'intersection de trois surfaces est
aussi, en général, un point. L'idée de poine st venue de la con-
sg((ijer,e%tmn d'un corps dont les dimensions étaient indéfiniment
reduites.

On donne le nom de figure & Un ensemble quelconque de
surfaces, de lignes et de points. , ,

‘Létude des proprietés des figures constitue I'objet de la
(eométrie.

3, Qutre les notions premigres que nous venons de rappeler, la
geometrie emprunte a Fexperience UN certain nombre de donnees,
quon appelle” axiomes.

4 (*). 1 est bien entendu que le résultat de I'sxpérience est idéalisé
par notre esprit, pour constituer alors Un axiome OU UNE hypo-
these, 0 UN Point de depart absolu d’une science qui sera toujours
logiquement exacte, mais pourra ne pas correspondre. aux falts et
s ecarter ,delplus en plus, 'il e trouve que le point de départ
|ui-méme n'stait pas nqoureusementvrm. L'experience n'est dong
que le point de depart, Toccasion qui fait naitre dans notre esprit
les idees dont nos axiomes sont 1a traduction. Celte observation
a déja éte faite dans la Preface. Chaque fois que les mots expe-
rience Ol principe expérimental S8 [ENCONtreront dans la sute,
il faudra les entendre dans ce sens,

(4 Les articles précédés de numéros sans astérisques ne font pas partie de
I’exposition synthétique de la géométrie, mais renferment des observations, des
discussions, ou des détails sur les systémes de géométrie autres que le systéme
usuel. On peut en faire abstraction dans une premiere lecture.
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~*, Nous venons que les axiomes de la géométrie peuvent s
require a trois, Savoir : celui de fa distance et de ses proprietes
essentiglles, celui de I'augmentation indefinie de la distance, et
celui de la parallele unique. -

Ces axiomes sont indemontrables, ¢’est-a-dire qu'aucun d’sux
net peut tre, ni etabli séparement, ni deduit logiquement des
autres,

Le premier seul est Un axiome principal, ¢est-d-dire ,|nd|§§)e,n-
sable pour l'etablissement d'un systeme quelconque de gieome lie,
Les deux autres sont secondaires 0U (e Simplification. 1Is servent
uniquement a écarter des systemes de géometrie plus compligues
en théorie que le systeme usuel, mais cePendant complets,
logiguement Poss;bles, et conduisant, en Franue aux meémes
aesultats que la géometrie usitée, dans s limites de nos moyens
e mesure.

6. Premier axiome OU axiome principal. — Définition de la
distance par ses propriétés essentielles. — |_a distance Ol |'inter—
valle 0¢ (eux points de I'sspace est une grandeur, dont nous
avons [a notion Intuitive ou experimentale, et qui est comparable
aux grandeurs de méme espece, considerees en méme temps (),
de telle sorte que pous possédons ['idée primordiale de' deux
intervalles e?a_ux 0U inégaux, de deux distances égales ou inegales,
abstraction_ Taite d» tout moyen pratique et précis de mesure et
en particulier de toute idée de superposition, laquelle constituerait
ung petition de principe. . .
~ L'idée que nous nous faisons de la distance de deux points
implique deux proprietes essentielles, qui peuvent servir & com-
pléter la définition de_cette notion de distance : ,

1° La distance varie, dans I'espace, d'une_maniere continug,
c'est-a-dire que, si 'on considere une ligne limitee quelconque AB,
la distance des points de cette ligne a lune de ses extremites,
B par exemple, varie d une maniére continue depuis AB (') jusqu’a

(J) Cette notion sera complétée plus loin.
(2) Nous adopterons cette notation pour désigner la distance de deux points A et B.
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zéro. Cependant, si la ligne AB est quelconque, [a distance en
question pourra avoir des maxima et des minima, mais sans
cesser d'8tre continue, et, puisqu'elle doit aboutir & zsro, il y aura
necessairement, dans le voisinage du Fomt B, une région B'B
sur laquelle [ distance au point B ira toujours en diminuant
'on marche vers B, ou en croissant si lon partde B.

- 2" Etant donné un systeme de points, en nombre fini o
infini, ABCD... (en ditres termes, une figure quelconque),
et un point B' tel que AB' = AB, il existe des points C', D',...,
tels que le systeme AB'C'D ... soit absolument identique au
premier, c'est-a-dire que, dans ces deux systémes, les distances
entre les couples de points correspondarts ou homologues (')
soient toutes égales deux  deux (.

1. Le caractere d'un véritable axiome est d'8tre & la fois
indispensable et indemontrable; nous allons donc rechercher si
I’axtl,ome precédent possede ce double caractere dans toutes ses
arties,
: Examinons d'abord, si toutes ses parties sont indispensables,
o, Fourra|t-on imaginer un_systeme de geometrie dans lequel
n'entrerait pas I'idée de la distance de deux points? Qu bien un
systeme dans lequel, en remplagant un P-O'”t ar un autre, aussi
voisin que I'on veut du premier, les relations de ce point avec les
autres points de la figure se trouveraient brusquement modifiges?
Qu encore un systeme dans lequel une ,f|?ure existant en un
certain lieu de I'espace, ne pourrait pas exister en un utre lieu?
De [a ne resulte nullement que ces proprietes soient absolument
certaines, mais seulement qu'il faut les admettre si l'on veut qu'il
|eX|ste un systeme de geométrie applicable & toutes les parties de
‘espace.
/Edme,ttons maintenant, ce qui va étre expliqué bientdt, que
ces differentes parties de I'axiome soient aussi indémontrables,

P) Les points correspondants ou homologues sont indiqués par une méme lettre.
(2) Nous  retrouverons bientot ce méme axiome, autrement exprimé par I'intro-
duction explicite de I'idée de mouvement.
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clest-a-dire quon ne puisse, ni les prouver directement, ni les
deduire les unes des autres. Il sera alors etabli que ces propriétés,
a la fois indemontrables et indispensables, peuvent servir

d'axiomes géométriques.

8. Il ne faudrait pas, toutefois, $'exagérer Iimportance de cette
discussion et s'imaginer que les axiomes dont il s’agn doivent
nécessairement tre adoptés de préférence a d'autres. En effet, si
Ces axiomes ou ces parties d'axiomes ne peuvent étre, ni démon-
trés directement, ni- déduits les uns des autres, rien ne prouve
cependant qu'ils ne puissent pas Atre tous deduits d'un autre
principe convenablement choisi, N o

En effet, il existe une infinite de Froposnmns e geometrie qui
supposent la verité de toutes les parties'de notre axiome et méme
es autres axiomes que nous rencontrerons ultérieurement, et
parmi ces quoEosmons Il en est plusieurs dont l'énoncé est
Intelligible des le debut de la geometrie; n'est-il pas évident qu'en
placant [une de ces'proposicions au début, comme axiome ou
comme hypothese, toute la géométrie Sn déduirait rigoureuse-
ment? Les hypotheses fondamentales de Riemann et de M. Beltrami
en offrent des exemples frappants. , , ,

Mais [a question est de savoir si cet axiome, qui remplacerait
notre axiome I, qui serait, comme celui-ci, une definition de la
notion primordiale de distance, meriterait de lui étre prefere, au
moins sous le rapport de [a simplicite. La distance est definie ic|
Far deux proprietés simples; lors méme ?ue 'on parviendrait a

a definir par une propriete unique, il est fort probable que celle
propriéte serait infiniment plus c,om{)hquee, plus compréhensive,
moins propre a étre admise au début, comme point de depart de
la science, verifie par I'experience de chaque jour. Il en est ainsi
Eour toutes les propriétés qui ont &té proposées jusqu'ici ou que
fon peut aisément Imaginer, et sans pretendre assigner des bornes
infranchissables & l'esprit d’invention des geometres futurs, il est
permis de penser que la forme de notre axiome est 'une des
meilleures possibles.
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9. Nous ne nous arréterons que pour mémoire & I'exposition
vicieuse des auteurs de traités élementaires ; la plupart ne parlent
méme pas de [a notion de distance, mais ils [a Sous-entendent
constamment. Si les démonstrations des auteurs de traités etaient
valables par elles-mémes, et independamment des notions sous-
entendues que nous retablissons explicitement, les theories que
Ces auteurs exposent pour le plan seraient applicables & des sur-
faces quelconques.

10. Mais il nous reste  expliquer pourquoi toutes les parties de
'axiome sont indémontrables, ef cette explication qui, on le sait,
est basee sur 'analyse, nécessite des developpements assez longs,
Iesguels, Il est vrai, serviront encore aux axiomes suivants.

bservons d'abord que les notions, déja acceptees, de surface,
de ligne et de point suffisent pour établir que tout point de ['ss-
pace peut étre determine par trois coordonnées, En effet,
Imaginons, en partant d’un point central quelconque O, une serie
de surfaces continues, connexes et fermees ('),enveloppant ce
point, et dont chacune enveloppe en outre les precedentes, c'est-
a-dire les laisse du méme cote que le point 0, Numerotons ces
surfaces depuis 4 (la plus voising du point 0) jusqu’a Finfini, si
lespace est infini ; jusqu’a un nombre entier quelconque, dans le
cas contraire (). "Sur chacune de ces surfaces, partons d'un
point 0", et tracons une série de lignes continues et fermees,
enveloppant ce point et dont chacune envelonge en outre les
precedentes. Numerotons-les_sur cha%ue surface & partir du
point 0" de cette surface. Enfin, partageons chague ligne en
segments par des points de division et numerotons les segments.

(*) Une ligne est dite fermée lorsque, en la suivant par la pensée a partir d’un
Pomt,quelconque, on revient au point de départ. Il faut entendre ici par surface
ermée, une surface telle que, partant d'un point guelconque de cette surface et
tracant autour de ce point, sur la surface, une série de lignes fermées quelconques,
infiniment voisines, dont chacune enveloppe les précédentes, on puisse, aprés avoir
alnsgde’p_wsé toute la surface, aboutir & un autre point, auquel les courhes viennent
se réduire.

(*) Cette distinction et ce doute pourront étonner & premiére lecture. On les com-
prendra mieux dans la suite.



Il est clair gifalors chaque_ segment pourra Btre représentg,
determing ou defini par trois nombres, dont 'un deésignera la
surface fermae sur laquelle le seqment se trouve, dont le second
indiquera la courbe et le troisieme le segment [ui-méme. On
pourra maintenant resserrer indéfiniment” le réseau par des
surfaces, des lignes et des points de division intermediaires, de
MaNIere quci ta timite chaguAe segment se reduise a.un point, dont
la Bosmon ne cessera pas ('8tre déterminée par trois nombres,

~ Onpourra, si I'on veut (et cela ajoute a la clarté de I'exposition),
imaginer que chague fois on intercale entre les surfaces, les
lignes, les points' de division 0&ja existants, neur Surfaces
n0UV,9||eS,.neqf lignes nouvelles o neur points nouveaux, Alors
la_determination (éja obtenue précedemment subsisterait et il
suffirait, pour tenir compte des nouvelles divisions et déterminer
'un des nouveaux segments, d'ajouter, a chacun des nombres qui
exprimaient approximativement ses coordonnees, une decimale
nouvelle, conformement a la numeration ordinaire. Il est visible
auSsi qu'a mesure que la construction avancera vers sa limite, on
pourra, & chaque instant, régler les courbes et les points de
division, dont on dispose arbitrairement, de maniere qu la
limite deux courbes de, méme numero sur deux surfaces infiniment
voisines soient aussi- infiniment voisings et que, sur une_méme
surface, deux segments de méme numéro appartenant & deux
courbes infinimeint voisines soient aussi infiniment voising. De
cette maniere, lai condition de continujté sera remplie.

Peu nous importe maintenant que le réseau servant @ mesurer
les coordonnées s déforme ou e déplace, ce qui d'ailleurs n'a pas
eNcore pour nous de sens précis ; & chaque instant, trois nombres
dofr]l,ntes representent un et un seul point de I'sspace, et cela nous
suffit,

Il est évident que l'on peut imaginer une infinité de
systemes de coordonnées, d'abord parce que le réseau ou le
procede quelconque servant a les déterminer est arbitraire (celui
Qui préecede na ete donng que comme exemple), ensuite parce
que l'on peut adopter, comme coordonnees ‘definitives, des
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fonctions quelconques de celles que le réseay détermine, pourvu
gue la connaissance des coordonnees definitives permette d’en
eduire sans ambiguite les coordonnées géometriques.

Ainsi, la notion de la determination de chague point de lespace
par trois coordonnges est une notion claire dés le debut de la
geometrie. Elle ne sera jamais employée, toutefois, dans expo-
Sition méme de nos mathodes geomeétriques, mais seulement,
comme nous ['avons dgja dit, lorsqu'il $'agira de faire présumer
que cette exposition est la plus rationnelle, parce que les axiomes
qu'elle conserve ne sauraient tre démontres d'aucune maniere,

11, Gréce & la notion des coordonnées, nous pouvons mainte-
nant définir la distance de deux points ayant respectivement pour
coordonnees xi, yiy zn xt) yt, ziy comme une simple fonction
(e ces six coordonnges, c'est-a-dire de la position des deux points
donnés dans I'espace . o

F(xlt ylt*1tx%y,, 19, 0U, par abréviation, Fn.

Mais nous distinguerons, en theorie, trois especes de distances :

a. Les distances ideales; , ,

b. Les distances analytiques, rationnelles ou abstraites;

c. La distance physique, usuelle, ou expérimentale ().

12. a. Les distances idéales sont des fonctions absolument
quelconques de x,, t/,, 2, x,, yt, 28

13. b Les distances analytiques, rationnelles ou abstraites sont
des fonctions d¢ xit yx, {5, xt, yt, -, satisfaisant & toutes les
conditions de 'axiome 1, Tesquelles, exprimées analytiquement,
sont les suivantes ;. . ,

1° La fonction F doit varier d’une maniere continue avec les
coordonnees,

P) Les expressions que nous préférons sont: analytiques et physiques. Toutefois
nous dirons geometrle.?eneralle pour éviter le terme : géométrie analytique, lequel
serait peut-gtre le meilleur, s'il n'avait pas acquis une autre signification. Nous ne
disons pas géométrie abstraite, car nous verrons que la géométrie générale se divise
en trois branches : la géometrie usitée, la géométrie abstraite et la géométrie
doublement abstraite.
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2° Appelons, gour abréger, L le point dont les coordonnées sont
xx y, 61, et 2 le point dont les coordonnées sont x,, yi etz,.
Etant donng un point 2' (coordonnees, xir ys et 22, tel que
FIt="FIt, il existe un systeme de points comprenant les deux
points donnés Let 2, et identique, sous le rapport des distances
de tous les couples de points de mémes numeros, avec un
systeme donne 1234.. o

Cest 13 e point le plus difficile, ou, pour mieux dire, le plus
long 4 verifier, pour une fonction donnée F. Pour faire cette
verification, on prendra, outre les points donnés xx, yx zx
(00 1y: xti y.. z, (0U 2), UN troisieme point x3, yt»si 0U 3,

|
tel que o

(Ce choix du_ troisieme point n'a dautre objet que d'dviter e
cas d’,excerﬂmn correspondant & celul, o, “dans [ (I]eometne
3rd1pa|re, es trois points choisis (L,2, 3) s trouveraient en ligne
roite),

Déterminons encore, par le calcul, les trois coordonnées
x3, yi, zai ¢ maniére 4 satisfaire aux équations

Les coordonnées xs, ya, 23, x3, y\, zs, £tant déterminées (et
elles pourront I8tre, en genéral, d’ung infinite de manieres),
prenons deux points quelconques du systéme donné .

rji, 4\ xs, ys, zs,

et déterminons les trois coordonnées xx yx, 2\, de maniére
satisfaire aux trois équations

puis encore les trois coordonnges xb,y\ .z, e manigre a satisfaire
aux trois équations
M5— Fis'5FIS= Fsy, F38B= F3y.

 Cessix coordonnees xx. .zadgvront alors vérifier identiguement
'8quation
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“S'il n'en st pas ainsi, la fonction F ne pourra représenter une
distance analytique, rationnelle, ou abstraite ; mais si, au contraire,
la verification reussit, il sera inutile d'aller plus loin, car tous les
couples de points que l'on pourrait considérer joueraient par
rapport au systeme (1, 2, 3) le méme rdle que le couple (4,5)
et, par consequent, au moyen de cette détermination des points
du second systéme correspondant a des éqomts donnes du premier,
on galise ‘deux 4 deuX toutes les distances analytiques des
couples de points. o . ,

Ainsi la question de savoir i la fonction F peut representer une
distance analytique se trouvera résolue apres un nombre fimits de

calculs déterminés.

14, Il sera demontré simplement et rigoureusement, dans ce
memoire, que, pour satisfaire aux deux conditions indiquees, la
fonctlotn F ne peut affecter que l'une des trois formes analytiques
suivantes :

0) F.= V(xt=a)f+ (yt—y )i+ (=*)*
0U bien

ou enfin

_ (%) thsignifie tangente hyperbolique. Le sens de cette expression va étre expliqué
immédiatement.
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~Dans ces formules, les expressions arc cos, arc cos hyp, t%, th,
ainsi que le nombre x, n'ont (et ne pourraient avoir sans pétition
de principe) aucune signification geometrique. Voici le sens précis
qu'll faut y attacher, . . y
On appelle, respectivement, sinus et cosinus de la quantité a
les sommes des series convergentes

a3, ah
=93 5 5

a2 + a4
2.4

On appelle, respectivement, sinus et cosinug hyperboliques de
celte méme quantite les sommes (e ces mémes series, dans
Iesguelles,tous les signes — auront été changés en -K ,

N des!?ne DAr arc ¢os b 0U par arc cos hyp o la plus petite
des quantites positives dont le cosinus, ou le cosinus hyperbolique,
st égal a b

On désigne, respectivement, par tg a et th a les quotients

+ M a

Bt CE a o ) .,
.Quant au nombre x, on verra quil S'introduit dans la geome-

trie génerale comme limite de lexpression

1

ou le nombre des radicaux est egal a n, et 0U n augmente
indéfiniment (*). On pourrait le definir aussi par I'equation

0s-= —1

ce BUi revient au méme. o ,
ans I'expression (2), les coordonnées doivent tre supposees
telles que [a quantite soumise au radical soit positive.

(*) On sait que cette expression est aussi la valeur de T en géométrie usitée, mais
elle sy introduit comme représentant le rapport de la circonference au diametre, ce
QUi n’est pas le cas dans la géométrie générale.
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Les trois formes indiquées se réduisent 4 la rigueur & deux,
car en faisant A= oo dans la seconde, ou D= oo dans la troi-
sieme, on retrouve la premiere.

15, Pour comprendre la possibilité de ce fait que la fonction
F, ne. puisse affecter que l'une des trois formes (1) (23 ou (3),
faut bien observer que I'on ne considére pas comme des formes
différentes celles qui pourraient Btre ramenées les unes aux
autres par de simples transformations de coordonnees. Encore
faut-il “quil s'agisse de transformations réelles; car si l'on
admettait les transformations imaginaires, on pourrait dire qu’i
Ny a qu'une seule forme, par exemple (3), qui se reduit a (1),
comme on le sait d¢ja, en faisant D= oo, et qui e reduit au
contraire a (2), i 'on remplace D par + A |/— 1 mais nous
preférons conserver les trois formes distinctes et ne nous occuper
que de valeurs réelles et finies.

16.  Suivant que l'on adopte Iune ou l'autre des formes
[1), (2) ou (3), on obtient trois Systemes de géometrie différents,

e premier a recu le nom de géometrie usitee. Nous donnerons,
au second le nom de ?eometrje abstraite et au troisieme celui de
geometne doublement abstraite (*), A chaque valeur particuliere

e-A ou de D correspond une varieté de la geometrie abstraite ou
doublement abstraite; mais il n'y a en réalité que trois systemes
de geometrie, différant entre ex autrement que par I valeur
numerique d’un parametre,

A7, On comprendra mieux plus tard la raison d®tre des déno-
minations adoptees; mais il convient d’indiquer dés maintenant
la signification des constantes D et A, et le motif pour lequel on
N pas englobe dans ces constantes le denominateur .

Dans 3 geometr[e doublement abstraite, le maximum de la
distance de deux points, évalue dapres la formule (3), est égal 4 D.

(!) On donne aussi a ces trois géométries, d’aprés MM. Schering et Beltrami,
les noms respectifs de géométrie euclidienne, géométrie gaussienne et géométrie
riemannienne.
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Dest & [a fois linitiale de « Distance (maximum) » et celle de
« Doublement (ab,s.r,ane)b», . _ o \
Dans la geometrie abstraite, la distance, gvaluee d’apres la
formule (2), n'a pas de limite supérieure, mais la constante est
conservée par analogie, parce que la formule (2) se tire de (3) en

remf)lagant D par kv—1 On peut lui trouver une signification
réelle, comme & D, au moyen de la consideration des aires : en
effet, dans la geometrie abstraite, les distances n'ont plus de
limite, mais les aires des figures rectilignes fermees en ont

une, et le plus grand triangle possible a pour surface X Diilleurs
Avest & la fois initiale de « Abstraite » et celle de « Aire ».

18 ¢ Enfin la distance physique est la fonction spéciale des
six coordonnées qui possede a  méme valeur numerique pour un
couple quelconque de points et pour le couple de points homoto-
que, 0ans deux q%lets, physiques, qui, consideres en méme temps,
03 paraissent identiques sous tous les rapports. _

Par cela méme que cette identite apparente entre deux objets
considerés en méme temiJs est pour nous une notion vague, nous
ne savons pas quelle est Ta fonction des coordonnées qui est ici
identique d'un ‘systéme a lautre, ni méme s'il en existe une (1UI
jouisse rigoureusement de cette propriete; mais, si elle existe elle
doit nécessairement étre comprise parmi les distances analytiques,
dont Iexpression est (1), (2) ou (3).

Si Ton parvenait a demontrer directement, par un moyen
quelconque, 'existence d'une distance physique, jouissant d¢ la
propriéte indiquee, on aurait par |3 méme decouvert une loi du
monde materiel, que 'on pourrait énoncer ainsi :

L'identité des sensations que nous font eprouver deux corps
depend d'Une relation analytique ENtre les coordonnaes (mesurees
d’a8res un certain systeme determing) des points de ces corps.

[ cela est inadmissible. Comme ‘le dit Duhamel (*), les lois
du monde matériel auraient pu étre autres qu'elles ne sont, et par

(4 Des Méthodes dans les sciences de raisonnement, t. IV, p. xvi.
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consequent aucune d'elles ne peut Etre decouverte a priori
par le simple raisonnement, sans le secours de I'expérience, ou
sans Iadmission prealable de lois antérieures.

19, La partie du texte qui représentera le développement de la

geometrie sgnthenque usuelle devant pouvoir Sappliquer & la
?eometne physique, la seule qui soit accessible aux commengants,
2 Seule aussi qui trouve des apF||cat|ons pratiques, il a fallu
considerer I'existence méme de fa distance comme une hypothese
0U Un axiome, puisque nous venons de voir que I'existence méme
de la distance physique (avec les proprietes des distances
analytiques) résulte” uniquement du fémoignage de nos sens
imparfaits et ne peut donc étre affirmee d'une maniere absolue.
Voila_pourquoi, dans Ienoncé de d'axiome (n° 6), cette notion
de distance est présentée comme une nofion premiére non
definissable ('), tandis que, dans les explications qui suivent cet
enonce, elle est ramenee a d'autres notions deja acceptees, mais
seulement pour les distances analytiques et non pour la distance
physique. o _
ne fois 'existence de celle-ci admise, on,con(?plt que tout le
Frobleme de la geometrie ph m%ue consisterait a determiner dans
a(iuelle des trois formes (1{ ) ou (3) cette distance physique
est comprise, en fonction de quelles coordonnees elle est insi
exprimee, et quelle est la valeur correspondante de fa constante
Aou D. Mais nous verrons bientdt que ce probleme aussi est
insoluble, autrement que par 'expérience,

20. 1l ne suffit pas, toutefois, que I'existence d’une distance
avec les deux proprietes simultanées, exigées par 'axiome, soit
indémontrable. Il faut aussi que chacune de ces proprietes le
soit, méme en admettant lautre. Pour s'en assurer, il suffit de
trouver deux fonctions qui, prises separément comme définition

(4 Cependant ce numéro n’est pas precédé dun astérisque, parce que I'axiome
se%a reproduit plus loin (n° 27), sous une forme encore plus propre a I'enseignement
ordinaire.
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de la distance, repondent, I'une & [a premiere propriété seule,
'autre 4 la seconde seulement. Il sera ainsi bien etabli que une
e ces propriétes n'sst pas une consequence de lautre. ,

Or, d'une part, toute fonction continue des coordonnées
xX W, 1= %, v2, 2, 1épond a la premiere propriete, et cependant
s elle st différente des formes indiquées au n° 14, elle ne répond
pas a la seconde. . ,

D'autre part, ayant adopté provisoirement I'une des fonctions
du numero cite comme valeur de la distance, on pourra ensuite
la rendre discontinug, par exemple en admettant que I'on passe
brusquement de la distance 1 Ia distance 2, toutes les distances
supérieures 4 1 a¥ant pour evaluation numerique leur valeur
provisoire augmentée d'une unite, de sorte ,tlue les distances
depuis 1+e ge infiniment petit) jusqu’a 2 n'existeraient pas.

.Ce mode d'svaluation numeérique n'empécherait pas la fonction-
distance de repondre 4 la seconde partie de I'axiome, puisque les
distances qui seraient égales dans [évaluation provisoire e
seraient encore dans [evaluation definitive, et cependant Ia
distance serait maintenant discontinug, donc ne répondrait pas a
la premiere propriéte,

21 Laxiome de la distance peut prendre une autre forme Par
lintroduction explicite des idees du temps et du mouvemen
dans ['espace, . A .
Deux systemes de points considerés a des epoques differentes
sont dits Identiques, lorsque dans ces deux systemes les distances
entre les couples de points correspondants ou homologues sont
toutes egales deux a deux, , o
L'idée de la comparaison de deux distances & des epoques
differentes est une idee speciale, entierement distincte de_la
comParaqu de deux f|({1u,res,eX|stant a une méme époque. Elle
n'est pas indispensable theoriquement, car on pourrait s¢ borer
a I8tude d’une geometrie instantanée (*); mais la notion du temps

. (!) Antérieurement au numéro actuel, nous n’avons fait que de la géométrie
instantange.
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est indispensable pour les applications de la géométrie et de plus,
en menant a [a consideration du mouvement reel, elle simplifie
le ,Ianga?e geometrique et prépare a I'stude de la mecanique
rationnelle,

- 22, Lorsqu'un systeme de points reste constamment identique
8 lui-méme dans Id suite du temps, il est it invariabe.

23 En ([1,éo,métr|e theorique (lorsque, du moins, on veut dy
introduire Tidée du mouvement), on rapporte tous les points de
'espace & un systeme invariable determing, et 'on appelle point
fixe oU immobite, par rapport a ce systéme, un -FO””- dont la
position est telle, dans la suite du “temps, qu'il puisse Btre
gon3|debr|e comme faisant partie du systeme de comparaison
invariable.

24, Un point qui n'est pas fixe, clest-a-dire qui se rapproche
ou Seloigne dé certains points du systeme de comparaison, est
appele oint mobile.

On i qu'un systeme invariable (autre, naturellement, que le
sysgelme de comparaison) e meut, quand il renferme des points
mobiles.
~ Dans les applications, le systéme absolument invariable doit
Btre remplace par un systeme que 'on supf)ose invariable, ou qui
ne I'est qu'approximativement, par exemple la terre, ou quelque-
fois le systeme des etoiles fixes.

Dans “tous. les cas, nous ne considerons que le mouvement
relatif, cest-a-dire le rapprochement ou |’e|0|%nem,ent par rapport
3 UN systéme invariable donné, $aNS rechercher si ce dernier est
lui-méme fixe ou mobile, ce qui, dailleurs, n'aurait pour nous
aucun sens précis, car lorsqu'on fait abstraction de la matiere ou
de la masse, comme on doit le faire en géometrie pure, il est
impossible de definir [a fixite absolue et le mouvement absolu.

25. Le principe du mouvement d’un point consiste en ce que
tout point de I'espace peut tre amené par le mouvement sur tout
autre point quelconque.
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Le Prmmpe du mouvement d’un systeme invariable de points
consiste en ceci . o

Soient ABCD ~ A'B'C'D" ... deux systemes identiques, entre
lesquels existe une suite continue de systemes identiques, dont
chacun est aussi voisin que l'on veut de ceux qui le précedent ou
le suivent dans fa serie.

“Considerons un point mobile partant de A et parcourant la
serie de points homologues A ... A”. Considerons un second point
mobile partant de B ef parcourant [ série B ... B', de manigre
se trouver a chague instant, avec A dans un méme systéme
AB,CD(.... Faisons de méme pour tous les autres points. Le
§Ysteme parti de ABCD ... arrivera ainsi en AB'C'D1.., aprés
gtre resté invariable pendant tout le parcours. o
~ Ainsi Idée du mouvement d'un systeme invariable n'ajoute rien
a celle d’une serie continue de systémes identiques ou congruents.
Elle ne fait que fournir des termes nouveaux pour exprimer plus
ele?\amm\ent Ung idee deja admise. Les points qui se meyvent d’un
systeme & ['autre remplacent la pensée, qui devrait aussi se porter
de Iun sur [autre pour les comparer.

En employant ces termes, on se prépare a la mécanique
rationnelle, ou la double notion du mouvement et du temps,
entendue comme nous venons de 'expliquer, est indispensable et
constitue un principe séparé, tandis qu'en géométrie pure, on
reste libre, ou de comprendre les choses de la méme maniére
quen. mécanique* ou de ng voir dans le mouvement qu'une
maniere de parler et de n'stablir qu'une geometrie instanhinge,
dans laquelle a comparaison des_hPures, Sous le rapport e
lidentite, ou bien le mouvement qui fa remplace, se ferait avec
une vitesse infinie.

2G. Nous allons maintenant reprendre notre axiome ler dans

toutes ses parties et nous répéterons, en employant & dessein les

mémes termes (autant que Bosmble_), tout c& que nous en avons

dit precedemment, afin de bien faire sentir [analogie entre les

deux expositions, dont la seconde, celle qui admet ['idee du
2
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temps et du mouvement, nous parait devoir étre seule conservee
dans l'enseignement,

*27 Premier axiome ou axiome principal. — Définition de la
distance par ses propriétés essentielles. — La distance 0l |'inter—
valle (8 0eux points de lespace est une grandeur, dont nous avons
lanotion intuitive ou experimentale et qui est comparable aux
grandeurs de méme espece, considerges, soit en meme temps,
soit avant ou apres (*), de telle sorte que nous possedons I'idée
anormale de deux intervalles egaux ou inegaux, de deux dis-
ances égales ou inégales, abstraction faite de tout moyen pratique
et precis de mesure, et en particulier de toute idée de superpo-
sition, laguelle constituerait une pétition de principe. _

" Lidée que nous nous faisons de la distance de deux points
implique deux propriétés essentielles, qui peuvent servir @
completer la definition de cette notion de distance . ,

1° La distance varie, dans l'espace, d'une maniere continue,
c'est-a-dire que, si 'on considere une ]qne limitee quelconque
AB, la distance des points de cette ligne a I'nne de ses extremites,
B par exemple, varie d’une maniere’ continue depuis AB jusqu’a
2610,

Cependant, i la ligne AB est quelconque, la distance en
question pourra avoir des maxima et des minima, mais sans
cesser ('étre continug, et, ,omsq,u’,elle doit aboutir & zero, Il Y
aura nécessairement, dans evm,smage_ du point B, une région
B'B sur laquelle la distance au point B ira_toujours en diminuant
si l'on marche vers B, ou en croissant si 'on part de B. Nous

I’appellerons la région de croissance continue.

28. On voit que ce 1° est en grande partie la reproduction
textuelle de_celui du n® 0, mais nous avons dd le recopier, pour
gue 'exposition elementaire (indiquee par les numeros precedes
Un asterisque) soit complete,

(Ig Soit avant ou aprés; c’est par ces mots, qui n’existaient pas dans Iénoncé du
n° 6, que s’introduit d’abord la notion du temps.
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Le 2°, que nous allons reproduire maintenant, est au contraire
une traduction du 2° du n° 0, dans le langage (lreel ou conven-
tionnel 4 volonté) du temps et du mouvement. Iy a méme une
observation 4 é)resenter relativement a cette traduction : nous en
ferons ['objet au n° 30.

~*¥29. 2° Etant donné un systeme (e Fomts en nombre fini ou
infini ABCD ... (en d’autres termes une figure quelconque), et un
point B' de l'espace tel gue AB'=AB, on peut faire mouvoir le
systéme donng, autour du point A tenu immonite, dg manire
queBc,e systeme reste invariable (‘) et que le point B soit ameng
surB’,

30. 1l ne faut pas dissimuler que cette seconde partie de
[axiome n'est pas une traduction litterale de la redaction primitive
(n° G). D'apres ce qui a éte dit plus haut du mouvement d'un
systeme invariable, 1l faut, pour la validité de laxiome actuel, non
seulement qu'il existe un systeme AB'C'D" ..., identique avec le
systeme ABCD ..., mais, én outre, quentre ces deux limites, il
existe une_suite continue de systemes tous identiques et dont
chacun soit infiniment voisin de ceux qui le précedent et de ceux
qui le suivent. , . _

Mais cette propriété est une conséquence analytique de Taxiome
tel qul est énonce au n° G, c'est-a-dire dd principe de la
continuite, combine avec I'existence du systeme identique a
ABCD ... pour une position quelconque determinge du point B'
Nous ne croyons pas.nécessaire d'ingister sur cette particularité
analytique presque evidente, puisque, lorsqu’on introduit Idee du
mouvement, comme on le fera toujours dans enseignement, les
deux proprietes se fondent en une seule.

(J Linvariabilité d’un systéme consiste dans l'invariabilité de toutes les distances
entre les points qui le composent.

Quant & I'immobilité et au mouvement, ils doivent étre entendus relativement a
un autre systeme invariable servant de terme de comparaison. Un point est dit
immobile ou mobile suivant qu'il reste ou ne reste pas a des distances constantes
de tous les points du systéme de comparaison. Un systéeme de points est immobile
quand tous ses points sont immaobiles, mobile quand 1l renferme des points mobiles.
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%31 Les nos 27 et 29 constituent l'axiome fondamental de la
d|stan,c,e,geometr,|(1ue, ou la definition de cette distance par les
propriétes essentielles que nous lui attribuons instinctivement ou
expérimentalement. Cest laxiome kr de la géometrie, et son
AXIOME principal, C8St-3-0ir¢ indispensable, COMMe nous |'avons
vu plus haut; les deux autres axiomes que nous rencontrerons
encore ne sont plus que des axiomes secondaires ou de simpli-
fication (*).

32, Toute fa discussion des nos 78 20 sur la question de savoir

si l'axiome est indispensable et indémontrable peut maintenant
Se reporter ici. . ,

'La distance ideale et [a distance analytique conservent leurs
definitions, mais celle de Ia distance physique peut s modifier
aussi par I'introduction de la notion du mouvement, ,
La distance physique est la fonction speciale des six coordonnees
qui Possede la méme valeur numerique pour un méme couple de
points quelconques, dans un méme objet phg,suiue, considere @
deux epoques differentes (qu'il se soit ou non deplace) et dont les
formes nous paraissent invariables.

Par cela méme que cette invariabilite des formes, dans un
méme objet considere a deux époques différentes, est pour nous
une notion vague, nous ne savons pas quelle est la fonction des
coordonnees qui est restée identique, ni méme il en existe une
QUi jouisse rigoureusement de cette propriete; mais i elle existe,
elle” doit nécessairement étre comprise parmi les distances
analytiques dont I'expression est (1), (2) ou (3). Si T'on pouvait
Earvemr a démontrer directement, par un moyen quelconque,
‘existence d’une distance physique jouissant ‘de la propriéte

p] On peut dire que I'axiome principal consiste, au fond et au point de vue
analytique, a admettre que I'expression de la distance est comprise dans I'une des
trois formes (n° 14) qui rendent possible Yinvariabilité des figures; tandis
que les deux autres axiomes ne serviront plus qu’a écarter les deux formes les plus
compliquées, pour conserver exclusivement la plus simple dans I'exposition élémen-
taire de la science.
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indiquée, on aurait par |3 méme découvert une loi du monde
matériel que I'on pourrait énoncer ainsi ; ‘

L'identité de formes que paraissent présenter a nos sens les
corps que nous appelons solices dépend d'une relation analytique
entre les coordonnées (mesurées d'apres un certain systeme
determing) des points de ces corps. ,

Le probleme de la geometrie phquu,e, ainsi-entendue, consis-
terait & determiner, en admettant ['existence de cette nouvelle
distance physique, dans Iaquelle des trois formes elle serait
comprise, efc. 1vqyez,|,es nes 18 et 19); mais, nous 'avons deja dit
et nous allons le ustifier a Iinstant, @ probléme est insoluble par
le raisonnement Seul. . _

Il en est donc ici comme précédemment. La notion du temps
et du mouvement ne chanPe que la forme de notre axiome de fa
distance. Le fond reste fe méme et conserve exactement son
caractére hypothétique ou expérimental,

33, Puisqu’il est maintenant bien entendu que la distance
physique, si elle existe (ce que nous admettons a partir de ce
moment), n'est que Lune des distances analytiques, se distinguant
es autres uniquement par une propriété vague, expérimentale,
non susceptible de donner prise au raisonnement ou au calcul,
tous_les principes qui seront demontres ans la suite s rapdportent
aussi bien aux distances analytiques quelconques qu'a la distance
physique (). Mais, des que I'on passe a une expérience ou g une
application (i,uelconqu_e, on est obligé de se servir de sYstemes
materiels solides ou’ invariables pour la realiser, et des fors les
resultats de cette application ou de cette expérience ne se rappol-
tent plus qu’aux distances physiques, Ainsi les mémes proprietés
theoriques (demaontrees) appartiendront tougours aux  distances
analytiques et a la distance physique, et cefte derniere ne peutf

(*) Et sont méme absolument vrais, au point de vue abstrait ou analytique, pour
les distances rationnelles auxquelles ils se rapportent, lors méme que la distance
th5|que_ n'existerait pas. Ainsi, méme dans ce dernier cas, ce n'est pas dans
‘exposition théorique d’un systéme quelconque de géométrie, mais seulement dans
les applications, que des contradictions pourraient se présenter.
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jouir de propriétés supplémentaires, ou Btre classée d’une certaine
maniere parmi les distances analytiques, que comme hypothese,
0U_comme resultat d’experience. o

_ En d'autres termes encore, toute Prpposnjon QUi se trouvera
inexacte lorsqu'on ['appliquera a de certaines distances analytiques,
pourra cependant étre exacte pour la distance physique, mais ne
pourra pas tre démontrée et exigera un axiome expérimental
Separé, Qu, Ce qui revient au méme, une hypothese separée. C'est
la-un précieux critérium pour la decouverte des vrais axiomes de
la geometrie (.

§2. — Notions de la sphere et du cercle. — Propriétés de la rotation
d'un systeme invariable autour d’un point fixe.

*34. Etant donné un systeme ABCD ... et deux points de
'espace, A" et B', tels que A'B'=AB, on peut transporterie
systeme ABCD ... d'un mouvement continu et en le laissant
invariable, de telle maniere que A et B viennent coincider
respectivement avec A' et BT, En effet, menons entre A et A' une
I|Pne quelconque. Si I'on sujt cette I|§ne en partant du point A
et que I'on mesure les distances des points successivement
rencontrés aux points Aet A', la premiere, partant de zéro, sera
d'abord la plus petite, tandis que vers le point A" elle deviendraf

(*) L'espace & deux dimensions, c’est-a-dire une surface %Jelcqnque, nous offre
un exemple de la non-existence de I'invariabilité des figures. Une figure qui y serait
construite ne pourrait pas étre répétée |dent|?uement dans une autre région de la
meéme surface, ni a une autre époque si la surface se déformait. Sauf dans des cas
tres particuliers, il n'y aurait la de possible qu’une géométrie locale et instantanée.
Si donc on veut qu’une géomeétrie plus générale existe dans I'espace, il faut attribuer
a celui-ci la propriété de congruence, ou d'invariabilité des figures,dans I'espace et
dans le temps. N _ . o

_ En général, si une proposition géométrique est relative aux trois dimensions (ou
a ’espace) et si son analogue, dans les deux dimensions (ou dans une surface giuel-
conque) ne se vérifie pas, la propriété énoncée peut bien étre vraie, mais il est
improbable qu’elle puisse étre démontrée, & cause de la facilité qu'il F aurait a
transformer la démonstration, en I'appliquant aux deux dimensions. Touefois cette
méthode ne donne pas la méme certitude que celle qui est basée sur les distances
analytiques ou rationnelles.
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nécessairement la plus grande, puisque Iautre tendra vers zéro,
Donc entre A et A on rencontrera, en vertu de [a continuité, au
moins un_point 0 tel que OA = QA" Considerons le point O
comme faisant partie du systéme invariable donné; nous pourrons
faire tourner ce demier ‘autour de O, en vertu de laxiome |
(n° 29), jusqu'a ce que le point A coincide avec A", A Pamr (e ce
moment, nous pourrons faire tourner le systeme autour de A',
en vertu dy meme axiome, jusqu'a ce que B se trouve en B'
La proposition st ainsi demontrée.

*35. La notion de I'invariabilite des systemes donne le m_o¥en
e constater P\raﬂq,ueme_nt I’eéjahte ou linégalité de deux inter-
valles. Le systeme invariable dont on se sert'a cet effet, s'appelle

compas.

*36. Nous avons défini les mots surface, tigne, point, €N partant
de I'idee de surface Pour arriver jusqu'au point. On peut suivre
P'ordre inverse, en introduisant explicitement [ notion de mouve-
ment. On dira alors, en partant de l'idée de point, comme idee
primitjve, qu'une ligne est 'ensemble des positions successivement
occupées dans I'espace par un point qui se meut. De méme, on
peut considerer une surface comme ['ensemble des Fosnjons
occupees successivement par une ligne qui se deplace et qui, en
méme temps, peut changer de forme.

1. Ligne a croissance continue. — .Entre deux pOlﬂfS quel-
conques A et B, il existe au moins une Il%r)e le long' de laquelle
la distance des points & I'une des extrémites, A par exemple, de
cette ligne, va toujours en croissant depuis zéro 1usqu’a, B. En
effet supposons qu’un point mobile (¥ Earte de 1a_position A et
chemine jusqu'en B sur une ligne quelconque AB et que l'on
mesure & chaque instant lintervalle qui le sePare du point A Cet
intervalle, ayant pour valeur initiale zéro, doit augmenter d’abord.

_(*) Nous répétons, pour la dernigre fois, que I'idée de mouvement peut toujours
étre éliminge de nos explications, lesquelles pourraient perdre ainsi en clarté et en
élégance, tout en conservant la méme rigueur.
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S'il diminue ensuite, c'est qu'il aura eu un maximum, Soit AM ce
maximum. Si AM etait plus grand que AB, on aurait d0 rencon-
trer, entre A et M, en vertu de la continuité, un point B' tel
que AB' = AB. Mais alors on pourrait faire tourner AB’, consi-
deré comme systéme invariable, autour du point A et amener B’
sur B xaxmme 1); donc ABLserait une ’U‘gne a croissance continue
entre A et B. Supposons maintenant AM< AB; puisque, au dela
de M, la distance diminue, on rencontrera de nouveau entre M
et B, la valeur AM. Supposons que ce soit en M' On pourra,
comme tout a heure, amener M sur MLet supprimer fa portion
de ligne MM'. Il'en sera de méme tant que 'on rencontrera un
maximum quelcongue, et comme le mobil doit finalement arriver
au {),omt B, il aura parcouru, grace a la suppression de toutes les
parties analogues & MM (‘) une ligne sur laquelle les distances
au point Aauront crl d’une maniere continue.

38. Nous devons, des ce moment, introduire le second axiome,
ou le premier axiome de simplification, celui qui sépare s
geometrie doublement abstraite des systemes conserves, car les
raisonnements ne pourraient rester absolument communs qu'au
prix de grandes complications. Les numeros se rapportant a la
geometrie doublement abstraite sont marques de |2 lettre D; les
alltres ¢ rapportent aux deux systemes de geometrie (usuelle et
simplement abstraite) qui sont encore conserves dans I'exposition
generale et pour lesquels les raisonnements resteront communs
jusqu’au troisieme et dernier axiome,

*39 Deuxieme axiome OU premier axiome secondaire (de
simplification). — Augmentation indéfinie de la distance de deux
points. — L3 distance de deux points de l'espace n'a pas de
limite Supérieure et peut augmenter indéfiniment,

40, L'axiome en (i,u,estion,nous venons de le rappeler, n'sst que
secondaire ou de simplification; il n'sst pas indispensable, car

(*) Cest-a-dire comprises entre une distance maximum et le point ot cette distance
se reproduit pour la derniére fois.
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on peut établir sans son secours une géometrie complete, plus
compliquée en théorie que la géometrie ordinaire, mais qui
coincide cependant avec elle dans les applications pratiques :
c'est 1 geométrie de Riemann oU géomeétrie doublement abstraite.
Nous I'appelons ainsi parce quon se prive, dans son exposition,
de deux axiomes de la géometrie ordinaire ou usuelle, tandis que
dans |3 geometrie abstraite (0U SImplement abstraite], que nous
rencontrerons plus loin, on invoque, en outre 'axiome actuel et
on ne se prive que du troisieme (celur des paralleles).

41, La seule condition & laquelle Iaxiome doit satisfaire est
donc celle d'8tre indemontrable. Nous avons dit(n® 33) que tout
Ce QUi peut s démontrer pour la distance physique peut se
demontrer aussi pour I'une quelcongue des distances analytiques.
Celles-ci devraient donc toutes pouvoir augmenter indéfiniment. Or
il n'en est pas ainsi de lexpression (3) du n® 14, dont le second
membre a pour limite superieure D, hien que cette expression
satisfasse, comme les autres, a toutes les conditions de Iaxiome I,

42, La bifurcation qui sopére ici dans ['étude de la géometrie
peut &tre rendue sensible par la figure symbolique suivante.*

Notions Axiome | Premiére Ax.1l. — La distance n'a

*3, sphere. — ToUS les points de lespace, distants d'un point
donng O (appelé centre) d'une méme quantite R (appelée rayon),
forment ung surface continue, connexe et sans recoupement,
clest-a-dire (1ue celte surface est d'une seule piece, qu'elle ne
peut tre nulle part arrétée ou limitée par une ligne, et que toute
région continue de surface, prise autour d’un point sur I3 surface
complete, constitue, en ce point, cette surface tout entiére; ou
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en dautres termes, que I'on ne saurait, & partir de ce point,
cheminer sur la surface complete, en dehors de [a région dont
il sagt. , o o

Dabord le lieu en question, quel qu'il soit, est nécessairement
connexe, ou d'une seule ,mece, Sans quoi on rig saurait amener un
point d'une piece sur lautre, en le faisant tourner avec un
systeme invariable dont il ferait partie, autour du centre suppose
fixe. Or ceci est contraire a laxiome |.

Ensuite le lieu en question est bien une surface ou un ensemble
connexe de surfaces et de lignes, mais ne peut comprendre aucun
i:,orps (ou volume) ni s composer exclusivement a'un réseau de
ignes.

gEn effet, dans le premier cas, prenant un point dans Iintérieur

du corps, on ne saurait mener, du centre vers ce point, une ligne
8 croissance continue & partir du centre, ce qui est contraire ay
n° 37. Dans le second cas, c'est-a-dire si le lieu se composait
exclusivement d’un reseau de lignes, on pourrait prendre dans
lespace un point A distant du centre d’une quantité plus grande
que R (axiome 1), puis {omdre A au centre O par une I|gn,e
quelconque ne rencontrant pas le reseau. Or sur cette ||_(ine oit
cependant exister, en vertu de la continuite, un point situé 4 la
distance R du centre, o

Si la surface s'arrétait & une certaine ligne telle que ABC, on
pourrait considerer une petite région de surface autour d'un
point quelconqlue M, _n’appartenant pas a la ligne ABC, puis,
par l'axiome 1 la faire tourner, comme systéme invariable,
autour du centre, de maniere a amener M Sur un point A de
la prétendue ligne-limite. R est clair qu'ainsi une partie de la
region M deborderait cette ||(?ne et cependant tous ses points
resterajent 4 egale distance du centre, ce qui serait contraire a
'hypothese. Le_méme raisonnement prouve qu’en chague point
d'Une sphere, il existe une portion continue de surface sphérique
comprenant ce point dans son intérieur. o

Enfin la surface est sans recoupement, car si 4 Eart[r,du
point A.on pouvait cheminer sur elle, d’une part dans la region



continug A, d'autre part suivant une ligne AM, on pourrait, en
amenant successivement le point A sur tous les points de la
region, faire decrire a la ligne AM un volume continu, lequel
appartiendrait a la sphere, ce qui a été reconnu impossible,

44°, Dans fa géométrie doublement abstraite, la seule partie
e ces raisonnements qui se trouve infirmée, est celte qui servait &
%rou,ver que [ sphere ne P_eut pas se reduire a un réseau de lignes,

n_Y a toutefois_exception que pour la sphere dont le rayon
serait egal a D, distance maximum de deux points de Iespace,
parce qu'alors on ne pourrait plus augmenter ce rayon, comme
nous Iavons fait dans fa demonstration. .

Dans ce cas, I sphere ne saurait comprendre aucune portion
de surface. En effet, d’un point A de cette portion, menons vers
le centre une ligne & croissance continue & partir de ce centre :
cette ligne aboutira d'un cote de la surface. De l'autre cote,
prenons un point B aussi voisin que 'on voudra de A, mais en
dehors de la surface. La ligne a croissance continue partant de
B vers e centre se ranrochera autant que I'on voudra de a ligne
partant de A, donc elle devra couper toute zone déterminée de fa
surface, tracee autour du point A; et, puisqu’elle est a croissance
continue, le point B serait distant du centre d’une quantite
supérieure & D, e qui est impossible par hypothese. ,

Ainsi I3 sphere se reduit alors a un reseau connexe de lignes.

Nous disons, de plus, qu'il ne peut y avoir, sur ce réseau,
aucune bifurcation, car si, au point A"du réseau, on pouvait
cheminer sur le reseau dans les trois sens AB, AG, AD, on
pourrait considerer [ ligne AD comme formant systeme invariable
avec le centre, et foire mouvoir ce systéme autour du centre,
e maniere que le point A décrivit la I|Fne AB. Si alors cette ligne
AB ne glissait pas sur elle-méme, elle engendrerait une portion
de surface; si au contraire elle ?hssan sur elle-méme, CD engipn-
drerait une portion de surface et, dans les deux cas, cette portion
d,eb |surface appartiendrait a [a sphere, ce qui a été reconnu impos-
sible,



28

Donc enfin la sphére de rayon D comprend au plus une ligne
unique, qui jouit de. la propriete de glisser sur elle-méme et est
par conséquent indefinie (ou fermee), Si elle ne se reduit pas & un
point umqueél). _ . - .

Les Pomts e cette ligne sont dits opposés au PoiNt qui a Servi
e centre,

*45. Les indications qui précedent ne nous font pas connaitre
d'une manigre complete les propriétés de la surface spherique .
elles ne suffisent pas, par exemple, pour affirmer que cette
surface est fermée, mais nous n'aurons pas & invoguer cette
dermeret propriete, qui d'ailleurs nest pas encore definie en ce
moment.

*40. Region de croissance continue. — NOUS avons dit
(axiome I, n° 27)que sur toute ligne AB il existe,a partir du point
quelconque A et dans.les deux sens, une région finie sur laquelle
la distance au point A augmente toujours et que nous avons
ADDElée région de croissance continue. D¢ 13 TéSUIte qu’n existe
aussi, sur une surface quelconque™ partir dy point que congue, A
une region de croissance analogue, mais qu'il faut qefinir
nettement, o
~ Par le point A menons sur la surface une infinite de lignes,
indefiniment rapprochees, constituant, par exemple, les genéra-
trices de cette Surface, car on peut imaginer (conformément 4
I'idée méme de [a generation des surfaces) qu’une de ces lignes
it engendrée en changeant 4 la fois de position et de forme.
Sur chacune de ces lignes, il y a une région de croissance allant
Pa[ exemgle, pour I'une d'elles, de la distance zéro a la distance
inie A Soit 0 le minimum- des valeurs de A pour toutes ces
lignes, 0 est encore une quantité finie ou determinee (2. Si I'on
joint donc par un trait continu 1eS premiers poINts Situes, surf

Il sera démontré plus loin que cette ligne se réduit en effet a un_ point unique.

*) Car, a cause de la continuité, on ne peut rencontrer ici I'objection qui s

gresente p(iur des fonctions quelconques : A ne pourrait décroitre indéfiniment sans
evenir nul.
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toutes les génératrices, & une distance o' (moindre que o) du
point A, ce trait sera une ligne fermée et on aura ainsi, autour
du point A, une serie de courbes fermees (spherlques?, dont les
rayons varient contindment de zéro & o et qui sont telles, deux a
deux, que celle qui enveloppe I'autre, sur la surface, a necessai-
rement le plus grand rayon. Cst ce que nous appellerons la
région de croissance continue de [a SUI’faC@ autour du point A ,

Comme chaque_point d’une surface sphérique peut étre amené
sur tout autre point de cette surface, la région de croissance est
la méme en tous les points d’une sphere.

*7, Le centre d'une sphére étant fixe, une partie de la surface
sphérique ne peut étre immobile sans que la sphere entiere le
soit, En effet, supposons qu'une ligne telle que AB représente la
limite de la partie immobile et construisons autour du’ point A la
région de croissance continue de la surface. Faisons-la mouvoir
isolément sur la sphere (autour du centre) d'une petite quantite,
de maniere que le point A rentre dans la partie immobile en A"
bien que la region de croissance deborde encore la ligne-limite.
La courbe spherique fermee CD tracee autour de A" dans [a region
e croissance, ne peut, dans le mouvement primitif du systeme,
que glisser sur elle-méme, puisque en denors d’elle et dans son
voisinage immeédiat, n’g aaucun point qui soit 4 la distance AC
du point immobile A" Or, celte ligne ne peut glisser sur elle-
méme, puisque nous pouvons supposer qu'elle pénatre dans fa
région immobile, Elle est donc entierement immabile, ainsi que
toute [a region de croissance. Donc, aucune ligne donnée ne peut
limiter la ?arue immobile de la surface sphérique et celte
derniere surface est entirement immobile.

*48. Le centre d'une sphere etant fixe, une ligne tracée sur la
surface sphérique ne Peut étre immobile sans que la surface
entiere le soit. En effet, construisons autour d'un point de cette
ligne la région de croissance de la surface. Chacune des, lignes
spheriques fermees comprises dans cette région de croissance
ne pourra que glisser sur elle-méme, mais comme elle a deux
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points fixes (les deux points o elle rencontre la ligne immobile) ('),
ce glissement sera nul. Donc, autour du point choisi une portion
de surface reste immobile, et par suite (47) la sphere tout entiere.

*49, Dans un systeme invariable qui se meut, il ne saurait
exister un volume dont tous les points seraient immobiles.

En effet, on pourrait alors Prendre un point 0 dans, Iinterieur
du volume immabile et suffisamment Pres de sa limite pour
qu'une certaine sphere, decrite du Pom 0, ait une partie de sa
surface dans le volume immobile et une partie en dehors. On
serait alors en contradiction avec le n° 47,

*50. Dans un systeme invariable qui se meut, il ne_saurait
exister une surface’ dont tous les points seraient immobiles. En
effet, décrivant d'un lpomt de cette surface comme centre, avec des
rayons de plus en plus %rands, Une série de spheres, chacune de
ces spheres aurait une ligne immobile (son Intersection avec la
surface donnée) (2, donc (48) toutes ces surfaces spherigues
seraient immobiles et par consequent il existerait un volume
immobile, ce qui a été reconnu impossible (49).

*51, Deux spheres distinctes ne peuvent avoir en commun une
portion de surface. \

Sugposons, en effet, que les deux spheres dont les centres
sont 0'et O puissent avoir une partie commung S'. Faisons tourner
tout le systeme autour du point O de maniere que 0" decrive la
ligne. quelconque 0'0"0".... En méme temps S' prendra les
positions successives §'S" 5™ ... Sait S, la partie commune aux
portions de surface,S',S",é'“,..., qui sont toutes Situées sur la
sphere 0 et ne representent que les positions successives de S',

Tous les points de 0'0"0™... jouiront separement dela propriete
0'8tre egalement distants de tous les points de S, et toutes ces
distances seront les mémes.

P) Au moins jusqu’a la limite de la région de croissance de cette ligne elle-méme.
(2 Au moins dans les limites de la région de croissance de cette surface.
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Maintenant, faisons tourner tout le systéme autour de 0" dans
tous les sens. Le lieu 0'0"0™'... engendrera un volume Y, pendant
que le lieu S, prendra une infinité de positions correspondantes
sur |a sphére 0", Soit S, la partie commune  toutes ces positions
de S, Tous les Pomts_du volume Y seront, chacun, & égale
distance_de tous les points de Sdet toutes ces distances seront
égales, Des lors on ne saurait mener, d'un point de S2vers un
point intérieur au volume V, une ligne & croissance continue.

Ainsi deux spheres distinctes ne peuvent se couper que suivant
unel,ou plusieurs lignes, accompagnées, si 'on veut, de points
Is0lés.

52", Dans la géometrie doublement abstraite, la démonstration
de ce dernier numero echouerait si 0 et 0" etaient deux points
opposés; il faut donc, dans ce systeme de geometrie, poser cette
restriction, mais on verra plus loin qu'alors les deux spheres
donnees ne seraient pas distinctes,

§3. — Théoréme de la rotation d’un systéme invariable
autour de deux points fixes (!)

*53. Region secondaire. AUTOUT dU point quelconque A d’une
surface sp%e,nque, et dans Iintérieur de la région de croissance,
il existe foujours une autre région, que nous appellerons secon-
daire, |imitée par I'une des courbes spheriques dont nous avons
parle, de rayon o, et telle qu'en dehors de cette région, aucun
point de la surface ne puisse se rapprocher du point A a une
distance moindre que o. Ceci n'est pas exact pour une surface ab-
solument quelconque. Nous allons le demontrer pour la sphere (2).

P) Ainsi qu'il a été dit dans la preface et que cela sera répété a la fin de ce para-
graphe, nous nous séparons, en prétendant demontrer ce théoreme, de géomeétres de
premier ordre (parmi lesquels il suffit de citer M. Helmholtz), avec qui nous sommes
d'accord, pour le fond, sur presque toutes les ?uestlons, excepté celle-ci et une
autre connexe, qui sera signalée plus loin. Clest pourquoi nous appelons sur les
déductions de ce paragraphe I'attention toute spéciale du lecteur. _

(2) En réalité, pour la sphére, la région de croissance et la région secondaire
comprennent toutes deux la surface entiére, mais cette propriété ne peut étre
établie au point ol nous en sommes.
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En effet, s'il était impossible de choisir une région secondaire
assez petite pour satisfaire aux conditions de I'enonce, cest que
|3 SUrface, en dehors de Ia région déterminge de croissance,
reviendrait vers le point Aet sen rapprocherait indéfiniment sans
y repasser (. o .
~Or ceci ne saurait arriver, car les lignes a croissance continue
(2 partir du centre), menees de tous les points de la region de
croissance continue au centre, forment, d'un coté de cette région,
un volume continu, dans lequel il ne peut y avoir aucun point a
la distance R du centre; et si le rapprochiement indéfini avait
lieu de I'aufre cote, les lignes 4 croissance continue partant de
points suffisamment voising de A devraient couper [a région
determinge_de croissance tracee autour du point A, ce qui-est
egalement impossible.

5, Mouvement d'un systéme invariable autour d'un point fixe.
— Considerons un systeme invariable tournant actuellement autour
d’un point fixe 0. Chacune des surfaces sphemiues ayant ce point
pour centre ne pourra s¢ Mouvoir qu'en restant sur élle-méme,

Examinons ce qui se passe sur 'une de ces surfaces a ['instant
considere. Un point mobile (iuelcon,que A, se mouvant sur la
sphere, est remplace, dans fa position qu'il occupait, par un
point B ﬁZ), le “point B par un_point C etc.; donc la ligne
ABC... glisse sur elle-méme (3. Observons d'abord que, le
mouvement ai/ant lqu commencer de cette maniere, il peut
nécessairement continuer, cest-a-dire que 'on peut, & chaque
Instant, assugetnr le point gm a remplace A a se mouvoir comme
A se mouvaif au debut, et de méme pour les autres. ‘

La ligne ABC... glissera donc surelle-méme, non seulement af

) Nous disons : sans y repasser, puisque la sphére n'admet pas de recoupement.
2) W faut hien comprendre que A, B,..., sont des points appartenant directement
au systeme invariable donné, ou qu’on ajoute a ce systéme, en les liant invariable-
ment aux autres points. On peut ainsi concevoir que e systeme invariable considéré
contienne tous les points de I’espace. Cette observation ne sera plus répétée.

(I3I) Voyez, au sujet d’une autre application de celte idée fondamentale, les
Bulleting de I’Académie Royale de Belgique, t. XXXV (2e sérig), p. 24.
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'instant considere, mais dans la suite du temps; en ('autres
%er,mes, on pourra faire avancer chacun de ses points d’un arc
ini.

Le moyvement direct étant possible, le mouvement rétrograde
st aussi; car chaque point, séparément, peut decrire sa trajec-
toire en sens inverse, et comme les positions simultanées des points
Peuvent Btre prises les mémes %ue dans le mouvement direct,
outes les distances des couples de points resteront constantes et
le systeme restera invariable,

*55. Puisque la ligne ABC... glisse sur elle-méme, clle ne peut
avoir de point d’arrét. Elle doit donc étre fermée ou indefinie.
Nous allons montrer qu'une ligne indefinie qui peut glisser sur elle-
meéme ne saurait étre renfermee dans aucun espace de dimensions
finies. Des lors la ligne ABC... devra étre fermée.

A cet effet, observons d’abord qu'a droite et a gauche du
point A, sur la courbe, doit exister, non seulement la region de
croissance DE, mais en outre une région secondaire D E', telle
quen dehors de cette region la courbe ne se rapproche plus
jamais de A a une distance moindre que AD' = AE".

Car on a deja montre (53) que [a surface elle-méme ne se
rapproche pas Indéfiniment de ‘A en dehors de sa région de
croissance; si donc il etait impossible de fixer la région D'E',
clest que la courbe rentrerait dans la region de croissance de a
surface et, 18, sapprocherait indefiniment du point A sans
[atteindre (). , , ,

Or, supposons que la courbe se soit rapprochée de A et soit
arrivee a a, par exemple. Pendant que la courbe glisse sur elle-
méme, deux quelconques de ses points restent a egale distance
[un de Iautre; donc quand A, trés voisin de a, marchera vers B,
a Gevra marcher vers un point B trés voisin de B et ce mou-
vement ne pourra avoir lieu que d'un coté de la courbe AB, sur
la surface continue, connexe et sans recoupement de la sphere,3

P) Nous disons: sans I'atteindre, car si elle I'atteint, la courbe est ferrr@’e.
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la courbe ne pouvant jamais se traverser (¥). Si on continue a la
faire glisser, ou, ce qui revient au meme, & la prolonger
dans le_ méme sens, elle devra %ester du méme cote par rapport
aux spires precedentes, donc elle marrivera plus dans [a region
la plus voisine du point A, donc le rapprochement des points,” par
rapport au point A, ne saurait étre indefini, et la région secon-
daire D'E" existe. .

Soit, maintenant, un espace limite quelconque, dans_ lequel
notre courbe indéfinie serait (Fretendument contenug. Divisons
cet espace en compartiments de plus en plus petits (-) par des
surfaces quelconques. | -

Puisque la dimension S (=AD"= AE') de notre region
secondaire est une quantite finie et determineg, nous parviendrons,
au bout d'un nombre nimite de divisions, & faire en sorte que
toussnos compartiments aient leur dimension maximum moindre
e 8,

q Observons maintenant que o st une constante, tout e long de
la courbe, a cause de la Propnete que celle-ci possede de glisser
sur elle-méme. Divisons fa courbe en trongons successifs egaux
a D'E" et appelons, pour simplifier, milieux des troncons, les
points analogues & A. Cheminons sur la courbe, de milieu en
milieu. Chacun des milieux F que nous rencontrerons se trouvera
dans un_comFaft|ment (3¢t la portion de ligne comprise dans ce
com{)arnmen -[a appartiendra tout entiere au trongon F. Car les
points en dehors de ce trongon sont eImémes de F-d’une quantite
supérieure a 8, tandis que Ta distance de F & tous les points du

(*2 Elle ne peut pas se traverser, parce que, sans cela, deux points Aet Bar)parte-
nant a des branches différentes, ne sauraient rester aégale distance I'un de ['autre,
pendant le glissement de la courbe sur elle-méme. Diailleurs, si elle se traversait
en 0, il y aurait en 0 quatre directions différentes sur la courbe, et I'on pourrait
appliquer le raisonnement du nu39. _

&) ‘est-a-dire que I'intervalle maximum entre deux quelconques de leurs points
devient de plus en plus petit. . o o

(3 Le raisonnement que I’on va faire serait vrai a fortiori si, par un hasard que
que”I'on peut dailleurs toujours éviter, le point en question tombait sur I'une des
cloisons des compartiments.
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compartiment est moindre que o. Donc en passant d’un miliey &
'autre, ou d'un tronfon a lautre, nous changerons de compartj-
ment et nous ne rentrerons plus jamais dans [un des comparti-
ments dgja traverses. Or, sila courbe ne se ferme pas, ceci est
absurde, puisque le nombre des trongons est infini, tandis que
celui des compartiments est limité. Donc enfin la ligne ABC ...
est fermée. Nous lui donnerons souvent le nom de cercte.

*56. D'un c0té de la courbg ABC,..., sur la sphere, /fre\nons
un point A", Ce point appartiendra, comme le point A, & un
cercle A'B'C... qui glisse sur lui-méme et qui ne saurait couper
le précedent, puisque le point A’ dans son mouvement, doit
toujours conserver fa méme POSIljon relative par rapport a la
courbeABC...,%m reste sur elle-méme.

Prenons maintenant un point A" dans linterieur de A'B'C"...,
Cest-a-dire du cote oppose a ABC..., par rapport a AB'C’...,
puis continuons ainsi ndefiniment,

Les dimensions maxima des lignes ABC..., A'B'C’..., auront
ou n’auront pas de minimum. Si elles nen ont pas, c'est qu'a la
limite ces lignes se reduisent a un point (c’est méme ainsi que
NOUS nous sommes représenté le point au debut, n° 2); et des
lors ce point, étant sa propre trajectoire, reste immobile.
~ Ainsi donc, pour demontrer qu’i R/‘asur la sphere un point
immobile, il nous reste simplement & prouver que les lignes
A'B'C"... ne peuvent conserver une %r\an, eur finie, ,

Dans linterieur de A'B'C"..., C'est-a-dire du coté opposé aux
courbes précedentes (9, faisons penétrer, par glissement sur la
sphere, [a région secondaire a (en lui faisant traverser le contour
e la surface AB'C'...). Nous pouvons admettre que cette région
de surface soit entierement comprise dans la surface A'B'C".,
et méme que I’ogeranon puisse se répéter indefiniment, pour toutes
les autres cournes que fon obtiendra successivement. Car S

p) Car nous n‘admettons pas, jusqu’ici, que I'intérieur A'B'C'.... constitue une
surface pleine ou fermée. Elle ne peut pas avoir de limite (43), mais elle pourrait
se prolonger indéfiniment.
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n'en était pas ainsi, on remFIaceran la région secondaire o par une
autre plus petite o, laquelle (n° 53) jouirait & plus forte raison
des memes proprietes que la premiere; et si, quelque lpehte que
'on choisit -, on ne parvenalt jamais a introduire celte région
dans toutes les surfaces successivesABC"..., c'est que ces surfaces
elles-mémes diminueraient indefiniment et se reduiraient, soit a
ung ligne pliée double, soit & un point. Mais la premiere
hY,pothese est impossible, ,puysque la ligne-limite doit pouvoir
glisser sur- elle-méme. Ainsi fa surface et la ligne-limite se
reduiraient d un point et T'on rentrerait dans le cas precedent.

~ Supposons donc que 'on puisse toujours, dans' les surfaces
limitees ou illimitees comprises dans les. courbes A'B'C’...,
introduire la région secondaire g et introduisons-la de manigre
ﬂu’elle touche en un ou plusieurs points la ligne A'B'C"... sans
a couper,

Prerﬁ)ons maintenant, dans lintérieur de A'B’C"..., un point A",
tel que sa distance minimum @ la ligne A'B'C"... soit superieure
8 [a dimension maximum A de la région g. Ceci est, encore une
fois, une operation possible, car si les surfaces AB C.., se redui-
saient tellement qu'on ne pt plus y prendre un point distant de
leur limite d’une quantité supérieuré a X(qui lui méme a pu étre
choisi d'avance aussi petit que l'on veut), cest que, encore une
fois, les surfaces A'B'C"... auraient pour limite un point.

Imaginons maintenant que la réqion o et le point A" participent
au mouvement qui fait décrire a A" la courbe A'B'C".... Le point
A" decrira une courbe fermee A'B'C'..., laquelle ne rencontrera
Eas la réegion 4, d'apres [a maniere dont le point A" a ete choisi.

a région sera donc enfermée dans lanneau A'B'C"... AB'C"..,
et comme, par hgpothese, la construction continue indefiniment
sans que les courbes s'annulent, on pourra placer sur la sphere
un nombre infini de regions o, separées les unes des autres.

‘Maintenant, raisonnons comme au n° 55. Notre sphere est
nécessairement comprise dans un_ espace limite. Divisons cet
espace en compartiments de dimension maximum moindre que X
Chacun des centres de région se trouvera dans un compartiment



et ce compartiment ne renfermera aucun point d’une autre
region. Mais le nombre des compartiments est limite, tandis que
le"nombre des régions est infini, si la courbe A'B'G"... ne finit
Pas par se reduirea un point (*). Donc enfin il en est ainsi dans
0us les cas et, en resume, il y a necessairement, dans le mouve-
ment d'un systeme invariablé autour d’un point fixe, un utre
point fixe sur toute sphére decrite autour du premier. Du moment
qu'il y & un point fixe, il y en a nécessairement deux sur chaque
sphere, parce que le raisonnement s'applique aux deux cotes de
la courhe ABC..., mais nous ne nous servirons pas de cette
propriete.

*57, AINSI, étant donnés deux points fixes, on peut donner a
tout systéme invariable qui les contient un certain mouvement
autour de ces deux points, PUISQUON Peut amener ce systeme sur
celui dont nous venons de parler et qu'a toute position possible
de Iun répondra une position possible de l'autre,

Rappelons-nous d’ailleurs que e mouvement nest ici qu'une
maniere de parler et qu'il ne s'agit, au fond, que de constater la
Rossmnne d'une serie de systémes identiques ayant deux points

omologues communs. , ,

Le mouvement du systeme, autour des deux points donnés,
est tel qu'un nombre Infini de points restent en” méme temps
immabiles, pmsgu’lly en a deux au moins sur chacune e
spheres decrites de T'un des deux points fixes comme centre,

Comme on peut faire jouer au second point fixe le role du
premier, on peut dire qu’n y & deux points immobiles sur
chacune des spheres decrites de ['un quelconque des deux points
fixes comme centre; mais il faut se garder d'ajouter que I'on
DUISSE en meme temps faire jouer au premier point fixe le role du
second, car ce serait admettre qu'un couple de points peu
coincider avec lui-méme par retournement, ce qui n'a jamais 6té

() Ceci montre, en méme temps, que la sphere est une surface fermée, dans le
sens de la définition du n° 10.
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employé jusqu'ici et sera démontré plus loin, ({uand le second
point g_rend le role du premier, le premier devient Iun des points
Immobiles, en nombre infini, qui doivent exister dans le systeme.
_Rien ne prouve, jusqu’icl, qu'aulour des deux mémes points
fixes, on ne puisse donner au systéme un autre Mouvement, dans
lequel un autre Systeme de points resterait immobile. Clst ce
Que nous examinerons dans le paragraphe suivant,

58, DfaPrés une opinion généralement reug, le théoréme qui
fait lobjet du paragraphe actuel, devrait étre admis comme
axiome. Nous nous separons en c¢ point de nos illustres devanciers
et nous_ croyons fermement que I'idée fondamentale de&a signalée
(54) fait passer cet axiome au rang des theoremes. N'y avait-il
pas, d'ailleurs, une certaine anomalie dans ce fait: qu'au deput
de [a science, 1l faudrait admettre la possibilité d'un second point
immabile, tandis que dans la suite ce second point immabile se
présente forcément, sans qu'on le veuille?

Nous croyons dailleurs notre demonstration rigoureuse. Le
seul point gui nous paraisse pouvoir donner prise a la critique,
est admission de ce fait (55) qu'en divisant un espace limite en
compartiments de Rlus,en plus petits, par des surfaces quelcongues
convenablement choisies, on doive nécessairement parvenir, au
bout d’un nombre rimite de divisions, a rendre les dimensions
(rjqamma des compartiments moindres qu'une distance 0 assignée

avance,
~Dira-t-on que cest 1 un principe expérimental nouveau,
équivalent a I'un de ceux que M. llelmboltz admet en plus? Lors
ménie qu'il en serait ainsi, la reduction de 'axiome de la rotation
P,ossmle autour de deux points, & celui de [ division o’un espace
ini en compartiments de dimension maximum- assignée, nous
paraitrait encore remarquable. o

On pourrait dire que nous n’avons pas montre le méme scrupule
au n® 10, lorsque nous avons employé le principe, aussi quelque
pey experimental, d'une série de SUrfaces ermees enveloppant un
noint, puis S'enveloppant fes unes les autres; mais la il ne Sagissait
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pag de notre exposition didactique de la géométrie; il sagissait
uniquement d’une des observations complementaires, destinées
faire presumer que cette exposition est la meilleure possible et
que le nombre de ses axiomes ne peut plus étre reduit. ,
~ Ainsi, en_ resume, 'axiome | de M. Helmholtz semble pouvoir
Btre ramene aux_notions premigres (sauf les reserves faites
ci-dessus), et d'ailleurs il n'est pas emg)loye dans I'exposition
didactique proprement dite; ses axiomes Il et Il constituent, au
fond, notre axiome unique, mais complexe, de la distance (¥)
son axiome IV, dans sa premiere partie (possibilite de la rotation
autour de deux Eomt,s) semble pouvoir etre ramené aux notions
remieres (sauf les reserves faites. ci-dessus) et sa seconde partie
Fretour, du systeme a sa position initiale apres un tour complet)
sera demontrée plus loin, sans que, cette fois, nous apercevions
aucune reserve 4 faire,

§ 4, — Propriétés du mouvement d'un systéme
autour de deux points fixes.

~*h9, L'intersection de deux spheres ne saurait comprendre (eux
lignes qui se rencontrent; en d'autres termes on ne saurait, a
partir d'un point quelconque de cette intersection, cheminer sur
elle que dans deux sens differents. En effet, supposons que, sur
'intersection de deux spheres on puisse, a %arnr,du point 0,
cheminer dans trois sens différents OA, OB, OG. Faisons' tourner
le systeme des spheres autour des deux centres. Les lignes
0A,"0B, OG ne peuvent rester immobiles (48), et comme il
n'existe nulle part une portion de surface commune aux deux
spéres (51), les parties comprises entre le point O et [a premiere
bifurcation Suivante ne peuvent que glisser sur elles-memes, ce
qui est impossible du moment qu'il'y a plus de deux bras se
rencontrant en 0,

*§0, Dans le mouvement d'un systeme invariable autour de deux

(4 Unigue, comme axiome indispensable.
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Eomts fixes, les trajectoires, ou les lignes 8ue peuvent décrire tous
& points i systeme, sont entierement aeterminees. En effet, la
traAect0|re dun point du systéme n'est que 'intersection des deux
spheres, contenant le point choisi dans le systeme, et ayant pour
centres resFecufs les deux paints fixes; ou du moins’la partie
de cette intersection qui contient le point donne. On a wu (59)
qu'elle n'a aucune bifurcation. Le point considere la decrit
reellement, puisque cette trajectoire, considéree comme ligne
rigide, ne peut rester immobile (48) et le mouvement peut avoir
lieu dans les deux sens.

610 Dans la géométrie doublement abstraite, il faut, pour
lexactitude dun”60, que les deux points fixes donnés ne soient
pas deux points opposes.

*62. Dang le mouvement d'une sphére autour du centre et d'un
Folnt A de la surface, tous les points de a sphere décrivent des
rajectoires fermées et achevent en méme temps leur révolution
complete. En effet, il existe d'abord des points qui decrivent
des courbes fermees, puisque tous ceux de fa [efuon e croissance
tracee autour du point A sont dans ce cas, Si fous les points de
la sphere ne décrivent pas des courbes fermees, ou machevent
pas en méme temps leur révolution, on Pqurra,_apres un tour
comEl_et, c'est--dire au moment ol un certain point sera revenu
sur lui-méme, diviser la sphere en deux regions, continues ou
discontinues : celle des points qui sont revenus & leur place
et celle des points qui n'y sont pas revenus. Alors on pourra
Erendr,e parmi- les_points de la premigre re{qmn, S0it un- point

is0lé, soit un point B situé assez pres de fa limite qui separe
les regions des points revenus et des points non revenus, pour
que la région de croissance tracée aufour de ce point revenu B
contienne des points non revenus tels que C. Apres la révolution,
C devra étre revenu sur le méme cercle de la ragion de croissance
tracee autour de B, puisque B est revenu a sa place; et G devra
aussi occuper [a meme position relativement au point_d'inter-
section B' dudit cercle Gavec la trajectoire décrite par B, lequel
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point B' est également revenu & sa place; donc il en sera de
méme du point C, contrairement & hypothese. Ainsi le lieu des
points qui sont revenus sur eux-mémes aprées une révolution
complete, cest-a-dire au moment oU cela arrive pour 'un d'entre
eux, ne saurait avoir de limite, et comprend la sphere tout entiere,

630 Dans la Féométrie doublement abstraite, méme restriction
quau n° 61, Il faut que le point A ne soit pas opposé au centre.

*64. Dans le mouvement d'un systéme invariable autour de
deux points fixes, tous les points™ du systeme decrivent des
trajectoires fermées et achevent en méme ‘temps leur révolution
complete E\D. y |
‘Soient Aret B les deux points fixes. Dy Pomt A, comme centre,
decrivons une sphere comprenant e point B: du point B, comme
centre, décrivons une pefite sphere coupant fa précédente suivant
'une des courbes fermees que les points de celle-ci decrivent
autour de Aet B(62). Tous les points de celte nouvelle sphere
decrivent encore des courbes fermees et achevent leur révolution
compléte en méme temps que ceux de la premigre, parce qu'on
{Jeut leur appliquer le méme raisonnement quau n* 62. Mais
outes les spheres decrites de [a maniere indiquée autour du
point B, e suivant d'une maniere continug, constituent un
Volume; donc il existe un.volume dont tous les loomts,Jomssent
de la propriete d'avoir terming au méme moment leur revolution,
Supposons qu'a ce méme moment un point G du systeme
%msse N'aV0Ir pas acheve la sienne et soit arrivé en G'. Lespoints
et C' devraient se trouver equidistants d'un point quelconque
Pr;s dans le volume, puisque ce dernier point est revenu sur
ui-méme. Du point G comme centre, decrivons une portion de

(4 Cest ici gue nous nous séparons une seconde fois de nos illustres devanciers
et notamment de M Helmholtz, pour qui la proposition actuelle forme la seconde
partie de I"axiome IV. _ S

Contrairement @ ce que nous avons fait au n° 58, nous ne saurions ici indiquer
nous-meme au lecteur aucune partie de la démonstration sur laquelle la critique
pourrait porter.
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sphére comprise dans le volume: tous les points de cette por-
tion seront donc aussi a egale distance de G et deux spheres
decrites de C et de G comme centres, avec un méme rayon,
auraient une partie commune, ce qui a éte demontre impossible.
Donc tous les points achévent en méme temps leur révolution
complete,

65°. Dans la géométrie doublement abstraite, méme restriction
qu'aux nes 61 et 63,

*66. Entre deux Fomts immobiles Aet B d'un systeme inva-
riable, il existe une ligne de ce systeme, entierement composee de
points immobiles. , L ,
‘Menons de A en B a ligne continue. AMB. Tous ses points
decriront des trajectoires fermees et acheveront en méme temps
leur révolution, cest-a-ire que la ligne AMB viendra se placer
sur elle-méme apres un tour complet sans que, jusque-la, aucun
e ses points ait jamais occupe deux fois la méme place. Elle aura
donc gecrit une surface enveloppant un volume ferme. Dans
interieur de ce volume, nous pourrons tracer une autre ligne
entre A et B, laguelle décrira une surface enveloppant un autre
volume ferme, com%ns dans le precédent; et nous pourrons ainsi
rétrécir le volume obtenu, tant que celui-ci existers, clest-a-dire
tant qu'il ne se reduira pas a ung surface ou a une ligne; mais la
reduction a une surface ne renfermant plus de volume interieur
est ici_ impossible, puisque cette surface, ne pouvant rester
immobile (50), devralt glisser sur elle-méme, ce gm exclut I'idee
du rebroussement; donc, selon fa maniere meme dont nous avans
@C(ims,hdee de ligne, notre volume, en se retrécissant, se reduira
2 [a limite & une ligne, laquelle, par conséquent, restera sur
elle-méme pendant la révolution du systeme, c’est-a-dire que tous
ses points decriront des trajectoires nulles. Nous appellerons la
ligne obtenue - ligne droite entre les points A et B, Ainsi, entre
deux points quelconques de 'espace, il existe au mqins une ligne
droite, composée de points qui restent tous immabiles quand o
fiXe deux points quelconques 08 Cette ligne, considerée comme
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appartenant & un systéme invariable, puisque (60), 'immobilité
de’ deux points d'un systeme determine leS trajectoires que tous
les autres points peuvent decrire,

67D Dans la 6qéométrie doublement abstraite, méme restriction
qu'aux nos 61, 63 et 65,

§5. — La ligne droite considérée indépendamment du plan.

*68. Entre deux points, il n'y a qu'une seule ligne droite, ou,
plus généralement, deux lignes droites qui ont deux points com-
muns coincident, o , ,

Supposons, en effet, que deux droites distinctes puissent avoir
deux points communs A et B. En fixant ces deux points, on
immobiliserait les deux droites, considérées comme appartenant
3 Un systéme invariable; ou encore 566), il suffirait pour cela de
fixer deux tPomts quelconques C et D de I'une des deux droites,
ou méme (60) un point de l'une et un point de lautre.

Ainsi, e lieu geometrique des points qui sont rendus immobiles
gar la fixation de deux points Get D présenterait au moins une

ifurcation (4, c'est-a-dire un point E & partir duguel on pourrait
cheminer sur le lieu en question au moins dans trois sens
differents EF, EG, EH. .

Considerons urne_partie limitée de la ligne FEG dans e
voisinage du pointt E, et prenons sur I1E un point H' assez voisin
Ge E é)our que la plus courte distance de II' & un point quelconque
de FEG maboutisse pas a l'une des extrémites Fou 6.

Soit IFE" la plus courte distance en question. A droite et a
gauche de E', 1a distance au Pomt H' doit augmenter. En effet
elle ne peut diminuer, puisque IFE” est minimum; et si elle restait
constante, par exemple du coté G, la portion deE'G le long de
lauelle ce fait se presenterait appartiendrait & la sphere decrite

(1) Carsi. tout d'abord, A et B étaient les extrémités des deux droites données,
on les transporterait, toutes deux, sur une troisieme droite A’ B’, l'intervalle A’B'
étant choisi plus grand que AB.
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de H' comme centre avec II'E" comme rayon. Des lors elle
ne saurait rester immobile (48). o o
Prenons maintenant, dans une certaine etendue a droite et 4
auche du point E', des points E" et E" tels que H E"= H'E".
ecrivons la sphere (1UI a pour centre IP et qui contient les points
E" et £" Si, sur cette sphere, le point E tombe dans la région
e croissance tracee autour de E", toute la courbe fermée passant
par Ewest rendug immobile par fa fixite de II' et de E", ce qui
est impossible (48). Si E" ne tombe pas dans la région de
croissance de E', diminuons progressivement le rayon de [ sphere
depuis H'E" jusqua H'E'. Comme, dans cette opération, la
distance E"E" diminue indefiniment, tandis qu'il n'en est f)as (e
méme de la re%mn de croissance, laquelle converge simplement
vers [a region de croissance de [a sphere H'E', le point E" devra
finir par tomber dans la re%,lon e croissance de E" et le raisonne-
ment precedent sera applicable. Donc, dans tous les cas, [a
bifurcation est impossible et deux droites qui ont deux points
communs coincident,

69“. Dans la géométrie doublement abstraite, méme restriction
qu'aux n(B 61, 63, 65 et 67.

70. Dun® 08 résultent plusieurs conséquences importantes,

a Toutes les droites sont identiques, puisqu’on peut les amener
en coincidence, , A

b. Toute droite limitée & deux points A et B peut tre consideree
comme une portion d’une droite plus grande. Les parties de celte
droite plus grande (\w (epassent I3 premiere s’aPpellentAles
prolongements 08 Celle-Ci, de sorte que toute droite peut tre
prolongée indefiniment dans les deux sens, et ne pourra jamais
se fermer, sinon elle ne serait pas |dent|(1ue avec une seconde
droite, menee entre deux points tels que leur distance fit plus
grandg que la dimension maximum ‘de la ligne fermee qui
constituerait [a premigre. _

c. Laligne droite est [¢ rieu geometrique (es points de Iespace
qui sont rendus immobiles par la fixite de deux points. La
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démonstration est absolument la méme que celle du n® 08, car
$'il'y avait un point isolé, on le joindrait & un point de la droite.

71D Dans la géometrie doublement ahstraite, si 'on se rappelle
bien [a restriction deja apportée aux raisonnements, cest-a-dire
que deux points sur lesquels on raisonne doivent toujours étre
supﬁJoses a'une distance moindre que D, les deductions du n° 70
SN aPphcables,, jusqu’au moment o 'on démontre que la ligne,
constituant e lieu geometnque des points rendus immobiles par
la fixation de deux d'entre eux, ne peut étre fermée. ,

Nous allons demontrer, au contraire, que cette ligne est fermee
et, en méme temps, que la sphere e ‘rayon D se réduit 4 un
pOINt, €& que nous avons annonce au n° 44,

La distance de deux points quelconques de I'espace ayant un
maximum D, la distance de deux points de la ligne droite doit
avolr aussi un maximum D', o

Soient A et B deux points distants de cette quantite maximum,
Sl n'existe pas, en dehors de la droite AB, d'autres points du
lieu, [a dimension D' doit étre egale a D, sans quoi du point A
comme centre, avec un rayon compris entre D" etD, on pourrait
decrire une sphere sur [aquelle il n’y-aurait aucun point immobile.
S'il existe, en dehors de AB, d'autres points du lieu, fa dimension
D' doit aussi &tre egbaJe a D, sans quoi le raisonnement du n° 68,
montrant I'impossinilité de points extérieurs, serait applicable,
Donc, dans tous les cas, D'=" D, , \

Le point B appartient donc a la courbe ]qm forme 4 elle seule
la sphere de centre Aet de rayon D (44). Tracons cette courbe.
Comme elle ne pourra pas se confondre sur toute son etendue
avec BA, elle s'en separera, soit en B, soit ailleurs, par exemple
en B pour devenir B'AL En fixant deux points quelconques A
et Cde la ligne AB, on fixe toute cette ligne, donc le point B,
donc aussi [a ligne B'A", car une ligne qui n’a d’aytre mouvement
possible qu'un glissement sur elle-méme est entierement arrétée
quand on arréte un de ses points. Donc le lieu des points immo-
biles aurait une hifurcation en B', ce qui a &t reconnu impossible.
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La conclusion est que la courbe B'A' ne peut exister et que fa
sphére de centre A et de rayon D se réduitau point B.
~Comme les deux demi-droites, & partir du point A, doivent étre
identiques, les deux branches doivent passer par le point unique B,
et la ligne droite est donc fermee. .

Le lieu des points immobiles ne possede dailleurs aucun Pomt
exterieur a cette ligne, car il devrait étre situe a une distance
moindre (iue D du point A, et des lors le raisonnement du n° 68
serait applicable, . .

Toutes les droites passant par le point A se croisent une seconde
fois au point opposé B. Chaque point de la droite a son opposé
sur cette droite, , . _

Les  restrictions des numéros précédents sont maintenant
expliquées. Quand un pointest immobile, son oppose est immobile
aussi, puisqu'il ne peut quitter fa sphere de rayon D. Ainsi, dans
la geometrie doublement abstraite, toute sphere a deux centres,
opposes dans 'espace, et la fixite de ces deux centres n'entrave
aucun des mouvements que les points de la sphere, ou d’autres
points lies a la sphere, peuvent prendre autour de I'un de ces
Qeux centres. o o

Tout ce qui a été dit de la ligne droite dans les numeros préce-
dents subsiste dans la gieometne doublement abstraite, si fon se
rappelle (i_ue deux_points opposés ne comptent que pour un seul,
et que la ligne droite est fermee,

*T2. Réciproque du n° 68, L sera démontré plus loin que si
ung ligne, faisant partie d'un systéme invariable, passe par deux
points A et B; et si 'on_peut donner 4 ce systeme Invariable une
autre position, de maniere que les points A et B soient revenus
0cCUpEr les mémes Flaceg dans ul’e,s(?ace que precedemment et
qu'en outre Ia ligne elle-méme coincide avec sa POSItIOﬂ premigre,
cette ligne est droite. Clest par ce moyen Aque on peut s'assurer
de la rectitude d'une ligne ou duné aréte faisant partie d'un
systeme invariable, par exemple le bord d'une regle.

*¥13. Mesure des droites. — DEUX pOftiOﬂS, AB et CD, prises



respectivement sur deux droites, sont dites égales ou de méme
longueur, quand elles sont supergosables, ce quI_exige simplement
[galité des intervalles AB et CD. Cest pourguoi !’e%allte e deux
droites peut se verifier au compas, comme ['egalitt de deux
intervalles. Pour aﬂ)outer deux portions de droite AB et CD, on
porte [ Eornonc a la suite de AB, sur la droite dont AB fait
partie ; BE etant la nouvelle position de CD, on dit que AE a
une longueur egale a la somme desllon?ueur_s de AB et de CD,

Legalité 81 'addition 08S droites etant ainsi définies, les droites
peuvent Btre considerees comme des grandeurs mathematiques ()
et mesurées numeriquement,

¥74. Nous devons maintenant apFeIer ['attention sur un point
QUi peut-étre aura echappe au lecteur, Nulle part, dans ce qui
precede, nous n’avons suppose l'identite de la distance AB avec Ja
distance BA. En d’autres termes, nulle part nous n’avons admis
qu'uncouple de points Pmsse nécessairement: coincider avec
lui-m&me par retournement. Nous n’eussions pas hésité a admettre
ce principe, $'il avait &t indispensable, mais il ne lest pas (2)
et au point o nous en sommes, nous pouvons aisement le demon-
trer par la consideration de la ligne droite. o

Soient un cou_EIe de points A, B, et la droite AB qui joint ces
deux points. Soit C le milieu de la droite AB, c’est--dire un
point tel que CA = CB. .

Supposons maintenant qu’en retournant la droite AB, et laf

%11 Voir, sur ce suﬂet, la géométrie de MM Rouché et de Comberousse, 3eéd., t. I,

p. 61 a 64. Les explications qui sont données & cet endroit, a propos de la mesure

ges z(ajng]tes, devraient déja I'étre antérieurement, nous semble-t-il, & propos de celle
es droites.

(*) Ce n’est que vers la fin de nos études que nous nous sommes apercu de ce fait.
Tout d'abord, nous avions cru devoir range.rll'e’gallté AB=BA au nombre des
Moprletes dont I'ensemble constitue la définition de la distance, ou I'axiome 1.

als, pour prouver ensuite que cette proposition est indémontrable, ou indépen-
dante des autres, comme nous l'avons fait pour toutes les parties de notre
axiome (nos 7. 20), il fallait y appliquer le critérium analytique et trouver une
fonction des six coordonnées, satistaisant a toutes les autres propriétés de la distance
et non a celle-ci. Or, cela nous a ét¢ impossible et par [a nous avons reconnu
que AB=BA n’est pas un des vrais axiomes géométriques.
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faisant de nouveau coincider avec elle-méme en direction, milieu
sur milieu, les points Aet B, au lieu de tomber respectivement
en Beten A tombent en B eten A’ L

Nous gouvons Supposer que B' et A" soient situés sur la
droite AB elle-méme et non sur son prolongement, car s'il en
etait autrement, nous considererions A'BL comme fa droite
donnee, et en la retournant, nous la ferions coincider avec AB.

On voit donc qu'en retournant la droite donnée et la faisant
coincider avec son ancienne position, milieu sur milieu, les
extremités avancent vers le milieu de la quantite AB'= BA'

Or, l'operation doit pouvoir se repeter, sur A'B’, qui n'est que
la reproduction de AB; AB' devrait donc pouvoir se retourner
de deux manieres, dont 'une reproduirait AB, tandis que I'autre
donnerait une droite A B', comprise dans I'interieur de B'A" et

telle que
AB'—B A'=rBAl= A'B"

Or, maintenant, l'impossibilité se manifeste de deux manigres :
d'abord parce que les droites AB et A'B" sont dirigées dans le
méme sens et que on a, par conséquent,

AB= AA"+ A'B'+BB,
AB > AMB'

ensuite, parce que lon devrait pouvoir répeter I'opération
indefiniment et avancer chaque fois, vers le milieu, d’une quantité
égale 2 AB" ce qui, au bout d'un certain nombre d’operations
deweRdBran impossitle. Donc BA a di coincider tout d’abord
avec AB.

On pourrait tre tente d'abréger cette démonstration et de dire
que A'B', qui n'sst qu'une partie de AB, ne peut tre égale au tout,
maig ce serait se payer de mots. Le tout est plus grand que sa
partie, uniquement parce qu'il est egal a la partie, plus quelque
chose. 11 faut donc que I'on puisse écrire ouénoncer une affirmation
de ce genre. Or nous n'avons traite Ausqujm des relations entre les
droites d'une figure, que dans Ihypothese ou elles seraient toutes diri-

d'ol
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8ées dans le mome sens. Ainsi on a bien AB= AB'-h D'A"-f- A'B,
d'ou AB>B'A", mais ce serait admettre precisement ce afw est
a demontrer que d'en conclure, comme résultat de la figure,
AB> A'B'. Il faut donc faire la demonstration complete, et ?race
a cette demonstration, nous n‘aurons plus & tenir compte,
[avenir, du sens dans lequel nous comptons les droites ou les
intervalles, quant & leur grandeur absolue,

*T5. L'unité qui sert & la mesure des droites ou de leurs longueurs
est Ie metre, (0Nt le prototype (systeme invariable) est conserve
avec les précautions les plus minUtieuses, pour que_son invaria-
bilite soit realisee autant qul est humainement possible.

Dans les boites de mathematiques, ou boftes a compas, o
frouve une réglette, appelee double decimetre, bien quelle ait
g’orleaHe Un peu moins de deux decimetres, OU d'Un cinquieme

e metre,

Ce double décimetre est divisé en centimetres (CENtiémes de
metre), demi-centimetres et mlllAlmetre,s_?mHhemes de metre).

La rectitude de I'aréte peut Btre verifiee comme il a ete dit
au n° 72, et lexactitude des divisions peut Btre vérifiée au compas.
.~ Les decimetres, centimatres et millimétres sont les sous-mul-
tiples habituels du metre. Les multiples le plus usités sont le
decametre (10m), Mhectometre (100m) et le kilométre (1000m),

*1G. Si, sur une droite, on prend trois points tels que le point C
soit ay dela de B /Bar rapfort d A, xintervalie AC sera plus grand
que l'intervalle AB; autrement dit, [a droite est une ligne a
croissance continue a partir du point quelconque A. En effef; si fa
distance au point A, aprés avoir cri jusqu’en a, commencait &
decroftre, on_pourrait prendre dans e Voisinage de a deux points
B et (¢ equidistanis de A, (3L etant le point o une certaine
distance A{2se reproduit pour la premiere fois dans la décrois-
sance; alors, d'apres [axiome 1, on pourrait faire tourner A3
autour de A jusqu’a ce que le point (3 coincidat avec (2 mais,
dans celte position (68), la droite A devrait coincider entierement
avec Af3 e qui est absurde, puisque la premiére possede deux

4
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points distants de A do la quantité A3— A3, tandis que la
premiere n'en possede qu’un.

*T1. Mesure des intervalles ou des distances. — Gomme,dans
tout ce qui precede la mesure des droites, nous n’avons jamais
employé que' la notion premiére de Iégalité ou de I'inegalit
de dedx intervalles ou de deux distances, mais aucune mesure
numerique desdits intervalles, rien ne nous empéche d'adopter,
comme mesure de ['intervalle ou de la distance de deux points,
la longueur, maintenant connue numeriquement, de la portion
de droite qui joint ces deux points, U|,squ’|I,Y aura ainsi
correspondance entre les intervalles et les aroites qui Tes mesurent,
non-seulement dans lgalite, mais aussi dans le sens des
inégalités (), c'est-a-dire dans les seules notions employées quant
aux_intervalles.

78°. Tout le contenu des nes 7G et 77 reste parfaitement
applicable a la geometrie doublement abstraite, pourvu que Fon ne
consiere jamais de portion de droite superieure a une demi-droite
complete, ou renfermant deuxlfomts opposs. ,
Lorsqu'une portion de droite renferme deux points opposes,
elle ne represente plus l'intervalle entre ses deux extrémités. Clst
la &ornon manquante, moindre que D, qui represente cet intervalle,
0US supposerons, a 'avenir, qu'il sagisse toujours de cette
derniere portion de droite, sauf dans les cas ou nous avertirons
du contraire,

19. Leraisonnement que nous avons fait au n°® 77 s'applique
specialement & la distance physique, dont la représentation
numerique est restée indeterminge, Si, des l'abord, on avait
adopte, comme expression de la distance, Une fonction déter-
minée FS5de coordonnees egalement determinges, il faudrait, au
point oU nous sommes parvenus, changer cette détermination

pj Voir I numéro procédent.
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numeérique, & moins que, pour trois points en ligne droite, on

n'e(it [équation
F13 T--1F12 [H:za)

ce qui serait alors une condition supplémentaire & imposer & la
fonction-distance. Les trois distances analytiques indiquees au
n° 14y satisfont, o o

~Si cette condition supplémentaire n'existait pas, toute fonc-
tion continue de I'une quelconque des trois expressions du n° 14
repondrait a [axiome 1. . .
Dapres cela, et au point de vue purement analytique, on devrait
ajouter cette condition a celles de T'axiome I, podr limiter stricte-
ment & trois les formes possibles; mais nous ne Iavons pas fait,
parce que cette condition n'est pas rigoureusement indispensable:
elle a pour seul objet de faire concorder [a mesure primitivement
admise de l'intervalle entre deux points avec la longueur de la
droite qui {omt ces deux points; mais on peut aussi, comme nous
l'avons fait aux nes 77 et 79, adopter I3 longueur de a droite

comme mesure nouvelle de I'intervalle,

*80. On appelle angle la figure formée par deux demi-droites
OA, OB, qui se rencontrent au Fomt 0, ou on les squose toutes
deux limjtees. Le {’0”” 0 est le sommet de Iangle. Les deux
demi-droites en sont les cotés, o

La comparaison des angles peut s'effectuer par 'intermediaire
es considerations suivantes.

*81. Par le centre d'une sphere déterminée, menons une droite
%m rencontre la surface de cette sphere aux points A et B (¥).
) Aen B menons, sur la surface continue de la sphere, une
ligne quelconque sans neud ACB. et faisons tourner cette ligne
autour de la droite AB. Elle viendra, apres une révolution
complete, se replacer sur elle-méme, chacun de ses points ayant

(1) Cette droite est un diametre. Sa moitié (du centre a la surface) est la représen-
tation linéaire du rayon, lequel n'était pour nous, jusqu’ici, gnc l'intervalle de
deux points.
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decrit un cercle. Elle aura donc engendré une surface continue
et fermee: et comme (43) la surface continue et connexe de la
sphére est sans recoupement, cette sphére ne peut comprendre
aucune autre partie que la surface qécrite par la ligne ACB.
Ainsi [a surface spherique est une surface fermee, et de plus, cette
surface peut Btre recouverte par une série continue de cercles
aussi- rapproches I'un de Tautre qu'on le veut, decrits par les
différents points de ACB (D, cercles qui partent de zér0 au
point A, grandissent d'abord, décroissent ensuite et se reduisent a
2610 au point B, ,

~ Pour comparer deux angles quelconques, il faut commencer par
indiquer les cotes que I'on veut d’abord amener en coincidence et
cette indication peut se faire conventionnellement, par la maniere
méme dont on nomme les angles. Par exemple, Buand nous
dirons que nous voulons comparer les angles CODetC'0'D’,
cela signifiera que OD etO'D" sont les deux cotes homologues
a amener en coincidence, OC et 0'G" étant les deux autres cotes
homologues, : ‘

Cela ‘pose, on amenera OD et O'D" sur le rayon de la sphere
precedente qui passe en A, et celui des deux angles dont le second
cOte traversera alors [a sphere sur le cercle le” plus rapproche ()
de Asera dit le plus petit des deux,
d_[S|,Ies deux cOtés traversent sur le méme cercle, les angles seront

its egaux,

Legmode de comparaison qui vient d'Btre décrit donnera
toujours le méme resultat, tant que I'on amenera les mémes cotes
homologues en coincidence, car on Pegt SUpOSer qu’aprés une
premiere comparaison, les angles entrainent avec eux la sphere
Qui y a servi; lors d’une comparaison nouvelle, ces spheresk

(*) Il peut fort bien arriver que différents points de la ligne quelconque ACB
décrivent un seul et méme cercle dg la spftére. Cela n’infirme en rien le raison-
nement.

(& W s'agit ici du rapprochement par rapport au point Asur la sphére, dans la
série des cercles (chaque cercle n’étant, bien entendu, compté qu’une seule fois) et
non du rapprochement absolu en distance 1l nest pas encore demontré que ce soit
le mome chose.



entrainées viendront se replacer sur la sphére primitive (') et
chaque cercle surson homologue (-). Le résultat de la comparaison
ne pourra donc pas varier, S
- Deux angles égaux peuvent Atre amenés en coincidence par une
simple rotation utour du coté que I'on doit faire coincider d'abord.
Deux angles qui peuvent cojncider sont égaux. Deux angles egaux
a un méme troisieme sont égaux entre eux. Un an?Je plus grand
0U plus petit qu'un autre est plus grand ou plus petit que tous les
angles, égaux a cet autre, , »
11 résulte de cequi precede que le choix des cotés homologues
8 faire coincider d'abord, pour des angles egaux, est indifferent
de sorte que legalite

cobD= COD’
entraine celle-ci :

DOC = D' 9 C,
Mais non les suivantes .

COD = D'0'C\ ni DOC = C'O" D

Ces deux derniéres conclusions deviendront. |égitimes dés que
nous aurons etabli que tout angle peut coincider avec lui-méme
par retournement, ,

D'apres le mode de mesure ou de comparaison que nous venons
d'exposer, le plus petit de tous les angles est celur que forme une
demi-droite avec elle-méme; e plus grand de tous les angles est
celui que forme une demi-droite avec son prolongement (ﬂ.f

_ P) En géométrie, les points des lignes, des surfaces, des corps, s¢ meuvent
isolement 329?,_ touten faisant partie de systémes invariables. On n'a donc point &
s'occuper de [limpénétrabilité,

(*) Encore une fois, cette coincidence des cercles homologues ne se déduit pas de
ce qu'ils sont a la mome distance du point A ce serait la une pétition de principe.
Mais, s'il existe sur chacune des sphéres plusieurs cercles & la méme distance de A,
ces cercles doivent former une suite discontinue, puisque la sphére donnée et une
sphére décrite du point A ne peuvent avoir en commun aucune portion de surface.

éslors il faut bien que le premier de cescercles, sur I'une des spheres, se mette
en coincidence avec le premier de I'autre, le second avec le second, etc.

(3) Cette notion sera modifiée plus loin.
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*82. 1L peut arriver (1u’une droite AB vienne reneontrer une
autre droite GBD de telle maniere que les angles DBA et CBA
soient égaux. Nous dirons alors que la droite BA SoeIIeA qui est
commune aux deux angles et qui est homologue a elle-méme) est
Berpendmulawe a lautre droite CD et que les ,an(ﬁles egaux

BA, GBA, sont aroits. Si une droite est perpendiculaire a une
autre, le prolongement de [a premiere est aussi Perpendlculawe 3
la seconde. Celase voit par [a superposition des figures,

*83. On appelle eriange la figure formee par les portions de
droites qui joignent trois points A, B, G. Un triangle est dit
Squilatéral quand il a les trois cOtes egaux, isoscete quand il en a
BUX,

Deux triangles qui ont un angle é?allcompns entre COtes egaux
chacun a chacun et semblablement disposes, sont egaux, c’est-
a-dire superposables. En effet, superlposant les angles egaux, leurs
COtés se recouyriront exactement et [es trois sommets, comme les
droites qui les joignent, se trouveront en coincidence,

11 st nécessaire, jusqu'ici, que les cotés soient semblablement
disposes, ¢’est-a-ire que ceux qui sont égaux entre eux soient
homologues par rapport a langle égal *

. *84 Propriétés du_triangle isoscéle. — 0t ABC un _trlang|e
isoscele (AB= AC). Faisons mouvoir d’une maniére continue un
point K sur la droite BC, de B en C. Imaginons qu’a chaque
Instant on le joigne &ar une droite au point A'et que I'on mesure
les angles BAK, CAK. L’angle BAK, dont la valeur initiale est
nulle, ‘sera moindre au debut que langle CAK: 4 la fin, au
contraire, Iangle BAK sera plus grand que I’an?,Ie CAK dont la
valeur finale est nulle. Donc, a cause de la confinuite, il y aura
une certaine position D du point mobile et, par suite, une Posmon
AD de la droite qui le joint au point A, felles ([])ue [angle BAD
sera egal @ CAD. Alors' les deux triangles BAD, CAD seront
égaux, comme ayant les angles égaux que 'on vient de citer,
compris entre cOtes egaux et semblablement disposes; [a superpo-
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sition de ces deux triangles montre que BD est é%ale a DG, que
l'angle ABD est égal a AGD, et I'angle BDA & CDA.

- Donc, dans un triangle isoscele, la droite qui divise en deux par-
ties égales angle du Sommet (bissectrice) passe par le milieu du
c0te oppose ou de la base BC$med|ane; et est perpendiculaire  cette
base. De plus les deux angles a la base sont egaux. R,euPr,oque-
ment, si une droite passant par le sommet est perpendiculaire, au
milieu de la base, le tnanﬁle est isoscele et Ia droite en question
est aussi la bissectrice de Tangle au sommet. L'&nonce precédent
devrait, 4 [a rigueur, subir quelques restrictions relatives au sens
de legalite de deux angles, mais ces restrictions vont disparaitre,
en meme temps que celles de quelques numeros precedents, par
le theoreme qui suit,

*85. Tout angle peut coincider avec lui-méme gar retournement.

Supposons, en effet, qu'il s'agisse de I'angle BAG. Opérons sur
cet angle [a construction du numero précedent, puis retournons
la figure et faisons coincider I'angle BDA de la figure primitive
avec Tangle égal GDA de Ia figure retournée. 1L est visible que les
lignes DA et BG coincideront avec leurs Eosnwns -primitives,
D'et Ase placant sur eux-mémes, Gsur Bet B sur G. Donc l'angle
BAG coincidera avec lui-méme par retournement,

*8G. Si une droite AB est perpendiculaire a une autre CD,
reciproquement la seconde est perpendiculaire & la premiere. On
le voit, en faisant coincider I'angle ABD avec CBA, dans le sens
indique par ces lettres.*

*§1. Par un point pris,sur une droite ou hors d’une droite, on
peut mener une perpendiculaire a cette droite. Car, si le point
est extérieur, a droite et a ?augh_e d'un point de la droite dont la
distance au point donng est minimum, on trouvera toujours, en
vertu de la foi de continuité, deux points equidistants du pint
extérieur; donc, etc. Si le point donne A est sur la droite,
on portera AB = AG. Entre B et G, on menera une ligne
continue autre que la droite BG Sur cette ligne existera, en verty
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de a continuité, au moins un point D équidistant de B et de C.
Alors [a droite AD sera une perpendiculaire,

*88. D'un_point extérieur, on ne geut mener qu'une seule
perpendiculaire sur une droite donnée. D'abord, on peut en. mener
une, d'aprés le n° 87. Supposons maintenant qu'on 8UISS€ en
mener deux, AB et AG. Portons, sur la droite donnge. CG'=CB
et joignons AG', Les triangles ACB,ACC" seraient égaux, comme
ayant les angles en G égaux, AC commun et GG'— CB. Donc
l'angle G serait égal & 'angle B, donc AG" serait une nouvelle per-
Eendlculawe, et eFIus on aurait AG'= AB. Portant maintenant
G"= C'B et continuant ainsi de proche en proche, avec des
parties toujours egales @ G'B, on trouvera une suite indefinie de
perpendiculaires AG'= AC'= .= AB. Mais les pieds G', G",..
e ces (ferpendtculawes, Seloignent a linfini, donc les lignes
AC' AGL... doivent devenir infinies, au lieu de rester egales
2 AB. Dong ,I’hyﬁothese est impossible et il n'y a qu'une Seule
perpendiculaire AB

89", Dans la geométrie doublement abstraite, [a proposition qui
precede doit tre’ modifige. Il est visible d’abord %ue la droite BA
etant perpendiculaire & BC, son prolongemen AB' est aussi
per%endmulawe a BC, au point B’ oppose a B, En effet, prenons,
surBC By = BY', puis retournons lafiqureen faisant coincider AB
avec elle-méme, }{ avec y et V avec y". La droite yy" reviendra
entigrement sur elle-méme et [e point milieu B' reviendra aussi a
sa place primitive, donc les deux angles en B' coincideront, ce
qui prouve que AB’ est une perpendiculaire & la droite yBy'B"
Mais en dehors de AB et de AB', il ne saurait exister une autre
Fprpendmulane,, car si elle aboutissait au point C tel que 28C
(tun sous-multipleexact de D, on prouverait, gar Un raisonnement
analogue a celui du numero précédent, que AB' = AB, ce qui, en
Feneral, n'est pas exact (nous allons revenir sur le cas d'sxcep-
|

on).
St BC' (= 2BC) n'est pas un_ sous-multiple exact de D, on
sait, au moins, que la répetition indefinie de I'arc BC' ramenera



57

aussi pres que I'on voudra du point B, de sorte que la conclusion
sera la méme, o o
. Le cas d’exception est celui ou A serait le milieu de BB, donc
situe a une distance { D de [a droite CG'. Alors toutes les droites
menges du point A2 un point quelconque de la droite GG’ sont
perpendiculaires a cette demiere droite et égales a | D. En effet,
genons la droite quelconque ACC", G' étant e point opposé 4 C. *
naumn
BCB'=D, CBC'=1D; dol BC= BG"

Les deux tnanqles ABC, AB'C" sont donc égaux comme ayant
un angle egal entre cotes egaux, donc AG= AG"= | D.

Des lors, les triangles ABC, ABIG" etant isosceles, les angles
en Ceten G" sont e?aux, aux anglesen Beten B', donc droits.

Méme en ecartant Ta geometrie doublement abstraite, les details
dans lesquels nous venans dentrer et ceux qui suivront encore
dans le méme ordre d"idees ne sont pas absolument inutiles, parce
quils montrent comment on peut suivre exactement le méme
ordre et les mémes methodes dans I'stude de la géometrie de la
surface spherique que dans, celle des f|Pures rectilignes. Toutefois,
dans letude de la sphere, il faut etablir tout d’abord la notion e
symetrie, afin que, deux triangles (ou deux systémes quelconques)
ayant e nombre voulu d'éléments égaux, on puisse toujours faire
coincider l'un, soit »avec 'autre, soit avec le symetrique de lautre,

*00. Si, d'un point A, on méne & une droite CG’ une Ferpendi-
culaire AB et plusieurs obliques, la perpendiculaire est plus courte
que toutes les obliques, et de deux obliques quelcongues, celle qui
secarte le plus du pied de la perpendiculaire est fa plus longue,
En effet, faisons mouvoir un point sur BG, a partir du point B
et mesurons, & chaque instant sa distance au’ point A. Cete
distance, qui varie contindment, ne pourra avoir ni maxima, ni
minima, car sans cela, dans le voisinage de ces maxima ou de
Ces minima, on trouverait nécessairement deux obliques egales
et entre elles une Jjerper]dlculawe (84), ce qm est impossible ?88).
Donc la distance des points successivement rencontrés au point A
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augmente toujours ou diminue touJo_urs; mais_cette demiere
hypothese est Impossible, puisqu'on doit aller a I'infini; donc fa
Flsttﬁnce‘ augmente toujours & partir du point B, ce qui démontre
e théoreme.

910 Dans la Péométr[e doublement abstraite, le méme raison-
nement est applicable si AB est plus petit que 1 D; alors AB est
la plus petite distance rectiligne du point Aa la droite GG et
D—ABest la plus grande. ~ o

Le cas d'exception, ou AB serait égal & { D, a déja ete traite,

%02, Un cté d'un triangle est plus [Fent que la somme des deux
autres. Soit AB le cote considere. Du sommet G abaissons une
perpendiculaire sur ce cote. N

i a perpendiculaire tombe & I'extérieur de AB, du c6té A gar
exemple, en D, on aura BD < BG (90), donc a fortiori AB < BC,
AB<'BG+ CA ,

Si'la perpendiculaire CD tombe au contraire entre A et B, on
aura (90) AD < AG, BD<BC, et en gjoutant : AB< AC+ CB.

93°. Dans a %éqmétne doublement abstraite, le théoreme
du n® 92 ne peut étre démontré que dans hypothese ol AB
est moindre que D. Alors la démonstration précedente reste
encore valable pour le cas du triangle isoscele (AB="BC). Prenons
maintenant un triangle quelconque EFG (IEF< D).

Soit ENF {different de la droite EF, ' est possible) I'un des
ninima parmi tous les chemins de E en F composes d'une ou de
deux ||Fnes droites, tels que EF et EGF. Soit, en outre, IIF le
plus petit des deux cotes ENi, I1F, lesquels sont nécessairement
nege (sans quoi on aurait EF < Eli + 1IF),

ortons sur I1E, du cote E, HK = HF, etjoignons KF(<D) (!).

~ P) Deux points, pris sur deux cotés différents d’un mome triangle, peuvent étre
joints par une droite moindre que D; car si l'on avait, par exemple, KF = D, la
droite FE prolongée devrait passer en K, donc EK serait son prqlon?gment. Ainsi
EF et EH ne seraient pas deux cOtés différents. La remarque présentée dans cette
note peut étre utile pour I"application des numéros suivants a la géomeétrie double-
ment abstraite.
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Le triangle HKF étant isoscele, on a

KF< KH + HF;

donc
EK + KF < EH + HF,

ce qui est contre. I’hquthése; donc le seul minimum est EF, et
le theoreme est demontré pour tous les triangles dont la base est
inferieure 4 D, , .

Si.Ton avait EF = D, tous les contours formes de deux droites
seraient égaux & D, mais ces deux droites seraient dans le prolon-
gement I'une de lautre,

%04, Si-deux c6tés d'un triangle sont égaux a deux, ctes d'un
autre triangle, chacun & chacun, et si I'angle compris entre les
Pre,m,[ers est plus grand que,l’an?le compris entre les seconds, le
roisieme cote du %re_mwr triangle est plus grand que le troisieme
cOte du second. Soient les deux tnangles ABC, AB'C', dans
lesquels on a AB= A'B , AC= A'C' et I'angle BAC plus grand
que I’an?Ie B'A'C". Le cote BC sera plus ?,ran,d que lecote B'C',

En elfet, on peut, & cause de la continuité, trouver sur BC
un point D tel que Iangle BAD soit égal a Iangle B'A'C1 Joi-
gnons AD,é)ortons sur celte droite une longueur AC'= A'C’et
joignons BC. Les triangles A'B'C' et ABC" seront égaux.

n peut maintenant” trouver, sur DC, un point | tel que
langle DAI soit égal al’an?le IAC. Joignons C*. _

Les deux triangles CAI, CAI ayant un ancqle égal compris
entre ctes égaux, sont égaux, donc IC"= IC; mais, dans le
triangle BC 1, on a.;

BC"<BI + IC",
ou

BC'< Bl + IC,
donc enfin

B'C' < BC (¥

p) Rouché et de Combcrousse, Traité de géom étrie, 4e édition, lie partie, p. 23.
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90D Dans la géométrie doublement abstraite, on peut toujours
prendre, comme cdtés du triangle ABC, ceux qui sont moindres
que D. Alors le theoreme et sa démonstration sont valables. On
n’atura jamais besoin demployer la proprieté en question dans un
autre sens.

*90. Deux triangles qui-ont s trois cotés gaux chacun 4
chacun sont egaux. Cest un corollaire évident dun® 94,

~*7. Si deux points Aet B d'une droite AB sont, chacun,
equidistants de deux points Q et 0" de I'espace, c'est-a-dire que
I'on ait AO= AOr, BO= BO', tout point C de Ia droite AB
ouira dela mome proprieté, clest-a-dire qu'on aura aussi CO= CO"
n effet, les triangles AOB,AO'B sont egaux (96? comme ayant
les trois cotés égaux chacun & chacun,” donc [es angles AB
et 0'AB sont egaux. Des lors les deux triangles OAC, O'AC ont
utnc%ngle egql compris entre cotés egaux, donc ils sont egaux
g =

~*98. Lorsqu'une demi-droite AB tourne autour d'une droite CD
a laquelle elle est perpendiculaire, elle vient, pendant la rotation,
se placer sur son prolongement AE. En effel, es angles BAC,
EAC sont egaux (86), donc (81) la coincidence des cotes AB,AE
peut étre amenée par rotation autour de AC.

*99, On appelle pran la surface en?endrée par une demi-droite
tournant autour d'une autre droite a faquelle elle est limitge et qui
lui est perpendiculaire. Rappelons que la droite revient sur
elle-méme apres avoir achevé sa révolution, de sorte que la
surface se soude 4 elle-méme et est continue autour de chacun
de ses points. Elle est dailleurs infinie en tous sens, comme ses
génératrices. o ,

"~ La droite autour de laquelle la génératrice du plan a tourne est
evidemment perpendiculaire 4 toutes les droites qui Passent par
son pied dans le plan, clest-a-dire a toutes les géneratrices : elle
est appelee perpendiculaire au plan. Réciproguement, on dit que
le plan est perpendiculaire & la droite,



61

En tout point d'une droite, on peut [ui mener au moins un
plan perpendiculaire. o

Il résulte du n® 98 que le prolongement de la demi-droite
donnge decrit, en mome temps, le méme plan,

*100. Lorsqu'un plan est perpendiculaire & une droite AB en
son milieu O, ce plan fait evidemment partie, d’apres son mode
de génération, du lieu geometrique_des points de l'espace qui
sont 4 egale distance de A et de B, mais il n'est pas encore
Frouve, QUi constitue & lui seul ce lieu tout entier. Observons
outefois que le lieu en question ne peut comprendre aucun
volume continu, car si un certain volume en faisait partie, on
pourrait prendre, dans ce volume, un point G, mener les
droites CA et CB, puis sur I'une d'elles, CA par exemple,
et encore dans le volume dont il s’agc|t, prendre  un point C'
et enfin &omdre C'B. On aurait alors CB <GC" + C'B. Mais
C'B= C'A donc CB < CC' + C'A ou CA, ce quj est contre
'hypothese. Ceci demontrerait en passant, Sil en était besoin,
quef le lieu deécrit par la demi-droite, au n° 99, est bien une
surface,

S'il existe maintenant, en dehors du plan perpendiculaire, un
certain point également distant de A et 'de B, on aura, en Ie joi-
gnant au point O, une droite dont tous les points jouiront de la
méme propriéte et en faisant tourner cette droite autour de AB,
on aura un nouveau plan perpendiculaire faisant partie du lieu.
Ainsi e lieu COiigplet e compose d'un certain nombre de plans
perpendiculaires, qui doivent d'ailleurs rester separés les uns des
autres, c'est-a-dire n'avoir en commun que le point O, pmsque le
lieu ne peut comprendre.aucun volume continu, et que d'ailleurs
ge,ux droites issues de U ne peuvent se rencontrer une seconde
OIS,

*101. Toute droite qui a deux points dans un plan s’% trouve
tout entiere. En effet, les deux points en question sont, chacun, a
egale distance de deux points Aet B J)[IS sur la perpendiculaire
autour de laquelle le plan a été engenare, et 4 egale distance du
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qut d'intersection O de cette perpendiculaire avec le plan,
Des lors (97) tous les autres points de celte droite sont aussi
equidistants de Aet de B, donc ils appartiennent au lieu complet
des points qui jouissent de cette proprieté, Mais comme les
differents Elans QUi peuvent constituer ce lieu complet ne se
rencontren ﬂu’au point et qu'en ce point la une géneratrice ne
change pas de plan (99), il s'ensuit que la droite donnée est
tout entiere dans le plan donne.

*102. Second mode de génération du plan. Autour d'un point
quelcongue du plan, tragons une courbe  sphérique fermee
aEpartenant a la region de croissance continue de la surface
plane en ce point. Nous pouvons, d’aprés ce qui a 6te établi
precedemment, faire mouvoir une droite, faisant partie d'un
sxst_e,me invariable, de maniere (iuell,e passe toujours Par le point
choisi et gq’un autre de ses points decrive la courbe fermee dont
il vient d'8tre question. Or, pendant ce mouvement, la droite
reste tou[gours dans e plan donne (101) et elle decrit ce plan tout
entier. Donc le plan peut étre enFendre par une droite tournant
autour d'un point quelconque du plan,

*103. Par deux droites qui se coupent, ou par une droite et un
point, ou par trois points non en ligne droite, on peut faire passer
un]flan et un seul. o o

suffit evidemment de considerer le cas de deux droites qui
se coupent. Or I'angle de ces deux droites peut étre reproduit
entre deux generatrices d'un méme plan, puisque 'angle de ces
génératrices varie (99) entre le plus petit et le plus grand angle
Fossmles. Transportant alors ce plan de maniere a faire coincider
es angles, il passera par les deux droites donnees.

Supposons maintenant que I'on puisse faire passer deux plans
par les droites données. Prenons respectivement sur ces droitgs,
qui se coupent en A, les points B, C, etjoignons BG. La droite BG
sera aussi dans les deux- plans (101&. Dans le premier plan et
dans P'intérieur du contour fermé ABC, prenons un point 0. La
droite qui le joint au point A doit sortir du contour fermé et doit
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par suite couper le cdté BC en O, Mais O” appartient au second
plan, donc [a droite AO" tout entiere, et par suite le point O, est
aussi dans ce second plan. Engendrons- e Prem|er olan (102)
par une droite tournant autour de 0. Dans toutes ses Fosmons,
celte droite devra rencontrer le contour ferme, donc toutes ses
positions seront dans le second plan et les deux plans, etant ainsi
en%endres en méme temps, n'en forment qu'un seul.

n combinant le n° 103 avec le n° 85, on voit que tout plan
peut coincider avec lui-méme par retournement,

*104. Si une droite AP est perpendiculaire a deux droites AB,
AC, passant par son pied dans un plan, elle est perpendiculaire a
une Infinite de droites, passant par ce pied et formant une portion
de plan continue entre les deux droites donnges d’abord. Avec
les ‘deux droites AB, AC, formons, comme au n° 103, un petit
triangle ABC, entierement contenu dans le plan. Si la droite AP
est perpendiculaire a AB et a AC, elle sera aussi perpendiculaire
 foutes les droites que l'on peut mener par le point A dans
'intérieur du triangle ABC. _

En effet, soit AD une de ces droites. Prolongeons PA d'une
guantjte AP=AP ¢ JOI?HOHS les points P et P'aux points B,C etD.

e ['egalite des triangles PAB, P'AB, on deduit PB = P'B;
de méme PC= P'G, donc les triangles PBC, P'BC sont egaux,
d'oU l'on deduit I'egalite des anq[es QUi portent les mémes noms,
A cause de celte derniere egalité, les triangles PBD, P'BD sont
egaux a leur tour, d'ou PO'= P'D. Enfin s tnanﬁles PAD,
P'AD ont les trois cOtes egaux chacun & chacun. Les angles
portant ces mémes noms™ sont donc égaux, donc PA “est
per/E_endmulawe a AD. | L _

insi, entre les droites données, il existe une portion de plan
continue telle que toutes les droites menees par le point A, dans
cette portion de plan, sont perpendiculaires a la droite donnee AP.

*105. En un point d'une droite, il n'existe qu'un seul plan
perpendiculaire* , ,
Nous pouvons maintenant completer le n° 100 et demontrer que



64

le lieu géométrique des points équidistants de deux points donnes
Aet Bse compose d’unseul plan. En effet, s'il'y en avait deux,
on pourrait prendre une droite dans chacun de ces plans, et entre
ces deux droites, toutes deux perpendiculaires & AB, existerait,
d’apres le n° 104, une surface continue entierement composge de
perpendiculaires a AB, donc faisant partie du lieu. Les différents
plans perpendiculaires ne seraient donc pas separes les uns des
autres, ce qui est contraire ay n° 100. , _ ,

Nous pouvons aussi completer le n° 104 et dire que si une droite
est perpendiculaire & deux_ droites passant par son pied dans un
plan, elle est perpendiculaire 4 ce_plan. En effet, leplan unique
perpendiculaire & la droite au point donné doit comprendre fes
deux perpendiculaires données.

*10G. Lorsqu'un plan est perpendiculaire a une droite AB en son
miliev O, toute ligne joignant le point A au point B doit
rencontrer le plan. "En ‘effet, sur chaque ligne telle que AMB, i
existe, en vertu de la continuite, au moins un point M equidistant
de At de Bet, en vertu de ce qui précede, ce point appartient
nécessairement au plan.

*107. Si fa ligne AMB se compose de deux lignes droites, une
seule des deux pourra rencontrer e plan. o
‘En effet, supposons que le contour brise ACB, qui doit
nécessairement rencontrer le plan, le rencontre en un point D
situé sur la droite AC. Joignant DB, on aura : CB < CD -h DB,
mais UB= DA, donc CB< CD+ DA, ou CB < CA. Ainsi celle
des droites qui rencontre le plan est plus longue que lautre, donc
une seule peut le rencontrer. De fa resulte que I'on OFeut definir
nettement les deux cotes d’un plan, méme & I8gard des points
qui ne sont (fas infiniment_voising de sa surface. Un point
quelconque C g lespace est dit du méme c6té que B ou du méme
COte que A, suivant que la portion de droite CB ou la portion de
droite CA ne rencontre pas e plan. o

Si B est du méme cote que B et A" du méme cote que A
toute ligne allant de B’ en A" rencontre le plan; sans quoi, en
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ajoutant a cette ligne les deux Pornons de droites AA’ et BB', qui
fie rencontrent pas non plus fe plan, on aurait, de Aen B, un
contour continu AA'B’B ne rencontrant Pas le plan, ce qui a ete
reconnu_impossible. Ainsi e plan divise I'sspace en deux régions
telles quune ligne continue ne peut passer de une dans [autre
sans percer le pan.

*108. Par un point d’une droite dans un_ plan, on peut mener
une et une seule perpendiculaire a Ia droite dans ce plan. Pour
prouver qu'il existe une perpendiculaire, il suiiit de prendre, &
droite et a gauche du point donne, deux longueurs egales et de
mener une ligne continue dans le plan entre les deux extremites,
Sur cette ligne existe nécessairement un pomt,e?aleme,nt distant
des deux extrémites. Joignant ce point au poin{ donng, on aura
une perpendiculaire. S'il"existait deux perpendiculaires, le plan
donne lui-méme serait perpendiculaire a fa droite (1056), ce 8U|
est absurde. En re[Petant ici les raisonnements des nes 106 et 107,
on verrait que la droite divise le plan en deux régions telles qu'une
|||gr&e q?ntmue ne peut passer de T'une dans lautre sans rencontrer
a droite.

Comme corollaire des nos 103,-105 et 108, on peut observer
qu'une portion de plan limitée par une droite Indéfinie, et n’ayant
pas d'autre limite, rencontre tous les points de ['espace en tour-
nant autour de cette droite.*

*119, D'un point pris hors d’un plan, on peut mener une et
une seule Perpendgculawe a ce plan,

En effet, parmi_ toutes les droites que l'on peut mener du
point A au glan, il 'y ena une ou plusieurs dont Ia longueur est
minimum. Soit AB une de ces droites. Elle est nécessairement
perpendiculaire a toutes les droites, telles que BC, qui passent
par son pied dans le plan, sans 3u0| on pourrait mener du point A
sur la_droite BC une perpendiculaire, qui serait plus courte
que AB et qui cependant aboutirait au plan. Ainsi  AB est ung
perpendiculaire au plan. Des lors elle est unique, car §'il pouvait

5
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Yen avoir deux, elles seraient toutes deux perpendiculaires sur
a droite qui joindrait leurs pieds, ce qui est impossible ().

110. Par_un point d'un plan, on peut mener une et une seule
per[g)endmulalre a ce plan, , , ,

ans le plan donné et par le point donng, tragons une droite
quelconque; au Eomt donng, menons & cette droite un plan
perpendicufaire, lequel contient nécessairement fa droite D du
plan donne, perpendiculaire @ la premiere droite tracee. Dans le
plan perpendiculaire et au pointdonneé, menons une perpendiculaire
a la droite D. Elle sera_perpendiculaire a deux droites du plan
donne, donc 4 ce plan lui-meme. Elle est d’ailleurs unique, parce
que toute autre perpendiculaire devrait pouvoir sobtenir par a
méme construction,

*111, Sideux systemes invariables identiques sont places de telle
maniere que trois points de I'un, A, B, G, non situes en ligne
droite, soient respectivement en coincidence avec les trois points
homologues A" B', C', de l'autre, ces deux systemes doivent
coincider complétement,

En effet, les plans des trois points détermings, dans chaque
systeme, coincident. Il en resulte gue les points homologues
situes dans ces plans coincident aussi. Pour e prouver, considerons
un |gomt D dans I'un et son homologue D' dans ['autre. Abaissons
de D et de D' les perpendiculaires respectives DE et DE' sur AB
et A'B'. Leurs pieds E et £ seront deux points homologues et
ceux-la coincideront, parce que les lignes AB et A'B™ sont
exactement athquees_,I’u_ne sur I'autre. Des lors, les perpendicu-
laires ED et £D * coincideront aussi (108) et comme elles sont
egales, le point D' coincide avec D.

Soient maintenant deux points homologues quelconques F et F'
Abaissons, de ces points, des perpendiculaires FG et F'G',
respectivement sur les plans ABC et A'B'C". Leurs pieds Get Gf

(’2 Nous empruntons cette démonstration a M. Ossian Bonnet (Vo¥e,z.Bouché et
de Comberousse |reéd., p. 334), en écartant I'idée étrangére de parallélisme.
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seront deux points homologues et par conséquent ils seront en
coincidence, d’apres ce qui [irecede. Des lors les perpendiculaires
GF et G'F' coincideront (110) et comme elles sont egales, le
point F* coincidera avec F,

*112. Du numero précédent résulte une conséquence imP_or-
tante, mais assez astraite, c’est que, dans le mouvement continu
d'un systeme invariable, on peut,asmﬁne[ d’avance les trajectoires
de trois points et les positions Simuftanées de ces points. Pourvu
que ces trajectoires et ces positions soient telles que le triangle des
trois points puisse rester invariable, il en sera de méme du systeme
entier. Car, i fon but décrire simultanement & ces trois' points
leurs trajectoires continues et si, a chague Instant, on cherche
par le n” 111 Thomologue d’un point déterming répondant a la
premiere position du systeme, on voit que les positions succes-
sives de cet homologue forment une ligne continue. Il pouvait
donc la decrire en méme temps que_les trois points donnes, en
continyant & appartenir a un systéme |dent|(1ue al systeme primitif
des points, et comme il en est'de méme de fous Jes'autres, on voit
que le mouvement continu de ce systéme invariable est possible,
(ejn conservant le mouvement determine d’avance des trois points
0Nnés,

De 13 résultent un grand nombre de conséquences, que I'on
aurait pu étre tenté de considérer comme comprises dans ce qui
P,recedeL mais qui ne '8taient cependant pas, a moins d'introduc-
jon tacite d’axiomes nouveaux : o .

1° Le plan peut glisser sur lui-méme d’une infinite de manieres,
Far exemple en assujettissant un point quelconque a décrire une
igne determinge, ou' méme deux points a decrire, deux lignes
déterminées, pourvu que, dans ce Second cas, la distance entre
deux_positions correspondantes reste constante, ou encore (e
maniére & amener un de ses points sur un autre point désigne et
a amener aussi la coincidence de deux droites ?assant DAr Ces
points, dans I'un ou dans Iautre sens. I suffiten effet de montrer
qu'un troisieme point, lié aux deux autres, peut aussi decrire une



ligne continug, ou que I'on peut construire une série continue de
triangles égaux, ce qui est evident. = A

2" L ligne droite {QUII de [a proprieté de glisser sur elle-méme
en entrainant un systeme invariable dont elle fait partie.

3° Une ligne peut, en general, tourner d’ung maniere continue
autour d’un point, en Sappuyant constamment sur une autre
ligne donnge. _

Nous avons toujours évite, jusqu'ici, emploi de ces proprietes,
gm N'8taient Pas comprises dans nos axiomes, et certains tours
e demonstration que le lecteur aura peut-étre trouves un peu
forces, résultent de cette preoccupation ().

*113. Lorsqu'une droite se meut en passant par un point fixe et
en s'appuyant constamment sur une droite ou directrice fixe, elle
engendre evidemment une portion de plan, , ,

‘est par ce moyen que I'on vérifie si une surface faisant partie
d'un_ systeme invariable (par exemple le dessus d'une table a
dessinr) est ou non plane, au moyen d'une regle bien dressee
(72), dont on applique Iarete dans tous les sens sur la surface,
0u, mieux, au moyen de laquelle on engendre la surface, comme
cela vient dBtre dit, sans (1u’|| puisse rester de vide nulle part
entre laréte rectiligne et la table, si celle-ci est reellement plane,

Revenons, & ce propos, sur la vérification de I3 rectitude d'une
aréte (72), que nous, Fouyons maintenant demontrer d'une
maniére rigoureuse. Si fa ligne AB du numero 72 n'etait pas
droite, il y-aurait au moins un troisieme point non situe en ligne
droite avec Aet Bet coincidant avec son homologue; des lors tous
les points homologues devraient coincider deux a deux (L11) et le
s%steme n'aurait pas subi de deplacement, ce qui est contre

Iypothése.

(L Le fait que trois points d’un systéme invariable déterminent la position de
tous les autres points aurait pu &tre etabli depuis longtemps, par un raisonnement
absolument semblable a celui du n° 111, mais on n’aurait pas pu en conclure la
possibilité de faire suivre d’une maniére continue, & un systeme invariable, le
mouvement déterminé d’avance de trois points de ce systéme.



114, Dans la géométrie doublement abstraite, il s¢ présente,
relativement aux ng 97 & H 3, des exceptions faciles & compren-
dre. Ainsi toute droite qui a un point dans un Flan en & neces-
sairement deux, opposés entre eux. Il n'en résulte pas qu'elle soit
dans le plan, ete. o o

En resume, deux points opposes, soit sur une droite, soit dans
un plan, comptent pour un seul. , _

Lorsqu'on joint deux points, il faut toujours le faire par une
droite moindre que D et se rappeler la note du n® 93,

- *115, Les cercles, uniquement considérés jusqu'ici comme
intersection de deux spheres, ou comme trajectoires de points qui
tournent autour de deux points fixes, sont des courbes planes,
trajectoires d'un point quelconque du plan, tournant autour d'un
autre. En effet, un point quelconque A, tournant autour des
centres 0 et 0', se meut, comme on I'a vu, dans un plan perpen-
diculaire AP et tourne, dans ce plan, autour du point immobile P.
La ligne AP sappelle fe rayon du cercl.

116", Dans la_géomgtrie doublement abstraite, on a vu (89)
qu’un point pris & la distance ] D d’une droite est distant de [a
mome quantite de tous les points de cette droite. Or, par ce
point et cette droite, on geut foire passer un plan; donc, dans la
geometrie doublement abstraite, la droite est un cercle dont le
rayonest; D. ,

D'un autre cote, il est evident qu'en faisant tourner un cercle
de rayon quelconque autour (’une droite passant par le centre,
on erigendre une sphere do méme rayon; si ce rarqn est\D, e
cercle est en méme temgs une droie perpendiculaire au rayon,
et doit décrire un plan (39); donc, dans | géométrie doublement
abstraite, le Plan est une sphere de rayon ¢D. |

De la resulte que la geometrie doublement abstraite du plan ne
presentera plus, @ lavenir, aucune obscurite, a cause de I'habi-
tude que nous avons détudier fa surface sphérique.*

*117. Si deux points Aet B sont pris & égale distance du sommet,
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sur les deux cotés d'un angle 0, la distance AB augmente
contindiment et indefiniment avec OA Nous le demontrerons en
remarquant que laugmentation indefinie est d'abord évidente si
langle 0 est droit, en vertu des propriéetés des perpendiculaires et
des obliques; que si, ensuite, Iangle 0 est un sous-multiple exact

de [d™ par exemple®, on n'a qua juxtaposer n triangles; et que,

i 0 est quelconque, on peut prendre un sous-multiple plus petit
et appliquer ensuite le théoreme 94, ,

Non seulement AB devient infini, mais il y a augmentation
continue de zéro a ['infini. En effet, dans le cas contraire, on
devrait trouver deux distances AB et A'B' egales entre elles.
Menons la bissectrice de 'angle 0. Elle sera™ perpendiculaire
aABetaA'B resgecnvement enC eten G lonaura AC= A'C'

Au milieu D de CC' menons la perpendiculaire DE. Il est facile
de voir que les deux quadrilatéres DGAE et DG'A'E  peuvent
coincider. Donc les angles en E sont droits. On pourrait donc, du
point 0, abaisser deux” perpendiculaires OD, O, sur la droite DE,
ce qui est impossible, La distance AB augmente donc d’une
maniere continue de zéro a l'infini.

1180 Cette demonstration est applicable a [a fois a la géométrie
ordinaire et a la geometrie abstraite. Dans la géometrie double-
ment abstraite, les droites qui se croisent en 0 doivent se croiser
une seconde fois au point oppos¢ 0 et par consequent la
distance AB, mesurée comme tout @ Iheure, ng peut augmenter
%ue jusqua la perpendiculaire commune & OA et a OB,
n demontrerait comme plus haut que cette augmentation st
reelle et continue. Dy cOte oppose de la perpendiculaire
commune, s'sffectue la diminution correspondante.

§ 6. — La ligne droite considérée dans leplan.

_*119. Comme nous disposons maintenant du plan, au méme
titre que dans les traités ordinaires, rien ne nous empéche de
suivre, pour les propositions non encore rencontrées et qui
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n'exigent pas d'axioine supplémentaire, la méme inarche que
dans ces traités, par ex,emPI,e dans celui de MM. Rouche et de
Comberousse, apres avoir fait cette remarque évidente ; Que le
sens de 'inégalite de deux angles reste le méme dans le mode
de mesure par le plan (R. et de'C., deéd, t. |, (F 6) que dans la
mesure provisoire au moyen de la sphere, indiquee plus haut,
Nous reviendrons sur I'exposition siémentaire du livre Zr. Nous
nous bomerons donc ici & renvoyer aux_auteurs Cités pour les
propositions non rencontrées, jusqu’au §58 inclusivement,

120. Nous nous trouvons maintenant, sous le rapport dy {)aral-
lelisme, devant trois hypotheses possibles : que par un point d'un
plan, on ne puisse mener aucune parallele a une droite de ce
plan ('); que Ton puisse en mener une seule, ou bien qu'il en
existe plusieurs, lesquelles formeraient naturellement un faisceau
(e é)aralleles. o ,

~Comme une droite qui en rencontre une autre fort loin peut
aisement étre confondue, dans la pratique, avec une parallele, et
que, d'un autre cote, un faisceau tres mince peut aussi etre
confondu avec une paralléle unique, il mest pas étonnant que
['expérience ne puisse étre assez Eremse PO‘” operer la distinction
formelle entre ces hypotheses; elle montre seulement que l'on ne
peut pas commettre d'erreur appréciable dans I pratique, en
admettant la seiconde, mais theoriquement les trois hypotheses
sont possibles. o
~La premigre irépond a la géometrie doublement abstraite, déja
ecartée par ['axiome I1; mais les deux autres, nous ne tarderons
pas 4 le faire comprendre, ne peuvent encore une fois Etre
separées que par I'introduction d'un nouvel axiome experimental,

*121 Troisieme axiome ou second axiome secondaire (de
si’mplifica.tion). — Paralléle uniQL’Je. - Par\un ‘pOInt p”S_ h0rS
d’une droite, on ne peut mener qu'une parallele & cette droite,

(1) Cette hypothése est contraire au § 58 des auteurs auxquels nous venons de
renvoyer, mais ce g 58 sappuie sur notre axiome 11, lequel n’est pas indispensable.
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122. Comme nous venons de le rappeler K*), cet axiome n’gst
que secondaire ou de simplification; il n’est pas indispensable,
méme apres Iadmission du precédent (n° 39), c'est-a-dire que,
contrairement a ce qui arrive pour [axiome I et conformement
4 ce qui arrive pour Iaxiome 11, on Feug tablir sans son secours
une geometrie complete, plus compliquée en theorie (iue la géo-
métrie ordinaire, mais qui coincidg cependant avec cefte derniére
dans les applications Branques. Cest la geometrie de Gauss ou

géométrie (Simplement) abstraite,

123, L'axiome n'8tant pas indispensable, la seule condition a
laquelle il doit satisfaire est donc celle d'8tre indémontrable.

ous avons dit (n° 33) que tout ce qui peut se demontrer pour
la distance physique peut se démontrer aussi, dans les mémes
conditions, pour I'une quelconque des distances analytiques.
Pour_employer ici ce criterium, il faut transformer notre
troisiéme axiome, de maniére qu'l ne renferme plus (1ue [dee
de distance. Or I'une des mille formes possibles et équivalentes de
cet, axiome est [a suivante :
t|Etant donnés sept points de I'espace, 0, 0" A, P, C, D, E,
els que :

OA= OA 0B= 0'B, 0C= 0'C, 0U= 0'D, 0OE = 0'E;
AB= BC, AC= 2AB, AD= BE, DB= EC;

on aura aussi ;
AB = DE.

Si_cette proposition pouvait tre deduite des Précédentes, il en
resulterait que toute distance analytique satisfaisant a tous les
axiomes précedents devrait satisfaire egalement a celui-i, Or
n'en est rien, puisque ['expression EZ) du n" 14 satisfait aux
axiomes | et 11 et non & ['axiome III, Donc ce dernier axiome (2
est indépendant de ceux qui le précedent et constitue un principe
expérimental separé.

*) Comparez avec le n° 40. _
%) Souvent nommé poslu‘alum d'Euclide.



124, 11'y a donc trois systémes de géométrie possibles

ler syst. Axiome |. Riemann.

2B syst. Axiomes | et II. Gauss.

3e syst. Axiomes I, Il et Il Euclide. _

Auclne autre combinaison n'est possible, car 'axiome | est
indispensable, &t Iaxiome [II n'a pas de sens si fon n'admet pas
laxiome 11, puisque dans celte hypothese (I 1G) deux droites quel-
conques d'un plan se rencontrent, \ ,

La figure symbolique du n° 42 se complete donc comme suit

125. Dans la géometrie abstraite, nous I'avons dit, on peut
mener par un point un faisceau de paralleles a une droite
donnee. Mais, pour étre bien compris, ce fait exige quelques
explications. Il est d'abord évident que i, par un point, on peut
mener deux paralléles a une droite, il en’ résultera Iexistence
d'un faisceau complet, car les lignes menées dans deux des
quatre angles que les parallles font entre elles ne pourront pas
non plus Tencontrer [ droite donnée. .

Mais il est necessaire de prouver giue i, en un seul point du
plan existe le faisceau en question, il existera partout, ¢’est-a-dire
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gue, par un point quelconque du plan, on pourra mener au moing
eux paralleles a la droite donnée, et & toute autre droite.

En d'autres termes, les deux systemes de ?eometr[e, Usitee et
abstraite, ne sauraient exister simultanément : ou bien toujours
une parallele unique, ou bien toujours un faisceau. Suqusons en
effet que, par un point A, on ait pu mener deux paralleles AB,
AG, & une droite DE. Nous disons qu'il en sera de méme en un
point quelconque du plan. En effet nous pouvons d'abord faire
glisser Ia f|Fure donnee e long de fa droite DE jusqu’a ce que la
perpendiculaire AF, abaissée du point A sur DE, passe par e
point (1uelconque e qui revient & supposer que ce point soit pris
Sur cette Perpendwulawe. S'll est. du cqté oppose a A, on Eourra
replier la ligure autour de DE, de maniere a le faire tomber du
cote A. Si alors il n'sst pas cpm{)rjs entre F et A, on menera, par
le point choisi, deux perpendiculaires, respectivement a AB et AC,
puis deux perpendiculaires a ces élerpendlculawes. Il est évident
qu'elles ne*pourront rencontrer DE. o

Reste donc a supposer que e point donne soit situé entre A et
F. Parle point F, menons F G perpendiculaire & AB. Entre F A et
F G existera nécessairement, 4 cause de la continuite, une droite
FH formant des angles egaux F et H avec les droites DE, ABR‘).
Au milieu Mde FI1,"menons-lui une perpendiculaire (1UI rencontre
FA en K. La droite KM, symetrique par rapport a IIB et a FE,
ne rencontre aucune de ces droites, car sans cela elle devrait les
couper au méme point: or elles-m&mes ne se rencontrent  pas.
Ainsi KM est une autre parallele a FE. A cause de [a symetrie, [a
droite KH est perpendiculaire a AB, et I'on a FK= KH < KA
ainsi le point K, par lequel on mene la parallele a DE se trouve,
par cette construction, rapproché du point F de pius de moitie par
rapport au point A;Jet il y atoujours deux paralleles par le point K,
puisque la’ construction” peut 'se faire au-tessus et au-dessous
de AF; donc, en'continuant ainsi, on rapprochera autant que l'onf

(*) Car les droites AB et AC peuvent étre supposées symétriques par rapport a la
perpendiculaire en A & la droite AF.
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voudra les paralleles de DE et le point primitivement donné
finira par tomber du cté opposé a Fpar rapport a ces paralleles,
c'est-a-lire que l'on rentrera dans un cas deja considere.

_Ainsi, par tous les points du plan, on peut mener deux_ paral-
leles, et par consequent un faisceau de paralleles, a la droite DE.

Nous disons maintenant que, par un point quelconque 0, on
peut mener deux paralleles (ou un faisceau) a une droite quel-
conque PQ. , , \

Pour e demontrer, faisons mouvoir le systeme 0PQ dans le
Blan, Jusqu’a ce que la droite PQ coincide avec DE. Alors le point

tombera en 0" par exemple. Or par 0' on peut mener deux
paralleles & DE. Fiamenons maintenant PQO dans son ancienne
position, en entrainant ces deux paralleles. Nous obtiendrons
deux paralleles menées par 0 [a droite PQ. o

Ainsi les deux systemes de géometrie ne peuvent exister simul-
tanément; ou bien par chague point du plan, on peut mener un
faisceau (e Baralleles A chague droite du plan (géométrie
abstraite); ou bien par chaque point du plan, on ne peut mener
qu'une seule parallele a chaque droite du plan ((jgeometne u_sneeg.

Dans cet article nous supposons, bien entendu, l'admission ge
axiome 11: st on le rejette, le parallélisme nexiste pas (géométrie
doublement abstraite).
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CHAPITRE 1.

Exposition de la géométrie dans les traités élémentaires.

Maintenant que nous avons fait voir comment tous les principes
de la geometrie peuvent se deduire des trois axiomes par une
marche assez longue et assez compliquge, mais rigoureuse, nous
allons indiquer les modifications qu'il faudrait, d'apres nous,
introduire dans les traites (e g?eometne, elementaire pour_ les
mettre d'accord avec Iexposition Ta plus scientifique des principes
fondamentaux, tout en conservant la simplicite ﬂue doit comporter
I’ense|?nement, surtout au debut. Les modifications dont il s'agit
portent principalement, on le concoit, sur le livre ler; cependant,
nous'en indiquerons aussi quelques-unes pour les autres livres.
Elles ont surtout pour but, les unes, de reHJprocher la geometrie
e la sphere de celle du plan; les autres, de n'employer que les
principes strictement nécessaires (Wuand la simplicite’n’en souffre
pas tr%p), methode qui est rationnglle en elle-meme et qui prepare
a ['ctude des systemes de %eqmetne non usuels. Nous prendrons
pour base [a 4 edition du fraite de MM. Rouché et de Comberousse
Eour la géometrie plane (*), et fa Se&our la gepmetne e I'espace,
25 NUMeros sont ceux de ce traite. Nous reduisons nos modifica-
tions au minimum; nous conservons autant que possible lordre
raisonné des matieres adopte dans le traité en question; nous ne
proposons aucune modification non motivee, qui se reduirait a

p) Celte de édition, qui porte le millésime 1879, a paru en octobre 1878. Le
premier livre y est notablement améliore. Les autres livres étaient déja presque
Irréprochables dans les éditions antérieures.
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un changement de rédaction. Nous ne nous sommes pas arrété
non plus & rélablir partout les Frmupes sous-entendus, ce qui
occasionnerait des longueurs fastidieuses. 11 suffit que les raison-
nements ne donnent prise a aucune objection dont la reponse ne se
trouve pas davance dans les études précédentes. Ainsl, par exem-
ple, les idées de Ia fixite et du mouvement sont admises comme
notions premieres des le numeéro 1 Nous n'y changeons rien. En
cas de doute, il suffit de recourir au chapitre ler de ce mémoire,
Il en est de meme dans plusieurs autres cas.

TRAITE DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE.

IXTnOPMICT «0X.

L,

2. La distance 0 deux points est une notion fondamentale qui
ne peut étre definie, cest-a-dire ramenee aune autre plus simple.

Un systeme quelcongue est dit invariable l0rsque les distances
entre t0uS les couples de points y restent constantes, Les corps
que nous appelons sotices Nous offrent I'image de systemes
invariables. , , ‘

Lorsqu’un point decrit une ligne_ continue, sa distance & un
point quelconque varie d’une maniére continue. ,
~ On ‘peut faire tourner un systeme invariable autour d'un point
fixe, de maniere a amener unpoint quelcongue de ce systeme sur
tout autre point de lespace situe & la méme distance du point fixe,

Lorsqu'un systeme Invariable est muni de deux points fixes, il
peut encore se mouvoir autour de ces deux points. ,

Les propriétés mentionnées dans ce numero constituent I'axiome
fondamental de la distance geometr|(iue, ou la definition de cette
distance par les proprietes “essentielles que nous lui attribuons
instinctivement ou expérimentalement. Cest le premier axiome
de la geometrie, et il est indispensable & I'8tablissement de cette
science,
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2" (). Ladistance de deux points n'a pas de limite supérieure
et peut augmenter indéfiniment. Cest le second axiome de la
geometrie; mais, a Iinverse du premier, il n’est pas absolument
Indispensable. C'est un axiome de simplification.

3. Alaide des deux axiomes qui précedent, on peut démontrer
rigoureusement, mais par une methode trop compliquée pour
prendre place dans les élements, les proprietes qui suivent dans
ce numero et celles dont il est question aux numeros 5 et 8. Ces
Frop[|etes peuvent aussi étre considérees comme résultant de
eXpérience, ou comme intuitives,

Dans le mouvement d'un systéme invariable autour de deux
points fixes, il existe une ligng' continue et infinie passant par ces
deux points et qui, en la supposant liée au s,Ysteme, reste tout
entiére immobile pendant la rotation et constitue e lieu géome-
trique de tous les points immobiles. Celte ||%ne sappelle I3 rigne
il,lroite. Un fil tendu ou le bord d'une regle Dien dressee en ofre
image.

Pagdeux points quelconques, on peut faire passer une et une
seule ligne droite. , ) )

La ligne droite peut glisser sur elle-méme, en entrainant un
systeme invariable dont elle fait partie (2).

3 etd — Jetd

5. Il existe une surface telle que toute droite joignant deux
points de cette surface y est contenue tout entiere.” Cette surface,
necessairement infinie “dans tous les sens, sappelle Ie pran, 6t
limage en est offerte, soit par une glace polie, soit par la surface
d’unet eay tranquille, soit par e dessus d’une table & dessiner bien
construite.

P) Les indices que nous introduisons ici et Flus loin ont pour objet de simplifier
les indications, en ramenant autant que possible la correspondance de nos numéros
avec ceux de l'auteur. Si le Plan de l'ouvrage que nous esquissons était réalisé, il
vaudrait mieux changer tout le numérotage.

(A Iavenir, chaque fois que nous ferons mouvoir un systeme quelcongue, il
seratsous-entendu qu'il est invariable pendant le mouvement, & moins d'indication
contraire.
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On peut faire glisser un plan sur lui-méme, de maniere damener
U de Ses points sur un autre point désigné et @ amener aussi la
coincidence de deux droites passant par ces points, dans l'un ou
dans l'autre sens. . o

Une portion de plan limitée par une droite indefinie et n'ayant
pas d'autre limite, rencontre tous les points de l'espace en four-
nant autour de cette droite, | , o

Une surface formee de plusieurs portions de plan distinctes est
ite orisée, &t 'on confond sous 13 dénomination commune (e
surfaces courbes toutes les surfaces autres que le plan et les sur-
faces brisées,

6.

7. Au lieu de; un axiome est une proposition évidente par
elle-méme, nous dirions: un axiome, est une proposition qui
resulte de l'expérience ou_de I'intuition, dont on ne peut pas
donner de demonstration directe, mais que 'on admet comme
point de départ des. raisonnements ultérieurs. Nous avons ren-
contré deja deux axiomes dans ce qui precede et nous en rencon-
trerons bientdt un dernier (n° 59).

GEOMETRIE FLANE.

LIVRE ler.
LA LIGNE DROITE.

§ ler. — Des angles.

8. Nous remplacerions le premier alinéa par ces mots : On
appelle angte la figure formee par deux droites qui se rencontrent
en un_point ou on les suppose toutes deux limitées; et nous
ajouterions, 4 la fin du numero, cette proposition dont nous
reconnaitrons bientdt la necessité : On demontre que tout angle
peut coincider avec lui-méme par retournement, Il en résulte {ce
qui peut dailleurs aussi se demontrer a priori) que toute droite
limitee peut coincider avec elle-méme par retournement,
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La proposition relative & 'angle, laquelle dépend au fond de fa

8eometr|e de I'espace, puisque le retournement ne peut se faire
ans le plan, est indispensable, parce que sans elle toutes
les relations entre les an%lps deviendraient obscures, et 'on ne
saurat F'“S etablir la theorie des figures planes égales non
semblablement disposees. o

Au_contraire, I'idee du retournement du plan lui-méme nest
pas indispensable, mais cependant fort commode pour la
simplicite et la clarte des demonstrations. Elle se deduit d'ailleurs
rigoureusement des axiomes (*) et est employee, tantot explicite-
ment, tantot implicitement, par les auteurs que nous suivons,

Nous admettrans donc qu’un plan peut coincider avec lui-méme
par retournement et que ce refournement peut s'effectuer autour
d'une droite du plan, ce que I'on appelle souvent prier 1a
figure. N . oo .

Mais cette derniere expression na pas besoin d’8tre prise dans
un sens absolu, On peut toujours arriver au méme resultat en
retournant le F,Ian de fa figure d'une maniere quelco_nque, puis
amenant cette Tiqure par glissementa la place qu'elle doit occuper.
On fait ainsi coincider deux figures symetriques QUI ne sauraient
étre amenees I'une sur ["autre par le glissement seul (2).

9. 1l importe d'observer que 'on admet implicitement ici le
glissement du-plan sur lui-mé&me (n° 5), sans quoi le raisonnement
ne serait pas exact. De plus, on admet aussi I'identité de langle
B'AG' avec l'angle C’A'B" (n°8), sans (ium 0N ne pourrait
COMPATET. dans teptan, GUE 065 angles dont fes cOtES nomotogues
seraient diriges dans le méme sens. Nous ne repéterons plus ces
observations.

(J) En particulier, elle résulterait immediatement de la combinaison des notions
gu on vient d'admettre avec le n° 492 du livre Y de la géométrie de MM Rouché et
¢ Comberousse, lequel numéro pourrait étre transporte ici.

(9 On peut, par exemple, faire en sorte qu’une droite désignée revienne sur
elle-méme, chaque point reprenant sa place primitive. On obtient ainsi le méme
résultat que si I'on avait réellement p ic la figure autour de la droite en question.
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10. Nous aeoutenons ici 'observation suivante :

Il en résulfe encore que deux droites qui se rencontrent dans
un plan s coupent, c'est-g-dire se traversent, ou que chacune
des deux, passe du coté oppose par raPport a 'autre. Pour le
prouver, 11" suffit de considerer d'abord les deux droites comme
appliquees 'une sur l'autre, puis de ramener l'une des deux
sUr I seconde droite donnee, en observant que chaque point
decrit une courbe fermee et que tous les points d’'une méme
courbe, supposés entrainés dans le mouvement de la droite,
marchent dans le méme sens.

11 & -2,
§ 2. — Des triangles.

543,

34. Tout angle extérieur d’un triangle estlﬁlus grand que les
angles interieurs non adjacents. Celte proposition, |mFI|C|§ement
contenue dans le n° 34 'de lauteur, est utile par elle-méme et
merite dBtre énoncée séparément. Il est vrai qu'elle est aussi
contenue dans le n° 73, mais ce numero depend des Barallleles,
tandis que la propriete citee en est mdegendante. — Déduire de
cette propriete, comme corollaire, le n° 74,

34'. Enoncé du n° 34, Démonstration simplifiée par Iintro-
duction du numero précedent,

354l

§3. — Desperpendiculaires et des obliques.

42, Ajouter que les angles aigus formés par les obliques avec AB
diminuent a mesure qu’on s’eImgne (u pied de la perpendiculaire;
se baser pour cela sur le n° 34; en deduire l'egalite de deux
triangJes qui ont un cote e?al, un angle adjacent egal et I'angle
?,pptt)se 3u33| eqal de part et d'autre (Seconde partie du n° 76 e
auteur),

43 349,
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49", La ligne droite divise le plan en deux régwns telles qu'une
ligne continle ne  saurait passer de l'une dans l'autre sans
rencontrer la droite. Deémonstration semblable & celle du
chapitre ler, n° 107,

50 4 54 («).
— Des parallles.

55 4 58.

59. Par un point pris hors d’une ligne droite, on ne peut mener
quune parallele a cette droite. o

Cst le troisieme et dernier axiome de la geometrie. Comme le
second, et & I'inverse du premier, il n'est pas absolument indis-
pgnsable. C'est un axiome de,mmPIn‘mauon. De cet axiome
résultent les deux propositions suivantes .

60 4 68.

69. Ajoutez lobservation suivante : A

Si o mesure [a distance de deux perpendiculaires a une méme
droite en joignant deux. points pris. sur ces perpendiculaires a
egale distance de la droite en question, on peut dire aussi que
(tieutx perpendiculaires a une meme droite sont partout équidis-
antes,

69°. Tout ce § 13 a partir du n° 59, n'existe que dans la géo-
metrie usitée (-).

69A Dans la géométrie abstraite, la distance de deux perpend-
culaires & une méme droite augmente toujours @ mesure que I'onf

(*? Les paragraphes 1, 2 et 3 sont applicables aux trois systémes de géométrie,
sauf les différences résultant, dans la géométrie doublement abstraite, de ce (iue
la droite n’est pas infinie. Ces différences ont été toutes indiquées au chapitre ler.

2) Les articles dout les numéros sont suivis des lettres 0 (observations),
A (abstraite), D (doublement abstraite), AD (abstraite et doublement abstraite)
n‘appartiennent pas a I’exposition de la géométrie élémentaire. Ils servent de
complément au chapitre ler.
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Seloigne de cette droite. En effet, soient AC et BD égales entre
elles et perpendiculaires @ AB. Nous disons d'anord que CD ne
peut étre ni plus petit que AB, ni eé;al aAB. _
'S CD etait plus pefit que AB d'une quantité o, on pourrait
repéter n fois Ia figure le fong de Ia I|?ne AB prolongzee, en pre-
nant n assez grand pour que no fit plus grand que 2AC. Alors

on aurait
w.AB>ra.CD + 2AC,

e qui est impossible, parce que [ ligne droite est moindre que
toute ||8n,e brisée aboutissant aux mémes extrémités,

Si CD etait eFaI 2 AB, les triangles ABD, ACD seraient égaux
comme ayant les trois cOtes egaux chacun a chacun, donc les
angles C, D, evidemment egaux entre eux, seraient droits. Alors
on pourrait repéter la figure en hauteur et obtenir une suite de
droites C' D', ..., toutes egales a CD eta AB, avec une suite
d’angles droits C', D', ... La méme figure pourrait étre cons-
truite au-dessous de AB. o

Des lors, toute oblique partant de A entrerait, soit au-cessus,
0t au-dessous, dans cette serie de rectangles, et comme elle
doit Secarter indéfiniment de AC (ch. 1, n° 117), elle ne pourrait
pas rester dans ces rectangles, puisque leurs cOtés n'augmentent
pas; donc elle iraif toujours rencontrer fa pe,rPendmuIa[re BD, ce
gm est contraire 4 I’hggothese de la géometrie abstraite (125);
onc il faut admettre CD > AB. ,

La valeur de CD commencant par augmenter, elle doit aug-
menter toujours, car, $'il en etait autrement, on pourrait trouver
deux valeurs égales de cette ligne. On demontrerait aisement
alors (1u’au milleu de la distance qui les separe se trouve, une
nouvelle perpendiculaire commune @ AC et & BD. Or ceci est
impossible, pwsqu,e, en comparant sous le rapport de la longueur
cette perpendiculaire commune et la droite AB elle-méme, cha-
cune de ces droites devrait tre, a volonte, soit la plus Petjte,' soit
la plus grande, d'apres ce qui précede; donc l'augmentation-doit
Btre continue,
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/69", Dans la géométrie doublement abstraite, au contraire, la
distance CD diminue toujours a partir de la droite AB ; mais cecl
est78ejat %(l)mpns dans le theoreme du n® 118 (ch. 1),

et 71,

§5. — Somme des angles ¢e» polygones.

72, La somme des angles d'un triangle quelconque ABC et
eqale 4 deux an&;les droits, o

Bien que la démonstration de I'auteur soit irréprochable, nous
proP‘oserons, surtout au point de vue de 'analogie entre les trois
systemes de geometrie et méme de I'analogie entre le plan et la
sphere, de la remglacer comme suit ., o

Prolongeons BC (rig. 1) et reproduisons le méme triangle dans
une position analogue en A'CD. Si, de A et de A", on abaisse les
perpendiculaires AP et A'P", on aura, évidemment, PP'= BC;
mais AA'= PP’ (6%, donc AA"= BC, o

Les triangles ABC, CAA', ont donc les trois cotes egaux
chacun 4 chacun, donc ona ;

A= ACA'

BAA'CD et C=C,
d’ou en ajoutant :
A+ B+ C= C-t- ACA"+ ACD = 2 droits,

72/ Appliquant le méme mode de démonstration, dans les
deux autres systemes de geométrie, on voit que la somme des
angles de touf triangle st plus petite que 2" dans la geometrie
abstraite, et plus grande que 2" dans a geometrie doublement
abstraite. Pour le “reste, les § 5 et 6 n'existent que dans la
géométrie usitée,

13,
14, — 15,
15, — 76, Supprimez la partie déja établie au n° 42,

De plus
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16 et 71. — 71 ¢t 8.

8¢t 79, — 79, Nous divisons ce numero en deux, pour réta-
blir [a concordance,

80 et 81,
§ 6. — Du parallélogramme.
82 4 89,
LIVRE Il.

§ 141 — Des arc e descordes

90 4 105,
§ 2. — Tangente au cercle. — Positions mutuelles
de deux circonférences.

106 a 114,
115, - 119,

L16. Deux circonférences ne peuvent avoir trois points
communs sans coincider. En effet, on pourrait alors, par [un de
ces points communs, mener deux cordes communes et toutes
deux devraient étre perpendiculaires a la ligne des centres (115),
ce qui est impossible. Il resulte de celte” proposition que deux
circonférences distinctes... (118).

117 4 120. — 120 a 123,
213123 — 154 1T

§ 3. — Mesure des angles.

124 3 137. La thorie générale de la mesure des grandeurs
nous. parait nécessaire des le livre ler, pour bien comprendre
'addition des droites et des angles et acquérir, par exemple, [a
certitude que le resultat de cetfe operation est indépendant de
'ordre dans lequel on dispose les grandeurs ajoutées.
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138 & 144, Ces numéros n'existent que dans la géometrie usitée,

15(D. 1y aune réserve a faire sur le contenu de ce
numero. La coincidence des deux lignes AGB, AG'B ne prouve
leur rectitude que si l'on oi)ere sur” une surface plane, et pour
siassurer quune surface est plane, il faut posseder deja une aréte
rectiligne. Migux vaudrait peut-étre en revenir au Proced,e du
N° 72 du chapitre I au moins pour la constatation de la rectitude
d’une premiere aréte. Ayant alors verifie, au moyen de celle-ci
que [a surface de |a table a dessiner est plane, le procéde indique
au n° 145 de l'auteur devient legitime pour les autres regles ou
Bquerres.

146 & 183, mais parmi les problémes résolus, il en. gst
Rllumeurs dont la solution n'est valable qu'en géometrie usitée.
ous nous bornons 4 faire cette distinction pour les theoremes

LIVRE 111,

LES FIGURES SEMBLABLES

(Géom étrie usitée.)

184 3 211,

212, Lg fait que les trois medianes d'un trianﬁle s coupent au
méme point est independant des axiomes Il et I1T, et vrai dans les
trois systémes de géométrie. L en résulte qulon pourrait le
demontrer sans invoquer la notion de similitude, mais nous ne
le_proposons pas cependant, parce qu'ici cette notion simplifie
trés notablement la demonstration.. Nous aurons loccasion d'y
revenir a propos des triangles spheriques.

213 4 258,

259, AEropos de la résolution, des équations du second degré
avec la req\e et le compas, il serait intéressant de démontrer que
tout probleme de geometrie plane, resoluble avec ces deux
instruments, peut se ramener & des equations du premier et du

ﬁl) Partout ot nous n’indiquons pas la division en paragraphes, nous conservons
celle de l'auteur.
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second degre. On pourrait citer, comme exemple, [a réduction s
simple et si remarquable de I'8quation

xu—1= 0

 trois équations du second degré. o

On pourrait méme résumer les travaux qui ont éte faits sur la
question de savoir si un probleme donné est ou non resoluble
avec la regle et le compas.

260 4 270,

211 3281, Il serait hon de faire observer que toutes ces
propositions sont comprises dans 'enonce beaucoup plus general
Qui suit ; Pour que Ia division de Ia circonférence en m parties
egales puisse Btre effectuee avec la regle et le compas, il faut et il
suffit que les facteurs premiers de m, différents de 2, soient de
la forme 2"-h'1 et quils entrent seulement a la premiere
puissance dans m. Cefte observation se relie @ celle qui a ete
présentée sur le § 259,

282 4 286.
287. Cette demonstration n'est pas assez générale, car du
momentquea' =i(a+r)et que r= varr, ONANECESSAIrEMeEnt

lors méme que 1 et a ne representeraient pas le rayon et
[apotheme d'un méme polygone regulier. II vaut donc” mieux
Fresenter cette Fropnete comme une simple conse(iuence analy-
lque des formules, d'autant plus que sa démonstration est ainsi
plus facile a retenir,

288 ¢t 289,

2290, Bien que la démonstration soit ingénieuse, nous préfére-
rions opérer comme aux n(386 et 387 (tome I1) de louvrage
INtitUlé : Des méthodes dans les sciences de raisonnement, [l
Duhamel, parce que, en operant ainsi, une seule et méme
démonstration peut servir Pour les I|%nes planes, les lignes a
double courbure et les surfaces courbes. Aucune des notions
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employees par Duhamel ne peut etre evitee, sauf celle des
paralleles, qui Peu,t '8tre aisement, mais qui se présente aussi
dans la demonstration de MM. Rouché et de Comberousse.

291, On pourrait ajouter ici les deux propositions suivantes qui
sont souventutiles: ~ ‘ )
4% Le rapport de a fleche a |'arc ou a la corde a pour limite
2610 lorsque Tarc tend vers zéro. La fleche peut se definir de
plusieurs manieres, sans que e theoreme cesse d’éire vrai, par
exemple comme gtant la Perpendmul,awe abaissée d'une extremite
de I'arc sur a normale a [autre extrémite,

5° Le cercle est la seule_courbe dont toutes les normales se
coupent au méme point. Cst une conséquence immeédiate du
theoreme relatif a la fleche, definie comme elle vient de I8tre.

Ainsi %u_e le n° 290, le n® 291 est indépendant du systeme
de géomeétrie adopté.

292,

293. 1l n'est pas Prouvé jusquici que Fon ne puisse construire
w, OU, C& QUi revient au méme' (comme, on le verra au n° 449),
construire un carr nqoureusement équivalent  un cercle donne,
méme avec la regle et le compas, Toutefois, les plus grands qe,o-
metres, ayantexaming cette question, y ont reconnu des difficultes
d’un ordre tel que les commencants ne peuvent ni les vaincre, ni
méme s'en faire une idée exacte. Telle est la vraie raison qui doit
les detourner de cette étude et qu'il convient de leur donner. On
en donne quelquefois dautres qui sont detestables, par exemple
celle-ci : que osetant connu avec autant de decimales que f'on veut,
s3 construction geométrique n'aurait aucune utilité pratique! o
bien encore que Lambert, Legendre et M. llermite ont' prouve
Que ot t2 Sont incommensurables avec lunite (°). Les effortsf

(*) Dans la démonstration de M Hermite, telle ?u’elle est présentée par
MM Rouché et de Comberousse (T. 11, p. 523 et 524), il faut remplacer la dernigre
égalité par la suivante:
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méme que ces grands geometres ont d{i faire pour cela prouvent
que la question de savoir i z1est ou non commensurable, reste
absolument douteuse. Or, si 'on pouvait obtenir une valeur com-
mensurable de 2\ la construction de 2, avec la regle et le compas,
sensuivrait immediatement. Ces observations s relient aussi a
celles qui ont éte presentées sur le § 259,

294 3 296,
297, Ne sufiirait-il pas de dire:

~Dans la pratique, on évalue les angles en parties ahguotes de la
circonference, cest-a-dire en de?res, minutes et secones d[n° 151),
mais en théorie, lorsqu'on veut introduire un angle dans une
formule, on le mesure par la longueur de larc intercepte dans
un cercle aYant pour centre le sommet de I'angle et pour raYon

Iunité de Tongueur. L'angle droit ou l'angle ‘de 90° est alors
mesuré par = 1,5707..., ce qui permet de passer aisément a’un
systeme de mesure & [autre,
298 et 299,
300. On peut observer que la relation
M —rk= - j(r¥—ak,
combinge avec cette autre: '
rkH —akH< i (rk—ak,
montre que dans la série
la différence des deux derniers termes calculgs, entre Iesquels-1
est toujours compris, diminue au moins de moitié chaque fois
qu'on djoute un terme.
301 a 410,

LIVRE IV.
LES AIRES.

(Applicable en général & la géom étrie usitée seule, & partir du n° 4 auf les exceptions indiquées.)

411. Dire que Yaire est une etendue, Cest remplacer un mot
par un autre. Les auteurs semblent s'8tre departis ici de la rigueur
qu'ils ont introduite presque partout ailleurs dans leurs elements
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de géométrie. L'aire d’une surface plane est la limite vers
laquelle on converge lorsqu'on applique sur cette surface, d'abord
ung ou plusieurs fois 'unite des aires, si elle peut y tre placee,
pUis successivement chacun de ses sous-multiples,”aussi, souvent
8ue possible, dans les parties non occupées par les unites prece-
*dentes, jusqu'a epuisement de la surface donnée, et que l'on
ajoute Ies resultats numeriques obtenus, exprimes en fonction de
unite principale. o .

Il est nécessaire de démontrer que cette limite est unique (),
c'est-a-dire independante de la maniere dont on execute la super-
Fosmpn; par exemple (e vorientation (S CArres représentant
'unite et ses sous-mulu'oles successifs. ,

Une observation analogue a ete faite par M. Catalan, mais ce
geométre ne lapplique qu aux aires planes terminées par des lignes
courbes. Cette distinction ne nous parait pas avoir de raison
('&tre: sans la notion, exprimee ou sous-entendue, de limite, nous
ne comprendrions, pas plus Iaire d'un rectangle que celle d'un cercle.

Quant a la maniere défaire cette demonstration, il suffit d’adop-
ter d’abord une orientation unique et invariable des carrés dans
un plan donne, pour I'evaluation des aires. Quand alors on sera
arrive, par_la méthode ordinaire, a l'aire d’un triangle qui a un
cate paralléle a la direction choisie, on cherchera™ laire d'un
triangle quelconque, par la décomposition en deux autres; puis,
par des tnangiles semblables, on en transformera I'expression, de
maniere 4 retrouver la formule ordinaire, laquelle ne renferme
plus de trace de I'orientation adoptée: celte orientation est donc
Indifférente, puisque toutes les figures peuvent se décomposer en
triangles avec telle ,a?prommatlon que Ton veut. Non-seulement
lorigntation est indifferente, mais il en resulte qu'elle n'a pas
besoin de rester la méme pendant que fon place Iunité et ses
sous-multiples sur fa surface donnee ((]2).]*

(*) Elle existe nécessairement, puisque I'on peut construire un assemblage de
carrés-unités ou sous-multiples, qui débordent de toutes parts la figure donnee.

(9 On peut voir une exposition différente de la méme idée clans un récent mémoire
de M Boussinesq sur le déterminisme mécanique.
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Nous sous-entendons, comme trop simple, |a démonstration du
fait quavec une méme orientation et une d|sP03|,t|o,n differente
es carrés, on ne saurait arriver & deux résultats différents,

Enfin nous devons faire observer, comme au n° 290, que
emploi de figures et de propristes qui dépendent des paralléls,
dans la notion de faire, n'est pas indispensable, comme on le
verra dans la-trigonometrie: mais il convient de la conserver
dans les elements, 4 cause de sa simplicite,

412 3 422,

423, Nous voudrions voir introduire en %éométrie elementaire,
conformement & lavis de Duhamel, la recherche des aires et des
volumes par la méthode des limites pure, c'est-a-dire par la
decomposition en tranches, au moyen de paralleles tres rappro-
chées pour les aires, de plans paralleles tres rapprochés pour les
volumes. Les methodes indiquees, d'ailleurs satisfaisantes, ne
seraient plus que des verifications, La mesure des aires et des
volumes termines par des lignes droites et des plans n'exigerait
jamais I'smploi des integrations proprement dites, mais seulement
la sommation des series.

I+ 243+ .., 2 3+ ...

424 3 446,

447, L'observation qui termine ce paragraphe ne peut étre
consideree comme exacte que si l'on admet d'abord celle que
nous avons faite précédemment sur le n° 411,

448 3 476,

477 (et suivants). Les auteurs disent que la méthode, due
Steiner, et adoptee avec raison dans leur ouvrage pour 'exposition
de la theorie des maxima et des minima dans les figures planes,
est applicaple & la sphere. C'est parfaitement exact, mais il faut
alors remplacer le n° 481 par la proprigté qui y porresFond sur la
sphére. Or cette Rropnete n'est pas indiquée au livre VII et méme
le theoreme de_Lexell, sur lequel elle doit se baser, n'est donné
que d’une maniere incomplete au n° 852,
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L'assertion des auteurs devient donc_ mmtelh%ml_e pour [e
lecteur qui n'a pas etudie louvrage mome de Steiner. Nous
aurions d, en apParence, placer cette observation au livre Vil
mais |a remarque faite refativement a la sphere montrant que la
theorie des maxima et des minima des figures est indepen-
dante de I'axiome d'apres lequel les droites Sont infinies, nous
irons plus loin et nous démantrerons qu'elle est independante des
deux axiomes de simplification, clest-a-dire applicable a tous les
systémes de géometrie, ,

Par une reciprocité toute naturelle, la methode que nous
exposerons constituera peut-Btre un  perfectionnement, méme
dans la theorie ordinaire des figures sphériques. Nous n'en
donnons ici que la partie immediatement applicable au plan.

a Lelieu geometrique des sommets des triangles equivalents
qui-ont méme “base, et qui sont construits d'un méme cote de
cette base, est une ligne equidistante de [a droite qui joint les
milieux des deux cotes partant du sommet, dans I'un quelconque
de ces triangles. _ o |

Soit ABC fig, Q 'Un des tnanéy_les donnés; soient B'G" a droite
des milieux et AK la ligne equidistante de celle-ci, menge, par le
sommet A Nous disons que AK est le lieu geometnque (es
sommets de tous les triangles équivalents @ ABC et ayant pour
base BC. Prolongeons B'G' de C'D = B'G". Joignons CD et
menons les perpendiculaires CE, AH, BF. Les triangles egaux de
la figure donnent CE = All = BF. | |
I, maintenant, on prend un autre point A" de [ ||§ne
equidistante AK comme sommet d’un triangle ayant pour basg BG,
on voit aisement que les droites A'B et”A'G ont leurs milieux
sur FE, en vertu du cas degalite des tr;angle,s EXpose au n° 42,

Les mémes triangles dont on deduit [egalite des trois perpendi-
culaires montrent ‘aussi que le triangle 'ABC est equivalent au
8uadr|ljate,re BCEF, et comme ce quadrilatere est entierement
etermine, abstraction faite du point choisi sur AK tous les
tnan&;les aYant la base BC et le sommet sur AK sont equivalents,
Ces triangles montrent encore que B'G' est la moitie de EF.



93

tA,|nS| |Ia ligne des milieux a la mome longueur dans tous les
riangles.
\ Re"qmproquement, le sommet S d'un triangle SBC, équivalent
a ABC, dot se trouver sur Ia ligng equidistante AK, sans quoi on
Po_urran tracer une seconde ligne SK', aussi equidistante de FD et
fisant partie du lieu des sommets des triangles équivalents,
il faudrait donc que les equidistances fussent differentes.
Prolongeons [a ,per{)endmulalre BF. Elle devra rencontrer les
deux lignes equidistantes, I'une en O, lautre en 0'. Joignant
alors les deux points 0 et 0' au point C, on aurait deux trlanqles
0BC, OBC, equivalents et cependant contenus I'un dans lautre,
De tous les triangles que l'on peut faire avec deux cotes

donnes, le plus grand est celui dans Ie,(i_uel la droite qui joint le
milieu de ['un des cotes donnes au milieu du cote inconnu est
perpendiculaire au premier de ces cotés. Soient AB, BC ig. 3), les
cotes donnés: A" et B' les milieux respectifs de AC et de BC
Nous disons que si 'angle en B" est droit, le tnan‘gle ABC est
maximum. Soit en effet ABC' un autre triangle construit avec les
mémes cotes AB, BC'. Il ne saurait étre equivalent au precedent,
sans quoi, d'apres le théoréme que 'on vient de_démontrer, le
milieu de BC" devrait étre le point d'intersection B', ce %u; n'est
pas, vu que BBL> BB' ou > {BC ou > 7 BC. Le nanqle
ABC' ne peut pas non plus étre plus grand que ABC, sinon i
aurait un certain triangle ABC' equivalent @ ABC, et la contra-
diction ne serait que plus manifeste. Donc, etc, N

c. Le plus ?rand triangle que 'on puisse faire avec deux cotes
donnés est celui dans lequel I'angle compris entre ces deux cotés
vaut la somme des deux autres angles. _

En effet puisque, dans e triangle maximum, 'angle A" rig. 4)
est droit, on

AC'= CB= CC,
donc
A= BAC'+ CAC= B+ C.

On voit dgja que toute cette théorie pourra se répéter au
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livie VH pour [a sPhére, et par conséquent aussi le théoréme du
n° -483; cependant nous proposerons de remplacer ce demier,
comme suit, Far une methode applicable aussi sur la sphere (et
dans toutes les geométries), mais encore plus simple et plus
naturelle que la methode de Steiner, et n’invoquant pas les
Fropnetes de maxima relatives aux aires des figures rectilignes,
esr?\uelles peuvent a [a rigueur en tre deduites. De méme sur la
sphere,

483, Entre toutes les figures planes isopérimetres, le cercle est
un maximym., o ,
_Dans Ia ligne limitant faire maximum, inscrivons un quadrila-
tere quelconque ABCD. Chacun de ses cotes fait deux angles
egaux avec la ligne-limite, sans quoi, en retournant le segment
dont le ot choisi serait la base, on aurait une aire egale,”donc
encore maximum, limitée par une courbe de méme longueur,
mais non convexe, ce am est impossible. De 3 resulte immédia-
tement que la somme de deux angles opposés du quadrilatere est
égale a la somme des deux autres (1), cest-a-dire que le
quadrilatere e.st,mscngnble. Ainsi le cercle qui passe par trois
points determings A, B, C, de la courbe-limite contient aussi un
autre p(l)mt quelconque D choisi sur la courbe. Celle-ci est donc
un cercle.

484 3 486,

La théorie de faire des triangles, donnée au livre \I1_pour les
triangles spheriques, peut tre reportée ici. Elle est entierement
applicable 2 la ,gieometne doublement abstraite du plan. En
geometrie abstraite on peut raisonner de méme, pourvu que 'on
change le signe de I'exces angulaire et que l'on prenne pour
unitele triangle dont fa somme des angles vaut 1droit.f

(*) On Feut évidemment faire abstraction des sommets et des points singuliers, si
la ligne-limite en présente en nombre fini; si elle en avait un nombre infini, la
Qonon méme de sa longueur deviendrait inintelligible, et le théoréme n’aurait plus
& sens.
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LIVRE V.

Lt E PL AN.

La plupart des auteurs anciens entrem@laient au livre V les
propositions relatives a la perpendicularité des droites et des plans
avec celles qui sont relatives a leur parallelisme. o

Depuis I3 deuxieme edition de leur traite de géometrie,
MM. Rouche et de Comberousse ont nettement separe” ces deux
theories, en exposant tout ce qui se rapporte au parallélisme avant
la perpendicularite,

Mais, au point de vue auquel nous nous ,plalgons dans ce
memoire, c'est evidemment ‘le contraire quil faut faire. La
théorie de la~perpendicularité, basée sur un seul axiome, et
applicable, en these génerale, aux troig systemes de géometrie,
doit preceder celle du parallelisme, qui invoque, au contraire, les
trois axiomes et n'sxiste que dans la géométrie usitée. De I3
résultent la plupart des changements que nous proposons
Cl-dessous.

§ |fr — Premigres notions sur le plan.

487.

488. Seconde partie_ du n° 489, Pour éviter toute discussion
sur le point de savoir i la droite MX rencontre réellement deux
des trois droites AB, CE, CF, il suffit de éomdre Maun point
quelconque pris dans I'interieur du triangle CEF,

489, — 492, Clst ici que 'on emploie la proposition d'apres
laquelle un plan, en tournant autour d’une des droites qui y sont
situges, rencontre tous les points de lespace. On ne pourrait
[eviter qu'en la remplacant par une autre équivalente.

490. — 488. La raison donnée de ce fait quune droite rencon-
trant un plan doit le traverser, est insuffisante; mais, grace a
interversion que nous proposons, le fait peut étre démontré
comme suit - o ,

Supposons que la droite qui rencontre un plan P en A soit tout
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entiere d'un coté de ce plan. Par cette droite et un point B prig
du cOté oppose, on peut faire passer un autre plan,?. Celui-ci
rencontre "d'abord e Slan Pen A, Joignons deux points pris des
deux ctes du plan P, Fun sur la droite donnge, l‘autre sur la
droite AB. La droite qui les joint coupe le plan P en un point C
différent de A, donc la droite AC est l'intersection des plans
Pt 0, ef ce dernier traverse le plan P suivant AC. Or (livre I,
n° 10), la droite donnée doit, dans le plan Q, traverser linter-
section AC; donc elle doit passer dans la seconde partie de ce
Plan, laquelle est au-dessous du plan P. Ainsi [a droite donnee
raverse fe plan P. A o

Cette demonstration, de méme que celle du numero suivant
(donnée par l'auteur), ne renferment pas de pétition de principe,
Dien que nous nayons pas établi encore pour le plan le theoreme
analogue au n° 49" du livre ler, parce que rien'n’empéche de
choisir les points sur lesquels porte fa construction ussi P,res %ue
lon veut du plan P et que, pour de pareils Eqmts, la notion des
deux cotes d’une surface est une notion claire, comprise dans
I'idée méme de surface.

491, Premiere partie du n°489. Ajoutez lobservation que deux
plans qui se coupent se traversent,(ce qui résulte immediatement
du numero précédent,

492. — 490.
493. — 491.
494 et 495,

Dans la géométrie doublement abstraite, il faut écarter I'idée
de parallelisme partout ou elle apparait au § Ler,

§ 2. — Droite et plan perpendiculaires.

496. On dit qu'une droite et un plan sont perpendicutaires 1un
a rautre, [0rsqUe 13 droite est perpendiculaire a toutes les droites
passant par son pied dans le plan,

497 4 499, — 514 4 516, en écartant I'idée de parallélisme
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(Ies modifications qui en résultent sont trop évidentes pour devoir
etre indiquees ici).

500.  —518. Laseconde partie n'exige évidemment pas 'emploi
du parallelisme, Nous en reviendrions plutot ici a l'idee a ,P,hquee
Far MM. Rouche et de Comberousse, dans la premiere gdition de
eur traite, en ecartant I'idée de parallelisme, comme aun° 109
du chapitre ler,

500AD La proposition est vraie dans les trois géométries; mais
encore une fois, il se présente une exception dans la géometrie
doublement abstraite, , o _

Si le point A, extérieur au plan P, se trouvait & une distance
IDde ce dplan, sur une perpendiculaire au plan, toutes les droites
menges du point A au plan lui seraient perpendiculaires et
seraient toutes ,egales a \D. Cela résulte clairement du n° 116
(chap: 1). Le point A serait alors le centre du plan P.

501, Enoncé du n° 521. Démonstration : En effet, tout plan
mene par deux de ces perpendiculaires est perpendiculaire 4 la
droite donnée (497) et tous ces plans doivent coincider (499).

502. — 522, On en déduira, comme au_n® 107 du chapitre ler,
que le plan divise I'espace en deux régions telles qu’une ligne
continug ne peut passer de [une dans ['autre sans percer le plan.

§3. — Angles didres.

503 et 504, — 541 et 542,

505. Enoncé du_n° 546. Pour démontrer ce théoréme, les
auteurs emploient a tort, mais a I'exemple de presque tous,leurs
devanciers, lidéee du parallelisme, laquelle est absolument étran-
gére & cette question. , o

La demonstration de M .Baltzer(2eed.,p. 153) revient, i nous la
comprenons bien, a observer simplement que I’angle plan n'e-
tait E,as partout le méme, on pourrait aisment placer deux digdres

identiques ou égaux l'un sur l'autre, de maniére que laréte et

7
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'une des faces coincident, tandis que lautre face ne coinciderait
Pas.,C,e raisonnement ne nous parait pas, convaincant. L reporte
a (ifficulte sur la notion mome de I'égalite des diedres.

Deux diedres ne pourraient-ils étre, tantdt egaux, tantot ine-
gauy, selon la manigre dont on essaie de les faire coincider?

Au premier abord, le doute parait plus grave encore et ['on est
tenté de se demander si |a méme pétition de principe n'existe pas
partout ou I'idee d’egalite a ete precedemment introduite,

Mais il n'en est pas aingi, car ce doute ne pourra jamais s
produire d'une maniere serieuse que dans |a comparaison de
grandeurs finies répondant a des figures indefinies, et nous n’a-
Vons eu que deux occasions de nous en occuper : dans la mesure
(es an?Ies plans et dans celle des diedres. Mais pour les angles
plans, Ta_comparaison se ramene aisement a celle de figures finies
par un simple arc de cercle decrit du sommet; ici, il n'en est pas
de méme, parce que la figure est doublement indéfinie: dans e
sens de Ia section normale et dans le sens de laréte. Le cas
est donc tout special et nous pensons qu’il faut en revenir a fa
demonstration directe donnée dans noS Etudes de mécanique
abstraite. L4 VOICI , o

Soient un diedre et deux sections normales a I'aréte AB, don-
nant Ies,an?les CAD, EBF: soit | le milieu de AB. Menons
en ce point Ta section_normale GUI. Si l'on détache et que I'on
retourne e srsteme GIILEBF, on peut le faire coincider avec
GIICAD, Il du premier coincidant avec GI du second, GI du
premier avec |11 du second, B tombant en A; les faces des diedres
coincideront donc et par suite les perpendiculaires BF avec AC
et BE avec AD, ce qui prouve I'8galite des angles CAD, EBF.

Il en résulte 1° qu'un diedre peut glisser sur lui-méme dans le
sens de I'aréte; 2° qu’un diedre peut coincider avec lui-méme par
retournement d'un de ses angles plans.

506 4 508, — 543 & 545,

/509 & 516. — 547 & 554, en écartant dans le dernier numéro
e du parallelisme.
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§ 4, — Plans perpendiculaires.

517, — 557, ,
518 et 519, — 558 et 559, Ecarter I'idée du parallelisme.
520 523, — 560 & 563,

§ 5. — Combinaisons de droites et deplans perpendiculaires entre eux.

b4, — 511, Remf)]acez les derniers mots par ceux-ci : « dont
nous avons montré Iimpossibilite)).

524D Nous placerons ici une observation qui se rapporte &
la fois au n° 524 et au n° 499, ou elle pourrait tre reportée,
Dans [a geometrie doublement abstraite, il y a evidemment
exception si le point A est le centre de la droite XY (n° 499),
Alors tous les plans perpendiculaires a XY, en nombre infini, qui
passent par le point A, se coupent suivant une seule et méme
droite AB,,p_erpendmufawe en Aau plan AXY. Les droites XY et
AB sont réciproques, clest-a-dire que XY est aussi I'intersection
de tous les plans perpendiculaires a AB. ,
~On peut dire encore que XY et AB sont, respectivement, les
lieux des centres de AB et de XY dans les divers plans, en nom-
bre infini, que fon peut conduire par chacune de ces droites.

525. Enoncé du n° 519. Démonstration : En effet, si les droites
A et B n’etaient pas dans un méme plan, on pourrait faire_passer
un plan P' par [ droite A et par le point Gou |a droite B coupe
le f)l,an P. Menant par le point G, dans le plan P', une perpendi-
culaire D a I'intersection des plans Pet P', Ia droite D serait per-
pendiculaire au plan P (n° 51 { Ce qui  été demontre impossible
au n° 500. Le reste est évident.

5250 Dans la géométrie doublement abstraite, toutes les per-
pendiculaires  un plan se rencontrent au centre du plan.

526. Enoncé du n° 520. Démonstration : Si la-perpendiculaire
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est menée par le point d'intersection de [a droite et du plan, le
theoreme resulte du n° 501, Supprimez la seconde partie, qui sera
reproduite plus loin, pour les cas ou elle est exacte,

527 et 928. — 923 et 524,

5270 Dans la geometrie doublement abstraite, le n° 527 est
sujet aux mémes restrictions qu'en géometrie plane.

§ 8. — Projection d’une droite sur un plan. — Angle d’une droite
et d'Un plan. — Plus courte distance de deuX droites.

529. — 520,

/530, Enoncé du n° 527, Démonstration : Car toutes les perpen-

diculaires abaissees sur le plan P par les divers points de la
droite_AB sont situées (525) dans le plan de 'une q'elles et de
la droite AB; donc, etc.

531, — 528,
531D Dans la geométrie doublement abstraite, la projection se
réduit @deux points opposes,

532, — 529,

533. Enoncé du n° 530. Démonstration : Car si les projections
s¢ rencontraient en 0, les droites elles-mémes se rencontreraient

au point ou la perpendiculaire en 0 au plan de projection ren-
contre le plan des aeux paralléles données.

532Det 533°. Ces deux numeros n'existent pas dans la géome-
trie doublement abstraite,

/534, Théoreme des trois perpendiculaires, — Démonstration
directe, trop simple pour étre detaillee.

535, Lorsqu'une droite est pergendiculaire aun plan Q, sa
projection sur un plan quelconque P est perpendiculaire 4 la trace
Qu plan Q sur le plan P. Idem.

536 2 538. — 534 4 536.
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539, Enoncé du nf538. La propriété en question est indépen-
dante des axiomes de simplification et ne doit pas se demontrer
par les paralleles. Lexistence d'une ligne minimum est une chose
(ejwdtente. Il est evident aussi qu'elle est perpendiculaire aux deux

[oites.

Elle est unique, parce qu'une demi-révolution du systeme des
deux droites données autour d’une perpendiculaire “commune,
ramene chacune des droites en coincidence avec elle-méme. S
donc il Y avait quelque part une seconde perpendiculaire com-
mune, il'y en aurait une troisieme symétriquement placée par
rapport & la premigre, etc., et Ton ‘rait & ['infini, ce qui est
absurde. Quant a la construction de la perpendiculaire commune,
il est certain quelle est facilitée par I'smploi des paralleles, comme
toutes les applications; nous y reviendrons plus tard.

540 et 541, — 593 et 5.

§ 7 — Angles polyedres.

542 a 544, - 564 4 566.

544D Dans la géométrie doublement abstraite, tout an(ile
polyedre a aussi pour symetrique celui qui est formé par Tes
mémes arétes au point oppose de lespace.

5453 547, ProPnétés, analogues 4 celles des n(28 a 41 dy
livre lgret pouvant se démontrer de méme, sauf & avoir egard a
la nation de symetrie. Les quelques modifications ou restrictions
a y faire seront indiquees au livre VI,

548, Enoncé du n° 570, Clest a tort que la démonstration
s"appuie sur la somme (les angiles d'un polygone, Ia(iuelle depend
des paralleles. En prolongeant jusqu’a leur ‘intersection les deux
faces adjacentes a une face quelconque de 'angle solide convexe,
on forme un nouvel angle solide convexe, dans lequel la somme
des angles plans est plus grande que dans langle solide donné,
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mais qui a une face de moins. D'aprés cela, il suffit de démontrer
la Brornete pour un triedre. .

rolongeons ['une des arétes du triedre et observons (iue langle
forme par les deux arétes restantes est moindre_ gue 2 somme
des deux autres anPIes plans, dans le nouveau triedre forme, Or,
Ces (eux anqle,s olans sont les supplements de ceux du triédre
primitif. Le theoreme est donc démontre,

549 & 554, — 571 4 576,
555, — 557, Supprimez les cas déja connus,
556 et 557, — 578 et 579,

§ 8. — Droites ciplans parall&les.
(Dans la géométrie usitée seulement.)

257" — 493,
558 2 568. - 496 a 506.

1569, — 507. Nous n'avons pas cru_devoir déplacer celte defi-
nition, dont |’usag|e est rarement |nd|,sFensab_Ie.,M,a|s l'angle de
deux droites dans Tespace pourrait se definir, si cétait nécessaire
d’une maniere plus generale et independante du parallelisme, Clest
'angle de deux plans contenant respectivement les deux droites
donnges et se coupant suivant Ia perpendiculaire commune
ces deux droites.

570 8 573, — 508 & 511,

574. Deux droites paralleles ont leurs plans perpendiculaires
communs et deux plans paralleles ont leurs perpendiculaires com-

munes. L o
Une droite et un plan, perpendiculaires a une méme droite o

a un méme plan, sont paralleles,
574A Le dernier alinéa est applicable & la géométrie abstraite.
575, — 525,
576 et 577, — 531 et 532,
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578. Deux angles diedres %ui, ont leurs faces paralleles deux &
deux sont égaux ou supplementaires. De méme l'angle d'une droite
et d’un plan est egal @ langle d’une autre droite et d'un autre
plan respectivement paralleles aux premiers.

579, Probleme. Construction de la plus courte distance de
deux droites.

580 4 588.

LIVRE VI.
LES POLYEDRES

589 4 733,

La pIuFart des propositions de ce livre supposent les trois
axiomes. Il n'y a guere d’exceptions que pour e § 5, relatif & la
symetrie, et pour I'Appendice (proprietes ?enerales (es polge-
dres)&usqu’au n° 703 inclusivement, sauf Tes n( 696 et 702.
Les démonstrations données ne sont pas toujours indépen-
dantes des axiomes de simplification et demanderaient, sous ce
rapport, quelgu_es_modﬁmanons, trop evidentes pour que nous
ayons besoin a'insister, La mesure des volumes donne lieu 4 des
[emarques deja présentees a propos des aires (nas 411 et 423). La
dernigre a meme plus d'importance ici, car il ne Sagit plus de
simples décompositions, et a methode par laguelle on prouve
léquivalence de deux pyramides triangulaires de méme base et de
méme hauteur, d'ailledrs mieux presentee que dans la plupart
des autres traites, semble du méme ordre de comijhcatmn que la
Ir,echterche directe du volume de la pyramide par la méthode des
imites.

LIVRE VIL.
LES CORPS RONDS

Au n® 801, les auteurs font la remarque suivante : « Clest méme
cette marche ('emploi des triédres ,Eour AITIVEr aux proprietes
des triangles spheriques) que T'on suit pour etablir les premieres
propriétes des figures spheriques. Mais plus tard, et pour des
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P_roprlétés moins simples, il est ordinairement préferable de faire
‘nverse, ¢'ast-4-dire établir directement les propriétés des figures
sphériques pour en deduire les proprietes des angles solides corres-
pondants. On raisonne en effet sur une surface, et en particulier
SUr_la sphere, presque aussi aisément que sur un plan, tandis
qu'il faut un certain effort pour s¢ représenter une figure de
lespace un peu compliquée, » .

. Ces reflexions nous paraissent judicieuses, mais nous Rro 05e-
rions e faire une application plus large de la seconde metnode et,
en ou_tre,,d’lnduiuer nettement les cas auxquels nous limiterions
I’a%pljcanpn (e fa premiere, o

rdce a la maniere dont la geometrie du ﬁlan a 6té etablie,

presque toute la géometrie de ‘fa surface sphérique se trouve
deja faite dans I3 partie des quatre premiers livres ou nous
avons évite 'emploi des paralleles, et il ne nous reste qua indiquer
des modifications de detail dans guelques enonces et demonstra-
tions, resultant de ce que Iarc de grand cercle n’est pas infini
comme la droite. D'un autre coté, nous admettrions Iemploi de
triedres pour la démonstration des pr%{metes des figures the-
riques, 8 ou nous admettons I'emploi de 'axiome des paralleles
p|0ur la demonstration des proprietes correspondantes des figures
planes. _ o

Nous n'en citerons qu’un exemple : les trois médianes d'un
trlanqle, spherique se coupent au méme point. Nous admettons
lemploi de axiome des paralléles pour demontrer le fait dans les
triangles rectilignes, bien qu'a la rigueur on puisse se passer de
cet axiome, vu que la propriéte signalge est vraie dans tous les
systemes de géometrie. La méme” idée de_simplification nous
conduit & admettre aussi, bien ,(i_ue ce ne soit pas indispensable,
que 'on passe des triangles rectilignes aux triedres, puis de ceux-
Cl aux triangles sEher[ques pour [a demonstration de la propriete
correspondante. Eu egard aux observations qui precedent, la
division du livre deviendrait la suivante;
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§ ler. — Premiéres notions sur la sphére.

134 3 746, — 770 4 782,

T47 et 748, — 789 et 790,

749, — 792. Démonstration directe évidente.

750, — 794,

751, — 797. Démonstration directe évidente. — Arcs de %rand
cercle que 'on peut mener, par un point donng, perpendiculaire-
ment & un grand cercle donne,

752 a 754, — 798 4 800,

755, — 802,

§ 2, — Propriétés des figures sphériques, analogues aux propriétés
des figures planes.

Voyez, dans la géométrie plane, les nes 8 & 54, 72, 90 4
123, t143, 478 4 486, avec les modifications ou observations
suivantes

8. Sur la sphere, il ne peut étre question de retournement,
mais 'angle BAC est egal a langle CAB, en verty du n® 750.
Tout angle est donc égal a son symetrique.

9. L'angle de deux arcs de grands cercles n'est que Iangle do
leurs tan?entes,, mais tout ce que I'on dit des angles egaux sur le
F!an peut se repeter sur la sphere, pourvu que I'on ait egard &
'idée de symetrie.

24, Vloyez le n° 751, , ,

N,s 28 &t suivants. C_ha(?ue fois qu'on retourne la figure dans
la geometrie du plan, il Taut, dans la geometrie de la sphere,
considerer la figure symétrique,

- 32. Dans tous les cas d'égalité des triangles sphériques, il faut
introduire la notion de symetrie.
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34, Pour que [a propriété reste vraje, il faut et il suffit que I'arc
de grand cercle mené, du milieu du cote joignant les sommets
des deux angles compares, au troisieme sommet, soit inférieur &
un quadrant;

34", Larestriction du numéro précédent disparait, parce que
lacondition imposee se verifie toujours, soit dans le triangle
donng, soit dans celui qu'on obtient en remplacant le troisieme
sommet par son oppose sur la sphere,

42345, Modifier conformément aux nB817 et 818 de I'auteur.
Ajouter les observations relatives aux angles formes par les arcs
obliques avec le grand cercle donne. Ces angles diminuent jusqu’a
ce que e pied de Toblique se soit ecarté d'un quadrant par rapport
al |0|ed de la perpendiculaire, puis ils augmentent. Cela resulte
e la restriction apportée au n° 34, o

Le cas d'egalite des triangles ajoute au n° 42, en geometrie
plane, n'existe_donc pas ici, ,

Le n° 72 doit étre énoncé comme suit. La somme des angles
dun triangle spherique ABC est supérieure a deux angles droits,
mais [a demonsiration s fait comme en géometrie” plane, en
vertu d'un theoreme analogue a celui du n” 69" du livre ler et
dont la démonstration est évidente.

90 a 123, Remp|aC.er le mot cercle [lal" petit cercle, centre [Jaf
polej et prendre toujours pour pole celur qui correspond & un
rayon sphérique inférieur a un quadrant,

110, Supprimez.

121. Observation sur le sens des mots exterieurs €t intérieurs.
122 et 123. Observation faite au n° 821 de 'auteur.

143, Voyez la démonstration au n° 822 actuel de I'auteur.

(478 2 486. On fera précéder cette théorie de la recherche des
aires des fg]ures sphériques, pour laquelle nous allons exposer
ung methode nouvelle.” Celle-ci pourra sembler un peu- plus
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compliquée que la méthode usitée (J?,‘meus elle est plus Pénérqle,
c'est-a-dire apt)ljcable non seulement 4 la géometrie de fa sphere
et & la géometrie doublement abstraite, mais aussia la geometrie
abstraite (droite indéfinie, faisceau, de Parajleles).

a Deux friangles spheriques qui ont meme somme d'angles ne
sauraient Etre renfermes Tun dans lautre. En effet, [espace
compris entre les deux tnan?Ies pourrait alors étre partagé en six
triangles dont [a somme totale des angles serait exactement douze
@nlgles rgi\rmts, ce qui est impossible, én vertu du n° 72, applique
a [a sphere,
b Eorsque aire d'un triangle sphérique converge d'une ma-
niere quelconque vers zéro, la somme des angles converge vers 2d.

c. Deux triangles spheriques qui ont méme exces angulaire (2
sont équivalents en surface, et réciproquement,
~ 1° Supposons que les deux triangles en question aient un angle
egal. EN superposant les angles egaux, les cotes opposts BG'et
BG' ‘ﬁg. 6) devront se couper. o ,
Ce Tait est evident si les triangles sont donnes equivalents, et il
résulte du §asi les exces an(iulanes sont donnes égaux. Nous
continuerons & mener de front Tes deux propositions_ réciproques.

La difference des aires et la différence des excas angulaires,
dans les deux tnanql,es donnes, sont resgecnvement les” mémes
gue,dans les deux triangles A'BB', A'CG'; I'une de ces deux
ifférences etant donnée nulle, on peut, pour decouvrir Fautre,
opérer sur les deux triangles A'BB', A'CC', qui ont encore un
ang!e,egal, comme sur les triangles primitifs. Or, en continuant
indefiniment cette construction, les triangles analogues a A'BB',
A'CC' décroissent indéfiniment, parce que, a chague construction
nouvele, chacun des six ctés nouveaux est moindre que I'un des
Six précedents et de plus un cOté au mins, dans chaque trianglef

(J) Ce n’est pas bien certain cependant, si I'on observe qu'elle dispense de
démontrer ce théoréme préliminaire que deux triangles sphériques symétriques
sont équivalents en surface.

(*? Ou méme somme d’angles. L'excés angulaire est I'excés de la somme des
angles du triangle sur deux angles droits.
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est moindre que 1a moitie 0 I'un des six précédents. Donc 4 a
limite la différence des aires et celles ces exces angulaires
s'annulent toutes deux. Elles etaient donc nulles toutes deux dans
les triangles donnés, _ o

2° Supposons maintenant que les deux triangles donnes aient
un cote egal. . ,

En superposant les cotés égaux, les triangles, ne pouvant se
placer 'un dans 'autre, se recroiseront, comme fa figure 7 I'indi-
que, La difference des aires et celle des exces angulaires seront
Visiblement les momes pour les triangles donnés et pour les
triangles A'AC, A'BC’: mais ces derniers ont un angle égal,
donc on en reviendra au premier cas. ,

3’ Sugposons maintenantles tnar&gles quelconques.  Soit
AB< A'B", Portons AB'= AB' (ig. 8). Menons par Ie point B un
arc (e %rang cercle B'Ivtel que le triangle AB'K ait, soit méme
airg, soit méme exces angulaire que ABC, suivant que celui-ci a
méme aire ou méme exces angulaire que A'B'C’, d'apres les
donnees de la question. Cette construction sera toujours possible,
Earce que, joignant B7a un point K" tres voisin de A, le triangle

"AK' aura a [ fois une aire plus petite et un exces a,n?ulalre
P'.US petit que ABC, tandis que si Ton joint B" au point C, Je
nangle B'AC 4, au contraire, une aire plus grande et un exces
an% aire plus?rand que ABC. o

- Maintenant Tes deux tnanPI,es ABC et B'AK ont, soit méme
aire, soit méme exces angulaire; donc ils jouissent de ces deux
P{opr|etes a [a fois, puisquils ont un angle égal. Les deux
riangles AB'K et A’B'C" ont aussi, soit méme aire, soit méme
excas angulaire, donc Jes deux propriétés 4 la fois Ewsqu’ns ont
un cote €gal. Donc enfin les deux triangles donnes ABC et A'B' C'
ont @la fois méme aire et méme exces angulaire,.

d. i Faire dun triangle T vaut |a somme_des aires de deux
autres triangles T', T, Texces_angulaire de T vaut aussi la
somme des exces an?ula[res de T' etde T' et réciproguement.

Soit ABC (rig. 9) Te triangle représenté par T. Par le point A,
menons AD tll que le triangle ABD ait méme aire que T, ou
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méme exces angulaire que lui, selon qu'il s'agit de la proposition
directe ou de Sa reciproque, Le triangle ADG aura alors soit
méme ajre, soit méme exces angulaire que T7; donc, en verty
de ce qui precede, ABD et T', puis ADG et TTjouiront a la fois
des deux proprietes d’avoir meme aire et méme”exces angulaire,
ce qui démontre le théoreme. , \

e. Il 'y a donc, en ce qui concerne les aires et les exces
angulaires des triangles, correspondance dans I'egalite et dans la
somme, donc proportionnalite; ainsi, dans la_geometrie de Ja
sphere, les aires des triangles sont,P,roportmnneIIes 3. leurs exces
angulaires. Si 'on prend; pour upite des aires, le triangle dont
'exces anqulaire est 10, c’est-a-dire le triangle tri-rectangle, on
pourra dire que 'aire d'un triangle quelconque a pour mesure son
excés angulaire. . o o

r. Deux triangles sphériques symétriques sont équivalents en
surface.

. Theoreme du n° 850 de l'auteur. ,

0n pourra reprendre maintenant ce que nous avons dit aux
§477 et suivants de la géometrie plane, et méme les raisonne-
ments qui y sont faits sont independants de ['aire du triangle,
On'y voit que le lieu des sommets des triangles équivalents qui
ont'méme Dbase, est un arc de petit cercle qqu|d|stant du_ grand
cercle qui passe par tous les milieux des cotes de ces triangles
(ou par les milieux des deux cotés d’un seul triangle donne), donc
ayant méme pole que ce grand cercle. C'est, sous une autre forme,
le théoreme de Lexell. L'arc de pefit cercle passe évidemment
par les points diametralement opposes aux extrémites de la base,
pmsque Ton Feut, sur cette base, former deux fuseauy (triangles
ayant un angle de 180°) equivalents au triangle donng,

§ 3. — Propriétés des figures sphériques, analogues aux proprigtés
des angles polgedres correspondants.

756, — 801, Le dernier alinéa est devenu frmtile,
757 a762. — 807 a 812,
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763. — 813. Quelques-unes des conclusions sont dgja connues
par le § 2.
764, Deux triangles sphériques tracés sur la méme sphére sont

é%aux dans toutes leurs parties, lorsqu'ils ont les angles égaux
chacun & chacun. Par les triedres ou par les triangles polaires.

765. — 815,
766. — 851,

§4. — Autres propriétés de la sphere.

767 4 710, — 785 & 788,

171 — 191,

172, — 793,

113et774, — 7% et 79,

775, — 816, Voyez l'abservation faite sur le n° 290,
176, — 819,

177, - 849,

Problemes sur la sphére,

178 et 779. — 783 et 784. Le mode de solution employé au
n° 783 de I'auteur n'est pas rationnel, en ce qu'il ne donne aticune
idée des moyens g employer,dan,s d'autres problemes analogues.
La solution donneg dans fa geometrie de M. Catalan est P‘referable ;
elle est d'ailleurs independante de la question des paralleles. Voir,
a suget\d’une,met,hqde générale pour la résolution des problemes
relatifs a la géometrie de l'espace, avec la régle et le compas, un
mémoire inséré dans la Nouvelle Correspondance mathématique,

tome 1V, p. 272,
780 4 788, — 823 a 831,

§ 5. — Cylindre de révolution ({.

789 4 803. — 734 & 748,

'P) A partir d'ici, et sauf ce qui se rapporte aux maxima et aux polyédres
réguliers, les raisonnements sont en général spéciaux ala géométrie usitée, hormis
quelques propriétés de détail faciles a distinguer.
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804, Le probleme résoly au n° 778 donne le moyen d’exécuter
réellement, au compas, des constructions sur la surface d'une
sphere pleine, ainsi que nous I'avons fait dans les nes 780 a 788,
Les constructions avec la re?Ie et le compas sur la surface inde-
finie d’un c>{l|ndre droit son é)lus compliquees. On peut toutefois
determiner le rayon du cylindre,construire une geénératrice, etc.,
par les procédes indigues dans & Nouvetle Correspondance
malhématique, {0Me [V, Une fois ces eléments connus, les autres
problemes que I'on peut poser n'offrent plus de difficulte,

§ 6. —[Cone de révolution.

805 4 825, — 749 4 769,

826. Les problemes analogues & ceux dont il est question au
n° 804 n'offrent ici aucune difficulté, & cause de la connaissance
du sommet. Si la surface conique ne pouvait &tre prolongée EJus-
gu’au sommet, voir le memoire dgja cite deux fois (nes776 et

§ 7. — Aire de la sphere.

827 4 838, — 832 a 843,
839 et 840, — 845 et 846.
841, — 848.

§8. — Volume de la sphere.

842 2 857. — 853 a 868.

§ 9. — Généralités sur les surfaces.

858 2 880. — 869 a 891,

0'10. — Appendice.

861 a 889. — 892 a 900.

890. — 901 2 903. Au n° 903, les auteurs admettent implici-
tement deux faits non démontrés : 1° P'existence d'une limite



m
déterminée représentant laire dune surface queiconque; 2° Ia
propriété que toute surface comprenant un volume maximum
sous une aire donnée doit étre convexe,

La premiere pro(?gsnmn, sera_ demontree comme aux n( 386 et
387 de Touvrage deja cite de Duhamel. Elle pourrait dailleyrs
tre placée au commencement du livre, car elle a de[|a ete admise
implicitement, par exemple dans l'aire du triangle spherique.
Elle permettrait alors de supprimer les definitions particulieres de
laire du cylindre, etc. , , \

Lest jort,Possmle que a demonstration complete de la seconde
propriéte soit du domaine de lanalyse. Mais une fois cette pro-
priéte admise ﬁet elle I'est dans tous les ouvrages od I'on traite [a
question du volume maximum sous une aire donnée), les ne 901
8 903 peuvent, nous semble-t-il, tre remplacés avantageusement
par les considerations suivantes, plus simples et indépendantes
es axiomes secondaires. , .
~a Tout plan (lUI partage le volume maximum en deux parties
equivalentes partage aussi la surface en deux parties équivalentes
(comme I’aAuteur?. \ ,

b. C& méme plan est normal 4 la surface en tous les points de
la section, sans quoi, en remplacant I'une des deux parties par
une surface symetrique a 'autre, I'aire et le volume resteraient
les mémes, mais la Surface cesserait d'8tre convexe, ,
¢, Tout plan normal parta?e ['aire et la surface en deux parties
Bquivalentes (par I’absurdeP e est, par conséquent, normal en tous
les points de la section qu'il determine o). La Surface ne com ﬁrend
aucune partie plane, ni aucun point ou le plan tangent change
brusquement, , _

d. S0it AMB (ruj. 10) la section du corps maximum par un plan
quelcongue. Soit ON fa normale commune au plan (en 03 et
ala surface (Ien N).

Tous les plans passant par ON sont normaux et le sont en tous
leurs points. Donc pour construire la normale & la courbe AB au
point quelconque A, il faut chercher I'intersection du plan AMB
avec le plan normal AON. Cette intersection est AO. Donc toutes



les normales & la section AMD concourent au point 0; donc cette
section quetcongue st Un cercle (291) et par suite e corps maxi-
mum est une spnere.

891, — 904,

892 4.904. — 905 a 917. Observation sur le contenu de ces
numeros: Toute la théorie des polyadres réguliers est évidemment
indépendante des axiomes de simplification, sauf en ce qui con-
cerne la mesure des angles plans et le calcul des rayons des
sphéres inscrite et circonscrite, ,

Il suffit, pour s'en assurer, d'observer que la construction d'un
polyedre requlier revient toujours  Ia division de la surface de la
sphere en polygones reguliers égaux d'especes données. |l vaudrait
donc mieux, peut-Btre, raisonner directement sur la sphere, ce qui
ne présente aucune difficulté. La démonstration du n° 892 devrait
Btre completee par cette remarque presque évidente que deux
angles solides regutiers qui ont leurs faces egales et en méme
nombre peuvent coincider,

905, — 918, L'espece d'un polyedre régulier non convexe peut
tre déterminge de deux manieres,Suivant que 'on compte, ou non,
pour deux, les _i),omts qui tombent dans les noyaux centraux des
pentagones étoilés. Cest la seule cause (et il né serait pas inutile
de le dire) de la divergence que lon remarque, pour les deux
polyedres a Lices Pentagonales etoilees, entre l'espece que leur
assl%nan Poinsotet celle que MM, Rouché et de Comberousse leur
attribuent, Cette derniere satisfait seule & la formule d'Euler
generalisee..

906 a 909. — 919 a 922.

. 910: — 923. La démonstration de la formule d'Euler généra-
lisee suppose que la projection du polyedre sur la sphere Circons-
crite recouvre celle-ci un nombre exact de fois; en d’autres termes,
que toutes les droites passant par le centre du polyedre rencon-
trent la surface de celui-ci en un méme nombre de points, et cela
en redoyblant les noyaux, ou en comptant pour deux les 8pomts



d'intersection qui tombent dans les nogaux. En effet, ce ne sont
pas les polygones sphériques correspondants aux faces qui doivent
recouvrir Un nombre exact de fois la surface de la sphere, mais
bien les triangles. isosceles dans lesquels ces polygones se décom-
posent, puisque I'on a pris comme aire du polygone la somme de
ces triangles, malgré le recouvrement, . .

1Lse trouve dailleurs que la propriete est toujours vraie, que
l'on compte ou non pour deux les points d'intersection tombant
dans les noyaux, parce que le nombre x des points d'intersection
simples et 1& nombre y des points doubles (dans les noyaux) sont
séparément constants pour toutes les droites issues du centre. Cette
propriete étant admise, la démonstration de la formule d’Euler
devient rigoureuse, et cette formule

S7+ Fo= A+ 2E

(qui se réduita S+ F = A+ 2 pour les polyedres convexes)
montre que En'a d’autres valeurs possibles que 3 €t 7, si le polyedre
N'est pas convexe. ‘ ‘

Ces valeurs correspondent, d'apres |a formule dEuler, au cas ou
'on double le nombre des points d'intersection situés dans les
noyaux. Elles ne correspondent au nombre réel des enveloppes
QU Si les faces sont convexes, \

Ainsi- le dodecaedre non convexe a faces convexes comPrend
trois enveloppes et I'icosaedre non convexe en comprend sept.

Pour le cas ou il y a des faces etoilées, le nombre x + y des
enveloppes fercees estdonné par #+ 2y= 3, d0Ux==i,y = 1,
x Xy = 2 enveloppes, dans le dodecaedre non convexe a faces
étoilées et & angles solides pentaedres.

bt 2y=T, d0ix=i y= 3 x+ y— aenveloppes,
dans le dodecagdre non convexe a faces étoilees et a angles
solides triedres, R

I suffit donc de prouver que tout polyedre régulier se compose
d’un nombre exact d'enveloppes ou d'enceintes fermees succes>ives
et distinctes (ce qui évidemment n'est pas vrai pour un polyedre
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8ue|cqnque),, et quil eu est encore ainsi, soit pour les parties
oublées, soit pour les parties non doublegs. ‘

Or, si l'on se place par la pensée au centre du polyedre, on
verra de [a une premiere enceinte que toute droite devra traverser
pour sortir du polyedre. Cette enceinte doit comprendre une méme
partie de chaque face, parce que toutes les faces jouent le méme
role dans le polyedre regulier. On loeut en dire autant de lenve-
loppe extérieure; de plus, cette enveloppe extérieure ne comprend
qune espece de faces (1), toutes ses faces devant aboutir a un
sommet réel du polyedre; de la résulte que si I'on detruit I'en-
ceinte intérieure, il arrivera de deux choses Iune: ou bien que
'enveloppe exterieure ne sera entamee nulle part, ou_ bien qu'elle
sera completement détruite. Ce dernier cas répond  celui 'une
enceinte unique (polyedre convexe).

Si, en detruisant“la premiere enceinte intérieure, l'enveloppe
extérieure n'est pas entamée, on se trouvera nécessairement en
presence d'une seconde enceinte que toute droite devra franchir
aussi pour sortir du polyedre et sur laquelle on pourra faire les
mémes raisonnements que sur la premiere. . ,

En effet, comme, par la destruction de la Premmre enceinte,
ona supprimé une méme partie de chaque face, les différentes
faces continuent & jouer le méme role dans le polyedre diminue.

Ainsi chacune de-ses faces fera partie de la seconde enceinte et
chacung comprendra, dans cette enceinte, un méme polygone ou
une méme série de polygones. On pourra maintenant suPposer la
desfruction de cette Seconde enceinte, et ainsi de suite. Donc
enfin, le polyedre total s composera d’un nombre exact
d’enceintes successives et distinctes et, par suite, toutes les
droites parlant du centre rencontreront les faces en un méme
nombre de points.

Dans ce raisonnement, chaque rencontre avec une enveloppe
est comptée pour un seul point d’intersection avec une face, maisf

(*). Cela est évident aussi pour la premiére enceinte intérieure, mais non pour les
enceintes intérieures que I’on obtiendra aprés la destruction de la premiere.
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on arrive au méme résultat si Fon compte pour deux les points
d'intersection qui tombent dans les noyaux, ou parties doublees
des pentagones étoilgs. Cela provient de ce que chaque enceinte
continue st nécessairement formee, ou bien de parties doublees
des faces, ou bien de parties non doublees. En effet, toutes les
faces étant assemblées deux a deux de maniere a former un
polyedre fermé, les noyaux s'assemblent deux a deux en méme
temps et forment aussi un polyedre ferme. Ce polyedre est
d'ailleurs re(l]u\her, parce que, a chaque mode de coincidence du
premier polyedre ~avec lui-méme, correspond un mode de
coincidence du second polyedre avec lui-méme. Les noyaux,
constituant & eux seuls un polyedre regulier, doivent, d'apres ce
qui précede, constituer a eux seuls un nombre exact d'enceintes
fermees. Donc enfin le polyedre primitif comprenait un nombre
exact d'enceintes fermées composees de noyaux ou de parties
doublees, et un nombre exact d’autres enceintes, formees de
parties non doublees. o

Ce raisonnement, en méme temps qu'i Justme la formule
d'Euler, justifie aussi I'squation x H-2y— 3 ou 7, et montre
p[0u|rqu0| on en rejette les solutions nulles, lorsque les faces sont
etoilees.

0112916, — 9244929,

Apres les polyedres réguliers, il conviendrait, pensons-nous,
d'introduire ‘dans* I3 géometrie élémentaire [a notion des
Bolyedjes semi-reguliers, d’apres |a geometrie de M. Catalan,
e mome que e theoreme refatif au nombre des polyedres
réquliers convexes a éte généralisé dans ce qui précede, on Feut
aussi generaliser celui qui Se rapporte aux polyedres semi-réguliers
convexes, d'apres M. Cesaro, EVO B2 13 Nouvelle Correspondance
mathématique, &, 1V, . 290 ef 292 (|)]

917  958. — 930 a 971,

() Ala page 292, au lieu de rayons VECteurs, il faut lire les polaires.
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CHAPITRE Il

Trigonométrie usitée {¥

1. Les deux directions d'une droite : AB, BA.

2. Angle d’une direction avec une autre. Celle qu'on nomme en
second lieu est consideree comme axe de comparaison. Lesangles
formés avec elle sont toujours comptés autour du premier “des
deux points qui servent @ nommer l'axe et dans I sens de la
marche des aiguilles d'une montre, ou du mouvement apparent
du soleil, pour nos latitudes. Pour que cette convention déterming
completement 1a position relative des deux cotés de Iangle, il
faut'encore que lon sache sur quel cote du plan fa construction
doit ftre faite, o ,

Ainsi, en portant, @ partir de 'axe de comparaison, et dans le
sens Indiqué, Fangle A dont il sagit, on doit Tetrouver le second
cOté; mais on e retrouve qussi en portant A+ 4 KD pourvu que
l'on convienne de porter les angles negatifs dans le sens inverse
du_sens ordinaire. , \

Tres souvent, Ia valeur la plus rationnelle a adopter pour
langle est determinge par des raisons de continuite. Lorsque ces
raisons n'existent pas, on choisit la valeur unique, comprise
entre zéro et quatre angles droits, L'angle se nomme en placant
au milieu fa lettre du sommet et a la fimcelle qui correspond 2 la

P) Ce chapitre ne contient rien de neuf. On s'est efforcé, dans la recherche des
formules générales, d’employer le moins possihle les raisonnements géométriques,
et dans |"application aux ,trlanglyes, de rendre les raisonnements communs au plan et
a la sphére. On a, en général, déduit les formules des triangles rectilignes de celles
des triangles sphériques, en laissant toutefois la trace du raisonnement direct, pour
celui qui n’étudierait que la trigonomeétrie rectiligne.
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ligne de comparaison. Ainsi AOX est Iangle de OA avec OX.
Lors?ue lon veut nommer l'angle de AOavecOX, on a I'habitude
de placer la letire A" sur le prolongement de AQ et 'angle en
question est nomme A'OX.

3. Les angles peuvent se mesurer de plusieurs manieres,
comme on Ia vu en géometrie, Nous adopterons celle qui est usitee
dans les formules d'analyse. Ainsi nous n'écrirons plus 10 ni 90°,

mais bien  pour désigner langle droit ou 'arc qui lui sert de

mesure. Le passage d'une notation & Iautre est ’ailleurs facile et
deja connu,

4. Projection d'une direction sur une autre. La projection d'une
droite limitée AB sur une direction WN est la distance A"B" entre
les £|eds A" et B' des perpendiculaires respectivement abaissees
de At de B sur la direction WN, distance comptee positivement
Si At\B est dans la direction WN, négativement dans le cas
contraire,

5. Cosinus d'un angle. Le rapport de la projection A'B" de AB
sur WN, 4 la longueur AB, s’anel_Ie le cosinus d¢ I'angle de AB
avec WN. En vertl de cette definition et des propriétes des trian-
gles semblables, le cosinus de l'angle de deux directions est
Unique. Signes et valeurs remarquables des cosinus diapres les
valeurs des angles: trop simple pour étre detaille ici.

s (— A)= C0s A,

G. Dans tout triangle rectiligne rectangle, un cdté de_langle
droit est egal au Produu ¢ Thypotentse par le cosinus “de
Ea?gI,%, mgg adjacent au cote que Fon evalue. Evident dapres la
éfinition .

7. Sinus, On appelle sinus d'un angle le cosinus de son com-
plement, Signes et valeurs remarquables des sinus, dapres les
Valeurs des angles. Dans tout triangle rectangle, chaque cote e
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langle droit est égal au produit de Phypoténuse par le sinus e
'angle oppose au cote que I'on evalue,

8.

9. On peut ajouter & un angle un multiple quelconque de
sans changer son cosinus ni son sinus. La premiere partie résulte
de ce %m a ete dit aux §2, 4 et 5. La seconde résulte des égalites
suivantes:

40, Relations entre le cosinus et le sinus d’un angle, et le sinus
et le cosinus de langle supplementaire.

41, La projection d'un contour polygonal quelconque sur un
axe (e comparaison donne ne depend (1ue es eux extremites de
ce contour et de I'ordre dans lequel on les considere. La projection
d'un contour ferme est nulle.

42, Corollaire,
00S @+ )= C0SaC0Sb—Sinasin .

On le voit en projetant sur axe de comparaison le contour
fermé d’un tnan,?Ie rectangle, dont I'hypoténuse, égale a ['unite
de longuer, fait avec l'axe 'angle a -0 b, et donf un coté de
langle droit fait avec ce méme axe, soit ['angle «, soit [angle o.

43, 00S (A—b) = €0SaC0Sp+ Sinasinfr
sin (a-r-6) = sinacosfr  Sin beosa,
SIN {a— b) — SIN aC0S b— SIN bcosa.

. A . |
Ces trois formules se déduisent analytiquement de celle du n® 12
par les relations demontrées aux numeros précedents.
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14, Definitions des tangentes, sécantes, cotangentes et cose-
cantes, par leurs valeurs en sinus et cosinus. Signes et valeurs
remarquables des tangentes, sécantes, cotangentes et cosécantes,
d'apres les valeurs des angles. Relations entre ces quantités et les
quantites correspondantes pour I'angle negatif, pour I'angle com-
plementaire, pour langle supplémentaire.” ,

Dans tout triangle rectiligne rectangle, un cote de langle droit
est egal a lautre, multiplie par la tangente de 'angle opposé au
premier ou la cotangente de T'angle oppose au second.

15. Fonctions trigonometriques.
Les quantités sin, cos, tg, Cot, Sec, cosec, se ragportant aux
angles, devraient sappeler fonctionsgoniometriques. On les appelle

d'ordinaire fondions trigonométriques, a Cause e leur emploi
dans [ résolution des triangles.

10.  00s2a4- Sin2«= cos(a—ay= €00 = |,
cotatga=1, secla= 1+ tgda, cosecla= 14-col2a,

Sina £ swb= 28in{(a £ bCosE(at b),

cosa-+ cosfr=2c0s{(a + fr)cos|(a— ),

0058 — C0Sb= — 28IN\(3 -+ B)SiN{ (A—b),
sin2a = 2sinacosa,

c0s2a= €0s2a —sin2a= 1—2sina = 2c082a— |,

Démonstrations purement analytiques.
17. Lorsque a diminue, le rapport tgaa diminug auss.



Soient BAC: a,BAC' = a < a(fi llg

On peut toujours supposer les deux angﬂes AC' et CAC_com-
mensurables entre eux (*): divisons-les en parties egales a leur
commune mesure BABT="C'AC": toutes les divisions telles que
C'C", de C'C, seront plus grandes que les divisions telles que BB",
de BC' En effet, comparons-en deuy, par exemple, BB et C'C"
Ona AC' > AB. Portons AK = AB; menons K' perpendicu-
laire & AK: faisons langle AKK'= AC'G", et menons K'K"

perpendiculaire & AC'. On a
CC'> KK", KK'> K'K", K"K">KK' et KK —BB"
4 cause de I8galité des triangles ABB", AKK'. Donc
C'C">BB",
Toutes les parties de C'C étant ainsi plus grandes que celles

de BC', tandis que les an(iles sont divises en parties egales, le
rapport de C'Ca BC"est plus grand que celui des angles corres-

pondants; donc T oAC
C'B> C'AB’
CC + C'B* CAC + CAB
(CB > CAB

d’ou

ou
CB CAB a
C'B> CAB> av

CB
AB a
(TB = ar
AB

’%E: tgrt, %ﬁE iga’;

(!) Parce que le passage du commensurable a I'incommensurable se fait toujours
de la mome maniére et par un raisonnement connu.

Ou encore

Mais (14)
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donc
ol

ce qu'il fallait établir. .
Ainsi, & mesure que a converge vers 0, le rapport  diminue

toujours et converge donc [ui-méme vers une certaine limite
egale 4 zéro ou differente de zéro.

On Sina t
108 s,
a a

A mesure que a converge Vers Z€ro, ¢os a converge vers 1,
donc  converge de son cOte versla méme limite que
limite dont on vient de démontrer I'existence (2.

18, Les formules

et

peuvent s'ecrire

(
et

<

On en deduit (2

(™) Il ne serait pas exact de dire que Sina converge, comme 92 gy giminuant
toujours, car le second facteur augmente.

(*) Quand il s’agit d’arcs inferieurs a;_ le double signe peut étre supprimé.

\
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d’ou, en remplacant de proche en proche :

En sarétant au terme qui renferme 2'1-2, on a en tout
3 radicaux; en sarrélant au terme qui renferme 2m-(m-L), on
aurait m radicaux, et alors le terme en cos disparaitrait, car

donc on a

avec ni radicaux.
On en deduit

Ona vu, au numero précédent, que, a diminuant indéfiniment
suivant une loi quelconque, *™ ® converge vers une certaine

limite; donc doit converger vers [améme limite quand m

augmente indéfiniment. Donc

et cette limite existe nécessairement,

19, Lignes trigonométriques. Fondions circulaires directes et

inverses. — LS fonctions trigonomeétriques dont il est question
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au n° 15 sont souvent appelées aussi tignes trigonométriques Ol
fonctions circulaires directes,, parce qu'on peut les reproduire par
certaines lignes construites dans le cercle, Bien que nous leur
ayons donne de préference une interpretation differente, il
importe de connaitre le sens précis de ces nouvelles dénomina-
tions, — Construction des fonctions trigonometriques dans un
cercle de rayon L. — Définition des fonctions circulaires inverses.
— Les lignes trigonometriques sont considerees indifferemment
comme étant celles des anPIes au centre ou des arcs correspon-
dants, lesquels angles et arcs sexpriment dailleurs par les
mémes nombres, en vertu de la convention admise.

20, Valeurs approchées des lignes trigonometriques en fonction
des arcs ().

aftant un arc compris entre O et ona:

sina<rt, tga>a,
(Démonstration geomet,nque’), (). L
La seconde de ces inggalites peut s'ecrire © sin a > a0 a,
d’ou successivement :

Mais on a identiquement .

comme on peut s'en assurer aisément en chassant les dénomina-
éeurs et en se rappelant la limite supérieure assignée a la valeur
€ af

~ () Ecrivant le résumé d’un cours de trigonométrie élémentaire, nous avons introduit
ici Line méthode élémentaire pour la détérmination approchée du sinus et du cosinus
en fonction de I'arc. Nous n’examinons pas la question de savoir si I'on ne pourrait
pas introduire les dérivées et la formule de Mac-Laurin dans I'enseignement, méme
avant la trigonométrie. . . o

(9)0C3es inegalités ne sont vraies que si I'on adopte le mode de mesure indiqué
aun’3. .
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Donc ; ,
qn*a> ¢—ad+ \ac

ou, extrayant Ia racine carrée des deux membres :
SN > a— \a3
Puisque sin a est compris entre a ei a— {a3 on peut poser
SN 6 —a— »@3

m étant un nombre variable avec 'arc, mais toujours compris
entre 0 et f (¥). _ o ,
Passons maintenant au cosinus et limitons no raisonnements
au>6 arcs dont la valeur numerique est inférieure a 3,
na
cos*a= 1—sin*a;
donc
\ 0s*a> |—4a7,
et d fortiori
(0s*a> 1—8—T¢ +t + trals

puisque la t1uantité ajoutée au second membre est négative, en
vertu de fa limite imposée aux valeurs de a Extrayant la racine

(*) Si a converge vers zéro, la derniére formule donne

Or, on a trouvé au §18:

donc

Cette valeur de iz n’a ici qu'un intérét de curiosité, parce que I'on a déja indiqué
(n° 300 de la géomeétrie) un moyen plus élémentaire et plus simple de calculer iz en
géométrie usitée; mais dans la géométrie et la trigonométrie genérales, la formule
que nous venons d’obtenir donne au contraire la definition la plus naturelle de iz et
la vraie signification avec laquelle ce nombre s'introduit dans les formules.
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carrée des deux membres, il vient:
a> I—{«@—ia

D'un autre cdté .
csla< 1—(a—y«V,
c0s28 < 1—«2+ =1«

(0s2a< 1—a2+ fai—146t {48

puisque [a quantité ajoutée au second membre ({ a— {26+ \ay
est positive. _ , .
Extrayant la racing carrée des deux membres, il vient:
el a < ].—yor4'{o*.

Puisque cos a estcompris entre L — \a' — a'teta— jcir-i- 4°S
on peut poser

et & fortiori

C0S« = 1—y«S+ med
« étant un nombre variable avec I'arc, mais toujours compris
entre — et -

21. Pour transformer une formule de trigonométrie spherique
en formule de trl(?onometne régl ligne, il faut commencer par
retablir le rayon de la sphere (1), c'est-a-dire par remplacer les

quantités symboliques a, b, c. par leurs vraies valeurs®, -, jj,

R étant le rayon de la sphere, de maniere qu'aprés la substitution,
a, bet c [EPIESENtent bien les longueurs des cotés.

Alorson substituera poursin®, cos™,... leurs valeurs tirées du
numero 20 :

ce qui est légitime, i I'on suppose R assez grand. Enfin on

(I; Voyez, a ce sujet, le n° 23,
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passera 4 la limite en faisant R = oc, ce qui revient, comme on
S'en assure aisément, a ne conserver dans les équations que les

termes du degré le moins €levé en apres - disparition

. L N, , .
des termes qu se detruisent, et & supprimer le dénominateur
communen R, , o

On E)eut,meme, ?,msque 'on sait d'avance que Jes R disparaitront
dans le résultat final, se dispenser de les gcrire, remplacer
directement sin a, C0S a,... par leurs valeurs tirees du n° 20, et
ne conserver que les termes du degre le moins élevé en a, o,...;
mais il faudrait réintroduire le rayon de la sphére en cas de doute
sur la legitimite des deductions. Il est aussi toujours inutile
d'ecrire Ies termes en m et en n, puisqu'ils ne peuvent rester dans
le résultat final,

22. Premigre formule des triangles rectilignes :

a—  \(2—26cc0sA. ()
Démonstration géometrique ordinaire (1),

23. Premiere formule des triangles sphériques :

c0sa = coshcosc -+ sin &sine cosA.  (l)

Démonstration géomeétrique ordinaire, ,
1l importe d'observer que, dans cette formule, et aussi dans
toutes les autres formules de fa trigonométrie sphérique, lesquelles

s'en déduisent, on écrit n,b,c, par abréviation, au lieu de

, \ . n,n
R étant e raron de la sphere sur laquelle e tnangle,estrhace et
a, b, c £tant les longueurs réelles des cotes. Cela résulte de la
convention admise pour mesurer les angles.

Transformation rectiligne :

a2= b2+ ci—2bc cosA  (If

(*) Nous commen%ons par cette formule ﬁou_r faciliter la démonstration de la for-
mule correspondante en trigonometrie sphérique, et aussi pour comprendre dans
notre exposition le cas ou I'on n’étudierait que la trigonométrie rectiligne ; mais
nous la déduirons au numéro suivant de la formule correspondante, par la méthode

générale exposée plus haut.
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Cest [a premigre formule des triangles rectilignes, dgja connue.
Transformation polaire : Elle donne la seconde formule des
triangles spheriques.

24. Seconde formule des triangles sphériques
c0s A= —cos BcosC+ sinBsin Ceosa (lI)
Transformation rectiligne .
Ay B+ C= z, (”)

resultat connu, (iue lon peut considérer comme la seconde
formule des triangles rectilignes.

25, Troisieme formule des triangles spheriques :

Sna Sinb sine
snA sinB  sinC
Démonstration analytique connue, en partant de la premigre

formule. y
Transformation rectiligne

(Il1) [Proportion des sinus]

Cest la troisieme formule des triangles rectilignes. On peut la
demontrer par une méthode analytique directe, analogue 4 celle
e Ia tn?onom_etrle therlque, en partant de la premigre formule.

Transformation polaire ; reproduit la méme formule.

26, Quatrieme formule des triangles spheriques :
cotasini= cotAsinC + cos6eosC.  (IV)

Démonstration : Partir de la valeur de cos a, donnée par la
premigre formule, y remplacer Cos < par sa valeur deduite de la
méme formule ou I'on avancerait toutes les lettres de deux rangs,
puis eliminer sin ¢ par [a proportion des sinus.

Transformation rectiligne .

N—colAsinC+ cosC. (V)
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_Quand linconnue est a 0u b, cette équation revient a lequa-
tion (II1), proportion des sinus.
Transformation polaire : Reproduit la méme formule.

21, Cinquieme formule des triangles spheriques :
(Y) [Proportion des tangentes]

Elle §e deduit aisément de I troisieme formule (proportion des
sinus).
Transformation rectiligne :

Cest la cinquigme formule des trian?Ies rectilignes. Elle peut
s¢ demontrer, comme celle des triangles sphériues, au moyen
(e [a troisieme.

28. Sixieme formule des triangles sphériques :

Démonstration : Deduire cos A de la premiére formule |t
remplacer sa valeur dans

Transformation rectiligne

Démonstration directe, comme pour les triangles sphériques.
Transformation polaire : Elle donne la septieme formule.

29, Septiéme formule des triangles sphériques



Transformation rectiligne :
A+ B+C=t. (I, VI
30. Huitigme et neuvieme formules des triangles sphériques :

(VI
(IX)

Démaonstration : On connait le quotient i (Ad- B (Y); on
cherche le produit tg £(A+ B) t?\(A— B), en développant et
remplacant les carres des tangentes par la formule (Y1), ce qui
fera a \paranre cot \Gsous la forme correspondante & la for-
muIeF |) renversee.

Transformation rectiligne ;

(V. 1X

Transformation polaire : Elle donne la dixieme ¢t la onziéme
formules.

31, Dixiéme et onzieme formules des triangles spheriques :

(X)
(XI
Transformation rectiligne
ad b _cosj %A— B))
c o5 (A4-B X X
ol (X, X
¢ sin{(A4-B

Quand les inconnues sont a et b, Ces équations reviennent a la
proportion des sinus (IIT), car alors on peut faire Iaddition et la
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soustraction des quantités a b et a— b avant le calcul
numerique au lieu de les faire apres, simplification qui n'est
pas possible en trigonometrie sphérique. o

Lorsque cest inconnu, on peut aussi remplacer les équations
par la proportion des sinus.

32. Les formules VIII, 1X, X et XI sappellent ordinairement
analogies de Neper. Chacune d'elles renferme cing élements du
trlartlg?e, tandis que les sept autres formules n'en renferment que
uatre.

33. Résolution des triangles.

(Lasolution est toujours la méme dans les deux trigonometries.)

1° Un cté et deux angles ad[kz}cents: ABc

Solution directe : Pour a, (IV) (*); pour u, (IV); >Pour C, (I_I?.

Solut|((J\r}”}§)gar|thm|que . Pour a et b, (X) et (XI); ensuite
ourc, (Vi , .
pEn trigonométrie rectiligne les deux solutions coincident,
parce que les equations (IV); fX) et FXI) se reduisent ici 4 (I11) et
que (VII1) est toujours équivalent a ([1),

2° Un ang,le et les deux cOtés qui le comprennent : a, b, C.
Solution directe : Pour A, (IV); pour B, {)I/V?; pour ¢, (1),
Solution logarithmique : Pour A et B, (VIIl) et (IX); pour c,
(X) ou (X1).

3° Les trois cots.

Solution directe (I).

Solution directe et logarithmique (V).

4° Les trois angles,

Solution directé (1)

Solution directe et logarithmique (VII). o
_ En trigonometrie rectiligne, ces deux formules se reduisent
aA + B+ G= i:etle probleme est indéterming,

(%) Saufles permutations convenables des lettres. Cette observation ne sera plus
répétée.



34, Des conditions de possibitit. — Dans [es quatre cas que
nous venons d'examiner, les conditions de possibilite étaient fort
simples (nous nous restreignons aux triangles ordinaires et nous
sous-entendons les conditions contenues dans leur definition),
Dans les deux premiers cas, Si les donnges satisfont aux
conditions ordinaires, le triangle est toujours possible et unique,
Dans le troisieme cas, il faut fkue le F'”S grand cdte soit inferieur
2 [a somme des deux autres, et que la somme des trois cotés soit
inférieure 3 une circonférence de grand cercle, cette derniere
condition disparaissant encore dans la trigonometrie rectiligne.

Enfin, dang le quatrieme cas, lequel ne s'applique qu'aux
triangles sphériques, il huit que la somme des angles soit
comprise entre x et St et que le plus petit angle, augmente
de X, devienne supérieur & a somme des deux autres. La necessite
et la suffisance de ces conditions peuvent se verifier directement
dans les formules mémes. Nous ne nousrarreter,ons 0As, Mais
nous donnerons, comme exemple de semblables discussions, un
cas un peu plus complique et d’une utilite speciale. .

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'on puisse
construire un tnanlgle avec les quatre eléments (donnes d'avance)
A, B, aet ft, sont [es suivantes -

" SINA~ Sinda

~Sinb
laquelle se réduit en trigonométrie rectiligne 4

SiNA_ a,
sinB b’

2" A+ B—xeta-f-& — x doivent étre de méme signe. En
trigonometrie recnI[?neA, at b— X est nécessairement negatif,
donc A+ B — x doit '&tre aussi, condition connue (¥). ,

[l est d'abord visible que ces deux conditions’ sont bien

P) Au lieu de cette seconde condition, on pourrait dire que A—Beta—b
doivent étre de méme signe. Cette condition serait équivalente, mais la premiére
est encore un peu plus simple.



distinctes ou indépendantes lune de ['autre. La premiere est
evidemment nécessaire. Pour prouver qu'il en est de méme de la
seconde, prenons [a premiere analogie de Neper

Vil

Cot x 6t €05 1 (a— ) Sont nécessairement positifs; Si A+ B—«
et at b—< Navaient pas le méme signe, tgj (A+ B) et
C0S | at b Seraient aussi de signes contraires et Iquation
serait impossible. L

Les conditions imposees sont donc nécessaires et independantes.
Reste & prouver quelles sont suffisantes pour rendre la construction
du triangle possible. o

Pour cela, calculons I'angle C au moyen de I'equation (VIIT), ce
gm est toujours possible forsque A+°B— ¢t eta -- 6— csort
e méme signe; puis construisons un tnanPIe avec les elements
u, b, C, 8 gm est aussi toujours possible. Les deux autres
angles A" et B” de ce triangle devront satisfaire aux conditions

Iesqluelles suffisent pour les déterminer sans ambiguite. Mais Jes
angles Aet B satisfont aussi & ces relations puisque la premiere
(avec A et Bau liey de A' et B ) est une donnee de la question et
gue la seconde (méme observation) a precisement servi a
eterminer G. Donc A'= A B"= B. Donc le triangle construit
renferme les quatre élements donngs,

Méme démonstration en trigonométrie rectiligne.

35 Suite de la résolu;io,n des tyigngles.
5° Deux angles et le cote oppose a I'un deux : A, B, a

Pour o, () , -

Connaissant b par son sinus, on considérera les deux angles
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o 6L — b QUi Y correspondent, s toutefois ce sinus est moindre
gue lunite. Dans le cas contraire, le triangle est impossible. On
eterminera par le n° 34 celui ou ceux des triangles

A, B, a, b,

, D, a, t—b',

gw sont possibles. En trigonométrie rectiligne, o est calculé
irectement par la méme “formule et le triangle est toujours
possible etunique si A+ B< ic.

Pour chaque triangle 'oossmle, on determinera C par la formule
(VIII) et c par (X) ou (XI), lesquelles, en trigonométrie rectiligne,
se reduisent dans ce cas a (Ill) :

. c _ a
sin(A + B)™ sinA
et donnent ici une solution entierement directe.
6° Deux cotés et langle opémsé alund'eux:a o A
Pour B(Illg; Connaissant B par son sinus, on considérera les
deux angles B' et it—B' qui y correspondent, si toutefois ce sinus
est mojndre que lunité; dans le cas contraire, le triangle est

imgossmle. _ , _
n determinera par le n° 34 celui ou ceux des triangles

a, b, A B
a, b A T8
qui sont possibles. _ .
En trigonométrie rectiligne, il y en aura touHours al- moins
un possible, des que le sinus est plus grand que L.

Pour chal%ue triangle Fossible, on “déterminera Cet ¢ comme
au 5e cas. Dans le 37et le 6e cas des triangles spheriques, ily a

indétermination i les trois éléments donnés sont égaux &

36, Triangles rectangles. — POUT passer des formules des trian-
gles quelconques & celles des triangles rectangles, Areprésentant
langle droit, il suffft de faire A= | dans toutes les formules qui
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Frécédent, apres avoir, au besoin, effectu I’échan(ie progressif des
ettres, ou bien avoir echange entre elles deux lettres seulement,
de maniere & introduire A a la place des autres angles qui
pourraient figurer dans les formules.

Nous ne nous y arréterons pas et nous ferons seulement
observer :

loQue par la substitution A= certaines formules peuvent

devenir directes ou logarithmiques, alors qu’elles ne I8taient pas
en 2general. _ N

27 Que les, formules des tnangles rectangles rectilignes ont
deja é1¢ données aux n 86, 7 et 44, ,

3 ?ue, dans le cas ou I'on donnerait, pour fun de ces
triangles, Thypoténuse a et un c6té o de langle droit, la
meilleure formule a em]i)lloyer pour g calcul de ¢ serait la
formule purement geometrique

2 laquelle on arriverait aussi d’mJIeurs,Par_la solution trigonome-
tnqrue generale, en ayant soin deliminer les angles avant
d'effectuer e calcul numerique. ,

4°Que toutes les formules utiles des triangles rectangles
spheriques sont comprises dans Inoncé mnémonique qui suit :
Ayant place sur les cotes et sur les angles du triangle les lettres
QUi les représentent, sauf a negh%er angle droit et'a inscrire les
complements des cotes de cet angle au lieu des cotes eux-meémes;
le cosinus de I'un quelconque des cing elements inscrits

est égal au produit des sinus des deux éléments les plus éloignés
e ful, et aussi au produit des cotangentes des deux elements es
plus rapproches.
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CHAPITRE IV,

Trigonomeétrie genérale,
(Les renvois se rapportent au chapitre Il ; Trigonométrie usitée.)

1et2

3. Les angles peuvent se mesurer de plusieurs manieres,
comme on I3 vu en géometrie. Pour rapprocher autant que
Fosslble les formules de la trigonométrie générale de celles de
3 trigonométrie usitée, nous mesurerons Ces angles dans une
circonference de longueur 2r, de sorte que les angles et les arcs
auront la méme expression analytique qu'en tn?onometne sitée;
langle droit, par exemple, ou l'arc qui lui sert de mesure, sera
designé par - mais nous laisserons provisoirement la valeur de oo
indéterminge. Nous verrons bientot que cette valeur numérique
doit étre la méme quen trigonometrie usitée, pour la continua-
tion de la concordance des formules; mais ici, bien que Ia
circonference it pour longueur 2z, le rayon du cercle ne sera
pas égal 4 l'unité de longueur,

4

9. cosinus d'un ongle, — Lorsqu'on projette une droite
limitee AB sur une droite indefinie AC, qui coupe Ta premiere en
une de ses extremites, et que lon recommence. la construction
en rapprochant indefiniment AeB,pomtB du point A, sans faire

varier I'angle A, le rapport ™ de la Frojection a la ligne

Frojetée,conver,ge, comme nous allons le montrer, vers une
imite determinee. Cest cette limite que nous appelons I¢ cosinus
de l'angle A
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Drabord, le fait indiqué est évident dans la Féométrig usitée.
D,emontttons-le successivement pour les deux aufres systemes de
géométrie. , o o

Or il est facile de voir que, dansAéa geometrie abstraite, 4

mesure que AB diminue, le rapport ™ augmente, tandis qul

diminue dans la géometrie doublement abstraite,
Supposons, en effet, que AB diminue et devienne AD, $a
projection devenant alors AD"; il faut prouver que

D > g (ou <, dans la géometrie doublement abstraite).

Divisons AB' et AD' en parties éf];alles (') t, en tous les points
de division, menons des perpendiculaires @ AC. Si les hypotenuses
etaient aussi divisges en parties egales, les deux rapports a
comparer seraient egaux. Au contraire, pour prouver ['existence
des negalites mentionnées plus haut, il faut faire voir que les
parties dans lesquelles Ihypoténuse AB est divisee sont d'autant
lus qrandes quelles sont plus eloignees du sommet (plus petites
dans a 1geometne doublement abstraite).

Il suffit d'en considerer deux consecutives, par exemple M N'
et N'P' (M" etant le &omt le plus voisin du sommet), projetees
respectivement en MN et NP. Tar e Pomt N' menons M°N'P"
Eerpendmulawe a NN' et comparons les nanq!es NMiML N'P'P"

es triangles ont langle en N' e%al et le cote N'M" = N'P" (par
symetne); mais Iangle en P* est Te supplement de I'angle en M,
lequel es a|gu (ch. 117 n° 724 obtus dans la ?e_ometne doublement
abstraite), donc, dans la superposition des friangles, le cote P"P1
tombera en dehors du trigngle (en dedans, dans la geo-
metrie doublement abstraite] et Fon aura N'P* > N'M' (< dans
la geometrie doublement abstraite), ce qu'il fallait etablir,

Le rapport -~ augmentant toujours dans la geometrie

abstraite et diminuant toujours dans la géométrie doublement
abstraite, sans pouvoir jamais atteindre 'unité dans le premier

b'I(>)' Nous ne nous occupons pas de la discussion connue du cas d’incoipmensura
ilité.
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cas, ni devenir négiatif dans le second, il converge, dans les
deux cas, vers une Timite determinge,

6418,

Aux nos 6,7,12 et 14, le raisonnement n'est vrai qua la limite,
mais l'énoncé du n° 12 reste intact, parce ﬂuenlg resultat ne
renferme q7e es quantités qui, pour nous, sont deja des limites,
CAun® 17, tous les raisonnements restent les mémes jusqu’a
'inégalite 8

-@IBL qd>£... @
AB

On ne peut plus en conclure immédiatement :
tgal a
tJa > a
Mais il faut imaginer que AB décroisse progressivement et que,
dans tous les etats successifs de la figure, on fasse les mémes
raisonnements, _ _ ,
L'inégalité (1) restera toujours vraie et, par conséquent, on
aura aussi :

Or (14) . |
I;mW:tg«, in%B - ﬁga’
_On arrive donc aux mémes résultats et la suite n'offre plus de
difference.

19, Nous avons trouve (Ch. 1Il, n° 20) :

<) rod

C) Ou, d’une maniére plus précise, égale, I'inverse de la limite des termes de la
série O, f, ¥ etc., que I'on a rencontrée au n° 300 du chapitre 1I.
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et c'est I3 un fait ﬁ)urement analytique, indépendant du systeme
de geometrie que 'on adopte (‘) ; donc

comme dans la trigonometrie usitée. ,

On voit maintenant pourquoi nous avons adopté 2 x comme
longueur de Ia circonférence servant & mesurer les angles (n° 3).
Jusqu'ici la valeur de-entrant dans 'expression de cette longueur,
ou bien celle qui figure au denominateur dans la derniere e?ahte
que nous venons d'écrire, est au fond arbitraire; mais celle du
numerateur ne I'est pas, et si fon nidentifiait pas ces deux
valeurs, on n‘aurait plus

ce qui changerait toutes les formules ultérieures et introdyirait
des divergences de notations inutiles entre les differents systemes
Ge geometrie. L )

‘La valeur de ir est donc jci numeériquement [a méme qu’en
geometrie usitée, mais on voit qu'elle se presente bien, ainsi que
nous I'avons dit au n° 14 du chapitre 1, comme limite de 'expres-

sion - (o0le nombre des radicaux est égal
a ni, et 0U m augmente indefiniment) et nullement comme rapport
de la circonference au diametre, ce qui a liey dans fa qeometne
usitée, mais n'est applicable aux autres geométries qu'ala limite,
c'est-a-dire pour des cercles infiniment petits.f

(*) On pourrait objecter que, pour Iétablir, nous nous sommes servi de la
gométrie ordinaire. Mais ce serait [a une interprétation tres fausse de nos théories.

e doute sur I'existence d’un systéme de géométrie et sur le choix entre trois
systémes ne peut porter (n° 33, cliap. 1) que sur leur applicabilité rigoureuse a
la réalité physique. Au point de vue purement analytique, les trois systémes de
geométrie (ou genéralement tous les systemes dans lesquels la distance s’exprime
par une des fonctions indiquées au n° H du chap. 1), sont tous réels et valables et
tous les résultats purement analytiques que I'on peut en dé luire sont rigoureux.
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Il résulte de ce qui précede que I'on peut écrire, & infiniment
petit du second ordre pres: sin dx = dx, C0Sdx = 1

20, Différentiation et intégration des fonctions trigonométriques
les plus simples.
On a:
t/sing = sin(a; + iZ)—sin0: = Sinx e0Sdx + SiN dxcosx —SiNx
= SN+ e0Sxdx —SINd= cosxdx,
dcosx=cos(x + dx)—e05&= €0Sac0Sdx—sin"sinda; —cosa;
—08a7—Sinxdx —C0sa” — sinalefa;.

Reciproquement;
/ E05xax = Sind+ constante,

/ Sinxdx = —C0Sa; + constante.

Développant sin x et cos x en séries convergentes, par la formule
de Mac-Laurin, on trouve:

Ces formules sont les momes gue, dans la trigonométrie usitée.
Elles ont ete presentées comme définitions du sinus et du cosinus
au n° 14 du chapitre 1", et peuvent donner lieu a de nouvelles
definitions analytiques de % par exemple celle-ci, qui est la plus
simple: o st Ie plus petit des nombres dont le cosinus, évalue
par la derniere serie, serait égal & — L

21, Fonctions hyperboligues. — NOUS ayrions pu introduire la
theorie des fonctions ﬁyperbohques dans, [a trigonometrie usitee,

en [ faisant deriver de I’hyp,erbo_le,e(iunatere,; mais nous avons
tenu & lpresenter la trigonometrie usitée fe plussimplement possible,

ot d'ailleurs c’est surtout dans la trigonometrie générale que ces
fonctions acquierent une importance réelle, en donnant lieu a de
notables simplifications de calcul,
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| e meme qu'en trigonometrie générale nous avons défini les
fonctions circulaires sans les faire” dériver du cercle, nous defi-
nirons aussi les fonctions hyperbohﬂues sans les faire deriver de
'hyperbole. Nous appellerons sinus et cosinus hyperboliques de la
quantité x les sommes respectives des series converlgentes ue
[on obtient en changeant tous les signes — en -f- dans les develop-
pements de sina? et de cos# donnes au n° 20, Ainsi ;

s hypx 00 shx= x+ 20 8o

2.5

005 hypa? ou cha?= L+ - + p—poh o
Il en résulte immediatement :

On a dailleurs:

et les formules principales de la trigonométrie ordingire s transfor-
ment aisement en formules relatives aux ||gnes trigonometriques
hyperboliques, puisqu'il suffit pour cela de considerer d'abord
larc av—1au lieu de I'arc o, puis de remplacer partout
sin av—lf)ar,v—lsh a 1 C0Sav A\ par cha Pour aug-
menter [analogie, on pourra poser

1

Sha cha - 1
tra= ohg cotha oo sz o cosecha—

22, Dans le deplacement d'une droite de longueur finie, e
rapport des projections des déplacements des extrémites, sur la
droite primitive, a pour limite 1, lorsque la droite deplacee revient,
d'un mouvement continu, vers sa position initiale,

Soient AB (rig. 12) I position initiale et A'B'la droite deplacee.



Joignons les milieux Cet G de AB et de AB. Par le point C
menons une droite A"CB" faisant avec CC' le méme_angle gue
la déoi\te ACGE et dans le méme sens, puis portons CA" — CB"

Les déplacements totaux AA', BB ont respectivement mémes
Broiecnons sur AB que les deplacements composes AA" + A"A'
B+ B'B'; or les déplacements egaux AA", BB ont pour
projection sur AB a fléche d'un arc infiniment petit ayant pour
corde AA"; donc (ch.I1, n°291) cette projection est infiniment
petite par rapport a AA" et par consequent aussi par rapport
aux_projections totales (3. Il 'y a donc a considerer que- les
projections de A"A" et de B"B" sur AB. Ces projections sont
respectivement eé;ales a AA" cos Deta A'A"cos D, parce
qu'il s'agit de deplacements mHmment petits. U suffit donc

de prouver que le rapport % ¥ a lui-méme pour limite 1. Mais

les angles finis D et D' ne différent quinfiniment peu des angles
egaux A'A"G, C'B'B". Le theoreme est donc demontre,

23, vequidistante ('Une droite, a{)pelée base, 5t UNE ligne
situee dans un plan passant par cette droite et dont tous les points
en sont distants d’une méme quantité ap{)elee hauteur. Dang [a
geometne, Usitée, I'équidistante d’une droite est une autre droite;
ans la geometrie doublement abstraite, cette equidistante est un
cercle, et dans [a geometrie simplement abstraite, elle constitue
une courbe spéciale, indefinie et uniforme, dont les proprietés
ont et etudiegs, d'abord par Lamarle, puis par nous. .~
Nous ne prejugerons Bas ici la question de savoir si [equidis-
tante est droite ou courbe. Nous designerons par la notation eq a

(*) En effet, s'il n’en était Pas ainsi, c’est que I’une au moins des projections, par
exemple celle de AA’ serait elle-méme infiniment petite par rapport'a AA", Nous
admettrons que I'angle AA L n'est pas droit. AA" lui-méme devrait donc étre infini-
ment petit par rapPprt a AA", donc I'angle A" devrait avoir pour limite zéro. Mais
cet angle est la différence de deux autres dont I'un est droit a la limite, et dont le
second différe infiniment peu de C'CB. Donc pour que le raisonnement fit en défaut,
il faudrait que I’un au moins des trois déplacements initiaux AA', BB] CC (tangentes
aux courbes décrites) it normal a AB, circonstance que nous excluons et qui ne se
présentera dans aucune des applications.
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le raBport de la longueur d’une portion d'équidistante de hauteur a
4 54 Dase; ce rapport est independant de cette hase,

24, Premiere propriété des triangles rectangles. — Considerons
un triangle {ectangre ABC et imaginons que ce triangle tourne
autour du point C, de maniere Kue le point A, sommet de I’Qn%Ie
droit, se mouvant dans le sens AB, arrive en A" quand e point B
arrivera en B'. Projetons AA et_BB' sur AB, suivant AA" et BB",
Lorsque le deplacement devient infiniment petit, ou que la_ droite
deplacee revient vers sa position primitive, on a, & la limite :
é%A": AA', BB'= BB' sin B, B representant I'angle du triangle;
onc

Mais a la limite le ra%)ort Ges cordes BB' et AA' est égal &
celui des arcs (ch. I, n° 291), et ce dernier est egal & celui des
circonférences complétes ayant respectivement les mémes rayons
que les arcs, puisque les angles au centre sont égaux. Donc

D'autre part, on a en vertu du n° 22,

donc

ou . _ _
cire6= circa sinB.

Ainsi, dans tout triangle rectangle, la circonférence decrite
avec un coté de langle droit comme rayon est égale & la circon-
ference decrite avec Ihypotenuse, multiplige par le sinus e
'angle opposé au cdté considere,

25; Seconde propriété des triangles rectangles. — Considérons
le méme triangle ABC et faisons-le g?wser le long de sa base AC,



144

de maniere que le point C, se mouvant vers lexterieur du t[ian_%le,
?rrltve Beg C lorsque le point B arrive en B sur la ligne equidis-
ante BB',
Projetons BB' et CC' en BB" et CC' sur la droite BC.
Ona, a la limite .
BB'= BB'sinB et CCr= CC'cosC,

B et G étant les angles du triangle; donc

Mais 'arc BB' est exactement égal & GG' eqc, et, a la limite,
la corde est égale 4 l'arc, donc

1 Vient donc
Diautre part, on a, en vertu du n° 22,

donc
ol

Ainsi, dans tout triangle rectangle, I'8quidistante d'un c6té de
'angle droit (c'est-4-dire Ia_ fonction e (e ce cOte: voyez n°23)
est eqale au cosinus de I'angle oppose, divise par le sinus de
l'angle adjacent.

26 Relations entre les circonférences et les équidistantes. —

B et C représentant toujours les angles obliques d’un triangle
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rectangle, o et c les cotés opposés, on a, en vertu des deux
nUmeros précédents :

sng Orb oo O rcc
cire a circa’ .
= og fsih 0= € beirce = egesin R— Eqccired
cosB= eq st €= beirecs toC= eqesin B chca

Introduisant ces quatre valeurs dans I'identité

L sin8B -+ cos2B = sin8G 4- cos2C,
il vient

Mais o et ¢ sont deux longueurs quelconques; donc la quantité

est independante de x et peut tre posée égale a une constante M.
On en deduit

21. Troisiéme et quatriéme propriétés des triangles rectangles.
La relation , o
Cre b= clreasinB

peut maintenant s'gcrire ;

\—8*0= (i —80*3) sin2B,
ol

d'ou 'on tire aisément

eqa = col BeolC.
Cette derniére égalité peut elle-méme Secrire

10
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Ainsi, dans tout triangle rectangle, Iquidistante de Ihypoté-
nuse est égale au prodult, soit des cotangentes des deux angles
obliques, soit des equidistantes des deux cotés de Iangle droit

28, Relation 3énérale entre la circonférence et son rayon. —

Considérons crig. 13) un point B sur une circonférence de rayon B
dont A est un autre point 8uelconque.,8upposons que, le point A
restant fixe, le point B se aeplace et vienne en B'; soit AB = 7,
AB'=p -+ do. Pr(Hetons B'en B sur la droite AB,

Dans le triangle BB'B', ona, 4 la limite,

BB’ — BB'sin ()

car I'angle B' converge vers 3 quand le point B' se rapproche
indéfiniment de B. BB" et BB" sont donc deux quantités du mome
ordre de grandeur. Or, quand B' se rapproche de B, la corde BB'
differe dun mﬂmmeng netit du second ordre de [arc BB' dont
la valeur est aa 97 et quant 4 BB, nous allons démontrer
qu'il est éqal, avec la méme approximation, & do.

'En effet, si de A comme centre avec AB' comme rayon on
decrivait un arc de cercle coupant AB" en B", on aurait rigou-
reusement BB" + B'B"= do. _ \ .

Mais a fleche B"B" est infiniment {),eme Bpar raggort a 13 demi-
corde B B", tandis l%ue les trois quantites B'B", BB' et BB" sont
du_méme ordre, Donc B"B" est infiniment petit relativement
nBB'et I'ona hien : BB'= a0,

L'équation précedemment écrite devient donc .

Mais le triangle AOD donne :
eqR = col Boot
Pour simplifier, posons eq Pi= R", alors
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le radical étant pris positivement,
L'integrale de cette équation est

constante,
ou hien :

- constante,

(¢ QUi Tevient au méme, en vertu des formules connues d'Euler:

mais on choisira#de preference [a premiere integrale quand R

sera plus Prand (iue 1, 6t la seconde dans le cas contraire,
Prenant les integrales entre O et 2R, on trouve

ou hien :

d'ou;
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ou hien :

CSR =1, ce qui arrive dans la geométrie usitée, les deux
intégrales se réduisent a cireR= o

ISteparons maintenant les trois trigonometries, pour plus de
Clarte.

29, ., Trigonométrie usitée. — On 3 e( R=1 (Ch Il, n969),
donc I'8quation

donne M= x».
On a d'ailleurs (n° 28)

CircR — 22R,
et les trois formules générales des ne 24 & 27
cireh = circasinB,
o= P>
egr< == ¢0tBeolC = ¢ beqc
deviennent:
b= «inB,
csB=sinC. o B+C=¢§

formules qui, en effet, comprennent toute la trigonométrie
ordinaire,

30. . Trigonométrie abstraite. — Ona e( R> 1 (Ch I, n° 69A,
» donc I'equation

montre que M est négatif,
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Posant M — — 4A2 on a

et en combinant cette equation avec

on trouve aisément ;

formules qui se reduisent &
creR= 2tR,
egR= 1,
lorsque R devient infiniment petit. ,
Les formules des triangles rectangles deviennent ()

0, en introduisant les notations hyperboliques (n° 21) :
$ @ :*sﬁ}aRr SR
ro - COSR
0 = ginC J
thit = colRootG= chiR o ee

31, Trigonométrie doublement abstraite. — Of doit avoir

P) Les formules des trian?les rectangles ne renfermant jamais la lettre A, qui
désigne habituellement I"angle droit, aucune confusion denotations n’est & craindre.



cq R < 1 car sans cela on retomberait sur les formules des
trigonometries précédentes ('); donc Igquation

montre que Mdoit étre positif,
*Posant M =- <D* on @

et en combinant cette équation avec

on trouve aisément ;
cireR= 2Dsin

' —egR=cos ~

Ces deux équations se réduisent acire R= erRetdeqR= 1,
quand R devient infiniment petit ; elles prouvent que D r_e{)resente
bien ici [a distance maximum entre deux points, ou la distance de
deux gomts 0PPoses, Ou, C& qui revient encore au meéme (ch, 1,

n° 116"), e rayon d'une droite en géométrie doublement abstraite,
puisque o

cireD = 0,

g e =0

Les formules des triangles rectangles deviennent:

cosH = colBcotC= cos =2 cos Lei

(9 Cela résulte dailleurs aussi de ce que, dans ce systéme de géométrie, le plan
est une spheére.
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32. Remarques. . \
1% Si, au lleu d'un plan, on considére une sphere, on a les
mémes formules, D représentant alors un demi-grand cercle. Ce
sont les formules de la trigonométrie sphérique ordinaire. On 4, |

est vrai, I'habitude d’y écrire sin b,... au lieu de sin...mais

le sens est bien le méme, eu égard 4 la maniére dont on mesure
les angles. I . L

Ainsi la tngonome_tne sphérique_ ordinaire est vraie, indepen-
damment des deux axiomes de sim {)Imcanon, ce qui devait arriver
puisqu'il en est ainsi de la geometrie de [a sphere. )

La trigonometrie doublement abstraite du_ plan est la méme
que celle de [a sphere, ce qui devait aussi arriver, puisque, dans
cette hypothése, le plan n'est qu'une sphere de rayon \ D. Toutes
deux sont donc les mémes gue trigonometrie spherique ordinaire.

2° Les formules de la trigonometrie abstraite se deduisent de
celles de la trigonometrie doublement abstraite ou de [a trigono-
metrie spherique, en changeant les lignes trigonometriques, ordi-
naires relatives aux catés en lignes triganometriques hyperboliques,
outre le remplacement du parametre D par A,

Voici lorigine de cette propriété A

. Les équations en cire R et eg R (n° 28) sont les mémes de part
et d'autre. Les valeurs de cire R et de eq R sobtiennent en elimi-
nant R' entre deux équations dont ['un est encore la méme, et
dont ['autre differe en ce L\ue D"y est remplacé par — ASou D par
t Av— 1. Donc, dans les resultats definitifs, on passe des for-
mules de la trigonométrie doublement abstraite 3 a celles de la

trigonométrie abstraite par la méme substitution. Ull pOUfl'aiI con-

Cevoir %uelque,s doutes relativement au double signe, mais ces
doutes |3Faralssent si I'on observe que les formules du n° 30,
Pa( lesquelles la notation A s'introduit dans la trigonométrie abs-
raite, ne changent pas si fony remplace Apar—A. est donc aussif

(*) Nous_supposons que I'on parte de la_trigonométrie doublement abstraite,
familiére & tout le monde parce qu’elle coincide avec la trigonométrie spherique.



indifférent de remplacer D par Av- Lou par— AK— L Dans le
cas particulier ou D entre dans les formules par I'intermediaire

des lignes trigonometriques d'un arc de la forme  on obtient,

respectivement, en remplacant D par — Av—Idans sin?
et dans cos

Mais, dans les formules des triangles, les sinus entrent toul]ours
un méme nombre de fois comme facteurs dans les deux membres;
donc les imaginaires disparaissent et on peut se bomer, par
consequent, pour les formules dont il s’agit, a remplacer les
lignes trigonometriques ordinaires par des lignes trigonometriques
hyPerb0||ques, en méme temps que 'on change D en A. Dans les
alltres cas, on suivra la re&;le genérale indiquee glus haut.

Si, dans les formules de [a trigonométrie abstraite, ou dans
celles de la trigonometrie doublement abstraite, on fait A= oc,
ou D= 00, on trouve les formules de la trigonometrie usitée.

33, Des aires et volumes. — Il résulte de [observation qui
termine le livre IV (ch. Il) qu'en prenant pour unité d'aire le
trigngle dont la somme des angles vaut un angle droit en géo-
metrie abstraite, et trois anPIes droits en geometrie doublement
abstraite, Iaire d'un triangle quelconque dont les angles sont
8, Bety, sexprime par

dans la premigre de ces geometries, et par

?(at P+y—7)
dans la seconde,
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Mais il est souvent plus commode de choisir une unité daire
analogue 4 celle que T'on adopte dans la geometrie usitée,

A cet effet, on demontrera aisement, et par des procedes ana-
logues & ceux de cefte geometrie, qu'une bande infiniment mince
quelconque, comprise entre deux courbes paralléles et deux nor-
males infiniment petites, a pour mesure leproduit de sa base par
sa hauteur, clest-a-(ire fe produit de [a longueur de la courbe par
la normale infiniment petite. o

L'unite de surface n'est plus ici le metre carré, mais une surface
tellequ'en ladecomposant én bandes infiniment minces et cherchant
son aire totale par l'intégration, on obtienne pour résultat I’umtels').

Aire du cercle. On 8, (ans [a géometrie doublement abstraite ;

et par conséquent dans la géometrie abstraite:

Si l'on suppose D et A infinis ou bien R infiniment petit, ces deux
formules se reduisent a celle-ci .

cercleR= -R2

Aire du triangle. — EN représentant par T le triangle-unité, on
8, dans la geometrie doublement abstraite;

pour représenter ['aire d'un triangle quelcongue. Soit un trianAqlle
Infiniment petit forme au centre d’un cercle, ayant pour cOtes

Qf Nous ne croyons pas devoir entrer dans plus de détails sur ces points, parce
quil ne s'agit pas icl de I'exposition de la geometne élémentaire, laquelle est
indépendante de cet article, mais seulement de justifier une assertion émise au
n° 17(ch. Jer) et aussi de jeter un coup d’eeil d’ensemble sur ce que devient la théorie
des aires et des volumes dans les géométries abstraite et doublement abstraite.
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eux rayons et une corde infiniment petite. L'angle au sommet
etant représente par “ct Iangle & la base par o l'aire du triangle
sera

mais on a, dans le triangle rectangle qui forme la moitié du
triangle au centre .

et comme les angles , — a et, ~sont infiniment pefits» on 3
simplement;

donc I'aire du triangle devient

et par suite laire du cercle :

Mais on atrouveé au paragraphe précédent, pour cette méme aire ;
donc

et ['aire du triangle quelconque devient

en géométrie doublement abstraite,
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Pour passer de ce résultat a celui de la géométrie simplement
abstraite, il suffit de changer Den A v —~ ce qui donne

résultat que I'on pourrait aussi trouver directement. |l en résulte
conformément a ce qui a été dit aun°17(ch.a),que le plus grand

triangle possible a pour aire2%(ses angles sont nuis); le triangle

dont les angles sont de 30° (unité d'aire) Sexprime par A

 Aire de la sphere, — L4 %é,ométrie de fa surface sphérique
etant la mome que |a qeome‘ne doublement abstraite du plan,
'aire d’un triangle, sur 1a sphere, s'exprime par

D représentant ici un demi-grand cercle: mais ce demi-grand
cercle a pour longueur (31) Dsin ™ en géométrie doublement

abstraite, ou (30) Asinhyp ® en géométrie abstraite.
L'aire du triangle spherique devient donc:

d'o, pour le triangle tri-rectangle:
et pour la sphere entiere
dans la géometrie doublement abstraite, et

dans la géométrie abstraite.
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Dans la géometrie usitée, cest-a-dire quand D= A= 00, 0u
bien encore quand R est infiniment petit, ces deux expressions
se reduisent & 4tR-, comme cela doit tre.

Volume de la sphere. — On 4, dans la geometrie doublement
abstraite .

dans la Péométr;e abstraite, ,

Dans fa geometrie usitée (c'est-a-dire en faisant D= A= ),
ou bien encore quand on suppose R infiniment petit, ces deux
expressions se reduisent &  x R3, comme cela doit étre.

34, Résolution d'un triangle quelconque dont on donne deux
cotés et I'angle compris (a— S0It Uun trlang(]e ARC. Dy point B,
ahaissons sur AC [a Ferpendmulawe RK, qui divisera AC en deux
Parues, b' et " Calculons sin RK dans [e tnangEISe RKA par la
ormule sin BK == sin ¢ sin A; deduisons-en cos BK.

Alors, dans le méme triangle, calculons cosé' par cos b = =>=¢

Déduisons-en sinb'. Calculons cos b au moyen de a relation
b'= b— b, etenfin cosa, par la formule co§a — cos b-cosBK,
laquelle donnera pour résultat;

005 a— €03 bC0S ¢ + SIN bSiN cCoS A,

La démonstration se ferait sans plus de difficulté si le point K
tombait en dehors de AC.

(®J s\n'xdx = \(X —sinccosx).

(*z)Apartird’ici,_ nous nous bornons a faire les calculs dans la trigonométrie
doublement abstraite et nous traduisons les résultats dans les autres systemes, par
les méthodes connues.



En trigonométrie abstraite, on a done;
cha — Chbehe + Sli Ushecos A

35 Résolution des quadrilatéres qui ont deux angles droits et
dont on donne les trois cotés a, b, c, adjacents aux angles droits.

— Calent du coté o,

On 4 grig. 14) ;
. C0s /= cosccos/ + sinesin/cos/.
Mals
. 05 £ — 00 aC0S b
Sin b—sin/sin k= sin/cos 1.
donc :

005 d— €05 aC0S bC0S ¢ -+ Sin frsinc.

Ainsi, le cosinug (hyperbolique en trigonometrie abstraite) du
cOté inconnu est égal au produit des cosinus (ou cos. hyp.% (es
trois cotes donnes, augmentg du produit des sinus (ou sin. fyp.)
des cOtes adjacents chacun a un seul angle droit

Mais il ne Taut pas oublier, ici et plus loin, que dans ces formules
(comme du reste en trigonometrie spherique), a, b,... sont mis

par abréviation pour— s* ...

36 Résolution des quadrilatéres qui ont trois angles droits et
dont on donne les deux cOtés a, b, adjacents chacun a deux angles

droits. — Calcul des deux autres cotés.
Ona crig. 1) :
00Sx COSa= COSycosb,

et d'apres le théoréme précédent ;
C0Sy = C0SxC0SaC0S b+ Sin&sin/?.
On en tire aisément :
igy = 10ac0se.

Ainsi, [ tangente (hyPe[bolique en trigonometrie abstraite) de
chaque cOté inconnu est égale a la tangente (ou @ la tangente
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hyperbolique) du coté opposé, multipliée par le cosinus (ou le
c0s. hyp.) de lautre c6té donng,

31, . Distance de deux points en fonction de leurs coordonnées.
— Considerons un systéme de trois axes rectangulaires. D'un
Fomt quelconque de I'espace, abaissons trois perpendiculaires sur
65 axes des X, des Y et des Z. Les distances comptees depuis
lorigine jusqu’aux pieds de ces perpendiculaires représenteront
respectivement les trois coordonnées x, y, z du point donne.
Exprimons [a distance de deux points en fonction de. pareiles
coordonnées, en supposant d’ahord, pour plus de simplicité, que
les deux §Jomts donnés soient situss dans Ie plan XY (fng. 16).

On a (35)

C0s8= 08 (48— xr) Cosa cos B + Sin osin 3

et (36)

d'ou ;

Observant que

la valeur de cos Bprend la forme ;

Supposons maintenant que les deux points donnés soient quel-
conques. On a (rig. 17) .

C0S0= C0$3 C0Sacos g+ Sinxsin S



Observant, de plus, que cos 8' a la valeur trouvée au numéro
&recedent, pour le cas ol les deux points sont dans le plan des
Y, la valeur de-cos 8 prend la forme

Telle est donc lexpression de la distance de deux points quel-
conques, en geometrie doublement abstraite. N'oublions pas qu'en

vertu de la notation abréviative adoptée, x¢ signifie  etc.(,))
de sorte que I'on a regllement ;

ou

comme cela a ét& annoncé au n° 14 du chapitre lerf

(*) Cest pour cela que nous avons pu négliger les doubles signes dans tout ce
qui précade.
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‘Les calculs dg ce n° 37 peuvent ftre exécutés, dans la
geométrie abstraite, sans autres changements que ceux dont on
parle au n° 32; on peut aussi, conformement a une regle
etablie une fois pour toutes, se horner & remplacer dans les résul-
tat_stDpar A v—x On obtient alors, pour la distance de deux
points -

comme cela a te annonce au n° 14, ,
Silonfat D= o 0UA= o, les deux valeurs ci-dessus de

3 se reduisent, comme cela doit étre,
V (xi—or)*+ {y, — y)* +

K
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CHAPITRE V.,

Mécanique.

§ 1o, —M otifs de I'abandon des systemes plus compliqués
que le systéme usuel.

‘1. Les études precédentes nous ont montré que le systéme de
geométrie correspondant a la réalite physique, S'il existe n?,ou-
feusement, ne peut étre que I'un des frois systemes d’Euclide,
de Riemann ou de Gauss. , o

Si l'on veut, comme nous ['avans toujours Suppose jusqu'ici,
qu'il existe un systeme de géométrie constamment applicable &
toutes les parties de lespace, Une seule des geometries precédentes
sera reelle avec une seule valeur du parametre, bien que les
autres existent toujours dans analyse et soient méme suscepti-
bles d’une interpretation ?eometrlque.‘sh au contraire, on
pretendait que I'sspace n'est pas homogene, c'est-a-dire que sa
geometrie n'est pas la méme dans, toutes ses parties (¥), on
pourrait supposer que. la fonction-distance (ou son parametre)
chan[qeat d’une partie a 'autre de l'espace, meme jusqu’a devenir
absolument locale; on pourrait aussi |magi|ner que cette fonction
(ou son parametre) fiit variable avec le temps (2) méme jusqua
devenir absolument instantanee; ou bien encore qu’en certains
ligux et dans certains intervalles de temps, il n'existdt point de
Qéometrie rigoureuse. , ,

Toutes les theories précedentes ne seraient alors applicables
qua des parties determinees de I'espace,, ou & des apoques deter-
minées, mais ne s'etabliraient pas moins pour ces lieux et pour

P) Comme sur une surface formée de portions de sphéres, de plans, etc.

(5) Comme sur une surface élastique qui se déformerait, en passant, par exemple,
du plan a la sphere.

11
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ces epoques, d'une maniére analogue & ce qui a ¢ indiqué
precedemment pour e cas d'une geometrie generale, applicanle
2 tous les lieux et a tous les temps; C

‘L restriction consistant & ne pas pouvoir sortir d’un temps
déterming n'apporterait aucun changement & notre exposition, car
nous y avons fait abstraction du temps; celle de ne pas pouvoir
sortir'd’un espace limite nécessiterart quelques modifications de
detail, dont ['Importance n’est pas suffisante pour que nous nous
Y arrétions ici,

2. Sortant des abstractions, et rentrant dans la réalité phyaque,
I’exg),enence nous montre d'abord qu'il existe une geomefrie,

applicable partout et toujours, clest-a-dire que toutes Ies mesures
directement prises vérifient I'une des geometries qui sont théori-
quement possibles. Elles les verifient méme toutes les trois, dans
les limites de nos moyens de mesure, c'est-g-dire quelles
s'adaptent sans restriction aux formules de la Feom‘etne eucli-
dienng, et répondent aussi aux autres formules, a condition
que A soit pris tres grand dans celles de la géometrie abstraite,
ou D tres grand dans [a ‘%eom,etrje, doublement abstraite. Or
Clesten rendant ces parametres infinis que les formules de ces
deux demieres geometries se changent en celles de la geometrie
usitée et I'expérience directe ne donnera_peut-tre jamais de
resultats assez precis pour indiquer si A ou D est A[eelle ent infini

ou seulement tres grand (en d’autres termes, s*™ ou * st abso-
lument nul, ou seulement trés petit). o

Le moyen le plus simple de s représenter la mesure précise du
parametre Aou Dest le suivant .~ ,

Les angles d’un triangle, et par consequent aussi leur somme,
s'expriment en fonction des cotés par les formules du n° 34
(ch. 1V). Réciproguement, ayant mesuré les cotes et la somme
des anFIes, ces formules “pourront servir a determiner e
parametre Aou D. Si I'on fait la somme des.angles égale & deux
droits, on trouve A= o0, 0uD= X . o

On voit aussi par ces formules, ce qui du reste a dgja ete dit,
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que I'ecart entre la somme des angles et deux angles droits
augmente avec la longueur des cotés, de sorte que si cet écart
existait_dans la nature, c'est dans les plus grands triangles gu’n
se manifesterait le mieux. Or, dans les plus grands triangles dont
on ait pu mesurer les angles, on n’a jamais trouvé la” moindre
difference entre leur somme et deux anqles droits; d'ou I'on doit
conclure que si, rigoureusement parlant, la vraie %eometne\ etait
celle de Gauss oucelle de Riemann, du moins Je parametre A
ou D serait tellement grand, que les resultats pratiques coincide-
raient _exactement avec ceux gue, 'on tirerait de la géometrie
d’Euclide. Cette derniere peut a'ailleurs &tre aussi la_seule vraie;
donc elle suffit, dans tous les cas, a tous les besoins, et étant
b%auctgup plus simple que les autres, elle doit logiquement étre
adoptée.

3. C'est pourquoi nous écarterons, d'une maniere definitive, a
partir de ce moment, les autres systemes, bien qu'il soit évidem-
ment possible d en poursujvre I'exposition dans la mecanique.

Si nous avons cry devoir entrer dans d'assez ,?rands details sur-
ces systémes en géometrie, cest que cela était nécessaire pour
arriver 4 la determination Ioglque es veritables, axiomes et &
leur emploi le plus rationnel, dans lesquels nous avions a proposer
des changements, qui ne pouvaient étre completement justifies
que par I'etude des géometries non usuelles; en mecanique, au
contraire, nous nous accordons, sauf ung divergence legere qui ne
(épend pas des questions traitées en gieometne (voyez'§ 3), avec
presque tous les auteurs les plus récents et les plus estimes, sur le
nomore et la nature des axiomes & admettre. o ,

Aucun doute ne s'elevera sur la question de savoir si les trois
systemes de géometrie peuvent étre continués dans la mécanique,

ous renverrions. d'ailleurs, au besoin, & nos études de mecanique
abstraite (‘) ou bien aux études plus completes et plus profondes
de M. Lipschilz (2. Aucun doute ne slévera, non plus, sur

. (g) Mte’rg(.xclour, et autres mémoires publiés par 1’Académie Royale de Belgique,
in-8”, t. XXI.
(*) Bulletin des Sc. math, et astr., 1873.
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limpossibilité de démontrer directement les axiomes conservés en
mecanique, ni sur I'impossivilite de faire servir ceux-ci a en
supwnmer un ou plusieurs en geometrie (¥).

‘Nous _ considerons donc tout emploi ultérieur des deux
geometries abstraites comme inutile, tandis que dans les
Chapitres précédents, au contraire, cet emploi était indispensable
pour [etablissement rationnel des principes mémes de la
(eométrie usitée.

§2. —Sur la notion de vitesse et sur quelques points de la cinématique.

4, Les notions premieres que la mécanique ajoute a celles dont
on sest servi_en geometrie sont les notions du” temps, de la
vitesse, du point materiel, de [a force et de la masse.

Nous avons dja parlé de 12 notion du temps aU premier pars-
graphe du chapitre Ter. S

L6S notions de force et de masse N SONt introduites qu’en
statique et en dynamique. Il en sera question ay §3.

Quant @ la vitesse, elle n'est pas. introduite ordinairement
comme notion premiere, mais definie comme limite d’un

rapé)ort @ . , o ,
ette maniere de procéder nous parait devoir étre conserveg,
contrairement a l'idée de Lamarle, %m faisait de la vitesse une
notion premiere, dont il se servait ensuite pour definir les
derivées des fonctions. Mais il ne faut pas dissimuler que la
definition de la vitesse est alors basée sur un veritable axiome
fou postulat) que nous enoncerons comme Suit (Iapres, avoir etanli
4 notion du point matériel, COMME dans 1a mecanique de
M. Gilbert)

P) Questions discutées dans les mémoires que nous venons de mentionner.

g oyez, par exemple, le récent et excellent Cours de mécanique de M Gilbert,
p. 8. Nous prendrons ce cours pour base, ou pour point de repere, dans les obser-
vations que nous avons & présenter sur la mécanique; c’est a-dire que nous y
considérons comme ne laissant rien & désirer, au double point de vue de la
rigueur ef de la méthode, les parties sur lesquelles nous ne présentons pas
d’observations.
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La ligne décrite par un point materiet en_ mouvement () Eouit
de la propriete d’avoir en chacun de ses points une tangente et
un cercle osculateur entiremept détermines; de plus Ia vitesse

M3t Paccélération tangentielle "y3sont aussi entiérement déter-

minggs. Il ne peut y avoir exception que pour Ia_tan%,ente et le
cercle osculateur, ‘et seulement en des points singuliers ou la
vitesse est nulle. _

En cinématique, ou les masses n'entrent Eas, il faut poser la
restriction que T'on ne s'occupe que de points mobiles jouissant
Ges propriétés que nous venons d’admettre; car un point
geometrique, se mouvant suivant une loi ahsolument quelconque,
ne les éjossede Pas nécessairement, ,

En 0’autres termes, un point matériel ne Peut pas représenter,
par son mouvement, fa marche dune fonction absolument
quelconque, méme continue, puisque I'on sait former des fonctions
aontmues Qui ne jouissent pas des propriétés mentionnées ci-
BSSUS,

Par sa définition de la derivée, Lamarle restreignait donc, sans
le savoir, le calcul différentiel a I'etude des fonctions dont la
marche peut étre représentée par le mouvement d'un point
materiel. II est vrai que ce sont les plus utiles.

5. Pour terminer ce paragraphe, relatif a la cinématique, nous
signalerons, dans la cinematique de M. Gilbert, une lacune,
dailleurs facile a combler. Lauteur fait observer avec raison
(p..21) que l&tude des mouvements plans conduit & des relations
Utiles dans la theorie des organes mecaniques. Le principe e
cinématique sur lequel repose toute la theorie des engrenages
n'est pas mentionné. Voici comment nous 'exposerions & la suite
du numero 20.f

(*) On pourrait demander par rapport & quel systeme de comparaison ce point
matériel décrit la ligne en question, car un point” décrit telle ou telle trajectoire,
suivant que 'on considére son mouvement relatif par raPport atel ou tel systéme.
On peut répondre que cest par rapport a un systeme invariable matériel
quelconque. L'explication complete du fait sera donnée au § 3.
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Lorsque deux courbes se meuvent dans un plan en restant
constamment tangentes, le point de contact, considéré comme
appartenant & Iune de ces courbes, a sa vitesse relative par
rapport a lautre dirigee suivant la tangente commune, sans quoi
les deux courbes se i)enetrerawn; 0u S8 détacheraient.

_Or, la vitesse absolue de ce point doit étre fa résultante de cette

vitesse relative et de sa vitesse d’entrainement, laquelle n’est que
la vitesse absolue du point de contact, considere comme
aBpartenant a lautre courbe. 1L en resulte que les deux vitesses
absolues des points de I'une et de Iautre courbe, actuellement en
contact, ont méme projection sur la normale commune, ce qui
Eermet de determiner Tune de ces vitesses quand on _connait
‘autre. Si, par exemple, les deux courbes gtaient assujetties a
tourner autour de deu,x,P,omts fixes, on deduirait immediatement
de 1 proposition précitée, que les deux vitesses angulaires de
rotation sont en raison inverse des segments determines, sur la
ligne des centres, par [a normale commune,

83, —sur I'axiome de I'inertie (')

6. Laxiome de I'inertie est intimement li¢ & la notion de
la force et les deux idees sont présentees simultanement par les
meilleurs auteurs. o

Tous étant a pey pres daccord sur leur énonce, nous prendrons
celui-ci dans la mecanique de M. Gilbert. ¢ Un point matériel est
incapable de modifier par |ui-méme la vitesse dont il est animé
et il'a besoin pour cela de I'action d'une cause extérieure & lui...
Cette cause... nous Iappelons force. » .

'y a, dans cet énonce, deux idées bien distinctes : 1° e pointf

(*) Nous n’employons, pour désigner les propositions de la mécanique, que les
mots axiome ou théoréme. On donne_parfois indifféremment le nom de principe a
ces deux catégories de propositions. Exemples : le principe (au lieu de axmme? de
Iinertie; le principe éau lieu_de théoreme) des forces vives. On applique, malgré
soi, dit Bour, le nom de principes a certaines propositions capitales. Par cela mome
que le mot principe peut éveiller une idée fausse, nous le supprimons partout.
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matériel n’agit pas sur lui-méme; 2° les forces sont des causes
qui agissent'sur lui pour modifier sa vitesse,

1. La premigre de ces idées ne parait pas avoir une bien grande
utilite, car lobjet pnnm{)al de a mecamgue est d'studier " le
mouyement que prennent les corps dans des conditions deter-
minées, clest-a-dire, le plus souvent, sous laction de forces
données, mais non de rechercher lorigine de ces forces. Dy
moment qu'une force agit réellement sur un point matériel,
importe assez peu a_la mécanique rationnelle que cette force
provienne (¢ Ce point ou d'un autre, ce qui, dailleurs, n’a
peut-Btre pas une signification tout  fait claire, L'essentiel est de
ne pas s mettre en-contradiction avec I'axiome de I'action et de
la réaction. D'apres ce dernier, toutes les fois qu'un point
matériel A exerce sur un autre point matériel B ung action
quelconque, rempro%uement le point B exerce sur le point A une
action égale et directement opposée. L'action et la réaction sont,
de glus, dirigees suivant [a droite qui passe par les points A et B,

[, les points, B et A étant absolument quelconques, on_peut
supposer, 4 la limite, qu'il s'agisse d’un seul et meme point et
alors son action et sa réaction se détruisent. o

En dautres termes, Iaxiome de 'action et de [a réaction peut
senoncer comme suit; Dans un systeme de points materiels,
'existence d'une force interieure quelconque entraine lexistence
d'une force egale et opposee. Le Pomt dorigine et le point
dapplication de la. Premler,e sont respectivement le point
d’aﬁphcatjon et le point d’origine de la seconde.

Insi enonce, e troisieme axiome contient evidemment le
Frem|er, puisque si un- point exercait sur lui-méme une certaine
orce, il devrait, en vertu du principe, en exercer une autre qui
detruirait la premire. 1 en résulterait aussi qu'entre deux points
différents, les deux forces sont dirigées suivant la droite qui unit
le point d’application au point dorigine (2.

p) Nous convenons, du reste, que ceci est, au fond, une question de mots; mais

Ppurgum conserver trois axiomes, dont I’un, convenablement énoncé, contient
un des autres?
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8. Il faut discuter maintenant laseconde partie de I'axiome : une

force est a cause qui agit sur un point matériel pour modifier sa
Vitesse (en grandeur et en direction), c'est-a-dire pour I'empécher,
soit (e rester immobile, soit de décrire une droite d'un mouye-
ment uniforme. Mais par rapport & quoi resterait-il immobile?
Par rapport & quel systeme decrirait-il une droite d’un mouvement
uniforme (')? Cest, repondra-t-on d’abord avec Duhamel, par
rapport & un systéme de comparaison quelconque. Nous
'admettons, mais “alors il ne sagit que des forces retatives a C8
systeme (2). N’g,a-t-n rien de plus? o
M. Gilbert qit (F. 70) que Ton & éte conduit & attribuer
limmobilité au systeme des etoiles fixes et c'est a ce systeme
qu'il ragporte les mouvements absolus (et par consequent les
forces ansolugs).

Dans les applications usuelles, on peut rapporter les mouve-
ments i les forces a la terre; dans des observations plus delicates,
comme celles qui sont relatives au mouvement diurne ou &
'astronomie en général, il faut rapporter les mouvements & un
systeme pius immobite, CelUI des etoiles fixes; mais théorique-
ment on peut supposer (et I'experience le confirmera peut-étre un
jour) gue, ce systeme-[a n'est pas encore absolument immobile. Une
fois admis, comme M. Gilbert 'admet, qu'un s*steme immobile
est celui par rapport auquel les axiomes de Ta dynamique s
réaliseraient d’une maniere absolye, on peut en”donner une
definition plus complete, et il parait d’autant plus utile d'entrer
dans ces considerations que certains passages de Duhamel,
entendus dans un sens littéral, conduiraient & nier la possibilite
de comprendre autre chose que le mouvement et le repos relatifs.

« Tour nous, » dit ce geomatre (3), «le repos absolu est, non
plus une chose impossible a reconnaitre, mais tout simplement
Un non-sens, car ce serait la coincidence avec les mémes points

P) Tout point décrit une droite d’un mouvement uniforme, pourvu que cette
droite elle-méme posséde un mouvement convenable.
8 Qu forces apparentes, comme les appellent Bour et M. Resal.
s) Des Méthodes dans les sciences de raisonnemen’, t. IV, p. 224,
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immobiles de I’es,oace,,,auxquels nous n‘accordons  aucune
existence, et dont fa fixite prétendue est une chimere, dont la
simple notion ne pourrait &tre ni definie ni sentie, c'est-a-dire ne
pourrait sacquerir ni par I’es,?,n,t NI par les sens, _

»On ne pourrait en effet definir 'immobilite de ces points qu’en
I'admettant deja dans d'autres, clest-a-dire par un cercle vicieux.
Et quant a I'8vidence obtenue par les sens, on ne peut I'invoquer,
puisque les hommes n'apercoivent que des repos ou mouvements
relatifs, de sorte que [a conception de repos ou de mouvement
absolu, loin de pouvoir &tre rangée parmi les idées premieres,
admises par le sentiment de I'svidence, ne serait qu'une vague
réverie dont le fond serait un cercle vicieux, Lo

» Abandonnons donc cette fausse notion, dont l'inutilite est
d'ailleurs évidente, car tous les principes que l'on établirait en
ladmettant ne pourraient jamais étre fondes, que sur des observa-
tions et des experiences relatives. Et a quoi bon partir du relatif
pour gtablir par induction un absolu imaginaire, d'ou l'on tirerait
des principes applicables au relatif, qui est la seule chose réelle?
Ne vaut-il pas mieux, apres avoir taoli les principes sur le relatif,
les appliquer directement au reel, sans remonter a un absolu
fantastique, pour 'abandonner immeédiatement apres? »

Il semble que, dans ce _{),assagel Duhamel ait voulu dire, non
seulement que immobilits n'existe nulle part dans l'univers
materiel, mais en outre qu'il est méme impossible de la concevoir
et de la definir scientifiquement. Or, il suffirait évidemment de la
concevoir et de la definir pour pouvoir introduire en mecanique
N systeme 0'axes immatériets, INvariables et immabiles, auxquels
on rapporterait tous les mouvements, sans pretendre pour cela
que certains points materiels partagent I'immobilite de ces
AXES.

9. La definition d'un systéme immobile comprendrait deux
definitions : celle d’un systeme sans translation et celle d'un
systeme sans rotation. o

Sur le premier point, nous nous rangeons a I'avis de Duhamel.
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Il est impossible, a aide des notions généralement admises (AP, de
definir un systéme sans translation. EN translation, tout est refatif,
le mouvement et le repos absolu sont indefinissables pour nous,

10 En rotation, il n’en est pas de méme, car si tout y était re-
latif, que 5|En|f|era|ent les experiences du corps tombant librement
(mines de Freiberg) du pendule de Foucault et du gyroscope?

Qu'entendrait-on par la manifestation dynamique du mouve-

ment diurne du globe? _ ‘
~La question de savoir si c'est la terre ou si c'est le systeme des
etoiles fixes qui tourne serait une question vide de sens, si fon ne
comprenait que les mouvements relatifs (2. On repondrait que
chacun des deux tourne par rapport a l'autre, et c'est tout ce que
l'on pourrait savoir, L .
CEvidemment, il n’en est pas ainsi. En geometrie et en cingma-
tique, il est impossible de definir le mouvement absolu; mais les
notions dynamiques, c'est-a-dire celles de masse et de force, nous
en fournissent le moyen. _

Nous concevons que des forces s'exercent sur tel ou tel point
matériel, indépendamment des mouvements que ces forces deter-
minent par rapport a tel ou tel systeme de comparaison (3.

(%.0n verra plus loin qu'au moyen d’une notion qui n’est pas généralement
admise, on pourrait arriver a cette définition. o .

(*)llenest tout autrement de la question de savoir si c’est la terre qui tourne
autour du soleil, c’est-a-dire _(1UI posséde un mouvement de translation autour du
soleil, ou bien si c’est le soleil qui posséde le mouvement correspondant autour de
la terre. Cette question, comme toutes celles qui se rapportent a la translation, ne
se résout qu’en mouvement relatif, par rapport au systéme des étoiles fixes. .

($) Plusieurs géometres rejettent cette conception de la force comme grandeur a
priori, Pour eux, la force n'est que le produit d’une masse par une accélération
géométrique, de mome que la vitesse, la force vive, la quantité de mouvement,
sont définies aujourd’hui par de simples produits ou quotients. Mais nous ne croyons
pas pouvoir nous rallier & cette idée pour les raisons Suivantes : 3

t° Elle n’expllﬂue pas ce que |'on entend par des forces se faisant équilibre, et ne
produisant actuellement aucune accélération. _ . _

B Quant on rejette I'idée de force, on est obligé d’introduire une idée speciale
pour définir la masse, et la notion de masse ne nous parait pas beaucoup plus simple
que celle de force. . )

3®Nous ne voyons pas clairement comment on remplace, dans ce systeme, les
actions moléculaires et la gravitation universelle.

4° Enfin, sans la notion premiére de la force, nous ne voyons plus le moyen
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‘Nous concevons  aussi %u’un point soit libre, Cest-a-dire
debarrasse de I'action de toute force, ,

‘Considerons trois points libres A, B, C, et construisons un
trigdre tri-rectangle (systeme invariable) par rapport auguel les
points A, B, C, aient respectivement pour coordonnées & lorigine
A Y 2, A 520X, Y, 73 Appelons xiy Y, zte xiy yir
22wy o 16S composantes es vitesses respeotives de A, B, C,
sulvant les trois axes, lesquelles composantes doivent étre cons-
tantes si les axes sont immabiles, et méme s'ls ne possédent
quune translation uniforme. Supposons qu'il en soit ainsi, et
cherchons a déterminer [a position que le triedre devra prendre a
chaque instant pour jouir (e cette propriéte.

Apres le temps « les coordonnges seront devenues X, -+ xtt,
etc.; et la grandeur des trois distances AB, BC, AC, que l'on
peut mesurer, fournira trois équations entre les six inconnues

Com= " ya— 2/|, vy, — - Opéran\t
de méme aprés Je Temps t, 0N auira en tout six équations, a’ou
'on deduira les six inconnues. .

Il est evident que les equations que I'on pourrait ajouter, en
continuant 4 raisonner de méme, rentreraient dans celles-ci. Il
est evident, aussi, par la forme des equations, quelles ne se
Frete_ront jamais qu'a determiner les differences des vitesses et non
65 Vitesses elles-mémes. Mais pwsq_u‘e le systéme invariable des
axes peut avoir une translation réguliére quelconque, sans que les
Vitesses xn... z3cessent d’Btre constantes, nous pouvons choisir
arbitrairement les trois vitesses xiy yn zt €t [eS autres se
trouvent déterminges. N ,

A partir de ce moment et pour toutes les positions suivantes
des points libres (*), on pourra déterminer a chague instant leurs
coordonnees, et on en deduira la position de chaque plan de

de définir le mouvement absolu et I'immobilité, méme en rotation, et sans
ces derniéres définitions, les explications données des expériences relatives au
mouvement diurne du globe nous paraissent manquer de base.

(1) Non pas pour les positions précédentes, car celles-ci n'ont laissé aucune trace
dans I’espace absolu.
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prodectlon en menant un plan ta,n%ent commun 4 trois spheres (¥),
0 conduira le triedre invariable dans l'espace, de maniere
e faire coincider & chague instant avec celui que la construction
precedente déterminerait et on aura ainsi obtenu Un systeme
invariable immobile sous le rapport de la rotation, 6l n’ayant
d’ailleurs qu'une translation uniforme. Clst par rapé)ott d Ce
systeme qUe tout point matériel tibre 0ECTTt UNE ligne droite d'un
mouvement uniforme, et ¢’est par rapport & ui que nous évaluons
les rotations absolues. o o

Sans doute, nous ne pouvons pas réaliser cette expérience 4 la
surface de [a terre, parce que nous n'y disposons pas de points
matgriels absolument libres; mais, ayant concu de cette manigre
'existence d'un systéme sans rotation, par rapport auquel les lois
de [ dynamique Sont absolument vraies (du moins c'est Ia le sens
Pr,ems 0e notre hypothése), nous pourrons comprendre que plus ces
0is Sapprocheront d'8tre verifiees pour un certain systeme inva-
riable donne, plus ce systeme se rapprochera d’8tre un ,skst_e_me
sans rotation et a translation uniforme, d'apres la definition
precedente. Clest dans ce sens qu'il faut comprendre que le systeme
des etoiles fixes est le plus immobile que nous connaissions.

L1, 1l ne faut pas songer, dilleurs, & définir d'une maniere
analogue un systéme sans translation, puisque, non-seulement
les points librés decrivent des droites par rapport & tous les
systemes sans rotation et a translation uniforme, mais encore
'acceleration qu'une force communique aun point matériel reste
la méme par rapport a tous ces systemes. La dynamique ration-
nelle ne nous donne donc Pas le moyen de comprendre I'immo-
bilite et le mouvement en translation, mais bien en rotation (2.

(*) On trouvera toujours deux plans tangents, mais I'un des deux sera écarté par
cette considération que les trois ﬁlans coordonnés doivent étre perpendiculaires
entre eux. Dailleurs, rien nempécherait de prendre plus de trois points libres.

(*) En thermodynamique, on considere les forces vives ou les énergies que les
points matériels possédent, sans indiquer nettement par rapport & quel systeme
invariable ces forces vives sont mesurées. Tant qu'il s'agit d’expériences terrestres,
on peut supposer que ces forces vives soient mesurées fJaI’ [aprort a la terre, et
appuyer cette maniére de voir sur la concordance entre les résultats qu’on obtient
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12 La propriété des points matériels signalée au n° A doit
tre admise comme rigoureusement vraie par rapport au srstem,e
sans rofation et & translation uniforme que nous avons trouve,
Il en resulte quelle est vraie aussi par rapport @ un systeme
materiel quelconque, mais on congoit qu'il n'en puisse tre ainsi
par rapport & un systeme invariable anime d’un mouvement
absolument arbitraire.

(13, En résymé, axiome de Iinertie comprend. deux idées
distinctes, outre [a notion de la force absolue et la definition de la
force relative ; 'une doit &tre englobée dans I'axiome de laction
et de la réaction; lautre consiste, au fond, dans [a definition des
systemes sans rofation et & translation uniforme (. \

Rien n'smpéche maintenant de considerer, parmi ces syste-
mes, celui (%,m & pour translation uniforme fa translation moyenne
des toiles fixes; C'est a ce systeme, dont [a position dans I'éspace
est ainsi determinge & chaque instant, qu'il faut rapporter les
mouvements absolus, les directions et les forces absolues,
notamment pour lntelligence complete des deux autres axiomes.
On a deja vu, en cinematique, comment il faut entendre les
mouvements relatifs et les directions relatives, et ['on apprendra
pLusllom a calculer les forces relatives en fonction des forces
absolues.

et I'expérience directe. Mais cette garantie fait défaut lorsque 1'on veut appliquer
les lois de la th.er,modYnamique_au systéme de P'univers. Quelques géométres ont
Propose_de considerer la force vive comme une notion premiére, ce qui résoudrait
a question du systéme sans translation. Nous ne croyons pas devoir nous y arréter,
parce que I'expérience directe n’a pas encore révelé la nécessité d’une pareille
conception, tandis qu’elle a révélé la nécessité de définir un s¥steme immobile en
rotation. Observons d’ailleurs que, si la notion de force ne suffit pas Pour définir
Iimmobilité en translation, réciproquement celle de force vive ne suffit pas a elle
seule_pour définir I"immobilité en rotation, a moins qu’on N’y ajoute la notion
Eremlere de direction dans I’espace absolu, plus complexe et moins admissible que
outes les autres, ou, si I'on veut, équivalente a la notion de I'immobilité en rotation.

().Dans la construction que nous avgns faite plus haut, I"axiome ou le postulat
de I'inertie se manifeste par cette circonstance que, quel que soit le nombre des
points libres, toutes les sphéres décrites de ces points, au temﬁs t, avec des rayons
respectivement égaux a I'une des coordonnées de ces points, X+ a<par exemple,
auront un plan tangent commun.
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§ 4, — Sur le théoréme des vitesses virtuelles.

14, Pour Irs forces agissant sur un seul point matériel, le theo-

reme des vitesses virtuelles est une consgquence immediate de fa
composition des forces concourantes_(en[qee aujourd’hui en axiome),
On pourrait aussi le demontrer directement, d'apres Lagrange,
et en deduire la propriete de la composition statique (es forces
concourantes, mais on n'y gagnerait rien, parce qu'ilfaudrait
toujours admettre ce principe dans son sens dynamique, ou
quelgue chose d’equivalent,

15. S Ton considére toutes les forces agissant sur un systéme
en équilibre, sans exception, I'equation des vitesses virtuelles, pour
le systeme entier, s'obtient en faisant la somme des équations
relatives a chaque point. o o .

Mais, sous cette forme, e principe ne servirait presque 4 rien
et la question est précisement de savoir quelles sont les forces
que I'on peut négliger dans 'équation.

16. A cet effet, on divise d'abord les forces en forces directement
appliquées, I_esguelles sont extérieures, generalement connues, et
entierement inaépendantes du mouvement initial que le systeme
prendra (ainsi que des forces qui serviront a produire ce mouve-
MENt); forces de tiaison, lesquelles sont interieures (actions de
points materiels les uns sur les autres), ou extérieures (réactions
de courbes ou de surfaces exterieures), generalement inconnugs,
et peuvent dependre du mouvement “que le systeme prendra et
des forces qui auront servi a Froduwe ce mouvement.

Les forces directement appliquées doivent entrer dans 'equation
et il ne sagit que desavoir lesquelles, parmi les forces de liaison,
peuvent tre omises (les autres seront considérges comme forces
directement appliquees).

La regle Penerale est evidemment que 'on peut omettre les
forces dont les travaux sont nuis et celles dont les travaux se

compensent; mais, dans chaque cas particulier, il faut examiner
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avec soin Si les forces de liaison satisfont 4 ces conditions, avant
de negliger ces forces.

17. La question a été résolue de trois manires différentes :
1% En etablissant d'abord le principe Pour le cas ou 'on consi-
dere toutes les forces, et en indiquant le plus grand nombre
{)osmble de cas particuliers ou les travaux des forces non direc-
ement appliquées sont nuis ou se compensent;
2° Aumoyen de démonstrations analytiques générales;
3° Au moyen de demonstrations mecaniques genérales.

18. La premiere méthode est généralement adoptée aujourd'hui
par les auteurs et elle I'sst en particulier par M. Gilbert. Elle est
simple et correcte, mais manque de generalite. Voici, sous une
forme nette, les cas, cités par la plupart des auteurs, dans lesquels
les forces de liaison peuvent étre negligees. ,

Forces intérieures— a. L& aCtions mutuelles des points
materiels dun solide faisant partje du systeme donne. _
b, Les tensions des divers elements d'un fil flexible, mais
inextensible, reliant les points du systeme en passant sur des
poulies de renvoi, etc., sans frottement. \

c. Les actions mutuelles de certains points du systeme et de
certaings courbes ou surfaces, fixes ou mobiles, sans resistance
tangentielle, faisant aussi partie du systeme et sur lesquelles les
premiers sont assujettis 4 rester, , , ‘

d. Les actions mutuelles de surfaces faisant partie du si/,steme
et d’autres surfaces, fixes ou mobiles, faisant aussi partie du
systeme, et avec ,Ie,squelles les premieres sont assujetties a rester
en contact sans résistance tangentielle. , \

e. Les actions mutuelles de Surfaces faisant partie du sYsteme,
?,t Idle points fixes qui en font aussi partie, sans réaction tangen-
jelle.

Forces extérieures, — a. L6S 1éactions subies par des points
du systeme, assujettis & rester sur des courbes ou des surfaces
fixes, ne faisant pas partie du systeme et sans réaction tangentielle.

b, Les reactions subies par des surfaces faisant partie du
systeme et assujetties & rester en contact avec des surfaces fixes
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0U & passer par des points fixes, n’appartenant pas au systéme et
sans résistance tangentielle. ,

Au contraire, dans les deux cas suivants . le frottememt
tangentiel et la deformation d'un lien elastique, on voit claine-
ment que les forces de liaison correspondantes, intérieures ou
exterielres, doivent entrer dans I'squation déquilibre.

En general, toutes les forces non explicitement mentionnées
comme pouvant étre ngligees doivent entrer dans les equations
du théoreme des vitesses virtuelles et dojvent par conséquent
Btre_ connues pour ['application de ce theoreme, & moins quo
celui-ci ne serve precisement a les determiner.,

19. Les démonstrations  plus %énérales présentent d’ordinaire
cet inconvenient que Ton ne voit pas bien comment on y exclut
les cas ou le principe est inapplicable et comment on peut affirmer
en méme temps qu’on n'y exclut pas dautres cas,

20. Les démonstrations analytiques, dans I,esquelles les ligisons
sont représentées par des équations, sont sujettes encore 4 une
autre objection. . .
‘Duhamel, qui avait demontré de cette maniere le principe
general (1ans $a mecanique, S rétracta un quart de siecle apres,
dN$ S0n ouvrage sur 165 Méthodes dans les sciences de raisonne-
ment, €N CeS termes () : «Les auteurs de traites de mecanique ont
admis jusqu’a nous que lorsque, par leffet des liaisons, un point
ne peut se deplacer qu'en restant sur une courbe oy sur une
surface ideale déterminee, on pouvait supprimer ces liaisons en
donnant une existence réelle au lieu purement idgal de ses depla-
cements possibles, et assujettissant le point & y rester, avec la
possibilite e s’y,ngIacer librement. Nous avons pensé que ce
principe ne pouvait &tre admis, ni de lui-méme, ni comme resultat
de lexperience. N

» Certainement, bien des formes de liaison peuvent donner up
méme lieu pour le deplacement géometrique d'un point; mais
peuvent-elles se remplacer dans les questions qui dependent e

(i) T. IV, p. 143



177

'etude des forces, parce qu'elles le peuvent dans les questions de
geometrie? Cette confusion des sciences nous a paru peu philoso-
phique et nous lavons rejetée. o

» Quant & lexperience, elle est impropre a l'stablissement d'un
Pnnmpe indépendant de la forme des liaisons, qui peut varier a
'infini, et que Ton ne pouvait verifier que dans un nombre
limite de cas. » A .

Cest probablement dans le méme sens que Gauss et Jacob
considéraient le théoreme des vitesses virtuelles comme impos-
sible & demontrer,

21, Restent les démonstrations mecaniques générales, dont la
plus remarquable (par les poulies mouﬂee% est due a Lagrange,
ot a 6t reproduite par Poisson dans son traité de mécanique,
Ces demonstrations sont ordinajrement abandonnees aujourd’nui,
sans doute & cause du defaut generaj signalé plus haut,

Nous essaierons toutefois de présenter la demonstration de
Lagrange sous une forme précise, ne donnant plus prise @ celte
objection, et montrant le vrai critérium de application du
principe.

22, a Le théoréme des vitesses virtuelles comprenant Iénoncé
direct et sa réciproque, st toujours VIdi, pour un systeme
quetlg:onque, lorsquon introduit toutes les forces agissant Sur ce
systeme,
yDans les paragraphes suivants, on supposera, au contraire,
qu'on n'introquisé que les forces directement appliguées et qu'on
fasse abstraction des forces de liaison, ou d’un certain nombre de
ces forces (les autres etant alors remplacées par des forces direc-
tement appliguees). o , , -

b. L4 Teciproque du theoreme des vitesses virtuelles, ainsi
entendu, est toujours vraie, pourvu qu'en enlevant les forces
directement appliquées (ou celles dont on tient compte dans
'équation), I'quiliore subsiste dans le systeme. )

c.Lnoncé direct du théoréme exige dabord la méme

condition que a reciproque, et il est vrai alors pour tous les

deplacements jouissant, non-seulement de la proprieté d'Btre
1

2
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compatibles avec les liaisons, mais aussi de a propnété (e
Pouvmr tre produits, dans un sens ou dans 'autre, par laugmen-
ation ou la diminution, aussi faible que Fon veut, de Fune des
forces directement appliquees, apres que les autres deFIacements
auront ete rendus impossibles par des liaisons nouvelles, conve-
nablement choisies et ne troublant pas equilibre,

23. Voil3, pensons-nous, un énoncé clair du théoréme, faisant
reconnaitre tout de suite les cas ou ce théoreme est partiellement
en defaut, et la cause de ce fat. \

Si, en enlevant les forces appliquées, le systéme se met en
mouvement, il est clair que ce mouvement Peut Btre arrété par un
systeme e forces qui, pris isolement, n’est pas en équilibre; et

ans cette hypothese, ni le principe ni sa réciprogue ng peuvent
se verifier. On peut realiser ce cas au moyen de liens elastiques.

Si l'on ne peut P@s reduire les deplacements possibles a un
seul sans troubler Tquilibre, a proposition directe ne peut pas
tre vraie; car si elle 'stait, on en deduirait ensuite, au moyen
de Ia,rec,||proque, que nous demontrons en premier lieu, I'existence
de l'equilibre; et si, apres avoir ainsi reduit les deplacements
un seul, une augmentaﬂon ou une diminution de I'une des forces
appliquees ne troublait pas ['equilibre (comme dans le cas du
frottement, par exempleg), 'equation  des vitesses virtuelles ne
pourrait évidemment Btre vraie a la fois pour les deux equilibres
obtenus, avant et apres cette augmentation ou cette diminution.
Elle serait donc géneralement en defaut et vraie seulement dans
des cas particuliers, I

On voit donc pourquoi le frottement et I'8lasticité sont exclus,
mais notre enonce a I’avanta?e ('Btre genéral et de renfermer
aussi tous les autres cas d'exclusion possibles, quelles que soient
les liaisons. , o _

Ainsi, les conditions posees sont bien necessaires et il ne s'agit
plus que de demontrer quelles sont suffisantes.

24. Tour le démontrer, il convient d'établir d’abord la récipro-
que (u theoréme, et cette réciproque stablira d'apres Lagrange.
Observons que e fait sur lequel Lagrange se base ici, a savoir
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«qu'un poids librement suspendu ne peut déterminer un mouve-
ment qu’en se mouvant lui-méme » est un fait évident, ne compor-
tant ni objections, ni exceptions; tandis que le fait admis par
l'llustre auteur dans la demonstration de I'enoncé direct aun tout
autre caractére, , o
 II'admet qu'un poids, étant la seule force directement apPhquee
a un systeme, doit necessairement produire de lui-méme tous les
deplacéments du_ systeme cinematiguement possibles, ou comPa-
tibles avec les liaisons, lorsque ces deplacements ont pour erfet
d'abaisser le poids. S q
II'y aurait plusieurs observations a présenter sur celte assertion
que La range semble vouloir faire admettre d’une maniere
absolue (*). Observons seulement quelle doit étre en defaut chaque
fois que le principe lui-méme subit une exception, comme dans
les cas du frottement, des liens elast,|(1u,esk (s surfaces mabites SUY
lesquelles certains points sont assujettis a rester; enfin, de Iequi-
libre instable, Bornons-nous a quelques mots sur ce dernier cas,
Soit un point matériel pesant B, placé en équilibre instable au
sommet d'un angle ABC dont Ja bissectrice est verticale, et assu-
jetti a rester sur la ligne brisee ABC, le Ionq e laquelle il peut
Qailleurs glisser sans frottement. Ce cas est ideal, sang doute,
mais pas plus ideal que bien d'autres, considérés en mécanique
rationnelle. o ,
Les deux mouvements BA, BC sont cinematiquement possibles
et compatibles avec les liaisons; ils ont tous deux pour effet de
faire descendre le poids, et cependant le poids ne les produit pas
de lui-méme. En vain chercherait on, par des liaisons' nouvelles,
3 ne laisser qu’un seul mouvement ,Fossmle; on no _Fourran le
faire qu'en troublant I'aquilibre. Diailleurs, if est inutile de cher-
cher 4 reconstruire [a démonstration, car le théoreme des vitesses
virtuelles, applique au poids seul du point materiel B, est evidem-
ment en defaut dans ce cas.
Ainsi, de deux choses 'une © -
Ou bign il n'est pas vrai qu'un poids, etant la force unique qui

(* Voir, par exemple, celle qui est présentée au n° 28.
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agit sur un systéme, doive produire de lui-méme les déplacements
compatibles avec les liaisons et qui ont pour effet d’abaisser ce
poids, méme quand ces deplacements peuvent avoir lieu sans
résistance passive; o ,

Ou bien, si ['on exqe qu'on limite 0°abord a un seur les dépla-
cements possibles : 1 n’est pas vrai que lon puisse toujours
limiter le nombre des deplacements possibles par des liaisons
nouvelles convenablement choisies et ne troublant pas I'squilibre.

Dans notre énonce (c), fout cela est prévu. Le principe n'sst
affirme que pour les cas ou I'on peut limiter ainsi le nombre des
deplacements Par des liaisons nouvelles convenablement choisies
et ne troublant pas ['&quilibre. _ \ N
‘Les objections ci-dessus ne s'appliquent qu’a la proposition
directe. La proposition inverse est exactement démontrée par
Lagrange, méme en ne considerant que les forces de liaison.

ais il faut cependant, comme nous I'avons fait, mentionner

cette condition que le systeme serait en equilibre si les forces
directement appliguées n'existaient pas, sinon tout e raisonne-
ment relatif aux forces directement appliquées et au poids qui les
remplace manquerait de base.

25, Démontrons maintenant le § c. Si chacune des forces P, ..
etait normale au deplacement correspondant, dans le systeme (e
deplacements choisis dp, ..., le theoréme serait évident pour ce
deplacement-la. Cest un cas tout particulier, non compris dans
la condition generale. \ N

Supposons “maintenant, d’apres cette condition, que la force P
soit telle que son augmentation ou sa diminution, si faible
quelle soit, entraine la rupture de 'equilibre, lorsque les dépla-
Cements autres que dp, dq, ..., Sont empéchés, On sait déja (23)
que cette condition est nécessaire pour que I'quation des vitesses
virtuelles puisse étre vraie. Nous disons maintenant qu'elle est
toujours suffisante. En effet, si 'on n'a pas

Papa-Qqt .= 0,
on pourra déterminer une force P telle que
P'dp+ qu4'...: 0,
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.~ Introduisons, & cOté des liaisons _existantes, lesquelles son
indéterminées, un autre systeme de liaisons qui, conformement
'énonce, maintienne Iequilibre, rende le deplacement ap, da, ...
et le deplacement inverse les seuls possibles, et leur Fermette
tougours de se produire sous une variation, quelque faible qu’elle
soit, de la force P. N

Augmentons la force P de la quantite P' — P. o

Diaprés Thypothese, cette variation de la force P doit déter-
miner la rupture de Iequilibre et produire le deplacement corres-
pondant & dp, dq, ... Maig, au contraire, il devrait alors y avoir
equilibre d’apresﬁe § b, puisque T'on a

P'dp+ qu+ 20

et que dp, dg, ... &5t maintenant le seul déplacement compatible
avec les liaisons. Cette contradiction ne peut tre levée qu'en
supposant P* — P-= 0, ce qui demontre l¢ théoreme,

26, Considérons maintenant le cas ou la variation, aussi faible
que I'on veut, de [aforce P, ne determine le mouvement que dans
Un sens, par exemple dans le sens de vaugmentation (e cette force.
Alors, dans Iz démonstration precedente, la contradiction ne s
produit que si P* —-P est une quantité positive. On ne peut donc
plus conclure P — P — 0, mais seulement

L Pr-pnrO

a'ou DAp:

et comme

ni Vdp-~Qdqt .= 0,

Pap + Qdgua ... M0,

Si, au contraire, c’8tait dans le sens de la diminution de la
{orc,e P-que Tequilibre flt trouble, ou conclurait de la démons-
ration : p
mais comme alors ap est évidemment négatif, on aurait

Pdp > P dp,
d'ou, comme tout & I'heure :
Pap+ Qdg+ ..o> 0.
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Telle est donc [a relation des vitesses virtuelles, chague fois que
le deplacement n'est possible que dans un sens.

27, Au contraire, dans beaucoup de cas ou il fout des forces
finies pour opérer le deplacement dans un sens, tandis qu'il est
impossible en sens inverse, ona

Pdp"l"qu‘l' v < 0

Cela provient de ce que, i 'on remplace toutes les liaisons par

des forces directement appliquees, on doit avoir .
Pdp+ qu+ Wt T= 0,

en représentant par T la somme des travaux virtugls des liaisons.

Mais puisque ces liaisons sont de nature & empécher le mouve-
ment inverse, les forces qui les remplacent doivent étre dirigees
gans le sens du mouvement actuel, clest-a-dire que T est positif,
one :

Papt+ Qdgt .. < 0.

.28, Sans doute, dans ce qui précade, le théoreme des vitesses
virtuelles est entoure de bien des restrictions, mais qu'importe, si
cette forme restreinte constitue sa seule signification genérale?
La double condition mécanique introduite, pour que fon puisse se
borner a faire entrer dans equation les forces directement
appliquees, résume precisement tous les cas du n° 18 et tous ceux
que I'on pourrait encore imaginer. L

On ne pourrait pas prétendre que notre condition équivaut &
supPoser que l'assertion de Lagrange (relative au poids produi-
sant le mouvement de [ui-méme) se trouve vraie dans Iappareil
dont il s'agit; car on peut vérifier notre condition dans chaque
cas donne, tandis qu'on ne le peut pas pour celle de Lagrange, vu
que I'gquilibre existant dans le systeme sous Iaction du poids ne
sera point trouble, dans les appareils ou le théoreme & démontrer
st vrai, méme si 'on augmente le poids, Ainsi, notre condition
est une condition de fait directement verifiable; celle de Lagrange
est une condition de doctrine, échappant 4 toute vérification.

29. Diailleurs il nous semble quil y a un certain avantage a
conserver, au debut de la statique, l'idee si claire et si frappante
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de la multiplication de fa force (aux dépens de la vitesse) par
les poulies mouflees. ) , ,

‘Dans tous les autres exemples, méme celui du levier, les
demanstrations les plus rigoureuses, bien qu’elles soient corroborées
par 'expérience de chaque jour, nous semblent laisser encore
guelque chose de mysterieux et d'obscur. On introduit, des le
gbut, les notions d’un corps rigide et des forces intérieures, dont
le 6le ne se trouve pas suffisamment mis en evidence, Sang doute,
dans les poulies mouflées, les forces intérieures interviennent
aussi, mais_on saisit mieux leur action et une fois le principe
bien compris pour ce cas simple, il s'étend plus facilement aux
autres cas.

-30. Pour achever e faire bien saisir le théoreme des vitesses
virtuelles dans un cours, nous en ferions I'application a chaque
machine et & chaque systeme dont on demanderait les conditions
d’quilibre, conjointement avec les méthodes directes, quelquefois
plus rapides,

§5. — Sur les théoremes généraux de la dynamique.

31. M. Gilbert deduit les théorémes généraux de la dynamique,
pour_des systemes quelcongues, des theorémes correspondants
relatifs & uri seul point mobile. « suppose donc d’abord qu'il n’y
ait pas de liaisong et indique ensuite un certain nombre de cas
dans lesquels I'existence de liaisons determinges ne serait pas un
obstacle ‘a I'sxactitude des résultats. Cette marche est daccord
avec celle que l'auteur a suivie pour le théoreme des vitesses
virtuelles. , .

Mais il semble qu'on ne puisse se rendre un compte tout 4 fait
exact de la signification des theoremes generaux, dans les
systemes 4 liaisons, qu'en deduisant ces theoremes de I’e(iuatlon
generale de la dynamique. A chaque deduction, on peut alors
assigner les restrictions %uelle\ comporte. Il convient aussi de
distinguer nettement les theoremes qui fournissent des intagrales
dles eqUﬁnons de la dynamique. 1.a suite des propositions Serait
alors celle-ci :



184
32.  a Théoreme de o Alembert. — L8 COMDINaison du théoreme
de d’Alembert avec celui des vitesses virtuelles donne lieu & une
remarque assez importante. Si lon désigne symboliquement Bar
Al'ensemble des forces directement apptiquees; par L I'ensemble
des forces (e riaison; par G l'ensemble des forces congervees
par les points matériels (c'est I'expression adm|se,f)ar M. Gilbert) ;
Fa,r P les forces G prises en s!?nes contraires; il y a, d'apres le
heoreme de d’Alembert, equilibre entre les forcés A Pet L,
les forces G devenant les seules forces motrices du systeme,
apres_que I'on a introduit dans celui-ci les forces G et P qui se
detruisent deux a deux. o
Mais il est bien entendu que dans cet e(imhbre, entre les forces
A, Pet L, les forces de liaison sont celles qui proviennent de
action de toutes les forces appliquées, y compris les forces
motrices G, car, en général, les forces de liaison dependent de
toutes les forces agissantes. o , ,
Cependant, pour appliquer le theoreme des vitesses virtuglles,
on doit remplacer implicitement le systeme donné par un autre,
sur lequel n'agiraient, comme forces directement appliquées, gue
AetPet (1;“, Serait en equﬁbre, sous Iaction de ces forces et des
forces'de liaison auxquelles elles donnent lieu dans le systeme
dont il sagit. . _ , , ,
Pour que cette maniere de raisonner soit correcte, il faut et i
suffit que les forces motrices G ng donnent lieu, dang le systeme,
3 aucune force de liaison, contrairement a ce qui arrive pour des
forces prises au hasard. , o
Comme les forces motrices G sont celles qui_produiraient
exactement les mémes mouvements sur tous les points matériels
qu systeme i ceux-ci etaient libres, on doit admettre, au moins
dans Ie cas ol ces mouvements peuvent étre détermings par une
force infiniment petite, que les forces motrices G ne mettent pas
les liaisons en jeu, de sorte que les forces de liaison sont Tes
mémes que si Aet P agissaient seules comme forces directement
appliuées. o
Alors on peut imaginer que le systéme soit en etq
e

ilibre (ou en
mouvement uniforme) sous faction de A, de P

I
des forces de
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liaison qui naissent de A et de P, ce qui permet d'écrire I'8quation
des vitesses virtuelles entre les forces A et P seulement, si
d'ailleurs les liaisons satisfont aux conditions indiquees au n° -2,
 Mais la condition d'apres laguelle le mouvement (aue, prend
réellement e s¥steme doit pouvoir se faire sans resistance,
c'est-a-dire sous Taction d’une force infiniment petite, est P,rem-
sement (=) la condition nécessaire pour qu'on Pugsse app |%uer
le principe des vitesses virtuelles a ce deplacement-[a, donc %3 4)
demontrer le theoreme des forces vives. De I3 résulte que chaque
fois que le theoreme des forces vives ne sera pas applicable a un
systéme en mouvement, ceux des quantités de mouvement
F[OJexees et des moments seront e[qalement douteux, parce que
quilibre n'existe que moyennant les forces de liaison Inconnues
dues aux forces motrices G, tandis que pour appliquer le theoreme
des vitesses virtuelles, tol que nous lavons demontré d’une
maniere genérale, il faut que 'equilibre existe entre A, P et les
forces deliaison engendrées, sur le systéme donne, par A et P
seulement, , , , ,

On ne peut dailleurs disconvenir que, tant dans la de-
monstration Fene,rale‘du theoreme des vitesses virtuelles, que
dans son application & la recherche de I'équation generale de fa
dynamique, on emploie, au fond, des idées non contenues dans
les axiomes admis; il n'en est plus de méme lorsque, depouillant
la question d’une generalite embarrassante, on s borne, comme
M. Gilbert, apph(ﬁuer le theoreme des vitesses virtuelles
toutes les forces, SaUf 3 rechercher directement, dans chaque cas
particulier, les forces de liaison que Ion pourra négliger.

Dans cette méthode, avant d'ecrire Itquation generale de la
dynamique, pour un systeme donng, on sassurera que toutes les
forces de liaison ont des travaux nuis (ou des travaux qui se com-
pensent{, que ces forces soient d'ailleurs engendrées sur le systeme
par A €L P, ou bien par les forces motrices G, ,

b., . Equation générale de la dynamique.— TOUJOUYS ?X&CtG,Sl 'on
considere toutes les forces. — Dans le cas contraire, mames res-
trictions qu'au theoreme des vitesses virtuelles, et, de plus, la
condition impose pour le deplacement virtuel s@, 1y, &*, ...,
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doit se veérifier aussi pour le déplacement réel ax, dy, dz....,
sans quoi I'equation manquerait de base.

c. Théorémes des quantités de mouvement projetées et du
mouvement du centre de gravité. — ObtenUS en ChO]SlSS,ant, comme
deplacements virtuels du systeme en equilibre, trois déplacements
successifs paralleles aux axes, comme si le systéme était inva-
r!ab(ljef.”Ce sont les trois premires equations d'aquilibre du systéme
rigidifie,

g,Les forces intérieures peuvent toujours Btre négligées, et le
theoreme est toujours exact si I'on considere toutes les forces
exterieures. , ,

Dans I cas de liaisons, il faut que les déplacements répondent
aux conditions du theoreme des vitesses virtuelles, mais il suffit
gu’on puisse trouver trois translations quelconques qui y répon-

ent, outre le déplacement regl,

d. Intégrales de la conservation des quantités de mouvement ou
de la conservation du mouvement du centre de gravité.— ” faUt,
(e Flus, que les forces dwectement,apphquees, fransportées au
centre de gravite, y donnent une resultante nulle. On @, alors,
trois intégrales, en quantités finies, des équations du mouvement.
— Autres cas d’mtegranon.

e. Théoréme des moments des quantités de mouvement.— Obtenu
en choisissant, comme deplacements virtuels du systeme en e%ug-
libre, trois rotations, autour des axgs, comme si le systeme etait
invariable. Ce sont les trois dernieres équations d'2quilibre du
systeme rigidifie.— Mémes observations qu'au théoreme précedent,

f. Intégrales de la conservation des moments et des aires. — |
faut, de p?us, que les moments des forces directement appliquées,
autour des axes, soient nuis. On a, alors, trois m,teg,rales_ premieres
(es équations du mouvement — Autres cas d'infegration.

/9. Théoreme des forces vives. — Obtenu en choisissant, comme
deplacement virtuel zx day, 8z, ..., & déplacement gx, dy.
dz, ..., QUi sopere dans le mouvement réel du systeme primitive-
ment donng. -

‘Toujours exact si, 'on considere toutes les forces. — On peut
négliger les forces intérieures dans les solides. — Dans le cas de
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ligisons, il suffit que le déplacement ax, dy, dz, ... puisse,
comme clans le theoreme des vitesses virtuelles, s'effectuer sous
laction d'une force infiniment petite.

Cette condition contient celle qui est posée par Duhamel et par
Eoutr, et d'apres laquelle les liaisons doivent €tre independantes
I temps.

Ma|sqes,ra|sons,données par Ces savants auteurs ng nous parais'
sent.pas peremptoires. Sans doute il faut, PO‘” 'equilibre, prendre
les liaisons telles quelles existent & instant que lon considere,
mais on serait libre de les faire varier d'une maniere arbitraire
pendant le deRlacement virtuel méme, si alors [a condition fonda-
mentale du theoreme des vitesses virtuelles (»») restait encore-
vérifiee. Celle-ci semble donc contenir tout ce que 'on peut dire
sur ce sujet, et il semble, de plus, que la condition de Bour et de
Duhamel soit insuffisante. , . ,

En effet, supposons que I'un des points materiels xis yn z,, Soit
assujetti a rester sur une surface mobile, qui suive, par une trans-
lation, e mouvement d’un second point du systeme iy 2. Cela
revient @ materialiser, d’une certaine facon determinge, une
liaison analytique de la forme

F (0?| —xt, yl-yi, —*,) =)

Le théoréme des vitesses virtuelles et celui des forces vives
seraient en defaut, bien que le temps n'entrat pas explicitement
dans l'equation de liaison. o

h. Intégrale des forces vives. — | fautl dﬁ p|US, qU,|.|\ exIste
une fonction des forces. On 4, alors, une Integrale premiere des
equations du mouvement,

i. Intégrale de la conservation des forces vives. — REpOnd al

cas ol les forces directement appliquées sont nulles,

§ 6. -r- Sur quelques équations différentielles relatives au mouvement
de rotation des corps solides.

3. Les cas principaux dans lesquels les équations différentielles
du mouvement de rotation des corps solides peuvent étre intégrees
sontdes suivants :
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1° Le cas ou L n'y a point de forces extérieures (intégration
exacte, par les fonctions eI||pt|(1ue,s); . ,

2" Le'cas d’un corps de revolution fixé par un_point de son axe
de figure et soumis uniguement a la pesanteur (idem);

3" Le mouvement relatif du g){roscope a la surface de la terre
(S(iltgnor; approximative, pour-le cas des grandes vitesses de
fotation).

Nous nous. sommes occupé d'un quatriéme cas, dont il est
question aussi dans |a mecanique de M. Gilbert; c’est celui d'un
corps de révolution fixé par son centre de gravite, animeé d'un
mouvement de rotation trés rapide autour de son axe et soumis &
|'action continue d’un courant d’air a filets parallgles. On néglige,
bien entendu, le frottement de Iair contre fa surface du corps.

Cette question_ conduit & la solution du probleme du mouve-
ment des projectiles lances par les canons rayes de l'artillerie (¥).

3k La solution du probleme post a ete donngg par le gencral
Mayevski, pour le cas ol le courant d’air est constant en direction

I3

eten inensite, | A , ,
Mais [application faite par le méme auteur des resultats trouves
dans cette hypothese, au cas d'une direction et d'une intensite
variables, est sujette a des difficultes que nous avons dja signalées
dans Ies memoires 0 13 Societe (2) et sur le detail desquelles nous
ne reviendrons pas ici. ,
Elles se resument en deux points : .
1% L'on ne peut pas, selon nous, supprimer dans une egiuat|on
differentielle des termes periodiques (par cela seul qu'ils sont

(*) On pourrait dire aussi que le corps est soumis a une force quelconque rencon-
trant I'axe, mais le probléme serait ainsi rendu plus général, parce que, dans le cas
du projectile, la vitesse et la direction du courant d’air ne sont pas indépendantes
I’une de lautre.

(*) Tomes IX (Ire série) et Il (2Ssérie). Nous saisissons cette occasion pour rectifier
quelques fautes d’'impression dans le second de ces mémoires.

P. 67, ligne 9, au lieu de inexactitude, lisez exactitude.

P. 69, lignes 10 et suivantes, au lieu de : *de quantités angulaires... w =

lisez : « de quantités angulaires égales, ce qui exige que les vitesses angulaires de
rotation soient inversement proportionnelles aux temps, d’ou I'dguation w= "»,
P. 72, derniére équation, au lieu de > , lisez <, et au lieu de 1= 3, lisez t= 2.
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périodiques et sans qu'ils soient toujours tres petits relativement
aux autres termesz (*, sous pretexte que I%quation ainsi
transformee est exacte en moyenne, 0U QUe 1°0n pourrait chercher
le mouvement d’une droite fictive ayant comme mouvement vrai
le mouvement moyen de lautre, = o

2° Dailleurs, en appliquant a la direction et a [intensite
variables les resultats trouves dans le cas ou elles sont constantes,
il se presente une veritable indelermination relative a la valeur
qu temps « lequel devrait étre compté & partir d'une certaine
epo%ue ou laxe de flg_ure aurait coincide avec I'axe instantane de
rotation, mais a partir de laquelle le courant d’air serait resté
constant. ) .
d%ette application nous parait donc manquer entierement
e base.

35. Nous I'avons établie a un autre point de vue, en rempla%ar]t
I'axe de figure par l'axe d'impulsion ,@xe du couple des quantites
tie mouvement), lequel se trouve avoir pour mouvement rigoureux
le mouvement moyen de Iautre, et de cette maniére nous avons
pu baser sur un raisonnement exact les equations differentielles
du mouvement dans le cas du courant variable, équations qui ont
été intégrées depuis par M. Magnus de Sparre. Ces quations
coincident dailleurs avec celles du general Mayevski et ce n'est
quau point de vue de la doctrine que nous dvons conteste les
raisonnements qui y avaient conduit ce géometre,

L'emploi de [axe du_couple d'impulsion nous a permis aussi de
donner une theorie simple et compléte des differents genres de
similitude, dans le mouvement de rotation des PrOJectHQS, 0 des
corps de revolution quelconques, comme nous Iavons dit dans le
second des mémoires' prérappeles,

36. M. Bertrand avait propose, en 1856, d,’emFJoyer axe du
couple des quantites de mouvement pour etablir une theorie
elementaire du mouvement relatif du gyroscope libre; mais pour

(') La vitesse de précession, que I'on considére comme constante, oscille, en
réalité, entre zéro et le double de sa valeur moyenne.
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le gyroscope cela nest pas indispensable, puisque les équations
donnant le mouvement de I'axe de figure peuvent sfmtegrer
moyennant des approximations tres admissibles (suppression d'un
terme qui reste toujours tres é),em par rapport a un autre, lequel
ne change Ba‘s (e S|?ne), tandis que les approximations employees
dans le probleme actuel sont d'une nature bien différente.

37. M. Gilbert résout au n° 215 un probleme analogue 4 celui
dont nous venons de parler, et en trouve les equations differen-
tielles; mais, pour les résoudre, il admet aussi des approximations
qui ne nous paraissent pas justifiees (n° 216) et Iapplication qui
est faite plus loin ,‘nf’ 200) au mouvement du projectile laisse
subsister toute la difficulte.

38, En attendant que les équations du n° 215 puissent
Btre intégrées plus rigoureusement, méme en y considérant
X, et'Y,, comme des variables dependant du temps, ou d'autres
circonstances de la question, nous continuons @ maintenir comme
seule valable, au point de vue des principes, notre théorie de
laxe d'impulsion, qui leve toutes les difficultes. La, le mouvement
conique etant rigoureux, nous n'avons pas besoin de_droite
fictive, de suppression de termes_ periodiques ou autres, ni d’une
orlglne qu temps déterminge, mais inconnue, o
“Clst & [axe d'impulsion lui-méme que se rapporte équation
differentielle. Cest lui-méme dont on cherche le mouvement
rigoureux (une fois les hypothéses physiques admises) et' [a
position finale; et, ayant tiouve celle-ci; on invoque alors cette
proEnete . que I'axe e figure ne peut Aamaw secarter beaucoup
de Taxe d’impulsion si le mouvement de rotation est energique,
Wopne\te (&ja invoquée du reste pour modifier legerement les
ypotheses physiques et faciliter ainsi la mise e equation
du probleme.
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Page 95. avant le titre particulier: rvre V, ajoutez le titre général .
G éométrie dans | 'espace. . , . i

Page 88, lignes 9 et 10 au lieu de « comme étant la Fe,rpen,dmu,lalre
abaissee d’Une extremite de Iarc sur la normale a l'autre extremite » lisez :
«comme €fant la distance, comptee sur la normale a 'ung des extrémites
detl,argt,, depuis cet arc jusqua la perpendiculaire abaissee de l'autre
extremite ».

Bordeaux. —Imp G. Gounouilhou. rug Guiraude. 11.
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